CAPITULO 3: HIDROCINEMATICA

En un punto de la masa 1iquida en movimiento existen por definir cantida-
des escalares y cantidades vectoriales, Ejemplos de las primeras son presidn,
densidad, temperatura; ejemplos de las segundas son velocidad, aceleracién, -
fuerza. Mientras que una cantidad escalar queda definida por su magnitud, para
que una cantidad vectorial quede definida se requiere conocer ademds de su mag-
nitud, la direccidn y el sentido.

Las caracteristicas fisicas en el seno liquido, tanto escalares como vecto
riales, pueden variar de un punto a otro del 1iquido y en un-mismo punto de un
instante a otro. Esto se expresa diciendo que tanto las cantidades escalares
como Tas vectoriales son funciones de punto y de tiempo.

Se dice también que la regidn ocupada por el 1iquido en movimiento determi
na un campo de flujo, dentro del cual es posible distinguir campos escalares y
campos vectoriales.

La cinematica de los liquidos estudia el movimiento puro de las particulas,

sin considerar la masa ni las fuerzas que lo producen. La descripcién del movi
miento se hace utilizando Gnicamente la velocidad, la aceleracién y la rotacion.

3.1 EI1 campo de velocidades

Una particula del 1iquido recorre una 1inea usualmente curva que se 1llama
trayectoria. EI estudio del movimiento de la particula puede hacerse:

* utilizando el vector posicién r, como una funcién vectorial del

tiempo. 2

r=7r(t)

rEXi+YJ+Zk

X = x (t) .

Y=y (t) Y
Z=12z(t)

X

utilizando 1a trayectoria y el camino recorrido, como una funcidn
escalar del tiempo.

=S|,

X

E1 vector velocidad de la particula (v) se define como la rapidez de cam-
bio de su posicibn:
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3.2
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v resulta ser un vector tangente a la trayectoria en cada punto, que depen-
de de la posicion de la particula y del tiempo:

v=v(r, t)
V=V, i+ vy J+ v, k
- : . dx
VX = VX (Xa Y, Z, t) = dt
- - dy
vy vy (X, ¥y, zy t) gt
= . dz
VZ = VZ (Xa y: Z, t) - dt
Se cumple:
— _ ,dr )
ldr| = ldtl dt ds

de modo que:
1 1
2 2 2
- ds 2 z2,,2 . dx. dy dz
V= _t'\/"x rvorvt =\ (@ G G

Si s es un vector unitario tangente en cada punto a- la trayectoria se cum-
ple:

es decir, vV=yvs = g%—§'= = ceen (2)

El campo de aceleraciones

Es un campo que se deriva del campo de velocidades. E1 vector aceleracidn

de 1a particula en un punto (a) se define como la rapidez de cambio de su
velocidad en ese punto: T

- 2 —

= dv d” r
a = - = e (3)

dt dtz

Sus componentes son:
dv dv dy
:—X :—X :—..E

A dt ay dt 3 dt (4)

Desarrollando estas derivadas se aprecia que las componentes de la acelera
cidn son funciones de punto y de tiempo.

La_aceleracion en coordenadas intrinsecas.- En la prdctica se dan situa-
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ciones en las que el movimiento .se supone unidimensional, El estudio del
flujo unidimensional se simplifica bastante con el empleo de un sistema de
coordenadas con su origen en cada punto de la trayectoria; se denomina sis
tema intrinseco de coordenadas y cualquier vector puede expresarse segin
sus componentes en este sistema.

En cada punto de la trayectoria es posible distinguir tres vectores unita-
rios s, n, b tales que:

s ... tangente a la curva (vector tangencial)
n ... normal a la tangente y colineal con el radio de curvatura, salien-
do de la curva (vector normal)
b . perpendicular al plano s, n (vector binormal)
b 7
z
Y
Ve
/
x { ~CENTRO INSTANTANEO
"~ DE CURVATURA

Los nombres de los planos respectivos son:

... plano osculador
. plano normal
. plano rectificador

Tis|w|
v w
n|o|s|

L]

En este sistema:

~ _ dv_d =y _dv-, ds
a = @ a ) TStV
_dv ¢ (ds ds
stV @
_dv-, 2 ds
=& stV o . (%)
-

prestemos atencién al término rey

Puesto que P y P' son dos puptos muy préximos entre si:
ds tiene la direccion de n y sentido negativo;
S ¥ s + ds tienen practicamente el mismo médulo unitario:

|d§| = dq

también ds = r dg
e ds 21
dividiendo ds -
!_CE =!‘.
dsI r
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3.3

reemplazando en (5):

a = ag ta

' 2
T . vz Vv oo . )
a = S = n e (6)

lo que quiere decir que el vector aceleracién se encuentra contenido en el
plano osculador. Aver1guemos las componentes:

= 4v _ov ds
8 " dt T 8s ° dt

v Vv

=3 V*tat ..{6"') el primer término representa acelera-
cion convectiva, el sequndo acelera-
cidn Tocal.
2 .
I RARI 17
Y (2) T3t
— 3 v2 v <
es decir: a, =| 35 (F) *+5p s Cevaen (7)
2
—-— -_-v—___.
an_ rn . LRCEE RS B (8)

E1l campo rotacional

Ademas de los campos de velocidades y aceleraciones, existe en el seno 11-
quido otro campo 1lamado campo rotacional que se deriva de las ve]oc1dades.
Se 1lama rotor de v 0 rotacjonal de v al vector:

i3 k
— 9 9 9
rot v = % 5;- 37
' vy v,
_ v, v v, av vV,
rot v=i(=—=%--97 C——— - —~—0 i+ ( - =2k ... (9)

y 9z
que también es funcidn de punto y de tiempo.

Significado fisico del vector rot v,- Como en el cuerpo r1g1do ademds de

la traslacion una particula puede exper1mentar una rotacién, Sea Pqy el
centro de gravedad de la particula y e el eje instantdneo correspondiente.
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3.4

En un plano perpendicular a e cons1derar dos 1ineas ortogonales que servi-
rdn para estudiar la rotacidn pura de la particula.

E1 punto P se ha]]a muy proximo al_punto Py; la velocidad v es tangente a
la trayectoria circular de radio dr y corresponde a la traslacion pura del
punto P,

Al producirse 1a rotacién la velocidad angular vale:
_de
T dt
Por comodidad se puede tomax el eje e como eje z y el plano en que se mue-
ve P como plano XY. Entchces el vector velocidad angular es:
: T=owkK

La velocidad v puede definirse_como E:= w x_ dr ;

el vector dr tiene la forma dr =dx i + dy j ;
entonces:
T T K
xdr=lo o0 w| =-o0dy T+ wdx3
dx dy o
i3 Kk
rotverotoxdr=| -+ 2 | =20k=2a ... (10)
Ix dy 9z
~wdy wdx o0

To cual significa que el rotor de la velocidad en un movimiento de rota-
ci6n alrededor de un eje es igual al doble del vector velocidad angular.

La figura muestra de manera aproximada la forma en que varia la velocidad

del agua en um canal:
< ;
—\ -{i}-) (a)
)
- {:} (b)
J
"
=7 _
_ > {:} Jes

Si se coloca una ruedecita que puede g1rar ]1bremente en su plano, alrede-
dor de su eje, se observard que:

* en la zona (a) gira en sentido antihorario, indicando con ello que
rot v # 0 (vector normal al papel, saliendo).

* en la zona (b) casi no se mueve (rot v = 0)

* en 1a 2ona (c) gira en sentido horario, ind1cando con ello que
rot v # 0 (vector normal al papel, penetrando).

Clasificacion de los flujos

En la practica se presentan diversos tipos de flujo. En vista deque €l
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interés se centra en las conducciones por tuberia y por canal, las descrip
ciones que siguen se ilustran con esquemas de estas conducciones.

Flujo permanente y no permanente.- En el primero, en una seccién de 1la
conduccion permanecen constantes en el tiempo las variables hidrdulicas del
flujo (velocidad, presign, densidad, etc). En el segundo los valores de
estas variables cambian de un instante a otro.

L ———— L]
- K4

ov ov
=0 oV
oF 57 #0

\
W

Flujo uniforme y no uniforme.- Considérese un flujo permanente en dos si-
tuaciones distintas: una con tuberia de diametro constante y la otra con
tuberia de didmetro decreciente.

N v —

>

En el flujo uniforme permanecen constantes a lo largo de la conduccion las
variables hidraulicas del flujo (velocidad, presidn, densidad, etc). En
el flujo no uniforme los valores de estas variables cambian de un punto a
otro de la conduccidn; se le denomina también flujo variado.

Flujo gradualmente variado y rdapidamente variado.- E1 esquema corresponde
a un canal que tiene una grada en el fondo, y es de por s{ explicativo. El
flujo variado (FV) puede serlo gradualmente (FGV) o brdscamente (FRV). A
1a izquierda y a la derecha del flujo variado se desarrolla flujo uniforme.

FV

FGV % FRV

Flujo unidimensional y bidimensional,- ‘Estrictamente hablando el flujo es
siempre tridimensional. Sin embargo cuando en el flujo prevalece una di-
reccién es considerado unidimensional, como ocurre con las tuberfas y los
canales. En el caso de los canales hay circunstancias en las cuales no se
puede Prescindir de una segunda dimensién para describir el flujo, debien-
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do hacerse el estudio del flujo plano o bidimensional,

Flujo laminar y turbulento.- Considérese una tuberia de vidrio por la que
se hace fasar agua en movimiento permanente, uniforme y unidimensional. Si
se inyecta un colorante se apreciard que, si la velocidad del escurrimien-
to es muy baja, el colorante sique unas trayectorias ordenadas, rectili-
neas y paratelas, caracteristicas del flujo laminar. Si la velocidad del
agua, en cambio, tiene los valores ordinarios, se observard que el coloran
te se mezcla por efecto de las trayectorias desordenadas y errdticas, ca-
racteristicas del flujo turbulento.

En la pract1ca, para las velocidades ordinarias, el flujo del agua es tur-
bulento en tuberias y canales y laminar en el subsuelo.

Existe un pardmetro que es funcidn de la viscosidad del 1fquido y cuyo va-
Tor permite discernir sobre si el flujo es laminar o turbulento. Se 1lama
nimero de reynolds (Re):

V ... velocidad media del escurrimiento

v ... Viscosidad cinemdtica

L ... una longitud caracter1st1ca que en tuberias es generalmente el
diametro.

Para valores de Re de hasta 2,300 se verifica que el flujo es laminar y pa
ra valores mayores que 4,000 se verifica que es turbulento, Valores inter
medios corresponden al periodo de transicién. Nitese que el Ry es adimen-
sional,

Flujo compresible e incompresible.- Lo ordinario es que el agua se consi-
dere incompresible y el aire compresible. S6lo en aquellas situaciones en
que el agua resulta sometida a grandes presiones (como en el fendmeno del
golpe de ariete) es necesario tratarla como compresible. De manera andlo-
ga, cuando el aire soporta presiones muy pequefias durante su conduccion
(como en los ductos de ventilacién) puede ser considerado incompresible.

Flujo rotacional e irrotacional.- Un flujo es rotacional si en su seno el
campo de vectores rot v adquiere valores distintos de cero, y es irrotacio
nal si en todo punto y en todo instante rot v = 0. En la practica, para
las velocidades ordinarias el movimiento del agua es rotacional; para velo_
cidades altas puede ser considerado irrotacional y para la h1potes1s de 17
quido perfecto (sin viscosidad) el movimiento es de hecho irrotacional. ET
esquema muestra el diagrama de velocidades en un canal, para cada situa-
cidn,
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3.5

3.6

4

TR0 Z 77777, 2 P77 77777777777 777
velocidad ordinaria velocidad alta 1iquido®perfecto

La misma idea pero graficada para un canal en curva, visto en planta:

flujo rotacional flujo irrotacional
(esquema real) (esquema 1ideal)

Descripcién del movimiento

E1 movimiento de un fluido queda descrito cuando se estd en condiciones de
conocer:

* el cambio de posicidn de una particula
* la variacidn de la velocidad en un punto.

Hay dos formas clisicas de describir el movimiento de un fluido,

Método de Euler.- Consiste en elegir un punto y determinar las variables
cinemdticas en ese punto, en cada instante, sin considerar el camimo que
después siga cada particula individual. Se usa:

v = v (r, t)

Método de Lagrange,- Consiste en elegir una particula y determinar las va
riables cinematicas de esa particula siguiendo su recorrido. Se usa:

r ="F'(r°, t)

De los dos métodos se prefiere el primero'porque'su manejo analitico es

mas simple. Es el que normalmente se emplea en los libros de mecdnica de
fluidos.

Linea de corriente. Trayectoria. Tubo de fliujo

En el flujo no permanente las variables cinemdticas varian en un mismo pun
to de un instante a otro. Supongamos que en un instante se conoce el cam-
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po de velocidades v. Se define 17nea de corriente toda 1inea trazada ideal
mente en el seno 11qu1do de modo que la tangente en cada uno de sus puntos
proporcione la direccidon del vector velocidad correspondiente. No existe
posibilidad de que dos 1ineas de corriente tengan un punto comiin.

V.4 /_'_- .
’/'/"‘,,4—‘-=L-ﬂh~_‘ 1ineas de corriente para

el instante t.

Y

X

Si el flujo es no permanente para otro instante t, la configuracion de las
1.c. es otra. Si el flujo es permanente la configuracion de las 1.c. es
la misma en cualquier momento,

Se define trayectoria la curva que marca el camino que sigue una particula
con el transcurrir del tiempo.

V4

a d
do %3

trayectoria para la
partfcula "a".

Si el f]uJo es no permanente 1.c. y trayector1a son 1ineas d1st1ntas, pero
si el flujo es permanente significan lo mismo,

La razon estd en que en el flujo permanente el campo de velocidades no cam
bia con el tiempo:

* toda particula que pasa por a, sigue la misma trayectoria.

0
* en cada punto ag, ajs...» an el vector velocidad permanece igual.

Ecuacijones de la- 1inea de corriente

- de 1a definicibn de 1.c,:
— _ ds
, V=4at
a5
ds = v dt

ecuacidn diferencial de la T.c.
En términos de las componentes:
dx = vy dt

dy = y dt
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3.7

dz = v, dt

o bien, para un instante t;, :

d . dy _ dz o (11)

Tubo de flujo.- Si se considera en el seno 1fquido una curva cerrada y
Tas 1.c. que pasan por cada uno de sus puntos, la totalidad de estas 1.c.
definen una superficie que se denomina tubo de flujo o tubo de corriente,
y que no puede ser atravesada por el fluido. ET volumen encerrado se cong
ce como vena liquida.

Caudal o gasto X

Considérese el tubo de flujo elemental, definido en las curvas cerradas Cj,
C2 muy proximas entre sfi.

v

dA
as

G
En el punto P se pueden considerar dos vectores: dA = dA.ny Vv, El vector
vhi es unvector unitario normal a la superficie dA y cuyo sentido positivo
se establece por convenio (ahora no interesa).

En un intervalo dt el volumen de 11quido que atraviesa el elemento de su-
perficie es igual al producto escalar:

dV0 = ds - dA
pero ds = Vv dt
dV0 = vy, dA dt

se define caudal o gasto a la relacidn;

dq='a-i——v.dx
Si dA es un elemento de una superficie finita A, entonces :

Q=fdQ={\V.dK v (12)
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3.8

Y si, como es costumbre, se escoge la superficie A de modo que las 1.c.
sean normales a ella:

Q =J v dA ceees (13)

Se 1lama velocidad media del flujo a través de la superficie A al cocien-
te:

_0Q _ . dA
V=3l ... (14)

0, como es costumbre:

v=% =i—‘;\ﬁ .. (15)

Ejemplos de aplicacidn

Ejemplo 31.- EI viento sopla horizontalmente con velocidad uniforme vo =

1.8 m/sg contra una chimenea vertical de radio r = 0.25 m.
Supuesto el flujo irrotacional, la velocidad sobre el eje X va disminuyen-
do hacia el punto de estancamiento segiin la ley '

- r
-VX = Vo (1-?-)

y la velocidad v alrededor del cilindro es

= -2V e
v o sen 6

RS

o~

NE NN

Averiguar:
a) la aceleracidn del aire en el punto X = -0.50 m 3
b) las componentes tangencial y normal de la aceleracidn para 6 = T

Segin (4):
dv, v v BV av
= __X_ = ._l Y _Z: X
a = 4t (Vx X ¥ Vy 2y * V2 az} * st

al primer sumando, entre paréntesis, se le conoce como aceleracidn convec-
tiva'y al segundo como aceleracidn local.

: = X
en este caso: a, Ve Bx
- 2 -2
Vy Vo = Vg X
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X _
S - 2 Yo r-x
- 2 2 =3
a, = (vo Vo (2 v, r°x7)
2 2 -3 4 -5
=2 vo r-x- -2 Yo roox
=2 V02 (Ié._ E%)
X X
reemplazando: a = - 2.43 m/sg2
Segin (7) y (8):
2
- 9 v v —
as-[—a?("z_) 3] S
U
a v

2
1oyt 19 2
as*‘z——ss——zas (-'ZVO sene)
13 2 2 _1 .2 3%
= 7—52-(4 v, sen 0) =5 (4 Vo~ . 2 sen © cos @ as)
=4y 2 sen § cos ©
0 as
pero ds = r do
3 _ 1 ro
es decir, ST
a_ =4y 2 sen © cos © 1. : v°2 sen © cos ©
S 0 r
reemplazando: a, = - 25.92 m/sg2
4y ¢ sen2 ]
a_ = - 0
n r

reemplazando: a, = 25.92 m/sg2

Ejemplo 32,- Encontrar el vector rotacional para el flujo permanente, pla
no, cuyo campo de velocidades es:

v, = A (x +y)
vy = - A(x+y)
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Segdn (9):

ik
rotv =| 2 2 é%— 2o T+oT+(L--D%
0

reemplazando: rotv =-2AK

Ejemplo 33.- Determinar la ecuacton de las l.c. de un flujo permanente, -
) plano, simétrico respecto del eje Y, dirigido hacia abajo, +
que choca contra una placa horizontal, cuyo campo de velocidades estd def{

nido por las componentes: Y
vy T 37x
=-3
vy y

Por definicifn:

dg&V E———57 e 0 e e 1

.__d's_ R —

Vg - ds = v dt
dx = Vy dt
dy = dt
y V.y

%é-= %l ... ecuacién diferencial de las 1.c. igual que (11).

X Y

dx _ _dy

3x - 3y

1 dx_ 1 dy

3 x 3 vy

gnx =-2ny +C

C:

Lnx +any

C., ecuacidn de las 1.c, que corresponde a una fami-
lia de hipérbolas asintoticas a 1os ejes X, Y.

Xy

Ejemplo 34.- En el problema del ejemplo 33 determinar el gasto por unidad
' de ancho del chorro que incide sobre la placa y limitado en
la forma que a continuacidn .se indica:
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0.50
—

1.50

X
El vector velocidad es: V=3x1i-3y 3] _
y el vector diferencial de drea: dA = (- dX). 1 . j
Q = fv.dA (12)
~ pero v . dA = 3y dx
0.50
Q = | 3y dx = 3y x 0.50
-0.50 +=0.50

4.5 m3/seg por metro de ancho perpendicular al
papel,

i

reemplazando: Q

Ejemplo 35.- Si la velocidad del acette que fluye entre dos placas conver
gentes varia en una seccidon normal segiin 1a ecuacidn:

V=Y a &—%'(no - n)

Mo
. =15 ¢ .
y si Vmax m/sg
=2 cm
no
determinar:

a) el caudal, si el contorno tiene un ancho constante de 23 cm.
b) la velocidad media.

a) Segin (13):

No
Q =f vdAi=b [ wvdn
A 0
Ve n
= max Y .3
Q = b.4d 7. n (no - n) dn 7 Ymix Mo
n 0
0
reemplazando: Q = 460 cm°/sg.
b) Segun (15):
= Q
V=3
460

Vv = 3 x 2 - 10 cm/sg.
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