Copituls 1
é)/ Cl'rcué

1.1. DEFINICION. Sea P, =(h,k) un punto del
plano euclideano R® y r un nimero real >0.
Se llama ctrculo C de centro P, y radio r, al

conjunto de todos los puntos del plano cuya
distancia de F, esr. Asi,

C=C(R;r)={PeR*/ [P-PB)|=r}

1.2 ECUACION DEL CIRCULO EN
COORDENADAS CARTESIANAS

TEOREMA. La ecuacién del circulo C de centro P, =(h, k) y radio r en coordenadas

cartesianas es
(x-h)?+(y-k)=r? 1.2.1)

Es decir, (x, y) eC <> (x, y) satisface (x-h) +(y-k)® =r?

PRUEBA. Sea P =(x,y) eR?. Entonces en virtud de la definicién 1.1 se tiene

PeC & |P—P0|=r =3 J(x-—h)2+(y—k)2=r
o (x-h)l+(y-k)?=r?
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Nota. Desarrollando los cuadrados del primer miembro de la ecuacién (1.2.1) se
observa que C es la grédfica de la ecuacién,

x2+y2—2hk—2ky+(h2+k2—r2)=0,
que es de la forma x2+y2+Dx+Ey+F=0,
donde D=-2h, E=-2k, F=R>+k*-r"

De manera reciproca, podemos establecer lo siguiente

PROPOSICION. Sea C la grifica de la ecuacién
x2+y2+Dx+Ey+F=0

Es decir, C:{(x,y)eRz/xz+y2+Dx+Ey+F=O}
Llamemos A =D?+E”-4F. Se tiene entonces que:

E 1
1) Si A>0, C es un circulo de centro B = (——I-)-, ——J y radio r =—JZ
2

2 2
. . D E
2) Si A =0, C consiste solamente del punto Fy =| -—, - —|.
2 2
3) Si A <0, C no posee puntos.
1.3 PROBLEMAS RESUELTOS
Y“
PROBLEMA 1. Hallar la ecuacién del circulo (1,5)
que pasa por los puntos (1,5), (4,-4),
(-3,3)
SOLUCION. Sea x’+y>+Dx+Ey+F=0 r=5
la ecuacién del circulo. Puesto que los pun- R
tos dados pertenecen al circulo, ellos sa- (1,0) X
tisfacen esta ecuacién. Luego se tiene
26+D+5E+F =0 (-3.3)
32+4D+4E+F =0 {a,-4)
18-3D+3E+F=0 '

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene

D=-2, E=0, F=-24.

RESPUESTA. x%+y?-2x-24=0 0 (x-17+y*=5"
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PROBLEMA 2. Hallar la ecuacion del circulo circunscrito al tridngulo cuyos lados
estdn sobre las rectas
L: x-2y+11=0
Ly 3x-y-2=0
Ly Tx+y+2=0
SOLUCION. Hallaremos los puntos P, @ y R en los que las rectas se intersecan y luego
determinaremos el circulo que pasa por ellos, como el problema anterior.
P = interseccion de L, y L,. Resolvemos el sistema
x-2y+11=0
3x-y -2=0
y obtenemos: x =3, y=7,0sea P=(3,7)
Q = Interseccién de L, y L,. Resolvemos el sistema
3x-y-2=0
Tx+y+2=0
y obtenemos: x =0, y=-2,0sea @=(0,~2)
R = interseccién de L, y L,. Resolvemos el sistema

x-2y+11=0
Tx+y+ 2=0

y obtenemos: x=-1, y=5, osea R=(-15)

Sea x* + y2 +Dx +Ey+F =0 la ecuacién del circulo que pasa por P, @ y R. Puesto que
tales puntos se encuentranm en el circulo se tendrd

58+3D+7E+F =0
4-2E+F=0
26-D+5E+F =0

y resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene D=-6, E=-4, F=-12

RESPUESTA. x2+y2—6x—4y—12=0 0 (x—3)2+(y—2)2=5

PROBLEMA 3. Probar que si A=D?+EZ_4F >0, entonces la gréfica de la ecuacién

x2+y*+Dx+Ey+F =0 es un circulo de centro (—12)-, ——122) y radio -%JA_

SOLUCION. En la ecuacién x’+y*+Dx+Ey+F=0

D2 E? D* E?
completamos cuadrados (xz +Dx+——-] + [y2 +Ey+——J - —-—+F =0
4 4 4 4
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2 2
y obtenemos (x+—D—) +(y+£) =

- - —1-(D2+E2—4F) “1a (lﬁ)z,

4 4 2

que es la ecuacién del circulo de centro (— -P—, - E] y radio %\/Z >0
2 2

PROBLEMA 4. Hallar una ecuacién de la cuerda comiin de los dos circulos
x2+y2-6y-12=0y x?+y>+8x-2y+8=0.
SOLUCION. Si (x,, y;) es un punto de interseccién se tiene
xl+yl +4x, -6y, -12=0 o)
xX+y2+8x, -2y + 8=0 2)

y restando miembro a miembro obtenemos
~4x, -4y, -20=0

3
x+ y+ 5=0 @

Sustituyendo y, de (3) en (1) obtenemos la ecuacién 2x% +20x, +43=0
cuyas raices son x, =-5% @

—‘/E_-i,—iri) , (—5—@,%1). Ahora

Luego los puntos de interseccién son (-5+ 3

podemos calcular la ecuacién de la recta conociendo dos puntos por los cuales pasa, o
también de una manera més breve observando que los puntos de interseccién segtin (3)
satisfacen la ecuacién de la recta x+y+5=0. Luego en cualquier caso, obtenemos
x+y+5=0.

PROBLEMA 5. Encontrar una ecuacién de la recta que es tangente al circulo
x2+y2-4x+6y—12=0 enel punto (-1, 1).

SOLUCION. La ecuacién del circulo es (x—2)° +(y+3)* =25, y por lo tanto (2,-3) es
el centro del circulo.

La pendiente del segmento (2,-3),(-,1) es m = ——— = — = -—

La recta tangente al circulo en (-1,1) es perpendicular al segmento que hemos
indicado. Luego su pendiente es % .

y-1 3

Finalm -
in ente x-(-l) 2

nosda y= %x + %, que es la ecuacién buscada.
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PROBLEMA 6. Hallar una ecuacién de cada una de las rectas que tienen pendiente
-4/3 y son tangentes al circulo:

2?2+y?+2x-8y-8=0

SOLUCION. Determinaremos los puntos en los que las rectas son tangentes al circulo.
De (x+1)*+(y-4)° =5 vemos que (-1, 4) es el centro del circulo. La ecuacién del
didmetro perpendicular a las rectas es

y-4 3 3 19

=— =—x+—

x+l 4 YRR

Sustituyendo en la ecuacién del circulo para hallar las coordenadas de los puntos de
tangencia obtenemos x?-2x-15=0, cuyas raices son x=-3,5.
Las ordenadas de los puntos de tangencia son y =% , -12—7,

y las ecuaciones buscadas

y-3_ 4

=—— 8x+6y+9=0
x+3 3 ° ®+oy
y-4

——% ] 8x+6y-91=0

PROBLEMA 7. Probar que si la recta y=mx+b es tangente al circulo x%+y%=r?,
entonces se cumple la ecuacién 4% = (1+ mz)rz.

SOLUCION. Sea (x, y) el punto en el que la recta es tangente al circulo. Puesto que
(x, ¥) se encuentra tanto en la recta como en el circulo se tienen las relaciones:
yy=mx, +b 1)

2

xf +yf =r )

La pendiente del segmento que une (0,0) con (x,,y,) es 2L Y como la recta es

x
perpendicular a dicho segmento su pendiente m serd
m="%1 3
1

De (3) se tiene x; = -my, y sustituyendoen (1) y (2) nos da

y1=-m?y +b n(1+m?)=b

2 2

(-my)* + ¥k =r yf(1+ mz) =r

Finalmente, eliminamos y, y obtenemos b2 = (1+ m2) r?
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1.4 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1. Determinar si la grifica de las siguientes ecuaciones es un circulo, un
punto o no posee puntos en el plano.

a) x2+y2-2x+6y+9=0 d) x2+y2-4x+4y+9=0
b) x2+y*+2x-4y+5=0 e) x®+y*+8x-8y+7=0
c) x2+y2+6x+2y+6=0 N x®2+y*-2ax+2ay+4a®=0 (aeR)

PROBLEMA 2. Hallar la ecuacion del circulo que pasa por los puntos (4a, 3a), (a, - 6a),
(a, 4a).

PROBLEMA 3. Hallar la ecuacién del circulo que pasa por los puntos (0, 0), (a, b), (c, 0).

PROBLEMA 4. Hallar la ecuacién de la recta tangente al circulo
x2+y2+2x+4y+20=0 en el punto (2,2).

PROBLEMA 5. Hallar la ecuacién de la cuerda comin de los dos circulos
x2+y?+2x-4y-3=0 y x°+y’ —4x+2y-7=0.

PROBLEMA 6. Suponiendo que los circulos x*+y2+dx+ey+f=0 y
x2+y2+Dx+Ey+F =0 tienen una cuerda comun, probar que ésta tiene por ecuacién

(d-D)x+(e-E)y+(f-F)=0.

RESPUESTAS.
1. a) Un circulo b) Un punto ¢) Un circulo
d) No posee puntos e) Un circulo f) No posee puntos

2. (x-a)’ +(y+a)’ = 250°

c al+b’-ac
8. |-, ———
2 2b
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