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METODO DE
HARDY CROSS

El método de Cross (o de Distribucion de Momentos) es una derivacién del método gene-
ral de Rigidez, donde, para el caso de estructuras cuyos giros de sus nudos sean los
Unicos grados de libertad (GL), se aplica el principio de superposicidn sobre las rotacio-
nes, pero, esta vez en forma incremental.

En cada ciclo de este proceso iterativo se aplican incrementos de rotaciones, que gene-
ran incrementos de momentos flectores capaces de reestablecer el equilibrio estructu-
ral. El proceso culmina cuando los incrementos de momentos se tornan despreciables,
seguin sea el grado de precision deseado (usualmente 1/100 del mayor valor del momento
de empotramiento). Los momentos flectores y las rotaciones finales se obtienen super-
poniendo los diversos incrementos calculados en cada ciclo.

2.1. Nomenclatura y Convencién de Signos

Desplazamientos: Inicialmente se despreciaran las deformaciones axiales, por lo que
cada barra i-j (Fig. 2.2) tendréd tres grados de libertad, o lo que es lo mismo, tres
redundantes cinematicas (RC =6i, 0j, 8); posteriormente, en el acapite 5.3, se contempla-
ran los efectos de la deformacion axial sobrelos

esfuerzos. Cabe adelantar que los efectos de la el ﬁ
deformacién axial son importantes cuando los o
porticos son elevados, o cuando existe concen- Jj,u] |

tracion de cargas verticales sobre una columna VP N
determinada, este ultimo caso puede presentar- L
se, por ejemplo, en una nave industrial con puen- ;
te graa (Fig. 2.1).
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Las rotaciones (08i y 6j) se consideran positivas L

cuando estan dirigidas en el sentido horario (Fig. &g
2.2), mientras que el desptazamiento relativo entre

Fig. 2.1. Puente Grda. _
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los extremos de una barra i-j (8ij = §ji = d) sera positivo cuando el angulo R =6/L (forma-
do por una recta que conecta los extremos de la barra deformada y la barra misma) estéa
dirigido en el sentido horario.

82
N '? '>’7
- // - - /
, |y
h2 X |,
/ 62 ]
R2 =
| / + h2 1/
N 3
/ /
h1 31
R1 = .
S o |
i 4

XL

Fig. 2.2. Redundantes Cinemdticas Positivas (8i, 8/, 6).

Fuerzas de Seccién: En cada barra exis-
ten dos redundantes hiperestaticas, que VJ'i\\\(J') 7 Nji
son los momentos flectores Mij y Miji, N

positivos cuando estan dirigidos en el
sentido horario (Fig. 2.3). Estos momen-
tos son redundantes hiperestéticas por-
que una vez que se les conozca (median-

A
te el método de Cross), podra deter- Mij V&

minarse las fqerzas cortantes (Vij, .\(ji).y o e NE >

las fuerzas axiales (Nij, Nji), por equilibrio () | Re

de la barra y de los nudos, respectiva- hs \Vij Fig. 2.3

mente. Nij \ Fuerzas de Seccion Positivas

Debe remarcarse que el hecho de despreciar en los pérticos de mediana altura, compues-
tos por barras esbeltas, los efectos de la

deformacién axial y por corte sobre los w
esfuerzos finales, no significa que en una CLQTTLLLL LI LLLFTLL T
barra la carga axial o la fuerza cortante e
sean nulas; por ejemplo, en el pértico mos-

H :
i

trado en la Fig. 2.4, seria absurdo decir EV FO ‘ ‘L ,
que la fuerza cortante o la carga axial en | 3 T N#O
las vigas o columnas son nulas. Es decir, ?

siempre deberad contemplarse en todas & AN

las barras de la estructura la existencia Fig. 2.4

de M, VyN.
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2.2. Rigidez al Giro (Kij) y Factor de Transporte (fij)

Lo que se va a definir enseguida resulta vélido incluso para el procedimiento matricial de
célculo, en vista que a veces se presentan casos fuera de lo comun (por ejemplo, barras
de seccién variable), por lo que en tal situacién, los programas de cédmputo solicitan como
informacién los valores de la rigidez al giro (Kij) y del factor de transporte (fij).

Tanto la rigidez al giro (también llamada rigidez a la rotacién o rigidez angular) como el
factor de transporte (o factor de traslado) se definen sobre un elemento plano i-j, descar-
gado, cuyo eje puede ser recto o curvilineo y donde se puede o no adicionar a la deforma-
cién por flexién, la deformacién por corte. Este elemento se encuentra sujeto a una
rotacion unitaria en un extremo mientras que el extremo opuesto estd empotrado.

El momento capaz de generar esa rotacion unitaria corresponde a la rigidez al giro en
aquel extremo, mientras que el momento que surge en el extremo empotrado es propor-
cional al momento existente en el extremo que rota, en una cantidad denominada factor
de transporte (ver la Fig. 2.5).

8j =0 8i=0

LI O ¥ D C
Mij = Kij Miji = fij Kij Mij = fji Kji ™
ESTADO "A" EsTADO " M =Ki

Fig. 2.5. Definicion de Kij, fij, Kji y fji.

Aplicando el teorema de Betti entre los estados “A” y “B” de la Fig. 2.5, se tiene:
Kijx O + fijKijx 1 = fjiKjix 1 + Kjix O

De donde se demuestra que en toda barra que se comporte elasticamente debe cumplir-
se que:

Ki fiji = Kji fji
También, aplicando la regla o) - -
del espejo, puede demostrar- | Kij = Kiji
se que en toda barra que pre- (i l/ : \I ()] fii = fii
sente simetria en forma (Fig. ' iy =10
2.6) se cumple que Kij = Fig. 2.6. Barra Simétrica en Forma.

Kiji y fij = fji.
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2.3.Caso Particular de Barras Prismdticas con Eje Recto, Deformables por
Flexion, Reduccion de Grados de Libertad por Condicion de Extremo. Con-
cepto de Barra Equivalente

a.- Barra Continua. Es aque-
lla barra que no presenta co-
nexién articulada ni desli-

zante en ninguno de sus ex- ] Corte X-X
tremos. Este es el tipo de @) x 0 | ejede o
barra que se presentaen la X flexion J‘?@[

mayoria de los pérticos, pu-

. ., I = momento de Inercia
diendo ser su seccion trans-

E = médulo de elasticidad

versal de forma rectangu- S as S
lar, L, T, etc. (Fig. 2.7). A A
Como esta barra presenta Fig. 2.7. Barra i-j Continua.

simetria en forma se ten-
dra: Kij = Kjiy fij = fji.

Imprimiendo una rotacién unita-

1
ria en “i” y fijando al extremo 4E| Q El=constante
“i” {Fig. 2 8), se obtiene por pen- L - e T

(i) (]
d'eme y deflexion: Fig. 2.8. Célculo de Kij  fi

S
,Q\ /‘

N
f‘[m

Kii=4EIl / L = Kiji
fii = % = fii

b.- BarraRotuladaen“j”. En este caso no se puede aplicar en forma directa la definicion
de rigidez al giro, porque 6j es diferente de cero; sin embargo, aprovechando la
condicion de extremo: Mji = O, esta barra puede transformarse en una barra equi-
valente a una continua, donde 6j no es grado de libertad (como si 6) fuese cero),
siempre y cuando su rigidez Kij se calcule sobre la t\)arra original (ver la Fig. 2.9).

. Mji=0 1 1 L 1. .
K” 1.7 o f|J - \) N :7 > é [\\ N — Q} 5 -G \d
/ ne = () NPASEN D
barra original : . N ) N
10 NN 4E| (continua) 2E| (continua) 2E|
L Q) L L L
3

Fig. 2.9. Calculo de Kij y fij en una Barra Articulada en 'j".

Por superposicién de los dos estados mostrados en la Fig. 2.9, se obtiene:
Kij = 3EI! / L = % K (barra continua)

fij = O (porque Mji = O) Kji = O (porgue la rétula no tiene rigidez)
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Nétese que la rigidez al giro de la barra articulada es % de la rigidez correspondiente a
una barra continua, como si al rotularse un nudo de la barra continua se perdiese el 25%
de surigidez flectora.

Por otro lado, se afirma que 6j = O en la barra equivalente (Fig. 2.10) porque de conocer-

se 0i, entonces puede calcularse Mij como: Mij = Kij 6i, al resultar esta expresién:
independiente de 6j (como si 6j se desvaneciera), se concluye que 6j no es grado de

libertad; esto ocurre siempre y cuando Mji = 0, o cuando M;ji adopta un valor conocido,

por ejemplo, en las vigas

con volados, el voladizo . 8j ‘ 0i Kij=3 EI/L 0j =

se reemplaza por un mo-  Mij -, 8] £0 Sy o >fij= §
mento externo de magni- (/! — AN N
tud conocida (Mji = Mo) (i) barra original \a}\ Mij /" barra equivalente =
mas una carga concen- P Mij = Kij 8;

trada que es absorbida ‘

por el apoyo. Fig. 2.10. Barra Equivalente a Otra Articulada.

Otra forma de demostrar que 6j no es grado de libertad es viendo si esté relacionada
linealmente con 8i. Enla Fig. 2.11 se observaque Mji = 2EI18i/L + 4E16)/L = 0, de

la cual se logra la relacion lineal: 6] = -6i/ 2.
2E|
.. Mji=0 0i 1 £=9j 1 8j
Mij ., . N . e T - L 20 ;
¢ 14 9L1>2 . K 2 NDR <f$ 2 7
/|" Ny A N N | ¢
® N 2Elg,
f—t——y L
Fig. 2.11.

Debe indicarse que la reduccion de grados de libertad se realiza con el objeto de facilitar
el analisis manual (Fig. 2.12b); en cambio, si se usa un programa de cémputo, la que
“trabaja” es la computadora vy, en ese caso, la barra con apoyo rotulado se analiza como
una barra continua (Fig. 2.12a), a no ser que la rotula se presente interiormente, tal como
ocurre cuando una viga se articula plasticamente en uno de sus extremos (Fig. 2.12c).

b L s
. - c- ) # ; T 14 ! ?
| M | , ® [0 0}
| Col. continua: | Col. equivalente “ viga equivalente |
! 1 \
b e 4EI ‘ ! i= SEI |
L Kij = Kji= 21 h L Kij h | wij= SE!
! h ‘ - . L i
- | . Ki=0 Kiji = 0 |
fij=fji=1/2 | . ! I =
| o | - fij=0  fij=0 !
‘ 0] £0 0 | 8 =0 () \ ‘
! ESEENNNN S8 N N
ANNNN 4 \\\\ i ANNN (manual o INNNN
(computacionai) (manuat) computacional)

Fig. 2.12a Fig. 2.12b Fig. 2.12¢
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c.- Barracon Conexion Deslizante en “j”. Este caso se presenta como un producto del
modelaje estructural, en barras que tengan simetria en forma y en solicitacion; es
decir, a diferencia del apoyo-articulado, la conexién deslizante no es una conexién
real. Aqui tampoco puede aplicarse directamente la definicién de rigidez al giro,
porque el deslizamiento d es diferente de cero, pero, aprovechando la condicion de
extremo: Vji = 0, la barra puede reducirse a una equivalente, donde d no sea grado
de libertad (8 = 0), siempre y cuando su rigidez Kij se calcule sobre la barra original;

ver la Fig. 2.13.
Vji=0 U] {{)]
i N 0 = 1
Kij ‘1, o fi ol by 9=0 el
s o> fij=-1 A e C’ K = R
. ) Kl] = = - ) =
: /}_ barra original _id\LD Kii AT~ — ‘1’5 N Kij
(M 0 » i oL -
o g
2EI ; Er El ] 2El
L1 O L L 4 &0 1 L
7 hd 2 |§\ N, - SJ 2 ] <
. A 1]\\ P g N ‘ o
[ T | FR|

Fig. 2.13. Célculo de Kij y fij en una Barra con Conexién Deslizante en "j"

Por superposicion de los dos estados mostrados en la Fig. 2.13, se obtiene:
Kij = E1/ L = % K (barra continua)
fij = - 1 (ya que por equilibrio: Mji = - Kij = fij Kij)
Noétese que la rigidez de 1a barra con conexidn deslizante es la cuarta parte de la rigidez
correspondiente a una barra continua, como si la barra continua perdiese el 75% de su

rigidez flectora cuando uno de sus extremos se desliza sin rotar.

Se dice que d = O en la barra equivalente (Fig. 2.14) porque si se conociera 6i, entonces
puede calcularse Mij

como: Mij = Kij8i, expre- o _ Kij=EI/L 0 0
sidn que es independiente  Mij VI 8 = 0 i ?' o > fij=-1 ~
de6jy®d; esdecirdydjno Blo = (| N

‘ : e barra original ' | = 1 parra equivalente N
son grados de libertad, 0] i) v Mij o
siempre y cuando Vji = O, i R R ol Mij = Kij 8

lo propio ocurre cuando Viji ‘

adopta un valor determi-
nado.

Fig. 2.14. Barra Equivalente a Otra con Apoyo Deslizante.
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Otra forma de demostrar que 8 no es grado de libertad es viendo si d esta relacionada
linealmente con 6i. Enla Fig. 2.15 se observaque Vji = 6EI16i/L2-12E18/1L3 = 0, de
la cual se logra la relacién lineal: 8 = 6i L/ 2.

8 =0

Lo,
Mij ;i Vji=0 9i 2Elei SEls 2Es |
Cﬂm §$= C/gf /%D*Q\S! ‘\\,,\8E3
0 5 4E1 4 6EI 4.4
L i TR el 5
x 1 L ¢ L2

Fig. 2.15

Nuevamente se hace notar que la reduccién de grados de libertad se realiza con el objeto
de facilitar el andlisis manual (Fig. 2.16b); en cambio, si se hace uso de un programa de
cémputo, puede trabajarse con la barra continua (Fig. 2.16a).

el — — L —

LW 10 w6 =0
O ML O X0 s5-0
o @ . | viga equivalente
\ | viga continua | . El

\ Kiszjizgg_l / Kij= T
fij=fi=1/2 } fij=-1
8§ £ 0
RANY K= W
Fig. 2.16a (computacional) Fig. 2.16b (manual)

24. Rigidez al Giro Relativa o Coeficiente de Rigidez a Flexion (kij)

En primer lugar, se define a la rigidez estandar de la estructura (Ko) a un valor que uno lo
proporciona, por ejemplo, usualmente se adopta Ko = 1000 cm?® = 0.001 m3. Por otro
lado, la rigidez al giro absoluta (Kij) depende del mdédulo de elasticidad (E), el cual al ser un
valor muy alto (E (concreto) 2’000,000 ton/m?; E (acero) 21°000,000 ton/m?), dificulta
el analisis manual; por lo que para trabajar con valores pequefios y adimensionales, se
define al coeficiente de rigidez a flexién de una barra i-j como:

kij = ——3
4 E Ko
kij (continua) AENL
De esta manera, para una | “AEKo~ LKo
barra prismética deformable L .
por flexién se tendré: Kij (v=-=) = 3/4 k (continua)

ij (- 8)

1/4 k (continua)
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Nétese que el coeficiente de rigidez a la flexidén “kij” es proporcional a la relacién 1/L. En
el caso de vigas continuas, donde la seccidn transversal es la misma en todos los tramos
{como el aligerado mostrado en la Fig. 2.17), no se necesita calcular el momento de
inercia (I) de la seccién transversal, en esos casos, puede adoptarse Ko = | (en magni-
tud numérica), con lo cual, las rigideces resultan proporcionales a la inversa de la longi-
tud de los tramos (Li); sin embargo, si se desea calcular las rotaciones de los nudos, o si
existiese desplazamiento de apoyo (donde el momento de empotramiento depende de
“1"), seréd indispensable calcular el valor del momento de inercia.

1 1 1 3 1
. = () = = =

C ket=, (g k23 = k32 4 kea= , ( 5 )

) 7 'y

(J81=0=01 f21=-1/" fe3=f32=12 /  34=0 04=0 /
N ANNANNN ANSSSSN

/\/ 30m " 40m J/ ge

3) )

o)) 2 & (@) B
.

Fig. 2.17. Coeficientes kij cuando los tramos tienen igual "I"

2.5. Coeficiente de Distribucién de Momentos {(aij), Momento Distribuido
(Dij), Momento Transportado (Tij) v Momentos de Empotramiento (uij)

Para definir aij, Dij, Tij y uij, se trabajara con el ejemplo algebraico mostrado en la Fig.
2.18, donde el Unico grado de libertad rotacional es A6i; se entiende que al emplearse el
concepto de barra equivalente, el deslizamiento del nudo “n” asi como la rotaciéon del
nudo “2”, se reducen a cero.

La estructura adoptada para este ejemplo es completamente general, es decir, las barras
pueden ser de seccidn variable o constante, su eje puede ser recto o curvo, se puede o no
incluir la deformacién por corte, etc., por lo que se trabajara con las rigideces al giro
absolutas (Kij). Asimismo, la solicitacién es completamente general, pudiendo existir
cambios de temperatura (AT}, desplazamiento de apoyo conocido (A), etc.

La estructura original se ha desdoblado en la superposicién de dos estados, los cuales se
analizan independientemente, tal como se muestra en las Figs. 2.19y 2.20.

En el Estado O (conocido como Estructura Primaria o Estructura Fija, Fig. 2.19), se ha
impedido la rotacién del nudo “i” y se ha aplicado todas las solicitaciones existentes. En
este estado surgen momentos de empotramiento (uij) en los extremos de las barras, que
al actuar sobre el nudo “i” en sentido contrario, dan lugar a una reaccién cuya magnitud
es: Mi = Moi - Zuij, este momento no existe en la estructura original.
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Para reestablecer el equilibrio, eliminando al momento Mi, debe agregarse el Estado 1
(Fig. 2.20), donde al estar descargadas las barras, se podra aplicar directamente las
definiciones de Kij y fij. Como dnica solicitacion en este estado se “libera” al nudo “i”,
imprimiendo una rotacién ABi de tal magnitud que en los extremos de las barras surjan
unos momentos distribuidos Dij = Kij A6i (positivos en el sentido horario), los que al
actuar en sentido contrario sobre el nudo “i” equilibran a Mi.

W o M)
dé o
f ™ , . /- Yy Moi
Y Moi (conocido) Mi
@ Al N o mm g @ A e 5
/\ qd = o= A 2 G
$ A {conocido) Ad; (n) 3)/ A (conocido) U] ")
) = ~
= (AT}
ESTRUCTURA ESTADO 0 '
ORIGINAL KM A8 =0 Lo
W @
\ M (n)
, @\ 0
: o N “Q\
£ (')/“ AB;
{
\
ESTADO 1 |
Lo

Fig. 2.18. Ejemplo Algebraico para el Cdlculo de «ajj, Dij, Tij y ujj.
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En el Estado O, cabe
indicar que los mo-
mentos de fijacion
{uij) son positivos
cuando actudan so-
bre la barra en sen-
tido horario. Asimis-
mo, para las barras
con conexién desli-
zante o rotulada (cu-
yos grados de liber-
tad han sido reduci-
dos a cero), los mo-
mentos de empotra-
miento uij deben cal-
cularse sobre la ba-
rra original, o tam-
bién, tal como se
muestra en la Fig.
2.19a; en cambio,
de no reducirse los
grados de libertad,

'Mi = Moi - Zuij |
e o —)
@ = 7% (LTI iof
A o 8
\r/ A (conocido) \ui2 > “\:,/A/\ ) uin ™
:AT //8 \x\/ uit
Aei =0
Fig. 2.19 =
Andlisis del Estado 0 ?
y Calculo de uif
)

los momentos de empotramiento uij deben calcularse considerando que la barra esta

biempotrada.
. P .
uij w uij w | 2P Barra
7 M 0] G LTI M LTI |« Simétrica
l\\.\‘i (|) (]) ol = (\\\f (|) ) (T‘r§ de doble
2 S e b Lo L} longitud
uij = uijE - fji ujiE _ L ,
) . uijE UjiE fii UIE fi Ujie
5 | . - . il
/- /‘i (|) [(ﬂl[[h (j) /?‘ (I) ﬂﬂﬂ\[\h (j) N \\ /\‘ <0 1{ <
LN (% N o+ N v N
/,\\ o barra ?\ & \\> U 0"
A $ biempotrada VA
uij = fji Mo ji -
(/i‘ @i) <0 Q Mo (momento aplicado en la rétula)
N
N AN

Fig. 2. 719a. Célculo de uijj Contemplando la Reduccion de Grados de Libertad.
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Enla Fig. 2.20 se aprecia: 4

Dij = Kij Aei

ComoMi = X Dij, y puesto

que el giro en “i” es tnico, “ ®
se tendra: 48 ~7 ) Dij = Kij A8j
YN Mi == Dij
Mi = A6 ZKij )

@ p\ /L 7 = 7 Ty o

De la cual, se puede des- /% AN Y [ el
' ) \ &7 NP N
pejar el incremento de ro- b2\ f Din ()
tacién necesario de aplicar /kw Di1
en “i” para poder reesta- .
blecer su equilibrio:
ABi Mi/ 2 Kii Fig. 2.20
1 = 1 i
) Anélisis del Estado 1
Luego podra calcularse Dij
como: = M
Dij = Kii Mi / X Kij
Se define al coeficiente de
distribucién de momentos
alj como:
3 Kijj
ail = =
1= 5K

Por lo que el momento distribuido puede calcularse aplicando la siguiente expresion:
Diji = aij Mi

Finalmente, el momento que se transporta desde el extremo que rota (i), hacia el extremo
empotrado () sera:

Tii = fij Dij
Por otro lado, observando la expresion gue define a aij, se puede mencionar lo siguiente:

a.- Cada barra i-j absorbera un porcentaje de Mi, en términos de Dij, proporcionalmente
a su rigidez al giro Kij

b.- Sumando los coeficientes aij de todas las barras que concurran al nudo “i”, debe
obtenerse: X aij = X (Kij /ZKij) =ZKij /ZKij = 1. De lo contrario, el nudo estara en
desequilibrio. Esta expresion permite verificar el célculo de aij.
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c.- Una barra que concurre a un nudo que no rota (inclusive en aquellos donde la rota-
cidén no sea grado de libertad), tendra aij = O. Esto puede interpretarse como sila
barra concurriese a una gran pared, cuya rigidez flectora es infinita (Fig. 2.21):

- 2 3 4
N . o 0 N &
-0 | e

- NN
, " Kij 1
Fig. 2.21 = v 00 al2 = 013 = ald = 0

d.- Calculo de aij en funcidn de los coeficientes de rigidez a la flexién (kij). Sabiendo que
Kij = 4 E Ko kij, se puede obtener:

. Kij 4 E Ko kij kij
aiy = o= o= .
' =3Kij T S4EKokij | = kij
Sin embargo,
cuando los mé-
dulos de elasti- - o | ST s L
cidad de las % Vigade concreto 7 i vigadeconcreto /

barras varian T w {

(Fig. 2.22), o ‘
cuando se pre- columna
sentan casos L
especiales (ba- o Fig. 2.22
rras de sec-
cién variable,
etc.), deberd
trabajarse con
la rigidez al giro
absoluta (Kij).

. murode
| . ’ [

i i ‘ A 1.
| I metalica N albanileria

2.6. Proceso de Liberacion Alterna. Ejemplo Algebraico de Ilustracion

Mediante el ejemplo algebraico (completamente general) mostrado en la Fig. 2.23, se
ilustra la manera de aplicar el principio de superposicion en forma incremental sobre las
rotaciones, en el denominado Proceso de Liberacién Alterna. Para un mejor entendimien-
to del proceso, debe también observarse las Figs. 2.18, 2.19 y 2.20, recordandose que

la liberacién de un nudo se realiza para reestablecer su equilibrio, empotrando el extremo
opuesto.
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ESTRUCTURA ORIGINAL T, ESTADOO: 62-03=04=0 3
GL: 62, 03, 64 M2
)\ 7
Mo2 Mo3 Mo2 Mo3 M4
b Oy ROy O v Oy IR L1l
i 2 30 4 d A3 <
N _ i &
P Vv A conocido 3 i A conocido
= =
M2 = Mo2 - (u21 + u23 + u26)
6 -
RS :\\M = Mo4 - (u43 + ud5 + u47)
AN
ESTADO 1: 03=0 ESTADO 2: 02=064=0
M2 M3 M2 =-T23 M3 M4 |=-T43
N N A A NS
O <opgT TR < S JAN
ol | abz-- ME___ aoz= M2
Vi K21+K23+K26 K32+K34
D2j= a2j M2 D4j= o4 M4 D3j= a3] M3
&K M3 = Mo3 - (u32 + u34) - (T32 + T34) N
AN
ESTADO 3: 63 =0 ESTADO 4: 62=04=0
M2 M3 M2 = -T23 M3
oY oy VN g A G e
S g —— K <o o = o 7 oY
/1A82 A63
N
M3 = - (T32+T34)
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Fig. 2.23. Ejemplo Algebraico del Proceso de Liberacion Alterna.
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Observaciones:

1.- Laliberacién de los nudos alternos (i = 2, 4) expresa el reestablecimiento del equi-
librio con el consecuente desequilibrio de los nudos opuestos empotrados {j = 3).

2.- Los nudos donde las rotaciones no son grados de libertad no se necesitan liberar.
Nétese que en ningun estado se ha introducido restricciones al movimiento del apo-
yo deslizante o articulado.

3.- Secumple un ciclo del proceso iterativo cuando se han liberado todos los grados de
libertad. Cada ciclo estd compuesto por la superposicion de 2 estados: )

Ciclo 1 = Estado 1 + Estado 2; Ciclo 2 = Estado 3 + Estado 4; etc.
Nétese que los estados impares son semejantes, al igual que los estados pares.

4.- El proceso es convergente a cero, debido a que en los ciclos altos los momentos
desequilibrados {Mi) son producidos por los momentos transportados y estos van
disminuyendo en magnitud, ya que aij < 1 y usualmente fij < 1.

Ciclos altos: Mi = -=Tjj Dij = aij Mi Tji = fij Djj

M M M

. .. 61 = EAGi - E 1“ — Siclos - ciclos

5.- Caélculo de6i: ST e E Kjj E Kjj 4 E Ko E kij
j j 3

J J

6.- Los momentos finales (Mij) se calculan por superposicion de los momentos hallados
en los diversos estados (Ei):

Mij= uj + Dj + Ti + Dij + Ti + .. + Dij

EO E1 E2 E3 E4 En

ciclo 1 ciclo 2

El proceso culmina distribuyendo momentos para no desequilibrar los nudos con los
momentos de transporte; salvo que el nudo pueda absorber el momento desequili-
brado, por ejemplo, una conexién de empotramiento.

2.6.1. Solucion de un Aligerado
Analizar el aligerado del edificio cuya planta tipica se muestra en la Fig. 2.24. Se hace

notar que este ejemplo es hipotético, ya que la placa estd mal dispuesta en planta, lo que
puede causar problemas torsionales por efectos sismicos.
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D som @ es @ e @
Foooeem e B0 e By
o | —m 7 VK—\
I (] 1 #(B)
.- > X
0.4 J/ 1 . 7 _ S O\\ =z . d 7] 8.0m
] ' " Franja
Placa — . X modular
t=0.25 | ,
h=3.0m — . {1 (A
™ viga sobre volado
viga
+ 40 cm_ -f . 40cm N
— o] R g g =l= 4
[ A *Lj’vu ° ¢ X [ 18'75 e z700 em
i) jruort 20em .7 1625 E=210tonjome
! 410 L 30 110 L 30 L 410 ‘ (concreto armado)
CORTE X-X MODULO ESTRUCTURAL

Fig. 2.24. Planta Tipica de un Edificio.

Cargas: peso propio = 0.35 ton/m? Nota: en realidad el anédlisis por carga
acabados = 0.10 permanente debe desdoblarse del
tabigueria mévil = 0.10 andlisis por sobrecarga (s/c), ya que
s/c - 0.30 los factores de seguridad son

diferentes y también porque la s/c
puede actuar en forma alternada.

w = 0.85 ton/m?

El modelaje de la placa se hard empotrando sus extremos lejanos (Fig. 2.25), suponiendo
que no existe repercusion de los giros de un nivel a otro; esta hipdtesis es aceptada por
la Norma de Concreto Armado E-060 y por el Reglamento norteamericano ACI para el
analisis por carga vertical.

] - Placa 0.40 x 0.25 Para el ancho tributario de 0.4 m:
3.0 | w = 0.85 ton/m? x 0.4 m = 0.34 ton/m
1 T T T L L LT Y
/ \/\\ ;/ 83=5mm AW
| )] @) &Ky @)
30| @)
o | o
Lo 6.0m b 60 60 F 1.0 i

Fig. 2.25. Modelo Matemadtico del Aligerado (elevacion).
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La viga del eje 3 apoya sobre las vigas de los ejes A y B, mientras que las vigas de los
ejes 2 y 4 apoyan sobre columnas; puesto que laluz L,, = 12 m es considerable,
existird un desplazamiento vertical importante en el apoyo 3. Se supondra que &3 es igual
a b mm; este valor puede calcularse analizando uno de los pérticos A o B de la manera
mostrada en la Fig. 2.26.

N T‘\ AN R A NN
deflexion de las , Placa
vigas 2y 4 B x 0.25 R3
/ . N
63\L I {f - - - e 6‘/
R deflexion de
laviga3
NN AN\ NN\ NN AN
I 80m - - 6.0 Foo 6.0 y 6.0 7)1 0/
(A (B) M @ 3 )
EJES2y4 EJE AoB

0
N
4t % t = espesor de placa

1

B !
Zl\tanTInT]/THrUt]’K J bi &* - | VigaA
' R3 viga3 ) ‘
A) | (B) CALCULO DEL ANCHO EFECTIVO “B*
CALCULO DE R3 EN LA PLACA (vista en planta)

Fig. 2.26. Cdlculo de “83".

En el analisis del eje A {o B), la placa del eje 1 debe ser modelada considerando una
seccidn transversal con un ancho efectivo igual a “B” y un peralte igual a “t”; esto se
debe a que al rotar la viga del eje A (de ancho “b”) deforma sélo a una porcién de la placa.
Para fines practicos puede usarse B = b + 4 t, aunque algunos investigadores proponen
otras expresiones en funcidn de la longitud de la placa, de su altura, etc.

Retornando al ejemplo, en la placa se tiene: 1 /L = 40 x 2563 /(12 x 300) = 174 cm?;
como concurren dos placas al nudo 1 se tendré: | / L (dos placas) = 348 cm?. Por otro
lado, en el aligerado 1-2 se tiene: | / L {(aligerado) = 22700 /600 = 38 cm?3.

Segun la Norma E-060, cuando una barra concurre a otra que es 8 veces mas rigida,
puede suponerse que esa barra estd empotrada sobre la mds rigida. Por lo tanto, se
supondra que el aligerado 1-2 estd empotrado sobre la placa en el hudo 1 (en realidad
a, = 38/(38 + 348) = 0.1).

Con lo cual, el modelo del aligerado se simplifica al mostrado en la Fig. 2.27, donde se
observa que el momento en 4-3 es conocido (M, = + 0.17 ton-m); por lo tanto, puede
trabajarse reduciendo el grado de libertad 64 a cero.
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R — N

N N Zay — ) g =0aTtonm
)] @ (;) 3=5mm 4

o eom . 89, 80 )

i

Fig. 2.27. Modelo Matemdtico Simplificado del Aligerado (elevacion).

CALCULO DE RIGIDECES kij = | / LKo y COEFICIENTES DE DISTRIBUCION

DE MOMENTOS «ij kij / = kij
Adoptando Ko = |/ 6 m, se tiene: k12 = {I1/6)/(1/6) = 1 = k23
k34 = % (1/6)/(l/6) = 0.75
Nudo 2 kij aij Nudo 3 kij oij
2-1 1 05 3-2 1 0.57
2-3 1 0.5 34 0.75 0.43
2= 2 1.0 z= 1.75 1.00
MOMENTOS DE EMPOTRAMIENTO (Estado O o Estructura Primaria)
En1-2: u12 = -u21 = -wlk?2/12 = -0.34x62/12 = -1.02ton-m
ey —_— w u34 w
u1742 (T O T w21 WO EEACL, ?32 L N a e |
‘\ N ft} (\\4 — - N l’ Uy o s J Mo
() @ e e 5 4
| L=6m ¢ () L=6m ) (3) L=6m (‘)

En 2-3: u(d) = -6 EI8/ L2 = -6x210x22700x0.5 /6002 = - 40 ton-cm = - 0.4 ton-m
u23 ww) + ud) =-1.02- 040 = -1.42 ton-m
u32 ul{w) + u(d) 1.02 -0.40 = 0.62 ton-m

En 3-4: ud4(w) = -wi?2/8= -0.34x62?/8 = -1.53
u34 (8) = -3EId/L?2 = -3x210x22700x(-0.5)/600% = 20ton-cm = 0.2 ton-m
u34 (Mo) = Mo/2 = 0.17/2 = 0.08

u34 = u34(w) + u34(8) + u34 (Mo) = -1.25 ton-m

Para el Cross se utilizara una aproximacion de (1/100) u_
en forma tabulada se obtiene:

. = 0.01 ton-m; trabajando
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aij 0.0 0.50 0.50 0.57 0.43

Nudo| (1) (2) 3)

uij -1.02 1.02 -1.42 0.62 -1.25 Mi
0.10 0.20 0.20 0.10 0.00 M2=04
0.00 0.00 0.15 0.30 0.23 M3 =0.53
-0.03 -0.07 -0.07 -0.03 0.00 M2 =-0.15

0.02 0.01 M3 =0.03
Mij -0.95 1.15 -1.14 1.01 -1.01

En este caso, se han tabulado los valores Mi sélo porque se calcularan las rotaciones:
6i = T Mi/ZKij = Z Mi/ {4 E Ko Zkij)

Donde: 4 EKo = 4x210x 22700/600 = 31780 ton-cm = 318 ton-m

Luego: 62 = (0.4-0.15) /(318 x (1 + 1)) = 0.000393rad ..... (sentido horario)
63 = (0.53 + 0.03) /(318 x {1 + 0.75)) = 0.001 rad ... (sentido horario)

N

1.1
0.95 //7‘\ 5 “ 1.01
. A
]

\ /| S o

AN Vs . L
N / (2) R (3)

=7
'

4
ST @

Fig. 2.28. Diagrama de Momento Flector (DMF) en ton-m

El DMF (Fig. 2.28) ha sido dibujado hacia el lado de la fibra traccionada. Los puntos de
inflexion {P1) y los puntos donde se presentan los maximos momentos positivos, pueden
determinarse con los métodos descritos en el acdpite 2.7. La fuerza cortante Vij, puede
calcularse por equilibrio de cada tramo i-j, conociendo Mij, Mji vy la carga actuante.

2.7. Métodos para el Trazado del Diagrama de Momento Flector

Se explicara dos procedimientos, uno manual (PEABODY) y el otro computacional, para
dibujar el diagrama de momento flector.

2.7.1. Método de la Pardbola Unidad (PEABODY)
w
Este método es aplicable al caso de O T “")2

barras sujetas a carga uniforme, con s B
momentos conocidos en sus extremos. / : L e
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El proceso consiste de los siguientes pasos:

—~  Tener dibujado de antemano una parabola cuadratica a cualquier escala (por ejem-
plo,luz = 10cm, flecha = f = b cm).

- Definir las escalas: Longitud: L = luz.... escala horizontal
Momentos: w L2/8 = f ... escala vertical

—  Sobre la parabolaillevar M1y M2, empleando la escala de momentos.
—  Trazar lalinea de cierre {Fig. 2.29) y hallar los puntos de inflexion {Pl).
—~ Trazar una paralela a la linea de cierre hasta que toque tangencialmente con la

parébola (Fig. 2.29); en el punto de tangencia se hallara el maximo momento flector
positivo (M( +)}, cuya magnitud se mide con la escala de momentos.

/

\

— Pl //Mz\

I v 2l |

T Q . ' Linea de \ M ; //‘
Pto. tangencia —/ cierre M) e
~
PARABOLA UNIDAD DMF (enderezado)

Fig. 2.29. Metodo de la Pardbola Unidad.

- Finalmente, como se conoce 5 puntos (M1, M2, PI1, P12 y M(+) maximo), emplean-
do un pistolete se puede enderezar el Diagrama de Momento Flector.

La razén por la cual se le llama a este método “Pardbola Unidad”, se debe a que con una
so6la parabola puede definirse el DMF de una (o varias) viga con varios tramos (Fig. 2.30},
ya que sélo sera cuestion de modificar las escalas para el tramo en anélisis.

wi , W2,, - w3
qannaguuseenuaunRnent AR ERRERNRNR SR AR REER AN NARRRARARY

N\

s 7

LH L2 LB

Fig. 2.30. Viga Continua de 3 Tramos.

Notese ademds que si existiese una séla carga concentrada (P) al centro de un tramo,
puede seguirse el método descrito, utilizando un triangulo de altura “f” en vez de la
parabola cuadratica; en este caso, la escala de momentos se define igualando el momen-
to isostatico central (PL/4) a “f“.
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2.7.2. Proceso Computacional para el Trazado del DMF

Cuando se cuenta con una calculadora programable, o con una computadora personal, se
sugiere aplicar el principio de superposicion sobre las cargas, desdoblando el tramo en
anélisis en una serie de vigas isostéticas, donde en cada una de ellas (“i”} actua una sdla
carga, por lo que el algoritmo que define su DMF (“mi{x)”}) es conocido; finalmente, se
suman los valores mi(x). Para aplicar este procedimiento es necesario desdoblar la longi-
tud del tramo en una serie de intervalos de igual magnitud ( L, Fig. 2.31) y guardar en
variables dimensionadas los valores discretizados de mi(x).

w ,
Moo P M2 3 > x=04L,2AL, L
Lo . AL AL AL AL AL AL
! 1 T
: M2 | | .
M1(7 , \/ . i mi(x): I sz
Estado 1 -> m1(x) T TP T T ‘ ; !
+ i i + o f ‘ i
w . . . .
LTI s = m2(x) S —
. Estado 2 -> m2(x) 2 o T T |
N e * * N | 1 1
, / S | ‘ m3(x) \ ! |
A Estado 3 -> m3(x) o I T
| "' T
Fig. 2.31 jw ‘ e
: I pe i
Proceso Computacional para S ‘ e
Trazar el DMF. ' -

M) = m1 () + m2(x) + m3()

Cabe mencionar que el Programa “VIGA1” (descrito en el acapite 3.2.2) aplica el método
computacional propuesto, desdoblando la longitud de cada tramo de la viga continua en
16 intervalos equidistantes. Este programa soporta hasta 20 cargas distintas en cada
tramo.

2.8. Proceso de Liberacion Nudo por Nudo v de Liberacion Simultinea

El procedimiento que se ha utilizado hasta el momento para la liberacién de los nudos, se
conoce como “Método de los Nudos Alternos”, porque en cada estado la liberacién (o
distribucion de momentos) se realizé sobre los nudos alternos, empotrando los adyacen-
tes. Existen otros procedimientos que se mencionan a continuacién.



2. Método de Hardy Cross 61

a.- Liberacion Nudo por Nudo

En este caso, por cada estado, se libera un sélo nudo y se empotra al resto; con lo cual,
por cada ciclo habra que llenar tantas lineas de célculo como grados de libertad rotacionales
tenga la estructura (Fig. 2.32), lo que evidentemente retarda el proceso. En cambio, en el
procedimiento de liberacidn alterna, cualquiera sea la cantidad de nudos, por cada ciclo
se llenan sélo dos lineas de célculo (dos estados). Por esta razén, se descartara el proce-
dimiento de Liberacién Nudo por Nudo.

LIBERACION ALTERNA (1 CICLO) LIBERACION NUDQ x NUDO {1 CICLO)

e T \ TN '\\‘ $e T T \\\ ’\\‘

N ZANNR 4 TN |X VAN AN AN R
«— g < > « —
transporte transporte

J ,,/’ - \Q N §/ TN ‘Q

N AN VAR AN NSNS a JARESEANS N

«— —> -— —
y . SN T N
Fig. 2.32 N ) N ——N
«— —>

b.- Liberaciéon Simultanea

En este procedimiento se suel-

tan todos los nudos en forma Fig. 2.33. LIBERACION SIMULTANEA (1 CICLO)
simultanea (Fig. 2.33), lo que
equivale a distribuir momentos
en todos los nudos (o a equili- ,
brarlos), para enseguida fijar- N AN
los, lo que equivale a transpor- | | i |
tar momentos rompiéndose D X ><\ ‘ x w‘ x “
nuevamente el equilibrio. En T ‘ \ : ;‘

este procedimiento, al igual ‘ ‘ f' |

que en ei de liberacién alter-

na, también se lienan solamente dos lineas de célculo, una de distribucién de momentos
(D) y la otra de transporte de momentos (T) en forma cruzada.

SN e

/A
\
2

De los tres procesos de liberacidn, el mas rapido en converger es el de Liberacion Alter-
na; sin embargo, se recomienda usar ese procedimiento sélo para la solucién de vigas,
debido a que resulta muy engorroso aplicarlo en la solucidén de pdrticos (Fig. 2.34). Para
resolver pérticos mediante el método de Cross, es preferible aplicar el procedimiento de
Liberacién Simultanea, que es mucho mas mecanico que el de Liberacién Alterna, sin
importar que se retarde la convergencia en uno o dos ciclos adicionales.
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—

\ e e ‘/;

i $
\
\‘

AN\ N NN AN\ T\L\ A\
Fig. 2.34. Procedimiento de Liberacién Alterna (1 Ciclo) en un Pértico.
2.8.1. Ejemplos de Aplicacion
1.- Resolver el aligerado anterior (Fig. 2.27) mediante el proceso de Liberacion Simuita-
nea. En este caso, {os coeficientes de distribuciéon de momentos y los momentos de
empotramiento no varian; sin embargo, en el proceso de Liberacién Simultanea se
realiza un ciclo mas que en el de Liberacion Alterna, a pesar de que en ambos casos
se trabaja con la misma precision (0.01 ton-m).
w = 0.34 ton/m
i e
| )
gl 7N\ /¢\4 /% =017 ton-m
83 =5 mm
4} 2 @)
) @)
| 6.0m I 6.0m 6.0m :
o T T o i o - ” . i
| ., 000 . 050| 050 0587 043 _
Juj | 102 102 142 062125
D | 000 o.20§ 020 . - 036 027 |
T | 010 7 * 000 0.18 " " 010 0.00 |
D [ 000 . -0.09 -0.09 L 006 -0.04 |
T 004 77000 -003 7 -004| 000 ;
| D w‘ 0.00 - 001: 001 002 | 002 j
T .1 000~ P S |
Miji | 096 114, -1.15 1.00 | -1.00 i
(ton-m) | [ I |
2.- Resolver el aligerado anterior (Fig. 2.27) sin reducir el grado de libertad 64 (como si

la barra 3-4 fuese continua); se utilizara el proceso de Liberaciéon Alterna.

Enestecaso: k12 = k23 = k34 =1/LKo = {I/6) / {I1/6}) = 1. Con a43 = k43 /k43
= 1. Adicionalmente, los momentos de fijacién en 3-4 deben calcularse sobre la
barra biempotrada:
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wl? /12 =1.02ton-m W
6EIS/L2 = 0.40 ton-m QEITITITITIITITLL LT E
u34 (| ————J u43

u(w)
u (8)

v

Conlo cual: u34 =-1.02 + 0.40 = -0.62 ton-m 1

u43 = 1.02 +0.40 = 1.42ton-m = + - E=8M._
3 4
También, debera recordarse que en el nudo 4 existe un momento aplicado cuya magnitud
es: Mo4 = + 0.17 ton-m. Trabajando con el proceso de liberacién alterna se obtiene:

aij | 0.00 0.50 0.50 0.50 0.50 1.00
Nudo| (1) k=1 @ k=1 ®) k=1 @
uij | -1.02 1.02 | -1.42 0.62 -0.62 1.42 Ma:
010 -  0.20 020 -  0.10 062 — -1.25 M4 =-1.25
000 <« 000 013 <«  0.26 026 « 0.13
003 - -006 | -006 - -0.03 006 - -0.13 M4 =-0.13
000 <« 0.0 002 <« 004 0.04 « 0.02
-0.01 | -0.01 -0.02 M4 = -0.02
Mij | -0.95 1.15 | -1.14 0.99 -1.00 0.17
84 =3M4/(4EKoZkij) = (-1.25-0.13-0.02) /(318 x 1) = -0.0044 rad

Nota.  Enel primercicloM4 = Mo4 - u43 = 0.17-1.42 = -71.25. También, como en
Cross se trabaja con los momentos en los extremos de las barras, puede “pen-
sarse” que Mo4 actua en sentido contrario sobre la barra 4-3, luego, para equi-
librarlo, se deberd aplicar: M4 = - ( - Mo4) - u43.

2.9. Estructuras Simétricas en Forma

En caso no se desee aplicar el concepto de barra equivalente para reducir los grados de
libertad, puede trabajarse con media estructura aplicando los siguientes conceptos.

2.9.1. Carga Simétrica

En Ié Fig. 2.35 puede observarse que 6i = -0j, por lo que durante el proceso iterativo se
tendra: ABi = - ABj

Por simetria en forma: fij = fji \Y% Kij = Kji

Conlo cual: Dij = Kij AGi = Kji(-ABj) = -Kji ABj = - Dji

Lo que proporciona: Dij = - Dji
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El momento que se transporta desde “j” hacia 0] w o fji i)
u"” - e .

i” es:
Tij = fji Dji = fij (- Dij) = - Tji /
|

De esta manera, se llega a la conclusién que \
el momento transportado desde “}” hacia “i” |
{Tij), puede obtenerse como el mismo momen-

to que se transporta desde “i” hacia “j” (Tji),

pero cambiandole el signo. Esto permite tra-

bajar sélo con el nudo “i”, {(media estructura)
obviando al nudo “j”.

0] -

2.9.2. Carga Antisimétrica

En este caso 0i = 0j (Fig. 2.36), por lo que / /'
siguiendo el procedimiento indicado en 2.9.1 i /

se concluye que Tij = Tiji.

Es decir, para estos casos, no existe la nece-
sidad de cambiar el signo a Tji.

4

R\\N

Tij = Tii

Fig. 2.36

[N\

Cabe mencionar que los conceptos explicados
son validos para todo tipo de estructuras simétricas en forma, incluso compuestas por

barras de seccidn variable, placas o muros de albanileria (Fig. 2.37).

T > ->
- - F2 ~Ei s F2
i \‘ o 1
| P | -
| wo | -
(RERRRRRRRRARRRRRRRSRRNY . e
///, T *’"\\\ N F1 -> 5 # : -> F1
// \ % L ;
/
/ t
/ \ , E
AR ASSSRNNNNN

ASNY

Fig. 2.37. Estructuras Simétricas en Forma con Carga Simétrica y Antisimétrica.

2.9.3. Ejemplos de Aplicacion

Resolver el pértico simétrico mostrado en la Fig. 2.38. Las vigas se trabajaran
adoptando Tij = -Tji, ya que en ellas se cumple que Bi = -6j.

1.-

EnlaFig. 2.38 se observaque Mo3 = - 1ton-m,yqueu2b5 = u36 =-2x62/12 =-6
ton-m. Por otro lado, se trabajard con el proceso de Liberacion Simultanea, con una
aproximacién de 0.01 ton-m, sombreéndose las barras que tienen un tratamiento espe-
cial (Tij = -Tji). Adicionalmente, se calculara 03.
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~2tonfm k<D
1 ton-m (\ﬂIﬂIHTJHﬂIlUHﬂTU /) 1 = — 6
- 41 " Ko=1/3m | )
I I 3.0 03 = - 66
kc=(1/3)/Ko=1 /
g2 ton/m - /e k=4 \
LU LT T L ) 1 ke5=(81/6)/Ko=4 2 = 5
8l / S -
! (| B0 KE=@1/8/Ko=2! 02 = _ 05 !
‘ i /
N N - 'J\ 1 RN 5
J{ - 60 m i \;\ <
Fig. 2.38. Ejemplo de Aplicacion en un Pdrtico Simétrico en Forma y Carga.
Nudo 1 2 3
Barra 1-2 2-1 2-5 2-3 3-2 3-6
éxij 0.00 1/6 4/6 1/6 1/3 2/3 M3 =
uij 0.00 0.00 -6.00 0.00 0.00 -6.00
D 0.00 1.00 4.00 1.00 1.66 3.33 -1+6
T 0.50 0.00 -2.00 0.83 0.50 -1.66 =+5.00
D 0.00 0.19 0.78 0.19 0.39 0.77 1.66-05
T 0.09 0.00 -0.39 0.19 0.09 -0.39 =+1.16
D 0.00 0.03 0.13 0.03 0.10 0.20 .39 - 0.09
-T 0.01 0.00 -0.06 0.05 0.01 -0.10 = +0.30
D 0.00 0.00 0.01 0.00 0.03 0.06 0.1 - 0.01
= +0.09
Mij 0.60 1.22 -3.63 2.29 2.78 -3.79

Célculode 63 = (5 + 1.16 + 0.3 + 0.09) /(4 EKo (1 + 2)) = 1.64/E| rad

QObservacidn:

En toda barradescargada cuyo extremo “i” no rota, mientras que “j” rota, y que no tenga
desplazamien lativo entr remos (tal comao la barra 1-2), el momento en “i”
puede calcularse aplicando la definicién de factor de transporte: Tij = fji Mji. Por ejemplo,
paralabarra 1-2 setiene: T12 = 21 xM21 = % x 1.22 = 0.6 ton-m (Fig. 2.39).

Por otra parte, en la columna 2-1 de la Tabla se observa que no existe momento de
transporte que provenga de 1-2 (siempre T21 = 0), es decir sélo existe D21 {(momentos
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equilibrantes), por lo tanto, M21 puede obtenerse al final del proceso por equilibrio del
nudo 2. De esta manera, esta demés tabular las columnas 1-2y 2-1.

En conclusién, de cumplirse

las 3 condiciones menciona- 379 .

das: 2'7? —/ {1.0 4 © )3.79
a)8i = 0; 6j=0 \\ o \[7— ‘
b} 8ij = 0 \ | 4o lem
c) barra i-j descargada 353 |\ /. ] AN M21
122 | N - L@y

Entonces la barra i-j \ 229 " g / “
podra reemplazarse \ j |
por un resorte helicoidal que / J \\\
rigidiza al \ DMFfon-my /1 L

(i , R
nudo “j” (Fig. 2.40). ‘o6 Fig. 2.39 . \‘ M12 =\é1 M21 |

2.- Resolver el problema anterior (Fig. 2.38)} simplificandolo al maximo (Fig. 2.40).
1 ton-m 2 ton/m ~2ton/m 2ton/m
 MTITIILLL D T oy ] CLETELELTTTTLL o TUTLLLOTLIT
b o/ i Q\ 3 3 &
41 ;
| | 3.0
2 ton/m | 2 tgrj/m 2'
[T IO L {/ = 2 { UJLUTITIJ,UJ%*R* 2
8l Col.descargada ) k21 =1
[ - 3.0m 8§21 =0.0 B ‘73;07277?
ko= 1! , ¥ o’
| sm | ! ;| e1=00
= &= SN 30m
6.0m ‘o T
jo 20 ! 1

Fig. 2.40. Modelo Matemistico Simplificado al Méximo.

En el ultimo esquema de la Fig. 2.40, los desplazamientos verticales de los nudos 2' y 3’
no son grados de libertad, ya que se conoce lafuerzacortanteen 2'y 3' (V2’2 = V3’3 = Q);
lo propio ocurrirfa si existiese una carga concentradaen 2' o 3'. Por lo tanto, trabajando con
las barras equivalentes, se tiene:

k22'
k33’

% (81/3)/Ko =2
Ya {41/3)/Ko
k23 = k21 = (1/3) /Ko

1

1
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67

El momento de empotramiento se calcula sobre la viga con conexién deslizante, o tam-
bién, empleando la barra con doble longitud {por simetria en carga):

u22' =u33'= -2x62/12 = -6 ton-m

Luego, aplicando el proceso de Liberacién Simulténea, se tiene:

Nudo I’ 3

Barra 2-2' 2-3 3-2 3-3

aij 0.50 0.25 0.50 0.50

auij -6.00 0.00 0.00 -6.00 M3 =
D 3.00 1.50 2.50 2.50 -146=5
T 0.00 1.25 0.75 0.00

D -0.62 -0.32 -0.37 -0.37 -0.75
T 0.00 -0.19 -0.16 0.00

D 0.09 0.05 0.08 0.08 +0.16
T 0.00 0.04 0.02 0.00

D -0.02 -0.01 -0.01 -0.01 -0.02
Mij -3.55 2.32 2.81 -3.80

Notese que los nu-
dos 2"y 37 no se
tabulan, porque
M2 2 y M3°3
pueden calcularse
por equilibrio al fi-
nal del proceso.
Asimismo, M21 se
determina por equi-
librio del nudo 2 y
M12 se calcula
aplicando la defini-
cion de factor de
transporte.

Célculode83 = (5-0.75 + 0.16-0.02) /(4 EKo {1+ 1)) = 1.65/E! rad

y . 30m
3.80 |
. 1

281 | .

- = . 3
\\ \\\ (’)
2x62/8-38=52

356 |\

123 | N ]
2
\ 232 N

\ e
|\ 2x62/8-355=5.45
\
N
0.61

Fig. 2.41. DMF (ton-m)

r\ S 1)
1.23/2 = 0.61
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2.9.4. Problema Propuesto

En la figura 2.42 se muestra la planta tipica de un edificio de concreto armado destinado
a oficinas, se pide analizar el aligerado comprendido entre los ejes By C (zona con para-
peto) mediante el método de Cross. Se utilizara los siguientes procedimientos:

1.- LIBERACION ALTERNA:

1.a. Estructura total, sin reducir grados de libertad (GL).

1.b. Media estructura {simetria), reduciendo todos los GL posibles.
2.- LIBERACION SIMULTANEA:

2.a. Estructura total, sin reducir grados de libertad.

2.b. Estructura total, reduciendo sélo los GL 61 y 064

Suponer:

Ko=1/4m

| = momento de inercia del aligerado
Peso del aligerado = 0.3 ton / m?
Acabados = 0.1 ton / m?

Tabiqueria flotante = 0.1 ton / m?
Sobrecarga = 0.25 ton/ m?

Parapeto de Albanileria:
h=12m

t=0.16m
y=18ton/m?

1 — e
—L T L] T8
P
<> parapeto 6.0m
N <> |
| g \\
{1 {— B
volado
l
<> ! 6.0m
|
‘ -
1 b A)
, 20 | *
1o jl oosom L 1-,9,,,,%,,,,,,,@-,0"1, 10}
! | '
& ) () )

Fig. 2.42. Problema Propuesto.
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