Continvidad

7.1 DEFINICION. Continuidad en un punto. Sea f(x) una funcién definida en
todos los puntos x de un intervalo abierto I que contiene al punto a. Decimos que f(x)
es continua en el punto a si se cumple que

lim f(x) = f(a)

x—a

7.2 OBSERVACIONES.

1. Para que la funcién f(x) sea continua en el punto a se requiere, explicitamente,
que se cumplan las tres condiciones siguientes:

i)  f(x) estd definida en el punto a, es decir, existe el valor f(a).

ii) Existe lim f(x), y

x—a

iii) lim f(x) = f(a).

x—a

O también en la notacién de ¢ y 8 : Que exista el valor f(a) y que para todo >0
existaun >0 tal que |x-a|<3 implica |f(x) - f(a)| <e.
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2. Asi, f(x) no serd continua en el punto @ si no se cumple al menos una de las tres

condiciones (i), (ii), o (iii) sefialadas en el pardgrafo anterior, y en tal caso decimos
que la funcién f(x) es discontinua en el punto a.

7.3 DEFINICION. Continuidad en un intervalo abierto. Decimos que f(x) es
continua en un intervalo abierto I si f(x) es continua en cada punto a del intervalo
L

7.4 EJEMPLO 1. Investigar la continuidad de la funcién

senx

si x#0
flx)=1 =

1 si x=0
en cada punto x.
SOLUCION.
(1) Sia=0, entonces lim f(x) = lim enr_Xme. f(a)

xX-a x—-a o a
senx

puesto que f(x)=

cuando x se encuentra préximo al punto a=0 y que
x

senx sena

lim

x—-a x a

por las propiedades de limites.

Luego, f(x) es continua en cada punto a #0.

(2) Consideremos ahora el caso en que a=0. Tenemos:

(i) £(0) =1, por definicién de la funcién f(x) en x=0.

(i) lim Y o1 (resultado establecido en el capitulo de limites).
x50 x
senx -
(iii) lim f(x)=lim =1=f(0), por definicién de f(x), cuando x=#0, y por
x—-0 =0 g
(ii) e (i)

Luego f(x) también es continua en el punto 0.

En conclusién: La funcién dada f(x) es continua en todos los puntos a sin ex-
cepcién.
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EJEMPLO 2. Determinar si cada una de las siguientes funciones es continua en el
punto x=2.
2
2 x" -4 .
x“ -4 : —_— si x»2
@ flx)= @ g(x)={ x-2
x-2
5 si x=2
- -2
x 4 si =22 d si x#2
3 h(x)={ x-2 @ k(x)={|]x-2|
si x=2 1 si x=2
® p(x)= x-
-2
SOLUCION.
(1) f(x) no escontinuaen x =2, pues el valor f(2) no existe.
(2) g(x) noescontinuaen x=2, pues
x®-4
lim g(x) = lim = lim (x+2) =4=25=¢(2) .
2 -2 x-2 x-2
x% -4
(3) h(x) escontinuaen x=2,pues limh(x) = lim =4=h(2).
x2 -2 x-2

(4) k(x) no es continua en x =2, pues no existe lim k(x) ya que de

lim k(x) =

2"

y lim k(x)= lim <=2 = lim
27 lx_ 2| 127 _(x - 2)

x-527

se sigue que

x->2
-2 -2
lim x = lim x (cuando x>2)
x-»2" lx_zl 2" x-92
=lim 1=1 .
x-2*
x-2

(cuando x<2)

lim -1= -1,

2"

lim k(x) # lim k(x), y porlotanto, noexiste lim k(x).

x52 x—2 x—2
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(3) p(x) no es continua en x =2, sea bien por que no existe p(2), o sea bien porque

no existe lim p(x).
2

7.5 PROPIEDADES DE PRESERVACION DE LA CONTINUIDAD

TEOREMA. Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el punto a. Entonces
(1) La funcién suma f(x)+ g(x) es continua en a.
(2) La funcién producto f(x).g(x) es continuaen a.

(x)

@ es continua siempre que se cumpla que g(a)=0.
g(x

(3) La funcién cociente

(4) La funcién potencia enésima f(x)" es continua en el punto a.
(5) La funcién raiz enésima %/f(x) es continua en el punto a.

Todas estas propiedades se siguen directamente de las propiedades correspondientes
establecidas para los limites de funciones en el punto a.

FUNCIONES CONTINUAS IMPORTANTES. Son continuas:
1. Lafuncién polinomial b, +b,x+...+b,x™ , en todo punto x.

m
by+bx+..+b x

2. La funcién racional —, en todo punto x donde el denominador

Co+CiX+...+C%
sea #0.

3. Las funciones trigonométricas

a) sen x, en todo punto x

b) cos x, en todo punto x,

T
c) tgx= senx , en todo punto x tal que cosx # 0, o sea en todo punto x # 2kn + —,
cos 9
donde k=0, £1, £2, ...
d) ctgx= cos” , en todo punto x tal que senx =0, o sea en todo punto x = 2k,

senx
donde k=0, 11, £2, ...
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7.6 TEOREMA. Composicién de funciones continuas. Si f(x) es una funcién
continua en el punto @, y g(x) es una funcién continua en el punto f(e), entonces la
funcién compuesta h(x)= g[f(x)], es una funcién continua en el punto a.

EJEMPLOS.

1. La funcién h(x)= sen(ac2 -2x+ 5) es continua en cada punto x, pues las funciones
f(x)=x>-2x+5, g(x)=senx son continuas,y

h(x) = sen(x2 —2x+5) = g(x2 —2x+5) = g(f(x))

2. La funcién h(x)=sen(cosx2) es continua en cada punto x, pues las funciones

f(x)=x2,‘ g(x)=cosx, h(x)=senx, soncontinuasy

h(x) = sen(cosxz) = h(cosxz) = h[g(xz)] = h{ 8[f(x)]}

7.7 CLASIFICACION DE LAS DISCONTINUIDADES

Hemos dicho que la funcién f(x) es discontinua en el punto a si se cumple al menos
una de las tres condiciones siguientes:

(1) f(x) no estd definida ena,
(2) noexiste lim f(x),

Xa

(8) lim f(x)= f(a) .

X0

Decimos que la funcién f(x) tiene discontinuidad evitable o removible en el punto a si:
i) Existe el nimero real lim f(x), y
x-=a

ii) f(a) no existe o, si f(a) existe, se tiene lim f(x) = f(a).

. f(x) si x*a
(=)= limf(x) si x=a

x—a

En tal caso se define

La nueva funcién f l'(x) resulta ser continua en a y se llama la extension o pro-
longacion continua de f(x) al punto a.
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Decimos que f(x) tiene una discontinuidad de primera clase en el punto a si
existen los limites finitos lim f(x) y lim f(x) y no son iguales los tres valores
x—a

fla), lim f(x) y lim f(x).

(Admitimos la posibilidad de que f(a) no exista). En caso contrario decimos que
f(x) tiene una discontinuidad de segunda clase en el punto a. :

De las definiciones, se sigue inmediatamente que toda discontinuidad removible es
de primera clase.

EJEMPLO 1. Clasificar la discontinuidad de f(x)=2- :csenl en el punto x=0. Si la
x

discontinuidad es removible, definir la prolongacién continua f *(x) de f(x) en el
punto x=0.

SOLUCION. No obstante que f(x) no estd definida en el punto x =0, dicha funcién

tiene una discontinuidad removible (y por lo tanto de primera clase) en el punto x =0.
En efecto, existe

’ 1 1
lim f(x) = lim (2—xsen—) =2-limxsen— = 2-0 = 2,
x—0 x-0 x x-0 x

1 1
ya que lim xsen—=0 se sigue directamente de 0<|xsen—|<|x| y del teorema del
x—0 x x
Sandwich.

La prolongacién continua f*(x) de f(x) en x=0 es dada por:

f(=) si x#0 2—xsén}- si x#0
*oN *( )=
f (x)_{limf(x) si x=0" ° f(x)= x
x50 2 si x=0
, (1+2)% -1 , ,
EJEMPLO 2. La funcién f(x)=-——"—— no estd definida en x =0. Definir f(0) de

2x
manera que f(x) seacontinuaen x=0.

SOLUCION. Puesto que
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limf(x) i (1+2)°-1 (1+x _1 1+6x+15x +30x° +. ) 1

x—0 x50

hm[ +48x 37
x—0

[ i—

podemos definir f(0)=3, yla funcién f(x) es ahora continuaen x=0.

EJEMPLO 3. Determinar la clase de discontinuidad de f(x)= enel punto x=1.

x-1
SOLUCION. La funcién tiene discontinuidad de segunda clase en el punto x =1, pues
lim f(x)=+o , lim f(x)=-w
x-1" x1"

no son limites finitos.

EJEMPLO 4. Sea f(x)=(-1)I¥*!, donde [ ] es la funcién mayor entero. Probar que no
existe lim f(x) y concluir que f(x) tiene una discontinuidad de segunda clase en el
x-0"

punto x=0.

SOLUCION. Por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un niimero real L tal
que lim f(x)=L. Entonces, para ¢=1/2 existeun §>0 tal que

x-0"
0<x<d implica |f(x)-L|<¥y2 @)
Elijamos un nimero par 2n tal que i <d.
2n
1 1
Luego se tiene L y LI 3y f[—) =(-)"=(-1) =1, pues ——=2n.
2n 2n+1 2n 12n
1 i2n+1) 2n+1 1 =
f = (-1 =(-)™"" = -1 pues 7—=2n+1,
2n+1
2n+1
y empleando (1)
f[—l-J—-L <-1 0 |1—L|<-1 o -]1<L<-:—3- @)
2n 2 2 2 2
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<}- o |—1—L|<—1- o --§<L<—l 3)
2 2 2 2

as)
2n+1

De (2) y (3) resulta la contradiccién L>0 y L<O0.
Luego, no existe lim f(x), y por lo tanto f(x) tiene una discontinuidad de segunda
x-0*

clase en 0.

7.8 DEFINICION. Continuidad en un intervalo cerrado.

Decimos que la funcién f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] si:
(1) f(x) estd definida en cada punto x del intervalo.

(2) f(x) es continua en todo punto del intervalo abierto (a, b) es decir lim f(x)=f(c)

x—c

para todo ¢ de (a,b).

(3) f(x) es continua por la derecha en el extremo a, es decir lim f(x)=f(a)
x—a

(4) f(x) escontinua por la izquierda en el extremo b, es decir lim f(x)=f(b) .
x—=b"

<,

—_
®

~

e _————
—_—
&
[ ] SR —— e
~
—_
o
~

=
®
v
>

EJEMPLO 1. Redefinir la funcién

x-1 si 0<x<1
f(x)=1x-1
4 si x=1

para obtener su prolongacién continua en el intervalo cerrado [0, 1].
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SOLUCION. Notemos que si 0<x <1 entonces | | = -1, luego
x-1
-1 si O0sx<1
flz) = { 4 si x=1

(1) f(x) escontinua en el intervalo abierto (0, 1), puessi 0<c <1 entonces

lim f(x) = lim-1 =-1= f(c¢)

X—C
(2) f(x) es continua por la derecha en 0:

lim f(x) = lim -1 =-1=f(0)

x—0 x-0

(3) f(x) no es continua por la izquierda en 1. En efecto,

lim f(x) = lim -1 =-1=4=f(1).

x>1" x—1

La prolongacién continua f*(x) de f(x) a todo el intervalo cerrado [0, 1] es dada
por

. f(x) si O0<x<1
(x)= lim f(x) si x=1
21

0, en forma m4s simple f*(x)=-1 paratodo 0<x<1.

9-x?

EJEMPLO 2. Determinar la continuidad de la funcién g(x)= 5
4-x

en el intervalo

[-2,2].

SOLUCION. Para x=+2 la funcién no estd definida y por lo tanto es discontinua en

los extremos. Estas discontinuidades son de segunda clase pues no son finitos los
limites

2 2

9-x 9-x

=+ lim g(x) = lim

’ = +®
2 x—»-2" x+-2" Y4-x

lim g(x) = lim
x—-2" -2 V4-x

2

. . . 2
Por otra parte,si -2<c¢<2 entonces la funcién es continuaen ¢ pues ¢“ <4 y

lim g(x) = lim JQ—x = JQ_CZ = g(c)

x—>C x=c Y 4'— x2 4—-c¢
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Nota. Una funcién f(x) es continua en el intervalo semiabierto por la derecha [a,b) si
es continua en todo punto x del intervalo abierto (a,b) y ademds es continua por la
derecha en el punto a.

De manera similar se define la continuidad en un intervalo semiabierto por la izqui-
erda (a,b], y también, en intervalos de la forma (a,+ ), (-, a), [a, +®), (-®,a] ¥

en toda recta R = (-, + )

EJEMPLO 3. Determinar los intervalos en los cuales cada una de las siguientes
funciones es continua

M f(x)= ! (2 g(x)=vx’-2x-8

2

x" -9
SOLUCION.
(1) La funcién f(x)= no estd definida en x =13 y por consiguiente es
discontinua en estosxpu;lfos.
Por otra parte, si c=+3 entonces ¢ #9 y lim f(x)=lim 21 . = 21 = f(c),
e e x2-9 -

y por lo tanto f(x) es continua en todo punto c¢ * +3. Concluimos pues que f(x)
es continua en los intervalos (-, 3), (-3,3), (3, + ).

(2) Tenemos que x2-2x-820 o (x—1)229, que es equivalente a x-123 o
x~1<-3,0 tambiéna x24 o x<-2.

Luego g(x) =vVx® -2x-8 estd definida solamente en los intervalos (~=,-2] y
[4,+ ).

Puesto que x> —2x-8>0 si x es un punto de (-o,-2) o de (4,+) tenemos

lim g(x) = lim V2? —2x-8 = Yc?-2¢-8 = g(c) , si ¢ se encuentra en los in-
x—c x—C

tervalos abiertos, y se ve directamente que

lim g(x)=0=g(-2), lim g(x)=0=g(4).

x—>-2" x4

Concluimos pues que g(x) es continua en los intervalos (-w,-2] y [4, +®).
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7.9 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

TEOREMA. Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces se
cumple lo siguiente:

(1) f(x) es acotada sobre [a,b]. Es decir, existe un nimero C >0 tal que |f(x)|<C
para todos los puntos del intervalo [a,b].

(2) f(x) tiene un valor mtnimo y un valor mdximo en [a,b]. Es decir, existen puntos
x, y %, en [a,b] tales que f(x,)< f(x)< f(x,), para todos los puntos x del in-
tervalo [a,b].

Designamos con  m = f(x,) = el valor minimo de f(x) en [a,b]
y M =f(x,)= el valor mdximo de f(x) en [a,b]

(3) Teorema del valor intermedio: f(x) toma todos los valores intermedios entre m y
M, esdecir que
i) m<f(x)<M,paratodo x de [a,b], ¥
ii) dado un nimero y cualquiera tal que m < y < M, entonces existe al menos
un x de [a,b] tal que y=f(x)

Nota. En particular, para todo numero y comprendido entre f(a) y f(b), existe al
menos un x de [a,b] tal que y=f(x).

(4) Teorema del cero: Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, entonces existe un
nimero x en el intervalo abierto (a,b) tal que f(x)=0.

Nota. Cualquier x tal que f(x)=0 se llama un cero de la funcién o una raiz de la
ecuacién f(x)=0.

Y
Mp----mop e e g valor méximo
mp------ e GEE R LR LS Rt valor mfnimo
f(a), f(b)
[] ]
' - > X
0| a b

Gréfica de una funcion continua sobre un intervalo cerrado.
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Si f(x) es una funcién continua sobre el intervalo cerrado [a,b] entonces adquiere
valores mdximo y minimo, M y m, respectivamente, y los valores f(x) llenan el in-
tervalo cerrado [m,M].

7.10 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Probar que si f(x), g(x) son funciones continuas en el punto a, entonces

f(=)

las funciones f(x)+g(x), f(x).g(x) y , cuando g(a)= 0, son continuas en a.
g(x

SOLUCION.

(1) Tenemos hm [£(x) ] = hm f(x) + lim g(x) = f(a)+ g(a)

Luego f(x)+ g(x) es continua en a.
(2) Tenemos hm [f g(x] = lim f(x) . lim g(x)  (producto de limites)
=f(a).g(a) (continuidadde f(x) y g(x)en a)

Luego f(x).g(x) es continuaen a.

(3) lim = =29 (cociente de limites, si lim g(x) = 0)
x-a g(x) lim g(x) T-a
= fla (continuidad de f(x) y g(x) ena)
g(a)
f(x)

Luego es continua en a.

g(x)

PROBLEMA 2. Probar que si f(x) es continua en el punto a, entonces las funciones
f(x)* y %f(x) son continuasen a.

SOLUCION.
(1) Tenemos lim f(x)" = [limf(x)] = f(a)". Luego f(x)" escontinuaen a.

x-a x-a

(2) Tenemos lim df (%) = of limf(x J f(a). Luego \"/ f(x) escontinuaen a.

x—=a x—a
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Nota. Como ya se ha dicho en el capitulo de limites asumimos que 1"’ f(a) estd defi-
nido. Es decir que si n es impar, f(a) puede ser cualquier nimero; y que si n es par,
entonces se supone que f(x)20 y por lotanto f(a)20.

PROBLEMA 3. Probar que P(x)=b,+bx+...+b,x™ es una funcién continua en cada
punto a.

SOLUCION. Debemos probar que lim (b, +b,x+...+ b,x") = by+ba+..+b,a", lo
x—a

m

cual ha sido establecido en el problema 22, Seccién 6.3 del capitulo de limites.

Sin embargo, procederemos a dar una demostracién directa de este resultado haciendo
uso de las propiedades de las funciones continuas.

Paso 1. Toda funcién constante f(x)=c escontinuaen a.

Enefecto limc=c=f(a).

x—a
Paso 2. La funcion identidad g(x)=x es continuaen a.

En efecto, se cumple limx=a=g(a), ya que para £>0 existe §=¢>0 tal que
x—a

O0<|t-a|<8 implica |g(x)—g(a)| =|x-a|<d=¢.

Paso3. b +bx+...+b x" es continua en a. En efecto, las funciones by, b;x, ..., b,x"
son continuas en a por ser productos de funciones constantes y g(x)=x.

Luego, b, +b,x+...+b,x" es una funcién continua, por ser suma de funciones conti-
nuas.

by +bx+...+b x"
PROBLEMA 4. Probar que la funcién racional R(x)=— ik ”‘xn es continua
Co + c\x +...+ c,x

en todos los puntos en los que el denominador no se anule.

SOLUCION. Las funciones polinomiales

P(x)-:bo +blx+...+bmxm y Q(x):co+clx+...+c x

son continuas en todo punto a, por el problema 3.
P(x)

Q(x

Luego, la funcién cociente R(x)= es continua en todo punto a tal que

Q(a) # 0, por el problema 1.
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PROBLEMA 5. Probar que si f(x) es continua en a entonces |f(x) es una funcién
continua en a.

SOLUCION. Tenemos

lgx; |f (x)! = Ialcl—?: f(x)l (por el problema 25, Seccién 6.3)
=|f(a)| (continuidad de f(x) en a) A

Luego, |f(x)| es continua en a.

PROBLEMA 6. Hallar los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes
funciones:

x*+5x+6 : 7
X tor+® si x#-2 [3x+7] si x#-1
M flzx)={ x+2 ”‘ @ g(x)= | :
3 si x=-2 81 ¥=-3

2x+1 si x<1
(8) h(x)={ 4-3x si 1<x<2

x-4 si 2<x
SOLUCION.

2
(1) Puesto que la funcién racional i—tiﬂ es continua en todo punto x tal que
x+2

x+2#0, tenemos que f(x) es continua en cada x#-2.

Por otra parte,
2
-2 -2 x+2 x—>-2 x+2 -2

Y como f(-2)=3, tenemos lim f(x)# f(-2). Concluimos que -2 es el nico

x—>-2

punto de discontinuidad de f(x).

(2) La funcién [3x+7| es continua en todo punto por ser el valor absoluto de la
funci6én continua 8x+7. Luego, g(x) es continua en todo punto x = -3

Por otra parte, lim g(x) = lim |3x+7| = |3(——§-)+7| =0
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y como g(-%)=2, tenemos que lin}’ g(x) = g(—%). Por lo tanto, g(x) es dis-

X —
3

continua en el punto -7/3.

(3) La funcién h(x) es continua en todo punto x=1, 2, por ser igual a funciones
polinomiales, las que, segiin sabemos, son continuas en todo punto.

Continuidad en el punto x=1.
Calculamos los limites lateralesen x=1:

lim h(x) = lim (2x+3) = 2(1)+3 = 5,

x=-1 21"
lim h(x) = lim (4-3x) = 4-3(1) = 2,
x1° x+1°

y lim h(x)= lim h(x). Luego, h(x) es discontinua en el punto x=1

=1 1"

ya que no existe lim h(x) .
x—1

Continuidad en el punto x=2.

Calculamos los limites laterales en x = 2:
lim h(x) = lim (4-3x) = 4-3(2) = -2
x—+2" 2"

lim A(x) = lim (x-4)=2-4=-2.

z2° 2"
Luego, existe limh(x)=-2 y como h(2)=2-4=-2
x—2

se tiene que  lim k(x)=h(2),

x—2
y por lo tanto k(x) es continua en el punto x=2.

En resumen, el unico punto de discontinuidad de A(x) es x=1.

RESPUESTA.

D x=-2 para la funcién f(x).
(2) x=-17/3 paralafuncién g(x).
@ x=1 para la funcién h(x).
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PROBLEMA 7. Hallar todos los puntos de discontinuidad de la funcién mayor entero
[x] (o funcién parte entera de x ).

SOLUCION. Por definicién se tiene [x]=n si n<x<n+1,n esun nimero entero.
Sea a talque n<a<n+1.
Caso 1. Si n<a<n+1 entonces

[x] = n = funcién constante de n en el intervalo abierto (n, n+1).

Y como toda funcién constante es continua en cada punto, concluimos que [x] es
continua en cada puntoa talque n<a<n+1.

Caso 2. a=n.
Calculamos los limites laterales

lim [x] = lim (r-1)=n-1 (pues si n —~1< x <n, entonces [xf=n-1)
x-rn x—n -
lim [x] = lim n = n (pues si n <x <n+1, entonces [x]=n).
x—n x—n
Como lim [x] = lixq [x] , no existe lim[x], y la funcién {x] es discontinua en
x—n x-n x—-n
a=n.

Luego [[x] es discontinua en cada entero n.

PROBLEMA 8. Definir cada una siguientes funciones en el punto indicado de manera
que resulte ser continua en dicho punto.

, 3, _ 3 -
2+J; 2 (2) g(x):.—f.’-_l-—l ena=0

1) f(x)=—————, ena=8 ,
x-8 x

SOLUCION. Basta calcular los limites de las funciones dadas cuando x =a y definir
las funciones en el punto a con valor igual a tales limites.

(1) Tenemos

) Je+¥x-2 (2+§/;)'22
lim f(x). = lim Y2572 - lim —
xl—l)l;f(x) X8 x-8 %8 (x—8)( 2,‘_%4.2)

lim Yz -2
=8 (U7 -2)(a 4285 42 ¥z +2)
1 1 1

= lim = —
x-8

(W+2§/;+4)(‘/§:3—J;+2) (4+4+4)(2+2) 48




Continuidad 187

Y asi definimos f(8) = 1/48

para que f(x) seacontinuaen x=8.

(2) Tenemos

limg(x)_ﬁmsxn—l_hm (x+1)-1°
-0 -0 x =0 an (x+1)° +M+1)
30 ﬁ(:aul)2 +‘3/(x+1)+1 1+1+1 3

Y asi definimos  f(0)=¥/3,

para que la funcién g(x) sea continuaen x=0.

PROBLEMA 9. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcién
| x-l=l| si [x] es par

o]

| x-fx+1}| si [x] esimpar.

SOLUCION. En primer lugar, vamos a obtener una expresi6n més simple de la funcién

f(x)-
Caso 1. [x]=par=2n.
Entonces 2n<x<2n+1 y f(x)=|x-[x}|=|c-2n|=x-2n.
Caso 2. [x]=impar=2n-1.
Entonces 2n-1<x<2n, 2n<x+1<2n+1 y,

f(x) =|x-[x+1]] = |x-2n| = 2n—x pues x<2n.
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En resumen f(x)=x-2n si 2n<x<2n+1,y

f(x)=2n-x si 2r-1<x<2n , de donde concluimos que
f(x) es continua en cada punto de los intervalos abiertos (2r, 2n+1) y (2n-1, 2n)
para todo entero n.

Continuidad en un nimero par 2n.

Calculamos los limites laterales

lim f(x) = lim (2n-x) (pues 2n-1<x<2n, cuando x—»2n")
x-2n" x-2n"
=2n-2n=0
lim f(x) = lim (x-2n) (pues 2n<x<2n+1, cuando x—2n")
x—2n" x-2n*
=2n-2n=0.

Luego lim f(x)=0=f(2n), lo que prueba que f(x) es continuaen 2n.

x—2n
Continuidad en un nimero impar 2n - 1.
Tenemos lim f(x)= lim [x-(2n—2)]
x-(2n-1)" x—(2n-1)"

(pues 2n-2<x<2n-1, cuando x—(2rn-1)")
=2n-(2n-1)=1.

Luego lim f(x) =1= f(2n-1), y por lo tanto f(x) es continua en el punto

x—>2n-1

2n-1.

PROBLEMA 10. Hallar los intervalos en los cuales las siguientes funciones son con-
tinuas
2
1) f(1)=—2£+— 2) g(x)=1-x+[x]-[1-x]

x°-Tx+6
SOLUCION.

(1) Puesto que f(x) es una funcién racional, sabemos que es una funcién continua en

todos los puntos x tales que 22 -Tx+6=0.
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De x*-7x+6=(x-6)(x-1)=0 vemos que x=1, 6, son los tinicos puntos que
anulan el denominador de f(x). Luego la funcién f(x) es continua en los interva-
los abiertos (-0, 1), (1,6) y (6, + ).

(2) Simplificamos la expresién dada de g(x).
Si [x]=n, entonces n<x<n+1, -n-1<-x<-n y -n<l-x<1l-n.

-n 8i —n<l-x<1l-n o n<x<n+1

1-n si l-x=1-n 0 x=n.

Luego [1-x] = {
Y por lo tanto,si n<x<n+1 tenemos

f(x) =1-x+[x]-[1-x] = 1-x+n—-(-n) = 1-x+2n;
ysi x=n, tenemos

f(x) = 1-x+[x]-[1-x] = 1-n+n-(1-n) = n.

Enresumen, f(x)=1-x+2n si n<x<n+ly f(x)=n si x=n.
Se sigue pues que f(x) es continua en cada intervalo abierto (n,n +1).
Continuidad en el punto n. Calculamos los limites laterales

lim f(x) = lim (1-x+2(n-1)) (pues n-1<x<n cuando x—n~)
x—-n x—n

=1-n+2(n-1) =n-1,

lim f(x) = lim (1-x+2n) (pues n<x<n+1 cuando x—n")

x—n* x»n"
=1-n+2n=1+n,

y puesto que f(n)=n= lim f(x), lim f(x), concluimos que f(x) es continua so-
x-n x—-n

lamente en cada intervalo abierto (n,n +1).

PROBLEMA 11. Determinar si la funcién
f(x)=2x-1 si x<2 y  f(x)=x"-3 i x>2
es continua en los siguientes intervalos:

1) (~w,2] @ (0,4) @ [2,5) @ (2.5)
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SOLUCION.
(1) Sfi, porque f(x)=2x-1 esuna funcién continua en toda la recta.

(2) f(x) escontinua en cada puntoatalque 0<a<2 o 2<a<4, pero

lim f(x) = lim (2x-1) = 2(2)-1=3
12

x—27
lim f(x) = lim («*-~3) = (2)’-38 =1
2" 2"

de donde se sigue que no existe lim f(x), y por lo tanto, que f(x) no es continua

-2
en x=2.
Luego, la funcién no es continua en el intervalo abierto (0, 4).
(3) Puesto que lim f(x) = lim (xz -3) =1,
x—2" x-2"

se tiene que lim f(x) # f(2), y por lo tanto f(x) no es continua en el intervalo
x—2"
[2,5).

(4) Puesto que f(x):x2 -3 para x>2, concluimos que f(x) es continua en el
intervalo abierto [2,5).

PROBLEMA 12. Hallar los valores de A y B para que sea continua la funcién

x+2A x<-2
f(x)=43Ax+B -2<x<1
3x-2B 1<x

SOLUCION.

La funcién f(x) es evidentemente continua en todos los puntos x= -2, 1.

Asi, solamente debemos exigir la condicién de continuidad en los puntos x = -2, 1.
Para la continuidad de f(x) en x=-2 tenemos

lim f(x) = lim f(x) = f(-2) o lim (x+2A) = lim (34x+B) = ~6A+B,

x—-2" x—>-2* x—5-2" x—>-2*
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-2+2A=-6A+B, quedalaecuacion 8A-B=2 (1)
Similarmente, para la continuidad de f(x) en x=1 tenemos

lim f(x) = lim f(x) =f(1) o lim (3Ax+B) = lim (3x-2B) =3A+B,
x—=1" x1" X x=1" x—»1"

3A+B=3-2B, quedalaecuaciéln A+B=1 2)

Resolviendo (1) y (2) obtenemos A=1/3 y B=2/3.

PROBLEMA 13. Probar que la funcién

{1 si x es un numero racional

0 si x es un nimero irracional,

no es continua en ningin punto.

SOLUCION. Suponemos conocido el hecho de que entre dos nmimeros cualesquiera
siempre existen mimeros racionales e irracionales. Razonemos por reduccién al
absurdo. Supongamos que exista un punto a tal que f(x) escontinua en a, o sea que

se cumple que lim f(x) = f(a).

x—=a
Entonces para ¢=1/2 existeun §>0 tal que |x—-a]|<3 implica |f(x) - f(a)l <12
Elijamos un niimero racional r y un mimero irracional i tales que

a<r<a+d y a<i<a+d.
Luego If(r)—f(a)l =|1—f(a)| <12 o
y |[F()- f(a) =|0- f(a) < Y2 @

Entonces (1) es equivalentea 1-1/2<f(a)<1+¥2 o 1/2<f(a)<3/2

y (2) es equivalente a -1/2< f(a) < 1/2 . Asf obtenemos la contradiccién Y2< f(a) y
fla) < V2.

Luego f(x) no es continua en ningiin punto.

PROBLEMA 14. Dar ejemplos de dos funciones discontinuas tales que la suma y el
producto de las mismas sean funciones continuas.
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SOLUCION. Sea f(x) la funcién discontinua dada en el problema 13.

Tomemos g(x)=1-f(x). Entonces g(x) también es discontinua, ya que si fuese
continua, la funcién 1- g(x)=1- [1 -f (x)] =f(x) seria continua.

Por otra parte, tenemos que

f(x)+g(x) = f(x) +[1— f(x)] = 1 = funcién constante,
que es una funcién continua, y

f(x).g(x) = f(x).(1- f(x)) = 0 = funcién constante,
pues si x es un nimero racional entonces f(x)=1y 1-f(x)=0,

y por lo tanto f(x).g(x)=0; y si x es un nimero irracional, entonces f(x)=0, y
también obtenemos f(x).g(x)=0. Luego f(x).g(x) es una funcién continua.

PROBLEMA 15. Probar que las funciones senx y cosx son continuas.

SOLUCION. Debemos probar que limsenx=sena y limcosx =cosa.

x—a xX—-a
Estos dos resultados fueron establecidos en el ejemplo 5 de la seccién 6.3.
Luego senx y cosx son funciones continuas en todo punto a.

PROBLEMA 16. Composicién de funciones continuas.

Probar que si f(x) es continua en el punto a y g(x) es continua en el punto f(a),
entonces la funcién h(x)= g(f(x)) es continua en el punto a.

SOLUCION. Debemos probar que lim g(f(x)) = g(f(a)).

x—a

Sea £>0
Paso 1. Por la continuidad de g(y) en f(a), existeun 5, >0 tal que
|y-fla) <8, implica |g(y)-g(f(a))|< €

Paso 2. Por la continuidad de f(x) en a, para 5, >0 existe un 5> 0 tal que [x-a|<3
implica |f(x)- f(a)|<8,.

Luego, si |x—a|<3 entonces If(x) - f(a)| <8, , por el paso 1, y a su vez
|f(x)-f(a) <8, implica | g(f(x))-&(r (a))l <& por el paso 2.



Continuidad 193

Asi hemos probado que lim g(f(x)) = g(f(a)) .

x—a

y por lo tanto, que g(f(x)) es continua en el punto a.

PROBLEMA 17. Sean las funciones

Fa)=20 y g(x)=vx

x-1

Hallar todos los puntos en los cuales la funcién compuesta g(f(x)) es continua.

SOLUCION.
x+1

La funcién y=f(x)= es continua en todos los puntos x = 1.

x-1

La funcién g(y)=[y es continua en todos los puntos y>0.

Luego, por el problema 16, la funcién compuesta g( f (x)) es continua en todos los pun-

x+1
tos x = 1 tales que f(x)20. Estos puntos son los que satisfacen >0, esto es, los
x-1

puntos del conjunto (-, - 1] U (1, + )

PROBLEMA 18. Determinar la continuidad de
_ ]
==

x° -1

f(=)

, enelintervalo cerrado [-1,1].

SOLUCION. La funcién no estd definida en los extremos —1, 1 . Vamos a obtener una
expresién méds simple de la funcién f(x).

Si -1<x<0 entonces [x]=-1, 0<x’<1 y [x*]=0,

0-(-1)° 1 "
luego f(x) = 2, =-— . Ysi 0<x<1, entonces [x]=0,0<x"<1 y
x° - x5 -

[x*]=0, luego f(x)=0.

En resumen, f(x) = - si ~-1<x<0; y f(x)=0, de otra manera.

x2—1

De tal expresién, concluimos que f(x) es continua en todos los puntos de los inter-
valos (-10) y (0,1). :
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Continuidad en 0. Calculamos los limites laterales

lim f(x) = lim - 21 =1
x20" =00 x% -1
y lim f(x) = lim 0=0.

0" 20"

Luego, no existe limf(x) y la funcién no es continua en el punto 0.
x>0

Continuidad en -1. Tenemos lim f(x) = lim - 21
(-1 =17 x" -1

= 400,
Asf, f(x) tiene una discontinuidad de segunda clase en x = ~1.

Continuidad en 1. Tenemos lim f(x)= lim 0 =0 y por lo tanto en el punto

21" x=1
x =1, lafuncién f(x) tiene una discontinuidad removible.

PROBLEMA 19. Teorema del cero.

Probar que si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y f(x)
cambia de signo en los extremos, entonces existe un nimero x en el intervalo abierto
(a,b) talque f(x)=0.

SOLUCION.

f(x) cambia de signo en los extremos si f(a).f(b)<0 osi f(a)>0 y f(b)<0, o
f(a)<0 y f(b)>0.

En ambos casos, el niimero 0 se encuentra comprendido entre los valores f(a) y f(b)

y por el teorema del valor intermedio, existe un nimero x en [a, b] tal que f(x)=0.
Puesto que f(a) y f(b)#0 , el nimero x se encuentra en el intervalo abierto (a,b).

PROBLEMA 20. Probar que %2 —3x + 1=0 tiene una raiz real en el intervalo (L2).

SOLUCION. Consideremos la funcién continua f(x)=x’-3x+1 sobre el intervalo

cerrado [1,2].
Esta funcién cambia de signo en los extremos.
En efecto, f(1)=(1)*-3(1)+1=-1

y f(2)=(2)° -3(2)+1=3.
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luego, por el teorema del cero, existe al menos un numero tal que

1<x<2 y f(x)=0, osea x°-3x+1=0.
Asf la ecuacién x*-3x+1=0

tiene una raiz real en el intervalo abierto (1,2).

PROBLEMA 21. Probar que todo polinomio p(x) de grado impar tiene una rafz real.

SOLUCION. Sea p(x) = b, x™ +b, " ' +.. +b, donde b, >0 y m es un nimero
impar. '

Tenemos lim p(x) =+ @)
X+
y lim p(x)=-c 2)
b, + L + +b—a
Estos resultados se siguende  p(x) = x i x,
?n—
lim (bm + On1 +...+£°—] =b,>0,
x—»+00 x xm

1
lim — =0, através de valores positivos,
X-3+0 g

1
y lim — =0, através de valores negativos, pues m es impar.
X——-00 xm

De (2) se sigue que existe un niimero a <0 tal que p(a)<O0, y de (1), que existe un
nimero >0 tal que p(b)>0.

Luego p(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] y cambia de signo en los extre-
mos y entonces, por el teorema del cero existe un niimerox en (a,b) tal que p(x)=0.

PROBLEMA 22. Sea n un nimero entero. Probar que '
m lim tgx = -, lim tgx =+
x-»(mu-ﬁ) x-)(mu»i)

2 2

(2) Probar que existen infinitos niimeros reales x talesque tgx=x.
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SOLUCION.
(1) Si x>nn+n/2 escribimos x=nn+n/2+h , con h>0.
senx _ sen(nm+n/2+h)  (-1)"cosh  cosh

y tgx= = = = - ,
cosx  cos(nm+n/2+h) ~(-1)"sen h sen h

donde hemos empleado

sen(nm+n/2+h) = sen(nn +n/2) cos h +cos(nn + n/2) sen h ,

cos(nn +n/2+h) = cos(nn +n/2) cos h—sen(nn +n/2) sen h ,

con sen(nn +n/2)=(-1)" y cos(nn+n/2)=0.
Luego lim tgx = lim —cosh __ ,
) >0+ senh
:c—-)(mw-—z-]
pues lim (-cosh)=-1 y limsenh =0, senh >0,
h0* h—>0*

a través de valores positivos de h.

En forma andloga, si x<nn+n/2 hacemos x=nn+n/2+h con h<O.

. . —cosh
Luego hmx_tgx-hlf(x))_m_+oo,
x—»(mw-z-)
pues lim (-cosh)=-1 'y limsenh=0, senh <0
h—0" b0

a través de valores negativos de h.

(2) Fijemos un nimero entero n. Probaremos que en el intervalo abierto

3
(n1t+-1£, n1t+—1c) existe un nimero x tal que tg x =x.
2 2

Por la parte (1) tenemos lim [tgx-x] = —oo—(mwg) = -

T
X=>| AR+~

. . 3
y lim _[tgx—x]=+oo—(nn+gn] =400 .

x—;[nm——-x
2

n 3n
Luego, la funcién tg x —x cambia de signo en el intervalo nn+—<x<nm+ —2—
2
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Y como es continua, por el teorema del cero existe un x en dicho intervalo tal que

tgx-x=0.

. . . . n 3n
Asi, hemos probado que existe un mimero x en el intervalo (nn +—, nn +—]

2
talque tgx=x .

2

Finalmente, puesto que en cada intervalo (nn + —;—, nn+ %n), n=0,t1,+2,43, ...,

hay nimeros x tales que tgx=x, concluimos que existen infinitos x con esta

propiedad.

PROBLEMA 23. Sea f(x) una funcién definida en todo nuimero real y tal que

flx+y)=f(x)+f(y)

Si f(x) escontinua en el punto O probar que f(x) es continua en todo a.

SOLUCION. Debemos probar que lim f(x)= f(a).

x—-a

Haciendo el cambio de variable x=a + h, tenemos
lim f(x) = Jim fla+h) = Jim fa)+}imf(k) = f(a)+(0) = f(a).

Luego limf(x)=f(a), yasi f(x) escontinuaena.
x—-a

PROBLEMA 24. Si f(x) es una funci6n tal que

(1) f(x) es continua en ceroy

(2) f(x+y)=f(x).f(y), probarque f(x) es continua en todo punto a.
SOLUCION. Haciendo x=a+h tenemos

lim f(x) = lim fla+h) = }'i-?sf(a).f(h) = f(a).f(0) = f(a+0) = f(a),

x—>a h—0

y asi, f(x) es continua en el punto a.

PROBLEMA 25. Probar quesi f(x) y g(x) son dos funciones continuas en el punto a,

entonces la funcién M(x) = maximo{f(x),g(x)} es continua en el punto a.
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SOLUCION. Por definicién M(x)=f(x) si f(x)zg(x) v,
g

Debemos probar que lim M(x) = M(a)
x-a
Sea ¢ > 0. Entonces
(1) Existeun 5,>0 talque |x-a|<35, implica |[f(x)-f(a)<e o
fla)-e<f(x)<f(a)+e, (porlacontinuidadde f(x) ena .)

(2) Existeun 3,>0 talque |x-a|<3, implica |g(x)-g(a)|<e o
g(a)-e<g(x)<g(a)+e, (porlacontinuidad de g(x) ena .)

Tomemos & = minimo {81,82} > 0. Luego, de las relaciones (1) y (2) se sigue que si
|x-a|<8 entonces f(a)~e<f(x)<f(a)+e, g(a)-e<g(x)<g(a)+e yporlotanto

M(a)-¢ = mdx{f(a),g(a)}-¢
< méx{f(x), g(x)} = M(x)
< méx{f(a),g(a)} +c=M(a)+¢
Asf, |x-a|<8 implica |M(x)-M(a)<e,

y por lo tanto hemos demostrado que limM(x)=M(a). Luego M(x) es continua en
x-a

a.
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