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perfil topológico

Clementa Alonso-González

1. Introducción

El objetivo de este curso es dar una introdución al estudio topológico local de los

campos de vectores reales. Aunque en principio manejaremos conceptos y resultados váli-

dos para cualquier dimensión, nos centraremos esencialmente en el caso bidimensional.

Nos interesan fundamentalmente dos cuestiones: la clasificación topológica de campos de

vectores cerca de un punto singular y la determinación de un representante sencillo del

tipo topológico de un campo a partir de la expresión del mismo. Supondremos que el

alumno está familiarizado con los conceptos y resultados básicos de la teoŕıa de ecuaciones

diferenciales y que maneja las nociones básicas de geometŕıa algebraica.

Para no extendernos demasiado en la redacción, en la mayor parte de los casos hemos

omitido las demostraciones completas de los resultados que se presentan, aunque siempre

se incluye la correspondiente referencia bibliográfica. A lo largo de estas notas hemos ido

formulando preguntas y proponiendo ejercicios que el lector puede intentar responder para

una mejor comprensión de los conceptos. Al final de las mismas también incluimos una

breve colección de ejercicios y problemas.

Este texto está organizado en dos secciones respondiendo a las dos cuestiones que nos

interesan. En la primera de ellas recordaremos aspectos y definiciones generales de campos

de vectores en cualquier dimensión y daremos una clasificación topológica local de campos

de vectores anaĺıticos planos. La herramienta fundamental que utilizamos para dar esta

clasificación es la reducción de singularidades, a la que dedicamos una buena parte del

primer caṕıtulo. La segunda parte está dedicada al problema de la determinación finita

y más concretamente a demostrar el Teorema de Brunella-Miari. Este es el resultado

alrededor del cual se desarrolla toda la segunda sección. Esencialmente establece que la

parte principal del campo dada por el poĺıgono de Newton del mismo tiene, bajo ciertas

condiciones, el mismo tipo topológico que el campo original. Para explicar este resultado,

haremos previamente una breve introducción a los aspectos básicos y al lenguaje de la

geometŕıa tórica.

Al elaborar la primera sección hemos utilizado principalmente los libros de Perko [24],
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Palis y de Melo [23] y Lefschectz [21] para los resultados clásicos de ecuaciones diferenciales

y campos de vectores en el plano. En el apartado dedicado al desarrollo de la reducción de

singularidades, hemos usado [26], [10] y también [13] para las explosiones reales. Puntual-

mente hemos acudido a [5, 11, 12, 16, 19]. Para la segunda parte, la referencia esencial es

el art́ıculo de Brunella-Miari [7]. La parte de geometŕıa tórica ha sido desarrollada usando

[6], [14] y [22]. Finalmente, para el estudio de campos de vectores planos con singularidades

de tipo tórico hemos utilizado [8].

En estas notas nos restringimos al caso bidimensional. No obstante, existen trabajos

sobre el estudio topológico local de campos anaĺıticos reales en dimensión tres. Más pre-

cisamente, la autora de estas notas en colaboración con F. Cano e I. Camacho, en los

art́ıculos [2, 3], ha desarrollado técnicas y herramientas que permiten dar una clasificación

topológica completa, después de reducción de singularidades, de campos de vectores que

admiten una desingularización hiperbólica. A partir de los resultados contenidos en estos

art́ıculos, se deduce una generalización del teorema de Brunella-Miari en dimensión tres

[1].

2. Campos de vectores en el plano

En esta primera sección, recordaremos los conceptos y resultados básicos necesarios

para el estudio topológico de campos de vectores que desarrollaremos en este curso. Muchos

de ellos forman parte de la materia de cualquier curso elemental de teoŕıa de ecuaciones

diferenciales. En las notas del curso impartido por F. Sanz, en la pasada edición de la esta

escuela doctoral (ver [25]), se puede encontrar una exposición más detallada de algunos

de los que vamos a mencionar en esta parte preliminar.

2.1. Conceptos básicos

Sea U un abierto del espacio eucĺıdeo Rn. Un campo de vectores en U es una aplicación

ξ : U → Rn donde ξ(p) ∈ Rn ≃ TpRn representa un vector libre con origen en el punto

p ∈ U . Si fijamos coordenadas cartesianas (x1, x2, ..., xn) en Rn, podemos escribir

ξ = A1(x1, x2, ..., xn)
∂

∂x1
+ ...+An(x1, x2, ..., xn)

∂

∂xn

donde los coeficientes Ai son funciones reales definidas en U . Diremos que ξ es de clase Cr

si las funciones Ai lo son. El valor r puede denotar un entero positivo, +∞ o ω, donde Cω
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corresponde al caso anaĺıtico.

Integrar un campo de vectores ξ significa encontrar una solución o curva integral del

mismo, es decir, una curva parametrizada diferenciable γ : I → U definida en algún

intervalo I ⊂ R que satisfaga el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias



ẋ1 = A1(x1, x2, ..., xn)
...

ẋn = An(x1, x2, ..., xn)

para (x1, ..., xn) ∈ U . Esto equivale a que γ satisfaga la igualdad:

γ′(t) = ξ(γ(t)) ∀t ∈ I.

Diremos que un punto x ∈ U es un punto singular o punto de equilibrio del campo ξ si

ξ(x) = 0. Los puntos no singulares son puntos regulares. Obsérvese que si x ∈ U es un

punto singular de ξ, entonces la función constante γ : R → U con γ(t) = x para todo t ∈ R
es una solución en el sentido anterior. Por otro lado, si x0 ∈ U y γ : I → U es una solución

con γ(0) = x0, diremos que γ es maximal si para cada solución ψ : J → U con I ⊂ J tal

que γ = ψ |I , entonces I = J y γ = ψ. Escribiremos entonces I = Ix0 y lo llamaremos

intervalo maximal. Claramente, si x0 es un punto singular entonces Ix0 = R.

Otro tipo destacable de soluciones de un campo de vectores son las periódicas. Si γ(t)

es una curva integral o solución de ξ, decimos que es periódica si existe un número real

c > 0 tal que γ(t+ c) = γ(t) para todo t ∈ R.

Por el Teorema clásico de existencia y unicidad local de soluciones de sistemas ecua-

ciones diferenciales sabemos que, dado x ∈ U , si el campo es al menos de clase C1, existe

una solución maximal γx definida en un intervalo maximal Ix con la misma clase de dife-

renciabilidad que los coeficientes Ai (anaĺıtica si estos lo son) y tal que γx(0) = x. Este

teorema se puede reformular en términos del flujo del campo de vectores ξ, entendiendo

por flujo del campo de vectores ξ a la aplicación

Φ : Ω −→ U

(t, p) �−→ γp(t)

donde Ω = {(t, p) ∈ R × U : t ∈ Ip} ⊂ Rn+1. Esta aplicación tiene la misma clase de

diferenciabilidad que ξ (anaĺıtica si ξ lo es).

En este curso no nos interesaremos tanto por la parametrización de las curvas integrales

de un campo de vectores ξ como por la imagen de las mismas. Sea γ : I → U una solución
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maximal. Su imagen

Γγ = {γ(t) : t ∈ I} ⊂ U

dotada con la orientación inducida por γ (en caso de que no sea constante) será una

trayectoria u órbita asociada a la solución γ. Obsérvese que si denotamos por Γp la órbita

de un campo de vectores ξ por un punto p, se tiene que si q ∈ Γp, entonces Γq = Γp. En

otras palabras, dos órbitas o trayectorias de ξ, o bien coinciden o bien son disjuntas.

Podemos distinguir tres posiblidades para una solución maximal γ de ξ:

1. γ es una biyección en su imagen.

2. γ es una función constante.

3. γ es una función periódica.

Desde el punto de vista topológico, que es el que nos ocupa en este curso, eso significa que

una órbita será homeomorfa a R, a un punto o bien a S1.

Por espacio de fases de un campo de vectores entendemos el conjunto de todas las

órbitas del mismo. Está formado por singularidades y órbitas regulares orientadas. Obtener

el mapa de fases de un campo de vectores no es otra cosa que considerar la partición del

dominio U por las trayectorias del campo. Diremos que esta partición, a la que denotaremos

Fξ, es la foliación generada por ξ.

Por otro lado, una foliación (singular) F de dimensión uno en una variedad diferenciable

M se puede definir localmente a partir de un campo de vectores: para cada p ∈ M existe

un entorno Up de manera que la restricción de la foliación a Up está generada por algún

campo de vectores ξp. Diremos que F es de clase Cr si el campo ξp se puede elegir con esta

clase de diferenciabilidad en cada punto p ∈ M . Para más detalles sobre este concepto

consultar [9].

2.2. Equivalencias y conjugaciones topológicas

Introduciremos ahora las nociones de equivalencia que nos permitirán comparar los

espacios de fase de dos campos de vectores.

Como sabemos, en el caso de campos lineales se puede dar una expresión expĺıcita de

la solución o curva integral que pasa por un punto. Sin embargo, para la mayor parte

de los campos no lineales esto no es posible. De aqúı deriva la importancia de poder dar

una descripción geométrica y/o topológica del mapa de fase de un campo. Este interés,
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por la faceta cualitativa de los sistemas dinámicos, tiene su origen en los trabajos sobre

ecuaciones diferenciales de H. Poincaré.

Distinguiremos entre equivalencia topológica, si no se tiene en cuenta la parametri-

zación de las órbitas del campo, o conjugación topológica en caso contrario. Veamos las

definiciones precisas.

Sean ξ1 y ξ2 dos campos de vectores definidos en abiertos respectivos U1 y U2 de

Rn. Decimos que ξ1 es topológicamente equivalente (resp. Cr-equivalente) a ξ2 si existe

h : U1 → U2 un homeomorfismo (resp. Cr-difeomorfismo) que env́ıe trayectorias de ξ1

en trayectorias de ξ2 preservando la orientación. Más precisamente, si p ∈ U1 y Γ1
p es

la órbita orientada de ξ1 que pasa por p, entonces h(Γ1
p) es una órbita orientada de ξ2

que pasa por h(p). Llamaremos a h una equivalencia topológica o C0-equivalencia (resp.

Cr-equivalencia).

Consideremos ahora Φ1 : Ω1 → Rn y Φ2 : Ω2 → Rn los flujos generados por los campos

de vectores ξ1 y ξ2 respectivamente. Decimos que ξ1 es topológicamente conjugado (resp.

Cr-conjugado) a ξ2 si existe h : U1 → U2 un homeomorfismo (resp. Cr-difeomorfismo) tal

que

h(Φ1(t, x)) = Φ2(t, h(x)) ∀(t, x) ∈ Ω1.

Llamaremos a h una conjugación topológica o C0-equivalencia (resp. Cr-conjugación).

Fijados U1, U2 ⊂ Rn dos abiertos, una equivalencia topológica define una relación

de equivalencia entre campos de vectores definidos respectivamente en estos abiertos. Una

equivalencia topológica env́ıa puntos singulares sobre puntos singulares y órbitas periódicas

sobre órbitas periódicas (si es una conjugación, además preserva el peŕıodo).

2.3. Campos lineales y no lineales. Teorema de Hartman-Grobman

Además de interesarnos por la descripción topológica local de un campo de vecto-

res, también pondremos énfasis en el problema de la determinación de un representante

(también local), lo más sencillo posible, del tipo topológico del mismo.

En la parte básica del curso nos restringiremos al caso de vectores en el plano para

abordar ambas cuestiones. Por seguir un orden, dado ξ un campo de vectores en el plano,

distinguiremos entre puntos regulares y singulares y, dentro de estos últimos, separaremos

distintos casos en función de los autovalores de la parte lineal.
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equivalencia topológica env́ıa puntos singulares sobre puntos singulares y órbitas periódicas

sobre órbitas periódicas (si es una conjugación, además preserva el peŕıodo).

2.3. Campos lineales y no lineales. Teorema de Hartman-Grobman

Además de interesarnos por la descripción topológica local de un campo de vecto-

res, también pondremos énfasis en el problema de la determinación de un representante

(también local), lo más sencillo posible, del tipo topológico del mismo.

En la parte básica del curso nos restringiremos al caso de vectores en el plano para

abordar ambas cuestiones. Por seguir un orden, dado ξ un campo de vectores en el plano,

distinguiremos entre puntos regulares y singulares y, dentro de estos últimos, separaremos

distintos casos en función de los autovalores de la parte lineal.
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Puntos regulares Si pensamos en el entorno de un punto no singular, es decir, p ∈ R2

tal que ξ(p) ̸= 0, la respuesta a nuestra pregunta es que el campo original ξ es topológica-

mante equivalente (incluso conjugado) a un campo horizontal, es decir, a un campo cuya

expresión es ξ′ = ∂
∂x . Este es un resultado clásico conocido como el Teorema de rectifica-

ción de campos de vectores o Teorema de la caja de flujo ([10], Théorème 2.1). Podemos

concluir que en el entorno de un punto regular dos campos de vectores son siempre to-

pológicamente equivalentes, es decir, hay un único modelo. Este resultado es válido en

cualquier dimensión.

Mucho más interesante, y también más complicado, es hacer un estudio del tipo to-

pológico de un campo de vectores en el entorno de un punto singular. En el caso de

campos anaĺıticos planos, se puede dar una descripción de la topoloǵıa local alrededor de

un punto de este tipo utilizando a la técnica de las explosiones. En dimensión tres, en los

trabajos [2, 3], se da una clasificación topológica en el caso de campos de vectores con

desingularización hiperbólica.

Puntos singulares Supongamos que trabajamos con un campo plano anaĺıtico

ξ = A(x, y) ∂
∂x + B(x, y) ∂

∂y y que p es un punto singular de ξ. Asociamos a ξ un cam-

po de vectores lineal Lξp al que llamaremos parte lineal de ξ en p. Matricialmente,

Lξp =

(
∂A
∂x (p)

∂A
∂y (p)

∂B
∂x (p)

∂B
∂y (p)

)

Distinguimos diferentes tipos de puntos singulares: diremos que el punto p es un punto

singular no degenerado si los autovalores de Lξp son distintos de cero. El punto singular

p será hiperbólico si los dos autovalores de Lξp tienen parte real distinta de cero y semi-

hiperbólico si exactamente uno de los autovalores es cero. Las singularidades hiperbólicas

y semihiperbólicas se dice que son singularidades elementales.

Obsérvese que si p = (x0, y0) es un punto singular de ξ, entonces el origen es un punto

singular de

ξ′ = A(x′, y′)
∂

∂x′
+B(x′, y′)

∂

∂y′

donde x = x′ + x0, y = y′ + y0. Ahora las funciones A(x′, y′) y B(x′, y′) comienzan con

términos de grado uno en x′ e y′. Es decir, siempre podemos desplazar un punto singular

al origen de coordenadas a través de una traslación de manera que nuestro campo original

se exprese como (eliminamos las primas por simplicidad)

ξ = (ax+ by + F (x, y))
∂

∂x
+ (cx+ dy +G(x, y))

∂

∂y
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donde F,G, y sus primeras derivadas se anulan en el origen de R2. Tras un cambio lineal

de coordenadas podemos escribir la matriz de la parte lineal

(
a b

c d

)

en su forma canónica de Jordan real. Dependiendo de la naturaleza del punto singular,

tendremos distintas posibilidades para esta forma canónica. Si la singularidad es hiperbóli-

ca: (
λ 0

0 µ

) (
λ 1

0 λ

) (
α β

−β α

)

con λµ ̸= 0, α ̸= 0 β ≥ 0. Si es semihiperbólica o un centro respectivamente

(
λ 0

0 0

) (
0 β

−β 0

)

con λ ̸= 0 y β > 0. En los casos más degenerados

(
0 1

0 0

) (
0 0

0 0

)
.

Si consideramos el sistema lineal ẋ = Cx, donde C es una de las formas canónicas de

Jordan anteriores e imponemos la condición inicial x(0) = p0, podemos dar una expresión

expĺıcita de las soluciones. Esto nos resultará muy útil para dibujar el mapa de fase. Las

expresiones respectivas de la solución son:

Si C =

(
λ 0

0 µ

)
, entonces la solución está dada por x(t) =

(
eλt 0

0 eµt

)
p0. (I)

Si C =

(
λ 1

0 λ

)
, entonces x(t) = eλt

(
1 t

0 1

)
p0. (II)

Si C =

(
α β

−β α

)
, entonces x(t) = eαt

(
cosβt − sinβt

sinβt cosβt

)
p0. (III)

2.3.1. Singularidades NO DEGENERADAS

Singularidades hiperbólicas. Veamos cómo es la topoloǵıa local del campo en cada

uno de los casos posibles:
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Puntos regulares Si pensamos en el entorno de un punto no singular, es decir, p ∈ R2

tal que ξ(p) ̸= 0, la respuesta a nuestra pregunta es que el campo original ξ es topológica-

mante equivalente (incluso conjugado) a un campo horizontal, es decir, a un campo cuya

expresión es ξ′ = ∂
∂x . Este es un resultado clásico conocido como el Teorema de rectifica-

ción de campos de vectores o Teorema de la caja de flujo ([10], Théorème 2.1). Podemos

concluir que en el entorno de un punto regular dos campos de vectores son siempre to-

pológicamente equivalentes, es decir, hay un único modelo. Este resultado es válido en

cualquier dimensión.

Mucho más interesante, y también más complicado, es hacer un estudio del tipo to-

pológico de un campo de vectores en el entorno de un punto singular. En el caso de

campos anaĺıticos planos, se puede dar una descripción de la topoloǵıa local alrededor de

un punto de este tipo utilizando a la técnica de las explosiones. En dimensión tres, en los

trabajos [2, 3], se da una clasificación topológica en el caso de campos de vectores con

desingularización hiperbólica.

Puntos singulares Supongamos que trabajamos con un campo plano anaĺıtico

ξ = A(x, y) ∂
∂x + B(x, y) ∂

∂y y que p es un punto singular de ξ. Asociamos a ξ un cam-

po de vectores lineal Lξp al que llamaremos parte lineal de ξ en p. Matricialmente,

Lξp =

(
∂A
∂x (p)

∂A
∂y (p)

∂B
∂x (p)

∂B
∂y (p)

)

Distinguimos diferentes tipos de puntos singulares: diremos que el punto p es un punto

singular no degenerado si los autovalores de Lξp son distintos de cero. El punto singular

p será hiperbólico si los dos autovalores de Lξp tienen parte real distinta de cero y semi-

hiperbólico si exactamente uno de los autovalores es cero. Las singularidades hiperbólicas

y semihiperbólicas se dice que son singularidades elementales.

Obsérvese que si p = (x0, y0) es un punto singular de ξ, entonces el origen es un punto

singular de

ξ′ = A(x′, y′)
∂

∂x′
+B(x′, y′)

∂

∂y′

donde x = x′ + x0, y = y′ + y0. Ahora las funciones A(x′, y′) y B(x′, y′) comienzan con

términos de grado uno en x′ e y′. Es decir, siempre podemos desplazar un punto singular

al origen de coordenadas a través de una traslación de manera que nuestro campo original

se exprese como (eliminamos las primas por simplicidad)

ξ = (ax+ by + F (x, y))
∂

∂x
+ (cx+ dy +G(x, y))

∂

∂y
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donde F,G, y sus primeras derivadas se anulan en el origen de R2. Tras un cambio lineal

de coordenadas podemos escribir la matriz de la parte lineal

(
a b

c d

)

en su forma canónica de Jordan real. Dependiendo de la naturaleza del punto singular,

tendremos distintas posibilidades para esta forma canónica. Si la singularidad es hiperbóli-

ca: (
λ 0

0 µ

) (
λ 1

0 λ

) (
α β

−β α

)

con λµ ̸= 0, α ̸= 0 β ≥ 0. Si es semihiperbólica o un centro respectivamente

(
λ 0

0 0

) (
0 β

−β 0

)

con λ ̸= 0 y β > 0. En los casos más degenerados

(
0 1

0 0

) (
0 0

0 0

)
.

Si consideramos el sistema lineal ẋ = Cx, donde C es una de las formas canónicas de

Jordan anteriores e imponemos la condición inicial x(0) = p0, podemos dar una expresión

expĺıcita de las soluciones. Esto nos resultará muy útil para dibujar el mapa de fase. Las

expresiones respectivas de la solución son:

Si C =

(
λ 0

0 µ

)
, entonces la solución está dada por x(t) =

(
eλt 0

0 eµt

)
p0. (I)

Si C =

(
λ 1

0 λ

)
, entonces x(t) = eλt

(
1 t

0 1

)
p0. (II)

Si C =

(
α β

−β α

)
, entonces x(t) = eαt

(
cosβt − sinβt

sinβt cosβt

)
p0. (III)

2.3.1. Singularidades NO DEGENERADAS

Singularidades hiperbólicas. Veamos cómo es la topoloǵıa local del campo en cada

uno de los casos posibles:
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(I) con λ < 0 < µ. SILLA.

Observemos que en este mapa de fase aparecen cuatro regiones delimitadas por

cuatro trayectorias especiales que corresponden a los subespacios propios estable

Es(0) e inestable Eu(0) asociados a los autovalores de la matriz C. Dos sillas son

siempre localmente topológicamente equivalentes (ejercicio).

(II) con λ ≤ µ < 0. NODO ESTABLE

(III) con λ < 0. NODO ESTABLE
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Obsérvese que si el punto singular es un nodo estable, cada trayectoria se aproxima

al punto singular a lo largo de una tangente bien definida. Por otro lado, se tiene

que dos nodos estables son siempre topológicamente equivalentes. Sin embargo, un

nodo no tiene el tipo de topoloǵıa de una silla (¿por qué?).

(IV) con α < 0. FOCO ESTABLE

Las trayectorias no se aproximan al origen con una dirección como en el caso de un

nodo. Sin embargo, un foco estable es topológicamente equivalente a un nodo estable

(¿por qué?).

En la clasificación anterior, si consideramos además el nodo inestable y foco inestable

tomando λ > 0 y α > 0 respectivamente en (III) y (IV ), corresponden al caso hiperbóli-

co. Supongamos ahora que el campo ξ es no lineal. Si la singularidad es hiperbólica, el

comportamiento de ξ alrededor del punto singular se puede determinar a partir del estudio

de la parte lineal. Esto es consecuencia del Teorema de Hartman-Grobman (válido para
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(I) con λ < 0 < µ. SILLA.

Observemos que en este mapa de fase aparecen cuatro regiones delimitadas por

cuatro trayectorias especiales que corresponden a los subespacios propios estable

Es(0) e inestable Eu(0) asociados a los autovalores de la matriz C. Dos sillas son

siempre localmente topológicamente equivalentes (ejercicio).

(II) con λ ≤ µ < 0. NODO ESTABLE

(III) con λ < 0. NODO ESTABLE
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Obsérvese que si el punto singular es un nodo estable, cada trayectoria se aproxima

al punto singular a lo largo de una tangente bien definida. Por otro lado, se tiene

que dos nodos estables son siempre topológicamente equivalentes. Sin embargo, un

nodo no tiene el tipo de topoloǵıa de una silla (¿por qué?).

(IV) con α < 0. FOCO ESTABLE

Las trayectorias no se aproximan al origen con una dirección como en el caso de un

nodo. Sin embargo, un foco estable es topológicamente equivalente a un nodo estable

(¿por qué?).

En la clasificación anterior, si consideramos además el nodo inestable y foco inestable

tomando λ > 0 y α > 0 respectivamente en (III) y (IV ), corresponden al caso hiperbóli-

co. Supongamos ahora que el campo ξ es no lineal. Si la singularidad es hiperbólica, el

comportamiento de ξ alrededor del punto singular se puede determinar a partir del estudio

de la parte lineal. Esto es consecuencia del Teorema de Hartman-Grobman (válido para
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cualquier dimensión). Una demostración completa de este resultado puede consultarse en

[24] (los pasos principales están recogidos en [25].)

Teorema 1. (Teorema de Hartman-Grobman) Sea ξ un campo de vectores de clase C1 en

un abierto U . Supongamos que 0 ∈ U y que es un punto singular de ξ de tipo hiperbólico.

Entonces el campo lineal Lξ0 y ξ son topológicamente conjugados en un entorno del origen.

Este teorema implica que, para el caso hiperbólico, la parte lineal Lξ0 es una buena

aproximación de ξ en el sentido de que es un representante de su tipo topológico local.

Por otro lado, teniendo en cuenta que los modelos lineales anteriores no son topológica-

mente equivalentes entre śı, concluimos que existen tres clases de equivalencia en el caso

hiperbólico: silla, nodo estable y nodo inestable.

Ejemplo 2. El campo de vectores no lineal

ξ = −x
∂

∂x
+ (x2 + y)

∂

∂y

tiene una singularidad de tipo silla en el origen. La expresión de la solución que en tiempo

t = 0 pasa por c = (c1, c2) es la siguiente:

Φ(t, c) =

(
c1e

−t

c2e
t +

c21
3 (e

t − e−2t)

)
.

Localmente, el diagrama de fase presenta el siguiente aspecto:

Ws

Wu

Observemos que también hay cuatro trayectorias que separan cuatro regiones como

en el caso lineal. Estas trayectorias corresponden a las variedades estable e inestable del

campo denotadas respectivamente por W s y W u. Se trata de curvas no singulares, únicas,
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tangentes en el origen respectivamente a los espacios estable e inestable del sistema lineali-

zado correspondiente. Para profundizar en la naturaleza y propiedades de estas variedades

se recomienda consultar [17, 20, 24, 25].

Avanzamos que las singularidades elementales (hiperbólicas y semi-hiperbólicas) son

los únicos “modelos”que necesitamos para determinar la topoloǵıa de singularidades más

complicadas gracias al proceso de reducción de singularidades que introduciremos más

adelante.

Singularidades no-hiperbólicas: centro-foco. El caso no degenerado y no hiperbóli-

co corresponde, en el caso lineal, a una matriz del tipo (IV ) con α = 0. En este caso

tenemos una singularidad de tipo CENTRO, es decir, todas las órbitas regulares son pe-

riódicas.

Obsérvese que dos singularidades de este tipo siempre son topológicamente equivalen-

tes. Sin embargo, un campo de vectores no lineal cuya parte lineal sea
(

0 b

−b 0

)

puede tener un comportamiento de tipo centro o de tipo foco. Distinguir entre estos dos

casos a partir de la expresión del campo es un problema muy complicado (veáse el libro de

Arnold [5]), para el que hay que utilizar técnicas muy sofisticadas en las que no vamos a

entrar en este curso. Teniendo en cuenta además que un centro y un foco no son topológi-

camente equivalentes, hemos de excluir esta situación si queremos dar una clasificación

topológica de campos de vectores planos. No obstante, como veremos más adelante, śı po-

dremos determinar si una singularidad es de tipo centro-foco (sin poder distinguir entre

ambos) acudiendo a la reducción de singularidades.
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cualquier dimensión). Una demostración completa de este resultado puede consultarse en

[24] (los pasos principales están recogidos en [25].)

Teorema 1. (Teorema de Hartman-Grobman) Sea ξ un campo de vectores de clase C1 en

un abierto U . Supongamos que 0 ∈ U y que es un punto singular de ξ de tipo hiperbólico.

Entonces el campo lineal Lξ0 y ξ son topológicamente conjugados en un entorno del origen.

Este teorema implica que, para el caso hiperbólico, la parte lineal Lξ0 es una buena

aproximación de ξ en el sentido de que es un representante de su tipo topológico local.

Por otro lado, teniendo en cuenta que los modelos lineales anteriores no son topológica-

mente equivalentes entre śı, concluimos que existen tres clases de equivalencia en el caso

hiperbólico: silla, nodo estable y nodo inestable.

Ejemplo 2. El campo de vectores no lineal

ξ = −x
∂

∂x
+ (x2 + y)

∂

∂y

tiene una singularidad de tipo silla en el origen. La expresión de la solución que en tiempo

t = 0 pasa por c = (c1, c2) es la siguiente:

Φ(t, c) =

(
c1e

−t

c2e
t +

c21
3 (e

t − e−2t)

)
.

Localmente, el diagrama de fase presenta el siguiente aspecto:

Ws

Wu

Observemos que también hay cuatro trayectorias que separan cuatro regiones como

en el caso lineal. Estas trayectorias corresponden a las variedades estable e inestable del

campo denotadas respectivamente por W s y W u. Se trata de curvas no singulares, únicas,
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tangentes en el origen respectivamente a los espacios estable e inestable del sistema lineali-

zado correspondiente. Para profundizar en la naturaleza y propiedades de estas variedades

se recomienda consultar [17, 20, 24, 25].

Avanzamos que las singularidades elementales (hiperbólicas y semi-hiperbólicas) son

los únicos “modelos”que necesitamos para determinar la topoloǵıa de singularidades más

complicadas gracias al proceso de reducción de singularidades que introduciremos más

adelante.

Singularidades no-hiperbólicas: centro-foco. El caso no degenerado y no hiperbóli-

co corresponde, en el caso lineal, a una matriz del tipo (IV ) con α = 0. En este caso

tenemos una singularidad de tipo CENTRO, es decir, todas las órbitas regulares son pe-

riódicas.

Obsérvese que dos singularidades de este tipo siempre son topológicamente equivalen-

tes. Sin embargo, un campo de vectores no lineal cuya parte lineal sea
(

0 b

−b 0

)

puede tener un comportamiento de tipo centro o de tipo foco. Distinguir entre estos dos

casos a partir de la expresión del campo es un problema muy complicado (veáse el libro de

Arnold [5]), para el que hay que utilizar técnicas muy sofisticadas en las que no vamos a

entrar en este curso. Teniendo en cuenta además que un centro y un foco no son topológi-

camente equivalentes, hemos de excluir esta situación si queremos dar una clasificación

topológica de campos de vectores planos. No obstante, como veremos más adelante, śı po-

dremos determinar si una singularidad es de tipo centro-foco (sin poder distinguir entre

ambos) acudiendo a la reducción de singularidades.
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14132 Escuela Doctoral Intercontinental Matematicas  TAREA.indd   109 28/10/2014   11:39:49 a.m.



110

Clementa Alonso-González

2.3.2. Singularidades DEGENERADAS

Si en el último caso no degenerado la parte lineal no determina la topoloǵıa del campo,

tampoco lo hace en los casos degenerados (al menos un autovalor nulo).

Singularidades semi-hiperbólicas. Recordemos que corresponden al caso en el que

hay exactamente un autovalor distinto de cero. En el caso lineal ni siquiera tenemos una

singularidad aislada. En el caso no lineal, podemos observar con un ejemplo cómo la

dinámica es completamente distinta:

ξ = x2
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Una singularidad de este tipo se denomina silla-nodo. Utilizando este ejemplo, aparte

de la presencia de la variedad inestable W u, que en este caso coincide con el espacio

lineal inestable Eu(0), también podemos observar la presencia de una infinidad de curvas

tangentes al espacio central Ec(0) en el origen. Cada una de ellas es una variedad central

W c. Recomendamos consultar [17, 20, 24, 25] para más detalles sobre la variedad central.

Aqúı simplemente mencionaremos que siempre existe, aunque no tiene por qué ser única ni

tiene por qué conservar la clase de diferenciablidad del campo. Sin embargo, la restricción

del campo a una variedad central determina la dinámica alrededor del punto singular.

Singularidades nilpotentes. Este caso corresponde a una parte lineal no nula pero

con dos autovalores nulos, es decir,
(

0 1

0 0

)
.
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En el caso lineal esta situación no corresponde a una singularidad aislada. Los siguientes

ejemplos, extráıdos de [24], muestran distintos tipos topológicos para un campo no lineal

con una parte lineal de este tipo:

Ejemplo 3. Cúspide en el origen

ξ = y
∂

∂x
+ x2

∂

∂y

Ejemplo 4. Dominio eĺıptico

ξ = y
∂

∂x
+ (−x3 + 4xy)

∂

∂y

Singularidades con parte lineal nula. Este caso, el más degenerado posible, corres-

ponde a una parte lineal idénticamante nula. Todo el plano es el conjunto singular. Si

consideramos, por ejemplo, el campo
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2.3.2. Singularidades DEGENERADAS

Si en el último caso no degenerado la parte lineal no determina la topoloǵıa del campo,

tampoco lo hace en los casos degenerados (al menos un autovalor nulo).

Singularidades semi-hiperbólicas. Recordemos que corresponden al caso en el que

hay exactamente un autovalor distinto de cero. En el caso lineal ni siquiera tenemos una

singularidad aislada. En el caso no lineal, podemos observar con un ejemplo cómo la

dinámica es completamente distinta:

ξ = x2
∂

∂x
+ y

∂

∂y
.

Una singularidad de este tipo se denomina silla-nodo. Utilizando este ejemplo, aparte

de la presencia de la variedad inestable W u, que en este caso coincide con el espacio

lineal inestable Eu(0), también podemos observar la presencia de una infinidad de curvas

tangentes al espacio central Ec(0) en el origen. Cada una de ellas es una variedad central

W c. Recomendamos consultar [17, 20, 24, 25] para más detalles sobre la variedad central.

Aqúı simplemente mencionaremos que siempre existe, aunque no tiene por qué ser única ni

tiene por qué conservar la clase de diferenciablidad del campo. Sin embargo, la restricción

del campo a una variedad central determina la dinámica alrededor del punto singular.

Singularidades nilpotentes. Este caso corresponde a una parte lineal no nula pero

con dos autovalores nulos, es decir,
(

0 1

0 0

)
.
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En el caso lineal esta situación no corresponde a una singularidad aislada. Los siguientes

ejemplos, extráıdos de [24], muestran distintos tipos topológicos para un campo no lineal

con una parte lineal de este tipo:

Ejemplo 3. Cúspide en el origen

ξ = y
∂

∂x
+ x2

∂

∂y

Ejemplo 4. Dominio eĺıptico

ξ = y
∂

∂x
+ (−x3 + 4xy)

∂

∂y

Singularidades con parte lineal nula. Este caso, el más degenerado posible, corres-

ponde a una parte lineal idénticamante nula. Todo el plano es el conjunto singular. Si

consideramos, por ejemplo, el campo
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ξ = (x2 + xy)
∂

∂x
+ (1/2y2 + xy)

∂

∂y

que tiene parte lineal nula, observamos que presenta un mapa de fase completamente

diferente:

Después de observar estos ejemplos, nos planteamos dos cuestiones:

1. ¿Podemos clasificar topológicamante las singularidades que no sean hiperbólicas?

2. ¿Podemos encontrar para las singularidades degeneradas un representante de cada

clase de equivalencia que juegue el papel de la parte lineal en el caso hiperbólico?

¿Cómo buscarlo? ¿Cuáles son los candidatos?

Ambas preguntas tienen respuesta afirmativa en el caso anaĺıtico plano. En el caso de

dimensión tres, en [2, 3] se desarrollan técnicas que permiten responder a estas preguntas

para una familia genérica de campos de vectores. En el siguiente apartado daremos una

idea de cómo determinar el tipo topológico de una singularidad cualquiera en el caso

anaĺıtico plano. Dedicaremos la sección 3 a la respuesta de la segunda pregunta en el caso

bidimensional.

2.4. Clasificación topológica de campos de vectores planos con órbita

caracteŕıstica

Si observamos con detenimiento los mapas de fases de los ejemplos anteriores y también

de las singularidades elementales, llegamos a la conclusión de que dado un entorno del
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punto singular, se puede distinguir un número finito de regiones abiertas caracterizadas

por el comportamiento común de las órbitas pertenecientes a ellas. Estas regiones, a las que

llamaremos sectores, están delimitadas por trayectorias especiales a las que llamaremos

separatrices. Distinguiremos varios tipos: un sector topológicamente equivalente al primer,

segundo o tercer sector de la siguiente figura, se dice respectivamante un sector hiperbólico,

parabólico o eĺıptico (no es necesario preservar la dirección del flujo).

Nos interesa especialmente la descomposición sectorial para singularidades elementa-

les: en el caso de una silla, dado un entorno de la misma, podemos descomponerlo en

cuatro sectores hiperbólicos delimitados por cuatro separatrices que corresponden a las

variedades estable e inestable. Por otro lado, cada entorno de una singularidad de tipo no-

do (estable o inestable) consta de un único sector de tipo parabólico. En el caso elemental

no hiperbólico (exactamente un autovalor igual a cero) se puede demostrar que hay tres

tipos de descomposición sectorial posible: tipo silla-nodo (dos sectores hiperbólicos y uno

parabólico), tipo silla o tipo nodo. La frontera entre sectores viene dada en este caso por

las variedades estable (o inestable) y una variedad central.

Para dar un resultado general necesitamos excluir el caso centro-foco que, como ya he-

mos mencionado, resulta indistinguible si no se recurre a técnicas mucho más complicadas.

Caracterizaremos esta situación definiendo un nuevo objeto:

Sea ξ un campo de vectores plano anaĺıtico con una singularidad en el origen. Una órbita

caracteŕıstica γ(t) en el origen es una órbita que tiende al origen en tiempo positivo (res-

pectivamente en tiempo negativo) con una tangente bien definida, es decir, existe el ĺımite

ĺımt→∞ γ(t)/∥γ(t)∥ (respectivamente existe el ĺımite ĺımt→−∞ γ(t)/∥γ(t)∥). Obsérvese que

ξ tendrá una singularidad centro-foco si no existen órbitas caracteŕısticas.

Teorema 5. Supongamos que ξ es un campo plano anaĺıtico con una singularidad en

el origen que no sea de tipo centro-foco. Entonces existe un número finito de órbitas
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ξ = (x2 + xy)
∂

∂x
+ (1/2y2 + xy)

∂

∂y

que tiene parte lineal nula, observamos que presenta un mapa de fase completamente

diferente:

Después de observar estos ejemplos, nos planteamos dos cuestiones:

1. ¿Podemos clasificar topológicamante las singularidades que no sean hiperbólicas?

2. ¿Podemos encontrar para las singularidades degeneradas un representante de cada

clase de equivalencia que juegue el papel de la parte lineal en el caso hiperbólico?

¿Cómo buscarlo? ¿Cuáles son los candidatos?

Ambas preguntas tienen respuesta afirmativa en el caso anaĺıtico plano. En el caso de

dimensión tres, en [2, 3] se desarrollan técnicas que permiten responder a estas preguntas

para una familia genérica de campos de vectores. En el siguiente apartado daremos una

idea de cómo determinar el tipo topológico de una singularidad cualquiera en el caso

anaĺıtico plano. Dedicaremos la sección 3 a la respuesta de la segunda pregunta en el caso

bidimensional.

2.4. Clasificación topológica de campos de vectores planos con órbita

caracteŕıstica

Si observamos con detenimiento los mapas de fases de los ejemplos anteriores y también

de las singularidades elementales, llegamos a la conclusión de que dado un entorno del
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punto singular, se puede distinguir un número finito de regiones abiertas caracterizadas

por el comportamiento común de las órbitas pertenecientes a ellas. Estas regiones, a las que

llamaremos sectores, están delimitadas por trayectorias especiales a las que llamaremos

separatrices. Distinguiremos varios tipos: un sector topológicamente equivalente al primer,

segundo o tercer sector de la siguiente figura, se dice respectivamante un sector hiperbólico,

parabólico o eĺıptico (no es necesario preservar la dirección del flujo).

Nos interesa especialmente la descomposición sectorial para singularidades elementa-

les: en el caso de una silla, dado un entorno de la misma, podemos descomponerlo en

cuatro sectores hiperbólicos delimitados por cuatro separatrices que corresponden a las

variedades estable e inestable. Por otro lado, cada entorno de una singularidad de tipo no-

do (estable o inestable) consta de un único sector de tipo parabólico. En el caso elemental

no hiperbólico (exactamente un autovalor igual a cero) se puede demostrar que hay tres

tipos de descomposición sectorial posible: tipo silla-nodo (dos sectores hiperbólicos y uno

parabólico), tipo silla o tipo nodo. La frontera entre sectores viene dada en este caso por

las variedades estable (o inestable) y una variedad central.

Para dar un resultado general necesitamos excluir el caso centro-foco que, como ya he-

mos mencionado, resulta indistinguible si no se recurre a técnicas mucho más complicadas.

Caracterizaremos esta situación definiendo un nuevo objeto:

Sea ξ un campo de vectores plano anaĺıtico con una singularidad en el origen. Una órbita

caracteŕıstica γ(t) en el origen es una órbita que tiende al origen en tiempo positivo (res-

pectivamente en tiempo negativo) con una tangente bien definida, es decir, existe el ĺımite

ĺımt→∞ γ(t)/∥γ(t)∥ (respectivamente existe el ĺımite ĺımt→−∞ γ(t)/∥γ(t)∥). Obsérvese que

ξ tendrá una singularidad centro-foco si no existen órbitas caracteŕısticas.

Teorema 5. Supongamos que ξ es un campo plano anaĺıtico con una singularidad en

el origen que no sea de tipo centro-foco. Entonces existe un número finito de órbitas
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caracteŕısticas de ξ en el origen que determinan sectores de tipo hiperbólico, eĺıptico o

parabólico que componen un entorno de la singularidad.

Volveremos a la demostración de este resultado más adelante. Para finalizar este apar-

tado, únicamente señalaremos que si los valores p, e y h denotan el número de sectores pa-

rabólicos, eĺıpticos e hiperbólicos respectivamante, se puede conseguir una descomposición

sectorial minimal reduciendo todo lo posible el valor p no aceptando sectores parabólicos

adyacentes o adjuntando un sector parabólico a uno eĺıptico si ambos son contigüos. De

esta manera un sector parabólico puede aparecer solamente entre dos sectores hiperbóli-

cos. Por otro lado, se puede probar que el tipo topológico de una singularidad aislada

está caracterizado por los valores p, e y h de una descomposición sectorial minimal y la

disposición de los sectores. Para más detalles, consultar [13].

La clave para poder exhibir la descomposición sectorial de un campo de vectores es

utilizar las explosiones.

2.5. Explosiones. Reducción de singularidades

La herramienta esencial para estudiar singularidades no elementales de un campo de

vectores, consiste en la utilización de ciertas transformaciones que permiten alterar la

parte lineal del campo. Estas transformaciones son las explosiones.

2.5.1. Explosión polar

Comenzaremos introduciendo la explosión polar de R2 en el origen. Se trata del mor-

fismo consistente en tomar “coordenadas polares”:

ϕ : S1 × R → R2

(θ, r) �→ (r cos θ, r sin θ)

donde se considera S1 dentro de R2. Observemos que ϕ no es una aplicación inyectiva pero

śı es un cambio de coordenadas anaĺıtico entre el semicilindro abierto S1 × (0,+∞) y el

plano agujereado R2\{0}. La imagen de S1×R\{0} es un doble recubrimiento de R2\{0}.
El ecuador central D = {r = 0} = S1, el divisor excepcional, se proyecta por completo en

el origen. Cada punto de la circunferencia representa una de las semirrectas que pasan por

el origen de R2.

Consideremos ahora un campo de vectores anaĺıtico ξ en R2 con una singularidad en

el origen. Denotemos por ξ̃ el campo de vectores definido en el cilindro S1 × R tal que
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ϕ∗(ξ̃) = ξ. Lo llamaremos el transformado total de ξ. Para estudiar el mapa de fase de

ξ en un entorno del origen es suficiente estudiar el mapa de fase de ξ̃ en un entorno de

S1 × {0}. De hecho, podemos restringirnos a estudiarlo en {r > 0}. Supongamos que el

campo ξ se escribe en determinadas coordenadas de la siguiente forma:

ξ = A(x, y)
∂

∂x
+B(x, y)

∂

∂y
.

Cuando la multiplicidad k de ξ (el mı́nimo de los órdenes de A y B) es mayor que uno, el

campo ξ̃ se anula en {r = 0}. Podemos considerar el campo

ξ =
1

rk−1
(ξ̃).

Este campo, al que llamaremos transformado estricto de ξ, también es anaĺıtico en S1×R.
Obsérvese que las singularidades de ξ |r=0 son dobles en el sentido de que aparecen como

parejas de puntos antipodales. Por otro lado, en {r > 0} la división por rk−1 no cambia

las órbitas ni la orientación del campo, solamente la parametrización, por lo que podemos

usar ξ en {r > 0} para estudiar las trayectorias de ξ̃.

Desde un punto de vista geométrico, el cilindro es una buena superficie para conseguir

una visión global del mapa de fase del campo ξ̃. Por razones algebraicas, dado que hay

que manipular constantemente expresiones trigonométricas, resulta menos adecuado para

realizar cálculos. Por esa razón utilizaremos diferentes cartas (podemos usar dos o cuatro,

como veremos), lo que dará lugar a las llamadas explosiones direccionales.

En la región del cilindro correspondiente a θ ∈ (−π/2, π/2) ∪ (π/2, 3π/2) usaremos la

siguiente carta:

φx : (θ, r) �→ (r cos θ, tan θ) = (x′, y′)

En esta carta, la expresion de ϕ está dada por

ϕx : (x′, y′) �→ (x′, x′y′).

Llamaremos a ϕx explosión en la dirección de x. Se tiene que

ϕ = ϕx ◦ φx : (θ, r) �→ (r cos θ, r sin θ).

En la región del cilindro dada por θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) usamos una carta dada por:

φy : (θ, r) �→ (cot θ, r sin θ) = (x′′, y′′)
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caracteŕısticas de ξ en el origen que determinan sectores de tipo hiperbólico, eĺıptico o

parabólico que componen un entorno de la singularidad.

Volveremos a la demostración de este resultado más adelante. Para finalizar este apar-

tado, únicamente señalaremos que si los valores p, e y h denotan el número de sectores pa-

rabólicos, eĺıpticos e hiperbólicos respectivamante, se puede conseguir una descomposición

sectorial minimal reduciendo todo lo posible el valor p no aceptando sectores parabólicos

adyacentes o adjuntando un sector parabólico a uno eĺıptico si ambos son contigüos. De

esta manera un sector parabólico puede aparecer solamente entre dos sectores hiperbóli-

cos. Por otro lado, se puede probar que el tipo topológico de una singularidad aislada

está caracterizado por los valores p, e y h de una descomposición sectorial minimal y la

disposición de los sectores. Para más detalles, consultar [13].

La clave para poder exhibir la descomposición sectorial de un campo de vectores es

utilizar las explosiones.

2.5. Explosiones. Reducción de singularidades

La herramienta esencial para estudiar singularidades no elementales de un campo de

vectores, consiste en la utilización de ciertas transformaciones que permiten alterar la

parte lineal del campo. Estas transformaciones son las explosiones.

2.5.1. Explosión polar

Comenzaremos introduciendo la explosión polar de R2 en el origen. Se trata del mor-

fismo consistente en tomar “coordenadas polares”:

ϕ : S1 × R → R2

(θ, r) �→ (r cos θ, r sin θ)

donde se considera S1 dentro de R2. Observemos que ϕ no es una aplicación inyectiva pero

śı es un cambio de coordenadas anaĺıtico entre el semicilindro abierto S1 × (0,+∞) y el

plano agujereado R2\{0}. La imagen de S1×R\{0} es un doble recubrimiento de R2\{0}.
El ecuador central D = {r = 0} = S1, el divisor excepcional, se proyecta por completo en

el origen. Cada punto de la circunferencia representa una de las semirrectas que pasan por

el origen de R2.

Consideremos ahora un campo de vectores anaĺıtico ξ en R2 con una singularidad en

el origen. Denotemos por ξ̃ el campo de vectores definido en el cilindro S1 × R tal que
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ϕ∗(ξ̃) = ξ. Lo llamaremos el transformado total de ξ. Para estudiar el mapa de fase de

ξ en un entorno del origen es suficiente estudiar el mapa de fase de ξ̃ en un entorno de

S1 × {0}. De hecho, podemos restringirnos a estudiarlo en {r > 0}. Supongamos que el

campo ξ se escribe en determinadas coordenadas de la siguiente forma:

ξ = A(x, y)
∂

∂x
+B(x, y)

∂

∂y
.

Cuando la multiplicidad k de ξ (el mı́nimo de los órdenes de A y B) es mayor que uno, el

campo ξ̃ se anula en {r = 0}. Podemos considerar el campo

ξ =
1

rk−1
(ξ̃).

Este campo, al que llamaremos transformado estricto de ξ, también es anaĺıtico en S1×R.
Obsérvese que las singularidades de ξ |r=0 son dobles en el sentido de que aparecen como

parejas de puntos antipodales. Por otro lado, en {r > 0} la división por rk−1 no cambia

las órbitas ni la orientación del campo, solamente la parametrización, por lo que podemos

usar ξ en {r > 0} para estudiar las trayectorias de ξ̃.

Desde un punto de vista geométrico, el cilindro es una buena superficie para conseguir

una visión global del mapa de fase del campo ξ̃. Por razones algebraicas, dado que hay

que manipular constantemente expresiones trigonométricas, resulta menos adecuado para

realizar cálculos. Por esa razón utilizaremos diferentes cartas (podemos usar dos o cuatro,

como veremos), lo que dará lugar a las llamadas explosiones direccionales.

En la región del cilindro correspondiente a θ ∈ (−π/2, π/2) ∪ (π/2, 3π/2) usaremos la

siguiente carta:

φx : (θ, r) �→ (r cos θ, tan θ) = (x′, y′)

En esta carta, la expresion de ϕ está dada por

ϕx : (x′, y′) �→ (x′, x′y′).

Llamaremos a ϕx explosión en la dirección de x. Se tiene que

ϕ = ϕx ◦ φx : (θ, r) �→ (r cos θ, r sin θ).

En la región del cilindro dada por θ ∈ (0, π) ∪ (π, 2π) usamos una carta dada por:

φy : (θ, r) �→ (cot θ, r sin θ) = (x′′, y′′)
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En esta carta, la expresion de ϕ está dada por

ϕy : (x′′, y′′) �→ (x′′y′′, y′′).

Llamaremos a ϕy explosión en la dirección de y. Se tiene que

ϕ = ϕy ◦ φy : (θ, r) �→ (r cos θ, r sin θ).

Denotaremos por ξ̃x y ξ̃y respectivamente los transformados totales de ξ por ϕx y ϕy.

Podemos ver sin dificultad que estos campos se expresan en las cartas respectivas como:

ξ̃x = A(x′, x′y′) ∂
∂x′ +

1
x′ (B(x′, x′y′)− y′A(x′, x′y′)) ∂

∂y′

ξ̃y = 1
y′′ (A(x

′′y′′, y′′)− x′′B(x′′y′′, y′′)) ∂
∂x′′ +B(x′′y′′, y′′) ∂

∂y′′
.

Al igual que antes, estos campos son muy degenerados en el divisor excepcional, cuyas

ecuaciones en las cartas respectivas son {x′ = 0} e {y′′ = 0}. Podemos definir entonces los

transformados estrictos:

ξ
x
=

1

x′k−1
ξ̃ ξ

y
=

1

y′′k−1
ξ̃.

Teniendo en cuenta que (φx)∗(ξ̃) = ξ̃x (análogamente para y), un cálculo sencillo nos lleva

a que en {x′ ̸= 0}

(φx)∗(ξ) = ξ
x
(
x′

r
)k−1

es decir, (φx)∗(ξ) y ξ
x
coinciden salvo multiplicación por una función anaĺıtica no nula. En

las coordenadas (θ, r) se tiene que x′

r = cos θ, que es una función estrictamente positiva si

θ ∈ (−π/2, π/2). Análogamente, en la dirección de y tenemos que (φy)∗(ξ) = ξ
x
(sin θ)k−1

donde sin θ > 0 si θ ∈ (0, π).

Aśı pues, la explosión direccional ϕx se puede usar para estudiar el mapa de fase de ξ

en {(θ, r) : θ ∈ (π/2, 3π/2), r > 0)}, pero en esta región se tiene cos θ < 0. Esto implica

que para k − 1 impar, en el espacio de fase que encontramos para ξ
x |{x′≤0} tenemos

que cambiar la orientación de las órbitas. La misma observación sirve para estudiar ξ en

{(θ, r) : θ ∈ (π, 2π), r > 0} usando ξ
y
.

Otra forma de proceder que evitaŕıa tener que considerar un cambio en la orientación

de las órbitas seŕıa restringir el uso de ϕx (resp. ϕy) a x′ ≥ 0 (resp. y′′ ≥ 0) y añadir dos

explosiones direccionales adicionales para trabajar respectivamente en x′ ≤ 0 e y′′ ≤ 0

ϕ−x : (x′, y′) �→ (−x′,−x′y′)

ϕ−y : (x′′, y′′) �→ (−x′′y′′,−y′′).
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Obsérvese que si bien ξ
x
y ξ

y
no coinciden en la intersección de las cartas, śı determinan

una foliación ϕ∗Fξ a la que llamaremos foliación transformada estricta de la foliación Fξ

generada por ξ alrededor del origen. A una hoja de Fξ le corresponde una hoja de ϕ∗Fξ

en r > 0 (o en r < 0). En cuanto al divisor excepcional, se pueden dar dos situaciones:

Caso no-dicŕıtico: el divisor D es invariante para ϕ∗Fξ. Es una unión de hojas y

puntos singulares de la foliación transformada estricta.

Caso dicŕıtico:D es transversal a las hojas regulares de ϕ∗Fξ en casi todos los puntos.

2.5.2. Explosión no orientada

En algunos casos conviene considerar la variedad M obtenida a partir de R × S1 por

paso al cociente identificando (θ, r) con (π + θ,−r), es decir, los puntos cuya imagen por

ϕ coincide. Se obtiene aśı el morfismo de explosión (proyectivo) por paso al cociente

π : M → R2.

Los detalles de esta explosión están desarrollados en [25]. Recordemos algunas cuestiones.

Se puede comprobar que M es una variedad anaĺıtica real (la banda de Möbius no acotada)

y que π es una aplicación anaĺıtica propia que restringe a un isomorfismo entre M \π−1(0)

y R2 \ {0}. El divisor excepcional de la explosión, D = π−1(0), es isomorfo a la recta

proyectiva real P1
R.

Por construcción, la variedad M se puede considerar recubierta por dos cartas afi-

nes (U ′, (x′, y′)) y (U ′′, (x′′, y′′)) en las que el morfismo de explosión se escribe (para las

coordenadas cartesianas (x, y) de R2) como

π(x′, y′) = (x′, x′y′), π(x′′, y′′) = (x′′y′′, y′′).

La imagen π(U ′) cubre R2 menos la recta vertical x = 0, privada del origen y la imagen

π(U ′′) cubre R2 menos la recta horizontal y = 0 privada del origen. El divisor excepcional

D está dado en U ′ por x′ = 0 y en U ′′ por y′′ = 0.

Como en el caso de la explosión polar, dado un campo de vectores anaĺıtico ξ, se puede

definir el transformado total ξ̃ y los transformados estrictos en las cartas U ′ y U ′′. También

se puede definir la foliación transformada estricta π∗Fξ de la foliación Fξ dada por ξ, que

será una foliación en la variedad M , esto es, una partición de M por trayectorias que

pueden ser curvas inmersas o puntos y que no está necesariamente generada por ningún

campo de vectores global.
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En esta carta, la expresion de ϕ está dada por

ϕy : (x′′, y′′) �→ (x′′y′′, y′′).

Llamaremos a ϕy explosión en la dirección de y. Se tiene que

ϕ = ϕy ◦ φy : (θ, r) �→ (r cos θ, r sin θ).

Denotaremos por ξ̃x y ξ̃y respectivamente los transformados totales de ξ por ϕx y ϕy.

Podemos ver sin dificultad que estos campos se expresan en las cartas respectivas como:

ξ̃x = A(x′, x′y′) ∂
∂x′ +

1
x′ (B(x′, x′y′)− y′A(x′, x′y′)) ∂

∂y′

ξ̃y = 1
y′′ (A(x′′y′′, y′′)− x′′B(x′′y′′, y′′)) ∂

∂x′′ +B(x′′y′′, y′′) ∂
∂y′′

.

Al igual que antes, estos campos son muy degenerados en el divisor excepcional, cuyas

ecuaciones en las cartas respectivas son {x′ = 0} e {y′′ = 0}. Podemos definir entonces los

transformados estrictos:

ξ
x
=

1

x′k−1
ξ̃ ξ

y
=

1

y′′k−1
ξ̃.

Teniendo en cuenta que (φx)∗(ξ̃) = ξ̃x (análogamente para y), un cálculo sencillo nos lleva

a que en {x′ ̸= 0}

(φx)∗(ξ) = ξ
x
(
x′

r
)k−1

es decir, (φx)∗(ξ) y ξ
x
coinciden salvo multiplicación por una función anaĺıtica no nula. En

las coordenadas (θ, r) se tiene que x′

r = cos θ, que es una función estrictamente positiva si

θ ∈ (−π/2, π/2). Análogamente, en la dirección de y tenemos que (φy)∗(ξ) = ξ
x
(sin θ)k−1

donde sin θ > 0 si θ ∈ (0, π).

Aśı pues, la explosión direccional ϕx se puede usar para estudiar el mapa de fase de ξ

en {(θ, r) : θ ∈ (π/2, 3π/2), r > 0)}, pero en esta región se tiene cos θ < 0. Esto implica

que para k − 1 impar, en el espacio de fase que encontramos para ξ
x |{x′≤0} tenemos

que cambiar la orientación de las órbitas. La misma observación sirve para estudiar ξ en

{(θ, r) : θ ∈ (π, 2π), r > 0} usando ξ
y
.

Otra forma de proceder que evitaŕıa tener que considerar un cambio en la orientación

de las órbitas seŕıa restringir el uso de ϕx (resp. ϕy) a x′ ≥ 0 (resp. y′′ ≥ 0) y añadir dos

explosiones direccionales adicionales para trabajar respectivamente en x′ ≤ 0 e y′′ ≤ 0

ϕ−x : (x′, y′) �→ (−x′,−x′y′)

ϕ−y : (x′′, y′′) �→ (−x′′y′′,−y′′).
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Obsérvese que si bien ξ
x
y ξ

y
no coinciden en la intersección de las cartas, śı determinan

una foliación ϕ∗Fξ a la que llamaremos foliación transformada estricta de la foliación Fξ

generada por ξ alrededor del origen. A una hoja de Fξ le corresponde una hoja de ϕ∗Fξ

en r > 0 (o en r < 0). En cuanto al divisor excepcional, se pueden dar dos situaciones:

Caso no-dicŕıtico: el divisor D es invariante para ϕ∗Fξ. Es una unión de hojas y

puntos singulares de la foliación transformada estricta.

Caso dicŕıtico:D es transversal a las hojas regulares de ϕ∗Fξ en casi todos los puntos.

2.5.2. Explosión no orientada

En algunos casos conviene considerar la variedad M obtenida a partir de R × S1 por

paso al cociente identificando (θ, r) con (π + θ,−r), es decir, los puntos cuya imagen por

ϕ coincide. Se obtiene aśı el morfismo de explosión (proyectivo) por paso al cociente

π : M → R2.

Los detalles de esta explosión están desarrollados en [25]. Recordemos algunas cuestiones.

Se puede comprobar que M es una variedad anaĺıtica real (la banda de Möbius no acotada)

y que π es una aplicación anaĺıtica propia que restringe a un isomorfismo entre M \π−1(0)

y R2 \ {0}. El divisor excepcional de la explosión, D = π−1(0), es isomorfo a la recta

proyectiva real P1
R.

Por construcción, la variedad M se puede considerar recubierta por dos cartas afi-

nes (U ′, (x′, y′)) y (U ′′, (x′′, y′′)) en las que el morfismo de explosión se escribe (para las

coordenadas cartesianas (x, y) de R2) como

π(x′, y′) = (x′, x′y′), π(x′′, y′′) = (x′′y′′, y′′).

La imagen π(U ′) cubre R2 menos la recta vertical x = 0, privada del origen y la imagen

π(U ′′) cubre R2 menos la recta horizontal y = 0 privada del origen. El divisor excepcional

D está dado en U ′ por x′ = 0 y en U ′′ por y′′ = 0.

Como en el caso de la explosión polar, dado un campo de vectores anaĺıtico ξ, se puede

definir el transformado total ξ̃ y los transformados estrictos en las cartas U ′ y U ′′. También

se puede definir la foliación transformada estricta π∗Fξ de la foliación Fξ dada por ξ, que

será una foliación en la variedad M , esto es, una partición de M por trayectorias que

pueden ser curvas inmersas o puntos y que no está necesariamente generada por ningún

campo de vectores global.
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2.5.3. Reducción de singularidades de campos planos

Dada una variedad anaĺıtica real M , generalizando la construcción anterior, es posible

hacer una explosión de la misma en cualquier punto (ver [25] para más detalles). Esto nos

permite repetir la operación de explosión considerando cada vez un centro en la variedad

resultante de la etapa anterior. Obtenemos una secuencia:

Π : M = Mr
πr→ Mr−1

πr−1→ · · · π2→ M1
π1→ M0 = R2.

donde D = Π−1(0) ⊂ M es el divisor total de Π y es una unión D = D1 ∪ · · · ∪ Dr de

rectas proyectivas con cruzamientos normales (transversales dos a dos). Cada componente

Dj es el transformado estricto correspondiente del divisor excepcional de la explosión πj .

El morfismo Π es anaĺıtico e induce un isomorfismo de M \D sobre R2 \ {0}.

Este proceso puede adaptarse a un campo de vectores anaĺıtico ξ con una singularidad

en el origen de manera que en cada etapa se obtengan singularidades menos degeneradas.

Nos detenemos cuando todas las singularidades son simples: una singularidad p de un

campo de vectores anaĺıtico ξ en R2 es simple si los dos autovalores λ1, λ2 de la parte

lineal de ξ en p son reales, uno de ellos, por ejemplo λ2, es distinto de cero y λ1/λ2 no es

un número racional positivo. El siguiente resultado nos garantiza que en un número finito

de pasos obtendremos únicamente singularidades simples sobre el divisor excepcional.

Teorema 6. (Reducción de singularidades de campos planos) Sea ξ un campo de vectores

anaĺıtico definido en un entorno del origen y tal que el origen es una singularidad aislada

de ξ. Entonces existe una secuencia de explosiones de puntos Π : M → U , cada una de ellas

centrada en un punto singular de la foliación transformada estricta de la etapa anterior, de

manera que la foliación transformada estricta final Π∗Fξ tiene únicamante singularidades

simples y las componentes del divisor excepcional son, o bien invariantes por Π∗Fξ o bien

transversales a las hojas de Π∗Fξ.

Para profundizar en los detalles de este resultado se recomienda consultar[26] y [10].

Descomposición sectorial de campos planos Se puede utilizar ahora el Teorema de

reducción de singularidades para determinar si un campo anaĺıtico plano con singularidad

en el origen tiene una singularidad de tipo centro-foco. Si no es aśı, aplicando este mismo

resultado también podremos exhibir una descomposición sectorial y demostrar el teorema

5.
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Los pasos a seguir seŕıan los siguientes: supongamos que hemos completado el proceso

de reducción de singularidades para ξ. Eso significa que tras una secuencia finita de explo-

siones Π : M → R2, la foliación transformada estricta Π∗Fξ tiene solo un número finito

de singularidades, todas simples, sobre el divisor. Se pueden dar varias posibilidades:

No hay componentes dicŕıticas ni singularidades no-esquinas (fuera de las interseccio-

nes de componentes del divisor). Además, todas las esquinas son sillas hiperbólicas.

En ese caso, estamos ante un centro-foco.

Puede aparecer alguna componente dicŕıtica o alguna singularidad no-esquina. Ten-

gamos en cuenta que en la descomposición sectorial de una singularidad simple úni-

camente aparecen sectores hiperbólicos o parabólicos. Esto implica que un entorno

del divisor excepcional puede dividirse en un número finito de regiones, cada una

de ellas determinada por una pareja de singularidades contiguas o una componente

dicŕıtica del divisor, y que será homeomorfa a una de las regiones que detallamos

a continuación en función de los sectores que aparezcan en las singularidades de

los extremos de dicha región. La proyección por Π de cada una de estas regiones

determina un sector para ξ, de este modo:

1. Componente dicŕıtica � sector parabólico.

2. Región extremos parabólico-parabólico � sector eĺıptico.

3. Región extremos parabólico-hiperbólico � sector parabólico.

4. Región extremos hiperbólico-hiperbólico � sector hiperbólico.

Para más detalles se recomienda consultar el libro de Lefschetz [21] y el art́ıculo de

Dumortier [13].

3. Equivalencia topológica entre un campo plano y su parte

principal

Hemos visto que la topoloǵıa de un campo de vectores anaĺıtico plano ξ con órbita

caracteŕıstica, es decir, su configuración sectorial, queda perfectamente determinada des-

pués del proceso de reducción de singularidades. Volvamos ahora a la otra cuestión que

nos interesa: ¿es posible determinar algebraicamente a partir de ξ otro campo de vectores

“más sencillo”que pertenezca a la misma clase de equivalencia topológica?
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2.5.3. Reducción de singularidades de campos planos

Dada una variedad anaĺıtica real M , generalizando la construcción anterior, es posible

hacer una explosión de la misma en cualquier punto (ver [25] para más detalles). Esto nos

permite repetir la operación de explosión considerando cada vez un centro en la variedad

resultante de la etapa anterior. Obtenemos una secuencia:

Π : M = Mr
πr→ Mr−1

πr−1→ · · · π2→ M1
π1→ M0 = R2.

donde D = Π−1(0) ⊂ M es el divisor total de Π y es una unión D = D1 ∪ · · · ∪ Dr de

rectas proyectivas con cruzamientos normales (transversales dos a dos). Cada componente

Dj es el transformado estricto correspondiente del divisor excepcional de la explosión πj .

El morfismo Π es anaĺıtico e induce un isomorfismo de M \D sobre R2 \ {0}.

Este proceso puede adaptarse a un campo de vectores anaĺıtico ξ con una singularidad

en el origen de manera que en cada etapa se obtengan singularidades menos degeneradas.

Nos detenemos cuando todas las singularidades son simples: una singularidad p de un

campo de vectores anaĺıtico ξ en R2 es simple si los dos autovalores λ1, λ2 de la parte

lineal de ξ en p son reales, uno de ellos, por ejemplo λ2, es distinto de cero y λ1/λ2 no es

un número racional positivo. El siguiente resultado nos garantiza que en un número finito

de pasos obtendremos únicamente singularidades simples sobre el divisor excepcional.

Teorema 6. (Reducción de singularidades de campos planos) Sea ξ un campo de vectores

anaĺıtico definido en un entorno del origen y tal que el origen es una singularidad aislada

de ξ. Entonces existe una secuencia de explosiones de puntos Π : M → U , cada una de ellas

centrada en un punto singular de la foliación transformada estricta de la etapa anterior, de

manera que la foliación transformada estricta final Π∗Fξ tiene únicamante singularidades

simples y las componentes del divisor excepcional son, o bien invariantes por Π∗Fξ o bien

transversales a las hojas de Π∗Fξ.

Para profundizar en los detalles de este resultado se recomienda consultar[26] y [10].

Descomposición sectorial de campos planos Se puede utilizar ahora el Teorema de

reducción de singularidades para determinar si un campo anaĺıtico plano con singularidad

en el origen tiene una singularidad de tipo centro-foco. Si no es aśı, aplicando este mismo

resultado también podremos exhibir una descomposición sectorial y demostrar el teorema

5.
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Los pasos a seguir seŕıan los siguientes: supongamos que hemos completado el proceso

de reducción de singularidades para ξ. Eso significa que tras una secuencia finita de explo-

siones Π : M → R2, la foliación transformada estricta Π∗Fξ tiene solo un número finito

de singularidades, todas simples, sobre el divisor. Se pueden dar varias posibilidades:

No hay componentes dicŕıticas ni singularidades no-esquinas (fuera de las interseccio-

nes de componentes del divisor). Además, todas las esquinas son sillas hiperbólicas.

En ese caso, estamos ante un centro-foco.

Puede aparecer alguna componente dicŕıtica o alguna singularidad no-esquina. Ten-

gamos en cuenta que en la descomposición sectorial de una singularidad simple úni-

camente aparecen sectores hiperbólicos o parabólicos. Esto implica que un entorno

del divisor excepcional puede dividirse en un número finito de regiones, cada una

de ellas determinada por una pareja de singularidades contiguas o una componente

dicŕıtica del divisor, y que será homeomorfa a una de las regiones que detallamos

a continuación en función de los sectores que aparezcan en las singularidades de

los extremos de dicha región. La proyección por Π de cada una de estas regiones

determina un sector para ξ, de este modo:

1. Componente dicŕıtica � sector parabólico.

2. Región extremos parabólico-parabólico � sector eĺıptico.

3. Región extremos parabólico-hiperbólico � sector parabólico.

4. Región extremos hiperbólico-hiperbólico � sector hiperbólico.

Para más detalles se recomienda consultar el libro de Lefschetz [21] y el art́ıculo de

Dumortier [13].

3. Equivalencia topológica entre un campo plano y su parte

principal

Hemos visto que la topoloǵıa de un campo de vectores anaĺıtico plano ξ con órbita

caracteŕıstica, es decir, su configuración sectorial, queda perfectamente determinada des-

pués del proceso de reducción de singularidades. Volvamos ahora a la otra cuestión que

nos interesa: ¿es posible determinar algebraicamente a partir de ξ otro campo de vectores

“más sencillo”que pertenezca a la misma clase de equivalencia topológica?
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3.1. K-jets. Determinación finita

Consideremos un campo plano con una singularidad en el origen. Supongamos que

ξ = ξ1 + ξ2 + ...+ ξn + ...

es el desarrollo en serie de Taylor de ξ en el origen, donde ξn representa la componente

homogénea de grado n. Nos preguntamos si es posible truncar este desarrollo a altura k,

es decir, considerar el campo de vectores jk(ξ) = ξ1 + ...+ ξk al que llamaremos k-jet de

ξ en el origen, de manera que jk(ξ) sea localmente topológicamente equivalente a ξ.

La respuesta a esta pregunta en el caso de singularidades hiperbólicas la da el Teorema

de Hartman-Grobman. En este caso, el 1-jet (la parte lineal) es topológicamente suficiente.

En el caso de campos de vectores planos de clase C∞ con órbita caracteŕıstica, tenemos el

siguiente resultado debido a Dumortier [13]:

Teorema 7. Sea ξ un campo de clase C∞ en R2 con una singularidad en el origen. Si

ξ tiene órbitas caracteŕısticas, entonces existe k ∈ N tal que jk(ξ) es topológicamente

equivalente a ξ en un entorno del origen.

A pesar de la importancia de este resultado, el teorema no permite calcular a priori

el orden k ni dibujar el mapa de fase sin tener que desarrollar por completo el proceso

de reducción de singularidades. Sin embargo, tal y como se sugiere en la introducción del

art́ıculo de Brunella-Miari [7], en la clasificación topológica de un campo de vectores tal

vez no es necesario considerar componentes homogéneas completas, sino que determinados

términos de distinto grado pueden bastar para determinar el tipo topológico de ξ.

La propuesta de Brunella-Miari, inspirada en la Geometŕıa Tórica, es establecer un

mecanismo que permita seleccionar en el desarrollo en serie de ξ únicamente aquellos

términos relevantes para determinar la clase topológica del campo original. Esta elección

se hace a partir del poĺıgono de Newton N de ξ. Veremos también que a partir de N se

puede construir τN una secuencia de explosiones centradas en los oŕıgenes de las cartas

correspondientes (morfismo tórico), que bajo ciertas condiciones, será una reducción de

singularidades de ξ.

El resultado de Brunella-Miari (ver [7]) se puede enunciar como generalización del teo-

rema de Hartman-Grobman: sea ξ un campo de vectores de clase C∞ con una singularidad

en el origen. Existe un campo de vectores determinado a partir de N (la parte principal

de ξ) que, bajo ciertas condiciones, es localmente topológicamente equivalente a ξ módulo

centro-foco.
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3.2. Nociones básicas de geometŕıa tórica

Dedicaremos esta sección a introducir los conceptos mı́nimos necesarios de geometŕıa

tórica. El objetivo es utilizar este lenguaje para construir un morfismo a partir del poĺıgono

de Newton que, bajo ciertas condiciones, sea una desingularización del campo. Para esta

breve introducción hemos seguido esencialmente el curso [6]. Se recomienda consultar [14]

o [22] para profundizar en el tema.

El procedimiento de construcción de una variedad tórica af́ın asociada a un cono σ en el

espacio eucĺıdeo Rn sigue esencialmente las siguientes etapas: el cono dual σ̌, el semigrupo

Sσ y finalmente, la variedad algebraica Uσ

σ �→ σ̌ �→ Sσ �→ Uσ.

Conos: Dado A = {v1, ..., vr} un conjunto finito de vectores de Rn, el conjunto

σ = {x ∈ Rn : x = λ1v1 + ...+ λnvn;λi ∈ R, λi ≥ 0}

se llama un cono poliédrico. Los vectores v1, ..., vr son los generadores del cono. Si A = ∅,
entonces σ = {0}.

Ejemplo 8. En R2 con la base canónica {e1, e2}, tenemos los siguientes conos:

0 v1=e1

v2=e2

v1=e1

v2=e2

v1=2e1-e2

La dimensión de σ es la dimensión del mı́nimo subespacio vectorial que lo contiene.

Denotamos este valor por dim σ. A partir de ahora denotaremos porN el ret́ıculo Zn ⊂ Rn.

Un cono poliédrico será racional, si todos los generadores pertenecen a N . Además,

diremos que es fuertemente convexo, si σ ∩ (−σ) = {0}.
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3.1. K-jets. Determinación finita

Consideremos un campo plano con una singularidad en el origen. Supongamos que

ξ = ξ1 + ξ2 + ...+ ξn + ...

es el desarrollo en serie de Taylor de ξ en el origen, donde ξn representa la componente

homogénea de grado n. Nos preguntamos si es posible truncar este desarrollo a altura k,

es decir, considerar el campo de vectores jk(ξ) = ξ1 + ...+ ξk al que llamaremos k-jet de

ξ en el origen, de manera que jk(ξ) sea localmente topológicamente equivalente a ξ.

La respuesta a esta pregunta en el caso de singularidades hiperbólicas la da el Teorema

de Hartman-Grobman. En este caso, el 1-jet (la parte lineal) es topológicamente suficiente.

En el caso de campos de vectores planos de clase C∞ con órbita caracteŕıstica, tenemos el

siguiente resultado debido a Dumortier [13]:

Teorema 7. Sea ξ un campo de clase C∞ en R2 con una singularidad en el origen. Si

ξ tiene órbitas caracteŕısticas, entonces existe k ∈ N tal que jk(ξ) es topológicamente

equivalente a ξ en un entorno del origen.

A pesar de la importancia de este resultado, el teorema no permite calcular a priori

el orden k ni dibujar el mapa de fase sin tener que desarrollar por completo el proceso

de reducción de singularidades. Sin embargo, tal y como se sugiere en la introducción del

art́ıculo de Brunella-Miari [7], en la clasificación topológica de un campo de vectores tal

vez no es necesario considerar componentes homogéneas completas, sino que determinados

términos de distinto grado pueden bastar para determinar el tipo topológico de ξ.

La propuesta de Brunella-Miari, inspirada en la Geometŕıa Tórica, es establecer un

mecanismo que permita seleccionar en el desarrollo en serie de ξ únicamente aquellos

términos relevantes para determinar la clase topológica del campo original. Esta elección

se hace a partir del poĺıgono de Newton N de ξ. Veremos también que a partir de N se

puede construir τN una secuencia de explosiones centradas en los oŕıgenes de las cartas

correspondientes (morfismo tórico), que bajo ciertas condiciones, será una reducción de

singularidades de ξ.

El resultado de Brunella-Miari (ver [7]) se puede enunciar como generalización del teo-

rema de Hartman-Grobman: sea ξ un campo de vectores de clase C∞ con una singularidad

en el origen. Existe un campo de vectores determinado a partir de N (la parte principal

de ξ) que, bajo ciertas condiciones, es localmente topológicamente equivalente a ξ módulo

centro-foco.
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3.2. Nociones básicas de geometŕıa tórica

Dedicaremos esta sección a introducir los conceptos mı́nimos necesarios de geometŕıa

tórica. El objetivo es utilizar este lenguaje para construir un morfismo a partir del poĺıgono

de Newton que, bajo ciertas condiciones, sea una desingularización del campo. Para esta

breve introducción hemos seguido esencialmente el curso [6]. Se recomienda consultar [14]

o [22] para profundizar en el tema.

El procedimiento de construcción de una variedad tórica af́ın asociada a un cono σ en el

espacio eucĺıdeo Rn sigue esencialmente las siguientes etapas: el cono dual σ̌, el semigrupo

Sσ y finalmente, la variedad algebraica Uσ

σ �→ σ̌ �→ Sσ �→ Uσ.

Conos: Dado A = {v1, ..., vr} un conjunto finito de vectores de Rn, el conjunto

σ = {x ∈ Rn : x = λ1v1 + ...+ λnvn;λi ∈ R, λi ≥ 0}

se llama un cono poliédrico. Los vectores v1, ..., vr son los generadores del cono. Si A = ∅,
entonces σ = {0}.

Ejemplo 8. En R2 con la base canónica {e1, e2}, tenemos los siguientes conos:

0 v1=e1

v2=e2

v1=e1

v2=e2

v1=2e1-e2

La dimensión de σ es la dimensión del mı́nimo subespacio vectorial que lo contiene.

Denotamos este valor por dim σ. A partir de ahora denotaremos porN el ret́ıculo Zn ⊂ Rn.

Un cono poliédrico será racional, si todos los generadores pertenecen a N . Además,

diremos que es fuertemente convexo, si σ ∩ (−σ) = {0}.
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Veamos cómo se construye el cono dual a partir de un cono σ. Sea (Rn)∗ es espacio

dual de Rn. Podemos definir σ̌ el cono dual como

σ̌ = {u ∈ (Rn)∗ : u(v) ≥ 0 ∀v ∈ σ}

Ejemplo 9. Sea {e∗1, e∗2} la base dual de (R2)∗. Tenemos

v2=e2

v1=2e1-e2

e*1

e*1+2e*2

dual

Dado un ret́ıculo N en Rn, definimos el ret́ıculo dual M = HomZ(N ;Z) ∼= Zn en (Rn)∗.

Se puede comprobar que si σ es un cono racional entonces σ̌ también lo es. No obstante,

el hecho de que σ sea fuertemente convexo, no implica que σ̌ lo sea (ejercicio).

Obsérvese que un cono poliédrico se puede escribir como una intersección de semi-

espacios: cada co-vector u ∈ (Rn)∗ define un semiespacio

Hu = {v ∈ Rn : u(v) ≥ 0}.

Por tanto, si {ui}ti=1 es un conjunto de generadores del cono dual σ̌, entonces

σ =
t∩

i=1

Hui .

De hecho, dado σ un cono racional generado por {v1, ..., vr}, entonces σ̌ = ∩τ̌i donde τi es

el cono generado por el vector vi (ejercicio).
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Caras: Dado σ un cono y λ ∈ σ̌ ∩M , entonces

τ = σ ∩ λ⊥ = {v ∈ σ : λ(v) = 0}

será una cara de σ. Lo denotaremos por τ < σ. Esta definición coincide con la intuitiva

(ejercicio).

Obviamente, un cono es una cara de śı mismo. El resto de caras son las caras propias.

En particular, las caras de dimensión uno se llamarán aristas. En el caso de un cono

racional fuertemente convexo, se puede comprobar que cada cara conserva esta propiedad.

Además, la intersección de caras es una cara y cada cara de una cara es una cara a su vez.

Teniendo en cuenta por un lado que si τ < σ, entonces σ̌ ⊂ τ̌ y por otro que si

σ = σ1 + σ2, entonces σ̌ = σ̌1 ∩ σ̌2, se puede probar una propiedad que nos resultará muy

útil (ejercicio):

Si τ = σ ∩ λ⊥ (con λ ∈ σ̌) es una cara de σ, entonces

τ̌ = σ̌ + R≥0(−λ).

El semigrupo Sσ: Recordemos que un semigrupo aditivo es un conjunto no vaćıo S

dotado de una operación asociativa + : S × S → S que es conmutativa, tiene elemento

neutro y satisface las leyes de simplificación, es decir, para todos s, s′, t ∈ S,

s+ t = s′ + t ⇒ s = s′.

Diremos que S está finitamente generado si existen a1, ..., ak ∈ S tales que cada s ∈ S se

puede escribir de la forma

s = λ1a1 + ...+ λkak,

donde λi ∈ Z≥0.

Lema 10. (Lema de Gordon). Si σ es un cono poliédrico racional entonces σ ∩ N es un

semigrupo aditivo finitamente generado.

Se puede aplicar este lema al cono poliédrico σ̌. Denotaremos por Sσ al semigrupo

σ̌ ∩M y lo llaremos el semigrupo asociado a σ.

Ejemplo 11. En R2 consideramos el siguiente cono
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Veamos cómo se construye el cono dual a partir de un cono σ. Sea (Rn)∗ es espacio

dual de Rn. Podemos definir σ̌ el cono dual como

σ̌ = {u ∈ (Rn)∗ : u(v) ≥ 0 ∀v ∈ σ}

Ejemplo 9. Sea {e∗1, e∗2} la base dual de (R2)∗. Tenemos

v2=e2

v1=2e1-e2

e*1

e*1+2e*2

dual

Dado un ret́ıculo N en Rn, definimos el ret́ıculo dual M = HomZ(N ;Z) ∼= Zn en (Rn)∗.

Se puede comprobar que si σ es un cono racional entonces σ̌ también lo es. No obstante,

el hecho de que σ sea fuertemente convexo, no implica que σ̌ lo sea (ejercicio).

Obsérvese que un cono poliédrico se puede escribir como una intersección de semi-

espacios: cada co-vector u ∈ (Rn)∗ define un semiespacio

Hu = {v ∈ Rn : u(v) ≥ 0}.

Por tanto, si {ui}ti=1 es un conjunto de generadores del cono dual σ̌, entonces

σ =
t∩

i=1

Hui .

De hecho, dado σ un cono racional generado por {v1, ..., vr}, entonces σ̌ = ∩τ̌i donde τi es

el cono generado por el vector vi (ejercicio).
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Caras: Dado σ un cono y λ ∈ σ̌ ∩M , entonces

τ = σ ∩ λ⊥ = {v ∈ σ : λ(v) = 0}

será una cara de σ. Lo denotaremos por τ < σ. Esta definición coincide con la intuitiva

(ejercicio).

Obviamente, un cono es una cara de śı mismo. El resto de caras son las caras propias.

En particular, las caras de dimensión uno se llamarán aristas. En el caso de un cono

racional fuertemente convexo, se puede comprobar que cada cara conserva esta propiedad.

Además, la intersección de caras es una cara y cada cara de una cara es una cara a su vez.

Teniendo en cuenta por un lado que si τ < σ, entonces σ̌ ⊂ τ̌ y por otro que si

σ = σ1 + σ2, entonces σ̌ = σ̌1 ∩ σ̌2, se puede probar una propiedad que nos resultará muy

útil (ejercicio):

Si τ = σ ∩ λ⊥ (con λ ∈ σ̌) es una cara de σ, entonces

τ̌ = σ̌ + R≥0(−λ).

El semigrupo Sσ: Recordemos que un semigrupo aditivo es un conjunto no vaćıo S

dotado de una operación asociativa + : S × S → S que es conmutativa, tiene elemento

neutro y satisface las leyes de simplificación, es decir, para todos s, s′, t ∈ S,

s+ t = s′ + t ⇒ s = s′.

Diremos que S está finitamente generado si existen a1, ..., ak ∈ S tales que cada s ∈ S se

puede escribir de la forma

s = λ1a1 + ...+ λkak,

donde λi ∈ Z≥0.

Lema 10. (Lema de Gordon). Si σ es un cono poliédrico racional entonces σ ∩ N es un

semigrupo aditivo finitamente generado.

Se puede aplicar este lema al cono poliédrico σ̌. Denotaremos por Sσ al semigrupo

σ̌ ∩M y lo llaremos el semigrupo asociado a σ.

Ejemplo 11. En R2 consideramos el siguiente cono

VI Escuela Doctoral Intercontinental de Matemáticas PUCP - UVA 123
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v2=e2

v1=2e1-e2

e*1

semigrupo

En este caso, hemos marcado los elementos de Sσ = σ̌ ∩M con un punto •. El semigrupo

Sσ no está generado únicamente por los vectores e∗1 y e∗1+2e∗2; necesitamos añadir e∗1+ e∗2.

Por tanto, un conjunto de generadores para Sσ es {e∗1, e∗1 + e∗2, e
∗
1 + 2e∗2}.

Si σ es un cono poliédrico racional convexo y τ = σ ∩ λ⊥ es una cara de σ con

λ ∈ Sσ = σ̌ ∩M , en virtud de la propiedad anterior se concluye fácilmente que:

Sτ = Sσ + Z≥0(−λ).

La variedad Uσ: Consideremos un cuerpo K (usualmente C). Una variedad algebraica

af́ın V (E) ⊂ Kn se define como el conjunto de los ceros comunes de un número finito de

polinomios E = {fi, ..., fr} donde fi ∈ C[x1, ..., xn]. Recordemos que se puede definir una

topoloǵıa en el espacio af́ın Kn en la que los cerrados sean precisamente las variedades

algebraicas afines (topoloǵıa de Zariski). Para más detalles ir a [15].

Sea σ un cono poliédrico racional y Sσ el semigrupo asociado. Sabemos, por el lema de

Gordon, que está finitamente generado. Tomemos {m1, ...,mp} un conjunto de generadores.

Estos generedores satisfarán un número finito de relaciones entre śı:

a1m1 + ...+ apmp = b1m1 + ....+ bpmp ai, bi ∈ Z

Se puede definir la siguiente variedad algebraica:

Uσ = {(x1, ..., xp) ∈ Cp : xa11 ...x
ap
p = xb11 ...x

bp
p }.

Diremos que Uσ es la variedad algebraica af́ın asociada a σ.
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Aunque no lo vamos a demostrar aqúı, es importante resaltar que Uσ es única sal-

vo homeomorfismo, aunque pueda ser representada de formas distintas dependiendo del

conjunto de generadores que se seleccione en Sσ ([22]).

Obsérvese que si {m1, ...,mp} son independientes, no existe ninguna relación de de-

pendencia entre ellos, por lo que Uσ ≃ Cp. Esto nos da pie para introducir la definición

de cono no singular. Diremos que un cono σ es no singular si está generado por una base

de Zn. En particular esto implica que Sσ está generado por una base de M y, por tanto,

Uσ ≃ Cp (donde p = dim σ).

La pregunta que nos hacemos ahora es la siguiente: si τ < σ es una cara de un cono

σ, ¿cuál es la relación entre las variedades algebraicas afines Uτ y Uσ? Recordemos que

Sτ = Sσ+Z≥0(−λ) para algún λ ∈ Sσ, es decir, que Sτ se obtiene a partir de Sσ añadiendo

un generador −λ a un sistema de generadores {m1, ...,mp} de Sσ. Podemos suponer que

mp = λ y tomar como mp+1 = −λ. Entonces el conjunto {m1, ...,mp,mp+1} genera Sτ .

En la construcción de Uτ debemos tener en cuenta las relaciones entre estos generadores

más la condición adicional

mp +mp+1 = 0.

Ahora, si Uτ ⊂ Cp+1 y consideramos coordenadas x1, ..., xp+1, esto nos da la relación

xpxp+1 = 1.

Y esta es la única relación suplementaria que necesitamos para obtener Uτ a partir de Uσ.

La proyección

Cp+1 → Cp

(x1, ..., xp, xp+1) �→ (x1, ..., xp)

identifica Uτ con el abierto de Uσ definido por xp ̸= 0. Esto se puede expresar diciendo

que existe una identificación natural

Uτ ≃ Uσ \ {xp = 0}.

Resumiendo: si τ es una cara de σ, se tienen las siguientes inclusiones:

τ �→ σ

τ̌ ←� σ̌

Uτ �→ Uσ.

En el caso de dos conos σ′ ⊂ σ se tiene que Sσ ⊂ Sσ′ y se puede razonar de manera

análoga para determinar un morfismo πσ,σ′ : Uσ′ → Uσ que puede ser visto como una

proyección.
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v2=e2

v1=2e1-e2

e*1

semigrupo

En este caso, hemos marcado los elementos de Sσ = σ̌ ∩M con un punto •. El semigrupo

Sσ no está generado únicamente por los vectores e∗1 y e∗1+2e∗2; necesitamos añadir e∗1+ e∗2.

Por tanto, un conjunto de generadores para Sσ es {e∗1, e∗1 + e∗2, e
∗
1 + 2e∗2}.

Si σ es un cono poliédrico racional convexo y τ = σ ∩ λ⊥ es una cara de σ con

λ ∈ Sσ = σ̌ ∩M , en virtud de la propiedad anterior se concluye fácilmente que:

Sτ = Sσ + Z≥0(−λ).
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af́ın V (E) ⊂ Kn se define como el conjunto de los ceros comunes de un número finito de

polinomios E = {fi, ..., fr} donde fi ∈ C[x1, ..., xn]. Recordemos que se puede definir una

topoloǵıa en el espacio af́ın Kn en la que los cerrados sean precisamente las variedades

algebraicas afines (topoloǵıa de Zariski). Para más detalles ir a [15].

Sea σ un cono poliédrico racional y Sσ el semigrupo asociado. Sabemos, por el lema de

Gordon, que está finitamente generado. Tomemos {m1, ...,mp} un conjunto de generadores.

Estos generedores satisfarán un número finito de relaciones entre śı:

a1m1 + ...+ apmp = b1m1 + ....+ bpmp ai, bi ∈ Z

Se puede definir la siguiente variedad algebraica:

Uσ = {(x1, ..., xp) ∈ Cp : xa11 ...x
ap
p = xb11 ...x

bp
p }.

Diremos que Uσ es la variedad algebraica af́ın asociada a σ.
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Aunque no lo vamos a demostrar aqúı, es importante resaltar que Uσ es única sal-

vo homeomorfismo, aunque pueda ser representada de formas distintas dependiendo del

conjunto de generadores que se seleccione en Sσ ([22]).

Obsérvese que si {m1, ...,mp} son independientes, no existe ninguna relación de de-

pendencia entre ellos, por lo que Uσ ≃ Cp. Esto nos da pie para introducir la definición

de cono no singular. Diremos que un cono σ es no singular si está generado por una base

de Zn. En particular esto implica que Sσ está generado por una base de M y, por tanto,

Uσ ≃ Cp (donde p = dim σ).

La pregunta que nos hacemos ahora es la siguiente: si τ < σ es una cara de un cono

σ, ¿cuál es la relación entre las variedades algebraicas afines Uτ y Uσ? Recordemos que

Sτ = Sσ+Z≥0(−λ) para algún λ ∈ Sσ, es decir, que Sτ se obtiene a partir de Sσ añadiendo

un generador −λ a un sistema de generadores {m1, ...,mp} de Sσ. Podemos suponer que

mp = λ y tomar como mp+1 = −λ. Entonces el conjunto {m1, ...,mp,mp+1} genera Sτ .

En la construcción de Uτ debemos tener en cuenta las relaciones entre estos generadores

más la condición adicional

mp +mp+1 = 0.

Ahora, si Uτ ⊂ Cp+1 y consideramos coordenadas x1, ..., xp+1, esto nos da la relación

xpxp+1 = 1.

Y esta es la única relación suplementaria que necesitamos para obtener Uτ a partir de Uσ.

La proyección

Cp+1 → Cp

(x1, ..., xp, xp+1) �→ (x1, ..., xp)

identifica Uτ con el abierto de Uσ definido por xp ̸= 0. Esto se puede expresar diciendo

que existe una identificación natural

Uτ ≃ Uσ \ {xp = 0}.

Resumiendo: si τ es una cara de σ, se tienen las siguientes inclusiones:
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Si suponemos ahora que τ es la cara común de dos conos σ y σ′, según lo anterior,

podemos “pegar” Uσ y Uσ′ a lo largo de su parte común Uτ . Si v1, ..., vl son las coordenadas

en Uσ′ , existe un homeomorfismo Uτ ≃ Uσ′\{vl = 0} y obtenemos una aplicación de pegado

Ψσ,σ′ : Uσ \ {xp = 0} ≃ Uτ ≃ Uσ′ \ {vl = 0}.

Vamos a generalizar este proceso para construir una variedad tórica. Necesitamos in-

troducir el concepto de abanico.

Abanicos y variedades tóricas: Un abanico ∆ en el espacio eucĺıdeo Rn, es una unión

finita de conos satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. cada cono de ∆ es un cono poliédrico racional fuertemente convexo,

2. cada cara de un cono de ∆ es un cono de ∆,

3. si σ y σ′ son conos de ∆, entonces σ ∩ σ′ es una cara común de ambos.

Ejemplo 12. El abanico estándar en R2 tiene como único cono de dimensión dos el cono

σ = e1R≥0 + e2R≥0. Denotaremos este abanico por ∆st.

Ejemplo 13. Otros ejemplos de abanicos son:

e2

2e1-e2

e1

e2

2e1-e2

e1-e1

Utilizando el proceso anterior, se puede construir una variedad tórica T (∆) asociada

al abanico ∆. Se trata de una variedad algebraica cuyas cartas están dadas por relaciones

binomiales correspondientes a los conos de ∆. De manera más precisa y utilizando la

notación anterior, se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 14. (Definición de variedad tórica) Sea ∆ un abanico en Rn. Consideremos

la unión disjunta ∪σ∈∆Uσ donde dos puntos x ∈ Uσ y x′ ∈ Uσ′ están identificados si

Ψσ,σ′(x) = x′. El espacio resultante se llama variedad tórica. Se trata de un espacio

topológico dotado de un recubrimiento dado por las variedades tóricas afines Uσ donde

σ ∈ ∆.

La explosión de R2 en el origen es una variedad tórica: Veamos ahora el ejemplo

que más nos interesa: cómo construir la explosión de R2 en el origen como una variedad

tórica. Para ello consideramos el siguiente abanico:

e2

e1

e1+e2

Se tiene que los subgrupos asociados son Sσ1 = ⟨e∗1 − e∗2, e
∗
2⟩ y Sσ2 = ⟨e∗1,−e∗1 + e∗2⟩. Se

trata de conos no singulares, por lo que las variedades algebraicas afines correspondientes

son Uσ1 = R2 con coordenadas (u1, u2) y Uσ2 = R2 con coordenadas (u3, u4) (trabajamos

ahora con K = R). El subgrupo Sτ puede considerarse generado por {e∗1− e∗2, e
∗
2, e

∗
1,−e∗1+

e∗2}. Las relaciones entre estos generadores nos dan las ecuaciones que definen

Uτ = {(u1, u2, u3, u4) ∈ R4 : u1u2 = u3, u1u4 = 1}.

Es decir, que Uτ está representada

en Uσ1 como Uσ1 \ {u1 = 0} ≃ R2 \ {u1 = 0}

en Uσ2 como Uσ2 \ {u4 = 0} ≃ R2 \ {u4 = 0}

y estas dos variedades no singulares se pegan a lo largo de Uτ usando el cambio de coor-

denadas

(u1, u2) �→ (u1u2, u
−1
1 ).
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Si suponemos ahora que τ es la cara común de dos conos σ y σ′, según lo anterior,

podemos “pegar” Uσ y Uσ′ a lo largo de su parte común Uτ . Si v1, ..., vl son las coordenadas

en Uσ′ , existe un homeomorfismo Uτ ≃ Uσ′\{vl = 0} y obtenemos una aplicación de pegado

Ψσ,σ′ : Uσ \ {xp = 0} ≃ Uτ ≃ Uσ′ \ {vl = 0}.

Vamos a generalizar este proceso para construir una variedad tórica. Necesitamos in-

troducir el concepto de abanico.

Abanicos y variedades tóricas: Un abanico ∆ en el espacio eucĺıdeo Rn, es una unión

finita de conos satisfaciendo las siguientes propiedades:

1. cada cono de ∆ es un cono poliédrico racional fuertemente convexo,

2. cada cara de un cono de ∆ es un cono de ∆,

3. si σ y σ′ son conos de ∆, entonces σ ∩ σ′ es una cara común de ambos.

Ejemplo 12. El abanico estándar en R2 tiene como único cono de dimensión dos el cono

σ = e1R≥0 + e2R≥0. Denotaremos este abanico por ∆st.

Ejemplo 13. Otros ejemplos de abanicos son:

e2

2e1-e2

e1

e2

2e1-e2

e1-e1

Utilizando el proceso anterior, se puede construir una variedad tórica T (∆) asociada

al abanico ∆. Se trata de una variedad algebraica cuyas cartas están dadas por relaciones

binomiales correspondientes a los conos de ∆. De manera más precisa y utilizando la

notación anterior, se tiene el siguiente resultado:
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Teorema 14. (Definición de variedad tórica) Sea ∆ un abanico en Rn. Consideremos

la unión disjunta ∪σ∈∆Uσ donde dos puntos x ∈ Uσ y x′ ∈ Uσ′ están identificados si

Ψσ,σ′(x) = x′. El espacio resultante se llama variedad tórica. Se trata de un espacio

topológico dotado de un recubrimiento dado por las variedades tóricas afines Uσ donde

σ ∈ ∆.

La explosión de R2 en el origen es una variedad tórica: Veamos ahora el ejemplo

que más nos interesa: cómo construir la explosión de R2 en el origen como una variedad

tórica. Para ello consideramos el siguiente abanico:

e2

e1

e1+e2

Se tiene que los subgrupos asociados son Sσ1 = ⟨e∗1 − e∗2, e
∗
2⟩ y Sσ2 = ⟨e∗1,−e∗1 + e∗2⟩. Se

trata de conos no singulares, por lo que las variedades algebraicas afines correspondientes

son Uσ1 = R2 con coordenadas (u1, u2) y Uσ2 = R2 con coordenadas (u3, u4) (trabajamos

ahora con K = R). El subgrupo Sτ puede considerarse generado por {e∗1− e∗2, e
∗
2, e

∗
1,−e∗1+

e∗2}. Las relaciones entre estos generadores nos dan las ecuaciones que definen

Uτ = {(u1, u2, u3, u4) ∈ R4 : u1u2 = u3, u1u4 = 1}.

Es decir, que Uτ está representada

en Uσ1 como Uσ1 \ {u1 = 0} ≃ R2 \ {u1 = 0}

en Uσ2 como Uσ2 \ {u4 = 0} ≃ R2 \ {u4 = 0}

y estas dos variedades no singulares se pegan a lo largo de Uτ usando el cambio de coor-

denadas

(u1, u2) �→ (u1u2, u
−1
1 ).
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14132 Escuela Doctoral Intercontinental Matematicas  TAREA.indd   127 28/10/2014   11:40:03 a.m.



128

Clementa Alonso-González

Se recomienda como ejercicio comprobar que esta construcción corresponde exactamente

a la explosión de R2 en el origen, explicada en el apartado 2.5.2.

Esta construcción es válida a partir del abanico que se obtiene haciendo una subdivisión

de un cono no singular σ ⊂ R2 de la siguiente forma: si σ = nR≥0 + n′R≥0 con n ̸= n′

(recordemos que entonces Uσ ≃ R2), la explosión en el origen de Uσ corresponde al abanico

que se obtiene considerando como conos de máxima dimensión del mismo los siguientes:

σ1 = nR≥0 + (n+ n′)R≥0 σ2 = (n+ n′)R≥0 + n′R≥0.

Obsérvese que, dado que σ1 y σ2 vuelven a ser conos no singulares, es posible repetir

el procedimiento obteniendo un nuevo abanico ∆ por refinamiento sucesivo, lo que daŕıa

lugar a una sucesión de explosiones, cada una de ellas centrada en el origen de la variedad

correspondiente.

Nos planteamos la siguiente cuestión: ¿qué ocurre si partimos de un abanico singular

(es decir, alguno de sus conos es singular)?

Refinamientos y subdivisiones: Decimos que un abanico ∆′ refina otro abanico dado

∆, si para cada σ′ ∈ ∆′ existe σ ∈ ∆ tal que σ′ ⊂ σ. Lo denotaremos por ∆′ > ∆. En este

caso, usando la proyección πσ,σ′ para cada cono, obtenemos un morfismo entre variedades

tóricas T (∆′) → T (∆) (morfismo tórico). Diremos además que ∆′ es una subdivisión de

∆, y lo denotaremos por ∆′ >> ∆, si cada σ ∈ ∆ es la unión de varios conos σ′ ∈ ∆′.

Dado ahora un abanico cualquiera ∆, ¿será posible encontrar otro abanico no singular

∆′ tal que ∆′ >> ∆? Para tratar de dar respuesta a esta pregunta nos restringiremos al

caso de abanicos en R2.

Supongamos que tenemos un abanico en R2 que consta de un único cono σ = nR≥0 +

n′R≥0. Podemos suponer que tanto n como n′ son vectores con coordenadas enteras sin

factores comunes. Es decir si n = (a, b), entonces m.c.d{a, b} = 1. Consideramos Θ el cierre

convexo de σ ∩ Z2 \ {(0, 0)}, y {n = n0, ..., ns+1 = n′} todos los puntos con coordenadas

enteras contenidos en las caras compactas de la frontera de Θ. Cada σj = nj−1R≥0+njR≥0

es no singular (¿por qué?). Esta es la mı́nima (en el sentido de menor número de conos)

subdivisión no singular de σ. Para un abanico general ∆, aplicando este proceso a cada

σ ∈ ∆, obtenemos un abanico ∆′ que es una subdivisión de ∆. Diremos entonces que el

morfismo tórico T (∆′) → T (∆) es una desingularización de T (∆) (en este caso resulta ser

la desingularización minimal).

128 VI Escuela Doctoral Intercontinental de Matemáticas PUCP - UVA
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Por otro lado, si consideramos el abanico estándar ∆st = (0, 1)R≥0 + (1, 0)R≥0 y ∆′

es una subdivisión no singular del mismo, se tiene que ∆′ se puede obtener realizando

subdivisiones sucesivas de ∆st, cada una de ellas correspondiente a una explosión. Es

decir, se puede obtener una secuencia

∆′ = ∆k > ... > ∆1 > ∆0 = ∆st

donde cada morfismo T (∆j) → T (∆j−1) es una explosión en el origen de alguna de las

cartas algebraicas afines que recubren T (∆j−1). Esto nos proporciona un morfismo tórico

π∆ : T (∆′) → T (∆st) = R2

al que volveremos más adelante.

3.3. El poĺıgono de Newton. Parte Principal

En esta sección utilizaremos los conceptos de la anterior para construir un abanico

adaptado a un campo de vectores que, bajo ciertas condiciones, determine una reducción

de singularidades del mismo. Obsérvese que las explosiones que se han manejado en las

sección anterior (que corresponden a la subdivisión “elemental” de un cono no singular)

siempre tienen como centro el origen de una carta. Es decir, consideraremos entonces

campos de vectores con una singularidad aislada en el origen que sea de tipo tórico: su

morfismo de desingularización es una sucesión de explosiones sucesivas cada una de ellas

con centro en el origen de una carta.

Consideremos ξ un campo de vectores anaĺıtico plano con una singularidad aislada en

el origen. Supongamos que para ciertas coordenadas (x, y) este campo puede expresarse

de la siguiente forma:

ξ = A(x, y)
∂

∂x
+B(x, y)

∂

∂y
.

Escribamos ξ como una suma finita ξ = Σξij donde

ξij = aijx
i+1yj

∂

∂x
+ bijx

iyj+1 ∂

∂y
aij , bij ∈ R.

Llamamos soporte del campo ξ al conjunto:

S = {(i, j) ∈ N× N : ξij ̸= 0}

El poĺıgono de Newton N de ξ es el cierre convexo del conjunto

P =
∪
k∈S

{k + R2
≥0}
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n′R≥0. Podemos suponer que tanto n como n′ son vectores con coordenadas enteras sin

factores comunes. Es decir si n = (a, b), entonces m.c.d{a, b} = 1. Consideramos Θ el cierre

convexo de σ ∩ Z2 \ {(0, 0)}, y {n = n0, ..., ns+1 = n′} todos los puntos con coordenadas

enteras contenidos en las caras compactas de la frontera de Θ. Cada σj = nj−1R≥0+njR≥0

es no singular (¿por qué?). Esta es la mı́nima (en el sentido de menor número de conos)

subdivisión no singular de σ. Para un abanico general ∆, aplicando este proceso a cada

σ ∈ ∆, obtenemos un abanico ∆′ que es una subdivisión de ∆. Diremos entonces que el

morfismo tórico T (∆′) → T (∆) es una desingularización de T (∆) (en este caso resulta ser

la desingularización minimal).
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π∆ : T (∆′) → T (∆st) = R2

al que volveremos más adelante.
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donde R2
≥0 = [0,+∞) × [0,+∞). El diagrama de Newton Γ de ξ es la unión de las caras

compactas ηj de la frontera del poĺıgono de Newton. Finalmente, la parte principal de ξ

se define como el campo de vectores Pξ =
∑

k ξηk con

ξηk =
∑

(i,j)∈ηk

ξij .

Obsérvese que si el campo es homogéneo, la parte principal corresponde al primer k-jet

no nulo.

Ejemplo 15. Si consideremos el campo

ξ = (y + x2 + xy + x3 + x2y2)x
∂

∂x
+ (x2 − 2y + y2)y

∂

∂y
,

se tiene que

Pξ = yx
∂

∂x
− 2y2

∂

∂y
.

Veamos ahora cómo construir un morfismo de desingularización del campo adaptado

al poĺıgono de Newton. Seguimos los siguientes pasos:

1. Para cada cara ηj del diagrama de Newton, consideramos un vector (αj , βj) normal

a la misma, de manera que αj , βj sean primos entre śı.

2. Consideramos el abanico ∆N ⊂ R2 determinado por la familia de vectores {(αj , βj)}.

3. Si ∆N es no singular, consideramos ∆′ >> ∆N la subdivisión mı́nima no singular.

4. Consideramos el morfismo τ = π∆N : T (∆′) → T (∆st) = R2.
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Una vez fijada esta secuencia de explosiones τ (es decir, fijado el poĺıgono), vamos a traba-

jar con una familia de campos con parte principal no degenerada: campos con desingulari-

zación hiperbólica de tipo tórico, es decir, que se pueden desingularizar tras una sucesión

de explosiones combinatorias (precisamente τ) de manera que todas las singularidades que

aparecen sobre el divisor excepcional son simples e hiperbólicas.

Nota 16. En el art́ıculo de Brunella-Miari se permiten singularidades de tipo silla-nodo

con variedad central en el divisor excepcional. En este curso impondremos que sean simples

e hiperbólicas.

Tenemos entonces el siguiente resultado, cuya demostración completa puede encon-

trarse en [8]:

Teorema 17. Si Pξ es no degenerada, entonces el morfismo τ es un morfismo de desin-

gularización para ξ.

Para demostrar este resultado, supondremos que el campo ξ se escribe como

ξ = A(x, y)x
∂

∂x
+B(x, y)y

∂

∂y

(consultar [8] para el caso general). Utilizamos inducción sobre el valor

ν = ν(ξ) = mı́n{ord(A), ord(B)}.

Obsérvese que si (i, j) ∈ S un punto en el soporte del campo, entonces (i + j − ν, j) e

(i, i + j − ν) pertenecen respectivamante a los soportes de los transformados estrictos ξi

en la carta Ui, i = 1, 2. Claramente ν(ξi) = νi ≤ ν. De hecho, o bien ν1 < ν o bien ν2 < ν.
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donde R2
≥0 = [0,+∞) × [0,+∞). El diagrama de Newton Γ de ξ es la unión de las caras
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zación hiperbólica de tipo tórico, es decir, que se pueden desingularizar tras una sucesión

de explosiones combinatorias (precisamente τ) de manera que todas las singularidades que

aparecen sobre el divisor excepcional son simples e hiperbólicas.
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Ejemplo 18. En el caso del campo

ξ = (y + x2 + xy + x3 + x2y2)x
∂

∂x
+ (x2 − 2y + y2)y

∂

∂y

la variación del poĺıgono de Newton, tras la primera explosión, queda reflejada en la

siguiente figura:

Idea de la demostración:

ν = 0. En este caso el poĺıgono tiene un único vértice y ∆N = ∆st. El morfismo τ es

la identidad. Bajo nuestras condiciones se tiene que la singularidad es hiperbólica y

simple.

ν > 0. Supongamos que el resultado es cierto para ν ′ < ν. Obsérvese que después

de realizar una explosión, las únicas singularidades que pueden ser no hiperbólicas y

simples son los oŕıgenes de las cartas. Dado que νi < ν para i = 1 ó i = 2, concluimos

utilizando la hipótesis de inducción o explotando de nuevo.
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Claramente τ también es un morfismo de desingularización para Pξ. Mas aún, las singula-

ridades correspondientes a ambos campos después de explosión coinciden y son del mismo

tipo.

3.4. El teorema de Brunella-Miari

Volvamos ahora a la pregunta que nos haćıamos al principio del curso: localizar un

representante de la clase de equivalencia topológica de un campo ξ a partir de su expresión.

Este representante resulta ser la parte principal del campo para una familia suficientemente

amplia de campos de vectores. Podemos enunciar de manera precisa el resultado que

aparece en [7]:

Teorema 19. Sea ξ un campo de vectores de clase C∞ en R2. Supongamos que ξ tiene

una singularidad en el origen y que su parte principal Pξ es no degenerada (en el sentido

anterior). Entonces ξ y Pξ son topológicamente equivalentes en un entorno del origen

módulo centro-foco.

Idea de la demostración.

La configuración de singularidades sobre el divisor excepcional es la misma para

el transformado estricto del campo y el de su parte principal. Todas son simples e

hiperbólicas dado que la parte principal es no degenerada.

Damos un homeomorfismo sobre el divisor excepcional, por ejemplo, la identidad.

En el explotado de un sector, consideramos transversales respectivas, entre las cuales

establecemos un homeomorfismo aleatorio (dato inicial). Extendemos este homeo-

morfismo al resto del levantado del sector garantizando continuidad en el divisor

excepcional.

Todos los homeomorfismos construidos entre los levantados de sectores respectivos

pegan bien (también respetan el dato de partida sobre el divisor excepcional) puesto

que no se da una situación de retorno al estar excluyendo el caso centro-foco.
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utilizando la hipótesis de inducción o explotando de nuevo.

132 VI Escuela Doctoral Intercontinental de Matemáticas PUCP - UVA
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Damos un homeomorfismo sobre el divisor excepcional, por ejemplo, la identidad.

En el explotado de un sector, consideramos transversales respectivas, entre las cuales

establecemos un homeomorfismo aleatorio (dato inicial). Extendemos este homeo-

morfismo al resto del levantado del sector garantizando continuidad en el divisor

excepcional.

Todos los homeomorfismos construidos entre los levantados de sectores respectivos

pegan bien (también respetan el dato de partida sobre el divisor excepcional) puesto

que no se da una situación de retorno al estar excluyendo el caso centro-foco.
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4. Ejercicios

Ejercicio 1.– Determina la descomposición sectorial del campo

ξ = (yx+ x3)
∂

∂x
+ (x2y − 2y2)

∂

∂y

Ejercicio 2.– Determina, de manera razonada, la verdad o falsedad de la siguiente

afirmación:

“Si dos campos de vectores no tienen la misma reducción de singularidades,

no pueden tener descomposiciones sectoriales homeomorfas.”

Ejercicio 3.– Determina la variedad algebraica af́ın Uσ que le corresponde al cono

trivial σ = {0} ⊂ R2.

Ejercicio 4.– Determina la variedad tórica que le corresponde al abanico:

∆ = σ1 ∪ σ2

donde σ1 = ⟨(0, 1)⟩ y σ2 = ⟨(1, 0)⟩.

Ejercicio 5.– Consideremos el campo

ξ = (y + x2 + xy + x3 + x2y2)x
∂

∂x
+ (x2 − 2y + y2)y

∂

∂y
.

Determina el morfismo de desingularización minimal correspondiente a este campo utili-

zando su poĺıgono de Newton y abanico asociado.

Ejercicio 6.– Determina las posibles partes principales para un campo de vectores

con singularidad aislada en el origen y con parte lineal nilpotente.

Ejercicio 7.– Describe los posibles mapas de fase para los campos de vectores cuya

parte principal sea de la forma:

y
∂

∂x
+ axk

∂

∂y
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[3] Alonso-González, C; Camacho, M.I; Cano, F. Topological Invariants for Singu-

larities of Real Vector Fields in Dimension Three. Discrete and Contin. Dyn. Syst. 20,

275-291, (2008).

[4] Andronov, A.A. et al. Qualitative Theory of Second-Order Dynamical Systems.

John Wiley and Sons, New York, 1973.
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Una introducción a las bases de Gröbner y algunas de sus
aplicaciones

Philippe Gimenez

1. Introducción

Estas notas pretenden ofrecer una introducción elemental a la teoŕıa de bases de

Gröbner y presentar algunas de sus aplicaciones. Son las notas del curso impartido durante

la VI Escuela Doctoral Intercontinental de Matemáticas PUPC-UVA en mayo de 2013 y

quiero, antes de nada, agradecer a sus organizadores la invitación y la oportunidad de

participar en un proyecto tan bonito que me permitió, sin salir de casa, interactuar con

estudiantes y profesores de Valladolid pero también de Lima en Perú, de Belo Horizonte

en Brasil, de México D.F. y de Cuernavaca en México. Un agradecimiento muy especial a

Francisco por su paciencia en la espera de estas notas y su constante apoyo y ánimo para

que lleguen a ver la luz.

En los años 60, Bruno Buchberger y Heisuke Hironaka introdujeron independientemen-

te nuevos algoritmos para manipular sistemas de ecuaciones polinomiales que desemboca-

ron en la creación de la teoŕıa de bases de Gröbner, también llamadas bases estándar en

un contexto local. Empezaremos ilustrando nuestro propósito con un problema.

El problema de pertenencia

Tomamos una lista de m polinomios en n indeterminadas con coeficientes en un cuerpo

K arbitrario, f1, . . . , fm ∈ A := K[x1, . . . , xn], y nos preguntamos cómo determinar de

manera sistemática si otro polinomio f de A pertenece o no al ideal I de A generado por

f1, . . . , fm. La pregunta es por tanto la siguiente:

¿ Existen q1, . . . , qm ∈ A tales que f = q1f1 + · · ·+ qmfm? (1)

Desde un punto de visto geométrico, esto es lo mismo que preguntarse si, dada una variedad

algebraica V (f1, . . . , fm) ⊂ An
K , está contenida o no en la hipersuperficie V (f). Podemos

además ir un poco más lejos en la pregunta anterior y pedir, si la respuesta es positiva, cómo

determinar unos polinomios q1, . . . , qm ∈ A que cumplan la igualdad f = q1f1+· · ·+qmfm.

Hay un contexto en el que sabemos fácilmente contestar a la pregunta (1). Es el caso

de una sola variable x, es decir cuando n = 1. En este caso el método que todos conocemos

para contestar es el siguiente:
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