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INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS STACKS

Introduccién a la teoria de los Stacks
J.M. Aroca

1. Introduccién

Un sistema de ecuaciones algebraicas:
filzr, czp) = oo = fr(z, ooy xn) =0, fi(z1, ..o, xn) € klz1, ..oy )
define por una parte una k- algebra finitamente generada
A=klxy, . zl/1, I = (f1,, fr)klz1, ..., 2n]

y por otra las soluciones del sistema, es decir el conjunto de puntos del espacio afin k™ en
el que se anulan todas las funciones.
Cada uno de estos puntos P = (a1, ...an) € k™ define por substitucién un homomorfis-

mo de k -algebras:
€p: A— k7 6P(f(xl7 717n) + I) = f(a17 ...7(1”)

y reciprocamente, de modo que hay correspondencia biunivoca entre soluciones en k™ del
sistema y Homy (A, k).

Si tomamos una extensién de k, L, la propiedad se mantiene y las soluciones con
valores en L del sistema se corresponden biunivocamente con Homy(A, L) y lo mismo

sucede si tomamos, en lugar de una extension, una k- algebra cualquiera.

La geometria de Grothendieck substituye las variedades algebraicas por esquemas, en
los cuales los puntos son ideales primos, con lo que la idea geométrica se pierde. La
tendencia post-Grothendieck es substituir los esquemas por sus familias de conjuntos de
puntos en el sentido anterior. Asi tenemos en lugar de la variedad algebraica clasica o el
esquema, una correspondencia que asocia a cada k-algebra un conjunto de puntos y a cada
homomorfismo de k-algebras una aplicacion, esto es lo que se llama un funtor.

Ahora debemos preguntarnos: ;Cémo se trabaja con estos funtores?. ; Son estos fun-
tores mas generales que las variedades?. ;Cudndo un funtor representa una variedad?
i Tiene alguna ventaja trabajar con este tipo de objetos? etc. De esto nos vamos a ocupar

a continuacién en un contexto muy general.
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J.M. ArRocA

En todo el texto, y al hablar de categoria, trabajaremos solo con conjuntos para obviar
las dificultades anadidas por las diferencias entre clases y conjuntos, que no son esenciales

para comprender los objetos que queremos describir.

2. Algo de lenguaje de categorias

Una categoria € es:

= Un conjunto Ob(€) a cuyos elementos llamaremos objetos.

= Para cada par de objetos A, B, un conjunto Homg(A, B) a cuyos elementos llama-
remos morfismos. Escribiremos indistintamente f € Home¢(A,B) y f : A — By
llamaremos a A y B dominio y rango de f respectivamente.

» Una composicién de morfismos:
HOMQ:(A, B) X HOT)’LQ‘(B, C) — HOm(x:(A7 C)? (fa g) — gf

Si existe la composicién de f y g, es decir, si el rango de f coincide con el dominio de

g se dice que son componibles. La composicién debe verificar las propiedades usuales:

e asociativa: Igf, hg = (hg)f = h(gf)
e Para cada objeto A, 314: A — Ademodoque f: A— B= fla=1pf=f.

Una categoria ©, es una subcategoria de otra € si y solo si:
= Ob(D) C Ob(D).
= VA, B € Ob(D), Homgp(A, B) C Home(A, B).
= Las composiciones de morfismos coinciden.

En una categoria un isomorfismo es un morfismo con inverso, es decir f : X — Y es un

isomorfismo si y solo si:

dg:Y = X, gf =1x, fg=1y.
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INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS STACKS

Ejemplo 1.

1. Los conjuntos y las aplicaciones, los grupos y los homomorfismos de grupos, los es-
pacios topoldgicos y las aplicaciones continuas, etc. son ejemplos de categorias, a
las que representaremos como ((Sets)), ((Gr)), ((Top)), etc.. La categoria de gru-
pos abelianos, es una subcategoria de la de grupos, la de conjuntos finitos es una
subcategoria de la de conjuntos etc.

2. Si G es un grupo llamaremos G-conjunto a todo conjunto con una accién de G, es

decir a un par (X, p) donde X es un conjunto y
p: X xG—= X, p(z,9) =xg
una aplicacion tal que:
= (zg)h = x(gh)
= zeg = (eg es la unidad de G).
La accién de un grupo G sobre un conjunto F se dice simple si:
Ve € E, py : G — E, p,(g) = zg es inyectiva

y se dice transitiva si:

Ve,y € E, g € G, xg =y,
y se dice trivial si
Ve € B, Vg€ G, zg=x.

Un G- morfismo o morfismo equivariante entre dos G-conjuntos es una aplicacién

que conmuta con la accién
p: X =Y, p(zg) = ¢(x)g
La 6rbita de un elemento x € X de un G-conjunto es el subconjunto:
Oy ={zg|g€G}.

Y el conjunto de 6rbitas se llama conjunto cociente por la accién de G y se representa
por X/G.

Los G-conjuntos y G-morfismos forman una categoria ((G — Sets)). Como cada
conjunto se puede dotar de la accién trivial y toda aplicacién es equivariante para

la accién trivial, la categoria ((Sets)) es una subcategoria de la ((G — Sets)).
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3. Si S es un objetos de una categoria € podemos construir una nueva categoria, la

categoria relativa a S, €/S como sigue:

ob(e/S)= | J Home(X,S)
X€0b(e)

s VX = 8,9:Y =8, Homgs(f,g9) = {h € Home(X,Y) | f = gh}

X

Y
N
S
= La composicién de morfismos es la de €.

4. Si X es un espacio topolégico se puede construir una categoria T’x cuyos objetos son
los abiertos de X y Homrp, (U, V) esta formado solo por la inclusién si U C V' y es

el vacio en caso contrario.
Dadas dos categorias € y © se llama funtor de la primera en la segunda, a:
» Una aplicacién F : Ob(€) — Ob(D).

= Para todo par de objetos de €, A, B, una de las dos opciones siguientes:

e Una aplicacién F : Homg(A,B) — Homgp(F(A),F(B)) tal que:
F(la) = 1p), Fgf) = F(9)F(f)
e Una aplicacién F : Home¢(A,B) — Homgp(F(B),F(A)) tal que:

F(1a) = 1pa), F(gf) = F(f)F(g)-

En el primer caso el funtor se llama covariante y en el segundo contravariante.

Obviamente la composicién de funtores es un funtor y la identidad también, de modo
que tiene sentido hablar de la categoria ((Cat)) cuyos objetos son las categorias y cuyos

morfismos son los funtores.

Ejemplo 2.

1. Si € es una categoria y 7" es un objeto, podemos asociar a T' dos funtores de € en la

categoria de conjuntos ((Sets)).

14



INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS STACKS

» hp(—) definido por: hp(S) = Home(T,S), Vf : S — U, Vo € hp(S5),
hr(f)(¢) = fe € hr(U).

» T(—) definido por: T(S) = Home(S,T), Vf : S — U, Vo € T(U),
T(f)(p) = f € T(S).

El primero es covariante y el segundo contravariante.

. Si X e Y son espacios topolégicos y f: X — Y es una aplicacién continua, tenemos
un funtor:

fiTy > Tx, f(V)=f"1(V).

. Si X es un espacio topoldgico, todo funtor contravariante P de T'x en una categoria
¢, se llama un prehaz sobre X con valores en €. Si U C V son abiertos de X, el
morfismo P(V) — P(U) se llama restriccién de V a U.

Si X e Y son espacios topolégicos podemos asociar a cada abierto U de X el conjunto
de aplicaciones continuas de U en Y, tomando como restriccién la restriccion usual
de funciones tenemos un prehaz Cy .

Este prehaz verifica la propiedad siguiente:

Dado un recubrimiento abierto {U; };cr de un abierto U, y dadas funciones continuas
{fi : Ui = Y }ies tales que:
filvinw, = filviny, Vi, 5 €1
entonces:
3f: U — Y, continua unica tal que: fl|y, = f;, Vie I
entonces se dice que este prehaz es un haz. (La propiedad anterior se enuncia tri-
vialmente para todos los prehaces de conjuntos con una estructura).

Obviamente y para un objeto T fijo T'(—) es un prehaz de conjuntos, pero en general
no es un haz. Si ((BMet)) es la categoria de espacios métricos y aplicaciones conti-
nuas acotadas, los U, = (1/n,1),n € N forman un recubrimiento abierto de (0,1),
y las funciones reales f, : U, — R, f,(xz) = 1/x cumplen la condicién de haz y no

definen una funcién acotada sobre (0,1).

. Si P es un prehaz sobre un espacio X y f : X — Y es una aplicacién continua,

podemos definir un prehaz sobre Y, llamado imagen directa de P por f, por:
YV e Ty, f(P)(V)=P(f (V).
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Claramente fi(P) = Pf.

. Sif:S — T esun morfismo de una categoria € se puede construir un funtor (Imagen

directa) f«:€/S — €/T por:

s fi(g: X = 8)=(fg): X =T

= f, es la identidad sobre los morfismos.

Como consecuencia obtenemos un funtor R : € — ((Cat)) asociando a cada objeto

S la categoria €/S y a cada morfismo f el funtor f..

. La correspondencia que asocia a cada grupo, anillo, espacio topoldgico, etc., el con-

junto subyacente a su estructura y a cada homomorfismo etc. la aplicacién subyacente

es un funtor covariante que se llama funtor de olvido.

. Sip: G — H es un homomorfismo de grupos, todo H-conjunto X se puede dotar

de estructura de G-conjunto por:
Ve € X, g € G, xg=xzp(g).
Todo H- morfismo es también un G- morfismo, tenemos asi un funtor:
p* o ((H — Sets)) — ((G — Sets)).
También las correspondencias que asocian:

= A cada grupo G la categoria de los G-conjuntos ((G — Sets)).

= A cada homomorfismo p: G — H, el funtor
p* ((H — Sets)) — ((G — Sets)),

definen un funtor de la categoria de grupos en la de categorias.

. Las correspondencias:

X = X/G, [~ fo, fo(Oz) = Oy,

definen un funtor: ((G — Sets)) — ((Sets)).
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Dados dos funtores F,G : € — D (ambos covariantes o ambos contravariantes) se

llama una transformacién natural de F' en G a una familia de morfismos
Ny : F(X) = G(X), VX € 0b(€).
Tales que:

» _Caso covariante. Vf : X — Y, Ny F(f) = G(f)Nx

Nx

F(X) G(X)
JF(f) JG(f)
FY) — Y L aw)

= _Caso contravariante. Vf : X — Y, NxF(f) = G(f)Ny

FY) —2 s G(y)
JF(f) lG(f)
F(X) —2 . q(x)

La composicién de transformaciones naturales es una transformacion natural y la identidad
también, por tanto dadas dos categorias, tomando como objetos los funtores entre ellas y
como morfismos las transformaciones naturales tenemos una categoria, los isomorfismos en
esa categoria, es decir, las transformaciones naturales con inversa se llaman isomorfismos

naturales.

Ejemplo 3.
1. Todo morfismo g : X — Y induce transformaciones naturales:

» VS € 0b(€), hs(g) : X(S) = Y(S), hs(g)(f) =gf
= VS € 0b(C), S(g) : hy(S) = hx(S), S(9)(f) = fg

2. Toda aplicacién continua f : X — Z induce una transformacién natural (morfismo
de haces):

F:Cz — fu(Cx), Fu;Cz(U) — f(Cx)(U) = Cx(f~HU)), Fu(g) = gf.
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Dos categorias €, © se dicen isomorfas si existen funtores: F : € - O, G: D — €
tales que:
F.G=1g, GF=1¢
Dos categorias €, © se dicen equivalentes si existen funtores: F : € - O, G: D — Ce
isomorfismos naturales
a:F.G—1p, B:G.F — 1g.
Cualquiera de los dos funtores F, G se llama, en este caso, una equivalencia de categorias.

Es un ejercicio facil probar que: un funtor F' : € — © es una equivalencia de categorias
si y solo si es fiel, completo y esencialmente suprayectivo, es decir si y solo si para todo
par de objetos X,Y de €, F : Home(X,Y) = Homg(F(X), F(Y)) es biunivoca y para
todo objeto Z de D existe un objeto X de € tal que F(X) es isomorfo a Z.

Ejemplo 4. La categoria de K- espacios vectoriales de dimensién finita. es equivalente a
la categoria cuyos objetos son los espacios K™ y los morfismos de K™ en K™ las matrices

m X n con entradas en K.

3. Funtores representables

Como hemos senalado a cada objeto X de una categoria € se le puede asociar el funtor

contravariante (funtor de puntos):
X(=): € — ((Sets)), X(S) = Home(S, X).
= El objeto X queda univocamente determinado salvo isomorfismos por el funtor X (—)

s Home(X,Y), se corresponde biunivocamente con las transformaciones naturales de
X(—)enY(-)

Un functor contravariante F': € — ((Sets)) se dice representable si existe X € € tal que
F~X(-)

= Si un functor es representable su representante es tnico salvo isomorfismos.

= Sino es representable cabe la posibilidad de construir una categoria mas amplia que

¢ en la que lo sea.

= Se puede hacer la misma construccién con los funtores covariantes hx(—).

18



INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS STACKS

Si X representa F, el elemento a de F(X) correspondiente a la identidad
1y € Hom€(X,X) ~ F(X) se llama aplicacién universal, de la definicién se sigue que
el par (X,a), a € F(X) queda unfvocamente caracterizado, salvo isomorfismos, por la
propiedad:

VS € 0b(€), Vb e F(S), 35 : S — X tnico | F(S)(a) =b.

Ejemplo 5.

1. En la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo: Dados dos espacios V' y W
el funtor Bihom(V x W, —) que asocia a cada espacio T las aplicaciones bilineales de
V xW en T es covariante y representable, su representante es V & W y la aplicacién
universal
a:VxW— V®W7 a(v,w) =v Q@ w,
es decir, el producto tensorial queda caracterizado; porque para toda aplicacién
bilineal F': V x W — T existe un dnico homomorfismo f : VQW — T tal que
F = fa.
2. Dada una familia de objetos de €, {C;}icr si el funtor F : € — ((Sets))
F(T) = [[ Home (T, C:)
icl
es representable, su representante se llama producto de la familia, y se escribe como
[Lic; Ci- La aplicacion universal es la familia de proyecciones:
a= (ﬂj)je[,ﬂ'j : HCZ — Cj
iel
de modo que para cada objeto de € y cada familia de morfismos b = (b; : T — Cj)ier

existe un tnico morfismo B : 1" — [[,c; C; tal que:
b:F((J)C‘?b]:TI']ﬁVJEI

Es interesante observar que [[;c; C; no esta bien definido, ya que el objeto descrito
en la definicién estd determinado salvo isomorfismo, lo que sabemos es que entre
cada dos determinaciones del objeto hay un isomorfismo tnico con la propiedad de

conmutar con las proyecciones.

3. Si en la categorfa €/S existe el producto de un par de objetos f : X — S,g: Y — S,
este producto se llama producto fibrado de X e Y sobre Sy se representa por X xgY'.
X XgY queda univocamente caracterizado, salvo isomorfismos, por las propiedades

siguientes:
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J.M. AROCA
= Existen morfismos 1 : X xgY — X, m: X xgY — Y, tales que fm = gms.

» Para cada par de morfismos 81 : T'— X, B2 : T — Y, tales que ff31 = g2 existe
un tnico morfismo 8= 1 Xxg P2: T — X xgY tal que m1 8 = B1, mf8 = P2

T

Bs X xgY X
JT‘-Q Jf
Y g S

Como hemos dicho en el ejemplo anterior el producto fibrado, si existe, no esta univo-
camente determinado. De la caracterizacién anterior esta claro también que es fun-
torial en las dos variables médulo isomorfismos. A veces se puede dar un criterio que
permite elegir un producto fibrado para cada par de objetos, por ejemplo: si € es
una categoria de conjuntos con una estructura, se puede elegir un producto fibrado
de f: X = S,g:Y — S dado por:

XxgY ={(z,y) e X xY f(z)=g(y)}

En particular, si X e Y son subconjuntos de S su producto fibrado es X NY.

En el primer caso el producto fibrado no define en cada variable un funtor (esa es
una de las razones de la definicién de 2-funtor) pero si lo define en el caso particular

de la interseccién.

4. Dado un morfismo f : S — T podemos construir para cada objeto de €/T, (X — T)
su (Imagen reciproca) f*(X — T') por:
" (X oT)=(m: X x5 —5)
» Dado un morfismo g en ¢/T de « : X — T a g 'Y — T,
f*(g)=7T2 XT gmy ZXXTS—)YXTS

y la imagen reciproca estd determinada, salvo isomorfismos, por tanto al contrario
que la imagen directa, no es un funtor a menos que, como sucede en la mayorfa de las

categorias, podamos elegir de modo candnico un representante del producto fibrado.
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5. Dada una familia de objetos de €, {C;}icr si el funtor F : € — ((Sets))

F(T) = [[ Home(Ci, T)

el

es representable, su representante se llama coproducto de la familia y se escribe como

[;c; Ci- La aplicacién universal es la familia de secciones:

a=(g)jerq;: C; =[] &

iel

de modo que para cada objeto de € y cada familia de morfismos b = (b; : C; — T');er
existe un unico morfismo B : [;; C; — T tal que:

b=F(q) & b; =Bq;, Vjel.

Del mismo modo que en el ejemplo anterior se define el coproducto fibrado como el
coproducto en la categorfa relativa €/S. El coproducto de una familia de conjuntos
es su unién disjunta, el de una familia de espacios topoldgicos, su suma topoldgica.

El coproducto fibrado de subconjuntos, es su unién.

En general se pueden leer mas facilmente las propiedades de un objeto en el funtor de

puntos al que representa que en el objeto mismo:

Ejemplo 6.
1. En geometria algebraica se asocia a cada anillo A un espacio topoldgico, su espectro:
Spec(A) = {p | p ideal primo de A}
dotado de la topologia (topologia de Zariski) con base de abiertos:

3a={D(f)}rea, D(f) =A{p € Spec(A) | f ¢ p}

Las correspondencias:

= A+ Spec(A)
s (f: A= B)— f1: Spec(B) — Spec(A)

21
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definen un funtor contravariante de la categoria de anillos (conmutativos y homo-

morfismos unitarios) en la de espacios topolégicos.

Podemos definir un prehaz sobre Spec(A) asignando a cada abierto de la base D(f),
el anillo de fracciones:
a
Afz{ﬁhzeA, neN}7
a este prehaz se le asocia un haz, A por medio de una construccién que no detalla-
remos, y el par (Spec(A),Z) se llama un esquema afin. La categoria de esquemas

afines es isomorfa a la categoria de anillos.

El grupo lineal es el esquema afin:
GL,, = Spec (Z[(xi;),t)/(det(x;;)t — 1))
en el que no se aprecia la estructura de grupo. En cambio para un anillo A:
GL,(Spec(4)) = Homspec(z>(5pec(A), GL,) =

— Hom(Z{(x1), 1)/ (det(z; )t — 1), A) = GLy (4)

Ya que los homomorfismos de anillos de Z[(z; ;),t]/(det(z; )t — 1) en A, se obtienen
dando valores a las (z; ;) y a t que anulen a det(z; ;)t — 1, es decir, se corresponden

con las matrices n X n de elementos de A con determinante inversible.

. La definicién formal de esquema en grupos, grupo algebraico, grupo analitico, grupo

de Lie etc. sigue siempre el siguiente proceso:
Se parte de una categoria & con productos finitos y un objeto cero U, es decir un
objeto tal que

VS € Ob(®), Home (U, S) = {0}, Home(S,U) = {e}.

Entonces, una estructura de grupo en un objeto G de esa categoria es una terna de

morfismos:

= u:GxGE =G
mce:U—G
lp:G%G

correspondientes al producto, unidad e inverso, que verifican las propiedades usuales:
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= Asociativa: El diagrama:

GXGXG%GXG

chxu Iz

GxG - G
es conmutativo
= Elemento neutro: Los diagramas:
¢ —2 L Uxc ¢ — L axu
ch Jemc ch lgxe
G - GxG G - GxG
son conmutativos
= Inverso:Los diagramas:
¢ —C L Gxa ¢ —C L Gxa
Jeo J;)ch Jeo lgxp
G - GxG G - GxG

son conmutativos.

Esta definicién significa que para cada objeto T' el conjunto Homg(T,G) con la

operacion:

(fg) = y‘(fa 9)7 (fvg) T — G x G7 7T1'(f7g) = f7 7T2'(f7g) =9,

es un grupo. Independientemente de que a veces, si los objetos de la categoria son
conjuntos, la definicién signifique que en el objeto correspondiente se ha definido una

estructura de grupo.
. La accién de un grupo de & sobre un objeto X, se define como un morfismo:
c:GxX —X

con las propiedades usuales (presentadas en forma de diagrama como en el ejemplo
anterior) y significa que para todo objeto T' de &, el grupo Home (T, G) actia sobre
el conjunto Home (T, X).
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Podemos construir ahora un nuevo funtor:
F:86 — ((Sets)), F(T) = Home(T,X)/Homes (T, G)

que en las categorias citadas como ejemplos no es representable, y de este problema
surge el concepto de Stack como objeto de una categoria mds amplia en la que se

tiene la representabilidad de este funtor.

4. Primera definicién de Stack

Formalmente un Stack es un haz de grupoides sobre un site (categoria con una topo-
logia). Casi ninguna de las palabras de la definicién pertenecen al vocabulario usual de un

matematico no especializado en el drea. Vamos a explicarlas una a una.

4.1. Grupoides

Un grupoide es una categoria en la que todos los morfismos son isomorfismos. Si subs-
tituimos la categoria por la unién disjunta de todos sus conjuntos de morfismos, junto con
el conjunto de sus objetos, podemos decir también que un grupoide es un par compuesto

por dos conjuntos (G, O) con:

1. Una aplicacién u : O — G.

2. Dos aplicaciones d,r : G — O (dominio y rango) tales que du = ru = 1p (En
consecuencia d y 7 son sobreyectivas y u es inyectiva por lo que podemos identificar

O con I'mu)
3. Una aplicacién involutiva i : G — G tal que di = r (y en consecuencia r.i = d).

4. Si P = {(a,b) € G x G | r(a) =d(b)} = G Xp G, una aplicacién p : P — G (si

(a,b) € P diremos que a es multiplicable por b y llamaremos p(a,b) = ab).
De modo que:

= La operacion parcial p es asociativa, es decir, si a es multiplicable por by b lo es por
¢, a(be) = (ab)e

» Va € G,au(d(a)) = u(r(a)) =a
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= j es el inverso respecto a p, es decir, Va € G, ai(a) = u(r(a)), i(a)a = u(r(a)).

Ejemplo 7.

1. Si V' es un espacio vectorial, la categoria cuyos objetos son los subespacios de di-
mensién 1 de V' y cuyos morfismos son las aplicaciones lineales no nulas entre estos

espacios, es un grupoide.

2. Si X es un espacio topolégico, el conjunto de clases de homotopia de caminos en X
con la operacién de concatenacion es un grupoide. Los objetos de la categoria son
los puntos de X, los morfismos entre dos puntos son los las clases de homotopia de
caminos que los unen. Es necesario tomar clase de homotopia porque o*1, # o pero
ambos caminos son hométopos. Este grupoide se llama grupoide de homotopia de

X y se representa por m1(X).

3. La holonomia de una foliacién es un grupoide. En una seccién posterior estudiaremos

como se construye este grupoide.
4. Si € es una categoria, el conjunto de isomorfismos de € es un grupoide.

5. Si G es un grupo que actia sobre un conjunto X, podemos dotar a T'= X x G de

estructura de grupoide:

» O=X,u=X=X x{1}.

w r(z,9) =gx,d(z,g) = x.

» r(z,9) =d(y.h) &y =gz, (x,9).(y,h) = (z, hg).
En términos de categorias los objetos de T son los elementos de X y
Homyp(z,y) = {g € G | gz = y}. Claramente en esta categoria:

T~y < x,y estan en la misma érbita para la accion de G,

de este modo las clases de isomorfia del grupoide son las érbitas.

Si G es un grupo en una categoria €, que actia sobre un objeto X, para todo objeto S,
Home(S,G) = G(S) es un grupo que actia sobre el conjunto Home(S, X) = X(9),
tenemos as{ para cada objeto S el grupoide T'(S) construido como en el ejemplo

anterior.
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6. Si la accién de G sobre E es simple y transitiva, es decir si F ~ G considerando

la acciéon de G sobre si mismo por producto por la derecha, se dice que E es un
G- torsor.

Dado un G-conjunto X, se llama G-torsor de X a un par (E,u) donde E es un
G-torsor y u : E — X un morfismo equivariante. Un morfismo de G -torsores de X
de (E,u) a (F,v) es un morfismo equivariante 3 : E — F tal que v = u. Observemos

que:
= Los G-torsores de X y sus morfismos forman una categoria.
» Todo morfismo de G- torsores es un isomorfismo.
= Las imédgenes en X de los G-torsores son las 6rbitas de X por la accién de G.
= Dos G- torsores de X son isomorfos si y solo si tienen como imagen la misma
orbita.
Es decir, la categoria de G-torsores de X es también un grupoide cuyas clases de
isomorfia de objetos se corresponden con las dérbitas de X por la accién de G.

Para cada x de X tenemos el G-torsor de X, p, : G — X, p;(g9) = xg tenemos
asi un funtor de la categoria T' construida en el ejemplo anterior en la categoria de
G-torsores de X que es fiel, completo y esencialmente suprayectivo, por tanto ambas
categorias son equivalentes y equivalentes al grupoide asociado a la accién trivial de
G sobre el espacio de 6rbitas X/G.

. Sea X un espacio topoldgico y sea {U; }ics un recubrimiento abierto de X, podemos

construir los conjuntos:

u U:LLEIU’L

lGZUXxU:H IUiﬁUj.

ije
y las aplicaciones siguientes dotan al par (G,U) de estructura de grupoide:
a) u : U — G, u(z) = x es decir si & € U existe un tnico ¢ € I con
zeU; =U;NU; C Gy u esta bien definida.
b) dlv,nu; es la inclusién U; N U; C Us.
¢) rlv;nv; es la inclusion U; N U; C Uj.

d) i‘UiﬂUj es la identidad Ul N Uj = Uj N Uz
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e) Si
(m,y) e Puxe UiﬁUj, ye U NnUg

entonces
r(x)=z €Uy dly)=y el r(x)=dy)=1l=j,z=y

y definimos:
p(z,y) =z € U; N Uy.

En vez de un recubrimiento podriamos haber tomado un atlas de una variedad
diferenciable o de un espacio analitico, substituyendo las identidades por los

cambios de carta.

Podemos definir un morfismo de grupoides como un funtor covariante, ya que los gru-
poides son categorfas. En términos de conjuntos con una operacién parcial esta definicién

significa lo siguiente:

Un morfismo F': G — H es una aplicacién tal que:

= F(Go) C Hy

» rF'=Fr, Fd=dF

= F(gh) = F(9)F(h)

» [i=4iF
De este mode se puede hablar de la categoria de grupoides.
Ejemplo 8.

1. Si f: X — Y es una aplicacién continua, la composiciéon con f define un morfismo

entre los grupoides de homotopia de X e Y.

2. 51 F : V. — W es un isomorfismo de espacios vectoriales, la conjugaciéon por F'
(Paso de 0 a F~1¢F) define un morfismo del grupoide de isomorfismos entre rectas

vectoriales de V en el de W.
3. Si X eY son G-conjuntosy 8 : X — Y es un morfismo de G-conjuntos, la aplicacién:
FX xG—=Y xG, F(z,9) = (F(z), g)

es un morfismo de grupoides.
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4.2. 2- Categorias, 2- Funtores y prehaces

Un prehaz sobre una categoria € es un 2- funtor contravariante de € en una 2-categoria.
Debemos definir las 2 categorias y los 2-funtores para saber que es un prehaz.

Una 2 - categoria consta de tres tipos de elementos:

= Objetos.

= Para cada par de objetos A, B, un conjunto de 1-morfismos [4, B];.

» Para cada par de 1-morfismos f, g € [A, B];, un conjunto de 2- morfismos [f, g]a-
De modo que:

1. Los objetos y los 1-morfismos forman una categoria (es decir tenemos composicién

asociativa de 1-morfismos y unidades)

2. Para cada par de objetos A, B, los 1-morfismos [A4, B]; y los 2-morfismos entre ellos
forman una categorfa a la que llamaremos Hom(A, B), es decir tenemos una com-

posicién (vertical) de 2-morfismos
f:gvh € [A7B}17 Fe [fvg]% Ge [gvhb = GF € [f?h]2
asociativa y con unidades

3. Tenemos una composicion horizontal de 2-morfismos:

v f1, fa € [A, Bl1, 91,92 € [B,Cl1, a € [f1,91]2, B € [f2, 92]2
tenemos:
Bxa € [faf1,9291]2

de modo que:

a) * es asociativa

b) 1gx1p =14

¢) La composicién de 2- morfismos conmuta con la composicién horizontal, es decir

si:
J1s fa, f3 € [A, B, 91,92, 95 € [B,Ch

a1 € [f1, fol2, a2 € [f2, f3l2, B1 € [91,92]2, B2 € [g2, g3]2
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Entonces:

(B2 * a2)(B1 * 1) = (B21) * (azar)

Ejemplo 9.

1. Toda categoria es una 2- categoria tomando como 2- morfismos:

B 0 ef#g
[f’gh{{lf} f=g

2. Si tomamos como objetos categorias ( de grupos , espacios topoldgicos etc.) como 1-
morfismos los funtores y como 2-morfismos las transformaciones naturales, tenemos
2-categorias. Observemos en estos casos la diferencia entre composicién y composi-

cién horizontal de 2-morfismos, es decir de transformaciones naturales entre funtores.

» Si F, G, H son funtores de € en ® y P € [F,G]2, R € [G, H]s su composicién
RP es:

Px : F(X) = G(X), X € 0b(¢)

Rx : G(X) = H(X), X € 0(0) } = (P = B s 100 = H)

= Si Fy, F5, son funtores de € en ®, Gy, Gz, son funtores de ® en € y
P € [Fy, Fy]2, R € [G1,G2)2 su composicién horizontal R x P es:

PxiFl(X)%FQ(X), XGOb(C)
Rx : Gl(Y) — GQ(Y), Y e Ob(@)
(R* P)X = RFZ(X)~G1(PX) : Gl(Fl(X)) — GQ(FQ(X))

3. En la categoria ((T'op)) de espacios topoldgicos y aplicaciones continuas, podemos

tratar de definir los 2-morfismos por:
Vi,g: X =Y He[f,ghe H: X x[0,1] Y

H continua, H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x).

La composicién horizontal no presentaria problemas, porque si las aplicaciones co-

rrespondientes son componibles:
H(x,t) € [f,gl2, H'(y,t) € [f, g = H(x,t) « H'(z,t) = H'(H(z,1),t) € [f'f,d'g]
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pero la composicién vertical habria que definirla como:
f>9ah € [X’Yh7 H("L"t) € [fvg]Qv H/(T7f) € [Q7 hb =
= H"(x,t) = H(x,t)H'(z,t) € [f, hl2, (2, 1) = H(x,2t)
0<t<1/2, H'(x,t) = H(z,2t — 1), 1/2<t <1

y no funciona la composiciéon por unidades, por tanto no tenemos una 2-categoria.
Ahora bien podemos modificar los 2-morfismos por paso al cociente, cambiando las
homotopias por clases de homotopias:

Dos aplicaciones continuas

H,G: X x[0,1] =Y, H(z,0) = G(x,0) = f(z), H(z,1) = G(z,1) = g(x)
se dicen equivalentes, si difieren a su vez en una homotopia, es decir:

3L: X x[0,1] x [0,1] =Y, L(z,t,0) = H(z,t), L(z,t,1) = G(z,1)

Esta relacion es de igualdad y se pueden considerar como 2-morfismos las clase de
igualdad de homotopias. Ahora los espacios topoldgicos, las aplicaciones continuas
y las clases de homotopia de homotopias entre aplicaciones continuas forman una
2-categoria.

4. Como un grupoide es una categoria, podemos construir una 2- categoria cuyos obje-
tos son los grupoides, los 1-morfismos los funtores entre grupoides (homomorfismos
de grupoides) y como 2-morfismos las transformaciones naturales. A esa 2- categoria

le llamaremos categoria de grupoides.

5. Hemos visto que la correspondencia que asocia a cada espacio topoldgico su gru-
poide de homotopia define un funtor, si f,g: X — Y son aplicaciones continuas y
F,G,m(X) = m(Y) son los morfismos de grupoides (funtores) inducidos, una ho-
motopfa H : X x [0,1] = Y, H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(z) induce un 2- morfismo
H:F>G por:

H,: F(z) = f(z) = G(z) = g(x), es el camino flz(t) = H(z,t).

Un 2- funtor entre dos 2-categorias es una terna (F,e,d) compuesta por:
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1. una correspondencia F' que asocia:

= A cada objeto X de la primera un objeto F(X) de la segunda.
» A cada l-morfismo f: A — B un 1 morfismo F(f): F(A) — F(B).

» A cada 2-morfismo « : f — ¢ un 2-morfismo, F(a) : F(f) — F(g) y F conserva
la composicién de 2-morfismos y las 2-unidades, es decir F' es un funtor de
Hom(A, B) en Hom(F(A), F(B)).

2. Una correspondencia d que asocia a cada objeto A un 2-isomorfismo
5A3F(1A)‘>1F(A)~

3. Una correspondencia € que asocia a cada par de 1-morfismos componibles f, g, un
2- isomorfismo:
o5 F(9)F(f) = F(gf).

De modo que:
= Para todo l-morfismo f: X =Y,
E1y.f = Oy * Lp(p), €r1x = Lr(p) * 0x-
= ¢ es asociativa, es decir si f y g, g y h son componibles,y el diagrama:

F(hgf) F(r)F(gf)

hg.f Lr(p)*eq,r

€h,gf

cn,g*Lr(f)

F(hg)F(f) —— F(h)F(9)F(f)
es conmutativo.
= F e respetan la composicion horizontal es decir para:
fi, fa € [A,Bl1, 91,92 € [B,Cli, a € [f1, fal2, B € [91,92]2,

el diagrama T
F(g)F(f1) —— F(g2)F(f2)

Jfghh JS.@QJ?

Flgfy) —2, F(gsfo)

es conmutativo.
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Resulta dificil poner un ejemplo facil de 2-funtor, como s6lo nos interesan un tipo

particular de 2-funtores (los prehaces) nos limitaremos a dar después ejemplos de ellos.

Un prehaz sobre una categoria € con valores en una 2 categoria G es un 2- funtor
contravariante de € considerada como 2 - categoria en G. Es decir, es una terna de corres-

pondencias (P(—),d,¢) tales que:
= P asocia a cada objeto X un objeto P(X)
» P asocia a cada morfismo X — Y un l-morfismo P(Y) — P(X)
= J asocia a cada objeto X un 2-Isomorfismo dx : P(1x) — 1p(x)

= ¢ asocia a cada par de morfismos componibles un 2- isomorfismo:
g P(f)P(9) <= P(gf)

de modo que:
= 0 es compatible con €, es decir, para todo 1-morfismo f: X — Y,
Eiy.f = 0y *#Lp(p); ep1x = Lp() * 0x

= ¢ es asociativa
Ejemplo 10.

1. Si componemos por la izquierda un prehaz con un 2-funtor covariante o por la derecha

con un funtor covariante se obtiene un nuevo prehaz.

2. Si consideramos una categoria € y en la categoria de conjuntos la estructura trivial
de 2 - categoria, Home(—,S) = S(—) es un prehaz de conjuntos sobre €, en este
caso € y ¢ son la identidad. El funtor de puntos también se puede considerar como
un prehaz con valores en la 2-categoria ((Cat)) si consideramos cada conjunto S(Z)

como una categoria con solo las identidades como morfismos.

3. Hay otra forma de considerar el funtor de puntos como un prehaz con valores en
((Cat)). Si € tiene productos fibrados y elegimos para cada objeto S y cada par
de objetos X, Y sobre S un producto fibrado X xg Y, tenemos automdaticamente
un prehaz sobre € con valores en ((Cat)), el que asigna a cada objeto S de €, la
categorfa relativa €/S y a cada morfismo a : S" — S el funtor F, : €¢/S — €/

definido a su vez por:
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" Fo(X = 5)=(Xxg95)—= 9
[ ] Fa(f) = f X 1S’

Observemos que los objetos de €/.S son los puntos de S con valores en X, es decir
los elementos de S(X), pero ahora hemos dotado a este conjunto con una estructura
de categorfa, con lo cual el funtor de puntos toma valores en ((Cat)). La aplicacién
imagen de un morfismo es ahora un funtor, es decir F, es un funtor, ya que elegidos
como hemos hecho todos los X xg .5, dado el morfismo f : (Y — S) = (X — 5),
existe un dnico morfismo f x 1g : (Y xg5" = 5') = (X xg5’) que conmuta con las
proyecciones sobre Y y X. Esta unicidad garantiza que si h: (Z — S) —» (Y — 9)
es otro morfismo:

(f x1g)(h x 1g1) = (fh x 1g1)

como se observa en el diagrama siguiente:

X xg 8

as a
fB2 fhye
B2 hya V2

s

Z

h
La correspondencia define a su vez un 2-funtor anadiéndole:

= El isomorfismo natural dx entre el funtor de €/S en €/S que lleva X — S a
X xgS — Sy el funtor identidad de €/S es el definido por el isomorfismo
canénico X xgS ~ X

» El isomorfismo natural .5, para a : S — S, b : §” — S’ corresponde al

isomorfismo candnico:

(X Xss,) X gr S”QXXSSH
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4.3.

Esta estructura de prehaz no interesa en si, pero las construcciones que se hacen son
de interés para los dos ejemplos siguientes. Ademads, en la seccién siguiente usaremos

esta construccion como ejemplo de categoria fibrada.

. Si tomamos la categoria ((T'op)) y para cada espacio topoldgico X consideramos la

categoria ((Recx)) de espacios recubridores de X, que es una subcategorfa completa
(con los mismos morfismos) que ((T'op))/X, la construccién anterior funciona, porque
si R — X es un recubrimiento de X, R xx Y — Y es un recubrimiento de Y y en
la categoria de espacios topoldgicos se puede elegir un representante canénico del
producto fibrado.

. En la categoria de G conjuntos hay productos fibrados; Si f : X — S5, g: Y — §

son morfismos equivariantes:

{(z,y) € X xY | f(x) = g(y)}, con la accién (z,y)g = (zg,y9)

es un producto fibrado X xgY ademéssia : F — Y esun G-torsorde Yy f : X =Y
es equivariante, (E Xy X, m2) es un G-torsor de X, de este modo la correspondencia
que asocia a cada G- conjunto X el grupoide Tors(X) es un prehaz de grupoides

sobre la categoria ((G — sets)).

Topologia en una categoria

Una topologia, o mas precisamente una base de abiertos, en una categoria €, es un

conjunto Cov(€) de familias de morfismos:

{Ui = U}ier

a cuyos elementos se llama recubrimientos, tal que:

1.

2.

34

Todo isomorfismo de € : {V ~ U} es un recubrimiento de U.
Si {Ui — U}ie[ yvViel, {Uiyj — Ui}jeh estan en Cov(€),
{Uij = Ulier, jeus:

estd en Cov(€).

. Si{U; = U}icrestden Cov(€),y f : V — U esun morfismo en &€, {VxyU; = V}ier

estd en Cov(€).
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Una categoria con una topologia se llama un site.

Un abierto en un objeto X es un morfismo U — X incluido en un recubrimiento.
SiU — X, V — X son abiertos, por la propiedad 3, U xx V — V es abierto de V' y
por la propiedad 2, U xx V — X es abierto de X, de modo que la familia de abiertos
es cerrada para intersecciones finitas, ya que el producto fibrado juega el papel de la
interseccién. Y aunque técnicamente hemos definido solo la base de abiertos, se puede dar
una construccion de toda la topologia generada por un site. Pero para lo que necesitamos
nos basta con los abiertos de la base y no nos preocuparemos de la condicién de que la

union de abiertos sea abierta.

Una topologia en una categoria €, induce topologias en todos los conjuntos X (T).
Cada morfismo U; — X de un recubrimiento de X induce una aplicacién U;(T) — X (T'),
las imégenes de estas aplicaciones son una base de abiertos para una topologia de X (T),
en general para un morfismo f : .S — T la aplicacién inducida f, : X(T) — X(S) no es
continua, pero para cada morfismo g : X — Y, ¢* : X(S) — Y(5) si es continua.

Ejemplo 11.

1. Sea X un espacio topoldgico:

= Objetos de Tx los abiertos de X.

 UV]=0e UV, [UV]={igv}eUcCV.

» {U; = Utier € Cov(€) si y solo si {Ui}ier es un recubrimiento abierto de U.
Es un site y en este caso el funtor de puntos es trivial porque X (U) se reduce a un

solo elemento o el vacio.

2. La categoria de espacios topologicos con la familia de recubrimientos formada por
todos los recubrimientos abiertos de todos los espacios topolégicos es también un site.
Ahora para el espacio P compuesto por un solo punto, para cada espacio topolégico
X, X(P) coincide con X.

3. En la categoria ((Sets)) la familia de recubrimientos:

DCov = {{U;i = Ulicr, U = | U}
iel
es una topologfa que define en cada conjunto X (P) donde P es el conjunto de un

solo punto la topologia discreta, pero no en los conjuntos X (7T") para T' general.
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4. Si G es un grupo y formamos la categoria de G-conjuntos y morfismos equivariantes,

((G — Sets)) y tomamos como recubrimientos las familias:

{¢i : Ui > Utier, [ JIm(i) =U
iel
tenemos un site. Si P es el conjunto con un solo punto y la accién trivial de G, X (P)
es el conjunto de puntos aislados de X y el site induce en este conjunto la topologia
discreta. Si tomamos en G la accién por producto de G, X (@) coincide con X y la
topologia inducida por el site es la que tiene como base de abiertos las érbitas de X

por la accién de G.

4.4. Haces en una categoria

En una categoria con una topologia se puede establecer la nocién de haz en la forma
habitual es decir como un prehaz con valores en una 2- categoria, que verifican condiciones
de pegado. Para mas comodidad nos limitaremos al caso que nos interesa, el de haces con
valores en la 2-categoria ((Cat)) cuyos objetos son categorias, cuyos 1- morfismos son

funtores y cuyos 2- morfismos son transformaciones naturales.

Un prehaz P sobre € y con valores en ((Cat)) asigna a cada objeto X una categoria
P(X) y a cada morfismo f : X — Y un funtor P(f) : P(Y) — P(X) al que se suele
llamar imagen reciproca o pullback por f, y se representas por f*. Cuando el morfismo
corresponda a un abierto del site f; : U; — X, si A es un objeto o o un morfismo de P(X),
escribiremos indistintamente f;(A4) = Aly, = Al;, (o) = aly, = al;

Si {U; — U}ier es un recubrimiento, son también recubrimientos:
L] {Ui Xu U]' = Uiyj — Uj}ie] y también {Uiyj — Ui}je[
» {Uixv Uj =Ui;j = Utijer

» {UixyUjxy U, =Us jr — Ujitier y también {U; j 1. — Us i }jer, {Uijk — Uijtrer

Uik = Ukliger

{Uijr = Ulijrer

Si la categorfa € tiene coproductos para cada recubrimiento {U; — U };¢;, si llamamos
V=1lc;Uies:
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» Vxg V=11 e, Ui xu Uj = 11; jer Ui
» Vxg Vx V=Tl ;er Ui xu Uj xu Uy = 1 jer Uik

y podemos construir la resolucién de Cech (en la que los morfismos multiples corresponden

a las distintas proyecciones senaladas arriba)

= =
VxyVxg V=V VaVoUs . [ s [[vs=]]ui—vU
i,5,kel i,7€l el

Entonces diremos que el prehaz P es un haz si verifica las siguientes condiciones de

pegado:

1. Pegado de morfismos: Si A, B son objetos de P(U) y «; : A|; — B|; morfismos tales

que ali; = ajlij, Vi, j, existe un morfismo a : A — B tal que af; = o, Vi
2. Unicidad Si dos morfismos «, 8 : A — B verifican que «; = 3;, Vi, es a = 3

3. Pegado de objetos Si para cada i € I, A; es un objeto de P(U;) y v j = Ajlij — Ailij

son morfismos tales que:
Vi, gk, 0 gligeiklige = Qkligk-
Existen un objeto A en P(U) e isomorfismos «; : A|; ~ A;, tales que
@kl k = okljik
Ahora queda completamente explicada la definicién.

Definicién 12. (Primera definicién de Stack)

Un Stack es un haz de grupoides sobre una categoria

Ejemplo 13.

1. En una categoria € con productos fibrados un epimorfismo efectivo es una familia de
morfismos {f; : U; — U} tal que para todo objeto Z y toda familia de morfismos
{9: : Ui = Z}ier tal que gilij = gjlij, Vi,j € I existe un tnico g : U — Z tal
que g|; = ¢; Vi € I, y un epimorfismo efectivo {f; : U; — U}ies se llama universal
si para todo objeto sobre U, h : V. — U, la familia {m2 : U; xy V. — V}ier es
también un epimorfismo universal. Los epimorfismos estrictos universales son los

recubrimientos de una topologia sobre la categoria, y en esa topologia todos los
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funtores S(—) (y en consecuencia todos los funtores contravariantes representables
con valores en la categorfa de conjuntos) son haces. Si consideramos los funtores
S(—) como funtores con valores en ((Cat)) como hicimos antes, sus imégenes son
grupoides y por tanto cada funtor S(—) es un stack, de modo que para esta topologia
tenemos una inmersién de la categoria € en la categoria de stacks sobre ella, que
lleva cada objeto S al stack S(—).

2. Si tomamos como morfismos en cada conjunto S(—) los morfismos sobre S, tenemos
también la estructura de prehaz que hemos senalado antes, pero no una estructura
de haz, porque se verifican los dos primeros axiomas de la definiciéon de haz, pero en

general no se cumple el tercero.

3. Si tomamos el prehaz sobre la categoria ((T'op)) que asocia a cada espacio topolédgico
X la categoria ((Rec(X))) de sus espacios recubridores, y consideramos en ((T'op))
la topologia definida por todos los recubrimientos abiertos, como los recubrimientos
abiertos son epimorfismos universales efectivos se cumplen los dos primeros axiomas
de la definicién de haz, y también se cumple el tercero porque dados espacios recubri-
dores de los abiertos de un recubrimiento de X que coinciden en las intersecciones, se
pueden pegar para dar lugar a un espacio recubridor del espacio total. Observemos
que la restriccién a los abiertos de este espacio recubridor es isomorfa a los espacios

recubridores de partida. Por tanto este prehaz es un haz.

4. Si tomamos en la categoria ((G — sets)) la topologia definida en la seccién anterior,
los recubrimientos son epimorfismos efectivos estrictos y el prehaz Tors(—) verifica
los dos primeros axiomas de la definicién de haz. Adem4s si:

» {U;}icr es un recubrimiento de U.
» (E;, a;) es un torsor sobre U; para cada i € I.
" gy Ei\UmU] — Ej\UiﬁU] son morfismos que verifican la condicién de cociclo de

la definicién.

Se puede definir sobre la union disjunta de los F; la relacién de igualdad dada por los
gi,j ¥ el conjunto cociente E es un torsor sobre X que restringe a torsores isomorfos

a los E;. Por tanto Tors(—) es un stack.
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5. Segunda definicién de Stack

5.1. Categorias fibradas. Descenso

La teoria de descenso de Grothendieck coloca en un marco adecuado la teoria clasica
aritmética de modo que su aplicacién a la geometria resulta natural. En el enfoque de
Grothendieck la teoria de descenso es esencialmente un puente local-global: Si tenemos
una propiedad, objeto, o morfismo para todos los abiertos de un recubrimiento de X,
;la tenemos para X 7. En su lenguaje un recubrimiento se puede substituir por la unién
disjunta de sus elementos y en consecuencia es un morfismo U — X. La restriccién significa
producto fibrado, o algebraicamente cambio de base, es decir si A — X es un objeto sobre
X, U xx A representa la restriccién de A a los abiertos del recubrimiento U. Entonces la

teoria de descenso responde a las preguntas siguientes:

= (Descenso de propiedades) Si A — X es un objeto sobre X y U xx A tiene una
propiedad. ;Cuando tiene A esa propiedad?.

» (Descenso de morfismos) Si A — X y B — X son objetos sobre X y
g: (Uxx A—U) = (Uxx B — U) es un morfismo. ;Cuédndo existe un mor-
fismo f: (A— X) = (B— X) tal que g = 1y x f7.

= (Descenso de objetos) Si B — U es un objeto sobre U. ; Cuéndo existe un objeto
sobre X, A — X, tal que B=U xx B”.

Dado un funtor P : § — €, para cada objeto S de € llamamos fibra de P en S a la
subcategorfa de §, F(S) cuyos objetos son los elementos de P~1(S) y para cada par de
objetos A, B € P~Y(S), los morfismos de A en B son los f : A — B, P(f) = 1g. Las
fibras de P son los objetos de una 2-subcategorfa de ((Cat)) a la que representaremos por
((Fib(P))).

Una categoria fibrada sobre una categoria 9B es un par (§, P), formado por una cate-
gorfa § y un funtor covariante P : § — B tales que existe un un prehaz de categorias,
(—)*, sobre 9B, que asigna a cada S la categoria F(S). Es decir, una correspondencia que
asocia a cada morfismo f : S — S un funtor: f*: F(S") — F(9), a cada par de morfismos
componibles f, g un isomorfismo de funtores g4 ¢ : f*g* — (gf)* que es asociativo, y a
cada objeto S de B un isomorfismo natural ds : 15 — 13(s), que es compatible con €. Este

prehaz se llama prehaz asociado a la categoria fibrada, y se incorpora a su descripcion.
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Esencialmente categoria fibrada y prehaz son conceptos equivalentes, la categoria fi-
brada determina el prehaz, ya que aparece en su definicion, y para cada prehaz se puede
construir una categoria fibrada (Construccién de Grothendieck) que lo tiene como prehaz
asociado.

Si H : B — ((Cat)) es un prehaz, podemos construir una categorfa [ H por:
= Los objetos de [ H, son los pares (B, X) donde B € Ob(B) y X € Ob(H(B)).
» Los morfismos entre (B, X) y (B’, X’), son los pares (f, ) donde:

f € Homp(B,B'), « € Hompg) (X, H(f)(X"))

= La composicién de morfismos:
(9, 8)(f, ) = (9f, H(f)(B)a)

Sim : [ H — B es la primera proyeccién, ([ H,m) es una categoria fibrada, cuyo prehaz

asociado es H.

Si (F, P,(—)*) es una categorfa fibrada sobre B, y f : B — B es un morfismo de 9B,

podemos construir:

T

B - B ><BB/ B
Jﬂz \ Jf 9= fmi= fmo
B’ ! B

y para cada par de objetos A, B € F(B) tenemos un diagrama:

f . my . .
Homg (A, B)—=Homg(f (A)»f*(B))Ti Homg gy (9*(A), g*(B))
2

Entonces decimos que f es un morfismo de descenso para (§,P,(—)*) si el diagrama
anterior es exacto, es decir si para cada morfismo « : f*(A) — f*(B) tal que 7} () = 75 ()
existe un tnico morfismo g : A — B, con f*(8) = a.

Ejemplo 14. Supongamos que B tiene coproductos y estd dotada de una topologia.
Sea X un objeto de By C = {f; : Ui = X}ier un recubrimiento de X. Si llamamos
U =]]¢ € IU;, veamos cuando el morfismo f : U — X inducido por el recubrimiento es

un morfismo de descenso.

40



INTRODUCCION A LA TEORIA DE LOS STACKS

Si Ay B son objetos de §(X) y « es un morfismo de f*(A) en f*(B), las inmersiones de
los U; en U dan lugar a una serie de morfismos «; : A|y, — B|y,, la condicién 75 (o) = 75 (c)
significa que:
ailu,; = ajlu,

y la condicién de descenso significa que:
36:A— B, Bluy, =, Viel

Es decir la condicion de morfismo de descenso significa que el morfismo verifica la propiedad

de descenso para morfismos.

Un dato de pegado para un objeto A’ de F(B') respecto de o : B’ — B es un isomorfismo
77 (A") = w5 (A"). El dato de pegado se llama efectivo si existen un objeto A en §(B) y

un isomorfismo ¢ : f*(A) ~ A’, tales que el siguiente diagrama es conmutativo

T (£4(A)) T3 (£ (A))
") Jw = [ (A) = (Fr)(A) = (fr)*(A) = (£ ()]
(4 —— m(B)

El dato de pegado se llama dato de descenso si verifica que:
7r273(7)7r1_’2(7) = Wf,'s(T)
donde los 7; ; son los tres morfismos naturales
/ / /_> / /
B'xp B xpB'=B xgB

Ejemplo 15. En la situacién del ejemplo anterior, el objeto A’ es una familia de objetos
{Ei}ier delas F(U;) y:

1. Un dato de pegado es una familia de isomorfismos en §(U; ;);
{fij : Bilvy; = Ejluibiger-

2. Un dato de descenso es un dato de pegado {fi; : Eilu,; = Ejlu,,}ijer, que verifica
la condicién de cociclo:

figlvi, . = fiklv, o Jrglu e Yis 3k € 1.
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3. Un dato de pegado {fi; : Eilv,; — Ej|u, ,}ijer es efectivo (comparar con la tercera
propiedad de la definicién de haz) si existen un objeto E en §F(X) y una familia de
isomorfismos:

fiiBly, ~E;, Viel
tales que Vi, j € I:
figlhilu; = filu, ;-

Un morfismo de descenso tal que todo dato de descenso para él es efectivo se llama

morfismo de descenso efectivo.

5.2. Categorias fibradas en grupoides

Una categoria fibrada en grupoides sobre una categoria B es un par (§,p), formado

por una categoria § y un funtor covariante p : § — B tales que:

1. Para cada morfismo en B, b : By — Ba y todo objeto X3 en § con p(X2) = Aj existe
al menos un morfismo 3 : X; — X» tal que p(3) = b (y en consecuenciap(X;) = By)

2. Sia:Bs— Byyb: By — By son morfismosen By 3: Xy — Xi,v: X3 — X; son
morfismos en §, tales que p(8) = b, p(y) = ba existe un dnico morfismo a : X3 — Xo
tal que:

v = fa, p(e) = a.
Como consecuencia de la definicién:
» Un morfismo ¢ de § es un isomorfismo si y solo si lo es p(¢) en B.

= En la primera condicién se tiene la unicidad salvo isomorfismos. Aplicando eleccién

podemos seleccionar para b: By — By y X2 un par 3, X; y llamarles b * (Xa2), pp.

= Para cada objeto B de B, la subcategoria de § cuyos objetos son los objetos X tales
que p(X) = By cuyos morfismos son los morfismos « tales que p(a) = 1p, tenemos
un grupoide al que se llama fibra sobre B y se le representa por §(B).

Una categoria fibrada en grupoides sobre una categoria 9B es una categoria fibrada en

la que el prehaz asociado es un prehaz de grupoides.

= Si (F,p) es una categorfa fibrada en grupoides. La correspondencia B — §(B) define

un prehaz en grupoides
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= Si P es un prehaz en grupoides sobre B y § tiene:

e Objetos: los pares (B, X) , con X € P(B).

e Morfismos: los pares (b, ) : (B’,X’) = (B, X) donde b : B — B es un morfis-
moen By B: P(f)(X)— X’ es un isomorfismo.

Entonces la primera proyeccién dota a § de estructura de categoria fibrada en gru-

poides sobre B.

Se pueden anadir a las categorias fibradas en grupoides las propiedades suficientes para
que los prehaces asociados sean stacks, para ello se utiliza la notacion de la teoria del

descenso que omitimos aqui.

Suponemos la base B dotada de una topologia. Si f : U — T es un morfismo de B, y
p(X) = T se puede construir X|y = f * (X). Dados X,Y objetos de §(T), tiene sentido
el conjunto Homg ) (X|u,Y|r) y también la topologia inducida por la de B en B/T.

Definicién 16. (Segunda definicién de Stack) Un pre-stack es una categorfa fibrada en
grupoides (§, p) tal que para todo objeto T' de B y para todo par de objetos X,Y de F(T),

la correspondencia:
H BT — ((sets)), HU) = Homg (X o, Y|o)

es un haz de conjuntos. Un stack es un pre-stack que verifica la condicién tres de pegados

de objetos de la definicién primera.

6. Stacks representables. Stacks de Deligne - Mumford

Si T es un objeto de una categoria B el funtor de olvido p : B/T — B dota a B/T
de estructura de categoria fibrada en grupoides sobre B, la restriccién seria el producto
fibrado, que estd univocamente determinado salvo isomorfismos. En general no es un stack
pero si lo es en todos los casos usuales, esquemas con la topologia etale, o fielmente plana
cuasicompacta, espacios analiticos, variedades diferenciables, etc.

En términos funtoriales, la 2- categoria de valores de este stack tiene como objetos los
grupoides construidos, tomando para cada objeto B de B el grupoide cuyos objetos son
los morfismos de B en T'y cuyos morfismos son solo las identidades, entonces los objetos

de este stack no tienen automorfismos propios.
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Un stack se llama representable, si coincide con el construido mas arriba, entonces si

un objeto de un stack tiene automorfismos propios, el stack no es representable.
Un morfismo de stacks, en términos de la segunda definicién, es un funtor entre las
categorias fibradas que conmuta con las proyecciones. Si U es un objeto de B y §,p es un

stack sobre 9B, se llama morfismo de U en § a todo morfismo de stacks de B/U en §
El producto fibrado de stacks se define de la forma natural:

Dados dos morfismos de stacks :f; : §1 — 9, fo : F2 — 9, la categoria de §F1 Xx F2

tiene:

= Objetos: Ternas (X1, Xa,a) con p1(X1) = p2(X2) y a: f1(X1) = fo(X2) un isomor-

fismo.

= Morfismos: Pares (n1,72) : (X1, X2,a) — (Y1,Y2,b), con:

ni € Homg, (X, Y;), i = 1,2, pi(m) = p2(n2), bfi(m) = afa(n2)-

Y dada una propiedad relativa a morfismos de naturaleza local en la categoria base y
que este establecida para morfismos con rango representable, se dice que un morfismo de
stacks f : § — 8, tiene la propiedad si para todo objeto U de B y todo morfismo U — &,
la propiedad se verifica para U xg § — U

Definicién 17. Un stack de Deligne - Mumford es un stack § en la categorfa ((esquemas))/S

con la topologia etale tal que:
1. El morfismo diagonal es representable, cuasicompacto separado y no ramificado
2. Existe un atlas para §, es decir un morfismo U — § etale y suprayectivo, con U

esquema de tipo finito sobre S.
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