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PARADIGMAS GEOMÉTRICOS, TIPOS DE PROVA 
A ' E ESQUEMAS DE PROVA COMO REFERENCIAS TEORICAS 

EM PESQUISAS EM EDucA~o MATEMÁTICA1 

Geometric paradigms, types of proof and proof schemes as theoretical 

references in researches on Mathematics Education 

RESUMO 

Jacinto Ordem2 

Saddo Ag Almouloud3 

Este capítulo tem como objetivo apresentar alguns referenciais teóricos que 
consideramos úteis na análise e interpreta<;:áo de dados coletados em pesquisas 
voltadas a Educas;áo Matemática, particularmente em · estudos acerca de 
provas e demonstras;óes em geometria plana. Recorte de urna parte de tese 
de doutorado de um dos autores deste artigo, nesse capítulo apresentamos 
exemplos cuja análise e a interpreta<;:áo fazem apelo a esses construtos teóricos. 

Palavras-chave: Paradigmas geométricos. Tipos de prova. Esquemas de prova. 
Prova e demonstrafáo 

1 Processos de Ensino e Aprendizagem de Matemática em Ambientes Tecnológicos 
PEA-MAT/DIMAT Parceria PUC-SP e PUC-PERU. FAPESP: 2013/23228-7; CNPq: 
404411/2013-4 
2 Universidade Pedagógica, Delegac;:áo da Beira - jc.ordem@gmail.com 
3 Pontifícia Universidade Católica de Sáo Paulo (PUC-SP) saddo@gmail.com 
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ABsTRACT 

This chapter aims to present sorne theoretical references that we consider 
useful in the analysis and interpretation of data collected in researches focused 
on Mathematics Education, particulary in studies related to proofs and 
demonstrations in plane geometry. As a part of the doctoral thesis of one of 
the authors of this arride, in this chapter we present examples whose analysis 
and interpretation appeal to these theorical constructs. 

Keywords: Geometrical paradigms. Types of proof Proof schemes. Proof and 
demonstration 

INTRODU<;ÁO 

Este trabalho é um recorte de urna parte da tese de doutorado de um 

dos autores, que tem como objetivo analisar as concepc;:óes de prova e 

demonstrac;:áo em geometría plana de estudantes de Licenciatura em 

matemática da Universidade Pedagógica de Moc;:ambique. Visou-se 

nessa tese, essencialmenete: 

l. Estudar as estratégias e/ou justificativas que os estudantes de 

licenciatura em matemática utilizam em tarefas que exigem pro­

vas ou demonstrac;:óes. 

2. Identificar o papel que estudantes de licenciatura em matemá­

tica atribuem a prova e demonstrac;:áo em matemática. . 

3. Analisar o significado de prova e demonstrac;:áo que possuem os 

estudantes de licenciatura em matemática. 

4. Analisar que critérios utilizam para avaliar provas e demons­

trac;:óes ou argumentos que lhes convencem de que urna 

propriedade em geometría é verdadeira. 
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Neste texto, focalisaremos nosso estudo sobre os aspectos teoricos rela­

cinados com a diferencias;áo entre provar e demonstrar em matemática. 

Achamos pertinente, pois a demonstras;áo é o principal meio pelo qual 

a comunidade dos matemáticos valida os resultados de suas descobertas 

e, consequentemente, decide sobre que resultados seráo aceitos como 

válidos. 

Discutiremos os tipos e esquemas de prova segundo Balacheff 

(1987) e Harel; Sowder (1998, 2007), respectivamente; os conceitos 

de paradigma e espas;o de trabalho geométricos segundo Houdement e 

Kuzniak (2003, 2006); a relas;áo entre a classificas;áo de Balacheff e de 

Harel e Sowder (1998, 2007) . 

p ARADIGMAS 
4 

GEOMÉTRICOS 

Tomando como base a forma como sáo validados os conceitos 

geométricos em diferentes níveis de aprendizagem e de escolaridade, 

Houdement e Kuzniak (2003, 2006) propóem tres categorías de 

Geometrías, a que dáo o nome de paradigmas, conforme os meios uti­

lizados na validas;áo de propriedades e conceitos: (a) Geometría I (ou 

Geometría Natural): assim se diz quando a validas;áo das propriedades 

e conceitos geométricos se baseia em objetos materiais manipuláveis 

(régua graduada, compasso, transferidor, dobras, etc.) . As conclusóes 

apoiam-se em perceps;áo imediata, ou experimentos. A relas;áo entre 

o modelo e a realidade é permanente, sendo o meio principal de vali­

das;áo de conjecturas. A dedus;áo vem, muitas vezes, acompanhada de 

experimentos med.nicos tais como dobrar, cortar ou manipular na tela 

do computador, e a demonstras;áo de propriedades óbvias é dispensada. 

4 
Kuhn (2009, pp. 312-313) destaca que«[ ... ] o termo «paradigma» ocorre em estreita 

proximidade, física e lógica, coma expressáo «comunidade científica». Um paradigma 
é aquilo que os membros de urna comunidade, e apenas eles, compartilham. Recípro­
camente, é a posse de um paradigma em comum que instituí a comunidade científica 
a partir de um grupo de pessoas com outras disparidades.» 
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As evidencias constituem o aspecto mais privilegiado, sendo a figura 

tomada como objeto de estudo e de validacráo, o que faz com que 

muitas vezes evidencias visuais e perceptivas sejam consideradas como 

argumentos suficientes na validacráo de propriedades e relacróes em 

detrimento de relacróes conceituais. (b) Geometria II (ou Geometria 

axiomática Natural): quando a validacráo das propriedades e con­

ceitos se baseia em regras hipotético-dedutivas, porém, com urna 

axiomatizacráo parcial. O privilégio no raciocínio é sobre proprieda­

des geométricas e deducróes, mas há limitacróes nos axiomas, pois, a 

sintaxe formal continua tendo algum vínculo forte com a realidade 

material - em geral os conceitos geométricos sáo urna modelacráo 

de problemas espaciais . Seus objetos sáo teóricos, porém, represen­

tacróes e modelacróes de objetos reais e concretos. Como salientam 

Houdement e Kuzniak (2006, p. 181) «geometria II se exerce por 

meio de urna axiomatizacráo parcial, como ilhas de axiomatizacráo». 

O exemplo principal <leste paradigma é a geometria euclidiana. (c) 

Geometria III (ou Geometria axiomática formalista): é quando se 

trabalha com objetos teóricos sem qualquer relacráo com a realidade 

material; seu sistema de validacráo é bastante formal, com um con­

junto de axiomas o mais completo possível e independente do mundo 

material. O princípio a observar nas deducróes é a coerencia interna 

entre os axiomas, isto é, a ausencia de contradicróes entre os axiomas e 

independencia entre eles. Fazem parte <leste paradigma as geometrias 

náo euclidianas. 

Segundo Houdement e Kuzniak (2006) cada paradigma comporta 

um ambiente particularmente complexo de objetos visíveis e palpáveis, 

ou objetos conceituais. Esse aparato de objetos visíveis ou conceituais, 

recebe o no me de espacro de trabalho geométrico (ETG). 
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EsPA<_;;o DE TRABALHO GEOMÉTruco 

O Espa~o de trabalho geométrico (ETG) é o ambiente organizado por 

e para o geómetra articular de forma adequada tres componentes: 

• um conjunto de objetos, eventualmente materializáveis em um 

espac;o real e local; 

• um conjunto de artefatos que seráo instrumentos e ferramentas 

a servic;o do geometra; 

• um referencial teórico que pode ser tomado como modelo teórico 

(Houdement Kuzniak, 2006, p. 184. Traduc;áo de Ordem, 2015) . 

Consoante a relac;áo com o saber, ou a prática de ensino, ou como 

um sujeito particular lida com um problema geométrico, podemos esta­

belecer a seguinte categorizac;áo dos Espac;os de Trabalho geométrico: 

ETG de referencia: é o espac;o de trabalho determinado unicamente 

baseando-se em critérios puramente matemáticos. É o espac;o de trabalho 

geométrico institucional dos matemáticos profissionais. Esse espac;o de 

trabalho geométrico determina o quadro teórico matemático que nor­

teia a comunidade. ETG adequado: é o espac;o de trabalho concebido e 

operacionalizado para responder e satisfazer a urna d~da instituic;áo espe­

cífica. Um dos principais utilizadores é o professor, portanto, é o espac;o 

de trabalho geralmente que se ve refletido em livros didáticos. ETG pes­

soal ou personalizado: é o espac;o de trabalho refletido em cada indivíduo 

particular (aluno ou professor) como resultado de urna reflexáo de con­

hecimentos postos em ac;áo para resolver um dado problema geométrico 

por esse indivíduo segundo suas habilidades matemáticas e cognitivas. 

Convém destacar que o quadro de ETG compreende tres compo­

nentes principais: (1) a realidade do espa~o - objetos reais e eventos 

existentes fora do pensamento do sujeito; (2) artefatos - ferramentas 

e instrumentos tais como régua, esquadro, dobras, etc. Como des­

tacam Houdement e Kuzniak (2006, apud ORDEM, 2015, p. 95) 
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«um instrumento é um artefato sob o domínio de alguém grac;::as a 

esquemas de ac;::áo». Daí a grande importancia de que se revestem os 

artefatos na determinac;::áo do ETG dado que constituem a faceta mais 

visível e mais privilegiada pelos alunos. Assim, reside a importancia 

de que se revestem as construc;::óes com régua e compasso na geome­

tría euclidiana, urna vez que a chave está nas justificativas teóricas para 

urna dada técnica de construc;::áo, fato que em muitos casos constituí 

o grande entrave na aprendizagem das provas e demonstrac;::óes urna 

vez que evidencias visuais sáo vistas como argumentos plausíveis para 

o estabelecimento de propriedades. (3) referencial teórico - com­

preendendo definic;::óes, propriedades e relac;::óes - determina o sistema 

lógico-dedutivo que permite dar sentido aos objetos e artefatos por meio 

de urna articulac;::áo entre essas definic;::óes, propriedades e relac;::óes entre 

propriedades. É essa articulac;::áo que permite que os objetos e artefatos 

geométricos tenham um estatuto teórico perdendo o polo empírico. 

Chácon e Kuzniak (2011, apud ORDEM 2015, p. 97) salientam 

que a importancia do quadro de ETG reside no fato de ele determinar 

as condic;::óes que permitem a um sujeito (aluno, professor, estudante, 

pesquisador, etc.) materializar a atividade como um geometra, dado que 

permite a reorganizac;::áo dos níveis epistemológico e cognitivo estabele­

cendo urna rede de relac;::óes de tres geneses: a genese figura! (do ponto 

de vista da visualizac;::áo da intuic;::áo do espac;::o); a genese instrumental 

(processo de construc;::áo mediante o uso de artefatos); e, a genese dis­

cursiva (que tema ver como registro discursivo em estreita colaborac;::áo 

com o processo de prova), rede essa apresentada na figura 1. 

Neste esquema da figura 1, destacamos a importancia de instru­

mentos de construc;::óes geométricas pelo seu grande impacto na 

manifestac;::áo do ETG, urna vez que, constituindo a parte mais visí­

vel, acabam <litando em grande parte a formulac;::áo de conjecturas que, 

muitas vezes, sáo aceitas pelos alunos como propriedades estabelecidas, 

sem terem sido validadas de acordo com as regras matematicamente 

reconhecidas como instrumentos de validac;::áo de afirmac;::áo. 
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Visualizayao~ 

7 
Prava 

1 Constrw;ao 1 
Nível cognitivo 1 l 

Génese 1 figural 
1 

1 

Espago e local 

Nível epistemológico 

Génese instrumental 

Génese : discursiva 

1 

~Artefato7 
Referencial 

Figura 1. Esquematiza<;áo do espa<;o de trabalho geométrico 
baseado na genese do raciocínio discursivo 

Ponte: Chacón e Kuzniak (2011, apud Ordem 2015, p. 98) 

O trabalho de Houdement e Kuzniak ou de Chacón e Kuzniak está 

voltado aos processos de validacráo em Geometria. Outros construtos 

teóricos de referencia nas pesquisas sobre o processo de aprendizagem 

da demonstracráo sáo os trabalhos de Balacheff (1987) e Harel e Sowder 

(1998, 2007). 

A TIPOLOGIA DE PROVAS DE BALACHEFF (1987) 

Balacheff (1987) comecra por fazer distincráo entre provas e demons­

tracróes: urna prova é urna explicacráo aceita por urna comunidade em 

um dado momento. Cerras explicacróes podem ter estatuto de prova para 

um determinado grupo social, mas para outro náo. As demonstracróes 

sáo provas da comunidade dos matemáticos e, porranto, respeitam 

rigorosamente cerros critérios. A prova apenas terá estatuto de demons­

tracráo se for urna sequencia organizada de enunciados segundo cerras 
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regras: ou o enunciado é assumido como verdadeiro (axioma), ou é 

deduzido dos que lhe precedem com ajuda de urna regra de dedm;:áo 

tomada num conjunto bem definido de regras. Almouloud (2007) , 

apresenta urna descri<;:áo muito clara sobre «prova» e «demonstrac;:áo» 

que consideramos pertinente: 

[ ... ] A explica<;:áo reconhecida como convincente por urna comuni­

dade, adquire um estatuto social, constituindo-se urna prova para 

esta comunidade, seja a proposi<;:áo «verdadeira» ou náo. Quando 

a prova se refere a um enunciado matemático, Balacheff a chama, 

somente neste caso, de demonstra~áo. 

- As provas sáo explica<;:óes aceitas por outros num determinado 

momento, podendo ter estatuto de prova para determinado grupo 

social, mas para outro náo. As demonstra~óes sáo pravas particula­

res com as seguintes características: 

- Sáo as únicas aceitas pelos matemáticos 

- Respeitam certas regras: alguns enunciados sáo considerados 

verdadeiros (axiomas), outros sáo deduzidos <lestes ou de outros 

anteriormente demonstrados a partir de regras tomadas num con­

junto de regras lógicas 

- Trabalham sobre objetos matemáticos com um estatuto teórico, 

náo pertencentes ao mundo sensível, embora a ele fas:am referencia 

(Almouloud 2007, apud Ordem 2010, p. 55, grifo nosso) . 

Convém ressaltar que quando Almouloud afirma que as demons­

trac;:óes sáo provas particulares, quer dizer sáo provas que respeitam 

critérios lógico-matemáticos; explicac;:óes que se baseiam, por exemplo, 

em verificac;:óes empíricas náo podem ser consideradas de demonstrac;:áo. 

Na perspectiva cognitiva, Balacheff (1987) identificou duas catego­

rias de provas manifestadas por alunos até compreenderem o sentido 

matemático de demonstrac;:áo. Trata-se de provas pragmáticas e provas 

intelectuais. 
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As provas pragm áticas sáo explicac;:óes em que se servem de mani­

pulac;:áo de exemplos, figuras, ou observac;:áo de exemplos concretos 

para a validac;:áo de propriedades; enquanto as provas intelectuais sáo 

explicac;:óes baseadas na formulac;:áo de conceitos e relac;:óes dedutivas 

entre conceitos na validac;:áo de propriedades. Na categoría de provas 

pragmáticas, Balacheff distingue entre empirismo ingenuo, experiencia 

crucial e exemplo genérico; enquanto as provas intelectuais compreen­

dem experiencia mental e cálculo simbólico. A prova é «empirismo 

ingenÚo» (empirisme nai/J quando a tentativa de validac;:áo de urna 

propriedade se baseia na verificac;:áo de vários casos particulares, normal­

mente escolhidos de forma aleatória; a prova é de natureza «experiencia 

crucial» (expérience cruciale), se a tentativa de validac;:áo da propriedade 

se baseia em um exemplo cuidadosamente escolhido. Se o aluno cons­

tatar que o exemplo verifica a conjectura, entáo, concluí que· é urna 

propriedade válida para qualquer objeto daquela classe. Este tipo de 

prova difere do anterior, pelas intenc;:óes: neste, a preocupac;:áo centra-se 

na generalizac;:áo da propriedade, enquanto no primeiro (empirismo 

ingenuo) essa preocupac;:áo náo existe, apenas a ideia é testar se a con­

jectura funciona ou náo. «Exemplo genérico» (exemple générique) é urna 

forma de tentativa de validac;:áo de urna conjectura por meio de ope­

rac;:óes ou transformac;:áo de um exemplo de modo a deixá-lo com urna 

característica que representa urna classe de objetos; nessa transformac;:áo 

do exemplo, o aluno busca urna generalizac;:áo tentando justificá-la com 

urna teoría. A prova é «experiencia mental» quando o aluno toma exem­

plos particulares náo como elementos de convicc;:áo, mas sim meio de 

apoio a organizac;:áo da justificac;:áo, isto é, as justificac;:óes sáo dissocia­

das de exemplos específicos. Finalmente, a prova é «cálculo simbólico» 

quando as justificac;:óes se baseiam unicamente em transformac;:óes de 

símbolos formais. 
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ESQUEMAS DE PROVA (HAREL E SownER, 1998; 2007) 

Concentrando-se no modo como os alunos verificam conjecturas mate­

máticas para se convencerem ou convencerem a outros, Harel e Sowder 

(1998, 2007) propóem um outro quadro teórico que se baseia em 

«esquemas de prova». Esses autores consideram «esquemas de prova» 

como argumentos que os alunos utilizam para se convencer ou conven­

cer a outros alunos ou professor e, estendem essa descris:áo afirmando 

que «esquema de prova» de um indivíduo (ou comunidade) é aquilo 

que para esse indivíduo (ou comunidade) representa meio de justifi­

cayáo, argumento a recorrer para esclarecer suas dúvidas (averiguas:áo), 

ou de outros (persuasáo), acerca da veracidade de urna conjectura. Esses 

autores propóem tres categorias de esquemas de prova: (i) esquema de 

prova de convics:áo externa - forma de prova na qual tanto o que con­

vence o proponente como o que recorre para persuadir a outros está 

fora do problema; (ii) esquema de prova empírica - quando a tenta­

tiva de validas:áo da conjectura depende de fatos físicos ou experiencias 

manipuláveis; e, (iii) esquema de prova analítica - quando a validas:áo 

de conjecturas se baseia em argumentos abstratos e dedus:óes lógicas. 

Tal como Balacheff (1987), que sugeriu tipos de prova e defende que 

cada um deles represente urna fase de desenvolvimento cognitivo para a 

apropriayáo do sentido de demonstrayáo, Harel e Sowder (1998, 2007) 

destacam também que cada um dos esquemas representa urna faceta de 

desenvolvimento cognitivo, portanto, ilustra urna forma de entender e 

interpretar o sentido de demonstras:áo. 

Cada um dos esquemas apresentados subdivide-se em algumas sub­

categorias. Os esquemas de prova de convic~áo externa dividem-se 

em (1) esquema de prova autoritária - quando em sua justificayáo, o 

aluno invoca professor, livro de texto, etc. para validar a conjectura. 

(2) esquema de prova ritual - quando o aluno justifica a validade 

de um argumento estritamente pela aparencia do argumento e náo 

pela correyáo do raciocínio envolvido. Por exemplo, achar que, ao 
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apresentar urna prova em geometria recorrendo a duas colunas, por si 

é condic;:áo de sua validade. (3) esquema de prova simbólica náo-re­

ferencial - quando o aluno trata os símbolos como se náo tivessem 

relac;:áo com as situac;:óes em que surgem. Por exemplo, considerar 

como legitimo e, portanto, correta, a seguinte simplificac;:áo errada: 

(a + b) / (c + b) = (a + b) / (c + b) = a/c. Por sua vez, os esquemas de 

prova empírica sáo subdivididos em: (1) esquema de prova indutiva 

- quando a tentativa de validac;:áo da conjectura se baseia na avaliac;:áo 

quantitativa, isto é, se o aluno julga que verificando urna conjectura 

a partir de um exemplo particular, ou talvez vários exemplos diferen­

tes, é suficiente para assegurar sua validade. Por exemplo, a partir de 

substituic;:áo por alguns números ímpares, concluir que a expressáo 

n2 
- 1 é divisível por 8, para qualquer n ímpar. (2) esquema de prova 

perceptiva - quando a tentativa de validac;:áo de urna conjectura se 

apoia em urna ou várias figuras, isto é, quando julga que as aparencias 

dos desenhos por si só sáo suficientes como meios de argumento. 

Finalmente, entre os esquemas de prova analítica, distinguem-se: (1) 

esquemas de prova transformacional - quando os argumentos se fun­

damentam em operac;:óes sobre objetos e antecipac;:áo de resultados 

que sáo convertidos em argumentos dedutivos. (2) esquemas de prova 

axiomática - quando as validac;:óes sáo tomadas de um sistema axio­

mático para formar urna cadeia dedutiva. Harel e Sowder afirmam 

que as duas subcategorias dos esquemas de provas analíticas (trans­

formacionais e axiomáticas) gozam de tres características essenciais: 

a generalidade - que tem a ver com a compreensáo pessoal de que 

todos os argumentos devem ser justificados sem excec;:áo; pensamento 

operacional - que tem a ver com as tentativas de antecipar os resulta­

dos durante o processo de prova; e, inferencia lógica - tema ver com 

a apresentac;:áo de justificac;:óes baseadas em regras de inferencia que 

observam princípios lógicos aceitos. 

Os quatro construtos teóricos (paradigmas geométricos; espac;:o de 

trabalho geométrico; tipos de prova e esquemas de prova) apresentam 

177 



INVESTIGACIONES EN EDUCACIÓN MATEMÁTICA 

coerencia, mas também especificidades ímpares entre si. Essa consistencia 

permite que cada um deles seja útil para análise e interpreta<ráo de fenó­

menos observáveis em pesquisas de processos de ensino e aprendizagem 

da geometría e de provas e demonstra<róes e, as especificidades fazem 

que cada um deles possa ser utilizado sem que haja ruptura na análise 

e, as vezes, podemos estabelecer rela<róes entre alguns desses referenciais 

teóricos obtendo algumas equivalencias entre eles. É assim que Harel e 

Sowder (2007) dáo-nos a seguinte equipara<ráo entre suas propostas de 

esquemas de prova com os tipos de prova propostos por Balacheff: as 

provas do tipo «empirismo ingenuo» e «experiencia crucial» correspon­

dem as provas da categoría «esquemas de prova empírica», enquanto 

as provas do tipo «exemplo genérico», «experiencia mental» e «cálculo 

simbólico» correspondem aos esquemas de «prova dedutiva» e «prova 

transformacional» . Contudo, mais do que procurar estabelecer equi­

valencias entre os dois referenciais teóricos, entendemos que as duas 

classifica<róes de provas de Balacheff (1987) e de Harel e Sowder (1998, 

2007) - apesar de categorizarem provas produzidas por alunos no seu 

processo de aprendizagem da no<ráo de demonstra<ráo em matemática 

- diferem em nível epistemológico: Balacheff cataloga a evolu<ráo do 

sentido de demonstra<ráo nos alunos e, Harel e Sowder concentram-se 

nas justificativas tomadas por alunos para considerar que urna dada 

prova seja vista como apresenta<ráo de urna demonstra<ráo. Nesse ponto 

de vista podemos dizer os dois sistemas de classifica<ráo náo se contradi­

zem, mas sim, se complementam. Agora vejamos como os referenciais 

teóricos aquí apresentados podem ser utilizados na análise e interpre­

ta<ráo de resultados de pesquisas. 

Por exemplo, Ordem (2015) em sua pesquisa pediu aos sujeitos, 

participantes do estudo, que demonstrassem que o segmento que une 

os pontos médios de dois lados de um triangulo é paralelo ao terceiro 

lado do triangulo e sua medida é metade da medida desse terceiro lado. 

Eisa resposta de Tardsio, um dos participantes da pesquisa (Figura 2): 
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Figura 2. Prodw;:áo do aluno Tarcísio 

Fome: Ordem (2015, p. 177) 

Como vemos pelas descric;:óes apresentadas, Tarcísio baseou-se em evi­

dencias empíricas (desenho e medic;:óes) para tirar conclusóes. Desse 

modo, do ponto de vista dos paradigmas geométricos, dizemos que 

ele agiu sob GI (ou Geometria natural), porque nesse paradigma, 

desenho e evidencias empíricas sáo meios de validac;:áo de propriedades 

geométricas. Quanto ao ETG podemos afirmar que, nesta resoluc;:áo, 

comporta as próprias construc;:óes (desenhos), as medic;:óes, e as relac;:óes 

de paralelismo e de igualdade obtidas empiricamente (mas sem um 

modelo teórico bem fundamentado). Se formos apenas nos concentrar 

na prova em si, podemos classificá-la como prova pragmática na sua 

forma mais elementar, isto é, empirismo ingenuo, na terminologia de 

Balacheff (1987), pois Tarcísio limitou-se em verificar o paralelismo e 

a medida, sem manifestar a intenc;:áo de generalizar a propriedade para 

todos os triangulos (na sua produc;:áo náo chega a expressar explici­

tamente essa conclusáo). Na terminologia de Harel e Sowder (1998, 

2007), podemos dizer que se trata de esquema de prova indutiva, por­

que Tarcísio se baseou na manipulac;:áo de régua e avaliac;:áo quantitativa. 
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Por outro lado, se explícitamente Tarcísio mostrasse a intenc;:áo de 

generalizar a propriedade que constatou em exemplos particulares para 

todos os triangulos, diríamos que a prova é pragmática em sua forma de 

experiencia crucial segundo a classificac;:áo de Balacheff (1987), já que 

a propriedade é estendida para todos os triangulos. Esse tipo de prova 

é ilustrado por meio da figura 3 e, mas relativamente a urna das partes 

da propriedade: a do paralelismo entre o terceiro lado do triangulo em 

relac;:áo ao segmento determinado por dois pontos médios de outros 

dois lados do triangulo. 

li, 
i-~c 

AÍJE ~ ABC 

e 

A 

AÍJE~ABC 

A 

E 
D 

e 

AÍJE ~ ABC 

~'" ~ B~~I E 
D •A D 

AÍJE~ABC A AÍJE~ABC 

Cada um dos cinco triángulos de tamanhos diferentes, foi medido o ángulo ADE e viu-se que é congruente ao ángulo ABC. 

Assim, em cada caso DE é paralelo a BC. Portante, a afirma~ao é sempre verdadeira. 

Figura 3. Exemplo de prova pragmática 

Ponte: Ordem (2015, p. 162) 

Consideremos outra situac;:áo que também Ordem (2015, p. 248) apre­

sentou aos seus sujeitos de pesquisa: «considere um triangulo ABC e D 

o ponto médio do segmento BC. Seja E o simétrico de D em relac;:áo a 
reta AB e seja Fo simétrico de D em relac;:áo a reta AC. (a) Que relac;:áo 

existe entre os segmentos CF e BE? Por que? ». Em sua tentativa de 

resoluc;:áo, Herculano, um dos participantes da pesquisa, apresentou o 

seguinte: 
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«Dado ABC um triángulo e D o ponto 

médio do segmento BC, E e F simétricos a 

D em relaráo aAB e AC respectivamente. 

C é simétrico a B em relaráo a D visto que 
a simetría conserva as medidas [ . .] D é 
ponto médio de BC. Se D é simétrico a E e 

F em relaráo aAB e AC respectivamente e 

C e B sáo simétricos em re lar áo a D, entáo 

FC e EB também sáo simétricos em relaráo 

a AD.» (Herculano) 

Figura 4. Produc;:áo de Herculano 

Fome: Ordem (2015, p. 253) 

Herculano faz um desenho com cenas condicionantes que acabam 

deixando o desenho com as propriedades de um tipo especial de trian­

gulos: os triangulos isósceles. Quer dizer, ele fez urnas transformac;:óes 

em seu desenho que lhe permitem desenvolver um discurso que valida o 

que constata só naquele tipo triangulo, mas que excluí outros triangulos 

que gozam da formulac;:áo inicial da tarefa. Por ter buscado um dis­

curso teórico (propriedades), entáo dizemos que a prova de Herculano 

é também pragmática, mas em sua forma «exemplo genérico», apesar 

da propriedade que ele enuncia náo ser correta. Quanto a classificac;:áo 

de Harel e Sowder, dizemos que a prova apresentada por Herculano 

se enquadra em esquema de prova dedutiva. Por Herculano desenvol­

ver um discurso para justificar sua conjectura baseado em propriedades 

envolvendo simetría, dizemos que agiu sob GII (geometría axiomática 

natural) e, quanto ao ETG, comporta as propriedades da simetría para 

além do próprio desenho. 
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Vamos apresentar mais um exemplo de como utilizar os constru­

tos dados anteriormente para avaliar prodw;:óes dos alunos. Em mais 

urna tarefa de sua investigac;:áo, Ordem (2015) pediu que seus su jei­

tos desenhassem vários quadriláteros ABCDE e, em cada um deles, 

marcassem os pontos médios E, F, G , H dos seus lados. Em seguida, 

deveriam formular urna conjectura que observassem sobre o quadri­

látero determinado por esses pontos médios dos lados e, finalmente, 

deveriam demonstrar que essa conjectura é urna propriedade válida 

para qualquer quadrilátero. 

Urna das poucas resoluc;:óes corretas é de Herculano que passamos a 

apresentar. Em sua resoluc;:áo, Herculano trac;:a as diagonais AC e BD do 

quadrilá~ero ABCD a partir das quais consegue obter urna reconfigu­

rac;:áo que lhe permite recorrer a propriedades e conceitos geométricos 

como ferramentas conceituais de argumentac;:áo, obtendo urna coeren­

cia em sua produc;:áo, produc;:áo essa que do ponto de vista matemático 

náo apresenta erros conceituais nem lógicos, portanto, é urna prova 

com estatuto de demonstrac;:áo. Sob a classificac;:áo de Balacheff (1987) 

a prova apresentada por Herculano é intelectual e, na classificac;:áo de 

Harel e Sowder (1998, 2007) trata-se de esquema de prova analítica ou 

transformacional, urna vez que a argumentac;:áo se baseou em proprie­

dades e conceitos válidos: propriedade da base média de um triangulo, 

definic;:áo de paralelogramo, diagonal de um quadrilátero. Do ponto de 

vista dos paradigmas geométricos, a produc;:áo de Herculano se baseou 

em GII e o ETG, manifestamente apresentado por Herculano, con­

siste das propriedades e conceitos geométricos utilizados por ele em 

sua argumentac;:áo, incluído o próprio desenho que serviu de meio de 

apoio. A produc;:áo de Herculano é reproduzida na íntegra na figura 5 

que se segue. 
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Figura 5. Prava de Herculano sobre os pontos médios 
dos lados de um quadrilátera. 

Ponte: Ordem (2015, p. 202) 

Ainda em relac_;:áo a mesma tarefa, Ofélia, um dos participantes da 

pesquisa, deu a seguinte explicac_;:áo que se apresenta na figura 6. 

Figura 6. Prava apresentada por Ofélia acerca dos pontos médios 
dos lados de um quadrilátera 

Ponte: Dados de pesquisa 
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Perguntada, em entrevista, como havia chegado aquelas conclusóes, 

Ofélia respondeu: «a observac;áo das figuras» (Ordem, 2015, p. 209). 

Por sua vez, Dário, outro participante da pesquisa, limitou-se a apre­

sentar um desenho e, em seguida a afirmar que a figura era um losango, 

portanto, também um paralelogramo, como apresentamos o extrato na 

figura 7. 

Figura 7. Prova apresentada por Dário sobre os pontos médios 
dos lados de um quadrilátero 

Ponte: Ordem (2015, p. 208) 

Por essas pravas (de Ofélia e Dario) se basearem na observac;áo de desen­

hos, dizemos que elas ilustram urna manifestac;áo de esquemas de prava 

perceptiva, segundo Harel e Sowder (1998, 2007). Por conseguinte, 

seus autores se basearam nos prindpios de GI (Geometría natural) para 

validar a prapriedade. Polos argumentos apresentados se limitarem a 

polo empírico, desenhos, dizemos que o ETG comporta os desenhos, 

os instrumentos de construc;áo utilizados e os conceitos geométricos 

apresentados apesar de náo ter havido um modelo teórico que sus­

tenta as conclusóes apresentadas. Do ponto de vista de conhecimentos, 
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as duas produc;óes mostram que seus autores manifestaram náo saber 

que exemplos náo sáo aceitos como provas válidas em matemática, isto 

é, náo sáo demonstrac;:óes. 

CoNcLusóEs E coNSIDERA<_;ÓEs FINAIS 

Neste artigo apresentamos alguns referenciais teoncos vigentes em 

educac;:áo matemática e alguns exemplos que ilustram como esses cons­

trutos teóricos podem ser utilizados na análise de dados obtidos em 

urna pesquisa, exemplos esses baseados em nossa própria experiencia 

de seu uso. Ao mesmo tempo, entendemos que essas análises embasa­

das por esses referenciais teóricos permitem interpretar os resultados 

na ótica de concepc;:óes manifestadas pelos sujeitos acerca de provas e 

demonstrac;:óes em geometria plana, objeto de pesquisa nesse estudo de 

onde extraímos os exemplos. Por exemplo, as duas últimas ilustrac;:óes 

apresentadas manifestam explicitamente a concepc;:áo de que evidencias 

empíricas podem ser tomadas por algumas pessoas como argumentos 

de urna demonstrac;:áo, concepc;:áo essa que se desvia do sentido de 

demonstrac;:áo aceito em matemática - um processo segundo o qual 

urna proposic;:áo é inferida de outra baseando-se unicamente em axio­

mas ou propriedades previamente estabelecidas. Por sua vez, o exemplo 

apresentado na figura 5 expressa a concepc;:áo de prova segundo os prin­

cípios matemáticos, isto é, urna cadeia de proposic;:óes que se inferem 

urnas das outras baseando-se unicamente em conceitos matemáticos, 

em que o desenho simplesmente serve de meio de apoio ao raciocínio, 

mas nunca de argumento. Com os dois exemplos de concepc;:óes, como 

conclusóes de um estudo, tentamos apenas ilustrar como os construtos 

teóricos podem ser utilizados para tirar conclusóes dos dados sobre um 

problema em estudo numa pesquisa. 
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