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Presentacion

Este volumen retine contribuciones en diversas areas de la Economia, con un
énfasis variable en el uso de herramientas matematicas, de antiguos estudiantes (y,
en un caso excepcional, de un colega) de Ramén Garcia-Cobian. Contiene ademas
una semblanza de Ramon escrita por su antiguo maestro y colega de muchos
aflos, César Carranza. Con esta recopilacion, queremos rendir homenaje a quien
amplié de manera fundamental el horizonte intelectual de muchos estudiantes,
incluyendo los autores de este libro, ensefiando e ilustrando en cada clase el poder
del lenguaje matematico al servicio de la ciencia economica. Deseamos hacerlo,
precisamente, poniendo al alcance del plblico interesado en la ciencia econémica
en el Per(i una mirada al estado actual de la investigacion en las diversas areas
de trabajo de los autores. Esta tarea parece mas util en cuanto la mayoria de
los autores ejercen su actividad profesional fuera de nuestro pais. Aspiramos a
ampliar, en alguna medida, el horizonte intelectual de generaciones mas jovenes
de economistas peruanos, tal y como lo hizo por nosotros, con dedicacion e
inteligencia dificiles de igualar, Ramén Garcia-Cobian.

Un primer grupo de contribuciones se concentran en métodos de economia
dinamica. En particular, José Fajardo estudia el equilibrio general en una
economia en tiempo continuo y con mercados completos o incompletos —Ia
innovacion, con respecto a los modelos usuales de equilibro de texto, consiste
precisamente en considerar de manera realista que los mercados pueden no
estar completos y que las transacciones no tienen por qué ocurrir solo en
intervalos predeterminados en el tiempo—. Wilfredo Leiva Maldonado presenta
los resultados conocidos acerca del tema de programacion dinamica estocastica;
este no es sino el problema de asignacion intertemporal optima de recursos (por
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ejemplo, el problema de un individuo que quiere programar sus decisiones de
consumo, empleo e inversion a lo largo del tiempo, como en las contribuciones
de Urrutia y Rendén a este volumen) estudiado de manera abstracta. Jaime
Orrillo presenta un modelo de determinacion de los precios de activos DC (es
decir, activos que estan protegidos por alguna garantia que se ejecuta en caso de
morosidad de los deudores) en un contexto en el cual la incertidumbre no puede
representarse mediante el supuesto usual de un nimero finito de posibles eventos.
Esta primera parte del libro es la que utiliza de manera mas intensa herramientas
matematicas, entre las que los procesos estocasticos y el analisis funcional gozan
de mayor privilegio.

La segunda parte del libro retine contribuciones en las areas de macroeconomia
y economia laboral. Carlos Urrutia presenta resultados de su investigacion acerca
de la evolucion de la distribucion de la riqueza en el contexto del modelo
neoclasico de crecimiento —el modelo de crecimiento mas influyente en la
macroeconomia moderna—. Silvio Rendon estudia la dinamica del empleo y la
acumulacion de riqueza en el contexto de un modelo con mercados imperfectos
de crédito, y estima los parametros del modelo tedrico con el objeto de realizar
predicciones acerca del impacto de diversas politicas sobre empleo y salarios.
Las contribuciones de Urrutia y Rendon emplean modelos dinamicos semejantes
en espiritu a los de la primera parte del volumen. Las dos contribuciones
siguientes tienen un cariz mas aplicado. Pablo Cotler estudia un fendmeno
(desafortunadamente) recurrente en América Latina: los colapsos bancarios,
ejemplificados en su articulo por el famoso episodio de México en 1994. Hugo
Nopo utiliza el método estadistico de las comparaciones emparejadas (matching)
para intentar estimar la discriminacion por género en el mercado laboral peruano.
La segunda parte del libro, entonces, exhibe una pluralidad de enfoques a
temas macroeconomicos y laborales; las herramientas utilizadas incluyen la
programacion dinamica y métodos numéricos y estadisticos.



La tercera parte del libro recoge contribuciones en las areas de teoria de la
decision y de los juegos. Elvio Accinelli presenta una demostracion de existencia
del Equilibrio de Nash en juegos en forma normal (por ejemplo, aquellos
estudiados en las contribuciones de Lugon y Martinelli a este volumen) bajo
condiciones bastante generales. Alejandro Lugon desarrolla un modelo sencillo
para estudiar las implicaciones del altruismo, una desviacion del supuesto habitual
en una economia en la que los agentes son estrictamente egoistas y que es
objeto de interés creciente en la literatura econoémica. César Martinelli, finalmente,
presenta un modelo econdomico de la conducta de los votantes desde un enfoque
que privilegia la agregacion de informacion y no, como ha sido habitual en la
teoria de la eleccion social, el conflicto de preferencias. En esta tercera parte,
las herramientas provienen de la topologia, las correspondencias y la teoria de
probabilidad.

En conjunto, las contribuciones en este volumen muestran un abanico grande
de areas de la Economia y de herramientas matematicas. Esto tal vez es apropiado,
dada la gran diversidad de intereses de nuestro antiguo profesor y maestro. No
esperamos, por supuesto, que todas las contribuciones sean del mismo interés para
todos los posibles lectores, pero si esperamos que haya algo de interés para cada
quien, o, mejor aun, despertar ese interés.

Debemos agregar que los profesores Victor Agapito y José Flores brindaron
una ayuda indispensable y especializada en el proceso de edicion en ISTRX del
libro. Queremos agradecerles el tiempo dedicado a esta labor de homenaje.

Los editores
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Semblanza de Ramon Alfredo
Garcia-Cobian Jauregui

César Carranza

Ramoén Alfredo Garcia-Cobian Jauregui nacio en 1940, en La Oroya, y
realiz6 sus primeros estudios en el Colegio La Salle, en Lima. En 1959 ingreso a la
Universidad Nacional de Ingenieria (UNI), a la carrera de Ingenieria Civil, donde

obtuvo el titulo correspondiente en 1963.

En 1967 ya funcionaba en la UNI el Instituto de Matematica (IMUNI), creado
en 1962 por el Doctor en Matematicas e ingeniero civil José Tola Pasquel
y un pequeno grupo de discipulos sanmarquinos, algunos de ellos también
egresados de las carreras de Ingenieria Civil y Mecanica de la UNI. Fue en esa
época que Holger Valqui, miembro del IMUNI, especialista en detectar jovenes
ingenieros interesados en seguir estudios de matematica, nos presentdé a Ramon,
quien mostraba un enorme interés por la Matematica y un talento especial para
aprenderla. En esa época, Tola, quien estaba muy influido por la Escuela Alemana,
nos contagio esa corriente y, cuando Ramon nos pidio consejo para iniciarse en
el estudio serio de la matematica, no dudamos en recomendarle que iniciara la
lectura del célebre libro de Edmond Landau, Zahlen Theorie, el cual estudio sin
dificultad alguna. Luego lo perdimos de vista y, cuando preguntamos por él,
nos enteramos de que habia viajado a Bélgica, pais donde permanecio, desde
comienzos de 1968 hasta julio de 1969, estudiando un Postgrado en Ingenieria
en Matematicas Aplicadas en la Universidad Catolica de Lovaina.
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A su retorno al Pert, se desempefié como ingeniero calculista de la Division
de Estructuras en la Direccion de Edificacion del Ministerio de Vivienda hasta
1970. Durante ese mismo afio, un amigo de Ramon, el ingeniero Luis Vargas,
quien laboraba en la oficina privada de los ingenieros civiles José Tola y Abel
Fernandez, informa al primero que Ramon habia regresado al Pert. Tola, quien en
esa época era pro-rector de la Pontificia Universidad Catolica del Peri (PUCP) y
recordaba a Ramon con aprecio, lo hace llamar y le ofrece dos posibilidades de
trabajo: una como ingeniero calculista bajo la direccion de Julio Vargas con una
remuneracion bastante atractiva, equivalente a la que percibia en el Ministerio de
Vivienda; y la otra como profesor de Matematicas en la PUCP con la mitad de
la remuneracion anterior, pero con la condiciéon de que estudiara Matematicas.
Ramon no piensa mucho y opta por la segunda opcion. Tola acepta encantado
y lo envia a hablar conmigo, que entonces desempefiaba la Coordinacion de
Matematicas del Departamento de Ciencias de la PUCP. Me encuentra en la
universidad y me confirma su decision. Un poco incrédulo, vuelvo a preguntarle y
le explico que su decision implica, ademas del bajo sueldo, mas horas de trabajo,
ya que tenia que estudiar el Bachillerato en Matematicas y encargarse de la
coordinacion y el dictado de tres secciones del curso de Matematicas Bésicas
3, que se ofrecia a los estudiantes del primer ciclo de Estudios Generales del
Programa de Ciencias e Ingenieria.

Ramon insiste y de esta manera ingresa a trabajar en la PUCP en el primer
ciclo de 1970 como profesor auxiliar a tiempo completo. Inici6 de inmediato sus
estudios de Matematicas y obtuvo el grado de Bachiller en Ciencias con mencion
en Matematicas en octubre de 1972, con la tesis titulada Teoremas Ergddicos: una
exposicion detallada, 1a cual me cupo la satisfaccion de asesorar. En 1973 inicia
sus estudios de maestria con gran éxito y de manera tal que, antes de concluirlos,
viaja a Inglaterra en agosto de 1974 e ingresa a la Universidad de Southampton,
en la cual termina sus estudios y se gradua, en 1975, de Master of Science al
presentar la tesis Catastrophe Theory and Operational Research Models. Tres
afios después, en 1978, obtiene el Philosophical Doctor (Ph.D.) of Mathematics,
con la tesis Stochastic Elements in Catastrophe Theory, bajo la asesoria de los
destacados matematicos Arjan Shahani, indio, y David Shillingworth, inglés.



En 1978 regresa a la PUCP a ocupar su plaza de profesor a tiempo completo del
Departamento de Ciencias, donde alcanza sucesivamente la categoria de Profesor
Asociado y luego la de Principal. En esa misma época, el suscrito es destacado
por el Consejo Nacional de la Universidad Peruana (CONUP) como Presidente
de la Comision Organizadora encargada de fundar la Universidad Nacional de
Ancash, y es Ramon quien se encarga de reemplazarme en la Coordinacion de
la Maestria en Matematica, gestion que realiza con gran éxito durante el periodo
1978-1982. Asi el continud la politica del entonces Rector de la PUCP, José Tola,
que era promover la formacion de jovenes matematicos provincianos quienes
se encargarian, una vez terminadas sus maestrias en la PUCP, de volver a sus
universidades de origen como profesores para elevar el nivel de la ensefianza de la
Matematica. Cabe recordar que en esta etapa se firmo un convenio entre la PUCP
y la Universidad Nacional de Tacna, en la que laboraba como cabeza de grupo un
brillante matematico suizo, Eugen Blum, quien mas tarde vino a las universidades
de la PUCP y UNI en Lima, y quien se convirtio en el lider de la optimizacion,
una de las ramas de las Matematicas en la cual se ha avanzado con éxito en el

g

Pera.

En 1980, Ramon, cada vez mas interesado en ampliar sus conocimientos, inicia
los estudios de Maestria en Economia en la PUCP, y obtuvo, en 1983, el grado
de Magister en Economia con la tesis titulada Critica a la teoria de produccion
de Piero Sraffa, trabajo que fue muy comentado en los medios economicos y
matematicos del pais. Durante los afos siguientes, se dedica a promover las
aplicaciones de las matematicas a la Economia, y logra formar un grupo destacado
de jovenes que, mas tarde, seguirian con éxito estudios de doctorado en esta
especialidad. Sin embargo, ahi no terminaria su afan de aprender, y asi lo tenemos
nuevamente estudiando, de 1991 a 1995, la Maestria y el Doctorado en Filosofia
de la Ciencia en la Universidad Nacional Mayor de San Marcos, tras lo cual
desarrollé un Seminario de Investigacion de Logica Matematica y Filosofia de
la Ciencia, conducido conjuntamente con Oscar Trelles, en la PUCP, desde 1995
hasta la fecha. En la actualidad, se encuentra elaborando su tesis doctoral Teorias
de la verdad a partir de Tarski y Kripke.
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Presentamos, a continuacion, algunos aspectos del curriculo de Ramon Garcia-
Cobian.

Ha dictado los siguientes cursos avanzados en la PUCP:

— En la Licenciatura en Matematicas: Logica Matematica y Teoria de
Conjuntos; Algebra 2 Algebra Lineal y Multilineal; Topicos de Geometria;
Procesos de Decision y Teoria de Juegos; Probabilidades y Estadistica 1 y
Aplicaciones de la Matematica a la Economia.

— Enla Licenciatura en Economia: Teoria del Crecimiento; el Capital y la Dis-
tribucion; Topicos de Teoria Economica; Economia Politica 2; Economia
Matematica; Topicos de Economia Matematica y Computacional; Investi-
gacion de Operaciones 2; Investigacion de Operaciones; Matematicas para
Economistas 1; Matematicas para Economistas 2 y Matematicas para Eco-
nomistas 3.

— En la Maestria en Matematicas: Andlisis Real; Algebra; Analisis Funcio-
nal; Topologia; Ecuaciones Diferenciales Ordinarias; Ecuaciones Diferen-
ciales Parciales; Topologia Diferencial; Fundamentos de la Matematica;
Economia Matematica; Probabilidades y Estadistica; Procesos Estocasticos;
Teoria de Juegos; Investigacion Operativa; Programacion Matematica y Se-
minario de Tesis.

— En la Maestria en Matematicas Aplicadas: Analisis Real; Medida e
Integracion; Teoria de Juegos; Microeconomia y Finanzas; Concavidad y
Optimizacion.
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Ha asesorado las siguientes tesis en la Maestria de Matematicas de la PUCP:

1. HOYLE, Maria (PUCP)
1979 «Propiedades genéricas de los sistemas econoémicos de Pareto y sus

optimos».

2. MUNOZ, David (UNALM)
1980 «Los sistemas dinamicos en el marco de la teoria general de sistemas».

3. CALSIN, Celso (UNPUNO)
1980 «Formalismos matematicos de la agregacion colectiva del bienestar

individual».

4. MAMANI, Francisco (UNTACNA)
1981 «Fundamentos matematicos de los procesos estocasticos de segundo

ordens».

5. CORAHUA, Leonardo (UNSAAC)
1985 «El teorema de Kupka—Smale en sistemas dinamicos».

6. PASQUEL, Francisco (PUCP)
1985 «Modelos geométricos en medicina intensivas.

7. BEDOYA, Norman (UNPUNO)
1985 «Algunos teoremas de imposibilidad en la teoria del bienestar».

8. ROSALES, Omar (UNICA)

1986 «Reformulacion matematica de los modelos de Gauss—Markov»,

9. LEIVA, Wilfredo (PUCP)
1992 «Sistemas semidinamicos con flujos conjuntistas. Aplicaciones a la
economias.

10. ORRILLO, Jaime (UNPRG)
1993  «Proceso de suavizacion de relaciones de preferencias».

11. MOZO, José (UNSAAC)
1994  «Juegos diferenciales lineal cuadraticos».

12. ESCALANTE, Sonia (UNSAA)
1995 «Teorema de Borsuk—Ulams».
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13. SANCHEZ, Roy (UNSAAC)
1995 «Atractores extrafios».

14. JORDAN, Abelardo (UNPRG)

1996 <«Enfoque diferenciable de la teoria de produccion econdémicas.

15. RISCO, Eugenio (UNMSM)
2003  «Instrumentos topoldgico-diferenciales en la teoria del equilibrio
economico generals.

De sus quince asesorados, tres han obtenido el grado de doctor en prestigiosas
universidades del exterior.

Ha participado en los siguientes eventos cientificos internacionales:

— IV Escuela Latinoamericana, Lima, 1978.

— IV Simposio Latinoamericano de Logica Matematica, Santiago de Chile,
Chile, 1978.

— XII Coloquio Brasilefio de Matematicas, Pocos de Caldas, Brasil, 1979.

— Primer Ciclo de Cursos de Matematicas en la Universidad Central del
Ecuador, Quito, Ecuador, 1979.

— II Coloquio de la Sociedad Matematica Peruana, 1984,

— Coloquio sobre Teoria de Representacion de Grupos de Lie, The Abdus
Salam International Centre for Theoretical Physics, Trieste, Italia, 1985.

— IV Coloquio de la Sociedad Matematica Peruana, 1986.

— V Jornadas Latinoamericanas de Teoria Econémica, Santiago de Chile,
Chile, 2003.

— X Congreso Boliviano de Matematica, La Paz, Bolivia, 2003.
— IX Encuentro de Matemaéticas y sus Aplicaciones, Quito, Ecuador, 2004.
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Ha realizado las siguientes publicaciones:

GARCIA-COBIAN, Ramén

1980

1981

1982

1983

1984

1985

1986

1988

1993

1996

2003

«Investigacion de Operaciones 1». Texto para el curso del mismo
nombre para las especialidades de Matematica y Estadistica. Lima.
Pontificia Universidad Catolica del Pert.

«Investigacion de Operaciones 2». Texto para el curso del mismo
nombre para las especialidades de Matematica y Estadistica. Lima.
Pontificia Universidad Catolica del Per.

«Elementos Estocasticos en Teoria de Catastrofes». Actas del Primer
Coloquio de la Sociedad Matematica Peruana. Lima.

«Una Revision Critica de la Teoria de Produccion Disjunta de Sraffa».
Revista Economia, PUCP, Vol. VI, n° 11-12,

«Concepto de Nucleo en la Teoria de Juegos», Actas del 1I Coloquio de
la Sociedad Matematica Peruana, Lima.

«Una Version Didactica del Teorema de Imposibilidad de Arrows.
Revista Economia, PUCP, Vol. VIII, n° 15.

«Notas sobre Medida y Probabilidad». Actas del IV Coloquio de la
Sociedad Matematica Peruana, Arequipa.

«La Teoria de Produccion Conjunta de Sraffa: Un Analisis Critico».
Revista Economia, PUCP, Vol. XI, n° 21.

«El Concepto de “Genericidad” en Economia Politica». Revista Apun-
tes, Universidad del Pacifico, n® 33.

«La Incorrecta “Ley de Walras” y Una Posible Correccion». Revista
Apuntes, Universidad del Pacifico, n° 38.

«Complecion del Modelo del Overshooting de Dornbusch». Revista de
la Facultad de Ciencias Econdmicas, Universidad Nacional Mayor de
San Marcos, n° 22,
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—~ 2004 <«Deteccion de Incongruencias con su Consiguiente Correccion en la
Teoria del “Overshooting” de Dornbusch». Actas del IX Encuentro de
Matematicas y sus Aplicaciones, por la Escuela Politécnica Nacional
del Ecuador, Quito.

— 2004 <«EI Principio de Correspondencia de Samuelson». Departamento de
Economia, PUCP, Documento de Trabajo n® 235, Lima.

Finalmente, después de esta apretada sintesis del curriculo de Ramon,
permitanme decirles que lo considero como uno de los mas brillantes alumnos
que he tenido en mis 51 afios como docente universitario. Hombre culto por
excelencia, profundo conocedor de su lengua materna, ademas de hablar con
fluidez el francés, el inglés, el aleman y el italiano, y también un poco de ruso,
ferviente admirador de la masica medieval y barroca, gran jugador de ajedrez; en
fin, siempre es un placer conversar con ¢l. Compartir con Ramon, durante 35 anos
de labor docente, todas estas cualidades ha constituido un gran privilegio para
mi y para todos los colegas de la PUCP.

Muchas gracias, Ramon

22



Primera parte

Economia dinamica y finanzas






1. Equilibrio en economias
estocasticas

José Fajardo'

1.1. Introduccion

Los primeros modelos de equilibrio general son debidos a Walras (1874) y
Pareto (1896). Otros modelos mas abstractos y axiomaticos fueron desarrollados
por Arrow (1951), Debreu (1952) y McKenzie (1955). Basicamente, estos
modelos discutian la existencia de los equilibrios, su determinacion y su
optimalidad. Para tal efecto, dos axiomas fueron utilizados: el primero nos dice
que todos los agentes son racionalmente limitados, pues tiempo y esfuerzo son
necesarios para obtener y procesar toda la informacion, crear todos los posibles
escenarios futuros y hacer los calculos que permitan resolver los problemas de
decision; el segundo nos dice que todos los agentes actuan por interés propio. Para
lidiar con estas limitaciones, varias teorias han sido desarrolladas: por ejemplo, la
teoria de asimetria de informacion, la teoria de contratos incompletos y la teoria
de juegos.

! Profesor Asociado, IBMEC Business School, Av. Rio Branco 108, Rio de Janeiro, Brasil.
Correo electronico: pepe@ibmecrj.br.
Agradezco al Consejo Nacional de Desarrollo Cientifico y Tecnolégico (CNPq) de Brasil por
todo su apoyo financiero, y a los profesores Ramon Garcia-Cobian y Uldarico Malaspina por
haberme mostrado los caminos de la Economia Matematica.
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1. Equilibrio en economias estocasticas

Las demas hipotesis del modelo de Arrow-Debreu consideran que en la
Economia la incertidumbre es exogena y que los mercados son completos;
esto significa que todas las incertidumbres futuras pueden ser cubiertas usando
contratos disponibles en el mercado financiero. Ademas de esto, no hay fricciones
en la Economia: no hay costos de transaccion ni restricciones en las ventas al
descubierto, y los agentes cumplen con sus promesas futuras; es decir, no existe
incumplimiento de contratos. Estas hipotesis implican que otros costos no son
incluidos, como, por ejemplo, los costos de tiempo y esfuerzo para definir los
contratos y detallarlos; tampoco existen costos legales por incumplimiento de los
contratos. Cuando se trata de un modelo con mas de dos periodos, es necesario
hacer suposiciones sobre la funcion de descuento usada para traer los valores
a valor presente. En los modelos clasicos, se supone que la funcion es de tipo
exponencial.

Es claro que estas hipotesis son irrealistas, pero cumplieron un papel muy
importante en los inicios, pues permitieron simplificar y entender que era posible
desarrollar modelos que explicasen el comportamiento de los agentes economicos.
A partir de estos modelos, muchas extensiones fueron realizadas. Por ejemplo, los
modelos que poseen un factor altruista permiten que los agentes consideren en su
problema de maximizacion las utilidades de los demas agentes, asi como sucede
en aquellos modelos en los que los padres se preocupan por los hijos. En los
modelos mas recientes, varios relajamientos de las hipotesis han sido realizados,
se han incluido diversos tipos de fricciones y, como consecuencia, varias costos
han aparecido de forma natural. La incompletitud del mercado también ha sido
considerada.

Mas recientemente, un area llamada Economia Comportamental ha querido
humanizar mas los modelos teniendo en cuenta aspectos psicologicos de los
agentes. Asi, por ejemplo, varios experimentos han mostrado que los agentes
no realizan descuentos exponenciales, sino que aplican tasas de descuento altas
en periodos cortos y tasas de descuento bajas en periodos largos; a este tipo de
descuento se le ha llamado descuento hiperbdlico. El problema del consumo y la
inversion 6ptima, en ese contexto, fue analizado por Laibson (1997, 1998).
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1.1. Introduccion

Otra linea de extension ha sido considerar economias en tiempo continuo.
En este sentido, los primeros modelos que estudian los problemas de equilibrio
dinamico en economias estocasticas con mercados completos son debidos a
Huang (1987), Dumas (1989) y Karatzas, Lehoczky y Shreve (1990), mientras
que Cox, Ingersoll y Ross (1985) estudiaron el caso con mercados incompletos.

En el caso de mercados completos, se construye un agente representativo que
tiene una utilidad construida como una combinacion lineal de las funciones de
utilidad individuales usando pesos constantes. Cuando el mercado es completo
o la asignacion de equilibrio es Pareto-Eficiente, Negishi (1960), Constantinides
(1982) y Huang (1987) mostraron que este tipo de agregacion es posible.

Cuando los mercados son incompletos, Cuoco y He (1994) probaron que, en
una economia con dos agentes, esta agregacion también es posible y la utilidad
del agente representativo es dada endogenamente. Ellos construyeron esta utilidad
como una combinacion lineal de las funciones de utilidad individual, pero usaron
pesos representados por procesos estocasticos. Ellos transformaron el problema
de equilibrio en una caracterizacion del proceso de pesos. De aqui pueden ser
obtenidas las politicas Optimas.? Por ultimo, Fajardo (2002) mostrd que esta
agregacion también puede ser realizada cuando existen mas de dos agentes en

la economia.

El trabajo esta organizado de la siguiente forma: en la séccion 1.2 presentamos
la economia estocastica; en la seccion 1.3 presentamos el problema del consumo
y definimos el equilibrio de expectativas racionales; en la seccion 1.4 caracteriza-
mos las politicas optimas; en la seccion 1.5 presentamos los principales resultados
de estas ultimas; en la seccion 1.6 analizamos la existencia de equilibrios; y en las

dos ultimas secciones presentamos las conclusiones y un apéndice.

2 El problema de encontrar las politicas 6ptimas en mercados incompletos puede ser muy dificil
cuando se consideran procesos de precios mas realistas y complejos. Véase Fajardo (2000 y 2003).
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1. Equilibrio en economias estocasticas

1.2. La economia

Consideramos una economia en tiempo continuo en el intervalo [0,77], con
T < oo, donde existe un unico bien de consumo perecible (numerario) y un
mercado financiero Mt que consiste de n + 1 activos. El primero sera llamado
de bono ‘activo sin riesgo’ y los n restantes seran llamados de stocks ‘activos con
riesgo’. El precio del bono y los precios de los stocks seran denotados por B(t) y
Pi(t) (1 <1i<n), respectivamente. Las ecuaciones que determinan la evolucion
de los precios de los activos son

dB(t) = r(t)B(t)dt, B(0)=1 1)
d
dP(t) = B(t)[bi(t)dt+ > 03dW;(t)], Pi(0) € (0,00),Vi=1,...,n. (1.2)
i=1
Estos dos procesos estan denominados en unidades del bien de consumo.
En esta economia los recursos de riesgo son modelados por las componentes
independientes del movimiento browniano d—dimensional

W(t) = (Wh,..., Wa), 0<t<T,

cada W; es un movimiento browniano.> Con esta interpretacion, o;; modela la
intensidad instantanea con la cual el recurso de riesgo j —imagine, por ejemplo,
el clima— influye en el precio del stock i—ésimo en el instante de tiempo £. El
movimiento browniano W es definido en un espacio de probabilidad completo
dado (2, F, P); denotaremos por F = {F(t),0 < t < T} la complecion* de la
filtracion natural generada por W

Fw(t)=a(W(s),0<s<t), 0<t<T.

3 Véase Apéndice.

4La filtracion browniana completa F es definida por F(t) = o(Fu(1) UN), donde
N={EcQ:3GeF con EC G,P(G) = 0} denota el conjunto de eventos P-nulos.
Es sabido que la filtracién completa es continuay W es todavia un movimiento browniano con
respecto a ella (Karatzas y Shreve (1988), Corolario 2.7.8 y Proposicion 2.7.9).
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1.2. Laeconomia

El proceso de tasa de interés es denotado por {r(t) : 0 < ¢ < T'}, el proceso
vectorial de tasas de apreciacion denotado por {b(t) = (by(t),...,b.(t)),0 <
t < T}, el proceso matricial de volatilidades denotado por

a(t) = {(04(t)) icpicsca’ 0 S ES T}

seran referidos como los coeficientes del mercado financiero 91. Asumiremos
que estos procesos son progresivamente medibles® con relacion a F 'y ellos
satisfacen la siguiente relacion:

T
f O] + @) + lo(®)]12) d < oo,
0
siendo ||| la norma euclidiana.

El requerimiento de que r(t),b(t) y o(t) sean progresivamente medibles
con relacion a F, esencialmente los hace funcionales del camino browniano
{W(s),0<s<t} hasta el instante ¢, ¥ t € [0,7]. Esta hipotesis evita
anticipacion del futuro y permite dependencia con el pasado del movimiento
browniano subyacente o de los precios de los activos de stock.

Ahora, jsera que este modelo de precios es aceptable? Una implicacion es
que los retornos de estos precios In(FP;/F,_;) tienen una distribucion normal.
Es sabido que los datos reales de varios activos no cumplen esta hipotesis. Para
ver esto, utilicemos el Indice General de la Bolsa de Valores de Lima (IGBVL),
escojamos una muestra de dos afios y construyamos el histograma de los retornos
(véase figura 1.1).

% Véase Apéndice.
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1. Equilibrio en economias estocasticas

Figura 1.1: Histograma de retornos del Indice General de la Bolsa de Valores de
Lima (IGBVL) y distribucion normal que tiene la misma media y varianza

Esta claro que los retornos son mas leptocurticos que la distribucion normal;
esto también puede ser visto en el grafico quantil-quantil (véase figura 1.2). Sin
embargo, este modelo de precios es usado por varios autores, pues permite muchas

simplificaciones.
Figura 1.2: Quantil-Quantil del IGBVL
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1.2. La economia

Ahora bien, en esta economia todos los agentes tienen la misma informacion
representada por F, vy tienen las mismas creencias representadas por P. Estos
agentes son considerados pequefios inversores (sus decisiones no afectan los
precios del mercado) y cada uno de ellos va a decidir en cada momento ¢ € [0,77] :

(i) cuanto dinero («, ) quiere invertir, donde «(t) y @(t) = (61(¢),...,0.(1))
denotan el niimero de unidades de bonos y stocks respectivamente;

(ii) cual debera ser su consumo acumulado C(t).

Claro esta que estas decisiones son tomadas de forma no-anticipativa; luego
C'y (a,0) seran procesos adaptados.® Para saber las posibles decisiones de los

agentes, caractericemos el conjunto de consumo C por el conjunto de procesos
i

tasa de consumo adaptados ¢ con [(|c(s)|ds) < co paratodo t € [0,T]. Los
0

conjuntos de consumo individuales seran subconjuntos del octante no-negativo
Cy ={ceC : c¢(t) = 0V t}. Enlos procesos de precios de los activos, o
es exdgenamente dado; el proceso tasa de interés y el vector n—dimensional de
tasas de apreciacion seran determinados endogenamente en equilibrio. Para evitar
la presencia de activos redundantes; i.e. pueden ser replicados por activos mas
basicos. Hagamos la siguiente hipotesis:

Hipotesis 1.1. La matriz difusion o(f,w) es continua en su primer argumento y
tiene rango fila total para casi todo ¢ € [0, 7.

Ahora una estrategia de negocio admisible para este inversionista debe
satisfacer para todo t € [0, 7] la siguiente ecuacion:

[ (18 )1+ 106 + 10 (o)) ds < oo,
0

® Decimos que un proceso {X,} esadaptado con respecto a F si paratodo t € [0,T], X, es
una variable aleatoria F (t)—medible.
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1. Equilibrio en economias estocasticas

El conjunto de estrategias admisibles sera denotado por ©. Consideramos
que en nuestra economia existiran un niamero finito X > 2 de inversionistas. La
preferencia de cada inversionista es caracterizada por la funcion de utilidad aditiva
en el tiempo e independiente de los estados

T
Uk(c) = E juk(c(t),t)dt i BE flava k)

Para resolver el problema de la maximizacion de la utilidad esperada del
consumo, consideraremos que para todo agente k el conjunto Cy de procesos de

consumo satisface
T

E /uk(c(t),t)'dt < 00,
0
donde =~ = max(0,—x); y, para resolver el problema de optimizacion
individual, necesitamos imponer propiedades de suavidad en las preferencias,
como la siguiente:

Hipotesis 1.2. Las funciones u(-,t) son estrictamente crecientes, estrictamente
concavas y tres veces continuamente diferenciables en (0, 00) para todo t €
[0, T). Mas atn, estas funciones satisfacen la condicion de Inada

lim ug.(c,t) = o0 y lim ugc(c,t) = 0, (1.3)
cl0 c—co
y existen constantes d; € (0,1) y v € (0,00) tales que

Sptre(c,t) > uke(ke, t), V(e t) € (0,00) x [0,T]. (1.4)

Finalmente, ux(c,-) es continuamente diferenciable en [0,7"] con

T
/|uk{c,t)|dt<oo (1.5)
0

para todo ¢ € (0, c0).

La condicion 1.3 implica que la funcion derivada u.(-,%) tiene una inversa
continua y estrictamente decreciente fi(-,t) mapeando (0,00) en si mismo.
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1.3. Consumo individual

La condicion 1.4 es técnica y sera usada para garantizar que cierta funcional
integral puede ser diferenciada dentro de la integral. Es facil comprobar que
. aga i 1-b
funciones de utilidad del tipo u(c,t) = o(t)log(c) y u(c,t) = o(t)S= con

b >0, b# 1 satisfacen esta condicion.
Cada inversionista k esta dotado de un proceso ingreso ey € Cy, con ey # 0.
Denotemos el proceso ingreso agregado por e, i.e.

K
e = Z Ek.
k=1
Tenemos la siguiente hipotesis:

Hipétesis 1.3. El proceso e es un proceso de Ito,

de(t) = p(t)dt + p(t)dW,,
para algunas funciones continuas, adaptadas y limitadas ju,p. Mas atn, existen
constantes 0 < e’ < e” tales que

e'<e(t)<e”, Vtel0,T] (1.6)

w K
En lo que sigue, denotaremos por &£ = (Q, F,F,P, o, {ug, ek}k\=1) las
primitivas de la economia descrita anteriormente, y por P = (r,b) los parametros
que definen los procesos de precios de los activos. Nos referiremos a £ como la
economiay a P como el sistema de precios.

1.3. Consumo individual

Dado el sistema de precios P, cada inversionista k escoge su proceso de
consumo c¢; € Cp y una estrategia admisible (ay,0;) € ©, tal que o (0) =
0, 6,(0) =0,

/ak(s)dB(s) + /8k’(5)dP(s) - /(ck(s) — ex(s))ds, (1.7)

Xi(t) > -KB(t), (1.8)

Xi(T) > 0, (1.9)

paratoda t € [0,7] yalgin K € Ry, donde {X(t), 0 <t < T} denota el
proceso riqueza.
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1. Equilibrio en economias estocasticas

La ecuacion 1.7 es la bien conocida restriccion presupuestaria dindamica:
riqueza actual es igual a los beneficios por propiedad de empresas, mas el
ingreso acumulado, menos el consumo acumulado. Ahora, como permitimos que
los inversionistas se presten dinero teniendo como garantia el ingreso futuro,
necesitamos una restriccion de liquidez (ecuacion 1.9) para evitar las posibilidades
de quiebra. Y para evitar las estrategias de arbitraje, tales como las estrategias
dobles, necesitamos una condicion tal como 1.8. La suficiencia de esta ecuacion
para evitar free lunches fue probada por Dybvig y Huang (1989).

Definicion 1.1. Dado el sistema de precios P, un proceso de consumo ¢ € C
es factible con el ingreso e, si existe una estrategia de negocios admisible
(o, 0;) € © tal que 1.7-1.9 son satisfechas. Entonces decimos que (av, 0;)
financia cj.

Denotaremos el conjunto de procesos de consumo factibles, para el ingreso
er dado P, por B(ey,P). Ahora, para cualquier sistema de precios P dado
definamos el proceso premio por riesgo estandarizado’

no = —o'(t) (a(t)o’ ()" (b(t) — r(t)1) (1.10)

y el proceso exponencial
t i
' 1 2
Zo(t) = exp fnu(s)cfldf'(s) -5 f [n0(s)|” ds (1.11)
0 0

con los cuales tenemos el sistema de precios admisible.

Definicion 1.2. Un sistema de precios P = (r,b) es admisible si:

a) la tasa de interés satisface

t

/]:r'(s}|ds<oo (1.12)
0
para todo t € [0,7] y existe una constante /; > 0 tal que
i
/-r-(t)‘dt < By (1.13)

0
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1.3. Consumo individual

b) el proceso premio por riesgo estandarizado 7y de 1.10 satisface la condicion
de Novikov

P
1
E |exp §/|n0(t)|2dt <o (1.14)
0
c) existe una unica solucion fuerte para la ecuacion integral estocastica 1.2.

La condicion (a) asegura que el precio del bono esté bien definido y limitado.
La condicion (b) es necesaria para garantizar la existencia de una medida
martingala equivalente® y asi evitamos oportunidades de arbitraje.

Con esta definicion procedemos a definir el equilibrio.

Definicion 1.3. Un equilibrio de expectativas racionales para la economia £ es
un sistema de precios admisible P y un conjunto {cj, (ax,0;)} de consumo
admisible y estrategias de negocios tales que

(1) ¢, maximiza Uy en B(ex,P)NCy;
(ii) (o, 0k) financia cy;

(iii) los mercados estan equilibrados, i.e.

K K K
Za;L.:O‘ ng=0, Yy ch=€.
k=1 k=1 k=1

8 Una medida martingala equivalente es una probabilidad @, la cual es equivalente a la medida
original P; i.e. ellas tienen los mismos conjuntos de medida nula y tal que el proceso de precios
descontados: {e~Jo ()45 P, }4>¢ es una martingala. Un proceso {X,} esuna {F,}—martingala
(submartingala, supermartingala) si las siguientes condiciones son satisfechas:

i) ElX;| < oo,

i) BE[X:/Fs]=Xs ctp. Vs<t (>, < respectivamente).
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1. Equilibrio en economias estocasticas

1.4. Politicas optimas

La caracterizacion de las politicas Optimas, sin utilizar programacion dinamica,
usando técnicas martingalas son debidas a Karatzas, Lehoczky y Shreve (1987)
y Cox y Huang (1989,1991) en el caso de mercados completos; y a Karatzas,
Lehoczky, Shreve y Xu (1991) y Cuoco (1997) en el caso de mercados
incompletos. En seguida presentamos algunos de estos resultados que seran
empleados mas tarde.

Primero, supongamos que los mercados son completos, lo que significa
imponer (n = d).” En este caso, el problema de maximizar la utilidad esperada
sujeta a la restriccion presupuestaria dinamica 1.7-1.9 es equivalente al problema
de maximizar la utilidad esperada sujeta a la restriccion presupuestaria tipo

Arrow-Debreu: .

B | [ 10)20(8) () - et at| <0, (1.15)

0
donde Z, es la densidad de la inica medida martingala equivalente o también
conocida como probabilidad neutra al riesgo. Esta es inica debido a que los
mercados son completos; su expresion es dada por la ecuacion 1.11 y el proceso
Ho(-) = v(-)Zo(-) es latinica densidad de precios de estado para la economia, en
el sentido de que el valor en el tiempo cero (hoy) de cualquier proceso de consumo

+
¢ es dado por E [j Ho(t)c(t)dt]‘
0

Ahora, usando lagrangianos, sabemos que si la solucion optima para el
problema de optimizacion individual k£ es ¢, entonces esta satisface la

condicion de primer orden
wkelcro(t), £) = Y Ho(2) (1.16)

para algin multiplicador de Lagrange 1, tal que 1.15 es satisfecha como
igualdad.

Para obtener una caracterizacion similar, en el caso de mercados incompletos,
necesitamos extender la definicion de medida martingala equivalente.

? Véase Karatzas y Shreve (1998).
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Definicion 1.4. Una medida de probabilidad ¢ en (£2,F) es «localmente
equivalente» a P silarestriccionde ) a F, esequivalente a la restriccionde P a
Fi paratodo t € [0,7]. Una medida de probabilidad @) localmente equivalente
es una medida martingala localmente equivalente si (0 es absolutamente continua
respecto de P y el proceso de precios descontados es una martingala local'” sobre

0.

El conjunto de medidas martingalas localmente equivalentes tiene una
estructura explicita. Denotemos por L£? el conjunto de procesos adaptados

n—dimensionales £ tales que

L

/ |€(s)|?ds < o0

0

para todo t € [0, 7, y descompongamos £? en dos subconjuntos

Klo)={€eL?:06=0 (Pxl)—ctp}
So)={€€L?: E€R0NPxI)—ctp},

donde [ denota la medida de Lebesgue en [0,7] y R denota la imagen.
Ahora para cada v € K(o) definamos 7,(t) = ny + v(t); entonces, el proceso
exponencial

t

Z,(t) = exp /?},’,(s)dW(s) - %/ |, (s)|*ds (1.17)

0 0

esta bien definido y es una martingala local, continuo y estrictamente positivo.'!

1% Un proceso {X;} esuna martingala local si existe una secuencia {JF,} —tiempos de parada
T, tales que

i) T, — 0 c.l.p.;

i) Vn {Xiar,} esun {F;} —martingala.

' Véase Jacod y Shirjaev (1987). teorema 1.4.61.
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1. Equilibrio en economias estocasticas

Ahora denotemos por A el conjunto de v € K (o), para los cuales el proceso
Z, esuna martingala uniformemente integrable.'?> Observe que el conjunto A" es
no-vacio para cualquier sistema de precios admisible P, porque 1.14 implica que
0 € N. Este conjunto sera muy util, porque la medida martingala equivalente
cambia cuando los mercados son incompletos, como nos muestra la siguiente

proposicion:

Proposicion 1.1. Una medida de probabilidad () es una medida martingala
localmente equivalente si y solamente si ’:flf: = Z,(t) paraalgin v € Ny

todo ¢ E-[U,T], donde P,(Q,;) denota larestriccion de P(Q)) a F,.

Demostracion: véase Cuoco y He (1994).

De aqui es facil ver que cuando los mercados son completos (n =d) y v =0
debe suceder (P x [), y entonces existe una unica medida martingala localmente

equivalente con densidad Zj.

El siguiente lema caracteriza la densidad de precios de estado usando las
medidas martingala localmente equivalentes.

Lema 1.1. Si ¢, es factible para el ingreso ey, entonces

=
E /H,,(t)(ck(t} —er(t))dt]| <0 (1.18)
0

se cumple para todo v € N, donde H,(-) = v(-)Z,(-). Reciprocamente, sea
¢r € Cr y suponga que existe un proceso vy, € N tal que

i ] T
E j_H,,(t)(ck(t)—ek(t))dt <E /Huk(t)(ck(t)uck(t))dt ~0 (1.19)
0 0

paratodo v € N. Entonces c; es factible para el ingreso ey.

'2 Una martingala {X;};>0 es uniformemente integrable

supf |X:|dP — 0 cuando ¢ — oo.
| Xi|>e

t
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Demostracion: la primera parte es consecuencia del Lema de Ito'? y de la
ecuacion 1.7. Luego se tiene que usar el hecho de que la esperanza de una integral
estocastica con relacion al movimiento browniano es cero. Finalmente, usando
1.9, el resultado sigue. Para la reciproca vease, Teorema 1 en Cuoco (1997).

Nos referiremos a 1.18 como restriccion presupuestaria estdtica. El lema
1.1 implica que nuestro problema de optimizacion puede ser reformulado como
la maximizacion de la utilidad esperada sujeta a la secuencia de restricciones
presupuestarias asociadas a las densidades H, con v € N. Entonces, podemos
esperar que los gradientes de las utilidades evaluadas en las politicas Optimas sean
una combinacion lineal positiva de tales H,. Ahora, por el Lema de Ito tenemos
que el conjunto {H, : v € N'} es un conjunto convexo; entonces, el gradiente
de la utilidad del agente % evaluada en la politica 6ptima es proporcional a la
densidad de precios de estado H,, con v € N; esto implica que la solucion
del problema de consumo individual para el agente k coincide con la solucion
del problema de maximizacion de la utilidad esperada del proceso de consumo
¢ € Cp, lo cual satisfaceria la restriccion presupuestaria:

E /.H,,L_(t)(ck(t}—ek(t))dt <. (120)

El proceso v}, satisfaciendo las condiciones de arriba, es necesariamente
unico, como H,(0) = 1, V v € N; el proceso correspondiente H,,
ha sido definido como la densidad de precios de estado minimax por He y
Pearson (1991), ya que puede ser caracterizado como la solucion de un problema
dual de minimizacion (vea teorema 2). Karatzas, Lehoczky, Shreve y Xu (1991)
interpretan la densidad de precios de estado minimax como la Unica densidad
de precios de estado que seguira prevaleciendo en un mercado artificial obtenido
mediante la adicion de activos adicionales tales que los agentes no querran invertir
en ellos.

13 véase Apéndice.
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Observacion

Observe que, en general, la densidad de precios de estado minimax para los /X
agentes seran diferentes, a menos que los mercados sean completos o la asignacion
sea Pareto-Eficiente.

En analogia con 1.16, nuestra solucion es dada por

CUL-(t) = f’f (wkH!’k(t)i t) ) (121)

donde ;. es el multiplicador de Lagrange, tal que la restriccion 1.20 es satisfecha
como igualdad. Podemos formalizar la intuicion con el siguiente resultado.

Teorema 1.1. Suponga que el proceso de consumo ¢,, de 1.21 satisface la
restriccion presupuestaria 1.20 como igualdad para algin ¢, > 0, v, € N.
Si existe estrategia financiando c¢,,, entonces H,, es la densidad de precio de
estados minimax, ¢,, es la politica de consumo 6ptimo para el agente k, y el
correspondiente proceso de riqueza es dado por

7
X, (t) = H, ' (H)E ]Huk (8)(cy, () — ek(s))ris/ﬂ : (1.22)

Demostracién: de la definicion de ¢,, y la continuidad de f, y H,,, tenemos

f(,,,jL )ds < o0, ¥Vt €[0,T]; vy, de la desigualdad

ur(1,8) —y < méx fur(e,) - ye] = we(fi(y, 1), 1) — yfe(y, ),

obtenemos
T T T
E f”k(cw /u; (1,t)"dt + Y B /'}'(t)ZW(t)d-t L00;
0 0 0

La tltima desigualdad viene de 1.5, 1.13 y la propiedad martingala de Z,,. De
aqui ¢, € C.

Ahora tome un ¢ € B(e, P) arbitrario. Por la concavidad
up(fr(z, t),t) — up(y,t) > z[fi(z,t) —y] Y2 >0,y>0, (1.23)
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1.4. Politicas optimas

tomando esperanza y escogiendo = = Y H,,, tenemos

Ui(ew) = U(e) 2 / UHo(Ocn(t) — c)dt| 20 (129)

por la definicion de v, tenemos

jH,,,_ (s)ev(s) = /Hy&(s)ek . (1.25)

Por el lema 1.1., sabemos que ¢ satisface 1.18. Entonces, obtenemos la ultima
desigualdad 1.24; i.e. ¢, es Optima. Para probar la tltima parte, sea (o, 0x) la
estrategia de negocios financiando c¢,,, y encontremos la expresion de la riqueza
optima asociada a esta politica Optima.

Sea X (t) = ap(t)B(t) + 6, '(t)P(t). Ahora de 1.7 y aplicando el Lema de
Ito tenemos

H,, () Xa(t) = f Ha(5) (e (5) — cx(5))ds
0

i / H,, ()(66(5)0 () + Xa(s)mn /()W (s). (1.26)
0

De aqui obtenemos

M(t) = H,, (£)Xa(t) + / Hy () (€ (5) — ex(s))ds
0

- / Hy () 8k (5)0(5) + Xi(5) ()W (5). (1.27)
0

De 1.13, 1.8 y el hecho de que vy € NV, tenemos que M (t) es uniformemente
integrable por abajo; y, de su representacion como una integral estocastica,
tenemos que es una martingala local. Entonces, segiin el Lema de Fatou, M (t)
es una supermartingala, lo que implica

EM(T) < EM(t) < M(0) =0 Vtel0,T)
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1. Equilibrio en economias estocasticas

También de 1.25 y 1.9, tenemos
EM(T) = E[H,,(T)Xx(T)] = 0; (1.28)

entonces, EM(T) = EM(t) = M(0) =0 Vt e [0,7], lo que significa que es
una martingala.'* Ahorade 1.9y E[H,, (T)X\(T)] = 0, obtenemos X(7') = 0,
lo que implica

H, () Xe(t) + f Hy (5)(con(s) — ex(s))ds = M(t)
0

T
= BM(D) | £l = B | [ Hu(o)ea () - ex(s)ds /7,
0
t
Finalmente, del hecho que [ H,, (s)(c,.(s) — ex(s))ds es mathcal F;—medible,
0

obtenemos 1.22.

Acabamos de ver en el teorema 1.1. implicaciones de la existencia de la
densidad de precios de estado minimax para el agente k; i.e. la existencia de un
proceso v € N tal que la politica asociada ¢,, es consumida. El problema de la
existencia de densidad de precios de estado minimax es discutida en el Apéndice.

Los resultados anteriores motivan la siguiente definicion:

Definicién 1.5. Un equilibrio (P,cy,...,cx) es regular si existe una densidad
de precios minimax H,, para cada agente k.

Con esta definicion en mente, pasaremos a construir en la siguiente seccion un
agente representativo.

14 Véase Karatzas y Shreve (1988: 1.3.25).
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1.5. Agente representativo

Pasemos a construir un agente representativo que soporte el equilibrio regular
(P, -- ,Cr) para nuestra economia &; i.e. construiremos una funcion de
utilidad U tal que (P,e) es un equilibrio sin negocios para la economia de
un solo agente ((Q2, F,F,P),0,U,e).

Defina la funcién u(c, A,t) : (0,00) x (0,00)% x [0,7] — R por

k 1 6k=¢

u(e, A t) ma.:\ lz Arug(cx, t ] ; (1.29)

Sabemos que, para cada A € (0,00)% fijo, la funcién wu es estrictamente
creciente, concava y continuamente diferenciable en su primer argumento, y
satisface la condicion de Inada 1.3 para todo A € (0,00)% y ¢ € [0,T]; estas
propiedades son faciles de verificar, ya que son heredadas de las funciones de
utilidad individuales . La solucion del problema de asignacion 1.29 es

&= b (%k“)t) VEE Lo Bk (1.30)

Sumando 1.30 para todo k, obtenemos

K
2\t
ka (T.&c({'—X ),t) =¢
k=1 k
luego, la funcion

Fla A ) Zfﬂ( ) (131)

y . son inversas; i.e.
Fludfe, A ), X8 = (1.32)

De esta 1iltima ecuacion y usando el Teorema de la Funcidn Implicita, tenemos
que u. es dos veces continuamente diferenciable con respectoa .

Ahora mostremos que cualquier equilibrio regular de nuestra economia
siempre puede ser soportado por un agente representativo con la siguiente funcién
de utilidad dependiente del estado:
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1. Equilibrio en economias estocasticas

T
Ul A) =8B fu c(t), A(t), t)dt
0

con u dada por 1.29 y A siendo un proceso adaptado.

Proposicién 1.2. Suponga que (P,¢;,...,C) es un equilibrio regular para la

economia £. Entonces existe un proceso continuo y adaptado A, tal que el
K

proceso de ingreso agregado e maximiza Uf(c, \) sobre B (Z ek, ’P) y las

k=1
politicas de equilibrio (¢, ..., ) resuelven el problema de asignacion del agente

representativo en 1.29 con ¢ =e(t) y A = A(t) paratodo t € [0,7]. Con

Vi Hy, (t)
wk Hv; (t)

donde H,_ denota la densidad de precios de estado minimax para el agente k.

Ae(t) = YRS K (1.33)

Demostracion: primero verifiquemos la factibilidad de e; tomemos a =6 = (

K
en 1.7-1.9. Entonces, tenemos ¢ € B (Z er, 'P).

k=1
Ahora la optimalidad de e, sea c;,...,ckx un proceso no-negativo arbitrario
y ¢= ch €B (Zek,?’). Por el lema 1.1., tenemos
k=1

/Hw(t) (Z cr(t Z )) dt| <o. (1.34)

k=1

Entonces, tomando A como en 1.33, tenemos:

U(e /\ [/ (Z/\ku’k (k ) dt
z e T p
>E [/ (Z /\k(t)u;..(ak(t),t)) a’t] s [/ (Z )\,;-,(t)uk(ck(t),;)> df}
? - 0 k=1
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1.5. Agente representativo

/ | (Z N () or Huy () (e (t) = ck(r.))) dt
% \k=1

T. K
=0 | [ Ha 0 (@) — )| 20
0 k=l

La primera desigualdad es obtenida de la definicion de U vy de la condicion de
K

mercados equilibrados, i.e. Zﬁk = e; la segunda sigue de la optimalidad de

k=1
¢ y 1.23 y la ultima de 1.34 y de la condicion de mercados equilibrados. Como

(e1,¢a,...,cK) son arbitrarios, tenemos

K
Ule,A) 2 U(c,N), VceB (Z U:\-.'P) .

k=1

De aqui surge la optimalidad de e. Ahora, como en nuestro modelo las
condiciones de primer orden son suficientes y necesarias, y debido a la concavidad
estricta, tenemos una solucion unica.

El siguiente resultado muestra como los coeficientes de tolerancia al riesgo
estan relacionados en equilibrio.

Corolario 1.1. El coeficiente de tolerancia al riesgo absoluto del agente
representativo evaluado en el consumo agregado es la suma de los coeficientes de
tolerancia al riesgo de cada agente evaluados en sus politicas optimas de consumo:

K

ue(e(t), A we(Cr(t
" tecle(t), A c) t —Z; Yo c;_(t (132)

Demostracién: primero, tenemos que derivar 1.32 con respecto a ¢ y usar 1.31.
Finalmente, usando la segunda afirmacion de la tltima proposicion, tenemos que
(¢1,...,Tx) resuelve el problema de asignacion del agente representativo; luego
usando las condiciones de primer orden obtenemos el resultado.
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1.6. Equilibrio

En la Gltima seccién hemos construido un agente representativo para nuestra
economia & usando un proceso adaptado \; ahora usaremos este proceso para
caracterizar el equilibrio de £. Por ultimo, analizaremos las condiciones para las
cuales los procesos con esta caracterizacion sean equilibrios.

Por 1.17 y la definicion de H,, tenemos
dH,, (t) = H,,(t) (—r(t)dt +mn,, (t)dW(t)) . (1.36)

Usando el Lema de Ito, tenemos que el proceso A, definido en 1.33 resuelve la
siguiente ecuacion diferencial estocastica para todo k € {1,..., K}

dA(t) = = (t) (1 () — ve(t) Me(®)dt + (i (£) — vi(t)) Me(£)dW (£). (1.37)

Y, para facilitar la notacion, denotemos por G el siguiente operador:

K
(Gu)(e, A1) = p(t)ucle, A\ t) = S vi(0) () — () Ae(B)un, (e, A, )

k=il

1 /
5 Uee(e; A, 1) | b(t) t) 2 +Zf} t) — ve(t)) Metea, (€, A, 2)

+= Z " — VR I/j))\k/\ju,\k,\j((f,/\,t)‘
kyj=1

Luego, tenemos la siguiente caracterizacion:

Teorema 1.2. Suponga que (P.@,...,Cx) es un equilibrio regular para la
economia &. Defina la utilidad del agente representativo y el proceso A como
en la proposicion 1.2. Entonces, el sistema de precios de equilibrio P = (r,0) y
politicas de consumo es dado en términos de A\ por

Gue(e(t), M), 1) + ual(e(t), A1), )
ECRIOR) (1.38)

r(t) = —

Y o(t)(t) (1.39)
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&(t) = fi (——( LA t) (1.40)

Y la densidad de precios de estado minimax de los KX agentes estan relacionados
en equilibrio por
K

S (t) = vi(8)M(Euer, () = we(®)m(t) — welt) LE)p(E),  (1.41)

k=2

donde L(t) =1—0'(t)(o(t)o’(t))"*o(t) e I denotala matriz identidad n x n.

Demostracion: primero, es facil ver que 1.40 sigue de la proposicion 1.2 y 1.30.
Ahora como A;(¢) = 1, tenemos

uc(e(t), A(t), 1) = we(c1(t), t) = 1 Hy, (2);
entonces, por 1.36, obtenemos
duc(t) = —r(t)uc(t)dt + uc(t)n,, (£)dW (t),

donde colocamos u.(t) en el lugar de wu.(e(t), A(t),t) y lo mismo se repite
luego. Por la Hipotesis 1.3 y 1.37 sabemos que e(t) y A(t) procesos de Ito.
Aplicando el Lema de Ito, tenemos

du.(t) =
K

(Gue(t) + ua(t)) dt + (uu( )o(t) + Y ((t) = ve() Mt en (1 )) AW (t).

k=1

Igualando los respectivos términos, obtenemos

—r(t)uc(t) = Gue(t) + ua(t)

K
() (8) = ee)p() + 3 (1 (8) = vie(8) (B ten, (1),
k=1
Luego, 1.38 sigue de la primera igualdad y, descomponiendo la segunda, tenemos

la siguiente relacion:

ue()m0(t) + () () = uee(t)T(E)p(t)

+ |ue(t) L(t)p(t) + Z(ul(t) = () M) uer, (1) | (1.42)

k=1

donde T'(t) = o'(t) (o(t)o’(t)) " o (t).
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1. Equilibrio en economias estocasticas

Por la definicion de Ny L, tenemos que los segundos términos en cada
miembro de la ecuacion 1.42 pertenecen a K(o) vy, por 1.10, tenemos que los
primeros términos pertenecen a S(o). Agrupando términos y usando la definicion
de 79, obtenemos

—ue(t) (b(t) — 7(t)1) = uce(t)o (t)p(t)

K
U () (t) = uee(t) L(E) p(t) + Z(:/I(I‘.) — V() M (t)uen, (2).
k=1
Estas dos ecuaciones nos dan 1.39y 1.41.

Acabamos de ver que la tasa de interés real es igual a menos la tasa esperada
de crecimiento de la utilidad marginal de consumo del agente representativo; y el
exceso de tasa de retorno de equilibrio en los activos con riesgo es proporcional
a la covarianza condicional instantanea entre cambios de consumo y retornos
de los activos. Estas relaciones establecen el Consumption based Capital Asset
Pricing Model (CCAPM) de Breeden (1979) para nuestra economia. Sin embargo,
el resultado de Breeden asume que el equilibrio es markoviano, asi como la
existencia de soluciones suaves para la ecuacion de Bellman. Duffie y Zame
(1989) y Karatzas, Lehoczky y Shreve (1990) obtuvieron este CCAPM para
mercados completos y los resultados con mercados incompletos fueron obtenidos
por Grossman y Shiller (1982) y Back (1991).

Ahora, planteemos la siguiente pregunta: dado que el proceso A satisface 1.37
y 1.41 para algiin v = (vy, .., ) € (£?)X y para condiciones iniciales apropiadas
A(0), jecuando tal proceso 1.38-1.40 sera un equilibrio para nuestra economia £?

Para responder esta pregunta, hagamos un cambio de variables: \(t) = ().
Con esto, garantizamos A (t) € (0, 00). Aplicando el Lema de Ito, obtenemos

dB(t) = ‘%(1 vi(t) [ = [ w(t) P)dt + (v () — we(2))dW (2).

Para un proceso dado v; € N, defina el sistema de precios P,, por 1.38-
1.39. Ahora, haciendo 3 = (3, .., Ok ), podemos escribir la ecuacion diferencial
estocastica de S = (P, ) como sigue:

dS(t) = by, (P(t), B(t), t,w)dt + oy, (P(2), B(2), t,w)dW (2). (1.43)
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Como los coeficientes b,, y 0,, son continuos en sus dos primeros argumentos

; : , P s
sabemos, por un teorema de ecuaciones diferenciales estocasticas,!> que la
solucion de 1.43 es Uinica y existe a menos de una explosion en el tiempo que

depende de la condicion inicial 3(0).
Ahora respondamos la pregunta anterior.

Teorema 1.3. Suponga que existe 3(0) € RX, v, € N, y ) satisfaciendo 1.37 y
1.41 para algin v = (1, ..,14) € (L*)X tal que

(a) la ecuacion 1.43 tiene una solucion fuerte en (0,7 y
T

E f ele(t), M), £) (fu(uele(®), A1), 0, 0) — ex () de | =0; (144)

0

(b) para todo k, la politica de consumo ¢, de 1.40 es negociado para el sistema

de precios Py,;

(c) la tasa de interés satisface 1.13.

Sivk € {2,..,.K}, E[Z,(T)] = 1ya(t)u(t) > 0, Vt € [0,T], entonces
v, € N, Vk € {2,.., K} y el sistema de precios P,, con la politica de consumo
en 1.40 define un equilibrio regular para la economia £.

Demostracion: véase Fajardo (2002).

1.7. Conclusiones

Hemos mostrado como se construyen agentes representativos en economias
en tiempo continuo, tanto con mercados incompletos como con completos, con
K agentes; con este agente representativo, hemos caracterizado el equilibrio
y analizado su existencia. Muchas extensiones de este modelo pueden ser
realizadas: por ejemplo, pueden introducirse mas hechos estilizados de los
retornos de los activos financieros o saltos en la difusion de los precios.

13 yéase Protter (1990), teorema 7.38.
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Otra extension de interés, seria considerar restricciones a la participacion de los
agentes en el mercado financiero como es considerado por Basak y Cuoco (1998);
ellos solo consideran dos agentes. Para hacer nuestro modelo més realista, también
deberiamos introducir fricciones en el mercado, como por ejemplo, restricciones
en las ventas al descubierto, costos de transaccion, etcétera, como consideran
Shreve y Xu (1992a,b) y Cvitani¢ y Karatzas (1996) para resolver el problema
de consumo e inversion optima.

Una extension mas dificil seria permitir que los agentes no cumplan con sus
compromisos. Dos posibles formas de lidiar con este problema son los modelos
con penalidades en la utilidad, como en Araujo, Monteiro y Pascoa (1998); o los
modelos con garantias, como en Araujo, Fajardo y Pascoa (2005). Ambos modelos
son en tiempo discreto.

1.8. Apéndice

1.8.1. Movimiento browniano

{W,;}+>0 s un movimiento browniano estandar si:

a) W; es continuo en ¢;
b) paratodoty s > t, Wy — Wy ~ N(0,s — t);

c) para cualesquiera to,t1,...,t, tales que tp < ¢ < ... < t, < o0, las
variables aleatorias Wy, W, — W,,,..., W, — W, _, son independientes.

Simulemos la ecuacién b) parad = 1, P(0) = 20,b = 14%,0 = 20% y
At = 0,01; entonces,

AP =0,0014P + 0,02P¢ donde &~ N(0,1).16

16 Véase figura 1.3.
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Figura 1.3: Simulacion del Movimiento Browniano Geométrico

30
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Ahora decimos que un proceso con valores en IR", X = {X(¢) : t € [0,7T]}
es progresivamente medible con relacion a la filtracion F = {F,} si para cada
t € [0, T] el mapeamiento (s, w) — X (s, w) de ([0, t] x Q, B([0,t]) ® F(t)) en
(IR™, B(IR™)) es medible, donde BJ0, t|®.F (t) denota el producto de la o —algebra
de Borel en [0, 7] y F(t).

1.8.2. Lema de Ito

Suponga que {W,},>¢ es movimiento browniano standard y X un proceso de
Ito, i.e. dX; = pdt + 0,dW,, y sea f: (0,00) x [0,7'] — R una funcion tal que
f € C?1((0,00) x [0,T]). Entonces, el proceso Y; = f(X,, ), es un proceso de
Ito con

dY; = [fm(Xtr t)out + ft(Xh t) + %frr(xt: t)gf] dt + fI(Xi! t)gtdwt'

Esta expresion es conocida como Férmula de Ito.

1.8.3. Densidad de precios de estado minimax

Los siguientes resultados, que son debidos a He y Pearson (1991) y Karatzas,
Lehoczky, Shreve y Xu (1991), nos da la caracterizacion de esta densidad. Denote
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el conjugado convexo de uy, por x(y, t), i.e.

e (y,t) = 1‘21;’13{ [ur(c, t) — yc] = we(fi(y, 1), t) — yfi(y, t);

y para cualquier (1, ) € (0,00) x N defina

T

T
J@,v) = E / Ak (W H, (1), t)dt + / H, (t)ex (t)dt
(4]

0

Arriba, la esperanza esta bien definida, ya que tenemos de 1.4

T

T ¥ i
E / (W H, (1), 8)"dt| < / we(1,8)=dt + YE / B, (5idk| <.
0 0

0

Teorema 1.4. Si (¢, vx) € (0,00) x N resuelve el problema

dnf_inf Ji(,0), (1.45)
T

E ] Ha (8) (fi (xHon (8),8) — ex(t)) dt| < oo; (1.46)
0

entonces, ¢,, es Optima para el agente k y el proceso de riqueza 6ptima es dado
por X,,. En particular H,, identifica la densidad de precios de estado minimax
para el agente k.

El proximo resultado es debido a Cuoco y He (1994) y brinda condiciones
suficientes para que se cumplan las hipotesis del anterior teorema.

Teorema 1.5. Asuma que

a) ug(co,t) = oo para todot € [0,T) y ur(c,t)™ < k(1+ ) en (0, 00) X
[0,T] para algin k > 0,b > 1;



1.8. Apéndice

b) y/B>¢€ (I xP)—ctp. paraalgin e > 0;

¢) Yy € (0,00),Iv € N tal que Ji.(¥,v) < oo.

Entonces, €l minimo en 1.45 es alcanzado y la densidad de precios de estado
minimax para el agente k existe. Si adicionalmente

d) cuge(c,t) < a+ (1 —Db)ug(c,t) en
(0,00) x [0,T

para algina > 0,b > 0,

entonces, la condicion 1.46 también es satisfecha y por ello existe una politica
optima de consumo e inversion para el agente k.
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2. Solucion del problema de
programacion dindmica:
métodos de estimacion y
sus precisiones

Wilfredo Leiva'

2:1; lntrodhcci(m

Uno de los problemas mas frecuentes en Economia es el de asignacion
intertemporal Optima de recursos. Tanto en macroeconomia cuanto en
microeconomia, este problema se presenta de diversas formas. En macro-
economia, los problemas de asignacion optima de capital (fisico, financiero
0 humano), mano de obra y consumo son ejemplos tipicos. En microeconomia, la
eleccion de consumo-inversion optimos, procesos de aprendizaje y acumulacion
de capital humano y decisiones de produccion e inversion de empresas también se
encuadran en la misma estructura del problema.

! Profesor, Pés-Graduagio em Economia da Universidade Catdlica de Brasilia, SGAN 916,
Modulo B, CEP 70790-160, Brasilia DF, Brasil. Correo electronico: wilfredo@pos.ucb.br.
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305317/2003-2.
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2. Programacion dinamica

El Problema de Programacion Dinamica Estocastica (PPDE) coloca de
manera explicita todos los elementos relevantes en problemas como los descritos
anteriormente. Como en todo problema de optimizacion, el PPDE tiene una
funcion objetivo, un conjunto de valores que la variable puede asumir y un
conjunto de restricciones sobre ella. Como la variable de eleccion es, con
seguridad, una secuencia de valores, el problema es de dimension infinita y, por
lo tanto, los métodos para resolverlo son muy diferentes de aquellos utilizados en

dimension finita.

Dos son los tratamientos clasicos para resolver el PPDE: el tratamiento
recursivo (también conocido como el método de Bellman) y el tratamiento
diferenciable (a través de las Ecuaciones de Euler y condicion de transversalidad).
El primer método utiliza fuertemente el caracter recursivo que el propio PPDE
posee, y es utilizado principalmente en situaciones en que una solucion explicita
puede ser hallada o cuando quiere utilizarse alguin método numérico para
aproximar la solucion globalmente. El segundo método es utilizado cuando
la funcion objetivo es diferenciable y se quiere encontrar soluciones locales.
Ambos métodos son presentados de manera clara en Stokey y Lucas (1989), y
sus implementaciones numéricas son descritas en Taylor y Uhlig (1990) y mas
ampliamente en Judd (1998).

Este articulo tiene por finalidad la presentacion y discusion de los resultados
mas recientes relativos a los métodos de solucion del PPDE y sus precisiones.
Primero, presentaré de manera formal el PPDE; mostraré como su caracter
recursivo es utilizado para escribirlo en la forma de una ecuacion funcional, cuya
solucion es el valor maximo alcanzado en la maximizacion; luego, presentaré los
principales métodos utilizados para encontrar el maximo (o solucién) del
problema para, finalmente, mostrar sus precisiones a través del control de los
errores al hacer las respectivas aproximaciones.

2.2. Programacion dindmica estocastica

En esta seccion defino formalmente el PPDE y su solucion. Ademas utilizaré la
caracteristica recursiva inherente a €l para relacionarlo con su ecuacion funcional

asociada.
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2.2. Programacion estocastica

El PPDE esta definido a partir de los siguientes elementos: X C R/, el
conjunto de valores para la variable endogena (supondremos que es un conjunto
Boreliano convexo); Z C RF, el conjunto de valores para los choques
estocasticos exogenos (supondremos que es un conjunto compacto). Denotaré las
o—algebras de esos conjuntos por X y Z respectivamente. Los choques
estocasticos en general pueden evolucionar de manera que guarden alguna
memoria de realizaciones pasadas. Por simplicidad, supondremos que la dinamica
de estos choques es determinada por una funcion de transicion @ : Z x Z —
[0,1], de manera que )(z, A) representa la probabilidad de que en el siguiente
periodo el choque aleatorio tome valores en A, dado que en el periodo actual toma
el valor 2. La funcion de transicion () también define transiciones para mas de
un periodo adelante. Por ejemplo, Q*(z,A4,B) = [, Q z,dz') y por
induccion se define Q' para t > 3. Supondremos que Q posee la propiedad de
Feller (o sea, que la integral en relacion con la medida de probabilidad Q(z,dz)
de una funcioén continua es una funcion continua en la variable z).

Las restricciones intertemporales que las variables endogenas del PPDE
puedan tener estan definidas a través del conjunto 2 C X x X x Z, el cual
describe la factibilidad de las decisiones futuras (o sea, si (z,z) € X X Z son los
valores actuales de la variable de estado y del choque aleatorio, entonces y € X
es un valor factible para la variable de estado del proximo periodo si y solamente
si (x,y,2) € Q). En algunos analisis, es mas util considerar la correspondencia
de factibilidad T" : X x Z — R'; ella es definida a partir del conjunto 2 como
D(z,2) ={ye X / (x,y,2) € Q}.

La funcion objetivo del PPDE es definida a partir de la funcion retorno en
un periodo F' : Q@ — R, en donde F(z,y,z) representa el retorno actual
si y es escogida para el siguiente periodo a partir de (z,z), y del factor de
descuento 3 € (0,1). Con todos estos elementos, el PPDE consiste en encontrar
una secuencia de planes contingentes (Z;);>; (en donde, para cada ¢ > 1,
# : Z' — X esuna funcion medible), tal que resuelva la siguiente maximizacion:

v(xg, 29) = Maximizar Z ﬁ F(x¢, T4, 2) Q%(20,d2Y) (2.1)
t=0%
sujeto a (zy, Ty, q) € Q paratodot > 0

(0, 20) € X x Z dado.
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2. Programacion dinamica

La funcion v : X x Z — R es llamada funcion valor del PPDE y su significado
es simple: si los valores actuales de la variable de estado y del choque aleatorio
son (g, z9), entonces el maximo beneficio que puede ser alcanzado es v(xy, zp).
Esta interpretacion simple nos permitira, mas adelante, relacionar el PPDE con
una ecuacion funcional adecuada.

Las siguientes hipotesis son usualmente asumidas en este tipo de problemas:

Hipotesis 2.1. La correspondencia ' es no-vacia, de valores compactos, continua
yparatodo z,2°€ X, z€ Z y t € [0,1] satisface

tT'(z, 2) + (1 — )['(z,2) C Ttz + (1 — £)2, 2).

Hipotesis 2.2. La funcion F' es limitada, continua y estrictamente concava.

Con estas hipotesis y utilizando el Teorema del Maximo (véase Stokey y Lucas
(1989)), se prueba que el operador 7', definido en el espacio de las funciones
continuas y limitadas con dominio X x Z (y que denotamos por C'(X x Z)):

Tf(z,z) = MaxF(z,y,2)+8 [, f(y,7) Q(z,d2') (2.2)
sujetoa y € I'(z, 2),

es una contraccion con modulo 3; es decir, dadas dos funciones f, g € C(X x2)
tenemos que ||7'f — Tg|| < B f — g||.* Como toda contraccidn en un espacio
de Banach, este operador tiene un unico punto fijo que, con las hipotesis 2.1y 2.2,
resulta ser exactamente la funcion valor del PPDE (véase Stokey y Lucas (1989)).
Por lo tanto, la funcién valor debe cumplir

v(z,2) = Max F(z,y,2) + 8 [, v(y,2) Q(z,dz") (2.3)
sujetoa y € I'(z, 2).

La ecuacion 2.3, llamada Ecuacién de Bellman, es una cuya incognita es
la funciéon valor v. Observemos que esta ecuacion es bastante intuitiva. Si
v(y,2’) es el valor maximo que puede ser alcanzado a partir del proximo

2La norma que estamos considerando aqui es la norma del supremo, o sea, | f| =
Sup {| f()] / = € X}.
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2.2. Programacion estocastica

s

periodo cuando la variable de estado es y y el choque es 2, entonces
F(z,y,2) + ﬁjz v(y, 2') Q(z,dz") sera el beneficio a partir del periodo actual
si tenemos el estado x y el choque z, y escogemos para el proximo periodo el
estado y € I'(z,z). De esta manera, al buscar el valor de y que maximice el
beneficio a partir del periodo actual, deberiamos de encontrar como valor maximo
exactamente v(z, z).

La ecuacion 2.3 puede ser resuelta iterativamente utilizando el hecho de que el
operador 7" definido en 2.2 es una contraccion. Con seguridad, si v € C(X x Z)
y definimos la secuencia de funciones v, = T'v,,_;, entonces

" Up —V || = u T'Uﬂ—l —Tv H S ﬁ“ Un-1 — ¥ “ S i S ﬂn ” Up —V " g (24)

A partir de la definicion de v dada en 2.1, podemos concluir que |v| <
(1—8)"'|| F'||. Usando esto y tomando vy = 0, la relacion 2.4 resulta

lon=vll < g5 I F 5 (2.5)

de esta manera, podemos aproximar la funcion valor utilizando las aproximacio-
nes v, y teniendo un buen control de los errores de la aproximacion.

El método descrito anteriormente permite que aproximemos la funcion valor
de un PPDE de manera bastante precisa; pero ;jcomo calcular la secuencia
de planes contingentes (trayectoria) optima del PPDE? Para poder construir la
trayectoria optima utilizamos el llamado Principio de Optimalidad de Bellman
que describimos a continuacion. Debido a la concavidad estricta de F', podemos
probar que v también es estrictamente concava y, por lo tanto, para cada (z, 2)
tendremos una unica solucion para la maximizacion en 2.3 (llamado argumento
maximizador), o sea

9(,2) = ArgMax F(z,y,2) + 8 [, v(y, ) Q(z, d2') (26)
sujetoa y € I'(z, 2).

Asi, el Principio de Optimalidad de Bellman afirma que, con la funcion
g: X x Z — X definida en 2.6 (llamada funcion politica éptima), se genera
la trayectoria Optima de la siguiente manera:

T = Q(IO:ZU)J Typ1 = 9(Te, 2¢), VE2 1. 2.7)
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2. Programacion dinamica

Es importante notar que la secuencia generada por la relacion 2.7 es una
secuencia de variables aleatorias (puesto que 2, zo,... son choques aleatorios
que en el instante inicial son desconocidos).

2.3. Métodos de estimacion de la funcion politica

Optima y sus precisiones

En la seccion anterior vimos como aproximar la funcién valor por medio de la
secuencia (v,), y que esto puede ser realizado, teniendo un buen control del error
maximo que pueda estar cometiéndose, utilizando la ecuacion 2.5. Sin embargo,
para encontrar la solucion (funcion politica) del PPDE, existen otros métodos
para los cuales no siempre puede tenerse un control del error que esta siendo
cometido. En esta seccion presentaré los métodos mas utilizados en la literatura y
discutiré sus ventajas y desventajas.

Antes de comenzar con la descripcion de tales métodos, me gustaria destacar
la importancia de poder estimar (o de aproximar) la funcién politica Optima.
Recordemos que esta funcion sirve para poder construir la secuencia Optima
que maximiza el objetivo del PPDE. Esta construccion se realiza a través de
iteraciones de la funcion politica tal como fue descrito en la ecuacion 2.7. De
esta manera, pequefios errores en la estimacion de ¢ pueden ser amplificados
sensiblemente después de algunas iteraciones (por ejemplo, si la funcion g exhibe
sensibilidad a las condiciones iniciales). En contraposicion, situaciones en donde
la funcion politica optima tenga un punto atractor global, pequefios errores en su
aproximacion podran mantenerse controlados en el largo plazo.

2.3.1. Estimacion de la politica 6ptima utilizando la
aproximacion de la funcion valor

La primera forma de estimar la funcion politica optima es la mas intuitiva y
parte de la estimacion de la funcion valor. Asi, si v,, es una aproximacion de la
funcion valor, entonces definimos

64



2.3. Politica 6ptima

In(z,2) = ArgMax F(z,y,2) + 8 [, va(y, 2') Q(z, d2') (2.8)
sujetoay € I'(z, 2).

De esta manera tenemos definida la secuencia de funciones (g,),. El teorema
9.9 de Stokey y Lucas (1989) prueba que esta secuencia converge puntualmente
a la funcion politica optima y, si el dominio es un conjunto compacto, entonces
la convergencia es uniforme. Aunque este resultado afirma la estabilidad de las
iteraciones (g,),, nada dice en relacion con error que pueda estar cometiéndose
al hacer una de estas aproximaciones.

En el articulo de Maldonado y Svaiter (2001), presentamos un limite al error
cometido a través de esa forma de aproximar la politica optima. Utilizamos
una hipdtesis adicional, ligeramente mas fuerte que la concavidad estricta de la
funcion F, usualmente considerada.

Teorema 2.1. Si ademas de las hipotesis 2.1 y 2.2 tenemos que la funcion retorno
es fuertemente concava en la variable z, o sea, existe un 7 > 0 tal que para todo
2 € Z, F(z,y,2z) + (n/2)||z||* es una funcidn concava, entonces

5 1/2 5
— Un S P Cil 2.9
lo=onll < (=g F1) @9)

Es importante notar que el error en la estimacion de la politica Optima dado por
el segundo miembro de la desigualdad 2.9 depende solamente de los primitivos
del PPDE vy, por lo tanto, podemos usar esta formula para calcular primero el
numero de iteraciones necesarias (n) para conseguir una precision deseada. En el
articulo de Santos y Vigo-Aguiar (1998), se proporciona también una formula de
error de aproximacion semejante a la propuesta por Maldonado y Svaiter (2001);
sin embargo, es importante destacar que la formula del error que ellos proponen
es con relacion a la version discretizada del PPDE original y, por lo tanto, aun
cabria la estimacion del error de la aproximacion de la verdadera politica optima
por medio de la politica dptima de su version discretizada.
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2. Programacion dinamica

Para concluir esta subseccion, me gustaria mencionar que las estimaciones de
la politica 6ptima no necesitan que la estimacion de la funcion valor sea realizada
utilizando las iteraciones del operador contractivo 7 dado en la ecuacion 2.2.
La aproximacion de la funcion valor puede ser llevada a cabo a través de otros
métodos y, solamente haciendo una iteracion de esta aproximacion, asi como

utilizando el operador 7', obtendremos nuestra estimacion de la politica 6ptima.

2.3.2. [Estimacion de la politica 6ptima utilizando las
Ecuaciones de Euler

La otra manera de aproximar la funcion politica optima del PPDE es usando
metodologias que partan de las condiciones de optimalidad de primer orden del
mismo problema. Sea z§,x},... la trayectoria optima del PPDE e imaginemos
que ella es interior (o sea, que pequenas perturbaciones de esta trayectoria ain
continuan siendo factibles). Supongamos que conocemos la historia de choques
aleatorios hasta el instante ¢ como siendo zg,z1,...2. Consideremos la
siguiente funcion definida en una vecindad de cero:

M()) = ...—4—,8"'11':'(3::_1,:.c:—i-)\,z;)-{-ﬁt/F(:I::-{-/\,m:H, zi41) @(2t,dz41) +. . .

t

Observemos que esta funcién representa una perturbacion del valor 6ptimo del
PPDE en la variable x; y tiene un maximoen A = (. Por lo tanto, si /' esuna

funcion diferenciable, debe cumplirse M’(0) = 0, o sea, *

Fz(ifr_],i':,zs) +ﬁ/ Fl($:1:5:+1:zt+‘l}Q(ztadzt+1) = 0. (2.10)
Z

Al variar t, tendremos un sistema (infinito) de ecuaciones estocasticas de orden
2 definido por 2.10. Este sistema es llamado Ecuaciones de Euler, asociadas
al PPDE. De esta manera, el sistema 2.1 es una condicién necesaria para la
optimalidad de una trayectoria en el PPDE. Si, ademas de diferenciable, la funcion
F es concava, entonces tenemos una condicion adicional para la optimalidad

lim 5T/ Fi(27, 7y, 2741) Q21 d2ry) = 0. (2.11)
T—o0 z
3 Como la funcién F depende de (z,y, z), estoy denotando por F = %{5 y Fp = %‘L-

66



2.3. Politica optima

Puede demostrarse que las condiciones 2.10 y 2.11 son necesarias y suficientes
para que una trayectoria interior (z;)>0 sea Optima. En casos en que las
derivadas de F' son limitadas a lo largo de trayectorias interiores, la condicion
2.11 es satisfecha y, por lo tanto, la optimalidad es tinicamente caracterizada por
las Ecuaciones de Euler. Por ejemplo, en algunos modelos de macroeconomia
es conveniente asumir una forma cuadratica para la funcion retorno F (o su
aproximacion de Taylor de segundo grado). En tal caso, la Ecuacion de Euler
resulta lineal y facilmente resoluble.

Pese a la limitacion que el uso de las Ecuaciones de Euler tienen por causa
de la necesidad de diferenciabilidad de la funcion objetivo (pues problemas
con tasas de impuesto lineales por tramos o con funciones de produccion de
Leontief no cumplen esa condicion) y de la interioridad de las soluciones, los
métodos utilizados para resolver el PPDE basados en ellas han sido exitosos.
En primer lugar, por causa de la amplitud de problemas que pueden resolver.
Observemos que, esencialmente, lo que queremos resolver es una ecuacion
(posiblemente no-lineal) estocastica de segundo orden; o sea, podemos usar las
Ecuaciones de Euler aun en problemas que no sean PPDE. A esa clase de
problemas pertenecen aquellos en donde no existe agente representativo; es decir,
el problema no consiste solamente en una inica maximizacion. En segundo lugar,
algunos métodos basados en la Ecuacion de Euler se muestran numéricamente

mas veloces que aquellos basados en la ecuacion de Bellman.

Podemos escribir las Ecuaciones de Euler en funcion de la politica optima.
De esta manera, la funcion politica Optima (en este caso llamada solucion
estacionaria de las Ecuaciones de Euler) debe cumplir

Fy(z,9(z,2),2) + / Fi(g(z, ), g(g(z, 2), 7). 2) Q(z,dz"). (2.12)
z
A continuacion, describiré algunos de los métodos mas utilizados para resolver

las Ecuaciones de Euler.

2.3.2.1. Método iterativo en el espacio de funciones politicas

Este método consiste en definir un operador S cuyo dominio y rango estén
contenidos en el conjunto C = {h : X x Z — X /h(z,2) € I'(z,2)} y que
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2. Programacion dinamica

cumpla

Fy(z, Sh(z, 2),2) —|—{3/ Fi(Sh(z, ), h(Sh(z, 2),2'), 2') Q(z,d2"). (2.13)
%

Asi, podemos observar que la funcion politica optima es un punto fijo del
operador S : C — C.* La manera usual de encontrar estos puntos fijos
es la siguiente: sea gy, € C (por ejemplo, una funcion constante) y defina
sucesivamente g, = Sg,_,. Reemplazando en la ecuacion 2.13, obtendremos

F‘Z(:E:gu(m:z):z)“i"ﬁ/? Fi(gn(z, 2), gn-1(gn(2, 2), 2'), 2') Q(2, d2"). (2.14)

Teorema 2.2. La secuencia (g,), definida por 2.14 converge en la norma

supremo a la funcion politica ptima g.

La demostracion del teorema anterior resulta de diversas consideraciones: en

primer lugar, recordemos que la ecuacion 2.8 afirmaba

gn(x,2) = ArgMax F(z,y,2)+ 8 [, vn(y,2) Q(z,dz")
sujetoa y € I'(z, 2).

Aplicando las condiciones de primer orden para maximos interiores, tendremos

F‘Z(w$9n(x:z)1z)+ﬁ/% U‘:I(gﬂ(‘lriz)?z?) Q(Z,d-":;) = 0. (2-15)

Por otro lado, la secuencia (v,,), era definida por la ecuacion 2.2, o sea

Un(,2) = Max F(2,y,2) + 8 [, vn-1(y,2) Q(z,dZ") (2.16)
sujetoa y € I'(z, 2).

Aplicando el Teorema del Envelope a la maximizacion 2.16, resulta

'U:I(il.",.?,') = Fl(a:: Qn-l(il‘, 3)» 3) {217)

4 Por simplicidad de notacién, colocaré C como dominio de S.
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2.3. Politica optima

Reemplazando 2.17 en 2.15, resulta exactamente la ecuacion 2.14. Por lo tanto,
las iteraciones dadas por el operador S coinciden con aquellas que resultan de
las iteraciones del operador de Bellman sobre las funciones valor y, como vimos
en la seccion 2.1, ellas convergen a la politica optima.

Por lo tanto, con este método, las iteraciones sobre el espacio de funciones
politicas coincide con aquellas que resultan de las iteraciones del operador de
Bellman. Métodos numéricos implementados con base en estas iteraciones fueron
aplicados por Baxter et al. (1990) y Coleman (1990, 1991).

2.3.2.2. Método C"—contractivo en el espacio de funciones politicas

Este método, desarrollado por Li (1998), propone la construccion de un
operador en el espacio C que resulte una contraccion cuando consideramos, en
ese espacio, la norma supremo de funciones continuas. El método es analizado
para el caso determinista (ausencia de choques aleatorios) y, por lo tanto, la
Ecuacion de Euler toma la forma

E(ira—l,xmm&l) = 0. (2.18)

En esta la funcion FE es resultado de condiciones de optimalidad y
equilibrio en el modelo monetario considerado por ella. En ese trabajo, la variable
x, representa precio unitario del bien de consumo y la funcion F tiene
como parametros coeficientes de aversion al riesgo y factores de descuento
intertemporal. Enunciaré el resultado utilizado en ese trabajo de la manera mas
general posible. Para cada h € C, defina ®(h) : R — R por

®(h)(z) = h(z) — E(z, h(z), h(h(z))).

Teorema 2.3. Si la funcion @ definida en un subconjunto cerrado de C es
una contraccion con respecto a la norma supremo del espacio de las funciones
continuas y limitadas, entonces el unico punto fijo de @ es la solucion
estacionaria de la Ecuacion de Euler 2.18.

Nuevamente, la importancia de tener la solucion estacionaria como punto
fijo de una aplicacion contractiva es que el error de aproximacion puede ser
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controlado, tal y como fue hecho para la funcion valor en las ecuaciones 2.4 y
2.5. Hablando especificamente, si ¢ es una contraccion de modulo « € (0, 1),
definimos la secuencia h,, = ®(h,-;) a partir de alguna funcién inicial hg € C.

De esta forma,
| o = g |l = | 2(hn-1) — 2(9) | < || -1 = g ||
= b =gl <" [[ho—g].

Entonces, el control del error en la aproximacion puede ser calculado a través
de

e —gll <l hn = P | + [ Angr = gl € | o = Pngr | + || A — g ||

; 1
= " h'?l -4 ” S a “ hn - hfn+1 ” L (219)

El segundo miembro de la desigualdad 2.19 es el error en la aproximacion de
la politica optima por h,,. En el trabajo de Li (1998), se prueba que la aplicacion
® es de hecho una contraccion para un conjunto de valores razonables de los
parametros del modelo.

2.3.2.3. Método C'"'—contractivo en el espacio de funciones politicas

En el articulo de Maldonado y Moreira (2003), se construye otro operador
definido en el espacio de funciones politicas que resulta nuevamente una
contraccion, pero esta vez referida a la topologia de las funciones continuamente
diferenciables. Nuevamente el método es construido para el caso determinista. A

continuacion describo como opera este método.

Un estado estacionario interior para la Ecuacion de Euler 2.18 esun T € X
interior y tal que FE(T,Z,T) = 0. Intuitivamente, un estado estacionario es
un valor del estado inicial del problema, de manera que la trayectoria Optima
consiste en mantenerse permanentemente en ese estado. Asumiremos la siguiente
hipotesis:
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2.3. Politica optima

Hipétesis 2.3. Existe un estado estacionario interior T tal que
() [ (B)'Eall + I (B2) B3|l < L3y
(i) | (B) B3|l <1/2,

en donde todas las derivadas estan evaluadas en (7,7, 7).

En el caso [ = 1, se puede demostrar que (i) implica (ii). La hipotesis 2.3
implica la estabilidad del estado estacionario con relacion a la politica optima de
un problema de programacion dinamica determinista, pues esta hipotesis implica
la condicion de diagonal dominante dada en Araujo y Scheinkman (1977).

La idea para la construccion del operador contractivo, en este caso, es como
sigue: sea h € C y resuelva la siguiente ecuacion en la variable y:

E(z,y, h(h(z))) = 0. (2.20)

Si para cada z existe una solucion, llamaremos a la ecuacion 2.20 ¢(h)(x).
De esta manera, definimos el operador ¢ con dominio en algun subconjunto
de C. La hipotesis 2.3 garantiza que ese subconjunto existe y que ¢ es una
contraccion.

Teorema 2.4. Si la hipotesis 2.3 es satisfecha, entonces existe un subconjunto,
D C C, conla propiedad de que el unico operador, ¢ : D — D, que cumple

E(x,p(h)(z),h(h(z))) =0, V zenunavecindad de T,

es una contraccion con respectoa ||. ||,, lanorma de las funciones continuamente
diferenciables.’

La idea de la demostracion del teorema anterior se basa en escoger adecuada-
mente un dominio de estabilidad (D) para el operador . Notemos que, como

sabemos que el estado estacionario T es estable (o sea, la derivada de la solucion
estacionaria g tiene modulo menor que 1), el candidato natural sera el conjunto
de funciones que pasen por ese estado y que tengan derivada menor que 1. Luego
de refinar un poco tal subconjunto, encontraremos uno para el cual la aplicacion
¢ sea una contraccion. De esta manera, iterando sucesivamente la aplicacion ¢,

convergiremos a la solucion estacionaria g.

IS 1y = Sup {If ()| + |f'(2)] / = € X}.
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Nuevamente el hecho que las iteraciones estan basadas en una contraccion nos
permite controlar el error de aproximacion de la misma manera como lo haciamos
en la relacion 2.19, con la diferencia de que, en este caso, estamos controlando el
error de la aproximacion no solo de los valores de la funcion, sino también de sus
derivadas.

En el articulo de Maldonado y Moreira (2003), se calculan algunos ejemplos
numéricos relacionados con modelos de la literatura. Un hecho interesante
en estos ejemplos es que se observa una rapida convergencia a la solucion
estacionaria y, mas aun, en todo el dominio; esto propone investigaciones futuras
en busca de la extension del resultado del teorema 2.4. para dominios mayores.
También son comparados los resultados de este método con aquellos del trabajo
de Li (1998) y se obtiene que el primero es mas eficiente en dos sentidos: primero,
garantiza la convergencia hasta la primera derivada de las aproximaciones; Yy,
segundo, el conjunto de parametros para los cuales este método funciona es
estrictamente mayor que el propuesto en el trabajo de Li.

2.3.2.4. Métodos proyectivos

Finalmente, presentaré los llamados métodos proyectivos para resolver ecua-
ciones del tipo 2.18 o sus versiones estocasticas. Estos consisten en aproximar la
solucion estacionaria por familias de funciones de dimension finita. Especifica-
mente, supongamos que la solucion estacionaria ¢ esta definida en un dominio
compacto [m, M] y es aproximada por un polinomio

n

g(z,a) = Z ai (),
i=0
endonde ¢;(z) = T;—1(2[(x—m)/(M —m)]—1) ylos T; son los polinomios de
Chebyshev® definidos recursivamente en [0, 1] por Ty (2)22T,(2) — Th-1(2),
To(z) =1 y Ti(z) = x. De esta manera, calculamos el vector a = (ay,...,a,)
de forma que minimice los residuos

R(z;a) = E(z,g(x; a), g(9(; a); a)). (2:21)

6 En andlisis numérico, los Polinomios de Chebyshev son utilizados para aproximar funciones
de clase C".
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Existen al menos tres maneras de minimizar los residuos dados en 2.21. La
primera consiste en seleccionar algunos puntos (z1,...,o,) en [m,M] y

resolver el sistema no-lineal de ecuaciones
R(zi;a) = E(xi, 9(zi;a), 9(9(zi; a); ) = 0.

La segunda consiste en minimizar la norma L? de estos residuos, es decir,

'.5'!
minimizar {/ R%*(z;a)dz; a € R"}.

Por ultimo, el siguiente sistema no-lineal de ecuaciones podria ser resuelto:

> R(zj;a);(z;) =0,

3=0
en donde zi,...,x,, sonlas m raices de 4. En Judd (1992) se prueba
que estos métodos proporcionan aproximaciones que convergen uniformemente
a la solucion estacionaria, cuando el orden de los polinomios va hacia infinito.
Ademas se ofrecen varios ejemplos numeéricos.

Marcet (1988) y Marcet y Lorenzoni (1998) desarrollaron extensiones de esta
metodologia para modelos estocasticos.

2.4. Consideraciones finales

En los ultimos afios, la demanda por métodos numeéricos rapidos y precisos
para la resolucion de problemas en economia aplicada ha ido creciendo
notablemente. La exactitud de la solucion propuesta tiene gran importancia en
los procesos iterativos, pues pequefios errores pueden amplificarse en la medida
que el orden de iteracion aumenta.

En este articulo presento una resefia de los métodos mas utilizados en
economia dinamica, especificamente en problemas de programacion dinamica
y en problemas en los que la solucion es caracterizada por las ecuaciones de
Euler, que son ecuaciones en diferencias finitas de segundo orden. Para los
PPDE mostramos que el método de Bellman permite encontrar aproximaciones
precisas (del orden de precision que se desee) de la funcion politica Optima.
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Para que esto sea posible, ademas de las hipotesis de continuidad y compacidad
usuales, basta que la funcidn retorno sea fuertemente concava. A este respecto,
es importante destacar dos cosas: el problema puede no ser diferenciable; o sea,
la funcion retorno o las restricciones pueden tener puntos de no-diferenciabilidad
(como en el caso de estar usando tecnologias de Leontief o algin sistema de tasas
de impuestos lineales por tramos). En segundo lugar, la concavidad fuerte puede
ser intercambiada entre las variables de estado; es decir, en el teorema 2.1. se
requeria que la funcion F'(z,y, z) sea fuertemente concava en z; sin embargo,
un resultado similar puede ser obtenido si la concavidad fuerte es en .

Los otros métodos presentados en este trabajo estan basados en las Ecuaciones
de Euler. Estas representan las condiciones de primer orden necesarias para
la optimalidad de una trayectoria en el PPDE. Sin embargo, ellas pueden
tambieén aparecer en otro tipo de problemas de economia dinamica, representando
condiciones de optimalidad y equilibrio del modelo considerado. En este sentido,
las ecuaciones de Euler tienen un conjunto de modelos mas amplio para su
aplicacion. La desventaja de ellas es que su aplicacion es valida solo para modelos
en los cuales las funciones consideradas son diferenciables y cuando la solucion es
interior, Pese a estas desventajas, los métodos basados en las Ecuaciones de Euler
han resultado mas veloces que aquellos basados en las iteraciones de Bellman.
Entre los métodos de aproximacion de la solucion estacionaria de las Ecuaciones
de Euler, tenemos los contractivos en la norma supremo y en la norma de las

funciones continuamente diferenciables, asi como los proyectivos.

Dependiendo del tipo de problema econémico estudiado, pueden proponerse
nuevos métodos de solucion, que luego pueden extenderse a otro tipo de
situaciones. Teoremas de punto fijo como el de Banach, Brouwer y Schauder
pueden y vienen siendo utilizados tanto para encontrar métodos de aproximacion
cuanto para estimar sus errores. De todos modos, en la actualidad, contribuciones
cientificas en esta linea son pautas de estudio para muchos investigadores.
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3. Arbitraje en mercados de
activos DC con un continuo
de estados

Jaime Orrillo!

3.1. Introduccion

Hoy en dia, cualquier inversionista con un computador apropiado podria
simular todos los escenarios que especifiquen todos los posibles eventos que
podrian suceder en el futuro, digamos para los proximos veinte afos, si estos
fueran finitos. El interés por describir tales escenarios surge porque ellos
afectarian las decisiones financieras (compra y venta de activos asi como de
las mercancias). En realidad, como dijo Geanakoplos: «[...] there is an infinity
of potential scenarios, so no matter how many the investor sees, he has at
best anecdotal information about what might happen to his investment» (1997).
Aunque Geanakoplos, en su articulo «Promises Promises», publicado en 1997,
admita la existencia de una cantidad infinita de estados de la naturaleza, ¢l y
muchos autores asumen un numero finito.

! Profesor, Pés-Graduagdo em Economia da Universidade Catdlica de Brasilia, SGAN 916-
Médulo B, Asa Norte 70790-000, Brasilia - DF, Brasil. Correo electronico: orrillo@pos.ucb.br.
Agradezco al CNPq del Brasil por el soporte financiero 301218/2004-8.
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3. Arbitraje con un continuo de estados

En un sentido riguroso, la incertidumbre que afecta las variables de la
economia, en particular los precios de los activos, deberia ser modelada por un
continuo de estados. Este articulo trata con esta clase de incertidumbre y su
principal objetivo es caracterizar los precios de los activos DC via no arbitraje.

Recientemente, Araujo et al. (2005) han caracterizado, via no arbitraje, los
precios de los activos DC para el caso en que la incertidumbre se representa
por un numero finito de estados de la naturaleza. El resultado de estos autores
depende del Teorema de Separacion de Conos Convexos en Dimension Finita.
En nuestro caso continuo de estados la aplicacion de tal teorema se torna un
poco dificil por la naturaleza del conjunto al que pertenecen los retornos de los
portafolios.” En realidad, el problema es la cerradura del conjunto de los retornos
stiper replicables, que en el caso finito no es problema. Sin embargo, en el caso
continuo de estados, la cerradura de los retornos stper replicables es un resultado
crucial que tiene que ser verificado para que el Teorema de Yan pueda ser aplicado.
Cuando la ihcertidumbre se representa por un conjunto infinito, pero enumerable,
Zhang (1996) ha proporcionado una generalizacion del Lema de Stiemke, el cual
le permitio caracterizar los precios de los activos dentro de un marco clasico donde

los deudores no son morosos ni existe garantia para estos activos.

El proposito de este trabajo es, en realidad, proporcionar un resultado similar
al de Dalang, Morton y Willinger (1990) para el caso de activos DC. En
términos mds precisos, nuestro objetivo es demostrar una version del Teorema
Fundamental de Valoracion de Activos DC. Nos restringiremos al caso en que
la actividad econoémica dura solamente dos periodos, desde que nuestro mayor
interés, en este articulo, es ver el impacto que causa cuando un continuo de
estados es considerado. Cuando la actividad econdmica se extiende para mas de
dos periodos, la situacion se complica desde el punto de vista técnico, pero los

resultados son similares al de este articulo. *

Para llegar a nuestro objetivo, en primer lugar tenemos que definir de manera
conveniente el concepto de no arbitraje en el mercado de activos DC. Esto se
consigue colocando los activos DC en el marco de un modelo bid-ask (véase

2 Ellos son elementos del espacio vectorial topoldgico de variables aleatorias dotado de la
topologia de la convergencia en medida.
3 Véase Alvarez y Orrillo (2005).
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3.2. El modelo

subseccién 3.2.1. para mas detalle), en el que el concepto de no arbitraje es bien
entendido.* Trabajos relacionados al concepto de no arbitraje en mercados de
activos con fricciones son los de Garman and Ohlson (1981), Prisman (1986),
Schachermayer (2002) y Napp (2003).

La estructura de este articulo es como sigue: en la seccion 3.2. describimos
el modelo del mercado financiero, definimos la condicion de no arbitraje y
enunciamos nuestro principal resultado; en la seccion 3.3. reescribimos el
concepto de no arbitraje en términos mas matematicos y demostramos el Lema
Clave que nos permite ver como la version abstracta de la condicion de no arbitraje
implica nuestro resultado principal; la seccion 3.4. ofrece algunas consideraciones
finales; finalmente, en el apéndice enunciamos el Teorema de Yan, el cual es usado

en la demostracion del lema 3.1.

3.2. El modelo

En esta seccion describimos el modelo de un mercado donde se negocian
activos DC. La actividad econdmica dura dos periodos. La incertidumbre es acerca
del estado de la naturaleza que ocurrira en el segundo periodo. Modelamos esta
incertidumbre especificando una medida de probabilidad p (regular y de Borel)
sobre el espacio Q = [0,1] de los estados de la naturaleza. Asi que, el espacio de
probabilidad (2, F, ) y los periodos t =0 y ¢t =1 son fijos.

Se asume la existencia de J activos DC a ser negociados en { = 1. Cada
activo tiene una garantia real que lo respalda, es decir, un vector C; € Rﬂ;
no-nulo de mercancias. Se asume también que las mercancias que sirven como
garantias se deprecian linealmente’ en el siguiente sentido: para cada estado de la
naturaleza, s € €, Y(S)CjZYI(S)Cﬂ es la garantia depreciada disponible

!

para ser negociada en t = 1; Y € L¥(Q,F,u; RY) es la estructura de
depreciacion que se asume ser limitada. Desde que la tnica consecuencia de
la morosidad de los deudores es el embargo de las garantias (las cuales seran

4 Véase, por ejemplo, Leroy y Werner (2000).
5 Podriamos haber tomado una estructura de depreciacion mds general como la de Geanakoplos
y Zame (2002), pero por amor a la simplicidad la hemos tomado lineal.
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3. Arbitraje con un continuo de estados

repartidas entre los acreedores), el retorno de cada activo DC se define como
Di = min{p(s)A’(s),p(s)Y(s)C;}, el cual es el minimo entre la obligacion
y el valor de la garantia depreciada.

A continuacion, definamos coordenada a coordenada dos variables aleatorias
R’ —valoradas:

D:Q— R yR:Q — R’ como D'(s) := D!y R = p(s)Y(s)C; — D*(s).

Denotemos por V' la variable aleatoria R?/—valorada, la cual se define para
cada s como V(s) = (D(s),R(s)). Definamos también el vector ¢ € R*/

como el par (m,p), con p = Z(pacj — ;) e;, donde e; esel j—ésimo vector
jed
de la base canoénica ordenada de RY.

3.2.1. Arbitraje con un continuo de estados

A continuacion, definimos el concepto de no arbitraje que intuitivamente
quiere decir que es imposible hacer dinero de la nada. Nuestro modelo puede
ser interpretado como si fuera un modelo con un spread entre precios de venta
y compra de activos. Nos referimos a este modelo como un modelo bid-ask.
Cualquier portafolio z € R’ puede ser descompuesto en dos portafolios 6 € R/
y ¢ € RJ. El primero representa la compra de activos y el segundo la venta.
Luego, cualquier portafolio z € R’ puede ser considerado como un par de
portafolios no-negativos (0,¢) € R3’. El vector de precios y el retorno del
portafolio de venta son 7 € R’ y D € L%(Q,F,u; R’) respectivamente; y
el vector de precios y retorno del portafolio de compra son —p € R’ y —R €
Ly (), F , ; R’) respectivamente. La no-negatividad impuesta previamente es
conocida en la literatura de finanzas como una clase de restriccion de factibilidad
sobre la posesion de los activos. En nuestro modelo, el sistema de precios, tanto
de compra como de venta, es el precio comin base 7 € R’ y el precio neto de
venta —p = m — p,C € R’ respectivamente.
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El concepto de arbitraje utilizado en el modelo bid-ask es el de arbitraje
ilimitado. Para mayores detalles, nos referimos a Leroy y Werner (2000). Para
mantener las cosas simples, nos referiremos a este tipo de arbitraje ilimitado,
simplemente, como arbitraje.

Para definir arbitraje en nuestro modelo, necesitamos, en primer lugar, definir
la funcion Vz : Q +— R, que representa el retorno total del portafolio z y su
coste gz € K. Lo hacemos de la siguiente manera:

Vz(s) :=V(s)z = D(s)8 + R(s)p, y gz = 70 + pp,¥z = (8, ) € R?.
Entonces, tenemos que
(—gz,Vz) € Rx L°(Q, F, i1, R),

donde L°(2, F,u; R) es el espacio de todas las clases de equivalencia de las
variables aleatorias con valores reales, el cual es un espacio vectorial topologico
completo dotado de la topologia de la convergencia en medida. Denotemos por
L5.(Q, F, u; R) el cono no-negativo del espacio L°(Q, F, i; R).

Definicion 3.1. Decimos que el proceso (g,V) satisface la condicion de no
arbitraje (de aqui en adelante, NAC) si no existe ninguna estrategia z(6, ) € R/
tal que,

(—qz,Vz) € Ry x L3(Q, F,p; R) y (—q2,Vz) # (0,0).

De manera equivalente, podemos decir que NAC es satisfecha si lo siguiente

es valido:

Vz=(0,¢) € RY,(~q2,V2) € Ry x LY(Q, F, 11 R) = gz

0,Vz=0 a.e.

Antes de establecer nuestro resultado principal, definimos cuando el precio de
un activo es una martingala, submartingala, y super martingala respectivamente.
En el contexto de este articulo, los precios de los activos seran comparados con sus
retornos contingentes a ser pagos en el segundo periodo. Para ser mas precisos,
supongamos que x sea el precio de un determinado activoe y : 2 — R,
la variable aleatoria que representa su retorno contingente. Entonces, se dice que
x esuna ~y—martingala si existe un numero estrictamente positivo y > 0 y
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una medida de probabilidad equivalente @), tal que el precio del activo z es
igual al valor esperado de retorno contingente y multiplicado por el numero 7.
Formalmente, esto se escribe como

z=FE%] = 7/ dQ(s), para alginy > 0.
Q

Si la igualdad anterior vale con < (respectivamente con >), decimos que el
precio del activo x es una submartingala (respectivamente una siper martingala).
Se dice que las sub y stiper martingalas son estrictas si las desigualdades anteriores
también son estrictas.

3.2.1.1. Una condicion suficiente bastante obvia

Es obvio ver que, si existe una medida de probabilidad equivalente () que
transforma el proceso bi-dimensional (¢, V') previamente definido a una y—super
martingala, entonces tal proceso debe satisfacer NAC. En efecto, supongamos que

7 [ VHEA(s) < ¢V E= 1,20y >0
Q

Notemos que las primeras J coordenadas de V' sonigualesa D y las ultimas
J coordenadas son iguales a R. De manera similar, las primeras J coordenadas
de g sonigualesa 7 y las tltimas J coordenadas son iguales a p. Por tanto,
multiplicando la j—ésima coordenada en la anterior desigualdad por 67, para
j=1,...,J yluegopor ¢/ para j=J+1,...,2J, y finalmente sumandolas,
obtenemos

vEqQ|D8 + Ry < 70 + pp,V (8,¢) € R% cony > 0. (3.1)
Si ademas tuviésemos
(=m0 — pp, DO + Ry) € Ry x LS. (Q, F, u; R),
entonces tendriamos
0 < vEq[DO + Ry) < 70 + pp < 0.
Podemos concluir entonces que
(gz,Vz) = (=m0 — pp, D + Rp) = 0 @ — casi ciertamente,
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y por lo tanto p—casi ciertamente. Esto muestra que el proceso (g, V') satisface
NAC.

Nuestro objetivo principal es el reciproco del resultado anterior.

Teorema 3.1. (Resultado principal)

Siel proceso (g, V') satisface NAC, entonces, (g, V') esuna y—stper martingala
segin nuestra definicion antes presentada. Esto es, existe un nimero estrictamente
positivo v > 0 y una medida de probabilidad equivalente () tal que

7f VIdQ(s) < ¢V j=1,...,2J
Q

Este teorema se obtiene facilmente del siguiente resultado:

Lema 3.1. Si el proceso (¢,V) satisface NAC, entonces existe un nimero
estrictamente positivo 7 > 0 y una medida de probabilidad equivalente @,
tal que

W/SV(S)de(S) <qzVz20

0, de manera equivalente,

y L (D(s)0 + R(s)p)dQ(s) < (8 + )Y (6,¢) 2 0. (3.2)

Prueba del teorema 3.1.: la desigualdad 3.2 vale para todo (6,¢) € R?’, en
particular para 60 y ¢ = e;. Por lo tanto, 3.2 llega a ser

o /SR“_I;dQ(s) =B Wik
De manera similar, obtenemos
v [ D) <m. Y5
después de reemplazar 6 =e¢; y ¢ =0 en 3.2. Asi, de la definicion del proceso

(q,V), y apartir de las desigualdades previas, el teorema queda demostrado.

Observacion 3.1. Una consecuencia inmediata de este teorema es que el precio
de compra 7 'y el precio de venta neto —p son super y submartingalas
respectivamente.
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3. Arbitraje con un continuo de estados

3.3. La version abstracta de NAC

Daremos ahora una caracterizacion en términos mas matematicos de NAC.
Para eso, fijemos (g, V') y definamos el siguiente cono convexo

K ={(—qz,Vz) € Rx L°(Q,F, i, R) : z>0}.

Note que K es un subconjunto del producto cartesiano R x L°(Q, F, u; R).

Lema 3.2. (q,V) satisface NAC si y solamente si

KN (Ry x L%(Q, F, 1, R)) = {(0,0)}. (3.3)

Demostracion: (Condicion necesaria). Supongamos que (3.3) no sea verdad.
Luego, si existiese algin elemento en K N (Ry x L9 (2, F, i, R), este deberia
ser no-nulo. Pero esto contradice el hecho de que (g, V') satisface NAC.

(Condicion suficiente) Si (g, V) no satisface NAC, entonces, por definicion,
3(0,¢) € R, talque (—mf—pp, DO+ Ry) € Ry x L3 (Q, F,pu,R) y (—mf—
pw, DO+ Rp) # (0,0). Asique (3.3) no es verdad, puesto que (—7f — pyp, Df +
Ry) € K. Esto termina la prueba del lema 3.2.

Para demostrar el lema 3.1., antes tenemos que resolver un problema técnico
que estaba ausente en el caso en que la incertidumbre era finita: la cerradura del
conjunto K — Ry x L§(Q,F,u,R) C R x L°(Q, F,u,R) con respecto a
la topologia de la convergencia en medida. Este resultado es consecuencia de la
ausencia de oportunidades de arbitraje. Nos referiremos a este resultado como el
Lema Clave. A continuacion, enunciaremos y demostraremos este lema y luego

veremos como este implica el teorema 3.1.

Lema 3.3. (Lema Clave)

Si KN(Ry x L (Q, F,u, R)) = {(0,0)}, entonces K — R, x L3 (Q, F, u, R)
es cerrado en R x L°(£2, F, u, R) con respecto a la topologia de la convergencia
en medida.

Demostracion: sin pérdida de generalidad podemos asumir que V' en la definicion
del conjunto X, es acotado. En caso contrario definimos

h(s) = min {|| V(s) | ", 1}.
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Por otro lado, el operador de multiplicacion
M, : L°(Q,F, 1, R) — L°(Q, F, i, R),

definido por M, (g)(s) = h(s)g(s) para cada g € L°(Q,F,u,R), es
un isomorfismo que preserva el orden sobre el espacio vectorial topologico
L°(2, F, i, R). Por lo tanto,

('éd.’{: ﬁf.‘e)(f{) N (R+ X Li(Q$ F,u, R)) = {(010)}

& KN (Ry x L2(Q, F, 1, R)) = {(0,0)}

y K— Ry x LS(2, F, jt, R) es cerrado siy solamente si (idg, M,)(/X — Ry X
L (Q, F, p, R)) = (idr, My)(K) — Ry x L(Q, F, 1, R). Pero

(idr, My)(K) = {(—qz,9V2) € Rx L°(, F,u, R) : z € R}
yla funcién V definida por V(s) = g(s)V(s) pertenecena L*(S, F, u, R2').
El conjunto i — R, x LS (2, F,p, R) se define como
{(e, f) € Rx L°(), F,R) : (—qz,V2z) > (a, f) paraalgiin z € R?’}.
Para simplificar la notacion, este conjunto sera denotado por K. Sea
{(w, )} C K

una sucesion que converge en medida para algin elemento de R x L°(Q), F, i, R),
digamos a (cv, f). Asi, tenemos que demostrar que (o, f) pertenece al conjunto
I;ie., que existe z € Ri", tal que

—qz > ayV(s)z > f(s) p—c.c. (3.7)

Pasando a una subsucesion, podemos suponer que la previa sucesion converge casi
ciertamente. i.e.,

= ay fuls) = f(s)  p-ce

Esto implica que ambas sucesiones {a,} y {f.(s)} permanecen limitadas.
Notemos que la segunda sucesion es limitada casi ciertamente.
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3. Arbitraje con un continuo de estados

Por otro lado, a partir de {an, fu} C K, se sigue que existe una sucesion
{zn}n = Ri;, tal que

_QZH _>.. n’ﬂ Y V(-S')zn 2 _fu(s) '[_[. — C.C. (38)

Si {z,}n convergeen R%/, entonces podriamos claramente escoger z € R%’

como limite. El problema es que, en general, no existe razon alguna por la cual
la sucesion {z,}, deberia convergir. La Gnica cosa que podemos afirmar es
que la sucesion {z,}, es limitada inferiormente. Para resolver este problema,
descomponemos 12*/ como una suma directa de dos subespacios Ny N+, los
cuales dependen del proceso (¢, V). Estos subespacios son definidos como

N={zeR¥ : —qz=0yV(8)z2=0 p—ce}

Nt={veR¥ : v2=0,¥z€ N}.

Existe una proyeccion sobreyectiva y continua IT : R?*) —— Nt con
Ker(IT) = N. Por lo tanto,

R¥ = Ne N*.
Luego, para cada z € R*, tenemos que
(=qz,V(s)2) = (—q(11(2)), V(s)(TI(2))) p—cec. (3.9)

En particular 3.9 es también verdadera para 2 € R%/. En virtud de 3.9
sin pérdida de generalidad, siempre podemos suponer que la sucesion {z,}nx
pertenece a N*. Afirmamos que esta sucesion debe estar limitada. Si no lo
esta (pasando a una subsucesion denotada nuevamente por {z,}), entonces
lim ||z,]|g = +o0. La sucesion {Zz,}, definida como z, = HTZ';T—, pertenece
n—oo ; T} E‘ "
a la interseccion del simplex no-negativo de R?/ - denotado por A2/ -y N*.
Por lo tanto, existe una subsucesion {Z,.} que convergea 2z € A% N Nt

Multiplicando por ﬂ# a ambos miembros, en (3.8) tenemos
LN 1
52 & 1 r
("'qzrrk H V(S)z'il;,.) 2 ” & " {Q?Lki fﬂ;.— (S)} Ju — C.C. (510)
“nillp
Tomando limite en 3.10, obtenemos
(—qz,V(s)Z) = (0,0) p— c.c. (3.11)
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3.3. La version abstracta de NAC

De la condicion de no arbitraje, se sigue que (—qZz,V(s)z) = 0, lo cual
implicaque Z € N. Luego Z es zero porque NNN* = {0}, lo que contradiria
el hecho de que z € A%_J. Por lo tanto, la sucesion {II(z,)}, en Nt debe
estar limitada, la cual, pasando a una subsucesion, converge casi ciertamente.

Finalmente, de 3.9 se sigue el resultado.

3.3.1. Demostracion del Lema 3.1

De la hipotesis del teorema principal, se sigue que (gq,V) satisface NAC.
Luego, la cerradura del subconjunto

K — Ry x L5.(Q, F, i, R)

de Rx L°(Q, F,u, R) conrespecto a la topologia de la convergencia en medida
es implicado por el Lema Clave. Usando V, definimos la funcién Y : Q — R

como
¥i{s) = %ﬂ, dondie wlsy = wds{[[D(e)]5, Bla)l5, 11
Note que, para todo 2z = (0,¢) € R?, Yz € LS(Q, F,u, R). Puesto

que la convergencia en L' implica la convergencia en medida, tenemos que
el conjunto C' = (K — Ry x LS(Q), F, 1, R)) N (R x LY(Q,F,pu,R)) es
cerrado en el espacio R x L'(Q,F,u, R) con respecto a la L'—norma y es
disjunto de Ry x LY (2, F,u, R) — {(0,0)}. De esta manera, C tiene las
siguientes propiedades: C' es un cono convexo cerrado en R x L', L' c C
y CNRy x Ly = {(0,0)}. Por lo tanto, las hipétesis del teorema de Yan
(véase apéndice) son satisfechas. Asi, existe (k,g) € (R x L'(Q, F,u, R)) =
R x L™, F,u, R), tal que (k,g) > 0 c.c. y es menor o igual que 0 sobre el
cono convexo C. En particular, para cada z = (0, ¢) € R?’ tenemos,

Z

[ a2 ) G, g(s))duts) < 0
s w(s)

/S . %).(k,y(sndu(s) <0
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3. Arbitraje con un continuo de estados

/S(Ds{‘) + Rsp)dQ(s) < y(ml + py), (3.4)

donde v = ck y @ eslamedida sobre F con funcién de densidad <) donde

w(s)

el factor ¢ > 0 es escogido tal que Q(£2) = 1. Por lo tanto, ) es una medida de
probabilidad equivalente a P°.

3.4. Conclusiones

En este trabajo, hemos definido la condicion de no arbitraje para activos DC
(aquellos sujetos a default y protegidos por alguna garantia). La nocion de no
arbitraje es similar a la de un modelo bid-ask en el que el concepto de no arbitraje
es bien entendido. Hemos demostrado también que los precios de compra y venta
neta de activos son stper y sub martingalas respectivamente.

Este resultado podria ser considerado como una extension de los resultados
obtenidos por Araujo et al. (2005). La extension es con respecto al tamafio de
la incertidumbre y no a la eleccion del la garantia. Este trabajo ha considerado
solamente dos periodos. Para el caso de mas de dos periodos, pero aun con
horizonte finito, la validez del Lema Clave depende fuertemente de resultados
de analisis funcional (véase Alvarez y Orrillo (2005)).

Finalmente, seria util estudiar este problema en un escenario de horizonte
infinito y verificar si el teorema 3.1. aun permanece valido, o si falla como en
el modelo de Dalan, Morton y Willinger (1990).

3.5. Apéndice

Teorema 3.2. (Teorema de Yan)

Sea C un cono convexo cerrado en L'(Q, F, P) que contiene a L' (Q, F, P)
y tal que C'NL%{0}. Entonces, existeun g € L™ con g > 0 casi ciertamente
y g(c) £0,Vce C.

Demostracion: el resultado se sigue de una combinacion del Teorema de Hahn-
Banach y de un argumento de exhaustividad (vease J.A. Yan (1981), o W.
Schachemayer (1992)).
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4. Distribucion de la riqueza
en el modelo de crecimiento

neoclasico

Carlos Urrutia'

4.1. Introduccion

Mi primera clase con Ramon Garcia-Cobian como profesor fue en un curso
de Estadistica, cuando recién iniciaba mis estudios de facultad. No exagero al
describir esa clase como una de las mas fascinantes que me ha tocado oir. En
ella, Ramon nos introdujo a la Teoria Moderna de Probabilidades, ligandola con
otras ciencias como la Fisica (ahi escuché por primera vez lo que era la Mecanica
Cuantica) y, claro esta, la Economia.

Desde ese momento, quedd claro que Ramoén no era un profesor mas,
sino uno de esos maestros que marcan la experiencia universitaria de algunos
alumnos afortunados. Su rigor intelectual, su interés por continuar aprendiendo
permanentemente, su sencillez y calidez humana, todas esas caracteristicas fueron

! Profesor Investigador, Centro de Investigacion Econémica, Instituto Tecnolégico Auténomo
de México. Correo electronico: currutia@itam.mx.
Quiero agradecer a Francesc Obiols-Homs por permitirme utilizar parte de nuestro trabajo
conjunto en este articulo. Agradezco también la invitacion de César Martinelli para participar
en este volumen. Como es natural, cualquier error es de mi exclusiva responsabilidad.
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4, Distribucion de la riqueza

el modelo para una generacion completa de estudiantes de Economia. Nuestra
deuda con Ramon es enorme. Su ejemplo nos llevo a estudiar mas alla de la
licenciatura, a dejar el Perti (aunque adivino su decepcion ante que algunos
de nosotros no volviéramos, al menos de momento) y a intentar una carrera

académica productiva que contribuya de alguna manera al pozo de la ciencia.

Gracias a él, tuve también un contacto temprano con ciertas herramientas
del analisis economico moderno, que son ahora parte fundamental de mi trabajo
como investigador. En su curso de Investigacion de Operaciones y en alguno de
los grupos de lectura que Ramoén organizaba en su afan permanente por estar
actualizado, tuvimos nuestra primera introduccion a la Teoria de Juegos y a
la Programacion Dinamica. Junto con lo que aprendi de Equilibrio General en
los cursos de Mario Tello, esas herramientas me acompaiiaron en mis estudios
de doctorado en Minnesota. Ahora me parece imposible pensar en el analisis

macroeconomico sin ellas.

Una de esas herramientas es el modelo de Crecimiento Neoclasico (o de
Ramsey o incluso conocido como el modelo de Cass-Koopmans). En este
modelo, un agente representativo toma decisiones de consumo e inversion en un
horizonte intertemporal, considerando el efecto de sus decisiones presentes sobre
la acumulacion de capital y, por lo tanto, sobre el estado de la economia en el
futuro.? Este modelo es la piedra angular de la macroeconomia moderna, en el
sentido que proporciona un marco sencillo pero verdaderamente dinamico, con
fundamentos microeconomicos y libre de la Critica de Lucas. La extension del
modelo basico en multiples direcciones ha generado contribuciones importantes
en temas tan variados como el Crecimiento, los Ciclos Econdmicos, la Politica
Impositiva, el Comercio Internacional, entre otros.3

% Una introduccién al Modelo de Crecimiento Neoclasico, con algunas extensiones basicas,
puede encontrarse en mis notas de clase publicadas en Urrutia (1996).

*Cooley (1995) contiene una revision de estas aplicaciones recientes del modelo de
Crecimiento Neoclasico en su version estocastica. Sobre el tema de Crecimiento en particular,
Barro y Sala-i-Martin (1995) sigue siendo la referencia introductoria mas completa, aunque ¢l uso
de tiempo continuo lo distancia un poco del resto de modelos macroeconémicos.
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4.1. Introduccion

Con Ramon estudiamos este modelo, en particular su dinamica, partiendo
de un nivel de capital por debajo del estado estacionario. Vimos cémo, en
el corto plazo, la economia acumulaba capital, pero en el largo plazo (o en
el estado estacionario) los rendimientos decrecientes en el capital agotaban el
crecimiento. De esa manera, el modelo captura ciertas caracteristicas de la
experiencia de economias como Japon y Europa luego de la Segunda Guerra
Mundial, o en general de economias que vienen saliendo de periodos de
crisis agudos y prolongados. Menos claro es que el modelo permita entender
el crecimiento sostenido de Estados Unidos en las tultimas décadas o el

estancamiento permanente de Ameérica Latina.

Una de las limitaciones del modelo basico es que no permite hablar de
distribucion (de ingreso, de la riqueza, etcétera), dado que asume la existencia
de un unico individuo representativo. Ya Ramon nos habia alertado acerca de
los problemas de agregacion que subyacen al modelo y por los cuales este no
resulta apropiado para hablar de temas en los cuales la heterogeneidad entre
individuos es importante (como Impuestos Redistributivos, Seguridad Social,
Educacion, etcétera). Por ello, y dado mi interés en los temas mencionados, mi
investigacion posterior se ha enfocado en modelos con agentes heterogéneos, cuya
dinamica agregada no puede, en general, ser descrita por el modelo del agente
representativo.?

Existe, sin embargo, una excepcion. Se trata de una clase de modelos
que asume, entre otras cosas, preferencias cuasi-homotéticas e idénticas entre
individuos. En esos casos, la distribucion de la riqueza no afecta los precios ni
las cantidades totales, por lo que podemos recuperar la dinamica agregada de la
economia a partir de la solucién del problema con un agente representativo. Si
bien la distribucion de la riqueza no afecta esa dinamica, lo opuesto no es correcto:
la trayectoria mediante la cual la economia converge al estado estacionario tiene
implicaciones fuertes sobre la evolucion de la distribucion de la riqueza. En
algunos casos, la distribucion se hara mas igual o desigual a lo largo del tiempo,

mientras que, en otros, la distribucion se mantendra incluso constante.

4 Algunos ejemplos de mi trabajo reciente sobre estos temas son Restuccia y Urrutia (2004) y
Rojas y Urrutia (2005).
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4. Distribucion de la riqueza

Este articulo presenta brevemente algunos resultados de Obiols-Homs y
Urrutia (2005) que constituyen un primer intento por caracterizar analiticamente
la evolucion de la riqueza en un modelo con algunas de las caracteristicas
mencionadas anteriormente (seré mas preciso dentro de un momento). Creo que
los resultados, aunque solo sean aplicables a una clase particular de modelos,
son interesantes, en particular la posibilidad de una Curva de Kuznets, en la cual
la desigualdad aumenta en etapas tempranas del desarrollo y luego disminuye.
Me atrevo a pensar que este es un tipo de no-linealidad que a Ramon le hubiera
gustado estudiar.

4.2. El problema

Consideren una economia habitada por un continuo de individuos indexados
por ¢ € [0,1]. El tiempo es dicreto. Cada uno de estos individuos maximiza su
utilidad intertemporal, descrita por la funcion

Z Bt log(ci —¢),

t=0

en donde B € (0,1) es el factor de descuento y ¢ es un nivel minimo de
consumo, comunes entre individuos. Esta funcion de utilidad (un caso especial de
la Funcion Stone-Geary logaritmica) es separable en el tiempo, concava en cada
periodo y cuasi-homotética. Los individuos difieren inicamente en su dotacion
inicial de riqueza (o capital), que denotamos aj,. Adicionalmente, cada individuo
posee una unidad de tiempo en cada periodo, que ofrece de manera inelastica
como trabajo.

Por el lado de la produccion, asumimos una inica empresa representativa. Esta
produce el unico bien de consumo/inversion combinando capital y trabajo segin
una tecnologia de tipo Cobb-Douglas

Y, = KN}~ 4 (1 - §)K,

con a € (0,1). Las cantidades agregadas Y;, K; y N, representan el nivel
de producto (neto de depreciacion), capital y trabajo totales de la economia en
el periodo ¢, y 6 € (0,1) es la tasa de depreciacion que asumimos constante.
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La empresa escoge capital y trabajo para maximizar beneficios en cada periodo:
Y, — R K, — w Vg,

en donde R, y w, representan la tasa de interés (neta de depreciacion) y el
salario real, respectivamente.

Asumimos que los mercados para el producto, capital y trabajo son compe-
titivos. Dados los elementos anteriores, definimos a continuacion un Equilibrio
Competitivo para esta economia.

Definicion 4.1. Un Equilibrio Competitivo para esta economia es un conjunto de
secuencias {ci,al} y para los precios {R;,w,} tales que

(i) para cada individuo, las secuencias {c{,al} resuelven el problema

s - T i N ,'i -
max{c},a:,I_I} gﬁ lOg(C;_ [')

sujeto a ¢ +ay,, = w + Ray,
d>7¢,Vt>0, dado a.

tomando las secuencias de precios {Ry,w;} como dadas;

(ii) los precios de los factores satisfacen las condiciones marginales de maximiza-
cion de beneficios de la empresa representativa: R, = oK} "N} +(1-4§) y
w, = (1 - KN y

(ii1) los mercados se vacian: K; = fol atdi vy Ny=1,

Este modelo es similar al estudiado por Chatterjee (1994). Este autor muestra
como, en el modelo, la existencia de Curvas de Engel lineales nos permite usar
un resultado de agregacion. Por lo tanto, los precios de equilibrio dependen
solamente del stock de capital agregado, no de su distribucion entre agentes.
Esta observacion es util, pues permite, junto con una aplicacion inmediata de los
Teoremas del Bienestar, recuperar las cantidades agregadas de equilibrio a partir
de la solucion del problema del planificador social:

MAX (¢, k1) Zﬁ’ log(c; — ©)
t=0
sujeto a e+ ki =k + (1= 0)k

¢ >C ki >0,V t >0, dado kg,
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en donde la dotacion inicial de capital ko = [, ajdi corresponde con el capital
inicial agregado (o promedio) en el Equilibrio Competitivo. Sabemos que la
solucion de este problema existe, que es unica y que la secuencia de valores para
el capital {k;} converge monotonamente a un valor de estado estacionario k*.

Una vez resuelto el problema del planificador, podemos recuperar los precios
de equilibrio combinando las condiciones marginales de la empresa con las de
vaciado de mercados:

R, = ok +(1-0) y we = (1 — @)k

Para terminar de resolver el Equilibrio Competitivo, queda pendiente caracteri-
zar la evolucion de la riqueza de cada individuo. Para ello, volvemos al problema
de maximizacion de un individuo i. Las condiciones de primer orden implican

Ct+1
——— = fBRi1
Cr aa C

junto con la restriccion presupuestaria
Ay = Wy + Rea; — ¢

y la condicion de transversalidad habitual. Combinando estas ecuaciones (véase
el Apéndice para una descripcion detallada de este paso), obtenemos la funcion
consumo
R -1
l_.[ =0 Rt+1+s
que nos describe el consumo individual como una funcion lineal del ingreso
permanente

w
=5 at_l_zn t+j ,

s=0 Rt+s

es decir, de la riqueza inicial mas el valor presente del flujo de ingreso laboral que
el individuo posee. Reemplazando en la restriccion presupuestaria, obtenemos

5 La demostracion de estos resultados es una aplicacién inmediata de los Teoremas en Stokey
y Lucas (1989) y Harris (1987), que a su vez requieren cierta familiaridad con Programacion
Dinamica. El caso no habitual de ¢ > 0 requiere algo de cuidado, por lo que lo revisamos en
detalle en un apéndice de Obiols-Homs y Urrutia (2005).
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i e (o R
ay, = wtRap—c
oo
i i ﬁRt+1+' =]
= w+ Raj— (1= Bwj —¢)_ =+ —
=0 H3=0 R£+l+s

i W5 r3Rr+1+w 1
= w+Ra;—(1-B)R |aj+ Y ——+—
t : : Z{) i—(} Rt+s Z ]__[ =0 Rt+l+5
que reescribimos como
at,, = BRia + Dy 4.1
con
oo
e Wi+ ﬁRf+l+j ]
Dt =U»’t'—(1_ﬁ)& -
jz: i_—_u R£+s Z H s=0 R£+1+s

Notese que el término D, es independiente del individuo i. Dados los
precios de equilibrios obtenidos del problema del planificador social, la ecuacion
4.1 nos permite construir la secuencia de capital (o riqueza) para cada individuo
i, partiendo del a}, dado.

La pregunta que nos interesa es ;qué podemos decir acerca de la evolucion
de la distribucion de la riqueza en este modelo durante la transicion al estado
estacionario? De manera mas rigurosa, supongamos que la economia empieza
en el periodo 0 con un nivel de capital inicial total ky < k*. Este capital
se encuentra distribuido de manera arbitraria entre individuos, de manera tal que
cada uno de ellos posee una riqueza a dada, con ko = fol abdi. Vamos a
describir la desigualdad en la distribucion de la riqueza en el periodo ¢ como el
coeficiente de variacion
SD (a})

K

es decir, la desviacion estandar de la riqueza entre individuos sobre su media.®

CcV, =

La desigualdad inicial descrita por C'V} se encuentra dada, pero conforme la
economia acumula capital en su transicion al estado estacionario, la desigualdad
en lariqueza C'V; puede aumentar, disminuir, 0 permanecer constante. Queremos
saber cual(es) de estas posibilidades ocurre efectivamente en el modelo.

%0Otras medidas de desigualdad son el Coeficiente de Gini y la Curva de Lorenz. Creemos que
nuestros resultados son robustos a la medida de desigualdad usada. Escogimos el coeficiente de
variacion por su tratabilidad analitica.
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4.3. Resultados

La ecuacion 4.1 nos da nuevamente la clave para entender la evolucion en
la distribucion de la riqueza. Tomando la desviacion estandar entre individuos a
ambos lados de la ecuacion (notese nuevamente que D, es independiente de 1),

tenemos
SD(aiy,) = BR. SD (af)
luego
.D.(a k k
S (U‘H-i)/df#l _ ( .‘t )ﬁR:;
S‘D.(U-E)/;\,f_ II\;H.]
es decir,
k¢ ,
CVipr = (r) BR, CV,.
t+1

Por lo tanto, la desigualdad en la distribucion de la riqueza aumentara (dismi-
nuird) en la medida en que la tasa de crecimiento del capital k., /k; sea menor
(mayor) al producto FR;, ousando los precios de equilibrio

CV:H.] § C‘/f =4 }9 [Q’;Ii.'?_l + (]_ - 5)] § ;'!ift_{,.l/kg. (4.2)

El problema del planificador social descrito anteriormente ha sido analizado
desde hace ya tanto tiempo que uno esperaria que no hubiera nada nuevo qué decir
al respecto. Sabemos que existe una unica secuencia {k;} que lo resuelve y
que, si partimos de un nivel de capital agregado %k, menor al capital de estado
estacionario, la secuencia optima {k;} converge monotonamente a k*, con
ki1 > kg, ¥ t. Sin embargo, no encontramos resultado analitico alguno, en la
literatura, que nos diga si el lado derecho de la condicion 4.2 se cumple o no en
el modelo, ni siquiera en el caso habitual en el cual el consumo minimo es cero.’
Esta es la contribucion que realizamos en Obiols-Homs y Urrutia (2005).

7 Una excepcion es el caso en que =0 y § = 1. Sabemos que, en este caso especial, el
modelo tiene una solucion analitica, caracterizada por la funcion de ahorro k41 = a8k, Porlo
tanto, la condicion del lado derecho se cumple con igualdad y la desigualdad en la distribucion de
la riqueza permanece constante (CV;y; = C'V}).
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4.3. Resultados

4.3.1. Elcasoconc =

Si no existe un nivel de consumo minimo, el modelo se reduce al caso de libro
de texto con funcion de utilidad logaritmica y funcion de produccion tipo Cobb-
Douglas. Aun asi, como hemos visto, la evolucion en la desigualdad de la riqueza
no es trivial. El siguiente teorema nos dice que, en este caso, la distribucion de
la riqueza se hace mas igualitaria conforme la economia transita hacia el estado
estacionario.

Teorema 4.1. Asuma que ¢ = 0. Paratodo 0 < kg < k*, la secuencia optima
{k¢} que resuelve el problema del planificador social satisface

B [akf™ + (1= 6)] < kg1 /ke;

luego, la desigualdad en la distribucion de la riqueza decrece monotonamente a lo
largo del tiempo (CV,; < CV}).

La demostracion de este resultado puede verse en Obiols-Homs y Urrutia
(2005). Notese que, en dicho articulo y por motivos de espacio, no tratamos
por separado los distintos casos respecto de ¢, sino que los presentamos en un
resultado general.

La intuicion detras del resultado es la siguiente: en equilibrio, todos los
individuos tienen la misma tasa marginal de sustitucion intertemporal; por lo
tanto, sin consumo minimo, desean también la misma tasa de crecimiento en su
consumo y de su ingreso permanente (recordemos que el consumo es una funcion
lineal del ingreso permanente). Dicho ingreso es un promedio ponderado del
rendimiento del capital de cada individuo y el valor presente del ingreso laboral.
Este altimo crece, en promedio, a una tasa menor que el capital agregado. En
el caso de individuos pobres (es decir, con menos capital o riqueza inicial), la
proporcion correspondiente al ingreso laboral es mayor, por lo que deben ahorrar
mas con el fin de alcanzar la tasa de crecimiento del ingreso permanente deseada.
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4. Distribucion de la riqueza

43.2. Elcasoconc >0

Si afadimos a la intuicion anterior el efecto de un consumo minimo, que obliga
a los agentes mas pobres a reducir su tasa de ahorro (incluso endeudarse) para
mantener un consumo presente por encima del nivel de subsistencia, podemos
entender una posible posible fuente de no-monotonicidad en la evolucion de la
desigualdad. Para niveles de desarrollo muy bajos, el efecto del consumo minimo
domina al del cambio en los precios de los factores, y la desigualdad aumenta.
Pero, una vez que la economia alcanza un nivel de riqueza tal que el individuo
promedio se aleja lo suficiente del consumo minimo, el argumento para el caso
de © = 0 se aplica y la desigualdad disminuye. De esta manera, obtenemos una
Curva de Kuznets (en forma de U-invertida) para la evolucion en la desigualdad
de la riqueza.

Antes de formalizar este resultado, debemos ser un poco cuidadosos con las
restricciones impuestas por el consumo minimo. Por ejemplo, este tipo de con-
sumo no puede ser tan alto que sea imposible de sostener en estado estaciona-
rio (es facil demostrar que el capital de estado estacionario es independiente del
consumo minimo; por lo tanto, estamos hablando de una restriccion sobre los
parametros del modelo). Definimos entonces ¢y, = (k*)® — 0k* como el maxi-
mo nivel de consumo sostenible en estado estacionario. De manera similar, dado
0 < © < Tpqe, el nivel inicial de capital no puede ser tan pequefio que no per-
mita producir lo necesario para satisfacer el consumo minimo de la poblacion.
Definimos entonces k,,,;, como la soluciona ¢ — k* + dk = (.

Ahora si podemos presentar el siguiente resultado, también demostrado en
Obiols-Homs y Urrutia (2005).

-~

Teorema 4.2. Asumaque 0 < T < Gnaz ¥ Kmin < ko < k*. Existeun k, con
kmin < k < k*, tal que paratodo k < kg < k*, la secuencia optima {k;} que
resuelve el problema del planificador social satisface

I} [a'k',"'_l + (1 - 5)] < keg1/ky;

Iuego, la desigualdad en la distribucion de la riqueza decrece monotonamente a lo
largo del tiempo (CV;; < CT)).
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4.4. Relacion con la literatura

Lo que el teorema 4.2. dice es que, si la economia es lo suficientemente
desarrollada (en el sentido de estar lo suficientemente cerca del estado
estacionario), la desigualdad en la distribucion de la riqueza disminuira
mondtonamente. Pero el teorema 4.2. no nos dice qué ocurre en economias con
niveles iniciales de capital por debajo del nivel critico %. En tales economias, la
desigualdad de la riqueza puede aumentar hasta que el proceso de acumulacion de
capital haga que se cruce el nivel critico; a partir de ese momento, la desigualdad
disminuira de manera monotona.

4.4. Relacion con la literatura

Nuestro trabajo parte del articulo de Chatterjee (1994), que ya he mencionado
anteriormente. Chatterjee utiliza un modelo similar al nuestro para analizar
la dinamica de la distribucion del ingreso permanente. El autor muestra que
la desigualdad en el ingreso permanente aumenta en una transicion al estado
estacionario cuando el consumo minimo es positivo y que permanece constante
sin consumo minimo. Nosotros nos concentramos en la distribucion del capital,
que es una medida empiricamente mas relevante de la riqueza individual. Notese
que nuestros resultados muestran que la desigualdad en estas dos medidas de
riqueza (capital o ingreso permanente) puede evolucionar de manera opuesta.
Por ejemplo, si el consumo minimo es positivo pero no muy alto y el capital
inicial es suficientemente alto, encontramos que la desigualdad en el capital
disminuye, mientras que, siguiendo a Chatterjee (1994), la desigualdad en el
ingreso permanente aumenta.

En otro articulo relacionado, Chatterjee y Ravikumar (1999) caracterizan la
evolucion de la distribucion de la riqueza, entendida como capital, en un modelo
de Crecimiento Endogeno con tecnologia de tipo Ak. Los autores muestran
que, durante la transicion a la senda de crecimiento balanceado, la distribucion
de la riqueza se torna siempre mas desigual con un consumo minimo positivo.
Estos resultados dependen crucialmente de que en su modelo (i) no hay ingreso
laboral; y (ii) los precios de los factores son constantes. Nosotros relajamos estos
supuestos y obtenemos conclusiones diferentes.
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Caselli y Ventura (2000) emplean un modelo en tiempo continuo para estudiar
la dinamica de la distribucion del consumo, capital e ingreso total. Los autores
muestran una variedad de ejemplos con dinamicas mondtonas y no-monotonas
para la desigualdad en la distribucion de la riqueza, a partir de la inspeccion de los
diagramas de fase del modelo.® Nuestro punto es similar, pero lo demostramos en
un modelo con tiempo discreto usando un conjunto de técnicas completamente
diferentes. También extendemos el resultado al caso con un consumo minimo

positivo.

Finalmente, Alvarez y Diaz (2005) resuelven numéricamente la evolucion de
la distribucion de la riqueza en un modelo similar al nuestro, pero con una funcion
de utilidad mas general del tipo CRRA. Encuentran que la desigualdad disminuye
si la elasticidad de sustitucion intertemporal es alta (lo cual incluye nuestro
caso logaritmico) y el consumo minimo es bajo. Para otros casos, Alvarez y
Diaz simulan numéricamente ejemplos interesantes de trayectorias no-monotonas,
del tipo curva de Kuznets, para la desigualdad. Ademas, calibran el modelo
para reproducir la evolucion de la desigualdad de la riqueza para la economia
de Estados Unidos. Algunos de sus resultados son similares a los nuestros,
pero nosotros los probamos analiticamente en vez de basarnos en simulaciones

numéricas.

4.5. Comentarios finales

Cuando escribimos el articulo en Obiols-Homs y Urrutia (2005), no pensamos
en construir una teoria sobre la desigualdad de la riqueza, ni mucho menos
aplicarla a economias como la peruana. Esta teoria es necesaria, pero requiere
de modelos mucho mas complejos, en los cuales la transmision de la riqueza
entre generaciones incluya factores como la educacion y el capital Humano. Exige
también un mejor entendimiento acerca de como funciona el mercado laboral,
por ejemplo. Y, por supuesto, necesita de modelos cuantitativos que puedan ser

§ En un articulo bastante anterior, Stiglitz (1969) también presenta condiciones suficientes para
una dinimica no-mondtona en la distribucion de capital, usando una version en tiempo continuo
del modelo de Solow con distintas funciones de ahorro ad-hoc.
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llevados a los datos.

Nuestro objetivo fue mucho mas modesto: tratamos de llenar un vacio en la
teoria existente, explorando algunas implicaciones nuevas de un modelo viejo que,
sin embargo, es la base sobre la cual una teoria como la descrita anteriormente
debe construirse. Quisimos, con una modesta contribucion, ayudar a que los
cimientos de esa teoria sean un poco mas solidos. Asi me enseild6 Ramon Garcia-
Cobian a entender el trabajo cientifico.

4.6. Apéndice
4.6.1. Derivacion de la funcion consumo

Partimos de las condiciones de primer orden para la maximizacion del
individuo ¢. Estas estan dadas por la Ecuacion de Euler

¢, -t
+1 _
= = BRu,
CE —-C
la restriccion presupuestaria
Gy = Wy + Reap — ¢

y la condicion de transversalidad
ai
lim 24— =0
s Hs:l Rs
Iterando la restriccion presupuestaria un periodo hacia atras, tenemos
a}'H = wy+ Ral — ¢
= wy+ R, [w¢_1 + Ry1a)_, — ci_I] -d
= (w + Rawi—1) + ReRy—1a;_; — thi_l = Ci;
pero, usando la Ecuacion de Euler,
a§+1 == (T.Ui + Rtwt_l) + Rth_lai_] - thi—l — [ﬁRtC;:_l — BRe +(_2]
= ('l'.Ug A sz:_l) 4 R;R;_lai_l . (l + ﬁ) th:_l + (6Rf, i 1) C.
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4. Distribucion de la riqueza

De la misma manera, iterando la restriccion presupuestaria otro periodo hacia
atras, tenemos

@iy = (Wi + Rywe—y) + ReRy-y [w;_g + Ri_2a}_5 — Ci_g] —(1+B) R,
+(BR, - 1)¢

= (wt + Rywi_q1 + R;_Rg_l‘w;..g) + R;R;_lRt_Qai_,z i R;Rg_lc:_g
—(1+B) Reci_y + (BR. - 1)
= (w + Rywyq + R Ri_ywe_p) + Rth—le—zai_g == Rth—lci_z
—(1+B) R, [BRi-16}_y — BR_1T+] + (BR, — 1) T
= (wy + Rywi—y + RyReqwi—s) + RLRa—lRt—'z“i—z
— (148 +8%) RiRi—1¢,_, + (1 + B) Ry (BR—1 — 1)T+ (BR, — 1) C.

Podemos continuar iterando algunos periodos mas hacia atras. Entonces,
vemos por induccion que

o) (1)< () )
+i (tiﬁs) ( f] Rs) (BR; — 1)&.

ij=1 s=0 s=j+1

Por lo tanto,

. t t i t—j
Ay w; i i Vi 5 s\ BRj41—
- =Ry D=L —+df| - |D +zy (D e
HiﬂRs ' [ =0 R ao] ( 7 ) o ( d ) [Tz Rsnr

j=0 11ls=0 ts s=0

y, tomando limites a ambos lados,




4.6. Apendice

La condicion de transversalidad implica, entonces,

o0

=(1-8) Ry Z R +a) +cZ:'6R"“_1

j=0 =0 Rs+1
lo que nos da el consumo Optimo inicial como una funcion lineal del ingreso

permanente del periodo cero. Un razonamiento similar se puede seguir para
obtener el consumo en cada periodo t.
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5. Busqueda de empleo y
acumulacion de riqueza
bajo restricciones crediticias

Silvio Rendon'!

5.1. Unas palabras previas

Ramon Garcia-Cobian merece una mencion especial como parte de la vital
experiencia de haber estudiado Economia en la Universidad Catélica del Perd. En
mi caso, tuve el privilegio de tenerlo como profesor en los cursos de Teoria del
Capital, Crecimiento y la Distribucion y Economia Politica II, donde aprenderia
el uso de herramientas muy utiles, como diagramas de fase en modelos dinamicos,
analisis de descomponibilidad y productividad de matrices, produccion conjunta,
o generalizaciones de la teoria de la explotacion. También asesoro mi memoria de
bachillerato, que tratd sobre temas de economia urbana.

Ramon fue, ademas de un excelente profesor, una persona en permanente
formacion. Lo veiamos siempre aprendiendo algin idioma, como aleman o ruso,

! Profesor Investigador, Centro de Investigacion Econdmica, Instituto Tecnolégico Auténomo
de México, Camino Santa Teresa 930, 10700 México D.F., México. Correo electronico:
srendon@itam.mx .

Quisiera expresar mi agradecimiento a César Martinelli. La responsabilidad por cualquier error
es solo mia.
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5. Empleo y acumulacion de riqueza

convirtiendo en suyas disciplinas como la Economia o la Filosofia, alentando a
los matematicos a trabajar en temas de economia u organizando grupos de estudio
paralelos a los cursos regulares. Gracias a su empefio, pude familiarizarme con
los articulos de Robert Lucas (su famosa critica a la evaluacion econométrica
de politica y su articulo sobre la neutralidad del dinero), el ciclo de Goodwin
como una aplicacion del modelo depredador-presa de Lotka y Volterra, el modelo
de Ramsey a partir del libro de Blanchard y Fischer, o algunos de los modelos
del libro de Thomas Sargent. En realidad, Ramon contribuy6 decisivamente a la
formacion y motivacion en los temas que posteriormente veria con mas amplitud
en los estudios de doctorado.

Posteriormente, muchos afos después, tendria la oportunidad de recibirlo en
Barcelona, en una visita que realizo a la Universitat Pompeu Fabra, donde me
desenvolvia como profesor. Tuvimos la ocasion de departir con colegas como
Albert Marcet, Sjaak Hurkens o Esther Hauk. A su vez, tuve la gran oportunidad
de venir a la Universidad Catolica, a la Seccion de Matematicas, a compartir
con ¢l el dictado de un curso en la Maestria de Matematicas con aplicaciones
a la Economia, fundada por Ramon. Me tocaria dar la parte de aplicaciones
econometricas de la programacion dinamica, curso dictado en su mayor parte por
Ramon.

Uno de los conceptos esenciales aportados por Ramoén en mi formacion es
la importancia y la utilidad de la formalizacion en el entendimiento de una
economia. A pesar de que la labor del economista requiere la utilizacion de
modelos, es evidente y paraddjica la distancia de muchos colegas economistas de
los enfoques formalizados y rigurosos, como si la formalizacion y la rigurosidad
estuvieran refiidas con el analisis aplicado y el disefio de politicas destinadas
a resolver problemas practicos. Ramon, con su amplitud de pensamiento y de
criterio, motivo y proporcioné herramientas teoricas que resultaron ser sumamente
practicas para diversas generaciones de estudiantes peruanos que hoy estan tanto
en el Pertt como en el extranjero.

El presente trabajo es una version resumida de un articulo de proxima
aparicion (Rendon 2006). El lector interesado encontraré los detalles que aqui se
omiten en el articulo original. En este trabajo se propone un modelo que



5.2. Introduccion

es caracterizado y estimado recuperando los parametros de comportamiento
subyacentes. Posteriormente, se evalla el ajuste del modelo a los datos y se
estudian los resultados de dos simulaciones de politica. Se trata de una confluencia
de teoria y aplicacion que dedico con todo carifio y aprecio a mi profesor y
maestro.

5.2. Introduccion

Este articulo estudia la relacion entre la acumulacion de riqueza en mercados
de capitales imperfectos y la dinamica laboral. Se desarrolla y estima un modelo
de busqueda de empleo y ahorro que se muestra capaz de replicar las tendencias
observadas en riqueza, transiciones ocupacionales y salarios. Se encuentra que
los individuos mas ricos pueden ser més selectivos y esperar por mas tiempo
ofertas de trabajo con mayores salarios. Asi, un aumento en la riqueza inicial de
$5.000 eleva los salarios trimestrales aceptados en $800 en el primer trimestre de
actividad laboral y extiende la duracion de desempleo por mas de dos trimestres.
Se evidencia la existencia de restricciones crediticias ajustadas; los agentes se
pueden prestar solo hasta por 14 % del valor presente del ingreso que recibiran
sin riesgo. Los resultados de las simulaciones basadas en el modelo estimado
muestran que aliviar las restricciones crediticias tiene un efecto importante en
los resultados laborales. Aumentar el acceso al crédito de un individuo hasta por
la mitad del valor presente de su ingreso seguro induce un aumento de sus salarios
en el primer trimestre de vida laboral de $750, manteniéndose a un nivel mas alto
en los periodos subsiguientes.

En el modelo expuesto en este trabajo, los agentes deciden en cada periodo
sobre su nivel de consumo y una politica de aceptacion de trabajos, dada
su riqueza y sujetos a una restriccion crediticia parametrizada como una
fraccion del monto que pueden pagar con certeza. Adicionalmente, los agentes
empleados experimentan crecimiento de sus salarios mientras trabajan para el
mismo empleador. Este modelo tiene las siguientes implicaciones: i) los salarios
de reserva aumentan ante aumentos de la riqueza; ii) en periodos de desempleo,
los agentes reducen su nivel de riqueza y, por lo tanto, sus aspiraciones salariales;
iii) en periodos de empleo, los agentes ahorran para protegerse de futuros periodos
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de desempleo; y iv) la acumulacion de riqueza en periodos de empleo explica las
renuncias de los empleados para quedarse desempleados. Por tanto, las decisiones
de ahorro estan intimamente relacionadas con cambios en la dinamica laboral
observada, en particular, las renuncias de los empleados para buscar mejores
trabajos estando desempleados, tasas de riesgo crecientes durante el desempleo
y menores salarios aceptados cuanto mas largo es el periodo de desempleo.

Cuadro 5.1: Ahorros Trimestrales segtin Transicion Ocupacional

Situacion t+ A
Laboral Desempleo  Mismo  Nuevo Total
t Empleo Empleo
Desempleo -1,597 0 1,005 123
Empleo -6095 1542 332 773
Total -4387 1542 565 696

Fuente: NLSY.
Nota: la riqueza, al igual que la situacion ocupacional,
es observada en el periodo ¢ y en el periodo ¢ + A .

El cuadro 5.1 muestra la relacion entre el ahorro y las transiciones ocupacio-
nales. Los que se mantienen o se convierten en desempleados reducen su riqueza,
mientras que los que se mantienen o se convierten en empleados aumentan su ri-
queza. Los que permanecen desempleados entre dos trimestres reducen su riqueza
en $1.600, mientras aquellos que se quedan trabajando para el mismo empleador
aumentan sus ingresos en $1.500 por trimestre.

Danforth (1979), usando un modelo de bisqueda de empleo maximizadora
de utilidad, analiz6 en detalle el papel de las dotaciones de riqueza en la
estrategia Ooptima de buisqueda de empleo de un individuo. En su modelo, solo
los desempleados buscan un empleo, no asi los empleados. Un resultado de su
analisis es que los salarios de reserva son crecientes en la riqueza, de manera
que «los ricos se vuelven mas ricos». Desde el seminal trabajo de Danforth, se
han venido proponiendo diversos modelos de busqueda de empleo maximizadora
de utilidad, basicamente para evaluar el efecto de los seguros de desempleo en la
busqueda de empleo, y el consumo y el comportamiento de la buisqueda de empleo

durante el ciclo economico.
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5.3. El modelo

El modelo propuesto en este trabajo generaliza el modelo canonico de
Danforth y permite buscar empleo, no solo estando desempleado, sino también
estando empleado, ademas de crecimiento del salario, jubilacion y una restriccion
crediticia paramétrica que es estimada. Al incorporar estos rasgos adicionales en
el modelo, se generan transiciones ocupacionales y trayectorias y distribuciones

de riqueza, y salarios realistas durante el ciclo de vida.

Para estimar los parametros de comportamiento del modelo teorico, se aplica
el método explicado por Rust (1988) y Eckstein y Wolpin (1989). Usando la
solucion numeérica para el problema de programacion dindmica como un insumo,
se construyen enunciados de probabilidad para riqueza, salarios y transiciones
ocupacionales observadas, y se las integra en un procedimiento de estimacion
por maxima verosimilitud. Tomando en cuenta las diferencias en riqueza inicial
y suponiendo especificas funciones de utilidad, de distribucion de salarios y de
crecimiento de salarios, se recuperan los parametros del modelo de busqueda y se
los usa para evaluar dos cambios de régimen: un desplazamiento de la distribucion
de riqueza inicial y un alivio de la restriccion crediticia.

5.3. El modelo

Consideremos a un individuo con una funcion de utilidad U (-) sobre el
consumo, que busca maximizar su utilidad esperada durante toda su vida sin dejar
herencias. Este agente vive T periodos y trabaja durante 7" periodos trimestrales
después de los cuales se jubila y vive de sus ahorros. Durante su vida laboral,
puede estar desempleado, en cuyo caso, con probabilidad A°, recibe una oferta
salarial z proveniente de una funcion de distribucion de salarios F(+), © € [w, W],
0 < w < W < oo; o puede estar empleado y ser despedido con probabilidad
f y recibir una oferta salarial con probabilidad \¢, proveniente de la misma
funcion de distribucion F(-). Cuando estd desempleado, puede ser empleado si
recibe y acepta una oferta; en caso contrario, se mantiene desempleado. Cuando

esta empleado, puede sufrir las siguientes transiciones:

— Si no es despedido y recibe una oferta, puede aceptarla y cambiar
de empleador, rechazarla y quedarse en su empleo, o rechazarla para
renunciar y pasar al desempleo.
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— Si no es despedido y no recibe una oferta, tiene que decidir entre
conservar su empleo y renunciar para pasar al desempleo.

— Si es despedido y recibe una oferta, puede aceptarla y cambiar de
empleador, o rechazarla para pasar al desempleo.

~ Si es despedido y no recibe ofertas, su unica opcion es pasar al
desempleo.

Durante los periodos de desempleo, el individuo recibe transferencias b, que
incluyen ingreso no laboral, como transferencias familiares, y compensaciones
por desempleo netas de costos de busqueda. Cuando esta empleado, el agente
experimenta crecimiento de sus salarios debido a la acumulacion de capital
humano especifico. Su salario w (w, k;) depende asi del salario inicial w y del
numero de periodos en que ha trabajado para el mismo empleador k. El capital
humano especifico evoluciona en forma deterministica hasta llegar a un techo:
kiy1 = min (k; + I,E)‘

En cada periodo, dado su estado ocupacional y su riqueza A;, el agente
determina su consumo C}' y Cf o, equivalentemente, su riqueza en el siguiente
periodo A}, y Af,,. La riqueza inicial Ay es heredada y, por tanto, no es el
resultado de acumulacion previa alguna. El tipo de interés r es el mismo para
ahorros y préstamos, y es constante. El factor de descuento subjetivoes 3 € (0, 1).
No hay restricciones para los ahorros; sin embargo, la riqueza no puede ser menor
que cierto nivel B;. En mercados de capitales perfectos, el individuo puede pedir
prestado tanto como pueda devolver con probabilidad uno, lo que constituye
el limite de préstamo natural (Ljungqvist y Sargent 2000). En este modelo, el
nivel mas bajo de ingreso durante la vida laboral es b; los jubilados no reciben
transferencia alguna, por lo que su ingreso mas bajo es cero. Esto fija el limite
de préstamo naturalen B, = —Y."_, b/(1 + r)"~*. Con una funcién de utilidad
que cumple la condicion de Inada lime_o U (C) = oo el agente no tendra riqueza
menor que B, debido a que B,+b—B,.1/(1 + r) = 0, de manera que cualquier
restriccion B, < B, sera redundante. El individuo enfrenta restricciones de crédito
si solo puede pedir prestada una cantidad menor de la que puede devolver con
seguridad B, > B,. Un parametro s mide el ajuste de la restriccion crediticia
como una fraccion del limite natural, esto es, B, = sB;, s € [0, 1].
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5.3. El modelo

La utilidad presente de un jubilado V,?, t = T + 1,...,Tp, depende de su

riqueza A,

A

V;R(At)_ max Zﬁs tU(A _ 13-}-'1.)’
{A}< t+1 s=¢ T

donde, al no haber herencias, Ap.4; = 0. Como los agentes ahorran volunta-

riamente para su jubilacion con total control sobre sus fondos de pensiones, el

problema dindmico es en realidad un problema de comer un pastel.?

La utilidad presente esperada de un individuo desempleado en el periodo ¢, V,*,

esta caracterizada por su riqueza A;:

Vi de) =
An:.l-l-]
s, P A=)
+5 [)‘ufméx[ i1 (A, 0), Vi ( :+1)] dF(z) + (1 = A)V51(Al) ]}

Para un individuo empleado, la utilidad presente esperada V,* en el periodo ¢
depende de su riqueza Ay, salario w y duracion con el empleador, k;:

Vie(Arnw, ki) =
max { (At + w (w, k) — 1':")

Af 2By

+8 [(1 = 0)(X° [ méx [Vi§1(Af41,2,0), Vs (A1, w, ko), Vi1 (Ay)] dF ()
+ (1 — X¢) max [‘V,‘j_l(AfH,w,kH]), AR ])

+0 (X [ max [Vi§ (Af,, 2,0), V1 (A5)] dF(2) + (1 - M)Vl (A8))] ) -

Tenemos asi un problema dinamico con un horizonte finito 7" y un valor final,
que es la utilidad descontada de los jubilados:

Vi (Ar) = Vi (A,
Ve(Ahwi kt) = VR(A!.):

ent = T+ 1. Dos funciones de politica A}, | (A,) y Af, (A, w, k) resuelven este
problema. Esté el individuo empleado o desempleado, existe un salario de reserva

2 Los mecanismos institucionales de un sistema de pensiones (caracterizado por esquemas de
contribuciones durante la vida laboral y pensiones en la jubilacion) escapan al objetivo de este
articulo. En este andlisis tan estilizado, sin embargo, se generan ahorros por motivos de ciclo vital,
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5. Empleo y acumulacion de riqueza

que indica el menor salario aceptable para comenzar a trabajar para un nuevo
empleador; es decir, w;(A;) = {w| V¥(A;) = V;¢(A;,w,0)}. Como tenemos
busqueda en el trabajo y crecimiento de salarios, hay un segundo salario de
reserva que surge de la comparacion entre el valor de cambiarse de empleador
y el valor de quedarse en el empleo acumulando capital humano: v, (A, w, k) =
{v] V(A 0,0) = VE(A,w, k) }

Como la solucion optima al problema de programacion dinamica no admite
una expresion analitica, se calcula una aproximacion numeérica a las funciones de
valor como a las funciones de politica. El procedimiento consiste en discretizar
las variables continuas en una malla de puntos y asumir formas funcionales
especificas: una funcion de utilidad de aversion relativa al riesgo constante
(CRRA) U(C) = (C*™7" = 1)/(1 — ), donde + es el coeficiente de aversion al
riesgo; una funcion de distribucion de ofertas salariales lognormal truncada In x ~
N(p, 0% Inw, nw); y una funcién de salarios w (w, k) = wexp (ark; + aok?).

En este modelo, los agentes desempleados reducen su riqueza y sus aspira-
ciones salariales de manera que aumentan las probabilidades de una transicion al
empleo. Los agentes empleados, en cambio, ahorran para poder afrontar futuros
periodos de desempleo. Este ahorro eleva también sus salarios de reserva, que
pueden llegar a exceder a sus salarios, con lo que estos agentes renunciaran a su
empleo para buscar mejores trabajos estando desempleados.

5.4. Datos

Los datos provienen de la National Longitudinal Survey of Labor Market
Experience-Youth Cohort (NLSY) de los Estados Unidos. Es una muestra
nacional estratificada de 12.686 individuos entre 14 y 21 afios de edad en
enero desde 1979, y que han sido entrevistados anualmente de 1979 en
adelante. Contiene datos sobre caracteristicas personales, composicion del hogar,
educacion, experiencia militar, actividad laboral, transiciones ocupacionales, una
historia laboral detallada semana a semana, ingresos y activos. Por lo tanto, es
posible construir un historial individual completo por semana desde 1978 en

adelante.
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5.4. Datos

Se selecciona una muestra de individuos que son representados por el modelo
tedrico, que se aplica mejor a una fuerza laboral masculina y no incluye la decision
de asistir a la universidad o de enrolarse en el ejército. Por tanto, del nimero total
de encuestados, se ha seleccionado a los hombres blancos, el grupo modal de la
NLSY, que se graduaron de la high school y nacieron después del 31 de diciembre
de 1960, que nunca fueron a la universidad o tuvieron experiencia militar alguna,
y para los que los datos de riqueza se encuentran disponibles. La muestra final
seleccionada por estos criterios es de 212 individuos. En esta muestra, para cada
individuo se tienen cuarenta observaciones trimestrales para riqueza, salarios,
estatus ocupacional y la razon para dejar al empleador. La riqueza es observada
solo anualmente y desde 1985.

Cuadro 5.2: Estadisticas descriptivas

Variable

Duracion promedio el primer

periodo de desempleo (trimestres) 2,52
Porcentaje de desempleados obteniendo empleo 41,92
Porcentaje de empleados dejando su empleo 6,31

renuncias (en porcentaje) 32,32

despidos (en porcentaje) 45,46
Porcentaje de empleados cambiando de empleador 8,53

renuncias (en porcentaje) 61,85

despidos (en porcentaje) 26,29
Crecimiento promedio del salario (en porcentaje)

trimestral 2,20

al cambiar de empleador 14,52

Crecimiento promedio de la riqueza (en porcentaje)
trimestral 3,25

Fuente: NLSY.

Nota: la razon de pérdida de empleo no esta disponible

para todas las transiciones, por lo cual las transiciones

voluntarias e involuntarias no suman cien.

En el cuadro 5.2, se presentan estadisticas descriptivas para la duracion del
primer periodo de desempleo, transiciones ocupacionales, renuncias, salarios y
riqueza. Se puede apreciar que el primer periodo de desempleo dura, en promedio,
2,52 trimestres. Mientras 42 % de los desempleados encuentran empleo, 6 % de
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5. Empleo y acumulacion de riqueza

los empleados pierden o dejan su empleo, y alrededor de 9 % de los empleados
cambian de empleador en cada trimestre. Es evidente también que una importante
proporcion de los individuos deja su empleo voluntariamente para trabajar para
otro empleador o pasar al desempleo. Por lo menos 32 % de los empleados
que pasan a ser desempleados lo hacen voluntariamente. Los salarios crecen
en promedio 2,2 % por trimestre; sin embargo, cuando se producen cambios de
empleador, los salarios aumentan en promedio 15 %. Se aprecia también que la
acumulacion de riqueza es relativamente rapida: 3,25 % por trimestre.

5.5. Estimacion

La estrategia de estimacion se orienta a recuperar los parametros de compor-
tamiento del modelo tedrico. Este procedimiento consiste en usar las reglas de
politica del problema de programacion dinamica en la construccion de enuncia-
dos de probabilidad para cada transicion individual en estatus ocupacional, sala-
rios y riqueza. Se calcula una funcion de verosimilitud en cada iteracion de los
parametros, de manera que los maximizadores de esta funcion son los parametros
estimados.

La estimacion comienza en el periodo correspondiente a la primera observa-
cion de la riqueza ¢y, por lo que los datos entre 1978 y 1985 no son utilizados en
la estimacion. El logaritmo de la funcion de verosimilitud es la suma del logarit-
mo de las contribuciones de verosimilitud individuales, consistente en la densidad
de la secuencia de observables condicionada a la observacion en t, y los parame-
tros ©:

N
In£(8) = Y nLi({Zu}lipr | Zu®).

i=1

Las variables observadas son Z;, = {A%®, w3, dy, hi, Ly }; es decir, riqueza,
salarios, estatus ocupacional (desempleado o empleado: d = {u, e}), empleador
(z = 1, cambio de empleador; o z = 0, en otro caso), y la razon para dejar
al empleador (I = 1, despidos; o [ = 0, renuncias). La experiencia laboral £k

obs
]

depende solamente de d y z. Los salarios netos de experiencia laboral son w

obs

de manera que w** = w (W, k); esto es, mw™ = nw™ — a1k — azk®. La
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5.5. Estimacion

contribucion individual de verosimilitud puede ser descompuesta en un producto
de densidades condicionales y marginales para cada una de las cinco posibles
transiciones denotadas por g;(A¢41, wis1|Ae, wy).

Para hacer posible la estimacion, se consideran los errores de medida como
fuentes adicionales de aleatoriedad. En tal sentido, los valores observados son
los valores verdaderos més un error de medida; esto es, A = A, + 4y
In wf*’s = Inw, + €, donde € 4 y &, presentan una distribucion normal con media

cero y desviacion tipica o 4 y 0, respectivamente.

La densidad conjunta de una secuencia dada de observables se obtiene
integrando sobre todas las secuencias posibles de riqueza y salarios, expresadas
como el producto de densidades condicionales sobre todas las ftransiciones,
condicionadas en la primera observacion en el periodo t:

ﬁ({Zt};r:tu.fl | ZFU’@) =

T )
1 A% _ A
f‘ / I I Gt (At:wt|At—lawt—-l) —ip (“‘; L)
T4 TA

t=tg

1 | [Inw? —Inw,
— [ TN dA e,
Um JUI
donde  go(Ay,,wiy|Atg-1,wt,—1) = 1. Calcular esta funcion requiere una

aproximacion numeérica que se calcula, a su vez, aprovechando la discretizacion
practicada para resolver el problema de programacion dinamica. Los parametros
que se estiman son

e == {b‘ Au‘ /\e$81:u')gv g, O, 7, S,JA-,U—-U,}-

El tipo de interés r y el factor de descuento [ se fijan en 0,015 y 0,98
respectivamente. El algoritmo de iteracion usado para maximizar esta funcion de
verosimilitud es el Algoritmo Powell (véase Press et al. 1992), que solo requiere
calcular el valor de la funcion, mas no gradientes.

Después de recuperar los parametros de comportamiento del modelo, se
pueden usar los datos del periodo 1 al periodo ty para recuperar la funcion de
distribucion de la riqueza inicial. Se deriva la distribucion posterior de la riqueza

inicial condicionada en los observables posteriores ( {Z:}:[_'__l) bajo el supuesto
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5. Empleo y acumulacion de riqueza

de una distribucion a priori uniforme de la riqueza (una funcion a priori no-
informativa). La verosimilitud de observar estos datos condicionada en el nivel
de riqueza Ay, 0 Zy = {A0,0,0,0,0}, es L({Z:};>, | Zo,0). La funcién de
densidad de activos iniciales es entonces

LUEZ}L, | Z,,0)

 JLUZYL, | Zo,©)dAy
Esta distribucion es necesaria para simular el modelo desde el comienzo de la

P (A0| {Zt :ll ) 8)

carrera ocupacional de cada individuo.

5.6. Resultados

Los estimados de maxima verosimilitud y sus correspondientes errores
estandar asintoticos se presentan en el cuadro 5.3.

Cuadro 5.3: Parametros estimados

© estimado  (error asintotico)
b 656,87 (39,01)
Au 0,938092 (0,051156)
Ae 0,158281 (0,021573)
7 0,046283 (0,009304)
I 6,877250 (0,085290)
o 0,894435 (0,094311)
ay 0.002969 (0.000755)
o -0,000622 (0,000014)
v 1,483435 (0,093012)
s 0,135897 (0,012541)
oA 19818,69 (812,12)
Ow 0,578638 (0,011378)
-lnL 5632,20

Fuente: NLSY.

Los parametros correspondientes al mercado laboral son similares a los
estimados por Wolpin (1992). El coeficiente de aversion al riesgo estimado
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es 1,48, comparable con estimaciones previas, mientras que el parametro s,
estimado en 0,14, revela un contexto de estrechez crediticia. Los errores de
medida son lamentablemente altos. Como indican Bound y Krueger (1991),
los errores de medida altos son usuales en la investigacion aplicada. Como
se evidencia en Rendon (2006), donde se presentan comparaciones graficas y
numéricas de las trayectorias observadas y predichas de la riqueza, salarios y
estados ocupacionales, asi como las tasas de salida del desempleo estimadas y
la distribucion inicial de riqueza, estos parametros tienen capacidad para replicar
los rasgos esenciales de los datos.

5.7. Politicas

Una vez recuperados los parametros subyacentes del modelo teodrico y
tras haber evaluado su capacidad de replicar los datos, podemos evaluar dos
cambios de régimen. Estos experimentos, reportados en el cuadro 5.4, miden las
variaciones en diversas variables observables resultantes de aumentar la riqueza
inicial y aliviar las restricciones crediticias. El primer experimento consiste en
desplazar la distribucion inicial de activos a la derecha en $5.000. Enriqueciendo
a los agentes por este monto, incrementa la duracion del primer periodo de
desempleo en 0,84 trimestres, al igual que eleva la tasa de desempleo en
14 puntos porcentuales. Asi también, aumenta el primer salario aceptado en
alrededor de $450 y los salarios promedio en el primer trimestre en alrededor
de $800. El incremento en la tasa de desempleo y en los salarios es persistente
y meridianamente notorio veinte trimestres después de haber comenzado la vida
laboral, pero decae en el trimestre cuarenta.

El aumento en riqueza inicial produce incrementos en riqueza y consumo en
los periodos posteriores; incluso cuarenta periodos después de haber comenzado
la vida laboral, cuando el incremento de salarios ha practicamente desaparecido,
el incremento es aun significativo: $490. Esta elevacion persistente en el nivel
de riqueza socava la necesidad de ahorrar y, en consecuencia, la tasa de ahorro
declina. Por supuesto, este cambio de régimen aumenta el bienestar.
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Cuadro 5.4: Resumen de dos experimentos de politica

Base  Desplazar: Mas
p(Ag) crédito: s

Primer periodos de desempleo

Duracion del desempleo 2,74 0,84 0,80
Primer salario aceptado 3450 449 436
Tasa de desempleo:

Trimestre 1 62,41 13,67 13,06

Trimestre 40 15,80 0,05 0,76
Salarios

Trimestre 1 3477 788 743

Trimestre 40 4609 12 39
Riqueza

Trimestre 1 1470 4596 0

Trimestre 40 11014 489 -3599
Consumo

Trimestre | 2290 785 646

Trimestre 40 3803 44 -55
Bienestar 54,98 0,05 0,05

Fuente: NLSY.

El segundo experimento consiste en aliviar las restricciones crediticias
colocandolas a la mitad del limite natural de préstamo; es decir, s = 0,5. Esta
variacion produce un incremento de 0,8 trimestres en la duracion del primer
periodo de desempleo y en la tasa de desempleo en mas de 13 puntos porcentuales.
Los individuos con acceso a un mayor crédito, al ser mas selectivos, buscan un
trabajo durante mas tiempo y acaban con salarios mas altos: el primer sueldo
aceptado aumenta en $440. Igualmente, los montos aceptados muestran también
un incremento importante y persistente: $740 en el primer trimestre y $40 en el
trimestre cuarenta. Dado que el alivio en la restriccion crediticia representa un
cambio permanente, no debe sorprender que los efectos sean mas persistentes que

en el experimento anterior.

Debido a que los agentes con restricciones pueden recurrir al endeudamiento
para financiar su consumo y su busqueda de empleo, su necesidad para crear una
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reserva financiera es menos urgente. En este experimento, aliviar las restricciones
crediticias significa una caida en los activos de $3.600. Consecuentemente, en el
comienzo de sus carreras, los agentes con menos restricciones consumen menos
que los que presentan restricciones mas ajustadas. Sin embargo, a medida que
el diferencial salarial entre estos dos agentes se va cerrando, los que tienen
menos restricciones presentan menor riqueza, menor consumo y una tasa de
ahorro mayor. Como se esperaria, aliviar las restricciones de liquidez aumenta
el bienestar y, curiosamente, lo hace en la misma medida que en el cambio del
régimen anterior.

5.8. Conclusiones

El modelo propuesto en este articulo generaliza el Modelo de Danforth (1979),
lo cual permite busqueda en el empleo, crecimiento de salarios, jubilacion y un
limite crediticio paramétrico. Incorporando estas extensiones, el modelo es capaz
de replicar los rasgos esenciales de los datos como la caida de la riqueza en
periodos de desempleo para mantener el consumo, y la acumulacion de riqueza
en periodos de empleo para construir una reserva financiera que permita enfrentar
periodos de desempleo en el futuro. En particular, este modelo genera renuncias
del empleo para pasar voluntariamente al desempleo, motivadas por la aspiracion
del individuo de buscar mejores trabajos.

Mediante un procedimiento de maxima verosimilitud, se estima este modelo
usando datos de Estados Unidos (pertenecientes a la NLSY), y se recuperan
los parametros de comportamiento del modelo tedrico y la distribucion inicial
de riqueza. El modelo demuestra capacidad de replicar adecuadamente las
variables observadas, la tasa de riesgo durante el primer periodo de desempleo,
y las distribuciones de corte transversal de riqueza, salarios y las transiciones
ocupacionales a lo largo del tiempo.

Los estimados muestran que la restriccion de crédito es relativamente fuerte:
14% del limite natural de préstamos. Mas aun, las restricciones de crédito
refuerzan la influencia de la riqueza en las decisiones del individuo de aceptar
empleos. Un incremento de $5.000 en la riqueza inicial aumenta los salarios
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aceptados en $800 en el primer trimestre de vida laboral y por montos menores
varios periodos después. Un alivio en las restricciones de liquidez aumenta los
salarios muchos periodos después de haber comenzado la vida laboral; si las
restricciones crediticias fueran la mitad del limite natural, los salarios en el primer
trimestre de vida laboral aumentarian en $750 y seguirian siendo mas altos varios
periodos después.

Estos resultados son alentadores para continuar con la investigacion basada
en modelos de bisqueda maximizadores de utilidad. Este marco teorico puede
ser facilmente extendido hacia otros analisis de economia laboral, tales como
busqueda de empleo y ahorro en la etapa inmediatamente previa a la jubilacion
o el efecto de las transferencias de desempleo en las decisiones de ahorro.
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6. Origenes del colapso del crédito
bancario en México

Pablo Cotler!

6.1. Introduccion

Existe una amplia literatura acerca de los posibles factores que desataron la
crisis cambiaria mexicana de 1994-1995 y acerca de su secuela sobre el sistema
bancario. De manera muy general, autores como Gil Diaz y Cartens (1996),
Krueger y Tornell (1999), Krugman (1996), y McKinnon y Pill (1996) han
sugerido que la crisis cambiaria se origin6 por un tipo de cambio artificialmente
bajo, expectativas erroneas de un ingreso permanente mayor, un gasto publico
excesivo no contabilizado por las autoridades y choques politicos internos que
derrumbaron la confianza que se tenia sobre la economia.

No es la primera vez que México pasa por un severo ajuste cambiario, pero
la magnitud de la crisis desatada a fines de 1994 ha sido muy superior a las
anteriores. Uno de los motivos para ello ha sido el impacto que tal ajuste tuvo
sobre la salud del sistema bancario. En efecto, a la par que se daba una devaluacion
nominal del 90% y la tasa anualizada de inflacion pasaba del 7% al 30%

! Profesor Investigador, Departamento de Economia de la Universidad Iberoamericana,
México. Correo electronico: pablo.cotler@uia.mx .
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entre noviembre de 1994 y abril de 1995, la tasa lider de interés anual paso,
en este mismo lapso, de 13,7% a 74,8 %. Estos incrementos y el deterioro en
las expectativas econdmicas coadyuvaron a que en 1995 la cartera vencida no

reservada de la banca comercial fuera equivalente a su capital.

Una vez desatada la crisis bancaria de 1995, las autoridades mexicanas
implementaron un conjunto de programas que tenian por objetivo final asegurar
que el costo del rescate fuera el menor posible y que su impacto sobre el nivel de
actividad econdémica fuera lo mas pequefio y transitorio posible.?> Como explican
Mancera (1996) y Del Villar et al. (1997), fueron tres los programas basicos que
puso en marcha el gobierno mexicano para detener los problemas de liquidez y
solvencia de la banca.® El primero consistio en el otorgamiento a la banca de
una linea de crédito en délares con el fin de detener y revertir el panico que
tenian los acreedores internacionales de la banca mexicana. El segundo fue el
establecimiento de un programa de capitalizacion temporal con el fin de dotar a
las instituciones necesitadas de un nivel de capitalizacion adecuado. Y, en tercer
lugar, el gobierno mexicano ofrecié adquirir dos pesos de la cartera crediticia por
cada peso de capital nuevo que pusieran los accionistas.

Para el afio 2000, la salud financiera de la banca comercial mexicana se ha
restablecido (véase cuadro 6.1). Sin embargo, la mejoria de la banca se ha dado a
un alto costo fiscal® y ha venido acompafiada de una importante reconversion del
negocio bancario: la cartera crediticia paso de representar el 80 % de sus recursos
en 1992 a tan solo 15 % en el afio 2002. Asi, aun cuando la economia mexicana
crecio a una tasa anual promedio de 5,5 % durante el periodo 1996-2001, dicho

crecimiento vino acompafado de una menor intermediacion bancaria.

2 Aun cuando se discutié la posibilidad de dejar que las entidades bancarias quebraran, se
considerd que su impacto sobre el nivel de actividad econdmica seria muy superior al costo de
rescatarlas, Sobre este tema, véase los trabajos de Diamond (2001, 2003) y Hausman y Rojas
(1997).

3 Ademas de estos, el gobierno implementd programas para ayudar a los deudores de la banca
e intervino entidades (cuyos activos representaban menos del 10% de los activos del sistema) que
habian incurrido en practicas no acordes con el marco juridico.

4 Se calcula en alrededor del 12 % del PBI o equivalente al 60 % del gasto publico anual.

130




6.1. Introduccion

Cuadro 6.1: Indicadores basicos de la banca comercial

1994 1996 1998 2000

, 20,8 56,1 66,4 94,6

indice de Cobertura!/

, 17,1 11,8 10,1 7.4

Indice de Morosidad®/

; 1514 45,0 25,8 2,3

Indice de Solvencia®

; 10,4 12,6 14,8 15,4

Indice de Capitaliza-

cion?/

/Provisiones respecto cartera vencida, */cartera vencida a cartera total,
3/ cartera vencida no reservada respecto a cartera total, 4/ capital neto a activos
en riesgo.

Fuente: Zedillo (2000)

El bajo dinamismo del financiamiento bancario al sector privado —que entre
1995 y el 2000 decayo en practicamente 50 %—, en un contexto de crecimiento
econémico, tiende a relacionarse —entre otros factores— con la aparicion de
activos no-comerciables en la hoja de balance de los bancos, que surgen de la
forma en que el Gobierno Federal financi6 parte del rescate bancario: la emision
de bonos piblicos no comerciables de largo plazo. Estos bonos —que en su punto
mas alto llegaron a constituir el 23 % del total de recursos de la banca—, se cree,
pudieron haber afectado la oferta crediticia.

A este respecto, el objetivo del presente trabajo consiste en presentar un
modelo tedrico que permita evaluar la hipétesis antes descrita. En este sentido,
el modelo describe como la composicion de los activos bancarios se ve
alterada una vez que el banco adquiere bonos no-comerciables. Para tal fin,
el trabajo esta compuesto de cinco secciones adicionales. La primera describe
los factores que dieron pie a la crisis del sistema bancario mexicano y se
presentan las caracteristicas generales que tomé el rescate implementado por la
autoridad. Luego, en la segunda seccion, se construye un modelo que describe
la composicion de los activos bancarios y se analiza como esta se ve alterada
por la presencia de activos no comerciables. Una vez hecho ello, en la tercera
seccion, se muestra el impacto que dicha iliquidez pudo tener sobre las tasas
de interés y el producto. Con el fin de validar el modelo, en la cuarta seccion,
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se realiza una simulacion numérica del modelo para evaluar qué tanto puede
replicar los resultados de 1995. Finalmente, en la quinta seccion, se presentan

las conclusiones.

6.2. La crisis cambiaria de 1995

Lo acontecido en México durante 1995 es reflejo tipico de la anatomia de
una crisis financiera. Como explica Aninat (1996), esta tiene tres fases: un auge
especulativo, seguido por una pérdida de confianza y, finalmente, la quiebra y el
colapso del sistema. La primera fase se inicia cuando un numero significativo de
participantes clave del mercado financiero mejoran sus expectativas de manera

radical y adoptan una perspectiva demasiado optimista del rumbo econémico.

Gavito, Silva y Zamarripa (1997), Gruben y McComb (1997), Hausman y
Rojas (1997), y Hernandez y Villagomez (2000) detallan algunos de los factores
que dieron pie a esta primera fase. En efecto, gracias a los recursos provenientes
de las privatizaciones implementadas durante los anos 1991-1993 y a un manejo
mas adecuado del presupuesto publico, el Gobierno Federal pudo reducir sus
requerimientos financieros, con lo que una mayor fraccion de los recursos
bancarios se destind al sector privado. Ademas de la mayor oferta de fondos
prestables, la demanda por ellos también aumento como consecuencia de unas
expectativas de mayor crecimiento economico generadas a partir de la firma del
Tratado de Libre Comercio de Norteameérica.

Sin embargo, este incremento crediticio —que entre 1992 y 1994 fue de 30 %—
vino acompafiado de una toma innecesaria de riesgos por parte de los nuevos
banqueros® debido a la existencia de un seguro de depdsitos de cobertura ilimitada
y a un discurso politico que proclamaba los beneficios sociales que depararia dicha
privatizacion.® Ademas, como mencionan Gruben y McComb (1997), los elevados

% En 1992 la banca comercial mexicana fue reprivatizada y, en ese sentido, los hechos que luego

acontecieron coinciden con lo predicho por Kaminsky y Schmukler (2002).
8 El discurso politico de esos afios permitia predecir que el Gobierno no estaria dispuesto a

mostrar que la privatizacion bancaria podria generar resultados adversos, por lo que los incentivos
a conductas proclives al riesgo por parte de algunos nuevos banqueros se veian apuntalada,
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precios que se pagaron por los bancos generaron una creciente competencia por
incrementar la participacion de mercado con el fin de recuperar la inversion lo
antes posible’ y asegurar un espacio, en el mercado, previo a la entrada de la
banca extranjera. Siguiendo a Hellman, Murdock y Stiglitz (2000), tal contexto era
propicio para generar una conducta de riesgo moral entre los nuevos banqueros.
En tercer lugar, tal auge —como detallan Hernandez y Villagomez (2000)— no
estuvo acompafiado de un adecuado analisis de riesgo® ni de un marco regulador

que supliera tal deficiencia.’

En este contexto, la existencia de un déficit en cuenta corriente del orden
del 7% del PBI, que estaba financiado por flujos de capital de corto plazo, una
importante revalorizacion en el precio de la tierra'® y un régimen cambiario de
bandas eran elementos que permitian presagiar la vulnerabilidad de la economia
a choques externos o politicos y, de esta manera, dar entrada a la segunda fase
descrita por Aninat (1996). En efecto, la inestabilidad politica de 1994, el alza
en las tasas internacionales de interés y la negativa de la autoridad a elevar —de
una manera eficaz— el deslizamiento cambiario propiciaron una crisis cambiaria
que se reflejo inicialmente en una pérdida de divisas y, posteriormente, en una
devaluacion superior al 100 %.

Si bien desde 1993 ya se empezaba a presentar un cierto deterioro de la
cartera crediticia de la banca, no fue sino hasta principios de 1995 que estallo la
crisis bancaria. Asi, en razon del subito incremento en la tasa de devaluacion,

7 El promedio simple del precio de compra fue de 3,53 veces el valor en libros.
8 La evolucién del negocio bancario depende, de manera central, de la informacion que dichas

instituciones puedan tener de sus potenciales deudores y de la funcion objetivo que persigan sus
administradores y accionistas. Aun cuando podria haberse desatado, entre los nuevos banqueros,
una competencia por alcanzar una mayor participacion de mercado y ello se hubiera hecho a costa
de enfrentar mayores riesgos, no debe de desdenarse el hecho de que las alteraciones sufridas
por la nacionalizacion en 1982 y su posterior privatizacion en 1993 pudieran haber debilitado los

procesos utilizados para conocer las verdaderas caracteristicas de los deudores potenciales.
 Respecto de esto es importante destacar la importancia que cobraron los créditos

relacionados. Segun La Porta et al. (2002), para 1995, estos constituian el 20% de la cartera

crediticia de la banca.
10 Segin Del Villar et al. (1997), el indice de precios de terrenos para la ciudad de México

aumento en 1,218 % entre 1988 y 1994. Durante ese periodo, el indice de precios al consumidor
aumento en 214 %.
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desencadend una situacion de inestabilidad!' que colapsé la actividad econdmica
y coadyuvo al deterioro del negocio bancario: para diciembre de 1994, la cartera
vencida de los bancos crecia a una tasa anual del 36 % y representaba el 17 % de
la cartera crediticia.

Buscando enfrentar la crisis bancaria, el Gobierno implement6é un conjunto
de medidas que tenian por finalidad detener la rapida disminucion que venian
presentando los coeficientes de capitalizacion como consecuencia del aumento en
la morosidad de los créditos. Fueron tres los programas publicos que pusieron
en marcha para evitar una crisis generalizada de la banca.'? El primero fue un
paquete en dolares americanos que ofreci6 la autoridad monetaria a los bancos
como mecanismo para tranquilizar a los acreedores de la banca comercial y, de
esta manera, evitar mayores fugas de capital. El segundo fue el establecimiento de
un programa de capitalizacion temporal por medio del cual la autoridad compraba
instrumentos de deuda emitidos por la banca —y que pagaban una tasa por encima
de la interbancaria— que podian convertirse en capital luego de cinco afios en
caso que el deterioro continuara. De esta manera, los bancos lograban mantener
una capitalizacion minima de 8 % y contaban con un plazo para captar capital y
pagar su deuda con la autoridad.

Finalmente, el Gobierno suavizé las restricciones que tenian tanto el capital
nacional como el internacional para participar en el capital de la banca'® y, de
manera paralela, ofrecid —como tercer programa— comprar dos pesos de la
cartera crediticia por cada peso adicional de capital que pusieran los accionistas.
Para tal fin, los bancos seleccionaron —bajo ciertas restricciones impuestas por la
autoridad — la cartera que deseaban venderle al Gobierno. Esta fue vendida a un
precio equivalente al valor contable de esta (valor del crédito, neto de reservas) y,
a cambio, recibieron un pagaré a 10 afios que devengaba un interés de Cetes a 91

dias mas 2 puntos porcentuales. En particular

" La volatilidad fue de tal magnitud que la tasa lider de interés, por ejemplo, pasé de 13,7 % en noviembre de 1994
a una tasa anual del 74,8 % en abril de 1995, En igual periodo de tiempo, el tipo de cambio aumentd en 90 % y la tasa
anualizada de inflacion paso del 7% a 30 %.

12 para una exposicion detallada de los distintos programas, véase Del Villar et al. (1997). Como mencionamos antes,
ademas de estos tres programas, el Gobierno comprometio recursos para ayudar a los deudores de la banca e intervino
aquellas entidades bancarias que estaban en situacion precaria.

13 A nivel sistema bancario, el limite de la participacion extranjera en las acciones de control aumento de 6 % a 25 %:
a nivel banco, de 30 % a 49 %; v, a nivel accionista individual, de 1.5 % a 6 %.
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La cartera vendida se traspasa a una fideicomiso del banco comercial, ¢l cual
mantiene la responsabilidad de administracion y cobro de dicha cartera. La
totalidad de los ingresos de la cobranza se destina a la amortizacion de pagaré. Si al
vencimiento de la operacion no se ha amortizado el total del pagaré, el Fobaprod*
cubre entre el 70% y el 80%, y el banco el porcentaje restante. En tanto no se
amortice el pagaré, el banco solo recibe un beneficio de entre 20 y 30 centavos por

peso que cobre de esta cartera (Del Villar 1997: 74).

De los tres programas descritos, en la actualidad solo el ultimo —denominado
Programa de Capitalizacion y Compra de Cartera (PCC)— implica recursos
publicos comprometidos, pues los dos primeros programas fueron pagados por
la banca en septiembre de 1995 y en julio de 1997 respectivamente. Para fines
de diciembre de 2001, la deuda relacionada con el rescate e intervencion de
los bancos y el apoyo a sus deudores ascendia de manera aproximada a 78 mil
millones de dolares americanos. El 25 % de dicho saldo corresponde a los pagarés
del programa de capitalizacion y compra de cartera (PCC).

A fin de visualizar la trascendencia de este programa, el cuadro 6.2 presenta
—para sus cuatro bancos beneficiarios— indicadores que sugieren la importancia
de dichos pagarés en la estructura de sus ingresos.

Aun cuando el rescate parece haber sido un éxito (como sugieren las cifras del
cuadro 6.1), paralelo al mismo se dio (como puede observarse en el cuadro 6.3)
una importante reestructuracion del negocio bancario que se ha traducido en una
drastica reduccion de la cartera crediticia. En este sentido, la pregunta clave es

/qué suscito tan importante cambio en la cartera de recursos de la banca?

La caida en la cartera crediticia y su menor importancia en el negocio
bancario no pueden explicarse por una menor demanda por sus productos como
consecuencia de un menor nivel de actividad econémica. Tal como se muestra en
el cuadro 6.4, entre 1996 y el afio 2000, la economia mexicana crecid de manera
estable y a tasas que no se registraban desde 1970.

14 Fondo Bancario de Proteccion al Ahorro,
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Cuadro 6.2: Algunos indicadores de la importancia relativa del

Programa de Capitalizacion y Compra de Cartera (PCC)

Datos a diciembre de 2001

Banamex* | BBVA Banorte Bital*
Bancomer

PCC como % de :
Activos del banco 19,5 20,8 11,2 19,7
La cartera crediticia | 36,2 36,0 14,4 44.5
vigente del banco
Los depositos a plazo | 27,9 26,5 14,9 23,7
y de exigibilidad inme-
diata del banco
Cartera crediticia co- | 22,9 27.5 8,9 6,9

mo % del total del Sis-
tema Bancario

* En 2001, Banamex fue adquirido por Citibank y, un afio después,
Bital fue adquirido por HSBC.

Fuente: Comision Nacional Bancaria y de Valores

Cuadro 6.3: Distribucion de los recursos de la Banca Comercial (en %)

Disponi- | Cartera, titulos y valores Cartera | Otros!
bilidad crédito
Total Negociable No negociable

1992 | 3,2 13,3 13,3 0,0 78,1 54
1994 | 2,7 12:1 12,1 0,0 78,9 6,2
1995 | 3,2 13,2 12,3 0,9 55,1 28,5
1996 | 3,2 28,7 9,3 19,4 40,3 27,8
1998 | 5,2 342 11,4 22,8 31,3 29,3
2000 | 5,7 33,2 15,6 17,6 26,6 34,6
2002 | 5,9 29,5 22,1 7.4 14,8 49,8

1 Son basicamente operaciones con futuros y préstamos para reportos.

Fuente: Banco de México
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Cuadro 6.4: Tasa anualizada del crecimiento del PBI trimestral

Tasa prome- | Coeficiente Minimo Maximo
dio de variacion
1990-1 a 1994-1V | +3,8% 40 % +0,8 % +73%
1995-1 a 1996-1 -6,2% 63 % -92% -0.4%
1996-11 a 2000-1V | +5,8% 31% +2,2% +8,4%
2001-1a2004-1V | +1,6% 133% -22% +4,9%
Fuente: Banco de México

Tres son los factores que se presentan en la literatura para explicar —en
un contexto de crecimiento econdmico— la caida en la cartera crediticia de la
banca. El primero es la existencia de un marco juridico poco propicio para la
recuperacion de las garantias. Si bien el marco no era el mas propicio para que
este pudiera explicar la caida en la cartera crediticia de la banca, tendria que haber
ocurrido que los cambios regulatorios puestos en vigor luego de 1995 hubieran
hecho mas costoso el otorgamiento de préstamos. Si bien la regulacion acarrea
costos, dificilmente pueden estos explicar caidas en la cartera crediticia como las
experimentadas de manera anual entre 1995 y el afio 2000.

Un segundo factor explicativo del comportamiento de la cartera crediticia es
el incremento en la oferta de bonos publicos derivado en parte del financiamiento
del rescate bancario. Segin Gonzales-Anaya (2003), no existe razon alguna para
que los bancos presten al sector privado, dado que es mas rentable comprar los
bonos comerciables que emite el Instituto para la Proteccion del Ahorro Bancario
(IPAB) —institucion que reemplazd a Fobaproa— pues estos carecen de riesgo de
pago y, por ende, no requieren de ninguna provision ni monitoreo. Sin embargo,
las propiedades de los bonos emitidos por el IPAB son similares a las de otros
papeles emitidos por el Gobierno Federal, y no por ello, en el pasado, se vio
mermada la oferta crediticia de la banca hacia el sector privado no-financiero.

Finalmente, un tercer factor que se cita en la literatura es la existencia de
un proceso de seleccion adversa, fruto de la aparicion de fuentes alternativas de
financiamiento. Como mencionan Krueger y Tornell (1999), el crédito proveniente
de proveedores y de instituciones financieras privadas internacionales dejaron a la
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banca local con un grupo potencial de deudores mucho mas riesgosos. Producto
de lo anterior, la oferta crediticia se contrajo como resultado del riesgo moral.
Sin embargo, en caso ello fuera cierto, queda la interrogante de qué origino la
aparicion de estas nuevas fuentes de financiamiento. O, dicho de otra manera,
(qué motivo la inicial reduccion del crédito bancario que dio entrada a estas

nuevas fuentes de financiamiento?

Respecto de esto, consideramos que existe un factor que podria explicar
la inicial caida observada en la cartera crediticia de la banca: los bonos no-
comerciables utilizados para la compra de cartera por parte del Gobierno Federal.
Con el fin de probar tanto tedricamente como numéricamente la importancia de
estos bonos en el comportamiento de la cartera crediticia, en la siguiente seccion
se presenta un modelo que busca explicar qué impactos pudo haber tenido el
intercambio de préstamos por bonos no-comerciables sobre el portafolio de la
banca y, en especial, sobre la cartera crediticia.

6.3. El modelo

Supongamos una entidad bancaria que tiene dos tipos de pasivos. El primero lo
constituye la captacion del ahorro del sector privado. Estos depositos (D) pagan
una tasa de interés de mercado (%) maés una sobretasa en caso el banco cuente
con una capitalizacion (/L) —siendo K el capital del bancoy L la cartera
crediticia— menor a la exigida (k,) por la autoridad.

Si la suficiencia de capital es un mecanismo que puede desincentivar a los
administradores de la banca a tomar acciones de riesgo moral, entonces una
institucion que presente una capitalizacion inferior a la exigida sera percibida por
los depositantes como una entidad propensa a una sobreexposicion al riesgo. Aun
cuando existiera un seguro de depositos, ante la percepcion de que dicho seguro
fuera parcial o de que se pague con bonos cuyo valor, en valor presente, fuera
percibido como inferior a la suma garantizada, los depositantes exigiran —en caso
se percibiera una subcapitalizacion— una sobretasa por sus depositos.

Asi pues, se asumira que esta sobretasa aumenta conforme la diferencia entre
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la capitalizacion exigida y la mantenida sea mayor. En este sentido, el costo para
la banca de captar depositos (D) es equivalentea ar?D, donde a = a(Lk,/K),
y a(l)=1, &(-) >0y a"(-) > 0.

El segundo tipo de pasivos de las instituciones bancarias proviene del costo
de capitalizarse. Asi, supongamos que, para captar capital (/), los bancos
deben pagar una tasa de interés de mercado (r*) —que representa el costo de
oportunidad de los accionistas— mas una sobretasa en caso el banco esté en una
situacion de iliquidez. Esta sobretasa aparece en virtud de que, al estar iliquidos,
las instituciones financieras se encontraran mas vulnerables a choques externos vy,
ademas, tendran menor oportunidad de aprovechar nuevos negocios que pudieran
surgir. En este sentido, el costo de captar capital (K) es equivalente a FrFK,
donde § = ((F/D), siendo F los activos no-comerciables que mantiene la
banca como resultado del rescate bancario anteriormente descrito y D el nivel
de depositos. Las propiedades de la funcion 5 son ((0) =1 y () >0 y
Bg"(-) > 0.

Sobre la base de estos pasivos (D + K), la banca mantiene tres tipos de
activos: préstamos al sector privado (L) que pagan, con probabilidad exogena p,
una tasa de interés (r’); bonos comerciables (B) que pagan una tasa de interés
(r); 'y bonos no-comerciables (F) que pagan una tasa de interés (rF). Asi,
de modo similar a Diamond (2003), asumiremos que la iliquidez —que proviene
de contar con bonos no comerciables — esta en el lado de los activos y no en los
pasivos como, por lo general, se asume en la literatura.

Tomando en consideracion lo antes expuesto, las ganancias esperadas () de la
banca pueden describirse como

m=prtL + B+ rfF — or®D - Br*K.

Asumiendo que el objetivo del banco consiste en maximizar ganancias, el
problema a resolver consiste en maximizar dichas ganancias con respecto a L,
D y K sujeto a la restriccion presupuestaria L + B + F = K 4 D(1 — ¢),
donde ¢ representa la fraccion de los depositos que los bancos desean (o deben)
mantener en efectivo. Se asumira que F' es constante y esta determinado por la
autoridad. En este contexto, una vez obtenidos los dptimos valoresde L, D y K
que el banco desea mantener, la restriccién nos dira cuantos bonos comerciables
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(B) demandara la banca.

Las soluciones al problema antes planteado son dadas por las siguientes
condiciones de primer orden. Asi, el nivel optimo de capital (/K*) que

buscara mantener la banca se describe por
® +r4(D/K)(Lk,/ K)o! = Br*, (6.1)

donde los primeros dos términos describen el ingreso marginal que se obtiene
de aumentar el capital del banco y el término de la derecha describe el costo
marginal del fondeo. Como puede observarse, el optimo nivel de capital K* es
tal que K* = K(-r"‘,:r-*’,:r"‘!‘ko, F), y presenta las siguientes propiedades: /X < 0,
Ky >0, K3>0, K, >0y K5 <0, siendo K; laderivada parcial de K con
respecto rfll 1—eésimo término.

Por otro lado, la condicion que describe el optimo nivel de depositos (D*) que
desea mantener la banca esta dado por

r’(1 — €) = ar® — (F/D)(K/D)g'r*. (6.2)
Esta segunda condicion de primer orden sugiere que
D* = D(r%,r*,r*, ko, F),

y donde las derivadas parciales presentan los siguientes signos: D, < 0, Dy > 0,
Dy >0, Dy <0, Ds > 0. Ademas, la elasticidad de los depésitos deseados por
la banca ante una variacion en F' es inferior a la unidad. Para probar ello, de la
ecuacion 6.2 se desprende que

(OD/OF) = (D/F)[B' + (F/D)B"||8' + (F/D)]~".
Por tanto,
(F/D)(dD/0F) = [8' + (F/D)B"||8' + (F/D)]™"

Asumiendo que 0 < 3" < 1, entonces la elasticidad de los depositos deseados
ante un cambio en F sera menor a la unidad.

Finalmente, la ecuacion 6.3 describe el optimo nivel de préstamos L* que
desea ofrecer la banca:

prl =r® + (D/L)(Lk,/K)a're. (6.3)
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De la ecuacion 6.3 se desprende que la cantidad ofrecida de préstamos L*
sera tal que Lx = L(r¥, 7%, 79 p,k,), donde L; >0, Ly <0, L3 <0, Ly >0
y Ls < 0. Mas aun, a medida que la capitalizacion exigida (k,) sea mayor, la

L

sensibilidad de L* a cambios en r* sera menor. Esto es, la oferta de préstamos

se vuelve mas inelastica. Para ver ello, de la ecuacion 6.3 se desprende que

2
oL _p (K) dp

or L o kl}

y, entonces,

signo % (a‘i‘{—f)] = —signo [2a" (K /ko)? + o" (K /ko)L] .

T

Asumiendo que '’ no es negativo, se desprende que
’

e (5)] <

Por otro lado, a medida que el capital (/) con que cuenta la institucion es

L

mayor, la sensibilidad de L* a cambios en r~ sera también mayor. Esto es, la

oferta de préstamos se vuelve mas elastica.

Estas condiciones de primer orden sugieren que un aumento en la tenencia de
bonos no-comerciables (/) traera consigo un aumento menos que proporcional
en la demanda por depositos que hace la banca, una reduccion en el capital que
desea mantener y una cantidad constante de préstamos a ofrecer. Dado que el
aumento en F' conlleva, en el mejor de los casos, un aumento —pero menos que
proporcional—en (D +K') y unmismo nivel de L, la restriccion presupuestaria
—L + B+ F +¢eD = K + D— implica que la cantidad demandada de bonos
comerciables (B) tiende a disminuir. Dicho de otra manera, un aumento en la
tenencia de bonos no-comerciables (F') induce a la banca a vender parte de sus
bonos comerciables (y a aumentar sus disponibilidades de efectivo) con el fin de
neutralizar los costos asociados a la mayor iliquidez que resulta del aumento en
F.

Aun cuando la reduccion de los bonos transables (B) es compatible con lo
acontecido entre 1995y 1996 (véase cuadro 6.3), el modelo no esta completo, pues
falta describir las decisiones que toma el sector privado no financiero con respecto
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a cuantos depositos bancarios desea mantener y cuantos préstamos bancarios

demanda.

Para entender cuanto ahorrara el sector privado, supondremos que el ahorro
(A) del sector privado depende del ingreso y de la tasa de interés que pagan
los bonos. Mas concretamente, A = A(y,r’) con ambas derivadas parciales
positivas. Por otro lado, la inversion (I) se financia con bonos o con préstamos
bancarios, siendo estos sustitutos imperfectos, de manera que [ = [ (-r“,-r")
con derivadas parciales negativas. De esta manera, el equilibrio ahorro-inversion
puede describirse en un plano con ejes (y,r’) por una curva IS de pendiente
negativa.

Ademas de contar con pendiente negativa, dicha curva se desplaza y rota ante
cambios en la capitalizacion exigida (k,). Asi, por ejemplo, un aumento en el
valor de k&, implicara una contraccion en la cantidad ofrecida de préstamos
(véase ecuacion 6.3), que llevara a las empresas a emitir bonos para financiar
sus operaciones. Pero, teniendo estas un mayor costo, obligara a las empresas
a realizar un menor nivel de inversion. En este sentido, exigir una mayor
capitalizacion a la banca acarrea una contraccion de la curva IS. Mas aun, puede
probarse que tal aumento en el valor de k,' también conduce a que la curva IS
se vuelva mas inelastica. Esta variacion en la elasticidad de la curva obedece a
que la sensibilidad de la oferta de préstamos, con respecto a de su tasa de interés
sera menor conforme la capitalizacion exigida aumente. Por otro lado, en caso
se diera un aumento en el capital de la banca, los impactos sobre la IS serian
exactamente los contrarios: la curva se desplaza hacia fuera y se vuelve mas
elastica.

Para describir la composicion que toma el ahorro del sector privado,
bastara con describir el mercado de depdsitos. Asumiremos que la cantidad de
depositos bancarios (D) que desea mantener el sector privado no financiero es
tal que D = D(y,r” — r9), donde el primer término representa el ingreso y el
segundo el costo de oportunidad de mantener los ahorros en la forma de depositos
bancarios. Aun cuando la cantidad de depositos quedara determinada por la oferta

15 Dado que esto no es central para demostrar la veracidad o falsedad de la hipotesis que subyace
a este trabajo, se decidio no incluir la demostracion matematica de esta aseveracion.
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que haga el sector privado, en equilibrio debera satisfacer la ecuacion 6.2 que
indica cuantos depositos desea mantener la banca. Por lo tanto, a partir de dicha
ecuacion, podemos describir el costo de oportunidad de mantener depdsitos como

r* — ¢ = er® + (a - 1)r? — (F/D)(K/D)B'r*. (6.4)

Dado que D = D(y,r* — r%), el equilibrio del mercado de depositos
en un plano con ejes (y,r’) puede describirse por medio de una curva de
pendiente positiva. Dicha curva, que denotaremos por DD, se puede desplazar
ante variaciones en los valores de I’ y k,, pues estos parametros alteran —como
muestra la expresion 6.4— el costo de oportunidad de mantener depositos.

En particular, un aumento en F conduce —como sugieren las ecuaciones
6.1 y 6.2— a que los bancos deseen reducir sus niveles de capital y aumentar los
depositos que mantienen. Sin embargo, dichas operaciones son de tal magnitud
que, en el mejor de los casos, la suma de (K + D) aumenta, aunque menos
de lo que aumentd F. Tomando en consideracion que la cantidad ofrecida
de préstamos no varia (L), la restriccion presupuestaria conduce a que los
bancos vean Optimo reducir la cantidad de bonos que mantienen. Puesto de otra
manera, en la busca de reducir los costos asociados a la mayor iliquidez, la banca
mantiene una mayor proporcion de sus recursos en efectivo. Esta venta de bonos
se generara en mayores tasas de interés, por lo que, de manera grafica, un aumento
en la tenencia del activo no-comerciable genera un desplazamiento —en el plano
(y,r") — hacia la izquierda de la curva DD.

En sentido contrario, un aumento en la capitalizacion exigida (k,) induce
a la banca a reducir su oferta de préstamos (véase ecuacion 6.3) y a que busque
mantener un menor nivel de depositos (véase ecuacion 6.2), todo lo cual se traduce
en un desplazamiento hacia la derecha a la curva DD. Finalmente, en caso se diera
una situacion que propiciara una elevacion enddgena del capital de la banca, ello
le permitiria ofrecer mas préstamos y demandar mas depésitos, por lo que la curva
DD se contraeria.
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6.4. Los impactos del rescate bancario

Como deciamos en la introduccion, a diez afios del rescate bancario la
cartera crediticia ain no se recupera. Esta caida tiende a relacionarse, entre otros
factores, con la forma en que se financio el rescate bancario: bonos publicos no-
comerciables de largo plazo. Esta iliquidez (que en su punto mas alto alcanzo el
23 % del total de los recursos de la banca), se cree, pudo haber generado una
contraccion de la oferta crediticia y, por ello, afectado las tasas de interés y el
crecimiento economico. Con el modelo antes desarrollado, podemos evaluar la

coherencia de tal afirmacion.

El programa de compra de cartera por capital que puso en marcha la autoridad
monetaria tenia por caracteristica que este ultimo compraba cartera crediticia con
bonos no-comerciables siempre que los duefios de los bancos se comprometieran
a captar mas capital. En términos de nuestro modelo, esto supone aumentos tanto
en K comoen ['. Ahora bien, dado que nuestro modelo considera el valor
del capital como endogeno, supondremos que, al hacerse publico el nivel de
subcapitalizacion en que se encontraba la banca, aumento el costo de estar en tal
situacion. Asi, el rescate gubernamental genero un desplazamiento hacia arriba en
el valor de la funcion o que condujo —como sugiere la ecuacion 6.1-— a la banca
a buscar un mayor nivel de capital.

Tomando en consideracion el plano (y, r"), al aumentar F se elevan los costos
bancarios —fruto de la sobretasa que debe pagar por la iliquidez—, por lo que,
como sugieren las ecuaciones 6.1, 6.2 y 6.3, la banca se ve incentivada a reducir
su tenencia de bonos comerciables (B). Aun cuando la oferta de crédito no
se contrae, la caida en el financiamiento de la inversion —por el menor valor
demandado de (B)— reduce la cantidad demandada de depositos, lo cual se
describe por el desplazamiento a la izquierda de la curva DD. Mientras tanto, el
aumento en J{ permite a la banca aumentar su oferta crediticia —con lo que
cae la oferta de bonos— y volverla mas sensible a cambios en la tasa de interés
que pagan dichos activos. Puesto de otra manera, el aumento en K acarrea un

desplazamiento a la derecha de la funciéon IS y la vuelve mas horizontal.
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De esta manera, el modelo predice que el programa implementado por la
autoridad trajo como consecuencia un aumento en las tasas de interés. Estos
resultados explican, en parte, la contraccion observada de la cartera crediticia:
el aumento en las tasas de interés contrajo la cantidad demandada por préstamos
bancarios y, dado que la tasa de interés de los bonos se elevd, se hizo mas rentable

para la banca dedicar sus recursos a la compra de estos activos.'®

6.5. Una simulacion numeérica

Con el fin de evaluar las bondades del modelo para replicar el comportamiento
seguido por la cartera crediticia de la banca inmediatamente después del rescate
bancario, a continuacion se realiza una simulacion utilizando como afio base lo
acontecido en 1993. Una vez obtenidos ciertos parametros, veremos qué tan lejos
esta el modelo presentado para explicar lo acontecido en 1995.

Es importante mencionar que esta simulacion solo utilizara las ecuaciones que
describen el comportamiento de la banca, pues la hipotesis que se busca examinar
es si los bonos no-comerciables tuvieron un impacto en el portafolio de la banca
que Orrillo a una reduccion del la oferta crediticia.

6.5.1. Escenario base 1993

Durante 1993, no existian bonos no-comerciables en los activos bancarios y la
banca en general presentaba una capitalizacion en linea con la regulacion. Para
nuestro modelo, ello implica que F' = 0 y que k, = (K/L). Por lo tanto,
« = [ = 1. Dadas estas condiciones iniciales, las tres ecuaciones fundamentales

se convierten en

16 Este resultado es compatible con lo que sugieren las encuestas crediticias que realiza el Banco

de México desde 1998. En ecllas se reporta que uno de los principales factores que inhibe las
solicitudes de crédito es la alta tasa de interés.
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r* +r4D/K)d () = r*, (6.5)
r’(1 —¢) =19, (6.6)
y
prl = rb 4+ (D/L)o/(.)re. (6.7)
6.5.1.1. Datos

Las fuentes de datos, tanto para 1993 como para 1995, son las siguientes: r?,

el valor que tomaron los pagarés con rendimiento liquidable al vencimiento a
28 dias, proviene de Zedillo (1997: 92); r¥, la utilidad neta anualizada sobre el
promedio anual del capital contable sin revaluaciones, proviene de Zedillo (1997:
104); finalmente, los datos para 1993 y 1995 referentes a la captacion vigente (D),
capital contable (K'), cartera crediticia directa (L) y disponibilidades —necesario
este ultimo para la construccion del parametro e— proviene de Zedillo (1997:
97): r® = 11,46 %, r* = 38,98%, p = 0,93, € = 0,0389, D/K = 9,347 y
D/L = 0,946.

6.5.1.2. Solucion

—  De la ecuacion 6.6, se desprende que ¢ = 7,1%. Esta cifra es muy
similar al promedio ponderado de las tasas de interés que pagaban las
cuentas de cheques (con una ponderacion de 27,2 %), los instrumentos
bancarios liquidos (con una ponderacion del 58,6 %) y los instrumentos
bancarios de largo plazo que, dentro de la captacion, representan el
14,24 %.

— De la ecuacion 6.5, se desprende que o'(.) = 0,02748. Si asumimos que
la funcion « es lineal en (Lk,/K), a = a, + 0,02748(Lk,/K). Dado
que a(1) = 1, entonces, a, = 0,9725.

! = 22,84 %. Ello implica una

— De la ecuacion 6.7, se desprende que r
tasa real de catorce puntos y una tasa nominal activa que esta nueve

puntos por encima de la tasa de interés interbancaria.
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6.5.2. Estimaciones para 1995

Tal y como se reporta en el cuadro 6.4, en 1995 aparecen los bonos no-
comerciables dentro de la estructura de activos del sistema bancario. Ante ello,
el sistema de ecuaciones que pasa a representar el comportamiento de la banca
esta dado por las ecuaciones originales del modelo, ecuaciones 6.1, 6.2 y 6.3.

En la seccion anterior, supusimos que, al hacerse publico el nivel de
subcapitalizacion en que se encontraba la banca, aumento el costo de estar en
tal situacion. Con ello, el rescate gubernamental generd un desplazamiento hacia
arriba en el valor de la funcion a que llevo —como sugiere la ecuacion 6.1— a
la banca a buscar un mayor nivel de capital; esto es, el valor del parametro «,
aumento de valor. Entre otros aspectos, veremos si la simulacion numérica arroja

tal resultado.

6.5.2.1. Datos

r® = 4153%,7* = 72%, 7% = 35%," p = 0,851, e = 0,0832, F/D =
0,0133y (K/L) = 0,129. Ademas, supondremos que —al igual que en 1993— la
tasa real activa de interés es de catorce puntos, con lo que 7* = 71 %.

6.5.2.2. Solucion

— Por la ecuacion 6.3, el valor estimado para (D/L) = 1,114, lo cual no
esta muy lejos de su verdadero valor, que fue —segun Zedillo (1997)—
de 1,190.

— De la ecuacion 6.1 se desprende que el valor puntual de la funcion
f# = 1,6088. Asumiendo que dicha funcion es lineal en el valor de
(F/D), entonces la funcion puede ser descrita por 3 = /3, + 5, (F/D).
Dado que 3(0) = 1, sedesprende que 3y =1y [ = 45,77.

'7Es el promedio ponderado de las tasas de interés que pagaban las cuentas de cheques, los
instrumentos bancarios liquidos y los instrumentos de largo plazo.
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— Por la ecuacion 6.2, resulta que el valor puntual de la funcion « =
1,0171. Ello significa que el costo de fondeo de la banca aumento entre
1995 y 1993 en aproximadamente 1,71 %. Mas atn, asumiendo la
misma forma lineal para la funcion «, obtenemos que el nuevo valor
de «, = 0,9906, lo cual implica un aumento con respecto al valor
de 0,9725 que mantenia en 1993. Como puede observarse, los datos
no rechazan la hipotesis que hicimos en la seccion anterior: una vez
conocida la subcapitalizacion de la banca, el valor puntual de la funcion
«v aumento de valor, lo cual, segun nuestro modelo, indujo a la banca a
mejorar su capitalizacion y desplazo hacia la derecha a la curva IS.

6.6. Conclusiones

El modelo tedrico aqui desarrollado sugiere que uno de los factores que mo-
tivo la caida inicial de la cartera crediticia de la banca'® fue el intercambio de
cartera crediticia por bonos no-comerciables. En efecto, el modelo aqui presenta-
do sugiere —y la simulacion numérica no lo invalida— que la presencia de estos
bonos dentro de los activos de la banca generd una recomposicion de la cartera
de la banca que derivo en un incremento de las tasas activas de interés y en una
menor demanda por préstamos bancarios.

Segun el modelo, menores hubieran sido las tasas de interés en caso se hubiera
financiado la compra de cartera con bonos publicos comerciables. Asi, la mayor
liquidez se hubiera reflejado en un desplazamiento hacia la derecha de la curva
DD, fruto del menor valor de F, con lo que las tasas de interés y la cantidad
demandada de bienes hubieran sido mayores. Sin embargo, haberlos hecho desde
un inicio comerciables podria haber conducido a un contexto poco propicio para
las finanzas publicas y para el desarrollo del crédito bancario, dado que las
instituciones bancarias rescatadas tenian incentivos a que dichos bonos pagaran
mayores tasas de interés. En este sentido, resulta obvio el dilema que enfrenté la
autoridad cuando tuvo que decidir la naturaleza de los bonos que utilizé para la

compra de la cartera crediticia de la banca.

'® En 1993, la caida de la cartera crediticia fue 19%. En términos de nuevos préstamos, la
caida fue aun mayor, pues la cartera crediticia incluye préstamos vigentes, reestructurados y los

comprados por el Gobierno.
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7. Brecha salarial por genero en el
Peru durante 1986-2000.
Evidencia a partir del método
de comparaciones emparejadas

Hugo Nopo'

7.1. Introduccion

Los mercados laborales de Peri exhiben considerables disparidades por
género. Hay brechas pronunciadas en los niveles de participacion y de empleo,
asi como en las ocupaciones, en el salario por hora y el ingreso mensual.
Ahora bien, aunque hay diferencias por género en cuanto a los resultados de
estos mercados laborales, también hay disparidades por género en cuanto a las
caracteristicas individuales. Los hombres tienden a tener mas afos de formacion y
mas tiempo en ocupaciones de mayor nivel de compensacion. Una cuestion que no

! Economista, Departamento de Investigacion del Banco Interamericano de Desarrollo. Correo
electronico: hugon@iadb.org. El presente documento es una reimpresion.

El trabajo fue publicado originalmente por Sebastidn Galiani (Editor) en Econdémica Afio L N
1-2 enero - diciembre 2004, Se agradece profundamente la asesoria de Chris Taber, Luojia Hu y
Dale Mortensen. Sebastian Calonico, Deidre Ciliento, Cristina Gomez y John Jessup brindaron
una asistencia valiosa en diversas etapas de este proyecto.
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7. Brecha salarial por género

se ha aclarado del todo en mucho tiempo es el grado en el que dichas diferencias,
en las caracteristicas observables, explican las brechas en los resultados de los
mercados laborales. En el caso de la brecha salarial por género, la descomposicion
de Blinder-Oaxaca ha sido el método empleado mas frecuente en la obra publicada
sobre los mercados laborales (Blinder 1973 y Oaxaca 1973).

La Descomposicion de Blinder-Oaxaca es una manipulacion algebraica de las
diferencias entre las Ecuaciones de Mincer, o mincerianas, para hombres y para
mujeres. Permite responder preguntas del tipo «;cual habria sido el ingreso del
hombre (de la mujer) promedio si sus caracteristicas observables se hubiesen
parecido a las de la mujer (del hombre) promedio?».

Nopo (2004) desarrolla una nueva metodologia para las descomposiciones de
brechas salariales introduciendo un enfoque de comparaciones emparejadas. El
emparejamiento de hombres y mujeres con las mismas caracteristicas individuales
observables genera muestras sintéticas de individuos idénticos. Este método nos
permite entonces responder preguntas del tipo «;cual habria sido la distribucion
del ingreso de la muestra de hombres (mujeres) si sus caracteristicas observables
hubiesen sido similares a las de la muestra de mujeres (hombres)?». Esta extension
permite obtener mayor informacion de manera inmediata. Su empleo permite
explorar no solo la magnitud de la brecha salarial media por género, sino también
su distribucion.

En el presente trabajo, empleo la metodologia de emparejamiento con el fin
de comprender la distribucion de la brecha salarial por género en el Pert. Se
anticipa que la aplicacion de este método, en vez de seguir el enfoque tradicional
de Blinder-Oaxaca, resultara especialmente beneficiosa en el caso del Pert, debido
a su elevado nivel de segregacion ocupacional (Blau y Ferber 1992). Ademas, la
informalidad también desempefia un papel en los mercados laborales peruanos,
dado que una parte considerable de los empleos tienden a no satisfacer al menos
una de las condiciones de formalidad (es decir, que exista un contrato formal de
trabajo o el acceso a seguros). El grado de formalidad de la clase trabajadora
incide de distinta manera en los hombres que en las mujeres: mientras que 55 %
de los primeros tienen empleo informal, la cifra en el caso de las segundas es de

65 %. Estas diferencias por género también guardan relacion con las diferencias
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por género en cuanto a las caracteristicas observables de la poblacion trabajadora,
tales como la edad y el nivel de escolaridad. A su vez, se presume que ello puede
implicar la existencia de un grave problema de diferencias por género en cuanto a
los apoyos de las distribuciones de esas caracteristicas, una cuestion que el método
de emparejamiento puede resolver directamente.

El Pert es uno de los paises latinoamericanos donde se aplicaron reformas
del mercado laboral a comienzos de la década de 1990.2 Entre estas, figuran
reducciones considerables de los costos de cesantia vinculadas a reducciones de
la formalidad y al subsiguiente aumento de los niveles de rotacion de personal
a causa de la menor duracion, tanto de los lapsos de empleo como de los de
desempleo (Saavedra 2000 y Saavedra y Torero 2000). La obra teorica publicada
no ofrece predicciones claras sobre la manera en que esos cambios de la dinamica
del empleo repercuten en las diferencias salariales. Por lo tanto, analizo la forma
en que evoluciono la brecha salarial por género a lo largo de este periodo. Los
resultados apuntan hacia una reduccion monotona de las diferencias atribuibles
a los sexos en cuanto a los niveles de participacion y de empleo; sin embargo,
también denotan una evolucion ciclica de la brecha por género en cuanto al
salario por hora. El efecto combinado de estos tres factores (participacion, empleo
y salario por hora), medido segin la participacion del ingreso laboral mensual
generado en la economia por hombres y mujeres, también exhibe una reduccion
monotona a lo largo del lapso de quince anos que he analizado.

7.2. Diferencias por género y brecha salarial
en Peru durante 1986-2000

Los datos empleados en este estudio provienen de dos encuestas nacionales
realizadas en Peru: las Encuestas Nacionales de Hogares y la Encuesta Especia-
lizada de Empleo, efectuadas por el Ministerio de Trabajo y Promocion Social
(MTPS) durante el lapso 1986-1995 (sin incluir 1988) y por el Instituto Nacional
de Estadistica e Informatica (INEI) durante 1996-2000. Para fines de homogenei-
zacion necesarios en este estudio —y dado que casi la mitad de la fuerza laboral

% Las dos etapas de reforma se registraron en 1991 y 1995,
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peruana trabaja en Lima— solo se ha tomado en cuenta a los trabajadores de ca-
torce 0 mas afios de edad radicados en la zona metropolitana de Lima.

Al explicar las diferencias de ingresos por género, cabe sostener que la brecha
salarial entre ellos sencillamente obedece a diferencias en algunas caracteristicas
observables de los individuos, que son factores determinantes de los salarios. Se
trata de un argumento valido, hasta cierto punto, debido a que hay diferencias
de edad, nivel académico, experiencia laboral y ocupaciones, entre otras. Sin
embargo, esas diferencias solo alcanzan a explicar parcialmente la brecha salarial.
El proposito del presente trabajo es cuantificar de manera precisa el grado en
que las diferencias de las caracteristicas explican las diferencias de salario. El
analisis de algunas estadisticas descriptivas que exhiben estas diferencias por
género ayudara a aclarar esta cuestion.

En términos de la edad promedio, los hombres trabajadores tienen tres afios
mas que las mujeres. Ello contrasta con la cifra de la poblacion peruana como un
todo, en la que la edad promedio de las mujeres es levemente mayor que la de los
hombres (debido a la mayor expectativa de vida de estas). La diferencia de edad
promedio entre los trabajadores puede obedecer a que las mujeres ingresan antes
al mercado laboral o se retiran de este mas pronto que los hombres. Se anticipa
que cualquiera de esas dos circunstancias incide negativamente en los salarios. La
primera se debe al hecho de que el ingreso temprano al mercado laboral puede
significar menos afos de escolaridad, mientras que la segunda se debe a que la
salida prematura representa un menor tiempo de servicio.

También hay diferencias considerables en las estadisticas de los sexos en
cuanto al nivel académico méaximo alcanzado, tal como ilustra la figura 7.1:
mientras que 16% de los trabajadores han alcanzado un nivel académico de
primaria o menos, la cifra correspondiente en el caso de las trabajadoras es 24 %.
Hay un patrén parecido en cuanto a los afios de escolaridad: mientras que los
trabajadores presentan una media de escolaridad de 10,75 afios, las trabajadoras
presentan una media de 9,86 afios.

Esas cifras medias del periodo 1986-2000 muestran que se ha producido una
evolucion importante: el porcentaje de trabajadoras con titulo universitario o de
educacion secundaria ha aumentado de 68 % a 81 %, mientras que, en el caso de
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—

sus colegas hombres, el aumento ha sido de 78 % a 84 %.

Figura 7.1: Maximo nivel académico alcanzado por sexo

Perti 1986-2000
Miximo nivel educativo alcanzado por las mujeres

SIN EDUCACION

Sty EDUCACION

BASICA
21%

UNIVERSITARIO
30%

SECUNDARIO
46%

Pert 1986-2000
Maiximo nivel educativo alcanzado por los

hombres
SIN EDUCACION EDUGCACION

1% BASICA
15%

UNIVERSITARIO
34%

50%

Fuente: Encuestas de Hogares
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La diferencia mas marcada por género corresponde a la experiencia ocupa-
cional de las personas trabajadoras, medida en términos de afios de trabajo en la
misma ocupacion (se ilustra en la figura 7.2): para el periodo analizado, los hom-
bres exhiben una media de entre 1,4 y 2,7 aflos mas de experiencia ocupacional
que las mujeres, lo que representa una diferencia de 30 % y 50 % respectivamente;
sin embargo, hay que hacer notar que esas diferencias de la media de afios de ex-
periencia ocupacional por género ha disminuido considerablemente con respecto
al periodo 1986-2000.

Figura 7.2: Evolucion de la experiencia ocupacional

Peri 1986-2000
Evolucién de los afios promedio en la misma ocupacién por sexo

| 1986 | 1987 | 1989 | 1990 | 1991 | 1992 | 1993 | 1994 | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000
= = = Mujeres |5428|5,728|5414|5,511|5,754|5,508|4,516| 5,474 5,066| 4,463 4,613 |4,285]3,916|4,562
Hombres | 7.899| 8,345| 7,965| 7,954 | 8,528 7,728 | 6,944 | 7,365/ 6,497 6,716| 5,905 | 5,968 [ 5,273 | 6,22

Fuente: Encuestas de Hogares

En cuanto a las diferencias de apoyo puestas de manifiesto por la metodologia
de emparejamiento, he hallado que 30 % de las trabajadoras exhiben combinacio-
nes de edad, nivel académico, situacion migratoria® y estado civil que no pueden
ser igualadas por ningun hombre de la muestra. De igual manera, 23 % de los tra-
bajadores hombres exhiben combinaciones de las mismas caracteristicas indivi-
duales (edad, nivel académico, situaciéon migratoria y estado civil) que no pueden
ser igualadas por mujer alguna de la muestra. Esta cifra de 23 % de trabajadores
exhibe salarios considerablemente mayores que los del resto de los trabajadores

hombres.

3 En el presente trabajo, distingo Ginicamente a los nacidos en Lima de los que nacieron fuera

de Lima.
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Como ya se hizo notar, hay diferencias por género en cuanto a algunas
caracteristicas observables que el mercado laboral recompensa. Sin embargo, esas
diferencias se han reducido a lo largo del periodo analizado. En la siguiente
seccion, se analiza la relacion entre las caracteristicas mostradas anteriormente y
el salario por hora, la cual explica, en parte, la brecha salarial por género, asi como

su evolucion.

Los salarios han evolucionado considerablemente durante el periodo analizado.
El aumento de los salarios reales que durd de 1985 hasta 1987 precedio una caida
considerable del salario real en un momento de hiperinflacion. Los salarios reales
cayeron a su nivel minimo en 1990 y posteriormente mejoraron. Durante la década
de 1990, los salarios reales aumentaron a un ritmo sostenido hasta los tltimos afios
de la década, cuando comenzaron a disminuir nuevamente. La figura 7.3 ilustra la
evolucion del salario por hora en el caso de los hombres y en el de las mujeres. El
salario por hora se mide en nuevos soles (S/.) constantes de 1994.

La figura 7.3 muestra los valores absolutos (por contraste con nuevos soles de
1994) de la brecha salarial por género (representada por la diferencia entre un par
de columnas adyacentes). La figura 7.4 ilustra la brecha en términos relativos
(brecha de salario medio por hora como multiplo del ingreso por hora de las
mujeres).* Se puede ver que la brecha por género en cuanto al salario por hora ha
oscilado alrededor de un valor medio de 0,45 (es decir, que los hombres devengan
una media de 45 % mas por hora que las mujeres). Hay, no obstante, fluctuaciones
considerables alrededor de esa medida media.

La medida de la brecha que se describe en esta seccion (como multiplo del
salario medio por hora de la mujer) corresponde a datos sin procesar, ya que abarca
a todos los hombres y mujeres, independientemente de las diferencias que pueda
haber entre las caracteristicas observables de unos y otras, e independientemente
de que sea posible o no establecer dichas comparaciones. Es preciso hacer los
ajustes que correspondan a esa brecha, con el fin de obtener una medida de las
diferencias no explicadas del ingreso medio de muestras comparables de hombres
y mujeres. Ese es el proposito de la siguiente subseccion, pero, antes de pasar a

“ Notese que la variable en la que se mide la brecha entre los sexos en el presente trabajo es el
salario por hora, en vez de usarse el logaritmo del salario por hora, tal como se suele presentar en
la obra publicada. El emparejamiento hace que no sea precisa esa transformacion.
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7. Brecha salarial por género

ese ejercicio, veamos la manera en que varian dichas diferencias del salario por
hora por género segun las caracteristicas individuales.

Figura 7.3: Salario por hora y por sexo (en nuevos soles de 1994)

Perd 1986-2000
Salario por hora por sexo
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3 20 :
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o A /] - iy [ o
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Fuente: Encuesta de Hogares

Figura 7.4: Brecha salarial por hora por sexo (en nuevos soles de 1994)

Perii 1986-2000
Brecha salarial por hora y por sexo
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Fuente: Encuestas de Hogares

En cuanto a la edad, una vez que la poblacion ha alcanzado los treinta afios,
la brecha salarial por género tiende a aumentar y, en el caso de los individuos
cercanos a la edad de jubilacion, la brecha alcanza 128 %.5

* Conviene tener presente que, en este calculo basico de las brechas salariales medias, se
combinan distintos grupos de edades con efectos de edades y efectos de grupo. El objeto del
presente trabajo no es desenmaraiiarlos.
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Segtn el nivel académico maximo alcanzado, la brecha salarial por género
muestra un comportamiento no-monotono. Hay una brecha mayor en los casos de
los individuos que solo han culminado la educacion primaria y los que tienen un
titulo universitario. La brecha disminuye en los casos de los sectores sin formacion

y los que han culminado la educacién secundaria.

Figura 7.5: Salario segun sexo y edad (en nuevos soles de 1994)

PERU 1986-2000 ,
SALARIO HORARIO SEGUN
SEXOY EDAD

(en soles de 1994)

Menosde | 19a20 30 a44 45 a 60 60 a

19 afos mas
MEJERES 5.50 10.03 12.97 12.45 10.17
HOMBRES 7.62 11.99 17.11 20.32 23.16
[BRECHA | 37%] 20% | 32%] 63%|  128%]

PERU 1986-2000 )
SALARIO HORARIO SEGUN
SEXOY NIVELACADEMICO
(en soles de 1994)

SIN EDU_CAC!ON SECUNDARIA | UNIVERSITARIA
EDUCACION BASICA

MEJERES 6.52 6.83 9.56 16.32
HOMBRES 7.79 10.22 11.86 23.81
[BRECHA | 19% | 50% | 24% | 46%|

Fuente: Encuesta de Hogares

Las tablas precedentes revelan que hay diferencias considerables en la
distribucion del salario y en la brecha salarial por género, que dependen
de caracteristicas individuales, analizadas cada una de manera independiente.
A continuacion, paso a analizar los efectos combinados de esas diferencias
en las caracteristicas del salario, usando el enfoque de emparejamiento y

descomposicion.

159



7. Brecha salarial por género

7.3. Componentes de la brecha salarial por género

7.3.1. Descomposicion de la brecha salarial - Método de

Emparejamiento

Segiin se recordara de Nopo (2004), la brecha salarial A se puede expresar de °

la siguiente manera:
A=E[Y|M]-E[Y|F]=Am+Ax + 80+ Ap.

La diferencia salarial media entre hombres y mujeres se puede descomponer
en cuatro componentes. Tres de ellos son atribuibles a diferencias de sexo en
caracteristicas individuales observables (Ayr, Ax y Ap), mientras que el cuarto
componente se atribuye a la existencia de diferencias no-observables por género
en cuanto a caracteristicas determinantes de los salarios y la discriminacion sexual

en la remuneracion (Ag):

— Ay responde al hecho de que los hombres y las mujeres tienden
a exhibir caracteristicas individuales que se distribuyen de manera
distinta a lo largo de sus apoyos comunes. Por ejemplo, en los conjuntos
de datos recabados en el Pert, hay tanto hombres como mujeres con
nivel académico de maestria y doctorado (Ph.D), pero la proporcion
de mujeres en esa categoria es considerablemente menor que la de
hombres. Ax representa la disminucion anticipada de salarios entre
hombres cuando sus caracteristicas individuales siguen a la distribucion
de caracteristicas femeninas.

— Ap obedece al hecho de que hay algunas combinaciones de caracteristi-
cas femeninas sin contrapartida por el lado masculino. Por ejemplo, en
los conjuntos de datos recabados en el Pert hay algunas mujeres ca-
sadas, que han migrado, sin formacion académica alguna o con muy
pocos anos de escolaridad, y algunos afios de experiencia ocupacional,
pero resulta imposible hallar hombres con las mismas combinaciones
de caracteristicas. Ar mide el incremento anticipado de salarios que
la mujer media experimentara, suponiendo que todas las mujeres alcan-
zan caracteristicas comparables a las de los hombres.
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_ A,y existe porque las mujeres no comparten algunas combinaciones de
caracteristicas de los hombres. Por ejemplo, en los conjuntos de datos
recabados en Peru, hay hombres con elevados niveles de formacion
académica que han estado trabajando durante mas de diez afios en
ocupaciones gerenciales, pero es imposible hallar mujeres con las
mismas caracteristicas. A,; mide el incremento anticipado del salario
que cabe esperar en el caso del salario femenino, si las mujeres alcanzan
esas mismas caracteristicas individuales de los hombres que, hasta el
presente, no han conseguido.

— A, representa aquello que no cabe explicar en funcién de esas
diferencias en las caracteristicas observables. Puede obedecer a una
combinacion de discriminacion salarial y a la existencia de diferencias
por género en caracteristicas no observables relacionadas con la
productividad. ¢

La figura 7.6 representa la evolucion de la brecha salarial por género sin
procesar’ acompafiada de la brecha salarial controlando la edad, formacion
académica, situacion econdmica y migratoria en el momento del emparejamiento.
El grafico ilustra la evolucion de los datos sin procesar y los datos controlados (A
y Ay, respectivamente).®

La figura 7.7 representa las brechas salariales medidas en términos relativos
(como multiplos del salario de la mujer) y las descomposiciones en términos de
los cuatro componentes introducidos anteriormente. La altura total de cada barra
es proporcional a la brecha salarial del afio correspondiente. La altura de cada
componente es proporcional al valor del componente correspondiente, de tal modo
que cada vez que un componente tiene un valor negativo, queda ilustrado por
debajo de la linea de cero. El primer conjunto de descomposiciones registrado
mas adelante se ha calculado empleando diversas combinaciones de variables
explicativas, fales como edad (medida en afos), formacion académica (medida
en afios de escolaridad), estado civil (una variable dicotomica que toma el valor

" La medida de brecha salarial que empleo es (7 /77) — 1.
% En esta descomposicion y las que siguen, omito la que corresponde al afio 2000, debido a un
problema de codificacion en una de las variables explicativas.
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cero en el caso de individuos solteros y uno en el caso de casados) y la situacion
migratoria (una variable dicotomica que distingue entre los individuos nacidos en
Lima de los nacidos fuera de la capital).

Figura 7.6: Brecha salarial entre los sexos después de controlar las caracteristicas
observables

Perd 1986-1999
Brecha relativas entre los sexos y diferencias controladas

o B Brecha salarial por hora
= 08 del hombre en relacién
=4 07 ;

= i con la de la mujer

w5 05 O Después de controlar por
5 = 04 edad, escolaridad, estado
o E 0.3 civil y situacion

g= 02 migratoria

= 0,1

e ~ ] v in N

= $833533338338%

Ano

Fuente: Encuesta de Hogares

Si bien la brecha salarial por género sin controlar caracteristicas A tiene un
valor medio de 45 % durante el periodo analizado, la brecha controlada A oscila
alrededor de 28 %.° Asi, la combinacion de diferencias de sexo que no se ha
tomado en cuenta en el analisis (que puede abarcar diferencias observables y
no observables) y la discriminacion representan una diferencia de 28 % en el
salario por hora entre hombres y mujeres. Estas cifras corresponden al conjunto
particular de variables especificado anteriormente. Dicho conjunto no incluye las
variables que, por lo general, se consideran determinadas de manera endogena
en el mercado laboral. Se toman en cuenta las combinaciones de esas variables
para las siguientes descomposiciones. En el caso de las descomposiciones de la
figura 7.9, tomo en cuenta combinaciones distintas de edad, nivel académico,
experiencia ocupacional (medida en aflos), nivel de informalidad (una variable
dicotémica que distingue entre individuos con empleo formal e individuos sin

? Como se demuestra mas adelante en el presente trabajo, un intervalo de confianza de 99 %
de las diferencias medias no explicadas entre los sexos en cuanto al salario varia de 24,92% a
31,13 %.
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empleo formal),'” ocupacién (que abarca siete categorias ocupacionales) y el
tamafio de la compaiiia (cinco categorias).

Figura 7.7: Descomposiciones de la brecha salarial para diversos conjuntos
de controles (1)

Brecha salarial por sexo y componentes de control
(controlando por edad y educacion)
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Fuente: Encuestas de Hogares

La brecha salarial no explicada por sexo (Ag), después de controlar estas
caracteristicas endogenas, es de aproximadamente 25 %, levemente por debajo

19Se considera que un empleo es formal si cumple al menos con una de las siguientes
condiciones: corresponde al sector publico, estd registrado en el sistema de Seguridad Social,
estd afiliado con algln plan privado para la jubilacion o estd sindicalizado. Los trabajadores
domésticos se consideran pertenecientes al sector informal.
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del promedio cuando no se toman en cuenta.!" Curiosamente, casi por cada
combinacion de caracteristicas que tomé en cuenta en los ejercicios precedentes,
la brecha salarial controlada por género muestra dos valores maximos o picos:
uno hacia finales de la década de 1980, durante el periodo de hiperinflacion, y el
otro a mediados de la década, durante la recesion que siguio6 a la estabilizacion
de 1990-1994. Ademas, los valores inferiores de la brecha se hallan alrededor de
1986 y 1993, afos en los que el Pert registrd un crecimiento considerable del PBI.

Figura 7.8: Descomposiciones de la brecha salarial para diversos conjuntos
de controles (2)

Brecha salarial por sexo y componentes de control
(controlando por edad, educacion y situacién migratoria)
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Fuente: Encuestas de Hogares

" Aqui se muestra una hoja de célculo detallada con los resultados de todas las descomposicio-
nes. También se puede solicitar al autor algunas otras combinaciones de caracteristicas individua-
les que no se cubren en esta seccion.
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Al analizar el papel que cumplen los cuatro componentes delta en la
descomposicion, se descubre que los componentes Ay y A, dan cuenta
de mas de 80% de la brecha salarial durante todos los afios para casi todas las
combinaciones posibles de caracteristicas. Tal como se menciono anteriormente
en esta seccion, ambos componentes de la brecha se pueden considerar como
medidas discriminatorias de efectos considerables o diferencias no explicadas. El
primero de ellos se calcula en el mercado laboral y el segundo se determina fuera
del mercado laboral (en la adquisicion de caracteristicas valiosas como esas). Si
bien lo primero guarda relacion con las diferencias salariales, se presume que lo
segundo tiene que ver con las diferencias de acceso a combinaciones particulares
de caracteristicas que se recompensan en el mercado laboral.

A continuacion, analizo la distribucion de las diferencias salariales no expli-
cadas por genero que se pueden obtener mediante el método de emparejamiento.
Comparo la distribucion de salarios de mujeres con la distribucion hipotética de
salarios de hombres cuando se remuestrea, con el fin de reproducir la distribucion
de caracteristicas femeninas.
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Figura 7.9: Descomposiciones de la brecha salarial para distintos conjuntos
de controles (3)

Brecha salarial por sexo y componentes de control
(controlando por edad, educacion y formalidad)
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Fuente: Encuestas de Hogares
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Figura 7.10: Descomposiciones de la brecha salarial para diferentes conjuntos
de controles (4)

Brecha salarial por sexo y componentes de control
(controlando por edad, educacién, formalidad y ocupacion)
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7.3.2. Diferencias del salario por hora entre muestras empare-

jadas

Una critica que se formula usualmente con respecto a la descomposicion de
Blinder-Oaxaca es que esta resulta informativa unicamente en referencia a las
brechas medias y no a la distribucién de dichas brechas. Una alternativa ha
sido emplear regresiones por quintil en vez de Minimos Cuadrados Ordinarios,
descomponiendo las brechas salariales por género en quintiles distintos de la
distribucion del término de error de las ecuaciones de ingresos. Este enfoque
presenta el mismo problema de las diferencias por género en los soportes que
resuelve la metodologia de emparejamiento.

Esta subseccion se dedica al analisis de la distribucion de los salarios en el caso
de los hombres y en el de las mujeres. El objeto del analisis seran las funciones
de distribucion acumulativa del salario por hora para las muestras original y
emparejada de mujeres y hombres. '?

Al graficar las funciones acumulativas, se puede comprobar que no solo
los salarios medios de los hombres son mayores que los salarios medios de
las mujeres, sino que ademas la variable aleatoria salarios de las mujeres
esta dominada estocasticamente por la variable aleatoria salarios de los hombres.
El resultado es el mismo si la comparacion se hace entre las versiones
remuestreadas (mediante el emparejamiento) de las mismas variables aleatorias.
Aun después de introducir controles de edad, nivel de escolaridad, estado civil y
situacion migratoria, hay diferencias por género en cuanto al salario que favorecen
a los hombres, tal como se puede apreciar en la figura 7.11.

Las diferencias entre las versiones emparejadas de las funciones acumulativas
del salario de mujeres y de hombres son menores que las diferencias halladas
originalmente en esas funciones acumulativas. Las diferencias por género en
cuanto al salario se reducen después del emparejamiento. La distribucion
emparejada del salario por hora de las mujeres no se diferencia practicamente
de la distribucion del salario por hora de todas las mujeres. Ello se debe a que,

12 Los resultados que se muestran en esta subseccion se extrajeron de la subseccion 4.2 de Nopo
(2004).

168



7.3. Componentes de la Brecha Salarial

Figura 7.11: Funciones acumuladas del salario relativo por sexo

Perti 1986-1999
Funcién acumulada de salarios relativos por sexo
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Fuente: Encuestas de Hogares

debido a la formulacion del caso hipotético, se ha realizado el remuestreo para
poder asegurar que la distribucion se mantenga sin variacion con respecto al
apoyo comun. Los unicos cambios se deben a las partes que no se solapan del
apoyo de caracteristicas de las mujeres (y, como se ha demostrado anteriormente,
el componente Ap de la brecha es relativamente pequefio, comparado
con los demas componentes). En el caso de los hombres, la situacion es
distinta. La distribucion acumulativa del salario por hora de todos los hombres
se diferencia de la distribucion emparejada de los hombres (con la nueva
ponderacion apropiada que se requiere para reproducir la distribucion empirica de
caracteristicas individuales de las mujeres), especialmente en el extremo superior
de la distribucion.

La figura 7.11 sugiere un analisis por quintiles, dado que a cualquier altura (la
distancia horizontal entre las dos funciones acumulativas obtenidas después del
emparejamiento) mide la brecha salarial por género no explicada correspondiente
a ese percentil. La figura 7.12 muestra esas medidas. El grafico superior muestra
que, para los primeros noventa percentiles de la distribucion del salario por hora
de los hombres y las mujeres, no hay mayores diferencias de salario por hora.
La brecha es de poco menos de 0,2 veces el salario medio de las mujeres. Las
diferencias mas grandes se ubican en el 10 % superior de las distribuciones del
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7. Brecha salarial por género

salario por hora. En el 99" percentil, la brecha alcanza un maximo en el que
el salario medio de los hombres es 2,2 veces el salario medio de las mujeres. El
grafico muestra pruebas de que las diferencias por género en cuanto al salario en
los percentiles inferiores de la distribucion no contribuyen considerablemente a la
medida agregada de las diferencias salariales por género. La brecha salarial media
por género en el Peru es una funcion-de las diferencias salariales por género en
los percentiles superiores de las distribuciones del salario.

Figura 7.12: Brecha salarial absoluta y relativa entre los sexos por percentil

Peri 1986-1999
Brecha salarial absoluta por sexo (luego del emparejamiento) por percentiles
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Fuente: Encuestas de Hogares

Las afirmaciones contenidas en el parrafo anterior ocultan un resultado
importante: concretamente, que las diferencias de salario por hora, en los
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percentiles inferiores de las distribuciones del salario, son pequefias en términos
absolutos, pero no en términos relativos. El hombre tipico que se halla en
el décimo percentil inferior de la distribucion gana una prima de 12% del
salario medio de la mujer, comparado con el décimo percentil de las mujeres
(aproximadamente 1,40 nuevos soles de 1994). Sin embargo, eso representa una
diferencia de 60 %. Cuando se establece la misma comparacion con los percentiles
mas bajos, las diferencias son aun mas considerables. La brecha del salario por
hora en términos absolutos es de aproximadamente 0,70 nuevos soles de 1994,
pero esa cifra representa una diferencia de 94 %. El hombre mas pobre gana casi el
doble que la mujer mas pobre. En el grafico inferior de la figura 7.12, se muestran
esas diferencias porcentuales en cuanto al salario por hora entre los percentiles de
las distribuciones del salario.

La brecha salarial relativa por género por percentil de salario muestra una curva
con forma aproximada de «U», en la que la brecha minima, de 18 %, se halla entre
aquellos individuos cuyo salario se ubica entre el octavo y el noveno decil. La
maxima brecha se halla entre los pobres.

7.3.3. Intervalos de confianza de las diferencias no explicadas

de salario por género

El analisis de la distribucion de las diferencias salariales no explicadas por
género también se puede efectuar mediante el calculo de los intervalos de
~ confianza. El método—d se convierte ahora en la herramienta necesaria. En la
figura 7.13, muestro estimadores del error medio y estandar de las diferencias no
explicadas de salario de diversos subgrupos de la poblacion. La brecha salarial
media no explicada por género, de 28,03 %, tiene un error estandar de 1,89 %.
Eso se traduce en un intervalo de confianza de 99 % para las diferencias no
explicadas medias de salario que varian de 24,92 % a 31,13 % del salario medio de
las mujeres. En cuanto a la situacion migratoria, hay indicios de que las diferencias
no explicadas de salario son menores entre individuos nacidos fuera de Lima
que entre los oriundos de la capital. En cuanto al estado civil, si bien no hay
indicios claros de que las diferencias salariales medias no explicadas por género
entre individuos casados e individuos solteros sean considerablemente distintas,
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hay mas indicios de dispersion de dichas diferencias no explicadas entre los
casados que entre los solteros. La mayor dispersion de salarios no explicados
se puede explicar en términos de otras variables, que se consideran endogenas
a un modelo de determinacion salarial en el mercado laboral, tales como la
experiencia ocupacional, el tiempo de servicio, las horas de trabajo por semana y
la ocupacion. Es mas probable observar una dispersion mayor, en esas variables,
entre individuos casados que entre solteros.

Figura 7.13: Errores estandar de la brecha salarial no explicada entre los sexos

Perd 1986-1999

Brecha salarial por sexo sin explicar segiin caracterfsticas seleccionadas
(L.uego de controlar por edad, educacion, estado civil y situacion migratoria)

Media Error Std.

Todos 0,2803 0,0189
Estado Civil

Soltero 0,2751 0,0242

Casado’ 0,2862 _ 0,0289
Situacion Migratoria

Nacido en Lima 0,3067 0,0300

Nacido fuera de Lima 0,2840 0,0269

Fuente: Encuestas de Hogares

A continuacién presento las desviaciones media y estandar de las diferencias
salariales no explicadas condicionadas por la edad y el estado civil (figura
7.14). Para tal fin, empleo diagramas de cuadros y bigotes para representar 10s
intervalos de confianza. Los extremos de los bigotes corresponden a un intervalo
de confianza de 99 % para las diferencias salariales medias no explicadas, mientras
que los extremos de las cajas corresponden a un intervalo de confianza de 90 %.
Los grupos de edad representados aqui corresponden aproximadamente 2 los
deciles de la distribucion de edad de la fuerza laboral empleada en Lima.

No hay un patrén claro de la evolucion de las diferencias medias no explicadas
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Figura 7.14: Intervalos de confianza de la brecha salarial no explicada entre los sexos (1)

Brecha salarial sin explicar, por sexo segun edad
(luego de controlar por edad, educacién, estado civil y situacién migratoria)
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Fuente: Encuestas de Hogares
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por edad en el caso de los individuos solteros. En el caso de los miembros
casados de la fuerza laboral, hay ciertos indicios de una evolucion creciente de
esas diferencias no explicadas a lo largo del ciclo vital, pero ese aumento no es
significativo de un decil a otro. Sin embargo, aunque las diferencias salariales no
explicadas son positivas en el caso de los individuos casados por encima de la
edad media (33 afios), esas diferencias no son desiguales a 0 en el caso de los
que tienen una edad inferior a la media. La dispersion de dichas diferencias no
explicadas aumenta a lo largo del ciclo vital de los solteros.

Al analizar las diferencias salariales no explicadas por género segin los afios
de escolaridad, surgen otros aspectos (figura 7.15). Esas diferencias no explicadas
son positivas y casi constantes en el caso de los individuos que no han culminado
la educacion secundaria (menos de once afos de escolaridad), especialmente en el
caso de los individuos solteros. Ademas, en el caso de los solteros que han recibido
entre 4 y 11 afios de escolaridad (que corresponde a 30% de la fuerza laboral
empleada), hay una dispersion mas pequefia en la brecha salarial no explicada
por género. Entre los egresados de la educacion secundaria (aquellos que han
culminado 11 afios de escolaridad y representan 35% de la fuerza laboral total
empleada), hay menos indicios de diferencias salariales no explicadas por género,

especialmente entre los individuos casados.

Las diferencias no explicadas mas considerables se hallan entre los individuos
que han culminado mas de 11 afios de escolaridad y que representan el 30 %
restante de la fuerza laboral empleada. En primer lugar, en el caso del subconjunto
que ha recibido de 1 a 4 afios mas de escolaridad después de haber concluido la
educacion secundaria, pero que no culminaron la educacion superior (es decir,
aquellos que han recibido entre 12 y 15 afios de escolaridad), hallo algunos
indicios de diferencias salariales no explicadas positivas entre los solteros, mas
no entre los casados (se hace notar que la dispersion es mayor entre este ultimo
grupo). En el caso de los individuos que han culminado la educacion superior (16
afios de escolaridad), los indicios de una medida media positiva de las diferencias
salariales no explicadas por género de hecho aumenta, especialmente entre los
casados. Por ultimo, el grupo educacional con respecto al cual he hallado indicios
claros de una brecha salarial no explicada positiva y considerable por género
es el formado por aquellos individuos que culminaron la educacion superior ¥
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continuaron estudiando. En el caso de este grupo, las diferencias no explicadas
parecen representar mas de 50 % del salario medio de la mujer en el caso de las
mujeres solteras y mas de 110 % en el caso de las casadas. La dispersion de tales
diferencias no explicadas entre ese grupo también es considerablemente mayor

que la dispersion hallada en cualquier otro grupo.

Figura 7.15: Intervalos de confianza de la brecha salarial no explicada entre los sexos (2)

Brecha salarial sin explicar, por scxo scgun afios de cducacion
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7.4. Conclusiones

Este trabajo halla, mediante el empleo del método de comparaciones empa-
rejadas, nuevos aspectos de las diferencias por género en los mercados laborales
peruanos. Aproximadamente uno de cada cuatro trabajadores peruanos exhibe ca-
racteristicas individuales que no son comparables a las de sus contrapartes del se-
x0 opuesto. Esta forma de diferenciacion por género, en caracteristicas que exhibe
el mercado laboral, tiene un impacto evidente en la brecha salarial. Los hombres
que exhiben caracteristicas observables que no tienen contrapartida entre las mu-
jeres perciben salarios mayores que el trabajador medio, mientras que las mujeres
que exhiben caracteristicas observables sin contrapartida perciben salarios mas
bajos que el trabajador medio.

El hallazgo mas interesante es la brecha salarial que persiste después del
emparejamiento de hombres y mujeres con las mismas caracteristicas individuales
observables (edad, educacion, estado civil y situacion migratoria). Entre hombres
y mujeres comparables, la brecha salarial es de aproximadamente 28 % del
salario de las mujeres. Ademas, el enfoque de emparejamiento nos permite
analizar la distribucion de dicha medida media. La brecha salarial por género
no esta distribuida de manera pareja entre la poblacion trabajadora. Se ubica en
el extremo mas bajo de la distribucion de salarios, donde la brecha salarial por
género exhibe su mayor magnitud, con lo cual alcanza alrededor de 100 %.
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8. La topologia de las
correspondencias
y el Equilibrio de Nash

Elvio Accinelli!

8.1. Introduccion

El objeto de este trabajo es el de presentar, de forma unificada y lo mas general
posible, el estudio de las correspondencias; es decir, de las funciones de puntos a
conjuntos 0 —como las llaman a veces— funciones multiformes, en el marco de

lo necesario para demostrar el teorema de existencia del Equilibrio de Nash.

Como es bien sabido, no para cualquier tipo de juego normal existe el
Equilibrio de Nash. Las condiciones que aseguran la existencia de tal equilibrio
son objeto de importantes trabajos. Presentaremos aca un caso simple, que no
obstante requiere del estudio de las correspondencias, y en particular del Teorema
de Punto Fijo de Kakutani. El esquema para la demostracion es basicamente el

siguiente:

! Profesor Titular, Programa de Posgrado en Ciencias Econdmicas, Universidad Auténoma
Metropolitana, México. Correo electronico: elvio@correo.xoc.uam.mx.
Deseo agradecer a César Martinelli y a Loretta Gasco por la invitacion a participar en el
homenaje a Ramon Garcia-Cobian, y a este por todas las atenciones de las que me ha hecho objeto
durante mis muy placenteras estadias en el Perti. Comentarios sobre el trabajo son bien recibidos.
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8. Correspondencias y Equilibrio de Nash

— Asumimos que el conjunto de estrategias posibles para cada jugador es
compacto en el espacio de estrategias posibles. Existe una cantidad n
finita de jugadores.

— Se define la correspondencia mejor respuesta del jugador i—ésimo a
la eleccion estratégica de los restantes, y que sera denotada como
B; : II;2A; = A;. Como es habitual, I, X; describe el producto
cartesiano de los n conjuntos Xj.

— Se muestra que el Equilibrio de Nash es un punto fijo para la
correspondencia producto B = II'B;, donde B : II'4A; — xI'A,.

— Se muestra que la correspondencia definida en el item anterior es
compacta y convexa.

— El Teorema de Punto Fijo de Kakutani asegura ahora la existencia del
Equilibrio de Nash.

Para lograr este objetivo, comenzaremos analizando el concepto de correspon-
dencias en espacios topologicos; demostraremos luego el teorema del maximo de
Berge; y, finalmente, a partir del Teorema de Kakutani, probaremos la existen-
cia del Equilibrio de Nash para juegos normales. No obstante la generalidad que
se pretende dar a estas notas, el lector podria seguirlas sustituyendo el concepto
de espacio topologico por el de R", con la topologia habitual, y las redes por
sucesiones.

Las referencias basicas son Aliprantis y Border (1994), y Kelley (1955) para
correspondencias y espacios topolégicos, y Fudenberg y Tirole (1991) para el
concepto de Equilibrio de Nash y sus aplicaciones.

8.2. Correspondencias, primeras definiciones

Entendemos por espacio topologico (e.t.) un conjunto arbitrario en el que hay
definida una topologia. Esta es una familia de subconjuntos a la cual pertenece
el conjunto total y el vacio, y que incluye las intersecciones finitas y las uniones
arbitrarias de sus elementos, a los que llamamos conjuntos abiertos. Llamamos
conjuntos cerrados del espacio a los complementos de los conjuntos abiertos.

A continuacion, definiremos correspondencia.
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Definicion 8.1. Sean X e Y espacios topologicos. Denotaremos por ¢ : X =
Y ala aplicacion que a cada punto = € X hace corresponder el subconjunto
¢(x) C Y. Una aplicacion ¢ de este tipo sera llamada correspondencia entre X
& Y

Una correspondencia es cerrada si ¢(x) es cerrado para cada = en su dominio.
Analogamente, sera abierta, convexa, etcétera.

Como puede verse, podriamos haber definido el concepto de correspondencia
entre los e.t. X e Y como una funciéon ¢ : X — 2, definida por 2 — ¢(z)
(entendiendo como 2" el conjunto potencia de Y). Si bien son equivalentes ambas
definiciones, usaremos la anterior.

Definicion 8.2. Llamaremos grafo de la correspondencia ¢ al conjunto

Gs={(zr,y) e X xY : y€op(x)}
Podemos identificar a ¢ con el subconjunto G4 de X x Y, de forma que
dxz)={yeY : (z,y) € Gs}.

Sea A C X, denotaremos como ¢(A) = U,ca(2).

Como en el estudio de las funciones, podemos definir para correspondencias
el concepto de correspondencia inversa. No obstante, es posible hacer dos
definiciones diferentes de este concepto.

Definicién 8.3. Sea ¢ : X = Y una correspondencia. Definimos entonces

a) inversa fuerte o superior ¢“(A) = {z € X : ¢(x) C A},

b) inversa débil o inferior ¢'(A) = {x € X : @(z)N A # 0},

Para singletones, usaremos la notacion ¢~'(y) = {x € X : y = ¢(2)} =

¢ ({v}).
El lector puede verificar que ¢"(A) C ¢'(A).
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Las siguientes igualdades se verifican:

(i) ¢“(A) = [¢'(A))°
(i) ¢'(A) = [¢*(49)]°
(iii) ¢"(Mierdi) = Nierd"(A:)

(iv) ¢'(UierAi) = Nierd™(A;)

Dado el conjunto A C X, denotamospor A ={z € X : 2 ¢ A} = X — A.

Sea A C X, decimos que B es entorno de A si existe V' abierto en X, tal que
A C V C B. Analogamente decimos que U es entorno del punto = € X si existe
V abierto en X, tal que z € V' C V. Cualquier V abierto para el que A C V se
llama entorno abierto de A.

8.3. Continuidad de correspondencias

En esta seccion introduciremos el concepto de continuidad de correspon-
dencias. El concepto es, de alguna manera, semejante al conocido para funcio-
nes. Ademas, veremos la relacion existente entre ambos en el caso particular
#(x) = {y}, es decir, cuando una correspondencia es en definitiva una funcion.

Definicion 8.4. Sea ¢ : X = Y una correspondencia entre los e.t. X e Y.
Decimos que es

a) hemicontinua superior (hcs) en z € X si para todo entorno abierto U de
@(x) se verifica que ¢"(U) C X es un entorno de z;

b) hemicontinua inferior (hci) en x € X si para todo entorno abierto U tal
o(z) NU # O se verifica que ¢'(U) C X es un entorno de z;

¢) continua cuando es hemicontinua superior e inferior a la vez.

Se dice que una correspondencia es h.c.s. o0 h.c.i. o continua, si lo es para
cada punto en el dominio.
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Ejemplo 8.1. Tres ejemplos clasicos que ilustran estas definiciones son los
siguientes:
H‘ﬂ sl 212
(i) ¢ :[0,1) = R definida por ¢(z) =
0,1 sil/2<z<1

0,1 siz<1/2
(ii) ¢ : [0,1] = R definida por ¥(z) =
[1,3] sil/2<z<1

(iii) 7 : [0,1] = R definida por y(z) = [0, .

Mientras que la primera es h.c.s., pero no es h.c.i. en x = 1/2, la segunda es
h.c.i. pero no es h.c.s. en x = 1. La tercera correspondencia es continua.

Los siguientes teoremas relacionan el concepto de hemicontinuidad con el de
redes” (o sucesiones si pensamos en espacios topologicos con base numerable) y
hacen mas intuitivo dicho concepto. A menos de que se diga lo contrario, en lo
sucesivo X e Y representan e.t.

Lema 8.1. Sea ¢ : X = Y una correspondencia con grafo cerrado, entonces es
cerrada. El reciproco de este teorema es falso.

Demostracion: sea y, € ¢(x). Supongamos que y, — ¥, por lo que (z,y,) —
(x,y); por ser el grafo cerrado, se tiene que y € ¢(z).

Como contraejemplo del reciproco, considere la correspondencia ¢ : [0, 1] =
[0, 1] definida por
0 stx>0
W(e) =

1 six=0.

2Recordamos que una red en un espacio X es una funcion z : A — X, donde A, el conjunto
de indices, es un conjunto dirigido, o sea, en el que estd definida una relacion binaria R, reflexiva
y transitiva, tal que para dos elementos cualesquiera v y [ en A existe un tercero vy, posiblemente
uno de ellos, que esta relacionado con ambos, (v, a) € Ry (v, ) € R. Denotaremos en general
la relacion (7, #) € R como e = 3, dando idea de la relacion de precedencia. Decimos que la red
{®a}aea converge a z (lo que se denota como x, — ), si y solo si, para cada entorno V' de x,
existe ay, tal que para todo (o, ag) € R,z € V (equivalentemente: a = ayp).
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Se tiene que
Go={(z,y) e X xY :yed(x)} ={0,1}U{(0,z) 0 <z < 1}
no es cerrado; no obstante, la correspondencia es cerrada.

Vale el siguiente teorema, cuya demostracion puede encontrarse en Aliprantis
y Border (1994).

Teorema 8.1. Una correspondencia cerrada con rango compacto y Hausdorff
tiene el grafo cerrado si y solamente si es h.s.c.

La compacidad del rango es imprescindible, como lo muestra el ejémp]o 8.2

Ejemplo 8.2. ¢ : R == R definida por

{1} siz#0
P(z) =
{0} sizx=0

tiene el grafo cerrado (y es compacta), pero no es h.c.s. en cero.

Teorema 8.2. Sea ¢» : X = Y una correspondencia para la que se verifica el
siguiente enunciado: si x, — , ¥ si Yo € ¢(z4) V «, entonces la red (sucesion)
Y tiene un punto limite en ¢(x). Entonces, ¢ es h.c.s. en z.

Si ¢ es cerrada y h.c.s. en z, y si Y es Hausdorff y compacto, entonces ¢
satisface el enunciado anterior.

Demostracién: si ¢ no fuera h.c.s., en z, entonces existe un entorno U de ¢(x),
tal que para todo V' entorno de z, existe z, € V ey, € ¢(z,), tal que y, & U.
Considere ahora la red {z,}, la cual converge para z. Luego, como se cumple el
enunciado, ¥, — y € ¢(x). Por lo tanto, a partir de cierto vy, se debe verificar que
Yy € U.

Sea ¢ h.c.s. en € X, consideremos las redes, z, — x ¢ y, € ¢(x,). Como
Y es compacto, existe una subred, y,, — y € Y. Por ser Y compacto y ¢ una

*Un e.t. es Haussdorf si, dados dos puntos = e y, existen entornos V, vy Vyde z ey,
respectivamente, disjuntos.
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h.c.s., se sigue que es cerrada; luego ¢(z) es cerrado, por lo que y € ¢(z). Como
resultado, se verifica el enunciado.*

Teorema 8.3. Una correspondencia ¢ : X = Y es h.c.i. si y solamente si se
verifica la siguiente propiedad:

si z, — z, entonces para cada y € ¢(z) existe una subred de indices a y
elementos y, € gf)(rcc,A) para cada A, tal que y), — v.

Demostracion: sea ¢ h.c.i. en x. Supongamos que y € ¢(z). Representaremos
por U, y U, el sistema de entornos de y y x respectivamente. Sea G“° un conjunto
abierto en Y tal que G* N ¢(x) # (. Por ser ¢ h.c.i,, existe U™ € U,, tal
que U2 C ¢'(U) y para el que existe 7, € U2, Consideremos un conjunto
dirigido A por la relacion > y una familia de conjuntos G* con o € A, tales que
y € G* Vo € A, elegidos de forma tal que si («;, aj) € ; equivalentemente, si
oy > ay, entonces G C G*. De esta forma, como z, — x, podemos elegir una

subred z,, y una red yx € ¢(x,,) N G* que claramente converge para y.

Reciprocamente, supongamos que ¢ no es h.c.i. en z. En este caso, existe V'
subconjunto abierto de Y para el que V N ¢(z) # 0, pero tal que ¢'(V) no es
entorno de x. Es decir, en cada entorno U, existe algun z,, tal que ¢(z,)NV = 0.
Elijamos ahora y € ¢(z) NV y una red {z,} entre los elementos anteriormente
seleccionados. A partir de la propiedad supuesta, encontramos una subred x, y la
correspondiente red formada por y. € ¢(x,) tal que yo» — ¥, lo que contradice
el hecho de que ¢(z,) NV = () para todo z,,.

Teorema 8.4. Si una correspondencia ¢ : X = Y es funcion y es hemicontinua
inferior como correspondencia, entonces como funcion es continua.

Demostracion: es una aplicacion inmediata del teorema 8.3.

4Si el lector prefiere una demostracién que no haga uso del teorema del grafo cerrado, puede
proceder como se sefiala a continuacion. Suponga que se verifique que y & ¢(x) y que Y es
Hausdorff. Si ¢(x) es cerrada, existirian entornos V, de y y Vj(, de ¢(x) disjuntos. (Recuerde
que, en un e.t. Hausdorff, dados dos conjuntos cerrados A y B, existen entornos U 4 y Up de
Ay B disjuntos). Entonces, por la h.c.s., para todo v, a partir de vg, z,, € ¢*(Vjy(z)). Asi,
Yoo € P24, ) € Vieay C (V) luego y € V., lo que es absurdo.

y?
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8. Correspondencias y Equilibrio de Nash

Presentaremos, a continuacion, la correspondencia producto obtenida como el
producto cartesianos de correspondencias.

Definicion 8.5. Considere las correspondencias ¢; : X; = Y, i € I, donde [ es
un conjunto de indices. Definimos la correspondencia producto (o el producto
de correspondencias) como la correspondencia Il;c ¢ : L Xy = i),
definida por (Il;cr¢;) () = iesi(;).

Recordamos que el simbolo IT; X; hace referencia al producto cartesiano de los
conjuntos X;.

Teorema 8.5. Se verifican las siguientes dos afirmaciones:

(1) el producto de una familia de correspondencias h.c.s. con valores compactos

es una correspondencia h.c.s. compacta;

(ii) el producto de una familia finita de correspondencias h.c.s. es una correspon-
dencia h.c.s.

Demostraciones:

Demostracion de (i): haremos la demostracion para el caso de que el conjunto
de indices I sea finito. En otro caso, usando el teorema de Tychonov, por ser
Iic¢i(xo) compacto,” podemos reducir la demostracion al caso finito.® Sea
o € IlierX;. Sea G abierto en Ile;Y;, tal que ¢(zo) = Ilierdi(rin) C G.
Por ser ¢; compacta, existen V; conjuntos abiertos en X; para todo i € I, tales
que ¢(xg) C IiesVi C G. Sea W; = ¢¥(V;) i € I. Se sigue entonces que
W = Il;e;W; es entorno de z,. Finalmente, ¢(x) C G paratodo x € W.

Demostracion de (ii): usando la hemicontinuidad de cada una de las ¢,
mostramos que, para todo G C X x Y abierto, tal que G U ¢(zp) # 0, es posible
encontrar conjuntos abiertos V; C X; abiertos, tales que V; N¢;(a;) # 0, tales que

3Un conjunto es compacto si y solamente si de todo subcubrimiento abierto podemos extraer

un subcubrimiento finito.
®La demostracién se basa en que, por ser Iier¢i(rg) compacto, podemos encontrar un

subcubrimiento finito formado por abietos del tipo W; x Vi, y trabajar luego como en el caso
en que [ es finito.
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ILic; C G. (Aca I es un conjunto finito de indices). Luego W = ILic;¢(V;) es un
entorno de z. Luego, ¢'(G) es entorno de .

El siguiente es el teorema clave de este trabajo. Se trata del Teorema de
Kakutani.

Teorema 8.6. Sea S C R"™ compacto y convexo, y ¢ : S — S una
correspondencia h.c.s. compacta y convexa. Entonces, existe un punto fijo para

la correspondencia.’

Recordamos que x es un punto fijo para la correspondencia ¢ si © € ¢(x).

8.4. Teorema del Maximo

En esta seccion demostraremos el Teorema del Maximo. Antes recordaremos
someramente los conceptos de funcion semicontinua superior (s.c.s.) y semicon-
tinua inferior (s.c.i.).

Definicion 8.6. Sea f : X — [—00, 00| una funcion definida en un e.t., decimos
que es

a) semicontinua inferior si, para cada ¢ € R, se verifica que el conjunto
{x € X : f(z) < ¢} escerrado (equivalentemente {z € X : f(x) > ¢}
es abierto);

b) semicontinua superior si, para cada ¢ € R, se verifica que el conjunto
{r € X : f(x) > ¢} escerrado (equivalentemente {z € X : f(z) < ¢}
es abierto).

A continuacion definiremos limite superior (lim sup) y limite inferior (1im inf),
conceptos que usaremos para dar dos definiciones equivalentes a las anteriores
para las semicontinuidades superior e inferior.

Definicion 8.7. Definiremos, primero, liminf y a continuaciéon limsup :

"Para la demostracién de este teorema, véase por ejemplo Biaiochi y Capelo (1989).
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8. Correspondencias y Equilibrio de Nash

(i) liminf, f(z4) = sup, [Infgsq f(25)]
(ii) limsup, f(z,) = inf, [snpﬁ)(, _f(:z:ﬁ)]

Los simbolos inf, y sup, denotan, como es habitual, el supremo y el
infimo en las variables o conjuntos indicados, es decir, la menor de las cotas
superiores y la mayor de las cotas inferiores respectivamente.

Teorema 8.7. Sea f : X — [—o0, 00]. Entonces f es s.c.i. (s.c.s.) si y solamente
si: , — x implica lim inf,, f(x,) > f(z) (imsup, f(z,) < f(2)).

Demostracién: sea f s.c.i. Considere z, — z. Si f(z) = —o0, el teorema
esta probado. En otro caso, existe ¢ € R : f(z) > c. Por ser f s.c.i, el conjunto
V. = {y € X.f(y) > ¢} es abierto y es no vacio, pues z € V.. Luego existe ay,
tal que para todo 3 = ap xg € V,, por lo que f(z3) > c. Se tiene entonces que
infgsq, [f(x5)] > ¢, por lo que, con mas razon, sup,, {infgsq, [f(28)]} > ¢
Siendo que esta desigualdad se obtiene para todo ¢ < f(z), se sigue que es cierta
para f(z).

Reciprocamente, sea ©, — x y sea liminf[f(z,)] > f(x). Consideremos
c € Rysea F. = {z€ X : f(z) <c}. Veremos que F, es cerrado: para
esto, consideramos y, € F,, tal que y, — . Se tiene entonces que f(y) <
lim inf[f(z4)] < c. Por lo tanto, y € F,.

El lector se ejercitara mostrando la equivalencia entre ambas definiciones para
el caso s.c.s.

A continuacion, mostraremos el Teorema de Weirstrass para funciones s.c.i. y
868,

Teorema 8.8. Una funcion real f : X — R s.c.. (s.c.s.) definida en un conjunto
compacto alcanza su minimo (maximo) y el conjunto de los puntos minimizadores
(maximizadores) de X es compacto.

Demostracion: sea X compacto y sea ¢ € f(X),® definimos

M.={z€X:f(z)<c}.

8Por f(X) representamos la imagen de X por f o, lo que es lo mismo, el rango de f.
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8.4. Teorema del Maximo

Por ser [ s.c.i., M, es cerrado. Obsérvese que la interseccion de cualquier cantidad
finita de elementos de la familia de conjuntos {M,, c € f(X)} es no-vacia.
Luego, por ser X compacto, la interseccion de todos los elementos de la familia es
no-vacia. ? Existe entonces @ € X : & € Nees(x)M.. El lector puede convencerse
de que este es, precisamente, el conjunto de los minimizadores, con lo cual hemos
probado que existe al menos un minimizador. La compacidad de este conjunto se
sigue del hecho de que, en un compacto, un cerrado es en si mismo, compacto, y
que la interseccion arbitraria de cerrados es un cerrado.

El lector demostrara el teorema analogo para funciones s.c.s.

Para la demostracion del Teorema del Maximo, haremos uso de los siguientes

dos lemas.

Lema 8.2. Sea ¢ : X = Y una correspondencia h.ci.ysea f: X xY — R
una funcion s.c.i., definimos la funcion m : X’ — Y como

m(z) = supyeqs) (T, Y); (8.8)
entonces, 17 €S 8.C.1.

Demostracién: hay que probar que M, = {z € X : m(z) > a}. Sea zg € M,,
existe entonces y, € ¢(xg), tal que f(xg,yo) > «. Siendo f s.c.i., el conjunto
F, = {(z,y) € X xY : f(z,y) > a} es abierto en X x Y; por lo tanto, es un
entorno (g, yo). Existen U, C X y V,,
tales que U,, x V,, € F,. Por la hemicontinuidad inferior de ¢, tenemos que

C Y entornos de z e 1o respectivamente,

Ny = ¢'(V,,) N Uy, €s un entorno abierto de . Por ello, para todo z € Ny, se
tiene que existe y € ¢(x) NV, tal que (z,y) € Ny, x V,, C F,; esto significa

que, para todo « € N,,, se tiene m(z) > ay, por lo tanto, N, C M,; luego M,
es entorno de cada uno de sus puntos.

Lema 8.3. Sea ¢ : X == Y una correspondencia h.c.s.ysea f : X xY — R
una funcién s.c.s.. Definimos la funcionm : X — Y como

m(z) = supyeq(z) f(,¥); (8.9)

La compacidad de un conjunto X es equivalente a la afirmacion de que, dada cualquier
familia de subconjuntos cerrados, si toda seleccion finita tiene interseccion no-vacia, entonces
la interseccion de todos los integrantes de la familia es no vacia. véase, por ejemplo, Kelly (1955).
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8. Correspondencias y Equilibrio de Nash

entonces, 1 €s s.c.S.

Demostracién: para probar que m es s.c.s., debemos probar que, para cada
a € R, el subconjunto de X, N, = {z : m(z) < a} es abierto. Sea x5 € N,,
entonces, para cada y € ¢(xg), se verifica que f(zp,y) € W, = {(z,y) €
X xY : f(z,y) < a}. La semicontinuidad superior de f asegura que este
conjunto es abierto en X x Y. Consecuentemente, podemos definir, para cada
tal que
x V, € W,. La familia de entorno V,, y € ¢(z,) es un cubrimiento de ¢(xy).

y € ¢(xo), un entorno de dicho punto V, y para xy un entorno suyo U,
U

Ty

Oy

Siendo la correspondencia compacta, es posible encontrar un subcubrimiento
finito: V), i € {1,2,...n} para ¢(x¢). Es decir, ¢p(zy) € ULV, = V. Por
otra parte, N, U,

i=1

op; = U es un entorno de x¢. Los subconjuntos Uy, x V,, de
X x Y son entornos de (xg, y;) Vi = 1,2,...,n. Se sigue, de la hemicontinuidad
superior de ¢, que N, = U N ¢*(V) es un entorno de zy, tal que para todo
zr € N,, existe y € ¢(x), con (z,y) : f(z,y) < o; se concluye entonces que

m(z) < aVx € N,.

El siguiente teorema, conocido como Teorema del Maximo de Berge, es de
gran utilidad en diferentes areas de las matematicas aplicadas y, en particular,
como veremos en la seccion siguiente, en la Teoria de Juegos.

Teorema 8.9. Sea ¢ : X = Y una correspondencia continua, con valores
compactos, y sea f : X xY — R una funcion continua. Definimos las siguientes
dos funciones: m : X — Y como

m(z) = supyeg(z) f(2,¥), (8.10)

yp: X — Y como
plz)={y € d(z) : f(z,y) =m(z)}. (8.11)
Entonces, m es una funcion continua y 1 es una correspondencia h.c.s. con valores

compactos.

Demostracién: la continuidad de la funcion m es consecuencia inmediata de
los lemas 8.2. y 8.3. Veamos entonces la hemicontinuidad superior de p y su
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compacidad. Para esto, consideremos z, — = € ¥, € p(x,); debemos probar
que Y, tiene un punto limite y € p(x). Como y, € u(x,), se sigue que
f(%asYa) = f(Ta,2) ¥ 2 € ¢(x). Siendo ¢ continua para z € ¢(z), podemos
encontrar una red {z,} con z, € ¢(z,) con z, — =z, tal que existe una
subred z,» — 2z (véase teorema 8.3.). Se verifica la siguiente desigualdad:
f(Zay 2za) < f(TarYa)s Ya € p(za). Luego, por la continuidad de f, se sigue
que f(z,2) < f(z,y), V z € ¢(x). Es decir, y € p(z).

8.5. Existencia del Equilibrio de Nash

En esta seccion, veremos que un Equilibrio de Nash no es otra cosa que un
punto fijo de la correspondencia mejor respuesta y que, por lo tanto, una forma
de asegurar su existencia es exigir que dicha correspondencia y el espacio en que
esta definida cumplan con las hipotesis del Teorema de Kakutani.

Considere el juego normal de n jugadores

F — {S]l"'?Sﬂi’”'].'.‘"'l"l'i'n}?

donde S5; i = 1,2,...,n es el espacio de estrategias del jugador i—ésimo.

Asumimos que estos conjuntos son compactos y convexos. Por otra parte, u;

S — R, i = 1,...,n representa las funciones de utilidad del jugador
i—esimo, las que suponemos continuas. Sea S = I ,S;. Representaremos por
s = (81,...,8,) € S el vector estratégico que corresponde a la eleccion de la
estrategia s; por parte del jugador i. Denotaremos con S_; = II;4;.5; el espacio
producto formado por los espacios de estrategias de todos los jugadores menos el
i—esimo. Consecuentemente, s_; es el vector estratégico de donde se ha quitado
la estrategia s;. Interpretaremos (r;, s_;) el vector estratégico donde se resalta la
eleccion estratégica del jugador i—ésimo, quien elige su estrategia r;, siendo que
todos los demas eligieron de acuerdo con s. Asumimos que u; (-, s—;) : S; — R
es cuasiconcava'? para toda eleccion s_;.

"Recordamos que una funcién f : X — R es cuasiconcava si el conjunto

193



8. Correspondencias y Equilibrio de Nash

Definimos como
Bi(s_:) = {8 € S; : ui(si, 5-i) = maz,,es,ui(r:, 5:)}

a la correspondencia mejor respuesta del jugador i—ésimo a la eleccion s_; de los
otros.

Definicion 8.8. Un Equilibrio de Nash es un vector estratégico

BB sy B )

que es mejor respuesta para si mismo. Es decir, s; € B;(s-;) Vi e {1,...,n}.

Consideremos la correspondencia producto B = I |B; : S — S. Puede
verse que un Equilibrio de Nash es un punto fijo de esta correspondencia. Es decir,
*

s* = (s7,...,s5,) es un Equilibrio de Nash si y solo si s* € B(s*), o sea, si s* es
una mejor respuesta para si misma.

Si demostramos que esta correspondencia esta en las condiciones del Teorema
de Kakutani, habremos demostrado la existencia del Equilibrio de Nash.

Teorema 8.10. Todo juego I', con las particularidades anteriormente enunciadas,
tiene un Equilibrio de Nash.

Demostracion: la haremos en una serie de pasos:

i) la correspondencia mejor respuesta de cada jugador es h.c.s. y compacta,
por el Teorema del Maximo de Berge (teorema 8.9.);

ii) como u;(-, s;) es cuasicoOncava, entonces B;(s_;) es convexa;

ii) siendo B(s) el producto de correspondencias h.c.s. y compactas, es ella
misma h.c.s. y compacta (véase teorema 8.5.);

iii) el dominio de B, § = II,S;, es compacto y convexo por ser producto

i=1

cartesiano de espacios compactos y convexos;

iv) finalmente, por el Teorema de Kakutani, la correspondencia tiene un punto
fijo.

{z € X.f(z) > ¢} es convexo.
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8.6. El Equilibrio de Nash-Cournot y la

correspondencia mejor respuesta

Dedicaremos esta seccion al analisis de un caso de competencia oligopolistica;
mostraremos que el equilibrio de este juego es un Equilibrio de Nash. Daremos
condiciones que aseguran la existencia de tal equilibrio. El modelo que presen-
taremos a continuacion es el de Cournot de 1838, pero en los términos de las
secciones anteriores. De ahi entonces que sera justo llamar al equilibrio que ob-
tendremos para este juego Equilibrio de Nash-Cournot.

Suponemos un juego en forma normal en el que n firmas deben elegir
simultaneamente la cantidad de un producto que lanzaran al mercado. Los
productos son substitutos perfectos. Suponemos que cada firma, representada
por el subindice j € {1,...,n}, puede elegir la cantidad del producto en un
intervalo 7; = [0, Q;]. La funcion de costos de la firma j la representamos por
¢; : I; — Ry la suponemos convexa.

La funcion inversa de demanda es conocida por todos los participantes p :
[0,Q] — R, donde Q = Z;‘Zl @Qj, la que supondremos cuasiconcava. Los
pagos que las firmas reciben estan determinados por las funciones de beneficios
u; : I}, I; — R definida por: u;(g;,q-;) = z;p(q) — ¢i(g;), 7 =1,...,m,
donde g = >, g;.

De esta forma, la correspondencia mejor respuesta para cada firma estara defi-
nida por B;(q";) = {q_;’ € Qju;(q;,q%;) > ui(g5,q;) ¥ jg; € QJ-} . Consecuen-
temente, un Equilibrio de Nash sera un vector de cantidades ¢* = (¢, ...,q}),

tal que ¢; € Bj(q~;), V7, y sera un punto fijo de la correspondencia producto

A partir de la cuasiconcavidad de las funciones de utilidad de las firmas y
la compacidad del espacio de estrategias, el Teorema del Maximo asegura que,
para cada firma j, su correspondencia mejor respuesta B; es h.c.s. y compacta.
Luego, el Teorema de Kakutani asegura la existencia de un punto fijo para la
correspondencia producto. Es decir, existe el Equilibro de Nash para el Modelo
de Cournot.
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La forma de calcular este Equilibrio de Nash-Cournot es bien conocida. En las
condiciones en que cada empresa tenga incentivos a producir una cantidad ¢; > 0,
las condiciones de primer orden, correspondientes al problema de Kuhn-Tucker,
son las siguientes:

do:(a:
p+qip'(q) |1+ di(g;) —fx) =0¥ 3. (8.12)
i]
Estas representan las llamadas ecuaciones de reaccion. En las condiciones
previamente definidas, un Equilibrio de Nash-Cournot es una solucion g* =
(g5, ..., q,) de estas ecuaciones.

Los términos representan las llamadas variaciones conjeturales, e

dqi(q;)
) ) {.I:qj
indican lo que la empresa j—ésima espera que se modifique la produccion de
los competidores cuando ella altere la cantidad producida.

Si asumimos que estos términos son cero (es decir, cada productor supone que
los otros no van a modificar su produccion como resultado de modificaciones en
su propia produccion) obtenemos el Modelo de Cournot clasico. Una hipotesis
alternativa es suponer hay una firma destacada [ (lider), la cual tiene variacion
conjetural cero, pero las restantes cambian su produccion por decisiones de la
lider; es decir, dq; /dg # 0, Y1 # [. Este es el conocido Modelo de Stackelberg.
Estos modelos pueden encontrarse en diferentes textos de microeconomia, como
por ejemplo Mas-Colell, Whinston y Green (1995).
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9. Utilidad y altruismo

Alejandro Lugon'

9.1. Introduccion

Uno de los supuestos de la mayoria de modelos econdémicos sobre el
comportamiento individual es, dicho crudamente, el egoismo. Este supuesto
establece que los individuos solo consideran su propio bienestar cuando toman
una decision. El modelo se completa construyendo una funcion utilidad que
represente las preferencias del individuo y hallando el resultado del proceso
de maximizacion de esta utilidad sujeta a las restricciones pertinentes. Esta
formulacion induce erréneamente a identificar agente maximizador de utilidad
como agente egoista. En este capitulo, presento algunos desarrollos que,
manteniendo la caracteristica de maximizador de utilidad, permiten dejar de lado
la hipotesis de egoismo.

Este trabajo no intenta ser una revision exhaustiva de lo hecho sobre el
tema; mas bien, se busca presentar un modelo sencillo de altruismo y aplicarlo
en un juego concreto. En este sentido, un buen estudio, y puerta de entrada a
una referencia bibliografica mas completa, es Fehr y Schmidt (2001). También
es importante citar los trabajos de Gary Becker (1996), los cuales pueden ser
considerados seminales en el tema, en particular para el tipo de altruismo que
presentamos mas adelante. En el campo de las aplicaciones, una de las mas

! Profesor Asociado, Departamento de Ciencias, Seccion Matematicas, Pontificia Universidad
Catolica del Pert. Correo electronico: alugon@pucp.edu.pe.
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9. Utilidad y altruismo

importantes es la teoria de la formacion de grupos; en esa linea, podemos citar
a Reiter (2001), y a Stark y Falk (1998).

Evidencias empiricas sobre la existencia de comportamientos que no pueden
ser explicados con el supuesto de agentes egoistas existen con profusion en la
realidad. Un ejemplo claro de esto es la trayectoria del homenajeado con este libro.
En un ambiente mas controlado, como los experimentos de laboratorio, también
se tienen observaciones no-explicables con el modelo clasico como se puede leer
en Levine (1998).

Es por esto que existe un importante esfuerzo académico por extender
el modelo clasico de comportamiento econémico de manera que explique lo
observado. Parte de este esfuerzo es la definicion de la funcion utilidad de manera
mas amplia. En esta linea, esta el material que presentamos.

En las proximas secciones, se presenta la manera de definir la utilidad de
un individuo alejandose de la formulacion clasica (seccion 9.2), para luego
particularizarla para el caso de altruismo (seccion 9.3) y, finalmente, ver una
aplicacion (seccion 9.4).

9.2. Un Problema de dominio

La teoria clasica de la eleccion basada en preferencias o utilidad se sustenta,
explicita o implicitamente, en tres ideas fundamentales:

— una persona toma decisiones evaluando solo aquello que le afecta
directamente;

— lautilidad obtenida de una accion solo depende del efecto de esa accion
sobre el individuo;

— todos los individuos actian tratando de maximizar el valor de su
utilidad.

Esta formulacion parece dejar de lado comportamientos altruistas, asi como
la envidia, la cooperacion, las consideraciones éticas o ideologicas, etcétera. Esto
no es del todo cierto. La teoria se puede ajustar definiendo de manera correcta el
concepto de lo que afecta directamente a la persona. Como veremos mas adelante,

esto corresponde a tomar diferentes dominios para la funcion utilidad.
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9.2. Un Problema de dominio

Una manera general de incluir cualquier posibilidad es suponer que la utilidad
de un individuo tiene como argumento el estado del mundo, pensando que este
estado incluye todas las variables posibles. El problema con esta aproximacion
es que se pierde toda posibilidad de un estudio mas preciso y esclarecedor. Es
por esto que es necesario contar con una formulacion que deje explicitas las
diferencias, y que permita estudiar y distinguir claramente cada caso, asi como
poder aplicarlo adecuadamente.

Para empezar a ver el modelo formal, consideremos una sociedad o grupo
humano formado por un niimero finito de individuos

=419 . .58k

Estos individuos tienen la posibilidad de tomar acciones individuales; conside-

remos que cada individuo ¢ posee un conjunto de acciones
A‘il

siendo a;; una accion particular del agente . El resultado de una accion puede
afectar solo al individuo que la toma o puede afectar a un grupo de individuos.
En este sentido las acciones tomadas individualmente determinan conjuntamente
el estado del mundo. Cada uno de los posibles estados del mundo determina el

estado de cada individuo. Para ser precisos, restrinjamonos a
ECR"

como ¢l conjunto de posibles estados del mundo. Cada posible estado del mundo
e determina el estado e; de cada individuo i. Tomando 7; como la i—eésima
proyeccion euclidea, tendriamos que?

E,; = ‘J’i'i(E)

es el conjunto de posibles estados del individuo 7. Finalmente, si definimos

AZHA,;,

il

2 Notemos que no necesariamente £ = [[.., E;.
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9. Utilidad y altruismo

podemos relacionar acciones y estados por medio de una funcién de resultado
f: A—E.

Lo que el agente controla directamente es la accion que realiza y, a través de
esta accion, controla, indirecta y muchas veces parcialmente, el estado del mundo.
Lo que el agente tiene que elegir entonces es la accion que realizara, es decir, que
el conjunto de alternativas del agente i es A;.

Cuando un individuo se encuentra frente a un proceso de eleccion entre una
serie de alternativas, debe tener algin tipo de preferencias sobre estas. Bajo
ciertos supuestos bastante aceptables, podemos pensar que esas preferencias son
representadas por una funcion de utilidad; de tal manera, si una alternativa es
preferida a otra, la funcion de utilidad le asigna un valor mayor. Asi, una funcion
de utilidad para el individuo i es

U.-;' i :D.—'?R

Podemos considerar directamente D; = A;, pero también podemos considerar
que el dominio ®; es el conjunto de todas las variables que son consideradas al
comparar dos alternativas.

En el modelo que estamos desarrollando, las variables que usa un agente para
comparar dos acciones posibles pueden ser la accion en si o las acciones y el
estado del mundo que determinan, o solamente el estado del mundo o cualquier
otra combinacion de las variables consideradas. Segiin consideremos diferentes
formulaciones para definir las alternativas, es decir, diferentes dominios para la
funcion utilidad, tendremos diferentes teorias sobre el comportamiento individual.
Cada una de estas captura algiin componente particular del comportamiento
humano.

Si definimos la funcion utilidad con dominio ©; = FE;, estaremos dentro de
la idea clasica de funcion utilidad. El agente, para tomar una decision, valora
inicamente el resultado que obtiene, sin tomar en cuenta la accion misma ni
el efecto que esta tiene sobre los demas integrantes de la sociedad; es decir,
estamos frente a un agente econémico puramente egoista. Si nos alejamos de esta
formulacion clasica tomando otros dominios, podremos capturar otros aspectos.
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9.2. Un Problema de dominio

Por ejemplo, si consideramos D; = A; X E;, el dominio de la funcion utilidad
esta formado por los pares (accion, estado individual). En este sentido, estamos
ante una utilidad conductual; esto significa que el agente no solo considera su
estado final, sino también la accion misma que lo genera. Con este tipo de
utilidades, podriamos estudiar los comportamientos éticos como el expresado
coloquialmente en la sentencia «el fin no justifica los medios».

Otra posibilidad es definir ©; = 24 x E;. En este caso, podemos considerar
que al conjunto A; pertenecen todas las posibles acciones y que, en un problema
de eleccion, el individuo se enfrenta a un subconjunto de estas acciones, es decir,
a un elemento del conjunto potencia 2. Si un agente tiene como dominio para
su utilidad 24 x F;, entonces el entorno en el que toma una decision también
es valorado. Tener mas (o menos) alternativas para escoger puede ser preferible a
tener menos (0 mas). Este tipo de consideraciones pueden ser caracterizadas como
una utilidad circunstancial.

Otra posibilidad es la que nos llevaria a considerar los comportamientos
altruistas, pero antes de pasar a esto veamos algunas otras posibilidades no tan
importantes. Por ejemplo, si ©; = F; tendriamos a un agente alienado que valora
no su estado final sino el de otro agente (en este caso 7). También podriamos tener
Di = [];c; Ai, enel cual el agente se fija solo en las acciones tomadas y no en los
resultados. Podriamos seguir con muchas mas alternativas, algunas mas realistas

y aplicables que otras.

En el caso que nos interesa, el altruismo se puede modelar como un caso
de utilidad social, donde ©; = E 'y, por lo tanto, las alternativas de eleccion
estan conformadas por los posibles estados del mundo. Un agente con este tipo
de utilidad toma en cuenta la situacion final de cada individuo de la sociedad.
El altruismo es un caso particular de esta familia, en ¢l cual la valoracion de
un individuo esta alineada con respecto a la valoracion de los demas. Otro caso
podria ser el de la envidia, donde la valoracion de un individuo es opuesta a la
valoracion de los demas.

En la siguiente seccion, veremos con detalle como podemos formular estas dos
actitudes a través de utilidades interdependientes.
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9. Utilidad y altruismo

9.3. Altruismo, una formulacion
Al considerar la funcion de utilidad
U{  FE— R,

la formulacion mas sencilla es la de definir directamente U;. Otro enfoque es
definirla indirectamente considerando que cada individuo valora su resultado y
los valores de la utilidad obtenida por los otros agentes seglin una funcion v;. De
esta manera se obtiene el sistema:

Il

Ui(e)
Us(e)

'Ul((il, UQ(E), ey Un((’,))
UQ(U](E,’), €9, U;;(C), o T Un((i))

1

U.le) = w(lhle); i Usgle);es):

Dadas las funciones wvy,...,v,, las funciones U; estarian definidas
implicitamente por el sistema de ecuaciones anterior. Las condiciones para la
existencia de solucion de este sistema son estudiadas en Bergstrom (1999) y en
Bramoulle (2001).

Antes de continuar, veamos un ejemplo sencillo presentado en Bergstrom
(1999). Supongamos que tenemos solo dos agentes y que las funciones v; y
vy son lineales:

Ul(e] = '1:11(81) + G,Ug((?),
UQ(E) U (82) -+ bU] (8)

La solucion de este sistema, siempre que ab # 1, nos da

1—ab

1
Ui(e) = 1= ﬂ_b“l(el) T

b 1
U(e) = 1- abu](el) T 1—ab

Para tener utilidades altruistas —esto es, funciones U; y U, crecientes respecto

uz(ez2),

Ua (82)‘

de u; y up— necesitamos que a > 0, b > 0 y ab < 1. Para un estudio
mas detallado de este punto, referimos nuevamente a Bergstrom (1999) y a
Bramoullé (2001).
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9.3. Altruismo, una formulacion

Para lo que sigue, tomaremos directamente que cada agente ¢ posee una

funcion de utilidad que toma la forma
U,—_(e) = U,;(e;,eg, . ,(‘,‘n).

donde para todo i, U; es creciente respecto de su i—ésima componente. Respecto
a la interdependencia de las utilidades, podemos distinguir tres casos:

— si U; es creciente respecto de su j—ésima componente, decimos que i es
altruista hacia j;

— si U; es constante respecto de su j—ésima componente, decimos que 7 es
indiferente hacia j;

— si U; es decreciente respecto de su j—ésima componente, decimos que i
es envidioso hacia j.

Una manera sencilla de tener una utilidad altruista es tener una U; linealmente
separable en sus argumentos

mn
Ui(eh €2,..., eﬂ) = Z aijuij(cj)‘
=1

donde cada u;; es creciente y los «;; son no negativos.

Se simplifica aun mas suponiendo que w;; = u;; =: u; para todos 1,j. Esto
quiere decir que la valoracion basica del estado del agente j es la misma para
todos los agentes, incluyendo a j. De esta forma,

n
m(ela €a,y... 1671) = Zaijuj(ej)'
j=1

Podemos identificar a «;; como el nivel de altruismo de ¢ hacia j.

Los niveles de altruismo se pueden normalizar, sin perder generalidad, de
manera que ' a;; = 1. Con esta normalizacion, una restriccion natural es
que «y; > 1/2. Tener un valor de «;; menor que 1/2 implicaria que el agente

i valora mas la utilidad directa de los demas agentes que la suya propia.
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9. Utilidad y altruismo

Si consideramos el caso de dos agentes, podemos escribir sus utilidades
altruistas como

Ui(er,es) = (1 — aq)ug(er) + ayug(es),

Uz((‘f],t’-g) = f_.‘L'g'iL}((’,l) -+ (]. o (]:2)'“-2(6’-2),

donde «; es el nivel de altruismo del agente ¢ hacia el agente j. En la siguiente
seccion, veremos una aplicacion donde usaremos estas utilidades.

9.4. El juego de las donaciones

Dos agentes 7 = 1,2 reciben cada uno una renta [; que es publicamente
observada. Luego de recibir la renta, cada agente tiene la posibilidad de hacer
una donacion privada al otro. Sea 7T; la donacion que realiza el agente i al
agente j. Como resultado de estas donaciones, la riqueza final de cada agente es
W; = I, — T; + T}, y su utilidad’

U«;("’Vl, H‘!-_.») == (1 -— f'l'i)'h‘.(""i-";') + a.;u(I'Vj). (91)

donde u(-) es la utilidad directa de cada agente®'y 0 < o; < 1/2 es el nivel de
altruismo del agente 7 hacia el agente j.

Lo que hemos definido corresponde a un juego en forma normal donde el
conjunto de estrategias del jugador i es [0,/;] y sus pagos estan dados por la
ecuacion 9.1.

En este juego, la funcion de respuesta ptima del jugador i es definida por el
problema de optimizacion
Ugjlne%;,(i —ap)u(ly = T; + T;) + osu(l; — T; + To). (9.2)
Este problema de maximizacion tiene siempre una unica solucion. Si la
solucion es interior (0 < T} < I), la condicion necesaria y suficiente es
W(L—T+T5) o
W -Tij+T) 1-o;

3 Aqui tomamos wu; = us.
4 Se trata de una funcidn céncava y no decreciente que satisface las condiciones de Inada.
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9.4. El juego de las donaciones

La solucion es T; = 0 si y solo si

o (L + T}) S
Wl —T;) " 1—a

Finalmente, la condicion para tener T; = I; como solucion es

u'(T3) o
W+ L-T5) ~ 1—a

Si, en un Equilibrio de Nash, ambas donaciones son positivas, debemos tener
que:
1— oo " (L =T +T3) < Y
0%} - 'Uf(]g = Tg + T1) —1- ¥

Trabajando con los extremos de la desigualdad, obtenemos que se debe cumplir

] =0g = 1/2

a; + ay > 1. Bajo el supuesto de a;,as < 1/2, el tnico caso posible es

Luego, si o; + o < 1 en todo Equilibrio de Nash, al menos una de las dos
donaciones debe ser cero. Supongamos que 7; = (; bajo las condiciones de Inada,
la respuesta Optima a esta donacion no puede ser 7; = I;. Como conclusion,
tenemos que todo Equilibrio de Nash esta formado por una donacion nula 7; = 0
y la otra cumpliendo 0 < 7 < I;.

Las donaciones T} = T% = ( forman un Equilibrio de Nash si y solo si

a ()  1—on
< < y
l—ay —w'(lh) = s

u'(fy)
u'(l2)

esta suficientemente cercana al valor 1 —es decir, /; y I, son suficientemente

Esta observacion nos lleva a decir, grosso modo, que, si la razon

similares— en equilibrio no se observara donacion alguna. La idea precisa de
suficientemente depende de la concavidad de la funcion u y de los valores a; y
. Esto lo veremos claramente en el ejemplo del final de la seccion.

Por otro lado, se tendra al menos una donacion positiva si las rentas son
suficientemente diferentes. Por ejemplo, para tener 79 > 0y 75 = 0 como
equilibrio, deben cumplirse

3] - u’(Il = Tl) < 1- (&%)
1—ay u' (I + Tl) - g

207



9. Utilidad y altruismo

Como -1%{1;1- < 1, vemos que se debe cumplir que T} < "‘%"2 en particular,
debemos tener que I, > I,.

Para terminar con el analisis general, veamos qué pasa cuando a; = iy = 1/2.
En este caso, podemos calcular explicitamente la funcién de respuesta dptima:

(0 si Ty < 4k
BRT)={ Ti4+30 g £h 70 ith (9.3)
~i J 2 a 2 i 2 .
| L s GELT

En este caso, tenemos un continuo de equilibrios. Si tomamos los indices tal
que I; > I;, tendremos que (73, 7}) es un Equilibrio de Nash si y solo si

1 [0, 73], 9.4

T = G+t ©.5)

Todos estos equilibrios generan la misma riqueza final:

m=m=%;5

Es decir, los individuos comparten su renta total en partes iguales.

Entre todos los equilibrios de este caso, hay uno que podriamos considerar
I_! . . g .
focal: T; = 0 con T; = ~5—. La particularidad de este equilibrio es que es el
unico en el cual el agente de menor ingreso no realiza una donacion positiva.

Para terminar esta seccion, presentamos un ejemplo de este juego con una
funcion utilidad precisa. En este ejemplo, se veran mas claramente los equilibrios
y sus propiedades.

Ejemplo 9.1. Consideremos el juego de las donaciones con la utilidad de
Coeficiente Relativo de Aversion al Riesgo Constante: u(W) = W', con’
p > 0.8ia; + a; < 1, el Equilibrio de Nash esta caracterizado de la siguiente

manera:

T; = max{0,v:l; — (1 — v)I;}, (9.6)

S Para p = 1, consideramos u(W) = In(W).
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9.5. A manera de conclusion

donde y; = —1—+ € [0,1/2].
1+ ()7

oy

Si oy = as = 1/2, los Equilibrios de Nash corresponden a las ecuaciones 9.4
y 9.5, pero el que hemos considerado focal también se puede escribir en la forma
de 9.6.

Para que el agente 7 realice una donacion positiva, debe cumplirse que v;I; —
(1 —%)I; > 0; es decir,

s 1__%1{4 B (1 = m) : I;.

i (a8

En esta tltima ecuacion, vemos claramente que serda mas facil observar
una donacion positiva cuanto mayores sean « y p. La primera relacion no es
sorprendente: a mayor nivel de altruismo, mayor posibilidad de observar una
donacion. La segunda también es natural; en este ejemplo, p esta asociado con la
concavidad de la utilidad: cuanto mas concava sea esta, una donacion disminuye
menos la utilidad del donante y aumenta mas la del receptor.

9.5. A manera de conclusion

Hemos presentado un modelo sencillo de altruismo y una aplicacion directa de
él. Obviamente, existe mucha mas literatura y avances en el tema, asi como otras
formas de modelar el comportamiento individual, pero la forma de hacerlo que he
presentado es la mas usual, quiza por su sencillez y facil tratamiento.

Un siguiente paso a seguir, en la linea del modelo presentado, es el de
endogenizar el nivel de altruismo de los agentes. Esto supone entrar en un campo
mas usual para la psicologia que para la Economia: el campo de los sentimientos
y de su interrelacion con las acciones. El supuesto desarrollado en estos trabajos
es que el nivel de altruismo de una persona hacia otra depende, en cierta medida,
del comportamiento de la Gltima. Como el comportamiento, a su vez, depende del
nivel de altruismo, se crea una interdependencia entre estas variables. Trabajos
que van esta direccion son Stark y Falk (1998), y Cervellati, Esteban y Kranich
(2004).
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10. ;Saben lo que quieren
los votantes?

César Martinelli'

10.1. Introduccion

Cuando era estudiante de Economia en la Universidad Catolica tuve la fortuna
de asistir a las inolvidables clases y recibir la influencia de Ramén Garcia-Cobian.
Quiero recordar en particular una conferencia que dio en esos dias acerca del
Teorema de Imposibilidad de Arrow ? y que fue mi primera introduccion al
analisis formal de la decision colectiva. En este articulo, voy a ocuparme de otra
idea con implicaciones criticas respecto de las limitaciones de la democracia y que
fue formulada por Anthony Downs en su Teoria Economica de la Democracia
(1957), como una hipotesis mas que como un teorema formal. Me refiero a la
hipotesis de la ignorancia racional.

La hipotesis de la ignorancia racional es la siguiente: dado que cada votante
sabe que el impacto de un solo voto es desdefiable en una eleccion con muchos

votantes, ningun votante tiene incentivos para informarse con seriedad acerca

! Profesor Investigador, Centro de Investigacion Econdmica, Instituto Tecnoldgico Auténomo
de Meéxico, Camino Santa Teresa 930, 10700 México D.F., México. Correo electronico:

martinel@itam.mx.
2 Véase Garcia-Cobian (1985).
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de los temas en debate. Si los votantes mismos desconocen sus verdaderos
intereses, hay pocas esperanzas de que la democracia produzca un resultado que
sea consistente con los intereses de la mayoria. En otras palabras, la informacion
politica es un bien publico y, como en otros casos de bienes publicos, podemos
esperar que no se provea en la medida en que hace falta.

La idea de la ignorancia racional ha recibido muchisimo menos atencion
en la literatura que el brillante Teorema de Arrow, tal vez porque es una idea
aparentemente obvia. Las implicaciones de la hipotesis de la ignorancia racional,
sin embargo, pueden ser devastadoras. En tanto que el Teorema de Arrow, en una
posible lectura, pone en duda la estabilidad de las decisiones bajo cualquier regla
de decision democratica, la ignorancia racional pone en duda la fidelidad de estas
decisiones respecto de los intereses de la mayoria, aun en circunstancias en las
que estos intereses estan bien definidos pese a Arrow (por ejemplo, cuando hay
solo dos alternativas o cuando las preferencias de los votantes son unimodales).
Una version particularmente dura de la ignoracia racional es asumida, entre otros,
por Becker (1983), quien propone que las «preferencias» de los votantes (ast,
entre comillas) son manipuladas y creadas por la informacion y la desinformacion
diseminadas a través de los medios de comunicacion por los grupos de interés.

En este articulo, voy a explicar someramente mi trabajo de investigacion sobre
el tema de la ignorancia racional, desarrollado in extenso en Martinelli (2005a),
y a ponerlo en el contexto de literatura. En esencia, la idea de este articulo
es que aceptar la idea de la ignoracia racional a nivel del votante individual
no necesariamente lleva a aceptarla a nivel del electorado en su conjunto. En
otras palabras, en una eleccion con muchisimos votantes, hace falta muy poca
informacion en las manos de cada votante para que el electorado probablemente
tome la decision correcta —una formulacion alternativa del tema de la ignorancia
racional, desarrollada en Martinelli (2005b), muestra de modo analogo que basta
tener una minoria con costos de adquirir informacion pequefios para obtener el
mismo resultado—.

La capacidad de las elecciones para agregar informacion es una antigua idea
en las ciencias sociales y puede remontarse a la obra del Marqués de Condorcet
en el siglo XVIII. Condorcet, como otros filésofos ilustrados, creia que existia

]
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10.2. Ignorancia racional

un elemento de interés comiin en las decisiones sociales. Para Condorcet, uno
de los pioneros en la aplicacion del célculo de probabilidades en las ciencias
sociales, cada opinion individual puede tomarse como una sesial ruidosa del
interés colectivo. El objetivo de los procedimientos electorales es, entonces,
descubrir ese interés comun a partir de la agregacion estadistica de las opiniones
individuales.® El modelo que propongo puede calificarse de condorcetiano, como
lo es la literatura reciente sobre votantes decisivos Feddersen y Pesendorfer 1997,
sobre disefio de jurados y comités Duggan y Martinelli 2001, Pérsico 2004,
y Gerling et al. 2005, o sobre las ventajas para la sociedad de la proteccion
de las minorias Chwe 1999. Luego de desarrollar el modelo, volveré, en las
conclusiones, a ocuparme de Arrow y Condorcet.

10.2. Ignorancia racional

Consideremos una sociedad donde hay 2n + 1 votantes, (i = 1,...,2n + 1).
La sociedad debe elegir entre dos alternativas, A y B. Podemos pensar en dos
candidatos en la segunda vuelta de una eleccion presidencial o en algin tema sobre
el que la decision es forzosamente binaria y sobre el cual el Gobierno seguira la
opinion publica expresada en un referendum. La utilidad de un votante U;(d, z)
depende de la alternativa elegida d € {A, B} y de las circunstancias o estado del
mundo z € {z4, zp}. Asumimos que, para todo 1,

Ui(A, z4) — Ui(B, z4) = Uy(B, 2g) — U;(A, zp) = 1.

Es decir, A es la alternativa correcta bajo las circunstancias z4 y B es la
alternativa correcta bajo las circunstancias zp (por supuesto, un modelo mas
razonable debe incluir la posibilidad de que existan minorias que apoyana A o a
B independientemente de las circunstancias, pero en este articulo estoy intentando
concentrarme en las ideas esenciales).

Los votantes no conocen con certeza las circunstancias. Conocen que, con
probabilidad 50 %, las circunstancias son iguales a z4 y, con probabilidad

3 Véase, por ejemplo, la amena discusion por Rothschild (2001), o la mas formal discusion por
Young (1988).
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50%, las circunstancias son iguales a zp. Cada votante recibe una sefial
ruidosa (la opinion del votante) acerca de cual es la alternativa correcta, O; €
{A, B}. Condicionando por las circunstancias, las opiniones de los votantes son
independientes e idénticamente distribuidas. Asumimos

PriO; =Alz=zi} =Pr{0s= Blg=zs}=1/2+=;

donde x € (1/2,1) —seria mas razonable asumir que existe una gran hetero-
geneidad en la informacion disponible a distintos votantes, pero seguimos en el
tenor de considerar unicamente las ideas esenciales. Las opiniones representan
informacion privada; es decir, cada votante desconoce las opiniones de los
demas—.

La eleccion toma lugar después de que cada votante recibe una sefal, es decir,
luego de que cada votante se forma una opinion. Asumimos que cada votante vota

seglin su opinion? y que ninguno se abstiene.’

La probabilidad de tomar la decision correcta es la misma bajo las

circunstancias z4 y zp, y puede calcularse como

Prid=Alg =g}

= Pr{la mayoria vota por Ay el resto vota por B|z = z4}
2n+1
= Z Pr{m votantes votan por A y el resto vota por B|z = 24}

m=n-+1

2n+1 ‘
_ Z (Z:rz. ?+ 1) (1/2 £ :1:)""(1/2 o :L.)Qn-i-l—m_
T
m=n-+1

Esta es la suma de las probabilidades de todos los eventos en los que una
mayoria (1) de votantes tiene la opinion correcta y, en consecuencia, vota por la

* En el modelo que estamos contemplando, existe suficiente simetria para que esta conducta se
pueda obtener a partir de un razonamiento estratégico. Si nos alejamos del supuesto de simetria, sin
embargo, el razonamiento estratégico puede llevar a algunos votantes a votar sin tomar en cuanta
su opinién. Intuitivamente, si existen algunos votantes fan dticos que favoreceran a una alternativa
bajo cualquier circunstancia, entonces algunos de los votantes independientes pueden compensar

este sesgo a favor de una alternativa votando por la otra independientemente de su opinion.
5 Si algunos votantes tienen menos informacion que otros, es posible obtener que estos deciden

abstenerse en un modelo de tipo estratégico.
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10.2. Ignorancia racional

alternativa correcta. Como mostro por primera vez Condorcet, en una aplicacion
temprana de la ley de grandes nimeros, si dejamos que n crezca arbitrariamente
—manteniendo al mismo tiempo & constante— esta probabilidad converge a uno.
Es decir, con un electorado arbitrariamente grande, podemos estar arbitrariamente
seguros de que que la sociedad tomara la decision correcta.

El razonamiento del parrafo anterior puede considerarse ingenuo desde el
punto de vista de la hipotesis de la ignorancia racional. Es decir, podemos esperar
que, al aumentar el tamafo del electorado, la probabilidad que cada voto sea
decisivo decline a cero. La probabilidad de que un votante sea decisivo es igual
a la probabilidad de que, de los demas 2n votantes, n votantes voten por una
alternativa y otros n por la otra. Esta probabilidad es también la misma bajo las
circunstancias z4 y zp, y puede calcularse como

Pr{Oi:A=>d:AyO,-=B=>d:B|z:zA}

= Pr{n votantes votan por A y n por B|z = 24}

(2;) (1/2 + z)™(1/2 — z)".

Como (1/2 + x)(1/2 — z) esta acotado por arriba por 1/4, la probabilidad
de que un voto sea decisivo estd acotada por arriba por (2n)!/(2?"nin!), que
converge a cero conforme n tiende a infinito. Pero, si la probabilidad de que
cada voto sea decisivo tiende a cero, podemos esperar que el incentivo para
adquirir informacién que tiene cada votante tienda a cero. Si un votante sabe que
su probabilidad de afectar el resultado de la eleccion es minuscula, el votante
seguramente estara dispuesto a invertir una cantidad mintiscula de tiempo y
esfuerzo en informarse. Por lo tanto, podemos esperar que = no permanezca
constante conforme n se incrementa, sino que a cada valor de n le corresponda
un valor z,, y que x, tienda a cero conforme n crece arbitrariamente. Es decir,
podemos esperar que en el limite los votantes sean (racionalmente) ignorantes. En
la seccion siguiente, estudiamos las consecuencias de asumir que x,, tiende a cero.
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10.3. Agregacion de informacion

En esta seccion, estudiamos la probabilidad limite de tomar la decision correc-
ta cuando n toma valores arbitrariamente grandes y z,, tiende a cero. Suponemos
en adelante que an/? converge a k € [0,00|, donde k = oo representa la
situacion en la que x,n'/? crece arbitrariamente conforme n tiende a infinito.
Como veremos adelante, k es un indicador de la informacion de la que dispone el
electorado en su conjunto cuando hay muchisimos votantes. Sea ®(-) la funcion
de distribucion normal estandar, tenemos los sefialado a continuacion.

Teorema 10.1. Conforme n tiende a infinito, la probabilidad de elegir la
alternativa correcta converge a ®(2v/2k). En particular, converge a uno si k = oo
yal/2sik=0.

Para demostrar este teorema, supongamos que el estado es z, (calculos
similares se siguen si el estado es zp). El evento de que un votante vote por A
en el estado z, es, segun el modelo, una Prueba de Bernoulli con probabilidad de
éxito 1/2 + z,,. Paran = 1,2,...e1 = 1,---,2n + 1 definamos las variables
aleatorias

i

v 1/2 =z, si el votante 7 vota por A,
- —1/2 — z,, siel votante 7 vota por B.

Para cada n, las variables aleatorias V" son iid. Mas atn,

E(V7) =0,
B((VP)) =1/4-122, y
E(V7) =1/8—2:cﬂ-

Sea F,, la funcion de distribucion de la suma normalizada

(VP + -+ Vo) [VE((V)?) (2n + 1),
Notese que A pierde la eleccion si obtiene n votos o menos, es decir, si
Vln +-- 4 Vy ),1_|_| + (2n + 1)(1;‘"2 +2,) €n
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o, de modo equivalente,

W'+t Vangy £ =1/2 = (20 + 1)z,

La probabilidad de que A gane la eleccion es entonces 1 — F},(J,,), donde
_ =1/2—-(2n41)z,
VE(VMA)(2n +1)

En este punto, necesitamos recurrir a una version del Teorema del Limite

n

Central. Tiene que ser una version sofisticada para lidiar con el hecho de que,
conforme aumentamos el tamario de muestra 2n + 1, alteramos la probabilidad de
éxito 1/2 + x,, de la Prueba de Bernoulli. El resultado estadistico que utilizamos
es el Teorema de Berry-Esseen.® Este teorema nos permite acotar la distancia
entre una distribucion normalizada (tal como F,, arriba) y la distribucion normal
estandar evaluada en el mismo punto para un tamafiio de muestra dado. En
particular, el Teorema de Berry-Esseen nos dice en nuestro caso que, para todo

w,

= B(VM2)2/2n + 1

el factor 3, en la mano derecha de la ecuacion, reportado por Feller y Durrett, no

| F(w) — @(w)

es la mejor cota conocida para el teorema, pero eso es irrelevante para nuestro
proposito aqui. Ahora bien, la expresion en la mano derecha de la ecuacion arriba
converge a cero conforme n tiende a infinito. Es decir, usando la distribucion
normal standard, obtenemos una aproximacion crecientemente precisa a F,,
aunque la distribucion de V" cambia con n. Asi,

lim |F,(J,) — ®(J,,)| = 0.

n—oo

Consideremos ahora el caso lim n!/?z, = k < co. En este caso, J,, converge

n—oo

a —2v/2k. Como la distribucion normal standard ® es continua,

Iim | ®(J,) — ®(—2v/2k) | = 0.

En consecuencia, la probabilidad de que A gane las elecciones converge a
1— ®(—2v2k) = ®(2v/2k).

6 Véase la referencia cldsica en Feller (1971: 542) o en el texto de Durrett (1991: 106).
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Consideremos finalmente el caso en el que n'/%x, diverge a infinito con n, es
decir, el caso k = oco. En este caso, J,, diverge a —oo. Entonces, para cualquier
numero real positivo L, la probabilidad de que A gane la eleccion es mayor que
1 — F,(—L), para n suficientemente grande. Usando la aproximacién normal
propuesta arriba, podemos ver que la probabilidad de que A gane las elecciones
debe converger a uno. Esto concluye la demostracion del teorema.

10.4. Adquisicion de informacion

Hasta ahora no hemos explicado como se determina z,,. El modelo desarrollado
hasta este punto en el articulo es claramente insatisfactorio sin tal explicacion.
Supongamos, pues, que cada votante decide cuanta informacion adquirir haciendo
un calculo de tipo marginal. Mas precisamente, supongamos que cada votante
iguala el beneficio marginal de adquirir informacion, que es igual a la probabilidad
de tener un voto decisivo, con el costo marginal de adquirir informacion.

Hacemos, mas aun, otro supuesto

Supuesto 10.1. El costo de adquirir la calidad de informacion x es 2% /3.

Bajo el supuesto 10.1., el costo marginal de adquirir informacion para el
votante i es z7, donde ; es la calidad de informacion que este individuo adquiere.
Si todos los demas votantes adquieren la calidad de informacion x_;, entonces el
beneficio marginal de adquirir informacion para i es

G’:) (1/2 4+ 2" (1/2 — 20",
donde estamos empleando la formula correspondiente a la probabilidad de que
cada voto sea decisivo. En un Equilibrio Simétrico de Nash, tendremos que todos
los individuos adquieren la misma informacion, digamos x,,, donde el subindice
indica la dependencia respecto del nimero de votantes. Entonces, x;, es la solucion
de la siguiente ecuacion:

2 i
(D (1/2 + 2,)"(1/2 — 2)" = 22,
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donde la mano izquierda es el beneficio marginal y la mano derecha el costo
marginal de adquirir informacion. Es sencillo mostrar que esta ecuacion tinene
una solucion unica para cada n = 1,2,.... Podemos ahora encontrar el limite
k y asi utilizar el teorema 10.1. para averiguar cual es aproximadamente la
probabilidad de que un electorado muy grande tome la decision correcta cuando
el costo de adquirir informacion esta dado por una funcion cubica.

Teorema 10.2. Bajo el supuesto 10.1, k = co.

Para probar este resultado, podemos reescribir la ecuacion que iguala costo y
beneficio marginal como

T

27 2 o
( n)_(l/:l o e

Multiplicando ambos lados de la ecuacion por n, obtenemos

9. 1/2
(J:') %nlﬂu — 42 )" = k2,
donde k, = n'/%z,. Queremos demostrar que k, — o00. Supongamos por
contradiccion que existe una subsecuencia de k,,, tal que converge a algin niimero
k' < oo. Entonces, a lo largo de esta subsecuencia, la expresion en la mano
derecha de la ecuacion arriba converge a k', pero la expresion en la mano
izquierda diverge a oo, pues, usando la Formula de Stirling,

(2':1) nii Ry
n n

y, usando, por ejemplo, el teorema 4.2 en Durrett (1991),
(1 —4k,*/n)" — exp {—4K"}.

Combinando ambos teoremas, obtenemos la conclusion deseada: es posible
que los votantes sean completamente ignorantes en el limite (es decir, aproxima-
damente, para un electorado muy grande), pero la capacidad de las elecciones para
agregar informacion es tal que la sociedad probablemente toma decisiones equi-

valentes a las que tomarian los votantes si estuviesen perfectamente informados.
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10.5. Discusion

Una critica inmediata a los resultados anteriores es que una funcion cubica
de costo de informacion como la descrita por el supuesto 10.1 puede tomarse solo
como un ejemplo. El lector aficionado al analisis matematico podra reconocer que,
st el costo es cuadratico, se obtiene un valor de & entre cero e infinito; y, si el costo
es lineal, se obtiene k igual a cero. Sin embargo, como se muestra en Martinelli
(2005a), siempre que la derivada del costo marginal esté acotada cuando x
esta cerca de cero, se obtendra al menos alguna agregacion de informacion. Para
mostrar esto, la clave es sencillamente utilizar una expansion de Taylor para el
costo marginal. Mucho mas dificil es demostrar que los resultado se mantienen
cuando la situacion es asimétrica. En una situacion asimétrica, el Teorema de
Radner-Stiglitz (1984) sobre no-convexidad del valor de la informacion podria
hacernos anticipar que es imposible obtener que los votantes estén dispuestos
a adquirir calidades de informacion arbitrariamente pobres —sin embargo, una
demostracion de esta violacion mas aparente que real del Teorema de Radner-
Stiglitz es provista en Martinelli (2005a)—. La clave aqui es que estamos lidiando
con un problema de Teoria de Juegos y no simplemente con un problema
de decision individual, de modo que el entorno para cada votante puede ser
aproximadamente simétrico dadas las decisiones de los demas votantes.

Una critica mas dura es que puede ser razonable imaginar que existe un costo
fijo en la adquisicion de informacion. Con un costo fijo, la ignorancia racional
viene a parecerse un poco mas a otra idea lanzada por Downs, la paradoja del
votante. En esencia, la paradoja detectada por Downs es que, si los votantes
votan unicamente con la intencion de afectar los resultados de la eleccion y si
votar es una actividad que envuelve algunos costos, entonces podriamos predecir
una escasisima participacion electoral dada la escasa probabilidad de que un
solo voto afecte los resultados cuando hay mucho votantes. Este razonamiento
ha sido desarrollado de modo formal en el marco de un modelo de juegos en
un trabajo clasico de Palfrey y Rosenthal (1985). Obviamente, el argumento no
se aplica en sociedades como la peruana, en las que el voto es obligatorio (una
practica muy mala de la que no podemos ocuparnos ahora); sin embargo, en la

mayoria de las democracias el voto no es obligatorio, y atn asi los votantes acuden
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masivamente a las urnas. Una propuesta reciente para hacer frente a la paradoja ha
sido desarrollada por Tim Feddersen y Alvaro Sandroni. En esencia, la propuesta
(explicada, por ejemplo, en Feddersen (2004)) es que los votantes experimentan
una satisfaccion de caracter ético por adoptar reglas de conducta que benefician al
grupo o grupos con los que se identifican. Estas reglas, a su vez, deben de ser tales
que las obligaciones que imponen a los votantes no sean excesivas. Por ejemplo,
votar, sea cual sea el costo, no puede sostenerse como regla de conducta, porque
la satisfaccion de caracter ético no es infinita. En un trabajo reciente, Feddersen
y Sandroni (2005) utilizan la misma idea para explicar como los votantes pueden
adquirir informacion aun si existe un costo fijo.

Una critica, en el sentido opuesto a las dos anteriores, es que, como propone el
propio Downs, podemos imaginar que, en el curso de sus actividades diarias, los
individuos reciben un flujo frecuente de informacion, alguna de la cual puede tener
algn valor para decidir cual es la alternativa correcta. Downs contrargumenta
que incluso asimilar informacion gratuita puede requerir un esfuerzo cognitivo
minimo de parte del votante (Downs 1977: 245).

10.6. Comentarios finales

Como dije en la introduccion, el modelo propuesto puede calificarse de
condorcetiano, en tanto pone énfasis en la habilidad de las elecciones para
descubrir el interés comun. Por supuesto, cuando solo hay dos alternativas,
siempre podemos definir el interés comin como el interés de la mayoria. Con
mas de dos alternativas, la leccion o una de las lecciones del Teorema de Arrow es
que puede ser imposible describir de manera consistente tal cosa como el interés
de la mayoria. Como tipicamente existen mas de dos alternativas en los problemas
de decision colectiva, esta leccion de Arrow ha motivado una vision de la decision
social como un problema de controlar y vigilar a los gobernantes, y de asegurar
la circulacion del liderazgo politico, antes que de descubrir un (posiblemente
inexistente) interés comun. Podriamos llamar a esta una vision arroviana de la
decision social. El politdlogo William Riker (1982) usaba mas bien los términos
populista y liberal (en vez de condorcetiano y arroviano), pero estos dos términos
tienen tal vez connotaciones demasiado fuertes en el medio peruano.
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(Cual es la perspectiva acertada, la condorcetiana o la arroviana, para los
modelos formales de la politica? Ambas reflejan, en mi opinion, aspectos de la
realidad relevantes en diferentes circunstancias. La politica puede ser entendida,
en algunas circunstancias, como un problema de eleccion entre intereses opuestos
y, en otras circunstancias, como un problema de descubrimiento de intereses
comunes a al menos la mayoria de los ciudadanos. La vision arroviana ha sido
mas aceptada por los economistas, posiblemente porque es consonante con los
supuestos habituales (aunque no inevitables) en los modelos econémicos, tales
como el individualismo metodologico y una funcion de utilidad estrictamente
egoista. Pero, en modelos politicos, estos supuestos habituales pueden ser
bastante inadecuados —véase, por ejemplo, los modelos de participacion electoral
revisados por Feddersen (2004), en particular el que enfatiza la lealtad de caracter
ético al grupo y que construye sobre ideas que se remontan a las reflexiones de
Harsanyi (1977, 1992) sobre moralidad y teoria de juegos—.

En mi propio trabajo de investigacion, en la teoria de la decision colectiva,
como en el modelo resefiado en este articulo, he puesto énfasis en la vision
condorcetiana no por creer que esta sea la correcta de manera exclusiva sino
porque he encontrado en ella preguntas interesantes abiertas en las que mi
investigacion podria empujar (aunque sea un poco) la frontera del conocimiento.
Creo que esta inquietud por empujar la frontera se la debo a mis maestros de la
Universidad Catélica, y en particular, a Ramoén Garcia-Cobian, y que mi trabajo
sobre la decisién colectiva, de alguna manera, hace eco, muchos afios después,
de la inquietud de Ramon por explicar a sus colegas y a un grupo de estudiantes
de licenciatura el Teorema de Arrow, ese resultado brillante y para mi, al menos
entonces, dificil y retador.

[
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