MAYNARD KONG

INVESTIGACION
DE OPERACIONES

Programacion lineal | Problemas de transporte | Andlisis de redes

\\gEN.‘.'.sw{r

£y,

e

0\
o,

FONDO
\&==/ | EDITORIAL

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU







INVESTIGACION DE OPERACIONES

PROGRAMACION LINEAL
PROBLEMAS DE TRANSPORTE
ANALISIS DE REDES






Maynarp Kong

Investigacién de operaciones

Programacién lineal
Problemas de transporte
Andlisis de redes

SIENES

. A= | FONDO
\&=7/ | EDITORIAL

£y,

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU



Investigacion de operaciones
Programacion lineal - Problemas de transporte - Andlisis de redes
Maynard Kong

© Maynard Kong, 2010

De esta edicién:

© Fondo Editorial de la Pontificia Universidad Catélica del Pert, 2010
Av. Universitaria 1801, Lima 32, Pert

Teléfono: (51 1) 626-2650

Fax: (51 1) 626-2913

feditor@pucp.edu.pe

www.pucp.edu.pe/publicaciones

Disefio, diagramacion, correccion de estilo

y cuidado de la edicién: Fondo Editorial PUCP

Primera edicién: abril de 2010
Tiraje: 500 ejemplares

Prohibida la reproduccién de este libro por cualquier medio, total o parcialmente,
sin permiso expreso de los editores.

Hecho el Depésito Legal en la Biblioteca Nacional del Pertt N° 2010-03265
ISBN: 978-9972-42-921-7
Registro del Proyecto Editorial: 31501361000223

Impreso en Tarea Asociacién Grafica Educativa
Pasaje Maria Auxiliadora 156, Lima 5, Pert



INDICE

CarituLo 1. INTRODUCCION

1.1.
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.

Aplicaciones

Problema de optimizacién
Propiedades y ejemplos
Programacion matematica

Modelo de programacién matemdtica

Problemas resueltos

CapriTuLO 2. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.
2.7.

Formulacién del problema de Programacién Lineal

Solucién geométrica de problemas con dos variables de decisién
Problemas propuestos

Forma estdndar del problema de Programacién Lineal
Restricciones equivalentes de la forma estdndar

Variables bdsicas y soluciones bdsicas factibles

Problemas propuestos

CariTuLo 3. EL METODO DEL SIMPLEX

3.1.
3.2.
3.3.

Conceptos bdsicos del método del simplex
Forma tabular del problema estdndar

Criterios del simplex. Caso mdximo

11
11
12
12
17
19
22

31
31
34
37
41
46
48
53

57
57
64
66



3.4.
3.5.

Problema de minimizacién

Problemas propuestos

CariTULO 4. METODO DEL SIMPLEX: VARIABLES ARTIFICIALES.
CONVERGENCIA DEL ALGORITMO

4.1.
4.2.
4.3.
4.4.
4.5.

Variables artificiales

Problemas propuestos

Convergencia del algoritmo del simplex

Métodos para evitar ciclos: regla de Blands y perturbacién

Problemas propuestos

CAPITULO 5. PROBLEMA DUAL

5.1.
5.2.
5.3.
5.4.
5.5.
5.6.
5.7.

Definicién del problema dual
Formas tipicas de problemas duales
Reglas para hallar el problema dual
Problemas propuestos

Propiedades del problema dual
Problemas propuestos

Vector dual de una solucién bdsica factible

CAPITULO 6. ANALISIS DE SENSIBILIDAD POST OPTIMO

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.
6.7.
6.8.
6.9.

Introduccién
Pasos del andlisis
Programa ejemplo

Variacién de un costo fijando la solucién éptima

Variacién del lado derecho de una restriccién fijando las variables basicas

Inclusién de variable
Inclusién de restriccién
Dualidad y andlisis de sensibilidad

Costos reducidos y asignacién de valores a variables no bésicas

6.10. Matriz de operaciones en la tabla final

6.11. Problemas resueltos

67
70

73
73
80
83
86
93

95

95
100
102
104
106
112
114

123
123
123
124
125
127
129
131
133
136
137
140



CAPITULO 7. PROBLEMAS DE TRANSPORTE Y ASIGNACION 153

7.1. Introduccién 153
7.2. Problema de transporte balanceado 155
7.3. Método del simplex simplificado 156
7.4. Problemas propuestos 174
7.5. Problema de transbordo 177
7.6. Problema de asignacién 181
7.7. Problemas propuestos 192
CAPITULO 8. ANALISIS DE REDES 197
8.1. Introduccién 197
8.2. Rutas en una red 199
8.3. Problema de ruta 6ptima 200
8.4. Problemas propuestos 203
8.5. Problema de flujo mdximo 206
8.6. Problemas propuestos 213
8.7. Programacién de proyectos 216
8.8. Problemas propuestos 235

INDICE ALFABETICO 241






Carituro 1
INTRODUCCION

En este capitulo se introducen los conceptos bdsicos de la investigacién
de operaciones. Se define el problema de optimizacién y se presenta el
modelo matemadtico de la programacién matemadtica.

Lainvestigacién de operaciones trata el estudio y despliegue de métodos
cientificos para usar eficazmente los recursos. Tales métodos comprenden
modelos matemdticos —y estadisticos— y diversos algoritmos que sirven
para tomar decisiones en problemas relacionados con la planificacién,
coordinacién y ejecucién de operaciones en las organizaciones.

1.1 APLICACIONES

Mencionamos algunas aplicaciones de la investigacién de operaciones:

* Problemas de asignacién de recursos materiales y servicios: pro-
ductos, mano de obra, tareas

* Procesos de planificacién de personal, etapas de produccion

* Administracién de flujos de materias primas a través de cadenas
de suministros

e Planificacién de rutas, redes de telecomunicacién

* Refinamiento y mezcla de sustancias o componentes, por ejem-
plo, petréleo

* Seleccién de portafolios de acciones y bonos
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1.2 PROBLEMA DE OPTIMIZACION

El problema general de optimizacién consiste en determinar el valor
6ptimo (valor méximo o valor minimo) que una funcién asume sobre
los elementos de un conjunto dado.

De modo preciso, dados un conjunto X'y una funcién que asigna a
cada x de X un valor numérico f'(x), se desea, para el caso de mdximo,
encontrar X de X que cumpla la condicién:

S (x) <f(x,) para todo x de X
y para el caso de minimo: un x, de X que cumpla
f(x) <f(x) para todo x de X
En forma abreviada se escribe f(x,) = Max f (x), f (x,) = Min f (x)

Los elementos del conjunto X representan los recursos del problema
y f(x) puede ser considerado como el valor del recurso x, por ejemplo,
es un costo, un tiempo, una cantidad de produccidn, etc. A la funcién
f(x) se le denomina funcidn objetivo.

Frecuentemente, el conjunto X se especifica mediante:

* condiciones —a las que se llama restricciones— que determinan
sus elementos

* algoritmos o reglas que describen c6mo obtener elementos de X.

Véanse los ejemplos 1, 3 y 4.

Es posible que el problema no tenga soluciones, porque el conjunto
X no tiene elementos o porque la funcién f(x) no puede tomar un valor
maximo o minimo.

1.3 PROPIEDADES Y EJEMPLOS

Se cumplen las siguientes propiedades

1) Max (f(x) + c) = Max f (x) + ¢, ¢ es una constante
2) Max (a f (x)) =a Max f'(x), a es una constante positiva

12



Carituro 1. INTRODUCCION

3) Min (b f (x)) = b Max f(x), b es una constante negativa
4) Min f (x) = — Max (- (x))
5) Max f (x) = = Min (- (x))

si existen los valores ptimos de los segundos miembros.

Las propiedades 4) y 5) se suelen aplicar a menudo para convertir un
problema de minimizacién en uno de maximizacién y viceversa. Por ejem-
plo, de manera explicita, segiin 4) para encontrar el valor minimo de f'(x):

* se halla el valor médximo de la funcién — £ (x), por ejemplo — f(x,)
* luego se le cambia de signo, y resulta asi que f'(x,) es el valor
minimo buscado.

A continuacion se desarrollan algunos ejemplos sencillos relativos a
problemas de optimizacién

Ejemplo 1. Un problema de mezcla

Se desea producir una bebida mezclando jugos o zumos de naranja,
toronja y mandarina. Los costos de los jugos son 3, 6 y 5 por litro,
respectivamente. Se requiere que la bebida tenga al menos el 30% de
toronja y no més del 25% de naranja.

Formule el problema de optimizacién para obtener una mezcla de
bebida cuyo costo sea minimo.

Solucién

Sean n, t y m, las cantidades de naranja, toronja y mandarina, en litros,
para obtener un litro de mezcla de bebida. Luego, los costos de cada
componente son 37, 6t y Sm, respectivamente, y el costo de la bebida
es C=3n+ 6t + Sm.

El problema consiste en obtener el valor minimo de C.

Falta precisar las condiciones sobre las cantidades de jugos.

Estas son:

1) las tres cantidades suman un litro: n + ¢t +m =1

13
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2) la cantidad de toronja al menos es 30% de un litro: > 0.30
3) la cantidad de naranja no excede el 25% de un litro: n < 0.25

y 4) las tres cantidades son evidentemente no negativas: n, ty m > 0

Asi, el conjunto X sobre el cual C queda definida es X = todos los
(n, t, m) tales que

n+t+m=1
t>0.30
n<0.25
nt,m=0

Finalmente, el problema de optimizacién es
Minimizar C = 3n + 6t + 5m sobre el conjunto X.

Ejemplo 2. Solucién 6ptima del ejemplo 1 por simple inspeccién

Resuelva el problema de optimizacién del ejemplo 1, esto es, halle el
costo minimo de un litro de mezcla de bebida.

Solucién

El problema es encontrar el valor minimo de C = 3n + 6¢ + 5m en
donde n, t y m cumplen las condiciones

n+t+m=1
n<0.25
t>0.30
n,t, m=0

Observamos que 7, ¢t y m son menores o iguales a 1.0.

El costo C serd menor si se toma la menor cantidad del jugo mis
caro, que corresponde al de toronja; asi ¢, que varia entre 0.30 y 1.0,
debe tomar su menor valor ¢ = 0.30.

Y también C serd menor si se toma la mayor cantidad posible # del
jugo de naranja, pues es el mds barato, y como 7 se encuentra entre 0.0
y 0.25, ha de tomarse n = 0.25.

14
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El valor de m, que se halla entre 0.0 y 1.0, es lo que falta para com-
pletar el litro de mezcla, asi m = 1.0 -0.30 - 0.25 = 0.45.

Asi, la bebida que da un litro de costo minimo se obtiene mezclando
0.25 litros de naranja, 0.30 litros de toronja y 0.45 litros de mandarina,
que tiene un costo de 3x0.25 + 6x0.30 + 5%0.45 = 3.90.

Ejemplo 3

Sea la funcién f'(x, y) = 2x + y definida en el conjunto de los puntos
(%, ¥), x, y nimeros reales, que cumplen las condiciones

x+y=4
x>0, y=20

Determine los valores méximo y minimo de f(x, y).
Solucién
Reemplazando x + y =4 en la funcién
fO,y)=2x+y=x+(x+y)=4+x

y de las relaciones dadas se observa que los valores de x varfan desde 0
hasta 4 (y varia a la vez desde 4 hasta 0) de manera que el menor valor
de x es 0, cuando y es 4, y por eso Max f(x, y) =4 + 4 = 8 cuando
x=4,y=0.

Por el mismo razonamiento se obtiene Min f (x, y) =4 + 0 =4
cuando x =0, y =4.

Ejemplo 4

Tres mdquinas M, M, y M pueden realizar las tareas 4, By C.
Los costos de ejecucién son dados en la tabla siguiente:

| A B C
M, 8 14 15
M, 7 15 10
M, 6 17 9

15
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:Cbémo se deben hacer las asignaciones de las tareas de manera que
cada méquina realice exactamente una de las tareas y el costo total sea
el menor posible?

Solucién

En este caso, el conjunto de recursos consiste de todas las posibles asig-
naciones.

Los recursos del problema con sus respectivos costos son dados por

Asignaciones (una columna)

M, A A B B c C
M, B c 4 c 4 B
M, C B c 4 B 4
Costo | 32 35 30 30 39 36

en donde cada columna indica la forma de asignar las tareas a las
méquinas, por ejemplo, la tercera columna asigna las tareas B, 4, C a las
mdquinas M|, M, y M., respectivamente, y el costo respectivo es 14 + 7
+ 9 =30, que, como puede observarse, es en verdad el minimo.

Ejemplo 5
Pruebe que Min f (x) = — Max (—f(x))

Solucién

Sea f'(x,) = Min f (x).

Entonces por definicién de valor minimo se tiene

f(x,)) <f(x) para todo x de X
o —f(x)<—f(x,) paratodo x de X

de modo que f'(x,) es el valor maximo de — f'(x), esto es

—f(x) = Max (- f (x))
o Minf(x)=— Max (- f(x))

16
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1.4 PROGRAMACION MATEMATICA

Los problemas de programacién matemdtica constituyen una parte
importante de los problemas de optimizacién.

Un programa matemdtico tiene la forma
Maximizar (o minimizar) y = f(x, x,, ..., X,),

sujeto a las condiciones o restricciones

gl(xl,...,xn) {S,z, 02} b,
gQ(xl,...,xn) {S,z, 02} b,

en donde f'(x, ..., x ), g (X, ..., X ), ..., & (X, ..., X ), son funciones
con valores numéricos que dependen de n variables numéricas, x,, x,,
X, b, ..., b son constantes y en cada restriccion se emplea uno de
los signos <, =, 0 2, lo que se indica mediante la notacién {<, =, 0 >}.

El conjunto X de definicién del problema estd formado por todos
los x = (x, ..., x,) que satisfacen todas las restricciones. A tales x se
les llama soluciones factibles del programa o del problema, y a X, se
le denomina el conjunto de soluciones factibles o regién de factibi-
lidad.

Generalmente se asume que las variables x, ..., x son nimeros
reales. No obstante, también se consideran programas matemadticos
—Ilamados de programacién entera— en los que las variables toman
solo valores enteros.

Ejemplo 1

Maximizar z=x +y
sujeto a  x*+)* < 4.

17
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Eneste caso: z=f(x,y) =x+y, g (x,y)=x"+)?% elsignoes<y
la constante es b = 4.
Ejemplo 2
Aplicando métodos geométricos, hallar la solucién éptima del ejemplo
anterior.
Solucién

La restriccion x? + )* < 4 determina el disco D de radio 2 y centro en

el origen.

(a,b)

v
M

1, L

Ly

Sea v un valor dado y consideremos la recta Lv: v=x+y

En la figura se grafican las rectas correspondientes a los valores de
v=0y4.

Observemos que la funcién objetivo f'(x, ¥) = x + y toma el valor v
sobre el disco D, si y solo si la recta Lv interseca al disco. Esto implica
que se debe considerar inicamente rectas Lv que intersequen al disco.
Y por otro lado, cuando se aumenta los valores de v, como de v=0a
v =1, la recta Lv se desplaza en el primer cuadrante alejéndose del ori-
gen. En resumen, para hallar el valor de v, el valor mdximo u 6ptimo,

18
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hay que mover la recta hasta que sea tangente al circulo. El punto de
tangencia P (a, b) tiene pendiente 1, pues el radio del origen al punto
P es perpendicular a la recta, cuya pendiente es -1. Asi, b=a y por estar
en el circulo

@+ b =4,dedondea =2

Por tanto, la solucién éptima es (\/E N2 ) y el valor 6ptimo es

F(V2,¥2)=2v2.

Ejemplo 3
Minimizar z= 5x, +3x, +8x, — 5x, +100
sujeto a X, +x,+x,+x,225
5x, +x,<20
5x,—x,<8
x, +x,=20

y todas las  x, > 0.

Ejemplo 4

Maximizar w=2x + xy + y? + 522
sujeto a las condiciones
2x+y—z=10
3y+7x <25
x,¥z20

1.5 MODELO DE PROGRAMACION MATEMATICA

Para resolver un problema de optimizacién:

1. Se formula un modelo del problema mediante un programa
matemdtico.

2. Se resuelve el programa matemdtico.

19



Mavnarp KonG

A partir de la definicién o enunciado del problema, los pasos que
usualmente se aplican para la formulacién o propuesta del modelo son
los siguientes:

* Se identifican la cantidad o variable de salida que se desea opti-
mizar y las variables de decisién o de entrada x , x,, ..., x , de las
que depende y se expresa la primera como una funcién matema-
tica de las ultimas.

* Se determinan las condiciones, requisitos y limitaciones y se
expresan mediante restricciones matemdticas que se imponen a
las variables de decision.

* Se incluyen condiciones adicionales que no aparecen de manera
explicita pero que deben cumplirse en el problema real, por
ejemplo, si algunas variables de decisién han de tomar valores
mayores que o iguales a cero, o si deben tener valores enteros.

Una vez obtenido el modelo del programa matemdtico se procede
a resolverlo aplicando los métodos y técnicas de optimizacién; esto es,
hallar el valor 6ptimo, si existe, y una solucién éptima, o algunos valores
en los cuales las variables de decisién proporcionan el valor éptimo.

Ejemplo

Un establecimiento de ventas de combustible atiende las 24 horas y
tiene los siguientes requerimientos minimos de empleados para atender
a los clientes:

Horas 0-4 4-8 812 12-16 16-20 20-24
Numero de empleados 2 4 8 6 9 4

Un empleado trabaja 8 horas consecutivas y puede ingresar al ini-
ciarse cualquiera de los 6 periodos indicados.

Formule el modelo matemdtico para minimizar el menor niimero
de empleados que se necesitan en el establecimiento.

20



Carituro 1. INTRODUCCION

Solucién
Sea  x, = ndmero de empleados que empiezan a las 0 horas (primer
periodo)
x,= namero deempleados que empiezan a las 20 horas (tiltimo
periodo)

Entonces 7 = total de empleados requeridos =x, +x, +... +x,y las
restricciones para los respectivos periodos son:

Xo+x, 225
X, +x,24;
X, +x,28;
x,+x,26;
x, +x,26;
X, +x, 24

que toman en cuenta la suma de los empleados de dos periodos con-
secutivos, por ejemplo, en el primer periodo 0-4 se tiene x, empleados
que empezaron a las 20 horas y x, empleados que empiezan a las 0
horas.
Ademds, hay que observar que las variables son enteras y mayores
que o iguales a 0.
Por tanto, el modelo de programacién pedido es
Minimizar n=x, +x, +... + x,
sujetoa  x, +x, =2,
x, +x,24;
X, +x,28;
X, +x,26;
X, +x,26;
X, +x, 24,

con todas las variables enteras y no negativas.

21
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1.6 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1

Si Max f(x) = 20 calcule
a) Max (3 f(x)-10)
b) Min (-5 f(x))

Solucién

Se tiene

a) Max (3f(x)—10) =3 Max f (x)—10 = 3x20—10 = 50
b) Min (~57(x)=5Min(~f(x))=5(~Maxf(x))=5 (~20)=-100

Problema 2

Resuelva el problema
Maximizar z=4y—3x
sujeto a x+y=4

x>1, y=22

Solucién

Despejando la variable y de la restriccién x+y=4y reemplazdndola en
la funcién objetivo

z=4y-3x=4(4-x)-3x=16-Tx
Falta determinar el conjunto de valores de x:
dex=4-y
y usando la condicién y > 2 se obtiene x <4 -2 =2,
por lo tanto, x varfa desde 1 hasta 2,

de donde resulta que z varia de 16-7(1) a 16—-7(2).
Luego, el mayor valor de z es 9 y se obtieneenx =1, y = 3.

22
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Problema 3. Problema de la dieta

Se desea mezclar cuatro alimentos de modo que el producto resultante
contenga al menos 80 unidades de proteinas, 100 unidades de carbohi-
dratos y 25 unidades de grasa. La tabla siguiente contiene las cantidades
nutricionales de los alimentos y el respectivo costo

Alimento  Proteinas  Carbohidratos  Grasas Costo
1 20 60 12 3
2 40 30 16 2
3 50 45 8 6
4 30 30 14 4

Formule el modelo de programacién matemdtica para obtener una
mezcla de costo minimo.

Solucién

Sean x , X,, X, y X, las unidades que se toman de los alimentos, respec-
tivamente, para formar una mezcla.

Luego, el costo de la mezcla es C = 3x, + 2x, + 6x, + 4x,.

La cantidad de proteinas que contiene la mezcla es 20x, + 40x, +
50x, + 30x,, que debe ser al menos 80, y por lo tanto se tiene la primera
restriccion:

20)c1 + 40x2 + SO)C3 + 30x4 > 80.

Similarmente, se establecen las restricciones para los carbohidratos
y grasas:

60x, + 30x, + 45x, + 30x, > 100
12x, + 16x, + 8x, + 14x, > 25

y es obvio que todas las variables han de ser no negativas.

Asi, el modelo pedido es

Minimizar C = 3x1 +2x, + 6x3 + 4x4

23
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sujeto a  20x + 40x, + 50x, + 30x, > 80
60x, + 30x, + 45x, + 30x, > 100
12x, + 16x,+ 8x, + 14x, 225
todos los x, > 0.

Problema 4

Se dispone de S/. 5000 para invertirlos segin los dos planes de inver-
sién A y B, que ofrecen ganancias o utilidades como se muestran en la
tabla:

Cantidad invertida
0 1000 2000 3000
Utilidad de 4 0 200 650 800
Utilidad de B 0 250 600 900

Los depésitos deben hacerse en cantidades multiplos de 1000 y se
puede invertir usando una parte en cada plan.

Desarrollar un modelo de programacién matemdtico para obtener
la mayor utilidad.

Solucién

Sean a y b, en miles, las cantidades que se invierten en los planes 4 y B.
Entonces a + b <5, a y b enteros no negativos.
Las utilidades de los planes pueden expresarse mediante las funcio-

nes Uy V definidas por
U0)=0.00, U(1)=020, UQR)=0.65 UQ3)=0.80
V0)=0.00, W1)=025 ¥2)=0.60, V3)=0.90

Por tanto, el modelo requerido es
Maximizar G (a, b) = U (a) + V (b)
sujetoa a+b<5

a y b enteros no negativos.

24
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Problema 5

Resuelva, por simple inspeccidn, el problema anterior.

Solucién

Para cada valor de @ = 0, 1, 2, 3 calculamos el valor miximo de la
ganancia:
G (a, b), por ejemplo, si a=2, U(2)=0.65,
Max G(2,b) = Max {U (2)+V(0),U(2)+V (1), U(2)+ 7 (2),U(2)+V (3)}
= Max {0.65+0, 0.65+0.25,0.65+0.60, 0.65+ 0.90} =1.55,

que se obtiene en b=3.
Procediendo de esta manera se obtienen los siguientes resultados:

Max G (0,6)=0.90, enb=3;
Max G (1,b)=1.10, enb=3
Max G (2,b)=1.55, enb=3
Max G (3,b)=1.40, enb=2
La ganancia médxima es 1.55 en miles, 0 1550, y se obtiene en a =2
y b =3, esto es, invirtiendo 2000 en el plan 4 y 3000 en el plan B.

Problema 6. Problema de transporte

Se desea transportar un producto de las fébricas A y B a los locales 1 y 2.
Los costos de transporte por unidad de producto son:

1 2
A 2 6
B 3 5

y las cantidades disponibles en 4 y B son 1500 y 2000, respectivamente,
y se requieren 1800 y 1700 unidades en 1 y 2, respectivamente.
Determine un modelo de programacién que minimice el costo total

de transporte.
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Solucién

Seana, ya, las cantidades que se envian desde 4 a los locales, y b,b,
similarmente para B.
Segtin las cantidades disponibles se tiene

a ta,= 1500

b, + b,=2000
y para los locales

a,+ b, = 1800

a, + b, = 1700

siendo el costo de envio C = 2a, +6a, +3b, + 5b,
Asi, el modelo del problema es
Minimizar C = 2a, + 6a, + 3b, + 5b,
sujetoa @, +a,=1500

b, + b, =2000
a,+b, = 1800
a,+b,=1700

y todas las variables enteras y no negativas.

Problema 7. Problema del corte minimo

Una fébrica de papel que produce rollos de papel 4 y B de papel de 6
y 9 metros de ancho, respectivamente, recibe un pedido de rollos de
papel, uno de 2 metros de ancho y 800 metros de longitud y otro de 5
metros de ancho y 900 metros de longitud.

Suponiendo que los recortes de rollos del mismo ancho pueden ser
pegados para satisfacer las longitudes requeridas, se desea determinar
cémo deben recortarse los anchos de los rollos 4 y B para minimizar la

cantidad de papel que se pierde.
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Solucién

Hay que considerar las distintas maneras de cortar los anchos de 6 y 9
en anchos de 2y 5.
Para el rollo 4,

6=2+2+2=3x2, que nos indica tres cortes de 2 sin sobrante
6 =5+ 1, que da un corte de 5 y sobra 1 unidad de ancho

Sia, y a, son las longitudes de los cortes de 4, para cada caso, la
cantidad sobrante es Oa, + 1a, metros cuadrados.

Puesto que se trata de minimizar las cantidades sobrantes, se omiten
los casos en los cuales los cortes originan partes sobrantes con valores
mayores.

Y para el rollo B,

9 =4x2 + 1, cuatro cortes de 2 y sobra 1
9 =2x2+5, dos cortes de 2, uno de cinco y sobra 0

de donde, designando por b, y b, las longitudes de los cortes en ambos
casos, la cantidad sobrante es 15, + 0b,
La cantidad total de papel sobrante es § = a,+ b, en metros cua-

drados.

Los datos se muestran en la tabla:

A B
clase a, a, b, b, | Longitud total
1 (ancho 2) 3 0 4 2 800
2 (ancho 5) 0 1 0 1 900
sobrante 0 1 1 0

Las longitudes totales de los rollos producidos dan lugar a las res-
tricciones

3a,+ 0a, + 4b1 + 2b2 > 800, para la clase 1
Oa, + a,+0b,+ b,>900, para la clase 2
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Finalmente, el modelo requerido es
Minimizar §=a, +b,
sujeto a  3a, +4b, +2b,> 800
a,+b,>900

y todas las variables son no negativas.

Problema 8. Problema de programacién de produccién

Un producto A4 requiere dos unidades del componente B y tres uni-
dades del componente C. Los componentes se fabrican con materias
primas 1 y 2, de las que se disponen 200 y 300 unidades, respectiva-
mente. Se dispone de dos procesos de produccién Py Q.

Una ejecucién del proceso P requiere 8 y 4 unidades de las materias
primas 1y 2, respectivamente, y produce 6 unidades de By 5 unidades
de C.

Y cada corrida del proceso O demanda 5 y 7 unidades de materias
primas y da 4 y 8 unidades de By C.

Formule el modelo de programacién que halle cudntas veces debe eje-
cutarse cada proceso para obtener el méximo de unidades del producto A4.

Solucién

Se tiene la siguiente tabla por corrida de cada proceso

Materia requerida Componente producido
Proceso (unidades) (unidades)
2 B C
P 8 5 6 9
[0 5 7 4 12

Si p y g los nimeros de veces que se ejecutan los procesos Py O,
respectivamente, se tiene:

cantidad requerida de materia 1 8p + 5¢ <200
cantidad requerida de materia2  5p + 7¢ <300

y las cantidades de componentes producidos son:
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de tipo B 6p+4 ¢, con lo que se puede completar 61)—;%’ =3p+2q

productos 4
y de tipo C 9p+12¢, que permite completar dp+12q =3p+4q pro-
ductos 4 3

El nimero N de productos 4 resultante es el menor de estos, o sea

N=3p+2q

Asi, el modelo es
Maximizar N=3q + 2p
sujetoa  8p + 5¢ <200

5p +7¢ <300

P Y ¢ enteros no negativos.

Problema 9

En un terreno de 100 hectéreas se puede cultivar arroz y frijoles. En un afo
bueno, la ganancia por hectdrea de arroz es 750 y la de frijoles 500; en cam-
bio, en un afo malo, las ganancias son de 210 y 360, respectivamente.

Se dedica a cada planta no mds de 4/5 de hectdreas del terreno y se
requiere determinar cudntas hectdreas deben cultivarse de cada pro-
ducto para maximizar la ganancia total en un afio bueno y asegurar que
la ganancia en un afio malo sea al menos de 30.000. Formule el modelo

del programa.
Solucién

Sean a y f las cantidades de hectdreas de arroz y frijoles a cultivar.
Entonces a + < 100
a < 80, los 4/5 de 100
£<80

La ganancia en un ano bueno es Gb = 750a + 500f
y la de un afo malo es Gm = 210a + 360f, que debe ser al menos
30000.

29



Mavnarp KonG

Por lo tanto, el modelo del problema es
Max Gb =750a +500f
sujeto a a+f<100
a <80
£<80
210a + 360f = 30000
a vy f no negativas.
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INTRODUCCION A 1A PROGRAMACION LINEAL

2.1 FORMULACION DEL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

Se dice que una funcién numérica f'(x,, ..., x,), que depende de varia-
bles numéricas x , x,, ..., X , es lineal si se expresa como una suma de
multiplos de las variables

S, nx)=mx +mx, +..+mx

en donde m, m.,..., m_son constantes.
Por ejemplo,

S, x,, x5, x,) =2x, —x, +4x, + 6.5x,

Un problema de programacién lineal (PPL) tiene la forma:
Maximizar (o Minimizar)
Z=c X+ C,X, + .. +C X

sujeto a las condiciones o restricciones
a,x, +a,x, +...+a,x, { <,=,2 } b,

=, =, =

ay X, +ayuX, +...+a,, X, {< = >} b,

apx, +a,x, +...+a,x, {<,=,>2} b

m-n

a,x, +a,x,+...+a,Xx {< = 2} b

mn-"n
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endondex,, x,...,x son variables,
1 2 n

Cps Cosvens Cpy Ay s @y vy Ay s

1’ 2 ml’ * mn

b, b, .., b , son constantes
y en cada condicién se asume uno de los signos <, = 0 2.

Asi, tanto la funcién objetivo z = z (x,, ..., x, ) como las funciones
que definen los miembros izquierdos de las condiciones o restricciones
son funciones lineales de las variables de decisién x , x,, ..., x .

En este caso, a las constantes ¢, ¢,, ..., ¢, de la funcién objetivo se
les suele denominar costos o coeficientes de costos.

Se llama soluci6n factible a cualquier coleccién de valores x , x., ..., x,
que cumplan todas las restricciones. El problema consiste en determi-
nar el mayor z_ (o menor z_. ) de los valores de la funcién objetivo
Z (X} Xy o0y X)), evaluada sobre todas las soluciones factibles y, desde
luego, indicar una solucién éptima, esto es, una solucién factible que
produzca ese valor.

Ejemplos

1. Maximizar z=4x, + 5x,
sujetoa  3x, —4x, <30
—x, +6x,>20
x, 23,
El valor méximo de z es 164 y se obtiene en la solucién éptima
x,=26,x,=12.
2. Maximizar z=—13x, + 8x, + 20x,
sujetoa  2x, +x, +4x, =80
x, —3x,+ 5x, 2 100
x, 20
x,20
En este caso z_ =400 en x,=0, x,=0, x,=20.
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3. Minimizar z=20x, —x, +4x, — 5x,
sujetoa x, +x, +x, +x, +x, =10
X, +2x, <5
y todas las variables > 0.
El valor 6ptimo esz . =15 y se alcanzaenx, =0, x,=5,x,= 5, x,=0.

4. Minimizar z=6x, — 10x, + 4x, — 6x,
sujeto a  x, + 3x, <30
x, —4x, +2x,>2 -4
todas las variables no negativas.
En este problema el valor minimo no existe, pues, si se asigna a las
variables de decisién

x,=0,x,=1+36,x,= 10, x,= 0, cualquier > 0,

se comprueba que estas son soluciones factibles (cumplen todas las
restricciones) en las que la funcién objetivo vale

z=2z(f)=-10¢t + 320

y, por lo tanto, adquiere un valor menor que cualquier niimero que
se precise (en notacién de limites: z(¢) tiende a —o0 cuando ¢ tiende
a +00).

5. Minimizar: z=6x, — 10x, + 4x, — 6x,
sujeto a  x, + 3x, <30
x, —4x, +2x, 2 -4
x, 212
x, 20
El problema no tiene soluciones factibles, pues las restricciones son
incompatibles o inconsistentes. En efecto, de las dos tltimas restric-
ciones se obtiene la desigualdad

xl+3x320+3><12 6 x1+3x3236

que contradice a la primera restriccién x, + 3x, <0.
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2.2 SOLUCION GEOMETRICA DE PROBLEMAS CON DOS VARIABLES
DE DECISION

Los problemas de programacién lineal con dos variables de decisién y
un ndmero reducido de restricciones pueden ser resueltos gréficamente
por métodos geométricos sencillos utilizando un plano cartesiano cuyos
ejes de coordenadas son las variables de decision. Alli se trazan la regién
factible y algunas rectas asociadas a la funcién objetivo que permiten
determinar en qué puntos esta obtiene su valor éptimo, cuando existe.

Este método muestra grificamente dos propiedades de los proble-
mas de programacién lineal:

1) el conjunto factible es un poligono, esto es, una regién del plano
limitada por rectas

2) si la funcién objetivo tiene éptimo, entonces este se alcanza en
uno de los vértices del poligono.

y por lo tanto para encontrar una solucién dptima es suficiente calcular
los vértices y evaluar la funcién objetivo en estos.

Ademis, si el poligono es cerrado —sus lados forman una poligonal
cerrada— la funcién objetivo siempre tiene valor 6ptimo.

El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento que se aplica en estos

Casos.

Ejemplo 1

Resuelva geométricamente el problema
Maximizar z = 2x+3y
sujeto a las restricciones

(1)-3x+2y<6
(2)2x+y<10
(3)2x—y<6
4)x=>0
(5)y=0.
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Solucién

Trazamos la regién factible R

Y
A

=18=2z+3z
(0,3) 4

2x—y=6

2:73:3.x+3x D(3’0)

R es el poligono cerrado con vértices los puntos 4, B, C, D y el
origen del sistema. Se hallan los conjuntos R, ..., R, de puntos que
satisfacen las restricciones (1)-(5), respectivamente. Por ejemplo, para
determinar R, que corresponde a (1)—3x + 2y < 6 se traza la recta dada
por la ecuacién —3x + 2y = 6, que resulta de sustituir el signo de des-
igualdad por el de igualdad, y en la figura es la recta que pasa por los
puntos A y B. Esta recta divide al plano en dos semiplanos, determina-
dos por las desigualdades

—3x +2y < 6, semiplano inferior
y —3x+2y > 6, semiplano superior.

Para saber cudl de los semiplanos es R, basta seleccionar arbitra-
riamente un punto fuera de la recta, y comprobar cudl de las dos
desigualdades satisface. Por ejemplo, el punto (0,0) satisface la pri-
mera desigualdad, que es la restriccién tratada, y por lo tanto, R, es
el semiplano que contiene a (0,0), o el semiplano inferior o debajo
de la recta. La regién factible R es la interseccién de los semiplanos
obtenidos.
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A continuacién se analiza cémo varia la funcién objetivo z = 2x +3y
respecto del conjunto factible R. Con este propésito se fija un valor
constante v y se considera la recta z = v = 2x + 3y, que es el conjunto
de puntos (¥, y) en los cuales la funcién z vale v.

Todas las rectas asi obtenidas son paralelas. Para apreciar el com-
portamiento de la funcién objetivo se trazan las rectas (paralelas)
correspondientes a dos valores distintos de v. En la figura, se muestran
lasrectasz=-3=2x+3y y z=18=3x + 3.

Ahora se observa que para que la funcién objetivo tome un valor v se
requiere que la recta asociada interseque la regién poligonal R y ademds
cuando v aumenta, por ejemplo de =3 a 18, la rectaz = v =2x + 3y se
desplaza paralelamente de izquierda a derecha. Asi, por simple inspec-
ci6én se concluye que el valor méximo de z se alcanza en el vértice B(2,6)
y por lo tanto z__ = v =2(2) +3(6) = 20.

A veces es un tanto complicado apreciar directamente cudl es el vér-
tice de valor éptimo y en estos casos simplemente se evalta la funcién
objetivo en los vértices vecinos y se comparan estos valores.

Ejemplo 2

Determine los valores mdximo y minimo de la funcién z=z(x,y) = 10x-3y
sujeta a las restricciones del ejemplo anterior.

Solucién

Puesto que la regién factible es un poligono cerrado es suficiente eva-

luar la funcién en los vértices del poligono:

2(0,0)=0
z(0,3)=-3
z(2,6)=-18
z(42)=34
z(3,0) =30

dedondezmaxz34 enx=4,y=2,yz =—18enx=2,y=06.

min
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2.3 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

Resuelva por métodos geométricos el problema
Maximizar z=4x -2y
sujeto a x+6y<28
3x -4y <7
yz2
5x+2y > 14

Halle todos los vértices del poligono de soluciones factibles.
Respuesta

z =21 en x=7, y=3.5.

m

Los vértices son (1, 4.5), (7, 3.5), (5,2) y (2, 2)

Problema 2

Resuelva graficamente el problema
Minimizar z=x+y
sujeto a 4x+3y>19
3x-2y2-7
x-2y <2

Respuesta
zmin=5 en x=4, y=1.
Problema 3

Resuelva el problema
Minimizar z=x -y
sujeto a las restricciones del problema 3.
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Respuesta

La funcién objetivo no tiene minimo pues las rectas z=v=x-y, paralelas a
la diagonal y = x, intersecan al poligono factible para cualquier valor
negativo de v, que es lo que se observa cuando la diagonal se desplaza
paralelamente de izquierda a derecha.

Problema 4

El siguiente es el modelo de programacién del problema 9, Capitulo

1, 1.6:

Max Gb = 750a + 500f
sujetoa a+f<100

a<80

<80

210a + 360> 30000

a 'y f no negativas.

Por métodos geométricos encuentre cudntas hectdreas del terreno deben
dedicarse a cada cultivo para obtener la mayor ganancia en un buen afio.

Respuesta

f=60, a =40, ganancia mdxima = 60000

Problema 5

Resuelva el problema
Maximizar 6x, + 4x,
sujetoa  -2x, tx, <1

x <2
x, +x,<3
x,x,20.

Respuesta

Miximo = 16 en x =2, x =1.
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Problema 6

Determine el valor minimo de z=10x, +3x,
sujetoa  x,tx, 2 ¢
x, <6
x, 22
x, <12
x,21
en cada caso siguiente:
a) cuando ¢ =10,
b) cuando ¢ =20.

Respuesta

a) ¢=10: minimo = 44 en x =2, x,=8
b) ¢ =20: el problema no tiene soluciones

Problema 7

Halle el valor mdximo de z = -2x, +x,
sujetoa  x, +x, > 10
-10x, +x, < 10
-4x, +x, <20
x1 +4x2 > 20
x1,x22>0.

Respuesta

No existe valor méximo pues la funcién z toma valores arbitrariamente

grandes.

Problema 8

Resuelva el problema Max z=z(x,y) = minimo {2x + y, x + 2y}

sujeto a las condiciones  2x -5y >-10
2x-y <6
x,y20.
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Indicacién

Este problema no tiene la forma de un problema de programacién
lineal pues la funcién objetivo no es lineal. No obstante, de la defini-
cién de la funcién se tiene

z=z(xy)=2x+y si 2x+y <x+2y,0x-y <0
y z=z(xy)=x 12y si 2x+y<x+2y,0x-y20

y por lo tanto agregando sucesivamente las restricciones x — y < 0,
x —» 20 el problema se descompone en los subproblemas lineales:

(P1) Maxz=2x+y
sujetoa  2x -5y >-10
2x -y <6
x,y20
x-y<0

(P2) Max z,=x+2y
sujetoa  2x -5y >-10
2x -y <6
x,y20
xy20

El valor maximo del problema inicial es el mdximo de los valores
6ptimos de estos subproblemas.

Geométricamente, mediante la recta y=x, se ha dividido el poli-
gono factible en dos subpoligonos sobre los cuales la funcién objetivo

adquiere una expresion lineal.
Respuesta

(P1) tiene mdximo 10 en x=10/3, y=10/3
(P2) tiene mdximo 13 en x=5,y=4

El valor méximo del problema es el de (P2), esto es, 13 en x =5,
y=4.

40



CariTuLO 2. INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LINEAL

Problema 9

Resuelva el problema Max z = z(x,y) = maximo {2x +y, x + 2y}
sujeto a las restricciones del problema 8.

Respuesta

El valor éptimo es 14 enx =5,y =4.

2.4 FORMA ESTANDAR DEL PROBLEMA DE PROGRAMACION LINEAL

Se dice que un problema de programacién lineal tiene la forma estdn-
dar si

(1) todas las variables de decisién son no negativas,
y (2)las (restantes) restricciones son de igualdad con constantes no

negativas en el lado derecho.

De manera explicita, el problema dado en forma estdndar es
Maximizar (o Minimizar) z= ¢, x, + ¢,x, ... + ¢ x,
sujeto a @, X, + a,X, +...+a, x, =b,

Ay Xy +apX, +...+a,, X, =b,

X, +...+a,x, =b

n

am1x2 + amZ

X5 X,, ..., X SON NO nNegativas
y las constantes b, b,, ..., b, son no negativas.

2.4.1 Ejemplos

Tienen la forma estdndar los siguientes problemas:
1) Maximizar z=3x+5y -z
sujetoa  -x +2y+62=20
4y-z=0
x,1,z20.
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2) Minimizar z=x, +x, - 3x, + 2x,
sujeto a xl+x2+x3+x4=25

X, +3x,-2x,+7x,=6
x, +4x, —4x,=16

y todas las variables son no negativas.

2.4.2 Importancia de la forma estindar

Cualquier problema de programacion lineal expresado en forma estdn-
dar puede ser resuelto por el método del simplex debido a George
Dantzig.

Como se verd a continuacién, si un problema de programacién
lineal no es dado en la forma estdndar, este puede transformarse en
uno que tiene esta forma y el mismo valor éptimo y, ademds, cuyas
soluciones ptimas dan lugar a soluciones ptimas del problema inicial.

Asi, para resolver un problema de programacién lineal

(1)si es necesario, se transforma en uno equivalente que tiene la
forma estdndar

y (2) se resuelve en la forma estdndar y se obtienen las soluciones del
problema dado.

PPL GENERAL — PPL ESTANDAR — SIMPLEX — SOLUCION

2.4.3 Conversion a la forma estandar

Las operaciones para llevar un problema de programacién lineal a la

forma estdndar son las siguientes:

1) Si es negativo el término constante del lado derecho de una
restriccion, se intercambian los dos miembros; esto equivale
a cambiar de signo a todos los términos en ambos lados de la
restriccién y, adicionalmente, cuando la restriccién es de des-
igualdad, a invertir el sentido de la desigualdad.
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Es decir, si la restriccién es
sia, x, +..+a,x  {<,=02}
en donde b, es negativo
entonces
—(a,x +..+a,x) {<,=02}-b,
con -b_ positivo y, cuando se aplique, con el signo de desigualdad
invertido.

Se indican algunos ejemplos:

restriccion transformada con

restriceion término constante no negativo
3x—y+2z<-5 —3x+y-22<5
3x—y+2x<-5 —3x+y—-2x<5
3x—y+2z<-5 “3x+y-2z<5

Una restriccién, de desigualdad con signo <, puede ser reempla-
zada por una de igualdad si se suma una variable no negativa al
lado izquierdo para convertirla en una de igualdad:
sia, x +..+a x <b
1771 in""n i
entonces
a.x +..+a x +h=>b,
1771 in""n i i
con &, no negativa
Esta variable se llama variable de holgura (por defecto).
Por ejemplo, la restriccién —3x +y —2z<5
se reemplaza por
-3x+y—2z+h =5
h =0

Una restriccién de desigualdad con signo > puede ser reempla-
zada por una de igualdad si se resta una variable no negativa al
lado izquierdo para convertirla en una de igualdad:
sia, x, +..+a x <b
1771 in"'n i
entonces
a,x +..+a x —h=>b
i1 in""n i i
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con h, no negativa.
Esta variable se llama variable de holgura (por exceso o superavit)
Por ejemplo, la restriccién —3x +y —2z>5
se reemplaza por
3x+y-2z+h,=5
h,20

Las operaciones (1), (2) y (3) no modifican la funcién objetivo.

4) Una variable irrestricta, lo cual significa que puede tomar valores
negativos y positivos, puede ser reemplazada por la diferencia de
dos variables no negativas.

Si X, es irrestricta, entonces se escribe X,= u-v con dos nuevas
variables # y v no negativas.

5) Una variable x no positiva, esto es, menor que o igual a cero,
puede ser reemplazada por una variable no negativa precedida
del signo menos, es decir, se efectia el cambio de variable

X = -u, en donde u es no negativa.

La sustitucién de una variable irrestricta o una no positiva se realiza
tanto en las restricciones como en la funcién objetivo.

Ejemplo 1

Exprese en forma estdndar el problema
Minimizar x + 2y -z + 4w
sujetoa x +y <10

2x +y +3z<18
z+w>14

X, ¥, Z no negativas
W irrestricta.
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Solucién

No es necesario cambiar de signo a ninguna restriccién pues todas ya
tienen términos constantes no negativos.

Sumando las variables de holguras 4, &, a las dos primeras restric-
ciones y restando la variable de holgura £, a la tercera restriccién

x+y+h=10
2x+y+3z+h,=18
z+tw-h,=14

Luego, reemplazando la variable irrestricta w por w =w, - w, en la
funcién objetivo y en las restricciones, se obtiene la forma estindar
Minimizar x +2y -z + 4w - 4w,
sujetoa x +y +h =10
2x+y+3z+h=18
z+w-w,-h =14
con todas las variables no negativas.

Ejemplo 2
Escriba en forma estdndar el problema
Maximizar z = 2x, - 4x, + 5x, - 3x,
sujeto a las restricciones
X -X,+5x,2-12
-3x, +4x, +2x, = -8
- -Sx. >
x,+x,-2x,+x, -5x, > 4
x, es no positiva y las demds variables no negativas.
Solucién
La primera restriccién se convierte en

-x, *x, -5x, + h1 =12

después de cambiar los signos de los términos y el signo de la desigual-
dad y de sumar la variable de holgura #,.
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A la segunda restriccién se le cambian los signos de los términos y a
la tercera restriccién se le resta la variable de holgura 4.
Puesto que x, es no positiva, se reemplaza X=-u,en donde u es una
variable no negativa. Asi, la forma estdndar es
Maximizar z = -2u - 4x, + 5x, - 3x,
sujeto a las restricciones
-u+x,-5x,+h =12
3u-4x,-2x,=8
-u+x,-2x,+x,-5x,-h,=4
con todas las variables no negativas.

2.5 RESTRICCIONES EQUIVALENTES DE LA FORMA ESTANDAR

El conjunto de restricciones de igualdades de la forma esténdar

ax tax, +..+ta x = bl

a,x,ta,x, *..+ta, x,= bz

a x+tamx,+..+ta x =b
ml™"2 2772 mn~"m

m
es un sistema de ecuaciones lineales con m ecuaciones y n incégnitas
X,, X,, ..., X , ¥ una solucién factible es, en particular, una solucién de

este sistema.

Una ventaja de esta representacién se refiere a la posibilidad de
modificar o reemplazar estas ecuaciones por otras de manera que las
soluciones son las mismas y las nuevas restricciones son mds adecuadas
para resolver el problema.

Las soluciones del sistema se preservan cuando

(1) una ecuacién se multiplica por una constante k distinta de cero;
en efecto, son equivalentes las ecuaciones
a x +..+ta x =b
il 7’1 in""n i
y
ka, x1+ .. +tka x =kb
il in""n i
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0 (2)se suma, o resta, d veces una ecuacion a otra, ya que, cuando i, j
son distintos, las dos ecuaciones
a, x, +..ta x =b.
i1 771 in"’n i
a.x, +..ta x =b.
J1 771 jn"n J

son equivalentes a las ecuaciones
a,x, +...+ta x =b.
i1 771 in""'n i
(a,+da)x +..+(a +da)x =b +db
Jj1 il 1 jn in’""n J i

Estas operaciones son las que se aplican para resolver sistemas de
ecuaciones lineales por el método de eliminacién de Gauss.

Ejemplo

Sea el problema
Maximizar z = 3x + 4y
sujeto a las restricciones
Xx+2y+u=6
2x+y+v=_8
X, y, U, V no negativas.

(1) Mediante las operaciones indicadas obtenga restricciones equivalen-
tes de manera que cada una contenga solo una de las variables x, y.

(2) Determine la expresién de la funcién objetivo que resulta de
reemplazar las variables x, y despejadas de las ecuaciones.

(3) Encuentre el valor mdximo de z.

Solucién

(1) Se elimina la variable y de la primera ecuacién restindole 2 veces
la segunda ecuacién:

Sxtu-2v=-10 o x-02u+04v=2

Similarmente, se elimina x de la segunda ecuacién sumdndole 2
veces la primera ecuacién:

Sy+t2u+v=200 y+04u+02v=4
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Luego, las nuevas ecuaciones o restricciones son
x-02u+04v=2
y+04u+02v=4

y todas las variables no negativas.

(2) Despejando las variables de las ecuaciones obtenidas y reempla-
zando en la funcién objetivo z = 3x +4y
se tiene z=3(2+0.2u-0.4v)+4(4 -0.4u -0.2v)
z=22-u-04v

(3) De z=z(x,y,u,v)=22-u-04v
se tiene z <22 pues u y v son no negativas.
Luego, haciendo u=v=0 en las ecuaciones de la parte (1) se
obtiene x=2, y=4, y por lo tanto se encuentra la solucién factible
x=2, y=4, u=0, v=0, en la que la funcién objetivo vale 22. Asi, se
cumple z(x, y, u, v) < 22 = 2(2,4,0,0)

y esto demuestra analiticamente que 22 es el valor maximo.

2.6 VARIABLES BASICAS Y SOLUCIONES BASICAS FACTIBLES

Sea el sistema de ecuaciones lineales

a,x +t..ta x =b
n"'n 1

a2l xl Tt a2n xn = b2

a x,t+..ta x=»>b
ml 71 mn " n

m

dadas por las restricciones de igualdad de la forma esténdar.

Si el sistema es compatible, esto es, tiene soluciones, se puede asu-
mir que el nimero m de ecuaciones es menor que o igual al nimero n
de variables, ya que si m>n aplicando las operaciones con las ecuacio-
nes, descritas en la seccién anterior, se encuentra que hay al menos m-n
ecuaciones redundantes y por lo tanto pueden eliminarse del sistema.

Asi, en lo que sigue asumiremos m < 71.
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Se dice que m variables son bdsicas si el sistema puede ser escrito de
manera que cada ecuacién contiene solamente una de ellas. Las #-m varia-
bles restantes se denominan no bdsicas, para distinguirlas de las anteriores.

De modo explicito, renombrando las variables y reordenando las
ecuaciones si es necesario, las variables X5 .es X, SON basicas si el sistema
de ecuaciones puede ser escrito, o convertido, en uno de la forma

x, ta X +...+a]7nxn=b

1, m+1 ""m+1 1

X +a X +..+a x=>b
m 1,n""n m

mym+1 " " m+l
de modo que tales variables aparecen (con coeficientes 1) exactamente
una vez en las distintas m ecuaciones y dependen de las variables no

b4sicas x L X

m+12 °° n

Haciendo cero cada variable no bdsica en el sistema se obtiene la
solucidn factible

x=b,..x=b,x

: 0=0,.,x =0

que se denomina solucién bdsica factible correspondiente a las variables
bésicas.

2.6.1 Célculo de soluciones bdsicas factibles

Una manera directa de determinar soluciones bdsicas factibles es hacer
n-m variables iguales a cero y resolver el sistema resultante. Si este tiene

una unica solucién con valores no negativos, entonces

(1) estos valores juntos con los ceros de las variables anuladas for-
man una solucién bdsica factible

y (2) son bdsicas las variables del sistema resuelto.

Ejemplo 1
Halle las soluciones bdsicas factibles del conjunto de restricciones
x+2y-3z=10
2x + 5y -6z =23.
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Solucién
En este caso m=2, n=3, de manera que hay que anular n-m =1 variable.

(1) Si x=0 y se resuelve el sistema
2y 3z=10
5y-6z=23
se encuentra la solucién tnicay = 3, z = -4/3
y por lo tanto x=0, y=3, z=-4/3 es una solucién bésica.

Sin embargo, no es factible pues la variable z tiene un valor negativo.

(2) Haciendo y = 0, el sistema resultante es
x-3z=10
2x - 6z=23
que no tiene solucién pues restando 2 veces la primera ecuacién
de la segunda se obtiene la contradiccién 0 = 3.

(3) Haciendo z = 0, se resuelve el sistema
x+2y=10
2x +5y=23
que tiene Unica solucién x =4, y = 3.
Luego, x=4, y=3, z=0 es una solucién bdsica factible con varia-
bles bdsicas x, y.

En resumen, para las restricciones dadas solamente hay una solu-
cién bisica factible: x=4, y=3, z=0 con variables bdsicas x, y.

Ejemplo 2

Encuentre las soluciones basicas factibles de las restricciones
2, +x,-x,tx,=2
dx +2x,-2x,+x,=4

Solucién

En este caso se deben anular 4-2 = 2 variables y resolver las ecuaciones
para las variables restantes.
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Se analizan los casos posibles

(1)x1=0,x2=0,
el sistemaes -x,+x,=2
2x,+x,=4
dedonde x,=-2,x,=0

y la solucién es bdsica pero no es factible.

2)x,=0,x,=0
para el sistema  x,+x,=2
2x,+x,=4
sehalla x,=2,x,=0
y» por lo tanto, la solucién x,=0, x ,=2, x =0, x ;=0 es bdsica fac-

tible.
(3)x,=0,x,=0
resolviendo el sistema  x, - x, =2

2x,-2x,=4
se observa que tiene infinitas soluciones (la segunda ecuacion se
obtiene de la primera).
Asi, no se obtiene una solucién bdsica.

Los restantes casos
(4)x,=0,x,=0
(5)x,=0,x,=0
6)x,=0,x,=0

se tratan de modo similar; en (4) y (5) se hallan soluciones bdsicas fac-
tibles y en (6) no, pues tiene infinitas soluciones.
La siguiente tabla muestra los resultados de los calculos.

CASOS VAR. BASICAS SOLUCION BASICA FACTIBLE

x=0, x,=0 X, X, x=0, x,=2, x,=0, x,=0
x,=0, x,=0 X, X, x=1, x,=0, x,=0, x,=0
x,=0, x,=0 X, X, x =1, x,=0, x,=0, x,=0
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Asi, este conjunto de restricciones tiene dos soluciones bdsicas fac-
tibles.

Ejemplo 3

Dado el conjunto de restricciones
x+2y<6
2x+y <8
X,y no negativas

(a) calcule los vértices del poligono que representa la regién factible

en el plano X7,

(b) obtenga la forma estdndar del conjunto de restricciones y deter-
mine las soluciones bdsicas factibles,

(c) muestre que a cada vértice del poligono le corresponde una solu-
cién biésica factible de la forma estindar.

Solucién

(a) El poligono en cuestion es el cuadrildtero limitado por las rectas
-x+2y =6, 2x+y =8, x = 0 y = 0. Los vértices son los puntos
(0,0), (0,3), 2,4) y (4,0).

(b) La forma estdndar de las restricciones se obtiene sumando una
variable de holgura a cada restriccién de igualdad

x+2y+h =6

2x+y+h,=8
y las soluciones bésicas son

VARIABLES BASICAS SOLUCION
(1) X,y x=2,y=4,h=0,n=0

(2) x, h, x=4,y=0,h=10, =0
(3) v, h, x=0,y=3,h=0,h=5
(4) h, h, x=0,y=0,h=6,h=8
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(c) Segtin (a) los vértices del poligono factible son

x=0,y=0
x=0,y=3
x=2,y=4
x=4,y=0

y estos estdn en correspondencia con las soluciones bdsicas facti-
es indicadas por (4),(3), , respectivamente.
bles indicadas por (4),(3),(1) y (2), respect t

2.6.2 Importancia de las soluciones bdsicas factibles

Se demuestra que el valor 6ptimo del problema lineal estdndar se
obtiene necesariamente en una solucién bdsica factible.

Por esta razén, la bsqueda del valor éptimo sobre la regién facti-
ble se restringe al conjunto de las soluciones bésicas factibles, que es
finito.

Esta propiedad puede comprobarse cuando se resuelven gréfi-
camente los problemas de programacién lineal con dos variables de
decisidén, para los cuales, como se ha visto, las soluciones éptimas se
ubican en algunos de los vértices del poligono factible. El ejemplo ante-
rior muestra que los vértices son precisamente las soluciones basicas de
la forma estdndar del problema. Asi, geométricamente, las soluciones
bésicas factibles son los vértices de la region factible, en el caso de dos

variables.

2.7 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

Exprese en forma estdndar el problema
Maximizar z=2x, + 8 x,
sujetoa  x,- 10x, > 8
9x, + 15 x,< 80
y Xx,x,20.
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Solucién

Las restricciones son
x -10x,-h =8
9x, +15x, + h,= 80

con todas las variables no negativas.

Problema 2

Halle la forma estdndar de
Minimizar z=2x+y-u+4v
sujeto  a-x +y>-6

y-uz4
x+y +v=10
x,u,u>0

y lavariable y irrestricta.
Solucién

Maximizar z=2x+y -y, -u+4v
sujetoa x-y+h =6
y-u-h,=6
x+y -y, tv=10
y todas las variables no negativas en donde se ha reem-
plazado

Yy =Y,- ¥, diferencia de variables no negativas.

Problema 3

Considere el problema
Maximizar z=2x, +4x, + 6x, - 2x,
sujetoa x, +x,<4
x, 2-3
x <0
x,20

Exprese el problema en la forma estdndar.
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Respuesta

Maximizar z = -2u + 2x, +6x, -2x,
sujetoa -u +x, +h =4
u-h,=3
todas las variables no negativas.
Puesto que x, es no positiva se ha hecho el cambio de variable x =-u,

de modo que u es una variable no negativa.

Problema 4
Sea el conjunto de restricciones

x1+5x2+4x3+8x4—x5=8
x1+6x2+2x3+4x4—x5=4

halle todas las soluciones bdsicas factibles y las variables bésicas corres-

pondientes.
Respuesta
Soluciones basicas factibles variables bésicas
x, X, x, X, X, asociadas
0 0 2 0 0 X X,
0 0 0 1 0 X X,
0 0 2 0 0 Xy, X,
0 0 0 1 0 Xy X,
0 0 2 0 0 X5 X
0 0 0 1 0 X, Xg

Hay dos soluciones bdsicas factibles y seis pares de variables bdsicas.

Problema 5
Sea el conjunto de restricciones

X—y+2z—u=5
2x+y—z—-2u=1
4x +3y+z-3u=13.
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Determine si las siguientes variables son bsicas y halle la solucién
bésica factible correspondiente en cada uno de los casos

Mx, yz
2y zu

Respuesta

(1) Haciendo u = 0 y resolviendo las ecuaciones se encuentrax = 1,
y=2,z=3,u=0, que es una solucién bdsica factible, y las
variables x, , z son bdsicas.

(2) Haciendo x = 0, el sistema tiene solucién pero la variable # toma
un valor negativo. Las variables no son bdsicas.

Problema 6

Sea el problema
Maximizar z = 3x, +2x,
sujetoa 2x +x, +x, =45
x, +8x,+x,=150

y todas las variables no negativas.

(1) Pruebe que las variables x , x, son bdsicas hallando la solucién
basica respectiva.

(2) Exprese la funcién objetivo en términos de las variables no bdsi-
cas X, X,, y pruebe que la solucién bésica hallada es éptima.

Respuesta

(1) La solucién bésica es x, =14, x,=17, x,= 0, x,= 0;
X, +22x,

2)z=76-
@)z T
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CaritULO 3
EL METODO DEL SIMPLEX

3.1 CONCEPTOS BASICOS DEL METODO DEL SIMPLEX

El método del simplex es un procedimiento para hallar una solucién
6ptima de una programacién lineal estdndar en el conjunto de solucio-
nes bdsicas factibles.

El método se aplica a un problema estdndar para el que ya se dis-
pone de una solucién bésica factible y su correspondiente conjunto de
variables bésicas.

A continuacion se introducen los conceptos bésicos del método del
simplex por medio de ejemplos sencillos.

Ejemplo 1. Criterio de médximo

Sea el problema
Maximizar z=x, — 9x, —x, + 5x,
sujetoa 3x, — 3x, +x, =15
x, —2x,+x,=20
y todas las variables no negativas.
El primer paso es determinar un conjunto de variables bésicas del

sistema de restricciones. En este problema, por simple inspeccién se
observa que x; y x, son variables bdsicas, pues cada una estd en una
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ecuacién distinta y con coeficiente 1, y la solucidn bdsica factible es
x,=0,x,=0,x, =15, x, =20 en la cual la funcién objetivo tiene el
valor z, = 85.

El segundo paso es expresar el problema mediante una tabla para
facilitar las operaciones con las ecuaciones.

=b
var. bas. | x| X, X, 4
X, 3 -3 1 0 15 |fila 1 = ecuacién 1
X, 1 -2 0 1 20 |fila 2 = ecuacién 2
1 -9 -1 5 0 [fila c ecuacion de z

Las dos primeras filas representan las ecuaciones de restricciones, y
la dltima fila representa la funcién z escrita mediante la ecuacion

xl—9x2—x3—5x4=2

La columna de la izquierda indica las variables bdsicas seleccionadas.

El propésito de disponer los datos de esta manera es expresar la
funcién z de manera que no aparezcan las variables bésicas, esto es, que
estas tengan coeficientes nulos. Esto equivale a hacer cero los costos -1
y 5 de la fila ¢, para lo cual a la fila c: se suma la fila 1 y luego se resta 5

veces la fila 2, obteniéndose

c' | -1 -2 0 0 |-85 |ﬁ1acecuaciéndez-85

Los coeficientes de la filac”: ¢/= -1, ¢;= -2, ¢;= 0 y ¢;= 0 se denomi-
nan costos reducidos, relativos a las variables bdsicas Xy X,
Asi, la tabla, incluyendo los costos reducidos, es

var. bas x, x, X, X, b
x, 3 -3 0 15
x, 1 2 0 1 20
c 1 -9 -1 5 0
c' -1 -2 0 0 -85

en donde la dltima fila da la expresién de la funcién objetivo z mediante
la ecuacién —x, —2x, + Ox, + Ox, =z — 85
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de donde
z=85—x, —2x2+0x3+0x4
=85 -X, - 2x2

El criterio de méximo indica que si todos los costos reducidos son
< (> entonces la tabla actual proporciona el valor méximo y se alcanza
en la solucién bésica de la misma.

Esto puede demostrarse en este caso, ya que la representacién de la
funcién objetivo con los costos reducidos puede escribirse asi

z—85=—x1—2x2S0

en donde la desigualdad < 0 se cumple porque los costos reducidos son
< 0y las variables son > 0.

Luego z < 85 = valor en la solucién bésica factible y por lo tanto
Z,,,=85enx =0,x,=0,x,=15,x, =20.

Ma
Segtin lo desarrollado se puede adelantar el criterio de méximo:

Si todos los costos reducidos son <=0, entonces la funcién
objetivo tiene valor méximo en la solucién bdsica factible.

Ejemplo 2. Criterio de divergencia

Sea el problema
Maximizar z=x —3x, —x, + 5x,
sujetoa 3x, — 3x, +x, =15
x, —2x,+x,=20
y todas las variables no negativas.

Como puede apreciarse, este problema tiene el mismo conjunto de
restricciones del ejemplo anterior y la funcién objetivo se diferencia de
la anterior solo en el término de la variable X,, que ahora tiene coefi-
ciente -3.

Escribiendo la tabla correspondiente con los costos de esta funcion
objetivo y calculando los costos reducidos relativos a las variables basi-
cas X, y X,
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var. bas X, X, X, X, b
x, 3 -3 1 0 15
X, 1 -2 0 1 20
c 1 -3 -1 5 0
c' -1 1 0 0 -85

Igual que antes para anular los costos -1 y 5 de las variables bésicas,
alafila ¢ se le sumala fila 1 y se le resta 5 veces la fila 2.

La fila ¢' da la siguiente expresién de la funcién objetivo z:
z =285 —x, +x, en términos de costos reducidos.

No se puede aplicar el criterio de méximo pues hay un costo redu-
cido positivo, que es el coeficiente 1 de la variable x,.

El siguiente criterio es el de divergencia, segtin el cual si existe un
costo reducido > 0 y la variable asociada tiene coeficientes < en todas las
restricciones, entonces el problema no tiene valor maximo, porque se
puede hallar soluciones factibles en las cuales la funcién objetivo toma
valores arbitrariamente grandes.

En este problema, el costo reducido positivo es el de la variable x, y
sus coeficientes en las restricciones son -2 y -3, que son < 0.

Para comprobar que la funcién objetivo toma valores muy grandes
se generan las siguientes soluciones factibles:

se hace x, = ¢, donde el pardmetro ¢ es > 0,
se hace igual a cero la otra variable no bdsica x, = 0

y se hallan los valores de las variables bdsicas resolviendo las ecuaciones
(dadas por las filas), asf finalmente se obtiene

x, =0
x,=t
x,=15+3¢
x,=20+2¢

para cualquier £ > 0.
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Puede comprobarse que estos valores dan soluciones factibles, esto
es satisfacen las restricciones y son > 0, en las que la funcién objetivo
z vale

z=85-0+2r=85+2¢t

Puesto que ¢ puede ser cualquier valor positivo, es claro que z no
puede tomar un valor maximo.
Se anota el criterio de divergencia

Si algtin costo reducido es > 0 y la variable asociada tiene
coeficientes < 0 en todas las restricciones, entonces la fun-
cién objetivo no tiene valor maximo.

Ejemplo 3. Cambio de base. Criterio de la razén minima

Sea el problema
Maximizar z=x+ 30y —u + 5v
con restricciones z=x+3y+u=15
x+5y+v=20

En este ejemplo se verd que no se cumple ninguno de los criterios
de mdximo ni de divergencia. Entonces se elegird una variable no bésica
para que reemplace a una variable bdsica, de modo que la funcién obje-
tivo en la nueva solucién bdsica factible tenga un valor mayor o igual
que en la solucién bésica actual.

Solucién

Usando las variables bdsicas u, v, la tabla del problema es

var. bas X y u v b
u 3 3 1 0 15
v 1 5 0 1 20
c 1 30 -1 5 0
c' -1 8 0 0 -115

No se cumple la condicién de mdximo porque hay un costo posi-
tivo, el coeficiente 8 de la variable y; tampoco se cumple el criterio de
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divergencia pues no son < 0 los elementos de la columna de la variable
¥, que es la tnica con costo reducido >0.

El procedimiento para cambiar una variable no bdsica por una
bésica es el siguiente. Puede ingresar al conjunto de variables bésicas
cualquier variable (no bésica) cuyo costo reducido es positivo; en este
caso, la variable y. Y debe salir una de las variables bdsicas u o v.

Si y se vuelve una variable bdsica la columna de sus coeficientes,
debe ser una columna unitaria, con un elemento 1 y los otros iguales a
cero. A fin de determinar cudl de las variables # o v es la adecuada para
que salga del conjunto de variables bésicas, se divide cada fila entre el

respectivo coeficiente de y, para tener coeficientes iguales a 1:

X y u v b
u 1 1 13 0 153-5 « dividiendo entre 3

v l/5 1 0 lys 20/5-4 <« dividiendo entre 5

y luego hay que restar una fila de la otra, para anular el otro elemento
de la columna de y. No obstante, se ve inmediatamente que no se debe
restar la fila 1 a la fila 2, pues de lo contrario resultarfa el término
constante 4-5 = -1, que seria el valor de una variable no negativa. Asi,
se debe seleccionar la fila 2 pues tiene el menor valor 4, o minimo
cociente, de manera que al restarla a la fila 1, todos los términos cons-
tantes sigan siendo no negativos.

La seleccién de la fila 2 indica que sale la variable basica actual v, y
que en su lugar entra la variable y.

Los cdlculos son:

var. bas | x y u v b razon
u 3 3 1 0 15 | 153=5
v 1 5 0 1 | 20 | 20/5=4 «— min, salev
¢’ -1 8 0 0 |-115
T

entra variable y

y expresando la tabla respecto de las variables bésicas u, y
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var. bas X y u 1% b
u 125 9 1 35 3
1/ 1 0 15 4

¢’ 1755 0 o -85 -115 -8(4) = -157

dividiendo entre 5 la fila 2, y anulando los otros elementos de la columna
de y, se obtienen los nuevos costos reducidos, relativos al nuevo con-
junto de variables, y el valor constante -157.

La nueva tabla muestra todos los costos reducidos < 0, y por lo
tanto se cumple el criterio de mdximo.

Luego, el mdximo de z es 157 y se obtiene en u =3, y =4, y las otras
variables con valor cero.

Ahora establecemos el

Cambio de base y criterio de la razé6n minima. Caso méximo

Se aplica cuando todos los costos reducidos positivos tienen al menos
un elemento positivo en la columna de estos.

Sea ¢> 0 un costo reducido positivo y

Criterio de la razén minima

. b.
R = minimo de los valores ——, con g, ;>0

al.j

que se obtienen dividiendo cada término constante b, entre el elemento
a,;> 0 dela columna dex en la fila i (se omiten los cocientes que corres-
ponden a valores negativos o nulos de los a, ).

Cambio de variable basica

Si i’ es la fila donde se obtienen la razén minima
R, entonces entra la variable x, al conjunto de
variables bdsicas y sale la variable bdsica x ..

Ademis, el valor de z en la nueva solucién bésica factible es z, + cj'.R,
esto tiene el incremento C;R.
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3.2 FORMA TABULAR DEL PROBLEMA ESTANDAR

El método del simplex opera directamente con la tabla formada por los
coeficientes y datos constantes del problema.
Sea
Z=CX F o OXF Lt X,

sujeto a las restricciones

ax +..t+a;+..+ax = b1

in"x 1

ax +..+a.x+..+a,x = b ecuacién i

a x +..+a x.+..+a x =b
ml™1 mj~j

mn x m

y todas las variables no negativas

y variables bdsicas x/, ..., x’ que dan una solucién factible.
Este problema se representa mediante la tabla:

J’columna de variable X,

var.bas| x, .. x .. X b
J n
;
x| a, .. a, .. a, b,
x', a, .. a, .. a b, filai (ecuacion i)
i il if in i
x' a . a. .. a b
m ml mj m,n m
<« fila de costos
c ¢ . . C 0 -y
J n ecuacion de z-0
, , , , <« fila de costos reducidos
c c .. ¢ .. c -z .
! i n 0 ecuacion de z-z,
en donde

* la fila 7 se forma con los coeficientes y término constante de la

ecuacion i,
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la fila de costos corresponde a los coeficientes de la funcién z,

la columna de datos que corresponde a la variable bdsica x’, es
unitaria, es decir, todos los valores son ceros excepto 1 en esa fila,
¢ Jos costos reducidos, relativos a las variables bdsicas, se obtienen
anulando los costos correspondientes a las columnas de cada
variable bésica: se suma -(costo de x') por la fila i a la fila de
costos, i=1, ..., m,

la solucién bésica factible es x=b, parai=1, .., myx, =0, en
las otras variables,

z,es el valor de la funcién objetivo en la solucién bdsica.
La fila de costos reducidos representa la ecuacién

' ’ Iy — >
clxl +sz2+...+Cnxn—Z ZO

Expresién de la funcién objetivo mediante costos reducidos

La funcién objetivo z es igual a la suma de los productos de los costos
reducidos por las variables no bédsicas mds el valor de la funcién en la
solucién bésica factible:

— ! ! r__
z= clxl + szz + ...+ C”xn _ZO

en donde ¢'son los costos reducidos y z es el valor en la solucién bésica

factible.

Nota

1. Debe tenerse presente que la representacién dada depende del
conjunto de variables bdsicas seleccionado, y por lo tanto, en
general ha de ser distinta para otro conjunto de variables bésicas.

2. Los costos reducidos asociados a las variables basicas tienen valor
cero, por lo que la suma contiene solo los términos de las varia-
bles no bdsicas.

65



Mavnarp KonG

3.3 CRITERIOS DEL SIMPLEX. CASO MAXIMO

Criterio de miximo

Si todos los costos reducidos, relativos a un conjunto de variables basi-
cas, son no negativos:

c'<0,para j=1,2,..,n,

entonces el valor mdximo de la funcién objetivo es z, y una solucién
6ptima es la solucién bésica factible de las variables bdsicas.

Prueba

Setienez=cx, +cx,+..+cx =z,
nn 0
De las condiciones ¢] <0, ..., ¢/ <0, y todas las variables x, > 0, ...,
x>0 se concluye que la suma s =cx + ...+ ¢’x es menor que o igual
n 11 non
a cero y por lo tanto z = s + z, <z = valor de z en la solucién bdsica.
Esto demuestra que z,, =z,.

Criterio de divergencia

Si algtin costo reducido es positivo y son no negativos todos los coefi-
cientes de la columna de ese costo, entonces el problema no tiene valor
mdximo.
De un modo mds preciso, si existe
c'> 0, coeficiente reducido de la variable x,
y a,<0, para todos los coeficientes de la variable x,

entonces la funcién objetivo crece indefinidamente sobre la regién fac-
tible y por lo tanto no tiene méximo.

Cambio de base y criterio de la razén minima

Se aplica cuando todos los costos reducidos positivos tienen al menos
un elemento positivo en la columna de estos.
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Sea ¢ > 0 un costo reducido positivo. Entonces entra la variable x,

al conjunto de variables bdsicas y sale la variable bésica x, cuya razén

i es minima.

rR=L

(li].

Ademas, el valor de z en la nueva solucién bdsica es Zp=2,+ C/'.R,

esto es, tiene el incremento cj’.R =0).

3.4 PROBLEMA DE MINIMIZACION

El método del simplex se aplica de igual modo a problemas de mini-

mizacidn.

Esto puede hacerse de dos maneras:

1)

2)

Convirtiendo el problema de minimizacién en uno de maximi-

zacion:
Min z =— Max(-z)

de modo que se resuelve el problema Maximizar (-z) con las res-
tricciones dadas, y una vez que se obtiene el valor méximo, hay
que cambiarle de signo para obtener el valor minimo de z.

En este caso, el minimo es precisamente el valor de la esquina
inferior izquierda de la tabla final.

Directamente con la funcién objetivo z, en cuyo caso se utilizan
los criterios del simplex para problemas de minimizacién:

Criterio de minimo
Si todos los costos reducidos son c; > 0, entonces se obtiene el

valor minimo de z .

Criterio de divergencia (caso minimo)

Si existe un costo reducido negativo c; <0, y la columna de la
variable X, tiene todos los elementos < 0, entonces no existe valor
minimo, en efecto, en este caso la funcién z toma valores nega-
tivos arbitrarios.
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Cambio de base

Se aplica cuando todos los costos reducidos < 0 tienen al menos
un elemento > 0 en su respectiva columna.

Sea ¢} < 0. Entonces entra la variable x, y sale una variable x, cuya
raz6én sea minima como en el problema de maximizacién.

Los siguientes ejemplos ilustran los dos métodos para resolver pro-
blemas de minimizacién.

Ejemplo 1

Minimizar z=-4x + 2y
sujetoa  -x +3y <14
4x-y <10
X,y no negativas
transformando el problema en uno de maximizacién.

Solucién

Agregando variables de holgura u, v a las restricciones para expresar el
problema en forma estindar, las restricciones son:

x+3y+tu=14
4x-y+v=10

todas las variables no negativas.

Usando Min z = -4x +2y = - Max z' = 4x - 2y se resuelve el pro-
blema de maximizar la funcién objetivo z'y en donde u, v son variables
bésicas.

La tabla inicial

vb | x y u v b
u -1 3 1 0 14
v 4 -1 0 1 10 razon = 10/4=2.5<—salev
c' 4 -2 0 0 0 <« costosdez’
7T entra x
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Puesto que el costo reducido de x es 4 > 0, entra la variable x al con-
junto de variables bdsicas, y por el criterio de la razé6n minima sale v.

Asi, la fila pivote es la segunda fila y el elemento 4 es el pivote para
actualizar la tabla. Dividiendo la fila 2 entre 4, sumando la fila 2 a la fila
1 y restando 4 veces la fila 2 a la fila de ¢, resulta

v.b X y u 1% b

u 0 325 1 025] 125
1 -025 0 025] 25

c' 0 -1 0 -1 -10

Puesto que todos los costos reducidos son < 0, tiene valor méximo
10 y se obtiene en x = 2.50, y = 0. Por lo tanto, el valor minimo de z es
-10,enx=2.5,y=0.

Ejemplo 2
Minimizar z =-4x + 2y
sujeto a x+3y<14
4x-y <10

X, y no negativas
usando los criterios del simplex para minimizacién.

Solucién

La tabla inicial es

v.b X y u v b
-1 3 1 0 14
4 1 0 1| 10 razon=10/, =25« salev
c -4 2 0 0 0 <« costos dez
T entra x

No se cumple el criterio de minimo: todos los costos reducidos son
> 05 ni el criterio de divergencia para el caso minimo: hay un costo
reducido negativo con los elementos de su columna < 0. Entonces se
procede al cambio de variable bdsica.
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Puesto que el costo reducido de x es -4< 0, entra la variable x al
conjunto de variables bsicas, y por el criterio de la razén minima sale v.

Asi, la fila pivote es la segunda fila y el elemento 4 es el pivote para
actualizar la tabla. Dividiendo la fila 2 entre 4, sumando la fila 2 a la fila
1 y sumando 4 veces la fila 2 a la fila de ¢, resulta

v.b X y u 1% b

u 0 325 1 025] 165
1 -025 0 025] 25

c' 0 1 0 1 10

Puesto que todos los costos reducidos son > 0 se cumple el criterio de
minimo, y por lo tanto, z tiene valor minimo -10, en x =2.50, y=0.

3.5 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

Aplicando el método del simplex resuelva
Max z=x +x,— 6x, +x, +x,
sujetoa  x, + 2x, — x, +x, = 80
—2x, +4x, — 3x, +x,=120
todas las variables no negativas.
Observe que x,, X, son variables bésicas.

Respuesta

Max z = 360

Una solucién 6ptima es x, = 80, x, = 280, x, =x, = x, = 0.

Problema 2

Resuelva
Max z=x +x,— 6x,
sujetoa  3x, + 2x, —x, < 80

—2x] + 4x2 - 3)c3 <120
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Agregue variables de holgura a cada restriccién y tselas como varia-
bles bdsicas.

Respuesta

Max = 37.50
Una solucién éptima es x, =5, x, = 32.50, x, = 0.

Problema 3

Resuelva el problema
Max z=x+2y
sujetoa  x—2y <30
-x+y<20
2x +4y <50
X,y no negativas.

Respuesta
Max z = 25.

Una solucién éptima es y = 12.50, x = 0.

Problema 4

Resuelva el problema
Minz=x-2y+ 100
sujetoa  x—2y <30

-x+y<20
2x+y <50
X,y no negativas.
Respuesta
Min z = 50.

Una solucién éptima es x = 10, y = 30.
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Problema 5

Resuelva el problema
Maximizarz=2x + 3y + 4u + v
sujeto a  2x + 2y + 3u+v=100;
todas las variables no negativas.

Indicacién: Use v como variable bésica.

Respuesta

Max z = 150, en y = 50, y cero para las otras variables.

Problema 6

Encuentre el valor mdximo de la funcién
z=2x+3y+4u+v
sujeto a las restricciones
2x + 2y + 8u+v=100;
X, U, V no negativas
la variable y < 0.

Respuesta

Max z = 100, en x = 50, las otras variables valen cero.
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CariTULO 4

METODO DEL SIMPLEX: VARIABLES ARTIFICIALES.
CONVERGENCIA DEL ALGORITMO

4.1 VARIABLES ARTIFICIALES

Para aplicar el método del simplex es preciso que el problema dado en
forma estdndar tenga un conjunto inicial de variables bésicas, que por
lo general no es posible determinar ficilmente. No obstante, el mismo
método permite encontrar variables bdsicas del problema, cuando
existan. En efecto, el problema se modifica mediante la incorporacién
de variables artificiales, que forman inmediatamente un conjunto de
variables bésicas, y luego por el método del simplex estas se reemplazan
o cambian por variables bdsicas del problema original.

Los dos ejemplos siguientes ilustran el uso de variables artificiales y
muestran la resolucién de los problemas de programacion lineal por la
técnica M y el método de dos fases.

Ejemplo. Técnica M

Aplicando la técnica M resuelva el problema
Maximizarz =4x + 2y —u + 3v
sujeto a  2x + Sy +4u + 5v =240
—x+5y-3u+2v=60
todas las variables no negativas.



Solucién

Paso 1.

Paso 2.

Paso 3.

Mavnarp KonG

Se agregan variables artificiales A,A,a las restricciones
2x+5y+4u+Sv+ A4, =240
—x+5y-3u+2v+A4,=60

todas las variables no negativas, incluyendo las variables arti-

ficiales.

Se construye una nueva funcién objetivo z' restdndole a z
los términos M veces A, y M veces A,, uno por cada variable
artificial afadida:

Z'=4x+2y—u+3v—-MA —MA,
en donde M es una constante positiva muy grande.
El problema ahora consiste en maximizar z' sujeto a las
restricciones del paso 1, y se puede aplicar el método del sim-
plex pues 4, y A4, son variables bdsicas, con valores 4,=240
y 4,=60.
La eleccién del valor de M se hace a fin de lograr que las
variables del problema original se vuelvan bésicas en lugar de
las variables artificiales.

Se aplica el método del simplex utilizando a las variables arti-
ficiales como variables bdsicas.

La solucién del problema modificado proporciona también
la solucién del problema inicial pues:

1) si existe mdximo de z', y no contiene a la constante M,
esto es, las variables artificiales han sido eliminadas del
conjunto de variables bésicas o anuladas, entonces

mdximo de z = mdximo de z’
2) de lo contrario, la funcién z no tiene valor mdximo

74



CAPITULO 4. METODO DEL SIMPLEX: VARIABLES ARTIFICIALES

Aplicando el método del simplex tenemos la tabla:

var. bas| x ¥y % A4, 4, b razon
A4, 5 5 1 0| 240 [240/2=120*
A, -1 5 -3 2 0 1 60 -
c 4 2 -1 3 -M -M| O
¢ |(4+M) 2+10M) (-1+M) (B+7M) 0 0 |300M

> 0, entra la variable x

en donde los costos reducidos se obtienen sumando a la fila ¢ de costos
M veces la fila 1 y M veces la fila 2, para que las variables bésicas 4, y
A, tengan costos reducidos nulos; por ejemplo, el costo reducido de la
variablew es 1 +4M -3M =-1+ M

Se observa que no se cumple el criterio de médximo (todos los costos
reducidos deben ser < 0), ni tampoco se cumple el criterio de diver-
gencia.

El costo reducido de x es 4+M, que es positivo, por lo tanto entra
la variable x al conjunto de variables bésicas, y sale la variable 4,, pues
tiene la razén minima 120.

Para abreviar los cdlculos, cada vez que sale una variable artificial —ya
tiene valor cero— se suprime la columna de esta.

La tabla resultante es:

varbas| x y u v A, b razén
x 1 2.5 2 2.5 0 120 120725 = 48
4, 0 7.5 -1 45 1 180 180/7.5 = 24*
¢ |(d+M) 2+10M) (-1+M) 3+7M) 0 300M
" 0 (-8+7.5M) (-9-M) (-7-4.5M) 0 |-480+180M

en donde la nueva fila de costos reducidos ¢” se obtiene anulando el
costo de la variable x: fila ¢"= fila ¢’ menos (4+M) veces la fila 1; por
ejemplo, el costo reducido de y es (2 + 10M) — (4 + M) por25=2+
10M—-10-25M=-8 + 7.5M.
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Puesto que la constante M puede hacerse tan grande como se desee,
los costos reducidos (-8 +7.5M), (-9-M) y (-7+4.5M) son positivo,
negativo y positivo, respectivamente.

Elegimos el primer costo reducido positivo y por lo tanto entra la
variable y, y sale la variable A,, que tiene la razén minima.

Luego eliminando la columna de A4,y simplificando resulta la
siguiente tabla

var.bas | x y u 1% b

x 1 0 /3 4 60

y |o 1 2115 915 24

¢’ | 0 (8+7.5M) (-9-M) (-7+4.5M) | -480+180M
¢ |0 0 -151/15  -63/15 288

en donde la ¢” es la fila de costos reducidos respecto de las variables
bdsicas x, y.

Puesto que todos los costos reducidos son <=0 se obtiene el valor
méximo 288, y una solucién éptima es x=60, y=24 variables artifi-
ciales. Por lo tanto, se ha encontrado la solucién éptima del problema

dado.

Ejemplo. Método de las dos fases

Aplicando el método de las dos fases resuelva el problema
Maximizar z=4x+2y —u + 3v
sujeto a  2x + Sy + 4u + 5v =240
X+ 5y—-3u+2v=60

todas las variables no negativas.
Solucién

Fase 1

Se agregan las variables artificiales 4, y A, a cada restriccién

2x+5y+4u+Sv+ A4 =240
—x+5y-3u+2v+4,=60
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todas las variables no negativas, incluyendo las variables artificiales y se
considera el problema de maximizar la funcién objetivo auxiliar

z'==4 -A,=0x+0y+0u+0v—-4A -4,

formada por la suma de los opuestos de las variables artificiales.

De igual manera que en la técnica M, las variables artificiales pro-
veen un conjunto inicial de variables bdsicas y por consiguiente se
puede iniciar el método del simplex.

La funcién z' toma valores <=0, pues 4, y 4, son no negativas y
satisface la siguiente propiedad: El valor méximo de z"es 0 si y solo si el
problema original tiene soluciones factibles.

Asi, cuando se aplica el método del simplex para maximizar z', si
méximo de z'es cero, es decir, las variables artificiales resultan con valo-
res nulos, y por lo tanto desaparecen de las restricciones. Entonces el
problema tiene soluciones factibles, y con las variables bdsicas resul-
tantes, se puede proceder a la siguiente fase para optimizar la funcién.

De lo contrario, el problema no tiene valor méximo.

Fase 2

Se aplica solo si en la fase 1 se obtiene el valor 6ptimo 0.

Se halla el valor méximo de la funcién objetivo original usando la
tabla de la fase 1, sin las columnas de las variables artificiales.

Los célculos correspondientes a cada fase son los siguientes

Fase 1
var. bas| x y u v A4, 4, b razon
4, 2 5 4 5 1 0 | 240 |2402=120%
4 | -1 s 3 2 0 1 |60 -
c 00 0 o0 -1 -1]0
c' 110 1 7 0 0 |300
T
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La fila de costos ¢ representa la funcién objetivo auxiliar a maximizar
r_ __ _ — — —
z'==4 -A,=0x+0y+0u+0v—-4 -4,

y la fila ¢" de costos reducidos resulta de anular los costos de las variables
bdsicas 4, y 4,.

Puesto que el costo reducido de la variable x es positivo, entra esta
variable al conjunto de variables bésicas y sale la variable 4 , pues tiene
razén minima.

La tabla correspondiente es

var. bas| x y u v 4, A, b razén
x 1 2.5 2 25 05 0 120 48
A, 0 7.5 -1 45 05 1 180 | 24*
c' 0 7.5 -1 45 -05 0 180

entra y

Similarmente entra la variable y y sale la variable 4, y resulta la tabla

y u v A A b

1 2
7/3 1 173 -13 60
-2/15 9/15 1/15 2/15 24
-2 0 -1 -1 0

var. bas

X

'

X
1
0
c 0

S|—= O

En este paso, se obtiene el valor médximo 0, ya que todos los costos
reducidos son < 0, y por lo tanto, se procede a la fase 2.
Se observa que las variables bésicas son x, y.

Fase 2

Se toma la tabla anterior, excluyendo las columnas de las variables
artificiales y se procede a maximizar la funcién objetivo del problema
inicial z=4x + 2y —u + 3u

var. bds  x y u v b
x 1 0 7/3 1 60
y 0 1 -2/5  9/15 24
c 4 2 -1 3 0
c' 0 0 -16/5 -8/5 -288 =-4%60-2%24
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en donde se han calculado los costos reducidos respecto de las variables
bdsicas x,y.

Puesto que todos los costos reducidos son < = 0, se cumple el crite-
rio del mdximo, y se obtiene 2, = 288, en x=60, y=24.

Se reitera la condicién del método de las dos fases. Si en la fase 1
se obtiene un valor maximo distinto de cero, o no existe, entonces el

problema original no tiene valor maximo.

Empleo de variables artificiales

La técnica M se aplica solo cuando el método del simplex se lleva a cabo
mediante cdlculos manuales, pues por simple inspeccién se determina
el signo de los costos reducidos. Cuando se implementa el método
mediante programas por computadoras es preferible usar el método de
las dos fases.

No obstante que la inclusién de variables artificiales puede hacerse
de un modo general, es decir simplemente agregar una variable artificial
en cada restriccién de igualdad, en los casos de célculos manuales es
conveniente afiadir el menor niimero de ellas, teniendo presente que el
propdsito es disponer desde el comienzo de un conjunto de variables

bésicas. Asi, se puede recomendar:

a) usar como variable bdsica una variable que aparezca con coefi-
ciente 1 en una restriccién de igualdad y no se encuentre en
ninguna de las otras restricciones;

b) tomar como variable bésica una variable de holgura por defecto,
que corresponde a una restriccién de desigualdad <;

y ©) agregar variables artificiales en las restantes restricciones.

Por ejemplo, si el problema es
maximizar z = 2x — 4y + Su + 3v — 6w
sujeto a 4x + 3y +v =60
3x—=2y+u+6w<30
—x+2y—-3u+2w=50
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todas las variables no negativas entonces se puede tomar como variables
bésicas

* en la primera restriccion: la variable v, pues aparece solo en esta
restriccion y con coeficiente 1,

* en la segunda restriccion: la variable de holgura /,

* en la tercera restriccion: la variable artificial A4,

Y las restricciones se expresan mediante

4x +3y+v=60
3x=2y+u+6w+H, =30
-x+2y—3u+2w+4,=50

con variables bdsicas v, H, y 4,.
Si se aplica la técnica M, la funcidn objetivo a maximizar es

z'=2x—4y+5Su+3v—6w—MA,

en donde se resta el término MA, que corresponde a la tinica variable
artificial presente.

Y si se sigue el método de las dos fases, en la fase 1 ha de maximi-
zarse la funcién auxiliar

z'=-A4,=0x+0y+ Ou+0v—0w— 14,

4.2 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

Usando la técnica M resuelva el problema:
Maximizarz=3x+y +u — 6v
sujetoa  x + 2y +4u + 10v = 50;

3x-y+5u-3v=10;
todas las variables no negativas.
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Respuesta

z,,,.= 50; una solucién éptima es x = 20, y=10, u=v=0

Problema 2

Aplique la técnica M para resolver el problema
Maximizar w=x+y —2u + 5v
sujeto a u+4v>68;
8x + 5y +2v<30;
todas las variables no negativas.
Indicacién
El problema a resolver puede ser escrito asi w=x +y — 2u + 5v — MA,
sujetoa  u+4v—H +A4, =68
8x + 5y +2v+ H, =30,
en donde 4, y H, son variables bésicas, 4, es una variable artificial y /,
es una variable de holgura (por defecto).

Respuesta

Z,,..=59. Una solucién éptima es x=y=0, u=9, v=15.

Problema 3

Resuelva el problema 1 usando el método de las dos fases.

Problema 4

Aplique el método de las fases para resolver el problema 2.

Problema 5

Resuelva el problema
minimizar w =x, + 2x, — 3x, + 4x,
sujeto a 4x, + 6x, —4x, 2100
3x,+x,+4x,+x,<40
todas las variables negativas
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a) Por la técnica M
b) Aplicando el método de las dos fases.

Indicacién

Convierta el problema en uno de maximizacién
- maximizar w, = —x, — 2x2 + 3x3 — 4x4
y considere las restricciones 4x, + 6x, —4x, — H =100
3x, +x,+4x, +x,+ H,=40
Puede tomarse como variables bdsicas iniciales: una variable artifi-

cial A1 asociada a la primera restriccién y la variable de holgura /, (por
defecto) de la segunda restriccién.

Respuesta

El valor minimo de w es 25. Una solucién éptima es x,=20, x,;=5, y
cero las otras variables.

Problema 6

Sea el problema
Maximizar z=20x + 10y —u
sujetoa  2x—4y+u =060
—3x+y-3u=20

todas las variables no negativas

a) Sume miembro a miembro las restricciones y compruebe que no
existen soluciones factibles (en particular, el problema no tiene

mdaximo).

b) Compruebe que el problema no tiene soluciones factibles calcu-
lando el valor mdximo de z'=—4, — 4, (la funcién auxiliar de la
fase 1)

sujeta a las condiciones 2x —4y +u + A4, = 60
—3x+y-3u+4,=20
en donde A4, y 4, son variables artificiales.
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4.3 CONVERGENCIA DEL ALGORITMO DEL SIMPLEX

En esta seccién se presenta un andlisis simplificado de la propiedad de
convergencia del algoritmo del simplex. Mediante esta propiedad se
asegura que el algoritmo termina en un nimero finito de pasos cuando
se aplica a cualquier problema de programacién lineal estdndar.

Se han elaborado ejemplos en los cuales en la aplicacién del método
del simplex una tabla vuelve a aparecer después de algunos pasos, y por
lo tanto hay un ciclo o grupo de tablas que se repiten indefinidamente,
impidiendo que se obtenga la solucién del problema.

El concepto de ciclo se explica a través de un ejemplo algo extenso
por los calculos. Luego se mencionan las condiciones en las que pueden
ocurrir los ciclos. Y finalmente se describen dos métodos que garanti-
zan la convergencia del algoritmo del simplex: la regla de Blands y el
método de perturbacién.

Uno de los primeros ejemplos de problemas de programacién lineal
con ciclos fue ofrecido por E. Beale. No obstante, a continuacién se mos-
trard mds bien uno tomado de un curso de la universidad de Toronto
(http://www.math.toronto.edu/mpugh/Teaching/APM236_04/bland).

Ejemplo de un ciclo

Resolver el problema
maximizar z=-13.25x + 14.50x, — 98x, — 6.75x,
sujetoa  2.75x, +x, +0.50x, — 4x,— 0.75x,=0
0.25x, + x, + 0.50x, — 2x, — 0.25x,=0
~2.75x, — 0.50x, + 4x, + 0.75x, + x, =0
todas las variables no negativas.
X,, X, ¥ X, forman un conjunto inicial de variables bésicas.
A continuacion se aplica el método del simplex, haciendo elecciones
sobre las variables de entrada y salida, y se obtiene la sucesién de tablas

T, Ty Ty Ty Ty Ty T,=T,, T, Ty ..,
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y se encuentra que la tabla 7, es precisamente la tabla inicial 7', de
modo que el grupo de tablas 7-7, forma un ciclo, esto es se repite
indefinidamente.
Se empieza con la tabla:
T, variables bésicas x,, x,, x,

v.b X, X, x, X, X X X, b
x, | 2.75 1 0 050 -4 -075 O 0
x, | 0.25 0 1 050 -2 -025 O 0
x, |-275 0 0 -050 4 0.75 1 1
¢ |-1325 0 0 1450 -98 -6.75 0 0

La tnica variable que puede entrar es x,. Y por la razén minima
pueden salir x, x,. Se elige x,.
La siguiente tabla es
T, variables bdsicas x X X

v.b x, X, x, X, x, x, X, b
x, | 5.50 2 0 1 8 -1.50 0 0
x, | -2.50 -1 1 0 2 0.50 0 0
x, 0 1 0 0 0 0 1 1
¢’ 93 29 0 0 18 15 0 0

Hay dos posibles variables que pueden entrar x; o x,. Se elige x.. La
Ginica posible variable que puede salir es x,.
La tabla resultante es
T, variables bésicas x,, x,, x,

v.b x, X, x, X, xg x, X, b
x, -4.5 2 4 1 0 0.50 0 0
x, | -1.25 05 05 0 1 0.25 0 0
X, 0 1 0 0 0 0 1 1
¢ 1-7050 -20 -9 0 18 1050 O 0

La tinica variable que puede entrar es x,. Y pueden salir x, o x..
Se elige x,.
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La siguiente tabla es
T, variables bésicas x, x,, x,

vb | x X, x, X, xg X, x, b
x, 9 4 8 2 0 1 0 0
x, 1 0.5 -1.5 -05 1 0 0 0
X, 0 1 0 0 0 0 1 1
¢ |24 22 93 21 O 0 0 0

Ahora pueden entrar x, o x,. Se elige x,. Y puede salir solo la
variable x..
La tabla resultante es

T, variables bdsicas X, X, X,

vb | x, X, x, x, xg X, x, b
X, 0o 05 -05 -25 9 1 0 0
X, 1 05 -1.5 -05 1 0 0 0
X, 0 1 0 0 0 0 1 1
c’' 0 10 -57 -9 -24 0 0 0

La Gnica variable que puede entrar es x,. Y pueden salir x, o x. Se
elige x,.
La siguiente tabla es
T, variables bdsicas x,, x , x,

vb | x X, X, X, xg X, X, b
x, 0 1 -11 -5 18 2 0 0
X, 1 0 4 2 | 0 0
X, 0 0 11 5 -18 -2 1 1
¢’ 0 0 53 41 -204 20 O 0

Hay dos variables que pueden ingresar x, y x,. Se elige x,. Entonces
solo puede salir la variable x .
Y la siguiente tabla es
T, variables bésicas x,, x,, x,
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v.b X, X, X, x, X X X, b
x, 2.75 1 0 05 -4 075 0 0
3 0.25 0 1 05 -2 -025 0 0
L | 275 0 0 -05 4 075 1 1
¢ [-1325 0 0 145 -98 -675 0 0

Pero T, es la tabla inicial tabla T, y por lo tanto el algoritmo no
termina.

4.4 METODOS PARA EVITAR CICLOS: REGLA DE BLANDS Y PERTURBACION

¢Cuédndo puede ocurrir un ciclo?

Puede ocurrir un ciclo solo cuando son iguales a cero las razones mini-
mas de cambio de las tablas o la funcién objetivo no cambia su valor -se
dice que las soluciones bdsicas son degeneradas, pues algunas variables
b4sicas valen cero.

Dicho de otra manera, en un ciclo todas las tablas tienen razén de
cambio igual a cero y la funcién objetivo permanece constante.

Esto es una consecuencia del siguiente hecho:

Si T es una tabla con razén de cambio minima R>0, entonces la
tabla 7" no puede repetirse o aparecer otra vez en los siguientes pasos del
método del simplex.

En efecto, recordando (Seccién 3.1) y asumiendo el caso de maxi-
mizacidn, si z, es el valor de la funcién objetivo z en la tabla actual T'y
se produce un cambio de variable bésica, en la tabla siguiente 7" el valor
de la funcién objetivo es

r_ [
ZO—ZO+CjR

donde ¢’ > 0 es el costo reducido de la variable entrante y R > 0 es la
razén minima.

7 p— : —_ ! 1
De aqui se deduce que z, =z/, siR=0,0z,<z,si R> 0
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Esto significa que los valores de la funcién objetivo en las tablas
siguientes se mantienen, cuando la razén minima es cero, o crecen,
cuando la razén minima es mayor que cero. Y en consecuencia, si
R>0, la tabla T (y las anteriores) no puede aparecer en las iteraciones
siguientes.

Si se evitan los ciclos, gel algoritmo necesariamente termina?

Si, porque el nimero posible de tablas distintas es un ndmero finito
determinado M, vy si se obvian los ciclos, ninguna tabla puede repetirse.
Por lo tanto, el proceso debe terminar a lo sumo en M pasos, cum-
pliéndose necesariamente uno de los criterios: el de éptimo o el de
divergencia.
El valor de M es el nimero combinatorio

)T

en donde
n = niimero de variables del problema
y m=numero de variables bdsicas.

Para hacer evidente esto, basta observar que cada tabla estd determi-
nada por su respectivo conjunto de variables bésicas, de manera que a
lo sumo habr4 tantas tablas como subconjuntos de m variables tomadas
de n variables.

En el ejemplo desarrollado en la seccién 3.3 se tiene n=7 y m=3, de
modo que las posibles tablas son:

T variables bésicas {x , x,, x,}

T, variables bdsicas {x, x_, x.}
7

M:[ j=—7X6X5 =35
3 3x2x1

es decir, en este caso a lo sumo se obtienen 35 tablas distintas.
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¢Cémo se evitan los ciclos en el método del simplex?

Se describen dos métodos. Uno, bastante reciente debido a Blands, por
su uso sencillo en programas por computadoras, y otro, de cardcter mds
analitico, al que se llama método de perturbacién.

Regla de (los menores indices dobles de) Blands

Se asume que el problema es de maximizacién y que las variables del
problema estindar estdn referidas por subindices; por ejemplo, los
subindices pueden ser los nimeros de las posiciones de las columnas de
las variables en la tabla inicial.

Puesto que el propdsito es evitar los ciclos, por razones pricticas se
recomienda aplicar la regla cuando en una tabla, en la que el algoritmo
no termina, todos los costos reducidos positivos c/.’>0 tienen razén
minima igual a cero, '

En este caso:

1) se elige como variable de entrada -al conjunto de variables bési-
cas- la variable X, que tiene el menor subindice j de los ¢'> 0

y 2) y si, respecto de la columna j, las variables bdsicas con razén

minima 0 son x , ..., x,

m

entonces sale la variable X, que tiene el menor subindice is
Notese que en 1) y 2) se eligen las variables segtin los dos subindices
menores.

Solucién del ejemplo 4.3 usando la regla de Blands

Observando que en tablas calculadas las razones minimas siempre son cero
se revisan los cdlculos efectuados, pero esta vez se aplica la regla de Blands.
Las variables seleccionadas para entrar y salir se indican con un *

1) Tabla T, variables basicas  x,, x,, x,
variables entrantes: x,* entra X, eleccién dnica
variables de salida: x5, X, sale X,, tiene menor

subindice 2<3.
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2) Tabla T,

3) Tabla T,

4) Tabla T,

5) Tabla T

variables bdsicas  x,, x,, x,

variables entrantes: x*, x,
variables de salida: x*
variables bdsicas X, X,
variables entrantes: x*
variables de salida: x,* x,
variables bdsicas X, X,
variables entrantes: x *, x,
variables de salida: x_*
variables bdsicas X, X,
variables entrantes: x,*
variables de salida: x_, x *

2

entra X, tiene menor
subindice

sale X, eleccién tnica

entra x,, eleccién dnica
sale x,, subindice menor

entrax , subindice menor

sale X, eleccién tnica

entra X, eleccién dnica
sale x,, menor subindice

Notese que en las tablas T T, las selecciones de las variables de

entrada y salida aplicando la regla de Blands coinciden con las realiza-

das antes cuando se encontré el ciclo. Estas selecciones corresponden a

escoger de modo simple como variable de entrada con costo reducido

positivo a la que estd en la columna de més a la izquierda, y como varia-

ble de salida, respecto de esta columna, a la variable bdsica con razén

minima igual a cero que se encuentra en la fila de mds arriba

Repetimos la tabla T

T, variables bésicas x, x,, x,

vb | x X, X, X, xg X, x, b
x, 0 05 -05 -25 9 1 0 0
X, 1 05 -1.5 -05 1 0 0 0
X, 0 1 0 0 0 0 1 1
¢’ 0 10 -57 -9 24 0 0 0

La tnica variable que puede entrar es x,. Y pueden salir x, o x,. En

el caso que condujo al ciclo, se eligié como variable de salida x,. No

obstante, si se aplica la regla de Blands debe salir X,, pues es la variable

que tiene menor subindice 1<6.
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Se muestran las siguientes tablas.
Tabla T variables basicas x,, x,, X,

vb | x X, x, X, xg X, x, b
x, -1 0 4 2 1 0 0
x, 2 1 -3 -1 2 0 0 0
X, -2 0 3 1 -2 0 1 1
¢ |20 0 27 1 -4 0 0 0

La tnica variable que puede entrar es x Y solo puede salir la varia-
ble X,
Tabla T . variables bdsicas X X, X,

vb | x x, X, x, X, X, X, b
x, | -5 0 2 0 1 2 2
X, 0 1 0 0 0 0 1 1
x, | -2 0 3 1 -2 0 1 1
¢ [-18 0 -30 0 -42 O -1 -l =z,

El algoritmo termina, pues todos los costos reducidos son < 0.
El valor mdximo es z,=1,yse obtiene en x=2, x=1,x=1,y las

otras variables con valor igual a cero.

Método de perturbacién

Este método consiste en «perturbar» o modificar los términos cons-
tantes, lados derechos de las restricciones de igualdades, sumdndoles
potencias de un nimero positivo muy pequefio, de manera que cuando
se aplica el algoritmo del simplex cualquier razén minima resulta con
valor positivo y por lo tanto la funcién objetivo siempre aumenta
su valor (caso de maximizacidn). Asi, ninguna tabla puede repetirse
y necesariamente se llega a una tabla terminal, en la cual la solucién
6ptima se obtiene anulando o desapareciendo las cantidades anadidas.
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Solucién del ejemplo 4.3 usando perturbaciones

Se muestra la tabla inicial
Tabla T variables basicas x,, x,, x,

v.b x, X, X, x, X x, x, b

X, 2.75 1 0 05 -4 -075 0 O+e=¢
x, | 0.25 0 I 05 -2 -025 0 [0+g=¢g?
x, | 275 0 0 -05 4 075 1 |[1+&=¢
¢ |[-1325 0 0 145 98 -6.75 0 0

en donde se han agregado a las constantes del lado derecho las poten-
cias €, €, €, siendo e un niimero positivo arbitrariamente pequefio.
La tGnica variable que puede entrar es x,. Para determinar la variable
que debe salir se calculan las razones
. , &
variable x,: larazénes ——=2¢
0.5
2
. , & 2
variable x;:  la razén es 03 =2¢

puesto que € es muy pequefio, por ejemplo € = 0.1, se ve que la razén
minima corresponde a x,. As sale la variable x,.
La siguiente tabla es

v.b X, X, X, x, X, X X, b

x, 2.5 1 0 0 -2 -0.5 0 €-¢
x, 0.5 0 2 1 -4 -0.5 0 2g?

x, -2.5 0 1 0 2 0.5 1 1+e2=¢
¢ -20.5 0 -29 0 -40 0.5 0 -29¢?

Ahora la variable que debe entrar es x,. Y la inica que puede salir es
X,, cuya razon es
l+&+¢&
0.5

=242 428
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La tabla correspondiente es

vb | x X, X, x, xg X, x, b

x, 1 1 0 0 1 1+ +¢

X, |2 0 3 1 2 0 1| 1+3+¢

x, -5 0 2 0 4 1 2 | 2+2e242¢°
¢ |-18 0 30 0 42 0 -1 | -1-30¢?-¢?

Todos los costos reducidos son < 0, y por lo tanto el algoritmo ter-
mina con valor maximo. Eliminando € de la tabla, o haciendo € = 0,
se obtiene el valor maximo 1, cuando x,=1,x,=1, x=2, y cero para las
otras variables.

Nota

1. En la resolucién manual de los problemas ejemplos de progra-
macién lineal como los ejercicios propuestos, por lo general no
se requiere utilizar estos métodos para garantizar que el método
del simplex finaliza. No obstante, hay varias clases de proble-
mas, por ejemplo: el problema de transporte o el de proyectos de
programacién de tareas, en los cuales las soluciones bdsicas son
degeneradas y por consiguiente es imprescindible dar la seguri-
dad de que el método efectivamente termina.

2. Por otra parte, la convergencia del método del simplex establece
una propiedad importante que se cumple para cualquier pro-
blema de programacién lineal estindar:

Si tiene valor éptimo, entonces

a) este se alcanza en una solucién bésica factible
y b) los costos reducidos de la funcién objetivo, respecto de las
variables bdsicas, satisfacen el criterio de 6ptimo:
¢’ <0, para el caso de maximizacién

o c'/. > 0, para el caso de minimizacién.

En el siguiente capitulo se hard uso de este hecho.

92



CAPITULO 4. METODO DEL SIMPLEX: VARIABLES ARTIFICIALES

4.5 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

(E. Beale) Aplique la regla de Blands para resolver el problema
Maximizar z = 0.75x, — 20x, + 0.5x, — 6x,

sujeto a x, + 0.25x4 - 8x5 —X,+ 9x7 =0
x, + O.Sx4 — 12x5 — 0.5x6 + 3x7 =0
X, +x, = 1

todas las variables no negativas.
Observe que x , x,, x, forman un conjunto inicial de variables basicas.
Respuesta

Miximo de z = 1.25, en x=0.75, x=1,x =1,y las otras variables con
valor cero.

Problema 2

Resuelva el problema anterior usando el método de perturbaciones.
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CariTULO 5
PROBLEMA DUAL

5.1 DEFINICION DEL PROBLEMA DUAL

A cada problema de programacién lineal de maximizacién (o de mini-
mizacién) se le asocia un problema de programacién de minimizacién
(o de maximizacién), al que se denomina problema dual, y al problema
original se le llama primal. Esta asociacién ofrece propiedades impor-
tantes:

1) los valores dptimos, cuando existen, de ambos problemas son
iguales,

2) la tabla final del método del simplex, aplicado a cualesquiera
de los problemas, proporciona soluciones éptimas de los dos
problemas, por lo cual, es suficiente resolver uno de ellos, por
ejemplo, aquel que tenga el menor niimero de restricciones o la
forma mds sencilla, cuando este sea el caso,

y 3) cémo se afecta o varfa el valor éptimo del problema primal
cuando se modifican los valores de las constantes de los lados
derechos de las restricciones, esto es cuando se aumentan o dis-
minuyen los recursos disponibles.

Para simplificar la explicacion fijamos el nimero de variables n=2
y el nimero de restricciones m=3, sin embargo, debe quedar claro que
estos valores pueden ser enteros positivos cualesquiera.
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Problema dual en el caso simétrico

Sea el problema primal

(P)

Maximizar z = cx, + X,

sujetoa a,x, +a.x,<b (1)

12772
a,x, +a,x, < b2 (2)
a, x, +a,x, < b3 3)
x,x,20

en donde todas las restricciones tienen signo <y las constantes b,

b,y b3, son numeros arbitrarios.

Se define el problema dual de P mediante

(D)
Minimizar w=b,y, + b,y, + b, y,
sujetoa a, y, +a,y,+ a, y,2c,

alzy] + a22y2 + a32y3 2 C]
YpVpVy2 €,

en donde todas las restricciones tienen el signo >.

Se mencionan algunas caracteristicas del problema dual:

1)

2)

3)

Cada restriccién (del problema) primal determina una variable
dual, por ejemplo:
a,x +ax,<b (1) —> variable dual y,

Los coeficientes o costos de funcién objetivo del problema dual
son precisamente las constantes b, del segundo miembro de las
restricciones primales, de manera que la funcién objetivo dual es
by, + by, + b,y

Cada variable primal determina una restriccién dual, por ejem-
plo, a la variable primal x, le corresponde la restriccién dual:

any, tayy,tayy;2¢

en donde los coeficientes a, , a a,, son los coeficientes de la variable

1w %
X, en las restricciones, y c, es el costo de X, en la funcién objetivo.
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Como se observa en la siguiente representacién tabular, esta res-
triccion dual se forma con los coeficientes de la columna de x,

X, X, <
yl all aIZ bl
y2 aZl a22 bZ
y3 a3l a32 b3
S 7
> c c, ,

Maxz=clx+czx
Minw=5by +b,y, +b,y,

Se dice que la definicién dada corresponde al caso simétrico,
porque las formas de los problemas presentan las siguientes par-
ticularidades:

1) uno de los problemas es de maximizacién y tiene restric-
ciones de desigualdades <,

2) el otro problema es de minimizacién y tiene restricciones
de desigualdades >,

y 3) las variables de ambos problemas son no negativas.

A partir de esta definicién de problema dual se puede hallar el
problema dual de cualquier problema de programacién lineal
(véanse los ejemplos 2 y 3 siguientes).

Ejemplo 1
Halle el dual del problema

Maximizar z = 12x, + 8x,
sujetoa  3x, +x,<40

—-X, +3x2£20
4x1 —2x2S 15
6x, —5x,<-6

1 2
xl, )C2 no negatlvos
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Solucién

Aplicando directamente la definicién de problema dual se obtiene:
Minimizar w = 40y, + 20y, + 15y, — 6y,
sujetoa 3y, —y,+4y,+6y,212
y,+3y,-2y,-5y,28
Y5 Vs V5 NO Negativos.

Ejemplo 2

En este ejemplo se muestra que el problema dual de un problema de
minimizacién es un problema de maximizacién.
Encuentre el problema dual de
Minimizar z = 4x, + 2x,
sujetoa  x, +3x,>5
4x, —x,<2
X,, X, No negativas.
Solucién
Usando Minimizar z = 4x, + 2x, = —Maximizar z' = (-4x, — 2x,) y

haciendo que las restricciones tengan signo <, para aplicar la definicién
de problema dual, se considera el problema primal
—Maximizar z' = —4x, — 2x,
sujetoa —x, —3x,<-5
dx, —x,<2
X,, X, NO negativas
y el problema dual es
—Minimizar w'= -5y + 2y,
0  Maximizar w= 5y, -2y,
sujetoa —y, +4y,>—4
-3y, -y,2-2
Y,» ¥, o negativas
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Ejemplo 3
Halle el dual de

Maximizar z = —2xl + 3x2 + 5x3
sujetoa  x, —3x,+x, <10
2x1 + 4x2 - 2x3 <-4

X, X,, X, NO negativas

y muestre que a la segunda restriccién, que es de igualdad, le corres-
ponde una variable dual irrestricta.

Solucién
Teniendo en cuenta la equivalencia de niimeros a = b
siysolosia<by-a<-b

la segunda restriccién puede ser reemplazada por dos desigualdades <y
el problema dado se expresa as:
Maximizar z = —2x + 3x, + 5x,
sujeto a x, —3x,+x,<10
2x, +4x,—-2x, <-4
—2x, —4x,+2x,<4

X, X,, X, NO negativas

Denominando y,, y;, v; a las variables duales el problema dual es
Minimizar w= 10y, — 4y, + 4y,
sujetoa 1y +2y) —2y;>-2
=3y, +4y, —4y; 23
ly, =2y, + 2y3' >5
Vi Vi y3' no negativas

. I . . .

Y haciendo y, = y; — ;, esta variable es irrestricta y se reemplaza
tanto en la funcién objetivo como en las restricciones, de modo que el
problema dual adquiere la expresion final

Minimizar w =10y, — 4(y, — y!) = 10y, — 4y,
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sujeto a v, t2,2-2
=3y, +4y,23
y,—2,25

¥, no negativa, y, irrestricta.

5.2 FORMAS TIPICAS DE PROBLEMAS DUALES

Se anotan algunas formas de problemas duales que se aplican frecuen-

temente.

a) Dual del problema de minimizacién simétrico
El problema dual de
Minz=cx +..+cx
n n
sujetoa @, X, +...+a,x > b1
a x +..+a x >b
ml™"1 mnn m
todas las x,20
esMaxw=by +..+b y

sujetoa  a, v, +..+a, v <c

ay+..+a vy < c,

todas las y, no negativas.

Ejemplo

El problema dual de
Minimizar z = —2x, + 5x, + 3x,
sujeto a x, +x,—3x,2-10
—x, +3x,+4x,24
todas las variables x, no negativas
es Maximizar x =—10y, + 4y,
sujeto a Y, =y, <2
y,+3y,<5
=3y, +4y,<3
V>, no negativas.
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b) Dual del problema de maximizacién estdndar
El problema dual del problema
Maximizarz=cx +..+cx,
sujetoa @, x, +...+a, x =b,

In""n

a x +..+a x =5b
ml™71 mn”n m
todas lasx >0
es Minimizar w="b,y +..+b y
sujetoa a, v, +..+a y 2c

ay +..+a y 2c
todas las y, irrestrictas.

Ejemplo

El problema dual de Maximizar z = —2x, + 5x, + 3x,
sujeto a x, +x,-3x,=-10
X, +3x,+4x,=4
todas las variables x; no negativas
es Minimizar x =—10y + 4y,
sujeto a y,—y,2-2
y,+3y,25
=3y, +4y,23
Y, Y, irrestrictas.

¢) Dual del problema de minimizacién estdndar
En este caso, el dual es de maximizacidn, las restricciones duales

tienen el signo <, y las variables son irrestrictas.
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5.3 REGLAS PARA HALLAR EL PROBLEMA DUAL

Para hallar el problema dual de un problema arbitrario de programacién

lineal P se aplican las siguientes reglas que se deducen de la definicién

del problema dual de tipo simétrico.

1)

2)

3)

4)

Si P es de maximizacién:

Todas las restricciones de P deben ser < o =, convirtiendo las
restricciones = a <, si es necesario.

A una restriccién de P de signo < le corresponde una variable
dual no negativa.

Y si P es de minimizacién:

Todas las restricciones de P deben ser > o =, convirtiendo las
restricciones < a 2, si es necesario.

A una restriccién de P de signo > le corresponde una variable
dual no negativa.

A una restriccién de P de signo = le corresponde una variable
dual irrestricta.

La funcién objetivo del problema dual esw=5b,y +...+b y
m m

en donde los b, son las constantes de los miembros derechos de

las restricciones de P

Si P es de maximizacién el problema dual es de minimizacién.

Y si P es de minimizacién el problema dual es de maximizacién.

A una variable x; de P le corresponde la restriccién dual
a.y +..ta y {2,=<jc,

en donde:

4.1) a,, ..., a, son los coeficientes de X, en las restricciones
(esto es, los coeficientes de la columna de X, en la repre-
sentacién tabular)

4.2) ¢, costo de x, de la funcién objetivo de P

4.3) el signo de la restriccién dual es
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=six, es irrestricta
> si X, es no negativa y P es de maximizacién
0 <siX, es no negativay P es minimizacién.

Ejemplo

Utilice las reglas para encontrar el problema dual de

Minimizar z = —2x, + 5x, + 4x3

sujetoa x, — 2x, + 9x, < 12

2x, +6x,+x,=8
—x, +3x,2 -7

X, no negativa

X,, X, irrestrictas

Solucién

1)

2)

Determinacién de variables y funcién objetivo del dual.

Puesto que el problema primal es de minimizacién las restriccio-
nes solo pueden tener los signos = o 2. Asi, se invierte el signo
de la primera restriccién —x, +2x, — 9x, > —12, y el conjunto de
restricciones con las respectivas variables duales es

(I)  —x,+2x,-9,>-12 — y, no negativa
2) 2x,+6x,+x,=8  — y, no negativa
3) —x,+3x,2-7 —> y, no negativa

Y el problema dual tiene por propdsito maximizar la funcién
objetivo
w=-12y + 8y, —Ty..

Restricciones duales

Correspondiente a la variable x| la restriccién dual es =y, +2y, -,
< -2 (coeficiente de x, en z) en donde se elige el signo < pues x, es
no negativa y el problema primal es de minimizacién.

Para la variable x, se obtiene la restriccién dual 2y, + 6y, + 3y, =5
siendo el signo = pues x, es irrestricta.
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Y de igual modo para la variable primal irrestricta x, la restric-
cién dual -9y, + 1y, + 0y, =7
Por lo tanto, el problema dual es
Maximizar w=—12y, + 8y, =Ty,
sujetoa —y, +2y,—y, <2
2y, +6y,+3y,=5
9y, +y,=-7

V,» ¥, no negativas, y, irrestricta.

5.4 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1. Halle el problema dual de

Maximizar z = 20x, + 6x, — 5x, + 18x,
sujeto a X, +2x, +x,<20
—2x,+ 2x,—-3x,<5
6x, +2x, — 3x, <50
todas las variables > 0.

Respuesta

Minimizar w =20y, + 15y, + 50y,
sujetoa  y, — 2y, + 6y, 2 20

2y,+2y,26
2y, =3y,2-5
y,—3y,218

todas las variables no negativas.

Problema 2. Determine el problema dual de

Minimizar z =2x +9x, + 3x3

sujeto a X, - 6)62 >-3
X, +4x,+x,22
—2)c1 — 14x2 > -7

todas las variables no negativas.
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Respuesta

Maximizar w= -3y, + 2y, - Ty,

sujeto a -V, +y, =2y, <2
-6y, +4y,— 14y, <9
y,<3

todas las variables no negativas.

Problema 3. Halle el problema dual de

Maximizar z = 5x, + 3x, — 3x,
sujetoa  x, +6x, — 5x, =16
4x, —3x,+ 8x,=20
todas las variables no negativas.

Respuesta

Maximizar w =16y, + 20y,
sujeto a y,+4y,25
6y, —3y,23
=5y, +8y,2-3
todas las variables irrestrictas.

Problema 4. Encuentre el problema dual de

Minimizar z = 5x, + 3x2 - 3x3
sujetoa  x, + 6x2 — 5x3 =16
4xl — 3x2 + 8x3 =20

todas las variables no negativas.
Respuesta

Maximizar w =16y, + 20y,
sujeto a v, +4y,25
6y, —3y,23
=5y, +8y,2-3
todas las variables irrestrictas.
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Problema 5. Determine el problema dual de

Maximizar z =20x — 15x, + 50x3
sujeto a 2xl +x,— 5)63 >6

—2x,+3x,<5
x, —3x,=18
X, irrestricta, X,, X, no negativas.
Respuesta
El problema dual es

Minimizar w= -6y, + 5y, + 18y,

sujetoa  —2y, — 2y, +y, =20, con signo = pues x, es irrestricta
-y, —3y,2-15
5y, +3y,26

¥,, ¥, no negativas, pues las restricciones primales son <

¥, es irrestricta, porque la restricciéon primal tiene signo =.

5.5 PROPIEDADES DEL PROBLEMA DUAL

Se describen las propiedades basicas de los problemas dual y primal.
P1)  El dual del problema dual es el problema primal.

Ejemplo
Si el problema primal es
(P)Max z = 6x, — 5x, + 2x,
sujeto a x, +4x,—x, <10
—2x,+3x,+4x,=6
todas las variables irrestrictas
el problema dual es
O)Minw =10y, + 6y,
sujetoa y, —2y,26
4y, +3y,>2-5
-y, +4y,22

¥, no negativa, y, irrestricta
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y el dual de (D) es el problema (P) (salvo el nombre de las varia-
bles).

Propiedad de dualidad débil

Si el problema primal P es de maximizacién, entonces los valores
de la funcién objetivo z(x) de P son menores que o iguales a los
valores de la funcién objetivo w(y) de D, esto es

z(x) <w(y)

para toda solucién factible x de B, y toda solucién factible y del
problema dual D.

[Si el problema primal P es de minimizacién, se cumple

z(x) = w(y).
]
Ademis, si en algiin par de soluciones factibles x y y, se satisface
la igualdad
2(xy) = w(y,)

entonces z(x,) = 6ptimo P = w(y ) = éptimo de D.

Ejemplo. Sean los problemas primal y dual

(P)

Max z = 4x, + 5x, (D)  Minw=20y, + 50y,

sujeto a sujeto a
x, +2x,<20 y, t6y,<4
6x, +7x, <50 2y, +7y,<5
X,, X, no negativas Y,» ¥, N0 negativas

Entonces se tiene
z(x,, x,) =z =4x, + 5x,
<@, +6y)x, + 2y, +7y,)x, (1)
=x,y, +6xy,+2x,y, +7x,y,
=(x, +2x)y, + (6x, + 7x))y,
<20y, + 50y, 2)
= W=,
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en donde (1) se obtiene multiplicando por x , x, las restricciones
duales

4<y +6y, = 4x <(y, +6p,)x,
5<2y +T7y, — 5, <2y, +7Ty)x,

y se preservan los signos < de las desigualdades pues x , x, son
factores no negativos, y de igual manera se justifica (2), por las
restricciones primales y los valores no negativos de y, v,.

Asi, se cumple z(x,,x,) <w(y,,»,).

P3)  El problema primal P y su respectivo dual D tienen igual valor
4ptimo, cuando existen, esto es, se cumple

Maximo P = Minimo D, si P es de maximizacion
Minimo P = Maximo D, si P es de minimizacion.

P4)  Célculo de una solucién éptima del dual del problema de maxi-
mizacién
Si se aplica el método del simplex a un problema de maximi-
zacién y se obtiene el valor mdximo, entonces ademds de la
solucién 6ptima de este problema, la tabla final contiene una
solucién éptima del problema dual y,, ..., y, , que es dada por

las expresiones

€,,C,,...,C,  son los costos de las variables basicas de la tabla
inicial
.,¢' son los costos reducidos de estas variables en la

tabla final.
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Caso simétrico

Si el problema es de maximizacién simétrico, las variables de holgu-
ras forman por defecto el conjunto de variables bdsicas, una solucién
6ptima del dual es

4

y=——c, i=12,..m

siendo ¢/, ...,c/ los costos reducidos de las variables de holgura en la

tabla final.
Nota

1. En la seccidén 5.6 se exponen los conceptos y propiedades que

justifican estas formulas de una solucién éptima del dual.

2. Parael problema estdndar de minimizacidn, si se resuelve usando
el criterio de minimo, todos los c].'Z 0, las expresiones de la solu-

cién éptima del dual son las mismas:
N AN
y=c,—cp,i= 1,2,....,m.
Pero si se resuelve convirtiendo el problema a uno de maximi-
zacién
Min z = —-Max(—z)
es decir, si se resuelve Max (=z), los y son los valores opuestos
o
Yi=¢-¢6
donde los costos se refieren a las tablas de —z.
Ejemplo 1. Resuelva

Maximizar z = 4x + 12x, — 6x, + x,
sujetoa  Sx, + 8x, +x, =90

2x, +4x,+x,=40

todas las variables no negativas
Halle una solucién éptima del problema dual.
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Solucién

La tabla inicial es

T1 vb X, X, X, X,
x, 5% 1 0 90
x, 2 4 0 1 40
c 4 12 -6 1 0
c' 32 56 0 0 500

Las variables bdsicas iniciales son x,, x,, y los costos de estas variables

sonc,=-6,c,=1

T2 vb X, X, X, X,
x, 1 1.6 0.2 0 18
X, 0 0.8* -04 1 4
¢’ 0 4.8 -6.4 0 -76
T3 vb X, X, X, X,
x, 1 0 1 -2 10
X, 0 1 -0.5 1.25 5
c’' 0 0 -4 -6 -100

Puesto que se cumple el criterio de médximo, la solucién x,=10,
x,=5, x;= x,= 0, es 6ptima y el valor miximo de z es 100.
El problema dual tiene valor minimo 100 y una solucién éptima es

¥ = ¢ = €)= (-6)~(-4)=-2
v,=c,—c,=(1)—-(-6)=7

Ejemplo 2

Aplicando el método del simplex resuelva el problema primal
(P) Maximizar z = 4x, + 5x,
sujetoa  —x, +x,<2
8x, —3x,<24
X,, X, no negativas
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usando como variables bésicas iniciales las variables de holgura
h,, h,, respectivamente.

Y encuentre una solucién éptima del problema dual.

Solucién

Sefialando por * el elemento pivote en cada paso las tablas resultantes
para resolver (P) son

T1=Tabla inicial

vb x, X, h, h,

h, -1 1 1 0

h, 1* -3 0 1 24

c' 4 5 0 0 0
T2

vb x, X, h, h, b

5/o* 1

h1 ; 3 1 1/8 5

xl 1 -3/g 0 /g 3

c' 0 13/2 0 -1 /2 0
T3=Tabla final

vb X, X, h, h,

x, 1 0 3/5 2 6

c' 0 0 -52/5 -9/5 -64

Asi, el valor médximo de (P) es 64 y se obtiene en x =8, x =6.

Los costos reducidos de la tabla final con
c;=0,¢;=0,c;=-10.40,c;, =-1.8

y por lo tanto una solucién éptima del dual es

2
Y =-¢'= -(—5?) =10.40

y,=—c/=—(-18)=18
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5.6 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1. Sea el problema de programacion lineal

Minimizar z = 8x, + 12x,
sujetoa 2x, +2x,29
X, —x,23
X, +2x,26
X, +x,25
x.20

a) Halle el problema dual

b) Resuelva el problema dual e indique soluciones éptimas de los
dos problemas.

Respuesta

a) El problema dual es
Maximizar w =9y + 3y, + 6y, + 5y,
sujetoa 2y, +y,+y,+y,<8
2y, -y, +2,+y,<8
todas las variables no negativas

20

b) El valor mdximo de w es 44 y se alcanzaen y, =—,y, =—,y
3 3

las otras variables con valor cero.

La funcién objetivo z tiene valor minimo 44 y una solucién

Optimaesx, =4,x,=1.

Problema 2 Resuelva el problema

Maximizar z =20x + 6x, — 5x, + 18x,
sujeto a x2x, +x,<20
—2x,+2x,—3x, <15
6x, +2x, — 3x, <50
todas las variables > 0

y determine una solucién éptima del problema dual.
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Respuesta

Méximo de z =510 en x, =25, x, = 20,
y las otras variables con valor cero.
Minimo del dual =510 en y, = 18, y,= 0, y,=3.

Problema 3

Halle el valor minimo y una solucién éptima del problema dual de
Maximizar z = 5x — 3x, + 2x, + 6x,
sujeto a x, —2x,+4x,<6
2x, +x,+x,+10x, < 14
x, —x,+11x,<9
x.20

Respuesta

El valor minimo del problema dual es 34 y una solucién éptimaesy, =1,
»,=2,,=0.

Problema 4

Utilizando el problema dual resuelva el problema
Minimizar z = 50x, + 30x, + x,
sujeto a  5x + Sx, + 4x, 2 50;
X, +x, + 2x, 2 20;
7x, + 6x, — 3x, > 30;
x.20

Respuesta

El valor minimo es 246 y se obtiene en x, = 0, x, = 8, x, = 6.

Problema 5

Un granjero cria cerdos para venta y desea determinar las cantidades de
los distintos tipos de alimentos que debe dar a cada cerdo para satisfa-
cer ciertos requisitos nutricionales a un costo minimo. En la siguiente
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tabla se indica las unidades de cada clase de ingrediente nutritivo bdsico
contenido en cada alimento, los requerimientos y los costos de los ali-

mentos.
Unidades por kilo de alimento
Ingrediente maiz grasa alfalfa Requ'lerlm{en't 0
minimo diario
carbohidratos 90 20 40 200
proteinas 30 80 60 180
Vitaminas 10 20 60 150
Costo por kilo 3 1 2

a) Formule el modelo de programacién lineal.
b) Resuelva el problema aplicando el método del simplex al pro-
blema dual.

Respuesta

a) Sean X, X,, X,, las cantidades (en kilos) de los tres alimentos,
respectivamente, para alimentar un cerdo, y sea C el costo corres-
pondiente.

El problema es minimizar C = 3x, + x, + 2x,
sujetoa  90x, + 20x, + 40x, > 200

30x, + 80x, + 60x, > 180

10x, + 20x, + 60x, > 150

X, no negativos

b) El costo minimo es 9.60 y se obtiene tomando 1.60 kilos de
maiz y 2.40 kilos de alfalfa.

5.7 VECTOR DUAL DE UNA SOLUCION BASICA FACTIBLE

A continuacién se justifican formalmente las expresiones que dan una
solucién 6ptima del problema dual, indicadas en la propiedad P4 de 5.5.
En la exposicion se usard un ejemplo a fin de facilitar la explicacién

y progresivamente se generalizard empleando la notacién de matrices.
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El ejemplo es el problema de maximizacién estdndar:
Maximizar z = 4x + 12x, + 7x, + 3x,
sujeto a  5x, + 8x, +4x, + x, = 60
2x, +4x,+3x, +x, =50
todas las variables no negativas
Las variables X,, X, son basicas factibles. En efecto, haciendo cero las
otras variables, el sistema de ecuaciones

4x, +x, = 60 (D
3x,+x, =50
tiene la solucién tinica x, =10, x,=20,y por lo tanto resulta la solucién
bdsica factible x, = 0, x, = 0, x, = 10, x, = 20.
Sea ahora el sistema de ecuaciones con dos incégnitas y , y,
4y, +3y, =7 (2)
Y +y, =3
en donde la primera ecuacién se forma con los coeficientes que x, tiene
en las restricciones y la constante del lado derecho es el costo de x, en
la funcién objetivo, y de modo similar, la segunda ecuacién, con los
coeficientes de x, y lado derecho el costo de esta variable.
El hecho de que (1) tenga solucién Gnica implica que (2) también
posee solucién tnica, que en efecto es dada por

», =-2, y,=5.

Se llama vector dual de las variables bdsicas x,, x, al vector

Yz[ylyz]:[_z 5]

solucién del sistema (2).
Para generalizar este caso, se expresa 2) abreviadamente como la
ecuacién matricial con incégnita el vector dual Y = [y, ,]

[71 3] T ? =7 3] (2)
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en donde el lado izquierdo es el producto del vector dual multiplicado
por la matriz de los coeficientes de las variables x,, x, en las restricciones
y el lado derecho es la fila de los costos de estas variables.

Se puede ver que la ecuacién matricial equivale al sistema (2):

El primer miembro (es la fila que) resulta de sumar y, veces la pri-

mera fila de la matriz y y, veces la segunda fila

[(4y, +39)0, +9)]=[7 3]

e igualando los respectivos componentes se obtiene (2).

Calculamos nuevamente el vector dual pero esta vez resolviendo
la ecuacién matricial, pues por el cdlculo de matrices el vector dual
puede despejarse directamente de (2)” empleando la matriz inversa de
la matriz de coeficientes.

Se indican los pasos para hallar la matriz inversa mediante operacio-
nes de filas como las se aplican en el método del simplex

* se opera sobre la matriz aumentada con la matriz identidad
* sedivide la fila 1 entre el pivote 4 y se resta 3 veces esta fila a la fila 2

4% ] 1 0 1 -4l 14 0
d
3 1 0 1 0 1l/gx|-3/4 1

* sedivide la fila 2 entre el pivote 1/4 y se suma -1/4 esta filaala fila 1

1 0 1 -1
0 1 -3 4

—

y la matriz inversa es

5

Ahora se puede despejar el vector dual de (2)’

[ n)=7 3]@ 3_1:[7 3]{_13 ﬂ

=[-2 3]
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que son los valores encontrados resolviendo el sistema de ecuaciones (2).
En general, se define el vector dual de un conjunto de variables

bdsicas x , ..., x,, por

Y=[y..7»1]=lc..c]B" 3)

producto de la fila de costos de las variables bdsicas por la matriz B,
inversa de la matriz B formada por los coeficientes de las variables basi-
cas en las restricciones.

En forma abreviada, vector dual = cbaS.B"

en donde Cpo €5 la fila de costos de las variables basicas.

Vector dual y costos reducidos

Retomando el programa ejemplo se hallarin los costos reducidos en
términos del vector dual Y = [y, y,]=[-2 5] de las variables x,, x,.
Se escriben las restricciones con la funcién objetivo
5x, +8x, +4x, +x, =60
3x, +4x,+ 3x, +x, =50

4x, 4+ 12x,+ Tx, + 3x, =z
multiplicando las restricciones por y,, y,, respectivamente y restando
miembro a miembro de la ecuacién de z se obtiene

Cx e, tex, tex,=z—z2

en donde

ci= 4-(5y +3y)=-1

c;=12- 8y, +4y,)=8

ci= T-(4y, +3y,)=0

c;= 3-(@,+y) =0

¢, =60y, + 50y, =130

después de evaluarloseny =-2,y, =5.
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7 "o .
Nétese que son nulos los valores ¢}, c; pues y,, ¥, se han definido
precisamente como soluciones de las ecuaciones (2).
Asi, z = —x, + 8x, + 130 es la representacién de z sin las variables
bdsicas x,, x,.
7 !
Notese que ¢ se expresa por

Cy=0C— [;1 ;2] i =c,— [;l ;2] por columna de x,

y de modo similar para los otros costos reducidos. En consecuencia,
formalmente se tiene la siguiente definicién de un costo reducido en
términos del vector dual.

Definicién

Se denomina costo reducido de una variable x,, relativo a un conjunto
de variables bésicas, al nimero

c],'= ¢ = ()7| a+ .. +y, amj)

cl=c—-Y-A
J J

en donde ¢, es el costo de la variable, Y el vector dual de las variables
bisicas, y 4’ la columna formada por los coeficientes de a,; de x, en las
restricciones i = 1...m.

Los costos reducidos de las variables basicas son nulos por defini-
cién de vector dual. En efecto, ¥ se define por

Y=c, -B
as
o Y-B=c,
as

(B es la matriz formada por las columnas de las variables bdsicas), de
modo que si ¢, es el costo de la variable basica x, entonces

Y.(columna de coeficientes de variable x )= c,
YA =c,
dedonde ¢/=c,— Y. A= 0.
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La funci6n objetivo se escribe en términos de los costos reducidos asi:
z=cx, t...cx +z
nn 0

siendo z, =Y - b, el producto del vector Y por la columna de constantes
de los miembros derechos de las restricciones, y también el valor de z
en la solucién bésica factible, dado por

z, :)"zlb1 erzb2 + ... +ymbm
0 z,= Y-b

producto del vector dual por la columna de las constantes b, de los
lados derechos de las restricciones.

Criterio de 6ptimo y solucién dual

Caso de maximizacién

Se cumplen todos los ¢/< 0 si y solo si el vector dual ¥ es una solucién
factible del problema dual. Y, en este caso,

valor maximo de z = valor minimo del problema dual =z,

y el vector dual es una solucién éptima del problema dual.
Este resultado se sigue de

N _
c/=c (aljy1 + ... amjym)
de manera que
, . I
c/<Osiy solo si ay +..a,y 2c

en donde la segunda desigualdad es precisamente la restriccién dual
correspondiente a la variable primal x .

Asi, se cumple ¢/<0 para todo j si y solo si y,...,y, es una solucién
factible del problema dual.

Se omiten los detalles de la parte restante.
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Caso de minimizacién

Se cumple:

todos los ¢ '> 0 s y solo si el vector dual Y es una solucion factible

del pmb/ema dual.
Y en este caso,
valor minimo de z = valor mdximo del problema dual = z)

y el vector dual es una solucién éptima del problema dual.

Una solucién éptima dual

En la propiedad P4 de 5.5 se indicé una solucién éptima del problema
dual de un problema estdndar. En verdad, la solucién sefialada no es
otra que el vector dual de la solucién bdsica factible que cumple el cri-
terio de méximo.

Segtin la definicién de costos reducidos respecto de un conjunto de
variables bdsicas se tiene

=c - (al ,)71 + ...+ aljl_ + am,ym)
en donde los a, son los coeficientes de la columna de la variable X,.

Luego, si esta columna es unitaria, con 1 en la posicién 7, y ceto en
las otras posiciones, esto es a,= 1,y a, = 0, si p es distinto de i, se tiene
q=g—%
de donde y, = ¢ —c.

De esto se sigue que cuando se aplica el método del simplex, y se
obtiene el valor maximo, los costos reducidos de las variables bdsicas
actuales pueden usarse para calcular el vector dual, seleccionando solo
aquellos costos reducidos de las variables bdsicas iniciales, pues tienen
columnas unitarias.
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Ejemplo

Por el método del simplex resuelva
Maximizar z = 4x + 12x, — 6x, + x,
sujetoa  S5x, + 8x, +x,=90
2x, +4x, +x, =40
todas las variables no negativas
indicando el vector dual de cada tabla. Halle una solucién éptima del

problema dual.
Solucién

La tabla inicial es

T1
vb X X, X3 X,
X, 5% 0 90
X, 2 4 0 1 40
c 4 12 -6 1 0
c' 32 56 0 0 500

Las variables basicas iniciales son Xy X,y los costos de estas variables
sonc,=—6, ¢,=1
Para las variables bdsicas Xy X, el vector dual es
y,=¢,—c=—6-0=-6

3
'

y,=c¢,—c,= 1-0=1
T2
vb X, X, X, X,
X, 1 1.6 | 0.2 0 18
X, 0 0.8% | -0.4 1 4
c' 0 4.8 | -6.4 0 -76

El vector dual de x , x, es
y,=c,—c;=—6+64=04
y,=¢,—c,=1-0 =1

4
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T3
vb X, X, X, X,
X, 1 0 1 -2 10
X, 0 1 -0.5 | 1.25 5
c’' 0 0 -4 -6 | -100

El vector dual de x , x, tiene componentes
y 1=—6—(—4)=-2
y,=c¢c,—c;= 1-(-6)=1

Puesto que se cumple el criterio de mdximo, lasoluciénx, =10,x,=5,
x,=x,=0es 6ptima y el valor mdximo de z es 100. De esto se sigue que

el problema dual tiene valor minimo 100 y una solucién éptima dada
por el vector dual y, =-2,y, =7.
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CariTULO 6
ANALISIS DE SENSIBILIDAD POST OPTIMO

6.1 INTRODUCCION

El andlisis de sensibilidad post 6ptimo se refiere a estudiar cémo cambia el
valor 6ptimo de la funcién objetivo si se modifican algunos de los elemen-
tos o pardmetros de un problema de programacién lineal tales como

 wvariar el nivel de recurso o constante del lado derecho de una
restriccion

* modificar un costo de la funcién objetivo

* incluir una nueva variable

* agregar otra restriccion

En lo que sigue se explican estos casos mediante el desarrollo de
algunos ejemplos.

6.2 PASOS DEL ANALISIS

Los pasos para efectuar este andlisis son bdsicamente los siguientes:

1) se determina o se elige una solucién éptima del problema
y 2) preservando las variables bésicas determinadas en el paso 1) se
varfa uno de los pardmetros del problema, mientras los demds
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permanecen fljos, a fin de hallar el rango o intervalo de variacién
y el correspondiente valor éptimo de la funcién objetivo.

El procedimiento para realizar el paso 2) consiste en resolver el pro-
blema modificado repitiendo los cdlculos efectuados en el paso 1), es
decir, se hacen los mismos cambios de variables bdsicas que condujeron
a la solucién. Asi, se obtiene una tabla que tiene las mismas variables
bésicas y para que proporcione una solucién ptima se exige que los
costos reducidos satisfagan los criterios de optimalidad y que la solu-
cién encontrada tenga valores no negativos.

6.3 PROGRAMA EJEMPLO

El siguiente programa sirve de ejemplo para exponer los conceptos del
andlisis post 6ptimo.
Sea el problema
Maximizar z = 4x + 5y
sujetoa 2x+y<6
y<2

X,y no negativas

La representacién grafica del problema es
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Noétese que, por los datos del problema, es obvio que si se aumenta
uno de los costos, 4 6 5, o uno de los recursos, 6 6 2, el valor maximo
de la funcién crece o se mantiene.

Introduciendo variables de holgura 4, i, el problema se escribe en
forma estdndar

Max z=4x+ 5y
2x+y+h =6
y+h,=2

y resolviendo por el método del simplex se obtiene:

Tabla inicial

vb | x y h, h, b
h, 2 1 1 0 6
h, 0 1 0 1 2
c’' 4 5 0 0 0
Tabla final

vb | x y h, h, b
X 1 0 12 -12

y 0 1 0 1 2
¢’ 0 0 2 -3 | -18

de donde el valor mdximo es z,=18, en x=2, y=2, h = h,=0.

6.4 VARIACION DE UN COSTO FIJANDO LA SOLUCION OPTIMA

Cuando se modifican los costos permanece invariable la regién de fac-
tibilidad, y por ende las soluciones bdsicas factibles.

El objetivo del andlisis es determinar cudl es el intervalo en el que
puede variar un coeficiente de costo, manteniendo fijos los otros costos,
y cudl es el valor éptimo del problema, si se exige que se preserve la
solucién 6ptima.

La determinacién del rango de variacién es sencilla:

* en la tabla final se anota la fila de costos de la funcién objetivo,
con el nuevo costo,
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* se calculan los costos reducidos anulando los costos de las varia-
bles bésicas mediante operaciones de filas,

* se exige la condicién de éptimo: todos los costos reducidos son
<0, para el caso de méximo, o > 0, para el caso de minimo; esto
da lugar a un conjunto de desigualdades de las cuales se obtiene
el intervalo de variacién del costo.

Ejemplo La funci6n objetivo del problema es
z=4x+ 5y +0h + Oh,

a) ;Entre qué valores puede variar el costo de la variable x y qué
valores toma z si x=2, y=2, h=0, =h,=0 sigue siendo solucién
6ptima del problema?

b) Igual para el costo de la variable 4,

o) ¢Qué sucede si el costo de la variable x sale del rango o intervalo
hallado en la parte a)?

Solucién
a) Sic, es el costo de x, y se conservan los otros costos, la funcién
objetivo es z = ¢ x + Sy + 0h, + Oh,

Usando la tabla final, se anulan los costos de x,y, para hallar los
nuevos costos reducidos,

vb X y h, h, b
x 1 0 ¥z - 2
0 1 0 1 2
c c 5 0 0 0
c' 0 0 -¢/2  (c/2-5) | -2¢1-10

¢'=c—c, veces (fila 1) -5 veces (fila 2)

Para que la solucién x = y = 2 siga siendo 6ptima, es suficiente
que se cumpla el criterio de méximo, todos los costos reducidos
deben ser <0, por lo que debe tenerse
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Scoy S5 <0
2 YT

estoes0<c <10

y el valor méximo de z=2c¢, + 10 z = 2¢, + 10, dependiendo de
¢, varfa de z=10 a 30. Por ejemplo, si c=T, el valor mdximo de
Z es 24 en la misma solucién 6ptima.

b) Designando por ¢, el costo de /, y procediendo de modo similar

vb X v h, h, b

X 1 0 Y2 - 2

0 1 0 1 2

c 4 5 <, 0 0
c' 0 0 (c;-2) -3 -10

-2< <

ye,-2<00c¢,<2.

Asi, ¢, puede ser cualquier nimero <2, y la funcién objetivo
permanece constante cuando la solucién éptima es x =y = 2,

h =h,=0.

c) Siel coeficiente de costo ¢, de x toma un valor fuera del intervalo
de variacién [0,10], por ejemplo, ¢, = =3 o ¢ =11, entonces la
solucién bédsica, vértice B(2,2), deja de ser 6ptima, y en este caso,
el valor mdximo se alcanza en otra solucién éptima, uno de los

otros vértices 4(0,2) o C(3,0).

6.5 VARIACION DEL LADO DERECHO DE UNA RESTRICCION
FIJANDO LAS VARIABLES BASICAS

Ahora se estudia el problema cuando se varia el lado derecho de una
restriccién. Se observa que:

* no cambian los costos reducidos, por lo que se mantiene la con-
dicién de éptimo,

127



Mavnarp KonG

* al variar el lado derecho cambia la regién de factibilidad y por
lo tanto también cambian los valores de las soluciones basicas
factibles.

El propésito del andlisis es determinar el intervalo en el que puede
variar el lado derecho exigiendo que las variables bésicas sigan dando
una solucién éptima del problema.

Cuando se modifica el lado derecho de una restriccidn, las variables
bésicas toman un valor que depende de este pardmetro. Estos valores
deben ser no negativos para que la solucién sea factible (y ptima).

Ejemplo Sea el problema

Maximizar z = 4x + 5y
sujeto 2x+y < b,
y<2
y zmax(b,) el valor mdximo de z, que depende de b,, en la solucién
bdsica x =2, y = 2, por ejemplo, para b, = 6 se obtuvo zmax(6) = 8.
¢Entre qué valores puede variar el lado derecho b, de la primera

restriccidn, si las variables bésicas x,y dan una solucién éptima?
Halle zmax(b,) y la solucién éptima respectiva.

Solucién
Consiste en aplicar el método del simplex al problema max z = 4x + 5y
2x+y+h =b,
y+h,=2
asumiendo que las variables bdsicas x,y son bdsicas y dan una solucién
6ptima.

Tabla inicial
vb | x y h, h, b
B2+ 1 10 |b,
h, 10 1|2
c' 5 0 0 0
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Usando el pivote 2* la siguiente tabla es

vb | x y h h b | razén

X 1 Y2 Yo | b /2 b
h 0 1 0 1 2 2

c' 0 3 -2 0 [-2b

Ahora debe ingresar la variable y, y pueden salir x o /,. Puesto que
se exige que X,y sean las variables bdsicas ha de salir /,, y por la razén
minima, para esto se requiere que b, > 2, de lo contrario, saldrfa x. Asi,
asumiendo cierta esta condicién entra la variable y en lugar de 4,.

Usando el pivote 1* se obtiene la tabla

vb h h b

0 % -1 [bl
0 1| 2
0 2 3 |2b-6

X

C'

o|lO —=| =

Luego b, > 2 y el valor miximo de z es z max (b,) =2b, + 6 y una
solucién éptima es x = b, SY= 2,h=h,=0.
L

6.6 INCLUSION DE VARIABLE

Se incluye una nueva variable de decisién y se determinan las condicio-
nes que debe cumplir el costo de la variable o alguno de sus coeficientes
para que se mantenga la solucién éptima del problema original.

Ejemplo Sea el problema

P1) Maximizar z =4x + Sy
sujetoa 2x+y <6
y<2
X,y no negativas

Se incluye la variable no negativa u con coeficiente de costo c, y térmi-
nos 3u, 4u en las restricciones, de modo que el problema modificado es
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P2)  Maximizar z =4x + 5y + c,u
sujetoa 2x+y+3u<6
y+4u<?2
X,),U no negativas

¢Para qué valores de c, el valor midximo de z cambia (en este caso
aumenta)?

Solucién
Introduciendo variables de holgura se obtiene

Tabla inicial

=
S

vb | x y u
2% 1 3 1
4

b
6
2
0

S|~ O

1
c' 4 5 c 0

3

Aplicando el método de simplex, de modo que las variables x,y, en
ese orden, se vuelven bdsicas, se obtiene

Tabla final
vb | x y u h, h, b
x 1 0 32 Y% %
y 0 1 4 0 1 2
¢ | 0 0 c; 2 -3 ]-18

endonde c;=c,—4(3/2)-5(4)=c, - 22

Para que x = 2, y = 2 siga siendo solucién 6ptima, se requiere ¢, < 0,
esto es ¢,—22<0,0 ¢, <22.

Asi, si ¢, < 22 no cambia la solucién éptima.

Por otra parte, si ¢,> 22, entonces ¢,> 0 y la variable u ingresa en
lugar de y, pues tiene la razén minima 2/4, y z aumenta en 1) ¢!, esto
eszmax =18 +¢;/2 =18 + (¢, —22)/ 2 cuando c, > 22.

Resumiendo, si ¢;> 2 el valor mdximo de z aumenta.
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6.7 INCLUSION DE RESTRICCION

En el siguiente ejemplo se desarrolla el andlisis de sensibilidad cuando
se aflade una restriccién y se determinan las condiciones para que se
preserven las variables bdsicas del programa original.

Ejemplo Sea el problema

P1) Maximizar z = 4x + Sy
sujetoa 2x+y<6
y<2
X,y no negativas

Se agrega la restriccién x + 2y < b de modo que el problema modi-

ficado es

P2) Maximizar z = 4x + S5y
sujetoa 2x+y <6
y<2
x+2y<b,
X,y no negativas

¢Para qué valores de b, se preserva la solucién éptima del problema

P1)?
Solucién

Usando variables de holguras el problema P2) tiene la tabla

vb | x y h, — h, b b
A2 1 1 0 o0]6
h, | 0 1 0 1 0 2
A1 2 0 0 1 |b,
¢ | 4 5 5 5 5 0
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Exigiendo que entren las variables x,y al conjunto de variables bési-
cas, segtin el orden de los pasos seguidos para resolver P1), entrax y sale

h, de modo que 6/2 < b3/1, 03<b,

Usando el pivote 2* la siguiente tabla es

vb | x y h, h,  h, b
X 1 Yo W 0 0 3
h, 0 * 0 1 0 2
h, 0o 32 % 0 1 |b-3
c' 0 3 2 0 0 |-12

Ahora debe entrar y y salir /1, de manera que la razén minima es

g<(b3—3)

1 (3/2)

estoes3<b,—3,06<b,.

Simplificando la tabla segtn el pivote 1* resulta

vb | x y h,  h, h b

x 1 0 Yoo a0 2

y 0 1 0 1 0 2

h, | 0 0 % -32 1 |b-3-3/22)=b,-6
¢ |0 o -2 3 0 |-18

Asi, si b, 2 6, el valor médximo sigue siendo 18 y la solucién éptima
esx=2,y=2,h,=b,-6.

Nota

Si0 < b, <6lasolucién ptima cambia, disminuyendo el valor méximo;
y si b, <0 la regién factible es vacia.
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6.8 DUALIDAD Y ANALISIS DE SENSIBILIDAD

La solucién 6ptima del dual, o valores duales, da una informacién
inmediata de cémo varia el valor 6ptimo del problema cuando se modi-
fican individualmente los lados derechos de las restricciones.

Vector dual y valores marginales

Sea y. el valor dual de la restriccién i con lado derecho b..

El valor 6ptimo del problema cambia en y, veces 8 unidades cuando
b, se cambia en & unidades.

(Se supone que b, y b+ & estan dentro del rango permitido de este
pardmetro).

De modo mis preciso:

».es la razén de cambio del valor éptimo por unidad
de cambio del lado derecho de la restriccién i.

Debido a esta propiedad a y, también se le denomina valor (o costo)
marginal o precio de sombra del recurso b..

Ejemplo

Maximizar z = 4x + S5y
sujetoa 2x+y<6
y<2

X,y no negativas

Los valores duales son y, =2,y, = 3.

Asi, y, =2 es el incremento del maximo de z por unidad de incre-
mento del lado derecho de la primera restriccién. Por ejemplo, si 6 se
reemplaza por 10, el valor méximo crecerd en 2*(10-6)= 8 unidades.

De igual modo, si se disminuye de 2 a 1 el lado derecho de la segunda
restriccién, el valor 6ptimo cambiard en y, veces (1-2) = 3(—1) = -3, esto
es, decrecerd en 3 unidades.
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Nota

La propiedad se deduce de la expresién del valor 6ptimo z, en términos

de los valores duales y los lados derechos (Propiedad P4 de 5.5):
z,=yb +..+yb + .. +y b

m m

y del hecho que los valores duales (la solucién dual) no cambian si se
altera el lado derecho de una restriccién.

Propiedad de holgura complementaria

Esta propiedad establece que cuando la solucién éptima de un pro-
blema satisface una restriccién con un signo de desigualdad, entonces
el valor 6ptimo del problema no cambia si se modifica (ligeramente) el
lado derecho de esa restriccion.

La propiedad se justifica observando que la solucién éptima serd
la misma, y por lo tanto se mantendrd el valor 6ptimo, si se modifica
solamente el lado derecho de esa restriccion.

Usualmente esta propiedad se expresa utilizando el valor marginal y
la holgura de la restriccién.

La medida de cudnto recurso requiere, o usa, la solucién 6ptima de
la restriccién i es dada por

}_zl, = holgura de la restriccién i
=b -1,

en donde
b, es el lado derecho
L, es el valor del lado izquierdo de la restriccion i calculado en
la solucién 6ptima

Obsérvese que h.esOsib=L, 0 distinto de O si L<b,oL>b,
Por otra parte, se sabe que el valor dual y, de la restriccion i es la
medida de cambio del valor éptimo por variaciones de b,.
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Y la propiedad de holgura complementaria puede expresarse asi:

Si h, es distinto de cero entonces y, = 0

(si b, es distinto de L, entonces el valor 6ptimo no mejora cuando se
varfa b).
Como ejemplo, se calculan las holguras de las restricciones del pro-
blema
Maximizarz=x+y
sujetoa  3x-y <6
y<3
x+y=2
X,y no negativas

El valor méximo del problema es z max=6 y la solucién 6ptima es
x=3, y=3.

Reemplazando x=3, =3 en las restricciones se calculan las holguras

33)-3=6
3=3
3+3>2

de modo que l_zl =0, Ez =0, E =4,

Los valores duales son y, = 1/3,y,=4/3,y,=0.

Puede comprobarse que se cumple /.y, =0, i=1,2,3.

La tercera restriccién merece una atencién particular. Esta tiene hol-
gura /1, distinta de 0 y valor marginal y, igual 0, lo que indica que el
valor éptimo 6 no varia si se modifica (ligeramente) el lado derecho 2
(b, tiene rango <6); por ejemplo, la solucién 6ptima serd la misma si
en lugar de la restriccién x+y > 2 se considera la restriccién x+y > 4.
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6.9 COSTOS REDUCIDOS Y ASIGNACION DE VALORES A VARIABLES
NO BASICAS

Sean z el valor éptimo de un problema, x, una variable no bésica de la
solucién éptima (el valor de X, es por lo tanto 0), y cj’. el respectivo costo
reducido. Se supone ¢} distinto de cero. (Si el problema es de maximi-
zacion c;< 0, y si es minimizacién cj'.> 0).

Para obtener una solucién éptima en la que la variable X, asuma
un valor b,>0, se considera el problema modificado con una nueva

restriccion

X;= b,

Si este problema tiene solucién éptima z,, entonces
_ [;
z,=z,+c" b

Asi, en el caso de maximizacién se tiene Z, menor que z, en —cj’. b,y

en el caso de minimizacién z, es mayor que z; en —¢’b,.

Ejemplo

El problema
Maximizar z = 4x + 5y
sujetoa 2x+y+u==6
y+v=2
X,y, U, V no negativas

tiene valor éptimo z =18 en x=2, y=2, u=v=0.
Los costos reducidos son ¢’ =0, ¢, =0, c,=-2, ¢, = -3y la funcién
objetivo se expresa por

z=18 = 2u — 3v.

De acuerdo a lo indicado, si se desea una solucién éptima con u=3,
se considera el problema incluyendo la restriccién u=3
Maximizar z = 4x + S5y
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sujetoa 2x+y+u==6
y+v=2
u=2
X, y, U, Vv no negativas
y por lo indicado, el valor mdximo de este problema es

z, =18 +¢,(3)=18-2(3)=12,

6.10 MATRIZ DE OPERACIONES EN LA TABLA FINAL

Cuando se aplica el método del simplex, la tabla inicial tiene un con-
junto de variables bdsicas cuyas columnas forman la matriz identidad.
En la tabla final del algoritmo, la matriz M determinada por esas colum-
nas almacena las operaciones de filas realizadas a partir de la tabla inicial.
Esto significa que cualquier columna de la tabla final se obtiene
multiplicando M por la misma columna de la tabla inicial:

Por ejemplo, aplicando el método del simplex a la

Tabla inicial
vb | x y h, h, b
n 2 1 1 016
nlo 1 0 1]2
c' 4 5 0 0 0

se obtiene

Tabla final
vb | x y h, h, b
X 1 0 23 -
ylo 1 0o 1]2
c' 0 0 -2 30| -18

En este caso, la matriz de operaciones M, determinada por las
columnas de h yh,, es

M:%_%
0 1
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Puede comprobarse que si se multiplica M por la columna de y de la
tabla inicial se obtiene la columna de y en la tabla final:

- [ ] O

o si se multiplica M por la columna de constantes, o lados derechos de
la tabla final, se obtiene la columna de constantes en la tabla final

e MR A CRd R

De igual modo, si en la columna de constantes de la tabla inicial se

reemplaza 6 por b, la columna de constantes de la tabla final es
| | b
b H _

0 1 JL2 2

Asi, mediante el uso de la matriz M se puede recalcular inmediata-

mente la tabla final cuando se altera un lado derecho de una restriccién
inicial o cuando se agrega una nueva variable, lo que implica agregar la
columna de sus coeficientes en la tabla inicial.
Por otra parte, los valores duales pueden ser obtenidos a partir de los
costos de las variables bdsicas de la tabla inicial y de los costos reducidos
de estas en la tabla final (véase Propiedad P4 de 5.5)

y,=¢-c

De todo lo dicho se concluye que los cdlculos del andlisis de sensi-
bilidad post 6ptimo pueden hacerse, de manera mds simple, cuando se
utilizan la tabla final y la matriz M de operaciones.

Nota

Sea B la matriz de coeficientes de las variables basicas finales, la matriz
M de operaciones estd formada por las filas de la matriz inversa B.
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Ejemplo

Como una aplicaciéon de lo expuesto se desea determinar el rango de
variacién del lado derecho 2 de la segunda restriccién del problema

dado por la tabla (inicial)

vb | x y h, h, b
nl2 1 1 06
o 1 0 1|2
c' 4 5 0 0 0
y cuya tabla final es
vb X y h, h,
X 1 0 o A
ylo 1 o 1|2
c’' 0 0 -2 -3 18

Sien la tabla inicial se cambia 2 por b, la columna inicial de cons-

6
tantes es b |

Y en la tabla final esta columna se convierte en
A B
0 1 |t [(0) (6) + (1) (&) b,

Los componentes son los valores de las variables x,y; por lo tanto,

deben ser no negativos, de modo que 3 —?2 >0yb,20.

De donde resulta el rango 0 < b,<6.

Ciélculo del valor méximo
Se puede usar la columna inicial de b y los valores duales

zmax =7, (6) + 7,(b,) = 2(6)+3b, = 12 + 3b,
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O se puede usar la tabla final reduciendo los costos originales

vb | x y h,  h, b
X 1 0 Vo V2| 3-b)2
v 0 1 1 b,
c 4 5 0 0 0
c' 0 0 * * | -zmax

-zmax = -4(3-b,/2)-5(b,)

de donde zmax = 12 + 3b..

6.11 PROBLEMAS RESUELTOS

Problema 1 Sea el problema

Maximizar z=2x +4y + u + 3v
sujeto a x+3y+u<ls
2x+ 6y —4u>12

X, Y, U no negativos

(1)
2)

Indique cémo varia el valor mdximo de la funcién objetivo cuando

a) se incrementa un coeficiente de costo

b) se incrementa el lado derecho de la restriccién (1) de signo <

c) se incrementa el lado derecho de la restriccién (2) de signo >.

Solucién

a) Si se incrementa cualquiera de los coeficientes de costos la fun-

cién objetivo crece o mantiene su valor porque los valores de las

variables son no negativos. Por lo tanto, lo mismo sucede con el

valor mdximo.

b) Sil5< b, entonces
la desigualdad x + 3y + u < 15

implica la desigualdad x + 3y + u < b,
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Nota
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CAPITULO 6. ANALISIS DE SENSIBILIDAD POST OPTIMO

y por consiguiente la regién factible del problema original es un
subconjunto de la regién factible del problema modificado. De
aqui se sigue que el mdximo sobre la Gltima regién es mayor que
o igual al mdximo original.

Asi, el valor miximo tiene el mismo sentido de variacién del
lado derecho de una restriccién <.

Sil2<b,, ahora

la desigualdad 2x + 6y -4u > b, )

implica la desigualdad 2x + 6y -4u > 12 (2)

y esto significa que la regién factible del problema modificado es
parte de la region factible del problema original. Luego el maximo
del problema modificado es menor que o igual al mdximo original.

Sila restriccion es de igualdad, en general no se puede indicar en qué
sentido varfa el valor éptimo, ya que las regiones factibles del pro-
blema original y del problema modificado son disjuntas, e incluso
es posible que el problema modificado no tenga valor éptimo.

Si el problema es de minimizacidn, el valor minimo varfa en

* el mismo sentido en que cambia el lado derecho de una res-
triccién 2: si este aumenta el valor minimo es mayor o se
mantiene.

* sentido opuesto al sentido en que cambia el lado derecho de
una restriccién <: si este aumenta el valor minimo es menor
0 se mantiene.

Problema 2 Sea el problema

Maximizar z = 3)cl + 7x2 + 4)c3 + 9)c4
sujeto a  x, +4x, + Sx, + 8x, <9

x]+2x2+6x3+4x4s7
xl.ZO
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a) Resuelva el problema por el método del simplex.

b) Encuentre el rango de variacién del coeficiente de costo de x, si
se mantiene la solucién éptima.

c) Halle el intervalo de variacién del lado derecho de la segunda
restriccion, si las variables bésicas de la parte a) dan la solucién
optima.

Solucién

a) Introduciendo variables de holgura se tiene la tabla inicial

vb | x| X, x, x, h, h, b
h, 4 5 8 1 0 9
h, 1* 2 6 4 0 1 7
c' 3 7 4 9 0 0 0
vb | x X, X, x, h, h, b
' 0 2% -1 4 1 -1
. 1 2 6 4 0 1 7
c' 0 1 -14 3 0 -3 -21
vb | x X, X, X, h, h, b
X, 0 1 -V 2 Vo %
X, 1 0 7 0 -1 2 5
c' 0 o ¥, -5 Y% S,|-22

b) Llamando ¢, al costo de x, en la tabla final se escriben los costos
de la funcién objetivo y se calculan los nuevos costos reducidos
(fila ¢’ = fila ¢ menos ¢, veces fila 1 menos 3 veces fila 2), res-

pecto de las variables bésicas X5 Xyt

vb | x X, X, x, h, h, b
X, 0 1 -V 2 Vs - 1
x, 1 0 7 0 -1 2 5
3 c, 4 9 0 0 0

! 0 0 (-174¢,/2) 9-2¢, (3-¢,/2) (-6+c¢/2)| -c-15
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Y exigiendo que se cumpla el criterio de méximo (todos ¢’ < 0)

-17+¢,/2<0, 9-2¢,<0, 3-¢,/2<0, —=6+¢,/2<0
0 ¢,<34,¢,29/2, ¢,26, c,<12

de donde resulta el intervalo 6 < ¢, <12,y el valor maximomaxz= c,+15,
en la misma solucién éptima: x, = 1, x, = 5, y las otras variables con
valor cero.

c) Las restricciones son
x, +4x,+ 5x,+8x,<9
X, +2x,+ 6x,+4x,< b,
Puesto que se mantienen las variables bdsicas X, X, calculamos
la columna de las constantes de la tabla final multiplicando la

matriz de las columnas de /, y &, por la columna inicial de cons-
tantes (segun 6.10)

ANV
-1 2 | |5 9 +2b,

y exigiendo que los componentes de la columna sean >0

b
%- %zo, ~9+2b, 20,

0922y b > %
Finalmente, se obtiene 4.5 < b, <9.

El valor miximo es

zmax =y, (9) +y,(b) = 1/2(9) +5/2b,
= (9+5b)/2

usando los valores duales y, =0—(=1/2)=1/2,y,=0-(-9/2)=9/2
que se obtienen de los costos reducidos de las variables 4, A,
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Problema 3 Sea el problema

Minimizar z = 2x, + 24x, + 20x, + 20x,
sujetoa —x, +8x, +x, =4
x, —3x,+x,=35
y x,20

a) Resuelva el problema por el método del simplex.

b) Encuentre el intervalo de variacidon del costo de la variable x, e
indique el valor minimo respectivo.

¢) Determine el rango del lado derecho de la segunda restriccién y
el valor minimo correspondiente.

d) El valor minimo del problema es 64, ;cudnto debe valer el lado
de la restriccién 2 para obtener el valor minimo 402

Solucién

a) Se aplicardn los criterios para problemas de minimizacién: se
obtiene minimo si todos los costos reducidos son > 0 y entra una
variable si tiene costo reducido <0.

Tomando como variables basicas X,, X, se obtiene la tabla inicial

vb | x x, X, X, b

X -1 8% 1 0 4

x| 1 3 0o 15
c [ 2 24 20 20] 0
¢ 2 76 0 0 [-180

puesto que ¢, = -76 < 0 entra x, y sale x, .

Usando el pivote 8* la siguiente tabla es

vb x, X, X, x, b

X -1/8 1 1/8 0 172
X 5/8% 0 3/8 1 13/2
0

c' |-60/8 76/8 0 | -142

de c¢'=-60/8 entrax, y sale X,
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Se obtiene la tabla final
vb | x| x, X, X, b
X, 0 1 1/5 1/1 | 9/5
X, 1 0 3/5 8/5 |52/5
c' 0 0 14 12 | -64

Asi, el valor minimo es 64 y se obtiene en x,=10.40, x,=1.80,

x,=x,=0.
vb | x x, X, x, b
x, | 0 1 15 1595
x, 1 0 3/5 8/5|52/5
c c, 24 20 20 0
c' 0 0 c) ¢, | -z,
en donde ¢, =20 — 2475 - 3¢,/5

3
c,=20-24/5-8c,/5
~z,=0-24(9/5)-52/5c, 0 z,=(216 + 52¢,)/5
Exigiendo la condicién de minimo ¢, >0y c) >0
de donde 76-3¢, > 0y 76-8¢, > 0

o ¢, 276/3yc 276/8

y tomando el menor ¢, > 76/8 = 9.50.

Luego, el coeficiente de costo de x, puede ser cualquier nimero
<9.50, mientras se mantenga la solucién Sptima. Y el valor
minimo de z es z,=43.20 + 10.4c,.

Segtin lo indicado en 6.10, la columna final de constantes es
igual al producto de la matriz de las columnas x,, x, (que son las

variables bésicas iniciales) por la columna inicial
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4
bZ
1 1 b
4 % 4 B % 2
esto es -
3 8/|| b 8b /
4 4 2 % 2
que debe tener componentes > 0 para que la solucién sea facti-

ble:

4/5+b,/520y 12/5+8b,/520
o by>-4yb,>2-15/2
y la condicién es b, > —15/ 2.

De la tabla final hallada en la parte a) obtenemos los valores
duales

y,=¢,—¢;=20-14=6
y,=¢,—¢,=20-12=38

4
y el valor minimo es zmin=y b, +y,b, = 6(4)+8b,
=24 +8b,

d) Se resuelve la ecuacién zmin = 24 + 8b, = 40, de donde b,=2.

Problema 4

Una fdbrica produce tres productos P1, P2, P3, que son procesados en
dos talleres. La siguiente tabla muestra los tiempos de procesamiento,
en horas, de una unidad de producto y las capacidades de produccién
(horas disponibles de procesamiento) de cada taller.

Horas de proceso de unidad de produccion Capacidad de
P1 P2 P3 produccion en horas
Taller 1 2 4 8 180
Taller 2 4 2 5 550
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La utilidad es de 4, 6 y 12 por unidad de los productos, respectiva-
mente.

a) ;Cudntas unidades de cada producto deben producirse para
obtener la mayor utilidad?

b) ;En qué rango puede variar la utilidad unitaria de P1 sin cam-
biarla solucién 6ptima?

c) Halle el valor marginal cuando se incrementa la capacidad de
produccién del taller 1.

d) ;En qué rango puede variar la capacidad de produccién del
taller 1 sin cambiar las variables de la solucién mdxima, esto es,
produciendo exclusivamente los productos determinados en la
parte a)?

Solucién

a) Designando por X, el nimero de unidades a producir de P,y por
U la utilidad total el problema a resolver es
Maximizar U= 4x, + 6x, + 12x,
sujetoa  2x, +4x, + 8x, < 180
4x, + 2x, + 5x, <150
x,20.

Agregando variables de holgura se tiene la tabla inicial

Ti
vb | x| X, X, h,  h, b
' 2 4 1 0 | 180
L | 4 2 5 0 1 | 150
¢’ 4 2 12 0 0 0

Resolviendo por el método del simplex resulta la tabla final con
la solucién 6ptima.
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Tf
vb X, X, X, h, h, b
X, 0 1 11/6 2/6 -1/6 | 35
X, 1 0 173 -1/6 2/6 | 20
c' 0 0 -1/3 -43 -1/3|-290

Luego la utilidad méxima es 290 y se obtiene produciendo 20
unidades del producto P, y 35 unidades del producto P,.

Haciendo ¢, la utilidad unitaria de P, manteniendo las utili-
dades de los otros productos, se calculan los costos reducidos
empleando la tabla final

vb | x| X, X, h,  h, b
x, 1 11/6 2/6 -1/6| 35
x, 1 0 13 -1/6 2/6 | 20
c c, 6 12 0 0 0
c' 0 0 c c, c; | -0,

endonde c¢;=12-6(11/6)~c (1/3)
1=0-6(2/6)—c, (-1/5)
(=0-6(-1/6)~c, (2/6)

~U, =-6(35)—c, (20 =210 - 20c)

Para preservar la solucién 6ptima basta que se cumpla el criterio
de mdximo ¢! <0, y por lo tanto se tienen las desigualdades

l—cl/3SO o 3<c,
—2+¢,/6<0 0 ¢ <12
1-2¢,/6<0 0 3<c,

que se satisfacen a la vez si ¢, estd en el rango 3 <c <1 y la utili-
dad méxima correspondiente es U max = U, = 210 + 20c,.

El valor marginal cuando se incrementa la capacidad del taller 1
segin 6.5 es dado por el valor dual de esta restriccién (usando
los costos de hy, la variable de holgura de la restriccién)
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y,=c,—c,=0-(-4/3)=4/3.
Asi, cada vez que se aumenta una hora en el taller 1 (dentro del

rango permitido) la utilidad méxima aumenta en 4/3.

bl
150

multiplicando la matriz formada por las columnas de las varia-

d) La columna de constantes del problema modificado es y

bles basicas se obtiene la columna en la tabla final

b
by

2/6 -1/6|| b,
~1/6 2/6 ||150

en donde b/ =2/6b, — 1/6(150)
bl =—1/6b, +2/6(150)

y para que la solucién sea factible (y en este caso es 6ptima) estos
valores deben ser no negativos.

Asi, b /3-2520
b, /6+5020
y b, varia en el rango 75 < b, <300 con la solucién maxima
x,=b/ =(b -75)/3, x,=b;=(300-0b)/6
De y, =4/3,y,=0 — (-1/3)=1/3, se obtiene la utilidad
maxima
Umax=yb +yb,=4/3b +1/3(150)
=(4b, +150)3

Problema 5 Inclusién de variable

En el problema anterior se propone la produccién de un nuevo pro-
ducto P, con tiempos de procesamiento 2 y 3 horas por unidad en los
talleres 1 y 2, respectivamente. ;Cudnto debe ser la utilidad unitaria de
P, para mejorar la utilidad total?
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Solucién

Sean x, el niimero de unidades a producir y c, la utilidad unitaria del
producto P,.

El problema se expresa asi Maximizar U= 4x, + 6x,+ 12x, + cx,
sujeto a  2x, + 4x, + 8x, + 2x, < 180
4x, + 2x,+ 5x, + 3x, < 150
x.20
de modo que x, es la nueva variable agregada al problema.
Agregando variables de holgura /i y h, la tabla inicial es

Ti

vb | x x, x, x, h h, b
h, 2 4 8 2 1 0 | 180
h, 4 2 5 3 0 1 | 150
14 6 12 ¢ 0 010

La tabla final es la misma que la hallada en el problema 5 anadida
con la nueva columna de x, igual al producto de la matriz que almacena
las operaciones de fila, formada por las columnas de las variables 4, y
h,, multiplicada por la columna de x,

2/6 -1/6||2| |1/6
‘—1/6 2/6 ||3] |4/6
Tf

vb x, x, x, x, h, h, b
x, 0 1 11/6 1/6  2/6 -1/6 | 35
X, 1 0 173 46 -1/6 2/6 | 20
c 4 6 12 c, 0 0 0
c' 0 0 -173 ¢, -43 -1/3]-290

donde ¢, = costo reducido de x, = ¢,- 6(1/6) - 4(4/6).

Sic,<0,0c¢,<17, la solucién éptima sigue siendo XX,y la utili-
dad médxima se mantiene en 290, por lo que no es conveniente producir
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P; si por el contrario, ¢, > 17, entra la variable x, y la utilidad méxima
es mayor (en este caso X, ingresard en lugar de x, produciéndose P, en
lugar de P;en efecto, si se actualiza la tabla se obtiene x,=30,x,=30y
Umax =290 + ¢/, (30)=290 + 30 (¢, — 17), sic,> 17.

Por lo tanto, la utilidad unitaria de P f debe ser mayor que 17 para

mejorar la utilidad total.

Problema 6 Inclusién de restriccién

Si en el problema 4 se requiere adicionalmente que el nimero de uni-
dades del producto P, sea al menos 12, encuentre la utilidad mdxima.

Solucién

Anadiendo la restriccién x, > 12 o x, — h, = 12, el problema es

Maximizar U= 4x, + 6x, + 12x,

sujeto a  2x, +4x, + 8x, < 180

4x, +2x, + 5x, < 150
x,—h,=12
x,20,h,20
Desde luego este problema puede ser resuelto directamente.
Se abrevian los cdlculos si se usa la tabla final del problema con las

dos primeras restricciones y se le agrega la fila de la nueva restricciéon

xoox, x, ok hy, | h, b
0 1 11/6 2/6 -1/6| 0 | 35
1 0 1/3 -1/6 2/6 0 20
0 0 * 0 0 -1 ] 12

Se observa que se puede eliminar x, de las dos primeras restricciones
o lo que es lo mismo anular los coeficiente 11/6 y 1/3 de la columna de
x:ala fila 1 se le resta 11/6 veces la fila 3, y ala fila 2 se le resta 1/3 veces
la fila 3, y se obtiene la tabla con las variables bésicas X, X, X,
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x, x, X, h, h, h, b
X, 0 1 0 26 -1/6 11/6 | 13
X, 1 0 0 -1/6 2/6 1/3 | 16
s 0 0 1 0 0 -1 12
c 4 6 12 0 0 0 0
c' 0 0 0 -4/3 -1/3 -37/3|-286

Luego la mdxima utilidad es 286 y se obtiene produciendo 16, 13 y
12 unidades de los productos P, P,y P;, respectivamente.
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Carituro 7
PROBLEMAS DE TRANSPORTE Y ASIGNACION

7.1 INTRODUCCION

Desde m fuentes o puntos de oferta se desea enviar un conjunto de uni-
dades de un producto a 7 destinos o puntos de demanda. Cada fuente
i puede suministrar s, unidades y cada punto j de destino debe recibir
d, unidades. Fl costo de envio de una unidad desde i hacia j es dado
por una cantidad ¢;, de manera que si entre estos puntos se envian x,
unidades el costo respectivo es el producto ¢, por x,,

Se desea determinar un plan de envio que minimice el costo total,
es decir, hallar las cantidades x; que tienen que enviarse de las fuentes a
los destinos de manera que el costo total de envio, la suma de los costos
individuales ¢, x,, sea el menor posible.

Ejemplo 1

La siguiente tabla muestra los costos unitarios, los suministros y las
demandas de un problema de transporte con 3 fuentes y 4 destinos.

D1 D2 D3 D4 suministros

F1 10 5 3 8 100

2 6 8 12 7 200

F3 11 7 6 3 100
demandas 70 130 120 80
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Los datos de la fila 1 indican que en el punto 1 hay 100 unidades
para ser enviadas a los destinos D1, D2, D3 y D4, a un costo de 10, 5,
3 y 8 por unidad, respectivamente.

La fila de demandas contiene las cantidades 70, 130, 120 y 80, que
se requieren en los destinos D1, D2, D3 y D4.

El siguiente ejemplo muestra como un problema de transporte
puede ser formulado como un problema de programacién lineal.

Ejemplo 2

Exprese el problema de transporte del ejemplo 1 como un problema de

programacién lineal.
Solucién
Sea x; = el nimero de unidades que se envian desde el punto O, al
punto Dj, i=1,2,3,j=1,2,3,4.
El problema de programacién lineal correspondiente es
Minimizar ~ C =10x,, +5x,, +3x,;, +8x,,

+6x,, +8x, +12x,, +7x,,
+11x;, +7x,, + 6x;; +3x;,,

sujeto a X, + X, + X5 + X, =100 (F1)
Xy F Xy + Xy + X,, =200 (F2)

Xy, + Xy + 255 + 2y, =100 (F3)

X, + X, +x3, =70 (Dl)

o
!

X, +X5+x, =130

X3+ Xy + x5, =120

T~~~
v

23
= =

Xy, + X, + x5, =70

y todos los x . no negativos.
i
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La restriccién (F1) expresa el hecho de que las 100 unidades del
punto F1 se reparten x,, al punto D1, x ,al punto D2, x,al punto D3
y x,, al punto D4,

Y la restriccién (D1) representa la condicién que la cantidad 70
requerida en el punto D1 es igual a la suma de las cantidades XX, Y
X,, provenientes de los tres puntos de oferta F'1, F2 y F3.

7.2 PROBLEMA DE TRANSPORTE BALANCEADO

Se dice que un problema de transporte es balanceado si el suministro
total es igual a la demanda total, esto es, si se cumple la igualdad

S=D

en donde §' = suma de los suministros s,
D = suma de las demandas d]
El problema de transporte del ejemplo 1 es balanceado pues

S =100+200+100 =400
D=70+130+ 120 + 80 =400

Se demuestra que todo problema de transporte balanceado tiene
solucién Sptima.

Siel problema de transporte no es balanceado, entonces el conjunto
de restricciones no tiene soluciones, es decir, el sistema de ecuaciones es
incompatible. No obstante, este tipo de problemas puede convertirse
en uno balanceado asi:

si §< D, se agrega una fuente ficticia con suministro D — §
y si S> D, se agrega un destino ficticio con demanda S — D

de modo que el problema resulta balanceado.

En el primer caso, el suministro agregado representa la cantidad que
falta en las fuentes para cumplir con las demandas, o que no se puede
enviar a los destinos; y en el segundo caso, la demanda agregada es la
cantidad que excede la demanda requerida, o sobra en las fuentes.
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Al agregar una fuente o un destino ficticio es necesario considerar
los costos unitarios de envios, que pueden ser especificados explicita-
mente, esto es, asignando costos a las unidades que falten o sobren,
o implicitamente, asumiendo valores ceros, cuando estos costos no se
mencionen.

Ejemplo 3
Sea el problema de transporte dado por la tabla

D1 D2 D3 suministros

F1 | 10 5 3 100
21 6 8 12 50
demandas 40 60 80

Las cantidades que no se envien a los destinos tienen una multa de
4,3 y 5 por unidad, respectivamente.

Se observa que el suministro total 150 es menor que la demanda
total 180, por lo que se procede a balancear el problema. Se crea una
fuente ficticia F3 con suministro 180-150 =30 y costos 4, 3 y 5.

D1 D2 D3 suministros

F1 | 10 5 3 100

F2 6 8 12 50

F3 4 3 5 30 «— fuente ficticia
demandas 40 60 80

7.3 METODO DEL SIMPLEX SIMPLIFICADO

Un problema de transporte puede ser resuelto por el método del
simplex. Sin embargo, la aplicacién del método requiere un niimero
grande de operaciones pues hay operar con mxn variables x, sin contar
las variables artificiales.

Para resolver un problema de transporte balanceado se usa una ver-
sion simplificada del algoritmo del simplex, basada en las propiedades
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particulares que tiene el problema. Como se verd en lo que sigue,
mediante este algoritmo simplificado se busca una solucién éptima
realizando exclusivamente operaciones de sumas y restas con los datos
del problema.

El método opera directamente con la tabla del problema, regis-
trando en cada celda (i, j) el costo c,y el valor actual X, de las unidades
de envio de la fuente i al destino j.

Numero de variables basicas

En un problema de transporte balanceado todo conjunto de variables
bésicas se compone de m + n — 1 variables, siendo m el nimero de filas
(o fuentes) y n el niimero de columnas (o destinos).

Por ejemplo, el problema de transporte del ejemplo 1 tiene 3 + 4
— 1 = 6 variables bdsicas.

Ciélculo de un conjunto inicial de variables bésicas
Se tratardn dos métodos:

* el de la esquina noroeste
* el dela celda de costo minimo.

Mediante estos métodos se elige una celda (i, j), esto es, una varia-
ble x,, para asignarle la mayor cantidad posible segiin el suministro
disponible en la fuente i y la demanda restante en el destino j; para
ello se elige el menor de los dos valores, de manera que uno de los dos
puntos queda satisfecho. Luego se marca la fila o columna elegida para
ser omitida en las selecciones siguientes. Si los dos valores son iguales,
se elige cualquiera de ellas.

Si el nimero de variables bdsicas asi obtenidas es menor que m+n—1,
estas se completan eligiendo las variables necesarias, con valor cero,
entre las celdas no asignadas de la dltima fila o columna del proceso
(véase el paso 5 del ejemplo 5 siguiente).

En los ejemplos siguientes se ilustran los dos métodos.
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Ejemplo 4 Método de la esquina noroeste

Halle una solucién bésica factible del problema de transporte
siguiente por el método de la esquina noroeste.

Dl D2 D3 D4
F1 | 10 5 3 8 | 100
F2 | 6 8 127 |200
F3 11 7 6 3 | 100
70 130 120 80

Solucién

Este problema tiene las variables

117 77122 77132 7714

217 77222 7723° 24

= o= =

Xp0p X 00 X
X0y X,0s X
31° x32’ x33’ x34

y por lo tanto cualquier conjunto de variables bdsicas se compone de
3+4-1= 6 variables.

D1 D2 D3 D4
[ 10 [ 5 [ 3 | 8
F1 100
xll le xl} x14
[ 6 | 8 [ 12 [ 7
F2 200
x21 xZZ x23 x24
[ 11 [ 7 [ 6 [ 3
F3 100
x}l x32 x33 x34
70 130 120 80

Paso 1

Se elige la celda ubicada en la esquina noroeste de la tabla, esto es, la
celda (1,1), que corresponde a la variable X,

Puesto que la fuente 1 puede suministrar 100 unidades y el destino
1 requiere 70, se asigna x, = minimo {100,70} = 70, es decir, se envian
70 unidades a D1, con lo que queda satisfecha la demanda en D1, y en
la fuente 1 quedan por enviar 100-70=30 unidades. Las otras fuentes
ya no deben realizar envios a D1, o envian 0 unidades, de manera que
quedan resueltos los envios de la columna 1.
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Luego x, =70 es una variable bdsica, las variables x,, y x,, son no
bésicas y reciben valor cero.

X
[ 10 [ 5 [ 3 [ 8
70 100/30
] [ 6 [ 8 [ 12 [ 7 200
] L1 L7 L6 L3 100
70/0 130 120 80
T

Se marca con x la columna 1 para indicar que ya se asignaron las
celdas de esta columna y por lo tanto quedard excluida en las seleccio-
nes posteriores.

Adicionalmente se ha escrito el simbolo * para hacer notar que las
celdas estdn en una columna marcada.

Paso 2

Se selecciona la celda x,,, que estd en la esquina noroeste de las celdas

122
restantes, y se le asigna min {30,130} = 30, que corresponde a la fila 1.
Luego la siguiente variable bdsica es x,,=30; se resta 30 al suministro
actual 30 de la fila y también a la demanda 130 de la columna 2 y se

marca la fila 1.

X
[ 10 [ 5 [ 3 [ 8
x| 2 30 . . 100/30/0
] [ 6 [ 8 [ 12 [ 7 200
] [ 11 [ 7 [ 6 HE 100
70/0 130/100 120 80
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Paso 3

Se selecciona la celda x,, y se le asigna el valor 100 = min {200,100}, se resta
100 al suministro de la fila 2 y a la demanda 2, y se marca la columna 2.

Paso 4

Se selecciona la celda x,; con valor 100 = min {100,120}, se resta 100
del suministro de la fila 2 y de la demanda 3, y se marca la fila 3.

Paso 5

Se selecciona la celda x,, con valor 20 = min{100,20}, se resta 20 del
suministro restante de la fila 2 y de la demanda pendiente de la columna
3, y se marca la fila 3.

Paso 6

Se selecciona la celda x,, con valor 80 = min {80,803}, se resta 80 del sumi-

nistro de la fila 3 y de la demanda 4, y se marca la tltima fila o columna.
La tabla final es

D1 D2 D3 D4
. 70|10 30|5 | 3 [ 8
2 = 100|8 100|12 =
F3 [ 11 [ 7 20|6 80|3

en donde solo se sefialan los valores de las variables bdsicas y las otras
variables son no bdsicas y tienen valor cero.
Se obtiene una solucién biésica factible

x,=70,x,=30,x,=100,x,, =100, x,, =20, x,, = 0.

12 > 22 >3 >33 >34 T
Estos valores indican que de la fuente 1 se envian 70 y 30 unidades
alos destinos 1 y 2, respectivamente; de la fuente 2 se envian 100 y 100
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unidades a los destinos 2 y 3; y de la fuente 3, se envian 20 y 80 unida-
des a los destinos 3 y 4. Noétese que se cumplen todas las condiciones
de suministros y demandas.

El costo total de este plan de envio es

C=10x70 + 5x30 + 8x100 + 12x100 + 6x20 + 3x80 = 3210.

Ejemplo 5 Método de la celda de costo minimo

Determine una solucién bdsica factible del problema de transporte
siguiente por el método de la celda de costo minimo.

D1 D2 D3 D4
F1 | 10 5 3 8 100
F2 | 6 8 12 7 | 200
F3 | 11 7 6 3 100
70 130 120 80

Solucién

Paso 1

Las celdas de costo minimo 3 son (1,3) y (3,4).

Se elige una de ellas, por ejemplo (1,3), y se asigna a la variable
x,,= min {100,120}=100, se marca la fila 1, que da el valor minimo,
y se resta 100 del suministro de la fila 1 y de la demanda de la

columna 3.
[ 10 [ 5 [ 3 [ 8
x|, . 100 . 100/0
[ 6 [ 8 [ 12 [ 7 200
[ 11 | 7 [ 6 [ 3 100
70 130 120/20 80
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Paso 2

Entre las celdas que quedan, la que tiene costo minimo 3 es la celda
(3,4); luego la variable x,, recibe el valor min {100,80} = 80, se resta
este valor al suministro 100 de la fila 3 y a la demanda 80 de la columna
4 y se marca la columna 4, pues corresponde al valor minimo.

IO i i
| 6 | 8 |12 ] L7 500

[ 11 [ 7 [ 6 [ 3
%0 100/20

70 130 12020  80/0

Paso 3

Entre las celdas que quedan, una de costo minimo 6 es la celda (2,1);
luego la variable x| recibe el valor min {200, 70} = 70, se resta este valor
al suministro 200 de la fila 2 y a la demanda 70 de la columna 1 y se
marcan las celdas de la columna 1, pues corresponde al valor minimo.

X X
X *|1o *|5 100|3 *|8 100/70
[ 6 [ 8 [ 12 [ 7
0 . 200/130
JRE R I B N [ NN v

70/0 130 120/20 80/0
Paso 4

Entre las celdas restantes, la que tiene costo minimo 6 es la celda (3,3);
luego la variable x; recibe el valor min {20, 20} = 20, se resta este valor
al suministro 20 de la fila 3 y a la demanda 20 de la columna 3 y se mar-
can las celdas de la fila 3 o de la columna 3, pues corresponden al valor
minimo y tienen igual nimero de celdas libres. Se marca la fila 3.
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X X
x*|10*|5100|3 *lg 100/0
| 6 | 8 [ 12 [ 7
70 . 200/130
x|, L1 *|7 20|6 80|3 100/20/0
70/0 130 120/20/0  80/0

Paso 5

Entre las celdas que quedan, la que tiene costo minimo 8 es la celda (3,2);
luego la variable x,, recibe el valor min {130,130} = 130, se resta este
valor al suministro 130 de la fila 3 y a la demanda 130 de la columna 3.

X X
Lo | [s] [2] [
70 130 « 200/130/130/0
X1« L * L 20' s 80' s 100/20/0

70/0  130/130/0 120/20/0  80/0

En este paso se puede marcar la columna 2 o la fila 2 pues tienen
igual valor. La parte que queda en la tabla corresponde a las celdas (2,2)

y (2,3).

| 8 [ 12
130 0
0

Si se marca la columna 2 se prosigue al paso 6.

Si se marca la fila 2, ya no es posible seleccionar mds variables bési-
cas pues no quedan celdas para seleccionar. No obstante, se sabe que
se requieren 6= 3+4-1 variables bdsicas y hasta este momento hay 5
variables. En este caso, se completa el conjunto tomando en esta fila la
celda (2,3), es decir x,, como variable bdsica con valor 0, y el proceso

termina.
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Paso 6

Se elige la tinica celda que queda x,, = min {0,0} =0.
Finalmente, se obtiene el conjunto de variables basicas

x,=100,x, =70, x,, =130, x, =0, x,, =20, x,, = 0.
Para estas asignaciones el costo total es

3x100 + 6x70 + 8x130 + 12x0 + 6x20 + 3x80 = 2100.

[ 10 [ 5 [ 3 | 8
100
[ 6 | 8 [ 12 | 7
70 130 0
[ 11 | 7 [ 6 [ 3
20 80

Se observa que este plan de envios requiere un costo total que es
menor que el costo calculado en el ejemplo 4.

Criterio de éptimo

Sean ¢, los costos reducidos relativos a un conjunto de variables bdsi-
cas de un problema de transporte. Si se cumple que todos los ¢’ > 0,
entonces, por el criterio de éptimo del método del simplex, se obtiene
una solucién éptima del problema, esto es, la solucién determinada por
las variables bésicas proporciona el valor minimo del costo total.

A continuaci6n se explican dos formas de calcular los costos reducidos.

Calculo de costos reducidos usando variables duales

En un problema de transporte balanceado, los costos reducidos son
dados por

c'=c.—u—v.
y y i J

en donde u,, v, i=1,.,m j=1,..,n
son los valores de las variables duales de las m + n restricciones del
problema.

164



CariTULO 7. PROBLEMAS DE TRANSPORTE Y ASIGNACION

Para hallar los valores de las variables duales se resuelven lasm +n — 1
ecuaciones con incognitas u,, v,

O0=c’ ou-+v=c.
y i J y

para cada celda (i,j) de una variable bésica X,

Si se resuelve el sistema se obtienen infinitas soluciones que depen-
den de un pardmetro, de modo que para determinar una tnica solucién
del sistema se asigna a una de las variables duales un valor particular.

Se demuestra que los valores de los costos reducidos no dependen de la
eleccién de este valor.

Ejemplo 6

Encuentre los costos reducidos correspondientes a las variables bésicas
de la siguiente tabla de transporte.

vl v2 v3 V4
. [ 10 [ 5 [ 3 | 8
1 100

[ 6 | 8 [ 12 [ 7
“ | 70 130 0

[ 11 [ 7 [ 6 [ 3
" 20 80

Solucién

Se anotan las variables duales u, de las filas en el lado izquierdo de la tabla
y las variables duales v, de las columnas en el lado superior de la tabla.

Para hallar los valores de las variables duales se resuelve el sistema
de ecuaciones que resulta de anular los costos reducidos de las variables
basicas:

O=cy=c,—u—-v; o 0=3-u —v, (1)
O0=c)y=c,,—u,—v, o 0=6-u,-vl (2)
O=c,=c,—u,—v, 0o 0=8-u,-v, (3)
O=cjy=cp—t,—v, 0o 0=12-u,-v, (4)
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O=cj=cy,—uy;—v; o 0=6-u,—v, (5)
O=cy,=cy~-u,—v, o 0=3-u,-v, (6)
Y se completa el sistema asignando a una variable dual un valor
particular, por ejemplo
u =0 (7
Resolviendo las ecuaciones, de (7) y (1) se obtiene v, = 3; luego

usando este valor en (4) u, = 9; y de (3) v, = —1; y asi sucesivamente.
Los valores de las variables duales son:

u, =0, u,=9, u, =3
vw=-3 v,=-1 v,=3 v, =0
Por lo tanto, los costos reducidos de las variables no basicas son:
o =¢,—u—v,=10-0-(-3)=13
¢, =c,—u —v, =5—0—(—1)=6
cy=c;—u—-v,=8-0-0=28
Cpy=Cyy—Uy =V, =7-9-0=-2
e =c31—u3—v1=11—3—(—3)=11
“1)=5

1)

Calculo directo de los costos reducidos

'— — — e J— —
Ciy =Cpp—U; =V, =T-3

El sistema de ecuaciones puede resolverse de una manera sencilla utili-
zando la tabla

vl VZ v3 v4
0

. [ 10 [ 5 [ 3 [ 8
=3 100

B [ 6 [ 8 [ 12 [ 7
w=12] 4, 130 0

_ L1 L7 L6 3
u;=6 20 80
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* Se elige la fila 0 columna que tenga mds variables bdsicas y a la
variable dual correspondiente se le asigna el valor 0, por ejemplo,
en este caso se puede elegir columna 3 que tiene tres variables

bdsicas y hacer v, = 0.

* Los valores de u, correspondientes a cada celda bdsica (7,3) son

los mismos costos bdsicos

u =3, u,=12 y u,=6

o
ya que para estas celdas 0 = cl,

equivaleaO0=c,—u. -0 o u =c,
i3 i i i3

* DPuesto que (2,1) es una celda bdsica, u,+v, =6

esto es, 12 sumado con v, es 6, y por lo tanto v, = —6.

* Puesto que (2,2) es una celda bdsica, u,+v,=8
esto es, lasuma de 12 y v, es 8, y por lo tanto v, = —4.

e Puesto que (3,4) es una celda bdsica u, +v, =3,

esto es, lasumade 6y v, es 3,y por lo tanto v,=-3.

Estos calculos dan:

u, =3, u, =12, u, =6
v=-6, v,=-4, v, =0, v,=-3
v2 v}
4 0
e 10 5] | 3 8
! 13 6| 100 8
B 6 8 [ 12 7
w12 g 130 0 2
N 11 7 | 6 3
u;=6 11 5] 20 80

y los costos reducidos c;se calculan restando a ¢, los valores de u, y v

o =c¢,—u—v,=10-3-(-6)=13

C,=CpH—U =V, :5—3—(—4)=6
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cy=c;—u—-v,=8-0-0=28
Cpy=Cyy—Uy =V, =7-9-0=-2
¢ =y —uy—y =11-3-(=3)=11

Ciy = Cyy — Uy —V, =7—6—(—4)=5.

Ciclos en un problema de transporte

Un ciclo se compone de una sucesién de k(= 4) celdas distintas
(i:j)_ _(izajz)'" - _(ikajk)

tales que:

* la primera celda es no bdsica y las demds son bésicas,

* la primera y la tltima celda estén en la misma fila o en la misma
columna, esto esi =1, 0j =J,,

* dos celdas consecutivas estdn en una misma fila o en una hori-
zontal misma columna, de modo que forman un segmento
horizontal o vertical,

y * los segmentos son alternadamente horizontales y verticales.

Las celdas se enumeran a partir de 1.

Propiedades de un ciclo

1. Para cada celda no bdsica existe un tnico ciclo que pasa por la

celda.

2. El costo reducido ¢ de la variable x; es igual a Si — Sp en donde
Si = suma de los costos de las celdas del ciclo con indice impar
Sp = suma de los costos de las celdas del ciclo con indice par.

3. Si cl,j’. < 0, esto es, si la variable no bdsica X, puede entrar al con-
junto de variables bésicas, la variable que sale se encuentra en el
ciclo y ademds las celdas de este son las tnicas afectadas por las
operaciones de actualizacién que se realicen en la tabla.
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Ejemplo 7
Sea la tabla del problema de transporte
[ 10 [ 5 [ 3 | 8
20 10
[ 6 | 8 [ 12 | 7
50 30
[ 11 | 7 [ 6 [ 3
70
[ 16 | 4 [ 6 [ 3
40 10

en la que se indica un conjunto de celdas bésicas, con las cantidades de
envios.
Halle el ciclo que pasa por la celda no bsica en cada caso

a) (2,2)
b) (3,2)

y calcule el costo reducido.
Solucién

a) El ciclo que pasa por la celda no basica (2,2) es

[ 10 [ 5 [ 3 | 8
20 10

| | [12] [7

50 30
[ 11 [ 7 [ 6 [ 3

70
| | Lo | L3

40 10
1 2 3 4

22 23 43 @2
costo reducido ¢;, = 8i — Sp = (8 + 6)— (12 + 4) = 2.
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b) El ciclo que contiene a la celda (3,2) es

[ 10 [ 5 [ 3 | 8
20 10
[ 6 | 8 [ 12 [ 7
50,........1a30
o] [7] Lo I3
*70
[ 16 | 4 [ 6 [ 3
40% 10
1 2 3 4 5 6
(32 G4 24 23 @3 (42

y el costo reducido ¢, =(7+7+6)-(3 + 12 + 4)=1.

Cambio de variable

Sea una celda (i,j) (o variable X; ) no bésica con costo reducido ;<0
Entonces

a) (i,j) ingresa al conjunto de celdas bésicas
b) sale la celda del ciclo que tiene menor valor asignado

M = minimo {qu tal que la celda (p, ¢) es par}
y ¢ se actualizan los valores de las celdas:

se suma M a las celdas impares del ciclo
y se resta M a las celdas pares.

En particular, la nueva variable bésica tiene el valor M y el costo
total disminuye en la cantidad ¢} x M.
El siguiente ejemplo muestra completamente el método simplifi-

cado.
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Ejemplo 8

Un fabricante de jabones y detergentes tiene 3 plantas P/, P2y P3, desde
las cuales se debe enviar los productos a cinco ciudades. Las demandas

de ventas en las ciudades son de 600, 300, 500, 200 y 400 cajas, respec-

tivamente, y las plantas pueden producir 900, 800 y 300 cajas.

La siguiente tabla muestra los costos unitarios de envios de cajas de

los productos:

Resuelva el problema por el método del simplex simplificado.

Solucién

1) Se halla una solucién bdsica inicial por el método de la esquina

Cl C2 (C3 C4 G5
P1L |20 30 15 45 40
P2 |18 9 60 70 50
P3| 55 15 80 90 40

noroeste.
[ 20 [ 30 [ 15 [ 45 [ 40
600 300 0
[ 80 [ 90 [ 60 [ 70 [ 50
500 200 100
[ 55 [ 15 [ 80 [ 90 [ 40
300

2) Usando variables duales se calculan los costos reducidos, los que

en la tabla se indican entre paréntesis.

vl V2 V3 va ys
65 75 60 70 50
ul=-45 600| = 300| = 0 = (2|0)4 : (3|5)4 :
u2=0 |(5132) l(?g) 500| = 200| & 100| =
u3=10 | (505) l(-lsf)) l(ig) |(§8) 300| =
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Puesto que la celda (3,2) tiene costo reducido negativo c;, =50
esta celda entra al conjunto de variables bsicas.
Para determinar la variable bésica que debe salir se halla el ciclo
que pasa por (3,2)
1 2 3 4 5 6
indice celdax, (32) ~ (3.3) —~ (25) -~ @3) ~ (13) - (12)
300 500 300

y el valor minimo de las celdas pares
M = minimo {300, 500, 300} = 300

corresponde a las celdas (3,5) y (1,2). Como celda saliente se
elige una de ellas, por ejemplo, (3.5).

[ 20 [ 30 [ 15 [ 45 [ 40
600 30 0.4
[ 80 [ 90 i 60 [ 70 [ 50
5004 200 ,100
[ 55 [ 15 [ 80 EX R
*300

Luego, se suma 30 a las celdas impares del ciclo y se resta 30 a las
celdas pares.

3) La tabla con el nuevo conjunto de variables bésicas es

vl v2 V3 v4 v5
65 75 60 70 50
B [ 20 [ 30 [ 15 | 45 [ 40
Wl=451 600 0 300 (20) (35)
o [ 80 [ 90 [ 60 [ 70 [ 50
" (15) (25)] 200 200 400
B [ 55 [ 15 [ 80 [ 90 [ 40
u3=-60 (50)| 300 (80) (80) (50)

Se calculan los costos reducidos () haciendo u2 = 0.
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Puesto que todos los costos reducidos son > 0 se alcanza el costo
minimo.
Finalmente,

* delaplanta 1 se deben enviar 600 y 300 cajas a las ciuda-
des 1y 3,
* de la planta 2 se deben enviar 200, 200 y 400 cajas a las
ciudades 3,4y 5
y * delaplanta 3, 300 cajas a la ciudad 2.

Y el menor costo total de envio es

=20x600 + 15x300 + 60x200 + 70x200 + 50x400 + 15x300
=67000

Resumen del método simplificado

Para resolver un problema de transporte balanceado se aplican los

siguientes pasos:

1.

2.

Se halla una solucién bdsica inicial, por ejemplo, por el método
de la esquina noroeste.

Se hallan los costos reducidos usando las variables o celdas bési-
cas de la tabla.

Si todos los costos reducidos son > 0, se obtiene una solucién
6ptima y el proceso finaliza.

Se elige una celda con costo reducido negativo para que ingrese
al conjunto de variables bésicas.

Se halla el ciclo que pasa por la celda.

Se calcula el valor minimo de las celdas pares del ciclo.

Se actualiza la tabla: se suma el valor minimo a las celdas impares

y se resta este a las celdas pares.

Se va al paso 2).
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7.4 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

Una compafifa que manufactura llantas o neumdticos tiene 4 plantas 4,
B, Cy D desde las cuales se deben enviar 500, 700, 200 y 600 llantas
a la central de almacenamiento. Se puede emplear los camiones de la
empresa, que pueden transportar un total de 300 llantas con costos de
10, 6, 4 y 7 soles por llanta desde las plantas. Tres empresas de camio-
nes han hecho propuestas para transportar las llantas con los siguientes

COStos unitarios

Planta empresal empresa2 empresa 3

A 8 2 7
B 9 5 1
C 3 7 5
D 7 2 4
1000 400 300

en donde la dltima fila indica la cantidad total que cada empresa puede

transportar.

a) Formule el problema como un modelo de transporte para mini-
mizar el costo de envios.

Nota:
Incluya la columna de costos que corresponde a los camiones de
la compania y equilibre el problema si no es balanceado.

b) Halle el costo minimo y una solucién éptima.
Respuesta

Se agrega a la tabla la cuarta columna con los datos de los camiones de
la empresa y se obtiene un problema balanceado

b) El costo minimo es 9400 y una solucién 6ptima es dada por
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A1 =100, A2 =400,

B1=100, B3=300, B4=300,

C1 =200,

D1 =600.

en donde, por ¢jemplo, B3 indica que de la planta B se envian
300 llantas usando los camiones de la empresa 3.

Problema 2

El problema de transporte definido por la tabla

5 7 10
6 5 6 80
3 4 5 20
80 20 50

Los costos de multa por las unidades que falten en los destinos son
2, 1y 3, respectivamente.

Encuentre un plan de envio con costo minimo.
Respuesta

El costo minimo es 630 y una solucién ptima es la siguiente:
de la fuente 1 se envian 10 unidades al destino 2,
de la fuente 2 se envian 30 unidades al destino 1 y 50 unidades al
destino 3,
de la fuente 3 se envian 20 unidades al destino 1,
y las unidades que faltan en los destinos 1 y 2 son 30 y 10, respec-
tivamente.

Problema 3

Se da la siguiente matriz de costos de transporte:

1 2 20
2 4 5 | 40
2 3 3 |30
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Los costos de almacenamiento en las fuentes 1,2 y 3 sonde 5,4 y
3 soles por unidad para los productos que no se envien y se exige que
todas las unidades de la fuente 2 sean enviadas para dar espacio a un
nuevo producto.

Determine una solucién éptima que minimice el costo de envios.

Respuesta

Teniendo en cuenta las condiciones del problema se considera la tabla

1 2 2 5 20
2 4 5 M | 40
2 3 3 3 30

en donde la columna 4 representa los costos de las cantidades que no
se envian (o sobran).

Para exigir que de la fuente 2 se envien todas las unidades la variable
x24 debe valer 0, lo cual se consigue usando un costo M bien grande,
como se observa en la tabla, de modo que esta variable aparecerd como
no bdsica, y por lo tanto serd nula.

El costo minimo es 230. Los envios son:

de la fuente 1 al destino 3: 20 unidades,

de la fuente 2 a los destinos 1 y 2, 30 y 10 unidades, respectiva-
mente,

de la fuente 3 al destino 2, 10 unidades,

y en esta fuente quedan 20 unidades.

Problema 4

Se considera el problema de asignar 4 diferentes categorias de maqui-
nas a cinco tipos de tareas. Los nimeros de maquinas disponibles en
las cuatro categorias son 15, 35, 20 y 30, respectivamente; y se deben
realizar 20, 20, 40, 10 y 10 tareas en los respectivos tipos. Las mdquinas
de la categoria 4 no pueden ser asignadas a las tareas de tipo 4. La tabla

de costos unitarios de ejecucién de tarea por mdquina es
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" 172 13 T4 T5
M1 10 2 3 15 9
M2 5 10 15 2 4
M3 15 5 14 7 15
M4 20 15 13 - 8

a) Formule el problema como un modelo de transporte para mini-
mizar el costo de asignacién.

b) Encuentre el costo minimo y una solucién 6ptima del pro-
blema.

Respuesta

Para que las maquinas de la categoria 4 no realicen las tareas de tipo 4
se debe tener una asignacién nula, x,,=0; con este propésito se pone un
costo unitario M muy grande en la celda (4,4).

Nota

Si se desea operar con un valor particular de M, por ejemplo, se puede
tomar

M = SuministroTotal x maximoCosto = 100 x 20 = 2000

o cualquier cantidad mayor.

El costo minimo es 650 y una solucién 6ptima es:

a M1 se asigna 15 tareas de tipo 3,

a M2 se asignan 20, 10 y 5 tareas de tipos 1,4y 5,
a M3 se asigna 20 tareas de tipo 2,

y a M4 se asignan 25 y 5 tareas de tipos 3 y 5.

7.5 PROBLEMA DE TRANSBORDO

En un problema de transporte, los envios se realizan directamente desde
las fuentes a los destinos. Un problema de transbordo es un problema

similar en el que ademds hay puntos, llamados puntos de transbordo, a
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través de los cuales pueden realizarse envios desde las fuentes a los des-
tinos. Estos puntos también pueden ser algunas de las fuentes y algunos
de los destinos.

En el siguiente ejemplo se presenta un problema de transbordo
y se indica el procedimiento para expresarlo como un problema de
transporte, y por lo tanto para resolverlo por el método del simplex

simplificado.
Ejemplo

Desde los puntos 4 y B se deben enviar 60 y 140 unidades de un producto
a los puntos C'y D, que requieren 120 y 80 unidades, respectivamente.
Los costos unitarios de envios son dados por la siguiente tabla:

Punto partida  Punto llegada  Costo unitario

A C 16
A D 8
A X 7
B A 4
B D 18
D C 2
X C 8

a) Exprese el problema en la forma de problema de transporte.
b) Halle un plan de envio que minimice el costo de este problema
de transbordo.

Solucién

a) En este problema los puntos fuentes son 4 y B, y los puntos de
destino son Cy D, y el problema estd balanceado pues son igua-
les a 200 tanto la oferta total como la demanda total.

Ahora se clasifican los puntos:

1) los puntos puros fuentes (PF), los puntos fuentes que no
reciben envios: B
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2) los puntos puros destinos (PD), los puntos destinos que no
realizan envios: C

3) puntos de transbordo de tipo fuente (7F), los puntos fuentes
que reciben envios: 4

4) puntos de transbordo de tipo destino (7D), los puntos desti-
nos que suministran envios: D

5) puntos de transbordo puro (7P), los puntos que sirven exclu-
sivamente para pasar envios a través de ellos: X.

Luego se forma una tabla de transporte tomando como

fuentes o filas: todos los puntos de transbordo y los puntos puros
fuentes

y destinos o columnas: todos los puntos de transbordo y los pun-
tos puros destinos.

La tabla de costos del problema es:

TF TD TP PD

A D X C
TF | 4 0 8 7 16 |200+60
ID| D - 0 - 2 200
TP | X - - 0 8 200
PF| B 4 18 - - 140

200  200+80 200 120

en donde el signo - indica que no hay conexién o envio, y por lo
tanto se reemplazard pon una cantidad muy grande M. Obsér-
vese que se asigna el valor cero como costo de envio de un punto
a si mismo.

Para calcular las cantidades de suministros y demandas, en los pun-
tos de transbordo se elige una capacidad suficiente para que pasen
la totalidad de los productos suministrados y por eso se suele usar
el valor comidn § = suministro total, que en este caso es 200.
Luego se establecen los valores de suministros y demandas:

* un punto puro fuente tiene suministro igual al suministro
original, por ejemplo, el punto B tiene suministro 140
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* un punto puro destino tiene demanda es igual a la demanda
original, por ejemplo, el punto C tiene demanda 120,

* un punto transbordo fuente tiene suministro S mds el sumi-
nistro original y demanda S; por ejemplo, el punto 4 tiene
suministro 260=200+60 y demanda 200 (esto significa que
realmente 4 suministra la diferencia 60),

* un punto transbordo destino tiene suministro S'y demanda
S mids la demanda original; por ejemplo, el punto D tiene
suministro 200 y demanda 280=200+80 (esto significa que
realmente D requiere la diferencia 80),

* un punto transbordo puro tiene suministro Sy demanda S,
por ¢jemplo, el punto X tiene suministro y demanda 200 (lo
que expresa el hecho de que los productos solo pasan por X).

Asi, el problema de transbordo dado se expresa como un pro-
blema de transporte mediante la tabla

A D X C
A 0 8 7 16 | 260
D | M 0 M 2 | 200
X | M M 0 8 |200
B 4 18 M M | 140

200 280 200 120

b) Aplicando el método del simplex simplificado se halla la tabla

con solucién éptima

A D X C
A60|0200|8 o|7 e
D - 80|0 lMlzol2
| i Do To s
Bl40|4 [ 18 [ M | M
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De aqui se obtiene el siguiente plan de envio: las 140 unidades
de B se envian a la fuente 4, que se agregan a las 60 unidades
existentes alli; y desde 4 se envian 200 unidades a D, de las cua-
les se quedan 80 y 120 se envian a C.

Asi, al final Cy D reciben las cantidades exigidas 80 y 120. El

costo minimo total es

2400= 0x60 + 8x200 +7x0 +0x80 +2x120 + 0x200 + 4x140.

7.6 PROBLEMA DE ASIGNACION

En un problema de asignacién se dispone de m mdquinas y de 7 tareas.
Cada médquina puede realizar una de las tareas a un costo dado. Se desea
determinar el costo total minimo para ejecutar el mayor nimero de
tareas utilizando mdquinas distintas.

Este es un caso especial del problema de transporte, en el que las
méquinas son las fuentes, las tareas son los destinos y las cantidades
de suministro y demanda son iguales a 1 (y 0), y por lo tanto se puede
resolver mediante el método del simplex simplificado; sin embargo,
el procedimiento es bastante ineficiente por lo cual se prefieren con
algoritmos mds directos, tales como el método hiingaro y el algoritmo
de Munkres, que aprovechan las propiedades del problema de asig-
nacién.

Se dice que el problema de asignacion es balanceado si m=n, es
decir, si el nimero de mdquinas coincide con el nimero de tareas, y se
trata de asignar a cada mdquina exactamente una tarea distinta (lo que
implica que cada tarea es realizada por una tnica miquina) de modo
que se minimice el costo.

Ejemplo 1

La siguiente tabla contiene los costos de 3 mdquinas M1, M2 y M3 para
realizar las tareas o trabajos 71, 72 y 73.
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" 12 T3
M1 1 2 3
M2 2 4 6
M3 3 6 9

a) Exprese el problema como uno de transporte.
b) Formule el problema de programacién lineal.

Solucién

a) Haciendo 1 las cantidades de suministros y demandas se tiene la
tabla del problema de transporte balanceado.

71 172 T3
M1 1 2 3 1
M2 2 4 6 1
M3| 3 6 9 1
1 1 1

b) Seax, =100, segin que la mdquina i/ realice la tarea j o no.
El problema de programacién lineal es:
Minimizar C=x,+2x,+3x,

+2x,, +4x,, +6x,,

+3x;, +6x;, +9x5,

sujeto a X, X, +x;=1 (M1 realiza una tarea)
Xy + Xy + X, =1 (M2 realiza una tarea)
Xy + X5+ x5 =1 (M 3 realiza una tarea)
XXy, +xy, =1 (se realiza Tl)
X, Xy X5, =1 (se realiza T2)
X3+ Xy + X5, =1 (se realiza T3)

y todas las variables x, no negativas (*)
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Nota

En lugar de asumir que las variables toman los valores 1 6 0, es sufi-
ciente considerar la restriccién de no negatividad (*) porque el método
del simplex simplificado permite encontrar una solucién éptima que
tiene valores enteros, debido a las operaciones de sumas y restas con las
cantidades de suministros y demandas (Ver 7.3).

Ademds, por las restricciones de igualdades, estos valores enteros y
no negativos no exceden a 1, y por lo tanto han de ser 1 6 0.

Propiedad del problema de asignacién

Si se suma (o resta) un valor constante k a los costos de una fila (o de
una columna) las soluciones factibles y éptimas no cambian. En efecto,
el conjunto de restricciones es el mismo y

NuevoCostoTotal = CostoActual + &

Esto puede comprobarse en el ejemplo previo, en donde

CostoActual =X, +2x, +3x;
+2x,, +4x,, +6x,,

+3x;, +6x;, +9x;;
y si se suma la constante & a primera fila de costos, por ejemplo, entonces

NuevoCostoTotal = CostoTotal +k(x,, +x,+x,,)
= CostoTotal + k&

pues la suma de las variables asociadas a la fila 1 es igual a 1 segun la
primera restriccién.

Esta propiedad se aplica en la bisqueda de una solucién dptima pues
mediante sumas y restas de ciertas constantes a las filas (o columnas)
se trata de obtener una tabla de costos (no negativos) con suficientes
ceros. Si es posible lograr una asignacién completa usando los costos
ceros, entonces esta asignacion tiene un costo total cero, y por lo tanto
es minimo.
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Asi, a partir de la tabla del problema de asignacidn inicial se obtie-
nen otras tablas (u otros problemas) equivalentes, en los cuales una
asignacién 6ptima se consigue a través de los costos ceros.

Para resolver un problema de asignacién se exponen el método huin-
garo y el algoritmo de Munkres.

Ejemplo 2 Método hiingaro

Aplicando el método hiingaro resuelva el problema de asignacién
balanceado cuy a matriz de costos es:

T1 2 T3
M1 1 2 3
M2 2 4 6
M3 3 6 9
Solucién
Paso 1

Se obtiene un cero en cada fila, restando a cada fila el valor minimo de

la fila

min
1 2 3|1 - |10 1 2
2 4 6| 2 0 2 4
36 9| 3 0 3 6

Paso 2

Se obtiene un cero en cada columna, restando a cada columna el valor
minimo de la columna

oS o O

N - O
RN S )

oI O O
—_ W o =
N[N B

min
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Paso 3

Se trata de asignar usando las celdas de costos ceros.

Estas celdas son (1,1), (1,2), (1,3), (2,1) y (3,1). La celda (3,1), por
ejemplo, indica que se puede asignar la mdquina M3 a la tarea T'1, y asi
con las otras celdas.

Si se asigna M1 a T, ya no es posible asignar M2 ni M3; y si se asigna
M1 a T2, entonces M2 puede asignarse a 71, pero M3 no puede asignarse.

Puede comprobarse que no es posible obtener una asignacién com-
pleta usando los costos ceros actuales.

Paso 4

Se producen nuevos costos ceros. Con este propésito se cubren las filas y
columnas que contengan a todos los ceros actuales, utilizando el menor
namero de filas y columnas, en este caso con la fila 1 y la columna.

>
S O™

0 0 |« fila cubierta
1 2

0 2 4
Tcolumna cubierta

Se halla el minimo de las celdas no cubiertas.
M =minimo {1,2,2,4} =1
Luego se resta M a cada celda no cubierta y se suma a las celdas de

las intersecciones de las filas y columnas cubiertas, en este caso se trata
solamente de la celda (1,1)

1 0 0*
0 0*
0* 1 3

Ahora se puede lograr la asignacién usando los ceros marcados: (1,3),
(2,2) y 3,1), o sea M1 realiza la tarea 3, M2 la tarea2 y M3 la tarea 1, y

el costo minimo se obtiene usando los costos de la tabla inicial
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C=3+4+3=10.

M T2 T3
M1 1 2 3%
M2| 2 4% 6
M3| 3* 6 9

Nota

1. Se repiten los pasos 3 y 4 hasta lograr una asignacién completa.

2. Para aplicar este método se requiere que el problema de asigna-
cién sea balanceado, es decir que se cumpla la condicién m=n,
en donde m es el nimero de médquinas y 7 el nimero de tareas.
Si m<n o m>n, el problema se balancea agregando mdquinas
ficticias o tareas ficticias, segfm sea el caso, con costos ceros.

El método hingaro es bastante simple y puede usarse en problemas
de asignacién en los que el nimero de tareas o mdquinas es relativa-
mente pequefio. No obstante, presenta limitaciones que restringen su
aplicacién en general. Una se refiere al niimero de iteraciones por la
ocurrencia de soluciones bdsicas factibles con variables basicas nulas y
otra a la forma de determinar la asignacién usando los ceros, por los
posibles casos que hay que probar.

El algoritmo de Munkres es mds complejo y se basa en el método
hingaro. Presenta la ventaja de ser mds preciso y se aplica a problemas
de asignacién balanceados o no. En efecto, si k = minimo {m, n}, en k
pasos determina una solucién éptima del problema y en cada paso i=1,
2, ..., k, obtiene i asignaciones.

En el siguiente ejemplo se ilustran los conceptos relativos a este
algoritmo.

Ejemplo 3 Algoritmo de Munkres

Aplicando el algoritmo de Munkres resuelva el problema de asignacién
cuya matriz de costos es
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" 12 T3
M| 1 4 6
M2 2 2 3
M3 3 6 9
M4l 4 8 12

en donde se trata de seleccionar las mdquinas para que realicen todas las
tareas a un costo total minimo.

Notese que se trata de un problema no balanceado.

Solucién

El procedimiento consiste de k = min {4,3} = 3 pasos. Se usard la
notacioén:
* cero marcado, con el simbolo *, para indicar una celda con valor
cero que da una asignacién de una miquina a una tarea
* cero primo, con el simbolo ¢, para referir un nuevo cero que es
parte del proceso de construccién de ceros
y * cero primo libre a un cero primo que no tiene un cero marcado
en su fila.

Ademis se empleard una X para sefialar una columna o fila cubierta.

Igual que en el método hiingaro, cada vez que se reste un valor minimo
a las celdas no cubiertas por filas o columnas se suma este valor minimo a
las celdas que estdn en la interseccién de filas y columnas cubiertas.

Paso 1

Se obtiene una asignacién posible.
Se halla el minimo de los costos de la tabla M=1 y se resta a cada

celda.

0 3 5
1 1 2
2 5 8
37 11
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Se prima el nuevo cero que se halla en la celda (1,1). Este cero primo
es libre pues no tiene cero marcado en su fila.
Por lo tanto se le marca y se obtiene la asignacién:

M1 realiza T1.

0* 3 5
1 1 2
2 5 8
37 11

En este paso, si hay varios ceros se prima solo uno de ellos.

Paso 2

Se obtienen dos asignaciones posibles.
Se cubre la columna que contiene a la celda marcada, en este caso, la
columna 1; se halla el minimo de las celdas no cubiertas,

M =1,y se resta a cada celda no cubierta.

0* 3 5 x = columna (o fila) cubierta
1 1 2

2 5 8

37 11

X

0* 2 4

1 0 1

2 4 7

3 6 10

Se prima el nuevo cero de la celda (2,2) y puesto que es libre, pues
no tiene un cero marcado en su fila, se le marca

0* 2 4
1 0* 1
2 4 7
3 6 10
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Asi, hasta ahora hay dos asignaciones posibles indicadas por los
ceros marcados.

Paso 3

Se obtienen tres asignaciones.

Se cubren las columnas 1 y 2 de los ceros marcados.

X X
0* 2 4
1 0* 1
2 4 7
3 6 10

Se halla el minimo, M=1, de los costos de las celdas no cubiertas, se
resta a cada una de estas celdas y se suma a la celda (2,1).

X X
0* 2 3
1 0* 0
2 4 6
3 6 9

El nuevo cero primo estd en la celda (2,3).

Este cero primo no es libre, pues tiene el cero marcado (2,2) en su
fila, de modo que se debe continuar buscando un cero libre.

Con este propésito, se cubre la fila 2 y se descubre la columna 2 del
cero marcado (2,2).

columna 1 cubierta

X

0* 2 3

1 0* 0’ | « fila 2 cubierta
2 4 6

3 6 9

Se halla el minimo de las celdas no cubiertas, M=2, se resta a cada
celda no cubierta y se suma M ala celda (2,1) que estd en la interseccién
(en los pasos 1 y 2 no hubo intersecciones de lineas cubiertas).
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X
0* 0 1
x |3 0 O
2 2 5
3 4 7

El nuevo cero primo estd en la celda (1,2). Tampoco es libre pues

tiene el cero marcado (1,1) en su fila y el proceso continta.
Se cubre la fila 1 y se descubre la columna 1.

x | 0* 0 1
30 O
2 2 5
3 4 7

Se halla el minimo de las celdas no cubiertas, M=2 y se resta a cada
celda no cubierta (nétese que solo hay filas cubiertas y por lo tanto no

hay celdas en interseccionadas para sumarles M).

X
x | 0 0 1
x| 3 0 0 3.1
0 0 3
1 2 5

El nuevo primo elegido (3,1) es libre y termina el proceso de cons-
truir nuevos ceros.

A partir del dltimo cero primo (3,1) se busca el cero marcado en
su columna: (1,1); luego el cero primo de la fila de este cero mar-
cado:(1,2); a continuacién el cero marcado de la columna 2: (2,2); y
finalmente el cero primo de la fila 2: (2,3), que no tiene cero marcado
en su columna.

El resultado es la ruta o secuencia de ceros

0’ 0* 0’ 0* 0’
@G.n - @LhH - (12 - 22 - 23
libre marcado  primo  marcado  primo

190



CariTULO 7. PROBLEMAS DE TRANSPORTE Y ASIGNACION

o en la tabla

0* 0’
o o « cero primo sin cero marcado en
su columna
o « cero libre, no tiene cero marcado
en su fila
3 2 5

Finalmente, se marcan los ceros primos de la ruta obtenida, se les
quita la marca a los ceros marcados de la ruta y en la tabla se suprime el

simbolo ‘ a los ceros primos:

0* 0 0* 0 0*
G (L) (12 22 (23)

de modo que la tabla tiene los datos:

0 0* 1
0*

0*

3 2 5

Ahora ya se dispone de 3 asignaciones y el algoritmo termina
La solucién éptima se obtiene asi:

la celda marcada (1,2) indica que a M1 se le asigna 72,
la celda marcada (2,3) indica que a M2 se le asigna 7'3,
la celda marcada (3,1) indica que a M3 se le asigna T'1.

El costo total minimo es C =3 + 4 + 3 = 10, que resulta de usar la
tabla inicial

M T2 T3
M| 1 4% 6
M2 2 2 3%
M3|3* 6 9
M4l 4 8 12
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Nota

1. Enel parte 3.1 se pudo elegir como cero primo a (3,2) y obtener
otra solucién éptima.

2. En cada paso del algoritmo se construyen ceros primos hasta
encontrar un cero primo P1 libre. Luego, a partir de este cero
libre se encuentra una ruta o secuencia de ceros:

libre, marcado, primo, marcado.., primo
P1 M1 P2 M2 Ps

en donde, con excepcién del dltimo, para cada primo Pi el siguiente
cero Mi es un cero marcado en la columna de Pi.

A continuacién, usando la ruta, se marcan los ceros primos y se les
quita la marca a los ceros marcados. Aqui se observa que el niimero de
ceros marcados (o asignaciones) aumenta en 1, pues el nimero de ceros
primos es igual al de ceros marcados en la ruta mds uno.

7.7 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

Aplicando el método hingaro, encuentre el costo minimo y una asig-
nacién éptima para el problema dado por la tabla de costos

7T 12 713
M1|)10 8 12
M2 6 20 16
M3|112 6 30

Respuesta

El costo minimo es 24 =6+ 6 +12.

Problema 2

La siguiente tabla contiene el tiempo en horas que requiere una méquina
para realizar una tarea.
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TN T2 T3 T4
M1|16 16 16 16
M2|16 20 16 12
M3 13 12 30 9
M4 |20 18 15 14

Halle el tiempo total minimo para completar las cuatro tareas por
las cuatro mdquinas.

Respuesta

El tiempo total minimo es 55=16 + 12 +12 + 15.

Problema 3

Aplique el método hungaro para resolver el problema de asignacién
cuya tabla de costos es

6 7 2 9
6 8 2 8
3 4 2 4
- 6 2 8
9 6 2 12

La celda - indica que la mdquina 4 no puede realizar la tarea 1.

Respuesta

En la celda - se pone un costo muy grande M y se agrega la columna
5, o tarea ficticia 5, con costos ceros, para tratar un problema balan-
ceado.

El costo total minimo es 18 =6 +2 + 4 + 6 + 0, que corresponde
a la solucién 6ptima

6* 7 2 9 0
6 8 2 8 0
34 2 4% 0

6* 2 8 0
9 6 2 12 0*
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La asignacién de la columna 5 indica que la mdquina 5 no realiza
ninguna tarea.

Problema 4

Utilice el algoritmo de Munkres para determinar una solucién éptima

del problema de asignacién de la siguiente matriz de costos

9 2 4 3 17
5 6 6
8 5 4 3 1

Respuesta

Se indican los pasos del algoritmo.

Paso 1
8 1 3 2
1 0* 4 5 5
7 4 3 2
Paso 2
8 1 3 2
1 0* 4 5 5
7 4 3 2 0*
Paso 3
X
8 1 1 6
x |0 0 3 4 5 [x =fila o columna cubierta
6 4 1 0*

&8 0 1 0 6
0 0* 3 4 6
5 3 1 0 0%

El cero primo de la celda (1,2) es libre y por lo tanto se obtiene la
ruta de ceros
0’ 0* 0’
(12 22 @
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Luego se marcan los ceros primos, y se elimina la marca al cero (2,2)

0* 0%
(1.2) 2.2) 2.0
8 0 1 0 6
0 0 3 4 6
5 3 1 0 o

que en la tabla inicial corresponde a la solucién éptima

9
2%

2*

3 7
6 6
3 1*
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CariTUuLro 8
ANALISIS DE REDES

8.1 INTRODUCCION

En este capitulo se estudian algunas aplicaciones basadas en el modelo
de red que se refieren a los siguientes problemas:

* hallar una ruta éptima,
* encontrar el flujo mdximo a través de una red,

y * programar las actividades de un proyecto.
Por definicién, una red, o grafo dirigido, se compone de:

1) un conjunto finito de simbolos, llamados nodos o estados:
a b, ..

2) para cada nodo 7 hay asociados cero o mds nodos sucesores:
S5 8y s S,

en donde cada asociacién es formalmente el par ordenado (, 5,

o n, s, llamado arco dirigido de 7 al nodo sucesor s,

y 3) cada arco es valorado, esto es, tiene un valor dado positivo.

El siguiente ejemplo muestra varias maneras de describir o repre-

sentar una red.



Mavnarp KonG

Ejemplo 1

1) Representacidn grifica

Gréficamente, los nodos se representan encerrados por elipses u 6valos

y cada arco por una flecha valorada que sale de un nodo y apunta al

nodo sucesor

2) Descripcién explicita

La red se define indicando listas de sucesores de nodos y valores de los

arcos

nodo

sucesor-valor

a

o oo o

o una lista de arcos valorados
ab-20, ac-10, ad-16
bc-8, be-14, bf-25
cd-30
df-15
eb-12, ef-8

b-20, ¢-10, d-16
c-8, e-14, f-25
d-30
115
b-12, f-8
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3) Representacién matricial

a - 20 10 16 - -
b - - 8 - 14 25
c - - - 30 - -
d - - - - - 15
e - 12 - - - 8

El signo - indica la ausencia de valor.

8.2 RUTAS EN UNA RED

Una ruta es una sucesién de nodos
X, X, .. X (n>0)

tal que

X, es sucesor de X,

X es sucesor de x
n n—1

Sin 21, la ruta es simplemente la secuencia de 7 arcos

X X
n-1""n

en donde, el nodo de llegada de un arco, con excepcion del tltimo, es
igual al nodo de partida del siguiente arco.

Los nodos x, y x, se denominan nodos inicial y final de la ruta, res-
pectivamente; también se suele decir que la ruta parte de x, y termina
en x , o que une X, con x,.

Se define el valor de una ruta como la suma de los valores de los
arcos que la componen.

Segtin la aplicacién particular, este valor recibe frecuentemente un
nombre especifico, por ejemplo, costo (longitud o tiempo) de la ruta.

199



Mavnarp KonG
Se conviene en asignar el valor 0 a una ruta compuesta por un solo
nodo (o sea cuando n=0, y sin arcos).

Ejemplo 2

Las siguientes son algunas rutas con sus valores en la red del ejemplo 1:

Ruta Valor
abe 34 (=20+14)
abed 58 (=20+8+30)
cdf 45
c 0
abef 42

Por ejemplo, la ruta abe tiene valor 34, que es la suma de los valores
20y 14 de los arcos ab y be.

8.3 PROBLEMA DE RUTA OPTIMA

Este problema consiste en hallar una ruta que tiene valor minimo, o
ruta ptima, con nodos inicial y final dados.

En el siguiente ejemplo se explica el algoritmo de cota y ramifica-
cién para encontrar una ruta éptima.

Ejemplo 3 Algoritmo de cota y ramificacién

Determine una ruta de valor minimo que una el nodo a con el nodo f
en la red del ejemplo 1.

Solucién
El algoritmo utiliza dos listas de datos:

LRUTA que se compone de rutas valoradas para probarlas.
LVIS compuesta por nodos visitados o tratados, y se usa para

evitar que vuelvan a considerarse nodos ya probados.
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Inicialmente,

LRUTA contiene la ruta a—0, formada por el nodo de partida
a y con valor 0, que puede pensarse como la ruta que sale y ter-
mina en a; y la lista LVIS es vacia.

La siguiente tabla muestra los pasos del algoritmo.

PASO LRUTA D | LVIS |RUTAS EXTENDIDAS
1 a-0* a |a ab-20, ac-10, ad-16
2 |ab-20, ac-10*, ad-16 c |a,c acd-40
3 ab-20, ad-16*, acd-40** | d |a,c,d |ada-25% adf-31
4 | ab-20%*, adfc-31 ¢ |a,c,db |abc-28%, abe-34, abf-45
5 adf-31%*, abe-34, abf-45 f |a.c,d,b | Ruta 6ptima hallada adf
con valor minimo 31

En la columna D se consigna el destino o nodo de llegada de la ruta
marcada con *.

Paso 1

Se marca la (inica) ruta a-0, y su destino a se registra en D; se compara
el destino a con el nodo final f'del problema y por ser distintos se agrega
a la lista LVIS; luego se extiende la ruta a-0 usando los sucesores b,c y
d de a, y los valores de los arcos; por ejemplo,

a-0 con el arco ab de valor 20 es la ruta ab-20, 20 = 0 +20,
a-0 con el arco ac de valor 10 es la ruta ac-10, 10 = 0 +10,

y asi, para el otro nodo sucesor d.

La ruta marcada se elimina de LRUTA vy se agregan alli las rutas
extendidas ab-20, ac-10 y ad-16

Paso 2

Se marca en LRUTA la ruta de menor valor (si hay mds de una, se
marca cualquiera): ac-10; se copia ¢ en D; puesto que es distinto de f,
se pone ¢ en LVIS; se extiende ac por los sucesores de ¢, en este caso se
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obtiene la ruta ac-10 con el arco c¢d de valor 30, por lo cual resulta la
ruta extendida acd-40, 40= 10 +30.
En LRUTA se elimina la ruta marcada y se agrega la ruta exten-

dida.
Paso 3

Se marca la ruta de menor valor: ad-16; se anota d en D; se extiende ad
por los sucesores de d y se obtienen las rutas extendidas

ada-25%*, adf-31

La primera ruta ada-25%* se elimina pues a estd en LVIS, a fin de
evitar ciclos o que el algoritmo tenga mds iteraciones.

En LRUTA se elimina la ruta marcada ad-16 y se agrega la ruta
extendida adf-31

También se eliminan las otras rutas que tienen el mismo destino d'y
valor mayor que 16, en este caso, la ruta acd-40.

Paso 4

Se marca la ruta de menor valor: ab-20; se registra b en D; y se extiende

ab por medio de los sucesores de b:

abc-28%, abe-34, abf-45
en donde se descarta o elimina la ruta abc pues c estd en la lista LVIS.

Se elimina la ruta marcada y se agregan las rutas extendidas.
Paso 5

Se marca la ruta de menor valor: adf-31, cuyo destino es f, igual al nodo
final, por lo tanto el algoritmo concluye y se indica que adf'es una ruta

éptima que une a con f, y su valor minimo es 31.
Nota

1. En cada paso del algoritmo, la ruta marcada es 6ptima desde el
punto de inicio al destino seleccionado en la columna D y los
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valores de estas rutas son no decrecientes: 0, 10, 16, 20, 31, para
el ejemplo 3.

2. El algoritmo finaliza cuando el destino de la ruta marcada coin-
cide con el nodo final o cuando la lista LRUTA queda vacia.
En el primer caso se indica que la ruta marcada es éptima y
en el segundo caso se indica que no existe ruta entre los nodos
dados.

3. Una simple modificacién del algoritmo permite encontrar todas
las rutas 6ptimas entre dos nodos (que desde luego han de tener

el mismo valor minimo).

8.4 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1
Sea la red con arcos valorados
ab-8, ac-11, ad-16
be-2, be-20
cf-15
df-14, dg-30
eg-8
fe-10
a) Halle una ruta éptima del nodo b al nodo g.

b) Encuentre una ruta 6ptima del nodo c al nodo b.
c) Halle todas la rutas con valor minimo del nodo a al nodo g.

Respuesta

a) bcfg-27.
b) No existe ruta.

c) abeg-36, acfg-36.
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Problema 2

El precio de una nueva maquina es de 500. El costo de mantenimiento
de la mdquina es de 200 el primer afno, 400 el segundo afio, 600 el
tercer afo y 800 el cuarto afio de uso. Suponiendo que la mdquina no
tiene valor de reventa, halle el costo minimo de comprar y utilizar la
mdquina durante un lapso de cuatro afios, si se compra una mdquina al
comienzo del primer afo.

Respuesta

El problema se modela como una red cuyos nodos son los afios 1, 2, 3,
4y 5.Y para cada par de afios i<j, se considera el costo de una médquina
que se compra al comienzo del afio i y se mantiene hasta el comienzo
del afio j, esto conduce a definir el arco ij con costo ¢, = costo de com-
prar una mdquina al comienzo del afno i més el costo de mantenimiento
por los afos i, i+1, ..., j-1.

Asi, por ejemplo:

¢, =500+200="700, c,=1100, c,=1700, ¢ =2500
¢,; =700, ¢, =1100, ¢,; =1700

¢y, =700, ¢35 =1100

¢ 4s=700

Usando estos datos, una ruta de 1 a 5 representa un plan de reno-
vacién de médquinas, por ejemplo, la ruta 1245 significa que se compra
una mdquina al comienzo de los anos 1,2 y 4, y el costo correspondiente
es 700(12) + 1100(24) + 700(45) = 2500 en donde, entre paréntesis, se
indica el arco o lapso respectivo

El problema es entonces hallar una ruta de costo minimo que una
los nodos 1y 5.

Una ruta éptima es 1 3 5 con costo 2200, esto es, se debe comprar
la segunda mdquina al comienzo del tercer afio.
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Problema 3

Encuentre una ruta de valor minimo entre los nodos 1 y 6 de la red
(—=(4)
8 2
| A w

10 30
20

Respuesta

La tnica ruta éptima es 1346 y el valor minimo es 22.

Problema 4

Determine el valor del arco bd y una ruta éptima, si 21 es el valor

minimo de una ruta que une a con f'en la red

Respuesta

El valor del arco bd es 11 y una ruta éptima es abdf.

Problema 5

La siguiente tabla contiene el costo y el tiempo de un viaje, indicado
por el par de valores c; ¢, desde una ciudad a otra:
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A B C D E

A - [10:50]25:50] 5030 [ -

B - - [ 18;30]20;20 | 50:30
C - - - - [4020
D - - - - [20:80

a) Encuentre una ruta de costo minimo de la ciudad A4 a la ciudad
E e indique el tiempo total de los viajes.

b) Halle una ruta de 4 hacia E cuyo tiempo de viaje sea minimo e
indique el costo de la ruta.

Respuesta

a) ABDE con costo minimo 50 y requiere un tiempo de 150.
b) ACE que toma el menor tiempo de viaje 70 y cuesta 65.

8.5 PROBLEMA DE FLUJO MAXIMO

Se considera una red por la que pasa un fluido que ingresa por un nodo
fllamado fuente y sale por otro nodo § llamado sumidero.

Se supone que el fluido se desplaza usando los arcos como canales,
siguiendo las direcciones de estos, y que los valores de los arcos son las
capacidades o cantidades mdximas que pueden fluir a través de ellos.
Ademds, se asume que no hay pérdida de fluido, esto es, se exige que en
cada nodo la suma de las cantidades que llegan a ¢l sea igual a la suma
de las cantidades que salen de ese nodo (ley de Kirchoff).

Este problema puede ser formulado como un problema de progra-
macién lineal y por lo tanto puede resolverse mediante el algoritmo del
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simplex. Sin embargo, se dispone de un método mds directo y eficiente
conocido como algoritmo de Ford-Fulkerson.
Las ideas bdasicas del método son:

* las cantidades se transmiten a través de rutas que salen de la
fuente y terminan en el sumidero,

* lacantidad mdxima que puede pasar a través de una ruta, es igual
al valor minimo de las capacidades de los arcos de la ruta.

Propiedad del corte minimo

Se denomina corte en una red a un conjunto de arcos tales que si se
suprimen en la red no existe ruta de la fuente al sumidero.

El valor de un corte es la suma de las capacidades de sus arcos.

Sea la red con capacidades de flujos, fuente 4 y sumidero F.

Se muestran algunos cortes con sus respectivos valores:

corte valor
AB, AC 30 (=10+20)
AB, BE, CE 34 (=10+16+8)
BD, BE, CE 29 (=5+16+8)

DF, EF 32 (=17+15)
AB, EF 25 (=10+15)
AB, CE 18 (=10+8)

Los arcos AB y AC forman un corte de la red, pues si se suprimen
no es posible hallar rutas que unen A4 con F; también, los arcos 4B y
EF forman un corte, por la misma razén, y de igual manera para los
otros conjuntos de arcos.
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La propiedad de corte minimo establece que
flujo maximo a través de red = minimo valor de los cortes.

Por ejemplo, para la red indicada, por simple inspeccién se encuen-
tra que el corte formado por los arcos AB, CE tiene valor minimo 18,
de donde se sigue que el flujo méximo en la red es 18.

Esta propiedad puede usarse para determinar en problemas sencillos
(con pocos arcos) el flujo méximo por medio de un corte minimo.

En el siguiente ejemplo se explica el algoritmo de Ford-Fulkerson
para determinar el flujo mdximo y las cantidades por los canales para
obtenerlo.

Ejemplo 4 Algoritmo de Ford-Fulkerson

Halle el flujo méximo y las cantidades correspondientes para la red
anterior.

Solucién

Se suprimen las direcciones de los arcos y en cada arco se anota la capa-
cidad cerca del nodo de partida del arco y 0 cerca del nodo de llegada
del arco:

El significado de esta notacién es el siguiente, por ejemplo

20 0
A C
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indica que se puede enviar hasta 20 unidades de 4 hacia C y ninguna
unidad desde C hacia 4;

y si durante el proceso del algoritmo se tuviese

12 8
A C

entonces se puede enviar hasta 12 unidades de 4 hacia C o bien 8 uni-

dades de C hacia 4.

Paso 1

Se hace flujo actual = 0.
Se selecciona la ruta

410 0 Bs 0 D17 of

y se trata de enviar la mdxima cantidad de fluido a través de ella segin
las capacidades disponibles: de 4 a B se puede enviar 10 unidades, de
B a D se puede enviar 5 y de D a F, 17 unidades; luego, la mdxima
cantidad que puede fluir por esta ruta es

M =min {10,517 } =5

En consecuencia, se satura la ruta, es decir, se resta 5 de cada capa-
cidad del inicio de cada arco y se suma a la capacidad cercana del final
de cada arco

43 5 g0 5 pl2 5F

flujo actual = 0+5
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Se observa que ya no puede enviarse fluido de B a C, pues qued6 0
unidades.

Paso 2
Sesaturalaruta A BE Fcon M = min{5,16,15} =5

flujo actual =5+5=10

Ya no se puede enviar flujo de 4 hacia B.

Paso 3
Sesaturalaruta4d C E F con M= min{20,8,10} =8

El proceso concluye pues ya no es posible encontrar mds rutas de
A a F que permitan flujos. En efecto, no se puede usar el arco 4B ni el
arco CE, pues tienen capacidades nulas en los nodos de partida. Por lo
tanto, el flujo madximo es 18.
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Para obtener el plan de envio de flujo, o la distribucién de las can-
tidades que se envian, se anotan las direcciones de los arcos y sobre los
arcos se escriben solo las cantidades positivas enviadas, o sea las canti-
dades que estdn en el extremo final del arco, que en la figura aparecen
marcadas con *:

flujo maximo =18

flujo maximo =18

Ejemplo 5

Encuentre el flujo mdximo de s a f en la red
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Solucién

Como en el ejemplo 5, para aplicar el algoritmo de Ford-Fulkerson se
escribe la red en la forma:

Paso 1

Se satura la ruta s p ¢ f con el valor M =min {1,1,1} =1

flujo actual = 0+1=1

Paso 2

Se satura la ruta s ¢ p f con el valor M = min {3,1,1} =1

flujo actual = 0+1+1=2

Se observa que no hay mds rutas de s a f que puedan ser saturadas,
el proceso termina y se obtiene el flujo méximo 2.
La distribucién del flujo es
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que se obtiene escribiendo los arcos con sus flechas y sobre estos solo las
cantidades positivas préximas a los extremos finales. (Por el arco pg no
hay flujo y por lo tanto no se indica ningin valor).

8.6 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

Encuentre el flujo mdximo y una distribucién 6ptima para la red

»

"
Respuesta El flujo mdximo es 5.

Una distribucién éptima es

Problema 2

Halle el flujo mdximo en la siguiente red

en donde pg es un arco no dirigido, esto es, se puede enviar fluido en
ambas direcciones.

213



Mavnarp KonG

Respuesta

Reemplace el arco no dirigido pg por dos arcos dirigidos, uno de p a
q y otro de g a p, con la misma capacidad 3, y aplique el algoritmo de
Ford-Fulkerson. El valor del flujo méximo es 9.

Problema 3

Determine el méximo nimero de mensajes por hora que se puede
enviar desde @ hacia d, si pueden ser enviados hasta 500 mensajes por
hora entre dos cualesquiera de los puntos a,b,c y d.

Respuesta 1500.

Problema 4 Problema de emparejamiento (o matching)

La siguiente tabla muestra las capacidades de las personas P,O,R
para realizar las tareas X, ¥, Z

X
C

= O
@)
a O

Una celda con la letra C indica que la persona de la fila de la celda
tiene la capacidad para realizar la tarea de la columna de la celda.

Se desea asignar a cada persona una tarea de modo que el nimero de
asignaciones (emparejamientos) sea el mayor posible.

Indicacién

Este problema de asignacién puede ser resuelto por los métodos expues-
tos en el Capitulo 7. No obstante, también puede tratarse como un
problema de flujo.

Trace una red con arcos de valor 1 dirigidos de las personas a las
tareas correspondientes a las celdas compatibles, por ejemplo, el arco
de P a X con valor 1.
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Cree una fuente s y trace arcos de valor 1 de s a PO,R; y también
agregue un sumidero /" y trace arcos de valor 1 de X, ¥, Za f.
Obtenga el flujo maximo y determine el emparejamiento maximo

usando la distribucién éptima correspondiente.

Problema 5

Los datos siguientes son las capacidades de una red con fuentes 4, By

C, y sumideros J y K:

c(B,E)=5, c¢(B,J)=10,

c(C,F)=8,

c(D,E)=4, c(D,I)=6,

c(B,E)=5, «¢(B,J)=10,

c(E,F)=9, c¢(E,H)=6, ¢(EI)=9
c(F,G)=6,

c(G,H)=3,

c(H,K)=6,

c(1,J)=12, ¢(1,K)=10

Aplique el algoritmo de Ford Fulkerson para hallar los flujos maxi-
mos que se pueden enviar desde las fuentes a los sumideros.

Indicacién
Convierta el problema en uno de fuente y sumidero tnicos:

Sea §'= suma de las capacidades de los arcos que salen de las fuentes
A, By C; agregue una fuente que conecte a A4, B 'y C, cada arco con
capacidad igual a S. Y de igual manera conecte J y K a un sumidero

tnico con la misma capacidad S.
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8.7 PROGRAMACION DE PROYECTOS

Un proyecto consiste en un conjunto de actividades o trabajos con las

siguientes caracteristicas:

1. cada actividad tiene una duracién o tiempo requerido para reali-

zarla o ejecutarla,

existe un orden en la ejecucién de las actividades, que se describe
asi: una actividad 4 precede a una actividad B (o 4 es predecesor
de B, o B es sucesor de A) si A debe completarse antes de que B
comience,

. hay actividades que no tienen predecesoras, o actividades iniciales,

y también hay actividades sin sucesoras, o actividades finales.

Ejemplo 6

La siguiente tabla muestra las actividades de un proyecto y sus respec-

tivos tiempos de ejecucién

ACTIVIDAD PREDECESORES TIEMPO

A - 14
B - 12
C A,B 2
D B 6
E C,D 4

Algunos problemas interesantes de la programacién de proyectos son:

hallar el tiempo minimo para completar todas las actividades
del proyecto siguiendo el orden establecido y ademds encontrar
cudles actividades son criticas en el proyecto, esto es, aquellas
cuyo retraso aumenta la duracién minima del proyecto, y cudles
pueden retrasarse sin afectar este tiempo,

determinar el costo minimo de ejecucién del proyecto, dados los
costos de las actividades, para terminarlo en un tiempo especifi-
cado.
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Estos problemas se resuelven representando el proyecto como una
red en donde:

* un nodo (es un simbolo que) representa la ocurrencia del evento
de terminacién de conjunto de actividades y el inmediato inicio
de las actividades siguientes,

* un arco es una actividad que sale del nodo donde se inicia su
ejecucion y se conecta al nodo en el que concluye y el valor del
arco es la duracién de la actividad.

Asi, si la actividad A4 es predecesora de la actividad B, en la red esta
relacién de orden queda expresada mediante un nodo al que llega el
arco de 4 y de donde sale el arco de B.

Usualmente, los nodos se designan por los nimeros 1, 2, ..., n,
siendo 1 y n los nodos de inicio y terminacién del proyecto, respecti-
vamente.

En la representacién de red se requiere que de un nodo 7 a otro nodo
J se conecte a lo sumo una actividad o arco dirigido, de modo que la
Unica actividad, si existe, pueda ser referida por el par ordenado (7, j).
Para satisfacer esta condicién, cuando hay dos actividades que conectan
los mismos nodos, se crea una actividad ficticia de duracién cero que
siga a una de las actividades y termine en el nodo de llegada. En forma
explicita, si 4 y B son actividades que salen del nodo i y llegan al nodo
J, como se muestra en la figura

B

entonces se crea una actividad ficticia F' que siga o suceda a A4:
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Obsérvese que se ha agregado el nodo k y que A4 puede referirse por
el par (i,k), F por (k) y B por (i,)).

Las actividades sucesoras de 4 y B han de salir del nodo j; y si hay
actividades que son sucesoras de 4 pero no de B, estas saldrdn del nodo k.
Ejemplo 7

Trace una red que represente el proyecto del ejemplo 6.
Solucién

Paso 1 Actividades iniciales

Puesto que 4 y B no tienen predecesores, son actividades iniciales y por
lo tanto parten del nodo inicial, al que se designa por 1. Y llamando 2
y 3 alos nodos finales de A y B, se tiene

A

0
Paso 2 Actividades que siguen a las iniciales

C es sucesor comtn de Ay B, y D es sucesor de B (y no de A4).
Aplicando la regla se crea una actividad artificial que sigaa 4 o a B:
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I
P~ ’

D es sucesor de B pero no de 4, de modo que se selecciona la
segunda forma

Paso 3 Actividades finales

E es sucesor comun de C'y D, luego E parte de 4 y 5, nodos que
pueden juntarse en uno solo, al que se le llama 4, y de alli sale E.
Incluyendo los tiempos de las actividades se obtiene la red
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en donde las actividades 4, B, C, D y E son representadas por los arcos
o pares ordenados (1,2), (1,3), (2,4), (3,4) y (4,5), respectivamente, y la
actividad artificial F por el arco (3,2).

También se puede expresar la red mediante la lista de pares ordena-
dos de nodos

Actividad Tiempo

(1,2) 14
(1,3) 12
(2.4) 2
(3.2) 0
(3.4) 4
(4,5) 4

Notese que gracias a esta notacién las relaciones de precedencia de
las actividades quedan determinadas implicitamente por los pares, por
ejemplo a (1,2) le siguen (2,3) y (2,4), etc.; y también se establece un
orden entre los nodos: 1 es el primero, a 1 le siguen los nodos sucesores 2
y 3, a2 lesigue 4, a 3 le siguen los nodos 2 y 4, y a 4 el tltimo nodo 5.

Tiempos mds tempranos y mds tardios

Se asume que el proyecto es dado por una red cuyos nodos son 1,2,...,1,
en donde 1 es el nodo inicial, 7 es el nodo final, y las actividades son
dadas por pares ordenados de nodos (i,j) y los correspondientes tiem-
pos de ejecucién por 7.

Para cada nodo i se definen los tiempos mds tempranos:

i) = tiempo mds temprano del nodo i
TE tiemp temp del nod
= menor tiempo de terminacién de todas las actividades

que concurren o llegan al nodo i

Se conviene en hacer TE(1)= tiempo de inicio del proyecto = 0. A TE(n)
se le llama tiempo minimo para completar o terminar el proyecto.
También se definen los tiempos mds tardios

TT(i) = tiempo mds tardio del nodo i
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= mayor tiempo de inicio de las actividades que salen del
nodo, para que el proyecto se complete en el tiempo
minimo

De la definicién se sigue que el tiempo mds tardio del nodo final n

es igual al tiempo minimo: T7(n) = TE(n)
Con el propésito de ilustrar cémo se deducen las férmulas para cal-
cular los tiempos mds tempranos se considera la siguiente parte de una
red para hallar el tiempo mds temprano del nodo 4, que se indica por #:

14

12

Se requiere que previamente se hayan calculado los tiempos mds
tempranos de los nodos predecesores 2 y 3 del nodo 4, los que este caso
son dados por 14 y 12, respectivamente.

Entonces el tiempo ¢ en el que ocurre el nodo 4 debe ser mayor
o igual que el tiempo mds temprano en cualquiera de los nodos pre-
decesores mds el tiempo que toma la ejecucion de la actividad que la
conecta, es decir

121442y 1>12+6
o t>méximo {14+2,12+6}=18

es decir # debe ser al menos igual a 18 unidades de tiempo y por lo tanto
el menor valor de 7 es 18; en resumen

t > maximo {14+2,12+6}=18
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Los tiempos mds tempranos se calculan a partir de nodo inicial 1

y para un nodo nodo i, i >1, el tiempo mds temprano es dado por

| TE (i)=méximo {TE (p)+tiempo de (p.,i)] |

en donde p recorre todos los predecesores de 7, y se asume que se cono-
cen los tiempos mds tempranos de estos.

El dltimo valor que se calcula es el tiempo TE(n) del nodo final, que
es el tiempo minimo de terminacién del proyecto.

Similarmente las férmulas para los tiempos mds tardios pueden
deducirse siguiendo un argumento como el se expone luego.

Sea la siguiente parte de una en la que intenta hallar el tiempo mis

tardio del nodo 3:

16

sabiendo que los tiempos mds tardios de los nodos sucesores 2 y 4 ya se
conocen, y son 16 y 18.

Sea ¢ el tiempo en que ocurre el nodo 3; entonces ¢ mds el tiempo
que requiere cada actividad debe ser menor o igual que el tiempo de
cada nodo 2 y 4:

t+2<16 y t+6<18
0o 1<16-2 7y 1<18-6

que equivale a < minimo {16 -2, 18 — 6}=12
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es decir ¢ puede ser cuando mds 12 unidades, y por lo tanto el mayor
valor es t =12; en resumen

¢t =minimo {16 -2, 18 — 6}

Para calcular los tiempos mds tardios se tienen las siguientes férmulas:

| T(n)=TE (n) = tiempo minimo del proyecto |

y para un nodo i < n

| T(i)=min {T (s) — tiempo (i,s) |

en donde s recorre todos los sucesores de i, y se asume conocidos los
tiempos tardios de estos.

Notese que los tiempos mds tardios se calculan empezando desde el
nodo final 7.

Ejemplo 8
Calcule los tiempos mds tempranos y més tardios de la red del ejemplo 7.
Solucién

Usando la representacién gréfica de la red los tiempos mds temprano y
mis tardio de un nodo i se registran cerca de nodo en la forma

TT(i) | < tiempo mas tardio
«— tiempo mas temprano

0 |(P1" 16 |(P3")
0 |(P1) 14 |(P3)

14 (P5")
(P5)
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Primero se calculan los tiempos mds tempranos, que se anotan en

las celdas inferiores.

(P1)

(P2)

(P3)

P4)

P5)

Se hace cero el tiempo mds temprano en el nodo inicial 1, o
sea TE(1)=0.

Los nodos sucesores de 1 son 2 y 3. No es posible calcular el
tiempo mds temprano del nodo 2 pues falta el tiempo mis
temprano de su predecesor 3. Se calcula el tiempo mds tem-

prano del nodo 3.
TE(3) = maximo {TE(1) + 12} = maximo {0 + 12} =12

Se calcula el tiempo mds temprano del nodo 2, pues se cono-
cen los tiempos mds tempranos de sus predecesores 1 y 3.

TE(2) = méaximo {TE(1) + 10, TE(3) + 0}
=maximo {0+ 10, 12+ 0} =12
Cilculo del tiempo mds temprano del nodo 4.
TT(4) = maximo {TE(2) + 6, TE(3) + 2}
= méximo {12 +6, 12 +4 } = 18
Célculo del tiempo mds temprano del nodo final 5.

TT(5) = maximo {TE(4) + 4}
=maximo {18 +4} =22

En consecuencia, el tiempo minimo del proyecto es 22 unidades.

Ahora se hallan los tiempos mds tardios.

P5’)
P4
P3’)
P2’

P1)

Se hace TT(5)= TE(5) =22
TT(4) = minimo { TT(5)-4} =22 -4=18
TT(2) = minimo {TT(4)-2 } =16
TT(3) = minimo {77(2) - 0, TT(4) - 6}
=minimo { 16, 18 -6 } =12
TT(1) = minimo {7T7(2) - 14, TT(3)- 12 }
=minimo {16-2,12-12} =0
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Actividad critica. Ruta critica

Se dice que una actividad (i, j) es critica si se cumplen las condiciones

TE(i) = TT(i)
TE(G) = TT()
y TT(i) = TE(i) + duracién de (i, j)

es decir, si coinciden los tiempos mds tempranos y mds tardios en los
nodos i, j y la diferencia entre estos es exactamente la duracién de la
actividad.

Una ruta que parte del nodo inicial 1 y termina en el nodo final 7 es
critica si todas las actividades que la componen son criticas.

La suma de los tiempos de las actividades de una ruta critica es igual
al tiempo minimo del proyecto.

En el proyecto del ejemplo 8 se tiene la ruta critica formada por las
actividades criticas que aparecen marcadas con *: (1,3), (3,4) y (4,5):

16

12

12

Ninguna actividad critica puede retrasarse o extender su duracién
sin causar un retraso del proyecto. Por el contrario, una actividad no
critica como (2,4), respecto de los tiempos mds tempranos, puede retra-
sarse hasta el tiempo 16 o extender su duracién de 2 a 4, sin retrasar
el proyecto; y de igual manera sucede con la actividad no critica (1,2)
respecto de los tiempos miés tardios.
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Reduccidén del tiempo minimo de un proyecto

Se trata de reducir el tiempo minimo de un proyecto reduciendo los
tiempos de las actividades con un costo por unidad de tiempo redu-
cido.

Ejemplo 9 Sea el proyecto

TIEMPO
ACTIVIDAD PREDECESORES NORMAL REDUCIDO CRU

A - 8 5 10
B A 5 3 15
C A 2 1 20
D B,C 4 2 8

E B 3 2 12
F D,E 4 3 14

en donde para cada actividad se indican los tiempos normal y reducido,
en dfas, y en la columna CRU, el costo por dia de reduccién.

Por ejemplo, la actividad 4 puede realizarse normalmente en 8 dias
o0 en un tiempo menor hasta 5 dias pagando 10 unidades por cada dia
de reduccién.

a) Determine el tiempo minimo del proyecto usando los tiempos
normales.

b) Calcule el tiempo minimo del proyecto usando los tiempos
reducidos y el costo por reduccién.

¢) Halle el costo minimo del proyecto cuando se completa en el
tiempo minimo calculado en la parte b), pues es posible dis-
minuir el costo por reduccién si no se reducen totalmente las

actividades no criticas.
Solucién

a) Representando el proyecto mediante una red y usando los tiem-
pos normales se calculan solo los tiempos mds tempranos
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e PP O NG

2 i»@

donde 4, B, C, D, E y F son los arcos (1,2), (2,3), (2,4),(4,5),
(3,5) y (5,6), respectivamente.

Luego, el tiempo minimo de terminacién del proyecto es 20
dias.

b) Se calculan los tiempos mds tempranos y més tardios usando los
tiempos reducidos:

8
8

3 B0
@—>@ OF=0,
@/2v

8
6

Por lo tanto, el tiempo minimo del proyecto usando todas los
tiempos reducidos es 13 dias.

La tnica ruta critica estd formada por los nodos 1 2 3 5y 6, que
son los nodos extremos de las actividades criticas marcadas por *.
El costo de reduccién es la suma de los productos del costo diario
por el ndmero de dias reducidos correspondiente a cada actividad:
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costo = 10x(8-5) + 15x(5-3) +20x(2-1) + 8x(4-2) +12x(3-2) +14x(4-3)
=122

¢) Se calcula ahora el costo minimo cuando el proyecto se termina
en el tiempo minimo de 13 dias.
El costo 122 obtenido en b) se hizo reduciendo totalmente los
tiempos de ejecucion de las actividades; por ejemplo, la actividad
A, 0 (1,2), se redujo de 8 a 5 dias. Se puede disminuir el costo
determinando las actividades cuyos tiempos pueden aumentar
sin afectar el tiempo minimo de terminacién del proyecto.
El tiempo de una actividad critica no puede extenderse, pues de
hacerlo aumentaria el tiempo minimo del proyecto.

O
3
—~» @ tiempo minimo = 13

A
O

Las actividades no criticas son las tnicas cuyos tiempos pueden

,
L=

aumentarse, yen este proyecto son:

B =(2,4) de 1 a2 dias, y con un costo unitario de 20,
C=(4,5) de 2 a 4 dias, y con un costo unitario de 8

y los aumentos deben ser tales que no excedan el tiempo de 13
dias.
Se elige la actividad C por tener mayor costo unitario. Sea ¢ el

tiempo en que puede aumentarse esta actividad, entonces se tiene

1+t<2,
y S+1+t+2+3<13,

en donde el término de la izquierda es el tiempo total de la ruta

12456, que no debe exceder a 13.
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Luegot<1lyt<2,
y el méximo valor de # es 1, con lo cual la actividad C se aumenta
en 1 dfa, esto es, se realiza en 2 dfas.

WON
5 =7 3
@—*> @ —*V@ tiempo minimo = 13

A continuacién se considera la otra actividad no critica D=(4,5).
Sites el tiempo de aumento

2+t<4
y 5+422+1t)+3<13
o t<2yt<l,

el mayor valor es # =1, que es el tiempo de aumento, y por lo
tanto el tiempo de la actividad D se extiende a 3, sin afectar el
tiempo minimo.

O

s 7 3
@ L @ —~p @ tiempo minimo = 13

Ya no es posible obtener mds aumentos de los tiempos de las
actividades y se calcula el nuevo costo:

costo minimo = 122 - 20x1 -8x1 =94

que resulta de restar al costo total los costos correspondientes a
los dos aumentos en los tiempos: 20%1 para la actividad By 8x1
para la actividad D.
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Este costo también puede calcularse directamente a partir de los
tiempos normales y los tiempos empleados:

costo minimo = 10x(8-5) + 15x%(5-3) +20x%(2-2) + 8x(4-3)
+ 12x(3-2) +14x(4-3)
=94

Aplicaciones de la programacién lineal a los proyectos

Los problemas de proyectos relacionados con tiempos minimos y cos-
tos minimos, cuando se reducen las actividades, pueden formularse
como problemas de programacién lineal y por lo tanto ser resueltos por
el método del simplex.

Para ilustrar estas aplicaciones se considera otra vez el proyecto del
ejemplo 9.

Ejemplo 10 Sea el proyecto

TIEMPO

ACTIVIDAD ~ NORMAL REDUCIDO  CRU
A(1,2) 8 5 10
B(2.3) 5 3 15
C(2.4) 2 1 20
D(4,5) 4 2 8
E(3.4) 3 2 12
F(5.,6) 4 3 14

con tiempos normales y reducidos y costo unitario por dia reducido.

a) Determine el problema de programacién lineal para hallar el
tiempo minimo del proyecto asumiendo tiempos normales.

b) Determine el problema de programacién lineal para hallar el
tiempo minimo del proyecto asumiendo tiempos reducidos.

c) Este proyecto se completa en 20 dias empleando tiempos nor-
males y en 13 dias si se aplican los tiempos reducidos. Formule el
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problema de programacién lineal para obtener un costo minimo
cuando el proyecto se completa en 13 dias.

Solucién

a)@ @\
HQ\@ /@ (9

Sea ti el tiempo de ocurrencia del nodo 7, i =2,..., 6.
Entonces, el problema del tiempo minimo se formula como el
problema de programacién lineal
Minimizar tiempo = 76
sujetoa  1,>38 (nodo 2)

t,2t,+5 (nodo 3)

t,2t,+2  (nodo 4)

t;2t,+3  (nodo5)

t,2t,+4

t,2t;+4  (nodo 0)

y 20
Nota

La resolucién de este problema, por el método del simplex, da el tiempo
minimo 20, y una solucién éptima es

t=8,t=13,1=12,1=16 y 1 =20.

Compirese esta solucién con la obtenida en el ejemplo 9 usando los
tiempos mds tempranos y mds tardios.

b) Similarmente usando los tiempos reducidos

Minimizar tiempo = ¢,
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sujetoa £, =5 (nodo 2)
t,>2t,+3 (nodo3) (ot,—1t,>3)
t,2t,+1  (nodo4) (ot,—t,21)
t;2t,+2  (nodo5) (ot,—1,22)

t2t,+2 (ot,—t,22)
t,2t,+3  (nodo6) (ot —t,>3)
y 20

Nota

La resolucién de este problema, por el método del simplex, da el tiempo
minimo 13, y una solucién éptima es

t=5, t=38, t=8, t=10 y t=13.

¢) Sea a el nimero de dias que se reduce el tiempo normal 8 de la
actividad 4, de modo que esta se ejecuta en 8-a dias; similar-
mente, sean b, ¢, d, ey f para las otras actividades.
La red del proyecto es entonces

PriOSS

@ 8-a
N @AI

OO,

A12) 8 5 10
B23) 5 3 15
ce4 2 1 20
D@45 4 2 8
EG4) 3 2 12
FG5.6) 4 3 14

Sea t, el tiempo de ocurrencia del nodo i, i=2,...,6
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El problema es

Minimizar Costo = 10a + 15b + 20c + 8d + 12¢ +14f

sujetoa 1,28 —a (nodo 2)
t,2t,+(5—b) (nodo 3)
t,2t,+(2~c) (nodo 4) (1)
t;2t,+ (3 ~c) (nodo 5)
t,2t,+(4-d
t,2t,+(4-f) (nodo 6)

t <13 )

6

a<3
b<2
c<1 3)
d<?2
e<l1

f<1
y a,b,c,d,e,fy t=20

Las restricciones (1) expresan las condiciones de las ocurrencias
de los nodos; la restriccién (2) indica que el nodo #, debe ocurrir
en un tiempo no mayor que 13; y las restricciones (3) establecen
las cantidades méximas que pueden disminuirse los dias de las
actividades, por ejemplo, la actividad 4 puede reducirse hasta
3 =8-5 dias.

El costo minimo resultante es 94 y una solucién dptima es dada
por los tiempos t,= 5, t.=8, t,=7, t=10, t =13, y los nimeros de
dias de reduccién son a=3, b=2, ¢=0, d=1, e=1y f=1, respecto
de los tiempos normales.

Nota

El proyecto estudiado puede terminarse en 20 dias en condiciones nor-
males y en 13 dias usando los tiempos reducidos. El costo (minimo)
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del proyecto debido a las reducciones de las actividades crece de 0 a 94.
Usando el modelo de programacién lineal puede calcularse el costo del
proyecto en términos del tiempo, y viceversa, cuando uno de ellos toma

un valor intermedio, por ejemplo:

1) hallar el costo si el tiempo del proyecto es 14 dias
o 2) determinar el tiempo del proyecto si se propone un costo de 30.

En el primer caso es suficiente reemplazar 13 por 14 en la restriccion
2) del ejemplo 10 y resolver el problema. El costo resultante es 71.
Y en el segundo caso, el problema de programacién lineal es

Minimizar Tiempo = ¢,

sujetoa £, >28—a
t,2t,+(5-0)
t,2t,+(2-c)
t,2t,+(3—e)
t;2t,+(4-d
t,2t,+(@4-f)

a<3
b<2
c<1
d<?2
e<l

f<1
10a + 15b + 20c + 84 + 12e + 141 < 30; (1)

y todas las variables no negativas.

La restriccion (1) expresa la condicién de que el costo atribuido a las
reducciones no excede a 30.

Se obtiene el tiempo minimo 17 dias.

234



CAriTULO 8. ANALISIS DE REDES

8.8 PROBLEMAS PROPUESTOS

Problema 1

En la siguiente tabla se indican las relaciones de precedencia y duracio-
nes de un proyecto compuesto por 8 actividades:

ACTIVIDAD PREDECESORES DURACION (dias)

A - 5
B - 4
C A 9
D A 8
E B,C 10
F B,C 13
G D.E 3
H F.G 7

a) Trace una red del proyecto.

b) Calcule los tiempos mds tempranos y mds tardios de los nodos.

¢) Indique el tiempo minimo de terminacién del proyecto y halle
las rutas criticas.

d) Determine las actividades no criticas y hasta cudntos dias pue-
den retrasarse B sin exceder el tiempo minimo del proyecto.

Respuesta

¢) El tiempo minimo es 34 dias. Hay dos rutas criticas: 4 C F Hy
ACEGH.
d) By D pueden retrasarse hasta 10 y 16 dias, respectivamente.

Problema 2

El proyecto de construccién de una casa comprende el conjunto de
actividades que se listan en la siguiente tabla
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ACTIVIDAD DESCRIPCION PREDECESORES DU}({d[i\aCS)ION
A Construir cimientos - 10
B Construir paredes y techos A 14
C Instalar cables eléctricos B 4
D Instalar ventanas B 6
E Poner revestimiento D 8
F Pintar la casa B.E 4

a) Calcule el tiempo minimo requerido para construir la casa.
b) Indique una ruta critica.

Respuesta

a) 42 dias
b) ABDEF

Problema 3
Los datos de un proyecto de actividades son

TIEMPO  EN DIAS COSTO POR

ACTIVIDAD - PREDECESORES NORMAL REDUCIDO DiA REDUCIDO

A - 6 6 0
B A 9 7 8
C A 6 5 9
D B,C 8 4 6
E B 7 5 12
F C 10 6 6

a) Trace el diagrama de red.

b) Halle el tiempo minimo empleando tiempos normales.

c) Halle los tiempos mds tempranos y mds tardios, el tiempo
minimo y una ruta critica usando tiempos reducidos.

d) Para el tiempo minimo hallado en ¢) determine el menor costo
por los dias reducidos.
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Respuesta

b) 23 dias

¢) El tiempo minimo es 18 dias y la ruta criticaes 4 B E.

d) El costo minimo es 78 y se obtiene ejecutando en 6, 7, 6, 5, 5y
6 dias las actividades 4,B,C,D y E, respectivamente.

Problema 4

Se desea fabricar un producto que se compone de tres partes P, P,y P.,.
Se estima que el disefio de las partes requiere 8 semanas y que la fabrica-
cién de las partes se realiza en 5, 8 y 4 semanas, respectivamente.

El proceso consiste de las siguientes etapas:

e prueba de P, que toma 2 semanas
* ensamblar P y P, 1 semana
e afadir P, a Py P,, 2 semanas

¢Cuil es el tiempo minimo de terminacién del proyecto? Indique
las actividades criticas.

Respuesta

El proyecto puede terminarse en 19 semanas.

Las actividades criticas son: disenar las partes, fabricar P, ensam-

blar P, y P,, y agregar P..

Problema 5

La red de un proyecto de actividades es descrita por los siguientes datos:

ACTIVIDAD ~_DURACION
(1.2)
(1,3)
(2.4)
(3:4)
(3.5)
(3,6)
(4.7)
(.7
(6,7)

— WA ZS
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Calcule los tiempos mds tempranos y mds tardios.

b) La holgura total de una actividad o arco (i,j) de duracién t se

)

define por

HT (i,j) =TT (j) - TE (i) — t
= tiempo tardio de j — tiempo temprano de i —
duracion de (i)

y representa el tiempo que se puede retrasar el inicio de la activi-
dad respecto del tiempo mds temprano sin prolongar el tiempo
minimo del proyecto.

Calcule las holguras totales de las actividades.

Las actividades criticas son precisamente las que tiene holgura
total cero.

También se define la holgura libre de (7,/) mediante
HL (ij)=TE (j)—TE (i) —t
= tiempo temprano de j — tiempo temprano de i—
duracion de (i,))
que representa el tiempo que se puede retrasar el inicio de la acti-
vidad sin retrasar las actividades siguientes, teniendo en cuenta

solo los tiempos mds tempranos.
Halle las holguras libres de las actividades.

Indicacién

Use la notacién grafica de los tiempos mds tempranos y mds tardios

T ()
TE (i) TE ())
LN

Respuesta

b)yc)  paralaactividad (2,6)
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CAriTULO 8. ANALISIS DE REDES

HT(2,6)=2 (=18-10-6)
HL(2,6)=0 (=16-10-6)

Problema 6

La red de un proyecto de actividades es descrita por los siguientes
datos

ACTIVIDAD N TR CN CR

(1,2) 8 6 80 120
(1,3) 12 8 70 90
2.4) 10 9 50 60
(3.4) 6 5 90 100
3.5) 6 100 110
(3.6) 4 40 50
4,7) 3 60 70
(5.7) 14 13 120 125
(6,7) 6 5 30 40

en donde TNy TR se refieren a los tiempos normal y reducido, en dias,
y CNy CR alos costos normal y reducido de cada actividad.

a) Determine el tiempo minimo del proyecto aplicando tiempos
reducidos.
b) Para cada actividad halle el costo por cada dia reducido

CDR - incremento de cos to _CR-CN
cantidad de dias reducidos TN —TR

c) Halle el costo del proyecto (suma de los costos de todas las acti-
vidades) usando tiempos normales.

d) Halle el costo del proyecto usando tiempos reducidos y el costo
asociado a las reducciones de los dias.

e) Calcule el costo minimo del proyecto cuando se termina en el
tiempo minimo obtenido en a).
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Respuesta

a) 27 dias

b) Algunos costos reducidos son:

ACTIVIDAD CDR

(1,2) 20
3.,7) 5
(5,7) 5

¢) y d) El proyecto cuesta 640 usando tiempos normales y 765
empleando tiempos reducidos. El costo debido a las reducciones
es 125, la diferencia entre los dos costos anteriores.

e) El costo minimo es 675.

Solo deben usarse los dias reducidos de las actividades criticas

1,3), 3,5 y (5,7).
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algoritmo de cota y ramificacién
algoritmo de Ford-Fulkerson
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ciclos en el problema del transporte
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criterio de mdximo
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funcién lineal

funcién objetivo
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método de la celda de costo minimo
método de la esquina noroeste
método de las dos fases

método de perturbacién

método del simplex

método del simplex simplificado (problema de transporte)

método hingaro
modelo de programacién matemdtica

problema de asignacién

problema de la dieta

problema de mezcla

problema de optimizacién
problema de programacién lineal
problema de transporte balanceado
problema del corte minimo
problema dual

problema primal

programa matemadtico

propiedad de corte minimo
propiedad de holgura complementaria
proyecto

red o grafo dirigido

regi6n de factibilidad

regla de Blands

resolucién geométrica de problemas con dos variables
ruta critica

rutas en una red

solucidn factible
solucién 6ptima del problema dual de maximizacién
soluciones bdsicas factibles
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tiempo minimo de un proyecto
tiempos mds tardios

tiempos mds tempranos
tiempos normales

tiempos reducidos

valor miximo

valor minimo

valor optimo

variables artificiales

variables bdsicas

variables de decisién
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