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Presentacion

El texto ha sido disefiado para brindar a los estudiantes de carreras de ciencias e ingenieria
una revisién de conceptos bdsicos que serdn requisitos para futuros cursos de varias vari-
ables. La finalidad del mismo es que el estudiante adquiera las herramientas necesarias
para aplicar, en la resolucién de ejercicios y problemas, los conceptos y propiedades bésicas
de la Geometria analitica vectorial, Introduccién al Algebra Lineal y Célculo Diferencial
e Integral en varias variables.

Este libro se caracteriza por brindar un tratamiento dindmico a los contenidos matema4ti-
cos lo que see refleja al anteponer, en lo posible, a las definiciones formales, situaciones
que justifiquen su presentacién y la formalizacién de los objetos matemadticos involucra-
dos. Luego de este acercamiento a las definiciones y propiedades, se trabajan problemas de
mayor complejidad para cuya solucién se requiere la comprensién, conexién y aplicacién
de los resultados anteriores.

Este libro de Célculo vectorial elaborado a partir de mis notas de clases, para alumnos
de Célculo 3 del tercer ciclo de Estudios Generales Ciencias de la PUCP, tienen una
gran variedad y profundidad de problemas en cada capitulo, grdficos, demostracién de
los teoremas bésicos, muchos ejemplos relacionados con la teorfa, apéndices para reforzar
temas tedricos de la geometria analitica vectorial en le espacio,del Andlisis Matematico
en varias variables y uso de las computadoras en la grifica de funciones cn todas sus
caracteristicas.

Todos los ejemplos y problemas se basan en evaluaciones pasadas del curso de Célculo
3 y Anilisis Matemdtico 3 de Estudios Generales Ciencias. Existen muchos problemas
basados en graficos que enfatizan la comprensién conceptual y el uso de las computadoras.
Los ejemplos y problemas de ingenieria, geometria y fisica tienen un papel predominante.

Se cuenta con bastantes ejemplos desarrollados paso a paso a través de los cuales el
estudiante identificard las técnicas a seguir para resolver los tipos de tareas propuestas,
asf como las justificaciones para cada una de ellas.

Norberto Chau Pérez

Julio de 2012



Capitulo 1

(Geometria vectorial en el espacio

1.1 Introduccién al espacio R"

1.1.1 Vectores en R".

El conjunto de las n-uplas de nimero reales, n > 1, se representa por R"; es decir
R" = {(z1,..,2n) 1z, € Rparai=1,..,n}.

Los elementos de R™ serdn llamados vectores y al vector (ay, ..., a,) lo denotaremos por A.
El ntimero a; se llama i-ésima componente del vector A.
En R" definimos una relacién de igualdad y dos operaciones:

1. Iqualdad de vectores. Si A = (ay,..,a,) y B = (by,...,b,) son vectores en R",
entonces
A=B&a;=b paratodoi=1,..,n

2. Adicion de vectores. Si A = (ai,...,an)y B = (b1, ..., bn) son vectores en R", entonces

A+ B = (al + b]_7 veey A + bn) .

3. Multiplicacion de vectores por escalares. Si ¢ es un numero real y A = (ay, ..., an) €8
un vector en R”, entonces
aA = (aal,...,00n) .

Proposicién 1.1 El congunto R"™ con la relacion de igualdad y las operaciones de
adicion de vectores y multiplicacion de vectores por nidmeros reales, se llama espacio
vectorial real n-dimensional.

1VA, B € R" se cumple que A+ B € R".
2YA,BeR", A+ B=B+ A.
3VAB,CeR", A+ (B+C)=(A+B)+C.
4 R" ' VAcR":

A+60=A

El elemento § de R", llamado vector cero, estd dado por

6=10,..,0).

5¥A€R™ 3 (—A) € R™:
A+ (—4)=8.
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El vector —A, llamado opuesto de A, es

—A=(~1)A.

6VAe R Vae R, aA € R".

TVAeR" Vo,B € R, (a+ f)A=ad+ A
8VA,BeR"Va€R, a(A+ B) =aA+aB.
IVA e R"Va,B8 € R, a(BA) = (af) A.
I0VAER 1A= A,

La expresion espacio vectorial R™ se referird, al espacio (R, +, R, ) con las opera-
ciones definidas anteriormente. Observar que paran = 1,2, 3 tenemos los conocidos R, R?
y R3 respectivamente.

La sustraccién de vectores puede ser definida en términos de la adicién del siguiente
modo.

Definicién 1.1 Para A, B € R"* cualesquiera
A-B=A+(-B)

es decir,
A-B= (al - bly veey @ — b‘n) .

Definicién 1.2 Si Ay, ..., Ay, son vectores en R™ y a, ..., oy, Son escalares, el vector
oA+ anAy
se llama combinacidn lineal de los vectores A; con coeficientes ;.
En la siguiente proposicién, enunciamos algunas propiedades bdsicas.

Proposicién 1.2 Demostrar que
1L.YaeR: af =8,
2. VAeR":0A=6,y
3 aA=0=>a=00A=86.

Representacién geométrica de vectores en R? y R3.

Representacién geométrica de un vector. Cada vector en R? o R® puede ser
representado graficamente en el plano o el espacio de la siguiente manera:
a. Como un punto.
b. Como un radio vector. Es decir como flechas con origen en el origen de coorde-
nadas y su extremo en un punto del plano o del espacio con coordenadas las componentes



del vector

P:(ahaz) P=(alya21a3)

c. Como una flecha o segmento dirigido. El origen es un punto P cualquiera y
el extremo serd el punto () tal que A = @ — P. Por ejemplo, en el plano se tiene

1.1.2 Paralelismo de vectores.
Definicién 1.3 Sean A y B dos vectores en R", decimos que A es paralelo a B, si existe

a € R tal que B = aA.

Observemos que €l vector cero es paralelo a todos los vectores, pues # = 04 para todo
AER"™

Definicién 1.4 Sean A y B dos vectores no nulos en R", si A es paralelo a B decimos
que:

1. tienen sentidos iguales si B = aA donde ¢ > 0, y

2. tienen sentidos opuestos si B = aA con o < 0.

1.1.3 Producto escalar y norma.

Definicién 1.5 Dados los vectores A = (a1,...,an) y B = (b1,...,b,) en R", el producto
escalar de A y B, representado por A - B, es el nimero real

n
A -B= Zalb, =aiby + -+ ayby.

i=1
En particular, si A = (a1,a3) y B = (b1, b3) en R?

A B =a1b +agshy



ysi A = (a1,a,a3) ¥ B = (b1, bz, b3) en R®
A- B = apb) + agby + asbs.

Nétese que el producto escalar de dos vectores es un mimero real y no es un vector.
Las propiedades fundamentales del producto escalar son:

Teorema 1.1 Para A, B,C € R" y para todo o« € R
1A B=B A
2. a(A-B)=(aA) - B=a(A-B)
3 A-(B+C)=A-B+A-C
4. A-A>0,A A=0siysclosi A=10

Definicién 1.6 La norma (o médulo) de un vector A = (a1, ...,a,) en R", representada
por ||All, es el numero real

Al = VA - A= |> a2
4=1

En particular, si A = (aj,a2) en R?

y si A= (a1,02,a3) en R?

= S a2 g2
lAl = \fa? + a3 + a3
A R" con la norma que acabamos de definir se le llama espacio vectorial euclideano

n-dimensional. Las propiedades fundamentales de la norma de un vector son enunciadas
a continuacion.

Proposicién 1.3 Para A, B € R" y para oo € R cualesquiera se cumplen:
LAl > 0, [A] =0 4 =0.
2.l = [al Al
3. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

[A- Bl < |AlIBI -
4.(Desigualdad triangular)
A+ Bl <Al +1Bj -

La desigualdad triangular corresponde al teorema geométrico: la longitud de un lado
de un tridngulo no degenerado es menor que la suma de las longitudes de los otros dos
lados.

Definicién 1.7 1.Un vector de norma igual a la unidad se llama vector unitario.
2. El versor de un vector es un vector unitario con la misma direccidn y sentido del
vector.

Proposicién 1.4 Si A es un vector no nulo en R", su versor es el vector

A

Up= o
AT A



1.1.4 Ortogonalidad de vectores.
Sean A y B dos vectores no nulos en R*. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
2
(%) <1, de donde -1 < H/\/I‘Illﬁfl < 1. Por lo tanto, existe un tnico dngulo ¢ & [0, 7]
tal que cos (p) = ﬁ};—”
Definicién 1.8 El dngulo que forman los vectores no nulos A y B en R", es el ndmero
real p € [0, 7] tal que

A B
cos () = ATET

Definicién 1.9 Sean A y B dos vectores no nulos de R™. Decimos que A es ortogonal a
B, si el dngulo que forman es §.
De acuerdo con la definicién de angulo entre dos vectores,
A esortogonal a B<—= A-B =0

Como A B = B- A, es claro que A ortogonal a B implica que B es ortogonal a A. Por
esta razon se usa con frecuencia la expresién mutuamente ortogonales. Diremos también
que A y B son ortogonales. El vector cero tiene la propiedad de ser ortogonal a todo los

vectores.

1.1.5 Proyeccién ortogonal y componentes.

Definicién 1.10 Sean A y B vectores en R™ con B # 0. La proyeccién ortogonal de A
sobre B, denotada ProypA, es el vector

A-B
Proyp A = (—-————) B
B

Definicién 1.11 El mimero %E—I? se llama componente de A en la direccidn de B y se

denota Compp A, es decir
A-B

Comp[;A =
1Bl
En consecuencia, la relacién entre la proyeccién y la componente es
ProypA = (ComppA) Ug,

es decir,

1. Si ComppA > 0, entonces Proy; A tiene el mismo sentido que B, y
2. Si ComppA < 0 entonces Proyg A y B tiene sentidos opuestos.

3. Si ComppA = 0 entonces A y B son ortogonales.

Ejercicios Propuestos
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. Probar que si A, B € R" son vectores no paralelos y

aA+ BB =290,

entonces o = 3 = 0.

. Sean A,B & R" vectores no paralelos dados, C = (a+8-1)A+ (a+8)By

D = (a—B)A+ (2a— ) B. Hallar los valores de « y 8 para que se cumpla la
relacién C = 3D.

. Demuestre que el vector ||A]| B + || B|| A es paralelo a la bisectriz del dngulo que

forman A y B. Hallar un vector unitario en la direccién de dicha bisectriz.

. En el tetraedro de la figura

a; = ;1_1_3, ay = C_B), az = B—D), a4 = :4—5’, as = C’_ﬁ vy ag = 574 Demostrar que

ay-ag+az-aq+as-ag=0.

. Sean a,b € R", demostrar que:

(2) lla+ bl + lla —b)* = 2 ja]l® + 2 ||
(b) lla+ bl fla~bll < lla® + |j6]*
(©) lla+bl* + lla —b* = 2 Jaf® + 2 b
(@) lla+bll o= blf < llal® + io)f*

. Sean Ay B dos vectores unitarios que forman un dngulo 8. Demuestre que ||A — B|| =

2 sin (9)]-

. Halle un vector unitario que forme un dngulo de 45° con el vector (2,2,—1) y un

dngulo de 60° con el vector (0,1, —-1).

. Los vectores A, B € R™ forman un dngulo de 45° y ||A]| = 3. ;Cuél debe ser el valor

de || B|| para que:

(a) A — B sea perpendicular a A?
(b) A+ B forme un dngulo de 30° con A7

. Demostrar que dos vectores A y B en R” son ortogonales si y sélo si

A+ Bl =|lA- Bl
(Teorema de Pitdgoras). Dos vectores A y B en R" son ortogonales si y sélo si

14+ BI* = 4] + |1BI*.
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1.1.6 Producto vectorial y producto mixto en R3,

En esta seccién introducimos el concepto de producto vectorial entre dos vectores de R3.
Este concepto juega un papel importante en el electromagnetismo como también en la
mecédnica de fluidos cuando estudiamos los rotacionales de campos vectoriales.

Definicién 1.12 Dados los vectores A = (a1, az,a3) y B = (by, by, b3), el producto vecto-
rial de A y B en ese orden, es el vector A x B definido por

A x B = (agbs — asby, azb; — a1bs, a1by — ash; ).

Proposicién 1.5 A x B es ortogonal tanto al vector A como al vector B.
1LAxB=-BxA
2.(cA) x B=a(A x B)
3Ax(B+C)=AxB+AxC
4{(A+B)xC=(AxC)+(BxC(C)
5|Ax B|* = ||A|I*|BI* - (A- B)*
6.|A x Bl| = || Al | Bl sin(¢) donde ¢ es el dngulo que forman A y B.
El niimero ||A x B|| representa el drea del paralelogramo determinado por los vectores

AyB.

Proposicién 1.6 Los vectores A y B son paralelos si, y sélo si A x B = 0.

Proposicién 1.7 Para A, B,C € R? cualesquiera
Ax(BxC)=(C-A)B—(B-A)C.

Corolario 1.2 §i A, B y N son vectores de R? tales que ALN y BLN, entonces Ax B ||
N.

Definicién 1.13 Dados los vectores A, B y C, el producto mirto de A, B y C en ese
orden, es el nimero real [A, B, C] definido por

[4,B,C] = (A x B)-C.

Proposicién 1.8 1.5t A = (a1,az,a3), B = (b1, b2, b3) y C = (c1,¢ca,¢3), entonces

ay a2 ag
[A, B, C] =det| by by b3
C1 €y C3

2.4,B,C) = [B,C, A = [C, A, B).
3A-(BxC)=(AxB)-C

Proposicién 1.9 1.5i A = (a,a,a3), B = (by,b2,b3) y C = (¢1,¢2,¢3), entonces

ay ay as
[A, B, C] =det| by by b3
1 &2 C3

2.[A,B,C] = [B,C, A] = [C, A, B).
3. A-(BxC)=(AxB)-C

El nimero |[A, B, C]| representa el volumen del paralelepipedo determinado por los
vectores A, By C.

11



11.7 Kectas en R?

Sea A un vector no nulo en R®. Si Py es un punto dado, entonces existe una inica
recta £ que pasa por P y tiene la direccién de A.

Sea P un punto genérico de la recta L. Se verifica que
_
P=PF+ RP
—_—
y como Py P es equivalente a tgA, para algin tp € R, resulta que
P =Py + toA.
Para cada t € R se tiene un punto perteneciente a la recta £. Asf{

L={PeER:P=Py+tA teR}

L:P=Py+tA teR )

es la ecuacidn vectorial de la recta L.
Si asumimos que P = (z,v, =), Po = (%0, %0, %0) ¥y A = (a1, a3, a3), sustituyendo en (1)
tenemos
(z, ¥, =) = (zo,Y0, %0) +t(a1,a2,a3), t€R

de donde

T = g + tay

L:¢ y=yo+taz ,t€R
=z + tas

las que se denominan ecuaciones paramétricas de la recta L.
Si las componentes a;, as y a3 son distintas de céero, eliminando a ¢, se obtiene

T—To Y—Y =—>0
L: = =
ai a2 as

que es la ecuacion simétrica de la recta.

Definicién 1.14 Sean las rectas

Ly : P=P+tA teR,
Ly : P=Qy+tB,teR.

1.Las rectas L4 y Ly son paralelas si A es paralelo a B.
2.Las rectas L4 y Ly son perpendiculares si A es ortogonal a B.

12



Observacién 1.1 1.57 L1 || La, entonces L1 N Lo =¢ o0 L1 = Lo.
2.5 Ly no es paralela, entonces L1 N Ly = {Punto} o L1 N Lo = ¢.

Definicién 1.15 Si L, y Lo se intersecan, definimos el dngulo entre las rectas L1 y Lo,
al dngulo formado por sus respectivos vectores de direccion, es decir,

0= £ (Ly,Lq) = £(A,B)

El dngulo 6 se calcula mediante la siguiente relacion:

A-B

e, 00 <
At sl

cosf =

Ejemplo 1.1 Hallar la ecuacion vectorial de la recta £ que pasa por el punto Q = (3,4,0)
y corta al eje Z, si se sabe que la distancia del origen de coordenadas o dicha recta L es

4 unidades.

Solucién

Considere S = (0,0, zp) un punto del eje Z.

Sea L la recta pedida que tiene como vector de direccién @g' =85-0Q=(-3,-4,%).
Por condicién del problema:

@0 < 3] (=3, ~4,0) x (=3, ~4, )|
de(0) = 4<:=>_WQ_-§I—I——=4=> ”(_3,:1’:0)” ol _ 4
Ic40, 320,00 _ V25, 20

V=& +25 V2 +25 3

1
Luego, las ecuaciones de las rectas son :

L . P=(3,4,0)+t(9,12,20),te R
o L : P=(3,4,0)+t(9,12,-20),te R

Ejemplo 1.2 Un tridngulo equildtero inscrito en una circunferencia

Py 2+ 25=3
Nl zty+z= ’

tiene un vértice en la recta

1

L:P= (—1,1,§>+t (2,-1,1),teR.

Hollar dos de sus vértices del tridngulo.

Solucién 2 2. s
Sty =1
' { z+y+z=1 '
Sea Py € L vértice del tridngulo: Py = (—1+2t,1—¢,1 +1¢).
P, e P.z+y+ == lentonces —1+2t+1—t+%+t =1, de donde t = %.Asi,
Py = (—1,2,2) Se observa que P, € £ : (z+ 12+ (w+1)% + (+1)? = 6, esfera con
centro C = (-1,—1, -1).
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Considere !a recta

L:N . P:C+tN,t€Ra
L:N . P:(—1)_17_1)+t(1’1’1)’tER'

Sea P el centro de la circunferencia —.
Poely:Po=(-1+¢t,-14+t,~1+t)eP:z+y+z=1,dedonde -1+t —-1+t—
1+t=1entonces t = 3. Asi, P = (},4,3).

a2+ 4P =1
Seapz_(abc)EF.{ a+bt+c=1==>c=1—-a—~b "~

Luego,Ple—Pz—Plz( +3b-%,c-%)
PR =P-P=044) -850 =G-5-)) =§@-1-1) fomau
dngulo de § con el vector P1P2—P2—P1 (a+— b—%—,c—%) Luego,
COS( ) = PR - PP, V3 -1 -1)-(a+4,6-%,c—%)
[ER[[pE] — 2 Me-L-Dil@+ 3= 2=
=
ﬁ 2a—b—c+2 N
2 \/_\/a~—~b—§c+a +024+2+1
1
ﬁ 2a-b—-(1—a—b)+2
2 Vé\/a——b-é(l a—b)+2
V3 _ _Setl V3 _ Batl _ V3 _ 3ail
2 N3 /Za—f-% 2 \/éﬁ_\\%fa . 2 2v/3a+1
\/_ \/ :}a:%
Luego, P, = (3 b,1— ; b) = (%,b,%—b)perteneceaf c2?+y2 422 =1, de
2\ 2 2
donde(§> +b2+<%—b> =2 -2b+3=1=002-3b-2=0:b=—-30b=%.

b+
Por tanto, P, = (;, =, ) (§ g 1) .o \

Ejemplo 1.3 Sea L la recta que pasa por el punto M = (12,0,5) e interseca al eje ¥
en el punto N. Hallar la ecuacion vectorial de la recta L si la distancia del origen de
coordenadas a dicha recta L es 12 unidades.

Solucién

Considere N = (0, y9,0) un punto del eje Y.

Sea L la recta pedida que tiene como vector de direccién MN=N-M= (0,0,0) -
(12y Oy 5) = (_127 Yo, “5) .

Por condicién del problema:

|50 3w _

de(0) = &= 17— =
&
”("‘12,0y _5) X (_12,y07 _5)” =12
(=12, 30, =5)]|
”(_51/07 0’ _12y0)ll — _V Y950 169'!/0 ==y = i@
Vyg +169 = it 5
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Asf, MN = (-12,yo, ~5) = (=12, +1% -5 ).

Luego, las ecuaciones de las rectas son :
1
L : P=(12,0,5)+¢ <—12,~g—6,~5,> ,teR o

£ P=(12,0,5)+t (—12,—1—2§,~5,> JtER

15



Ejercicios Propuestos

1. Sean

L1 : P=PF+tA teR
Ly : P=Qo+tB,teR.

Demostrar que £1 = £ si, y s6lo si Py € L3 y A es paralelo a B.

2. Si Py y Qo son puntos distintos, demostrar que la recta
L:P=Py+t(Qo—Fo),teR
pasa por Py y Qo, siendo la unica con esta propiedad.

3. Sea A = (a1,a3) € R? un vector no nulo, probar que si B es ortogonal al vector A,
entonces B = a(—ag,a1) para algin o € R.

Dado el vector A = (a1, as), €l vector (—as,a;) serd llamado ortogonal de A, y se
representard por AL, Asi tenemos que la ecuacién de la recta en R? que pasa por
el punto Py y tiene la direccién del vector A también se puede escribir en la forma
,CZ(P—-P())-AJ'=O.

4. Larecta £ :2x =4z + 3, y = 2z — 5 se proyecta (ortogonalmente) sobre los planos
coordenados. Halle las ecuaciones de las rectas resultantes.

5. Halle la interseccién de las rectas £; : P =(2,1,3)+t(1,2,1) y L5 : P = (3,1,2) +
s(~1,1,2).

6. Halle la ecuacién vectorial de la recta que satisface las tres condiciones siguientes:

(a) Pasa por el punto (3,4, -5).
(b) Intersecta a la recta P = (1,3,-2) +£(4,3,2).
r—4 y-2

(c) Es perpendicular a la recta = 3 0 t= 5.
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1.1.8 Planos en R?

Sea N un vector no nulo en R3. Si Py es un punto dado, entonces existe un tinico
plano P que pasa por Py y tiene normal N.

Sea P un punto genérico del plano P. Se verifica que

RPLN
—_—
y como PyP = P — Py, resulta que
(P-PR)-N=0.
Asi
P={PcR*:(P-P) N=0}
Yy

P:(P-PR) N=0 (2)
es la ecuacion normal del plano P.
Si asumimos que P = (z,y,2), Po = (x0,%0,%0) y N = (n1,n9,n3), sustituyendo en
(2) tenemos
[(xaya :) - (.’Bo,yo, ZO)] ! (aa b7 C) =0
de donde se obtiene
Piax+by+cz+d=0

que se denomina ecuacidn cartesiana del plano P.

Definicién 1.16 Dada larecta L: P =Py +tA, t € Ry el plano P: (P - R)-N =0.
Decimos que la recta L es paralela al plano
P siy solo si A es ortogonal a N.

Observacién 1.2 1.5i L es paralela al plano P se tienen los casos :
(i) LNP=L
(#) LNP = ¢
2. Si L no es paralela al plano P, entonces LNP = { Punto}

Definicién 1.17 Sean los planos Py : (P—FP) - N1 =0 yPs : (P—Qp) - N3 = 0.
Decimos que :

(a)Py es paralela al plano Py si y solo si N1 es paralelo a Ns.

(b)P1 es perpendicular al plano Py si y solo si Ny es ortogonal a Na.

Observacién 1.3 Si P no es paralela a Py entonces P1 NPy = L.
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Ejemplo 1.4 FEallar la ecuacion cartesiana del plano que interseca a la recta
L:P=(1,3-3)+1t(2,1,-2),teR

en el punto (m,0,n) y es perpendicular a otro plano P : 3z — 3y + = = 2. Se sabe que el
punto Q@ = (1,1,2) estd en la interseccion de ambos planos.

Solucién

Sea 7 el plano buscado, entonces @ = (1,1,2) € n. Bastard hallar el vector normal
n = (a,b,c)

np=(3,-3,1) > np-n=0— 3a—3b+c=0 (condicién 1)

Lixz=14+2t,y=3+1t;2=-3-2t
Eﬂw:(m,O,n)—»y:O-.t:..3_,m=__5,::3

- R=(-5,0,3)en
Q—-R=(6,1,-1)Ln—6a+b-c=0—c=6a+b(cond2)

Resolviendo:

3a—3b+ (6a+bd) = 0=>9a—-2b=0—>a:gb—>c=6(gb)+b—»c=§b

%b(2,9,21) —n=(2,9,21)
T o 2x+4+9Y+2lz+d=0

Q = (1,,2)enr—-21)+9(1)+21(2)+d=0-d = —53
T

2z +9y+ 21z —-53=0

2 7
Zb,b, ~b
(56.:6,30)

Ejemplo 1.5 Hallar la ecuacidn cartesiana d;ar un plano P que pasa por los puntos Q@ =
(0,7,0) y R=(1,5,2), y forma un dngulo de 1 o el plano Pr:z+y—4:+5=0.

Solucién

Sea N = (a,b,c) la normal del plano P buscado .

Consideren Q = (0,7,0) y R = (1,5,2) entonces QR = R — Q = (1,5,2) — (0,7,0) =
(1, —2,2) es el vector que estd contenido en el plano P .

Como CTI% estd contenido en el plano P entonces CW)Z es perpendicular al vector normal
del plano P. Asi :

—

Y
R 1 N<<N-QR=0

<= (a,b,c)-(1,-2,2)=0

=3 g—2b+2c=0=2a=2b-2c

Por tanto, N = (2b — 2¢, b, c).
Si Ny = (1,1, —4) y N son los vectores normales de Py y P, respectivamente.
Ni-N
VLIV
L (1,-4)-(26-2b0)
V2~ LT, —DE5 = 26,5,
@L_ 3b—6¢ 1= b—-2¢c
V2 3v/2+/5b% + 5cZ — 8be V562 + 5¢% — 8be
== 5b% + 5c2 — 8bc = b% + 4c? — 8bc
—4b? —dbc+ 2 =0= (2b—c)> =0 = c = 2b.
Luego, a =2b—2¢c =a=2b—2(2b) = —2b

Luego, cos(%)
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Asf, N = (=2b,b,2b) = —b(2,-1,-2) || (2,-1,-2).
Luego la ecuacién del plano buscado es.:

P 20-y—2:4+d=0
Q = (0,700 eP—-20)—-7-20)+d=0->d=7.
Asf,P:2r —y— 2247 =0.
Ejemplo 1.6 (a) Dadas dos rectas no paralelas que se cruzan (no se intersectan)
L1 : P=Py+td,teR
Ly P=Qo+r_b', reR

contenidas en los planos paralelos Py y Py respectivamente. Demostrar que la distancia
entre L1 y Ly estd dada por:

PoQo . E’x_b)).
?

“?x b

d(£11£2) =

b) Hallar la ecuacion vectorial de la recta L que pasa por el punto Py = (1,3,—1), es
paralela ol plano P :x + z — 2 =0 y dista 3 unidades de la recta

Solucién
{(a)Construimos dos planos paralelos P; y Py que contengan a £1y a L3 respectiva-

mente. Puesto que N = @ x b es normal a ambos planos entonces es perpendicular a los
vectores de direccién de £1y a Ls.
— —
RQo (@ x V)|
- |
Asi, d(£1,L9) = “Pmyﬁ»fooQoH = ’Compﬁ»xypo@ol = _>( > )
a X
(b)Sea A = (a, b, c) el vector de direccién de £. Como L || P, entonces A-N = 0, donde
N = (1,0,1) es el vector del plano P. Entonces (a,b,¢)-(1,0,1) =0, de donde a + ¢ =0
y asf, ¢ = —a. Luego, A = (a,b, —a).

De Lp: { z:%;;:2 . ,se tiene: y = 0.
Parametrizando Lg : sea » =t, z = 2+t. Asf, Lo : P =(2,0,0) +t(1,0,1),t € R.
i B

L no es paralela a Lo, por condicién del problema se tiene:

3 d(EC) PQQ().(AXB)

T T A B
POQO = QO - PO = QO = (270)0) - (1)3)_1) = (ly '—Sy 1)
A x B =(a,b,—a) x (1,0,1) = (b, —2a, —b).
Asf,
—_—
3= d([, L ) - ‘POQO ((A x B)) _ I(la "31 1) ~(b,—2a, _b)l . I6al
0 [(Ax B 16, —2a, —0)] Via? + 26’

de donde b = 0.
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Asi, A = (a,0,—a) = a(1,0,—1). Por tanto, la recta
L:P=(1,3-1)+¢ (1,0,~1),t€ R.

Ejemplo 1.7 Sean el plano Py : 3z4+2y—=—5=0ylarecta L : P = (1, -2,2)+%(2,~3,2),
t € R. Hallar:

(a)El punto de interseccion de la recta con el plano Pr.

(b)La ecuacion cartesiana del plano P2 que contiene a la recta L y es perpendicular a
Ps.

(¢c)La ecuacion vectorial de la recta L1 que contenida en Py y Py.

Solucién

(a)Sea L: P=(1,-2,2)+(2,-3,2) = (1+2t,—2-3t,2+ 2t), t € R

@ € Lentonces @ =(1+2¢,-2—-3t,2+2t) e P1:3z+2y~2—-5=0:

31+2t)+2(-2-3t)—(24+2%)-5=0= -2t-8=0=t=—4

Por tanto, @ = (—7,10, —6) .

(b)Sea N3 = Ax Ny = (2,-3,2) x (3,2,—1) = (—1,8,13) la normal del plano buscado.
Luego la ecuacién del plano es

Py:z—8y—1324+d=0

puesto que Po(1,-2,2) € Py : —8y—13z+d = 0 entonces 1 -8 (—2)~13(2)+d = O,de
donde d = 9.

Por lo tanto,

Pyixz—8y—132+9=0.
[ 3z+2y—z2-5=0..(4) 122 4 8y — 42 =20

(e)Sea Li:y o g 13, _g—0 T\ o-8y-13:= '
se tiene : 13z — 17~ = 29.
Parametrizando £; :sea z =t, z = % + %t.
De3z+2y—<—5=0,setiene 2y = z+5—3r =t+5-3 (% + {{t) =y = —13t— 1.

. 17 19
Asi, L1 P = (%%,—%,0) +t(ﬁ,—ﬁ,l>,t €R.

——
B

Ejemplo 1.8 Dado un punto Py = (1,1,1). Hallar la ecuacidn cartesiana de los planos
P tales que d (P, P) = v/10 y es ortogonal a la recta

L£:P=(0,1,2)+1%(1,0,3),t € R.

Solucién
Se observa que Py = (1,1,1) ¢ £L: P =(0,1,2) +¢(1,0,3),t € R.
Considere la recta

Ly:P=(1,1,1)+1¢1,0,3),t €R.

Sea Q € L entonces existe un t € R tal que Q = (1 +¢,1,1 + 3t).

Sea d(Py, P) = d (P, Q) = HFO_Q'“ = ||(£,0,3¢t]| = VIO = /10 = t = +1.
Sit=1:Q=1(21,4)

La ecuacién del plances, P: (z — 2,y — 1,2 —4)-(1,0,3) =0
PortantoP:z+32—14=0.

Sit=-1:Q=(0,1,-2)

La ecuacién del plano es, P : (z,y — 1,2+ 2) - (1,0,3) =0
PortantoP:z+32+6=0
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Ejemplo 1.9 Dadas las rectas

L, : P=(2,3,-3)+¢t (13,1,-4),t € R
L, : P=(56-3)+r (—13,-1,4),t €R.

(a)Hallar la ecuacidn cartesiana del plano P que contiene a las rectas L1 y La.

(b)Hallar la ecuacion vectorial de la recta L que corta perpendicularmente a la recta
L; en el punto Q = (2,3,-3) y es

paralela al plano 7 : 2z — 2+ 3 =0.

Solucién
(a)Se observa que £y || Lo
Sea A = (13,1, —4) el vector de direccién de L.
——
PoQo =Qo — Po=(5,6,-3)—(2,3,-3) = (3,3,0).
—_—
Sea N = A x PyQp = (13,1, -4) x (3,3,0) = (12,-12,36) = 12(1, -1, 3)
N = (1,-1, 3) la normal del plano buscado. Luego la ecuacién del plano es

P:z—y+3z+d=0

puesto que Py (2,3,-3) € P:x—y+3:+d=0entonces P:2—-3+3(-3)+d=0,
de donde d = 10.
Por lo tanto,
Piz-y+3:4+10=0.

(b)Sea u = (a, b, c) el vector de direccién de L.

Si £L1L; , entonces u = (a,b,c) LA = (13,1,-4) = (a,b,¢) - (13,1,-4) = 0 =
13a+b—~4c=0==b=4c— 13a.

Ast, u = (a,4¢ — 13qa,¢)

Por otro lado, L||7, entonces ul N = (2,0,-1) = (a,4c — 13a,¢) - (2,0,~-1) = 0 =
¢ = 2a. Luego,

u = (a,4(2a) — 13a, 2a) = (a, —-5a, 2a) = a (1,-5,2) || (1,-5,2).

Por lo tanto,

L:P=(2,3,-3)+t(1,-5,2),teR

Ejemplo 1.10 Considere los planos Py iz —y+2=0 y Py:z+y—s=2.

(a)Hallar la ecuacidn de la recta £ que es interseccion de Py y Pa.

(b)Hallar la ecuacion vectorial de la recta L1 que pasa por el punto (2,1, 3) y no corta
a ninguno de los planos P1 y Pa.

Solucién

— LTy
(a)Sea P € L :=P, ﬂPz.{ T4y —
Sumanado (1) y (2): 2z =2=z =1
Dez-y+:=0=1-y+z2=0=zs=y—- 1
Seay=t=z=t-1.
Por lo tanto,

+z2=0---(1)
z=2---(2)

L:P=(Ltt—-1)=(1,0,-1)+¢t(0,1,1),t e R

(b)Es claro que (2,1, 3) no se encuentra en ninguno de los planos dados.
Basta elegir una recta £9 pasando por (2,1,3) y sea paralela a £. Por lo tanto,

£y:P=(21,3)+7(0,1,1),r € R.
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Ejemplo 1.11 Sean P1:2+2y—32+2=0 y Pp: —z+2=0.

(a)Hallar la proyeccién ortogonal de la recta L, que es interseccion de Py con Py sobre
el plano coordenado XY.

(b)Hallar el drea del tridngulo que dicha proyeccion forma con los ejes X,Y.

Solucién

(a)Sea P € L:=P; ﬂ’Pg:{
De(2):~z+:=0=z:=z=t,
En(l):242y—32+2=0==t+2y-3t+2=0=y=t~-1
Por lo tanto,

z+2y—3242=0---(1)
—z+2=0---(2)

L:P=(t-1,t)=(0,-1,00+t(1,1,1),t€R

Sealarecta Lr: P=Q+1t @Fg, t € R que resulta de hacer la proyeccién ortogonal
de la recta £ sobre el plano coordenado XY,

donde Q € £L NPxy, P§=Proy,, R

Sea @ € L, entonces existeun t € R tal que Q@ = (t,t —1,t) € Pxy : 2 =0=1t=0.

Luego, @ = (0,-1,0).

Sea Py = (1,0,1) € £ entonces Py = (1,0,0)

Q—I)O; = POI -Q= (17070) - (07—170) = (17 170)

Por tanto,

Lr:P=(0,-1,0)+¢(1,1,0),t € R.

z=t---(1)
(b)ER:{ y=-1+t---(2) = y=—1+ z es una recta en el plano XY.
2=0---(3)

Sea A =Lz N X : haciendo y = =z = 0, de donde 4 = (1,0,0),
B =Lz NY : haciendo z = = = 0, de donde B = (0,-1,0).
Por tanto el drea del tridngulo OAB es: A(AOAB) = $u?.
Ejemplo 1.12 Sea L:P=PFPy+t @, t€R wuna recta en R® y Qo € R3. Demostrar

que -

Solucién
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En el tridngulo PoHQo de la figura, (H es el pie de la perpendicular trazada), se tiene
que:

d(Qo, Py) = |Po@s|| ¥ d(Po, H) = |Comp1Polo| -

Por el Teorema de Pitdgoras:

2 _ 2 9 _ts7l? =12

d:(Q0) = d*(Qo, Fo) —d*(Po, H) = |FolQo| — |Compz PG|
PoQoll I @||? cos?

- - [FEE] - -

il

Gl Y e e

—_—
siendo 8 el dngulo entre los vectores Fu@ y A. Tomando raiz cuadrada en ambos
miembros

||| 1@ sine “PoQo x @

el .
Ejemplo 1.13 Sea £ : P = (1,-2,3) +t (-1,2,—4),t € R. Hallar Q € R? tal que
d(Q.L) = \/g y Q es un punto de la recta

de(Qo) =

Solucidén

Sea @) = (z,y, 2) tal que d(Q,L) = \/— entonces

”((zryv :) - (1) _21 3)) X (—1’ 27 —4)”

@,y =
@8 [ERE]
- ||(x_1’y+2,:_3)x(_1127_4)"
e
-4y — 2z —- 2,4z — = — 1,2z + y)|| 24
d = Y
(Q.£) Ve 51
Vay+2: 422 + (4o —2 - 12+ 2o +y) = V=
y+2:+2+ @z —z-1)2+ 2z +y)* = 24-.-(»)

Como @) € £; entonces de (*) se tiene :
A(=2)+202z+1)+2)2+(dz — 22+ 1) - 1)?+ (22 - 2)2 =24 = 24 (z — 1)? = 24,
de donde z =0,z =2
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Ejemplo 1.14 Dado el plano w: kx —y+2z+1=0 vy el punto M =(0,1,0).
(a)Hallar el valor de k sabiendo que el plano m es paralelo a la recta

L£:P=(1,2,3)+t (1,0,-1),teR

(b)Hallar las ecuaciones cartesianas de aquellos planos P paralelos al plano 7 tales que
la distancia del punto M al plano P es 2.

Solucién

(a)Si 7 es paralelo a la recta £ entonces u = (1,0,-1) L N = (k,-1,2) = (1,0, ~1)-
(k,-1,2)=0=k=2.

(b)Si 7 : 2z —y + 25 + 1 = 0 es paralelo al plano P entonces la ecuacién del plano P :
2r—y+2:+d=0

Por condicién se tiene:

2(0)— (1) +2(0) +d| _ d—1|

2 = d(M,7)= = |d~1] =6
V22 + (~1)% +22
d-1 = 6vd-1=-6=d=7Vd=-5.

Por tanto, los planos son :

P 2x-y+2:47=0,
P 2x—y4+2:-5=0.

Ejemplo 1.15 Dado el plano P:z+y—>=0 1y la recta

Jy+2z=
L'{ 2c -y =0

Hallar las ecuaciones vectoriales de las rectas L1 y Lo que estdn contenidas en el plano
P, tales que L, es
perpendicular a £ y Lq es la proyeccidn ortogonal de L sobre el plano P.

Solucién

Parametrizando L : { y+2:=8

2—y=0=y=2z '
Sea z =t entonces y = 2t.
Dey+2:=0setiene2t+2:=8=>x=4-1t
Por lo tanto,

L:P=(t2t,4-1t) =(0,04)+t(1,2,-1),teR

Hallando Q.

Sea @ € £ entonces existe un t € R tal que Q@ = (¢,2(,4 -t)e P:z+y—=
entonces t + 2t — (4 —t) = 0, de donde t = 1.Asf, @ = (1,2,3).

Hallando £;.

Como £3 LL entonces 4; LA = (1,2,-1)

L1 C Pentonces A; LN =(1,1,-1)

Entonces A1]|A x N =(1,2,-1) x (1,1, -1) = (-1,0, -1)

Por lo tanto,

0,

L£1:P=(1,2,3)+t(-1,0,-1),t€R
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Hallando £,. .,

Sealarecta L3 P=Q+tQFj, teR

que resulta de hacer la proyeccién ortogonal de la recta £ sobre el plano coordenado
P, Pé =ProypPy =Ly NP,

Ly:P=(0,0,4)+1t(1,1,-1),t€R

Sea Pj € Ly, entonces existe un ¢ € R tale que Py = (t,t,4—-t) e Pz +y—2 =
O=>t+t—4+t=0=1t=1%.

Luego, P} == (%, 531-, %) .

—

QP(;:P(S"Q: (%v%a%) —(1y273) = (%7‘“%’—%) =%(1y_2,_‘1)
Por tanto,

L2:P=(1,2,3)+t(1,-2,-1),t €R

Ejercicios Propuestos

1. Un rayo luminoso sale del punto Py = (0, -2, 0) segin la direccién del vector A =
(1,2,2) e incide en el espejo plano P : 3z + 4y — 5z = 0. Halle la recta que contiene
al rayo reflejado.

2. Identifique los conjuntos solucién de cada una de las siguientes ecuaciones:

(a) A x P = B siendo A y B vectores dados.
(b) (P~ Pp) x (P, — P;) =0 siendo P; y P, puntos distintos dados.

3. Hallar la ecuacién del plano 7 que es perpendicular al plano
P:3x—~4y—2==3

y que contiene a la recta
C -4yt 2z =
|l 2z+y~4z=4"

4. Sean U, V' y W tres vectores no coplanares y no nulos tales que sus representaciones
como segmentos dirigidos tienen un punto inicial comin. Demostrar que el plano
que pasa por los puntos finales de dichos segmentos dirigidos, es perpendicular al
vector Ux V4+V xW+WxU.

5. Determine si existe un plano que contiene a las rectas £; : P = (2,—1,3) +¢(1,2,1)
y Ly: P=(2,-1,33) +s(3,-1,4).

6. Similar al ejercicio 5 para las rectas £; : P = (4,1,0) +t(1,2,1) y £ : P =
(-2,-3,2)+s(2,-1,3).

7. Halle la ecuacién cartesiana del plano que pasa por el punto (—1, —1,2) y es perpen-
dicular a los planos z ~ 2y + 2 =0,z + 2y — 22+ 4 = 0.
z+1 y+1 43

8. Halle la interseccién de la recta £ : 5 = = 3 con el plano P :

2r+y—z=

9. Si los vectores 4,B,C,D € R® son representados por segmentos coplanarios, de-
muestre que:
(AxB)x(CxD)=¢

i Es verdadero el resultado reciproco?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Hallar el plano bisector del diedro agudo formado por los planos 6z+9y+2z+18 = 0,
x—8y+4:—20=0.

Halle la distancia del centro de gravedad del tridngulo formado por las rectas

L1:P=(511,-2)+r(0,8,-1),r R
Ly: P=(8,-23,3)+5(3,-10,—-4),s€ R
L3:P=(8,1,-6)+t(3,-2,5),t€R

al plano 5z + 122 + 14 = 0.

Halle la distancia del punto (1,-2,1) al plano determinado por los puntos (2,4,1),
(——1?47 2) y (_1701 1)

Sean P; = (1,2,3) y P, = (4,5,6) los vértices de un cuadrado. Sabiendo que Py
pertenece a larectareal £: P=(4,5,6)+t(1,0,-1), t € R, hallar los otros vértices
del cuadrado(dos soluciones).

Hallar las ecuacién del plano 7 que contiene a la recta

Jz+y+3:z=
1 3z+2y—2=0"

y es perpendicular al plano 2z +y—z+1=0.

El punto Q = (—4, 2, 1) se proyecta ortogonalmente sobre los planos 7y : 3z+y—= =0
y Ty : ~z +y + 2+ 5 = 0 determinado por los puntos A y B respectivamente.Hallar
la distancias entre A y B,

Dadas las rectas
L£1:P=(-1,3,-1)+t(3,1,2),teR
Ly:P=(0,0,-11)+7(1,2,6), 7€ R

(a) hallar el punto @@ que es interseccién de £1 y Ls.
(b) hallar el punto R simétrico de (—1,—9, —1) respecto a la recta Ls.

(c) hallar la ecuaciones paramétricas de la recta £ que pasa por Q y R.

En un paralelepipedo ABCDEFGH como en la figura, sean Py, Py, P3, Py, Ps v Ps
los opuntos medios de las aristas FE, EH, HD,CB y BF respectivamente. Analizar
si los seis puntos mencionados estdn en un mismo plano o no.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Dadas las rectas
Ly:P= (17_275)+t(2)37—4)7t€R
=42

ﬁz:m—2,y—l=:—2-—

Hallar la recta £ que pasa por el punto (—1,2,0), si la recta es perpendicular a £;
y corta a Lg.

Dados los planos :
mir—2y+2=0y m:x—-2y—2z—-4=0.

(a) Hallar una ecuacién vectorial de la recta £ que estd contenida en ambos planos.

(b) Sea 7 : ax + by + cz + d = 0 un plano tal que la recta £ de la parte (a) estd
contenida en 7 y la distancia de P; = (1,-1,0) a m es 1. Hallar una ecuacién
normal para, 7.

Hallar la ecuacién cartesiana del plano que pasa por Fy = (1,0,0), sabiendo que la
recta L:2—5 = -N—j-1—5, y = 1 dista una unidad de dicho plano.

Sea P = (z,y, ) un punto de R3.

(a) Calcular la distancia de P a los ejes coordenados X e Y.
(b) Analizar la verdad o falsedad de los siguientes enunciados :

i. La distancia de P = (z,y,2) al eje X es igual a la distancia de Q =
(z, -y, —=) al eje X,

ii. La superficie determinada por los puntos de R3 tales que las distancias a
los ejes X e Y son iguales, es un tnico plano,

iii. La ecuacidén cartesiana de la superficie S determinada por los puntos de R3
cuya distancia al eje X es el doble de su distancia al eje Y es 222 —y%+622 =
0.

Hallar el punto P(a,b,c) con ¢ > 1, que pertenece a la recta
Liz—1="——=

tal que las distancias de P a los planos

Priz4+2y+z—-1=0 y Py:2x+y—2-3=0

son iguales.

Sea m un plano que pasa por el origen y contiene a la recta £ : P = (1,2,3) +
t(1,-1,-1), t € R. Hallar una ecuacién cartesiana de dicho plano.

Considerar los planos
m:22+3y—2+1=0 y m:z—-y+2:+3=0.

(a) Halle la ecuacién vectorial de la recta £ contenida en 7 y 9.
(b) Halle la ecuacién cartesiana de un plano que contiene a la recta £ y que forma

un dngulo de % con el plano 7.
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25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

Halle las ecuaciones de la recta que pasa por el punto A(—1,2, —3) , es perpendicular
al vector ¥ = (6, —2, —3) e interseca a la recta

L£:P=(1,-1,3)+1(3,2,-5),t € R.

Dadas dos rectas oblicuas en R®

L1 + P=PFB+tA teR
Ly : P=Qo+7rB, reR,

hallar una férmula para calcular la distancia entre las rectas £1 y Ls.
Determine la ecuacién de la recta que intercepta a las rectas

L£i: P=(1,-1,1)+¢(1,0,-1),t € R
Ly: Q=(1,0,0)+s(-1,1,1),s€R

en los puntos A y B, respectivamente, de tal manera que la longitud del segmento AB
sea minima.

(Para qué valores de a y b, larecta £: P = (2,-1,5)+t(a,4,—3), t € R es perpen-
dicular al plano

m:3c —2y+bz+1=07
Considere la recta

L£L:P=(1,2,3)+t(0,1,1), teR

Hallar la ecuacién del plano P que contiene a la recta £ y cuyas intersecciones del

plano P con los planos coordenados XY e Y Z forman un dngulo 3

Dadas las rectas

L£1: P=(1,1,3)+1%(—4,10,—1), t R
Ly: Q=1(2,1,-2)+s(7,-2,7),seR

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por la interseccién y es perpendicular a ambas.

Considere la recta

L:P=(1,2,3)+t(0,1,1), teR

Hallar la ecuacién del plano P que contiene a la recta £ y cuyas intersecciones del

plano P con los planos coordenados XY e Y Z forman un dngulo 3

Hallar la ecuacién vectorial de la recta que pasa por la interseccién y es perpendicular
a ambas.

(a) Hallar la ecuacién vectorial de la recta £ que pasa por los puntos (2,3,1) y
(-1,4,1).

(b) Uno de los puntos R(5,2,1) y Q(3,1,2) pertenece a £. Hallar la ecuacién
simétrica de la recta perpendicular a £ que pase por el punto que no pertenece
a la recta £.
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33. Sean § = (1,-1,2) y R=(1,0,1).

(a) Hallar la ecuacién del plano que contiene a los puntos S 'y R, y es paralelo a
la recta

£:P=(1,51+t(1,1,1), teR

(b) Sea M el punto medio entre S y R.Hallar el punto de la recta £ més cercano a
M.

34. Sean los planos
Priz+y—=2+1=0y Priz—y+2z45=0.

(a) Hallar la ecuacién vectorial de la recta £ que pasa por el punto (0,0, 1), estd
contenida en el plano P; y forma un dngulo 4 con el plano Ps.

35. Sean £ : P = (-3,-3,5)+%(1,2,—2),t € R una recta y P, un plano que pasa por los
puntos Q = (2,-1,2) , R =(3,1,-1) y S =(2,3,1) .Desde el punto B = (2,-2,3)
se trazan rectas que cortan a la recta L e intersectan al plano P en puntos que se
alinean formando otra recta al que llamaremos £;.Hallar la ecuacién cartesiana de

L.

1.2 Superficies Notables en R?

Varias superficies notables intervienen en las aplicaciones del calculo diferencial e integral
para funciones de dos variables.Por ello es necesario identificarlas desde el punto de vista
geométrico y, via un sistema de coordendas retangulares (s.c.r.) en el espacio, mediante
una ecuacion de la forma

f(zy,2)=0 @
donde z,y, = son las cooordenadas rectangulares de un punto generador P de la super-
ficie.

1.2.1 Esferas

Definicién 1.18 Dados un punto Py en R® y un numero real positivo r, el conjunto de
todos los puntos P de R® cuyas distancias a P son iguales a r se llama la esfera de centro

Py y de radio r
£ ={(z,y,:) eR®:d(P,Py) = 7‘}

Ecuacién.
Sea P (x,y,2) cualquier punto de la esfera £ de centro Py (zo, Yo, 20) ¥ de radio r > 0,

entonces
d(P,Py)=r <= E: (z —z0)> + (¥ —10)* + (5 — 20)° =17 @

a esta ecuacion se le llama forma ordinaria de la ecuacion de la esfera.

1. Si se desarolla la ecuacién (2),y se ordena los términos, se obtiene una ecuacién de

la forma
£+ + 2+ D+ Ey+Fz+G=0. (3)

La ecuacién (3) se llama forma general de la ecuacion de la esfera.
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2. Completando cuadrados en la ecuacion (3) se recupera la ecuacién (2). Es decir , se
puede expresar en la forma

Ei(z—hl+w—k2+:E-0) =) (4)
3. No toda ecuacién de la forma (4) corresponde a una esfera. Es decir,

(a) si A > 0,(4) representa a una esfera de centro C (h, k,1) y de radio v/},
(b) si A =0, (4) representa al punto C (h,k,1),

(c) si A < 0,(4) representa al conjunto vacio.

Plano tangente a una esfera

Es aquel plano que interseca a la esfera en un tinico punto (llamado punto de tangencia).

Observacién 1.4 Sea P un plano con vector normal N y £ una esfera de centro Py y
radio r. Si P es tangente a la esfera entonces :

(#)La normal N es paralelo al vector WQ, siendo @ el punto de tangencia.

(i) La distancia de Py al plano P es igual a r.

e

Si€:(z—h)?+ @y—k?+ (z=1)% = r? es la ecuacion de la esfera centrada en
C = (h,k,1).

Ejemplo 1.16 (a) Demostrar que la ecuacion del plano tangente a £ en el punto Q =
(zo, Y0, 0) es dada por

P : (20 — h) (z — z0) + (o — k) (¥ — o) + (20 = 1) (= = 20) = 0.
(b)Hallar la ecuacion del plano tangente a la esfera
S:z2+y2+:2—2x+y=0
que contiene a la recta
£ { .12/33+Jr:~=_0.5

Solucidn.
(a)Sea P un punto arbitrario del plano tangente P a £ en ) = (o, Yo, z0). Como P es
tangente a £ en (, es perpendicular a la recta que pasa por J y el centro C = (1, —%,0)
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Resultando, dos soluciones,
P:224+2y+3=0, P/ : 18z + 11y +205~45=0
Ejemplo 1.17 Dados los planos

Pr o z+y+z=1,
Py @ z4+z=

Hallar todas las ecuaciones cartesianas de la esfera € de radio 3 tales que Py y P son
planos tangentes a £
con centro en el primer octante.

Solucién

La ecuacion de la esfera £ : (z —h)2 + (y— k)2 + (= 1)2 = 9, con centro en C =
(hyk,0);h, k1 2> 0.

Por condicién del problema:

dC,P) = “L—+IE\—/_-%1—:—1—|=3=>|h+k+l—1|=3\/§
d(C,Py) = Hlij_;—ll=3=>{h+k—1]=3\/§

Consideremos dos casos:

(i) St A+ k > 1 tenemos

h4+k—-1=3v/2.(1)=k=1+3V/2-h

h+k+1-1=3V3---(2),puesh+k+I>h+k>1.

Restando (2) en (1):1=3(v3-+2).

Ast, C = (h,k,1)=C = (h,14+3V2—h,1) ,h <1+ 3V2

(it) Si A+ k < 1 tenemos
—~(h+k-1)=3V2=h+k—1=-3V2=h+k=1-3V2<0,

no puede ser, pues h +k > 0.
Por tanto la ecuacién de la esfera es

E:@—h’+—k?+(z-1)"=9,
con centro en C = (h,1+3\/§-h,3\/§—3\/§) L,0<h<143v2
Ejemplo 1.18 Sea P un plano tangente a la esfera

E:x?+ P’ +2 -2 +6y+2:4+8=0,
que contiene a la recta
L:P=(4,1,1)+1t(4,3,1),teR.

(a)Hallar la ecuacion cartesiana del plano tangente P.

(b)Si la esfera & interseca al plano P : z —y + 2 — 1 = 0 en una circunferencia C,
hallar el centro y el

radio de C.

Solucién.
(a)Punto de tangencia.
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Sea (@ un punto que pertenece a larecta Ly alaesfera &£, entonces @ = (4 + 4¢,1 4 3t,1 +¢)
para algtin t. Ademds (Q pertenece a la esfera £ : (z — 1)%+(y + 3)?+(= + 1)? = 3, entonces

(A+4 -1+ 1 +3t+32+1+t+1)% = 3
(4t +3)2+ Bt+ 42+ (t+2)?% = 3
26t 4+ 52t +26 = 0

26(¢+1)% = 0

t = -l

Asi, Q = (0, -2,0).
Ecuacién del plano.
Sea C = (1, -3, —1) el centro de la esfera £, entonces

CQ=Q-C=(0,-2,0)—(1,-3,-1) = (-1, 1,1) = — (1, -1,-1) || (1, —1,=1) = N.
Sea. P el plano con vector normal N = (1, —1, —1) entonces su ecuacién es:

Piz—y—z+d=0
como () (0, —2,0) pertenece al plano,0 + 2 — 0 + d = 0, de donde d = —2.Por tanto,
Piz-—y—z-2=0.

(b)Sea L la recta que pasa por el centro C (1, -3, —1) de la esfera £ y tiene como
vector direccion el vector normal N =(1,-1,1) delplanoP:z—-y+z—-1=0.

L:P=(1,-3,-1)+1t(1,-1,1) ;t e R

Centro de la circunferencia C.
Sea (Jo el centro de la circunferencia C, entonces Qg € L NP, entonces
Qo= (1+1t,-3 —t,—1+1t) para algin t.Pero @y € P, entonces

1+t—(-3-t)+(-1+t)-1=0,

2 2 2 2 1 7 5
d = ——, { = —_—— = —_ =] - = = ——— —— .
de donde t 3 Ast, Qo <1 3 3+3, 1 3> (3, 3’ 3)
Radio de la circunferencia C

CQ_éZ C_Q = (17_3i~'1) - <%7-’§71_g) = ('g'y—%v;) ’
2 22 2
2= 5)|

= —\/g.
En el tridngulo rectdngulo CQoT, por el teorema de Pitdgoras, se tiene :

3

0C? = CQR*+QT% R=+3radiode &

(g\/g)z + 1"2,

3 3

de donde r = \/g

1.2.2 Cilindros

El mas conocido es el :
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1.2.3 Cilindro circular recto

Definicién 1.19 Dada una recta L y un ndmero real positivo r, el conjunto S formado
por todos los puntos P que estdn a una distancia r de £ se llama cilindro circular recto

de radio v y eje L
E={P=(z,y,%) € R®: dp (L) =r}

AN
.
X

Ecuacién.

Dada la ecuacién vectorial de la recta £ : P = Py + tA, t € R, y un punto generador
del cilindro es P, la ecuacién cartesiana (1) del cilindro circular recto de eje £ y radio r
se obtiene usando la férmula de la distancia de un punto a una recta :

|Ax (P-R)| _

AT ©)

de(P) =1 <

Notemos que el cilindro de ecuacién (5) también es la reunién de todas las rectas
paralelas al vector A y que pasan por una de las circunferencias C del cilindro. Si la
circunferencia C se cambia por cualquier otra curva plana I, obtenemos un :
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1.2.4 Cilindro general

Definicién 1.20 Dados una curva plana T’ y un vector no nulo A que no es paralelo
al plano de T, la reunion S de todas las rectas L que son paralelas al vector A y que
intersectan a I' se llama cilindro (o una superficie cilindrica) con curva de base(o curva
directriz) T y eje Lo paralelo al vector A. Cada recta L recibe el nombre de generatriz del
cilindro.

o

Observacién 1.5 Se verd mds adelante que una curva T en el espacio, puede ser definida
por una de las dos formas siguientes:
1. Mediante tres ecuaciones paramétricas

g(t
h(t) ,tel (6)
k(t

ey
I
S 2

i

2. Mediante dos ecuaciones cartesianas
9(z,y,2) =0
7
{ h(z,9,2) =0 @

Ecuacién del cilindro. Sea £ una generatriz arbitraria que interseca a I' en el punto
Q (x(, Y, :’) y tomemos en £ un punto P (z,y,z). Entonces se cumple :

Q=P+t4, teR. (8)

La ecuacién del cilindro S se obtiene eliminando las variables auxiliares z',y’, %, ¢ ;
usando las ecuaciones (8) y (6) o (8) y (7) segtin sea el caso.

Ejemplo 1.19 Sean @ = (1,2,1) y R = (—1,3,0) dos puntos simétricos respecto a una
recta L, la cual es paralela a la recta

Licz—1l=y—-1=1-=z.

Hallar la ecuacion cartesiana del cilindro circular recto cuyo eje es L y que contiene a los
puntos Q y R.

Solucién.

Ecuacién del eje del cilindro:

Como M es punto medio de "QR entonces M = (0,3,1). Sea M el punto de paso de
larecta Ly A = (1,1, —1), el vector de direccién paralelo al vector direccién de la recta
L:]. ASf,

L:P=(0,51)+t1,1,-1), teR
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Q(1,2,1)
A
P
A1,1,1)
M(0,5/2,172)
R(-1,3,0)
Radio del cilindro
_ _Ja-op s (2-8) 1 2_\ﬁ
r=d(Q,M)=4/(1 0)+(2 3 + 11 5) =\3
Ecuacién del cilindro:
Sea P (z,y,z) un punto generador del cilindro S, entonces se tiene :
—
|MP x 4
S dp (P) =1 & =7
) ]
at;,y~§,z—1 x (1,1,-1)
— S: 22 _\/§
' (1,1, -1 2
s . My—z+3z4s-jo-ye§)xa1-D) :\/§:>
V3 2
. w2 _ 1Y 5\ 9
S + (~y-z+3) +<x+~—2> +lz-y+3) =7

Ast,

5 5 1\? 5\2 9
S=<X(zy,2)eR° : (~y—2+3)°+ z+:—§ + z——y+§ =3

Ejemplo 1.20 Hallar la ecuacion del cilindro circular recto que cumple las tres siguientes
condiciones:
1) Es tangente al plano P : 3z + 2y — 22 4+ 22 =0, a lo largo de una generatriz L.
i1)L pasa por el punto (2,-11,3).
14t) El eje L1 del cilindro pasa por el punto (3,4,11).

Solucién.
Se observa que el punto (2,—11,3) € P: 3z + 2y — 22 + 22 = 0. Sea Py = (3,4,11) el
punto de paso de la recta £;, entonces
B(3)+2(4)—2(11)+22 17
r=dr P 13,22 7 =V
Sea, £* la recta que pasa por el punto de tangencia @ , el centro de la circunferencia
C y tiene direccién el vector normal N = (3,2, —2) del plano P,

£*:P=(2,-11,3)+1(3,2,—2), teR
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Ecuacién del eje del cilindro:

Sea C € L*entonces C = (2 + 3t,—11 + 2t,3 — 2t) para algin t.
Pero CPy L N =+ CPy N =0 => OBy = (1—3t,15 — 2t,8 + 2t)
= (1-3t,15—-2t,8+2¢t)-(3,2,-2) =0=17-17t =0, t = 1.
Asi, CRy = (~2,13,10).

Sea Py = (1,—2,2) el punto de paso de la recta £ .entonces

e x4
Al -
donde ,
||cp0“ = 1(~2,13,10)]| = V273, PBy = (z — 3,y — 4,z — 11)

PPy x CPy = (10y — 13z + 103,52 — 2z — 10z, 13z + 2y — 47)
Ecuacién del cilindro:
Sea P (z,y, =) un punto generador del cilindro S, entonces se tiene :

“PPO x CPOH
S = de(Py=r—=
~er]
o 1Q10y ~135+103,52 - 25— 100,132 + 29 —4D)| _ 5
. V273
S (10y— 13z +103)2 + (52 — 2z — 10z)? + (13z + 2y — 47)% = 4641.

Ejemplo 1.21 Sea S el cilindro circular recto cuyo eje L pasa por el origen de coorde-
nadas y tal que su interseccion con el plano P .z +y+ =3 es la circunferencia T’ que
pasa por @ = (0,1,2). Hallar

(a)La ecuacion del eje del cilindro.

(b)EL centro de la circunferencia T.

(¢)La ecuacidn cartesiana del cilindro.

Solucién

(a)La normal N = (1, 1, 1) del plano P es un vector direccién del eje del cilindro S.

Como el eje del cilindro S pasa por el origen de coordenadas, entonces se tiene que la
ecuacién del eje del cilindro § es

L:P=t(1,1,1);teR.

(b)Sea C el centro de I', entonces C estd en L, €l eje del cilindro S.

Como C € L,C es de la forma C (¢, ¢, t), para algin t € R. Ademds C estd en el plano
P:z+y+z=3, entoncest+t+¢t =23, luegoresultat =1=C(1,1,1).

(c)El radio de la circunferencia T es

r=d(C,Q)=y/1-02+ (-0 +(1-27 = V3

Si P(z, y,<) es un punto arbitrario de S, entonces la ecuacién de S es

—
CPXNH Iz =1,y—1,z -
Y- Lz-1)x (L1,
s . 1T 5 _V3
IV (1,1, 1
s My=2z—zz-9l_ -

V3
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Por tanto, la ccuacién pedida es
S: (y-:)2+(:~w)2+(x~y)2:9.
Ejemplo 1.22 Una generatriz £ de un cilindro es paralela a la recta
Lo: P=1t(3,2,-1),te R.

Hallar la ecuacion de dicho cilindro si una de sus directrices es la curva base

f -y +:2 = 5
1l z—y+2z 0

Solucién

Sea P(z,y, ~) un punto generador del cilindro S, entonces existe una recta £ ( gener-
atriz) paralela al vector

A=(3,2,-1) tal que

Pel:P*=P+tA, teR
L:P*=(z,y,2)+t(3,2,-1), teR
L:P*=(z+3,y+2t,z—-t), teR

Sea Q(zo, Yo, z0) €l punto de interseccién de la curva I' con la generatriz £ del cilindro
S que pasa por P.Es decir,
Q = LN T entonces Q € L = J ty € R tal que Q(zo, Yo, 20) = (z + 3to,y + 2tg, = — &o)

Tg = xz+ 3t
<= % = y+2 (1)
o = -1

Como el punto Q(zo, Yo, z0) estd en I', se cumplen las ecuaciones

N B-dd = 5
To — Yo + 220 0-'-(3)

Reemplazando (1) en (3) se tiene:

(x+3t) —(y+2t)+2(z—2t) = 0=z—-y+2:-%=0=0
= ty=z—y+22
zo = z+3(@x—-y+22)=4x—-3y+62
Luego en (1), resulta : Yo = y+2(z-y+2:)=2x—-y+4: oo (%)
5 = z2—-(z-y+2)=y—z—=z

Reemplazando () en (2) se concluye :

S zd-yl+:2=0
S : (Ur-3y+6:)?-(2c-y+4:) 2 +(@y—z-:)%=5.

1.2.5 Cono

Cono circular recto
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Sean dados una circunferencia C y un punto V' que no estd en el plano P de la circun-
ferencia y cuya proyeccién ortogonal sobre dicho plano es el centro de la circunferencia.

Definicién 1.21 La reunidn S de todas las rectas L que pasan por V' y que gue intersectan
a C se llama un cono circular recto de vértice V y eje Lo, donde Lg es la recta que une V
con el centro de la circunferencia.

Ecuacién. Conocidos un puntoe @ # V del cono y €l (coseno del) dngulo 6 que forman
cualquier generatriz con el eje, la ecuacién que satisfacen los puntos P del cono se obtiene
de la férmula del d4ngulo entre dos vectores : )

(P-V)- (Q@-V)

f=x__ "7\ "/
CTEIP VIR - VI

Para considerar las dos hojas del cono, incluido el vértice, escribimos la ecuacién del
cono en la forma :

(cos6 |[P=V| IQ-VI)2=[P-V)-(@Q-V).

Si la circunferencia C se cambia por cualquier otra curva plana I', obtenemos un cono
general.

Ejemplo 1.23 Hallar la ecuacion cartesiana del cono circular recto S con vértice en
el punto V = (7,7,4) y cuya directriz (seccion transversal perpendicular al eje) es la
circunferencia

I 224y +:2-22 -2 +4: = 3
1 22+ + 22—z —y+ 52 = 6
Solucién
Al reescribir el sistema anterior se obtiene
p.{ @+ E-1?+(:+2" = 9
z+y+z = 3
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Sea L el eje del cono S, recta que pasa por el centro C = (1,1, —2) de la esfera

E:(z—1)%+ -1+ (:+2)? =9y es perpendicular al plano P: z +y +z -3 =0
(normal N = (1,1,1)).

L:P=C+tN=(1,1,-2)+t(},1,1);teR

Ecuacién del cono S :

Sea P (z,y,s) un punto generador del cono S.

Como el cono es circular recto :

(£)El centro @ de la circunferencia I" es la proyeccién ortogonal del vértice V' sobre el
planoP:z +y 4z =3.

(i?)El vértice V, el punto de tangencia T y el centro C forma un tridngulo rectdngulo
VQT recto en Q.

Q € L:Q=010+t1+t,2+)eP z+y+z=3=
A+)+ 1+ +(-2+1) = 3=t=1,Q=(2,2,-1).

TG = Q-C=(2,2-1)-(1,1,-2) = (1,1,1).
lea) = v

VO = Q-V=(22-1)—(7,7,4) = (=5, 5, —,5)
78] = n=5,-5-8)l=5v3

Ahora, por el teorema de Pitdgoras en el tridngulo rectdngulo CQT se tiene :

I

2 2
G2 = |Ea] +72 = 93472 = r = V&
En el triangulo rectdngulo VQT recto en Q. Por Pitdgoras se tiene :
2
B(V;T) = d*(V;Q) + 12 = (5\/5) +6=81=d(V;T) =9.

Ecuacién del cono S :
Considere « el déngulo que forma el eje £ del cono con cualquiera de las generatrices.

40



Sea P = (z,y,2) un punto que pertenece al cono S:

5v3 | VBN | Ja-T,y-T,2~4)(1,1,1)|
S : cosa=m— =7 =
9 ||VP“ IN] V3| -7,y -17,z-4)]|
— S:g: lz +y+2—18]

Ve -1+ @ -1+ (-9
= S:25[(z—7)2+(y—7)2+(:—4)2] =9(z+y+z—18)°.

Es la ecuacién pedida del cono.

Ejemplo 1.24 El eje de un cono circular recto es L : P = (1,2,8)+t (2,3,4),t € R. Una
generatriz del cono estd contenida en el plano XY . ;Cudl es el vértice del cono? ;Cudl
es el angulo agudo formado por el eje del cono y dicha generatriz?

Solucién

Una curva generatrizes I': 4y? —~922 =1, 2 =0.

Ecuaciones paramétricas de £: z=1+2t, y=24+3t, 2 =8+4¢,te R.

L corta al plano XY cuando z=8+4t =0, estoes, t = —2. Asf V = (-3,—4,0).
Considere 8 el dngulo agudo que forma el eje £ del cono con la generatriz.

[(2,3,4) - (2,3,0)] 13 13
Ahora, cosf = = =)=,
239012301 v13y29 V29

Por tanto, el dngulo agudo 6 = Arccos( ;—g)

Ejemplo 1.25 Dadas dos esferas £, y £ tangentes exteriores de radios 1y =3 yrg =1
respectivamente. Si £y estd sobre el plano XY y L la recta que pasa por los centros de &1
y &y es el eje Z. Hallar la ecuacion del cono circular recto que circunscribe a las

dos esferas, si el vértice V estd en el eje positivo de Z.

Solucién.

X

Como el cono es tangente a las esferas :
(7)El eje del cono £ pasa por los centros de las esferas £ y &;.
(73)El vértice V, los puntos de tangencias 71 y 75, los centros C; y Cy de &1 y &
forman tridngulos rectdngulos VC1T1 y VCaTy rectos en T y Th respectivamentes.

(742)El vértice V estd en el eje £ :=Eje Z (positivo), entonces V(0,0, zo)
Por semejanza de tridngulos rectdngulos :AVTIC; ~ AVTRCo

VCy VCi VCsy VCs+4

- — 2 Y2

_ _ —2.
Ty CiTh 1 g Ve
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Luego z = 7+ VCy = 9. Asi, V(0,0,9).
Ahora, por Pitdgoras se tiene :
Ve’ = (VB)' +(Ch)
4 = (V)P +1<=VhH=V3

Considere 6 el dngulo que forma el eje £ del cono con cualquiera de los generadores.
Por tanto,
cosf = YIZ— = ﬁ
VG, 2
Ecuacién del cono S:
Sea P (z,y,z) un punto generador del cono S, excepto en el vértice , entonces

_VP.VC
S : |cosf] =
V27|
donde VP = (z,9,2-9) , Ve = (0,0,-6), ”V—C’;” =6.
= §: ‘/3 VE-VC | _| (29,:-9)(0,0,-6)
72Vl oy + o + - o
= 8§:= —6(z-9) ‘:}813[x2+y2+(:_9)2]:4(:_9)2

6y/(@)? + ()2 + (= — 9)?
S:3z2+ 3y = (2 —9)°.

Cono general

Definicién 1.22 SeanT una curva plana y Py un punto que no estd contenido en el plano
de I'. La reunién S de todas las rectas L que pasan por Py y que intersectan a T' se llama
un cono(o una superficie cénica) con curva de base(o curva directriz) I' de vértice Py y
eje L.

Pl)

-

0

Ecuacidén. Sea £ una generatriz arbitraria que pasa por Fp y que se interseca a I en
el punto @ (z',y', :’) y tomemos en £ un punto P (z,y, =) entonces se cumple :
P=FR+t (Q-P), teRrR (9

La ecuacion del cono S se obtiene eliminando las variables auxiliares z',y', 2t , usando
las ecuaciones (8) y (6) o (8) y (7) segtin sea el caso.
Cada recta £ recibe el nombre de generatriz del cono.
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1.2.6 Superficie de revolucién

Definicién 1.28 Sean I' una curva plana y £ una recta en el plano de la curva. La
superficie S generada por la rotacion de T alrededor de £ se llama una superficie de

revolucion de generatriz T y eje L.

Ecuacién de una superficie de revolucién con generatriz en el plano YZ y eje
=eje Y.

z

Supongamos

{1

Sean P = (z,y,z) un punto de la superficie de revolucién S y Py = (0,y, z0) el punto de
T asociado con Fy. Entonces

d(P,Q) = d(Po, Q)

de donde, siendo @ = (0,y,0),
oty =2 (10)

Como Py € T, entonces
f (y,20)=0. (11)

De (10) y (11),
S:f (y,i z2+:2) =0.

Ejemplo 1.26 Hallar la ecuacidén cartesiana de la superficie S de revolucién con gener-
atriz, la recta
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se encuentran en una misma circunferencia, entonces: g =0, 20 =z, y3 = 20 — 4 =
= —4. Asf Py (0,9, %) .
Si C es el centro de la circunferencia descrita anteriormente, entonces C (0,0, 20) =
(0,0, =).
P(z,y,2)eS:d(P,C)=d(P,C)
S Vel vyl =p|=S: 22+t =y}
S8yt =54

Ejemplo 1.28 Sea C la curva contenida en el plano Y Z, dada por las ecuaciones:

z = In(l-y)—¢ y<1
z = 0

donde ¢ es una constante.
(a)Hallar la ecuacion de la superficie de revolucién S,obtenida al girar C alrededor de

la recta
z = 0
e oo

(b)Si la superficie S contiene al punto (1,0, %_2_ - 1) , hallar el valor de c.

Solucién.

(a) Sea L: P =(0,1,z), = € R, L es paralela al eje Z.

Sea P (z,y,z) un punto arbitrario de la superficie Sy Py (0,y0,20) un punto de la
curva C, tales que P y Py se encuentran

en una misma circunferencia, entonces: = = 29,20 = In{1 — o) —c.

Pero:

= In(l-y)-—c=h{l-yw)=+c=
I—y = = yy=1-tYR (0,1 -t z)

Si @ es el centro de la circunferencia descrita anteriormente, entonces @ (0,1, z0) =
o1 Sea PeS§:d(P,Q)=d(F,Q)
Sy w17 = (et -1
oS a4 (y—1)% = 2t
(b)Como (1,0, 1”72 - 1) €eC=2=€"""" = c=1.

La ecuacién de la superficie es, S : z2 + (y — 1)? = e2(=+1),

Ejemplo 1.29 La superficie obtenida es un paraboloide con eje de revolucion el eje Z.

éPara que valores positivos de a la superficie S : 4y? — — = 92 = 1 es una superficie
a
de revolucion?. Dar la ecuacion de una curva generatriz.

Solucién

. e 1
S es una superficie de revolucién si a = 3
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Ejercicios Propuestos:Superficies Notables

Esferas

1.

Si el plano P : 2z — 6y + 3z — 49 = 0 es tangente a la esfera £ : 22 + y? + 32 = 49,
hallar las coordenadas del punto de tangencia.

. Hallar la ecuacién de la esfera que pasa por el punto @ = (—1,6, —3) y es tangente

al plano P : 4z + 4y + 7z = 81 en el punto (7,8, 3).

. Una esfera £ que pasa por €l punto (1, 3, —3) es tangente al plano

P:iz—-2y+3:-21=0.

Asimismo, la recta £ pasa por el centro de &, por el punto de tangencia @ y por el
punto (2, 1,0).

(a) Hallar la ecuacién cartesiana de la esfera.

(b) (Es el punto (2, 1,0) interior o exterior a la esfera?.Justificar su respuesta.

. Una esfera £ tiene centro en el punto de interseccion de las rectas

L1:P=(2,24)+t(6,6,7),teR, L5:P=(20,-10,5)+7(-2,3,1),reR

y es tangente al plano P : 4z — 2y + 32 = 0.Hallar

(a) La ecuacién cartesiana de la esfera £.
(b) El centro de la circunferencia T', que es la interseccién de £ con un plano P’

paralelo a P, tal que el centro de £ dista 2 unidades de P'.

V29

. Elplano P :z — 3y + 2z = 14 corta a la esfera £ de radio 6 y centro en el origen de

coordenadas en una circunferencia C. Hallar

(a) El centro y el radio de C.

(b) La ecuacién cartesiana del lugar geométrico descrito al desplazar C paralela-
mente al plano P, manteniendo el centro en la recta que une los centros de la
circunferencia C y de la esfera £.

. Hallar la ecuacién de la esfera £ de radio minimo tangente a las rectas

L1:P=(-2,7,2)+t3,-4,4),t€R, Ly:Q=(56,1)+3(~3,4,1),s € R.

. Un foco luminoso debe emitir un rayo de luz desde el punto Py = (4, —2,3) hacia un

punto P; de la esfera
E :x?+yt+22 -2 -2 —55=0,

segin la direccién del vector A = (1,-2,1), de modo que llegue a P; en el menor
tiempo posible. Hallar el punto Py y el sentido de la direccién del rayo.

. El plano

P:2z—-6y+32+d=0, d<0,
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9.

es tangente a la esfera
E:m2+y2+:2~—2z=48

en ¢l punto 7T'.

(a) Hallar las coordenadas del punto T.

(b) St Py es un plano paralelo a P, dista de T' 8 unidades e interseca a £ en una
circunferencia T, hallar las coordenadas del centro de la circunferencia I' y su
radio.

Hallar la ecuacién de la esfera que esta entre los planos paralelos
P1:6x—-3y—2:-35=0, Pp:6z—-3y—2z463=0,

si el punto @ = (5, —1,--1) es punto de tangencia de uno de ellos.

Cilindro circular recto

1.

o

Encontrar la ecuacién cartesiana del cilindro circular tangente exterior a la esfera
Ei(e-1"+(y+3)" + (= —4)" =4,

cuyo eje es paralelo a larecta £: P =1(1,2,3), t € R.

. Hallar la ecuacion del cilindro circular recto cuya directriz es la interseccion de las

esferas

51::1:2+y2-4y+:2+3:0 R 52:x2+2z+y2—2y+:2—2:+2:0.

. Sean @) = (1,2,1) y R == (-1, 3,0) dos puntos simétricos respecto a una recta L, la

cual es paralela a la recta
Liz—1=y-1=1-—-=z.

Hallar la ecuacion cartesiana del cilindro circular recto cuyo eje es £ y que contiene
a los puntos Q y R.

. Una generatriz £ del cilindro circular recto S es paralelo al plano XY, pasa por el

punto Q = (4,0, 1) e interseca a la recta

Ly:P=(3,2,-1)+(1,~2,5),t € R.

Hallar la ecuacién del cilindro S sabiendo que su eje pasa por el origen de coorde-
nadas.

. Cada uno de los planos

Prizty4+2=z=1 Pr:x—2y+z=
interseca a un cilindro circular recto en una generatriz diferente. Si ademds se sabe

que el eje del cilindro pasa por el punto @ = (3, -2, 5), hallar la ecuacién cartesiana
de dicho cilindro.
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Cono circular recto

1. Hallar la ecuacién cartesiana del cono circular recto de vértice V = (-5, 5, 5), si sus
generatrices son tangentes a la esfera

8:x2+y2+:2=9.

2. El cono circular recto S tiene por eje la recta
L:P=(,11)+r(0,1,0), r € R.

Si la recta
L P=(-3,2-3)+1t(2,-1,2), tc R,

es una generatriz de S, hallar

(a) El vértice de S.

(b) La ecuacién cartesiana de S.

3. Hallar la ecuacién cartesiana de un cono circular recto cuyo vértice es el punto
V = (4,8,2) y tal que su interseccién con el plano

Pizt+y+z2=2
determina una circunferencia I" de radio 2.

4. Hallar la ecuacién del cono circular recto que tiene vértice en el origen, directriz o
curva base una circunferencia en el plano

P:3z—-dy+z=
y una de sus generatrices es la recta

L:P=t(7,4,4), teR.

5. Sean & y & dos esferas tangentes exteriores de radios r; = 3 y r2 = 1 respectiva-
mentes. Si £ estd sobre el plano XY y L la recta que pasa por los centros de £; y
&y es el eje Z. Hallar la ecuacién del cono circular recto que circunscribe a las dos
esferas, si su vértice V estd en el eje positivo de Z.

6. Hallar la ecuacién cartesiana del cono circular recto S cuya directriz o curva base
es la circunferencia
c. { 224y 4+:2-2:-8=0
' T+y+z2-4=0

y cuyo vértice pertenece al plano P : 4z + 2y -3z -3 =0.

Superficie de revolucién

= = 0

1. Dada la curva I: { ; cony>0,a>0.

= a—+/a? -y

Hallar la ecuacién cartesiana de la superficie de revolucién S generada cuando T gira
alrededor del gje Y.

48



2. Hallar la ecuacion cartesiana de la superficie de revolucién S generada por la rotacion
de la elipse

alrededor del eje X.

3. Hallar la ecuacion cartesiana de la superficie de revolucion & con generatriz

y ¢je de rotacién el eje Z.

1.2.7 Superficies cuadrdticas

Una superficie cuadrdtica es un conjunto de puntos P (z, y, =) que satisfacen una ecuacién(cuadrética)de
la forma

Az® + By’ + C2%+ Doy + Exz+ Fyz+ Ge + Hy+ Iz + K =0, (1)

en donde, por lo menos uno, de los seis coeficientes A, B, C, D, E y F es diferente de
cero.

Se puede demostrar que, mediante una transformacién de coordenadas, la ecuacién (1)
se reduce ( en las nuevas coordenadas, que las seguiremos denotando por z,y,2 ) a una
de las siguientes dos ecuaciones :

Ma? + Ny*+ P2 =Q 2)

Mz + Nyt = Pz, (3)

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero.

Observacién 1.6 Hay otras ecuaciones de la forma (3) que se obtienen permutando cicli-
camente las variables.

Ejercicio  1.Escribir  las  otras dos ecuaciones de la forma (3).
Es evidente que el origen 0 = (0,0, 0) es un punto de simetria para las cuadrdticas con

ecuacion (2) ; por esto, estas superficies se llaman cuadrdticas con centro. Las superficies
con ecuaciones de la forma (3) no tienen centro y se llaman cuadrdticas sin centro.

1.2.8 Superficies cuadraticas con centro
Vamos a considerar ahora las superficies cuadréticas representadas por la ecuacién
Mz? + Ny? + P22 =,

en donde todos los coeficientes son diferentes de cero.
Segiin los signos de los coeficientes, tenemos los siguientes prototipos :
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1. Ejercicios Propuestos

1. Discutir y bosquejar la grifica de la superficie cuadritica cuya ecuacién es 36z% —
9y? —4z? = 36.

2. Demostrar que el hiperboloide
22y 2 .
a2 ' 2
donde @ > b > ¢ > 0 interseca a la esfera z2 + 42 + 2 = a2 en dos curvas planas
las cuales son, por lo tanto, circunferencias. Hallar los centros de dichas circunfer-

encias.;Puede hallar los radios?

3. Determinar las posibles ternas (a,b,c) de nimeros reales positivos tales que ambas
superficies :

2 2 2 2 ~2
N T 0, P
=1 ’ »a2+4y +‘—02——17

a® b2 2
son superficies de revolucién, no necesariamente con el mismo eje de revolucién.

4. Hallar la ecuacién cartesiana del lugar geométrico de los puntos en R® que son

=1

-0 Bosquejar la gréfica .

equidistantes del plano Y Z y de la recta £ : { z

5. Determinar la ecuacién cartesiana e identificar el lugar geométrico de los puntos de
R3? equidistantes del punto Q (1,2, —1) y del plano P : = = 1.

6. Esbozar la grafica de la superficie cuya ecuacion

LY

T

A
4 9

+ =1
justificando su procedimiento.

(a) Dar la ecuacién de una curva I' y de una recta £ contenida, en el plano de I" |
de modo que la superficie de la parte (a) se pueda obtener al girar I' alrededor
de L.

(b) Demostrar que

2 2 .2
KE_ — y_ + - - 1,
4 9 4
es una superficie de revolucién.
2 2 2
7.8%a H . — —>=+—=1.
elT 9t

(a) Graficar H indicando simetrfas, trazas(intersecciones con los planos coordena-
dos) y secciones transversales (intersecciones con planos paralelos a los planos
coordenados).

{(b) Hallar la recta que pasa por (1,0,3) y estd contenida completamente en H.
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Capitulo 2

Introduccién al algebra lineal

2.1 DMatrices. Sistemas de ecuaciones lineales

Definicién 2.1 Una matriz de orden m x n es un arreglo rectangular de mn ndmeros
acomodados o dispuestos en m filas y n columas.

ail a2 a3 '+ Qin
a1 Qg2 a3z - Qg
A= agy az2 az3y v agp
Q1 2 A3 o't Quun
Los elementos aj1,...,amn € R, y se conocen como las entradas de la

matriz A; el elemento de A ubicado en la interseccién de la i-ésima fila y la
j-ésima columna se denota por a;;. La matriz A se denota brevemente por
A = [a;;]. La i-ésima fila de A se denota por Ay = [a1,... , @] ¥ puede
considerarse como un vector de, la j-ésima columna de A se representa por

a1y
AG) =
Gy
y puede considerarse como un vector de R™
Las matrices se denotan por letras mayusculas A, B, C, ...,etc.
Observacién 2.1 Sim = n,se dice que la matriz es cuadrada.

En lo que sigue una matriz de m filas y n columnas serd denotada por A,,.xn, = [a;;] ©
simplemente por A.

Ejemplo 2.1

es una matriz de orden 2 x4 y

2 -1 0
B=13 1 0
0 0 4

es una matriz cuadrada de orden 3.
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Definicién 2.2 (Igualdad de matrices). Dos matrices Ay B del mismo orden son iguales
s1 todos sus elementos correspondientes son iguales. En tal caso se usa la notacion A = B.

En simbolo:

Dos matrices A = [a;;] y B = [b;;], del mismo tamano, son iguales si y solo si a;; = by,
para cada 1 <i<m,1 <j<n.

Denotemos por M,,,,(R) el conjunto de matrices de orden m x n sobre R.

2.1.1 Adicién de matrices

Sean A = [a;j] y B = [b;;] dos matrices en M,,,,(R), entonces
A+ B = [ai] + [bij] = [as; + byj]

2.1.2 Multiplicacién de un escalar por una matriz

El producto de un escalar & por una matriz A es otra matriz kA la cual se obtiene
multiplicando cada elemento de A por k.

kA= k.[aij] = [k'aij], keR.
a1 a2 a3

Por ejemplo, si k es un escalar y A =
a1 Aazz G23

] entonces

_ | kayy kayz kays
kA = [ kag; kaze kags

Propiedades
Para A, B y C matrices de orden m x n cualesquiera y para r, s € R, se cumplen
1. 7"(A+B)=rA+rB
2. (r+s8)A=rA+sA
3. r(sA) = (rs)A
4. 1A= A

2.1.3 Multiplicacién de matrices

El producto de dos matrices no estd definida de manera obvia; esto es, el producto de dos
matrices no se obtiene multiplicando sus componentes correspondientes.
Antes de definir la multiplicacién matricial, se requiere una definicién previa.

Definicién 2.3 Sea A = [ aj] Gy -+ Qi ] una matriz o vector fila n—dimensional
y sea
b1y
b2
B = .
bnl
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una matriz o vector columna n—dimensional. Entonces el producto, AB, de A y B estd
dado por

b1
b1a

AB = [an a2 . . . aln]

bnl
a11b11 + a12boy + ... + a1nbng

Obsérvese que el producto de un vector fila y un vector columnna no se puede definir
a menos que sean de tamafios compatibles. Ademads, el vector fila debe escribirse a la
izquierda.

4
Ejemplo 2.2 El producto de A = [ 3 2 5 ] yB= [ 3 } es

2
4

AB=[3 2 5]|3|=34)+2(3)+5(2)=12+6+10=28.
2

Usando la definicién de un vector fila por un vector columna se puede definir la mul-
tiplicacién matricial.

Definicién 2.4 Dadas las matrices

A = la;;] de orden m x[p]

B = [bi;] de orden[p]x n;

el producto A x B, en ese orden, es la matriz C = [c;j] de orden m x n cuya componente

n
cij 1= E @ibij,
k=1

es el producto de la fila i de A y la columna j de B.

Ejemplo 2.3 Determinar el elemento de la sequnda fila y la tercera columna del producto

4 3
, _ 13 2 4
AB de las matrices A= | 2 5 yB—[2 5 1 3].

3 6

Solucién El elemento a determinar, ca3, se obtiene multiplicando la fila 2 de A por la
columna 3 de B.

coa = [ 2 5][?]:2.“5.1:9.

Ejemplo 2.4 Calcular el producto AB = C donde

3 -1

2 1 -3
Aogxz = yBixa= |2 4
4 -5 1 1 5
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Solucién La matriz producto C' es de orden 2 x 2, esto es, tiene 4 elementos.

cy; = (filal de A)x(columna 1 de B) =2(3) +1(2) + (~-3)1=5
ci2 = (fila 1 de A)x(columna 2 de B) =2(—1) +1(4) + (-3)5 = ~13
cg1 = (fila 2 de A)x(columna 1 de B) =4(3)+ (=5)2+1(1) =3

) )

X
cyy = (fila 2 de A)x(columna 2 de B) =4(-1) + (—-3)4+1(5) = —19

) e ez | _ |5 —13
De lo anterior se concluye que C' = [ o1 Co ] = { 3 —19 }

Observacién 2.2 Dadas dos matrices, por ejemplo, Asxs y Baxa es posible efectuar
AB = (Csx4,debido a que sus tamarios son compatibles, es decir, el mimero de colum-
nas de A es igual al numero de filas de B; sin embargo, no es posible calcular BA.

Ejemplo 2.5 Hallar todas las matrices cuadradas A de orden 2 x 2 que conmutan con
la matriz
1 0
B= [ P e ]
Solucién

Sea A = [ Z b ] . Entonces AB = BA

d
a b 1 0 _ 1 0 a b
c d 2 -1 - 2 -1 c d
a+2b —b _ a b
c+2d —-d - 2a —c 2b—d
de donde

a+2b=a---(1)
—b=b---(2) = b=10
c+2d=2a—-c---(3)

~d=2b~d---(4)

De(3):¢c+2d=2a—c=d=a—-c
A.—.[“ ”]=[“ 0 ],a,ceR.
c d c a—c

2.1.4 Matrices especiales
1. Matriz diagonal. Es la matriz cuadrada A,x, = [a;j| definida por
Nsii=j
Wi = { Osii#j
en donde ); € R.

Es decir
A 0O 0
0 X O 0
0 0 O An

Es decir, los valores A; se ubican en la diagonal principal.
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2. Matriz identidad.- Llamada también matriz unidad, es un caso particular de ma-
triz diagonal, en la cual los elementos de la diagonal principal son iguales a 1. Se
representa por I, o simplemente por I.

100 -- 0
01 0
7=10 01 0
000 1
Propiedad fundamental
A I=1-A=A

3. Matriz triangular superior.- Es la matriz cuadrada que verifica a;; =0, Vi > j.

Ejemplo 2.6
aiy Q@i2 @13 a4 a5
0 a2 axn ay as
A=| 0 0 a3 az ags |,
0 0 0 aq4 Q45
0 0 0 0 oass

es una matriz triangular superior.

4. Matriz inversa Sea A una matriz cuadrada de orden n . Se dice que A es invertible
si existe una matriz cuadrada B de orden n tal que: AB = BA=1.

B se llama inversa de A y se denota por B = A~}

A se llama inversa de B y se denota por A = B~}

112 =
Ejemplo 2.7 SiA=12 1 0 yB = 1 entonces AB = BA =1,
1 2 2 =

por lo que B = A1

Los métodos para determinar la inversa de una matriz se verdn més adelante, sin
embargo se debe tener en cuenta que no toda matriz cuadrada A es inversible.

Propiedades

Supongamos que existen las inversas de A y B, entonces se cumplen

1. AA ' =A"1A=1T

2. (A ) 1=4

3. (AB)y 1 =B"14"1

4. (kA)"! = LAY, k #0 (k escalar)

2.1.5 Transformaciones elementales con las filas de una matriz

Son operaciones con matrices que no modifican ni su orden ni su rango. Son transforma-
ciones elementales las siguientes.

1. El intercambio de la fila ¢ y la fila 7. Se denota por f;;.
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2. El producto de todos los elementos de la fila ¢ por una constante k # 0.Se denota
por kf;.

3. Lasuma de los elementos de la fila ¢ con los correspondientes de la fila 7 multiplicados
por una constante £ # 0. Se denota por f; + kf;.

5 3
Ejemplo 2.8 Con la matriz A= | 6 8 | e pueden efectuar las transformaciones
4 9
5 3 5 3 5 3
1. fo3: ] 6 81 2. 4fo: 116 36 | & fz—2fi:| 4 9
4 9 6 8 —4 2

2.1.6 Rango de una matriz

El rango de una matriz A,,.. es el mimero real 7 si el determinante de al menos uno de
sus menores cuadrados de orden r es distinto de cero,siendo nulos los correspondientes a
todos los menores cuadrados de orden r + 1, si es que existen.

12 34
Definicién 2.5 El rango de A= | 2 3 4 es igual a 2, ya que el determinante de
2 46

1 2 o
[ 9 3 |€ distinto de cero,

siendo |A| = 0. En realidad, el cdlculo del rango de una matriz mediante la definicion
anterior puede ser muy laborioso si aumenta el orden de la matriz, de ahi que es con-
veniente encontrar algin método que simplifique estos cdlculos, para lo cual es necesario
conocer los siguientes conceptos.

2.1.7 Matrices Equivalentes

Dos matrices A y B se llaman equivalentes,lo que se denota por A ~ B, si una de ellas
se obtiene a partir de la otra mediante un niimero finito de transformaciones elementales
filas.

Propiedad 1 Las matrices equivalentes tienen el mismo orden y el mismo rango.

121 4
Ejemplo 2.9 A partir de la matriz A = | 2 4 3 5 se puede obtener la matriz
1 267
1 21 4
B=1]0 0 1 -3 | mediante dos transformaciones elementales: fo —2fi vy f3— f
005 3

por lo que A ~ B y rango(A) = rango(B).
2.1.8 Matriz escalonada
Una matriz estd en su forma escalonada si verifica las siguientes condiciones:

1. La primera componente distinta de cero de cualquier fila no nula es .
2. Todas las componentes que se encuentran debajo de |1| son iguales a cero.

3. El nimero de ceros que preceden a aumenta conforme las filas aumentan.
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4. Todas las filas nulas (si en caso existen) se ubican en la parte inferior de la matriz.

Observacion 2.3 Si en la segunda condicion ademds se verifica que las componentes
que se encuentran sobre son ceros, entonces se dice que la matriz estd en su forma
escalonada reducida.

100 (1) (1) f 01 2 4
Ejemplo 210 A = {0 1 0 , B = , C=1001 51{; en
001 001 0001
0 00
115
cambio la matrizD = | 0 0 1 | no estd en la forma escalonada.
01 4

Propiedad 2 Toda matriz A puede reducirse a una forma escalonada, mediante transfor-
maciones elementales por filas.

0 5 10 25
Ejemplo 2.11 Reducir lamatrizA= |2 6 4 0 a la forma escalonada.
03 4 0
Solucién
26 4 0 1320
Operaciones: 1) fio: | 0 5 10 25 | 2) %fly%fgz {0 125
03 4 0 0340
13 2 0 132 0
3Nfs—3f2:101 2 5 4)Ffs:B=)01 2 5
00 -2 —15 001 %
En la ultima matriz el rango se puede calcular directamente. Basta observar que
1 3 2
0 1 2 |#0,porloquerango(B) =3. Ademds como A y B son matrices equivalentes,
001

se concluye que rango(A) = 3. Este procedimiento se puede generalizar a todo tipo de
matrices, obteniéndose la siguiente.

Propiedad 3 El rango de una matriz A es igual al nimero de filas no nulas de cualquier
matriz escalonada B equivalente a A.

: 12 -1 4
Ejemplo 2.12 Hallar el rango de la matrizA=12 4 3 5
12 -6 7
Solucién Primero se escalona la matriz, mediante transformaciones elementales filas.
1 2 -1 4 1 2 -1 4
fa=2f1, fai—f1: {00 5 =3 |~3fp,FH:|00 1 F i~
00 -5 3 00 1 =
1 2 -1 4
fsi—f2:B= {00 1 =
00 0 O

La matriz B tiene dos filas no nulas y es equivalente a A, de donde se concluye que
rango(A) = 2.
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2.1.9 Sistemas de ecuaciones lineales

En &lgebra se han estudiado sistemas de ecuaciones de la forma

2 — by + 3= = T1—2z9+x3+xT4=1
e+ Ty —z=-2 ry —2T0 + 23 — x4 = —1
3r—4y+62=0 1 — 229+ 23+ 524 =5

Ahora, tales sistemas pueden escribirse en forma matricial. El primer sistema es equiva-
lente a

2 -5 3 x 4
1 7 -1 yi|=1]-2
3 -4 6 = 0
A3x3 - X3x1 = Bsx1
El segundo sistema se puede representar mediante
1 -2 1 1 o1 1
1 =21 -1 ®]|=] -1
1 =21 5 3 5
Zq

Azxq - X4x1 = Bsx1.

Estos casos particulares se pueden generalizar a sistemas de m ecuaciones con n
variables (incognitas), en tal caso se usard la notacion A, xn Xnx1 = Bmx1 0 simplemente
AX = B.

Notar que en esta representacién A es la matriz de los coeficientes, X es la matriz de
las variables y B es la matriz de los términos independientes del sistema. La resolucién
de sistemas escritos en su forma matricial, exige el uso de la matriz ampliada del sistema,
la cual se representa por [ A B ]

Ejemplo 2.13 La matriz ampliada del primer sistema es

2 -5 3 4
1 7 -1 =2
3 -4 6 0

Observar que cada una de las filas de la matriz anterior es una representacion abreviada
de dicho sistema; para leer la ecuacion de una fila basta con afiadir apropiadamente las
incégnitas y los signos +, —,=.

Sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas.

El objetivo general de este tema es discutir y resolver sistemas de ecuaciones lineales,
haciendo abstraccién del tipo de problemas que origina su planteamiento.

Discutir un sistema consiste en averiguar si tiene o no tiene solucién y, en caso de
tenerla, saber si es inica o si no lo es.

Resolver un sistema es calcular su solucién (o soluciones).

Los casos més sencillos (2 ecuaciones con 2 incégnitas, 3 ecuaciones con 3 incégnitas,
..). Aqui, analizaremos el caso general: nimero arbitrario de ecuaciones y nimero de
incégnitas.
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Definicién 2.6 Un Sistema de m ecuaciones con n incdgnitas ,es :

a1y + appra+ ..+ aTs = by
02171 + G2%T2 + ... + A1,Tp = bo

Am1T1 + Q2% + .o+ QnTn = by

donde,

z; son las incdgnitas, (j =1,2,...,n).

aijson los coeficientes, (i = 1,2,..,m)(j = 1,2,...,n).
b; son los términos independientes, (1 = 1,2,...,m).

Los nimeros m y n son enteros positivos: m >n, m=né m < n.

Los escalares a;;y b; son nimeros reales.

El escalar a;jes el coeficiente de z; en la i-ésima ecuacién.

Cuando n es pequefio, es usual designar a las incégnitas con las letras z,y, 2,¢,.........

Obsérvese que el nimero de ecuaciones no tiene por qué ser igual al nimero de incég-
nitas.

Cuando b;=0 para todo %, €] sistema se llama homogéneo.

Definicién 2.7 Una Solucidn de un sistema es una n-upla (c1,¢2,...,¢q) de nimeros
reales que satisface a todas las ecuaciones.

1121 + a12Z2 + ... + A1pT, = by
a1 + agy + ... + a1pZy = by )

Am1T1 + @222 + .o+ CnTn = by

Es decir,
ajicy + aca + ...+ acy = by
azicy + acy + ...+ @ty = by

am1C1 + Qmacz + ...+ Ao = by

Definicién 2.8 FEl sistema (*) se llama compatible si admite por lo menos una solucion,
y se denomina incompatible en caso contrario.

Un sistema compatible se llama determinado si admite solamente una solucidn, y se
llama indeterminado si tiene infinitas soluciones.

Observacién 2.4 Es evidente que todo sistema homogéneo es compatible ya que por lo
menos admite la solucién (0,0, - ,0), llamada solucidn trivial.
2.1.10 Método de Gauss-Jordan.

Para resolver sistemas de ecuaciones usamos el método de Gauss-Jordan. Este se sustenta
en el uso de la matriz ampliada sustituyéndose la matriz A por una matriz escalonada
reducida equivalente, C, aplicando transformaciones elementales de fila.

Ejemplo 2.14 Resolver el sistema

c+2y+2=2
Jx+y—22=1
4r—-3y—==

2r +4y+ 22 =4
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Solucidén. La matriz ampliada

1 2 12 1 2 1 2
3 01 -2 1 0 -5 -5 -5
ABl=14 3 13|~ 0 -11 -5 5
2 4 2 4 0 0 0 0
1 1 2 121 2 1212
1o 1 1| fo111| 0111
0 —11 -5 -5 006 6 0011
6 0 0 0 0000 0000
10 -10 1001
o1t 11| jor1oo
00 11 0011
00 00 0000

Por consiguiente el sistema tiene por solucién:

271=2
:L'2:0
183“1

En la matriz terminal del sistema se observa que rango[A B] = rango[A] = 3 =
niimero de variables (n = 3), concluyéndose que €l sistema tiene solucién tnica. En general
la solucién de un sistema de ecuaciones depende de la relacién existente entre el rango de
la matriz ampliada y el rango de la matriz de los coeficientes, la cual es consecuencia de la
definicién de matrices equivalentes. Antes de enunciar la relacién mencionada es oportuno
conocer lo siguiente.

Definicién 2.9 El sistema AX = B se llarma compatible si admite por lo menos una
solucidn, y se denomina incompatible en caso contrario.

Definicién 2.10 Un sistema compatible puede tener solucién unica (sistema determi-
nado) o infinitas soluciones (sistema indeterminado).

Definicién 2.11 El sistema AX = B se llama homogéneo, cuando B = 0 = matriz nula.

Observacién 2.5 Todo sistema homogéneo es compatible ya que admite por lo menos la
solucidén: vy = xg = - = x,, = 0, llamada solucion trivial (ST ).

Como se anoté anteriormente, existen resultados que simplifican la resolucién de sis-
temas de ecuaciones lineales, los cuales se pueden resumir en la siguiente.
Propiedad Si A,,xn.Xux1 = Byx1 es un sistema m de ecuaciones con n incégnitas,
entonces

1. La condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea compatible es que rango [A B] =
rango [A}.
2. Si rango[A B] = rango[A] = n =numero de incégnitas, entonces el sistema tiene

solucién unica.

3. Sirango[A B) = rango[A] = r < n, entonces el sistema tiene infinitas soluciones. En
este caso se pueden elegir n—r variables libres a las cuales se les llama pardmetros. Al
asignar valores arbitrarios a estas n — r incégnitas, las otras r quedan perfectamente
determinadas.
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4. La condicién necesaria y suficiente para que el sistema sea incompatible es que
rango [A B # rango [A].

Ejemplo 2.15 Resolver el sistema

) —- 2Ly +r3+z4=1
T1 —2x9+ 23 — x4 = —1
1 — 229+ 23+ 524 =5

Solucién.Se considera la matriz ampliada del sistema

1 -21 1 1
[AB]= |1 -2 1 -1 -1
1 21 5 5

la que debe escalonarse.

1 -2 1 1 1 1
1 -2 1 -1 -1 |~fi-fivfa=hfi:]|0
1 -2 1 5 5 0

PR 1 2111 1 -2 11 1]
Shyfa [0 0 01 1 ~fi—fr:f0 0 011}
00 011 0 0 00 0|

Se observa que rango[A B] = 2 =rango[A4] < n = 4. Seguin la propiedad anterior el sistema
tiene infinitas soluciones con n — r = 2 parametros. La dltima matriz se puede leer de la
siguiente manera: x1—2zo+z3+x4 = 1, 4 = 1, 0 = 0, de donde se tiene x; —2z9+23 = 0.
En esta ecuacién se pueden tomar como pardmetros o = s y z3 = t, obteniéndose
21 = 2s — t. Las soluciones del sistema se pueden expresar como

z1=25—t,x9=5,x3=1, T4 =1,

con sy t nimeros reales.

Ejemplo 2.16 Resolver el sistema

z + 4y - =z 4+ 3w = 10
T 4+ y - Tz = 22
r + 8 + 4 — 8w = 3

5 + 17y — 5z + 13w = 44

Solucién. La matriz ampliada del sistema es

1 4 -1 3 10
i1 -7 0 22
[4 B] = 1 8 4 -8 3

5 17 -5 13 44

Escalonando la matriz anterior se obtienen las siguientes matrices
1 4 -1 3 10 1 4 -1 3 10
0 -3 -6 -3 12 0 1 2 1 -4
004 5 11 —7|7 |0 4 5 -11 -7
0 -3 0 -2 -6 0 -3 0 -2 -6
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14 -1 3 10 1 4 -1 3 iU
01 2 1 —4 01 2 1 -4
“loo -3 -15 9 {T|0o0 1 5 -3
10 0 6 1 -18 00 6 1 -18
1 4 -1 3 10 14 -1 3 10
01 2 1 -4 01 2 1 —4
oo 1 5 -3{7|loo0 1 5 -3
L0 0 0 -24 0 00 0 1 0
Se deduce que rangolA B] = rango[A] = 4 =ndmero de incégnitas, por lo que el

sistema tiene solucién tnica. Tal solucién se obtiene leyendo la tltima matriz, obteniéndose
z=-1 y=2 z=-3 w=0

Ejemplo 2.17 La Texas Electronics Inc. (TEI) produce tres modelos de computadoras:
1, 2 y 8. Como parte del proceso de elaboracion, estos productos pasan por la planta
técnica de la empresa y se emplean 30, 12 y 36 minutos por unidad de los modelos 1, 2
y 8, respectivamente. Se sabe que, durante el mes, en total se emplearon 116 horas para
el respectivo chequeo técnico de las computadoras.En el proceso de ensamblaje de estos
productos se requirieron en total 740 horas durante ese mes. Se empled una hora para
ensamblar cada computadora del modelo 1y cuatro horas para ensamblar cada computadora
del modelo 2 y del modelo 8.;Cudntas unidades de cada modelo produjo la empresa si
obtuvo una utilidad mensual de 37 500 ddlares, sabiendo que las ganancias obtenidas
por la venta de los modelos 1, 2 y 3 fueron de 200, 50 y 100 ddlares por cada unidad,
respectivamente? Resolver el problema empleando el método de eliminacién gaussiana.

Solucién
Sean las cantidades de computadoras, z, y, = de los modelos 1, 2 y 3 respectivamente,
entonces de los datos se obtiene el sistema.:

0,5z + 0,2y + 0,6z = 116
T +4y + 4z =T40
200z + 50y + 100= = 37500

La matriz ampliada, después de multiplicar por 10 la primera fila y luego, permutar la
primera fila con la segunda, es

1 4 4 740
5 2 6 1160
20 5 10 3750

Después de las operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada, resulta

1 4 4 740
01§
0 01 40

Y sustituyendo, se obtiene = = 40, y = 110, z = 140.

Ejemplo 2.18 Micaela desea cubrir sus requerimientos vitaminicos semanales de exacta-
mente 13 unidades de vitamina A, 22 de vitamina B y 31 de vitamina C. Existen disponibles
tres marcas de cdpsulas vitaminicas en el mercado. La marca I contiene 1 unidad de cada
una de las vitaminas A, B y C por cdpsula; la marca II contiene 1 unidad de vitamina A,
2 de By 8 de C, y la marca III contiene 4 unidades de A, 7 de B y 10 de C.
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Si las capsulas de la marca I cuestan 50 céntimos cada una, las de la marca II cuestan
70 céntimos cada una y las de la marca 111, 2 soles cada una, squé combinacion de cdpsulas
de las marcas I, II y III produciré exactamente las unidades de vitaminas deseadas y le
ocasionard menor gasto semanal a Mica~la? Emplear eliminacion gaussiana.

Solucién. Sean:

z = nimero de cdpsulas de la marca [
y = nuimero de cdpsulas de la marca I1
= = ndmero de cdpsulas de la marca III

z+y+4:=13
x+2y+T2=22
z+ 3y + 10z = 31

Resolviendo usando el método de Gauss Jordan

11 4 13 11 4 13 11 4 13
12 7 12|]-1013 9{—-10113 9
1 3 10 22 0 2 6 18 000 O

El sistema equivalente es

z+y+4:=13
{ y+3:=9

El sistema es consistente con mds de una solucién

Si = =t, entonces y = 9 — 3t, reemplazando en la ecuacién z + y + 4z = 13 obtenemos

r=4—1

Soluciones posibles:

z |y | x| Costo=0,52 + 0, 7Ty + 2=
4190 8,3 soles
31611709 soles
2131217, soles
1{0(3]86,5so0les

El costo es minimo cuando z =1 ,y =0,z = 3.

Ejemplo 2.19 En la siguiente figura se ilustra una red de calles y los nimeros indican la
cantidad de '
autos por hora que salen o entran (segin sea el sentido de las flechas) de las
intersecciones. Ast por ejemplo, en una de las intersecciones, en una hora, ingresan
z1 Y Ta2autos y salen 400 autos por una de las calles y 400 por otra.

200 4 400
300 x 400
X4 Xy
500 X3 600
Y300 500
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Para que el sistema tenga solucién tnica, basta exigir 14 — 5¢ # 0, ¢ # 14/5

Y no es posible hallar valores de ¢ para los que el sistema tiene infinitas soluciones
pues eso implicarfa que ¢ = 14/5y

19=0.

Ejemplo 2.21 Un proveedor de productos para el campo tiene cuatro tipos de fertilizantes
A, B,C y D que tienen contenidos de nitrdgeno de 30%, 20%, 15% y 60% respectivamente.
Se ha planeado mezclarlas para obtener 700 kg. de fertilizante con un contenido de ni-
trégeno de 30%. Esta mezcla debe contener 100 kg. mds del tipo C que del tipo B y
ademds la cantidad que intervenga del tipo A debe ser exactamente igual a lo suma de las
cantidades de los tipos C y D con el doble del tipo B. Hallar por métodos matriciales la
cantidad de kg. que se deben usar por cada tipo.

Solucidén.Sean

z : cantidad de kg. a emplearse del tipo A.

y : cantidad de kg. a emplearse del tipo B.

z 1 cantidad de kg. a emplearse del tipo C.

t : cantidad de kg. a emplearse del tipo D.

De las condiciones del problema se forma el siguiente sistema

z+y+z+1t =700,
0.3z + 0.2y + 0.152 + 0.6t = 210,
y—~ =-100,
x—2y—z—t =0

En la segunda ecuacién, tener en cuenta que se trabaja con porcentajes(30% de

700=210)
La tercera ecuacion es consecuencia de = = y + 100 y la cuarta es consecuencia de
r=2y+ =2+t

Se forma la matriz ampliada del sistema y se escalona mediante transformaciones
elementales filas.

1 1 1 1 700 1 1 1 1 700
03 02 0.15 06 210 0 -1 -15 3 0
0 1 -1 0 -100]"]l0o 1 -1 0 -100
1 -2 -1 -1 0 1o =3 -2 -2 700
1 1 1 1 700 11 1 1 700
01 -1 0 -100 01 -1 0 -100
“lo -1 -15 3 0 “lo o0 -25 3 -100
0 -3 -2 -2 -700 00 -3 -1 —200
11 1 1 700 11 1 1 700
01 -1 0 -100 01 -1 0 -100
“loo 1 F o4 “loo 1 £ 40
00 -5 —2 —1000 00 0 -8 —800
11 1 1 700
01 -1 0 -100
“ioo0 1 32 40
00 0 1 100

De donde se obtiene que t = 100, = = 160, y = 60, = = 380.
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2.2 Determinantes

Los determinantes de las matrices pueden ser considerados como funciones que cumplen
cuatro propiedades bédsicas. En este capitulo veremos que cualquier funcién del dlgebra de
matrices cuadradas M, (K)(en el cuerpo K que cumpla dichas propiedades es necesari-
amente la funcién determinante. Nuestra primera leccién esta dedicada al estudio de las
propiedades bésicas.

Definicién 2.12 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K, una funcion multilineal
de m argumentos sobre el espacio V' es una funcion

D:Vx...xV-osK
N et

m--veces

que es lineal en cada argumento, es decir, D satisface las siguientes
condiciones:

@)Dy Vi Uiye e 3 Um) = D1, U,y Um) F D01, 0, ),
para cada 1 < i < m.

b)D(vy, ... ya.viy ... o) =a.D{vy,. 0,0 V),

para cada 1 < i < m. :

¢) D es alternada si D cumple la siguiente condicion:

D(vlv"' s Uiy Uiy oo ,’U',n) =0

para cada 1 < i < m—1. Es decir, D es alternada si D se anula cuando dos argumentos
consecutivos

coinciden.

Sea D una funcién multilineal alternada de m argumentos sobre un espacio V. En-
tonces se puede demostrar facilmente que D satisface las siguientes propiedades.

d)Si se intercambian dos argumentos de D el signo cambia, es decir,

D(vy, ..oy 0,y U) = =D(vy, 00,05,V U),

pare cualquier par i # j.

e) Si existe un par i # j tol que v; = v;, entonces

D(Ul,... yViye o Ujy e .,’Um) =0

f) Si a un argumento le sumamos otro multiplicado por un escalar, entonces el valor
de la funcién D no cambia. Es decir,

D(vy,...,vi+a.vj,...,vm) =D(v1, .., 0., V),

para cada par i # j y cada escalar a € K.

g) St un argumento de D es nulo, entonces D se anula, es decir,

D(v1,... Uy, 0,000, 00,) = 0.

Cada fila de una matriz cuadrada A € M,,(K) puede considerarse como un vector de
K™ de tal forma que podemos definir funciones multilineales de M,,(K) en K.
Segtin la Proposicién de la leccién anterior, cada funcién multilineal alternada D : M, (K) —
K queda completamente determinada por su accién sobre los vectores de una base. Esto
permite definir el concepto de funcién determinante de la siguiente manera.

Sea M,,(K) el dlgebra de matrices cuadradas de tamafio n > 1 y sea
X = {e1,...,en} la base candnica de K™. Se define la funcién determinante
como la inica funcién multilineal alternada

det : M, (K) - K
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que satisface la condicion det(ey,...,e,) = 1, es decir, det(E) = 1, donde
E es la matriz idéntica de orden n.

Si A = [a;;] € M, (K) , entonces cada fila A(;y de A puede expresarse en la
forma Ag;y = ai1. €1+ -+ ain . e, y, de acuerdo a la prueba de la Proposicién
, hecesariamente se tiene que

det(A) = [}:/es Signo(f)alf(l)an(Z) s Qg (ﬂ.)] det(elv s ye'n,)a

es decir,

det(A) = [3_ ;e signo(fairayazys(e) @as ()

donde S es el conjunto de funciones biyectivas de {1,2,...,n} en si mismo.
El signo de la funcién f fue definido en al prueba de la Proposicién . Cualquier
funcién multilineal alternada D de M, (K) en K tal que D(E) = 1 coincide
con la definicién anterior de la funcién det.

Sea

ailz a2 a3
A= | an ap am | € M3(K).
asl azz ass
A partir de la definicén de la funcién det demuestre que

det(A) = az1(azass — a3za93) — api(a12a33 — azza;3) + asy(arpags — agra;s)

Teniendo en cuenta que la funcién determinante es multilineal y alternada respecto de
sus filas, entonces tiene las propiedades que se enuncian a continuacién. Sea A una matriz
cuadrada de orden n > 1.

a)
Aqy Aq)

det | Auy+u; | =det(A) +det | u ,

Ay A

donde u; € K.
b)
Aw)
det | a.Ay) | =adet A
A('n.)
par i # j tal que A(;) = A(;), entonces det(A4) = 0.
De donde .
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A ] [ Agy ]
Ag) A
det = —det 3
Agy Agy
L Aw) L A |
para cada par ¢ # j.
e)
Aqy

det : = det(A),
Ag)
L Aw

para cada par i # j.
f)

An)

det 0 =0
A

Ademds de las propiedades anteriores se tienen las siguientes.
g) La matriz A se dice que es triangular superior si a;; = 0 para i > j, es
decir, A tiene el siguiente aspecto

ailr o Qip
A= 0 .. :
0 0 au

Si A es una matriz triangular superior, entonces det(A) = a11--- @y, €8
decir, el determinante de A es el producto de los elementos de la diagonal.

h) det(AB) = det(A) det(B).

i) Si A es una matriz invertible, entonces det(A) # 0, y ademss, det(A™1) =
(det(A))~L.

j) St A es similar a B, entonces det(A) = det(B).

k) Sea T : V — V una transformacién lineal de un espacio de dimensién
finita n > 1. Entonces el determinante de T se define como el determinante de
la matriz de T en cualquier base {véase en el préximo Capitulo ).

1) det(A?) = det(A).

Determinante de Vandermonde. Sean zi,... ,z, € K, entonces
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1 1 ... 1

z Ty T Zp
2 2 2
T Z s x; = PR S
det 1 2 no | =Tlhcicj<nlzi — @)
xrll,—l 1121,—1 coo gnel

n

Sea A una matriz de orden n, B una matriz de orden m y C un matriz de
orden n X m. Entonces

det [ ‘g g ] = det(A) det(B).

Sea A, B y C como en el ejercicio anterior. Entonces

La teoria de determinantes puede ser emprendida por medio de los llamados menores

de una matriz. La definicién de una nueva funcién det en este caso se hace por induccién
sobre el tamaifio de las matrices.

Definimos

det; : Mj(K) - K
[a] — deti(a) =a
dety : My(K) —= K
an a2
Detqlagy| — ag1 Det
[ a1 az ] — aj1Det;[azs] — a1 Dety a2
= @11Q33 — G21012.

La funcién det,,_y

: My—1(K) — K se supone definida y queremos con-
struir la funcién

det = det,, : M, (K) — K .

Sea A = [a;;] € M, (K), para el elemento a;; definimos la matriz A;; €
M _1(K) suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésima columna de A4, es decir,

ana Qa1j—-1 alj+1 o A1n
A = ai-11 - Gi-15-1 Gi-3i41 0 Qieln
ij =
Qit11 ct Gigli-1 Fipli41l 0 Qigla
L anl to Qyj-—-1 Apj41 e Apn

La imagen de A;; a través de la funcién det,_; se conoce como el menor
del elemento a;; y se denota por M;;, es decir,

M” = detn*l (ALI ) .

det se define entonces por
det(4) = '7'4';7_1(—1)"'“41.,;1]\/[,;1 (1)
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det es una funcién multilineal alternada sobre las filas de las matrices de
orden n que cumple ademds la condicion det(E) = 1.

Se dice que la férmula (1) define la funcién determinante por los menores de
la primera columna, adaptando esta férmula a cualquier otra columna se puede
probar también la proposicién anterior, ademss, como det{A”) = det(A), en-
tonces se tienen las siguientes igualdades:

det(A) = Y30 (- 1)"May My = 30 (1) VayMi;  (2)

para cada 1 < 4,7 < n. Estas férmulas pueden usarse para probar la regla
de Crammer que estudiaremos enseguida.

Sea A = [a;;] una matriz de orden n, se define la matriz de cofactor de A
por

Cof(A) = [(-1)"+ My).
La regla de Crammer estd entonces dada por el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sea A una matriz cuadrada de orden n > 1. Entonces,
det(A) 0 0 '
ACof(A)" = 0 0 =Cof(A)" A.
0 0 det(4)

Una consecuencia importante de este 1itil teorema es el siguiente corolario.
Sea A una matriz de orden n > 1. Entonces, A es invertible si y solo si
det(A) # 0. En tal caso, A™! = (det(4))~1Cof(4)".

Ejemplo 2.22 Hallar el valor de x tales que

43 2 1 0 z 2 0 00 1 2345
32 1 0 -1 54 0 00 012 3 4
det 00 0 -1 -2 2 3 4z 5 6 =det{ 0 0 1 2 3
00 -1 -2 -3 6 5 4 3 2 00012
00 0 -3 -4 34 0 6 7 | 000 2 4
Solucién
Primera forma:
4 3 2 1 0 x 2 0 00
32 1 0 -1 54 0 00
det|| 0 0 0 -1 -2 2 3 4 5 6
00 -1 -2 -3 6 5 4 3 2
00 0 -3 -4 34 0 67
4r+25 31 8xr+4 13 14
3z+9 13 4x -1 -1
= -12  -13 —4 —-15 -16 | =16(9z+ 1) (2z —5) =0,

—-23 —-25 -4z -8 -29 -31

-30 31 —12 -33 —-34
la Solucién es: z = —é, T =
Segunda forma:

nIlen

43 2 1 0 z 2 0 00
32 1 0 ~-11|5 4 0 00
00 0 -1 -2(|2 3 42 5 6|=0
00 -1 -2 -3|{6 5 4 3 2
00 0 -3 -4(13 4 0 6 7



et 2 1 0 -1 3 2 1 0
0 0 -1 -2 0 0 -1 -2
00 0 -1 —2|=4 -3
00 -1 -2 -3 0 -1 -2 -3 0 -1 -2 -3
00 0 -3 1 0 0 -3 —4 0 0 -3 —4
2 1 0 -1 0 1 2
0 0 -1 -2
=2 -1 -2 -3
0 -1 -2 -3 o —3 _4
0 0 -3 —4
-1 -2
—2(-n-0| Ty =20 -—
3 2 1 0
0 -1 -2
0 0 -1 -20_41 1 5 _3|=3(-1(-n| L 72
0 -1 -2 -3 o 3 4 -3 —4
0 0 -3 —4
=3(-1)(-1)(-2)=-6
43 2 1 0
32 1 0 -1
det{ |00 0 -1 —2|]=4(-4)-3(-6)=2
00 -1 -2 -3
00 0 -3 —4
220 00 4 0 00 5 0 00
54 0 00
3 4z 5 6 2 4z 5 6
2 3 4z 5 6 |==x -2
6 5 4 39 5 4 3 2 6 4 3 2
340 67 4 0 67 3 0 67
4z 5 6 4z 5 6
=4z| 4 3 2({-25/4 3 2
0 6 7 0 6 7
= 4z (36z + 4) — 10 (36 + 4) = (4= — 10) (36z + 4)
2(4:c—10)(36:1;+4)=0=>z=—é,x=g.
1 -2 k+2
Ejemplo 2.23 Calcular el determinante de A= | 2 -3 2k
1 —k kK+k-3
Solucién
-2 k+2
detA=|2 -3 2k
1 —k k*4+k-3
-3 2k 2 2%k 2 -3
detA‘l"-k k2+k—3|+211 k2+k—3,+(k+2)l1 —k‘

det A=—k?—3k+9+2(2k2~6) + (k+2)(3—2k) = k2 — 4k +3=(k— 1) (k - 3)

Ejemplo 2.24 Dado el sistema de ecuaciones lineales en las variables z,y, = :

z - 2y + (k+2)z = 5
2z ~— Jy + 2kz = 8
g - ky + (B®2+k-3): = 3k

Hallar todos los valores de k € R para que dicho sistema :

82



(a)tenga una dnica solucion
(b)tenga infinitas soluciones.
(¢)no tenga solucion

Solucién
Trabajando en la matriz ampliada:

L =2 k+2 |5 ) o p_op

2 -3 2k 8 e B ™

|1 —k K2+k-3|3k 3 8o

(1 -2 k+2]5

0 1 -4 | -2 B-Q2-kF ~

|0 2-k k2-5 3k—5

1 -2 k+2 1 k+2 5

0 1 0 1 -4 -2
[0 0 &2 41”3 k 0 0 (k-1)(k-3)| (k-1

z2-2y+(k+2)z= 5
= { y—4s=-2
(/f’~3)(k—1)~~—(k—1)

(a)Si k # 1y k# 3, el sistema tiene solucién tnica.
.8 ={(@y.5) = (s, -4 oks) kA Lk #3}.
(b)El sistema tienc infinitas soluciones si k = 1.
[1 -2 3|5 ]

0 1 —4|-2| <= {
L 0 0 0|0 |
De:z—-2y+3:=5-—2=2y—32+5=2(-24+42)-32+5=1+52
C.8 ={(z,y,2) = (1 +52,—-2+4z,z): s € R}.
(c)El sistema no tiene solucién si k = 3, pues

z—2y+32=5
y—4s=-2—y=-2+4z2

1 -2 515
0 1 —4|-2|=0=-2
0 0 0|2

Otra forma: Sea
SidetA=(k—1)(k—3) # 0=k # 1y k # 3.Entonces el sistema tiene solucién
dnica.

SidetA=0=—=k=10k=23.

Sik=1:

L -2 3157 o & op

2 -3 2 (8| 2R~

1 -1 -1|3 3 sm

(1 -2 3|5

01 ~4|2| BReoRB-F ~

(0 1 —4|-2

1 -2 3|5

o AL | o, s,
0 0 0|0 yo= v= g

De : m——2y+3~=5~—>:L'=2y—3:+5=2(—2+4:)—3z+5:1+5:
C.S. = {(z,y,z) = (1 + 5z, ~2+4z,2) : = € R}.

Sik=3:

U B Ry T )

2 =36 8|8 | 2 "0 L~
|1 -3 9 9|9 3 s
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5
=2 | F3e—>FR+F ~
4

5

1 -2 3
0 1 -4
0 -1 4
1 -2 3

{0 1 —4 —2}=>0=—2.

0 0 012
El sistema no tiene solucién.

1
Ejemplo 2.25 Sea A = 4

Q= O

a
a
(a)Hallar todos los valores d
(b) Calcular A71.

(c)Hallar la inversa de

Q= OO
o oo

woN
e
[

a para las cuales existe A~

[4)

1 0 0 O
vZ 1 0 0
2 V2 1 0
2v2 2 V2 1
Solucién
(a)Existe A 'si det A # 0
s 10| |1OO i
1Al =1, =1|la 1 0|=1 l:l
a® a 1 0 2 a1l a 1
@ a® a1
1 0 001000 Fy s Fy — aF)
a 1 000100 2
(b) 2 F3 e F3—a*F} ~
a2 a 1 00010 Fi s Fr — 3F
@ a2 a 10001 4 3 !
[t 0 00 1 000
01 00 —-a 100 F34—>F3—aF2
0 a 10 —a®2 01 0| Fe—F-dF "~
10 a2 a 1 -a® 00 1
1 0 00 1 0 00
0100 —-a 1 00 i
0010 0 -a 19| Ao~
L0 0 a1l O —a? 0 1
1000 1 0 0 O
0100 —-a 1 0O
0010 0 —-a 1 0
L0001 0 0 -a 1
1 0 0
a_}—a 1 0
Por tanto, A™! = 0 —a 1
0 0 -a

-0 0o
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Ejemplo 2.26 Sabiendo que

x 1 0 0
3 z 2 0 m e U1
02 ¢ 3| @ -DE"=3)
0 01 z
Hallar m.
Solucién
g 1 g 8 z 20 2 0
Sea |A| = z =z|2 z 3|-1 z 3
0 2z 3 01 z 1 =z
0 01 z
z 3 2 0 3
(o] 2222 3] - 6] 7 2] 1[0 8]0
|A] =z (z (2? —3) — 2(2z)) — (3 («? —3)~2(0)):z3—7z

|A] = z(z® — 7z) — (32:2—9)—3: ~102249=(z~1)(z+3)(z—3)(z +1)
|A| = (z? — 1) (z* —3%) dedonde m =2

a® (a+1)? (a+2)?
v o(b+1)?% (b+2)°
¢ (c+1) (c+2)?

Ejemplo 2.27 Sabiendo que =k(a-b)(a—c)(b—c)

Hallar el valor de k.

Solucién
a? (a+1)? (a+2)? a? 2a+1 4(a+1) a® 2a+1 a+1
A=|b (b+1)? (b+2)? =lb2 2+1 4(b+1) |=4|b 264+1 b+1
A (c+1)? (c+2)? & 2c+1 4(c+1) & 2+1 c+1
a? 2a+1 a+1 a® 2a+1 a+1
A=4|b—-a% 2(b—a) b-a |=4(b—a)(c—a)| b+a 2 1
c2-a? 2(c—a) c~a c+a 2 1

A=4(b—a)(c—a)[a*(0) = (2a+1)(b—c)+2(a+1)(b—0)]
A=4(b-c)(a—c)(a—1b),de donde k = 4.

1 0 =z
A=| -z 1 —i;
0 0 1

Demostrar que para todo z € R la matriz A tiene inversa y hallar dicha matriz.

Ejemplo 2.28 Sea la matriz

Solucién

Puesto que :
1 0 =z

a?
-z 1 - 5

0 0 1

Usando el método de Gauss ~-Jordan:
0 =z 100

=1 # 0, entonces A tiene inversa para todo z € R.
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10 J:z 100 Fzé-——*Fz—L:z-Fg
01 % =z 10 F«——»F—Z:LF
00 1 001 ! ! 3
10010 -2 1 0 —x
I:O 1 0 2 1 ”72 :'.Portanto, A‘lz[z 1 ——‘;
00100 1 00 1

Ejercicios Propuestos:Matrices y determinantes
1. Hallar todas las matrices cuadradas de orden 2, tales que:

(a) Sus cuadrados son iguales a la matriz identidad

(b) Sus cubos son iguales a la matriz nula.

2. Sea E,; la matriz de orden m x n que contiene 1 en el lugar pg—ésimo, y el nimero
cero en los demaés lugares.

(a) Obtenga las matrices E11, F12, Ea1, g todas ellas de orden 2 x 2
-2

(b) Exprese la matriz A = [ 0 4

] COmoO una suma
aE11 + bE1s + cE + dEja,
donde a,b,c y d son escalares apropiados.

3. Si A = [aij], 5 s una matriz tal que la suma de los elementos de la diagonal principal
de A' - A es 0. Halle la matriz A.

4. Dadas las matrices

a 2 3 11 1 11 2
A=|506|,B=|4 b4 |, C=|12¢ |.
6 7 d 6 7 -d 00 -2

Hallar a, b, d, e y la matriz X, sabiendo que AX =BX +I y XC=1I.

5. Hallar la matriz inversa de A en los siguientes casos:

(a)A:[; 52,] , A=[Z 2],donde ad —bc#0

2 2 3
(b)A=[1 -1 0}
-1 2 1

6. Hallar la matriz incégnita X a partir de la siguiente ecuacién
21 -3 2 -2 4
[3 2}'”[ 5 —3]_[ 3 —1J

7. Se sabe que A es una matriz cuadrada tal que A" = 0. Demuestre que (I — 4)~1 =
I+A+ A2+ A3 4. + AL
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8. Dadas las matrices

1111 2100
0111 1210
A= 0011 B= 0121
0001 0012

tales que A.X = B, hallar la matriz X.

9. Considerar la matriz A = [ (1) ﬂ)l\ } .

(a) Determinar la matriz B = A% — 24
(b) Determinar los valores de A para que la matriz B tiene inversa.
(c) Calcular B~ !para A = 1.

m -1 4
10. Dada la matriz A = 3 m 0|,dondemeR
-1 0 -1

(a) Determinar para qué valores de m la matriz A tiene inversa.

(b) para m = 1, resolver el sistema de ecuaciones lineales : A.X = B, con B =

11
5
2
4
(¢) Calcular C — A71B, siendo C = | 5 | y B definida en el apartado anterior.
6
4 3 2 2
11. Si A= rz 003 , calcule el determinante de A.
14 -1 6
8 1 1 -5

12. Dada la matriz A = [a;;] de orden 4, tal que:

 fii+2 sii>j
WY -2 sii<j

Calcular el determinante de A.

Encontrar, si existe, la inversa de A.

000 0 2
01 0(,D=|2|,E=1]5
001 2 3

(a) Hallar la matriz AB”, donde B indica la matriz transpuesta de B.;Es in-
versible?

13. Sean las matrices

A

i

-2

1 7
2 |1,B= 2 {.,C=

x
(b) Calcular M = | y :l que verifique la ecuacién (AB" + C).M = E.

-
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14z 142 14z
1 1 2 -2z
2 1-2z 2-2z
—-2r 1=-2z 22z

14. Si A==

oo o=

(a) Halle los valores de x para los cuales |A| = 0.

(b) ¢Para qué valores de z, A es inversible?

z+2 4 6 y+5 7 12
15. Dada la matrices: A= | 22+3 3 6 |,B= | 2y+3 3 6
dr+4 2 6 3y+4 2 6

(a) Calcular el determinante de la matriz 34 y obtener el valor de 2 para que dicho
determinante sea 162.

{b) Demostrar que la matriz B no tiene inversa.

a b ¢ 5a —bb be
16. Si| & 0 10 | =1, calcular el valor del siguiente determinante : | 1 0 2
111 |1 -1 1
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2.3 Espacio vectorial

Definicién 2.13 Un espacio vectorial sobre un cuerpo K (los elementos de K se llamardn
escalares) es un conjunto V{cuyos elementos se llamardn vectores) dotados de dos opera-
ciones. una de ellas interna (adicién):

+ . KxV-—-V

(u,v) = u+wv

respecto de la que V es un grupo conmutativo.
Una Operacién externa, multiplicacion por un escalar

KxV - V

(a,v) +— awv

que verifican los siquientes axiomas:

Para cualesquiera escalares r,s € K y cualesquiera vectores u,v € V.
Adicion:

Conmutativau +v=v+u

Asociativau + (v +w) = (u+v) +w

Elemento neutro de la adicion. u+e=e+u=1u
Elemento opuesto de la adicionu+u* =u*+u=e
Multiplicacion por un escalar:
r{utv)=ru+rv

(r+s)v=rv+sv

(rs).v =r(sv)

lv=v

Es costumbre denotar el espacio vectorial (V, +, -, R) simplemente por V; también se
dice que V es un K-espacio vectorial.

Ejemplo 2.29 El plano cartesiano R? de puntos de la forma (z,y) con z,y € R, es un
espacio vectorial real respeeto de las siguientes
operaciones:

(z1,91) + (z2, v2) = (14 22,01 + ¥2)
r(z,y) = (rz,ry)

El conjunto R con la relacién de igualdad y las operaciones de adicién de vectores y
multiplicacién de vectores por nimeros reales. En R™ definimos una relacion de igualdad
y dos operaciones:

Iqualdad de vectores. St A = (ay, ...,an) y B = (by, ..., b,) son vectores en R", entonces

A=B<¢a;, =b paratodoi=1,...,n
Adicion de vectores. Si A = (a1,...,an) y B = (b1, ...,b,) son vectores en R", entonces
A+ B= (a1 + by, vy Gy, b,,,,) .

Multiplicacion de vectores por escalares. Si a es un nimero real y A = (aq, ..., a,) es
un vector en R™, entonces
oA = (aay, ..., 0a,) .
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Proposicién 2.1 El conjunto R"se llama espacio vectorial real n-dimensional:
1VA,B € R" se cumple que A+ B € R".
2VA,BER", A+ B=B+ A.
3VA,B,CeR", A+ (B+C)=(A+B)+C.

Proposicion 2.2 4.3 € R* VA€ R":
A+0=A4,
El elemento 8 de R", llamado vector cero, estd dado por
0 =(0,..,0).
S5VA e R* 3 (—A) e R":
A+ (—A)=40.

El vector —A, llamado opuesto de A, es
-A=(-1)A.

VA€ R" Vac R, cA e R".

7YA € R*"\Va, B € R, (o + 8) A = aA + SA.
8VA,BeR"Va€R, a(A+ B)=aA+aB.
9VA € R"\Vo,B € R, a(BA) = (af) A.
I0VAeR" 1A = A.

Ejemplo 2.30 El conjunto Rfx] de polinomios reales en la indeterminada x con las opera-
ciones habituales de adicidn y multiplicacion de real por polinomio, es un espacio vectorial
real.

Si cambiamos R por un cuerpo cualquiera K obtenemos el K-espacio vec-
torial K [z] de polinomios con coeficientes en K.

Ejemplo 2.31 Sea M,,n(R) el conjunto de matrices de orden m X n sobre R con las
operaciones usuales de adicidn y multiplicacion de de matriz por escalar conforma un
espacio vectorial sobre los reales.

Ejemplo 2.32 Sea S un conjunto no vacio en R. El conjunto RS de todas las funciones
de S en R es un espacio vectorial real bajo las siguientes operaciones:

(F+9)=) = f(=z)+9(z)
(rf)@) = rf(z)
Ejemplo 2.33 Ejemplo 2.3/ Ejemplo 2.35 El espacio vectorial R [t]

Define una estructura de

Ejemplo 2.36 Ejemplo 2.87 espacio vectorial en el conjunto R [t] de polinomios en ¢
con coeficientes en R.

Soluidn. Si p(t) = ap + a1t + - + a,t" and ¢(t) = by + byt + --- + b,t" son dos
polinomios en R [t], entonces las definiciones:

p(t) +q(t) = (ao+bo)+ (a1 +b1)t + -+ (an + bp)t"
ap(t) = aag+ aait+ -+ aa,t"
0 =0

proporcionan la estructura del espacio vectorial deseado. ¢
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Ejemplo 2.38 Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes:
(a)El espacio vectorial trivial es el conjunto V ={0}, con respecto a cualquier
(b)Los conjuntos de polinomios Qfz], Rfx] y Clz] son espacios vectoriales con
cuerpo de escalares, respectivamente, Q, R y C.

Proposicién 2.3 Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se tienen las siguientes:
1.Siru=0 entoncesr =0 ou=0.
2(-ryv=r(—v) = —rou.

Subespacio vectorial

Dados un V sobre un cuerpo Ky un subconjunto no vacio § de V, resulta interesante
preguntarse si S bajo la misma adicién de vectores y la misma accién de escalares sobre
vectores, conforma un espacio vectorial sobre K. En caso afirmativo, se dice que S es un
Subespacio del espacio V. Esta relacién se denota por S < V. Segun esta definicién, si
deseamos establecer que S < V deberiamos verificar el cumplimiento cuatro axiomas para
la adicién de vectores y cuatro axiomas para la accién de escalares sobre vectores. Sin
embargo, solo es necesario verificar el cumplimiento de dos condiciones, como lo muestra
la siguiente

proposicién.

Proposicién 2.4 Un subconjunto W no vacio de V se dice un subespacio de él si W con
las operaciones de suma y producto por un escalar real es un espacio vectorial. Para probar
que W es un subespacio vectorial de V solo es suficiente verificar que se satisfacen las dos
leyes de clausura, esto es:

St v,w en W entonces v+w en Wy si A € R entonces dw € W.

Ejemplo 2.39 En el plano cartesiano el subconjunto S = {(z,y), |y = mz}, dondem € R
es una constante, representa una recta que pasa por el origen y conforma un subespacio
de R2.

Ejemplo 2.40 En el espacio de polinomios reales el subconjunto Ry, [x] de polinomios de
grado < n conforma un subespacio.

Ejemplo 2.41 En el espacio de funciones de R en R la coleccion de funciones continuas
de R en R conforma un subespacio. Se tienen dos subespacios notables: C*(a,b) confor-
mado por todas las funciones de (a,b) en R cuyas primeras n derivadas son continuas, y
C™(a,b) constituido por las funciones de R en R para las cuales las derivadas de cualquier
orden son continuas. Similarmente, se tienen los subespacios C*(a,b) y C*(a,b) de C(R).
También, en el espacio de sucesiones reales la coleccion de sucesiones convergentes es un
subespacio. Una sucesion {a,} se dice que es polindmica si existe un entero positivo m
tal que ap =0 para cada n>m. FEs claro que el conjunto de sucesiones polindmica es un
subespacio del espacio de sucesiones convergentes.

Ejemplo 2.42 En cada espacio vectorial V se tienen dos subespacios propios: 0={0} y
V.

Proposicién 2.5 La interseccidén de dos subespacios es un subespacio. Mds generalmente,
la interseccion de cualquier familia no vactaa de subespacios de un espacio vectorial es un
subespacio.

Definicién 2.14 Sea V un espacio vectorial y § un subconjunto no vacio de V; nétese
que el subespacio mds pequeio de V que contiene a S es la interseccidn de todos los
subespacios de V que contienen a S. Este subespacio se denota por < S > y se conoce
como el subespacio generado por S.
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A continuacién veremos que < S > puede describirse en términos de combinaciones
lineales de elementos de S. Sean vy, vs,... ,v, elementos del espacio V, una combinacion
lineal de estos elementos es un vector v € V de la forma v = a;.v1 + - - + an.vp, donde
ai,...,a, son escalares del cuerpo K. Se puede entonces afirmar lo siguiente.

Proposicién 2.6 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea S un subconjunto no
vacio de V. Entonces < S > coincide con el conjunto de todas las posibles combinaciones
lineales realizadas con elementos de S.

Mads exactamente,

n
<8 >= {Z)\i.UiIA@GK,viES,nZI}

=1

Esta presentacion permite identificar a < § > como la envolvente lineal de §. Si
S = {v1,...,v,} es finito, entonces

<8§>={ L hvilheK}.

En cada espacio vectorial existen ciertos subconjuntos conocidos como bases; la im-
portancia de estos subconjuntos radica en que cada elemento del espacio puede ser repre-
sentado de manera tunica a través de sus elementos. El propdsito de la presente leccién es
explicar en detalle la nocién de base, la cual es fundamental en slgebra lineal.

Ejemplo 2.43 Analizar si el subconjunto
H={(z,y,2) €R® 12+ 2y + 35 =0}

es un subespacio vectorial de R3con las operaciones usuales de la adicidn y multipli-
cacién por un escalar.

Solucién
Como (0,0,0) e H:0+2.0+3.0=0,H #£ ¢.
i) Sean u = (z1,y1,21),v = (T2, Y2, 72) € H, entonces

w+v= (21 +z2,Y1 +y2, 51+ 52)

Luego,

Il

(1 +22) + 21 +y2) + 3(=1 + =2) T1+2y1 + 31+ x2+2y2+ 3+ =2

0+0=0

Por tantou+ve H
i)Sea u = (z,y,2) € H, y sea c € R entonces

cu = (cz,cy, cz)

Luego,

(cz) + 2 (cy) + 3 (c2) c(z+ 2y + 32)

=0

Por tanto cu € H.
H es un subespacio vectorial de R3.
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Ejemplo 2.44 Sea V = P3(R), el conjunto de los polinomios de grado < 3, con coefi-
cientes reales, con las operaciones usuales de adicion de polinomios y multiplicacién de
polinomios por un nimero real. Demostrar que el conjunto

W = {p(z) € V : p(z) = az® 4+ b2? + (a + b)z + 2b, a,be R},
es un subespacio vectorial de V.

Solucién
W # ¢, pues 0(z) € W : 0(z) = 023 + 0z + (0 + 0)x + 2 (0)
(i) Sean p(z),q(z) € W entonces

p(z) = az®+b2®+ (a+b)z+2b, a,bER
g(z) = dzd 42?4+ (d +)x+2V, o/,b' eR

Luego,

p)+qx) = (a+a)2®+(b+0)22+(@+d +b+b)z+2(b+V), ab, o/ ,b' €R
= plz)+qlz)eW

(ii)Sea X € R entonces (Ap)(z) = Ap(z) = A (az®+ bz? + (a + b)z + 2b) = Aaz® +
Abz? 4+ (Aa + Ab)z + 2 (\b)
= (Ap)(z) e W

Ejemplo 2.45 Sea R3el espacio vectorial con las operaciones usuales. Analizar si los
siguientes conjuntos son subespacios vectoriales de RS,
(@S={u=(z,4,2) eR¥: 2=y =z}.
BT = {u=(z,y,2) eR¥: =z =22 +y?}.

Solucién

(a) S # ¢, pues (0,0,0) € S:0=0=0

(R1) Sean u = (zy,¥1, 51),v == (Z2, Y2, 22) € S entonces u = (21, z1,21),v = (Tg, Tg, T3) =

u+v=(x1+To, Ty + Te,T1 +T3) €S

(R2)Sean u = (z,y,z) € Sy Sea A € R entonces v = (z,z,z)

A= (Az, Az, Az) € S

Por tanto S es un subespacio vectorial de R3.

(b) T # ¢, pues (0,0,0) € S: 0= 0% + 02

(R1) Sean v = (z1,y1,%1),v = (%2,¥2,32) € T entonces 23 = m% + y]2, 29 = 3 + 3

Entonces u + v = (21 + 22,1 + y2, 21 + 52)

sita =adtyf a4yl £ (2 +22) + (W +y2)® = (2 + v+ 2F 4+ +98) + 201w +
+2y1y2

Por ejemplo:

(R1)Sean u = (1,1,2),v = (~1,-1,2) € T == u+v = (0,0,4) ¢ T, pues 4 # 0% +0?

)

(R2)Sean v = (1,1,2) € T'y Sea A = 2 entonces Au = 2u = (2,2,4) ¢ T , pues
4 # 22 422

Por tanto 7' no es un subespacio vectorial de R3.

Ejemplo 2.46 Analizar si los siguientes subconjuntos del espacio vectorial V' (con las
operaciones usuales) son subespacios.

(a)S = {A = (ai‘,‘)2x2 eV .ap+ap= ()} y

donde V = Myyy , es el conjunto de todas las matrices cuadradas de orden 2 x 2.
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BT ={feV:3k>0; |f ()| <k, VEtER]},
donde V, es el conjunto de las funciones f : R — R.

Solucién

(a) S # ¢, pues (0,0,0) € S.

(Rl) A= (aij)zxz ,B = (bi.7)2><2 € S entonces a3 + axy = 0,b11 + beg = 0 =
A+ B = (a5 + bij)yy,

(‘@11 + b11) + (a2 + baz) = (@13 + ag2) + (b1 + b22) =0

Por tanto, A+ B € S.

(R2)Sea A = (a4j)55 € Sy Sea A € R entonces a1 +az =0

AA = (Aaij)gy 0

a1 + dagy = A(ar +axn) =0

Por tanto, XA € S.

Por tanto S es un subespacio vectorial de V.

(B)T # ¢, pues f=0€T.

(R1) Sean f,g € T : existen k; = 0, ky > 0 tales que |f (¢)| < k1, VI € R,
lg@)] < kg, VEER

Luego, |f (&) + ()| < If ()] +lg(t)] < ks + k2 = &,

existeun k> 0:|f (t)+g ()] <k, VEeR.

Por tanto, f+ g€ 7.

(R2)Sea f € T y sea A € Rentonces 3k > 0; |f (t)| <k, VteR

0F) (@) = IIF @1 <INk =k = 3K >0; [Af) ()] <K, VEeR
Luego, Af e T.

Por tanto 7T es un subespacio vectorial de V.

Ejercicios propuestos:Espacios vectoriales y subespacios vectoriales

1. Sea Mjy2 el conjunto de las matrices reales de orden 2 x 2. Si A,B € Maxa v
a € R, se definen las operaciones @ y ® del siguiente modo.

A® B
a®@A

AB (producto usual de matrices)

aA (producto usual de un escalar por una matriz)

Determinar, justificando su respuesta, cuales de los 10 axiomas de espacio vectorial
se cumplen para estas operaciones.

2. Demostrar que R? es un espacio vectorial real con la adicién definida por
(Z1,91) ® (22,92) = (1 + T2+ Lya + y2 + 1)
y la multiplicacién por un escalar definida por

a® (z1,91) =(a+az; — L,a+ay ~1)

3. Sea V = {(&",€¥) : z,y € R} provisto de las operaciones siguientes:

(eﬂ»‘l , et ) @ (eﬂiz’ e’!lz) — (eﬂil-ﬂ'z’ eyx+'yz)

a® (e:::, e'y) — (e(m," eay)
Demostrar que V' con estas operaciones es un espacio vectorial real.

4. En los siguientes casos determinar si el conjunto dado es o no un espacio vectorial.
si no lo es, enuncie los axiomas que no se cumplen
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(a) E = {(z,y,2) e R tal quex =y = ;} con las operaciones usuales de adicién
de vectores y multiplicacién de un vector por un escalar.

(b) F = f: f es una funcién cuyo dominio es R y su rango es un subconjunto de
R con las operaciones usuales de adicién de funciones y multiplicacién de una
funcién por un escalar.

(¢) E =P, el conjunto de los polinomios de grado < n, con coeficientes reales, con
las operaciones usuales de adicién de polinomios y multiplicacién de polinomios
por un nimero real

. Sea E = (C|[0,1] el conjunto de las funciones f : [0,1] -~ R, tales que f es continua
en [0,1]

(a) Verificar que E con las operaciones usuales de adicién y multiplicacién de fun-
ciones por un ndmero real, es un espacio vectorial

(b) Si se consideran
Fi={feE:f0)=f1)=0}, B={fcE:[0)=2)
Analizar si | y Fy son subespacios de E.
. Determinar, justificando su respuesta, cudles de los siguientes subconjuntos son sube-
spacios vectoriales de los espacios vectoriales que los contienen.

(Asumimos que son espacios vectoriales bajos las operaciones usuales)

(a) Hy = {(z,y) ¢ R?: 22 —y* =0}

(b) Hy = {{z - 2y,z,2y, —y) € R*: z,y € R}

(¢) Hs = {(z,y) € R?: max{z,y} =z}

(d) Hy={(z,y,2 —y) € R®: z,y € R}

(e) Hy = {(z,y,2) € R?: z es racional}

(f) He = {A € Maya: tr(A) =0}

(g) Hr ={p € P3: p(z) = agx® + a1z + ag, ag,a1,a0 € Ry a; # 0}
)

(h) Hg = {p € Py: p(z) = agz? + a1z + ag, az,a1,a0 € R y aza; = 0}

. Sean Fy = {v=(z,z,2),z€ R}y Fy = {w=(2,9,0); z, y € R}. Demostrar que
Fy y Fy son subespacios de R3.

. Sean S y T dos subespacios de un espacio vectorial V. Definimos el conjunto
S+T={veV:v=s+t,scSyteT}

El conjunto S + T se llama suma de los subespacios Sy T. Pruebe que S+ T es un
subespacio de V.

Hallar e identificar la suma de los subespacios de R3,

S {(t,2t,3t) e R® : t € R}
T = {(352s,-5s) € R®: s R}

i

. Responder con verdadero o falso

(a) El conjunto X formado por los vectores v = (x,y, =) tales que = = 3z, © = 2y,
es un subespacio de R®,
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(b) El conjunto Y formado por los vectores v = (z,y, =) tales que zy = 0, es un
subespacio de R3.

(c) El conjunto L formado por los vectores v = (z, 2z, 3z, ...,nz), es un subespacio
de R".
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2.3.1 Bases y dimensién del espacio vectorial

Definicién 2.15 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S un subconjunto no
vacio de V, se dice que S genera V si la envolvente lineal de S coincide con V, es decir,
< 8§ >=V. El espacio V se dice finitamente generado si existe en V un subconjunto
finito S de generadores.

Definicién 2.16 Sea X = {z1,...,z,} un subconjunto finito de V', se dice que X es un
conjunto de vectores linealmente independientes (L I) si la tinica combinacidén lineal nula
con los elementos de X es a través de escalares nulos. Mds exactamente, los vectores de
X son linealmente independientes si para cualesquiera escalares Ay, ..., A\, € K se cumple
que

n
dhimi=0eX1=0,1<i<n
i=1
Por definicién asumimos que el conjunto vacfo es L 1. Un subconjunto cualquiera X de
V es L1 si cada subconjunto finito de X es LI. X es linealmente dependiente (L D) si no
es L1
La siguiente proposicién reune algunas propiedades bdsicas sobre dependencia e inde-
pendencia lineal. :

Proposicién 2.7 Sea V un K-espacio y ¢ # V . Entonces

(a) S es LD siy solo si existe z € S tal que x €< §'>, donde §'= S — {z}.

(b) Si0 € S entonces S es L D.

(c) S5i S es LI entonces cada subconjunto de S es LI

(d) Si S es finito con n > 0 elementos, entonces cada conjunto de n + 1 elementos de
<S8>esLD.

Ejercicios
1. Demuestre que en el espacio de funciones el conjunto 8 = {€"*|n € N} es LI

2. Demuestre que dos vectores de R? son LD si y solo si pertenecen a misma recta que
pasa por el origen.

Ya estamos en capacidad de presentar la nocién de base. 8 C V es una base para V' si
se cumplen dos condiciones:

(a) <B>=V

(b) BesLL

Ejemplo 2.47 En R" los vectores
e;=1(0,...,1,...,0), 1<i<n

constituyen la llamada base candnica (1 se encuentra en la i-ésima entrada de la n-
upla). Cambiando R por cualquier cuerpo K obtenemos la base candnica de K™.

Ejemplo 2.48 En el espacio de polinomios el conjunto de polinomios {1,:5,:1:2,:53, .
constituye su base candnica. En el subespacio de polinomios de grado < n la base candnica
es {1,z,22,2%,...,2"}.

Ejemplo 2.49 En el espacio May2(R) el espacio de matrices reales 2 x 2 se tiene la
siguiente base candnica:

ERIRERIRER IRt
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Ejemplo 2.50 En el espacio de sucesiones reales la coleccion de sucesiones
e=(0,...,1,...,0,..),i>1
conforman la base candnica para el subespacio de sucesiones polindmicas.
Ejemplo 2.51 El conjunto ¢ es, por definicidn, la dnica base del espacio nulo 0 = {0}.

Terminamos esta leccién con una de las principales caracterizaciones del concepto de
base.

Proposicién 2.8 Sea V un R-espacio y 8 un subconjunto no vacto de V. § es una base
de V st y solo si cada elemento v € V tiene una representacion dnica (salvo sumandos
nulos) como combinacion lineal de elementos de 8 en la forma:

v=A1 4+ A Vp,y MeK,n,eB1<i<n
Ejemplo 2.52 Determine los valores de ¢ € R para que el siguiente conjunto de vectores,
S= {u = (11_172) y U= (2,3,1),11) = (47015)}

del espacio vectorial R® | sea linealmente dependiente.

Solucién.
1 2 4

det| -1 3 ¢ § =3¢c—-3=0,dedondec=1.
2 15

Ejemplo 2.53 En el espacio de polinomios de grado menor o igual que 8, P3.Analizar
si el conjunto dado de vectores T ={p1,p2,p3,P4}. donde py (z) = 2>, pa(z) = (z — 1)3,
p3(z) = (z — 2)%, pa () = 1+ 2°, es linealmente dependiente o linealmente

Solucién.
Considere la ecuacién  ¢1p1(z) + cop2(z) + caps(z) =0
expandiendo la ecuacién

c12% + cp(a® — 32 + 3z — 1) + e3(2® — 62% + 122 — 8) = 0 4 Oz + 022 + 023,
se tiene que el sistema de ecuaciones resultante estd dado por:

leg +1cg+ 1le3 =0
Oc; —3cg — 63 =0
Oct +3c2 + 12¢c3 =0
Ocl —1lcg — 862 =0

La matriz aumentada en su forma original y en los sucesivos pasos de escalonamiento
estdn dadas por

1 1 1 0 11 1 0 11 1 0
0 -3 —6 0 01 8 0 01 8 0
0 3 120 (0o -3 60| "{00 18 0
0 -1 -8 0 0 3 12 0 00 -12 0

Evidentemente, el sistema de ecuaciones tiene una tnica solucidn, la trivial, y el con-
junto formado por {p;(z), pa(z), p3(x)} es linealmente independiente.
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Ejemplo 2.54 Si B = {vi,v2, -- .v,} es una base para un espacio vectorial V. Analizar
para que valores de n € N,

B'={v1 +v2,02 + v3v3+ Vg, -+ ,Un—1 + Un, Un +V1}
es una base de V.
Solucién. Si
A(vp+v2) +A2(vg+vs)+As(va+vg)+ -+ Aoy (Vo1 Fvn) + A (vn +v1) =0

M+r)vi+ M+t A+ + F A1+ M) v =0
Al = —)‘n) AQ - )“"-) Tt 7An—1 = (__1)"1—1 A'n,y )\n~l - —An,

De donde se tiene que n es un nmimero par natural.
Ejemplo 2.55 En R3, sean los subconjuntos

S {(1,2,0),(1,0,1)}
T = {(1,270)7(2»012)!(37272)}

(a) Demostrar que los subespacios generados por S y T son iguales.Es decir,(S) = (T) .
(b) Representar graficamente el subespacio hallado en la parte (a) y hallar una base de
dicho subespacio.

Solucién.
(a) (S) = {(z,4,2) € R : (z,9,2) =1(1,2,0) + 7 (1,0,1);¢,7 € R},
Se observa que (3,2,2) = (1,2,0) + 2(1,0,1);
(T) = {(z,9,2) € R®: (z,y,2) =1(1,2,0) + r(1,0,1) ;t,7 € R}
De donde (S) = (T) .
(b) (S), (T) representan planos que pasan por el origen de cooordenadas.
(S) = {(z,y,:) eR3: (z,y,2).(1,2,0) x (1,0,1) = 0}
(S) = {(z,y,2) e R®: (z,9,2) - (2,-1,-2) = 0}
(S) = f(z,'(,:) €ER?: 22 —y—-2:=0}
Seav = (1,y,z) € (S} 2z —y -~ 2:=0==y =21 — 22
(SY = {(z,y,2) = (2,22 — 22,2) = 2(1,2,0) + 2 (0,-2,1) : 2,z € R}
(Sy = ({(1,2,0),(0,-2,1)}), ademds (1,2,0) y (0,—2,1) son linealmente independi-
entes.
Bsy = {(1,2,0),(0,-2,1)} es una base para {S).

Ejemplo 2.56 Sea V = P, el espacio vectorial de todos los poliniomios de grado < 2.

Considere S = {p) (z),pz(z),p3(x)}, donde p1 (z) =1, po(z) =1+z, p3(z) =
(14 )2 Analizar si S es una base de Ps. ‘

Solucién
(i) S es linealmente independiente
Si

c1p1 (z) + copa (z) +e3ps(z) = O
c1(1) +c2(1+2) +c3(l+2)?
03w2+(+02+263)z+01+62+33 =0

I
o
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c3 = 0
cg+2e3 =0
c1+eytez3=0
Trabajando en la matriz ampliada:

00 1|0 1 1 1]0
01 20 Fi«— F3 ~ 01 20 Fg(———)F2+(—2)F3 ~
11 140 0 0 110
1 1 1}0 1 1 010
010/0| ARe—FA+(-1)F ~|0 1 0]0
0 0 1]0 00 1[0
Cl=0
— cg=0 .
03=0

Por tanto S es linealmente independiente.
(ii) S Generan P,
Sea p (z) = az? + bx + ¢ € P, entonces existen escalares c,cy, ¢ tales que

p(z) = c1py () + copa (z) + c3p3 ()

ax? +br4+c = (1) +e(1+z)+c3(l+x)?
az? +br+c = cax? + (+ea +2e3) x4+ ¢y +¢p +c3
c3 = a
co+2c3 =0

c1t+cptez=c

Trabajando en la matriz ampliada:

00 1]a 11 1}c¢

01 2% Fi «— F3 ~ 01 2}b F24——>F2+(—2)F3 ~

| 11 1)c¢ 00 1fa

11 1}¢ 1 1 0|lc—a

01 0|b-2a Fe— R R+(-1)F ~{0 1 0jb-2a RRe— A+ (-1)FH ~
10 0 1|a 0 0 1lfe

[1 0 O|c—a—(b—2a)=a-b+c a=a—-b+c

01 0]b—-2a = ¢y =b-2a

00 1la c3=a

I.:uego S genera Ps.
Por tanto S es una base de Ps.

Dimensién de un espacio vectorial

En esta leccién discutiremos los siguientes aspectos relativos a las bases: existencia,
unicidad y cardinalidad ( = cantidad de elementos). Comenzamos con el siguiente teorema
sobre existencia de bases en cualquier espacio vectorial. La prueba de este teorema se apoya
en el Lema de Zorn ( axioma de eleccién), el cual representa uno de los supuestos bésicos
de la teoria clasica de conjuntos. El lector no interesado en la prueba puede simplemente
asumir el Teorema 1 como un axioma.

Teorema 2.2 Todo espacio vectorial posee al menos una base.

Con respecto a la unicidad de las bases podemos decir que, en general, un
espacio vectorial tiene infinitas bases. Pensemos por ejemplo que el espacio
V es no nulo (si V es nulo su tnica base es §); si B es una base cualquiera
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de V y v es un elemento de 8, entonces cambiando v por A.w en 8, con cada
A € K — {0}, obtendremos bases diferentes en V. Cuando I es infinito esta
coleccion de bases es infinita. En realidad, el tinico espacio con base dnica es
el espacio nulo.

Mucho mds interesante que la pregunta sobre la unicidad de las bases es el problema
sobre el tamano de éstas. Las siguientes proposiciones constituyen la prueba del Teorema
2 que enunciaremos més adelante.

Proposicion 2.9 Si un espacio vectorial V posee una base finita, entonces todas sus bases
son finitas.

La proposicién anterior permite clasificar los espacios vectoriales en dos categorias: los
de bases finitas y los de bases infinitas.

Proposicién 2.10 Sea V' un espacio vectorial con bases finitas 8 = {uy,... ,un}, 8/ =
{vi.... ,v;m}. Entonces n =m.

Proposicién 2.11 Sea V un espacio vectorial con bases infinitas 8 y B'. FEntonces

card (3) = card (8/).

Para cada espacio vectorial V' se cumple que todas las bases tienen la misma cardinal-
idad.

El teorema anterior permite definir la nocién de dimensién en un espacio vectorial
V como el nimero de elementos que forma cualquiera de sus bases; denotaremos este
invariante de V por dimy (V), o simplemente por dim(V}), es claro por el contexto sobre
que cuerpo estamos trabajando. Si V' es de bases infinitas diremos que V' es de dimensién
infinita. Si B es un subconjunto de V, definimos el rango de X, como la dimensién de la
envolvente lineal de X, es decir, ranky (X) = dimyx < X >.

Ejemplo 2.57 dim(R") =n

Ejemplo 2.58 El espacio de los polinomios es de dimension infinita.
Ejemplo 2.59 dim(P,)=n+1

Ejemplo 2.60 dim(0) = 0.

Ejercicio.Demuestre que si un espacio vectorial V' posee un subconjunto
infinito LI, entonces V es de dimensién infinita.

Algunas propiedades interesantes relativas a espacios de dimension finita se presentan
a continuacion.

Proposicién 2.12 Sea V un K-espacio vectorial de dimension n > 1. Entonces,

(a) Cada congunto de n elementos LI de V' conforman una base.

(b) Cada conjunto de n generadores de V conforman una base de V.

(c) Sea m < n y sean vi,..., v, vectores LI de V. Entonces es posible encontrar
vectores Vi1, - .. Uy en 'V tales que {v1,... U, Vi1, ... , U} €8 una base de V.

(d) Sea S un subespacio de V. Entonces, cada base de S puede extenderse hasta una
base de V. En particular, dim(S) < dim(V).

(e) Sean x4, ... ,x,. elementos cualesquiera de V y S su envolvente lineal. Entonces,
dim(S) coincide con el mdximo ndmero de vectores L I encontrados en la coleccion vy, ... , i,
de vectores dados.
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Ejercicios Propuestos:Bases y dimensién de espacios vectoriales

1. Determinar si el conjunto de vectores dado genera el espacio vectorial

() EnR%, u=(1,1),v=(21)
(b) En R3 u=(1,~1,2),v=(1,1,2), w= (0,0,1)
(c) En Py, pr(z)=1-z, pp(z) =3-2% p3(z) =2

2. Analizar si el conjunto dado de vectores es linealmente dependiente o linealmente
independiente

{(a) En R?, v = (1,2), v=(-1,-3)

(b) EnR% u=(1,1,1), v=(1,2,1),w=(2,1,2)

(¢) En R, u=(1,0,1), v=(0,1,1),w = (1,1,0)

(d) En R, wp = (1,-2,1,1), up = (3,0,2,-2), uz = (0,4,-1,1), uq = (5,0,3,1)

(e) En E = C[0,1] el conjunto de las funciones f : [0,1] — R, tales que f es
continua en [0,1], f (z) =sin(z), g(z) = cosz.

3. Determinar si el conjunto de vectores dado es una base del espacio vectorial dado

(a) En R%, B={(1,1), (~1,1)}. En caso afirmativo expresar cada uno de los
vectores e; = (1,0) y e3 = (0,1) como combinacién lineal de los elementos de
esta base

(b) EnR?, F ={u=(z,9) € R:2z +y =0}, B={(1,-2)}

() EnR?, F={u=(z,9) € R:2z+y =0}, B={(1,-2), (~5,10)}

(d) En P3: B={p1,p2,p3,psa}, donde p1 () = 1, pa(2) =142, p3(z)=1+2?
p4 (2) = 1+2%. En caso afirmativo expresar el polinomio p (z) = 22%4-3z% —z 41
como combinacién lineal de los elementos de esta base

4. Demostrar que el conjunto solucién {e""'z,zemz, :cze“’z} es linealmente independiente
en C(R), el conjunto de las funciones f : R — R, tal que f es continua.

5. Analizar la dependencia lineal de los polinomios p;, pa ps € P3 dados por

mE = 1-2r4+2%+2°
pe(x) = —5-—2z— 9z + 7o°
p(z) = 2-z4 3% 28

y hallar una base y la dimensién del espacio generado por ellos.

6. Dadas las matrices

3 2 2 1 6 5 5 4
A= (3 1) (3 o) = (03) = (00)

hallar el valor de o para que A4 esté en el subespacio generado por Ay, Ay y As.
7. Dados los vectores (k,1,0),(1,k — 1,k), (1 + k,1,k) de R3.

(a) ¢Para cudles valores de k estos vectores forman una base de R3?7.

(b) (Para cudles valores de k estos vectores generan subespacios propios de R3? Hallar
dichos subespacios mostrando un conjunto generador para cada uno.
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8. Dados los vectores vy = (1,2,-2,1),vy = (2,-1,1,2) y v3 = (1,~3,-1,3) de R4,
hallar una base para el subespacio

H = {v € R* : v es ortogonal a los tres vectores dados}.

9. Dado
H:{(z,y,:,w)€R4:m+y+:+w=0/\x+2y+3z+4w=0}.

(a) Demostrar que H es un subespacio de R4,

(b) Hallar una base para H.

10. Dada la matriz A = ; i ) ,sea H el conjunto de My o formado por todas las

matrices X tales que AX = X A.

(a) Demostrar que H es un subespacio de Msyxs.

(b) Hallar, justificando su respuesta, una base para H.

11. Sea B = {u1 ug,us,us} una base del espacio vectorial V de dimensién 4.Dados

v = 2up+ 3us +uz —uq
vy = U1+ 2ug

vy = uj —ug+ 3uy

Vg = U4

analizar si el conjunto By = {v1,v2,v3, 4} €s una base de V.

12. Hallar una base del siguiente subespacio

H = {(z1,22,%3,24) € RY : 22) — x9 + 23 — 3x4 = 0}.

13. Sea E = M, x5 el conjunto de todas las matrices de orden m X n con elementos
reales. Sila suma de matrices y la multiplicacién de una matriz por un escalar son
las usuales, se comprueba que M,, «, s un espacio vectorial

Determinar si el siguiente conjunto de vectores es una base de Maxo

a 0 0 b 00 00
(O 0>,<0 0)’(0 O)’(O d),dondeabcdaéo
14. Hallar una base para

Y S B
@ BE={v=(@yaeriz=4=2}

() E={v=(z,9,2) eR3: 2+ 2y — 3z =0}
(¢) E={v=(z,y,2,w) € R': az + by + ¢z + dw = 0}, donde abed # 0

Norberto Chau
Lima, 23 de enero de 2012
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2.3.2 Vectores de coordenadas

Con el fin de ser capaz de enlazar el dlgebra lineal con el dlgebra de matrices, tenemos
que encontrar una manera de representar los vectores numeéricamente. Esto se puede
hacer eligiendo una base para un espacio determinado y por escrito cada vector como una
combinacidn tinica lineal de vectores de la base. Los coeficientes que surgen de esta manera
son los escalares necesario.

Sea V' un espacio vectorial n—dimensional sobre un campo k, sea S = {vy,...,v,} una
base de V', y sea € V. Entonces x se puede escribir inicamente en la forma

T=av+ -+ AU,

en relacién con la base S. Por lo tanto, tienen un mapeo invertible V' — k™ que asocia
a cada vector z € V un vector columna tinica
al
[zls=1| & | €k,

Ay,

determines a unique linear combination g¢ = vy + - + bv, € V.

conocido como el vector de coordenadas de x con respecto a la base de S. Por el
contrario, cada vector columna

by
y=| 1 | €k"
by,
determina una tnica combinacién lineal g = byvy + -+ - + byv,, € V.

Definiciéon 2.17 La aplicacion x — [z]g que asigna a cada vector x € V el vector de
coordenadas [x]g € k" es la aplicacién de coordenadas de V o k" determinado por la base
S para V.

Definicién 2.18 La aplicacion y — s que asigna a cada vector columna y € k" la
combinacion lineal s € V' es la aplicacién combinacion lineal de coordenadas de k" en V
determinado por la base S para V.

Teorema 2.3 Teorema de aplicacion de coordenadas )Las aplicaciones x — [r]lg y y —
Ys son inversos el uno del otro.

Prueba. Los cdlculos necesarios para demostrar este teorema es trivial. Por definicion,

ar
T=aw+ctav, = fzlg= | 0 | =y —ds=av4 ot aws =2
an
y
a1 aj
y=| i |~ds=avit - tav. - Pslg=| | =v.
a, an

Por lo tanto, las aplicaciones de coordenadas son inversos el uno del otro. W
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Las aplicaciones combinacion lineal de coordenadas, son ttiles porque son inversos el
uno del otro, y porque preservan la suma de vectores y la multiplicacién por un escalar en
el sentido del siguiente teorema.

Teorema 2.4 Las aplicaciones de coordenadas x — {x|s de V a k™ tiene la propiedad que
[x+yls = [X]s + [y]s ¥ que [ax]g = a[x]s.

Prueba. Sean x=ayvi+  -+a,vuyy =byvy+- -+ b,v, son dos vectores en V
yseax+y = (a1 +b)vi+ -+ (an + by)vy su suma. Entonces

a + b ay b
[x+yls = : = i |+] | =KKs+s
an -+ by Qn by,

Ademds , para cualquier escalar a € k,
ax = Cl((llV] +-+ a"'lv”) = (aal)vl +oet (aan)vny

de modo que
aay ai
[ax]y = : =a| : = a[x]g.
aap, Qp,
Por lo tanto la aplicacién de coordenadas preserva la suma de vectores y la multipli-
cacion escalar. W
Una aplicacién entre dos espacios vectoriales con las propiedades descritas en el teorema
anterior se llama una Transformacién lineal
La pregunta obvia es jqué relacion existe entre los vectores de coordenadas [x]s y [x]g
de un vector dado x con respecto a dos bases distintas § y 8’ de V. La respuesta resulta
a ser bastante simple.
Si escribimos los vectores base vi,...,v, en S como combinaciones lineales de los
vectores basicos en la base ', se obtiene

Vi = anwi+t -+ awy

Vo = @uiW1+ -+ QGpnWy

Los vectores de coordenadas de vi,..., v, en la base §’, por lo tanto

ay ap1
[VI]S’ = e [Vv,,,]Sl =
Q1n Qnn
Sea
aix -0 anm
P=(wi]g - [valgl =
(43 U 1)
la matriz cuyas columnas son los vectores de coordenadas. Entonces, por construccién,
Plx]g = [xg .
Si escribimos los vectores base wy,...,w, en S’ como combinaciones lineales de los
vectores de la base S, obtenemos
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w1 = byvi+ - +bivy

Wn = buvi+ -+ buava

Los vectores de coordenadas de wy,...,w, en la base, por lo tanto
bll b'n.l
wi=| i | o Iwl=|
bln bnn
Sea

bll bnl

Q= [[wi]g - [walg] = : : :
b]n T b'nxn.

la matriz cuyas columnas son los vectores de coordenadas de la base de vectores w;
determinado por la base S, entonces, por construccion, Q x|y = [x]g. Es facil comprobar
que @ = P71

El siguiente teorema resume los resultados de estos cdlculos.

Teorema 2.5 (Teorema de cambio de base )Sea V un espacio vectorial n-dimensional
sobre un campo k.Sea S = {vi,...,Xn} ¥y

S ={w1,...,w,} dos bases de V, y sea z un vector en V con vectores de coordenadas
[x]s ¥ [x]s/.Entonces

existe una matriz P invertible para el cual Plx]g = [x]sr y P71x]¢r = [x]s.

Prueba.Sea x = a;vy+: - -+a, v, cualquier vector en V, escrito como una combinacién
lineal de la base de S. Por el hecho de que la aplicacién de coordenadas x — [x]g conserva
vector Ademds de la multiplicacién y escalar se deduce que

Xl = laavi+- - +anvalg =ar{vi]g + -+ an[valy
a1

(Vilg -+ valgd | 0 =]y o [valgl g = Plxg

Il

Por el contrario, y = bywy + -+ + b,w,, cualquier vector en V, escrito como una
combinacion lineal de la base S’. Del hecho de que la funcién de coordenadas y — [y}g
preserva la suma de vectores y la multiplicacién escalar se deduce que

[ylg = [bawi+ - +bawn]g=bi[wi]g+- -+ bulwi]y
by

ffwilg - [walg) | 2 | =lwalg -0 (Wil Y]e = Qyly
b“,

i

Esto quiere decir que @ = P~1, W
Las matrices P y P~! juegan un papel importante en el estudio de las transformaciones
lineales. Por lo tanto, dado un nombre especial.

Definicién 2.19 Las matrices n x n P y P! con la propiedad que Plxls = [X]y ¥

P lx]g = [x]s son el cambio de base }matrices de la base S a la base de 1 y de la base
S’ a la base S, respectivamente.
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Ejemplo 2.61 UnMatriz general de Cambio de Base de R2.

Sea x un vector en R%, y sea § = {vy,vy} vy & = {w1, wy} dos bases de R?.. Entonces

X = a1vy + agvy = bywy + baws.Por lo tanto

bl = [g; ] and  [x]s = [ ” ] .

Escribimos S en términos de S’y S’ en términos de S, se obtienen dos sistemas de

ecuaciones:

V1 = C11W] + C1aW2 w1 =d11vy + diava
Vg = C31W1 + CaaW2 wy = da1 vy + daavy

En la notacién de matriz-vector, estos sistemas toman la forma

e co _Idu dia
fx]g = [ o1 Coo ] [x]gs and [x]g = [ dyy dag } [x]s .

Por sustitucién, obtenemos

_ | e e dyp dia
bl [ c21 Cp2 ] [ dy1 dy ] bl

_ | din dig ¢ Ci2
b [ dyy day } [ co1 Co2 J b

Dado que estas ecuaciones son validas para todos x € R?, se sigue que
1 0] _fen co din dip
01 C21 1622 d21 d22

10} _[du di [ €1 €2
01 dy da ca1 ca |
Por tanto 1
po | az|_ di1 di2
Co1 €22 dy1  da

-1
Q= dip diz | _{en o
dy1 da €1 €22 '
Esto nos dice que las dos bases de S y S’estdn conectados por las matrices invertible P y
Q. ¢

Ejemplo 2.62 Un especial Cambio de base para la matriz para R?,

SeaS:{vlz[;},vzz[iJ}yS’={w1=[é],wzz[?J}sondOSbases

para R2.

Entonces

HSB RS
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Como podemos ver, la matriz P es la matriz de cambio de base de § a §’, y su inverso
Q es la matriz de cambio de base de S’ a S.

Ejemplo 2.63 Un cambio de coordenadas en R>.

Convertir los vectores de la base de

M1 0 1
S=(vi=|2]|,vg=|[1],vs=10
L 3] 0 1

a vectores coordenadas en la base

F 0] 1 1
Sl= w1 = 1 y Wo = 1 , W3 = 0
| 1] 0 1

utilizar el resultado para la construccién de una matriz de cambio de base de § a §’.
Solucién
Comenzamos calculando el vector de coordenadas [v]g.

O 1 1 a1z + a3
aj1 | 1 [ +a| 1 |+as| 0] =1|a1+tap
1 0 1 aiy +as

Por tanto

1 0 1 1 ay + a3
2 = an 1 + ajg 1 +ayz | O = ayy + aiz .
3 1 0 1 o1+ a3
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l=ap+a13
Ahora resolvemos el sistema¢ 2 =ay; + a2 .

3=a1n +a
la solucidn es : {a11 = 2,a12 = 0,a13 = 1},

1 a12 +a13 2
Por tanto[vi]g = | 2 =|auntaz {=]0].

31y a1 + a13 1
Al repetir los pasos anteriores para vy y v3, se obtiene

0 [0 1 1 az + a23
[V2131=[1} =an 1}“’*“22[1}1‘0«23[0]=l:azl+a22}={
0 g _1 0 1 a1 + a3 -
1 0 1 1 a3z + as3 0
[V3]S’:|>0:| =a31|i1jl+a32[1}+a33{:0]=l:a31+a32:l=I:O:I
R 1 0. 1 a3l + aass 1

Con estos resultados, podemos construir el cambio de base de la matriz P de S a §'.

0
0.
1

2
}Z[Ojl=[v:l]s,
1
2 z0]fo0 7
P[Vz].s'=[0 %0H1}=[ ! }=IV2]s:
1 -1 1 0 -1
2 %0 0 0
P[V3]S=|i0 ?0H0]=[0}={V313,.
1 -1 1|1 1

A continuacién, utilizamos P~1, la matriz de cambio de base de S’ de S, para revertir
estos cdlculos.

2%0‘1 I -1o
0 zo| =0 20
1 -3 1 -1 21

Como era de esperar,

DOl [0 =
——

DO+t =D

2
P = [[vi]g Vilg vilel = {(1)

Como era de esperar,

Pl volg = [
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0]To0 0
ollo|=10]=[vs.
1]]1 1

~1

2
2
3
2

1
2
r! [Vg]s/ = 0

2
Con esto se completa el cambio deseado de las coordenadas.

2.4 'Transformaciones Lineales

Definicién 2.20 Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K ; una
transformacion lineal de V en W es una funcion T : V — W que satisface dos condiciones:
(a)T(u+v)

(BT (Aw)

T(w) + T(v)
AT (v)

I

i

para cualesquiera vectores u,v € V y cualquier escalar A € K. Se dice también que T
es un operador lineal de V en W, o
que T es una funcion K-lineal de V en W,

Ejemplo 2.64 La funcion T : R® —s R? definida por T(z,y, =) = (2x,2y) es una trans-
formacion lineal.

Ejemplo 2.65 La integracion puede considerarse como un operador lineal S del espacio
C(R) (o0 ¢(a,b)) en R :

S(f)= / flx)dz + Ccon C =0

Ejemplo 2.66 Dados dos espacios vectoriales V y W, la funcion nula

(0] : V - W
z — Ox)=0

es una transformacion lineal, denominada la transformacion nula.
Ejemplo 2.67 De igual manera, la funcion idéntidad

IV : V -V

v Iy(u)=u
es también una transformacion lineal, y se le conoce como la idéntidad de V.
Ejemplo 2.68 Seaa € R un real fijo y el espacio de polinomios reales, entonces la funcion

T : Riz] —R
p(z) = pla)

es una transformacion lineal.

2.4.1 Nicleo e Imagen

Definicién 2.21 Sea T : V — W una transformacion lineal de V en W ;| se define el

micleo de T' como
NI ={veV|T(v)=0}
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Notese que N (T') es un subespacio de V. Por otro lado, se define la imagen de T
como
Im(T)y={weW |w=T(), para alginv eV}

Im(T) es un subespacio de W. Si A es un subespacio de V' y B es un subespacio de
W, entonces los conjuntos

T(A) ={T(a)|a € A}
TYB)={veV |T(v)e B}

son subespacios de W y V respectivamente.

Observacién 2.6 Obsérvese que N (T) = T~1(0), e Im(T) = T (V). La dimensidon del
espacio imagen Im(T') se conoce como el rango de la transformacion T, y la denotamos
por rank (T).

Ejemplo 2.69 Consideremos la funcion T' definida porT : P, — Ry, [z]
p(z)=ap+ a1z + - + @,z — ag + a1x? + - - + a2
T es una transformacion lineal con nicleo 0 y rank (T') =n + 1.

Ejemplo 2.70 En el espacio V de las c(a,b)sucesiones reales convergentes la funcion T
definida por
T{zn})={a~z,}, donde a= 'luglo {zn}
T

es una transformacion lineal cuyo nicleo es el espacio de las sucesiones constantes y
cuya imagen es el espacio de las sucesiones de ltmite 0.Ademds, la sucesion constante 1
es una base de N(T') y, por otro lado, las sucesiones

S1 Z{I,O,O,H.}
s2={0,1,0,...}
53={070’11"'}

son linealmente independientes, con lo cual Im(T') y V son espacios de dimension
infinita.

A continuacién presentamos y probamos uno de los teoremas bdsicos del dlgebra lineal.

Teorema 2.6 Sea V un espacio de dimension finitan > 1 yseaT : V — W una
tranformacidn lineal. Entonces

dim(V) =dim N (T) + dimIm(T)

El siguiente teorema muestra que una transformacién lineal queda completamente
determinada por su accién sobre los vectores de una base. En otras palabras, para definir
una transformacién lineal basta conocer las imdgenes de los vectores de una base.

Teorema 2.7 Sean V y W dos K-espacios, 3 una base de V y ¢ : 8 — W una funcion.
Entonces existe una unica transformacion lineal T : V — W que extiende a t, es decir,
T(v) = ¢(v), para cada v € 8.
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Ejemplo 2.71 Sea
J2x—-y+z2=0
‘Nl z+y+22=0

una recta en R2.5i P es un punto de R®, el simétrico de P respecto a la recta L es el
punto Pt € R3 tal que, el segmento PP/ interseca perpendicularmente a la recta £ en el
punto M (M es el, puntomedio de PP).Sea

T:R?—R3
la transformacidn lineal definida por

T (P) = Pr1 (Pt es simétrico de P respecto a L)
T (P) PsiPel

Ejemplo 2.72 (a)Hallar el nicleo y la imagen de T.
(b)Determinar una base para el micleo y una base para la imagen de T.

Solucién W
2 —y+=z=0---(1
(a) £ z+y+2:=0--(2)
Sumando (1) y (2) 3z +3:=0=z=~z. Luegoy=2z+2s=2z -z =2
Parametrizando : sea z =t, de donde y =t,z = —t

L:P=t(1,1-1),teR

P(x,y.z)

A(1,1,41}

Sea M € L, entonces existe un t € R tal que M = (¢,t, —t).Luego,
——
MP=P-M = (z,y,2) — (t,t,—t) = (z —t,y — t,5 + 1)
— — e
MP1lL=MP1LA=(1,-1)= MP-A=0
(z—-ty—t,t+2)-(L,1,-1)=0=2—-3t+y—=z=0=>
I Btty-s=0=pt=2FY"Z
ctt+y—z z+y—> x+y-—=
M= ) y
( 3 3 3
Como Mes punto medio PP se tiene %—’—j =M, de donde PP =2M - P

P = 2(””“’—: Ity—z —w+y_:)~(w,y,:)

. Luego,

3 ’ 3 ’ 3
P o_ —:v+2y——2:’2;c—~y—2:’——2x—2y—:
3 3 3
Sea
T:R*— R
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la transformacion lineal definida por

T(P) = P (P essimétrico de P respecto a £)
(——:z:+2y—2: 2z —y — 22 —2z—2y—:)

T(z,y,z)

i

3 ! 3 ’ 3
(b)E! niicleo de T estd formado por los puntos P = (z,y, =) € R? tales que

—z4+2—22 20 -y—2z —2x-2—=
Tz = (2R BB BN 0.00)

de donde

2c-y—-2:=0 ,

-z +2y—2:=0
~2r—-2y~=2=90

la Solucion es:[x = 0,y = 0,2 =0] .
Por tanto Nu(T) = {(z,¥, =) = (0,0,0)}.
La imagen de T est4d formado por los puntos

1
P g(—z+2y—2:,2z—y—2s,2z~y——2:);z,y,:eR

Pl

it

1 1 1
= (=1,2,-2) +y= (2, =1, =2) + 2= (=2, -2, -1
23 (-1,2,-2) 45 (2, ~1,=2) + 55 (-2, -2, -1)

Por tanto Im(7") == { P! = z% (~1,2,-2) + y% (2,-1,-2) + :% (-2,-2, —l)}

Im(T) = gen{(-1,2,-2),(2,-1,~-2),(~2,-2,-1)}.
Bimr ={(-1,2,-2),(2,-1,-2),(-2,-2, 1)} es Li

c1vy + cava + c3v3 =0

C1 ("11 27 "2) + C(2, —'1, —2) +c3 (_29 _21 —1)
(2¢ — 1 — 2¢3,2¢1 — ¢ — 2¢3,~2¢c — 2¢1 — ¢3)

2c—cy —2c3=0
2¢) —c—2e3=0 ,

(0,0,0,0)
(0,0,0,0)

—-2c—2¢c;1 —c3=10

la Solucién es: ¢y =0,¢0 =0,c3 =0

Ejemplo 2.73 Sea
T:R* —R3

la transformacion lineal definida por
T(z,y,z,wy={(x+z,z+y—z—2w,—25 —y + 2w)

(a)Encontar la matriz asociada de T
(b)Hallar la dimension de la imagen de T .

Solucion
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(a)La matriz asociada de T es
Ap = [ T(er) T(ea) T(es) T(eq) ]

T(e;) =(1,1,-2)
T(e2) = (Oa 1, —1)
T(es) = (1,-1,0)
T(es) = (0,-2,2)

1 0 1 0
Ap=|1 1 -1 -2
-2 -1 0 2

(b)Sea w =T (z,y,2) =(z + 2,z +y — 2 — 2w, -2z — y + 2w) € Im(T") entonces
w=z(1,1,-2)+y(0,1,-1)+ 2 (1,-1,0) + w (0, -2,2)
w =:I:(1,1,—2) + (y _2w) (0717_1) +:(l,—-1,0);z,y,: €R
1 0 1
Como|{ 1 1 -1
-2 -1 0
linealmente dependientes.
Luego, (1,1,—2) y (0,1, —1) son linealmente independientes.
Im(T) = ({(1,1,-2),(0,1,-1)}), de donde dimIm(T) = 2

= 0, entonces los vectores (1,1,-2),(0,1,-1),(1,~1,0) son

Ejemplo 2.74 Sea T : R® — R3una transformacién lineal dada por
Ty =0z +y+z +yy+2)

Determinar el valor de A para que el nicleo de T tenga dimensién 1 y para dicho valor
de A, hallar una base para la imagen de T'.

Solucién
T A1 z
T(z,y,2) = [ Y- A10 Y
z 011 =
A1l
Como |[A|={ A 1 0|=2A
o
Al T 0
nicleodeT:| A 1 0 y|=1]0
011 = 0

Si |A] = A # 0, entonces micleo de T = {(0,0,0)} = dim Nu(T) =

Si |A] = A =0, entonces niicleo de T se tiene :
0110 0110 .
0100| Fse—nF—F ~|0100 <=>{y+“
0110 0000

De:y+:2=0—z=

Nu(T) = {(z,0,0) : z € R} = {(1,0,0)}), de donde dim Nu(T) =1

Seaw =T (z,y,%) = (¥ + 2,4,y + z) € Im(T") entonces

w=y(1,1,1)+2(1,0,1);y,2€R

Im(T) = {(1,1,1),(1,0,1)}

Luego, (1,1,1) y (1,0,1) son linealmente independientes. Por tanto,

B = {(1,1,1),(1,0,1)} es una base para la imagen de T
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Operaciones con Transformaciones Lineales En esta leccién mostraremos que el
conjunto de todas las transformaciones lineales entre dos K-espacios V' 'y W es un K-
espacio. Veremos ademas que cuando V = W dicho conjunto es una K-dlgebra.

Denotemos por L(V,W) el conjunto de todas las transformaciones lineales del espacio
V en el espacio W.

Ly (V,W) adquiere estructura de espacio vectorial respecto de las siguientes opera-
cicnes:

Para 71, Th € L (V,11") y v € V se define la suma por

(T + Th)(v) = TI(’U) + TQ(U).

La accién de producto por un escalar sobre transformaciones viene dada
por

(r.T)(v) =rT{v)
donde r € Ky T € Lg(V,W). Nétese que el cero de Li (V,W) es la

transformacién nula y la opuesta de T € Ly (V, W) es la transformacién —T
definida por

(=T) () = =T (v).

Ly (V,W) se conoce también como el espacio de operadores lineales de V
en W.

Ademss de las dos operaciones definidas anteriormente, podemos considerar la com-
posicién de transformaciones lineales como una tercera operacion.

En efecto, sean 77 : V. — W vy S : Z — U dos transformaciones
lineales de tal manera que se cumpla la condicién habitual de compatibilidad:
Im(T) C Z. Entonces la funcién compuesta ST definida para cada v € V~

por
(ST)(v) =8(T (v))
es una transformacion lineal.
Las tres operaciones introducidas gozan de las siguientes propiedades algebraicas.

Sean T,T,T5,Ts transformaciones lineales compatibles para las opera-
ciones indicadas. Entonces

(1 Ty)T3 = Ti(TLT3)
T(T] +T2) =TT +TT,
(T1 + TZ)T =NT+TT
a.(1Ty) = (a.T)Th =Ti(aT3),a € K
IT=T=T1I,

donde [ es la transformacién idéntica respectiva.

De acuerdo a la discusién anterior, el espacio Ly (V, V') , de transformaciones lineales
de V en si mismo, vicne dotado de tres operaciones: suma de vectores, producto de
escalares por vectores y producto entre vectores. Resulta entonces que Ly (V) es un
algebra sobre el cuerpo K, en el sentido de la siguiente definicién.
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Definicion 2.22 Sea A un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se dice que A es un
dlgebra sobre K , o también que A es una K-dlgebra, si en A estd definido un producto
entre vectores que cumple las siguientes condiciones:

(nve)vs = v1(vous)
v(vy +v2) = VU + vy
(i +v)v = vvtvg
Anve) = (Av)uvy=n(Awn), ek
v = v=uvl,

donde v,v1,v2,u3 € A, a € K y 1 es el elemento neutro del producto de vectores.

En lo siguiente presentamos el concepto de isomorfismo para grupos y anillos; en esta
leccién mostraremos la importancia de esta nocién para el caso de los espacios vectoriales.

Definicién 2.23 Una transformacion lineal T : V — W es inyectiva si para cualesquiera
elementos u,v € V se cumple que:

T(u)=T@) = u=v
T se dice sobreyectiva si Im(T) = W.

Proposicién 2.13 Si T : V — W es una transformacion lineal, entonces las siguientes
condiciones son equivalentes:

1.T es inyectiva.

2N(T)=0.

3.5t vy, ... ,v, son vectores LI de V, entonces T (vy),... ,T (v,) son vectores L.I. de
Im(T).

4.8i B es una base de V', entonces T(8) es una base de Im(T).

En particular, si V y W son espacios de dimensién finita n > 1, entonces
T es inyectiva si y solo si 1" es sobreyectiva.

Definicion 2.24 Se dice que T es biyectiva si T es inyectiva y sobreyectiva. Dos I -
espacios V y W se dicen isomorfos si existe una transformacion lineal biyectiva T de V
en W. Esta relacion entre V. y W se denota por V= W.

Siendo T' biyectiva, existe la funcién inversa de T definida por

TV Wwov

T Y w) =v <= Tw)=w
donde w € Wy v € V. Es obvio que T ~! es también una tranformacion
lineal y cumple las siguientes condiciones:
T T ~! = J identica, T ~'T = I identica

Nétese que T ~! es la tnica transformacién de W en V que cumple estas
identidades, y se le conoce como la inversa de T'. Hemos visto entonces que una
transformacion lineal biyectiva tiene inversa, ésta es tinica y viene caracterizada
por las identidades anteriores.
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Notese que la relacion “ser isonorfo™ es una relacion de equivalencia en la
coleceion de todos los K-espacios. J2s también claro que In composicion de dos
isomorfismos es nuevamente un isomorfismo.Un isomorfisino 7" de un espacio
V en si mismo se denomina un automorfismo de V. La coleccion de todos
los automorfismos de un espacio V' se denota por Awl (V). Se tiene entonces
inmediatamente el siguiente resultado.

Si V' es un IK{-espacio, entonces Aut, (V) es un grupo respecto de la composiciéon de
transformaciones con elemento neutro Iy .
Una consecuencia inmediata de la Proposicion anterior es el siguiente corolario.

Corolario 2.8 Sea 1" : V — V wuna transformacion lineal de un espacio V de dimension
finita n > 1. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

1.T es inyectiva

2.N(T) =0

3. T es sobreyectiva

4.rank(T)=n

5.1 es un automorfismo.

2.4.2 Matrices y transformaciones lineales

En este capitulo, usted también aprenderd que todas las matrices determinan las transfor-
maciones lineales. Usted también aprenderd c¢émo representar transformaciones lineales
de matrices y estudiar la conexion entre diferentes matrices que representan la misma
transformacién lineal. Estas matrices se denominan matrices similares,

Usted aprenderd que las matrices similares estdn vinculados a través invertible de
cambio de base de matrices.

Las matrices de las transformaciones lineales

Sea V uu espacio n-dimensional y I es un espacio vectorial m-dimensional sobre los mismo
campo k. Entonces sabemos de tecorema de isomorfismo ¢ue en relacién con una base fija
de S de V, el espacio V es isomorfo a k£, y en relacion con una basc fija 7 de W, el IV
es isomorfo al espacio k"', In relacién con estos isomorfismos, por lo tanto, cada vector
z € V corresponde a un tinico vector de coordenadas [x],; € k", v cada vector T(x) € W
corresponde a un iinico vector de coordenadas [1'(x)]¢ . Fn esta seccion, vamos a utilizar
tales isomorfismos para representar a cada transformacion lineal 77 0 V. -—— W por una
transformacion de matriz [T]:::, c k" - k" de modo que U}:, [x]¢ = [T(x)]e. La matriz
[7]:, se llama la matriz de T en las bases de S y S, Diferentes bases S y el rendimiento
de diferentes matrices 5.

Decfinicién 2.25 La matriz de una transformacion lineal T k" — k" en la base S =
{vi,...,va} para k" y la base S para k"' es la
matriz

A= 195 = ([Tl - (T(va)ly]

cuyas columnas son los vectores de coordenadas [1'(v;)] g en la buse S de la imagen
T(vi) de la base de vectores vi € S.

Definicidn 2.26 Si 7" : k' — k'™ ¢s una transformacion lineal y si IV ¢s la base cstandar
para k" y E' la base estandard para k™. entonces la matriz

@5 = (T (el - [Tlen)]]
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es la matriz estandar de T

Teorema 2.9 ( teorema de representacion de la matriz). Si A es la matriz de una trans-
formacion lineal T : k™ — k™ en la bases S y S1, entonces [T'(x)] g = Alx]g.

Prueba. Sea S = {v1,...,v,}, y supongamos que x = a;vy + - +a, Vv, es cualquier
vector en k™. Entonces, el vector de coordenadas de z en la base S es

aq

[x]g =
Qp

Por lo tanto

Ty = [T(@vi+- +awvn)ly
= a[T(v))]y + -+ an [T(x0)] g
ay
= [[T(Vl)]b” T {T(VH)]S']

Alx]e. 1

Ejemplo 2.75 La transformacidon identidad como una matriz de cambio de base.

Sea I : k™ — k" es la transformacion identidad de un espacio vectorial V sobre un
campo k, and let S={vq,...,v} y §'={wi,...,w,} son dos bases k". Entonces por
definicion,

N5 =(v)lg - Hvalgl=[vilg - Valgl = P €K™
es la matriz de cambio de bases S a §', y

N8 = W)l - Ewa)lg] = [wilg - [Walg) = Q € k™"
es la matriz de cambio de bases S’ a S.
Ejemplo 2.76 La transformacion identidad como la matriz identidad
Ejemplo 2.77 .

Probar que la transformacién identidad 7 : k™ — k™ es representada por una matriz
identidad 7, provista de las bases S y S’ es la base estandar de F = {e;,...,e,} para k"
definida anteriormente.

Solucién. Por teorema de representacién de la matriz,

[I];I‘; = {(e)ly - (e}
Pero [I(e;)]}; = e; para todo 1 < i < n. Entonces
[I]; =ler - ey =L, € K™

Esto demuestra que la matriz de identidad representa la transformacion de la identidad,
siempre que la base estdndar que se elija, tanto para el dominio y el codominio de 1.

Ejemplo 2.78 Una matriz de una transformacion lineal
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Ejemplo 2.79 T :R? - R%

s={n=[1]=-[%])
s=fo=[3]=[2])

dos bases para R2.Encontrar la matriz [T]Z, representante a la transformacién lineal T :

R? — R? definida por
z {4z -2y
() -1 ]

Solucién. Calculando los valores de T en la base S.

oo = 1] = o[ 2]
0
1

T(vs) = [:3] ‘4“1] 2[ }

rols =[] v weale = -

Sea

2e1 + 3ey

I
—
(%)
il

If
i

—461 - 282

Por tanto

Esto significa que

a-mi=[3 )

Vamos a verificar que A [x] ¢ nos da los valores esperados mediante el cdlculo de A [vy]g

y Alvalg.

1

. 1
Six= [ , entonces

Por tanto

Six = [ _(1) ] , entonces

Por tanto ) B 0 4 0 ) 4 )
[ 28] [ 2] e

Por lo tanto, representa la transformacion lineal T' en las bases S y 5.

Es importante sefialar que en la especificacion de las bases S={vi,x3} y §'={ey, &2}
en el ejemplo anterior, se supone que las bases se ordenan . Esto significa que v; viene
antes de vy en S y e; antes de ez en §’. Si cambiamos el orden de los vectores en Sy T
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representan en las bases de S = {vg,v1} y ', por ejemplo, entonces
g1 -4 2
s _
[T]S’ - [ -2 3 :l .

Ejemplo 2.80 Una Matriz de una transformacion lineal T : R® — R?

SRS HEH)

la base para R® y
1 2
s={m=[a] =[]}

la base para R®. Encontrar la matriz [T]3, que representa la transformacion lineal

T :R3? — R? definida por
| 3z+2y—~42
T([ }) _[ x— 5y + 3= }

Solucién.Por definicién,

[T = [T (wi)lg [T (Wan)lg [T (wa)lg].

—

PO~

Calculando los vectores coordenadas [T (w1)]g , [T (wa1)] g » ¥[T (ws)le -
(1
{H
|1
[ 1
(Li)
L 0

1 )
3
T(wz) = T 0 =
(3] -

Luego ahora calculamos los vectores coordenadas [T (wy)]q , [T (wa1)lg, ¥ [T (wWa)]y .
+2b
e B e R H R A

T(Wl)

If

i
[ aa—
!
—
—_—

T(Wg)

I
—
Lo
| S—]

5 5 3a + 5b
l=a+2b .. ) . _
{ —1=3a45b , la solucidén es : {b=4,a = -7}
Por tanto [T(w1)]y = _Z
5 1 2] _{ a+2b
o[ 2] e [§ 2] 222
S=a-++2b . . _aap
{ 43045 , la solucién es : {a = —33,b =19}
-33
Por tanto [T(w3)]¢ = 19 |
, I3 1l (2] [ a+2
[T(w3)ly = [ P = auy +bug~a{3 b 5 J = [ 3a+5b}



la solucién es : {a = —13,b = 8}

3=a-+2b
=3a+ 5b ’

Por tanto [T(wy)]y = [ _13 J .
Esto significa que
e - , -7 =33 -13
T = T vl (7 vl vl = | Ty Th T |
Ejercicios Propuestos :Transformaciones lineales

1. Analizar si las siguientes transformaciones de V a W son lineales o no

(a) T:R3 - R? T(x,y,2) = (z.9)

() T:R* > R T(z,y) = (2%,9?)

() T:R*-> R2%, T(z,y,2) = (0,y)

() T-R"-R, T(z1,...,zn)=21+...+2n
() T:R—R", T()=(z,...,1)

(f) T: Py — Py, T(a0+a1:1:+a2x2) =a; + a2z
() T:C[0,1] - C[0,1], T(f(z))=f(z)+1

2. SiT:R? -» R?, ostd dada por T'(x,y) = (—z, —y); describir T geométricamente
3. Suponga que el vector v = (x,y) en el plano XY se rota un dngulo @ en sentido
antihorario, obteniéndose el vector v/ = (2/,y").

(a) Justificar que

' =zcosf —ysinh
Yy = zsinf 4 ycosf

La transformacién lineal 7' : R? — RZ2, definida por T (z,y) = (z',y') se
denomina transformacion de rotacién y la matriz

cosf) —sind
Ao‘(sin@ cos0)

se denomina matriz de rotacion (asociada a la transformacién T')

n .
(b) ;Qué sucede con el vector v = (—3,4) si se le rota un dngulo de S en sentido
antihorario?
4. Determinar la expresion del operador lineal T : R? — R?, sabiendo que, para todo
v = (z,y), el segmento de recta determinado por v y T (v) = (2',¥y') es horizontal

y tiene su punto medio en la recta y = z. ;Cudl es la imagen del eje ¥ por la
transformacién 177

5. Sea T : V — W una transformacién lineal. Responder con verdadero o falso

(a) Siv €V estal que T (v) = 0, entonces v = 0

(b} Si T (w) = T (u) + T (v), entonces w = u + v

(¢) Si v es combinacién lineal de uy,...,u,,, entonces T (v) es combinacién lineal
de T (uy),. ... T (wn)



6. Proporcionar un ejemplo de una transformacién lineal 7: V — W tal que

(a) SiB={v1,...,v,} es una base de V, entonces el conjunto {T (u1),...,T (tm)}
es LI

(b) SiB={v1,...,v,} es una base de V, entonces el conjunto {7 (u1),...,T (wn)}
es L.D

7. Sea T : R® — R3la transformacion lineal definida por:
T'(u) = Proyeccién ortogonal de u sobre v = (—2,1,3).

(a) Hallar una férmula para 7'

(b) Encontrar una base para el micleo de T y una base para la imagen de T
8. Considere Masxs, el espacio de matrices 3 x 3 y sea la aplicacion
T M M3x3 — M3 X3

definida por
T(A) = A+ A", donde A € M3,3

(a) Demuestre que T es una transformacién lineal.
(b) Halle el niicleo de T.

9. Sea M : z—y—= = O,un plano en R3.Si pes un punto de R3, el simétrico de p respecto
al plano M es cl punto pr € R3 tal que, el segmento pp interseca perpendicularmente
al plano M en el punto @ (@) es el,punto medio de pp).Sea

T:R*-——R?
la transformacioén lineal definida por

T(p) = p(p essimétrico de p respecto a M)
T(p) = psipeM

(a) Halle la matriz que representa a T.

(b) Determinar el nicleo de T'

2.5 Valores y Vectores Propio

En la seccion anterior vimos que cada transformacion lineal 7" de un espacio de dimensién
finita n > 1 se puede representar por medio de una matriz A de orden =, la cual permite
conocer propiedades de la transformacién 7', por ejemplo, es claro que T es invertible
si y solo si det(A) # 0. Si la matriz A tiene un aspecto sencillo es muy facil obtener
informacién de T a partir de ella. La forma mds simple que puede tener una matriz es la
forma diagonal. En este capitulo estudiaremos criterios para diagonalizar matrices.



2.5.1 Valores y Vectores Propio

Definicién 2.27 Sca T : V — V una transformacién de un K-espacio V , un escalar
a € K se dice que es un valor propio de la transformacion T si existe un vector no
nulo v € V. tal que T(v) = A.v. En tal caso se dice que v es un vector propio de T
perteneciente al valor propio a. Ndtese que un vector propio solo puede ser asociado a un
solo valor propio.

Ljemplo 2.81 Para la transformacion lineal T : R? — R? definida por T'(z,y) = (2z,3y),
X = 2 es un valor propio con vector propio (6,0); A = 3 es también un valor propio de T
con vector propio (0, -2).

Definicién 2.28 Sea T': V — V una transformacion lineal y a € K , el conjunto
Ex={veV |T() =2\ v}

es un subespacio de V' ; nétese que Ey # 0 si y solo si Ey es un valor propio de T', en
tal caso Iy se denomina el espacio propio de T correspondiente al valor propio A.

Ejemplo 2.82 Sea D el operador derivacion definido sobre el espacio de funciones reales
cuyas derivadas de cualquier orden existen, y sea A € R, entonces E(A) = {ce*” |c € R}.

Ejemplo 2.83 Ezisten transformaciones lineales sin valores propios, es decir, E(A) = 0
, para cada A € K. En cfecto, la transformacion T : R? — R? definida por

T(z,y) = (y, ~x)
no tiene valores propios.

Proposicion 2.14 Sea T : V — V una transformacién lineal de un espacio V. Sean
ay, ... ,ap valores propios diferentes con vectores propios vy, ... , v, respectivamente. En-
tonces vy, ..., v, son I . En particular, si V es de dimension finita n > 1, entonces T'
tiene a lo sumo n wvalores propios diferentes. Si T tiene eractamente n valores propios
diferentes, entonces {vy, ... ,vp} es una base de V.

Demostracién.Ejercicio.
El reciproco de la proposicion anterior no es siempre cierto, por ejemplo, si
T = Iy, cualquier base de V pertenece a 1, que es el inico valor propio de Iy.

Ejemplo 2.84 Sea K[z] el conjunto de polinomios con coeficientes en el cuerpo I, y sea
T :V — V una transformacion lineal. Entonces para cada polinomio p(z) € K{z] se tiene
que p(T) es una transformacion lineal de V en V, ademds si a € K es un valor propio de
T con vector propio v, entonces p(A) es un valor propio de p(T’) con vector propio v. En
tal caso, IL(A) € N(p(1)) st a es raiz de p(x), y E(\) C Im(p(T)) si A no es raiz de p(zx).

2.5.2 Polinomio Caracteristico

En la secién anterior definimos la teorfa de determinantes para matrices con entradas
en un cuerpo, sin embargo la invertibilidad de los elementos del cuerpo no fue usada en
la construccion. Esto indica que se puede desarrollar la teoria de determinantes para
matrices con entradas en un anillo conmutativo, por ejemplo, con entradas polinémicas.
Esta observacion nos permite definir un invariante muy importante de una transformacién
lineal de un espacio de dimension finita: su polinomio caracteristico. Comencemos por
definir el polinomio caracteristico de una matriz cuadrada.
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Sea A = [a;;] una matriz cuadrada de orden n > 1 sobre un cuerpo K. Se
define el polinomio caracteristico de A por

app—A  aip - ayy
asy  agp— A o as
pa(A) = det(A ~ AI) = det !
Qn1 Q2 vt G A

Nétese que efectivamente py(z) € K[z]. Se puede probar facilmente que
para p4(z) se tienen las siguientes propiedades:

a) pa(x) es un polinomio de grado n.

b) Siendo pa(z) = po + p1x + - - - 4 P12 + p, 2™, entonces se tiene que
po = (_1)“ det(A)v Pn-1 = ‘(all + et an.u) Y Pn= 1.

¢) Matrices similares tienen el mismo polinomio caracteristico. El reciproco
de esta afirmacion no es siempre cierto, como lo ilustran las matrices

11 10
ot |Ylo 1]

d) Sea T': V — V una transformacién lineal de un espacio V' de dimen-
sién finita n > 1. Entonces se define el polinimo caracteristico de T como el
polinomio caracteristico de la matriz de T en cualquier base, y se denota por
pr(z). En otras palabras, el polinomio caracteristico de 7" es un invariante de
T que no depende de la base elegida en V, y se tiene que py(z) = pa(x) , donde
A =mx(T) y X es cualquier base de V.

El polinomio caracteristico es un instrumento para determinar los valores
propios de una transformacién lineal.

Sea T : V — V una transformacién lineal de un espacio V de dimensién finita n > 1
y sea a € K. Entonces, a es un valor propio de T si y solo si a es raiz del polinomio
caracteristico de T, es decir, pr{a) = 0.

Insistimos en que este resultado es valido para valores a € K. Podria ocurrir que las
raices del polinomio caracterfstico no pertenecieran al cuerpo I{, por ejemplo, en el caso
en que K sea el cuerpo de mimeros reales y todas las raices de py(z) fueran complejas |
entonces no tendriamos valores propios.

Un cuerpo K se dice algebraicamente cerrado si todas las raices de todos sus polinomios
pertenecen a I, por ¢jemplo, ¢l cuerpo C de nimeros complejos cs algebraicamente cer-
rado, en cambio, el cuerpo R de nimeros reales no lo es.

Corolario 2.10 Sea K un cuerpo algebraicamente cerrado y sea T : V — V una trans-
formacion lineal del K-espacio V de dimensidn finita n > 1. Entonces. T tiene n valores
propios (no necesariamente diferentes) correspondientes a las n raices de su polinomio
caracteristico.

Sea A una matriz cuadrada de orden n > 1, un clemento A € K se dice que es un
ralor propio de A si existe una matriz colunma no nula v = (ug.... ,u,)" € K™ tal que
Au = A . La teoria de valores y vectores propios para matrices estd relacionada de
manera obvia con la correspondiente teoria para transforiaciones lineales.



Corolario 2.11 Sea T :V — V una transformacion lincal de un K -espacio V de dimen-
sién finitan > 1. Sca 8 = {vy,...,v,} una base de V., A =mg(T) y A € K. Entonces,
A es un valor propio de T si y solo si A es un valor propio de A. Mas exactamente,
U=up .Uy A4 Uy, Uy, €8 un vector propio de T perteneciente al valor propio a si y solo
siw=(ug, ..., )" es un vector propio de A perteneciente al valor propio .

2.5.3 Matrices Diagonalizables

Sea A = [aj;] una matriz de orden n > 1. Se dice que A es una matriz
diagonal si a;; = 0 parai # j. SeaT :V — V una transformacién lineal
de un espacio V de dimensién finita n > 1. Se dice que T es diagonalizable
si existe una base 8 en V' tal que es una matriz diagonal. Una matriz A de
orden n > 1 se dice que es diagonalizable si A es similar a una matriz diagonal.
Teniendo en cuenta que matrices que representen la misma transformacion
lineal son similares, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 2.15 Sea T': V — V' una transformacion lineal de un espacio V de dimen-
sion finita n > 1 y sea B una base cualquiera de V. Entonces, T es diagonalizable si y
solo si mx(T) es diagonalizable.

En términos de vectores propios se tiene el siguiente criterio obvio de diag-
onalizacién.

Teorema 2.12 SeaT : V — V una transformacion lineal de un espacio V de dimension
finitan > 1. T es diagonalizable si y solo si V tiene una base constituida por vectores
propios.

Segtn la proposicién y el corolario se tiene el siguiente corolario.

Corolario 2.13 Seca A una matriz cuadrada de orden n > 1. Entonces,
a) A es diagonalizable si y solo si A tiene n vectores propios L I.
b) St A tiene n valores propios diferentes, entonces A es diagonalizable.

El reciproco de la parte b) del corolario anterior no siempre se cumple: la
matriz idéntica F es diagonal, sin embargo sus n valores propios coinciden y
son iguales a 1.

Proposicién 2.16 Sea I" : V — V una transformacion lineal de un espacio V de
dimension finita n. > 1. Sean Ay, ..., A, los valores propios diferentes para T, 1 <
r<n, y E(A\),...,E()\) lossubespacios propios correspondientes. Entonces, la suma
E(X\) + -+ E()\) es directa. En consecuencia,

dim(E(A) @ - @ E(\)) = dm(E(A) ) + -+ + dm(E(N) ).

Podemos probar ahora un criterio de diagonalizacién en términos del poli-
nomio caracteristico y de los espacios propios.

Teorema 2.14 Sea T : V — V  una transformacion lineal de un espacio V de dimen-
sion finita n > 1. Sean Ay, ..., ), los valores propios diferentes para T, 1 < r < n,
y E(A\1), ..., E(X) los subespacios propios correspondientes. Entonces, las siguientes
condiciones son equivalentes:

a) T es diagonalizable.

b) El polinomio caracteristico de T es de la forma

pr(e) = (2~ M) o= A,
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donde d; = dim(E(N;)), 1 <¢ <.
¢) dim(V) = dim(E(X\)) + - - - + dim(F(A,)).
d)V=EN)& - &E(\)

Ejemplo 2.85 Encontrar los valores y vectores propios de la matriz

1 2 -1
1 0 1
4 -4 5

1-x 2 -1
det (A — AI) = det 1 -A 1
4 -4 5-2)
-2 1 : 1 1 1 =A
Y=(1-2A) ct[_4 5_/\]«2det{4 t,)»)\]—det[4 _4}
(A =1 =X (A =5A+4) —2((5 - A) —4) — (=4 +4})
p(/\)—(1~ A) (A2 —BA44) —2 1—A)+4(1_A)
) A (
)
)=

A=

Solucién

p(X

)
p(A) = (1 - A2—5/\+4g+2 1-X)
p(A) = (1 —A) (A2 —5) + 6)

A =-(A-1)(A=2)(A=3)

Por lo tanto los valores propios de A son A=1,A=2,A=3

Para determinar un vector propio v = (z,y, =) asociado con A = 1, formamos el sistema

(A-=Xv =

0 2 -1 € 0

1 -1 1 Y 0

4 —4 4 = 0
0 2 -1 0 1 0
1 -1 1 0 e F, ~ |0 —~1 0| Fy¢— F3—4F; ~
4 -4 4 0 4 -4 4 0

1 0

-l z—y+:=0=zx=y—z=y-—-2y=—1
0 2 -10 <::>{ Y ~_21—~~0_:y¢-:2Jz =Y
00 0 0 y=== "=

Los vectores propios buscados son v = (z,y, 2) = (~9,¥,2y), y € R.
Anélogamente, los vectores propios v = (z,¥, z) correspondientes a A = 2 se obtienen
a partir de

(A=X)v=0
-1 2 -1 T 0
1 -2 1 yl=10
4 —4 3 2 0
-1 2 -10 1 -2 1 90
1 =2 1 0| FRe—mF | -1 2 -1 0 52:?:41;1
4 -4 3 0 4 -4 3 0 4 4 !

1 -2 1 0
00 0 0 <=>{m‘2y+4::?i:5mw%y__4fy_72y
0 4 -10 yoamlem s sy

Los vectores buscados son w = (z,y, ) = (—2y,y.4y) =y (-2,1,4),y € R.
Los vectores propios v = (z,y, =) correspondientes a A = 3 se obtienen a partir de

(A= A)v =0
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ES T~

-2 2 -10] 1 =31 0]
1 -3 1 o "= 2 2 o o | b
0 Iye—1'y—41y

4 -4 2 0 4 -4 2
1 -3 1 0 1 =310
0 —4 1 o =B 401 9
0 8 -2 0 0 0 00

z-3y+:=0=a=3y—4y= -y
<:_>{ —dy+2=0= =4y
Los vectores propios buscados son w = (z,y,2) = (~y,y,4y) =y (-1,1,4), y € R.

Ejemplo 2.86 Sea T : R® — R3una transformacion lineal con matriz asociada A tal
que
[A=A{=X-222 -1 +2

(a)Hallar los valores propios A1, Ay, Az de A.

(b)Sean (1,0,1),(1,2,1),(—1,2,0) vectores propios correspondientes a A1, Az, A3 re-
spectivamente con A < Ay < Ag.Caleular T'(1,0,1),7(1,2,1) y T(-1,2,0).

(c)Hallar T(z,y, =), para todo (z,y,7) € R3.

Solucién
(a)Sea p(A) = |A = A=A =222 A 4+2=A -1 (A -2) (A +1)
pA)=A~1)(A-2)(A+1) =0= A = —1,A3 = 1, A3 = 2 son los valores propios
de A.
(b)Los vectores propios T (v) = Av
T(v)=T(1,0,1)=-1(1,0,1) = (-1,0,-1)
T(v)=T(1,2,1)=1(1,2,1) = (1,2,1)
T(v3) =T (~1,2,0) = 2(~1,2,0) = (~2,4,0)
(c)Sea (z,y,2) = a(1,0,1) + 8(1,2,1) + 7(_1’270)
rT=a+B-y
{ y =206+ 2v :>a:2:~%y—z,[i:m-{»%y—:,y::—z
s=a+p
Luego,

T(z,y,2) = oT(1,0,1)+BT(1,2,1) +~T(-1,2,0)
T(z,y,2) = a(-1,0,-1)+8(1,2,1)+~v(~2,4,0)
T(:E,y,:) = (,B—a—2'y,2B+4'y,,8—a)

Por tanto,
T(x,y,> =4z +y—52,y — 22 + 22,2z +y — 32)

Ejercicios Propuestos:Valores propios y vectores propios

1. Hallar el polinomio caracteristico, los valores propios y vectores propios de cada
matriz :
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0 01 0 00 211
(a}] 0 1 2 (b) 010 (c) 2 3 2
10 01 1 01 3 3 4
[« 0 0 0 a b 0
0 a 00 0 a c 0O
@ o0 a0 @10 0 ao|i#0
00 0 a 00 0 a

2. Suponga que la matriz A tiene valores propios Ay, Ag, Az, -, Ai.

(a) Demostrar que los valores propios de A" son Ay, Az, Az, , A
(b) Demostrar que los valores propios de aA son )y, ahg, ads, -+, Ag.
(c) Demostrar que A~ lexiste si y s6lo si Ay, Ay, Az, -+, Ay # 0.
(d) Si A~ lexiste, demostrar que los valores propios de 47! son )\i‘l, )\5'1, /\_.;'1, e
~1
AL
(e) Demostrar que la matriz A — af tiene valores propios Ay — @, Ay — @, Az —
Qo A — Q.
(f) Demostrar que si A es una matriz diagonal, entonces los valores propios de A
son las componentes de la diagonal principal.
3. 8i Ay B son matrices semejantes de orden n x n.Demostrar que A y B tienen los
mismos valores propios.
Nota. Dos matrices A y B de orden n X n, son semejantes si existe una matriz

invertible C de orden n x n tal que

B=C"AC.

4. Determinar si las siguientes matrices son diagonalizables. En caso afirmativo encon-
trar una matriz que diagonalice:

S
1 3 3 001 -2
000 2

5. Determinar los valores y vectores propios del operador derivacién sobre el espacio
n-polinomios. ; Es este operador diagonalizable ?

6. Sean A y B matrices cuadradas de ordenn > 1y m > 1, respectivamente. Demostra
que el polinomio caracteristico de la matriz

5 5]
es pa(z)pi(z).

7. Sea A una matriz de orden n > 1y p(z) un polinomio cualquiera. Demostrar que si
A es diagonalizable, entonces p(A) es diagonalizable.

8. Sea A = [a;;] una matriz de orden n > 1 tal que 37 ; aij = 1 para cada 1 <i < n.
Demostrar que 1 es un valor propio de A.



Funciones vectoriales de variables
real

2.6 Introduccién

Este capitulo estd compuesto por cuatro secciones, en la primera introducimos el concepto
de bola abierta y a partir de él llegamos a los conceptos bdsicos de la topologia en R™ como
son: punto interior, conjunto abierto, punto adherente, punto de acumulacién,conjunto
cerrado, frontera de un conjunto y conjunto acotado.

En la segunda seccién introducimos la nocién de curva en R", y los conceptos de
continuidad, derivabilidad e integracion de funciones vectoriales. Presentamos los teoremas
fundamentales del cdlculo para funciones vectoriales e introducimos los conceptos de vector
tangente y vector normal. Finalmente introducimos el concepto de plano osculador.

En la tercera seccion introducimos el concepto de longitud de arco, funcién longitud
de arco y curvatura de una curva.

La cuarta seccién estd dedicada a presentar un ejemplo de las ideas anteriores a la
teorfa newtoniana de la gravitacién: A partir de las leyes de Newton mostramos cémo se
deducen las leyes de Kepler.

Cada seccién tienc un grupo de problemas que el estudiante debe resolver, Adicional-
mente hemos incluido en cada seccién

2.7 Topologia en R"

Uno de los conceptos que podemos iniciar es la definicién de bola abierta. Concretamente
tenemos:

Definicién 2.29 El conjunto
B(Q.r)={PeR", |P=Q| <r}
se llama la bola abierta de centro Q) y radio .
Con la ayuda de la definicién anterior introducimos los siguientes conceptos:

Definicién 2.30 1. Punto intertor: Sea S un subconjunto de R, Un vector P € S se
dice un punto interior a S si existe una B(P,r) tal que B(P,7) C S.

El conjunto de puntos interiores es denotado por S°. Es claro que S° C S.

Por ejemplo, todos los puntos de la bola B(P,r) son puntos interiores de ella.

2. Congunto abierto: Un conjunto S C R™ se llama un conjunto abierto de R" si
todos sus puntos son puntos interiores. Esto es § = S°.

Por ejemplo, la bola B(Q),r) es un subconjunto abierto de R", todo el espacio R™ es
un conjunto abierto de R", as? mismo, el conjunto ® es un conjunto abierto de R™.
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Es importantc observar que estamos diciendo que un conjunto es abierto de otro. Esto
quiere decir que un conjunto A puede ser un abierto de () mds no un abierto de P. Por
ejemplo: el intervalo (0,1) es un abierto de R mds no es un abierto de R", n > 2.

8. Punto adherente: Decimos que P € R" es un punto adherente de un subconjunto
S de R" si para todo € > 0, B(P,e)NS # ©.

El conjunto de puntos adherentes de S lo denotamos con 5.

Es claro, de la definicion de punto adherente, que S C 5. Por ejemplo, el conjunto
{Z e R, ||Z — X|| < r} estd formado por puntos adherentes de B(Q,r).

Dentro del conjunto de puntos adherentes estin los puntos de acumulacion.

4. Puntos de acumulacion: Decimos que P € " es un punto de acumulacién de
un subconjunto S de R™ si para todo € > 0, B(P, ) posee infinitos puntos de S.

Los puntos de acumulacion de S son denotados con S'. Es claro que §' ¢ S.

Por ejemplo, el conjunto ;%,n =1, 2} C R tiene como dnico punto de acumulacion
al punto 0.

5. Conjuntos Cerrados: Un conjunto S de R" se dice cerrado en R™ 51 S =S,

El ejemplo mds cldsico de conjunto cerrado es

B(Q,r) = {PeR"[|Q— P <r}.

Debemos advertir que los conceptos cerrado y abierto no son contrarios. Un conjunto
puede ser al mismo tiempo abierto y cerrado, por ejemplo R™ y © son conjuntos abiertos
y cerrados, o también, no ser ni abierto ni cerrado, por cjemplo el conjunto de nimeros
racionales Q no es ni abierto ni cerrado de R.

Nota: Cuando una coleccion T de subconjuntos de R contiene al mismo R", ol
conjunto ® y satisface que la unidn arbitraria y la interescion finita de elementos
de 7 es un elemento de T, decimos que dicha coleccion es una topologia. Por ejemplo,
la familia de conjuntos abiertos de R es una topologia de él.

6. Punto frontera: Sea S un subconjunto de R". Decimos que Z € R" es un punto
frontera de S si toda bola abierta B(Z,€) contiene puntos de S y puntos de S*.

El conjunto de todos los puntos frontera de S lo denotarmnos como 9S. Es claro que
38 =5 (R" = 8). Por lo tanto S es cerrado de R™.

Por ejemplo,

9B(Q,r) ={P e R, |P - Q|| =}

7. Conjunto acotado: Un subconjunto S de R se dice acotado si eviste B (©,7)
tal que S C B(O,r).

Los subconjuntos de R" que son cerrados y acotados se Haman compactos. Estos tienen
la propiedad que todo subconjunto infinito de ellos pose¢ un punto de acumulacion en él.
La prueba de esta importante propiedad se sale de los propdésitos de este curso. Ella se
basa en un célebre resultado conocido como el Teorema de Heine.Borel que afirma:

Definiciéon 2.31 SiC es una coleccion de conjuntos abiertos R™ tal gue su unidn contiene
a un subconjunto C de R" que es cerrado y acotado, entonses existe una subcoleccion finita
de C cuya union también contiene a A.

Para su prueba referimos al lector a cualquier texto de Andlisis Matematico.

La definicién de limite para funciones de varias variables es similar a aquélla para
funciones de una variable, pero con la salvedad de que los entornos tomados alrededor
del punto donde queremos encontrar el limite serdn ahora discos o bolas, de acuerdo a la
dimension del espacio de las variables.

Mientras que en funciones de una variable hay sdlo dos maneras de acercarnos a un
punto del dominio —por derecha y por izquicrda --, en funciones de varias variables hay
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infinitos caminos para acercarse a un punto del plano de las variables. Para que exista un
limite, el mismo debe ser igual para todos los posibles acercamientos.

Igual que en funciones de una variable, para que una funcién de varias variables sea
continua en un punto debe estar definida en el mismo, debe tener limite en él y el valor de
la funcion debe ser igual al del limite. Si una funcién es combinacién de otras continuas,
serd también contimia excepto en aquellos puntos donde no esté definida.

Ejemplo 2.87 Conjuntos abiertos. Mostrar que el siguiente conjunto del plano es abierto:
Q={(z,y)| -1<z<l,-1<y<1}

Solucién.En el plano, un conjunto es abierto cuando dado un elemento (z; y) perteneciente
al conjunto es posible trazar un disco alrededor de dicho punto tal que todos los elementos
del disco pertenecen al conjunto.

En el caso de nuestro problema, tenemos que cualquier punto (zp; yo) perteneciente
al conjunto estard a una cierta distancia de cada uno de los cuatro bordes, no pudiendo
estar exactamente sobre los mismos dado que las desigualdades son estrictas.

En esas condiciones, para seleccionar un § tal que todos los puntos en un disco de radio
6 pertenezcan al conjunto, basta tomar:

§ < min{(zo+1),(1 — zo), (yo + 1), (1 ~ yo)}

Esto es, ¢ debe ser menor que la menor distancia del punto a los bordes. De esa
manera, tendremos que para cualquier punto (z; y) del disco se verificars:

r>rg=>r—-19<oi<l-zyg=>z<l
T<zo=>r9-r<o<ro+1l=2>-1
>Y>yY—Yw<oi<l-y=>y<l
y<yo=>Y—-y<oi<yw+l=y>-1

Esto es, cualquier punto dentro del disco cumpliran las cuatro condiciones requeridas para
que pertenezca al conjunto 2. Por ende, el conjunto es abierto.

2.8 Funcién vectorial de variable real

Definicién 2.32 Una aplicacion F : I C R — R", donde I es un subconjunto de R se
llama wna funcion vectorial. Puesto que para cada t € I, F(t) € R", entonces

F(t) = (fl(t)va(t)v -~~1fnv(t))

donde las funciones coordenadas o componentes de F son

fi: ICR— R
z — fr(t). =121

es la k—ésima componente o coordenada del vector F(t).
n
Ast, para todo t € D(F) = ﬂ D(fi)
k=1
Las funciones f;, : I ¢ R — R, k= 1,2,..n son las funciones componentes de F. Es

por ello que todas las propiedades de F', como veremos, reposan en las propiedades de las
funciones componentes.

Ejemplo 2.88 1. F(1) = P+1tA, t € R, P y A vectores fijos de R" es una funcién
vectorial que representa una recta en R™.
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2. F(t) = (cost,sent), t € R es una funcion vectorial que representa una circunfer-
encia de centro cero y radio uno en R2.
3. F(t) = (t, %), t € R es una funcion vectorial que representa una pardbola

La imagen F'(I) es un subconjunto de R" y determina una curva en él. Es claro
que una curva en R" puede estdr determinada por diferentes funciones vectoriales, por
cjemplo: « (t) = (t,tz) , >0y B(@) = (tz,t“), definen la misma curva en R?. No
obstante, auncue es un abuso, para simplificar la escritura, identificaremos la curva con
la funcidén que la define.

Operacidnes algebraicas con funciones vectoriales:

Definicién 2.33 Si F' y G son funciones vectoriales con rangos en R" y dominios D (F)
yD(G) en R, entonces F+ G, F.G y F x G son funciones con dominio D(F) N D(G) y
reglas de correspondencias :

1. (F+£G)(t)=F() £ G()

2. (F.G)(t) = F(t).G(t)

3. (F x G)(t) = F(¢t) x G(t) (definidas solamente sin = 3).

Si F' es una funcion vectorial y ¢ : D(¢p) C R — R es una funcion real de variable
real, entonces la funcion ¢.F estd definida como sigue :

(FF)(t) = B (), Dy =D () N D (F).

Ademds, si la funcion vectorial F : D(F) C R — R" y la funcion escalar ¢ : D (¢p) C
R — R tales que R(¢)ND(F) # 0, donde

Doy = {t € D($) : 4 (t) € D(F)}

y regla de correspondencia
(Fog)(t) =F(d(t),

se denomina composicion de las funciones ¢ y I' en ese orden.

2.9 Limite de funciones vectoriales

En esta seccién extenderemos el concepto de limite de una funcién real de una variable
real a las funciones vectoriales de una variable real Las funciones F' que se consideran en
esta seccion tienen dominio D (F) C R y rango ran(F) C R™.

Cualquier lfmite debe definirse en puntos de acumulacién del dominio de una funcion.

Un punto de acumulacion to de D (F) es un punto de R" (que puede pertenecer o
no a D (F)) que tiene la propiedad de que tan cerca como se quiera de él, deben existir
puntos t (# &) de D (F).

En cada uno de los limites siguientes, serd un punto de acumulacién de los dominios
correspondientes.

La siguiente definicién es la formalizacion del hecho intuitivo: el limite de F en tg es L,
sl como sea que se tome t € D(F) "muy cerca” de ty, entonces F (¢} estard "muy cerca”
de L.

Definicién 2.34 Sea F: D(F) C R — R"una funcién vectorial y seaty € D (I7). Entonces
se dice que elvector L = (11,13, 13, -+ ,1,) es el limite de la funcién F en ty y escribimos
si dado € > 0, existe un nimero 6 > 0 tal que siempre que ty esté en el dominio de F y

O<ft—tol<é

entonces
lF () - L| <e.
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Al aplicar la definicion para demostrar que ,lirfl F(ty = L, debemos demostrar que:
—

Dadoe>0,30>0:teD(F) AO<|t—tg| <d=||f(t) - L} <e.

Lo que se requicre es mostrar cémo se elegird 6 > 0 para un € > 0 dado cualquicra. Es
decir, debemos dar una regla

para la seleccién de § > 0 en términos de £ > 0.

La desigualdad 0 < |t —tp| en la definicién implica que t # tg. Nosotros excluimos
t = 1o para ser capaces de considerar el limite de F en #y cuando no estd definido F (to)-

En esta seccién, siempre que hablemos del limite de una funcién F en tg, supondremos
que ?p es un punto de acumulacién del dominio de F. Si £p no es un punto de acumulacién
del dominio de F, entonces el limite de f en ¢p no es inico.

Observacién.

Asi pues, decimos que ,ligt F(t) = L si para cada vecindad B(L;€) de L hay una

vecindad B’ (tg;6) = B (t0;68) \ {to} de to tal que F (to) € B(L;€); siempre que ¢t €

D(F)yn B’ (1p;9) .

Teorcma 2.15 Sea F' = (fi, fa,..., fu) : D(F) C R — R" una funcién vectorial ,y to es

un punto de acumulacion de D (F). Entonces Ilir? F(t)=L = (lh,ls,13, - ,1,,) € R" st
i—io

y sdlo si ’lixp £ (@) =l ,para k =1,2,..n,
[~y

Demostracién.
Si ’lintx F(t) =L = (ly,l3,13, - ,1,) entonces para cualquier £ > 0, existe un nimero
Slo

é > 0 tal que siempre que t esté en el dominio de F' y
0< It - t0| <4

entonces

F(t) _L” = ”(fl (t) ‘“llyf2 (t) _127"' yf’ll-(t) —ln)“ <eEe.

Como: |fic (&) -l < IF (&) — L, paxa k = 1,2, ..
De donde,|fx (t) — Ix] < &,para k = 1,2, ...n, siempre que t esté en el dominio de fj.
Esto muestra que ,m? F(t) = L implica ,lirrl1 fe () =, para k =1,2,..n.
) [—+ Lo

Recfprocamente, si Ilinp fi(t) =1, ,para k = 1,2,...n, entonces para cualquier € > 0,
o

existe un nimero §; > 0 tal que siempre que t esté en el dominio de fi. y
NE () = LI = (A (@) =, f2 (&) =y, fu () = Lo)]] <&

0<|t—to] <y
. €
se tiene |fy (¢) — x| < —=,para k = 1,2,..n.
n

Tomando § = min {§; : k = 1,2, ..n} tenemos, si 0 < |t ~ ty| < 8, siempre que t esté
en el dominio de F :

I n 2
£ (t) - L = [ (f.(t)_z,)‘Z] < [ £ }< ,

k=1

es decir, que ’]iI{l F(t)=L.
[—lo
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El teorema anterior nos dice que si existe el limite:
lim F' () = (lim fi®), hm fo (8), -+, lim f, (t)) .
1l 1l t— 1y AN

El limite de una funcién vectorial F puede, por tanto, calcularse con los limites de
funciones reales componentes fy ,para k = 1,2, ...n.Por ejemplo,

Il

(lin}r sent, lim tant, lim t)

=% b t—3

Viom
(723)

Usando el teorema anterior, podemos probar facilmente el siguiente teorema.

lim (sent, tant,t)
L—»%

Teorema 2.16 Si F' y G son funciones vectoriales de una variable real tales que

111151 F()y=Ly lﬁI}’l Gt)y=M

[~ {g (—lg

y to es un punto de acumulacion de D (F)N D (G) ,entonces

1.[111? [Ft)+G@)] = ’Iir? F(t)+. ’lintl Gt)=L+ M,
{— Lo L—lo Saad ]

2,[Iir{1 [F)-G@) = Llinfl F1) 'IliII’l Git)=L-M,y
1o Sito .

3.Llir¥1 [F@)xG(t)= Ilinla F(t) x Ilirp G (t) = L x M (solamente para R3).
] Sadili] L—lo

Demostracién.
Probaremos (1).Las pruebas de las otras propiedades son andlogas. Si F = (f1, fa, ..., f0)

y G= (91792) ceey gnr)y

lim (FO+GO] = Jim (i +00) (8, (2 +02) (€)oo 00) (1)

Il

<1im fit)+ limg(t), lim fo (£) + lim g2 (¢),---, lim £, (t) + lim g, (t))
t—io {—lo {—to t—lg L—ig L—lo

il

(3 £ 0. fim 120, Jim (t)) +(Jm a0, im0, im0
g 1y 11y 1—lg L—lo I—to

lim [F(t) +G®#)] = lim F()+ lim G(1). '

L—lg L—lo {—lg

Teorema 2.17 Si F es una funcion vectorial y ¢ es una funcion real de variable real y

[lir? Fit)=Ly Ilinll p(t)y=r
-5ty T
y tg es un punto de acumulacién de Dy entonces

lim ¢F (t) = lim ¢ (¢) lim G (t) =rL
t—tg L—lg

t—ig

Demostracién.
Si F' = (f1, fa, ..., fu),entonces
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lim pF (t)

t—to

Jim [F () + G (1)

I

i

( Jim (#f1) (1), lim (¢£2) (2), -, limt (fn) (t))
(}jg}) ¢ () ln fi (£), lim ¢ (¢) lim fo(2), -, lim ¢ (2) lim f,, (t)>

lim ¢ (t) (lim fi(®), im fo(t), -, lim f, (t))
ilg 5t i—to i—fp

lim ¢ (t) im G(¢).

t-=1g t—ig



2.10 Continuidad de funciones vectoriales

Definicién 2.35 Sea F': D(F) C R — R una funcidn vectorial. Decimos que I es
continua en ty de D (F), si

[HIILl F(t) = F(to).

[—+ Lo

Es equivalente a decir: dado € > 0, existe un nimero 6 > 0 tal que siempre que t €
D(F)y
It —to| <8

entonces
WF (@) — F o)l <e.

Si to no es un punto de acumulacién de D (F'), entonces F es continua en tp,pues en
este caso hay un § > 0 tal que #g es el tinico punto de D (F) Nt — J,tp + [, ¥ entonces,
para cualquier € > 0 se tiene |F (t) — F (t)|| < ¢

siempre que tg € D (F)Ntg — 6,6 + 6]

Si tp es un punto de acumulacién de D (F), entonces la definicion es equivalente a :

F es continua en el punto &y de D(F), si

lim F (t) = F (to) .
t—lg
El siguiente teorema es inmecdiato.

Teorema 2.18 Sea F = (f1, fo, ..., fn) : D(F) ¢ R — R" wna funcion vectorial En-
tonces F es continua en a si y solo si las funciones componentes fy, fa, ..., fn de F son
continuas en tg.

Demostracién.

Si ¢o no es un punto de acumulacién de D (F), entonces la prueba es inmediata, basta
ver que D (fy) = D(F), para k =1,2,..n.

Supongamos que to es un punto de acumulacién de D (F'),segin teorema,

th%F(t) = F (tp) si y solo si l,lij% i (8) = fi (t0) ,para k = 1,2,..n.Lo que completa

la prueba.

Teorema 2.19 Sean F : D(F) C R — R" y G : D(G) C R — R" dos funciones
continuas en el nimero tg € D(F)ND (G), entonces:

1.F + G es continua en tg.

2.F . G es continua en tg.

3.F x GG es continua en tg.

4.51 ¢ es una funcion escalar, pFes continua en to € Dyye.

Demostracién.
Probaremos la primera afirmacion, dejando el resto como un ¢jercicio para el estudi-
ante. Ya que I’y GG son continuas en tg, tenemos

lim F (t) = F (to)
iy

)V
lim G (1) = G (to)

Si tp no es un punto de acumulacién de D (F + G), entonces F + G es continuas en to.
Si tg es un punto de acumulacion de D (F + G) .entonces {5 es un punto de acumulacion

de D(F)y D(G),
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Por lo tanto, por teorema,
hm [Ft)+Gt)] = lun F(t)+ hm G (t) = F (to) + G (to) .
Lo cual demuestra que F 4 G es continua en tp.

Ejemplo 2.89 Sea

—1 et71-1 2}
sy ={ (@R o=
1,1,2) t£ 1

Analizar si f es continua en t = 1.

Solucién.
Como limy_,;et"1 =1
lim; % =1, lim, =2

. -1
limy_,; (e" e =1 2,,1_"11) = f(l)-

Por tanto , f es continua en 1.

Ejemplo 2.90 Sea la funcion f definida por

1—t,ln(1+t),—e*" , t > 0
f@= (1,1,-1) , t =0
sin?t 2t
1—t t2 ,1_——6§) y t < 0
Analizar si f es continua en t =0,
Solucidn.
Parat > 0:
. _ . . In(141t) —y
I,Iiﬂ)l—f ® = (ngnol—t,LlLrPO——t—,ngno—e )
1
= (1 hm 1_+—t 1) (1,1,—1)
Parat < 0:
lim f () = (lim y1-12, lim sin® ¢ lim 2 )
L =0 TN Do "temo- t Ty0- 1—em2

= (1, lim ol =(1,1,2)

Puesto que  lim_f (t) # lim f (t) entonces no existe Llimo f (t) Por tanto, f no es
i -0 t -0~ —

continuaent =0

2.11 Curvas en R"

Definicién 2.36 Sea o : I C R — R una funcion vectorial continua, definida en un
intervalo I como dominio. A o se le llama camino o trayectoria o parametrizacién.
La imagen del camino « se le llama curva en R™. Es decir,
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Denotaremos la curva por C y diremnos que C es decrita por o
C:={PeR": P=oaft),tecl}
Ast, C: P=a(t),t €I Se le llama ecuacion vectorial de la curva C.

En la grifica de la curva descrita por una funcién continua, no puede tener interrup-
ciones.

Ecuacién parameétricas de C

Sea C la curva descrita por el camino a: I € R — R",

Si P=(zy,xe, ,an) €EC:P=a(t)tel

y o= (o, 0, ,08,) entonces (zT1,Z9,- - ,x,) = (a1(t),a(t), -, @, (t)), de donde
z1 = a1(t)
zg=qgt) , tel
Iy = an(t)

Se le llama ecuaciones paramétricas de la curva C.

Observacidén 2.7 1. La curva en el espacio puede ser expresada o bien por una ecuacion
vectorial, o bien por las ecuaciones paramétricas, o bien mediante dos ccuaciones.
2. St eliminamos el pardmetro t de las ecuaciones

x = z(t)
C:¢ y=ylt) , tel
z = z(t)

y obtenemos dos ecuaciones que velacionan z,y, =, realizamos el paso de las curvas
dadas por el procedimiento paramétrico o las curvas expresadas por la interseccion de dos
superficies. Reciprocamente, si ponemos x = ¢(t) (donde ¢ es una funcion arbitraria) y
hallamos y, = como funciones de t de las ecuaciones

. E((/)(t)v% :') =0 y
C'{ F(¢(t),9,%) =0

realizamos el paso de las curvas expresadas por la interseccion de dos superficies a las
curvas dadas por el procedimiento paramétrico.

Ejemplo 2.91 Sea

t
F(t) = | t,v/1—=2t, /ese"“‘du
0

Verificar que F(t) es una parametrizacion de alguna curva T.

Solucién.

L
filt) =t, folt) = VT =2, f3(t):/esen'udu
0

. 1
son continuas en I = } —0Q, 5} .

Observacién 2.8 Proyeccion de una curva sobre un plano coordenado
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Sea la curva C,definida por el sistema de ecuaciones

L E@y5) =0 (1)
C'{ F(z,y,2)=0---(2)

La superficie cilindrica de generatrices paralelas ol eje Z, y de directriz C, se llama
cilindro proyectante con el plano de C sobre el plano XY. Su ecuacion es de tipo f (z,y) = 0
y se obtiene eliminando = entre (1) y (2).

La interseccion del cilindro proyectante con el plano de ecuacion z = 0, es la proyeccion
de C sobre el plano XY. Oseaq,

I'=ProyxyC: { f(x’y);; 0“.‘.(.1()2)

Para obtener la proyeccién de C sobre el plano Y Z hay que eliminar z entre (1) y (2)
y cortar el cilindro proyectante con el plano de ecuacion z = 0.

Ejemplo 2.92 Sea la curva

- (z - 2%+ (y—2)% + 22 = 8
' z+y = 4

a)Hallar la proyeccion ortogonal C de la curva T sobre el plano X Z.
b)Parametrizar lo curva T en funcién de senos y cosenos, indicando el dominio del
pardmetro.

Solucidn.
Sean las ecuaciones:
(z-2+@w-22 +:2=8....... (1)
THY =4, (2)
Proyectando la curva I' sobre el plano XZ : Eliminando la variable "y".
Despejando la variable "y" de la ecuacion (1) :

Reemplazando (3) en (1) :
(z-27+[d-2)~-2P+:2=8 == 2(z—2)2+:2=8

C:="Proy,,T':
(1—2)2+ 52 -1
y=0

Parametrizando la elipse:
z =2+ 2cost

{ z = 2y/2sint; t € [0,2n]

Asi, la parametrizacion pedida es:

,"y"en (3):y=4—(2+2cost) =2 — 2cost

z =2+ 2cost
C:{ y=2-2cost ; te]0,2n]
= = 2v/2sint

Yz = 0

Ej lo 2.93 Hacer un esbozo de la curva — :
jemp nes ct { I S T
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2.12 Derivabilidad de funciones vectoriales

Definicién 2.37 Sea F: I C R — R™ una funcidn vectorial. La derivada de I es una
funcion vectorial I cuya regla de correspondencia es

y cuyo dominio es el intervalo I para lo cual el limite existe.
Si ¢ es un nimero en el dominio de F', entonces se dice que F es diferenciable en ¢.
Interpretacién geométrica de la derivada de una funcién vectorial

Sea C una curva descrita por la funcién F cuyo dominioes I. Sit y t+ h estdnen
(h #0).

Si los puntos P y Q tienen vectores de posicién F(t) y F(t+h) , entonces Im representa
al vector F(t + h) — F(t) que, por tanto, se considera como un vector secante. Si h > 0,

el vector % [F(t+ h) — F(t)] es un vector paralelo al vector F(t+ h) — F(t) que tienen la
misma direccion.
Si F es diferenciableent y F(t) # 0, entonces la direccién del vector % [F(t+ h) — F()]
se aproxima a la direccién del vector F'(t) cuando h tiende a cero, puesto que

) —
F(t) = lim f(it_l)__f_(_tl

Teorema 2.20 Sea F = (f1, fo, ..., fu) : I C R — R" una funcion vectorial. Entonces

F es derivable en o € I si y sélo si las funciones componentes fi, fa,..., fn de F son
derivables en a.

Demostracion.

 E(t+h)=F()

Fl(t) = le,i—+0 h
Ft) = lm AR+ = @) flt+h) —flt)  fult+h) = falt)
h—0 h ’ R ’ H h .

existe si y sélo si cada uno de los limites

o T2+ B) = it
h—0 h

(k=1,2,---,n) existe.

Esto prueba que el dominio de F’ es la interseccién de f', f),.... f,/.Si t € D(F')
entonces,usando nuevamente el teorema

concluimos que

F(t) = (' (1), £ (E)y s La));
es decir, que
F=(f) i fr)

Recta tangente a una curva
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Sea C: P = «(t),t € I una curva descrita por una funcién a : I C R — R" y si o/(t)
existe y es distinta de cero, entonces o/(t) se le llama vector tangente(o vector velocidad)
ala curva C en el punto «(t) .Ademss la recta £ que pasa por «(t) y tiene por direccién el
vector tangeute o' (t) se llama recta tangente a la curva C en el punto a(t), cuya ecuacion
es dada por

L:P=a()+ A/, e R
Algunos teoremas sobre derivada

Definicién 2.38 1.Se dice que un afuncion es difernciable en un punto si la derivada de
la funcidn existe en tal punto.

2.La funcion F es diferenciable sobre el intervalo abierto Ja,b| si F es diferenciable en
cada punto del intervalo Ja, b[.

3.La funcidn F es diferenciable sobre el intervalo [a,b] si F es diferenciable en cada
punto del intervalo la,b| y si existen las derivadas laterales en los puntos extremos:

0 F(a+h)—F(a)‘

/ T
Fifa) = h,l_lfo* h
Yy .
—F(b
F.(b) = lim Flo+h) — F(b)
h—0— h

El siguiente teorema relaciona la continuidad y diferenciabilidad sobre un intervalo.

Teorema 2.21 Si la funcidn F es diferenciable sobre el intervalo I , entonces F es con-
tinua sobre I.

Demostracién.
Es una consecuencia inmediata de las definiciones de continuidad y diferenciabilidad
sobre un intervalo.

Teorema 2.22 La derivacion de funciones vectoriales satisface las siguientes propiedades:
{F+G) =F +@.
2. (p.FY = ¢ . F+ p.F', conp: R — R.
(F-G) =(F-G)+(F-G".
4. (FxG)Y =FxG+FxG.
5(Fo¢) =¢ F(p),conp:R— R.

Como consecuencia de la propiedad 3. anterior tenemos el siguiente

Teorema 2.23 Seu I una funcion vectorial definida en algin intervalo I. Si |[F(t)}| = ¢,
para todo 1, entonces
F(t) L F'(t) =0, para todot e I.

Demostracion.

Si |F(¢)f = ¢, para todo t € I,entonces F(t) - F(t) = ¢,

Aplicando la derivada miembro a miembro:

D, (F(t)- F(t)) = D, (c?), para todo t € ]

F'(t)- F(t) + F(t) - F'(t) = 0, para todo t € I

F'(t)- F(t) =0, paratodo t € I

F(t) L F'(t) =0, paratodo t € I.

El Teorema nos dice que el vector posicién de la curva y su vecror tangente son per-
pendiculares para todo valor ¢.
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s+z2+y2-3 = 0 >0
2r+2y+z2—4 = 0’77
(a) Parametrizar , indicando el dominio de la parametrizacidn.
(b)Las rectas tungentes a la curva C cortan ol plano P : x ~y = 0 en unae curva D.
Hallar la parametrizacion para D.

Ejemplo 2.95 Dada la curva C:

Solucién ) ) ) )

f 244y -3 = 0 ~2r—-2y+4+r°+y*—-3 = 0
(a)C.{ -2z —-2y+4 = = ::>{ 2z+2y+:2—-4 = 0
YGRS JURS

2 +2y+ 244 = 0
Parametrizando la curva C:
z =1+ cost
y=1+sint 1 € [0, 2]

Luego,en 2z + 2y +:=0:

z=-22—-2y+4=-2(1+cost) —2(1 +sint) +4 = ~2cost — 2sint
Pero z > 0= cost+sint < 0=t ¢ [37",77”}

Asi, la parametrizacién pedida es:

Sea a(t) = (1 + cost,1+ sint, —2cost — 2sint), t € [3—475,14—] .

(b)Como o/ (t) = (—sint,cost,2sint — 2 cost)

Sea la recta tangente a la curva C en en el punto P = af(t).

L:P=qat)+ra(t);reR
L:P=(1+cost,1+sint,—2cost — 2sint) + r(—sint,cost, 2sint ~ 2cost);r € R :
L:P=(cost —rsint+ 1,sint+rcost+1,2rsint — 2rcost — 2sint — 2cost);r € R
D:=LNP:cost—rsint+1—(sint+rcost+1) =0, de donde
cost —sint
=
cost +sint
& = cost — (ﬁ(‘;‘:i;:%‘:) sint +1
. = i 08 L—sin ¢ . an T
D: y=sint+ (S2(00) cost + 1 te]dm I,
;:2(%.:%]‘_:) (sint — cost) — 2sint — 2 cost

Ejemplo 2.97 Sea S el paraboloide eliptico, en el primer octante, de ecuacion
s =z 492

Sean Cy, la interseccion de S con el plano XZ ; C, parte de la interseccién de S con el
plano Y Z que estd comprendida entre el origen de coordenadas y el punto A(0,2,4);
y Cs el segmento de recta que une el punto A y el punto B, donde su vector tangente a
Ca,es paralelo al plano P 2 -6y +z—1=0.

(a) Parametrizar cada una de las curvas Cy,Cy y Cs.

(b)Hallar una funcion F(u) que parametrice a la curva C formada por la reunidn de

C1,Cq y C3.

Solucién.
(a)Sea C;:=SN X Z : { ; - v

Parametrizando C; :
Sea z = t entonces z = t2. Asi,

G Fi(t) = (t,0,t%);t>0
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Sea Co:=SNY Z : I _ 4

Parametrizando (s :
Sea y =1 entonces z = r2. Asf
Co: I(t) = (0, 7, 7'2) ;7 >0
Como (0,0,0) € Cy entonces existe un r, > 0 tal que (0,0,0) = Fa(r,) = (O, 'r‘,,,r?,),
entonces 7, = 0 y también como A(0,2,4) € Cy, cxiste un », > 0 tal que (0,2,4) =
Fy(r,) = (0,r1,7}), de donde r, = 2. Asi,
Ca: Fy(r) = (0,r,r?); 0<r < 2.
Para cl segmento C3:= AB
Sea B el punto donde su vector tangente a C, es paralelo al plano P : z —6y+z—-1 = 0.
Es decir:B = Fy (r,) = (0, r(,,r?;) € Cy tal que FZ’(T(,)J_N , donde N (1, —6,1) es el
vector normal del plano y F2/(1‘,,) = (0,1, 2r,).
Ast Fj(r,) - N =0+ (0,1,2r,)  (1,-6,1) =0
= —6+2r,=0 = r,=3.
Por tanto, B = F(r, = 3) =(0,3,9)
Asi,C3: P =A+s(B—A); 0
C3:P=(0,2,4)+5(0,1,5); 0<
C3:P=(0,2+s,4+ 5s); 0<sx1
(b)Sea € := C1 UCy UCy la curva descrita por la funcién vectorial:

(~u,0,?%) ;o u<0
Fu)=:¢ (0,u,2u?) ; 0<u<2
0,u,5u—6) ; 2<u<3

2.13 Curvas parametrizadas por parametrizaciones regulares

La parametrizacion « : I C R — R” es una parametrizacidn regular, si o es de clase
C(es decir, o es diferenciable en I 'y o es continua en I ),y o/(t) # 0, para todo t € I.
Decimos que una curva C es regular en I, si eziste una parametrizacion regular en [.
Decimos que una curva C es regular a trozos en el intervalo I = [a;b], si [a; b] puede
descomponerse en un mimero finito de subintervalos en cada uno de los ciiales el camino
es regular.

Ejemplo 2.98 Para la curva T, parametrizada por la funcidn F (t) = (t2, 2t, tz) ,t€R.
a)Hallar la ecuacion de la recta tangente a I' en cada punto F (t).
b)Hallar los valores de t que tienen la siguiente propiedad: “La recta tangente a I' en
el punto F (t) es tangente a la esfera

E:x? 4P +:2=4

Solucién.
a)la ecuacion de la recta tangente a I' en el punto F(t) es

L£:P=(t%2,¢) +r(t11t),reR.

b)Para que una recta sea tangente a la esfera, la distancia del centro C (0,0,0) de la
esfera a la recta £ debe ser igual al radio de la esfera.Asi, tenemos la ecuacion:

A | F(t) x F'()|| [|(¢2,2¢,¢%) x (¢,1,,8)]]
S 3] [ W]
(2,0, %) _ eve 2o
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2402 A2 de
Ejemplo 2.99 Sea la curval : { Ay A4 —dr -9 =0 , 220

y=2:+1
a)Hallar una parametrizacion para T' en términos de senos y cosenos, indicando el
dominio del pardmetro.

‘b)Analizar si la parametrizacion hallada en la parte (a), es regular.

2
¢)Sean P = {2,/2+1, %) €T y Q el punto de interseccion de la recta tangente a

[ en P con el plano x = 0. Parametrizar el segmento PQ.

Solucio’m5 R )
Pty 44 -4 -9=0
a)F.{ y=2s+1 =20
2 - 2042 _4~_0—
r.l=z +(2:+1)"+42% ~ 4z 9—0’:>0
y=2s+1 -
T2 2
T 8 += :1,:20.
y=2z+1

Parametrizando C :

Usando como pardmetro el 4ngulo central ¢. Sean :

T = 2\/§cost , = =sgint
Reemplazando en ol plano y = 23+ 1, se ticne y =2 sint + 1

Asi,
z = 2¢/2cost
r: z=sgint ;te€l0,n
y =2sint+1

b)T : F(t) = (2V/2cost,2sint + 1,sint,) t € [0,7].
Existe F'(t) = (—2v/2sint, 2 cost, cost) ¢ € |0, 7| y ademds F” es continua |0, [.
IF'(¢)] = ||(—2v2sint,2cost,cost)]| = Vbcos?t + 8sin?t = /1+3sin?t # 0,
entonces F'(t) # 0. Por tanto, F es regular.
c)Sea I': F(t) = (2v/2cost,2sint + 1,sint, ) ,t € [0, 7]
= F'(t) = (~2\/§sin t,2cost, cost) ;te]o, .
Sea L la recta tangente a la curva I" en en el punto F(t),

L : P=F@)+rF(t):reR
L P=(2\/§cost,25int+1,sint,>+7'(-2\/§sint,2cost,cost) reR

L P:(2((:ost)\/_i—Qx/Ersint,Zsint+1+27‘c0st,sint+rcost) rT€ER

2
Como el punto P = (2, V241, %) € T entonces existe un ¢ € 0, 7[ tal que

(2,\/§+ 1,%—5—) = F(t) = (2\/5(:0st,25i11t+ 1,sint) ,

™
de donde t = —.
e donde 3
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Asi, F( ) (2 V241, \/_) —)= (—2,&,—?).

4
L. P= (27 \/§+ 1’%%>+7. <~2:\/§7 g) = (_2T -+ 2)\/5"‘ 7'\/§+ 1)%\/§+ %7'\/5)7

{Q}:=LN XY : x = -2r + 2 =0,de donde r = 1. Asf, @ = (0,2v2+1,v2).
Parametrizando el segmento PQ
Asi, PQ: P*=P+t(Q-P); 0<t<1

—Q":P*:<2,\/Q+l,—§) (0,2v2 +1,V2) - (2\/—+1,ﬁ>};05t51:
PQ.pr= <2,\/§+1,g>+t<~2,\/§,—\@>; 0<t<1

—QIP*=(2«2t, V24 1+t/2, £+£t>;0StSI-

~

)

Ejemplo 2.100 Sea la curva

2
+L -
I 4 =20
2 ~ = 1
:1:+4

(a) Parametrizar la curva T en términos de senos y cosenos, indicando su dominio del
pardmetro.

(b)Hallar la recta tangente L a la curva I' que interseca al plano P : 3z + 2y — 2z =
en el punto Q =(0,2,2).

Solucién.
(a)Parametrizando I :
Usando como pardmetro el dngulo central ¢t. Sean :

z =cost , y = 2sint, t € [0,2n].

2
Reemplazando en la superficie z2 + % =1, se tiene = = 2sint, puesto que yz > 0.
Asi,

T = cost
T:{ y=2sint ,te[0,27].
y = 2sint

()T : F(t) = (cost, 2sint, 2sint, ), t € [0, 2x].
Sea [ la recta tangente a la curva I" en en el punto F(t),

L : P=F@t)+rF't);reR
L . P ={(cost,2sint,2sint) +r(-sint, 2cost,2cost) ;r € R
L : P=(cost—rsint,2sint+ 2rcost,2sint + 2rcost) ;r € R

{R}:=LNP:
Sea ) € L, entonces existe un ¢t € [0, 2] tal que

= (cost — rsint,2sint + 2rcost, 2sin ¢ + 2r cost)

y
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Q€ P :3(cost —rsint) + 2(2sint + 2rcost) — 2(2sint + 2rcost) =0,

5t
cost~7‘sint=():>rch)s , t#£0,m.
sint
Luego,
2 2 s
2,2)=(0,—,—— | =>1i= .
0.2,2) (0’ smt’smt) 2

Ast, £L: P =1(0,2,2)+r(-1,0,0) ;7 € R.

Ejemplo 2.101 Sea T’ la interseccion de la superficie S : (4 — y)2 =224+422,0<y<4
con los planos coordenados en el primer octante trazada en sentido antihorario vista desde
el origen de coordenadas. Parametrizar T'.

Solucién.

la curva pedidaes, I' =T, UT9 UT},
Sea I';:=Sn XY : { v = ‘3“2’”
de esta manera una parametrizacion de ella es
Parametrizando T’y :

Sea y = 4t .Asi,

;0<y <4,

Cy ZFl(i) = (2—2t,4t,0);0 <t<l1
SeaT'y:=SNYZ: : - g—y
Parametrizando T'g:
Sea y = 4t entonces = = 4 — 4¢.
Asi,

;220,20

8

C Gy Fy(t) = (0,4t,4—4t) ; 0<t< 1.

— ~2 .2
Seaf‘g::SﬂXZ:{ ;6 C ot

Parametrizando T's:
Sea z =t entonces v = /16 —4t2; 16 - 4t2 > O dedonde 0 <t < 2

Asi,
Ty : Fy(t) = (t,O, \/16-4152) L0<t<2

Luego, la curva pedida es, I' ="y UT3 U T3,

;2 >0,220

(2 — 2u,44,0) ;o 0<u<1
F(u) =:{ (0,4u—4), —4u +38) ;o l<u<2
(u—2,0,2 u(—u—|—4)) ;i 2<u<4

Ejemplo 2.102 Sea la curva C que resulta de intersecar las superficies
S1:a2+yt—z=7 S :2®+8—2+:=0.
Hallar una parametrizacion de C, en términos de senos y cosenos.

Solucién .
I 24yt —z=7 (1)
1 2248 —-2y+2=0---(2)

Sumando (1) y (2) resulta 222 + 8z + y2 — 2y = 7. Completando cuadrado resulta
2(0 +4z+4) + (12 -2+ 1) =7+8+1
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2z +2)%+(y-12=16

€+2° @-1* .
o) Fap =1...(3).

Por tanto,

(+2)° -1’ _
r:¢ (28" @

=2 4y? 7

Parametrizando la curva I':
z = -2+ 2v/2cost
r: y=1+4sint ,t € [0,27]
2= (~2+2VZcost)” + (1 + 4sint)? + 7
z =24 2v/2cost
T: y=1+4sint ,t €10,2n] .
z=8cos?t — 8/2cost + 16sin®t + 8sint + 5

2
(a}Demostrar que la curva T’ estd contenida en un cono elfptico(Ecuacion de la
2 2 ~2
x g b7
fowna:7+i/—2-—_—2 :O)

(b)Analizar si a es regular.

1, 1
Ejemplo 2.103 Dada la curva T : aft) = <t2 (:Qs(t—2),t2 sen(t—g), ~), 0<t<l.

Solucién.

(a)Sea P(x,y,~) un punto arbitrario de I', entonces
1 . 1 t2

z =12 cos(p—), y =t sen(t—2), i=

Luego,

2?4 y? =t cosQ(tlZ) 4t senQ(zlf) = t%, pero: t? = 2z

Por tanto, P((z,y,2) € S : 2 + y? = 422,

b (t) = (2tcos &+ 2 sen %, 2t sen ’—12' — % cos ﬁ,t) , para todo t € ]0,1].

Es claro que

a(t) = (2{:(708%2‘ + Zsen %, 2tsen 5 — % cos L%,t)

es una funcién continua en)0, 1{.

Comwo ||/ ()] = \/;2 + —;}2— + 2 #£ 0, para todo ¢ € )0, 1[.Entonces ¢/(t) # 0, para todo
telo,1].

Por tanto es «v es regular.

2 .2
2z
Ejemplo 2.104 Sea lo curva T:{ o2 T35 = !
== 2by

donde a y b son constantes positivas tales que a + b = 2.
Hallar los valores de a y b para los cuales la proyeccion de T sobre el plano XY sea
una circunferencia C

Solucidn.
22 oz
r{ zty=1
= = 2by
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Reescribgeudo el sisteina anterior se obtiene

T 2

z = 2by
$24 v

. PUILEEEY B
c:i @Y
z=0

C es una circunferencia si a = % Luego, b = %

(£ +y2+ 2 —2)2

|
B
—~
[
|
Q
o
N

Ejemplo 2.105 la o T = 4
Jjemp curv y = Vi >

(a) Probar que la curva T se puede representar por :

il

Il

{ 22 4 42% — 4z

0
z > 0.
y 3z x>0

(b) Parametrizar la curva ' en términos de senos y cosenos, indicando su dominio del
pardmetro.
(c)Analizar si la parametrizacion hallada en (b) es regular.

Solucién.

(22 +y*+ 22 —2)2 = 4(1 =z%)...... @ 0
¥y o= V3T (2 77

Proyectando la curva I" sobre el plano X Z : Eliminando la variable "y".

Reemplazando (2) en (1) :

((1;2 + (\/Ez)z 422 - 2)2 =4(1 - %) =
(4z2+:2~2)2 =442 =

1624 — 1622 — 422 + 21 + 82222 + 4 =4 — 42? =
1624 — 1622 + 24 + 82222 =0 =

Ay 82:2:2'+ 16z = 1622 =3

(:2 + 4$2)2 = 1622 = 224422 =dz,z > 0.

(a)Sean las ecuaciones:

Asi,

2 4 g2

4+ dxc — 4 = 0

r x>
{ y = V3 *70
(¥ \
1
gy ﬁ 2 =1
: 112 - >
r (2) ) e 20
y = V3z
Parametrizando la curva T
1.1
T =35+ ;cost
27T 2

{ z =sent 't € [0,27]
Luego, en (2) 1y = %—5 + ﬁéj cost
Asi, la parametrizacién pedida es:

T = ; + %(:(?st

r':¢ y= §§+ Bcost , te(0,27]
z =sent
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(c)Sea aft) = <% + %—(zost 3y %3 cost,sen t) ,te[0,2m].

Asi: o/(t) = (_E sin ¢, *15 Smt,cost> .t €10, 27].

Existe /(). t € [0,2n] y ademzis o' es continua [0, 2], pues sus funciones coordenadas
son continias en [0, 27].

Ademds, |[/(t)]] = \/ sint -+ 2 36int + cos?t = V/sin®t +cos?t = 1 # 0, entonces

a'(t) # 0.Por tanto, « es regular.

Ejemplo 2.106 Desde el punto A(0,4,—-2) se trazan rectas que pasan por puntos de la
recto
Liz+y=2, =z2=0
y que intersecan ol cilindro S : 2? +y* =4 en una curva T.
(a) Parametrizar T, indicando el dominio de la parametrizacion.
(b)sEs T regular con la parametrizacion elegida en (a) ?Justificar.

Solucidn.

(a)Desde el punto A (0,4, —2), consideremos la recta AQP, en la recta £y P en el
cilindro S. . '

Entonces @ = (2,2 — 2,0) == AQ = Q—A = (2,2 — z,0)~ (0,4, -2) = (z, -2 — 2,2).

Luego,

L:P=A+ tm = (0,4, ~2) +t(z,~x — 2,2) = (tz,4 — 2t —tz,2t - 2}, t € R
Stu=te, v=4—-2—tr y w=2t- 2 entonces
utvtw=Cx)+(4d-2t~tx)+ (2t -2)=2

Luego P pertenece al plano: w4+ v+ w =2,
Otra forma: sean B =(2,0,0) y C = (0, 2,0) puntos de L. Luego
AB =B —A=(2,0,0) - (0,4, —2) = (2, -4,2)
AC = C’ A=1(0,2,0) — (0,4, -2) = (0,~2,2), y la normal al plano es
N =AB x AC = (2, ~4,2) x (0,~2,2) = (—4, —4, —4) = —4(1,1,1).
La ecuacién del plano es :

P:(P-—A)-(}l_féx;{a):()ré’l) (x —0,y—4,2+2)-(1,1,1) =0,
Piz+y+z=2.

En consecuencia

I 4yt = 4
lrztyt+r o= 2
Parametrizando
T = 2cost
T: y = 2sint ,t €0, 27]

s=2—2—y=2—2cost —2sint

(b) - «aft) = (2cost,2sint,2 — 2cost — 2sint), t € [0, 27|
Existe o/ (t) = (—2sint,2 cost, 2sint — 2 cost)
a'es continua para t € [0,27] .

e’} = [[{—2sint,2cost, 2sint — 2cost)|| = \/(-2sin )2 + (2cost)? + (2sint — 2 cost)?



lo/ ()]} = /8 — 8sintcost = /8 —4sin2¢ # O,parat € [0,27] , pues 4 < 8 —4dsin2t <
12.

Asi, o/(t) # O,para t € [0, 27].

Por tanto — regular con la parametrizacién elegida en (a)

2.14 Vectores unitarios: tangente, normal y binormal
Sea C : P = a(t),t € I una curva regular en I, descrita por una funcién a: I ¢ R — R"

Definicién 2.39 El vector tangente unitaria en el punto ot) de la curva C, se define por:

o/(t)
T(t) == -t
lle’ (&)1
Observacién 2.9 Como |[T(t)|| = 1, para todo t € I y por teorema anterior se deduce

que T(t) L T'(t), para todo t € I.

Definicién 2.40 Si suponemos que la funcion T(t) es derivable y T'(t) # 0, entonces
podemos definir el vector normal unitario a la curva C en el punto «(t), por:

Q)
NO = T

Asi, |[N(t)|| = 1, para todo t € [

Observacién 2.10 Como T'(t) x N(t) L T(t) y T(t) x N(t) L N(t), entonces
IT(®) x N = TN @lsen (3) = 1,

Definicién 2.41 El vector binormal unitario a la curva C en el punto a(t), se denota y

se define por :
B(t) :=T(t) x N(t).

Observacién 2.11 El Plano Osculador:

El par de vectores T(t) y N(t) definen un plano,en cualgquier punto o(t) de la curva
C,ast la ecuacidn del plano que pasa por a(t) de la curva C y es generado por los vectores
T(t) y N(t) es dado por : ‘

P:(P—-alt) Bt)=0

Este plano es conocido como el plano osculador a la curva C en el punto a(t). La
caracteristica de este plano consiste en que es el plano que mejor aprozima a la curva en el
punto «(t). Esto quiere decir que si tomamos tres puntos distintos de la curva que puedan
determinar un plano y hacemos que esos tres puntos se aproximen a a(t) entonces esos
planos se aproximan al plano P (¢).

Observacién 2.12 Es fdcil ver que los vectores velocidad V(t) = &/(t) y aceleracion
A(t) = o"'(t) del punto a(t) se encuentran en el plano osculador. En efecto, un célculo
sencillo nos muestra que

Aty = (T () + || ()] | T' ()| N (2),

en donde v(t) = | F'(t)]] .
La componente v'(t) se llama la componente tangencial de la aceleracion y ||/ () || 1T (2)]]
la componcente normal.



Si pensamos en una particula que se mueve a lo largo de la curva que describe la
imagen de una funcicn vectorial o, entonces a(t) es el vector que mide la posicién de la
particula, /(t) sera el vector velocidad y o (t) serd el vector aceleracién. Es costumbre

nombrar, entonces, (¢} = V{(1), vector velocidad y a”(t) = A(t), vector aceleracion.
Ademas denotaremos v(t) = ||V (2)l] que representa la rapidez de la particula, asi mismo
denotaremos a(t) = ||a”(t)” .

Ejemplo 2.107 Sca la curva T definida por la funcion vectorial I definida por

(2cos(t — ), sin2(t — §),7 —t) , 0 £t < o7
Ft)= (0,0,0) , t = 7
(=2cos( —1),sin2(3 ~t),mr—t) , ™ < t < 27
{a)Hallar F'(t), indicando su dominio.
(b)Analizar si F' es una parametrizacion regular en [0,27].
(¢)Hallar el plano osculador de la curva T en el punto (\/ })
Solucidn.
(@) F (1) = (—2sin(t — §), 20092(&— ), =1) , 0 <t < =
- ( 2131!1(3—7'l"—t) ~2(‘os2( ’r~t) 1) , ™ < t £ 27
Entonces, I cs derivable en [0,7[U|x, 27].
Hallando la dem}gtdta onlt = T.
F'(n7) = lim —‘»lilgﬁflz: tim (2542 ) mat)
- I o

o
Aplicando L hospital en cada componente

2cos(t — §)

lim ——=- = lim —~2sin{t — —) = —
[ t—-m { -
At — I
lim El—n—(*— ) = lim 2cos2(t — —) =—

L - t—m t—nT

4 —2cos(3 —t) sin2(3 —t) 7—
F(n%) = lim £y = I(x) = lim cos(3 )’sm G )77T : .
- t b t—m t—m t—-m

Aplicando L'hospital en cada componente

—2cos(3f - 3
l,l—-v»n‘ o —C—E:SE s Ilif?" _2Sin(-27z h t) - _27
203 ¢t
lim 2 ) = hm —2cos 2(—— —1) =2
L t—m s

Asi, F' (%) = (=2,2,-1).

Como las derivadas laterales son distintas , entonces no existe la derivada de F en
t = 7. Luego ¢l dominio de la derivada es, Dom (F') = [0, #[ U}, 27].

(b) F no es regular en [0, 27r] porque F no es derivable en ¢t = .

(¢)Como F(iﬁ =(\/§ 1, 1)

F/(%iz) = < 251n(- —%),2co s2(—-— -, —1) = (—v2,0,-1)
F' (1) = (=2cos(t — £), —4sin 2(¢ — 7725),0)
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F” K 2cos(— -z 4sm2(—- - g),o) = (-V2,—4,0)
(4) x (2 () =1(- f,o,—1) x (=v2,-4,0) = (-4,V2,4V2)
B(Z) Il (—4,v2,4V2).

Hallando la ecuacién del plano osculador en el punto @ = F( 1

BT (P- P =0
PZ('-4,\/’_2—,4\/5)-(.’C—\/ﬁ,y*—l,:—%):o
—Pidr— 2 — 422 +3V2 - V21 =0

Ejemplo 2.108 Dada la curva

) 2 -2 +22 = 0
N 224y -4 = 0

- (a) Parametrizar la curva C en términos de senos y cosenos, indicando su respectivo
dominio.
(b)Hallar los vectores unitarios T(t), B(t) y N(t) en el punto (2, no nulo de la curva
C, donde el vector tangente es paralela a la recta

Jv =0
cfr

(c)Hallar la curvatura k(t) de la curva C y la ecuacion del plano osculador en el punto
Q hallado en (b).

Solucién.
(a)
) 2z =2y —z?
24 (y—2)% =4

Parametrizando la curva C :

z = 2cost
{ y=2+2sent -t € [0, 2]
Reemplazando en el plano 2z = 2y — 22, se tiene 27 = 2(2 + 2sent) —dcos? t = =~ =
2+ 2sint — 2cos?t

Asi,

z = 2cost

c y = 2+ 2sint ; te 0,27
2 = 2+ 2sint—2cos?t

(b)a(t) = (2cost,2 + 2sint, 2 + 2sint — 2cos?t) ;t € [0, 2]
== o/(t) = (—2sint,2cost,2cost + 2sin2t) ; ¢ € |0, 27]

o(t) = (—2cost, —2sint, —2sint + 4 cos 2t)

Como el punto @ =a(t) € C, entonces existe un r € R tal que

(2cost,2 + 2sint,2 4 2sint — 2cos? t) = (r,0,0) , de donde t = g, %r
Asi,
37
a(~~) 0,2,2), 0 — 5 )= (0,0, 0)(se descarta)
’( ) =(-2,0,0).
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o) = (0,~2,-6)
a/(g—) x a“(g) = (~2,0,0) x (0, =2, ~6) = (0, —12,4)
I /() x a(t) ||= 410
B(t) = 7% (013
T a’(ﬂ> (-2,0,0) 10.0
" ] T icanon T
B@Z%%%E) = A (0,-3,1) [ (0,3, -1).
3 5
N(%)=B(g)x7~(g—)=7~«—(0 ~3,1) X (=1,0,0) = -k (0,~1,-3).
o (Z x o'( ) /10 \/__
o 598
“\3

Hallando la ecuacién del plano osculador en el punto Q € C .

T
™ i B( 2) (P=a(3) =0 =7 031y =222 =0
— 78y —2-4=0.
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2.14.1 Intcgracién

La integraciin de funciones vectoriales la definimos asi:

24 ) b
/IF(i)dt:< l.f1(t)dt-,---, fn.(i)dt>-

a
Como en el caso de funciones de variable y valor real, tenemos acd los teoremas funda-
mentales del cdlculo que enunciaremos sin demostracién pues ésta sigue los mismos pasos
que la que conocemos en los primeros cursos de célculo.

Teorema 2.24 (Primer Teorema Fundamental del Célculo). Sea F : [a,b] — R"
continua y sca ¢ € |a,b]. Entonces la funcion

G(x) = /”:F(t) dt
cumple que G'(z) = F(x).

Teorema 2.25 (Segundo Teorema Fundamental del Célculo). Supongamos que
F' es continua en (a,b). Entonces para cada ¢,z € (a,b) tenemos que

F(z) = F(c) + /m F'(t)dt.

¢

2.14.2 El Plano Osculador
Sea F : [a,b] — R? una aplicacién derivable y supongamos que F'(t) # 0. Entonces el
vector

T() = ot

es el vector tangente unitario de la curva en el punto F(t). Si ademds suponemos que la
funcién T'(t) es derivable y T'(t) +# 0, entonces podemos definir el vector normal unitario
a la curva en el punto F(t), asi:

T'(t)
N(®) = 1
ATl

Puesto que 7°(t) es unitario, entonces (1°(t), N(t)) = 0. Este par de vectores definen

un plano, asi:

P)={X(t)=F({t)+ sTEt)+rN(t),r,s € R}.

Este plano es conocido como el plano osculador a la curva en el punto F(t). La

caracteristica de este plano consiste en que ¢s el plano que mejor aprozima a la curva
en el punto F(t). Esto quiere decir que si tomamos tres puntos distintos de la curva que
puedan determinar un plano y hacemos que csos tres puntos se aproximen a () entonces
esos planos se aproximan al plano P ().

Es facil ver que los vectores velocidad V(t) = F'(t) y aceleracion A(t) = F"(t) del
punto F(t) se encuentran en el plano osculador. En efecto, un cdlculo sencillo nos muestra
que

A@) =0 (O)T(t) +
cn donde v(t) = [|F'(t)]].

)

T'(t)|| N (t),



La componente v'(t) se llama la componente tangencial de la aceleracicn y || F'(¢)|| [|177(2) ||
la componente normal.

A manera de ejemplo, consideremos la curva F (¢) =(cost, sen t,t), t € R. Esta curva
representa una hélice ascendente.

Observamos que

IF (&) = v2
IT" ()] = 42

‘_’%_T():%(—— sint, cost, 1)

'LK—)L = N (t) = (- cost, —sint, 0)
Por lo tanto v/(1) = 0 y la aceleracion serd
A(t) = N (t) = (— cost, —sint,0).

Esto es, la aceleracién permanece en el plano X;Y en la direccién opuesta a la
b I

proyeccion, sobre el plano X; Y, del movimiento F (t). Esto nos dice que la aceleracién es

centripeta.

2.14.3 Longitud de arco y curvatura

Para poder comprender mejor algunas otras propiedades de las curvas es necesario mirarlas
como dependientes de una variable que mida la longitud de arco. Asi, por ejemplo, le
daremos un significado fisico a la velocidad mas acorde con el concepto que de ella tenemos.

Sea F : {a,b] — R" una curva y tomemos A= {tg = a, t1, ..ty = b} una particién
del intervalo [a,b]. Denotemos con II(A) el poligono de segmentos de recta que definen
F(to), ..., F(tn).

Sea:

(A) = S 1Pt - Ften)]

k=1

la longitud de dicho poligono. Tenemos, entonces, la siguiente

Definicién 2.42 Decimos que la curva definida por F : [a,b] — R" es rectificable si
existe una constante M > 0 tal que {II{(A)| < M, para toda particion A de [a,D].

Ahora, si la curva es rectificable, al mimero
Ala, b, F) = sup [II{(AD)],
peL

en donde A denota el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b], lo lamamos
la longitud de la curva.

Los consecuencias mds importantes son:

1. Para todo ¢ € [a, b] se tiene que

Ala, b, F) = Ala,c, F) + A, b, F).

2. Aa,b, F) = [V /()] dt.
La propiedad 1. se deduce de lo anterior. Para ver 2. procedemos de la siguiente
forma: Por el teorema del valor medio tenemos que

F(ti) = Fte-1) = (b = tie1) (f1(01x)s - Fr(Bni)) 5

en donde 84, € (I, t;-1). Entonces



@) = D ket 17 () = F(ti)]
= 2:;5:] ”(tlf - tl\“ﬂl) (f{ (91/\1)7 fll)(olll\))”
= ._.4;\1’:1 |t/~7 - tl.:-—ll H(fi(al/\)v f,l,(()nl.))“ .

Si en expresion anterior tomamos el sup en ambos miembros observamos que el miem-
L . b

bro izquierdo se transforma en A(a, b, I) y el miembro derecho se transformaen [ | F/(t)]] dt.
Como una aplicacién de la propiedad 2. consideremos la curva

F(t) = (rcost,rsen t), t<[0,0].

Entonces A(0,6, F') = rf. Este resultado lo conocemos desde nuestros cursos elemen-
tales de geometria.

2.14.4 Funcién longitud de arco

Definicién 2.43 La funcidn s(t) = A(a,t, F), t € [a,b] se denomina la funcion longitud
de arco.

La funcién s(t) mide la longitud de la curva desde el punto F(a) hasta el punto F(t).
Sus propiedades mds importantes son:

1. s(t) es estrictamente creciente.

2. (1) = [F()]].

La propiedad 2. nos dice que la rapidez, en el instante £, de un movil que se desplaza
por una curva se mide como la derivada de la funcién desplazamiento. Esto coincide con
la idea de velocidad que vefamos en nuestros primeros cursos de Fisica.

Es fécil ver que

1. Si F(t) = (¢, f(t)), t € [a,]], entonces

Aa, b, F) = /h NSO

Este resultado ya lo conociamos como una aplicacién de la integral definida.

2. Si las curvas F' y G satisfacen que G(t) = F(u(t)), en donde u : [¢,d] — R,

u' (t) # 0, entonces
d ©pu(d)
[lewfa= [
¢ au(c)

La propiedad 2. anterior nos dice que la longitud de arco se preserva después de hacer
reparametrizaciones de la curva. O desde el punto de vista de la mecianica clasica: Aunque
recorramos un camino a diferentes velocidades su longitud no cambia.

F'(t)]| dt.

Ejemplo 2.109 Sea F(t) = (t,t?),t € R. y sea u(t) = t2, ¢t € [0,2]. Entonces la
funcion vectorial G (t) = F (u(t)) = (£3,t') satisface:

2 4 _
/ 412 + 16t8dt = / V' 1+ 4t%dt = 16. 819
0 0

Ejemplo 2.110 La curva — es parametrizada por la funcidn
. T
F(t) = (sin2t,1 —cos 2t,2In (cost)), t € [6, g} .
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Hallar la longitud del arco de la curva — comprendido entre el punto (1, 1,21n -\—gg) y el
V31 1
punto (7,5,211(1—2- .

Solucién.

Sea F'(t) = (sin2t,1 — cos2t,21In (cost)), t € {6 3} Entonces, se tienen :
F'(t) = (2cos 2¢, 2sin 2t, —2 tant)

[F'(t)] = /(2cos2t)? + 2sin2t)Z + (—2tant)? = V4 + 4 tan® ¢ = 2sect

V3, V3

Como el punto (— ,21n -—~) € —: P = F(ty) =ty = % Similarmente, el

2" 27 2

3v3,. 1 m
punto (5,—5—,21n5> E-P=Ft)=>t = i

o
i

il
3

/”F Q) Idt /2sectdt—2 [In
s

L

2 [ln (se(‘ 3 + tan 3) — In (sec 1 4 tan Z)]
2[1n(\/'3'+2) —1n(\/§+1)]

Por lo tanto,L = 2 [ln (\/3 + 2) —1In (\/5 + 1)] )

L

Ejemplo 2.111 Si la curva T : B(¢) = (2t,3sen(2t),3cos(2t)), t > 0 ( tiempo), es
la trayectoria de una particula, en qué punto de I' dicha particula habrd recorrido una
distancia de [ 7w unidades.

Solucién.
B'(t) = (2,6 cos(2t), —6sen(2t)), t >0

l8'@)l = v0

. . V10
Sea tg el tiempo recorrido para que s(tg) = TW entonces
to

s(to) = /[[;3 ) dt = /\/Idt = 40ty = 40tp = @n de donde to =

3
m 3v3 3

por tanto el punto es (' ) .

Cﬁl

37722

2.14.5 Curvatura de una curva

La curvatwra de una curva en el instante ¢ es un ndmero que expresa la magnitud del
cambio de su vector tangente con 1'especto a la longitud de arco.

Concretamente tenemos: Sea T'(t) = T l(_’;T el vector tangente unitario de una curva
en el tiempo t. Entonces tenemos:
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dr _ dr dt

4[]7 (ILl'lLs'/

{ — ldal
=l
i _ 1 e
= e ()
1 11

g = N ().

Definimos la curvatura de la curva en el tiempo ¢ como

ol
“O =@l

Vemos que k(t) es la norma de un vector que tiene la misma direccién del vector
normal unitario. Si este niimero es muy grande nos indica que la curva se tuerce mucho en
trayectos muy cortos y si es pequefio nos indica que la curva se tuerce poco. Por ejemplo,
consideremos la recta F(t) = P +tA, t € [a,b]. Vemos entonces que T'(t) es constante y
por lo tanto 4% = 0. Asf que £(t) = 0. Esto es: la linea recta no tiene ninguna tendencia
a torcerse. Ahora, consideremos la curva F(t) = (rcost,r sen t), t € [0, 2n]. Un célculo
nos dice que k(t) = ,l Si r es pequefio la circunferencia se tuerce demasiado en cortos
trayectos.

Ejemplo 2.112 La curva C es parametrizada por la funcion
.t
F(t) = (t —sint,1 — cost,4sin 5);t € [0,7].
Hallar la longitud del arco de la curva C comprendido desde el punto (—712:2,1, \/5)
hasta el punto (r,2,4).

Solucién.
Sea F'(t) = (1 — cost,sint, 2 cos %)

2
IF' () = (1-cost)2+(sint)2+(2cos§) 2\/2—2003t+4c052—;-

t
|F' )| = /4sin? 3 + 4cosz-;- = 2.

-2
Como el punto (7{—2«, 1,vV2) €C:Py=F(tg) = tg = g
Similarmente, el punto (7,2,4) € C: P; = F(t;) => t, = 7.
3% by

, T
L= [||F't)|dt= [2dt =2t ==

to ﬁ 2

2
Por lo tanto, £ = .
Ejemplo 2.113 Dada la curva ¢ descrita por la parametrizacion F(t) = (acost,c —

esint,beost),t € 10,7, donde a > b >0 y ¢ = va? + b2,

a)Calcular la curvatura de ¢ en cualquier punto de la curva .

b)Determinar el plano osculador de la curva ¢ en el punto donde la recta tangente es
paralela al plano X Z.

c)Las rectas tangentes a la curva ¢ cortan al plano XY en una curva B. Hallar las
ecuaciones paramétricas para B.
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Solucién.
a)Sea F(t) = (acost,c — csint, beost), entonces
F'(t) = (—asint, —ccost, —bsint)
F'(t) = (—acost,csint, —bcost)
F/(£)xF"(t) = ¢(b,0, -a)
IF @) =e

|F'(t) x F' @)} = ¢*
_IF@ x F@l 1

PHOTR ¢
b)La derivada de I es paralela al vector j = (0,1, 0), entonces se tiene cost = 0,de

Asi, k(t)

T
donde t = —.
onde 2

Asi el punto P = (0,0,0) y el plano osculador es :

P (.’L‘,y, :)'(byov ~a) =0,
de donde

P:br—az=0

c)Las rectas tangentes a la curva ¢ en cualquier punto es:

T =acost — Aasint
y =c~—csint —chcost; AER
~=bcost — Absint

Reemplazando en la ecuacién del plano XY : 5 =0
Resulta que A = cost/sint = cot t.
Asi la curva B, estd dada por las ecuaciones paramétricas :

z=0
y=c(l—csct);0<t<m
=0

Ejemplo 2.114 Seq F(t) = (ln(t - 1), %—31-, 22 4+ 2) .

(a)Dar el dominio de la funcién F.

(b)Hallar el punto o los puntos de la curva T descrita por F' donde la recta que pasa
por el punto (—2, —1, —6)

es tangente a la curve T'.

Solucién. ‘

(a) F(t) = (ln(t —1), 51 262 4 2) = (In(t—1),t — 1,22 +2) ¢t > 1.
Dominio de F = |1;+o0].

(b)Hallando el punto de tangencia.

Seal: F(t) = (In(t — 1),t — 1,22 + 2) ,¢ > 1.

= F'(t) = (———1-—

t]; .
t_1,1,4>,t>1
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Sea £ la recta tangente a la curva T en en el punto F(t),
L : P=Ft)+rF'(t);reR

1
L P=(ln(t—l),t—1,2t2+2)+r<t—~1,1,4t) reRE>1

L P=(ln(t—1)+Z—r——1-,t—1+r,2t2+2+47't) reRE>1

Como el punto P = (—2, —1, —6) € T entonces existe un t € |1; 4-o0[ tal que (-2, -1, —6) =

F(t) = (ln(t —-1)+ Z{_T’t —1+nr22 42 +41‘t), de donde

r

—2=ln(t——1)+t_1
t—14r=-1...(2)
22+ 2+ 4rt =-6...(3)

Reenplazando (2) en (3) : —6 = 262 4 2 + 4 (—t)¢t
== 2t =8 == t = 42, de donde ¢ = 2. Asi, @ = (0, 1,10).

(1)

Ejemplo 2.115 Dada la curva T : oft) = (t,In(sect),3), 0 <t < F, hallar la longitud de
la curva T' comprendido entre el punto R(0,0,3) y el punto Q (%, In /2, 3) .

Solucién.
Sea c(t) = (t,In(sect), 3),0 < t < 5 .Entonces, se tienen :
a’(t) = (1,tant,0), ||&/(¢)] = sect.

Como el punto R(0,0,3) € — : R = a(tp) = to = 0.Similarmente, ¢l punto
T 7
Q(Z,ln\/ﬁ,ii) €-:Q=at) =t=7.
il
31 4
L = /”F '(t)”dt:/sectdt
{o 0
L = [In|sect +tant]]i§ =In(1+ v?2)
Por lo tanto,£(—) = In(1 + v/2).
. 22—yt = =
Ejemplo 2.116 Sea la curva C 9 -
y ==

(a) Parametrizar C.
(b)Hallar el plano osculador P en los puntos de C donde el plano P es paralela a la
recta L : P =(0,t,—t),t € R.

Solucién.

(a)Parametrizando la curva C:

Sear =t—y=1t>—z=1t2 -3

Ast, a(t) = (t,t%,12 — %), t € R.

(b) () = (1,2t,2t — 3t?),

o'(t) = (0,2,2 — 6t)

o (t) x o (t) = (1,2¢,2¢ — 3t%) x (0,2,2 — 6t) = (—6t2,6t — 2,2) = 2(—3t2, 3¢ - 1,1)
B(t) || () x &'(t) — B(t) || (=3t2,3t —1,1)
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Por condicién :
Posc|| L <= B(t) L (0,1,
Asi, Q=o(}) = (3.5, %),
Luego, hallando la ecuacién del
o(3) x o(3 )—2( 34,1 1 (4,-
Pose 1 (P~ O(( DK

existe un punto

B(3)=0=(z— 3y~

Q = a(t) € C tales que

—1) = (=3t2,3t - 1,1) - (0,1,-1) =0 => £ =

plano osculador en el punto @ € C,
-3,-3)

9’~_

Por tanto, la ecuacion del plano osculador en el punto @ € C es,

Pose:

Ejemplo 2.117 Dada la curva

C:

36x — 2Ty — 272 —8=0

{

16
2y

4z + 22

(a) Parametrizar C, indicando el dominio de la parametrizacion.

(b)YHallar los vectores unitarios T'(t), B(t) y N(t) en el punto (4,0,0).

Solucién.
(a)Parametrizando C :
Sea :

Reemplazando en

ot
4 —t?

i

z4/T = 2y, se tiene

y=tV4—12,-2<t<2

Asl, — : a(t) =

(b)e'(t) =
'(0) =

y'(t) =3 (:/—
2t (12 -

(4 -2,

.} |Vt
(0,2, 23 =2(0,1,1
7)<
<4~t2>%
a(t) = <,2 _Q_M
(a-e)?
/(0] = 110.2,2)]l == /()" +
T(0) = o' (0) 2(0 L1

[ O " 2v2
o'(0) x &(0) =

il &’(0)

=

\_/\..

y'(t) =

LA, 2t>

—4tv4 =17 — (4 - 28%) (

(0,2,2) x (-2,0,0)
) x a"(0) ||I= (0, ~4, z(l)ll =42

-2<t<2.

)]2)= (=

)

4 —2t2

(2\/' jtZ

i ,0) — a"(0) = (~2,0,0)

22 4 (2)2 =22
s T(0) = 1 1

075 75)
= (0, -4,4)

' (0)xa”(0)  (0,-4,4) 11
B(O) - ”a/ (0) X Ot”(O)H - 4\/§ - (07 —\}57 \}5)
N(0) = B(0) x T(0) = (0,5, &) x (0, &5, )

N(0) = (~1,0,0).

Ejemplo 2.118 Una particula se desplaza en R3 segun la trayectoria

C: oalt)

:(x(t)vy(t)::(t))vt

cJog]
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en el instante t = 7 la posicion de la particula es Py = (ln (f) In (‘f) ‘/7—") y tiene
velocidad Vi == (—1. 1, \/5) En cada instante, la aceleracion de la purticula es

A(t) = (~ sec?t, — csc? t, 0).

Hallar :
(a) a(t).

(b)Los wectores unitarios T(S), B(§) y N(§) en la curva C.
(¢)La curvatura k(t) en cualquier punto F (t) de la trayectoria.

Solucidn.
(a)La aceleracién de la particula es

o'(t) = A(t) = (—sec2 t, —csctt,0)

La velocidad de la particula es

Q) =V (t) = ( / —sec?  dt, / — csc? tat, / Odt)

o (t) = (—tant + Cy,cott + Cy, Cs) .
Como Vg = (—1, 1, \/é) =ao (74_r) ( tan = + C’1,cot + CZ,CJ)

4
dedonde C; =0,C, =0y Cs = 2.
o/(t) = (—tant, cott, v2).

La trayectoria de la particula es

a(t) = (/ — tant dt, / cot tdt, /fdt) 1nsent+D1,ln(ost+ Dz,\/2t+ D';)

s
Como Py =« (:1—) = (lnsenz -+ Dl,lncosz + Do, V2t + D3).
dedonde Dy =0,Dy =0y D3 =
Asi, a(t) = (lnsent In cost, \/—t t ,—’25

w~&>(§lfwi@w G-
< “ v

i H(N!<222)

”( )__ (—- sec? %, —csc? — 0) = (~2,-2,0)

o (%) x a”(z) = (—1,1,\[) x (~2,-2,0) = (2v2, ~2v2,4) = 2(v2,~/2,2)
loe (3) x Q)| = lev2.—2v2,4)| = v32 = 4v2

- (EX“§>_mﬂﬁﬂm_G,1£

P leg) e

NG =B X T = (%‘%%ﬁ) x (“%%‘?) = (—7?,-%5,0).
©

o (t) = (—tant,cot ¢, 2),

/()] = || (—tant, cot ¢, v2)|| = VtanZ{ 4 cot? t + 2 = v/sec?t + csc? ¢

SRS A \/ i 2 2
~ Vocos?t " sen?t ~ Vsentcos?t  Jsen 2t| sen 2t
o(t) x '(t) = (—tant,cott, v2) x (—sec?t, - csc?t,0)
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o/ (t) x o(t) = (V2ese? t, —/2sec? ¢, tan tese? t + cot tsec? )

I

; ) b N2
[|a'(t) % 0”(t)Hz H (\/5 esc?t, —v/2sec? t, tan t csc? t + cot ¢ sec? t) H

lla'(t) x cv"(t)“2 = 2esclt + 2sect ¢ + tan tesc? £ + cot® tsect t 4 2tant csc? ¢ cot tsec? ¢
2 2 1 1 2
1y " 2
o' () x o' (t = +
H *) ( )H sen?t  cosit + sen?tcos?t + sen?tcos?t  sen?tcos?t
2

fla'(t) x a"(t)H2 =

_+_
sent  costt + sen?tcos?t

1 12 1 P32
(¢ at 2 _ 2 (. =9 =
lo'tt) x (0 (sen2t * cos2t> (senztcoszt) sen? 2t

(1) x a"(t)]] = ;—g—t
42
Ast, k() = 1@ (@ f?t)ofﬁ(t)” _ “‘f) % _ _{gsenz o,
[sen?t}

Ejemplo 2.119 Una particula se mueve en R? segiin la trayectoria C : F (t) = (z(t),y (t), s (1)),
partiendo del punto Py (1,1,0) en el instante t = 0. En cada instante t > 0 la velocidad

de la particula es
V) = (e, V3)

(a)Hallar la trayectoria F (t).

(b) Calcular la curvatura k(t) y la torsién 7 (t) de la trayectoria en el instante cuando
t=0 ’

(c)Hallar las componentes tangencial ap(t) y normal ay(t) de la aceleracion
en el punto F (0).

Sugerencia.Usar las férmulas :

_ P x P

_ (/@) x F"(t)) - F "(t)
7@

1F () x F (t)]?

k() 7(t)

2
ap(t) = F' (t)-T(t) o a'p(t):s"(t):%, donde s’(t):%:”F’(t)H

an(t) = F (&) N@t) o an(t) =50 [T @) = k) [¢®)

Solucién.
(a)la velocidad de la particula es

F'it)=V () = (e”, —e“,\/i) (t>0

F(t) = (BI' +Cy,e b+ Cy, Vot + C3) .

Como Py(1,1,0) = F (0) = (e° + C1,e 0 + Cp,v2(0) + C3) ,

de donde C; =0,Cy =0y C3=0.

Asi, F (t) = (ef,e',V2t) 51 > 0.

(by F'(t) = (e',—e ", v/2) |IF '(t)|| = €' + e~ entonces F '(0) = (1,-1,v2),
IF(O)) =2
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7]

F' (1) —( et 0) = 0)_(1,1,0)
i (t 1 e l ) F/// (1 ~1 0).
F'(t) ><F” ) (\/_ fe’ 2)
Ahoraent=0: F'(0) x F"(0) = (—v/2,v?2,2), |F'(0) x F"(0)|| = 2V2.
y IF(©O) x F O _2v2 _2v2
MO =" er . TR
Ahora, (F'(t) x F"(t))- F "(t) = (—v2e™",V2€',2) - (¢!, ~e7*,0) = —2V2.
Asi, 7(0) = (F'0) x F"(0)-F"™0) -2v2 _—V2

IF@xFrOI> (2v2)° 4

(c)
I(O) _ (1?_1)\/5) _ 1 1 \/§
TO=yFen-" 2 - <§’—5’7>’
_ FOxF'0)  (—V23v32) [ 112

By = | F/(0) x F"(0)] 22 = 3379 .Luego,
N(0) = B(0) x T(0) = (‘%%?) y (%_%_?) _ _{g}gﬁ)
Ahora,

ar(0) = F" (0) - T(0) = (1,1,0) - (1, -1,
ay(t) = F"(0)- N(0) = (1,1,0) -

1]3
SRS
It
>

Aplicaciones a la gravitacién

En esta seccién estudiaremos una aplicacién de las curvas en R? al movimiento
planetario. Sea o : [a,8] — R? una funcién vectorial. Los puntos (z,y) € Im(«) lo
podemos poner en coordenadas polares y asi la curva puede ser puesta cémo

(z,y) = r(cos 8, senb),

en donde r mide la distancia del punto (z,y) al origen. Es claro que tanto r como 6
dependen del tiempo £.

Denotemos con U, = (cosf,sen #). Entonces nuestra curva la podemos escribir
como a(t) = r.U,. También, denotemos con

—— = (—senb, cosb).

Es claro que U, y Uy son vectores unitarios y perpendiculares, ademds U, = :#7/1
Ahora,

do dU-
)= — = —.U, .
V) dt U dt

Hacemos uso de la regla de la cadena y obtenemos que

dU, d9dU, df

dt ~ dt dg "
Combinando estas dos iltima expresiones obtenemos

d9
"t

V(t) = — —Us.
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De la misma forma la aceleracién también la podemos expresar como una combinacién
lineal de U, y Uy, asf:

2 2 2 .
AW =[G - (@] U+ [rig + 25 4] 00

Si suponemos que una estrella de masa M atrae a un planeta de masa m, la fuerza de
atraccién la podemos expresar asi:

F= frUr + fOUl)-

De otra parte, la segunda ley de Newton nos dice que F(t) = mA(t), De lo anterior
obtenemos:

_ d2r . rdo\2
fr= miG-r($)

_ d20 dr d
fo = mirGgm+235]

Dentro de las hipétesis que hizo , con respecto al movimiento planetario, estd aquella
que afirma que la fuerza de atraccién, de la estrella al planeta, se ejerce en la direccién del
planeta hacia la estrella. Esto es, en la direccién de —U,. Entonces la componente f; = 0.
Esto es,

d%9 + dr do
r—p 4+ 2—— =
dt? dt dt
Si multiplicamos por r vemos que se transforma en

d(r’q)

dt

0.

=0
De lo anterior se deduce que

L
dt
en donde h es una constante. Pero si suponemos que el movimiento del planeta es
un giro en sentido contrario al las manecillas del reloj podemos concluir que 8(t) es una
funcién creciente y por lo tanto % > 0. Asi, nuestra constante h es positiva.
Sabemos que el drea que barre el radio vector R cuando el planeta se desplaza de un
tiempo t; a un tiempo g viene expresada por la férmula

l/t’rzﬁ
2/, dt’

1

h,

De lo expuesto anteriormente obtenemos que

1 2 ,dd 1
= — = =h(ts — t1).
2/L1 U LG )
Esta expresion confirma la segunda Ley de Kepler que dice: Las dreas barridas por el

radio vector desde el sol a un planeta son proporcionales al tiempo.
La ley de gravitacién universal de Newton establece que

GMm —km
T T T2

fr =

en donde G es la constante de gravitacion universal. De lo anterior obtenemos la ley
que rige el movimiento planetario en la mecénica newtoniana:

)
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que
& = —h2 :2&
dt? do?*’
Remplazamos en lo anterior obtenemos:
d? ao k
de? T h?

La solucién general es

s = asend + B cosd + —lc—
h?

Para obtener informacién de lo anterior debemos hacer algunas simplificaciones. Podemos
suponer, por ejemplo, que para @ = 0 la distancia r del planeta a la estrella es minima
o lo que es lo mimo = es mdximo. Esto significa que podemos suponer que z'(0) = 0 y
2"(0) > 0. entonces se deduce que a =0y 8 > 0. La solucién tomar4 la forina

k
s = Bcosl + R

Si en lo anterior cambiamos = por -TL, aquella se transforiu en

pE

"= 1+ Ecosf’

en donde p = /l, y E = %{’-2- Este nimero E se llama la excentricidad de la cénica
definida anteriormente.

Puesto que el movimiento del planeta alrededor de la estrella es cerrado, dedujo que la
cénica anterior debe ser una elipse. Con ello confirmé la primera ley de Kepler que dice:
Los planetas describen drbitas eltpticas en uno de cuyos focos estd el sol.

Ejercicios Propuestos:Curvas y sus aplicaciones

1. Dada la curva
I { 2 +yt+ 2 =4z +y)
"l z+y=4

Hallar las ecuaciones paramétricas de T'.

F:{ 2?4+ yP ~ =2
-y = 1

2. Sea la curva

1
—

(a) Hallar una parametrizacion para I'.

(b) Hacer un esbozo de la curva I" considerandola como interseccién de dos super-
ficies.

3. La pardbola
2l =8y —4), =0
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10.

. Demostrar que la curva C descrita por ¢ (t) = (ae

es la proyeccién ortogonal de una curva C que se encuentra en la esfera con centro
(0,4, 5) y radio 3. Hallar las ecuaciones paramétricas y graficar la curva C.

. Sea C la curva

P4yt —62=0
"lz—-243=0

(a) Verificar que la proyeccién ortogonal de C sobre el plano XY es una elipse.

(b) Hallar el vector tangente en cualquier punto de la curva P (z,y, z) tal quey > 0.

. Hallar una representacién paramétrica de una curva que se encuentra en el cilindro

de ecuacion
21y =a

y tal que en cualquier punto P de la curva, el 4ngulo entre el gje Y y la tangente es
igual al dngulo entre el radio vector P y la tangente.

. Hallar sobre la curva I" con ecuaciones paramétricas

z=t |, y=h{t+2) , ::ﬂ

los puntos donde su recta tangente pasa por el centro de la esfera
E:x?+yt+:2-28y+ 2 —4=0.

Kt cost, aet! sint, cet!) ests sobre

un cono de revolucién.

. Sean las curvas

C1: F(t) = e'(cost,sent, 1), 0<t <27, Co: G(t) = (t+ 1,8%,t + 1)

.En cudnto debe incrementarse t para que la longitud de arco de C; se incremente
en (e —1)v/3 desde el instante en que Cy interseca a C;7.

. Una particula que se mueve en el espacio describe una curva C, con vector de posicién

a(t) = (¢, %,ln(tz)), t >0 yten segundos.

(En cudnto tiempo recorrerd una longitud de arco de la curva C igual a 9 unidades,
desde el punto Py donde la recta tangente a la curva descrita por a pasa por el
punto (4,0,2 + In4)?.

Sea la funcién F(t) = (¢t — Int, tan(nt), V2t — £2)

(a) Hallar el intervalo més grande (del dominio de F)para el cual F' es la parame-
trizacién de una curva en R%.,

(b) Analizar si F es regular en el intervalo hallado en la parte (a) .

(¢) Si T es una curva regular descrita por F |, de la parte () , hallar ecuaciones
paramétricas de la curva C que resulta de intersecar las rectas tangentes a T’
con el plano X Z.
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11.

12.

13.

14.

Sea
T:aft)=(3t? —-5,—t+53t2+5), te R

(a) Hallar los puntos Py y P» deT tales que la curvatura de I' toma su valor méximo
en P y un vector tangente a I' en P, es paralelo al vector (6, —1,6).

(b) Hallar la longitud de arco de I' desde P; hasta P;.
Una curva I es descrita por la parametrizacién F(t) = (2t,ef,e7 "), t € R.

(a) Hallar los vectores unitarios T, N y B en el punto (0,1, 1).

(b) ;Existe en la curva un punto donde su plano osculador tiene como normal
al vector (\/§7 —1,2)?. En caso afirmativo, hallar la ecuacién de dicho plano
osculador.

La curva C es parametrizada por la funcién F(t) = (sint, cost,Insect), t € | -3, Z].
Hallar:

(a) La curvatura k(t) en cualquier punto F(t) de la curva.

(b) La longitud del arco de la curva comprendido entre el punto F(%) y el punto
donde la curvatura tiene valor v/2.

Una particula se mueve por el espacio con velocidad
V() = (—-3t5 3,672 Lt > 0.

Hallar la aceleracién particula en el instante, distinto de 0, en que su rapidez coincide
con el médulo de su aceleracién.
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Funciones de varias variables

2.15 Introduccién.Funcién de varias variables

Definicién 2.44 Una funcion f : D(f) C R" — R de n variables es una regla que
asocia a cada n-upla de nimeros reales (x1,...,z,) de algin subconjunto D (f) un inico
nimero real f(xy,...,Zn).

Observacién 2.13 La funcidn f definida sobre D (f) con valores en R se representa por

f: D) CR*—R
(.’131, --~7xn) — W = f ((Ih ...,In,)) ,

y se dice que

w = f(z1,...2n) : vregla de correspondencia de f
w : imagen de P mediante f (variable dependiente)
(21, ..., 24) :  preimagen de w mediante f (variables independientes - argumento de f)

El congunto D (f) se denomina dominio de f .
El conjunto de nimeros reales f(zy,...,x,) se denomina rango o imagen de f.,

R(f)= {f(xl,...,z,,,) : (771, v Ip) € D(f)} CR

En lo que sigue en adelante consideramos ejemplos de funciones de dos o tres variables
independientes.

Ejemplo 2.120 (Encontrando un dominio). Encontrar el dominio de definicion de
funcion -
flz,y) = P

Solucién. Se trata de encontrar aquellas parejas de nimeros (z,y), para las cuales
tiene sentido la formula dada para f(z,y). Es decir, ;jqué valores pueden darse a z e
y,de manera que al realizar las operaciones indicadas en la férmula se obtenga un valor
numeérico y no tropecemos con una operacién imposible?

Es evidente que, en este caso, el dominio de la funcion es todo el espacio R? excepto el
origen de coordenadas, es decir, D (f) = R®\{(0,0)}, pues la férmula puede ser calculada
para cualquier pareja de nimeros reales, salvo para la pareja (0,0).

Ejemplo 2.121 (Representando un dominio). Encontrar el dominio de las siguientes fun-
ciones y representar su grdfico:
2?4 Y2

Lf(z,y)= ﬁ

Vi r oyt — 4
2.f(z,:u)=—-yy——~
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3. - Y

f@y) /36 — 4z% — 9y? — =2
4-f(z,y) = Inzy
5.f(z,y) = arcsin(z + y)

Solucién

1.Para que la rafz cuadrada v/ — y? esté definida, el radicando no puede ser negativo,
luego x — y? > 0, pero, al estar en el denominador, ha de ser distinto de cero, x — y% # 0.
En consecuencia, z — 3% > 0.

D(f) = {(z,y) e R : 2 > y?}

Luego el dominio de la funcién coincide con el interior de la pardbola, excluido el
contorno.

4

z% +y?

Vry -2

Dominio de la funcién : f(z,y) =

) 2 __
Q-f(m,y) = "w

Para que la raiz cuadrada esté definida, el radicando no puede ser negativo, luego
22+ y? —4 > 0. Ahora bien, al estar y
en el denominador, no puede ser cero, y # 0. En consecuencia,

D(f) = {(z,y) €R? 22 442 > 4, y £ 0}

Exterior de la circunferencia de centro el Origen y radio 2, incluido el contorno y
excluido el eje OY. Los puntos (0,2) y (0, -2) quedan excluidos.







El dominio es la franja comprendida entre las

rectasy = 1—z, y=—1—g, incluidas ambas rectas.

2.15.1 Operaciones con funciones de varias variables

Definicién 2.45 Sean f . D(f) CR* — Ry g:D(g) CR” — R dos funciones tales
que D=D(f)ND(g) # 0. Entonces se definen:
1.La funcion suma de f y g,

f+9:DCR"— R

por
(f+a)(P)=F(P)+g(P).

2.La funcidn producto de f y g,

fg:DCR"— R

por
fg(P)=f(P) g(P).

8.La funcion cociente de f sobre g,

I:E—yR
g
o Foo F(P)
E(P)Zm,

donde £ = {z € D: g(P) #0}.

Las funciones de varias variables se pueden combinar de la misma forma que las fun-
ciones de una sola variable. Por tanto se pueden sumar, restar, multiplicar, dividir, etc.

Definicién 2.46 (Composicion de funciones). Dada la funcion f : D(f) C R" —
R definida en el conjunto D (f)de R"™ y la funcidn ¢ : D(p) € R — R definida en
el conjunto D (p)de R, cuyo rango estd contenido en D(f) (es decir, f(Dy) C D (yp),
entonces se puede formar la composicién de ¢ con f, que representamos por ¢ o f :
D(po f) CR" — R donde

D(pof)={PeD(f): f(p) €D(p)}
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y regla de correspondencia

(wo £Y(P)=w(f(P)).

Ejemplo 2.122 Hallar la funcion compuesta de la funcidon f(z,y) =y —=z
funcion p(t) = Vt

Solucién. Para poder componer, la funcién f tiene que actuar primero, y después la
¢.En efecto, en esquema, resulta

2 con la

f@y) =ay-z2y R L R £ R
w(t):\/'z (z,y) —  t — 2

de donde, la composicién buscada, sera:

W) = (o flz,y) = (o) (f(z,y) = ¢ (y — 2*) = \Vy — 22
Observe que la funcién resultante de la composicién solamente estard definida para
aquellos puntos (2,%y)en los cuales se cumpla que y — 22 > 0, es decir,

D(h)=D(pof) = {(z,y) € R*:y > 2?}

2.15.2 Gréfica de una funcién de dos variables

Definicién 2.47 Sea f : A — B definida por w = f (u), el grafo de f es el subconjunto
de A X B denotado G (f) y definido por

G(fy={(,f(u) € AxB :uc A},

Observacién 2.14 1.La representacidn grafica del grafo de una funcidn se denomina gra-
fica de la funcion.

2.5 f : D(f) C R" — R es una funcion real de variable vectorial, para obtener la
gréfica de la funcion en el espacio R" dibujamos

w=f{u) conueD(f).

3.Dada la grifica de una funcién f,

| Para determinar | se proyecta ortogonalmente la gréfica sobre

D(f) el espacio R"
R(f) el eje vertical

Ast,
D(f)=2 y R(f)=led.

Definicién 2.48 Sea f : D(f) € R* — R es una funcidon real de variable vector-
ial. Definimos la grifica de la funcion f como el subconjunto del espacio Rt que consta
de todos los puntos ((x1, g, ..., x,),w) en R™! tales que

w = f(z1,Z2,...,2Tn), para (T1,22,...,Tn, w) en D(f).Es decir,

G(f) = {((@1, 22, s 20) , f (21,2, 0, 2,)) € R™H 2 (21,29, ., 20) € D (f)}

Enel caso de n = 1:

Funciones de una variable. La grifica de una funcién de una variable, por lo
general, es una curve en el plano.

Un punto (z,y) del plano para estar situado en la grafica ha de cumplir dos condiciones:
en primer lugar, que su primera coordenada, z,esté en el dominio de la funcién, z € D (f);
y en segundo lugar, que su segunda coordenada, y, sea la imagen,
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mediante la funcién de la primera, es decir, y = f(z). En base a esto, los puntos (z,y)
de la grafica se pueden expresar de la forma (z, f(z)).Es decir,

G(f)={(z,y) eR’:y = f(z),z € D(f)}
o bien, de manera esquemdtica,
(z9)eG(f) @ {z e D(f):y=f()}

Funciones de dos variable. La grédfica de una funcién de dos variables f(z,y) es el
conjunto de puntos del espacio (z,y,z) para los cuales se tiene que

~ = f(.’l?,y),(.’l?,y) € D(f) .
G(f) = {(z,y,2) e R®: z = f(=,y), (z,9) € D(f)}

Es decir,

(m7y7:) eg(f) g ::f(:z:,y),(:c,y) ED(f)

La gréfica de una funcién de dos variables serd una superficie en el espacio. La proyec-
cién de la gréafica sobre el plano horizontal coincide con el dominio de la funcién.

Definicién 2.49 Sea f: Q C R" — R y sea k € R. Entonces el conjunto de nivel del
valor k se define como todos los puntos P € Q) tales que f(P) = k.Se denota por

T, :={PeQ: f(P)=k keR}

Ejemplo 2.123 Dada f(z,y) = z2+y°. Esbozar S la grafica de §, hallando y graficando
las intersecciones de S con los planos coordenados ( trazas) y las curvas de nivel

Ty = {(z,y) ER*: f (z,y) =k} para k € R.

Solucién.
Dom(f) = R?
Las curvas de nivel de valor & :
2 2 2 2
Tei g+ =k=T: Y =1,k>0

oA o)

Si k > 0, vemos que son elipses, de centro V (0,0), con eje mayor el eje X.
Ty : es el punto (0, 0).

72 yz
F] : 55‘-’-‘2—2:1
2 2
Iy L+ YL =1
(3v2)"  (2v2)
2 2
O S L
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En este caso escribimos: Pliml fPy=1L
— 1%

Definicién 2.51 (Limite de una funcidn en un punto en el plano). Sea f una
funcion de dos variables definida en un disco abierto centrado en (o, yo), excepto quizas
en el punto (zo, yo). Entonces,

im T,y) =1
(E,:'/)—'(To"UO)f( v)

si y solo si para cada € > 0 existe un correspondiente 6 > 0 tal que |f(x,y) — 1] < ¢,
siempre que

0 < +/(z —20)2+ (y —0)% <. .

Gréficamente, esta definicién de lfmite significa que para un punto cualquiera (z,y)
situado en el disco de radio 4, el valor f(z,y) estd comprendido entre L —e y L +¢.

Hay que tener en cuenta que para que exista el limite todos los puntos del entorno
tienen que tener su imagen aproximadamente a la misma altura (entre L — e y L + ¢).
Si unos puntos del entorno se aproximan a un valor y otros a otros, entonces el limite no
existe.

En la definicién de lfmite, el punto en cuestién no cuenta. Es decir, da igual cudl
sea el valor de f(zo,y0), incluso da igual que no exista dicho valor. Al poner 0 < § nos
estamos ocupando de todos los puntos del §-entorno, salvo del centro. No obstante, hay
que advertir que en el cdlculo de limites de funciones continuas dicho valor si que adquiere
gran importancia.

Esto es lo que no sucede en el ejemplo anterior, podemos tener puntos (z,y) € R?
tales que [|(z,y) — (0, 0)|| sea muy pequefia y no obstante |f(z,y) — 0] = 1.

A partir de la definicién se pueden demostrar teoremas similares a los teoremas sobre
limites conocidos de las funciones del Célculo,

2.16.1 Propiedades de limites de funcién vectorial

Proposicién 2.17 Si f es una funcion de R™ a R tales que limp_, g f(P),y limp_, p, g(P)
eristen y si Py es un punto de acumulacion de D (f) ND(g), entonces

L limp_, p {f (P)+ g (P)} =limp, p, f(P) + limp_, p, g(P)

2. limp_, Fo )\f (P) = )\l'lmp_. Pa f (P)

3. limp, p, f (P) 'QI(P) = (I}I(I;)I;—» po S (P))(limp, 1, g (P))

. P imp_., L. .

4. limp_, p 5((/7% = EL,T_TF:?,g(—P)’ silimp_, p, g(P) #0.

Omitimos la prueba de esta proposicién, ya que es la misma que la de la proposicién
correspondiente para funciones de R en R.

Ejemplo 2.127 Demostrar, usando la definicion, que:

lim 2 gy =3
(fv;u)—’(l‘l)y 4

Solucién.

Dado € > 0 existe un § > 0 tal quesi paratodo (z,y) € R?y0 </ (z -2 + [y + )2 <
§ = [yz—xy~3l<e.
Expresamos |y? — zy — 3| en términos de |z ~ 2| y [y +1].
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Sio</(z—=2)+(y+1)2 <4, entonces |z ~2|<é y |y+1] <4

WP -zy-3 = |w+1) -1 -[=-2)+2w+1) -1 -3

[(b+1)?2 -2+ D) +1] - [z -2@y+1)—(z—-2) +2(y +1) - 2] - 3|
= |y+1)2-2y+1)—(z-2)(y+ 1)+ (z-2)+2(y+1)|.

-2y -3 < ly+1P+2py+1+]e-2y+1+|z -2/ +2]y+1|

Para simplificar esta expresién podemos restringir la eleccién de § de modo que
§ < 1.Entonces, [z —2}<1 y |Jy+1l|<ly

W2—zy—3| < 6+26+6+6+26=716.
Por lo tanto , si elegimos § =m1’n{l, %} ,
[y2 —zy — 3] <€
siempre que 0 < \/(m—m < 6. Lo que prueba lo pedido.
Ejemplo 2.128 Usando la definicion de limite, probar que:

. z? + y?
lim =
(@1)—~(0,0) |2| + [yl

Solucién.

D(f) =R - {(0,0)}.

Por demostrar que

z? + 42

ve >0,35>0:(x,y)€D(f) AO<z2+y2 <= EEm

Observemos que :

De 0<\/m<6setiene:
lz] < VaZ+y?<d=lz|<é
lyl < Val+y?<d=y|<$
|zl < Jzl+yl . Wl<I|zl+y] ;Vz,y € R

Dado € > 0 tenemos

|| ly]
+

< | +
=] + vl ||

22 412
‘Iil + [yl

Iy| |yl < l:v|+[y| <é+6=25 =€ , (‘Tvy) # (070)

Por tanto, basta elegir § = %

Proposicién 2.18 Si f es una funcion de R"™ a R tal que limp_, ;5 f(P) =1, ¢ es una
funcion contfnua en | ;y Py es un punto de acumulacion de D (p o f), entonces

pim, e (F(P)) = (D).

Prueba.

La prueba es la misma que la prueba de la proposicién correspondiente para funciones
de R en R.

Tomemos € > 0.Como ¢ es una funcién continua en [, existe un nimero é > 0 tal que:

183



lo(y) — @ ()| <esiempreque y € D(p) y ly—1| <o.

Como limp_, p, f (P) = l,existe un nimero é > 0 (por lo general, § depende de ¢ y de

Py) tal que:
SiPeD(f),0<||P-R|<d=|f(P)-ll<o

SiPeD(pof)y0< |[P— Rl <5 entonces|f (P) — | < oy lp(f (P)) — ¢ (f ()] <
Esto prueba que PE-TP e(f(P)=¢(l).

Proposicién 2.19 (El teorema del emparedado)
Si f y g son funciones de R™ a R tales que si existe una bola abierta B (Po;r) tales
que
(i) g(P) < f(P) < h(P) para todo P € (B (Po;r) \{P})ND(fNyg)
(it) Plimp g(P) = Plimp h(P) =1,
—yr Y

entonces ; liml F(P) existe y
D P

m f(P)=1L

PSR

2.16.2 Limites restringidos
Cuando existe Pliml _F(P) =1, cualquiera que sea la forma en que se tome P & dom (f),
—*ig

préximo a Py, siempre se tendrd f(P) préximo a . Fijada una tal forma, tenemos lo que
se llama un lémite restringido de la funcion f en P.
Por lo general, las formas que se toman son curvas T, contenidas en el dominio de la
funcién f, para las cuales Py es un punto de acumulacion.
Escribimos  lim f (P) = I, para un tal limite restringido.
=
El siguiente teorema es claro a partir de la definicién de limite.

Teorema 2.26 5i Plimp F(P) =1, entonces para cualquier curva T', en el dominio de la
—0

funcion f y tal que Py es un punto de acumulacion de ella, se tiene: , Iiml f(P)=1.
ST
Per

Nota. El teorema sélo es 1til para demostrar que Pliml f(P) no eziste:
— )0

(1)Mostrando que un cierto limite restringido no existe, o, en su defecto,

(ii)Hallando dos limites restringidos diferentes.

Inexistencia de limites

Cuando no sepamos calcular un limite, intentaremos demostrar que dicho limite no
existe. Esto lo podemos hacer por dos métodos:

Mediante los limites restringidos.

Mediante los limites iterados.

Limites iterados

Para el calculo de limites de funciones de varias variables es necesario hacer
uso de los conocimientos que tenemos de limites de funciones de una sola
variable. Por ejemplo: Si queremos calcular

flz,y)

lim
(x,y)— (a,b)
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estamos tentados a calcularlo primero buscando el lim,—, o f(z,y), dejando
la variable y fija, y al resultado que obtenemos le aplicamos lim,,_, 5 . Esto es,
calculamos

Jim {Jim 1z},

— b

o también

lim {hm flz, y)}
e— a | y— |

Estos limites los llamamos lfmites iterados. Desafortunadamente éstos no
nos lleva siempre a feliz término. En general tenemos que

lim(ﬂ?,'y)—‘ (a,b) flz,y)
# hm’.’l—' b {hmz—> o flz, y)}
# lim:v—» a {hmy-—; b f(.’l?, y)} .

Inclusive, podemos tener que

lim {llm fz, y)} = lim {lim f(w,y)}

y— b la— r— a y— b
y no obstante

z, hm { lim f(z, } .
o m 7(@y) # lim { lim f(,9)
Veamos algunos ejemplos: Consideremos la funcién
222

22y? + (z —y)?’

flz,y) =

Nétese que

hm { hm f(=, y)} = ,,li_,mo {yli_{no f(fvy)} =0

y—

Ahora, cuando tomamos z = y vemos que f(z,y) = 1y cuando y = 2z

vemos que .2
f @) = x2 +1

Esto nos indica que lim(, .. (0,0) f(#,%) no existe debido a que si (z,y) —
(0,0) por la recta z = y, entonces f(z,y) — 1. Y si (z,y) — (0,0) por la recta
y = 2z,entonces f(z,y) — 0

O mds extrano atin, podemos tener que

tim, { lim f(@.9)} # lim { ylgnbf(z,y)}

y— b

y no obstante limg, ), (o) f(2,¥) existe. Por ejemplo

(@) ={ zeen (3) siv 0
0 siy=0.

En este caso, puesto que |f(z,y)| = ‘xsen%. < |z|, tenemos que
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lim z,y) =0
(x,y)— (0.0) f( J)

im, {tim, e} # i, { i 700}

y— 0

el primer limite es cero y el segundo simplemente no existe.
Ahora, Cuando, entonces, tenemos que

f(z,y) = hm {lim f(a:,y)} = lim {lim f(z,y)} ?
(, 1))—» (a,b) r—a = a {y—b

Sélo si:

Lo limg, ) (ap) f®,y) existe y

2. Los limites iterados existen y son iguales.

De los ejemplos anteriores concluimos que no hay métodos segnros para
calcular el limite de una funcién de varias variables. El uso de los limites
iteredados nos puede servir para sospechar quien puede ser el posible limite de
la funcién. Solamente la definicién es la que nos da la certeza de la existencia
del limite de la funcién.

Limites restringidos

Aunque la definicién de limite de funciones de dos variables va en total paralelismo con
la definicion de limite de funciones de una sola variable, existe una diferencia fundamental
a la hora de determinar la existencia de un limite. En una variable, la existencia del
limite, es equivalente a la coincidencia de los limite laterales. Es decir, para determinar si
una funcién de una variable tiene limite en un punto determinado, solamente necesitamos
comprobar qué ocurre al aproximarnos por dos direcciones —por la izquierda y por la
derecha—. Si la funcién tiene el mismo limite por la izquierda y por la derccha podemos
concluir que el limite existe. Si embargo, en dos variables esto no es asf

En dos variables, en principio, no tiene sentido hablar del limites laterales ;qué sig-
nifican derecha e izquierda en el plano?, por eso hablamos de limites restringidos, ya
que, en dos variables existen infinitos caminos para acercarnos al punto, es mds, podemos
acercarnos siguiendo un camino recto o un camino curvo. Es decir, al escribir

(m,y) I (370,1/0)

entendemos que el punto (z, y)se aproxima al punto (zg, yo) en cualquier direccion. Y,
para que exista el limite, los limites siguiendo todas las direcciones o trayectorias tienen
que coincidir. La exigencia de la definicién a todos los puntos del disco o entorno significa
todas las posibles formas de aproximarse. En consecuencia, para ver que una funcién no
tiene limite en un punto se siguen varios caminos de aproximacién al punto y si la funcién
tiene un limite distinto por cada camino, entonces el limite “doble” no existe. El problema
serd determinar si existe un camino que conduce a otra parte. En la préctica los caminos
que se suelen seguir son rectas y pardbolas. (El camino por rectas se sigue cuando las
potencias del denominador son del mismo grado, y el camino por pardbolas cuando son de
distinto grado, intentando igualar los grados). No debe olvidarse que la recta ha de pasar
por el punto en cuestién, es decir su ecuacién ha de ser y — yp = m(z — zg).

Ejemplo 2.129 Analizar si los siguientes limites existen. Justificar su respuesta.
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313_:(/2

a) lim =
)(:1:.;:/)—-»(0,0) IL“}(‘F y )
z(r—2
b lim —_
)(w.:'/)—>(2»—3) y+3

Solucién.
a)Tomando limites restringidos a los caminos C : y = mz®. Entonces
i 2B—y? | 8- (m:z:3)2 . 1—m?28 1
lim = lim — 5~ = lim = .
@y)—00) T3 +y  a—0 3+ mz 250 m+1 m+1
(zy)eC
Para m = (0, el limite es 1

1
Para m =1 el limite es —.
z3 —y?

Asi no existe, pues dos limites restringidos son distintos.

, lim 3

(zy)—(00) T° + Y
b)Tomando limites restringidos a los caminos C : y + 3 = m (z — 2) . Entonces

z{z—~2) . z(z-2) .. =z 2
= lim = lim — = —,
(zy)—(2,-3) y+3 z—2m(z — 2) T—2 m m
(x.y)eC

Para m = 1, el limite es 2.
Para m = 2, el limite es 1.
Asi, lim :1:_(?_—_2_)
(xy)—(2,~3) ¥+ 3

no existe, pues dos lfmites restringidos son distintos.

2
. . TY S
Ejemplo 2.130 Demostrar que lim —_— =
Jemp T o) =(000) T2+ 12 + 2
Solucién.
Observemos que: y2 < z2 + 4% + 22, V2,9, € R,

y2

2
TYy°< » " .
S 1}2 +y2 + :2 '(E,., S Iz"’l ’ (z’yv"‘) # (07 0) 0)

m2+y2+:2

Como |zz| = 0. Por el Teorema del Sandwich, resulta

lim
(z,4.2)—(0.0,0)
zy’z
T2+ y2 + 22

lim
(z,,2)—(0,0,0)

zy?s

Lue li — 7 =
OB 000 T2 42 + 22

in[(a + 42 +1)*]
Ejemplo 2.131 Demostrar que lim =
J p 7 (:l:,y)l—»(0,0) 2 + y2

Sugerencia. Usar la desigualdad : In(z+1) <z ;2>0.

Solucién.Observemos que: In (22 + y? + 1) < z? + y%;,Vz,y € R,

In [(12 +y2+ 1)2"’] 2 In (22 +32 +1)
0 S =
T2 + y2 z2 + y2
In [(952 +% + 1)2""] In (2% + 42 + 1)
0 = T S 2ol = <2l (@) £ (0,0).
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Como ( %info 0 2 |z| = 0.Por el Teorema del Sandwich, resulta
z,)-(0,

In [(z2 +y?+ 1)2";]

. =0.

lim
(w,1)—(0,0)

o)

i
(w,y)l-em(o,()) 22 + 42

Luego, =0.

zy—z—-y+1

Ejemplo 2.132 Usando la definicion de limite probar que lim =
Jemp & P T a1 Vrt 4 y? -2 — 2y 42
0.

Solucidn.

D(f)=R*-{(1,1)}.
Por demostrar que :dado€ >0,346 >0:

(z-1) -1
V- 12+ -1

(@y) € D(f) ANO<\J(o— 1) +(y—1)2 <= —0|< e

Andlisis preliminar :
Observemos que :

De 0<\/(z—1)2+(y—1)2<63etiene:

w11 < Je-10+@-1 <d=y-1]<s

Dado € > 0 tenemos

(z-1) -1 |_ |(z - 1)) ly—1|<ly—1}< 6.
V@-12+ -1 J@-12+ @17

Por tanto, basta elegir ¢ =¢ .

Ejemplo 2.133 (a)Demostrar que el (0,0) es un punto de acumulacién de la curva T

cuya ecuacion es .
4—4/16 + 4
— ;Y #0.
Y
Sugerencia.Basta demostrar que lirr(l) z = 0.
y—r

a;4y2

lim ———s3 no existe.
(r1)—(0,0) (8z + y3)

(b) Usar la parte (a) para demostrar que

Solucién. ~ .
—/1 4 16 — (16
(a) lim 4-VI6+y 16-(16+y") lim—-——2Y  _p
y=0 v ”""y(4+ \/16+y4) y=0 4+ /16 +y4
Tomando Ifmite restringido al camino C : y = 0. Entonces
oy
(zy)—(00) (8z + y3)* +—0(8z)
(ay)eC
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Para m = 1, el limitc es 1

. 1
Para m = 2 el limite es 5
2
Asi, lim 3 no existe, pues dos limites restringidos son distintos.
(,)—(0,0) T + ¥

Ejemplo 2.136 Demostrar que el siguiente limite no existe.

212y
lim 3. .37
(xy)—(00) 2° + Y
Solucién
Tomando limites restringidos a los caminos

C:={(z,y) € B+ (0,0) : y = ma?},

nos acercamos al origen a través de trayectorias parabélicas y = ma? Entonces
222y o 222 (mz?) . 2m2x? . 2m? 2m2
lim 5 = lim 7 = lim 3 im 5 = 5
(@p)—(00) 2t +y? 20zt 4 (ma?)?  e-0 24 mizt 2014 m?  14m
(zy)eC
Para m = 0, el limite es 0

Para m = 1 el limite es 1.
Asf

lim no existe, pues dos limites restringidos son distintos.
K 4 2 7 p g
(z4)—(0,0) % + Yy

Ejemplo 2.137 Demostrar que el siguiente limite no existe
-5
im  2E=5)
(za)—(-5-2) y+2

Solucién
Tomando limites restringidos a los caminos

C:={(z,y) € B, (5,-2) :y+2=m(z - 5)},

nos acercamos al punto (5, ~2) a través de de la recta y + 2 = m (z — 5) .Entonces
z(z—-5) .. z(z-5) z 5

= lim ————= = lim — = —.
(zy)—(~5,-2) y+2 a=5m(z—5) w=bm m
(z,y)eC

Para m = 1, el limite es 5

Para m = 2 el Ifmite es g

z(x —5)

Asi, im ——(——— no existe, pues dos limites restringidos son distintos.

(zy)—(-5~2) Y+ 2

Ejemplo 2.138 Demostrar que no existe el siguiente limite
5
P C k) .
(@y)=10) y3 + y(z — 1)

Solucién.Tomando limites restringidos a los caminos C : = { (z,y) € B, (1,0) :y =m(z — 1)2

nos acercamos al punto (1, 0) a través de trayectorias parabdlicas y = m (z — 1)2 .Entonces

5 5
L= 1m &y (z 1) 5
@)~ P +y(z—1)° 2=1md(z— 1) +m(z—1)
(x,y)eC
L = lim 1 = !

x—1m3 (.’E — 1) +m ;L_
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Para m = 1, el limite es 1.

1
Para m = 2, el limite es —.

Y
Por lo tanto,  lim (@—1)

———————— no existe, pues dos limites restringidos son dis-
()10 Y3 +y(z —1)

tintos.
Ejemplo 2.139 Demostrar que el siguiente limite no existe.
2 _ 2
lim ——-———336 y2
(@)—(0.0) 22 + 3y

Solucién
Tomando lfmites restringidos a los caminos

C:={(z,y) € B, (0,0) : y =maza},
nos acercamos al origen a través de rectas y = mz. Entonces

i o 32— (mz)® 3-m? 3—-m
243y~ Th 2 1 3 (mz)? wo0 14 3m2 1+ 3m2

2

lim
(7.9)—(0,0)
(x,y)eC
Para m = 0, el limite es 3
Para m = 1 el limite es%.

22 . L. .. .
Asf 3?5?3%7 no existe, pues dos limites restringidos son distintos.

, lim
(x,y)—(0,0)
Ejemplo 2.140 Demostrar que el siguiente limite no existe.

£Ey2

lim —=—
(@y)=(00) 2% + ¢

Solucién
En este ejemplo ilustraremos el uso de las coordenadas polares: Si hacemos el cambio
de variables £ = rcosf, y =1 sen 6

obtenemos
zy?

m = 7 COSs 0867120.

Puesto que ]r cos Bsenzel <ryr—0siysdlosi(z,y) — (0,0), deducimos
que por el Teorema del Sandwich, resulta

my2

lim ——— =0
(@a)—(0,0) 72 + 2
Ejemplo 2.141 Dada lo funcién f :R? — R, definida por
z® —y° .
fay={ o "W FO
0 , stzy = 0

Analizar la existencia del limite  lim  f(z,y).
(z.4)—(a.b)
Solucién.
-Cuando (a, b) es tal que a # 0 y b # 0, entonces
111‘3 _ y3 a3 _ bS
lim T,y) = im =—
(x,y)—{(ab) f( y) (x,y)—(ab) TY ab

191



(o por cocicntes de limites).
-Cuando (0, b) es tal que b # 0, entonces
3 _ b3

flz,y) = hm flz,b) = hm = +co.
(=, J)"(O’)
-Cuando (a,0) es tal que a # 0, entonces
3
flz,y) = hm fla,y) = hm = Foo0.

(z U) (ﬂ 0)
-Cuando (a,b) = (0, O) tenemos que al evaluar dicho limites por el camino

C : y = mz? entonces
3
z® — (ma?) oz — m2gS

1
2) — | = -
(= «,)_>(0 0) fey) = ) (0 0) fl@,ma®) = Foat) z (mz?) 11—% mz3 m’
(xy)eC
Luego el limite dado no existe, por depender de m.

3 2

2.17 Continuidad de funciones de varias variables

Definicién 2.52 Una funcidn f es continua en Py st se cumple Iliml F(P) = f(Fy).
iy

Proposicién 2.20 Silas funciones f y g son funciones de R™ a R continuas en Py,entonces
ftg fog vy }é( siempre que g (Py) # 0) son continuas en Fy.

Proposicién 2.21 Si f es una funcion de R" a R continua en Po y ¢ es una funcion de
R en R continua que es continua en f (FPy) , entonces g o f es continua en Fy.

Demostracién.

Si Py no es un punto de acumulacién de D (g o f), entonces ¢ o f es continua en Fp.Si
Py es un punto de acumulacién de D (p o f) ,entonces, como D (po f) C D(f) , Py debe
ser un punto de acumulacién de D (f) y hm f (P) = f(P).

Luego de acuerdo con el teorema de hmlte
im0 £)(P) =0 (f (Ro)) = (9o 1) (Ry).
Definicién 2.53 Una funcidn f es continua si es continua en cada punto de su dominio.

Proposicién 2.22 Las funciones polindmicas y las funciones racionales son funciones
continuas (en sus respectivos dominios).

Ejemplo 2.142 Dada la funcién f : R? — R, definida por

2zy

flay)={ JaZ+34 si (z,y) # (0,0)
0 ? si (LE,y) = (0,0)

Analizar si f es continua en (0,0).

Solucién.
Tomando limites restringidos a diferentes caminos, resulta

. 2zy
lim —m——— =
(,9)(0,0) \/4x? + 3yt

Observemos que:
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2|z] < 4x? + 3y4,Vz,y € R,

2zy 2)z|_ly|
0= \/4!1,‘2—}—3:1/4 - \/41.2+3y4 = lyl ’ ('Evy) 7é (0,0)

Como ( %in}o o ly| = 0.Por el Teorema del Sandwich, resulta
a,y) (0,

2zy

JAz? + 34

= 0= f(0,0). Por lo tanto, f es continua en (0,0).

lim =0
(,y)(0.0)

2z,
Luego, lim Y

(i) (0,0) \/412 + 3y
Ejemplo 2.143 Sea la funcion f : R? — R, definida por

-2
f(z,y) = ﬁ%ﬁﬁ%ﬁ’ si (z,y) # (0,2)

0 s (zy) = (0,2

Analizar la continuidad de las funcion f en (0,2).

Solucion.
Tomando limites restringidos a los caminos C : ={(z,y) € B, (0,0) : y — 2 = mz},
. z(y —2) . z (mx) . mz . ™m m
lim 5 = lim 3 = lim — o= i —— =
(z)—(0.0) 22 4 (y — 2)* =022 4 (nz) a0 22 (14+m?2) 2501+ m 1+m
(xy)eC

Para m = 0, el limite es 0
. 1
Para m = 2, el limite es =.
) z(y—2) . o o -
Asi — 5 no existe, pues dos limites restringidos son distintos. Por

oo (.1)-+(0,0) z2 + (y — 2)
lo tanto, f no es continua en (0, 2)

Ejemplo 2.144 Dada la funcion f : R2 — R, definida por

f(zy) = e 0 ey £ 00

0 , si (z,y) = (0,0)

(a)Demostrar que f es continua en R% — {(0,0)} .
(b)Demostrar que f es continua en (0,0).
Sugerencia: Use la desigualdad

Isint] < |t , para todo t.

Solucién.

()Para (z,y) # (0,0} .

g(z,y) = sin®(z + y) es continua, pues es composicién de funciones continuas,
hiz,y) = \/mz + y? es continua, pues es composicién de funciones continuas.

Puesto que h(z,y) # (0,0), se concluye que f = %es continua en R?- {(0,0)}.
(b)Para. (z,y) = (0,0)
Observemos que: Vz,y € R
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2| < Va2 197, Iyl < Val+ g2

0 < lsin(z+y)| < |z +y
= 0< sin(z +y))* <o +yl* < (2| +y))?
= 0 < Jsin(z +y)]* < Jzf* + yl” + 2|z lyl

. 42 2 "
0 < sin?(z +y) < sin(z + y)[* (m + [y] +2|1'H1/|)
<2
sin®(z + ) |z} ly
- PR < 2 2'|T > '1'!/|+2
Vi ty Va2 +y Vit
31n2(m+y)

Vai iy

(Jz] + 31yl) = 0. Por el Teorema del Sandwich, resulta

Va4 y?

|z + [yl + 2|yl = || + 31yl , (z,y) # (0,0)

AN

Como  lim
(w:.17) -(0.0)
sin®(z + y)

Vit y?

= (). Por lo tanto, f es continua (0,0).

i
(,)—(0.0)
sin? sin®(z +y)
Luego, 111
(,0)-+(0,0) \/m2+y
Ejemplo 2.145 Demostrar que no eriste el siguiente limite

lim —m—zy_
(=, u)—e(oo ) 4zt — 3x2y + 2

Solucién.
Tomando limites restringidos a los caminos C : y = mz? Entonces
. z2y . x? (mmZ)
lim 7 3 5 = lim —3
(z)—(00) 4z% — 3z%y +y° #0424 — 322 (ma?) + (mz?)
(xy)eC
ma? m

= 1i = .
50 z4(4 —3m+m?) 4 -3m+m?
Para m =0, el limite es 0

Para m =1 el limite es —.
x%y

Asi i Ty
= (:'f,:'/)l-{»rzo,o) 424 — 3x2y + y2

Ejemplo 2.146 Dada la funcion f : R? — R, definida por

623 + zy? )
foy) =14 B S @y # 0.0
0 , st (z,y) = (0,0)

Analizar la continuidad de las funcion f en (0,0).

Solucién
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Es suficiente demostrar que el limite

. 623 + zy?
im ———a=0=/f(0,0
(x,4)—{0,0) 3x2 + y2 f ( )
Observemos que:
3c? <3z% + 92,92 < 32> + P v,y €R

62° + Ty? 3z? y?
322492 |~ "3z2+y 32+ 2

Como ( %im(o 0 3}z| = 0. Por el Teorema del Sandwich, resulta
x,)—(0,

7 l=l + lz] < 3lz| , (=,9) # (0,0).

6% + zy?
3z2 + 42

(=, u)—'(0 Y]

lim 623 + :z;y
(= ,,)_,(0 0) 3z? +y?
tanto, f es continua en (0,0).

= 0. Por lo tanto, lim 6z + zy”

—_— = . P
(ru)ﬂ(OO) 32 147 f (0,0): Por lo

Luego,
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2.18 Diferenciacion funciones de varias

Derivada direccional de un campo escalar

Definiremos el concepto de derivada en campos escalares para luego generalizar a campos
vectoriales.
Sea f: Q C R" — R un campo escalar, y sea P € (). Deseamos estudiar la variacién
de f cuando nos movemos desde P hasta un punto préximo.

Teorema 2.27 Supongamos que f'(X +1Y,Y) existe para todo t € [0,1]. Entonces existe
8 € (0,1) tal que
FX+Y) - f(X) = f(X+6Y,Y)

Demostracién: Es suficiente aplicar el Teorema del valor medio a la funcién g{t) =
FX+tY), te|o,1].

Definicién 2.54 Dado un campo escalar f : Q C R* - R;P € Q, sea U un vector
unitario de R™, se llama derivada direccional de f en P segiin el vector unitario U y se
denota 1y se define por

OI(P) _ . f(P+hU)— f(P)

Duf (P) = U i h

Interpretacién geométrica

Consideremos la recta £L = {@Q : Q = P +tU,t € R}
que pasa por el punto P y tiene de vector director el vector unitario U.Sea la funcién

o(t) = f(P +U).

t
Si una de las dos derivadas g/(t) o %;—U) existen, entonces también existe la
otra y coinciden:
En particular cuando t = 0 tenemos
of(P
910 = 22 — b1 (p)

Luego la derivada direccional D, f (P) no es mds que ¢'(0) pendiente de la recta tan-
gente a la curva en el punto (P, f(P) que resulta de cortar la superficie por el plano
perpendicular al plano =z = 0 que contiene a la recta L.

Definicién 2.55 Sea f : @ C R™ — R un campo escalar, sea P €  si {e1,e,...,en}
es la base candnica de R™ a la derivada, si existe, de f en P segin la direccion e; para
i =12,..,n se le llama derivada parcial con respecto a la variable z; se representa

of . g(t) — g(0)
axj Lp) = 56—]_(1’) = g/(0) = lim =————

f(P +te;) - £(P)

= lim
t—0 h
of o fEne Lz, g T, E0) = (@ 81,85, 8540, -, Th)
—— (z1,...,2p) = lim
61?] t—0 h
Consecuencia.

Hallar la derivada parcial respecto a la variable z; equivale a derivar la funcién
9:Q C R" - R que resulta de considerar en f(P),la componente z; como variable y las
restantes como constantes.
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Observacién 2.16 El stmbolo Dy f(X) se llama lo derivada parcial con respecto a la
variable z;.. También se usan las siguientes notaciones para la derivada parcial:

Def(P) = m#.k()

Estas notaciones las usaremos indistintamente.

Definicién 2.56 Sea f : Q C R* > R y P € §). Se llama gradiente de f en P y se
representa V f(P) al vector

6
vie = (gL 0. 2L ey, 2 )
cuyas componentes son las derivadas parciales de f en P

Ejemplo 2.147 Dada la funcion

2 _ 942
f (z,y)={ iy‘séﬂL—yzzx) ’ si (z,y) # (0,0)
0, si(2y)=(00

(a)Caleular la funcion ?—g (z,y) especificando su dominio.
(b)Demostrar que f es diferenciable en (0,0).

Solucién.

(a)Para (z,y) # (0,0) :

of Yo — 2ziy — To?yd
o (Ty) = ————5—
Ox (=2 +9?)
ho (02 - 2‘h2)
- ’ 2 2
(O 0) = tim JBO—100) _ P40 ) o imo=o.
L—~0 h h—+0 h h—0

— 2ty — Tz
3 o2y o T ) £ (0,0
o - | e et
0 , si (z,9)=(0,0)
(b)De la parte (a), se tiene % (0,0) = 0.
Oh h? —2.0°
af o f(oyh‘)"f(()’O)__ . ’ 02+h2 T _
oy *O =Ty =iy =im0=0

Para probar que f sea diferenciable en (0,0) bastard demostrar que L = 0.

(1 k)—(0,0) N
hik (k? — 2h2)
1 W—O—(O,O)-(h,k)
L = im
(h,K)—(0,0) N
hk (K? — 2h?)
h? + k? |hk (K2 — 2h2)|

lim f——o 1
(hk)—=(0,0)  +/h2+ k2 (h L)IE}O 0) VA2 + k2 (h2 + kz)
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Observemos que:

Ih] < V2 + k2, |k| < VR + K2 Vh ke R

ik (K — 20%) A K |k|+2 K e |h} < jkl+2]h]
VATt K2 (h2 + k2)| = VR T k2 A2 + k2 VRZ T kEhE+ k2 ’
(h, k) # (0,0).

Como " )i Moo (|k| +21|h}) = 0. Por el Teorema del Sandwich, resulta

hk (K% —2r%) |
VAT L2 (h? +K2)|

L=

lim
(2,4)~(0,0)

2.18.1 Diferencial de un campo escalar. Plano tangente

Hemos visto como la existencia de derivadas direccionales no aseguran la continuidad de
la funcién, hagamos un andlisis de la situacién.

En funciones reales de variable real f : I C R — R las tunicas derivadas direccionales
que existen son la derivada por la izquierda y por la derecha y ya sabemos que la simple
existencia de estas no aseguran la continuidad de f. La existencia de derivada equivale a
que f(z) posea recta tangente en = = a.

O lo que es lo mismo:

o F2) = £@)

T—a xTr—a

= f'(a)

Como lim f'(a) = f'(a),se puede reescribir la ecuacién anterior como
Tl

fz) — f(a)

lim = lim f'(a)
£ xTr — a €T—ra
@ =f@) ]
= 11331 - - fl(a)| =0
sl I@ - E-)
r—a Tr—a
= 1im 1B D o donde 1 as0) = 1(0) + £ a) (2 - )

r(z;a) es la mejor aproximacién lineal a f(z) enz =a

Sif:QcR? - R, el hecho de que existan las derivadas direccionales en (zg, yo)
obliga a la existencia de rectas tangentes a f(z,y) en (zg,yo) pero esto no garantiza el
comportamiento suave de la superficie, lo que si puede hacer es la existencia del plano
tangente a la superficie ~ = f(z,y) en (zo,y0).Ese plano tangente tendrd de ecuacién:

== a(z ~ 2o} + by — o) +¢

Como pasa por (o, Yo, £ (o,Yo)) € ¢ = £(20, o)

= = a(z — o) + b(y — o) + f(zo, yo)

Por ser plano tangente a f(z,y) en (2o,%0) debe tener las mismas derivadas direc-
cionales que f en {zo,yo), en particular las mismas derivadas parciales:

O0f(xo,y0) _ 0z(zo0,%0) “ 0f(z0,30) _ 9=(z0,90) _ b

ox Oz ’ Jy By
Luego el plano tangente debera ser:
df(zo, of(zg,
o= Aol o gy AE0) ()4 pag,y0)

ox dy
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Este es el candidato para ser el plano tangente, pero para que efectivamente lo sea
debe ser la mejor aproximacién lineal a f.

lim If(xyy) _':|
(zy)—(=o0) |(2,4) — (20, vo)|

que equivale a :

8 ) 0 )
1) = fan,ao) - L2 gy - AE0I0) oy
lim : =0
(#)—(x0,0) I(z,y) ~ (zo, vo)l
Usando el hecho de que
0f (2o, y0) 0f(zo,y0)

e (z —z0) + T(?J - o) + f(zo,y0)

(W(;t; vo) 5f(2‘;’ y")) ((2,9) — (z0,%0))

V(0 %0) - (,) = (20, %0))

Obtenemos la siguiente condicién:

im [f(z,y) — f(zo,90) = Vf(zo,y0) - ({z,y) — (0, %0))]
(1) (70 10) (=, y} — (zo, v0)|l

=0
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2.18.2 Regla de la Cadena

Sea f: S — R, donde S es un conjunto abierto de R™. Sea v : [a,8] — S
una funcién vectorial cuya imagen determina una curva en S. Entonces f oy
determina una funcién del intervalo [a,b] al conjunto R. Si ambas funciones
son diferenciables entonces tenemos la siguiente expresién conocida como regla
de la cadena.

(fom) @) = (V@)Y (1) (1)

Para ver (1) es suficiente calcular g'(), donde g(¢) = (f oy)(t), y hacer uso
de la formula de diferenciacién.
En efecto, llamemos g(t) = (f o) (t). Sabemos que

g(t+h) —g(t) = g (H)h + o(h).
Para ver quien es ¢'(t) procedemos asi: Sea Y = 7(t + h) —~(t). Entonces:

It

(foy)(t+h)~(fov)(?)

fy@®) +Y) = f(x(t))

Fly@)Y) +o(lYlh)

(VF(), vt + k) —v(@®) +o(jIY]))

(VI(y®), hy'(t) + o1 (R)) + o(JiY1})
(VIO Y (1)) b+ {V F(v(1)), 01(R)) + o(J]Y]])
(V)7 (8)) ko + 02(h),

en donde 0(h) = (V f(v(t)), 01(h)}+o(||Y|). Dejamos que el lector verifique
que ”—2#-2 — 0si h— 0. Concluimos, entonces, la validez de (1)

Como una aplicacién de (1) tenemos el siguiente ejemplo. Supongamos que
el campo escalar f(z,y) es tal que cada una de sus variables z e y son funciones
de una variable ¢, ésto es, ¢ = z(t) e y = y(t). Entonces f(z,y) = F(t). La
expresién (1) nos dice que

g(t+h) —g(t)

It

I

Otra manera sugestiva de escribir (3.4.2) es la siguiente:

F(t) = Of(z,y) dzx Bf(x,y)@.
Ox dt dy dit
Por ejemplo: Sea f(x,y) = 2° +y? y supongamos que z(t) =t e y(t) = t2.
Entonces F'(t) = 2t.1 4 2t2.2t = 4¢3 4 2¢.

Teorema 2.28 f:Q CR" — R una funcion de clase C' (Q).Considere el conjunto de

nivel
S={PeQ: f(P)=k}.

tales que Py € S con f(Py) =k .Entonces Vf(FPy) es normal al conjunto de nivel S.
En el siguiente sentido:

st u es el vector tangente en t=0 de una curva T : P =« (t), t € I, I algun intervalo
de la recta real, en S con a (to) = Po, entonces Vf (Py)es ortogonal al vector u.

Prueba.
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Sea la curva I' :P = a(t), t € I,tales que Vf (a(t)) = k. Sea u como la
hipétesis, entonces u = o (t9) . Aplicando la regla de la cadena: 4 f (a(t)) =

dy _
k=0,

0= 5 (2 (®) limo= V5 (B0) - (t0) = VI (Po) -,

es decir, u es ortogonal a Vf (Fp).

Definicién 2.57 Sea f : © ¢ R® — R una funcién de clase C* (). Considere la
superficie

8§ ={P = (z,y,2) € Q: f(P)=k}.
st Vf(Py) # 0. Ast el plano tangente tangente de S en un punto Fp es,

P:={P =(z,9,2) € R*: Vf (20,0, %) . (z — To,y — 0,5 — 30) = 0}.

Observacién 2.17 Sea f : @ € R? —» R una funcion de clase C* (Q).Considere la
gréfica de f :
G(f)y= {(av,y,::) ERY: 2z = flz,y),(z,y) € Q} .
Sea
Fz,y,z) = f(z,y) —= =

Entonces el plano tangente de la grifica de f en un punto By € S =G (f) con

9f(z0,y0) 9f(x0,%0) __1)
3z ) ay ’

VF(zo,y0, %) = (
estd definido por la ecuacion :

P : Vi(zo,y0,%).(x — 20,y —Y0,5—20) =0
P . 0f(z0,y0) Of(zo,y0)
’ r ' Oy

,—1> Az — 20,y —¥0,2—20) =0

0f (o, ¥0) (o, Yo)

P = f(e030) + =52 (@ = w0) + =520 — v0)-

Ya estamos en condiciones de definir cuando un campo escalar es diferenciable.

Ejemplo 2.148 Sea la superficie S : 622 —y% — 22+ 4 = 0.

(a) Demostrar que el plano tangente a S en el punto Py = (zo,y0,%) € S es P :
6xoz — yoy — 20+ 4=0.

(b)Hallar las ecuaciones cartesianas de todos los planos tangentes a S que contienen a

la recta
. y=4
["{ s+42x=0"

Solucidn.
(a)Llamemos al punto de tangencia Py = (zo,%0,%0) € S. Entonces se tiene que

622 —ya — 2 4+4=0 - (1)
Sea F(z,y,2) = 62 ~ y* — 22 + 4, entonces el vector normal al plano tangente serd

VF(mayV:) = (12':507 _2y05 —2'70)
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La ecuac:ién del plano iangente a la superficie S en el punto Py (2o, o, 20) €s:

P (x—z0,y — Yo,~ — %0) - (1220, —2y0, —220) = 0
P 12z — 2yoy — 2505 — 2 (63 — ye —=3) =0

P . bzozr—yoy —cos+4=0------ (2)
y=4
(b)Parametrizando la recta £ : z=t ,teR
-2t

L:P=(t4,-2t),teR.

Sea A = (1,0, —2) el vector de direccién de la recta £ y como £ C P entonces

VF (P(]) 1 A= VF(P())A = 0= (12z9, —2yo, —2:0)'(1, 0, ——2) = =12zp+45 =
0, y obtenemos

El punto (0,4,0) € P : 6zoz — yoy — 20> + 4 = 0 entonces —4yo + 4 = 0, de donde
w=1(4).

Reemplazando (3) y (4) en (1) : 623 - (1)2 — (~3z0)® +4 = 0, resulta z2 = 1,de donde
zo = +1.Luego, 2y = F3.

Asi, los puntos de tangencias son : Py (1,1, -3) y P} (-1,1,3).

La ecuacion del plano tangente a la superficie S en los puntosPs (1,1, -3) y P§(-1,1,3)
son :

P : bz—y+32+4=0 ,
P bz+y+3:-4=0.

Ejemplo 2.149 Sean S la grifica de f(z,y) = ;24sz§ , (z,y) # (0,0) y P el plano

tangente a S en el punto (a,b,2) de S, ubicado en el plano = = 2. Hallar la relacion entre
a y b para que la interseccion de P con el eje Y sea (0, 1,0).

Solucién.

O =2 (e \_ -0, 0 ( 4 =

0z Y T oz \ 2 + 42 _(:r2+ 22 9y PV by z? +y? (z2+y2)2
4a

Pero f (a,b) = P =2 de donde 2a = a? + V2.

Sea Py = (a,b, f (a,b)) = (a,b,2).
Entonces el vector normal al plano tangente en el punto (a,b,2) de S es

2 2 _8ab
¥ o= (FanSan )= (B )

@+ (@ + 1)

442 — 4a? —8ab b? —2b
= (Zoam 1) = (1,1
(2a) (2) @ "a
y la ecuacién del plano tangente a la grafica de f en el punto (a,b,2) es
2
P (z—ay—-bz-2) (b——l —2b —1):0

P o (x~a)<§§—1)—(y—b)—a-—(;—z):o.
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b? 2b b? 2b
Pero (0,1,0)673:(0~a)(a§—1>—(l—b)z———(0—2)=0=>——é—+a—;+

b2
ELa

2 2b 2b
= <§-+a) ~—+2=0=2-—+2=0==b=2a.
a a a
Ejemplo 2.150 Dada la funcion f : R? — R, definida por

Fey)=20(f)ie>0

donde
#:]0,+oo[ = R,

es una funcién real diferenciable, de variable real tales que
p(1)=5 y #1)=1

(a)Hallar la ecuacidn cartesiana del plano tangente a la grifica = = f (z,y) en el

punto (1,1, f (1,1)).
(b)Si #(t) = 81, determinar los puntos de la superficie donde el plano tangente a

la grdfica == f (z, y) es perpendicular

al plano Y Z.
Solucién. y
(@)Sea Flz,y,2) = f (,9) —s =2 ¢ (5) ~2=0

. (1) vat (%) (S5 ) - 0(%) - %o (%)
OF(z,y,%) _ & ( )
zz z3

Oy
aF(x,yy“) _ _1

O% - )
Pero f (1,1) =1 ¢ (”13) =¢(1) =5.
Sea
Luego, :
OF(1,1,5) (1Y 3(1) ,(/1Y\ _ 34 (1) =5~ =
T o (5) - ¢ () — s -3 40 =5-30)
OF(1,1,5) 1 (1 /
__%y_)=ﬁ¢<i§>=¢(1)=l

Asi: VF(2,8,4) = (2,1,~1)
Ahora, la ecuacién del plano tangente a S : F(z,y,2) =z ¢ (%) — 2z =0 en el punto

Ph=(1,1,5)€ 8 ,es:
P (P-P)-VF(1,1,5) =0

P 2z-1)+y-1)~(2-5)=
P 2z4y—=2+2=0

{(b)Sea Py = (zg,¥0,20) € S :F(z,y,z) =z ¢ (%) —z=0
Luego, como tal que

P LY Ze=VF(Py)L(1,0,0)<=VF(R) - (1,0,0) =0
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OF (D)
-’K

=)

OF(Py) OF(Py) OF(Ps)
¢:>< gz * oy = 0Oz

Yo 3y ,
=7 (53) a3 (;0) =0

Puesto que ¢(t) = e%~1, #'(t) = 6 e~1 = 6p(1)

e o(3) -2 () womes () 5e(5) -
Lo Ty Ty o

1
(1-—%)(/>< 0= 1—%~Omtcsd)<yo)>0
0

) (1,0,0) = Oez=p —=2/

) o
)

Yo 1 Jg

e — = .

wg 18 Yo = 18

Sl

V=1 __ . =2,
=1xpe 3;xg >0

wo(/)<x >*Zo¢( )-10 8
0

3
- T
Por lo tanto, los puntos de la superficie son:{(a:o, =0

18,;[06“%) txzp > 0} .

Ejemplo 2.151 Hallar el valor de la constante ¢ tal que en todo punto de interseccidn de
las dos superficies esféricas

(z—cf+y?+:2=3
4 y-1 422=1"

los planos tangentes correspondientes sean perpendiculares uno al otro.

Solucién
Podemos escribir ambas esferas como Fi(z; y; =) = 3 y Fa(z; y; =) = 1, respectiva-

mente. Los vectores normales a los planos tangentes correspondientes serdn los gradientes
de F1 y F» . Sabemos que deben ser perpendiculares y por lo tanto su producto interno
debe ser nulo.

VF, = (2(z — ¢), 2y,2z)
V= (2z,2(y — 1),2z)

}:>VF1-VF2=4z2—4zc+4y2—4y+4s2=0:>
=2l —zc+y?—y+2=0=2>22~zc—-y+3—(z-¢)?2=0

Esta dltima es: zc~y+3—c? =0

Ahora maniobramos algebraicamente despejando »? de las ecuaciones de ambas esferas:

P =3 (z-c) -y 2,2 2 2
A A A e R e i
=3-at+2c-? -y =1-22 -2+ 2 —1=3+4+2ec—- A=y =>y=3 +zc— 1

Introduciendo esto en la ecuacién zc —y + 3 — c2 = 0 tenemos:

3 1, 2 3 1, _
TC 3 zc+§c +3 c—0:>2 2c =0=c=+/3.

Ejemplo 2.152 Sea f: Q C R" - R, By € Q; decimos que f es diferenciable en Py si :

(i)existen las derivadas parciales de fen Py y
e [f(P+H) - f(P) - Vf(P)- H|
(@)L = lim, 1]

=0
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Al vector Vf(Py) se le llama diferencial de f en Py y se representa Df(Fp).

El grén inconveniente de la derivada débil que introdujimos en la seccién dos consiste
en que ella no implica continuidad. Para subsanar esa debilidad introduciremos, ahora, la
nocién de derivada fuerte o derivada de Frechet.

Definicién 2.58 Sea f : R® — R un campo escalar. Decimos que f es fuertemente
diferenciable en P € R™ st existe una transformacion lineal Tp : R® — R tal que para
todo H € R™ se tiene que

(P + H) - f(P) =Tp(H) + r(P, |H|),

en donde r(P,||H||) es tal que limp, o J’—(%J/;T”m =0.

La transformacion lineal Tp se le llama la diferencial fuerte de f en el punto
P. Es costumbre denotar Tp» = f'(P).

Lo primero que debemos advertir de la definicién anterior es que si la fun-
cién f es fuertemente diferenciable en P entonces es débilmente diferenciable
en P y las dos derivadas coinciden. Esto es

f'(PH) = f'(P)(H),

para todo H € R"

También advertimos de la definicién (3.3.1) que si f es fuertemente difer-
enciable en P entonces la funcién f es continuia en P. Sélo es suficiente tener
en cuenta que la transformacion lineal Tp es siempre una funcién continua y
Tp(0) = 0. Ademds, de la caracterizacién que hicimos de r(P, || H||) concluimos
que r(P, ||H||) — 0 cuando H — 0.

Ahora, sea H € R". Entonces H = Y, hiex donde {e1, ..., e,} representa
la base canédnica de R". Esto es, e, = (0,0...,1,0,...0) donde el 1 aparece en el
lugar k-ésimo. Por la linealidad de Tp = f/(P) obtenemos:

f(P)H) = f'(P) (k=1 heex)
= gy ha S (P)(ex)
=Y i1 (P er)
= Y key P Dif(P).

Esto es, podemos expresar la diferencial fuerte en términos de las derivadas
parciales de f. En resumen tenemos

F(P)(H) =) mDyf(P).

k=1
Si denotamos Vf(P) = (D1f(P), ..., Do f(P)) € R™ la expresién anterior
toma la siguiente forma:
f(P)Y) = (Vf(P),Y).

Esto quiere decir que la diferencial fuerte, o simplemente la diferencial, de
ahora en adelante, de f en P, f'(P), la podemos representar por medio del
vector

Vf(P) = (Dif(P), ..., D.f(P)) € R™.

Este vector es conocido como el gradiente de f en P.
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Es muy importante tener una férmula anterior nos permita calcular la difer-
ecial de un campo escalar, pero la pregunta crucial de esta seccién es: Cuando
un campo escalar es diferenciable 7 La respuesta la tenemos en el siguiente

Teorema 2.29 f:R" — R es diferenciable en P, ésto es, existe f'(P), si las derivadas
parciales Dy f, k = 1,2...,n, existen en alguna bola B(P,r) y son continuas en P.

Demostracién: Sea H € B(P,r). Denotemos con H;, = ZLI hje;j, ademas,
H = H, y Hyp =0. Ahora, obsevemos que

JP+H) ~ f(P) =S {f(P+Hj) - f(P+ Hi_1)})
j=1

nos dice que

f(P+Hj) — f(P+ Hj—1) = hj D, f(C}),

en donde C; es un vector que se encuentra en el segmento que une a los
vectores P+ H; y P+ Hj_;. Y cuando H - 0 entonces C; — P. De lo
anterior obtenemos:

f(P+H)—f(P) = 371D f(P)
+ 311 hi {D; f(Cy) — D f(P)}.

Denotemos con

r(PIEN) = 3 b {D; £(Cy) - D3 f(P)}
=1

Puesto que las derivadas parciales D;f, 7 = 1,2,...,n, son continuas en

B(P,r) es facil ver que I Il)’lllll”)l

deducimos que

— 0 cuando ||H|| — 0. De lo anterior

FPIH) = 321 DoA(P) = (VI(P), )
i=
Ejemplo 2.153 Sea f : R" — R definido como f (P) = ||P||*. Calculamos Vf (P).
Solucion. La férmula (3.3.3) nos dice que
f1(P)H) = (Vf(X),H)
También sabemos que
fXE)=1(XY)=2(X,Y).
Por lo tanto obtenemos que V f (P) = 2P.

Ejemplo 2.154 Sea f (z,y,z) = zy + y= + zx. Calculamos f' (a,b.c) (m,n,7).
Solucion.La férmula anterior nos dice que

f'(a,b,c) (m,n,r) = (Vf (a,b,c),(m,n, 7))
Ahora,
Vf (CL, ba C) = (le (a'v bv C) 3 D2f (a7 b7 C) ) DSf ((l, b! C))
=(b+ca+c¢b+a).
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Por lo tanto
f(a,b,¢)(m,yn,7) ={b+c¢a+cb+a),(mn,r)
=mb+mec+na+nc+rb+ra

2.18.3 Diferenciabilidad y continuidad

Teorema 2.30 Sea f: Q CR" - R Py € N si f es diferenciable en Py, entonces f es
continua en Pp.

2.18.4 Diferencial de campos escalares
Propiedades de la diferencial

Teorema 2.31 Sean los campos escalares f : Q CR" - Ryg: Q CR" - R, y sea
A € R. Entonces:

1.D]\f(P)] = AD{(P)

2.D[f(P) + 9(P)) = Df(x) + Dy(x)

3.DIf(P). g(PD)]f(—P[)D(f lgl)" ]gf((f;))z f ((}1;)) [Dg(P)]

4Dl A

Condicién suficiente de diferenciabilidad

;stempre que g(P) # 0

Lema 2.1 Sea f : R* — R a € R*, a = (a1,49,,a,) supongamos que existen todas
las derivadas parciales de f en una bola B(a,r) ,sea b = (by, ba,,b,) € B(a,r) , llamemos

zi = (by,ba,. .., Qit1,...,by) entonces el segmento de R™ | I; = [x,_1, 7] parai =1, 2, ,
n estdn en B(a,r) y existen ¢; € int(l;) tales que:
of (c af (c of (e,
1) = 5(0) = 22100y — a1+ 2Ly gy 4.4 2oy, )

Este lema es el equivalente en varias variables del Teorema del Valor Medio para
funciones reales de variable real, es necesario para probar el siguiente teorema.

Teorema 2.32 Sea f: Q C R® — R . Si existen todas las derivadas parciales en una bola
abierta B(Py, r) y al menos n - 1 de ellas son continua en Py , entonces f es diferenciable
en Py. El reciproco es falso.

Ejemplo 2.155 Probar que la funcién

fo,y) = { (22 + y?) sen (TT}IW) , St (z‘,y) # (0,0)
0 y S (m,y) = (0’0)

es diferenciable en (0, 0) pero sin embargo no verifica las condiciones suficientes de
diferenciabilidad del teorema anterior.

Solucidén.Se deja al lector.
Ejercicios Propuestos : Funcién real de variable vectorial

LIMITES

22 — yiz?
1. (a) Analizar si el siguiente limite existe lim  ————.
(xy)—(0,0) T%+ Yy
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(b) Seaa f(z,y) y g(z,y) dos funciones positivas para todo (x,y) € R? tal que

flz,y)
1ml
(@y)—00g(z,y)

Demuestre que existe un § > 0 tal que si \/z2+y% < § , entonces f(z,y)
1

< 39(z,y).
. Si existen calcular los siguientes limites.Justificar su respuesta.
22 —y
(a) W)

(. u)—»(o 0z? + 2y

z? “y

(b)

(z, u)—*(0 0 \z? +y2

. Demostrar que

. 212 + 3;1;y + 4y2 )
(&) (w,;n};r—r»l(o,())w no existe.

b lim zysin [ =) =0.
( ) (#,4.2)—(0,0,0) v (my)

In [(7:2 +y% + 1)2"”]
. Demostrar que  lim 5 3
(2,4)—{0,0) T4+ y
Sugerencia.Usar la desigualdad : In(z+1) <2 ;2 >0.

=0.

zy—z-—y+1

. Usando la definicién de limite probar que lim =
-0 /22 +y? —2r —2y+2

CONTINUIDAD
. Analizar la continuidad de la funcién f en el punto (0,0) :

Illay .
flay) = FBrqye @ O (zy) # (0,0
0 , si(zy = (0,0

. Demostrar que la funcién f : R? — R definida por
2

f(w,y)={ S‘niz%rs;;l_y , st (z,y) # (0,0)
0 .

(a) Es continua en (z,y) # (0,0);
(b) Es continua en (0,0).

. Dada la funcién f : R? — R, definida por

4 3,,2 5
Y ‘+‘3.'Ey +x .
fay)={  ztypg st (z,y) # (0,0)
1 , s (my) = (0,0)

(a) Probar que f es continua en (z,y) # (0,0).
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10.

11.

13.

14.

15.

(b) Analizar si f es continua en (0,0).

. Analizar la continuidad en el punto (0, 2) para la funcién:

flzy) = %@l si (z,y) #(0,2)
2 si (z,y) = (0,2).

DERIVADAS PARCIALES , GRADIENTE, DERIVADA DIRECCIONAL

Analizar la continuidad de la funcién f en cada (z,y) de R?y la existencia de % (0,0)
si f: R?2 = R definida por

W @ £ 00
—_— si (z,
fzy)=9 VaZ+y2 ' ’
0 , st (z,y) = (0,0)
Hallar un 4ngulo formado por la tangente a la curva z = ¢, y = 2, 2 = 288 y
la normal del plano tangente a la superficie 5 = z2 4+ 3y — 2zy, en el punto de
interseccién de la curva con la superficie.

. Dada la funcién

f(z,y)=Vz(z—y)

(a) Graficar su dominio.
(b) Si (a,b) satisface a (@ — b) = 0, hallar todos los vectores unitarios U = (u1, uz)
para los cuales existe D, f (a,b).

Hallar las derivadas parciales en el punto (0, 0) y la derivada direccional en ese punto,

en la direccién u = (4, %) para la funcién

3321/5 )
f(m,y)={ @12 si (z,y) # (0,0
0, si(zy = (0,0

DIFERENCIABILIDAD Y PROPIEDADES DE LA DERIVADA

Usando la definicién de funcién diferenciable, demostrar que la funcién
[y =2*y+2y

es diferenciable en (0, 0).

Usando la definicién de funcién diferenciable , demostrar que la funcién

m2y2
f(x,y)={ T+l si (z,y) # (0,0)
0, s (zy) = (0,0

es diferenciable en (0, 0).
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16. Demostar que la funcién f (z,y) = ¥ZY no es diferenciable en (0,0) pero es continua
alli.

17. Sean f y g funciones diferenciables en R3. Deducir las siguientes férmulas:

(a) V(fg) = fVg+gVf

<b)v(§)=ﬂ—g§—@,sig¢o

18. Si f : R — R es diferenciable y F (2,y,%) = f(r), donde r = (z? + 2 +:2)%,
demuestre que ||V F|| = |f .

19. Si f : R — R es diferenciable y u = zy f (%?{)’ demostar que u satisface una

2

ecuacion diferencial de la forma: zu, — y2uy = G (z,y)u. Hallar la funcién G.

20. Sea la funcién f : R? — R, definida por

3,2
f(zy) = ;‘z%g;ﬁ sio(z,y) # (0,0
, si (z,y) = (0,0)

of

(a) Hallar las funciones o1 y a—,indicando su dominios.
Y

Oz
(b) Analizar la continuidad de las funciones g—f y g—? en todo punto de R2.
- y

(c) :Es f es diferenciable en todo punto de R2?.Justifique su respuesta.
21. Dada la funcién f: R? — R, definida por
f@,y) = zyy/z? +y?
(a) Hallar las funciones or ,9f

oz J 5y_
(b) Demostrar que la funcién f es diferenciable en (z,y) # (0,0).

en R2.

DERIVADA DIRECCIONAL ,MAXIMO CRECIMIENTO Y DECREC-
IMIENTO

22. Dada la funcién = = f(z,y) donde = = /22 —y2 + {/z2 — 42.

(a) Sea g(x,v,z) = f(z,y) — =.Hallar el vector gradiente de g(z,y, =) en los puntos
(z,9,%) #(0,0,0).

{(b) Hallar la derivada direccional de f en el punto (4,3) en una de las direcciones
del vector tangente a la curva

23. Sea f : R?> — R una funcién diferenciable en (1,1) con Df(1,1) # (0,0).5i la
derivada direccional de f en (1,1) alcanza su valor minimo —2v/10 segtin el vector

(\/%, %) .Calcular la derivada direccional de f en (1,1) segin el vector (3§, %) .
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24. Sea f : R? — R una funcién diferenciable en Py € R%, u= (},4) y v = (&, &) dos

[N~
n

26.

27.

28.

29.

30.

valores tales que D, f (Fp) =1y D, f (P) = 2.

(a) Calcular Vf (P).

(b) Demostrar que para todos los vectores W = (p, ¢) unitarios tales que D,, f (FP) =
0, se cumple p = mgq, para cierta constante m.Encontrar la constante m.

. Sea la funcién f(z,y,%) = vzy — 22

(a) Demostrar que si zy — 22 # 0 entonces D, f (z,y, 2) existe para todo vector
unitario u € RS,
. A 2 3 af ?

(b) ¢{Para qué puntos (zg,yo, s0) tales que zoyp — 2§ = 0 existe 3z (zo,Y0,20)7-

(c) Hallar todos los u = (u1,ug, 0) unitarios par los cuales existe D, f (0,0,0).

Sea f : R? — R diferenciable en el punto (0,0) tal que Vf(0,0) # (0,0).5i u =
{a,b) es un vector unitario tal que D, f (0,0) = 2.Analizar el valor de las siguientes
afirmaciones, justificando en cada caso su respuesta

(a) uy Vf(0,0) son ortogonales

o) i ) =S @) _,
1—0 t

() IVF(0,0)]| > 2
(d) Existe el lim f(z,y).
(z,y)—(0,0)

El potencial eléctrico V' en cualquier punto (z,y) del plano se puede calcular con la
funcién
V(z,y) = e " cos(2y),

donde V estd dado en voltios y las distancias se miden en pies.

(a) Calcular la tasa de variacién de Ven el punto (1, %), en la dsireccién del vector
(1,1).

(b) Interpretar el mimero obtenido en (a) , en el contexto fisico presentado.

(c) Determinar en que direccién se obtiene la mdxima tasa de variacién de Ven el
punto (1, %) .. Cuél es el valor?.

Dada la funcién f (z,y) = 2% + cos (z + y) — 22, hallar la derivada direccional de f
en el punto @ (1,-1,1) y en la direccién de una normal al plano tangente en Q de
una superficie de nivel de f.

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de la funcién f (z,y) = zy — y2
en el punto (3,—1, f(3,—1)), en la direccién de maximo crecimiento de f.

PLANO TANGENTE

Hallar la ecuacién cartesiana del plano tangente o los planos tangentes a la grifica
de la funcién:
flz,y) =3+32%2+(y—2)°

que contiene a la recta £ : ¢ = 1, 2 = 0.;Cudntos de tales planos existen?

211



31.

32.

33.

34.

Hallar la ecuacién del plano tangente a la superficie = = z® — 3z? — z + In (y2) + 3,

si este plano contiene a la recta

Liz=2,y=t z=-1-2t;teR.

Sea la superficie S : z = In (zy=) .Hallar la ecuacién cartesiana del plano tangente a
la superficie S en el punto (e, 1,1).

Hallar la ecuacion del plano tangente a la superficie

In (z? +¢?)

S:iz2=2x-3y+ 5

+ Harctan (%) ;T #£0,

en el punto (1,0,2) de su grafica.

Sea f la funcién definida por f(z,y) =z + y2.

(a) Hallar, simplificando al méximo, la ecuacién cartesiana del plano tangente a su
gréfica en cualquier punto (zo, %o, %) , donde 2 = zo + ¥3.

(b) Hallar todos los planos de la parte (a) que forman con los planos coordenados

un tetraedro de volumen %us.
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2.18.5 Derivadas parciales de érdenes superiores

Derivadas parciales de segundo orden

Las derivadas parciales de una funcién de dos variables f(z,y), son, a su vez, funciones
de dos variables, fz(x,y), fy(z,y) y, por lo tanto, podemos obtener de ellas, nuevamente,
sus derivadas parciales. Llamadas derivadas parciales de segundo orden. Asi, resultan las
siguientes cuatro derivadas parciales de segundo orden:

o8f 0 [of of o [(0f
32 (a2)- 32 (o) 30 (32) 3 (3)
Para simplificar los parente51s usaremos la siguiente notacién:

(f$)$=fm¢—5;(g£> Dy(D:1f) =Duf

(fy)e = fyz = <g£> Di(D2f) = D1af

(fz)y = fﬂﬂy- — <g£) Do(D:1f)=Dar f

0
(fy)y = fyy~ 3 ( f) Dy(D2f) = Daaf
Ejemplo 2.156 Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la funcion
f(@,y) = sen(z’y)

Solucién.

fz= 2a:ycos(m y)

fzz = (fz)z = 2ycos(z?y) + 2zy(— 2wysen(z y)) = 2ycos(z?y) — dz?y?sen(z?y)

fzy = (fr)y = 2zcos(z?y) + 2zy(—x?sen(z?y)) = 2zcos(z?y) — 2z3ysen(z?y)

fy = 2% cos(ay)

fyvz = (fy)z = 2xcos(:c y) + 22(—2zysen(z?y)) = 2zcos(z?y) — 2xlysen(z?y)

fyy = (fy)y = 22(—z?sen(z%y)) = —z'sen(z’y)

Derivadas parciales mixtas.

Las derivadas parciales fzy, fyz, se llaman derivadas parciales mixtas o cruzadas y
cuando son continuas coinciden.

Teorema 2.33 (Igualdad de las derivadas parciales cruzadas). Sif es una fun-
cion de dos variables x e y y tal que f, fx, fy, fzy, fyz son continuas en una region abierta
R, entonces se tiene que las derivadas parciales cruzadas coinciden para cada (x, y) de R,

fzy(z,y) = fyz(z,y)

Este teorema se llama Teorema de Schwartz, y puede enunciarse en términos més
restrictivo de la siguiente forma

Teorema 2.34 Sea fyz:D C R? — R una funcién definida en el abierto D de R%. i
las derivadas parciales
fry : DCR? 5 R y fyz:D CR? — R existen y son funciones continuas en D,
entonces
fzy = fyz

El teorema de Schwartz también puede enunciarse en los siguientes términos: Si
fz, fz, fy, fzy, fyz son continuas en un entorno del punto (zo, yo), entonces existe

fyz(zo,40) y se verifica fyz(zo,vyo) = fzy(zo,v0).
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Ejemplo 2.157 Hallar las derivadas parciales de seqgundo orden de la funcion

f(ayy) = aPyer .

Solucién.

fz = 2zye® ¥ 4 2ly(2er ) = (2u3y + 2ay)e” T’

Fra = (6c2y + 2y)e® 7 + 203y + 2zy) (2w ") = (4zty + 1022y + 2y)er +

fay = (223 + 23:)6”"2”2 + (22%y + 2:1:y)(2ye"’2+1'122 = (423y? + 223 + day? 4 2x)e®? V2
fy — $2€m2+y2 + m2y 2y611:2+’.l/2) - (2m2y2 + (E2 e +y?

fyz = (4zy® + 22)e® +? g (22242 + z%)(2ze® +"Ji) = (4zy? + 223 + day® + 235)6”2“?'/2
fyy — 422yea;2+;:;2 + (23;2y2 4 .’172) (2ye“°2+'-‘/2) — (4m2y3 + 622y)e:u2+y2

También tenemos derivadas de orden superior. Por ejemplo denotamos con

Dy f(P) = D; (D f(P))
y es llamada la derivada parcial de orden dos. Otra notacién para tal

Q.A)% También, D;;(f(P) la notamos cémo %LL%&

. . o2
derivada parcial es -
i

Es importante preguntarse bajo qué condiciones

o*f(P) _ 0*f(P)
amjaz'k - aa:kamj‘

En términos generales ésto no es cierto. Por ejemplo la funcién

_ | oS i (z,y) #(0,0)
f(m’y)_{o 7 s (@,9) = (0,0)

cumple que Dg; f(0,0) = —1 y Dy2f(0,0) = 1. La razon de esta diferencia
estriba en que Dy f(x,y) ¥ Da1 f(2,y) no son continuas en el origen. Tenemos
el siguiente

Teorema 2.35 $i las derivadas parciales D1 f, Dof, Dorf y Diaof son continuas en un
punto (a,b).de un abierto S C R? entonces

Dlgf(a, b) = Dglf(a, b).
Demostracién: Consideremos la siguiente expresién

h(x,y)zf(a+z,b+y)-—f(a-l-:v,b)—-f(a,b+y)+f(a,b)
Si llamamos g(z) = f(z,b+y) — f(z, b) vemos que

h(z,y) = g(a + z) — g(a).

Aplicamos el teoremd del valor medio obtenemos

g(a+z) — g(a) = zg'(2),

con = entre a + z y a. Ahora,

g/(:) = le(:a b+ y) - le(:"vb)

y se transforma en
h(ﬁll,y) = .T{le(:,b+ y) - le(,‘:,b)} .
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Aplicamos de nuevo el teorema del valor medio y obtenemos

h(.’E,’y) = zyD21f(::w)7

en donde w estd entre by b+ y.
Aplicamos el mismo procedimiento a la funcién

S(y) = f(a+.7:,y) - f(a’y)

y obtenemos

h(z,y) = zyD1af(<',w').

De lo expuesto anteriormente se tiene que
Diaf(=',w') = D1 f(z,w).

Si hacemos tender (z,y) hacia (0,0) entonces (z/,w') — (a,b) y (z,w) —
(a,b). La hipétesis de continuidad nos asegura que

Dl?f(a'7 b) = D?lf(a) b) :

Ejemplo 2.158 Dada la funcidén

f (z,y) - { zzsen(

8 ja

) , si x#0

, st =0

o

(a) Caleular las funciones ?i(m,y), g—[(a:,y) especificando su dominios respectivos.

o f 62f

Solucidén.
(a)Para z #0
. 0. (¥
of —amsm(;) B oy v
e ™Y = W = 2asin () ~yeos ()
8{z?sin (2
9]
%f(z,y)-——————————ay 27 = xcos (%)
Paraz =0 (y)
h2sin (=
o Ly) =0y _ h) _ 1 (Y
E (Egey) prt h = '}T})hs’n(h) =0

0<0<|hsm( )|<|h| h#0.

Como lim |h| = 0,por el teorema del sandwich, resulta que 'llirr(l) hsin (%) =0

3 )_l h—0 R h—0
(Y y .

Bf y) = 2z sin (a:) ycos(z) , si £#0

oz 0 , si =0

Y .
_gy_f(x,y)z{zc(;)s(;> , si z#£0

, si z=0
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0
a2f '%];_(O+ha0)_ %(070) hcos (ﬁ)
®) 8z0y (0,0) = llz—rf%) - }111-1»% h =1
a? gf(o 0+ h) - i(o,()) o
3 f 3 f _
= 6y(0 0= 50,0 =1

Ejemplo 2.159 La propagacién del sonido se estudia mediante la ecuacién diferencial

321.1. _ 2 62u

EZR "k

donde u(z,t) es una funcion diferenciable en dos variables.
Probar que u(z,t) = Asin(z —ct) ; A,c € R es solucidon de la ecuacion diferencial.

Solucién

u &u 24
E(z, t) = —cAcos(z - ct) ,W(z, t) = —c*Asin(z —ct) - -- (1)
O 1) = Acos(a - ct) L (1) = —Asin(z — ct) - (2)
oz Y= Bgt )T TS

0%u : o%u
De (1) y (2) resulta : —aﬁ(z,t) = —2Asin(z —ct) = c2a—z§(z,t).

Derivada y continuidad

La debilidad de la derivada de Gateaux o derivada débil consite en que ella
no implica la continuidad de la funcién. Consideremos la funcién

;,.-;, si (z,y) #(0,0)
flz,y) = { Rl (z,y) = (0,0).

Es facil ver que f tiene derivada débil en (0, 0) y en la direccién de cualquier
vector P = (a,b). En efecto, un cédlculo sencillo nos dice que

sia#0
sia=0.

rieo.n={ ¢

Pero la funcién no es continua en (0,0). En efecto, hacemos z = y2, obser-
vamos que f(z,y) = §. Para puntos (z,y) préximos a (0,0) no tenemos que
f (z,y) sea préximo a 0.

Ejemplo 2.160 Dada la funcidén

:1:2+y2

2 _ 2\
f@w={9—ll, i (@) # (0,0
0 s @) =00

Analizar la derivada direccional de f en el punto (0,0), en la direccion v = (a,b) #
(0,0) segiin los valores de @ € R*.
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Solucién.
Consideremos u = (a,b) € R? unitario, por lo tanto , |jv]] = Va2 + 2 =1 & a? + 4% =

1.
Luego,
Duf(0.0) = lim J(OFtR0HD) = FO0) o flta,th)
t-—0 t t—0 t
g(m)Z_(gb)Zz“ 120 (g2 _p2
T (ta)”+(th) T t2(aZ1b7)
Dl 0,0) = === =y
(a2—b2)%, si @ = %
Duf(ovo) = }g%tza 3(0’ bz) = 0 , sia > Z .
No existe sia < 3

Ejemplo 2.161 Analizar la diferenciabilidad de la funcién f(z,y) = ¥xy°.

S?lucién. )
_ Y
g?(a“’y) - 3.’172/3’ z # 0
a_y(x)y) =2 :VE Y, (:z,y) € R2
Como las derivadas parciales %}: y % existen, y son continuas en R2—{ (z,y) eR?:z # 0},
T
pues son funciones elementales las cuales son continuas en R? — {(z,y) € R? : z # 0}.
Entonces por el teorema de condicién suficiente se tiene que f es diferenciable en R2 —

{(z,y) eR?:z #0}.
Paraz =0:

of o\ Fa9)=F(0,0) _ . ¥Ry 4P 0 , siy =0
5;(0’1/)_;1’_% h —Il:,l—r»r(l) h —ilr,l—%g_ Noexiste, siy # 0

Por lo tanto )
Yy .
Foy={ g & o0
0z 0, siz=y=0
Analizando la diferenciabilidad en (0,0).
En (0,0), tenemos a—ng(O, 0) =0, g(0,0) =0
Usamos la adeﬁnicién de giferenciablilidad,
(7) Existe (,—31;—(0, 0) =0, a—i(O, 0) =0.
f(h‘7k) - f(070) — fI(O,O) h— fTI(O’O) k
(h.k)—(0,0) vVhT 3 &2
o him SR VRE
T (hk)=(00) VAZ + k2 (hk)—(00) VA2 + k2

Observemos que:
|k| < Vh + k2, Vhk€R

() L =

=0

Puesto que,
<‘/}‘§__kk ']k|\/l€_|___ 3\/_’|k|, (h, k) # (0,0).
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Como " /)1m(0 0 | 3\/5‘ lk] = 0. Por el Teorema del Sandwich, resulta

= lim —~—f(h’k) =
(h,k)—(0,0) v/ h? + k2

La funcién f es diferenciable en (R?\ {(z,y) € R?: = #0}) U {(0,0)}.

Ejemplo 2.162 Sea
500

T(z,y,2) = m »

la temperatura en el punto (z,y,z).

(a)Hallar la razon de cambio de T en el punto (2,3,3) y en la direccion del vector
(3,1,1).

(b) Estando en el punto (2,3,3)sen que direccion se incrementa mas rdpidamente la
temperatura?.

(c)sCudl es el valor de la razén de cambio mdzrima de T en el punto (2,3, 3)?

Solucién.
(a) 1000:x 2000 500
f;,;(l‘,’y, :) = '—m i f.’l:(2)3,3) = _W = _Ll’ﬁ

fo(m,y,2) = _'&L’f — fe(2,3,3) = —(3202(;0 = _%%

(v24y%+22)

~) = 1000 ay . _. 3000 __ _ 750
fz(m7y7’“) = _mﬁ? - f2(29313) = -_(22) = 7121

VF2,3,3) = (-8, -5h —121) =~ 11 (2.3.3),

v= ot = A G L
Luego fs, fy, f- son continuas en el punto (2, 3,3).Por el teorema de la condicién sufi-
ciente f es diferenciable en(2,3,3). Luego, por teorema se tiene que
D,f(2,3,3) = V£(2,3,3)v = (-3, - 131, —131) (F VIL 1 V1L, 31 VID) = — 352V
(b)Se incrementa mas en la direccién del Vf(2,3,3)//(-2,-3,-3).
(c)El valor de la razén de cambio méxima de T es : |Vf(2,3,3)| = £2./22

Ejemplo 2.163 Sea
2 2 .2

z¢ oy =

f(zyyv':) = g+32‘+c_2’
donde a, b, ¢ son constantes positivas. Hallar los puntos P, donde la derivada direccional
mdzima de f es igual a 1, sabiendo que dicho valor lo alcanza en la direccidn de la recta

Liz=y==z

Solucién.
Parametnzando larecta L:z =ttt € Rsetiene L: P=1(1,1,1),t€R.
Como = (:c y,z) = 2”;, g;:( T,Y,3) = 2y s g—];- (z,9,2) = i—; existen y son contin-

uas.Por el teorema de la condicién suficiente f es diferenciable en R3.Por teorema , existe
D, f(z,y,z) en cualquier direccién unitaria u.Por propiedad se tiene:

Duf(z,y,%) = Vf(z,y,%) v
of 2z 2y 2=
b

Lo L @), F )

“Hea - (2
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Considere el punto Py = (20, yo, %0) € R* Entorices Vf( P) || (1,1,1), entonces existe
un A € R tal que Vf( Fy) = A(1,1,1)
de donde se tiene

2z, 20, 270 CAa? A A
@2 AR A E TAT RS w s =g
dof | 4yi | 43
El valor de la razén de cambio maxima de f es: ||V f(BR)| = f}+—g{1—°+c—£:1,

1
Nid24x2 = 1= =1=A=+1—.
V3

1 a2 1 82 1 ¢?

= +—— =:h——, p=t—=—

o 320 VTE R 32

Por tanto los puntos son :Fy = (ii‘E S Lﬁ) y Py = (_-Lﬁ L __1_5'.2.)_

Ejemplo 2.164 Dada la funcion f (z,y) = e“seny + e¥ senz. Hallar

1 1
(a)La derivada direccional de f en (0,0) en la direccion del vector (———5, —2) .
(b) Un vector unitario U para el cual Dy f (0,0) = 0.
Solucién.
(a)Como Fa (z,y) = e*seny + €Y cosz, B_y (z,y) = e"cosy + €Y senz existen y son

continuas( pues, las funciones exponenciales y trigonométricas sen, cos son continuas en
R2) .Por el teorema de la condicién suficiente f es diferenciable en R2.Por teorema , existe
D, f(z,y,z) en cualquier vector unitario u. Por propiedad se tiene:

Duf(z,y) = Vf(z,y) u

Vi(z,y) = <g—£(z,y), g_g(z,y)> = (e"seny + €’ cosz, e” cosy + e¥ sen z)

256, VF(0.0) = (527 0.0, 21 0,0)) = 1,1).

D.f(0,0) = V£(0,0)-u=(11)- (%, ) = v2

(b)Consideremos U = (a,b) € R? unitario, por lo tanto , ||U|| = Va2 +82 = 1 &
A+ =1---(1)

Dy f(0,0) =Vf(0,0)-U=(1,1) (a,b)=a+b=0=b=—a---(2).

Reenplazando (2) en (1) ,se tiene : a® +a? =1, a = +—=

Por tanto los vectores pedidos son :{(715, —715) , (—:}5, 715)} .

Ejemplo 2.165 Si f :R" — R es una funcién de clase C.

(a)Demostrar que f :R"™ — R decrece mds rapido en el punto P € R", en direc-
cion opuesta al vector gradiente V f(P).

(b) Usando la parte (a), encontrar la direccion en que la funcion f (z,y) = iy —2%®
disminuye con mds rapidez en el punto P (2, —3).

Solucién.
(a)Sea u el vector unitario y como f es una funcién diferenciable ,entonces la razén
de cambio de f en la direccién u es :

Dy f (P) =Vf(P)-u=|Vf(P)|lllull cosb = | VF(P)] cosb,
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donde 8 es el dngulo entre u y Vf(P). Puesto que —1 < cosf < 1 se tiene que

—IVF(P)I < IVF(P)] cos8 < |VF(P)],
N, !
Dy f(P)
entonces esta es minima cuando 6 = 7; esto es , cuando u y Vf(P) son paralelos y de
sentido opuestos.
of of 3 3.4 2,2
O Vf(z,y) = a(m,y),—a—g(az,y) = (423 - 2zy®,2* — 32%y?), entonces f decrece

maés rapido en el punto P (2, —3), en direccién opuesta al vector gradiente V f(P). Es decir,
v=-Vf(2,-3) =—(12,-92) = (—12,92).

Ejemplo 2.166 Sea S una superficie con ecuacion = = g(z,y), donde = > 0 satisface la
ecuacion
B tdzyz -y + 3 =2

Si (1,—1) estd en el dominio de g, hallar la ecuacién del plano tangente a S en el
punto (1) _1’ g(ly _1)) :

Solucién.
Sea F(z,y,2) = 2% + 4zyz — 42 + 2% =2
OF(z,y,%) = 322 + 4y
Oz -
OF (z,y,7) 2
D) pps —
By T 3y
OF(z,y, ) = 32 + day

Sean(?; (L-D=cy P=(1,-1g(1,~-1)=(1,-1,c) €S:1-dc+1+3 =2
= c(02 — 4) =0, de donde ¢ = 0 0 ¢ = +2.Por tanto ¢ = 2.

Asi, VF (1,-1,2) = (-5,5,8)

Ahora, la ecuacién del plano tamgente a S en el punto Pp = (1,-1,2) € S , es:

P : (P-PR) - VF(1,-1,2)=0
P : -5(z—-1)+5(y+1)+8(:>-2)=0
P : bz—5y—8z+6=0.

Ejemplo 2.167 Sean f : R2 — R una funcién, U = (;,3[) V= ( %),W = (0,1)
vectores de R? tales que Dy f (1,1) =2, Dy f(1,1) =0, Dw f (1,1) —1

(a)sEs f diferenciable en (1,1)7?Justificar su respuesta.

(b):Si f : R — R es una funcion tal que 7 f(P) existe, entonces f es diferenciable
en Po?. Justificar su respuesta.

Solucién.
(a)Si f es diferenciable en (1, 1), entonces Vvector unitario A, se tiene Daf (1,1) =
vVi(,1).- A
of

Sea Vf(z,y) = (83: ,y) (z y)) (a,b),
)

Dyf(1,1) = V{(1,1)-U —( )G =+ pvB=2=a=4-b/3...1).
Dy f (1,1) =VF(L,1) -V =(ab)-({,})=1av3+1b=0=b=—av3---(2).
Resolviendo (1) y (2), resulta a = 4 + 3a, =—2,b=2\/§
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Con estos datos se tiene Dy f (1, 1) = Vf(1,1) - W = (a,b) - (0,1) = b = 2¢/3 lo que
contradice al tercer dato. Dy f (1,1) = 1.

Por lo tanto f no es diferenciable en (1, 1).

(b)Es Falso. Por ejemplo, considere la funcion f : R? — R, definida por

22 +y

f(z,y)={ Fh e 8 @y # 00
0, sy = (00

Entonces se tiene 0.0
af(ﬁ 0) = M(—’——lzo,g(o,o):1mf_(OLQ:_.f_@’_O_)

t 6y 10 t
v£(0,0) = (0, )

Pero f no es continua en (0,0), pues

= 0. Luego existe

1
lim ——258;1—2 no existe. Por tanto f no
(,9)-(0,0) T* + Y
es diferenciable en (0,0).
Otro ejemplo, considere la funcién f : R? — R, definida por

@) =4 VE+y
T,y { . 24y

o8 (zy) = (0,0)

Entonces se tienc

9 (0,0) = g {20~ HO.0) _
vf (0 0) = (0, 0)

Usamos la 5leﬁmclon de dxferenclabhhdad

() Existe ai (0, 0) = 0 6 (0 0) 0.

f(0,1) f(0 Y - f(0,0)

% (0,0) = Ili = 0.Luego existe

W) L= lim
( ) (h,k)— (0, 0) \/hz + k2
i f(h k) ; hk
= m
(z. _.(o OVIEE R  (hk)—(00) h2 -+ k2
h
Por tanto f no es diferenciable en {0,0), pues i _hk__ no existe.

(/.,,A:)T(o,o) h? 4+ k2
Ejemplo 2.168 Dada la funcién

f(2y) = (z2 +y2)a sen (m) , st (z,y) #(0,0)
0 , st (z,y) = (0,0)

(a)Hallar o de manera que ezistan Q— (O 0) ) (O 0).

(b)Si a =1, analizar si la funcién Q[ es continua en (0,0).

(c)Hallar o de manera que f sea diferenciable en el punto (0,0).

(d)Sea g(z,y) = (z* —y?) f(z,9) ya = —E.Hallar todos los vectores unitarios
u=(u,,u,) € R? tales que D,g(0,0)

existen.
Solucién. .
h2 2 (23
0 0.0) - i 1020100 _ L +o) se“((huo?)")
ozr ——»0 h h—0 h
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af (0 0) = lnn h?>~1 sen (hi">

Observemos que
|sen(8)| < 1,V € R

h2*1gen ( hia)

Como lim |h**! = 0, para 2a ~1 > 0,& > 1 Por el Teorema del Sandwich,

(h.k)—(0,0)
h2*~lgen (h—io)

Se tiene

OS Slh!2"_17h?é0

resulta

=0.

m
(h,k)~+(0,0)

.. 0 .
Luego, existe a—j; (0,0) si & > %
Similarmente se puede ver que:

o 1OR) - f(0,0)

@ (0, 0) = ’{%h20”1 sen (%) =0.
B)Sia=1:

Para (z,y) # (0,0) :

. 1
of _6<(z2+y2)sm(——-——x2+y2>) .y 1 9 1
=—(z,y) = = 2zsin { —5— 7z cos | oo 7

Oz Oz (z2 +y?)
Asi,
. 1 2z 1 .
g{;(z’y) _ { 2z sin (zz +y2> R A (:1;2 +y2> . si (z,¥) # (0,0)
0 , st ($>y) = (0, 0)
Pero o1 no es continua en (0,0), ya que no existe  lim -a—f—(a: )
9z yU)h yaq (wa)—(0,0) 9z sY).

Esto tltimo lo podemos justificar de la siguiente forma:

Cuando lim = 0, pero no existe

2x 1
2z sin lim cos ,
(@y)—(0,0) z? +y? (#1)—(00) 2 + y? <x2 + y2>

1 1
va que por ejemplo si hacemos el camino C : y = z,no existe llr% — cos 522

—

Este iltimo lo podemos ver tomando la sucesién z, = —2—\/1——11:7‘_, Tn — 0y
.1 1
ml,fr—l}o = cos (29:?1) = 'l:m 2¢/nmcos (2nm) =
Por tanto, 5g PO continua en (0,0)
(c)Por parte (a), se tienen que existen ? (0,0}, 8f (0 0)sia>1
Falta ver : .
h? + k2 o
- g R =00 -ViQ0) (R _ ’( HE)” sen (—__(Iﬂ + w)‘
(7,k)—(0,0) Vh? + k2 (h,k)—(0,0) Vh2 + k2
2 | p2y2—3 1 _
= 0o | DT e ((h2 + kg)") '

Observemos que:
[sen ()| < 1,8 e R
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Se tiene

og'w2+ﬁy“%sw< )lgm?+ﬂﬁﬁ,mw)¢wmy

1
(h2 + kg)ﬂ

1
Como y Ll)inh) N |h? + k2|*72 =0, para a— > 0, > 1 .Por el Teorema del Sandwich,

resulta

2, 12y 3 1 _
(h. +k) 2 sen(m) =

Por lo tanto, f no es diferenciable en (0,0), si o > %
(d)Para a = 21 :

g(hus, hug) — 9(0,0)
h

(r)* = (hu)?) ((ha)? + (h2)?)” sen ((T')"IIUT)’)

lim
(k)y—{0,0)

D.f(0,0) = Jim

Dy f(0,0) = lim

K2 (u? — u}) A2 sen (Eﬁ-a)

1
o o 2 _ .2\ B2+l =
Duf(0,0) = II:.I-IR) - = ;l,linb (w2 —ud)h sen (W) =
1
D,f(0,0) = ’1’11’% (u? — u3) h2**+1sen <W) .Por lo tanto,
_ , si uy = fu,
Duf (z,y) = no existe , si ug # fu,

La D, f(0,0) existe si y sélo si si up = +uj,como u = (u,,uz) € R? unitario, por
lo tanto , flull = \/ul+ul =16 ul+ul =16 2u} =1 & u; = +—— entonces

V2
1o 1yt 1y 1l
V2 V2TV V2

) son los

1 1 1 1
= +£——Por lo tanto, (—=, —=), (~ —
v = E g s-Por lo tanto, (75, Z5),( AN

vectores pedidos.

Ejemplo 2.169 Dada la funcién f (z,y) = y?>/z, T > 0.Demostrar que si x > 0 entonces
existe Dy f (x,y) para todo vector unitario u € R2,

Solucién.

2
fo(z,y) = ﬁ;’x #0
fu(@,y) =24z
Luego fs, f, son continuas en D = {(z,y) € R?: z > 0}. Por el teorema de la condicién

suficiente f es diferenciable en D. Por tanto para cada punto (z,y) € D, existen todas las
derivadas parciales y en cualquier direccién unitaria u € R2.

Ejemplo 2.170 Dada la funcién f (z,y) = arctan (;,21'7;) + 2%y, (z,y) # (0,0). Sean
S la gréfica de f y el plano P : z —y = 0. Verificar que el vector tangente a la curva
I':=8NP, es ortogonal al vector gradiente a S en el punto Py = (1,1, f(1,1)).

Solucidn.
f,1)=%+1
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Definamos S : g(z,y, z) = arctan (;;2_%”;) + z%y — =, entonces

Folz,y) = zgﬁ%gl—ﬁ?+2wy—>fz(l 1) =2
fy(z,y) = —mzryzjﬂpzymf+$ - f(L,1) =

Vo(z,y,2) = (faol2,9), fy(2,9),-1), V(1,1 § +1) = (2,3, -1).
Parametrizando la curva T :'=SNP:{ ° arctan ( "2+U02) +ay
r—y
Sea x =t ,se tiene y = t entonces » = arctan (p%,) +t3 = arctan (}) +t3,t #0.
Asi, T : a(t) = (t,t,arctan (1 )+t3) t €10, +oo,
entonces o (t) = (1 1,3t% — ) Juego o/(1) = (1,1,3).
Ahora,
Vg(B,)-a'(1) = (2,3,-1) - (1,1,§) =2+ } — 3 = 0. Por tanto, Vg(P,)L o/(1).

Ejemplo 2.171 Dada la funcién f (z,y) = arctan( ) + 2%y, (z,y) # (0,0). Sean
S la gréfica de f y el plano P : =z —y = 0. Verificar que el vector tangente a la curva
I':=8NP, es ortogonal al vector gradiente a S en el punto Py = (1,1, f(1,1)).

Solucién.

2
fm(zay) = %—ﬁ,z 7é 0
Luego fy, f son continuas en D = {(z,y) € R? : z > 0}.Por el teorema de la condicién

suficiente f es diferenciable en D. Por tanto para cada punto (z,y) € D,existen todas las
derivadas parciales y en cualquier direccién unitaria u € R2.

Ly =53+1
Definamos S : g(z,y, =) = arctan (Tf%f) + z%y — =, entonces

Folwy) = B + 20y - £(1,1) = -2
fu(@,9) = gt o8 - f(L1) =}
v.g(xy:'h :) = (fu:(zyy)yfy(z,y)a _1);v9(1’ l; % + 1) = (27 %7 )

z = arctan (;g+—yg) + 2 Yy
z—-y=0

Parametrizando la curvaT' :=S NP :

Sea z = t, se tiene y = ¢ entonces = = arctan (W) + 3 = arctan (1) + 13, #£0.
Asi, T : aft) = (t,t,arctan (1 ) +t3),t €10, +o0],
entonces o (t) = (1,1,3t2 Z51 ) luego /(1) = (1,1, 3)

Ahora,
Vg(P,)-o/(1) = (2,4,-1)-(1,1,§) =2+ 3 — § = 0. Por tanto, Vg(P,)L o/(1).

+

Ejemplo 2.172 Sea la funcion f :R? — R definida por
f(z,y) = Yy

(a)Hallar las funcion % ,indicando su dominio.

(b)Hallar todos los vectores unitarios U = (u,,u,) € R? para los cuales existe Dy
£(0,0).
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(c)Hallar la ecuacion del plano tangente a la grifica de la funcion gg— en el punto

correspondiente a =8,y = 1.

Solucién. of )
. fv .
(a)Se tiene que a(m,y) =3 3 5o s #0.
512 =00 g Q) =iy = T =

solamente existe la derivada parcial cuando y = 0.
Entonces tenemos :

1./y .
Lwn=2 3V e 0
Oz 0 , siz =y=0

(b)Consideremos U = (u,,u) € R? unitario, por lo tanto , [|U|| = /ul+u?2 =1 &
u%-{-ug: 1---(1)

£(0,0) = 0.0 =0.

Luego

D,/f(O 0) = lim f((ov 0) + h(u1,u2)) - f(Oa 0)

h—0 h
= lim f(hula hu?)
h—0
3
e ) ()
t—0 h
1
i VT
t—0 h
/U, u
Dyf(0,0) = lim ——th

El limite existe si y sélo si
u .y =0&u =0 V.uy =0.

Siu,=0.En(1):uf+ul=1024+u=16u; =+LAsf, u=(0,%£1).
Siu,=0En (1):vl+ul =1 u?+0? =16 u; =+1LAsf, u=(+1,0).
Por lo tanto, (0, 1) ,(0,1),(—1,0) y (1,0) son los vectores pedidos.

l.,/y .
(c)Tenemos g(z,y):‘z_f(x,y)z 3Vz2 siz #0
‘ 0 ) si z =y=0
t (81)"13'1—"iSet'ee e
entonces g(8,1) = 3 {/55 = 13- jene qu

09 ;)= 23T 090\ 1V
5;(11?!)“ 9 z5y6y(z;y)"9 22y’

Entonces el vector normal al plano tangente es

(996512961, -1)= (-1 L _1)j(=1,4,-
V= (e, 326.,-1) =~ 1) 1 (L4 -1
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y la ecuacién del plano tangente a la grifica de ? en el punto (8, 1, ﬁ) es
x

1
P (w—S,y——l,~—ﬁ> (~1,4,-144) = 0.

Es decir,
P:dy—xz—1442+16 =0.
Ejercicios Propuestos:Derivadas de orden superior

1. Siu(z,y,2) = /2% + y? + 22, encontrar la constante a tal que para todo
(z,y,z) € R® — {(0,0,0)} se cumple

a
Uz + Uyy + Uzz = a

2. Siz=z f(z+y)+tyg(z+y),donde f y g tienen derivadas continuas de segundo

orden, probar que
0%z %z 9%z
Oz 0xdy = Oy?

3. Sea f(z,y,2) =g(r), r = /22 +y2 + 22 Hallar

(8) fax + fyy + feu
(b) La funcién g més general tal que foo + fyy + foz = 0.

0.

2
4. Si f es una funcién de z verificando la ecuacién 6_5 +X2f(z) =0y g esuna

Ox

funcién de t que satisface la ecuacién

62
bt—f +a%\%g(t) = 0.

Demostrar que la funcién u = f (z) g(t) satisface la ecuacién

Ot 0%
2 % =0

5. Sea u : R? — R, una funcién de clase C? en R Demostrar que u es de la forma
v udu 0

0zdy Oz dy
2

v
dzdy

u = f(z) g (y) <= u satisface la ecuacién: u

siendo v = Inu.

Sugerencia: Para demostrar (<=) calcular
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2.19 Maximos y Minimos

2.19.1 Madximos y Minimos sin restricciones

La funcién

flzy) =1-2% -y

alcanza en en (0,0) su maximo valor. Es claro que

f(z,y) < f(0,0) =1,

para todo (z,y) € R2. Un célculo sencillo nos indica que

Andlogamente,

flzy) =1+2% +4?

alcanza en (0,0) su minimo valor, ésto es f(z,y) > f(0,0) = 1. En este
caso también Vf(0,0) = (0, 0). Tenemos, entonces la siguiente

Definicién 2.59 Sea f: QQ C R" — R, en donde 2 es un conjunto abierto de R,

(a)Decimos que Py € § es un punto mdximo local o mdximo relativo de f si existe
una bola B(Py,r) C  tal que f(P) 2 f(P), para todo P € B(Py, 7).

(b)Decimos que Py € Q es un punto minimo local o minimo relativo de f si existe
una bola B(Py,r) C Q tal que f(Po) < f(P), para todo P € Q.

(¢)Decimos que Py € § es un punto méximo global o mdximo absoluto de f tal que
f(Po) < f(P), para todo P € Q.

(d)Decimos que Py € ) es un punto méximo global o méximo absoluto de f tal que
F(Po) < f(P), para todo P € Q.

(e)Decimos que f tiene extremo relativo en el puntc Py € Q si f tiene un mdximo o
minimo relativo en Py.

existe una bola B(Py,r) C §2 tal que f(Fy) < f(P), para todo P € Q.

Definicién 2.60 Sea f : Q C R® — R. Se dice que f tiene punto critico en Py € 2 si V

f(Po) = 0 o no existe algunas derivadas parciales -é;f- {(Ps) (Po es un punto singular).
J

Definicién 2.61 Decimos que f tiene un punto Py de ensilladura al punto critico interior
de € que no es ni mdzimo ni minimo local. En términos generales, Py es un punto de silla
si para todo v > 0 existen puntos P,Q € B(Py,r) tales que f(P) > f(Po) y f(Q) < f(P).

Definicién 2.62 Sea f : 2 C R* — R. Se dice que f tiene punto critico en Py € 2 si V

f(Po) = 0 0 no existe algunas derivadas parciales Fo: (Py) (Po es un punto singular).
7

Definicién 2.63 Decimos que f tiene un punto Py de ensilladura al punto critico interior
de Q que no es ni mdzimo ni minimo local. En términos generales, Py es un punto de silla
si para todo T > 0 existen puntos P,Q € B(Py,r) tales que f(P) > f(Ps) y f(Q) < f(PR).
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Teorema 2.36 Condiciones necesarias para valores extremos

La funcién f: D(f) C R* — R tiene valor extremo local o absoluto en un punto Py
de Q) si Py es:

(a) Un punto critico de f.

(b) Un punto frontera de Q. Es decir, Py € 052

Demostracién
Supongamos que Pp pertenece al dominio de f. Si el punto Py ¢ 9Q ,
entonces debe pertenecer al interior del dominio y si en Py todas las derivadas

. 0 . . .
parciales B2 (Po) existen, entonces existe V f(P). Por otro lado, si Fy no

es un punto critico de f , entonces V f(Pp) # 0, por lo que f tiene derivada
direccional negativa en la direccién de —V f(F); es decir, f crece si nos
movemos desde Py en una direccién y decrece si nos movemos en la direccién
opuesta por consiguiente, f no puede tener un valor maximo ni mfnimo en Fp.
Por tanto, todo punto donde se produzca un valor extremo debe ser un punto
critico de f o un punto frontera de f.

Teorema 2.37 Condiciones suficientes para la existencia de valores extremos
Si f K CR"™— R, es continua en un conjunto cerrado y acotado K en R™ Entoces f
alcanza valores mdximos y minimos absolutos.
Ejemplo 2.173 Analizar si la funcién f : R? — R tiene valores extremos
fz,y) = =zy.

Solucién

Determinacién de los puntos criticos:

%(z,y)=y

of .
a—y;ﬂ;,y) =z
9 = y=0--(2)
Asi, los puntos criticos son:
P.C ={(0,0)}.

Analizando en (0,0) :f(0,0) = 0.

Observemos que en este caso Vf(0,0) = (0,0) y no obstante el punto (0,0) no es de
méximo ni de minimo. Observe que f(z,y) > 0 paraz > 0y y > 0 como también para
<0y y<0. En cambio, para z <0y y > 0, como también para z > 0y y < 0, vemos
que f(z,y) < 0. Esto nos indica que (0,0) no es méximo ni minimo.

Por otro lado:

Considerando el camino C; := {(z,y) € B,(0,0) : y = z}, se tiene que

g(:li) = f(z,z) = z? >0= f(OvO)

la funcién f tiene, en (0,0), un punto minimo en C;.

Considerando el camino Cs := {(z,y) € B,(0,0) : y = —z}, se tiene que

g9(z) = f(z,—z) = —2? <0 = £(0,0)

la funcién f tiene, en (0,0), un punto méximo en C;.

En este caso decimos que (0,0) es un punto silla.
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Ejemplo 2.174 Sea f : Q C R®* = R y Py € Q tal que existen y son continuas
2

las derivadas parciales de segundo orden 8—2% para todo i,5 = 1,...,n en B(P,7).

Entonces se define la matriz hessiana de f en Py € Q como

8% f(Py) 2 f(P)
8«:3 o 83216:1:” 82
HP)=| | = ().
RiR) (R 0zi025
6(13,,,6.’1:1 ot ax%

Por el teorema de Schwartz, la matriz hessiana es simétrica.Llamaremos hessiano de
f en Py al determinante de la matriz hessiana.

En términos generales, P es un punto de silla si en toda bola B(P,r) encontramos
puntos Q) tales que f(Q) > f(A) y otros para los cuales f(Q) < f(P).

Los puntos P tales que V f(P) = 0 se llaman puntos criticos o estacionarios.

Vamos, ahora, a obtener un resultado que nos permita clasificar los puntos estacionar-
i0s. Antes de ello introduciremos la siguiente notacidén: La matriz

(Ds;f(P)) =Hy (P),
de orden n x n, se llama la matriz hessiana de f en Py. Es facil ver que, para
H= (h],hg, -“yhn)y

(Hy(Po)H, H) ZZD“f(Po)h h;.

J=i=1
Nuestro principal resultado es el siguiente:

Teorema 2.38 (Foérmula de Taylor de segundo orden) Supongamos que f tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas en B(P,r). Entonces

f(P+H)~ f(H) =(Vf(P),H)+ % (H;(PH,H) +o (IH).
Demostracién: Sea g(t) = f(P + tH). Puesto que f tiene derivadas

parciales de segundo orden continuas la funcién g admite un desarrollo de
Taylor de orden dos en el intervalo [0, 1]. Esto es,

1
9(1) = 9(0) = ¢'(0) + 539" (s),
para algin s € (0,1).
Ahora,

§'(s) =(Vf(P+sH),H ZD f(P+sH)y;.
i=
Entonces

T n

g"(s)=> D (Z D;f(P+ SH)hj) hi = (H;(P+ sH)H, H),
i=1 =

en donde H = (hy, ha, ..., hyn).
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Abora, sea

h(sy=({H;(P+sY)-H;A)}HH).

Entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos

|h(s)| < || Hs(P+ sH) — Hy(P)I| | HI.

Como f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas tenemos que

]ﬂ’—;%—» 0 cuando H — 0.

Estoes, h =0 (IIH ||2) . Para terminar s6lo nos resta remplazarla a g”(s)

por (Hp(P)H, H) + h(s) y obtenemos inmediatamente.
Si las derivadas parciales de segundo orden son continuas entonces

Di;f(P) = Djif (P)

y la matriz H;(P) es simétrica. Podemos, entonces, hacer un cambio de
variable que nos permita presentar la matriz en forma diagonal. Sabemos que
en esa diagonal aparecerdn los valores propios de la matriz hessiana, digamos
que son: Aj, ..., A,. Es asf c6mo la forma cuadratica % (H;(P)H, H) la podemos
escribir cémo

1 1.
o1 (Hy(P)H, H) = ; > Xih? (3.7.6)
: Ti=1

Clasificacién de los Puntos Criticos
Supongamos que P es un punto critico, o estacionario, de f, entonces
Vf(A) = 0. Por lo tanto, obtenemos

J(P4+H) = f(P)= 53" %k + o (JHIP),
Ti=1

y observamos que el signo de f(P + H) — f(P), para H muy pequeiio, es
el signo de la forma cuadrdtica "7 , Xi.h?. Deducimos entonces que

1. Si los valores propios A1, ..., A, de la matriz hessiana en A son todos
positivos, el punto A es minimo.

2. Si los valores propios son todos negativos, el punto A es mdzimo.

3. §i los valores propios son unos negativos y otros positivos, el punto A
es silla.

4. Si por lo menos uno de los valores propios es cero, el criterio de los
valores propios no decide.

~ Observacién

Es evidente que la matriz Hessiana es efectivamente simétrica. La matriz
Hessiana agrupa de forma ordenada todas las derivadas parciales de orden
dos de una funcién. Igual que en el caso de una variable exigimos que la
segunda derivada sea positiva o negativa para garantizar la existencia de un
méximo o minimo, aqui exigiremos que la matriz Hessiana sea definida positiva
o negativa. Definamos primeramente lo que entendemos por matriz definida
positiva o negativa.
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Definicién 2.64 Dada una matriz cuadrada A = (aij)nxn € My, decimos que A es
(i) definida positiva st todos sus valores propios son nimeros reales positivos,
(it)definida negativa si todos sus valores propios son nimeros reales negativos.

Es evidente que, una vez que conozcamos la funcién f y el punto P, podremos calcular
Hess(f) (p) que serd una matriz para la cual podremos estudiar sus valores propios y
determinar si es definida positiva o negativa. En la siguiente propiedad vemos cémo los
conceptos de matriz definida positiva y negativa convierten a la matriz hessiana en el
anslogo en varias variables de la segunda derivada.

Proposicién 2.23 Dada f : Q CR* —» Ry Py € 2 supongamos que en una caja abierta
que contiene al punto p existen y son continuas todas las derivadas parciales de segundo
orden de f. Supongamos también que
of .
'a?j (PO) = O,Vj = 1, T
Entonces:
(4)Si la matriz Hess(f) (Po) es definida positiva, en el punto Po,f alcanza un minimo
relativo. ‘
(i) S% la matriz Hess(f) (Po es definida negativa, en el punto Py, f alcanza un mdrimo
relativo.

En la prictica resulta ttil la siguiente propiedad que permite estudiar si una matriz es
definida positiva o negativa sin necesidad de calcular sus valores propios.

Proposicién 2.24 (Clasificacion mediante menores principales). Dada la matriz cuadrada
A = (@ij)nxn € My, llamamos menores principales de A a los determinantes

a1 a2 a13
yAa=1a ax am |,...,An=|A4].

asy a32 as3

ai; a2

A= |(a Ay =
1 '( ll)ly 2 as1  ago

Entonces se verifica que
(1)A es definida positiva <= A; > 0,Vi =1,...,n.
(2)A es definida negativa <= (—~1)')\; > 0,Vi = 1,...,n.

Tlustremos lo anterior con un ejemplo.
Ejemplo 2.175 Consideremos la funcion f: R? — R
fley) =1-2"-y°
Hallar los puntos criticos f y analizar su naturaleza.

Solucién
Es claro que Vf (z,y) = (-2, —2y). Por lo tanto el punto critico de f es el vector
(0,0) . Por otra parte, la matriz hessiana de f en (0,0) es

_( Duf(0,0) Di2f (0,0)\ _( -2 0
moo-( 2168 Pred)- (2 2).

cuyos valores propios son A; = —2 y Ay = —2. Entonces, como los valores propios
son negativos, (0,0) es un punto méximo.
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Ejemplo 2.176 Consideremos la funcién f : R? —» R definida por
f(zy) = 2° - 3ay?

tiene en (0,0) un punto critico. Los valores propios de la matriz hessiana H (0,0) son
iguales a 0. Es fdcil
ver que (0,0) es un punto de silla.

Ejemplo 2.177 Sea la funcién f : R? —» R definida por
f(z,y) = 2%y

tiene en (0,0) un punto critico. Los valores propios de la matriz hessiana H (0,0) son
iguales a 0. Es facil ver que (0,0) es un punto minimo.

Ejemplo 2.178 Sea la funcién f : R? > R
fz,y) = (y —2%) (v — 22%).

El siquiente ejemplo nos muestra cémo una funcién puede tener, en un punto A, un
minimo cuando restringimos la funcion o cualquier recta que pasa por él y no obstante el
punto P es silla.

Si hacemos y = mzx, vemos que f(x,mz) = m?z? + 32¢ — 3ma> tiene en z = 0 un
punto de minimo. Esto es, sobre la recta y = max la funcion f tiene en (0,0) un punto de
minimo. También, sobre la recta x = 0 la funcidn tiene en (0,0) un punto de minimo. No
obstante podemos encontrar puntos (z,y) en cualguier vecindad de (0,0) paru los cuales
f(z,y) > 0 y otros tales que f(z,y) < 0.

Ejemplo 2.179 Hallar los puntos criticos de la funcién
flay) =o® — 2% — 2" + 3c%y
y analizar su naturaleza.

Solucién.
Determinacion de los puntos criticos:

] 3_2 2_24 3‘2 )

g‘g‘(%y): @ e 6my * my)—*—G:L'y+3w2:33!:(1'4—21/)
o 3_2,2_24 3,2 .

%(w,y)= (e d 6yy +37y) =322 — 4y - 88

of
o (2,y) =0 @{ 3z(z+2y) =0---()
55(%3/)20 322 — 4y —8y3 =0---(2)

r=0Vze=-2
322 — 4y — 82 =0
Resolviendo el sistema.:
=10

e P £ ie - - 3 = 2 = =Y f

De:q ga 4y — 8P =0 ° tiene —4y — 8y” = 0, 4y(1 + 2y*) = 0 = y = 0.As,
(0,0).

D T=-2 se tiene 3(—2y)? — 4y — 8y® = 0,12> — 4y — &° =0 :

®\ 322 —dy ~ 83 =0 °
—4y (2y — 1) (y — 1) = 0, entonces las soluciones de esta ecuacion son y = 0Vy = %Vy =1,
con los correspondientes puntos (0,0), (—1, %) ,(=2,1).
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Asi, los puntos criticos son:

PC= {(0,0) , (_1,%) (=2, 1)} .
Ahora:

Para clasificar los puntos criticos, calculamos las derivadas parciales de segundo orden

0% 8 (6zy + 3z
-é—z-];(z,y)=¥=6z+6'y

o%f 8 (322 — 4y — 8y°
a2 @) = 9B W -8) _ e 4
o2 f 9 (3z% — 4y — 8°)
Gaay 5 Y) = Bz =6z
_ | 6z+6y 6z
|Hf($,y)| - 6z _24y2 —4
Luego,
*f f (z,y) | 0*f (z,9) .
P.C:(z,y) w(z,y) 57 20y DetHf(z,y) | Conclusién
(0,0) 0 —4 . 0 0 Falla el criterio.
(-1,1) -3 -~10 —6 —6 Silla
(=2,1) —6 —28 -12 —24 Msix. Rel.

Analizando en (0,0) :f(0,0) = 0.
Considerando el camino € := {(z,y) € B,(0,0) : y = 0}, se tiene que

9(z) = f(=,0) = 2°
Aplicando el criterio de la primera derivada:

g'(z) = 3

9'(z) = 0 entonces zg = 0 es punto crftico de f.
g'(z) =6z

g'0) =0

g (z) = 6 entonces g/(0) =6 # 0.
Entonces 29 = 0 es un punto de inflexién.
Luego,(0,0) es un punto silla.

Ejemplo 2.180 Hallar los puntos criticos de la funcion
f(z,y) = e2*% (822 — 6zy + 3y%)
y analizar su naturaleza.

Solucién.
Determinacién de los puntos criticos:

6_£ (z,y) = 2+% (162? — 12zy + 6y® + 16z — 6y)

%f (z,y) = e**+3 (2422 — 18zy + 9y® — 6z + 6y)

of
= (z,9) =0 - { 2 (82% — 6zy + 3y?) + 16z — 6y = 0--- (1) - - - ( multiplicando por 3)

9 (zy)=0 3 (8z% — 6zy + 3y?) — 6z + 6y =0---(2) - ( multiplicando por — 2)
oy’

6 (8z% — 6zy + 3y?) + 48z — 18y =0
—6 (822 — 6y + 3y%) 122 — 12y =0 °
Sumando ambas ecuaciones resulta: y = 2z.
Reemplazando (1) : 6 (83:2 — 6z (2z) +3 (2:1:)2) + 48z — 18 (2z) = O,resulta:
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4z (4z 4+ 1) = O,entonces z = 0o z = ——i.

Siz =0, en (1) resulta 16 (0)* — 12 (0) y +6y2 + 16 (0) ~ 6y = 0 => 6y (y — 1) =0 =>
y=0o0y=1.
Asf, los puntose son (0,0) y (0,1).

sic= L en@16(-L) —12(-Nyrezr16(-L) -6y =0
=—pen (1), 1 1)y+oy 1) =
1

z>6y2—-3y—3=0,entoncesy=loy:——é.

e+ (2422 — 18zy -+ 9y? — 67 + 6y) . Asi, los punto son (—%, 1) y (—711, -%) i
Por lo tanto los P.C. son:

PC = {(0,0),(0,1) ,(—i,l) , (—i—%)}
Ahora:

Calculamos las derivadas parciales de segundo orden

62
o°f (z,y) = €23 (3222 — 24zy + 12y2 + 64z — 24y + 16)

oz?
5° "
@% (z,y) = e+ (722 - 54y + 27y? — 367 + 36y + 6)
o oyt .
Bmafy (z,y) = e+ (4842 — 36zy + 18y? + 367 — 6y — 6) .
Luego,
O*f 9*f (x,y) | 0*f (=,v)
P.C: —(z ! : Det(: i
(z,y) P2 (z,vy) 5y 520y et(z,y) | Conclusién
{0,0) 16 6 —6 ¥ Mix. Rel.
1 1 . .
(_Z’ —§> 23e~2 42¢72 87¢—2 + Min. Rel.
(0,1) 28¢° 69¢° 9e3 + Min. Rel.
1 5 : 5
(_Z’ ) —ded 963 9} - Punto silla.

Ejemplo 2.181 Hallar los puntos criticos de
f(z,y) = arctan(a? + ¢?) — o2

y analizar si en ellos hay mdximo relativo, minimo relativo 6 punto silla.

Solucién.

Determinacién de los puntos criticos:

of 2z —2x(z? + y?)?

— (z,y) = — %7 =

Oz 1+ (22 4 y2)? 1+ (22 + y?)?

Of (gyy) =~V

oy OV T IR )2
af —2a(z? +y%)*
= (z,y) =0 o 1+(:E2—5y2)2— (1) ¢:>{$:0
== (z,y) =0 . S y=20
3y (x,y) [T T ) (2)

Asi, (0,0).

Por lo tanto los P.C. son :

PC = {(0.0)}.
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Ahora:

OF (= LHAE A - Ty

Ay? = 1+ (22 + y2)?

o? 8zy (22 + 4°

a_laf_y (z,y) = ______(_—3_2.

(1+@+2?)
Luego
o°f Ff (z,y) | 0°F (z,y) .
P.C:(z,y) 52:—2(% ) X 520y Det(z,y) Conclusién
(0,0) 0 2 0 0 Falla el criterio.

Analizando en (0,0) :f(0,0) = 0.
Considerando el camino C : y =0 en B ((0,0),7) se tiene que
g(z) = f(z,0) = arctan(z?) — z?
Aplicando el criterio de la primera derivada:
() - = _Qm:___zf_s_
g R O T
2z
iT:;,‘E =0=z=0.
Entonces g(0) es un méximo relativo.

Considerando el camino C : z =0 en B ((0,0),r) se tiene que
h(y) = f(0,y) = arctan(y?)
Aplicando el criterio de la primera derivada:

gz) =0 -

2y

!/ —

h(y)—1+y4 ,
h’(y)=0<:>1+yz4=0=>y=0.

Entonces h(0) es un minimo relativo.
Luego,(0,0) es un punto silla.

2.19.2 Multiplicadores de Lagrange

En esta seccién estudiaremos un método, el método de los multiplicadores
de Lagrange, para estudiar la existencia de extremos (médximos y minimos)
de funciones que estan sometidos a restricciones. Por ejemplo, la distancia
al origen de la recta y = =z + 1 es un problema que consite en hallar un
minimo bajo una restriccién. Esto es, debemos minimizar la funcién distancia
f(z,y) = /22 +y? bajo la condicién y — = — 1 = 0. Este problema es de
fécil resolucion si remplazamos la variable y = z + 1 en la funcién f(z,y). El
problema queda reducido a un problema de minimos de una funcién de una
sola variable.

1

No siempre es posible reducir un problema de extremos condicionados a un
problema de médximos o mfnimos de una sola variable. El siguiente teorema
nos proporciona una condicién necesaria para que Py € R" sea un extremo
condicionado de una funcién f.

Teorema 2.39 Sean f: Q2 C R® — R una funcion de clase C? (Q) .Considere el conjunto
de nivel

S={PeQ:g(P)=k},

tales que Po € Q con g(Py) =k y Vf(P) # 0. Si fs : SNQ C R* — R tiene un
valor extremo relativo en S, en Py , existe un niumero real A tal que

Vf(Po) =AVg(PR) - (1)
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Demostracién

El Teorema exige, para su demostracion, herramientas mds avanzadas de anilisis
matematico y no la haremos aqui en su forma mas general. No obstante podemos propor-
cionar ahora una prueba para el teorema para el caso particular en que

f:Q CR®— R es una funcién de dos variables y la condicién g(Pp) = 0 determina
una curva I' que podemos parametrizar como P = a(t), t € I, I algin intervalo de la
recta real.

Supongamos que en Py = « (tp), para algtn ¢y € I, & (tg) es un vector tangente a S
en Py; %g (a(t)) = (;—ik =0, y por la regla de la cadena

L 9(a(®) lio= Vo (P0) - (t0),

de modo que Vg {P) - ¢ (o) = 0; es decir, o (f9) es ortogonal a Vg (Pp).

Si la funcién f : SNQ C R® — R tiene un valor extremo relativo en S, en Py entonces
f (a(t)) tiene un valor extremo relativo en ¢ = £y la funcién f alcanza un valor extremo:
un méximo o un mfnimo. Entonces la funcién

h(t)=f(a®),tel

< (o . dh(t . .
tendrd en tp un méximo o un minimo y por lo tanto —5122 = (). De la expresién anterior
conseguimos, por la regla de la cadena, que

dh (¢
= 20 _ 9 (ato)) o (t0)

Asi, el vector Vf (a(t)) es ortogonal a la tangente de toda curva en S y también es
ortogonal al espacio tangente a S en Py .Como el espacio perpendicular al espacio tangente
es una recta, se tiene que Vf (Fp) y Vg (Fo) son paralelos. Puesto que Vf (P) # 0 se
sigue que Vf (Py) es multiplo de Vg (Fp). Esto prueba el Teorema.

0

Observacién 2.18 Al usar el método de Multiplicadores de Lagrange, se debe hallar un
punto Py y un escalar real X tal que

Vf(Ro) =AVg(R).

La ecuacion (1) se dice que las derivadas parciales de f son proporcionales a las derivadas
parciales de g.Hallar los puntos Py que cumple (1),es decir, resolver el sistemas de ecua-
ciones : '

of 220
%? (Z1y.-y2Zn) —/\axl (Z1,.+.y2n)

=22
a_xz(xl"":zn) —’\az2 (T1y- -3 Tn)

()
of dg
a_xn (5[51, 7mn) _Aazn (IL'],. . 1$ﬂ)
{ g(z1,...,zn) =k

Teorema 2.40 (Multiplicadores de Lagrange ). Sea f : Q@ C R® - R funciones
de clase C' (). Sean y g1,....9m : 2 C R* — R, m < n, funciones de clase C* ().
Supongamos que Py € Q0 es un extremo de f bajo la condicion que

PoeS={PeR", g(P)=0 para i=1,2.m}.

8i el conjunto {Vgi(Po), i =1,2,..m} es linealmente independiente, entonces ezisten
A1y Ag, . A, nUmeros reales, llamados los multiplicadores, tales que
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m

VHR) =) XVg(Po).
=1

El Teorema nos proporciona una condicién necesaria y no suficiente para
la existencia de extremos condicionados. No nos proporciona informacién so-
bre la clase de extremo en cuestidn, sélo con otras consideraciones, fisicas o
geométricas, debemos decidir si el punto Py es de mdximo o de minimo condi-
cionado. El método exige resolver un sistema de m +n ecuaciones, cuales son
las que se derivan de (3.8.1) m4s las condiciones g;(P) = 0 para ¢ = 1,2...m,
con m + n incégnitas, cuales son las n componentes de Fy més los m multipli-
cadores.

Ejemplo 2.182 Sea la funcion

ésto es, la distancia al cuadrado de un punto (z,y, =) al eje =, bajo la condicion que el
punto de minimo (z,vy, =) satisfaga las ecuaciones

: =0
22 —(y-1)? = 0.

ésto es, la distancia al cuadrado de un punto (z,y,z) al €je =, bajo la
condicién que el punto de minimo (z,y, =) satisfaga las ecuaciones.Esto es,

gl(mvyw:) =z=0
92 (.’L‘, Yy :) <
Observemos que el punto (0, 1,0) es un extremo condicionado tal que
Vg2(0,1,0) =(0,0,0)
Vv41(0,1,0) =(0,0,1)
y Vf(0,1,0) = (0,2,0). Por lo tanto no se satisface (3.8.1).
Veamos un ejemplo del uso de los multiplicadores de Lagrange

Ejemplo 2.183 Deseamos calcular la distancia del origen (0,0, 0) al plano cuya ecuacion
es z+y+ 2 = 1. El objetivo es hallar un punto (xo,y0,%0) que satisfaga la ecuacion del
plano y que sea un punto de minimo de la* funcion distancia de un punto al origen. Esta
funcidn distancia la podemos tomar como

fl@y,z) =22 +y + 5%

y la restriccion g(z,y,%) = z+y+ 2 —1 = 0. Realmente la funcién distancia al origen
que debemos tomar es h(z,y, ) = \/z? +y? + 22, pero es claro que los extremos de h son
los mismos de f y con ésta ultima los calculos se simplifican.

En este caso s6lo hay una restricion, los puntos de minimo de f condiciona-
dos a la restricién g = 0 deben satisfacer el sistema

\%i (zay: :) = AVyg (m,y,z) .

El sistema. :
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20 =X
2y =A

z+y+z =1

Resolvemos el sistema anterior y encontramos que

A

u e 8
o
(R A AT

Entonces el punto (3, 3,1) debe ser el punto que minimiza a f sujeto a la

condicién g = 0. Deducimos que la distancia del plano al origen es 33@

Ejemplo 2.184 Calcular el drea del mdzimo paralelogramo que se puede inscribir en la
circunferencia cuya ecuacion es z2 +y? = 1.

Solucién.

Podemos suponer que los vértices del paralelogramo son: (z,y), (z, —y), (—=z, —y)
y (—=z,y) . Entonces la funcién de drea que debemos maximizar es f (z,y) = 4zy
y la resticcién que de imponemos es g (x,y) = z? 4 y% — 1 = 0. Puesto que
sélo hay una restriccién el Teorema nos dice que

Vi (z,y)=AVg(z,y)

Por lo tanto debemos resolver el siguiente sistema

y =22z ...(1)
4z =2hy ...(2)
2Z2+y2-1 =0 ...(3)

Si eliminamos z de las ecuaciones 1) y 2) obtenemos que

y(4——)\2)=0

Esta ecuacién implica que y =0 04 — A? = 0. Ahora si y = 0 tendrfamos
que concluir de las ecuaciones a) y b) que z = 0y y = 0, lo que contradice
la ecuacién c¢). Es asf como debemos concluir que A = £2. Si tomamos el
caso A = 2 obtenemos de las ecuaciones a) y b) que x = y. Y si tomamos el
caso A = —2 obtenemos que z = —y. En ambos casos la ecuacién ¢) nos dice

2z% =1, ésto es, & = :I:lg. Por lo tanto los cuatro vértices del paralelogramo
serdn (:tig,:hlé—i) .
Esto nos indica que el valor extremo de f (z,y) bajo la restriccién g (z,y) =

0 debe ser 4%239 = 2. Por consideraciones geométricas debemos concluir que
este valor es maximo.

Ejemplo 2.185 (a)Usando el método de Multiplicadores de Lagrange, demostrar que

el valor mézimo de z%y%2% (x,y,~ > 0), sobre la

esfera 22 + y? + 22 = a?,(a > 0), es



(b) Usar la parte (a) para demostrar que para nimeros no negativos x,y, s se cumple

r+y+=

(zy=)3 < 3

Solucién.
(a)Sea
f(@,y,2) =2y s 3,4,5 >0

Sujeto a la restriccion

gz, y,z) =22+ + 22 =a?

Puesto que :
V(z,y,2) = (2zy?s?, 227922, 22%y%2) , Vg(z, y, 2) = (22, 2y, 22)
Usando Multiplicadores de Lagrange, existe un escalar A tales que:

Vi{z,y,2) = AVg(z,y,2)

2zy?? = A(2z) ---(1)
2z2y:? = A(2y) ---(2)
= 222y% = A(22) (8 (*)
2 4y? 42?2 = a2 -~ (4)
Resolviendo el sistema se tiene :
a2 a? a2
S S
a?\3
El valor 2y%22 que se obtuvo es : 3

Dicho valor es méximo(el minimo ocurre cuando las variables ¢,y o z es cero)Si no
fuera asi, deberd hacer otros puntos criticos, pues x2y?=? alcanza su méximo y minimo en
la esfera 22 + ¢ + 2% = o2,

(b)Se deja al lector.

Ejemplo 2.186 (a)Suponga que x,y, = son positivas. Usando Multiplicadores de Lagrange,
minimizar la funcidn
flz,y,2) =z +y+ =, syjeta a la restriccion zyz = 1.

Ejemplo 2.187 (b)Aplicar el resultado del inciso (a) para deducir la desigualdad

b
Vabe < ﬂ-—3—+?, donde a,b,c > 0.

Solucién.
(a)Sean z >0,y >0,2>0

Funcién objetivo: Minimizar f (z,y,z) =z +y+=
Sujeto a la restriccién
g(z)ya :) =IYys = 1

Puesto que
a T Y, ~ a T, Y, % 6 T,Yy,=~
F) z,y,5 a Ty, a z,y, 2
v ( , ) ( g( Y *’), g( Y "’), g( }/"’)) ( 5, Tz, )
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Usando Multiplicadores de Lagrange , existe un escalar A tal que

Vi(z,y,2) = AVg(z,y,=)

of(z,y,%) _ ,99(.y,2)
Oz Ox = .
0f(Em:) _ 00(5y,?) S ! "
= By dy =9 = Mz ().
9 U s F) )3 xy (3)
f(:fg:y ) _ g(ﬂ;ﬂy 2) s = 1o (4)
TYz = 1

Como z >0, y > 0, 2 > 0 entonces A # 0.

De (1) y (2) : y= = zz.Entonces se deduce :y =z ---(5).

De (2) y (3) : zz = zy.Entonces se deduce : z =y ---(6).

Luegor =y ==

En (4) :x y~——l=>x =l=z=y=z2=

Asi, el punto es: (1,1,1). Luego el valor minimo de f es:f (1,1,1) = 3.
Por tanto 3 < f (z,v,2),V(z,¥,%) € R% z,9,5 >0

(b)Por (a) se tiene:f (x,y,2) =z +y+ 2> 3,V(z,y,2) € R3 z,y,2 > 0.

Considerando :
a b ¢
= Vabe'¥ ™ Yabe'™” Fabe
Yz = 4 b e a_bc =1
Yabe Vabe Yabe abe
Luego,

3.< sayts= b c _a+b+c
yr= ab \/ \/abc Vabe

b
Vabe < -a—i-—3+——€; a,b,c>0.

Ejemplo 2.188 Usando el método de Multiplicadores de Lagrange, hallar los valores
mdzimos y minimos del producto de tres nimeros reales z,y, = st la suma de estos niumeros
debe ser cero y la suma de sus cuadrados debe ser 3.

Solucién.
Sea:
f(z,y,2) = zy=

Sujeto a las restricciones
gz, y,2)=z+y+:=0,h(z,y,5) =z +9? + 2 =3
Puesto que :
Vi(z,y,z) = (ysz2,1y), Volz,y,2) = (1,1,1) y Vh(z,y,z) = (22, 2y, 22)
Usando el método de Multiplicadores de Lagrange , existen escalares A y p tales que:

Vi(z,y,z2) = AVg(z,y,5) + pVh(z,y,z)
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yz = A + pQ2) (1)
zz = A + p(2) --(2)
<= <{ ay = A 4+ 22 @3 (%
TH+y+z =0 - (4)
o 4 y? + 22 3 -(5)
De(1)—(2):(y —z)z = —2u(y — z). Entonces se deduce :y =z Vz=-2u-(6).

DHSiy==z:
En (4)yz+y+5:0=—_—>2+z+:=0=—>::_2$

11
En(5),z2+y2+:2=3=>z2+x2+(—2z)2=3=¢6m2=3_—_>z=ﬁ,—$,

entonces y = - y

§l~

L
7
2 2 ectivamente. Por lo tanto los puntos son: P ( 1 1 2 ) y
— 75 5 T€8 1 ' A /A
\/-2— \/§ P p 1 o)
P (_L 12
NV TV VR
({II) Stz =-2u:
En (3),zy = A+ u(2:) =2y = A — 22 = A =zy + 2%
En (1),yz = A+ u(2z) = yz =ay+ 22 —zz =3 22 —z(z+y) +tzy = 0 =
(z—z)(z-y)=0=z2=zx02=y.
(IINSiz=xwx:
En(4),z+y+2=0=z+y4+c=0=y= -2z

2 2
En (5),2% 4+ (-2z)?+2? =3 =622 =3 =z = 7 \/_ entonces y = VANV
Yy
1 ! espectivamente. Por lo tanto los puntos son: P ( ! 2 1)
i=—,—=—=, I . : —, e, ——
B ‘/5 P P 3 \/é 27 5 y
P( 2 l)
s\ == ) -
V2 V2 V2
IV)Siz=y:
En4),z+y+:2=0=z+y+y=0= 2= -2y. 0
1 1
En (5),(-2v)’ + ¥’ +1* =3 =62 =3 = =—,———,entoncesz=———
, (5 (=20)" +y* +y Y V=757 75 s

c=1 1 respectivamente. Por lo tanto los puntos son: Ps (——2— L —)
~ \/é’ \/i! p . p . ‘/Q') ﬁ? ﬁ y
P (l _L 1
V2 VR V2
Evaluando f(z,y,z) en los 6 puntos criticos hallados, el producto de tres mimeros
reales x,y, = resultan

f(P) = f(Py)=f(Ps) = 7‘15
f(P2).=f(Pa). = f(Ps) = 7
Entonces faju, = % R

2.20 Derivacién Implicita

Las superficies en R3 se representan por medio de expresiones del tipo F(z,y, ) = 0. Por
ejemplo, 2 + y2 + 22 — 1 = 0 representa la superficie de una esfera de centro en el origen
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y radio 1. Algunas veces es posible despejar una de las variables en términos de las otras
dos, por ejemplo, en el caso de la esfera podemos hacer

s=41-22-y2 o z=-y/1-2%2—y2

Pero en general ésto no es posible. Consideremos por ejemplo la ecuacién
sen zy= + €% = (), no es posible despejar una variable en términos de las otras
dos.

No obstante supongamos que de la ecuacién F(z,y,z) = 0 podemos de-
spejar, implicitamente, a z en términos de z, y. Esto es, supongamos que
z = f(z,y). Tenemos entonces que

Flz,y, f(z,y)] =0

Si llamamos g(z,y) = F|z,y, f(z,y)] entonces g(z,y) = 0 y por lo tanto
sus derivadas parciales son iguales a cero. Si usamos la regla de la cadena

obtenemos
_ Og(z,y) Oz Oy of
=== e ——DFa +DF6 +D3Fa
_ 99(z,9) oz % of
0=—= ay _DF6y+D2F6 +D3Fa.
Esto es,

0= _q_(%/_) = DIF(IIJ,y,;‘) +D3F(z’y,;)gf(%2

0=280 = D,F(z,y,2)+ D3F(z,y, ) 2052,

Si D3F(z,y,2) # 0 obtenemos

()f(z y) _ _ DiF(zy.z)
- 31‘E W2 g
(lf(:':y) . Daf(xy,z
= T DaF(wy,2)°

Vemos entonces que aunque no conocemos una expresién exacta de z en
términos de z e y si podemos conocer sus derivadas parciales. En el ejemplo
coszyz + e"¥* = 0 procemos asf:

oz
Bz
gz
oy

zy cos(zyz)+TYerv*?
siempre que —zysen(zyz) + zye™* # 0.

La anterior discusién puede generalizarse a mas variables, por ejemplo, si
tenemos F(zy,z3,..2,) = 0 podemos obtener derivadas parciales implicitas de
T, como funcion de las variables zi,...,z,—; . Tendremos, entonces, férmulas
del siguiente tipo

DyF

ﬁ, k= l.2...,n - 1,

Dkzn = -

siempre que D, F # 0.
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La derivacién implicita nos sirve para el cdlculo de curvas definidas im-
plicitamente. Sean F(z,y,z) = 0y G(z,y,%2) = 0 dos superficies. Su in-
terseccién determina una curva y aunque no esté determinada explicitamente
podemos obtener alguna informacién si suponemos, por ejemplo, que z = z(z)
e y = y(z), con = perteneciendo a algin intervalo I. Usamos la regla de la
cadena como en (3.6.1) y obtenemos

~D3F = DiFx'(z)+ Do Fy/(z)
—D3G = D1G.2'(z)+ DGy (2)

Para aquellos puntos en los que el discriminante del sistema anterior no se
anule podemos obtener férmulas para z'(z) y y'(z), asi:

~D3F DyF
—-D3G D,G

Z'(z) =
DyF D2F‘

DiG DG

DWF —-D3F
y,(~): DiG —-D3G

DiF DyF
DG DG

Es asf cémo podemos conocer el vector tangente a la curva en cada punto
z € I, y por lo tanto determinar la curva interseccién de las dos superficies
siempre y cuando conozcamos un punto que se encuentre en la interseccién de
las dos superficies.

Ejemplo 2.189 Consideremos las superficies

F(z,y,z)=z+y+z=
G(z,y,2) =2z +y+z-1=0

Ejemplo 2.190 Un célculo sencillo nos dice que

Dy F (z,y,2) =1
DoF (z,y,z) =1
D3F (z,y,2) =1
DG (z,y,z) =2
DG (z,y,2) =1
D3G (z,y,z) =1

obtenemos que

Il
o

<@ 8
~
w &
~—
il
|
—

Por lo tanto

0
NSNS
i
| o
n
+
8

[Y]

@ 8
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en donde ¢, d son.constantes que debemos determinar.

De lo anterior obtenemos que x = 1. Esto es, x (=) = ¢ = 1. Entonces la interseccidn
de las dos superficies estd determinada por el conjunto{(1, —z + d,z}, = € R},

en donde d debe ser determinada. Ahora, para = = 0 el punto (1,d,0) que estd en la
interseccion de las dos superficies es aquel para el cual d = —1. Por lo tanto, la interseccién
de las dos superficies es el conjunto

{(1,—z+-1,z), = € R},

ésto es, la recta

{(1,-1,0) + 2(0,-1,1), = € R}.
Ejecicios propuestos:Valores extremos
1. Estudiar la naturaleza de los puntos criticos de las siguientes funciones
() f (z,y) =3z%% +1° - 322 - 3% +2.

(®) f(@y) = (P —y?)e T .

(¢) f (z,y) =2°+y° - 18zy.

@) f (z,y) =2t +y* —22% — 2% + 4ay.
(e) f(zy) =2y (1-2%-9?).

(£) £ (=)= %xy [z —yl?.

(8) f (z,y) = day® — zp® — 2272
) f (z,y) =y ~y—z* -3z + 2.
(i) f(z,y) =23 —2y% — 2y* + 322y

2. Dada la funcién f (z,y) = In (1 + 2?2 +y2) — fom l—fﬂdt , determinar si f tiene
extremos relativos.

3. Sea f (z,y) =a [2zy+y® + 2’y + cos (z +y)] + 2% (a® —y), a #0.

(a) Hallar los valores de a para los cuales f tiene un minimo relativo en (0,0) .

(b) ;Para qué valores de a, f tiene un punto de silla?

4. El plano ¢ —y + z = 0 corta al cilindro 22 + > — 8 = 0 en una elipse €. Hallar los
puntos de € mds cercanos al origen y el punto de € més alejado del origen.

5. Usando los Multiplicadores de Lagrange, hallar los puntos de la superficie 2 =

zy — 2% + 4 més préximos al punto P (1,1,1).
6. Encontrar los extremos relativos de la funcién f (z,y,2) =z + = en la esfera
S = {(z,9,2) eR3:22+yt+:2=1}.
7. Hallar todos los puntos de la esfera e :. 2% +y? + 2% = 4, donde la funcién
! (x7y’:) = 21?/2:

alcanza sus valores méaximo y minimo, sabiendo que dichos valores son no nulos.



Capitulo 3

Funciones vectoriales de variables
vectoriales

3.1 Funcién vectorial de variable vectorial

Una aplicacién f: R™ — R™,n,m > 2, la denominamos campo vectorial. En el caso en
que m = 1 la denominamos campo escalar. -

Cuando consideramos funciones de una sola variable el concepto de limite est4 referido
a la aproximacién que hacemos a un punto ya sea por la derecha o por la izquierda. En
el caso de campos vectoriales la aproximacién a un punto puede hacerse por infinitos
caminos. Iniciemos con unos ejemplos:

Ejemplo 3.1 Sea
7 si(zy) #(0,0)
ren={ 5 Senlon.

Si dejamos una variable, por ejemplo z, fija vemos que f(z,y) se aproxima a 0 cuando
y se aproxima a 0. Pero si tomamos la recta £ = y entonces f(z,y) = % y, aunque (z,y)
se aproxime a (0, 0), no se tiene que f(z,y) se aproxime a 0.

Tenemos la siguiente '

Definicién 3.1 Sea f: R™ —» R™. Decimos que

lim f(P)=

P— A

Si para todo € > 0 existe un & > 0, que depende de ¢, tal que si |P — A|| < & entonces
If(P) - Li <e.

Esto es lo que no sucede en el ejemplo anterior, podemos tener pun-
tos (z,y) € R? tales que ||(z,y) — (0,0)|| sea muy pequefia y no obstante

lf(a:,y) _‘OI =3

Definicién 3.2 Sea f : R — R™. Decimos que f es continua en un punto A € R" sila
funcién f estd definida en A y ademds

Jim f(P) = £(4).
Nota: Un campo vectorial f: R* — R™, n, m > 2 estd definido por m

campos escalares f1, ... ;. Es facil ver que
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l)leAf(P) =L

si y sélo si
l)LmA fiPy=1l, i=1,..m,

en donde L = (l,...l,;;) . Esto nos dice que podemos restringir nuestra
discusién al caso de campos escalares.

3.2 Diferenciacién

El grén inconveniente de la derivada débil que introdujimos en la seccién
dos consiste en que ella no implica continuidad. Para subsanar esa debilidad
introduciremos, ahora, la nocién de derivada fuerte o derivada de Frechet.

Definicién 3.3 Sea f : R™ — R un campo escalar. Decimos que f es fuertemente
diferenciable en P € R™ si eriste una transformacion lineal Tp - R* — R tal que para
todo Y € R" se tiene que

f(P+Y) — f(P)=Tp(Y)+o(P,|Y]),
Definicion 3.4 en donde o(P, ||Y])) es tal que limy_, o2 ]I)’Yl’T‘ l—p.

La transformacion lineal T4 se le llama la diferencial fuerte de f en el punto
A. Es costumbre denotar T4 = f/(A).

Lo primero que debemos advertir de la definicién es que si la funcién f es
fuertemente diferenciable en P entonces es débilmente diferenciable en P y las
dos derivadas coinciden. Esto es

f(PY)=f(P)(Y),

para todo Y € R"

También advertimos de la definicién que si f es fuertemente diferenciable
en A entonces la funcién f es continuia en P. Sélo es suficiente tener en cuenta
que la transformacién lineal Tp es siempre una funcién continua y Tp(0) =
0. Ademsds, de la caracterizacién que hicimos de o(P, ||Y||) concluimos que
o(P,|IY]]) » Ocuando Y — 0.

Ahora, sea Y € R". Entonces Y =Y ;_; yxex donde {ey, ..., en} representa
la base canénica de R™, Esto es, er = (0,0..,,1,0, ...0) donde el 1 aparece en el
lugar k-ésimo. Por la linealidad de Tp = f/(P) obtenemos:

F(P)Y) = f{(P) (k=1 yrer)
Y i1 Yn S (A)(ex)
=3 uf (A er)
=3 re1UeDef(A).

Esto es, podemos expresar la diferencial fuerte en términos de las derivadas
parciales de f. En resumen tenemos

1

1

FPXY) = Y wDef(P). (332)

k=1
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Si denotamos Vf(P) = (D1 f(P), .., D, f(P)) € R" la expresién anterior
toma la siguiente forma:
F(P)Y) =(Vf(P),Y).

Esto quiere decir que la diferencial fuerte, o simplemente la diferencial, de
ahora en adelante, de f en P, f/(P), la podemos representar por medio del
vector

Vf(P) = (Dif(P),... Dof(P)) € R™,

Este vector es conocido como el gradiente de f en P.

Es muy importante tener una férmula que nos permita calcular la diferencial
de un campo escalar, pero la pregunta crucial de esta seccién es: Cuando un
campo escalar es diferenciable 7 La respuesta la tenemos en el siguiente

Teorema 3.1 f:R"™ — R es diferenciable en P, ésto es, existe f'(P), si las derivadas
parciales D f, k = 1,2...,n, existen en alguna bola B(P,r) y son continuas en P.

Demostracién: SeaY € B(P,r). Denotemos con Y, = Z;-“:l yje;, ademds,

Y =Y, y Yo = 0. Ahora, obsevemos que

fP+Y)-f(P)=

n

{f(P+Y;) - f(P+Yj)}

g=1

nos dice que

f(P+Y;)— f(P+Y;_1) =y;D; f(Cy),

en donde C; es un vector que se encuentra en el segmento que une a los
vectores P+Y; y P+Y;_1. Y cuando Y — 0 entonces Cj — P. De lo anterior
obtenemos:

f(P+Y)—f(P) = Yi_4iDif(P)
+ 3019 {D;f(Cj) — D f(P)} .

Denotemos con
o(P|IY]) =D vi {Dif(Cy) - Dif (P)}
=1

Puesto que las derivadas parciales D;f, j = 1,2,...,,n, son continuas en
B(P,r) es facil ver que li(-[[)ﬁll-,)]/—uﬂ — 0 cuando ||Y]| — 0. Deducimos que

F(PYY) = y;Dif(P) = (Vf(P),Y) -
i=1

Ejemplo 3.2 Sea f : R" — R definido como f(X) = || X|*. Calculemos Vf(X).

La férmula nos dice que
F(X)(Y)=(Vf(X),Y)
También sabemos que

fI(X)(Y):fI(XrY) =2<X1Y)'
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Por lo tanto obtenemos que Vf (X) =2X.

Ejemplo 3.3 Sea f (z,y,%) = zy + y= + zz. Calculemos f'(a,b,c) (m,n,r). La férmula
nos dice que
f'(a,b,¢) (m,n, ) = (Vf (a,b,¢), (m,n,1))

Ahora,
vf (av b,C) = (le (av b, C)7D2f (aa b,C),D3f (aa b, C))
=(b+ca+cb+a).
Por lo tanto
f'(a,b,e) (myn,r) ={b+c,a+cb+a),(mn,r)
=mb+mc+na+nc+rb+ra

3.3 Regla de la cadena

Sea f : § — R™, donde S es un conjunto abierto de R", un campo
vectorial. El campo f tiene m funciones componentes f; : § — R tales que
f(X) = (fi(X), ..., fin{X)). La derivada direccional del campo vectorial f en
un punto X y en la direccidn Y se define de la misma forma como lo hicimos
para campos escalares, ésto es,

f(X +tY) —f(X)
S —
En términos de las funciones componentes de f vemos que

FOGY) = fim

£(X,Y) =3 filX,Y)ex. (3.5.1)
k=1

Ansdlogamente, la derivada fuerte o derivada de Frechet del campo vectorial
f en el punto X se define como la transformacién lineal f'(X) : R* — R™
tal que para todo ¥ € R" se cumple que

£(X +Y) - £(X) = £'(X)(¥) + o(X,Y),
en donde o( X,Y) :R™ — R™ es tal que |0")}(;ﬁ’)|| — Ocuando Y — 0.

La transformacién lineal f(XX) la llamamos la diferencial fuerte o de Frechet.
Frechet o simplemente la diferencial de f en el punto X.

Es fécil ver que si f es diferenciable en X entonces todas sus funciones
componentes son diferenciables y tenemos que

f(X)Y)=1f'(X,Y).
Por lo anterior obtenemos

f’(X)(Y) = ((Vfl(X),Y) 1oty (me(X),Y)) .

La expresién anterior la podemos presentar en forma matricial, asf:

Difi(X) D2:fi(X) . . . Duf(X) U1

Difa(X) Dofe(X) . . . DpfaX) Y2
f'(X)(Y) = ' '

blfm(X) Dme(lY) bnfm(X) :'U'n,
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en donde Y = (y1,...yn). La matriz de m filas por n columnas que definen
la transformacién lineal f/(X) es conocida como la matriz jacobiana de f en
X. La notaremos como Mp(x).

Regla de la cadena

Supongamos que f y g son dos campos vectoriales tales que g : R* — R™
es diferenciable en X y f : R™ — RP? es diferenciable en g(X). Entonces
fog:R" — RP es diferenciable en X y tenemos que

(fog)(X) = f(g(X)) o g'(X). (1)

Para ver (1) procedemos asf: Sea Z = g(X +Y) — g(X), entonces Z =
g(X)(¥) +o1(X,Y). Ahora,

(fog)(X +Y) - (fog)(X) =f(g(X+Y))—f(g(X))
=(g(X) + 2) - f(g(X))
= f'(g(X))(2) + 02(&(X), Z)
=f'(g(X)) (8'(X)(Y) + a1(X, Y)) + 02(g(X), Z)
= f'(g(X))(&'(X)(Y)) + f'(8(X)) (01(X, Y)) + 02(g(X), 2)
= '(g(X))(g'(X)(Y)) + 03(X,Y)
= (F'(&(X)) o (X)) (Y) + 03(X,Y).

Dejamos al lector que verifique la siguiente igualdad:

f'(g(X))(01(X,Y)) + 02(g(X), Z) = 03(X,Y).

La regla de la cadena (1) tiene la siguiente representacién matricial en
términos de la matriz jacobiana:

Mitogy(xy = M (g(x)) - My (x), )

en donde el producto de la derecha de (2) es un producto de matrices. Es
importante advertir que Mg/(x) es una matriz de orden m x n , ésto es, m
filas por n columnas, y My (g(x)) es de orden p x m, entonces M(sog)y(x) €s de
orden p X n.

Para entender bien el uso de (2) consideremos el siguiente ejemplo: Sea
f = (f1, f2) y & = (91, 92). Para simplificar llamemos g(X) == Y. Entonces, en
representacién matricial, tenemos

vy _ [ D191(X) Dagi(X)
gl = ( Diga(X) Daoa(X) )

y
iy _  DifY) Dafi(Y)
r) = ( Difu(Y) DpfalY) ) '
Entonces
Di(frog}(X) = D1 f1(Y).D1g1(X) + D2 f1(Y).D192(X)
Yy

Dy(fi o g)(X) = D1 f(Y).Dagn(X) + D2 f1(Y).Daga(X).
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De manera andloga tendremos Dq(f2 0 g)(X) y Da(f2 0 g)(X).
Consideremos otro ejemplo: Sea f(z,y) un campo escalar. El punto (z,y)
expresado en coortlenadas polares satisface

z = rcosf
y = rsenf.

Denotemos w(r,8) = f(r cos 8, rsend). Por la regla de la cadena tenemos:

Ow(r,0) _ 9f(rcosf,rsend) Oz N 0f(rcos,rsenf) Oy
ar Oz or Sy or’

Esto es

Bw(r,6) _ 8f(r cosd,rsend) cos6 + Af(r cos8,rsenh) send.
or oz Oy

En forma similar se calcula ﬂ{%’—o).

Ejemplo 3.4 Sea f (z.y) = zy.
Supongamos que
z=z(st)=st, y=y(st)=s+t

Ejemplo 3.5 Sea w(s,t) = f(st,s+t). Entonces

Bw (s,1) _ 8f (z(s,1),y(s,t)) Oz (s,1) + Of (z(s,t),y(s,t)) By(s,t)
ds Oz " Os dy " Os

Esto es,
Ow (s,t)
Js

Ejemplo 3.6 Sean f(z,y) = (zy,z +y) y 9 (z,y) = (¢*,e¥) . Entonces la representacién
matricial de f' (z,y) y ¢' (z,y) es:

, fy = , (€ 0
f(ziy)_(l l)g('T’y)_'(O ey)
Por lo tanto, la representacién matricial de (f o g) (z,y) es

toa e =7 den=( T)(5 o)

= (s+t)t+ st.

Ejemplo 3.7 Esto es,

er eV

fodtan=(

Utz utx )

Ejemplo 3.8 Dada una funcién u = f(z,y) de clase C2.El cambio de variable = r cos#,
y = rsiné transforma la ecuacion

&u %
87 T oy =0
en
v 16%u ou

=A(T,0)£+B(T,0)%L

a2 t e
Hallar las funciones A(r,8) y B (r,8).
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Solucién.

Jr
u= f(z,y) S
Ny
\, ¢
Qf = cosf
r
- —rsinf
= 0
2 = sine
r
¥y _
3 = rcosf
Ahora :
o _ 0w oudy
or ~ 0z Or ' By Or
% = cosea +sm0g: -~ (1)
u _ ouos ouody
86 — Oz 89 6y69
ou . .0u ou
—85 = —’I‘Slngg"; 95y—(2)
Luego,
Pu 8 [0Ou ad ou
2 = a(a)*a[c 0 5y *sin 06]
AT R 7
oz~ o | 8z | T ar sin By
&u d (Ou d (Ou
Pero :
2 () _ 0 (ow) 0z 0 (ou) Oy
or\dz) ~ 0z \oz) or  Ay\dz/) or
0 (Ou u u
E(—;) = 5;—2(2059‘*-5376—;811'19'“(3)
2 (Bu\ _ 0 (ou\ox 0 (ou) oy
or\oy/) =~ 0x\dy) ar Oy \dy) Or
20 2,
%(g—;) = 886 cos@+g Y sing.. -(4)

Reemplazando (3) y (4) en (*) obtenemos :
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P o (%) yamel (2
or2 or \ 0z st Ay

2, 2 2,
= cos@[a cos 6+a s1n01|+sin€’[a cos6+a sme]

dx? dyoz Oz0y By?
0% 0% o%*u
= cos? 95—2+6 5% sm0c050+a aysm@cos@—{—sm 9—6—2
8%u 0% 0%u 0%
52 = cos? Hﬁ—l-?smecosHaya + sin? 9;9——2— --(5)
Similarmente
Pu _ o (ow\_ o[ L eu o
56 T 26\80) 86| " oz By
8%u i} i}
3 = %[—rs1n96 ]+5é[ 895—]
8%u 0 [0u 8 (Ou
AL (2 92
502 [ rcosé’a rsm&ae (az)]+[smea + cos 50 (8 )] (%)
Pero :
o (u) _ 9 (ou) 0z, 0 (o) &y
90\ox) =~ 0z \dx) 66 Oy \odz) 09
8 (0Ou *u 0%y
3 (——5) = —rsm&z,)——-z +rcos96yam -+ (6)
9 (ow) _ 0 (ow) 0s, 0 (0u) &y
00 \dy)  0Ox\dy) 06 oy \by/ 06
8 (0Ou %u 8%
?3_0<8—y> = rsm&a By +rcos<98y (7
Reemplazando (6) y (6) en (#*) obtenemos :

0%u du O [ Ou ou 8 (0Ou
—6? = [—rcosBaz — rsin 9% (5;)} + {—rsmﬁ@ +rcos05§ (6—y>]

ou . 5u 0%u
{—rcos96—z-rsm9[ rsm@a 5 +rcos€8 ax]}

2 24
+{——rsin9—g—z+rcost9[—rsin9 0w +rcos06 }}

O0zdy ay?
= {—rcosG-g——i—T sin 9% —-r sm0c0s9662; }
+{—7‘sm9§§—r sm9c0s96—25-+7« cos 92212‘}
gz—g = —rcos9gg+r2sin2egi—1; —2r2sinecos9£:;y -rsmeg—y +r2cos 9%
;15% = —%COSG%"'S 29%—2sm0c0508828 %Sineg—ZWLCOSz@gi;;---(S)
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e 1 6% &u
52 + pdev A [cos 9— —f-251n(9cos98 E + sin HE—EJ +
1 9%u % 1 ou
~ e— 29_ - fcos @ — Zsinf—
[ - cos + si 527 2sin 6 cos 520y 7"sm()ay +
8%u .9 g Ou 1 ou
= (cos 6 + sin? 9)(9 (sm 6 + cos 9)5?—;00805;—
1 du 1 ou
= [axz J—;cosb’~6—m——~51 68—
@ + l& — 61& _l iné @
ar?  r29gr p o
Por lo tanto,
1 1.
A(r,0) = - cos®, B(r,0) = - sin @
Ejemplo 3.9 Sean
2= f(z,y), z=¢é"secu , y=e"tanu
donde f es una funcién de clase C2.
Hallar las funciones
g(u), h(z,y) y k(=)
tales que
8%z 0= 8%z
s~ ou I [h(”’y) (a 2t 5y2> * k@ y)axé)y]
Solucién.
Su
/S z \v
= f(l',y) /c u
Ny N\
oz "
— = e"secutanu
gu
@ - e’secu
= Q'y’
= = e¥sec?u
&
— — v
v e’tanu
Ahora :

= 8= 0z Oz Oy

Bu ~ 0z u ' By bu
z 2 e'“secutanu%+e"sec2u @(1)
Ou Oz Sy
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Luego,

Pero :

82z
oudv

8%z
Judv

8%z
Oudv

v

z

ov

= e'secutanu

Oz Oz 0=

i

oz

ov| Ou

dz'ov " By’

%
v

U az k8
e'secu— + e tanu—

veecul?| 4+ 2

Oz Ou

[ G (a~)]
e secutanu —-—+e secy — [ — +

o=
5 o (2)

oz 6y]

e’ tan u—a—;:
Oy

_;a [é] = _(?_ [e”secugs- + e’ tanu@
9 [,
ou

oz

d [0z
[e sec? u—+e tanu — 6 (63/)] < (%)

NCAR
T 9z \dz/ Ou

= eYsecutanu

oz

oz

Reemplazando (3) y (4) en (*) obtenemos :

9%z
Sudv

8%z
Oudv

8%z
Oudv

e’ secutanu9:+e secu — & +qe Y sec? u bz +e’tanu -?—
oz 8 Oz dy
\ oz ‘ 2 8%z
{e”secutanu E+e‘”secu [e secutanuw-{—e sec?u Bxay]
9 8z 2 62
4 <levsectu == 4 eVtanu [e“secutanu +e’sec’u
{ 8y ordy Oy?
e’secutanu 6— +e v sec? u 0z +ePsec®u —om 0% +
oz oz? 28y
5, 0= 2 2 23 2 2z
ot e il eV t ad v t i
e'sec’u 6y+ secutan”u 20y + e " sec’utanu 6y2
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2
2+

2.

Oy

o 2’. %y
Oy \ 8z )/ Ou
2 623
e’ sec um~-~(3)

0 (0:\ 0x 0 (0=) oy
(%) 5t (a) o

2
+ €' seczug2-~(4)

e
) |

(

0z

dy

)}



62: _6_ 2 a_ 2v 2 2: 82"’
e’secutanu 4 e¥sec’u +esectutanuy { —5 + =< |+ -
dz? Oy

dudv Sz Ay
0z
ou
21 2 2 2:
- +e secu(sec u -+ tan u)a_xa—y+
9%z 0= , , 2= 2%
Suoe "5 secu[(e’secu) (e'tanu)] <W + 8_y2) +
secu [(e“ secu) + (" tanwu) ] ay
9%z 0= 82~ 9% 82
dudv  ou . Secv [zy] (6 5 + By"’) +secu [z% + 97 550y
D505y oy (E2 T o) 2
udv  ou | =<2 922 T oy? Yy E Y ) 5ay
g(u) h(m,y) k(w ”
Por lo tanto,
g(u) =secu, h(z,y)=zy y k(z,y)= 2?2 4+ 2
Ejercicios Propuestos:Regla de la cadena
1. Sea == f (z,¥) , una funcién de clase C? en R2.Consideremos la rotacién de ejes

T =ucosa — vsino Yy =usina+ vcosa

donde « es una constante. Hallar las constante A, B tales que

&z 9% 8%z 9%z
522 Vo = Aou T B

2.%a w=f(z,9),u=2+y, v=x—y yunafuncién f de clase C? en R?,
demostrar que
FPw _ w 0 Pw  Pw
927 = a2 T 2t T BT

2

3. Sea z = f (z,y), = u® —v?, y=2wv y f una funcién de clase C? en R?, tal que

0% 9%
7 = o
Si —— A ai + P(:L') ,donde a es una constante y P(z) es un polinomio en z
dvdu aya Y polinom;

, hallar, Justlﬁcando su respuesta, a y P(z).

z = ut-—1?
y = uv?

4. El cambio de variables
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transforma a = = f (z,y) de clase C2 en = = g (u,v).

(’)f 0 1\ _ 8% f o%f _ 9%f 9%y
6 2,1)= 2,62(2,1) 32( 1)=3y 36’_«/(2 1)—-1(*:aulcularaa (1,1).
2 2
. El cambio de variables { ~ " C.o s0 transforma a la ecuacién — Ou ++6 v 0
y = rsind 8z ' 9y?

en
v 10u 8%

W+;%+6—92'=A(7‘,9).

Hallar A(r,9).

. Sea f:R? — R una funcién de clase C2.Se define la funcién g : R2 — R por la

condicién
9(z,y) =1 (z%4%).

Sih(z,y) = gyg (z,v), hallar el gradiente de h en términos de las derivadas parciales
de f.
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Capitulo 4

Integraciéon Miiltiple

Este capitulo estd dedicado a la Teoria de la Integracién. En la primera seccién estudiamos
la integral de linea: Introducimos el concepto de curvas equivalentes y presentamos dos
interpretaciones fisicas de ella, presentamos los dos teoremas fundamentales del célculo
para integrales de linea y mostramos una aplicacién al principio de conservacién de la
energia. Finalmente hacemos un estudio de los campos conservativos o gradientes.

La segunda y tercera seccién estdn dedicadas a establecer los principios bdsicos de la
integral doble de campos escalares definidos en regiones de R2,

La cuarta seccién la dedicamos a las aplicaciones de la integral doble a problemas
como: volimenes bajo una superficie, dreas de regiones limitadas por curvas, célculo de
centros de gravedad y cédlculo de voliumenes de revolucién.

La quinta y sexta seccién la dedicamos al estudio del Teorema de Green que consti-
tuye uno de los teoremas mds importantes del cdlculo. Lo hacemos tanto para regiones
simplemente conexas como multiplemente conexas. Como consecuencia del Teorema de
Green deducimos las férmulas de Green, de gran utilidad en el estudio de las ecuaciones
diferenciales parciales, y damos aplicaciones al cdlculo de regiones planas y al mimero de
giros que una curva da alrededor de un punto.

En la dltima seccién estudiamos una de las técnicas mds importantes de la teoria de
la integracién, la cual es el cambio de variable. Damos ejemplos al caso de coordenadas
polares y cambio de coordenadas por transformaciones lineales.

En la octava seccién mostramos cémo las ideas expuestas en la seccién séptima se
pueden extender al caso de campos escalares de mds de dos variables. En particular
estudiamos el caso de cambios de variable por coordenadas cilindricas y esféricas.

Cada seccion tiene un grupo de problemas que el estudiante debe resolver. Adicional-
mente hemos incluido en cada seccién, una corta autoevaluacién que el estudiante debe
realizar frente a su computador. Es importante que el estudiante haga las autoevaluciones
para garantizar la cabal comprensién de cada tema.

4.1 Integrales Dobles

En esta seccién estudiaremos la integral doble definida sobre conjuntos
acotados de R?. Denotaremos con R el rectangulo [a,b] x [c,d]. Si A =
{z0 = a, 21,23, ...z, = b} es una particién de [a,b] y B = {yo = ¢, 1,2, .. yYm = d}
es una particién de [c, d] entonces P = A x B serd una particién del rectangulo
R. Los subrectdngulos de R definidos por la particién P los denotaremos con
Rij.

Definicién 4.1 Una funcion f : R — R tal que f(X) = ¢, para todo X € Ri; se llama
una funcién escalonada.
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Es facil ver que si f y g son funciones escalonadas definidas por las particiones P y P’
de R respectivamente entonces af + B¢, para todo @ y 8 nimeros reales, es una funcién
escalonada definida por la particién P U P’.

Definicién 4.2 Sea f : R — R una funcién escalonada. Definimos la integral doble de f
sobre R como

[l F =20 X0 (i — zoe1) (y5 — ¥5-1)
=ff7z f(z,y)dzdy.

Por ejemplo, si f(z,y) = k, entonces

Jfr f =k(b—a)d—-c)
=f {f’i f(w,y)dy} dz

La férmula permanece vélida para funciones escalonadas puesto que éstas son con-
stantes en cada subrectdngulo R .

Propiedades

Para f y g funciones escalonadas definidas en R tenemos las siguientes propiedades:

L [fg af +Bg=offp f+B[[r g

2. ffr f=ff.R1 f—%—ffR2 f,endonde RiURy =Ry RINR; = .

3. Si hy g son escalonadas en Ry h < g entonces ff, h< [ g.

La integral de una funcién acotada

Sea f una funcién acotada sobre R, esto es, |f(z,y)| < M, para alguna constante
M > 0. Consideremos el conjunto ¥ de todas las funciones escalonadas h y g definidas
sobre R tales que h < f < g. Puesto que f es acotada, ¥ no es vacio.

Definicién 4.3 Si para toda h, g € VU existe un vnico numero I tal que [, h <1 <
[fr 9, decimos que f es integrable sobre R y [f, f=1.

Integral Superior e Inferior de f

Sea
S = {/A h, h < f, h escalonada sobre ’R}
y
T= {//R g 927, ‘g escalonada sobre 'R}
Entonces,

// thupSSinfTS// g.
R R

Llamamos sup S = Iine(f), la integral inferior de f y llamamos inf T = Lyp(f), la
integral superior de f.

De la definicién anterior se sigue inmediatamente que si Ting(f) = ILup(f) entonces f
es integrable y

ff‘R_ f=Iine(f) = -[sup(f)-

En esta seccién estudiaremos la integral de funciones continuas definidas en R =
[a,b] x [c,d] € R% Observemos que si f es integrable en R y para cada y € [c,d] la
integral
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b
Aly) = | f(z,y)dx

a

existe y ademds f( ':l A(y)dy existe, entonces

/A f:[l{/ub f(z,y)dz}dy,

En efecto: Para cualquier par de funciones escalonadas h y g tales que h < f < g se
cumple que

Lh h(z,y)dz < [lb fz,y)dz < [lb a(z, v)dz,

s [{ rem)ors ] o

Puesto que f es integrable,

Jr= [ rensha

Queremos demostrar que la férmula anterior es valida para funciones continuas definidas
sobre R.

por lo tanto

Teorema 4.1 Sea f una funcién continua sobre el rectdngulo R. Entonces f es integrable
y se satisface la igualdad anterior.

Demostracién: Puesto que f es continua y R es un conjunto compacto
entonces f es acotada. Sea ¢ > 0 arbitrario y consideremos una particién de
R tal que en cada subrectdngulo R;;

max f—min f <e.
Rij Ri f

Llamemos maxg,; f = M;; y ming,; f = m,;. Entonces las funciones

escalonadas g y h definidas por M;; y m;; respectivamente satisfacen

/A g"/A h<e(d~c)(b—a).

Hacemos que € — 0 y obtenemos que f es integrable.

Finalmente, puesto que f es continua, lo es con respecto a cada una de sus
variables. Esto nos dice que A(y) = [, : f(z,y)dz existe. Ademds, es fécil ver
que A(y) es continua y por lo tanto fcd A(y)dy existe. Concluimos, entonces,
que (4.3.1) se satisface.

Otras regiones de integracién
Hasta ahora hemos considerado integrales sobre rectdngulos. Sea S C R? un conjunto

abierto y acotado. Sea, entonces R un rectédngulo de R? tal que S C R. Si f es una
funcién continua definida en S. Definimos la integral ffo f de la siguiente manera: Sea

ry _ f(zvy) si (-’L',y)ES
f(z',y)—{ 0 si(z,y) eR-S
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Entonces definimos [f. f =[[, f. La dificultad de extender la integral a regiones
més generales radica en que la nueva funcién fno es continua en R y no sabemos si f~es
integrable. Las discontinuidades se estdn presentando en 05. Para sobrepasar esa dificultad
es necesario introducir el concepto de contenido nulo de un conjunto para concluir que
una funcién continua en R, salvo un subconjunto de contenido nulo, es integrable en R.

Definicién 4.4 Sea A C R”. Decimos que A tiene contenido nulo si para todo € > 0
exriste un nudmero finito de rectdngulos R;,i = 1,2..n tales que ACUR; y Y |Ri| <e,
en donde |R; | representa el drea del rectdngulo R;.

Por ejemplo, el intervalo cerrado [0, 1] visto como un subconjunto de R? es de contenido
nulo, més no es de contenido nulo si lo miramos como subconjunto de R.

También, sea ¢ una funcién continua sobre el intervalo [a, b], entonces ¢ es uniforme-
mente continua. Esto nos sirve para probar que el conjunto {(m, y)eR? y= d)(a:)} es de
contenido nulo.

Teorema 4.2 Sea f una funcion acotada sobre el rectdngulo R. Si el conjunto D de
discontinuidades de f es de contenido nulo, entonces f es integrable sobre Q.

Demostracién: Sea M > 0 tal que |f| < M. Sean ¢, § > 0 escogidos arbitrariamente.
Tomemos, entonces, una particién de R tal que la suma de las 4reas de los subrectangulos
Rij que contienen a D sea menor que 4. Los otros subrectangulos, en los que f es continua,
los escogemos tales que en cada uno de ellos max f — min f < ¢. Podemos definir las
siguientes funciones escalonadas: h = min f sobre los subrectdngulos donde f es continua
y sobre los subrectdngulos que contienen a D la definimos como h = —M. Asi{ mismo, g =
max f sobre los subrectdngulos en donde f es continua y g = M sobre los subrectiangulos
que contienen a D,

Tenemos, entonces, que

05// g—h<e|R|+2Ms.
R

Esto nos indica que 0 < Lup(f) — Line(f) < €|R| + 2M4. Si hacemos que g, — 0,
concluimos que f es integrable sobre R.
Por ejemplo, sobre conjuntos de la forma

8 = {(=z,v}, ¢(z) <y < ¥(z),z € [a,b], ¢,¢ continuas}
tenemos que _
s, £=llg F=L{LE 1@y av}aa
O sobre conjuntos del tipo

Sy = {(z,y}, #(y) <= <Y(),y € [c,d], #,9 continuas}

tenemos que

ff52 f fo f fd{f,;,lz(w f(z,y) da:} dy

Una gran variedad de conjuntos de R? los podemos reducir a una reunién de conjuntos
del tipo S o S3.

Ejemplo 4.1 Sea f(z,y) = zy?. Calculemos JJs fz,y), en donde S es la region que se
encuentra entre las curvas y =z yy = z2.
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Cémo se indica en la figura,

1 x 1 .4 7
2 _ 2 _ r -z -1
//s Ty dzdy—-%) {/r2 Ty dy} d:c—/o 3 dz m

Y también,

1 Vi 1,3 _ .4 1
2 2 y—-y
zy® dzdy = / / zy“ dz y dy = / dy = —
//s o Uy o 2 10

4.1.1 Cambio de variable

En esta seccién estudiaremos el cambio de variable en una integral doble.
En el caso de una sola variable sabemos que si g : [a, b] — [c, d] es una aplicacion
biyectiva y diferenciable entonces

g(b)=d b
/ f@dz= [ £o(t)d (t)dt.

gla)=c

En el caso de dos variables deduciremos, con la ayuda del Teorema de
Green., una férmula similar a la anterior.

Sea F : R? — R? una aplicacién diferenciable que transforma un con-
junto abierto y acotado R de R? en otro conjunto S de R2. Escribimos
F(u,v) = (x(u,v),y(u,v)). La derivada de F en un punto (u,v) € R la
podemos representar por medio de la matriz

da(u,w)  Oz(uw )

/ — ('f,l. v
F (U,U) - dylu,v Ay(u,v)
Ou

v
El determinante de F’(u,v) que notaremos cémo Jy+(u, v) lo llamaremos el
jacobiano de F en el punto (u,v). La expresién que obtendremos es:

/A f(@y)de dy = //R F(@(u,0),y(u, ) |, v) du dv, - (1)

en donde f es un campo escalar integrable en S.
En el caso en que f = 1 el miembro izquierdo de ---(1) representa el drea
de la regién de integracién S y entonces

|s;://q dzdy://R Vi (u,v)| du dv. - (2)

Tenemos razones de tipo geométrico para aceptar la validéz de lo anterior.
Consideremos el recténgulo de lados Au y Av que se indica en la figura.

Para v fijo, a(u) = (z(u,v),y(u,v)) representa una curva cuya imagen se
encuentra en S y cuyo vector tangente es

Anidlogamente, para u fijo 8(v) = (z(u,v),y(u,v)) define otra curva con
imagen en S cuyo vector tangente es
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(8m(u, v) Oy(u, v)>
Vo= | =, = ).
ov ov

Podemos pensar que para incrementos Au y Av muy pequenos el drea del
pequeno recténgulo transformado por la aplicacién F' es casi igual al drea del
paralelogramo que definen los vectores Au.V; y Av.Vs. Es facil ver que esta
drea es |Jp(u,v)| (Au.Av). Entonces |Jr(u,v)| es un factor de ampliacién o
contraccién de dreas.

Antes de dar una prueba de (1) veamos algunos ejemplos.

Coordenadas polares

La aplicacién F(r,8) = (z(r, 8), y(r, 8)), en donde

z(r,8) =rcosf .(3)

y(r,8) =rsen 9,
define una aplicacién del recténgulo R = [0,a] x [0, %’] en el primer cuad-

rante D de un circulo de centro en el origen y radio a. Es claro que Jy (r,0) = r.

De acuerdo con (2)

flp dzdy ZIL? rdr df
{fs rdr} df

’

- [Z

=Jo

— ma?

=74
como era de esperarse.

Es claro de (1) que la férmula no es vélida si Jy (u,v) = 0 sobre conjuntos
abiertos de la regién R. La férmula permanece vilida si Jp (u,v) = 0 sobre
subconjuntos de contenido nulo. Por ejemplo Jp (r,8) = 0 sobre puntos de la
forma (0,8), 0 < 8 < %, que constituyen un subconjunto de R de contenido
nulo.

Transformaciones lineales

La aplicacién F = (z(u,v),y(u,v)), en donde

z(u,v) =au+bv
y(u,v) =cu+dv,

es una transformacién lineal de R? en si mismo y Jr(u,v) = ad —bc. Vemos
entonces que para utilizar transformaciones lineales en lo anterior es necesario
que sean inyectivas. :

Tlustramos su uso en el siguiente

Ejemplo 4.2 Calculemos [ T ey dzdy en donde S es la region de R? limitada por los
ejes coordenados y por la recta x +y = 2.

Hacemos el cambio de variable y —z = u , ¢ +y = v, ésto es, F = (z(u,v),y(u,v)), en
donde

z(u,v) =L

y(u,v) = %
Entonces Jp(u,v) = —%. Ahora, es facil ver que la regién R limitada por las rectas
v=2v=uyv = —u es transformada en la regién S por la transformacién lineal F

anterior.
Por lo tanto
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Prueba de (1):

// f(z,y)dz dy = / F(@(u,0), y(4,0)) | T4 (0, )| du do
S R

Para probar (1) primero probamos (2)Para probar lo dltimo primero probamos lo
anterior. Supongamos que €l conjunto S es un rectangulo. Denotemos con r y s las curvas
que circundan las regiones R y S respectivamente, teniendo en cuenta que For = s.

Por el Teorema de Green, para Q(z,y) = z y P(z,y) = 0,tenemos

Js dady = Jfs (53 - %) dody
=§ Pdz+Qdy ---(4)
=4§, zdy

De otra parte

%%

731."(111,'0) = % -
2

vl
(+

o.]%|
IE’

ﬁ
du

I

oz
Ju
.'L‘ Y
a 2
5% o).

De nuevo usamos el Teorema de Green y obtenemos

0 Oy
//R J,r(u,v)dudvzy{ aydu-l-za dv.

La prueba quedara terminada si probamos que

j{ccdy = f.’z——-du-{wu——dv - (5)

En efecto, supongamos que r(t) = (u(t),v(t)), t € [a,b] . Entonces

s(t) = (z (u(t), v(t)) ¥ (w(t), v(2))) -

Por lo tanto

fv ’du o}
De (6) se sigue inmediatamente (5).
Ya hemos probado (2). Para ver (4) procedemos asf: Primero observamos que de (2) se
sigue, claramente, (1) para funciones f escalonadas. Ahora, si f es acotada e integrable,
para todo par de funciones escalonadas h y g tales que h < f < g tenemos que

[fs hdzdy = [[, h |Jp(u,v)| dudv

< f |JIp(w,v)ldudv  (7)
<Thh 9 1w 0)] dudv
= [fg g dzdy.

sm_<m’+%’a%%ay>_”@

?

Puesto que f es integrable, deducimos de (7) la validez de (1).
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4.1.2 Aplicaciones de la integral doble

En esta seccién daremos algunas aplicaciones de la integral doble.
1. Voliimenes
El conjunto

U= {(w)y75)7 3=f(1‘,y), (w,y) €S = [a,b] X [C,d] C Rz}

representa una superficie en R3. Entonces f fs f representars el volumen del sélido que
estd limitado por arriba con la superficie ¥ y por debajo con la regién S. También tenemos

/ /Q t= " Ay,

en donde A(y) = f: f(z,y)dz. Ahora, A(y) representa el drea bajo la curva f(z,y),
en donde estamos dejando a y fijo. Entonces de la

ecuacién nos dice que un volumen es igual a la suma de las dreas A(y) cuando y varia
ente cy d.

En el caso de regiones del tipo S; o S2 que consideramos en la seccién 3 de este
capitulo, procedemos de manera similar. Consideremos el siguiente

Ejemplo 4.3 Sea

fay) = VP=E =P

S ={(z,y) e R? ;22 + ¢ < r?}
Entonces W representa el hemisferio superior de una esfera de centro en el
origen y radio r. Por lo tanto f/, [ representard el volumen de la semiesfera.

Si utilizamos la simetria de la esfera para calcular su volumen vemos que el
volumen de la semiesfera de radio r es

Vir) = 4// V72 —z? — y2dzdy,
N

en donde N es el primer cuadrante del circulo de centro en el origen y radio
r. Esto es,

V(r) —4/ {/ T —xz—ydy}dz
Sabemos que

@ 1
| V= = gai
0 4

por lo tanto

VT 1
/ \/rz—z2—y2dy=z(r2—z2)7r
0

Es asi cémo

"1l.9_ 2 3
V(r)=4 = (r* - 2®) ndz = 7
4 3

El volumen de la esfera completa serd 473
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Solucién.
Sea

, 2 +y% (1)
Rfr = e

Considere — := Proyxy C : eliminando =

ow

2., .2 2 1 2 1\2 1\? 5 1\?

2
2 2
T — l + 92 = _1_
C: 9 4 - 2
r = z

Proyectando C sobre el plano XY

1 2
- 2--
I':=Proyxy C: (:17 2) Ty

Limites variables :—~vz — 22 < y < vz — 22

Limites constantes :0 <z < 1.

Asi,
’R,={(z,y)€R2:0§x§1, —\/z—:vzsysvz—z?}

Por tanto, el volumen viene dado por:

Il
o
Dot
—
[ V]

r—x

V(S) =/R (%sup — Zinf) dzdy = j_ /_ [z — (22 +12)] dy do
V(S)Zf1 / [(z — 2%) — 4% dydz:}[(z—ﬂ)y—%y:’]%dx
0_\/1_—:? 0

{[(z'w2)\/x—z2—%(\/x~z2)3} - [—(z—mz)\/z——zz—{—%(m)s]}d;
%(m)adwj%( T-@-1p) do

1

2

Haciendo cambio de variable trigonométrico: 2z — 1 = sinf => dx = % cos 8 df

(Vi@ —17) = (Vi—snf?)’ = cos’0

Sim=0=>0=—g
Six=1=>9=7§r
Ast,
2 1 NS 21 % 1% (1+cos26\?
=2 [(V1-(z- =2z gdo = = [ (1227 9=
V) =3[ (VI—E-17) d 334 3_f%< >
3 2 3
V(S)=% J (1—@235%) d9=11§ J (1+2c0s260 + cos?26)* a9
-3 -3
% 2
VS) =+ | (14200820 + LECS40) 4
12 2
1 % /3 cos 46 1[3 sin40]%
=— 2 =— |2 in 20
V(S) 12—@(2+2cos20+ 3 )d& 12{29+2s1n2+ 3 5
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o= 3i-Gol-3

Ejemplo 4.8 Calcular la masa de una ldmina que tiene la forma de la region R limitada

por las curvas

y=22, y=1,

y la densidad en cada punto (z,y) de la ldmina es
6(z,y) = % + 4.

Solucién.
La parabola se cortan con la recta y = 1, en los puntos (—1,1) y (1,1).
Observemos que la regiéon R , es una regién de tipo I.Por lo podemos escribir :

R={(z,y) eR*:-1<z<1, 2 <y<1}

M=//(w2+y ) dady = /1/1 (a® +9° dyd:c—// a? +y? dydz—_f[xy+ v
di R —122 —1x2
=j1 (1) - (o~ 4a9) o =fj[<z +]) - (@ - 4] o
= [4a8 +l——x5—§1Tm7]l =5

Ejemplo 4.9 Calcular
dx dy

z2

donde R es la region limitada por las curvas

y=vi-2z2, y=v1-22 , y=lz|.

Solucién.

Escribiendo en coordenadas polares ,tenemos

De:y=vV4~-22 =224y’ =4=r=2
De:y=vV1-22 =224yl =1=r=1.

As’,1<r<2.

De : y=:1:ﬁrsin9=rcoseﬁtan9=1=>tan9=1=>0=%

De:y=—:1;=>rsm9——rcos0z>tan0——1=>9—3:
T 3r
L=< < —.
As,4__«9_ )
. s 3
PorlotantolaregxénR:{(r, ).1593—4- ISTSZ}
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3
2

~—

-

4

cos? §drdf = / cos? 0[] do
il
4

%lﬁ\glgo »&lﬂ\’k[c},‘o

3
1 1 20
= [ cos?6do = / (—iczf’f——)de
kil
4
3 3
_ l 0 sin 20 T_l 3_71, sm—E- I+Sln§
2 2 T 2 4 2 4 2
4

il
Do
—N—
| s |
w
1%
!

N =
| I—
|
| —
e
DO =
—
——
I
DO =

2
/(COS 9) rdrdf
1

Ejemplo 4.10 Calcular el volumen del sdlido limitado superiormente por el cono =
2 — /z2 +y? e inferiormente por el disco R : (x — 12 +y2 <1

Ala\"“'ﬁ

1

Solucién.
Vol (Q) = // (2 —Vz? +y2) dzdy
R

Calcularemos la integral pasando a coordenadas polares.

Escribiendo en coordenadas polares ,tenemos
e: (z— 1)2 +y? =1 =22+ 9% = 22 = r? = 2r cosf, que podemos simplificar

para obtener r = 2cos 6.

Por lo tanto la regién & = {(7‘,0) : "%,S < -721:,0 <r< 200s0} .

Luego,

Vol () // N ) dzdy = //2dzdy —/ Vz? + y?dzdy = 2 (4rea R) —
R S

//\/.122 + y2dzdy =
=2 —-/ vz + y2dzdy.

3
Calculamos la segunda integral,

= /S/\/Wdzdy = /S (r) v drdf =

2cos0
r2drdf =

(=3
f
[ R TSI

IR T
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™ 3 3
2
T T ks N
2 2 2 T
I:§ f cos39d9=§ J Cos2o9cosed9=-8- f (l—sinze)cos9d9=§ sing — S0 0 zw
3 ™ 3 il 3 T 3 3 T
2 2 2 2
8 /4 g
I=33)=%
por lo tanto,
Vol (Q) =2r — 32

Ejemplo 4.11 Calcular el volumen del solido limitado superiormente por el cono =z =2 —

VZZ ¥y e inferiormente por el planoz =0 y lateralmente por el cilindro (z — 1)2 +y2 =
1.

Solucidén.

Vol () = // V2 + 2 ) dzdy

Calcularemos la integral pasando a coordenadas polares.
Escribiendo en coordenadas polares ,tenemos

De: (z - 1)2 +y2 =1= 22 +4® = 2z = r? = 2r cosh, que podemos simplificar
para obtener r = 2cos#.

Por lo tanto la regién S = {(r, 9): ——g <8< g 0<7r<2cos 6}
Luego,

Vol (Q) = // Nzl y dzdy //dedy //\/z2 + y2dzdy =
Vol (Q) = 2 (drea R) — //\/aﬂ + y2dxdy = 2w — / V22 + y2dzdy.
s

Calculamos la segunda integral,

™ ™
5 2cos 5 372cos0
I=//\/:v2+y2dmdy=//(r) rdrdd= [ / 2drdf = [ [3] dé
T T 0
S S -3 1] _5
T il T
2 3 2 2
r=f (380 ONago8 [ eos®pas =2 | cos?bcosbus
ml 3 3 3 3
"2 "2 "2
T ™
8 2 . 8]  sin®6]2 8 (4
I=3 j‘,'r(l—31n20)cos0d9=§ [smB— 3 ]_ZE =3 (5) =3
_-2— 2

por lo tanto,
Vol () = 2 — 32,
3. Centros de gravedad
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Supongamcs que tenemos dos puntos p; y p2 sobre una recta y en cada punto estd
ubicada una masa m;, ¢ = 1,2, respectivamente. Queremos hallar un punto p en el
segmento que une a p; con p tal que en ese punto la

varilla pips esté en equilibrio. Entonces la suma de los momentos (p; —p)mo +
(p1 —p) m1 = 0. Esto es,

_ pimy + pama
T omit+mg
El punto p es conocido como el centro de masa o centroide del sistema de puntos p;, py
. Si en lugar de dos puntos tenemos n puntos (z;, %), = 1,2, ...n del plano R?, en donde
hemos ubicado n masas, my,...my,, el centro de gravedad del sistema de puntos vendrd
expresado ¢c6mo

p= Lz P (1
Die ™

Esto es, .

T =% sy g= T,x__iil?{:’::h,

en donde T y ¥ representan las coordenadas del centro de masa p. Lo anterior lo
podemos extender al caso de una placa S en donde en cada punto de la placa estd definida
una funcién de densidad f(z,y). La densidad mide la cantidad de material por unidad de
volumen. Entonces la masa total de la placa es M = f[. f(z,y)drdy . Extendemos (1)
al caso de la placa S y obtenemos que las coordenadas del centro de masa son

[l = f(z,y)dz dy o s v f(z,y)dz dy
s f(z,y)dz dy ’ [y flz,y)dz dy

En el caso en que la placa sea homogénea la densidad f es constante y las coordenadas
del centro de masa o centroide serén:

[ = dz dy
S| ’

en donde |S| representa el drea de la placa S.

En el caso en que la placa presente ejes de simetria, el centroide se encontrard en
ellos. Por ejemplo, una placa en forma de circunferencia tendrd su centroide en el centro
geométrico de ella. Por ejemplo el centroide de una placa en forma de semicircunferencia
de radio r es (0,%), en donde :

R G 40 4y
y=1_2-/ / ydypdo=g5- =3
s J o | Jo i 3n

4. Vohimenes de Revolucién
El centroide se puede utilizar para calcular volimenes de revolucién. Sea

(2)

T =

_ [l ydzdy
7= E (3)

T =

S ={(z,v),0 < h(z) <y < g(z), z € [a,b]}.

Hacemos girar esta regién sobre el eje z y obtenemos un sélido de revolucién 2. Es
facil ver que

V(Q) = {[ &) - h¥(z) dz} .

El Teorema de Pappus: nos dice que V() = 277|S}], como puede comprobarlo el
lector. Por ejemplo si §2 es la esfera de centro en el origen y radio r, conseguida haciendo
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girar el semicirculo de radio r, vemos que

4.2 Integrales triples

Los conceptos de integracién que expusimos en las secciones 2 y 3 de este capitulo los
podemos extender al caso de integrales triples, cuddruples...etc. Ilustraremos su uso con
algunos ejemplos.

Ejemplo 4.12 Hallar el volumen del sélido S limitado por las superficies

z+y+z =1
z =0
y =0

Solucién: Es importante formarnos una representacién grafica del sélido. Observemos
que el plano z +y + = = 1 se intersecta con los planos = =0,z =0 y y = 0 en las rectas

z+y =1
y+z =1
z+z =1

respectivamente.Entonces,

V(S) = [[fqdzdydz
BB e i)
= fol 01—"" fol_y_z dx ; dz}dy
=f01 Ol_z Ol_w_z dy b dz p dz

v(s) =3

Ejemplo 4.13 Hallar [[f; zy= dzdydz en donde
S={(z,y,2) €R? 2+ +:°<1, 220,y >0, >0}

Solucidén: es ficil advertir que el sélido S es un octante de la esfera de R3 de centro
en el origen y radio 1, cémo se observa en la figura
Por lo tanto

1 Vi—z? 1-z2 7 1
/ / / zy= dzdydz = / / / zyz dz pdy pdxr = —
s o |Jo 0 48

Cambio de variable

Los conceptos de cambio de variable que expusimos en la seccién anterior los podemos
extender al caso de dimensiones superiores. Si F (u) = (z; (%), ...z, (u)) representa una
transformacién de una regién R a otra regién S de R" entonces

//b f(z)dxl...dz.,,,::/---/R f(F (u) | Tr(u)] duy...duy,

en donde
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dwy(u) dry(u

Oy v iy,
J Ia (u) =" ' ’
Ovn(u) Jy (u)
Suy i

z = (1,..2Tn), w = (u1,..un) y f un campo escalar definido sobre S. Para que la
formula de cambio de variable tenga validez en necesario que Jp(u) # 0. No obstante la
podemos extender al caso Jr(u) = 0 siempre y cuando el conjunto en donde se anula el
jacobiano tenga contenido nulo. Este es el caso en los ejemplos que consideraremos.

Los ejemplos mas clédsicos de cambio de variable son:

Coordenadas Cilindricas

La trasnsformacién F (r, 6, z) tiene como funciones componentes a

=xz(r,0,z) = rcosf
=y(r,0,z) =1 sen 8
= :(T7 6! :) = ::7

LRI S

cémo se indica en la figura.

Si queremos que la tranformacién sea inyectiva debemos tomar, por ejemplo, 6 €
[0,2).

Es facil ver que el jacobiano Jy (1,8, 2) = r. De las dos primeras ecuaciones anteriores
se deduce que z% 4+ y? = 2. Esto nos dice, por ejemplo, que el plano, en coordenadas
cilindricas, =z = k se transforma en el cilindro circular recto paralelo al eje = y definido por
la ecuacién, en coordenadas rectangulares, 2 + y? = k2.

Cdémo una aplicacién de las coordenadas cilindricas, consideremos el siguiente ejemplo:

Calculemos la integral
/// (:v2 + yz) dzdydz
S

en donde S es el sélido limitado por las superficies 22 4+ 3? = 22 y el plano = = 2. En
coordenadas cilindricas el sélido S estd determinado por las superficies & = 0, § = 27,
72 =2z y z=2, cémo se indica en la figura.

Puesto que Jp (1,8, z) = r, vemos que

JIfs (&* +v?) dedydz = f_22 _V':Z—‘_T_,—nf (ffz_;,,g (=2 +y?) d:) dy) dz
=1 (8 ( K r3d) dr) df
16

=37

Coordenadas Esféricas
La transformacién F (r, 8, ¢) tiene como funciones componentes a

z=z(r,¢$,6) =r sen ¢ cosf
y=y(r,$,0) =r sen ¢ sen@
z=2z(r,¢,0) =r cosep.

Si queremos que la transformacién sea inyectiva debemos tomar, por ejemplo, § €
[0,27) y ¢ € [0,7)

Es fdcil ver que el jacobiano Jp (1,8, $) = ~ (sin ¢) r?. De las tres ecuaciones anteriores
se deduce que z?+1y2+ 2% = 72, Es asf c6mo el plano, en coordenadas esféricas, r = k, se
transforma por medio de F' en la esfera cuya ecuacién es z2+y%+ 22 = k2, en coordenadas
rectangulares.
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De la misma forma: El plano, en coordenadas esféricas, 8 = k, se transforma por medio
de F cn el plano y = tan k.z, en coordenadas rectangulares. También, el plano ¢ =k, en
coordenadas esféricas, se transforma en la curva

{(m,y,:) eR? 22 +y2 = (rsenk)?, == 7‘cosk}

Veamos ahora un ejemplo del uso de las coordenadas esféricas: Calculemos, usando
coordenadas esféricas, el volumen de un octante de la esfera de centro en el origen y radio
1. Esto es, hallemos V (S) en donde

S={(z,y,z) eR® 2’ +y?+:2<1, 220,y >0, >0}

Procedemos asf: Es fdcil advertir que el paralelipipedo [0,1] x [ %] [ ,g] en el
espacio r 8 ¢ se transforma en el sélido S, puesto que |Jp (1,6, $)| = (sin¢) r? tenemos

que
1 g %
V(s) =/ (/ (/ r2sin¢d¢> da) dr = ‘é‘”
0 0 0

Volumen de la esfera n-dimensional

Como una iltima aplicacién del cambio de variables en la integracién veamos el vol-
umen de una esfera de centro cero y radio a en el espacio R". Para ello es necesario
introducir la funcién Gama. Esta se define asi:

el
F(s):/ t*le~tdt, s> 0.
0

Las propiedades méds importantes de la funcién Gama son:

1). I'(s+1)=sT(s).

2). T(n+ 1) =n!, en donde n & N.

La funcién Gama estd definida para s > 0. No obstante la propiedad 1) anterior nos
dice que podemos extenderla a los reales negativos salvo los enteros negativos. Por ejemplo,
para —1 < s < 0 tenemos que 0 < s+ 1 < 1, en donde estd definida la funcién gama,
entonces definimos I (s) = M Procedemos recurrentemente y definimos la funcién
Gama en los intervalos (2, —1) (—3,-2)... etc.

La propiedad 2) anterior nos permite extender la nocién de factorial de un nimero
natural al caso de un niimero real, asi: p! =I'(p+ 1), para p + 1 diferente de un entero
negativo o cero.

Un céleulo directo nos dice que T (1) = /7 y por la propiedad 1) obtenemos T (3) = 1
VayT(3) =37 AsimismoT' (1) =1,T(2) = 1.

El volumen de la esfera n-dimensional de radio a es

7%
Vile)=a"———=, n=>1
r(3+1)
Es claro que es cierta para n = 1,2. Demostrémola para n > 3. Consideremos la
transformacién
F(ug,..u,) = (21,...2p) = a(u,..u,),

a > 0. Entonces Jp(uy,...u,) = a”. Por lo tanto

Vo (a) = / dzy...dz, = a‘"’/-w/ duy...du,,
13(0,a) 5(0,1)
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Esto es, V;, (a) = a™V,, (1) . Para calcular V, (1) procedemos asf:

B(0,1) = {(ul,...un) € R™, Zu? < 1.}
i=1

Entonces

Vn (1) = ffu%-}»u?l_l <1 {f fuf-{-,,.uﬁ_z 51_113‘_14?‘_1:])2 du1~'-dun—2} dun,—ldu-n
= ffu3,+u3__l <1 Va-2(p)dun_1dun
= ffu%+u%_1 <1 Vn—?(l)pn_zdun—ldun
= V"_2(1) ffu?,-@-u?‘_l <1 (1 - u721 - u?l»—l).z— - dun_1duy

= Vo-a(1) !g" B a-mF raras
= Vs )Tﬂ
Ahora, puesto que I' (s + 1) = sT'(s), vemos que la sucesién
2
n)=——-—
=
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Ejerccios Propuestos:Integraciéon miiltiples

1

1. Calcular

2. Invertir el orden de integracién y evaluar

8 2
v
—dx | dy.
//<v16+:1:2 )y
0 &y

3. Invertir el orden de integracién y evaluar

2
/ / ((z -1v/1+ ezydy) dz.
10

4. Sea

(2) Dibujar la regién de integracién y luego expresar la integral I con el orden de
integracién invertido.

(b) Calcular el valor de la siguiente integral doble
3
o/

5. Calcular el volumen del sélido limitado lateralmente por los cilindros

{+=

superiormente por el plano y — = + 2 = 0 e inferiormente por el plano XY.

:

V14 z2dz dy

IE\

6. Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies:
2=0, z=22+1% 22~ -4=0, 22+2—-4=0.
7. Hallar el volumen del sélido que se encuentra sobre el plano XY y est4 limitado por
z=xy, 22 +y° =4
8. Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies

z =10, ;=a:+y2, z = 0.
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9. Sea

4
/ senm
1

Calcular, en términos de a, el valor de

12 14 3 4
//senzdxdy+//senz +//s dxdy
z z
01+y 02 11ty
10. Demostrar que
) 2
//c 1—5—2——-(‘11—2dzdy
S
siendo
{(z y)eR?: Z +—y—<1}
b2 = [
(Dicha integral es el volumen de la mitad de un elipsoide)
11. Calcular
r VE ty
siendo
(r,y) € R?: _+?i_<1
9 4 ~
12. Calcular el volumen del sélido ubicado en el primer octante y limitado por las su-
perficies

z=z2+1? ay=1, zy=2, 2=z, y=2x, s=0.
13. Hallar el rea de la regién limitada por la curva

(2 +47)? = zy.

2ry
//ef +v* dxdy ,

donde R es la region limitada por la curva

14. Calcular

(z? +y2)2 =22 — 2,
en el primer cuadrante.

15. Calcular
/ (z + y)? cos(z — y)dzdy

donde R es la regién limitada por el tridngulo de vértices (0,0), (w,7), (—=, 7).

16. Expresar en coordenadas polares las siguientes integrales:
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(a) /l/lf(w,y)dxdy
G0

(b) /17f(z, y)dzdy
00

Evaluar

/ V2 + y2dzdy

R

donde R es la regién limitada por el cuadrado {0,1}x[0,1].

// 2 iy,
4a? — 12 — y2
R

donde R es la region limitada por la semicircunferencia

z = v/ 2ay — y? yAla recta y = z.(a > 0)

y2
(a? +y?)?

R

Calcular

Calcular

donde R es la region limitada por las curvas

22
y=V3z| ,y==.
3
Evaluar la integral doble
22 — g2
/ / TV _aa,
(=2 +y?)?

s
donde S es la region encerrada por las graficas de las ecuaciones

1
= =, = +/3z.
y=-7mT: ¥ V3

Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies

{ 22 4+y?—dz —4dy+4=0,

=2, 224+ -B+1=0.

Hallar la masa de una ldmina que tiene la forma de la regién, en el primer cuad-
rante exterior a la pardbola y? = z e interior a la circunferencia z2 +y? — 4z = 0,con
densidad superficial

o(z.y) =y.

Una ldmina tiene la forma del tridngulo de vértices A(0,0), B(w,7), y C(2~,0).
Hallar su masa si su densidad es

8(z,y) = (z +y)?| sin(z® —y?)].
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Calcular el centro de gravedad de la ldmina que tiene la forma de la regién limitada
por
y=z, y=-z, 2 +y° =4, ¥ +y*=6

y que se encuentra situada arriba del eje X. La densidad en cada punto {z,y) de la
ldmina es .
8(z,y) = (&% +y°)2.

Hallar la distancia al plano XY del centro de gravedad del sélido limitado por las
superficies

=022+ =R% z*+y*=r%, 0<r<R, Hy+2R:=HR, H>0.

/ / / zy=dedydsz
K

donde K es el sélido limitado por el cubo [-1,1}x[-1,1]x[-1,1].

Calcular

a) Graficar el sélido K, en el primer octante, limitado por

s=z2+9y? z2=4, 2=0, y=0

/ /I[ z/zdxdydz.

/‘//\/z2 + y2dzdydz
KX

b) Calcular

Calcular

donde K es el sélido limitado por las superficies

z=zt4+y% 2=8-(z?+4%).

Sea
g YAz g2
/ / / f(z,y, z)dzdydz.
0 0 202

///f(z,y,:)d:vd:dy

La integral triple de una funcién continua f sobre el sélido X limitado por el paraboloide
2 =822 -y, el cilindro 22 4+ 3% = 4 y el plano = = 2 se ha expresado en la forma :

1= [1] (oo &) wha

Hallar los limites de integracién de las integrales.
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31. Calcular

///\/:c2 + y3dzx dy dz
®

siendo ® es el sélido limitado por el paraboloide y = 22 + 32 y el plano y = 4.

///:cydzdyd:,
K

donde K es el sélido limitado por los planos

32. Calcular

y=z, y=4, 2=0, 2=4, z=0.

/ / / ydrdydz,
K

donde K es el sélido limitado por

y=0,y= VZ:E—:EZ’

que estd debajo de la superficie = = y/z% + y? y sobre el plano XY.

33. Calcular
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