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INTRODUCCION

La bicicleta es un medio de transporte bastante popular dentro de la comunidad
occidental. Su rapidez y practicidad la convierten en una solucidn ante el problema
del transito en el Peru. Sin embargo, dada la falta de seguridad vial, se percibe a la
bicicleta como insegura debido a la alta cantidad de accidentes que se registran. El
capitulo 1 permitira al lector comprender la situacidn tanto internacional como
nacional que enfrenta el uso de la bicicleta, asi como algunas cifras que justifican

nuestro estudio.

Mientras se estudiaba dicha problematica, se consider6 varias posibilidades para
afrontar e intentar solucionar dicha dificultad. Siendo asi, que se identific6 uno de
los mecanismos mas usados en la navegacion en donde su uso se orienta a la
estabilizacion de satélites y barcos: El giroscopio. El capitulo 2 inicia con un listado
de sistemas de estabilizaciéon y su importancia en la correcta eleccion del sistema
para nuestro proyecto. En este apartado se menciona por primera vez lo que es un
Control Moment Gyroscope, el cual es un sistema que permite orientar los vehiculos
con alta precision y bajo consumo energético. Se introduce al lector a una

comprension de su principio de funcionamiento como medio de estabilizacion.

Mas adelante en el capitulo 3 se presentard mayor rigurosidad matematica al
presentar las ecuaciones que gobiernan la dindmica de dichos sistemas de
estabilizacion implementados en una bicicleta, bajo ciertas simplificaciones
pertinentes sin pérdida de generalidad. El propoésito de este apartado es aplicar un
sistema ya desarrollado por Harun Yetkin en su tesis de maestria Stabilization of
Autonomous Bicycle a quien mencionamos a lo largo de todo este trabajo por ser el
referente de nuestra investigacion. El primer paso fue la comprension del sistema

CMG-bicicleta y extrapolarlo a uno propio que se presenta dentro del mismo



capitulo con la particularidad de usar dos giroscopios en vez de uno. Seguido se
realiza el sistema propio utilizando la formulacién de Lagrange-Euler, la cual
describe el comportamiento de un sistema dindmico en términos del trabajo y la
energia almacenados en el sistema. Finalmente se realiza una comparaciéon de

ambos modelos en términos de ecuaciones analiticas.

En el capitulo 4 se realizara el andlisis de la mejora de la estabilidad del sistema
propuesto mediante el uso de criterios de estabilidad tales como: Torque de
precesién (torque estabilizador), tamafio y peso, potencia consumida por el
giroscopio, facilidad de fabricacion y la velocidad angular del volante del giroscopio.
Con las cuales se contrasté antes modelos y se evalué la mejora de la estabilidad de
la bicicleta al usar el sistema Control Moment Gyroscope con el uso de dos
giroscopios. Finalmente, en el capitulo 5 se presentan las conclusiones analiticas del

trabajo de investigacion.

Se pretende motivar a la comunidad cientifica en la exploracién de nuevos retos de
ingenieria que pretendan mejorar la calidad de vida de las personas; por ejemplo, la
seguridad en un vehiculo como la bicicleta, la cual no solo beneficia al usuario, sino
que lo mantiene sano y beneficia al planeta reduciendo la contaminacion al

disminuir el uso de combustibles f4siles.

El presente trabajo cuenta con la colaboraciéon principal de nuestro docente
orientador Quino Valverde G., asi como el apoyo de diversos docentes de la PUCP a
quienes estamos profundamente agradecidos. Dedicamos esta obra a nuestras
familias, quienes son nuestro motor para continuar con la dedicada labor de aportar
a la Ingenieria. Asimismo, motivamos una vez mas al lector al entendimiento de

nuestra perspectiva y esperamos sea de su agrado.

Los autores



CAPITULO 1. LA BICICLETA COMO MEDIO DE
TRANSPORTE

Durante el siglo XIX, la bicicleta evoc6 un nuevo y emocionante mundo, en el
cual no importaba el estatus social para poder viajar lejos y utilizando tinicamente
la fuerza humana. Sin embargo, una gran interrogante por muchos afios fue si de
verdad este invento por el que muchos pelean patentes, estaba destinado a ser el
inicio de una nueva era de viajes prolongados y de alta eficiencia o; si era
simplemente el juguete de jévenes tras su paseo por el parque.
Han pasado casi dos siglos desde que la bicicleta comenz6 a adaptar un concepto
tecnoldgico en el que no pueden pasar desapercibidos afios de desarrollo e ingenio
que lo convierten en una maravilla de la ingenieria que transformé la imaginacién
del hombre; convirtiendo a la bicicleta, de esta manera, en una fuente de inspiracién
y admiracion para quienes gustan de los viajes con el pelo al viento. (David V. Herlihy

2005)

De esta manera, la bicicleta se convirtié en uno de los medios de transporte mas
eficientes, menos contaminantes, mas econémicos e incluso con beneficios para la
salud. En distancias medianas y cortas la bicicleta es uno de los transportes mas
veloces, ya que puede evadir la congestién. Si la comparamos con el transporte
publico, la bicicleta es mucho mas rapida incluso en distancias largas (Ver Tabla 1.1).
Tabla 1. Tiempo promedio (en minutos) del recorrido convencional de una persona

hacia su trabajo utilizando tres diferentes medios de transporte. Fuente: Soluciones
Ambientales.

AUTOMOVIL TRANSPORTE PUBLICO
.'p'l.n':l WA .~."!l_.. i J:'. E‘ | ': I E L ETA
MR MA| CONCESIOMNADS | NORMAL SEGREGADA
30-35 &-10 £5-50 30-45 20-30
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Asimismo, las emisiones de diéxido de carbono y gases contaminantes de la bicicleta
son completamente nulas dada la no utilizacion de combustibles fésiles. De esta
manera al no requerir ninglin tipo de combustible solo se requiere comprar la
bicicleta, en comparaciéon con un automovil, es al menos 10 veces mas barato y no

requiere un gasto diario del combustible ya que utiliza la fuerza humana.

El sedentarismo ocasionado por el estilo de vida de las genera altos niveles de
obesidad y enfermedades relacionadas a ello. El uso de la bicicleta en este sentido
no solo reduce los niveles de riesgo, sino que también aporta una fuente de energia
al cuerpo durante el dia, mejorando la calidad de vida de las personas. (Soluciones

Ambientales 2008)

Sin embargo, surge una problematica que es la que se aborda en el presente trabajo,
el problema de los siniestros registrados en las ultimas décadas que se produjeron
tras el uso masivo de la bicicleta y la falta de cultura y seguridad vial por parte de
los agentes externos al ciclista. En adelante, se expondran las posibles causas de los

accidentes en el uso de la bicicleta.

Son multiples los accidentes reportados en relacién con el uso de la bicicleta como
medio de trasporte. Son diversos los motivos por los cuales las victimas han sufrido
lesiones categorizadas como leves y graves. Entre las causas, se ha identificado la
repentina pérdida de la estabilidad dada por la impericia del usuario y que,
generalmente, va asociada a factores externos como la marcha sobre calles himedas
0 mojadas, sinuosas y con poca visibilidad por la noche. (Sdnchez, 2002). Asimismo,
se debe considerar el hecho de que el usuario maneje la bicicleta utilizando algin
elemento distractor como auriculares o algin otro dispositivo mévil. Al respecto, se
ha realizado una investigacion en la ciudad de Boston (USA), dado el incremento
exponencial del uso de la bicicleta en las calles. El objetivo fue brindarle al usuario
mayor confort y percepcion de seguridad. El estudio muestra a un total de 1974
ciclistas observados, de los cuales el 31,2% de ellos estuvieron distraidos!.

Haciéndose notar la distraccion auditiva en 17,7% y visual en 13,5%. Ambas

! Considérese distraido al usuario que realiza cualquier otra actividad simultaneas al pedaleo vy la vista
atenta de la trayectoria a seguir



estuvieron representadas por audifonos 'y celulares en  mano,

respectivamente.(Wolfe et al. 2017)

Un registro de accidentados en la ciudad de Copenhague, muestra que un 37,6%
constituyen ciclistas lesionados en 2011 segun la base de Datos de Accidentes de

Dinamareca.

La percepcion de seguridad es un concepto referido a un sentimiento subjetivo
resultante de la interaccion entorno del trafico-usuario. No es un concepto absoluto

(a diferencia de la seguridad vial) pues varia segun la edad y la pericia del ciclista.

Algunas circunstancias de accidentes son calzada resbaladiza (nieve, hielo, hojas
humedas, etc.), agujeros en la carretera, piedras, objetos sueltos (como bolsas de
compras o ropa que se queda pegada en la rueda o cadena). Transportar nifios
pequefios sin un asiento adecuado puede resultar en accidentes cuando el pie del

nifio queda atrapado en la rueda.

Muchas causas de los accidentes estan asociadas a factores intrinsecos a la persona.
Los accidentes se pueden prevenir mediante el uso de medidas que cambien el
comportamiento del usuario de la via hacia un comportamiento mas seguro. Algunas
medidas de seguridad también aumentan la percepcion de seguridad, pero no de

todas.

Por su parte, muchas ciudades presentan déficit en la gestiéon de sus vias publicas,
entre ellas el Peru. Las calles no se encuentran en buen estado y hay una notoria
ausencia de ciclovias. Segun el reporte de la OMS? del 2013 en Chile, se present6 un
caso muy grave-con una cifra de 144 fallecidos- respecto a la situacion que afrontan
los ciclistas de dicho pais. Segun la directora de Bicicultura, Amarilis Horta, quién
afirma lo siguiente: “Chile es uno de los paises de la OCDE3 con los limites de
velocidad mas altos permitidos; en ciudades europeas tienen el 50% de sus calles
limitadas a 20-30 Km/h, lo cual reduce sustancialmente el peligro de muerte por

accidente de transito”. (La segunda Online, “Ciclistas en riesgo”, 2014)

En el afio 2015 se reportaron 60 accidentes de transito en la costa Verde de la ciudad

de Lima. El colectivo COSTA VERDE DE TODOS alzé su voz de protesta para

2 Organizacién Mundial de la Salud (OMS)
% Organizacidn para la Cooperacion y el Desarrollo Econdmico (OCDE)



manifestar su preocupacion ante la falta de compromiso por parte del municipio de
Lima de generar espacios publicos para peatones y construir mas ciclovias. “La ley
es para todos, tenemos los mismos derechos que los automoviles. El Ministerio de
Transportes ni siquiera considera a la bicicleta como vehiculo de transporte”, afirmé

el ciclista Nils Castro (La Republica, 2015)



CAPITULO 2. EL CONTROL MOMENT GYROSCOPE
COMO SISTEMA DE ESTABILIZACION.

2. 1. Sistemas de estabilizacion en vehiculos de 2 ruedas

Los vehiculos de dos ruedas (bicicletas y motocicletas) son por naturaleza
inestables, debido a que poseen solo un punto de apoyo en cada rueda. Estos
vehiculos son ideales para el transporte urbano, debido a su maniobrabilidad,
reducido tamafio y peso, y practicidad. Sin embargo, no son de uso comun, ya que
son vehiculos inseguros: la mas minima perturbacidn genera pérdida de estabilidad.
A continuacién, se menciona y realiza una breve descripcion de los sistemas mas
comunes que el hombre ha desarrollado en su intento por convertir bicicletas y

motocicletas en medios de transporte mas seguros y estables.

Control de direccion

Consiste en controlar el manubrio del vehiculo de manera automatica para poder
direccionarlo en el sentido en el que se esté cayendo, para poder reponer el centro
de masa. Este movimiento se ejecuta solo cuando montamos bicicleta a bajas

velocidades para evitar caidas.

Rueda de reaccion

Segun la tercera ley de Newton, cualquier accién en un objeto estatico o en
movimiento, una reaccién de igual magnitud y direccién contraria se produce. De
igual manera se lleva a cabo en los sistemas giratorios, al aplicar un torque a una
solido rigido, una reaccién de igual magnitud y direccién opuesta se produce en el

sistema.

Las ruedas de reaccién aprovechan este efecto para maniobrar y colocar en la

inclinacion deseada una nave sin necesidad de usar combustible. Si bien este método



se usa mayormente en satélites pequefios, se podrian también aplicar a vehiculos
terrestres. El problema con el uso de la rueda de reaccion es que se requeriria de un
torque muy grande y que sea aplicado rapidamente para poder estabilizar el

vehiculo. (Karthikeyan, KC.,2016).

Ilustracion 1 .Diagrama de Reaction Wheel. Fuente: Comparison of control
moment gyros and reaction wheels for small earth-observing satellites. Votel, R

Control Moment Gyroscope

El Control Moment Gyroscope o CMG es un dispositivo que aprovecha el fenémeno
de la precesion giroscépica para producir un torque en el sistema. Consta de una
volante de inercia que gira a altas velocidades y es forzada a precesar para generar
un torque en el eje deseado. Son usados en su mayoria para orientar naves que se
encuentran orbitando en el espacio. El CMG a diferencia de la rueda de reaccién

produce un torque mayor con una mejor eficiencia energética.

Tabla 2. Métodos de balanceo segin Torque y método de balance. Fuente:
Elaboracion propia

Métodos para balanceo de bicicletas
. Consumo de
Sistema Torque .
energia

CMG Alto Muy Alto
Control de Bajo para velocidades
direccion bajas Bajo
Rueda-Reaccién Bajo Medio
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Luego de una cuidadosa seleccidon se optd por usar un sistema Control Moment
Gyroscope CMG, debido a que este es el que ofrece una mayor fuerza de
estabilizacion, la cual es la que contrarresta al momento producida por la fuerza de
gravedad, asimismo es inclusive mas preciso que sus analogos. La desventaja de este
sistema es que tiene un alto consumo de energia debido al constante giro a alta
velocidad del volante de inercia. Para que el CMG funcione la rueda tiene que girar a
velocidad constante, eliminando cualquier posibilidad que el usuario sea el que
accione el sistema. Por tal motivo, se requerira el uso de un motor y baterias para su

funcionamiento.

2. 2. Funcionamiento de un CMG

Como se menciond en la seccién anterior el método a usar sera el CMG, el cual se

basa en el principio de la precesion giroscépica.

Precesion giroscopica

La precesidn giroscépica es un fenémeno que ocurre en todos los objetos que poseen
un giro sobre alguno de sus ejes. Este ocurre debido a la ley de conservacién de

momento angular.

En la explicacién dada Michel van Biezen para un mejor entendimiento se pone el
siguiente ejemplo. Se tiene una rueda en el extremo de una vara que puede rotar
libremente (ver ilustracién 2). La rueda al girar con velocidad angular W posee un
momento angular LO. El peso de la rueda genera un torque t en direccion de -X, el
cambio de momento angular (dL) se da en direccion del torque aplicado, para que
este cambio ocurra el disco tendria que moverse en esa direcciéon. Como la distancia
de la rueda a la base es fija, el disco empezara a girar siguiendo la direccién del

torque.

11
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Ilustracion 2. Ejemplo de precesién giroscopica [Van Biezen, M]. Fuente:
Elaboracién propia

La definicion de torque es:

~l

d

7ok
dt

Dada esta definicion, el cambio de momento angular dL siempre se dan en el sentido

del torque T. Ademas, se puede hallar la velocidad angular a la que se da el

movimiento de precesion de la siguiente manera.

Observando el grafico se tiene que:

dL
da =sina =tana = 70 cuando a K 1°

12



Se define:

de dlL 1 dL 1 T

.(_i:———*—:—*—:
dt L0 dt dt LO LO

Finalmente se halla la velocidad de precesién:

remxg _ g
mxr2«sW rsW

Q=

Entonces en general se puede establecer que, si a algin objeto que posea un
movimiento angular en algin eje, se le aplica un torque en direccién perpendicular
al eje de giro, el objeto iniciard un movimiento de precesion en el eje ortogonal al eje

de giro y al eje en donde se aplica el torque.

Funcionamiento de un CMG

El principio de un CMG es de la precesion giroscopica, pero en el caso del CMG el torque el
cual realiza el cambio de momento angular es forzado con el fin de generar el torque de
precesion en el eje deseado. Esto se realiza con la ayuda de un motor secundario situado en
un marco auxiliar que permite del giro de la volante, a este marco se le llama gimbal (ver
arreglo de la ilustracién 3). El motor secundario al imponerle un torque al eje de giro de la
volante y hacerlo girar con angulo &, el sistema ofrece un torque de resistencia
perpendicular al torque que hace girar la volante y al torque de hace girar el eje. El CMG
aprovecha este torque para contrarrestar la fuerza generada por la gravedad. La fuerza
estabilizadora que ofrece el CMG es proporcional a la velocidad angular tanto de la volante

como su eje de giro (Votel, 2012)

13
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Ilustracion 3. Diagrama de Control Moment Gyroscope. Fuente: Comparison of
control moment gyros and reaction wheels for small earth-observing satellites
Votel, R.

En el ejemplo de la seccion anterior, si se fija el brazo, se generaria un torque en todo

el sistema con direccién en Z.

Existen dos tipos de CMG, los de un gimbal o SGCMG (por sus siglas en ingles) y los
de doble gimbal o DGCMG (por sus siglas en ingles). El ultimo ofrece la ventaja de
poder ejercer el torque de precesién en cualquier eje; sin embargo, son mas
complicados de controlar. La ilustraciéon 4 muestra una forma constructiva de un
DGCMG. ElI SGCMG es mas facil de controlar pues posee una dindmica mas sencilla,

por ello serd utilizado en el presente trabajo.

14
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Ilustracion 4. Forma constructiva de un DGCMG. Fuente: High-Precision Control
for Magnetically Suspended Rotor of a DGMSCMG Based on Motion Separation,
Jinjin Xiel, Gang Liuy Hu Liu

A continuacidn, se muestra una figura de un CMG con un gimbal. Nétese que la

volante solo puede girar en el eje del gimbal, a diferencia de la ilustracidn 4.

Gimbal axis

Flywheel axis

Torque direction

Ilustracion 5. Single Gimbal CMG. Fuente: Development of Control Moment
Gyroscopes for Attitude Control of Small Satellites

15



CAPITULO 3. MODELAMIENTO DINAMICO DE LOS
SISTEMAS BICICLETA-CMG.

En este capitulo se describiran las ecuaciones de movimiento del sistema cuando
tiene una velocidad lineal nula, es decir en equilibrio dindmico. En primer lugar, se
presentara el modelo dinamico realizado por Harun Yetkin en su tesis de maestria
Stabilization of Autonomous Bicycle. Luego, utilizando la misma metodologia se
realizara con detalle el modelo dinamico de un sistema propuesto, para finalmente
hacer una breve comparaciéon entre ambos. En ambos modelos se realizaran las
mismas consideraciones para facilitar el modelado. Las consideraciones son las

siguientes:

1. La bicicleta se divide en tres solidos rigidos:

> Elmarco de la bicicleta con las ruedas
» Gimbal (El CMG sin la volante de inercia)

» Flywheel (La volante de inercia)

2. Las ruedas se consideran como apoyos puntuales debido a que se
consideraron con ancho despreciable.

3. Lasruedas ofrecen suficiente fuerza de rozamiento para evitar deslizamiento
con el suelo.

4. Las masas de la bicicleta y la volante se consideraran concentradas en su
centro de gravedad para efectos del calculo de los momentos.

5. Lasvariables a controlar seran « y sus derivadas.

6. El centro de masa de la bicicleta se considera en el asiento debido a que se
cuenta a la persona que la estd montando.

7. Lamasa de la bicicleta sera la suma de la bicicleta con la masa de un adulto

promedio en Peru.

16



Cabe mencionar que la nomenclatura usada en la tesis de Harun Yetkin es distinta a
la que presentamos, esto se debe a que fue cambiada para poder realizar una

comparacién mas sencilla con nuestro modelo.

3.1 Modelo dinamico desarrollado por Yetkin

A continuaciodn, se presenta el modelo con la nomenclatura cambiada.

Ilustracion 6. Marco de referencia de la bicicleta con sus tres angulos principales.
Fuente: Stabilization of Autonomous Bicycle. Harun Yetkin

La lista de variables usada se presenta a continuacidn:

Tabla 3. Variables utilizadas en el modelo dindmico de Yetkin

Variable Simbolo Unidad
Masa de la bicicleta mb [kg]
Altura del c.m. de la bicicleta hp [m]
Masa del gimbal mg [kg]
Altura del c.m. del gimbal hg [m]
Masa de la volante ms [kg]
Altura del c.m. de la volante hf [m]
Velocidad de la volante 1) [rad/s]
Constante de la gravedad g [m/ s?]
Inercia de la bicicleta Toxy;z [kg. m?]
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Inercia del gimbal Igxy;z [kg. m2]
Inercia de la volante Itx;y;z [kg. m2]
Angulo de inclinacién a [rad]
Angulo del gimbal B [rad]

Aplicando el método de Lagrange- Euler, llegé a esta ecuacién:

. Kigsina+2I * (&cosp sinﬁB) - Ify((,b B cosB) +d(t) hysina
a =
Ipx + Ko + (Igx + Iy ) c0s2 B+ (1 + Iry ) sin? B

Donde:
mbhb + mfhf + mghg = Kl

mphy® + mghZ + my hZ = K,

Loy + Iy = Igy — Ipy =1

3.2 Modelo dinamico del sistema propuesto

A diferencia del modelo de Yetkin, nuestra propuesta utiliza dos CMG para reducir
su tamafio y aumentar el torque de estabilizacién. Ademas, que el eje de giro de la

volante se encuentra en el eje Z.

Las reacciones en la bicicleta debido al torque del motor para mover la volante y el
gimbal son efectos contraproducentes a nuestro modelo. Las consideraciones

realizadas anulan estos efectos; sin embargo, en realidad no es asi.

La peculiaridad de utilizar dos CMG es que girardn en sentido opuesto el uno con el
otro, esto es puesto que, se busca eliminar estos efectos al hacerlos girar en sentidos
opuestos; también para que el torque de precesiéon de ambos CMG acttie sobre el

mismo eje y en la misma direccion.
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Ilustracion 7. Modelo del sistema propuesto. Fuente: Elaboracién propia

X1 Y1,z es solidario al primer cmg. Posee ¢ k1 y B j;

X3 Y2 Z3 es solidario al segundo cmg. Posee —¢ kyy—Bjh
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Tabla 4. Variables usadas en el sistema propuesto. Fuente: Elaboracién propia

Nombre Simbolo Unidades
BICICLETA
Masa de la bicicleta my [kg]
Inercia de la bicicleta con respecto a su eje X I [kg *m?]
Distancia del centro de masa de la bicicleta con respecto
al suelo h [m]
Angulo de rodadura de la bicicleta a [rad]
Velocidad angular de rodadura de la bicicleta a [rad/s]
Aceleracion angular de rodadura de la bicicleta a [rad/s?]
Velocidad tangencial del centro de masa vy [m/s]
VOLANTE DE INERCIA
Angulo de giro de la volante 10 [rad]
Velocidad angular de la volante 10 [rad/s]
Aceleracion angular de la volante 1) [rad/s?]
Masa de la volante de inercia my [kg]
Inercia de la volante respecto a algtn eje I]Z [kg *m?]
Distancia del centro de masa respecto al suelo hs [m]
Velocidad tangencial del centro de masa U}I [m/s]
GIMBAL
Angulo de giro del gimbal [rad]
Velocidad angular del gimbal [rad/s]
Aceleracion angular del gimbal [rad/s?]
Masa del gimbal my [kg]
Inercia del gimbal respecto a algun eje Ig7 [kg *m?]
Distancia del centro de masa respecto al suelo hg [m]
Velocidad tangencial del centro de masa vy [m/s]
PERTUBACION
Fuerza de perturbacion F(t) [N]

Distancia a la que la perturbacién se aplica respecto al
suelo
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Ilustracion 8. Direcciones positivas y negativas de los angulos a y 3. Fuente:
Elaboracion propia

El modelado se realizara utilizando la misma metodologia que en la tesis de Yetkin.

Mediante el método de Lagrange-Euler.
Se analizara solo un CMG, ya que ambos poseen la misma energia.

Se define el Lagrangniano:

Donde:
T: Energia cinética del sistema.

U: Energia potencial del sistema.

Se encuentra la energia potencial del sistema.
La energia potencial del sistema es la suma de la energia de cada parte
U= myhpg +2mehrg + 2myhyg) * cosa

Se multiplica las masas por las alturas de la volante y del gimbal por dos, ya que al

ser dos CMG idénticos estos valores se duplican.
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Se encuentra la energia cinética del sistema

T=T,+ Tf + T,

Donde:
Tb: Energia cinética de la bicicleta
Te: Energia cinética de la volante de inercia

Tg: Energia cinética del gimbal

La energia cinética total de la volante de inercia es 2 veces la energia de una sola, al

igual que en el gimbal.

La energia cinética se halla sumando la energia por cada velocidad. Velocidad

tangencial y velocidades angulares en cada eje del sélido.

Para el marco de la bicicleta con las ruedas.

La velocidad angular de la bicicleta es:

—

Wb = afi
La inercia de la bicicleta es:
I 0 0
L=|0 [ 0
0 0 [

La energia cinética se da con la expresion:

1 , 1 — 2
szz*mbvg +E*IbXWb

La velocidad tangencial de la bicicleta es:
vg =hy *xa
La energia cinética de la bicicleta es:

2 . o
mphp” *x @?  IFd?

T, =
b 2 +t
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Para hallar la energia cinética de la volante y del gimbal se hallara la velocidad

angular de cada uno con respecto a sus ejes.

Para el gimbal.

Ilustracion 9. Velocidad angular del gimbal. Fuente: Elaboracién propia

La velocidad angular del gimbal es:

W, = al + B;

Se tiene que hallar la velocidad con respecto a los ejes del gimbal. Se tiene que:

[ =sinBk] +cospi
Entonces la velocidad angular quedaria de la siguiente manera:
Wg) = dcos,[i'LA’1 +,6']A1 +dsin,8E
La velocidad tangencial del centro de masa del gimbal es:

a« )
Vg —hg*a
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La inercia del gimbal es:

xl
Iflgl 0 01|
lg =10 Y0 |
lo o 1]
Entonces, su energia cinética es dada por:
1 w2 1 —2
Tg=2*<§*mgvg +E*ngl/l{g>
2 . x' .2 2 y' 52 Z, 22 2
T2 mghy® * a* +Ig1a cos ﬁ+lg1[>’ N It a*sin® B
g 2 2 2 2

Para la volante de inercia

De manera similar se analiza la volante de inercia. La diferencia con el gimbal es que la

volante posee un giro en el eje 7'.

Ilustracion 10. Velocidad angular de la volante. Fuente: Elaboracién propia
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La velocidad angular de la volante es:
W = al + ], + O]
Se necesita la velocidad angular en términos de x; y; z;
Se tiene que
I= sinﬁfc\{+cosﬁi§
Entonces
W];: @cosB1U +BJ+ (o +asinp) k]

La velocidad tangencial del centro de masa es:

v}x =hp*a
Su inercia es:
x1
[F* 0 o]
_ y1
r=lo ' 0
o o 17

Entonces la energia cinética de la volante es:

1 w2 . 1 —2
Tf=2* (E*mfvf +E*IfXWf )

2 .o X1 22 2 Y1 (52
mehe” * a +If a“cos ﬁ+1f B
2 2 2

N I (p* + 2 pasing + d2sin?B)
2

Teniendo las energias cinéticas de cada sélido, se procede a hallar la energia

cinética de todo el sistema.
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myh, % *@?  [X@?
T=————t "+ 2

*

. X1 . - Z] .2 .
myh,2 xa? I 'd?cos?f L'R? 12 @?sin?p
gl 49 LA

2 2 2

! I,
mfhfz * 2 I;Cl @? cos? B s Ify1 B2
*

2 2 2

. I (9? +2 gasin B + a2 sin?B)
2

La ecuacién de Lagrange es de la siguiente forma

it5a)~5a=F 0

Se necesita la fuerza en términos de «

F(t)] =F(t)l sina

Entonces quedaria de la siguiente manera

d (6L) oL F(6) 1 si
dt\oa)  oa S|

Hallando cada termino por separado

d (6L) _ d <6T (’)U)
dt\da) dt\da da

2

+ 2
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oT , ,
2= myhy @+ [5G+ 2% (mghy®a x +1;1 dcos? B+ I asin? B ) + 2

* (mfhfzd +I;C1 @ cos? f + IfZ1 (@sinp + d sin? ,8))

d (6T OU) _ d <6T)
dt B dd

da da dt
d <6T

dt\da

) = myh,’d + [Fd + 2
* (mghgzd * +1;7 @ cos? B+ I a(—2cos Bsin B B) + I)* i sin? B
+ 1, (2cos B sinﬁﬁ)) + 2
* (mfhfzc'i + I;Cl @ cos? B + ijlo'c(—Zcos,B sinB B) + IgZ1 i sin? B

+ I;id(ZCOS,BsinﬁB) + Ifzigb cos B B + I;{gb sinﬁ)

Agrupando términos se tiene que:

d (0T . 2 x] X1
(57) = @+ (moh? + 1+ 2mg b2+ 2mp 12) + (21 + 217
« (¢ cos? B — a2cosfsinBp) + (Zlgzi +2 Ifzi)
R : o 2. o
*(asm ,8+a2cos,85m/3,8)+21f ((pﬂcos,8+smﬁ<p)
También,
oL 9T oU
da da Oa
6T_O
da
au .
Fr (mphpg +2mehsg + 2myhyg) * —sina
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La ecuacién quedaria asi:
i * (mphy® + 1§ + 2mgh2 +2my h2) + (217 + 217
« (& cos? B — a2cosfsinB ) + (21;1 +2 Ile)

*(dsin2ﬁ+d2cosﬁsinﬁﬂ)+21fzi((p[?cosﬁ+sinﬁ¢i)

+ (mphpg + 2mpheg + 2mghyg) * —sina = F(t) | sina

Agrupando términos y separando &
i * (myphy® + I + 2mg hZ + 2my hZ + (217 + 217 ) cos? B
+ (27 + 217 )sin2 p ) + (217 + 217 = 217 =217

* (dZ cosﬁsinBB) +2 I;{(¢Bcosﬁ +sinf <p) — (mphpg

+2mseheg +2mghyg) xsina = F(t) | sina

Finalmente

&

_ (myhyg +2mphpg +2mghyg) + sina + (2 I+ 207 =21 21;1) * (62 cosBsinBB) — 217 (¢ fcosp +sinB §)+F(t) I sina

(mohy? + 15 + 2mghz +2m b2 + (2% + 217 ) cos? p + (217 +2174)sin? B )
Dandole nombre a las constantes:
mphpg +2meheg +2mghyg = €

mphy? + 2 mg hZ + 2my h? = G,

217 + 207 =215 =21 = Gy

_ Cisina + 2C; * (dcosﬂsinﬁﬁ) —ZIfZ{((p[?cosﬁ + sin 8 (p) + F(t) ! sina

F+C+ (207 4207 )cos? f+ (21 + 217 ) sin2 B
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No se aplica Lagrange con respecto a a ya que esta es la variable a ser controlada,

tanto el &ngulo como sus derivadas.

Hay que tener en cuenta que al aumentar o disminuir £, el torque de precesién no
se aplica inicamente en el eje X, este empieza a tener componente en el eje Z. Este
efecto no es deseado ya que contribuiria a un desequilibrio en la bicicleta. En ambos
modelos al asumir que las ruedas poseen suficiente friccién este efecto se desprecia,
pero es importante tenerlo en cuenta. En Control Moment Gyroscope Stabilization
and Maneuverability of Inherently Unstable Vehicles and Mobile Robots sugiere que el
angulo 8 no supere los #45° ya que pasado este angulo la componente del torque en
Z supera a la componente en X. Por lo que en el momento de aplicar el control lo
deseable es que el CMG regrese a su posicion inicial « = 0° lentamente para no

afectar la estabilidad.

3.3 Breve comparacion de ambos modelos.

Se observa que ambos modelos son similares, diferenciandose tinicamente en el
multiplicador 2, el cual es resultado de tener dos CMG. Esto nos dice que, con las
consideraciones hechas, no importa la orientacion de los ejes de giro del CMG, el
efecto es el mismo. La variante se encuentra en los efectos no deseados y las alturas

de los centros de masa.

En el siguiente cuadro se vera lado a lado cada modelo

Tabla 5. Cuadro comparativo de ambos modelos. Fuente: Elaboracién propia

Modl_eilo . Kigsina + 21 » (dcosfsinf ) — Iry(¢ f cosB) + d(t) hy sina

$2£ki:run Ipx + Ky + (lgx + Iy ) cos? B + (Igy + Iy ) sin® B

(l\j/lc;delo Cisina + 2C5 * (d cosf sinﬁﬁ) -2 I;l(q') B cos B +sinp (p) +F(t) ! sina
e a= - . : :

sistema 4G+ (207 420" )cos? p+ (210 + 217 sin? B

propuesto
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Donde:

Notese

mphy, + mehe + mghy = Ky
mbhbz + mg hg + mg h]% = KZ

lox +1px = lgy = Iy =1

mphpg +2meheg + 2mghyg = G4
mphy? + 2 mg hZ + 2mg b = G,
x] X} z] z]
20 + 20 = 210 — 217 = Gy

que se mantendra la velocidad de la volante constante por lo que ¢=0.

De ambas ecuaciones se puede observar que:

>

El término con la aceleracién de la gravedad, el cual hace referencia al peso
del sistema actuando para desequilibrar a la bicicleta y el término con la
velocidad angular de la volante ¢ tienen signos opuestos, esto de debe a que
uno contrarresta al otro. En nuestro caso seria el torque producido por el
CMG el que vence al torque producido por la gravedad para estabilizar el

sistema y llevarlo a su posicién de equilibrio.

El torque producido por el CMG el cual posee esta forma Ifzigb,[?cosﬂ,

depende tanto de la inercia de la volante, velocidad angular de la volante
como la del gimbal, y al ser directamente proporcionales, si cualquiera de los
términos aumenta, mas torque se producira. Sin embargo, también
significara mayor gasto de energia para aumentar de velocidad o al mover

una mayor inercia.

!
. 7 . . Z1 o«
Se observa lo que se menciond anteriormente, el termino If1<p f cos 3, que

se refiere al torque producido por el CMG depende de cos f3, esto quiere decir
que a mayor angulo del gimbal menor sera el torque que contrarreste a la

gravedad y se requerira aumentar los demas términos, resultando en un
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sistema ineficiente. Notese que al llegar f = 0° el torque se hara cero,

incrementando la aceleracion de a y habiendo un mayor desequilibrio.

Con un centro de masa mas bajo, habra un menor torque producido por la

gravedad, siendo mas facil estabilizar la bicicleta.
En caso exista un aumento de masa (para generar mayor inercia en la
volante), se generara un mayor torque producido por la gravedad. Es decir,

se necesitara un mayor torque estabilizador.

El signo de la fuerza de perturbacion posee el mismo signo que el término de

la gravedad, esto es porque también contribuye al desequilibrio del sistema.
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CAPITULO 4. ANALISIS DE LA MEJORA DE LA
ESTABILIDAD DE LA BICICLETA

Ambos modelos al ser parecidos se procedera a analizar como afectara el que hallan

dos CMG, ademas del efecto que tendran al colocarlos a una mayor altura.

Para un mejor analisis se definen unos criterios los cuales nos ayudaran a analizar

el comportamiento del sistema como vehiculo de transporte. Los criterios abarcan

desde que tan bien funciona el sistema estabilizante hasta que tan complicada seria

la construccion de la bicicleta.

Los criterios son los siguientes:

a)

b)

d)

Torque de precesion (torque estabilizador): Es el torque generado por el
CMQG, el cual contrarresta al de la gravedad y evita el desequilibrio de la
bicicleta.

Tamaiio y peso: Dentro de las caracteristicas de un vehiculo de dos ruedas,
el tamafio y el peso son las cualidades mas importantes. Si el vehiculo es muy
grande o muy pesado perderia maniobrabilidad y practicidad.

Potencia consumida por el giroscopio: Se refiere a toda la potencia que
consume el CMG; este parametro es muy importante, ya que al ser un
vehiculo eléctrico necesita de un sistema eficiente para recorrer una mayor
distancia. La potencia se calculara sumando las potencias del motor para
acelerar la volante a la velocidad requerida y para vencer la friccién, y la del
motor del gimbal que estara en constante movimiento para equilibrar la
bicicleta

Facilidad de fabricacion: Se refiere a la facilidad de construir la bicicleta y
los CMG. Ademas, de conseguir las piezas y del nimero de piezas. Se hara un
analisis cualitativo de este parametro

Velocidad angular del volante del giroscopio (rangos permisibles): Se
encontrardn los rangos permisibles de la velocidad angular de la volante,

dentro de ese rango el sistema debera funcionar como lo esperado y sin tener

32



que girar a velocidades demasiado altas, ya que esto significaria colocar un

motor muy potente, el cual ademas de ser pesado es costoso.

Torque de precesion (torque estabilizador)

En ambos modelos se puede observar cual es el torque generado por el CMG. Este

es para cada modelo:

Modelo de Yetkin

Ity (@ B cos B)

Modelo propuesto
2 Ile(gb % cosﬁ)

Se observa que el torque del modelo propuesto es el doble, mientras ambos tengan
el mismo flywheel. Esto era de esperarse ya que hay 2 volantes actuando sobre el

sistema.

Tamaiio y peso

El modelo propuesto se espera que tenga un menor tamaio ya que al tener dos CMG,
estos se pueden poner alo largo del vehiculo, ocupando menor espacio. En términos

de peso, se analizara el caso en que ambos tengan el mismo torque estabilizante. La
. . ; . .- m*R? _,
inercia del flywheel, cuya geometria se asemeja a un cilindro es —— siendo m la

masa del flywheel y R el radio. Si asumimos que la masa de la volante es dada por
m = u * V, donde u es una constante del material y V es el volumen del cilindro, la

relacion entre el aumento del radio con el de la masa tiene funcién cuadratica.
[gualando torques y velocidades:
Modelo propuesto: Radio=R Masa=u * 1 * R? x|
Al haber dos flywheel: Masa=2*u*m*R?x1l= 2+mxR?
Inercia=m = R*
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Modelo de Yetkin: Radio=r Masa=u*m*r2*l= mx*r?
[gualando torques:
mx*R*=mx1r*/2

Se tiene que:

r=%v2+R
Entonces las masa quedarian
Modelo propuesto: 2 *m = R?
Modelo de Yetkin: 2 *m x R?

Ambas masas son iguales, sin embargo, en el modelo propuesto la masa de cada
volante es la mitad. La diferencia radica en el radio, siendo en el modelo de Yetkin

1.2 veces el valor del radio de la volante del modelo propuesto.

Potencia consumida por el giroscopio

No se cuenta con un método exacto para medir la potencia consumida; sin embargo,
con el fin de comparar ambos modelos, la masa de cada volante sera el indicador

principal, las cuales en movimiento consumirian dicha potencia.

La mayor potencia se consumira en el motor del gimbal dado que la volante se

mantendri a velocidad constante.

En el apartado de tamafio y peso se concluye que la volante del modelo de Yetkin
siempre tendrd mas masa que cada volante del modelo propuesto. Sin embargo, en
el modelo propuesto se moveran dos volantes. El torque realizado por el motor del
gimbal consumira potencia proporcional a la inercia de la volante en ese eje.

Despreciando el espesor de la volante, la inercia se da con la siguiente férmula:

masax*(radio)?
4

. Entonces la inercia total se cada modelo es:

. mx(R)%#(R)?

Modelo propuesto = 2 =0.5 « m * (R)*
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(2#m=*(R)?)*(1.2%R)?
4

Modelo de Yetkin = =0.72 *m* (R)*

La inercia del modelo de Yetkin es el doble, por lo que consumira mayor potencia.

Facilidad de fabricacion

El modelo propuesto posee dos volantes; por lo tanto, se tendra que usar el doble

de piezas, pero con motores de menor capacidad.
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CAPITULO 5. CONCLUSIONES

La magnitud del torque estabilizante generado por el Control Moment
Gyroscope es independiente al eje al que se encuentra orientado la volante y

el gimbal. Ello se evidencia en la contrastacion de los modelos, cuyas
expresiones I, (@ B cosB) y 2 I*(¢ B cos B) no dependen de la orientacion

del eje de giro.

Viendo el cuadro comparativo de los modelos estudiados, la altura con
respecto al piso ala que se encuentre el CMG no es una variable determinante
en el calculo del torque de precesidn, el cual para diferentes configuraciones
permanecera constante. La altura solo afecta al centro de gravedad del

sistema, es decir, al torque generado por la gravedad (desestabilizante).

Dado que el torque de precesion es funcion de la inercia: 2 Ile (gb f cos [3) Jla

cual tiene dependencia cuadratica con el radio; la geometria (radio medio)

de la volante jugara un rol mas importante que su masa.

El sistema del CMG sera totalmente automatizado, se deberd medir con

sensores f§ y sus derivadas

En el analisis realizado de ambos modelos, se concluye que el modelo
propuesto tendria un mejor comportamiento como vehiculo de transporte.
Si bien posee un mayor peso y una mayor complejidad de fabricacidn, es de
menor tamafio, mas eficiente y la potencia de los motores requeridos es

menor, haciéndolos mas sencillos de conseguir y menos costosos.
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