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DEPARTAMENTO DE CIENCIAS
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Introducción

Estas notas han servido de base para el curso Introducción a la geometŕıa

anaĺıtica local, impartido en setiembre-octubre 2010 en la Pontificia Univer-

sidad Católica del Perú. No pretenden desarrollar un curso exhaustivo sobre

anillos de series, ni sobre curvas singulares, foliaciones, ni mucho menos sobre

la geometŕıa anaĺıtica local. Para estos objetivos hay manuales muy completos

que no pretendo emular aqúı, aún cuando, para ayuda del lector, daré una

lista seleccionada en la bibliograf́ıa.

Lo que deseaŕıa es mantener el esṕıritu de las exposiciones del curso, ir

descubriendo de manera natural los objetos básicos de la geometŕıa anaĺıtica

local compleja (también en muchos casos real), a partir de preguntas también

naturales. Mi idea, el lector dirá si lo consigo, es ir remontando las dificultades

a medida que se van planteando a partir de preguntas geométricas elementales.

Lo único que deseo es estimular la curiosidad del lector, y aśı se sienta

motivado para una aventura de conocimiento en estos temas.

Dr. Felipe Cano Torres





Caṕıtulo 1

El espacio ambiente

En geometŕıa suele existir un espacio ambiente M , en el cual colocamos los

objetos de nuestro estudio, por ejemplo rectas, curvas, subvariedades, campos

de vectores, fibrados, sistemas dinámicos, etc. El espacio ambiente pertenece a

una categoŕıa, como puede ser la categoŕıa de espacios vectoriales, de espacios

afines, de variedades diferenciables, de variedades anaĺıticas reales o complejas,

de variedades algebraicas, de esquemas. La categoŕıa determina el tipo de

transformaciones (los isomorfismos) que son considerados admisibles, aśı las

propiedades de los espacios vectoriales son las que persisten por aplicaciones

lineales, las de las variedades diferenciables por difeomorfismos, las de las

veriedades riemannianas por isometŕıas.

El espacio ambiente tiene una consideración eminentemente “global”, ya

que efectivamente pensamos colocar en él todos los objetos de estudio. Muy

frecuentemente es el espacio eucĺıdeo Rn ó Cn (aunque este nombre esté reser-

vado para otras estructuras espećıficas). Ahora bien, en Cn concurren muchas

estructuras diferentes y esto es causa de cierta confusión. Por ejemplo, te-

nemos la estructura de espacio vectorial de Cn, en la que hay una suma y una

multiplicación por escalares complejos; en esta el origen (0, 0, . . . , 0) tiene una

consideración privilegiada como el elemento neutro de la suma, las rectas y

los subespacios pasan todos por este elemento. Está la estructura de espacio

af́ın, similar pero podemos tener rectas paralelas y aśı no todas ellas pasan por

el origen. También podemos considerar Cn como un espacio topológico con la

topoloǵıa usual y entonces los homeomorfismos no tienen por qué ser lineales.

La estructura que consideraremos aqúı será la de variedad anaĺıtica compleja,

9



10 CAPÍTULO 1. EL ESPACIO AMBIENTE

sin perder de vista la de variedad algebraica.

En todo caso, el espacio ambiente por excelencia es el espacio proyectivo

Pn
C. Contiene el hiperplano del infinito: el lugar donde “se van a encontrar”

las rectas paralelas. Lo consideraremos dotado de estructura de variedad alge-

braica o de variedad anaĺıtica compleja. En el contexto real también el espacio

proyectivo Pn
R es un ambiente global muy utilizado, aunque en este caso en

competencia directa con las esferas Sn, por su falta de orientabilidad en cier-

tas dimensiones.

Merece la pena recordar brevemente la definición de Pn
C, para familia-

rizarnos con su tratamiento. Se trata del conjunto de rectas vectoriales de

Cn+1. Aśı, existe una aplicación canónica

p : Cn+1 \ {0} → Pn
C

que a cada z = (z0, z1, . . . , zn) ̸= (0, 0, . . . , 0) le hace corresponder la recta

vectorial p(z) ⊂ Cn+1 que contiene z. Denotemos por

[z0, z1, . . . , zn] = [z] = p(z).

Diremos que z0, z1, . . . , zn son las coordenadas homogéneas de p(z). Evidente-

mente, dos juegos de coordenadas homogéneas para un mismo punto proyec-

tivo son proporcionales.

El espacio proyectivo puede ser recubierto por una colección de n+1 cartas

afines. De modo preciso, si denotamos

Ui = {[z]; zi ̸= 0} ⊂ Pn
C, i = 1, 2, . . . , n

tenemos una identificación

ϕi : Ui → Cn

dada por ϕi([z]) = (z0/zi, z1/zi, . . . , zi−1/zi, zi+1/z1, . . . , zn/z). Aśı podemos

“leer” en cartas coordenadas las zonas del proyectivo. Una importante obser-

vación es que los cambios de carta ϕi◦ϕ−1
j están dados por funciones racionales,

lo que permite dotar a Pn
C de estructura de variedad algebraica, además de la

estructura de varieda anaĺıtica compleja. Ni que decir tiene que las construc-

ciones anteriores son también válidas en el caso del espacio proyectivo real

Pn
R.
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1.1. Variedades anaĺıticas

De forma totalmente general, nuestro espacio ambiente M será una va-

riedad anaĺıtica compleja, o real en su caso. Precisemos aqúı la definición de

estos objetos y lo que se entiende por morfismos entre ellos, es decir, la cate-

goŕıa de variedades anaĺıticas complejas.

Una variedad anaĺıtica M tiene dos partes diferenciadas. En primer lu-

gar está el soporte topológico |M |, que frecuentemente se denota M si no hay

necesidad de precisar más. Se trata de un espacio topológico localmente iso-

morfo a un espacio eucĺıdeo, esto es, cada punto p ∈ M tiene un entorno

abierto U que es homeomorfo a un abierto de Rd, donde d es un número que

se da por fijado y es la dimensión real de M . Una propiedad que se exige

generalmente es que sea Haussdorf, esto es, dado un par de puntos p, q hay un

entorno de p y otro de q que no se cortan. En segundo lugar, está el haz es-

tructural de funciones OM . Dicho haz confiere la estructura diferencial a M y

esencialmente reúne los datos de las funciones anaĺıticas definidas en abiertos

de M .

Para ser más preciso, una variedad anaĺıtica real o compleja será un tipo

particular de espacio anillado en anillos locales de funciones, que será local-

mente isomorfa a un abierto de un espacio eucĺıdeo. En las próximas secciones

desarrollaremos estos conceptos.

1.2. Haces de funciones

Recordemos brevemente lo que es un haz de funciones reales o complejas

sobre un espacio topológico X. Para poder tratar simultáneamente el caso real

y el complejo, denotemos por K el cuerpo real R o el cuerpo complejo C. Un

haz de K-funciones OX se define como una asignación

U 7→ OX(U)

que a cada abierto no vaćıo U del espacio topológico X le asocia una K-álgera

de funciones OX(U) definidas en U . Esto último quiere decir que los elementos

g de OX(U) son funciones

g : U → K.

Las propiedades fundamentales de un haz de funciones son las siguientes
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Restricción. Dados dos abiertos U ⊃ V de X, las asignaciones

U 7→ OX(U); V 7→ OX(V )

son compatibles con la restricción usual de funciones. Es decir, si g es

un elemento de OX(U) entonces su restricción g|V es un elemento de

OX(V ). Observemos que, dado que trabajamos con funciones, se tiene el

siguiente resultado de determinación de las secciones por datos locales:

Si U = ∪i∈IVi y g, g′ ∈ OX(U) son tales que g|Vi = g′|Vi para

todo i ∈ I, entonces g = g′.

Pegado de datos locales. Supongamos que U = ∪i∈IVi y que selec-

cionamos gi ∈ OX(Vi) para cada i ∈ I de modo que

gi|Vi∩Vj = gj |Vi∩Vj , para todo i, j ∈ I.

Entonces existe g ∈ OX(U) (necesariamente única) tal que g|Vi = gi

para todo i ∈ I.

Diremos que un haz de funciones es un haz de K-álgebras si cada OX(U) es una

K-álgebra, para las operaciones naturales de funciones sobre K. Precisando,

debe ocurrir que

1. Las funciones constantes U 7→ K pertenecen a OX(U). En particular, la

función cero es el elemeto neutro para la suma y la función constante

igual a 1 es el elemento neutro para la multiplicación.

2. Si f, g ∈ OX(U), entonces f − g ∈ OX(U).

3. Si f, g ∈ OX(U), entonces fg ∈ OX(U).

Una observación que se cumple en nuestro caso, pero importante en contextos

más generales, es que las aplicaciones de restricción

ρUV : OX(U) 7→ OX(V ), (U ⊃ V )

son homomorfismos de K-álgebras.

En todo haz, dado un punto p ∈ X se puede definir la fibra en p, que

denotaremos por OX,p como el conjunto cociente

OX,p =
∪
U∋p
{U} × OX(U)/∼
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donde ∼ es la relación de equivalencia que determina el concepto de germen

de función en p, es decir

(U, g) ∼ (U ′, g′)⇔ existe p ∈ V ⊂ U ∩ U ′, tal que g|V = g′|V .

Si OX es un haz de K-álgebras, entonces la fibra OX,p tiene también estructura

de K-álgebra. La suma y el producto de gérmenes de funciones se realiza

tomando representantes en un entorno común del punto p.

Recordemos que un anillo conmutativo con unidad A se dice local si tiene

un único ideal propio maximal M ⊂ A. Es útil saber que un anillo es local

si y solo si el conjunto de no unidades es un ideal, que precisamente coin-

cidirá con su ideal maximal. Diremos que OX es un haz de K-álgebras locales

si cada fibra OX,p es un anillo local. En nuestro contexto esta propiedad tiene

una interpretación interesante. En efecto, dado U ∋ p, podemos considerar el

homomorfismo de evaluación

eU,p : OX(U)→ K; g 7→ g(p).

Tiene un núcleoMp,U que es un ideal maximal, puesto que se trata de un ho-

momorfismo de anillos con llegada en un cuerpo. Asimismo este homomorfismo

se extiende a la fibra

ep : OX,p → K; (U, g) ∼7→ g(p)

y tiene como núcleo un ideal maximalMp. SiMp es el único ideal maximal de

OX,p, esto quiere decir que todo germen g representado por (U, g) con g(p) ̸= 0

es inversible, es decir, existe un representante (V, h), con p ∈ V ⊂ U tal que

h(g|V ) = 1, en particular g|V es inversible en OX(V ).

1.3. Ejemplos

Demos a continuación algunos ejemplos de haces de haces de K-álgebras

locales de funciones OX .

Para cualquier espacio topológico X, sea tan general o “exótico” como

queramos, el haz de las funciones continuas C0X en K es un haz de K-álgebras

locales de funciones. Para ello basta observar que las operaciones en K son

continuas, esto permite obtener la estructura de K-álgebra de C0X(U), aśı como
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que la propiedad de ser continua es una propiedad local, verificable en entornos

pequeños, lo que asegura las propiedades de restricción y de determinación de

las secciones por datos locales. El hecho de que la fibra C0X,p sea un anillo local

se sigue de que toda función continua g : U → K con g(p) ̸= 0 es localmente

inversible como función continua, basta componer con z 7→ 1/z en g−1(K\{0}).
Otro ejemplo es el de una variedad diferenciable. Recordemos que una

variedad diferenciable es un espacio topológicoM provisto de un atlas A cuyos

elementos son cartas

ϕ : U → V ⊂ Rn

que son homeomorfismos entre un abierto de M (el dominio de la carta) y un

abierto de Rn, de modo que los dominios recubren todo M y los cambios de

carta

ϕ(U ∩ U ′)
ϕ−1

→ U ∩ U ′ ϕ′
→ ϕ′(U ∩ U ′)

definen aplicaciones de clase C∞ entre abiertos de Rn. Dado un abierto W de

M , una función g : W → R se dice diferenciable si para cada punto p ∈ W
existe una carta ϕ : U → V con p ∈ U de modo que la función

ϕ(W ∩ U)
ϕ−1

→ W ∩ U g→ R

sea de clase C∞. Los mismos argumentos que han servido en el caso de fun-

ciones continuas nos permiten construir el haz C∞M de gérmenes de funciones

diferenciables en M , que es un haz de R-álgebras locales de funciones. Nótese

que denotamos por C∞M (W ) la R-álgebra de funciones diferenciables definidas

en W .

Denotemos por R[[t1, t2, . . . , tn]] el anillo de series de potencias formales en

n variables t1, t2, . . . , tn; es decir, sus elementos son expresiones formales

σ =
∑

I=(i1,i2,...,in)

cIt
i1
1 t

i2
2 · · · t

in
n ,

que se suman y multiplican invocando las reglas habituales para los polinomios

y observando que para obtener cada coeficiente solo es necesaria la intervención

de un número finito de coeficientes de los sumandos o factores.

Sea M es una variedad diferenciable. Fijemos p ∈ M y una carta local

ϕ : U → V tal que ϕ(p) = 0. Entonces podemos establecer un homomorfismo

de R-álgebras
τϕ,p : C∞M,p → R[[t1, t2, . . . , tn]]
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donde τϕ,p(g) denota el desarrollo de Taylor en el origen de g ◦ϕ−1, donde g es

un representante de g. Sabemos que τϕ,p es suprayectivo, pero no inyectivo, su

núcleo está formado por los gérmenes de funciones planas en p y no depende

de la carta elegida. (Una observación curiosa, aunque poco interesante pues se

suele ver a la inversa, es que como consecuencia se tiene que R[[t1, t2, . . . , tn]]
es local, pues la existencia de un morfismo sobre de anillos A → B, donde A

es local, garantiza que B también es local).

Incidentalmente, diremos que una clase casi-anaĺıtica de funciones es un

anillo de funciones con una aplicación inyectiva en R[[t1, t2, . . . , tn]]. Estos tipos
de familias de funciones son útiles en las ampliaciones o-minimales de la teoŕıas

de conjuntos semi y subanaĺıticos de Rn, aunque aqúı no entraremos en esos

temas.

Una serie de potencias formal

σ =
∑

I=(i1,i2,...,in)

cIt
i1
1 t

i2
2 · · · t

in
n , cI ∈ R,

es convergente si existe un multirradio ρ = (ρ1, ρ2, . . . , ρn), con ρi > 0 para

i = 1, 2, . . . , n de manera que la serie

σ =
∑

I=(i1,i2,...,in)

|cI |ρi11 ρ
i2
2 · · · ρ

in
n ,

sea convergente. Esto último se entiende en el sentido de convergencia (ab-

soluta) de series de elementos positivos: las sumas parciales tienden hacia un

ĺımite. En estas condiciones, para cada multivalor a = (a1, a2, . . . , an) con

|ai| < ρi para cada i = 1, 2, . . . , n existe una suma bien definida

sσ(a) =
∑

I=(i1,i2,...,in)

cIa
i1
1 a

i2
2 · · · a

in
n .

Queda aśı establecida una función sσ : ∆(ρ)→ R, donde

∆(ρ) = {a; |ai| < ρi, i = 1, 2, . . . , n}.

Recordemos las propiedades de esta función:

1. Es una función de clase C∞ en cada punto de ∆(ρ).

2. El desarrollo de Taylor en el origen de sσ es σ.
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3. El desarrollo de Taylor en un punto a ∈ ∆(ρ) de sσ está dado por la

identificación∑
I

caI (t1 − a1)i1(t2 − a2)i2 . . . (tn − an)in =
∑
I

cIt
i1
1 t

i2
2 . . . t

in
n .

Esta identificación se puede hacer porque las sumas parciales necesarias

son suma de series convergentes.

4. Para cada a ∈ ∆ la serie σa =
∑

I c
a
I t

i1
1 t

i2
2 . . . t

in
n es convergente y define

una función sσa que cumple

sσa ◦ Ta = sσ

en un entorno de a, donde Ta : b 7→ b− a.

Denotaremos por R{t1, t2, . . . , tn} el anillo de las series convergentes.

Consideremos un abierto V de Rn con 0 ∈ V . Diremos que una función

f : V → R es anaĺıtica en a si f ◦ Ta es la suma de una serie convergente

centrada en el origen. La función es anaĺıtica si lo es en cada punto. A la vista

de las propiedades enunciadas en el párrafo anterior, si V es conexo y f, f ′

son dos funciones anaĺıticas en V con el mismo germen en un punto a ∈ V ,

entonces f = f ′.

Ahora ya podemos dar una definición de variedad anaĺıtica real. Diremos

que M es una variedad anaĺıtica real si es una variedad diferenciable con un

atlas tal que los cambios de cartas definan por proyección funciones anaĺıticas.

Esto es, las funciones

ϕ(U ∩ U ′)
ϕ−1

→ U ∩ U ′ ϕ′
→ ϕ′(U ∩ U ′)

πi→ R

son anaĺıticas, donde πi : Rn → R es la proyección sobre la coordenada i-sima,

para i = 1, 2, . . . , n. Aśı, si W es un abierto de M se puede dar la definición

de función anaĺıtica definida en W por lectura de la propiedad en cartas.

Obtenemos aśı el haz OM de gérmenes funciones anaĺıticas en M . De nuevo

los argumentos invocados para el caso continuo y diferenciable son válidos en

este contexto (por ejemplo, si f es anaĺıtica en p y f(p) ̸= 0 entonces 1/f es

anaĺıtica en p). Aśı, tenemos un haz de R-álgebras locales. Si fijamos una carta

ϕ centrada en p ∈M , el homomorfismo de R-álgebras

τϕ,p : OM,p → R{t1, t2, . . . , tn}
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es un isomorfismo.

La definición de variedad anaĺıtica compleja sigue formalmente los mismos

pasos que para el caso real, aunque hay propiedades particulares que señalar.

Recordemos primero brevemente el concepto de serie de potencias convergente

con coeficientes complejos. Una serie de potencias formal

σ =
∑
I

cIt
i1
1 t

i2
2 . . . t

in
n ; cI ∈ C

se dice convergente si la serie de potencias con coeficientes reales positivos

dada por

|σ| =
∑
I

|cI |ti11 t
i2
2 . . . t

in
n

es convergente, donde |cI | denota el módulo del número complejo cI . Es decir,

|σ| ∈ R{t1, t2, . . . , tn}.

Denotamos, como ya se habrá adivinado, por C{t1, t2, . . . , tn} el anillo de las

series de potencias convergentes con coeficientes complejos. Lógicamente se

tiene una contención de anillos

C{t1, t2, . . . , tn} ⊂ C[[t1, t2, . . . , tn]]

donde C[[t1, t2, . . . , tn]] es el anillo de las series de potencias formales con

coeficientes complejos. Supongamos que ρ es el multirradio de convergencia de

|σ| y consideremos el polidisco centrado en el origen de multirradio ρ

∆C(ρ;0) = {z ∈ Cn; |zi| < ρi, i = 1, 2, . . . , n}

Entonces la serie de potencias convergente σ define una función suma

sσ : ∆C(ρ;0)→ C,

para la que tenemos propiedades similares al caso real, a saber:

1. Si identificamos C = R2 y entonces ∆C(ρ;0) ⊂ R2n, las partes real

Re(sσ) e imaginaria Im(sσ) son funciones de clase C∞.

2. Podemos expresar formalmente σ = Re(σ) +
√
−1Im(σ). Esta descom-

posición se obtiene escribiendo las variables ti = ui +
√
−1vi y los coefi-

cientes ci = Re(ci)+
√
−1Im(ci) y haciendo el desarrollo formal complejo.

Entonces tenemos

Re(σ), Im(σ) ∈ R[[u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn]].
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Una observación evidente es que si ci ∈ R, entonces

Re(σ) ∈ R[[u1, u2, . . . , un]]; Im(σ) ∈ R[[v1, v2, . . . , vn]].

La propiedad que queremos señalar es que el desarrollo de Tayor en el

origen de Re(sg) es Re(σ) y el desarrollo de Taylor en el origen de Im(sσ)

es Im(σ).

3. El desarrollo de Taylor complejo en el origen de sσ es σ. El estable-

cimiento de esta propiedad se hace, como en el caso real, variable a

variable, por medio de las derivadas parciales. Cuando n = 1, estamos

diciendo que la función sσ es derivable, en el sentido complejo, en un

entorno del origen, es decir que existe el ĺımite

s′σ(a) = ĺım
z→a

sσ(z)− sσ(a)
z − a

para los puntos a de un entorno del origen (en el caso complejo esto

implica automáticamente la posibilidad de derivar indefinidamente) y

además se tiene

σ =

∞∑
k=0

s
(k)
σ (0)

k!
tk.

4. Como en el caso real, el desarrollo de Taylor complejo en un punto a ∈
∆C(ρ;0) de sσ está dado por la identificación∑

I

caI (t1 − a1)i1(t2 − a2)i2 . . . (tn − an)in =
∑
I

cIt
i1
1 t

i2
2 . . . t

in
n .

5. Para cada a ∈ ∆C(ρ;0) la serie σa =
∑

I c
a
I t

i1
1 t

i2
2 . . . t

in
n es convergente y

define una función sσa que cumple

sσa ◦ Ta = sσ

en un entorno de a, donde Ta : b 7→ b− a.

Del mismo modo que en el caso real, si V ⊂ Cn es un abierto de Cn y f :

V → C es una función, diremos que f es anaĺıtica compleja u holomorfa en

un punto a ∈ V si coincide en un entorno de a con la suma de una serie de

potencias covergente centrada en a. En ese caso, por supuesto será anaĺıtica
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en un entorno de a. Diremos que f es anaĺıtica en V si lo es en todo punto de

V .

Nótese que “anaĺıtica compleja” u “holomorfa” es exactamente la mis-

ma propiedad. La denominación holomorfa hace referencia a propiedades muy

interesantes de estas funciones en relación con la conservación de ángulos (con-

formes) y de las formas, en las que no vamos a entrar.

Ahora ya podemos dar una definición de variedad anaĺıtica compleja, sim-

ilar a la del caso real. Diremos que M es una variedad anaĺıtica compleja de

dimensión n si es una variedad diferenciable de dimensión par 2n con un at-

las tal que los cambios de cartas definan por proyección funciones anaĺıticas

complejas. Esto es, las funciones

Cn ∼ R2n ⊃ ϕ(U ∩ U ′)
ϕ−1

→ U ∩ U ′ ϕ′
→ ϕ′(U ∩ U ′)

πC
i→ C

son anaĺıticas, donde πCi : Cn → C es la proyección sobre la coordenada com-

pleja i-ésima, para i = 1, 2, . . . , n. Aśı, si W es un abierto de M se puede

decir si una función f : W → C es anaĺıtica (u holomorfa) por lectura de la

propiedad en cartas. Obtenemos aśı el haz OC
M de gérmenes funciones comple-

jas anaĺıticas en M . De nuevo los argumentos invocados para el caso continuo

y diferenciable son válidos en este contexto (por ejemplo, si f es anaĺıtica en

p y f(p) ̸= 0 entonces 1/f es anaĺıtica en p). Aśı, tenemos un haz de C-álge-
bras locales. Si fijamos una carta ϕ centrada en p ∈ M , el homomorfismo de

C-álgebras
τϕ,p : OC

M,p → C{t1, t2, . . . , tn}

es un isomorfismo.

Si no hay confusión sobre el contexto complejo en el que trabajamos, es-

cribiremos OM en lugar de OC
M . Nótese que el atlas que da la estructura

anaĺıtica compleja da asimismo una estructura anaĺıtica real de dimensión

doble. No obstante, la relación entre el haz real OM y el complejo OC
M no es

completamente directa. Dejamos al lector explorar este extremo.

1.4. Espacios anillados

En los ejemplos anteriores hemos visto que las estructuras geométricas para

el espacio ambiente se han obtenido dotando el espacio topológico de base M
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de un haz estructural OM de K-álgebras de funciones en anillos locales. Para

integrar ambos datos en un mismo concepto, vamos a cambiar ligereamente

las notaciones, aśı, el espacio ambiente será un par

M = (|M |,OM ),

m donde |M | es el espacio topológico subyacente y OM es un haz de gérmenes

de funciones que es un haz de K-álgebras en anillos locales. Tal objeto sera

denominado espacio anillado ambiente.

Por supuesto el lector ya habrá adivinado que existe una teoŕıa más am-

plia de especios anillados, que comprende en particular esquemas y variedades

algebraicas y anaĺıticas con singularidades. Nosotros no entraremos en los de-

talles más avanzados de esta teoŕıa, nuestros objetos de estudio, singulares o

no, se considerarán “dentro” del espacio ambiente y sus singularidades y otras

particularidades se obtendrán a partir de las ecuaciones que los definen (haz

de ideales).

Supongamos que M1 y M2 son dos espacios ambiente. Un morfismo

ϕ :M1 →M2

es el dato de una aplicación continua fϕ : |M1| → |M2| con la propiedad de

que para cada abierto U ⊂M2 la aplicación

ϕU : OM2(U)→ OM1(f
−1
ϕ (U))

dada por h 7→ h ◦ fϕ está bien definida. Esto es suficiente para asegurar que

se tiene un homomorfismo ϕU de K-álgebras. El concepto de composición de

morfismos es evidente. Un isomorfismo es un morfismo inversible, en particular

fϕ es un homeomorfismo. Tenemos aśı establecida la categoŕıa de espacios

anillados ambiente.

Supongamos que p1 ∈ |M1| y que p2 = fϕ(p1). Tenemos definido un mor-

fismo de anillos locales

ϕp1 : OM2,p2 → OM1,p1

que se define en gérmenes por h 7→ h ◦ fϕ. Es muy sencillo ver que se trata de

un homomorfismo de anillos, más interesante es la comprobación de que es un

homomorfismo de anillos locales, es decir, que

ϕp1(MM2,p2) ⊂MM1,p1 .

Para ello basta recordar queMM,p son los gérmenes con valor 0 en p.
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1.5. Gérmenes de espacio ambiente

La idea de germen de espacio ambiente ha sido pocas veces implementada

expĺıcitamente en la literatura, excepto para la construcción de objetos más

sofisticados, como espacios formales etc.. Sin desear entrar en tales tecnicismos,

nos gustaŕıa dar una interpretación a la notación (Cn, 0) muy habitual sin

embargo.

Estamos acostumbrados a que los gérmenes se hacen “en un punto”, pero

es posible “germificar” el espacio ambiente alrededor de cualquier subconjunto

del espacio topológico subyacente; por razones prácticas, que se verán al hablar

de las explosiones, nos limitaremos a hacerlo en torno a compactos. Aśı, con-

sideremos un espacio ambiente M y un compacto E ⊂ |M |. Vamos a definir

el concepto de germen de espacio ambiente (M,E). Recordemos primero que

dado un abierto U ⊂ |M | tenemos un espacio anillado M |U = (U,OM |U ). Por
definición, el germen de espacio ambiente (M,E) es el conjunto de todos los

M |U donde U ⊃ E.

Nótese que, según esta definición, no es lo mismo el germen (M,E) que

el germen (M |U , E) para un abierto U ⊃ E. Sin embargo, estos objetos serán

isomorfos en la categoŕıa de gérmenes de espacios ambiente, cuyos morfismos

introducimos a continuación.

Sean (M1, E1) y (M2, E2) dos gérmenes de espacio ambiente. Consideremos

el conjunto de morfismos

A = {ϕ :M1|U1 →M2|U2 ; E1 ⊂ U1, E2 ⊂ U2, fϕ(E1) ⊂ E2}.

Establezcamos en A la relación de equivalencia cuyas clases serán los gérmenes

de morfismos entre (M1, E1) y (M2, E2). Consideremos dos elementos ϕ, ϕ′ del

conjunto A, donde
fϕ : U1 → U2; fϕ′ : U ′

1 → U ′
2.

Diremos que ϕ, ϕ′ definen el mismo germen de morfismo entre (M1, E1) y

(M2, E2) si existe un abierto W de |M1| tal que

E1 ⊂W ⊂ U1 ∩ U ′
1,

de modo que las restricciones de fϕ y de fϕ′ aW coincidan. Se tiene aśı estable-

cida una relación de equivalencia, cuyas clases son por definición los morfismos
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de gérmenes de espacio ambiente

Φ : (M1, E1)→ (M2, E2).

En este contexto podemos interpretar (Cn,0) como el germen en el origen de

Cn, sabiendo que es isomorfo a cualquier abierto que contenga el origen, como

germen en el origen.

La composición de dos gérmenes de morfismo es otro germen de morfismo.

Consideremos dos gérmenes de morfismo

Φ : (M1, E1)→ (M2, E2); Ψ : (M2, E2)→ (M3, E3)

y elijamos representantes ϕ, ϕ′ de Φ y ψ,ψ′ de Ψ, donde

ϕ :M1|U1 →M2|U2 ; ϕ′ :M1|U ′
1
→M2|U ′

2
;

ψ :M2|U ′′
2
→M3|U3 ; ψ′ :M2|U ′′′

2
→M3|U ′

3
.

Sea W1 un abierto conveniente para la pareja ϕ, ϕ′ y W2 uno conveniente para

la pareja ψ,ψ′. Entonces W1 ∩ f−1
ϕ (W2) es conveniente para la composición.

Una observación fundamental es la siguiente:

Sean (M1, p1) y (M2, p1) dos gérmenes de espacio ambiente en

sendos puntos p1 y p2. Si (M1, p1) y (M2, p2) son isomorfos, en-

tonces existe un isomorfismo de K-álgebras locales entre los anillos

locales OM1,p1 y OM2,p2 .

La propiedad rećıproca también es cierta entre el tipo de espacios ambiente

que nos interesa y es la que justifica el estudio de anillos de series que empren-

deremos más adelante:

Teorema 1. Sean (M1, p1) y (M2, p1) dos gérmenes de espacio ambiente en

sendos puntos p1 y p2. Supongamos que M1 y M2 son variedades anaĺıticas

complejas (entonces K = C) o bien que son variedades anaĺıticas reales (en-

tonces K = C). Si existe un isomorfismo de K-álgebras locales entre OM1,p1 y

OM2,p2 entonces (M1, p1) y (M2, p1) son isomorfos.

En nuestro contexto este resultado, clave para un desarrollo más abstracto

de la Geometŕıa Anaĺıtica y Algebraica, es muy evidente. No obstante, vamos a

comentar su prueba. Restrinjámonos al caso complejo, el caso real seguiŕıa los
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mismos pasos. Sabemos que (M1, p1) es isomorfo a (Cn1 ,0) y que (M2, p2) es

isomorfo a (Cn2 ,0). Aśı que, en términos de anillos locales, se trata de probar

que si las C-álgebras de series convergentes

C{t1, t2, . . . , tn1} y C{u1, u2, . . . , un2}

son isomorfas, entonces n1 = n2. Esto invoca lógicamente teoremas clásicos

del Análisis. Veamos cómo. Sea

ϕ : C{t1, t2, . . . , tn1} → C{u1, u2, . . . , un2}

el isomorfismo que nos dan por hipótesis, cuyo inverso puede denominarse ψ.

Aśı, tenemos series convergentes

ϕ(ti) = τi(u1, u2, . . . , un2); i = 1, 2, . . . , n1.

ψ(uj) = µj(t1, t2, . . . , tn1); j = 1, 2, . . . , n2.

Como paso previo, consideremos σ = σ(t1, t2, . . . , tn1) una serie de potencias

convergente e intentemos averiguar cuál es su imagen por ϕ. La primera idea

que tenemos todos es la sustitución

σ(τ) = σ(τ1(u1, u2, . . . , un2), τ2(u1, u2, . . . , un2), . . . , τn1(u1, u2, . . . , un2)).

Ahora bien esto no es inmediato, dado que un homomorfismo de álgebras

respeta las operaciones de suma y producto finitas, no las infinitas, aún cuando

nuestros conocimientos de Análisis elemental nos recuerdan que efectivamente

la sustitución define bien una serie convergente. Ciertamente, la sustitución

seŕıa la respuesta correcta si σ fuera un polinomio. Lo que podemos hacer

ahora es truncar para hacer un razonamiento asintótico. Aśı, expresemos

σ = SN + S̃N

donde SN es un polinomio y S̃N una serie de potencias en cuyo desarrollo

todos los monomios tienen grado mayor que N . Una verificación simple nos

dice que

σ(τ) = SN (τ) + R̃N ,

donde R̃N es una serie de potencias en cuyo desarrollo todos los monomios

tienen grado mayor que N . Por otro lado

ϕ(σ) = ϕ(σN ) + ϕ(S̃N ) = σN (τ) + ϕ(S̃N ).
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Como S̃N es una suma finita de monomios de grado mayor queN multiplicados

por series de potencias y además cada τi(0) = 0, se ve que ϕ(S̃N ) es una serie

de potencias en u1, u2, . . . , un2 en cuyo desarrollo todos los monomios tienen

grado mayor que N . Aśı pues, para cada N tenemos que

σ(τ)− ϕ(σ) = R̃N − ϕ(S̃N ).

La única posibilidad es que σ(τ) = ϕ(σ) pues la diferencia no podŕıa tener

ningún monomio en su desarrollo.

Ahora ya podemos probar que n1 = n2. En efecto, de lo anterior se concluye

que

ti = τi(µ1, µ2, . . . , µn2); uj = µj(τ1, τ2, . . . , τn1).

para todo i = 1, 2, . . . , n1 y todo j = 1, 2, . . . , n2. Aplicando la regla de la

cadena a estas sustituciones de series convergentes, se concluye que la matriz

jacobiana en el origen (
∂τi
∂uj

(0)

)
es inversible y, por lo tanto, es cuadrada. Aśı pues n1 = n2.

1.6. El espacio proyectivo

El espacio ambiente global por excelencia es el espacio proyectivo. Tiene

además la ventaja de que su construcción es completamente universal y por

consiguiente válida en todos los contextos de la geometŕıa: desde al aritmética,

geometŕıa sobre cuerpos abstractos, el caso real, el caso complejo, la estructura

puramente algebraica (topoloǵıa de Zariski), la topoloǵıa usual real o comple-

ja, la estructura anaĺıtica, etc.. Más aún hay resultados (lema de Chow) de

globalidad que permiten asegurar que algunos objetos geométricos anaĺıticos

globalmente definidos sobre el espacio proyectivo son de hecho también alge-

braicos, es decir pueden estar dados por polinomios. La expresión más com-

pleta de estos resultados está en los teoremas GAGA de Serre.

El espacio proyectivo de dimensión n sobre K, que denotaremos Pn
K es por

definición el conjunto de rectas vectoriales de Kn+1. Aśı existe una aplicación

suprayectiva

Kn+1 \ {0} → Pn
K
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que a cada (x0, x1, . . . , xn) ̸= (0, 0, . . . , 0) le hace correponder la recta

[x0, x1, . . . , xn] ∈ Pn
K

que pasa por el origen de Kn+1 y por (x0, x1, . . . , xn). Diremos que

(x0, x1, . . . , xn)

son las coordenadas homogéneas de [x0, x1, . . . , xn]. Evidentemente dos juegos

de coordenadas homogéneas definen el mismo punto proyectivo si y solamente

si son proporcionales. La topoloǵıa usual del espacio proyectivo es la topoloǵıa

cociente de la de Kn+1 \ {0}.
Podemos dar cartas estandarizadas en el espacio proyectivo:

ϕi : Ui = {xi ̸= 0} → Kn

definidas por:

[x0, x1, . . . , xn] ∈ Ui 7→ (
x0
xi
,
x1
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn
xi

) = (yi1, y
i
2, . . . , y

i
n).

Diremos que (yi1, y
i
2, . . . , y

i
n) son las coordenadas afines en la carta i-ésima del

punto [x0, x1, . . . , xn]. Se obtiene aśı la estructura de variedad anaĺıtica del

espacio proyectivo con la que trabajaremos.

No vamos a detallar aqúı demasiado las propiedades del espacio proyectivo,

con las que suponemos que el lector está familiarizado. Sin embargo, a t́ıtulo

de ejemplo realizaremos algunos cálculos en el esṕıritu del lema de Chow.

Tomemos el caso K = C. Veamos que las únicas funciones holomorfas

globalmente definidas f : Pn
C → C son las constantes. Denotemos fi = f |Ui ,

entonces cada fi se corresponde con una serie entera

σi =
∑
I

aiIy
iI

a la que podemos dar valores arbitrarios en las coordenadas afines. Al mismo

tiempo el ĺımite según una recta af́ın de Ui en el infinito debe ser un valor

finito. Se deduce que σi y por tanto fi es una constante, que debe ser el valor

constante de f .

Veamos ahora, sin entrar en demasiados detalles técnicos, que una hiper-

superficie anaĺıtica de Pn
C es de hecho algebraica, es decir, dada por los ceros de
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polinomios en las cartas afines. Este resultado, conocido como Lema de Chow

es el punto de partida para la comparación, a nivel proyectivo, de la Geometŕıa

Algebraica y la Geometŕıa Anaĺıtica Compleja. No entraremos en la zona más

profunda del mismo, que es la razón cohomológica de que una hipersuperficie

de Cn+1 \ {0} se extiende a una hipersuperficie de Cn+1. El argumento es aśı,

sea H ⊂ Pn
C una hipersuperficie y consideremos la aplicación canónica

p : Cn+1 \ {0} → Pn
C.

Entonces p−1(H) es una hipersuperfice de Cn+1 \ {0}, que se extiende a una

hipersuperficie CH ⊂ Cn+1 la cual, por construcción, es un cono, es decir, si

contiene un punto, contiene toda la recta que lo une con el origen. Supongamos

que F (x0, x1, . . . , xn) = 0 es una ecuación de CH y escribamos

F (x0, x1, . . . , xn) = Fd + Fd+1 + · · · ,

donde los Fi son polinomios homogéneos de grado i. Dado un punto a =

(a0, a1, . . . , an), distinto del origen, del cono CH, para todo λ ∈ C se tiene

0 = F (λa) = λdFd(a) + λd+1Fd+1(a) + · · · .

Se sigue que 0 = Fd(a) = Fd+1(a) = · · · . En particular Fd = 0 es una hiper-

superfice contenida en H = {F = 0}. Por “irreducibilidad” se concluye que

H = {Fd = 0}. (En este curso no entraremos en conceptos como la irreducibil-

idad con toda su extensión, aunque śı lo detallaremos para el caso de curvas).

Ahora ya es evidente que

Hi = H ∩ Ui = {fi(yi) = 0},

donde fi(y
i) = xdiF (x0/xi, x1/xi, . . . , xn/xi) es un polinomio de grado menor

o igual que d.

Observación 1. Un ejercicio interesante es el siguiente. Supongamos que

H ⊂ Pn
C es tal que Hi = H ∩ Ui está dada por fi = 0, donde cada fi es un

polinomio. Entonces existe un polinomio homogéneo F (x0, x1, . . . , xn) de un

cierto grado d tal que

H = {[x0, x1, . . . , xn] ∈ Pn
C; F (x0, x1, . . . , xn) = 0}.
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1.7. La explosión de un punto

Vamos a introducir un ejemplo de morfismo de espacios ambientes que

será muy útil en lo sucesivo. Consideremos el espacio proyectivo Pn
K y el punto

P0 = [1, 0, 0, . . . , 0].

(Es el origen de la primera carta). En una dimensión menos (aśı pues supon-

dremos n ≥ 2) tenemos una identificación del hiperplano del infinito

H∞ = {x0 = 0}

con Pn−1
K , dada por [0, x1, x2, . . . , xn]↔ [x1, x2, . . . , xn].

Observemos que H∞ se puede identificar con el conjunto de rectas proyec-

tivas que pasan por P0, ya que cada punto Q de H∞ determina una y solo una

recta proyectiva Q+ P0 que pasa por P0 y Q. (Estas rectas son en realidad el

“proyectivizado” de las rectas afines de U0 que pasan por P0; de una manera

más precisa, una recta proyectiva está dada por los puntos del espacio proyec-

tivo que se corresponden con los de un subespacio vectorial de dimensión dos

de Kn+1). Ahora podemos considerar la proyección

p : Pn
K \ {P0} → H∞ = Pn−1

K ,

que a cada punto Q′ hace correponder el punto Q ∈ H∞ tal que P0 + Q′ =

P0 +Q. El grafo de la proyección

G(p) ⊂ (Pn
K \ {P0})× Pn−1

K

está descrito por las ecuaciones

([x], [z]) ∈ G(p)⇔ xizj − xjzi = 0, i, j = 1, 2, . . . , n.

Recordemos que, como en todo grafo, la aplicación proyección sobre el primer

factor es un isomorfismo:

π|G(p) : G(p)→ Pn
K \ {P0}.

Dado que tenemos detectadas ecuaciones para G(p), podemos extenderlas sin

problemas al espacio Pn
K × Pn−1

K y considerar el conjunto

M = {([x], [z]) ∈ Pn
K × Pn−1

K ;xizj − xjzi = 0, i, j = 1, 2, . . . , n}.
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Como hemos visto

G(p) =M ∩ (Pn
K \ {P0})× Pn−1

K .

Además, es inmediato comprobar que

E =M ∩ {P0} × Pn−1
K = {P0} × Pn−1

K .

Aśı pues, el divisor excepcional E se identifica con Pn−1
K o, más precisamente,

con el conjunto H∞ de las rectas que pasan por P0.

Definición 1. La restricción π :M → Pn
K de la primera proyección

Pn
K × Pn−1

K → Pn
K

se llama explosión de Pn
K con centro P0.

Es de señalar que en la definición anterior se usa una selección previa de

coordenadas de manera importante. Cabe preguntarse si este morfismo es en

realidad independente de las coordenadas. No solamente lo es, sino que esto se

obtiene gracias a una propiedad universal que hace de las explosiones los mor-

fismos más importantes de la Geometŕıa Algebraica. Nosotros no entraremos

demasiado en estos detalles, las construcciones de explosiones sucesivas que

efectuemos serán en realidad particulares, aunque el lector debe tener el con-

vencimiento de que todas están bien definidas salvo isomorfismo único (como

corresponde a las propiedades universales).

La primera tarea que tenemos es comprobar queM es un espacio ambiente.

Esto será cierto de hecho en cualquiera de las categoŕıas en las que trabajemos.

Observemos que

M = π−1(U0) ∪
n∪

i=1

π−1(Ui).

Dado que P0 /∈ Ui para i ≥ 1, se puede identificar π−1(Ui) con Ui, para

aśı configurar algunas de las cartas de M . El problema se concentra pues en

la descripción de π−1(U0). Vamos a describir π−1(U0) como unión de abiertos

coordenados

π−1(U0) =W1 ∪W2 ∪ · · · ∪Wn

de la manera siguiente. Recordemos que en U0 tenemos coordenadas

(y1, y2, . . . , yn),
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donde yi = xi/x0. Definamos

Wj = {([1, y1, y2, . . . , yn], [z1, z2, . . . , zn]) ∈M ; zj ̸= 0}.

Identificaremos cada Wj con Kn mediante aplicaciones coordenadas

(uj1, u
j
2, . . . , u

j
n) :Wj → Kn,

donde ujs = ys/yj para s ̸= j y ujj = yj . De esta manera obtenemos la es-

tructura deseada de M como espacio ambiente y, de paso, una descripción en

coordenadas del morfismo de explosión π : M → Pn
K. Nótese que el divisor

excepcional E tiene como ecuaciones E ∩Wj = {uj = 0}.
Como segunda parte de esta sección, nos podemos preguntar si es posible

hacer la explosión de un espacio ambienteM0 con centro en un punto P0 ∈M0.

Esto es aśı, sin entrar en detalles para probar que el procedimiento está definido

intŕınsecamente (la referida propiedad universal), describamos dicho morfismo.

En la construcción anterior, si U ∋ P0 es un abierto de Pn
K que contiene P0,

definimos la explosión de U con centro P0 como la restricción

π|π−1(U) : π
−1(U)→ U.

Ahora, elijamos un atlas de M0 formado por abiertos que no contienen P0 y

un único abierto U que contiene P0. Dado que π−1(U \ {P0}) es isomorfo a

U \ {P0}, podemos reconstruir una variedad M1 a partir de un atlas en el que

substituimos U por π−1(U) y conservamos el resto de los abiertos coordena-

dos, relacionados con π−1(U) a través de la identificación citada. Aśı se tiene

también un morfismo

π :M1 →M0

que es la explosión de M0 con centro P0.
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Caṕıtulo 2

Anillos de series

En esta sección presentaremos las propiedades algebraicas más notables de

los anillos locales OM,p en los casos anĺıtico complejo y anaĺıtico real. Supon-

dremos una cierta familiaridad del lector con las series formales y los rudimen-

tos del Algebra Conmutativa. Recordemos que

O = OM,p = K{x1, x2, . . . , xn},

donde n es la dimensión del espacio ambiente M . Consideraremos asimismo

los anillos de series formales

Ô = K[[x1, x2, . . . , xn]].

Estos anillos se definen como el conjunto de series de potencias en las variables

x1, x2, . . . , xn

sin exigir ninguna condición de convergencia. Lógicamente tenemos

O = K{x1, x2, . . . , xn} ⊂ K[[x1, x2, . . . , xn]] = Ô

y aśı toda serie convergente se expresa también como una serie formal:

σ =
∑

I=(i1,i2,...,in)

aIx
I ; aI ∈ K.

Reorganizando los monomios por su grado, podemos expresar σ como una

descomposición infinita

σ = σν + σν+1 + · · · ,

31



32 CAPÍTULO 2. ANILLOS DE SERIES

donde cada σd es un polinomio homogéneo de grado d y σν ̸= 0. El valor

ν ∈ Z≥0 se denomina el orden de la serie σ. Ya sabemos que en el caso

convergente ν = 0 si y solamente si σ es una unidad. Esto también es cierto

en el caso formal. En efecto, escribamos λ = σ(0) y σ = λ(1 − η), donde η
tiene orden ≥ 1. Entonces tenemos

1

σ
=

1

λ

(
1 + η + η2 + · · ·

)
.

En particular se deduce que ambos anillos son locales, su ideal maximal M,

respectivamente M̂, se corresponde con las series de orden ≥ 1. Este ideal

visiblemente está generado por las coordenadas x1, x2, . . . , xn.

Otras propiedades de estos anillos son un poco más dif́ıciles de obtener.

En esta sección probaremos las siguientes:

Los anillos O y Ô son noetherianos. Esto quiere decir que cada ideal

tiene un sistema finito de generadores.

El teorema de las funciones impĺıcitas es válido en estos anillos. Es un

resultado clásico para el caso convergente, que se puede extender al caso

formal y que nosotros veremos como una consecuencia del teorema, más

general, de preparación de Weierstrass.

Los anillos O y Ô son dominios de factorización única. Esto quiere de-

cir que cada elemento se factoriza de modo esencialmente único cmo

producto de elementos irreducibles. Las consecuencias geométricas, que

estudiaremos extensamente en el caso de curvas planas, permiten definir

gérmenes de hipersuperficies, como unión de hipersuperficies irreducibles

y desarrollar el análogo formal.

Los anillos O y Ô son henselianos. En el caso de curvas planas esto

implica que si hay varias tangentes, entonces hay varias componentes

irreducibles, al menos una para cada tangente.

Muchas de estas propiedades (y otras relacionadas, por ejemplo, con la re-

ducción de singularidades y que no mencionaremos aqúı) se obtienen como

consecuencia de los teoremas de preparación y división de Weierstrass.
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2.1. El teorema de preparación de Weierstrass

Sea σ =
∑

I aIx
I una serie formal o convergente de orden ν > 0. Diremos

que σ es distinguida en la variable xn si y solamente si σν(0, 0, . . . , 1) ̸= 0.

Dicho de otro modo, la serie σ es distinguida en la variable xn si podemos

escribir

σ = λxνn + xnη + ζ,

donde λ ̸= 0 y η, ζ son series de modo que el orden de ζ es > ν (naturalmente,

el orden de η debe ser ≥ ν, puesto que el orden de σ es igual a ν).

Escribamos (x1, x2, . . . , xn) = (x) = (y, xn), con (y) = (x1, x2, . . . , xn−1).

Dado ν ∈ Z≥1, un polinomio distinguido de orden ν en la variable xn es

una serie (formal o convergente) de la forma

P = xνn + α1(y)x
ν−1
n + α2(y)x

ν−2
n + · · ·+ αν(y),

donde cada αi es una serie (formal o convergente, según el caso) en las variables

(y) = (x1, x2, . . . , xn−1) de orden ≥ i. Se sigue, claro está, que P es una serie

de orden ν.

El teorema de preparación de Weierstrass se enuncia como sigue:

Teorema 2 (Teorema de preparación). Sea σ una serie formal (respectiva-

mente convergente) de orden ν ≥ 1 distinguida en la variable xn. Entonces

existe una unidad formal U (resp. convergente) y un polinomio P distinguido

de orden ν en la variable xn formal (resp. convergente) tal que

σ = UP.

Intimamente asociado con el teorema de preparación, tenemos el teorema

de división de Weierstrass, que se enuncia como sigue:

Teorema 3 (Teorema de división). Sea σ una serie formal (respectivamente

convergente) de orden ν ≥ 1 distinguida en la variable xn. Dada cualquier otra

serie formal τ (resp. convergente) existen dos series formales únicas (resp.

convergentes) Q y R tales que

τ = Qσ +R

donde R tiene la forma R = xν−1
n Rν−1(y) + xν−2

n Rν−2(y) + · · ·+R0(y).
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Veamos que el teorema de división implica el teorema de preparación.

Dividamos xνn por σ, se tiene

xνn = Qσ +R

y por tanto Qσ = xνn − R. Basta ver que Q es unidad, pero esto es evidente,

ya que el orden de xνn−R es ≤ ν y el orden de Qσ es mayor o igual que ν más

el orden de Q, que entonces debe ser cero.

También se puede comprobar que el teorema de preparación implica el de

división. En efecto, supongamos σ = UP , donde P es un polinomio distinguido

de orden ν en la variable xn. Dada una serie τ , si pudiéramos dividir τ por P

de forma única

τ = Q′P +R

tendŕıamos que τ = Q′U−1σ + R es la división buscada. Basta pues buscar

la descomposición τ = Q′P +R y probar su unicidad. Para toda potencia xan
tenemos una expresión única

xan = TaP +R(a);R(a) = R
(a)
ν−1(y)x

ν−1
n +R

(a)
ν−2(y)x

ν−2
n + · · ·+R

(a)
0 (y)

que se obtiene sin más que “rebajar” sucesivamente el grado en xn de la parte

no divisible por P , aplicando la fórmula xνn = P − (P −xνn). Además, de estas

manipulaciones, se concluye que el orden de Ta(y) y de cada R
(a)
b (y), para

0 ≤ b ≤ ν − 1, tiende a +∞ cuando el exponente a aumenta.

Ahora ya podemos efectuar nuestra división. Si

τ =

∞∑
i=0

τi(y)x
i
n

escribiremos

τ =

( ∞∑
a=0

τa(y)Ta(y)

)
P +

ν−1∑
j=0

( ∞∑
a=0

τa(y)R
(a)
j (y)

)
xjn.

La unicidad de la descomposición τ = Q′P +R se deduce inmediatamente de

la unicidad para el caso de que τ sea la serie idénticamente nula.

Finalmente, obervemos también que el teorema de preparación implica el

teorema de la función impĺıcita. En efecto este último se corresponde al caso

de una serie σ distinguida de orden uno en la variable xn. Entonces

σ = U(y, xn) (xn − f(y)) .
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Por consiguiente, dado que U es una unidad, en un entorno del origen la

ecuación σ = 0 es equivalente a xn = f(y).

Hay muchas pruebas de estos teoremas en la literatura. Es relativamente

fácil organizar una prueba por coefficientes indeterminados correpondiente al

caso formal. Trabajando con cuidado, además se puede demostrar que este

método iterativo produce series convergentes si los datos de partida lo son.

Una buena referencia de este punto de vista es el libro de Abhyankar (Local

Analytic Geometry).

2.2. Consecuencias del teorema de preparación

Recordemos que un anillo (conmutativo con unidad) se dice noetheriano

si todo ideal admite un sistema finito de generadores, lo que además equivale

a decir que todo sistema de generadores contiene un sub-sistema finito de

generadores. Desde el punto de vista geométrico, para anillos de funciones, esta

propiedad implica que el lugar geométrico de los ceros de un sistema finito o

infinito de funciones es la intersección de un número finito de hipersuperficies.

El anillo de polinomios en n variables con coeficientes en un anillo noethe-

riano es noetheriano. Este resultado, conocido como el teorema de la base de

Hilbert , es muy clásico y al mismo tiempo admite una prueba elemental, que

no detallaremos.

Veamos a continuación que

O = K{x1, x2, . . . , xn}, Ô = K[[x1, x2, . . . , xn]]

son noetherianos.

Razonaremos por inducción sobre el número n de variables. Si n = 1, todo

ideal es una potencia de x1O. Sea I ⊂ O un ideal no nulo y seleccionemos

f ∈ I, f ̸= 0. Después de un cambio lineal de variables suficientemente general

(el cuerpo K es infinito), podemos suponer que f(x) que es regular en xn de

orden ν > 0. Dividamos cada elemento g de I por f :

g = qf + r; r(x) = rν−1(y)x
ν−1
n + rν−2(y)x

ν−2
n + · · ·+ r0(y).

Nótese que g − qf = r ∈ I ∩ K{y}[xn]. Aplicando la hipótesis de inducción

y el teorema de la base de Hilbert, existe una colección finita de polinomios
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p1, p2, . . . , pk ∈ K{y}[xn] que generan el ideal I ∩K{y}[xn]. Ahora es ya evi-

dente que f, p1, p2, . . . , pk generan I. Este mismo argumento es válido para el

anillo se series formales Ô.
Otra consecuencia muy importante de los teoremas de preparación y di-

visión es que O y Ô son dominios de factorización única. De nuevo para ello

invocamos un procedimiento de inducción basado en el siguiente hecho alge-

braico

Si A es un dominio de factorización única, entonces el anillo de

polinomios en una variable A[X] también lo es.

Consideremos un elmento no nulo f ∈ O y efectuemos, si fuera necesario, un

cambio de coordenadas para que f sea regular de orden ν > 0 en la variable

xn. Por el teorema de preparación tenemos

f = UP ; P (x) = xνn + P1(y)x
ν−1
n + · · ·+ Pν(y) ∈ K{y}[xn].

Por hipótesis de inducción y aplicación del susodicho resultado algebraico,

tenemos una descomposición en polinomios irreducibles y mónicos

P = P1P2 · · ·Pk; Pj ∈ K{y}[xn], j = 1, 2, . . . , k

que además son polinomios de Weierstrass. Después de esta observación, es

suficiente probar que si P es un polinomio de Weierstrass irreducible como el-

emento de K{y}[xn], también es irreducible como elemento de O. Supongamos

que

P = gh,

donde g, h son no unidades. Es visible que g y h son regulares en xn de órdenes

respectivos ν1, ν2, con ν1 + ν2 = ν. Aplicando el teorema de preparación de

nuevo tenemos

P = U1U2GH, W = U1U2,

donde G,H son polinomios de Weierstrass yW es una unidad. Ahora podemos

ver que W =W (y) y por tanto se puede “absorber” en uno de los polinomios

de Weierstrass, contradiciendo que P es irreducible.
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2.3. El lema de Hensel

La propiedad de Hensel es la que permite encontrar un substituto de la

topoloǵıa clásica de manera abstracta en Geometŕıa Algebraica, con anillos

locales suficientemente ricos. Concretamente y poniendo un ejemplo a nivel de

anillos de polinonios y funciones polinómicas: la curva algebraica plana

x2 − y2 + x3 = 0

es globalmente irreducible (el polinomio x2 − y2 + x3 es irreducible) pero en

el origen tiene un cono tangente, dado por x2− y2 = 0, que es la unión de dos

rectas.

Ciertamente, si tomáramos un entorno del origen en la topoloǵıa clásica,

veŕıamos dos componentes de la curva, pero estas no se pueden separar por la

topoloǵıa de Zariski, que es la naturalmente asociada a las funciones polinómi-

cas, menos fina que la topoloǵıa usual de Kn.

La topoloǵıa que obtendŕıamos de manera abstracta se llama la topoloǵıa

etale, cuyos anillos de gérmenes son naturalmente henselianos, con la propiedad

antes citada. No entraremos en los detalles técnicos de esta construcción.

Nos limitaremos a comprobar que los anillos que nos interesan O y Ô son

henselianos.

Recordemos que todo elemento no nulo f ∈ O se escribe

f = fν(x) + fν+1(x) + · · · ,

donde fν ̸= 0 y cada fj(x) ∈ K[x] es un polinomio homogéneo de grado j.

En realidad, la forma inicial fν tiene un sentido intŕınseco, como elemento del

espacio vectorial

Mν/Mν+1.

Para ser más preciso, el anillo graduado

GrMO =
∞⊕
i=0

Mi/Mi+1

es isomorfo al anillo de polinomios K[X], donde los coeficientes están dados por

K = O/M y las variables son Xj = xj +M2 ∈M/M2, para j = 1, 2, . . . , n.
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Consideremos un anillo local (A,M), de suerpo residual κ = A/M y sea

Y una indeterminada. Dado un polinomio mónico

f(Y ) = Y d + ad−1Y
d−1 + · · ·+ a0 ∈ A[Y ]

escribiremos f̄(Y ) ∈ κ[Y ] el polinomio

f̄(Y ) = Y d + ād−1Y
d−1 + · · ·+ ā0 ∈ κ[Y ],

donde āj ∈ κ es la clase de aj móduloM.

Definición 2. Un anillo local (A,M) se dice henseliano, o que satisface la

propiedad de Hensel, si dado f(Y ) ∈ A[Y ] mónico tal que f̄(Y ) se descompone

f̄(Y ) = G(Y )H(Y )

donde G(Y ) y H(Y ) no tienen factores comunes en κ[Y ], entonces existen

g(Y ), h(Y ) ∈ A[Y ] mónicos tales que

f(Y ) = g(Y )h(Y )

y además ḡ(Y ) = G(Y ), h̄(Y ) = H(Y ).

Los anillos O y Ô son henselianos. Este resultado es cierto para K = R
y para K = C, de hecho, en el caso de series formales, lo es para cualquier

cuerpo de coeficientes. Comentaremos una prueba (véase de nuevo el libro

de Abhyankar) para el caso complejo, utilizando que K es algebraicamente

cerrado (este es el clásico “Lema de Hensel”).

Dado que C es algebraicamente cerrado, podemos escribir

f̄(Y ) =
k∏

i=1

(Y − ci)mi ,

donde los ci son distintos dos a dos. Después del cambio de variable Z = Y −c1,
tenemos

f̄(Z + c1) = G(Z); G(Z) = ḡ(Z), g(Z) = f(Z + c1)

y además g(Z) ∈ O[Z] es regular en Z de orden m1 Aplicando el teorema de

preparación, tenemos

g(Z) = γ(x, Z)P (Z),
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donde γ(0, 0) ̸= 0. Dado que g(Z) es un polinomio, aplicando el teorema

de división de g(Z) por P (Z), vemos que γ ∈ O[Z], pues la relación anterior

coincide con la división eucĺıdea. Además P̄ (Z) = Zm1 . Deshaciendo el cambio,

se obtienen todos los factores.

2.4. El cono tangente de una curva plana

Vamos ahora a aplicar el hecho de que el anillo O es henseliano para probar

rápidamente un primer resultado geométrico. Supongamos que trabajamos en

dimensión n = 2 y que tenemos una serie irreducible f . Nos interesa el germen

de curva f = 0, como subconjunto de (C2,0). Evidentemente, para la evalu-

ación local de los ceros de f obtendremos el mismo resultado si multiplicamos

f por una unidad, que no se anula en un entorno del origen. Aśı pues, salvo

multiplicar por una unidad y efectuar un cambio lineal de coordenadas, pode-

mos suponer que el germen C de curva está dado por los ceros P = 0 de un

polinomio de Weierstrass

P (x, y) = yν + P1(x)y
ν−1 + · · ·Pν(x)

donde el orden de Pi(x) es mayor o igual que i. Denotemos por Ini(Pi) = λix
i

la parte de grado i de Pi(x). Aśı la forma inicial de P es

In(P )(x, y) = yν + λ1xy
ν−1 + · · ·+ λν .x

ν

El cono tangente de C se define por In(P )(x, y) = 0. Es un conjunto de rectas

que pasan por el origen, ya que el polinomio In(P )(x, y) es homogéneo en dos

variables.

Supongamos ahora que In(P )(x, y) se descompone

In(P )(x, y) =
t∏

s=1

(y − µsx)ms ,

donde los µs son distintos entre śı. Esto nos da las t rectas distintas del cono

tangente. Veamos ahora que de hecho se tiene

P (x, y) = P1(x, y)P2(x, y) · · ·Pt(x, y)

donde cada Ps(x, y) es un polinomio de Weierstrass cuya forma inicial es (y−
µs)

ms . Lógicamente tendremos entonces que

C = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Ct,
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donde cada Cs es la curva Ps(x, y) = 0.

Pasemos a dar una idea de la demostración de estos hechos. Lo haremos v́ıa

una transformación de explosión, cuyo alcance desarrollaremos en secciones

posteriores. Consideremos una variable adicional T y escribamos y = Tx.

Hagamos

G(x, T ) = P (x, Tx)/xν =
t∏

s=1

(T − µs)ms + x(· · · ).

Aplicando el lema de Hensel a C{x}, tenemos una descomposición

G(x, T ) = G1(x, T )G2(x, T ) · · ·Gt(x, T ),

tal que Gs(x, 0) = (T − µs)
ms , donde cada Gs(x, T ) es un polinomio en la

variable T de grado ms. Si ahora hacemos

P (x, y) = xνG(x, y/x) =
t∏

s=1

xmsGs(x, y/x),

tenemos la descomposición P (x, y) =
∏t

s=1 Ps(x, y), donde

Ps(x, y) = xmsGs(x, y/x).



Caṕıtulo 3

Gérmenes de curvas anaĺıticas

La geometŕıa algebraica tiene como objeto básico de estudio las soluciones

de ecuaciones polinómicas, es decir los conjuntos algebraicos. Como ya hemos

indicado, su espacio ambiente más natural es el espacio proyectivo Pn
K de di-

mensión n. Los primeros objetos interesantes son las curvas algebraicas planas.

Una curva algebraica plana C ⊂ P2
K es un subconjunto del plano proyectivo

dado por el lugar de ceros de un polinomio homogéneo P (X0, X1, X2), es decir,

C = {[a0, a1, a2] ∈ P2
K; P (a0, a1, a2) = 0}.

Hay dos tipos de propiedades que nos pueden interesar en el estudio de las

curvas algebraicas planas. En primer lugar tenemos las propiedades globales,

como puede ser el grado mı́nimo de un polinomio homogéneo P (X0, X1, X2)

que defina la curva. El grado tiene una interpretación geométrica muy clara, es

el número de puntos de corte de la curva con una recta del plano proyectivo, si

se cuentan con la multiplicidad (multiplicidad de intersección) adecuada. En

segundo lugar tenemos toda una colección de preguntas acerca de la naturaleza

de la curva en un entorno de un punto de la misma, estas son la propiedades

locales. En estas notas nos vamos a centrar sobre todo en estas últimas, aunque

como veremos hay muchos aspectos globales también en el estucio local de los

puntos de una curva.

Las funciones naturalmente definidas en un entorno de un punto dependen,

tal como vimos al hablar del espacio ambiente, de la topoloǵıa con la que

trabajamos, ya sea la de Zariski, adaptada a polinomios, o la usual, en la que

las funciones anaĺıticas serán nuestra elección. El uso de la topoloǵıa de Zariski

41
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exige, para el tratamiento de problemas locales, la introducción de entornos

etale y henselianizados; son estas herramientas sutiles y muy interesantes,

destinadas a paliar la inexistencia del lema de Hensel para los anillos locales

de variedades algebraicas, pero no las detallaremos en estas notas.

3.1. La multiplicidad, ramas y puntos singulares

Un germen de curva anaĺıtica compleja en el origen de C2 es por defini-

ción un germen (C,0) de subconjunto de (C2,0) dado por los ceros de una

función anaĺıtica f(x, y) en dos variables definida en un entorno del origen. Lo

escribiremos

(C,0) = {f(x, y) = 0}.

Es evidente que uf define el mismo germen de curva anaĺıtica cuando u es un

germen de función que no se anula en el origen (unidad de O). Por otro lado,

si tenemos

f = f r1i f
r2
2 · · · f

rk
k ,

entonces f = 0 coincide con f1f2 · · · fk = 0 y tenemos una descomposición

C = C1 ∪ C2 ∪ · · · ∪ Ck,

donde Ci = {fi = 0}.
Llamaremos rama anaĺıtica a todo germen de curva anaĺıtica f = 0, donde

f es irreducible como elemento de O. Aśı, todo germen de curva anaĺıtica es

unión de ramas anaĺıticas.

Ya tenemos definida la multiplicidad ν(f) de un elemento f(x, y) ∈ O. Di-

remos que el origen 0 ∈ C es un punto no singular de C si la curva está definida

por una ecuación f = 0 con ν(f) = 1. Es evidente que si el origen es no singu-

lar, entonces C es una rama anaĺıtica. De un modo más general, la multiplicidad

ν0C en el origen se define como la más pequeña de las multiplicidades ν(f)

donde f = 0 es una ecuación de C. Aśı pues, el origen es un punto singular si

tenemos ν0C ≥ 2.

Nótese que si el germen de curva anaĺıtica es no singular, entonces es

uno de los ejes coordenados, salvo cambio local de coordenadas. En efecto, la

ecuación f = 0 que define la curva puede considerarse la de un eje, pues si f

tiene multiplicidad 1 tenemos un cambio de variables (x, y) 7→ (f, g).
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Las definiciones anteriores se adaptan también a espacios ambiente más

generales. Supongamos queM es una variedad anaĺıtica compleja de dimensión

dos y consideremos un punto p ∈ M . Un germen de curva anaĺıtica (C, p) es

un germen de subconjunto de (M,p) que se traslada a un germen de curva

anaĺıtica en el origen de C2 por una (y por tanto por todas ellas) carta centrada

en el punto p. Diremos que un subconjunto C ⊂M es una curva anaĺıtica deM

si el germen de C en cada uno de sus puntos es un germen de curva anaĺıtica.

Esta definición permite objetos relativamente generales. Un primer ejemplo es

una curva algebraica de P2
C, que es efectivamente una curva anaĺıtica del plano

proyectivo. Podemos ir un poco más lejos y fijar un subconjunto compacto

K ⊂M , que da lugar al germen de conjunto (M,K). En este sentido, una curva

anaĺıtica de (M,K) es un subconjunto (de gérmenes) (C, C ∩K) ⊂ (M,K) que

para cada p ∈ C ∩ K define un germen de curva anaĺıtica. Aún cuando esta

última definición parezca un poco artificiosa, veremos su utilidad en el contexto

de la reducción de singularidades.

3.2. Explosiones y curvas anaĺıticas

Consideremos un espacio ambiente M de dimensión dos, que sea una var-

iedad anaĺıtica compleja y sea C ⊂ M una curva anaĺıtica. Vamos también a

fijar un punto p ∈ C. Aśı tenemos un germen de curva anaĺıtica

(C, p) ⊂ (M,p).

Efectuemos la explosión de M con centro p: π :M1 →M . Recordemos que el

divisor excepcional E1 = π−1(p) se identifica con una recta proyectiva P1
C y

que tenemos un morfismo de gérmenes de espacio ambiente

π : (M1, E1)→ (E, p).

La primera pregunta que nos planteamos es si π−1(C) es una curva anaĺıtica

de M1. Nótese que E1 ⊂ π−1(C) dado que p ∈ C. De hecho veremos que hay

una descomposición única

π−1(C) = E1 ∪ C1,

donde C1 es una curva anaĺıtica de M1 que no contiene E1. Estos objetos

reciben los siguientes nombres: el transformado total de C por π es π−1(C),
mientras que C1 es el transformado estricto de C por π.
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Para probar que el transformado total π−1(C) es una curva anaĺıtica de

M1 solamente debemos preocuparnos de verificarlo en los puntos del divisor

excepcional E1, ya que fuera de esos puntos la explosión define un isomorfismo.

Es decir, ya sabemos que

π−1(C) \ E1 ⊂M \ E1

es una curva anaĺıtica. Elijamos ahora un punto p1 ∈ E1. Después de un cambio

lineal de coordenadas locales en p, tenemos coordenadas locales (x′, y′) en p1

que cumplen

x′ ◦ π = x; y′x′ ◦ π = y.

Para simplificar las notaciones, escribiremos: x = x′, y = x′y′. Supongamos

que C está localmente dado en p por f(x, y) = 0, donde

f(x, y) = fν(x, y) + fν+1(x, y) + · · · ,

siendo los fi(x, y) polinomios homogéneos de grado i. Entonces π−1(C) está lo-

calmente dado en p1 por g(x′, y′) = 0, donde

g(x′, y′) = f(x′, x′y′) = x′ν
(
fν(1, y

′) + xfν+1(1, y
′) + · · ·

)
= x′νf ′(x′, y′).

Esto demuestra claramente que π−1(C) define un germen de curva anaĺıtica

en p1. Consideremos el germen (C1, p1) definido por f ′(x′, y′) = 0. Es evidente

que (E1, p1) no está contenido en (C1, p1), ya que E1 = {x′ = 0} y f ′(0, y′) =
fν(1, y

′) ̸= 0. Por otro lado observemos que (C1, p1) \ E1 = π−1(C) \ E1 y

además, salvo que (C1, p1) sea el vaćıo, entonces

(C1, p1) = ((π−1(C) \ E1) ∪ {p1}, p1),

donde entendemos esta igualdad com gérmenes. Ahora queremos mostrar que

C1 ⊂M1 es una curva anaĺıtica, donde C1 se obtiene añadiendo a

π−1(C) \ E1

precisamente los puntos p1 donde (C1, p1) no sea el vaćıo. Sin entrar en de-

talles, esto no tiene ningún problema una vez que veamos que el conjunto de

dichos puntos p1 es finito. Este cálculo ya lo hemos hecho, pues dichos puntos

corresponden al proyectivizado del cono tangente fν(x, y) = 0.
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Recordemos finalmente que la explosión se puede considerar un morfismo

de gérmenes

π : (M1, E1)→ (M,p),

y que las curvas transformada total o estricta definen respectivamente curvas

anaĺıticas de (M1, E1).

3.3. Reducción de singularidades

Como ya hemos dicho, un germen de curva anaĺıtica plana f(x, y) = 0 es

no singular en el origen si la ecuación puede tomarse de modo que ν(f) = 1,

donde ν(f) denota la multiplicidad de f(x, y). Nuestra primera observación

es que todo punto no singular se transforma en un punto no singular por una

explosión. Precisemos el enunciado

Proposición 1. Sea (C, p) ⊂ (M,p) un germen de curva plana y supongamos

que p es no sigular para (C, p). Consideremos la explosión

π : (M1, E1)→ (M,p)

centrada en p y sea (C1, C1 ∩ E1) el transformado estricto de (C, p) por π.

Entonces:

1. Existe un único punto p1 ∈ C1 ∩ E1.

2. El germen (C1, p1) es no singular.

3. El transformado estricto C1 y el divisor excepcional E1 son transversales

en p1, es decir, el cono tangente de (C1 ∪ E1, p1) consiste en dos rectas

distintas.

Hay dos maneras de probar la proposición anterior. La primera consiste en

observar que salvo cambio de coordenadas se puede suponer que f(x, y) = y

y entonces el resultado es evidente para esta ecuación particular. Esta aprox-

imación es totalmente correcta, aunque se basa fuertemente en la covariancia

de la explosión respecto de lso cambios de coordenadas (propiedad univer-

sal de la explosión). Se trata de un resultado cierto que no hemos detallado

(en contextos muy generales, con funciones anaĺıticas asociadas a series gen-

erlaizadas, hay que prestar atención) y por consiguiente la prueba estaŕıa ya
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completa. Otra manera es hacer directamente los cálculos sin cambio previo de

coordenadas. Veámoslo a t́ıtulo de ejemplo. Salvo un cambio de orden en x, y

(cambiar el papel de las coordenadas) podemos suponer que f(x, y) se escribe

f(x, y) = y − λx+ f2(x, y) + f3(x, y) + · · · .

Ahora los puntos de E1 son los de una recta proyectiva, parametrizados por

C ∪ {∞}, que podemos denotar p′µ, con µ ∈ C, junto con p′∞. En el punto p′µ
tenemos coordenadas locales (x′µ, y

′
µ) dadas por

x′µ = x, y′µ = y/x− µ,

mientras que en p′∞ tenemos coordenadas locales x′∞ = x/y, y′∞ = y. Si expre-

samos f(x, y) en p′∞, tenemos

f(x′∞y
′
∞, y

′
∞) = y′∞

(
1− λx′∞ + y′∞(· · · )

)
,

donde el divisor excepcional está localemnte dado por y′∞ = 0 y evidentemente

el transformado estricto no pasa por p′∞. Expresando f(x, y) en p′µ, tenemos

f(x′µ, x
′
µ(y

′
µ + µ)) = x′µ

(
y′µ + (µ− λ) + x′µ(· · · )

)
,

donde el divisor excepcional está dado por x′µ = 0 y el transformado estricto

pasa por p′µ exactamente cuando µ = λ. En este caso, el transformado estricto

está dado por

y′µ + x′µ(· · · ) = 0,

es no singular y su recta tangente y + λ′x = 0 es distinta de x = 0, recta

tangente del divisor excepcional.

Puntos infinitamente próximos Consideremos un germen de curva plana

(C, p) ⊂ (M,p). Efectuemos la explosión con centro p

π1 : (M1, E1)→ (M,p).

El conjunto finito de puntos q1, q2, . . . , qk1 ∈ E1 por los cuales pasa el trans-

formado estricto C1 de C se corresponde con las tangentes de C en p. Ahora

podemos hacer la explosión de M1 simultáneamente en todos estos puntos

aśı obtener

π1 : (M2, π
−1
1 (E1) = E2)→ (M1, E1).
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Nótese que E2 es una unión de rectas proyectivas que se cortan dos a dos

en a lo sumo un punto y de forma transversal. Más precisamente, si E2
p es

el transformado estricto de E1 por π1 y escribimos E2
qs = π−1

1 (qs), para s =

1, 2, . . . , k1, entonces tenemos

E2 = E2
p ∪ E2

q1 ∪E
2
q2 ∪ · · · ∪ E

2
qk1
.

El conjunto finito {qsj} de los puntos de E2 por las cuales pasa el transformado

estricto de C son los puntos infinitamente próximos de segundo orden de C.
Organizamos los sub́ındices para que π(qsj) = qs. Este proceso se puede iterar

indefinidamente, construyendo aśı una sucesión de morfismos

(M ; p)
π1← (M1, E1)

π2← (M2, E2)
π2← · · · .

El morfismo πn : (Mn, En) → (M,p) es composición de explosiones y en En

tenemos seleccionados los puntos {qs1s2...sn} por los que pasa el transformado

estricto de C, que llamaremos puntos infinitamente próximos de n-ésimo nivel

de C. Estos sirven de centro para πn+1 y tenemos πn+1 = πn◦πn+1. Recordemos

que

πn+1(qs1s2...snsn+1) = qs1s2...sn .

Por otro lado, el divisor En se descompone

En = En
p ∪

n∪
j=1

 ∪
s1s2...sj

En
qs1s2...sj

 .

Desde el punto de vista combinatorio, el conjunto de puntos infinitamente

próximos de (C, p) forma un árbol de ráız p. Si fijamos uno de ellos, digamos

qs1s2...sn , al germificar el morfismo πn en dicho punto, obtenemos un sucesión

de explosiones locales

πj,qs1s2...sj : (Mj , qs1s2...sj )→ (Mj−1, qs1s2...sj−1), j = 1, 2, . . . , n,

de manera que πnqs1s2...sn
: (Mn, qs1s2...sn)→ (M,p), es la composición

πnqs1s2...sn
= π1,qs1 ◦ π2,qs1s2 ◦ · · · ◦ πn,qs1s2...sn .

Es significativo que en cada punto infinitamente próximo q = qs1s2...sn de C
tenemos el germen de divisor (En, q) que puede ser de dos tipos:
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1. Hay una única componente de En que pasa por q. En este caso, el germen

(En, q) es el germen de una curva lisa en q. Este tipo de puntos se

llamarán de tipo traza.

2. Hay dos componentes de En que pasan por q. Son necesariamente lisas y

transversales. Llamaremos a estos puntos infinitamente próximos puntos

esquina.

Es un ejercicio interesante ver cómo se va creando el árbol de puntos infinita-

mente próximos para diferentes ejemplos de gérmenes de curvas planas.

Puntos de cruzamientos normales Por cada punto infinitamente próxi-

mo punto infinitamente próximo q = qs1s2...sn de C pasa el transformado estric-

to de C, que podemos llamar Cq. Nótese que tenemos la igualdad de gérmenes

((πn)−1(C), q) = (Cq ∪ En, q).

Diremos que q es un punto infinitamente próximo de cruzamientos normales

para C si q es un punto de tipo traza y además Cq es no singular y transversal

a En en q.

Observación 2. Como consecuencia de la proposición, se sigue que en el

árbol de puntos infinitamente próximos, los puntos de cruzamientos normales

q tienen la propiedad de que hay únicamente un punto infinitamente próximo

inmediatemente sobre q y este es a su vez de cruzamientos normales. Con lo

cual la situación se repite y encima de q hay una única rama del árbol que

además está formada de puntos de cruzamientos normales.

Ahora podemos enunciar el teorema de reducción de singularidades

Teorema 4. Sea (C, p) ⊂ (C2,0) un germen de curva anaĺıtica. Existe un

ı́ndice n ≥ 1 tal que todos los puntos infinitamente próximos de n-ésimo nivel

de C son puntos de cruzamientos normales.

Más adelante daremos interpretaciones de este resultado de reducción de

singularidades, en las siguientes secciones vamos a presentar una prueba com-

pleta del mismo. En todo caso, la observación más inmediata es que si el

teroema es cierto, entonces el transformado estricto de la curva es no singular

en todos aquellos puntos por los que pasa. Esto justifica naturalmente que
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demos también el nombre de “desingularización” al teorema anterior, aunque

el enunciado es más preciso que simplemente conseguir que el transformado

estricto sea no singular.

3.4. Uniformización local

El problema de reducción de singularidades es un problema central en la

geometŕıa algebraica que no está todav́ıa resuelto completamente, aunque los

resultados de Hironaka son contundentes y dan cuenta de la reducción sobre

cuerpos de caracteŕıstica cero, como los complejos, y de variedades anaĺıticas.

El problema que queda pendiente es sobre todo el de variedades algebraicas so-

bre cuerpos de caracteŕıstica positiva, junto con versiones en caracteŕıstica cero

para objetos diferenciales y dinámicos, como campos de vectores, foliaciones

e iteración de difeomorfismos. De todos modos en el contexto de la geometŕıa

algebraica son Zariski primero e Hironaka después quienes han marcado las

pautas, sin olvidar a Abhyankar. El método clásico de Zariski es el de la uni-

formización local, que no vamos a detallar completamente aqúı, pero śı ilustrar

con el ejemplo de curvas. El método de Hironaka es más global, terminaremos

estas notas con una introducción a la reducción de singularidades de superfi-

cies, que ilustrará el método de Hironaka, sobre todo en la parte del contacto

maximal.

A continuación vamos a ilustrar en el caso de curvas el punto de vista de

uniformización local, aunque sin hablar de valoraciones, que es el instrumento

algebraico que hay por detrás.

Consideremos un germen de curva anaĺıtica (C,0) ⊂ (C2,0). Un bambú so-

bre (C,0) es una sucesión de explosiones de puntos

B : (C2,0) = (M0, p0)
σ1← (M1, p1)

σ2← (M2, p2)
σ3← · · ·

donde pi es el centro de cada σi+1 y además siguen la curva (C,0) en el

sentido de que el transformado stricto Ci+1 de Ci pasa por pi+1. Lógicamente

aqúı empezamos por C0 = C.
Ciertamente hay una relación directa entre los bambúes de un germen de

curva (C,0) y los puntos infinitamente próximos que hemos introducido en la

sección anterior. Si entrar en notaciones arduas, el bambú B se corresponde son

la selección de una rama infinita en el árbol de puntos infinitamente próximos
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de (C,0). Más aún, el carácter de tipo traza o esquina de los puntos pi como

puntos infinitamente próximos se obtiene directamente a través del bambú.

Para ello consideremos D1 = σ−1(0) y los gérmenes de divisor excepcional

(Di+1, pi+1) = (σ−1
i+1(Di), pi+1); i = 1, 2, . . . .

Aśı tenemos que pi es de tipo traza si (Di, pi) es una única curva lisa y pi

será de tipo esquina si (Di, pi) es la unión de dos curvas lisas, que siempre

serán transversales. Más aún, el punto pi como punto infinitamente próximo

es un punto de cruzamientos normales si es de tipo traza y (Di ∪ Ci, pi) es la
unión de dos curvas lisas transversales.

Ahora podemos enunciar el teorema de uniformización local para gérmenes

de curvas planas:

Teorema 5 (Uniformización local). Sea (C,0) ⊂ (C2,0) un germen de curva

anaĺıtica y consideremos un bambú

B : (C2,0) = (M0, p0)
σ1← (M1, p1)

σ2← (M2, p2)
σ3← · · · .

Entonces, existe un ı́ndice m ≥ 0 tal que cualquier pi con i ≥ m es un punto

infinitamente próximo de tipo cruzamientos normales.

Veamos ahora cómo este resultado implica el teorema de reducción de sin-

gularidades. Para ello, consideraremos el árbol esencial de puntos infinitamente

próximos de la curva (C,0). Diremos que un punto infinitamente próximo q

de (C,0) es esencial si no es de cruzamientos normales. Recordemos que en

el árbol de puntos infinitamente próximos sobre un punto de cruzamientos

normales hay un único punto infinitamente próximo, que además es de cruza-

mientos normales, y aśı sucesivamente. Por consiguiente, por encima de un

punto de cruzamientos normales hay una rama única del árbol, que además

está formada de puntos de cruzamientos normales. En ese sentido, podemos

“podar” el árbol de puntos infinitamente próximos, olvidándonos de los pun-

tos de cruzamientos normales que siguen a otro del mismo tipo. Obtenemos

aśı el árbol esencial de puntos infinitamente próximos, que podemos denotar

AS(C,0). La observación fundamental que queremos hacer aqúı es la siguiente:

Si AS(C,0) es finito, existe n ≥ 0 tal que todos los puntos infini-

tamente próximos de n-ésimo nivel son de cruzamientos normales.
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En efecto, si n es mayor que el número de elementos (vértices o nodos) del

árbol esencial de puntos infinitamente próximos, todos los puntos infinitamente

próximos de n-ésimo nivel deben ser puntos de cruzamientos normales.

Ahora podemos abordar la prueba del teorema de reducción de singular-

idades por reducción al absurdo. Supongamos que el teorema no se cumple

para (C,0). Entonces el árbol esencial AS(C,0) no puede ser finito. Ahora bi-

en, el árbol esencial es un árbol con una sola ráız, cuyos niveles son finitos (los

puntos infinitamente próximos de un nivel dado forman un conjunto finito).

Podemos entonces aplicar el Lema de König

Lema 1 (Köenig). Si un árbol (con una única ráız) es infinito y tiene todos

sus niveles finitos, entonces posee una rama infinita.

La prueba de este lema es sencilla, pero de una lógica perversa. Es como

sigue. Supongamos que r0 es la ráız del árbol. Inmediatamente sobre r0 existen

solamente un número finito de nodos del árbol, puesto que el primer nivel es

finito. Cada uno de estos nodos tiene encima un árbol, estos son disjuntos

entre śı y su reunión (junto con la ráız) da el árbol de partida. Aśı que uno de

ellos es infinito, digamos que es el soportado por r1. Repetimos el argumento

con r1, obtenemos r2 y aśı sucesivamente. Hemos construido la rama infinita

B : r0 < r1 < r2 < · · · .

Ahora podemos aplicar el lema de Hönig a nuestra situación. Si el árbol

esencial AS(C,0) es infinito, debe existir una rama infinita, que se identifica

con un bambú esencial

B : (C2,0) = (M0, p0)
σ1← (M1, p1)

σ2← (M2, p2)
σ3← · · · .

en el cual todos los puntos infinitamente próximos pi son esenciales. Esto

contradice el teorema de uniformización local.

Aśı pues, para probar el teorema de reducción de singularidades es sufi-

ciente probar el teorema de uniformización local. A ello dedicaremos la próxi-

mas secciones.

3.5. Estrategia para la uniformización local.

En esta sección presentamos una estrategia para la prueba del terorema

de uniformización local particularizando las ideas de Zariski para casos más
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complicados de uniformización local siguiendo una valoración. Razonando por

reducción al absurdo, tenemos un bambú esencial (infinito) para (C,0)

B : (C2,0) = (M0, p0)
σ1← (M1, p1)

σ2← (M2, p2)
σ3← · · · .

y queremos probar que esto no puede ocurrir. El bambú es de uno de los tres

tipos siguientes:

1. A. Tipo combinatorio, o esquina. A partir de un ı́ndice N ≥ 0, todos los

puntos infinitamente próximos pi con i ≥ N son esquinas.

2. B. Tipo libre, o traza. A partir de un ı́ndice N ≥ 0, todos los puntos

infinitamente próximos pi con i ≥ N son de tipo traza (es decir no

esquinas).

3. C. Tipo salvaje. Para cualquier ı́ndice N existen i, j ≥ N tales que pi es

de tipo traza y pj de tipo esquina.

La nomenclatura hace alusión a términos clásicos para los puntos infinitamente

próximos y para las valoraciones.

Ahora debemos probar que en cualquiera de los casos A,B o C, se obtiene

la contradicción deseada.

3.6. El poliedro de Newton y el juego de Hironaka

En esta sección introduciremos el poliedro de Newton de una serie. Este ob-

jeto sirve como base para el control del proceso de reducción de singularidades

en el caso combinatorio. En particular resolveremos los casos combinatorio (o

esquina) y traza (o libre) de la sección anterior.

Consideremos una serie de potencias en dimensión n

ϕ(x) =
∑

I∈Zn
≥0

cIx
I ∈ C[[x]].

El soporte de ϕ es por definición el conjunto

Sop(ϕ) = {I; cI ̸= 0} ⊂ Zn
≥0 ⊂ Rn

≥0.

Ahora, el poliedro de Newton N (ϕ) es el cierre convexo de Sop(ϕ) + Rn
≥0,

que suponemos subconjunto de Rn
≥0. Las propiedades básicas del poliedro de

Newton que nos interese:
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1. Los vértices del poliedro son algunos de los elementos del soporte.

2. Si N (ϕ) tiene un único vértice a, entonces ϕ es una serie de la forma

ϕ(x) = xaU(x), donde U(x) es una unidad; el rećıproco es también

cierto. En particular, si el vértice es el origen, entonces ϕ es una unidad.

Vamos ahora a introducir el juego débil de Hironaka sobre el poliedro,

cuya solución en dimensión dos resuelve el caso combinatorio para las curvas.

Recordemos que la multiplicidad ν(ϕ) de ϕ es el mı́nimo de los grados de los

monomios que intervienen en la expresión de ϕ, es decir

ν(ϕ) = mı́n{|I|; cI ̸= 0} = mı́n{m; {u1 + u2 + · · ·+ un = m} ∩ N (ϕ) ̸= ∅}.

Dado un subconjunto B ⊂ {1, 2, · · · , n} de al menos dos elementos (en el caso

n = 2 solo hay una selección posible) definimos la multiplicidad νB(ϕ) por

νB(ϕ) = mı́n{
∑
s∈B

is; cI ̸= 0} = mı́n{m; {
∑
s∈B

us = m} ∩ N (ϕ) ̸= ∅}

Evidentemente ν(ϕ) = ν{1,2,...,n}(ϕ). Consideremos un ı́ndice j ∈ B, que lla-

maremos carta de B. El (B, j)-transformado de ϕ es

τB,j(ϕ) = x
−νB(ϕ)
j

∑
I

cIx
σB,j(I),

donde se define σB,j(I) = I ′ por i′s = is, si s ̸= j e i′j =
∑

s∈B is. Si denotamos

por [[σB,j(N (ϕ))]] el cierre convexo de σB,j(N (ϕ))+Rn
≥0, entonces el poliedro

de Newton de τB,j(ϕ) es

N (τB,j(ϕ)) = [[σB,j(N (ϕ))]]− νB(ϕ)ej ,

donde es,j = 0 si s ̸= j y ej,j = 1.

El juego de Hironaka se desarrolla entre dos jugadores, el jugador A

(nosotros) y el jugador B (nuestro oponente). Es como sigue:

1. El jugador A elige un “centro” B ⊂ {1, 2, . . . , n}.

2. El jugador B elige una carta j ∈ B.

3. Se substituye ϕ por τB,jϕ y el juego recomienza.
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Se dice que el jugador A gana si τB,jϕ es una unidad, el “sufrido” jugador B no

gana nunca. El objetivo de este juego es probar la existencia de una estrategia

ganadora para el jugador A. Dicha estrategia existe y ha sido descrita por

Mark Spivakovsky, pero el lector interesado podŕıa intentar encontrarla por

śı mismo.

En el caso de dimensión dos, no hay alternativa para el jugador A, ya que

la única opción de selección de centro es elegir cada vez B = {1, 2}. Veamos

que en este caso el juego se termina obligatoriamente y entonces el jugador A

ganaŕıa sin realizar ningún esfuerzo. Por otro lado es exactamente este hecho

el que necesitaremos para probar que la situación de un bambú combinatorio

no existe.

Supongamos que estamos en dimensión dos. La primera observación es que

el número de vértices de N (τB,j(ϕ)) es menor o igual al número de vértices

de N (ϕ). Supongamos que este número permanece constante y sean v1 =

(a11, a12) y v2 = (a21, a22) dos vértices distintos de N (ϕ), con a11 < a21,

que dan lugar a dos vértices v′
1 = (a′11, a

′
12) y v′

2 = (a′21, a
′
22) en N (τB,j(ϕ)).

Consideremos los números enteros positivos

p = a12 − a22; q = a21 − a11.

Análogamente definimos p′, q′. Se tiene que p′ + q′ < p+ q y por consiguiente

al cabo de un número finito de etapas uno de los vértices de esta pareja debe

desaparecer.

Supongamos ahora que el bambú B es de tipo combinatorio. Esto significa

que al cabo de un número finito de explosiones, todos los puntos infinitament

próximos son de tipo esquina. Supongamos que pN es el primero de ellos.

Localmente en pN tenemos coordenadas x, y tales que xy = 0 describe pre-

cisamente el divisor excepcional. Además, el transformado estricto CN de C en

pN está dado por una ecuación

fN (x, y) = 0,

que no es divisible ni por x ni por y. El nuevo punto pN+1 está o bien en

el transformado estricto de y = 0 o en el de x = 0, ya que debe ser de tipo

esquina. Por consiguiente, tenemos coordenadas locales x′, y′ en pN+1 dadas

por una de las ecuaciones siguientes

x = x′, y = x′y′; x = x′y′, y = y′.
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En el primer caso, primera carta, el transformado estricto CN+1 está dado por

τ{1,2},1(f) = 0 y en el segundo caso, segunda carta, por τ{1,2},2(f) = 0. Ahora,

por aplicación de los resultados anteriores, podemos asegurar que al cabo de

un número finito de etapas el correspondiente poliedro de Newton tiene un

único vértice (el origen) y por consiguiente la ecuación local del transformado

estricto debeŕıa ser una unidad. Esto diŕıa que el transformado estricto no

pasa por el punto infinitamente próximo, contradicción.

3.7. El caso libre

Vamos a suponer ahora que el bambú B es tal que a partir de una etapa

todos los puntos infinitamente próximos son de tipo traza, es decir, no son

esquinas. Sin que esto suponga pérdida de generalidad, podemos suponer que

es aśı desde el primer punto infinitamente próximo. Fijemos coordenadas lo-

cales x, y en p0 para que p1 no esté en el transformado estricto de x = 0, es

decri que p1 se corresponda a una tangente no vertical en p0. Entonces, existen

coordenadas locales en p1 dadas por

x1 = x, y1 = y/x− c1.

Además, el divisor excepcional está dado por x1 = 0 localmente en p1. Como

p2 no es una esquina, entonces p2 no está en el transformado estricto de x1 = 0,

por consiguiente, existen coordenadas locales en p2 dadas por

x2 = x1, y2 = y1/x1 − c2.

Y aśı sucesivamente.

Si observamos detenidamente las ecuaciones anteriores, nos damos cuenta

de que todos los puntos infinitamente próximos pi está situados en el trans-

formado estricto de la curva (posiblemente formal):

y =

∞∑
i=1

cix
i.

Ahora podemos hacer un cambio de coordenadas formal ŷ = y −
∑∞

i=1 cix
i.

Si incorporamos Γ̂ = {ŷ = 0} como un divisor adicional, vemos que todos

nuestro puntos infinitamente próximos son esquinas. El argumento de la sec-

ción precedente nos dice que el transformado total es de la forma xaŷb = 0 y
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por consiguiente el transformado estricto es o bien ŷ = 0 o bien el vaćıo. En el

primer caso tenemos un punto de tipo cruzamientos normales, en el segundo no

seŕıa un punto infinitamente próximo. En ambos obtenemos la contradicción

deseada.

3.8. El poĺıgono de Newton-Puiseux

Vamos ahora a abordar el tercer supuesto para el bambú de puntos infini-

tamente próximos. Supondremos que aparecen puntos de tipo traza y pun-

tos de tipo esquina por encima de cualquier ı́ndice prefijado. En este caso el

control lo efectuaremos también con un poĺıgono de Newton-Puiseux, cuya

definición será esencialmente la misma que la del poliedro. En situaciones de

dimensión ambiente mayor, se tendrá de todos modos un poĺıgono plano de

Newton-Puiseux, y no un poliedro, que servirá para abordar determinadas

valoraciones, miemtras que el poliedro de Newton, útil para el tratamiento del

caso combinatorio, es un poliedro en dimensión n al que se aplica el juego de

Hironaka u otros argumentos similares.

Una vez fijado el bambú B, denotaremos por ei el número de componentes

del divisor excepcional que pasan por pi. Aśı, tenemos que e0 = 0, que e1 = 1

y que ei ∈ {1, 2} para cualquier i ≥ 2, donde si ei = 2 tenemos un punto

infinitamente próximo de tipo esquina y si ei = 1 de tipo traza. Denotemos por

n1 = 1 < n2 < n3 < · · · los ı́ndices correspondientes a los puntos infinitamente

próximos de tipo traza. El j-ésimo paquete de Puiseux del bambú es la sucesión

de puntos infinitamente próximos

P(j) = {pnj , pnj+1, pi+2, . . . , pnj+hj
, pnj+1}.

Obsérvese que es posible que hj = 0, en el caso de que nj+1 = nj +1. diremos

que el paquete es irrelevante si hj = 0 y que es esencial cuando hj ≥ 1.

Naturalmente tenemos que

enj+s = 2, s = 1, 2, . . . , hj .

Nuestras hipótesis sobre el bambú dicen que hay un número infinito de paque-

tes de Puiseux esenciales.

Ahora vamos a asignar un invariante ~j ∈ Z≥0 a cada paquete de Puiseux

P(j). Probaremos que δj+1 ≤ δj para cada j = 1, 2, . . . y que además ~j+1 < ~j
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en el caso de que P(j) sea esencial. Esto da la contradicción deseada, puesto

que un entero positivo no puede disminuir estrictamente infinitas veces.

El invariante se construirá a partir de una adecuada selección de coorde-

nadas locales en el paquete de Puiseux P(j). Supongamos que tenemos fijadas

coordenadas locales x, y en pnj tales que x = 0 es una ecuación local del di-

visor excepcional. Demos ahora coordenadas locales xs, ys en pnj+s, para los

ı́ndices s tales que 0 ≤ s ≤ hj . Ponemos x0 = x, y0 = y. Supongamos que

s ≥ 1 (a veces esto ya no sucede porque hj = 0 y el paquete es irrelevante).

Empecemos por el caso s = 1, entonces pnj+1 es una esquina y debe estar en

el transformado estricto de x0 = 0. Hacemos

x1 = y0/x0, y1 = y0.

Sea 2 ≤ s ≤ hj ysupongamos que tenemos xs−1, ys−1 construidas por inducción

con la propiedad de que el divisor excepcional en pnj+s−1 está localmente

dado por xs−1ys−1 = 0. El punto pnj+s es una esquina y está por tanto en

el transformado estricto de ys−1 = 0 o bien de xs−1 = 0. En el primer caso

escribimos xs = xs−1, ys = ys−1/xs−1 y en el segundo caso hacemos xs =

xs−1/ys−1, ys = ys−1. Finalmente vamos a dar coordenadas locales x′, y′ en

pnj+1 a partir de xhj
, yhj

. Dado que el punto pnj+1 ya no es esquina, existe

λ ̸= 0 de modo que

x′ = xhj
; y′ = yhj

/xhj
− λ

definen coordenadas locales en pnj+1 .

Consideremos ahora ecuaciones locales fs(xs, ys) = 0 del transformado

estricto de C en cada punto infinitamente próximo pnj+s, para s = 0, 1, . . . , hj ,

donde como recordaremos (x, y) = (x0, y0). Además, hagamos

x∗ = xhj
, y∗ = yhj

/xhj
; x′ = x∗, y′ = y∗ − λ.

Escribiremos f ′(x′, y′) = 0 la ecuación del transformado estricto de C en pnj+1

que vamos a considerar. La primera observación es que las coordenadas (x∗, y∗)

y (x, y) tienen una relación monomial del tipo siguiente

x = x∗py∗q; y = x∗ry∗s; ps− qr = 1.

Además, el paquete de Puiseux es irrelevante si y solo si q = 0 (además nece-

sariamente hay una única explosión y p = r = s = 1), en otro caso q ≥ 1 y
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p ≥ 2. Entonces, el transformado estricto f ′(x′, y′) se expresa

x∗ay∗bf ′(x′, y′) = f(x′p(y′ + λ)q, x′r(y′ + λ)s) = x′a(y′ + λ)bf ′(x′, y′).

Nótese que y′ + λ es una unidad en pnj+1 .

Una vez introducidas las ecuaciones que consideraremos, definimos el in-

variante ~j como la altura (ordenada) del primer vértice del poĺıgono de New-

ton N (f(x, y)). Definiremos ahora la altura cŕıtica α. Para ello precisamos

introducir el segmento cŕıtico, es el segmento (posiblemente reducido a un

punto) del poĺıgono de Newton que tiene pendiente −m/n, donde m,n se

obtienen por la propiedad de que

y∗ =
xn

ym
.

Nótese que esto es equivalente a resolver la ecuación lineal

pn− rm = 0, qn− sm = 1.

La altura cŕıtica α es la altura del primer vértice del segmento cŕıtico. Es

evidente que α ≤ ~.
Supongamos que el segmento cŕıtico ∆ tiene ecuación

(u, v) ∈ ∆⇔ mu+ nv = c, β ≤ u ≤ α.

La parte cŕıtica de f(x, y) que contribuye al segmento cŕıtico se escribe∑
{mu+nv=c, β≤u≤α}

fuvx
uyv,

con la particularidad de que solo se consideran (u, v) ∈ Z≥0. Consideremos

ahora el soporte S∗ ⊂ Z2
≥0 de f(x

∗py∗q, x∗ry∗s) en relación con las coordenadas

x∗, y∗. Sea γ la abscisa más pequeña de este soporte. Se puede probar, por

inducción sobre hj , que la parte del soporte con esta abscisa se escribe

x∗γysc
∑

{mu+nv=c, β≤u≤α}

fuvy
∗u/n = x∗γP (y∗)

Lo que importa de esta expresión es que una vez dividido por x∗γ tenemos un

polinomio P (y∗) en y∗ con una cantidad de términos t que no supera el valor
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α. Es más en el caso de un paquete de Puiseux esencial tenemos t < α. Si

ahora hacemos

Q(y′) = P (y′ + λ)

entonces la altura ~j+1 está caracterizada precisamente por

Q(y′) = y′~j+1Q̃(y′); Q̃(0) ̸= 0.

Como P (y∗) tiene t términos se sigue que ~j+1 ≤ t ≤ α ≤ ~j . La desigualdad

es estricta en el caso esencial, pues t < α. Aśı completamos la uniformización

local.
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Caṕıtulo 4

Equisingularidad

En esta sección daremos unas nociones mı́mimas de la teoŕıa de equisin-

gularidad de Zariski. Esta teoŕıa da valor a la reducción de singularidades que

hemos presentado, frente a otros métodos más radicales, como puede ser la

ramificación, o la normalización. En efecto la información que se obtiene de

la combinatoria asociada al proceso de reducción de singularidades abarca la

descripción topológica de la pareja “espacio ambiente - germen de curva”, algo

que no está dado por los procedimientos citados.

En toda la sección consideraremos un germen de curva anaĺıtica plana

(C,0) ⊂ (C2,0) que tenga eventualmente varias componentes irreducibles.

4.1. El grafo dual

Consideremos el morfismo de reducción de singularidades:

π : (M,D = π−1(0))→ (C2,0)

para la curva (C,0), obtenido de manera mı́nima, es decir, por explosiones

sucesivas en los puntos infinitamente próximos que no son de cruzamiento. El

divisor D es conexo y unión de componentes irreducibles

D = D1 ∪D2 ∪D3 ∪ · · · ∪Dm,

donde cada Dj ha sido inicialmente originada por la explosión de un punto

infinitamente próximo y después conservada como transformado estricto. Ca-

da Dj es isomorfa a una recta proyectiva P1
C, aunque la inmersión Dj ∪M

61
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tiene propiedades globales que dependen de la componente particular Dj . Fi-

nalmente, dos componentes Dj o bien no se cortan o si lo hacen se cortan en

un único punto y de forma transversal.

A cada Dj le asociaremos un número Dj · Dj , llamado autointersección,

de la manera siguiente. Recordemos que π es composición de las sucesivas

explosiones

πs+1 : (M
s+1, Ds+1)→ (Ms, D

s); s = 0, 1, 2, . . . , N − 1

con centro en los puntos infinitamente próximos de nivel s que no son de

cruzamientos normales. Nótese que en esta formulación tenemos

(M,D) = (MN , D
N ).

Ahora, podemos descomponer los divisores Ds+1 en componentes irreducibles

Ds+1 =

s∪
k=0

 ∪
i1,i2,...,ik

Ds+1
i1,i2,...,ik


dondeDs+1

i1,i2,...,is
es la imagen inversa por πs+1 del punto infinitamente próximo

ri1,i2,...,is de nivel s y para k < s tenemos que Ds+1
i1,i2,...,ik

es el transformado

estricto de Ds
i1,i2,...,ik

. Como hemos hecho hasta ahora, entendemos que

ri1,i2,...,is ∈ Ds
i1,i2,...,is−1

.

Ahora ya podemos definir Ds+1
i1,i2,...,is

·Ds+1
i1,i2,...,is

por

1. Ds+1
i1,i2,...,is

·Ds+1
i1,i2,...,is

= −1. Nótese que, en particular D1 ·D1 = −1 donde

D1 = π−1
1 (0).

2. Si k < s hacemos

Ds+1
i1,i2,...,ik

·Ds+1
i1,i2,...,ik

= Ds
i1,i2,...,ik

·Ds
i1,i2,...,ik

− δsi1,i2,...,ik ,

donde δsi1,i2,...,ik es el número de puntos infinitamente próximos ri1,i2,...,is
que están sobre la componente Ds

i1,i2,...,ik
. Dicho de otro modo δsi1,i2,...,ik

es el número de explosiones locales que afectan la componente Ds
i1,i2,...,ik

en πs+1.
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Ahora, el grafo dual DG(C,0) de (C,0) se define del modo siguiente. Es un

grafo no orientado, pesado y flechado. Quiere decir esto que tiene un conjunto

de vértices, de aristas y que a cada vértice se le asocia un peso y eventualmente

se sitúa en él una o varias flechas. De manera precisa:

1. El conjunto de vértices del grafo dual se identifica con el conjunto de

componentes del divisor excepcional D = π−1(0).

2. Dos componentes Di y Dj están unidas por una arista si y solamente si

Di ̸= Dj y Di ∩Dj ̸= ∅. Recuérdese que de hecho dos componentes dis-

tintas se cortan en a lo sumo un punto, de modo que las aristas se pueden

en este sentido identificar con los puntos de intersección de componentes

del divisor.

3. A cada vértice se le asigna el peso (número entero negativo) correspondi-

ente a la auto-intersección de la correspondiente componente del divisor.

4. En cada vértice se colocan tantas flechas como puntos de intersección

del transformado esticto de C con la correspondiente componente.

Dos grafos duales son isomorfos si existe una biyección entre los conjuntos de

vértices que respeta las aristas, los pesos y las flechas.

Definición 3. Diremos que (C,0) y (C′,0) son gérmenes de curvas planas

equisingulares si y solo si sus grafos duales son isomorfos.

La teoŕıa de equisingularidad ha sido desarrollada por Zariski. Existen

muchas colecciónes de invariantes completos de equisingularidad. Por ejemplo,

los pares de Puiseux en el caso de curvas irreducibles, la sucesión de multiplici-

dades. En el caso más general la sucesión de multiplicidades y multiplicidades

de intersección a lo largo del árbol de puntos infinitamente próximos, etc.. En

realidad la pregunta pertinente es ¿qué significa la equisingularidad?. La re-

spuesta es sorpendentemente topológica. El resultado principal en este sentido

es

Dos gérmenes de curvas planas

(C,0), (C′,0)
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de (C2,0) son equisingulares si y solamente si las parejas (C2, C)
y (C2, C′) son topológicamente equivalentes como gérmenes en el

origen.

En el siguiente apartado aclararemos el sentido de la afirmación anterior.

4.2. Estructura cónica de las singularidades

Sea (C,0) ⊂ (C2,0) un germen de curva anaĺıtica en el origen de C2.

Elijamos una ecuación f(x, y) = 0 de C que supondremos bien definida en un

entorno U del origen. Para cada ϵ > 0 denotamos

S3ϵ = {(x, y) ∈ C2; |x|2 + |y|2 = ϵ} ⊂ C2 = R4,

que es la frontera en C2 = R4 de la bola Bϵ de radio ϵ y centrada en el

origen. Recordemos que C se identifica con el subconjunto de U ⊂ R4 definido

por la anulación de dos funciones anaĺıticas reales, a saber, la parte real Ref

y la parte imaginaria Imf . Por otro lado, estas funciones son transversales

(tomando U bastante pequeño) en cada punto de C \ {0} y por consiguiente

se tiene una superficie anaĺıtica real

C \ {0} ⊂ U \ {0},

que en particular es de clase C∞.

Nótese que S3ϵ es una hipersuperficie de R4, que además se puede inden-

tificar con R3 ∪ {∞}. Tomando ϵ suficientemente pequeño, se tiene que la

intersección de subvariedades de clase C∞ dada por

Lϵ = C ∩ S3ϵ

es transversal y por consiguiente define una subvariedad compacta de dimen-

sión 1 de S3ϵ . Es decir, un enlace, o unión finita de nudos enlazados. Sea ϵ0 tal

que para cada 0 < ϵ ≤ ϵ0 se tiene la transversalidad indicada. Podemos formar

el cono sobre el enlace CLϵ definido por

CLϵ = {tp; p ∈ Lϵ, 0 ≤ t ≤ 1} ⊂ Bϵ.

El siguiente enunciado da cuenta de la estructura cónica topológica de las

singularidades de gérmenes de curvas anaĺıticas planas:
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Proposición 2. Existe un homeomorfismo hϵ0 : Bϵ0 → Bϵ0 con las siguientes

propiedades

1. Para cada 0 < ϵ ≤ ϵ0 se tiene h(Sϵ) = Sϵ.

2. hϵ0(CLϵ0) = C ∩ Bϵ0.

En particular, se obtiene que hϵ0(0) = 0 y que para todo 0 < ϵ ≤ ϵ0 tenemos

hϵ0(Bϵ) = Bϵ y hϵ0(CLϵ) = C ∩ Bϵ.

La prueba de esta proposición se hace construyendo un campo de vectores

ξ de clase C∞ definido en Bϵ0 \ {0}, cuya integración dará el homeomorfis-

mo deseado. Los detalles, que resumiremos a continuación, se pueden ver en

[46]. La idea es construir ξ mediante particiones de la unidad, con las dos

propiedades siguientes:

a) El producto escalar de ξ por el radio vector en cada punto es exactamente

igual a −1.

b) El campo ξ es tangente a C en cada punto de C \ 0.

Para ellos basta seleccionar un campo de vectores con esa propiedad en abier-

tos que recubran Bϵ0 y aplicar particiones de la unidad. En los puntos exte-

riores a C es evidente la elección. En los puntos de C baste observar que, por

transversalidad, el espacio tangente de C no está contenido en el de S3ϵ para el

ϵ correspondiente.

Finalmente, el flujo de ξ a partir de la identidad en S3ϵ0 determina la con-

strucción de hϵ0 : obsérvese que para tiempo constante el flujo env́ıa esferas S3

sobre esferas.

4.3. Equivalencia topológica de gérmenes de curvas

Consideremos dos gérmenes de curvas planas equisingulares

(C1,0); (C2,0).

En este apartado veremos que existe un homeomorfismo

g : (C2,0)→ (C2,0)
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que env́ıa C1 en C2.
Sabemos que las resoluciones de singularidades de C1 y C2 tienen la misma

combinatoria en el sentido de que dan pie a grafos duales pesados y flechados

isomofos. Precisemos un poco más este hecho. Denotemos por

M
(i)
0 = (C2,0)

πi,1← (M
(1)
1 , E

(i)
1 )

πi,2← · · ·
πi,N← (M

(i)
N , E

(i)
N ), i = 1, 2,

la sucesión de explosiones que define los puntos infinitamente próximos hasta

nivel N de (Ci,0) para i = 1, 2. Tomaremos N para que todos los puntos de

nivel N sean de cruzamientos normales. Denotemos, como en las secciones

anteriores

q(i)s1s2...sn ∈ E
(i)
n

los puntos infinitamente próximos de nivel n ≤ N . Recordemos que

π(i)n (q(i)s1s2...sn) = q(i)s1s2...sn−1

para cada 1 ≤ n ≤ N . Veamos ahora, en este conexto, lo que significa la

hipótesis de equisingularidad entre (C1,0) y (C2,0).

Lema 2. Para cada n ≤ N , los puntos infinitamente próximos de nivel n de

(C1,0) y de (C2,0) están en biyección y además se pueden reordenar los ı́ndices

para que cada q
(1)
s1s2...sn sea esquina o de tipo traza si y solamente si q

(2)
s1s2...sn

lo es.

Dejamos al lector la prueba de esta afirmación, a partir de la hipótesis de

equisingularidad. Unicamente señalaremos una consecuencia de la misma:

Para cada n ≤ N tenemos que q
(1)
s1s2...sn es de tipo cruzamientos

normales si y solamente si q
(1)
s1s2...sn lo es.

En efecto, para ver esta propiedad es suficiente observar que un punto infini-

tamente próximo es de cruzamientos normales si y solamente si en el árbol de

puntos infinitamente próximos tiene por encima únicamente un bambú, todo

él formado de puntos de tipo traza.

Nuestro objetivo ahora consiste en construir una equivalencia topológica

del espacio ambiente que env́ıe C1 en C2. Comenzaremos observando que existe

un homeomorfismo

h1 : (M
(1)
1 , E

(1)
1 )→ (M

(2)
1 , E

(2)
1 )

con las dos propiedades siguientes
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1. Se tiene h1(q
(1)
s ) = q

(2)
s para cada punto infinitamente próximo q

(1)
s .

2. Para cada q
(1)
s el homeomorfismo h1 induce un isomorfismo anaĺıtico de

un entorno de q
(1)
s sobre un entorno de q

(2)
s .

Consideremos ahora los gérmenes de curvas anaĺıticas (h1(C1), q(2)s ) y (C2, q(2)s )

en cada punto infinitamente próximo de primer nivel. Trabajando por induc-

ción sobre la longitud de la reducción de singularidades, existen homeomorfis-

mos

gs : (M
(2)
1 , q(2)s )→ (M

(2)
1 , q(2)s )

que env́ıan (h1(C1)∪E(2)
1 , q

(2)
s ) en (C2 ∪E(2)

1 , q
(2)
s ). Haciendo un pegado medi-

ante particiones de la unidad, se construye un homemorfismo

g̃ : (M
(1)
1 , E

(1)
1 )→ (M

(2)
1 , E

(2)
1 )

que env́ıa C1 ∪ E(1)
1 en C2 ∪ E(2)

1 y que se proyecta v́ıa π
(1)
1 = π

(2)
1 en el

homeomorfismo buscado

g : (C2,0)→ (C2,0)

que env́ıa C1 en C2.

Observación 3. Es importante señalar que la equisingularidad no significa

equivalencia anaĺıtica. El primer ejemplo es considerar dos curvas que sean la

unión de cuatro rectas cuyas pendientes tengan razón doble proyectiva difer-

ente (incluso por premutación del orden de las rectas). La razón doble de las

pendientes es un invariante anaĺıtico. Sin embargo son equisingulares y por

tanto topológicamente equivalentes. Es interesante hacer el ejercicio de de-

scripción de la topoloǵıa de una de esas curvas: se trata de un cono en R4 cuya

directriz son cuatro circunferencias no anudadas en S3 dos a dos simplemente

enlazadas.

4.4. Topoloǵıa y equisingularidad

Veremos ahora que la equisingularidad está determinada por el tipo topo-

lógico del espacio ambiente-germen de curva. No daremos detalles completos

y en concreto para el caso de varias ramas remitimos el lector a los textos
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estándar, aunque al mismo tiempo le animamos a intentar por śı mismo la

prueba del resultado.

Dado que ya sabemos que dos curvas equisingualres son topológicamente

equivalentes, nos queda ver el rećıproco. Para ello podemos construir ejemplos

espećıficos de cada tipo de equisingularidad y ver cuál es el tipo topológico de

su inmersión en el ambiente. Lo haremos aśı para el caso de una única rama.

Empecemos por el caso sencillo de una cúspide del tipo yd−xp = 0 con d, q

primos entre śı. Este es un grafo dual con una sola flecha y todos sus vértices

de valencia uno o dos, excepto el que contiene la flecha, que es de valencia tres.

La valencia es el número de aristas o flechas que salen de cada vértice.

Observación 4. El lector podrá comprobar por śı mismo que todos los grafos

duales posibles con las caracteŕısticas anteriores (un solo punto triple en la

flecha) se corresponden al grafo dual de una cúspide de tipo d, q como la ante-

rior. Rećıprocamente dos de tales cúspides con distintos d, q se corresponden

con grafos duales diferentes.

Hay un caso degenerado de este tipo, correspondiente al caso no singular

y = 0, que se interpreta como d = 1, q = ∞. En este caso el grafo dual es un

único vértice, con peso −1 y una sola flecha en él. Nótese que en el resto de

casos d ≥ 2.

Ahora queremos ver que la pareja d, q, llamada par de Puiseux de la curva,

determina la topoloǵıa de la misma. Dada la estructura cónica de la singular-

idad, es suficiente ver cómo corta la curva a S3. Para ello, expresemos x, y en

coordenadas polares (ligeramente modificadas)

x = (r
1/p
1 ) exp(2π

√
−1(t/p)); y = (r

1/d
2 ) exp(2π

√
−1(s/d)).

La condición yd = xp equivale a

r2 exp(2π
√
−1s) = r1 exp(2π

√
−1t).

Nótese que en particular r2 = r1 = λ. Si además pedimos que |x|2 + |y|2 = 1,

tenemos que λ2/p + λ2/d = 1, lo que da una única solución real positiva λ0.

Por otro lado, si tenemos exp(2π
√
−1s) = exp(2π

√
−1t), debe ocurrir que

s− t ∈ Z. En otras palabras, podemos parametrizar podemos parametrizar la

curva por la imagen de ϕ : S1 → S3, donde

ϕ(exp(2π
√
−1θ)) = (λ

1/p
0 exp(2π

√
−1dθ), λ1/d0 exp(2π

√
−1pθ).



4.4. TOPOLOGÍA Y EQUISINGULARIDAD 69

Ahora, consideremos la inmersión tórica Ψ : S1 × S1 → S3, definida por

Ψ(exp(2π
√
−1t), exp(2π

√
−1s)) = (λ

1/p
0 exp(2π

√
−1t), λ1/d0 exp(2π

√
−1s)).

Tenemos que ϕ = Ψ ◦ γ, donde γ : S1 → S1 × S1 está dado por

γ(exp(2π
√
−1θ) = (exp(2π

√
−1dθ, exp(2π

√
−1pθ).

Se concluye que la imagen de ϕ es un nudo tórico de tipo (p, d) en S3.
Vamos a abordar ahora el caso de dos puntos de valencia tres en el grafo du-

al (dos pares de Puiseux). No detallaremos los cálculos, sencillamente daremos

algunas indicaciones para que el lector interesado pueda hacerlos por śı mismo.

Esta idea puede extenderse al caso de ramas con cualquier número de pares

de Puiseux (puntos triples en el grafo dual).

Supongamos que tenemos un grafo dual con dos pares de Puiseux. Fijemos

coordenadas locales x, y. Siguiendo los puntos infinitamente próximos hasta

llegar al primer punto triple, podemos determinar una primera curva

C0 = {yd − xp = 0}

cuyo transformado estricto pasa por dicho punto triple, llamémoslo p1 y de

modo que en p1 el transformado estricto de C1 es y′ = 0, mientras que el divisor

es x′ = 0, siendo x′, y′ coordenadas locales en p1, que están dadas por

y′ =
yd

xp
− 1; x = x′d

(
y′ + 1

)β
, y = x′p

(
y′ + 1

)β
; δd− βp = 1.

Para llegar al segundo punto triple, consideramos ahora la curva

D = {y′d′ − (1/2)d
′
x′p

′
= 0},

que, proyectada en el origen, nos da el tipo de equisingularidad requerido.

Consideremos ahora las curvas

Cλ = {yd − (1 + λ)xp = 0}

donde |2λ| = 1. Estas curvas cortan |x| = 1 según un toro T de alma el corte

de |x| = 1 con C0. El toro T está pues anudado de tipo p, q. Veamos ahora

cómo corta D a |x| = 1. El corte de D y |x| = 1 coincide con el corte, visto en
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p1, de D con |x′| = 1, |y′| = 1/2, que sabemos es un nudo tórico de tipo d′, p′

dentro del toro |x′| = 1, |y′| = 1/2. A su vez

T = {|x′| = 1, |y′| = 1/2}

y aśı obtenemos el nudo tórico iterado (d, q), (d′, q′).

En el texto que sigue reproducimos un art́ıculo de F. Cano publicado en

la Revista del Seminario Iberoamericano de Matemáticas, en noviembre 1995,

que contiene una introducción a la reducción de singularidades de superficies.

Estas notas están inspiradas en el procedimiento seguido por Hironaka

para la reducción de singularidades de superficies-hipersuperficies expuesto,

por ejemplo en las notas del Bowdoin college [29], aśı como en la desingular-

ización v́ıa la Teoŕıa del Contacto Maximal que aparece en los volúmenes del

extinto Instituto Jorge Juan [1, 26]. La única novedad de esta presentación

es el hincapié en la separación horizontal-vertical del problema: por un lado

el diseño de una estrategia global para efectuar las transformaciones y por el

otro el control puramente vertical del hecho de que la citada estrategia es sat-

isfactoria. Este punto de vista se justifica por la compacidad de la superficie

abstracta de Riemann, o de la “voéte étoilée”, y está produciendo resulta-

dos tanto en el problema de ca-racteŕıstica positiva (Spivakovsky) como en

problemas similares para foliaciones singulares de codimensión uno.

Como es habitual en los problemas de reducción de singularidades, traba-

jaremos por inducción sobre la dimensión, o sobre la complejidad del problema.

Presentaremos aqúı el caso más dif́ıcil que aparece en el contexto de superficies-

hipersuperficies y supondremos que el lector es capaz de resolver los casos de

curvas y los casos más sencillos de superficies. Asimismo, trabajaremos a par-

tir de un germen de superficie en un punto, lo que, de manera más general nos

obliga a considerar una superficie en un espacio ambiente, anaĺıtico-complejo,

que es un germen en torno a un subespacio proyectivo cerrado. Ciertos de-

talles técnicos serán pasados por alto, pues pretendemos solamente presentar

el esṕıritu de los procedimientos global (horizontal) y de uniformización local

(vertical).
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4.5. El estrato de Samuel y las explosiones permi-

tidas

Un espacio ambiente es, para nosotros, un germen de variedad anaĺıtica

compleja no singular Z de dimensión tres, a lo largo de un subespacio anaĺıtico

cerrado y proyectivo C (el “corazón”), que denotaremos (Z,C). Consider-

aremos como objeto problema superficies (X,X ∩ C), subespacios anaĺıticos

cerrados de dimensión pura dos de (Z,C). Cuando no haya duda, omitiremos

toda referencia al corazón y escribiremos X ⊂ Z. La superficie X está dada

localmente en un punto P y en coordenadas anaĺıticas por

X = (f(x, y, z) = 0)

donde f(x, y, z) es un germen de función anaĺıtica en el punto P considerado,

libre de factores múltiples, que admite un desarrollo en serie convergente

f(x, y, z) =
∑

fijkx
iyjzk.

Llamamos multiplicidad de X en P y lo denotaremos por νP (X) al mı́nimo de

los valores i+ j + k con fijk ̸= 0. Si P ∈ X tenemos que νP (X) ≥ 1; diremos

que el punto P es singular en el caso de que νP (X) ≥ 2. El lugar singular

Sing(X) es un cerrado anaĺıtico de X de dimensión menor o igual que uno. El

germen

(Sing(X),Sing(X) ∩ C)

está formado por un cantidad finita de curvas proyectivas, gérmenes de curvas

en un punto y puntos aislados.

La multiplicidad define una función semicontinua superiormente, es decir,

los puntos de multiplicidad superior a una dada forman un cerrado anaĺıtico

del espacio ambiente. Además, por compacidad del corazón, existe una multi-

plicidad máxima, que denotaremos ISam(X) (por “invariante de Samuel”). El

estrato de Samuel Sam(X), formado por los puntos de multiplicidad máxima,

es por tanto un cerrado anaĺıtico de X.

Diremos que un subespacio anaĺıtico Y ⊂ Z es un “centro permitido” para

X si es no singular y la multiplicidad de X es constante a lo largo de todos

los puntos de Y . En particular, si Y intersecta Sam(X), está totalmente con-

tenido en Sam(X). Utilizaremos únicamente centros permitidos en el proceso

de eliminación de las singularidades mediante explosiones.
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El cono tangente CP (X) deX en P es el cono de TP (Z) dado en ecuaciones

por

CP (X) =

 ∑
i+j+k

fijkX
iY jZj = 0


(El polinomio homogéneo In(f) =

∑
i+j+k fijkX

iY jZj recibe el nombre de

“forma inicial” de f). La “lima”, o espacio tangente estricto de Hironaka, de

X en P es el subespacio lineal más grande TPX de TPZ que deja invariante

el cono tangente por traslaciones. Coincide con el cono tangente si y sólo si

este es un espacio lineal. Salvo cambio lineal de coordenadas, la codimensión

del espacio tangente estricto es el número mı́nimo de coordenadas necesario

para expresar la forma inicial.

Proposición 1 (Estabilidad vertical). Sea π : Z ′ → Z la explosión de Z

con un centro permitido Y , fijemos un punto P ∈ Y y un punto P ′ en el

transformado estricto X ′ de X tal que π(P ′) = P . (El corazón de Z ′ es la

imagen inversa del corazón de Z). Entonces:

1. TPY ⊂ TPX.

2. νP ′(X ′) ≤ νP (X). En particular ISam(X ′) ≤ ISam(X ′).

3. Si νP ′(X ′) = νP (X), se tiene:

P ′ ∈ Proj (TPX/TPY ) ⊂ π−1(P ) = Proj (TPZ/TPY ) .

Además, en este caso dimTPX ≥ dimTP ′X ′.

4. Si νP ′(X ′) = νP (X) y dimTPX = dimTP ′X ′ entonces el nuevo espacio

tangente estricto TP ′X ′ es transversal a TP ′π−1(P ).

Demostración . Una selección adecuada de coordenadas

(x1, . . . , xn)

(aqúı n = 3, pero el argumento sirve para cualquier hipersuperficie) permite

suponer que el centro Y está dado localmente por xt = · · · = xn = 0 y que las

ecuaciones de la explosión en el punto P ′ de Z ′ que consideramos son

x′j = xj j = 1, . . . , t.

x′jx
′
t = xj j = t+ 1, . . . , n.
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Dado que el centro es equimúltiple, la forma inicial depende solamente de

las variables Xt, . . . , Xn y el espacio tangente estricto está dado por formas

lineales independientes ϕ1 = . . . = ϕs = 0 en dichas variables. Por tanto

In(f) = Ψ(ϕ1(Xt, . . . , Xn), . . . , ϕs(Xt, . . . , Xn))

Esto prueba la primera afirmación. Si ν es la multiplicidad de X en el punto

P = π(P ′), podemos escribir

π ◦ f = (x′t)
νf ′(x′1, . . . , x

′
n)

siendo f ′ = 0 una ecuación local del transformado estricto. Se tiene

f ′(x′1, . . . , x
′
n) =

Ψ(ϕ1(1, xt+1, . . . , xn), . . . , ϕs(1, xt+1, . . . , xn)) + g′

donde g′ está en el ideal generado por x′1, . . . , x
′
t. Se sigue que νP ′(X ′) ≤ ν. Si

νP ′(X ′) = ν, necesariamente

ϕ1(1, 0, . . . , 0) = · · · = ϕs(1, 0, . . . , 0) = 0

de donde P ′ ∈ Proj (TPX/TPY ). En particular, las formas ϕi dependen sólo

de las coordenadas X ′
t+1, . . . , X

′
n. Además la forma inicial se escribe

In(f ′) = Ψ
(
ϕ1(X

′
t+1, . . . , X

′
n), . . . , ϕs(X

′
t+1, . . . , X

′
n)
)
+G′

donde G′ es homogéneo de grado ν y depende sólo de las variables X ′
1, . . . , X

′
t.

Si dimTPX = dimTP ′X ′ concluimos que

TP ′X ′ =
(
ϕ′1 = · · · = ϕ′s = 0

)
con ϕ′i(0, . . . , 0, X

′
t+1, . . . , X

′
n) = ϕi(X

′
t+1, . . . , X

′
n).

4.6. La estrategia global

El estrato de Samuel está constituido por curvas y puntos. Si pretendemos

hacer bajar poco a poco el invariante de Samuel de nuestra superficie medi-

ante explosiones con centros permitidos, debemos preocuparnos de modificar,

en un momento u otro, todos los puntos del estrato de Samuel inicial. Esto
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evidentemente no puede conseguirse solo con la utilización de puntos aislados

como centro. Por otra parte, es posible que una componente irreducible del

estrato de Samuel sea una curva singular, no utilizable directamente como

centro: primero habŕıa que desingularizarla.

El problema de describir una estrategia global, o si se quiere un criterio

global para la elección del centro, es banal en el caso de la reducción de singu-

laridades de curvas curvas (elegir siempre puntos aislados), es relativamente

simple en el caso de superficies y es más complicado en el caso de foliaciones de

codimensión uno sobre un especio de dimensión tres. En el caso general de re-

ducción de singularidades en cualquier dimensión, se convierte en un problema

complicado y es una de las grandes partes de la reducción de singularidades.

Hay que tener en cuenta que la estrategia global no es necesaramente única,

siendo posible, aunque no entraremos en ello, definirla de modo razonable-

mente constructivo y natural (véase, por ejemplo [45]). Aqúı nos limitaremos

a describir una estrategia para el caso de superficies, sin preocuparnos del

hecho de que el procedimiento sea natural o no en el sentido funtorial de la

palabra.

Diremos que el estrato de Samuel Sam(X) tiene cruzamientos normales

en un punto P del corazón C siempre que se cumpla una de las condiciones

siguientes:

1. El punto P es un punto aislado de Sam(X).

2. El estrato de Samuel es una curva lisa localmente en P .

3. El estrato de Samuel consiste en dos curvas lisas y transversales en P .

El conjunto de puntos del corazón C en los cuales el estrato de Samuel no tiene

cruzamientos normales es un conjunto de puntos aislados ( finito, por consi-

guiente). Admitiremos sin demostración el siguiente resultado (esencialmente

la reducción de singularidades de curvas):

Proposición 2 (reducción a cruzamientos normales). Supongamos que el in-

variante de Samuel ISam(X) = ν > 1. Existe una sucesión finita de explo-

siones con centro en puntos aislados

(Z,C) = (Z0, C0)
π1←− (Z1, C1)

π2←− · · · πN←− (ZN , CN )
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tal que, si Xi ⊂ Zi es el correspondiente transformado estricto de X, entonces

o bien ISam(XN ) < ν, o bien Sam(XN ) tiene cruzamientos normales. (Los

centros se pueden tomar exactamente en puntos donde el estrato de Samuel

no tenga cruzamientos normales)

La propiedad de que el estrato de Samuel tenga cruzamientos normales

es estable por explosiones permitidas, siempre que no disminuya el invariante

de Samuel. Es una consecuencia del teorema de estabilidad vertical expuesto

más arriba. En efecto, si la explosión es cuadrática (centro en un punto),

se añade al transformado estricto del estrato de Samuel como mucho la recta

proyectiva Proj (TPX), que es no singular y transversal a las otras componentes

del estrato de Samuel, ya que está contenida en el divisor excepcional. Si la

explosión es monoidal con centro en una curva Y , se substituye el centro o

bien por puntos aislados, o bien por una curva Y ′ en el estrato de Samuel,

para la cual la aplicación

P ∈ Y 7→ Proj (TPX/TPY ) ∈ Y ′

es uno a uno. Se sigue que Y ′ es no singular y transversal a las otras compo-

nentes del estrato de Samuel.

Ahora podemos describir la estrategia global :

Definición 1. Supongamos que ISam(X) = ν > 1 y que el estrato de Samuel

Sam(X) tenga cruzamientos normales. Consideremos una sucesión de explo-

siones

(Z,C) = (Z0, C0)
π1←− (Z1, C1)

π2←− . . .

donde Xi ⊂ Zi es el correspondiente transformado estricto de X y donde

Yi ⊂ Xi es el centro de πi+1, permitido para Xi. Diremos que dicha sucesión

respeta el criterio global de selección de centro si siempre que ISam(Xi) = ν

la dimensión del centro Yi es la máxima posible para un centro permitido (es

decir, el centro es una curva si el estrato de Samuel contiene curvas).

Siempre existen sucesiones infinitas (eĺıjase un centro banal si el invariante

de Samuel ha disminuido) que respetan el criterio global de selección de centro

de explosión.

La siguiente proposición establece la relación entre la estategia global y el

control vertical (uniformización local).
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Proposición 3. Supongamos que existe una sucesión infinita

(Z,C) = (Z0, C0)
π1←− (Z1, C1)

π2←− . . .

que respete el criterio global de selección de centro de explosión tal que

ISam(Xi) = ν

para todo ı́ndice i. Entonces existe una sucesión infinita de puntos (infinita-

mente próximos)

Pi ∈ ISam(Xi)

con las siguientes propiedades:

1. πi+1(Pi+1) = Pi.

2. Para cada ı́ndice i existe un mı́nimo s ≥ i tal que Ps ∈ Ys. Además Ys

es de dimensión uno si existen curvas de ISam(Xs) que pasan por Ps.

Demostración. Separamos dos casos. El primero corresponde a suponer que la

sucesión infinita de explosiones es cofinalmente cuadrática (hay una explosión

cuadrática para ı́ndices arbitrariamente elevados). En este caso, fijándonos en

los centros puntuales de explosión y considerando para cada uno sus proyec-

ciones a todos los niveles, se forma un árbol infinito de niveles horizontales

finitos; debe tener una rama infinita, que corresponde a la sucesión de pun-

tos infinitamente próximos buscada. Si no, podemos suponer que todas las

explosiones son monoidales y, sin pérdida de generalidad, que el estrato de

Samuel está formado a todos los niveles por curvas lisas que se cortan transver-

salmente. Al efectuar explosión con centro una de estas curvas, el teorema de

estabilidad vertical dice que a lo más se crea exactamente una “encima” de

ella. Aśı formamos de nuevo un árbol infinito de niveles horizontales finitos

(los nodos son las curvas); existe por tanto una rama infinita. Un argumento

de no numerabilidad de los puntos de una curva compleja nos permite selec-

cionar la sucesión deseada de puntos infinitamente próximos sobre esta rama

infinita (este argumento se substituiŕıa en geometŕıa algebraica por uno de

puntos genéricos).

Si localizamos los espacios Zj en los puntos Pj y nos olvidamos de los

ı́ndices irrelevantes (aquellos tales que Pj ̸∈ Yj), obtenemos una sucesión in-

finita de explosiones locales con centros permitidos de dimensión máxima, tal
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que la multiplicidad en cada punto Pj es siempre la misma y de modo que

el estrato de Samuel tiene siempre cruzamientos normales en cada Pj . En un

diagrama:

(Z,P ) = (Z0, P0)
π1←− (Z1, P1)

π2←− . . .

∪ ∪ ∪
(X,P ) = (X0, P0) ←− (X1, P1) ←− . . .

∪ ∪ ∪
(Y, P ) = (Y0, P0) (Y1, P1) . . .

Llamemos S a esta sucesión de explosiones. La uniformización local, o si se

quiere el control vertical, consiste en probar que esta sucesión no puede existir.

En términos de valoraciones, la sucesión S correspondeŕıa al seguimiento

de una valoración del cuerpo de funciones racionales (en el caso algebraico),

cuyos centros en cada modelo birracional seŕıan los puntos Pj y la estrategia de

uniformización local indicaŕıa la selección del centro permitido de dimensión

maxima, una vez supuestos cruzamientos normales locales para el estrato de

Samuel.

4.7. Contacto maximal vertical

Nuestro objetivo consiste ahora en probar que la sucesión S de puntos in-

finitamente próximos Pj construida en el apartado precedente no puede existir.

Para ello pretendemos asociar a cada etapa j invariantes discretos que descien-

den estrictamente al cabo de un número finito de etapas y tales que no puedan

descender indefinidamente. En todo caso, una vez descubierto un invariante

verticalmente estable (no aumenta) y que no puede descender indefinidamente,

siempre podremos suponer que dicho invariante permanece constante (en el

valor mı́nimo que tome). El primoero de estos invarantes, además de la mul-

tiplicidad ν, ya contenida en la construcción de S, es la dimensión del espacio

tangente estricto. Aśı, supondremos en adelante que para todo ı́ndice j se tiene

que

dimTPjXj = d ∈ {0, 1, 2}

En este caso se dice que estamos tratando con una sucesión Pj de puntos

infinitamente muy próximos.
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El caso d = 0 no puede darse nunca, pues el teorema de estabilidad vertical

diŕıa que

Pj+1 ∈ Proj
(
TPjXj/TPjYj

)
= ∅.

Por la misma razón, si d = 1 entonces todos los centros Yj son puntos, es decir

Yj = {Pj}. En vista de que el nuevo espacio tangente estricto es transversal al

divisor excepcional, se sigue que los puntos Pj están en el transformado estricto

de una rama anaĺıtica no singular Γ ⊂ X (como indicación para probar esto,

utiĺıcese la ubicación de los Pj+1 en la “primera carta” de la explosión para

dar etapa a etapa una parametrización de Γ). Diremos que esta curva Γ tiene

contacto maximal (vertical) con la sucesión S. Ahora podemos seleccionar

coordenadas (x, y, z) en P tales que

Γ = (y = z = 0)

Esto permite generar inductivamente coordenadas (xj , yj , zj) en cada punto

Pj tales que

xj = xj+1, yj = xj+1yj+1, zj = xj+1zj+1

y de modo que el transformado estricto Γj de Γ en Zj esté dado por yj = zj = 0.

Si X está dada por

f(x, y, z) = f (0) =
∑

f
(0)
ijkx

iyjzk = 0.

entonces Xj está dada inductivamente por f (j) = 0 donde

f (j)(xj , yj , zj) =
1

xνj
f (j−1)(xj , xjyj , xjzj)

Definamos para cada ı́ndice el invariante δj , llamado exponente de contacto

maximal, por

δj = min

(
i

ν − j − k
; f

(j)
ijk ̸= 0

)
Dado que Γj no es equimúltiple, sino no se habŕıa seguido la estrategia global,

se ve inmediatamente que δj <∞. Además

δj+1 = δj − 1

Obtenemos de este modo la contradicción buscada sobre la existencia de S.
Queda el caso d = 2. Es el más espećıfico de superficies. Para su tratamiento

detectaremos la existencia de una superficie de contacto maximal, que es no
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singular, cuyo transformado estricto sigue los puntos Pj y contiene los distintos

centros de explosión Yj . La situación se simplifica mucho en el caso anaĺıtico

complejo, frente al problema semejante en caracteŕıstica positiva, debido sobre

todo a la existencia y efectividad de la transformación de Tchirnhausen.

Como la dimensión del espacio tangente estricto es dos, la forma inicial

de la ecuación local f de X es una potencia de una forma lineal. Desapués

de un cambio lineal de coordenadas, podemos suponer que la forma inicial

es zν . Salvo multiplicación por una unidad y por aplicación del teorema de

preparación de Weierstrass, podemos además suponer que f es un polinomio

en la variable z, es decir

f(x, y, z) = zν + fν−1(x, y)z
ν−1 + fν−2(x, y)z

ν−2 + · · ·+ f0(x, y)

donde el orden ν(fk(x, y)) > ν − k. Efectuemos ahora la transformación de

Tchirnhausen, dada por el cambio de coordenadas

z 7→ z − 1

ν
fν−1(x, y)

Ahora la ecuación local f de X se escribe

f(x, y, z) = zν + fν−2(x, y)z
ν−2 + · · ·+ f0(x, y)

Esta escritura será ŕıgida para nuestro problema en el sentido que se verá a

continuación. EscribamosH = (z = 0), superficie no singular en Z. Denotemos

por Hj el transformado estricto de H en Zj .

Proposición 4 (Contacto maximal vertical). En las condiciones precedentes,

se tiene que Pj ∈ Hj y que Yj ⊂ Hj para todo ı́ndice j ≥ 0. Se pueden elegir

inductivamente coordenadas (xj , yj , zj) en Pj de modo que Xj esté dado por

la ecuación f (j) = 0, donde

f (j)(xj , yj , zj) = zνj + f
(j)
ν−2(xj , yj)z

ν−2
j + · · ·+ f

(j)
0 (xj , yj)

con ν(f
(j)
k (xj , yj)) > ν − k. Además se puede conseguir que las coordenadas

(xj , yj , zj) y (xj+1, yj+1, zj+1) estén relacionadas por una de las trasforma-

ciones siguientes:

(T-1,λ): xj = xj+1, yj = xj+1(yj+1 + λ), zj = xj+1zj+1.

T-2: xj = xj+1yj+1, yj = yj+1, zj = yj+1zj+1.

T-3: xj = xj+1, yj = yj+1, zj = xj+1zj+1.

T-4: xj = xj+1, yj = yj+1, zj = yj+1zj+1.
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Las ecuaciones locales están dadas por:

f (j+1)(xj+1, yj+1, zj+1) =
1

xνj+1

f (j)(xj , yj , zj) si T − 1-T − 3

f (j+1)(xj+1, yj+1, zj+1) =
1

yνj+1

f (j)(xj , yj , zj) si T − 2-T − 4

Demostración. La primera observación es que el espacio tangente estricto

está necesariamente dado por Z = 0 y que toda curva o punto equimúlti-

ple está contenido en H, de lo que se sigue la primera parte del enunciado,

al menos para la primera etapa. Un cambio inicial de coordenadas en (x, y)

permite además partir de coordenadas (x, y, z) tales que

Sam(X) ⊂ (xy = z = 0)

Ahora, si la transformación es cuadrática, el teorema de estabilidad vertical

nos da (T-1,λ) - T-2. Si la transformación es monoidal(centro en una curva)

la condición precedente dice que el centro es o bien x = z = 0 y entonces

se tiene T-3 por la estabilidad vertical o bien es y = z = 0 y se tiene T-4.

La forma de la ecuación local de X1 se repite. Además, el nuevo estrato de

Samuel es el transformado estricto del anterior, al que eventualmente se añade

la curva Γ dada por Proj (TPX) en el caso cuadrático o por Proj (TQX/TQY ),

con Q ∈ Y , en el caso monoidal. La curva Γ es también una curva coordenada

en las nuevas coordenadas (x1, y1, z1) y la situación se repite.

Finalmente, observamos que las transformaciones cuadráticas (T-1,λ) y T-

2 no ocurren si existe una curva lisa y equimúltiple que pase por el punto Pj

considerado.

4.8. El juego fuerte de Hironaka en dos variables

Una vez fijada nuestra superficie de contacto maximal H aśı como las

coordenadas (xj , yj , zj) descritas en la proposición anterior, buscamos un in-

variante que descienda estrictamente, al menos al cabo de un número finito de

etapas, con el fin de obtener una contradicción con la existencia de la sucesión

S. Dicho invariante será presentado en términos del poĺıgono caracteŕıstico de

Hironaka, que evolucionará de acuerdo con las reglas del juego fuerte.
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Escribamos

fk(x, y) =
∑
i,j

fijkx
iyjzk; k = ν − 2, . . . , 0.

El poĺıgono caracteŕıstico ∆ = ∆ν(f ;x, y, z) se define entonces por

∆ν(f ;x, y, z) = Cierre convexo de

({
(

i

ν − k
,

j

ν − k
); fijk ̸= 0

}
+ R2

≥0

)
Análogamente, en cada etapa j definiremos ∆j por

∆j = ∆ν(f j ;xj , yj , zj)

Las siguientes propiedades del poĺıgono caracteŕıstico son evidentes

1. ∆ ∩ {(u, v);u+ v ≤ 1} = ∅.

2. La curva x = z = 0 es equimúltiple si y solo si ∆ ⊂ {(u, v);u ≥ 1}.
Simétricamente, la curva y = z = 0 es equimúltiple si y solo si ∆ ⊂
{(u, v); v ≥ 1}.

3. Si se tiene la transformación (T-1,0), T-2, T-3 - T-4, el nuevo poĺıgono

caracteŕısitco ∆j+1 está dado por

∆j+1 = σ(∆j) + R2
≥0

donde σ es la afinidad definida por

σ(u, v) = (u+ v − 1, v) , si (T-1,0).

= (u, u+ v − 1) , si T-2.

= (u− 1, v) , si T-3.

= (u, v − 1) , si T-4.

4. La transformación (T-1,λ) puede interpretarse como un cambio de coor-

denadas y 7→ y − λx seguida de una transformación de tipo (T-1,0). Si

∆ es el poĺıgono dado por los vértices de ∆ en los que terminan lados

con pendiente estrictamente menor que −1, se tiene que

∆ν(f ;x, y, z) = ∆ν(f ;x, y − λx, z)
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Llamaremos vértice principal de ∆ al vértice (α(∆), β(∆)) de menor abscisa

α(∆). A la vista de la evolución del poĺıgono caracteŕıstico descrita en las

propiedades anteriores y teniendo en cuenta que la estrategia de selección de

centro obliga a efectuar T-3 - T-4 siempre que sea posible (la curva x = z = 0

o bien y = z = 0 equimúltiples), es inmediato comprobar que

β(∆j+1) ≤ β(∆j)

Además, la desigualdad es estricta en los casos de T-2 - T-4. El invariante β

solo puede descender un número finito de veces, puesto que es mayor o igual

que cero y se mueve en una ret́ıcula (1/ν!)Z2.

Por consiguiente, se puede suponer que solamente intervienen transforma-

ciones del tipo (T-1,λ) - T-3. En estas condiciones, un cambio formal previo

de coordenadas del tipo

y 7→ y −
∑
s

λsx
s

permite suponer que todas las transformaciones son o bien (T-1,0), o bien T-3.

De nuevo obtenemos la contradicción deseada de la evolución del poĺıgono. En

efecto, como no hay T-2, el poĺıgono corta siempre la zona {(u, v); v < 1}. Sea
(α, β) el último vértice del poĺıgono (que tiene por tanto β < 1). La evolución

arriba descrita prueba que

αj+1 < αj

que no puede repetirse indefinidamente.



Caṕıtulo 5

Uniformización local

A continuación reproducimos el art́ıculo “Uniformización local en carac-

teŕıstica cero. Caso arquimediano” de F. Cano, C. Roche y M. Spivakovsky,

publicado en la Revista del Seminario Iberoamericano de Matemáticas en 2006.

En él se introduce la uniformización local de Zariski.

En estas notas presentamos una prueba de la uniformización local clásica

(caracteŕıstica cero sobre un cuerpo algebraicamente cerrado) con respecto a

una valoración arquimediana (es decir, de rango uno). La prueba se apoya

fuertemente en una presentación del problema en términos del poĺıgono de

Newton-Puiseux y en la dicotomı́a básica de la reducción de singularidades

entre el comportamiento combinatorio (descrito por el juego de Hironaka) y

las situaciones de contacto maximal, también en el sentido de Hironaka.

No pretendemos dar ningún resultado nuevo, sino únicamente resaltar los

métodos, con la esperanza de que puedan ser útiles en otros contextos. De

hecho los métodos presentados aqúı son una simplificación al caso que nos

ocupa del método general utilizado por Spivakovsky en su tratamiento de la

caracteŕıstica positiva y que, por otro lado, se está mostrando satisfactorio

para el estudio del problema de uniformización local de campos de vectores.

83
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5.1. Enunciados

Sea K el cuerpo de funciones racionales de una variedad algebraica proyec-

tiva de dimensión n, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteŕısti-

ca cero y consideremos sobre él una valoración

ν : K → Γ ⊂ R

con cuerpo residual kν = k.

Un modelo local regular parametrizado para K, ν es una terna

A = (O; z = (x = (x1, x2, . . . , xr),y = (yr+1, . . . , yn)); ν)

donde r es el rango racional de ν y se tienen las siguientes propiedades:

1. Existe un modelo proyectivo M de K tal que el centro P de ν en M es

no singular y O = OM,P . (Nótese que la hipótesis kν = k implica que el

centro de ν es un punto racional).

2. La lista z = (x,y) da un sistema regular de parámetros de O y los valores

ν(xi), i = 1, 2, . . . , r son Q-independientes.

Definición 4. Dado un elemento formal f̂ ∈ Ô, con f̂ ̸= 0, diremos que la

valoración ν tiene contacto maximal con f̂ si existe una sucesión de elementos

fi ∈ O tales que ν(fi) es una sucesión de valores estrictamente creciente y

además fi → f̂ en la topoloǵıa de Krull.

Observación 5. La sucesión de valores estrictamente creciente ν(fi) no puede

estar acotada superiormente. La prueba de esto se basa en que la valoración

es arquimediana. Supongamos que la sucesión de valores estuviera acotada

superiormente por un valor δ; como la valoración es arquimediana, existe una

potencia común N ∈ Z≥0, tal que xNi , y
N
j tienen valor superior a δ, para

i = 1, 2, . . . , r, j = r + 1, r + 2, . . . , n. Se concluye que el ideal maximalM de

O satisface

MN ⊂ Pδ = {g ∈ O; ν(g) ≥ δ}.

Se tendŕıa una cadena descendente estricta de módulos de longitud finita

· · · ⊃ Pν(fi)/M
N ⊃ Pν(fi+1)/M

N ⊃ · · ·

lo que es una contradicción.
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El objeto problema es una lista finita L = {fα; α ∈ Λ} de funciones

racionales fα ∈ K con valores no negativos ν(fα) ≥ 0. Diremos que la lista L

es simple en el modelo A si se cumplen las condiciones siguientes:

1. Todos los elementos de L son regulares, esto es fα ∈ O para todo α ∈ Λ.

2. Cada fα es de la forma fα = xaαUα, donde Uα es una unidad del anillo

local O y xaα es el monomio

xaα = x
aα1
1 x

aα2
2 · · ·xaαr

r .

3. Si ν(fα) ≤ ν(fβ), entonces fα divide fβ en el anillo O. Esto es, se tiene

que aα,j ≤ aβ,j para cada j = 1, 2, . . . , r.

Nuestro objetivo es, partiendo de un modelo local regular parametrizado,

probar que después de una sucesión de transformaciones adecuada se tiene que

o bien aparece una serie formal f̂ tal que ν tiene contacto maximal con f̂ o

bien obtenemos una lista simple.

Antes de establecer el enunciado, introduzcamos el tipo de transforma-

ciones que vamos a considerar. Dado el modelo local regular parametrizado A
y un conjunto de ı́ndices

A ⊂ {1, 2, . . . , n},

vamos a definir la explosión

A′ = πAA = (O′; z′ = (x′,y′); ν)

de A con centro A. Para construir O′ definiremos primero las funciones ra-

cionales z′i que conforman el sistema de parámetros z′ = (x′,y′). El anillo O′

será entonces el localizado algebraico en el ideal engendrado por z′ del anillo

de polinomios O[z′] ⊂ K. Separaremos dos casos

El caso combinatorio Este caso corresponde a la existencia de un único

ı́ndice i0 ∈ A tal que ν(zi0) < ν(zi) para cada i ∈ A\{i0}. Entonces definimos

z′i = zi/zi0 , si i ∈ A \ {i0}

y z′i = zi para los ı́ndices i = i0 ó i /∈ A. Nótese que ν(z′i) > 0 para todo

i = 1, 2, . . . , n y que los valores ν(x′i) son independientes para i = 1, 2, . . . , r.
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El caso con traslación Este caso corresponde a la existencia de varios

parámetros, con ı́ndice en A, que tengan el valor mı́nimo. Elijamos i0 el menor

de estos ı́ndices. Si ν(zi) = ν(zi0), dado que kν = k sabemos que existe un

único λi ∈ k \{0} tal que ν(zi/zi0 −λi) > 0. Hagamos λi = 0 si ν(zi) > ν(zi0).

Definimos entonces

z′i = zi/zi0 − λi, si i ∈ A \ {i0}

y z′i = zi para los ı́ndices i = i0 ó i /∈ A. Como en el caso anterior, tenemos

que ν(z′i) > 0 para todo i = 1, 2, . . . , n y los valores ν(x′i) son independientes

para i = 1, 2, . . . , r.

Observación 6. Supongamos que M es un modelo birracional de K tal que

O = OM,P , donde P es el centro de ν en M . Las ecuaciones {zi = 0; i ∈ A}
definen una subvariedad irreducible Y ⊂M , que es no singular en el punto P .

Consideremos la explosión π :M ′ →M de M con centro Y . Sea P ′ ∈ π−1(P )

el centro de ν en M ′. Entonces O′ = OM ′,P ′ .

Asimismo, introduciremos los j-cambios de coordenadas, definidos para

ı́ndices j > r. Se trata de cambios de la forma:

z′i = zi, i ̸= j; y′j = yj −H(z1, z2, . . . , zj−1),

donde H ∈ O no es una unidad, esto es ν(H) > 0. Cuando no queramos

mencionar expĺıcitamente el ı́ndice j, hablaremos de cambios ordenados de

coordenadas.

El resultado cuya prueba deseamos detallar en estas notas es el siguiente:

Teorema 6. Sea A = (O; z = (x,y); ν) un modelo local regular parametriza-

do para K, ν. Consideremos una lista finita L = {fα;α ∈ Λ} de funciones

racionales no nulas fα ∈ K con valores no negativos ν(fα) ≥ 0. Existe un mod-

elo local regular parametrizado A′ = (O′; z′ = (x′,y′); ν) para K, ν obtenido

por una cadena finita de explosiones a partir de A y de j-cambios de coorde-

nadas, tal que una de las dos propiedades se cumple:

a) La valoración ν tiene contacto maximal con una serie formal f̂ ′ ∈ Ô′.

b) La lista L es simple en A′.
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5.2. Paquetes de Puiseux de explosiones

Sea A = (O; z = (x,y); ν) un modelo local regular parametrizado para

K, ν. Consideremos una variable dependiente yj . Entonces el valor de yj se

expresa como una combinación racional de los valores de x1, x2, . . . , xr. Es

decir, existe un número entero d > 0 y números enteros p1, p2, . . . , pr únicos

tales que

dν(yj) = p1ν(x1) + p2ν(x2) + · · ·+ prν(xr),

y además d, p1, p2, . . . , pr son primos entre śı. En particular la función racional

Φj = yd/xp

tiene valor cero. Diremos que Φj es la j-ésima función racional de contacto

para A y que d es el ı́ndice de contacto de A. Dado que el cuerpo residual de

la valoración es k, existe un único c ∈ k tal que ν(Φj − c) > 0. Sea q ∈ Zr
≥0

definido por qs = −ps si ps < 0 y qs = 0 si ps ≥ 0; se tiene que t = p+q ∈ Zr
≥0.

Consideremos la función regular

ϕj = xqyd − cxt ∈ O.

Diremos que ϕj = 0 es la j-ésima hipersuperficie de contacto para A. Los
paquetes de Puiseux de explosiones, que introduciremos a continuación, se

corresponden con un desingularización ordenada de la hipersuperficie de con-

tacto.

Diremos que un subconjunto A ⊂ {1, 2, . . . , n} es j-admisible para A si se

cumple que A \ {j} ⊂ {s; ps ̸= 0}. Una explosión j-admisible es la que se cor-

responde con un subconjunto j-admisible para A. Supongamos que A′ ha sido

obtenida a partir de A por explosión j-admisible. Existen dos posibilidades:

A) La explosión es combinatoria. En este caso se cumple que Φj es también

la función racional de contacto para A′ y la hipersuperficie de contacto

para A′ es el transformado estricto de la hipersuperficie de contacto para

A.

B) La explosión no es combinatoria. La única posibilidad es que ν(yj) =

ν(xs), para un ı́ndice 1 ≤ s ≤ r. En particular Φj = yj/xs, A = {s, j} y
se tiene que y′j = Φj − c.
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Definición 5. Supongamos que A′ ha sido obtenida a partir de A por una

cadena finita de explosiones. Diremos que esta cadena es un j-paquete de

Puiseux para A si las explosiones son j-admisibles, todas combinatorias ex-

cepto la última que no lo es (en particular y′j = Φj − c). En este caso diremos

que A′ ha sido obtenida a partir de A por un j-paquete de Puiseux. También

diremos que A′ ha sido obtenida a partir de A por una j-transformación de

Puiseux.

Proposición 3. Dado A y un ı́ndice j, r + 1 ≤ j ≤ n, existe al menos un

j-paquete de Puiseux.

Demostración . Es suficiente hacer una desingularización estándar de la

hipersuperficie de contacto.

En la siguiente observación, cuya prueba es inmediata, se resumen las

propiedades principales que deseamos retener de los paquetes de Puiseux.

Observación 7. Supongamos que A′ ha sido obtenida a partir de A por un

j-paquete de Puiseux. Entonces tenemos las siguientes propiedades

1. y′j = Φj − c.

2. Para todo ı́ndice m ̸= j, r + 1 ≤ m ≤ n, se tiene y′m = ym.

3. Existe una relación monomial del tipo siguiente

xs = x′as

(y′j + c)bs ; yj = x′a0

(y′j + c)b0 ,

donde as,a0 ∈ Zr
≥0 y bs, b0 ∈ Z≥0.

En el caso de que r = n y por consiguiente no podemos destacar una

variable dependiente, diremos, por definición, que cualquier sucesión finita de

explosiones, que deben ser necesariamente combinatorias, es un paquete de

Puiseux.

5.3. Primeras reducciones e inducción

Vamos a probar un resultado más fuerte que el teorema 6, en el que pre-

cisamos que la sucesión de explosiones que utilizaremos es de hecho una cadena

de paquetes de Puiseux. Concretamente, el resto de estas notas está dedicado

a probar el siguiente enunciado:
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Teorema 7. Sea A = (O; z = (x,y); ν) un modelo local regular parametriza-

do para K, ν. Consideremos una lista finita L = {fα;α ∈ Λ} de funciones

racionales no nulas fα ∈ K con valores no negativos ν(fα) ≥ 0. Existe un mod-

elo local regular parametrizado A′ = (O′; z′ = (x′,y′); ν) para K, ν obtenido

por una cadena finita de paquetes de Puiseux y de cambios ordenados de co-

ordenadas a partir de A tal que una de las dos propiedades se cumple:

a) La valoración ν tiene contacto maximal con una serie formal f̂ ′ ∈ Ô′.

b) La lista L es simple en A′.

A continuación, mostremos que el teorema 7 es una consecuencia de la

siguiente proposición, en la que únicamente se consideran funciones regulares:

Proposición 4. Sea A = (O; z = (x,y); ν) un modelo local regular para-

metrizado para K, ν. Consideremos una lista finita L = {fα;α ∈ Λ} de fun-

ciones regulares no nulas fα ∈ O. Existe un modelo local regular parametriza-

do A′ para K, ν obtenido por una cadena finita cadena finita de paquetes de

Puiseux y de cambios ordenados de coordenadas a partir de A tal que una de

las dos propiedades se cumple:

a) La valoración ν tiene contacto maximal con una serie formal f̂ ′ ∈ Ô′.

b) La lista L es simple en A′.

Nótese que la proposición 4 es una evidente consecuencia del teorema 6.

Rećıprocamente, supongamos que la proposición 4 es cierta y probemos que

el teorema 6 también lo debe ser. Escribamos la lista problema

L = {fα = gα/hα; α ∈ Λ}

donde gα, hα ∈ O y además 0 ≤ ν(fα) = ν(gα)− ν(hα). Ahora apliquemos la

proposición 4 a la nueva lista

L̃ = {gα} ∪ {hα}.

Se obtiene un modelo local regular parametrizado Ã en el cual L̃ es simple

(suponemos impĺıcitamente que nunca obtenemos el contacto maximal). En

particular cada hα divide gα y, por consiguiente fα ∈ Õ. Es suficiente ahora
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aplicar de nuevo la proposición 4 a la lista original L a partir del modelo local

regular parametrizado Ã.
De hecho podemos restringirnos a listas con dos elementos. Más precisa-

mente, la proposición 4 es equivalente a la siguiente

Proposición 5. Sea A = (O; z = (x,y); ν) un modelo local regular para-

metrizado para K, ν. Consideremos una pareja {f, g} de funciones regulares

no nulas f, g ∈ O. Existe un modelo local regular parametrizado A′ para K, ν

obtenido por una cadena finita de paquetes de Puiseux y de cambios ordenados

de coordenadas a partir de A tal que una de las dos propiedades se cumple:

a) La valoración ν tiene contacto maximal con una serie formal f̂ ′ ∈ Ô′.

b) La lista {f, g} es simple en A′.

Necesitaremos el siguiente lema

Lema 3 (Estabilidad de listas simples). Supongamos que A′ = πAA o que se

ha obtenido por un cambio ordenado de coordenadas a partir de A y que la

lista L es simple en A. Entonces L también es simple en A′.

Demostración . Es una comprobación elemental.

Ahora una aplicación repetida de la proposición 5 a todas las parejas de

la lista problema en la proposición 4 nos permite concluir, a la vista del lema.

Siendo más precisos, no necesitamos demostrar la proposición 5 en su in-

tegridad, sino únicamente el siguiente resultado:

Proposición 6. Sea A = (O; z = (x,y); ν) un modelo local regular para-

metrizado para K, ν. Consideremos una pareja {f, g} de funciones regulares

no nulas f, g ∈ O tales que ν(f) ≤ ν(g). Existe un modelo local regular

parametrizado A′ para K, ν obtenido por una cadena finita de paquetes de

Puiseux y de cambios ordenados de coordenadas a partir de A tal que una de

las dos propiedades se cumple:

a) La valoración ν tiene contacto maximal con una serie formal f̂ ′ ∈ Ô′.

b) La lista {f} es simple en A′ y f divide g en O′.
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En efecto, una vez aplicada la proposición 6 se aplicará de nuevo a la lista

{g, g} para concluir que la lista {f, g} se convierte en una lista simple.

Efectuaremos inducción sobre n − r. Si denotamos T (n, r) el enunciado

del teorema 7 con los parámetros n, r y denotamos P1(n, r), P2(n, r), P3(n, r)

los enunciados correspondientes a las proposiciones 4, 5 y 6, de la discusión

anterior se deduce que:

P3(n, r)⇔ T (n, r)⇔ P1(n, r)⇔ P2(n, r).

Trabajando por inducción, es suficiente probar que P3(n, n) es cierto y que

T (n− 1, r)⇒ P3(n, r).

5.4. El juego de Hironaka

Introduzcamos en esta sección el enunciado del juego débil de Hirona-

ka. Una solución al mismo se encuentra en el trabajo de Spivakovsky [41].

Supongamos que ∆ ⊂ Rn
≥0 es un poliedro positivamente convexo de vértices

con coordenadas enteras. Dado un subconjunto A ⊂ {1, 2, . . . , n} y un ı́ndice

i ∈ A, definimos el poliedro transformado πA,i∆ como el cierre positivamente

convexo de σA,i(∆), siendo σA,i la aplicación lineal definida por

σA,i(a) = b

donde bj = aj si i ̸= j y bi =
∑

j∈A aj . Es obvio que si ∆ tiene un único

vértice, entonces σA,i(∆) también. El juego se plantea entre dos jugadores, el

jugador A y el jugador B y se procede en cada lance de la manera siguiente:

Si el poliedro ∆ tiene un solo vértice, se para el juego. Si hay más

de un vértice, el jugador A elige un subconjunto A ⊂ {1, 2, . . . , n}
y el jugador B un ı́ndice i ∈ A. Se substituye ∆ por πA,i∆ y el

juego recomienza.

El problema es encontrar una estrategia para guiar la elección que hace el

jugador A que garantice que el juego es finito (se obtiene un poliedro con un

solo vértice) independientemente de la estrategia seguida por el jugador B.

Esta estrategia existe y ha sido definida por Spivakovsky en [41].
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5.5. Rango racional máximo

Supondremos en esta sección que r = n y procederemos a demostrar el

enunciado P3(n, n).

Definamos el poliedro de Newton N (f ;x) de un elemento regular f ∈ O.
Dado que O ⊂ Ô y que hay una identificación Ô = k[[x]], podemos escribir

f =
∑

fax
a; a ∈ Zn

≥0, fa ∈ k.

El poliedro de Newton N (f ;x) es entonces el cierre positivamente convexo

del soporte Sop(f ;x) = {a; fa ̸= 0}. Si tenemos una lista L = {fα} el

soporte Sop(L;x) =
∪

α Sop(fα;x) y el poliedro de Newton N (L;x) es el

cierre positivamente convexo de dicho soporte.

Consideremos la pareja f, g del enunciado de la proposición 6. Es inmediato

que las afirmaciones siguientes son equivalentes

1. La lista {f} es simple en A y f divide g en O.

2. El poliedro de Newton N ({f, g};x) tiene un solo vértice.

Por consiguiente, nuestro objetivo es probar que, salvo contacto maximal, se

puede llegar a que el poliedro de Newton tiene un solo vértice. Esto será con-

secuencia directa de la existencia de estrategia ganadora para el juego de

Hironaka, una vez comprobemos el efecto de una explosión.

Recordemos que r = n y entonces z = x. Fijemos un conjunto A ⊂
{1, 2, . . . , n}. Como los valores ν(xs) son racionalmente independientes, existe

un único ı́ndice i ∈ A tal que ν(xi) < ν(xj) para j ∈ A − {i}. En este caso

sabemos que

x′j = xj/xi, si j ∈ A− {i}; x′j = xj , si j = i ó bien j /∈ A.

Se concluye por un cálculo sencillo que el poliedro de Newton N ({f, g};x′) es

el cierre positivamente convexo de σA,i(N ({f, g};x)). Ahora es de aplicación

el juego de Hironaka, la valoración desempeña el papel del jugador B al selec-

cionar el ı́ndice i (la carta). Esto termina la prueba de P3(n, n).
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5.6. El poĺıgono de Newton-Puiseux

Hemos indicado que haremos inducción sobre n− r. Supongamos pues que

n > r. Dado f ∈ O, consideraremos su descomposición

f =
∑
s

fs(x,w)ys

donde w = (yr+1, yr+2, . . . , yn−1), y = yn y fs(x,w) ∈ k[[x,w]]. Para aplicar

propiamente la inducción, precisamos del siguiente resultado, que admitiremos

Lema 4. El anillo On−1 = O∩k[[x,w]] es el anillo local de una variedad alge-

braica en un punto regular y {x,w} define un sistema regular de parámetros.

En la descomposición anterior, se tiene que fs ∈ On−1 para todo s = 0, 1, . . ..

Más aún, si Kn−1 es el cuerpo de fracciones de On−1, la restricción νn−1 de

ν a Kn−1 tiene rango racional r, cuerpo residual k y está centrada en On−1.

Ahora definimos el poĺıgono de Newton-Puiseux ∆(f ;A) como el cierre

positivamente convexo del soporte valuativo

Sopval(f ;A) = {(ν(fs), s); s = 1, 2, . . .}.

Del mismo modo que en el caso del poliedro de Newton, definimos el poĺıgono

∆(f, g;A) como el cierre positivamente convexo de la unión de los correspon-

dientes poĺıgonos.

Nuestro objetivo es probar que se puede conseguir, bajo la hipótesis de

inducción, un poĺıgono de Newton con un único vértice, y que éste sea de la

forma (δ, 0). Esto es suficiente de acuerdo con la siguiente proposición

Proposición 7. Supongamos que T (n − 1, r) es cierto y que el poĺıgono de

Newton ∆(f, g;A) tiene un único vértice, que es de la forma (δ, 0). Entonces,

después de una cadena finita de paquetes de Puiseux y de cambios ordenados

de coordenadas se obtiene la tesis de P3(n, r).

Demostración . Escribamos f =
∑

s fs(x,w)ys y g =
∑

s gs(x,w)ys. Con-

sideremos el ideal In−1 de On−1 generado por los elementos fs y gs. Este ideal

tiene un conjunto finito de generadores, por noetherianidad; aśı que, aplicando

T (n−1, r) a la lista de estos generadores, existe una cadena finita de paquetes

de Puiseux que transforma A en A′, con las siguientes propiedades:
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1. Los centros de las explosiones están dados por conjuntos de ı́ndices en los

que no aparece el último ı́ndice n. Esto no altera el poĺıgono de Newton

y se tiene ∆(f, g;A) = ∆(f, g;A′).

2. El ideal In−1O′
n−1 está generado por un monomio de la forma xa.

Aśı, podemos suponer por inducción que el ideal In−1On−1 está generado por

un monomio de la forma xa. Escribamos entonces

fs = xahs; gs = xa
s ts

donde la lista hs, ts contiene una unidad. La hipótesis sobre la forma del

poĺıgono implica que

δ = min{ν(f0), ν(g0)} ≤ ν(fs), ν(gs).

y por tanto, o bien h0 o bien t0 es una unidad. Escribamos f = xah, gs = xa
s t.

Si t0 es una unidad, tenemos ν(g) = ν(xa) ≤ ν(f) y por consiguiente ν(f) =

ν(xa), de lo que concluimos que también h0 es una unidad. En todo caso h0

es una unidad. Se sigue que h también lo es y g = fh−1t. Obtenemos aśı la

tesis de P3(n, r).

Nótese que en este caso es irrelevante la aparición o no de una serie formal

con contacto maximal con la valoración. En adelante trabajaremos con la

siguiente hipótesis

“No existe una serie formal con contacto maximal”.

De lo contrario ya tendŕıamos, como queremos, la tesis de P3(n, r).

5.7. El invariante de control

Continuamos trabajando por inducción, suponiendo que T (n−1, r) es cier-
to. Deseamos probar que P (n, r) es cierto. Como hemos visto en la sección an-

terior, es suficiente llegar mediante una cadena finita de paquetes de Puiseux y

de cambios ordenados de coordenadas a una situación en la cual el poĺıgono de

Newton-Puiseux tenga un único vértice y que este sea de la forma (δ, 0). Medi-

remos la distancia que nos separa de la situación deseada con un invariante,

ya utilizado por Spivakovsky en otro contexto.
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Consideremos el poĺıgono de Newton-Puiseux ∆(f, g;A). En la construc-

ción del poĺıgono se destaca la última variable yn, a la que dotamos de peso

unidad en el sentido vertical. Las rectas isovalorativas

Lt = {(u, v) ∈ R2; u+ ν(yn)v = t}

están definidas a partir de la propiedad siguiente: si fs(x,w)ysn ∈ O entonces

ν(fsy
s) = t, donde t es tal que (ν(fs), s) ∈ Lt. Definamos el valor

δ = δ(f, g;A) = sup{t; Lt ∩∆(f, g;A) = ∅}

El invariante principal que consideraremos es h(f, g;A) definido por

h(f, g;A) = sup{β; existe (α, β) ∈ ∆(f, g;A) ∩ Lδ}.

Es obvio que 0 ≤ h(f, g;A) < ∞. Además, si el poĺıgono de Newton-Puiseux

tiene un único vértice y este es de la forma (a, 0), se tiene que h(f, g;A) = 0.

Proposición 8. Supongamos que h(f, g;A) = 0. Entonces, después de trans-

formar A por una cadena finita de j-paquetes de Puiseux y de j-cambios de

coordenadas, j ≤ n − 1, seguida de un n-paquete de Puiseux, el poĺıgono de

Newton ∆(f, g;A) tiene un único vértice, que es de la forma (δ, 0).

Demostración . Escribamos y = yn (también y′ = y′n, después de las corres-

pondientes transformaciones) y consideremos la descomposición

f =
∑
s

fs(x,w)ys; g =
∑
s

gs(x,w)ys.

La hipótesis sobre el poĺıgono de Newton-Puiseux se traduce en que existe el

vértice (δ, 0) y que

δ = ν(f0) ≤ ν(g0),

δ < ν(ysfs), ν(y
sgs), para todo s ≥ 1.

Apliquemos ahora la hipótesis de inducción a la lista finita

L = {fs, gs; ν(ys) ≤ δ}.

Después de una cadena finita de j-paquetes de Puiseux y de j-cambios de

coordenadas, con r+1 ≤ j ≤ n− 1, podemos suponer que la lista L es simple,



96 CAPÍTULO 5. UNIFORMIZACIÓN LOCAL

sin que se altere para nada el poĺıgono ni la expresión de f, g. En particular

podemos escribir

fs = xbs
Us(x,w); gs = xcsVs(x,w)

para 0 ≤ s ≤ a/ν(y), donde U, V son unidades. Ahora estamos en condiciones

de aplicar un n-paquete de Puiseux. Considerando las expresiones descritas en

la observación 7, tenemos para 0 ≤ s ≤ δ/ν(y) que

ysfs = xb′s
U ′
s(x

′,y′)

ysgs = xc′sU ′
s(x

′,y′)

donde U ′, V ′ son unidades; en particular, los monomios tienen los valores

adecuados

ν(xb′s
) = ν(fs) + sν(y),

ν(xc′s) = ν(gs) + sν(y).

Teniendo en cuenta que δ = mı́n{ν(f0), ν(g0)} y que δ < ν(ysfs), ν(y
sgs) para

s ≥ 1, podemos escribir (salvo producto por un escalar)

t∑
s=0

ysfs = xb′0
+
∑
s≥1

f̃s(x
′,w′)y′

s
,

t∑
s=0

ysgs = g̃0(x
′,w′) +

∑
s≥1

g̃s(x
′,w′)y′

s
,

donde t es el máximo entero tal que t ≤ δ/ν(y) y donde los valores satisfacen

que δ = ν(xb′0
) ≤ ν(g̃0) y además

δ < ν(t̃s), ν(g̃s); 1 ≤ s ≤ δ/ν(y).

Finalmente, teniendo en cuenta que

f =

t∑
s=0

ysfs + yt+1(· · · ); g =

t∑
s=0

ysgs + yt+1(· · · ),

se concluye que tenemos una descomposición:

f = xb′0
+
∑
s≥1

f ′s(x
′,w′)y′

s
; g =

∑
s≥0

g′s(x
′,w′)y′

s

en la que δ = ν(xb′0
) ≤ ν(g′0), ν(f

′
s), ν(g

′
s), para s ≥ 1. Aśı, el nuevo poĺıgono

de Newton-Puiseux tiene el único vértice (δ, 0).
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Observación 8. Hemos preparado las ecuaciones, después de inducción, para

que el nuevo poĺıgono se comporte como el resultado de efectuar sobre el

anterior una transformación af́ın del tipo (u, v) 7→ (u + vν(y), v). En el caso

general, seguiremos esta idea, pero la transformación estará perturbada por el

último desplazamiento.

5.8. Estabilidad del invariante de control

A la vista de la prueba de la proposición 8, tiene utilidad la siguiente

definición. Sean δ = δ(f, g;A), h = h(f, g;A) y t el máximo entero menor

o igual que δ/ν(y). Diremos que la lista {f, g} está A-preparada si la lista

L = {fs, gs; 0 ≤ s ≤ t} es simple.

Lema 5 (A-preparación). Después de un número finito de j-transformaciones

de Puiseux y de j-cambios de coordenadas, con j ≤ n − 1 (que no alteran el

poĺıgono de Newton-Puiseux), la lista {f, g} está A-preparada.

Demostración . Basta aplicar la hipótesis de inducción.

Examinemos algunas consecuencias del hecho de que la lista {f, g} esté A-
preparada. La parte A-inicial de {f, g} es la lista {F,G} definida por

F =
∑
s≤h

Fs(x,w)ys; G =
∑
s≤h

Gs(x,w)ys,

donde Fs = fs, respectivamente Gs = gs, si ν(fs)+sν(y) = δ, respectivamente

ν(gs) + sν(y) = δ y donde Fs = 0, resp. Gs = 0, cuando ν(fs) + sν(y) > δ,

resp. ν(gs) + sν(y) > δ.

Sabemos que (Fh, Gh) ̸= (0, 0). De modo que existe un monomio xa de

valor igual a δ − hν(y) que “principaliza” (Fh, Gh) y, más precisamente

(Fh, Gh) = xa(Uh, Vh)

con (Uh, Vh) ̸= (0, 0) y Uh, respectivamente Vh, es una unidad o idénticamente

nulo. Nótese que el valor del monomio determina el vector de exponentes, por

tratarse de variables independientes. Más aún, como {f, g} está A-preparada,
para cada 0 ≤ s ≤ h tal que (Fs, Gs) ̸= (0, 0), tenemos

(Fs, Gs) = xaxb(s)
(Us, Vs)
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donde Us, respectivamente Vs, es una unidad o idénticamente nulo y donde el

valor del monomio xb(s)
debe ser igual a (h− s)ν(y). Recordemos ahora que,

si d es el ı́ndice de contacto, tenemos dν(y) = ν(xp). Se concluye que

b(s) =
h− s
d

p.

En particular (h− s)/d debe ser entero cada vez que (Fs, Gs) ̸= (0, 0). Dicho

de otro modo, podemos escribir

(F,G) = xa
∑

m=0,1,...; dm≤h

(xp)m(Uh−dm, Vh−dm)yh−dm.

Nótese que esta expresión polinómica tiene como máximo (h/d) + 1 términos.

Proposición 9. Supongamos que h = h(f, g;A) > 0, que {f, g} está A-
preparada y que el n-́ındice de contacto es d ≥ 1. Después de una n-trans-

formación de Puiseux de A, obtenemos A′ tal que

h′ = h(f, g;A′) ≤ h(f, g;A) = h.

Además, si d ≥ 2 se tiene que h′ < h.

Demostración . Consideremos la parte A-inicial {F,G} definida más arriba

y escribamos f̃ = f − F , g̃ = g −G, que descomponemos aśı

f̃ =
t∑

s=0

f̃s(x,w)ys + yt+1f(x,y); g̃ =
t∑

s=0

g̃s(x,w)ys + yt+1g(x,y).

Como {f, g} está A-preparada, para cada 0 ≤ s ≤ t tenemos que

f̃s(x,w) = xã(s)
Ũs; g̃s(x,w) = xb̃(s)

Ṽs,

donde Ũs y Ṽs son unidades y los monomios xã(s)
y xb̃(s)

tienen valor estricta-

mente superior a δ − sν(y). Aplicando ahora la n-transformación de Puiseux

y teniendo en cuenta las expresiones de la observación 7, se concluye que hay

una descomposición

f̃ =
∑
s≥0

f̃ ′s(x
′,w′)y′s; g̃ =

∑
s≥0

g̃′s(x
′,w′)y′s,

con la propiedad de que ν(f̃ ′s, g̃
′
s) > δ para todo ı́ndice s ≥ 0.
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Veamos ahora cómo se comporta {F,G} después de la n-transformación

de Puiseux. Escribamos

(F,G) = xa
∑

m=0,1,...; dm≤h

(xp)m(αh−dm + U∗
h−dm, βh−dm + V ∗

h−dm)yh−dm,

donde ν(U∗
h−dm, V

∗
h−dm) > 0 y αh−dm, βh−dm son escalares. Consideremos el

vector de polinomios

(PF , PG) = xa
∑

m=0,1,...; dm≤h

(xp)m(αh−dm, βh−dm)yh−dm.

Haciendo un razonamiento similar al de la primera parte de esta demostración

con (F − PF , G− PG) concluimos que

(F − PF , G− PG) =
∑
s≥0

(
(f∗s

′(x′,w′), g∗s
′(x′,w′)

)
y′s,

donde ν(f∗s
′, gs∗′) > δ. Recordando que Φn = yd/xp, tenemos

(PF , PG) = xa

(
y

Φn

)h ∑
m=0,1,...; dm≤h

(αh−dm, βh−dm)(Φn)
h−m,

invocamos de nuevo las expresiones de la observación 7 para escribir

(PF , PG) = x′a′
(y′ + c)b

′ ∑
m=0,1,...; dm≤h

(αh−dm, βh−dm)(y′ + c)h−m,

donde ν(x′a′
) = δ, b′ ∈ Z.

Sea ahora q el mayor entero menor o igual que h/d. Nótese que si d≥ 2

entonces q < h y que si d = 1 entonces q = h. Todav́ıa podemos escribir

(PF , PG) = x′a′
(y′ + c)b

′+h−q
∑

m=0,1,...q

(αh−dm, βh−dm)(y′ + c)q−m.

Dado que (αh, βh) ̸= (0, 0), podemos deducir una expresión

(PF , PG) = x′a′
y′t

′

(α′, β′) +
∑
s≥1

(α′
s, β

′
s)y

′s


donde t′ ≤ q y (α′, β′) ̸= (0, 0). Escribiendo ahora

(f, g) = (PF , PG) + (F − PF , G− PG) + (f̃ , g̃),
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concluimos que

(f, g) =
∑
s

(f ′s(x
′,w′), g′s(x

′,w′))y′s

donde el primer vértice del poĺıgono caracteŕıstico es precisamente (δ, t′), esto

es ν(f ′s) > δ si s < t′, ν(f ′t′) = δ y ν(f ′s) ≥ δ si s′ ≥ t′. De aqúı se concluye

que

h(f, g;A′) ≤ t′ ≤ h.

Además, hemos visto que si d ≥ 2 entonces t′ < h pues t′ ≤ q < h.

5.9. Contacto maximal

Supongamos ahora que h ≥ 1 y no existen sucesiones finitas de trans-

formaciones de Puiseux y de cambios ordenados de coordenadas que hagan

descender h.

A la vista de la proposición 9, tras una preparación y una n-transformación

de Puiseux, podemos suponer que el vértice principal (el primer vértice de la

izquierda del poĺıgono) es precisamente (δ, h) y que además en la descomposi-

ción

(f, g) =
∑
s

(fs, gs)y
s

se tiene que ν(fs, gs) > δ = ν(fh, gh) para todo s ̸= h. Nótese que el resultado

es cierto para ambos casos s > h y s < h; el caso s > h es trivial, pues proviene

de una expresión yh+1(· · · ) después de la n-transformación de Puiseux, el caso

s < h es como consecuencia de que el invariante h no ha descendido. Estamos

pues en esta situación de partida. Ahora podemos hacer inducción consideran-

do el ideal de las funciones fs, gs. Este ideal se puede principalizar, aplicando

inducción a una lista finita de generadores del mismo. Se obtiene la propiedad

adicional siguiente: existe un monomio xa que genera dicho ideal y tiene valor

igual a δ. Dividiendo por este monomio la lista {f, g} obtenemos una nueva

lista {f, g}, que cumple exactamente con las mismas hipótesis que hemos enun-

ciado en esta sección. Aśı pues, sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que ν(fh, gh) = 0 y que ν(fs, gs) > 0 para s ̸= h. Supondremos también, sin

pérdida de generalidad que fh es una unidad; si no fuera aśı intercambiaŕıamos

los papeles de f, g. Más aún, dividiendo por fh, se puede suponer que fh = 1.

Esto resume las hipótesis con las que trabajamos en esta sección.
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En la situación precedente ν(fh−1) = ν(y). En efecto, sabemos que si hace-

mos una preparación (que no altera el poĺıgono) y después una n-transforma-

ción de Puiseux, entonces el nuevo h′ = h. Observando la estructura de la

demostración de la proposición 9, concluimos que la primera pendiente de

poĺıgono debe ser exactamente igual a −1/ν(y) y que además debe existir una

contribución de fh−1 al punto (ν(y), h − 1), con lo cual ν(fh−1) = ν(y). Más

aún, siguiendo con detalle dicha prueba se puede concluir que

ν(y +
1

h
fh−1) > ν(y).

Efectuemos ahora el n-cambio de coordenadas

y(1) = y +
1

h
fh−1

El punto (0, h) continúa siendo un vértice del poĺıgono y las restantes hipótesis

se cumplen (dividiendo por el nuevo coeficiente de yh, que es una unidad).

Podemos repetir el argumento y efectuar el cambio

y(2) = y(1) +
1

h
f
(1)
h−1.

De este modo generamos una sucesión y(s) ∈ O, s = 0, 1, 2, . . ., con valores es-

trictamente crecientes. Para encontrar nuestra serie formal con contacto max-

imal es ahora suficiente probar que la sucesión f
(s)
h−1 converge a cero en la

topoloǵıa de Krull.

Aśı pues falta probar que ord(f
(s+1)
h−1 ) > ord(f

(s)
h−1), para todo s ≥ 0, donde

ord(· · · ) denota el orden ádico respecto del ideal maximal de O. Es suficiente
tratar el caso s = 0. Recordemos que

f = · · ·+ fh+2y
h+2 + fh+1y

h+1 + yh + fh−1y
h−1 + · · ·+ f0.

Ahora tenemos que examinar el coeficiente f
(1)
h−1 de (y(1))h−1 después de hacer

la transformación y(1) = y + fh−1/h. Se tiene que

f
(1)
h−1 = fh+1

(
h+ 1

h− 1

)
(−fh−1)

2 + fh+2

(
h+ 2

h− 1

)
(−fh−1)

3 + · · · .

y, por consiguiente ord(f
(1)
h−1) ≥ 2ord(fh−1) > ord(fh−1). Esto concluye la

demostración.
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École Norm. Sup. 16 (1983), 571-621.



106 BIBLIOGRAFÍA
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El Dr. Cano es reconocido 
como uno de los mejores 
especialistas en la resolución 
de singularidades. 
A sugerencia de H. Hironaka y 
utilizando un método radical-
mente nuevo a la resolución de 
singularidades en característi-
ca positiva, resolvió las singula-
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PUCP (2001) y Cátedra José 
Tola Pasquel 2009.
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la investigación, la internacio-
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