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Introduccion

Estas notas han servido de base para el curso Introduccion a la geometria
analitica local, impartido en setiembre-octubre 2010 en la Pontificia Univer-
sidad Catdlica del Peri. No pretenden desarrollar un curso exhaustivo sobre
anillos de series, ni sobre curvas singulares, foliaciones, ni mucho menos sobre
la geometria analitica local. Para estos objetivos hay manuales muy completos
que no pretendo emular aqui, ain cuando, para ayuda del lector, daré una
lista seleccionada en la bibliografia.

Lo que desearia es mantener el espiritu de las exposiciones del curso, ir
descubriendo de manera natural los objetos béasicos de la geometria analitica
local compleja (también en muchos casos real), a partir de preguntas también
naturales. Mi idea, el lector dira si lo consigo, es ir remontando las dificultades
a medida que se van planteando a partir de preguntas geométricas elementales.

Lo tnico que deseo es estimular la curiosidad del lector, y asi se sienta

motivado para una aventura de conocimiento en estos temas.

Dr. Felipe Cano Torres






Capitulo 1
El espacio ambiente

En geometria suele existir un espacio ambiente M, en el cual colocamos los
objetos de nuestro estudio, por ejemplo rectas, curvas, subvariedades, campos
de vectores, fibrados, sistemas dindmicos, etc. El espacio ambiente pertenece a
una categoria, como puede ser la categoria de espacios vectoriales, de espacios
afines, de variedades diferenciables, de variedades analiticas reales o complejas,
de variedades algebraicas, de esquemas. La categoria determina el tipo de
transformaciones (los isomorfismos) que son considerados admisibles, asi las
propiedades de los espacios vectoriales son las que persisten por aplicaciones
lineales, las de las variedades diferenciables por difeomorfismos, las de las
veriedades riemannianas por isometrias.

El espacio ambiente tiene una consideracién eminentemente “global”, ya
que efectivamente pensamos colocar en él todos los objetos de estudio. Muy
frecuentemente es el espacio euclideo R™ 6 C™ (aunque este nombre esté reser-
vado para otras estructuras especificas). Ahora bien, en C" concurren muchas
estructuras diferentes y esto es causa de cierta confusién. Por ejemplo, te-
nemos la estructura de espacio vectorial de C", en la que hay una suma y una
multiplicacién por escalares complejos; en esta el origen (0,0, ...,0) tiene una
consideracion privilegiada como el elemento neutro de la suma, las rectas y
los subespacios pasan todos por este elemento. Estd la estructura de espacio
afin, similar pero podemos tener rectas paralelas y asi no todas ellas pasan por
el origen. También podemos considerar C™ como un espacio topoldgico con la
topologia usual y entonces los homeomorfismos no tienen por qué ser lineales.

La estructura que consideraremos aqui sera la de variedad analitica compleja,

9



10 CAPITULO 1. EL ESPACIO AMBIENTE

sin perder de vista la de variedad algebraica.

En todo caso, el espacio ambiente por excelencia es el espacio proyectivo
P&. Contiene el hiperplano del infinito: el lugar donde “se van a encontrar”
las rectas paralelas. Lo consideraremos dotado de estructura de variedad alge-
braica o de variedad analitica compleja. En el contexto real también el espacio
proyectivo Py es un ambiente global muy utilizado, aunque en este caso en
competencia directa con las esferas S™, por su falta de orientabilidad en cier-
tas dimensiones.

Merece la pena recordar brevemente la definicién de P%, para familia-
rizarnos con su tratamiento. Se trata del conjunto de rectas vectoriales de

Cn+1. Asi, existe una aplicacién canénica
. +1
p: C"\ {0} — P¢

que a cada z = (z0,21,...,2n) # (0,0,...,0) le hace corresponder la recta

vectorial p(z) C C"*! que contiene z. Denotemos por

[20, 21, - - -, 2n) = [2] = p(2).

Diremos que zp, 21, . . ., z, son las coordenadas homogéneas de p(z). Evidente-
mente, dos juegos de coordenadas homogéneas para un mismo punto proyec-
tivo son proporcionales.

El espacio proyectivo puede ser recubierto por una coleccién de n+1 cartas

afines. De modo preciso, si denotamos
Up={lz]; % #0} CPg, i=1,2,...,n

tenemos una identificacién

dada por ¢;([z]) = (20/2i,21/%is- -+ 2i-1/%i, Zi41/215 - - -, 20/ 7). Ast podemos
“leer” en cartas coordenadas las zonas del proyectivo. Una importante obser-
vacién es que los cambios de carta d)ioqﬁj_l estan dados por funciones racionales,
lo que permite dotar a P de estructura de variedad algebraica, ademas de la
estructura de varieda analitica compleja. Ni que decir tiene que las construc-
ciones anteriores son también vélidas en el caso del espacio proyectivo real
Pg.
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1.1. Variedades analiticas

De forma totalmente general, nuestro espacio ambiente M serda una va-
riedad analitica compleja, o real en su caso. Precisemos aqui la definicién de
estos objetos y lo que se entiende por morfismos entre ellos, es decir, la cate-
goria de variedades analiticas complejas.

Una variedad analitica M tiene dos partes diferenciadas. En primer lu-
gar estd el soporte topoldgico | M|, que frecuentemente se denota M si no hay
necesidad de precisar més. Se trata de un espacio topolégico localmente iso-
morfo a un espacio euclideo, esto es, cada punto p € M tiene un entorno
abierto U que es homeomorfo a un abierto de R%, donde d es un nimero que
se da por fijado y es la dimensién real de M. Una propiedad que se exige
generalmente es que sea Haussdorf, esto es, dado un par de puntos p, ¢ hay un
entorno de p y otro de ¢ que no se cortan. En segundo lugar, esta el haz es-
tructural de funciones Ops. Dicho haz confiere la estructura diferencial a M y
esencialmente retne los datos de las funciones analiticas definidas en abiertos
de M.

Para ser mas preciso, una variedad analitica real o compleja serd un tipo
particular de espacio anillado en anillos locales de funciones, que serd local-
mente isomorfa a un abierto de un espacio euclideo. En las préximas secciones

desarrollaremos estos conceptos.

1.2. Haces de funciones

Recordemos brevemente lo que es un haz de funciones reales o complejas
sobre un espacio topologico X . Para poder tratar simultdneamente el caso real
y el complejo, denotemos por K el cuerpo real R o el cuerpo complejo C. Un

haz de K-funciones Ox se define como una asignacién
U— O X(U )

que a cada abierto no vacio U del espacio topolégico X le asocia una K-algera
de funciones Ox (U) definidas en U. Esto ultimo quiere decir que los elementos
g de Ox(U) son funciones

g:U—=K

Las propiedades fundamentales de un haz de funciones son las siguientes
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= Restriccion. Dados dos abiertos U D V' de X, las asignaciones
U'—)OX(U); VHOX(V)

son compatibles con la restriccion usual de funciones. Es decir, si g es
un elemento de Ox(U) entonces su restricciéon gl es un elemento de
Ox (V). Observemos que, dado que trabajamos con funciones, se tiene el

siguiente resultado de determinacion de las secciones por datos locales:

SiU=UerViy g,9 € Ox(U) son tales que gly, = ¢'|v, para

todo i € I, entonces g = ¢'.

» Pegado de datos locales. Supongamos que U = U;crV; v que selec-
cionamos g; € Ox(V;) para cada i € I de modo que
gi’%ﬂVj = gj|‘/im‘/j’ para todo i,j € 1.

Entonces existe g € Ox(U) (necesariamente tnica) tal que gly, = ¢;

para todo ¢ € I.

Diremos que un haz de funciones es un haz de K-dlgebras si cada Ox (U) es una
K-dlgebra, para las operaciones naturales de funciones sobre K. Precisando,

debe ocurrir que

1. Las funciones constantes U +— K pertenecen a Ox (U). En particular, la
funcién cero es el elemeto neutro para la suma y la funcién constante

igual a 1 es el elemento neutro para la multiplicacion.
2. Si f,g € Ox(U), entonces f —g € Ox(U).
3. Si f,g € Ox(U), entonces fg € Ox(U).

Una observacién que se cumple en nuestro caso, pero importante en contextos

mas generales, es que las aplicaciones de restricciéon
puv : Ox(U)— Ox(V), (UDYV)

son homomorfismos de K-algebras.
En todo haz, dado un punto p € X se puede definir la fibra en p, que

denotaremos por Ox ;, como el conjunto cociente

Oxp = (J{U} x Ox(U)/~

Usp
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donde ~ es la relacion de equivalencia que determina el concepto de germen

de funcion en p, es decir
(U,g) ~(U',¢") & existepe V.CUNU', tal que gly = ¢'|v.

Si Ox es un haz de K-algebras, entonces la fibra O ;, tiene también estructura
de K-dlgebra. La suma y el producto de gérmenes de funciones se realiza
tomando representantes en un entorno comun del punto p.

Recordemos que un anillo conmutativo con unidad A se dice local si tiene
un tnico ideal propio maximal M C A. Es 1til saber que un anillo es local
si y solo si el conjunto de no unidades es un ideal, que precisamente coin-
cidird con su ideal maximal. Diremos que Ox es un haz de K-dlgebras locales
si cada fibra Ox )y es un anillo local. En nuestro contexto esta propiedad tiene
una interpretacion interesante. En efecto, dado U 2 p, podemos considerar el

homomorfismo de evaluacion
evp: Ox(U) = K; g g(p)

Tiene un nicleo My, ;7 que es un ideal maximal, puesto que se trata de un ho-
momorfismo de anillos con llegada en un cuerpo. Asimismo este homomorfismo

se extiende a la fibra
ep:Oxyp =K (Uyg) ~— g(p)

y tiene como ntcleo un ideal maximal M,,. Si M,, es el tinico ideal maximal de
Ox p, esto quiere decir que todo germen g representado por (U, g) con g(p) # 0
es inversible, es decir, existe un representante (V,h), con p € V C U tal que

h(glyv) = 1, en particular g|y es inversible en Ox (V).

1.3. Ejemplos

Demos a continuacién algunos ejemplos de haces de haces de K-dlgebras
locales de funciones Ox.

Para cualquier espacio topolégico X, sea tan general o “exdtico” como
queramos, el haz de las funciones continuas Cg)( en K es un haz de K-algebras
locales de funciones. Para ello basta observar que las operaciones en K son

continuas, esto permite obtener la estructura de K-dlgebra de C% (U), asf como
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que la propiedad de ser continua es una propiedad local, verificable en entornos
pequenos, lo que asegura las propiedades de restriccion y de determinaciéon de
las secciones por datos locales. El hecho de que la fibra Cg(?p sea un anillo local
se sigue de que toda funcién continua g : U — K con g(p) # 0 es localmente
inversible como funcién continua, basta componer con z + 1/z en g~1(K\{0}).

Otro ejemplo es el de una variedad diferenciable. Recordemos que una
variedad diferenciable es un espacio topoldgico M provisto de un atlas A cuyos
elementos son cartas

¢:U—=VCR"

que son homeomorfismos entre un abierto de M (el dominio de la carta) y un
abierto de R™, de modo que los dominios recubren todo M y los cambios de
carta
NN . /
p(UNU") = UNU = UNU"
definen aplicaciones de clase C*° entre abiertos de R™. Dado un abierto W de
M, una funcién g : W — R se dice diferenciable si para cada punto p € W

existe una carta ¢ : U — V con p € U de modo que la funcién
—1
oWNnU) S WU SR

sea de clase C*°. Los mismos argumentos que han servido en el caso de fun-
ciones continuas nos permiten construir el haz C3; de gérmenes de funciones
diferenciables en M, que es un haz de R-algebras locales de funciones. Nétese
que denotamos por C37(W) la R-algebra de funciones diferenciables definidas
en W.

Denotemos por R|[t1,t2,. .., t,]] el anillo de series de potencias formales en
n variables t1,to, ..., t,; es decir, sus elementos son expresiones formales
_ § i1 402 i
g = CItl t2 "'tnn,

T=(i1,i2, - in)
que se suman y multiplican invocando las reglas habituales para los polinomios
y observando que para obtener cada coeficiente solo es necesaria la intervencién
de un ndmero finito de coeficientes de los sumandos o factores.

Sea M es una variedad diferenciable. Fijemos p € M y una carta local
¢ : U — V tal que ¢(p) = 0. Entonces podemos establecer un homomorfismo
de R-algebras

Top : Chrp = Rl[t1,t2, ..., t4]]
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donde 74 ,(g) denota el desarrollo de Taylor en el origen de go ¢!, donde g es
un representante de g. Sabemos que 74, es suprayectivo, pero no inyectivo, su
nucleo estd formado por los gérmenes de funciones planas en p y no depende
de la carta elegida. (Una observacién curiosa, aunque poco interesante pues se
suele ver a la inversa, es que como consecuencia se tiene que R[[t1,ta, ..., ty]]
es local, pues la existencia de un morfismo sobre de anillos A — B, donde A
es local, garantiza que B también es local).

Incidentalmente, diremos que una clase casi-analitica de funciones es un
anillo de funciones con una aplicacién inyectiva en R[[t1, ta, . . ., t,]]. Estos tipos
de familias de funciones son ttiles en las ampliaciones o-minimales de la teorias
de conjuntos semi y subanaliticos de R", aunque aqui no entraremos en esos
temas.

Una serie de potencias formal

o= E et - tin cr €R,
I=(i1,i2,...,in)
es convergente si existe un multirradio p = (p1, p2,...,pn), con p; > 0 para
i =1,2,...,n de manera que la serie
_ i1 %2 i
o= ) lerlpy P3P’

I=(i1,12,...,in)

sea convergente. Esto tultimo se entiende en el sentido de convergencia (ab-

soluta) de series de elementos positivos: las sumas parciales tienden hacia un

limite. En estas condiciones, para cada multivalor a = (ai,as,...,a,) con
la;| < p; para cada i = 1,2,...,n existe una suma bien definida
se(a) = E craltay - - ayr.

I=(i1,i2,...,in)

Queda asi establecida una funcién s, : A(p) — R, donde
Alp) = {a; lasl < pi, i =1,2,...,n}.
Recordemos las propiedades de esta funcién:

1. Es una funcién de clase C* en cada punto de A(p).

2. El desarrollo de Taylor en el origen de s, es o.
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3. El desarrollo de Taylor en un punto a € A(p) de s, estd dado por la

identificacién
D Gt —a) M (ta —a)® . (ty —an)™ =) ettt
I I

Esta identificacién se puede hacer porque las sumas parciales necesarias

son suma de series convergentes.

4. Para cada a € A la serie 0@ = 3, 2%t ... tin es convergente y define

una funcién s;a que cumple
Sga © Ta = So
en un entorno de a, donde T, : b— b — a.

Denotaremos por R{t1,%a,...,t,} el anillo de las series convergentes.

Consideremos un abierto V' de R™ con 0 € V. Diremos que una funcién
f:V — R es analitica en a si f o T, es la suma de una serie convergente
centrada en el origen. La funcién es analitica si lo es en cada punto. A la vista
de las propiedades enunciadas en el parrafo anterior, si V' es conexo y f, f’
son dos funciones analiticas en V' con el mismo germen en un punto a € V|
entonces f = f’.

Ahora ya podemos dar una definiciéon de variedad analitica real. Diremos
que M es una variedad analitica real si es una variedad diferenciable con un
atlas tal que los cambios de cartas definan por proyeccién funciones analiticas.

Esto es, las funciones
-1 / )
dUNUN S UNU' S gUnU) R

son analiticas, donde 7; : R™ — R es la proyeccién sobre la coordenada i-sima,
para i =1,2,...,n. Asi, si W es un abierto de M se puede dar la definicién
de funcion analitica definida en W por lectura de la propiedad en cartas.
Obtenemos asi el haz Oy de gérmenes funciones analiticas en M. De nuevo
los argumentos invocados para el caso continuo y diferenciable son vélidos en
este contexto (por ejemplo, si f es analitica en p 'y f(p) # 0 entonces 1/f es
analitica en p). Asi, tenemos un haz de R-algebras locales. Si fijamos una carta

¢ centrada en p € M, el homomorfismo de R-algebras

Top - OM;P - R{tlatQa o 7tn}
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es un isomorfismo.

La definicién de variedad analitica compleja sigue formalmente los mismos
pasos que para el caso real, aunque hay propiedades particulares que senalar.
Recordemos primero brevemente el concepto de serie de potencias convergente

con coeficientes complejos. Una serie de potencias formal
o= E C]tlltf...t%"; creC
I

se dice convergente si la serie de potencias con coeficientes reales positivos

dada por
o] = lesltiit . i
I
es convergente, donde |c7| denota el médulo del niimero complejo ¢;. Es decir,
’O’| € R{tl,tg, e ,tn}.

Denotamos, como ya se habréd adivinado, por C{t1,ta,...,t,} el anillo de las
series de potencias convergentes con coeficientes complejos. Légicamente se

tiene una contencién de anillos
C{tl,tg, . ,tn} C C[[tl,tg, - ,th

donde Cl[t1,t2,...,t,]] es el anillo de las series de potencias formales con
coeficientes complejos. Supongamos que p es el multirradio de convergencia de

|o| y consideremos el polidisco centrado en el origen de multirradio p
Ac(p;0)={z€C™; |z| <pi,i=1,2,...,n}
Entonces la serie de potencias convergente o define una funcién suma
so + Ac(p;0) — C,
para la que tenemos propiedades similares al caso real, a saber:

1. Si identificamos C = R? y entonces Ac(p;0) C R?", las partes real

Re(sy) e imaginaria Im(s,) son funciones de clase C*.

2. Podemos expresar formalmente o = Re(o) + /—1Im(o). Esta descom-
posicién se obtiene escribiendo las variables t; = u; + v/ —1v; y los coefi-
cientes ¢; = Re(¢;)++v/—1Im(¢;) y haciendo el desarrollo formal complejo.

Entonces tenemos

Re(0),Im(o) € Rl[ui, ua, . .., up, 01,02, ..., 05]].
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Una observacion evidente es que si ¢; € R, entonces
Re(o) € R[u1,ug,...,uy]l; Im(o) € R[[v1,ve,...,v,]].

La propiedad que queremos senalar es que el desarrollo de Tayor en el
origen de Re(sy) es Re(0) y el desarrollo de Taylor en el origen de Im(s,)

es Im(o).

. El desarrollo de Taylor complejo en el origen de s, es o. El estable-

cimiento de esta propiedad se hace, como en el caso real, variable a
variable, por medio de las derivadas parciales. Cuando n = 1, estamos
diciendo que la funcién s, es derivable, en el sentido complejo, en un
entorno del origen, es decir que existe el limite

/ . 55(2) = s0(a)

=1

so(a) = lm ———
para los puntos a de un entorno del origen (en el caso complejo esto
implica automdticamente la posibilidad de derivar indefinidamente) y

ademas se tiene

0 (k)
o= Z % (O)tk.

k!
k=0

. Como en el caso real, el desarrollo de Taylor complejo en un punto a €

Ac(p;0) de s, estd dado por la identificacién

D Gt —a) (ta = a) . (ty — an)™ =) ettt

1 1

. Para cada a € Ac(p;0) la serie 0@ = 3, 3t t2 .. . tin es convergente y

define una funcién s;a que cumple
Sga 0 Ta = S5

en un entorno de a, donde 7, : b — b — a.

Del mismo modo que en el caso real, si V' C C” es un abierto de C" y f :

V — C es una funcién, diremos que f es analitica compleja u holomorfa en

un punto a € V si coincide en un entorno de a con la suma de una serie de

potencias covergente centrada en a. En ese caso, por supuesto serd analitica
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en un entorno de a. Diremos que f es analitica en V si lo es en todo punto de
V.

Notese que “analitica compleja” u “holomorfa” es exactamente la mis-
ma propiedad. La denominacién holomorfa hace referencia a propiedades muy
interesantes de estas funciones en relacién con la conservacién de dngulos (con-
formes) y de las formas, en las que no vamos a entrar.

Ahora ya podemos dar una definicién de variedad analitica compleja, sim-
ilar a la del caso real. Diremos que M es una variedad analitica compleja de
dimensién n si es una variedad diferenciable de dimensién par 2n con un at-
las tal que los cambios de cartas definan por proyeccién funciones analiticas

complejas. Esto es, las funciones

C R S $UNUY S UnU S gUunu) S e
son analiticas, donde 7r§C : C™ — C es la proyeccién sobre la coordenada com-
pleja i-ésima, para ¢ = 1,2,...,n. Asi, si W es un abierto de M se puede
decir si una funcién f : W — C es analitica (u holomorfa) por lectura de la
propiedad en cartas. Obtenemos asi el haz (’)}(\:/I de gérmenes funciones comple-
jas analiticas en M. De nuevo los argumentos invocados para el caso continuo
y diferenciable son vélidos en este contexto (por ejemplo, si f es analitica en
py f(p) # 0 entonces 1/f es analitica en p). Asi, tenemos un haz de C-alge-
bras locales. Si fijamos una carta ¢ centrada en p € M, el homomorfismo de
C-éalgebras
Top O}?/l,p — C{t1,ta,...,tn}

es un isomorfismo.

Si no hay confusién sobre el contexto complejo en el que trabajamos, es-
cribiremos Op; en lugar de (’)}%. Noétese que el atlas que da la estructura
analitica compleja da asimismo una estructura analitica real de dimension
doble. No obstante, la relacion entre el haz real Oy y el complejo (’)}(\34 no es

completamente directa. Dejamos al lector explorar este extremo.

1.4. Espacios anillados

En los ejemplos anteriores hemos visto que las estructuras geométricas para

el espacio ambiente se han obtenido dotando el espacio topolégico de base M
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de un haz estructural Op; de K-dlgebras de funciones en anillos locales. Para
integrar ambos datos en un mismo concepto, vamos a cambiar ligereamente

las notaciones, asi, el espacio ambiente serd un par
M = (|M],Oyp),

m donde | M| es el espacio topoldgico subyacente y Oy es un haz de gérmenes
de funciones que es un haz de K-algebras en anillos locales. Tal objeto sera
denominado espacio anillado ambiente.

Por supuesto el lector ya habra adivinado que existe una teoria méas am-
plia de especios anillados, que comprende en particular esquemas y variedades
algebraicas y analiticas con singularidades. Nosotros no entraremos en los de-
talles mas avanzados de esta teoria, nuestros objetos de estudio, singulares o
no, se consideraran “dentro” del espacio ambiente y sus singularidades y otras
particularidades se obtendrén a partir de las ecuaciones que los definen (haz
de ideales).

Supongamos que My y Ms son dos espacios ambiente. Un morfismo
qb : M1 — MQ

es el dato de una aplicacion continua fg : |[M;| — |[Maz| con la propiedad de

que para cada abierto U C M> la aplicacién

6u : Oriy(U) = Ongy (f3 (1))

dada por h +— ho f4 estd bien definida. Esto es suficiente para asegurar que
se tiene un homomorfismo ¢y de K-algebras. El concepto de composicion de
morfismos es evidente. Un isomorfismo es un morfismo inversible, en particular
f¢ es un homeomorfismo. Tenemos asi establecida la categoria de espacios
anillados ambiente.

Supongamos que p; € |Mi|y que pa = fo(p1). Tenemos definido un mor-
fismo de anillos locales

bp, OMz,m — OMl,m

que se define en gérmenes por h — ho f,;. Es muy sencillo ver que se trata de
un homomorfismo de anillos, mas interesante es la comprobacién de que es un

homomorfismo de anillos locales, es decir, que

d’pl (MMQ,Z)Q) C MMMH'

Para ello basta recordar que Mz, son los gérmenes con valor 0 en p.
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1.5. Gérmenes de espacio ambiente

La idea de germen de espacio ambiente ha sido pocas veces implementada
explicitamente en la literatura, excepto para la construcciéon de objetos mas
sofisticados, como espacios formales etc.. Sin desear entrar en tales tecnicismos,
nos gustaria dar una interpretacién a la notacién (C",0) muy habitual sin
embargo.

Estamos acostumbrados a que los gérmenes se hacen “en un punto”, pero
es posible “germificar” el espacio ambiente alrededor de cualquier subconjunto
del espacio topolégico subyacente; por razones practicas, que se veran al hablar
de las explosiones, nos limitaremos a hacerlo en torno a compactos. Asi, con-
sideremos un espacio ambiente M y un compacto E C |M|. Vamos a definir
el concepto de germen de espacio ambiente (M, E). Recordemos primero que
dado un abierto U C |M| tenemos un espacio anillado M|y = (U, Opy). Por
definicién, el germen de espacio ambiente (M, E) es el conjunto de todos los
M|y donde U D E.

Nétese que, segun esta definicién, no es lo mismo el germen (M, E) que
el germen (M |y, E') para un abierto U D E. Sin embargo, estos objetos seran
isomorfos en la categoria de gérmenes de espacios ambiente, cuyos morfismos
introducimos a continuacién.

Sean (M, E1) y (Ma, E2) dos gérmenes de espacio ambiente. Consideremos

el conjunto de morfismos
A={¢: Mily, = Maly,; E1 C UL, B2 CUs,  fy(E1) C Ez}.

Establezcamos en A la relacién de equivalencia cuyas clases serdn los gérmenes
de morfismos entre (My, Eq) y (Ms, E3). Consideremos dos elementos ¢, ¢’ del
conjunto .4, donde

fo: UL —= U fo: Uy — U,

Diremos que ¢, ¢’ definen el mismo germen de morfismo entre (My, E1) y
(M, E9) si existe un abierto W de |M;| tal que

E1CWCU1OU{,

de modo que las restricciones de fy y de fu a W coincidan. Se tiene asf estable-

cida una relacion de equivalencia, cuyas clases son por definicién los morfismos
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de gérmenes de espacio ambiente
d (Ml,El) — (MQ,EQ).

En este contexto podemos interpretar (C™,0) como el germen en el origen de
C™, sabiendo que es isomorfo a cualquier abierto que contenga el origen, como
germen en el origen.

La composicién de dos gérmenes de morfismo es otro germen de morfismo.

Consideremos dos gérmenes de morfismo
(O3 (Ml,El) — (MQ,EQ); v (MQ,EQ) — (Mg,Eg)
y elijamos representantes ¢, ¢’ de ® y 1,1’ de ¥, donde

¢: Milo, = Ma|vy; ¢ Mily; — Moy,
U Malyy — Mslug; o' Malyy — Ms|y;.

Sea W un abierto conveniente para la pareja ¢, ¢’ y W5 uno conveniente para
la pareja v, 1)’. Entonces Wi N f(;l(Wg) es conveniente para la composicion.

Una observacién fundamental es la siguiente:

Sean (Mi,p1) v (Ma,p1) dos gérmenes de espacio ambiente en
sendos puntos p1 y pa. Si (Mi,p1) y (M2, p2) son isomorfos, en-
tonces existe un isomorfismo de K-algebras locales entre los anillos

locales Onr, 1 v Oniy o -

La propiedad reciproca también es cierta entre el tipo de espacios ambiente
que nos interesa y es la que justifica el estudio de anillos de series que empren-

deremos mas adelante:

Teorema 1. Sean (Mi,p1) y (Ma,p1) dos gérmenes de espacio ambiente en
sendos puntos p1 y p2. Supongamos que My y My son variedades analiticas
complejas (entonces K = C) o bien que son variedades analiticas reales (en-
tonces K = C). Si existe un isomorfismo de K-dlgebras locales entre Opr, p,

Oy p, entonces (My,p1) y (Ma,p1) son isomorfos.

En nuestro contexto este resultado, clave para un desarrollo mas abstracto
de la Geometria Analitica y Algebraica, es muy evidente. No obstante, vamos a

comentar su prueba. Restrinjdmonos al caso complejo, el caso real seguiria los
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mismos pasos. Sabemos que (M, p;) es isomorfo a (C™,0) y que (Ma, p2) es
isomorfo a (C"2,0). Asi que, en términos de anillos locales, se trata de probar

que si las C-dlgebras de series convergentes

(C{tl,tQ,. . ,tm} y (C{ul,u2, ce ,unQ}

son isomorfas, entonces n; = ny. Esto invoca légicamente teoremas clasicos

del An4lisis. Veamos cémo. Sea
(;5 : C{tl,tg, R 7tn1} — C{ul,uQ, R ,un2}

el isomorfismo que nos dan por hipotesis, cuyo inverso puede denominarse ).

Asi, tenemos series convergentes

o(t;) = 1i(uy,ug, . .., Upy); 1=1,2,...,n1.

¢(u])zuj(tlat2>7tn1)ﬂ j:1727"-7n2-

Como paso previo, consideremos o = o(t1,ta,...,t,,) una serie de potencias
convergente e intentemos averiguar cual es su imagen por ¢. La primera idea

que tenemos todos es la sustitucién

(1) = o(m1(u1,ug, ...y Uny), To(Ur, U2y« ooy Uny )y v e vy Try (U1, U2y e ey Uy ).

Ahora bien esto no es inmediato, dado que un homomorfismo de dlgebras
respeta las operaciones de suma y producto finitas, no las infinitas, atin cuando
nuestros conocimientos de Anaélisis elemental nos recuerdan que efectivamente
la sustitucion define bien una serie convergente. Ciertamente, la sustitucion
seria la respuesta correcta si ¢ fuera un polinomio. Lo que podemos hacer

ahora es truncar para hacer un razonamiento asintético. Asi, expresemos
o=5N 48N

donde SV es un polinomio y SN una serie de potencias en cuyo desarrollo
todos los monomios tienen grado mayor que IN. Una verificacién simple nos
dice que

o(r) = SN(r) + RY,

donde RY es una serie de potencias en cuyo desarrollo todos los monomios

tienen grado mayor que N. Por otro lado

d(0) = ¢p(a™) + ¢(SN) = o™ (1) + ¢(SN).
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Como SV es una suma finita de monomios de grado mayor que N multiplicados
por series de potencias y ademés cada 7;(0) = 0, se ve que ¢(SV) es una serie
de potencias en wui,ug, ..., U, en cuyo desarrollo todos los monomios tienen

grado mayor que N. Asi pues, para cada N tenemos que
() = d(o) = RN — ¢(SV).

La tunica posibilidad es que o(7) = ¢(o) pues la diferencia no podria tener
ningdn monomio en su desarrollo.
Ahora ya podemos probar que n1 = no. En efecto, de lo anterior se concluye

que

ti=Tilpn, pas o bng); U = (71, T2y Ty

para todo i = 1,2,...,n1 y todo j = 1,2,...,ny. Aplicando la regla de la

cadena a estas sustituciones de series convergentes, se concluye que la matriz

(@)

es inversible y, por lo tanto, es cuadrada. Asi pues ny = ns.

jacobiana en el origen

1.6. El espacio proyectivo

El espacio ambiente global por excelencia es el espacio proyectivo. Tiene
ademads la ventaja de que su construcciéon es completamente universal y por
consiguiente valida en todos los contextos de la geometria: desde al aritmética,
geometria sobre cuerpos abstractos, el caso real, el caso complejo, la estructura
puramente algebraica (topologia de Zariski), la topologia usual real o comple-
ja, la estructura analitica, etc.. Mds ain hay resultados (lema de Chow) de
globalidad que permiten asegurar que algunos objetos geométricos analiticos
globalmente definidos sobre el espacio proyectivo son de hecho también alge-
braicos, es decir pueden estar dados por polinomios. La expresion méas com-
pleta de estos resultados esté en los teoremas GAGA de Serre.

El espacio proyectivo de dimension n sobre K, que denotaremos Py es por
definicién el conjunto de rectas vectoriales de K"*1. Asf existe una aplicacién
suprayectiva

K"\ {0} — P}
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que a cada (zg, z1,...,x,) # (0,0,...,0) le hace correponder la recta
[0, 21,..., 2, € Pk
que pasa por el origen de K"*! y por (zg,z1,...,7,). Diremos que
(20,1, ., Tp)

son las coordenadas homogéneas de [xg, x1,...,2z,]. Evidentemente dos juegos
de coordenadas homogéneas definen el mismo punto proyectivo si y solamente
si son proporcionales. La topologia usual del espacio proyectivo es la topologia
cociente de la de K*1\ {0}.

Podemos dar cartas estandarizadas en el espacio proyectivo:
¢iZUi:{l’i§éO}—>Kn

definidas por:

Lo Z1 Ti—1 Ti41 Ln

(i i
[xo, 21, ... xn) €U (—, —, ..., , ey —) = (Y1, Y5y - - Yp)-
Diremos que (y%,45,...,y%) son las coordenadas afines en la carta i-ésima del
punto [zg,Z1,...,2Ty]. Se obtiene asi la estructura de variedad analitica del

espacio proyectivo con la que trabajaremos.

No vamos a detallar aqui demasiado las propiedades del espacio proyectivo,
con las que suponemos que el lector estd familiarizado. Sin embargo, a titulo
de ejemplo realizaremos algunos calculos en el espiritu del lema de Chow.

Tomemos el caso K = C. Veamos que las tnicas funciones holomorfas
globalmente definidas f : P — C son las constantes. Denotemos f; = f|y;,,

entonces cada f’L se Corresponde con una serie entera
T
1 7
g; = E ary
I

a la que podemos dar valores arbitrarios en las coordenadas afines. Al mismo
tiempo el limite segin una recta afin de U; en el infinito debe ser un valor
finito. Se deduce que o; y por tanto f; es una constante, que debe ser el valor
constante de f.

Veamos ahora, sin entrar en demasiados detalles técnicos, que una hiper-

superficie analitica de P¢ es de hecho algebraica, es decir, dada por los ceros de
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polinomios en las cartas afines. Este resultado, conocido como Lema de Chow
es el punto de partida para la comparacion, a nivel proyectivo, de la Geometria
Algebraica y la Geometria Analitica Compleja. No entraremos en la zona maés
profunda del mismo, que es la razén cohomoldgica de que una hipersuperficie
de C"*1\ {0} se extiende a una hipersuperficie de C**!. El argumento es asi,

sea H C P¢ una hipersuperficie y consideremos la aplicacién candnica
p:C" ™\ {0} — P

Entonces p~(H) es una hipersuperfice de C"** \ {0}, que se extiende a una
hipersuperficie CH C C™*! la cual, por construccién, es un cono, es decir, si
contiene un punto, contiene toda la recta que lo une con el origen. Supongamos

que F(xg,x1,...,2,) =0 es una ecuacién de CH y escribamos
F(.%'(],.Tl,...,LUn):Fd+Fd+1+"',

donde los F; son polinomios homogéneos de grado i. Dado un punto a =

(ag,ai,...,an), distinto del origen, del cono C'H, para todo A € C se tiene
0=F(Xa) = MFy(a) + X" Fypa(a) + -

Se sigue que 0 = Fy(a) = Fy41(a) = ---. En particular F; = 0 es una hiper-
superfice contenida en H = {F = 0}. Por “irreducibilidad” se concluye que
H = {F; = 0}. (En este curso no entraremos en conceptos como la irreducibil-
idad con toda su extensién, aunque si lo detallaremos para el caso de curvas).

Ahora ya es evidente que
Hi=HNU; = {f;(y") =0},

donde f;(y*) = x¢F(xo/xi, 71/, . . ., Tn/7;) es un polinomio de grado menor

o igual que d.

Observacion 1. Un ejercicio interesante es el siguiente. Supongamos que
H C P¢ es tal que H; = H N U; estd dada por f; = 0, donde cada f; es un
polinomio. Entonces existe un polinomio homogéneo F(xg,z1,...,%,) de un

cierto grado d tal que

H = {[zo,x1,...,zy) € P¢; F(x0,21,...,2,) = 0}.
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1.7. La explosiéon de un punto

Vamos a introducir un ejemplo de morfismo de espacios ambientes que

serd muy 1til en lo sucesivo. Consideremos el espacio proyectivo Pk y el punto
Py =1[1,0,0,...,0].

(Es el origen de la primera carta). En una dimensién menos (asi pues supon-

dremos n > 2) tenemos una identificacién del hiperplano del infinito
Hoo = {.7}(] = 0}

con ]P’%_l, dada por [0,z1, 2, ..., zy] > [T1,2T2,. .., 2y

Observemos que H, se puede identificar con el conjunto de rectas proyec-
tivas que pasan por Py, ya que cada punto () de H, determina una y solo una
recta proyectiva @ + Py que pasa por Py y Q. (Estas rectas son en realidad el
“proyectivizado” de las rectas afines de Uy que pasan por Fpy; de una manera
mas precisa, una recta proyectiva esta dada por los puntos del espacio proyec-
tivo que se corresponden con los de un subespacio vectorial de dimensiéon dos

de K"™1). Ahora podemos considerar la proyeccién
p:PE\{P} - Ho =Py 1,

que a cada punto Q' hace correponder el punto Q € Hy, tal que Py + Q' =
Py + Q. El grafo de la proyeccion

G(p) C (PE\ {Po}) x Pg
esta descrito por las ecuaciones
(x],[2z]) € G(p) © xizj —xjz; =0, 4,5 =1,2,...,n.

Recordemos que, como en todo grafo, la aplicacién proyeccion sobre el primer

factor es un isomorfismo:

Tlap) : Gp) = P\ {Fo}-

Dado que tenemos detectadas ecuaciones para G(p), podemos extenderlas sin

problemas al espacio Py x P%‘l y considerar el conjunto

M = {([x], [z]) € Pg x P%_1§xizj —xjz=0,14,j=12,...,n}.
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Como hemos visto
G(p) = M N (Px \ {Po}) x PR
Ademads, es inmediato comprobar que
E=Mn{P}xPyt={R}xPpt

Asi pues, el divisor excepcional E se identifica con IP’]%_I 0, M4as precisamente,

con el conjunto H, de las rectas que pasan por Fj.

Definicion 1. La restriccion w : M — Pg de la primera proyeccion
Pg x Py~ ' — PR
se llama explosién de Pg con centro Fy.

Es de senalar que en la definicién anterior se usa una seleccién previa de
coordenadas de manera importante. Cabe preguntarse si este morfismo es en
realidad independente de las coordenadas. No solamente lo es, sino que esto se
obtiene gracias a una propiedad universal que hace de las explosiones los mor-
fismos mas importantes de la Geometria Algebraica. Nosotros no entraremos
demasiado en estos detalles, las construcciones de explosiones sucesivas que
efectuemos seran en realidad particulares, aunque el lector debe tener el con-
vencimiento de que todas estdn bien definidas salvo isomorfismo tinico (como
corresponde a las propiedades universales).

La primera tarea que tenemos es comprobar que M es un espacio ambiente.
Esto sera cierto de hecho en cualquiera de las categorias en las que trabajemos.

Observemos que
n

M=ty ul =)
i=1
Dado que Py ¢ U; para i > 1, se puede identificar 7~1(U;) con Uj;, para
asi configurar algunas de las cartas de M. El problema se concentra pues en
la descripcién de 71 (Up). Vamos a describir 771(Up) como unién de abiertos
coordenados
7 N Up) = Wi UWa U---UW,

de la manera siguiente. Recordemos que en Uy tenemos coordenadas

(y17y27 e 7yn)7
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donde y; = x; /(. Definamos

Wi ={(L,y1,Y2,---,Ynl, [21, 22, ..., 2n]) € M; z; # 0}.

Identificaremos cada W; con K" mediante aplicaciones coordenadas

(u{,ué coud) W = K
donde vl = Ys/yj; para s # jy u; = y;. De esta manera obtenemos la es-
tructura deseada de M como espacio ambiente y, de paso, una descripcién en
coordenadas del morfismo de explosién 7w : M — Pg. Nétese que el divisor
excepcional E tiene como ecuaciones £ N W; = {u; = 0}.

Como segunda parte de esta seccién, nos podemos preguntar si es posible
hacer la explosion de un espacio ambiente My con centro en un punto Py € M.
Esto es asi, sin entrar en detalles para probar que el procedimiento esta definido
intrinsecamente (la referida propiedad universal), describamos dicho morfismo.
En la construcciéon anterior, si U > Fy es un abierto de Pi que contiene P,

definimos la explosion de U con centro Py como la restricciéon
-1
1@y (U) = U.

Ahora, elijamos un atlas de My formado por abiertos que no contienen Py y
un tinico abierto U que contiene Py. Dado que 7~ (U \ {Py}) es isomorfo a
U\ {Py}, podemos reconstruir una variedad M; a partir de un atlas en el que
substituimos U por 7~ 1(U) y conservamos el resto de los abiertos coordena-
dos, relacionados con 7~ 1(U) a través de la identificacién citada. Asi se tiene
también un morfismo

7TZM1—>M0

que es la explosion de My con centro Fy.
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Capitulo 2
Anillos de series

En esta seccién presentaremos las propiedades algebraicas mas notables de
los anillos locales Oy, en los casos anlitico complejo y analitico real. Supon-
dremos una cierta familiaridad del lector con las series formales y los rudimen-

tos del Algebra Conmutativa. Recordemos que
O=0ump=K{z1,22,...,20},

donde n es la dimensién del espacio ambiente M. Consideraremos asimismo

los anillos de series formales

O =K[z1,z2,...,2,]]
Estos anillos se definen como el conjunto de series de potencias en las variables
L1, X2,...,%n

sin exigir ninguna condicién de convergencia. Légicamente tenemos

O =K{z1,22,...,2p} CK[z1,22,...,2,]] = O
y asi toda serie convergente se expresa también como una serie formal:
_ I,
o= arx’; ar € K.
T=(i1,i2,0yin)

Reorganizando los monomios por su grado, podemos expresar ¢ como una
descomposicién infinita

U:UV+UV+1+“',
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donde cada o4 es un polinomio homogéneo de grado d y o, # 0. El valor
v € Z>o se denomina el orden de la serie 0. Ya sabemos que en el caso
convergente v = 0 si y solamente si o es una unidad. Esto también es cierto
en el caso formal. En efecto, escribamos A = ¢(0) y 0 = A(1 — ), donde n

tiene orden > 1. Entonces tenemos

(I+n+n"+---).

> =

En particular se deduce que ambos anillos son locales, su ideal maximal M,
respectivamente M, se corresponde con las series de orden > 1. Este ideal
visiblemente estd generado por las coordenadas x1, 2, ..., Ty,.

Otras propiedades de estos anillos son un poco mas dificiles de obtener.

En esta seccién probaremos las siguientes:

= Los anillos O y O son noetherianos. Esto quiere decir que cada ideal

tiene un sistema finito de generadores.

s Kl teorema de las funciones implicitas es valido en estos anillos. Es un
resultado clédsico para el caso convergente, que se puede extender al caso
formal y que nosotros veremos como una consecuencia del teorema, més

general, de preparacién de Weierstrass.

s Los anillos O y O son dominios de factorizacién tnica. Esto quiere de-
cir que cada elemento se factoriza de modo esencialmente tnico cmo
producto de elementos irreducibles. Las consecuencias geométricas, que
estudiaremos extensamente en el caso de curvas planas, permiten definir
gérmenes de hipersuperficies, como unién de hipersuperficies irreducibles

y desarrollar el anédlogo formal.

s Los anillos O y O son henselianos. En el caso de curvas planas esto
implica que si hay varias tangentes, entonces hay varias componentes

irreducibles, al menos una para cada tangente.

Muchas de estas propiedades (y otras relacionadas, por ejemplo, con la re-
duccién de singularidades y que no mencionaremos aqui) se obtienen como

consecuencia de los teoremas de preparacion y division de Weierstrass.



2.1. EL TEOREMA DE PREPARACION DE WEIERSTRASS 33

2.1. El teorema de preparacion de Weierstrass

Sea 0 = Y, a;x! una serie formal o convergente de orden v > 0. Diremos
que o es distinguida en la variable x, si y solamente si ¢,(0,0,...,1) # 0.
Dicho de otro modo, la serie ¢ es distinguida en la variable x, si podemos
escribir

o= Ax; +x,n+(,

donde A # 0 y 7, ¢ son series de modo que el orden de ¢ es > v (naturalmente,

el orden de 1 debe ser > v, puesto que el orden de o es igual a v).
Escribamos (1, z2,...,2,) = (X) = (y,zn), con (y) = (x1,22,...,Tp-1)-
Dado v € Z>1, un polinomio distinguido de orden v en la variable x,, es

una serie (formal o convergente) de la forma
P =) +ai(y)ay, "t +as(y)zh 4+ auly),

donde cada «; es una serie (formal o convergente, segiin el caso) en las variables
(y) = (z1,29,...,2,—1) de orden > i. Se sigue, claro estd, que P es una serie
de orden v.

El teorema de preparaciéon de Weierstrass se enuncia como sigue:

Teorema 2 (Teorema de preparacién). Sea o una serie formal (respectiva-
mente convergente) de orden v > 1 distinguida en la variable x,. Entonces
existe una unidad formal U (resp. convergente) y un polinomio P distinguido

de orden v en la variable x,, formal (resp. convergente) tal que
oc=UP.

Intimamente asociado con el teorema de preparacién, tenemos el teorema

de divisién de Weierstrass, que se enuncia como sigue:

Teorema 3 (Teorema de divisién). Sea o una serie formal (respectivamente
convergente) de orden v > 1 distinguida en la variable x,. Dada cualquier otra
serie formal T (resp. convergente) existen dos series formales unicas (resp.

convergentes) Q y R tales que
T=Qo+R

donde R tiene la forma R = 2% 1R, _1(y) + 2% 2R, _a(y) + -+ - + Ro(y).
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Veamos que el teorema de divisién implica el teorema de preparacion.

Dividamos x¥ por o, se tiene
z, =Qo+ R

y por tanto Qo = z¥ — R. Basta ver que @) es unidad, pero esto es evidente,

v
n
v

ya que el orden de z; — R es < v y el orden de Qo es mayor o igual que v més

n
el orden de @), que entonces debe ser cero.

También se puede comprobar que el teorema de preparacién implica el de
divisién. En efecto, supongamos ¢ = U P, donde P es un polinomio distinguido
de orden v en la variable x,,. Dada una serie 7, si pudiéramos dividir 7 por P
de forma tunica

T=Q'P+R
tendriamos que 7 = Q'U~'o + R es la divisién buscada. Basta pues buscar
la descomposicién 7 = Q'P + R y probar su unicidad. Para toda potencia x¢

tenemos una expresién tnica
2= TP+ RO RO = BY, (v)ay ™ + R, + -+ RV (y)

que se obtiene sin mas que “rebajar” sucesivamente el grado en z,, de la parte
no divisible por P, aplicando la férmula 2% = P — (P — z%). Adem4s, de estas
manipulaciones, se concluye que el orden de T,(y) y de cada Rl()a) (y), para
0 <b<v-—1,tiende a 400 cuando el exponente a aumenta.

Ahora ya podemos efectuar nuestra divisién. Si

escribiremos

') v—1 (&%)
= (Z Ta<y>Ta<y>> P+ (Z n(y)Rg“)(y)) .
a=0 j=0 \a=0

La unicidad de la descomposicién 7 = Q'P + R se deduce inmediatamente de
la unicidad para el caso de que 7 sea la serie idénticamente nula.

Finalmente, obervemos también que el teorema de preparacion implica el
teorema de la funcién implicita. En efecto este tultimo se corresponde al caso

de una serie ¢ distinguida de orden uno en la variable x,,. Entonces

o=U(y,zn) (zn, — f(y)).
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Por consiguiente, dado que U es una unidad, en un entorno del origen la
ecuacién o = 0 es equivalente a =, = f(y).

Hay muchas pruebas de estos teoremas en la literatura. Es relativamente
facil organizar una prueba por coefficientes indeterminados correpondiente al
caso formal. Trabajando con cuidado, ademéas se puede demostrar que este
método iterativo produce series convergentes si los datos de partida lo son.
Una buena referencia de este punto de vista es el libro de Abhyankar (Local

Analytic Geometry).

2.2. Consecuencias del teorema de preparacién

Recordemos que un anillo (conmutativo con unidad) se dice noetheriano
si todo ideal admite un sistema finito de generadores, lo que ademés equivale
a decir que todo sistema de generadores contiene un sub-sistema finito de
generadores. Desde el punto de vista geométrico, para anillos de funciones, esta
propiedad implica que el lugar geométrico de los ceros de un sistema finito o
infinito de funciones es la interseccion de un ntmero finito de hipersuperficies.

El anillo de polinomios en n variables con coeficientes en un anillo noethe-
riano es noetheriano. Este resultado, conocido como el teorema de la base de
Hilbert , es muy clésico y al mismo tiempo admite una prueba elemental, que
no detallaremos.

Veamos a continuacién que

O =K{z1,29,...,2n}, O=K[[z1,22,...,2,]]

son noetherianos.

Razonaremos por induccién sobre el niimero n de variables. Si n = 1, todo
ideal es una potencia de ;0. Sea I C O un ideal no nulo y seleccionemos
f €1, f #0. Después de un cambio lineal de variables suficientemente general
(el cuerpo K es infinito), podemos suponer que f(x) que es regular en x,, de

orden v > (. Dividamos cada elemento g de I por f:

g=af +r r(x) =rea)a +rea(y)zn T+ ro(y).

Nétese que g — qf = r € I N K{y}[zy,]. Aplicando la hipdtesis de induccién

y el teorema de la base de Hilbert, existe una coleccién finita de polinomios
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P1,D2, - -, Pk € K{y}[xn] que generan el ideal I N K{y}[z,]. Ahora es ya evi-
dente que f,p1,p2,...,pr generan I. Este mismo argumento es véalido para el
anillo se series formales O.

Otra consecuencia muy importante de los teoremas de preparacién y di-
vision es que O y O son dominios de factorizacién dnica. De nuevo para ello
invocamos un procedimiento de induccién basado en el siguiente hecho alge-

braico

Si A es un dominio de factorizacién unica, entonces el anillo de

polinomios en una variable A[X] también lo es.

Consideremos un elmento no nulo f € O y efectuemos, si fuera necesario, un
cambio de coordenadas para que f sea regular de orden v > 0 en la variable

x,. Por el teorema de preparacién tenemos
f:UP; P(X):$Z+P1(Y)$Z_l+'“+Pu(y)GK{Y}[%]-

Por hipétesis de induccién y aplicacién del susodicho resultado algebraico,

tenemos una descomposicién en polinomios irreducibles y ménicos
P=PP- - Py PJGK{Y}[wn]7]:1727ak

que ademas son polinomios de Weierstrass. Después de esta observacion, es
suficiente probar que si P es un polinomio de Weierstrass irreducible como el-
emento de K{y}[z,], también es irreducible como elemento de O. Supongamos

que

P = gh,

donde g, h son no unidades. Es visible que g y h son regulares en x,, de 6rdenes
respectivos vy, 9, con v + o = v. Aplicando el teorema de preparacién de

nuevo tenemos

P=UU,GH, W =Uls,

donde G, H son polinomios de Weierstrass y W es una unidad. Ahora podemos
ver que W = W (y) y por tanto se puede “absorber” en uno de los polinomios

de Weierstrass, contradiciendo que P es irreducible.
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2.3. El lema de Hensel

La propiedad de Hensel es la que permite encontrar un substituto de la
topologia clasica de manera abstracta en Geometria Algebraica, con anillos
locales suficientemente ricos. Concretamente y poniendo un ejemplo a nivel de

anillos de polinonios y funciones polindmicas: la curva algebraica plana
2? -y +2° =0

es globalmente irreducible (el polinomio 22 — y? + 2% es irreducible) pero en
el origen tiene un cono tangente, dado por 2% —y? = 0, que es la unién de dos
rectas.

Ciertamente, si tomaramos un entorno del origen en la topologia clésica,
verfamos dos componentes de la curva, pero estas no se pueden separar por la
topologia de Zariski, que es la naturalmente asociada a las funciones polinémi-
cas, menos fina que la topologia usual de K”.

La topologia que obtendriamos de manera abstracta se llama la topologia
etale, cuyos anillos de gérmenes son naturalmente henselianos, con la propiedad
antes citada. No entraremos en los detalles técnicos de esta construccion.
Nos limitaremos a comprobar que los anillos que nos interesan O y O son
henselianos.

Recordemos que todo elemento no nulo f € O se escribe

f=1u(x) + fogr(x) + -+,

donde fr # 0y cada f;j(x) € K[x] es un polinomio homogéneo de grado j.
En realidad, la forma inicial f, tiene un sentido intrinseco, como elemento del

espacio vectorial
MY / MV+1.
Para ser mas preciso, el anillo graduado
o0
Grpm0O = P MM
i=0

es isomorfo al anillo de polinomios K[X], donde los coeficientes estan dados por
K = O/M y las variables son X; = z; + M? € M/M? para j =1,2,...,n.
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Consideremos un anillo local (A, M), de suerpo residual kK = A/ M y sea

Y una indeterminada. Dado un polinomio ménico
fFY)=Y% 4 aq Y 4o 4 ag € A[Y]
escribiremos f(Y) € k[Y] el polinomio
F¥) =Y+ aa Y4 4+ ag € w[Y],
donde @; € ~ es la clase de a; médulo M.

Definicién 2. Un anillo local (A, M) se dice henseliano, o que satisface la

propiedad de Hensel, si dado f(Y) € A[Y] ménico tal que f(Y') se descompone

donde G(Y) y H(Y) no tienen factores comunes en K[Y], entonces existen

g(Y),h(Y) € A[Y] mdnicos tales que

y ademds g(Y) = G(Y), h(Y) = H(Y).

Los anillos O y O son henselianos. Este resultado es cierto para K = R
y para K = C, de hecho, en el caso de series formales, lo es para cualquier
cuerpo de coeficientes. Comentaremos una prueba (véase de nuevo el libro
de Abhyankar) para el caso complejo, utilizando que K es algebraicamente
cerrado (este es el cldsico “Lema de Hensel”).

Dado que C es algebraicamente cerrado, podemos escribir

k
f(Y) = H(Y - Ci)miu
i=1
donde los ¢; son distintos dos a dos. Después del cambio de variable Z =Y —¢;,

tenemos

J(Z+e)=G(2) G(2)=3(2), 9(2) = [(Z +e)
y ademds g(Z) € O[Z] es regular en Z de orden m; Aplicando el teorema de

preparacién, tenemos
9(Z) =~(x,Z)P(Z),
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donde 4(0,0) # 0. Dado que g(Z) es un polinomio, aplicando el teorema
de divisién de g(Z) por P(Z), vemos que v € O[Z], pues la relacién anterior
coincide con la divisién euclidea. Ademés P(Z) = Z™!. Deshaciendo el cambio,

se obtienen todos los factores.

2.4. El cono tangente de una curva plana

Vamos ahora a aplicar el hecho de que el anillo O es henseliano para probar
rapidamente un primer resultado geométrico. Supongamos que trabajamos en
dimensién n = 2 y que tenemos una serie irreducible f. Nos interesa el germen
de curva f = 0, como subconjunto de (C?,0). Evidentemente, para la evalu-
acién local de los ceros de f obtendremos el mismo resultado si multiplicamos
f por una unidad, que no se anula en un entorno del origen. Asi pues, salvo
multiplicar por una unidad y efectuar un cambio lineal de coordenadas, pode-
mos suponer que el germen C de curva estd dado por los ceros P = 0 de un

polinomio de Weierstrass
P(z,y) =y’ + Pi(2)y" " + - B()

donde el orden de P;(z) es mayor o igual que i. Denotemos por In‘(P;) = \;z°

la parte de grado i de P;(x). Asi la forma inicial de P es
m(P)(z,y) =y + May” 4+ Aa”

El cono tangente de C se define por In(P)(z,y) = 0. Es un conjunto de rectas
que pasan por el origen, ya que el polinomio In(P)(x,y) es homogéneo en dos
variables.

Supongamos ahora que In(P)(z,y) se descompone

t

In(P)(z,y) = [ [ (v — o)™,

s=1
donde los us son distintos entre si. Esto nos da las t rectas distintas del cono

tangente. Veamos ahora que de hecho se tiene

P(:Cay) = Pl(xay)PQ(x7y) e 'Pt(xay)

donde cada Ps(x,y) es un polinomio de Weierstrass cuya forma inicial es (y —

is)™s. Logicamente tendremos entonces que

C=CiUCyU---UCy,
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donde cada C; es la curva Ps(z,y) = 0.

Pasemos a dar una idea de la demostracion de estos hechos. Lo haremos via
una transformacién de explosion, cuyo alcance desarrollaremos en secciones
posteriores. Consideremos una variable adicional T y escribamos y = Tx.

Hagamos
t

G(z,T) = P(z,Tx)/z" = [[(T — ps)™ + 2(---).

s=1

Aplicando el lema de Hensel a C{z}, tenemos una descomposicién
G(:Ca T) = Gl(fE, T)GQ(:E? T) e Gt(fE, T)a

tal que Gg(x,0) = (T — us)™, donde cada Gs(z,T) es un polinomio en la

variable T" de grado myg. Si ahora hacemos
t
P(z,y) = 2"G(z,y/x) = [ [ #™ Cs(x, y/),
s=1

tenemos la descomposicién P(x,y) = Hizl Py(z,y), donde

Py(z,y) = 2" Gs(z,y/x).



Capitulo 3

Gérmenes de curvas analiticas

La geometria algebraica tiene como objeto basico de estudio las soluciones
de ecuaciones polinémicas, es decir los conjuntos algebraicos. Como ya hemos
indicado, su espacio ambiente mds natural es el espacio proyectivo Pg de di-
mension n. Los primeros objetos interesantes son las curvas algebraicas planas.
Una curva algebraica plana C C IP’]%< es un subconjunto del plano proyectivo

dado por el lugar de ceros de un polinomio homogéneo P(Xy, X1, X2), es decir,
C= {[GO,CLLGQ] E]P)]%g, P(CL[),G,LCLQ) :0}

Hay dos tipos de propiedades que nos pueden interesar en el estudio de las
curvas algebraicas planas. En primer lugar tenemos las propiedades globales,
como puede ser el grado minimo de un polinomio homogéneo P(Xy, X1, X3)
que defina la curva. El grado tiene una interpretacién geométrica muy clara, es
el nimero de puntos de corte de la curva con una recta del plano proyectivo, si
se cuentan con la multiplicidad (multiplicidad de interseccién) adecuada. En
segundo lugar tenemos toda una coleccién de preguntas acerca de la naturaleza
de la curva en un entorno de un punto de la misma, estas son la propiedades
locales. En estas notas nos vamos a centrar sobre todo en estas iltimas, aunque
como veremos hay muchos aspectos globales también en el estucio local de los
puntos de una curva.

Las funciones naturalmente definidas en un entorno de un punto dependen,
tal como vimos al hablar del espacio ambiente, de la topologia con la que
trabajamos, ya sea la de Zariski, adaptada a polinomios, o la usual, en la que

las funciones analiticas seran nuestra eleccion. El uso de la topologia de Zariski

41
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exige, para el tratamiento de problemas locales, la introducciéon de entornos
etale y henselianizados; son estas herramientas sutiles y muy interesantes,
destinadas a paliar la inexistencia del lema de Hensel para los anillos locales

de variedades algebraicas, pero no las detallaremos en estas notas.

3.1. La multiplicidad, ramas y puntos singulares

Un germen de curva analitica compleja en el origen de C? es por defini-
cién un germen (C,0) de subconjunto de (C2,0) dado por los ceros de una
funcién analitica f(z,y) en dos variables definida en un entorno del origen. Lo

escribiremos

Es evidente que uf define el mismo germen de curva analitica cuando u es un
germen de funcién que no se anula en el origen (unidad de Q). Por otro lado,

si tenemos
f=frifra... e
- Jq 2 k >

entonces f = 0 coincide con f1fs--- fr = 0y tenemos una descomposicién
C=CiUCyU---UCy,

donde C; = {f; = 0}.

Llamaremos rama analitica a todo germen de curva analitica f = 0, donde
f es irreducible como elemento de O. Asi, todo germen de curva analitica es
union de ramas analiticas.

Ya tenemos definida la multiplicidad v(f) de un elemento f(z,y) € O. Di-
remos que el origen 0 € C es un punto no singular de C si la curva estéd definida
por una ecuacién f = 0 con v(f) = 1. Es evidente que si el origen es no singu-
lar, entonces C es una rama analitica. De un modo mas general, la multiplicidad
voC en el origen se define como la mas pequena de las multiplicidades v(f)
donde f = 0 es una ecuacién de C. As{ pues, el origen es un punto singular si
tenemos voC > 2.

Notese que si el germen de curva analitica es no singular, entonces es
uno de los ejes coordenados, salvo cambio local de coordenadas. En efecto, la
ecuacion f = 0 que define la curva puede considerarse la de un eje, pues si f

tiene multiplicidad 1 tenemos un cambio de variables (z,y) — (f,g).
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Las definiciones anteriores se adaptan también a espacios ambiente mas
generales. Supongamos que M es una variedad analitica compleja de dimensién
dos y consideremos un punto p € M. Un germen de curva analitica (C,p) es
un germen de subconjunto de (M, p) que se traslada a un germen de curva
analitica en el origen de C? por una (y por tanto por todas ellas) carta centrada
en el punto p. Diremos que un subconjunto C C M es una curva analitica de M
si el germen de C en cada uno de sus puntos es un germen de curva analitica.
Esta definicién permite objetos relativamente generales. Un primer ejemplo es
una curva algebraica de IP%, que es efectivamente una curva analitica del plano
proyectivo. Podemos ir un poco més lejos y fijar un subconjunto compacto
K C M, que da lugar al germen de conjunto (M, K). En este sentido, una curva
analitica de (M, K) es un subconjunto (de gérmenes) (C,CNK) C (M, K) que
para cada p € C N K define un germen de curva analitica. Atin cuando esta
dltima definicién parezca un poco artificiosa, veremos su utilidad en el contexto

de la reduccién de singularidades.

3.2. Explosiones y curvas analiticas

Consideremos un espacio ambiente M de dimensién dos, que sea una var-
iedad analitica compleja y sea C C M una curva analitica. Vamos también a

fijar un punto p € C. Asi tenemos un germen de curva analitica

(C,p) C (M,p).

Efectuemos la explosiéon de M con centro p: m: M; — M. Recordemos que el
divisor excepcional F; = m~!(p) se identifica con una recta proyectiva IP’%: y

que tenemos un morfismo de gérmenes de espacio ambiente
T <M17E1> — (E,p).

La primera pregunta que nos planteamos es si 7~ !(C) es una curva analitica
de Mj. Nétese que By C m~1(C) dado que p € C. De hecho veremos que hay

una descomposicién unica
7T_1(C) = kL UC(Cyq,

donde C; es una curva analitica de M7 que no contiene F;. Estos objetos
reciben los siguientes nombres: el transformado total de C por m es 7 1(C),

mientras que C; es el transformado estricto de C por .
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Para probar que el transformado total 7=!(C) es una curva analitica de
M7 solamente debemos preocuparnos de verificarlo en los puntos del divisor
excepcional F1, ya que fuera de esos puntos la explosion define un isomorfismo.

Es decir, ya sabemos que
7Y C)\ Ey C M\ F,

es una curva analitica. Elijamos ahora un punto p; € E;. Después de un cambio
lineal de coordenadas locales en p, tenemos coordenadas locales (z/,4') en p;
que cumplen

/ )
r O =1x; yxr om=1y.

Para simplificar las notaciones, escribiremos: x = ',y = 2'y’. Supongamos

que C esta localmente dado en p por f(z,y) = 0, donde

f(x,y) = fulz,y) + fora(z,y) + -,

siendo los f;(x,y) polinomios homogéneos de grado i. Entonces 7~ 1(C) esté lo-

calmente dado en p; por g(z',3") = 0, donde
g(xlv y,) = f(x,a .’E/y/) = (fl/(lv y,) + xfl/Jrl(la y/) + - ) = x/l/f/(xlv y/)'

Esto demuestra claramente que 7~ 1(C) define un germen de curva analitica
en p1. Consideremos el germen (Cy,p;) definido por f/(2/,y") = 0. Es evidente
que (E1,p1) no estd contenido en (C1,p1), ya que By = {2/ =0}y f(0,y) =
f,(1,y') # 0. Por otro lado observemos que (Ci,p1) \ By = 7 %C)\ E1 y

ademas, salvo que (Cy,p1) sea el vacio, entonces

(C1,p1) = (7~ 1(C) \ E1) U {p1}. p1),

donde entendemos esta igualdad com gérmenes. Ahora queremos mostrar que

C1 C M; es una curva analitica, donde C; se obtiene anadiendo a
1)\ By

precisamente los puntos p; donde (Ci,p1) no sea el vacio. Sin entrar en de-
talles, esto no tiene ningtin problema una vez que veamos que el conjunto de
dichos puntos p; es finito. Este calculo ya lo hemos hecho, pues dichos puntos

corresponden al proyectivizado del cono tangente f,(z,y) = 0.
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Recordemos finalmente que la explosién se puede considerar un morfismo
de gérmenes
T (M17E1) — (M7p)7

y que las curvas transformada total o estricta definen respectivamente curvas
analiticas de (M, Ey).

3.3. Reduccién de singularidades

Como ya hemos dicho, un germen de curva analitica plana f(x,y) = 0 es
no singular en el origen si la ecuacién puede tomarse de modo que v(f) =1,
donde v(f) denota la multiplicidad de f(x,y). Nuestra primera observacién
es que todo punto no singular se transforma en un punto no singular por una

explosion. Precisemos el enunciado

Proposicién 1. Sea (C,p) C (M,p) un germen de curva plana y supongamos

que p es no sigular para (C,p). Consideremos la explosion
7 (M, Er) — (M, p)

centrada en p y sea (C1,C1 N Ey) el transformado estricto de (C,p) por .

Entonces:
1. Existe un dnico punto p; € C1 N Eq.
2. El germen (C1,p1) es no singular.

3. El transformado estricto C1 y el divisor excepcional E1 son transversales
en p1, es decir, el cono tangente de (C1 U E1,p1) consiste en dos rectas

distintas.

Hay dos maneras de probar la proposicién anterior. La primera consiste en
observar que salvo cambio de coordenadas se puede suponer que f(z,y) =y
y entonces el resultado es evidente para esta ecuacién particular. Esta aprox-
imacion es totalmente correcta, aunque se basa fuertemente en la covariancia
de la explosion respecto de lso cambios de coordenadas (propiedad univer-
sal de la explosion). Se trata de un resultado cierto que no hemos detallado
(en contextos muy generales, con funciones analiticas asociadas a series gen-

erlaizadas, hay que prestar atencién) y por consiguiente la prueba estarfa ya
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completa. Otra manera es hacer directamente los calculos sin cambio previo de
coordenadas. Veamoslo a titulo de ejemplo. Salvo un cambio de orden en z,y

(cambiar el papel de las coordenadas) podemos suponer que f(x,y) se escribe

f(@,y) =y — Az + faz,y) + f3(z,9) + -

Ahora los puntos de E7 son los de una recta proyectiva, parametrizados por
C U {o0}, que podemos denotar p;,, con p € C, junto con p,,. En el punto p,

tenemos coordenadas locales (mL, y;L) dadas por

/

o=z, Y, =y/r—p

mientras que en p._ tenemos coordenadas locales z/, = x/y, y., = y. Si expre-

samos f(x,y) en p._, tenemos

donde el divisor excepcional esta localemnte dado por y., = 0y evidentemente

el transformado estricto no pasa por pl . Expresando f(z,y) en pL , tenemos
Flah, @l () + p) =2 (Y, + (= X) + (),
/

n
pasa por pL exactamente cuando u = A. En este caso, el transformado estricto

donde el divisor excepcional estd dado por x), = 0 y el transformado estricto
esta dado por
es no singular y su recta tangente y + Mz = 0 es distinta de x = 0, recta

tangente del divisor excepcional.

Puntos infinitamente préximos Consideremos un germen de curva plana

(C,p) C (M,p). Efectuemos la explosién con centro p
VI (M17E1) — (M7p)

El conjunto finito de puntos q1,¢q2,...,qk, € E1 por los cuales pasa el trans-
formado estricto C; de C se corresponde con las tangentes de C en p. Ahora
podemos hacer la explosién de M; simultdneamente en todos estos puntos
asi obtener

711 (M, 77 (Ey) = Fo) — (M, By).
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Noétese que Fo es una unién de rectas proyectivas que se cortan dos a dos
en a lo sumo un punto y de forma transversal. Mas precisamente, si Eg es

: - 2 _ -1 _
el transformado estricto de Ey por w1 y escribimos Eg = 7 (gs), para s =

1,2,..., k1, entonces tenemos
_ 2 2 2 2
Eg—EpUququ2U--~UEqkl.

El conjunto finito {gs;} de los puntos de E» por las cuales pasa el transformado
estricto de C son los puntos infinitamente proximos de sequndo orden de C.
Organizamos los subindices para que 7(gs;) = ¢s. Este proceso se puede iterar

indefinidamente, construyendo asi una sucesiéon de morfismos
(M;p) & (M1, Er) & (My, Bp) & -+

El morfismo 7" : (M,, E,) — (M, p) es composicién de explosiones y en E,
tenemos seleccionados los puntos {¢s,s,...s, } por los que pasa el transformado
estricto de C, que llamaremos puntos infinitamente préximos de n-ésimo nivel

de C. Estos sirven de centro para m,1 y tenemos 7" +!

= " omp+1. Recordemos
que

Tn+1 (QS132...snsn+1) = (s153...5,,

Por otro lado, el divisor E,, se descompone

n
E, = Eg U U U Egslsgm%
j=1

8182...8;5

Desde el punto de vista combinatorio, el conjunto de puntos infinitamente
préximos de (C,p) forma un drbol de raiz p. Si fijamos uno de ellos, digamos
sy sy...s,> al germificar el morfismo 7™ en dicho punto, obtenemos un sucesion

de explosiones locales

7-[-.7'#15152.4.5]‘ : (Mja qSlSQ...S]') — (Mjflv qS182...8j71)7 ] = 17 2a ceey N,

de manera que g (M, Gsyssy...5,) — (M, p), es la composicién

n _
Qsysg...sm Tr]-:qsl ° 7T27Q5152 © o 7Tn7q5152m5n .

Es significativo que en cada punto infinitamente préximo ¢ = ¢s,s,...s, de C

tenemos el germen de divisor (E,,q) que puede ser de dos tipos:
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1. Hay una tnica componente de E,, que pasa por ¢. En este caso, el germen
(En,q) es el germen de una curva lisa en ¢. Este tipo de puntos se

llamaran de tipo traza.

2. Hay dos componentes de F,, que pasan por q. Son necesariamente lisas y
transversales. Llamaremos a estos puntos infinitamente préximos puntos

esquina.

Es un ejercicio interesante ver como se va creando el drbol de puntos infinita-

mente préximos para diferentes ejemplos de gérmenes de curvas planas.

Puntos de cruzamientos normales Por cada punto infinitamente préxi-
mo punto infinitamente préximo ¢ = ¢s,s,...s,, de C pasa el transformado estric-

to de C, que podemos llamar C,. Nétese que tenemos la igualdad de gérmenes

(7")71(C),q) = (Cq U En, q)-

Diremos que ¢ es un punto infinitamente préximo de cruzamientos normales
para C si ¢ es un punto de tipo traza y ademéds C, es no singular y transversal

a FE, en gq.

Observacion 2. Como consecuencia de la proposicion, se sigue que en el
arbol de puntos infinitamente préximos, los puntos de cruzamientos normales
q tienen la propiedad de que hay tnicamente un punto infinitamente préximo
inmediatemente sobre ¢ y este es a su vez de cruzamientos normales. Con lo
cual la situacién se repite y encima de ¢ hay una unica rama del arbol que

ademas esta formada de puntos de cruzamientos normales.
Ahora podemos enunciar el teorema de reduccién de singularidades

Teorema 4. Sea (C,p) C (C%0) un germen de curva analitica. Eziste un
indice n > 1 tal que todos los puntos infinitamente prorimos de n-ésimo nivel

de C son puntos de cruzamientos normales.

Mas adelante daremos interpretaciones de este resultado de reduccién de
singularidades, en las siguientes secciones vamos a presentar una prueba com-
pleta del mismo. En todo caso, la observacién mas inmediata es que si el
teroema es cierto, entonces el transformado estricto de la curva es no singular

en todos aquellos puntos por los que pasa. Esto justifica naturalmente que
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demos también el nombre de “desingularizaciéon” al teorema anterior, aunque
el enunciado es mas preciso que simplemente conseguir que el transformado

estricto sea no singular.

3.4. Uniformizaciéon local

El problema de reduccion de singularidades es un problema central en la
geometria algebraica que no estd todavia resuelto completamente, aunque los
resultados de Hironaka son contundentes y dan cuenta de la reduccién sobre
cuerpos de caracteristica cero, como los complejos, y de variedades analiticas.
El problema que queda pendiente es sobre todo el de variedades algebraicas so-
bre cuerpos de caracteristica positiva, junto con versiones en caracteristica cero
para objetos diferenciales y dindamicos, como campos de vectores, foliaciones
e iteracion de difeomorfismos. De todos modos en el contexto de la geometria
algebraica son Zariski primero e Hironaka después quienes han marcado las
pautas, sin olvidar a Abhyankar. El método clasico de Zariski es el de la uni-
formizacion local, que no vamos a detallar completamente aqui, pero si ilustrar
con el ejemplo de curvas. El método de Hironaka es mas global, terminaremos
estas notas con una introduccion a la reduccion de singularidades de superfi-
cies, que ilustraréd el método de Hironaka, sobre todo en la parte del contacto
maximal.

A continuacién vamos a ilustrar en el caso de curvas el punto de vista de
uniformizacién local, aunque sin hablar de valoraciones, que es el instrumento
algebraico que hay por detras.

Consideremos un germen de curva analitica (C,0) C (C?,0). Un bambi so-

bre (C,0) es una sucesién de explosiones de puntos
B: ((C270> - (M07p0) O@ <M17p1) & (M27p2) 2 et

donde p; es el centro de cada o;41 y ademds siguen la curva (C,0) en el
sentido de que el transformado stricto C;11 de C; pasa por p;41. Légicamente
aqui empezamos por Cy = C.

Ciertamente hay una relacién directa entre los bambies de un germen de
curva (C,0) y los puntos infinitamente préximos que hemos introducido en la
seccion anterior. Si entrar en notaciones arduas, el bambii BB se corresponde son

la seleccién de una rama infinita en el arbol de puntos infinitamente préximos
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de (C,0). Més ain, el caracter de tipo traza o esquina de los puntos p; como
puntos infinitamente préximos se obtiene directamente a través del bambu.

Para ello consideremos D = 0~1(0) y los gérmenes de divisor excepcional

(Dis1,piv1) = (075 (Di), pi1); i=1,2,....

Asi tenemos que p; es de tipo traza si (D;,p;) es una unica curva lisa y p;
serd de tipo esquina si (D;,p;) es la unién de dos curvas lisas, que siempre
seran transversales. Mds ain, el punto p; como punto infinitamente préximo
es un punto de cruzamientos normales si es de tipo traza y (D; UC;,p;) es la
unién de dos curvas lisas transversales.

Ahora podemos enunciar el teorema de uniformizacién local para gérmenes

de curvas planas:

Teorema 5 (Uniformizacién local). Sea (C,0) C (C%,0) un germen de curva

analitica y consideremos un bambi

B:(C?0) = (Mo, po) & (My,p1) & (Mz,p2) & -+
Entonces, existe un indice m > 0 tal que cualquier p; con © > m es un punto

infinitamente prorimo de tipo cruzamientos normales.

Veamos ahora cémo este resultado implica el teorema de reduccion de sin-
gularidades. Para ello, consideraremos el drbol esencial de puntos infinitamente
proximos de la curva (C,0). Diremos que un punto infinitamente préximo g
de (C,0) es esencial si no es de cruzamientos normales. Recordemos que en
el arbol de puntos infinitamente préximos sobre un punto de cruzamientos
normales hay un tinico punto infinitamente préximo, que ademas es de cruza-
mientos normales, y asi sucesivamente. Por consiguiente, por encima de un
punto de cruzamientos normales hay una rama tnica del arbol, que ademas
estd formada de puntos de cruzamientos normales. En ese sentido, podemos
“podar” el drbol de puntos infinitamente préximos, olviddndonos de los pun-
tos de cruzamientos normales que siguen a otro del mismo tipo. Obtenemos
asi el arbol esencial de puntos infinitamente proximos, que podemos denotar

AS(C,0). La observacién fundamental que queremos hacer aqui es la siguiente:

Si AS(C,0) es finito, existe n > 0 tal que todos los puntos infini-

tamente préximos de n-ésimo nivel son de cruzamientos normales.
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En efecto, si n es mayor que el nimero de elementos (vértices o nodos) del
arbol esencial de puntos infinitamente préximos, todos los puntos infinitamente
proximos de n-ésimo nivel deben ser puntos de cruzamientos normales.
Ahora podemos abordar la prueba del teorema de reduccién de singular-
idades por reduccion al absurdo. Supongamos que el teorema no se cumple
para (C,0). Entonces el arbol esencial .AS(C, 0) no puede ser finito. Ahora bi-
en, el arbol esencial es un drbol con una sola raiz, cuyos niveles son finitos (los
puntos infinitamente préximos de un nivel dado forman un conjunto finito).

Podemos entonces aplicar el Lema de Konig

Lema 1 (Koenig). Si un drbol (con una inica raiz) es infinito y tiene todos

sus niveles finitos, entonces posee una rama infinita.

La prueba de este lema es sencilla, pero de una légica perversa. Es como
sigue. Supongamos que 7q es la raiz del arbol. Inmediatamente sobre rg existen
solamente un nimero finito de nodos del arbol, puesto que el primer nivel es
finito. Cada uno de estos nodos tiene encima un arbol, estos son disjuntos
entre si y su reunién (junto con la raiz) da el arbol de partida. Asi que uno de
ellos es infinito, digamos que es el soportado por ri. Repetimos el argumento

con r1, obtenemos ro y asi sucesivamente. Hemos construido la rama infinita
B:irg<ri<rg<---.

Ahora podemos aplicar el lema de Honig a nuestra situacién. Si el arbol
esencial AS(C,0) es infinito, debe existir una rama infinita, que se identifica

con un bambu esencial
B: (C?%,0) = (Mo, po) & (M1, p1) & (Ma,p2) & -+ - .

en el cual todos los puntos infinitamente préximos p; son esenciales. Esto
contradice el teorema de uniformizacién local.

Asi pues, para probar el teorema de reduccién de singularidades es sufi-
ciente probar el teorema de uniformizacién local. A ello dedicaremos la préxi-

mas secciones.

3.5. Estrategia para la uniformizacién local.

En esta seccién presentamos una estrategia para la prueba del terorema

de uniformizacion local particularizando las ideas de Zariski para casos méas



52 CAPITULO 3. GERMENES DE CURVAS ANALITICAS

complicados de uniformizacién local siguiendo una valoracién. Razonando por

reduccion al absurdo, tenemos un bambu esencial (infinito) para (C,0)
B: (C270) - (M(]:p()) 0@ (Mlapl) <0_2 (M27p2) g .

y queremos probar que esto no puede ocurrir. El bambi es de uno de los tres

tipos siguientes:

1. A. Tipo combinatorio, o esquina. A partir de un indice N > 0, todos los

puntos infinitamente proximos p; con ¢ > N son esquinas.

2. B. Tipo libre, o traza. A partir de un indice N > 0, todos los puntos
infinitamente préximos p; con i > N son de tipo traza (es decir no

esquinas).

3. C. Tipo salvaje. Para cualquier indice N existen ¢,j > N tales que p; es

de tipo traza y p; de tipo esquina.

La nomenclatura hace alusion a términos clasicos para los puntos infinitamente
préximos y para las valoraciones.
Ahora debemos probar que en cualquiera de los casos A,B o C, se obtiene

la contradiccion deseada.

3.6. El poliedro de Newton y el juego de Hironaka

En esta seccién introduciremos el poliedro de Newton de una serie. Este ob-
jeto sirve como base para el control del proceso de reduccién de singularidades
en el caso combinatorio. En particular resolveremos los casos combinatorio (o
esquina) y traza (o libre) de la seccién anterior.

Consideremos una serie de potencias en dimensién n

o(x)= >  ex' e Clx].

ez,

El soporte de ¢ es por definicién el conjunto

Sop(¢) = {I; ¢ # 0} C Z%, C RY,.

Ahora, el poliedro de Newton N (¢) es el cierre convexo de Sop(¢) + RZ,
que suponemos subconjunto de RY,. Las propiedades basicas del poliedro de

Newton que nos interese:
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1. Los vértices del poliedro son algunos de los elementos del soporte.

2. Si N(¢) tiene un tnico vértice a, entonces ¢ es una serie de la forma
#(x) = x?U(x), donde U(x) es una unidad; el reciproco es también

cierto. En particular, si el vértice es el origen, entonces ¢ es una unidad.

Vamos ahora a introducir el juego débil de Hironaka sobre el poliedro,
cuya solucion en dimensién dos resuelve el caso combinatorio para las curvas.
Recordemos que la multiplicidad v(¢) de ¢ es el minimo de los grados de los

monomios que intervienen en la expresion de ¢, es decir
v(¢) = min{|I]; ¢; # 0} = min{m; {us +uz + - - +up, = m} NN (¢) # 0}.

Dado un subconjunto B C {1,2,--- ,n} de al menos dos elementos (en el caso

n = 2 solo hay una seleccién posible) definimos la multiplicidad vg(¢) por

ve(6) = min{Y i ¢ # 0} = min{m; {3 us = m} AN (6) # 0}

seB seB

Evidentemente v(¢) = v(12,.n)(¢). Consideremos un indice j € B, que lla-

maremos carta de B. El (B, j)-transformado de ¢ es

TB,j(CZ)) _ xj—l/B(‘ﬁ) Z C[XJB’j(I),
I

donde se define o j(I) = I' por iy, =is,si s # jei; = > pis. Si denotamos
por [[o5 (N (¢))]] el cierre convexo de o j(N(¢)) +RL, entonces el poliedro
de Newton de 75 ;(¢) es

N(7p,;(¢)) = lloB ;N ()] — vB(d)e;,

donde es; =0sis#jyej; =1
El juego de Hironaka se desarrolla entre dos jugadores, el jugador A

(nosotros) y el jugador B (nuestro oponente). Es como sigue:
1. El jugador A elige un “centro” B C {1,2,...,n}.
2. El jugador B elige una carta j € B.

3. Se substituye ¢ por 75 ;¢ y el juego recomienza.
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Se dice que el jugador A gana si 7p ;¢ es una unidad, el “sufrido” jugador B no
gana nunca. El objetivo de este juego es probar la existencia de una estrategia
ganadora para el jugador A. Dicha estrategia existe y ha sido descrita por
Mark Spivakovsky, pero el lector interesado podria intentar encontrarla por
si mismo.

En el caso de dimensién dos, no hay alternativa para el jugador A, ya que
la tnica opcién de seleccién de centro es elegir cada vez B = {1,2}. Veamos
que en este caso el juego se termina obligatoriamente y entonces el jugador A
ganaria sin realizar ningin esfuerzo. Por otro lado es exactamente este hecho
el que necesitaremos para probar que la situacién de un bambtu combinatorio
no existe.

Supongamos que estamos en dimension dos. La primera observacion es que
el nimero de vértices de N'(7p,;(¢)) es menor o igual al nimero de vértices
de N(¢). Supongamos que este nimero permanece constante y sean vi =
(a11,a12) y v2 = (az21,a22) dos vértices distintos de N(¢), con a1; < asg,
que dan lugar a dos vértices Vi = (a}y,a],) ¥ v = (ah;,ady) en N (75 ;(¢)).

Consideremos los ntimeros enteros positivos
P =ai2 —az2; ¢ = a1 — ai1.

Andlogamente definimos p’, ¢’. Se tiene que p’ + ¢’ < p + ¢ y por consiguiente
al cabo de un nimero finito de etapas uno de los vértices de esta pareja debe
desaparecer.

Supongamos ahora que el bambu B es de tipo combinatorio. Esto significa
que al cabo de un numero finito de explosiones, todos los puntos infinitament
préximos son de tipo esquina. Supongamos que py es el primero de ellos.
Localmente en py tenemos coordenadas x,y tales que xy = 0 describe pre-
cisamente el divisor excepcional. Ademas, el transformado estricto Cy de C en

pn esta dado por una ecuacién

fN(x7y) =0,

que no es divisible ni por = ni por y. El nuevo punto py41 estd o bien en
el transformado estricto de y = 0 0 en el de x = 0, ya que debe ser de tipo
esquina. Por consiguiente, tenemos coordenadas locales ',y en pyy1 dadas

por una de las ecuaciones siguientes



3.7. EL CASO LIBRE 55

En el primer caso, primera carta, el transformado estricto Cn41 estda dado por
Tr1,21,1(f) = 0y en el segundo caso, segunda carta, por 7(; 21 2(f) = 0. Ahora,
por aplicacion de los resultados anteriores, podemos asegurar que al cabo de
un numero finito de etapas el correspondiente poliedro de Newton tiene un
tnico vértice (el origen) y por consiguiente la ecuacién local del transformado
estricto deberia ser una unidad. Esto diria que el transformado estricto no

pasa por el punto infinitamente préximo, contradiccién.

3.7. El caso libre

Vamos a suponer ahora que el bambu B es tal que a partir de una etapa
todos los puntos infinitamente préximos son de tipo traza, es decir, no son
esquinas. Sin que esto suponga pérdida de generalidad, podemos suponer que
es asi desde el primer punto infinitamente préximo. Fijemos coordenadas lo-
cales x,y en pg para que p; no esté en el transformado estricto de z = 0, es
decri que p; se corresponda a una tangente no vertical en py. Entonces, existen

coordenadas locales en p; dadas por
T =z, y1 =y/r —c1.

Ademas, el divisor excepcional estd dado por 1 = 0 localmente en p;. Como
P2 NO es una esquina, entonces ps no esta en el transformado estricto de z; = 0,

por consiguiente, existen coordenadas locales en po dadas por

T2 = T1, Y2 = yl/xl — C2.

Y asi sucesivamente.
Si observamos detenidamente las ecuaciones anteriores, nos damos cuenta
de que todos los puntos infinitamente préximos p; esté situados en el trans-

formado estricto de la curva (posiblemente formal):

o0
Y= E Gt
i=1

Ahora podemos hacer un cambio de coordenadas formal § =y — >, ¢;a".
Si incorporamos I' = { = 0} como un divisor adicional, vemos que todos
nuestro puntos infinitamente préximos son esquinas. El argumento de la sec-

cién precedente nos dice que el transformado total es de la forma z%4® =0y
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por consiguiente el transformado estricto es o bien ¢ = 0 o bien el vacio. En el
primer caso tenemos un punto de tipo cruzamientos normales, en el segundo no
serfa un punto infinitamente préximo. En ambos obtenemos la contradiccion

deseada.

3.8. El poligono de Newton-Puiseux

Vamos ahora a abordar el tercer supuesto para el bambu de puntos infini-
tamente préximos. Supondremos que aparecen puntos de tipo traza y pun-
tos de tipo esquina por encima de cualquier indice prefijado. En este caso el
control lo efectuaremos también con un poligono de Newton-Puiseux, cuya
definicién sera esencialmente la misma que la del poliedro. En situaciones de
dimensiéon ambiente mayor, se tendrd de todos modos un poligono plano de
Newton-Puiseux, y no un poliedro, que servird para abordar determinadas
valoraciones, miemtras que el poliedro de Newton, 1til para el tratamiento del
caso combinatorio, es un poliedro en dimensién n al que se aplica el juego de
Hironaka u otros argumentos similares.

Una vez fijado el bambt B, denotaremos por e; el nimero de componentes
del divisor excepcional que pasan por p;. Asi, tenemos que eg = 0, que e; = 1
y que e; € {1,2} para cualquier i > 2, donde si e¢; = 2 tenemos un punto
infinitamente proximo de tipo esquina y si e; = 1 de tipo traza. Denotemos por
ny =1 < ng <ng < --- los indices correspondientes a los puntos infinitamente
préximos de tipo traza. El j-ésimo paquete de Puiseuz del bambu es la sucesiéon

de puntos infinitamente préximos

P(]) = {pnj7p’nj+17pi+27 s 7pnj+h]‘7pnj+1}-

Obsérvese que es posible que h; = 0, en el caso de que nj;1 = n; + 1. diremos
que el paquete es irrelevante si h; = 0 y que es esencial cuando h; > 1.

Naturalmente tenemos que
enj+s =2, s=1,2,....h;

Nuestras hipotesis sobre el bambui dicen que hay un nimero infinito de paque-
tes de Puiseux esenciales.
Ahora vamos a asignar un invariante i; € Z>o a cada paquete de Puiseux

P(j). Probaremos que 041 < §; paracada j = 1,2,...y que ademas hj; < I
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en el caso de que P(j) sea esencial. Esto da la contradiccién deseada, puesto
que un entero positivo no puede disminuir estrictamente infinitas veces.

El invariante se construira a partir de una adecuada seleccién de coorde-
nadas locales en el paquete de Puiseux P(j). Supongamos que tenemos fijadas
coordenadas locales x,y en p,; tales que x = 0 es una ecuacién local del di-
visor excepcional. Demos ahora coordenadas locales xs,ys en py,+s, para los
indices s tales que 0 < s < h;. Ponemos z¢9 = z,y9 = y. Supongamos que
s > 1 (a veces esto ya no sucede porque hj = 0 y el paquete es irrelevante).
Empecemos por el caso s = 1, entonces p,;+1 es una esquina y debe estar en

el transformado estricto de xy = 0. Hacemos

xr1 = yo/ﬂto,yl = Yo-

Sea 2 < s < hj ysupongamos que tenemos _1, ¥s—1 construidas por induccién
con la propiedad de que el divisor excepcional en py;4s—1 estd localmente
dado por xs—1ys—1 = 0. El punto p,,+s es una esquina y estd por tanto en
el transformado estricto de ys_1 = 0 o bien de z;_1 = 0. En el primer caso
escribimos s = Xs—1,Ys = Ys—1/Ts—1 y en el segundo caso hacemos rs =
Ts—1/Ys—1,Ys = Ys—1. Finalmente vamos a dar coordenadas locales 2/,y" en
Pnj,, a partir de xp;,yp;. Dado que el punto p,,,, ya no es esquina, existe
A # 0 de modo que
&' =xp;sy = yng fon, — A

definen coordenadas locales en py,; .

Consideremos ahora ecuaciones locales fs(zs,ys) = 0 del transformado
estricto de C en cada punto infinitamente préximo py,; +s, para s = 0,1,..., h;,

donde como recordaremos (x,y) = (z9, y0). Ademds, hagamos

* * . /o )k

ot =xp, Yyt =yn/an; @ =2ty =yt A

Escribiremos f'(z',y") = 0 la ecuacién del transformado estricto de C en pp;_,
que vamos a considerar. La primera observacién es que las coordenadas (z*, y*)

y (x,y) tienen una relacién monomial del tipo siguiente

*D, *q. *T %S,

r=zx'y " y=zx y ; ps—qr=1.

Ademds, el paquete de Puiseux es irrelevante si y solo si ¢ = 0 (ademds nece-

sariamente hay una unica explosién y p =7 = s = 1), en otro caso ¢ > 1y
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p > 2. Entonces, el transformado estricto f/(z’,y’) se expresa
YY) = FEPY NS N =2+ N Y.

Nétese que ¥’ + X es una unidad en Pnjys-

Una vez introducidas las ecuaciones que consideraremos, definimos el in-
variante h; como la altura (ordenada) del primer vértice del poligono de New-
ton N (f(z,y)). Definiremos ahora la altura critica «. Para ello precisamos
introducir el segmento critico, es el segmento (posiblemente reducido a un
punto) del poligono de Newton que tiene pendiente —m/n, donde m,n se
obtienen por la propiedad de que

n
*_$
Yy =

<

Notese que esto es equivalente a resolver la ecuacion lineal
pn—rm = 0,qn — sm = 1.

La altura critica « es la altura del primer vértice del segmento critico. Es
evidente que a < h.

Supongamos que el segmento critico A tiene ecuacién
(u,v) EAmu+nv=c, f<u<a.

La parte critica de f(x,y) que contribuye al segmento critico se escribe

Z f’U/U xuyv Y

{mu+nv=c, f<u<a}

con la particularidad de que solo se consideran (u,v) € Z>o. Consideremos
ahora el soporte S* C Z2, de f(z*Py*?, z*"y**) en relacién con las coordenadas
x*,y*. Sea v la abscisa més pequena de este soporte. Se puede probar, por

induccién sobre hj, que la parte del soporte con esta abscisa se escribe

x*'yysc Z fuvy*u/n _ x*'yp(y*)

{mu+nv=c, B<u<a}

Lo que importa de esta expresién es que una vez dividido por z*7 tenemos un

polinomio P(y*) en y* con una cantidad de términos ¢ que no supera el valor
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a. Es mas en el caso de un paquete de Puiseux esencial tenemos ¢ < a. Si

ahora hacemos
Q) =Py +N)

entonces la altura h;,1 estd caracterizada precisamente por
QW) =y Q) Q0) #0.

Como P(y*) tiene t términos se sigue que hj1 <t < a < hj. La desigualdad
es estricta en el caso esencial, pues t < «. Asi completamos la uniformizacién

local.
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Capitulo 4
Equisingularidad

En esta seccién daremos unas nociones mimimas de la teoria de equisin-
gularidad de Zariski. Esta teoria da valor a la reduccién de singularidades que
hemos presentado, frente a otros métodos mas radicales, como puede ser la
ramificacién, o la normalizacién. En efecto la informacion que se obtiene de
la combinatoria asociada al proceso de reduccién de singularidades abarca la
descripcién topoldgica de la pareja “espacio ambiente - germen de curva”, algo
que no esta dado por los procedimientos citados.

En toda la seccién consideraremos un germen de curva analitica plana

(C,0) C (C2%,0) que tenga eventualmente varias componentes irreducibles.

4.1. El grafo dual
Consideremos el morfismo de reduccién de singularidades:
7: (M,D =7"%0)) = (C%0)

para la curva (C,0), obtenido de manera minima, es decir, por explosiones
sucesivas en los puntos infinitamente préoximos que no son de cruzamiento. El

divisor D es conexo y unién de componentes irreducibles
D=DiUDyUD3U---UD,,

donde cada D; ha sido inicialmente originada por la explosién de un punto
infinitamente préximo y después conservada como transformado estricto. Ca-

da D; es isomorfa a una recta proyectiva IP’(%:, aunque la inmersion D; U M

61
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tiene propiedades globales que dependen de la componente particular D;. Fi-
nalmente, dos componentes D; o bien no se cortan o si lo hacen se cortan en
un unico punto y de forma transversal.

A cada Dj; le asociaremos un nimero D; - D;, llamado autointerseccion,
de la manera siguiente. Recordemos que 7 es composicion de las sucesivas

explosiones
Ter1 - (ML DY 5 (M,, D%); s=0,1,2,...,N —1

con centro en los puntos infinitamente préximos de nivel s que no son de

cruzamientos normales. Nétese que en esta formulacion tenemos
(M, D) = (My,D")
) - N7 N

Ahora, podemos descomponer los divisores D*T! en componentes irreducibles
S
s+1 _ s+1
D - U U Di17i27~--’ik

k=0 \i1,52,....ik

donde D5t} ;. €s la imagen inversa por 7,41 del punto infinitamente préximo

11,82,50.,0
Tiyia,...is de nivel s y para k < s tenemos que ijzlz i es el transformado
3025000y
estricto de Dy} ;, ;. Como hemos hecho hasta ahora, entendemos que
b ARG
Ti1,i2,... s € Dil,iz,...,isfl'
: s+1 s+1

Ahora ya podemos definir Dil’i%.’is Di1,i2,...,is por

1. DTl DTl

01,82, 0yls T 11,02,5000s

D' = 771(0).

= —1. Nétese que, en particular D'- D! = —1 donde

2. Si k < s hacemos

s+1 . s+1 _ s . s Y
Di17i27"'7ik Di17i27"':ik - Dllﬂ??"'ﬂk D2177'27"'7Zk (52177/27"'7Zk:7
S ’ M 3 4 3 . . .
donde 67 ;, ;. es el nimero de puntos infinitamente proximos 7, 4,....i,

3

[ s .
que estan sobre la componente D} , . . Dicho de otro modo 67 ;

es el nimero de explosiones locales que afectan la componente D} ;.
b PARAS)

€N TMg41.
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Ahora, el grafo dual DG(C,0) de (C,0) se define del modo siguiente. Es un
grafo no orientado, pesado y flechado. Quiere decir esto que tiene un conjunto
de vértices, de aristas y que a cada vértice se le asocia un peso y eventualmente

se sitda en él una o varias flechas. De manera precisa:

1. El conjunto de vértices del grafo dual se identifica con el conjunto de

componentes del divisor excepcional D = 7~1(0).

2. Dos componentes D; y D; estan unidas por una arista si y solamente si
D; # D; y DN Dj # . Recuérdese que de hecho dos componentes dis-
tintas se cortan en a lo sumo un punto, de modo que las aristas se pueden
en este sentido identificar con los puntos de interseccién de componentes

del divisor.

3. A cada vértice se le asigna el peso (nimero entero negativo) correspondi-

ente a la auto-interseccion de la correspondiente componente del divisor.

4. En cada vértice se colocan tantas flechas como puntos de interseccién

del transformado esticto de C con la correspondiente componente.

Dos grafos duales son isomorfos si existe una biyeccién entre los conjuntos de

vértices que respeta las aristas, los pesos y las flechas.

Definicién 3. Diremos que (C,0) y (C’,0) son gérmenes de curvas planas

equisingulares si y solo si sus grafos duales son isomorfos.

La teoria de equisingularidad ha sido desarrollada por Zariski. Existen
muchas colecciénes de invariantes completos de equisingularidad. Por ejemplo,
los pares de Puiseux en el caso de curvas irreducibles, la sucesién de multiplici-
dades. En el caso mas general la sucesion de multiplicidades y multiplicidades
de interseccién a lo largo del arbol de puntos infinitamente proximos, etc.. En
realidad la pregunta pertinente es ;jqué significa la equisingularidad?. La re-
spuesta es sorpendentemente topoldgica. El resultado principal en este sentido

€s

Dos gérmenes de curvas planas

(C,0), (C',0)
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de (C?,0) son equisingulares si y solamente si las parejas (C2,C)
y (C?,C’) son topolégicamente equivalentes como gérmenes en el

origen.

En el siguiente apartado aclararemos el sentido de la afirmacién anterior.

4.2. Estructura cénica de las singularidades

Sea (C,0) C (C?,0) un germen de curva analitica en el origen de C2.
Elijamos una ecuacién f(z,y) = 0 de C que supondremos bien definida en un

entorno U del origen. Para cada € > 0 denotamos

S¢={(z,y) € C% |z + |y’ = ¢} c C* =R,

e —

que es la frontera en C> = R* de la bola B. de radio € y centrada en el
origen. Recordemos que C se identifica con el subconjunto de U C R* definido
por la anulacién de dos funciones analiticas reales, a saber, la parte real Ref
y la parte imaginaria Imf. Por otro lado, estas funciones son transversales
(tomando U bastante pequeno) en cada punto de C \ {0} y por consiguiente

se tiene una superficie analitica real

C\{0} c U\ {0},

que en particular es de clase C*°.
Nétese que S? es una hipersuperficie de R*, que ademds se puede inden-
tificar con R? U {oo}. Tomando ¢ suficientemente pequefio, se tiene que la

interseccion de subvariedades de clase C*° dada por
L=CNS?

es transversal y por consiguiente define una subvariedad compacta de dimen-
sién 1 de S2. Es decir, un enlace, o unién finita de nudos enlazados. Sea ¢ tal
que para cada 0 < € < ¢ se tiene la transversalidad indicada. Podemos formar

el cono sobre el enlace CL. definido por
CL.={tp;p€ L, 0<t <1} CB..

El siguiente enunciado da cuenta de la estructura conica topoldgica de las

singularidades de gérmenes de curvas analiticas planas:
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Proposicion 2. Ezxiste un homeomorfismo he, : B, — B, con las siguientes

propiedades
1. Para cada 0 < € < €y se tiene h(S¢) = S.
2. hey(CLe) = CNB,.

En particular, se obtiene que he,(0) = 0 y que para todo 0 < € < ¢y tenemos
heo(Be) = Be y hey (CL:) =C N Be.

La prueba de esta proposicién se hace construyendo un campo de vectores
¢ de clase C* definido en B, \ {0}, cuya integracién dara el homeomorfis-
mo deseado. Los detalles, que resumiremos a continuacién, se pueden ver en
[46]. La idea es construir £ mediante particiones de la unidad, con las dos

propiedades siguientes:

a) El producto escalar de £ por el radio vector en cada punto es exactamente

igual a —1.
b) El campo & es tangente a C en cada punto de C \ 0.

Para ellos basta seleccionar un campo de vectores con esa propiedad en abier-
tos que recubran B, y aplicar particiones de la unidad. En los puntos exte-
riores a C es evidente la eleccién. En los puntos de C baste observar que, por
transversalidad, el espacio tangente de C no esté contenido en el de S3 para el
€ correspondiente.

Finalmente, el flujo de ¢ a partir de la identidad en SEO determina la con-
struccién de h,: obsérvese que para tiempo constante el flujo envia esferas S3

sobre esferas.

4.3. Equivalencia topolégica de gérmenes de curvas
Consideremos dos gérmenes de curvas planas equisingulares
(C1,0);  (C2,0).
En este apartado veremos que existe un homeomorfismo

g:(C?,0) = (C?0)
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que envia C; en Cs.

Sabemos que las resoluciones de singularidades de C; y Cy tienen la misma
combinatoria en el sentido de que dan pie a grafos duales pesados y flechados
isomofos. Precisemos un poco mas este hecho. Denotemos por

3,1 T3, N (

Mg = (€,0) ¥ (uf?, ) ¥ () BY), =12,

la sucesién de explosiones que define los puntos infinitamente préximos hasta
nivel N de (C;,0) para ¢ = 1,2. Tomaremos N para que todos los puntos de
nivel N sean de cruzamientos normales. Denotemos, como en las secciones
anteriores
5.5, € BY

los puntos infinitamente préximos de nivel n < N. Recordemos que

(4)
1

(g0, .

) (@)

= QSlsg...snfl

para cada 1 < n < N. Veamos ahora, en este conexto, lo que significa la

hipétesis de equisingularidad entre (C1,0) y (Co,0).

Lema 2. Para cada n < N, los puntos infinitamente proximos de nivel n de
(C1,0) y de (Ca,0) estdn en biyeccion y ademds se pueden reordenar los indices
(2)

1 ) . . . (2
para que cada qgl?gQ,,,sn sea esquinag o de tipo traza si y solamente Si Qsissy...s,

lo es.

Dejamos al lector la prueba de esta afirmacién, a partir de la hipdtesis de

equisingularidad. Unicamente sefialaremos una consecuencia de la misma:

Para cada n < N tenemos que qg?@msn es de tipo cruzamientos

normales si 1 i gl 1
y solamente si ¢ss,...5,, O €s.

En efecto, para ver esta propiedad es suficiente observar que un punto infini-
tamente préximo es de cruzamientos normales si y solamente si en el arbol de
puntos infinitamente proximos tiene por encima tunicamente un bambi, todo
él formado de puntos de tipo traza.

Nuestro objetivo ahora consiste en construir una equivalencia topoldgica
del espacio ambiente que envie C; en Cy. Comenzaremos observando que existe

un homeomorfismo
1 1 2 2
hy s (Y EY) - () BP)

con las dos propiedades siguientes



4.4. TOPOLOGIA Y EQUISINGULARIDAD 67

1. Se tiene hl(qgl)) = q§2) para cada punto infinitamente préximo qgl).

1 . . "
2. Para cada qg ) el homeomorfismo h; induce un isomorfismo analitico de

un entorno de qgl) sobre un entorno de q§2).
Consideremos ahora los gérmenes de curvas analiticas (hi(C1), q§2)) y (Ca, q§2))
en cada punto infinitamente préximo de primer nivel. Trabajando por induc-
cién sobre la longitud de la reduccién de singularidades, existen homeomorfis-
mos

g5 (MP @y = () ¢2)

s

que envian (hy(Cy)U E?), q£2)) en (Co U E§2), q§2)). Haciendo un pegado medi-

ante particiones de la unidad, se construye un homemorfismo
- 1 1 2 2
g: (", EY) = (), )

(1) (2)
1

que envia C; U Efl) en Co U E£2) y que se proyecta via m; ' = m" en el

homeomorfismo buscado
g9:(C*0) = (C*0)
que envia C; en Cs.

Observacion 3. Es importante sefialar que la equisingularidad no significa
equivalencia analitica. El primer ejemplo es considerar dos curvas que sean la
unién de cuatro rectas cuyas pendientes tengan razén doble proyectiva difer-
ente (incluso por premutacién del orden de las rectas). La razén doble de las
pendientes es un invariante analitico. Sin embargo son equisingulares y por
tanto topoldgicamente equivalentes. Es interesante hacer el ejercicio de de-
scripcién de la topologia de una de esas curvas: se trata de un cono en R?* cuya
directriz son cuatro circunferencias no anudadas en S* dos a dos simplemente

enlazadas.

4.4. Topologia y equisingularidad

Veremos ahora que la equisingularidad estd determinada por el tipo topo-
l6gico del espacio ambiente-germen de curva. No daremos detalles completos

y en concreto para el caso de varias ramas remitimos el lector a los textos



68 CAPITULO 4. EQUISINGULARIDAD

estandar, aunque al mismo tiempo le animamos a intentar por si mismo la
prueba del resultado.

Dado que ya sabemos que dos curvas equisingualres son topolégicamente
equivalentes, nos queda ver el reciproco. Para ello podemos construir ejemplos
especificos de cada tipo de equisingularidad y ver cudl es el tipo topoldgico de
su inmersién en el ambiente. Lo haremos asi para el caso de una tnica rama.

Empecemos por el caso sencillo de una ctispide del tipo y —2P = 0 con d, ¢
primos entre si. Este es un grafo dual con una sola flecha y todos sus vértices
de valencia uno o dos, excepto el que contiene la flecha, que es de valencia tres.

La valencia es el niimero de aristas o flechas que salen de cada vértice.

Observacién 4. El lector podra comprobar por si mismo que todos los grafos
duales posibles con las caracteristicas anteriores (un solo punto triple en la
flecha) se corresponden al grafo dual de una cuspide de tipo d, ¢ como la ante-
rior. Reciprocamente dos de tales cispides con distintos d, ¢ se corresponden

con grafos duales diferentes.

Hay un caso degenerado de este tipo, correspondiente al caso no singular
y = 0, que se interpreta como d = 1,¢q = co. En este caso el grafo dual es un
Unico vértice, con peso —1 y una sola flecha en él. Nétese que en el resto de
casos d > 2.

Ahora queremos ver que la pareja d, ¢, llamada par de Puiseux de la curva,
determina la topologia de la misma. Dada la estructura coénica de la singular-
idad, es suficiente ver cémo corta la curva a S®. Para ello, expresemos z,y en

coordenadas polares (ligeramente modificadas)
v = (") exp@rv/=1(t/p)); v = (ry/") exp(2mv/~1(s/d)).
La condicién y¢ = 2P equivale a
9 exp(2my/—1s) = ry exp(2mV/—1t).

Nétese que en particular ro = r; = \. Si ademds pedimos que |z|? + |y|? = 1,
tenemos que A%? + \2/¢ = 1, 1o que da una tnica solucién real positiva Ag.
Por otro lado, si tenemos exp(2my/—1s) = exp(2my/—1t), debe ocurrir que
s —t € Z. En otras palabras, podemos parametrizar podemos parametrizar la

curva por la imagen de ¢ : S! — S3, donde

p(exp(2mv/—10)) = (A(l)/p exp(27r\/—71d0),)\(1)/d exp(2mv/—1pb).
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Ahora, consideremos la inmersién térica ¥ : St x S' — S?, definida por
U (exp(2my/—1t), exp(2my/—15)) = ()\(l)/p exp(2mv/—1t), )\(l]/d exp(2mv/—15)).
Tenemos que ¢ = W o+, donde v : S' — S x S! est4 dado por
y(exp(2mv/—16) = (exp(27v/—1d6, exp(27v/—1ph).

Se concluye que la imagen de ¢ es un nudo térico de tipo (p,d) en S3.

Vamos a abordar ahora el caso de dos puntos de valencia tres en el grafo du-
al (dos pares de Puiseux). No detallaremos los calculos, sencillamente daremos
algunas indicaciones para que el lector interesado pueda hacerlos por si mismo.
Esta idea puede extenderse al caso de ramas con cualquier niimero de pares
de Puiseux (puntos triples en el grafo dual).

Supongamos que tenemos un grafo dual con dos pares de Puiseux. Fijemos
coordenadas locales x,y. Siguiendo los puntos infinitamente préximos hasta

llegar al primer punto triple, podemos determinar una primera curva
Co = {y* — 2" =0}

cuyo transformado estricto pasa por dicho punto triple, llamémoslo p; y de
modo que en p; el transformado estricto de C; es ¥’ = 0, mientras que el divisor

es 7/ = 0, siendo ', 7’ coordenadas locales en pi, que estdn dadas por
y == —1; x:x/d(y/-i-l)ﬁ, y::c'p(y/-i—l)ﬁ; od — Bp = 1.
Para llegar al segundo punto triple, consideramos ahora la curva
D= {y" - (1/2)%«" =0},

que, proyectada en el origen, nos da el tipo de equisingularidad requerido.

Consideremos ahora las curvas
Cr={y' - (1+ 2P =0}

donde |2A\| = 1. Estas curvas cortan |z| = 1 segtiin un toro 7' de alma el corte
de |x| = 1 con Cy. El toro T estd pues anudado de tipo p,q. Veamos ahora

cémo corta D a || = 1. El corte de D y |x| = 1 coincide con el corte, visto en
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p1, de D con |2'| = 1,]y| = 1/2, que sabemos es un nudo térico de tipo d', p’
dentro del toro |2/| = 1,|y/| = 1/2. A su vez

T={l'=1,ly|=1/2}

y asi obtenemos el nudo térico iterado (d, q), (d',¢).
En el texto que sigue reproducimos un articulo de F. Cano publicado en
la Revista del Seminario Iberoamericano de Matemdticas, en noviembre 1995,

que contiene una introduccion a la reduccion de singularidades de superficies.

Estas notas estan inspiradas en el procedimiento seguido por Hironaka
para la reduccion de singularidades de superficies-hipersuperficies expuesto,
por ejemplo en las notas del Bowdoin college [29], asi como en la desingular-
izacién via la Teoria del Contacto Maximal que aparece en los volimenes del
extinto Instituto Jorge Juan [1, 26]. La tunica novedad de esta presentacién
es el hincapié en la separacién horizontal-vertical del problema: por un lado
el diseno de una estrategia global para efectuar las transformaciones y por el
otro el control puramente vertical del hecho de que la citada estrategia es sat-
isfactoria. Este punto de vista se justifica por la compacidad de la superficie
abstracta de Riemann, o de la “voéte étoilée”, y estd produciendo resulta-
dos tanto en el problema de ca-racteristica positiva (Spivakovsky) como en
problemas similares para foliaciones singulares de codimensién uno.

Como es habitual en los problemas de reduccion de singularidades, traba-
jaremos por induccién sobre la dimensién, o sobre la complejidad del problema.
Presentaremos aqui el caso maés dificil que aparece en el contexto de superficies-
hipersuperficies y supondremos que el lector es capaz de resolver los casos de
curvas y los casos més sencillos de superficies. Asimismo, trabajaremos a par-
tir de un germen de superficie en un punto, lo que, de manera més general nos
obliga a considerar una superficie en un espacio ambiente, analitico-complejo,
que es un germen en torno a un subespacio proyectivo cerrado. Ciertos de-
talles técnicos seran pasados por alto, pues pretendemos solamente presentar
el espiritu de los procedimientos global (horizontal) y de uniformizacién local

(vertical).
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4.5. El estrato de Samuel y las explosiones permi-
tidas

Un espacio ambiente es, para nosotros, un germen de variedad analitica
compleja no singular Z de dimension tres, a lo largo de un subespacio analitico
cerrado y proyectivo C' (el “corazén”), que denotaremos (Z,C). Consider-
aremos como objeto problema superficies (X, X N C), subespacios analiticos
cerrados de dimensién pura dos de (Z, C'). Cuando no haya duda, omitiremos
toda referencia al corazén y escribiremos X C Z. La superficie X esta dada

localmente en un punto P y en coordenadas analiticas por

X = (f(ap,2) = 0)

donde f(x,y, z) es un germen de funcién analitica en el punto P considerado,

libre de factores multiples, que admite un desarrollo en serie convergente
f(xa Y, Z) = Z fz]kxlyjzk

Llamamos multiplicidad de X en P y lo denotaremos por vp(X) al minimo de

los valores i 4 j + k con f;j;, # 0. Si P € X tenemos que vp(X) > 1; diremos

que el punto P es singular en el caso de que vp(X) > 2. El lugar singular

Sing(X) es un cerrado analitico de X de dimensién menor o igual que uno. El

germen
(Sing(X), Sing(X) N C)

estd formado por un cantidad finita de curvas proyectivas, gérmenes de curvas
en un punto y puntos aislados.

La multiplicidad define una funciéon semicontinua superiormente, es decir,
los puntos de multiplicidad superior a una dada forman un cerrado analitico
del espacio ambiente. Ademds, por compacidad del corazén, existe una multi-
plicidad méxima, que denotaremos ISam(X) (por “invariante de Samuel”). El
estrato de Samuel Sam(X), formado por los puntos de multiplicidad maxima,
es por tanto un cerrado analitico de X.

Diremos que un subespacio analitico Y C Z es un “centro permitido” para
X si es no singular y la multiplicidad de X es constante a lo largo de todos
los puntos de Y. En particular, si Y intersecta Sam(X), estd totalmente con-
tenido en Sam(X). Utilizaremos tinicamente centros permitidos en el proceso

de eliminacién de las singularidades mediante explosiones.
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El cono tangente Cp(X) de X en P es el cono de Tp(Z) dado en ecuaciones

por

Cp(X)=| > finXV727 =0
i+j+k
(El polinomio homogéneo In(f) = >, ., fi;k XY ZI recibe el nombre de
“forma inicial” de f). La “lima”, o espacio tangente estricto de Hironaka, de
X en P es el subespacio lineal méas grande TpX de TpZ que deja invariante
el cono tangente por traslaciones. Coincide con el cono tangente si y sélo si
este es un espacio lineal. Salvo cambio lineal de coordenadas, la codimension
del espacio tangente estricto es el nimero minimo de coordenadas necesario

para expresar la forma inicial.

Proposicién 1 (Estabilidad vertical). Sea 7 : Z' — Z la explosion de Z
con un centro permitido Y, fijemos un punto P € Y y un punto P’ en el
transformado estricto X' de X tal que w(P') = P. (El corazén de Z' es la

imagen inversa del corazon de Z ). Entonces:
1. TpY C TpX.
2. vp(X') <wvp(X). En particular ISam(X') < ISam(X’).
3. Sivp(X') =vp(X), se tiene:
P € Proj(TpX/TpY) C n ' (P) = Proj(TpZ/TpY) .
Ademds, en este caso dimTpX > dimTp X'.

4. Sivp/(X') =vp(X) y dimTpX = dimTp: X' entonces el nuevo espacio

tangente estricto Tp' X' es transversal a Tpn ™ (P).

Demostracion . Una seleccion adecuada de coordenadas

(T1,...,2p)

(aqui n = 3, pero el argumento sirve para cualquier hipersuperficie) permite

suponer que el centro 'Y estd dado localmente por xy = --- = x, = 0 y que las

ecuaciones de la explosion en el punto P’ de Z' que consideramos son
x;:xj j=1...,1.

.’L'l';:a}j j=t+1,...,n.

/.
J
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Dado que el centro es equimaultiple, la forma inicial depende solamente de
las variables Xy, ..., X, y el espacio tangente estricto estd dado por formas

lineales independientes ¢1 = ... = ¢s = 0 en dichas variables. Por tanto

In(f) =Y (d1( Xty Xn)yo oy 0s( Xy oo, X))

Esto prueba la primera afirmacion. Si v es la multiplicidad de X en el punto

P = w(P"), podemos escribir
mo f=(a)"f'(a},. .. )
siendo ' = 0 una ecuacion local del transformado estricto. Se tiene

f,(:Ella"wx;z) =

\Il(¢1<17$t+17 s 7xn>7 v 7¢s(1axt+la v 7xn)) +g,

donde ¢’ estd en el ideal generado por x), ..., x}. Se sigue que vp/(X') < wv. Si

vp(X') = v, necesariamente
$1(1,0,...,0) = = $5(1,0,...,0) = 0
de donde P' € Proj(TpX/TpY). En particular, las formas ¢; dependen sdlo
de las coordenadas X{_1,...,X,,. Ademds la forma inicial se escribe
In(f') = (61(Xip1s- s X0 os 0s( Xy, X0)) + G

donde G' es homogéneo de grado v y depende sélo de las variables X1, ..., X].

Si dimTpX = dimTp' X' concluimos que
TpX'=(¢h = =¢,=0)

con ¢(0,...,0, X/ 1,.... X}) = di( X[ ..., X]).

4.6. La estrategia global

El estrato de Samuel esta constituido por curvas y puntos. Si pretendemos
hacer bajar poco a poco el invariante de Samuel de nuestra superficie medi-
ante explosiones con centros permitidos, debemos preocuparnos de modificar,

en un momento u otro, todos los puntos del estrato de Samuel inicial. Esto
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evidentemente no puede conseguirse solo con la utilizaciéon de puntos aislados
como centro. Por otra parte, es posible que una componente irreducible del
estrato de Samuel sea una curva singular, no utilizable directamente como
centro: primero habria que desingularizarla.

El problema de describir una estrategia global, o si se quiere un criterio
global para la eleccién del centro, es banal en el caso de la reduccién de singu-
laridades de curvas curvas (elegir siempre puntos aislados), es relativamente
simple en el caso de superficies y es més complicado en el caso de foliaciones de
codimensién uno sobre un especio de dimension tres. En el caso general de re-
duccion de singularidades en cualquier dimensién, se convierte en un problema
complicado y es una de las grandes partes de la reduccion de singularidades.
Hay que tener en cuenta que la estrategia global no es necesaramente tnica,
siendo posible, aunque no entraremos en ello, definirla de modo razonable-
mente constructivo y natural (véase, por ejemplo [45]). Aqui nos limitaremos
a describir una estrategia para el caso de superficies, sin preocuparnos del
hecho de que el procedimiento sea natural o no en el sentido funtorial de la
palabra.

Diremos que el estrato de Samuel Sam(X) tiene cruzamientos normales
en un punto P del corazén C siempre que se cumpla una de las condiciones

siguientes:
1. El punto P es un punto aislado de Sam(X).
2. El estrato de Samuel es una curva lisa localmente en P.
3. El estrato de Samuel consiste en dos curvas lisas y transversales en P.

El conjunto de puntos del corazén C' en los cuales el estrato de Samuel no tiene
cruzamientos normales es un conjunto de puntos aislados ( finito, por consi-
guiente). Admitiremos sin demostracion el siguiente resultado (esencialmente

la reduccién de singularidades de curvas):

Proposicién 2 (reduccién a cruzamientos normales). Supongamos que el in-
variante de Samuel ISam(X) = v > 1. Existe una sucesion finita de explo-

stones con centro en puntos aislados

(Z,0) = (Zo,Co) < (Z1,Ch) <2 --- &% (Zn, C)



4.6. LA ESTRATEGIA GLOBAL 75

tal que, si X; C Z; es el correspondiente transformado estricto de X, entonces
o bien ISam(Xn) < v, o bien Sam(Xy) tiene cruzamientos normales. (Los
centros se pueden tomar eractamente en puntos donde el estrato de Samuel

no tenga cruzamientos normales)

La propiedad de que el estrato de Samuel tenga cruzamientos normales
es estable por explosiones permitidas, siempre que no disminuya el invariante
de Samuel. Es una consecuencia del teorema de estabilidad vertical expuesto
més arriba. En efecto, si la explosién es cuadratica (centro en un punto),
se anade al transformado estricto del estrato de Samuel como mucho la recta
proyectiva Proj (TpX), que es no singular y transversal a las otras componentes
del estrato de Samuel, ya que estd contenida en el divisor excepcional. Si la
explosién es monoidal con centro en una curva Y, se substituye el centro o
bien por puntos aislados, o bien por una curva Y’ en el estrato de Samuel,

para la cual la aplicacion
PeY — Proj(TpX/TpY) €Y’

es uno a uno. Se sigue que Y’ es no singular y transversal a las otras compo-
nentes del estrato de Samuel.

Ahora podemos describir la estrategia global:

Definicién 1. Supongamos que ISam(X) =v > 1 y que el estrato de Samuel
Sam(X) tenga cruzamientos normales. Consideremos una sucesion de explo-

siones

(27 C) = (Z(),C()) <7r_l (Zl,Cl) <7r_2

donde X; C Z; es el correspondiente transformado estricto de X y donde
Y; C X; es el centro de w41, permitido para X;. Diremos que dicha sucesion
respeta el criterio global de seleccion de centro si siempre que ISam(X;) = v
la dimension del centro Y; es la mdzxima posible para un centro permitido (es

decir, el centro es una curva si el estrato de Samuel contiene curvas).

Siempre existen sucesiones infinitas (elijase un centro banal si el invariante
de Samuel ha disminuido) que respetan el criterio global de seleccién de centro
de explosién.

La siguiente proposicién establece la relacién entre la estategia global y el

control vertical (uniformizacién local).
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Proposicion 3. Supongamos que existe una sucesion infinita
(Z,C) = (Zo, Cy) PuLE (Z1,Ch) PULE
que respete el criterio global de seleccion de centro de explosion tal que
ISam(X;) = v

para todo indice i. Entonces existe una sucesion infinita de puntos (infinita-
mente proximos)
P; € ISam(X;)

con las siguientes propiedades:
1. mig1(Pig1) = B

2. Para cada indice i existe un minimo s > i tal que Ps € Y. Ademds Y

es de dimension uno si existen curvas de ISam(Xs) que pasan por Ps.

Demostracion. Separamos dos casos. El primero corresponde a suponer que la
sucesién infinita de explosiones es cofinalmente cuadrética (hay una explosién
cuadrética para indices arbitrariamente elevados). En este caso, fijindonos en
los centros puntuales de explosion y considerando para cada uno sus proyec-
ciones a todos los niveles, se forma un arbol infinito de niveles horizontales
finitos; debe tener una rama infinita, que corresponde a la sucesiéon de pun-
tos infinitamente proximos buscada. Si no, podemos suponer que todas las
explosiones son monoidales y, sin pérdida de generalidad, que el estrato de
Samuel estd formado a todos los niveles por curvas lisas que se cortan transver-
salmente. Al efectuar explosion con centro una de estas curvas, el teorema de
estabilidad vertical dice que a lo més se crea exactamente una “encima” de
ella. Asi formamos de nuevo un arbol infinito de niveles horizontales finitos
(los nodos son las curvas); existe por tanto una rama infinita. Un argumento
de no numerabilidad de los puntos de una curva compleja nos permite selec-
cionar la sucesion deseada de puntos infinitamente proximos sobre esta rama
infinita (este argumento se substituiria en geometria algebraica por uno de

puntos genéricos). O

Si localizamos los espacios Z; en los puntos P; y nos olvidamos de los
indices irrelevantes (aquellos tales que P; ¢ Yj), obtenemos una sucesién in-

finita de explosiones locales con centros permitidos de dimensién méxima, tal
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que la multiplicidad en cada punto P; es siempre la misma y de modo que

el estrato de Samuel tiene siempre cruzamientos normales en cada P;. En un

diagrama:
(Z,P) = (Zo,R) <= (Z1,P) <+
U U U
(X, P) = (Xo,P) «— (X1,P1) +—
@] U U
Y,P) = (Yo,P) (Y1, P1)

Llamemos S a esta sucesién de explosiones. La uniformizacion local, o si se
quiere el control vertical, consiste en probar que esta sucesion no puede existir.

En términos de valoraciones, la sucesiéon S corresponderia al seguimiento
de una valoracién del cuerpo de funciones racionales (en el caso algebraico),
cuyos centros en cada modelo birracional serfan los puntos P; y la estrategia de
uniformizacién local indicaria la seleccién del centro permitido de dimensién
maxima, una vez supuestos cruzamientos normales locales para el estrato de

Samuel.

4.7. Contacto maximal vertical

Nuestro objetivo consiste ahora en probar que la sucesiéon S de puntos in-
finitamente préximos P; construida en el apartado precedente no puede existir.
Para ello pretendemos asociar a cada etapa j invariantes discretos que descien-
den estrictamente al cabo de un niimero finito de etapas y tales que no puedan
descender indefinidamente. En todo caso, una vez descubierto un invariante
verticalmente estable (no aumenta) y que no puede descender indefinidamente,
siempre podremos suponer que dicho invariante permanece constante (en el
valor minimo que tome). El primoero de estos invarantes, ademds de la mul-
tiplicidad v, ya contenida en la construccién de S, es la dimensién del espacio
tangente estricto. Asi, supondremos en adelante que para todo indice j se tiene
que

dimTp, X; = d € {0,1,2}

En este caso se dice que estamos tratando con una sucesiéon P; de puntos

infinitamente muy proérimos.
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El caso d = 0 no puede darse nunca, pues el teorema de estabilidad vertical

diria que
Pji1 € Proj (Tp, X;/Tp,Y;) = 0.

Por la misma razén, si d = 1 entonces todos los centros Y; son puntos, es decir
Y; = {P;}. En vista de que el nuevo espacio tangente estricto es transversal al
divisor excepcional, se sigue que los puntos P; estan en el transformado estricto
de una rama analitica no singular I' C X (como indicacién para probar esto,
utilicese la ubicacién de los Pjy1 en la “primera carta” de la explosién para
dar etapa a etapa una parametrizacién de I'). Diremos que esta curva I" tiene
contacto maximal (vertical) con la sucesién S. Ahora podemos seleccionar

coordenadas (z,y, z) en P tales que
['=(y=2=0)
Esto permite generar inductivamente coordenadas (z;,y;,2;) en cada punto
P; tales que
Tj = Tj+1, Yj = Tj+1Yj+1, Zj = Tj4+125+1

y de modo que el transformado estricto I'; de I" en Z; esté dado por y; = z; = 0.
Si X estd dada por

f(z,y,2) = FO = Zfigplzxiyjzk =0.

entonces X; estd dada inductivamente por f () = 0 donde
() LG
P, 9525) = = V7 w5, 2595, 25%)
J

Definamos para cada indice el invariante §;, llamado exponente de contacto
maximal, por
s )
0; = min (V_j_k ik 7 0)
Dado que I'; no es equimultiple, sino no se habria seguido la estrategia global,

se ve inmediatamente que ¢; < co. Ademas
dj41 =05 —1

Obtenemos de este modo la contradiccién buscada sobre la existencia de S.
Queda el caso d = 2. Es el més especifico de superficies. Para su tratamiento

detectaremos la existencia de una superficie de contacto maximal, que es no
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singular, cuyo transformado estricto sigue los puntos P; y contiene los distintos
centros de explosién Y. La situacién se simplifica mucho en el caso analitico
complejo, frente al problema semejante en caracteristica positiva, debido sobre
todo a la existencia y efectividad de la transformacién de Tchirnhausen.
Como la dimensién del espacio tangente estricto es dos, la forma inicial
de la ecuacién local f de X es una potencia de una forma lineal. Desapués
de un cambio lineal de coordenadas, podemos suponer que la forma inicial
es z”. Salvo multiplicacién por una unidad y por aplicacién del teorema de
preparacién de Weierstrass, podemos ademéas suponer que f es un polinomio

en la variable z, es decir

fl@,y,2) = 2"+ foo1(2,9)2" 7 + fuoal(a,9)2" 7+ + fo(z, y)

donde el orden v(fi(x,y)) > v — k. Efectuemos ahora la transformacién de

Tchirnhausen, dada por el cambio de coordenadas

1
sz fua (@)

Ahora la ecuacién local f de X se escribe

f(:l:vy) Z) =2zY + fV*Q(l‘ay)ZV_z + fO(xvy)

Esta escritura serd rigida para nuestro problema en el sentido que se verd a
continuacién. Escribamos H = (z = 0), superficie no singular en Z. Denotemos

por H; el transformado estricto de H en Z;.

Proposicién 4 (Contacto maximal vertical). En las condiciones precedentes,
se tiene que P; € H; y que Y; C H; para todo indice j > 0. Se pueden elegir
inductivamente coordenadas (x;,yj,%;) en P; de modo que X; esté dado por

la ecuacién f9) =0, donde

2

FD(@j5.25) = 28+ £ (g, u) 22 4+ 15 (g, w5)

con V(f]gj)(:pj,yj)) > v — k. Ademdas se puede consequir que las coordenadas
(5,Y5,25) ¥ (Tj+1,Yj+1,2j+1) estén relacionadas por una de las trasforma-

ciones siguientes:

(T-1)): xj =xj01,y; = Tj11(Yjr1 + A), 25 = Tj11241-
T-2: Tj = Tj+1Yj+1, Y5 = Yj+1, %5 = Yj+1%25+1-
T-3: Tj = Tj+1,Yj = Yj+1, % = Tj+1%j+1-
T-4: Tj = Tj+1,Yj = Yj+1, %5 = Yj+1%j+1-
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Las ecuaciones locales estan dadas por:

: 1. _
P9 @iy, 200) = —f925,052)  siT—1-T -3
Tj+1
(+1) L) :
FOTN @1, yj41, 2541) = ny (z5,y5,2)  s1T—2T—4
j+1

Demostracion. La primera observaciéon es que el espacio tangente estricto
estd necesariamente dado por Z = 0 y que toda curva o punto equimulti-
ple esta contenido en H, de lo que se sigue la primera parte del enunciado,
al menos para la primera etapa. Un cambio inicial de coordenadas en (z,y)

permite ademds partir de coordenadas (z,y, z) tales que
Sam(X) C (xy =z = 0)

Ahora, si la transformacion es cuadratica, el teorema de estabilidad vertical
nos da (T-1,\) - T-2. Si la transformacién es monoidal(centro en una curva)
la condicién precedente dice que el centro es o bien z = z = 0 y entonces
se tiene T-3 por la estabilidad vertical o bien es y = z = 0 y se tiene T-4.
La forma de la ecuacién local de X7 se repite. Ademads, el nuevo estrato de
Samuel es el transformado estricto del anterior, al que eventualmente se anade
la curva I dada por Proj (TpX) en el caso cuadratico o por Proj (ToX/TqY ),
con Q € Y, en el caso monoidal. La curva I' es también una curva coordenada

en las nuevas coordenadas (x1,y1, 21) y la situacién se repite. ]

Finalmente, observamos que las transformaciones cuadraticas (T-1,A) y T-
2 no ocurren si existe una curva lisa y equimultiple que pase por el punto P;

considerado.

4.8. El juego fuerte de Hironaka en dos variables

Una vez fijada nuestra superficie de contacto maximal H asi como las
coordenadas (z;,¥;,%;) descritas en la proposicién anterior, buscamos un in-
variante que descienda estrictamente, al menos al cabo de un nimero finito de
etapas, con el fin de obtener una contradiccion con la existencia de la sucesion
S. Dicho invariante serd presentado en términos del poligono caracteristico de

Hironaka, que evolucionard de acuerdo con las reglas del juego fuerte.
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Escribamos
fe(z,y) = Z fia'y? 2% k=v—2,...,0.
i3
El poligono caracteristico A = AY(f;x,y, z) se define entonces por

7
v—k

AY(f;x,y, z) = Cierre convexo de <{(
Andlogamente, en cada etapa j definiremos A; por
Aj = AY(f5 25,5 %)
Las siguientes propiedades del poligono caracteristico son evidentes

L An{(u,v);ut+v <1} =10.

, u%k); fijk # 0} + R%o)

81

2. La curva ¢ = z = 0 es equimdltiple si y solo si A C {(u,v);u > 1}.

Simétricamente, la curva y = z = 0 es equimiltiple si y solo si A C

{(u,v);v > 1}.

3. Si se tiene la transformacién (T-1,0), T-2, T-3 - T-4, el nuevo poligono

caracterisitco A1 estd dado por
AjJrl = O'(Aj) + RQZO

donde o es la afinidad definida por

o(u,v) = (u+v—1,v) ,si(T-1,0).
(u,u+v—1) , si T-2.

=  (u—1,v) , si T-3.

= (u,v—1) , si T-4.

4. La transformacién (T-1,\) puede interpretarse como un cambio de coor-

denadas y — y — Az seguida de una transformacién de tipo (T-1,0). Si

A es el poligono dado por los vértices de A en los que terminan lados

con pendiente estrictamente menor que —1, se tiene que

éy(f;xa Y, Z) = él’(f’ LY — )\1’, Z)
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Llamaremos vértice principal de A al vértice (a(A), B(A)) de menor abscisa
a(A). A la vista de la evolucién del poligono caracteristico descrita en las
propiedades anteriores y teniendo en cuenta que la estrategia de seleccion de
centro obliga a efectuar T-3 - T-4 siempre que sea posible (la curva z = 2z =0

o bien y = z = 0 equimiltiples), es inmediato comprobar que

B(Aj+1) < B(A;)

Ademss, la desigualdad es estricta en los casos de T-2 - T-4. El invariante
solo puede descender un ndmero finito de veces, puesto que es mayor o igual
que cero y se mueve en una reticula (1/1)Z2.

Por consiguiente, se puede suponer que solamente intervienen transforma-
ciones del tipo (T-1,A) - T-3. En estas condiciones, un cambio formal previo

de coordenadas del tipo
Yy—y— Z As®
S

permite suponer que todas las transformaciones son o bien (T-1,0), o bien T-3.
De nuevo obtenemos la contradiccién deseada de la evolucion del poligono. En
efecto, como no hay T-2, el poligono corta siempre la zona {(u,v);v < 1}. Sea
(a, B) el dltimo vértice del poligono (que tiene por tanto § < 1). La evolucién
arriba descrita prueba que

Q1 < Gy

que no puede repetirse indefinidamente.



Capitulo 5

Uniformizacion local

A continuacion reproducimos el articulo “Uniformizacién local en carac-
teristica cero. Caso arquimediano” de F. Cano, C. Roche y M. Spivakovsky,
publicado en la Revista del Seminario Iberoamericano de Matemdticas en 2006.

En €l se introduce la uniformizacion local de Zariski.

En estas notas presentamos una prueba de la uniformizacion local clasica
(caracteristica cero sobre un cuerpo algebraicamente cerrado) con respecto a
una valoracién arquimediana (es decir, de rango uno). La prueba se apoya
fuertemente en una presentacién del problema en términos del poligono de
Newton-Puiseux y en la dicotomia bésica de la reduccién de singularidades
entre el comportamiento combinatorio (descrito por el juego de Hironaka) y

las situaciones de contacto maximal, también en el sentido de Hironaka.

No pretendemos dar ningiin resultado nuevo, sino tnicamente resaltar los
métodos, con la esperanza de que puedan ser ttiles en otros contextos. De
hecho los métodos presentados aqui son una simplificaciéon al caso que nos
ocupa del método general utilizado por Spivakovsky en su tratamiento de la
caracteristica positiva y que, por otro lado, se estd mostrando satisfactorio

para el estudio del problema de uniformizacién local de campos de vectores.

83
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5.1. Enunciados

Sea K el cuerpo de funciones racionales de una variedad algebraica proyec-
tiva de dimensién n, sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k de caracteristi-

ca cero y consideremos sobre él una valoracién
v:K—-TcCR

con cuerpo residual k, = k.

Un modelo local reqular parametrizado para K, v es una terna

A=(0;z=(x=(x1,22,.. ., ), Y = Yr41,---,Yn)); V)
donde 7 es el rango racional de v y se tienen las siguientes propiedades:

1. Existe un modelo proyectivo M de K tal que el centro P de v en M es
no singular y O = Oy p. (Nétese que la hipdtesis k, = k implica que el

centro de v es un punto racional).

2. Lalistaz = (x,y) da un sistema regular de parametros de O y los valores

v(z;),i=1,2,...,7r son Q-independientes.

Definicion 4. Dado un elemento formal f € O, con f # 0, diremos que la
valoracion v tiene contacto maximal con f si existe una sucesion de elementos
fi € O tales que v(f;) es una sucesion de valores estrictamente creciente y

ademds f; — f en la topologia de Krull.

Observacion 5. La sucesién de valores estrictamente creciente v( f;) no puede
estar acotada superiormente. La prueba de esto se basa en que la valoracién
es arquimediana. Supongamos que la sucesiéon de valores estuviera acotada
superiormente por un valor d; como la valoracién es arquimediana, existe una
potencia comun N € Zs>g, tal que va,y]N tienen valor superior a §, para
i1=1,2,...,r, 7 =r+1,r4+2,...,n. Se concluye que el ideal maximal M de
O satisface

MY cPs={g€0;v(g) >}

Se tendria una cadena descendente estricta de médulos de longitud finita
2 PV(fi)/MN 2 7DV(fiﬂ)/'/\/lN D

lo que es una contradiccién.
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El objeto problema es una lista finita L = {f,; « € A} de funciones
racionales f, € K con valores no negativos v(f,) > 0. Diremos que la lista L

es simple en el modelo A si se cumplen las condiciones siguientes:
1. Todos los elementos de L son regulares, esto es f, € O para todo a € A.

2. Cada f, es de la forma f, = x?*U,, donde U, es una unidad del anillo

local O y x? es el monomio

a a,
Ao mlo‘l :.U2a2 . x?a

X
3. Siv(fa) < v(fp), entonces f, divide fg en el anillo O. Esto es, se tiene

que aq,; < ag; para cada j =1,2,...,r.

Nuestro objetivo es, partiendo de un modelo local regular parametrizado,
probar que después de una sucesion de transformaciones adecuada se tiene que
o bien aparece una serie formal f tal que v tiene contacto maximal con f o}
bien obtenemos una lista simple.

Antes de establecer el enunciado, introduzcamos el tipo de transforma-
ciones que vamos a considerar. Dado el modelo local regular parametrizado A
y un conjunto de indices

AcCAL,2,...,n},

vamos a definir la explosion
A =m0 A= (07 = (X,y);v)

de A con centro A. Para construir O’ definiremos primero las funciones ra-
cionales z, que conforman el sistema de pardmetros z’ = (x’,y’). El anillo O’
serd entonces el localizado algebraico en el ideal engendrado por z’ del anillo
de polinomios O[z'] C K. Separaremos dos casos

El caso combinatorio Este caso corresponde a la existencia de un tinico

indice ig € A tal que v(z;,) < v(z;) para cada i € A\ {io}. Entonces definimos
Z; = Zi/ZZ'O, sie € A\{Zo}

y 2, = z; para los indices i = ip 6 i ¢ A. Nétese que v(z,) > 0 para todo

i=1,2,...,ny que los valores v(z}) son independientes para i = 1,2,...,r.
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El caso con traslacién Este caso corresponde a la existencia de varios
parametros, con indice en A, que tengan el valor minimo. Elijamos iy el menor
de estos indices. Si v(z;) = v(z;,), dado que k, = k sabemos que existe un
unico \; € k\ {0} tal que v(z;/zi, — Ai) > 0. Hagamos A\; = 0 si v(z;) > v(zi,).

Definimos entonces
ZZ{ = Zi/Zio — )\i, sit € A\{’Lo}

y 2z, = z; para los indices ¢ = ip 6 i ¢ A. Como en el caso anterior, tenemos
que v(z}) > 0 para todo ¢ = 1,2,...,n y los valores v(z}) son independientes

parat=1,2,...,7.

Observacion 6. Supongamos que M es un modelo birracional de K tal que
O = Op,p, donde P es el centro de v en M. Las ecuaciones {z; = 0; i € A}
definen una subvariedad irreducible Y C M, que es no singular en el punto P.
Consideremos la explosién 7 : M’ — M de M con centro Y. Sea P’ € 7~ 1(P)

el centro de v en M’. Entonces O’ = Oy pr.

Asimismo, introduciremos los j-cambios de coordenadas, definidos para

indices j > r. Se trata de cambios de la forma:

zi=2, 0 £ 5 Yy =y — H(z1,20,...,2j-1),

donde H € O no es una unidad, esto es v(H) > 0. Cuando no queramos
mencionar explicitamente el indice j, hablaremos de cambios ordenados de
coordenadas.

El resultado cuya prueba deseamos detallar en estas notas es el siguiente:

Teorema 6. Sea A= (0O;z = (x,y);v) un modelo local regular parametriza-
do para K,v. Consideremos una lista finita L = {f,;a € A} de funciones
racionales no nulas fo € K con valores no negativos v(fq) > 0. Eziste un mod-
elo local reqular parametrizado A = (0';2' = (X',y');v) para K,v obtenido
por una cadena finita de explosiones a partir de A y de j-cambios de coorde-

nadas, tal que una de las dos propiedades se cumple:
a) La valoracion v tiene contacto mazximal con una serie formal f' € O'.

b) La lista L es simple en A’.
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5.2. Paquetes de Puiseux de explosiones

Sea A = (O;z = (x,y);v) un modelo local regular parametrizado para

K,v. Consideremos una variable dependiente y;. Entonces el valor de y; se

expresa como una combinacién racional de los valores de x1,x2,...,2,. Es
decir, existe un numero entero d > 0 y nimeros enteros pi,pa, ..., p, Unicos
tales que

dv(y;) = prv(w1) + pav(x2) + - - - + prv(y),

y ademas d, p1, po, . . ., pr SOn primos entre si. En particular la funcién racional
d
O; =y /xP

tiene valor cero. Diremos que ®; es la j-ésima funcion racional de contacto
para A y que d es el indice de contacto de A. Dado que el cuerpo residual de
la valoracién es k, existe un tnico ¢ € k tal que v(®; —c¢) > 0. Sea q € Z%
definido por gs = —ps sips < 0y gs = 0sips > 0; se tiene que t = p+q € Z%,,.

Consideremos la funcién regular

o = xdy? — ext € O.

Diremos que ¢; = 0 es la j-ésima hipersuperficie de contacto para A. Los
paquetes de Puiseuzr de explosiones, que introduciremos a continuacién, se
corresponden con un desingularizacién ordenada de la hipersuperficie de con-
tacto.

Diremos que un subconjunto A C {1,2,...,n} es j-admisible para A si se
cumple que A\ {7} C {s;ps # 0}. Una explosién j-admisible es la que se cor-
responde con un subconjunto j-admisible para A. Supongamos que A’ ha sido

obtenida a partir de A por explosion j-admisible. Existen dos posibilidades:

A) La explosion es combinatoria. En este caso se cumple que ®; es también
la funcién racional de contacto para A’ y la hipersuperficie de contacto
para A’ es el transformado estricto de la hipersuperficie de contacto para

A.

B) La explosién no es combinatoria. La tnica posibilidad es que v(y;) =
v(xs), para un indice 1 < s < r. En particular ®; = y;/zs, A= {s,j} y

. ! .
se tiene que y; = o —c.



88 CAPITULO 5. UNIFORMIZACION LOCAL

Definicién 5. Supongamos que A" ha sido obtenida a partir de A por una
cadena finita de explosiones. Diremos que esta cadena es un j-paquete de
Puiseux para A si las explosiones son j-admisibles, todas combinatorias ex-
cepto la ultima que no lo es (en particular y} = ®; —c). En este caso diremos
que A’ ha sido obtenida a partir de A por un j-paquete de Puiseux. También
diremos que A’ ha sido obtenida a partir de A por una j-transformacién de

Puiseux.

Proposicién 3. Dado A y un indice j, r +1 < j < n, existe al menos un

j-paquete de Puiseuz.

Demostraciéon . Es suficiente hacer una desingularizacion estdndar de la

hipersuperficie de contacto.

En la siguiente observacién, cuya prueba es inmediata, se resumen las

propiedades principales que deseamos retener de los paquetes de Puiseux.

Observacién 7. Supongamos que A’ ha sido obtenida a partir de A por un

j-paquete de Puiseux. Entonces tenemos las siguientes propiedades
Ly, =% —c
2. Para todo indice m # j, r +1 < m < n, se tiene y.,, = ym.
3. Existe una relacién monomial del tipo siguiente
zs = x* (y; + o)y = %'’ (y; + o),
donde a*,a’ € Zgo y bs,bo € Z>o.

En el caso de que r = n y por consiguiente no podemos destacar una
variable dependiente, diremos, por definicién, que cualquier sucesién finita de
explosiones, que deben ser necesariamente combinatorias, es un paquete de

Puiseux.

5.3. Primeras reducciones e inducciéon

Vamos a probar un resultado mas fuerte que el teorema 6, en el que pre-
cisamos que la sucesion de explosiones que utilizaremos es de hecho una cadena
de paquetes de Puiseux. Concretamente, el resto de estas notas esta dedicado

a probar el siguiente enunciado:
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Teorema 7. Sea A= (0O;z = (x,y);v) un modelo local regular parametriza-
do para K,v. Consideremos una lista finita L = {fq; € A} de funciones
racionales no nulas fo € K con valores no negativos v(fq) > 0. Eziste un mod-
elo local reqular parametrizado A = (0';2' = (X',y');v) para K,v obtenido
por una cadena finita de paquetes de Puiseux y de cambios ordenados de co-

ordenadas a partir de A tal que una de las dos propiedades se cumple:
a) La valoracion v tiene contacto maximal con una serie formal f’ €0,
b) La lista L es simple en A'.

A continuacién, mostremos que el teorema 7 es una consecuencia de la

siguiente proposicién, en la que inicamente se consideran funciones regulares:

Proposicién 4. Sea A = (0;z = (x,y);v) un modelo local regular para-
metrizado para K,v. Consideremos una lista finita L = {f,;a € A} de fun-
ctones requlares no nulas f, € O. Existe un modelo local regular parametriza-
do A" para K,v obtenido por una cadena finita cadena finita de paquetes de
Puiseuz y de cambios ordenados de coordenadas a partir de A tal que una de

las dos propiedades se cumple:
a) La valoracion v tiene contacto maximal con una serie formal f’ €0,
b) La lista L es simple en A'.

Noétese que la proposicion 4 es una evidente consecuencia del teorema 6.
Reciprocamente, supongamos que la proposicién 4 es cierta y probemos que

el teorema 6 también lo debe ser. Escribamos la lista problema

L:{fa:ga/ha; QGA}

donde gqo, ho € Oy ademas 0 < v(fo) = v(ga) — v(ha). Ahora apliquemos la

proposicién 4 a la nueva lista

E = {gcx} U {ha}'

Se obtiene un modelo local regular parametrizado A en el cual L es simple
(suponemos implicitamente que nunca obtenemos el contacto maximal). En

particular cada h, divide g, y, por consiguiente f, € O. Es suficiente ahora
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aplicar de nuevo la proposicion 4 a la lista original L a partir del modelo local
regular parametrizado A
De hecho podemos restringirnos a listas con dos elementos. Mas precisa-

mente, la proposicién 4 es equivalente a la siguiente

Proposicién 5. Sea A = (O;z = (x,y);v) un modelo local reqular para-
metrizado para K,v. Consideremos una pareja {f,g} de funciones regulares
no nulas f,g € O. Eziste un modelo local reqular parametrizado A’ para K,v
obtenido por una cadena finita de paquetes de Puiseux y de cambios ordenados

de coordenadas a partir de A tal que una de las dos propiedades se cumple:
a) La valoracion v tiene contacto mazximal con una serie formal f’ €0
b) La lista {f,g} es simple en A’.
Necesitaremos el siguiente lema

Lema 3 (Estabilidad de listas simples). Supongamos que A" = w4 A o que se
ha obtenido por un cambio ordenado de coordenadas a partir de A y que la

lista L es simple en A. Entonces L también es simple en A’.
Demostracién . Es una comprobacion elemental.

Ahora una aplicacion repetida de la proposicién 5 a todas las parejas de
la lista problema en la proposicion 4 nos permite concluir, a la vista del lema.
Siendo mas precisos, no necesitamos demostrar la proposicién 5 en su in-

tegridad, sino dnicamente el siguiente resultado:

Proposicién 6. Sea A = (0O;z = (x,y);v) un modelo local regular para-
metrizado para K,v. Consideremos una pareja {f,g} de funciones regulares
no nulas f,g € O tales que v(f) < v(g). Existe un modelo local regular
parametrizado A" para K,v obtenido por una cadena finita de paquetes de
Puiseux y de cambios ordenados de coordenadas a partir de A tal que una de

las dos propiedades se cumple:
a) La valoracion v tiene contacto mazximal con una serie formal f' € O'.

b) La lista {f} es simple en A" y f divide g en O'.
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En efecto, una vez aplicada la proposicion 6 se aplicara de nuevo a la lista
{g, g} para concluir que la lista {f, g} se convierte en una lista simple.

Efectuaremos induccién sobre n — r. Si denotamos T'(n,r) el enunciado
del teorema 7 con los pardmetros n,r y denotamos P (n,r), Py(n,r), Ps(n,r)
los enunciados correspondientes a las proposiciones 4, 5 y 6, de la discusion

anterior se deduce que:
Ps(n,r) < T(n,r) < Pi(n,r) < Py(n,r).

Trabajando por induccién, es suficiente probar que P3(n,n) es cierto y que
T(n—1,7r) = Ps(n,r).

5.4. El juego de Hironaka

Introduzcamos en esta seccién el enunciado del juego débil de Hirona-
ka. Una solucién al mismo se encuentra en el trabajo de Spivakovsky [41].
Supongamos que A C R%, es un poliedro positivamente convexo de vértices
con coordenadas enteras. Dado un subconjunto A C {1,2,...,n} y un indice
i € A, definimos el poliedro transformado 74 ;A como el cierre positivamente

convexo de 04 ;(A), siendo o4 la aplicacién lineal definida por
OAi (a) =b

donde b; = a; sii # jy b = Z]EA a;. Es obvio que si A tiene un tnico
vértice, entonces 04 ;(A) también. El juego se plantea entre dos jugadores, el

jugador A y el jugador B y se procede en cada lance de la manera siguiente:

Si el poliedro A tiene un solo vértice, se para el juego. Si hay més
de un vértice, el jugador A elige un subconjunto A C {1,2,...,n}
y el jugador B un indice ¢« € A. Se substituye A por m4 ;A y el

juego recomienza.

El problema es encontrar una estrategia para guiar la eleccién que hace el
jugador A que garantice que el juego es finito (se obtiene un poliedro con un
solo vértice) independientemente de la estrategia seguida por el jugador B.

Esta estrategia existe y ha sido definida por Spivakovsky en [41].
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5.5. Rango racional maximo

Supondremos en esta seccién que r = n y procederemos a demostrar el
enunciado P3(n,n).

Definamos el poliedro de Newton N(f;x) de un elemento regular f € O.
Dado que O C O y que hay una identificacién O = k[[x]], podemos escribir

f :Zfaxa; ac€Zl, fa€k.

El poliedro de Newton AN (f;x) es entonces el cierre positivamente convexo
del soporte Sop(f;x) = {a; fa # 0}. Si tenemos una lista L = {f,} el
soporte Sop(L;x) = |, Sop(fa;x) y el poliedro de Newton N (L;x) es el
cierre positivamente convexo de dicho soporte.

Consideremos la pareja f, g del enunciado de la proposicién 6. Es inmediato

que las afirmaciones siguientes son equivalentes
1. La lista {f} es simple en Ay f divide g en O.
2. El poliedro de Newton N ({f, g};x) tiene un solo vértice.

Por consiguiente, nuestro objetivo es probar que, salvo contacto maximal, se
puede llegar a que el poliedro de Newton tiene un solo vértice. Esto sera con-
secuencia directa de la existencia de estrategia ganadora para el juego de
Hironaka, una vez comprobemos el efecto de una explosién.

Recordemos que r = n y entonces z = x. Fijemos un conjunto A C
{1,2,...,n}. Como los valores v(zs) son racionalmente independientes, existe
un tnico indice i € A tal que v(x;) < v(z;) para j € A — {i}. En este caso

sabemos que
o = xj/wy, sije A—{i}; 2y =z, si j=1i 6 bien j ¢ A.

Se concluye por un célculo sencillo que el poliedro de Newton NV ({f, g};x’) es
el cierre positivamente convexo de o4,;(N ({f,g};x)). Ahora es de aplicacién
el juego de Hironaka, la valoracién desempena el papel del jugador B al selec-

cionar el indice i (la carta). Esto termina la prueba de P3(n,n).
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5.6. El poligono de Newton-Puiseux

Hemos indicado que haremos induccién sobre n —r. Supongamos pues que

n > r. Dado f € O, consideraremos su descomposicion
F=) folxwy’
S

donde W = (Yri1,Yrt2y -+, Yn—-1),Y = Yn ¥ fs(X, W) € k[[x, w]]. Para aplicar
propiamente la induccién, precisamos del siguiente resultado, que admitiremos

Lema 4. El anillo O,—1 = ONk[[x,w]] es el anillo local de una variedad alge-
braica en un punto regular y {x,w} define un sistema regular de pardametros.
En la descomposicion anterior, se tiene que fs € On—1 para todo s =0,1,....
Mds ain, si K,_1 es el cuerpo de fracciones de Op_1, la restriccion v,_1 de

v a K,_1 tiene rango racional r, cuerpo residual k y estd centrada en Op_1.

Ahora definimos el poligono de Newton-Puiseux A(f;.A) como el cierre

positivamente convexo del soporte valuativo

Sopval(f; A) = {(v(fs),s); s=1,2,...}.

Del mismo modo que en el caso del poliedro de Newton, definimos el poligono
A(f, g; A) como el cierre positivamente convexo de la unién de los correspon-
dientes poligonos.

Nuestro objetivo es probar que se puede conseguir, bajo la hipdtesis de
induccién, un poligono de Newton con un tnico vértice, y que éste sea de la

forma (6,0). Esto es suficiente de acuerdo con la siguiente proposicién

Proposicién 7. Supongamos que T'(n — 1,r) es cierto y que el poligono de
Newton A(f, g; A) tiene un dnico vértice, que es de la forma (0,0). Entonces,
después de una cadena finita de paquetes de Puiseux y de cambios ordenados

de coordenadas se obtiene la tesis de P3(n,r).

Demostracién . Escribamos f = Y fo(x,W)y® y g = >, gs(x,w)y*. Con-
sideremos el ideal I,,_1 de O,_1 generado por los elementos fs y gs. Este ideal
tiene un comjunto finito de generadores, por noetherianidad; asi que, aplicando
T(n—1,7) a la lista de estos generadores, eziste una cadena finita de paquetes

de Puiseuz que transforma A en A’, con las siguientes propiedades:
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1. Los centros de las explosiones estan dados por conjuntos de indices en los

que no aparece el ultimo indice n. Esto no altera el poligono de Newton

y se tiene A(f,g; A) = A(f, g A').
2. Elideal I,,_10),_, estd generado por un monomio de la forma x®.

Ast, podemos suponer por induccion que el ideal I,,_10O,_1 estd generado por

un monomio de la forma x*. Escribamos entonces
ap . _.a
fs = xX%hs; gs = Xsts

donde la lista hg,ts contiene una unidad. La hipdtesis sobre la forma del

poligono implica que

0 = min{v(fo),v(g90)} < v(fs),v(gs)-

y por tanto, o bien hy o bien tg es una unidad. Escribamos f = x®h, gs = x3t.
Si to es una unidad, tenemos v(g) = v(x*) < v(f) y por consiguiente v(f) =
v(x?), de lo que concluimos que también ho es una unidad. En todo caso hg
es una unidad. Se sigue que h también lo es y g = fh™'t. Obtenemos asi la
tesis de P3(n,r).

Noétese que en este caso es irrelevante la aparicién o no de una serie formal
con contacto maximal con la valoraciéon. En adelante trabajaremos con la

siguiente hipdtesis
“No existe una serie formal con contacto maximal”.

De lo contrario ya tendriamos, como queremos, la tesis de P3(n,r).

5.7. El invariante de control

Continuamos trabajando por induccién, suponiendo que T'(n—1,7) es cier-
to. Deseamos probar que P(n, ) es cierto. Como hemos visto en la seccién an-
terior, es suficiente llegar mediante una cadena finita de paquetes de Puiseux y
de cambios ordenados de coordenadas a una situacion en la cual el poligono de
Newton-Puiseux tenga un tunico vértice y que este sea de la forma (9, 0). Medi-
remos la distancia que nos separa de la situacién deseada con un invariante,

ya utilizado por Spivakovsky en otro contexto.
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Consideremos el poligono de Newton-Puiseux A(f, g;.A). En la construc-
cién del poligono se destaca la ultima variable y,, a la que dotamos de peso

unidad en el sentido vertical. Las rectas isovalorativas
L ={(u,v) € R?; u + v(yn)v = t}

estdn definidas a partir de la propiedad siguiente: si fs(x, w)ys € O entonces
v(fsy®) =t, donde ¢ es tal que (v(fs),s) € L;. Definamos el valor

0 =0(f,9:A) = sup{t: Ly VA(f, g:.A) = 0}
El invariante principal que consideraremos es h(f,g;.A) definido por

h(f,g; A) = sup{p; existe (o, 3) € A(f,g;A) N Ls}.

Es obvio que 0 < h(f, g;A) < co. Ademas, si el poligono de Newton-Puiseux

tiene un unico vértice y este es de la forma (a,0), se tiene que h(f,g;.A) = 0.

Proposicién 8. Supongamos que h(f,g; A) = 0. Entonces, después de trans-
formar A por una cadena finita de j-paquetes de Puiseuzr y de j-cambios de
coordenadas, 7 < n — 1, sequida de un n-paquete de Puiseuz, el poligono de

Newton A(f, g; A) tiene un unico vértice, que es de la forma (9,0).

Demostracién . Escribamos y =y, (también y' =y, después de las corres-

pondientes transformaciones) y consideremos la descomposicion
f = ZfS(X7W)yS; 9= ZQS(X7W)Z/5‘
S S

La hipdtesis sobre el poligono de Newton-Puiseux se traduce en que existe el

vértice (9,0) y que

6 =v(fo) < v(go),
o <v(y®fs),v(y®gs), para todo s > 1.

Apliquemos ahora la hipdtesis de induccion a la lista finita
L={fs g5 v(y®) <o}

Después de una cadena finita de j-paquetes de Puiseuxr y de j-cambios de

coordenadas, conr+1 < j <n—1, podemos suponer que la lista L es simple,
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sin que se altere para nada el poligono ni la expresion de f,g. En particular

podemos escribir
fo = XU (3, w); go = X Va(x, w)

para 0 < s < a/v(y), donde U,V son unidades. Ahora estamos en condiciones
de aplicar un n-paquete de Puiseux. Considerando las expresiones descritas en

la observacion 7, tenemos para 0 < s < §/v(y) que
ysfs = Xb/SU;(xlayl)
y'gs = x° UL(X,y)
donde U', V' son unidades; en particular, los monomios tienen los valores

adecuados

v(x") = v(fo) + su(y),
v(x") = v(gs) +sv(y).
Teniendo en cuenta que 6 = min{v(fo),v(go0)} y que 6 < v(y*fs),v(y®gs) para

s > 1, podemos escribir (salvo producto por un escalar)

t

/0 ~
Zysfs = Xb + Zfs(xlywl)y,s7

s=0 s>1
t
D ygs=go(x', W) + > Gu(x', W)y,
s=0 s>1

donde t es el mdzimo entero tal que t < ¢/v(y) y donde los valores satisfacen

que § = I/(Xblo) <v(go) y ademds
0 <w(ts),v(gs); 1< 5 < 0/u(y).

Finalmente, teniendo en cuenta que

t

t
F=D 0 s+ ) g = v+ ),

s=0 s=0
se concluye que tenemos una descomposicion:

F=xP 3 e Wy g =Y gl Wy

s>1 s>0

en la que 6 = l/(Xb/O) <wv(gy),v(fl),v(g.), para s > 1. Asi, el nuevo poligono

de Newton-Puiseuz tiene el unico vértice (6,0).
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Observacién 8. Hemos preparado las ecuaciones, después de induccién, para
que el nuevo poligono se comporte como el resultado de efectuar sobre el
anterior una transformacién afin del tipo (u,v) — (u 4 vv(y),v). En el caso
general, seguiremos esta idea, pero la transformacién estara perturbada por el

ultimo desplazamiento.

5.8. Estabilidad del invariante de control

A la vista de la prueba de la proposicién 8, tiene utilidad la siguiente
definicién. Sean § = 6(f,9;.A), h = h(f,9;A) y t el mdximo entero menor
o igual que §/v(y). Diremos que la lista {f,g} estd A-preparada si la lista
L ={fs,9s; 0 <s <t} essimple.

Lema 5 (A-preparacién). Después de un nimero finito de j-transformaciones
de Puiseuz y de j-cambios de coordenadas, con j < n —1 (que no alteran el

poligono de Newton-Puiseuz), la lista {f,g} estd A-preparada.
Demostracién . Basta aplicar la hipdtesis de induccion.

Examinemos algunas consecuencias del hecho de que la lista { f, g} esté A-

preparada. La parte A-inicial de {f, g} es la lista {F, G} definida por

F=Y Fxwy’ G=Y Gix,w)y’,
s<h s<h
donde Fs = f;, respectivamente G5 = gs, si v(fs) +sv(y) = 0, respectivamente
v(gs) + sv(y) = d y donde Fs = 0, resp. G5 = 0, cuando v(fs) + sv(y) > 0,
resp. v(gs) + sv(y) > 6.
Sabemos que (F},Gr) # (0,0). De modo que existe un monomio x? de

valor igual a 6 — hv(y) que “principaliza” (Fj, Gp,) y, méas precisamente
(Fh, Gn) = x*(Un, Vi)

con (Up, V) # (0,0) y Uy, respectivamente Vj, es una unidad o idénticamente
nulo. Nétese que el valor del monomio determina el vector de exponentes, por
tratarse de variables independientes. Mas ain, como { f, g} estd A-preparada,
para cada 0 < s < h tal que (Fy, Gs) # (0,0), tenemos

(F57 Gs) = xaxb<s>(Us; ‘/s>
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donde Us, respectivamente Vs, es una unidad o idénticamente nulo y donde el
valor del monomio xP” debe ser igual a (h — s)v(y). Recordemos ahora que,

si d es el indice de contacto, tenemos dv(y) = v(xP). Se concluye que

b(s):h—s

P

En particular (h — s)/d debe ser entero cada vez que (Fs,Gs) # (0,0). Dicho

de otro modo, podemos escribir

(F,G)=x* > PV (Un—dm, Vi-am)y" ™"

m=0,1,...; dm<h

Nétese que esta expresién polindmica tiene como méaximo (h/d)+ 1 términos.

Proposicién 9. Supongamos que h = h(f,g; A) > 0, que {f, g} estd A-
preparada y que el n-indice de contacto es d > 1. Después de una n-trans-

formacién de Puiseuzr de A, obtenemos A’ tal que

= h(f,g; A") < h(f,g; A) = h.
Ademds, si d > 2 se tiene que h' < h.

Demostracién . Consideremos la parte A-inicial {F, G} definida mds arriba
y escribamos f = f — F, § =g — G, que descomponemos asi

t t
F=Y faxwhy® + 9™ F(xy) G =D gs(x, w)y® + " g(x,y).
s=0 s=0

0<s

Como {f,g} estd A-preparada, para cada 0 <t tenemos que

faxw) = x27 0, Gs(x, w) = xPV,

donde Ug y Vi son unidades y los monomios xa"") Yy %P tienen valor estricta-

mente superior a 6 — sv(y). Aplicando ahora la n-transformacién de Puiseux
y teniendo en cuenta las expresiones de la observacion 7, se concluye que hay
una descomposicion

F=S R Wy =3 gl why

s>0 s>0

con la propiedad de que u(f;,g;) > 0 para todo indice s > 0.
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Veamos ahora como se comporta {F,G} después de la n-transformacion

de Puiseux. Escribamos

(F,G) =x* Y (xP)™(@hedm + Uj gy B + Vit gy,
m=0,1,...;dm<h

donde v(Uy_ ;. Vi* 4) > 0 Y Qh—dm, Bh—dm son escalares. Consideremos el

vector de polinomios

(Pr, Pg) = x* > &P)™(hdm Bram)y"
m=0,1,...;dm<h
Haciendo un razonamiento similar al de la primera parte de esta demostracion
con (F — Pp,G — Pg) concluimos que
(F—Pp,G—Pa)=>_ ((f'&,w), g5’ (x',w") y*,

s>0

donde v(f¥', gs¥') > 8. Recordando que ®, = y?/xP, tenemos

h
(Pr, Pg) =x* <£/n> > (hedms Baam) (@)

m=0,1,...;dm<h

invocamos de nuevo las expresiones de la observacion 7 para escribir

(PF’ PG) =x" (y/ + C)b/ Z (ah—dma ﬂh—dm)(y, + C)h_m’
m=0,1,...;dm<h

donde v(x'®) =6,V € Z.
Sea ahora q el mayor entero menor o igual que h/d. Ndtese que si d>2

entonces ¢ < h y que si d =1 entonces ¢ = h. Todavia podemos escribir

(Pr, Pg) =Xy +¢)" ™70 37 (@ham: Buam) (y + €)™
m=0,1,...q

Dado que (ap, ) # (0,0), podemos deducir una expresion

(Pp, Pe) = xy" | (o, 8) + 3 (ol BL)y"
s>1

donde t' < q y (/,8") # (0,0). Escribiendo ahora

(f.9) = (Pp,Pg) + (F — Pp,G — Pg) + (f.49),
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concluimos que

(fa g) = Z(f;(xl7 Wl)? g;(X/> W/))yls

S
donde el primer vértice del poligono caracteristico es precisamente (0,t'), esto
esv(fl)>dsis <t v(fl)=0yv(fl) >0 sis >t. Deaqui se concluye
que

h(f,g; A") <t < h.

Ademds, hemos visto que si d > 2 entonces t’ < h puest’ < q < h.

5.9. Contacto maximal

Supongamos ahora que h > 1 y no existen sucesiones finitas de trans-
formaciones de Puiseux y de cambios ordenados de coordenadas que hagan
descender h.

A la vista de la proposicién 9, tras una preparacién y una n-transformacion
de Puiseux, podemos suponer que el vértice principal (el primer vértice de la
izquierda del poligono) es precisamente (J, k) y que ademés en la descomposi-
cién

(f,9) = (fsr95)y°

s
se tiene que v(fs,gs) > 0 = v(fn, gn) para todo s # h. Nétese que el resultado
es cierto para ambos casos s > h 'y s < h; el caso s > h es trivial, pues proviene
de una expresién y*+1 (---) después de la n-transformacion de Puiseux, el caso
s < h es como consecuencia de que el invariante A no ha descendido. Estamos
pues en esta situacién de partida. Ahora podemos hacer induccién consideran-
do el ideal de las funciones f;, gs. Este ideal se puede principalizar, aplicando
induccién a una lista finita de generadores del mismo. Se obtiene la propiedad
adicional siguiente: existe un monomio x® que genera dicho ideal y tiene valor
igual a 0. Dividiendo por este monomio la lista {f, g} obtenemos una nueva
lista {f, g}, que cumple exactamente con las mismas hipétesis que hemos enun-
ciado en esta seccién. Asi pues, sin pérdida de generalidad, podemos suponer
que v(fn,gn) = 0y que v(fs,g9s) > 0 para s # h. Supondremos también, sin
pérdida de generalidad que f, es una unidad; si no fuera asi intercambiariamos
los papeles de f,g. Mas aun, dividiendo por f5, se puede suponer que f; = 1.

Esto resume las hipétesis con las que trabajamos en esta seccién.
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En la situacién precedente v(f,—1) = v(y). En efecto, sabemos que si hace-
mos una preparacién (que no altera el poligono) y después una n-transforma-
cién de Puiseux, entonces el nuevo A’ = h. Observando la estructura de la
demostracién de la proposicién 9, concluimos que la primera pendiente de
poligono debe ser exactamente igual a —1/v(y) y que ademés debe existir una
contribucién de f_1 al punto (v(y),h — 1), con lo cual v(fr—1) = v(y). Més

aun, siguiendo con detalle dicha prueba se puede concluir que

v(y + %fh—l) > v(y).

Efectuemos ahora el n-cambio de coordenadas

1
1) _ -
Y y+hﬁ4

El punto (0, h) continta siendo un vértice del poligono y las restantes hipétesis
se cumplen (dividiendo por el nuevo coeficiente de 3", que es una unidad).

Podemos repetir el argumento y efectuar el cambio
I .
y® =y 4l

De este modo generamos una sucesién y®) € O, s =0,1,2,.. ., con valores es-
trictamente crecientes. Para encontrar nuestra serie formal con contacto max-
imal es ahora suficiente probar que la sucesion f}(LS_)1 converge a cero en la
topologia de Krull.

Asi pues falta probar que ord( f}(fjll)) > ord( f}(Ls_)l), para todo s > 0, donde
ord(---) denota el orden adico respecto del ideal maximal de O. Es suficiente

tratar el caso s = 0. Recordemos que

f=F oy + foy" ™ Y+ "+ S

Ahora tenemos que examinar el coeficiente flgi)l de (y(M)"=1 después de hacer

la transformacién yV) = y + fn—1/h. Se tiene que

A0 = fa ( o ) (~fuc)? + fuso ( e > (~fuc)? 4 -+

y, por consiguiente ord( f}si)l) > 2ord(fp_1) > ord(fn_1). Esto concluye la

demostracion.
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