
Capítulo 3 

Funciones vectoriales de variables 
vectoriales 

3.1 Función vectorial de variable vectorial 

Una aplicación f: Rn--> R"', n, m 2: 2, la denominamos campo vectorial. En el caso en 
que m = 1 la denominamos campo escalar. 

Cuando consideramos funciones de una sola variable el concepto de límite está referido 
a la aproximación que hacemos a un punto ya sea por la derecha o por la izquierda. En 
el caso de campos vectoriales la aproximación a un punto puede hacerse por infinitos 
caminos. Iniciemos con unos ejemplos: 

Ejemplo 3.1 Sea 

f( ) { 
./'+·'1 2 si(x,y)#(O,O) 

X y = X y 
' O si(x,y)=(O,O). 

Si dejamos una variable, por ejemplo x, fija vemos que f(x, y) se aproxima a O cuando 
y se aproxima a O. Pero si tomamos la recta x =y entonces f(x, y) = ~ y, aunque (x, y) 
se aproxime a (0, 0), no se tiene que f(x, y) se aproxime a O. 

Tenemos la siguiente 

Definición 3.1 Sea f: Rn--> Rm. Decimos que 

lim j(P) = L 
P~ A 

Si para todo E > O existe un 8 > O, que depende de E, tal que si IIP - All < 8 entonces 
llf(P) - Lll <E. 

Esto es lo que no sucede en el ejemplo anterior, podemos tener pun­
tos (x,y) E R 2 tales que ll(x,y)- (0,0)11 sea muy pequeña y no obstante 
lf(x, y)- Ol = ~· 

Definición 3.2 Sea f: Rn--> Rm. Decimos que f es continua en un punto A E Rn si la 
función f está definida en A y además 

lim j(P) = f(A). 
J>-+ A 

Nota: Un campo vectorial f: R"'--> R"', n, m 2: 2 está definido por m 
campos escalares JI, ... fm· Es fácil ver que 
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si y sólo si 

lim f(P) = L 
P---+ A 

lim f;(P) = l;, i = 1, ... m, 
p_, A 

en donde L = (11, ... lm). Esto nos dice que podemos restringir nuestra 
discusión al caso de campos escalares. 

3.2 Diferenciación 

El grán inconveniente de la derivada débil que introdujimos en la sección 
dos consiste en que ella no implica continuidad. Para subsanar esa debilidad 
introduciremos, ahora, la noción de derivada fuerte o derivada de Frechet. 

Definición 3.3 Sea f : R" -+ R un campo escalar. Decimos que f es fuertemente 
diferenciable en P E R" si existe una transformación lineal Tp : Rn -+ R tal que para 
todo Y E R11 se tiene que 

f(P +Y)- f(P) = T¡·(Y) + o(P, JIYJJ), 

Definición 3.4 en donde o(P, JIYJJ) es tal que limy_, 0 lo(Wlfrllll =O. 

La transformación lineal TA se le llama la diferencial fuerte de f en el punto 
A. Es costumbre denotar TA = f'(A). 

Lo primero que debemos advertir de la definición es que si la función f es 
fuertemente diferenciable en P entonces es débilmente diferenciable en P y las 
dos derivadas coinciden. Esto es 

f' (P, Y) = f' (P) (Y), 

para todo Y E R 11 

También advertimos de la definición que si f es fuertemente diferenciable 
en A entonces la función f es continuia en P. Sólo es suficiente tener en cuenta 
que la transformación lineal Tp es siempre una función continua y Tp(O) = 

O. Además, de la caracterización que hicimos de o(P, JIYJJ) concluímos que 
o(P, JIYJJ)-+ O cuando Y-+ O. 

Ahora, sea Y E R 11
• Entonces Y= I:Z=l Ykek donde { e1, ... ,en} representa 

la base canónica de Rn. Esto es, ek = (0, O ... , 1, O, ... 0) donde ell aparece en el 
lugar k-ésimo. Por la linealidad de Tp = f'(P) obtenemos: 

f'(P)(Y) = f'(P)(L,~=l Ykek) 
= I:~=l ykf'(A)(ek) 
= I:~=l ykf'(A, ek) 
= I:~=l YkDkf(A). 

Esto es, podemos expresar la diferencial fuerte en términos de las derivadas 
parciales de f. En resumen tenemos 

n 

f'(P)(Y) = LYkDkf(P). (3.3.2) 
k=l 

246 



Si denotamos \lf(P) = (D¡f(P), ... ,Dnf(P)) E R 11 la expresión anterior 
toma la siguiente forma: 

f'(P)(Y) = (\lf(P), Y). 

Esto quiere decir que la diferencial fuerte, o simplemente la diferencial, de 
ahora en adelante, de f en P, f'(P), la podemos representar por medio del 
vector 

\7 f(P) = (Drf(P), ... , Dnf(P)) E R". 

Este vector es conocido como el gradiente de f en P. 
Es muy importante tener una fórmula que nos permita calcular la diferencial 

de un campo escalar, pero la pregunta crucial de esta sección es: Cuando un 
campo escalar es diferenciable ? La respuesta la tenemos en el siguiente 

Teorema 3.1 f: Rn---+ R es d~ferenciable en P, ésto es, existe f'(P), si las derivadas 
parciales Dkf, k= 1, 2 ... , n, existen en alguna bola B(P, r) y son continuas en P. 

Demostración: Sea Y E B(P, r). Denotemos con Yk = I:J=l YJej, además, 
Y = Yn y Yo = O. Ahora, obsevemos que 

n 

f(P +Y)- f(P) = L {f(P +Y¡)- f(P + Y¡-t)} 
j=l 

nos dice que 

en donde C¡ es un vector que se encuentra en el segmento que une a los 
vectores P+ Y¡ y P+ Y¡-1· Y cuando Y---+ O entonces CJ---+ P. De lo anterior 
obtenemos: 

f(P +Y) - f(P) 

Denotemos con 

" 
o(P, IIYJI) = LYJ {DJf(Cj)- Dj/(P)}. 

j=l 

Puesto que las derivadas parciales Dj/, j = 1, 2, ... , n, son continuas en 

B(P,r) es fácil ver que io(ÍI~fíllll---+ O cuando IIYJI-+ O. Deducimos que 

n 

J'(P)(Y) = LYJDj/(P) = ("ilf(P), Y) . 
j=l 

Ejemplo 3.2 Sea f: Rn---+ R definido como J(X) = JIXJ12 . Calculemos "ilf(X). 

La fórmula nos dice que 

!'(X) (Y) = {\7 f (X) , Y) 

También sabemos que 

!'(X) (Y) = f' (X, Y) = 2 (X, Y) . 
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Por lo tanto obtenemos que V f (X) = 2X. 

Ejemplo 3.3 Sea f (x, y, z) = xy + yz + zx. Calculemos f' (a, b, e) (m, n, r). La fórmula 
nos dice que 

!'(a, b, e) (m, n, r) = (V/ (a, b, e), (m, n, r)) 

Ahora, 
V f (a, b, e) = (Dd (a, b, e), D2f (a, b, e), D3j (a, b, e)) 

= (b +e, a+ e, b +a). 
Por lo tanto 
f' (a, b,e) (m, n, r) = ((b +e, a+ e, b +a), (m,n, r)) 

= mb + me + na + ne + rb + ra 

3.3 Regla de la cadena 

Sea f : S ---> R"', donde S es un conjunto abierto de Rn, un campo 
vectorial. El campo f tiene m funciones componentes J; : S ---> R tales que 
f(X) = (.fl(X), ... Jm(X)). La derivada direccional del campo vectorial f en 
un punto X y en la dirección Y se define de la misma forma como lo hicimos 
para campos escalares, ésto es, 

f'(X, Y) = lim f(X + tY)- f(X). 
t-+ o t 

En términos de las funciones componentes de f vemos que 

m 

f' (X, Y) = L f~(X, Y) e k. (3.5.1) 
k=l 

Análogamente, la derivada fuerte o derivada de Frechet del campo vectorial 
f en el punto X se define como la transformación lineal f'(X) : Rn ----+ Rrn 
tal que para todo Y E R n se cumple que 

f(X +Y)- f(X) = f'(X)(Y) + o(X, Y), 

en donde o(X, Y) :Rn ----+ Rm es tal que llol~~lll ----+ O cuando Y ----+ O. 

La transformación lineal f'(X) la llamamos la diferencial fuerte o de Frechet. 
Frechet o simplemente la diferencial de f en el punto X. 

Es fácil ver que si f es diferenciable en X entonces todas sus funciones 
componentes son diferenciables y tenemos que 

f'(X)(Y) = f'(X, Y). 

Por lo anterior obtenemos 

f'(X)(Y) = ((Vfr(X),Y), ... , (Vfm(X), Y)). 

La expresión anterior la podemos presentar en forma matricial, así: 

f'(X)(Y) = 

Ddm(X) Ddm(X) 
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en donde Y= (YI, ... y,). La matriz de m filas por n columnas que definen 
la transformación lineal f'(X) es conocida como la matriz jacobiana de f en 
X. La notaremos como Mr'(X)· 

Regla de la cadena 
Supongamos que f y g son dos campos vectoriales tales que g : R" -> Rm 

es diferenciable en X y f : Rm -> R1' es diferenciable en g(X). Entonces 
f o g : R" -> RP es diferenciable en X y tenemos que 

(fog)'(X)=f(g(X))og'(X). (1) 

Para ver (1) procedemos así: Sea Z = g(X + Y) - g(X), entonces Z = 
g'(X)(Y) + o1(X, Y). Ahora, 

(f o g)(X +Y)- (f o g)(X) = f(g(X +Y))- f (g(X)) 
= f(g(X) + Z)- f(g(X)) 
= f'(g(X))(Z) + 02(g(X), Z) 
= f'(g(X)) (g'(X)(Y) + o¡(X, Y))+ o2(g(X), Z) 
= f'(g(X))(g'(X)(Y)) + f'(g(X))(o1(X, Y))+ 02(g(X), Z) 
= f'(g(X))(g'(X)(Y)) + oa(X, Y) 
= (f'(g(X)) o g'(X)) (Y)+ o3(X, Y). 

Dejamos al lector que verifique la siguiente igualdad: 

f'(g(X))(o1(X, Y))+ 02(g(X), Z) = oa(X, Y). 

La regla de la cadena ( 1) tiene la siguiente representación matricial en 
términos de la matriz jacobiana: 

M(fog)'(X) = Mf'(g(X)) · Mg'(X)• (2) 

en donde el producto de la derecha de (2) es un producto de matrices. Es 
importante advertir que Mg'(X) es una matriz de orden m x n , ésto es, m 
filas por n columnas, y Mr'(g(X)) es de orden p x m, entonces M(fog)'(X) es de 
orden p x n. 

Para entender bien el uso de (2) consideremos el siguiente ejemplo: Sea 
f = (JI, /2) y g = (g¡, 92)· Para simplificar llamemos g(X) =Y. Entonces, en 
representación matricial, tenemos 

y 

g'(X) = ( D1g1(X) D291(X) ) 
D192(X) D292(X) 

Entonces 

D¡(f¡ o g)(X) = Dlh(Y).D¡g¡(X) + D2f¡(Y).D¡g2(X) 

y 

D2(!I o g)(X) = D¡fi(Y).D2g¡(X) + D2f¡(Y).D292(X). 
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De manera análoga tendremos D1 (h o g)(X) y D2(h o g)(X)o 
Consideremos otro ejemplo: Sea f(x,y) un campo escalar. El punto (x,y) 

expresado en coordenadas polares satisface 

X rcose 
y = rseneo 

Denotemos w(r, e) = f(r cose, rsene)o Por la regla de la cadena tenemos: 

8w(r,e) a¡(rcose,rsene) ax aJ(rcose,rsene) ay _.o_:_..:...= -+ -0 

ar ax ar ay ar 

Esto es 

aw(r,e) _ a¡(rcose,rsene) e aJ(rcose,rsene) e 
ar - ax cos + ay sen o 

En forma similar se calcula awJ;·0
> o 

Ejemplo 3o4 Sea f (xoy) = xyo 
Supongamos que 

x = x (s, t) = st, y= y (s, t) = s + t 

Ejemplo 9o5 Sea w(s, t) = f (st, s + t)o Entonces 

_aw-::(~s,_,_t) = a¡(x(s,t),y(s,t))o_ax_(_s,_t) + a¡(x(s,t),y(s,t))o_ay_(_s,_t) 
as ax as ay as 

Esto es, 

aw ~;· t) = (s + t) t +Sto 

Ejemplo 9.6 Sean f (x, y)= (xy, x +y) y g (x, y)= (ex, eY) o Entonces la representación 
matricial de / 1 (x, y) y g1 (x, y) es: 

1 (yx) 1 (ex O) f (x, y) = 1 1 g (x, y) = O eY 

Por lo tanto, la representación matricial de (!o g)1 (x, y) es 

(
eY e")(ex o) (!o g)l (x,y) = f' (e"', eY) g' (x,y) = 1 1 O eY 

Ejemplo 9. 7 Esto es, 

( 
ev+x ev+x ) 

fog'(x,y)= ex eY 

Ejemplo 3.8 Dada una función u= f(x,y) de clase C2 .El cambio de variable X= rcose, 
y = r sin 8 transforma la ecuación 

en 
a2u 1 a2u au au 
-a 2 + 2 - 2 =A(r,e)-a +B(r,8) .A..o 

r r a8 X vy 

Hallar las funciones A (r, 8) y B (r, 8) o 
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Solución. 

Ahora: 

Luego, 

Pero: 

u= f(x,y) 
/r 

/ x '--.,.0 

/r 
'\. Y '\.e 

au 
ar 
au 
ar 

a u 
a e 
a u 
a e 

a (au) ar ax 
a (au) ar ax 

a (au) ar ay 
a (au) ar ay 

ax cose 
§Ir; 

-rsinB 
*"* §Z 

g~ 
sinO 

rcosB a e 

au ax au ay --+-­ax ar ay ar 
au . 8u cose ax + smB ay ... (1) 

au ax au ay 
ax ae +ay ae 

. au au 
-rsmB- + rcosB- · · · (2) ax 8y 

- - =- cosB-+smB-a (au) a [ au . au] 
ar ar ar ax ay 
- cose- +- smB-a [ au] a [ . au] ar ax ar ay 
cosO- - +smB- - ... (*) a (au) . a (au) ar ax a¡· 8y 

a (au) ax a (au) ay 
ax ax ar+Oy ax ar 
a2u a2u -cosO+-- sinO··· (3) ax2 ayax 

a (au) ax a (au) ay 
ax ay ar + ay 8y ar 
a2u a2tt --cosO+ -sin B .. · (4) axay ay2 

Reemplazando (3) y ( 4) en ( *) obtenemos : 
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Similarmente 

a2u 
a e 
a2u 
ag2 
a2u 
ag2 

Pero: 

a (au) a [ . au au] ae ae = ae -rsm(} ax +reos(} ay 

a [ . au] a [ au] ae -rsm(} ax + ae cos(} ay 

-reos(}-- rsm(}- - + sm(}- +cose- - · · · (**) [ au . a (au)] [. au a (au)] 
ax ae ax ay ae ay 

a (au) ae ax 
a (au) ax a (au) ay 
ax ax ae + 8y ax ae 

a (au) ae ax 
a2u a2u 

-rsin(}- +reos{}--··· (6) ax2 ayax 

a (au) ae ay 
a (au) ax a (au) ay 

ax ay ae + ay ay ae 
a (au) ae ay 

a2u a2u 
-r sin{}-- + r cos {}- · · · (7) axay ay2 

Reemplazando (6) y (6) en(**) obtenemos: 

a2u 
ag2 

1 a2u 
r2 ag2 
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Por lo tanto, 

Ejemplo 3.9 Sean 

[ 
()2u ()2u ()2u] 

cos
2 

e éJx2 + 2 sin ecos e oyox + sin
2 

e ()y2 + 

--cose-+sm e--2smecose----sme-+cos e-[ 
1 ()u . 2 82u . 82u 1 . ou 2 82u] 
r ox éJx2 oxoy r oy ()y2 

( 
2 . 2 ) 82u ( . 2 2 ) 82u 1 ou 1 . ou cos e+ sm e - + sm e+ cos e - - -cose- - - sm e-

8x2 8y2 r ox r oy 

[
82u 82u] 1 ou 1 . ou - +- --cose-- -sme-
8x2 oy2 r ox r oy 

--cose - + --sme -. (
1 )OtL (1. )()u 
r ox r 8y 

A(r,e) = _Icose,B(r,e) = _Isine 
r r 

.:: = f(x,y), x = evsecu , y= e"" tan u 

donde f es una función de clase C2 . 

Hallar las .funciones 

tales que 

Solución. 

Ahora: 

():; 

o u 
():; 

o u 

g(u), h(x,y) y k(x,y) 

:; = f(x,y) 

ox 

g~ 
{==} ~ 

g~ 
av 

/u 
/ x '-..,.v 

/u 
'-..,. y '-..,.V 

ev secu tan u 

evsecu 

evsec2 u 

evtanu 

():; ax ():; 8y 
--+-­ax {)u 8y ou 

·11 {):; V 2 {):; ( ) e sec u tan u - + e sec u - · · · 1 ox 8y 
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Luego, 

Pero: 

EPz 
8u8v 
82;;; 

8u8v 
82;;; 

8u8v 

8z 
8v 
8z 
8v 

8 (8z) 
8u 8x 

8 (8z) 
8u 8x 

8 (8z) 
8u 8y 

8 (8z) 
8u 8y 

8z 8x 8z 8y -.-+-.-
8x 8v 8y 8v 
. ., 8z ,11 8z (2) 

e sec u- + e tan u- · · · 
8x 8y 

8 [8z] 8 [ v 8z v 8z] 8u 8v = 8u e sec u Bx + e tan u 8y 

- e secu- +- e tan u-8 [ v 8z] 8 [ v 8z] 
Bu 8x 8u 8y 

[ a- a (a-)] e"secutanu a:+ e"secu 8u a: + 

e sec u - + e tan u - - · · · * 
[ 

11 2 8z V 8 (8z)] ( ) 
8y 8u 8y 

8 (8z) 8x 8 (8;,;) 8y 
8x 8x 8u + 8y 8x 8u 

V 82z V 2 82z 
e secutanu- +e sec u-- .. · (3) 

8x2 8x8y 

! (:) : +! (:) ~~ 
82- 82-

e"secutanu -~-+e" sec2 u~··· (4) 
8x8y 8y2 

Reemplazando (3) y (4) en(*) obtenemos: 

82::; 

8u8v 
82;; 

8u8v 

{ 
V 8z . 8 (8z)} { V 2 8z V 8 (8z)} e sec u tan u Bx + e" sec u Bu Bx + e sec u By + e tan u Bu By 

{e" secu tan u ~~ + e·v secu [e·" secutan u ~:~ +e" sec2 u ! 2;y]} + ... 

{ 
v 2 8z v [ ·u 8

2
z ·u 2 8

2z}} · · · + e sec u 8y +e tan u e secutanu Bx8y +e sec u 8y2 

8"' 82
- 82

-ev sec u tan u __::: + e2v sec2 u ~ + e2·u sec3 u -·-· + .. · 
8x 8x2 8x8y 
a- 82 .,. a2 -

. ··+e'" sec2 u __::: + e2'" secutan2 u -~-+e" sec2 u tan u ~ 
8y 8x8y 8y2 
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[ 

(}:; 'U 2 8::;] 2 2 
e" sec u tan ·u. ""§";; + e sec u ay + e " sec u tan u 

8:: 
8u 

2u 2 2 82
::; ···+e sec u (sec u+ tan u ) -- + · · · 

8x8y 

82::; 8:: 
----
8u8v 8u secu((e"secu) (e'"tanu)] (~~ + ~:n + 

[ 
2 J aL secu (e'" secu) + (e'"tanu)2 8x~ 

82::; 8:: 
----
8u8v 8u secu [xy] (~:~ + :~) +secu [x2 +y2] !

2

~ 
82::; 8:: 
----
8u8v 8u ~ [~(~:~+~:~)+~::~] 

g(u.) h(x,y) k(x,y) 

Por lo tanto, 

g(u)=secu, h(x,y)=xy y k(x,y)=x2+y2. 

Ejercicios Propuestos:Regla de la cadena 

l. Sea ::; = f (x,y), una función de clase C2 en R 2 .Consideremos la rotación de ejes 

x =u cosa- vsina y= u sin a+ vcosa 

donde a es una constante. Hallar las constante A, B tales que 

2. Sea w = f (x,y), u= x +y, v =x-y y una función f de clase C2 en R 2 , 

demostrar que 

3. Sea::;= f (x,y), x = u2 - v2, y= 2uv y f una función de clase C2 en R 2 , tal que 

a2::; a~ a2 ~ 
Si avau = a a; + P(x) 8y;x ,donde a es una constante y P(x) es un polinomio en X 

, hallar, justificando su respuesta, a y P(x). 

4. El cambio de variables 
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transform..t a :; = f (x, y) de clase C2 en :; = g (u, v) . 

. a¡ r 82 f 82 f 82 f 82g 
S1 oy (2, 1) = 2, ox2 (2, 1) = oy2 (2, 1) = 3 y ox{)y (2, 1) = 1 ,calcular ovou (1, 1). 

{ 
.x = r cosB 82u 82u 

5. El cambio de variables . () transforma a la ecuación "'x2 + + "'y2 = O y = r s1n u u 

en 

Hallar A (r, B). 

6. Sea f : R 2 ----+Runa función de clase C2.Se define la función g: R 2 ----+ R por la 
condición 

Si h (x, y) = ~ (x, y), hallar el gradiente de h en términos de las derivadas parciales 

de f. 
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