Capitulo 3

Funciones vectoriales de variables
vectoriales

3.1 Funcién vectorial de variable vectorial

Una aplicacién f: R™ — R™,n,m > 2, la denominamos campo vectorial. En el caso en
que m = 1 la denominamos campo escalar. -

Cuando consideramos funciones de una sola variable el concepto de limite est4 referido
a la aproximacién que hacemos a un punto ya sea por la derecha o por la izquierda. En
el caso de campos vectoriales la aproximacién a un punto puede hacerse por infinitos
caminos. Iniciemos con unos ejemplos:

Ejemplo 3.1 Sea
7 si(zy) #(0,0)
ren={ 5 Senlon.

Si dejamos una variable, por ejemplo z, fija vemos que f(z,y) se aproxima a 0 cuando
y se aproxima a 0. Pero si tomamos la recta £ = y entonces f(z,y) = % y, aunque (z,y)
se aproxime a (0, 0), no se tiene que f(z,y) se aproxime a 0.

Tenemos la siguiente '

Definicién 3.1 Sea f: R™ —» R™. Decimos que

lim f(P)=

P— A

Si para todo € > 0 existe un & > 0, que depende de ¢, tal que si |P — A|| < & entonces
If(P) - Li <e.

Esto es lo que no sucede en el ejemplo anterior, podemos tener pun-
tos (z,y) € R? tales que ||(z,y) — (0,0)|| sea muy pequefia y no obstante

lf(a:,y) _‘OI =3

Definicién 3.2 Sea f : R — R™. Decimos que f es continua en un punto A € R" sila
funcién f estd definida en A y ademds

Jim f(P) = £(4).
Nota: Un campo vectorial f: R* — R™, n, m > 2 estd definido por m

campos escalares f1, ... ;. Es facil ver que
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l)leAf(P) =L

si y sélo si
l)LmA fiPy=1l, i=1,..m,

en donde L = (l,...l,;;) . Esto nos dice que podemos restringir nuestra
discusién al caso de campos escalares.

3.2 Diferenciacién

El grén inconveniente de la derivada débil que introdujimos en la seccién
dos consiste en que ella no implica continuidad. Para subsanar esa debilidad
introduciremos, ahora, la nocién de derivada fuerte o derivada de Frechet.

Definicién 3.3 Sea f : R™ — R un campo escalar. Decimos que f es fuertemente
diferenciable en P € R™ si eriste una transformacion lineal Tp - R* — R tal que para
todo Y € R" se tiene que

f(P+Y) — f(P)=Tp(Y)+o(P,|Y]),
Definicion 3.4 en donde o(P, ||Y])) es tal que limy_, o2 ]I)’Yl’T‘ l—p.

La transformacion lineal T4 se le llama la diferencial fuerte de f en el punto
A. Es costumbre denotar T4 = f/(A).

Lo primero que debemos advertir de la definicién es que si la funcién f es
fuertemente diferenciable en P entonces es débilmente diferenciable en P y las
dos derivadas coinciden. Esto es

f(PY)=f(P)(Y),

para todo Y € R"

También advertimos de la definicién que si f es fuertemente diferenciable
en A entonces la funcién f es continuia en P. Sélo es suficiente tener en cuenta
que la transformacién lineal Tp es siempre una funcién continua y Tp(0) =
0. Ademsds, de la caracterizacién que hicimos de o(P, ||Y||) concluimos que
o(P,|IY]]) » Ocuando Y — 0.

Ahora, sea Y € R". Entonces Y =Y ;_; yxex donde {ey, ..., en} representa
la base canénica de R™, Esto es, er = (0,0..,,1,0, ...0) donde el 1 aparece en el
lugar k-ésimo. Por la linealidad de Tp = f/(P) obtenemos:

F(P)Y) = f{(P) (k=1 yrer)
Y i1 Yn S (A)(ex)
=3 uf (A er)
=3 re1UeDef(A).

Esto es, podemos expresar la diferencial fuerte en términos de las derivadas
parciales de f. En resumen tenemos

1

1

FPXY) = Y wDef(P). (332)

k=1
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Si denotamos Vf(P) = (D1 f(P), .., D, f(P)) € R" la expresién anterior
toma la siguiente forma:
F(P)Y) =(Vf(P),Y).

Esto quiere decir que la diferencial fuerte, o simplemente la diferencial, de
ahora en adelante, de f en P, f/(P), la podemos representar por medio del
vector

Vf(P) = (Dif(P),... Dof(P)) € R™,

Este vector es conocido como el gradiente de f en P.

Es muy importante tener una férmula que nos permita calcular la diferencial
de un campo escalar, pero la pregunta crucial de esta seccién es: Cuando un
campo escalar es diferenciable 7 La respuesta la tenemos en el siguiente

Teorema 3.1 f:R"™ — R es diferenciable en P, ésto es, existe f'(P), si las derivadas
parciales D f, k = 1,2...,n, existen en alguna bola B(P,r) y son continuas en P.

Demostracién: SeaY € B(P,r). Denotemos con Y, = Z;-“:l yje;, ademds,

Y =Y, y Yo = 0. Ahora, obsevemos que

fP+Y)-f(P)=

n

{f(P+Y;) - f(P+Yj)}

g=1

nos dice que

f(P+Y;)— f(P+Y;_1) =y;D; f(Cy),

en donde C; es un vector que se encuentra en el segmento que une a los
vectores P+Y; y P+Y;_1. Y cuando Y — 0 entonces Cj — P. De lo anterior
obtenemos:

f(P+Y)—f(P) = Yi_4iDif(P)
+ 3019 {D;f(Cj) — D f(P)} .

Denotemos con
o(P|IY]) =D vi {Dif(Cy) - Dif (P)}
=1

Puesto que las derivadas parciales D;f, j = 1,2,...,,n, son continuas en
B(P,r) es facil ver que li(-[[)ﬁll-,)]/—uﬂ — 0 cuando ||Y]| — 0. Deducimos que

F(PYY) = y;Dif(P) = (Vf(P),Y) -
i=1

Ejemplo 3.2 Sea f : R" — R definido como f(X) = || X|*. Calculemos Vf(X).

La férmula nos dice que
F(X)(Y)=(Vf(X),Y)
También sabemos que

fI(X)(Y):fI(XrY) =2<X1Y)'
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Por lo tanto obtenemos que Vf (X) =2X.

Ejemplo 3.3 Sea f (z,y,%) = zy + y= + zz. Calculemos f'(a,b,c) (m,n,r). La férmula
nos dice que
f'(a,b,¢) (m,n, ) = (Vf (a,b,¢), (m,n,1))

Ahora,
vf (av b,C) = (le (av b, C)7D2f (aa b,C),D3f (aa b, C))
=(b+ca+cb+a).
Por lo tanto
f'(a,b,e) (myn,r) ={b+c,a+cb+a),(mn,r)
=mb+mc+na+nc+rb+ra

3.3 Regla de la cadena

Sea f : § — R™, donde S es un conjunto abierto de R", un campo
vectorial. El campo f tiene m funciones componentes f; : § — R tales que
f(X) = (fi(X), ..., fin{X)). La derivada direccional del campo vectorial f en
un punto X y en la direccidn Y se define de la misma forma como lo hicimos
para campos escalares, ésto es,

f(X +tY) —f(X)
S —
En términos de las funciones componentes de f vemos que

FOGY) = fim

£(X,Y) =3 filX,Y)ex. (3.5.1)
k=1

Ansdlogamente, la derivada fuerte o derivada de Frechet del campo vectorial
f en el punto X se define como la transformacién lineal f'(X) : R* — R™
tal que para todo ¥ € R" se cumple que

£(X +Y) - £(X) = £'(X)(¥) + o(X,Y),
en donde o( X,Y) :R™ — R™ es tal que |0")}(;ﬁ’)|| — Ocuando Y — 0.

La transformacién lineal f(XX) la llamamos la diferencial fuerte o de Frechet.
Frechet o simplemente la diferencial de f en el punto X.

Es fécil ver que si f es diferenciable en X entonces todas sus funciones
componentes son diferenciables y tenemos que

f(X)Y)=1f'(X,Y).
Por lo anterior obtenemos

f’(X)(Y) = ((Vfl(X),Y) 1oty (me(X),Y)) .

La expresién anterior la podemos presentar en forma matricial, asf:

Difi(X) D2:fi(X) . . . Duf(X) U1

Difa(X) Dofe(X) . . . DpfaX) Y2
f'(X)(Y) = ' '

blfm(X) Dme(lY) bnfm(X) :'U'n,
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en donde Y = (y1,...yn). La matriz de m filas por n columnas que definen
la transformacién lineal f/(X) es conocida como la matriz jacobiana de f en
X. La notaremos como Mp(x).

Regla de la cadena

Supongamos que f y g son dos campos vectoriales tales que g : R* — R™
es diferenciable en X y f : R™ — RP? es diferenciable en g(X). Entonces
fog:R" — RP es diferenciable en X y tenemos que

(fog)(X) = f(g(X)) o g'(X). (1)

Para ver (1) procedemos asf: Sea Z = g(X +Y) — g(X), entonces Z =
g(X)(¥) +o1(X,Y). Ahora,

(fog)(X +Y) - (fog)(X) =f(g(X+Y))—f(g(X))
=(g(X) + 2) - f(g(X))
= f'(g(X))(2) + 02(&(X), Z)
=f'(g(X)) (8'(X)(Y) + a1(X, Y)) + 02(g(X), Z)
= f'(g(X))(&'(X)(Y)) + f'(8(X)) (01(X, Y)) + 02(g(X), 2)
= '(g(X))(g'(X)(Y)) + 03(X,Y)
= (F'(&(X)) o (X)) (Y) + 03(X,Y).

Dejamos al lector que verifique la siguiente igualdad:

f'(g(X))(01(X,Y)) + 02(g(X), Z) = 03(X,Y).

La regla de la cadena (1) tiene la siguiente representacién matricial en
términos de la matriz jacobiana:

Mitogy(xy = M (g(x)) - My (x), )

en donde el producto de la derecha de (2) es un producto de matrices. Es
importante advertir que Mg/(x) es una matriz de orden m x n , ésto es, m
filas por n columnas, y My (g(x)) es de orden p x m, entonces M(sog)y(x) €s de
orden p X n.

Para entender bien el uso de (2) consideremos el siguiente ejemplo: Sea
f = (f1, f2) y & = (91, 92). Para simplificar llamemos g(X) == Y. Entonces, en
representacién matricial, tenemos

vy _ [ D191(X) Dagi(X)
gl = ( Diga(X) Daoa(X) )

y
iy _  DifY) Dafi(Y)
r) = ( Difu(Y) DpfalY) ) '
Entonces
Di(frog}(X) = D1 f1(Y).D1g1(X) + D2 f1(Y).D192(X)
Yy

Dy(fi o g)(X) = D1 f(Y).Dagn(X) + D2 f1(Y).Daga(X).
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De manera andloga tendremos Dq(f2 0 g)(X) y Da(f2 0 g)(X).
Consideremos otro ejemplo: Sea f(z,y) un campo escalar. El punto (z,y)
expresado en coortlenadas polares satisface

z = rcosf
y = rsenf.

Denotemos w(r,8) = f(r cos 8, rsend). Por la regla de la cadena tenemos:

Ow(r,0) _ 9f(rcosf,rsend) Oz N 0f(rcos,rsenf) Oy
ar Oz or Sy or’

Esto es

Bw(r,6) _ 8f(r cosd,rsend) cos6 + Af(r cos8,rsenh) send.
or oz Oy

En forma similar se calcula ﬂ{%’—o).

Ejemplo 3.4 Sea f (z.y) = zy.
Supongamos que
z=z(st)=st, y=y(st)=s+t

Ejemplo 3.5 Sea w(s,t) = f(st,s+t). Entonces

Bw (s,1) _ 8f (z(s,1),y(s,t)) Oz (s,1) + Of (z(s,t),y(s,t)) By(s,t)
ds Oz " Os dy " Os

Esto es,
Ow (s,t)
Js

Ejemplo 3.6 Sean f(z,y) = (zy,z +y) y 9 (z,y) = (¢*,e¥) . Entonces la representacién
matricial de f' (z,y) y ¢' (z,y) es:

, fy = , (€ 0
f(ziy)_(l l)g('T’y)_'(O ey)
Por lo tanto, la representacién matricial de (f o g) (z,y) es

toa e =7 den=( T)(5 o)

= (s+t)t+ st.

Ejemplo 3.7 Esto es,

er eV

fodtan=(

Utz utx )

Ejemplo 3.8 Dada una funcién u = f(z,y) de clase C2.El cambio de variable = r cos#,
y = rsiné transforma la ecuacion

&u %
87 T oy =0
en
v 16%u ou

=A(T,0)£+B(T,0)%L

a2 t e
Hallar las funciones A(r,8) y B (r,8).
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Solucién.

Jr
u= f(z,y) S
Ny
\, ¢
Qf = cosf
r
- —rsinf
= 0
2 = sine
r
¥y _
3 = rcosf
Ahora :
o _ 0w oudy
or ~ 0z Or ' By Or
% = cosea +sm0g: -~ (1)
u _ ouos ouody
86 — Oz 89 6y69
ou . .0u ou
—85 = —’I‘Slngg"; 95y—(2)
Luego,
Pu 8 [0Ou ad ou
2 = a(a)*a[c 0 5y *sin 06]
AT R 7
oz~ o | 8z | T ar sin By
&u d (Ou d (Ou
Pero :
2 () _ 0 (ow) 0z 0 (ou) Oy
or\dz) ~ 0z \oz) or  Ay\dz/) or
0 (Ou u u
E(—;) = 5;—2(2059‘*-5376—;811'19'“(3)
2 (Bu\ _ 0 (ou\ox 0 (ou) oy
or\oy/) =~ 0x\dy) ar Oy \dy) Or
20 2,
%(g—;) = 886 cos@+g Y sing.. -(4)

Reemplazando (3) y (4) en (*) obtenemos :
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P o (%) yamel (2
or2 or \ 0z st Ay

2, 2 2,
= cos@[a cos 6+a s1n01|+sin€’[a cos6+a sme]

dx? dyoz Oz0y By?
0% 0% o%*u
= cos? 95—2+6 5% sm0c050+a aysm@cos@—{—sm 9—6—2
8%u 0% 0%u 0%
52 = cos? Hﬁ—l-?smecosHaya + sin? 9;9——2— --(5)
Similarmente
Pu _ o (ow\_ o[ L eu o
56 T 26\80) 86| " oz By
8%u i} i}
3 = %[—rs1n96 ]+5é[ 895—]
8%u 0 [0u 8 (Ou
AL (2 92
502 [ rcosé’a rsm&ae (az)]+[smea + cos 50 (8 )] (%)
Pero :
o (u) _ 9 (ou) 0z, 0 (o) &y
90\ox) =~ 0z \dx) 66 Oy \odz) 09
8 (0Ou *u 0%y
3 (——5) = —rsm&z,)——-z +rcos96yam -+ (6)
9 (ow) _ 0 (ow) 0s, 0 (0u) &y
00 \dy)  0Ox\dy) 06 oy \by/ 06
8 (0Ou %u 8%
?3_0<8—y> = rsm&a By +rcos<98y (7
Reemplazando (6) y (6) en (#*) obtenemos :

0%u du O [ Ou ou 8 (0Ou
—6? = [—rcosBaz — rsin 9% (5;)} + {—rsmﬁ@ +rcos05§ (6—y>]

ou . 5u 0%u
{—rcos96—z-rsm9[ rsm@a 5 +rcos€8 ax]}

2 24
+{——rsin9—g—z+rcost9[—rsin9 0w +rcos06 }}

O0zdy ay?
= {—rcosG-g——i—T sin 9% —-r sm0c0s9662; }
+{—7‘sm9§§—r sm9c0s96—25-+7« cos 92212‘}
gz—g = —rcos9gg+r2sin2egi—1; —2r2sinecos9£:;y -rsmeg—y +r2cos 9%
;15% = —%COSG%"'S 29%—2sm0c0508828 %Sineg—ZWLCOSz@gi;;---(S)
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e 1 6% &u
52 + pdev A [cos 9— —f-251n(9cos98 E + sin HE—EJ +
1 9%u % 1 ou
~ e— 29_ - fcos @ — Zsinf—
[ - cos + si 527 2sin 6 cos 520y 7"sm()ay +
8%u .9 g Ou 1 ou
= (cos 6 + sin? 9)(9 (sm 6 + cos 9)5?—;00805;—
1 du 1 ou
= [axz J—;cosb’~6—m——~51 68—
@ + l& — 61& _l iné @
ar?  r29gr p o
Por lo tanto,
1 1.
A(r,0) = - cos®, B(r,0) = - sin @
Ejemplo 3.9 Sean
2= f(z,y), z=¢é"secu , y=e"tanu
donde f es una funcién de clase C2.
Hallar las funciones
g(u), h(z,y) y k(=)
tales que
8%z 0= 8%z
s~ ou I [h(”’y) (a 2t 5y2> * k@ y)axé)y]
Solucién.
Su
/S z \v
= f(l',y) /c u
Ny N\
oz "
— = e"secutanu
gu
@ - e’secu
= Q'y’
= = e¥sec?u
&
— — v
v e’tanu
Ahora :

= 8= 0z Oz Oy

Bu ~ 0z u ' By bu
z 2 e'“secutanu%+e"sec2u @(1)
Ou Oz Sy
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Luego,

Pero :

82z
oudv

8%z
Judv

8%z
Oudv

v

z

ov

= e'secutanu

Oz Oz 0=

i

oz

ov| Ou

dz'ov " By’

%
v

U az k8
e'secu— + e tanu—

veecul?| 4+ 2

Oz Ou

[ G (a~)]
e secutanu —-—+e secy — [ — +

o=
5 o (2)

oz 6y]

e’ tan u—a—;:
Oy

_;a [é] = _(?_ [e”secugs- + e’ tanu@
9 [,
ou

oz

d [0z
[e sec? u—+e tanu — 6 (63/)] < (%)

NCAR
T 9z \dz/ Ou

= eYsecutanu

oz

oz

Reemplazando (3) y (4) en (*) obtenemos :

9%z
Sudv

8%z
Oudv

8%z
Oudv

e’ secutanu9:+e secu — & +qe Y sec? u bz +e’tanu -?—
oz 8 Oz dy
\ oz ‘ 2 8%z
{e”secutanu E+e‘”secu [e secutanuw-{—e sec?u Bxay]
9 8z 2 62
4 <levsectu == 4 eVtanu [e“secutanu +e’sec’u
{ 8y ordy Oy?
e’secutanu 6— +e v sec? u 0z +ePsec®u —om 0% +
oz oz? 28y
5, 0= 2 2 23 2 2z
ot e il eV t ad v t i
e'sec’u 6y+ secutan”u 20y + e " sec’utanu 6y2
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2
2+

2.

Oy

o 2’. %y
Oy \ 8z )/ Ou
2 623
e’ sec um~-~(3)

0 (0:\ 0x 0 (0=) oy
(%) 5t (a) o

2
+ €' seczug2-~(4)

e
) |

(

0z

dy

)}



62: _6_ 2 a_ 2v 2 2: 82"’
e’secutanu 4 e¥sec’u +esectutanuy { —5 + =< |+ -
dz? Oy

dudv Sz Ay
0z
ou
21 2 2 2:
- +e secu(sec u -+ tan u)a_xa—y+
9%z 0= , , 2= 2%
Suoe "5 secu[(e’secu) (e'tanu)] <W + 8_y2) +
secu [(e“ secu) + (" tanwu) ] ay
9%z 0= 82~ 9% 82
dudv  ou . Secv [zy] (6 5 + By"’) +secu [z% + 97 550y
D505y oy (E2 T o) 2
udv  ou | =<2 922 T oy? Yy E Y ) 5ay
g(u) h(m,y) k(w ”
Por lo tanto,
g(u) =secu, h(z,y)=zy y k(z,y)= 2?2 4+ 2
Ejercicios Propuestos:Regla de la cadena
1. Sea == f (z,¥) , una funcién de clase C? en R2.Consideremos la rotacién de ejes

T =ucosa — vsino Yy =usina+ vcosa

donde « es una constante. Hallar las constante A, B tales que

&z 9% 8%z 9%z
522 Vo = Aou T B

2.%a w=f(z,9),u=2+y, v=x—y yunafuncién f de clase C? en R?,
demostrar que
FPw _ w 0 Pw  Pw
927 = a2 T 2t T BT

2

3. Sea z = f (z,y), = u® —v?, y=2wv y f una funcién de clase C? en R?, tal que

0% 9%
7 = o
Si —— A ai + P(:L') ,donde a es una constante y P(z) es un polinomio en z
dvdu aya Y polinom;

, hallar, Justlﬁcando su respuesta, a y P(z).

z = ut-—1?
y = uv?

4. El cambio de variables
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transforma a = = f (z,y) de clase C2 en = = g (u,v).

(’)f 0 1\ _ 8% f o%f _ 9%f 9%y
6 2,1)= 2,62(2,1) 32( 1)=3y 36’_«/(2 1)—-1(*:aulcularaa (1,1).
2 2
. El cambio de variables { ~ " C.o s0 transforma a la ecuacién — Ou ++6 v 0
y = rsind 8z ' 9y?

en
v 10u 8%

W+;%+6—92'=A(7‘,9).

Hallar A(r,9).

. Sea f:R? — R una funcién de clase C2.Se define la funcién g : R2 — R por la

condicién
9(z,y) =1 (z%4%).

Sih(z,y) = gyg (z,v), hallar el gradiente de h en términos de las derivadas parciales
de f.
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