Capitulo 0

EL SISTEMA DE LOS
NUMEROS REALES

Revisaremos brevemente en este capitulo los conceptos relativos a
los nimeros reales que se usan en el desarrollo de los diferentes temas
que trataremos. Conceptos relativos a los conjuntos y funciones seran
estudiados previamente.

01 CONJUNTOS

La idea de conjunto es el de una coleccion de objetos. Cada objeto
se llama elemento del conjunto.

Para nombrar a un conjunto se utilizan letras maydsculas, A, B,

C, etc,, y para los elementos se usan letras mindsculas, x, y, z, etc. Al-.

gunos conjuntos que se usan a menudo tienen una notacién especial.
Ast:

IN, denota al conjunto de los niimeros naturales,
Z, denota al conjunto de los niimeros enteros,
Q, denota al conjunto de los nimeros racionales,

IR, denota al conjunto de los nimeros reales.



Entre los simbolos que representan a los elementos se da una
relacién de igualdad. Se dice que a y b son iguales y se escribe a = b
si ambos representan al mismo elemento. De otro modo se escribe
a # b. La relacién de igualdad satisface las siguientes propiedades:

E, a=a, ¥a.Esta propiedad se llama reflexiva.
E, Sia=b entonces b = a, ¥a y b. (Propiedad simétrica)
E, Sia=byb=c entoncesa=c ¥a, by c(Propiedad transitiva).

Para indicar que un objeto x es un elemento del conjunto A se
escribe x € A y se lee: "x pertenece al conjunto A". Para indicar que "x
no pertenece al conjunto A" se escribe x ¢ A.

Gréficamente se representa un conjunto de la siguiente manera:

X €A
y A

Fig. 0.1

Un conjunto se describe nombrando sus elementos o indicando
una propiedad que cumplan éstos. Se acostumbra encerrar con llaves a
los elementos del conjunto. Asi la expresion:

A=1{0,24056 ..}



indica que el conjunto A estd formado por los nimeros naturales 0, 2,
4, 6, etc. El conjunto A también puede ser descrito asi:

A={xe IN/ x es par},

expresion que se lee: "el conjunto A estd formado por todos los niimeros
naturales x tal que x es par”.

SUBCONJUNTOS
Dado un conjunto A diremos que el conjunto B es subconjunto de

A o que B estd contenido en A y se escribe BC A, si todo elemento de
B es también elemento de A.

BcA
Fig. 0.2
IGUALDAD DE CONJUNTOS
Dados los conjuntos A y B se dice que el conjunto A es igual al

conjunto B y se escribe A = B, si AC By BC A. Es decir, si Ay B
tienen los mismos elementos.

EL CONJUNTO VACIO

Se llama conjunto vacio, y se denota con &, al conjunto que no
tiene elementos.
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Se cumplen las siguientes propiedades:
L. ACA VA
2. ®cCA VAL

3. SiACB y BC C entonces AC C, VA ByC.

OPERACIONES CON CONJUNTOS

Con los conjuntos se pueden realizar una serie de operaciones
tales como la interseccion, 1a reunion, la diferencia, el producto cartesiano.

INTERSECCION DE CONJUNTOS

Dados los conjuntos A y B se define la interseccion de A 'y B, y se
denota con A N B, como el conjunto formado por todos los elementos
comunes a A y B.

AnB

Fig. 0.3

Ejemplo 0.1. Dados los conjuntos A =1{1,23,56,7 vy
B = (2, 3, 8, 10}, se tiene que:

AnB-={(2 3



REUNION DE CONJUNTOS

Dados los conjuntos A y B se define la reunidn o unién de A con
B y se denota con A U B, como el conjunto formado por todos los

elementos que pertenecen al conjunto A, al conjunto B, 0 a ambos a la
vez.

AUB
Fig. 04

Ejemplo 0.2. Dados los conjuntos A = {1, 2} y B = {2, 4, 5}, se
tiene que

AuB=1{,2 4,5

DIFERENCIA DE CONJUNTOS

Dados los conjuntos A y B, se define la diferencia de A y B, como

el conjunto formado por todos los elementos de A que no estan en B.
Se denota con A - B.

Ejemplo 0.3. Dados A = {1, 2, 3} y B = {2, 3, 5}, se obtiene que

A -B = (1}



Si B C A, a la diferencia de A y B también se le llama complemen-
to de B respecto de A y se denota con C,B.

PRODUCTO CARTESIANO

Para definir esta operacién serd necesario desarrollar el concepto
de par ordenado.

Dado un elemento 4 de A y un elemento b de B, al conjunto
{ta} , {a, B}
se le denomina par ordenado y se denota con (a, b). Esto es,
@ b =4, {a b)) .

Al elemento a se le llama la primera coordenada o primera componen-
te del par y a b, la segunda coordenada o segunda componente del par.

Establecida ya la igualdad de conjuntos, se puede demostrar que
dos pares ordenados (4, b) y (c, d) son iguales si i sblo si,a =c¢
y b = d. Esto es: si (@, b) = (c, d) entonces a = cy b = d y reciproca-
mente, sia = ¢ y b = d entonces (g, b) = (c, d).

PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS

Si A y B son dos conjuntos no vacios, el producto cartesiano de A
y B, (0 simplemente producto de A y B), se define como el conjunto
formado por todos los pares (a, b) donde 2 € A y b € B. La notacién
que se usa para el producto de Ay B es A x B.

SiA=® o B=a®, se define AxB =290



Ejemplo 0.4. Dados A = {1, 2, 3} y B = {2, 3}, se tiene que

A X B = {(1, 2) ’ (1, 3) ’ (21 2) ’ (21 3)’ (31 2)I (3/ 3)} .
Notese que A x B # B x A.

0.2. RELACIONES

Dados los conjuntos A y B, cualquier subconjunto del producto
cartesiano A x B, se llama relacién de A en B.

Ejemplo 0.5. Si A = (0,1, 2, 3} y B = (5, 7, 9}, se tiene que los
siguientes subconjuntos de A x B, son relaciones de A en B:

R, =(0,5,07,6 9

R, {Q,5,e7,67)
La idea de una relacion de A en B es el de una correspondencia

entre elementos de A y elementos de B. En R, por ejemplo, al elemen-
to 0 le corresponde el elemento 5.

En general, si un par (x, ) estd en la relacion R, de A en B, se
puede decir que "y es el correspondiente de x” segiin la relacién R.

DOMINIO Y RANGO DE UNA RELACION

Dada una relacién R de un conjunto A en un conjunto B, deno-
minaremos dominio de R, al conjunto de todos los elementos x de A
para los que existe y de B y para los que se cumple: (x, y) € R.

Se denota con Dom (R) al dominio de R.
Simbdlicamente,

Dom (R) = {x € A / existe y € B, (x, y) € R}
Andlogamente, se denomina rango de la relacién R y se denota

con Ran (R), al conjunto de todos los elementos y de B para los que
existe un elemento x de A y tal que (x, y) € R.
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Simbodlicamente,
Ran (R) = {y € B / existe x € A, (x, y) € R}
Para la relacion R, , del ejemplo anterior,

Dom (R)) = {0, 3} y Ran (R) = {5, 7, 9}.

0.3 FUNCION

Hemos observado que una relacién del conjunto A en el conjunto
B, indica una correspondencia entre los elementos de A y los elementos
de B. Tal correspondencia es muchas veces "ambigua” en el sentido de
que un elemento de A puede tener mas de un correspondiente en B.
Muchas veces nos interesan las relaciones en donde no aparecen tales
ambigiiedades; esto es, las relaciones en donde no existen dos pares
distintos con primeras componentes iguales. Estas relaciones se llaman
funciones. La definicién formal es la siguiente:

Dados los conjuntos A y B, se llama funcién de A en B, a toda
relacién de A en B cuyo dominio es A y tal que no existen dos pares
diferentes en la relacién con las primeras componentes iguales.

Equivalentemente, una funcién de A en B es toda correspondencia
que asocia a cada elemento x de A un tnico elemento y de B.

Se acostumbra nombrar a las funciones con las letras f, g h, etc.

NOTACION. FUNCIONAL

Simbélicamente una funcién f de A en B, se representa con la
siguiente notacion:

f:A———>B o0 con A———f——>B

Para indicar que f hace corresponder al elemento x € A, el ele-
mento y € B, se usa una de las siguientes notaciones:

frx —y
) ffx — f )

0 y=f



y se dice que "y es la imagen de x, segin f” 0 que "x es una preimagen
de y segin f" o que "y es el valor de la funcién f en x".

Los conceptos de dominio y rango de una funcién aparecen en
forma natural pues toda funcién es una relacion.

Ejemplo 0.6. La relacién del conjunto A = {1, 2, 3, 4} en el con-
junto B = {3, 8, 9, 16} ,

{a,3, 3,6 8,4 16},
es una funcién, mientras que la relacién
{, 3,2 3,@8,G8),4 16),

no es funcion, pues el elemento 2 no tiene una unica imagen.

.FUNCIONES BIYECTIVAS
Una funcién de A en B se llama inyectiva,
si f(x) = f(x),implica x, = x, ,
0 equivalentemente:

si x, # x, , implica f (x) # f (x,)

Si el rango de la funcién f es todo el conjunto B, la funcidén se
llama suryectiva.

Si una funcioén es inyectiva y suryectiva a la vez, ésta se llama
funcién biyectiva.

Ejemplo 0.7. Dados los conjuntos

A=1(,23} y B=(2517



se tiene que la relacién
R={12,25,67)

es una funcién biyectiva.

COMPOSICION DE FUNCIONES
Dadas las funciones
fA——»B y g CIB—>D

llamaremos composicion de g con f, a la funcién que denotaremos con
gof, que tiene como dominio al conjunto

{x € Dom () / f (x) € Dom (g)}

y cuya regla de correspondencia estd dada por

[gofl ) = g (f ()

A B D

GO)Nr

Fig. 0.6

Ejemplo 08. Si A ={4,5,6,7) ,B=1{4,6,89,C=1628, 9},
D = (10, 11, 12, 13} y se tienen las funciones f de A en By g de C en
D, definidas por
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f@ =28 g (6) =10
fG) =4 g ® =11
)f‘(6)=6 g9 =13,
7y =9

se tendrd que el dominio de gof es {4, 6, 7} y
(g0l 4) =g (f 4) =11,
[gofl 6) = g (f (6)) = 10,
[gofl () = g (f (7)) = 13.

El lector puede observar que la composicion de funciones no es
una operaciéon conmutativa. Esto es fog # gof.

INVERSA DE UNA FUNCION

Dada una funcién biyectiva de A en B, es posible hallar una
funcién g de B en A que practicamente "deshace” lo que la funcién f
hizo; es decir: si y = f (x) entonces g (f (x)) = x. Esta funcion g se llama
funcién inversa de f y se denota con f 7 .

Mis exactamente, dada la funcién biyectiva f de A en B, la funcién
inversa de f, que se denota con f? , es la funcién de B en A tal que:

fof 1T@W =y vy [frofl=x.

Ejemplo 0.9. Dada la funcién f de A = {1, 3, 5} en B = {2, 6, 10},
definida por:
fM=2 fB =6y fG =1 ,

la funcién inversa f 7 , es una funcién de B en A y estd definida por:

fA@=1 f1@® =3 f1(0)=5.
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EJERCICIOS 0.1

1—

12

Indicar los elementos que forman cada uno de los siguientes
conjuntos.

a) A={xe IN/ x es impar}

b) B ={x e IN / x es primo y menor que 20}
0 C={xeZ/ 3x =25}

d) D={xelIR/ x*+5x+1=15

Indique una propiedad que describa a cada uno de los siguientes
conjuntos.

a) A={0 9, ..}
b) B={... -—7 5 -3,-1,1,3,5,7 ..}
o C = {112, 121, 130, 103, 211, 220, 202 310, 301, 400}

Si A=1{1,223,456,78 y B= (24,6, hallar A n B,
AUuB A-ByAXxB..

Si A = {x /x es tridngulo}, B = {x /x es tridngulo recto} y C =
{x /x es poligono}, indique el valor de verdad de cada una de las
siguientes expresiones:

a) ACB d) AnBCB g ANnBNnCJANB
b) BCA e) ACC
¢ AnBCB f) AnBCB

Ilustrar graficamente las siguientes propiedades:

a) AnBCA
b) ACAUB
¢ Si ACBentonces AnB=A
d ANB NA"C=AnBnNnO

Dados los conjuntos A = {1, 2, 3, 4, 5} y B = {5, 7}, indique cudles
de las siguientes relaciones son funciones de A en B. En los casos



en que sea funcién, indique el dominio y el rango.
a) f={10D QDG 4DG 1)
b)) g=1(115,@17), (5,67, 5), 5, 7}
o h={15),2 7.
7.— Dada la funcién f con dominio {1, 2, 3, 8} y definida por
f=11,1,24,3 9,6 6
hallar f (2), f (3) .

8— Para la funcién con dominio {2, \/?, 7,9, =10} y con regla de
correspondencia f (x) = x* - 3x + 1, hallar:

a) El conjunto de pares que forman la funcién.
b) Indique el rango de la funcién.

. 9— Hallar fog y gof (si es posible), indicando el dominio en cada caso,

a) f=1{1,2),(2 3),G5), 4 7}
g=1{0 3,02, 21,3 4

b) f = {(11 —2) ’ (21 —5) ’ (31 O)I (41 _1)}
8 = {(Or 1) ’ (1r 0) ’ (31 3)1 (—11 4) ’ (21 1)} .

10.—Para cada una de las siguientes funciones biyectivas, hallar la
funcién inversa correspondiente.

f=(1,3,24,3,5,46,6 7)
g={1,1,42,(03).

11.—Dados los conjuntos A = (1, 2, 3,4}y B = {6, 7},

a) Construir todas las funciones biyectivas de B en A.
b) Construir todas las funciones biyectivas de A en A.
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12.—Si el nimero de elementos de A es m y el nimero de elementos
de B es n con m = n, ;cudntas funciones biyectivas se pueden
definir de A en B?

13.—Si f y g son funciones inyectivas y es posible encontrar gof , pruebe
que gof es inyectiva.

14—Si f y g son funciones suryectivas y es posible encontrar gof, pruebe

que gof es suryectiva.
0.4. LOS NUMEROS REALES

Uno de los conceptos més importantes en el desarrollo de la Ciencia
y la Tecnologia es el conjunto de los niimeros reales (IR). Este conjunto,
como se recordard, fue construido de manera progresiva en los cursos
de la Matematica escolar.

Partiendo del conjunto de los ndmeros naturales,

IN=1{,1,2 ..

se construy6 el conjunto de los nimeros enteros

Z-={.-012..1

La creacién de Z permitié, entre otras cosas, resolver ecuaciones
tales como

x+7=5

A partir del conjunto Z se construye el conjunto de los niimeros
racionales,

Q:{% /peZ,qeZ,q=0}

En Q es posible resolver ecuaciones tales como
14



Ix+7=5 ;

sin embargo, © no contiene a muchos elementos tal como V2, que
aparecen como soluciones de ecuaciones importantes que se presentan
en la Fisica, en la Geometria, etc. Esta dificultad obliga a considerar
otro conjunto, el de los nimeros irracionales I, que si contiene a V2
y a otros elementos, como: V3, e, m, etc. El conjunto de los racionales
reunido con el conjunto de los niimeros irracionales da lugar al conjun-
to de los niimeros reales. Es decir,

R=QouTI

Otras presentaciones de los nimeros reales se pueden realizar.
Una de ellas considera a los nimeros racionales como expresiones
decimales periédicas (4. 7, -0. 3 ..., 5.171717 ..., etc), y a los nuimeros
irracionales como expresiones decimales infinitas (0. 121221222 ... ,
3.1416 ..., etc); otra considera al sistema de los niimeros reales a partir
de una lista de axiomas. Esta tltima presentacién es la que formaliza-
mos a continuacion.

05 SISTEMA DE LOS NUMEROS REALES

Llamaremos sistema de los niimeros reales y lo denotaremos con IR
a un conjunto provisto de dos operaciones: adicion y multiplicacién.

Se considera que la adicidn es una operacién que a cada par de
nimeros reales (4, b) le asigna un nimero real llamada suma dea y b
y que se denota con a + b . Se entiende por multiplicacién, a la opera-
cién que a cada par (g, b) de niimeros reales le asigna un nimero real

llamado producto de a y b y que se denota con a.b o simplemente con
ab.

La adicién y multiplicacién de nimeros reales satisfacen los si-
guientes axiomas:

15



A, Asociatividad de la adicién.

Va, b, c, @+b+c=a+®+o)

A, Conmutatividad de la adicién.

\ oa b a+b="b+a
A, Existencia y unicidad de la identidad aditiva

Existe en IR un Unico nimero real llamado cero, denotado con 0
y que cumple con:

a+0=a, Ma e R
A, Existencia y unicidad del opuesto

Para cada nimero real 4 existe un Unico ndmero real denotado
con —u , llamado opuesto de a tal que

a+(-a)=0,

M, Asociatividad de la multiplicacién.
Val br c, (ab) c=a4a (bC)~
M, Conmutatividad de la multiplicacién.

Ma b, ab = ba

M, Existencia y unicidad de la identidad multiplicativa

Existe en IR un tinico nimero real llamado uno, denotado con 1
y que cumple la igualdad

al=a, VaelR

M, Existencia y unicidad del inverso.

Para cada nimero real a diferente de 0, existe un Gnico nimero
16



real, denotado con — o con a * que cumple con
a

1
a(—)=1.
a

El siguiente axioma relaciona las operaciones de adicién y multi-
plicacién.

D Distributividad de la multiplicacion respecto de la adicién
Ma bcelR, ab+c)=ab+ ac
Aparte de las propiedades enunciadas, existe otro axioma que se
conoce con el nombre de axioma del supremo y que justamente permite
probar que los nimeros racionales estin contenidos en los nimeros

reales. Este axioma serd enunciado posteriormente.

A partir de los axiomas indicados se puede demostrar una serie
de propiedades para IR, algunas de las cuales veremos a continuacién.

Teorema 0.1. (Propiedad de igualdad - adicién)
a=bsiysdlosia+c=b+c

Para probar que a = b implica a + ¢ = 4 + ¢ , usemos la propiedad
reflexiva de la relaciéon de igualdad:

a+Cc=a+«¢c

Sustituyendo a por b en el segundo miembro de la tltima igual-
dad se tendré:

a+c=b+c

Ahora demostremos que si a + ¢ = b + ¢, entonces a = b.
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Sia+ c=0b+c se tiene, por la primera parte, que,
a+c+)=b+c+ ().
Aplicando A, y luego A, , se cumple: a = b .
De manera andloga se puede probar el siguiente teorema:
Teorema 0.2. (Propiedad de igualdad - multiplicacién).
Para ¢ # 0 , se cumple que:
a=>bsiysolosia = bc

Usando los axiomas y las propiedades ya indicadas, se pueden
demostrar las siguientes propiedades:

Teorema 0.3. ¥4, b € IR, se cumple:

1. a0 =20

2. —a=(Da

3. —(a)=a

4. (a) b =ab

5. a(-b) = (-a) b = ab)

6. (-a) (-b) =ab

7. @)t'=ab?,conazx0 y b=z0.
8. ab=0siyslosia=0 6 b=0.

Prueba de 1.
a0 + 0 =a0 = a0 + 0) = a0 + a0
Aplicando el teorema 0.1, se tiene la propiedad.

Prueba de 2.

a+Ca=1+1)a=0=20
18



a+(-)a=0
Por la unicidad del opuesto se tiene que la tltima igualdad implica:

-1)a=-a

Prueba de 8.

Probaremos que ab = 0 implicaa =0 6 b = 0; el reciproco serd
probado por el lector.

Por el absurdo, supongamos que ab = 0 no implicaa=0 6 b =
0,sino:a#0yb=0.

Podemos escribir:
ab =0 =40 .

Como a # 0 se tiene, por el teorema 0.2, que b = 0, en contradi-
cién con el hecho de quea #0 y b # 0.

El siguiente teorema muestra la manera de encontrar la solucién
de la ecuacion de la forma ax + b = 0, entendiéndose por solucién de
la ecuacién, al valor de x que al ser reemplazado en ax + b = 0 la hace
a ésta verdadera.

Teorema 0.4. Si 4, b y x son niimeros reales y a # 0 entonces
ax + b=0'si y solo si x =-albh.

Probemos primero que si ax + b = 0 entonces x = 4! b .

La segunda parte, esto es: si x = -4 b entonces ax + b =0, la
probard el lector.
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Siax + b =0, se tiene: ax + b + (-b) = 0 + (-b), de donde:
ax = ~b
Multiplicando en la igualdad por a? :

al ax = at (-b)

[«]

x = at (-b) = -a'b

SUSTRACCION Y DIVISION DE NUMEROS REALES

A partir de las operaciones de adicién y multiplicacién se pueden
definir las operaciones de sustraccion y division de niimeros reales.

Se denomina sustraccién de nimeros reales a la operacién que
a cada par de nimeros reales a y b le hace corresponder el nimero
a + (-b) el cual se denota con a - b.

El nimero a — b se llama diferencia de a y b.

Se denomina divisién de niimeros reales a la operacion que a cada
par de nimeros reales a y b, b # 0 le hace corresponder el nimero real
ab? el que se denomina cociente de a y b.

POTENCIA DE UN NUMERO REAL

Para todo ntimero real 4, a # 0 y n € IN se define

a =1,

aa=aq...4a, sinz1, y
L |
n veces

a* = 1/@ sinx1
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La expresién a* se lee "potencia enésima de a”. Al niimero a se le
llama base y a n, exponente.

Las siguientes son algunas de las propiedades que se cumplen
para la potencia enésima de a.

Teorema 0.5. Para el nimero real 2 # 0 , m y n nimeros enteros se
cumple:

a) @™ @) = g™ .

b) (@) = g™ .
) 4 =a"qg™.
an

0.6 RELACION DE ORDEN EN LOS NUMEROS ’REALES

Estudiaremos ahora una relacion entre los numeros reales que
permitird el establecimiento de un orden entre éstos.

Admitiremos que existe un subconjunto de IR, que denotaremos
con IR* , y que cumple con las siguientes propiedades:

0, Para cada nimero real 4, se cample una y sélo una de las siguien-
tes posibilidades:

ae IR, -a € IR*, a=0.

0, Siayb son elementos del conjunto IR*, entonces:

a+b y abson elementos de IR* .

Dado un elemento 2 € IR, si a es un elemento de IR* , diremos
que a es un niimero real positivo y se dice que es un nimero real negativo
si -2 es un elemento de IR* . De este modo, segin 0,, el producto de
dos niimeros positivos es positivo y también la suma de dos nimeros
positivos es un ndmero positivo.

21



Asi mismo se observa de inmediato que el producto de dos ni-
meros reales negativos es un nimero positivo, mientras que el produc-
to de un namero positivo por otro negativo es un nimero negativo.

Como resultado de lo anterior se tiene que 4°> es un numero

positivo. De este modo se tiene que 1 = 12 € IR* y también 1 + 1 = 2,
2+1=3 .. etc.

Usando los axiomas y las propiedades descritas, se demuestra que
los conjuntos IN, Z, y Qestan contenidos en IR. El lector puede realizar
esta prueba.

DEFINICION DE LA RELACION MENOR

Si a y b son dos nimeros reales se dice que a es menor que b 'y
se escribe a < b, si b — a es un nimero real positivo.

Si a es menor que b se dice, de manera equivalente, que b es
mayor que a, y se escribe b > a .

Se observa de inmediato que si 4 es un niimero mayor que 0, a
es un numero positivo y reciprocamente, si 4 es un niimero positivo,
entonces 4 es mayor que 0. De igual manera, si 4 es un nimero menor
que 0, 4 es un nimero negativo y reciprocamente.

Se cumplen las siguientes propiedades para la relacién menor.
Teorema 0.6.

1. Sia<bentoncesa+c<b+c VcelR

2. Sia < b entonces ac < bc Me>0y
si @ < b entonces ac > bc Vec<o.

3. Sia<byb<c entoncesa<c Va bcelR

4. Sia<byc<d entoncesa+c<b+d ¥YabcdelR



A manera de ejemplo, demostraremos la propiedad 1.
Sia<b entonces b —a > 0.
" Comob-a=b+ D=0+ + [0+ ()]=
=b+c-la+c,

setendrd: b ¥+ ¢ > a + c.

LA RECTA NUMERICA

Una representacién geométrica muy 1til en nuestro desarrollo, es
la que se refiere a la representacion de los nimeros reales en una recta.
Esta representaciéon se basa en el axioma que establece lo siguiente:

"A cada punto de la recta corresponde un Unico nimero real, y
reciprocamente.

A cada nimero real le corresponde un tinico punto de la rec-
ta".

Se obtiene de este modo una biyeccién entre los niimeros reales y
los puntos de la recta lo que permite una identificacién de cada punto
A de la recta con un numero real x. Al nimero real x que identifica al
punto A se le llama coordenada de A. La biyeccién también permite
una representacion de la relacién "menor”. Si un punto P de la recta lo
identificamos con el nimero 0 podemos indicar que los nimeros posi-
tivos estdn a la "derecha" de P, mientras que los que estin a la "iz-
quierda” de P, corresponderdn a los niimeros negativos. También si un
punto B estd a la derecha de A, podemos decir que el nimero, x que
le corresponde al punto B, es mayor que el nimero y, que representa
al punto A.
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DEFINICION DE LA RELACION MENOR O IGUAL

Diremos que a es menor o igual que b y se escribe a < b, si a es
menor que b o a es igual que b.

Si a < b, se dice, de manera equivalente, que b es mayor o igual que
b, y se escribe b 2 a.

El lector puede demostrar el siguiente teorema:

Teorema 0.7 \a, b, c € IR, se cumple:
1. Sia<byb<a entonces a = b.
2. Siasbyb<c entonces a < c.
3. Siazbentoncesa<bob<a

4 Sia<bentoncesac<bc ¥cz20 y
Sia<bentoncesaczbc Mc<O.

Teorema 0.8. Si 2 y b son nimeros reales positivos,
a<bsiysblosi *>a.
Veamos primero que 0 < @ < b implica @ < I? .
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0O<a<bimplicab>a y b >0, luego: V* > ab . ¢}
También a partir de 0 < a < b, se tiene: ab > a? . 3]

Usando las relaciones (1), (2) y la propiedad 3 del Teorema 0.6, se
tiene:

B> a.

El lector puede demostrar la segunda parte.

07 RADICALES

Aceptaremos que toda ecuacion x* =g cona 20 yne IN,
tiene una tnica solucién real no negativa. A esta unica solucién no
negativa de la ecuacién se le llama la raiz n-ésima de a y se denota con

n rd * , P} .
\/a o a’/". A n se le llama el indice de la raiz n-ésima, mientras que
al nimero 4, se le llama expresion subradical. A expresiones de la forma

n
Va se les llama expresiones radicales.

Teorema 0.9. Para las expresiones radicales se cumplen las siguientes
propiedades:

Ma20, Vb>0, ¥Vne IN* y ¥pe IN*,
. Vo= Ve

2 Vab =Va Vb

3. Nay=e

& Vb =Va/V6  Mb>o0

Teorema 0.10. Si b > 0, entonces
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a2>bsiysélosia>\l; o a<—\/;.

Probaremos que 42 > b implica a > Vb 6a< —\/-I; El lector probara
el reciproco.

Sia>0, setiene: a2 >b = (\/71_)2 . Por el teorema 0.8, a >\[b_.

Si a < 0 entonces -2 > 0 y nuevamente (—af = 4> > b = Wb .

Aplicando el teorema 0.8, se tiene a4 < - \Iia_

Teorema 0.11.

Si b > 0, entonces,

at <b sivsélosi—\/?<a<\]_l;.

08 INTERVALOS

Ciertos conjuntos de nimeros reales que se describen mediante la
relaci6n menor o menor o igual son importantes para simplificar las
notaciones asi como para lograr una rdpida identificacién de otros en
la recta numérica. Estos conjuntos son los intervalos y se definen a
continuacién.

El intervalo abierto con extremos a y b, que se denota con la, b esta
definido por

o, H=xeR/a<x<bh

En la recta numérica la, bl se representa como en la siguiente
figura.
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5 o

Fig. 0.8

El intervalo cerrado con extremos a y b, que se denota con [a, b]
estd definido por

fa, ] =xe R/ a<x<bh.

‘ En la recta numérica [4, b] se representa como en la siguiente
figura.

+

Fig. 0.9

Los circulos marcados indican que los extremos 4 y b estin
comprendidos en el intervalo.

El intervalo semiabierto por la izquierda con extremos a y b, que se
denota con ]a, b] estd definido por

la, l={xe IR/a<x<b}.

El intervalo semiabierto por la derecha con extremos a y b, que se
denota con [a, b[ estd definido por

[a, l ={x e IR/ a<x<b}.

+
1a,b} : [a,bf
(a) (b}

Fig. 0.10
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El simbolo la, +oo[ representa al conjunto
Ja, 4ol = x e IR / a < x} .

De igual modo

J-oo, af representa a {x € IR / x < 4} ,
[, +oof representa a {x € IR / 4 < x} ,
}~eo, a] representa a {x € IR / x < al

En la siguiente figura se ilustran los dos dltimos intervalos.

[a') +w[ ]"‘”l a]

Fig. 0.11

Se acostumbra usar el simbolo ]}, +eo[ para representar a todos
los niimeros reales.
Ejemplo 0.10. Hallar los mimeros reales que satisfacen la inecuacién.
2x+ 3 <5.

La inecuacién dada es equivalente a 2x + 3 — 3 < 5 - 3, de donde
se tiene: 2x < 2.

Multiplicando la dltima desigualdad por 1/2:

x<1.
28



También se comprueba que si x < 1, entonces 2x + 3 < 5.
Luego, el conjunto solucién, esto es, el conjunto de los x que

satisfacen la inecuacién es: }—o, 1[.

Ejemplo 0.11. Hallar los valores de x que satisfacen

2<2-5x<4.
La relacion es equivalente a:
2<2-5% y 2-5x<4
oa
2-2<2-5%-2 y 2-5x-2<4-2,

o también a: 0 <€ -bx < 2.

Multiplicando por -1/5 y aplicando la propiedad 4 del Teorema
07, se tiene:

2/5<x<0.

El conjunto solucién es el intervalo }-2/5, 0], que se representa en
la siguiente figura:

)
@®o

Fig. 0.12
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Ejemplo 0.12. Hallar los valores de x que satisfacen:
42 + 12x + 9 > 16 .

4x* + 12x + 9 > 16 se puede escribir de manera equivalente como:
(2x + 3? > 16, lo que por el teorema 0.10 equivale a:

2x+3>4 6 2x+3 <4
Luego x satisface: x > 1/2 6 x < -7/2.
El conjunto solucién es:
Jeo, =7/2[ U 11/2, +odl .
Ejemplo 0.13. Hallar los niimeros reales x que satisfacen

1-x
<3.

X

Observamos que x debe ser diferente de 0.

Caso A. Si x > 0, la relacién puede escribirse como

1-x<3x,
0 como: 1<4x;
esto es: 1/4 < x .

En este caso x debe satisfacer x >0 y x 2 1/4, es decir
x 2 1/4.

Caso B. Si x < 0, se tiene:

1-x23x

On

1/4 2 x .
30



En este caso x debe satisfacer x < 0 y x < 1/4; es decir: x < 0.

Resumiendo los casos A y B se tendrd que los mimeros x que
satisfacen la relacion son aquellos que son mayores o iguales que 1/4
(caso A), o que son menores que 0 (caso B). El conjunto solucién es:

Jeo, O L [1/4, 400

y se representa como en la siguiente figura:

0 4

Fig. 0.13

09 VALOR ABSOLUTO

El valor absoluto de un nimero real x, se denota con Ixl y se
define como

Ixl =
-x six<(
Ejemplo 0.14 131 = 3
0l =0
31 = (3) =3

Las propiedades més importantes del valor absoluto aparecen en
el siguiente teorema.
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Teorema 0.12

[\

0

a, a20 siysdlosi a<x<a

fxl

IA

x|

[\

Ix} 2asiyslosix>a 6 x<-a.

Va2 .

-lxt < x < Ixl.

fxl

lx + yl < Ixl + Iyl .
labl = lal 1bl

N o e LD

Como ilustracién probaremos las propiedades 3, 6y 7 .

Prueba de 3.
Parte A. Probaremos que |x| 2 a implica x 24 6 x < -a .
Caso 1: x20.
Si x 2 0 entonces x| = x, luego, x = lx| 2 a implica: x 2 a .
Caso 2: x < 0.

Si x < 0 entonces |x| = -x , luego —x = x| > a implica:
x<-a

Parte B. Veamos ahora que
x2a 6 x<-4implica x| 2 a.
Caso 1: x > a.

Six2a y x20, se tiene de inmediato que Ilx| =x >4, es
decir: Ixl 2 a .
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Six2ayx<0,setiene Ix| = —x y-x <-4, dedonde Ixl <
-4, es decir a < —lx| .

Como -lx| < lx| (propiedad 5), se tiene: a < x| .
Caso 2: x < 4 .
Se deja como ejercicio.

Prueba de 6.

Usando la propiedad 5 se tiene;

Luego:
- (al + 1bl)<a+b< lal + 1Bl
Usando ahora la propiedad 2 se tiene la propiedad 6.
Prueba de 7 .
Usando la propiedad 4 se tiene:

labl =vJ@b® = a2 Vb2 = lal bl

Los siguientes ejemplos nos indican algunas aplicaciones de las propie-
dades del valor absoluto.
Ejemplo 0.15. Hallar los valores de x que satisfacen

13x + 41 =2

Por la definicién de valor absoluto se tiene que:
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Si3x+420, [3x + 4]
-2/3.

2 implica 3x + 4 = 2, de donde x =

Si3x+4<0, |13x + 41
= -2,

2 implica —(3x + 4) = 2, de donde x

El conjuxito solucion es: {-2/3, -2} .
Ejemplo 0.16. Hallar los valores de x que satisfacen 13x| < x -1 .

Por la propiedad 2, la relacién se puede escribir de manera equi-
valente como:

{x-1<3x<x-1 conx-120. 1)
Bastard entonces resolver (1).

—(x -1 <3x<x-1 con x-120 se puede escribir en forma
equivalente como:

1-x<3x, 3x<x-1y x21
6 como: 1/4<x, x<£-1/2 y x21.

Luego, si existe un valor de x que resuelva la inecuacién dada,
éste debe satisfacer las tres tiltimas desigualdades a la vez; lo que es
imposible. El conjunto solucién es el vacio, ®.

0.10 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS DE UNA RECTA

Dados los puntos P y Q de la recta con coordenadas x, y x, ,
respectivamente, la distancia entre P y (), que se denota con d (P, ),
se define como

dP, Q) = 1x, - x| .
Gréificamente:
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d(F,Q)=1X7X,|

h

x¢
x
N

Fig. 0.14

Ejemplo 0.17. Si P y Q tienen coordenadas 5 y -3, respectivamente,

entonces:

AP, Q) = 13 -51 =8 .

0.11. ECUACIONES E INECUACIONES CUADRATICAS
Se llama ecuacién cuadritica a toda ecuacion de la forma

ax* +bx +c=0 cona=#0.

Los valores de x que satisfacen la ecuacién se llaman raices o

soluciones de la ecuacién.

Inecuaciones de la forma:

a2 + bx + ¢ <0, at+bx+c¢c20,

ax> + bx + ¢ < 0, at+bx+c¢c>0,

cona# 0

se llaman inecuaciones cuadrdticas.
Con el fin de estudiar las soluciones de la ecuacién cuadrética,

escribAmosla de la siguiente manera:
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b 2
Como (x + E;) 2 0y 44? > 0, la ecuacién tendrd solucién real
si b — 4ac 2 0 y no tendra solucién real, si I? — 4ac < 0.

Si b — 4ac = 0, la ecuacion se transforma en

y en este caso la ecuacién cuadrética tiene la tnica solucién

b
X=-—
2a

Si B - 4ac > 0, la ecuacién cuadratica se puede escribir como:

b2 P - 4ac
x+—) = _
[+ 2) pr
0 como:
b P - 4ac
X+ — | =
2a 4
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obteniéndose las raices:

-b2+\/b2—4ac

2a

b — VB - dac

X, =
2 2a

A la expresién b? — 4ac se le llama discriminante de la ecuacién o
de la expresién ax?* + bx + ¢, y se le denota con A .

Podemos resumir los resultados anteriores de la siguiente manera:
"La ecuacién cuadréatica ax2 + bx + ¢ = 0 cona # 0,

tiene una unica raiz si A = 0;

tiene dos raices reales diferentes si A > 0; y

no tiene solucién real si A < 0".

Ejemplo 0.18. Resolver

aa 2x2+3x-1=0

b 32 +6x+7=20

El discriminante de la ecuaciéon 2x2 + 3x -1 =0es A =17 > 0,
luego tiene dos raices reales diferentes; ellas son:

3 V17 3 N7
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El discriminante de la ecuacién
32 +6x+7 =0,

es A = 48 < 0; luego la ecuacién no tiene soluciones reales.

PROPIEDADES DE LAS RAICES DE LA
ECUACION CUADRATICA

Noétese que las raices x; y x, de la ecuacién cuadratica cumplen
con las siguientes propiedades:

b c
X+ X, = — Yy X X= —.
a a

Ejemplo 0.19. Hallar los nimeros o« y B cuya suma es 7 y su produc-
to es 12.

Se puede considerar que o« y [ son raices de la ecuacién cuadra-
tica 22 + bx + ¢ = 0 en donde

=a+Bf=-b y 2=af=c.
Reemplazando los valores de b y ¢ en la ecuacibn, se tiene:
2-7x+12=0.
Resolviendo la ecuaciéon: o« =3 y B =4.
Aplicando el método explicado para resolver ecuaciones cuadréti-
cas y las propiedades expresadas en los teoremas sobre radicales se

resuelven la inecuaciones cuadriticas. El siguiente ejemplo ilustra el
procedimiento.
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Ejemplo 0.20. Resolver x2 - 4x - 5 > 0 .

La inecuacion puede escribirse de manera equivalente como:

x-22>9 ,

Aplicando el teorema 0.10 se obtiene:
x-2)>3 6 (x-2)<-3;
esto es:
x>5 6 x<-1.

El conjunto solucién es: J-eo, —1[ U ]5, +eof .

0.12. EL AXIOMA DEL SUPREMO

Desarrollaremos previamente algunos conceptos necesarios para
enunciar el axioma.

DEFINICION DE CONJUNTO ACOTADO SUPERIORMENTE.

Un conjunto A € R, A # @ se llama conjunto acotado superior-
mente si existe k € IR tal que

a<k Mae A
El nimero real k se llama cota superior de A.

Un conjunto acotado puede tener infinitas cotas superiores.

39



Anélogamente se definen conjunto acotado inferiormente y cota infe-
rior.

Ejemplo 0.21. Los intervalos [3, 6] y [3, 6] son conjuntos acotados
superiormente. Una cota superior para ambos intervalos, es 6; también
son cotas superiores de éstos todos los niimeros reales mayores o igua-
les que 6.

El conjunto [3, +eo[ no es un conjunto acotado superiormente.

DEFINICION DE SUPREMO DE UN CONJUNTO

Dado un conjunto ACIR, A # @, se dice que s € IR es el supre-
mo de A si cumple con las siguientes propiedades:

1. 5 es una cota superior de A.
2. Si k es cota superior de A entonces s < k.

Se tiene entonces que el supremo s de un conjunto A, es la menor
de las cotas superiores de A.

La propiedad 2 se expresa, en forma equivalente, de la siguiente
manera:

Dado € > 0, existe a, € A, tal que

s—-€e<a,.

Ejemplo 0.22. Se tiene que

a) el supremo de [3, 6, es 6
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b) el supremo de [3, 6], es 6

0 elsupremode xe IR/ x=n/(n+1), ne IN},es 1.

EL AXIOMA DEL SUPREMO (Axioma de completitud)

"Dado un conjunto A C IR, A # @, se cumple que si A es acotado
superiormente entonces A tiene supremo s".

El axioma del supremo permite "completar” la recta. El conjunto
A=xe Q/x2<2

es un conjunto no vacio (0 € A) y acotado superiormente (3 es una

cota superior de A). Se puede demostrar ademas que el supremo de A,

que existe en IR (por el axioma del supremo), es igual a V2, niimero

que no es racional. Se tiene de este modo, que A no tiene supremo en

Q pero si en IR. Si s6lo consideraramos a Q, el punto que le corres-
ponderia a V2 seria una "discontinuidad" de la recta.

Ejercicios 0.2

1. Probar que en IR se cumplen cada una de las siguientes propie-
dades:

a. Sia#0yb#0entonces ab # 0.
b. a=0 6 b=0 si y solo siab = 0
c. —(a)=a

d (a)(-b) =ab

e. a(-b) = (—a)b) = —(ab)
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f. 0-x=-x

g x-y)=-x+y

hh @+b@-ab+¥=a4+"0
i @-b@+ab+P=a-P

ad

jo ;;:Z—parab;to y d#0

k. a"g" = g™

L @)r =g

m. a=b siy sélosiac = bc para c # 0.
n Sia@=0,entoncesa=b 6 a=-b
Resolver

a 3x+2=7

b. 3+5x=7x

Demostrar que:

a. Si a<b entonces ac < bc Mc>0
Si a<b entonces ac >bc Mc<0

b. Si a<b y b<c entonces a<c
c. Si a<b yc<d,»entonces a+c<b+d
d Si a<b y b<c entonces a<c

e. Si a<bentonces ac <bc Mc=20



Si a<bentonces ac 2bc Vc<0
f. Si a>0 y b >0 entonces,
b? > 4?2, implica b > a

Si a y b tienen el mismo signo, ab > 0
Si a y b tienen signos diferentes, ab < 0

(Se dice que x e y tienen el mismo signo si x e y son ambos posi-
tivos o ambos negativos).

Probar que: n\/c;b— = n\/a_ :/:1—

Probar que si b > 0, @2 < b siysélosi-Vb <a <Vb

Probar que:

a. lxl £a,a20siysflosi-wa<x<aq
b. Ixl = Va?

c. —lxl <x< lxl

Resolver

a. 4x-5<7
b 2<3x-1<7x+3
c. x/(x-1)<3

d xX*+3x-18=20

2 -2x+1
e —m— <0
x -2
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10.

11.

P

2 -2x+1<0
x+2P>9
2x + 5

<8 +x
x+1

lxl =7

12x + 71 = 4x + 2
2x + 11 22 + x

Ix2 - 11 <2

[x2 - 11 > 2

lx + 11 < 4x + 31
[5x + 81 = i3x+2|
lx + 2x1 > x|

x - 11 + lx + 41 =

3

Hallar un valor § > 0 tal que para todos los valores de x con la
condicién 0 < lx — 11 < §, se tenga:

I2x - 21 < 0.001 .

¢(Es posible encontrar un valor 8 > 0 tal que para todos los valores
de x con la condicién 0 < Ix — 11 < 3 se tenga:

2x - 81 < 0.001?

Para cada € > 0, ;es posible hallar un valor de & > 0 tal que
para todos los valores de x con la condicién Ix — 2| < § se tenga
3x — 61 < g?

Dé un valor de & > 0 si:

a.

e = 0.0001



12,

13.

14.

15.

b. &= 107
c. ¢€=107
Resolver:

a 3-7x+2=0
b. 2x2-4x+4=0
Demostrar que la expresién ax> + bx + ¢ y a

a. tienen el mismo signo ¥ x € IR si el discriminante de la ex-
presién es menor que 0.

b. tienen el mismo signo ¥x € IR y x # (-b/2a) si el discrimi-
nante de la expresion es 0.

Sugerencia: Use la igualdad:

b2 -
ax* + bx +c=a (x+—) +4ac_b_i
2a 442
Demostrar que si el discriminante de la expresion ax? + bx + ¢, es
positivo, y si @ y P son raices de ax® + bx + ¢ = 0, con a < B,
entonces:

a. ax’ + bx + c y a tienen el mismo signo si x estd en el in-
tervalo ] , of U B, + y

b. ax’, + bx + ¢ y a tienen signos diferentes si x estd en el
intervalo la , B[ .

Sugerencia: Use la igualdad:
ax>+bx+c=a(x-o) (x - P

Usando los resultados de los ejercicios 13 y 14, resolver las si-
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16.

17.

18.

19.

20.

guientes inecuaciones:
a 3 +2x+2<0
b. 222+x+5>0
c. 3x-6x+520
d. 52 +40x ~-74 >0

Hallar los valores de m para los cuales la ecuacién mx* + (m + 1)x
+ 2(m - 1) = 0, tiene raices reales.

Usando las propiedades de las raices de una ecuacién cuadrética,
resolver los siguientes sistemas:

a x+y=11
xy =24
b. ¥+ =5
x+2y=5

Hallar el supremo de los siguientes conjuntos

n+2
a. xelR/ x

,ne IN)

n+l1

1
-—,ne€ INn =0
n

b. xelR/ x

Probar que el supremo de un conjunto A CIR es tinico.
Probar que si AC B CIR, entonces
sup A<supB,

donde sup A significa supremo de A.
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