
CAP- 1 

LA INTEGRAL INDEFINIDA 





Empezamos recordando los siguientes resultados de calculo diferencial. 

1 TEDADIA DEL VALOR t1EDIO 

Sea f(x) una función diferenciable en un intervalo 
contiene a los puntos a y b. Entonces existe un 
entre a y b tal que 

1 f(b) - f(a) • f' (e) • (b-a) 1 
donde f' (e) es el valor de la derivada de f(x) 

2 TEOREM DE LA FUNCION CONSTANTE 

Si f (x) 
a < x < b, 

es una función definida en un intervalo 
entonces 

abierto 
número 

en c. 

abierto 

t••f•'•(•x•)·--·o----en----a--<•x•<•b _____ s_i __ y __ s_ó_l_o_s_1•.--f--(x·)--.--c-.J 

donde C es una constante. 

que 
e 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

EJ-.plo 1 Si y' a 2 cos x, hallar la función y • y(x). 

Solución Tenemos y' = 2 cos x 

( y - 2 sen x )' = O [pues (sen x)' • cos x 1 

y po1 el teorema de la funcior.. constante, y- 2 sen x • C , 

donde C es una constante. 

Luego y = 2 sen x +C. 

Ej.mplo 2 Hallar la funcion y • v(x) que satisface las siguientes 

condiciones 

[ 

y" 

y(O) 

6x 

• 3, y(l) ft 6, 

= 
d 2 v donde y" _._._ designa la segunda derivada de y respecto de x. 
dx2 

SoluciÓ!l Tenemos y"= 6x 

(y' - 3x2) ' • O [ pues (x 2 )' • 2x 1 

y' - 3x 2 • A donde A es una constante, 

y - x3- Ax • B dond~ B es una constante. 

Luego y • x3 + Ax + B. (1) 

Vamos a determinar A y B usando las condiciones 

y(O) • J, 

y(l) • 6. 

&!stituyendo x• O y X'"l er. (1)' obtenemos las ecuaciones 

B • 3, 

+ A+ B • 6. 

que resueltas dan B • 3 y A• 2. 

Así, y • x3 + 2x + 3. 



3 TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE 

3 TEOREMA DE LA DIFERENCIA CDNSTANTE 

Si f(x) y g(x) son dos funciones diferenciables en un in 
tervalo abierto a< x < b, entonces 

f'(x) • g'(x) en s < x < b si y sólo si f(x) •g(x) +e 

donde e es una constante. 

Supongamos que se cumple f'(x) • g'(x) 

Luego 
C-:lnstante 
esto es, 

(f(x) - g(x))' • O 
f(x) - g(x) e 
f(x) • g(x) + e . 

y por el teorema de la función 
donde e es una constante, 

Recíprocamente, si se tiene f(x) • g(x) + e en a < x < b, 
entonces derivando respecto de x 

f '(x) • g• (x) +O , 
f'(x) • g (x) • 

(la derivada de la constante e es O) 

1 esto es, 

4 LA INTEERAL INOEFINIDA 

4.1 Antid41rlvada de una función 

Decimos que una función F(x) es una eeti""-Ei,..sa dt: la fun 
ci6n f(x) en el intervalo I si se cumple 

F'(x) • f(x) para todo x en I. 

( 1) Las funciones F(x) • 3x~ - x + 8 y G(x) • 3x" 
antiderivadas de la función f(x) • 12x3 -

y 
F' (x) • 12 x 3

-

G'(x) • 12x3
-

- X - 2 
pues 

C2) La funci!Sn F(x) • coa 2 trx + e es una ant iderivada de 
f(x) •- 2trsen 211'x. 

son 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

Ej-.pla 2 Hallar una antiderivada de la función 

Saluci!Sn 
3x2 

Puesto que h + x3 ) 1 

2 /1+ x3 

(.l. h x2 
+ x3 ) 1 

3 lt+x3 

la función F(x) = ~ IT~ es una antiderivada de y. 

4.2 La Integral Indefinida 

Llamamos integral indefinida de una función f(x) a la antiderivada 
general de la función. 

Emplearemos la notación Jf(x)dx 

para designar la integral indefinida de f(x). 

CAP 

Así Jf (x) dx represeota a todas las antiderivadas de la función f {x). 

La integración indefinida es el proceso de hallar la integral indefinida 
de una función, esto es, de encontrar la antiderivada general de la fun­
ción. 

Tenemos las siguientes indentidades 

<4.2.1) 

<4.2.2) 

...!.. Jf {x) dx ,. f (x) dx 

Jf(x) dx • F(x) + C, 

donde C es una constante arbitraria. 

si F1 (x) • f(x) 



4.2 LA INTEGRAL INDEFINmA 

Pruea 

C4.2.1) Por definición ff(x)dx es la antiderivada general de f{x). 

Luego :x J f(x)dx = f(x). 

(4. 2. 2) Debemos probar que F(x) + C 
flDlciÓn f {x). 

es la antiderivada general de la 

Paso 1 I'Úl) +C es uoa ~:ü1erl....Ja de f(ll:). En efecto, 

( F(x) + C Y • F' (x) + O .. f(x). 

Paso 2 Si G(ll:) es uoa -~iclerivada de f Úl) , ~onces G(ll:) = l'(li:)+C, 
para alguna constante C. En efecto, se tiene 

G' (x) • f(x) .. F' (x), 

y por lo tanto, por el teorema 3 de la diferencia constante 

G(x) • F(x) + C. 

De los pasos 1 y 2 se sigue que F(x) +C es la antiderivada gen~ 
ral de f(x). Luego 

ff(x)dx = F(x) + C, 

por definición de integral indefinida de f(x). 1 

En términos de diferenciales, (4.2.2) puede escribirse 

(4.2.3) fF' (x)dx = F(x) + C 

(4.2.4) fdF(x) = F(x) + C 

ya que dF(x) F'(x)dx f(x)dx. 

Luego, la i.J&epü. i.adefiD:i.ds de la ~ereacisl de uoa fuoc:ión es 
iaual a la función .a. m.a coas~-~e. 

De esta manera, la integración 'indefinida puede ser considerada 
como la operación inveraa de la operación que asigna a una función 
su diferencial. 
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LA mTEGRAI· INDEFINIDA CAP.l 

EjatiiPlD 1 Sí n~ -1 , hallar la integral indefinida de la función 

y .. xn • 

Solución Buscamos F(x) tal que 

Por simple inspección, la funcié~ F(x) 

F'(x) • xn. 

xn+l 
• ~· que está definida pues 

n + 1 1 O por hipótesis, cumple F'(x) • xn. 

Luego, aplicando la fórmula (4.2.2) 

J F' (x)dx u F(x) + C 

f xn+1 
xn dx • "'ñ+r + C. 

Hallar J(l2'x2 - 4x + 1) dx • 

Solución Busc~mos una antiderivada F(x) de 12x2 - 4x + l. 

Por simnle inspección ~(x) 4x3- 2x2 + x cumple 

F' (x) • 12x2 - 4x + l. 

Entonces por la fórmula (4.2.2) 

j(F (x)dx • F(x) + C 

f(12x2 - 4x + 1)dX • 4Y.3- 2x2 +X+ C • 



4.3 PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRACION 

4.3 Propiedades Básicas de la Integración 

Si u • u(x) es una función diferenciable entonces 

y por lo tanto 

du(x) = ~dx 
dx 

Observamos que en la integral del primer miembro, la función integrando 
f(u) aparece como una función de una variable dependiente u= u(x). 

T•or••• Se cumplen las siguientes propiedades 

( 1 > JAf (u)du = A ff (u)du, para toda constante A. 

(2) J [f(u) ± ¡;(u)) du = J f(u)du ± J g(u)du. 

(3) INTEGRACION CON EL SIGNO DE LA DIFERENCIAL. 

JdF(u(x)) = F(u(x)) +C. 

(4) REGLA DE LA CADENA PARA LA INTEGRACION. 

Si J f(x)dx = F(x) + C entonces J f(u (x)) u' (x)dx F(u(x)) +C. 

Nota (1) Las propiedades (3) y (4) son en verdad equivalentes. 

(2) La fórmula J dF (u) = F (u) + C es muy Útil y la usaremos 

dF frecuentemente enloquesigue. Rccot·demos que dF(u) ="d7 (u). du. 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

(3) Tenemos 

JdF(u(x)) = J dG(x) 

= G(x) + C 

= F(u(x)) +C. 

(4) Si ff(x)dx = F(x) + C 

entonces 

o 

...,2!; (x)= f(x) 
dx 

.E_ (u)= f(u) • 
du 

Luego dF 
dF(u) =~(u) du a f(u)du , 

y por lo tanto 

Jf(o)du "JdF(u) 

Ej811pla 1 

f xdY 
Hallar ~ 

Solución Tenemos 

F(u) + C 

1 J d(x
2

) 
.. 2 l+(x2)2 

= + J 1!~2 , donde 

• + J d(arc tan u) 

1 • 2 are tan u + C 

• t are tan x 2 + e 

CAP. 1 

donde G (x) • F(u(x)) , 

(por (4.2.4)) 

( por (4. 2. 1)) 

(por (3)) 1 



4.3 

Solucidn 

Ej~tt~pla 3 

Calcular 

Soluci6n 

PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRACIOO 

J cos~ 

• - 2 J eu du, 

2 J d(eu) 

donde u • -x3 

'lf 
(x + 2) e os x dx • 

cos x dx .. ¡sen~ x cos x d x 
~ ( (pues e os <x+ 1-> - -senx> 

• )_sen~ x dC.cnx) 

• fu~ du donde u • sen x, 

• fd ( ~S ) 

+e .. sen5 x 
--5- +C. 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.l 

4.4 Int-vral•• Usual .. 

T.or••• Sea u • u (x) un.t función diferenciable . Se cumplen las 

f?. 

siguientes fórmul.as 

(1) 

(2) 

(3) 

n+l 
u 

= "'ñ+l + e 

J :u= ln lul +e 

u 
=..!.-+e ln a 

(~) J sen u du • - coa u + C 

(6) J cos u du • sen u + e 

(7) fsec 2 u du - tan u+ e 

(8) J cosec 2u du • -cot u + e 

(9) f sec 11 tan u du • sec u + e 

/' 
(10) J cosec u • cot u du • -cosec u+ e 

(11) ftan u du - ln lsec ul + e 

(n f-1) 



4.4 INTEGRALES USUALES 

<12) Jcot u .du • ln 1 sen u 1 + e 

U :S) Jaec u du • ln lsec u + tan ul +e 

<14) J cosec u du • ln lcoaec u - cot ul +e 

(1~5) f· du 
1 1~ ( u2 > a2) 

- a2 - la ln u+a + e, 

(16) J du 1 ~ +e 1Ji+ a2 - a are tan a 

J' (17) du • are sen u +e (a >O) 
.,!;2.:7 ;r 

(18) J l.::., " ln l• + lu2
± •'J +e 

Lait fmu:ioaea b:iperbólica8 se definen mediante las ecuaciones: 
x -x x -x sen h x e-e e +e h X • sen h x -~, coa nx • -r- • tan coa h x • 

cot h x • coa h x aec h x • 1 cosec h x • 1 
sen h x • coa~ X • sen h x 

(19) J sen hu du • coa h u +e 

(20) J coa hu du • sen hu +e 

13 
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LA INTEGAAL INDEFiNIDA 

(21) J sec h 2 u du .. tan hu + e 

(22) J cosec h2 u du .. -cot hu + e 

(23) f sec h u tan h u du - -sec h u + e 

C24) J cosec h u cot h u du • -cosec h u + e 

CAP.1 

EJ•mpla 1 Probar las formulas (1). (2), y (3) . 

SoluciÓn 
n+l 

(1) Puesto n+l,l O , la función 
u 

esta definida. Se tiene que -n+l 

n+l d n+l 
d( un+l ) ·-(~) rlu • un du y• por lo tanto du n+l 

(2) Tenemos 

Luego 

(3) Tenemos 

Juego 

J.· du • J (~:~\ 
d ( ln 1 u! ) d \ln 1 u 1 .. dii" 

f 
·+.du 

duu = J d ( ln 1 u 1 

d (---!!.) 
1na 

n+l 
-...2-+e n+l • 

du 

d 1 
(pues Ciii" ln lul = u-> 

) • ln lu 1 + e . 

....!!.. (at..). du 
du 



4.4 INTEGRALFS tSUALES 

Ej.-pla 2 Hallar J / a + bx dx 

Salucián 

EjllftiPla 3 

Salucián 

J 1 a + bx dx = ¿ JI a + bx • d (a + bx) 

Hallar 

.. ! julf2 du , donde u= a + bx 

J un+l 
(usando Jldu=;¡:r- +C 

con n= 1¡2) 

= 3
2
b ( a + bx )% + e . 

- 4x + 6 dx 
x2 

- 4x + 6 dx 
x2 f 4 6 

(x - - + ::T) dx 
X X 

f f dx J -2 = x dx - 4 7 + 6 x dx 

x2 -1 
- 2--4 lnlxl + 6( ~1 )+e 

x2 1 6 
= - 2--4lnlx -x-+e. 

15 



LA INTEGRAL INDEFJ:NIDA CAP.l 

PROBLEMA 1 Probar que 

(1) J~en udu - cos u + e 

(2) J sec
2 u~u tan u + e 

(3) J cosec u . cot u du - cosec u+ C. 

SOLUClON 

(1) 

(2) d(tan u) d 
sec2 u du Puesto que = "7lu" (tan u) .du 

tenemos Jsec2u du = Jd(tan u) tan u+ C. 

(3) d (cosec u) d u) du De dU(cosec = - cosec u cot u du 

resulta J cosec u cot u du f d (-cose e u) ~ -C<"sec u+ C. 

PROBLEttA 2 Probar las siguientes formulas 

(1) Jtan u du ~ 1n isec ul +e 

(2) 1cot u du 1n lsen ul +e 

(3) J. se e u du = 1n lsec u + tan ul +e 

(4) Jcosec u du - ln 1 e osee u - cot u! + C • 

16 



4.5 PRCSLDW> RESUELTOS 

SCLUCION 

(1) 

(2) 

d (ln 1 sec u 1 ) a 
d 

( ln lsec u 1 ) • du 
du 

1 d 
~-;:¡-;; (sec u) du 

sec u • tan u du 
sec u 

Luego J tan u du • J d(ln lsec ul) 

d (ln 1 sen u 1 ) • 
d -;¡;-- ln 1 sen u [ du 

___!__ 
sen u 

_d_ (sen u)du 
du 

d 1 1 1 dv ( pues du ln v • v (íu) 

tan u du • 

ln lsec u 1 +C. 

( pues fu ln 1 v 1 • ~ ~ ) 

cos u du cot u du 
sen u 

Luego ln 1 sen u 1 + e . 

(3) d(ln lsec u + tan ul) "" d~ ln lsec u + tan ul du 

Luego 

~----=~--~· _d_ (sec u + tan u)du 
(sec u + tan u) du 

sec u tan u + sec2 u du 
sec u + tan u 

sec u du (cancelando el término eecu+ tan u) 

Jsec u du = Jd ln lsec u+ tan u 1 = 1n lsecu+ tan u I+C. 

(4) d(ln lcosec u- cot ul)• d~ 1n lcosec u- cot ul du 

1 d dü (cosec u - cot u)du 
e osee u- cot u 

- cosec u cot u + cosec2 u d u • cosec u du • 
cosec u - cot u 

Luego J cose e u du • _ Jd ln 1 e osee u - cot u 1 

ln lco{!ec u - cot u 1 + C. 
17 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

PROBLEJ1A 3 Probar las siguientes formulas 

(1) f du ..!.._ln 1~1 +e uz- a2 2a 1 u+a 1 

(2) f du 1 tan .,.!!_ + e 
u2 + a2 

-art:: 
a a 

(3) J du 
u + e ' are sen-

fa2-u2 a 
( a > O) 

SOLUCION 

(l) 

(2) 

(3) 

d(-1 
lnl ~¡) 2a u+a 

- ...L ( ln lu- al - ln lu+ai)du 2a du 

1 1 1 
~<---)du .:a u- a u+ a 

du 

Luego, J u2d_ufi2 

d (-
1
- are tan -lL ) 
a a a 

d u 
"'Ciii""(are tan a)du 

1 a du -· 
1+ <~l 

a 

a 
a 

Luego , J du J d <+are tAn~) .. 
u2+ a2 "' 

11 
d(are sen a-> • 

Luego, 

a 

_d_ ( are sen ~)du 
11u a 

i 

-;=::a!=::::;;-du 

/1- <+ f 
du 

• Jd(are sen : ) 

du 

u2 + a2 

...!.. are tAn .,.!!_+C . 
a a 

are sen .J!.. + e a 

CAP . l 



4.5 PROBLEMAS RESDBLTOS 

PROBLEI'IA 4 Probar que 

(1) fsen hu du • cos hu + e 

(2) J cos hu du sen hu + e 

(3J J sec t:Zudu • tan hu + e 

(4) J cosec ~u du • - cot hu + C. 

SOLUCION 

(1) d(cos hu) d hu)du _d_( eu +.e-u 
) du d'U( cos du 

e u -u 
( - e ) du hu du. 2 sen 

Luego J sen hu du • J d (cos hu) • cos hu + C. 

(2) d 
d (sen hu) = du" ( sen hu)du 

u -u 
e + e du 

_d_( 
du 

u -u 
e -e 

2 

cos hu du . 

)du 

Luego J cos hu du • J d(sen hu) sen hu+ C. 

(3) y (4) se siguen de las siguientes identidades cuya verifica 
ción se deja al lector : 

d du (tan hu) 

d du ( cot hu) - cosec h2 u • 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

PfHlBLEJ1A S Encontrar las siguientes integrales 

(1) J 8 a2 x7dx 

(2) J(6x2 - 8x + S)dx 

(3) Jx(x+l) (x+2) dx 

(4) J (x3 + a)
2 

dx 

SOLUCION 

(1) 

<2> J( 6x2 - 8x + S)dx 6 Jx'dx - 8 J x dx + 5 J dx 

x3 x2 
6 ( - 3-) - 8 ( T ) + Sx + e 

2x 3 - 4x2 + Sx +C. 

(3) Jx(x+l) (x+2) dx J(x3 + 3x2 + 2x) dx 

= J x3 dx + 3 J x2 dx + zJx dx 

X4 3 
+ x2 +C. - +x 4 

<4> J( x3+ aY. dx J(x6 + 2ax3 + a2 ) dx 

x7 ax4 
+ a2x + C. -7- + -2-

CAP.1 



4.5 PRCBLBIWI RBStJBLTOS 

PROIILEM 6 Calcular las aig~ientea integrales indefinidas 

cu Jdx -;r 

C2) ¡~ 3¡; 

(:S) JP¡p;- dx (p .. -1} 

(4) J fX (Sx - 3}dx 

-.uciUN 

(1) 

(2) 

C:S) 

(4) 

I-7 r-··· -2+1 
X +C -:-r.rr-

J dx 

. ~ 

J·~ dx 

J 
1¡ _l.+ 1 

x- 3 dx • x1 3 

-3 +1 

Jl. 
- P¡p X p dl: 

1+1 
• 'P <-~-- > +e • 

-+1 p 

J rx (Sx - l)dx -J ... 6 - 3x1h 

f+1 
5 X 

- 3 
1 + 1 2 

~+C. 
X 

+e • 

1 p/.(px)p+ 1 + e 
p + 1 (1 • 

)dx 

.l. +1 
x2 

+e 
! + 1 
2 

s;. 3/. 
2x 2 - 2x 2 + e. 

21 
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LA INTEGRAL INDE!'INIDA CAP.l 

PROa..DIA 7 Calcular las siguientes integrales indefinidas 

(1) f< nx )1if dx 

(2) f ~)(x2- 2) dx 
R 

(3) f ( a2h - x%. )3 dx 

(4) f< /x + 1) <x - IX + l)dx. 

SOLUCIDN 

f 1-n 
(nx )rr (1) dx • -n f l-n 

(nx)n d(nx) 

(2) 

(4) 

1 --n 

- ...L. 
n 

J (x2 + 1)(x2 - 2) dx • 

~ 

.!;¡11 + 1 

1-n + 1 
n 

donde y • nx , 

1 

+e • yn + e • nlnx +c. 

f J ~ 2% (/X+ 1)(x -IX + 1)dx • ( x + 1) dx • -sx + x + C. 



4.5 PROBL~~ RESUELTOS 

PROBLE1'1A B Calcular las siguientes integrales 

(1) J 
(3) f 
(:5) J 

SOLUC:ION 

(1) J (3 + lnx~ 
X 

(2) J dx 
__,..S..,:;:+~3"""x-

(3) J 
(4) J 
(:5) J 

(x+l )dx 

x 2 + 2x 

x dx 

a .. bx 2 

(3 + lnx) 
dx (2) J dx 

X S+ 3x 

~ dx 
(4) J (x+1)dx 

1 + x 4 x 2 + 2x 

x dx 

a + bx2 

dx J (3+lnx)d(3 + lnx) 

fu du , 

u2 
-2-+ e = 

donde 

(3+lnx)2+C 
2 

u = 3 + lnx, 

...L3 J ._,....,!...,..._ ( ) ...!.. J~ S + 3x d S + 3x 3 u • 

donde u = 5 + 3x, 

1 J d(l+x
4

) 

T 1 + x 4 

z i-lnlui+C 

= _1_¡ d(x 2 +2x) 
2 

x 2 + 2x 

+ ln !S + 3x 1 + e 

1 
T J~ u • 

donde u = 

+ ln ( 1 + x4 
) + e 

= -~-J~ 2 u • 

l + x4 , 

donde u = x2 + 2x, 

"'+lnlul +C "'+1n1~ +2xl +C 

_1_ J d(a + bx2) 

2b a + bx2 

= -
1 

In lul +e 2b 

_1 J~ 
2b u • 

donde u z a+ bx 2 , 

2f;- 1n 1 a + bx2 1 + e . 

23 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

PROPLEMA 9 Calcular las siguientes ir.tegrales indefinidas 

(1) f 
(3) f 

SOLUCION 

2x + 3 
2x + 1 dx 

2x + 3 dx 2x + 1 

ax + b 
dx px + q 

f (2x + l) + 2 d 
(2x+1) x 

+f d(2x+1) 
x 2x +- 1 

(2) f (a +-b- ~dx x-a 

(4) f x4 + x2 + 1 
x-1 dx. 

f dx + 2 f 2::1 
+Jdu x u' 

donde u = 2x + 1, 

x + 1n 1 u 1 + e = x + 1n l2x + 11 + e . 

(2) f(a+ _b_f dx = f [a2 + ~ + _Jt_] dx 
x-a x-a (x-a)2 

(3) 

Lu~go 

Escribimos 

f ax + b dx 
px+q 

(4) Expresando 

Luego f 

J,2 
= a 2x + 2atl ln lx-al - --+e 

x·a 

+ b 7( X +7 )· -'. ( 
x+.!l. + .L .!l.) ax 1! a 1! 

px + q x+_g_ P x+S. p p 

= --!"- + ( bp P-2 ag ) . x + S. 

-!!.. Jdx + ( bl! -2 ag ) • f dx q p 
p p x+ p 

_!!_X + ( bl! - ag ) Jn 1 X + ..1_ 1 + e 
p p2 p 

ax + ( bp -2 aq ) • ln 1 px + q 1 + e 
p p bp - ag 1 1 (sumando la constante - ( 2 ) ln p 

p 
a e) 

x4 + x2 + 1 como suma de potencias de r.-1 

[(x-1) + 1] 4 + [(x-1) + 1] Z + 1 

+ 4(x-1) 3 + 7(x-1) 2 + ó(x-1) + 3. 

J[<x-1)3 + 4(x-1)2 +7(x-l) + 6 + x= 1 Jdx 

~++(x-1)3+f(x-1)2 + 6x+ 31n 1}1'-lJ+e 

x4 x3 2 4 + 3 + x + h + 3 1n lx-11 +e . 



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 10 Calcular 

(1) f X d 
(x+tf x 

(2) J~~ dx 

(3) f X dx 
R"+1 

(4) f IX + ln X dx • 
X 

SOLUCION 

(1) ¡--!..,_ dx ·J(x+l)- 1 dx f dx -J(x+lf
2 

dx 
(x+l)2 (x+l)2 = -z;:;:i} 

• ln lx+ll + -L+ e 
x+l 

<2> fla-bx dx • -+ fca-bx)I¡, d(a-bx) •- Jb(a-bx)~' +C. 

(3) 

14> f IX "';.1nx dx • ¡.-'k dx + f Jnx d(Jnx) 

• 2x
1
h. + Ju du , donde u= lnx, 

• 2x 
1
h. + ...i.. + e 

2 

1t (lnx)2 
• 2x 2 + -

2 
- + e . 

25 



PROBLEI'IA 11 

SDLUCIDN f 

PROBLEMA 12 

SOLUCIDN J 

PROBLEMA 13 

SOLUCIDN f 

26 

LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.l 

Hallar f X 

~.J!!.... 
a+ beX 

eulcular 

sen x dx 
1 - COS X 

Encontrar 

sec2 x dx 
a+ b tan x 

_1_f d(a+bex) 
b a + bex 

_1 J~ 
b u 

donde u = a+ bex, 

+ lnlul +e = +lnla+bex 1 +e. 

f _.:;:s!;;en~x~d~x;__ 1 - COS X 

J _d(l-cos x) 
1 - COS X 

J d~ donde u= \ - e os x, 

lnlul+e ln ( 1 - e os x) + e . 

f sec 2 x dx 
a + b tan x 

_1_ J d(a+b tan x) 
b a+ b tan x 

l 
b 

ln 1 a+ b tan X 1 + C . 



4.5 PROBLI:IIU RESUZLTOS 

PROBI..EI1A 14 Hallar J dx • 

x2 • -r + ln (x2 + 1) + e . 

PR08LEPIA 115 Calcular J-~(;;ex:=+=s=en=:x:=):- dx • 
/ex - cos x 

SOLUCIDN f (ex + sen x} dx • J(ex - cos x~~ d(ex - cos x) 
.,Jex - cos x 

PROBLEtiA 16 Encontrar J 
BOLUCIDN J sec 2x tan 2x 

3 sec 2x - 2 dx 

X lf2 • 2(e - cos x) + e . 

sec 2x tan 2x 
3 sec 2x - 2 dx • 

1 J d (3 sec 2x - 2) 
T (3 sec 2x - 2) 

• + ln 13 sec 2x - 21 + C 

27 
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LA INTEGRAL IND::F IN IDA 

PROBLEMA 17 Calcular las siguiente~ integrales 

(1) J e l5tt dx (:5) a e dx J X X 

(2) J lOx "!ix (6) J 4 dx -¡;r 

(3) Jrx J:.- dx 
IX 

(7) X 2 f ~2 

(4) J etan x sec 2x dx (8) J~ x3 e 

BOLUCIOH 

11) fe% dx f% X fU n e d (ñ) z n e du, 

2 neu + e ~ n JSn + c. e 

J IOX 
(2) !Ox dx = 1'ñ"TQ + C. 

13) J .; dx • 2 J ,IX d(¡;-) • 2 J e" du 

(4) 

2 2e u + e ., 2 ¡;.: e . 

e sec x dx J tan x 2 = Jetan x d(tan x) = 

2 eU + C • etan X + C. 

dx 

CAI".1 

donde X u=-
n ' 

donde u = Íx, 

u • tan x, 

(:5) J X X 
a e dx = J (ee)x dx ~~+C 2 

1n (ae) 
(ae)x 

ln. a + 1 + C. 

(6) J 4 e-~ dx = -8 J e-~ 
-8 j' eu du , 

-8 eu +e = -8 ~-~2 +c. 

d (- ~) • 2 

X 
donde u "' - 2 , 



4.5 PRCBLEHAS RESUELTOS 

(7) J x2 
X 2 dx • 

(8) f 1 J -x
3 

3 -.,-e d(-x) 

1 -x3 • -.,-e +C. 

PROBLEI1A 18 Calcular 

(1) f 42-3X dx 

(2) f (e'Sl + ~74 ) 2 dx 

(3) f ex 
dx 

ex - 1 

8DLUCICJN 

CU f 42-3xdx • -+ 
1 

- -3 

J 42
- 3x d(2-3x) 

J 4u du 

+e • 42-3X 
- ""'1ñ"'64 + e. 

(2) J (e"* + e -~f dx • J (e 
2
l56 + 2 + e -

2
'56) dx 

a 2lf' a -2~ • 2 e + 2x - T " + e • 

donde u • x2 , 

dende u • 2-3x, 

(3) f ex - 1 dx -f d(t - 1) 
e - 1 

• ln lex - 11 + e • 

29 



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

~ 19 Calcular 

(1) J sen (a + bx) dx 

(2) J cos2xdx 

(3) J (cos ax + sen ax) 2 dx 

BOLUC:IDN 

(1) 

(2) 

(3) 

( a + bx) dx • i; f sen (a + bx) d(a + bx) 

• ~ Jsen u du donde 

J cos2 x d x • 

• _ .5.2!....1!. + e • _ cos 
b J 1 + c~s 2x dx • ; + 

u • a + bx, 

(~ + bx) + C • 

sen 2x 
4 +e . 

J (cos ax + sen ax) 2 dx • 1 [ cos2ax + 2 sen ax cos ax + sen2ax] dx J (1 + sen 2ax) dx • x - coia2ax + C • 

PROBLEt1A 20 Encontrar 

(1) J sec2 (3x + 2) dx 

(2) J sen !ln x) dx 

(3) J x cos (2 - x2 ) ex 

8DL.UCION 

(1) J sec 2 (3x + 2) dx J sec2 (3x + 2) d(3x + 2) 

Jsec2 u du , donde u • 3x + 2, 

1 
tan u + e - 3 tan (3x + 2) + e • 30 



4.5 PRCBLBMAS R!SUELTOS 

(2) J sen !lnx) dx • J sen (ln x) d (ln x) 

J sen u du , donde u • lnx, 

- COS U+ C • - CÓS lnx +C. 

(3) J x cos(2 - x2)dx - ~ J cos(2 - x2) d(2 - x2) 

• - j- J e os u du , donde u = 2 - x2 , 

• -+ sen u + e '" - ~ sen (2 - x 2) + e . 

PROBLEMA 21 Calcular 

BOLUCION 

(1) f 3 cos(Sx - ~~ dx 

(2) J cot 2 axdx 

(3) f 1 1 + 3 cos2x sen 2x d x 

(1) J 3 cos(Sx- ~) dx • + J cos(Sx --? d (Sx - i> 
3 '11 • S sen (Sx - -¡;) + C. 

(2) J (cosec2 ax - 1) dx 

=a J Cosec 2 ax d(ax) - J dx = - CO~ ax - X + C • 

(3) J 11 + 3cos2x sen 2x dx •- ~ J(l+3cos2x)l/ld(l+3cos2x) 

(pues d(cos 2x) • -2 sen x cos x dx = - sen 2x dx) 

31 



32 

LA INTEGRAL INDEFINIDr. C.'U'. 1 

PROBLEttA 22 Hallar 

(1) Jtan x dx (2) Jx cot(x2 + 1) ('x 

c:n J sen5 4Y coa 4x dx (4) J tan3T , sec2 1' dx 

BOLUCIDN 

(1) Jtan x dx f sen x d 
• -X 

coa x 
·-fd(cosx} 

coa x 

- - ln leos xl + e - ln lsec xl + e . 

(2) J x cot (x2 + l)dx = + J cot(x2 + 1) i(x2 + 1) 

(3) 

(4) 

• + Jcot u du , donJe u • x2 + 1, 

.. + n lsen ul +e - + ln lsen(x2 ... l) 1 +c. 

Jsen5 4x cJs 4x dx • +f. (sen 4x)S d(sen '•x) 

·~ J u5 C:u donde 

,,6 
.. 24' +e .. 

ftan3 .!. secZ ..!.. dx • 
3 3 

sen6 4x 
24 

u • sen 4x, 

+ c . 

X 
donde u • tan 3 , 



4. S PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI1A 23 Hallar (1) f tan rx dx Fx 

(2) J sen 2x d X (3) J cot% x dx 
3+ cos 2x sen x 

SOL.UCION 

(1) 

(2) 

(3) 

f tan rxd 
;: X • 2 Jtan IX d(/i) 2 J tan u d u , donde u- lx, 

2 ln 1 sec u 1 + e - 2 ln 1 se e rxl + e • 

f _...::s;:ell::.,.:2::;x:.__ dx • _l.fd(3 + cos 2x) 
3 + cos 2x 2 3 + cos 2x "' -f- :h 13 + cos 2x! + C. 

f cot% x dx • Jcot2;/f¡ x cosec2 x dx • - J(cot x)~3 d(cot x) 
sen" x 

3 ~ 3 <L 
• - -s<cot x)7J +e - - scot-f~x +e • 

PROBLEI'IA 24 Calcular (1) f dx 
+ COS X 

(2) J sec ~ X 
tan 2dx (3) f (tan 4x - cot 4x) dx 

SOL.UCION 

(1) f dx 
~1 + COS X f 1 - COS X d 

1 - cos2x x 

f 1 - cos x dx ,. 
sen· x 

( multiplicando numerador y den~ 
minador por 1 - cos x) f <o<oo' X dx - ¡e .. n x,-' de~ ~ 

- cot x + (sen x)- 1 + C • - cot x + cosec x + C. 

(2) tan ; dx 2 J se e T . tan ~ d <p u = y 
2 J sec u • tan u du • 2 sec u + C • 2 secf+c. 

33 
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(3) J (tan 4x - cot 4x)dx • {-J tan 4x d (4x) - + J c.ot 4x d (4x) 

• t ln !sec 4x 1- f ln 1 sen 4x 1 + C 

• + ln 1 cosec 8x 1 + C 

( pues sec 4x • e osee 4x • 2 e osee 8x ) • 

Hallar (1) f ax ax 
cosec T . cot b dx 

(2) (3) J (sec x - 1) 2dx 

SOLUCION 

(1) J cosec a: • cot abx dx • : 

ZJ?_ 
a 

r ax ax ( ax) J • e osee -¡;- • cot -¡;- d -¡;-

J cosec u • cot u du., donde 
ax u--b • 

• -~e osee u + e • - !. cose c.!!. + e 
a a b 

(2) J ex cot exdx • Jcot ex d(ex) ln lsen ex 1 +e 

(3) J (sec x - 1)2 dx . J (sec2 x - 2 sec x + 1) dx 

• tan X - 2 ln lsec X+ tan xl +X+ C • 

PROBLEI'IA 26 Hallar J (sec 3x - cosec ~~ dx. 

SOLUCIDN J(sec 3x- cosec"1)dx • ~ Jsec 3xd(3x)- 3! cosectd<t> 

• + 1nlsec3x+ tan3xl -31nlcosecf-cot'!l +C. 
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