CAF. 1

LA INTEGRAL INDEFINIDA






Empezamos recordando los siguientes resultados de cdlculo diferencial.

1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sea f(x) una funcidn diferenciable en un intervalo abierto que
contiene a los puntos a y b. Entonces existe un niimero ¢

entre a y b tal que

£(db) - £(a) = £'(c).(b-a) »

donde £'(c) es el valor de la derivada de f(x) en c.

2 TEOREMA DE LA FUNCION CONSTANTE

Si f(x) es una funcidn definida en un intervalo abierto
a<x<b, entonces

f'(x) =0 en a<x<b 8i y 86lo si f(x) =C | ,

donde C es una constante.
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Ejemplo 1 Si y' = 2 cos x, hallar la funcion y = y(x).

Solucion Tenemos y' = 2 cos x

(y-2senx) =0 [pues (sen x)'= cos x]
y poi el teorema de la funcidr constante, y-2 sen x=C ,

donde C es una constante.

Luego y = 2 sen x + C.

Ejemplo 2 Hallar la funcidn y = v(x) que satisface las siguientes

condiciones

e

y'' o= 6x

y(@) =3, y() =6,
2

donde y" = %%- designa la segunda derivada de y respecto de x.
Solucidn Tenemos y" = 6x
(' -3x2)' = 0 [pues (x2) = 2x ]
y' - 3x2 = A donde A es una constante,
(y-xa-Ax)' =0 [pues (x3)' = 3x2, (Ax)' = A
y - x3- Ax =B donde B es una constante.
Luego y = x3 4+ Ax + B. (1)

Vamos a determinar A y B usando las condiciones
y(0) = 3,
y(1) = 6.
Sustituyendo x=0 y x=1 ern (1), obtenemos las ecuaciones
B =3,
1+A+4B=6.
que resueltas dan B =3 y A= 2,

Asi, y = x3 4+ 2x + 3.



3

4

4.1

TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE

TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE

§i £(x) y g(x) son dos funciones diferenciables en un in
tervalo abierto a < x < b, entonces

f'(x) = g'(x) en a<x<b siysedlosi f(x)=g(x)+C

donde C es una constante.

PRUEBA

Supongamos que se cumple f'(x) = g'(x) en a< x<b.

Luego (f(x) - g(x))' =0 , y por el teorema de la funcidn
constante f(x) - g(x) = C , donde C es una constante,
esto es, f(x) = g(x) + C .

Reciprocamente, si se tiene f(x) = g(x) +C en a<x<b,
entonces derivando respecto de x

f'(x)= g'(x)+0, (la derivada dela constanteC es Q)
esto es, f'ix)= g (x) .
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Antiderivada de una funcidn

Decimos que una funcidn F(x) es una antidexivada de 1la fun
cidén f(x) en el intervalo I si se cumple

F'(x) = f(x) para todo x en I.

Ejemplo
(1) Las funciones F(x) = 3x" - x+8 y G(x) = 3x" - x -2 s
antiderivadas de la funcidn f(x) = 12x® - 1 , pues
F'(x) = 12x%- 1
y G'(x) = 12x3~ 1.

(2) La funcidn F(x) = cos 2nx + C es una antiderivada de
f(x) = - 27sen 2Tx .
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2
Ejemplo 2 Hallar una antiderivada de la funcién y = =
1+x

Ix?
Solucién Puesto que ( Y1 +x3 )' =

2 V14 x3

2 ST x2
(= 1+ x3 ' o= " ’
4 /1 +x3

la funcidn F(x) = % /1 + x5 es una antiderivada de y.

4.2 La Integral Indefinida

Llamamos integral indefinida de una funcidr f(x) a la antiderivada
general de la funcidn.

Emplearemos la notacidn ff (x)dx

para designar la integral indefinida de f£(x).
Asi ff (x) dx representa a todas las antiderivadas de la funcidn f(x).

La integracidon indefinida es el proceso de hallar la integral indefinida
de una funcidn, esto es, de encontrar la antiderivada general de la fun-
cidn.

Tenemos las siguientes indentidades

(4.2.1) f; elelde m B05% 1 ,
(4.2.2) f(x)dx = F(x) + C, si F' ()= £(x)],

donde C es una constante arbitraria.
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Prusba

(4.2.1) Por definicidn ff(x)dx es la antiderivada general de £(x).
d
Luego Ty f(x)dx = f(x).

(4.2.2) Dpebemos probar que F(x) + C es la antiderivada general de la
funcidn f£(x).

Paso 1 F(x) +C es una sntiderivada de f(x). En efecto,
(F(x) + C)Y = F'(x) + 0 = £(x).
Paso 2 Si G(x) es una mmtiderivada de f£f(x) , entonces G(x) =F(x)+C,
para alguna constante C. En efecto, se tiene
G'(x) = f(x) = F'(x),
y por lo tanto, por el teorema 3 de la diferencia constante
G(x) = F(x) + C.

De los pasos 1 y 2 se sigue que F(x) +C es la antiderivada gene
ral de f(x). Luego

ff(x)dx = F(x) + C,

por definicidn de integral indefinida de f£(x). |

En términos de diferenciales, (4.2.2) puede escribirse

(4.2.3) fl-" (x)dx = F(x) + C

-
o

(4.2.4) de(x) = F(x) + C .

ya que dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx.

Luego, la integral indefinida de la diferencial de una funcién es
igual a }a funcién mis wma constante.

De esta manera, la integracifn indefinida puede ser considerada
como la operacidn inversa de la operacidn que asigna a una funcidn
su diferencial.
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Ejemplo 1 Si n# -1, hallar la integral indefinida de la funcién
y=x,
Solucién Buscamos F(x) tal que F'(x) = xD,
Por simple inspeccidn, la funcién F(x) = —’:—:—;—, que estd definida pues
n+1+#0 por hipdtesis, cumple F'(x) = x".
Luego, aplicando la férmula (4.2.2)

IF'(x)dx = F(x) + C

n+l

x“dxs—J;_T+C.

Ejemplo 2 Hallar f(lZ'xZ -4x + 1) dx .

Solucidn Buscamos una antiderivada F(x) de 12x2 - 4x + 1.
Por simnle inspeccidn F(x) = 4x3- 2x2 + x cumple

F'(x) = 12x2 - 4x + 1.

Entonces por la férmula (4.2.2)

fF (x)dx = F(x) +C ,

(12x2 - 4x + 1)dx = 4¥3 - 2x2 + x + C .
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4.3 Propiedades Basicas de la Integracidn

Si u = u(x) es una funcidn diferenciable entonces

du(x) = -g—:-dx 5

ff(u)du =ff(u)%;-:'dx.

Observamos que en la integral del primer miembro, la funcién integrando
f(u) aparece como una funcidén de una variable dependiente u=u(x).

y por lo tanto

Teorema Se cumplen las siguientes propiedades

(1 Af(u)du = A | f (u)du, para toda constante A.

2) {f(u) *+ g(u)]du = £(u)du + | g(u)du.

(3 INTEGRACION CON EL SIGNO DE LA DIFERENCIAL.

dF(u(x)) = F(u(x)) + C.

(8) REGLA DE LA CADENA PARA LA INTEGRACION.

Si f(x)dx = F(x) + C entonces fu(x)u' (x)dx = Flu(x)) + C.

Nota (1) Las propiedades (3) y (4) son en verdad equivalentes.

(2) La fdrmula de(u) = F(u) + C es muy Gtil y la usaremos

frecuentemente en lo que sigue. Recordemos que dF (u) ='j‘£' (u) . du .
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Prueba de (3) y (4)

(3) Tenemos

J‘dF(u(x))

fdG(x) 5

G(x) + C

it

F(u(x)) + C.

(4) Si ff(x)dx = F(x) + C

entonces ~<E (x)= f(x)
dx
o dF
—du*(u)- f(u) »
dF
Luego dF(u) = E(u) du = f(u)du ,

y por lo tanto

de (u)

f(u)du =
= F(u) + C
Ejemplo 1
Hall L0
ar T=r
Solucidn Tenemos
xdx 1 d(x2)
1+(x2)2 2 14+(x%)?
: 4 -
=7 | T4z > cdomde

=%-fd(arc tan u)

=-%-arc tan u + C

=71-arc tan x2 + C .

CaP.

donde G (x) = F(u(x)) ,

(por (4.2.4))

( por (4.2.1))

(por (3)) B
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Ejemplo 2
3
Hallar 6x2e":K dx.
Solucidn
|
foze *dx
Ejemplo 3

1
w o

fe-x3 d(-x3)

-2 feu du, donde u = —x3 5

2 fd(eu)

-
-2e¥ + ¢ = -227F +c.

Calcular fcos" (x+ %) cos xdx .

Solucidén

fcos" (x + %) cosx dx =

sen* x cosx dx

.

(pues cos (x+%) = -genx)

= fsen“ x d(genx)
-fu" du , donde u = sen x,
S

11
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Integrales Usuales

Teorsma Sea u = u(x) una funcidn diferenciable.
siguientes fdérmulas

- n+l
(1) udu=£n._.n. +C
(2) f-d-u‘i=ln lul + C
u
(3) fa“ du = e (G
In a
4) feudu-e“+c
(3 fsenudu = -cos u+C

&) fcosudu-senu+c

(8) cosec?udu = —cot u + C

(7> f udu = tan u + C

() gsec v tan udu = gsec u + C
I
(10) COSEC Ua. cOt udu = =-cosec u+ C

(11) fan u du = 1n [sec u| +¢C

Se cumplen las

(n ¥-1)
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(12) fcot u du = In |sen u|l +¢
(13) fsec udu = 1In |secu + tan ul +¢C

(a8 cosec u du =1n |cosec u - cot u| +C

us - ol
-[‘-2—-—!-_‘ ‘ ln

(16) du L y
fm 7 arc tan - + C

(17) ']AA_.a,cuni +C (a>0)
Yac-u &

ue dU ..o Ju+/ltal +cC

u<ta

u-a
emmicirs,

-1 * ¢ ( u? > a?)

Las funciones hiperbdlicas se definen mediante las ecuaciones:

X__=X X, =X
e —e e +e sen h x
sen h x T » cos hx = -—!— $ tan h x = m—.
= C08 h x = 1 - 1
cot h x sen hx ' °°C hx TR TR cosec h x bl

(20) cogs hu du = gen hu +C

(19 flenhu. du =coshu +¢C

13
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(21)

(22)

(23)

(24)

LA INTEGRAL INDEFiNIDA

— e e —

cosec h u cot hudu

sec h? u du = tan hu +

cosec h? u du = -cot hu

sec h v tan hu du = -sec

Ejemplo 1 Probar las formulas (1), (2). y
Solucion

n+l
(1) Puesto que n+l#0 , 1la funcidn

2)

{3

Un+1
G (e

n+1) =

Tenemos

Luego

Tenemos

Tuego

n+l

C

+ C

hu

3)

esta

+C

= ~-cosec hu + C

definida. Se tiene

+ C,

(pues = Infu|= =)

d

d u
rr (a" ). du

a%du.

d ux1-+-l i
-&-‘;(m) du = u du, y’por lo tanto
- un+1 ur\-0-1
wdu = 14 EET) 7 o
a( ln[ul ) - (dn Iul ) du
) ! du
1
e e
du, . ja(mm)- Il +C.
a“ 1 u 1
d ( ]na) Ina da lna
1 u
e . Ina.du
u u
u ” a . .2
a” du fd(lna) lna+C.
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Ejemplo 2 Hallar fv’ a + bx dx

Solucion fv’a + bx dx -—l—f\/a + bx. d(a+bx)

b
= —é-ﬁxyz du, donde u=a+bx
¥ G0+l
= + —‘;- +C (usando 1Pdu —
7
con n= 1/2

3
zb (a +bx)/2 +C.

3 _4x +6
Ejemplo 3  Hallar f—l‘——x—;‘—-——dx

L}

3 .
Solucidn f—-—"——;’i—f—f’— dx f(x --f;—+;6—;)dx
X
fxdx—lofdx +6f

2
= T—4m|x|+6(—)+c

2 6
- _’2‘__4]n|x|-—-—x +C.

15
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4.5 Problesas Resuel tos

PROBLEMA 1 Probar que

- cos u+C

(1) fsen udu

(2) fsecz udu = tan u + C
(3) fcosec u . cotudu

L]
i

cosec u + C.

SOLUCION

(1) De d(cos u) =-agu—(cos u) du = - sen udu
tenemos sen u du = fd(—cos u) = =-cos u+ C.

(2) Puesto que d(tan u) = —dctl—(tan u).du = sec?u du
tenemos secZu du = fd (tan u) = tan u + C.

(3) De d(cosec u) = Ed‘-l-(cosec u) du = - cosecu cot u du
resulta cosecu cotudu = fd(—cosec u) = -ccsec u + C.

PROBLEMA 2 Probar las siguientes fdrmulas

(1)

(2)

3

(4)

tan udu = In|sec u| +¢C
cot udu = Infsenu| +¢C
sec u du = ln|secu+tan u|+C

cosec u du = In|cosec u - cot ul +C .

e K
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SOLUCION
(1) dQnlsec ul) = —dd:- (1n|sec ul).du
U - 4 -lav
T e ( sec u) du (pues o In|v] = 5 T5)
= __ssc_u__._t_an_u du = tan u du -
sec u
Luego tan u du = d(ln[sec u|) = 1Inlsec u|+cC.
(2) d(n|sen u|) = —Llnlsen u| du
du
1 d d 1 dv
. (sen u)du (pues 7 ln |v| = Fad
= =S22U.4, = cotu du.
sen u
Luego cotu du = d In|sen ul = In|sen ul +C.

i

(3) d(ln|sec u + tan u]) -f— In|sec u + tan u} du

u

1 .
(sec u + tan u) du

(sec u + tan u)du

secu tanu + seczu
= du
secu + tan u

sec u du (cancelando el término secu+ tan u)

Luego sec u du d In|sec u+tanu| = In|secu+ tanu |+C.

(4)  d(In|cosec u - cot ul)= -?du— In|cosec u - cot u| du

1 d
= == (cosec u - t u)du
cosec u-cot u du ( < = )

- cosec u cotu + (:osec2 u d

u = cosecu du.
cosecu - cotu

Luego cosec udu = |d In|cosec u - cot u|

= In|cogec u - cot u|+C.

17
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PROBLEMA 3  Probar las siguientes formulas

du - 1 u-a 2 2
W f?—az 2a 1“!u-ha =k 8 G =23
(2) 2du = = Loarc tan 2+ ¢

u¢ + a a a
3 B e ave sen s & 0 (a>0)

2 _ a2 a

a‘-u

SOLUCION

(1)

(2)

3

_ 1 d J-a

d( lnl u+a )_ 2a  du (ln u+ta )dl'I
1 d
I -(E-(lnlu-al - In|u+al)du
= 213 (uia—uia)du- =
w? - a?
du - 1 u-a . | u-a
LiaEgy fTE'ET - fd(za & u+ a ) 2a & uta T
1 u _ 1 d u

d ( — arc tan-;-) ol (arc tan a)du

L
P -
14 (— ) u? + a?

du

e
a
du 1 4 .c
Luego, g T ke (—arc tan --) = = arctan — +C.

d(arc sen %) = T‘L—(arc sen —2—)du

L

- a du
1 ( )2 4 32 o u2
Luego, f d(arc sen == ) = arc sen % +C.
a
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PROBLEMA 4 Probar que

(1) fsen hu du = cos hu + C
(2) fcos hu du = sen hu+ C
3) fsec PPudu = tan hu + C
(4) fcosec PPu du = - cot hu + C.

SOLUCION
(1) d(cos hu) = =—f=(cos huddu = = ( Colt 2 Bani)
M du )
u_ u
= (—eTe—)du = gen hu du.
Luego fsen hu du = fd (cos hu) = cos hu + C.
(2)  d(sen hu) = —=(sen hu)du = —=( ] Ydu
du du 2
u, -u

e + e

= —-r-du = cos hu du .

Luego fcos hudu = fd(sen hu) = sen hu + C.

(3) y (4) se siguen de las siguientes identidades ‘ cuya verifica
cidn se deja al lector:

d 2
& (tan hu) . sec® hu

d 2
3o (cot hu) = - cosec hu .

19
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PROBLEMA 35 Encontrar las siguientes integrales

(1) fB a?x’ dx

(2) f(6x2 - Bx + 5)dx
(3 fx(x+1) (x+2) dx
(4) f(x3 + a)% dx

SOLUCION

(1 fe a? x’ dx
azx8 + C.
2) f( 6x2 - 8x + 5)dx

8
8a2 fx7 dx = 832(—)8(-)4'0

6fx2dx—8fxdx+5fdx

3 2
6(—’5‘—) - 8(5 )+ 5x+C

]

2x3 - 4x% + Sx + C.

x3 + 32 + 2x)dx

fx3dx+3fx2dx +2fxdx

4
= —"E+x3+x2+c.

4) f( x3+ a¥dx = f(xﬁ + 2ax3 + a?)dx

x7
7

it

(3) -I:((x+l)(x+2) dx

4y
+-32l+azx+C.
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PROBLEMA & Calcular las siguientes integrales indefinidas

(1) fi:,-

3 fP/pT dx (p#-1)

(1) ax x2dx = " T B o = ik
2 - 2+1 x ®

x
1

1. -2 41

- '3 3 2
(2) _%’3‘_. - Ml lr ._*T__..,.c - —%—x/3+c.

Vx -T+l
3
3 Pox dx = R |xP ax
+1
= P )+C-—-1—p/(px)p+1+c

3h )
(4) VX (5x=3)dx = (5x 4 = 3x“ )dx
+1 %—-&1
- 5 ’; -33 " -
3 +1 7 +1
5 3
- 2x/2'2x/2+c.

21
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PROBLEMA 7 Calcular las siguientes integrales indefinidas

(1)

f
f _

3 /3 )y ax

(4) f( VX +1)(x - Vx +1)dx.
SOLUCION
1 L
(1) (nx) ¥ dx = === | (0" d(mw)
ln
—,1,- y " dy,

donde y = nx ,

1-n
1 v +1 1 n
-—n—’—yl_n—-+c-yn+c- /nx +C.

1
N
o

2 2
2 f x4 1) dx f dx
V<
f 10/3-:(“ - 2x la)dx
2 2
(3 f (@’ - xh y dx

13
/3--:”-x 6x/3+C.

2
f(az - 3:/3 x h 4 3a2/3 x“/3 - x2 )dx

- a’x --S-alax/3+-%-a/3x --%-3+C.

1

4) f (Vx +D)(x -Vx + 1)dx = f(x% +1)dx = —g-x5,2+x+c.
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PROBLEMA 8 Calcular las siguientes integrales

(3 + Inx) dx
(1) f e dx (2) f T
- ©_dx & (x+1)dx

1+ x" x2 + 2x

s —EdE_
a + bx?
SOLUCION

() f—ﬁ—“x]"—"de - f(3+lnx)d(3+1nx)

= fudu, donde u=3+ Inx,

2 2
_ u . (B+mx)
= 5 +C = 7 + C.

dx 1 1 1 du
2 f 5 + 3x = Tf 5 + 3x i3+ 3x) = -3-fu ?

donde u = 5+ 3x,

= -%-ln[uhc = %lnf5+3x[+c.

3 4
X 1 d(l1+x?) 1 du
(3) . dx = 8 = - ] f . ’
1 +x 1+ x y

donde u= l+x',

1 1
=—4—1n|u|+C = Tln(1+x“)+C.

4) f (x+1)dx =_}_f dx2+2%) 1 du
x2 4 2x 4 x2 + 2x . u

donde u = x2+2x,
= —;-lnlul +C = 2L1nlx2 +2x| + C.

x_dx R d(a +bx?) _o 1 fdu
G f 2bf T 2b By *

2 2
a + bx a + bx donde u = a+bx?,

1 1
= splful +C = s—Inla+b?|+C.
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PROPLEMA 9 Calcular las siguientes integrales indefinidas

(1) 2y, (2 (a + =2 % dx
2x + 1 x-a
4 2
3 L 4 x v vy,
px + q x-1
SOLUCION
2x + 3 _ (2x + 1) + 2 _ dx
R B s w20 B B B g
~ d (2x+1) dv
. % F 2x + 1 % & u °’
donde u = 2x + 1,
= x+Inlu|l+c = x+In|2x+1] +C .
@ far e - | 2o Pl
x-a x-a
(x-a)
= a?x + 2ab In|x-a} - _a+C
1 X +— wrdad - L
(3) Escribimos —13;:—+q— = —3- : = -%- ;
X +'—p— x +P
- .8 +(bp-zaq) 1
P P x+%
Luago ~x+h dx = 2| ax +( bBp aq). %
px+q ° p? x+_g_
= —:—x +(—EEF—) 1n]x+-g-|+C
P
R L NPT
P =
( sumando la constante _(J&P_p,zﬂ) lp| ac)
(4) FExpresando x* + x2 + 1 como suma de potencias de -1

Yy

% o & 1 [x-1) + 11" + [(x-1)+1]% + 1

G-D* + 4(x~-1)3 + 7(x-1)2 + 6(x-1) + 3 .

f[(x—l)a & Gl & Ty & B % —3-]dx

x-1

4 2
X'+ x“+1
Luego R = s dx

(x-1)" , 4 T 2
T+T(x—1) +T(x—1) +6x+ 3 In |x-1[+C

4 3
= -’Z—-+—’3£-+x2+').x+31n|x—1|+c.
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PROBLEMA 10 Calcular

1) P S

(xi-l)2

(2) f/a-bx dx
3 f X . dx
i x2 +1

(4)

\
®
x|+
5
%
3

S8OLUCION

(1) X gx - LD =f dx -f(xn)‘z dx
f(x+l)2 f (x+1)? (x+1)

1
= In[x+l| + —=+cC.

1
(2) f/a-bx dx = —-%-j.(a-bx)/2 d(a-bx) = —?Zb-(a-bx)%l2 +C.

xdx 1 2,1y 1k 2 2 2
(3 —ElE L = | (x24]1) d(x¢+ 1) = (x“+1)“+C.
f/xz-kl % f

21
) f—/’(—%‘l‘n‘x—d* .fx /zdx,,fl“d(m)
Y
= 2x + u du , donde u = Inx,

1 2
- 2P + e 1

1 2
= 2x/2+—£-k;—xL+C_

25
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PROBLEMA 11 & a
Hallar — 5
a+ be¥
SOLUCION efdx 1 d(a+be¥X)
a+ bet a + be¥
= donde u = a+bex,
= ——ful +C = —lla+beX|+cC .
PROBLEMA 12 - sen x dx
1 - cos x

_d(l—cos X)
1 - cos x

u
donde u=1l-cos x,

5 R'\\
:l°‘

lu] + € In (1-cos x) +C .

2
sec” x dx
PROBLEMA 13 Encontrar f o o el

sec? x _sec” xdx _ _1 d(a+b tan x)
SOLUCION f “a-Fb tan x b a+b tan x

= —;— 1n Ja+b tan x| + €



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 14 Hallar i L S
x2+1

x3 + 3x +x) + 2x d(x2+1
BOLUCION .ﬂ_ﬂ.L_ | B
f %24 1 f x4+ 1 WS x“+ 1

= T+1n(x +1)+C.

PROBLEMA 13 Calcular f—-(e—ml-’-(l— dx .

- COSX

x
BOLUCION e _tgenx) . f(ex - cos x)le d(e* - cos x)
ve¥* - cos x

1
= 2(ex-cosx)/2+c.

gec 2x tan 2x
3sec 2x - 2 dx

PROBLEMA 16 Encontrar f

“B3sec 2x - 2 (3 sec 2x - 2)

SOLUCION f sec 2x tan 2x 4 1 f d(3 sec 2x ~ 2)
=T

= %ln|3 sec 2x - 2| +cC .

27
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PROBLEMA 17
(1)
(2)
(3)
(4)

SOLUCION

(2) fmx PR .l

3 e/i
= dx
(4) fetan X

(&3

(&) f‘.dx _

LA INTEGRAL INDEFINIDA

Calcular las siguientes integrales

J: = [
f 10% ax (&) f 4 dx
[£u o [
Ik J 2

"
2
"

"
N
®

sec? x dx = .I. etan o d(tan x)

% dx

x

tan X cec2x dx (8)

u n
=e +C eta x

a® e* dx = f(ee)xdx -ﬁe-L+c
In (ae)

"

donde

donde

u =

Y

u = /x,

u
.f~e du, u= tan x,

—ae)™ +C.

Ina+1

donde

X
u=-5,



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

sz du , donde u = x2 ,

PROBLEMA 18  Calcular

(1) A2“3x dx

(2) f (P + &2 o

(3)

SOLUCION
(1) f¢.2  gx = --i— ft»z'” d(2-3x)
1 u
™ 4" du , dcnde u = 2-3x,
40 62—3!(

(2) f(eu + e-%f dx = j(ez’“ +2+ e-Z“) dx

-2%g

2
-{-e“-ﬁZx-%’-‘ +C.

f?%dx-f-ééix—_-l—u--hlex—li+c.



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

PROBLEMA 19 Calcular

(1) f sen (a + bx) dx
(2) f cos?xdx

(3) f (cos ax + sen ax)? dx

SOLUCION

(1) fsen (a+bx)dx = -é- fsen (a + bx) d(a + bx)
L
b

Jsen udu , donde u = a + bx,

.nS08 Y o _ _So8 S;+bxz+c.

b
2 . 1 + cos 2x - X sen 2x
(2) fcos xdx f——————-z dx 2+—5—+c.

(3 f(cos ax + sen ax)? dx = f {cos2ax + 2 sen ax cos ax + sen?ax]dx

- f(l 4+ sen 2ax) dx = x_cos:ax P

PROBLEMA 20 Encontrar

(1) sec?(3x + 2) dx

(2) f——l-““ ih”‘ dx

(3) fx cos (2 - x2) ax

80LuUCION
1) fsec2(3x + 2) dx --;— fsecz(.'ix +2) d(3x + 2)
-%- J‘secz udu donde u = 3x + 2
30 -%tanu+c-%tan(3x+2)+c.



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

2) f%dx = fsen (Inx) d(Inx)
= fsen u du , donde u = Inx,

= ~cosu+C = - coéos Inx + C.

(3) fx cos(2 - x2)dx = ...%.

---i-fcosudu, donde u=2-x2,

= —-;—- sen u + C = —-;—sen @2 -x2) +cC.

cos(2 - x2) d(2 - x?)

PROBLEMA 21 Calcular

(1)

(2) fcotz axdx

3 cos(5x --Z-'-) dx

(3) Y1+ 3 cos?x . sen 2xdx

BOLUCION

(1) f3 cos (5x -%) dx = %’ fcos(Sx —-—29 d (5x -—Z—)

= -g— sen (5x --L—r-) + C.

(2) fcotza xdx = f (cosec? ax - 1) dx
% fcoseczaxd(ax)—fdx __:_-c_ota_ax__x*_c.

3 fll + 3cos’x . sen 2x dx = -—;- ./(1+3coszx)]’éd(l+ 3cos?x)

(pues d(cos?x) = -2 sen x cos x dx = - sen 2x dx)

= -%-(1 + 3 coszx)%+c .
31



LA INTEGRAL INDEFINIDZ

PROBLEMA 22 Hallar

1) ftan x dx (2)

SOLUCION

CAP.1

fx cot(x2 + 1) ¢x
3 fsens 4y cos 4x dx (4) ftan ¥ secz—’;-dx

1) ftanxdx =fsenx fm
cos8 X cos X

= - 1n [cos x| + C = 1n |sec x| + C .

u=x2+1,

—;— In |sen(x? + 1)] + C.

2) fx cot (x2 + 1)dx = —;-f ot(x? + 1) 4(x® + 1)
= %'f ot u du , donle
= T nisen ul +C =
3 fsens 4x cos 4x dx = -Al-f(sen 4x)S d(sen 4x)
= 2—.f donde
sen® 4x
= -ﬂ- - =+
4) ftan3-%-sec2-§-dx f( n---)3 d(tan-—)
3 f donde
=T =-4-tan"-§-+c.

32

u = sen 4x,

u = tan =



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 23 Hallar (1) f—‘-“%x-'/-"-dx

sen 2x
2) f3+cos x ol
SOLUCION

(1) f.%_‘/x-dx = 2ftan &-d(&) - zftan udu 5 donde u = /‘x—'

= 2 Inlsecu|+C = 2 In |sec vX|] +C.

2) fT__—T-:ezo:x = dx = --21- 1——7—-“(3_:’(:2:5 ix = --%- n |3 + cos 2x!+C.

%
3 f——-r—csoetn xx dx = cot% x cosec? x dx = - (cot X)gls d(cot x)

= --g-(coc x)sﬁ +C = -%cot%x +C.

dx
w3 f 1 + cos x
3) f (tan 4x - cot 4x) dx

PROBLEMA 24 Calcular

(2) faec ’2‘— tan %-dx
SOLUCION

(1) —tx | locosx
1 + cos x 1 - cos®x
- fls;ngo_: L dx = fcoseczxdx —f(senx)-zd(sm x)

= -<:otx+(senx)-1 + C= -~ cot x + cosec x + C.,

( multiplicando numerador y deno
minador por 1 - cosx)

(2) faec-’-é— tan-’i(-dx = 2fsec-;—. mn%d(%? 5 u=§-.

- 2fsecu.tanudu =2secu+C-2sec%’+C.

33



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

3 f(tan 4x - cot 4x)dx -%—ftan 4x d(4x) -—z-fqot 4x d(4x)

-71‘- lnlsec 4x | —%- 1n|sen4x| + C
= -%-1n|cosec 8x| + C
(pues sec 4x . cosec 4x=2 cosec 8x ).
ax ax
PROBLEMA 25 Hallar (1) fcosec-B- . cot -b—dx
(2) f e cot e ax (&) f(sec x - 1)2dx
SOLUCION
(1) fcosecT. cotib- dx = % fcosec%. cot%d(%)
= — fcosec u . cot udu, donde u :%-,
= --;:—cosec u+C = —%cosec% +C.
2) fex cot e¥dx = fcot e* de®) = 1In |sen e*] +C .
3 f(sec x - 1)2 dx = f(seczx - 2 sec x + 1) dx

=tan x - 2 1n |sec x + tan x| + x + C .

PROBLEMA 26 Hallar f(sec 3x - cosec%) dx.

SOLUCION f(sec 3x - cosec -’%) dx = -%fsec 3xd(3x)- 3‘[ cosec%d(l;')

= % 1n [sec 3x + tan 3x| -31nlcosec%-cot%l + C.



