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Prólogo 

Este libro es el resultado de las múltiples reuniones que los autores hemos 

sostenido durante los últimos años motivados por mejorar el aprendizaje de 

nuestros alumnos de matemática de los Estudios Generales Ciencias de la 

Pontificia Universidad Católica del Perú, unidad en la hemos tenido oportu­

nidad de dictar en varias oportunidades de manera simultánea. El resultado 

de nuestras reflexiones se encuentra aquí expuesto a manera de un texto al 

que le hemos conferido ciertas características que consideramos ayudarán a los 

estudiantes a comprender los conceptos propuestos y a ver las matemáticas 

como una herramienta indispensable para el planteamiento y la solución de 

problemas y como vía de exploración y descubrimiento de propiedades. 

Cada capítulo se inicia planteándole a l lector los objetivos de aprendizaje, 

de manera que el estudiante pueda autoevaluarse. 

Los conceptos son presentados como punto de partida para plantear y 

resolver problemas. También pueden encontrarse como la extensión de un 

concepto presentado anteriormente, para explicar los resultados obtenidos o 

para definir las propiedades observadas en los ejemplos. 

Los conceptos, teoremas, procedimientos y ejemplos vienen acompañados 

siempre de observaciones que en algunos casos preceden la discusión, lo cual 

permite enlazar los temas estudiados. En otros casos, aparecen al final del 

capítulo , a fin de precisar las bondades y limitaciones de lo estudiado. 

En las explicaciones a lo largo del texto, los ejemplos, las preguntas y la 
interpretación física y gráfica tienen un papel central, de allí . nuestra preocu­

pación por incluir una variedad importante de ejemplos desarrollados (más 

de 290), gráficos y esquemas explicativos (más de 170) y ejercicios al final de 

cada sección (más de 365). 

Hemos buscado que el texto sea completo y que permita al lector encon­

trar todas las referencias necesarias dentro del mismo libro. Por esta razón, 

algunos capítulos contienen una sección de conceptos previos o apéndices. Los 



conceptos o resultados previos (teoremas) se citan al pie de página o bien se 

hace una referencia explícita sobre dónde encontrarlos. Para facilitarlo, solo 

hemos considerado una bibliografía básica. 

Queremos agradecer a nuestros alumnos, pues ha sido su interés por las 

matemáticas y por los conceptos allí tratados lo que nos animó a reunirnos 

para elaborar la propuesta que ahora presentamos. A ellos va dirigido el es­

fuerzo y la dedicación que hemos invertido en estos años. 

Queremos también agradecer al Decano de Estudios Generales Ciencias, 

Ingeniero Miguel Piaggio, por su apoyo y a Patricia Arévalo, Directora del 

Fondo Editorial de la Pontificia Universidad Católica del Perú por las facili­

dades brindadas para la publicación del libro. 

Estaremos atentos a las sugerencias y observaciones que los lectores nos 

quieran hacer llegar. 

Los autores 



Capítulo 1 

Integrales de línea 

Objetivos de aprendizaje 

Al finalizar el capítulo los alumnos: 

l. Calcularán la integral de línea de campos, para ello: 

a) Plantearán correctamente la integral según el campo sea vectorial o 
escalar. 

b) Parametrizarán correctamente la curva tomando en cuenta su ori­
entación. 

c) Calcularán correctamente la integral definida de la función escalar cor­
respondiente a una integral de línea. 

2. Emplearán correctamente el concepto de integral de línea para definir y 
calcular la masa de un alambre y el trabajo realizado por un campo a lo 
largo de una curva. 

3. Determinarán si un campo es conservativo o no analizando condiciones nece­
sarias y suficientes. 

4. Construirán una función potencial para un campo conservativo a partir de 
la elección de un camino adecuado, o bien a partir de la definición de campo 
conservativo. 
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5. Utilizarán correctamente el Teorema de Green, para ello: 

a) Analizarán si se cumplen las hipótesis del teorema: verificarán si el 
campo está definido sobre una región limitada por una curva simple 
cerrada o una región compacta, reconocerá si la frontera de la región 

está positivamente orientada y que sus derivadas parciales sean con­
tinuas en dichas regiones. 

b) Calcularán correctamente la integral doble, correspondiente a una in­
tegral de línea, en forma iterada o aplicando una transformación de 
coordenadas. 
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1.1. Conceptos previos 

Curvas 

Sea I un intervalo (abierto o cerrado) de JR, llamaremos camino o trayec­
toria en ]Rn, para n E N+, a una función r vectorial de variable real y continua. 
Simbólicamente 

En adelante: 

1) La representación gráfica del vector r( t) se hará tomando como extremo 
inicial el origen de coordenadas (vector posición r( t)). 

2) r(t) denotará el extremo final del vector posición r(t). 

Observación l. 

l. La condición de continuidad sobre r se traduce, según n sea igual a 1 o 2, 
en que la gráfica 1 de un camino puede realizarse de un solo trazo, en el 
plano o en el espacio. 

2. Diremos que una función r: I = [a; b] e JR ----+ JRn con n E N+ es continua 
( diferenciable) si y solo si existe una función f : J =]e; d[ e JR ----+ JRn con 

I e J, donde e o d puede ser oo y con f continua (diferenciable) tal que 

r¡
1 

=r. 
Ejemplo l. Las siguientes funciones son ejemplos de caminos: 

a) r1 : [O; 1] ----+ JR, r1 (t) = t2 + 1 
Observe que la imagen de este camino es un segmento de recta, mientras 
que su gráfica es una porción de parábola. 

y 

2 ------------

--4---+---x 
2 

Fig. 1.1 Gráfica de la imagen de '11 . Fig. 1.2 Gráfica del camino r1 • 

1Sea la función r: I e IR---+ !Rn, n EN+, llamaremos gráfica de ry denotaremos por Graf(f) 
al conjunto {(t; r(t)) E JRn+l : r(t) = (r1(t); - - - ; rn(t)), t E!}. 
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b) f2: ffi. ~ ffi.2, f2(t) = (t ; t2 + 1). 

Y& z 

~~~~~~~+-~~~~~--x 

Fig. 1.3 Gráfica de la imagen de r2 • 

y=x 

Fig. 1.4 Gráfica del camino r2 . 

z=x2+l 

Observe que la imagen de este camino es una parábola (ver fig. 1.3), mien­
tras que su gráfica es un subconjunto de ffi.3. La gráfica del camino f2 puede 
ser obtenida como intersección de las gráficas del cilindro z = x2 + 1 y el 
plano y= x (ver fig. 1.4). 

Sea el camino r: I ~ ffi.n, llamaremos curva 2 r en ffi.n al conjunto de puntos 

{ ( x 1 ; ... ; Xn) E ffi. n tal que ( x 1 ; ... ; Xn ) = r ( t)}, 

es decir, r e ffi.n es una curva si y solo si es la imagen de algún camino. 
Para denotar una curva escribiremos 

o bien 

o 

¡ X1 

r: T(t) = ~2 

Xn 

XI (t) 
x2(t) 

= Xn(t) 

tEI 

r: f(t) = (x1(t); ... ; Xi(t); ... ; Xn(t)) 't E I 

r(t) = x1(t)é1+ · + xi (t)éi+· · + xn (t) e-; donde ei =(O; ... ;O; 1;0 ... ;O) para t E J. 
'-v-"' 

i-1 

En particular, paran= 3 también se suele escribir f(t) = x1 (t)i+x2(t)j+x3(t)k. 
Las expresiones 

XI = XI (t), · · · , Xn = Xn(t) 

son llamadas ecuaciones paramétricas de r. En adelante, si la curva r es la 
imagen del camino r diremos que res una parametrización de ro simplemente 
que r parametriza a r . 

20tros libros definen como curva a la función y como traza a su imagen. 

4 
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Si el camino res una función inyectiva, excepto posiblemente en los extremos 
del intervalo I, diremos que r es una curva simple. 
Geométricamente, la única autointersección posible de una curva simple ocurre 
cuando la imagen de los extremos del intervalo de definición del camino coinciden. 
Si r: [a; b] ~ 1Rn para n E N+ es la parametrización de una curva, diremos que 
r(a) y r(b) son, respectivamente, el extremo inicial y el extremo final de la 
curvar. 
Los siguientes dibujos son ejemplos de curvas r: [a; b] -----t JR2 : 

Nr(b) 
r(a) 

Fig. 1.5 Curva simple. 

Ejemplo 2. Los caminos 

_, ( ) _ { X = COS t r 1 t -
y = sen t 

Fig. 1.6 Curva no simple. 

'o :S t :S 27r y 

Fig. l. 7 Curva simple. 

cos 2t 
sen2t 

, con 

O :S t :S 27r son distintos como funciones. Sin embargo definen la misma cur­
va, esto es, tienen la misma imagen. Si r 1 (t) y r 2 (t) representan la posición de 
dos partículas A y B en el tiempo t (segundos), entonces tendremos que ambas 
partículas recorren la misma curva pero al cabo de 27r segundos la partícula A 
habrá recorrido la mitad de lo que recorrió B. 

y 

Fig. 1.8 Curva definida por r1 y r2 • 

Pregunta: 
¿Cuál de los caminos definidos en el ejemplo 2 es una parametrización de la 
circunferencia de radio 1? 

5 
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Observación 2. 

1. U na curva puede ser descrita por muchas parametrizaciones, por ejemplo, 
la circunferencia de radio 1 y centrada en el origen de coordenadas, puede 
ser descrita por cualquiera de las siguientes parametrizaciones: 

r (t) = { X = COS t Ü < t < 27r 1 y = sen t ' - - y 

r
2 

( t) = { X = COS 2t 
y - sen2t 

o bien por 

~(t) = { ~ cos(nt) 
sen(nt) 

o:::;; t:::;; 7r = 27r 
2 

27r 
O :::;; t :::;; - para n E N. 

n 

Todas estas parametrizaciones tienen la misma curva como imagen. Si el 
camino fi representa la posición de una partícula Pi en el tiempo t diremos 
que todas las partículas Pi recorren la misma curva pero a distintas veloci­
dades. Esto es fácil de ver: calcule la derivada de los caminos (velocidad) y 
luego compare sus módulos (rapidez de la partícula). 
La misma circunferencia también puede ser parametrizada por 

f'n *(t) = { ~ sen(nt) 
cos(nt) 

27r 
O :::;; t :::;; - para n E N. 

n 

2. La diferencia entre estas dos familias de parametrizaciones puede verse 
claramente si volvemos a interpretar los caminos fi y Ti* como la posi­
ción de las partículas Pi y Pt en el tiempo t. Claramente, ambas partículas 
recorren la misma curva pero en diferente sentido. Compruébelo calculando 
la derivada de los caminos (vectores velocidad) y luego compare el sentido 
de dichos vectore~, es decir, cada parametrización define una orientación de 
la curva. 

Ejemplo 3. La gráfica del siguiente conjunto A definido por 

A= {(x; y) E JR.2 : x 2 + y2 = 1 yx2 + y2 
= 4}, 

no es la imagen de ningún camino. Intuitivamente es claro que la gráfica co­
rrespondiente al conjunto A no puede realizarse con un solo trazo, es decir la 
gráfica de la figura 1.9 no corresponde a la gráfica de ninguna curva. 
Sin embargo, si las consideramos por separado tenemos dos curvas, esto quiere 
decir que la unión de curvas no corresponde necesariamente a otra curva. Más 
adelante veremos bajo qué condiciones la unión de curvas define otra curva. 

6 
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y 

Fig. 1.9 Gráfico del conjunto A. 

Ej emplo 4. La gráfica de la curvar parametrizada por r, 

{ 

x(t) 
r : r(t) = y(t) 

z(t) 

cos( t) 
sen(t) 

t 

se muestra en la figura 1.10 y es llamada hélice . 

Fig. 1.10 Gráfico de la hélice. 

t E lR 

Curvas 

Como es natural, nuestro interés se limitará al estudio de curvas de longitud 
finita3 . Diremos que una curvar, imagen del camino r: I = [a; b] ----t JRn, es ce-

rrada si y solo si r(a) = r(b). Asimismo, diremos que res una curva cerrada 
simple si y solo si es cerrada y simple a la vez (ver figura 1.11) . 

En adelante, dada la parametrización de una curva cerrada r, diremos que la 
curva está orientada en sentido horario si la parametrización recorre r en el 
sentido de las agujas del reloj, caso contrario diremos que la curva está orientada 
en sentido antihorario. Ver figura 1.13. 

3 Longitud de curva: Si r es una curva parametrizada por r : [a; b] -t IRn, la longitud de 

r en el intervalo [a; b] se define por J: 1 lf'' ( t ) 1\ dt. Se demuestra que la longitud de la curva es 
independiente de la parametrización elegida. 

7 



Pontificia Universidad Católica del Perú Curvas 

L5 
Fig. 1.11 Curva cerrada simple. Fig. 1.12 Curva cerrada no simple. 

;--- o(tj) 

r(ti) 

- r(tio 
;--- r(tj) 

ti tj 

Sentido horario. Sentido antihorario. 

Fig. 1.13 Orientación de una curva cerrada. 

Veamos algunos ejemplos para aclarar los conceptos que hemos definido an­
teriormente. 

Ejemplo 5. La función f' : [O; 27í] ----> IR 2 con f' ( t) = { ~m = ; ~:~ ~ define 

un camino, la curva correspondiente es una circunferencia de radio 2 centrada en 
el origen de coordenadas. 
Note que r también puede escribirse en la forma 

r( t) = ( 2 cos t) i + ( 2 sen t) j 

donde i = (1 ; O) y j = (O; 1). Desde este punto de vista res el conjunto de puntos 
descritos por los extremos finales de los vectores posición 4 r ( t). La orientación 
definida por esta parametrización puede ser obtenida tabulando distintos valores 
para t. En este caso, la orientación es antihoraria. 

y 

~~~-+-~~~+-~~-+~~--x 

(2;0) 

Fig. 1.14 Gráfica der. 

4Vector posición de un punto P: Se llama así a un vector con extremo inicial el origen de 

coordenadas O y extremo final el punto P. En adelante, al vector posición 0P se le denotará sim­
plemente por P y se le representará gráficamente por su extremo final. 

8 
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Ejemplo 6. El camino r: [0;27r] ----+ JR.2 , con r(t) = { x((t)) = 
2
3

cost , 
y t = sen t 

para O :::; t :::; 27r, parametriza la elipse centrada en el origen de coordenadas 
de semiejes 3 y 2, pues se cumple que 

(3cost) 2 (2sent)2 x2 y2 

9 
+ 

4 
= 1, es decir, g + 4 = l. 

La orientación definida por esta parametrización es antihoraria. 

y 

(0;2) 

Fig. 1.15 Gráfica de r. 

Al parametrizar una curva cuya orientación ha sido establecida, debemos 
verificar que la parametrización respete dicha orientación. 

Ejercicio: Escriba una parametrización de la elipse de tal forma que la curva 
esté orientada en sentido horario. 

Ejemplo 7. La función r: [O; 1] ----+ JR.3 con r(t) = (1; 1; 2)+t(2; 3; -1) parametri-

za el segmento de recta de extremos (1; 1; 2) y (3; 4; 1). En general, dado dos 
puntos Po y P1 E JR.3 podemos parametrizar el segmento de recta que los une por 
la función 

r(t) =Po+ t(P1 - Po), t E [O; l]. 

{ 
y = x3 

Ejemplo 8. Consideremos la porción de la curva r : z 
2 

con punto 

inicial (O; O; 2) y punto final (1; 1; 2). La curvar puede ser parametrizada por 

r(t) = (t; t3
; 2), t E [O; 1] 

o bien por 
s(t) = (t2

; t 6
; 2), t E [O; l]. 

9 
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z 

Pi =r(l ) 

,;-------Y 

X 

Fig. 1.16 Gráfico de la imagen del camino T. 

Preguntas: 

• ¿Varía la orientación de r para las parametrizaciones r y s ? 

• ¿Qué diferencia encuentras entre ambas parametrizaciones? 

Conclusión: El ejemplo anterior muestra que una curva puede ser descrita por 
diferentes parametrizaciones. 

Diremos que una curvar es regular si y solo si existe una parametrización 
con derivada continua y distinta de cero excepto posiblemente en los extremos 
de su dominio. Simbólicamente: r es una curva regular si y solo si existe una 
parametrización r: 1 -----+ ffi.n paran E N+ diferenciable tal que r' es continua en 1 
y r'(t) f 0 para todo t E 1 excepto posiblemente en los extremos del intervalo J. 

Ejemplo 9. La curva r parametrizada por r(t) = (sen t; cos t), t E [O; 27r] es 
regular, pues r'(t) = (cost;-sent) es continua y r'(t) # (O;O) para todo 
tE[0;27r]. 

Ejercicio: 

Dada la curvar: T(t) = { 

a) Calcule r' ( t). 

x(t) 
y(t) 

b) ¿La curva r es regular? 

t - sen t 
1 - cos t ' 

t E [0 ;37r]. 

Sea r: [a ; b] -----+ ffi.n la parametrización de una curvar, diremos que res regu­
lar por partes si y solo si existe una partición P = { t 0 = a; t1; · · · ; tm = b} de 
[a; b] tal que para k E {l; 2; · · · ; m} , las curvas rk definidas por las parametriza-
ciones 

rl : [tk-1 ; tk] -----+ ffi.n son regulares. 
[ tk-1 ;tk ] 

10 
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r(b) = r(tm) 

I: 
r(a)=r(to) 

a= to tk-I 

X 

Fig. 1.17 Curva regular por partes. 

En la figura 1.17 se muestra una curva regular por partes. 

Observa ción 3. 

l. La longitud de una curva regular siempre está definida, pues la integral de 
una función continua siempre existe. 

2. Una curva regular es regular por partes, sin embargo en general, una curva 
regular por partes no es regular. 

3. Si {ri}iEJ con J = {1; 2; · · · n} es una familia de curvas regulares no ce­
rradas donde el extremo final de r k es igual al extremo inicial de r k+l para 

cada k E J, entonces r = u r k es una curva regular por partes. 
kEJ 

4. En general, la unión de curvas regulares es una curva regular por partes, 
pues si en la observación anterior, rk es cerrada para algún k E J, entonces 
r sigue siendo una curva, tal y como se muestra en las siguientes figuras: 

Fig. 1.18 í 1 y í2. 

Ejemplo 10. Parametrice la curvar, definida como la intersección de las 
siguientes superficies 5 z = 4 - y2 y x = 2 - y, para z ~ O. 

5 Superficie: En este capítulo se llama así al conjunto de puntos (x, y, z) E ffi.3 que satisface la 

11 



Pontificia Universidad Católica del Perú Curvas 

Solución 
Sea y= t, entonces sustituyendo en las ecuaciones dadas obtenemos: z = 4 - t 2 

y x = 2 - t. La condición z 2:: O se traduce en 4 - t2 2:: O, es decir, 

r : r(t) = (2 - t; t; 4 - t2
), para t E [-2; 2]. 

Observación 4. 
Aparentemente la manera más sencilla de parametrizar una curva es asignar un 
parámetro a una de las variables y luego despejar las otras en términos de esta, 
sin embargo la última operación no siempre es posible y en otras situaciones esta 
técnica no es la más adecuada, como se muestra en el siguiente ejemplo: 

Ejemplo 11. Parametrice la curvar, definida como la intersección de las 
siguientes superficies 81 : 2x2 - y2 + 2z2 = 2 y 82 : x +y= l. 
Solución 

L: ....... ····· ·· I · y 

X 

Fig. 1.19 Curvar . 

La curvar es descrita como la intersección de 8 1 (hiperboloide de una hoja) con 
el plano 82, como se muestra en la figura 1.19, pero también puede definirse como 

r : { 2x2 - ( 1 - X) 2 + 2z2 
x + y 

que en forma simplificada es 

r:{ 
ecuación 

(x+1) 2 +2z2 

x+y 
4 
1 

2 
1 

f(x, y, z) = k, siendo k una constante real y donde f D e JR3 ---+ lR una función continua 
definida en un conexo y abierto. 

12 
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es decir, r resulta ser la intersección de un cilindro con un plano, de esta manera 
es más sencillo decidir una parametrización, 

x + 1 = 2 cos t, z = v'2 sen t, entonces y = 2 - 2 cos t. 

Luego, 

r: r(t) = (-1+2cost;2 - 2cost; J2sent), para t E (0;27r]. 

Observación 5. 
No siempre la intersección de dos superficies define una curva, tal y como se 
muestra en la figura 1.20 en ella la intersección de un cono de dos mantos, digamos 
C : x2 + y2 = z2 y la esfera [ : x 2 + y2 + z2 = 1 es la unión de dos circunferencias 
y, como vimos, estas no definen una curva. 

X 

Fig. 1.20 f1 u f2 no es una curva. 

13 
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Ejercicios: Sección 1.1 

{ 
x2 + y2 + z2 

· l. Escriba dos parametrizaciones para la curvar : 
x+y 

e indique si la curva es regular. 

2. Escriba una parametrización de la curvar: x +Y - z 
{ 

2 2 2 

z-y 
1 
1 

Curvas 

4(x+y) 
4 

{ 
x 2 + y 2 + z 2 = 5 + z - 2y 

3. Escriba una parametrización de la curva r : 
2 z = y 

ubicada en el primer octante con extremo inicial ( /5; O; O) y extremo final 
(O; 1; 2). 

4. Parametrice la curva dada por lxl + IYI =l. 

{ 

x(t) = 3 cos(t) 
5. Sea la curvar parametrizada por r(t) = . y(t) = 3sen(t) 

z(t) = O 
para t E [O; 27r]I> Describa r como la intersección de dos superficies. 

6. Parametrice la curvar definida como la intersección de las superficies 8 1, 82 

en cada caso. 

a) 81 : x 2 + y 2 = 1 e 82 : z = xy 

b) 81 : x 2 + y 2 + z 2 = 2x' 82: x 2 + y 2 + z 2 = 1 

7. Escriba una parametrización de la curva r definida como intersección de 
las superficies x 2 + y 2 = 1' x +y+ z = 1 y verifique si es regular en su 
dominio. 

8. Parametrice la porción de curvar tal que: 

Los extremos inicial y final de r son el origen de coordenadas y el 
punto (1 ; 1; J2), respectivamente. 

La curva r resulta de la intersección de las superficies de ecuaciones: 
x2 + y2 = z2 y x = y2 . 

9 E "b . . , d 1 { 8x2 + 2y2 z > O . sen a una parametnzac1on e a curva 
16

x + z = _
6 

' Y_ 

, . . , X¿, + + Z 
10. De una parametnzac1on de la curva y 

{ 

" 2 2 

z-y 

14 
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1.2. Integrales de línea de campos escalares 

Campos escalares 

Sea U un conjunto abierto 6de IRn. Un campo escalar sobre U es una 
función f que asigna a cada punto x = (x1; x2; ... ; xn) de U un número real 
f(x 1 ; x2; ... ; xn), es decir, un campo escalar sobre U es una función de la forma 

f: U -+ IR 
X -+ f(x) 

Ejemplo 12. Las siguientes funciones son ejemplos de campos escalares: 

a) La función f ( x; y) = xy2 define un campo escalar sobre IR2 . 

b) La función f(x; y; z) = xz + yz + x 2 y define un campo escalar sobre IR3 . 

Motivación para el estudio de las integrales de línea de campos 
escalares 

En un curso de cálculo diferencial e integral en una variable se define la masa 
de un alambre delgado con densidad de masa variable, es decir, si el alambre 
es representado por un segmento de recta sobre el eje de las abscisas, digamos 
a :::; x :::; b y su densidad (lineal) viene descrita por una función f, entonces la 
masa del alambre viene dada por 

t f(x)dx. 

Nos planteamos la siguiente pregunta: 
¿Cómo definiríamos la masa de un alambre cuya forma viene descrita por la curva 
r y cuya densidad está dada por la función escalar f? 

Para responder a esta pregunta asumamos que la curva r es regular y está para-

metrizada por r: [a; b] -+ IR3 , y sea f : r e IR3 -+ IR un campo escalar definido 

6 Un conjunto u e nr es un abierto en nr si y solo si para cada punto X E u existe una bola 
abierta de nr centrada en x totalmente contenida en U. Una bola abierta en IRn centrada en x 
y radio r es el conjunto definido por 

Br(x) = {y E IRn : tal que llY - xll < r }, para algún r ~O. 

15 
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en un conjunto abierto U, con re U, de manera que f(x; y; z) representa la den­
sidad lineal del alambre para cada punto (x;y;z). Es claro que J(x;y;z) >O. 

Consideremos una partición regular 7 P = {to = a; t1; · · · ; tn-1; tn = b} del 
intervalo [a; b], es decir 

b-a 
~tk = tk - tk-1 = -­

n 
esta partición determina una subdivisión de la curva r en porciones que denota­
mos por rk con extremo inicial r(tk-l) y extremo final r(tk), para 1 ~ k ~ n: 

{r(a) = r(to); r(t1); · · · ; r(tn-1) ; r(tn) = r(b)}, 

tal y como se muestra en la siguiente figura: 

r(b)=r(t 11 ) 

r 
a=to tk-1 tk a= t11 

r(a) =r(to) 

Fig. 1.21 

Afirmamos que si n ---+ +oo, ~tk ---+ O y como r es regular, entonces su longitud 
tiende a cero. En efecto, se sabe que 

rtk 

Longitud derk = lt. llf'(t)ll dt. 
tk-1 

El teorema del valor medio para integrales garantiza la existencia de t'k E [tk-1; tk] 
tal que 

¡tk 
lt llf'(t)ll dt = llf'(t'k)ll(tk - tk-1) = llf'(t'k) ll ~tk. 

tk-1 

Por lo tanto, 
Longitud derk = llf'(t'k)ll~tk 

7 Una partición regular de un intervalo [a; b] es un conjunto finito de puntos tk del intervalo 
[a; b] que satisface las siguientes condiciones: 

• a = to < ti < · · · tk-1 < tk < · · · < tn = b. 

• tk -tk-1 = b~a para k E {1;2; ... ;n} . 

16 
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de esta manera, resulta claro que si !ltk -+ O, entonces la longitud de rk -+ O. 
Luego, como !ltk -+ O podemos suponer que la densidad en rk es constante. 
En tal caso, la masa de esta porción de curva será el producto de la densidad 
por la longitud de rk. Como t'k E [tk-1; tk], entonces el extremo final del vector 
r ( t'k) E r k y f ( r ( t'k)) representa la densidad de r k. Por lo tanto, la masa de r k 
es aproximadamente 

Procediendo en forma similar en cada subintervalo [tk-1; tk ] para k E {1; 2; · · · ; n }, 
la masa del alambre es aproximadamente la suma de las masas de rki es decir, 

n 

M ~ L J(i(t'k)llf'(t'k)ll lltk. 
k=l 

Es claro que esta aproximación mejora si la curva r es dividida en porciones cada 
vez más pequeñas. Luego, definimos la masa M como 

n 

M = nl~ L f(r(t'k)llr'(t'k) ll lltk (1.1) 
k=l 

siempre y cuando tal límite exista. A este límite se le denota por i f ds y se le 

llama integral de línea de f sobre la curvar respecto a la longitud de arco. 

Observación 6. 

l . La buena definición de masa está garantizada pues la la longitud de una 
curva es independiente de la parametrización. 

2. Observe que para proceder a calcular la masa usando la definición ten­
dríamos que analizar la convergencia de la serie 1.1 y luego calcularla. 

3. La expresión, 
n 

¿ ! (x'k; yz; zZ) llf' ( t'k) ll lltk 
k=l 

es una suma de Riemann , entonces la definición de masa corresponde a 
una integral definida, es decir, 

M = i fds = l J(f'(t)) ll f''(t) ll dt. 

17 
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4. Si r: [a; b] -----+ IR3 , r(t) = (x(t); y(t); y(t)) es regular, la función longitud 
de arco s : [a; b] -----+ IR se define como la integral 

s(t) = [ llT'(u) ll du. 

La derivada de esta función, obtenida usando el teorema fundamental del 
cálculo, es 

s'(t) = ll r'(t) ll , y su diferencial es ds = ll r'(t) ll dt, 

donde llf''(t) ll = 1/ ( ~~ r + ( ~~ r + ( ~; r 
En el caso que hemos estudiado f representa la densidad lineal del alambre, 

y por lo tanto f(x; y; z) >O. Sin embargo, en general f(x; y; z) puede representar 
a cualquier magnitud escalar. A continuación se define la integral de línea de un 
campo escalar para el caso general. 

La integral de línea del campo escalar f sobre r con respecto a la 

longitud de a.reo se denota por ir f ds y se define por 

r fds = lím tf(r(tk)) \¡T'(tk) l\ ~tk Jr n---->oo 
k=l 

(1.2) 

siempre y cuando el límite exista y donde tk E [tk-1; tk], siendo r= r(t), t E [a; b] 
una parametrización de r. 

El siguiente resultado da condiciones suficientes para garantizar la existencia 
de integral de línea de campos escalares. 

Teorema 1.1. Sea r una curva regular en IRn , parametrizada por r = r ( t) para 
t E [a ; b] y f : U -----+ IR un campo escalar continuo en U, siendo U un conjunto 

abierto de !Rn que contiene ar, entonces existe ir fds y 

ir fds = t f(T(t)) llf''(t)ll dt. (1.3) 

Observación 7. 

l. Con las condiciones del teorema 1.1, la función f(f(t))l!T'(t)\I es continua 
y por tanto integrable. 
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2. Del teorema 1.1 es claro que para calcular una integral de línea se requiere 
conocer el campo, una parametrización de la curva y los límites de inte­
gración (límites del parámetro). Veamos algunos ejemplos. 

Ejemplo 13. Calcule l. fds siendo f(x; y) = xy y r: i(t ) = (cos t; sen t), donde 

t E [O; 2n] . 
Solución 
Del teorema 1.1 tenemos que 

Observación 8 . 

l. f ds = t f (i (t))llf'(t) 11 dt 

= la2

" f ( cos t; sen t ) 11 (- sen t; cos t ) 11 dt 

= la2

" cos t sen t dt 

r xyds = ~ sen2 tl27r = o .. lr 2 t=O 

Sir : r(t) = (x (t) ; y(t) ; z (t)) , t E [a ; b] es una curva regular en JR.3 y f : U----+ lR 
es un campo escalar continuo en el abierto U e JR.3 , entonces 

l. f ds = t f (i ( t)) llf' ( t) 11 dt = t f (x( t) ; y(t); z(t)) J[x ' ( t)]2 + [y '(t)]2 + [z ' (t)]2 dt. 

Ej emplo 14. Calcule l. (x2 + y2 
- z)ds donde r : i(t) = { ~ : 

una curva de extremo inicial P(l; O; O) y extremo final Q(l; O; 2n) . 
Solución 

cos t 
sen t 

t 

es 

l. (x2 + y2 
- z)ds = [" (x2 (t) + y2 (t) - z(t)) J [x'(t)]2 + [y'(t)]2 + [z'(t)] 2 dt 

r27r 
= J 

0 
( cos 2 t + sen 2 t - t) J ( - sen t) 2 + ( cos t) 2 + 1 dt 

r27r 

= V2 Jo (1 - t)dt 

= 2V2n - 2V2n2
. 
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Ejemplo 15. Calcule l. fds, siendo f(x; y; z) = xyz y r: f"(t) = (t; 2t; 3t) para 

t E [O; 2). 
Solución 

l. x y z ds = fo
2 

x(t) y(t) z(t)J[x'(t)]2 + [y'(t)]2 + [z'(t)]2 dt 

= l (t)(2t)(3t)y'(1)2 + (2)2 + (3)2 dt 

= 6Yí4 fo
2 

t 3dt = 24Yí4. 

Ejemplo 16. Si f(x; y) = x - y y res el segmento de recta de extremo inicial 

(1; O) y extremo final (3; 1), calcule l. f ds. 

Solución 
Parametrizamos r : f (t) = (1 + 2t; t), t E (O; l], luego usando el teorema 1.1. 

l. f ds = [ f(l + 2t; t) JJ(2; l)JJdt 

= vs [ (t + 1 l dt 

3y'5 
2 

Ejemplo 17. Calcule l. xzds, donde res el segmento de recta que se inicia en 

(2; l; O) y termina en (2; O; 2) . 
Solución 
Al parametrizar el segmento de recta obtenemos r(t) = (2; 1 - t; 2t), t E (O; 1), 
entonces 

Por lo tanto, 

r'(t) =(O; -1; 2), y ds = llf'(t)il dt = Vs dt. 

l. x zds = [ x(t)z(t) IJT'(t)lldt 

= [ 2(2t)v'sdt 

= 4v's fo1 

t dt 

= 2Vs. 
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Ejemplo 18. Calcule la integral ir xyz ds, siendo r la intersección de las super­

ficies x + y + z = 1 y y = z ubicada en el primer . octante. 
Solución 
Podemos parametrizar r tomando z = t de esta manera tenemos que, 

T(t) = (1-2t;t;t), t E [o;~], 

entonces r'(t) = (-2; l; 1) y ds = lif''(t) il dt = /6dt. Luego, 

1 ir xyzds = 12 
x (t)y(t) z (t)dt 

1 

= 12 
(1- 2t) t2 V6dt 

1 

= ,/61' (t2 
- 2t3

) dt 

/6 
96 

Ejemplo 19. Calcule ir xy ds, siendo r intersección de las superficies x2+y2 = 4, 

y+ z = 8. 
Solución 

· z 

Fig. 1.22 Curva í. 

Parametrizando la curva tenemos 

r(t) = (2cost;2sent;8-2sent), t E [0;2w], 

entonces 

r'(t) = (-2sent;2cost;-2cost); ds = lif'' (t) 11 dt=2Vl + cos2 t dt. 
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Por lo tanto, 

¡, x y ds = 12

" 8sen tcos tJl + cos2 t dt = O, 

pues basta hacer el cambio de variable u= 1 + cos2 t. 

Ejemplo 20. Calcule ¡, (x + y)ds donde r es la intersección de las superficies 

x +y= 2 y x2 + y2 + z2 = 2(x +y) . 
Solución 
Claramente r es una circunferencia, pues resulta de la intersección de un plano 
con una esfera, entonces es conveniente parametrizar usando las funciones seno y 
coseno (ver ejemplo 11). 

Reescribiendo la curva r : { 
x+y 

x2 + (2 - x )2 + z2 
2 
4 

simplificando resulta 

2 ser { x +y 
~2 

r: (x-1)2+~2 . Representada así es fácil decidir la parametrización 
1 

a usar, 

r : T(t) = { ~ 
1 + cos t 
v2 sen t , t E [O ; 2w] 
1 - cos t 

de donde obtenemos que 

ds = lif'( t) ll dt = 11(- sent; hcost;sent)l l = hdt. 

Luego, 

¡, (x + y) ds = J212

" (1 + cos t + v'2sen t) dt = 2v'21f. 

El teorema 1.1 puede extenderse para r una curva regular por partes, es 
decir, si r = r1 u r2 u ... u r m, donde el punto inicial de rk+l es el punto final 
de rk , entonces 

r f ds = r f ds1 + r f ds2 + ... + r f dsm. 
lr lr1 lr2 lr m 

(1.4) 

Ejemplo 21. Evalúe ¡, (X + y) ds' siendo r = r 1 u r 2 donde r 1 es la semicircun. 

ferencia centrado en el origen de coordenadas y radio 2, es decir , 
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y 

-2 2 4 

Fig. 1.23 Curva í=í1uí 2 . 

r 1 = { (x; y) E ffi.2 : x2 + y2 = 4, y 2: O} 2, y f2 es el segmento de recta de 
extremos (2 ; O) y ( 4; 3) como se muestra en la figura 1.23. 

Solución 
Como res una curva regular por partes, de la relación 1.4 tenemos que 

f (x +y) ds = { (x +y) ds1 + { (x +y) ds2. 
lr lr1 lr2 

Parametrizamos r 1 y r 2: 

f 1 : r1 ( t) = ( - 2 cos t; 2 sen t), t E ( 0; 7r] 

f2 : f2(t) = (2 + 2t; 3t), t E (O; 1], 

entonces tenemos 

Luego, 

ds1 = ll r1 '(t) ll dt = 2dt, 

Ir ( x + y) ds = 2 fo'' ( -2 cos t + 2 sen t) dt + v'i3 fo\ 2 + 5t) dt 

9 
= 4Vs + 2 v'i3. 

Pregunta: 

Si al calcular integral f ( x + y) ds se considera la siguiente parametrización para 
l r1 

f1: 

r ( t) = ( 2 cos t; 2 sen t ) , t E ( 0; 7r] . 

¿Se obt iene el mismo resultado anterior? Justifique. 

23 



Pontificia Universidad Católica del Perú Integrales de línea de campos escalares 

Ejemplo 22. Sea K el sólido ubicado en el primer octante y limitado por los 
planos coordenados y el plano x +y+ z = 2. Sea r la intersección de la superficie 

que limita a K con el cilindro y= x2 . Halle Ir (16x + 4) ds. 

Solución 

z 

y 

X 

Fig. 1.24 Curvar. 

Observe que res una curva regular formada por r 1 , r 2 y r 3 como se muestra 
en la figura 1.24. Luego, de la relación 1.4 tenemos que 

{ (16x + 4) ds = { (16x + 4) ds1 + { (16x + 4) ds2 + { (16x + 4) ds3, 
lr lr1 lr2 lr3 

donde r 1 : { y - x
2 

z o u na parametrización para r 1 es 

r(t) = (t;t2 ;0), para t E [O; 1), 

entonces, ds1 = llf'(t)ll dt= v1+4t2 dt 

Ji = { (16x + 4) ds1 
lr1 

= [(16t+4))1+4t2dt 

= 161
1 

tv'l + 4t2 dt + 41
1 

v'1+4t2 dt 

[
4 1 l l = 3(1 + 4t2) ~ + 2ty'1 + 4t2 + 21n l2t + y'1 + 4t2 I t~o 

26 4 
= -/5+ln(/5+2)- -. 

3 3 
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y 
x+y+z 

x2 
2 . u na parametrización para r 2 es, 

r(t) = (t; t2
; 2 - t - t2

), para t E (O; 1), 

entonces, ds2 = llf'(t)ll dt = ./2 + 8t2 + 4tdt 

h = { (l6x + 4) ds2 
lr2 

= l (16t + 4)J2 + 8t2 + 4tdt 

2 1

1 

= 3(2 + 8t
2 + 4t)~ t=O 

2 3 3 
= 3 ((14) 2 - 22]. 

Una parametrización para r3 es dada por r(t) = (O; O; t), para t E (O; 2], 
entonces, ds3 = llf' ( t) 11 dt = dt 

Luego, 

h = i (16x + 4) ds3 

= fo
2 

4dt 

= 8. 
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Aplicaciones de la integral de línea de un campo escalar 

Sea f : U ~ IR una función sobre U, con U abierto de IR.n, para n = 2 o 
n = 3, y runa curva regular contenida en U. 

l. Masa de una curva (paran= 2 o n = 3) 

Si para cada P E r, f se puede interpretar como la densidad lineal de un 
alambre cuya forma es representada por la curva r, entonces la masa del 
alambre viene dada por 

M = fr¡ ds. 

2. Momentos estáticos respecto de los planos coordenados (para el 
caso cuando n = 3) 

Mxy = i z f(x; y; z) ds, Mxz = i y f(x; y; z) ds, y Myz = i x f(x; y; z) ds. 

3. Centro de masa (para n = 3) 

El centro de masa de un alambre cuya forma viene dada por r y cuya 
función de densidad es descrita por la función f (x; y; z) está ubicado en el 
punto (x; y; z), donde: 

Myz 
x= M' 

Mxz 
y= M 

4. Momento de inercia (paran= 3) 

y 
Mxy 

z= M. 

Si interpretamos la curva r como un alambre cuya densidad viene dada por 
f(x; y; z) y sea L una recta, el momento de inercia de r respecto de L es 
dado por 

h(r) = i d 2 (P; L) · f (x; y; z)ds 

donde PE r y d(P; L) es la distancia del punto P a la recta L. 

5. Área de una superficie cilíndrica (paran= 2). 

Si f (x; y) 2: O y r es una curva, contenida en un plano de vector normal 
unitario ii, entonces llamaremos superficie cilíndrica s de curva base r y 
eje ii al conjunto de puntos de los segmentos de recta con extremo inicial 
en r, paralelos a ii y de tamaño f(x; y; z). El área de la superficie cilíndrica 
S se define por 

A(S) = i f(x; y)ds = t f(x(t); y(t))yf (x'(t))2 + (y'(t))2 dt. 
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Fig. 1.25 Superficie cilíndrica S. 

6. Longitud de una curva 

La longitud de r, curva regular parametrizada por r se define como 

L(r) = fr ds 

donde ds = llf'(t) ll dt. 

Ejemplo 23. Sea r la curva, en el primer octante, que resulta de la intersección 
de las superficies z = x2

, x + y = 2. Si r tiene la forma de un alambre cuya 

densidad en cada punto (x; y; z) E f viene dada por j(x; y; z) = -
1
-, halle la 

1+2z 
primera coordenada del centro de masa del alambre. 
Solución 

X 

Fig. 1.26 Curva r . 

Parametrizando la curva obtenemos r : i(t) = { ~ 
entonces 

ds = llT'( t)lldt= J2 + 4t2 dt 

27 
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Por lo tanto, 

M= f.~1-ds 
Ír 1+2z 
{2 1 

=Jo 1+2C J2 + 4t2 dt 

= J2 dt 12 1 

o vi+ 2t2 

= ln(3 + 2J2). 

X=~ 1r xf ds 

= dt 1 12 t 
ln(3 + 2Y2) o vi + 2t2 

Y2 
ln(3 + 2y'2) · 

Ejemplo 24. La densidad de un alambre en cada punto (x; y; z) viene descrita 
por la función f(x; y; z) = jxj. Si la forma de dicho alambre está definida por la 
intersección del cilindro z = 4 - y2 , z 2:: O con el plano x = 2 - y, determine la 
masa del alambre. 
Solución 
Podemos parametrizar la curva considerando y= t, así obtenemos 

r(t) = (2 - t; t; 4 - t2
), t E [-2; 2), 

entonces ds = jjr'(t)jj dt = V2 + 4t2 dt. Luego, 

M= lrfds= fr !xlds 

= l: 12 - ti v'2+4t2 dt 

= l:(2-t))2+4t2 dt 

= 21
2

2 )2 + 4t2 dt - l: t)2 + 4t2 dt 

integrando y simplificando obtenemos 

M = 2 [4JI8 + ln (JI8 + 4)] v18-4 . 
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Ejemplo 25. Halle la masa y el centro de masa de un alambre cuya forma 
corresponde a un cuarto de circunferencia de radio a, centrada en el origen de 
coordenadas y ubicada en el primer cuadrante. Se sabe que la densidad del alam­
bre viene dada por f(x; y) = x + y. 
Solución 
Una parametrización de r: x2 + y2 = a2 para X~ o y y~ o es 

Luego, 

Por lo tanto, 

r ( t) = (a cos t; a sen t)' 
7r 

t E [O; 2). 

ds = llf'(t) ll dt = 11 (-asent;acost) ll dt = adt. 

M = i ( x + y) ds 

= a 2 fo'!¡ ( cos t + sen t ) dt 

= 2a2
. 

Calculemos ahora las coordenadas (x; y) del centro de masa del alambre: 

_ M y _ Mx 
x =M , y=M 

Por lo tanto, 

Mx ·= i x f (x, y) ds = i (x 2 + xy) ds 

=fo'!¡ (a2 sen t cos t + a2 cos2 t) adt 

a3n ª3 
=-¡-+2· 

My = frv!( x ,y)ds = i(yx +y2)ds 

=fo'!¡ asen t(a cos t +asen t)adt 

= a3 fo'!¡ (sen t cos t + sen2 t) dt 

=a3Cf + D · 
_ My a 
X = M = 4' 

_ Mx 1 1 
y= - = - a+ - a7r. 

M 4 8 
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{ 
2x2 - y2 + 2z2 = 2 

Ejemplo 26. Un alambre tiene la forma de la curvar : 
1 x+y = 

para z 2: O. Si en cada punto (x; y; z) de r la densidad viene dada por la función 
f(x; y; z) = v'2 + 3z2 , halle la tercera coordenada del centro de masa der. 
Solución 
Observe que r se define como la intersección del hiperboloide de una hoja con un 

{ 
2x2 -(1-x)2 +2z2 = 2 

plano, pero también puede definirse como r : 1 
x+y -

para z 2: O. 

S. l"fi d b r { (x + l)
2 

+ 2z
2 

= 4 d . r b", 1 imp i can o o tenemos : 
1 

, es ecir, tam ien resu -
x+y = 

ta de la intersección de un cilindro con un plano y vista así es más sencillo decidir 
una parametrización adecuada: 

x + 1 = 2 cos t, z = v'2 sen t entonces y = 2 - 2 cos t, 

es decir, 
r ( t) = ( -1 + 2 cos t; 2 - 2 cos t; .J2 sen t), t E [ 0; 7r] . 

Entonces, 

ds= llf'(t)lldt= ll(-2sent;2sent;v'2cost)lldt= V2+6sen2 tdt. 

Luego, la masa de r viene dada por 

Asimismo, 

Por lo tanto, 

M= ifds 

= [ f(f'(t)) llf''(tJll dt 

= fo'" ( 2 + 6 sen 2 t) dt 

= 57r. 

Mxy = i zf ds 

= fo'\!2sent)(2 + 6sen2 t) dt 

= 12v'2. 

_ Mxy 12vÍ2 
z =--=--M 57r . 
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:j::=:ºd:~~ :::~:1;s:c;;:::n del ce~:~! ~e ::ª[:e~Jn :::~;:ª:u:::1n: 
f(x; y; z) = 2xy. 
Solución 
De la condición dada obtenemos r(t) = (cost;sent;t), entonces 

entonces 

Asimismo, 

Por lo tanto, 

ds = llf''( t) ll = 11(-sen t;cost; 1) 11 dt = V2dt, 

M = i 2xyds 

= 2J2 fo'!¡ cos t sen t dt = v'2. 

Myz = i xf(x,y,z)ds 

= i 2x
2
yds 

= 2V2 cos2 t sen t dt = --. 1
~ 2)2 

o 3 

_ Myz 2 
x------ M - 3· 

Se deja como ejercicio hallar las coordenadas y, z. 

Ejemplo 28. Calcule el área de la superficie cilíndrica S de curva base 

{ 
x2 + y2 = 1 r: o, 

z = 
X 2:: Ü, y 2:: Ü, 

eje ñ = (O;O; 1) y de tamaño f(x;y) = x2 + y2 . 

Solución 
Si (x; y) E f entonces y = Vf"=X2, pues y 2:: O. Luego, para cada (x; y) E f 
tenemos que f (x; y) = f(x; vl - x2 ) = l. 

Se sabe que el área de la superficie S viene da.da por A(S) = i f(x; y) ds. 
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z 

,l.•••• •••••• •• •··-••••••••M•;: ·,.J..------..- y 

X 

Fig. 1.27 Superficie cilíndrica . 

U na parametrización de r es dada por la función r ( t) = ( cos t; sen t ), t E [O; ~], 
entonces ds = llT'(t) il dt = dt. Por lo tanto, 

A(S) = [% dt = ~ . 
lo 2 

Ejemplo 29. Sea r: r(t ) = (t; ln(sect); ln(sect +tan t)), t E [o; iJ. 
a) Determine si r es una curva regular. 

b) Calcule la longitud de r. 

e) Calcule ir e' ds. 

Solución 

a) La curva r es regular si existe una parametrización r con r' continua y 
r' ( t) #- O sobre su dominio. En este caso, es claro que las funciones compo­
nentes de r: 

x(t) = t, y(t) = ln(sect), z(t) = ln(sect + tant) 

son derivables y además x ' ( t) = 1, y' ( t) = tan t, z ' ( t) = sec t son funciones 
continuas y no nulas sobre su dominio. Por lo tanto, se concluye que r es 
una curva regular. 
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b) 

c) 

Observación 9. 

L(f) =ir ds 

= f llT'(tl ll dt 

= v'2 fo'f sec t dt 

= J2 ln jsec t + tan t!J 
= J2ln(2 + v'3). 

L(f ) =ir ezds 

= v'2 fo i (sec t + tan t) sec t dt 

= v'2 ( fo'f sec2 t dt + fo'f tan t sec t dt ) 

= V2(tan t + sec t) 1: 
= V2(J3+1) . 

Hemos visto que bajo las condiciones del teorema 1.1 una integral de línea se 
calcula mediante integrales definidas, y por lo mismo comparten las mismas 
propiedades. En la siguiente sección precisaremos estas propiedades. 
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Ejercicios: Sección 1.2 

l. Calcule la integral de línea l f ds sobre la curva r en cada uno de los 

siguientes casos: 

a) f ( Xj y) = X, r : X = t3 , y = t, Ü S t S 1. 

b) J(x; y) = xy4 donde res la circunferencia x 2 + y2 = 16. 

c) f(x; y) = xy, donde r es el segmento de recta que une los puntos 
(-1; 1) y (2; 3). 

7f 
d) j(x;y;z) = xyz, donde r: X= 2t, y= 3sent, Z = 3cost, Ü S t S 2· 

e) J(x; y; z) = xy2 z, donde res el segmento de recta de extremos (1; O; 1) 
(O; 3; 6). 

f) f(x;y;z) = XZ, donde r: X= 6t, y= 3V2t2
, Z = 2t3

, Ü S t S l. 
g) f(x; y; z) = xeYz donde res el segmento de recta de extremos (O; O; O), 

(1;2;3). 
7f 

h) j(x;y;z) = xy3 donde r: X = 4sent, y= 4cost, Z = 3t, Ü S t S 2· 

i) f(x;y;z) = xyz, r: r(t) = (t;2t;3t), t E [0;2]. 
z 

j) f(x;y;z)= 
2 9 ,siendor: r(t)=(cost;sent,t), tE [0;27r] . 

X +y 
k) f(x; y; z) = 3x + xy + z3 , r: r(t) = (cos4t; sen4t; 3t), t E [O; 27r]. 

x+z _. 3 
1) f(x; y; z) = --, r: r (t) = (t; t; t2), t E [1; 3]. 

y+z 

2. Calcule l (x - z)zds, donde res la porción de curva y= x2 contenida en 

el plano z = 2 de extremo inicial (1; 1; 2) y extremo final (2; 4; 2). 

3. Calcule f 
2 

d~ '), si res la curva descrita por lr X +Y + Z 

r( t) = ( cos t; sen t; 2t), t E [O; 27r]. 

4. Evalúe l ,/2y2 + z2 ds donde res la intersección de las superficies 

x2 + y2 + z2 = ª2, x = y. 

5. Un alambre delgado se dobla en forma de semicírculo x2 + y2 = 4, x ~ O. 
Si la densidad lineal es una constante k, encuentre la masa y el centro de 
masa del alambre. 
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6. Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de y= 4-x2 , O~ x ~ 2 
si la densidad es f (x; y) =y. 

7. Suponga que un alambre tiene la forma de la curva r contenida en el primer 

{ 
z = J 4 _ x2 _ y2 

octante, r : 2 2 2 
. Si en cada punto de r su den-

x +y = X 

sidad lineal es descrita por la función f (x; y; z) = xy + 2y, hallar la masa 
der. 

8. Encuentre la masa y el centro de masa de un alambre en forma de la hélice 

x = t, y= cos t, z =sen t, O~ t ~ 27r 

si la densidad en cualquier punto es igual al cuadrado de su distancia al 
origen de coordenadas. 

9. Calcule 1r lzl ds siendo r la curva arriba del plano xy que resulta de la 

intersección de la superficie x2 + y2 + z2 = 2(x +y) con el plano x +y= 2. 

10. Un alambre tiene la forma de la curva r : { 2 x2 2 = Y
2 

y su 
X +y +z = 

densidad es f (x; y; z) = 2 - z. Calcule la tercera coordenada del centro de 
masa del alambre. 

11. Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la intersección de las 
gráficas de las ecuaciones x 2 + y2 + z2 = 1, y = z, si su densidad es 
J(x; y; z) = x2

. 

12. Sea r la curva descrita por r(t) = (tcost;tsent;t2 ), t E (0 ;7r]. 

a) Calcule la integral de línea 1r v' x2 + y2 ds . 

b) Encuentre la ecuación de la superficie que contiene a la curva r. 

c) Esboce la gráfica de la curvar. 

13. Determine la primera coordenada del centro de masa de un alambre que 

{ 
x2 + y2 z2 

tiene la forma de la curva r : x + 
2

z 
1 

, si su densidad es dada 

por J(x; y; z) = J3 + 6y2. 

14. Pruebe que si la curva r es dada en coordenadas polares, es decir r : r = 
r(B), siendo 01 ~e~ B2, entonces la integral de línea de J (x ; y) sobre res 

f f ds = fº
2 

f(rcosB;rsenB) J(r(B)) 2 + (r'(B)) 2 dB. 
lr le1 
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{ 
x2 + y2 = 1 

15. Un alambre tiene la forma de la curva r : , donde 
z = xy 

x 2: O, y 2: O, z 2: O, y en cada punto (x; y; z) E r su densidad es descrita 
por la función f(x; y; z) = Jl + (x2 - y2)2. Calcule la masa del alambre. 
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1.3. Integral de línea de campos vectoriales 

Campos vectoriales 

Sea U un conjunto abierto de JRn, un campo vectorial sobre U es una función 
F que asigna a cada punto x = (x1; x2; ... ; Xn) en U un vector n - dimensional 
F(x1; x2; ... ; xn ), esto es un campo vectorial en U es una función de la forma 

f': u ]Rn 

X F (x ) 

Observa que son estas la clase de funciones que se utilizan en fís ica para repre­
sentar fuerzas, campos de fuerzas, gravitacional, eléctrico, magnéticos, etc. 

Para representar gráficamente un campo vectorial se eligen puntos P E U, 
con U e JRn , y se evalúa el campo F en esos puntos, luego se dibujan los vectores 
F (P ) usando P como extremo inicial, tal y como se muestra en la siguiente figura: 

Fig. 1.28 Representación gráfica de un campo F sobre U~ JRn . 

Ejem plo 30. Represente gráficamente el campo vectorial F(x ; y) = (1; 1) . 
En este ejemplo el campo vectorial F está definido sobre JR.2 , de tal manera que 
a cada punto del plano le corresponde el vector (1; 1) . 

Punto (x; y) (O;O) (2; 1) (1;2) (1 ; 1) (-2; 2) (-2; 1) (-1;-2) (1 ; - 1) (2; -2) 

Vector F(x; y) (1; 1) (1 ; 1) ( 1; 1) (1; 1) (1; 1) ( 1; 1) (1; 1) ( 1; 1) (1; 1) 

Cuadro 1.1: Tabla 1. 
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y 

-1 -i - ---;7 T 
IZL-- --V-z 

::::c :::¡----;x-----1----
~~~~~--,;,.~~--..~~~~~T-~~-!----X 

Fig. 1.29 Representación gráfica de un campo F para los valores de la tabla l. l. 

y 

// // / //2 // // / 
? // 

/ / / 
/ / // / // ,/" 

/ // // / 
/ 1 

,,./ // ,,./· /" 

,/·' // / // / // .. / ·" / 
// ,,./· // ,./· // ,./ ·· // / 
-.'Y /" -1 / //º // /r / ?-/ X 

/ .. / / 

,./' // ,/' /" / // ,/· // 

/l' / ./l' /1 
/ 

// // /? ,,/ 

// / / ,./ ·· // ,/" // / 
// /? / /~2 // /" //. / 

Fig. 1.30.a Representación gráfica del campo F(x;y) = (1;1). 

Ejemplo 31. Dado el campo vectorial F(x; y) = (x; y). 

a) Represente gráficamente el campo F para los valores que se indican en la 
siguiente tabla 

Punto (x; y) (-1; O) (1;1) (2; 1) (1;2) (-1 ; O) (-1;1) (0;-1) 

Vector F(x; y) . . . . . . . .. . .. . .. ... . .. 

Cuadro 1.2: Tabla 2. 

b) Represente gráficamente el campo F. 
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Solución: 

a) Se deja como ejercicio al lector. 

b) 

y 

/ / / / 

I / / / 
-.......... '-.... '- \ \1 / I / / ,,/"' //-----
3- ;l - ,, o 

~ - 1. ~ 

--- - / ,,, 
' ....... --- ---,,/"' / / I J-l \ \ " '-.... ............ 

/ / / I \ '\ "'.. '-..... 

/ / / / f-2 \ \ "' "'... 

X 

Fig. 1.30.b Representación gráfica. del campo F( x; y) = (x;y) . 

Ejemplo 32. El campo de fuerzas asociado a las cargas q y q1 , colocando a q en 
el origen de coordenadas, viene descrito por 

--+ qq1--+ 
F (X; y; z) = k d2 V 

donde, q, q1 son las magnitudes de las cargas, 
( x; y; z) son las coordenadas de q1, 
d es la distancia que separa las cargas, 
k = 8,9874,109 N.m2 / c2 es la constante universal (en el vacío) y 

1 
iJ = ( x; y; z) es el vector unitario radial cuyo sentido dependerá si Jx2 + y2 + z2 
las cargas son de signos iguales u opuestos. 
Por ejemplo, si q y q1 tienen cargas iguales a 1 Coulomb y q1 se ubica en el punto 
(1; 3; 2) entonces la fuerza eléctrica sobre q1 viene dada por 

F (1·2·3)= k (1;3;2) = ~(-1_ . _3_ . _2_)N ' ' v1 2 + 32 + 22 vl 2 + 32 + 22 VI4 /14' /14' /14 

llFll = 8, 9874 X 10
9 

N 
VI4 

en la dirección del vector ( 1; 3; 2) . 
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Ejercicio: Bosqueje la gráfica de F en el caso que q y q1 tengan cargas opuestas. 
Observa que el campo de fuerzas descrito en el ejemplo anterior está definido sobre 
IR.3 - {(O; O; O)}, esto es F: U = IR.3 - {(O; O; O)} -----7 IR.3 . 

Ejemplo 33. Campo de velocidades generado por la rotación de un 
plano alrededor de un punto fijo con velocidad angular constante. 
La función F: IR.2 

-----7 IR.2 , F(x; y) = (- y; x) define un campo vectorial en IR.2 y 
procediendo en forma similar a los ejemplos 30 y 31 se obtiene su representación 
gráfica: 

y 

/ / 
2 

'\. '\. / / - - ' "-
/ / / / - - ' "- '\. '\. 
/ / / / --1 - ' "- '\. '\. 

/ / / ,/ - - ' \ \ \ 
I I I I ' ' \ \ \ \ 

-2 \ -1 o 1 /2 
X 

\ \ \ ' 
, I I I 

\ \ '\ ' - - / / / / 
'\. '\. "- ' ..._ -1 -- / / / / 
'\. '\. "- ' - - / / / / 
'\. '\. "- ' - / / / / 

-2 

Fig. 1.31 Representación del campo F(x;y) = (-y;x) . 

Ejemplo 34. La función F : IR.2 
-----7 IR.2 , F(x; y) = (x +y; -x +y) define un 

campo vectorial en IR.2 y procediendo en forma similar a los ejemplos anteriores 
se obtiene su gráfica: 

y 

Í 
14 

! /' .. --
/ 

2 / 

' \ ·-............. 

\ \ \ 
, __ 

..... , 
-x 

4 
\ \ \ 

-4 -2 
... ,, .......... ,., 

............... , \ 
-2 

. ..-' 

,r' J 

__ ,., 
,,~4 / Í 

Fig. 1.32 Rcprc~cntación del campo F(x;y)=(x+y;-x+y). 
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Ejemplo 35. Campo gradiente Un ejemplo importante de campo vectorial es 
el campo proveniente de un campo escalar, llamado campo gradiente. Si f es 
diferencia ble en U, siendo U un subconjunto abierto de IRn, entonces el campo 
gradiente de f en U denotado por gradf o V f se define por 

V J(P) = Ux1 (P); Íx2(P); · · · ; Íxn(P)) 

a¡ . 
siendo P = (x1; x2; · · · ; Xn) y Íx· (P) = ~ (P), para i E {1; 2; · · · ; n }. 

i U Xi 

De esta manera, si J(x; y; z) = x2yz, entonces 

-- (ª! a¡ a¡ ) Vf(x;y;z) = Bx (x;y;z); By (x;y;z); f)z (x;y;z) 

= (2xyz; x2 z; x2y). 

Observa que si f(x; y; z) = x2 + 2y2
, entonces V f(x; y; z) = (2x; 4y; O). 

Procediendo en forma similar a los casos anteriores resulta que si 

1 
g(x; y; z) = exz + y arctan y - 2 ln(l + y2

), 

entonces 
Vg (x;y;z ) = (zexz;arctany;xexz ) . 
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Motivación para el estudio de la integral de línea de 
campos vectoriales 

Cuando una fuerza constante, en magnitud dirección y sentido, es la única 
que actúa sobre un objeto desplazándolo a lo largo de un segmento de recta una 
distancia d, entonces el trabajo realizado por la fuerza F se define como 

W=F·d 

¿Cómo calcular el trabajo realizado por un campo de fuerzas F no constante, si 
el objeto se mueve sobre una curva r? 
Para responder a esta pregunta supongamos que r es una curva regular en JR.3 

parametrizada por r: [a; b] -----7 JR.3 y que el campo de fuerzas f está representado 
por el campo vectorial F: U e JR.3 ----+ JR.3 continuo cuyo dominio contiene ar. 
Consideremos una partición P ={a= to; t1; · · · ; tn-1; tn = b} del intervalo [a; b], 
la misma que determina una nueva partición 

{r(a) = (r(to); r(t1); · · · ; r(tn-1); r(tn) = r(b))} 

de la curva r en porciones que denotamos por rk con extremo inicial r(tk-1) y 
extremo final r(tk), 

r(tk-1) 

( 
a=to tk-1 tk a= tn 

Fig. 1.33 

estas porciones pueden aproximarse por segmentos rectilíneos tangentes a la cur­
va, así conforme t varía de tk-1 a tk, la partícula se mueve de r(tk-1) a r(tk) y 
su vector de desplazamiento es 

~ 

!1sk = r(tk) - r(tk-1), 

entonces 
~ 

!1sk _ r(tk) - r(tk-1) 
!1tk - !1tk 

de manera que cuando 11tk ---+ O, obtenemos 

~ I 
!1sk ---+ r ( tk)11tk . 
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Por otro lado, como los rk, k E {1; 2; · · · ; n} se pueden hacer tan pequeños como 
se desee, para lo cual basta tomar n suficientemente grande, podemos aproximar 
la fuerza que actúa en la porción rk por la fuerza constante F(r(tk)), entonces 
el trabajo realizado por la fuerza constante F(r(tk)) a lo largo del segmento 
rectilíneo tangente a la curva en el punto correspondiente al extremo final del 
vector r(tk-1) viene dado por 

lo que constituye una aproximación del trabajo realizado por Fa lo largo de rk. 
Asimismo, la expresión 

n 

¿ F(r(tk)). r'(tk)~tk 
k=l 

proporciona una aproximación del trabajo total realizado por F a lo largo de r. 
Esta aproximación se mejora si la curva es dividida en porciones cada vez más 
pequeñas. Luego, definimos el trabajo W realizado por Fa lo largo de r como 

n 

w = lím ~ F(r(tk)) · r'(tk)~tk 
n->OO~ 

k=l 

siempre y cuando tal límite exista. A la expresión anterior se le denota por i F-di' 

y se le llama integral de línea de F sobre la curva r. 

La integral de línea del campo vectorial F sobre r se denota por i F ·di' 

y se define por 

f F. dr = lím t F(r(tk) · r'(tk)~tk 
Jr n->oo k=l 

siempre y cuando el límite exista, donde r: [a; b] ----t IR3 es una parametrización 
der. 
El siguiente resultado da condiciones suficientes para garantizar la existencia de 
integral de línea de campos vectoriales. 

Teorema 1.2. Sea r una curva regular en IRn, parametrizada por la función 
r = r(t), t E [a; b] y F : U ----t IRn un campo vectorial continuo en el conjunto 

abierto U e IRn que contiene ar, entonces existe i F ·di' y 

i f. di' = t F(r(t)). i'(t) dt. (1.5) 
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Observación 10. 

l. A diferencia de la integral de línea de campos escalares en la integral de 
línea campos vectoriales la orientación sí influye en la respuesta tal y como 
se verá más adelante. 

2. Bajo las condiciones del teorema 1.2, la función F(r(t)) · r'(t) es continua 
y por tanto integrable. 

3. Si la curva r es cerrada, la integral de línea i F · dT se denota por i F · dT. 

4. Existe una notación alternativa para las integrales de línea. 
Si P(x; y; z), Q(x; y; z) y R(x; y; z) son las componentes de un campo vec­
torial F en ffi.3 y r una curva regular en ffi.3 , parametrizada por la función 
r(t) = (x(t); y(t); z(t)), donde t E [a; b], entonces podemos escribir 

i F ·di= i P(x; y; z ) dx + Q(x; y; z) dy + R(x; y; z) dz. 

Recuerde que 

dx=x'(t)dt, dy = y'(t) dt, dz = Z I ( t) dt. 

Análogamente, si P(x; y) y Q(x; y) son las componentes de un campo 
vectorial F en ffi.2 y r es una curva regular en ffi.2 , parametrizada por 
r(t) = (x(t); y(t)) con t E [a; b], entonces 

i f ·di= i P(x;y)dx+Q(x;y)dy. 

Ejemplo 36. Sea F(x; y; z) = (x; y; z), calcule la integral de línea de F sobre la 
curvar definida por r(t) = (O; sen t; cos t), t E [O; 27r]. 
Solución: 

i F · dT= [n F(r(t)) · T'(t) dt 

{27f 
= lo F(O; sen t; cos t) · (O; cos t; - sen t) dt 

{27f 
= lo (O; sen t; cos t) · (O; cos t; - sen t) dt 

=o. 
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Ejemplo 37. Calcule i x dy - y dx, siendo r la circunferencia de radio a, cen­

trada en el origen de coordenadas y orientada en sentido antihorario. 
Solución 

Parametrizamos la curvar : r(t) = { x(t) 
y(t) 

entonces 

acost 
asent 

i x dy - y dx = 12

" x(t)y' ( t) dt - y(t)x' (t) dt 

t E [O; 2n], 

= 12

" [(a cos t)( a cos t) - (a sen t)(-a sen t)J dt 

= 12" ª2 dt 

= 2na2
. 

Pregunta: 
La función s ( t) = (a sen t; a cos t), t E [O; 2n] también parametriza a r pero con 

una orientación contraria a la pedida. Calcule la integral i x dy - y dx usando 

esta última parametrización y compare con el resultado anterior. ¿Cuál es su 
conclusión? 

Ejemplo 38. Sea el campo F : JR2 ~ JR2 con F(x; y) = (x +y; x - y) y r la 

curva parametrizada por r : [O; 2 J -> IR 2 , r ( t) = ( t; 2t), calcule ir F . df. 

Solución 

hx + y) dx + (x - y) dy = [ [x(t) + y(t)] x '(t) dt + [x(t) - y(t)] y'(t) dt 

= [ [ (t + 2t) ( 1) + ( t - 2t) ( 2) J dt 

= 12 

tdt = 2. 

Ejemplo 39. Calcule ir (y-z)dx+(2x+z)dy+(x+y)dz donde r está parametriza­

da por r ( t) = ti + 2tj + t 2k, o :::; t :::; 1. 
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Solución 
Siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo anterior tenemos que 

ir (y - z)dx + (2x + z )dy + (x + y)dz = [ (2t - t2
) dt + (2t + t2 )(2 dt) + (t + 2t)(2t 

= fo1 

(7t2 + 6t) dt 

16 
3 

Ejemplo 40. Calcule ir 2x dx + (y + z) dy + dz doude r es intersección de las 

superficies y = x 2 , z = 2 - x 2 - y2 contenida en el primer oct ante. 
Solución 
Parametricemos r eligiendo X = t , de esta manera tenemos que 

i(t) = (t ; t 2
; 2 - t2 

- t4
) , t E [O; 1], 

En la figura 1.34 se exhibe la gráfica de r . 
z 

y 

X 

Fig. 1.34 Gráfico de curvar. 

Luego, 

ir 2x dx + (y + z ) dy + dz = [ 2t dt + ( 2 - t 4) ( 2t dt) + ( - 2t - 4t3) ( dt ) 

11 5 3 2 
= ( 4t - 2t - 4t ) dt = - . 

o 3 

Ejemplo 41. Calcule ir F ·di, donde Í'(x; y; z ) = (xy; yz; xz ) y la curvar es 

la intersección de las superficies x 2 + y2 = 1, x +y + z = 1, recorrida en sentido 
antihorario vista desde la parte positiva 8 del eje z. 

8 En adelante, entenderemos que una curva es vista desde la parte positiva del eje z si es vista 
desde el punto (O; O; z) para z > O tan grande como se quiera. De manera análoga, se puede 
decir que una curva es vista de la parte positiva del eje x o del eje y. 
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Solución 
Parametricemos r por la función 

{ 

x(t) = cost 
r : r ( t) = y ( t) = sen t 

z ( t) = 1 - cos t - sen t 

Sea I = i xy dx + yz dy + xz dz, entonces 

, t E [O; 27r]. 

{27r 
I = l o cos t sen t(- sen t dt) +sen t(l - cos t - sen t)(cos t dt)+ 

+ cos t(l - cos t - sen t) (sen t - cos t) dt 
{27r 

=lo (-3sen2 tcost+2sentcost-sentcos2 t-cos2 t+cos3 t) dt 

= -7r . 

Sea r: [a; b] ----+ IRn la parametrización de una curva regular r, diremos que 
la función s : [e; d] ----+ IRn es una reparametrización de la curva r, si existe 
una función 

<p : [e; d] ----+ [a; b] 

inyectiva de clase C 19 tal que ro(t) = r(<p(t)). La función <p se denomina cambio 
de variable. 

Ejemplo 42. El segmento de recta de extremos (1; 1; 2), (2; 3; 1) está parametriza­
do por r(t) = (1+t,1+2t,2 - t), t E [O; 1]. 
Por otro lado, la función 

s(t) = (2 - t; 3 - 2t; 1 + t), t E [O; 1] 

es una reparametrización de la curva r, pues existe una función <p : [O; 1] ----+ [O; 1] 
inyectiva de clase C1 ' definida por <p(t) = 1 - t que cumple 

s(t) = r(<p(t)) = r(l - t). 

Geométricamente srecorre el segmento de recta entre (1; l; 2) y (2; 3; 1) en sentido 
contrario al descrito por la gráfica de r. 

9 Diremos que una función f : U e IR.n ---+IR. es de clase C 1 sobre U si y solo si sus derivadas 
parciales existen y son continuas sobre U. 
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Observación 11. 
Sea s: [e; d] ~ JRn una reparametrización de la curva r y sea r: [a; b] ~ JRn 
una parametrización de r siendo <.p: [e; d] ~ [a; b] el cambio de variable, entonces 
como <.p es inyectiva y continua tenemos uno de los casos siguientes: 

a) <.p (e) = a y <.p ( d) = b. 

b) <.p (e) = b y <.p ( d) = a. 

En el primer caso, diremos que s ( ó <.p) preserva la orientación y, en el segundo 
caso, que s ( ó <.p) invierte la orientación. 

Sir: [a; b] ~ JRn es una parametrización de una curvar, la función 

s: [a;b]-+lRn, s(t) =f(a+b-t) 

es una reparametrización de r' esto es, ses otra parametrización de r que invierte 
la orientación y se le denota por - r. 
Observemos que en este caso s(a) = r(b) y s(b) = r(a), es decir, s recorre la 
misma curvar pero en sentido contrario. 

Ejemplo 43. Sea la curvar parametrizada por r(t) = (1- t; 1+t;2t), t E (O; 1], 
entonces -r viene parametrizada por s: [O; 1] ~ JR3

, con 

s ( t) = r ( 1 - t) = ( t; 2 - t; 2 - 2t). 

Notemos que s(O) = r(l) = (O; 2; 2) y s(l) = r(O) = (1; 1; O). 

Propiedades de la integral de línea 

Considerando las condiciones del teorema 1.2, las integrales de línea se evalúan 
en términos de las integrales definidas de funciones reales de variable real, luego 
comparten algunas propiedades. 

Propiedad 1: 

Sea U un conjunto abierto de ]Rn y F : U ~ ]Rn un campo vectorial continuo. Si 
runa curva regular parametrizada por r= r(t), t E [a;b] y s= s(u), u E [c;d] 
es una reparametrización de r que preserva la orientación, entonces 

l F-dS= l F-dr 
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Prueba. 
Como s = s (u) es una reparametrización de r que preserva la orientación, en­
tonces existe una función 

<p : [e; d] ---r [a; b] 

inyectiva y de clase C1 tal que s ( t) = r ( cp( t)) con cp( e) = a y cp( d) = b. 
Luego, 

ir F. dS = t F (S (t)). S'(t) dt 

= t f (f' (cp(t))) . (f' o cp)' (t) dt 

= t f (f'(cp(t))). (f' o cp)'(t) dt 

= t f (f'(cp (t))) . f'' (cp(t)) cp' (t) dt. 

Haciendo u = cp(t ) tenemos que du = cp' (t ) dt. Por lo tanto, 

ir F · dS = t F(f' (u)) · f' '(u)(du) 

=ir f . df'. 

Propiedad 2: 

Sea F : U ---r IRn campo vectorial continuo sobre el abierto U de IRn, y sea r 
una curva regular parametrizada por r : [a; b] ---r IRn tal que r = r([a; b]) e U , 
entonces 

f f' . dr = - f f' . dr 
1-r lr 

donde - r representa la curva r pero con orientación contraria. 
Prueba. 
Como r: [a; b] ---r IRn es una parametrización de r , entonces una parametrización 
de-res 

s: [a;b] ---r IRn, s(t) = r(a + b-t) . 

Luego, s'(t) = -r'(a + b - t), entonces 

f f' . ds = lb f' ( s ( t)) . s' ( t) dt J_r la 

= t f(f'(a + b - t)) · [-f''(a + b- t)] dt. 
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Haciendo u= a+ b - t tenemos que du = - dt. Por lo tanto, 

f f. dr= - fª f(r(u)). r'(u)(-du) 
1-r Jb 

= - t F(f'(u}) · f''(u}du 

=- f/·df'. 

Observación 12. La propiedad anterior sigue siendo válida para curvas regulares 
por partes. 

Propiedad 3: 

Sean f : U ----t JRn campo vectorial continuo sobre el abierto U de JRn , y r una 
curva regular por partes, donde r = r1 u r2 u ... u r m1 entonces se cumple 

f f. dr = f f. dr1 + f f. dr2 + ... + f f. df'm. 
lr lr1 lr2 lr rn 

Ejemplo 44. Calcule 1r (x + 3y + 2z}dx + (2x + z)dy + (x - y}dz, siendo r el 

triángulo de vértices A(2; O; O), B(O; 3; O) y C(O; O; 1) orientado en sentido antiho­
rario visto desde el origen de coordenadas. 
Solución 

X 

z 

-~Y 
3 

Fig. 1.35 Gráfico de la curva f=f¡uf2uf3 . 

Como res un triángulo, es una curva regular por partes, podemos descomponerla 
como unión de curvas regulares, sus lados, donde 

f 1 : x = 2t, y = 3 - 3t, z = 0, para t E [0; 1]. 
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Luego, 

r2: x = 2 - 2t, y= 0, z = t, para t E [0; l]. 

r3: x=0,y = 3t,z=l-t, paratE[O;l]. 

f (x + 3y + 2z)dx + (2x + z)dy + (x - y)dz = { 
1 

(9 - 7t)(2 dt) + ( 4t)(-3 dt) 
lr1 lo 

= [ (18- 26t) dt 

= [ 18t - 13t2
]: = 5. 

f (x + 3y + 2z)dx + (2x + z)dy + (x - y)dz = f
1 

(2)(-2 dt) + (2 - 2t) dt 
lr2 lo 

= [(-2-2t)dt. 

= -3. 

f (x + 3y + 2z)dx + (2x + z)dy + (x - y)dz = f\1 - t)(3 dt) + (-3t)(- dt) 
Ír3 lo 

= fo 1 

3dt = 3. 

Luego, 

Propiedad 4: 

Sean F, G : U -----+ JR.n campos vectoriales continuos sobre un conjunto abierto 
U de JR.n y r una curva regular por partes parametrizada por f: [a; b] -----+ ]Rn tal 
que r = r( [a; b]) e u, entonces se cumple 

i ( mF + nÓ) · di = mi F · di+ ni G · di, para m, n E R 
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Ejemplo 45. Calcule i ~: f~ si res el cuadrilátero con vértices A(l; O), 

B(O; 1), C(-1; O), D(O; -1) recorrido en el sentido antihorario. 
Solución 
Como en el ejemplo anterior, la curva r (rombo) es regular por partes y la pode­
mos describir como unión de curvas regulares (lados del rombo). Ver figura 1.36 

/ / / / 

/ / / / 

/ / / / 

/ / / 

/ / / 

/ -2 / 

/ / / 

/ / / / 

/ / / / 

/ / / / 

/ 

y 

~ 

/ 

/ 

/ 

-2 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ / / 

/ / / 

/ / / 

/ / 

/ / 

•• X 

/ 2/ 

/ / 

/ / / 

/ / / 

/ / / 

Fig. 1.36 Gráfico de la curva r = r AB u r BCU r CD u r CD. 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

/ 

...... ( 1 1 ) De la expresión dada tenemos que F(x; y) = lxl + IYI; lxl + IYI ' en-

tonces 

i dx + dy 1 ...... 1 ...... 1 ...... 1 ...... 
1 1 1 1 = F . dri + F . dr2 + F . df3 + F . df4 

r x + Y rAB rBc rcv rvA 

donde, 

I'AB: f1(t) = (1 - t; t), t E [O; 1]. 

I'sc: f2(t) = (-t; 1 - t), t E [O; l]. 

I'cD: r3 ( t) = ( t - 1; -t), t E [O; 1]. 

I'DA: T4(t) = (t; t - 1), t E [O; l]. 
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Luego, 

I AB = r F . dr1 = r 1 
F ( 1 - t; t) . ( -1; 1) dt 

lrAB lo 

= [ C1-t~+ ltl ; 11-t~+ltl) ·(-l;l)dt=O. 

!Be= r F. dr2 = f
1

F(-t;1 - t). (-1; -1) dt 
lrBc lo 

¡1 
( 1 1 ) = . . ( -1 · -1) dt = - 2 

o 1- ti+ 11 - ti' 1- ti+ 11 - ti ' . 

I e D = r F . dr3 = r 1 

F ( t - 1; -t) . ( 1; -1) dt 
lrcD lo 

1
1 

( 1 1 ) = . . (1 · -1) dt = o 
o lt - 11 + 1 - ti' lt - 11 + 1 - ti ' . 

1DA = r f. df4 = f 1 F(t; t - 1). (1; 1) dt 
lrBc lo 

= l Ct1 + ~t-11; ltl + ~t-11). {l;l)dt = 2. 

Por lo tanto, 
J dx + dy = 0 Jr lxl + IYI . 
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Aplicación de la integral de línea de un campo vectorial 

Trabajo 
Se ha visto anteriormente que el trabajo realizado por el campo de fuerzas F a 
lo largo de la curva r parametrizada por r = r(t), t E [a; b] para trasladar una 
partícula desde r(a) hasta r(b) se define como 

w =Ir F-di. 

Ejemplo 46. Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas definido 
por F(x; y) = xi + (y+ 2)j al mover una partícula a lo largo de un arco de la 
cicloide parametrizado por 

r( t) = ( t - sen t) i + (1 - cos t)j , t E [O; 2'n-]. 

Solución 

W = fr F-di 

=Ir X dx +(y+ 2) dy 

{2?T 
= J 

0 
( t - sen t ) ( 1 - cos t ) dt + ( 1 - cos t + 2) sen t dt 

{2?T 
= J 

0 
( t - t cos t + 2 sen t ) dt 

[
1 ]27T = 2t2 

- 3 cos t - t sen t 
0 

e integrando por partes obtenemos 

= 2 7r2. 

Ejemplo 47. Sea F el campo vectorial en IR3 definido por F (x; y; z) = xi+ yj +zk 
y sea r la curva parametrizada por r(t) = (t + 1; t2 ; 2t + 3), con t E [O; l]. Cal­
cule el trabajo realizado por f' a lo largo de r. 
Solución 
De la parametrización dada es claro que r'(t) = (1 ; 2t; 2), o de manera equivalente 
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r'(t) = i + 2tj + 2k. Luego, 

1r f' ·di'= l f'(i(t)) · T'(t) dt 

= l Í'(t + 1; t2
; 2t + 3). (i + 2tj + 2k) dt 

= l ( (t + 1) i + t2 j + ( 2t + 3) k) . ( i + 2tj + 2k) dt 

= fo 1

(2t3 +5t + 7) dt = 10. 

Ejemplo 48. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza F(x; y) 
(y; -x) que actúa sobre una partícula que se mueve sobre el arco de parábola 
x = 4 - y2 , sabiendo que el recorrido se inicia en el punto (-5; 3) y termina en el 
punto (O; 2). 
Solución 
Una parametrización para el arco de parábola descrito en el problema es 

r: r(t) = { x = 4 - t2 
y = t 

para t E [-2; 2]. 

Sabemos que el trabajo realizado por f' sobre r se define por W = 1r f ·di'. 

Luego, 

W = lrydx - xdy 

= l>(-2t dt) - (4 - t2
) dt 

= - J_2

2 ( t2 + 4) dt 

64 

3 

e 1 1 ¡ -4xy dx + 2 ( x 2 - y2 - 1) dy 
Ejemplo 49. a cu e ------------- , donde r es la 

r (x2 + y2 - 1)2 + 4y2 - (x2 + y2 - 1) 
curva plana x2 + y2 = 2x recorrida en sentido antihorario. 
Solución 

Sea I = 1r P(x; y) dx + Q(x; y) dy donde, 

-4xy 
P(x·y) - ----------

' - ( x2 + y2 _ 1) 2 + 4y2 _ ( x2 + y2 _ 1) 
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y 

Q(x;y)=, ~ ~ 2~:2-y~ - l) 
i ....... - ~ • 

Al completar cuadrados en la ecuación que describe a la curva r tenemos que 
(x - 1)2 + y2 = 1, cuya parametrización es dada por 

{ 
x(t) = 

r : r(t) = y(t) = 

Luego, 

1 + cost 
sent 

, t E [O; 27r]. 

P(x; y) dx = 4 sen2 t(l + cos t) 
2cost + 4 

y Q ( x; y) dy = 2 cos t ( 2 cos t + 2 cos2 t _ 1) 
2cost + 4 

de manera que al sumar estas expresiones obtenemos Pdx + Qdy = l. Por lo 
tanto, 

{27r 
I = Jo dt = 27r. 

Ejemplo 50. Dado el campo de fuerzas F(x; y; z) = (x2; y2; z). Halle el trabajo 
realizado por F para trasladar una partícula desde el origen de coordenadas hasta 

{ 
x 2 + y2 = 2z 

el punto (2; 2; 4) a lo largo de la curva r : 
z = xy 
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Solución 
Observe que r está descrita como la intersección de un paraboloide circular con 
un paraboloide hiperbólico, pero también puede definirse como 

x2 + y2 

z 
2xy 
xy 

que en forma simplificada resulta r . { X = y , es decir, r resulta de la 
z - xy 

int ersección de un plano con un paraboloide hiperbólico, de est a manera es más 
sencillo definir una parametrización parar: x(t) = y(t) = t, z(t) = t2 , esto es, 

r (t) = (t; t; t2
), t E [O; 2]. 

Luego, 

Ejemplo 51. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas 

F(x ; y; z) = (ln(l + z2); z2 - x2; x2 - y2) 

para desplazar una partícula desde el punto (2; v'2; J2) hasta el punto (2; -J2; J2) 

{ 
x2 + y2 + z2 8 

a lo largo del camino más corto sobre la curva y2 + z 2 = 
2

x . 

Solución 

La curva r también puede definirse como: { X y2 + z2 
definir r facilita su parametrización: 

r(t) = (2;2cost;2sent), t E ¡~; 37r]. . 4 4 
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Luego, 

W =ir ln(l + z2
) dx + (z2 

- x2
) dy + (x2 

- y2
) dz 

37!" 

= l' [( 4sen2 t - 4)(-2 sen t) + (4 - 4cos2 t)(2cos t)] dt 
4 

311" 

= l' (-8sen3 t + 8sen t + 8 cos t - 8cos3 t) dt 
4 

311" 

[
8 8 8 8 l 4 = - sen2 t cos t - - cos t + - sen t - -

3 
cos2 t sen t 

3 3 3 - 7l" 

4 

4v'2 
3 

Ejemplo 52. Dado el campo de fuerzas F(x; y; z) = (xz; y+ z; x). Calcule el 
trabajo realizado por este campo para trasladar una partícula desde el punto 
A(l; O; O) siguiendo la curva cerrada r, ubicada en el primer octante, que se 
obtiene al intersecar la superficie x2 + y2 = (z - 1 )2 , z :::; 1, con los planos coor­
denados, _ si r es recorrida en sentido antihorario cuando es vista desde la parte 
positiva del eje z. 
Solución 

--- -·······'" "ºº '"" y 

X 

Fig.1.37 Gráfico de la curva f=f1uf2uf3. 

Cuando intersect amos la superficie con los planos coordenados en el primer 
octante la curvar obtenida es una curva regular por partes como se muestra en 
la figura 1.37, es decir, r = f1 u f2 u f3. Luego, 
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w = f f. dri + f f. dr2 + f f. dr3, 
lr1 lr2 lr3 

donde ri: r1(t) = (cost;sent;O), t E [O;~], entonces 

r F . dr1 = { ?!¡ F( cos t; sen t; O) . (-sen t; cos t; O) dt 
lr1 lo 

= 1"' (O; sen t; cos t) · (-sen t; cos t; O) dt 

= 1"' sen tcos t dt 

1 

2 

r2: r2 (t ) =(O; 1; O)+ t (O; -1; 1) =(O; 1 - t; t ), t E [O; 1], entonces 

r F. dr2 = f 1 F(O; 1 - t; t ) . (O; - 1; 1) dt 
lr2 lo · 

= fo\o; l ;t) · (O; - l; l)dt 

= [ (t- 1) dt 

1 

2 

r 3 : r3(t) =(O; O; 1) + t(l ; O; -1) = (t; O; 1 - t) , t E [O ; 1], entonces 

r F ·df3= f
1
t(t;o;1-t) · (l;o;-1)dt 

lr3 lo 

1 
Por lo tanto, W = - 3. 

= fo\t-t2;1-t;t). (1;0;-l)dt 

= 1\2t -t2 
- 1) dt 

1 

3 

La siguiente observación establece la relación entre la integral de línea de un 
campo vectorial con la integral de línea de un campo escalar. 
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Obser vación 13. 

1. Sea F un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene a una curva 
regular 
r : r(t) = (x(t); y(t); z(t)), t E [a; b], sea T un vector tangente unitario a 
r en cada punto, entonces F · T es la componente de F en la dirección del 
vector tangente unitario a r' luego 

i F · di'= i f.fds, (1.6) 

_,, ( t) 
en efecto, sea T(t) = 11 ~ 11 ,\ 11 el vector tangente unitario de r , entonces 

por el teorema 1.2 tenemos 

i F . di'= t f(T (t)) . T'(t) dt 

= t f(T(t)) · f(t) ll f''(t) li dt 

{b __, _, 
=la F · T ds. 

F 

Fig. 1.38 

Cuando F representa un campo de velocidad de un fluido, el producto 
f =F. Tes la componente tangencial de la velocidad, y la integral de línea i F . f ds es llamada integral de flujo de F a lo largo de la curva r. 

2. La expresión 1.6 permite aplicar el concepto de integral de línea de un 
campo vectorial en diferentes situaciones: 
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a) Si en cada punto P de la curva r el campo F es perpendicular a la 

recta tangente ar en P, la integral de línea fr F ·di' es cero. Es decir, 

si F representa un campo de fuerzas, el trabajo realizado por F a lo 
largo de r será nulo. 

Ejemplo 53. Dado el campo de fuerzas F(x; y) = (x; y), entonces el 
trabajo que realiza este campo para trasladar una partícula siguiendo 
la curva 
r: r(t) = (acost;asent; ) con t E [0;27r] es 

W = 1r X dx + y dy 

= fo2

" [(a cos t) (-a sen t) + (a sen t)( a cos t)] dt 

= ÜC> 

b) La integral i F · di', mide la tendencia del fluido de circular alrededor 

de r y es llamada circulación de Fa lo largo de la curvar. Es decir, 
si res una curva plana y el campo de velocidades es perpendicular al 
plano que contiene r' la circulación será nula. 

3. Suponga que r = T(t), t E [a ; b] determina la posición de una partícula 
en el instante t que se mueve por acción del campo de fuerzas F, entonces 
iJ(t) = r'(t) y v'(t) = r"(t) son respectivamente, la velocidad y la ace­
leración de dicha partícula. La segunda Ley de Newton, establece que la 
fuerza F en el punto r(t) es igual al producto de la masa m por la ace­
leración, es decir, F(r(t)) = miJ'(t)' luego al multiplicar escalarmente am­
bos lados de la igualdad por r'(t), obtenemos 

es decir, 

F(r(t)). r'(t) = mv'(t). r'(t)' 

F(r(t)). r'(t) = mv'(t) . v(t) = ~mdd (v(t). v(t))e> 
2 t 
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Luego, 

En otras palabras, 

fr F. di'= t F(r(t)). r'(t) dt 

i rb d 
= 2m la dt (llv(t) 11 2

) dt 

= [~mlli7(t)ll 2 J:. 

W = ~mllv(b)ll 2 
- ~mllv(a)ll 2 · 

Esto significa que el trabajo necesario para mover una partícula de masa m 
a lo largo de la curvar desde el punto A = r(a) hasta el punto B = r(b), 
por la acción del campo de fuerzas F, es igual a la diferencia de la energía 
cinética en dichos puntos. 
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Ejercicios: Sección 1.3 

l. Calcule 3 , donde r: r(t) = (e2tcos(3t);e2tsen(3t)), donde ir xdx + ydy ~ 

r (x2 + y2)2 
t E [O; 27r]. 

2. Sea F(x, y) = (x2 + y)i +(y - x)j y consideremos las siguientes curvas r 1 , 

r 2 parametrizadas por 

r(t) = (t; t 2
), t E [o; 1], s(t) = (1 - 2t; 4t2 

- 4t + 1), 
1 

t E [O; 2]. 

Calcule r F. dry r F. ds. lr1 lr2 
3. Calcule ir (x 2 -y)dx + (x-y2 )dy, siendo r el segmento de recta de extremo 

inicial (1; 1) y extremo final (3; 5). 

4. Calcule el valor de la integral ir y dx + z dy + X dz donde r es la intersección 

de las superficies x2 + y2 +z2 = 2(x+y) y x +y = 2. Si además se sabe que 
la curva r es recorrida de manera que mirando desde el origen su sentido 
es horario. 

5. Sea r la intersección del paraboloide x2 + 2y2 = 4 - z con los planos 
coordenados en el primer octante. Halle el trabajo realizado por la fuerza 
F(x; y; z) = (y2

; x2 ; x3 y3 z3 ) para mover una partícula a lo largo de la curva 
r partiendo del punto (2; O; O) y recorriéndola en sentido horario visto desde 
el origen de coordenadas. 

6. Sea r la curva parametrizada por la función vectorial r( t) = (sen t; cos t), 

donde t E [O; 7r]. Calcule ir (y - x) dx + (x +y) dy. 

7. Si r es la curva definida por la ecuación lx l + IYI = 1, x :::; O y recorrida 
en sentido horario, halle 

ir (y - X) dx + (X + y) dy. 

8. Calcule ir (y+ z + eY )dx +(x + z )dy +(x + y)dz donde res la intersección de 

la superficie x2 + y2 + z2 = 2 con el plano y = x, sabiendo que es recorrida 
en sentido antihorario al observarla desde la parte positiva del eje x. 
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4x 

{ 

2x2 + y2 
9. Evalúe l ydx+(z-x)dy+xdz, siendo r: 2 1 2 r X + 2,Y = z 

en sentido antihorario, vista desde la parte positiva del eje z. 

10. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas 

recorrida 

_. ( 1 y X X xy) F(x;y;z)= 1--+-;-+ 2 ;- 2 ,x>O, y>O, z>O 
y z z y z 

para trasladar una partícula desde el punto A(3; V3; 2) al punto B(2; 2; 2v'2) 

{ 
x2 + y2 + z2 = 16 

a lo largo de la curva r : 2 2 4 
X +y = X 

11. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas 

F(x; y; z) = (6xy3 + 2z2; 9x2y2; 4xz + 1) 

para mover una partícula desde el punto P(2; O; O) hasta el punto Q(O; O; 2) 
siguiendo la curva r, que resulta de la intersección de la semiesfera 
x2 + y2 + z2 = 4, z 2: O con el cilindro x2 + y2 = 2x, si se sabe que r es 
recorrida en sentido antihorario si se mira desde el origen de coordenadas. 

12. Calcule el trabajo que realiza la fuerza F(x; y; z) = (x; y; z) para mover una 
partícula desde el origen de coordenadas hasta el punto ( 1; 1; J2) siguiendo 
la curva r' que resulta de la intersección de las superficies descritas por 
x2 + y2 = z2, y2 = x. 

13. Dado el sólido n = {(x;y; z) E JR3 : o::; X::; 1, o::; y::; 1, o::; z::; 1} y p 
el plano de ecuación x +y+ z = 2. Si r es la intersección de la superficie que 
limita n con el plano P, recorrida en sentido horario vista desde el origen 
de coordenadas, calcule la integral de línea del campo vectorial 

F(x; y; z) =ex i + xyj + z k. 

14. Sea F : JRn ~ JRn un campo vectorial continuo y r : [a; b] ~ JRn una 
parametrización de clase C1 de cierta curva. 

a) Si Fes perpendicular a f''(t) en r(t) para cada t E [a; b], demuestre que 

fr F. df= o. 

b) Si el campo vectorial Fes paralelo a f''(t) en r(t) para cada t E [a; b], 
es decir, F(r(t)) = >.(t)f''(t), siendo >.(t) > O para cada t E [a; b], 

demuestre que t F · df = /, llfllds. 
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1.4. Teoremas fundamentales para las integrales de 
línea 

En muchas aplicaciones aparecen fuerzas (campos vectoriales) para los cuales 
se cumple que el trabajo realizado para desplazar una partícula de un punto a 
otro es independiente de la trayectoria 10 de la part f cula. A estas fuerzas se les 
conoce como conservativas 11 • 

Ejemplo 54. Compruebe que el campo de fuerzas gravitacional es conservativo. 
Solución 
Asumamos que el campo gravitacional que act úa sobre una partícula de masa m 
ubicada en el punto (x; y; z) viene dado por 

F (x; y; z ) =(O; O; -mg) 

para m y g constantes. 
Consideremos, dos puntos A (x1; y1 ; z1) y B (x2; y2; z2) y una curva arbit raria r 
con extremos inicial y final A y B respectivamente, parametrizada por 

f(t) = (x (t) ; y(t); z(t)) , t E [a; b] 

m 

Fig. 1.39 

Así tenemos que r(a) = (x1; Y1; z1) y r(b) = (x2; Y2; z2). 
Calculemos ahora el trabajo realizado por el campo gravitacional F al trasladar 

1ºLínea descrita en el espacio por un punto en movimiento. 
ll Son las fuerzas que realizan el mismo trabajo entre dos puntos sin importar la trayectoria 

seguida. 
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la partícula de masa m del punto A al punto B a lo largo de r. 

W= frF·df 

= t (O; O; -mg)(x'(t); y'(t); z '(t)) dt 

= 1b -mgz'(t)dt 

= -mg 1b z'(t) dt 

= -mgz(t(
0 

= -mg (z(b) - z(a)). 

Luego, el trabajo es independiente de la curva r y en este caso solo depende de 
las diferencias de la altura entre los puntos A y B. 

A continuación veremos otros ejemplos de campos conservativos y no conser­
vativos. 

Ejemplo 55. Dado el campo f(x; y) = (xy; y2 ) evalúe la integral i F · df en 

los siguientes casos: 

a) r: r(t) = (t; t), t E [O; l]. 

b) r: r(t) = (t; t 2
), t E [o; 1]. 

c) r = ri u r2, donde la curva ri : r1 (t) 
r2: f2 (t) = (O;t), t E [O; l]. 

Solución 

a) 

(t; O), t E [O; 1] y la curva 

frF·df = ixydx+y2 dy 

= fo
1 

2t
2 

dt 

= 2~31: = ~. 
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b) 

c) 

l f .df'= l xydx+y2 dy 

= 11 

(t3 + 2t5
) dt 

= [~ + t:i: = 1~. 

Teoremas fundamentales 

f F . dr = f xy dx + y 2 dy + f xy dx + y 2 dy 
Ír Ír1 Ír2 

=o+ 11 

t2
dt 

1 

3 

Observemos que todas las curvas dadas anteriormente tienen el mismo punto 
inicial y el mismo punto final, luego estos resultados muestran que, en general 
una integral de línea depende de la curva sobre la cual se integra, es decir, el 
campo vectorial F de este ejemplo no es conservativo. 

Ejemplo 56. Dado el campo f(x; y) = (x; y) evalúe la integral l F · dT en los 

siguientes casos: 

a) r: r(t) = (t; t), t E [O; l]. 

b) r: r(t) = (t; t2
), t E [o; 1]. 

c) r = ri U r2, donde la curva ri : r1 (t) = (t; O), t E [O; 1] y la curva 
r2 : r2 (t) = (O; t), t E [O; l]. 

d) r : r(t) = (x(t); y(t)), t E [a; b], con x(a) = y(a) = 0 y x(b) = y(b) = 1, cuya 
gráfica es mostrada en la figura 1.40, 

67 



Pontificia Universidad Católica del Perú Teoremas fundamentales 

Solución 

a) 

b) 

e) 

y 

""' " \ \ \2 
"-.. '-.. '\ \ 

............ '-... ' 
..___ ..__ ' ' ' 

.:L - .:.1 "o 
1~ --- - / ,,, ¡ 1 ' 

....__ -- ---,,.,..--- / / / J-1 \ \ " '-.... ............. 

/ / / / J \ \ '\ '-... "'-.. 

/ / / I /-2 \ \ \ " ""' 
Fig. 1.40 

i F · di' = i x dx + y dy 

= 11 

2tdt 

= t21: =l. 

-X 

i F . di'= i X dx + y dy 

= 1\t + 2t3
) dt 

= [t2 + t4] 1 = l. 
2 2 o 

f F . dr = f x dx + y dy + f x dx + y dy 
lr lr1 lr2 

= 11 

t dt + 11 

t dt 

= t2 l 1 + t2 l 1 = l. 
2 o 2 o 
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d) 

fr F ·di'= t F(r(t)). r'(t) dt 

= t (x(t);y(t)) · (x'(t);y'(t)) dt 

= t [X ( t) X 
1 

( t) + y ( t) y 1 
( t)] dt 

= lb ~ [ x2 
( t) + y2 

( t) J ' dt 
a 2 

= ~ [x2(t) + y2(t)]~=a 
1 1 

= 2 [ x2 ( b) + y2 ( b) J - 2 [ x2 (a) + y2 (a) J 

= l. 

Las curvas consideradas anteriormente tienen los mismo puntos extremos, sin 
embargo a diferencia del ejemplo anterior las integrales de línea obtenidas sobre 
cada curva son iguales, esto significa que no dependen de la curva sobre la cual 
se integra, es decir, el campo de fuerzas F de este ejemplo es conservativo. 

En lo que sigue iniciaremos un estudio de las propiedades que tienen los 
campos de fuerzas llamados conservativos a fin de: 

• Poder reconocerlos sin necesidad de calcular expresamente la integral de 
línea. 

• Calcular su integral de línea conociendo apenas los extremos de la curva. 

• Determinar el valor de su integral de línea sobre un camino cerrado. 

Para ello debemos precisar algunos conceptos. 

Sea U un subconjunto de JRn, diremos que U es conexo (por caminos) si dos 
puntos cualesquiera de U pueden unirse mediante una curva totalmente contenida 
en U. 
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Ejemplo 57. 

a) 

Fig. 1.41 El conjunto U sombreado es conexo. 

b) 

Fig. 1.43 El conjunto sombreado no es conexo. 

Teoremas fundamentales 

Fig. 1.42 El conjunto IR2 es conexo. 

y 

~~~~+-~t-----+~~~~~-x 

Fig. 1.44 El conjunto sombreado no es conexo. 

Ejercicio: Señale cuáles de los siguientes conjuntos son conexos. 

a) 

y 

~~~~~~ ~~~~~~~--x 

Fig. 1.45 JR -{0}. Fig. 1.46 IR2 -{(0,0)}. 

b) U=IR3 -{(x;y;z): z =O}. 

c) U= {(x; y; z) E IR3
: 1:::; x 2 + y 2 + z2

:::; 4}. 
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Sea U un subconjunto conexo y abierto de JRn, y F U ~ JRn un campo 

vectorial continuo, diremos que la integral f f . di es independiente del 
lr1 

camino de integración en U, si y solo si 

para cualquier par de curvas r 1, r 2 en u que tengan los mismos extremos inicial 
y final. 

Q 

p 

Fig. 1.47 f F·dr= f F·dr para cada ·i, j. 
r, ri 

Sea U un subconjunto abierto y conexo de JRn , diremos que el campo vectorial 
continuo F : U ~ JRn, es conservativo en U si y solo si la integral de línea 

f f . di es independiente del camino de integración en u. 
lr1 
Ejemplo 58. Como ya hemos demostrado anteriormente, el campo gravitacional 

F(x; y; z ) =(O; O; -mg) 

y el campo F(x; y) = (x; y) son conservativos en JR3 y JR2 respectivamente, pues 
la integral de línea de F entre dos puntos cualesquiera no depende de la curva 
que los une. 

Ejemplo 59. Compruebe que el campo vectorial F(x; y; z) 
conservativo en JR3 . 

Solución 

(2xy; x2
; 1) es 

Debemos demostrar que F tiene integral independiente del camino de integración 
en JR3 , para esto consideremos una curva arbitraria r e JR3 de extremos inicial y 
final A y B respectivamente, parametrizada por 

i(t) = (x(t); y(t); z(t)), t E [a; b]. 
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Luego, 

ir Í'·di'= ir 2xydx+x2 dy+dz 

= t [2x(t) y(t) x 1 (t) + x2 (t) y 1(t)+z 1 (t)] dt 

= t [(x2(t) y(t))' + z '(t)] dt 

= [x2 (t)y(t)+z(t)J: 

= x2(b) y(b) + z(b) - x2(a)y(a) - z(a) . 

Por lo tanto, como esta integral no depende del camino de integración en r, el 
campo dado es conservativo en JR.3 . 

En el ejemplo anterior hemos visto que 

• Evaluar la integral de línea de un campo vectorial F se redujo a evaluar la 
antiderivada de la función F(r(t)) r'(t) en los extremos de la curva. 

• F(x; y; z) = (2xy; x2 ; 1) es el gradiente del campo escalar f(x; y; z) = x2y+z 
esto es, V f = F. 

Pregunta: 
¿Será cierto que si un campo vectorial Fes el gradiente de algún campo escalar 
f, entonces Fes conservativo? 
El siguiente teorema establece bajo qué condiciones la respuesta a esta pregunta 
es afirmativa. 

Teorema 1.3. Sean U e JR.n un subconjunto conexo y abierto, f : U -----+ lR. un 
campo escalar de clase C 1 tal que el campo F = V f, entonces 

ir f ·di'= f(B) - J(A) (1 .7) 

para cualquier curva regular r contenida en U y de extremos A y B. 

Prueba. 
Como U es un conjunto conexo, entonces existe una curva r : r = r ( t), para 
t E [a; b], donde A= r(a) y B = r(b). 
Definamos la función real de variable real 

H(t) = f(r(t)), t E [a; b]. 
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Aplicando la regla de la cadena obtenemos 

H'(t) = (f o T) '(t) 

= 8f(r(t)) . _ax_1(_t) + ... + 8f(r(t)) . _ax_n(_t) 
8x1 at 8xn at 

= v f(r(t)). r'(t). 
Por lo tanto, aplicando el teorema 1.2 obtenemos 

frF·di'= fr VJ-di 

= l V f(i(t)). T'(t) dt 

= lH'(t)dt 

= H(b) - H(a) 

= J(r(b)) - f (r(a)). 

En el caso que F = V f, la función escalar es llamada función potencial 
del campo F. Por ejemplo, para el caso del campo gravitacional, se tiene que 
J(x; y; z) = mgz es una función potencial para F(x; y; z) = (O; O; mg). 

Observación 14. 

l. El teorema 1.3 nos dice que si el campo vectorial Fes un campo gradiente 
continuo en un conexo abierto U, entonces el cálculo de la integral de línea i F · di' se reduce a evaluar Ja función potencial correspondiente en Jos 

extremos de Ja curva, lo que significa que i F · di es independiente del 

camino de integración en U, es decir, Fes conservativo en U. 

2. Si la curvar es cerrada, esto es r(a) = r(b) entonces, 

3. El teorema 1.3 sigue siendo válido si res una curva regular por partes. En 
efecto, si r es una curva regular por partes, entonces existe una partición 
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del intervalo [a; b) tal que para cada k E {l; 2; · · · ; m }, la curva rk que 
une los puntos: Ak-l = r(tk-1) con Ak = r(tk) es regular, con Ao = A y 
Am = B. Luego, aplicando el teorema 1.3 a cada curva rk obtenemos 

f v f · dr = f_ f v f · dr 
lr k=l lrk 

m 

= L[J(r(tk)) - J(r(tk-1))J 
k=l 

= [f(A1) - f(A)] + [f(A2) - f(A1)] + + · · · + [f(B) - f(Am-d] 

= f(B) - f(A). 

Ejemplo 60. Dado el campo vectorial F(x; y; z) = (z2 + 1; 2z; 2xz + 2y): 

a) Verifique que f(x; y; z) = xz2 + x + 2yz es una función potencial para F 
en IR3 . 

b) Calcule 1r F · df', siendo runa curva con extremo inicial (O; 1; O) y extremo 

final ( 1 ; 2; 3) . 

Solución 

a) Queda como ejercicio. 

b) De la parte a) tenemos que f (x; y; z) = xz2 + x + 2yz es un campo escalar 
de clase C 1 sobre JR3 que cumple 

V f(x; y; z) = F(x; y; z) para todo (x; y; z ) E IR.3 . 

Luego, por el teorema 1.3 tenemos 

1r F. df' = f (1; 2; 3) - f (O; 1; O) = 21. 

Observe que f(x; y; z) = xz3 +x+2yz+l0 es también una función potencial para 
F en IR3 . En general, un campo vectorial conservativo tiene infinitas funciones 
potenciales. El siguiente teorema afirma que dos . funciones potenciales de un 
mismo campo vectorial conservativo solo difieren en una constante. 

Teorema 1.4. Sea U un conjunto conexo y abierto en JRn. Sean f, g : U -+ IRn 
campos escalares dennidos en U cuyos gradientes coinciden en U, entonces ellos 
dineren en una constante, es decir existe una constante C tal que f = g + C. 
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En el teorema 1.3 hemos probado que el gradiente de un campo escalar con­
tinuo en un conexo y abierto U es un campo vectorial conservativo en U, en lo que 
sigue analizaremos el recíproco de este teorema, es decir, si un campo vectorial 
conservativo es el gradiente de un campo escalar. 

Sea F : U --7 ffi.n un campo vectorial continuo en un conjunto conexo y 
abierto, elijamos un punto Ao de U, y consideremos una curva regular por partes 
r B de extremo inicial fijo Ao y extremo final B, siendo B un punto cualquiera de 

u. Si F es un campo vectorial conservativo en u' entonces la integral r F . di 
lrB 

define un campo escalar en U, esto es 

J(B) = r F. dr, 
lrB 

siendo r una parametrización de f B. 

Como U es conexo cada punto B de U puede ser alcanzado por una curva. A 
continuación demostraremos una extensión del primer teorema fundamental de 
las integrales definidas para integrales de línea. 

Teorema 1.5. Sea F un campo vectorial conservativo continuo en un conjunto 
conexo y abierto U e JR.n , y sea A0 un punto fijo de U. Si f es un campo escalar 
en U definido por 

f(B) = r F. dr 
lrB 

siendo r B e U una curva regular por partes con extremo inicial Ao y extremo 
final B, entonces 

V f (B) = F(B) para todo B E U. 

Prueba. 
La prueba de este resultado la haremos paran= 3. 
Como el campo F = (F1; F2; F3) es conservativo en U, entonces tiene integral 
de línea independiente del camino de integración sobre U. Luego, la función 
f : U --7 1R. dada por 

J(x;y;z) = f F·dr 
lrB 

está bien definida, siendo r B una curva que une los puntos Ao (extremo inicial) 
fijo y B = (x; y; z) (extremo final). 
Demostraremos que f es una función potencial del campo vectorial F, esto 
es si F = (F1; F2; F3), entonces se cumple 

a¡ 
F1 = 8x' para cada (x; y; z) E U. 
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Por definición de derivada parcial tenemos 

a¡( .. ) - l' f(x+h;y;z)-f(x;y;z) 
a x,y,z - im h 

X h-+O 

= lím J(A1) - f(B) 
h-+O h 

(1.8) 

siendo Ai = (x + h; y; z). Asimismo, observe que: 

Como U es conexo y abierto podemos asegurar que para h suficientemente 
pequeño, el punto A1 es alcanzado por la curvar Ai que une Ao con el punto 
Ai, en ese orden y que está contenida en U. 

Luego, para h suficientemente pequeño tenemos que 

f(A1) - f(B) = { F. di- { F. di, 
lrA1 lrs 

equivalentemente 

f(A1)-f(B)= f F·di+ f F·di 
lrA1 1-rs 

es decir, 

= f f'. di 
lrA1u(-rs) 

= f F · di, por la independencia del camino, 
lr1 

f(A1) - f(B) = { F. di, 
lr1 

(1.9) 

donde f1 es cualquier curva que une B con Ai, en ese orden (ver figura 
1.48). 

En particular, como la integral es independiente del camino de integración, 

podemos evaluar la integral f F·di a lo largo de un segmento de recta parametriza­
lr1 

do por 
i(t) = (x + t; y; z ), para t E [O ; h]. 

Luego, 

f F. di= fh F(x + t; y; z) · (1; O; O) dt 
lr1 lo 

= foh F1(x+t;y;z)dt. 

(1.10) 
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Fig. 1.48 J, F·dr = Í F·dr 
(-r8) u rA 1 r 1 

Reemplazando 1.9 y 1.10 en 1.8 obtenemos 

8f , 1 ¡h 
~ (x; y; z) = hm -h F1 (x + t; y; z) dt. 
ux h~o 0 

Definamos ahora c/J (h) = foh F1 (x + t; y; z) dt, entonces 

~f (x; y ; z) = lím -h
1 

</>(h) 
ux h~o 

= </>'(O) 

= [Pi (x + h; y; z)] h=O 
= F1(x; y; z ). 

En forma similar se prueba que 

a¡ 
()y (x; y ; z) = F2(x; y; z), 

a¡ 
()z (x; y; z) = F3(x ; y; z). 

El teorema 1.5 garantiza que si F es un campo vectorial conservativo continuo 
sobre un conexo y abierto U , entonces es el campo gradiente de un campo escalar 
en U. 

Los teoremas 1.3, 1.5 nos dicen que una condición necesaria y suficiente para 
que un campo vectorial F sea un campo gradiente en un conjunto conexo abierto 
U es que F sea conservativo en U. 
El siguiente resultado establece que el hecho que F sea conservativo en U es 
equivalente a afirmar que la integral de línea a lo largo de cualquier curva cerrada 
regular por partes en U , es nula. 
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Teorema 1.6. 

Sea F : U --t ]Rn un campo vectorial continuo en el conexo y abierto U e IRn. 
Las siguientes afirmaciones son equivalentes 

a) F es un campo gradiente de cierta función f : U --t IR potencial. 

b) F es un campo conservativo en U. 

c) La integral de línea de F alrededor de toda curva cerrada simple en U es 
igual a cero. 

Prueba. 
(a==} b) Es una consecuencia del teorema 1.3. 

(b ==} e) Supongamos que el campo F tiene integral de línea independiente del 
camino de integración. Sea runa curva cerrada simple siendo A su punto inicial 
y final. Sea B cualquier otro punto de r, entonces tenemos 

r = ri u r2 

donde r 1 es la curva de extremo inicial A y extremo final B, y r 2 la curva de 
extremo inicial B y extremo final A, como se muestra en la figura 1.49. 

B 

A 
í2 

Fig. 1.49 Í=Í¡Uí2 . 

Luego, ri y - r2 son curvas con el mismo punto inicial y punto final. Por lo 
tanto, 

f f' . dr = j f' . dr 
lr1 -r2 

entonces, 

f f' . dr + f f' . dr = o 
lr1 lr2 

es decir, 

i/ ·df'=O. 
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(e =* b) Supongamos que f1 y f2 son dos curvas con el mismo punto inicial y 
el mismo punto final, entonces la curva r = r 1 U ( - r 2 ) es una curva cerrada. 
Luego, de la hipótesis tenemos 

i f.df = O 

es decir, 

Luego, 

f ¡; . di = f ff . di . 
lr lr2 

Esto es, el campo F tiene integral independiente del camino de integración y por 
lo tanto F es conservativo en U. 
(b =:? a) Es exactamente el teorema 1.5. 

El siguiente resultado brinda un criterio para determinar cuando un campo vec­
torial F no es un gradiente, el cual resulta ser bastante sencillo, pues su proceso 
no requiere integración. 

Teor e m a l. 7 (Con dicion es necesar ias para que un campo sea conser­
vativo) . Sea U un subconjunto abierto de IRn y F = (F1; ... ; Fn) : U------+ IRn un 
campo vectorial de clase C1 12 . Si F es conservativo en U, entonces 

para todo P = (x1;x2; · · · ;xn ) E U y para todo i,j E {1;2;· · · ;n}. 

P rueba. Si F = (F1 ; F 2 ; · · · ; Fn) es un campo vectorial conservativo en U, en­
tonces existe una función escalar f : U e IRn ------+ IR verificando F = V f en U, 
esto es 

Fi(P) = of (P) 
axi 

para cada P E U y para cada i,j E {1; 2; · · · ; n}. Derivando ambos miembros de 
la igualdad anterior respecto de Xj obtenemos 

12 Diremos que F = (Fi; ... ;Fn ) : u ---t nr es una función de clase e 1 sobre u si y solo si sus 
componentes Fj : U ---t IR son de clase e 1 sobre U para cada j E {1, . .. , n} . 
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oFi (P) = _!____ ( of) (P) 
axj OXj axi 

f)F: aP. 
y como las derivadas parciales ~, !'.) 

1 son continuas en U, entonces por el 
UXj UXi 

teorema de Schwarz 13 se deduce que 

f)F: ()P. 
ax; (P) = ox~ (P) para todo PE U. 

Ejemplo 61. En el ejemplo 60 se ha visto que el campo vectorial 

F(x; y; z) = (z2 + l; 2z; 2xz + 2y) 

es conservativo en JR3 , por lo tanto según el teorema 1. 7 sus componentes del 
campo F, F1(x; y; z) = z2 + 1, F2(x; y; z) = 2z, F3(x; y; z) = 2xz + 2y, verifican 
las siguientes propiedades sobre JR3 : 

8F1 = aF2 =O 
ay ax ' 

Ejercicio: 

8F1 _ aF3 _ 
2 f)z - ax - z, 

aF2 = aF3 = 2. 
az ay 

Compruebe que el teorema 1.7 se cumple para los campos vectoriales definidos 
en los ejemplos 54, 56 y 59. 

Corolario 1.8. 

Del teorema anterior se deduce que si existen i, j con i =f- j verificando 

oFi 8Fj 
~ =f-~ sobre U, 
UXj UXi 

entonces el campo vectorial F = (F1; F2; · · · ; Fn) no es conservativo en U. 

Ejemplo 62. En el ejemplo 55 demostramos que el campo F(x; y) = (xy; y2 ) no 
era conservativo, para ello integramos sobre diferentes curvas mostrando así la no 
independencia de la integral respecto al camino. Sin embargo, usando el corolario 
1.8 basta con ver que 

8F1 8F2 
()y (X; y) = X =f- Ü = ax (X; y) 

sobre JR2 para concluir que F no es un campo conservativo en IR.2 . 

13Sea f : U ---+ IRn una aplicación de clase C 2 sobre U, siendo U abierto de IRn, entonces para 
cada P E U se cumple 

~(P)=~(P). 
OXjOXi OXiOXj 
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Ejemplo 63. El campo vectorial F(x; y; z) = (3x 2z; z2
; x3 + 2z) no es conserva­

tivo en JR.3 , pues una de las siguientes igualdades no se cumple en JR.3 : 

aP aQ 
ay (x; y; z) = ax (x; y; z) 

8P aR 
az (x;y;z) =ax (x;y;z) 

aQ aR 
az (x; y; z) = ay (x; y; z) 

siendo P(x;y;z ) = 3x2z, Q(x;y;z) = z2
, y R(x;y;z) = x3 + 2z. 

Determine cuál es la igualdad que no se cumple. 

- ( -y X ) Ejemplo 64. Dado el campo vectorial F(x; y) = 
2 2

; 
2 2 

. 
X +y X +y 

aP aQ -y X 
a) Calcule ~' ~' donde P(x; y) = 2 2 y Q(x; y) = 2 + 2 · 

uy uX X +y X y 

b) ¿A partir de a) puede concluirse que F es conservativo en JR.2 - {(O; O)} ? 

Solución 

8P aQ y2 - x 2 

a) ay (x; y) = ax (x; y) = (x2 + y2) 2 sobre JR.
2 

- {(O; O)}. 

. aP aQ 
b) A pesar que la igualdad By (x ; y) = ax (x; y) se cumple en JR.2 

- {(O; O)}, 

el campo F no es conservativo en JR.2 - {(O; O)}, pues si lo fuera debería 
cumplirse que 

iÍ·dT=O 

para cualquier curva cerrada simple contenida en JR.2 -{(0; O)}. Sin embargo, 
si elegimos la curva r como la circunferencia centrada en el origen de radio 
a, es decir 

I': f'(t) = { X = 
y = 

acost 
a sen t ' 

t E [O; 27r], 

obtenemos que i F · dT= 21f #O. 
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Pregunta: ¿Contradice esto lo establecido por el teorema 1.6 o 1.7? 

La respuesta es no. Este ejemplo deja claro que el hecho que las derivadas 
f)p fJQ . 

parciales de las componentes del campo, oy' ax sean iguales en u no es sufi-

ciente para garantizar que el campo sea conservativo en U. 

En lo que sigue estableceremos qué condiciones se cumple para el recíproco 
del teorema 1.7. Previamente, daremos algunas definiciones. 

Diremos que un conjunto U e JR.n es un conj unto convexo, si dados dos 
puntos arbitrarios A , B E U, el segmento de recta que los une queda totalmente 
contenido en U . 

y 

'B 

A 

~
B 

-, 

A ' 

~~~~~--;t--~...,.,.,,.--~~~---x 

u 

Fig. 1.50 El conjunto sombreado U no es convexo. F ig. 1.51 El conjunto JR2 es convexo. 

Observación 15. 
Todo conjunto convexo es conexo, sin embargo no todo conjunto conexo es 

convexo. 

Teorema 1.9 (Condiciones n ecesarias y suficientes para que un cam­
po sea conservativo). Sean U un subconjunto convexo abierto de JR.n y sea 

F = (F1;F2; · · · ;Fn ) : U --7 lR.n un campo vectorial de clase C1 en U, entonces 
el campo F conservativo en U si y solo si 

8Fi (P) = 8Fj (P) 
axj OXi 

(1.11) 

para todo i,j E {1;2; · · · ;n} y para todo P = (x1;x2; · · · ;xn) E U. 

Ejemplo 65. El campo vectorial F( x; y; z) = (z2 +1; 2z; 2xz+ 2y) es conservativo 
en JR.3 , pues IR3 es un conjunto convexo abierto. Además, las derivadas parciales de 
primer orden de sus componentes son funciones continuas sobre IR3 . Finalmente 
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en todo JR.3 se cumple 

Pregunta: 
¿Por qué no puede aplicarse el teorema 1.9 en el ejemplo 64? 

El siguiente ejemplo resume las alternativas que se tiene para evaluar una 
integral de línea de un campo vectorial. 

Ejemplo 66. Evalúe la siguiente integral de línea 

donde r es la curva mostrada en la figura 1.52. 

z r 

X 

Fig. 1.52 Curva r. 

Solución 

i) Cuando el campo es conservativo 
Observe que el campo F es conservativo en JR.3, pues JR.3 es un conjunto 
convexo abierto y sus funciones componentes 

P(x; y; z) = 3x2z, , Q(x; y; z) = z2
, R(x; y; z) = x3 + 2yz 

tienen derivadas parciales de primer orden continuas, y además en todo IR.3 
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se cumple 

aP aQ 
ay (x;y;z) = ax (x;y;z) =o 
aP aR 
az (x; y; z) = ax (x; y; z) = 3x2 

aQ aR 
az (x; y; z) = ay (x; y; z) = 2z. 

Cuando se presenta este caso tenemos dos alternativas para evaluar la in­
tegral de línea. 

a) Usar un camino adecuadamente elegido 
Como el campo Fes conservativo en JR3 , entonces F tiene integral inde­
pendiente del camino de integración, por lo que tenemos libertad para 
elegir la curva sobre la cual vamos a integrar. Por ejemplo, como JR3 

es convexo podemos elegir un segmento de recta cuya parametrización 
es 

r: r(t) = t(3; s; 4), t E [O; 1]. 

Luego, 

fr F · df' = l [3(3t) 2
( 4t) (3) + ( 4t)2 (5) + ((3t)3 + 2(5t)( 4t)]( 4)] dt 

= la\ 432t3 + 240t2
) dt 

= 108t4 + 80t3 l1 = 188. 
t=O 

b) Usar el teorema 1.3 
Como el campo F es conservativo en JR3 , entonces existe un campo 
escalar diferencia ble f : JR3 ----+ 1R tal que en JR3 se cumple F = V f. 
Luego, por el teorema 1.3 tenemos 

lr F . df' = f(3; 5; 4) - f(O; O; O), (1.12) 

entonces, calcular esta integral se reduce a encontrar una función po­
tencial de F en JR3 . Aprovechamos este ejemplo para mostrar dos méto­
dos de cómo construir una función potencial para un campo conserva­
tivo F: 
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(bl) Usando integrales de línea 
Como F es un campo conservativo en el conjunto convexo abierto 
JR3 , entonces el teorema 1.5 permite definir un campo escalar de 
la siguiente manera 

f(x;y;z) = 1 F ·di 
r (x;y;z) 

(1.13) 

siendo r (x;y;z ) un segmento de rect a que une un punto fijo Ao de 1R3 

con un punto cualquiera B = (x; y; z) E JR3 y cuya parametrización 
es 

r: r (t) = Ao + t ((x; y; z) - Ao), t E [O; l ]. 

Como JR3 contiene al origen, podemos elegirlo como el punto fijo, es 
decir, Ao = (O; O; O) , de est a manera la paramet rización se reduce 
a la forma 

r : r (t ) = t (x; y; z), t E [O; 1], 

reemplazando esto en 1.13 obtenemos: 

f (x ; y; z ) = [ F(i (t)) · i '(t ) dt 

= 11 

F(t(x ;y;z)) · (x; y;z) dt 

= [ (3(tx) 2 (tz)x + (tz) 2y + [(tx)3 + 2(ty)(tz)]z) dt 

= 11 

(4t3x3z + 3t2yz2
) dt 

= [t4x3
z + t3yz2]~ 

= x 3z + yz2
. 

Por lo tanto, 1r F · di= 188. 

(b2) U san do integrales indefinidas 
Puesto que el campo F es conservativo en JR3 , existe un campo 
escalar diferenciable f : R3 -----+ 1R verificando: 

F(x; y; z) =V f (x; y; z), 
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es decir, 

a¡ 
ax (x; y; z) = 3x2z (1.14) 

a¡ 
By (x; y; z) = z

2 (1.15) 

a¡ 
az (x; y; z) = x3 + 2yz. (1.16) 

Integrando 1.14 con respecto a la variable x obtenemos 

f(x;y;z) = J 3x2zdx = x3z + A(y;z) (1.17) 

donde A(y; z) es la constante de integración que depende de y y 
z. 

Derivando 1.17 respecto de la variable y tenemos: 

a¡ aA 
ay ( x; y; z) = ºY (y; z). (1.18) 

Comparando 1.18 con 1.15 resulta 

o A 
By (y; z) = z2. 

Por lo tanto, al integrar esta última ecuación respecto de la va­
riable y, resulta 

A(y; z) = yz2 + B(z). 

Luego, 1.17 puede ser escrita como 

f(x; y; z) = x 3z + yz2 + B(z). 

Derivando f respecto de la variable z y comparando con 1.16 te­
nemos 

~~ (x; y; z) = x 3 + 2yz + B'(z) = x3 + 2yz, 

entonces B '(z) = O. De esta manera, B(z) = C siendo C una 
constante. Por lo tanto, la función buscada es 

f(x; y; z) = x3z + yz2 +C. 
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Luego, reemplazando la función potencial f en la ecuación 1.12 tenemos 
que l F . df' = J(3; 5; 4) - J(O; O; O) = 188. 

ii) Cuando el campo no es conservativo 
Si el campo F no hubiese sido conservativo, entonces el único camino que 
queda por usar, por el momento, es el teorema 1.2. Usar este resultado 
se reduce a calcular una integral definida, pero un paso importante para 
esto es conocer una parametrización de la curva sobre la cual se integra. 
En el ejemplo anterior, si el campo F no fuera conservativo, entonces sería 
imposible calcular la integral sin conocer una parametrización de la curva 
mostrada en la figura 1.52. 

Observación 16. 
El ejemplo anterior describe las alternativas que hasta el momento tenemos para 

el cálculo de una integral de línea de un campo vectorial l F · df'. En la figura 

1.53 se resume dichas alternativas. 

I= Jf-dr 

usar teorema 1.3 

Fig. 1.53 

usar independencia 
del camino 

Ejemplo 67. Evalúe la siguiente integral de línea 

l (2xsen z) dx + (z3 - eY ) dy + (x 2 cos z + 3yz2
) dz. 
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Solución 
En este caso el campo dado F es conservativo en JR3 , pues JR3 es un conjunto 
convexo abierto y además se cumple 

aP aQ 
ay (x;y;z) = ax (x;y;z) =o 
aP aR 
az (x;y;z) = ax (x;y;z) = 2xcosz 

aQ aR 2 
a z (X; y; Z) = ay ( x; y; Z) = 3z . 

Ejemplo 68. Demuestre que el campo vectorial F(x; y) = (ex+y + 1, ex+y) es 
conservativo en su dominio y encuentre una función potencial de F. 
Solución 
Es claro que el dominio de F es JR2 , el cual es un conjunto convexo. Además 
como las componentes, P(x; y)= ex+y + 1, Q(x; y)= ex+y, de F tienen derivadas 
parciales de primer orden continuas sobre JR2 , Fes de clase C 1 sobre JR2 y como 
en 1R 2 se cumple 

8P aQ 
ay (x; y) = ex+y = ax (x; y), 

entonces el campo F es conservativo en JR2 . 

Si Fes un campo vectorial conservativo en JR2 , entonces Fes un campo gradiente, 
es decir, 

F(x; y) = ~ f(x; y) sobre JR2 

lo cual es equivalente a : 

a¡ 
ax (X; y) = ex+y + 1 (1.19) 

a¡ 
ay (x; y)= ex+y. (1.20) 

Integrando 1.19 respecto de x obtenemos 

J(x; y) = ex+y + x + A(y) 

siendo A(y) una constante de integración que depende de y. Derivando esta última 
expresión respecto de la variable y y comparando con 1.20 tenemos 

~~ (x; y)= ex+y +A '(y) = ex+y. 

De esta última igualdad se deduce que A es una función constante, es decir, 
A(y) =C. Luego, la función buscada es de la forma 

f (X; Y) = ex+y + X + C. 
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Ejemplo 69. Dado el campo vectorial F(x; y; z) = (z2 + 1; 2z; 2xz + 2y). 

a) Analice si F es o no conservativo en su dominio. En caso afirmativo, en­
cuentre una función potencial para F. 

¡ - { x2 + y2 + z2 1 
b) Calcule la integral r F · dr, donde r : 

1 x +y+ z 

Solución 

a) 

z 

Fig. 1.54 

Es claro que el dominio de F es JR.3 , el cual como sabemos es un conjunto 
convexo. f' es de clase c 1, pues las derivadas parciales de primer orden 
de sus funciones componentes son funciones continuas en JR.3 . Asimismo, en 
todo JR.3 , estas componentes de F verifican las siguientes propiedades: 

oF¡ 8F2 
ay (x;y;z) = ox (x;y;z) =o 

oF¡ aF3 
az (x;y;z) = ax (x;y;z) = 2z 

aF2 0F3 
a z ( x; y; z) = ay ( x; y; z) = 2 

Por lo tanto, el campo es conservativo en JR.3 . 

Como F es conservativo en JR.3 , entonces F es un campo gradiente, es decir 
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lo que es equivalente a 

a¡ 
8x (x; y; z) = z2 + 1 (1.21) 

a¡ 
oy (x; y; z) = 2z (1.22) 

a¡ 
oz (x; y; z) = 2xz + 2y. (1.23) 

Integrando 1.21 respecto de x obtenemos 

f(x; y; z) = z2x + x + A(y; z) (1.24) 

derivando esta última expresión respecto de y y comparando con 1.22 te-
nemas 

a¡ 8A 
2z = oy (x; y; z) = oy (y; z). 

Por lo tanto, A(y; z) = 2yz + B(z). 
Luego, 1.24 puede ser escrito como 

f(x; y; z) = z2x + x + 2yz + B(z), 

derivando esta expresión respecto de la variable z y comparando con 1.23 
tenemos 

a¡ '( ) oz = 2zx + 2y + B z = 2xz + 2y. 

Por lo tanto, B(z) =C. Luego, la función buscada es de la forma 

f(x; y; z) = z2x + x + 2yz +C. 

b) Como el campo Fes conservativo y res una curva cerrada simple, el valor 

de la integral de línea 1r F ·di' es cero. 

Ejemplo 70. Halle la integral de línea del campo vectorial F( x; y; z) = (yz; 2xz; xy) 
a lo largo de una curva r que se encuentra sobre la superficie xy2 z = 1 que une 
los puntos ( ~; 2; ~) y (1; 1; 1). 
Solución 
El campo F puede descomponerse de la siguiente manera 

F(x; y; z) = G(x; y; z) + H(x; y; z) 
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donde G(x;y;z) = (yz;xz;xy) = '\l(xyz) es decir, Ges un campo vectorial 
gradiente y H(x; y; z) = (O; xz; O). Luego, 

1r F . dT = 1r G . dr + 1r ii · dr 

1 

(1;1;1) 11 dy 
= xyz (l·2·l) + y2 

2' '2 2 

= 1- ~ - ;1: 
=Ü. 
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Ejercicios: Sección 1.4 

1. En cada caso determine si el campo vectorial F es o no conservativo. En 
caso afirmativo, halle una función potencial f. 

a) F(x; y) = (3x2y; x3 ) 

b) F(x; y) = (2xeY +y; x 2 eY + x - 2y) 

c) F(x; y) = (x; y) 

d) F(x; y; z) = (x + z; -y - z, x - y) 

e) F(x;y;z) = (2xy3 ,x2 z3 ;3x2 yz2
) 

f) F(x; y; z) = (y2 cosx + z3
; -4 + 2y sen x; 3xz2 + 2) 

g) F(x; y; z) = (z2 + l; 2z; 2xz + 2y) 

h) F(x; y; z) = (2xy3z; 3x2y2z; x2y3 ) 

i) F(x; y; z) = xzi + xyj + yzk 

j) F(x;y;z) = (x;eYsenz;eYcosz) 

k) F(x;y;z) = (2xyz+senx;x2z;x2y) 

2. Dado el campo F(x; y; z) = (y2
; 2xy + z; y+ 5) 

a) Determine si el campo es conservativo. 

b) Calcule el trabajo realizado por F sobre una partícula cuya trayectoria 
es descrita por el camino r(t) = (cost;sent;et), t E (0;7r] 

3. Determine si las siguientes integrales de línea son independientes del camino 
de integración. En caso afirmativo, calcule la integral considerando A como 
punto inicial y B como punto final de la curva r. 

a) t 2xsen ydx + (x2 cosy - 3y2)dy, donde A(-1; O) y B(5; 1) 

b) 1r (2y2 
- l2x3 y3 )dx + (4xy - 9x4 y2 )dy, donde A(l; 1) y B(3; 2) 

e) 1r xdx + ydy, donde A(l; 1) y B(5;2) 

d) 1r 2xsen zdx + (z3 
- eY)dy + (x2 cosz + 3yz2)dz, donde A(l; 1; 1) y 

B(l; 2; 3) 

e) 1r eYdx + (xeY + ez)dy+ (ye' -2e-2z)dz, donde A(-1; O; O) y B(l; 1; 1) 
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4. Calcule [ F · df', donde F es el campo vectorial dado, a lo largo de cualquier 

curva que une los punto A(l; 1; O) y B(l; 2; -1). 

a) F(x; y; z) = (senx + 2y; 2x + cosz; z - ysenz) 
~ 2 2 

b) F(x; y; z) = (ex+ ez ; eY + z; 2xzez +y) 

c) F(x; y; z) = (2x2y + y2 + z; ~x3 + 2xy + z2
; x + 2yz) 

5. Dado el campo F(x; y; z) = (x2 + xy2 + z; yx2 + y2 + z; x +y+ z2
) 

a) Analice si F es un campo conservativo. 

b) Calcule el trabajo que realiza la fuerza F para mover una partícula 

desde el punto A(l;O;O) hasta el punto B (o,~;~) siguiendo la 

curva determinada por la intersección de las superficies descritas por 
x2 + y2 + z2 = 1, z 2:: O; y = z 

6. Sea F =V f, donde f(x; y) = sen(x - 2y), encuentre curvas ri y r2 que no 
sean cerradas y verifiquen la ecuación 

a) f f'. dr= o 
lr . 

b) [F-dr= 1 

7. Calcule t (2xz + y2 ) dx + 2xy dy + x 2 dz, siendo r la intersección de las 

superficies z = x 2 + y2
; x +y= 2 del punto A(2; O; 4) al punto B(O; 2; 4). 

8. Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas 

F(x; y; z) = (yzexz; exz; xyexz + 1) 

para desplazar una partícula a lo largo de la curva r : y = ~; z = O del 
X 

punto A(-1; -2; O) al punto B(-2; -1; O). ¿Ese trabajo es mayor, menor o 
igual al trabajo realizado por el mismo campo de fuerza para desplazar una 
partícula en línea recta de A hasta B? 

9. Halle el valor de la integral de línea [ y2 dx + z 2dy + x 2dz, donde res la 

parte de la curva que se obtiene al intersecar las superficies 

x2 + y2 + z2 = 4, ( x - 2) 2 + y2 = z2
, z 2:: O 
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entre los puntos (2; O; O) y (O; O; 2), si el recorrido es en sentido horario visto 
desde el origen. 

10. Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x; y; z) = (x2 ; y2 ; z) 
para trasladar una partícula desde el origen de coordenadas hasta el punto 

(2; 2; 4) a lo largo de la curva r : { 
x2 + y2 - 2z 

z = xy 

11. Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x; y; z) = (-y; x; z) 
al mover la partícula a lo largo de la curva r : r( t) = (et cos t; et sen t; tet), 
donde t E [O; l]. 

-+ { x2 + y2 
12. Calcular la integral de línea de Fa lo largo de la curvar : 

y+z 
desde el punto (2; O; 2) hasta el punto (O; 1; 1). 

z2 

2 

, . ¡ yzdx + xzdy + xydz 
13. Evalue la mtegral siendo r un segmento de recta 

r xyz 
de extremo inicial P(l; 1; 1) y extremo final Q(2; 2; 2). 

14. Halle la integral de línea del campo vectorial F(x; y; z) = (yz; 2xz; xy) a lo 

{ 
xy2z = 1 

largo de la curva r : 1 
x+y+z = 

-+ 1 
15. Dado el campo F(x; y; z) = (yz; xz; xy) 

xyz + 1 

a) Demostrar que 1 F ·di es independiente del camino de integración en 

el primer octante. 

b) Sea r una curva regular por partes formada por r 1 y r 2 , siendo r 1 la 
porción de intersección de las superficies z = x2 , y = 1 con extremo 
inicial ( 1; 1; 1) y extremo final ( 2; 1; 4), y r 2 el segmento de recta de 
extremo inicial (2; 1; 4) y extremo final (3; 3; 5). Hallar el valor de la 

integral de línea 1 F · di 

16. a) Una partícula se desplaza sobre una curva regular r y en cada punto 
P de r se aplica la fuerza F = k (P - P0 ), con k constante, siendo 
Po un punto fijo exterior ar. Si Po = (2; -1; 1), hallar el trabajo que 
realiza F para trasladar una partícula del punto A= (1; O; O) al punto 
B = (1 ; O; 27r) siguiendo la curvar. 
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b) Sea r: r(t) = (cost;sent;t), t E [0;2w]. Supongamos que durante el 
desplazamiento de una partícula sobre r se ejerce sobre ella un campo 
de fuerzas G (opuesta al movimiento), que es continuo sobre r, de 
módulo constante llGll y es tangente a la curvar. Calcular el trabajo 
realizado por G para desplazar la partícula del punto A = ( 1; O; O) al 
punto B = (1; O; 2w). 

17. Dado el campo vectorial F(x;y;z) = (yzexz;exz;xyexz + 1) 

a) Demuestre que Fes un campo vectorial conservativo en su dominio. 

b) Halle una función potencial de F. 

c) Calcule 1r F · di, donde r une Jos puntos de Ja curva 
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1.5. El Teorema de Green 

El teorema de Green relaciona la integral de línea de un campo vectorial 
en JR2 , a lo largo de una curva cerrada simple, regular por partes r con una 
integral doble sobre la región plana D limitada por r, es decir que este teorema 
se constituirá en otra herramienta para el cálculo de integrales de línea de campos 
no conservativos. 

Llamaremos región o dominio del espacio JRn a un subconjunto D e JRn 
que es abierto y conexo. La frontera de D, denotada por 8D, es el conjunto de 
puntos P E JRn tal que cualquier bola abierta con centro en P contiene al menos 
un punto de la región D y un punto de su complemento: ]Rn - D. 

\ 

\ 

} 
! 

-........ .. .. ... 

(,·-:····------------------··········¡;~f ~) 

\• '®! 1 

'\;, 
'1c· 

........ ~ ... -,. ...... ~ 

Rn( _ _,...-···-···-·· 
.............. ....... -..- " .... ¡ -..... 

r-D 
··· -t _______ _ 

-·-·-'>.-
Fig. 1.55 

Ejemplo 71. 

Si D = { (x; y) E JR2 : ~
2 + y2 < 1 }, entonces su frontera es el conjunto 

x2 
oD = {(x; y) E JR2

: - + y2 = 1 }. 
4 

y 

./· ' ...... .J .................... 11........ ~. oD 
/ . " ··-. 

{ D '~\ 

/' 
,' 2 X 

/ 
_,w # .,. • 

Fig. 1.56 
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Si D = {(x; y) E ~2 : x 2 + y2 > 1 y x2 + y2 < 3}, entonces su frontera 
es el conjunto 8D = f1 U f2, donde f1 = {(x;y) E ~2 : x2 + y 2 = l} y 

f2 = {(x;y) E ~2 : x 2 + y2 = 3}. 

y 

Si D = { (x; y) E ~2 : y > O} , entonces su frontera es el conjunto 

8D = { (x; y) E ~2 
: y= 0 }. 

y 

Fig. 1.58 

Sea D una región de ~2 , diremos que su frontera oD está orientada positi­
vamente respecto a D si al "desplazarnos" a través de 8D la región D queda 
a la izquierda. 

éJD positivamente orientada. positivamente orientada. 

Fig. 1.59 Fig. 1.60 
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Teorema 1.10 (Teorema de Green). Sea D una región acotada de JR.2 con 
frontera 8D una curva cerrada simple, regular por partes y orientada positi­
vamente respecto a D. Si F(x; y) = (P(x; y); Q(x; y)) es un campo vectorial de 
clase C 1 sobre un conjunto abierto que contiene a D, entonces 

Íav Pdx+Qdy= jj (~~ - ~:) dxdy. (1.25) 

D 

Ejemplo 72. Dado el campo vectorial F(x; y) = (x; y) definido en cada uno de 
los siguientes conjuntos señale en cuáles es posible usar el teorema de Green para 

calcular la integral de línea J x dx +y dy? 
laD 

a) D = {(x;y) E JR.2: x42+y2<1}. 

b) D = {(x;y) E JR.2 : x2 +y2 > 1 y x2 +y2 < 3}. 

c) D = {(x; y) E JR2 
: y> O}. 

Solución 
Como las componentes del campo F = (P; Q) tienen derivadas parciales de primer 
orden continuas en JR.2, pues 

8P 
ax (x; y)= 1, 

8P 8Q 
8x(x;y)=O= 8x(x;y), 8Q = 1 

8y 

entonces, F es de clase C 1 en JR.2. Por lo tanto, las hipótesis sobre el campo 
vectorial se verifican sobre D para cada caso. 
Veamos ahora si las condiciones sobre la frontera de D se cumplen. 

a) La frontera 8D es una curva simple cerrada y como existe una parametrización 
..... { X = 2 COS ( t) 

de ella, r : r (t) = 
2 

(t) , O :S t :S 27T, la cual es regular, 
y = sen 

entonces 8D es regular y, además tiene orientación positiva respecto a D. 

b) La frontera 8D no es una curva, pues su gráfica no puede ser trazada de 
una sóla vez, es decir, no es la imagen de un camino, por lo tanto no es 
posible aplicar el teorema de Green. (Posteriormente veremos que es posible 
aplicar, para este caso, una versión generalizada del teorema de Green). 

c) La frontera 8D es una curva, pero no es cerrada. Luego, no puede aplicarse 

el teorema de Green para evaluar la integral de línea 1r x dx +y dy. 
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Ejemplo 73. Calcule la integral l (12x2 sen y+3xy2
) dx+ (4x3 cos y+6x2y) dy, 

donde r es la frontera del polígono de vértices (O; O), (3; O), (2; 1), (1; 1) recorrida 
en sentido antihorario. 
Solución 
Observe que el campo vectorial F es de clase C 1 sobre ffi. 2 ' pues sus funciones 
componentes, 

P(x; y)= 12x2 sen y+ 3xy2 y Q(x; y)= 4x3 cosy + 6x2y 

tienen derivadas parciales continuas en ffi. 2 , donde 

aP 
ax (X; y) = 24x sen y + 3y2

, 
aP 
ay (x; y)= 12x2 cosy + 6xy 

aQ 
ax (x; y) = 12x2 cos y+ l2xy, 

aQ 
ay (x; y) = -4x2 sen y+ 6x2 

Además, es claro que r es una curva cerrada, regular por partes y orientada 
positivamente. Sea D la región limitada por r como se muestra en la figura 1.61 

y 

2 3 

Fig. 1.61 

luego, por el teorema de Green: 

f F · dr = jj (ºQ - aP) dxdy laD ax ay 
D 

= JJ 6xydxdy 

D 

= l u3

- y 6xy dx) dy 

1
1 15 

= (27y - 18y2
) dy = - . 

o 2 
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Ejemplo 7 4. Encuentre el trabajo que realiza el campo de fuerzas 

F(x; y) = (-y2 + esenx)i + (arctan y)j 

para desplazar una partícula a lo largo de la curva r descrita por el cardioide 
r = 1 + cosO, con(} E [O; 2n). 
Solución 

El objetivo es encontrar W = i P(x; y) dx + Q(x; y) dy. 

Como 

aP ) - esenx cos x, -(x;y -ax 
aQ (x;y) =o, ax 

8P(. )=-2y, - x,y 
ay i 

OQ (X; y) = 1 + y2 ay 

son funciones continuas sobre JR2
, entonces el campo vectorial F = (P; Q) es de 

clase C1 sobre JR2 . Sea D la región limitada por r como se muestra en la figura 
1.62. 

y 

oD=r 

-----'!!1-+-------+-- X 
2 

Fig. 1.62 

Por otro lado, es claro que la frontera de D, aD = r, es una curva cerrada 
simple, regular y orientada positivamente respecto a D. Luego, por el teorema de 
Green: 

W = jf (~~ - ~=) dxdy 
D 

= JJ 2ydxdy. 

D 

Pasando a coordenadas polares 
{

X= 

y= 

100 
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teniendo en cuenta que el jacobiano 14 de esta transformación es 

obtenemos: 

a(x;y) 
a(r;fJ) 

ox ox 

~~ §~ 
or ae 

= 1 cos fJ -r sen fJ 1 = r 
sen fJ r cos fJ 

W = 2 fo2

" (fo l+cos 
9 

r2 sen li dr) di! 

= ~ f
2

7í (1 + cos fJ) 3 sen fJ dfJ 
3 lo 

1 4 l 27í = - 6 ( 1 + cos fJ) o = o. 

Teorema de Green 

Ejemplo 75. Calcule ir (x-y3 )dx+ (x3 +sen y)dy, donde res la circunferencia 

unitaria centrada en el origen de coordenadas recorrida en sentido antihorario. 
Solución 
Es claro que las funciones 

8P 
ax (x; y) = 1, 

8P 
oy (x; y) = -3y2 

aQ 2 
ax (x; y) = 3x ' 

aQ 
()y (X; y) = COS y 

son continuas sobre JR.2 , entonces el campo vectorial Fes de clase C 1 sobre JR.2 . 

Sea D la región limitada por la circunferencia unitaria r cuya frontera, 8D = r, 
es una curva cerrada simple, regular y orientada positivamente respecto a D. 
Luego, por el teorema de Green: 

¡( 3)d ( 3 )d jf [ª(x
3 

+sen y) o(x - y
3
)] d d 

X - y X + X + sen y y = ~ - ~ X y 
r ux uy 

D 

= 3 j j (x2 + y2 )dxdy. 

D 

{ 

X= T COS fJ 
Pasando a coordenadas polares 

y= r sen fJ 
cuenta que el jacobiano de dicha transformación es 

a(x;y) 
---=r 
o(r; fJ) 

14Ver [1] 
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obtenemos: 

i (x - y3 )dx + (x3 +sen y) dy = 312

" (11 

r 3dr) d() 

37í 

2 

Ejemplo 76. Calcule i F. di', siendo F ( x; y) = (ex+ 6xy; 8x2 +sen y2) donde r 
es la curva que se muestra en la figura 1.63 formada por dos semicircunferencias 
centradas en el origen y de radios 1 y 3 respectivamente, y por segmentos de 
recta. 

y y 

3 

3 ül ~ ) 3 1 
X 

--t~~_...~~--..... ~--~--o~x 

Fig. 1.63 Fig. 1.64 

Solución 
Observe que si evaluamos esta integral de línea usando el teorema 1.2 tendríamos 
que calcular cuatro integrales de línea (se deja como ejercicio desarrollar esta 
alternativa). En lugar de usar dicho teorema procederemos a usar el teorema de 
Green. 
Veamos que F es de clase C 1 sobre JR2 : Para ello basta ver que las siguientes 
funciones son continuas en JR2 : 

aP (x; y) =ex+ 6y, 
ax 

aP 
ay (x;y) = 6x 

aQ (x; y) = 16x, 
ax 

aQ 
ay (x; y)= 2y cosy2

. 

Sea D la región limitada por la curvar como se muestra en la figura 1.64. Verifique 
que las hipótesis del teorema de Green se cumplen parar. Luego, 

J ~ ~ Jj (ªQ aP) Ir F . dr = ax - ay dx dy 
D 

= jj lOxdxdy. 

D 
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{ 

X= r COSO 
Luego, pasando a coordenadas polares 

0 y = rsen 
osos~ 
l s r s 3 

1I. 3 f / · di'= f U 10r
2 

cos lldr) di! 

260 ~ 
= - r cos odo 

3 lo 
260 

3 

Ejemplo 77. Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas 

__, 2 2 2 2 2 
F(x; y) = (exy + xy exy ; 2(x yexy + x +y)) 

tenemos: 

para trasladar una partícula desde el punto A(O; -4) hasta el punto B(O; 4) si­
guiendo la curva r 0 : y2 = 4(4 - x). 
Solución 
Nuestro objetivo es calcular w = r F. dr, donde F = (P; Q). 

lro 
y y 

B B 

r1 
X X 

4 4 

A A 

Fig. 1.65 Fig. 1.66 

En este caso al igual que en el ejemplo 76 no es conveniente usar el teorema 
1.2 para encontrar W, pues la integral resulta muy complicada de evaluar (se 
deja como ejercicio intentar calcularla). En vez de ello usaremos el Teorema de 
Green. 
Verifique que las siguientes funciones 

aP 2 2 4 2 

ax (X; y) = 2y éY + xy exy ' 
BP 2 2 3 2 
By (x; y)= 4xyéY + 2x y exy 

aQ 2 2 3 2 
ax (x; y)= 4xyexy + 2x y exy + 2, 

aQ 2 2 3 2 2 
By (x; y) = 2[x exy + 2x y exy + 1] 

son continuas en JR2
, y por tanto F es de clase C 1 sobre JR2 . 

El único inconveniente para poder aplicar el teorema de Green es que la curva 
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ro : T(t) = ( 4 - ~; t) con -4 :S: t :S: 4, no es una curva cerrada. Para resolver 

este problema consideramos la curva r 1 : fi(t) =(O; -t) con t E [-4; 4]. 

Sea D la región limitada por r y r 1 como se muestra en la figura 1.66. Observe 
que r u r 1 es una curva cerrada, regular por partes y orientada positivamente 
respecto a D. Luego, aplicando el teorema de Green: 

lo --- __, Ji (ºQ 8P) F · dr = - - - dx dy 
8D=f our1 8x 8y 

D 

lro F . dT + lr, F . di'¡ = 2 J J dx dy 

D 

f F · dr= 8 {
4 

)4 - xdx -14 

(1;-2t)(O; -1) dt 
lr0 Jo -4 

f F . dr = 8 [- ~ ( 4 - x) ~] 4 - 14 

2t dt 
lro 3 o -4 

128 
3 

Por lo tanto, el trabajo realizado por el campo de fuerzas F al trasladar una 

partícula del punto A al punto B siguiendo la curva ro es igual a W = 
1 ~8 . 

Ejemplo 78. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas 

F(x; y) = (yexy; ~ x 3 y2 + xexY) 

para mover una sola vez, en sentido antihorario, una partícula a lo largo de la 
frontera de la región limitada por las gráficas de las ecuaciones xy = 4, xy = 1, 
y= 1yy=4. 
Solución 
Observe que las siguientes funciones 

8P 
ax (x;y) = y2exy 

' 
aP 
Oy (x; y)= X2Y2 + exy + xyéY 

aQ 
ax (x; y) = eXY + xyeXY' 

aQ 2 
oy (x; y) = 3x3y + x2exy 

son continuas en ~2 . Por lo tanto, F = (P; Q) es de clase C1 sobre ~2 . Además, 
an es una curva cerrada, regular por partes y orientada positivamente respecto 
a D, región limitada por las gráficas de las ecuaciones xy = 4, xy = 1, y = 1, 
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y = 4, tal como se muestra en la figura 

y 

Fig. 1.67 

Luego, por el teorema de Green tenemos: 

W= r F·dr=jrl(ªQ_oP)dxdy 
laD } ax oy 

D 

= J J x2
y

2 
dxdy 

D 

= [ (~~ x2y2dx) dy 

=[(~NI:) dy 

= {4 y2 ( 64 - ~) dy 11 y3 y3 

= (21 ln y)l~=l 
= 21 ln4. 

Ejemplo 79. Calcule la integral 

Teorema de Green 

f ( 2 x-1 ) ( y-1 ) 
Ír xy + (x - 1)2 +(y - 1)2 dx + xy - y+ (x - 1)2 +(y - 1)2 dy 

donde r es el arco mayor de la circunferencia x 2 + y2 = 1 que une los puntos 
(O; 2), (2; O) y que es recorrida en sentido antihoraria. 
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Solución 

y 

X 

Fig. 1.68 

Observe que el dominio de Fes JR.2 - {(1; l)}. En este conjunto se cumplen que 
las siguientes funciones: 

8P 
ax (x; y), 

8P Oy (x; y) = 2xy + -2(x - l)(y - 1) 

8Q -2(x - l)(y - 1) 
OX (X; Y) = Y + r / ., \ 0 , / ., \ 010 ' 

8Q (x; y) 
ºY 

son continuas en JR.2 - {(1;1)}. Por lo tanto, F = (P;Q) es de clase C 1 sobre 
JR.2 - {(l ; l)} . El inconveniente para aplicar el teorema de Green es que r no es 
una curva cerrada. Para salvar este problema consideremos las curvas f1 y f2 
como se muestra. en la figura 1.69. Denotemos por D la región limitada por las 
curvas r, f1, f2, es decir, 8D = f1 U f2 U f3. 

y 

2 X 

Fig. 1.69 

Luego, por el teorema de Green tenemos: 
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i - _ Ji (ºQ 8P) F · dr = - - - dx dy 
an ax EJy 

D 

ir F. di= JJ(y-2xy) dxdy- {F. di- l, F. di 
D 

Primero calculamos la integral doble, para esto usamos la siguiente transforma­
ción de coordenadas 

Luego, 

{ 
x = reos() 

y= r sen() 
~ :S () :S 27r 
O:Sr:S2 

EJ(x;y) 
EJ(r; O) = r. 

, cuyo jacobiano es 

¡¡(y - 2xy) dx dy = l 2

n (fo2 

(r2 sen O - 2r3 cos O senO)dr) dO 
D 2 

=Ü. 

Ahora calculamos la integral de línea r F . dr: 
Ír1 

Una parametrización para f1 es r (t) = (-t; O), t E [O; 2), luego 

i F- d- ¡2 t + 1 d · r - t 
ri - o (t + 1)2 + 1 

1 12 = - ln [ ( t + 1 )2 + 1 J 
2 t = O 

1 
= - ln5. 

2 

Finalmente, calculamos r F. dr: 
Ír2 

Una parametrización para f2 es r(t ) = (O; t), t E [O; 2), luego 

i - ¡2 
( t-1 ) F · dr = - t + ( )2 dt 

r 2 o t - 1 + 1 

= ( - t2 + ~ ln[(t - 1)2 + 1]) 12 
2 2 t=O 

= - 2 

Por lo tanto. 

F. di = - ln 5 - 2. i - 1 
r 2 
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Aplicación del teorema de Green: El Área de una re­
gión plana 

En cursos anteriores hemos visto que el área de ciertas regiones planas D 
pueden ser calculadas por medio de la expresión 

A(D) = !! dxdy. 

D 

Veamos como el teorema de Green puede usarse también para calcular el área 
de un región plana. Para lograr esto, consideremos: una curvar que limita a la 
región plana D, esto es, r = oD y el campo F(x; y) = (P(x; y); Q(x; y)) = (O; x). 
Sir, D y el campo F satisfacen las hipótesis del teorema de Green tenemos: 

y 

í 

-+~~~~~~~~~~~~~--1~x 

Fig. 1.70 

i P(x;y)dx+Q(x;y)dy= jj (~~ - ~:) dxdy 

D 

reemplazando las componentes del campo F, en la última igualdad, obtenemos 

i xdy = Jf dxdy 

D 

Por lo tanto, el área de la región D limitada por r puede calcularse por medio 
de la siguiente expresión 

A(D) = i xdy. 

Existen otras elecciones para el campo que conducen al mismo resultado. Por 

ejemplo, si elegimos, P(x; y) = - ~y y Q(x; y) = ~ x y procedemos en forma 

similar al caso anterior obtenemos: 

A( D) = ! Í - y dx + x dy. 
2 Ir 
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De manera similar, si elegimos P(x; y)= -y y Q(x; y) =O obtenemos: 

A(D) = Í -ydx. . Ir 
A continuación resumimos los casos vistos anteriormente. 

Corolario 1.11. Sea D una región limitada por una curva r cerrada simple, re­
gular por partes y orientada positivamente respecto a D, entonces el área A(D) de 
la región D puede ser calculada por cualquiera de las tres expresiones siguientes: 

A ( D) = ~ Í - y dx + x dy = Í - y dx = Í x dy 2Ir Ir Ir 
Ejemplo 80. Encuentre el área de la región D limitada por la elipse 

x2 y2 
[ =2 + 2 =l. 

a b 

Solución 
Parametrizamos la elipse por r(t) = (acost; bsen t), t E [O; 2?T], luego 

A(D) = i xdy 

= 12

" (a cos t)(b cos t) dt 

= ab 12

" cos2 (t) dt 

= ~ab f
2

7r (1 + cos(2t)) dt 
2 lo 

= ab?T. 

Ejemplo 81. Calcule el área de la región D limitada por el astroide 

.... { x - a cos3 t r:r(t)= 3 para0:St:S2?T ya> O. 
y = a sen t 
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Solución 

y 

a 

-a <::: 1 / a ' x 

A(D) = ~ J -ydx + xdy 
2 Ir 

-a 

Fig. 1.71 

1 127r 
= - (-a sen3 t)d(a cos3 t) +acos3 td(a sen3 t) 

2 o 

Teorema de Green 

1 127f = - [(-asen3 t)(3acos2 t)(- sent) + (acos3t) (3a sen2 tcost)]dt 
2 o 

3 127f 
= - a2 

( cos4 t sen2 t + sen4 t cos2 t) dt 
2 o 

= - a2 sen2 t cos2 t dt 3 127f 
2 o 

3 127f 
= - a 2 sen2 (2t) dt 

8 o 
3 {27r 

= 
16 

a2 Jo (1- cos(4t))dt 

3 [ 1 l 27f = - a 2 t - - sen(4t) 
16 4 t=Ü 

3 
= - a 2 

7L 
8 

Ejemplo 82. Calcule la integral r X d; - y :x' donde r es cualquier curva ce­lr X +y 
rrada simple regular que encierra al origen de coordenadas, recorrida en sentido 
antihorario. 
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Solución 

Es claro que el dominio del campo F(x; y) (P;Q) ( 
- y x ) es 

x2 + y2 ' x2 + y2 
JR2 - {(O; O)}. Además, como 

8Q y2 - x2 
ax (x; y) = (x2 + y2)2 ' 

ap y2 - x2 

ay (x; y) = (x2 + y2) 

aP 2xy 
ax (x; y) = (x2 + y2)2' 

aQ - 2xy 
ay (x; y) = (x2 + y2)2 

son funciones continuas sobre JR.2 - {(O; O)}, entonces F es de clase C 1 sobre 
JR2 - {(O; O)} . 

y 

Fig. 1.72 

En nuestro caso, r es la curva cerrada simple, regular mostrada en la figura 
1.72 y D* es la región limitada por r. Sin embargo, el campo F sobre D* no es 
de clase C 1 sobre ningún conjunto abierto que contenga a D* pues todo abierto 
U ~ D* también contiene a (O; O) y allí no está definido el campo F. Por lo 
tanto, no es posible aplicar el teorema de Green. La idea es entonces considerar 
una nueva región, que denotaremos por D, donde el campo F sea de clase C1, 
esto equivale a considerar el interior de r sin el origen de coordenadas (O; O). Por 
ejemplo una manera de hacerlo es considerar una circunferencia centrada en el 
origen de radio a r a : r ( t) = (a sen t; a cos t) contenida en el interior de r' como 
se muestra en el gráfico: 

y 

Fig. 1.73 

De la figura 1.73 se deduce que la:frontera de esta nueva región es 8D = r u r a· 
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Ahora sí el campo F es de clase C 1 sobre D. El incoveniente que se tiene para 
aplicar el teorema de Green es que 8D no es una curva, pues la unión de estas 
dos curvas no es una curva, como ya se ha discutido anteriormente. Luego, no 
podemos aplicar dicho teorema. Para salvar esta dificultad procederemos de la 
siguiente manera: 
Trazaremos dos nuevas curvas dentro de la región D, r 3 y r 4 como se muestra 
en la figura l. 7 4. 

r 

Fig. 1.74 

Esto hace que la región D quede divida en dos regiones D1 y D2. Es claro que 
Fes de clase C 1 sobre cada una de estas regiones. Además, la frontera de cada una 
de estas regiones 8D1 = r1 n r3 U r al U r 4, 8D2 = r2 n (- r 4) U r a2 U (- r3) son 
curvas cerradas simples, regulares por partes y positivamente orientadas, donde 
r = r1 u r2 y r a= r al u r a2 como se muestra en la figura 1.75. 

f2 
Fig. 1.75 

Ahora si es posible aplicar el teorema de Green a cada una de estas regiones, 
esto es 

Ji (8Q 8P) i .... .... - - - dx dy = F · dr 
8x 8y 8D1 

D1 

siendo 8D1 = r1 U r3 U r al U r 4, entonces por la propiedad 3 de las integrales de 
línea obtenemos 

Jrl(ªQ_aP)dxdy= f F·dr+ f F·dr+ f F·dr+ f F·dr 
J ax 8y lr1 lr3 lral lr4 

D1 

(1.26) 
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Asimismo, 

- - - dx dy = F · dr ji (aQ aP) i -- _, 
ax ay 0D2 

D2 

siendo a D2 = r 2 u ( - r 4) U r a2 U ( - r 3), entonces por propiedad 3 de las integrales 
de línea obtenemos 

- - - dx dy = F · dr + F · dr + F · dr + F · dr ji ( aQ a P) ¡ -- __ J -- __ ¡ -- __ J -- __ 
ax ay r 2 - r4 ra2 - r3 

D2 

Sumando las expresiones (1.26) y (1.27) obtenidas, resulta 

j~ f ( aQ a P) 1 -- -- 1 -- --
} ax - By dx dy = Jr F · dr + Jr ª F · dr 

D 

8Q aP 
Luego, como sobre D se cumple ax (x ; y) = ay (x; y) , entonces el problema 

se reduce a evaluar la integral de línea f F · dr, esto es, 
Jrª 

1 ff . dr = - 1 ff . dr 
Jr Jrª 

= - l ª C2 7 y2) dx + C2 : y2) dy 

= -12

" (-aa~st) d(asen t) + ( ª:2n t) d(acost) 

= 12" dt 

= 2n. 

Este ejemplo muestra que el teorema de Green dado para regiones planas D 
cuya frontera, an, es una curva cerrada simple regular puede generalizarse al 
caso cuando 8D es una unión de curvas cerradas simples regulares, aún cuando 
8D no resulte ser una curva. Para formalizar este proceso damos una definición 
previa. 
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Se demuestra, en cursos más avanzados, a través del teorema de la curva de 
Jordan 15 , el cual establece que toda curva cerrada simple determina dos regiones 
del plano: una acotada, D, llamada región interior a r, y otra no acotada, E, 
llamada región exterior a r. Claramente, 

8D = 8E = r 

r 

D 

E 

Fig. 1.76 

Sean r, r 1 , · · · , r m curvas cerradas simples regulares por partes en JR2 verifican­
do las siguientes condiciones 

a) Para cada i = 1, 2, · · · , m, ri se encuentra en la región interior de r. 

b) Para cada i-=/: j, ri nr1=0, con i,j = 1,2, · · · ,m. 

c) Para cada i # j, ri se encuentra en la región exterior de r1, para i,J 
variando en el conjunto {1,2, · · · ,m}. 

Llamaremos región compacta en JR2 determinada por r, ri, · · · , r mal conjun­
to de puntos que se encuentran en la región interior de r y en la región exterior 
de cada una de los ri, junto con sus respectivos puntos frontera. En este caso, es 
claro que la frontera de la región Des el conjunto 8D = r u ri u ··· u r m· 

c:Jl 
D 

Fig. 1. 77 D: región compacta. 

15 Homology Theory, James Vick, pág. 33 
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Teorema 1.12 (Teorema de Green Generalizado). Sean F = (P; Q) un 
campo vectorial de clase C 1 en un abierto U e ffi.2 y sea D e U una región 
compacta cuya frontera, oD está orientada positivamente respecto a D, entonces 

{ Pdx+Qdy+ f { Pdx + Qdy = Jj (~~ -~p) dxdy 
Ír i=l Íri D Y 

Fig. l. 78 oD: Frontera de la región D orientada positivamente. 

Ejemplo 83. Calcule la integral de línea { -xdx - ydy donde res el triángulo 
Ír ( y'x2 + y2)3 

de vértices A = (O; 2), B = (-2; -2) y C = (2; -2) orientado en sentido antiho­
rario. 
Solución 
El teorema 1.10 establece que 

donde D* es limitada por r como se muestra en la figura l. 79. 

y 

A 

B e 

Fig. 1.79 

Sin embargo, F = (P; Q) no es de clase C1 sobre cualquier conjunto abierto que 
contenga a la región D*, pues F no está definido en (O; O) para ningún abierto 
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que contenga a D*. La idea es entonces considerar una nueva región donde el 
campo F sea de clase C 1, esto equivale a considerar el interior del triángulo sin el 
punto (O; O), y esto se logra al tomar la circunferencia r a centrada en el origen de 
coordenadas y de radio a, elegida de manera que r a esté contenida en el interior 
del triángulo. Denotando por D la región limitada por r y r ª' de esta manera 
8D = rur ª'la cual está orientada positivamente respecto a D (ver Figura 1.80). 
Es decir Des una región compacta y Fes de clase C1 sobre D. 

r 

-2 -- $~:' X 

l D 
-2 

Fig. 1.80 

Luego, podemos usar el teorema 1.12: 

i Pdx+Qdy+ fr. Pdx+ Qdy= Jl (~~ -~:) dxdy 

Como sobre D se cumple que 

8Q 8P . _ 3xy 
8x (x; y) = 8y (x, y) - J(x2 + y2)5 

tenemos 

r p dx + Q dy = - r p dx + Q dy 
Jr Jrª r -xdx -ydy 

= - Jrª J(x2 + y2)3 

= -12
" [(-a sen t)( a cos t)a~ (a cos t)( a sen t)] dt 

=o. 
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Ejemplo 84. Dado el campo de fuerzas F(x; y) - · De-( 
y X ) 

x2 + y2 ' x2 + y2 · 

termine el trabajo que realiza F para desplazar una partícula a lo largo de una 
curvar regular por partes con punto inicial (-1; O) y punto final (1; O), sabiendo 
que r solo intersecta al semiplano superior { (x; y ) E ~2 

: y :2: O} en los puntos 
(-1; O), (1; O). 
Solución 

Se t rata de hallar W = i F ·di, donde res una curva como la que se muestra 

en la figura 1.81. 

y 

Fig. 1.81 

Es claro que sobre ~2 - {(O; O)} el campo F = (P; Q) está bien definido y además 
se verifica que 

ap 2xy 
ox (x; y) = (x2 + y2)2' 

ap y2 - x 2 

oy (x; y) = (x2 + y2)2 

aQ y2 - x2 
ax (x; y) = (x2 + y2)2' 

oQ -2xy 
ay (x; y) = (x2 + y2) 

son funciones continuas sobre ~2 - {(O; O)}, es decir F es un campo vectorial 

de clase C 1 sobre ~2 - {(O; O)}. Consideremos r 1 la circunferencia centrada en el 
origen de coordenadas de radio uno y orientada en sentido antihorario, de manera 
que r U r 1 sea una curva cerrada que encierra al origen de coordenadas. 
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y 

.................. ·--··¡--·--·--... n ......... \., 

~~---~~~~~-+~~~~~--~--o~x 

Fig. 1.82 

El problema que se presenta es que el campo vectorial F no es de clase C 1 

sobre ningún abierto que contiene a la región limitada por r y r 1, pues f' no 
está definido en (O; O). Luego, consideramos una circunferencia r a centrada en el 
origen de coordenadas y de radio a parametrizada por la función 

r( t) = (a sen t; a cos t), t E [O; 27r], 

de manera que r a quede en el interior de r u r 1- Además denotaremos por D la 
región limitada por r u r1 y r a como se muestra en la figura 1.83. 

y 

~~-+~~~~+--+~-t-~~~-t~--1~x 

-1 

Fig. 1.83 

Luego, como F y oD verifican las condiciones del teorema 1.12 tenemos que 

L
1 

Pdx+Qdy+ fr. Pdx+Qdy= Ji(~~ -~:) dxdy 
D 

f P dx + Q dy + f P dx + Q dy + f P dx + Q dy = O 
lr lr1 lrª 

{ Pdx+Qdy=27r- r [(-sent)(-sent) +cost(cost)] dt lr Jo , 
i P dx + Q dy = 27r - 7r = 7r. 
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Ejemplo 85. Dado el campo de fuerzas F(x; y) ( 
-y X ) 

2 2 ; 2 2 ' halle 
X +y X +y 

el trabajo que realiza F para trasladar una partícula alrededor de la curva r 
mostrada en la figura 1.84. 

y 

Fig. 1.84 

Solución 
Sea r = f1 u f2 . Se trata de encontrar 

w = f ff . dr = f ff . dr + f ff . dr 
Ír Ír1 Ír2 

Observe que sobre JR2 - {(O; O)} se cumple que las siguientes funciones 

aP 2xy 
ax (x; y) = (x2 + y2)2 ' 

aP y2 - x2 
ay (x; y) = (x2 + y2)2 

8Q y2 - x2 
ax (x; y) = (x2 + y2)2 ' 

8Q -2xy 
8y (x; y) = (x2 + y2)2 

son continuas, es decir, Fes de clase C 1 sobre JR2 - {(O; O)}. 

Primero evaluamos la integral f F · dr: 
Ír1 

El campo F es conservativo en la región 

Vi = {(x; y) E JR2
: x <O, y> O} 

cuya gráfica es mostrada en la figura 1.85. Por lo tanto, 
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(j"~~ 
--......... ¡ .. 

--------------- ----4 -- -----: 

Fig. 1.85 

Evaluando ahora la integral f F · df' : 
lr2 

~ 

: r2 
:( 

Teorema de Green 

X 

Observe que el campo F no está definido en (O; O) por lo t anto cualquier 
conjunto abierto que contenga a la región limitada por r 2 contiene al origen 
de coordenadas. Luego, F no es de clase C 1 sobre la región limitada por r2. 
Para salvar este inconveniente consideremos una circunferencia r a de radio a> O 
suficientemente pequeño de manera que esté contenido en el interior de la región 
plana limitada por r2. Una parametrización parar a es 

r a : f'(t) = (a sen t ; a cos t), t E [O; 27r] . 

f1,1' 
y 

~~~~~--t~+--+~-+-~~---~~~--x 

f2 

Fig. 1.86 

Es claro que la región D, limitada por r2 y r a es una región compacta cuya 
frontera está orientada positivamente. 
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Luego, por el teorema 1.12 tenemos que 

ir ..... ..... ¡ ..... ..... JJ (ªQ aP) F · dr + F · dr = - - - dx dy 
r f2 ax [)y 
ª D 

Por lo tanto, 

w = r f' . di+ r f' . di= 27r . 
Ír1 Ír2 

¡ x2 y dx - x3 dy 
Ejemplo 86. Halle la integral ( 2 2)2 , donde r es el cuadrado con 

r X +y 
vértices en los puntos (1; 1), (-1; 1), (-1 ; -1), (1 ; -1) , recorrida en sentido anti-
horario. 
Solución 
Es claro que el dominio del campo F = (P; Q), donde 

- x3 

Y Q(x; y) = (x2 + y2)2 

es D¡; =IR - {(O; O)}. Asimismo, Fes de clase C 1 sobre D¡; (Verifíquelo!), esto 

significa que F no es de clase C 1 en ningún abierto que contenga a la región 
limitada por el cuadrado. Para salvar esto, consideremos una circunferencia r a 

centrada en el origen y radio a con O < a < 1, de manera que la región limitada 
por esta circunferencia, recorrida en sentido horario, esté dentro del cuadrado 
como se muestra en la figura 1.88. 
r 2, cuya parametrización es 

fa: i (t ) = (asent;acost), t E [0;27r] 

Sea D la región limitada por el cuadrado y la curva r a como se muestra en la 
figura 1.88. Es claro que F es de clase C 1 sobre D. Además, 

aQ 8P x4 - 3x2y2 

ax (x; y) = ay (x; y) = (x2 + y2 )2 
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y y 

1 (r 1 
r 

-1 1 
X -11 \ 1 Ja 1- • X 

-1 -1 

Fig. 1.87 Fig. 1.88 

Luego del teorema 1.12 tenemos 

laD Pdx + Qdy = Jfv ( ~~ -~:) dxdy, 

entonces de 1.28 y teniendo en cuenta que 8D = r u r a tenemos 

[ Pdx + Qdy = - [ Pdx + Qdy, 

[ Pdx + Qdy = - fo 2

" [sen2 tcos2 t + sen4 t] dt 

= -7r. 

Ejemplo 87. Dado el campo vectorial F(x; y)= 

Halle 
( 

\ y -x 
3x2 - 2xy + 3y2 ' 3x2 - 2xy + 3y2

1 

a) [ F ·df, donde res el cuadrado de vértices (1; 1 ), (-1; 1 ), (-1; -1 ), (1; -1 ), 

recorrida en sentido antihorario. 

b) f .F . dr, siendo r 0 una circunferencia centrada en el origen y radio 2, 
lro 
recorrida en sentido antihorario. 
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Solución 

a) 

¡l - 1 ¡1 -1 
= dy + dx 

-1 3 - 2y + 3y2 -1 3 - 2y + 3y2 

¡l -1 ¡1 -1 
+ dy + dx 

-1 3 - 2y + 3y2 -1 3 - 2y + 3y2 

¡ _, ¡l -1 ¡1 -1 
F . dr = 2 dy + 2 dx 

r _ 1 3 - 2y + 3y2 _ 1 3 - 2y + 3y2 

-2 ¡1 dy 2 [ 1 dx 

= 3 L (y_ !l2 + ( 1)2 - 3 L1 (x _ ~l2 + ( 1)2 
= - h ( arctan( ~) - arctan(-h)). 

b) Observe que D f' = ~2 - {(O; O)} . Además, en este conjunto se cumple 

8Q 8P 3(x2 - y2 ) 

8x By (3x2 - 2xy + 3y2 ) 2 

F es de clase C 1 sobre D f'· 

Luego, por el teorema de Green, previa orientación (positiva) de la frontera 
de la región D resulta, 

¡ _, _, ¡ _, _, JJ, (ºQ 8P) F · dr + F · dr = - - - dxd dy 
r r 0 D OX oy 

donde D es la región limitada por la circunferencia y el cuadrado. Por lo 
tanto, 

l F · df'= l, F · df'= ~ (arctan(~) - arctan(/2)). 
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Ejercicios: Sección 1.5 

l. Calcule l (1 - y)dx + xdy donde r es la curva, orientada positivamente, 

que limita el triángulo de vértices A(O; O), B(O; 1) y C(l; O). 

¡ x2 
2. Usando el teorema de Green calcule 2y dx+- dy, donde res el triángulo 

r 2 
de vértices (O; O), (1; 1), (2; O), recorrido en sentido antihorario. 

3. Usando el teorema de Green calcule la integral de línea i f · di, donde 

F(x; y) = -3x2yi + 3xy2j y r la circunferencia x2 + y2 - 4y =o orientada 
en el sentido positivo. 

4. Calcule i x 2dx + (4x + y)dy a lo largo del triángulo de vértices A(O; O), 

B(l; 2), C(2; O) y recorrido en sentido antihorario. 

5. Usando el teorema de Green, calcule J ydx + ( ~ x 3 y2 + x) dy siendo r la Ir 3 
frontera (orientada positivamente) de la región del primer cuadrante defini-
da por las rectas y= x, y= 4x y las hipérbolas xy = 1, xy = 2. 

6. Calcule el trabajo que realiza la fuerza 

F(x;y) = (2xcos(xy) - x 2 ysen(xy) -y;-x 3 sen(xy)) 

para trasladar una partícula desde el origen de coordenadas hasta el punto 
(2;0) a lo largo de la curvar: y= 1-11- x i. 

7. Usando el teorema de Green calcule: 

a) i (x - y)dx + ydy, donde r es la frontera de la región comprendida 

entre el eje x y la gráfica de la función y = sen x para O ::; x ::; 7f. 

b) i x 2 dx - y 2dy, donde res el cardioide r = 1 + cosll. 

c) i (x+y2 )dx+(y+x2 )dy, donde res el cuadrado de vértices (±1, ±1). 

d) El área de la región bajo un arco de la cicloide de ecuaciones paramétri­
cas 
x = a ( t - sen t), y = a ( 1 - cos t). 

e) El área de la región limitada por las gráficas de las ecuaciones 
y= x2, y= x3. 
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8. Dado el campo vectorial F(x; y) = (- 2 y 2; 2 x 2), demuestre que 
X +y X +y i f . dOi = 27í para toda curva cerrada simple regular por partes orientada 

en sentido antihorario y que contiene en su interior al origen de coordenadas. 

9. Halle la integral de línea i ( x-y3
) dx+ ( x 3 +sen y) dy siendo r la circunferen­

cia unitaria centrada en el origen de coordenadas y orientada positivamente. 

10. Usando el teorema de Green, calcule la integral de línea a lo largo de la 
curva dada, orientada positivamente. 

a) ], (y+ eVx)dx + (2x + cos y2 )dy, donde r es la frontera de la región 

comprendida entre las parábolas y= x2 y x = y2 . 

b) ], 2xydx + x 2dy, donde res el cardioide r = 1 + cosli. 

c) ], (x3 
- y3 )dx + (x3 + y3 )dy, donde res la frontera de la región entre 

los círculos x2 + y2 = 1 y x2 + y2 = 9. 

d) ], (2x3 
- y3 )dx + (x 3 + y3 )dy donde r es el circunferencia unitaria 

centrada en el origen de coordenadas. 

11. Sea I = 1 ( 1 + X + x
2 

+ Y
2 

- y) dx + ( y ) dy' siendo r una 
Jr 1 + x2 + y2 1 + x2 + y2 

curva cerrada simple y regular por tramos, contenida en el plano coordenado 
xy y orientada en sentido antihorario. 

a) Demuestre que I = ~ J -y dx + x dy. 
2 Jr 

b) Usando el resultado obtenido en a) y tomando r como la frontera de 
la región limitada por la gráfica de las ecuaciones: 

x2 + y2 = 4y' x2 + y2 = 4x' 

ubicada en el primer cuadrante, calcule I. 

c) U san do el área de regiones conocidas, calcule I sin usar integrales de 
línea. 

12. Calcule .i J x2 + y2dx + (xy2 +y ln(x + .J x2 + y2 ))dy donde res la curva 

que limita en el primer cuadrante a la región comprendida por las gráficas 
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de las ecuaciones: 

x2 y2 _ x2 y2 
+--1 -+--1 x-0 O a 2 b2 ' 4a 2 4b2 - ' - ' y = 

13. Calcule f -ydx + dy , donde r es la sección de la curva 
Ír xJx2 - y2 Jx2 - y2 

x2 - y2 = 9 comprendida entre los puntos A(3; O) y B(5; 4). 

r [ 1 y2 l [ x2 l l 14. Calcule el valor de la integral Ír AB ~ - (x _ y) 2 dx + (x _ y) 2 - y dy 

a lo largo de la curvar AB : x2 - y2 = 3, siendo A(2; 1) y B(3; v/6). 

15. Sea r la frontera de la región limitada por 

y2 = 4(x + 1), y2 = 16(4 - x), y2 = 36(9 - x) 

recorrida en sentido antihorario, calcule 

i -y(y - Y1) (x - 8) 
------ dx + dy, 

r (x - 8) 2 +(y - Y1) 2 (x - 8) 2 +(y - Y1) 2 

a) Cuando Y1 =O 

b) Cuando Y1 = 15 

16. Calcule el trabajo que realiza la fuerza F(x; y) = (O; -e), e > O para 
trasladar una partícula en sentido antihorario a lo largo de la gráfica de 
la ecuación 

x2 + y2 = 3(x2 + y2)~ - 3x 

17. Usando el teorema de Green, halle el trabajo que realiza la fuerza 

F(x; y) = (2x cos(xy) - x 2y sen(xy) - y; -x3 sen(xy)) 

para trasladar una partícula desde el origen hasta el punto ( 7r; O) a lo largo 
de la curva f : y = 1 - 1 COS X¡. 

18. Usando el t¡eorema de e?:e~~thalle el área de la región limitada por la curva 

r : f (t) = x = ~t 2 ~-t O :S t :S 1, el segmento que une el origen 
y = 

2 
e+ e-1 e - e- 1 

con el punto A( 
2 

; 
2 

) y el eje x. 
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19. Calcule el área de la región limitada por las gráficas de las siguientes ecua­
ciones 
y = x2' x2 + y2 = 2 

20. Calcule f F·dr, donde res la parte de la elipse 4(x-2)2+ Y
2 

= 1 compren-lr 4 
dida en el primer cuadrante que une los puntos(~; O) (2; 2) recorrida en sen-

tido antihorario, y F(x;y) = Cx _ 2)~ ~ ~y - l)2 ; (x _ 2); ~~y- l)2) 

21. Calcule fr ¡x cos(x2 + y2
) - y2

] dx + ycos(x2 + y2
) dy, donde res la curva 

orientada en sentido antihorario, que limita la región que es interior a la 
circunferencia x2 + y2 = 2y y exterior a la circunferencia x2 + y2 = 1. 

__, __, __, y - X xy ¡ ( 2 2 2 ) 
22. Calcule r F · dr, donde F (x; y) = (x2 + y2)2; 2x - (x2 + y2)2 , donde r 

es la curva definida por r = 2 + cos (}, O S (} S 2w. 
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Capítulo 2 

Integrales de Superficie 

Objetivos de Aprendizaje 

Al finalizar el capítulo los alumnos: 

l. Calcularán la integral de superficie de campos, para ello: 

a) Plantearán correctamente la integral según el campo sea vectorial o 
escalar. 

b) Parametrizarán correctamente la superficie tomando en cuenta su 
orientación. 

c) Calcularán correctamente la integral doble de la función escalar co­
rrespondiente. 

2. Emplearán correctamente el concepto de integral de superficie para definir 
y calcular la masa de una lámina y el flujo definido por un campo sobre 
una superficie. 

3. Diseñarán una estrategia para calcular la integral de superficie o de la 
integral triple correspondiente, eligiendo entre el uso de la definición co­
rrespondiente, o bien aplicando el teorema de Stokes o el teorema de Gauss 
según sea el caso. 
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2.1. Conceptos previos 

Sea D una región de JR2 y iJ una función vectorial de variable vectorial, 

iJ D ------+ JR3 

(u; v) f---T iJ( u; V) 

En adelante: 

1) La representación gráfica del vector iJ( u; v) se hará tomando como extremo 
inicial el origen de coordenadas (vector posición iJ( u; v)). 

2) a(u; v) denotará el extremo final del vector posición iJ(u; v). 

Sea D una región 1 de JR2 a la que se le adjunta toda o parte de su frontera 
y considere iJ : D ------+ JR3 una función vectorial de variable vectorial continua, 
llamaremos superficie en JR3 y la denotaremos por S al conjunto, 

S = {(x;y;z) E JR3 : (x;y;z) = a(u;v), para algún (u;v) E D} 

V 

D CJ 
--t-------------u 

(j 
,......---..... 

Fig. 2.1 

z 

S=a(D) 

~-------y 

X 

Si la función iJ es inyectiva sobre D, excepto posiblemente sobre su frontera, en­
tonces diremos que a es una parametrización de la superficie y escribiremos 

o bien 

o bien 

S: iJ(u; v) = x(u; v)i + y(u; v)j + z(u; v)k, (u; v) E D 

S: iJ(u;v) = (x(u;v);y(u;v);z(u;v)), (u;v) E D 

S: iT(u;v) =U x(u;v) 
y(u;v) 
z(u;v) 

,(u;v)ED, 

1 ver página 84. 
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donde x, y, z son funciones continuas en D. 
Las ecuaciones: x = x(u;v), y= y(u;v), z = z(u;v), con (u;v) E D son 
conocidas como ecuaciones paramétricas de S, esto significa que cualquier 
punto P(x; y; z) perteneciente a S satisface estas ecuaciones. 

Ejemplo 88. La gráfica de la función z = x + y es una superficie, pues es la 
imagen de la parametrización 

a(x;y) = { ~ 
Vectorialmente, 

X 

y 
x + y 

(x;y) Effi.2
. 

5 (x; y)= xi + yj + (x + y)k, (x; y) E ffi. 2 . 

Observe que en este caso la región D = ffi. 2 . 

Ejemplo 89. La función 5 cuya regla de correspondencia viene dada por 

5(u; v ) = 2cosui + 2senuj + vk 

o simplemente por 

{ 

x = 2 cosu 

5(u;v)= ; : ~ senu , 0 :Su:S 2w,O :Sv:S 2, 

es una función inyectiva, excepto en la frontera de la región 

pues 5(0; v) = 5(2w; v) = (2; O; v) para todo O:::; v :::; 2. Además, x , y, z son fun­
ciones continuas. Luego, 5 es una parametrización y su imagen es una superficie. 

V 

ª 2 .....--------.. 
D 

V (2n ,v) 

u y 
2n 

X 

Fig. 2.2 
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Ejemplo 90. La función iJ definida por 

O'(u;v) = { ~ 
2cosu 
2senu 
V 

Superficies 

Ü :S U < 27r, Ü :S V :S 2 

es inyectiva y continua sobre su dominio. Luego, iJ es una parametrización y su 
imagen es una superficie, como se muestra en la figura 2.3. 

V 

2l ª ......-------.. 
D 

l : L __.____u ~·········i·····-········ 2 
2n: 

- ... ··'····----···-:.~ y 

X 

Fig. 2.3 

Observación 17. 
En el ejemplo 90 se puede observar que el conjunto Des una región unida con el 
conjunto de puntos de una parte de su frontera. 

Ejemplo 91. La función iJ definida por 

O'(u;v) = { ~ 
vcosu 
vsenu 
V 

Ü < U :S 27r, V 2 Ü 

tiene como imagen al conjunto S mostrado en la siguiente figura: 
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Preguntas: 

a) ¿El conjunto S es una superficie? Justifique. 

b) ¿Es la función a= iJ(u; v) o:::; u:::; 2w, V 2:: o una parametrización de S? 
Justifique. 

Observación 18. 

l. La conexidad del dominio junto con la continuidad de iJ garantizan la cone­
xidad de la superficie. 

Ejemplo 92. Sea la función 

{ 
O si 

J(x;y) = 1 si 

donde D = {(x; y ) E JR2 : x 2 + y2 :::; l}. 

(x;y) E D 
(x;y ) tJ_ D 

Es claro que en este caso la gráfica de f, Gr(!) , puede ser vista como la 
imagen de una función 

a: R.
2 

----> R.3, iY(x; y)= { ~ 

Gráficamente 

y 

1 

Fig. 2.5 

X 

y 
J(x ;y) 

z 

(x; y)ElR2
. 

z=l 

sin embargo, este conjunto no representa una superficie, pues iJ no es una 
función continua 2 , pues basta aplicar la definición de continuidad a un 
punto cualquiera de la circunferencia x 2 + y2 = 1. 

2 Diremos que una función f : A e IR2 ---+ IR3 es continua en el punto P(xo; yo) si y solo si 
para cada E > O existe 8 > O tal que si 11 (x; y) - (xo; yo) 11 < 8, entonces llf (x; y) - f(xo; yo) 11 < E . 
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Ejemplo 93. Sea la función f(x; y) =O, para (x; y) E D, donde 

D = {(x;y) E ffi.2 : IYI 2:: l}. 

El gráfico de esta función también puede ser vista como la imagen de una 
función a : D e JR.2 

----t JR.3 , en este caso, a pesar que a es continua, el gráfico 
de f no representa una superficie, pues falla la conexidad del conjunto D. 
Ver fig. 2.6. 

y 

z 

-1 X I .-------------Y 

Fig. 2.6 

2. Geométricamente, la inyectividad de a se traduce en que la superficie no se 
autointersecta. 

3. En cursos básicos se suele definir superficie como la gráfica de una función 
continua 

f : D e ffi.2 
----t K 

El siguiente ejemplo ilustra bajo qué condiciones adicionales esta definición 
es equivalente a la que hemos dado. 

Ejemplo 94. Si f : D e ffi.2 
----t ffi. es una función continua, inyectiva y D 

es un conjunto conexo y abierto, entonces la gráfica de f, 

Gr(!)= {(x; y; f(x; y)) : (x; y) E D} 

es una superficie, pues Gr(!) = ~(D), donde, a(x; y) = (x; y; f(x; y)), con 
(x; y) E D. En este caso, diremos que se trata de una superficie definida en 
forma explícita por la ecuación z = f (x; y). 
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2.2. Parametrización de superficies 

En esta sección mostraremos algunos ejemplos de cómo parametrizar ciertas 
superficies en JR3 . 

Ejemplo 95. Se ha visto en el ejemplo 94 que si g : D e JR2 
----+ 1R es una función 

continua, inyectiva y D es un conjunto conexo y abierto entonces su gráfica, 

Gr(g) = {(x;y;g(x;y)): (x;y) E D} 

es una superficie, pues la función iJ(x; y) = (x; y; g(x; y)), (x; y) E D es una 
parametrización de S = Gr (g). 

Ejemplo 96. Parametrice la superficie S : z = J x2 + y2 . 

Solución 
La superficie dada puede ser considerada como la gráfica de una función de dos 
variables, es decir 

z = g(x;y) = Jx 2 + y2 , (x;y) E JR2
. 

Por lo tanto, según el ejemplo anterior, una parametrización de S viene dada por 

iJ(x; y) = (x; y; J x 2 + y2 ), (x; y) E JR2
. 

A continuación damos otra parametrización para S. En efecto, si fijamos el valor 
de z en la ecuación que define S, haciendo por ejemplo z = e ~ O, la expresión 
J x2 + y2 resulta ser una constante, es decir 

x2 + y2 = c2, 

esta ecuación corresponde a una circunferencia r de radio e contenida en el plano 
z = e, excepto cuando e = O que se reduce a un único punto (el origen de 
coordenadas). Esto sugiere que podemos parametrizar usando una variable para 
z y como r es una circunferencia, la otra variable será el ángulo u. Por lo tanto, 
obtenemos la siguiente parametrización para S, 

{ 

X = VCOSU 

iJ(u;v) = y = vsenu ,Osu<2w, v~O. 
Z = V 

Observación 19. Este ejemplo deja claro que una superficie puede tener varias 
parametrizaciones. 
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Ejemplo 97. Parametrice el cilindro S: x2 + y 2 = a 2
. 

Solución 

Superficies 

Podemos usar el mismo argumento del ejemplo anterior para obtener una parame­
trización para S, en efecto observe que para cualquier valor de z = e E IR, la 
expresión x 2 + y2 = a 2 corresponde al de una circunferencia de radio a contenida 
en el plano z = e, entonces elegimos una variable para z, es decir z = v y como 
r es una circunferencia, la otra variable la tomamos como el ángulo u. De esta 
manera, obtenemos la parametrización del cilindro, 

8(u;v) = { ~ 
acosu 
a sen u , O ~ u < 2n, v E IR. 
V 

Pregunta: Sea D e IR 2 un conjunto abierto y conexo ¿Es posible considerar S 
como la gráfica de una función de la forma f : D ~ IR2 -----+IR ? Justifique. 

Ejemplo 98. Parametrice la parte del cilindro S : x2 + y2 = 4, O ~ z < 5 
comprendida entre los planos y= x, y= 2x con x 2: O. 
Solución 

y=2x 

.··''·"'!:it---·+-··~ y 

X 

Fig. 2.7 

Del ejercicio 97 se tiene que los puntos de un cilindro pueden ser descritos por 
la función 

{ 

x = 2cosu 
a( u; V) = y 2 sen U 

Z = V 

para ver la variación de los parámetros u y v usamos las condiciones dadas, 

Ü ~ Z ~ 5 y y = X, y = 2x, 

es decir, 
O :::;; v :::;; 5, y 2 sen u = 2 cos u, 2 sen u = 4 cos u, 
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7r 
resultando que :::; 'U :::; arctan 2 y O :::; v :::; 5. Luego, una parametrización 

4 
para la porción del cilindro descrito en el problema es, 

a (U; V) = ( 2 COS U; 2 Sen U; V), 
7r ¡ :::; u :::; arctan 2, O :::; v :::; 5. 

Ejemplo 99. Parametrice la esfera de radio a centrada en el origen de coorde­
nadas, esto es S: x 2 + y2 + z2 = a2

. 

Solución 
Una parametrización para S es obtenida usando coordenadas esféricas, es decir 

{ 

x = a sen v cos u 
a (U; V) = y = a sen V sen U 

z = acosv 
, Ü :SU :S 27r, Ü :S V :S 7r 1 

donde u es el ángulo medido de la parte positiva del eje x hacia el segmento que 
une el origen con el punto P ', siendo este la proyección del punto P al plano xy, 
y ves el menor ángulo medido de la parte positiva del eje z al segmento que une 
el punto P = ( x; y; z) con el origen de coordenadas, como se muestra en la figura 
B del apéndice. 

Ejemplo 100. Sea S la superficie de revolución obtenida al hacer girar la curva 

f (y) 
o a:::; y :::; b, 

alrededor de eje y, siendo f una función continua y positiva. Parametrice S. 
Solución 
Suponga. que r es una curva como la mostrada en la figura 2.8.a. 

z 

X 

Fig. 2.8.a Fig. 2.8.b 

de manera que al girar r alrededor del eje y se obtiene la superficie mostrada en 
la fig.2.8.b. 
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Sea P(x; y; z) E S un punto arbitrario de S, se trata de expresar x, y y zen 
términos de dos parámetros. En efecto, el punto P elegido se encuentra sobre la 
circunferencia centrada en el punto (O; y; O) y radio f (y), la cual está contenida 
en el plano que pasa por (O; y; O) y es paralelo al plano xz, entonces 

x = f(y)cosu, z = J(y)senu, donde u E [0;27r]. 

Por lo tanto, la parametrización buscada es de la forma, 

il(u;y) = { ~ 
f (y) cos u 
y , O:::; u:::; 27r, a:::; y :::; b. 
J(y) sen u 
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2.3. Superficies regulares 

Sea S una superficie parametrizada por 

{ 

x = x(u;v) 
a(u;v) = y = y(u;v) 

z = z(u;v) 

Superficies regulares 

(u;v) E D CJR2
. 

Sea ( u0 ; v0 ) un punto en el interior 3 del conjunto D. Si fijamos uno de los paráme­
tros, digamOS U = Uo, entOnCeS Se tiene la parametrizaciÓn de Una CUfVa r V 

definida por 

f v: O'(uo;v) = { ~ 
x(uo;v) 
y(uo;v ) 
z (uo;v ) 

, con v E J, donde J es cierto intervalo que 

contiene a v0 . Claramente r v , a la que en adelante llamaremos v-curva coor­
denada, está contenida en la superficie S. Gráficamente 

V z 

- - -r---D 

,--------- y 

X 

Fig. 2.9 

Análogamente, podemos definir una u-curva coordenada r u al fijar el valor 
del parámetro V = Vo, entonces la parametrizaciÓn de r u es definida por 

contiene a uo . 

x ( u; vo) 
y( u; vo) 
z( u; vo) 

, con u E I, donde I es cierto intervalo que 

La gráfica de r u se muestra a continuación: 

3 Diremos que (xo; yo) E De ne es un punto interior de D si existe una bola abierta Br(xo; Yo) 
totalmente contenida en D . El conjunto de todos los puntos interiores de D se llama interior 
de D. 
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V 

v=vo 

a .......-----... 
z 

fu 

----+-""<------..Y------- u 
~~~~~~~~---y 

X 

Fig. 2.10 

Ejemplo 101. Sea S la superficie parametrizada por 

5(u;v) = (2cosu;2senu;v), O:=:; u:=:; 2w, v E R 

a) Grafique S. 

b) Determine las ecuaciones de las curvas coordenadas que pasan por el punto 
( V2; V2; 8) y dibújelas sobre S. 

c) Escriba las ecuaciones paramétricas de las curvas coordenadas para un 
punto arbitrario de S y describa su imagen. 

d) Sobre la gráfica de S dibuje cuatro v-curvas coordenadas. 

Solución 

a) Si hacemos x = 2 cos u, y = 2 sen u, entonces x2 + y2 = 4 para cualquier 
z E ffi.. Estas condiciones corresponden al cilindro circular recto cuya gráfica 
se muestra en la figura 2.11. 

z 

s 

.~ ----------------------·· 2 y 

X 

Fig. 2.11 
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b) Puesto que el punto ( J2; J2; 8) corresponde a los valores u = ¡ y v = 8 
existen dos curvas coordenadas: una para u = ¡ y otra para v = 8. 
La v-curva coordenada con u= ¡ tiene por ecuaciones paramétricas, 

x = 2 cos ( ¡) = V2, y = 2 sen ( ¡) = V2, z = v 

es decir, 

5( ¡; v) = { ~ : 'V E IR 
V 

cuya imagen es una recta que pasa por el punto ( J2; J2; O) y es paralela al 
eje z. 
La u - curva coordenada con v = 8 tiene por ecuaciones paramétricas, 

es decir, 

x = 2 cos u, y = 2 sen u, z = 8 

2cosu 
2senu 
8 

, u E IR 

cuya gráfica es una circunferencia de radio 2 contenida en el plano z = 8 y 
centrada en el eje z. 

V z 
D 

v=s----

--+--t-----+----. U 

u=i 27! y 

X 

Fig. 2.12 

c) Al fijar u= uo las v-curvas coordenadas tienen por ecuaciones paramétri­
cas las expresiones, 

rv: x = 2cosuo , y=2sen ·uo, z=v 

que resultan ser rectas sobre el cilindro paralelas al eje z, ver figura 2.13. 
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V 

D 

---t~-+-~~~-1-~--..u 

U=UQ 

ª ..---.......... 

Fig. 2.13 

Superficies regulares 

z 

Ív 

y 

X 

Análogamente al fijar v = va las u-curvas coordenadas tienen por ecua­
ciones paramétricas las siguientes expresiones, 

fu: x = 2cosu, y= 2senu, z =va 

las cuales representan circunferencias de radio 2 contenidas en el plano 
z = va y centradas sobre el eje z. Gráficamente, 

V 

D 

V =Vo 

---t~~~~~-1-~--..u 

ª ..---.......... 

Fig. 2.14 

d) Se deja como ejercicio para el lector. 
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Sea 
B(u;v) = (x(u;v);y(u;v);z(u;v)), (u;v) E De ~2 

una parametrización de una superficie S. Si además, B es diferenciable 4 en el 
punto (uo; vo) E D, entonces podemos derivar las componentes de la función 
iJ = 5( u; vo) respecto de u y evaluar en ( uo; vo) : 

___, aB (ax ay a z ) 
O'u( uo; vo) = au ( uo; vo) = au ( uo; vo); au ( uo; vo); au ( uo; vo) . 

Geométricamente, el vector Bu( uo; vo) corresponde al vector tangente de la u-curva 
coordenada fu en el punto a-(uo;vo) = (x(uo;vo);y(uo;vo);x(uo;vo)). En ade­
lante, diremos simplemente que Bu( uo; vo) es el vector tangente ar u en el punto 
( uo; vo). 

V 

D 

X 

Fig. 2.15 

De manera análoga, podemos derivar las funciones componentes de B = B( u0 ; v) 
respecto de v y evaluarla en el punto ( uo; vo): 

Geométricamente, el vector Bv( uo; vo) corresponde al vector tangente de v-curva 
coordenada I'v en el punto a-(uo; vo) = (x(uo; vo); y(uo; vo); z(uo; vo)). En ade­
lante, diremos simplemente que Bv(uo; vo) es el vector tangente a rv en el punto 
(uo; vo). 

Definimos el vector 

N_,( ) ___,( ) ___,( ) (8(y;z) 8(z;x) 8(x;y)) 
ua;vo = 0'1¿ uo;vo x O'v uo;vo = a(u;v); a(u;v); a(u;v) 

(u ;v)=(uo;vo) 
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donde, 

ox ax 
-

O(x; y) = 1 Ou 8v 8(z;x) 
8(u; v) oy ' o(u;v) ()y 

ou ov 

1 Oz 
Bu 

1 ax 
Bu 

()z 

ov 

ax 
av 

8(y;z) 
8(u;v) 

Superficies regulares 

ay ay 
- -
ou ov 

8z oz 
- -
8u ov 

Geométricamente el vector Ñ ( uo; vo) corresponde al vector normal a la superficie 
S en el punto a-( uo; vo) siempre y cuando este sea no nulo. A este producto 
vectorial Bu(u; v) x Bv(u; v) se suele llamar producto vectorial fundamental. 

fu 

X 

Fig. 2.16 

En adelante, diremos que Ñ(u;v) es el vector normal a Sen el punto (u;v). 
Además, la siguiente expresión: 

llÑ( u; v) 11 = lliJu( uo; vo) x Bv( uo; vo) 11 
corresponde al área del paralelogramo que está definido por los vectores iJ u ( uo; vo) 
Y ¡j v ( UQ; VQ) · 

Diremos que una superficie Ses regular en un punto Po de S, si y solo existe 
una parametrización iJ: D e ffi.2 ---+ ffi.3 de S tal que: 

i) a- ( uo; vo) = Po , para algún ( uo; vo) E D. 

ii) iJ es de clase C 1 sobre una bola abierta en ffi.2 , centrada en (u0 ; v0 ). 

iii) Ñ( uo; vo) #- O. 
Si S es regular en cada uno de sus puntos diremos que S es una superficie re­
gular. 
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Ejemplo 102. Demuestre que el cilindro S : x 2 + y 2 = 1, -3 < z < 3 es una 
superficie regular. 
Solución 
En el ejemplo 97 se ha visto que los puntos de S pueden ser descritos por la 
función, 

{ 

X = COSU 

5( u; v) = y = sen u , 
. Z = V 

en este caso, O ~ u ~ 2w y - 3 < v < 3. Es claro que las derivadas parciales de 

x = x (u;v), y=y(u;v), z = z(u ;v), 

son funciones continuas para todo (u; v) E D, siendo 

D ={(u;v)E~2 :0~u~2w, - 3<v<3}, 

es decir iJ es de clase C 1 sobre D. Además, se cumple que la normal a S en un 
punto arbitrario de S es, 

N(u; v) = Bu(u; v) X Bv(u; v) 

i j k 
= - sen u cos u O 

o o 1 

= ( cos u; sen u; O) '/= (O; O; O) sobre D. 

Por lo tanto, S es una superficie regular. 

Ejemplo 103. Se sabe que la función 

iJ(u;v) = (vcosu;vsenu;v), O~ u~ 2w, v 2 O 

parametriza el cono z = V x2 + y2 . 

Si derivamos iJ respecto a u y v respectivamente obtenemos 

iJ u (u; v) = ( -v sen u; v cos u; O), y iJ v (u; v) = ( cos u; sen u; 1), 

entonces 
N (u; v) = iJ u (u; v) x iJ v (u; v) = ( v cos u; v sen u; -v) . 

Observe que N (u; v) = O si y solo si v = O y esto corresponde al vértice del cono. 
Por lo tanto, el cono es regular, excepto en su vértice. 

El siguiente ejemplo evidencia la importancia de la elección de la parametriza­
ción para determinar la regularidad de la superficie en un punto. 
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Ejemplo 104. Para la parametrización 8(u; v) = (u; u + v; u 2 + v2
), (u; v) E JR2 

la superficie s : z = x 2 +(y - x) 2 es regular, pues a es de clase C 1 sobre JR2 y 

además se cumple 

N(u; v) = 8u(u; v) X 8v(u; v) 

j k 
= 11 1 2u 

O 1 2v 
1 

= (2v - 2u; -2v; 1) -=f. (O; O; O) para todo (u; v) E JR2
. 

Sin embargo, la parametrización 

f(u; v) = (u3
; u3 + v3

; u6 + v6
), (u; v) E JR2

, 

de la misma superficie S no cumple la condición (iii) para superficies regulares, 
pues 

N(u;v) = fu(u;v) x fv(u;v) 

i j k 
= 13u2 3u2 6u5 

O 3v2 6v5 
1 

= (18u2v5 
- 18u5v2

; -18u2v5
; 9u2v2

) = (O; O; O) 

si y solo si u = O, v = O y u = v. Igualmente, en los puntos de la forma (O; v3
; v6

) 

y ( u3 ; u3 ; u6 ) el vector normal sería nulo. Por lo tanto, para esta parametrización, 
la superficie S no es regular en dichos puntos. 

Si una superficie es regular en un punto Po= a-(uo; vo) = (xo; yo; zo), definimos 
el plano tangente a S = a-(D) en Po como el plano que pasa por Po y tiene a 
N( uo; v0 ) como vector normal. La ecuación del plano tangente es descrita por la 
siguiente expresión 

( x - xo; y - Yo; z - zo) · N ( uo; vo) = O 

donde (x; y; z) son las coordenadas de un punto arbitrario del plano tangente. 
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Fig. 2.17 

Ejemplo 105. Sea S la superficie descrita por la ecuación: 

B(u;v) = (ucosv;usenv;u2
), u E [0;27r], v E [0;7r]. 

a) Represente gráficamente la superficie S. 

b) Escriba la ecuación y grafique la v-curva correspondiente a u 

u-curva correspondiente a v = i. 
2 y la 

c) Grafique las curvas descritas en la parte b) de esta pregunta sobre la gráfica 
de la superficie S. 

d) Halle la ecuación del plano tangente a Sen el punto ( v13; 1; 4). 

Solución 

a) Las ecuaciones paramétricas de la superficie S son 

x = u cos v, y = u sen v, z = u 2 

' 
combinando estas ecuaciones obtenemos x2 + y2 = z, cuya gráfica co­
rresponde a un paraboloide. 

b) Si u = 2, la imagen de la función 

tY ( 2; V) = ( 2 COS V; 2 Sen V; 4), COn Ü :S V :S 7r, 

corresponde a una circunferencia r v de radio 2 contenida en el plano z = 4. 
Si v = i, tenemos que la imagen de la función 

7r v13 1 2 
o-(u· -) =(-u· - 'u·u ) O< u< 27r 

'6 2 '2' ' - - ' 

representa a una parábola r u contenida en el plano x = v13 y. 
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c) 

v= 

V 

1t 

u=2 

ª ~ 

u 

Fig. 2.18 

Ív 

~"""'----+---Y 

X 

d) Como la superficie Ses regular en el punto o-(2; ~) = ( J3; l; 4), entonces 
existe el plano tangente a la superficie S en ese punto cuya ecuación es dada 
por 

M ~ n 
(x - y .J; y - l ; z - 4) · N(2; 6) =O 

donde 

Ñ(2; ~6 ) = iTu(u;v) X iYv(u;v)I 
(u;v)=(2;~) 

= (cosv;senv;2u) x (-usenv;ucosv;O)I 
(u;v)=(2;~) 

= (-2 u2 cos v; -2 u2 sen v; u) 1 = (-4v'3; -4; 2). 
(u;v)=(2; ~) 

Por lo tanto, la ecuación del plano tangente a Sen el punto ( J3; 1, 4) es 

2v'3x + 2y - z = 4. 

Diremos que una superficie Ses regular por partes si es unión de imágenes 
de un número finito de superficies regulares Si = a-i(Di), i E {l; 2; ... ; m }, es decir 
se cumplen las siguientes condiciones 

• Cada ai : Di ---t IR3 es de clase C 1 e inyectiva sobre todo Di, excepto 
posiblemente en parte de su frontera. 

• Cada Di es una región en IR2 formada de un conjunto conexo abierto, junto 
con posiblemente algunos o todos sus puntos de la frontera. 
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• Cada Si 
puntos. 

a-i(Di) es regular, excepto posiblemente un número finito de 

Ejemplo 106. La superficie de un cubo es una superficie regular por partes, ella 
es unión de sus seis caras, cada una de las cuales son superficies regulares. 

z 

y 

a 

X 

Fig. 2. 19 
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Ejercicios: Sección 2.3 

l. Para cada una de las siguientes superficies paramétricas, halle una ecuación 
cartesiana, identifique la superficie y grafíquela. 

a) iJ (U i V) = (U COS Vi U sen Vi U 
2

) 

b) iJ (U i V) = ( 2 COS U i Vi 2 sen U) 

c) B(u; v) =(u; v; ~) 

d) iJ (U i V) = (U COS Vi U sen Vi U) 

e) iJ (U i V) = ( 2 COS V COS U i 2 COS V sen U i 2 sen V) 

2. Considere la parametrización del paraboloide descrita por la función 
a(u; v) =(u; v; u 2 + v2

) 

a) ¿Es una superficie paramétrica diferenciable? Justifique. 

b) ¿Es una superficie paramétrica regular? Justifique. 

c) En caso de ser posible halle el plano tangente a la superficie en el punto 
(1; 2; 5). 

3. Responda la parte a) y b) de la pregunta anterior para la parametrización 
del cono iJ(u;v) = (ucosv;usenv;u), u~ O. Halle, si es posible, el plano 
tangente al cono en el punto (O; 1; 1). 

4. Sea S la superficie descrita por z = 2(x2 + y2
) con z < 8. Considere la 

parametrización a de s dada por 

{ 

X UCOSV 

a(u;v) = y - usenv 
z - 2u2 

a) Bosqueje la gráfica de S. 

, Ü :S U :S 27f, Ü :S V :S 2 

b) Grafique el dominio D de la función a. 
c) Para cada uno de los siguientes valores de v : O, ~' 2w. 

(el) Grafique sobre D los segmentos (u ; v) con O :::; u :::; 2. 

( c2) Sobre la gráfica de S hecha en la parte a) dibuje las u-curvas 
coordenadas descritas en la parte (el). 

d) Para cada uno de los siguientes valores de u : O, 1, 2. 

( dl) Grafique sobre D los segmentos (u; v) con O :::; v :::; 2w. 

( d2) Sobre la gráfica de S hecha en la parte a) dibuje las v-curvas 
coordenadas descritas en la parte ( dl). 
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5. Si una superficie es definida por la función vectorial 

B(u; v) =(u cosv; u sen v; u2 + v2
), (u; v) E ffi. 2 , 

encuentre la ecuación del plano tangente a Sen el punto (1; O; 1). 

6. Encuentre la ecuación del plano tangente a la superficie S parametrizada 
por la función B(u; v) =(u+ v; 3u2 ; u - v), en el punto (2; 3; O). 

7. Dada la superficie 

8: 8(u;v) = (cosvsenu;senvsenu;cosu), para Ü SUS 7r y Ü S V S 27r. 

Analice si S admite plano tangente en el punto (O; V?; V?). En caso afir­
mativo, encuentre la ecuación de dicho plano. 

8. Halle una parametrización de la porción del cilindro y2 + (z - 5) 2 25 
comprendida entre los planos x =O y x = 10. 

9. Sean P(O; O; 4) y r la curva generada por la función vectorial 

r( t) = ( t; t2 + 1; t + t2
), -1 s t s 1 

Si Ses la superficie obtenida al unir los puntos de r con el punto P mediante 
segmentos de recta. 

a) Parametrice S. 

b) Encuentre el producto vectorial fundamental de S respecto a la parame-

trización hallada en la parte a). 

10. La esfera centrada en el origen y radio 2 es parametrizada por la función 
vectorial 

B(u;v) = (2 cosu senv;2 senusenv;2 cosv), Os u s 27r, Os v s 7r 

Analice si S es regular. 
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Apéndice 

Coordenadas cilíndricas 

Se ha visto que en el plano es más fácil representar algunas gráficas en coor­
denadas polares que en coordenadas rectangulares. En esta parte veremos que se 
presenta una situación similar para la representación de algunas superficies en el 
espacio. 

Sea P un punto de IR3 de coordenadas cartesianas ( x; y; z) . Las coordenadas 
cilíndricas (r; B; z) para P se definen de la siguiente manera: 

(i) r: distancia del origen a la proyección P' del punto P sobre el plano xy. 

(ii) O: ángulo definido por la parte positiva del eje x y el rayo que pasa por el 
origen y el punto P ', medido en sentido antihorario visto desde la parte 
positiva del eje z . 

z 

··. 

······•·•··•·•· ........... . 

P= (r ,fJ, z) 

z 

... --·· / y 

.· 

X 

Fig. A. 

Cada punto P(x; y; z ) E IR3 puede ser descrito usando la terna (r; O; z ) de 
modo que: 

x = r cos (}, y = r sen (}, z = z, 

Además, se cumple x2 + y2 = r 2
. 

En adelante, asumiremos que r ~ O, O :::; (} < 27T, z E IR. De esta manera, 
todos los puntos de IR3 excepto los del eje z tienen una única representación 
en coordenadas cilíndricas. Un punto sobre el eje z con coordenadas cartesianas 
(O; O; zo) tiene coordenadas cilíndricas (O; O; zo), donde (} puede ser cualquier 
ángulo. 
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Sistema de coordenadas esféricas 

Sea P un punto en JR.3 de coordenadas (x; y; z) en el sistema de coordenadas 
cartesianas. Se definen las coordenadas esféricas p, (), </>, para P de la siguiente 
manera, 
p : es la distancia del origen de coordenadas al punto P 
e : es el mismo que en coordenadas cilíndricas, y 
<f> : es el menor ángulo formado desde el eje positivo z a la recta que pasa por 
el origen de coordenadas y el punto P. 

z 

P=(p,(),</>) 

() ······ ... 

················ ... ' 

--------------- --------- --- ------------
?' 

X 

Fig. 13. 

Cada punto en JR.3 es representado en el sistema de coordenadas esféricas por 
la terna (p ; B; </>) verificando, 

x = p sen </> cos (), y = p sen </> sen (), z = p cos </>. 

En la práctica se imponen las siguientes restricciones, 

p 2:: o, o ~ () < 27r, o ~ </> ~ 7r. 

Con tales restricciones, todos los puntos de JR.3 excepto sobre los del eje z tienen 
un único conjunto de coordenadas esféricas. Puntos a lo largo del eje z excepto 
el origen de coordenadas, tienen coordenadas de la forma (po ; ();O) o (po; (); 7r) 
donde p0 es una constante positiva y () es arbitrario. El origen tiene coordenadas 
esféricas (O;();</>), donde () y </> son arbitrarios. Note además que, 

x2 + y2 + z2 = p2 

Este sistema de coordenada esféricas son especialmente útiles para describir ob­
. jetos que tienen un centro de simetría. 
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Teorema de cambio de variable (teorema de Cambio de variables). Sean 
n y D* dos regiones elementales en el espacio X y z y u V w respectivamente y 

T : D* e JR3 ~ n e JR3 

(u;v;w) ~ T(u;v;w) = (x(u;v;w);y(u;v;w);z(u;v;w)) 

una función de clase C1 inyectiva, excepto posiblemente en un conjunto que es 
unión de gráficas de funciones de dos variables, que lleva D* en D, entonces si 
f : n ~ 1R es integrable en n se cumple 

JJJ J(x; y; z) dx dydz= JJJ J(x(u;v; w); y(u; v; w); z(u;v; w)) 1:~;;~i~ 1 dudvdw, 
n D* 

donde 

a(x;y;z) 
o(u; v; w) 

es el jacobiano de la transformación T . 

Observación 20. 

r cos () 

ax ax ox 
- - -

§~ g~ ~~ 
- - -

§~ §~ ~v¡ 
- - -
ou av ow 

l. Si T: o r sen() , entonces el jacobiano de esta función es 
z 

ox ox 8x 
- -

cos () -r sen() o 
8( x; y; z) = 1 g~ §Z §t 

= sen() r cos () O 1 = r. 
a(r; (); z) §:i g~ g~ o o 1 

- -
ar ae az 
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p sen </> cos () 

2. Si T : { ~ p sen</> sen() , entonces el jacobiano de esta función es 

p cos </> 

a(x;y;z) 
a(p; B; </>) 

ax ax 
ap aB 
ay ay 

-

ap aB 
az az 
-

ap aB 

sen </> cos () 
sen</> sen() 

cos </> 

a(x; y; z) _ _ 2 A-. 

a(p; B; </> ) - p sen \f'· 

3. En coordenadas cilíndricas: 

ax 

ª<!> ay 

ª<!> 
az 

ª</> 
- p sen </> sen () p cos </> cos () 
p sen </> cos () p cos </> sen () 
-p sen</> O 

{ 

X = r COS () 

Si f : n e IR.3 
-----* IR. es una función integrable y T : ~ : : sen() , 

donde (r; B; z) E [2*, entonces 

¡¡¡ f( x; y;z) dxdy dz = ¡¡¡ f( x (r; li ;z );y(r ;li ;z );z (r;li;z )) r dr dli dz, 

n D* 

donde T(D*) = n. 

4. E n coordenadas esfé ricas: 

Si f : O e JEl.3 
----> lR es una función integrable y T : { ~ 

donde (p ; B; </>) E [2* , entonces 

p sen </> cos () 
p sen </> sen () 

p cos </> 

j j j f (x ; y; z ) dx dy dz = j j j f (x (p; li; <P); y(p; li; <P ); z (p; li; <P)) p2 sen <P dp dli d<f> , 

n D* 

donde T(D*) = n. 
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2.4. Área de una superficie 

Ahora veremos cómo la noción de superficie, definida a través de una parame­
trización, permite definir el área de la superficie. 
Supongamos que S = O"(D) 5 sea una superficie regular donde D es la unión de 
un número finito de regiones elementales 6 en ~2 . 
Por simplicidad supongamos que Des un rectángulo, digamos D = [a, b] x [e, d]. 
Además, consideremos las particiones, 

{uo; u1; · · · ; Un: a= uo < u1 <···<Un= b} del intervalo [a; b], y 

{ vo; v1; v2; · · · ; Vn : e= vo < v1 < · · · < Vn = d} del intervalo [e; d] 

esto origina que la región D quede particionada en n 2 subrectángulos. Denotemos 
por Dij al rectángulo de vértices (ui-li Vj-1), (ui-li Vj), (ui; Vj-1), (ui; Vj) y por 
Í)..ui = ui - Ui-1 al largo de Dij y por Í)..vj = Vj - Vj-1 a su altura, esto para 
cada i, j E { 1; 2; · · · ; n}. 

V ª ~ 

~} mi ]D;;, ID 
~~~~~~~~--y 

Uo=a Ui-1 U; Un=b u 
X 

Fig. 2.20 

La imagen del subrectángulo Dij, mediante ii es una porción de superfi­
cie que denotamos por Sij, ver figura 2.20. Claramente podemos aproximar el 
área de Sij usando el paralelogramo que definen los vectores O"u(ui-li Vj-l)f)..ui 

y O"v(Ui-li Vj-1)f)..vj, esto es, el área de la porción de superficie Sij viene dada 
aproximadamente por 

A(Sij) ~ JJO"u(Ui-liVj-1)áui X O"v(Ui-IiVj-l)f)..vjJJ 

A(Sij) ~ JJO"u(Ui-li'Új-1) X O"v(Ui-IiVj-1JJL)..uiÍ)..Vj 

Luego, 

5 a(D) = {(x; y; z) E IR.3 
: (x; y; z) = a(u; v) , para algún (u; v) E D} 

6 ver [6] 
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n n 

A(S) = L A(Sij) ~ L llo-u(Ui-1; Vj-1) X O-v(ui-1; Vj-111 ~Uí ~Vj 
í,j=l i,j=l 

Esto explica por qué el área de una superficie se define como el límite estas sumas 
cuando ~ui --+O y ~Vj --+O, es decir, 

n b d 

A(S) = L'.u,~T.:;~o L A(Sij) = [¡ llO'u(u; v) X O'v(u; v)ll dudv 
t,J=l 

Este mismo resultado sigue siendo válido siempre que D sea una región elemental 
y acotada de JR.2 . También escribiremos 

A(S) =Ji llO'u(u;v) X O'v(u;v)ll dudv. 
D 

Sea S una superficie regular parametrizada por 5 = 5(u; v), con (u; v) E D, 
el área de S se define como 

A(S)= f L llÑ(u;v) ll dudv 

donde Ñ(u;v) = Bu(u;v) X Bv(u;v). 

El término dS, es llamado diferencial de superficie y es definido por 

dS= llÑ(u;v) ll dudv. 

La definición anterior puede expresarse en términos del diferencial de superficie 
dS, 

A(S) = f l dS. 

Observación 21. 

l. El área de una superficie es independiente de la parametrización elegida 7 . 

2. Si la superficie es regular por partes, es decir es unión finita de superficies 
regulares, su área se determina como la suma de las áreas de estas superficies 
regulares. 

7 ver [6] 
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Ejemplo 107. Encuentre el área de la superficie 

S: 8(u; v) = (uv; u+ v; u - v), (u; v) E D ={(u; v) E IR2
: u2 + v2

:::; 4}. 

Solución 

Se trata de encontrar A(S) = j j dS, donde dS = llÑ(u;v)lldudv. 

Observe que 

Luego, 

Por lo tanto, 

D 

Ñ(u; v) = 8u(u; v) X 8v(u; v) 

= (v;l;l) x (u;l;-1) 

= (-2;u+v;v-u). 

dS= llÑ(u;v)lldudv= J4+2(u2 +v2 )dudv. 

A(S)= Ji J4+2(u2 +v2 )dudv. 
D 

{ 
u= rcose 

Pasando a coordenadas polares e 
v = rsen 

' con o :::; r :::; 2, o :::; e :::; 27f 

tenemos 

A(S) = [n ([ /4+2r2 rdr) dO 

= - (4+2r2 )~ dB 1 127í 12 
6 O r=O 
7r 3 

= -(122 -8). 
3 

Ejemplo 108. Halle el área de la porción del cilindro x 2 + y 2 = 4 comprendida 
entre los planos z =O y y+ z = 4. 
Solución 
Al parametrizar la porción del cilindro tenemos, 

Luego, 

(1 (U; V) = ( 2 COS U; 2 sen U; V), para Ü :::; U :::; 27r, Ü :::; V :::; 4 - 2 sen U. 

Ñ(u; v) = 8u(u; v) X Bv(u; v) 

= (-2 sen u; 2 cos u; O) x (O; O; 1) 

= (2 cos u; 2 sen u; O), 
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z 

X 

Fig. 2.21 

entonces dS = llÑ(u;v)ll dudv = 2dudv. Por lo tanto, 

A(S) =Ji dS =Ji 2dudv 
D D 

= 2 fo2" (14-2senu dv) du 

= 2 fo2

" ( 4 - 2 sen u) du 

= l67r. 

Ejemplo 109. Halle el área de la porción del cilindro S: x2 + y2 = 4, O~ z ~ 4 
que se encuentra entre los planos y= x, y= 2x, con x 2:: O. 
Solución 

X 

Fig. 2.22 
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Al parametrizar la superficie S obtenemos 

Luego, 

entonces 

cJ (U; V) = ( 2 COS U; 2 sen U; V), 
7r 1 
- < u < arctan - , O < v < 4. 4 - - 2 - -

dS = ll Ñ(u;v) li dudv = llcJu(u;v) x Bv(u;v) ll dudv 

= ll (-2cosu;-2senu;O) x (O;l;O) ll dudv 

= 11 (2 cosu; 2 sen u; 0) 11 du dv = 2 du dv, 

A(S) = j j dS = 2 j j du dv 

D D 

¡arctan ~ ( {4 ) ( 1 7r) 
= 2 J :!!,. J 

0 
dv du = 8 arctan 2 - ¡ . 

4 

Ejemplo 110. Encuentre el área de una superficie esférica centrada en el 
origen de coordenadas y de radio a. 

Solución 
Se sabe que una parametrización para S: x2 + y2 + z2 = a 2 viene dada por 

8( u; v) = (a sen v cos u; a sen v sen u; a cos v), O ::; u ::; 27r, O ::; v ::; 7r, 

entonces, 

Ñ(u; v) = Bu(u; v) X Bv(u; v) 

j k 
1 -a sen v sen u a sen v cos u O 

a cos v cos u a cos v sen u -a sen v 

= ( - a 2 sen 2 v cos u; - a 2 sen 2 v sen u; - a 2 sen v cos v). 

Luego, dS = llÑ(u ;v) ll dudv = a 2 senvdudv. Por lo tanto, 

A(S) = j j dS = j j a 2 senvdvdu 

D D 

= fo2

" (fo" a 2 sen v dv) du 

= 47ra2
. 
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Ejemplo 111. Calcule el área de S, donde Ses la porción del cono x2 = y2 + z2 

interior al cilindro x 2 + y2 = a2 ubicada en el primer octante. 
Solu~ión 
Observe que S puede ser considerada como la gráfica de una función de la forma 
g : D e JR2 

--t JR, es decir, S : x = g(y; z) = Jy2 + z2 , donde (y; z) E D, 
siendo D ={(y; z) E JR2 : 2y2 + z2

:::; a2
}. 

Luego, 
iJ(y; z) = ( Jy2 + z'.2; y; z), (y; z) E D. 

Entonces, 
dS = ljay(y;z) X az(y;z)ll = V'idydz 

A(S)= jjds=v'2 jjdydz='¡a2
. 

S D 
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Área de una superficie definida como la gráfica de una 
función de dos variables 

Suponga que S es una superficie descrita como el gráfico de una función de 
clase C 1 

g: D -----+ ~ 

(x;y) 1---t z =g(x;y) 

donde D es un conexo y abierto de ~2 . En el ejemplo 94 se ha visto que una 
parametrización para S viene dada por 

ii(x; y)= (x; y; g(x; y)), para (x; y) E D, 

de esta última relación obtenemos 

Ñ(x; y) = iix(x; y) x iiy(x; y) 

= (ª(y;z). o(z;x). 8(x;y)) 
8(x;y)' o(x;y)' 8(x;y) 

= (-gx(x; y); -gy(x; y); 1), 

es decir, Ñ(x; y) =1- O para todo (x; y) E D, luego la superficie Ses regular. 
Por otro lado, su diferencial es 

dS = llÑ(x; y)ll dxdy = J1 + (gx) 2 + (gy) 2 dxdy 

Por lo tanto, su área puede obtenerse mediante la siguiente expresión 

A(S} = J l Ji+ (gx} 2 + (gy} 2 dxdy. 

De manera análoga, se procede para los siguientes casos: 

S: y= h(x;z), (x;z) E D y S: x = k(y;z), (y;z) E D. 

obteniéndose que los diferenciales de área respectivamente son: 

dS = 11 Ñ ( x; z) 11 dx dz = V 1 + ( hx) 2 + ( hz) 2 dx dz 

y 

dS = llÑ(y; z) 11 dy dz = V 1 + (ky) 2 + (kz) 2 dy dz. 

Luego, sus áreas pueden ser obtenidas respectivamente, por las siguientes expre-
siones: 

A(S} = J l JI+ (hx} 2 + (hz} 2 dxdz 
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y 

A(S) = J l Ji+ (ky)2 + (kz) 2 dydz. 

Ejemplo 112. Sea S la parte de la superficie cónica: y2 = x 2 + z 2 comprendida 
entre los planos y = 1 y y = 3. Halle el área de S. 
Solución 
Observe que la superficie S puede considerarse como el gráfico de una función de 
dos variables, esto es, 

y= h(x;z) = )x2 + z 2 con (x;z) E D = {(x,z) E JR2
: 1:::; x

2 + z
2

:::; 9}, 

donde D es obtenida al proyectar S sobre al plano xz. 

z 
z 

y 

F ig. 2.23 

Luego, 

dS = 11 Ñ ( x; z) 11 dx dz 

= )l + (hx) 2 + (hz) 2 dx dz 

( )2 ( )2 X Z 
1 + + dxdz vf x2 + z2 vf x2 + z2 

= hdxdz. 

Por lo tanto, 

A(S) = jj dS 
D 

= hfldxdz 

= hA(D) = 8h. 

Ejemplo 113. Sea S la porción de la superficie esférica x2 + y2 + z2 = 4, z ~ O 
contenida en el cilindro x2 + y2 = 2y. Halle su área. 
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Solución 
De las condiciones del problema se tiene que z 2: O, luego la superficie esférica 
puede ser definida como la gráfica de una función de dos variables, es decir, 

z = g(x;y) = J4- x2 -y2, para (x;y) E D = {(x,y) E JR.2 : x2+(y-1)2 :::; l}. 

y ª ~ 
z 

x2+(y-1)2=1 

~~~~_.:::,,,-+-=-~~~--x .... : ..................... ~y 

Fig. 2.24 

Luego, 

dS = llÑ(x;y)ll dxdy 

= J1 + (gx)2 + (gy) 2 dx dy 

( )
2 ( )2 - x -y 

1 + + dxdy y' 4 - x2 - y2 y' 4 - x2 - y2 

dxdy. 

Por lo tanto, 

A(S) =Ji dS 
D 

ji 2 
= dxdy, 

y'4- x2 -y2 
D 

y pasando a coordenadas polares 
{ 

X= r COS {) 

y= r sen() 
r E [O; 2 sen B] 

() E [O; n] 

¡1í (¡2sen0 2 ) 
A(S) = ~ dr dB 

o o 4 - r 2 

r [ ~]2sen0 =Jo -2y 4 - r2 o d() 

= 1" ( ~4 cos IJ + 4) dlJ = 41T. 
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Ejemplo 114. Halle el área de la superficie x 2 

y = o, z = 4, y = 2 - x. 
Solución 

Área de superficies 

z limitada por los planos 

Es claro que la superficie puede definirse como la gráfica de una función de dos 
variables, esto es 

z = g(x, y) = x 2
, para (x, y) E D, 

donde D es la región plana obtenida al proyectar S sobre el plano xy como se 
muestra en la siguiente figura: 

y 

D 

es decir, 

Luego, 

Por lo tanto, 

y=2 - x 

Fig. 2.25 

D = {( x ; y) E ffi.2
: O:::; y:::; 2 - x, - 2:::; x :::; 2} . 

dS = ll Ñ(x; y) ll dx dy 

= Ji + (gx) 2 + (gy) 2 dx dy 

= \/1 + (2x) 2 dx dy 

= )1 + 4x2 dx dy. 

A(S) = j j dS = j j Ji+ 4x2 dxdy 

D D 

= ¡: ({x v'l + 4x2 dy) dx 

= f
2 

(2 - x)Vl + 4x2 dx 
l-2 
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A(S) = 2 [
2

2 
J1+4x2 dx - 1: x JI+ 4x2 dx 

=412 

JI+4x2 dx 

Área de superficies 

= 4 [x\h + 4x2 + ~ ln l2x + Vl + 4x2 1] 2 
2 x=O 

= sm + 2ln(4 + Ji7), 

pues la función s(x) = vi+ 4x2 es una función par y t(x) = xv1 +4x2 es una 
función impar en [-2; 2]. 

Área de superficies definidas implícitamente 

Sea G : U e JR3 ---+ lR una función y e E JR, entonces el conjunto 

Se= {(x; y; z) E JR3
: G(x; y; z) =e} 

es llamado superficie de nivel de G definida por la constante c. A continuación 
el siguiente resultado nos dice bajo qué condiciones Se es una superficie en el 
sentido de la definición dada en la sección 2.1. 

Teorema 2.1. Sean G : U e JR3 ---+ lR una función de clase C 1 sobre un conjunto 
abierto y conexo U, y Po = (xo; yo; zo) un punto de la superE.cie de nivel Se. 
Si VG(Po) -=/- (O; O; O), entonces existe una parametrización de Se en una vecindad 
8 de Po. 

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ~~(Po)# O, entonces exis­

ten números reales r >O y E> O y una función g: Br(xo; Yo) ---+ (zo - E; zo +E) 
tales que 

a) g(xo; Yo) = zo. 

b) G(x; y; g(x; y)) =c. 

c) Para cada (x; y) E Br(xo; Yo), z 
ecuación 
G(x; y; z) =c. 

g(x;y) es la única solución de la 

d) La función z = g(x; y) tiene derivadas parciales continuas en Br(xo; yo), 
dadas por 

ag Gx 
9x = ax = - Gz' 

og Gy 
g =-=-e , 

y ay z 

8 ver [3] 
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es decir, la ecuación G(x; y; z) = e define implícitamente a z como una función 
de dos variables x, y en una vecindad de ( xo; Yo) y lo hace de manera única. 
Las derivadas parciales de g son obtenidas usando la regla de la cadena, en efecto 
al derivar respecto ax en la ecuación G(x; y; z) =e obtenemos 

entonces 

og 
ox 

ac 
ax 

- ac· 
[)z 

Similarmente, al derivar respecto a y en la ecuación G(x; y; z) =e obtenemos 

es decir, 
[)G 

og oy 
ay - ac · 

oz 
Luego, la función B(x; y) = (x; y; g(x; y)) , (x; y) E D es una parametrización 
de S . 
Por lo tanto, el diferencial de superficie de S es 

dS = llÑ(x;y) ll dxdy 

= J1 + (gx) 2 + (gy) 2 dx dy 

- J(Gx)2 + (Gy)2 + (Gz)2 d d 
- IGzl X y. 

De esta manera, el área de S puede ser calculada por la siguiente expresión, 

jc2 + 02 + c2 

JJ X y Z 

A(S) = IGz l dxdy. (2.1) 

D 

Ejemplo 115. Halle el área de la porción de superficie x2 + y2 + z2 = a2, z 2:: O, 
que se encuentra dentro del cilindro x2 + y2 = ax, a 2:: O. 
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Solución 

y 

~~~--~~--~~~--~-x a 

ª ~ 

X 

Fig. 2.26 

z 

z='1a2-x2=-y2 

if/..··::• ···························~Y 

Definamos la función G(x; y; z) x 2 + y 2 + z2 
- a 2 O entonces de la 

ecuación 2.1 tenemos 

(2.2) 
lc2 + c2 + c2 

Jj \/ X y Z 
A(S) = irt 

1 
dx dy 

D 

donde D = { ( x; y) E JR.2 
: ( x - ~ )2 + y2 :S ~} ha sido obtenido al proyectar S 

sobe el plano xy. Además, 

Gx(x; y; z) = 2x, Gy(x; y; z) = 2y, Gz(x; y; z) = 2z. 

Luego, reemplazando y simplificando en la expresión 2.2 obtenemos 

A(S) = JJ, ª dx dy, 
D Ja2 - x2 - y2 

y pasando a coordenadas polares { 
x = reos() 

y= r sen() 

A(S) = ¡~ ( ¡acose ar dr) d() 
_Jr_ lo va2 - r 2 

2 

{~ [ ] acos () 
= a lo -J a2 - r2 o d() 

=a¡~ (a -aJsen2 B)dB 
2 

r E [O; a cos B] 
()E [-i ; i] 

= a2 (lºf¡ (1 + senB)dB + fo\1- senB)dB) 

= a 2 (7r- 2). 
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Ejercicios: Sección 2.4 

1. Halle el área de la porción de la esfera 8 : x 2 + y2 + z2 = a 2 comprendida 
entre los planos z =a y z = b donde O< b <a. 

2. Halle el área de la parte del cilindro y2 + z2 = a2 que está en el primer 
octante y limitado por el cilindro (x - a) 2 + y2 = a 2 . 

. z4 
3. Halle el área de la porción de la superficie x 2 + y2 = - comprendida entre 

256 
los planos z =O; z = 4. 

4. Encuentre el área de la porción de la esfera x2 + y2 + z2 = 4 comprendida 
entre los planos z = -1 y z = V3. 

5. Calcule el área de la porción de la superficie z = 2 - x2 - y que está dentro 
del prisma triangular recto, cuya base está en el plano xy y que está limitada 
por las rectas x = O, y = 1, y = x. 

6. Encuentre el área de la porción del paraboloide hiperbólico z = x 2 - y2 

limitado por el cilindro x2 + y2 = 1. 

7. El cilindro x 2 + y2 = x divide la esfera unitaria 8 centrada en el origen de 
coordenadas en dos regiones 81 y 82, donde 81 está dentro del cilindro y 82 
fuera del cilindro. Halle el área de 81 y, usando el hecho que el área total 
de la esfera es 47r, deduzca el área de 82. 

8. Halle el área del paraboloide z = x 2 + y2 comprendido entre los planos 
X= 1yZ=4. 

9. Calcule el área de la superficie que limita la intersección de los cilindros 
sólidos 

x2 + z2 = a 2
, x2 + y2 = a 2

, siendo a > O 

10. Halle el área de la parte del cilindro x2 + y2 = a 2 que está sobre el plano 
xy y entre los planos z = y, z = 2y. 

11. Calcule el área de la porción de superficie x 2 + y2 = z2 situada por encima 
del plano xy y limitada por la esfera x2 + y2 + z2 = 4y. 

12. Calcule el área del paraboloide hiperbólico z = xy limitado por el cilindro 
x2 + y2 = l. 

13. Encuentre el área de la parte de la superficie z - x 2 - y2 = 9 comprendida 
entre los planos z = 10 y z = 13. 
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2.5. Integrales de superficies de campos escalares 

Sean 8 una superficie regular parametrizada por iJ : D ----+ JR.3 , donde D e JR.2 

además de ser conexo y abierto, con toda o parte de su frontera incluida, es aco­
tado y, sea f un campo escalar continuo cuyo dominio incluye a 8 = a-(D). 
La integral de superficie de un campo escalar sobre 8 denotada por 

j j f dS se define como 

s 

j j f dS = j j f(o-(u; v)) llÑ(u; v) ll du dv, (2.3) 

S D 

donde Ñ(u; v) = iiu(u; v) X iiv(u; v). 

En el caso que S sea una superficie regular por partes la integral j j f dS se 

s 
define como la suma de las integrales de superficie sobre cada parte regular de 8, 
es decir, si la superficie 8 = 81 U 82 U · · · U 8m, entonces 

fj f dS = fj f dS1 + jf f dSd · · + jf f dS. 

S S1 S1 Srn 

Ejemplo 116. Halle la integral de superficie del campo escalar f(x; y; z ) = x + z 
sobre la parte del cilindro x 2 + y2 = 4 que se encuentra entre los planos y+ z = 2 
y z = 4. 
Solución 

z 

4 

s 

-·'------------------- y 

X 

Fig. 2.27 
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Se trata de evaluar la integral j j (x + z) dS. 

s 
U na parametrización para S es 

Luego, 

5(u;v) = (2cosu;2senu;v), con O :Su :S 27r y 2- 2senu :S v :S 4. 

dS = llÑ(u; v)lldudv 

= 115u(u;v) X Bv(u;v)lldudv 

= 11 (2 cos u; 2 sen u; O) lldu dv 

= 2 dudv. 

Por otro lado, j(O"(u;v)) = 2cosu+v. Por lo tanto, 

jj f(x;y;z)dS= jj f(o-(u;v)) llÑ(u;v) lldu dv 

S D 

= 2 j j (2cosu + v) dudv 

D 

=2 f
2

7í(f
4 

(2cosu+v)dv)du 
Ío Í2-2senu 

= 2 f
2

7í (2vcosu + ~ v2
) 1

4 

du 
~ 2 2-2~nu 

= 2 fo2

n (4cosu + 2 sen 2u + 8sen u+ 5 - cos2u) du 

= 47r. 

Ejemplo 117. Calcule j Is x y z dS, siendo S parte del cilindro x2 + z2 4 

ubicada en el primer octante entre los planos y = O y y = 1. 
Solución 
Una parametrización para la porción del cilindro es, 

5 (U; V) = ( 2 sen U; V; 2 COS U), U E ( Ü; ~], V E ( Ü; 1]. 

Luego, 

dS = ll Ñ(u;v) ll dudv 

= 115u(u;v) X Bv(u;v) ll dudv 

= ll (2senu;0;2cosu) ll = 2dudv. 
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z 

2 

s 

~--·· -···· ····-········· y 

2 
X 

Fig. 2.28 

Además, j(O"(u;v)) = 2v sen2u. 
Por lo tanto, 

Ji xyzdS = Ji f(o-(u;v))llN(u;v)lldudv 

S D 

= 4 [2 ([ vsen2udv) du 

¡7i 1 
= 2 Jo v

2 
sen(2u) lv=O du 

= 2 fo"i sen(2u) du =l. 

Integrales de superficies de campos escalares para superficies 
definidas explícitamente 

l. Si una superficie S se define como el gráfico de una función de clase C 1 de 
la forma 

z = g( x; y), ( x; y) E D e IR2
, para D conexo abierto y acotado, 

entonces la función 

5(x; y) = (x; y; g(x; y)), (x; y) E D 

parametriza S y su diferencial de superficie es 

dS = llÑ(x; y)ll dx dy = 11(-gx; -gy; 1)11 dx dy. 

Por lo tanto, 

Ji f(x;y;z)dS =Ji f(x;y;g(x;y))J1 + (gx) 2 + (gy) 2 dxdy (2.4) 
S D 
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2. Si la superficie Ses definida como el gráfico de una función de clase C 1 de 
la forma 

y= h(x; z), (x; z) E D C 11~.2, 

para D conexo abierto y acotado, entonces, la función 

ii(x; z) = (x; h(x; z); z), (x; z) E D, 

parametriza S y su diferencial de superficie es 

dS = 11 Ñ ( x; z) 11 dx dz = 11 ( -hx; 1; -hz) 11 dx dz. 

Por lo tanto, 

J J f(x; y; z) dS = J J f(x; h(x, z); z)Jl + (hx)2 + (hz) 2 dxdz. (2.5) 
S D 

3. Si la superficie Ses definida como el gráfico de una función de clase C 1 de 
la forma 

x = k(y; z), (y; z) E De JR2
, 

para D conexo abierto y acotado, entonces, la función 

ii(y; z) = (k(y; z); y; z), (y; z) E D 

parametriza S y su diferencial de superficie es 

dS = llÑ(y;z)ll dydz = 11(1;-ky;-kz) ll dydz. 

Por lo tanto, 

JJ f(x;y;z)dS= JJ f(k(y,z);y;z).jl+(ky) 2 +(kz)2 dydz. (2.6) 

S D 

Ejemplo 118. Calcule J is x3zdS, siendo S la porción de la superficie cónica 

z2 = x 2 + y2 que se encuentra entre los planos z = 1 y z = 2. 
Solución 
Como z 2.': O, la porción de superficie cónica puede ser considerada como el gráfico 
de una función de dos variables, es decir 

z = g(x;y) = Jx 2 + y2 , donde (x;y) E D = {(x;y) E JR2
: 1::; x2 + y2

::; 4 }. 
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y 

-+---+~-+-----1~-+~--x 

(j ....-----..... 

Fig. 2.29 

,,,__ _ __ y 

X 

Por otro lado, es claro que J(x; y; z) = x3z, entonces de la relación 2.4 tenemos 

11 f(x; y; z) dS = 1 l f(x;y;g(x; y))yil + (gx)2 + (gy) 2 dxdy 

s 

= x3 J x2 + y2 1 + + --Jj J 
x2 y2 

D x2 + y2 x2 +y dxdy 

= v'21 l x3 Jx2 + y2 dxdy. 

Pasando a coordenadas polares 
{ 

X= r COS () 

y= r sen() 

11 f(x; y; z) dS = v'2 fo
2n¡2 

r5 cos3 
() dr d() 

s 

Isrs2 
os () s 27f 

= v'2 (f cos3o d()) ({
5 

dr) 

obtenemos, 

= v'2 ([n ( cos () - sen2 
() cos O) d()) G r 6 [

1 

=Ü. 

Ejemplo 119. Halle 1 is z3 dS, siendo S la frontera del cubo 

Q = [O; 1] X [O; 1] X [O; 1] . 

Solución 

Denotando por 51, 52, · · · , 55 a las caras del cubo tenemos, 

1 is z 3 
dS = 1 is, z

3 
dS1 +lis, z3 

dS2 +··· +lis. z 3 
dS5 
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z 

y 

1 
X 

Fig. 2.30 

Integraremos sobre la cara del cubo 81 que se encuentra en el plano z = 1: 

81 : z = g(x; y)= 1, (x; y) E D = {(x; y) E ffi.2 : 0 :S x :S 1, 0 :S y :S l}. 

Luego, 
d81 = llÑ(x;y) ll dxdy = 11 (0;0; 1) 11 dxdy = dxdy 

y como f(x; y; z) = z3 , de la relación 2.4 tenemos 

j j z3 dS1 = j j f(x; y; g(x; y)) J1 + (gx) 2 + (gy) 2 dx dy 

S1 D 

= Jl dxdy 

= A(D) 

= l. 

De manera similar se procede en los otros casos. Finalmente, j j z3 dS = 2. 

s 
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Aplicaciones de la integral de superficie de un campo 
escalar 

Si la superficie S representa una lámina y f : U e ~3 ~ ~ es una función 
continua que representa la densidad de dicha lámina, siendo U un subconjunto 
abierto de ~3 , entonces definimos: 

1. Masa de una lámina 

M(S) = !! f dS. 

s 

Si f(x, y, z) = 1, para cada (x; y; z) E U, entonces M(S) es numérica­
mente el área de la superficie S. 

2. Centro de masa de una lámina 

El centro de masa M de la lámina S tiene coordenadas (x, fj, z), donde 

X= ~JjxfdS, Y=~!! yfdS, 
s s 

3. Momento de inercia de una lámina 

El momento de inercia respecto de la recta L es 

h = !! d 2
(P;L)f dS 

s 

Z= ~ !! zfdS. 

s 

donde para cada (x, y, z) E S la expresión d(P; L) representa la distancia 
del punto (x, y, z) a la recta L. 

Ejemplo 120. Calcule la masa de la porción del plano x +y+ z = 3 ubicada en 
el primer octante, si la densidad superficial en cualquier punto del plano es 2x2

. 

Solución 
Esta superficie puede ser considerada como la gráfica de la función, 

z=g(x;y)=3-x-y, (x;y)ED, 

donde D es obtenida al proyectar la superficie sobre el plano xy, esto es, 

D={(x;y)E~2 : O::;x::;3, O::;y::;3-x}. 
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Gráficamente: 

y 

y=3-x 

D 

--+-------"------ X 

Luego, 

Fig. 2.31 

M(S) = ¡¡ 2x2 dS 

s 

X 

= J J 2x2 JI + (gx) 2 + (gy) 2 dxdy 

D 

= 2v'3 [(tx x 2 dy ) dx 

= 2V3 {
3 

(3x2 - x 3 )dx = 27 vf3 . 
lo 2 

Ejemplo 121. Una lámina tiene la forma de la porción del cilindro x2 + z2 = 9, 
z 2:: O limitado por la superficie z = J x 2 + y2 . Halle la masa de la lámina si en 
cada punto (x; y; z) ES su densidad es f(x; y; z) = z3 . 

Solución 

El objetivo es hallar el valor de la integral M = j is fdS, donde Ses la porción 

del cilindro S : x2 + z2 = 9 limitado por la superficie cónica z = J x2 + y2 . 

z 

y 

z =-Íx2 + y2 

--··--·------ --------·- -
3 

X 

Fig. 2.32 

Observe que S puede ser considerada como la gráfica de una función de dos 
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variables, esto es 

z = g ( x; y) = J 9 - x 2 , con ( x; y) E D = { ( x; y) E 1R 2 
: 2x2 + y2 

:::; 9}, 

donde Des obtenida al proyectar la superficie S sobre el plano xy. 
Es claro que J((x;y;g(x;y)) = J(9- x2)3 y 

dS = llÑ(x;y) ll dxdy = 11 ( ~;0;1) 11 dxdy = ~ dxdy. 

Por lo tanto, 

M =Ji f( x; y; z )dS 
s 

= jf f( x; y;g(x; y)) llÑ(x;y) ll dx dy 

D 

= 3 j j (9 - x 2 )dx dy 

D 

= 27 A(D)- 3 Ji x 2 dxdy. 

D 

9 
Como Des una región limit ada por la elipse 2x2 + y2 = 9, entonces A (D ) = j2 n . 

Para evaluar la integral j l x2 dx dy usamos coordenadas polares 

{ 
x = }zrcosO 

y = 3rsenB 

r E (O; 1) 

O E (O; 2n) 

y teniendo en cuenta que el jacobiano de esta transformación es 

8x 8x 
8(x;y) =¡ gr 
8(r; B) _]/_ 

e - - r -1 9 §y - j2 ' 
ar ae 
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obtenemos 

M = 27 ( ~ 7r) - 3 J J x 2 
dx dy 

D 

243 12
11" 11 

81 = ¡¡:; 7r - 3 ¡¡:; r3 cos2 (} dr d(} 
v2 o o 2v2 

= 243 7r - 243 {27r cos2 (} d(} 
J2 sJ2 lo 
243 243 ( 1 ) 

2
7r = - 7r - -- (} + - sen(W) 

J2 16J2 2 0=0 

243 243 3645 
= -7r- --7r = --7r J2 16J2 16J2 . 

Ejemplo 122. Una hoja de papel homogénea rectangular de base 47rcm y altura 
3cm se enrolla formando un cilindro circular S de radio 2. Calcule el momento 
de inercia de S respecto a la recta que contiene un diámetro de la base circular. 
Solución 
Formamos el cilindro tomando su curva base (circunferencia) sobre el plano xy y 
como eje a z, es decir, construimos la superficie 

S = {(x;y;z) E JR3
: x 2 + y2 = 4, O::; z::; 3}. 

Consideremos como función densidad homogénea la f : S ~ lR dada por 
f(x; y; z) = k, para algún valor constante k y como recta L al eje x, con lo 
cual se tiene que 

d((x; y; z); L) = y'y2 + z2. 

Una parametrización para Ses dada por 

5(u;v ) = (2cosu;2senu;v), O ::; u::; 27r , O::; v ::; 3, 

luego, d(O"(u; v ); L) = J4sen2 u + v2 y 11 .Ñ(u; v)ll = 2 

h = J J d 2 ((x; y; z); L ) kdS 

donde, D = [O; 27r) x [O; 3). 

s 

= 2k J l (4sen
2

u + z2
) dudv 

= 60k7r , 
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Ejemplo 123. Una lámina tiene la forma de la parte del plano y = z limitado 
por el cilindro x2 + (y - 1)2 = l. Halle la masa de esa lámina si en cada punto 
( x; y; z) de S la densidad es proporcional a su distancia al plano xy. 
Solución 
Gráficamente: 

y 

,, , . X 

¡j 

~ 

Fig. 2.33 

z 

x2+(y-1)2=1 

~·:-:-----------·-······· · ·· --·--";' y 

X 

Es claro que la superficie puede ser considerada como la gráfica de una función 
de dos variables, esto es, 

z = g (X; y) = y' con (X; y) E D = { (X; y) E JR 2 
: x2 + (y - 1) 2 

:::; 1}. 

Luego, 

dS= llÑ(x;y)lldxdy= 11(-gx;-gy;l)ll = ll(0;-1;1)11 = /2dxdy. 

Por otro lado, tenemos que f (x, y, z) = kz siendo k constante. Por lo tanto, 

M(S) = j j f(x; y;g(x; y))l!Ñ(x; y)ll dxdy 

D 

=Ji ky../2dxdy. 
D 

Como D es una región circular usamos a coordenadas polares 

{ 

X = r COS (} 

y= r sen(} 
rE[0;2senB] 

(} E [O; 7r] 
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Luego, 

r ( r2sen() ) 
M(S) = k./2 lo lo r

2 sen() dr d() 

/2k 11í [ 3 O] 2 sen() d() = -- r sen 0 3 o 

= 8V'2k r sen4 () d() 
3 lo 

= 
3Y2 k r (1 - cos(20)) 2 d() 

12 lo 
2/2k 11í 3 1 = -- (- - 2 cos(20) + - cos(40)) d() 

3 o 2 2 

= V2n k. 
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Ejercicios: Sección 2.5 

l. Determine el centro de masa de la porción de superficie x2 + y2 + z2 = a2, 
z 2: O, limitada por el cilindro x2 + y2 = ay, a 2: O. 

2. Determine el valor de la masa de la sección de esfera x2 + y 2 + z2 = 2, 
limitada por el cilindro (y - z)2 + 2x2 = 9 y que se encuentra por encima 
del plano z = O, sabiendo además que la densidad en cada punto de la esfera 

J9-y2 - x2 
viene dada por la función f ( x, y, z) = -----

3. Una lámina tiene la forma de la porción del cilindro S: x2 + y2 = 9, z 2: O 
limitado por la superficie x2 + y2 = z2 y con densidad f ( x; y; z) = z3 . Halle 
la masa de esta lámina. 

4. Una superficie S se genera uniendo, a través de segmentos de recta, cada 
punto P de la curva f: r(t) = P = (acost ;asent;asent), t E [0;27r) con 
el origen de coordenadas. Calcule el momento de inercia de S respecto al 
eje z, si su densidad en cada punto P de Ses J(x; y; z ) = J2x2 + 2y2 + z2. 

5. Una lámina tiene la forma de la superficie S y en cada punto (x; y; z) E S 
su densidad es f ( x; y; z) = x2 + y2 + z2. Halle la tercera coordenada del 
centro de masa de dicha lámina. 

6. Calcule la masa de una lámina que tiene la forma de la porción de superficie 
4 - x2 = z, x 2: O limitada por la superficie z = y2, sabiendo que en cada 
punto (x ; y; z) de la lámina su densidad es f(x; y; z ) = xJ4x2 +l. 

7. Encuentre la integral de superficie j j z(x2 + y 2) dS, donde Ses la porción 

s 
de esfera x2 + y2 + z2 = 4 que está por encima del plano z = 1. 

8. Calcule la integral de superficie j j f dS en cada uno de los siguientes casos: 

s 

a) J(x;y;z)=5+yyS:5(u;v) = (u;v;~), uE [O;l], vE [0;2]. 

b) f(x;y;z) = xy y S: 5(u;v) = (2cosu;2senu;v), donde u E [O; i], 
V E (0,2). 

c) f ( x; y; z) = x + z y S es la porción del cilindro y2 + z2 = 9 en el primer 
octante entre x = O y x = 4. 
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9. Halle la masa de la superficie 2z = x2 
- y2

, z > O que se encuentra dentro 
del cilindro x2 + y2 = 4. Si la función de densidad viene dada por la función 

1 
f(x; y; z) = ---;:::::=== 

Jx2+y2+1 

10. Uniendo, con segmentos de rectas, los puntos (x; y; O) y (x; y+ 2; 1) que 
cumplen la condición x 2 + y 2 = 1 se construye la superficie S. Halle la 
masa de dicha superficie si la densidad en cada punto P(x; y; z) E S es 
f(x; y; z) = lx(y - 2z)I. 

11. Halle la masa de una lámina que tiene la forma de la porción de superficie 
x2 + y2 + z = 4 que se encuentra sobre el plano z + 4 =O, sabiendo que la 
densidad en cada punto de la superficie S es igual a la distancia de dicho 
punto al eje z. 

12. Halle el momento de inercia respecto del plano xy de una lámina que tiene 
la forma de la porción de superficie x2 + y2 - z2 + 4z = 4 ubicada dentro 
de la esfera x2 + y2 + z2 = 4, si la densidad en cada punto (x; y; z) de la 
lámina es f(x; y; z) = (2 + Jx2 + y2) 2. 

13. Sea S la porción de esfera x2 + y2 + z2 = 1 que es cortada por el cono 
z = J x 2 + y2 . Si en cada punto de S la densidad superficial es constante, 
halle el centro de masa de S. 

14. Sea S la parte del cilindro y2 + 4z = 16, cortada por los planos x = O, 
z = O, 2x +y = 12. Halle la componente x del centro de masa de S si la 

. 1 
densidad en cada punto de S es dada por f ( x; y; z) = J4-tY2. 

4+ y2 

15. Si S es la pate del cilindro comprendido entre los planos z = O y z = 2, 
calcule la integral de superficie del campo escalar f(x; y; z) = x2y + z2 . 

16. Una lámina tiene la forma de la superficie S : z = 4 - x2 , x 2: O, limitada 
por la superficie z = y2 y densidad J (x; y; z) = \11 + 4x2 en cada punto 
(x; y; z) E S. Calcule la primera coordenada del centro de masa de la lámina. 
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2.6. Integrales de superficies de campos vectoriales 

Iniciamos esta sección con el problema de definir la orientación de una super­
ficie. De manera intuitiva, diremos que una superficie en ffi.3 es orientable si es 
posible señalar sin ambigüedad sus lados. Para precisar esta idea se usan vectores 
normales a la superficie. 

Diremos que una superficie S en JR3 es orientable si existe un campo vectorial 
continuo 
ñ: S---+ JR3 verificando las siguientes condiciones: 

i) ñ(P) es un vector perpendicular a Sen todo punto P de S. 

ii) llñ(P) 11 = 1, para todo P E S, 

esto es, una superficie S en JR3 se dice orientable si para cada punto P E S es 
posible definir un vector normal unitario ñ(P ) a S que varíe continuamente sobre 
s. 

Observa ción 22. 

l. Sea S es una superficie regular parametrizada por B : D ---+ JR3
. Sabemos 

que el vector 
Bu(u; v) X Bv (u; v ) 

IJBu(u ; v) X Bv(u; v)ll 
es normal unitario a S en el punto a-( u; v), donde (u; v ) E D. 
Si elegimos 

.... ( . )- Bu (u,v ) xBv (u,v ) 
n u,v - IJBu(u,v ) X Bv (u,v )ll 

diremos que la orientación es positiva, caso contrario diremos que la 
orientación de S es negativa. Claramente, la orientación depende de la 
parametrización. 

2. Se conviene que en el caso que S sea la frontera de un sólido n acotado, la 
orientación positiva es aquella para la cual los vectores normales apuntan 
hacia el exterior 9 de n, y cuando las normales apuntan hacia el interior 
convenimos que la orientación es negativa. 

Ejemplo 124. La esfera, el paraboloide, el hiperboloide de una hoj a, etc. son 
superficies orientables . 

9 ver [3] 
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Ejemplo 125. Cuando S es descrita como superficie de nivel 

G(x;y;z)=O 

donde G : u e IB.3 --+IR es una función de clase C 1 sobre u, tal que VG(P) -:1 o 
en cualquier punto P = (x; y; z) de la superficie, entonces tenemos dos elecciones 
para ñ: 

..... ( ) VG(x; y; z) 
n x;y = __, 

ll\7G(x; y; z)ll 
ó 

__,( ) VG(x; y; z) 
n x; y; z = - llVG(x; y; z)ll 

Por ejemplo, para la esfera S = {(x; y; z) E IB.3 : x 2 + y2 + z2 = a2
} tenemos que 

ñ(x; y) = ~ (x; y; z) 
a 

ó ñ(x; y) = - ~ (x; y; z). 
a 

Ejemplo 126. Encuentre vectores unitarios normales apuntando hacia el exterior 
de la superficie z = x 2 + y2. 

Solución 
Definamos la función G(x; y; z) = x2 + y2 - z, entonces su gradiente viene dado 
por VG(x; y; z) = (2x; 2y; -1) . 
Se sabe que 

VG(x; y; z) ) = ( 2x . 2x . -l) 
llVG(x;y;z) ll J4x2 +4y2 +1' J4x2 +4y2 +1' 

es un vector unitario normal a la superficie G(x; y; z) =O. Luego, como la última 

d 1 VG(x; y; z) ) , . d. h componente e vector __, es un numero negativo, entonces ic o 
ll\7G(x; y; z)ll 

vector apunta hacia el exterior de S. Por lo tanto, bastará elegir 

ii= 
VG(x; y; z) 

llVG(x; y; z)ll' 

y como cada componente de ñ es una función continua se obtiene una orientación 

de S. 
La otra orientación es dada por el vector ii1 = - ñ, que apunta hacia el interior 
de S. 
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Ejemplo 127. Dada la superficie esférica S : x 2 + y2 + z2 = 1, podemos dar 
una orientación a S eligiendo el vector de posición ii(x; y) = (x; y; z) como vector 
normal, el cual apunta hacia el lado exterior de la superficie. En efecto, usando 
coordenadas esféricas obtenemos una parametrización para S, 

5(u;v) = (senvcosu;senvsenu;cosv), u E (0;2n], v E [O;n]. 

Luego, 

Ñ(u;v) = 5u(u;v) X 5v(u;v) 

= (-sen v sen u; sen v cosu; O) x (cosvcos u; cosv sen u; - sen v) 

= - sen v(sen v cos u; sen v sen u; cos v) 

= - sen v ii (u; v), 

y como sen v 2:: O para todo v E [O; 7r] resulta que el vector Ñ( u; v) apunta hacia 
el interior de la esfera. Luego, la parametrización 5 orienta negativamente a la 
esfera S. 

Ejemplo 128. Dada la superficie S = O"(D), donde 

5( u; v) = (u; v; u2 + v2), (u; v) E D = { (u; v) E ~2 : u2 + v2 :::; 1} 

Es claro que S es el paraboloide z = x2 + y2. Además, 

___,( . ) _ 5u(u; v) X 5v(u; v) 
n u, v - 115u(u; v) X 5v(u; v)ll 

1 
JI+ 4u2 + 4v2 (-2u; -2v; 1) 

Asimismo, como Ñ(O; O) = (O; O; 1) es un vector normal que apunta hacia el 
interior del paraboloide, la superficie S tiene orientación positiva. 

Sea S una superficie regular y orientada, parametrizada por la función 
a : D ---t ~3 

, siendo D una región acotada del plano a la que se le adjunta 
toda o parte de su frotnera, y F un campo vectorial continuo cuyo dominio in­
cluye S = O"(D). La integral de superficie del campo F sobre S, denotada 

por j j F. a§, se define 

s 

j j F. a§= j j Í'(iJ(u;v)). Ñ(u; v) dudv. (2.7) 

S D 

donde Ñ(u;v) = 5u(u;v) x 5v(u;v). 
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Si 8 es una superficie regular por partes, la integral de superficie de un campo 
vectorial Fes definida como la suma de integrales sobre cada superficie regular, 
es decir si 8 = 81 U 82 U··· U 8m, entonces 

¡¡ ff.d§= ¡¡ ff.d§ + ¡¡ ff.d§+···+ ¡¡ ff.d§. 

s ~ ~ ~ 

Observación 23. 
Es importante mencionar que el término diferencial que aparece en la integral de 
superficie de un campo vectorial d § = Ñ (u; v) du dv es una cantidad vectorial 
a diferencia del que aparece en la integral de superficie de un campo escalar. 
d8 = llÑ(u;v)ll dudv que es una cantidad escalar. 

Relación entre la integral de superficie de un campo escalar y de 
un campo vectorial 

Sea 8 una superficie regular, frontera de un sólido y paramet rizada por la 
función ;; = 5( u; v ) con (u; v ) E D e JR2 , siendo D una región acotada a la que 
se le adjunta toda o parte de su frontera. Si F es un campo vectorial continuo 
sobre 8, entonces se define 

Ñ(u; v) 
ñ(u;v ) = ----

llÑ(u; v)ll 
como el vector normal unit ario a 8 en el punto ()( u; v) apuntando hacia el exterior 
de 8, entonces 

Ji ff . d § = Ji Í(if(u; v)) · Ñ(u;v) dudv 
S D 

=Ji Í(if(u;v)) · ñ(u;v)l lÑ(u;v)lldudv 
D 

= jj(F ·ñ) dS, 
s 

pues d8 = llÑ(u; v) ll dudv. 

Además, como ñ es un vector unitario, la expresión F · ñ es la componente del 
campo F en la dirección de ñ, es decir, la expresión anterior nos dice que la 
integral de superficie de un campo vectorial sobre 8 es la integral de-superficie 
del campo escalar F · ñ, componente normal de F sobre 8 = ()(D), esto permite 
formular el siguiente teorema. 
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Teorema 2 .2. La integral de superficie del campo vectorial f sobre la superficie 
S es igual a la integral de la componente normal de f sobre la superficie, es decir 

¡¡ f .d§= ¡¡ f ·ñdS 

s s 

donde ñ es el vector unitario normal a S en el punto o-( u; v) y apuntando en la 
misma dirección que el vector Ñ(u; v) . 

Ejemplo 129. Halle j j f · d § siendo S la superficie x 2 + y2 = 4 limitado por 

s 
los planos z =O y x + z = 4, y F(x;y;z) = (x;y ;z3 ) . 

Solución 
Al parametrizar la superficie S obtenemos, 

5(u;v) = (2cosu; 2senu; v) , (u ;v) E D, 

donde D = {(u ;v) E JR.2 : O :Su :S 27r , O :S v :S 4- 2 cosu} . 
Luego, 

Ñ (U; V) = CT u (U i V) X CT v (U i V) = ( 2 COS U; 2 sen U; Ü) 

y 
F(B(u;v)) = (2cosu;2sen u; v3

), 

entonces, F(5(u; v)) · Ñ(u ; v) = 4. Por lo t anto, 

Ji f .d§= Ji f(O'(u; v)) · Ñ(u; v)dudv 

S D 

1
27rln4-2 cosu 

= 4 dudv 
o o 
{ 21T 

=4 }
0 

(4- 2cosu)du 

= 167í . 

Ejemplo 130. Calcule la integral de superficie del campo F (x ; y; z ) = (y; -x; z2) 

sobre la porción del paraboloide S: z = x2 + y2 limitado por el plano z = 1, con 
normal unitaria apuntando hacia el exterior de S. 
Solución 

Nuestro objet ivo es calcular j j F · d § o equivalentemente j j F · ñ dS . 

s s 
S puede ser considerada como la gráfica de una función de dos variables, es decir 

z = g ( x; y) , ( x; y) E D = { ( x ; y) E 1R. 2 
: x 2 + y2 :=:; 1} , 
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z 

X 

Fig. 2.34 

luego, una parametrización para ella es dada por 

B(x; y)= (x; y; x2 + y2
), (x; y) E D, 

entonces 

-+ 2 22 -+ F(B(x; y)) = (y; -x; (x +y ) ) y N(x; y) = (-gx; -gy; 1) = (-2x; -2y; 1). 

Luego, 

F(B(x; y))· N(x; y)= (x2 + y2
)

2 

Observe que el vector N(x; y) apunta hacia el interior del paraboloide, por ejemplo 
si x = y = 1 entonces N(O; O)) = (O; O; 1) es un vector normal a S en el punto 
a(O; O) = (O; O; O) apunta hacia el interior de la superficie. Por lo tanto, para 
calcular la integral pedida debemos anteponer el signo menos a la integral, 

I=-jf F-ñdS 
s 

= - J J F(O'(x; y))· Ñ(x; y)dx dy 

D 

= - j j(x2 + y2
)
2dx dy 

D 

pasando a coordenadas polares tenemos, 

I = - r 5 dr dB = - - . ¡27r!ol 7r 

o o 3 
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Ejemplo 131. Calcule j j F · ñdS, siendo Í'(x; y; z) = (x; y; z) y S es la 

s 
superficie exterior del cilindro x 2 + z2 = a2 limitada por los planos y = -4, y = 4. 
Solución 
Parametrizando la superficie obtenemos, 

B(u;v) = (asenu;v;acosu), u E [0;2n[, v E [-4;4], 

entonces 

Ñ (u; v) = (a cos u; O; -a sen u) x = (O; 1; O) = (a sen u; O; a cos u) 

y F(B(u;v)) = (asenu;v;acosu). Luego, 

F(B(u; v)) · Ñ(u; v) = a 2 

j j F · ñdS = j j Í'(i1(u; v)) · Ñ(u; v) dudv 

S D 

= a
2 Ji dudv 

D 

= a 2 A(D) = 8na4
. 

Ejemplo 132. Calcule j j F · d§, siendo Í'(x; y; z) = (x2 ; y2 ; z) y donde Ses la 

s 
gráfica de la función g(x; y) = x +y+ 1 cuya proyección sobre el plano xy es el 
rectángulo [O;l) x [O;l). 
Solución 
Parametrizando S: 

B(x; y) = (x; y; x +y+ 1), (x; y) E D = [O; 1) x [O; 1). 

Entonces, 
Ñ(B(x; y))= (-1; -1 ; 1) y F(B(x; y)) = (x2

; y2
; x +y+ 1), 

luego, 

j j F d§ = j j Í'(O'(x; y))· Ñ(x; y) dx dy 

S D 

= j j ( -x2 
- y2 + x + y + 1) dx dy 

D 

= fo 1 (fo\-x2 
- y

2 + x +y+ 1) dy) dx 

1
1 7 4 

= ( x - x 2 + - ) dx = - . 
o 6 3 
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Ejemplo 133. Sean S la parte del paraboloide z = x2 + (y - 1) 2 contenida 
en el cilindro x2 + (y - 2) 2 = 3, F el campo vectorial definido por la función 

f(x; y; z) = (O; -2z; O), calcule la integral j j F ·ñ dS, siendo ñ el vector unitario 

s 
normal exterior a S. 
Solución 
U na parametrización para S es dada por la función 

B(x; y) = (x; y; x2 +(y - 1)2
), (x; y) E D, 

donde D es obtenida al proyectar el paraboloide contenido en el cilindro al plano 
xy, es decir D = { ( x; y) E IR 2 : x 2 + (y - 2) 2 :=:; 3}. 
Por otro lado, como Bx(x; y) x By(x; y) = (-2x; -2(y - l); 1) apunta hacia el 

interior de S, elegimos Ñ(x; y) = (2x; 2(y - l); -1). Luego, 

J J F · d§ = J J F(ii(x; y))· Ñ(x; y) dxdy 

S D 

= J J -2[x2 +(y - 1)2J(y- 1) dxdy 

D 

= -2 J f ix 2(y -1) +(y - 1)3
] dx dy 

D 

Como D es una región circular pasamos a coordenadas polares: 

x = r cos (), y = 2 + r sen e, con O :::; () :::; 2n, O :::; r :::; -J3, 
entonces 

J J F · d § = -212

" 1./3 [r 2 cos2 ll(l + r sen 11) + (1+rsen11) 3
] r dr dll 

s 
= -24n. 
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Flujo de un campo vectorial a través de una superficie 

Usando la integral de superficie definiremos el flujo de un campo por unidad 
de tiempo a través de una superficie regular. 
Supongamos que se tiene una lámina delgada modelada por una superficie S 
regular, orientada positivamente con un vector normal unitario ii apuntando hacia 
el exterior de ella, como se muestra en el gráfico 2.35 y sumergida en un fluido 
(el cual podemos imaginar lo como una colección de puntos ( x; y ; z) llamados 
partículas) cuyo campo de velocidad es V ( x; y; z) , que representa la velocidad 
de una partícula del fluido en (x; y ; z) , y densidad p(x ; y ; z ) que fluye a través de 
s. 

---... --~... -
~-- ____ ,. ·····4' - - ... 

_,... ---+ 
······• ·····+ 

Fig. 2.35 

El campo vectorial F definido por 

F (x; y; z) = p(x; y; z) V (x; y; z) 

es llamado densidad de flujo de la corriente (vector de densidad de flujo ), que 
representa la cantidad de masa de fluido por unidad de área y unidad de t iempo 
que circula por el punto (x; y; z) en la dirección del vector V. Así por ejemplo, 
si S es una porción de un plano de área A(S) y F fuera un campo constante, el 
flujo de F, denotado por <I> será igual a 

<I> = ~ · A(S) 

donde F: la componente de F en la dirección de la normal a S. 
Retornando al problema general, es decir si S es una superficie regular y 
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orientada, subdividimos la superficie S en pequeñas porciones que denotamos 
por sk. 

Como la superficie es regular, cada Sk puede ser aproximado por una porción 
de plano (plano tangente) de área A(Sk)· Asimismo, como esta partición puede 
realizarse tan pequeña como se desee, podemos considerar F como un campo 
constante en Ski de esta manera podemos aproximar la masa del fluido que 
atraviesa Ski en la dirección de la normal por unidad de tiempo, de la siguiente 
manera: 

<I>k = p V · n"k A(Sk) = F · n"k A(Sk) 

donde p, Vyñ se evalúan en algún punto sobre Sk. Al sumar todas estas canti­
dades y pasar al límite obtenemos 

<I> = J J p V . ñ dS 

s 
ó 

Esta expresión nos da la cantidad de masa del fluido que atraviesa S por 
unidad de tiempo en la dirección del vector ñ. En adelante la llamaremos flu­
jo del campo vectorial Fa través de la sección de superficie Sen la dirección ñ. 

Ejemplo 134. Determine el flujo del campo vectorial F(x; y; z) = (2x; 2y; 2z) 
a través de la superficie esférica x2 + y2 + z2 a2

, a > O interior al cono 
z = J x2 + y2 con normal exterior. 
Solución 

Fig. 2.36 
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Se trata de calcular if> = j j f' · ñ dS. 

s 
Observe que la superficie S puede definirse como la gráfica de una función, es 
decir 

z= Ja2-x2-y2, (x;y) ED, 

donde D se obtiene proyectando S sobre el plano xy. Luego, 

B(x; y) = (x; y; J a 2 - x 2 - y2), (x; y) E D. 

Denotemos por r la intersección de las superficies dadas, esto es 

r:{ x2 + y2 + z2 

z 

ª2 

Jx2 + y2 

la cual también puede definirse como { 

Por lo tanto, D es el siguiente conjunto 

x2 + y2 

z 

ª2 

2 
Jx2 + y2 

Por otro lado, 

y 

Luego, 

ª2 
D = {(x ;y) E ffi.2 : x2 +y2 ~ 2}· 

( 
X y · l) 

N(x;y) = Ja2 - x2 -y2; Ja2 - x 2 -y2' 

F(B(x ; y)) = (2x ; 2y; 2V a2 - x 2 - y2) . 

if> = J J f'(iJ( x; y)) · Ñ(x; y) dx dy 

D 

jj 2a2 

= dxdy Ja2 _ x2 _ y2 
D 
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y pasando a coodenadas polares: 

a 
x = r cos (), y = r sen(), con O ::; r ::; y'2, O ::; () ::; 27r, 

tenemos 

Ejemplo 135. La corriente de un fluido tiene como vector densidad de flujo en 
cada punto a la función F(x; y; z) = (yz; xz; xy). Si Ses la superficie correspon­
diente a una parte del plano x +y+ z = 1 ubicada en el primer octante y ñ es 
el vector normal a S, calcule la masa de fluido que atraviesa la superficie en una 
unidad de tiempo en la dirección de ñ. 
Solución 
La superficie Ses una parte del plano z = 1 - x - y, luego una parametrización 
de ella es dada por la siguiente función 

(J(x;y) = (x;y;l-x-y), (x;y) E D = {(x;y) E JR(
2

: 0::; x::; 1, 0::; y::; 1-x}, 

entonces 

N(x; y) = (1; 1; 1) y F(B(x; y)) = (y - xy - y2
; x - x2 

- xy; xy). 

Luego, el flujo <I> a través de la superficie Sen la dirección del vector normal ñ es 

<I> = jj F-ñdS 

s 

= J J ff(iJ(x; y))· Ñ(x; y) dx dy 

D 

= l1(ll-x(x + y-x2-y2 - xy)dy) dx 

= ¡1 (~ x3 
- ~ x 2 + ~ x + ~) dx 

} 0 6 2 2 6 

1 

8 
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Ejemplo 136. Encuentre el flujo del campo vectorial F(x; y; z) 
través de la superficie exterior del sólido x 2 + y2 

:::; 4, O :::; z :::; 2. 
Solución 

z 

S1 12 

83 

y 

X 

Fig. 2.37 

El objetivo es encontrar <I>, donde 

il\= !! f-ñd81+ !! f-ñd82+ !! f-ñd83 
S1 S2 S3 

(x;y;O) a 

Calculemos primero la integral Ii = j j f · ñ d81. En este caso, 81 es una parte 

S1 
del plano z = 2, entonces 

iJ(x; y)= (x; y; 2), (x; y) E D = {(x; y) E JR.2 : x2 + y2
:::; 4}. 

Luego, 
F(iJ(x; y)) = (x; y; O) y Ñ(x; y) = (O; O; 1). 

Por lo tanto, j j f · ñd81 =O. 

S1 

De manera similar, se procede a evaluar I 2 = j j f · ñ d82, obteniéndose I 2 = O. 

S2 

Finalmente, evaluaremos !3 = j j f · ñ d83. En este caso, 83 es una parte del 

s 
cilindro, cuya parametrización es 

iJ( u; v) = (2 cos u; 2 sen u; v), O :::; u :::; 27f, O :::; v :::; 2, 
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entonces 
Ñ (u; v) = F ( iJ (u; v)) = ( 2 cos u; 2 sen u; O). 

Luego, 

h = f J F-ñdS3 
S3 

= J J f(il( u; v)) · Ñ(u; v) du dv 

D 

= f (f 4dv) du = 167r. 

Por lo tanto, <I> = h + h + h = 167r. 

Ejemplo 137. Encuentre el flujo a través de la normal exterior de la superficie 

esférica S: x 2+ y2+z2 = a2 del campo eléctrico F(x; y; z) = q 3 (x; y; z) 
(x2 + y2 + z2)2 

generado por una carga. 
Solución 
Un vector normal unitario en el punto (x; y; z) apuntando hacia el exterior de S 

1 
viene dado por ñ(x; y) = (x; y; z). Luego 

Jx2 + y2 + z2 

F·ñ= q q 
x2 + y2 + z2 a 2 ' 

de esta manera, 

il>= f J F-ñdS 
s 

=:2 Jjds 
s 

= q
2 

A(S) 
a 

= 47r q. 

Ejemplo 138. Halle el flujo del campo F(x; y; z) = (xy ; z2; ln(x2 + z2 + 4)) a 
través de la superficie exterior de S : x 2 + y2 = 4, y :;:::: O. limitada por el cono 
y = Jx2 + z2. 
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Solución 

Se trata de calcular <l> = j j F · ñ dS, donde S: y= ,/4 - x2 , (x; z) E D. 

s 
U na parametrización para S es 

5(x; z) = (x; J 4 - x2; z), (x; z) E D = {(x; z) E IR2
: 2x2 + z2

:::; 4}, 

entonces 

y 

Luego, 

F(5)(x; z) = (xV 4 - x2; z2; ln(x2 + z2 + 4)) 

___, ___, . - ; 1;0 
( 

X ) N(x; z) = O"x(x; z) X O"z(x, z) - J4 - x2 

<l> = j j f(O'(x; z)) · Ñ(x; z) dx dz 

D 

= j j ( x2 + z2
) dx dz 

D 

pasando a coordenadas polares: X= V2r COS 0, y= 2r sen 0 para Ü '.S r '.S 1 y 
o :::; e :::; 2n obtenemos: 

= j j (2r2 cos2 
() + 4r2 sen2 

()) r dr d() 

D* 

= 12

" (11 

2r3 (1 + sen2 
()) dr) d() 

3n 
2 
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Divergencia y rotacional 

En esta parte consideramos cierto tipo de operaciones de diferenciación sobre 
los campos escalares y vectoriales. Estas operaciones son: 

Gradiente: Operación que a un campo escalar le hace corresponder un campo 
vectorial. 

Divergencia: Operación que a un campo vectorial le hace corresponder un cam­
po escalar. 

Rotor: Operación que a un campo vectorial le hace corresponder otro campo 
vectorial. 

Sea U un conjunto abierto de ffi.3 , denotemos por E y F al conjunto de campos 
vectoriales y campos escalares diferenciables respectivamente, es decir 

E = { F : U --+ ffi.3 
: F es un campo vectorial diferenciable} 

F = {! : U --+ IB:.3 
: fes un campo escalar diferenciable} 

El operador gradiente: 

Denotado por V = ( a . a . a ) es definido como 
ax' ay' az 

es decir, 

V: F 
f 

E 
v¡ 

-- (ª! a¡ a¡ ) \7 f (x; y; z) = ax (x; y; z); ay (x; y; z); az (x; y; z) . 

El operador puede ser extendido a m:.n. Si tomamos x1, x2, · · · , Xn como las 
coordenadas para m:.n, entonces V es simplemente 

El operador divergencia: 
Denotado por div es definido como 

div: E --+ F 
f ~ divF= 1\7.f 
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es decir, si F = (P; Q; R), entonces la divergencia de F en (x; y; z) es dada por 

..... (ª a ª) divF(x; y; z) = ax; By; Bz · (P; Q; R) 

8P BQ 8R 
= ax (x; y; z) + By (x; y; z) + Bz (x; y; z). 

Este operador también puede ser extendido a JRn, es decir si U es un abierto 
de JRn y F : U -7 JRn un campo vectorial diferenciable, entonces 

. ..... 8F1 8F2 8Fn 
d1v F = -

8 
+ -

8 
+ ... + -

8 X1 X2 Xn 

siendo x1, x2, · · · , Xn las coordenadas cartesianas para lRn y F1, F2, · · · , Fn las 
componentes del campo F. 

Ejemplo 139. Calcule div F(x; y) si F(x; y) = (x; y). 
Solución 

..... a a 
div F(x; y)= ax (x) + By (y)= 2. 

Gráficamente: 

y 

""" "" \ \ \ 2 f / / / / \ 1 

"" " '\ \ \ I I / / 
P. 

/ 

""-..,._ .......__ "'-. \ \1 i I / / _,/,.. 

---- -........ ' ' ' t / / -- ----
-- --- ......__ - " 

,. - -- --· -
X 

L-- ·-- -.. L - " 
o 

" ~ -l. -· ~ 

.. --- ----- / ,/ J \ >. '-.,. -- ----
/"" / / I Í-1 

l \ '· "'--· ~ i 

/ / / I ¡ \ \ '\ "-... ""'-...,. ¡ \ 

/ / / / f-'2 \ \ \ "" ""' \ 

Fig. 2.38 

Observe la magnitudes de los vectores en la dirección radial: su longitud es 
mayor conforme se alejan del punto P, esto puede interpretarse de la siguiente 
forma: hay más fluido alejándose que acercándose al punto P, en tal caso, se dice 
que el flujo neto alejándose del punto P es positivo, tal y como se ha obtenido. 
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Ejemplo 140. Calcule divF si F(x; y) = (y; - x) 
Solución 

--+ a a 
divF(x; y) = ax (y) + ay (- x) =O 

y 

/ / / / - r.5 - " ""' "" "" / / / / " ""' "" "" / / / / _1 

" ""' "" "" P• 

/ / I / -·o.5 " ~ \ \ 
I I \ \ \ 

X 

-2 \ \ 
-1 1 

/ ¡2 \ I 

\ \ '\ ' ~o. 5 / / / / 

""' ""' 
"-.. ' -1 / / / / 

""' ""' 
"-.. ' / / / / 

""' ""' 
"-.. ' 

-:.!_.5 -- / / / / 

Fig. 2.39 

Si F representa el campo de velocidad de un fluido en movimiento, entonces la 
gráfica muestra que el fluido está rotando en trayectorias circulares y de manera 
que la velocidad de cualquier partícula sobre una circunfererencia dada centrada 
en el origen es constante. De forma tal que puede considerarse que hay igual fluido 
acercándose que alejándose de un punto P, de allí que el flujo neto sea cero. 

Observación 24. 
En los ejemplos anteriores se ha visto que si el campo vectorial F representa la 
velocidad de un fluido, se presentan los siguientes casos: 

i) Si div F(P) = O entonces la razón con la que el fluido fluye hacia "el interior 
de P " es igual a la razón con la que el fluido fluye hacia "el exterior de P" . 

ii) Si div F(P) > O significa que el fluido está fluyendo más hacia "el exterior 
de P" que hacia "el interior de P" . 

iii) Si div F(P) <O significa que el fluido fluye más hacia "el interior de P"que 
hacia "el exterior de P" . 

Se puede decir entonces que el valor de la divergencia de un campo vectorial 
en un punto proporciona una medida del flujo neto del campo vectorial. 
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Ejemplo 141. Calcule divF(x; y; z), si F(x; y; z) = (x 2y; xyz; x2yz). 
Solución 

- a 2 a a 2 2 
div F(x; y; z) = ox (x y)+ oy (xyz) + a)x yz) = 2xy + xz + X y. 

Gráfica del campo: 
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Fig. 2.40 

Ejemplo 142. Halle la divergencia del campo vectorial F(x; y; z ) = (xy; y2z; xz3). 

Solución 

-+ o(xy) 8(y2 z ) 8(xz3 ) 2 
div F(x; y; z) = --¡¡;;- + " + " = y + 2yz + 3xz 

El operador rotor: 
Denotado por rot es definido como 

rot : F ------+ F 

F f--+ rot F = V x F 
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es decir, si F = (P; Q; R), entonces el rotacional de F en el punto (x; y; z) es 
dado por 

rot F(x; y; z) = (V x F)(x; y; z) 

~ ; k 
a a a 

ax ay az 
p Q R 

(
aR aQ.aP aR.aQ aP) 
ay - az ' az - ax ' ax - ay . 

Ejemplo 143. Calcule el rotacional del campo F(x; y; z) = (x; y; O). 
Solución 
Gráfica del campo: 

z 

.......... ..... ~-y '"77· ----. ·-. 
....... "\. \' 1 ¡I ~ / / / _.> -. "··. 

___ .... ""-.. ' ' : _...,..., - -__:;. ...... .. .... ...:.:__ ....... ¡11~ - - -...... _ 

¡ .. -·· 

~-· ---Y 

~,,ti//?- - - "···· .... 

:~::i~~~f jl~;~~~i~> // ~> 
Fig. 2.41 

(V x F)(x;y;z) = 

i j k 
a a a 

ax ay az 
X y Ü 
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En este caso, los vectores indicados en la figura señalan la dirección del flujo 
del fluido. Observe que las líneas de flujo son rectas, no tiene rotación y en este 
caso se encontró que el rotacional de F es cero. 

Ejemplo 144. Calcule el rotacional del campo F(x; y; z) = (y; -x; O). 
Solución 
Gráfica del campo: 

z 
··· ... 

_._,,.,.,,------~-·":--~--:_~ ~--.. """' 
z~_l --,··_---I -¡··/ / / -; -;----- : -:_::: ~ ~---"'-<· \--· .\. . .. _ 

·-.. \ \ ' - - / / -·· ··' --.. -.. " '- ..._ - - - - / I /.-- --·· ··· ··~ .. - ------ - ~ _:- -_;;_f" __ _.... 

': JºC(,;;~ ····-:t;~<; 
~----· 

y 

• z=-1 ~:/<)~~~~~;"'.:" ··· .... 
[...--· f l 1 / / - - !- - ' \ \ \ \ ... , 

\\~' ; ~:}¿ ;-;;;!«¿ L · .. 

·· .. :+-... ···· 

Fig. 2.42 

i J k 
__, __, 1 [) 

[) a 
(\7 x F)(x; y; z) = ox - - 1 = (0;0;-2). 

[)y [)z 
y -x o 

Si se supone que F representa el campo de velocidad para un fluido en 
movimiento, las líneas de flujo para este caso son circulares y presentan rotación 
en el sentido horario, y en este caso se determinó que el rotacional es diferente de 
cero. Obsérvese además que si se doblan los dedos siguiendo las líneas de flujo, 
entonces el pulgar apuntará en la dirección de -k, el cual tiene la misma dirección 
que (V x F)(y; - x) = - 2k. 

Observación 25. El rotacional de un campo vectorial en un punto produce un 
vector paralelo al eje de rotación de las líneas de flujo cercanas al punto, y su 
dirección está determinada por la regla del pulgar derecho. Si (V x F)(P) = O, 
se dice que el campo es irrotacional en P , esto significa que el fluido no tiende 
a rotar cerca del punto P . Este es el caso mostrado en el ejemplo 142. 
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Ejemplo 145. Calcule V x F, si F(x; y; z) = (xy; - xz; x + y+ z). 
Solución 

-+ -+ k 'l J 

(V x F)(x; y; z) = a a a = (x + 1; - 1; - x - z). 
ax ay az 
xy - xz x + y+z 

Ejemplo 146. Calcule el rotacional del campo F = (xz; yx; zy). 
Solución 

-+ k 'l J 

(V x F)(x; y; z) = a a a 
= (z;x;y). 

8x By 8z 
xz yx yz 

Observación 26. Si F = (P; Q; R) es un campo vectorial de clase C 1 sobre un 
conjunto convexo y abierto U, una condición necesaria y suficiente para que dicho 
campo sea conservativo en U es que las derivadas parciales cruzadas verifiquen 
las siguientes condiciones: 

8R 8Q 8P 8R 8Q aR 
oy 8z ' az ax ' ax 8y . 

De la definición del rotacional de F, esta última condición es equivalente a exigir 
que 

(V x F)(x; y; z) =O, 
permitiendo reformular las condiciones necesarias y suficientes para que un campo 
sea conservativo en términos del rotacional de un campo vectorial. 

Teorema 2.3. Sea F = (P; Q; R) un campo vectorial de clase C1 definido en un 
conjunto convexo y abierto U, entonces una condición y necesaria para que F sea 
conservativo en U es (V x F)(x; y; z) =O en U. 

Ejemplo 147. Determine si el campo vectorial F(x; y; z) = (2xz; 3y; x2 - y) es 
conservativo en JR3 . 

Solución 
-+ -+ k 'l j 

(V x F)(x; y; z) = a a a = (-1; O; O)::/:- (O; O; O). 
8x ay 8z 
2xz 3y x2 -y 

Luego, del teorema 2.3 se concluye que el campo vectorial F no es conservativo 
en su dominio. 
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Ejercicios: Sección 2.6 

1. Sea S el tetraedro formado por los planos coordenados y el plano de ecuación 

x + y+ z = l. Calcule J J f' · ñ dS donde f'(x; y; z) = (x; y; z) y ñ es el 

s 
vector unitario normal exterior a S. 

2. Sea S la porción de la esfera x2 +y2 +z2 = 1, z 2: ~· Si F(x; y; z) = (x; y; z) 

y ñ es el vector unitario normal exterior , calcule el valor de j j f' · ñ dS. 

s 

3. Si S es la porción del cilindro x 2 + y2 = 1 limitado por los planos z = 

O, z = x + 2, calcule j j f' · ñdS donde f'(x; y; z) = (x3 ; y3 ; z) y ñ es el 

s 
vector unitario normal exterior a S. 

4. Calcule J J f' · ñ dS donde f'(x; y; z) = (x; O; O) y S es la porción de la 

s 
superficie esférica x2 + y2 + z2 = 1 contenida dentro del cono z = J x2 + y2 . 

Considere a n como el vector unitario normal exterior a S. 

5. Halle el flujo del campo F a través de la superficie S en cada uno de los 
siguientes casos: 

a) F(x; y; z) = (3z; -4; y), S: x +y+ z = 1 en el primer octante. 

b) F(x; y; z) = (4; -3; 5), Ses el paraboloide z = x2 + y2
, donde (x; y) se 

encuentran en el conjunto A= {(x; y) E IR.2 : x2 + y2
:::; l}. 

c) F(x; y; z) = (4xy; z2
; yz), S es el cubo cerrado acotado por x = O, 

x = 1, y = O, y = 1, z = O, z = 1 considerando el vector normal 
unitario exterior al cubo. 

6. Dado el campo vectorial F(x; y; z) = (x; -y; z) y sea f el campo escalar 
definido por f(x; y; z) = x +y+ z, calcule 

a) '\!¡ b) divf' c) V x F 

d) div(f F) e) (V x (! F)) 

7. Pruebe que si fes una función de clase C2
, entonces V X (V f) =o. 
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8. Verifique las siguientes identidades 

a) V x (F + G) = V x F +V x G 
b) div(F + G) = divF + divG 

c) V x (! F) = f(V x F) +(V f) x F 

donde fes un campo escalar y F, G son campos vectoriales. 
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2.7. Teorema de Stokes 

Una consecuencia directa del Teorema Fundamental del Cálculo 10 para fun­
ciones reales de variable real establece que el valor de la integral definida de una 
función depende únicamente del valor que tome una de sus antiderivadas en los 
extremos del intervalo de definición de la integral. Ahora bien, si consideramos 
las curvas del espacio que se obtienen de la deformación continua de un segmento, 
es lógico plantearse bajo qué condiciones, para la curva y el campo, la integral 
de línea de dicho campo vectorial sobre la curva es independiente del camino, 
precisamente esto es lo que estudiamos en la Sección 1.4 del Capítulo 1 (ver teo­
rema 1.3). En la Sección 1.5 del Capítulo 1 mostramos que para ciertos campos y 
regiones planas, la integral doble depende únicamente del campo y de la frontera 
de la región (ver el Teorema de Green). Entonces, si consideramos las superficies 
del espacio que se obtienen de la deformación continua de una región plana, cabe 
preguntarse si existen superficies (no contenidas en un plano) y campos vectori­
ales cuyas integrales de superficie dependan solo del campo y de la frontera de la 
superficie, es decir, ¿existen integrales de superficie que sean equivalentes a una 
integral de línea? Los siguientes ejemplos muestran que sí existen tales campos y 
superficies. 

Ejemplo 148. Considere el campo F(x; y; z) 
definida como las sección del paraboloide: 

(y; - x; yz) y la superficie sk 

z + k 2 2 --=x+y 
l+k 

limitado por el plano z = l. Calcule j j ('\7 x f) · ñ dS. 

sk 
Solución 
En la figura 2.43 se observa que todas las superficies Sk tienen la misma frontera: 
una circunferencia de radio 1 contenida en el plano z = 1. 

Claramente una parametrización para la superficie Sk viene dada por, 

{

X = X 

S: cJ(x;y)= y=y , 
z = ( x2 + y2

) ( 1 + k) - k 
(x;y) E D, 

donde D = {(x;y) E ~2 : x2 +y2 ~ l}. 
Luego, 

N(x; y) = cJx(x; y) X cJy(x; y) = (-(1 + k)(2x); -(1 + k)(2y);1) 
10Corolario del Teorema Fundamental del Cálculo: Si g es una antiderivada de la función f, 

entonces J: fdx = g(b) - g(a). 
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z 

y 

X 

X 

Las superficies Sk para k > -1 Las superficies Sk para k < -1 

Fig. 2.43 

y como (V x F)(x; y ; z) = (z; O; - 2), entonces 

(V x F)(iJ(x; y; z)) = ((1 + k)(x2 + y2
) - k; O; -2). 

J J c<J X F) . ñ dS = J J c<J X F)(O'(x; y)) . Ñ(x ; y) dx dy 
S D 

= j j [-2x(l + k)2(x2 + y2
) + 2k x(l + k) - 2] dx dy. 

D 

Haciendo un cambio de variables a coordenadas polares, obtenemos 

!! c<J X F). ñdS = [ " ([ [(-2r cosO)((l + k), r2 
- k ) - 2]rdr) dO 

s . 
= -27r . 

En este ejemplo queda claro que la integral de superficie es independiente 
del parámetro k que distingue a cada una de las superficies Sk. La pregunta que 
plantea este ejemplo es entonces: ¿de qué está dependiendo el valor de la integral 
de superficie? 
El siguiente ejemplo dejará en claro que la integral de superficie del ejemplo 
anterior depende únicamente del campo y de la frontera de la superficie. 
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Ejemplo 149. Considere el campo del ejemplo anterior F(x; y; z) = (y; -x; yz) 
y la superficie Sk definida como la sección del paraboloide: 

z = x2 + Y2 

limitada por el plano z = k2 , k # O. Calcule j j (V x Í) · ñ dS. 

sk 
Solución 
Observe que todas las superficies Sk son secciones del paraboloide z = x2 + y 2 y 
como el campo F es el mismo del ejemplo anterior, cabe esperar que la integral 
de superficie no dependa de la superficie. Veamos, 
Una parametrización para las superficies Sk viene dada por, 

{

X= X 

S: iJ(x;y)= y=y , 
z = x2 + y2 

Luego, 

(x;y) E D, conD = {(x;y) E JR2 : x 2+y2 ::; k}. 

Ñ(x; y) = Bx(x; y) x By(x; y) = (2x; -2y; 1) 

y como (V x F)(x; y; z ) = (z; O; -2), entonces (V x F)(iJ(x; y))= (x2 + y 2 ; O; 2). 
De esta manera, 

j j (V x Í) · ñ dS = j j ('IJ x Í')(iJ(x; y))· Ñ(x; y)dx dy 

S D 

= j f [(2x(x2 + y 2
) + 2] dxdy. 

D 

Pasando a coordenadas polares, obtenemos 

Ji (V x f) · ñdS = fo
2
nfok [-2r3cos(O) - 2] r dr dO, 

s 

y simplificando obtenemos que 

j jc1J x FJ. ñds = -27rk2
. 

s 

De los ejemplos anteriores queda claro que algunas integrales de superficies 
solo dependen del campo y de la frontera de la superficie. El teorema de Stokes 
caracteriza las superficies y campos con esta propiedad. 
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El teorema de Stokes, entonces, relaciona la integral de línea de un campo vectorial 
Fa lo largo de una curva cerrada simple r en R 3 con la integral de superficie de 
cierto campo vectorial sobre una superficie S cuya frontera es r, esto es aS = r. 
La relación entre la integral de línea y la integral de superficie requiere una conven­
ción respecto a la orientación de la curva y la orientación de la superficie S. Para 
esto, usaremos la regla del pulgar derecho: Si al cerrar la mano, los dedos siguen 
la dirección de la curva y el pulgar señala en la dirección de la normal elegida, 
diremos que r tiene una orientación positiva y que r tiene orientación inducida 
por S. 
En la fig.2.44 la curvar = éJS tiene orientación positiva. 

as 
Fig. 2.44 

Un caso particular del teorema de Stokes es el teorema de Green. En efecto, 
recordemos que si F(x; y) = (P(x; y); Q(x; y)) es un campo vectorial de clase C 1 

sobre un abierto de IR.2 , entonces el teorema de Green afirma que 

{ -+ -+ JJ (ºQ éJP) . Ir F . dr = ox - oy dx dy' 
D 

donde res frontera de una región plana acotada, orientada positivamente respec­
to a D. 

Consideremos ahora el campo vectorial anterior como un campo vectorial en IR.3 , 

esto es, F(x; y; O) = (P(x; y; O); Q(x; y; O); O) e imaginemos la región D como 
una superficie S sobre el plano xy cuya frontera es r. 
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Gráficamente: 

z 

k 
--~~~~~~! y 

X 

r 

Fig. 2.45 

entonces tenemos i F · dT= i Pdx + Qdy, 

es claro que una parametrización para S es descrita por la función 

5(x; y) = (x; y; O), (x; y) E D. 

Luego, 
Ñ(x; y) = Bx(x; y) X Bv(x; y) = (O; O; 1), 

y además tenemos, 

..... 
i j 

(V x F)(x; y; z) = 
a a 

- -
ax ay 
p Q 

Por lo tanto, 

k 
a 
az 
o 

_ ( aQ. aP. aQ aP) 
- - az ' az ' ax - ay . 

j j(V x F) · ñdS = j j (\7 x F)(iT(x; y))· Ñ(x; y) dxdy 

S D 

JJ ( aQ aP aQ aP) 
= - az' az' ax - ay . (O; O; l) dx dy 

D 

= fj (~~ - ~:) dxdy 
D 

= i f. dT 
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Teorema 2.4 (Teorema de Stokes). Sea S una superficie regular y orientable, 
cuya frontera, as' es una curva cerrada simple regular por partes cuya orientación 
es inducida por la orientación de S (ver figura 2.46). Si F : U e ~3 

---t ~3 es 
un campo vectorial de clase C 1 sobre un conjunto abierto U que contiene a S, 
entonces, 

la/· di'= J j ceJ x Í) · ñ dS. (2.8) 

s 

as 
Fig. 2.46 

Ejemplo 150. Usando el teorema de Stokes, halle el valor de la integral de línea ir F · di', donde Í(x; y; z) = (arctan x; 3x; z2 e") y r es Ja curva que resulta 

de la intersección del cilindro x2 + y2 = 1 con la semiesfera z = J 4 - x 2 - y2 

orientada en sentido horario vista desde el origen de coordenadas. 
Solución Primero comenzamos analizando si Fes un campo conservativo en su 
dominio, para lo cual evaluamos el rotacional de F, 

..... k '/, j 

(V x F)(x; y; z) = 
[) a [) 

= (O; O; 3) # O. 
ox ay oz 

arctan x 3x z2 ez 

Por lo tanto, el campo F no es conservativo en su dominio. Luego, para eval­

uar ir F ·di' podemos usar la definición o el teorema de Stokes. En este caso, 

optamos por lo segundo, pues resulta más sencillo (se deja como ejercicio evaluar 
la integral usando la definición de integral de línea de un campo vectorial). En 
efecto, para aplicar el teorema de Stokes necesitamos expresar r como frontera 
de una superficie S. 

Por ejemplo, como 

f = { (x; y; z) E ~3 
: z = V 4 - x 2 - y2 , x 2 + y2 = l} 
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z =-f4 - x2-y2 

~y 

X 

Fig. 2.47 

es una curva cerrada, existen dos posibilidades de elegir S con la propiedad que 
su frontera coincida con r, esto es, as = r: 

a) S1 = {(x;y;z) E IR3 : z::::; J4- x 2 -y2, x2 + y2 = 1}. 

b) S2 = {(x; y; z) E IR3 : z = J4 - x 2 - y2, x 2 + y 2 ::::; l}. 

.-·· ······· ~Y - ··· ·; . ~y 

X X 

Fig. 2.48 Fig. 2.49 

Es claro que tomar S como S2 es más simple por ser parte de un plano. Una 
parametrización para S viene dada por 

a (X; y) = (X; y; 1)' (X; y) E D { (X; y) E IR 2 
: x2 + y2 

::::; 1}' 

pues la curva r = as puede también ser definida como intersección del plano 

z = vl3 con el cilindro x 2 + y2 = 1, es decir r : { 2 z 2 v/3
1
3 

. Luego, 
X +y 

tenemos N(x ; y) = (O ; O; 1) . 
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Por otro lado, observemos que la orientación de r = as es inducida por la 
orientación de S, es decir, si el dedo pulgar de la mano derecha señala la dirección 
de la normal ñ, dada por la parametrización iJ, entonces la curva tiene orientación 
positiva, esto es, la dirección de r sigue la dirección de los dedos al cerrar la mano. 
Gráficamente: 

z 
Ñ 

X 

Fig. 2.50 

El campo vectorial Fes de clase C 1 sobre JR3 y (V x F)(iJ(x; y)) = (O; O; 3) . Por 
lo tanto, del teorema de Stokes tenemos 

f/ . di= J J (V X Í') . ñ dS 
s 

= J J (V x Í')(if(x; y))· Ñ(x; y) dx dy 

D 

= 3 JJ dxdy 
D 

= 3A(D) 

= 31T. 

Ejemplo 151. Usando el teorema de Stokes, halle el valor de la integral de línea 

[ F ·di, si Í'(x; y; z) = (xy; x2 ; z2 ) y res la curva que resulta de la intersección 

del plano x + z = 1 con el elipsoide x2 + 2y2 + z2 = 1 y está orientada en sentido 
horario vista desde el origen de coordenadas. 
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Solución 
Gráficamente 

X 

z 

y 

Fig. 2.51 

Como en el ejemplo anterior empezamos analizando si el campo Fes conser­
vativo en su dominio. En este caso, el rotacional del campo Fes 

i J k 
- - 1 a a 8 1 -(\7 x F)(x;y;z) = ox - oz = (O; O; X) # o, 

ºY xy xz z2 

por lo tanto, F no es conservativo en su dominio. 

No es difícil hallar i F · di' usando la definición de integral de línea, queda como 

ejercicio para el lector hallar dicha integral. La otra opción para evaluar { F · di 
lr 

es aplicar el teorema de Stokes, para lo cual necesitamos expresar r como frontera 
de alguna superficie S. Como 

r = {(x ; y; z) E JR.3 : x2 + 2y2 + z2 = 1, X+ z = 1} 

analizamos las siguientes posibilidades, 

a) S1={(x; y;z)ElR.3 : x2 +2y2 + z2 -:s;l , x + z =l} . 

b) S2 = {(x; y ; z) E JR.3 : x2 + 2y2 + z2 = 1, x + z -:s; l} . 

c) S3 = {(x; y; z) E JR.3 : x2 + 2y2 + z2 -:s; 1, x + z ~ l} . 
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Gráficamente: 

z z 

y 

X 

X X 

Fig. 2.52 Fig. 2.53 Fig. 2.54 

En todos los casos se obtiene que as = r. 
La superficie 81, es parte de un plano y está descrita por la ecuación 

1 1 
z = 1- x, con (x;y) E D = {(x;y) E IR2

: (x- 2)2 + y 2 ~ ¡}, 

y la curva r puede también ser definida como la intersección del plano x + z = 1 

1 ·1· d ( 1 )2 2 1 d . r { X+ Z = 1 con e c1 m ro x - 2 + y = 4, es ecir : ( 1 ) 2 2 _ 1 . 
x-2 +y - 4 

La elección de este caso conduce a un cálculo más simple que los otros dos casos 
(ver figuras 2.53 y 2.54). 
U na parametrización para S 1 viene dada por 

cJ(x; y) = (x; y; 1 - x), con (x; y) E D. 

Luego, Ñ(x; y) = (1; O; 1). Asimismo, observemos que la orientación de r = 881 
es inducida por la de S 1 . 

Por otro lado, (V x F)(cJ(x; y))· Ñ(x; y)= (O; O; x) · (1; O; 1) = x. 
Luego, por el teorema de Stokes tenemos 

frF·di = Jjc<JxF)·ñdS 
S1 

= J J ('iJ x F)( ii(x; y))· Ñ(x; y) dx dy 

D 

= jj xdxdy, 
D 
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pasando a coordenadas polares: 

1 
x = '2 + r cos (), y = r sen () , 

1 
con O ::::; r ::::; '2 y O ::::; () ::::; 27r, 

r _ r27r ( r~ ( 1 ) ) 7r lr F · dr= lo lo '2 +reos() rdr d() = s· 

Se deja como ejercicio hallar k F · di usando r como frontera de las superficies 

82 y 83. 

Ejemplo 15 2. Calcule la integral k F. di, donde F (X; y ; z ) = (X z; 2x y; 3xy) y r 
es la frontera de la parte del plano 3x +y+ z = 3 en el primer octante y orientada 
en sentido antihorario, vista desde la parte positiva del eje z. 
Solución 

~y 

X 

Fig. 2.55 

Observe que el rotacional de F es 

'l J k 
- - 1 a a a 1 -(\7 X F )(x; y; z ) = ax - - = (3x; X - 3y; 2y) =/:- Ü, 

ay oz 
xz 2xy 3xy 

es decir, F no es un campo vectorial conservativo en su dominio. 
En este caso también optaremos por usar el teorema de Stokes, para lo cual note 
que la porción del plano puede ser definida como el gráfico de una función de dos 
variables, es decir, 

8 : z = g(x; y) = 3 - 3x - y, (x; y) E D , 
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donde D = {(x;y) E ~2 : O:::; x:::; 1, O:::; y:::; 3- 3x}. 
Una parametrización de Ses 

a (X; y) = (X; y; 3 - 3x - y)' ( x; y) E D. 

Teorema de Stokes 

Por lo tanto, Ñ(x; y) = (3; l; 1) es normal a S en el punto a(x; y), entonces la 
orientación de la frontera des, as= r, es inducida por la de s. 
Por otro lado, F es un campo vectorial de clase C 1 sobre ~3 . Luego, por el 
teorema de Stokes tenemos que 

k F . di'= J J (V X f) . ñ dS 

s 

= Jj(V x f)(iJ(x;y)) · Ñ(x;y)dxdy 

D 

= J J (lOx - y) dx dy 
D 

= [ (l- 3

x (lOx - y) dy) dx 

¡l 69 2 9 7 
= (39x - - x - - ) dx = - . 

o 2 2 2 

Ejemplo 153. Usando el teorema de Stokes, calcule j j (V x f) · ñ dS, donde 

s 
S es la intersección del sólido x 2 + y2 

:::; 1 con el plano y + z = 2, y el campo 
vectorial es F(x; y; z ) = (-y; x2

; z3
). 

Solución 
Una parametrización para la superficie S es dada por la función: 

8 (X; y) = (X; y; 2 - y), (X; y) E D = { (X; y) E ~ 2 
: x 2 + y2 :S 1}. 

De esto último se deduce que el campo de vectores normales a Sen a(x; y) están 
dados por Ñ(x; y) = (O; l; 1). 
Denotando por r a la frontera de S, 

r: r(t) = (cost;sent;2- sent), t E [0;27r]. 

Luego, 

i'(t) = (-sent;cost;-cost) y F(i(t)) = (-sent;cos2 t;(2-sent) 3
). 

Es claro que la orientación de r es la inducida por la de S. 
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;g xs-~· r • y 

Fig. 2.56 

Por otro lado, el campo F es de clase C 1 sobre JR2 . entonces por el teorema 
de Stokes tenemos 

jj(Vx f)·ñdS= la/·dT 
s 

{27r 
=lo F(r(t)). r'(t) dt 

{27r 
= lo [sen2t + cos3 t - (2 - sen t) 3 cos t] dt 

= fo
2

n [i2 - ~ cos(2t) + (1- sen2 t) cost - (2 - sent)3 cost] dt 

[ 
1 1 1 1 ] 

2
7r 

= - t - - sen ( 2t) + sen t - - sen 3 t + - ( 2 - sen t) 4 

2 4 3 4 o 

= 7r . 

Ejemplo 154. Dado el campo vectorial 

F(x; y; z) = (y3+x cos(x2+y2+z2
); x3+y cos(x2+y2+z2

); ez
2 
+z cos(x2+y2+z2

)), 

¡ - { z ..j x2 + 2y2 
calcule F · dr, donde r es la curva definida por 2 2 4 

Y 
r x +z -

es recorrida en sentido antihorario vista desde la parte positiva del eje z. 
Solución 
Es claro que el campo vectorial F es de clase C 1 sobre todo JR3 . Además, 

i J k 
- - 1 a a a 

(\7 X F)(x; y; z) = ax 
ay 

- 1 =(O; O; 3(x2 
- y2

)). 
8z 

p Q R 
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z 

X 

Fig. 2.57 

Observemos que S: z = J4 - x 2 , (x; y) E D es una superficie que tiene como 
frontera la curvar, donde D = {(x; y) E IR2 : x 2 + y2 :::; 2}. Una parametrización 
para S es dada por la función 

B(x; y) = (x; y; V 4 - x 2 ), (x; y) E D. 

De esto se deduce que Ñ(x; y) = ( n; O; 1). Luego, la orientación de res 
4 - x 2 

la inducida por la de S, pues cumplen con la regla del pulgar derecho. Por lo 
tanto, del teorema de Stokes tenemos 

1r F. di= J j(V X F). ñdS 

s 

= j j (V x F)(O'(x; y))· Ñ(x; y) dx dy 

D 

= jj(o;o;3(x2 -y2JJ· (n;o;1) dxdy 

D 

= 3 j j ( x2 
- y2

) dx dy 

D 

Y pasando a coordenadas polares: 

X = r COS 0, y = r sen 0, COn Ü :::; r :::; V2, Ü :::; 0 :::; 27r 

tenemos 
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es decir, 

¡ _ ¡27í 1 IV2 
F ·di= 3 - r 4 cos(2B) d() =O. 

r o 4 o 

Ejemplo 155. Usando el teorema de Stokes, calcule t y2dx+z2dy+x2dz, donde 

res el triángulo de vértices A(l; O; O), B(O; l; O) y C(O; O; 1) orientado en sentido 
horario visto desde el origen de coordenadas. 
Solución 
Observemos que la parte del plano limitado por r puede ser considerada como 
gráfico de una función de dos variables, 

S: z = 1- x-y, (x;y) E D = {(x;y) E JR2
: O:::; x:::; 1, O:::; y:::; 1- x}. 

Es claro que una parametrización de S es 

iJ(x;y) = (x;y; 1- x -y), (x;y) E D. 

z 

(O;l;O) 
B y 

X 

Fig. 2.58 

Por lo tanto, Ñ(x; y) = iix(x; y) x iiy(x; y) = (1; l; 1) es normal a S, entonces, la 
orientación de la frontera de S, as= r, es inducida por la de S. 
Por otro lado, Fes un campo vectorial de clase C 1 sobre JR3 y el rotacional de F 
es dado por 

i J k 
- - 1 a a a 

(\7 X F)(x; y; z) = ax 
ªY 

- J = (-2z; 2x; -2y). 
az 

y2 z x2 
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Luego, por el teorema de Stokes tenemos que 

1r F . df = J J (fi X F) . ñ dS 

s 

= j j (fi x f)(ii(x; y))· Ñ(x; y) dx dy 

D 

= j j (-2 + 4x) dxdy 

D 

= l (l-x(-2+4x)dy) dx 

-1 

3 

Teorema de Stokes 

Ejemplo 156. Halle el valor de la integral j is (fi x f) · ñ dS, donde S es la 

superficie z = 4 - )x2 + y2 , O ::::; z ~ 4, F(x; y; z ) = (x2 y; x sen(xyz); x3 ) , y ñ 
es el vector unitario normal exterior a S. 
Solución 
U na opción para evaluar la integral pedida es proceder a través de la definición 
de la integral de superficie de un campo vectorial (se deja como ejercicio esta 
alternativa) . La otra posibilidad es usar el teorema de Stokes. 
Gráficamente: 

X 

Fig. 2.59 

Observemos que la superficie S tiene como frontera la circunferencia de radio 4, 
esto es 

as : x 2 + y2 = 16 

cuya parametrización es dada por 

r(t) = (4cost,4sent,0), t E [0,27r], 
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entonces r' (t) = (-4 sen t, 4 cos t, O) y F(r(t)) = (64 cos2 t sen t; O; 64 cos3 t). 
Luego, del teorema de Stokes tenemos, 

jj(V X F). ñdS =la/. di 

s 
{27í 

=lo F(r(t))·r'(t)dt 

{27í 
= -64 lo sen2 (2t) dt 

= -647r. 

Ejemplo 157. Sea S la porción de la superficie x 2 + y2 = 2y comprendida entre 

los planos z = O, y = z. Calcule j j (V x f) · ñ dS, sabiendo que el campo 

s 
vectorial es F(x; y; z) = (2z; x +y+ 2z; x + 2y) y ii es la normal unitaria exterior 
a S. 
Solución 

Para evaluar j j (V x f) · ñ dS procedemos a usar la definición de integral de 

s 

~-·~ .............................. .,;• y 

X 

Fig. 2.60 

línea de superficie de un campo vectorial, para esto parametrizamos la superficie 
s, 

u(u; v) = (cosu; 1 +sen u; v), donde u E [O; 27r) y v E [O; 1 +sen u], 

entonces, Ñ(u;v) = 5u(u;v) x 5v(u;v) = (cosu;senu;O). 
Por otro lado, 

i j k 

- - 1 a a a 
1 = (O;l;í) . (V' X F)(x; y; z) = ax 

ay 8z 
2z X+ y+ 2z X + 2y 
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Luego, 

J J (V x F) · ñ dS = JJ (tJ x f)(if(u; v)) · Ñ(u; v) du dv 

s s 
r27f( r 1 +sen u ) 

=lo lo sen udv du 

= 1r. 

Ejemplo 158. Utilizando el Teorema de Stokes, calcule la integral de línea del 
campo vectorial 

F: JR3 - {(O;O;z): z E JR}------? JR3, F(x;y;z) = ( 2-: 2; 2: 2; 1 z ~2) 
X y X y -.<-

sobre la frontera de la superficie S : x2 + y2 + z2 = 1, z 2:: O, limitada por la 
gráfica de la ecuación y2 = z2 , orientado positivamente de manera que la normal 
a S apunta hacia el exterior de ella. 
Solución 
Por condición el campo vectorial F : S --+ JR3 no está definido en (O; O; 1), para 
poder aplicar el teorema de Stokes consideramos la circunferencia C que es la 
intersección de S con el plano P : z = 1 - E con ~ < E < 1 como se muestra en 

el gráfico 2.61. 

y=z 

z 

~---Y 

X 

Fig. 2.61 

Por el Teorema de Stokes aplicado a la superficie So limitada por C y y 2 = z2 

sobre x2 + y2 + z2 = 1 tenemos 

r 2 -y 2 dx + 2 X 2 dy + ~ dz = j(' r (V X F) . ñ dS 
1 asu( - C ) x + Y x + Y 1 - z 1 So 

Y como V x F (x; y; z ) = O, de la relación anterior resulta, 

1 - y X Z ¡ - y X Z 
---dx + dy + --dz = dx + dy + --dz 

as x2 + y2 x2 + y2 1 _ z2 e x2 + y2 x2 + y2 1 _ z2 
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Por otro lado, e esta en el plano z = 1 - E, por lo que dz =o. Luego, 

¡ -y X Z 1 -y X 

2 2 dx + 2 2 dy + --2 dz = 2 2 dx + 2 ., dy = 2w. 
sX +y X +y 1-z cX +y X +y 

Teorema 2.5. Sea U un subconjunto abierto de JR.3 y F = (P; Q; R) : U ----+ JR.3 

un campo de clase C 2 sobre u' entonces div (V X F) = o. 

Prueba. 
Como en el abierto u la función F es de clase C 2' se tiene 

d1v (~ x F) = d1v - - - - - - - - -. - . - . (ªR 8Q aP 8R aQ aP) 
oy oz ' oz ax' ax ay 

a (ªR aQ) a (ªP aR) a (ªQ aP) 
= ax oy - az + ay oz - ax + az ax - ay 

a2 R a2Q a2 P a2 R a2Q a2 P =-----+-----+----­axay 8x8z oyaz ayax 8z8x azoy 
=Ü. 
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Ejercicios: Sección 2. 7 

l. Verifique el teorema de Stokes en cada uno de los siguientes casos. 

a) F(x; y; z) = (z; x; y) y Ses la superficie definida por z = 1 - x2 
- y 2 , 

para z 2: O. 

b) F(x; y; z) = (x; z;-y) y Ses la porción de la esfera de radio 2 centrada 
en el origen tal que y 2: O. 

c) F(x; y; z) = (x; y; O) y Ses la parte del paraboloide z = x2 + y2 dentro 
del cilindro x2 + y2 = 4. 

d) F(x; y; z) = (x + y; x + z; z 2) y la superficies S es la parte del cono 
z2 = x2 + y 2 entre los planos z = O y z = 1. 

2. Usando el teorema de Stokes, calcule i xdx + (x + y)dy + (x +y+ z)dz 

donde r es la curva generada por la función 

r(t) = (acost;asent;a(cost+sent)), t E [a;27r]. 

3. Usando el teorema de Stokes, calcule el flujo del campo F(x; y; z) = (x; y; -2z) 
a través de S en el sentido de la normal exterior y sabiendo que el conjunto 
S = {(x; y; z) : x2 + y2 = 2, O< z < 2}. 

4. Usando el teorema de Stokes, calcule la circulación del campo vectorial 
F(x; y; z ) = (2yz; O; xy) a lo largo de la frontera de la superficie 
S = { (x, y, z) : x2 + y2 = 2z2

, O 2: z < 1} en el sentido elegido por usted. 

5. Sea S parte del gráfico de z = 9 - x2 - y2 , z 2: O con normal unitaria 

exterior. Halle J is ('17 x f') · ñ dS, siendo f'(x; y; z) = (3 z; 4x; 2y). 

6. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza 

al mover una partícula alrededor del borde de la parte de la esfera de 
ecuación x2y2 + z2 = 4 que está en el primer octante, en sentido contrario 
al giro de las manecillas del reloj (visto desde arriba). 

7. Si S es una esfera y F satisface las hipótesis del teorema de Stokes, de­

muestre que J is rotf' · ñdS =O. 
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8. Usando el teorema de Stokes, calcule la integral j is rotf · ñ dS siendo S 

la intersección del sólido x2 + y2 :::; 1 con el plano y + z = 2 (considerar 
orientación positiva) y F(x; y; z) = (-y; x2 ; z3 ) . 

9. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(x; y; z) = (x; y; z) 
al trasladar una partícula a lo largo de la curva que es intersección de la 
superficie x2 +y2 +z2 = 2(x + y) con el plano x +y = 2, recorrida en sentido 
horario si se mira desde el origen de coordenadas. 

10. 

11. 

Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas F(x; y; z ) = (y; z; x ) para 
trasladar una partícula a lo largo de la curva de intersección de la semiesfera 
x2 +y2 + z2 = a 2

, z 2:: O y el cilindro x 2 +y2 =ay, a 2:: O siguiendo el sentido 
antihorario visto desde la parte superior del eje z. 

{ 
x2 + y2 = 2 

Sea la curva y _ z = 
0 

Calcule el trabajo que realiza el campo 

de fuerzas F(x; y; z) = (y2 - z; x + z; x - y) para desplazar una partícula a 
lo largo de la curva r recorrida en sentido antihorario vista desde el eje z 

positivo. 

12. Calcule j is ('li x F) · ñ dS siendo F(x; y; z) = (x - z; x2 + yz; -3xy) y Ses 

la superficie del cono x = 2 - J y2 + z2 que queda sobre el plano yz, x 2:: O 
en el primer octante. 

13. Halle 1r (y2 + ln(l + z2
)) dx+ (x+ z) dy+ (x+y) dz, donde res la intersección 

de las superficies x2 + y2 = 3x, 3x + z2 = 9, z 2:: O, recorrida en sentido 
antihorario vista desde el punto (O; O; 10). 

14. Usando el teorema de Stokes, calcule J J F. di', donde r es definida por 

r 
la función vectorial f( t) = ( cos t; sen t; sen(2t)) y el campo vectorial F 
está definido por F(x; y; z) =(y+ z + é

2
; x - z + ln(l + y2

); sen(2z)). 

15. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas 

F(x· y· z) = (-y2
· x2

· x arctan -
1
-) 

' ' ' ' 4 + z2 

para desplazar una partícula alrededor de la curva r : 
en sentido antihorario vista desde el punto (O; O; 110). 
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16. Sea S la superficie cilíndrica x2 +y2 = 1, O:::; z:::; 1 con una tapa semiesféri­

ca de ecuación x 2 + y2 + (z ~ 1 )2
] = 1, z 2: l. Halle j j (V x ff) · ñ dS, donde 

s 
el campo vectorial es F(x; y; z) = (xz + yz2 + x; xyz3 +y; x 2z4 ) y ñ es el 
vector normal unitaria exterior a S. 

17. Calcule i (2yz + ln(x 2 + 1)) dx + eY
2 

dy + arctan z dz, donde r es la in­

tersección de las superficies x2 + z2 = y, y+ z = 2, recorrida en sentido 
antihorario vista desde el eje z positivo. 
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2.8. Teorema de Gauss o Teorema de la divergencia 

El llamado Teorema de la Divergencia establece una relación entre la integral 
triple sobre un sólido y la integral de superficie sobre la frontera del sólido. 

Teorema 2.6 (Teorema de la Divergencia). Sean un sólido en JR3 , limitado 
por una superficie S regular y orientable. Si ñ es la normal unitaria exterior a S 
y F = (P; Q; R) es un campo vectorial de clase C1 en un dominio que contiene a 

n, entonces 

Jj F · ñ dS = j Jj div F dV con dV = dxdydz (2.9) 

s S1 

Observación 27. 

l. El teorema de la divergencia permite calcular el flujo de un campo vectorial 
mediante la integral triple de su divergencia. 

2. La ecuación 2.9 suele escribirse en la forma: 

jj jjj aP aQ aR 
P dy dz + Q dz dx + R dx dy = ( ox + ay + a z ) dx dy dz 

s S1 

3. El teorema de la divergencia sigue siendo válido si el sólido n está limitado 
por un conjunto finito de superficies que son regulares, excepto tal vez en 
un número finito de curvas regulares, y orientables por vectores unitarios 
normales y que apuntan hacia el exterior de n como se muestra en la figura 

ñ2 

Fig. 2.62 
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Ejemplo 159. Determine el flujo del campo vectorial F(x; y; z) = (z; y; x) sobre 
la esfera centrada en el origen y de radio 1. 
Solución 
Como ya se ha visto, la esfera es una superficie orientable y claramente el campo 
f' es de clase c1 sobre IR3 , luego podemos aplicar el teorema de la divergencia 

jj F ñdS = jjj divfdv 

s n 

= ¡¡¡ dV 
n 

4 
= Vol (O) = :flr , 

donde n es el sólido limitado por la esfera. 

Ejemplo 160. Sea Sel tet raedro definido por el plano x +y+ z = 1 y los planos 

coordenados en el primer octante, calcule j is F ·ñ dS, donde F(x; y; z) = (x; y; z ) 

y ñ es el vector normal unitario exterior a S. 
Solución 

z 

S: x+y+z=l 

X 

Fig. 2.63 

Claramente el campo F y la superficie S satisfacen las condiciones del teorema 
de la divergencia y como divF(x; y ; z) = 3, entonces 

jj F -ñdS= ¡¡¡ divfdV 

s n 

= 3 ¡¡¡ dV 

n 

= 3Vot(n) = 3 (D (Abh) = ~-
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Ejemplo 161. En un fluido el vector densidad de flujo en cada punto viene dado 
por el campo F(x; y; z) = (x ; y 2 ; -2yz). Calcule la masa de fluido que atraviesa 
la superficie exterior del sólido n = {(x; y; z) E JR3 

: x2 + y2 + z2
:::; 1, z ~O} por 

unidad de tiempo y en la dirección del vector normal exterior. 
Solución 
Si denotamos por S la superficie del sólido n, es decir S = an, el campo vectorial 
F y S satisfacen las hipótesis del teorema de la divergencia, entonces 

j j F · ñdS = j jj divf dV 

s n 

= ¡¡¡ dV 

n 
2w 

= Vol(n) = -. 
3 

Ejemplo 162. Calcule j j x dy dz + y dz dx + 2 z dx dy, donde S es la unión 

s 
de la parte del paraboloide descrito por z = 1 - x2 - y 2 para z ~ O y el disco 
x2 + y 2 

:::; 1 para z = O. 
Solución 
Es claro que la superficie S y el campo F(x; y; z ) 
hipótesis del teorema de la divergencia, 

Ji Í' ·ñdS = ¡¡¡ divÍ'dV 

s n 

= ¡¡¡ 4dV, 

n 

pasando a coordenadas cilíndricas : 

(x; y; 2z) satisfacen las 

X = r COS 0, y= r sen 0, Z = z, con Ü :::; r :::; 1, Ü :::; 0 :::; 27f, Ü :::; Z :::; 1 - r 2 

t . d t 1 . bº d t r . , a(x; y; z) 
y emen o en cuen a que e Jaco iano e esta rans1ormac1on es B(r; B; z) = r 

tenemos 

Ji f · ñdS = 4 f([ Ual-r' rdz) dr) d8 
s 

= 412

"([ (r - r
3

) dr) d8 = 21r. 
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Ejemplo 163. Calcule J J f'.ñdS, siendo f(x; y; z) = (- x 2+ z; - xy+ z2
; eY + x) 

s 
y S la superficie del sólido limitado por el cilindro x 2+ y2 = 4 y los planos x + z = 6 
z = o. 
Solución 
Evaluar la integral pedida usando la definición implica calcular tres integrales, 
una por cada superficie, mientras que haciendo uso del teorema de la divergencia 
se reduce a evaluar una sola integral. Se deja como ejercicio verificar que el campo 
vectorial F y S verifican las condiciones del teorema de la divergencia. Luego, 

Ji Í'·ñdS = JJJ divÍ'dV 
s n 

= JJJ - 3xdV 
n 

Pasando a coordenadas cilíndricas: x = r cos (), y = r sen(), z 
o :Sr :S 2, o :S () :S 27T , o :S z :S 6 - r cos e , tenemos 

Ji f · ñ dS = - 3 [n(12 ifo6
-r cosO r2 

COSO dz ) dr) dO 

s 

= -312n(fo\6r2 cos O - r3 cos2 O) dr) dO 

= - 3 f
2

7f (16 cos () - 4 cos2 B) d() = 127T. 
. lo 

z, donde 

Ejemplo 164. Calcule Ji F -ñdS, siendo F(x; y; z ) = (y+ z2 +4;x + z2 ;z2
) y 

s 
S la superficie x 2 + y2 

- z 2 =O, O :S z < 1 orientada de modo que sus normales 
son exteriores. 
Solución 
Una opción para evaluar esta integral es usar la definición de integral de superficie 
de un campo vectorial. Otra opción es usar el teorema de la divergencia, pero 
tenemos el inconveniente que la superficie no es cerrada como se muestra en la 
figura 2. 64 . 
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.>------Y 

X 

Fig. 2.64 

Para salvar este problema, consideramos la superficie S1, que es una parte del 
plano z = l. Ahora sí tenemos una superficie cerrada: S U 5 1 , ver fig.2.65. 

~----Y 

X 

Fig. 2.65 

Sea n el sólido limitado por las superficies S y 51, entonces aplicando el 
teorema de la divergencia se tiene, 

jj f-ñdS= jj divfdV 

SUS1 O 

Jj F · ñdS = jjj divfdV - jj F ñdS 

S O S1 

=Ji - h, 

donde 

Ii= ffldivfdV= Jff 2zdV 
n 
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pasando a coordenadas cilíndricas: 

X = r COS 0, y = T Sen 0, Z = Z donde Ü :'.S 0 :'.S 27f , Ü :'.S r :'.S 1, r :'.S Z :'.S 1 

tenemos 

Ii = jjj divÍdV = tl ([ 2 zr dz) dr di) = ~-
n 

Por otro lado, 

entonces, 

S1: z= 1, (x;y ) E D = {(x;y) E IR2
: x 2 +y2 :S1} , 

h = J J f · ñdS = J l Í'(if(x; y))· Ñ(x; y) dxdy 

S1 

= J J (y + 5; x + 1; 1) · (O; O; 1) dx dy 

D 

= ¡¡ dxdy = A(D) = 7r. 

D 

donde una parametrización de S1, es 

B(x; y)= (x; y; 1), (x; y) E D = {(x; y) E IR2
: x2 + y2

::; 1}. 

Por lo tanto, 

EJº emplo 165. Sea F(x · y· z) = (xy2 + xy2 z· ex cos z + x2yz· x ) ' ' ' ' J x2 + y2 + 1 ' 

calcule el flujo de F a través de la superficie lateral del cilindro de radio 1 que se 
encuentra entre los planos z = - 1 y z = 1. 
Solución 

Se trata de hallar <!> = j j f · ñ dS, donde Ses la superficie lateral del cilindro. 

s 
Es claro que F es de clase C 1 sobre IR3 . 

En lugar de calcular la integral de superficie anterior a través de la definición 

235 



Pontificia Universidad Católica del Perú Teorema de la Divergencia 

usaremos el teorema de la divergencia, el inconveniente es que S no es una su­
perficie cerrada, para salvar esto incluiremos las tapas del cilindro descrito en el 
problema. Es decir, calcularemos el flujo total que sale del cilindro (incluyendo 
las tapas) para luego obtener la integral pedida. Entonces, 

jJ f .fidS= f f l divFdV, 
SU{z=-l}U{z=l} 

donde divF(x; y; z) = y2 + y2z + x2z. 
Luego, 

<I> = j 1s F · ñ dS 

= JJJ(y2 +y2z+x2z)dxdydz- Ji f ·ñdS - Ji f ·ñdS 
n {z=-1} {z=l} 

No es difícil demostrar que, 

jj f·ñdS= jj f.fidS=O 

{z=-1} {z=l} 

Luego, 

<I> = J J F · ñdS = J J J(y2 + z(x
2 + y2

))dxdydz 
s n 

pasando a coordenadas cilíndricas, 

x = rcosB, y= rsenB, z = z, donde, O :Sr :S 1, O :S () :S 27r, -1:Sz:S1, 

luego, 

<I> = [1f([ (L (r2 sen2 !J+ zr2
) r dz) dr) dO 

= [1f ([ 2r3 sen2 Odr) dO = i 
Ejemplo 166. Halle el flujo del campo F(x ;y;z) = (x3 ;y3 ;z3 ) hacia el exterior 
de S, siendo esta la superficie del sólido limitado por la gráfica de la ecuación 
x2 + y 2 + z2 = a 2 , a> O y los planos coordenados en el primer octante. 
Solución 

Se trata de hallar <I> = j j F · ñ dS . 

s 
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Observe que si usamos la definición de integral de superficie de un campo vectorial 
para hallar el flujo de F tendríamos que calcular cuatro integrales de superficie, 
pues Ses una superficie regular formada por cuatro superficies regulares, mientras 
que si usamos el teorema de la divergencia, calcular el flujo <I> se reduce a calcular 
la siguiente integral: 

<I> = J J J div ÍdV = J J 13(x
2 + y2 + z 2

)dxdydz. 

n 

Pasando a coordenadas esféricas: x = p sen <P cos (), y = p sen <P sen (), z = p cos </>, 
1f 1f . . 

donde O :S p :S a, O :S () :S 2, O :S <P :S 2, y temendo en cuenta que el Jaco-

. d d f . , o (x; y; z) 2 ~ b 
b1an o e esta trans ormac1on es o (p; (); <P ) = - p sen \f/l o tenemos 

<I> = 3 f 7!¡ f 7!¡ [ª p4 sen</> dp d</> d() = 
3ª

5
7r . 

lo lo lo 10 

Ejemplo 167. Dado el campo F(x; y ; z ) = (z3 + l ; x4 + 10; 5x + 3y + z ), calcule 

j j F · ñ dS, siendo S la superficie del sólido íl limitado por las superficies 

s 
x2 + y 2 = 5, x2 + y2 _ z 2 = l. 
Solución 

z 

y 

Fig. 2.66 
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Observe que el campo vectorial F y S satisfacen las condiciones del teorema 
de la divergencia. Luego, 

fj F · ñdS = fj j div FdV = j j j dxdydz 

s n n 

pasando a coordenadas cilíndricas: X = r COS [}, y = r sen[}, Z 

o:::; e:::; 27r, 1 :::; r:::; V5, -v1r2=1:::; z:::; v1r2=1, obtenemos 

JJ ¡ 27r jv's (1Vr2=1 ) F · ñdS = rdz drdB 
O 1 -Jr2-l 

s 

= 2rJr2=1 dr dB = 327r ¡27rf,v'5 

o 1 3 . 

z, donde 

Ejemplo 168. Calcule j j j divF dV, si !! el sólido contenido en la superficie 

n 
z2 = x 2 + y2 entre los planos z =O y z = 1 y F(x; y; z) = (4y2 + 2z; x 2 + z2

; z2
). 

Solución 
Usando el teorema de la divergencia, tenemos 

¡¡¡ divfdV = fjj 2zdxdydz 

n n 

y pasando a coordenadas cilíndricas: 

X= rcosB, y= rsen, e, z = z, donde o:::;e:::;27r, r:::; z:::; 1, o:::; r:::; 1, 

obtenemos 

2 fjj divfdV = lt ([ 2zrdz) 
7r 

n 

Ejemplo 169. Calcule j j F ·ñ dS, donde F(x; y; z) = (2xy; x2 -y2
; z(x2 +y2 )2) 

s 
y Ses la parte del cilindro x2 +y2 = 9 comprendida entre los planos z =O y z = 4. 
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Solución 
Sean el sólido limitado por los planos S1 : z = O para (x; y) E D y S2 : z = 4 
para (x; y) E D, donde D = {(x; y) E JR2 : x2 + y2 :::; 9} . 
Del teorema de la divergencia tenemos que 

= JJJ(x2 
+y2)2 dV 

n 

Ji F-ñdS = JJJ (x2 +y2
)
2 dV- Jf F-ñdS - Jf f.ñdS. 

S O S1 S2 

Sea 

=Ji (1\x2
+y

2
)

2 dz) dxdy 
D 

= 4 j j ( x2 + y2
) 

2 dx dy 
D 

pasando a coordenadas polares: 

X = T COS 8, y = T sen 8, donde Ü :::; T :::; 3, Ü :::; 8 :::; 27T 

obtenemos 

{27r ¡3 
l¡ = 4 lo lo r5 

dr de= 9727T. 

Asimismo, 

h= Ji F-ñdS=- JJ(x2 +y2 )2dxdy=0. 
S1 D 
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Similarmente, 

h = J J F · ñdS = J J (x2 + y2
)
2 dxdy. 

S2 D 

Por lo tanto, j j F · ñdS =O. 

s 
2 2 

Ejemplo 170. Si S es la superficie del elipsoide cuya ecuación es : 2 + ~2 + 
z2 - - -
2 = 1 y Fes el campo vectorial definido por F(x;y;z) = -\lc.p(x;y;z) donde 
e 
c.p(x; y; z) = (x2 + y2 + z2 )-~, halle: 

a) div(F). 

b) j j F · ñdS, donde ñ es la normal unitaria exterior a S. 

s 

Solución 

a) En JR3 - {(O; O; O)} tenemos que 

divF(x; y; z) = div(-Vc.p(x; y; z)) 

= div [ 
1 

3 (x; y; z)] 
(x2 + y2 + z2)2 

=o. 

b) Observe que el campo vectorial F no está definido en el origen de coor­
denadas, por lo tanto no es de clase C 1 en ningún abierto que contiene 
al sólido n lo que impide aplicar el teorema de la divergencia. Para sal­
var este problema consideramos una esfera de la forma x2 + y2 + z2 = r 2 

con O < r < mín {a; b; e}. Denotando por n el sólido limitado por S y la 
superficie esférica Sr como se muestra en la figura 2.67. 

240 



Pontificia Universidad Católica del Perú Teorema de la Divergencia 

X 

Fig. 2.67 

Ahora sí, el campo tiene las condiciones exigidas por el teorema de la di­
vergencia, luego 

jf F-ñdS= jf J divÍ'dV 
SU Sr D 

y usando la parte a) resulta que 

jf F ñdS= - jf F-ñdS. 
s 

Eligiendo ñ = - (x; y; z), tenemos que 
_, - 1 

F · ñ = 1 . Luego, 
(x2 + y2 + z2)2 

jf F-ñdS= Jj~; = 47f. 

s s 

Ejemplo 171. Calcule J J F ·ii dS, donde Í'(x; y; z) = (xy; y2 + ex'+z'; cos(xy)) 

s 
y Ses la superficie del sólido n limitado por el cilindro parabólico z = 1-x2 y los 
planos z O,y O, 
y + z = 2, sabiendo además que S es orientado de manera que sus vectores 
unitarios normales apuntan hacia el exterior de n. 
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Solución 
Gráfica de f!: 

z= l - x2 

X 

z 

Fig. 2.68 

Observemos que la superficie S consta de cuatro superficies regulares de tal 

manera que al calcular J J f' · ñ dS usando la definición de integral de superficie 

s 
de un campo vectorial tendriamos que calcular cuatro integrales, por lo que, en 
este caso, resulta más conveniente usar el teorema de divergencia para hallar la 
integral pedida. El sólido f! puede definirse como 

f! = {(x;y;z) E JR3
: (x;z) E D, O :S y :S 2- z} 

donde D es la proyección del sólido n sobre el plano xz, es decir, 

D = { (X; y) E JR 2 : Ü :S z :S 1 - x2, -1 :S X :S 1}. 

Por lo tanto, 

¡¡ f' -ñdS= ¡¡ divf'dV 

s n 

=3fffydV 
n 

= 3 JJ ({z ydy) dxdz 

D 

= ~ J J (2 - z )2 dz dx 
D 

3 ¡l ( rl-x2 

) 
= 2 -1 Jo (2 - z)2 dzdx 

184 

35 
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Ejemplo 172. Sean n = {(x; y; z) E JR3 : 4::; x 2 + y2 + (z - 1) 2 ::; 16} y F el 

campo vectorial definido por ff(x; y; z) = (3x; 2y; (z - 1)2), calcule J is F · ñdS, 

donde S es la frontera del sólido y ñ es el vector unitario normal exterior a S. 
Solución 
El campo FE cxi( R 3 ). Del teorema de la divergencia, 

!! Í·ñdS= !!! divffdV= Jf !(3+2z)dV 
s n n 

Usando coordenadas esféricas 

x = p cos() sen</>, y= p sen O sen</>, z = 1 + p cos</>, 

donde 2 ::; p::; 4, o ::; () ::; 27r' 
8(x;y;z) _ 2 

O :S </> :S n, y B(p;O;</>) - -p sen</>. Luego, 

Jis F · ñdS = t [f ([(s + 2p cos</>)p
2 

sen</>d+</>] dO 

= 2n ( - p3 sen </> + [!__ sen 2</>) d </> 11f 5 4 14 
o 3 4 p=2 

760 
=-7r. 

3 

Ejemplo 173. Halle J is F · ñ dS, donde S es la superficie regular por partes 

que limita al sólido 

f1={(x;y;x)ElR3
: 4:Sx2 +y2 :S9, O:Sz:S4, y~O, y:Sx}, 

ñ es el vector unitario normal exterior a S y Fes el campo vectorial definido por, 

F(x; y; z) = (z y2 ln(x + J x 2 + y2); z x2 ln(y + J x2 + y2); ln(x +y+ J x2 + y2)). 

Solución 
El campo FE C00 (U), siendo u el conjunto abierto que contiene al sólido n. Del 
teorema de la divergencia, 

Observe que div F( x; y; z) = z J x2 + y2. Luego, 
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donde D = {(x; y) E JR2 : 4::; x2 + y2 
::; 9, y 2:: O, y ::; x} Luego, 

jfsF·ñdS=8 f l Jx2+y2dA 

y pasando a coordenadas polares: X = T COS 0, y = T sen 0 COn 2 :S T :S 3 y 
7f o< e<-. - - 4 

J fs F . ñ dS = 2 f ([ r 2 
dr) d () = 

3~7r 
Ejemplo 17 4. Sea n el sólido limitado por las superficies definidas por 

x2 + z2 = 9, y = O, y = 4, z = O, calcule j j j div F dxdydz, donde el campo 

n 
vectorial F está definido por F(x; y; z) = (xyz; ex

2
+Y

2
+z

2
; 2) y ñ es la normal 

unitaria que apunta hacia el exterior de la superficie de O. 
Solución 
El campo F satisface las condiciones del teorema de la divergencia, luego 

¡¡¡ divfdxdydz= JJ f·ñdS, 

n s 

donde S = 80 = S1 u S2 u S3 u S4. 

Evaluando j j F · ñdS: 

S1 

S 1 : z =O, (x; y) E D1 = {(x; y) E JR2
: -3::; x::; 3, O::; y::; 4}, entonces 

J J F · ñdS = J J (O;é
2

+Y
2

; 2) ·(O; 0;-1) dxdy 

S1 D1 

= -2 JJ dxdy= -48. 

D1 

Evaluando J J F · ñdS: 

S2 

S2: y= 4, (x;z) E D2 = {(x;z) E JR2 : -3::; x::; 3, O::; z::; J9-x2}, 

entonces 

J J F · ñ dS = J J (4xz; ex
2
+l6+z

2
; 2) ·(O; 1; O) dx dz 

S2 D2 

= J J e"2+z2+16dx dz 

D2 
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pasando a coordenadas polares x = r cos (), y = r sen() con O ~ r ~ 3 y 

O ~ () ~ 7r se obtiene 

= ~(e2s _ e16) 
2 . 

Evaluando j j F · ñ dS: 

S3 

83: z = J9-x2 , (x;y) E D3 = {(x;y) E 1R2 -3 < x < 3, 0 <y< 4}, 

entonces Ñ(x;y) = (R;O;l), luego 
9- x 2 

Ji Í·ñdS= JJ(xyJ9-x2;ex'+y'+z';2)· (R;O;l) dxdy 

S3 D3 

= j j(x2y + 2)dxdy 
D3 

= j 3 

f\x 2 y + 2) dydx = 192. 
-3 lo 

Finalmente, evaluando j j ff · ñ dS: 

S4 

84 : y = O, (x; z) E D2 = {(x; z) E 1R2 : -3 ~ x ~ 3, O ~ z ~ J9 - x2}, 

entonces 

J J ff · ñ dS = - J J (O; ex'+z'; 2) · (O; -1; O) dx dz 

S4 D4 

= - J J ex'+z' dxdz 

D4 

pasando a coordenadas polares X = r COS 8, Z 

o ~ e ~ 7f se obtiene 

7r 9 o = - -(e - e ). 
2 
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Por lo tanto, 

j j j divf dxdydz = 144 + %(e25 
- e16 

- e9 + 1). 

n 
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Ejercicios: Sección 2.8 

l. Sean el sólido O= {(x; y; z) E IR.3 
: z2 

:::; 4x2 + 4y2 , x2 + y2 
:::; 2y, z 2::: O} 

y F el campo vectorial definido por F(x; y; z) = (-6y; 6x; -2x), halle el 
flujo de F a través de la frontera de O y compruebe su respuesta usando el 
teorema de la divergencia. 

2. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas 

para trasladar una partícula alrededor de la curva que es intersección de 
las superficies z = J 4 - x 2 - y2 , x 2 + y2 = 2x. El recorrido es de manera 
que al observar desde el origen tiene sentido horario. 

3. a) Sea F : IR.3 --* IR3 un campo vectorial de clase C2 en IR.3 . Demuestre 
que div(V x F) = O. 

b) Sea O un sólido limitado por los planos coordenados y los cilindros 
de ecuaciones x 2 + y2 = 4, y2 + z2 = 4 en el primer octante. Calcule 

j j (V x Í) · ñ dS, donde S es la superficie que limita al sólido fl, 

s 
F(x; y; z) = (2yz; x + 3y - 2; -x2 - z) y ñ es el vector unitario normal 
exterior a S. 

4. Halle la integral j j f ·ñ dS, donde Ses la superficie del sólido en el primer 

s 
octante limitado por el elipsoide 4x2 + 4y2 + z2 = 16 y por los planos 
x = O, y = O, z = 2y y donde F es el campo vectorial definido por 

2 

F(x;y;z) = (eY
2
+z

2
;sen(x2 + z2 ); z

2 
). Considere ñ como el campo de vec-

tores normales apuntando hacia el exterior del sólido. 

5. Calcule j j f · ñ dS, donde fes el campo vectorial definido por 

s 

y S es la frontera del sólido limitado inferiormente por z2 = 4(x2 + y2 ) 

y superiormente por x 2 + y2 + z2 = 20. Considere ñ apuntando hacia el 
exterior del sólido. 
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6. Usando el teorema de la divergencia calcule J J ( ~ x + ~ y + J z) z dS, 

s 
x2 y2 z2 

donde Ses la mitad del elipsoide 2 + b2 + 2 = 1 para z >O y (n; ,B; "Y) 
a e 

es la normal unitaria exterior a S. 

7. Si Ses el cubo de vértices (± 1; ± 1; ± 1) y fes el campo vectorial definido 

por f(x; y; z) = (3y2z3 ; 9x2yz2
; -4xy2

), halle j j F · ñ dS, donde ñ son los 

s 
vectores normales unitarios exteriores a S. 

8. Sea S la superficie del sólido limitado por las esferas x2 + y2 + z2 = 4, 
x2 +y2 + z2 = 9 y sea F el campo definido por F(x ; y; z) = (x3+yz; x2 y; xy2 ), 

halle J J F · ñ dS , donde ñ son los vectores normales unitarios que apuntan 

s 
hacia el exterior de S. 

!(' { --+ --+ 2 

9. Calcule J F · ñdS, donde F(x ;y;z) = (yez ;y2 ;exY) y Ses la superficie 

s 
del sólido limitado por el cilindro x 2 + y2 = 9 y los planos z =O y y= z + 3. 

10. Dado el conjunto n = {(x; y ; z ) E JR3 
: 3 :::;; z :::;; 4 - (x2 + y2

)} , si S es 
la frontera de n y F(x ; y; z ) = (x +y; y - x ; O) , verifique el teorema de la 
divergencia. 

11. Calcule j j F · ñ dS, donde F es el campo vectorial definido por 

s 

F(x; y; z) = (ln(y2 +y+ 1) ; ln (x2 + x + 1) ; z2
) , 

S es la superficie descrit a por la ecuación x2 + y2 = 2z2 para O :::;; z :::;; 1 y 
ñ vector normal unit ario exterior a S. 

12. Suponga que un fluido está sometido al campo de velocidades definido por 
F( x; y; z) = (x - yz; y + xz; z + 2xy). Sean S la porción del cilindro 
C : x 2 + y2 = 2 que está dentro de la esfera E : x2 + y2 + z2 = 4 y 
So la porción de la esfera E que se encuentra fuera del sólido limitado por el 
cilindro C. Usando el teorema de la divergencia, calcule el flujo que pasa a 
través de las paredes de n, siendo este el sólido limitado por las superficies 
S y So. 
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13. Sea S la frontera del sólido en el primer octante limitado por el elipsoide 
de ecuación 4x2 + 4y2 + z2 = 16 y los planos x = O, y = O, z = 2y. 
Calcule la integral de superficie del campo vectorial F sobre S sabiendo 

- z2 
que F(x; y; z) = (arctan(y2 + z2

); ln(x2 + z2
); 2 ) y considerando la normal 

unitaria apuntando hacia el exterior de S. 
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Capítulo 3 

Sucesiones y Series 

Objetivos 

Al finalizar el capítulo los alumnos 

1. Calcularán límites de sucesiones utilizando correctamente las técnicas del 
cálculo límites para funciones reales de variable real. 

2. Analizarán la convergencia (absoluta o condicional) o divergencia de series a 
partir de la definición y de los criterios de convergencia: de comparación, de 
comparación por límite, de la integral, del cociente, de la raíz, de acotación 
y de las series alternantes. 

3. Hallarán la suma de algunas series numéricas convergentes. 

4. Determinarán la convergencia o divergencia de una serie de potencias y, en 
caso de ser convergente, encontrarán el radio de convergencia, el intervalo 
de convergencia y su suma. 

5. Asociarán a una función una serie de potencias. Escribirán una función como 
una serie de potencias utilizando una serie conocida (serie geométrica) o el 
desarrollo de Taylor. 

6. Hallarán las series de potencias para resolver ecuaciones diferenciales 
lineales de segundo orden. 
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Se comprueba fácilmente que para cada n E .N la función racional 
1 

- xn 
1 - x 

para x i= 1 puede ser representada también por la función polinómica dada por 
Pn (X) = 1 + X + x2 + · · · + xn. 
La aparición de este tipo de ejemplos motiva la siguiente pregunta: 
¿bajo qué condiciones una función racional admite una representación como fun­
ción polinómica? 
Note que el interés por responder a esta pregunta radica en el hecho de que resul­
ta mucho más cómodo manipular expresiones polinómicas (cálculo de derivadas 
e integrales, por ejemplo) que manipular funciones racionales. 

1 
Observe que para que la función racional f(x) = -- sea igual a un polinomio 

1-x 
debería cumplirse que xn+I sea igual a cero para x E IR , lo cual es imposible. Sin 
embargo, para !xi < 1, 

lím Pn = 1 + x + x2 + · · · + xn + · · . 
n-¡.+oo 

este último objeto, denominado serie de potencias, no es un polinomio, pues tiene 
infinitos sumandos pero siendo el límite de una sucesión de polinomios ¿hasta 
qué punto conserva las propiedades de polinomios? Estos son precisamente los 
objetos con los que trabajaremos en este capítulo: los definiremos, estableceremos 
sus propiedades y mostraremos algunas de sus aplicaciones ya sea expresando 
funciones en términos de ellos o resolviendo ecuaciones diferenciales lineales de 
segundo orden. 

3.1. Sucesiones de números reales 

En esta sección nuestro interés se basa en el análisis de la convergencia de 
sucesiones de números reales, para lo cual daremos la definición y luego algunos 
resultados. 
Una sucesión de números reales es una función de la forma 

a : .N ----t IR 
n f------7 a ( n) 

donde .N es el conjunto de los números naturales {O, 1, 2, ... }, el valor a(n) para 
n E .N se denotará por an y se llamará término n-ésimo de la sucesión. En 
adelante usaremos ( an)n>O para denotar una sucesión a. Algunas veces la sucesión 
será indexada en el conjunto de los naturales positivos, en tal caso usaremos la 
notación ( an)n2'.l. 
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Diremos que una sucesión de números reales (an)n2:0 converge al número 
real a, si para cada E> O, es posible encontrar un número natural no que depende 
de E, es decir no= no(E), tal que 

lan - al <E para todo n 2: no(c) 

y escribiremos 

lím an::::;:: a 
n---->+oo 

o simplemente líman =a 

En tal caso diremos que la sucesión ( an)n es convergente, en caso contrario, 
es decir si tal límite no existe, diremos que es divergente. 
Geométricamente decir que la sucesión (an)n2:0 converge al número real a 
significa que a partir de un cierto entero positivo no los términos de la suce­
sión se encuentran en un intervalo abierto ]a - E, a+ e[. Ver gráfica 3.1 

a+¡:; -~-:~~~~-····· · ······· · · · ····/:~--~:\, ............................................ . 
\ / \ /"\ 

a ··············-~\:~~/~·-·· ···········\\:/·····\/\/:\··· 
a-E·························· ······························· ···································· 

2 3 4 n n+l ··· n 

Fig. 3.1 

Ejemplo 175. Demuestre que la sucesión constante (an)n2:0 = (1; 1; ... ; 1; · · ·) 
cuyo término n-ésimo es an = 1 converge a 1, es decir, pruebe la siguiente igual-
dad: lím an = lím 1 =l. 

n---->+oo n---->+oo 
Solución 
Dado E> O arbitrario, debemos demostrar que existe no E N verificando 

lan - ll <E, para todo n 2: no 

lo cual es cierto, pues 

lan - l l = ll - l l =O< E, se cumple para cualquier valor de n EN 

Por lo tanto, lím an = 1. 
n---->+oo 

En general, si el término n-ésimo de la sucesión constante es a, entonces 

lím an = lím a = a. 
n---->+oo n---->+oo 
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Ejemplo 176. Sea la sucesión (_!_) , 
n n~l 

a) Escriba los cinco primeros términos de la sucesión. 

1 
b) Señale si la sucesión es convergente, en caso afirmativo, determine lím -

n---++oo n 

Solución 

1 1 1 1 
a) 

1'2'3'4's· 

b) A continuación demostraremos que lím _!_ = O. Para ello, dado E > O, 
n---++oo n 

mostraremos que existe un natural no tal que para todo n ~ no se cumple 
que 

es decir, 

I~ - ol <e, 

1 
- <E. 
n 

1 
Esta última desigualdad es equivalente a la expresión - < n, esto es fijado 

E 
un número E existe un número n, suficientemente grande, tal que esta de-
sigualdad se cumple. La existencia de este n está garantizada por la llamada 
Propiedad A rquimediana 1 

Basta elegir no= no(c) = 11~11+1, pues con esta elección tenemos que, 

n >no, equivale a n > 11~11 +l. 

Por otro lado, se sabe que 

11~11 ~ ~ < 11~11 + l, 
luego, por transitividad, resulta que 

1 1 
- < n, es decir, - <E para cada n ~no. 
E n 

1 Propiedad Arquimediana: Si x, y son números reales positivos, entonces, existe un entero 
positivo n tal que y < nx. 
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Teorema 3.1. El límite de una sucesión es único, es decir 

si lím an = a y lím an = b entonces a = b. 
n---++oo n---++oo 

Prueba. 
Usando la desigualdad triangular tenemos que para todo n EN se cumple 

Por condición tenemos que 

lím an =a 
n---++oo 

y lím an = b. 
n---++oo 

Esto significa que a partir de un cierto número natural no, la diferencia entre an 
y a, así como de an y b es tan pequeña como se quiera, en símbolos: 

E E 
1 a - b 1 :::; 1 a - an 1 + I b - an 1 :::; 2 + 2 = E, para cada n 2: no, es decir, 

la - bl < E para todo E > O, 

esto último equivale a decir que a = b. 

Ejemplo 177. Demuestre que la sucesión (an)n20 cuyo término n-ésimo es 
an = ( -1 )n diverge. 
Solución 
Observe que los términos de esta sucesión son {1, -1, 1, -1, ···}.Intuitivamente 
es claro que esta sucesión diverge. A continuación proponemos una prueba for­
mal de este hecho usando el método de reducción al absurdo. Supongamos que 

lím (-lt = L, esto significa que dado cualquier E > O, es posible encontrar un 
n---++oo 
natural no= no(c) verificando 

1(-1)11-L l <c para cada n > no. 

1 
En particular, si E = 2, entonces existirá un ni = ni(c) tal que 

para cada n >ni, 

de manera que, cuando n es par, se cumplirá que 

1 
ll-Ll <-

2 
para cada n >ni 

y cuando n es impar, se tendrá que 

1 
1- 1 - LI = 11 + LI < -

2 
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Por la propiedad transitiva 

2 = 11- L + L + 11:::; 11- L I + 11+LI <1 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto, lím ( -1) n no existe, es decir la 
n-++ oo 

sucesión ((-1r)n2::l es divergente. 

Ejemplo 1 78. Calcule lím n + 
1 

. 
n-++ oo n 

Solución 

Al evaluar los términos de la sucesión: 

( n + 1) - (2· 1 5· 1 3- 1 25· 1 2· 1 16· 1 14; · · ·) 
-- - ' ''.'' ' ''' '' n n2:'.1 

parece ser que esta converge a 1. Otra forma de verlo sería descomponiendo el 
término n-ésimo de la sucesión en la forma siguiente, 

1 n+l_l+­-- - n 
n 

y como ya se ha demostrado que lím 1 = 1 y lím ~ = O, entonces aceptando 
n-++oo n-++oo n 

que 

lím ( 1 + ~) = lím 1 + lím ~ = 1, 
n-++oo n n-++oo n-++oo n 

lo que se demostrará en el teorema 1.2, tendríamos lo pedido. 

Usando la definición, probaremos que lím n + 
1 

= l. En efecto, dado E > O 
n-++oo n 

demostraremos que existe un natural no tal que 

lan - ll <E para todo n 2:: no 

pero 

lan - ll = 11 + ~ - 11 = l~I = ~ 
es válido para cualquier natural positivo n. Luego, usando la propiedad arquime­
diana, como se vio en el ejemplo 176, dado cualquier E siempre existe un número 
natural n tal que 

1 
- < é . 
n 

256 



Pontificia Universidad Católica del Perú Sucesiones de números reales 

Observación 28. 

1. El ejemplo anterior sugiere que una estrategia para el análisis de la conver­
gencia de una sucesión es descomponerla en sucesiones convergentes más 
simples (suma, producto, cociente, etc.). El siguiente resultado establece en 
qué casos y cómo se puede calcular el límite de una sucesión convergente a 
partir del límite de las sucesiones convergentes en la que fue descompuesta. 

2. En adelante y para simplificar la notación escribiremos lím en lugar de 
n 

escribir lím . 
n.-+oo 

Teorema 3.2. Si (an)n y (bn)n son sucesiones convergentes y ces una constante 
real, entonces se cumple 

l. lím (an ± bn) = lím an ± lím bn. 
n n n 

2. lím (can) = e lím Xn. 
n n 

3. lí~ ( an · bn) = ( lí~ an) ( lí~ bn) . 

(
a ) líman 

4. lím _.:: = -~--
n bn hmyn 

n 

si límbn-=f-0. 
n 

5. lí~ ~ = ~lí~an, si an ~O, para todo n EN y p EN+. 

Ejemplo 179. Puesto que lím 3 = 3 y lím ~ = O, entonces tenemos 
n n n 

lím (3 + ~) = lím 3 + lím ~ = 3 + O = 3 
n n n n n 

lí~(3·~) = (ií~3) (lí~~) =3·0=0 
lím ~ = (lím ~) · (lím ~) = O · O = O. n n n n n n 

En general, dado p E z+ obtenemos 

lí~ ~p = lí~ ~ ... ~ = (lí~ ~) ... ( lí~ ~) = o 
'-......-" 
P veces P veces 
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E . l e 1 1 l' 2n2 + 3n ~emp o 180. a cu e im ----
n 

Solución 
Factorizando el término n 2 tanto en el numerador como en el denominador 
tenemos que 

( 3) n 2 2+-
lím 2n 2 + 3n = lím n 

n n2 + 5 n 2 ( 5) n 1+­
n2 

= lím 
n 

(2+~) 
(1+ :2) 

=2 

h . . l' 1 o pues, como emos visto antenormente, im - = y 
n n 

lím~ =O. 
n n 

. l e 1 1 l' 3n - 12 
EJemp o 181. a cu e im 2 . 

n n + 5 
Solución 
Factorizando el término n en el numerador y el término n 2 en el denominador 
tenemos que 

1
, 3n - 12 

1
, 

un 2 = im 
n n + 5 n 

+-~) 
n2 ( 1+ :

2
) = lí~ 

1(3 -~n 
~ (i + :2) 

=Ü. 

Diremos que una sucesión ( an)n~o tiene límite +oo, si para cada número real 
M > O, es posible encontrar un entero positivo no = no(M) tal que, 

an 2:: M para todo n 2:: no ( M) 

En tal caso escribimos lím an = +oo. 
n 

Análogamente, diremos que una sucesión ( an)n>O tiene límite menos infinito, si 
para cada número real M >O, es posible encontr~r un entero positivo no= no(M) 
tal que, 

an :=; - M para todo n 2:: no ( M), 

en tal caso escribimos lím an = -oo. 
n 

Ejemplo 182. Sea la sucesión ( an)n>o, donde an = n, claramente lím n = +oo. 
- n 

Observación 29. 
Tenga en cuenta que los símbolos +oo y -oo no son números, luego si se cumple 
cualquiera de los siguientes casos: 

líman = +oo, 
n 
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diremos que las sucesiones ( an)n y (bn)n son divergentes, sin embargo estos símbo­
los dan información sobre el comportamiento de la sucesión, tal y como como se 
puede apreciar en los gráficos de las siguientes sucesiones (n2 )n y (n)n· 

( n + 1) 2 +·· -- .. . -- -- .. .. . . ..... .... . .... . ... . - ·-.. ·-·--· -- -- --··---··• 

400 

225 . . 

5 10 15 20 · ·· n n+ 1 

Gráfica de la sucesión (n2),,. 

n+l 

Fig. 3.2 

n· 

4~·-······-··· · · ··· · ···· · 

3~····· - ···· · ········· ·- ·# 

2 ··--··· 

1 . ... 

---1'-__,.-+---;------r------.-----;----- n 
2 3 4 n n+1 

Gráfica de la sucesión (n),, . 

Como se aprecia en los gráficos, los términos de la sucesión son tan grandes 
como se quiera, en símbolos, lím an = + oo. 

n 

Observación 30. 
Recuerde que para aplicar un teorema es necesario que se cumplan las condiciones 
(hipótesis) de lo contrario se pueden llegar a conclusiones erróneas, tal y como se 
muestra en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 183. Si an = ( -1 r y bn = ( -1 r, entonces lím( an - bn) = O. Sin 
n 

embargo, si por error aplicamos la propiedad 1 del teorema 3.2 y el ejercicio 177 
podríamos concluir que la sucesión ( an - bn)n?_O es divergente. 

1 
Ejemplo 184. Si an = n y bn = - entonces lím an · bn = l. Sin embargo, si por 

n n 
error aplicamos el teorema anterior podríamos concluir que la sucesión ( an · bn)n?_O 
es divergente. 

Observación 31. 
El teorema 3.2 admite las siguientes extensiones, las que sirven para analizar 
la convergencia de una sucesión que puede descomponerse en términos de una 
sucesión convergente y una divergente. 
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Teorema 3.3. 

Sean (an)n y (bn)n sucesiones tales que líman = L, para LE IR y límbn = 
n n 

+oo, entonces 

l . lím(an + bn) = +oo y lím(an - bn) = -oo. 
n n 

2. lí~( an . bn) = { +oo s~ L > O 
-()() SIL< o 

a 
3. lím bn = O, si L -=f. O. 

n n 

4. lím bn = { + oo si L > O 
n ªn -oo si L < O 

5. lím {,lb;;,= + oo, para todo p E N+. 
n 

Note que en el caso 2 de este teorema no se puede decir qué ocurre cuando 
L = O, pues en estos casos la sucesión puede converger o no como se ilustra en 
los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 185. Dada la sucesión convergente (an)n>l, cuyo término n-ésimo es 

an = ~ y la sucesión divergente (bn)n>o, donde bn =-n. Es claro que 
n -

líman =O y límbn = +oo. 
n n 

En este caso, la sucesión ( an · bn)n2'.0 es convergente, pues 

líman · bn =l. 
n 

Ejemplo 186. Dada la sucesión convergente (an)n>l, cuyo término n-ésimo es 

an = ~ y la sucesión divergente (bn)n>o, donde bn =-n 2 . Es claro que 
n -

líman =O y límbn = +oo. 
n n 

En este caso, la sucesión ( an · bn)n>O es divergente, pues 

Observación 32. 

lím an · bn = +oo. 
n 

Note que en el caso 4 del teorema 3.3, si L = O y la sucesión ( an)n es una sucesión 
, bn { +oo si L-+ o+ 

no nula, entonces hm - = . L 
0

_ 
n an -oo Sl -+ 
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Ejemplo 187. Dada la sucesión convergente (an)n~l, cuyo término n-ésimo es 

an = n + 
1 

y la sucesión divergente (bn)n>o, donde bn = n. Es claro que n -

líman = 1 y que límbn = +oo. 
n n 

1 . , ( bn) En este caso, a suces1on an diverge a más infinito, pues 

1
, bn 
im- = +oo. 
n an 

, 5n3 + 2 
Ejemplo 188. Calcule hm 

2 
. 

n n +3n 
Solución 
Factorizando el término n 3 en el numerador y el término n 2 en el denominador 
en la expresión dada tenemos que 

n3 (5+ ~) 
n2 (1+ ~) 

1
, 5n3 + 2 

1
, 

im = lm 
n n 2 + 3n n 

= +oo. 

El siguiente resultado facilita el análisis de la convergencia de una sucesión 
y el cálculo de su límite a partir de cálculo del límites de funciones reales de 
variable real. 

Teorema 3.4. Sea D un conjunto que contiene a ~+U {O} y f : D --t ~ 
una función tal que lím f(x) = L donde L E ~' entonces la sucesión (an)n~o , 

x--++oo 
defi.nida por an = f ( n) cumple que 

Observación 33. 

lím an =L. 
n 

El teorema 3.4 sigue siendo válido en los siguientes casos: 

lím f(x) = +oo ó lím f(x) = -oo. 
x--++oo x--++oo 

Ejemplo 189. Calcule lím-;.. 
n n 

Solución 
( 

Para calcular este límite usaremos teorema 3.4. Definimos f(x) = 2 , x > O, 
X 

como lím ~ =O, entonces del teorema 3.4, la sucesión an = f(n) = ~verifica 
x--++oo x n 

que lím~ =O. 
n n 
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1 
Ejemplo 190. Calcule lím - donde p >O. 

n TI? 
Solución 

Definimos f(x) = 2._ para x ~ 1, si p >O, entonces lím 2._ =O. Por lo tanto, 
xP x~+oo xP 

del teorema 3.4, lím _..!__ = O. 
n TI? 

Ejemplo 191. Por definición que lím (1 + .!.) x = e, entonces por el teorema 
x~ +oo X 

3.4 resulta que 

líA" ( 1 + ff = e. 

Observación 34. 
Los resultados obtenidos en los ejemplos 180, 181 y 188 pueden generalizarse de 
la siguiente manera: 
si el término n-ésimo de una sucesión (zn)n puede descomponerse como el cociente 

Xn donde Xn y Yn son los términos n-ésimos de las sucesiones (xn)n y (Yn)n 
Yn 
definidas por 

Xn = apnP + ap-1np-l + · · · + a1n + ao 

y 

Yn = bqnq + bq-1nq-l + · · · + b1n + bo, 

entonces 
ap 

si p=q 
bq 

l' l' Xn 1 o si p<q ImZn = lffi - = 
n n Yn +oo si p>qyt:->O 

q 

-()() si p>qyt:-<O 
q 

Quizás algunos lectores se preguntarán porqué usar el método de factorización 
para calcular límites cuando podemos hacerlo usando el teorema 3.4 y la regla 
de L'Hopital, la razón es que no siempre resulta el camino más adecuado. Por 
ejemplo, puede intentar resolver el siguiente ejercicio usando la regla de L 'Hopital. 

Ejemplo 192. Calcule lím vfn2+4 
n n 

Solución 

Jn2+4 jn2(1+~) R 
lím = lím = lím 1 + 2 = 1. 

n n n n n n 

262 



Pontificia Universidad Católica del Perú Sucesiones de números reales 

, n 2 + 3n 
Ejemplo 193. Calcule hm 

2 n en 
Solución 
Al calcular en forma directa el límite dado aparece la forma indeterminada 

00 

00 
¿es posible aplicar la regla de L'Hopital en este caso? La respuesta es no. Justi-
fique. 
El camino para calcular el límite lo proporciona el teorema 3.4 , para esto defi­
nimos la función 

x 2 + 3x 
f(x) = 2 , X E JR. 

e X 

Ahora sí, aplicamos la regla de L'Hopital sucesivamente 

x2 + 3x (x2 + 3x) ' 
l' lím x-l~oo e2X X-t +oo ( e2X) I 

1
, 2x + 3 
llll 

x_, +oo 2e2x 

lím (2x + 3)' 
x_, +oo (2e2x)' 

1
, 2 
Im -- = o. 

x_, + oo 4e2x 

1, l' f ( ) l' n2 + 3n Por lo tanto, iman = im n = im 2 = O. 
n n n en 

Este resultado confirma una propiedad conocida: la función exponencial crece 
"más rápido" que la función polinómica. Asimismo, el resultado se traduce gráfi­
camente en que la función f tiene una asíntota horizontal, tal como puede apre­
ciarse en la figura 3.3. 

0 .6 

0.5 

0.1 

0.3 

0.2 

0.1 

Fig. 3.3 Gráfica de f(x)= x
2

+,:3x . 
e-·' 
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Ejemplo 194. Calcule lím \fñ,. 
n 

Solución 
1 

Sea f ( x) = x;, con x > O. 
Tomando logaritmos y calculando límites en ambos miembros de la igualdad 
anterior resulta 

lím ln f ( x) = lím ln x . 
x- +oo x- +oo X 

Teniendo en cuenta que la función logarítmica es continua y aplicando la regla 
de L'Hopital tenemos 

1 ( 1, f ( )) l' (ln x)' l' 1 n Im X = Im --
1
- = Im - = Ü, 

x- +oo x- +oo X x - +oo X 

entonces lím f( x ) = l . 
x-+oo 

Por lo tanto, del teorema 3.4 resulta que 

lím rn = lím f (n) = l. 
n n 

Teor em a 3.5 . Si ( an)n es una sucesión tal que lím lan 1 =O, entonces lím a11 = O. 
n n 

(-ir 
Ejemplo 195. Determine lím -- en caso que exist a. 

n n 
Solución 

lím 1 ( - l) n 1 = lím ]:_ = O 
n n n n 

Luego, del teorema 3.5 obtenemos 

lím (-ir = o. 
n n 

Ejemplo 196. Calcule lím (- l)n ( n2 + 1 ) 
n 2 3 5 . 

Solución n + n 

1 
( 

n
2 
+ 1 ) 1 ( n2 + 1 ) lí~ (- lt 2n3 + 5n = lí~ 2n3 + 5n =O. 

Luego, del teorema 3.5 tenemos que 

( 
n2 + 1 ) = O. Ií~ (- l)n 2n3 + 5n 
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Observación 35. 
La parte ( 4) del teorema 3.2 no da información cuando la sucesión del deno­
minador (bn)n converge a cero. El siguiente resultado muestra que en ese caso 

también puede obtenerse información sobre la tendencia de la sucesión ( ~=) n, 

siempre que la sucesión ( an)n converge a una constante diferente de cero. 

Teorema 3.6. Sea (bn)n>O una sucesión numérica, entonces 

lím bn = O y bn > O, para todo n si y solo si lím bl = +oo. 
n n n 

lím bn = O y bn < O para todo n si y solo si lím 2_ = -oo. 
n n ~ 

Ejemplo 197. Como lím2n 
n 

+oo entonces H;,n ( ~) n O. El recíproco 

también se cumple. 

Como H;,n (-~) n =O, entonces lí;,n ( ( ~~)) n = -oo, el recíproco también 

se cumple. 

Ejemplo 198. Analice la convergencia de la sucesión (rn)n>l, según los valores 
de r E R 
Solución 
Del ejemplo anterior podemos ver que el límite de una sucesión de la forma (rn)n 
depende del valor de r. De esta manera, para evaluar el límite dado dividimos el 
problema en tres casos: 

i) Cuando lr l < 1, tenemos 

lím lrnl = lím lrln =O. 
n n 

Por lo tanto, del teorema 3.5 se concluye 

ii) Cuando lrl > 1 
Es claro que 

límrn =O. 
n 
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luego, de la parte (I) se tiene 

lím _!._ = lím (~) n = O, 
n rn r 

entonces del teorema 3.5 se concluye que 

y 

límrn = +oo 
n 

límrn = -oo 
n 

III) Cuando r = 1 se tiene que lím(l r = l. 
n 

sir> 1 

sir< -l. 

Sucesiones de números reales 

Cuando r = - 1 se tiene lím(-lyn, que como se ha visto en el ejemplo 177, 
n 

no existe. 

Diremos que una sucesión de números reales ( an)n20 es acotada , si existe 
una constante M > O verificando 

lan l S M, para cada n 2 O, 

es decir todos los términos de la sucesión (an)n20 pertenecen al intervalo [-M, M ]. 

Ejemplo 199. L ., (1) ., d a suces1on -:;;, n es una suces10n acota a, pues 

lan l = 1 ~ I = ~ ::; 1, para todo entero n;::: l. 

Ejemplo 200. La sucesión ((-lr)n es una sucesión acotada, pues 

lan l = 1S1, para cada n. 

Ejemplo 201. La sucesión ( cos ~) n es acotada, pues 

leos ~I ::; 1, para cada n E f\I. 

Ejemplo 202. La sucesión (sen(3n))n es acotada, pues 1 sen(n)I S l. 

Ejercicio: Señale cuáles de los siguientes gráficos corresponden a sucesiones con­
vergentes, cuáles a sucesiones divergentes y cuáles a sucesiones convergentes y 
acotadas. 
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a(n) b(n) c(n) 

··············· ······ ~~~~~:.:::-~.::.:.::. :.:.:.:.:.:;.:;.+ 

// 
1 2 3 4 5 n 1 2 3 4 ••• n n+l ••• n 

-1 

Fig. 3.4 Gráfica de la sucesión (a11 ). Fig. 3.5 Gráfica de la sucesión (b11 ) . 

Sucesiones de números reales 

r~ 

c~<J 

í\_./ .... f:x:J 
í ........ · .... \J 
· ...... .... .. 

123456···n··· n 

Fig. 3.6 Gráfica de la sucesión (e,,). 

El siguiente resultado caracteriza a las sucesiones convergentes. 

Teorema 3. 7. Toda sucesión convergente es acotada. 

Prueba. 
Suponga que lím an = L, luego para cualquier E> O dado, la desigualdad 

n 

se cumple a partir de un cierto valor de no= no( E). En particular, se seguirá cumplien­
do para E = 1, es decir que, para todo n 2: no tenemos 

Pero como 

entonces se tiene 

Luego, 
lanl < ILI + 1, para cada n 2: no. 

Con esto hemos logrado acotar todos los términos de la suces1on excepto un 
número finito de ellos: ao, a1, · · · , an0 -1, entonces solo nos queda controlar tam­
bién estos términos, para ello podemos, por ejemplo, elegir 

Por lo tanto, tenemos 
lanl < M, para cada n 2: O. 
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Observación 36. 

l. El recíproco del teorema 3. 7, no se cumple, es decir una sucesión acotada 
no necesariamente es convergente, por ejemplo la sucesión ( ( -1) n )n>O es 
una sucesión acotada y sin embargo no es convergente. 

2. Una proposición equivalente al teorema anterior es la siguiente: si una suce­
sión no es acotada, entonces no es convergente. Por ejemplo, la sucesión cuyo 
término n-ésimo es ªn = ( -1 rn2 es divergente, pues no es una sucesión 
acotada. 

Teorema 3.8 (Teorema del sandwich). Sean (an)n, (bn)n, (Cn)n sucesiones 
de números reales verificando las siguientes condiciones: 

a) an :::; Cn :::; bn para n suficientemente grande y 

b) lím an = lím bn = L, 
n n 

entonces la sucesión ( cn)n es convergente y además se cumple que 

Prueba. 

límcn =L. 
n 

Sea E > O, como lím an = L, entonces podemos encontrar Ni (E) tal que 
n 

lan - LI < é para todo n 2: Ni(c). 

Asimismo, puesto que lím bn = L, podemos encontrar N2 (E) tal que 
n 

lbn - LI < é para todo n 2: N2(c). 

Eligiendo N = máx{N1, N2} tenemos que para todo n 2: N: 

-E< an - L y bn - L <c. 

Además, por dato tenemos an :::; Cn :::; bn, entonces combinando esta condición 
con las últimas relaciones obtenidas tenemos que 

-E < an - L :::; Cn - L :::; bn - L < é . 

Por lo tanto, 
-E< Cn - L < é para todo n 2: N , 

es decir , len - LI <e para todo n 2: N . 

268 



Pontificia Universidad Católica del Perú Sucesiones de números reales 

(
2n - l)n 

Ejemplo 203. Calcule lím 
n 3n+ 1 

Solución 
Como para cada entero n 2: 1 se cumple 

(
2n - l)n (2)n 

O:::; 3n + 1 :::; 3 y lí~ (ff =o, 

d 1 d . h 1 l' ( 2n - 1) n entonces e teorema san w1c se conc uye que im =O. 
n 3n + 1 

. , cosn 
EJemplo 204. Calcule hm-2-. 

n n 
Solución 
Se sabe que la función coseno está acotada, es decir 

entonces 

y como 

-1 S cos n S 1 para cada n E z+, 

1 cosn 1 -- < -- < - para cada n E z+ n2 - n2 - n2 

, (-1) , ( 1) l~ --:;;:¡ = h~ n 2 = O, 

, cosn 
del teorema sandwich se concluye que hm --2- = O. 

n n 

Teorema 3.9. Si lím an = O (bn)n~o es una sucesión acotada entonces se cumple 
que límn(an bn) =O. 

Prueba 
En efecto, si lbnl :::; M para todo n 2: O entonces 

Luego, del teorema del sandwich se tiene que lím lan bn 1 = O, luego, aplicando el 

teorema 3.5 se concluye que lím an bn = O. 
n 

n 

Ejemplo 205. El ejemplo 204 puede también ser resuelto usando el teorema 3.9. 
En efecto, si hacemos 

cosn 1 
Cn = -- = anbn donde an = - y bn = cosn. n2 n2 

Notemos que la sucesión (bn)n es acotada, pues lbn l S 1 y la sucesión (an)n es tal 

que lím an = O. Luego, aplicando el teorema 3.5 se obtiene que lím cos2 n = O. 
n n n 
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n! 
Ejemplo 206. Calcule lím - . 

n nn 
Solución 
Observemos que tanto el numerador como el denominador de la expresión tienden 
a infinito cuando n tiende a oo, en este caso no podemos aplicar la reglas de las 
formas indeterminadas pues x! no está definida para x E R Usaremos el teorema 
del sandwich. 
Notemos que 

n! 1 2 n 1 o< - = - . - ... - < -. 
nn n n n n 

Además, 

límO = lím _!.=O. 
n n n 

Luego, del teorema del sandwich, se concluye que 

1
, n! 
Im- =o. 
n nn 

Sea (an)n una sucesión de números reales. Diremos que (an)n es una sucesión 
monótona creciente si se cumple 

ªn :S ªn+ 1, para cada n E z+. 

Si la sucesión ( an)n verifica 

ªn+l :S an, para cada n E z+, 

diremos que la sucesión es monótona decreciente. 
Diremos que la sucesión ( an)n es monótona si ella es creciente o decreciente. 

Ejemplo 207. La sucesión (-n-) es monótona creciente. 
n + 1 n>l 

Solución -
n 

En efecto, sea an = --, entonces 
n+l 

an+l 

an 

n+l 
n+2 -n-

n+l 

n 2 + 2n + 1 1 
----=1+ >1, 

n 2 + 2n n 2 + 2n 

y como an > 0 para cada n E z+, entonces an+l > an, para cada n E z+, 
luego ( an)n es una sucesión creciente. 
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El siguiente resultado proporciona un criterio para determinar la convergencia 
de sucesiones de números reales sin tener que evaluar su límite. 

Teorema 3.10. Toda sucesión monótona y acotada es convergente. 

Ejemplo 208. La sucesión (-n-) es convergente. 
n + 1 n>l 

Solución -
Observe que la sucesión es creciente, 

n 2 + 2n 1 
n 2 + 2n + 1 = 1 - n2 + 2n + 1 < l, 

luego, 

Además, la sucesión dada es acotada, pues 

lanl = 1n: 11 < 1 para cada entero n 2: l. 

Por lo tanto, de acuerdo con el teorema 3.10, la sucesión dada es convergente. 

Ejemplo 209. Pruebe que la sucesión ( an)n con an = ( 1 + ~) n es convergente 

y, que si lím an = w, entonces 2 < w < 3. 
n 

Solución 

Sea la sucesión ( an)n, donde an = ( 1 + ~) n, entonces la sucesión ( an)n es 

monótona creciente. En efecto, usando la fórmula del binomio de Newton para 
n ~ 2 tenemos 
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i i + 1 . 
Pues 1 - - < 1 - -- para i = 1 2 · · · n .....:.. 1. 

n n+ l' ' ' ' 

Esto también demuestra que an > 2 para todo n 2: 2. 

1 1 
Por otra parte, como k! < 

2
k-l para todo k EN, se cumple 

n 1 n -1 1 1 - 2~ 1 
an :S 2 + L 2k- l = l + L 2k = l + 1 _ l = 3 - 2n- l · 

k= 2 k =O 2 

Esto prueba que la sucesión es acotada superiormente por 3. Luego, del teorema 
3.10 se concluye que ella es convergente. Además, al ser 2 < an < 3 para todo 
entero n 2: 2 y ser ( an )n creciente se tiene que 

2 < lím an = e < 3. 
n 

Diremos que una sucesión (an)n es de Cauchy si para todo E> O, existe un 
número natural N tal que 

para todo m, n 2: N: Jan - am i < E. 

Toda sucesión convergente es una sucesión de Cauchy. En efecto, si lím an = a, 
n 

entonces para todo E> O, existe un natural N tal que 

de esto se deduce que 

E 
para todo n 2: N : Jan - al < 2, 

E E 
para todo m, n 2: N : lan - ami :S Jan - al + lam - al < 2 + 2 = E. 

Teorema 3.11. Una sucesión de números reales es convergente si y solo si es 
una sucesión de Cauchy. 

Ejemplo 210. Calcule el límite de la sucesión cuyo término n-ésimo es 

an = t Jk+I - y'k 
k=l vk2 + k 
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Solución 
Reescribiendo el término n-ésimo de la sucesión dada 

Desarrollando esta suma obtenemos 

de manera que al simplificar esta expresión se tiene 

1 
an = 1- Vn+l' 

luego, el problema dado se reduce a calcular el límite 

líman = lím (i - .d+r) = l. 
n n n + 1 
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Ejercicios: Sección 3.1 

1. Calcule los siguientes límites 

a) lí,?"n (i -Ff) d) lím 1 + 2 + 3 + · · · + n 
n 7n 

b) lím(n - )(n + a)(n + b)) 
n 

e) lím ~ n + 1 - ifñ, 
n 

c) lím (sen v'n+1 - sen Vñ) 
n 

1 
f) lím(2n + 5n) ~ 

n 

2. Determine el límite de las siguientes sucesiones convergentes. 

a) ( 2n + sen 3n) 
3n + cos 2n n2_l e) (nJ4~ + 7 )n 

( 4n+1 + (-W) f) ( Jn2 + n - n) n 
b) 4n +(-5)n+l 

nEN 
g) ( Jn+1 - Jn) n 

) ( Jn2+1-n) ( n2 ) 
c ~ n 3 + 2n - n nEV h) - n 

Jn2 - 1 n 

d) en2+6) 
i) w~~!)1 n+4 

n 

3. Calcule el límite de las siguientes sucesiones (an)n para cada caso. 

a) (an)n21 siendo a1 = 1 y an = J5 ªn-1 cuando n 2 2 
1 

b) (an)n , ao = a1=1, ªn+2 = 1 1 
--+-
ªn+l an 

4. Si (an)n21 es una sucesión cuyos términos verifican 

a¡ = ~ ª2 = nr ª3 = Gr ªF (ff ª5 = us 
y an para n 2 6 sigue la misma regla de formación. 

a) Halle an paran 2 1 

b) Demuestre que (an)n21 es una sucesión acotada, y que para todo n 2 1 
se cumple que an :::; ªn+l 

5. Analice si la sucesión --- es decreciente. (
4 - n2) 

5n n 
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nP+2 + n + 4 
6. Dada la sucesión (an)n donde an = 

3 2 . Analice líman según los 
nP+n+3 n 

valores de p E N. 

7. Usando el teorema del sandwich calcule los siguientes límites 

a) lí:;i ( :2 + (n ~ 1)2 + ... + 2:2) 
b hm + + · · · + ----;::::::;:::== ) , ( 2 2 2) 

n Jn2 +l Jn2+l Jn2 + n 

+oo +oo 
8. Si ¿ an es una serie de términos positivos, demuestre que ¿ 

2 
ªn 

n=l n=l ªn + an + l 
es convergente. 

9. Calcule los siguientes límites 

a) lím ( 1 + 1 + ... + 1 ) 
n~+oo Jn2 + 1 Jn2 + 2 Jn2 + n 

lnn 
b) lím n 11 

n~+oo l (2n + 1)
2 
J 

C) n~'l.1oo r ( 2n ~ l) 
21

, donde l X j denota aJ mayor de Jos enteros que SOn 

menores o iguales que x, y 1 x l denota al menor de los enteros que son 
mayores o iguales que x 

d) 1
, 1 
im n arctan -

n~+oo n 

e) lím n ( n 2 + 1) ( 1 - cos ..!._) 
n~+oo n 

10. Sea f una función derivable en el punto cero, tal que f(O) = O y f '(O) = 5. 
1 

Analice si existe lím f ( - ) . En caso afirmativo, halle su valor. 
n n 

11 . Analice si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique su 
respuesta. 

a) Si ( an)n es convergente y (bn)n divergente, entonces ( an + bn)n es 
divergente. 

b) Si ( an)n es convergente y (bn)n divergente, entonces ( an · bn)n es di­
vergente. 
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3.2. Series de números reales 

Sea (an)n~l una sucesión de números reales. A partir de ella podemos formar 
una nueva sucesión (sn)n>l llamada serie, que no es más que la sucesión de 
sumas parciales definida de la siguiente manera 

s1 = a1 

s2 = s1 + a2 = a1 + a2 

83 = s2 + a3 = (a1 + a2) + a3 

Sn = Sn - l + an = (a 1 + a2 + · · · + ªn- l) + ªn 

+oo 
En adelante, salvo mención expresa, escribiremos L an para hacer referencia a 

n=l 
una serie. El término an es llamado término general de la serie. 
Para determinar la convergencia de la serie ( sn)n~l debemos analizar el límite 

n 

lím Sn = lím ~ ªk· 
n n L..,¡ 

k=l 

+oo 
Si la serie L an converge a un número real s, diremos que la serie converge. En 

n=l 
tal caso, s es llamada suma de la serie, y escribimos 

+oo 
Lan =s. 
n=l 

+oo 
Si el límite de la sucesión ( sn)n~l no existe, diremos que la serie L an diverge. 

n=l 
+oo 

Nótese los dos sentidos asignados a L an por un lado denota al límite de la suce-
n=l 

sión de sumas parciales y por otro a la misma serie (sucesión de sumas parciales). 

+oo 1 
Ejemplo 211. Dada la serie L -( - \ , 

nn+l 
n=l 

a) Escriba los cuatro primeros términos de la serie. 

b) Analice su convergencia o divergencia. En caso de ser convergente, halle la 
suma de la serie. 
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Solución 

a) Es claro que el término general de la serie dada es an = ( 
1 

) , entonces 
nn+l 

b) Observemos que el término n-ésimo de la sucesión de sumas parciales es 

Luego, 

n n l 

Sn = L ak = L k(k + 1) 
k=l k=l 

n (1 1 ) =L k-k+1 
k=l 

1 1 1 1 1 1 1 
= (l - 2) + (2 - 3) + .. . + (n - 1 - ~) + (~ - n + 1) 

=l-
1 

n+l 

límsn =l. 
n 

Por lo tanto, la serie dada es convergente y su suma es 1. Escribimos, 

+oo 1 

~ n(n + 1) =l. 

+oo 
Ejemplo 212. De la serie L an se conoce que la sucesión de sumas parciales 

n=l 
, . 3n+2 . 

( sn )n esta defimda por Sn = para todo n E N. Determme: · n+4 
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a) El término general an de la serie. 

b) La convergencia o divergencia de la serie. 

Solución 

a) Sabemos que 

an = Sn - Sn-1 

3n + 2 3( n - 1) + 2 
an = -----

n+4 (n-1)+4· 

Por lo tanto, el término n-ésimo de la serie viene dado por 

10 
an = 

(n + 4)(n + 3)" 

b) Como lím sn = 3, entonces la serie dada es convergente y su suma es 3. Esto 
n 

es, 
+oo 
L 10 

_ = 3. 
n=l 

+oo 
Ejemplo 213. Analice la convergencia o divergencia de la serie L n. 

n=l 
Solución 
Es claro que el término general de la serie es an = n. Luego, 

S1 = a1 = 1 

s2 = a1 + a2 = 1 + 2 

s3 = a1 + a2 + a3 = 1 + 2 + 3 

1 
Sn = a 1 + a2 + a3 + · · · + an = 1 + 2 + 3 + · · · + n = 2 n ( n + 1) 

Por lo tanto, lím sn = +oo. Esto significa que la serie dada es divergente. 
n 

+oo (-1r-1 
Ejemplo 214. Usando la definición, demuestre que la serie L 

2
n-. es con-

n=l 
ver gente. 
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Solución 
(-l)n- 1 

El término general de la serie es an = y el término n-ésimo de la sucesión 
2n- l 

de sumas parciales es 

Sn = a1 + a2 + · · · + an 

1 1 1 (-l)n-1 
= 1 - 2 + 22 - 23 + ... + -2n---1-

n (-l)k-1 
= ¿ 2k-l 

k=l 

_ n ( 1) k-1 - L -2 , 
k=l 

esta última expresión corresponde a la suma de los n primeros términos de una 
1 

progresión geométrica de razón - 2 y primer término l. Luego, 

- 1- (- ~)n - ~ (1 (-l)n+l) 
Sn - 1 - ( - ~) - 3 + 2n ' 

, 2 . 2 
entonces h~ sn = '3 . Por lo tanto, la sene dada es convergente y su suma es '3, 
en símbolos 

+oo (-l)n- 1 
L 2n- l 
n=l 

+oo 

2 

3 

Ejemplo 215. Demuestre que la serie ¿(-l)n es divergente. 
n = l 

Solución 
Para ver esto, observemos el comportamiento de los términos de la sucesión de 
sumas parciales ( sn)n2:1: 

es decir, 

S1 = - 1 

s2 = 81 = (- l) + l = O 

83 = s2 + ( - 1) = - 1 

84 = 83 + 1 = o 

{ 
- 1 

Sn = Q 
sin es impar 
si n es impar 

y como el límite de esta sucesión no existe, entonces la serie dada es divergente. 
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+oo 
Ejemplo 216. Analice la convergencia o divergencia de la serie¿::~-

n=l 
Solución 
Consideremos la sucesión de sumas parciales ( sn )n, donde 

1 1 1 
Sn = a¡ + a2 + a3 + · · · + an = 1 + J2 + y'3 + · · · + Vn · 

1 1 
Como Jk 2: Vn para k = 1, 2, · · · , n tenemos que 

1 1 1 1 1 1 1 
Sn = 1+-+-+···+- > -+-+-+···+- = Vn J2 v'3 Vn - Vn Vn Vn Vn 

luego, lím Sn = +oo. Por lo tanto, la serie dada es divergente. 
n 

Serie telescópica 

Se llama serie ~elescópica a una serie de la forma 

+oo 
¿::(en - Cn+1), donde n, m EN y Cn E IR. 
n=m 

. +oo 1 
Ejemplo 21 7. Justifique por qué la serie ¿:: ( \ es una serie telecóspica. 

nn+l n=l 
Solución 
Basta ver que su término general an es de la forma 

1 1 
an= -- --. 

n n+ 1 
+oo 

Teorema 3.12. Una serie telescópica ¿:: (Cn -Cn+i) converge si y solo si existe 
n=m 

lím Cn. En tal caso, su suma es Cm - lím Cn, en símbolos 
n n 

+oo 
L (en - Cn+i) =Cm - lí~Cn· 
n=m 

Prueba. 
El término general de la serie es de la forma an = Cn - Cn+l, entonces, 

n 

Sn = L (cj - Cj+i) 

j=m 

= (cm - Cm+1) + (cm+l - Cm+2) + ··· +(en - Cn+I) 

=Cm - Cn+l· 
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Luego, lím Sn =Cm - lím Cn, pues lím Cn+l = lím Cn . 
n n n 

+oo ( 1 ) Ejemplo 218. Determine si la serie L 2 sen -
2
--

n=l n + n 
(2n + 1) sen 2 converge. 

n +n 
En caso afirmativo, halle su suma. 
Solución 
Usando la identidad trigonométrica: 

1 
sena sen/3 = 2 (cos(a - /3) - cos(a + /3)). 

El término general de la serie an puede escribirse de la siguiente manera: 

an = 2 sen ( 
2 

1 ) sen (-
2

n-
2
_+_l) 

n + n n + n 

=cos(-n}:n)-cosG~:!) 
=cos(n!i)-cosG) 

= - [cosG) - cos (n!i) ] · 

Luego, la serie dada es una serie telescópica donde Cn = cos ( ~), la cual es 

convergente, pues lím en = 1. Para hallar la suma de la serie escribimos 
n 

+ oo ( 1 ) ( 2n + 1 ) + oo "°"' 2 sen 2 sen 2 = "°"' an 0 n + n n + n 0 
n = l n = l 

+ oo 

= L -(cn - Cn+ 1) 

n = l 

= - (c1 - lím en) 
n 

= 1 - cos2. 

Ejemplo 219. Analice la convergencia o divergencia de la serie~ In ( n: 
1
). 

n = l 
Solución 
El término general de la serie puede reescribirse en la forma siguiente: 

an = Cn - Cn+l = In n - In ( n + 1) 
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Por lo tanto, la serie dada es una serie telescópica divergente, pues 

lím Cn = lím ln n = +oo. 
n n 

Serie geométrica 

Se llama serie geométrica de razón r a una serie de la forma 

+oo 
L a rn, con a -=/:- O y r E IR. 
n=O 

Teorema 3.13. 

+oo 
Dada la serie geométrica La rn de razón r se cumple: 

n=O 

+oo 
a) Si lr l < 1, entonces la serie converge y'°"' arn = -ª-. 

L.,¡ l-r 
n=O 

b) Si 1r1 2: 1, entonces la serie diverge. 

Prueba. 
El término n-ésimo de la sucesión de sumas parciales viene dado por 

n '°"' k 2 n sn = L.,¡ ar = a + ar + ar + ... + ar . (3.1) 
k=O 

Además, 

Sn+l = a + ar + ar2 + ... + arn + arn+l = Sn + arn+l para cada n EN. 

Asimismo, 
Sn+l =a+ r(a +ar+ ... + arn) =a+ rsn. 

Igualando las dos expresiones anteriores obtenemos 

(1- r)sn =a - arn+l. 

Luego, cuando r -=/:- 1 resulta que 

_ a(l - rn+l) 
Sn -

1-r 
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y cuando r = 1, de la expresión 3.1, tenemos que sn = a(n + 1). 
Resumiendo los resultados obtenidos tenemos : 

n 

Sn = L rk = a + ar + ar2 + ... + arn 
k=O 

Por lo tanto, 

Sn = a(l + r + r 2 + · · · + arn) 

Sn 
= { a 1 - rn+ 1 

1- r ' 
a(n + 1), 

r#l 

r=l 

a) Cuando lr l < 1, tenemos que 

, , a (l - rn+l) 
lnn .Sn = lun -----

n n 1- r 

a 

1 - r' 

es decir, la serie es convergente. En tal caso, su suma es 

+oo 
'"""'arn = -ª-. 
L.,¡ 1-r 
n=O 

b) (bl) Cuando lr l > 1, es claro que límrn = +oo. Luego, 
n 

lím .Sn = + oo, 
n 

esto significa que la serie es divergente. 

(b2) Cuando r = 1 tenemos que 

lím Sn = lím(n + l)a = + oo, 
n n 

luego, la serie es divergente. 

(b3) Cuando r = -1, tenemos que 

Sn = ~ a [l - (-1yn+1
], 

entonces, la sucesión ( sn)n es divergente. 
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Ejemplo 220. Analice la convergencia o divergencia de la serie 

ln 2 ln 2 ln 2 
ln2 +-+-+-+ ··· 

J2 J22 V23 
En caso de ser convergente, halle su suma. 
Solución 
La serie anterior puede expresarse en la forma siguiente 

+oo ln 2 +oo ( 1 ) n 

L2n = L1n2 V2 
n=O .j2ii n=O 

+oo ( 1 )n 1 
y como la serie .~ In 2 J2 es geométrica de razón r = J2 < 1, entonces 

es convergente y además se cumple que 

+oo ln 2 +oo ( 1 ) n 
¿2n = ¿1n2 V2 
n=O .j2ii n=O 

ln 2 
1 - __l_ 

v'2 
J2 ln2 

J2-1 · 

~~m( plo 2)2nl. Encuentre todos los valores de a para los cuales la serie 

L a~ 1 es convergente y halle la suma respectiva. 
n =O 3 
Solución 

L · d d · , · , 3ª 1 a sene a a es una sene geometnca cuya razon es r = --1 , uego para que 

sea convergente bastará exigir que 

~l<l, 
a-3 

lo cual es equivalente a resolver la inecuación 

es decir, 
l 1 

-- <a<-. 
6 12 

9a 
-1 < -- < 1 

3a- l ' 
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Para estos valores tenemos que su suma es 

+oo ( )n L~ a--
n=O 3 

Teorema 3.14. 

1 

1-~ 
1 a-3 

1- 3a 

6a + 1 

+oo 
Dado el número real e y las series convergentes L an, 

+oo 
L bn, entonces 

n=l n=l 
+oo +oo 
L(an ± bn), L can son convergentes y además se cumple que: 
n=l n=l 

+oo +oo +oo 
a) L(an ± bn) = Lan ± Lbn. 

n=l n=l n=l 

+oo +oo 

b) Lean = e Lan. 
n=l n=l 

Prueba. 

a) Suponga que ( sn) y ( tn) son las sucesiones de sumas parciales de las se-
+oo +oo 

ríes L an y L bn, respectivamente. Por condición tenemos que las series 
n=l 

+oo 

Lan, 
n=l 

n=l 
+oo 
L bn son convergentes, entonces 
n=l 

lím Sn = L¡ y lím tn = L2. 
n n 

+oo 
Si ( un)n es la sucesión de sumas parciales de L ( an + bn), entonces 

n=l 

n n n 

Un= L(ak + bk) = Lak + Lbk = sn + tn, 
k=l k=l k=l 

luego, 
lím Un = lím(sn + tn) = lím Sn + lím tn = L¡ + L2. n n n n 
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+oo 
De esta manera, la serie ¿(an + bn) es convergente y su suma es Li + L2, 

n=l 
es decir, 

+oo +oo +oo 

¿(an + bn) = Li + L2 = Lan + Lbn. 
n=l n=l n=l 

b) Se procede en forma similar al caso estudiado en la parte a). 

+oo ( 1 1 ) Ejemplo 222. Justifique la convergencia de la serie ~ 
2

n + 
3

n y luego 

calcule su suma. 
Solución 

+oo 1 +oo 1 
Como ~ - , ~ - son series geométricas de razón menor que 1, ellas son 

~2n ~3n 
n=O n=O 

convergentes¡ entonces del teorema 3.14 resulta que la serie dada es convergente 
y además se cumple que 

+oo ( 1 1 ) +oo 1 +oo 1 

~ 2n + 3n = ~ 2n + ~ 3n 

1 1 
=--+--1-1 1-% 

3 7 
=2+-=-. 

2 2 

Teorema 3.15 (Condición necesaria para la convergencia de una serie). 
+oo 

Si la serie ¿ an converge, entonces lí~ an = O. 
n=l 

Prueba. 
+oo 

Por condición la serie ¿ an es convergente, esto significa que existe el límite de 
n=l 

la sucesión de sumas parciales, es decir 

límsn =LE R 
n 

Asimismo, recordemos que el término n-ésimo de la sucesión de sumas parciales 
es dado por 

Sn = a1 + a2 + · · · + an, 
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entonces 
an = Sn - Sn-l· 

Luego, 

lím an = lím(sn - Sn-1) 
n n 

= lím Sn - lím Sn-l 
n n 

= L- L =O. 

El siguiente corolario es la llamada forma contrarrecíproca del teorema anterior. 
Escrito de esta forma, se convierte en un criterio muy fácil de usar para determinar 
la divergencia de una serie. 

Corolario 3.16 (Criterio de divergencia o criterio del término general 
de la serie). 

+oo 
Si lí;n an #O (o no existe) entonces la serie L an diverge. 

n=l 

+oo n2 + 5 
Ejemplo 223. Analice la convergencia de la serie ~ 

2 
. 

~3n + n 
n=l 

Solución 
. +oo n2 + 5 

La sene~ 
2 

diverge, pues 
~3n + n 
n=l 

lím n
2 

+ 5 = ~ # O. 
n 3n2 + n 3 

+oo 
Ejemplo 224. Explique por qué la serie L ( -1 r diverge. 

n=l 
Solución 
La serie dada diverge, pues el límite lím( -1 t no existe como se vio en el ejemplo 

n 
177. 

+oo 1 n 

L
n.e 

Ejemplo 225. Analice la convergencia o divergencia de la serie --. 
nn 

Solución 
n!en 

Sea an = --, 
nn 

ªn+l 

ªn 

n=l 

(n + 1)! en+l 

(n + l)n+l e 

n!en (1 + ~r 
nn 
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( l)n ªn+ l y como para todo entero n 2: 1 se cumple 1 + - < e, entonces -- > 1, 
n an 

es decir la sucesión ( an)n de términos positivos es creciente y de esta manera 
lím an #- O. Luego, del criterio del término general de series se concluye que la 

n 
serie dada diverge. 

Observación 37. 
El criterio del término general de la serie afirma que si lím an #- O, entonces la serie 

n 
+oo 

L an diverge. Sin embargo, si lí~ an = O no podemos asegurar nada sobre la con-
n=O 

+oo 1 
vergencia o divergencia de la serie, por ejemplo la serie L fo' tiene la propiedad 

n=l 
1 

de que la sucesión an = ¡;;; es tal que lím an = O, sin embargo, dicha serie no es 
yn n 

convergente como se vio en el ejemplo 216. 

El siguiente resultado nos dice que la convergencia o divergencia de una serie no 
se altera si se añade o se suprime un número finito de términos. 

Teorema 3.17. 
+oo 

Dada una serie L an para algún entero positivo m, entonces se cumplen 
n=m 

las siguientes propiedades: 

+oo +oo 

a) Si la serie L an converge, entonces la serie L an converge. En tal caso, 
n=m n=l 

+oo m-1 +oo 

Lan= Lan+ Lan. 
n=l n=l n=m 

+oo +oo 

b) La serie L an diverge, entonces la serie L an diverge. 
n=m. 

Prueba. 
Observemos que 

m-1 

n=l 

p m-1 p 

Lan = Lan+ Lan 
n=l n=l n=m 

donde L an es fijo. Luego, basta aplicar las definiciones de convergencia y di-
n =l 

vergencia de una serie para obtener lo deseado. 
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Teorema 3.18 (Criterio de Cauchy). 

+oo 
La serie L an converge si y solo si para cualquier e > O dado, existe un 

n=l 
entero positivo N tal que 

para todo m > k > N. 
Prueba. 

m 

L an <e 
n=k+I 

+oo 
Por definición se sabe que la serie L an converge si y solo si, la sucesión de sumas 

n=l 
parciales (sn)n2:l converge y esto es equivalente a decir que es una sucesión de 
Cauchy. Luego, el resultado se sigue de la siguiente desigualdad 

lsm - sn l = l(a1 + a2 + · · · + an + an+l + · · · an+m) - (a1 + a2 + · · · + an )I 

= lan+l + ªn+2 + ··· + am i 
1n 

m 

+oo 1 
Eje mplo 226. Usando el criterio de Cauchy, demuestre que la serie L - es 

n n=l 
divergente. 
Solución 

n 1 n+p 1 
Para p 2: 1, evaluamos la diferencia de los términos sn = L k y sn+p = L k 

k=l k=l 
resultando 

lsn+ -snl= --+--+···+--
1 

1 1 1 1 

P n+l n+2 n+p 
1 1 1 n 

>--+--+ ···+--=-- , 
n+p n+p n+p n+p 

1 1 
pues--.>-- para j=l,2,·· · ,p-1. 

n+J n+p 
Haciendo p = 2n obtenemos, 
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Por lo tanto, la serie dada resulta ser divergente. En efecto, suponga que la serie 
+oo 1 1 L;; es convergente, entonces es de Cauchy. Luego, dado E= 2 existe un natural 
n = l 
N tal que para todo m > n > N se cumple 1 Sm - sn 1 < E. Pero, esto contradice 

1 
el hecho que lsm - snl > 2 para m = 2n. 
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Ejercicios: Sección 3.2 

1. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series: 

+oo 1 

a) ;(n+l)(n+2)(n+3) 

+oo 1 
c)~­

L.,¿ n 2 - 1 
n=2 

~e(1+2 + 3···+n) 
d) L.,¿ 100 n 2 

n=l 

2. Halle la suma de las siguientes series 

+oo 2n + n2 + n 
a)~--2i 2nn(n + 1) 

+oo (-1r+1 2n+2 
c) L 32n-l 

n=l 

+oo 
f) L (V n + 2 - 2 V n + 1 + y'n) 

n=l 

+oo 1 
g) :¿ si p <o 

n=l n (l + ln n)P' 

+oo n+l.. 
~ n n 

i) L.,¿ 

n~I (n+ ff 

f +oo ( -1 r ( 4n + 4) 

) ; (2n + 1)(2n + 3) 

3. Determine la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Si la afirma­
ción es falsa escriba un ejemplo donde no se verifique la afirmación. 

a) Si para cada k 2 1, la sucesión de sumas parciales (sn)n, donde 
n +oo 

Sn = L an, es acotada, entonces la serie L an converge. 
k=l n=l 

+oo +oo l 
b) Si la serie La; converge, entonces la serie L 

1 
+ ª2 converge. 

n=l n=l n 

+oo +oo 
4. Dé un ejemplo de una serie convergente L an tal que L Fn sea diver-

n=l n=l 
gente. 
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5. Halle la suma de las siguientes series 

) +oo 2n + 1 
a L 12 + 22 + ... + n2 

n=l 
+oo 2n+2-bn+l 

b) '"""" ª , si O < b < a < 1 ~ an 
n=l 

+oo n ( 1 + ln n) 
6. Analice la convergencia o divergencia de la serie L --;=;===:::;­

n= v'n4 + 5n3 

7. Pruebe que las siguientes series son divergentes. 

1 2 3 (-ir n 
a) - - - + - + ... + + ... 

3 5 7 2n + 1 
b) ln 1 + ln 2 + ln 3 + · · · + ln n + · · · 

8. Halle la suma de las siguientes series 

a) 8. 88888 ... = 8 + 8 X 10-1 + 8 X 10-2 + ... + 8 X 10-n + ... 
b) 5 · 434343 · · · = 5 + 43 X 100-l + 43 X 100-2 + · · · 

9. Halle todos los valores de a diferentes de 1 y -1 para los cuales la serie 
+00 n-1 

'"""" ( ~ ( +l) converge y halle la suma de la serie para dichos ~ 1- an l - an 
n=l 
valores de a. 

+oo +oo +oo 

10. Pruebe que si L an converge y L bn diverge, entonces L(an+bn) diverge. 
n=l n=l n=l 
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3.3. Criterios de convergencia para series 

+oo 
U na serie L an es llamada serie de términos no negativos si cada término 

n=l 
an es mayor o igual a cero. 
En toda serie de términos no negativos, la sucesión de sumas parciales (sn)n21 
es una sucesión monótona creciente, esto es 

n n+l 

Sn = L an:::; L an = Sn+l para todo n 2:: l. 
j=l j=l 

Según el teorema 3.10 para que la sucesión (sn)n21 convergente bastará demostrar 
que está acotada, esto da origen al siguiente criterio de convergencia. 

Teorema 3.19 (Criterio de acotación). Una serie de términos no negativos 
+oo 
L an es convergente si y solo si la sucesión de sumas parciales ( sn)n21 es acotada. 
n=l 

+oo 1 
Ejemplo 227. Analice la convergencia o divergencia de la serie ~ ( ) . 

L...,,nn+l 
n=l 

Solución 
Observemos que 

n 1 n (1 1 ) 1 
Sn = L k(k + 1) = L k - k + 1 = l - n + 1 < l, 

k= l k=l 

para todo n, 

es decir, la sucesión (sn)n21 es acotada. Por lo tanto, de acuerdo con el criterio 
de acotación la serie dada resulta ser convergente. 

+oo 1 
Ejemplo 228. Analice la convergencia de la serie L---

1
• 

n + n. 
n= l 

Solución 
Para todo n 2:: 1 se cumple 

entonces 

1 1 
--<­
n + n! - n!' 

n 1 n 1 +oo 1 
s - ~--<~ - <~ -- e - l 2 

n - L.,, k + k! - L.,, k! - L.,, k! - ' 
k= l j = l n= l 

entonces la sucesión de sumas parciales ( sn)n21 es una sucesión acotada y, por lo 
tanto, la serie dada es convergente. 

2Ver ejemplo 286 
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El criterio de acotación da lugar al siguiente criterio de convergencia. 

Teorema 3.20 (Criterio de comparación). 

+oo + oo 

Sean ¿ an y ¿ bn series de términos no negativos. Suponga que existe un 
n=i n= i 

entero m 2: O tal que O ::; an ::; bn, para todo n 2: m, entonces 

+ oo +oo 

a) Si la serie¿ bn converge, entonces la serie¿ an converge. 
n=i n=i 

+ oo +oo 

b) Si la serie¿ an diverge, entonces la serie¿ bn diverge. 
n=i n=i 

Prueba. 

a) Como an 2: O, para todo n 2: 1, entonces la sucesión de sumas parciales 
+oo 

( sn)n2:i de la serie ¿ an es monótona creciente, luego para que dicha serie 
n=m 

sea convergente, según el criterio de acotación, bastará demostrar que la 
sucesión de sumas parciales es acotada. En efecto, sea ( tn)n la sucesión de 

+oo 

sumas parciales de la serie ¿ bn la cual es acotada, es decir, existe un 
n=i 

entero positivo Ni tal que O ::; tn ::; Ni, entonces para n > m tenemos 

n m n 

Sn = L an = L ªk + L ªk 
k=i k=i k=m+i 

m n 

::; Lak + L bk 
k=i k=m+i 
m n 

::; ¿ªk + ¿bk 
k=i k=i 

m 

= ¿ak + tn 
k=i 
m 

(por condición) 

(pues bk 2: O) 

::; ¿ak +Ni 
k=i 

(pues (tn)n es acotada) 

Sn ::; N2 

294 



Pontificia Universidad Católica del Perú 

m 

siendo N2 = L ak + N1. 
k=l 

Criterios de convergencia para series 

Luego, para que la sucesión (sn)n sea acotada bastará elegir N como 

de esta manera tenemos que sn :::; N para todo entero n 2: 1. 

b) Para este procederemos por el método de reducción al absurdo. Suponga que 
+oo 

la serie L bn es convergente, entonces según la parte anterior se tendría 
n=l 

+oo 
que la serie L an es convergente, lo cual contradice la hipótesis. Por lo 

n=l 
+oo 

tanto, la serie L bn diverge. 
n=l 

+oo (3n - 2)n 
Ejemplo 229. Analice la convergencia de la serie L ---

4n + 3 
n= l 

Solución 
Como para cada entero positivo n se cumple que 

(3n _ 2)n < (~)n 
4n + 3 4 

+oo (3)n y la serie geométrica~ :¡ es convergente, por el criterio de comparación se 

+oo (3n - 2)n 
tiene que la serie ~ 

4
n + 

3 
es convergente. 

+oo ( 2 ) 1 + cos n + 1 
Ejemplo 230. Analice la convergencia de la serie """"' 2 . 

~ n + 3n 
n=O 

Solución 
Se sabe que para todo entero n 2: O se cumple 

Luego, 
1 + cos( n 2 + 1) 2 2 O< < < -- n 2 + 3n - n 2 + 3n - 3n 
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+oo (l)n 1 
y como la serie geométrica ~ 2 3 de razón r = 3 < 1 es convergente, 

entonces por el criterio de comparación se concluye que la serie dada también es 
convergente. 

+oo 
Ejemplo 231. Analice la convergencia de la serie¿~· 

n. 
n=O 

Solución 
Observe que para todo n 2 3 se cumple 

3! = 3 . 2 . 1 > 2 . 2 = 22 

4! = 4 . 3 . 2 . 1 > 2 . 2 . 2 = 23 

n! = n · (n - 1) · (n - 2) · · · 2 · 1 > 2 · 2 · 2 · · · 2· = 2n-l 

Por lo tanto, 

entonces 

y como la serie 

n! > 2n-1
, para todo n 2 3, 

1 1 
-< n! 2n-1' para todo n 2 3 

+
00 (l)n-1 _ +00 (l)n ¿ 2 - L 2 2 

n=l n=O 

es una serie geométrica de razón ~, entonces, por el criterio de comparación, la 
serie es convergente, y del teorema 3.17 se concluye que la serie dada converge. 

1 +oo 1 - -
Ejemplo 232. Analice la convergencia de la serie """"' __ n_. 

L.,; 1+2n 
n=l 

Solución 
Observe que para todo entero positivo n se cumple que 

1 
l - - 1 1 

a =--n-<---<­
n 1 + 2n - 1 + 2n - 2n 

+oo 
y como la serie geométrica ¿ 

2

1
n es convergente, entonces por el criterio de 

n=l 
comparación la serie dada resulta ser convergente. 
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+oo 
Ejemplo 233. Analice la convergencia o divergencia de la serie""""' ( ~ . 

~lnn +1 
n=l 

Solución 
Es conocido que para todo x 2:: 1 se cumple 

ln (X) :S X - l. 

Luego, 
1 1 
-<----
n - ln(n) + 1 

ln(n) + 1 :S n, entonces 

y como la serie armónica es divergente, entonces de acuerdo con el criterio de 
comparación la serie dada también resulta ser divergente. 

+oo 2 

Ejemplo 234. Analice la convergencia o divergencia de la serie ~ --;-- . 
~n +1 
n=l 

Solución 
Para cada entero n 2:: 1 se cumple que n 3 + 1 2:: 2n3 , entonces 

n 2 n 2 1 
-->- = -
n3 + 1 2n3 2n' 

+oo 1 
y como la serie armónica L - diverge, del criterio de comparación se concluye 

n 
n= l 

que la serie dada diverge. 

Teorema 3.21 (Criterio de la integral). 

+oo 
Suponga que L an es una serie de términos no negativos con an J(n) 

n= l 
donde f es una función integrable en el intervalo [1, +oo[ tal que: 

a) f(x) 2:: O para todo x 2:: l. 

b) f es monótona decreciente para todo x 2:: 1, 

+oo f, +oo 
entonces L an converge (respectivamente diverge) si y solo si la integral f ( x) dx 

n= l 1 

converge (respectivamente diverge). 
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Prueba. 
Suponga que y = f ( x) es positiva y monótona decreciente para x E [l; +oo [ y 
sea an = f ( n) para todo entero positivo n. Consideremos además rectángulos Rk 
bajo la gráfica de f cuyas bases son de longitud uno y altura f(k + 1) como se 
muestra en el siguiente gráfico: 

y 

R1 . T)_ 

.<v¿ ' Ra 

f 

2 3 4 ··· k k+l . .. n-l n x 

Fig. 3.7 

Por las propiedades de la integral definida tenemos que 

A(R1) = f(2) · (2 - 1) :::; [ f(x) dx 

A(R2) = f(3) · (3 - 2) :::; l f(x) dx 

A(Rn-1) = f (n) · [n - (n - l)] :S r f(x) dx 
ln-1 

de manera que al sumar todas estas expresiones obtenemos 

entonces 

t f(k) :::; ¡n f(x) dx para cada n, 
k=2 

n f,n f,+oo t; f (k) :::; 
1 

f (x) dx :::; 
1 

f(x) dx. 

f,
+oo 

Luego, si 
1 

f (x) dx converge entonces la sucesión de sumas parciales (sn)n21 
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es acotada, es decir, 

n n f,+oo 
Sn=Eak=Ef(k)~ 

1 
f(x)dx<+oo 

+ oo 

y como ak ~ O, entonces del criterio de acotación se sigue que la serie ¿ ak 

+ oo 

converge, y por tanto, la serie ¿ ak también converge. 
k= l 

+oo 

k= 2 

Recíprocamente, supongamos que la serie ¿ an converge y comparemos el 
n= l 

área de los rectángulos Pk cuyas bases t ienen longitud uno y altura f (k), como 
se muestra en el siguiente gráfico: 

y 

2 3 4 
---1-~~~~~~~~~~~~~~~~~--x 

k k+ l .. . n-1 n 

Fig. 3.8 

Claramente, 

n-1 n-1 +oo 

¡n f( x )dx ~ Lf(k) = Lak ~ ¿ak < +oo, 
k= l k= l k= l 

esto es, ¡n f(x) dx es acotada. Luego, haciendo que n--+ oo tenemos 

f,
+oo + oo 

1 
f(x)dx ~ ~ªk < + oo, 

es decir, la integral impropia converge. 

En conclusión, tenemos que ~ ak converge si y solo si ¡+oo f(x) dx converge. 
k= l 

+ oo ¡+oo 
Equivalentemente, la serie¿ ak diverge, si y solo si f(x ) dx diverge . 

. k= l 1 
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+oo 1 
Ejemplo 235. Analice la convergencia o divergencia de la serie¿ nP según los 

n=l 
valores de p E IR. 
Solución 

1 
Si p < O tenemos que an = - = n - P, entonces líman = +oo. Luego, por el 

nP n 
criterio del término general de series (ver corolario 3.16), resulta que la serie 
+oo 1 
'""" - diverge. ¿nP 
n=l 

1 
Si p > O definimos f ( x) = xP para x 2: 1, entonces 

-p 
f '(x) = xP+l <O, para todo x > 1, 

es decir , la función f es decreciente para todo x 2: l. Luego, según el criterio de 
la integral, la convergencia o divergencia de la serie se reduce a la convergencia o 

¡+oo 
divergencia de la integral impropia Ji f( x ) dx. En efecto , 

- dx = lím x -P dx J+oo 1 Jt 
1 xP t-t+oo 1 

= lím 
t-t+ oo 

= {p ~l ' +oo, 
+oo, 

+ oo 

xl-p lt ' 
1 - P x=l 

ln x[=l' 
p >l. 

O<p<l. 
p = l. 

p # l. 

p = l. 

Finalmente, si p = O tenemos la serie ¿ 1, la cual obviamente es divergente. 
n = l 

+ oo 1 
En resumen, la serie ¿ nP converge si p > 1, y diverge si p:::; l. 

n= l 

Este ejemplo permite dar un criterio de convergencia para las series de la forma 
+ oo 1 
'""" - , llamadas p-series o series de Dirichlet o serie armónica generalizada . ¿nP 
n = l 
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+oo 1 
Teorema 3.22. Sea p E~' la p-serie L nP converge si p > 1 y diverge si p::; l. 

n=l 

+oo 
Ejemplo 236. Analice la convergencia o divergencia de la serie L ne-n

2
• 

n=l 
Solución 
Sea f(x) = xe-x

2
, para todo x 2:: l. 

Es claro que J(n) = an = ne-n
2 

paran EN+. Asímismo, se cumple que f(x) >O 
para todo x 2:: 1 además f es una función monótona decreciente, pues, 

f '(x) = e-x
2
(1- 2x2

) <O, para todo x >l. 

Luego, la convergencia o divergencia de la serie se reduce a analizar la conver-

f,

+oo 
gencia o divergencia de la integral impropia 

1 
f(x) dx. En efecto, 

f,
+oo xe -x

2 dx = lím f,t x e - x
2 dx 

1 t--++oo 1 

1, 1 [ -x2] t = im -- e 
t--++oo 2 x=l 
1 
2e' 

es decir, la integral impropia converge. Por lo tanto, del criterio de la integral, la 
serie dada converge. 

+oo l. 

Ejemplo 237. Analice la convergencia o divergencia de la serie Le~ 
n 

n=l 
Solución 

1 
ex 

Sea f ( x) = 2 , x 2:: 1. Claramente, f es una función no negativa para todo x 2:: 1 
X 

1 
. e~ 

y f(n) = an = 2. Asimismo, para todo x > 1 se cumple que 
n 

1 

! '() e'X(l+2x) 
X = - < Ü 

x4 

es decir f es una función decreciente en [1; +oo[. 
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Por otro lado, 

! +00 e~ jt e~ 
2 dx = lím 2 dx 

1 X t-++oo 1 X 

= lím - re~ d (!) dx 
t-++ oo 11 X 

1 1 t = lím -ex 
t-++oo x = l 

=e- l. 

es decir, la integral impropia es convergente, luego por el criterio de la integral 
se concluye que la serie dada converge. 

+oo 4 
Ejemplo 238. Analice la convergencia o divergencia de la serie L -­

n=2 n (In n) 2 

Solución 
4 

Sea f (x) = 3 , para x 2: 2. Es claro que, f es una función positiva para 
x (In x) 2 

todo x 2: 2 y monótona decreciente para x E [2; +oo[, pues 

f '(x) = _ 4 [x (ln x)~ ] / 
x2 ln3 x <O. 

Luego, según el criterio de la integral, bastará analizar la integral impropia 
r+oo 

12 f(x) dx. En efecto, 

r+oo __ 4 __ 3 dx = lím rt 4 3 dx 
l 1 X (In X) 2 t-++oo j 1 X (ln X) 2 

- lím -8 lt 
- t-++oo (In X)~ x=2 

8 
1 ' (ln 2) 2 

esto es, la integral impropia converge, entonces la serie dada converge. 

Ejemplo 239. Analice la convergencia o divergencia de la serie ~ ln(n) . 
L._,¡ nr 
n=l 

a) Cuando O < r ~ 1. 

b) Cuando r > l. 
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Solución 
Para analizar la convergencia utilizaremos en ambos casos el criterio de la integral. 

a) En este caso tenemos 
ln n ln n 
-<-n - nr ,. 

. . ~lnn 
Analizando la sene~ -- . Se deja como ejercicio verificar que f así defini­

n 
n=l 

da es una función no negativa y decreciente para todo x 2:: l. 
Luego, según el criterio de la integral, el problema se reduce a evaluar la 

f,
+oo lnx 

integral impropia -- , en efecto 
1 X 

f,
+oo ln x dx = lím f,t ln x dx = lím [~ ln 2 (ln x )] t = +oo, 

1 X t-oo 1 X t-oo 2 x=l 

+oo ln n 
entonces como la integral impropia diverge, la serie L -- diverge, y 

n 
n = l 

usando el criterio de comparación la serie dada resulta divergente. 

lnx 
b) Sea f(x) = -r , x 2:: 1, entonces 

X 

de esto se deduce que 

1 - rlnx 
f '(x) = xr+l 

1 

f ' ( x) < O si y solo si 1 - rln x < O si y solo si x > e~ . 

Como r > 1, para que esta última desigualdad se cumpla basta tomar x 2:: 3. 

Luego, evaluando la integral impropia l +oo f(x)dx, 

I = {+oo f (x )dx = lím {t ln: dx, 
}3 t-+ooh X 

usando el cambio de variable x = ez entonces dx = ez dz e integrando 
por partes tenemos, 

1.
lnt 

I = lím z ez(l- r) dz 
t-+oo ln3 

[ 

(l ) ] ln t = lím zez - r - 1 ez(l- r) 
n 1 - r (1 - r )2 

z=ln3 

I = lím --- - - + 3l- r E IR , [
tl - r ln t t l-r 3l - r ln 3 1 l 

n 1 - r · (1 - r )2 1-r (1 - r )2 
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00 
lnn 

esto es, la integral impropia converge, luego la serie~ -- converge. Por 
L...,¡ nr 
n =3 

L
oo lnn 

lo tanto, del teorema 3.17 se concluye que la serie -- converge. 
nT 

n = l 

Teorema 3.23 (Criterio de comparación por límite). 

Sean ( an)n y (bn)n sucesiones de términos positivos. Si L 

cumple: 

líA" ( :: ) , se 

+oo +oo 
l. Si O< L < +oo, entonces la serie L an converge si y solo si L bn converge 

n=l n=l 
+oo +oo 

(de manera equivalente L an diverge si y solo si L bn diverge.) 
n=l n=l 

00 00 

2. Si L =O y la serie L bn converge, entonces la serie L an converge. 
n=l n=l 

+oo +oo 
3. Si L = +oo y la serie L bn diverge, entonces la serie L an diverge. 

n=l n=l 

Prueba. 

+oo 
1. Suponga que la serie L bn sea convergente. De la condición lím ~n = L es 

n=l n n 

posible encontrar un entero positivo m tal que para todo n 2: m se cumple 
que 

1~~+1, 
en particular, se cumple ~= < 1 + L, es decir 

an < (1 + L) bn, para todo n 2: m. 

+oo +oo 
Luego, como la serie L bn converge, entonces la serie L(l+L) bn también 

n=l n=l 
converge. Por lo tanto, del teorema de comparación se concluye que la serie 
+oo 
L an converge. 
n=l 
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Para el recíproco del teorema parte (1) se usa el mismo argumento anterior. 
+ oo 

En efecto, suponga ahora que la serie ¿ an converge. 
n=l 

D 1 d. . , l' an L b . l' bn 1 . e a con icion im -b = se o tiene que im - = -L, entonces existe 
n n n---*+ oo an 

un entero positivo m tal que para todo n 2:: m se cumple que 

bn 1 --- < 1 
ªn L ' 

+oo 

es decir bn < (1 + i) an para todo n 2:: m. Luego, como la serie L an 
n =l 

+oo 1 
es convergente, entonces la serie ¿(1 + y) an converge. El resultado se 

n=l 
obtiene al aplicar el criterio de comparación. 

2. Suponga que lím ªn =O, entonces de la definición de límite de una sucesión 
n bn 

se garantiza que existe un entero positivo m tal que para todo n 2:: m se 
cumple 

a 
o< b: < 1, 

es decir, 
an < bn para todo n 2:: m. 

00 

Luego, si la serie ¿ bn converge, entonces por el criterio de comparación 
n =l 

00 

la serie¿ an converge. 
n=l 

3. Supongamos que lím ªn = +oo. Luego, por definición de límite de una 
n bn 

sucesión tenemos que dado M >O existe un entero positivo m tal que 

an 
bn > M, para todo n 2:: m, 

como bn > O tenemos 

M bn < an, para todo n 2:: m, 

+oo +oo 

luego, si la serie ¿ bn diverge, entonces la serie ¿ M bn también diverge. 
n=k n=k 
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+oo 
Por lo tanto, del criterio de comparación, se obtiene que la serie L an 

n=k 
diverge. 

+oo 1 
Ejemplo 240. Analice la convergencia de la serie L 

2 
. 

3n - 4n + 5 
n=l 

Solución 

Sea an = ..... 2 

1 
y elijamos la sucesión (bn)n con bn = ~' luego 

n -4n + 5 n 

L 1, an l' n
2 

1 = im - = un = - >O. 
n bn n 3n2 - 4n + 5 3 

+oo 1 
Como la p-serie L 2 converge, por el criterio de comparación por límite, re­

n 
n=l 

sulta que la serie dada converge. 

+oo 5 
Ejemplo 241. Analice la convergencia o divergencia de la serie L 

2
+ n . 

n +6 
n=O 

Solución 
5+n ., 1 

Sea an = -
2
-- y definamos la suces1on (bn)n con bn = -, entonces 

n +6 n 

L = lím ªn = lím Sn + n 
2 

= 1 > O 
n bn n n2 + 6 ' 

luego, del teorema de comparación por límite, se concluye que la serie dada di-
+oo +oo l 

verge, pues la serie armónica L bn = L - lo es. 
n 

n=l n=l 

Ejemplo 242. Analice la convergencia o divergencia de la serie de la serie 

~ 5n(n + 1). 

n=l 
Solución 

Sea la sucesión (bn)n con bn = ( ~) n, entonces 

L = lím an = lím 5n(n + 1) . 2n = +oo 
n bn n 2n - 1 5n ' 

00 (5)n como la serie geométrica ~ 2 diverge, entonces del criterio de cociente se 

concluye que la serie dada diverge. 
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+oo 
Ejemplo 243. Halle la convergencia o divergencia de la serie L 2~ - 1 

n = l n + n 
Solución 

Sea la sucesión (bn)n con bn = _!. entonces 
n 

L 1
, an 

1
, 2n2 - n 

= 1m- = 1m =2>0 
n bn n n2 + n 

+oo 1 
y como la serie armónica L - diverge, entonces del criterio de comparación por 

n 
n =l 

límite se concluye que la serie dada diverge. 

+oo 2 
Ejemplo 244. Analice la serie~ 

3
n(n _ l ) 

Solución 

Sea la sucesión (bn )n con bn = 3~, entonces 

L 1, an l ' 2 O = im- = im-- = 
n bn n n - 1 ' 

+oo 1 
y como la serie geométrica L 

3
n converge, entonces del criterio del cociente 

n = 2 
resulta que la serie dada converge. 

+oo 1 
E j e mplo 245. Analice la convergencia o divergencia de la serie L l 

n = 2 n (In n) n 

Solución 
1 

Observemos que el término general de la serie es an = 1 • Luego, elijamos 
n(Inn)ñ 

la sucesión (bn)n con bn = .!., entonces tenemos que 
n 

1, an l' 1 
lm -b = lm . 1 = 1. 
n n n (In n)ñ 

Por lo tanto, del criterio de comparación por límite se concluye que la serie dada 
diverge, pues la serie armónica diverge. 

Ejemplo 246. Analice la convergencia o divergencia de la serie 

1 1 1 1. 
- + - + - + ···+-- + ··· VIO V20 v'36 Jfün 
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Solución 
La serie anterior puede expresarse en la siguiente forma 

+oo 1 

L vron. 
n=l 

1 
Sea (bn)n la sucesión definida por bn = - 1 , entonces 

n2 

an _l >O 
L = lím -b = Vfü 

n n 

+oo 1 
y como la serie ¿ nl/2 diverge, del criterio de comparación por límite, se tiene 

n=l 
que la serie dada diverge. 

Ejemplo 24 7. Analice la convergencia o divergencia de la serie 

Solución 

1 V2 if3 ij4 
-+-+-+-+ ··· 
2 3vÍ2 4\1'3 5J4 

La serie anterior puede expresarse en la forma siguiente 

rn 
Es claro que ªn = (n + l)yn 

1 
bn = - 7 , entonces 

n6 

+oo L rn 
n=l -· 

1 
----1 . Eligiendo la sucesión (bn)n, donde 
(n + l)n6 

L 1
, an 

= Im- = 1 
n bn 

Por lo tanto, del criterio de comparación por límite se obtiene que la serie 
dada converge. 

+oo 
Ejemplo 248. Para qué valores de a E IR la serie¿( Jnª + 1- ~)converge. 

Solución 
Observe que 

n=l 

1 
an = Jnª + 1 - ~ = Jnª + 1 + ~· 
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1 
Sea (bn)n la sucesión definida por bn = ~' entonces 

nz 

L = lím ªn = ! 
n bn 2' 

cualquiera sea el valor de a E R Luego, del criterio de comparación por límite, 
+oo 

se tiene que la naturaleza (convergencia o divergencia) de la serie ¿ an depende 
n=l 

+oo 1 +oo 1 
de la naturaleza de la serie ¿ ~. En efecto, como ¿ ~ es una p serie, ella 

n=l nz n=l n2 
a a 

converge si 2 > 1 y diverge si 2 :::::; 1 (ver teorema 3.22). Por lo tanto, la serie 

dada converge si a > 2 y diverge si a :::::; 2. 

Teorema 3.24 (Criterio del cociente o de D'Alembert). 

Suponga que an >O para todo n E z+ y que L = lím ªn+I , entonces 
n an 

+oo 
a) Si L < 1, entonces la serie ¿ an converge. 

n=l 

+oo 
b) Si L > 1 , entonces la serie ¿ an diverge. 

n=l 

Prueba. 

) P d. . ' t l' ªn+ 1 L d . d d O . a or con ic1on enemas que im -- = , es ec1r, a o E > existe un 
n-4+00 an 

entero positivo m tal que para todo n :'.". m se cumple que 1 ª::1 
- LI <e, 

en particular si elegimos L +E < 1 obtenemos que 

de esta manera 

ªn+l < (L +E) an, para todo n ~ m, 

ªm+l <(L + E)am 

ªm+2 <(L + E)am+l < (L + E)
2 am 

ªm+3 <(L + E)am+2 < (L + E)3 am, 
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es decir, para todo n 2: m se cumple que 

an < (L + Eyn- m ªm· (3.2) 

+oo 
Sea ( sn)n la sucesión de sumas parciales de la serie ¿ an, la cual es una 

n = l 
sucesión creciente (por ser una serie de términos positivos), entonces para 
que ella sea convergente bastará probar que ( sn)n es una sucesión acotada. 
En efecto, para todo n > m tenemos 

n m n 

Sn = ¿ ak = ¿ ak + ¿ Clk 

k=l k=l k=m+ l 
rn n 

Sn < ¿ ak + ¿ (L + E)k-m am (por la relación 3.2) 
k=l k=m+l 
1n n 
~ am ~ k 

= L..t°'k + (L+E)m L..t (L+E) 
k=l k=m+l 

rn +oo 
Sn < ~ ak + (L ªm) ~ (L + é)k = N1 para todo n > m, . L..t +Em L..t . 

k=l k=m+l 

+oo 
Observe que ¿ (L + Eyn es una serie geométrica convergente, pues la 

n=m+l 
razón es r = L + E < l. 
Si elegimos N = máx{s1 , s2, · · · , sm, N1} se obtiene que que 

Sn :S N, para todo n 2: 1, 

es decir, ( sn) n es una sucesión acotada, por lo tanto del criterio de acotación 
resulta que la serie dada converge. 

b) Por condición tenemos que lím ªbn = L > 1, luego dado un E > O de la 
n n 

definición de límite existe un entero positivo m tal que para todo n 2: m se 
cumple que 

1 

ªn+l - LI < e, 
an 

en particular, si elegimos L - E > 1 obtenemos que 

ªn+l > (L - é) an, para todo m 2: n, 
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de esta manera 

am+l >(L - E)am 

ªm+2 >(L + E)am+l > (L + E)
2 

am 

ªm+3 >(L + E)am+2 > (L + E) 3 am, 

es decir, para todo n 2: m se tiene 

(L )n-1n 
an > +E ªm· 

+oo 
Sea (sn)n la sucesión de sumas parciales de la serie L ªn· Para que la serie 

n=l 
sea divergente bastará probar que ( sn)n sea una sucesión no acotada. En 
efecto, para todo n > m tenemos 

n m. n 

k=l k=l k=m+l 
1n n 

> Lak+ L (L+E)k-mam 
k=l k=m+l 

+oo 
como L ( L + E r es una serie geométrica divergente cuya razón es 

n=m+l 
r = L + E > 1, entonces la sucesión de su sumas parciales no es acota-
da. Por lo tanto, teniendo en cuenta esto y la última desigualdad obtenida, 
concluimos que la sucesión ( sn)n no es acotada y por lo tanto, la serie 

+oo 
correspondiente L an diverge. 

n=l 

Una versión más general del resultado anterior viene dado por el siguiente 
teorema. 
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Teorema 3.25. 

Suponga que existe un m E z+ tal que para todo entero n > m se cumple 

O L 1, ªn+ l que an > y sea = 1m --, entonces 
n an 

+oo 
a) Si L < 1, entonces la serie L an converge. 

n = l 

+oo 
b) Si L > 1 o L = oo, entonces la serie L an diverge. 

n= l 

+oo 1 
Ejemplo 249. Analice la convergencia o divergencia de la serie ~ n + . 

,[__¡ n 2n 

Solución 
n+l 

Observe que an = -- , entonces 
n2n 

n=l 

L = lím ªn+l = lím n2 + 2n . ~ = ~ lím n2 + 2n = ~ < l. 
n an n n 2 + 2n + 1 2n+l 2 n n 2 + 2n + 1 2 

Luego, por el criterio del cociente la serie dada converge. 

+oo an. n! 
Ejemplo 250. Si a> O, analice la convergencia o divergencia de la serie~---, E 

,[__¡ nn 

función de los valores de a. 
Solución 

ann! 
Sea an = --, entonces 

nn 

L=lím · =líma --
a n+l · ( n + 1) 1 • n n ( n ) n 

n (n + l)n+l · an · n! n n + 1 
a 

e 

n=l 

Luego, si O < a< e tenemos que L < 1, entonces del criterio del cociente se tiene 
que la serie dada converge. Asimismo, si a > e entonces L > 1, del mismo criterio 
del cociente se concluye que la serie dada es divergente. Pero, si a = e entonces 
L = 1, en este caso el criterio no dice nada, sin embargo podemos hacer uso del 

+oo n 1 

criterio de comparación para analizar la serie ~e n., para lo cual usaremos la 
,[__¡ nn 
n=l 

siguiente relación: 

( 1 + ~) n < e, para todo n 2'. l. 
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Usando la desigualdad anterior obtenemos que 

ªn+l =e (-n-)n 
an n + 1 

es decir, an+l > an para todo n ~ l. Esto significa que ( an)n es una sucesión de 
términos positivos creciente, luego lím an #O. Por lo tanto, la serie dada diverge 

n 
(según el criterio del término general de series) . 

L
+oo 1 · 2 · 3 · 5 · · · (2n - 1) 

Ejemplo 251. Analice la convergencia o divergencia de 
8 

(
3 

) 
2·5· ··· n-l 

n=l 
Solución 

1 · 2 · 3 · 5 · · · (2n - 1) 
Sea an = ( ) , entonces 

2 · 5 · 8 · · · 3n - 1 

y 

1 · 3 · 5 · · · (2n - 1)(2n + 1) 

2 · 5 · 8 · · · (3n - 1)(3n + 2) 

1·2·3·5···(2n-1) 

2 · 5 · 8 · · · (3n - 1) ' 

1, ªn+l l' 2n + 1 2 L= im--= im =-<l. 
n an n->+oo 3n + 2 3 

Luego, por el criterio del cociente la serie dada converge. 

+oo n 

Ejemplo 252. Analice la convergencia o divergencia de la serie""""' E_ en función 
LnP 

de los valores de p. 
Solución 

pn 
Sea an = - , entonces 

nP 

n=l 

n+l p ( )p , ªn+l , P n , n 
L=hm--=hm( ) ·-=phm -- =p. 

n an n n + 1 P pn n n + 1 

Luego, por el criterio del cociente se concluye que si p < 1, la serie dada converge 
+oo n 

y, por el mismo criterio, si p > 1 la serie L ~ diverge. Finalmente si p = 1, la 
n= l 

serie resultante es una serie armónica y por lo tanto diverge. 

+oo ( 1)2 + l """"' n. n. Ejemplo 253. Analice la convergencia o divergencia de la serie L (
2 

) 
1 4 . 

n . + n 
n= l 

Solución 
Observe que 

(n!) 2 + n! 2(n! )2 

----<-­
(2n)! + n 4 - (2n)! ' 
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+oo 2( !)2 
entonces el problema se reduce a evaluar la serie Z:::::-( n.)' , para lo cual usaremos 

2n. 
n=l 

el criterio del cociente. Sea an = 2(n!)2(2n)!, entonces 

1, ªn+l l' (n + 1)
2 

1 
lm -- = lm = - < 1 
n an n (2n + 2) (2n + 1) 4 · 

+oo 2(n!)2 
Luego, la serie ¿ (

2
n)! converge. Por lo tanto, teniendo en cuenta esto, la 

n=l 
expresión 3.3, y usando el criterio de comparación, se concluye que la serie 
+oo ( 1)2 + 1 ~ n. n. 
¿ ( ) 1 4 converge. 

2n .+n 
n=l 

Teorema 3.26 (Criterio de la raíz o de Cauchy). 

Suponga que an 2: O, para todo n E N+ y sea L 

ver inca: 

+oo 
a) Si L < 1, entonces la serie¿ an converge. 

n=l 

+oo 
b) Si L > 1 , entonces la serie ¿ an diverge. 

n=l 

Prueba. 

lím y'a;;, entonces se 
n 

1 

a) Suponga que lím(an)n: = L < 1, entonces dado E > O, de la definición de 
n 

límite de una sucesión, se garantiza la existencia de un entero positivo m 

tal que para todo n 2: m se cumple 

1 

la~ - LI <E, equivalentemente L - E< an < L +E. 

1 

En particular, si elegimos L +E< 1 tenemos que a~ <E+ L, o equivalen-
temente, 

an < (E+ Lr, para todo n 2: m 

+oo 
y como ¿ (E + L r es una serie geométrica convergente (pues su razón es 

n=l 
E+L < 1), del criterio de comparación se concluye que la serie dada diverge. 
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1 
b) Sea lím(an)ñ" = L > 1, dado un E >O existe un entero positivo m tal que 

n 
para todo n 2:: m se cumple que 

1 

la~ - LI <E, 

en particular, si elegimos L - E > 1 resulta que 

an > L - E > 1, para todo n 2:: m, 

+oo 
entonces lím an -=/=- O. Por lo tanto, la serie L an diverge. 

n 
n=l 

U na versión más general del teorema anterior es dada por el siguiente resul­
tado. 

Teorema 3.27. 

Suponga que existe un m E z+ tal que para todo entero n, con n > m se 
cumple que an 2:: O, y sea L = lím ~' entonces se verifica: 

n 

+oo 
a) Si L < 1, entonces la serie L an converge. 

n=l 

+oo 
b) Si L > 1 o L = +oo, entonces la serie L an diverge. 

n=l 

+oo 1 
Ejemplo 254. Analice la convergencia o divergencia de la serie L (ln n r 

n=2 
Solución 
Aplicando el criterio de la raíz, 

1, {;!; l' 1 L = im n (l ) = im -
1 

- = O < 1, n nnn n nn 

por lo tanto, la serie dada converge. 

+oo 1 
Ejemplo 255. Analice la convergencia o divergencia de la serie '"°' -L....tnn 

n=l 
Solución 
Aplicando el criterio de la raíz resulta que la serie converge, pues 

L = lím n j1 = lím ~ = O < l. 
n V--;;;:;; n n 
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+oo( )n2 
Ejemplo 256. Analice la convergencia de la serie~ n: 1 

3
: 

Solución 
Aplicando el criterio de la raíz resulta que la serie converge, pues 

L , {:[;1 1, 1 ( 1 ) e 1 =hm -= im- -- =-<. 
n nn n 3 1 + l 3 

n 

+oo 
Ejemplo 257. Analice la convergencia o divergencia de la serie L ( 

1 )n2 

1 +­
n 

n = l 
2n 

Solución 

Sea an = 2n ' 
entonces 

L = lím ~ = lím ~ (1 + ]__)n = Ve< 1 
n n 2 2n 2 ' 

luego, del criterio de la raíz resulta que la serie converge. 

Ejemplo 258. Analice la convergencia o divergencia de la serie ~ 2n + 1 
. 

~3n+l 
n=l 

Solución 
2n + 1 

Sea an = ---, entonces 
3n + 1 

Luego, 

2n + 1 
~= \/ 3n+ 1 

2n(l+~) 

3n ( 1 + 3ln) 

, 2 
L=hm ~= - <l. 

n 3 

Por lo tanto, la serie converge. 

2 n 

3 

1 
1 + 2n 

T 
1 + 3n 

+oo a n2 
Ejemplo 259. Halle los valores de a para los cuales la serie L 3n ( 1 -

2
n) 

n=3 
converge. 
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Solución 
a 

Observe primero que 1 -
2

n >O para todo n 2: 3 implica que a< 6. 

Por otro lado, aplicando el criterio de la raíz, 

( 
a )n a L = lím y'li;; = 3lím 1 - - = 3e- 2. 

n n 2n 

se obtiene que la serie dada converge si ~ < 1, es decir si a> 2 ln 3. 
e2 

Luego, la serie dada converge si 2 ln 3 < a < 6. 
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Ejercicios: Sección 3.3 

l. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series 

+oo 1 

a) L n2+n+1 
n=l 

+oo rn+l 2 

i) L(-lt Jn e-x dx 
n=l 

+oo n 
b) L ·-

n=l 

+oo 1 

j) L n 2 ln ( 1 + ~) 
n=l 

+oo n4 + 1 

c) L n6 + ln n + 3 
n=l 

+oo n3 - 8n 

k) L n4+2n+1 
n=l 

+oo n 

d) L lnn 
n =2 

+oo 3n + n3 
1) L 

n=l 

+oo en 
e) L-

+oo nn 
m)L-

n=l n=l 

2 
+oo (l + n2) 

f) L 1 + n 3 
n=l 

)

n +oo n 

gJ L (4n+ 1 
n = l 

+oo ( 1 ) 
n) ¿in 1 + n2 

n=l 
2 

+oo 2 )n 
o) ¿ 6n ( 1 ~ n + 1 

n= l 

+oo 1 
h) L 

n = l 

+oo 1 

P) L n+lnn 
n = l 

2. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series 

1 · 3 1 · 3 · 5 1 · 3 · 5 · · · (2n - 1) 
a) 1 + - + + · · · + + ... 

2! 3! n! 

¿+oo 4 · 7 · 10 · · · ( 3n + 1) 
b) 

2·6·10···(4n-2) 
n=l 

1 11 1 1 1 1 
c) 2 + 2 · 3 + 22 . 32 + 23 . 33 + ... 

+oo n 

3. Si a > O, analice la convergencia o divergencia de la serie~~ en función 
L..,; nª 
n=l 

de a. 
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4. Analice la convergencia de la serie ~ ( °' ~)n para valores de n # ! 
n=l n. e 

+oo 
5. Analice la convergencia de la siguiente serie L ln(l - ~ ). En caso que lo 

n=2 n 
sea, halle su suma. 

6. Usando el criterio de la integral analice la convergencia o divergencia de la 
+00 earctan(2n) 

serie '"' -
4
--2 --

~ n +1 
n=l 

7. Halle el mayor valor entero que toma el valor de p para que la serie 

+oo p 

2i (n + l)(n: 2)(n + 3) 

sea convergente. Encuentre la suma de la serie para dicho valor de p. 

+oo 1 
8. Analice la convergencia o divergencia de la serie '"' --­

~ 3n - 2n 
n=l 

+oo 2n + 3n 
9. Analice la convergencia o divergencia de la serie '"'-

2
--

1
---­

~ n + nn+5n 
n=l 

10. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series 

+oo +oo 1 
a) ¿n-n d) Ln, 

n=l n=l 

+oo 2 +oo 5n + 5n 
b) ¿sen n 

e) L2n+7n n2 
n=l n=l 

+oo ifFi, +oo 1 
c) L ____!!. f) 

L n 2 + lnn n 
n=l n=l 

+
00 

( 1 ) n 11. Encuentre todos los valores para lo cuales la serie 2i a : n converge. 
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3.4. Criterios de convergencia en el caso general 

En esta sección no se impone ninguna condición respecto de los términos de 
la sucesión an que generan la serie. 

Teorema 3.28 ( Criterio de comparación). 

Suponga que existe un entero positivo m tal que 

bn :S an :S Cn, para todo n 2:: m. 

+oo +oo +oo 
Si las series L bn y L Cn convergen, entonces la serie L an también converge. 

n=l n=l n=l 
Prueba. 
De la condición del problema tenemos que, 

O :S an - bn :S Cn - bn, para todo n 2:: m. 

+oo +oo oo 
Como las series L bn y L Cn convergen, entonces la serie L ( Cn - bn) también 

n=l n=l n=l 
converge. 
Luego, por el teorema de comparación para series de términos no negativos, la 

+oo 
serie L ( an - bn) converge. Finalmente, de la relación 

n=l 

+oo +oo 

L an = L[(an - bn) + bn], 
n=l n=l 

+oo 
se concluye que la serie L an converge. 

n=l 

U na serie alternante es una serie de la forma 

+oo 

L(-1tbn 
n=l 

donde bn 2:: O, para todo n 2:: 1. 
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Teorema 3.29 (Criterio de Leibniz o criterio de las series alternantes). 

Sea (bn)n?::l una sucesión verificando la siguientes condiciones 

a) bn 2:: O, para todo n 2:: 1, 

b) bn+l :::; bn, para todo n 2:: 1, 

c) límbn = O, 
n 

+oo 
entonces la serie alternante L ( - 1) n bn converge. 

n=l 

+oo ( 1rfo 
Ejemplo 260. Analice la convergencia de la serie L - n. 

n + l 
n =l 

Solución 

Se t rat a de una serie alternante, donde bn = fo . 
n +l 

Es claro que bn 2:: O para todo n 2:: l. Veamos ahora que (bn )n sea una sucesión 
decreciente, para lo cual definimos la función 

Vx f( x) = x + 
1

, para todo x 2:: 1, 

entonces 
l- x 

J' (x) = 2.jX(x + l) 2 < O, para todo x > 1 

es decir, f es una función decreciente en [1, oo[. Luego, (bn)n es una sucesión 
decreciente. 

Finalmente, como lím bn = lím fo = lím 
1 

1 = O, del criterio de las 
n n n+l n ¡;;; 

vn+-
fo 

series alternantes se concluye que la serie dada converge. 

• . +Loo 1+2lnn 
Ejemplo 261. Analice la convergencia de la sene alternante ( -1 )n fo . 

3 n 
n = l 

Solución 
1+2ln n 

Sea bn = 
3
fo , se cumple que bn >O para todo n 2:: l. 

1+2 lnx 
Por otro lado, sea f(x) = Vx , x 2:: 1, entonces 

1 3 - 2 ln X 3 

f ( x) = Vx < O si x > e 2 . 
3 X 
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3 
Luego, la sucesión es monótona decreciente si n > e 2. 

Finalmente, usando la regla de L'Hospital se tiene que 

lím ln(x) = lím _2_ =O 
X---+00 Vx X---+00 Vx ' 

entonces , , ( 2 ln n + _1_) = O. 
h~ bn = h~ 3yn 3yn 

Por lo tanto, del criterio de las series alternantes, la serie converge. 

Convergencia absoluta y condicional 

+oo +oo 
Dada la serie numérica¿ ªn· Diremos que¿ an es absolutamente con-

n=l n=l 
+oo 

ver gente si la serie ¿ 1an1 converge. 
n=l 

+oo 
Diremos que ¿ an es condicionalmente convergente si 

n=l 

+oo 
i) la serie ¿ an converge y 

n=l 

ii) la serie ¿ lanl diverge. 
n=l 

El siguiente resultado da condiciones suficientes para garantizar cuando una 
serie de términos arbitrarios es convergente. 

Teorema 3.30. 

+oo +oo 
Si la serie ¿ an es absolutamente convergente, entonces ¿ an converge. 

n=l n=l 
Prueba. 
Se sabe que, 

-lanl :::; an:::; JanJ, 

luego, 

O:::; an + Janl :::; 2Janl 
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+oo +oo 
y como la serie L lanl converge, pues la serie L an es absolutamente con-

n=l n=l 
+oo 

vergente, del criterio de comparación, se concluye que la serie L(an + lanl) 
n=l 

+oo 
converge. Finalmente, escribiendo an = (an + lanl) - lanl resulta que L an con-

n=l 
verge. 

Es importante mencionar que el recíproco del teorema 3.30 no se cumple, 
+oo 

esto es, si la serie L an converge no podemos asegurar nada de la naturaleza 
n=l 

+oo +oo (-ir 
de la serie L lan l, por ejemplo, anteriormente se ha visto que la serie L--­

n n=l n=l 
+oo 1 ( -1)n1 +oo 1 

converge, sin embargo la serie L -n-- = L -;;, diverge. 
n=l n=l 

+oo sen(n) 
Ejemplo 262. Analice la convergencia de la serie L --

3
- . 

n n=l 
Solución 

N 1 
, . d 

1 
. , sen ( n) 

1 
. . , . 

ote que os termmos e a suces1on an = --
3
- que genera a sene tiene term1-

n 

nos positivos y negativos, entonces procedemos analizar la serie ~ 1 se:~ n) I · 

Asimismo, para todo n 2:: 1 se cumple 

1

sen(n)1 2_ 
3 ~ 3' n n 

+oo 1 
y como la p-serie L 3 converge, del criterio de comparación para series de 

n n=l 

términos no negativos, obtenemos que la serie~ lse:~n) 1 converge, es decir, la 

+oo ( ) sen n 
serie L --

3
- es absolutamente convergente y, por lo tanto, del teorema 3.30, 

n n=l 
la serie converge. 

+oo 6 + 5 
Ejemplo 263. Halle la suma de la serie ~(-1r-2-n __ _ 

L.,¡ 9n + 15n + 4 n=O 
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Solución 
El factor que acompaña a la expresión ( -1 r puede descomponerse en la forma 
siguiente 

6n + 5 1 1 
~~~~~- = +~~-

9n 2 + l 5n + 4 3n + 4 3n + 1 ' 

entonces el término n-ésimo de la sucesión de sumas parciales ( sn)n toma la forma 
siguiente 

n . [ 1 1 ] (-l)n ) ___ + ---- = 1 - o , A) Sn=L(-l) 3j+4 3j+l 
j=O 

. +oo n 6n + 5 = 1 
límsn = 1, es decir, L(-l) 9n2 + 15n + 4 

n n=O 
luego, 

+oo ( -1 r ,+l 
Ejemplo 264. Analice la convergencia de la serie ~ ( 

0 5n n + 1 
n=O 

Solución 
(-1r+1 

Sea an = ( ) 2, entonces 
5n n + 1 

L = lím 1 ªn+1 1 = lím 1 (-1r+2 5n (n + 1)21- 1 
n an n~+oo 5n+l (n + 2)2 (-l)n+l - 5 < l, 

+oo 1 (-l)n+l 1 
luego, del criterio del cociente se concluye que la serie ~ sn ( n + 

1 
)2 converge. 

+oo (-1r+1 
Por lo tanto, la serie L ,..,,,.,_L 1 / .... \'} es absolutamente convergente y por con-

n=l 
siguiente converge. 

~ sen(2n + 1)1!: 
Ejemplo 265. Pruebe que la serie 0 2 

2 es absolutamente conver-
n +n+ 1 

gente. 
Solución 

n=l 

Observe que para todo n 2: 1 se cumple 

1 

sen ( 2n + 1) ~ 1 1 ( -1 r 1 1 1 
n 2 + n + 1 = n 2 + n + 1 = n 2 + n + 1 ::; n 2 

1 
y como la serie L 2 converge, la serie es absolutamente convergente. 

n 
n=l 
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+oo (-ir 
Ejemplo 266. Pruebe que la serie L 

1 
es condicionalmente convergente. 

nn+ i 
n=l 

Solución 
( - i) n +oo +oo 1 ( - ir 1 +oo i 

Sea an = 
1 

, analicemos la serie L lan I · Como L 
1 

= L 
1 nn+i nn+i nn+i 

n=l n=l n=l 
y para todo n 2:: i se cumple que 

i i 
--->­
lnn + i n 

+oo 
y como la serie armónica diverge, del criterio de comparación, la serie L lanl 

n=l 
diverge. 

+oo (-ir i 
Ahora analicemos la serie ~ 

1 
. Sea bn = 

1 
es claro que la sucesión 

L nn+i nn+i 
n=l 

(bn)n: tiene todos sus términos positivos, decrece y además cumple que lím bn =O, 
n 

entonces, del criterio de las series alternantes, la serie converge. 
+oo 

Por lo tanto, la serie L ( -1) n bn es condicionalmente convergente. 
n =l 

+oo (-l)n 
Ejemplo 267. Analice si la serie~ (

2
y'n _ 

3
)2 converge condicionalmente o 

absolutamente. 
Solución 

(-l)n +oo 
Sea an = (

2
y'n _ 

3
)2 . Analizando la serie ~ lan l. Para ello usamos el criterio 

de comparación por límite 

L l' 1 an 1 l' 1 n l' 1 
= i:;i b; = i:;i (2yñ - 3)2 1 = li[l (2 - _3_) 

y'n)2 

+oo +oo 

1 
-
4 

Y como la serie L bn es la serie armónica, entonces la serie L lanl diverge. 
n=l n= l 

+oo 
Por otro lado, al analizar la serie L an usando el criterio de las series alternantes 

n= l 
se obtiene que dicha serie es convergente. Por lo tanto, se concluye que la serie 
dada es condicionalmente convergente. 

~ (-l)n ln(ln n) 
Ejemplo 268. Demuestre que la serie L ~ converge condicional-

n = 2 1 + vlnn 
mente. 
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Solución 
+oo ( ) . ~~n 

Primero demostraremos que la sene L 1 ( -1) n bn 1, donde bn = ~ es di-
n=2 1 + lnn 

vergente. En efecto, 

1(- )nb I- ln(lnn) 1 1 _1_ 
1 n- > >~> 1 

1 + ~ - 1 + ~ - 2 lnn - 2n2 

+oo 
y como la p - serie L ~ diverge, entonces del criterio de comparación se ob­

n=2 2n2 
+oo 

tiene que la serie L 1 ( -1) n bn 1 diverge. 
n=2 

+oo 
Ahora demostraremos que la serie L ( -1) n bn converge. En efecto, es claro que 

n=2 
la sucesión (bn)n tiene las siguientes propiedades 

i) bn 2: O para todo n 2: 2. 

ii) (bn)n es una sucesión monótona decreciente, pues si f(x) 

entonces 

iii) lím bn = O. 
n 

2 (1 + 
1 ) f '(x) = v1nX - ln(lnx) 

2x(lnx)~(i+VillXr <O si 
4 

x > ee 

ln(ln x) 

1 + víllX' 

Luego, del criterio de las series alternantes se concluye que la serie es convergente. 
Fusionando los resultados obtenidos queda demostrado que la serie dada es condi­
cionalmente convergente. 

Teorema 3.31. 

En una serie absolutamente convergente la suma no depende del orden de sus 
términos. 

Esta propiedad no es propia de las series condicionalmente convergentes. 

+oo +oo 
Diremos que una serie L bn es un reordenamiento de la serie L an , si existe 

n=l n=l 
una función <I> : N ---7 N biyectiva tal que bn = ª<i>(n). 
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Corolario 3.32. 

+oo 
Si la serie ¿ an es absolutamente convergente, entonces cualquier serie que 

n = l 
se obtiene por una reordenación de sus términos es absolutametne convergente y 
tiene la misma suma. 

Este resultado ya no es válido para series que son condicionalmente con­
+oo 

vergente, se demuestra que si ¿ an es condicionalmente convergente, entonces 
n = l 

+oo 
existen funciones biyectivas <I> : N ----t N tales que la serie ¿ ª<I>(n) diverge. 

n=l 

327 



Pontificia Universidad Católica del Perú Criterios de convergencia: caso general 

Ejercicios: Sección 3.4 

i. Analice la convergencia absoluta o condicional de cada una de las siguientes 
series. 

+oo 
a) L (-ir(ln n)2 

n=l n 
+oo 

b) L (-i)n(l + 4n) 

n=l 
+oo 

c) L (-ir-ln 

n=l 

+oo ( i) d) ¿ ( - ir n sen ; 
n=l · 
+oo 

e) ¿sen(~) p>i 
n=l nP ' 

+oo 
f) ¿ cos(mr) 

n=l n + 2 

+oo 
g) ¿(-ir (3 + cosn) 

n=2 n (In n)~ 

+oo (-ir-1 

h) L n2 +n+ i 
n=l 

+oo 
i) L(-ln+l)-2 + lnn 

n=l ..jn 

+oo sen n 
j) L(-in+l) i + ln2 n 

n=l 

+oo 
1 

i 
k) L(-1r+ 2 + ..;n 

n=l 

+oo (-ir 
2. Demuestre que la serie L 1 1 converge condicionalmente. 

n= 1 ( n 2 + i) ( n 3 + i) 

+oo (-ir 
3. Analice si L es condicional o absolutamente convergente. 

n=l n)n2 + i 

4. Halle la convergencia absoluta o condicional de la serie 

+oo (-ir L -- ( Vn+I - Vn=!). 
n 

n=l 

5. Analice la convergencia absoluta o condicional de las siguientes series. 

+oo 
a) L (-ir+1 n 

n=2 ln n 

+oo 
c) L(-it(rn+l - vn) 

n=l 
+oo 

b) ¿ cos(mr) 
+oo 

d) L(-it2n-2 + i 
n=l n=l 
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6. Analice si las siguientes series son absolutamente o condicionalmente con­
vergentes. 

+oo 

L n ¡-rr senx 
a) ( - 1) ( ) 2 dx 

0 x + nw 
n=O 

b) ~(-l)n (n + 2) 
L.,; 3n2 + 5 
n=l 

+oo 1 
c) L sen(nw + ~) 

n=l 

~ ncos(nw) 
d) L.,; 3n2 - 4 

n=O 
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3.5. Series de Potencias 

Sea I e 1R un intervalo, una sucesión de funciones fn : I ~ 1R es una 
correspondencia que asigna a cada número natural n E N una función Ín· Es 
decir una sucesión de funciones es una función de la forma 

c.p : N ~ F(I; JR) 
n ~ Ín 

donde F(I; JR) = {g: I ~ JR}. 

Si Un)n es una sucesión de funciones con dominio común I entonces para 
cada x E J, Un(x))n es una sucesión numérica. 

Diremos que una sucesión de funciones Un)n, donde fn : I ~ JR , converge 
puntualmente a una función f : I ~ 1R si para cada x E I, la sucesión 
numérica Un(x))n converge a f(x), esto significa que para cada E> O, es posible 
encontrar un número natural no que depende de x y de E, es decir no= no(x; E), 
tal que para cada n > no se cumple 

lfn(x) - f(x)I <E 

y escribiremos 

lím f n (X) = f (X) 
n 

o simplemente límfn =f. 
n 

En este caso, diremos que la sucesión Un)n es convergente, en caso contrario, 
es decir si tal límite no existe, diremos que es divergente. 

Sea (f n)n>l una sucesión de funciones, A partir de ella podemos formar una 
nueva sucesión (8n)n2:1 llamada serie de funciones, que no es más que la suce­
sión de sumas parciales definida de la siguiente manera 

81 
82 
83 

8n 

Ji 
81 +h 
82 + h 

8n-1 + Ín 

fi+h 
U1 + h) + h 

(!1 + Í2 + · · · + Ín-1) + Ín 
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+oo 
y escribiremos L fn para hacer referencia a una serie de funciones. Al término 

n=l 
f n se le llama término general de la serie. 

Si la sucesión (Sn(x))n~l, donde Bn(x) = fi(x) + · · · + fn(x), converge a f(x), 
diremos que la serie converge y que su suma es la función f(x). Si (Sn(x))n~l 
diverge, diremos que la serie diverge. 

+oo 
En esta sección restringiremos nuestro estudio a series de la forma L en xn. 

n=a 

Se llama series de potencias centrada en cero a la serie generada por la 
sucesión ( Cn xn )n~a y se denota por 

+oo 
LcnXn 
n=a 

donde las constantes en son llamadas coeficientes de la serie, es decir, una serie 
de potencias es una serie generada por la sucesión de funciones (en xn)n~a, donde 
la sucesión de sumas parciales (Sn(x))n~a es definida por 

ca 
ca+ c1x 

n 

Bn(x) ca + c1 x + c2 x2 · · · + Cn xn = L Ck xk 
k=a 

Observe que para cada n, la n-ésima suma parcial de una serie de potencias es 
un polinomio de grado n. 

Dada la serie de potencias 
+oo 
Lcnxn, 
n=a 

en esta sección responderemos las siguientes preguntas: 

a) ¿Para qué valores de x E 1R la serie converge? 

b) ¿Cuando la serie converge y a qué función converge? 
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Una respuesta parcial al primer problema planteado es dada por el siguiente 
teorema. 

+oo 
Teorema 3.33 (Teorema de Abel). Dada una serie de potencias L Cn xn. 

n = O 

a) Si la serie de potencias converge para algún valor de x = a, entonces ella 
converge absolutamente para todo valor de x con lxl < la!-

b) Si la serie de potencias diverge para algún valor de b, entonces la serie 
diverge para cada x con !xi > lb!. 

El teorema de Abel nos dice que si a es un punto de convergencia de la serie de 
potencias entonces ella converge absolutamente en todos los puntos del intervalo 
abierto ] - lal; !al [. Mientras que si bes un punto de divergencia, entonces la serie 
diverge en todos los puntos fuera del intervalo cerrado [- lbl; lbl ]. 

Es natural preguntarnos si siempre es posible hallar un número real R > O 
+oo 

donde la serie de potencias L Cn xn converge absolutamente en ]-R; R [y diverge 
n = O 

fuera del intervalo cerrado [-R; , R]. Las respuestas a estas preguntas la da el 
siguiente teorema. 

+oo 
Teorema 3.34. Para cada serie de potencias L Cn xn sucede una de las tres 

n=O 
posibilidades siguientes 

a) La serie converge absolutamente cuando x 
que su radio de convergencia es R = O. 

O. En tal caso, convenimos 

b) La serie converge absolutamente para cada x E IR. En tal caso, convenimos 
que su radio de convergencia es R = +oo 

c) Existe un número real positivo R tal que la serie converge absolutamente 
en todos los puntos del intervalo abierto] - R; R [y diverge en todos los 
puntos exteriores del intervalo cerrado [-R; R]. En los puntos extremos - R 
y R la serie puede ser convergente o divergente. 

En los siguientes ejemplos veremos que el criterio del cociente es usado para 
determinar el radio de convergencia de una serie de potencias. 

+oo 
Ejemplo 269. Determine el conjunto de puntos donde la serie L n! xn converge. 

n=O 
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Solución 
Sea an = n! xn, entonces 

, ªn+l , n . X , 

1 1 1 

( + 1) 1 n+l 1 
L = hm -- = hm 

1 
n = hm(n + l)jxj = +oo, si X =j Ü. 

n an n n. X n 

Luego, del criterio del cociente se deduce que la serie diverge para cada x =J O y 

converge solo para x = O. Por lo tanto, el conjunto donde la serie de potencias 
converge es IR= {O}. En este caso, el radio de convergencia es R =O. 

+oo n 

Ejemplo 270. Encuentre el conjunto de puntos x E 1R donde la serie "'""'"" ~ 
~n! 
n=O 

converge. 
Solución 

xn 
Sea an = -

1 
, entonces 

n. 

1 1 1 

n+l 1 1 1 1 , an+ 1 , X n. , X 
L = hm -- = hm ( . ) 

1 
• - = hm -- = O < l. 

n an n n + 1 . xn n n + 1 

Luego, por el criterio del cociente, la serie converge para cualquier valor de x, 
esto significa que el conjunto donde la serie converge es JR. En este caso, su radio 
de convergencia es R = +oo. 

Ejemplo 271. Halle el conjunto de puntos x E 1R donde la serie de potencias 
+oo 1 

L
n. 

n=O 

- xn converge. 
nn 

Solución 
n! 

Sea an = - xn, entonces 
nn 

L = lím 1 ªn+l I = lím 1(n+1)! xn+l ~1 = lím (-n-)n jx j = J:j 
n an n (n + l)n+l n!xn n n + l e 

Luego, por el criterio del cociente, tenemos que la serie de potencias éonverge 

absolutamente si J:j < 1, esto es converge absolutamente en el intervalo ] - e; e [ 
e 

y diverge si J.::l > 1, es decir, diverge fuera del intervalo cerrado [-e, e]. 
e 

+oo 1 1 

Cuando x = e se tiene la serie numérica "'""'"" ~,en, luego si an = ~ en, entonces 
~nn nn 
n=O 

an+ 1 ( n ) n n en 
--;;;: = 1 + n e = ( 1 )n > 1, 

1 + -
n 
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pues ( 1 + ~) n < e, es decir, (an)n es una sucesión de términos positivos cre­

+oo l 

ciente. Por lo tanto, lím an # O, entonces la serie '""""!!.:en diverge. Un razo-
n . ~nn 

n=O 
namiento similar se procede para el caso cuando x =-e, obteniéndose que la se-
rie correspondiente es divergente. Luego, el conjunto pedido es el intervalo ]-e; e[. 

El radio R del intervalo descrito en el teorema anterior es llamado radio de 
convergencia y al conjunto de puntos donde la serie de potencias converge se le 
denomina intervalo de convergencia de la serie de potencias. 

El teorema 3.34 garantiza que el radio de convergencia de una serie de poten­
cias siempre existe. 
En los ejemplos anteriores se ha visto que el criterio del cociente permite hallar 
el radio de convergencia de una serie de potencias. El siguiente resultado propor­
ciona otra forma de encontrar el radio de convergencia de una serie de potencias 
usando sus coeficientes. 

+oo 
Teorema 3.35. Dada la serie de potencias L Cn xn, siendo Cn #O, para cada 

n=O 
n E N, entonces su radio de convergencia R puede ser calculado por cualquiera 
de las expresiones siguientes: 

R = lí~ 1 c::J ó 
1 

R= 1 

lím lcn l:;;: 
n 

siempre que estos límites existan. 

Observación 38. 
+oo 

Si reemplazamos x por x - xo en la serie de potencias L Cn xn obtenemos una 
n=O 

serie de potencias en x - xo, esto es, 

+oo 
Len (x- xar. 
n=O 

Esta nueva serie de potencias tiene el mismo radio de convergencia que la serie 
+oo 
L Cn xn, y su intervalo de convergencia se obtiene al trasladar el intervalo de 
n=O 
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+oo +oo 
convergencia de la serie ¿ Cn xn a xo. Por ejemplo, si ¿ Cn xn tiene interva-

n=O n=O 
+oo 

lo de convergencia ] - R; R [, entonces ¿ Cn (x - x 0)n tiene como intervalo de 
n=O 

convergencia el intervalo ]xo - R; xo + R [. 

+oo 1 · 3 · 5 · · · (2n - 1) 
Ejemplo 272. Halle el intervalo de convergencia de la serie~ ( ) xn. 

~ 1 · 4 · 7 · · · 3n - 2 
n=l 

Solución 
1 · 3 · 5 .. · (2n - 1) 

Primero hallamos su radio de convergencia, para esto sea en = -------
1 · 4 · 7 .. · (3n - 2) ' 

entonces del teorema 3.35 tenemos 

R = lím 1 ~ 1 = lím ( 3n + 1 ) ~2 ' 
n Cn+l n 2n + 1 

luego, del teorema 3.34 se concluye que la serie dada converge absolutamente en . . l 3 3 [ . . [ 3 3] el mtervalo abierto - 2; 2 y diverge fuera del mtervalo cerrado - 2; 2 . 
+oo 

Cuando x = ~ tenemos la serie numérica¿ an, donde 
n=l 

ªn = l ·3·5 .. ·(2n-l) (~)n = (~) (J?_) (15) ... (6n-3) 
1 · 4 · 7 .. · (3n - 2) 2 2 18 1 6n - 4 ' 

como cada término es mayor que 1, entonces lím an #-O, luego la serie diverge. 
n 

-3 
En forma similar, se demuestra que la serie numérica obtenida cuando x = 2 
diverge. 

l-3 3 [ Por lo tanto, el intervalo de convergencia es 2 ; 2 . 

+oo (n!)2 
Ejemplo 273. Encuentre el intervalo de convergencia de la serie~ (

2
n)! (x + 

l)n. 

Solución 
(n!) 2 

Es claro que en = -( ) 
1 
, entonces 

2n. 

R r 1 Cn 1 r 1 (n!)2 (2n + 2)! 1 = lím (2n + 2)(2n + 1) = 4 
= i{? Cn+l = i{? (2n)! [(n + 1) ! ]2 n (n + 1)2 ' 
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luego, la serie de potencias converge absolutamente en el intervalo ] - 5; 3[ y 

diverge fuera del intervalo [-5; 3]. 
Por otro lado, observe que 

( n!)2 = ! . ! . ~ . ~ . . . n . !!__ > (! . !) n 
(2n) ! 1 2 3 4 2n - 1 2n 2 2 (ff 

Por lo tanto, cuando lx + l l = 4 se tiene 

1 

(n!)
2 ni (l)n n 

( 2n) ! (X + 1) > 4 · 4 = 1 

Luego, en x = -5 y x = 3 el término general de las series numéricas correspon­
dientes no tienden a cero, esto implica que dichas series divergen. En conclusión, 
el intervalo de convergencia de la serie de potencias es ] - 5; 3 [. 

+oo (3x + 4)n 
Ejemplo 27 4. Halle el radio e intervalo de convergencia de la serie L ----;:===­

n=O J3n + 4 
Solución 
Primero expresaremos la serie de potencias en su forma estándar, esto es 

donde 

~ (3x + 4)n = ~ 3n (x+ ~)n, 
~ J3n + 4 n=O J3n + 4 3 

3n 
e---;:::::== 
n - J3n + 4' 

entonces 

R 1, 1 Cn 1 l' 3n = im -- = lm --;=== 
n Cn+l n J3n + 4 

\1'3n + 7 
3n+l 

1 

3 

De acuerdo con el teorema 3.34 la serie dada converge absolutamente en el 

intervalo ]- ~, -1 [ y diverge fuera del intervalo cerrado [- ~, -1] . Fa! tando 

evaluar la convergencia de la serie en los extremos de dicho intervalo, es decir, en 
-~y en -l. 
Cuando x = -~ la serie de potencias dada se reduce a la serie numérica 

+oo L (-ir 
n=O 

la cual, de acuerdo con el criterio de las series alternantes, converge, pues 

( 
1 

) es una sucesión de términos términos positivos, decreciente y 
J3n + 4 n2'.:0 
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lím 
1 = O. Asimismo, cuando x = -1, la serie dada se reduce a la serie 

n J3n + 4 
numérica 

00 1 

~J3n+4 
la que, de acuerdo al criterio de comparación por límite, resulta ser divergente, 

1 
pues al elegir bn = - 1 se tiene que 

n2 

+oo 1 
de esta manera, la serie L diverge. 

n=O J3n + 4 

Luego, el intervalo de convergencia de la serie de potencias es [- ~; -1 [ . 

+oo (3x - 2r 
Ejemplo 275. Encuentre el intervalo de convergencia de la serie L n

3
n 

n=l 
Solución 

1 
luego, en = - entonces 

n 

+oo ( )n +oo 
L 3x-2 =L!_(x-~)n , 

n3n n 3 
n=l n=l 

R 1, 1 Cn 1 l' n + 1 = im -- = im--=1, 
n Cn+l n n 

entonces la serie dada es absolutamente convergente en el intervalo ] ~1 , ~ [ y 

diverge fuera del intervalo [ ~ 1 
, U , faltando analizar la serie cuando x = ~ 1 

y 

5 
x= -. 

3 
-1 

Cuando x = 3 tenemos que la serie 
+oo ( l)n L ---- converge. 

n 
n=l 

5 +oo 1 
Cuando x = - tenemos la serie armónica L - la cual es divergente. Por lo 

3 n 
n = l 

l-1 5 [ tanto, el intervalo de convergencia de la serie de potencias es 3; 3 . 
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+00 (-1r(2 + 3r 
Ejemplo 276. Dada la serie L x , halle su radio e intervalo de 

n=O n lnn 
convergencia 
Solución 
Primero le damos la forma estándar de una serie de potencias 

+oo (-1)n(2x + 3r = +oo (-2r (x + ~)n 
~ n ln(n) ~ n ln(n) 2 ' 

donde 
(-2r 

Cn = n ln(n)' entonces 

R = lím 1 ~ 1 = lím 1 ( - 2 r ( n + 1) ln ( n + 1) 1 = lím ~ ( n + 1 ln ( n + 1) ) 
n Cn+l n n ln(n) (-2r+l n 2 n ln(n) 

1 
-
2 

De acuerdo con el teorema 3.34, la serie es absolutamente convergente en el inter­
valo] - 2; -1 [ y diverge fuera del intervalo cerrado [-2; -1]. Analizando ahora la 
convergencia de la serie en los extremos de dicho intervalo, es decir, en - 2 y en -1. 

+oo 1 
Cuando x = -2 la serie de potencias dada se reduce a la serie numérica L 

n=O 
la cual, de acuerdo con el criterio de la integral, diverge. 

+oo (-ir 
Asimismo, cuando x = -1 la serie dada se reduce a la serie numérica L --(-' , 

n In n 
n=O 

la cual converge, según el criterio de las series alternantes. 
Luego, el intervalo de convergencia de la serie de potencias es ] - 2; -1]. 

En esta sección nos hemos concentrado en determinar el intervalo de con­
vergencia de una serie de potencias, a continuación encontraremos la suma de 
algunas series de potencias importantes. 

Teorema 3.36. Si R > O es el radio de convergencia de la serie de potencias 
00 

L Cn xn , entonces la función 
n=O 

00 

f : IR(O) =] - R; R [----*IR definida por J(x) = L Cn x n 

n=O 

tiene las siguientes propiedades 
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a) Es continua en IR(O). 

b) Es derivable en cada punto de su intervalo de convergencia IR(O) y además 
cumple 

+oo 
J'(x) = L nen xn-I, 

n=l 

siendo esta nueva serie de potencias convergente en el intervalo IR(O). 

e) ¡x f(t) dt = ~ ~ xn+I es una antiderivada de f en IR(O), siendo esta 
O n=O n + 1 

nueva serie de potencias convergente en el intervalo IR(O). 

d) f es integrable en cualquier intervalo cerrado [e; d] e IR(O) y además 
cumple 

Observación 39. 
El teorema 3.36 nos dice que una serie de potencias puede ser derivada e integrada 
término a término y el radio de convergencia de la serie obtenida por derivación 
e integración es el mismo que el de la serie de potencias original. 

+oo 
Ejemplo 277. Dada la serie de potencias L n 2 xn, encuentre su radio de con-

n=O 
vergencia, luego derive e integre. 
Solución 
Es claro que Cn = n 2 , entonces 

, Cn , n2 
R=hm--=hm =1, 

n Cn+l n ( n + 1) 2 

es decir, el radio de convergencia de la serie es R = l. Luego, por el teorema 3.36, 
dicha serie converge absolutamente en IR(O) =] - 1; 1[, esto es 

+oo 
L n 2 xn = f(x), para x E IR(O), 
n=O 

luego, 
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Asimismo, 

f(t)dt= Ln2 xn dt= ¿_n_ xn+l. ¡x ¡x (+oo ) +oo 2 

O O n=O n=O n + 1 

Teorema 3.37. 

+oo 1 
l. ""'xn = --, si lxl <l. 

L.,¡ l-x 
n =O 

+oo n 

""' X X 2. L.,¡ -
1 

=e , para cada x E JR. 
n. 

n=O 

Prueba. 

+oo 
l. L xn es una serie geométrica y, como fue probado anteriormente, converge 

n=O 
1 

a -- si lxl < 1 y diverge si lxl 2 l. 
l-x 

2. Sea Cn = ~, entonces R = lím 1~1 = +oo, luego la serie converge 
n. n Cn+l 

absolutamente en todo R Suponga que ella converge a la función y= J(x), 
+oo n 

es decir y= L ;, entonces derivando obtenemos 
n=O n. 

d +00 n-1 +00 n 
y LX LX - - -y 

dx - (n - 1)! - n! -
n=l n=O 

de manera que para cada x se tiene 

dy 
dx =Y 

cuya solución general es de la forma y = k ex, y como y(O) = 1, entonces 
k =l. Por lo tanto, y= f(x) =ex . 
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Observación 40. 
A partir del teorema 3.37 pueden obtenerse nuevas series de potencias: 

a) Si sustituimos -x por x en la parte (1) del teorema 3.37 obtenemos 

cuyo radio de convergencia sigue siendo R = 1, pues 1 - x 1 < 1. 

b) Si sustituimos 4x por x en la parte (1) del teorema 3.37 obtenemos 

+oo 1 
"'"""""4nxn = --­
~ l-4x 
n = O 

1 
cuyo radio de convergencia es R = 4, pues l4xl < l. 

c) Si en la parte (1) del teorema 3.37 integramos obtenemos 

es decir, 

l
x 1 +oo Xn 

--dt- -º 1 -t -Ln' 
n=O 

+oo 1 
- ln(l - x) = L- xn, cuando lxl <l. 

n 
n=O 

+oo 1 
d) Si en 1) derivamos, obtenemos L nxn-l = (l _ x) 2 para todo lxl < 1 o, 

n = l 
+oo 1 

equivalentemente, ~(n + l)xn = (l _ x) 2 para Jxl <l. 

e) Si en la parte 2) del teorema 3.37 reemplazamos x 2 por x, obtenemos 

para todo x E IR . 

+00 2n 

"'"""""~- x2 ~ '-e' n. 
n=O 
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Ejemplo 278. Halle la suma de la siguiente serie ~ ( ~ 1 in ( n; 1) xn. 

Solución 
La serie dada puede ser reescrita como 

+oo + l +oo 
L(-l)nn4n xn=L(n+l)(-¡)n 
n=O n=OO 

. +oo 1 
Por otro lado, se sabe que la sene ~ xn converge absolutamente a -- en 

L.,; l-x 
n=O 

lxl < 1, es decir, 
+oo 1 
~xn=-
L.,; l-x' 
n=O 

entonces por el teorema 3.36 podemos derivar esta serie obteniendo 

+oo 1 
Lnxn-l = 

n=l 

de manera equivalente, 
+oo 1 
L(n + 1) xn = 

n=O 
Por lo tanto, usando esta última relación tenemos que 

+oo 1 
L(n + 1) ( -¡) n = x 

n=O (1+4) 

para 1-¡ 1 si y solo si lxl < 4. 

+oo n 

Ejemplo 279. Halle la suma de la serie L ~ 
n n=l 

Solución 
1 

Sea Cn = - , entonces 
n 

R 1/ 1 Cn 1 l/ n + 1 = im -- = im--=1, 
n Cn+l n n 

entonces la serie converge absolutamente a una función f (x) para lxl < 1, es decir 

+oo n 

L ~ = f(x), para cada lxl <l. 
n 

n=l 
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Luego, del teorema 3.36, podemos derivar término a término 

+oo +oo 
f '(x) = '""xn-l = '""xn = -

1
-, x E) - 1, 1(, 

L L l-x 
n=l n=O 

1 
de esta manera f(x) es una antiderivada de --, es decir, 

l-x 

J(x) = - ln(l - x) +e 

y como j(O) =O se tiene que C =O, entonces J(x) = - ln(l - x) para lxl < l. 

+oo 
Ejemplo 280. Exprese la suma de la serie L _n_ xn en términos de funciones 

n=l n + 1 
+oo 

elementales para O< lxl < 1 y calcule la serie numérica~ (n +nl)
2

n 

Solución 

+oo +oo +oo l +oo l +oo l 
L _n_ xn = L xn - L -- xn = L xn+l - - L -- xn+l 

n+l n+l x n+l 
n=l n=l n=l n=O n=O 

Por otro lado, se sabe que 

+oo 1 
'""xn - -- para cada lxl < 1, 
L l-x 
n=O 

entonces integrando obtenemos 

+oo 1 
L n + 

1 
xn+l = - ln(l - x), para cada lxl < 1, 

n=O 

reemplazando esto en la expresión anterior resulta 

+oo 
L-n- xn = _x_ + ~ ln(l - x), 

n+l l-x x 
n = l 

1 
particularmente si x = 2 obtenemos 

+oo 

'"" ( n ) = 1 - 2 ln 2. L n + 1 2n 
n=l . 
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00 

Ejemplo 281. Si f(x) = ln(l + x), halle la serie de potencias Len xn tal que 
n=O 

00 

f(x) = L Cn xn. 
n=O 

Solución 
Se sabe que 

' 1 1 00 f (x) = - - '°""'( l)n n 1 +X - 1 - (-x) = Lt - X , X E] - 1; 1(. 
n=O 

Integrando respecto a x obtenemos 

¡x oo ( l)n oo ( )n-1 
J(x) = J'(t) dt = L--- xn+I = '°""' -1 xn. 

o n+l Lt n n=O n=O 

+00 2n 

Ejemplo 282. Demuestre que L ( x \ = (x+l) ln(l+x)+(l-x) ln(l-x), 
n 2n-1 

n=l 
para cada lxl < l. 
Solución 
Busquemos primero el radio de convergencia de esta serie. 

1 
Como en+ 1 = ( ) (2 ) , entonces 

n+l n+l 

R=lím1~1=l, 
n Cn+I 

luego, la serie converge absolutamente en el intervalo ]-1;1 [. Supongamos que 
f ( x) sea la suma de esta serie, esto es 

+oo 
f(x) = L-x2n 

n=O 

Del teorema 3.36 esta serie puede derivarse e integrarse término a término y su 
intervalo de convergencia no cambia, de esta manera 

+00 2 2n-l 

f ' ( x) = L "'~ -i , si 1x1 < 1 
n=l 

y volviendo a derivar obtenemos 

+oo +oo 2 
f"(x) = ¿2x2n-2 = ¿2(x2r = 1- x2' si !xi< 1 

n=l n=O 
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Al integrar esta última relación tenemos que 

l
x 2 

f '(x) = --
2 

dt = ln(l + x) - ln(l - x) 
o 1 - t 

e integrando esa expresión resulta que 

f(x) = lx ~n(l+x)-ln(l-x)] dx = (x+l) ln(x+l)+(l-x) ln(l-x), para cada lxl < 

1 . . 12 ln ( 1 + X) . , . EJemplo 283. Exprese la mtegral dx como una sene numenca. 
O X 

Solución 
d 1 +oo 

Sea f(x) = ln(l + x), entonces -f(x) = -- = ~(-l)n xn para lx l < 1, 
dx 1 + X L._¡ 

n = O 
integrando esta últ ima expresión result a 

+oo (- i r 
f (x ) = ~ (n + 1) xnH 

Luego, 

1 1 +oo r 2 ln ( 1 + X) dx = r 2 L ( -1 r xn 
} o X } o n =O ( n + 1) 

- +oo (- l )n xn+l I~ 
- ~ ( n + 1 )2 x =O 

= +oo (-l)n (!) n+l 

~ (n+1)2 2 

+00 4n-1 
Ej e mplo 284 . Halle la suma de la serie L ( -1 r X 4n . 

n=l 
Solución 
Aplicamos el criterio del cociente para hallar su radio de convergencia 

L = lím lan+il = lím 1 (-1r+i x4n+31 I 4n 1 = lxl4 
n lanl n 4(n + 1) (-l)nx4n-I ' 

es decir la serie es convergente si lxl < l. Suponga que f sea su suma, esto es 

+00 4n-1 
f( x ) = L (-It _x _, para lx l < 1, 

4n 
n=l 
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entonces 

Luego, 

Integrando 

entonces, 

+00 4n 
x f(x) = L (-l)n:n, para cada !xi <l. 

n=l 

d +oo 
dx (x f(x)) = L (-l)n x4n-1 

n=l 
+oo 

= -x3 L (-x4)n-I 
n=l 
+oo 

= - x3 L (- x4r 
n=O 
x3 

- 1 + x4 · 

x f( x ) = ---dt = - ln( l + x
4

) ¡X t3 · 

o 1 + t4 4 ' 

f(x) = 
ln (l + x4

) 

4x 

Series de Potencias 

Desarrollo de una función en series de potencias 

En la sección anterior se ha visto que si R > O es el radio de convergencia de 
+oo 

una serie de potencias L cn(x-xor, entonces ella converge absolutamente en el 
n=O 

intervalo 
IR(xo) =]xo - R; xo + R [, es decir 

+oo 
f(x) = L Cn (x - xo)n 

n=O 

Luego, por el teorema 3.36 podemos derivar la expresión anterior resultando 

+oo 
¡(I)(x) = L nen (x - xor-1 , 

n=l 
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de manera que ¡{l)(xo) = c1. 
Volviendo a derivar la serie obtenida resulta 

+oo 
f( 2)(x) = L n (n - 1) Cn (x - xo)n-2, 

n=2 

entonces, j(2) (xo) = 2! c2. 

Nuevamente derivando esta nueva serie se obtiene 

+oo 
¡(3)(x) = L n (n - 1) (n - 2) Cn (x - xor-3 , 

n=3 

entonces, ¡(3) (xo) = 3! c2. 

Procediendo de manera inductiva se obtiene que ¡(n) (xo) = n! en, es decir 

Cn = 
J(n) (xo) 

n! 

De esta manera, la serie de potencias dada puede ser escrita de la forma 

+oo ¡(n) ( ) L ,xº (x - xar. 
n. 

n=O 

En esta sección nos planteamos el problema inverso, es decir, dada una fun­
ción, ¿en qué casos existe una serie de potencias cuya suma sea la función dada? 

Sea f una función que tiene derivada de todos los ordenes en el punto x0 . Se 
llama series de Taylor de f en xo a las series de potencias definida por 

+oo ¡ (n) ( ) L ,xº (x - xar. 
n=O n. 

Particularmente, si xo = O, las series de Taylor obtenidas 

reciben también el nombre de series de Maclaurin. 

Observe que la sucesión de sumas parciales de esta serie de potencias es la 
sucesión ( Pn ( x) )n, definida por 

f {l) (xo) f (2)(xo) 2 ¡(n)(xo) 
Pn(x) = f(xo) + l! (x - xo) + 

21 
(x - xo ) + · · · + n! (x - xot, 
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donde Pn(x) es un polinomio de grado n y es llamado polinomio de Taylor de 
grado n para f alrededor del punto xo. 

Ejemplo 285. Halle la serie de Taylor de f(x) = ex alrededor de cero. 
Solución 
Si f(x) =ex, entonces ¡ (n)(x) = ex, luego ¡(n)(Q) =l. De esta manera, la serie 
de Taylor asociada a f alrededor del punto x = O es 

+oo ¡(n) (O) n +oo Xn 
L ' X =L-,. 
n=O n. n=O n. 

Luego, si en = ~, entonces R = lím 1~ 1 = +oo, es decir la serie de Taylor 
n. n Cn+I 

asociada a f alrededor del punto x =O converge para todo x E IR. 
¿Hacia dónde converge esta función? el siguiente teorema brinda condiciones sufi­
cientes para garantizar cuando la serie de Taylor asociada a una función converge 
dicha función. 

Teorema 3.38. Sea f de clase 0 00 3 en IR(xo) =]xo - R; xo + R [, para algún 
R > O, entonces 

oo ¡(n) ( xo) 
f(x) = L ' (x - xor, con X E IR(xo), 

n. n=O 

si y solo si para cada x E IR(xo) se cumple que límRn(x) =O, donde Rn(x) es 
n 

el resto de la fórmula de Taylor definido por 

j(n+I)(z)(x - xor+l 
Rn(x) = f (x) - Pn(x) = / )l , para algún z entre x y xo. 

n+ 1. 

Ejemplo 286. Demuestre que la serie de Taylor asociada a la función f(x) = é 
alrededor del punto cero converge a f ( x). 
Solución 
En efecto, en el ejemplo anterior se ha visto que la serie de Taylor asociada a f 

+oo n 

es¿;. 
n. n=O 

El resto de la fórmula de Taylor es 

¡(n+I)(z) 
Rn(x) = ( )' xn+I, para algún z entre x y O. 

n+ 1. 

3 Sea I un intervalo abierto. Diremos que una función f : I e lR --t lR es de clase C 00 sobre 
I si sus derivadas parciales de todos los órdenes existen y son continuas sobre J. 

348 



Pontificia Universidad Católica del Perú Series de Potencias 

Luego, 

donde K es una cota superior de ez. 
+oo 1 ¡n+l 

Entonces, demostrar que lím Rn ( x) = O se reduce a probar que la serie ¿ ( x ) 
1 n n=O n + 1 . 

lxln+l 
sea convergente, pues en tal caso se tiene que lím ( )' =O. 

n n+ 1. 
+oo lxln+l 

Demostraremos que la serie ~ (n + l)! es convergente, en efecto, sea 

lxln+l 
an = (n + l)! , entonces 

L = lím 1 ªn+ 1 
1 = lím _El = O < 1, 

n an n n + 2 

luego, del criterio del cociente, resulta que la serie converge para cualquier x E R 

Ejemplo 287. Halle la serie de Taylor de la función f(x) = cosx alrededor del 
punto cero y pruebe que converge a f. 
Solución 
Se sabe que la función fes de clase C 00 sobre IR, además se cumple 

¡ (o) (x) = cos x, 

¡(l)(x) = - senx, 

j ( 2) (X) = - COS X, 

¡(3)(x) = senx, 

¡(4)(x) = cosx, 

¡(5)(x) = - senx, 

En general, 

entonces 

entonces 

entonces 

entonces 

entonces 

entonces 

cosx, 
- senx, 
- cosx, 
senx, 
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entonces 

{ 

1, 

¡Cn\x) = O, 
-1, 
o, 

Luego, la serie de Taylor asociada a f es 

n = 4k 
n = 4k + 1 
n = 4k + 2 
n = 4k + 3 

Series de Potencias 

~ ¡Cn) (O) xn = f (O) + ¡(1) (O)x + ¡(2) (O) x2 + j(3) (O) x3 + j(4) (O) x4 + ... 
L.,¡ n! 2! 3! 4! 
n=O 

2 
= 1- ~ + x

4 
x6 

2
1 --. 4! -6, +··· 

+oo . 
= ¿ (~1)~2n 

n=O 

Ahora veamos si esta serie converge a la función f ( x) = cos x. Según el teorema 
3.38, bastará probar que límRn(x) =O, siendo Rn(x) el resto de la fórmula de 

n 
Taylor, esto es 

¡(n+l) (z) 
Rn(x) = / . .. \ 

1 
xn+l, para algún z entre x y O. 

En efecto, 

lf(n+l) ( ) 1 1 ¡n+l 
IR (x)I = z jx¡n+l < x . 

n (n + 1)! - (n + 1)! 

+oo jx¡n+l 
En el ejemplo anterior ya se demostró que la serie L ( ) 

1 
converge, por 

n+ 1. 
n=O 

lo tanto límRn(x) =O. Luego, 
n 

+oo 
cosx = ¿ (-l)x2n 

n=O 

Ejemplo 288. 

x 3 -1 
a) Halle la serie de Taylor de la función --2 - centrada en l. 

+oo ( 1r 
b) Calcule la suma de la serie L n -

n=l 
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Solución 

a) Como 

X3 - 1 = X - _!_ = X + ..!!:.._ (!) 
x 2 x 2 dx x 

y 

1 1 +oo 
- = = L(-1r(x - l)n, 
X 1 + (X - 1) n=O 

de manera que al derivar esta expresión resulta 

d ( 1) 1 ~ ( )n( )n.-1 - - = -- = ~ n -l x- l , 
dx x x2 

n.=l 

luego, sumando x en ambos miembros de la igualdad anterior se tiene 

1 
x- ­

x2 

+oo 
L n(-lr(x - 1yn-1 +(-1+2(x - 1)) + X 
n=3 

+oo 
L n(-1r(x - 1r-1 +2(x -1) + (x -1) 
n=3 

+oo 
L n(-l)n(x - 1r-1 + 3(x - 1). 
n=3 

3 
b) Haciendo x = 2 en el resultado obtenido en la parte a) resulta 

4 +oo (l)n-1 
-9= Ln(-1t 2 

n=l 

Otra forma: f (x) =X - _!_ 
x2 
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Obteniendo las derivadas sucesivas de f, 

¡(l)(x) = 1 + (-1)(2)2x-3 , 

¡(2)(x) = (-1)(3)2 · 3x-4 , 

¡(3) (x) = (-1)(3)2 · 3 · 4x-5 , 

entonces 

entonces 

entonces 

¡(1)(1) = 3 

¡(2)(1) = -6 

¡(3)(1) = -256 
81 

¡(n)(x) = (-l)(n)(n+ 1)! 
xn+2 , entonces ¡(n)(l) = (-l)(n+l\n + 1)! 

Luego, la serie de Taylor asociada a la función f viene dada por 

+oo (n)( ) 
3(x-l)+¿ 1 ,

1 
(x-1r. 

n. n=2 

Ejemplo 289. Exprese la función f(x) = - e dt en series de potencias l
x 1 -t2 

o t 
y halle el radio de convergencia. 
Solución 
Se sabe que 

+oo n 
X ~X e = ¿ -

1 
, , para cada x E JR. 

n. 
n=O 

Particularmente si x = t2 obtenemos 

Luego, 

entonces 

+oo t2n 
e-t2 = ~(-l)n-, . 

¿ n. 
n=O 

+oo t2n 
1 - e-t2 = L(-1r-;!, 

n=l 

lx ( 1 -t
2

) lx (+oo 2n) +oo 2n f(x)= -e dt= L(- 1r+i_t dt=L(-l)n+i_x_. 
o t o n! (2n)n! n=l n=l 

2 
Ejemplo 290. Desarrolle en series de potencias de x la función t + ~3 y de-

1 - x 
termine su radio de convergencia. 
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Solución 
Descomponiendo la función en fracciones, 

x 2 +X 1 3 2 
=-------

(l-x)3 x-l (x-1)2 (x - 1)3 

y usando propiedades de las series geométricas tenemos: 

. 1 +oo 
f(x) = -- = ~ xn para cada lxl < 1, 

l-x L.J 
n=O 

entonces 
3 +oo +oo 

-3J'(x) = (l - x) 2 = ~ nxn-l = -3 2o(n + l)xn 

2 +oo 
- (x _ l)3 = - J"(x) = - ~(n + l)(n + 2)xn. 

Sumando estas tres expresiones obtenemos 

2 +oo 
x + x ~ 2 n 

(1 - x)3 = L.J n x ' 
n=O 

para cada lxl < l. 

3 
Ejemplo 291. Desarrolle en series de potencias la función f(x) = ( )( ) 

1- X 1+2x 
Solución 
Desarrollando la función en fracciones simples tenemos 

1 2 
f (X) = 1 - X + 1 + 2x' 

como 
1 +oo 
-- ~xn 
l-x L.J 

n=O 
y 

+oo 
_1_ - 1 - ~(-l)n2nxn 
1 + 2x - 1 - ( - 2x) - f='o ' 

obtenemos 
+oo 

J (x ) = L [1 + (- l )n2n] xn. 
n=O 
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x2 
Ejemplo 292. Represente la función f(x) = --

3 
mediante series de potencias 

5 + x 
e indicar el intervalo de convergencia correspondiente. 
Solución 

00 

Sea g(x) = L xn. Esta serie es absolutamente convergente para lxl < 1, es decir, 
n=O 

Luego, 

1 
g(x)=l-x' lxl<L 

x2 x2 x2 x3 
f ( x) = 5 + x3 = [ ( x3 \ 1 = 5 g ( - S) 

5 1- --
~ 

2 +oo ( 3)n +00 3n+2 
~ L - ~ = L(-l)n~n+l 

n=O n=O 

y es convergente para 1- ~
3

1 < 1, esto es lx l < ij5. 

Solución de ecuaciones diferenciales usando series de 
potencias 

El hecho que una función tenga un desarrollo en series de potencias puede 
ser utilizado para hallar soluciones formales o convergentes de ecuaciones dife­
renciales, tal como se muestra en los siguientes ejemplos. 

Ejemplo 293. Resuelva, usando series de potencias, la ecuación diferencial 
y"+ y =o. 
Solución 
Supongamos que la solución tiene un desarrollo en series de potencias, esto es, 

entonces 

+oo 
y= J(x) = Lcnxn, 

+oo 
y'= L ncnxn-l, 

n=l 

n=O 

+oo 
y"= Ln(n- l)enxn-2. 

n=2 

Luego, como y( x) es solución de la ecuación diferencial, debe satisfacerla, esto es 

+oo +oo 
L n( n - 1) Cn xn-2 + L Cn xn = O. 
n=2 n=O 
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Para obtener la serie nula e igualar cada uno de los coeficientes a cero escribimos 

es decir, 

Luego, 

Así por ejemplo, 

+oo +oo 
L(n + 2)(n + l)cn+2 xn + L Cn xn =O, 
n=O n=O 

+oo 
L [(n + 2)(n + l)cn+2 +en] xn =O. 
n=O 

( n + 2) ( n + 1) Cn+ 2 + Cn = O para n E N+ . 

paran= O: 

paran= 1 : 

paran= 2: 

paran= 3: 

ca 
C2 = --

2! 
c1 

C3 = --
3! 

C2 CQ 
C4 = --- = -

3. 4 4! 
C3 C1 

C5 = --- = -
4 . 5 5! 

(-l)nco 
En general, podemos escribir c2n = expresión que corresponde a los 

(2n)! ' 
(-l)nc1 

coeficientes de las potencias pares y c2n+1 = (
2
n + 

1
) ! , expresión que corre-

sponde a los coeficientes de las potencias impares. 
Luego, el desarrollo en series de potencias de la solución de la ecuación diferencial 
dada se puede escribir como 

+oo ( -1 )nx2n +oo ( -1 rx2n+l 

y = co ~ (2n) ! + ci ~ (2n + 1) ! 

Escrita de esta forma podemos concluir que cualquier solución de la ecuación 
diferencial dada es una combinación de las funciones fo y Ji cuyos desarrollos en 
serie hemos encontrado, es decir, 

y = cofo + cif1. 

A continuación, a manera de ejemplo, determinaremos el radio de convergencia 
de la serie de potencias correspondiente a la función fo, para ello usaremos el 
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teorema 3.35, 

R=lím1~1 
n Cn+ l 

(-ir 

= lím 1 (2n)! 
n (-l)n+l 

[2(n + l)]! 
= lím(2n + 2)(2n + 1) 

n 

= +oo, 

+oo (-1rx2n 
es decir, fo(x) = ~ (

2
n)! para cada x E R Del ejemplo 287 tenemos que 

fo= cos(x). Similarmente, se prueba que fi(x) = senx. Es decir, la solución de la 
ecuación diferencial es y(x) = co sen x + c1 cos x, lo cual encaja con el estudio de 
ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y coeficientes constantes que 
se ha estudiado en cursos anteriores 4 . 

Observación 41. 

1) La base de este método de resolución de ecuaciones diferenciales ordina­
rias es suponer que la solución tiene un desarrollo en series de potencias 
que coincida con ella. Si en la ecuación diferencial x2 y' + 1 = O asumi­
mos que la solución tiene un desarrollo en series de potencias de la forma 

+oo 
y = L Cn xn llegamos a un absurdo. Lo cual no quiere decir que la ecuación 

n = O 
1 

diferencial no tenga solución en una vecindad de cero, de hecho y = - es 
X 

solución. 

2) No siempre el desarrollo en series de potencias de una función coincide con 
ella en un intervalo. Por ejemplo, la función 

f(x) = { e-
0

-!> Si X> Ü 

si X '.S Ü 

+oo ¡(n) (O) 
tiene como desarrollo en series de potencias L 

1 
xn y sin embargo 

estas expresiones solo coinciden en el cero. 
4Ver [1] 
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3) El siguiente ejemplo muestra que la solución de una ecuación diferencial 
obtenida por medio de series de potencias puede ser formal, es decir, no 
converger en un intervalo abierto. 
La solución de la ecuación x2 y 11 +(3x-l) y' +y= O como series de potencias 

+oo 
es y= ¿ n! xn la cual solo converge en x =O. Luego, si la ecuación tiene 

n=O 
solución ésta no tiene un desarrollo en series de potencias alrededor de cero. 

El siguiente teorema establece bajo qué condiciones las soluciones de ecua­
ciones diferenciales lineales de segundo orden obtenidas por medio de series de 
potencias son convergentes. 

Teorema 3.39. 

Sea xo un punto regular 5 

y11 + P(x)y' + Q(x)y =O, (3.4) 

y sean c0 y c1 constantes arbitrarias, entonces 

a) Existe una única función analítica 6 de la ecuación diferencial en x0 que es 
solución de la ecuación y que satisface las condiciones iniciales y(xo) = co 
y y'(xo) =e¡. 

b) Si los desarrollos en series de potencias de los coeficientes P ( x) y Q ( x) tienen 
un radio de convergencia R alrededor del punto xo, entonces el desarrollo 
en series de potencias de la solución tiene el mismo radio de convergencia. 

Ejemplo 294. Resuelva la ecuación diferencial y 11 + x y' - 2y = O, donde 
y(O) = o, y I (O) = l. 
Solución 
Como O es un punto regular de la ecuación diferencial dada, es decir las funciones 
P(x) = x y Q(x) = -2 tienen un desarrollo en series de potencias alrededor del 
punto O, entonces por teorema 3.39 ella admite solución de la forma 

+oo 
y(x) = L Cn xn, 

n=O 

5 Punto regular de una ecuación diferencial ordinaria lineal de segundo orden: Se llama así a 
un punto para el que las funciones P(x) y Q(x) admiten un desarrollo en series de potencias 
convergente alrededor de dicho punto. 

6 Función analítica en xo: Diremos que una función fes analítica en xo si admiten un desarrollo 
en series de potencias convergente alrededor de x 0 . 
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entonces 
+oo +oo 

y'(x) = ¿ nenxn- 1, y"(x) = L n(n - l)cn xn- 2
, 

n= l n=2 

luego como y(x) es solución de la ecuación diferencial ordinaria, ella debe satis­
facerla, esto es 

+oo +oo oo 
L n(n - l)Cn xn-2 + L nen xn + L Cn xn =O 
n=2 n= l n=O 

Uniformizando los exponentes de x obtenemos: 

+oo +oo +oo 
L(n + 2)(n + l)cn+2 xn + L n Cn xn + L Cn xn =O 
n=O n=l n=O 

y uniformizando el primer valor que toma el índice n obtenemos: 

+oo 
(2c2 - 2co) + L [(n + 2)(n + l)cn+2 + n Cn - 2cn] xn =O. 

n=l 

Luego, por el principio de identidad obtenemos, 

c2 = co, 
(2-n)cn 

Cn+2 = (n+l)(n+2)' 
para todo n ~ l. 

Como y(O) = co = O, entonces y'(x) = c1 + 2c2x + 3c3x2 + ... O, de donde se 
obtiene que y' (O) = c1 = l. Por lo tanto, la solución pedida es 

( 
x3 5 7 

Y x) = x + - _ ~ + 3x 3 · 5 x
9 

. 5! 7! - ~· + .... 31 -

Ejemplo 295. Resuelva la ecuación diferencial y" - 2x2 y = O, con condiciones 
iniciales y(O) = 1, y' (O) = 2. 
Solución 
Como O es un punto regular de la ecuación diferencial dada, es decir las funciones 
P(x) = -2x2 y Q(x) = O tienen un desarrollo en series de potencias alrededor 
del punto O, entonces por teorema 3.39 ella admite solución de la forma 

+oo 
y(x) = L Cn xn, 

n=O 

entonces 
+oo +oo 

y'(x) = L ncnxn-l, y"(x) = L n(n - l)cn xn-2 , 

n=l n=2 
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1 u ego como y ( x) es solución de la ecuación diferencial ordinaria, ella de be satis­
facer la, esto es 

+oo +oo 
L n(n - l)cn xn-2 - L 2 Cn xn+2 =O 

n=2 n =O 

Uniformizando los exponentes de x obtenemos: 

+oo +oo 
L(n + 2)(n + l)cn+2 xn - L 2 Cn-2 xn =O 
n=O n=2 

y uniformizando el primer valor que toma el índice n obtenemos: 

+oo 
2c2 + 6c3 x + L [(n + 2)(n + l)cn+2 - 2cn-2] xn = O. 

n=2 

Luego, por el principio de identidad obtenemos, 

2cn-2 
Cn+2 = (n + l)(n + 2), para todo n 2: 2. 

De las condiciones dadas tenemos que y(O) = ca = 1 y y' (O) = c1 = 2. Luego, al 
sustituir en la fórmula recursiva obtenemos, 

1 
C4 = 6' 

1 
C5 = 5' C5 = C7 = Ü, 

1 
es = 168' 

Por lo tanto, la solución pedida es 

1 4 1 6 y(x) = 1+ 2x + - x + - x + · · · . 
6 168 
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Ejercicios: Sección 3.5 

l. Encuentre la serie de potencia para f ' ( x) y lx f ( t) dt en cada caso. 

+oo 
a) J(x) = ¿ x2n 

n=l 

+oo n 

c) f(x) = L ~3 
n=l 

+oo Xn 

b) f ( x) = L ln n 
n=l 

+oo 2n 
d) f(x) = L--;; xn 

n=l 

2. Encuentre una serie de potencias de x para cada una de las siguientes 
funciones determinando su radio de convergencia. 

1 
a) f(x) = 

J. -¡-

1 
b) f(x) = --

2 l-x 
c) f(x) = arctan(3x) 

d) f(x) = ln(l - 2x2 ) 

e) f(x) = e-3x 

f) J(x)= ~dt 1
x t 1 

o t 

x2 
g) f (x) = (1 + 2x2)2 

h) f(x) = lx te'' dt 

3. Encuentre el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de 
potencias. 

+oo 
a) ¿[(-l)n + 3r xn 

n=l 

+oo 1. 3 ... (2n - 1) (2x - l)n 
c) L (n+ 1)! 

n=l 

+oo 
~ n n 

d) L.,¡ en-l x 
n=l 

+oo n2 

b) L(i+~) xn 
n=l 

4. Halle el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias. 

+oo 
a) ; In ( n : 1) xn +oo (2n+l) (x-1r 

c) L n2(n + 1) 2 
n=l 

+oo 3 

b) L !!__ xn 
n=l n! 

+oo n n 

d)L(lnn)nx 
n=l 
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5. Analice el valor de verdad de las siguientes proposiciones justificando su 
respuesta. 

+oo 
i) Si lím an =O, entonces la serie L an es convergente. 

n 
n=l 

+oo 
ii) Si la serie L an xn diverge para x = 7, entonces también ·diverge para 

n=l 
X= 10. 

+oo +oo 
iii) Si la serie L an diverge, entonces la serie L lan 1 también diverge. 

n=l n=l 

+oo 
iv) Si an > O para todo n E N y la serie L an converge, entonces la serie 

n=l 
+oo 
¿ ( -1 r ªn también converge. 
n=l 

6. Halle la serie de Taylor asociada a las siguientes funciones alrededor del 
punto x = O y analice para qué valores de x dicha serie converge hacia f. 

a) f ( x) = x2 cos x d) f(x) = e-3x 

b) f(x) = ln(l - x2
) 

x2 

c) f ( x) = 1 + 4x 

e) f ( x) = sen x 

f) f (x) = arctan x 

+oo 
7. Suponga que la serie de potencias L an(x - 2r converge en x = 2 y 

n=O 
diverge en x = 6. Analice el valor de verdad de las siguientes afirmaciones, 
justificando su respuesta. 

i) La serie converge en x = l. 

ii) La serie diverge en x = -3. 

8. Escriba la serie de potencias para las siguientes funciones. 
1 

a) J(x) = ln(x + a), siendo a> O d) f(x) = (l + x) 2 

b) f(x) = lnJ
1 

+ x 
1-x 

c) f(x) = arctanx 
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e) f(x) = ln(l + x + x2
) 

X 
f) f(x)- --­

- 1 + X - 2x2 
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9. Si f(x) = ¡x ln(l + t) dt, halle la serie de potencias de x de la función 
lo t 

f ( x) indicando su radio de convergencia. 

10. Halle el dominio de convergencia de las siguientes series de potencias. 
+oo 1 +oo (3 4)n 

a) L~xn d) L x+ 
nn J3n + 4 

n = l n = l 

+oo 1 

b)L n. (x + lt 
2n+ 1 

n = l 

+oo 1 
c) L ( -1 r , . - , . xn 

n=l 

+oo 
e) L 1. 3. 5 ... ~~n - 1! xn 

n=l 

+oo 1 
f) L(-lt ,_ -~ xn 

n=2 

11. Halle el conjunto más grande donde la serie de potencias ~ 3: (2x + 1)"' 
n 

n=l 
resulta ser convergente. 

12. Usando series de potencias en x, halle la solución de la ecuación diferencial, 

(x2 
- l)y" - 6xy' + 12y =O, y(O) = 1, y'(O) = 1 

13. Usando series de potencias en x, halle la solución del problema de valores 
iniciales 

2y" - y'+ (x + l)y =O, y(O) =O, y'(O) = 1 

De como respuesta la fórmula recursiva satisfecha por los coeficientes de la 
serie de potencias solución y los valores de sus cinco primeros términos. 

14. Usando series de potencias en x, halle la solución de la ecuación diferencial 
ordinaria y" - 2y' + 2y - x, sujeta a las condiciones iniciales 
y(O) = 1, y' (O) = 1 

15. Dada la ecuación diferencial 

y"(x) - (x + l)y'(x) + x2 y(x) =O, y(O) = ~' y'(O) = 2 

a) Encuentre la fórmula recursiva que satisfacen los coeficientes de la serie 
asociada a la solución de la ecuación diferencial dada. 

b) Halle la solución de la ecuación diferencial exhibiendo sus seis primeros 
términos. 
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Solución a los ejercicios impares 

Cap.l:Integrales de línea 

Sección 1.1: Conceptos previos 

1) x = 2 + 2cost, y= 2 - 2cost, z = 2J2 sent, t E [O; 27r] 

3) x = yScost, y= sent, z = 2 sent, t E [0;27r] 

5) x = cos t, y= sen t, z = 1 - cos t - sen t, t E [O; 2~] 

{ 
x2 + y2 = 9 

5) z = o 

7) x = cost, y= sent, z = 1- cost - sent, t E [0;27r]. La curva es 
regular. 

1 1 1 1 1 
9) x = V2 cost, y = - 2 + 2 sent, z = 2 + 2sent, t E [0;27r] 

Sección 1.2: Integrales de línea de campos escalares 

1) 
5 1 

a) -VIO- -
27 54 

3 
e) 2 vTI 

Y5 3) 2 arctan(4n) 

4 
5) M = 2kn, x = - , y = O 

7r 

7) 32 V2 - ~ 
5 5 

9) 4 

11) 7r 

e) 3J35 

VI4 6 g) -(e -1) 
12 . 
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i) ~ 66,713 

k) 24JI4 

m) 540 7r4 



Sección 1.3: Integrales de línea de campos vectoriales 

e41T" -1 
1) -

e4. 

3) -92 
3 

8 
5) -(J2-1) 

3 

7) o 

9) -2J27f 

11) -2 

Sección 1.4: Teoremas fundamentales 

1) a) Fes conservativo en JR2
. f (x; y) = x3 y+ C 

- 1 c) Fes conservativo en JR2
. 2(x2 + y2

) + C 

e) F no es conservativo. 

g) Fes conservativo en JR3
. f(x; y; z) = x z2 + x + 2 y z + C 

i) F no es conservativo. 

k) Fes conservativo en JR3 . f (x; y; z) = x 2 y z - cos x + C 

3) a) Es independiente del camino de integración. 25 sen(l) + 1 

c) Es independiente del camino de integración. I = 
2
; 

e) Es independiente del camino de integración. I = 2e + e-2 

5) a) F es conservativo en JR3 

7) a) -16 

44 
9) - - 7f 

15 

11) e2 _ 1 
2 

13) 3 ln 2 

15) b) ln23 

1 
b) 5(l+J2) 
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17) b) f(x;y;z) = yexz + z +e e) o 

Sección 1.5: Teorema de Green 

1) 1 

3) 96 7f 

7 
5) - ln4 

6 

7) a) 2 

3 
9) 2 7r 

11) 27r - 4 

13) are sen ( ~) 

15) a) 27r 

1 7) 7r2 - 7f + 2 

7f 5 
19) ¡ + 6 

47í V3 
21) 3 + 2 

e) O 
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b)O 

1 
e)-

12 



Cap.2: Integrales de Superficies 

Sección 2.3: Superficies regulares 

1) a) z = x2 + y2
, es un paraboloide. 

c) z = ~'es un plano. 

e) x2 + y2 + z2 = 4, es una esfera de radio 2. 

3) Es una superficie paramétrica diferenciable en JR2 y es regular en todo JR2
, 

excepto en el conjunto {(O;v): v E JR}. 

5) z = 2x - l. 

7) La superficie admite plano tangente, y su ecuación es y+ z = V: 
9) a) r( u; V) = (U V; U 

2 
V + V; 4 - 4 V + U V + u2 

V), -1 ~ U ~ 1, Ü ~ V ~ 1 

b) Ñ(u;v) = (u2 
- lOu -1; (u2 + 4)v; (1- u2 )v) 

Sección 2 .4: Área de superficies 

1) 2na(a-b) 

3) 21í [ ~y'2 +In e +
2 
y'5 rJ 

5) v'2 (3V3 - 1) 
6 

v'3) 7) 47r (1 - 2 

9) 16a2 

11) 27r 

7r 3 3 
13) -(172 - 52) 

6 

Sección 2.5: Integral de Superficies de campos escalares 

1) x = 0, 
a 

y = 2' 
a 

z = 4(2 - V3) 

81 
3) 2 7r 
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a 
5) z= 8 n 

7) 97r 

9) 47r 

7r [ 3 J66 1 !') ¡;:;;; ] 11) ¡ (66)2 + -
2
- - 81n(4v2 + v33) 

13) (O; O; 
2 

+
4 
J2) 

15) 167r 

Sección 2.6: Integral de superficies de campos vectoriales 

1 
1) 2 

3) 37r 

5) a) 
7 

6 

Sección 2. 7: Teorema de Stokes 

1) a) 7r 

3) 47r 

5) 367r 

9) o 

11) 67r 

13) 7r 

15) 
128 
27 

277r 
17) 2 
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5 
e) -

2 

e) O 



Sección 2.8: Teorema de la divergencia 

1) o. 

3) a) O b) o 

5) 16?r 

7) 8 

9) 
81 
-7r 
2 

11) -rr 

13) 2\!'2rr 
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Capítulo 3: Sucesiones y Series 

Sección 3.1: Sucesiones de números reales 

1) a) 
3ª ) O 2 c e) O 

3) a) 5 

5) Sí, la sucesión es decreciente. 

7) a) O 

9) a) 1 c) 1 e) 
1 
-
2 

11) a) Verdadero c) Verdadero 

Sección 3.2: Series de números reales 

1) a) La serie converge e) La serie diverge 

c) La serie converge g) La serie diverge 

3) a) Falso b) Falso 

5) a) 6 b) 
ª3 b2 
-----
l-a a-b 

9) La serie converge para valores diferentes de -1, O y 1 y su suma es ( ª ) 2 al-a 

Sección 3.3: Criterios de convergencia para series 

1) a) La serie converge 

c) La serie converge 

e) La serie converge 

g) La serie converge 

i) La serie converge 

k) La serie diverge 

m) La serie diverge 

o) La serie diverge 

3) Para O < a < 1 la serie converge. Para a 2:: 1, la serie diverge 

5) La serie converge y su suma es - ln 2 

1 
7) p = 1 y su suma es 4 

9) La serie converge 

11) La serie converge para cualquier valor de a E 1R 
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Sección 3.4: Criterios de convergencia para series: Caso general 

1) a) La serie converge condicional- g) La serie converge absoluta-
mente mente 

c) La serie converge absoluta- i) La serie converge condicional-
mente mente 

e) La p-serie converge absoluta- k) La serie converge condicional-
mente si p > 1 mente 

3) La serie converge absolutamente 

5) La serie converge absolutamente 

Sección 3. 5: Series de Potencias 
+oo . rx +oo 1 , 

l. a) f '(x) = L 2nx2n-l y Jo f(t) dt = L-- x2n+l 
n=l O n=l 2n + 1 

+oo 1 1x +oo 1 . 
e) f '(x) = L - xn-l y J(t) clt = L xn+l 

n=l n2 o n=l n3(n + 1) 

3) 
1 

b) R = ~ a) R = -
e 4 

5) i) Falso iii) Verdadero 

ii) Verdadero iv) Verdadero 

7) i) Verdadero ii) Verdadero 

+oo 
9) L (-1)n xn+l 

' 
R=l 

n=O 

11) [-2. -li 
3 '3 

1 
13) ao = O, a1 = 1, a2 = 4, 

1 1 
ªn+2 = ni ' n\ ªn+l - ni .. \ I + 2) (an + ªn-1) . 

Además, 
4 ... 

x2 x3 - 1 lx - 7xu + ... 
y(x) =X+ 4 - 24 192 640 
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