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Prélogo

Este libro es el resultado de las miltiples reuniones que los autores hemos
sostenido durante los tltimos anos motivados por mejorar el aprendizaje de
nuestros alumnos de matemadtica de los Estudios Generales Ciencias de la
Pontificia Universidad Catoélica del Perii, unidad en la hemos tenido oportu-
nidad de dictar en varias oportunidades de manera simultdnea. El resultado
de nuestras reflexiones se encuentra aqui expuesto a manera de un texto al
que le hemos conferido ciertas caracteristicas que consideramos ayudaran a los
estudiantes a comprender los conceptos propuestos y a ver las matemadticas
como una herramienta indispensable para el planteamiento y la solucién de
problemas y como via de exploracién y descubrimiento de propiedades.

Cada capitulo se inicia plantedndole al lector los objetivos de aprendizaje,
de manera que el estudiante pueda autoevaluarse.

Los conceptos son presentados como punto de partida para plantear y
resolver problemas. También pueden encontrarse como la extensién de un
concepto presentado anteriormente, para explicar los resultados obtenidos o
para definir las propiedades observadas en los ejemplos.

Los conceptos, teoremas, procedimientos y ejemplos vienen acompanados
siempre de observaciones que en algunos casos preceden la discusién, lo cual
permite enlazar los temas estudiados. En otros casos, aparecen al final del
capitulo, a fin de precisar las bondades y limitaciones de lo estudiado.

En las explicaciones a lo largo del texto, los ejemplos, las preguntas y la
interpretacién fisica y gréfica tienen un papel central, de alli nuestra preocu-
pacién por incluir una variedad importante de ejemplos desarrollados (mds
de 290), graficos y esquemas explicativos (mds de 170) y ejercicios al final de
cada seccién (mds de 365).

Hemos buscado que el texto sea completo y que permita al lector encon-
trar todas las referencias necesarias dentro del mismo libro. Por esta razén,
algunos capitulos contienen una seccién de conceptos previos o apéndices. Los



conceptos o resultados previos (teoremas) se citan al pie de pagina o bien se
hace una referencia explicita sobre dénde encontrarlos. Para facilitarlo, solo
hemos considerado una bibliografia basica.

Queremos agradecer a nuestros alumnos, pues ha sido su interés por las
matemadticas y por los conceptos alli tratados lo que nos animé a reunirnos
para elaborar la propuesta que ahora presentamos. A ellos va dirigido el es-
fuerzo y la dedicacién que hemos invertido en estos anos.

Queremos también agradecer al Decano de Estudios Generales Ciencias,
Ingeniero Miguel Piaggio, por su apoyo y a Patricia Arévalo, Directora del
Fondo Editorial de la Pontificia Universidad Catdlica del Pert por las facili-
dades brindadas para la publicacion del libro.

Estaremos atentos a las sugerencias y observaciones que los lectores nos
quieran hacer llegar.

Los autores



Capitulo 1

Integrales de linea

Objetivos de aprendizaje
Al finalizar el capitulo los alumnos:
1. Calculardn la integral de linea de campos, para ello:
a) Plantearan correctamente la integral segin el campo sea vectorial o

escalar.

b) Parametrizardn correctamente la curva tomando en cuenta su ori-
entacion.

c¢) Calculardn correctamente la integral definida de la funcién escalar cor-
respondiente a una integral de linea.

2. Emplearan correctamente el concepto de integral de linea para definir y
calcular la masa de un alambre y el trabajo realizado por un campo a lo
largo de una curva.

3. Determinaran si un campo es conservativo o no analizando condiciones nece-
sarias y suficientes.

4. Construirdn una funcién potencial para un campo conservativo a partir de
la eleccion de un camino adecuado, o bien a partir de la definicién de campo
conservativo.



5. Utilizardn correctamente el Teorema de Green, para ello:

a)

Analizaran si se cumplen las hipdtesis del teorema: verificardn si el
campo estd definido sobre una regién limitada por una curva simple
cerrada o una regién compacta, reconocera si la frontera de la regién
estd positivamente orientada y que sus derivadas parciales sean con-
tinuas en dichas regiones.

Calcularan correctamente la integral doble, correspondiente a una in-
tegral de linea, en forma iterada o aplicando una transformacién de
coordenadas.
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1.1. Conceptos previos

Curvas

Sea I un intervalo (abierto o cerrado) de R, llamaremos camino o trayec-
toria en R", para n € N*, a una funcién 7 vectorial de variable real y continua.
Simbélicamente

7: 1 — R".

En adelante:

1) La representacién grafica del vector 7(t) se hard tomando como extremo
inicial el origen de coordenadas (vector posicién 7(t)).

2) r(t) denotar4 el extremo final del vector posicién 7(t).
Observacién 1.

1. La condicién de continuidad sobre 7 se traduce, segiin n sea igual a 1 o 2,
en que la grifica ! de un camino puede realizarse de un solo trazo, en el
plano o en el espacio.

2. Diremos que una funcién 7 : I = [a;b] C R — R™ con n € NT es continua
(diferenciable) si y solo si existe una funcién 7:J =]e;d[c R — R™ con
I C J, donde ¢ o d puede ser co y con 7 continua (diferenciable) tal que
7| =7
I
Ejemplo 1. Las siguientes funciones son ejemplos de caminos:
a) 11 :[0;1] — R, 7(t)=t+1

Observe que la imagen de este camino es un segmento de recta, mientras
que su gréfica es una porcién de parabola.

Fig. 1.1 Grafica de la imagen de 7, . Fig. 1.2 Gréfica del camino 7 .

!Sea la funcién #: I C R — R™,n € N*, llamaremos grafica de 7y denotaremos por Graf(7)
al conjunto {(t;7(t)) € R"*! i 7(t) = (r1(t);--- ;7a(t)), t € I}.

3



Pontificia Universidad Catdlica del Perd Curvas

b) 7 : R — R2,  #(t) = (42 +1).

y z
1
z
y=z
Fig. 1.3 Gréfica de la imagen de 7, . Fig. 1.4 Gréfica del camino 7, .

Observe que la imagen de este camino es una parébola (ver fig. 1.3), mien-
tras que su gréfica es un subconjunto de R3. La gréfica del camino 7 puede
ser obtenida como interseccién de las gréficas del cilindro z = 22 + 1 y el
plano y = z (ver fig. 1.4).

Sea el camino 7: I — R™, llamaremos curva? I" en R™ al conjunto de puntos
{(z1;...;2n) € R" tal que (z15...52p) = 7(t)},

es decir, I' C R" es una curva si y solo si es la imagen de algiin camino.
Para denotar una curva escribiremos

1 = z1(t)
I':7(l)= -1"2 = B 5 b
In = :I:n(t)
o bien
D:7(t) = (z1(t); - s 2:(t);- - s2a(t)), t €1
0

7 (t) = z1(t)e1+- - -+zi(t)éi+ - -+zp(t)én donde e; = (0;...;0;1;0...;0) para t € I.
e, s’
i-1
En particular, para n = 3 también se suele escribir 7 (t) = z;(¢)i+ z2(t)j+ z3(t)k.
Las expresiones
zy =z1(t), -+ ,%n = Zn(?)
son llamadas ecuaciones parameétricas de I'. En adelante, si la curva I es la

imagen del camino 7 diremos que 7 es una parametrizacién de I" o simplemente
que 7 parametriza a I" .

2 . ian .
Otros libros definen como curva a la funcién y como traza a su imagen.

4



Pontificia Universidad Catdlica del Perd Curvas

Si el camino 7 es una funcién inyectiva, excepto posiblemente en los extremos
del intervalo I, diremos que I' es una curva simple.
Geométricamente, la tinica autointerseccién posible de una curva simple ocurre
cuando la imagen de los extremos del intervalo de definicién del camino coinciden.
Si 7: [a;b] — R™ para n € NT es la parametrizacién de una curva, diremos que
r(a) y r(b) son, respectivamente, el extremo inicial y el extremo final de la
curva I'.
Los siguientes dibujos son ejemplos de curvas 7 : [a;b] — R?:

(b) 4 (b)

r(a) r(a) =r(b)

Fig. 1.5 Curva simple. Fig. 1.6 Curva no simple. Fig. 1.7 Curva simple.

Ejemplo 2. Los caminos

= )] = = cost
Ty = { y = sent

T = cos2t

y = sen2t » con

0<t<2r y Fg(t)z{
0 < t < 27 son distintos como funciones. Sin embargo definen la misma cur-
va, esto es, tienen la misma imagen. Si 71(t) y 72(t) representan la posicién de
dos particulas A y B en el tiempo ¢ (segundos), entonces tendremos que ambas

particulas recorren la misma curva pero al cabo de 27 segundos la particula A
habra recorrido la mitad de lo que recorrié B.

i
U

Fig. 1.8 Curva definida por 7} y 75 .

(1;0)

Pregunta:

(Cuél de los caminos definidos en el ejemplo 2 es una parametrizacién de la
circunferencia de radio 1?7
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Observacion 2.

1. Una curva puede ser descrita por muchas parametrizaciones, por ejemplo,
la circunferencia de radio 1 y centrada en el origen de coordenadas, puede
ser descrita por cualquiera de las siguientes parametrizaciones:

xr = cost
B - L e
Tl(t) { Yy = sent ! O_t_?,ﬂ. y

= 2
‘Fg(t)={$ cos 2t ,Oﬁtg'n':—ﬂ.

y = sen2t 2
o bien por
o z = cos(nt) 2m
= < — :
ult) { y = snty) 0<t< = para n € N

Todas estas parametrizaciones tienen la misma curva como imagen. Si el
camino 7; representa la posicién de una particula P; en el tiempo t diremos
que todas las particulas P; recorren la misma curva pero a distintas veloci-
dades. Esto es fécil de ver: calcule la derivada de los caminos (velocidad) y
luego compare sus médulos (rapidez de la particula).

La misma circunferencia también puede ser parametrizada por

sen(nt)
y = cos(nt)

-ti
3
*
=

Il

=
8

|

2
Ugtg—ﬂ para n € N.
T

2. La diferencia entre estas dos familias de parametrizaciones puede verse
claramente si volvemos a interpretar los caminos 7; y 7;* como la posi-
cién de las particulas P; y P} en el tiempo t. Claramente, ambas particulas
recorren la misma curva pero en diferente sentido. Compruébelo calculando
la derivada de los caminos (vectores velocidad) y luego compare el sentido
de dichos vectores, es decir, cada parametrizacién define una orientacion de
la curva.

Ejemplo 3. La gréifica del siguiente conjunto A definido por
A={(z;y) eR?: 22 + 2 = 1yx? + 4% =4},

no es la imagen de ningin camino. Intuitivamente es claro que la gréfica co-
rrespondiente al conjunto A no puede realizarse con un solo trazo, es decir la
gréfica de la figura 1.9 no corresponde a la gréfica de ninguna curva.

Sin embargo, si las consideramos por separado tenemos dos curvas, esto quiere
decir que la unién de curvas no corresponde necesariamente a otra curva. Mas
adelante veremos bajo qué condiciones la unién de curvas define otra curva.

6
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p
\d

(1;0)  (2:0)

1/

Fig. 1.9 Gréfico del conjunto A.

Ejemplo 4. La gréfica de la curva I' parametrizada por 7,

z(t) = cos(t)
F:7(t)=4q y(t) = sen(t) , teR
By = t

se muestra en la figura 1.10 y es llamada hélice.

Fig. 1.10 Gréfico de la hélice.

Como es natural, nuestro interés se limitard al estudio de curvas de longitud
finita®. Diremos que una curva I', imagen del camino 7 : I = [a;b] — R", es ce-

rrada si y solo si r(a) = r(b). Asimismo, diremos que I" es una curva cerrada
simple si y solo si es cerrada y simple a la vez (ver figura 1.11).

En adelante, dada la parametrizacién de una curva cerrada I', diremos que la
curva estd orientada en sentido horario si la parametrizacién recorre I' en el
sentido de las agujas del reloj, caso contrario diremos que la curva estd orientada
en sentido antihorario. Ver figura 1.13.

3Longitud de curva: Si I' es una curva parametrizada por 7 : [a;b] — R", la longitud de

I' en el intervalo [a;b] se define por f: [|7(¢)|| dt. Se demuestra que la longitud de la curva es
independiente de la parametrizacién elegida.
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r(a)=r(b)

Fig. 1.11 Curva cerrada simple. Fig. 1.12 Curva cerrada no simple.

, & . i)
o / ®)
— o ) AR
LI b4

Sentido horario. Sentido antihorario.

Fig. 1.13 Orientacién de una curva cerrada.

Veamos algunos ejemplos para aclarar los conceptos que hemos definido an-
teriormente.

z(t) = 2cost JeBng
y(t) = 2sent

un camino, la curva correspondiente es una circunferencia de radio 2 centrada en
el origen de coordenadas.

Note que 7 también puede escribirse en la forma

Ejemplo 5. La funcién 7 : [0;2r] — R? con 7(t) = {

7(t) = (2cost)i+ (2sent)j

donde i = (1;0) y j = (0;1). Desde este punto de vista I es el conjunto de puntos
descritos por los extremos finales de los vectores posicién 4 7(¢). La orientacién
definida por esta parametrizacién puede ser obtenida tabulando distintos valores
para t. En este caso, la orientacién es antihoraria.

any
"

Fig. 1.14 Gréfica de I.

“Vector posicién de un punto P: Se llama asi a un vector con extremo inicial el origen de

coordenadas O y extremo final el punto P. En adelante, al vector posicién OP se le denotard sim-
plemente por P y se le representara graficamente por su extremo final.

8
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z(t) = 3cost
y(t) = 2sent ’
para 0 <t < 2m, parametriza la elipse centrada en el origen de coordenadas
de semiejes 3 y 2, pues se cumple que

Ejemplo 6. El camino 7 : [0;271] — R2, con7(t) = {

N (FEerie)? 2 2
(3cc5;s) +( se;) =1, esdecir,%+%=1.

La orientacién definida por esta parametrizacién es antihoraria.

—
ey

Fig. 1.15 Graficade .

Al parametrizar una curva cuya orientacién ha sido establecida, debemos
verificar que la parametrizacién respete dicha orientacion.

Ejercicio: Escriba una parametrizacion de la elipse de tal forma que la curva
esté orientada en sentido horario.

Ejemplo 7. La funcién 7 : [0; 1] — R® con 7 () = (1;1;2)+¢(2; 3; —1) parametri-

za el segmento de recta de extremos (1;1;2) y (3;4;1). En general, dado dos
puntos Py y P; € R® podemos parametrizar el segmento de recta que los une por
la funcién

f"(t) =F+ t(Pl — Po), te [0, 1]

23
2
inicial (0;0;2) y punto final (1;1;2). La curva I" puede ser parametrizada por

Ejemplo 8. Consideremos la porcién de la curva I : con punto

Yy
7(t) = (t%2), telo;])

o bien por
5(t) = (¢%1%2), te0;1].
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L]

Pi=r(1)

\Pg=r(0)
/ y

Fig. 1.16 Gréfico de la imagen del camino 7.

Preguntas:
s ; Varia la orientaciéon de I' para las parametrizaciones 7y § 7
= ;Qué diferencia encuentras entre ambas parametrizaciones?

Conclusién: El ejemplo anterior muestra que una curva puede ser descrita por
diferentes parametrizaciones.

Diremos que una curva I es regular si y solo si existe una parametrizacion
con derivada continua y distinta de cero excepto posiblemente en los extremos
de su dominio. Simbdlicamente: I" es una curva regular si y solo si existe una
parametrizacién 7 : I — R™ paran € NT diferenciable tal que ¥ es continua en I
y 7'(t) # 0 para todo t € I excepto posiblemente en los extremos del intervalo I.

Ejemplo 9. La curva I' parametrizada por 7 (t) = (sent;cost), t € [0;2n] es
regular, pues 7/(t) = (cost; —sent) es continua y 7'(t) # (0;0) para todo
t e (0; 2.

Ejercicio:

Dada la curva I' : 7 (¢) = { z(t) = t—sent

y(t) = 1—cost ’ t € [0; 3],

a) Calcule 7/(t).

b) ;jLa curva I' es regular?

Sea 7 : [a;b] — R™ la parametrizacién de una curva I, diremos que I es regu-

lar por partes si y solo si existe una particién P = {to = a;t1;- - ;tm = b} de
[a; b] tal que para k € {1;2;--- ;m}, las curvas I'y definidas por las parametriza-
ciones
r : [tk—1;t] — R™  son regulares.
[tr—1;tk]

10
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r(8)=7(tm)

™

(t)

7(te-1)

Fig. 1.17 Curva regular por partes.

En la figura 1.17 se muestra una curva regular por partes.

Observacion 3.

1. La longitud de una curva regular siempre estd definida, pues la integral de
una funcién continua siempre existe.

2. Una curva regular es regular por partes, sin embargo en general, una curva
regular por partes no es regular.

3. Si {T';}ies con J = {1;2;---n} es una familia de curvas regulares no ce-
rradas donde el extremo final de I'y es igual al extremo inicial de I'y; para
cada k € J, entonces I' = U I’y es una curva regular por partes.

keJ

4. En general, la unién de curvas regulares es una curva regular por partes,
pues si en la observacién anterior, I'y es cerrada para algun k € J, entonces
I" sigue siendo una curva, tal y como se muestra en las siguientes figuras:

@ OC

Fig. 1.18 l'; ¥ 1'2.

Ejemplo 10. Parametrice la curva I', definida como la interseccién de las
siguientes superficies ® z =4 —y? y 2 = 2 — y, para z > 0.

SSuperficie: En este capitulo se llama asi al conjunto de puntos (z,v, z) € R® que satisface la

11
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Solucién
Sea y = t, entonces sustituyendo en las ecuaciones dadas obtenemos: z = 4 — ¢2
y ¢ = 2 —t. La condicién z > 0 se traduce en 4 — t2 > 0, es decir,

I':7(t)=(2-t;t;4—t2), parate[-2;2]

Observacion 4.

Aparentemente la manera mas sencilla de parametrizar una curva es asignar un
parametro a una de las variables y luego despejar las otras en términos de esta,
sin embargo la 1iltima operacién no siempre es posible y en otras situaciones esta
técnica no es la mas adecuada, como se muestra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 11. Parametrice la curva I', definida como la interseccién de las
siguientes superficies Sy : 222 — 2 +222 =2y Sy:zx+y=1.
Solucién

Fig. 1.19 Curval .

La curva I' es descrita como la interseccién de S; (hiperboloide de una hoja) con
el plano S3, como se muestra en la figura 1.19, pero también puede definirse como

{ 222 — (1—-x)2+222 = 2
-
T+y 1

que en forma simplificada es

T, (x+1)2+222 = 4
’ z+y

I
—

ecuacién
f(z,y,2) = k, siendo k una constante real y donde f : D C R® — R una funcién continua
definida en un conexo y abierto.

12
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es decir, I resulta ser la intersecciéon de un cilindro con un plano, de esta manera
es mas sencillo decidir una parametrizacion,

z+ 1 = 2cost, z=/2sent, entonces y=2—2cost.
Luego,
[:7(t) = (—1+2cost;2 — 2cost; V2sent), para t € [0;2n].

Observacion 5.

No siempre la interseccién de dos superficies define una curva, tal y como se
muestra en la figura 1.20 en ella la interseccién de un cono de dos mantos, digamos
C:224y%> =22 ylaesfera € : 22 +y?+2%2 = 1 es la unién de dos circunferencias
y, como vimos, estas no definen una curva.

Fig. 1.20 TI'y v I'z no es una curva.

13
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Ejercicios: Seccion 1.1

10.

. Escriba dos parametrizaciones para la curval : {

. Escriba una parametrizacién de la curva {

22+y2+22 = 4(z+y)
T4y = 4
e indique si la curva es regular.

2?+yt-22 = 1

Escriba una parametrizacién de la curva I : { i - 1

2?4yt +22 = 5+2-2

Escriba una parametrizacién de la curva I : { ; B %

ubicada en el primer octante con extremo inicial (v/5;0;0) y extremo final
(0;1;2).

Parametrice la curva dada por |z| + |y| = 1.

z(t) = 3cos(t)

. Sea la curva I parametrizada por 7(¢) = ¢ y(f) = 3sen(?)

zit) = 10
para t € [0; 2> Describa I' como la interseccién de dos superficies.

. Parametrice la curva I' definida como la interseccién de las superficies 1< .Sy

en cada caso.

a) S1:22+y2 =1 Sy:2=uxy
b) S1:x2+y? + 2% = 2z« Sp:a?+y’+22=1

. Escriba una parametrizacién de la curva I' definida como intersecciéon de

las superficies 22 + 32 = 1« 2 + y + z = 1 y verifique si es regular en su
dominio.

. Parametrice la porcién de curva I' tal que:

Los extremos inicial y final de I" son el origen de coordenadas y el
punto (1;1;v/2), respectivamente.

La curva I' resulta de la interseccién de las superficies de ecuaciones:

$2+y2=z2ya¢=y2.

822 + 22 z

<y >
16z+z = -6 y20

Pty +22 = 1

Dé una parametrizacién de la curva { "
o — —_

14
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1.2. Integrales de linea de campos escalares

Campos escalares

Sea U un conjunto abierto ®de R”. Un campo escalar sobre U es una
funcién f que asigna a cada punto z = (z1;%2;...;Z,) de U un nimero real
f(z1;Z2;. - -;Zn), es decir, un campo escalar sobre U es una funcién de la forma

f: U — R
z — f(2)

Ejemplo 12. Las siguientes funciones son ejemplos de campos escalares:
a) La funcién f(z;y) = zy? define un campo escalar sobre R2.

b) La funcién f(z;y;2) = zz + yz + z°y define un campo escalar sobre R®.

Motivacion para el estudio de las integrales de linea de campos
escalares

En un curso de cdlculo diferencial e integral en una variable se define la masa
de un alambre delgado con densidad de masa variable, es decir, si el alambre
es representado por un segmento de recta sobre el eje de las abscisas, digamos
a <z < by su densidad (lineal) viene descrita por una funcién f, entonces la
masa del alambre viene dada por

b
f f(z)dz.
a

Nos planteamos la siguiente pregunta:
. C6mo definiriamos la masa de un alambre cuya forma viene descrita por la curva
I' y cuya densidad estd dada por la funcién escalar f?

Para responder a esta pregunta asumamos que la curva I' es regular y estd para-

metrizada por 7 : [a;b] — R?, y sea f : ' C R* — R un campo escalar definido

5Un conjunto U C R™ es un abierto en R™ si y solo si para cada punto z € U existe una bola
abierta de R™ centrada en z totalmente contenida en U. Una bola abierta en R™ centrada en x
y radio r es el conjunto definido por

Br(z) = {y € R" : tal que ||y —z|| < r}, para algin r > 0.

15
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en un conjunto abierto U, con I' C U, de manera que f(z;y;2) representa la den-
sidad lineal del alambre para cada punto (z;y; z). Es claro que f(z;y;2) > 0.

Consideremos una particién regular 7 P = {tg = a;t1;- -+ ;tn—1;tn = b} del
intervalo [a;b], es decir
b—a

At =t — tg—1 =

esta particién determina una subdivisién de la curva I' en porciones que denota-
mos por 'y con extremo inicial r(tx—;) y extremo final r(¢;), para 1 < k < n:

{r(a) =r(to);r(t1);--- ;r(tn-1)i7(tn) = r(B)},
tal y como se muestra en la siguiente figura:

r(b)= !"(t,,)

/”ﬂ\

a=ty ti-1 b a=t, r(a)=r(ty)

Fig. 1.21

Afirmamos que si n — 400, Aty — 0 y como I' es regular, entonces su longitud
tiende a cero. En efecto, se sabe que

t

k
Yngiind dsih = / 17 (0)]] dt.

tr—1

El teorema del valor medio para integrales garantiza la existencia de t} € [ty—1; k]
tal que

43
ft 17 @) de = 7Dtk — tr) = |7 (611 At
k—1
Por lo tanto,

Longitud deTx = |7 (¢5)|| Atk

"Una particién regular de un intervalo [a;b] es un conjunto finito de puntos #x del intervalo
[a; b] que satisface las siguientes condiciones:

sa=ly<fh <--fg1 <t <-- <t =0b.
» tx —tk—1 = =2 para k € {1;2;...;n}.

16
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de esta manera, resulta claro que si Aty — 0, entonces la longitud de I'j, — 0.
Luego, como At; — 0 podemos suponer que la densidad en I'y es constante.
En tal caso, la masa de esta porcién de curva serd el producto de la densidad
por la longitud de T'y. Como ¢} € [tx—1;%k], entonces el extremo final del vector
7(tr) € Tx y f(7(t;)) representa la densidad de I'y. Por lo tanto, la masa de T
es aproximadamente

FEEDNT E) | At

Procediendo en forma similar en cada subintervalo [ty_1; ;] parak € {1;2;--- ;n},
la masa del alambre es aproximadamente la suma de las masas de I'y, es decir,

M~y fF I G Aty

k=1

Es claro que esta aproximacién mejora si la curva I' es dividida en porciones cada
vez mas pequenas. Luego, definimos la masa M como

— 1t : = (k||
M = lim ;lf(r (™ (t0) | At (1.1)

siempre y cuando tal limite exista. A este limite se le denota por /fds y se le

r
llama integral de linea de f sobre la curva I respecto a la longitud de arco.

Observacion 6.

1. La buena definicién de masa estd garantizada pues la la longitud de una
curva es independiente de la parametrizacion.

2. Observe que para proceder a calcular la masa usando la definicién ten-
driamos que analizar la convergencia de la serie 1.1 y luego calcularla.

3. La expresion,
n
> f@hs v 2D (80) | At
k=1

es una suma de Riemann , entonces la definicién de masa corresponde a
una integral definida, es decir,

b
M= [ gas= [t

17
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4. Si7: [a;b] — R3, 7(t) = (z(t);y(t); y(t)) es regular, la funcién longitud
de arco s : [a;b] — R se define como la integral

t
dn=£nfmmm-

La derivada de esta funcién, obtenida usando el teorema fundamental del
célculo, es

s'(t) = ||7'(¢)|| ,y su diferencial es ds = || (¢)|| dt,

donde ||7'(t)|| = \/(%)2 + (3—?)2 + (%)2

En el caso que hemos estudiado f representa la densidad lineal del alambre,
y por lo tanto f(x;y;2) > 0. Sin embargo, en general f(z;y;2) puede representar
a cualquier magnitud escalar. A continuacion se define la integral de linea de un
campo escalar para el caso general.

La integral de linea del campo escalar f sobre I' con respecto a la

longitud de arco se denota por [ fds y se define por
P

[ £as= Jim S~ FEEIF ER)IAL (12)
k=1

siempre y cuando el limite exista y donde t;. € [ty—1;tx), siendo 7= 7(t), t € [a;b]
una parametrizaciéon de I'.

El siguiente resultado da condiciones suficientes para garantizar la existencia
de integral de linea de campos escalares.

Teorema 1.1. Sea I' una curva regular en R", parametrizada por ¥ = 7 (t) para
t € [a;b) y f : U — R un campo escalar continuo en U, siendo U un conjunto

abierto de R" que contiene a I', entonces existe / fdsy
Jr

b
/ﬁg=[fwmwwmwt (13)
| & a

Observacién 7.

1. Con las condiciones del teorema 1.1, la funcién f(7(t))||7'(¢)|| es continua
y por tanto integrable.

18
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2. Del teorema 1.1 es claro que para calcular una integral de linea se requiere
conocer el campo, una parametrizacién de la curva y los limites de inte-
gracién (limites del pardmetro). Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 13. Calcule / fds siendo f(z;y) =axyy T : 7(t) = (cost;sent), donde
r

t € [0;2m).
Solucién
Del teorema 1.1 tenemos que

b
Aﬂk=LjVﬁthmﬁ

= f(cost;sent)|[(—sent;cost)| dt

0
2
= / costsentdt
0
1 2m
/ ryds = — sen’t = 0.
r 2 t=0

Observacion 8.
SiT: 7(t) = (z(t); y(t); 2(t)), t € [a;b] es una curvaregularenR3 y f:U — R
es un campo escalar continuo en el abierto U C R, entonces

b b
/Ffds=/ f(?’(t))|1f'(t)|ldt=f F(®);y(t); 2(0) V2" (O + [y' (O] + [/ ()] dt.

= cost

= sent es
= t

una curva, de extremo inicial P(1;0;0) y extremo final Q(1;0;27).

Solucidén

Ejemplo 14. Calcule f(:z:z +y? — z)ds donde I : 7(t) =
r

w8

2m
J @+ =2 = [ (@20 +520) - 20) VEOP + WOP + FOP e

2m
= / (cos®t +sen®t — t) \/(—sent)? + (cost)? + 1dt
0

2
=v2 [ (1-t)dt
0
= 221 — 2v2n2.
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Ejemplo 15. Calcule / fds, siendo f(z;y;z) = xyz y ' : 7 () = (¢; 2¢; 3t) para
r

t € [0;2].
Solucién

2
f By = / 2() y(t) 20V OF + W OF + FOF dt
T 0
2
- /0 @) BV F @2 + B dt
_6vid / * Sdt = 24/1L
(1]

Ejemplo 16. Si f(z;y) = —y y T es el segmento de recta de extremo inicial
(1;0) y extremo final (3;1), calcule / fds.
r

Solucién
Parametrizamos I" : 7 (t) = (1 + 2t;t), t € [0;1], luego usando el teorema 1.1.

[ fids = ] F(1+ 2612 1) e
T 0

=\/5]1(t+1)dt
0

36
_3

Ejemplo 17. Calcule / zzds, donde I es el segmento de recta que se inicia en

(2;1;0) y termina en (2;%; 2).

Solucién

Al parametrizar el segmento de recta obtenemos 7 () = (2;1 — ¢;2t), t € [0;1],
entonces

7(t) = (0;-1;2), y ds=|7'(t)|dt = V5dt.

Por lo tanto,
1
/ wzdo= ] z(t) z(t) |7 ()| dt
r 0
1
= / 2(2t)v/5 dt

0

1
= 4\/3/ tdt
0
= 2V/5.
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Ejemplo 18. Calcule la integral / zyz ds, siendo I' la interseccion de las super-
r

ficies x + y+ z = 1 y y = z ubicada en el primer octante.
Solucién
Podemos parametrizar I tomando z = ¢t de esta manera tenemos que,

Ft)=(1—2t:t1), te [0; %]
entonces 7 (t) = (=2;1;1) y ds = ||¥'(t)|| dt = v/6 dt. Luego,
/Iyzds _ /2 2(8) y(t) 2(8) dt
r 0
1
= fz(l —2t) 2 V6 dt
0

_ %2_ 3
—\/6/0 (= 20%) b
V6

T

Ejemplo 19. Calcule f zy ds, siendo I interseccién de las superficies 22+y> = 4,
r
y+z=23.
Solucién

Fig. 1.22 CurvaTl.

Parametrizando la curva tenemos
7(t) = (2cost;2sent; 8 — 2sent), t € [0;27],
entonces

7'(t) = (—2sent;2cost; —2 cos t); ds = ||7'(t)|| dt = 2/ 1 + cos? t dt.
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Por lo tanto,

2m
/xyds= 8sentcosty/ 1+ cos?tdt =0,
r 0

pues basta hacer el cambio de variable u = 1 + cos?t.

Ejemplo 20. Calcule / (z 4+ y)ds donde T es la interseccién de las superficies
r

z+y=2y x>+ +22=2(z+y).

Solucién

Claramente I" es una circunferencia, pues resulta de la interseccién de un plano
con una esfera, entonces es conveniente parametrizar usando las funciones seno y
coseno (ver ejemplo 11).

- ) z+y = 2 _—
Reescribiendo la curva I : { PGy = 4 simplificando resulta
ser

z+y = 2
g . 2 . Representada asi es facil decidir la parametrizacién
a usar,
z = 1+ cost
I':7t)={ y = 2sent ,te€[0;2n]
z = 1-—cost

de donde obtenemos que
ds = ||7'(t)|| dt = ||(— sent; V2 cos t;sent)|| = V2 dt.

Luego,
2w
/(:c-i-y)ds:\/i (1+cost+ V2sent)dt = 2v/2x.
r 0

El teorema 1.1 puede extenderse para I" una curva regular por partes, es
decir, siI' =T UT'; U --- Uy, donde el punto inicial de I'y4; es el punto final
de I'y, entonces

f fds= fdsy + fdso+ -+ ] fdsi: (1.4)
r Pt C'm

Iz

Ejemplo 21. Evalie /(a: +y)ds, siendo I' = I'1 UT'y donde I'; es la semicircun-

—

ferencia centrado en el origen de coordenadas y radio 2, es decir,
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n/

-2 2 4

Fig. 1.23 Curva '=Tjul,.

I = {(z;y) € R? : 22 +y2 = 4,y > 0} 2, y ' es el segmento de recta de
extremos (2;0) y (4;3) como se muestra en la figura 1.23.

Solucién
Como I' es una curva regular por partes, de la relacién 1.4 tenemos que

/(m+y)dsz/(m+y)dsl+ (z + y) dsa.
r I Tz

Parametrizamos ['; y I'a:
I': 71(t) = (—2cost; 2sent), t € [0;7)

[y: 7(t) =(2+2t;3t), tel0;1],

entonces tenemos

ds; = |7 (t)||dt = 2dt,  dsy = || (t)]| dt = V13 dt

Luego,
o 1
/(:r +y)ds = 2/ (—2cost+ 2sent)dt + \/ﬁ/ (2 + 5t) dt
r 0 0
= 4/5+5 Vi3
Pregunta:

Si al calcular integral | (z+y)ds se considera la siguiente parametrizacién para

r
I'i:
7(t) = (2cost; 2sent), t € [0;7].

iSe obtiene el mismo resultado anterior? Justifique.
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Ejemplo 22. Sea K el sélido ubicado en el primer octante y limitado por los
planos coordenados y el plano z +y+ z = 2. Sea I la interseccién de la superficie

que limita a K con el cilindro y = z2. Halle /(162: +4)ds.
5

Solucién

Fig. 1.24 Curvarl.

Observe que I es una curva regular formada por I'y,I's y I's como se muestra
en la figura 1.24. Luego, de la relacién 1.4 tenemos que

](16m+4) ds= [ (16z +4)ds; +] (16z +4)dsas + | (16x + 4) dsa,
T F1 Fz 1“3

y a?
donde T';: { " 0 Una parametrizacion para I'7 es

7(t) = (t;t%0), parat € [0;1],

entonces, ds; = ||[F'(t)|| dt = V1 + 4t% dt

I = (16z + 4) dsy
I
1
:/ (16t +4)\/1 + 42 dt
0
1 1
:16/ t\/1+4t2dt+4/ V1+4t2dt
0 0
4 1
= [5(1 +4t2)% +2t/1 + 482 + %ln’% +4/1 +4t2”
t=0

26
= ?\/5‘1“11‘1(\/54‘ 2)* g
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2
) y = % T
Iy { whgie = @ Una parametrizacién para I'; es,
7(t) = (t;t%;,2 —t — %), parat € [0;1],

entonces, dsy = ||7'(t)|| dt = V2 + 8t2 + 4t dt
I, = / (16z + 4) dss
Iy

1
j (16t + 4)V/2 + 8t2 + 4t dt
0

1

2
32+87+ at)?

5 t=0
= 2[19)? -2}

Una parametrizacién para I's es dada por 7(t) = (0;0;¢), parat € [0;2],
entonces, dsz = ||F'(t)|| dt = dt

I3 = /(16:!? +4) ds3
T

2
=/4dt
0

= 8.

Luego,

/(16m+4)df’= L+ Iy + I3.
r
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Aplicaciones de la integral de linea de un campo escalar

Sea f : U — R una funcién sobre U, con U abierto de R™, para n = 2 o
n =3, y I' una curva regular contenida en U.

1. Masa de una curva (paran=2o0n=3)

Si para cada P € T', f se puede interpretar como la densidad lineal de un
alambre cuya forma es representada por la curva I', entonces la masa del

alambre viene dada por
M = f fds.
r

2. Momentos estaticos respecto de los planos coordenados (para el
caso cuando n = 3)

Mxy=£2f(r;y;2)ds, sz=_/l1yf($;y;z)d8, y Myz=/[‘zf(x;y;z)ds'

3. Centro de masa (para n = 3)

El centro de masa de un alambre cuya forma viene dada por I' y cuya
funcién de densidad es descrita por la funcién f(z;y; z) estd ubicado en el
punto (Z;7; z), donde:

Myz _zsz zzMxy
M Y5 Y M

4. Momento de inercia (para n = 3)

7=

Si interpretamos la curva I' como un alambre cuya densidad viene dada por
f(z;y;2z) y sea L una recta, el momento de inercia de I" respecto de L es
dado por

L) = [ 4*PiL) - f(@ivi)ds
E
donde P € I' y d(P; L) es la distancia del punto P a la recta L.

5. Area de una superficie cilindrica (para n = 2).

Si f(z;y) > 0 y I' es una curva, contenida en un plano de vector normal
unitario 72, entonces llamaremos superficie cilindrica S de curva base I' y
eje 1 al conjunto de puntos de los segmentos de recta con extremo inicial
en I', paralelos a 7 y de tamano f(z;y; z). El drea de la superficie cilindrica
S se define por

b
AS) = [ f@inas = [ 1) VEOTF TOP
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Fig. 1.25 Superficie cilindrica § .

6. Longitud de una curva

La longitud de I', curva regular parametrizada por 7 se define como

L(T) = / ds
T
donidesda== [P de.

Ejemplo 23. Sea I' la curva, en el primer octante, que resulta de la intersecciéon
de las superficies z = 22, £ + y = 2. Si I tiene la forma de un alambre cuya

densidad en cada punto (z;y; z) € I' viene dada por f(z;y;z) = T halle la
zZ
primera coordenada del centro de masa del alambre.
Solucién
Z
Fig. 1.26 Curva T.
= t
Parametrizando la curva obtenemos I' : 7(t) =< y = 2—t ,te€[0;2] ,
z = 2
entonces

ds = ||F'(t)|| dt = V2 + 42 dt
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1
= / 1+22d5
f ———V2+4t2dt
o 1+21
3
o V14 2t2
= In(3 + 2V2).
Por lo tanto,
_ .1
T= M/Fa:fd.’s
In(3+2v?2) Jo V1+2t2
V2
In(3 +2v2)’

Ejemplo 24. La densidad de un alambre en cada punto (z;y;z) viene descrita
por la funcién f(z;y;2) = |z|. Si la forma de dicho alambre estd definida por la
interseccién del cilindro z = 4 —y?, 2 > 0 con el plano z = 2 — gy, determine la
masa del alambre.

Solucién

Podemos parametrizar la curva considerando y = ¢, asi obtenemos

Ft)=Q2-tt;4—1?), te [-2;2),
entonces ds = ||7'(¢)|| dt = V2 + 4t% dt. Luego,

M:Afds:/lqkﬂds

2
=/ |2 —t|V/2+ 42 dt
-2
2
=/ (2—t)V2+4t2dt
-9
2 ) 2
=2/ \/2+4t2dt—] V2 +4t2dt
-2

integrando y simplificando obtenemos

el (755))
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Ejemplo 25. Halle la masa y el centro de masa de un alambre cuya forma
corresponde a un cuarto de circunferencia de radio a, centrada en el origen de
coordenadas y ubicada en el primer cuadrante. Se sabe que la densidad del alam-
bre viene dada por f(z;y) =z + v.

Solucién

Una parametrizacién de I': z2 +y?> =a? paraz >0y y >0 es

7(t) = (acost;asent), te€ [O;g].
Luego,
ds = ||7'(t)|| dt = ||(—asent;acost)| dt = adt.

Por lo tanto,

M=/F(:x+y)ds

m

= a2/2 (cost +sent) dt
0
= 2a2.
Calculemos ahora las coordenadas (Z;7) del centro de masa del alambre:

~_ M, _ M
x:—,‘y:—

M M
Mx-=ﬂwf(m,y)ds=/P($2+xy)d8

3
= / (a®sentcost + a® cos® t) adt
0

(131'1' a3

4 2
Myzv/r‘yf(xsy)d3=/r(yw+y2)ds

s

2
= f asent(acost + asent)adt
0

s

=a3/2(sentcost—l—sen2t)dt
0
—ad (Eal

a (4+2).

Por lo tanto,
a M, _1 1
© YT M Ti%Tgom

|
==

29



Pontificia Universidad Catélica del Peri Integrales de linea de campos escalares

202 —y? +222 = 2
z+y = 1
para z > 0. Si en cada punto (z;y; 2) de I" la densidad viene dada por la funcién
f(z;y;2) = V2 + 322, halle la tercera coordenada del centro de masa de T'.
Solucién
Observe que I' se define como la interseccién del hiperboloide de una hoja con un
222 - (1—2)24+222 = 2
z+y = 1

Ejemplo 26. Un alambre tiene la forma de la curva I :

plano, pero también puede definirse como I': {

para z > 0.
124222 = 4 . i
(e+1)"+2 , es decir, I' también resul-
z+y = 1
ta de la interseccién de un cilindro con un plano y vista asi es més sencillo decidir
una parametrizacion adecuada:

Simplificando obtenemos I' : {

z+ 1= 2cost, z=1/2sent entonces y=2—2cost,

es decir,
7(t) = (=1 + 2cost; 2 — 2cost; V2sent), t € [0;7].

Entonces,

ds = ||7'(t)|| dt = ||(—~2sent;2sent; V2 cost)|| dt = /2 + 6sen? t dt.

Luego, la masa de I' viene dada por

szr‘fds
= fo FE®) |7 @) dt

™
=f (2 + 6sen’ t) dt
0
= om.
Asimismo,
r
™
=/ (V2sent)(2 4 6sen’t) dt
0
= 12v/2.
Por lo tanto,
. My 122
T M T 5w
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Ejemplo 27. Halle las coordenadas del centro de masa de un alambre que tiene

r = cost

la forma de lacurval' : 7(t) =¢ y = sent , te€ [0; %} y densidad igual a
z = t

flz;y;2) = 2xy.

Solucién

De la condicién dada obtenemos 7 (t) = (cost;sent;t), entonces
ds = ||7'(t)|| = ||(— sent;cost; 1)|| dt = V2dt,

entonces

M=/2:cyds
r

= 2\/§f2 costsentdt = x/§
0

Asimismo,

M,, =ja:f(a:,y,z)ds
4

= ] 222y ds
r

7 2¢/2
= 2\/5]2 cos’tsentdt = TVF
0

Por lo tanto,
Myz

$=M:

Se deja como ejercicio hallar las coordenadas g, z.

[JER N

Ejemplo 28. Calcule el drea de la superficie cilindrica S de curva base

2 2
4y =1
I: x>0 >0
{ 0 ? —_ '.Iy_ ¥

eje i = (0;0;1) y de tamaiio f(z;y) = 22 + 3>

Solucién

Si (z;y) € T entonces y = V1 — 22, pues y > 0. Luego, para cada (z;y) € T
tenemos que f(z;y) = f(z; V1 — z2) = 1.

Se sabe que el area de la superficie S viene dada por A(S) = [ f(z;y) ds.
I
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l_.
1 r

Fig. 1.27 Superficie cilindrica.

T

Una parametrizacién de I" es dada por la funcién 7(t) = (cost;sent), t € [0; 2],

entonces ds = ||7’(t)|| dt = dt. Por lo tanto,
A(S)=]2 dt=2I,
0 2

Ejemplo 29. Sea I' : 7(t) = (¢;In(sect); In(sect + tant)), t € [0; g]

a) Determine si I' es una curva regular.

b) Calcule la longitud de I'.

c) Calcule [ e” ds.
r

Solucién

a) La curva I es regular si existe una parametrizacién 7 con ' continua y
7'(t) # 0 sobre su dominio. En este caso, es claro que las funciones compo-
nentes de 7

z(t) = t, y(t) = In(sect), z(t) = In(sect + tant)

son derivables y ademds x'(t) = 1, y'(t) = tant, z'(t) = sect son funciones
continuas y no nulas sobre su dominio. Por lo tanto, se concluye que I' es
una curva regular.
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b)
L(T) = / ds
r
%
= [T 7@l a
0
= \/5/3 sectdt
0
= V2In[sect + tan t|§
=2In(2 + V3).
c)

L(T) =/rezds

3
= »/j/ (sect + tant) sectdt
0

= \/’5(/3 secgtdt+/:3 ta,ntsectdt)
0 0

z
3
0

= V2(tant + sect)
=V2(V3+1).

Observacién 9.
Hemos visto que bajo las condiciones del teorema 1.1 una integral de linea se

calcula mediante integrales definidas, y por lo mismo comparten las mismas
propiedades. En la siguiente seccién precisaremos estas propiedades.
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Ejercicios: Seccién 1.2

1. Calcule la integral de linea [ fds sobre la curva I' en cada uno de los

r
siguientes casos:

a) f(z;9)=z, T:z=8, y=¢t, 0<t< 1.
b) f(z;y) = zy* donde I es la circunferencia 2% + y% = 16.
c) f(z;y) = zy, donde I' es el segmento de recta que une los puntos

(-L1)y (2;3).
d) f(z;y;2) =zyz,donde I' : . = 2¢, y = 3sent, z =3cost, 0 <t < g
e) f(z;y;2) = zy’z, donde T es el segmento de recta de extremos (1;0;1)
(0;3;6).

f) f(z;y;2) =xz,donde ' : x =6, y = 3vV2t2, z=2t3, 0<t<1.
) f(z;y;2) = ze¥* donde I' es el segmento de recta de extremos (0;0;0),

(1;2;3).
h) f(z;y;2) = zy® donde I' : x = 4sent, y =4cost, z=3t, 0 <t < %
i) f(z;y; )=xyz s F3) = (22651, te |0;2],
j) f(z;y;2) = ——, siendo I' : 7 (&) = (cost;sent,t), t € [0;2n].
k) f(z;y; 2 )—3x+:.f:y+z I': 7(t) = (cos4t;sendt; 3t), t e [0;2n].
) favie) = T, T: 7O = (568h), te3)

2

2. Calcule /(x — z)zds, donde I es la porcién de curva y = z° contenida en

r
el plano z = 2 de extremo inicial (1;1;2) y extremo final (2;4;2).
ds . .

3. Calcule | —————, si I esla curva descrita por

rz2 4+ y2+ 22
7(t) = (cost;sent; 2t), t € [0;2n].

4. Evalte / V' 2y? + 22ds donde T es la interseccién de las superficies

r

2+’ +22=a? z=y.

5. Un alambre delgado se dobla en forma de semicfrculo z2 4+ y%> = 4, z > 0.

Si la densidad lineal es una constante k, encuentre la masa y el centro de
masa del alambre.
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10.

i

12.

13.

14.

. Calcule la masa de un alambre que tiene la formadey =4—22, 0<z <2

si la densidad es f(z;y) = .

. Suponga que un alambre tiene la forma de la curva I' contenida en el primer

z = J4—1x2—y2
ety =
sidad lineal es descrita por la funcién f(z;y;z) = zy + 2y, hallar la masa
deI'.

octante, I : . Si en cada punto de I" su den-

Encuentre la masa y el centro de masa de un alambre en forma de la hélice
x=t, y=cost, z=sent, 0<t<27w

si la densidad en cualquier punto es igual al cuadrado de su distancia al
origen de coordenadas.

. Calcule / |z] ds siendo T" la curva arriba del plano zy que resulta de la
r

interseccién de la superficie 2% +y2 4 2% = 2(z +y) con el plano z +y = 2.

T = U
2 +y?+22 = 2
densidad es f(z;y;2) = 2 — z. Calcule la tercera coordenada del centro de
masa del alambre.

Un alambre tiene la forma de la curva I' : { y su

Calcule la masa de un alambre que tiene la forma de la interseccién de las
grificas de las ecuaciones 2+ 9% +22 =1, y = z, si su densidad es
f(x;y;2) = 22

Sea I' la curva descrita por 7(t) = (¢ cost;tsent;t?), t € [0;7].

a) Calcule la integral de linea f V2 +y*ds.
r

b) Encuentre la ecuacién de la superficie que contiene a la curva I.
¢) Esboce la gréfica de la curva I

Determine la primera coordenada del centro de masa de un alambre que
22 +y? = 22

wotls = i Y BAU densidad es dada

tiene la forma de la curva I' : {

por f(z;y;2) = /3 + 6y>.

Pruebe que si la curva I'' es dada en coordenadas polares, es decir I' : 7 =
(@), siendo 6; < 0 < 05, entonces la integral de linea de f(z;y) sobre I' es

02
[ras= [ 1t costirsent) VG@P+ @ ao.
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24yt =
A4 —

z>0,y>0,z>0,y en cada punto (z; y, z) € T" su densidad es descrita

por la funcién f(z;y;z) = /1 + (22 — y2)2. Calcule la masa del alambre.

15. Un alambre tiene la forma de la curva IT' : , donde
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1.3. Integral de linea de campos vectoriales

Campos vectoriales

Sea U un conjunto abierto de R", un campo vectorial sobre U es una funcién
F que asigna a cada punto = (z1;x2;...;Z,) en U un vector n—dimensional
F(xz1;29;...;2n), esto es un campo vectorial en U es una funcién de la forma

F: U — R"

Observa que son estas la clase de funciones que se utilizan en fisica para repre-
sentar fuerzas, campos de fuerzas, gravitacional, eléctrico, magnéticos, etc.

Para representar graficamente un campo vectorial se eligen puntos P € U,
con U C R™, y se evaliia el campo F' en esos puntos, luego se dibujan los vectores
F(P) usando P como extremo inicial, tal y como se muestra en la siguiente figura:

Fig. 1.28 Representacién grafica de un campo Fsobre UCR".

Ejemplo 30. Represente graficamente el campo vectorial ﬁ(:r:; y) = (1;1)
En este ejemplo el campo vectorial F' est4 definido sobre R2, de tal manera que
a cada punto del plano le corresponde el vector (1;1).

Punto

T;y)

(0;0)

(251

)

1;2) | (1;1) | (=2;2)

(=2;1)

(1;—1)

Vector

{
F

(z;9)

(1;1)

(1;1

)

L) | (131) | @;1)

(i)

(1:1)

Cuadro 1.1: Tabla 1.
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....................................

Fig. 1.29 Representacién grafica de un campo F para los valores de la tabla 1.1.

Fig. 1.30.a Representacién grafica del campo ﬁz;y) = (1;1).

Y
A @ PP F
A A Tl A
o g 2
VA ol Pl VN
s A H P AT S
I T VR
A W
R s R
Z A E E P
AP, P A

L]

Ejemplo 31. Dado el campo vectorial F(z;y) = (z;).

a) Represente graficamente el campo F para los valores que se indican en la

siguiente tabla

Punto | (z;v)

(
Vector ﬁ(z, Y)

(=1;0)

(1;1) | (2;1) [ (1;2)

(—1;0)

(—11)

(85 —1)

Cuadro 1.2: Tabla 2.

b) Represente graficamente el campo F.
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Solucion:

a) Se deja como ejercicio al lector.

b)

Yy
NANNN V) /s
e ™ AN X 2 &£
O S N N YA S A o
T— e Y\ N Vs
;z._ﬂ;l-,o,:L.Hﬁ‘LI
I T I S e
P S S I | e T A
#FE o L LY R A S
L S0 B NN N

Fig. 1.30.b Representacién grafica del campo Fzy) = (ny).

Ejemplo 32. El campo de fuerzas asociado a las cargas q y qi, colocando a ¢ en
el origen de coordenadas, viene descrito por

o aq .,
Pleapz) =k 2
donde, g, g; son las magnitudes de las cargas,
(z;y; z) son las coordenadas de ¢,
d es la distancia que separa las cargas,
k = 8,9874,10° N.m?/c? es la constante universal (en el vacio) y

¥ = ——=—————— (z;y; 2) es el vector unitario radial cuyo sentido depender4 si
/22 + 42 + 22

las cargas son de signos iguales u opuestos.
Por ejemplo, si g y g1 tienen cargas iguales a 1 Coulomb y ¢; se ubica en el punto
(1;3;2) entonces la fuerza eléctrica sobre q; viene dada por

- k (1:3:2) k ( I 3 2 )
F(1;2;3) = - : : N
( ) VI2+324+22/12+32+22 /14 \ V14’ V14’ V14
- 8,9874 x 10°
|F|| = ——=——-N

V14

en la direccién del vector (1;3;2).
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Ejercicio: Bosqueje la grafica de F en el caso que ¢ y ¢, tengan cargas opuestas.
Observa que el campo de i;uerzas descrito en el ejemplo anterior esta definido sobre
R3 — {(0;0;0)}, esto es F:U = R3 — {(0;0;0)} — R3.

Ejemplo 33. Campo de velocidades generado por la rotacién de un
plano alrededor de un punto fijo con velocidad angular constante.

La funcién F : R2 — R?2, F(z;y) = (—y;z) define un campo vectorial en R? y
procediendo en forma similar a los ejemplos 30 y 31 se obtiene su representacién

grafica:

y
vl P SRS Y T
Tl ARG ] S S S N
PR Sl CH S Bl T .
/S S s e - ~ o~ N NN\
| Y vy
I
'2... \ {1 N L ) 1; / 12
U T S = e gL
N NN s sl == w4 A
S T T il
\ \ Mg i ‘--:2 _— o / /

Fig. 1.31 Representacién del campo F(z;y) =(-y;) .

Ejemplo 34. La funcién F : R? — R2 F(z;y) =
campo vectorial en R? y procediendo en forma similar a los ejemplos anteriores

se obtiene su grafica:

(z + y; —z + y) define un

¥
I I[ [ / / 4 ) e p—
1 [}
| i Vi T SR S
\ 'g i Iotr = e ——
‘\ ",‘ \ ] - - T ., e
\ N Y X vt o B i =g
q E] 0 P i "
~ — - - \ 4 A\ \ \
N o~ = = s S T Y
2 |
_____ = = oz Ty | | \ \
§ i i
—_—— = = Ay oy
— e e gly |

Fig. 1.32 Representacién del campo  Flz;y) =(z+y;-z+y).
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Ejemplo 35. Campo gradiente Un ejemplo importante de campo vectorial es
el campo proveniente de un campo escalar, llamado campo gradiente. Si f es
diferenciable en U, siendo U un subconjunto abierto de R™, entonces el campo
gradiente de f en U denotado por gradf o 6]’ se define por

6f(P) = (fz1(P); faa(P); -+ 5 fza(P))

W

siendo P = (z1;%2;- - ;%) ¥ fz:(P) = 7= (P), parai € {1;2;--- ;n}.

De esta manera, si f(z;y; z) = z2yz, entorlces
Vi@y2) = | 5, & y,z) (:r yw) (:v Y; 2)
= (2zyz; 22z y)

Observa que si f(z;y;z) = =2 + 2y?, entonces ﬁf(;;c, y; z) = (2z;4y;0).
Procediendo en forma similar a los casos anteriores resulta que si

1
9(w;y; 2) = e +y arctany — = In(1 + %),

entonces
Vg(z;y; z) = (2 €%; arctan y; z ™) .
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Motivacién para el estudio de la integral de linea de
campos vectoriales

Cuando una fuerza constante, en magnitud direccién y sentido, es la tnica
que actia sobre un objeto desplazdndolo a lo largo de un segmento de recta una
distancia d, entonces el trabajo realizado por la fuerza F' se define como

W=F-d

Cémo calcular el trabajo realizado por un campo de fuerzas F no constante, si
el objeto se mueve sobre una curva I'?

Para responder a esta pregunta supongamos que I’ es una curva regular en R3
parametrizada por 7 : [a b] — R? y que el campo de fuerzas F estd representado
por el campo vectorial F:U c R® — R3 continuo cuyo dominio contiene a I'.
Consideremos una particién P = {a = to;t1;-- - ;tn—1;tn = b} del intervalo [a;b],
la misma que determina una nueva particién

{r(a) = (r(to);r(t1); -+ - ;7(ta-1);(tn) = (b))}

de la curva I' en porciones que denotamos por I'y con extremo inicial r(tg—1) y
extremo final 7 (%),

r(te-1)

Ik

r(b)=r(ta)

r(a)=r(to)

\,

Tte-1)

Fig. 1.33

estas porciones pueden aproximarse por segmentos rectilineos tangentes a la cur-
va, asi conforme t varfa de #;—; a i, la particula se mueve de r(tx—1) a 7(tx) y
su vector de desplazamiento es

e

Asyp = F(tk) - F(tk_l),

entonces —
Asp 7 (te) — 7 (tk—1)

Aty Aty

de manera que cuando At; — 0, obtenemos

Asp — 7' (tx) Aty
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Por otro lado, como los 'y, k € {1;2;--- ;n} se pueden hacer tan pequenos como
se desee, para lo cual basta tomar n suficientemente grande, podemos aproximar
la fuerza que actda en la porcién I por la fuerza constante F(7(t)), entonces
el trabajo realizado por la fuerza constante F(7(t;)) a lo largo del segmento
rectilineo tangente a la curva en el punto correspondiente al extremo final del
vector 7 (tg—) viene dado por

F(7 (t)) - 7 (tk) At

lo que constituye una aproximacién del trabajo realizado por F a lo largo de T'y.

Asimismo, la expresion
T

D EF(t) - 7 (tk) At

k=1

proporciona una aproximacion del trabajo total realizado por F alo largo de T
Esta aproximacién se mejora si la curva es dividida en porciones cada vez més
pequenas. Luego, definimos el trabajo W realizado por F' a lo largo de I' como

= hm ZF(?‘ (tr)) - 7" (tr) Aty

siempre y cuando tal limite exista. A la expresion anterior se le denota por / F.di

y se le llama integral de linea de F sobre la curva T.

La integral de linea del campo vectorial F sobre I se denota por f F.dF
r

y se define por

n
fﬁ-df‘: lim > F(7 (t) - 7 (t) Aty
r k=1

n—0oo

siempre y cuando el limite exista, donde 7 : [a;b] — R?® es una parametrizacién
deTI.

El siguiente resultado da condiciones suficientes para garantizar la existencia de
integral de linea de campos vectoriales.

Teorema 1.2. Sea I' una curva regular en R", parametrizada por la funcion
F=7(t), t € [a;b] y F : U — R™ un campo vectorial continuo en el conjunto

abierto U C R™ que contiene a I', entonces existe / F.dr y
B

- G b = o
/FF-dr—/a F(F(2) - 7(t) dt. (1.5)
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Observacién 10.

1. A diferencia de la integral de linea de campos escalares en la integral de
linea campos vectoriales la orientacién si influye en la respuesta tal y como
se verd mas adelante.

2. Bajo las condiciones del teorema 1.2, la funcién F(7(t)) - #/(t) es continua
y por tanto integrable.

3. Silacurval es cerrada, la integral de linea f F'-df se denota por f F-dr.
r r
4. Existe una nota;cién alternativa para las integrales de linea.
Si P(:c y;2), Q(z;y; 2) y R(z;y; 2) son las componentes de un campo vec-

torial F en ]R3 y T una curva regular en R3, parametrizada por la funcién
7 (t) = (z(t); y(t); z(t)), donde t € [a; b], entonces podemos escribir

frﬁ-df"= ﬁP(&:;y;z)d&:%—Q(I;i;z)dy+R(x;y;z)dz
Recuerde que
dz = z'(t) dt, dy = y'(t)dt, dz = z'(t)dt
Andlogamente, si P(z;y) y Q(z;y) son las componentes de un campo
vectorial F' en R2 y I es una curva regular en R?, parametrizada por

7 (t) = (z(t);y(t)) con t € [a;b], entonces

/ﬁ-sz]P(w;y)d$+Q($;y)dy.
r r

Ejemplo 36. Sea I:"'(:::; y; 2) = (z;y; 2), calcule la integral de linea de F sobre la
curva I' definida por 7(t) = (0;sent;cost),t € [0; 27].
Solucién:

F(7(t))-7'(t)dt

F(0;sent;cost) - (0; cos t; —sen t) dt

(0;sent;cost) - (0;cost; —sent) dt
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Ejemplo 37. Calcule } x dy — ydz, siendo I' la circunferencia de radio a, cen-

trada en el origen de coordenadas y orientada en sentido antihorario.
Solucién
z(t) acost

y(t) = asent

Parametrizamos la curva I’ : 7(t) = { , t€[0;2n],

entonces
}4 Bl — i = f " o)) dt — y(©)2(t) dt
r 0
e /0 [(acost)(acost) — (asent)(—asent)]dt

27
= / a’dt
0

= 2ma’.

Pregunta:
La funcién §(t) = (a sent;a cost), t € [0;27] también parametriza a I' pero con

una orientaciéon contraria a la pedida. Calcule la integral ¢ zdy — ydz usando

r
esta tltima parametrizacién y compare con el resultado anterior. ;Cudl es su
conclusiéon?

Ejemplo 38. Sea el campo F : R2 — R2 con F(z;y) = (t+y;2—y) y T la
curva parametrizada por 7 : [0;2] — R2, 7(t) = (t; 2t), calcule /}3 - drF.
T
Solucidén
2
J@+nde+@-vay= [ b0+ @)’ d+ o) - vy 0)

- /2[(t +2t)(1) + (t — 2t)(2)] dt
0

=/ tdt =2.
0

Ejemplo 39. Calcule f (y—z)dz+(2z+2)dy+(z+y)dz donde I' estd parametriza-
r
da por 7(t) = ti+ 2tj + t?’k, 0<t<1.
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Solucién
Siguiendo el mismo procedimiento del ejemplo anterior tenemos que

/r(y —z)dz + 2z + 2)dy + (z + y)dz = ]01(2t — t2) dt + (2t + %) (2dt) + (¢t + 2t) (2t

1
= / (7¢* + 6t) dt
0
16
3
Ejemplo 40. Calcule / 2zdx + (y + z) dy + dz donde I" es interseccion de las
r

2

superficies y = z2, z = 2 — 22 — 32 contenida en el primer octante.

Solucién
Parametricemos I" eligiendo = ¢, de esta manera tenemos que

7(t) = (32— —tY), t € [0;1],
En la figura 1.34 se exhibe la gréfica de I'.

Fig. 1.34 Grafico de curval.

Luego,

1
/2xdm+(y+z)d.y+dz=/ 2tdt + (2 — t*)(2t dt) + (-2t — 4t%)(dt)
I B 0

1 2
=/ (4t — 2t° — 4t dt = = .
A, 3

Ejemplo 41. Calcule / F - dF, donde F"(x;y; z) = (zy;yz;22) ylacurva I es

r
la interseccién de las superficies 22 + 4% = 1,  + y + 2z = 1, recorrida en sentido
antihorario vista desde la parte positiva 8 del eje z.

5En adelante, entenderemos que una curva es vista desde la parte positiva del eje z si es vista
desde el punto (0;0;z) para z > 0 tan grande como se quiera. De manera anéloga, se puede
decir que una curva es vista de la parte positiva del eje = o del eje 3.

46



Pontificia Universidad Catélica del Perd Integrales de linea de campos vectoriales

Solucién
Parametricemos I" por la funcién

z(t) = cost
P:7{)= ¢ glt) = sent , t € [0;2m].
z(t) = 1—cost—sent

Sea I = f rydzr + yz dy + xz dz, entonces
r

2m
I'= / costsent(—sentdt) + sent(l — cost — sent)(cost dt)+
0
+ cost(l — cost —sent)(sent — cost) dt
27
= / (—SSen2tcost+2sentcost —sentcoszt—cos2t+cos3t) dt
0

= —T.

Sea 7 : [a;b] — R™ la parametrizacién de una curva regular I', diremos que
la funcién 5 : [¢;d] — R"™ es una reparametrizacion de la curva I, si existe
una funcién

@ e;d] — [a;b]

inyectiva de clase C'? tal que ro(t) = 7(¢(t)). La funcién ¢ se denomina cambio
de variable.

Ejemplo 42. El segmento de recta de extremos (1;1;2), (2; 3; 1) estd parametriza-

do por 7(t) = (1+¢t,1+2t,2—1¢t), te[0;1]
Por otro lado, la funcién

Ft)=(2-13-2t;1+¢), te[0;1]

es una reparametrizacién de la curva I, pues existe una funcién ¢ : [0; 1] — [0;1]
inyectiva de clase C, definida por ¢(t) = 1 — ¢ que cumple

§(t) =7(p(t)) =7(1—-1t).

Geométricamente 5'recorre el segmento de recta entre (1;1;2) y (2;3; 1) en sentido
contrario al descrito por la grafica de 7.

?Diremos que una funcién f: U C R* — R es de clase C! sobre U si y solo si sus derivadas
parciales existen y son continuas sobre U.
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Observacién 11.

Sea §:[c;d] — R™ una reparametrizacién de la curva I' y sea 7 : [a;b] — R™
una parametrizacién de I siendo ¢ : [¢; d] — [a; b] el cambio de variable, entonces
como ¢ es inyectiva y continua tenemos uno de los casos siguientes:

a) p(c) =a y p(d) =b.
b) p(c) =b y ¢(d) = a.

En el primer caso, diremos que § (6 ¢) preserva la orientacién y, en el segundo
caso, que § (6 ) invierte la orientacion.

Si 7: [a;b] — R™ es una parametrizacién de una curva I, la funcién
§:[a;b)) —R™, §Ft)=7(a+b-1)

es una reparametrizacion de I', esto es, § es otra parametrizacion de I" que invierte
la orientacion y se le denota por —TI.

Observemos que en este caso §(a) = 7(b)y 5(b) = 7(a), es decir, § recorre la
misma curva I' pero en sentido contrario.

Ejemplo 43. Sea la curva I' parametrizada por 7 (t) = (1 —t;1+t;2t),t € [0;1],
entonces —I" viene parametrizada por 5: [0;1] — R®, con

St)=r(1—-t)=(t;2—-t;2—2t).

Notemos que §5(0) =+(1) =(0;2;2) y 5(1) =+(0) = (1;1;0).

Propiedades de la integral de linea

Considerando las condiciones del teorema 1.2, las integrales de linea se evalian
en términos de las integrales definidas de funciones reales de variable real, luego
comparten algunas propiedades.

Propiedad 1:

Sea U un conjunto abierto de R™ y F:U—R"un campo vectorial continuo. Si
' una curva regular parametrizada por 7 = 7(t), t € [a;b] y §= §(u), u € [¢;d]
es una reparametrizacion de I' que preserva la orientacion, entonces

/ﬁ-ds"=/ﬁ-dﬁ
r i %
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Prueba.
Como § = §(u) es una reparametrizacion de I' que preserva la orientacion, en-
tonces existe una funcién

@ :le;d) — [a;b]

inyectiva y de clase C! tal que 5(t) = 7 (p(t)) con p(c) = a y p(d) =b.

Luego,
/ F.ds
P

d —
]C FE®) - 5(t)dt
d

F(7((2))) - (Fo ) (¢) dt
d
F(7 (p(t))) - (Fo @)/ (¢) dt

d
F(7 (p(t))) - 7 (p(t))¢' (t) dt.

Il
T— e

Haciendo wu = ¢(t) tenemos que du = ¢'(t) dt. Por lo tanto,

/F Foag= /a ") - 7 () (dw)

=fﬁ-df'.
i

Sea F:U — R campo vectorial continuo sobre el abierto U de R", y sea I
una curva regular parametrizada por 7 : [a;b] — R™ tal que I' = 7([a;b]) C U,

entonces
/ ﬁ-df‘z—/ﬁ“-df‘
-r &

donde —TI representa la curva I pero con orientacién contraria.

Prueba.

Como 7 : [a;b] — R™ es una parametrizacién de I', entonces una parametrizacién
de —-T'es

Propiedad 2:

§:la;b) — R", F(t)=7(a+b—1).

Luego, §'(t) = —7'(a + b — t), entonces
b
f F.ds= f F5 ) -5 () dt
-r a

- fb F(F(a+b—1)-[~7(a+b—t)]dt.

a
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Haciendo u = a+ b—t tenemos que du = — dt. Por lo tanto,
f Fodi=-— / F(F (w) - 7' (u)(~du)
- b
b -
o / F () - 7 (u)du
a

=-/F’-d«=‘.
T

Observacién 12. La propiedad anterior sigue siendo vélida para curvas regulares
por partes.

Propiedad 3:

Sean F : U — R™ campo vectorial continuo sobre el abierto U de R”, y I una
curva regular por partes, donde ' =T U2 U ---UTY,, entonces se cumple

/F’-dr-: ﬁ-dﬁ+[ F‘-df'2+---+f F - dfy,.
r I 'z m

Ejemplo 44. Calcule /(a: + 3y + 2z)dz + (22 + z)dy + (z — y)dz, siendo T el
I

tridngulo de vértices A(2;0;0), B(0;3;0) y C(0;0;1) orientado en sentido antiho-
rario visto desde el origen de coordenadas.
Solucién

y

Fig. 1.35 Griéfico de la curva =T ul,uly.

Como I' es un tridngulo, es una curva regular por partes, podemos descomponerla
como unién de curvas regulares, sus lados, donde

I':a2=2t,y=3-3t,2=0, parat € [0;1].
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[o:2=2-2t,y=0,z=t, parat€ [0;1].
I'3: z2=0,y=3t 2=1-1t, parat € [0;1].
Luego,

(z + 3y + 22)dz + (2z + 2)dy + (z — y)dz = /01(9 — Tt)(2dt) + (4t)(—3dt)

1
= [ (18— 26t)dt
0

I
= [18t = 13»:2]:| =&

/ (z+ 3y + 2z)dz + (2z + z)dy + (z — y)dz = [1(2)(—2 dt) + (2 — 2t) dt
I's 0

Luego,

Propiedad 4:

Sean F 3 G ol —sRD campos vectoriales continuos sobre un conjunto abierto
U de R™ y T" una curva regular por partes parametrizada por 7 : [a;b] — R™ tal
que I' = 7([a;b]) C U, entonces se cumple

/(mﬁ‘.+n@)-d?7=m]ﬁ-dﬁ""-{-n/@-dﬁ para m,n € R.
r I T
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Ejemplo 45. Calcule
B(0;1), C(—1;0), D(0; —1) recorrido en el sentido antihorario.

Solucién

r

———= si " es el cuadrildtero con vértices A(1;0),
|z] + [yl

Como en el ejemplo anterior, la curva I' (rombo) es regular por partes y la pode-
mos describir como unién de curvas regulares (lados del rombo). Ver figura 1.36

De la expresién dada tenemos que ﬁ(x;y) = (

tonces

dr+dy
r |z + [yl

donde,

ré /7 7 r 7 /7 4 Vi /7
Y
/ / / A / 7 v & #
7 7 V2 7 7 Fd 7 7 7
o W / } 4 7/ 7/ 7 e Ve
Tpe, Cap
& £ & P Y N
C A i
2, sl P A A
It o
7 & /CD / ! P ” i b4
YD
v 4 s v e e s . Fe
/ 74 /7 Pl - /7 7 " /7
2
£ # / 7/ 7 .4 7/ 7 /

Fig. 1.36 Gréfico de la curva T =T pulpcuTepUTen.

11 )en
|zl + |yl | + [yl /°

/ ﬁ-df']Jr/ ﬁ-dF2+f ﬁ-dF3+/ F . diy
Cag Cpe Tep I'pa

Tap:
].-‘BC'
I'ep:

I'pa:

Fi(t) = (1 —t;t), tel0;1].
(t) = (—t;1—t), te[0;1).
F(t) = (t—1;—t), te[0;1].
Fa(t) = (t;t—1), tel0;1].
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Luego,

1
Iag = ﬁ-dﬁ:/ F(1—t;t)-(~1;1)dt
0

Tap

_/1( T )(—l'l)dt—o
o \|1—t|+[t]" 11 —¢|+ ¢ ) .

1
F-dr"'z:f F(—t;1—1t)-(—1;-1)dt
0

J,
/

Ipc
C
1 1 )
N ; (~1;-1)dt = —2.
0 (|_t|+|1~t| | —t]+]1—¢
Icp

1
/ F. df"a—/ F(t—1;—-t)-(1;-1)dt
F

i N ~
~Jo (}t—1|+|—t| [t — 1|+|_t|)'(1s 1) dt

/F F. F*folﬁ(t;t—l)-(l;l)dt
fo (|t|+|t~1] |¢|.|_|lt i)'(l;l)dtzz

fd:r:+dy B
r lz| + |yl

Il

Por lo tanto,
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Aplicacion de la integral de linea de un campo vectorial

Trabajo

Se ha visto anteriormente que el trabajo realizado por el campo de fuerzas Fa
lo largo de la curva I' parametrizada por 7 = 7(t),t € [a;b] para trasladar una
particula desde r(a) hasta r(b) se define como

szﬁdﬁ
P

Ejemplo 46. Encuentre el trabajo realizado por el campo de fuerzas definido
por F(z;y) = i+ (y+ 2)j al mover una particula a lo largo de un arco de la
cicloide parametrizado por

7(t) = (t —sent)i+ (1 — cost)j, t € [0;2m].
Solucion

W= | F-.dF

2m
(t —sent)(1 —cost)dt + (1 —cost+2)sentdt

J,
=£m®+@+m@
=4

2

=3 (t —tcost+2sent)dt

0

1 2w
i 2 :
= [§t — 3cost —tsent e integrando por partes obtenemos

0

= 272

Ejemplo 47. Sea F el campo vectorial en R3 definido por F(z;vy; z) = zi+yj+zk
y sea I la curva parametrizada por 7(t) = (¢ + 1;¢% 2t + 3), con t € [0;1]. Cal-
cule el trabajo realizado por F a lo largo de T'.

Solucién

De la parametrizacién dada es claro que 7'(t) = (1;2t;2), o de manera equivalente
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7/(t) = i+ 2tj + 2k. Luego,
1
/ﬁﬁE/ﬁvmywm&
I 0
1
=/ F(t+1;t%2t + 3) - (i + 2tj + 2k) dt
0
1
=] ((t+1)i+ % + (2t + 3)k) - (i + 2¢tj + 2k) dt
0

L
=/@9+w+nﬁ=w.
0

Ejemplo 48. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza P-’.(a:;y) =
(y; —z) que actiia sobre una particula que se mueve sobre el arco de pardbola
z = 4 —y?, sabiendo que el recorrido se inicia en el punto (—5;3) y termina en el

punto (0; 2).
Solucién
Una parametrizacién para el arco de parabola descrito en el problema es
e i
F:'F(t)z{; B 4tt para t € [—2;2].

Sabemos que el trabajo realizado por F sobre T se define por W = -/13 - dr.
r
Luego,

szydx—mdy
T
2

:/ t(—2tdt) — (4 — t*) dt

-2

2
=-f(ﬁ+@ﬁ
-2
64

s
. —4zydr +2(z* —y*> — 1) dy
E .
jemplo 49. Calcule fr‘(Iz o e g
curva plana z? + y? = 2z recorrida en sentido antihorario.
Solucién

Sea I = f P(z;y)dz + Q(z;y) dy donde,
r

donde I' es la

—4xy
(@2 +9y2—1)2+4y2 — (22 +y2 - 1)

P(z;y) =
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2(;::2 B 1)

Qz;y) = (@2 +y2—1)2+4y% — (22 +32 - 1)

Al completar cuadrados en la ecuacién que describe a la curva I' tenemos que
(x — 1)? 4+ y? = 1, cuya parametrizacién es dada por

I‘:F(t):{;gg z l-é-e;:l(;st , t € [0;2n7].

Luego,

4sen?t(1 + cost)
2cost+4

_ 2cost(2cost +2cos?t — 1)

P(:c;y)dxz 2cost+4

Q(z;y) dy

de manera que al sumar estas expresiones obtenemos Pdx + Qdy = 1. Por lo

tanto,
2

I= dt = 2.
0

Ejemplo 50. Dado el campo de fuerzas I:‘"(a:; y; 2) = (x2;y?; z). Halle el trabajo
realizado por F' para trasladar una particula desde el origen de coordenadas hasta
2+y? = 2z

el punto (2;2;4) a lo largo de la curva I : { p = vy ”
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Solucién
Observe que I' estd descrita como la intersecciéon de un paraboloide circular con
un paraboloide hiperbdlico, pero también puede definirse como

?

. 24y = 2zy
' z Ty

x = y
2 = 2y
interseccién de un plano con un paraboloide hiperbdlico, de esta manera es més
sencillo definir una parametrizacién para I' : z(t) = y(t) = t, z(t) = t?, esto es,

que en forma simplificada resulta T : , es decir, I resulta de la

7(t) = (t;t;t2), te[0;2].

Luego,

szxzdx+y2dy+zdz
r

2
=/ (262 + 283 dt = = .
0 3

Ejemplo 51. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(z;y;2) = (In(1 + 22); 22 — 22, 2% — o)

para desplazar una particula desde el punto (2; v/2; v/2) hasta el punto (2; —v/2; v/2)
—_—_— 2?2+y?+22 = 8
a lo largo del camino més corto sobre la curva { P+ 22 - oy -

Solucién

La curva I' también puede definirse como: { 2 ; . Esta forma de

Y+ 22 = 4
definir I" facilita su parametrizacion:

7(t) = (2;2cost;2sent), t € [%,%"T] .
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Luego,

W = /ln(l + 2%) dz + (2% — 2%) dy + (2% — y?) dz
r
3r

- [,T [(4sen®t — 4)(—2sent) + (4 — 4 cos®t)(2cost)] dt

'

3x
= " (—SSen3t+83ent+8cost—8(:053t) dt

m

4

]

8 8 8
= [gsenztcost— - cost+ —sent — §cos2tsent

3 3
_ 42
==

a4

Ejemplo 52. Dado el campo de fuerzas F(z;y;z) = (zz;y + z;z). Calcule el
trabajo realizado por este campo para trasladar una particula desde el punto
A(1;0;0) siguiendo la curva cerrada I', ubicada en el primer octante, que se
obtiene al intersecar la superficie 22 + y? = (2 — 1)2, 2z < 1, con los planos coor-
denados, si I' es recorrida en sentido antihorario cuando es vista desde la parte
positiva del eje z.

Solucién

Fig. 1.37 Gréfico de la curva ['=TuT,uly.

Cuando intersectamos la superficie con los planos coordenados en el primer
octante la curva I' obtenida es una curva regular por partes como se muestra en
la figura 1.37, es decir, ' = I'; UT's UT'3. Luego,
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W= | F.di+ | F-dty+ | F-dn,
|9 'y T'a

donde I'y : 71 (t) = (cost;sent;0), t € [0; %], entonces

/ F-di = /2 F(cost;sent;0) - (—sent; cost;0) dt
™ 0

%
=/ (0;sent;cost) - (—sent;cost;0) dt
0

2
=/ sentcostdt

0

b =

Ty : 7 (t) = (0;1;0) + t(0; —1;1) = (0;1 — ¢;¢), t € [0; 1], entonces
1
/ f-ng:/ F0;1—t:4) - (0;—1;1) dt
r2 0
1
= f (0;1;¢) - (0;—1;1) dt
0
1
=f (t—1) dt
0
et

5
T3 : 73(t) = (0;0;1) +¢(1;0; —1) = (£;0;1 — t), t € [0;1], entonces

1
F-df'ng F(t;0;1—1)-(1;0;—1) dt
I's 0
1
=/(t—t2;l—t;t)-(1;0;~—1)dt
0
1
:/(Zt—tz—l)dt
0
1
S
1
Por lo tanto, W=—§.

La siguiente observacion establece la relacion entre la integral de linea de un
campo vectorial con la integral de linea de un campo escalar.
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Observacién 13.

1. Sea F un campo vectorial continuo cuyo dominio contiene a una curva
regular
2 7 (t) = (x(8); y(8); 2(8)), t € [a; D], sea T un vector _tangente unitario a
I‘ en cada punto, entonces F.Tesla componente de F en la direccién del
vector tangente unitario a I', luego

/F-df-‘:/ﬁ"-’fds, (1.6)
E r

7' (t)
I (@)

por el teorema 1.2 tenemos

[Fﬁ-d* f: (7() - 7(t) dt

b
E(7(¢)) - T@)I7(2)]] dt

b—; —
/F-Tds.

en efecto, sea T(t) = el vector tangente unitario de I', entonces

Il
\

I

Fig. 1.38

Cuando F representa un campo de velocidad de un fluido, el producto
f = F.T es la componente tangencial de la velocidad, y la integral de linea

/ F .Tds es llamada integral de flujo de F a lo largo de la curva I.

2. La expresion 1.6 permite aplicar el concepto de integral de linea de un
campo vectorial en diferentes situaciones:
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a)

b)

Si en cada punto P de la curva I' el campo Fes perpendicular a la

recta tangente a I' en P, la integral de limea F . d es cero. Es decir,
r

si FF representa un campo de fuerzas, el trabajo realizado por Falo
largo de I' serd nulo.

Ejemplo 53. Dado el campo de fuerzas F‘.(x; y) = (z;y), entonces el
trabajo que realiza este campo para trasladar una particula siguiendo
la curva

[':7(t) = (acost;asent;) con t € [0;27] es

w=/mdm+ydy
i

= /0 1T[(ams t)(—asent) + (a sent)(acost)| dt

= 0>

La integral f F - dF, mide la tendencia del fluido de circular alrededor
r

de I' y es llamada circulacién de Falo largo de la curva I'. Es decir,
si I' es una curva plana y el campo de velocidades es perpendicular al
plano que contiene I, la circulacién serd nula.

3. Suponga que 7 = 7(t), t € [a;b] determina la posicién de una particula
en el instante ¢ que se mueve por accién del campo de fuerzas F entonces

u(t) =

7'(t) y 9'(t) = 7"(t) son respectivamente, la velocidad y la ace-

leracién de dicha partfcula. La segunda Ley de Newton, establece que la
fuerza F en el punto r(t) es igual al producto de la masa m por la ace-
leracién, es decir, F(7(t)) = m@'(t)< luego al multiplicar escalarmente am-
bos lados de la igualdad por 7’(t), obtenemos

F(7 (1)) - 7'(t) = ma'(t) - 7' (t)°

es decir,

F((2) -7'(6) = ma'() - 98) = 5m (0(0) - 9(0)>
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Ejercicios: Seccion 1.3

1. Calcule /M: donde ' : 7(t) = (e* cos(3t);e* sen(3t)), donde
I (22 +y2)a
t € [0; 27].

2. Sea F(z,y) = (22 + y)i+ (y — z)j y consideremos las siguientes curvas I'y,
I'y parametrizadas por

F(t) = (t;t3), tel0;1]), &F@)=QQ-—2t;4t>—4t+1), te|[0; %].

Ca.lcule/ F-df'yf F.ds.
I T2

3. Calcule [(mz —y)dz+ (z —y?)dy, siendo T el segmento de recta de extremo
r
inicial (1;1) y extremo final (3;5).

4. Calcule el valor de la integral [ ydz+ zdy+z dz donde I es la interseccién

r
de las superficies 22 +y% + 22 = 2(z +y) y z+y = 2. Si ademds se sabe que
la curva I' es recorrida de manera que mirando desde el origen su sentido
es horario.

5. Sea I' la interseccién del paraboloide z2 + 2y?> = 4 — z con los planos
coordenados en el primer octante. Halle el trabajo realizado por la fuerza
F(z;y;2) = (y%; 2% 23y%23) para mover una particula a lo largo de la curva
I" partiendo del punto (2;0;0) y recorriéndola en sentido horario visto desde
el origen de coordenadas.

6. Sea I' la curva parametrizada por la funcién vectorial 7(t) = (sent;cost),

donde ¢ € [0;7]. Calcule /(y —z)dz + (z+ y) dy.
T

7. Si T es la curva definida por la ecuacién |z] + |y| =1, x < 0 y recorrida
en sentido horario, halle

ﬁ(y—z)dm+($+y)dy-

8. Calcule /(y +z+e€¥)dz+(xz+2)dy+ (x+y)dz donde I' es la interseccién de
r

la superficie z2 + y% + 22 = 2 con el plano y = z, sabiendo que es recorrida
en sentido antihorario al observarla desde la parte positiva del eje x.
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9.

10.

11

12.

13.

14.

. 22 +y? = 4z _
Evalueﬁydx+(z—m)dy+:cdz,swndol": i +;y2 _ 3 recorrida

en sentido antihorario, vista desde la parte positiva del eje z.

Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas

F(ziyi2) = (1—1+—-E+£2;—z—2)=$>0: y>0,2>0

y =2z Y
para trasladar una particula desde el punto A(3; v/3;2) al punto B(2;2;2v/2)
z2+y?+22 = 16

a lo largo de la curva I : { 22 412 s i

Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(x;y;2) = (6zy® + 222, 92%y% 422 + 1)

para mover una particula desde el punto P(2;0;0) hasta el punto Q(0;0;2)
siguiendo la curva I', que resulta de Ia interseccion de la semiesfera
22 +y? 4+ 22 =4, 2 > 0 con el cilindro 2% + y? = 2z, si se sabe que I' es
recorrida en sentido antihorario si se mira desde el origen de coordenadas.

Calcule el trabajo que realiza la fuerza ﬁ(:r; y; 2) = (z;y; z) para mover una
particula desde el origen de coordenadas hasta el punto (1;1; \/5) siguiendo
la curva I', que resulta de la interseccién de las superficies descritas por
2?+y=2 ==

Dado el sélido 2 = {(z;9;2) e R*: 0<2<1,0<y<1,0<z<1} yP
el plano de ecuacién x+y+2z = 2. Si I es la interseccion de la superficie que
limita  con el plano P, recorrida en sentido horario vista desde el origen
de coordenadas, calcule la integral de linea del campo vectorial

F'(x;y;z) =eTi+zyj+zk

Sea F : R® — R™ un campo vectorial continuo y 7 : [@;6) — R™ una
parametrizacién de clase C! de cierta curva.
a) Si F es perpendicular a 7'(t) en r(t) para cada t € [a;b], demuestre que

F.dF =0.
r

b) Si el campo vectorial F es paralelo a 7(t) en r(t) para cada t € [a; b],
es decir, F(7(t)) = A(t)7'(t), siendo A(t) > 0 para cada t € [a;b],

demuestre que/ﬁ F:/HFHds
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1.4. Teoremas fundamentales para las integrales de
linea

En muchas aplicaciones aparecen fuerzas (campos vectoriales) para los cuales
se cumple que el trabajo realizado para desplazar una particula de un punto a
otro es independiente de la trayectorial® de la partfcula. A estas fuerzas se les

conoce como COHSGTV&tiV&S“.

Ejemplo 54. Compruebe que el campo de fuerzas gravitacional es conservativo.
Solucién

Asumamos que el campo gravitacional que actia sobre una particula de masa m
ubicada en el punto (z;y; z) viene dado por

—

F(z;y;z) = (0;0; —mg)

para m y g constantes.
Consideremos, dos puntos A(z1;y1;21) y B(22;y2;22) y una curva arbitraria I’
con extremos inicial y final A y B respectivamente, parametrizada por

7(t) = (z(t); y(t); 2(¢)), t € [a;0]

B=r(b)
A=r(a) F

Fig. 1.39

Asi tenemos que 7(a) = (z1;y1;21) ¥ 7(b) = (22; ¥2; 22)- B
Calculemos ahora el trabajo realizado por el campo gravitacional F' al trasladar

197 fnea descrita en el espacio por un punto en movimiento.
1180n las fuerzas que realizan el mismo trabajo entre dos puntos sin importar la trayectoria
seguida.
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la particula de masa m del punto A al punto B a lo largo de I'.
W= / F.dr
'y
b
= [ 050 -mg)(a'(®v @)= e
a
b
=/ -mgz'(t)dt
a
b
= —mg/ z'(t)dt
a

b
t=a
= —mg (2(b) — 2(a)).

Luego, el trabajo es independiente de la curva I' y en este caso solo depende de
las diferencias de la altura entre los puntos A y B.

= —mgz(t)

A continuacién veremos otros ejemplos de campos conservativos y no conser-
vativos.

Ejemplo 55. Dado el campo F(z;y) = (zy;y?) evalde la integral /ﬁ -dr en
T
los siguientes casos:

a) I': 7(¢t) = (t;t), t € [0;1].
b) T': 7(t) = (;t), t € [0;1].

¢) ' = Ty Ul donde la curva I’y : 7 (t) = (£0), t € [0;1] y la curva
Iy : 7 (¢) = (0;t), t € [0;1].

Solucién
a)
/ﬁ-d*zfxydm+y2dy
r r
1
=/ 2t2 dt
0
B 2t3‘1 2
~ 3lo 3°
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b)
/F“dr":/xydxﬁhygdy
| iy r
1
=f (t% + 2t5) dt
0
t4 51 7
=T+ 5l ="
c)

/F’-d"= xyda:+y2dy+f zydz + > dy
r P] Tz

1
=0+f t2 dt
0

1

Observemos que todas las curvas dadas anteriormente tienen el mismo punto
inicial y el mismo punto final, luego estos resultados muestran que, en general
una integral de linea depende de la curva sobre la cual se integra, es decir, el
campo vectorial F de este ejemplo no es conservativo.

Ejemplo 56. Dado el campo ﬁ(x; y) = (z;y) evalie la integral fﬁ - d7 en los
siguientes casos: :

a) T': Ft) =58, t € [0; 1]

b) T': 7(t) = (t;1%), t € [0;1].

c¢) I' = I’y UTy, donde la curva I'y : 7 (t) = (0), t € [0;1] y la curva
I'g: 75 (t) = (O;t), te [0, 1]

d) T': 7(t) = (@(t);y(2)), ¢ € [a;8], con z(a) =y(a) =0 y 2(b) =y(b) =1, cuya
gréfica es mostrada en la figura 1.40,
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Yy
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2 AdFT B VNN %
Fig. 1.40

Solucién

a)

b)

fﬁ-d?"z/zdm+ydy
r F

1
=/ (t+ 2t%) dt
0

2 tin g
_[EJF? o

]ﬁ-d“z/ :rdw+ydy+/ xdr + ydy
I Fl r2

1 1
=ftﬁ+/t&
0 0

21 2
1.

+ —| =
2lo 2lo
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d)

o

gl
=y

(7(8) - 7(t) dt

T
&S]
.
=y
Il

b

I

(z(t);y(2) - (z'(t);9'(¢)) dt

z(t)z'(t) +y(t)y'(t)] dt

P
2| =

Il
FRERNIR S S S

[#%(t) + ¥*(t)] 't

22(t) + 2],

() + (1) - 5 [+%(0) + ()]

— —

I

Las curvas consideradas anteriormente tienen los mismo puntos extremos, sin
embargo a diferencia del ejemplo anterior las integrales de linea obtenidas sobre
cada curva son iguales, esto significa que no dependen de la curva sobre la cual
se integra, es decir, el campo de fuerzas F de este ejemplo es conservativo.

En lo que sigue iniciaremos un estudio de las propiedades que tienen los
campos de fuerzas llamados conservativos a fin de:

= Poder reconocerlos sin necesidad de calcular expresamente la integral de
linea.

= Calcular su integral de linea conociendo apenas los extremos de la curva.
= Determinar el valor de su integral de linea sobre un camino cerrado.
Para ello debemos precisar algunos conceptos.

Sea U un subconjunto de R™, diremos que U es conezo (por caminos) si dos

puntos cualesquiera de U pueden unirse mediante una curva totalmente contenida
en U.
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Ejemplo 57.
a)

Fig. 1.41 El conjunto [/ sombreado es conexo. Fig. 1.42 El conjunto B es conexo.
b)
o ¥
T
Fig. 1.43 El conjunto sombreado no es conexo. Fig. 1.44 El conjunto sombreado no es conexo.

Ejercicio: Senale cudles de los siguientes conjuntos son conexos.

a)
Yy
. T
O
Fig. 1.45 R-{0}. Fig. 1.46 R*-{(0,0)}.

b) U=R3—{(z;5;2) : z2=0}.

0) U={(z;y:2) €R®: 1 <a?+y?+22 <4},
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Sea U un subconjunto conexo y abierto de R™, y F:.:U — R™ un campo

vectorial continuo, diremos que la integral F - di es independiente del
. . . 1—‘1
camino de integracidn en U, si y solo si

/ﬁ-df‘: F.dF
I'h '

para cualquier par de curvas I'y,T's en U que tengan los mismos extremos inicial
y final.

Fig. 1.47 ‘["‘ dfz‘[.‘-“ dr para cada i, j.

T I

Sea U un subconjunto abierto y conexo de R™, diremos que el campo vectorial
continuo F' : U — R", es conservativo en U si y solo si la integral de linea

/ F.dr es independiente del camino de integracién en U.
I

Ejemplo 58. Como ya hemos demostrado anteriormente, el campo gravitacional
F(z;y;2) = (0;0; —mg)

y el campo ﬁ(x;y) = (z;y) son conservativos en R? y R? respectivamente, pues
la integral de linea de F' entre dos puntos cualesquiera no depende de la curva
que los une.

Ejemplo 59. Compruebe que el campo vectorial F(z;y;2) = (2xy;2%;1) es
conservativo en R®.

Solucién

Debemos demostrar que F tiene integral independiente del camino de integracion
en R3, para esto consideremos una curva arbitraria I' ¢ R® de extremos inicial y
final A y B respectivamente, parametrizada por

7 (t) = (2(t); y(t); 2(8)), t € [a;0].
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Luego,
/rﬁ" =[2:rydx+3: dy + dz
- f 2 (2) y(t) ='(t) + 22() y'(8) + 2 (8)) dt
b
= [y +=/@a

= [2® v + =],
= 22(8)y) + ) ~ X(@)y(e)  =(a).

Por lo tanto, como esta integral no depende del camino de integracién en T, el
campo dado es conservativo en R3.

En el ejemplo anterior hemos visto que

= Evaluar la integral de linea de un campo vectorial F se redujo a evaluar la
antiderivada de la funcién F(7(¢)) 7'(t) en los extremos de la curva.

B ﬁ(:r;y; zl= (2:13'3;; x2; 1) es el gradiente del campo escalar f(z;y; z) = 22y+2
estoes, Vf=F.

Pregunta:

;Ser4 cierto que si un campo vectorial F es el gradiente de algin campo escalar
f, entonces F es conservativo?

El siguiente teorema establece bajo qué condiciones la respuesta a esta pregunta
es afirmativa.

Teorema 1.3. Sean U C R™ un subconjunto conexo y abierto, f : U — R un
campo escalar de clase C tal que el campo F = V f, entonces

[T F.dr= {(B) - f(4) (1.7)

para cualquier curva regular I' contenida en U y de extremos A y B.

Prueba.

Como U es un conjunto conexo, entonces existe una curva I' : ¥ = 7(t), para
t € [a;b], donde A =r(a) y B = r(b).
Definamos la funcién real de variable real

H(t) = f(7(t)), te|a;b].
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Aplicando la regla de la cadena obtenemos

H'(t) = (for)'(t)

_ o) om) 9F(F(t) Ozn(t)

oz, ot oz, ot
= VI({F () - 7(t).

Por lo tanto, aplicando el teorema 1.2 obtenemos

AF-dF:ﬁﬁf-dF
=]:€'f(i‘(t))-%"(t)dt

b
=/ H'(t)dt
= H(b) — H(a)

= f(r(b)) = f(r(a)).

En el caso que F=V f, la funcién escalar es llamada funcién potencial
del campo F'. Por ejemplo, para el caso del campo gravitacional, se tiene que
f(z;y; 2) = mgz es una funcién potencial para F(z;y;z) = (0;0;mg).

Observacién 14.

1. El teorema 1.3 nos dice que si el campo vectorial F es un campo gradiente
continuo en un conexo abierto U, entonces el célculo de la integral de linea

[ F - dr se reduce a evaluar la funcién potencial correspondiente en los
P

extremos de la curva, lo que significa que ] F . dF es independiente del
r

camino de integracién en U, es decir, F' es conservativo en U.

2. Sila curva I' es cerrada, esto es r(a) = r(b) entonces,

fﬁ-df’:fﬁf-df‘:&
r r

3. El teorema 1.3 sigue siendo vélido si I' es una curva regular por partes. En
efecto, si I' es una curva regular por partes, entonces existe una particion

{to = a;t1;t;- - ;tm = b}
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del intervalo [a;b] tal que para cada k € {1;2;---;m}, la curva Iy que
une los puntos: Ap_; = 7(tx—1) con Ay = r(tx) es regular, con Ag = Ay
Am = B. Luego, aplicando el teorema 1.3 a cada curva I'; obtenemos

fﬁf-df:Z/ Vf-di
L k=1"Tk

=) [fF (tr)) — f(F (tk-1))]

k=1
= [f(A1) = f(A)] + [f(A2) = f(A)] + + - + [f(B) = f(Am-1)]
= f(B) — f(A).

Ejemplo 60. Dado el campo vectorial F(z;y; z) = (2% + 1;2z; 22z + 2y):

a) Verifique que f(z;y;2) = 2% + z + 2yz es una funcién potencial para F
en R3.

b) Calcule / F - dF, siendo T" una curva con extremo inicial (0;1;0) y extremo
final (1;2?3).
Solucién
a) Queda como ejercicio.

b) De la parte a) tenemos que f(z;vy;2) = xz? + = + 2yz es un campo escalar
de clase C! sobre R? que cumple

@f(x;y;z) = ﬁ(:c; y;z) para todo (z;y;2) € R3.

Luego, por el teorema 1.3 tenemos

/F‘-df'= F(1;2;3) — £(0;1;0) = 21.
r

Observe que f(x;y; z) = x2°+2+2yz+10 es también una funcién potencial para
F en R3. En general, un campo vectorial conservativo tiene infinitas funciones
potenciales. El siguiente teorema afirma que dos funciones potenciales de un
mismo campo vectorial conservativo solo difieren en una constante.

Teorema 1.4. Sea U un conjunto conexo y abierto en R™. Sean f, g : U — R"
campos escalares definidos en U cuyos gradientes coinciden en U, entonces ellos
difieren en una constante, es decir existe una constante C' tal que f = g+ C.
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En el teorema 1.3 hemos probado que el gradiente de un campo escalar con-
tinuo en un conexo y abierto U es un campo vectorial conservativo en U, en lo que
sigue analizaremos el reciproco de este teorema, es decir, si un campo vectorial
conservativo es el gradiente de un campo escalar.

Sea F : U — R™ un campo vectorial continuo en un conjunto conexo y
abierto, elijamos un punto Ap de U, y consideremos una curva regular por partes
I's de extremo inicial fijo Ag y extremo final B, siendo B un punto cualquiera de
U.Si F esun campo vectorial conservativo en U, entonces la integral F.dr

g
define un campo escalar en U, esto es

f(B)= [ F-dr,
I'p
siendo 7 una parametrizacion de ['g.
Como U es conexo cada punto B de U puede ser alcanzado por una curva. A
continuacién demostraremos una extensién del primer teorema fundamental de
las integrales definidas para integrales de linea.

Teorema 1.5. Sea F un campo vectorial conservativo continuo en un conjunto
conexo y abierto U C R", y sea Ay un punto fijo de U. Si f es un campo escalar
en U definido por

f(B):/l:BF"-df’

siendo I'g C U una curva regular por partes con extremo inicial Ay y extremo
final B, entonces

Vf(B) = F(B) para todo B € U.

Prueba.
La prueba de este resultado la haremos para n = 3.
Como el campo F = (Fy; Fy; F3) es conservativo en U, entonces tiene integral
de linea independiente del camino de integracién sobre U. Luego, la funcién
f:U — R dada por

flxiy;2)= | F-df

g
estd bien definida, siendo I'g una curva que une los puntos Ag (extremo inicial)
fijo y B = (z;y;2) (extremo final).
Demostraremos que f es una funcién potencial del campo vectorial F, esto
essi F = (F1; Fa; F3), entonces se cumple
af af

of
Fy = = Fy = 3’ Fy= 5, Pare cada (z;y;2) € U.

5



Pontificia Universidad Catdlica del Perd Teoremas fundamentales

Por definicién de derivada parcial tenemos

9 h;y; z) — f(x;y;
Eé(“’;y?z)=§%ﬂx+ yz})1 f(z;y;2)

= 1fmw

h—0 h

(1.8)

siendo A; = (z 4 h;y; z). Asimismo, observe que:

Como U es conexo y abierto podemos asegurar que para h suficientemente
pequeno, el punto A; es alcanzado por la curva I" 4, que une Ay con el punto
Aj, en ese orden y que estd contenida en U.

Luego, para h suficientemente pequeno tenemos que

f(AI)—f(B)=]A F-dﬁ—LBF-df,

1

equivalentemente
f(A) - f(B) = F'-d:F’Jr/ F-dF
FAI —I'p
= / F . dF
s, U(-Tg)
= / F.dF, por la independencia del camino,
r :
es decir,
f(a) - 1(B) = | F-dr (19)
1

donde TI'; es cualquier curva que une B con Aj, en ese orden (ver figura
1.48).

En particular, como la integral es independiente del camino de integracion,
podemos evaluar la integral F.dr alo largo de un segmento de recta parametriza-

I'y
do por

7 (t) = (z + t;y; 2), parat € [0;h].
Luego,
— h —
[ Fdr= [ Fa+tya)- 100
fi 't (1.10)
=/0 Fi(z + t;y; 2) dt.
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Fig. 1.48 F-di=| F-dr
Telu iy, I

Reemplazando 1.9 y 1.10 en 1.8 obtenemos
of . 1
%(i‘",y:z)—gl_f’f(l)"}; /0- F](I"l-t,y,Z)dt.
h
Definamos ahora ¢(h) = f Fi(z + t;y; z) dt, entonces
0

-g%(x;y;:f:) = }f_rfé%i ¢(h)
= ¢'(0)
= [Fi(z + h; y; 2)]h=o
= Fi(z;y; 2).

En forma similar se prueba que

BOF v it — Wi B e . i
6_3; (33131: Z) == Fg(ﬂ'}, Y; Z), 9z (fL‘, Y; z) - F3($Jy:z)'

El teorema 1.5 garantiza que si F' es un campo vectorial conservativo continuo
sobre un conexo y abierto U, entonces es el campo gradiente de un campo escalar

en U.

Los teoremas 1.3, 1.5 nos dicen que una condicién necesaria y suficiente para
que un campo vectorial F sea un campo gradiente en un conjunto conexo abierto
U es que F sea conservativo en U.

El siguiente resultado establece que el hecho que F sea conservativo en U es
equivalente a afirmar que la integral de linea a lo largo de cualquier curva cerrada
regular por partes en U, es nula.
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Teorema 1.6.

Sea F' : U — R"™ un campo vectorial continuo en el conexo y abierto U C R™.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes

a) F es un campo gradiente de cierta funcién f : U — R potencial.
b) F es un campo conservativo en U.

c¢) La integral de linea de F alrededor de toda curva cerrada simple en U es
igual a cero.

Prueba.
(a = b) Es una consecuencia del teorema 1.3.

(b = c) Supongamos que el campo F tiene integral de linea independiente del
camino de integracién. Sea I una curva cerrada simple siendo A su punto inicial
y final. Sea B cualquier otro punto de I', entonces tenemos

'=Tr,url>

donde I'; es la curva de extremo inicial A y extremo final B, y I's la curva de
extremo inicial B y extremo final A, como se muestra en la figura 1.49.

n
B

Fig. 149 =T UT,.

Luego, I'y vy —T'3 son curvas con el mismo punto inicial y punto final. Por lo

tanto,
/ F.df = / F - dF
F] _F2
entonces,
/ F’-d*+/ F-dif=0
I' T2
es decir,
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(c = b) Supongamos que I'; y I's son dos curvas con el mismo punto inicial y
el mismo punto final, entonces la curva I' = I'; U (—I'2) es una curva cerrada.
Luego, de la hipétesis tenemos

F-drfr=0
I
es decir,
fﬁ-d"+/ F.-di=0
P1 —F‘Z
/F‘-d?- F.dif=0
I 13
Luego,

Esto es, el campo F tiene integral independiente del camino de integracién y por
lo tanto F' es conservativo en U.
(b => a) Es exactamente el teorema 1.5.

El siguiente resultado brinda un criterio para determinar cuando un campo vec-
torial F' no es un gradiente, el cual resulta ser bastante sencillo, pues su proceso
no requiere integracion.

Teorema 1.7 (Condiciones necesarias para que un campo sea conser-
vativo). Sea U un subconjunto abierto de R™ y F = (Fy;...; F,) : U — R" un
campo vectorial de clase C' 2. Si F es conservativo en U, entonces

OF(P) _ OF;(P)
oz j n 3.’1:,'

para todo P = (z1;x9; - ;z,) EU y paratodoi,j€ {1;2; - ;n}.

Prueba. Si F = (F1; Fy;- -+ ; Fy) es un campo vectorial conservativo en U, en-
tonces existe una funcién escalar f : U C R®™ — R verificando F = Vf en U,
esto es

R(P) = 5-(P)

para cada P € U y para cada i,j € {1;2;--- ;n}. Derivando ambos miembros de
la igualdad anterior respecto de x; obtenemos

2Diremos que F = (Fy;...; F,) : U — R™ es una funcién de clase C* sobre U si y solo si sus
componentes I : U — R son de clase C? sobre U para cada j € {1,...,n}.
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JF; o (of
)= 2 () )
OF; OF;
teorema de Schwarz !3 se deduce que

OF;  _  OF
(P) - 81’{

y como las derivadas parciales son continuas en U, entonces por el

9z; (P) para todo P € U.

Ejemplo 61. En el ejemplo 60 se ha visto que el campo vectorial
F(z;y;2) = (2% + 1;22; 222 + 2y)

es conservativo en R3, por lo tanto segiin el teorema 1.7 sus componentes del
campo F, Fi(z;y;2) = 22 + 1, Fy(z;y; 2) = 22, F3(z;y;2) = 2xz + 2y, verifican
las siguientes propiedades sobre R3:
OF _0F _ OR _OF _, R _0R _,
oy 9z ' 9z oz 7 0z oy
Ejercicio:
Compruebe que el teorema 1.7 se cumple para los campos vectoriales definidos
en los ejemplos 54, 56 y 59.

Corolario 1.8.

Del teorema anterior se deduce que si existen ¢, j con ¢ # j verificando

OF; , OF;
oz, #* a2; sobre U,
entonces el campo vectorial F= (Fy; Fo;- -+ ; F,) no es conservativo en U.

Ejemplo 62. En el ejemplo 55 demostramos que el campo 1:'"(27; y) = (zy;y?) no
era conservativo, para ello integramos sobre diferentes curvas mostrando asf la no
independencia de la integral respecto al camino. Sin embargo, usando el corolario
1.8 basta con ver que

OR .\ _ _9F, .
6_y($1y)_'$720'— o1 (ﬁf,y)

sobre R? para concluir que F' no es un campo conservativo en R2.

13Gea f : U — R™ una aplicacién de clase C? sobre U, siendo U/ abierto de R", entonces para
cada P € U se cumple .
o°f a*f
< L P).
il Dae
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Ejemplo 63. El campo vectorial F(z;y; z) = (3z22; 2%; 23 + 22) no es conserva-
tivo en R, pues una de las siguientes igualdades no se cumple en R>:

P N _99 ..
8_y' (ﬁf‘y‘z) = ox (Ivyi Z)
oP OR

5 (:C:y:z) - a(%yaz)
0 OR

2 @wi7) = S @ii2)

siendo P(z;y;z) = 322z, Q(z;y;2) = 22,y R(z;y;2) = 23 + 2z.
Determine cudl es la igualdad que no se cumple.

Ejemplo 64. Dado el campo vectorial F(z;y) = ($2‘+yy2; - —3: yz) _
BP0 —y z
l l P ’ [ — % =
a) Calcule — By’ Bz 5, donde P(z;y) = — R Qz;y) = — e

b) (A partir de a) puede concluirse que F' es conservativo en R? — {(0;0)} ?

Solucién
oP oQ y? — x? 5
T s s R2 — s )
) Gy (@50) = G () = o sobre B — {(0;0))
op 2
b) A pesar que la 1gualdad z;y) = —(x;y) se cumple en R* — {(0;0)},

el campo F no es conservatlvo en R2 — {(0;0)}, pues si lo fuera deberia

cumplirse que
j‘( F.df=0
r

para cualquier curva cerrada simple contenida en R?—{(0; 0)}. Sin embargo,
si elegimos la curva I' como la circunferencia centrada en el origen de radio
a, es decir

. _ ] * = acost .
I‘.r(t)_{y = weeE ! tG[O,?‘.‘T],

obtenemos que f F-di =21 #0.
i
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Pregunta: ;Contradice esto lo establecido por el teorema 1.6 o 1.77

La respuesta es no. Este ejemplo deja claro que el hecho que las derivadas

parciales de las componentes del campo, sean iguales en U no es sufi-

oy’ Oz
ciente para garantizar que el campo sea conservativo en U.

En lo que sigue estableceremos qué condiciones se cumple para el reciproco
del teorema 1.7. Previamente, daremos algunas definiciones.

Diremos que un conjunto U C R" es un conjunto convexo, si dados dos
puntos arbitrarios A, B € U, el segmento de recta que los une queda totalmente
contenido en U.

Fig. 1.50 El conjunto sombreado U no es convexo. Fig. 1.51 El conjunto R? es convexo.

Observacién 15.

Todo conjunto convexo es conexo, sin embargo no todo conjunto conexo es
convexo.

Teorema 1.9 (Condiciones necesarias y suficientes para que un cam-
po sea conservativo). Sean U un subconjunto convexo abierto de R" y sea
F= (Fy; Fy;--- 3 Fy) : U — R™ un campo vectorial de clase C! en U, entonces
el campo F conservativo en U si y solo si

?fi( ) = Of
33:‘_1; N 335‘;'

(P) (1.11)

para todo i,j € {1;2;--- ;n} y para todo P = (z1;x9; - ;2,) € U.
Ejemplo 65. El campo vectorial F(z;y; z) = (22+41; 2z; 222+ 2y) es conservativo

en R3, pues R es un conjunto convexo abierto. Ademds, las derivadas parciales de
primer orden de sus componentes son funciones continuas sobre R®. Finalmente
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en todo R? se cumple

0P _09 _,
dy Oz
8—P=8—R=2z
0z Oz
9Q _OR _,
dz Oy

Pregunta:
iPor qué no puede aplicarse el teorema 1.9 en el ejemplo 647

El siguiente ejemplo resume las alternativas que se tiene para evaluar una
integral de linea de un campo vectorial.

Ejemplo 66. Evalie la siguiente integral de linea
f 3z2zdx + 2% dy + (2® + 2yz) dz
r

donde T es la curva mostrada en la figura 1.52.

z

(0;0,0)
Fig. 1.52 Curva T
Solucién
i) Cuando el campo es conservativo

Observe que el campo F' es conservativo en R3, pues R? es un conjunto
convexo abierto y sus funciones componentes

P(z;y;2) = 32%2, ,Q(x;y;2) =2°, R(z;y;2) =2° +2y2
tienen derivadas parciales de primer orden continuas, y ademas en todo R?
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se cumple

oP 0
By @¥2) = 6—2 (z;952) =0
8P OR

55 (@y2) = 5 (z9;2) = 327

BQ( _re R(x;y;z) i,

Cuando se presenta este caso tenemos dos alternativas para evaluar la in-
tegral de linea.

a)

Usar un camino adecuadamente elegido
Como el campo F es conservativo en R?, entonces F tiene integral inde-
pendiente del camino de integracion, por lo que tenemos libertad para
elegir la curva sobre la cual vamos a integrar. Por ejemplo, como R3
es convexo podemos elegir un segmento de recta cuya parametrizacién
es

i Fit) =143 5:4), £t € [0:1]:

Luego,

/ F.di = f 1 [3(3t)%(4t)(3) + (4¢)*(5) + [(3t)° + 2(5¢)(4t)](4)] dt
r 0
- / 1(432t3+240t2)dt
0

1
= 108t4 + soﬂ = 188.

Usar el teorema 1.3

Como el campo F es conservativo en R3, entonces existe un campo
escalar diferenciable f : R3 — R tal que en R3 se cumple F = Vf.
Luego, por el teorema 1.3 tenemos

[ F = 135514 - 0:0:0), (112)
I;

entonces, calcular esta integral se reduce a encontrar una funcién po-
tencial de F' en R3. Aprovechamos este ejemplo para mostrar dos méto-

dos de cémo construir una funcién potencial para un campo conserva-
tivo F"
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(b1)

(b2)

Usando integrales de linea

Como F es un campo conservativo en el conjunto convexo abierto
R3, entonces el teorema 1.5 permite definir un campo escalar de
la siguiente manera

f(z;9;2) = / F.dr (1.13)
Llayiz)
siendo I'(,.,,.,) un segmento de recta que une un punto fijo Ag de R3

con un punto cualquiera B = (z;y; z) € R® y cuya parametrizacién
es

[': 7(t) = Ao + t((z;y; 2) — Ag), t € [0;1].
Como R? contiene al origen, podemos elegirlo como el punto fijo, es

decir, Ag = (0;0;0), de esta manera la parametrizacién se reduce
a la forma

T': 7(t) = t(z;9;2), t € [0;1],

reemplazando esto en 1.13 obtenemos:

flaiy;2) = /0 F) -7
= [ Fetwvia) @
- /0 1 (3(tz)2(t2)x + (t2)%y + [(tz)® + 2(ty) (t2))2) dt
= fo 1(4t3$3z + 3t2y2?) dt
= [ta®s + 7]

=z3z 4 yzz.

Por lo tanto, ] F.dr =188.
r

Usando integrales indefinidas
Puesto que el campo F es conservativo en R3, existe un campo
escalar diferenciable f : R? — R verificando:

F(z;y;2) = Vf(a;y; 2),
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es decir,
g_i (z;9;2) = 3222 (1.14)
‘3—; (z;y;2) = 2° (1.15)
.‘;_’z' Cpysa) == a4 (1.16)

Integrando 1.14 con respecto a la variable = obtenemos
flzy52) = ] 3ezde = 2’z + A(y; 2) (1.17)

donde A(y; z) es la constante de integracién que depende de y y
2

Derivando 1.17 respecto de la variable y tenemos:

af 0A
— (z;9;2) = —(y; 2). 1.18
8y( Y; z) ay(y ) (1.18)
Comparando 1.18 con 1.15 resulta
JA 9
ay (y,Z)—Z N

Por lo tanto, al integrar esta iltima ecuacién respecto de la va-
riable y, resulta

A(y; z) = y2° + B(2).
Luego, 1.17 puede ser escrita como
f(z39;2) = 2%z + y2* + B(2).

Derivando f respecto de la variable z y comparando con 1.16 te-
nemos

g—i (z;9;2) = 2° + 2yz + B'(2) = 23 + 2z,

entonces B’(z) = 0. De esta manera, B(z) = C siendo C una
constante. Por lo tanto, la funcién buscada es

flz;y;2) =28z +y22 + C.
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Luego, reemplazando la funcién potencial f en la ecuacién 1.12 tenemos
que

/F‘-df: £(3;5;4) — £(0;0;0) = 188.
r

ii) Cuando el campo no es conservativo

Si el campo F no hubiese sido conservativo, entonces el Unico camino que
queda por usar, por el momento, es el teorema 1.2. Usar este resultado
se reduce a calcular una integral definida, pero un paso importante para
esto es conocer una parametrizacién de la curva sobre la cual se integra.
En el ejemplo anterior, si el campo F no fuera conservativo, entonces seria
imposible calcular la integral sin conocer una parametrizacién de la curva
mostrada en la figura 1.52.

Observacién 16.
El ejemplo anterior describe las alternativas que hasta el momento tenemos para

el cdlculo de una integral de linea de un campo vectorial f F.dF. En la figura
r

1.53 se resume dichas alternativas.

J=J-P'-da=
r

i F conservativo?

st

usar teorema 1.2

usar independencia
del camino

Fig. 1.53

Ejemplo 67. Evalte la siguiente integral de linea

/(2:1: sen z) dz + (2° — ¢¥) dy + (2? cos z + 3y2?) dz.
r
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Solucién
En este caso el campo dado F' es conservativo en R3, pues R® es un conjunto
convexo abierto y ademas se cumple

e @92) = 52 @%i2) =0

3 OR
3, BY2) = 5 (9;2) = 2wcosz

0 OR
3—?(m;y;3) = 3—y(w;y;Z) —

Ejemplo 68. Demuestre que el campo vectorial ﬁ(w;y) = (e*tY + 1,e*1Y) es
conservativo en su dominio y encuentre una funcién potencial de F.

Solucién

Es claro que el dominio de F es R2, el cual es un conjunto convexo. Ademas
como las componentes, P(x;y) = ex+y+ L, Q(z;y) = ¢**+Y_ de F tienen derivadas
parciales de primer orden continuas sobre R?, F es de clase C! sobre R2 y como
en R? se cumple

BP o
5 (rr;y) =t = 6—3 (z39),

entonces el campo F es conservativo en R2.
Si F es un campo vectorial conservativo en R2, entonces F es un campo gradiente,
es decir,

f(s;; y) = Vf(z;y) sobre R?

lo cual es equivalente a :

—f (m;y) =etV+1 (1.19)
(x y) = =V, (1.20)
Integrando 1.19 respecto de x obtenemos

flz;y) =" +z + A(y)

siendo A(y) una constante de integracién que depende de y. Derivando esta tiltima
expresion respecto de la variable y y comparando con 1.20 tenemos

of

dy
De esta ultima igualdad se deduce que A es una funcién constante, es decir,
A(y) = C. Luego, la funcién buscada es de la forma

fleiy) = & V+a4C

(z;9) ="V + A'(y) = *F
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Ejemplo 69. Dado el campo vectorial f(:c; y;2) = (22 + 1;22; 222 + 2y).

a) Analice si F' es 0 no conservativo en su dominio. En caso afirmativo, en-
cuentre una funcién potencial para F.

24y’ +22 = 1

b) Calcule la mtegra.lfFF-dr, dondel":{ oiade o= 1"

Solucion

a)

Fig. 1.54

Es claro que el dominio de F es R3, el cual como sabemos es un conjunto
convexo. F es de clase C!, pues las derivadas parciales de primer orden
de sus funciones componentes son funciones continuas en R3. Asimismo, en
todo R3, estas componentes de F verifican las siguientes propiedades:

OF N _OF
ay (.T,y,Z)— ax (.’.’C,y,Z)—O

ofR,  _OF3, . _
E(x:%z) = E(w,y,z) =2z
OFy oF:

P VI L o
E(a‘,y,Z)-— ay (:Ciy)z) 2

Por lo tanto, el campo es conservativo en R3.
Como F es conservativo en R?, entonces F es un campo gradiente, es decir

F=(FyFyBy) = Vf = (g_i; g_;'-,g_i)
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lo que es equivalente a

OF b8

ax(x,y,z)—z +1 (1.21)
of (... N—

By (395 2) =22 (1.22)
of .. N

92 (z;y; 2) = 2zz + 2y. (1.23)

Integrando 1.21 respecto de = obtenemos

f(z;y;2) = 2z +z + A(y; 2) (1.24)
derivando esta iltima expresién respecto de y y comparando con 1.22 te-
nemos 5 oA

2z = %(x;y; z) = 3—y(y; 2).
Por lo tanto, A(y;z) = 2yz + B(z).
Luego, 1.24 puede ser escrito como

f(z;y;:2) = 2%c + 2+ 2yz + B(2),

derivando esta expresién respecto de la variable z y comparando con 1.23
tenemos
of

B =22z + 2y + B'(2) = 2xz + 2y.

Por lo tanto, B(z) = C. Luego, la funcién buscada es de la forma

f(z;y;2) =22z +z+ 2yz + C.

Como el campo F' es conservativo y I es una curva cerrada simple, el valor

de la integral de linea / F - dF es cero.
r

Ejemplo 70. Halle la integral de linea del campo vectorial F(z;y; z) = (yz; 2z2; y)
a lo largo de una curva I" que se encuentra sobre la superficie zy?z = 1 que une
los puntos (%;2; %) v (1:1;1).

Solucién

El campo F puede descomponerse de la siguiente manera

F(z;y;2) = G(x;y; 2) + H(z;y; 2)
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donde é(x;yiz) = (yz;zz;2y) = V(zyz) es decir, G es un campo vectorial
gradiente y H(z;y;2) = (0;22;0). Luego,

/F’-df’:/é-dr+/ﬁ-dr
r B I?
Y

(1;1;1) ]1 d
+ Ao
(3:2:3) 9 Y2

=Yz
; A
s e
2 yl,
=0.
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Ejercicios: Secci6én 1.4

1. En cada caso determine si el campo vectorial F' es 0o no conservativo. En
caso afirmativo, halle una funcién potencial f.

F(z;y) = (3a’y;<°)

ﬁ(:r,y) = (2ze¥ + y; 2%e¥ + z — 2)

F(z;y) = (5;9)

d) F(z;y:2) = (¢ + z—y — 2,2 — 9)

e) F(:c;y;z) = (2zy3, £223; 322y2?)

f) F(z;y;2) = (y%cosz + 2%; —4 + 2y sen z; 3z22 + 2)
g) F(:c, y;2) = (22 + 1;22; 222 + 29)

h) F(z;y; z) = (2zy3z; 3x%y%2; 2%3)

i) F(z;y;2) = 22i + zyj + y2k

a)
b)
c)

i) F(z;y;2) = (; €Y sen z; e¥ cos 2)
k) F(z;y;z) = (2zyz + senz; 22z; 2y)
2. Dado el campo 1_7"(3:; y; z) = (y% 22y + z;y + 5)

a) Determine si el campo es conservativo.

b) Calcule el trabajo realizado por F sobre una particula cuya trayectoria
es descrita por el camino 7 (t) = (cost;sent;e'), t € [0;n]

3. Determine si las siguientes integrales de linea son independientes del camino
de integracion. En caso afirmativo, calcule la integral considerando A como
punto inicial y B como punto final de la curva I

a) [23: sen ydz + (22 cosy — 3y*)dy, donde A(—1;0) y B(5;1)
r

b) /(292 —122%y®)dz + (4zy — 92'y?)dy, donde A(1;1) y B(3;2)
r

c) / zdx + ydy, donde A(1;1) y B(5;2)
¥

d) /2msen zdz + (2° — €¥)dy + (2% cos z + 3yz?)dz, donde A(1;1;1) y
r
B(1;2;3)

e) / eVdx + (ze¥ +e*)dy + (ye* —2e~%*)dz, donde A(—1;0;0) y B(1;1;1)
r
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4. Calcule / F.dF, donde F es el campo vectorial dado, a lo largo de cualquier
r
curva que une los punto A(1;1;0) y B(1;2;-1).
a) ﬁ(:c;y; z) = (senx + 2y; 2z + cos z; 2 — ysen z)
b) F(z;y;2) = (% + e?’; eV + z;2zz6” + Y)

— 2
¢) F(z;y;2) = (22%y + v + z; §x3 + 2zy + 2%,z + 2y2)

5. Dado el campo ﬁ(:r, y;2) = (22 + 2 + 2922 + ¥  + 2+ y + 22)
a) Analice si F' es un campo conservativo.
b) Calcule el trabajo que realiza la fuerza F para mover una particula
{ B |
desde el punto A(1;0;0) hasta el punto B | 0, —; —
p (1;0;0) p ( 77

curva determinada por la interseccién de las superficies descritas por
2?2+9y2+22=1,2>0;,y=2

) siguiendo la

6. Sea F = Vf, donde f(z;y) = sen(x — 2y), encuentre curvas I'; y I's que no
sean cerradas y verifiquen la ecuacién

a) [ F-di=0
1 :

b) [ F-df=1
r

7. Calcule / (2zz + y*) dz + 2xy dy + x% dz, siendo T la interseccién de las
r
superficies z = 22 + y%; z +y = 2 del punto A(2;0;4) al punto B(0;2;4).
8. Determine el trabajo realizado por el campo de fuerzas

. o2,

ﬁ(m;y; 2) = (yze* ;e 2ye™ 4 1)

para desplazar una particula a lo largo de la curva I' : y = %; z = 0 del

punto A(—1;—2;0) al punto B(—2;—1;0). ;Ese trabajo es mayor, menor o
igual al trabajo realizado por el mismo campo de fuerza para desplazar una
particula en linea recta de A hasta B?

9. Halle el valor de la integral de linea / y?dx + 2°dy + z*dz, donde T es la

T
parte de la curva que se obtiene al intersecar las superficies
2+ +22=4, (-2°+94*=2%2>0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

entre los puntos (2;0;0) y (0;0;2), si el recorrido es en sentido horario visto
desde el origen.

Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas F(z;y;2) = (2% 1% 2)
para trasladar una particula desde el origen de coordenadas hasta el punto

2 .2 _
(2;2;4) alo largo de lacurva.[‘:{ * :y B i;

Halle el trabajo realizado por el campo de fuerzas ﬁ(:c; ¥;2) = (—y;;2)
al mover la particula a lo largo de la curva I' : 7(t) = (e! cost; el sent;tet),
donde t € [0;1].

x2+y2
y+z

Il
w

Calcular la integral de linea de Falo largodelacurval : {

Il
X}

desde el punto (2;0;2) hasta el punto (0;1;1).

yzdz + zzdy + xydz

T Yz
de extremo inicial P(1;1;1) y extremo final Q(2;2;2).

Evalie la integral

siendo I un segmento de recta

Halle la integral de linea del campo vectorial F"(a:; ¥;2) = (yz; 2zz;xy) alo
2
Yz = 1

largo de la curva I' : { G = 1

- 1
Dado el campo F(z;y;2) = e (yz; zz; zy)

a) Demostrar que / F-dF es independiente del camino de integracién en
r
el primer octante.

b) Sea I' una curva regular por partes formada por I'; y I'y, siendo I'y la
porcién de interseccién de las superficies 2 = z2, y = 1 con extremo
inicial (1;1;1) y extremo final (2;1;4), y I's el segmento de recta de
extremo inicial (2;1;4) y extremo final (3;3;5). Hallar el valor de la

integral de linea / F.dF
r

a) Una particula se desplaza sobre una curva regular I' y en cada punto
P de T se aplica la fuerza F = k (P — Py), con k constante, siendo
Py un punto fijo exterior a I'. Si Py = (2;—1;1), hallar el trabajo que
realiza F' para trasladar una particula del punto A = (1;0;0) al punto
B = (1;0; 27) siguiendo la curva I'.
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b) Sea I' : 7(t) = (cost;sent;t), t € [0;27]. Supongamos que durante el
desplazamiento de una particula sobre I' se ejerce sobre ella un campo
de fuerzas G (opuesta al movimiento), que es continuo sobre I, de
médulo constante ||G|| y es tangente a la curva I'. Calcular el trabajo
realizado por G para desplazar la particula del punto A = (1;0;0) al
punto B = (1;0;2m).

17. Dado el campo vectorial F(z;y; z) = (yze®?; e*%; zye® + 1)

a) Demuestre que F' es un campo vectorial conservativo en su dominio.

b) Halle una funcién potencial de F

c) Calcule / F . d7, donde T une los puntos de la curva
r

|
=2

e
V
=

2?+y?+2? = >
y = =z
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1.5. El Teorema de Green

El teorema de Green relaciona la integral de linea de un campo vectorial
en R% a lo largo de una curva cerrada simple, regular por partes I' con una
integral doble sobre la regién plana D limitada por I', es decir que este teorema
se constituiré en otra herramienta para el cdlculo de integrales de linea de campos
no conservativos.

Llamaremos regiéon o dominio del espacio R™ a un subconjunto D C R"
que es abierto y conexo. La frontera de D, denotada por 9D, es el conjunto de
puntos P € R™ tal que cualquier bola abierta con centro en P contiene al menos
un punto de la regién D y un punto de su complemento: R" — D.

Fig. 1.55

Ejemplo T1.
Si D= {(z;y) e R?: “;—2 + 42 < 1}, entonces su frontera es el conjunto

2
8D={(:c;y)€]R2:%+y2=1}.

Fig. 1.56
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Si D = {(z;y) € R? : 22 +y?> > 1y 2% + y? < 3}, entonces su frontera
es el conjunto @D = T'; UTy, donde I'; = {(z;9) € R? : 22 + 2 = 1} y
Iy = {(z;y) € R? : 2% + y%> =3}

y

4
K 3 . H r'
] 75

oy

Fig. 1.57 8D=T UT,.

Si D = {(z;y) € R? : y > 0}, entonces su frontera es el conjunto

0D = {(z;y) €eR?:y=0}.

Fig. 1.58

Sea D una regién de R?, diremos que su frontera dD est4 orientada positi-
vamente respecto a D si al “desplazarnos” a través de 0D la regién D queda
a la izquierda.

oD
I
8D = l"l w 1"2
dD positivamente orientada. positivamente orientada.
Fig. 1.59 Fig. 1.60
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Teorema 1.10 (Teorema de Green). Sea D una regién acotada de R? con
frontera D una curva cerrada simple, regular por partes y orientada positi-
vamente respecto a D. Si F(z;y) = (P(z;9); Q(z;y)) es un campo vectorial de
clase C! sobre un conjunto abierto que contiene a D, entonces

oG _oF
aDPd:I: +Qdy = // ( ) dz dy. (1.25)

Ejemplo 72. Dado el campo vectorial F (z;y) = (z;y) definido en cada uno de
los siguientes conjuntos sefiale en cuéles es posible usar el teorema de Green para

calcular la integral de linea f xdx + ydy?
oD

a) D={(z;y) eR?: & + 4% < 1}.
b) D= {(z;y) e R?: 22 +9y®> > 1y 22 +y% <3}
c) D= {(z;y) € R?*:y > 0}.

Solucién .
Como las componentes del campo F' = (P; Q) tienen derivadas parciales de primer
orden continuas en R?, pues

oP oP oQ

P @ =1, L@y=0= =

5;(93; Y), B

entonces, F es de clase C' en R2. Por lo tanto, las hipotesis sobre el campo
vectorial se verifican sobre D para cada caso.
Veamos ahora si las condiciones sobre la frontera de D se cumplen.

=1

a) La frontera D es una curva simple cerrada y como existe una parametrizacién
de dls; 1z P = 4 * = 2ESH

y = 2sen(t)
entonces 9D es regular y, ademés tiene orientacién positiva respecto a D.

0 <t < 2m, la cual es regular,

b) La frontera dD no es una curva, pues su grafica no puede ser trazada de
una séla vez, es decir, no es la imagen de un camino, por lo tanto no es
posible aplicar el teorema de Green. (Posteriormente veremos que es posible
aplicar, para este caso, una versién generalizada del teorema de Green).

c¢) La frontera 0D es una curva, pero no es cerrada. Luego, no puede aplicarse

el teorema de Green para evaluar la integral de linea / xdx + ydy.
r
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Ejemplo 73. Calcule la integral /(12x2 seny +3xy?) dz+ (4z° cosy+ 6zy) dy,

donde I es la frontera del poligon(fde vértices (0;0), (3;0),(2;1),(1;1) recorrida
en sentido antihorario.

Solucién

Observe que el campo vectorial F es de clase C! sobre R2, pues sus funciones
componentes,

P(z;y) = 122”seny + 3zy® y Q(z;y) = 42° cosy + 62y

tienen derivadas parciales continuas en R?, donde

OP P

— (z;y) =24 e —(z;9) = 1222

D (z;v) xseny + 3y, 7y (z;y) z° cosy + 6zy
M) o g aQ, . 2 9
E(m,y) = 12z2° cosy + 12zy, By (z;y) = —4z°seny + 6z

Ademas, es claro que I' es una curva cerrada, regular por partes y orientada
positivamente. Sea D la regién limitada por I' como se muestra en la figura 1.61

¥

1
y=-z+3

1 2 3

Fig. 1.61

luego, por el teorema de Green:

[ ] (2-2) o
f/ﬁmydmdy
=f0 (/:_yﬁxydm) dy

1
15
E / (27y — 18y%) dy = —.
2 2
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Ejemplo 74. Encuentre el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(z;y) = (—y* + €*")i + (arctan y)j

para desplazar una particula a lo largo de la curva I' descrita por el cardioide
r =14 cos@, con 6 € [0;2n].

Solucién
El objetivo es encontrar W = 56 P(z;y) dz + Q(z; y) dy.
P
Como
oP o oP
a(m,y) = "% cosz, By 2 (@5 y) = -2y,
o0Q, 0Q, _ 1
o (@:9) =0, ay &Y =13

son funciones continuas sobre R?, entonces el campo vectorial F = (P;Q) es de

clase C! sobre R2. Sea D la regi6n limitada por I' como se muestra en la figura
1.62.

Y

S

Fig. 1.62

Por otro lado, es claro que la frontera de D, dD = T, es una curva cerrada
simple, regular y orientada positivamente respecto a D. Luego, por el teorema de

Green:
- (-2
= 4/ 2y dz dy.

Pasando a coordenadas polares { B RS 0s0<2v

rsend 0<r<1+cosf
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teniendo en cuenta que el jacobiano 14 de esta transformacién es

oz
3('.'" 9 g@ gg -

o0

2 14cosf
W = f (f r25en9dr) de
0 0

2 27

= (14 cos8)® sen 8 db
3 Jo

1 2w
S (1+cos0)|)" =0

cosf@ —rsenf
senf rcosf

‘ZT

obtenemos:

Ejemplo 75. Calcule /(9: —y%)dz + (2° +sen y)dy, donde I" es la circunferencia

unitaria centrada en el origen de coordenadas recorrida en sentido antihorario.
Solucién
Es claro que las funciones

OP ..\ = OP .\ = _3,?
5. &Y =1, 6y(w,y)~ 3y
0Q, a2 9Q, .\ _

—ax(x,y)—&c, 8y(m,y)-cosy

son continuas sobre R?, entonces el campo vectorial F es de clase C! sobre R2.
Sea D la regién limitada por la circunferencia unitaria I' cuya frontera, 0D =T,
es una curva cerrada simple, regular y orientada positivamente respecto a D.
Luego, por el teorema de Green:

/F(‘T — Pl e seng)dy = Z):/ [3($3 +seny) 3(:1:3;93) divdy

ox

= 3/ (2% + y?)dz dy.

r= rcosf 0<h <o :
Pasando a coordenadas polares { e g dere i y teniendo en
cuenta que el jacobiano de dicha transformacién es

o(x;y) _

a(r;0)

MVer [1]
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obtenemos:

2m 1
/(x — y®)dz + (2° + seny) dy = 3/ (] r3dr) de
g 0 0

_
=
Ejemplo 76. Calcule f F'-dF, siendo F(z;y) = (¢*+6xy; 8z2+seny?) donde I’
L
es la curva que se muestra en la figura 1.63 formada por dos semicircunferencias

centradas en el origen y de radios 1 y 3 respectivamente, y por segmentos de
recta.

Y Y
3
P
1 \\
- T T
0 1 3
Fig. 1.63 Fig. 1.64

Solucién

Observe que si evaluamos esta integral de linea usando el teorema 1.2 tendriamos
que calcular cuatro integrales de linea (se deja como ejercicio desarrollar esta
alternativa). En lugar de usar dicho teorema procederemos a usar el teorema de
Green.

Veamos que F es de clase C! sobre R2: Para ello basta ver que las siguientes
funciones son continuas en R?:

oP oP

g(m;y)ze + 6y, —(37 y) =6z
oQ _ R, .\ _
e —(z;y) = 16z, ?a-?:’-{m, y) = 2y cosy>.

Sea D la regién limitada por la curva I' como se muestra en la figura 1.64. Verifique
que las hipétesis del teorema de Green se cumplen para I'. Luego,

fr-or= [ (2ot
:é/mmdmdy.
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z
Luego, pasando a coordenadas polares { e pEnil)

i 3
fﬁ-d’ﬁ'—fz (/ IUrzcost?dr) de
r
2 0/2 cos 6df

_ 260

5
Ejemplo 77. Halle el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(z;y) = (™ +2ye™ ;2(a’ye™” +2+))

para trasladar una pa.rtlcula desde el punto A(0; —4) hasta el punto B(0;4) si-
guiendo la curva [g : y% = 4(4 — z).
Solucién

Nuestro objetivo es calcular W = F - dF, donde F = (P; Q).
To

B B
Fo T 0
A i
I D
A

Fig. 1.65 Fig. 1.66

A

En este caso al igual que en el ejemplo 76 no es conveniente usar el teorema
1.2 para encontrar W, pues la integral resulta muy complicada de evaluar (se
deja como ejercicio intentar calcularla). En vez de ello usaremos el Teorema de
Green.

Verifique que las siguientes funciones

oP 2_xy? 4 _ay? 6P 2,3
e S — = 3 zy? 9 a:y
5 BY) = 2y7e +ayTe™, n (z;y) = dzye™ + 22°y

0

2 (1) = daye™” + 2PV 2, (:c y) = 20" + 20326’ 4 1]

son continuas en R?, y por tanto F es de clase C'! sobre R2.
El dnico inconveniente para poder aplicar el teorema de Green es que la curva
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t2
To:7(t) = (4 - Z;t) con —4 <t < 4, no es una curva cerrada. Para resolver

este problema consideramos la curva I'y : 71(¢) = (0; —t) con t € [—4;4].
Sea D la regién limitada por I' y I'; como se muestra en la figura 1.66. Observe

que ' UT'; es una curva cerrada, regular por partes y orientada positivamente
respecto a D. Luego, aplicando el teorema de Green:

=] (=g e

F.di+ F-dﬁ=2/ dx dy
I

To
/ F = /\/ —xdx—/ (1;—2t)(0; —1) dt
I
— 3 4 4
F.dr=38 [——(4-3:)5] -f ot dt
To 3 0o J-a
_12
s
Por lo tanto, el trabajo realizado por el campo de fuerzas F al trasladar una

12
particula del punto A al punto B siguiendo la curva I'g es igual a W = _§ .

Ejemplo 78. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas

Flz;y) = (e 3 2% + 2e™)
para mover una sola vez, en sentido antihorario, una particula a lo largo de la
frontera de la regién limitada por las gréficas de las ecuaciones zy = 4, zy = 1,
y=lyy=4
Solucién
Observe que las siguientes funciones

oP oP
@Y=V, () = ' e 4 aye”

99, ..\ _ o wy 99,
a(ic,y)— + zye™, 3y(:r,y) 3

son continuas en R2. Por lo tanto, F = (P;Q) es de clase C* sobre R2. Ademis,
0D es una curva cerrada, regular por partes y orientada positivamente respecto
a D, regién limitada por las gréficas de las ecuaciones zy =4, zy =1,y = 1,

iy + z%e™
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y = 4, tal como se muestra en la figura

Y

4

Fig. 1.67

Luego, por el teorema de Green tenemos:

=, oQ 3P)
W= F.dr = — — — ) dxd
aD ' //(3$ Oy .
D
=//x2y2d:‘cdy
D
Y[V o2
=f /:cyd,a: dy
1 1

Ejemplo 79. Calcule la integral

/1“(my2+ (m-n”ilimz) d“’“‘”("’y‘y* (x—l)gléy—l)z) W

donde I es el arco mayor de la circunferencia z2 4+ y?> = 1 que une los puntos
(0;2),(2;0) y que es recorrida en sentido antihoraria.
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Solucion

(1
N

Fig. 1.68

Observe que el dominio de F' es R? — {(1;1)}. En este conjunto se cumplen que
las siguientes funciones:

oP, oP, . 2z -1y -1
EZA O A A ) FY R

0@ . . 2-Dw-1) Q.
EZa A TRV Ty T

son continuas en R? — {(1;1)}. Por lo tanto, F = (P;Q) es de clase C! sobre
R? — {(1;1)}. El inconveniente para aplicar el teorema de Green es que I' no es
una curva cerrada. Para salvar este problema consideremos las curvas I'y y 'y
como se muestra en la figura 1.69. Denotemos por D la regiéon limitada por las
curvas I', I'y, Iy, es decir, 0D =Ty U, UT';.

..
N

Fig. 1.69

Luego, por el teorema de Green tenemos:
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T [ =g e
dy
fF-df':f/(y—Zzy)da:dy—/ F.di— | F-dr
I & Iy T2

Primero calculamos la integral doble, para esto usamos la siguiente transforma-
ci6n de coordenadas

{ £ FOoRd % s0=2r cuyo jacobiano es
y= rsenf Deyp<2 °
d(z;y)
o(r; 0)
Luego,
2w 2
ff(y —2zy)dzdy = / (/ (r®sen @ — 2r3 cos 0 sen G)d'r) de
D 3 0

= 0.

Ahora calculamos la integral de linea F . dr

I'1
Una parametrizacién para I'y es 7(t) = (—¢;0), t € [0;2], luego

2
3 t+1
fF-dF:/ i
r o (t+1)2+1

1 2
=3I [(t+1) +1]h:0

2= % In 5.

Finalmente, calculamos / F . dr:
Una parametrizacién para 1"2 es 7(t) = (0;¢), t € [0 2], luego

F df‘~f2 (—t+—t_—1——-) dt
I'2 B 0 (t_1)2+1
—t2 1 5 2
= (-—é—~+§ln[(t—l) +1]) 1;:0

Por lo tanto.
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Aplicaciéon del teorema de Green: El Area de una re-
gion plana

En cursos anteriores hemos visto que el drea de ciertas regiones planas D
pueden ser calculadas por medio de la expresién

A(D) = / dzdy.
D

Veamos como el teorema de Green puede usarse también para calcular el drea
de un regién plana. Para lograr esto, consideremos: una curva I" que limita a la
region plana D, esto es, I' = 8D y el campo 1:"'(:1:, o) = (Plz:9): Q1) = (0;x).
SiT, Dy el campo F satisfacen las hipétesis del teorema de Green tenemos:

Y

Fig. 1.70

fP:.-: y)dz + Q(z;y) dy = [f(@—ﬁ) dz dy

reemplazando las componentes del campo F, en la tltima igualdad, obtenemos

jt(s;dy =/ dx dy
¥ D

Por lo tanto, el drea de la regién D limitada por I' puede calcularse por medio
de la siguiente expresién

A(D) = 56 sy,
r
Existen otras elecciones para el campo que conducen al mismo resultado. Por

4 g g 1
ejemplo, si elegimos, P(z;y) = — 3y v Olziy) = 3% Y procedemos en forma
similar al caso anterior obtenemos:

1
A(D) = Ejé—yda;—kmdy.

108



Pontificia Universidad Catélica del Perd Teorema de Green

De manera similar, si elegimos P(z;y) = —y y Q(z;y) = 0 obtenemos:
A(D) = f —ydzx.
r

A continuacion resumimos los casos vistos anteriormente.

Corolario 1.11. Sea D una region limitada por una curva I' cerrada simple, re-
gular por partes y orientada positivamente respecto a D, entonces el drea A(D) de
la region D puede ser calculada por cualquiera de las tres expresiones siguientes:

1
A(D) = §£‘—yd$+xdy=¢;—yd:c=£:cdy

Ejemplo 80. Encuentre el darea de la regiéon D limitada por la elipse

x‘Z ,y2

Solucién
Parametrizamos la elipse por 7 (t) = (acost;bsent), t € [0;27], luego

A(D) = ?g:rdy

2m
= (acost)(bcost) di
0

2w
= ab/ cos®(t) dt
0

2w
= %ab (1 + cos(2t)) dt
0

= abm.

Ejemplo 81. Calcule el 4rea de la regién D limitada por el astroide

G 3
r;f'(t)={;’ - 2:223‘; para 0 <t <27 ya>0.
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Solucién

-a a

Fig. 1.71

AD) == j{—-ydz+xdy

2T
/ (—a sen®t) d(a cos®t) + acos® t d(a sen®t)
# .

27
[(—asen®t)(3acos®t)(— sent) + (acos®t) (3a sen® t cost)] dt

BN = DN =

I

B G0 B

2w
a? / (cos® tsen®t + sen’ t cos t) dt
0

[
v
5

sen’ t cos® t dt

Il
(TRt
i~}

3]

ho\\

|
00| w
e

sen”(2t) dt

(1 — cos(4t)) dt

2m

I
| e
QM
S~

5

—
(=]
=
b2
| e |
o~
|
] =
w
[}
=
—
>
o~
—
—

t=0

Ejemplo 82. Calcule la integral f M, donde I es cualquier curva ce-

T L2
r Tty
rrada simple regular que encierra al origen de coordenadas, recorrida en sentido
antihorario.
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Solucién
Es claro que el dominio del campo F(z;y) = (P;Q) = ( 5 = ) es

22+ 92 22 + o2
R? — {(0;0)}. Ademds, como

0Q, | y? — 2 o, . y? —x?
oz (z:y) = (22 +12)2 a—y(x’y) T (22442
O (w59) = s 29 (219 =
9 ry) = ($2+y2)21 83} ' Y) = ($2+y2)2

son funciones continuas sobre R? — {(0;0)}, entonces F es de clase C' sobre
R? - {(0;0)}.

LA
N —

Fig. 1.72

En nuestro caso, I' es la curva cerrada simple, regular mostrada en la figura
1.72 y D* es la regién limitada por I'. Sin embargo, el campo F sobre D* no es
de clase C! sobre ningtin conjunto abierto que contenga a D* pues todo abierto
U D D* también contiene a (0;0) y alli no estd definido el campo F. Por lo
tanto, no es posible aplicar el teorema de Green. La idea es entonces considerar
una nueva regién, que denotaremos por D, donde el campo F sea de clase ",
esto equivale a considerar el interior de I sin el origen de coordenadas (0; 0). Por
ejemplo una manera de hacerlo es considerar una circunferencia centrada en el
origen de radio a I, : 7(t) = (asent;acost) contenida en el interior de I', como
se muestra en el grafico:

Fig. 1.73

P .
-

De la figura 1.73 se deduce que la frontera de esta nueva regién es dD =T"'UT,.
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Ahora si el campo F es de clase C! sobre D. El incoveniente que se tiene para
aplicar el teorema de Green es que D no es una curva, pues la unién de estas
dos curvas no es una curva, como ya se ha discutido anteriormente. Luego, no
podemos aplicar dicho teorema. Para salvar esta dificultad procederemos de la
siguiente manera:

Trazaremos dos nuevas curvas dentro de la regién D, I's y I'y como se muestra
en la figura 1.74.

Fig. 1.74

Esto hace que la regién D quede divida en dos regiones D; y Ds. Es claro que
F es de clase C! sobre cada una de estas regiones. Ademas, la frontera de cada una
de estas regiones 0D; = '1NI'3UL, Uy, 0Dy =T9N(—Ty)UTlU(—TI'3) son
curvas cerradas simples, regulares por partes y positivamente orientadas, donde
I'=T1ul'y yI'y =T U2 como se muestra en la figura 1.75.

Fig. 1.75

Ahora si es posible aplicar el teorema de Green a cada una de estas regiones,
esto es '

/./.(8_@_%)@@: anlﬁ'df

siendo D1 =T UT'3 U g1 UT4, entonces por la propiedad 3 de las integrales de
linea obtenemos

/f(a—Q—@)dmdyz F’-df‘+/ F’-dﬂf
y P] ra r‘al

el
=8
=l
D
g
|
Si
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Asimismo,

[ (E-5)g, 5

siendo 8Dy = I'yU(—I'4)UT 2 U(—I'3), entonces por propiedad 3 de las integrales
de linea obtenemos

ff(a—Q—a—P)dwdy= F.dF + F.dr+ ﬁ-d'ﬁ'+/ F-dF
Oox 33} I'a —Ta | —-I's
D2
=] F"-dF—f F.dr+ F‘-df'—] F - dF
Fz F4 l"az F3

Sumando las expresiones (1.26) y (1.27) obtenidas, resulta

/](SQ 3}:)6{ dy —ij dF + Fnﬁ—di’

oP
dy

se reduce a evaluar la integral de linea F - dr, esto es,

Pa
fF dr F.dF¥

d —= Vi

g($2+y2) x+($2+y2) ‘
a

(_GCOSt) d(asent) + (aient) d(acost)
dt

0
Luego, como sobre D se cumple B—S—(m, y) = (z;y) , entonces el problema

d

,
-]

0
=2x.

Este ejemplo muestra que el teorema de Green dado para regiones planas D
cuya frontera, dD, es una curva cerrada simple regular puede generalizarse al
caso cuando dD es una unién de curvas cerradas simples regulares, atin cuando
0D no resulte ser una curva. Para formalizar este proceso damos una definicién
previa.
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Se demuestra, en cursos mas avanzados, a través del teorema de la curva de
Jordan '3, el cual establece que toda curva cerrada simple determina dos regiones
del plano: una acotada, D, llamada regién interior a I', y otra no acotada, E,
llamada regién exterior a I'. Claramente,

O0D=0E=T

=y

Fig. 1.76

Sean I, I'y, - - - , I';, curvas cerradas simples regulares por partes en R? verifican-
do las siguientes condiciones

a) Para cadai=1,2,--- ,m, I'; se encuentra en la regién interior de I
b) Para cadai# j, I;NT; =0, con i,5=1,2,:-: ,m.

c) Para cada i # j, I'; se encuentra en la regién exterior de I';, para i,
variando en el conjunto {1,2,--- ,m}.

Llamaremos regién compacta en R? determinada por I', 'y, - - - , T, al conjun-
to de puntos que se encuentran en la regién interior de I"' y en la region exterior
de cada una de los I';, junto con sus respectivos puntos frontera. En este caso, es
claro que la frontera de la regién D es el conjunto 8D =TUT; U---UTy,.

Fig. 1.77 D: regién compacta.

'"Homology Theory, James Vick, pag. 33
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Teorema 1.12 (Teorema de Green Generalizado). Sean F = (P;Q) un
campo vectorial de clase C! en un abierto U C R2 y sea D C U una region
compacta cuya frontera, 0D estd orientada positivamente respecto a D, entonces

/Pdm+Qdy+Z npdﬁ@dy /f (3—Q-3—P) dx dy

Fig. 1.78 @D: Frontera de la regién D orientada positivamente.

ydy

de vértices A = (0;2), B=(-2;-2)y C = ( ;—2) orlentado en sentido antiho-
rario.
Solucién

El teorema 1.10 establece que

/Pdm—l—Qdy—//(aQ BP) dx dy

donde D* es limitada por I" como se muestra en la figura 1.79.

Ejemplo 83. Calcule la integral de linea / donde I" es el tridngulo

foutb)

B c

Fig. 1.79

Sin embargo, F = (P;Q) no es de clase C! sobre cualquier conjunto abierto que
contenga a la regién D*, pues F' no estd definido en (0;0) para ningin abierto
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que contenga a D*. La idea es entonces considerar una nueva regién donde el
campo F sea de clase C 1 esto equivale a considerar el interior del tridngulo sin el
punto (0;0), y esto se logra al tomar la circunferencia I', centrada en el origen de
coordenadas y de radio a, elegida de manera que I', esté contenida en el interior
del tridngulo. Denotando por D la regién limitada por I' y Iy, de esta manera
dD = I'UT,, la cual estd orientada positivamente respecto a D (ver Figura 1.80).
Es decir D es una regién compacta y F es de clase C! sobre D.

v

T,

-2

Fig. 1.80

Luego, podemos usar el teorema 1.12:

/Pdm+Qdy+f Pdz+ Qdy = // (@~8—P) dz dy

Como sobre D se cumple que

9Q . _@( sl 3y
8:17 (I,y) = ay :r,y) - (——(1:2+y2)5

tenemos

de$+Qdy=—[ Pdz+ Qdy
r a

B —zdr —ydy

(22 +y?)3
o /2“ [(—asent)(acost) + (acost)(asent) it
==, =

= 0.
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Ejemplo 84. Dado el campo de fuerzas F(z;y) = (— = i yg; p i yz)' De-
termine el trabajo que realiza F para desplazar una particula a lo largo de una
curva I regular por partes con punto inicial (—1;0) y punto final (1;0), sabiendo
que I solo intersecta al semiplano superior {(z;y) € R? : y > 0} en los puntos

("'1; 0)1 (1= 0)

Solucion

Se trata de hallar W = / F- dr, donde I' es una curva como la que se muestra
T

en la figura 1.81.

Fig. 1.81

Es claro que sobre R% — {(0;0)} el campo F = (P; Q) est4 bien definido y ademés
se verifica que

oP, . 2xy oP, .y —2a?
a(ﬂf,y) = m» By (z;9) = (z2 + y2)2
90 i O~ 9Q 1y = _—27Y
E(xay) - (:r2+y2)2’ ay (93,1!) - (x2+y2)

son funciones continuas sobre R? — {(0;0)}, es decir ' es un campo vectorial

de clase C' sobre R — {(0;0)}. Consideremos I'; la circunferencia centrada en el
origen de coordenadas de radio uno y orientada en sentido antihorario, de manera
que ' UT'; sea una curva cerrada que encierra al origen de coordenadas.
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_____

-1\ Al |
A

Fig. 1.82

El problema que se presenta es que el campo vectorial F no es de clase C!
sobre ningiin abierto que contiene a la regién limitada por I' y Ty, pues F no
esta definido en (0;0). Luego, consideramos una circunferencia I', centrada en el
origen de coordenadas y de radio a parametrizada por la funcién

7 (t) = (asent;acost), t € [0;2n],

de manera que I'; quede en el interior de ' UT";. Ademés denotaremos por D la
region limitada por 'UT'; y ', como se muestra en la figura 1.83.

y

_1*

Fig. 1.83

&

Luego, como F y 8D verifican las condiciones del teorema 1.12 tenemos que

] Pdm+Qdy+f Pdz+ Qdy = // (@—8—1)) dz dy
rur, Ta oy

/Pdm+Qdy+/ Pda:+Qdy+/ Pdx+Qdy=0
r I' I'a
/sz+@dy=2w—/ [(—sent)(—sent) + cost(cost)] dt
r 0

/Pd.-r+Qdy:2?r—'rr=?r.
r
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—

Ejemplo 85. Dado el campo de fuerzas f«"(:r;y) = (mg_fyz; p _T_yz), halle

el trabajo que realiza F para trasladar una particula alrededor de la curva I'
mostrada en la figura 1.84.

\\r

Fig. 1.84

Solucién
Sea I' =I'; UT'y. Se trata de encontrar

W=/F-d:r"= F‘-df‘+/ F.dr
r Pl l"z

Observe que sobre R? — {(0;0)} se cumple que las siguientes funciones

P, .  2zy oP; . y? —z?
'g;(ﬂ?;y) = m(a:g 22’ By (z39) = m
Ll el 0Q, . _ 2y
am (:'Bly) - ($2+y2)21 ay('r)y) (1“2 +yg)2

son continuas, es decir, F es de clase C! sobre R2 — {(0;0)}.

Primero evaluamos la integral F.dr:
I'y
El campo F es conservativo en la region

Vi ={(z;y) €eR?:2 <0, y >0}

cuya grafica es mostrada en la figura 1.85. Por lo tanto,

/F-dv*:O.
IS
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Evaluando ahora la integral / F.dr:
Iy

Observe que el campo F no estd definido en (0;0) por lo tanto cualquier
conjunto abierto que contenga a la regién limitada por I'; contiene al origen
de coordenadas. Luego, F' no es de clase C! sobre la regién limitada por I's.
Para salvar este inconveniente consideremos una circunferencia I', de radio a > 0
suficientemente pequefio de manera que esté contenido en el interior de la regién
plana limitada por I';. Una parametrizaciéon para I, es

T.: 7(t)=(asent;acost), te€ [0;2n].

~
N2

I

Fig. 1.86

Es claro que la regién D, limitada por I'; y ', es una regién compacta cuya
frontera estd orientada positivamente.
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Luego, por el teorema 1.12 tenemos que

o (-5

Por lo tanto,

—

W= F'-df’+/ F - dF = 2.
i s

zlyde — 23 dy
vértices en los puntos (1;1),(-1;1),(—1;—1),(1;—1), recorrida en sentido anti-
horario.

Solucién

Es claro que el dominio del campo F = (P; @), donde

Ejemplo 86. Halle la integral / , donde T" es el cuadrado con
r

2 .
P(x;y)=m y Qz;y) = @12

es Dz = R —{(0;0)}. Asimismo, F es de clase C! sobre D (Verifiquelo!), esto

significa que F no es de clase C! en ninglin abierto que contenga a la regién

limitada por el cuadrado. Para salvar esto, consideremos una circunferencia I',

centrada en el origen y radio a con 0 < a < 1, de manera que la regién limitada

por esta circunferencia, recorrida en sentido horario, esté dentro del cuadrado

como se muestra en la figura 1.88.

Iy, cuya parametrizacion es

[p: 7(t) = (asent;acost), t e [0;2n]

Sea D la regién limitada por el cuadrado y la curva I'; como se muestra en la
figura 1.88. Es claro que F' es de clase C! sobre D. Ademas,
0Q , oP, . x4 — 3z2y?

%(5’3: y) = 8_y($’y) T (@ +12)2 (1.28)

121



Pontificia Universidad Catélica del Perti

Teorema de Green

o et 1

Ia

Fig. 1.87 Fig. 1.88

Luego del teorema 1.12 tenemos

Pdz+ Qdy = o _oF dz dy,
o I (5-5)

entonces de 1.28 y teniendo en cuenta que 9D =T'UI', tenemos

]de+Qdy=—/Pda:+Qdy,
r r

2m
derc+Qdy=~/ [sen® ¢ cos® ¢ + sen? ] dt
r 0

= —T.

)
— &

Ejemplo 87. Dado el campo vectorial F(z;y) = (32:2 . sz n 3y2; 322
Halle

- 2zy + 3;;5,

a) f F.d7, donde T es el cuadrado de vértices (1;1),(-1;1),(-1;-1),(1;-1),
r

recorrida en sentido antihorario.

b) F - dr, siendo I'y una circunferencia centrada en el origen y radio 2,

I'o
recorrida en sentido antihorario.
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Solucion

a)

S
gl
&

4
“:Z/ F.di
i=1 Y Ti

1 . 1 |
— . | T ——) |
f_13—2y+3y2 y+[13~2y+3y2 ‘

1 = ) =
+/_13—2y+3y2dy+f_13—2y+3y2d$

1 1
s - -1
F.dr=2 _—  d +2/ —— o ],
fp d /_13-2y+3y2 L I Y

-
@ L@y

=—2 (a.rctan(%) = arcta.n(—\/i)) d

b) Observe que Dz = R? — {(0;0)}. Ademas, en este conjunto se cumple

9Q _9P _ 3(’-y?)
or  dy (322 — 2zy + 3y?)?

F es de clase C! sobre DF~.

Luego, por el teorema de Green, previa orientacién (positiva) de la frontera
de la regiéon D resulta,

fF dr-i—/FDF dr—// (B—Q—a—i) dxd dy

donde D es la regién limitada por la circunferencia y el cuadrado. Por lo
tanto,

/Fﬁ-df'= roﬁ-d?’:T(arctan \/_) axctan(\/i)).
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Ejercicios: Seccién 1.5

1. Calcule j (1 — y)dz + zdy donde IT" es la curva, orientada positivamente,
I’
que limita el tridngulo de vértices A(0;0), B(0;1) y C(1;0).

48
2. Usando el teorema de Green calcule 2y d:r+ — dy, donde I' es el triangulo

de vértices (0;0), (1;1), (2;0), recorndo en Sentldo antihorario.

3. Usando el teorema de Green calcule la integral de linea % F . dF, donde
¥
F(z;y) = —32%i + 3zy?j y T la circunferencia 22 + y% — 4y = 0 orientada

en el sentido positivo.

4. Calcule f:cha: + (4z + y)dy a lo largo del tridngulo de vértices A(0;0),

r
B(1;2),C(2;0) y recorrido en sentido antihorario.

5. Usando el teorema de Green, calcule % ydz + ( 3 2% y? + x) dy siendo T la

r
frontera (orientada positivamente) de la regién del primer cuadrante defini-
da por las rectas y = z, y = 4z y las hipérbolas zy = 1, ay = 2.

6. Calcule el trabajo que realiza la fuerza
F(z;y) = (22 cos(xy) — 2”ysen(zy) — y; —z* sen(xy))

para trasladar una particula desde el origen de coordenadas hasta el punto
(2;0) alolargodelacurval': y=1—|1 —z|.

7. Usando el teorema de Green calcule:

a) f (x — y)dx + ydy, donde T es la frontera de la regién comprendida
r

entre el eje z y la grafica de la funciéon y =senz para 0 < z < .

b) f:rzd:c — y%dy, donde T es el cardioide r = 1 + cos 6.
r

c) j{(m +y?)dz+ (y+?)dy, donde T es el cuadrado de vértices (£1, £1).
r

d) El drea de la regién bajo un arco de la cicloide de ecuaciones paramétri-
cas

z=a(t—sent), y=a(l— cost).

e) El drea de la regién limitada por las graficas de las ecuaciones

y=2z%, y=2z°
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e S
$2+y2’x2+y2

8. Dado el campo vectorial f(x;y) = ( ), demuestre que

F.da = 21 para toda curva cerrada simple regular por partes orientada

o
en sentido antihorario y que contiene en su interior al origen de coordenadas.

9. Halle la integral de linea f (z—y®)dz+ (23 +sen y)dy siendo T la circunferen-

r
cia unitaria centrada en el origen de coordenadas y orientada positivamente.

10. Usando el teorema de Green, calcule la integral de linea a lo largo de la
curva dada, orientada positivamente.

a) /(y + e‘ﬁ)dzr: + (2 + cosy?)dy, donde I es la frontera de la regién
r

comprendida entre las pardbolas y = 2% y z = y°.

b) / 2xydz + x2dy, donde T es el cardioide r = 1 4 cos 6.
&

c) /(3:3 —y3)dz + (22 + y*)dy, donde T es la frontera de la regién entre
r

los circulos 22 +y2 =1y 2?2 +y2 = 9.

d) /(23:3 — y*)dz + (2° + y*)dy donde I es el circunferencia unitaria
I

centrada en el origen de coordenadas.

1+2z+ 2%+ 42 Y :
11. Seafzfr( T+ o —y | dz + m dy, siendo I' una

curva cerrada simple y regular por tramos, contenida en el plano coordenado
xy v orientada en sentido antihorario.

1
a) Demuestre que I = 3 ﬁ —ydr+xdy.

b) Usando el resultado obtenido en a) y tomando I" como la frontera de
la regién limitada por la grafica de las ecuaciones:

22 +y? =4y, 2° +9° =4z,

ubicada en el primer cuadrante, calcule I.

c¢) Usando el area de regiones conocidas, calcule I sin usar integrales de
linea.

12. Calcule jt£ Va2 + y2dx + (zy? + yIn(z + /22 + y2))dy donde T es la curva
r

que limita en el primer cuadrante a la regién comprendida por las graficas
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de las ecuaciones:

2:2 y2 2 y2
atp=l gatg=h =0 y=0
—ydx dy

13. Calcule ] -+
rzyz2—y? /22 —y2
z% — y? = 9 comprendida entre los puntos A(3;0) y B(5;4).

, donde I' es la seccion de la curva

. 1 y? z? 1
14. Calcule el valor de la integral rommg=——ua | gk le——goi| iy
ras L2 (Z—Y) (z-y) v
a lo largo de la curva I'gp : 2?2 — y? = 3, siendo A(2;1) y B(3; \/6)
15. Sea I' la frontera de la regién limitada por

v =4(x+1), v =16(4—z), y>=36(9-2)

recorrida en sentido antihorario, calcule
—y(y — 1) (z —8)
d.'L' + d&h
£($—8)2+(y—yl)2 (=82 +(y—w)?
a) Cuando y; =0
b) Cuando y; = 15

16. Calcule el trabajo que realiza la fuerza F(z;y) = (0;—c), ¢ > 0 para
trasladar una particula en sentido antihorario a lo largo de la gréfica de
la ecuacion

22 + 9% = 3(2? + y2)% — 3z
17. Usando el teorema de Green, halle el trabajo que realiza la fuerza

F(z; y) = (2z cos(zy) — z*ysen(zy) — y; —a° sen(zy))

para trasladar una particula desde el origen hasta el punto (7;0) a lo largo
delacurval': y=1—|cosz|.

18. Usando el teorema de Green halle el drea de la regién limitada por la curva

et + et

I:7(t) = N o _Qe—t 0 <t <1, el segmento que une el origen
= =3

con el punto A(e +;_1; = _26_.1) y el eje x.
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19.

20.

21.

22.

Calcule el area de la regién limitada por las gréficas de las siguientes ecua-
ciones
y=2% 2 +y* =2

2
Calcule f F-dF, donde T es la parte de la elipse 4(z—2)2+ L =1 compren-
T

4
dida en el primer cuadrante que une los puntos (%, 0) (2; 2) recorrida en sen-
; : . — i 2 =1
Flr:y) = .
tido antihorario, y F'(z;y) ((:c ) PR pvp DR ey By 1)2)

Calcule /[x cos(z? + y?) — y?] dz + y cos(z® + y?) dy, donde T es la curva
r

orientada en sentido antihorario, que limita la regién que es interior a la
circunferencia 2 + y? = 2y y exterior a la circunferencia z2 + y? = 1.

I
3 oo = y'—z° 2zy
Calcule \/T‘F'd?”, donde F(:c;y) = (m, 2z — ($2_+y2_)2)’ donde I
es la curva definida por 7 =2+ cosf, 0<0 < 27.
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Capitulo 2

Integrales de Superficie

Objetivos de Aprendizaje
Al finalizar el capitulo los alumnos:
1. Calcularan la integral de superficie de campos, para ello:
a) Plantearan correctamente la integral segin el campo sea vectorial o

escalar.

b) Parametrizardn correctamente la superficie tomando en cuenta su
orientacion.

c¢) Calcularan correctamente la integral doble de la funcién escalar co-
rrespondiente.

2. Empleardn correctamente el concepto de integral de superficie para definir
y calcular la masa de una lamina y el flujo definido por un campo sobre
una superficie.

3. Disenaran una estrategia para calcular la integral de superficie o de la
integral triple correspondiente, eligiendo entre el uso de la definicién co-
rrespondiente, o bien aplicando el teorema de Stokes o el teorema de Gauss
segun sea el caso.
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2.1. Conceptos previos

Sea D una regién de R? y & una funcién vectorial de variable vectorial,

g D — R3
(u;v) — G(u;v)

En adelante:

1) La representacién gréfica del vector ¢(u;v) se hard tomando como extremo
inicial el origen de coordenadas (vector posicién & (u;v)).

2) o(u;v) denotard el extremo final del vector posicién & (u;v).

Sea D una regién ! de R? a la que se le adjunta toda o parte de su frontera
y considere & : D — R® una funcién vectorial de variable vectorial continua,
llamaremos superficie en R? y la denotaremos por S al conjunto,

S = {(z;y;2) € R®: (z;y;2) = o(u;v), para algin (u;v) € D}

)m

Fig. 2.1

Si la funcién & es inyectiva sobre D, excepto posiblemente sobre su frontera, en-
tonces diremos que & es una parametrizacion de la superficie y escribiremos

S d(wv) = a(wv)i+ y(u;v)j + z(u;v)k, (wv) €D

o bien
S: F(uyv) = (z(uyv); y(u;v); 2(w;v)), (u;v) € D

o bien

~
Il
8
8

&

S: d(uyv) = , (u;v) € D,

[T~

[l
L~
P~
£ R
=S~
S S

lver pagina 84.
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donde z, y, z son funciones continuas en D.

Las ecuaciones: z = z(u;v), y = y(uw;v), z = z(u;v), con (u;v) € D son
conocidas como ecuaciones paramétricas de S, esto significa que cualquier
punto P(z;y; z) perteneciente a S satisface estas ecuaciones.

Ejemplo 88. La gréfica de la funcién z = z + y es una superficie, pues es la
imagen de la parametrizacion

r = X
Fay)={y =y , (zy)eR™:
z = z+vy

Vectorialmente,
F(z;y) =i+ yj+ (z+y)k, (z;9) €R%
Observe que en este caso la regién D = R2.
Ejemplo 89. La funcién ¢ cuya regla de correspondencia viene dada por
G(u;v) =2cosui+ 2senuj+vk
o simplemente por

= 2cosu
2senu , 0<u<2m 0<wv<2,
= v

o(u;v) =

IS~
Il

es una funcién inyectiva, excepto en la frontera de la region
D={(uy;v)eR?:0<u<2r 0<v<2},

pues 7(0;v) = &(2m;v) = (2;0;v) para todo 0 < v < 2. Ademds, z,y, z son fun-
ciones continuas. Luego, & es una parametrizacién y su imagen es una superficie.

g
9 W =

2n

Fig. 2.2
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Ejemplo 90. La funcién ¢ definida por

x = 2cosu
Fguuv)=¢ y = 28enu ; 0L <2, 05 <2
z =

es inyectiva y continua sobre su dominio. Luego, ¢ es una parametrizacién y su
imagen es una superficie, como se muestra en la figura 2.3.

v Z

)q.

el i S

2n

Fig. 2.3

Observacién 17.
En el ejemplo 90 se puede observar que el conjunto D es una regién unida con el
conjunto de puntos de una parte de su frontera.

Ejemplo 91. La funcién & definida por

= wcosu
vsenu , O<u<2m,v>0
= v

-

G(u;v) =

[T
Il

tiene como imagen al conjunto S mostrado en la siguiente figura:

=1

2n
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Preguntas:
a) (El conjunto S es una superficie? Justifique.

b) ;Es la funcién & = d(u;v) 0 < u < 27w, v > 0 una parametrizacién de S?
Justifique.

Observacién 18.

1. La conexidad del dominio junto con la continuidad de & garantizan la cone-
xidad de la superficie.

Ejemplo 92. Sea la funcién

. [0 s (myeD
f(x,y)—{l si (z;y)¢D

donde D = {(z;y) e R? : 2% + y*> < 1}.
Es claro que en este caso la grafica de f, Gr(f), puede ser vista como la
imagen de una funcién

4 =0
G:R?—R? G(zy) =S vy = v , (z3y) e R
z = f(z;9)
Graficamente
',-—-z=}.
Yy

Fig. 2.5

sin embargo, este conjunto no representa una superficie, pues ¢ no es una
funcién continua 2, pues basta aplicar la definicién de continuidad a un
punto cualquiera de la circunferencia z2 4 y% = 1.

2Diremos que una funcién f : A C R> — R® es continua en el punto P(xo;yo) si y solo si
para cada e > 0 existe § > 0 tal que si ||(z; y) — (zo; ¥o)|| < 8, entonces || f(z; y) — f(zo; wo)|| < e.
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Ejemplo 93. Sea la funcién f(z;y) = 0,para (z;y) € D, donde
D= {(z;y) eR?: [y| > 1}.

El grafico de esta funcién también puede ser vista como la imagen de una
funcién & : D C R? — R3, en este caso, a pesar que & es continua, el grafico
de f no representa una superficie, pues falla la conexidad del conjunto D.
Ver fig. 2.6.

Fig. 2.6

2. Geométricamente, la inyectividad de ¢ se traduce en que la superficie no se
autointersecta.

3. En cursos bésicos se suele definir superficie como la gréfica de una funcién
continua
f:DcR* —R.

El siguiente ejemplo ilustra bajo qué condiciones adicionales esta definicién
es equivalente a la que hemos dado.

Ejemplo 94. Si f: D C R? — R es una funcién continua, inyectiva y D
es un conjunto conexo y abierto, entonces la grifica de f,

Gr(f) = {(z;y; f(z;9) : (x;9) € D}
es una superficie, pues Gr(f) = o(D), donde, &(z;y) = (z;y; f(z;y)), con

(z;y) € D. En este caso, diremos que se trata de una superficie definida en
forma explicita por la ecuacién z = f(z;y).
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2.2. Parametrizacion de superficies

En esta seccién mostraremos algunos ejemplos de cémo parametrizar ciertas
superficies en R3.

Ejemplo 95. Se ha visto en el ejemplo 94 que si g : D C R? — R es una funcién
continua, inyectiva y D es un conjunto conexo y abierto entonces su gréfica,

Gr(g) = {(z;y;9(z;y)) : (z;y) € D}

es una superficie, pues la funcién &(z;y) = (z;¥;9(x;v)), (z;y) € D es una
parametrizacién de S = Gr(g).

Ejemplo 96. Parametrice la superficie S : z = \/z2 + y2.

Solucién

La superficie dada puede ser considerada como la grafica de una funcién de dos
variables, es decir

z=g(z;y) = Va2 +y?, (z;y) €R

Por lo tanto, segin el ejemplo anterior, una parametrizacién de S viene dada por
#(z;y) = (2395 Va2 +42), (z;9) € R

A continuacion damos otra parametrizacion para S. En efecto, si fijamos el valor
de z en la ecuacién que define S, haciendo por ejemplo z = ¢ > 0, la expresién
v/ x2 + y? resulta ser una constante, es decir

esta ecuacion corresponde a una circunferencia I' de radio ¢ contenida en el plano
z = ¢, excepto cuando ¢ = 0 que se reduce a un tunico punto (el origen de
coordenadas). Esto sugiere que podemos parametrizar usando una variable para
z y como I' es una circunferencia, la otra variable serd el angulo u. Por lo tanto,
obtenemos la siguiente parametrizacién para S,

T = wvcosu
du;v)=¢ y = wvsenu ,0<u<2m v>0.
z = v

Observacién 19. Este ejemplo deja claro que una superficie puede tener varias
parametrizaciones.
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Ejemplo 97. Parametrice el cilindro S : 2% + 32 = a®.

Solucién

Podemos usar el mismo argumento del ejemplo anterior para obtener una parame-
trizacién para S, en efecto observe que para cualquier valor de z = ¢ € R, la
expresién z2 +y? = a? corresponde al de una circunferencia de radio a contenida
en el plano z = ¢, entonces elegimos una variable para z, es decir z = v y como
I’ es una circunferencia, la otra variable la tomamos como el angulo u. De esta
manera, obtenemos la parametrizacion del cilindro,

T = acosu
Gu;v) =< y = asenu ,0<u<2m veR.
z = N

Pregunta: Sea D C R? un conjunto abierto y conexo ;Es posible considerar S
como la gréfica de una funcién de la forma f : D C R? — R ? Justifique.

Ejemplo 98. Parametrice la parte del cilindro S : 22 +92 =4,0< 2z <5
comprendida entre los planos y = x, y = 2z con x > 0.
Solucién

Fig. 2.7

Del ejercicio 97 se tiene que los puntos de un cilindro pueden ser descritos por
la funcién

= 2cosu
d(u;v) =< y = 2senu
7 = %

para ver la variacién de los pardmetros u y v usamos las condiciones dadas,
0<2<5 yy=z, y=2z,

es decir,
0<w<5h, y 2senu=2cosu, 2senu=4cosu,
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=

resultando que — < u < arctan2 y 0 < v < 5. Luego, una parametrizacién
para la porcién del cilindro descrito en el problema es,

.

4 T
7 (u;v) = (2cosu;2senu;v), i <wu<arctan2, 0 < v <5.

Ejemplo 99. Parametrice la esfera de radio a centrada en el origen de coorde-
nadas, esto es S : z2 + y? + 22 = a?.
Solucién

Una parametrizacion para S es obtenida usando coordenadas esféricas, es decir

T = asenv cosu
dlu;v)=¢ y = asenvsenu ,0<u<2m 0<v<m,
z = acosv

donde u es el dngulo medido de la parte positiva del eje = hacia el segmento que
une el origen con el punto P’, siendo este la proyeccién del punto P al plano zy,
y v es el menor angulo medido de la parte positiva del eje z al segmento que une
el punto P = (z;y; z) con el origen de coordenadas, como se muestra en la figura
B del apéndice.

Ejemplo 100. Sea S la superficie de revolucién obtenida al hacer girar la curva

Sz = fly)
F-{m = g & SEUED

alrededor de eje y, siendo f una funcién continua y positiva. Parametrice S.
Solucién
Suponga que I' es una curva como la mostrada en la figura 2.8.a.

Fig. 2.8.a Fig. 2.8.b

de manera que al girar I" alrededor del eje y se obtiene la superficie mostrada en
la fig.2.8.b.
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Sea P(z;y;2) € S un punto arbitrario de S, se trata de expresar z, y y z en
términos de dos parametros. En efecto, el punto P elegido se encuentra sobre la
circunferencia centrada en el punto (0;y;0) y radio f(y), la cual estd contenida
en el plano que pasa por (0;y;0) y es paralelo al plano zz, entonces

z= f(y)cosu, z= f(y)senu, dondeu € [0;27].

Por lo tanto, la parametrizacién buscada es de la forma,

z = f(y)cosu
duy) =y =y , 0<u<2r, a<y<b.
z = f(y)senu
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2.3. Superficies regulares

Sea S una superficie parametrizada por

z = z(u;v)
Fu;v)=¢ y = y(u;v) , (u;v)eDcCR.
z = z(u;v)

Sea (uo; vp) un punto en el interior 3 del conjunto D. Si fijamos uno de los pardme-
tros, digamos u = wug, entonces se tiene la parametrizacién de una curva T’y
definida por

2z = z(ug;v)
[y:d(ug;v) =49 v = ylug;v) , conv € J, donde Jes cierto intervalo que
z = z(uo;v)

contiene a vg. Claramente I'y, a la que en adelante llamaremos v—curva coor-
denada, estd contenida en la superficie S. Graficamente

Fig. 2.9

Andlogamente, podemos definir una u—curva coordenada I';, al fijar el valor
del parametro v = vg, entonces la parametrizaciéon de I'y, es definida por

= z(u;v)
Ly:d(u;v) =1 y = ylu;vg) , conu €I, donde I es cierto intervalo que
#F = gluiwg)

contiene a ug.
La grafica de I';, se muestra a continuacién:

*Diremos que (xo;40) € D C R? es un punto interior de D si existe una bola abierta B;.(zo; yo)

totalmente contenida en D. El conjunto de todos los puntos interiores de D se llama interior
de D.
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v

——
W

)m

S=a(D)

Fig. 2.10

Ejemplo 101. Sea S la superficie parametrizada por
d(u;v) = (2cosu;2senu;v), 0<u<2m veR.
a) Grafique S.

b) Determine las ecuaciones de las curvas coordenadas que pasan por el punto

(V2;v/2;8) y dibijelas sobre S.

c) Escriba las ecuaciones paramétricas de las curvas coordenadas para un
punto arbitrario de S y describa su imagen.

d) Sobre la grifica de S dibuje cuatro v—curvas coordenadas.

Solucién

a) Si hacemos z = 2cosu, y = 2senwu, entonces z2+ y> =4 para cualquier
z € R. Estas condiciones corresponden al cilindro circular recto cuya gréfica
se muestra en la figura 2.11.

Fig. 2.11
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b) Puesto que el punto (v'2; V/2;8) corresponde a los valores u = Tyv=8
existen dos curvas coordenadas: una para u = § y otra para v = 8.
La v—curva coordenada con u = 7 tiene por ecuaciones paramétricas,

:c=2cos(%)=\/§, y=289n(%)=\/§, z2=

es decir,
T z = V2
| A0 &'(Z;v)z y = vV2 ,veR
g = W

cuya imagen es una recta que pasa por el punto (v/2;v/2;0) y es paralela al
eje z.
La u—curva coordenada con v = 8 tiene por ecuaciones paramétricas,

xr=2cosu, y=2senu, z=28

es decir,
x = 2cosu
Iy: (u;8)=¢ y = 2senu  ,u€eR
z = 8

cuya grafica es una circunferencia de radio 2 contenida en el plano z = 8 y
centrada en el eje z.

D

- : ™. i
=2 |27 5] 2
L

Fig. 2.12

¢) Al fijar u = ug las v—curvas coordenadas tienen por ecuaciones paramétri-
cas las expresiones,

I'y: ©=2cosug, y=2senuy, z=10

que resultan ser rectas sobre el cilindro paralelas al eje z, ver figura 2.13.
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L

u=1y
Fig. 2.13

Andlogamente al fijar v = vy las u—curvas coordenadas tienen por ecua-
ciones paramétricas las siguientes expresiones,

I'y: =2cosu, y=2senu, z=1g

las cuales representan circunferencias de radio 2 contenidas en el plano
z = vy y centradas sobre el eje z. Gréficamente,

Fig. 2.14

d) Se deja como ejercicio para el lector.
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Sea
F(u;v) = (z(w;v);y(u; v); 2(w;v)),  (u3v) € D C R?

una parametrizacién de una superficie S. Si ademds, & es diferenciable 4 en el
punto (up;vg) € D, entonces podemos derivar las componentes de la funcién
& = &(u;vg) respecto de u y evaluar en (ug;vp) :

o oc 0 0 53]
Fu(uo;vo) = a—z(umvo) = (5‘%(“";”{’); %y(uo;vo);é—z(uo;vo)) ;

Geométricamente, el vector 7, (ug; vo) corresponde al vector tangente de la u—curva
coordenada I'y, en el punto o(ug;vo) = (z(uo;vo);y(uo;vo); z(uo;vo)). En ade-
lante, diremos simplemente que & (uo;vo) es el vector tangente a I', en el punto
(uo; vo)-

Fig. 2.15

De manera andloga, podemos derivar las funciones componentes de & = &(up;v)
respecto de v y evaluarla en el punto (ug;vo):

oo o0 15)
Gv(ug;vo) = 3—Z(uo;vo) = (8—i(umvo); %(uo;ﬂo); 3—z(uo;vo)) .

Geométricamente, el vector G (up; vg) corresponde al vector tangente de v—curva
coordenada I'; en el punto o(ug;vo) = (z(uo;vo);y(uo;vo); z(uo;vo)). En ade-
lante, diremos simplemente que &, (ug; vo) es el vector tangente a [, en el punto
(w03 vo).

Definimos el vector

Ay;2) O(zz) O(; y))

N(ug; vo) = G (u0;v0) X &y (uo;vo) = (8(u‘ v)’ A(u;v)’ A(u;v)

(uv)=(uo;vo)

“Ver [3].
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donde,
or Ox 0z 0z dy Jy
Hwy) | 0w v |  Bzz) | Ou B Ay;z) _| O Do
m - oy 0Oy , m N ox Oz 1 m - 0z 0z
Ou v ou Ov ou Ov

Geométricamente el vector N (uo; vo) corresponde al vector normal a la superficie
S en el punto o(up;vp) siempre y cuando este sea no nulo. A este producto
vectorial &y (u;v) X &,(u;v) se suele llamar producto vectorial fundamental.

Fig. 2.16

En adelante, diremos que N (u;v) es el vector normal a S en el punto (u;).
Ademads, la siguiente expresion:

N (u; v)|| = [|Gu(uo; vo) X & (uo; vo)|
corresponde al drea del paralelogramo que esta definido por los vectores a3, (uo; vo)
Y Gv(uo; vo)-

Diremos que una superficie S es regular en un punto Py de S, si y solo existe
una parametrizacién & : D C R2 — R3 de S tal que:

i) o(up;vo) = Py , para algin (ug;vg) € D.
ii) & es de clase C' sobre una bola abierta en R2, centrada en (uo;v0)-
iii) N (uo;vo) # 0.

Si S es regular en cada uno de sus puntos diremos que S es una superficie re-
gular.
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Ejemplo 102. Demuestre que el cilindro S : z24+9y?’ =1, -3 <2< 3 es una
superficie regular.

Solucion

En el ejemplo 97 se ha visto que los puntos de S pueden ser descritos por la
funcion,

¥ = coRi
du;v)=4¢ y = senu ,
2 = B

en este caso, 0 < u <27 y —3 < v < 3. Es claro que las derivadas parciales de
z=z(u;v), y =y(u;v), z=2z(u;v),
son funciones continuas para todo (u;v) € D, siendo
D={(u;v)eR2:03u52ﬂ, -3 <wv< 3},

es decir & es de clase C! sobre D. Ademds, se cumple que la normal a S en un
punto arbitrario de S es,

N(u;v) = du(u;v) X Gy(u;v)

i j k
= |—senu cosu O
0 0 1

= (cosu;senu;0) # (0;0;0) sobre D.
Por lo tanto, S es una superficie regular.
Ejemplo 103. Se sabe que la funcién
7(u;v) = (veosu;vsenu;v), 0 <u<2m, v>0

parametriza el cono z = \/z2 + y2.
Si derivamos & respecto a u y v respectivamente obtenemos

du(u;v) = (—vsenu;vcosu;0), y y(u;v) = (cosu;senwu;l),

entonces
N(u;v) = dy(u;v) X Gy(u;v) = (vcosu;vsen u; —v).

Observe que N (u;v) = 0 siysolosi v =0y esto corresponde al vértice del cono.
Por lo tanto, el cono es regular, excepto en su vértice.

El siguiente ejemplo evidencia la importancia de la eleccién de la parametriza-
cién para determinar la regularidad de la superficie en un punto.
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Ejemplo 104. Para la parametrizacién &(u;v) = (u;u + v;u? +v?), (u;v) € R?
la superficie S : z = 2% + (y — z)? es regular, pues & es de clase C' sobre R? y
ademas se cumple

N(w;v) = Gy(u;v) X &y(u;v)

i j k
=1 1 2u
01 2v

= (20 — 2u; —2v;1) # (0;0;0) para todo (u;v) € R2.
Sin embargo, la parametrizacién
7u;v) = (w30 + 03548 + ), (u;0) € R?,

de la misma superficie S no cumple la condicién (iii) para superficies regulares,
pues

N (u;v) = Fulu; v) X 7oy(u;v)

i j k
=342 3u? 6u’
0 3® 6°

= (18u®v® — 18u’v?; —18u?v®; 9u’v?) = (0;0;0)

si y solosiu=0,v=0yu=v. Igualmente, en los puntos de la forma (0;v*;2%)
y (u?;u?; uﬁ) el vector normal seria nulo. Por lo tanto, para esta parametrizacion,
la superficie S no es regular en dichos puntos.

Si una superficie es regular en un punto Py = o(ug; vo) = (Zo; yo; 20), definimos
el plano tangente a S = o(D) en Py como el plano que pasa por Py y tiene a
N (up;vo) como vector normal. La ecuacién del plano tangente es descrita por la
siguiente expresion

(z — %0;y — Yo; 2 — 20) - N (ug; ) =0

donde (z;y; z) son las coordenadas de un punto arbitrario del plano tangente.
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N(uo;w)

- -,//// // ”W

7 i

Fig. 2.17

Ejemplo 105. Sea S la superficie descrita por la ecuacion:
&(u;v) = (ucosv;usenw;u?), u € [0;2n], v € [0;7].
a) Represente graficamente la superficie S.

b) Escriba la ecuacién y grafique la v—curva correspondiente a u = 2 y la
u—curva correspondiente a v = Z.

c¢) Grafique las curvas descritas en la parte b) de esta pregunta sobre la gréfica
de la superficie S.

d) Halle la ecuacién del plano tangente a S en el punto (v/3;1;4).
Solucién
a) Las ecuaciones paramétricas de la superficie S son
2

Z=ucosv, Yy=usenv, 2z=u",

combinando estas ecuaciones obtenemos z? + y? = z, cuya grafica co-
rresponde a un paraboloide.

b) Siu =2, laimagen de la funcién
d(2;v) = (2cosv;2senw;4), con 0 < v < T,

corresponde a una circunferencia I', de radio 2 contenida en el plano z = 4.
Siv = %, tenemos que la imagen de la funcién

3 1
o(y; %) = (%u;§u;u2), 0 <u<2nm,

representa a una pardbola I, contenida en el plano z = /3 y.
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c)

=t
1]
=|a

Fig. 2.18

d) Como la superficie S es regular en el punto o(2; X) = (v/3;1;4), entonces
existe el plano tangente a la superficie S en ese punto cuya ecuacién es dada
por

mw

(x—ﬁ;y—1;z—4).ﬁ(2;6

)=0
donde

N(2; %) = 0u(u;v) X dy(u;v)

(u;v)=(2;5)

= (cosv;senw;2u) X (—usenv;ucosv; O)’
(uiv)=(2;%

= (—4V/3;—4;2).

= (—2u? cosv; —2 u® sen v; u)
(uv)=(2F)

Por lo tanto, la ecuacién del plano tangente a S en el punto (v/3;1,4) es

2\/§a:+2y—z=4.

Diremos que una superficie S es regular por partes si es union de imagenes
de un nimero finito de superficies regulares S; = 0;(D;), 1 € {1;2;...;m}, es decir
se cumplen las siguientes condiciones

» Cada &; : D; — R® es de clase C! e inyectiva sobre todo Dj, excepto
posiblemente en parte de su frontera.

» Cada D; es una regién en R? formada de un conjunto conexo abierto, junto
con posiblemente algunos o todos sus puntos de la frontera.
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s Cada S; = 0;(D;) es regular, excepto posiblemente un nimero finito de
puntos.

Ejemplo 106. La superficie de un cubo es una superficie regular por partes, ella
es unién de sus seis caras, cada una de las cuales son superficies regulares.

z

Fig. 2.19
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Ejercicios: Seccion 2.3

1. Para cada una de las siguientes superficies paramétricas, halle una ecuacién
cartesiana, identifique la superficie y grafiquela.
a) &(u;v) = (ucosv;usenv;u?)
b) &(u;v) = (2cosu;v;2senu)
¢) (u;v) = (4;v; 3)
d) &(u;v) = (ucosv;usenv;u)
e) d(u;v) = (2cosvcosu;2cosvsenu;2senv)
2. Considere la parametrizacién del paraboloide descrita por la funcién
F(u;v) = (uw;v;u +v?)
a) (Es una superficie paramétrica diferenciable? Justifique.
b) (Es una superficie paramétrica regular? Justifique.
¢) En caso de ser posible halle el plano tangente a la superficie en el punto

(1;2;5).

3. Responda la parte a) y b) de la pregunta anterior para la parametrizacion
del cono & (u;v) = (ucosv;usenw;u), u > 0. Halle, si es posible, el plano
tangente al cono en el punto (0;1;1).

4. Sea S la superficie descrita por z = 2(z? + y?) con z < 8. Considere la
parametrizacién ¢ de S dada por

T = UCOSvU
Fu;v)=¢ y = wusenv ,0<u<2r, 0<v<2
z = 2u?

a) Bosqueje la gréfica de S.

b) Grafique el dominio D de la funcion &.
c¢) Para cada uno de los siguientes valores de v : 0, -72[, 2.

(c1) Grafique sobre D los segmentos (u;v) con 0 < u < 2.

(c2) Sobre la grafica de S hecha en la parte a) dibuje las u—curvas
coordenadas descritas en la parte (cl).

d) Para cada uno de los siguientes valores de u : 0, 1, 2.

(d1) Grafique sobre D los segmentos (u;v) con 0 < v < 2.
(d2) Sobre la gréfica de S hecha en la parte a) dibuje las v—curvas
coordenadas descritas en la parte (d1).
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5.

10.

Si una superficie es definida por la funcién vectorial
&(u;v) = (u cosv;u senv;u? +v%), (u;v) € R?,
encuentre la ecuacién del plano tangente a S en el punto (1;0;1).

Encuentre la ecuacién del plano tangente a la superficie S parametrizada
por la funcién &(u;v) = (u + v;3u?;u — v), en el punto (2;3;0).

Dada la superficie
S : 6(u;v) = (cosvsenu;senvsenu;cosu), parad <u <wmy 0 <wv < 2m.

Analice si S admite plano tangente en el punto (0; 4; ﬁ). En caso afir-

2
mativo, encuentre la ecuaciéon de dicho plano.

Halle una parametrizacién de la porcién del cilindro y? + (z — 5)? = 25
comprendida entre los planos £ =0 y = = 10.

Sean P(0;0;4) y I' la curva generada por la funcién vectorial
Ft) = (2 + 15t +8%), —-1<t<1

Si S es la superficie obtenida al unir los puntos de I" con el punto P mediante
segmentos de recta.

a) Parametrice S.

b) Encuentre el producto vectorial fundamental de S respecto a la parame-

trizacién hallada en la parte a).

La esfera centrada en el origen y radio 2 es parametrizada por la funcién
vectorial

7(u;v) = (2 cosu senv;2 senusenv;2 cosv), 0<u<2m, 0<v<m

Analice si S es regular.
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Apéndice

Coordenadas cilindricas

Se ha visto que en el plano es més fécil representar algunas graficas en coor-
denadas polares que en coordenadas rectangulares. En esta parte veremos que se
presenta una situacién similar para la representacién de algunas superficies en el
espacio.

Sea P un punto de R® de coordenadas cartesianas (z;y;z). Las coordenadas
cilindricas (r; 0; z) para P se definen de la siguiente manera:
(i) r: distancia del origen a la proyeccién P’ del punto P sobre el plano zy.

(ii) 0: angulo definido por la parte positiva del eje z y el rayo que pasa por el
origen y el punto P’, medido en sentido antihorario visto desde la parte
positiva del eje z.

z
\-\"-‘_
..
"\_‘
P=(r0,z)
2z
¥
0 T
N5
€T
Fig. A.

Cada punto P(z;y;z) € R® puede ser descrito usando la terna (r;6;2) de
modo que:
x=rcosf, y=rsend, z=z

Ademds, se cumple 22 4 3% = r2.

En adelante, asumiremos que r > 0, 0 < 8 < 27w, z € R. De esta manera,
todos los puntos de R® excepto los del eje z tienen una tinica representacién
en coordenadas cilindricas. Un punto sobre el eje z con coordenadas cartesianas
(0;0;29) tiene coordenadas cilindricas (0;6;zp), donde @ puede ser cualquier
angulo.
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Sistema de coordenadas esféricas

Sea P un punto en R3 de coordenadas (z;y;z) en el sistema de coordenadas
cartesianas. Se definen las coordenadas esféricas p, 6, ¢, para P de la siguiente
manera,

p: es la distancia del origen de coordenadas al punto P

9 : es el mismo que en coordenadas cilindricas, y

¢ : es el menor angulo formado desde el eje positivo z a la recta que pasa por
el origen de coordenadas y el punto P.

z

P=(p,0.9)

Fig. B.

Cada punto en R? es representado en el sistema de coordenadas esféricas por
la terna (p; 0; ¢) verificando,

x =psen¢ cosfl, y=psen¢send, z= pcosgp.
En la prictica se imponen las siguientes restricciones,
p>0, 0<6<2m, 0<¢p<m.

Con tales restricciones, todos los puntos de R? excepto sobre los del eje z tienen
un tnico conjunto de coordenadas esféricas. Puntos a lo largo del eje z excepto
el origen de coordenadas, tienen coordenadas de la forma (pg;#;0) o (po; ;)
donde pgp es una constante positiva y 0 es arbitrario. El origen tiene coordenadas
esféricas (0;0; ¢), donde 8 y ¢ son arbitrarios. Note ademds que,

22 42 + 22 = p?
Este sistema de coordenada esféricas son especialmente titiles para describir ob-
jetos que tienen un centro de simetria.
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Teorema de cambio de variable (teorema de Cambio de variables). Sean
Q y Q* dos regiones elementales en el espacio xy z y uvw respectivamente y

T: PR — QcR?
(wsv;w) — T(yv;w) = (z(w;v;w);y(u;v;w); z(u; v;w))

una funcién de clase C' inyectiva, excepto posiblemente en un conjunto que es
unién de graficas de funciones de dos variables, que lleva Q0* en (), entonces si
f : Q2 — R es integrable en §) se cumple

/] f(z;y;2)dedydz= ///f z(u; vy w); y(u; v; w); z(u; v; w)) ’ 3((I 3’10))

donde

dudvdu,

v Qu Qw
Az;y;z) | dy Oy Oy
A(u; vy w) v Qu  Ow
b, 2% UE
du Ov OJw

es el jacobiano de la transformacion T

Observacién 20.

z = rcosf
1. SiT:{ y = rsenf , entonces el jacobiano de esta funcién es
2 = 3z
B(:4:7) r f z cosf —rsenf 0
W)—— Y Y %Y |-|senfd rcosd 0|=r
ke BB E| Lo o 1
or 00 0z
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r = psen¢cosb
2.8 T:¢{ y = psen¢gsenf , entonces el jacobiano de esta funcién es
z = pcos¢
dr Oz Ox

dp
O(x;y;2) | Oy Oy Oy

d(p; 6; dp 90 O
(p; 0;9) a‘g acb

dp 00 ¢
sengcos@ —psen¢senld pcospcost
= | sengsenfl psen¢cosf pcospsend

cos ¢ —p sen ¢ 0

I(z; y; 2) 2

— =L — — p°sen ¢.

ap:6;0) "

3. En coordenadas cilindricas:
r = rcosl
Si f:Q c R® — R es una funcién integrable y T : { y = rsenf ,

z - Z

donde (r;0;z) € Q*, entonces
// f(z;y;2)dedydz = /j/ f(z(r; 0;2);y(r; 0; 2); z(r; 0; 2)) r dr db dz,
Q Q*

donde T'(2*) = Q.

4. En coordenadas esféricas:

= psen¢cosf
psen¢send

Si f: © Cc R® — R es una funcién integrable y T :
= pcos¢

M2 B
Il

donde (p; 0; ¢) € Q*, entonces
J[[ s@vordwavaz = [[[ 106:6:0)5000:6:8):2(0:6: ) sen g dpa ag,
Q 954

donde T(Q*) = Q.
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2.4. Area de una superficie

Ahora veremos c6mo la nocién de superficie, definida a través de una parame-
trizacién, permite definir el drea de la superficie.
Supongamos que S = o(D) ° sea una superficie regular donde D es la unién de
un niimero finito de regiones elementales ¢ en R2.
Por simplicidad supongamos que D es un rectangulo, digamos D = [a, b] X [c, d].
Ademds, consideremos las particiones,

{up; u1; -+ jun: a=ug<u; <---<u,=>b} delintervalo [a;b], y

{vo;v1; va;- - jUp: e=vy<vy <.+ <v, =d} del intervalo [c;d]

esto origina que la regién D quede particionada en n? subrectdngulos. Denotemos
por D;; al rectangulo de vértices (ui—1;vj-1), (ui-1;v5), (ui;vj-1), (ui;v;) y por
Au; = u; — u;— al largo de D;; y por Aw; = vj — vj_1a su altura, esto para
cadai,j € {1;2;--- ;n}.

Up=d

Ui

V51

=

Fig. 2.20

La imagen del subrectdngulo D;;, mediante & es una porcién de superfi-
cie que denotamos por S;j, ver figura 2.20. Claramente podemos aproximar el
drea de Sj; usando el paralelogramo que definen los vectores oy, (ui—1;vj—1)Au;
y ou(ui-1;vj-1)Avj, esto es, el drea de la porcién de superficie S;; viene dada
aproximadamente por

A(Sij) = |low(ui-1;vj-1)Au; X oy(ui—1;v5-1)Avj]|

A(Sij) = |low(ui-15vj-1) X ou(ui-1;vj-1|| Au; Av;

Luego,

%¢(D) = {(z;y:2) € R*: (z;y;2) = o(u; v), para algiin (u;v) € D}
Sver [6]
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A(S) = Z A(Sij) =~ Z llow(wiz1;vj-1) X op(®i-1;vj-1| Au; Av;
ij=1 ij=1

Esto explica por qué el drea de una superficie se define como el limite estas sumas
cuando Au; — 0 y Av; — 0, es decir,

A(S)= lim z A(Si;) = f[ |6 (u; v) X &y(u;v)|| dudv

Au;, Avj—

Este mismo resultado sigue siendo vélido siempre que D sea una region elemental
y acotada de R?. También escribiremos

AS) = [[16uwv) x Gu(us )] dud.
D

Sea S una superficie regular parametrizada por & = &(u;v), con (u;v) € D,
el drea de S se define como

AS) = [[ 18w olduds

donde N (u;v) = Gy (u;v) X &y(u; ).

El término dS, es llamado diferencial de superficie y es definido por
dsS = ”ﬁ(u,v)” du dv.

La definicién anterior puede expresarse en términos del diferencial de superficie
ds,

A(S) = ] ds.
Observacién 21.

1. El 4rea de una superficie es independiente de la parametrizacién elegida 7.

2. Si la superficie es regular por partes, es decir es unién finita de superficies
regulares, su drea se determina como la suma de las areas de estas superficies
regulares.

Tver [6]
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Ejemplo 107. Encuentre el 4rea de la superficie
S : G(u;v) = (wv;u+ v;u—v), (u;v) € D= {(u;v) € R? : u? + 0% < 4}.

Solucién
Se trata de encontrar A(S) = / dS, donde dS = ||N(u; v)||du dv.

Observe que
N(u;v) = Gy(u;0) X &y (u;0)
= (v;1;1) x (u;1;-1)
= (=2;u+v;v—u).
Luego,

dS = || N(w;v)|| dudv = /4 + 2(u? + v%) dudv.

Por lo tanto,

A(S) f V4 + 2(u? + v?) dudv.

u= rcosf

,con 0<r<20<0<2n
v= rsenf

Pasando a coordenadas polares {

tenemos

A(S) = / (/ \/mrdr)

1 222
N RUTRIPS |
6 0 r=0

m 3
== (127 —8).
> (123 - )

Ejemplo 108. Halle el drea de la porcién del cilindro z? + y? = 4 comprendida
entre los planos z =0y y+ z = 4.

Solucién

Al parametrizar la porcién del cilindro tenemos,

G(u;v) = (2cosu;2senu;v), para0 <u <2m 0<v<4-2senu.
Luego,
N (u;v) = Gy(u;v) X Gy(u;v)
(—2senwu;2cosu;0) x (0;0;1)
=2

cos u; 2senu;0),
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Fig. 2.21

entonces dS = || N(u; )| dudv = 2dudv. Por lo tanto,

A(S):]de://2dudv
D D
=2]D2ﬂ ('/04-—2senudv) %

2
=2 (4 —2senu)du
0

= 167.
Ejemplo 109. Halle el 4rea de la porcién del cilindro S : 22 +y2 =4, 0< 2 <4

que se encuentra entre los planos y =z, y =2z, con z > 0.
Solucién




Pontificia Universidad Catélica del Perd Area de superficies

Al parametrizar la superficie S obtenemos

o' (u;v) = (2cosu; 2senu;v), % <u< arctan%, 0<v<4,

Luego,
48 = ||1\7(u, V)|l dudv = |Gy (u; v) X Gy(u;v)|| dudv
= |[|[(—=2 cosu; —2sen u; 0) x (0;1;0)| dudv
= ||(2 cosu; 2senu; 0)|| dudv = 2 du dv,
entonces

A(S)z//dﬁ':?/[dudv
D D
arctan 1 4 i
_2/1 (]0 dv) du—S(arctanﬁ—Z).

4

Ejemplo 110. Encuentre el area de una superficie esférica centrada en el
origen de coordenadas y de radio a.
Solucién

Se sabe que una parametrizacién para S : z% + y2 + 22 = a?

viene dada por
G(u;v) = (asenv cosu;asenv senu;acosv), 0 <u<2m 0<v<m,
entonces,

—

N(u;v) = du(u;v) X dy(u;v)

i j k
= |—asenv senu asenv cosu 0'
acosv cosu acosv senu —a senv

= (—G‘.2 sen2 U COSU; —'(12 88112 VU Sen u; —0,2 sen v cos U).

Luego, dS = ||N(u;v)||dudv = a® senvdudv. Por lo tanto,

A(S) = //dSz /fazsenvdvdu
D D
2 T
=/ (/ a? senv dv) du
0 0

= 4ma’.
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Ejemplo 111. Calcule el 4rea de S, donde S es la porcién del cono z2 =y + 22
interior al cilindro 22 + y? = a2 ubicada en el primer octante.

Solucién

Observe que S puede ser considerada como la gréfica de una funcién de la forma
g:DC R?2 — R, es decir, S : = = g(y;2) = /32 + 22, donde (y;z) € D,
siendo D = {(y;2) € R?: 2y + 2% < a?}.

Luego,
F(y;2) = (V¥ +2%y;2), (y;2) € D.

Entonces,
dS = |5y (y; 2) X &2(y; 2)|| = V2dydz

A(S):/[dsm/é/fdydz:%a?.
S D
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Area de una superficie definida como la grafica de una
funcion de dos variables

Suponga que S es una superficie descrita como el grifico de una funcién de

clase C?
g: D — R

(my) — z=g(z;y)
donde D es un conexo y abierto de R2. En el ejemplo 94 se ha visto que una
parametrizacién para S viene dada por

&(z;y) = (z;y;9(x;y)), para(z;y) € D,
de esta 1iltima relacién obtenemos
N(z;y) = Gu(z;y) X Gylz;y)
_ (5‘(3;; z) O(z2) O(z; y))
ANz;y)' O(z;y) O(z;y)
= (—gz(z; ¥); —gy(z;9); 1),

es decir, N(z;y) # 0 para todo (z;y) € D, luego la superficie S es regular.
Por otro lado, su diferencial es

dS = || N(a;y)l| de dy = /1 + (g:)? + (9)? dw dy

Por lo tanto, su drea puede obtenerse mediante la siguiente expresién

A(S) = ff \/1+(g:c + (gy)? dz dy.

De manera andloga, se procede para los siguientes casos:

S:y=h(z;2), (z;2) €D y S:z=k(y;2), (y;2) € D.
obteniéndose que los diferenciales de drea respectivamente son:

dS = ||N(z;2)|| dzdz = \/1+ (he)? + (h,)2 dzdz

dS = |N(y;2)l| dydz = \/1+ (ky)? + (kz)2 dy d=.

Luego, sus areas pueden ser obtenidas respectivamente, por las siguientes expre-
siones:

A(S) = /\/1 (hs)? + (h;)?dz dz
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A(S) = / fD U+ () + (k) dy de.

Ejemplo 112. Sea S la parte de la superficie cénica: y* = 2% + 2? comprendida
entre los planos y = 1 y y = 3. Halle el area de S.

Solucién

Observe que la superficie S puede considerarse como el gréfico de una funcién de
dos variables, esto es,

y=h(z;z) = Vz2+22 con (r;z) € D= {(x,z) eR?: 1<2?+22 <9},

donde D es obtenida al proyectar S sobre al plano zz.

7y

Luego,
dS = ||N(z; 2)| dz dz
=/1+ (hy)2+ (h,)? dzdz

=1/1+ (L)a (;)ilxdz
B Vz? + 22 Va4 22
=V2dzdz.

Por lo tanto,

A(S) = f ds

D
=x/§//dedz

= V2A(D) = 8V2.

Ejemplo 113. Sea S la porcién de la superficie esférica 22 +y2 4+ 22 =4, z> 0
contenida en el cilindro 22 + y? = 2y. Halle su 4rea.
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Solucién
De las condiciones del problema se tiene que z > 0, luego la superficie esférica
puede ser definida como la grafica de una funcién de dos variables, es decir,

z=g(z;y) =VA4—22—y?, para (z;9) € D= {(z,y) € R?: 2+ (y-1)* < 1}.

Z

m"'-t-(y—-l)z:l

Fig. 2.24

Luego,
dS = |N(z; y)|| dz dy

= \/1+ (9:)? + (9)? dz dy

2 2
=41+ | —m——| +|—=—=] dzd
(x/4—x2—yg) (\/4~x2-y2) '
=—2 dz dy.

/4“'552—92

A(S)zf/ds
D

[ 7

Por lo tanto,

dx dy,

z= rcosf 1€ [0;2senb)
y= rsenf 6 € [0;7]

m 2senf 2
A(S) = ———dr | df
) /0 (0 V4 —r? T)
g 2sen @
=/ [—2\/4—r2]u do
0

m
:/ (—4cosf +4)df = 4.
0

y pasando a coordenadas polares { tenemos
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Ejemplo 114. Halle el srea de la superficie > = z limitada por los planos
y=0,z=4y=2-=.

Solucion

Es claro que la superficie puede definirse como la grafica de una funcién de dos
variables, esto es

z = g(z,y) = 2%, para (z,y) € D,

donde D es la region plana obtenida al proyectar S sobre el plano zy como se
muestra en la siguiente figura:

Fig. 2.25

es decir,
D={(z;y)eR?: 0<y<2—2, —2<z<2}
Luego,
dS = |N(z;y)|| dz dy
= \/1 + (92)% + (gy)? dz dy

=+/1+(22)2dzdy
=1+ 4z2 dz dy.

Por lo tanto,

A(S)zé/d5=£]\/1+7dmdy
([ )

Z[Q(z_x)\/mdx
-2
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2 2
A(S)=2/ 1./1+4a:2d:c-/ zV1+4x2dx
2 i
2
=4/ V1+4z2dx
0
:4[:5 1+4w2+%ln|29:+\/1+4x2 |]

= 8V17 + 2In(4 + V17),

pues la funcién s(z) = v/1 + 4z es una funcién par y t(z) = zv1 + 422 es una
funcién impar en [—2;2].

2

=0

Area de superficies definidas implicitamente

Sea G : U C R®> — R una funcién y ¢ € R, entonces el conjunto
Se = {(z;y;2) €R®: G(z;9;2) = ¢}

es llamado superficie de nivel de G definida por la constante ¢. A continuacion
el siguiente resultado nos dice bajo qué condiciones S, es una superficie en el
sentido de la definiciéon dada en la seccién 2.1.

Teorema 2.1. Sean G : U C R® — R una funcién de clase C* sobre un conjunto
abigrto y conexo U, y Py = (x0;Y0; 20) un punto de la superficie de nivel S,.
Si VG(Py) # (0;0;0), entonces existe una parametrizacién de S, en una vecindad
5 de P().
8w a : 0G ;
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 6—(P0) # 0, entonces exis-
z

ten nimeros reales r > 0y € > 0 y una funcién g : B, (zo; yo) — (20 —&;20 +€)
tales que

a) g(zo; o) = 2o-

b) G(z;y;9(z;v)) = c.

c) Para cada (z;y) € Br(z0;%0), z = g(z;y) es la tnica solucién de la

ecuacién
G(z;y;2) = ¢
d) La funcién z = g(z;y) tiene derivadas parciales continuas en B;(zo;yo),
dadas por
gx:?_-?_z_%‘ g‘yZ@:—ﬂr
dx Gz dy G,
Bver [3]

166



Pontificia Universidad Catdlica del Peru Area de superficies

es decir, la ecuacién G(z;y;z) = ¢ define implicitamente a z como una funcién
de dos variables z,y en una vecindad de (zo;yo0) y lo hace de manera tnica.

Las derivadas parciales de g son obtenidas usando la regla de la cadena, en efecto
al derivar respecto a x en la ecuacién G(z;y;z) = ¢ obtenemos

0G 90x 0G 090y O0G 0z

Hﬁ—:;‘az—l—ay 8:1:+82: ox

tonces
enton oc
99 _ _ 3z
or 9G”
Oz

Similarmente, al derivar respecto a y en la ecuacién G(z;y; z) = ¢ obtenemos

0G 9z 0G 9y  0G 0z

9z Oy Oy By 0z By

es decir,
oG
% _ _ 0y
oy  0G’
9z

Luego, la funcién &(z;y) = (z;y;9(z;y)), (x;y) € D es una parametrizacién
de S.
Por lo tanto, el diferencial de superficie de S es

dS = ||N(z;y)| dz dy

= 1+ (92)2 + (gy)2 dz dy

_ V(G2)2+(Gy)* + (G:)?
— Tex dz dy.

De esta manera, el idrea de S puede ser calculada por la siguiente expresion,

o [T T

Ejemplo 115. Halle el drea de la porcién de superficie 22 +y2 + 22 = a2, z > 0,
que se encuentra dentro del cilindro 22 + y? = az, a > 0.
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Solucién

Fig. 2.26

Definamos la funcién  G(z;y;2) = 2% + y? + 22 — a®> = 0 entonces de la
ecuacion 2.1 tenemos

- [[ L
D

|G-

dz dy (2.2)

donde D = {(z;y) eR?: (z—2)2+3y2 < “7:} ha sido obtenido al proyectar S
sobe el plano zy. Ademas,

G:(zyu32) =22, Gy(z9:2) =2y, Giz;152) =22.

Luego, reemplazando y simplificando en la expresion 2.2 obtenemos

dz dy,

a9 = [[ s

z= rcosf r€[0;acosb]

y pasando a coordenadas polares { p—— bel-5;1] ° resulta,

n

X acos@
AS) = [° LN
—z \Jo D gD
'“2‘ acosf
=a/ [—\/a2—r2]0 df
0

i

a/2 (a — aV'sen2 0)db
:'“'2_

= g2 (/0 (1+sen@)dd + /;(1 - senﬂ)dﬂ)
-z 0
= a?(w — 2).
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Ejercicios: Seccién 2.4

1,

D

10.

{4 3

12:

13.

Halle el drea de la porcién de la esfera S : z2 4 y% + 22 = a?

entre los planos z=ay z=bdonde 0 < b < a.

comprendida

Halle el 4rea de la parte del cilindro y? + 22 = a? que estd en el primer
octante y limitado por el cilindro (z — a)? + y% = a2.

4

Halle el drea de la porcién de la superficie 22 +y? = ;—56‘ comprendida entre
los planos z = 0; z = 4.

Encuentre el drea de la porcién de la esfera 22 + 32 + 22 = 4 comprendida
entre los planos z = —1 y z = /3.

. Calcule el 4rea de la porcién de la superficie z = 2 — 22 — y que est4 dentro

del prisma triangular recto, cuya base esta en el plano zy y que estd limitada
por lasrectas =0,y =1,y = z.

. Encuentre el 4rea de la porcién del paraboloide hiperbélico z = z? — y?

limitado por el cilindro z2 + 3% = 1.

. El cilindro z2 + y? = z divide la esfera unitaria S centrada en el origen de

coordenadas en dos regiones S; y Sz, donde S; estd dentro del cilindro y S
fuera del cilindro. Halle el area de S7 y, usando el hecho que el drea total
de la esfera es 4w, deduzca el drea de Ss.

. Halle el drea del paraboloide z = z? + y? comprendido entre los planos

p=1lyz=4d.

. Calcule el area de la superficie que limita la interseccién de los cilindros

solidos

2 2

2?2+ 22 =a?, 22 +y* = a?, siendo a > 0

Halle el drea de la parte del cilindro z2 + y? = a? que est4 sobre el plano
xy y entre los planos z = y, z = 2y.

Calcule el drea de la porcién de superficie 2 + y? = 22 situada por encima
del plano zy y limitada por la esfera z2 + 32 + 22 = 4y.

Calcule el drea del paraboloide hiperbdlico z = zy limitado por el cilindro
2?2 +y?=1

Encuentre el drea de la parte de la superficie z — 22 — y? = 9 comprendida
entre los planos z =10 y 2 = 13.
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2.5. Integrales de superficies de campos escalares

Sean S una superficie regular parametrizada por & : D — R3, donde D C R?
ademads de ser conexo y abierto, con toda o parte de su frontera incluida, es aco-
tado y, sea f un campo escalar continuo cuyo dominio incluye a S = o(D).

La integral de superficie de un campo escalar sobre S denotada por

/ f dS se define como

S
//de = /f flo(u;v)) “ﬁ(u; U)” du dv, (2.3)
D

S

donde N(u;v) = Gy(u;v) X &y(u; ).

En el caso que S sea una superficie regular por partes la integral f/ fdS se
s

define como la suma de las integrales de superficie sobre cada parte regular de .S,
es decir, si la superficie S = S, USy U --- U S, entonces

//de:!;ffdler!l/fdgﬁ...Jrgde.

s

Ejemplo 116. Halle la integral de superficie del campo escalar f(z;y;2) = 2+ 2
sobre la parte del cilindro 22 +y2 = 4 que se encuentra entre los planos y+ 2z = 2
V& =4

Solucién

Fig. 2.27
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Se trata de evaluar la integral f (z + 2)dS.

Una parametrizacion para S es
7(u;v) = (2cosu;2senu;v), con 0 <u<2ry2—2senu <v <4
Luego,
dS = ||N(u;v)||du dv

= ||Gu(u;v) X 6y(u;v)||du dv
= ||(2 cos u; 2 sen u; 0) ||du dv
= 2dudv.

Por otro lado, f(o(u;v)) = 2cosu+ v. Por lo tanto,

//f(“: y;2) ds = fff o (u; ) ||V (u;v)|| du dv
—2// (2cosu + v) dudv

4
2/ (] (2cosu + v)dv) du
0 2—2senu
2m 1 4
=2/ (chosu+—v2)
0 )

2m
= 2] (4cosu + 2sen2u + 8senu + 5 — cos 2u) du
0

du

2—2senu

=4,

Ejemplo 117. Calcule f/ ryzdS, siendo S parte del cilindro 2% + 22 = 4

s
ubicada en el primer octante entre los planos y =0y y = 1.
Solucién
Una parametrizacién para la porcién del cilindro es,

—y

7 (u;v) = (2senwu;v;2cosu), u € [0; %], v e [0;1].
Luego,

dS = ||N(u;v)|| du dv
= ||Gu(u;v) X Fy(u;v)|| dudv
= ||(2senu;0;2cosu)|| = 2dudv.
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Ca

Fig. 2.28

Ademis, f(o(u;v)) = 2v sen2u.

Por lo tanto,
//a:yzd8= //f(o(u;v))"N(u;v)" dudv
s D

1
=4/2 (/ vsen2udv) du
0 0

_';_
= 2/ v? sen(?u)u:O du
0

X

= 2/2 sen(2u) du = 1.
0

Integrales de superficies de campos escalares para superficies
definidas explicitamente

1. Si una superficie S se define como el grifico de una funcién de clase C! de
la forma

z=g(z;y), (z;y) € D C R? paraD conexo abierto y acotado,
entonces la funcién
d(z;y) = (z;y:9(z;9)), (z59) € D
parametriza S y su diferencial de superficie es
dS = |N(z; )| dz dy = ||(~gz; —gy; 1) dz dy.

Por lo tanto,

[ t@viaas = [[ t@vs@o/i+ @+ @r aa o
s D
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2. Si la superficie S es definida como el grafico de una funcién de clase C! de
la forma
y = h(z;2), (x;2) € DCR?

para D conexo abierto y acotado, entonces, la funcién
(x5 2) = (z; h(z; 2); 2), (52) € D,
parametriza S y su diferencial de superficie es
dS = ||N(z; 2)l| dz dz = ||(~he; 1;—hs) | dz dz.

Por lo tanto,

[] F(;932) dS = f F(@ k(@ 2); )VI T ()2 + (ha)? dwdz.  (25)

s D

3. Si la superficie S es definida como el grafico de una funcién de clase C! de
la forma

z=k(y;2), (y;2) € DCR?
para D conexo abierto y acotado, entonces, la funcién
3(y;2) = (k(y; 2); 93 2), (y;2) € D
parametriza S y su diferencial de superficie es
dS = ||N(y; 2)|| dy dz = ||(1; —ky; —kz)|| dy dz.

Por lo tanto,

/ / f(z;y;2)dS = f / f(k(y,z);y;z)\/l+(ky)2+(kz)2 dydz.  (2.6)
D

s

Ejemplo 118. Calcule / / 232 dS, siendo S la porcién de la superficie cénica
S

z? = 22 + y? que se encuentra entre los planos z =1y z = 2.

Solucién
Como z > 0, la porcién de superficie cénica puede ser considerada como el gréfico
de una funcién de dos variables, es decir

z=g(z;y) = Vx2 + 9?2, donde (z;9) € D= {(z;y) eR*: 1< 22 +y> <4 }.
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)q,

Fig. 2.29

Por otro lado, es claro que f(z;y;z) = x3z, entonces de la relacién 2.4 tenemos

fff(:v;y;Z)d5= //D f(w;y;g(&?;y))\/l +(92)% + (9y)* dz dy

S

2
=//:r3\/:n2+y2\/1+ = = y dx dy
D €T Y
:\/5// 23 /22 + y2 dz dy.
D

z= rcosl 1€r<2
y= rsenf 0<0<2r

//f(:c;y;z)dsz \/5/:7127‘5(:0339@19
S
=v/§([02wcos39d9) (/lzrf’dr)

2w 2
=2 (/ (cos @ — sen? 6 cos 6) dﬁ) (% rﬁ)
0 r=1
= (.

Pasando a coordenadas polares { obtenemos,

Ejemplo 119. Halle // 23dS, siendo S la frontera del cubo
S

Q=[0:1] %[0; 1] % [0;1]:

Solucion

Denotando por S1,Ss,---, S a las caras del cubo tenemos,

//23d5=// 23d51+// 23(352+"'+f/ z3d5'5
S S S3 Se
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11

7o
|

Fig. 2.30

Integraremos sobre la cara del cubo S; que se encuentra en el plano z = 1:
Si:z=g(x;y)=1, () eD={(z;9) €eR*: 0<z2<1,0<y<1}

Luego,
dSy = |N(z;y)| dz dy = [|(0;0;1)|| dz dy = dz dy

y como f(z;y;z) = 2, de la relacién 2.4 tenemos

[[#asi= / [ rasvig@in) 1+ @) + (02 dody
51
f dx dy

= A(D)
= 1.

De manera similar se procede en los otros casos. Finalmente, / / 22dS = 2.
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Aplicaciones de la integral de superficie de un campo
escalar

Si la superficie S representa una ldmina y f : U C R® — R es una funcién
continua que representa la densidad de dicha ldmina, siendo U un subconjunto
abierto de R3, entonces definimos:

M(S) = f/de.
S

Si f(z,y,z) = 1, para cada (x;y;z) € U, entonces M(S) es numérica-
mente el drea de la superficie S.

1. Masa de una lamina

2. Centro de masa de una lamina

El centro de masa M de la ldmina S tiene coordenadas (Z, 3, Z), donde
f—i[fmfds -—l/f £ds z—iffzfds
= M ) y= M y 1 7= M »

S S S

3. Momento de inercia de una lamina

El momento de inercia respecto de la recta L es

IL=//d2(P;L)de
S

donde para cada (z,y,2) € S la expresién d(P; L) representa la distancia
del punto (z,y, z) a la recta L.

Ejemplo 120. Calcule la masa de la porcién del plano z + y+ z = 3 ubicada en
el primer octante, si la densidad superficial en cualquier punto del plano es 2z2.
Solucién

Esta superficie puede ser considerada como la gréfica de la funcién,

z=g(zy)=3-z—-y, (z;9) €D,
donde D es obtenida al proyectar la superficie sobre el plano zy, esto es,

D={(z;y) eR?: 0<2<3,0<y<3—-z}
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Gréaficamente:

Y

Fig. 2.31

M(S) = / / 2¢* dS
s
- é/ 27> \/1 + (92)% + (g9y)? dz dy

:2\/3/03(]:_%2@)@

3
=2\/§/ (3z% — 2%)dx = 272—\/5
0

Luego,

Ejemplo 121. Una ldmina tiene la forma de la porcién del cilindro z2 + 22 = 9,
z > 0 limitado por la superficie z = y/z2 + y2. Halle la masa de la 14mina si en
cada punto (z;y;z) € S su densidad es f(z;y;2) = 2°.

Solucién

El objetivo es hallar el valor de la integral M = f / fdS, donde S es la porcion
s
del cilindro S : z2 + 2% = 9 limitado por la superficie cénica z = \/x2 + y2.

Z
¥ G §
e %} T
3 Fal
= 2

=

= -

Fig. 2.32

Observe que S puede ser considerada como la gréfica de una funcién de dos
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variables, esto es

z=g(z;y) = V9 - 22, con (z;9) € D = {(;y) € R?: 22% +4? < 9},

donde D es obtenida al proyectar la superficie S sobre el plano zy.
Es claro que f((z;9;9(z;9)) = /(9 —2%)% y

dedy = = dz dy.

9 — 2

dS = | N (23 )|l de dy = H (\/%7;0; 1)‘

Por lo tanto,

M= [[ s(@yias
s

= //f(a?;y;g(r;y)) Hﬁ(m;y)” dz dy

D
=3£/(9—x2)dxdy

= 27 A(D) —3/'/:r2drcdy‘
D

W . 9
Como D es una regién limitada por la elipse 222+y* = 9, entonces A(D) = 75 .
Para evaluar la integral / f z? dz dy usamos coordenadas polares

D

= %rcosﬁ r € [0;1]
y= 3rsenf 6 € [0;27]

y teniendo en cuenta que el jacobiano de esta transformacion es

Bz 1) dr Ox

zy) |3 _”9" _i‘

266 ~ |95 99|~ "
or 00
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obtenemos

M =27 (\%ﬁ) —3//:c2d;cdy
243

2
———:rr—3f f r3 cos® 0 dr df
\/_

243 243 9
= [~ — cos“ 0 do
V2 8V2 o

243 243 ( 1 an

=—mn- sen(29))
V2 16V2 9=0
243 243 3645

TR 16V 16v2

Ejemplo 122. Una hoja de papel homogénea rectangular de base 4rcm y altura
3cm se enrolla formando un cilindro circular S de radio 2. Calcule el momento
de inercia de S respecto a la recta que contiene un didmetro de la base circular.
Solucién

Formamos el cilindro tomando su curva base (circunferencia) sobre el plano zy y
como eje a z, es decir, construimos la superficie

S={(z;y;2) eR3:22 +y? =4, 0< 2 < 3}.

Consideremos como funcién densidad homogénea la f : S — R dada por
f(z;y;2) = k, para algin valor constante k y como recta L al eje z, con lo

cual se tiene que
d((z;y;2); L) = Vy* + 22
Una parametrizacion para S es dada por
G(u;v) = (2cosu;2senwu;v), 0<u<2r, 0<v <3,

luego, d(o(u;v); L) = Vdsen?u+v2 y ||[N(u;v)|| =2

I = /fdz((:v;y; z); L) kdS
S

=k / (4sen®u + 2%) dudv
D
= 60k,

donde, D = [0;27] x [0;3].
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Ejemplo 123. Una ldmina tiene la forma de la parte del plano y = z limitado
por el cilindro z2? + (y — 1)2 = 1. Halle la masa de esa ldmina si en cada punto
(z;y; 2) de S la densidad es proporcional a su distancia al plano zy.

Solucién

Gréaficamente:

Fig. 2.33

Es claro que la superficie puede ser considerada como la gréfica de una funcién
de dos variables, esto es,

z=g(z;y) =y, con (z;y) € D= {(z;y) e R? : 22 + (y — 1) < 1}.
Luego,
dS = ||N(z; y)ll dz dy = ||(—gz; —9y; DIl = (0;-1;1)|| = V2dz dy.

Por otro lado, tenemos que f(z,y, z) = kz siendo k constante. Por lo tanto,

M(S) = ] [ £ (3 : 9(2; 9)) 1N ()| dz dy
B
= é / kyvV2 dz dy.

Como D es una region circular usamos a coordenadas polares

z= rcosf r€[0;2senb)]
y= rsenf 6 € [0; 7]
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Luego,

T 2sen@
M(S):k\/i/ (f r2sen9dr) df
0 0

\/ik W 2senf
ZT./D [r3sen9]0 "7 do

=@/ sen? 6 d0
3 Jo

= S—\i/-g—k /oﬂ(l — cos(20))* do

= N_T?k /:(g — 2cos(20) + %005(49)) df
= \/E‘JT k
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Ejercicios: Seccion 2.5

1.

2

2

Determine el centro de masa de la porcién de superficie z2+32+2%2 =a
z > 0, limitada por el cilindro 22 + y? = ay, a > 0.

Determine el valor de la masa de la seccién de esfera z2 + y2 + 22 = 2,

limitada por el cilindro (y — 2)2 4+ 222 = 9 y que se encuentra por encima

del plano z = 0, sabiendo ademas que la densidad en cada punto de la esfera
/9 sice yz — 2

3

viene dada por la funcién f(z,y,2) =

. Una l4mina tiene la forma de la porcién del cilindro S : 2?2 +y2 =9, 2> 0

limitado por la superficie 22 +y? = 2% y con densidad f(z;y;z) = z°. Halle
la masa de esta lamina.

. Una superficie S se genera uniendo, a través de segmentos de recta, cada

punto P de la curva I' : 7(t) = P = (acost;asent;asent), t € [0;2n] con
el origen de coordenadas. Calcule el momento de inercia de S respecto al

eje z, si su densidad en cada punto P de S es f(z;y;2) = /222 + 2y2 + 22.

. Una lamina tiene la forma de la superficie S y en cada punto (z;y;2) € S

su densidad es f(z;y;2) = 2% + y® + 22. Halle la tercera coordenada del
centro de masa de dicha lamina.

. Calcule la masa de una lamina que tiene la forma de la porcién de superficie

4 — 2% = z, £ > 0 limitada por la superficie z = y2, sabiendo que en cada
punto (z;y; z) de la ldmina su densidad es f(z;y;z) = zv4z? + 1.

Encuentre la integral de superficie / / z(:?:2 + y2) dS, donde S es la porcién
S
de esfera 2 + y2 + 22 = 4 que est4 por encima del plano z = 1.

Calcule la integral de superficie / / f dS en cada uno de los siguientes casos:
5

g), u € [0;1], v € [0;2].

b) f(z;y:2) = zy y S : &(u;v) = (2cosu;2senw;v), donde u € [0; 5],
v e 0,2].

a) f(z;y;2) =5+yyS:a(u;v) = (wv;

¢) f(x;y;2) = x+2y S es la porcién del cilindro y2+ 22 = 9 en el primer
octante entre z =0 y = = 4.
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Halle la masa de la superficie 2z = 22 — y2, z > 0 que se encuentra dentro
del cilindro 22 +y? = 4. Si la funcién de densidad viene dada por la funcién

T Y 2) = —/—e.
Hayi2) = —= s
Uniendo, con segmentos de rectas, los puntos (z;y;0) y (z;y + 2;1) que
cumplen la condicién z? 4+ y?> = 1 se construye la superficie S. Halle la
masa de dicha superficie si la densidad en cada punto P(z;y;z) € S es

f(z;y;2) = |z(y — 22)|.

Halle la masa de una lamina que tiene la forma de la porcién de superficie
z? + y? + z = 4 que se encuentra sobre el plano z 4+ 4 = 0, sabiendo que la
densidad en cada punto de la superficie S es igual a la distancia de dicho
punto al eje z.

Halle el momento de inercia respecto del plano zy de una ldmina que tiene
la forma de la porcién de superficie z2 + y? — 22 + 4z = 4 ubicada dentro
de la esfera 22 + y? + 22 = 4, si la densidad en cada punto (z;y;z) de la

ldmina es f(z;y;2) = (2 + V22 + y2)%

Sea S la porcién de esfera z2 + y% + 22 = 1 que es cortada por el cono
z = \/2? + y2. Si en cada punto de S la densidad superficial es constante,
halle el centro de masa de S.

Sea S la parte del cilindro y? + 4z = 16, cortada por los planos = = 0,

z =0, 2z + y = 12. Halle la componente Z del centro delmasa de S si la

Vity?

Si S es la pate del cilindro comprendido entre los planos z = 0y z = 2,
calcule la integral de superficie del campo escalar f(z;y; 2) = 2y + 22

densidad en cada punto de S es dada por f(z;y;2) =

Una ldmina tiene la forma de la superficie S : z = 4 — 2%, z > 0, limitada
por la superficie z = y? y densidad f(z;y;2) = V1 + 422 en cada punto
(z;y; z) € S. Calcule la primera coordenada del centro de masa de la ldmina.
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2.6. Integrales de superficies de campos vectoriales

Iniciamos esta seccién con el problema de definir la orientacién de una super-
ficie. De manera intuitiva, diremos que una superficie en R? es orientable si es
posible sefialar sin ambigiiedad sus lados. Para precisar esta idea se usan vectores
normales a la superficie.

Diremos que una superficie S en R3 es orientable si existe un campo vectorial
continuo '
i : S — R3 verificando las siguientes condiciones:

i) 7i(P) es un vector perpendicular a S en todo punto P de S.
ii) |A(P)|| =1, para todo P € S,

esto es, una superficie S en R? se dice orientable si para cada punto P € S es
posible definir un vector normal unitario 7(P) a S que varie continuamente sobre

S.

Observacion 22.

1. Sea S es una superficie regular parametrizada por & : D — R3. Sabemos
que el vector
Gu(u;v) X Gy(u;v)
|5 (u; v) X Go(u;v)||

es normal unitario a S en el punto o(u;v), donde (u;v) € D.
Si elegimos

Fulu,v) X dy(u,v)
|Gu(u, v) X Go(u, v)||

n(u;v) =

diremos que la orientacién es positiva, caso contrario diremos que la
orientacién de S es negativa. Claramente, la orientacién depende de la
parametrizacion.

2. Se conviene que en el caso que S sea la frontera de un sélido 2 acotado, la
orientacién positiva es aquella para la cual los vectores normales apuntan
hacia el exterior ? de €, y cuando las normales apuntan hacia el interior
convenimos que la orientacién es negativa.

Ejemplo 124. La esfera, el paraboloide, el hiperboloide de una hoja, etc. son
superficies orientables.

ver [3]
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Ejemplo 125. Cuando S es descrita como superficie de nivel
G(z;y;2) =0

donde G : U ¢ R® — R es una funcién de clase C! sobre U, tal que VG(P) # 0
en cualquier punto P = (z;y; z) de la superficie, entonces tenemos dos elecciones
para 7i:

VG(z;y; )

o VO(mye)
i VG v )]

= = fi(z;y;2) = —
IVG(z;y; )|l
Por ejemplo, para la esfera S = {(z;y;z) € R® : 22 + y? + 22 = a?} tenemos que

1
- a (x:ya Z).

Azy) =~ @ya) 6 Almy) =
Ejemplo 126. Encuentre vectores unitarios normales apuntando hacia el exterior
de la superficie z = z2 + y2.
Solucién
Definamos la funcién G(z;y; z) = 22 + y? — z, entonces su gradiente viene dado
por VG(z;y;2) = (2z;2y; —1).
Se sabe que

ﬁ'G(:c;y;z) B 2z ) 2z o 5P
IVG(z;y; 2)|| Var? + 42 +1 a2 + 42 + 1

es un vector unitario normal a la superficie G(z;y; z) = 0. Luego, como la ultima
VG(z;y;2)
IVG(z;y;2)|l

vector apunta hacia el exterior de S. Por lo tanto, bastara elegir

componente del vector ) es un nimero negativo, entonces dicho

VG (z;y;2)
IVG(z;y; 2)||’

7=

y como cada componente de 7 es una funcion continua se obtiene una orientacién

de S.
La otra orientacién es dada por el vector 7i; = — i, que apunta hacia el interior
de S.
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Ejemplo 127. Dada la superficie esférica S : z2 + y? + 22 = 1, podemos dar
una orientacién a S eligiendo el vector de posicién 7i(z; y) = (z;y; 2) como vector
normal, el cual apunta hacia el lado exterior de la superficie. En efecto, usando
coordenadas esféricas obtenemos una parametrizacién para S,

7 (u;v) = (senvcosu;senvsenu;cosv), u € [0;27], v € [0; 7).
Luego,
N(u;v) = Gu(u;v) X Gy(u;v)
= (—senwvsenu;senwcosu;0) x (cosvcoswu;cosvsenu; —senv)

= —senv(sen v cos u; sen v sen u; cos v)
= —senv 7i(u;v),

y como senv > 0 para todov € [0; 7| resulta que el vector ﬁ(u; v) apunta hacia
el interior de la esfera. Luego, la parametrizacién & orienta negativamente a la
esfera S.

Ejemplo 128. Dada la superficie S = o(D), donde
F(u;v) = (u;v;u® +02), (u;v) € D = {(u;v) € R? :u? +0? < 1}
Es claro que S es el paraboloide z = x2 + y2. Ademss,

Gu(u;v) X Gy(u;v) 1

u(u;v) X Gy(u;v)|| V1 + 4u2 + 402

Asimismo, como N(0;0) = (0;0;1) es un vector normal que apunta hacia el
interior del paraboloide, la superficie S tiene orientacién positiva.

wlu;y) = (—2u; —2v; 1)

Sea S una superficie regular y orientada, parametrizada por la funcién
G : D — R®, siendo D una regién acotada del plano a la que se le adjunta
toda o parte de su frotnera, y F' un campo vectorial continuo cuyo dominio in-
cluye S = (D). La integral de superficie del campo F sobre S, denotada

por //ﬁ.dg, se define

//F // (G(u;v)) - N(u;v) dudv. (2.7)
D

donde N (u;v) = Fu(u;v) X 3y (u;v).
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Si S es una superficie regular por partes, la integral de superficie de un campo
vectorial F' es definida como la suma de integrales sobre cada superficie regular,
es decir s1 S = S1USyU---US,, entonces

//F‘-dﬁ':/]ﬁ-d§+/]ﬁ-d§+---+]/F‘-d§.
5y Sa Sm

S

Observacién 23.

Es importante mencionar que el término diferencial que aparece en la integral de
superficie de un campo vectorial dS =N (u;v) dudv es una cantidad vectorial
a diferencia del que aparece en la integral de superficie de un campo escalar
dS = ||N(u;v)|| dudv que es una cantidad escalar.

Relacién entre la integral de superficie de un campo escalar y de
un campo vectorial

Sea S una superficie regular, frontera de un sélido y parametrizada por la
funcién & = &(u;v) con (u;v) € D C R?, siendo D una regién acotada a la que
se le adjunta toda o parte de su frontera. Si F' es un campo vectorial continuo
sobre S, entonces se define

=

fi(u;u) =
|

[

como el vector normal unitario a S en el punto o(u;v) apuntando hacia el exterior
de S, entonces

]/F‘-d:?: //F(a'(u;v))-ﬁ(u;u) du dv
S D

_ /f F(3(w0) ;) | N (w50 | dudo

pues dS = ”I\?(u, v)“dudv.

Ademés, como 7 es un vector unitario, la expresién F - i es la componente del
campo F en la direccién de 71, es decir, la expresion anterior nos dice que la
integral de superficie de un campo vectorial sobre S es la integral de superficie
del campo escalar j 71, componente normal de F sobre S = o(D), esto permite
formular el siguiente teorema.
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Teorema 2.2. La integral de superficie del campo vectorial F sobre la superficie
S es igual a la integral de la componente normal de F' sobre la superficie, es decir

/fﬁ-dé'://ﬁ-ﬁds
o

s

donde 7i es el vector unitario normal a S en el punto o(u;v) y apuntando en la
misma direccién que el vector N (u;v).

Ejemplo 129. Halle / / F .d 8§ siendo S la superficie 22 + y? = 4 limitado por
s

los planos z =0y z+z =4,y F(z;y;2) = (z;;2%).
Solucién
Al parametrizar la superficie S obtenemos,

&(u;v) = (2cosu;2senu;v), (u;v) € D,

donde D= {(u;v)€R?:0<u<2m 0<v<4—2cosu}.
Luego, -
N(u;v) = du(u;v) X Gy(u;v) = (2 cosu;2senu;0)

y o
F(3(u;v)) = (2cosu; 2sen u; v3),

entonces, F(&(u;v)) - N(u;v) = 4. Por lo tanto,

f/F-dS —— f/F[&'(u;v)) - N(u;v)dudv
S5 D
21 pd—2cosu
=4/ f du dv
o Jo
2m

= 4/ (4 — 2cosu)du
0
= 16m.

Ejemplo 130. Calcule la integral de superficie del campo F(z;y; z) = (y; —x; 2%)
sobre la porcién del paraboloide S : z = 22 + y? limitado por el plano z = 1, con
normal unitaria apuntando hacia el exterior de S.

Solucién

Nuestro objetivo es calcular f/ﬁ -d S o equivalentemente //f -ndS.
S S
S puede ser considerada como la grafica de una funcién de dos variables, es decir
z=g(z;y), (z;9) € D= {(z;9) e R*: 2” +¢* < 1},
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Fig. 2.34

luego, una parametrizacién para ella es dada por
F(z;y) = (z;y;2% + %), (z;9) € D,
entonces
F@(zy) = (-2 (@ +9)%) v N(=iy) = (—gei—gy3 1) = (—22;-2y;1).

Luego,
F(G(z;9)) - N(z;y) = (a* +9%)°

Observe que el vector N (z;y) apunta hacia el interior del paraboloide, por ejemplo
si z =y = 1 entonces N(0;0)) = (0;0;1) es un vector normal a S en el punto
a(0;0) = (0;0;0) apunta hacia el interior de la superficie. Por lo tanto, para
calcular la integral pedida debemos anteponer el signo menos a la integral,

I=—ffﬁ-ﬁds
=

_ f f F(&(z;y)) - N(z; y)dz dy
D

= — f/(:ﬁ +y?)%dz dy
D

pasando a coordenadas polares tenemos,

27 pl
I=—/ / rSdrdf =—=.
o Jo 3
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Ejemplo 131. Calcule / F . 7idS, siendo ﬁ(m;‘y;z) = (z;y;2) y Sesla

S
superficie exterior del cilindro 22+ 22 = a? limitada por los planos y = —4, y = 4.
Solucién
Parametrizando la superficie obtenemos,

G(u;v) = (asenu;v;acosu), u € [0; 2w, v € [—4;4],
entonces
J\T’(u;v) = (acosu;0; —asenu)x = (0;1;0) = (asenu;0;acosu)
y F(3(u;v)) = (asenu;v;acosu). Luego,

F(G(u;v)) - N(u;v) = a®

//F ndS = //F &(u;v)) - N(u; v) dudv
=i //dudv

= agA(D) = 8ma’.
Ejemplo 132. Calcule //ﬁ—dg, siendo F(z;y;z) = (#%y%2) y donde S es la

gréafica de la funcién g(a;;Sy) = x + y + 1 cuya proyeccién sobre el plano zy es el
rectangulo [0;1] x [0; 1].

Solucién

Parametrizando S:

d(z;y) = (mysz2+y+1), (z59) € D=[0;1] x [0;1].

Entonces, .
N@(z;y) = (-1;-L;1) vy  F@(=zy) =@%y%z+y+1),

luego,
//F ds = /f &(z;y)) - N(z;y) dz dy

:/ (-2? —y®+z4+y+1)dedy

D
1 1
=/ (/ (—xg—y2+$+y+1)dy) dx
o \Jo

! g T 4
i €T—x" —(f.,:—.
/U(L x +6)T 3
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Ejemplo 133. Sean S la parte del paraboloide z = z? + (y — 1) contenida
en el cilindro z2 + (y — 2)2 = 3, F el campo vectorial definido por la funcién

F(:c; y; 2) = (0; —2z;0), calcule la integral ff F - dS, siendo i el vector unitario
s
normal exterior a S.

Solucién
Una parametrizacién para S es dada por la funcién

&(z;9) = (z;y52° + (y — 1)%), (x;9) € D,

donde D es obtenida al proyectar el paraboloide contenido en el cilindro al plano
zy, es decir D = {(z;y) € R? : 22 + (y — 2)% < 3}.

Por otro lado, como &,(z;y) x ¢y(z;y) = (—2z;—2(y — 1); 1) apunta hacia el
interior de S, elegimos N(z;y) = (22;2(y — 1); —1). Luego,

f/ﬁ'tﬁ:/ F(6(x;y)) - N(x;y) da dy

S D

= [[ -2+ - 1w - D sy
D
=—2f/[$2(y—1)+(y~1)3]dxdy
D

Como D es una regién circular pasamos a coordenadas polares:
z=rcosf, y=2+rsenf, con 0<O0 <27, 0<r< \/5,

entonces

g 5 2 V3
/fF-dS:—Z/ f [r2 cos? 0(1 + rsen ) + (1 + rsen 0)%]r dr df
$ 0 0
= —241.
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Flujo de un campo vectorial a través de una superficie

Usando la integral de superficie definiremos el flujo de un campo por unidad
de tiempo a través de una superficie regular.
Supongamos que se tiene una ldmina delgada modelada por una superficie S
regular, orientada positivamente con un vector normal unitario 7 apuntando hacia
el exterior de ella, como se muestra en el gréfico 2.35 y sumergida en un fluido
(el cual podemos imaginarlo como una coleccién de puntos (z;y;z) llamados
particulas) cuyo campo de velocidad es V(z;y;z) , que representa la velocidad

de una particula del fluido en (z;y; 2), y densidad p(z;y; z) que fluye a través de
S.

Fig. 2.35

El campo vectorial F definido por
F(z;9;2) = pla;9;2) V(393 2)

es llamado densidad de flujo de la corriente (vector de densidad de flujo), que
representa la cantidad de masa de fluido por unidad de area y unidad de tiempo
que circula por el punto (z;y;z) en la direccién del vector V. Asf por ejemplo,
si S es una porcién de un plano de drea A(S) y F fuera un campo constante, el
flujo de F, denotado por ¢ serd igual a

® = F, - A(S)

donde F,, la componente de F en la direccion de la normal a S.
Retornando al problema general, es decir si S es una superficie regular y
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orientada, subdividimos la superficie S en pequefnias porciones que denotamos
por Sj.

Como la superficie es regular, cada Si puede ser aproximado por una porcién
de plano (plano tangente) de drea A(Sk). Asimismo, como esta particién puede
realizarse tan pequeha como se desee, podemos considerar F como un campo
constante en S, de esta manera podemos aproximar la masa del fluido que
atraviesa Sk, en la direcciéon de la normal por unidad de tiempo, de la siguiente
manera:

& = pV -1t A(Sk) = F - ri, A(Sk)

donde p, 1% y 7 se evalian en algin punto sobre Si. Al sumar todas estas canti-
dades y pasar al limite obtenemos

@:]/pﬂ"ﬁds 6 @://F”-ﬁds
S
S

Esta expresién nos da la cantidad de masa del fluido que atraviesa S por
unidad de tiempo en la direccién del vector 7i. En adelante la llamaremos flu-
jo del campo vectorial F' a través de la seccién de superficie S en la direccién 7.

Ejemplo 134. Determine el flujo del campo vectorial F(z;y;z) = (2z;2y; 22)
3

a través de la superficie esférica z% + y% + 22 = a? a > 0 interior al cono

z = v/z2 + y? con normal exterior.
Solucién
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Se trata de calcular ® = / [ F.#/dS.
S

Observe que la superficie S puede definirse como la grafica de una funcién, es

decir
z=+/a®—z%—y? (z;9) € D,

donde D se obtiene proyectando S sobre el plano zy. Luego,

d(z;y) = (z;9; Va2 — 22 — y?), (z;9) € D.

Denotemos por I' la interseccién de las superficies dadas, esto es

o 2?2+’ +22 = a?
' z = z2+y?
2
» ) 22 +y? = =~
la cual también puede definirse como :
z = /z2 + y?.

Por lo tanto, D es el siguiente conjunto

a2

D ={(z;y) € R: 22 +4? < T}

Por otro lado,

N(z;y) = : 1
o0 = = i)
F(3(z;y)) = (22;2y;2V/a% — a2 — ¢2).
Luego,
o= [[ Fo@v) R dzdy
D
2‘2
:// 2 02 g iy
S
s Va4 — % —y
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y pasando a coodenadas polares:

x=rcosf, y=rsenf, con 0 <r <

tenemos

fee ]%Uw 2a%r )
=2a2/0
=40;37r(1—%).

Ejemplo 135. La corriente de un fluido tiene como vector densidad de flujo en
cada punto a la funcién F(z;y;z) = (yz;zz;2y). Si S es la superficie correspon-
diente a una parte del plano x + y + z = 1 ubicada en el primer octante y 7 es
el vector normal a S, calcule la masa de fluido que atraviesa la superficie en una
unidad de tiempo en la direccién de 7.

Solucién

La superficie S es una parte del plano z = 1 — x — y, luego una parametrizacién
de ella es dada por la siguiente funcién

I J—

#(z;9) = (zy;1-z—y), (z;y) €D ={(z;9) ER*: 0<z <1, 0<y<1-a},

entonces
N(z;9) = (L 1;1) vy F@(z;y) = (y — zy — vz — 2% — zy; 2y).

Luego, el flujo ® a través de la superficie S en la direccién del vector normal 7@ es

@:[/F’-ﬁds
5

- / F(G(z3)) - Nz y) du dy

1 l-z
=/(/ ($+y—x2—y2—xy)dy) dx
o \Jo

1
5 5 3 2 1 1
= - dx
/0 (6:5 37 +2m+6)

col —
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Ejemplo 136. Encuentre el flujo del campo vectorial ﬁ(:z:;y; z) = (z;9;0) a
través de la superficie exterior del sélido z2 + y2<4,0<z<2.
Solucién

Fig. 2.37

El objetivo es encontrar ®, donde
@://F’-ﬁdsl+f]ﬁ-ﬁd32+//ﬁ-ﬁd53
S S5 s

Calculemos primero la integral I} = / f F.i dS;. En este caso, S) es una parte
51
del plano z = 2, entonces
3(z;y) = (;9;2), (539) € D = {(z;9) eR?: 2® +¢* < 4}.

Luego, .
F@(zy)) = (w;5;0) vy N(z;y) = (0;0;1).

Por lo tanto, / F. ndS; = 0.
51
De manera similar, se procede a evaluar I = / F. 71 dSa, obteniéndose I = 0.
Sa
Finalmente, evaluaremos I3 = //13 -ndS3. En este caso, S3 es una parte del
s

cilindro, cuya parametrizacién es
G(u;v) = (2cosu; 2senwu;v), 0 <u<2m, 0< v <2,
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entonces . =
N(u;v) = F(6(u;v)) = (2cosu; 2senu;0).

Ig:/[ﬁ-ﬁng
53

L / / F(@(uiv)) - N (u;0) dud
D

2 2
=f (/ 4d'u) du = 16m.
0 0

Por lo tanto, ® = I; + Is + I3 = 16m7.

Luego,

Ejemplo 137. Encuentre el flujo a través de la normal exterior de la superficie

esférica S : 22412422 = a? del campo eléctrico F(z;y; z) = 4 = (z;y; 2)
(22 +y* + 2%)2

generado por una carga.
Solucién
Un vector normal unitario en el punto (z;y; z) apuntando hacia el exterior de S

1
viene dado por i(z;y) = ————=x(Z;¥; 2
LA = e Al

. Luego

de esta manera,

q
=L A
< A(S)
=4rgq.
Ejemplo 138. Halle el flujo del campo F(z;y;2) = (zy; 2% In(a? + 22 + 4)) a

través de la superficie exterior de S : z2 4+ y% = 4, y > 0. limitada por el cono

y=Vaz?+ 22
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Solucién
Se trata de calcular ® = /fﬁ-ﬁdS, donde S : y=+V4—2x2, (z;z) € D.
s

Una parametrizacién para S es

F(x;2) = (z; V4 — 2% 2), (x;2) € D= {(x;2) € R? : 222 + 22 < 4},

entonces B
F(3)(z;2) = (zvV4 — 22; 2% In(z? + 22 + 4))
¥
Nigz) = (x;2) % T lwyz) = (%3:2’ 1; 0)
Luego,

® = / F(3(z;2)) - N(z;2) dz dz

D
— 22 + 2%) dz dz
é/( + 2°)dzd

pasando a coordenadas polares: = = v/2rcosf, y =2rsenf para 0<r<1ly
0 <60 <27 obtenemos:

= f/(2r2 cos® 0 + 4r®sen’® ) r dr d
D*

2m 1
= / (/ 2r3(1 + sen? 9) dr) de
0 0

_dr
: ]
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Divergencia y rotacional

En esta parte consideramos cierto tipo de operaciones de diferenciacién sobre
los campos escalares y vectoriales. Estas operaciones son:

Gradiente: Operacién que a un campo escalar le hace corresponder un campo
vectorial.

Divergencia: Operacién que a un campo vectorial le hace corresponder un cam-
po escalar.

Rotor: Operacién que a un campo vectorial le hace corresponder otro campo
vectorial.

Sea U un conjunto abierto de R?, denotemos por E y F al conjunto de campos
vectoriales y campos escalares diferenciables respectivamente, es decir

E={F:U — R®: F es un campo vectorial diferenciable}

F={f:U— R%: fes un campo escalar diferenciable}

El operador gradiente:

— a 9 9
Denotado por V = (%, a—y; gz-) es definido como
V: F — E
es decir,
> 0 a d
Vf(zy2) = (a—i(x;y;z-'); a—i(w;y;Z); a—i(m;y; ZJ) -
El operador puede ser extendido a R™. Si tomamos z1, 22, ,z, como las

coordenadas para R", entonces V es simplemente

- d 0

El operador divergencia:
Denotado por div es definido como

div: E — F
}'_4". — divﬁ=€'-ﬁ
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es decir, si F = (P; @; R), entonces la divergencia de Fen (z;y; z) es dada por

. g o 0
divF(z;y;2) = (3::: 3y 32) (P;Q;R)
aP

-2 QN B
= (33»?}; )+ ay ($1y1z)+ 82" (:r,y,z).

Este operador también puede ser extendido a R™, es decir si U es un abierto
de R" y F': U — R™ un campo vectorial diferenciable, entonces

oF - O OB OF
oz Jdxo Ozp
siendo x1, x3, - -+ , Tn las coordenadas cartesianas para R" y Fy, Fs, --- |, F}, las

componentes del campo F.

Ejemplo 139. Calcule div ﬁ(x;y) si ﬁ(:t:, )=l

Solucién c')
div F(z;y) = :c) + —(y) =72,
Graficamente:
y
" "N NWVE L L & F
N NN VTS /P/ it
S N oy g o2t
— e S S X X ! - e - —
E MR TR I TSR T
- - -~ e i 1 . e e T—
> g kY N M e S
& Ao Pty A N XN B
A L8 T BY Y NN N
Fig. 2.38

Observe la magnitudes de los vectores en la direccién radial: su longitud es
mayor conforme se alejan del punto P, esto puede interpretarse de la siguiente
forma: hay mas fluido alejandose que acerciandose al punto P, en tal caso, se dice
que el flujo neto alejandose del punto P es positivo, tal y como se ha obtenido.
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Ejemplo 140. Calcule divF si F(z;y) = (y; —2)
Solucié
o divF(z;y) = 3(1)+£( #)=0
rY) = 3‘1_ Yy ay -

/S /S 7 s s — N N\
#F F g & wmlmw BB NN
L A £ o 20NN % NN
FPe
g £ £ F #Hplw 8 o5 N %
g 4 F =% B § % 3
_-z\ \ \1 5 X ) ; 11 / /2
N NN P A
B M ™ N ol @ P 0
N K S % =l & &£ g f
% NN KN M v S

Fig. 2.39

Si F representa el campo de velocidad de un fluido en movimiento, entonces la
grafica muestra que el fluido esta rotando en trayectorias circulares y de manera
que la velocidad de cualquier particula sobre una circunfererencia dada centrada
en el origen es constante. De forma tal que puede considerarse que hay igual fluido
acercandose que alejandose de un punto P, de alli que el flujo neto sea cero.

Observacion 24.
En los ejemplos anteriores se ha visto que si el campo vectorial F' representa la
velocidad de un fluido, se presentan los siguientes casos:

i) SidivF (P) = 0 entonces la razén con la que el fluido fluye hacia “el interior
de P” esigual a la razén con la que el fluido fluye hacia “el exterior de P” .

ii) Si div F(P) > 0 significa que el fluido est fAluyendo més hacia “el exterior
de P”que hacia “el interior de P” .

iii) Sidiv F(P) < 0 significa que el fluido fluye més hacia “el interior de P”que
hacia “el exterior de P” .

Se puede decir entonces que el valor de la divergencia de un campo vectorial
en un punto proporciona una medida del flujo neto del campo vectorial.
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Ejemplo 141. Calcule divf(:t:; y; z), si ﬁ(:c, y; z) = (z2y; zyz; 2%y2).
Solucién

div F(z; y; )= %(mgy) + é%(xyz) ES gz-(a:?yz) = 2zy + zz + z2y.

Gréfica del campo:

Ejemplo 142. Halle la divergencia del campo vectorial F(z;y; 2) = (zy; y2z; 22%).
Solucién

Ozy) , O(y?2)  O(z2’)

div F(z;y;2) = p oy o

=y + 2yz + 3z2°

El operador rotor:
Denotado por rot es definido como

rot: F — F
F +—s 1‘0tﬁ=§xﬁ"
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es decir, si F = (P;Q;R), entonces el rotacional de F en el punto (z;y; z) es
dado por

rot F(z;y;2) = (V x F)(z;9; 2)

dy 0z'0z 0Oz’ dz Oy

Ejemplo 143. Calcule el rotacional del campo F(z;y;z) = (z;y;0).
Solucién

Gréfica del campo:
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En este caso, los vectores indicados en la figura sefialan la direccién del flujo
del fluido. Observe que las lineas de flujo son rectas, no tiene rotacién y en este
caso se encontré que el rotacional de F' es cero.

Ejemplo 144. Calcule el rotacional del campo ﬁ(x;y; z) = (y; —z;0).
Solucién
Gréfica del campo:

Si se supone que F representa el campo de velocidad para un fluido en
movimiento, las lineas de flujo para este caso son circulares y presentan rotacion
en el sentido horario, y en este caso se determind que el rotacional es diferente de
cero. Obsérvese ademds que si se doblan los dedos siguiendo las lineas de flujo,
entonces el pulgar apuntar4 en la direccién de -k, el cual tiene la misma direccién

que (V x F)(y;—z) = — 2k.

Observacion 25. El rotacional de un campo vectorial en un punto produce un
vector paralelo al eje de rotacién de las lineas de flujo cercanas al punto, y su
direccién estd determinada por la regla del pulgar derecho. Si (V x F)(P) = 0,
se dice que el campo es irrotacional en P, esto significa que el fluido no tiende
a rotar cerca del punto P. Este es el caso mostrado en el ejemplo 142.
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Ejemplo 145. Calcule V x F, si F(z;y;2) = (zy; —z2;2 + y + ).
Solucién

i 7K
= = a 0 d
VX F)zy2)=| — — = = TR
OxAwyad=|5 7 5 |=@+ti-l-=e-2

zy —zTz Tx+Yy—+=z

Ejemplo 146. Calcule el rotacional del campo F = (zz; yz; 2y).
Solucién

i ]k
= g a9 0
VX F)zy,2)=| — — — |=I(z;2;9).

Tz Yyr Yz

Observacién 26. Si F = (P;Q; R) es un campo vectorial de clase C* sobre un
conjunto convexo y abierto U, una condicién necesaria y suficiente para que dicho
campo sea conservativo en U es que las derivadas parciales cruzadas verifiquen
las siguientes condiciones:

OR_0Q 9P _OR 0Q _OR

dy 8z 0z Oz’ 9z Oy
De la definicién del rotacional de ﬁ, esta ultima condicién es equivalente a exigir
que
(V x F)(z;9;2) =0,
permitiendo reformular las condiciones necesarias y suficientes para que un campo
sea conservativo en términos del rotacional de un campo vectorial.

Teorema 2.3. Sea F = (P; Q; R) un campo vectorial de clase C' definido en un
conjunto convexo y abierto U, entonces una condicion y necesaria para que F' sea
conservativo en U es (V x F)(z;y;2) =0 en U.

Ejemplo 147. Determine si el campo vectorial F(:r; y;2) = (2z2;3y; 22 — y) es
conservativo en R3.
Solucién

i
(V x F)(z;9;2) = 5‘% = = (—1;0;0) # (0;0;0).

Luego, del teorema 2.3 se concluye que el campo vectorial F' no es conservativo
en su dominio.
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Ejercicios: Seccion 2.6

i |8

Sea S el tetraedro formado por los planos coordenados y el plano de ecuacién
z +y+ 2z = 1. Calcule /fﬁ-ﬁdS donde ﬁ(m;y;z) = (z;¥;2) y 7i es el

vector unitario normal exterior a S.
. Sea S la porcién de la esfera 22 +y*+22 =1, z > 2. Si F(z;y;2) = (z;9; 2)

y 7 es el vector unitario normal exterior , calcule el valor de / / F-ids.
5

. Si S es la porcién del cilindro 22 4+ y? = 1 limitado por los planos z =
0, z = z + 2, calcule /jf-ﬁ'ds donde F‘(a:;y;z) = (z%9%2) y @i es el
s

vector unitario normal exterior a S.

. Calcule //F - fidS donde F(m;y; z) = (z;0;0) y S es la porcién de la
S

superficie esférica 22 +y? + z? = 1 contenida dentro del cono z = \/z2 + y2.
Considere a 71 como el vector unitario normal exterior a S.

. Halle el flujo del campo F a través de la superficie S en cada uno de los
siguientes casos:

-

a) F(z;y;2) = (32;—4;y), S: £+ y+ 2z =1 en el primer octante.

b) F(z;y;z) = (4;—3;5), S es el paraboloide z = z* 4 y2, donde (z; ) se
encuentran en el conjunto A = {(z;y) € R? : 22 + % < 1}.

¢) F(z;y;2z) = (4zy; 2% yz),S es el cubo cerrado acotado por z = 0,
z=19y=0,y=1, 2 =0, z=1 considerando el vector normal
unitario exterior al cubo.

6. Dado el campo vectorial ﬁ(m;y;z) = (z;—y;2) y sea f el campo escalar

definido por f(z;y;z) = © + y + 2, calcule

a) Vf b) divF ¢) VxF

d) div(fF) e) (V x (fF))

7. Pruebe que si f es una funcién de clase C?, entonces V x (Vf) =0.
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8. Verifique las siguientes identidades
a) Vx(F+G)=VxF+VxG
b) div(F + G) = divF + divG
¢) Vx(fF)=f(VxF)+((Vf)xF

donde f es un campo escalar y F', G son campos vectoriales.
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2.7. Teorema de Stokes

Una consecuencia directa del Teorema Fundamental del Cdlculo '° para fun-
ciones reales de variable real establece que el valor de la integral definida de una
funcién depende unicamente del valor que tome una de sus antiderivadas en los
extremos del intervalo de definicién de la integral. Ahora bien, si consideramos
las curvas del espacio que se obtienen de la deformacién continua de un segmento,
es légico plantearse bajo qué condiciones, para la curva y el campo, la integral
de linea de dicho campo vectorial sobre la curva es independiente del camino,
precisamente esto es lo que estudiamos en la Seccién 1.4 del Capitulo 1 (ver teo-
rema, 1.3). En la Seccién 1.5 del Capitulo 1 mostramos que para ciertos campos y
regiones planas, la integral doble depende unicamente del campo y de la frontera
de la regién (ver el Teorema de Green). Entonces, si consideramos las superficies
del espacio que se obtienen de la deformacién continua de una region plana, cabe
preguntarse si existen superficies (no contenidas en un plano) y campos vectori-
ales cuyas integrales de superficie dependan solo del campo y de la frontera de la
superficie, es decir, jexisten integrales de superficie que sean equivalentes a una
integral de linea? Los siguientes ejemplos muestran que si existen tales campos y
superficies.

Ejemplo 148. Considere el campo F(z;y;2z) = (y;—z;y2) y la superficie S
definida como las seccién del paraboloide:

limitado por el plano z = 1. Calcule //(6 x F)-fids.
Sk

Solucién
En la figura 2.43 se observa que todas las superficies Sy tienen la misma frontera:
una circunferencia de radio 1 contenida en el plano z = 1.

Claramente una parametrizacién para la superficie Sj viene dada por,

L
S:dzy)=q v=v , (z;y) € D,
z=(2®+y)(1+k)—k
donde D = {(z;y) € R? : 22 + y? < 1}.
Luego,

—

N(z;y) = dz(z;9) x Gy(z;y) = (—(1 + k)(22); —(1 + k)(2y); 1)

®Corolario del Teorema Fundamental del Célculo: Si g es una antiderivada de la funcién f,
entonces f:’ fdz = g(b) — g(a).
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Las superficies S para k>-1 Las superficies Sy para k<-1

Fig. 2.43

y como (V x F)(z;y; z) = (2;0; —2), entonces

(V x F)(&(z;9:2)) = (1 + k) (@® +9°) — k; 0;-2).

/f(@ x F)-#dS = f/(\? x F)(&(x;y)) - N(z;y) dz dy
D

S

= f][_zx(l +k)2(2 + %) + 2k (1 + k) — 2] dz dy.
D

Haciendo un cambio de variables a coordenadas polares, obtenemos

l[(v" hy-itas= [ ([ li-2r cos0)(1 482 - 1) -2 ) @

= =27.

En este ejemplo queda claro que la integral de superficie es independiente
del pardmetro k que distingue a cada una de las superficies Si. La pregunta que
plantea este ejemplo es entonces: jde qué esta dependiendo el valor de la integral
de superficie?

El siguiente ejemplo dejard en claro que la integral de superficie del ejemplo
anterior depende unicamente del campo y de la frontera de la superficie.
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Ejemplo 149. Considere el campo del ejemplo anterior ﬁ(:r; ¥;2) = (y; —;y2)
y la superficie Sy definida como la seccién del paraboloide:

v i 4
limitada por el plano z = k%, k # 0. Calcule [/(6’ x F)-7dsS.
Sk

Solucién

Observe que todas las superficies Sy son secciones del paraboloide z = 22 + 3% y
como el campo F es el mismo del ejemplo anterior, cabe esperar que la integral
de superficie no dependa de la superficie. Veamos,

Una parametrizacion para las superficies S), viene dada por,

T=1
5: &xg=< =9 - (z;y) € D, con D = {(z;y) € R? : 2244y < k}.
2= a2+ 9

Luego, .
N(z;y) = Gu(ziy) x Fy(3y) = (22 ~2y;1)

y como (V x F)(z;y;2) = (2;0;—2), entonces (V x F)(&(z;y)) = (22 + y2;0;2).
De esta manera,

[/(6 x F)-7dS = f/(\“ﬁ x F)(&(z;y)) - N(z;y)dz dy
g D
= //[(2$(:C2 + y%) + 2] dz dy.
D
Pasando a coordenadas polares, obtenemos
. . 2w rk
f/(v x F)-fidS = / [—2r3cos() — 2] r dr df,
0o Jo
g

y simplificando obtenemos que

//(6’ x F)-7AdS = —27k>.
S

De los ejemplos anteriores queda claro que algunas integrales de superficies
solo dependen del campo y de la frontera de la superficie. El teorema de Stokes
caracteriza las superficies y campos con esta propiedad.
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El teorema de Stokes, entonces, relaciona la integral de linea de un campo vectorial
Falo largo de una curva cerrada simple I en R3 con la integral de superficie de
cierto campo vectorial sobre una superficie S cuya frontera es I', esto es 95 =T'.
La relacion entre la integral de lfnea y la integral de superficie requiere una conven-
cién respecto a la orientacién de la curva y la orientacion de la superficie S. Para
esto, usaremos la regla del pulgar derecho: Si al cerrar la mano, los dedos siguen
la direccién de la curva y el pulgar senala en la direccién de la normal elegida,
diremos que I tiene una orientacién positiva y que I' tiene orientacion inducida
por S.

En la fig.2.44 la curva I' = 9§ tiene orientacién positiva.

Fig. 2.44

Un caso particular del teorema de Stokes es el teorema de Green. En efecto,
recordemos que si F(z;y) = (P(z;y); Q(x;y)) es un campo vectorial de clase C?
sobre un abierto de R2, entonces el teorema de Green afirma que

fir-ar= [ (52 - 5) e

donde I" es frontera de una regién plana acotada, orientada positivamente respec-
toa D.

Consideremos ahora el campo vectorial anterior como un campo vectorial en R3,
esto es, F(z;y;0) = (P(z;9;0); Q(z;y;0);0) e imaginemos la regién D como
una superficie S sobre el plano zy cuya frontera es I'.
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Graficamente:

T

Fig. 2.45

entonces tenemos

fﬁ—dv‘*‘:/Pdm+Qdy,
r r

es claro que una parametrizacion para S es descrita por la funcién

é(z;y) = (z;9;0), (z;y) € D.

Luego, .
N(z;y) = dz(z5y) X dy(z;y) = (0;0;1),

y ademads tenemos,

(V x F)(z;y;2) =

_ (.9 9P 2q op
N 0z'0z'0x Oy’

@
Q| @t
oo

Por lo tanto,

//(6xﬁ)-ﬁd$=//(6xﬁ)(&'(m;y])-ﬁ(x;y)d:cdy
S
f/( 0 0 00 _OP) (14,

//(@—%—i) a4
=fFP'-dﬁ

212



Pontificia Universidad Catélica del Peri Teorema de Stokes

Teorema 2.4 (Teorema de Stokes). Sea S una superficie regular y orientable,
cuya frontera, 3S, es una curva cerrada simple regular por partes cuya orientacion
es inducida por la orientacién de S (ver figura 2.46). Si F : U ¢ R — R3 es
un campo vectorial de clase C' sobre un conjunto abierto U que contiene a S,

entonces,
f F.di= ff(ﬁ' x F)-ids. (2.8)
as
S

Fig. 2.46

Ejemplo 150. Usando el teorema de Stokes, halle el valor de la integral de linea

F . df, donde ff"(a:;y;z} = (arctanz;3z;22¢*) y I' es la curva que resulta
T

de la interseccién del cilindro z? + y? = 1 con la semiesfera z = /4 — 22 — y2
orientada en sentido horario vista desde el origen de coordenadas.

Solucién Primero comenzamos analizando si F es un campo conservativo en su
dominio, para lo cual evaluamos el rotacional de ﬁ,

i i k
xP@un=| = 2L 2 1_©003 %0
dz dy gz
Z

arctanxz 3x 2z%e

Por lo tanto, el campo F' no es conservativo en su dominio. Luego, para eval-
uar [ F - d7 podemos usar la definicién o el teorema de Stokes. En este caso,
P

optamos por lo segundo, pues resulta més sencillo (se deja como ejercicio evaluar
la integral usando la definicién de integral de linea de un campo vectorial). En
efecto, para aplicar el teorema de Stokes necesitamos expresar I" como frontera
de una superficie S.

Por ejemplo, como
I={(z;y;2) €eR®: 2 =/4—22 -2, 22+ 4% =1}
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Fig. 2.47

es una curva cerrada, existen dos posibilidades de elegir S con la propiedad que
su frontera coincida con I, esto es, 9S = I':

a) S1={(z;y;2) eER3: 2 < /A4 —a2—y2 22 +y% =1}
b) Sy ={(z;y;2) ER3: 2= /4 —x2 — 92, 22+ 92 <1}

Fig. 2.48 Fig. 2.49

Es claro que tomar S como S; es mas simple por ser parte de un plano. Una
parametrizacion para S viene dada por

&(z;y) = (z594;1), (z39) € D{(z;y) e R* : 2 + 3% < 1},

pues la curva I' = 95 puede también ser definida como interseccién del plano

z = /3 con el cilindro 22 + y%2 = 1, es decir T : { z = V3

. Luego,
?2+y? = 1 e

tenemos N (z;y) = (0;0;1).
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Por otro lado, observemos que la orientacién de I' = 3S es inducida por la
orientacion de S, es decir, si el dedo pulgar de la mano derecha seiiala la direccién
de la normal 7, dada por la parametrizacién &, entonces la curva tiene orientacién
positiva, esto es, la direccién de I" sigue la direccién de los dedos al cerrar la mano.
Gréaficamente:

Fig. 2.50

El campo vectorial F es de clase C! sobre R® y (V x F)(&(z;y)) = (0;0;3). Por
lo tanto, del teorema de Stokes tenemos

]Pﬁ-dfzfsj(v“fxﬁ)-ﬁds
. f / (V x F)(3(x;y)) - N(z;9) dedy

D
=3//d:cdy
D

=3 A(D)

= O

Ejemplo 151. Usando el teorema de Stokes, halle el valor de la integral de linea
[ FdF,si F(z;y;z) = (zy; 22 22) y I es la curva que resulta de la interseccién
r

del plano = + z = 1 con el elipsoide z2 + 2y% + 22 = 1 y est4 orientada en sentido
horario vista desde el origen de coordenadas.
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Solucion
Gréaficamente

Fig. 2.51

Como en el ejemplo anterior empezamos analizando si el campo F' es conser-
vativo en su dominio. En este caso, el rotacional del campo F' es

| QDL

i
(V x F)(z;y;2) = i = (0;0;z) # 0,
Jx

8 Q@
N <
NP v

Ty

por lo tanto, F' no es conservativo en su dominio.

No es dificil hallar [ F . d7 usando la definicién de integral de linea, queda como
r

ejercicio para el lector hallar dicha integral. La otra opcién para evaluar / F.dF

r
es aplicar el teorema de Stokes, para lo cual necesitamos expresar I' como frontera
de alguna superficie S. Como

P={(z;y;2) R : 22+ 22 + 22 =1, 2+ 2 =1}
analizamos las siguientes posibilidades,
a) S1={(z;y;2) ER®: 22 + 292 + 22 <1, z+ 2z =1}.
b) So={(z;y;2) €R3: 22+ 22+ 22 =1, z+ 2 < 1}

Q) Ss={(z;y;2) R 122 + 22+ 22 <1, s 422 1),
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Graficamente:

Fig. 2.52 Fig. 2.53 Fig. 2.54

En todos los casos se obtiene que 95 =T
La superficie S;, es parte de un plano y estd descrita por la ecuacion

1 1
z=1-—z, con (z;y)EDz{(m;y)eRg:(:c—E)z—%yng},

y la curva I" puede también ser definida como la interseccion del plano z + z = 1
T+z =1

(z—12+y? = 1°

La eleccién de este caso conduce a un cédlculo més simple que los otros dos casos

(ver figuras 2.53 y 2.54).

Una parametrizacién para S; viene dada por

con el cilindro (z — £)2+y? = %, es decir I': {

G(z;y) = (z;9;1 — z), con(z;y) € D.
Luego, N(z;y) = (1;0;1). Asimismo, observemos que la orientacién de I' = 85,
es inducida por la de S;.

Por otro lado, (V x F)(G(z;y)) - N(z;y) = (0;0;z) - (1;0;1) = z.
Luego, por el teorema de Stokes tenemos

/F’-dﬁ:/j(ﬁxﬁ)-ﬁds
1B
51

=/ (@ X ﬁ)(&'(x;y]) . N(m;y] dz dy

D
=//md:cdy,
D
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pasando a coordenadas polares:

x=%+rcos€, y=rsenf, con 0 <r<

= 2 % 1 T
/F-dr=/ / —+7rcosf |rdr|df=—.
r 0 0o \2 8

Se deja como ejercicio hallar / F - dF usando I" como frontera de las superficies
I
82 X 53.

y 0<6<2n,

b —

Ejemplo 152. Calcule la integral / F'-dF, donde F(:{:; y; z) = (zz;22y;3zy) y T

r
es la frontera de la parte del plano 3z +y+ 2z = 3 en el primer octante y orientada
en sentido antihorario, vista desde la parte positiva del eje z.
Solucién

Fig. 2.55

Observe que el rotacional de F es

i ] k
= o o 0 0 =
(V x F)(z;y; 2) 9z By 0 (3z; 2 — 3y; 2y) # 0,
rz 2zy 3zy

es decir, F 1o es un campo vectorial conservativo en su dominio.

En este caso también optaremos por usar el teorema de Stokes, para lo cual note
que la porcién del plano puede ser definida como el gréfico de una funcién de dos
variables, es decir,

S:z=g(z;y)=3-3z—vy, (z;9) €D,
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donde Dz{(m;y)eRQ:OSmgl, 0<y<3-3z}
Una parametrizacién de S es

F(z;y) = (z;4:3 -3z ~y), (z;y) € D.

Por lo tanto, ﬁ(w;y) = (3;1;1) es normal a S en el punto o(z;y), entonces la
orientacién de la frontera de S, S =T, es inducida por la de S.

Por otro lado, F es un campo vectorial de clase C! sobre R3. Luego, por el
teorema de Stokes tenemos que

]ﬁ-dﬁ:[](ﬁxﬁ)-ﬁds
I
S

=] 6 xﬁ) a :E'y))-ﬁ(a:;y)da:dy

]/ (10z — y) dz dy
=/0 (/03 3x(10x—y)dy) dz

! 69 7
2/0(393:——2-3, —w)d:n =

Ejemplo 153. Usando el teorema de Stokes, calcule / / - ndS, donde

S es la interseccién del sélido :c =+ y? <1 con el plano y+ 2z =2,y el campo
vectorial es F(z;y; 2) = (—y; 22; 23).

Solucién

Una parametrizacion para la superficie S es dada por la funcion:

F(zy) = (z;9:2—y), (z;9) € D={(z;y) eR?: 2 +3? < 1}.

De esto ltimo se deduce que el campo de vectores normales a S en o(z;y) estan
dados por N(z;y) = (0;1;1).
Denotando por I' a la frontera de S,

[ : 7(t) = (cost;sent;2 —sent), t € [0;2n].
Luego,
7'(t) = (—sent;cost; —cost) y F(7(t)) = (—sent;cos®t; (2 — sent)?).

Es claro que la orientacién de I es la inducida por la de S.
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Fig. 2.56

Por otro lado, el campo F es de clase C! sobre R2. entonces por el teorema
de Stokes tenemos

]/(6x P’)-ﬁds=f F-dF
§ as

27
=] F(7(t)) - 7'(t) dt
2

= [sen®t + cos®t — (2 — sent)® cost] dt
0

2
= / [12 - % cos(2t) + (1 — sen®t) cost — (2 — sent)? cost] dt
0

2m

[% t— % sen(2t) + sent — % sen® t + % (2 —sen t)‘l]

™.

0

Il

Ejemplo 154. Dado el campo vectorial
F(z;y;2) = (1P +x cos(z?+y?+22); 28 +y cos(z®+y2+22); 6% +2 cos(z?+y?+22)),

y = JETER
22+ 22 = 4

es recorrida en sentido antihorario vista desde la parte positiva del eje z.
Solucién

Es claro que el campo vectorial F es de clase C! sobre todo R3. Ademss,

calcule / F . dF, donde T es la curva definida por { y
P

(V x F)(z;y;2) = = (0;0;3(z* — y?)).

NP @
O] v~u
SR
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Fig. 2.57

Observemos que S :z = V4 —2z2 (z;y) € D es una superficie que tiene como
frontera la curva T, donde D = {(z;y) € R? : 22 + y? < 2}. Una parametrizacién
para S es dada por la funcién

T;y) = (z; 95 V4 —22), (z;9) €D

De esto se deduce que N(:c; y) = (___:r__; 0; 1). Luego, la orientacién de I es

V4 — z?
la inducida por la de S, pues cumplen con la regla del pulgar derecho. Por lo
tanto, del teorema de Stokes tenemos

Aﬁ-d?:]](ﬁxﬁ)-ﬁds
//6’ F)(&(z;y)) - N(z;y) dz dy
=£ (0;0;3(z* — v?)) - (\/ﬁ,ﬂ 1) dz dy

=3//($2 — ) dzdy
D

Y pasando a coordenadas polares:
x=rcosf, y=rsenf, con Ogrﬁ\/i, 0<6<2r

tenemos

. 2 V2
fF-dF= 3/ f 7 cos(20) dr | df,
5 0 0
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es decir,

V2

2w
/F-dF’:S/ L cos(20)| dé = 0.
r o 4

0

Ejemplo 155. Usando el teorema de Stokes, calcule ] yidx+ zzdy +z2%dz, donde
P

I" es el tridngulo de vértices A(1;0;0), B(0;1;0) y C(0;0;1) orientado en sentido
horario visto desde el origen de coordenadas.
Solucién
Observemos que la parte del plano limitado por I' puede ser considerada como
grafico de una funcién de dos variables,

S:iz=1l-z-y, (z;y9)eD={(z;y)€R?:0<z2<1, 0<y<1-z}

Es claro que una parametrizacién de S es

d(z;y) =(x;y;1—2z—y), (z;9) €D.

CL0:0;1)

(0;1;0)

A
(1;0,0)

Fig. 2.58

Por lo tanto, N(z;y) = Gx(z;y) x &y(z;y) = (1;1;1) es normal a S, entonces, la
orientacion de l_«"il. frontera de S, 8S =T, es inducida por la de S. .
Por otro lado, F es un campo vectorial de clase C! sobre R? y el rotacional de F
es dado por

(V x F)(z;y;2) = = (—2z;2x; —2y).

gl
2l o
z‘i,g—’l @ &
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Luego, por el teorema de Stokes tenemos que

/Fﬁ.d;:é ¥ x F)-7dS
= / [ (V x F)@(x;y)) - N(z;y) du dy
D
:/j[—2+4m)d$dy
- -/; (/:_x(—2+4x) dy) dx

W

3

Ejemplo 156. Halle el valor de la integral //(6’ X ﬁ) -1idS, donde S es la
s

superficie z =4 — /22 + 12, 0 < 2z < 4, F(m;y;z) = (z?y;z sen(zyz);23), y @t
es el vector unitario normal exterior a S.

Solucién

Una opcidén para evaluar la integral pedida es proceder a través de la definicién
de la integral de superficie de un campo vectorial (se deja como ejercicio esta
alternativa). La otra posibilidad es usar el teorema de Stokes.

Gréficamente:

Fig. 2.50

Observemos que la superficie S tiene como frontera la circunferencia de radio 4,
esto es
98 : 2% +4*> =16
cuya parametrizacién es dada por
7(t) = (4cost,4sent,0), t € [0,2n],
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entonces 7'(t) = (—4sent,4cost,0) y F(7(t)) = (64 cos®tsent;0;64cos®t).
Luego, del teorema de Stokes tenemos,

é/(VxF)-ﬁd.S‘:/asF-dF
_ 7 Fwy) - 7w at
0

2m

= —64 / sen?(2t) dt
0

= —64m.

Ejemplo 157. Sea S la porcién de la superficie 22 + y? = 2y comprendida entre
los planos z = 0, y = z. Calcule //(6’ x F) -7idS, sabiendo que el campo

vectorial es F(x;y;2) = (2z;2+y+22; 2+ 2y) y 7 es la normal unitaria exterior
a S,

Solucién

Para evaluar / / (67 5 15") -fidS procedemos a usar la definicién de integral de

5

Fig. 2.60

linea de superficie de un campo vectorial, para esto parametrizamos la superficie
S, '

7(u;v) = (cosu;1+senwu;v), donde u € [0;27] y v € [0;1 + senu],

entonces, N (u;v) = &,(u;v) x &y(u;v) = (cosu;sen u;0).
Por otro lado,

i ] k
% o 7] 0 0 3
(v X F)(laysz) = a a_y g = (0!11 1)‘
2z z4+y+2z x4+ 2y
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Luego,

//(@'xﬁ")‘ﬁdSz

s

/(6 x F)(&(u;v)) - N(u;v) dudv

2 1+senu
( / sen u dv) du
0

Ejemplo 158. Utilizando el Teorema de Stokes, calcule la integral de linea del
campo vectorial

I
. o\.(a\

PR3 0% 8 Precina = o ® s E
FiR - {(0:0=") 1z € R} — R%, F(lay:z) - ($2+y2’x2+y2’1_z2)
sobre la frontera de la superficie S : 22 + y% + 22 = 1, z > 0, limitada por la
grafica de la ecuacién y* = 2%, orientado positivamente de manera que la normal
a S apunta hacia el exterior de ella.

Solucién

Por condicién el campo vectorial F : § — R® no est4 definido en (0;0;1), para
poder aplicar el teorema de Stokes consideramos la circunferencia C que es la

interseccion de S con el plano P:z=1—¢€ con v% < € < 1 como se muestra en
el grafico 2.61.

y=-z

R

Fig. 2.61

Por el Teorema de Stokes aplicado a la superficie Sy limitada por C y y? = 22

sobre 2 + y% + 22 = 1 tenemos

_y x z B = 5 -
/e93u(—c)$2+y2dm+w2+y2dy+1—z2dz“/SO(VXF) i dS

Y como V x F(z;y;z) = 0, de la relacién anterior resulta,

—y T 2 —y z z
——dz = d d d
_[35$2+yzdm+x2+yzdy+1_zz = ]C:,xz_'_yz m+$2+y2 Y+ 1%
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Por otro lado, C esta en el plano z =1 — ¢, por lo que dz = 0. Luego,

-y T r5 -y -
d d dz = d. dy = 2m.
/S:c2+y2 R b g A fc:r2+y2 TTarp T

Teorema 2.5. Sea U un subconjunto abierto de Ri y F= (P;Q;R): U — R3
un campo de clase C? sobre U, entonces div (V x F) = 0.

Prueba.
Como en el abierto U la funcién F es de clase C?, se tiene

OR 0Q OP OR 0Q OP

div (V x F) = div (6_3;_5’5_5‘%_3_?;)

Nl K Wi Wi K
oz \ 9y Oz oy \ 9z Oz 0z \ 0z Oy
_8’R  0*°Q , 9P O*R  9°Q 9*P

= P20y Bads  0y0z Oyos T Dads a0y
- 0_ :
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Ejercicios: Seccién 2.7
1. Verifique el teorema de Stokes en cada uno de los siguientes casos.
a) F(z;y;2) = (2;2;y) y S es la superficie definida por z = 1 — 22 — y2,
para z > 0.

b) F(z;y;2) = (z;2;—y) y S es la porcién de la esfera de radio 2 centrada
en el origen tal que y > 0.

¢) F(z;y;2) = (z;4;0) y S es la parte del paraboloide z = 22+ y? dentro
del cilindro z2 + y% = 4.

d) F(z;y;2) = (z + y;2 + 2;22) y la superficies S es la parte del cono

2% = 2% + y? entre los planos z =0y z = 1.

2. Usando el teorema de Stokes, calcule -?{ zdz + (z + y)dy + (z + y + 2)dz

I
donde I' es la curva generada por la funcién

7(t) = (acost;asent;a(cost + sent)), t € [a;2n].

3. Usando el teorema de Stokes, calcule el flujo del campo ﬁ(w; y; 2) = (x;y; —22)
a través de S en el sentido de la normal exterior y sabiendo que el conjunto
S={(z;y;2): 2 +9y*=2,0<z2<2}.

4. [lsando el teorema de Stokes, calcule la circulacién del campo vectorial
F(z;y;z) = (2yz;0; zy) a lo largo de la frontera de la superficie
S ={(z,y,2) : 22 +y> =222, 0> 2z < 1} en el sentido elegido por usted.

5. Sea S parte del grifico de z = 9 — 22 — 3%, z > 0 con normal unitaria
exterior. Halle /f (V x F) - #idS, siendo F(z;y; z) = (32;4x;2y).
s
6. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerza
F(z;y;2) = (@ + 22)i+ (0¥ + 2?)j + (% + 1))k

al mover una particula alrededor del borde de la parte de la esfera de
ecuacién x2y? + 22 = 4 que est4 en el primer octante, en sentido contrario
al giro de las manecillas del reloj (visto desde arriba).

7. Si S es una esfera y F satisface las hipotesis del teorema de Stokes, de-

muestre que f/ rotF - iidS = 0.
S
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Usando el teorema de Stokes, calcule la integral / / rotF - 7 dS siendo S
s

la interseccién del sélido 22+4y? <1 con el plano y + z = 2 (considerar
orientacién positiva) y F(z;y; 2) = (—y; z2; 2%).

. Calcule el trabajo realizado por el campo de fuerzas f(:c; y; z) = (z;9; 2)

al trasladar una particula a lo largo de la curva que es interseccién de la
superficie 22 +y%+22 = 2(z+y) con el plano z+y = 2, recorrida en sentido
horario si se mira desde el origen de coordenadas.

Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas F‘(m, ¥; z) = (y; z; x) para
trasladar una particula a lo largo de la curva de interseccién de la semiesfera
r24y?+22=a%, z> 0y el cilindro z24+y?=ay, a > 0 siguiendo el sentido
antihorario visto desde la parte superior del eje z.

24+9y2 = 2
y—z = 0
de fuerzas F(;r;; y;z) = (y?> — z;3 + z; 2 — y) para desplazar una particula a
lo largo de la curva I' recorrida en sentido antihorario vista desde el eje z
positivo.

Sea la curva { Calcule el trabajo que realiza el campo

Calcule f/ (6’ X 13) -fidS siendo ﬁ(m;y;z) = (z—22%+yz;—3zy) y S es
s

la superficie del cono = = 2 — 1/y2 + 22 que queda sobre el plano yz, z >0
en el primer octante.

Halle / (v*+In(142?%)) dz+(z+2z) dy+(z+y) dz, donde I es la interseccién
r

de las superficies 2 + y% = 3z, 3z 4+ 22 = 9, z > 0, recorrida en sentido
antihorario vista desde el punto (0;0; 10).

Usando el teorema de Stokes, calcule / / F . d7, donde T es definida por
r

la funcién vectorial 7(t) = (cost;sent;sen(2t)) y el campo vectorial F
estd definido por F(z;y;2) = (y + z + € ;2 — z + In(1 + 2); sen(2z)).

Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas

— 1
F(zyy;2) = | —y% 2% t
(z;y; 2) ( Uy % arc an4+z2)

lz| +ly| =
T+ 2z

by

Il
b

para desplazar una particula alrededor de la curva I : {

en sentido antihorario vista desde el punto (0;0; 110).
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16.

17.

Sea S la superficie cilindrica z2+3? = 1, 0 < z < 1 con una tapa semiesféri-
ca de ecuacién z?+y>+(z—1)? =1, 2 > 1. Halle //(6’ x F)-iidS, donde
s

el campo vectorial es F(z;y;2) = (22 +y2? + x;2y2° + y;2224) y Al es el
vector normal unitaria exterior a S.

Calcule f(Zyz + In(z? + 1)) dz + eV’ dy + arctan zdz, donde I' es la in-
r

terseccién de las superficies 22 4+ 22 = y, y + z = 2, recorrida en sentido
antihorario vista desde el eje z positivo.
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2.8. Teorema de Gauss o Teorema de la divergencia

El llamado Teorema de la Divergencia establece una relacién entre la integral
triple sobre un sélido y la integral de superficie sobre la frontera del sélido.

Teorema 2.6 (Teorema de la Divergencia). Sea Q un sélido en R?, limitado
por una superficie S regular y orientable. Si 7i es la normal unitaria exterior a S
y F = (P;Q; R) es un campo vectorial de clase C* en un dominio que contiene a

(1, entonces
/fﬁ-ﬁdS=///divﬁdV con dV = dzdydz (2.9)
5 Q

Observacién 27.

1. El teorema de la divergencia permite calcular el flujo de un campo vectorial
mediante la integral triple de su divergencia.

2. La ecuacion 2.9 suele escribirse en la forma:

//dedz-i—deda:-{-Rdxdy f/ §£+§Q+%§)dmdydx,
s

3. El teorema de la divergencia sigue siendo valido si el sélido € estd limitado
por un conjunto finito de superficies que son regulares, excepto tal vez en
un nimero finito de curvas regulares, y orientables por vectores unitarios
normales y que apuntan hacia el exterior de {2 como se muestra en la figura
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Ejemplo 159. Determine el flujo del campo vectorial F(z;y; z) = (2;y; z) sobre
la esfera centrada en el origen y de radio 1.

Solucién

Como ya se ha visto, la esfera es una superficie orientable y claramente el campo
F es de clase C! sobre R?, luego podemos aplicar el teorema de la divergencia

é/ﬁ-ﬁd3=/9//divﬁdv
=/_Q//dv

=Vol(Q2) = -
donde 2 es el sélido limitado por la esfera.

Ejemplo 160. Sea S el tetraedro definido por el plano 4y +2z = 1 y los planos

coordenados en el primer octante, calcule // F-itdS, donde F(z;y;2) = (z;y; 2)
S
y 7 es el vector normal unitario exterior a S.

Solucién

Fig. 2.63

Claramente el campo F yla superﬁcie S satisfacen las condiciones del teorema
de la divergencia y como dlvF(:r y; z) = 3, entonces

[ 7505 f/]dmv
=3/Q/ av

— 3Vol(Q) = 3 (%) (Al =

5.
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Ejemplo 161. En un fluido el vector densidad de flujo en cada punto viene dado
por el campo ﬁ(l‘; y; 2) = (z;y%; —2yz). Calcule la masa de fluido que atraviesa
la superficie exterior del sélido Q = {(z;y;2) € R® : 22 + 4% + 22 < 1, z > 0} por
unidad de tiempo y en la direccién del vector normal exterior.

Solucién

Si denotamos por S la superficie del sélido €2, es decir S = 92, el campo vectorial
F y S satisfacen las hipétesis del teorema de la divergencia, entonces

l/ﬁ-ﬁds=f!/divﬁdv
=/Q/ v

_

= Vol(2) = 3

Ejemplo 162. Calcule //:cdy dz + ydzdr + 2zdxdy, donde S es la union
s

de la parte del paraboloide descrito por z = 1 — 2
z? 4+ y? <1 para z=0.

Solucién

Es claro que la superficie S y el campo F(x;y;z) = (z;y;2z) satisfacen las

hipotesis del teorema de la divergencia,
//F-ﬁdS://fdivﬁdv
s Q
= fjp o
Q

pasando a coordenadas cilindricas :

—y? para z > 0 y el disco

z=rcosf, y=rsenf, z=2, con 0<r<1, 0<60<2m, 0<z<1-72

—

;52

viz) _
o(r; 0; z)

y teniendo en cuenta que el jacobiano de esta transformacion es

//F‘ﬂdS:Al/:ﬂ(]Ul (/Ul_rgrdz) dr) do
;
=4/:r(/01(?‘—7'3)dr) df = 2.
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Ejemplo 163. Calcule // F.7idS, siendo F(z;y;z) = (—22+2z; —zy+2%e¥ +1)
)

y S la superficie del sélido limitado por el cilindro x?4y? = 4 y los planos z+z = 6
2=,

Solucién

Evaluar la integral pedida usando la definicién implica calcular tres integrales,
una por cada superficie, mientras que haciendo uso del teorema de la divergencia
se reduce a evaluar una sola integral. Se deja como ejercicio verificar que el campo
vectorial F y S verifican las condiciones del teorema de la divergencia. Luego,

é]ﬁ-ﬁdSz/ﬂ//divﬁ“dV
=/ﬂ/ —3zdV.

Pasando a coordenadas cilindricas: = rcosf, y = rsenf, z = z, donde
0<r<2 0<0<2r, 0<z<6—rcosf, tenemos

. 2m 2 6—7cos @
//F-ﬁdSz—S/ (j O- rgcosﬁdz) dr) do
0 o Yo
S
2 2
—3/ (/ (672 cos  — 1 cos? ) dr) do
0 0

2m
= —3f (16 cos § — 4 cos® ) df = 12.
0

Ejemplo 164. Calcule /fﬁ-ﬁ.’dS, siendo F(z;y;2) = (y+22+4; 2+ 2%2%) y
S

S la superficie 22 + y? — 22 =0, 0 < z < 1 orientada de modo que sus normales
son exteriores.

Solucién

Una opcién para evaluar esta integral es usar la definicién de integral de superficie
de un campo vectorial. Otra opcién es usar el teorema de la divergencia, pero
tenemos el inconveniente que la superficie no es cerrada como se muestra en la
figura 2.64.
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Fig. 2.64

Para salvar este problema, consideramos la superficie .S}, que es una parte del
plano z = 1. Ahora si tenemos una superficie cerrada: S U S, ver fig.2.65.

g

Fig. 2.65

Sea ) el sélido limitado por las superficies S y Si, entonces aplicando el
teorema de la divergencia se tiene,

f/ﬁ-ﬁdszf/divﬁdv

SuUS, Q

//F‘-ﬁds=///div§"dV—//F‘-ﬁds

5 Q S
2-{1“12}

donde

Ilzf//QdivﬁdV:fQ//zzdv
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pasando a coordenadas cilindricas:

x=rcosf, y=rsenf, z=2z donde 0<O0<2m 0<r<1,r<z<1

- 2r f1 s pl "
fl=//fdideV=/ / (/ ZZTdZ)d'rdﬁ':—.
b 0 JoO T 2

Por otro lado,

tenemos

Suig=1, (Hyeb= {(m;y}ERQ:I2+y2§1},

entonces,

Ig:/]ﬁ-ﬁdSzj/)oﬁ(&'(r;y))-ﬁ(x;y)drdy
S

2//(y+5§$‘+‘1;1)'(U;O;l)dxdy
D

:é[da;dy=A(D)=w.

donde una parametrizacién de Si, es

3(z;y) = (z;9:1), (z3y) € D= {(z;9) e R? : 2? + 9> < 1}.

[/ﬁ-ﬁd5=11—12=—%.
S

= x
Ejemplo 165. Sea F(z;y;2) = | zy? + zy%z; €* cos z + z2yz; ——ou—o— |,
jemp (%395 2) (y Y Ly e
calcule el flujo de F a través de la superficie lateral del cilindro de radio 1 que se
encuentra entre los planos z = -1y z = 1.
Solucién

Se trata de hallar & = / / F.iidS , donde S es la superficie lateral del cilindro.
S

Por lo tanto,

Es claro que F es de clase C sobre R3.
En lugar de calcular la integral de superficie anterior a través de la definicién
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usaremos el teorema de la divergencia, el inconveniente es que S no es una su-
perficie cerrada, para salvar esto incluiremos las tapas del cilindro descrito en el
problema. Es decir, calcularemos el flujo total que sale del cilindro (incluyendo
las tapas) para luego obtener la integral pedida. Entonces,

// F’-ﬁdszf//divﬁdv,
Q

Su{z=-1}u{z=1}

donde divF(z;y;2) = v + y2z + 222.
Luego,

@:/fﬁ-ﬁ:ds
f/ (y +yz+:czdmdydz— //F ndS — //F ndS

{z=-1} {z=1}

No es dificil demostrar que,

// ﬁ-ﬁdS:f/ﬁ-ﬁdS:O.

{z="1) (z=1)

=//F-ﬁdS:/]/(y2+z(x2—l—y2))dxdydz.
s Q

pasando a coordenadas cilindricas,

Luego,

z=rcosl, y=rsen, z=2z, donde, 0<r<1, 002, -1<2<1,

: 2 1 1
d = / (/ (] (r?sen? @ + zr?) rdz) dr) do
0 0 5
2m 1 T
= / (f 273 sen? 0 dr) df =
0 0

Ejemplo 166. Halle el flujo del campo F(z;y; 2) = (2%;4%; 2%) hacia el exterior
de S, siendo esta la superficie del sélido limitado por la gréfica de la ecuacién
22+ y? 4 22 = a®, a > 0 y los planos coordenados en el primer octante.
Solucién

Se trata de hallar ® = j/ F-7ds.

luego,

m.[
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Observe que si usamos la definicién de integral de superficie de un campo vectorial
para hallar el flujo de F tendriamos que calcular cuatro integrales de superficie,
pues S es una superficie regular formada por cuatro superficies regulares, mientras
que si usamos el teorema de la divergencia, calcular el flujo @ se reduce a calcular
la siguiente integral:

@x///divﬁdeff] 3(z2 + y* + 2%)dz dy d=.
Q
Q

Pasando a coordenadas esféricas: © = psen¢cosf, y = psengsenll, z= pcose,
w m
donde 0<p<a, 060 5 0<¢< 50 Y teniendo en cuenta que el jaco-

. . Nz;y; 2
biando de esta transformacion es L—M = —p?sen ¢, obtenemos

Ap;0;0)

E X ng 5
&=3 /‘2/2/‘ ptsengdpdgpdf = o 2
0 Jo Jo 10

Ejemplo 167. Dado el campo F(z;y; z) = (2% + 1;2% 4 10; 5z + 3y + 2), calcule
/ F - idS, siendo S la superficie del sélido € limitado por las superficies

g
2+9y2=5 22 +y?-22=1.
Solucion

Fig. 2.66
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Observe que el campo vectorial F y S satisfacen las condiciones del teorema
de la divergencia. Luego,

éfﬁ-ﬁdSz}X/divﬁdV:/ﬂffdxdydz

pasando a coordenadas cilindricas: * = rcosf, y = rsenf, z = z, donde

0<0<2m 1<r<+5 —vr2—-1<2z<+r?2-1, obtenemos

. 2 V5 Vri—1
//F-ﬁd5'=/ / / rdz | drdf
0 1 —VrZ

S
21 V5
=/f 21‘\/?2—1drd9=32—7r.
0o J1

3
Ejemplo 168. Calcule ]/ divF dV, si § el solido contenido en la superficie
Q

22=22+y’ entrelos planos z =0y z=1y ﬁ(x;y;z) = (4y? + 2z; 22 + 22; 22).

Solucién
Usando el teorema de la divergencia, tenemos

/ﬂf/divﬁdv = /Q/szdJ:dydz

y pasando a coordenadas cilindricas:

x=rcosf, y=rsenh, z=2z donde 0<O<2m, r<z<1, 0<r<1,

/ﬂ//divﬁdV:/OI/O%(/rl?zrdz):%_

Ejemplo 169. Calcule //F'-ﬁds, donde f_ﬁ(:t;y; 2) = (2zy; 2% —y?; z($2+y2)2)
g

obtenemos

y S es la parte del cilindro 22 +y? = 9 comprendida entre los planos z = 0 y z = 4.
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Solucién

Sea Q el sélido limitado por los planos S; : z = 0 para (z;y) € Dy Sy : 2 =4
para (z;y) € D, donde D = {(z;y) € R? : 2% + ¢? < 9}.

Del teorema de la divergencia tenemos que

SUS{LF-MS:/Q//divF‘dV
=//]($2+y2)2dV
Q
ffﬁ*’-ﬁ45=f//(:c2+y2)2d1/—[/ﬁ-ﬁds—//ﬁ-ﬁds.
s Q S1 S2
Sea
11=/f/(x2+y2)2dv
Q
=£f (f04(:c2+y2)2dz) de dy

= 4//(:1:2 + %)% dzdy
D

pasando a coordenadas polares:

z=rcosf, y=rsenf, donde 0<r <3, 0<6<2nm

2m 3
11=4f f r°dr df = 972.
0 0

obtenemos

Asimismo,

12=j/ﬁ-ﬁ:d3=—ff(x2+y2)2dxdy=o.
D

S1
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Similarmente,
I; = //ﬁ-ﬁd8=//(x2+y2)2dxdy.
Sa D

Por lo tanto, /fﬁ-ﬁds =0.
8

2 2
Ejemplo 170. Si S es la superficie del elipsoide cuya ecuacién es LTS

az ' b2
2 — —
j—é =1 y F es el campo vectorial definido por F(z;y;z) = —Ve(z;y; z) donde
o(z;y;2) = (22 + 2 + z2)_%, halle:

a) div(F).
b) // F -7dS, donde 7 es la normal unitaria exterior a .
S
Solucién

a) En R3 — {(0;0;0)} tenemos que

divF(z;y;2) = div(—V(z;y; 2))

b) Observe que el campo vectorial F no est4 definido en el origen de coor-
denadas, por lo tanto no es de clase C! en ningin abierto que contiene
al sélido Q lo que impide aplicar el teorema de la divergencia. Para sal-
var este problema consideramos una esfera de la forma z2 + y? + 22 = r?
con 0 < r < min{a;b;c}. Denotando por el sélido limitado por S y la
superficie esférica S, como se muestra en la figura 2.67.
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Fig. 2.67

Ahora si, el campo tiene las condiciones exigidas por el teorema de la di-

vergencia, luego
/fﬁ-ﬁd5=///divﬁdv
SuUS;. Q

y usando la parte a) resulta que

/fﬁ-ﬁd5=— fﬁ-ﬁds.
S

Sr

Eligiendo 7i = — (x;y; z), tenemos que F -7 = —. Luego,

f]ﬁ-ﬁd5= gmm.
T
S S

Ejemplo 171. Calcule f/f-ﬁdﬁ', donde F(z;y;z) = (zy;y® + €% t%°; cos(zy))
S

y S es la superficie del sélido € limitado por el cilindro parabélico z = 1—2z2 y los
planos % = 0,y = 0,
y + z = 2, sabiendo ademas que S es orientado de manera que sus vectores
unitarios normales apuntan hacia el exterior de (2.
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Solucion
Grafica de Q:

Fig. 2.68

Observemos que la superficie S consta de cuatro superficies regulares de tal

manera que al calcular / / F - dS usando la definicién de integral de superficie
- S - -
de un campo vectorial tendriamos que calcular cuatro integrales, por lo que, en

este caso, resulta mas conveniente usar el teorema de divergencia para hallar la
integral pedida. El sélido €2 puede definirse como

Q={(z;y;2) eR3: (z;2) €D, 0<y<2—2}
donde D es la proyeccién del sélido €2 sobre el plano xz, es decir,

D = {(z;y) e R?: 0£z€l—a?, —1<x<1)

/fp 7dS = //ddeV
[
o () e
-3 [
_ g/ ( [Te- z)z) dsdo

_ 184
35

Por lo tanto,
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Ejemplo 172. Sean Q = {(z;y;2) € R®:4 <22+ 92+ (2 -1)2< 16} y F el
campo vectorial definido por F(z;y;z) = (3z;2y; (z — 1)2), calcule f/ F.#ds,
S

donde S es la frontera del sélido y 7i es el vector unitario normal exterior a S.
Solucién .
El campo F € C®( R®). Del teorema de la divergencia,

éfﬁ"-ﬁ:ds=f!]divﬁdveg/(z,wz)dv

Usando coordenadas esféricas

z=pcosfsend, y=psenfseng, z=1+pcosg,

A(z;y; 2)
donde 2<p<4, 0<é6<2m 0<¢p<my —2—%=—p?sen¢. Luego,
<ps ¢ Y 3.0 9) p ¢. Lueg

2 T 4
j]ﬁ-ﬁds=/ [/ ([ (54 2 p cos ¢)p® sean)d,o) dqﬁ] de
S 0 0 2

™ 5 4 4
22?1‘/ (= p? senqﬂ—&sen%)) d¢
0o '3 4 =
760

= —T.

3

Ejemplo 173. Halle [ / F . 7dS, donde S es la superficie regular por partes
s
que limita al sélido

Q={(z;y;z) eR®: 4<2?+92<9,0<2<4, y>0, y< z},
7i es el vector unitario normal exterior a Sy Fesel campo vectorial definido por,

F(z;y;2) = (22 In(z + /22 + 32); 222 In(y 4+ V22 + y2); In(z + y + V22 + 32))

Solucién
El campo F' € C*(U), siendo U el conjunto abierto que contiene al sélido §2. Del
teorema de la divergencia,

f/ﬁ-ﬁd,s*:]//divﬁdv
S Q

Observe que divﬁ"(z; y;2) = zy/x2 + y2. Luego,

f[gf.ﬁdSz[//Qz\/x2+y2dV=//D(/:z,/mdz) dA,
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donde D = {(z;y) e R?: 4 <22 +4y2 <9, y> 0, y < z} Luego,

/fﬁ-ﬁdszsf/ V2 +y2dA
S D

y pasando a coordenadas polares: £ = rcosf, y = rsenfcon 2 <r <3y

i
< IS
0<0<Z “3
/ F’-ﬁd5=2f“ (f r2dr)d9—%—“
s 0 9 3

Ejemplo 174. Sea 2 el sblido limitado por las superficies definidas por
22+ 22 =9,y = 0,y = 4,z = 0, calcule f// divF dzdydz, donde el campo

Q
vectorial F esté definido por F(z;y;2) = (zyz;e® TV +2°;2) y ii es la normal
unitaria que apunta hacia el exterior de la superficie de €.
Solucidén
El campo F satisface las condiciones del teorema de la divergencia, luego

// divﬁdxdydz=//ﬁ-ﬁds,
) s

donde S = 9 = S; U Sy U S3 U Sy.
Evaluando //F"‘ﬁdS:

51
S1:2=0, (z;y) € D = {(z;y) € R?: =3 < 2 < 3, 0 <y < 4}, entonces

//F ndS = //(0 iy’ ;2) - (0;0; —1) dz dy
=-2//d:cdy——

Eva.luando] F-iidsS:
S
Se:y=4, (;2) € Dy = {(z;2) e R?: -3 < 2<3,0< 2z<vV9I—1z?},

entonces
/fﬁ - AdS = //(43:2,-;&2“5“2; 2) - (0;1;0) da dz
Sa Do

B2
= //c“ T2 160 dz
D2
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pasando a coordenadas polares z = rcosf, y = rsenf con 0 < r < 3 y
0< 60 <m seobtiene

f[F ndS = f/ e +16 1 g d

= ___(e _ elﬁ)

2
Evaluando f / F . iidS:
S3
z=+v9-22% (z;y) € D3 = {(z;9) e R”2 : -3 <z <3,0<y< 4},

entonces ﬁ(x;y) = —I-—;O;l , luego

V9 — x2
F‘-ﬁdS:[fa: 9—:52;6‘”2”2“2;2-( g ;O;I)dmd
Zf / (zy/ ) (5= p
3 3

=/ (z%y + 2)dx dy

3
3 4

=] ]($2y+2)dyd:c=192.
-3 J0

Finalmente, evaluando f F-#idsS:
Sy
Ss:y=0, (z;2) € Dy = {(z;2) €eR?2: -3<2<3,0<z<V9-2%},

entonces
//F AdS = — f/(o ¢’ +%,9) . (0;—1;0) dz dz

// 2422 10 dz

pasando a coordenadas polares x = rcosf#, z = rsenf con 0 < r < 3 y
0 <0 <m seobtiene

T 3
//F-ﬁd8=/ / e’ rdrdf
0 0
Sa

= — %(e9 —ef).
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Por lo tanto,

// divF dedydz = 144 + %(825 —el®—e? +1).
Q
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Ejercicios: Seccién 2.8

1. Sean el sélido 2 = {(z;y;2) € R® : 22 < 4a? + 4y?, 2% +y? < 2y, z > 0}
y F el campo vectorial definido por F(:r: Y 2) = ( —6y; 6z; —2x), halle el
flujo de F' a través de la frontera de y compruebe su respuesta usando el
teorema de la divergencia.

2. Calcule el trabajo que realiza el campo de fuerzas
F(z;y; 2)= (3y2z + ye® — 2y; 6zyz + €7; 31:y2)

para trasladar una particula alrededor de la curva que es interseccién de
las superficies z = \/4 — 22 — y2, 2%+ y? = 2z. El recorrido es de manera
que al observar desde el origen tiene sentido horario.

3. a) Sea F: ]1%3 — R? un campo vectorial de clase C? en R3. Demuestre
que div(V x F) = 0.

b) Sea € un sélido limitado por los planos coordenados y los cilindros
de ecuaciones z2 + % = 4, y> + 22 = 4 en el primer octante. Calcule

f/(ﬁ X I:‘.) -71dS, donde S es la superficie que limita al sélido €2,

ﬁ(:c; y;z) = (2yz;z + 3y — 2; —2% — z) y 7 es el vector unitario normal
exterior a S.

4. Halle la integral f f F.7dS, donde S es la superficie del sélido en el primer

octante limitado por el elipsoide 4x2 + 4y® + 22 = 16 y por los planos
=0,y = 0,z = 2y y donde F es el campo vectorlal definido por

F(:c,y,z) (e¥+7*; sen(a? + 22); E) Considere 7 como el campo de vec-
tores normales apuntando hacia el exterior del sélido.

5. Calcule f / F -dS, donde Fesel campo vectorial definido por

r 2
F(zy;2) = (3 ytz; 2% + 2% 2% + o),

y S es la frontera del sélido limitado inferiormente por 22 = 4(z? + y?)
y superiormente por z2 + y2 + 22 = 20. Considere 7 apuntando hacia el
exterior del sélido.
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6.

10.

11.

12.

Usando el teorema de la divergencia calcule / f (% T+ g y+ -32- z) zdS,
S
22 2 22
donde S es la mitad del elipsoide ol + = + == 1 paraz >0y (o50;7)

b2
es la normal unitaria exterior a S.

. Si S es el cubo de vértices (£1;+1;+1) y F es el campo vectorial definido

por ﬁ(x;y; z) = (3y?23;92%y2?; —4xy?), halle //F’. -7 dS, donde 7 son los

vectores normales unitarios exteriores a S.

. Sea S la superficie del sélido limitado por las esferas z? + y? + 22 = 4,

22412422 = 9 y sea F el campo definido por F(z;y; z) = (¢*4yz; 22y; zy?),

halle [ F.idS , donde 7i son los vectores normales unitarios que apuntan

S
hacia el exterior de S.

. Calcule //ﬁ -7idS, donde F(z;y;2) = (y ezz;yz;e“’y) y S es la superficie
s

del sélido limitado por el cilindro z2 4% = 9 y los planos z =0y y = z+3.

Dado el conjunto Q = {(z;9;2) € R® : 3 < 2 <4~ (22 + %)}, si S es
la frontera de Q y F(z;y;2) = (z + y; y — z;0), verifique el teorema de la
divergencia.

Calcule [/ F-7dS, donde F es el campo vectorial definido por
S

F(z;y;2) = (In(¥® + y + 1); In(z® + z + 1); 2%),

S es la superficie descrita por la ecuacién z2 4+ y?> =222 para 0 < z < 1y
7 vector normal unitario exterior a S.

Suponga que un fluido estd sometido al campo de velocidades definido por
F(z;y;2) = (¢ — yz;y + z2;2 + 2zy). Sean S la porcién del cilindro
C : z? +y?> = 2 que estd dentro de la esfera £ : 22+ 92+ 22 =4y
So la porcién de la esfera £ que se encuentra fuera del sélido limitado por el
cilindro C. Usando el teorema de la divergencia, calcule el flujo que pasa a

través de las paredes de €2, siendo este el sélido limitado por las superficies
S y So.
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13. Sea S la frontera del sélido en el primer octante limitado por el elipsoide
de ecuacién 4z% + 4y? + 22 = 16 y los planos = = 0,y = 0, z = 2y.
Calcule la integral de superficie del campo ve2ctorial F sobre S sabiendo
que F(z;y; z) = (arctan(y? + 22); In(2? 4 22); %) y considerando la normal
unitaria apuntando hacia el exterior de S.
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Capitulo 3

Sucesiones y Series

Objetivos

Al finalizar el capitulo los alumnos

1.

Calcularan limites de sucesiones utilizando correctamente las técnicas del
célculo limites para funciones reales de variable real.

. Analizarén la convergencia (absoluta o condicional) o divergencia de series a

partir de la definicién y de los criterios de convergencia: de comparacién, de
comparacion por limite, de la integral, del cociente, de la raiz, de acotacién
y de las series alternantes.

Hallaran la suma de algunas series numéricas convergentes.

Determinarédn la convergencia o divergencia de una serie de potencias y, en
caso de ser convergente, encontraran el radio de convergencia, el intervalo
de convergencia y su suma.

. Asociardn a una funcién una serie de potencias. Escribiran una funcién como

una serie de potencias utilizando una serie conocida (serie geométrica) o el
desarrollo de Taylor.

Hallaran las series de potencias para resolver ecuaciones diferenciales
lineales de segundo orden.
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n
Se comprueba facilmente que para cada n € N la funcién racional 11_3;
para x # 1 puede ser representada también por la funcién polinémica dada por
Pu(z)=1+z+2?+ -+ 2™
La aparicién de este tipo de ejemplos motiva la siguiente pregunta:
;bajo qué condiciones una funcién racional admite una representacién como fun-
cién polinémica?
Note que el interés por responder a esta pregunta radica en el hecho de que resul-
ta mucho més cémodo manipular expresiones polinémicas (célculo de derivadas

e integrales, por ejemplo) que manipular funciones racionales.

5 ; 1 ; ; :
Observe que para que la funcién racional f(z) = T sea igual a un polinomio

deberia cumplirse que 2"t}

embargo, para |z| < 1,

sea igual a cero para x € R, lo cual es imposible. Sin

lim P,=1+z+2’+ - +a"+---

n——400

este 1ltimo objeto, denominado serie de potencias, no es un polinomio, pues tiene
infinitos sumandos pero siendo el limite de una sucesién de polinomios jhasta
qué punto conserva las propiedades de polinomios? Estos son precisamente los
objetos con los que trabajaremos en este capitulo: los definiremos, estableceremos
sus propiedades y mostraremos algunas de sus aplicaciones ya sea expresando
funciones en términos de ellos o resolviendo ecuaciones diferenciales lineales de
segundo orden.

3.1. Sucesiones de numeros reales

En esta seccién nuestro interés se basa en el andlisis de la convergencia de
sucesiones de numeros reales, para lo cual daremos la definicién y luego algunos
resultados.

Una sucesion de niimeros reales es una funcién de la forma

a: N — R
n — a(n)

donde N es el conjunto de los niimeros naturales {0, 1,2, ...}, el valor a(n) para
n € N se denotard por a, y se llamard término n-ésimo de la sucesién. En
adelante usaremos (an),,» para denotar una sucesién a. Algunas veces la sucesion
seré indexada en el conjunto de los naturales positivos, en tal caso usaremos la
notacién (an),;>;-
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Diremos que una sucesiéon de nimeros reales (a,)n>0 converge al nimero
real a, si para cada € > 0, es posible encontrar un nimero natural ng que depende
de €, es decir ng = ng(e), tal que

lan, —al < e paratodo n > ng(e)
y escribiremos

lm a,=a o simplemente lima, = a
n—+00
En tal caso diremos que la sucesién (a,), es convergente, en caso contrario,
es decir si tal limite no existe, diremos que es divergente.
Geométricamente decir que la sucesién (a,)n>o converge al nimero real a
significa que a partir de un cierto entero positivo ng los términos de la suce-
sién se encuentran en un intervalo abierto Ja — €, a + ¢[. Ver gréfica 3.1

iy

+E A "\‘ el

a ;

\‘ 7 % A\
a \ / i1 { ,‘f\ 4
\“/’ \\.‘, N
a—t
1 2 3 4 n n+l ... n
Fig. 3.1

Ejemplo 175. Demuestre que la sucesién constante (an)n>0 = (1;1;...51;---)

cuyo término n-ésimo es a, = 1 converge a 1, es decir, pruebe la siguiente igual-
dad: Iim = lim: 1= 1.

n—+40o n—-+00
Solucién

Dado £ > 0 arbitrario, debemos demostrar que existe ng € N verificando
la, — 1| <€, para todo n>ng
lo cual es cierto, pues
lan — 1| =|1 -1 =0<e¢, secumple para cualquier valor de n € N

Por lo tanto, lim a, = 1.
n—+400

En general, si el término n-ésimo de la sucesién constante es a, entonces

Iim ap, = lim a=a.
n—-+00 n—-00
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1
Ejemplo 176. Sea la sucesiéon (—) :
/a1

a) Escriba los cinco primeros términos de la sucesi6n.

~ ) oid i . ey &
b) Senale si la sucesién es convergente, en caso afirmativo, determine 11141_1 —.
n—+00 n

Solucion

a) 1,

] =

111
23" 4

b) A continuacién demostraremos que lim l = 0. Para ello, dado € > 0,

n—+4oco 1
mostraremos que existe un natural ng tal que para todo n > ng se cumple
que
1
l— -0l <e,
n
es decir,
1
—i R
n

1
Esta ultima desigualdad es equivalente a la expresion — < n, esto es fijado

un nimero ¢ existe un numero n, suficientemente grande, tal que esta de-
sigualdad se cumple. La existencia de este n estd garantizada por la llamada
Propiedad Arquimediana’

1
Basta elegir ng = ng(e) = HEH + 1, pues con esta elecciéon tenemos que,

1
n>mng, equivalea n > H—H + 1.
€

Por otro lado, se sabe que

1

+1,
€

1
<-<
&

luego, por transitividad, resulta que

1 =
= < n, es decir, — < & para cada n > ng.
n

'Propiedad Arquimediana: Si z,y son mimeros reales positivos, entonces, existe un entero
positivo n tal que y < nz.
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Teorema 3.1. El Ilimite de una sucesion es inico, es decir

si lim a,=a y lim a,=Db entonces a=b.
n—-+o0 n—-+00

Prueba.
Usando la desigualdad triangular tenemos que para todo n € N se cumple
la—b|=|a—an+a,—b|<|a—ay|+|b—an|

Por condicién tenemos que

lim a,=a y lim a, =Db.
n—+oco n—+oo

Esto significa que a partir de un cierto nimero natural ng, la diferencia entre a,

y a, asi como de a, y b es tan pequena como se quiera, en simbolos:

a—b| < a—an+b—an[§E+£=£, para cada n > ng, es decir,
22

|]a—b| <e paratodoe >0,

esto ultimo equivale a decir que a = b.

Ejemplo 177. Demuestre que la sucesiéon (a,),>p cuyo término n-ésimo es
an = (—1)" diverge.

Solucidén

Observe que los términos de esta sucesién son {1,—1,1,—1,---}. Intuitivamente
es claro que esta sucesién diverge. A continuacién proponemos una prueba for-
mal de este hecho usando el método de reduccion al absurdo. Supongamos que

11’111 (—=1)" = L, esto significa que dado cualquier € > 0, es posible encontrar un
n—-00

natural ng = ng(e) verificando

|(-1)" —L|<e  paracadan > ng.

]' L
5 entonces existird un n; = n; () tal que

En particular, si € =
[(-1)" -L| < % para cada n > ny,
de manera que, cuando n es par, se cumplird que
|1—L|<% para cada n > n
y cuando n es impar, se tendrd que

1
|—1—L|=|1+L]<~2- para cada n > n;
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Por la propiedad transitiva
2=|1-L+L+1<[1-L|+|1+L|<1
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, 11'11 (—1)™ no existe, es decir la
T=—+-+00
sucesién ((—1)"),>, es divergente.

Ejemplo 178. Calcule lim n_-i-l

n——+oco L7
Solucién

Al evaluar los términos de la sucesion:

1 . ’
(”"’ ) =(2; 1,5, 1.3, 1,25; 1,2; 1,16; 1,14; - - -)
N />

parece ser que esta converge a 1. Otra forma de verlo seria descomponiendo el
término n-ésimo de la sucesién en la forma siguiente,

n+1:1+l
n n

5 |
y como ya se ha demostradoque lim 1=1y lim — = 0, entonces aceptando
que n—+00 n—-+o0 N

1
lim (1+ )— lim 14+ lim —=1,
n—-+00 n—-+00 n—+00 N
lo que se demostrara en el teorema 1.2, tendriamos lo pedido.

1
Usando la definicién, probaremos que 1121 % 1. En efecto, dado £ > 0
n—100

demostraremos que existe un natural ng tal que
lan — 1| < & para todo n > ng

pero
1

mn

1

mn

lan — 1| =

1
1+—-1‘=
n

es valido para cualquier natural positivo n. Luego, usando la propiedad arquime-

diana, como se vio en el ejemplo 176, dado cualquier € siempre existe un nimero
natural n tal que

1
= B
n
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Observacion 28.

1. El ejemplo anterior sugiere que una estrategia para el anélisis de la conver-
gencia de una sucesién es descomponerla en sucesiones convergentes mas
simples (suma, producto, cociente, etc.). El siguiente resultado establece en
qué casos y como se puede calcular el limite de una sucesién convergente a
partir del limite de las sucesiones convergentes en la que fue descompuesta.

2. En adelante y para simplificar la notacién escribiremos lim en lugar de
n

escribir lim
n—+4oo

Teorema 3.2. Si(ap)n y (bn)n son sucesiones convergentes y ¢ es una constante
real, entonces se cumple

1. lim (a, £ b,) = lima, + limb,.
kg k3 n
2. lim (can) = climz,.
T n
3. lim (an - b) = (11’}31 an) (lfr{n b,,,).
lim a,
T

4. lim g - si  limb, # 0.
n \ by lim yn n

5. lim ¢/a, = c/lfm n, Si an > 0, para todon € Ny p e N*.
T ki

1
Ejemplo 179. Puesto que lim3 = 3 y lim = 0, entonces tenemos
T n

ll'gl(?r-l-%) =11'711n3+h'ml=3+0=3

n n

Him (3.1) = (h’m3) (lim l) =3:0=0
n n n nn
1

. 1 e 1
lim {/ = = {/lim= = V0=0
n n n n
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on? +3n

Ej lo 180. Calcule lim ————.

jemplo Calcule m—
Solucién

Factorizando el término n? tanto en el numerador como en el denominador

tenemos que

3
2 —_—
, 224+3n % (2+n)
lim =1

—_— = im — —_ 7
m === =t n2(1+3) y (1+3)
n2 n2

2 3 s 1 -
pues, como hemos visto anteriormente, lim—- =0 y lim— =0.
nn non

3n—12
Ejemplo 181. Calcule im ———.
jemp e i YRy
Solucién
Factorizando el término n en el numerador y el término n

tenemos que

2 en el denominador

3n — 12 “(3_%) (3_%)
e | =0.

1 5 =im, == —5_
st n2(1+%) (1+—2)
n n

Diremos que una sucesién (an)n>0 tiene limite +oo0, si para cada niimero real
M > 0, es posible encontrar un entero positivo ng = ng(M) tal que,

=l’ml
non

anp > M paratodo n > ng(M)

En tal caso escribimos lima, = +oo0.
n

Andlogamente, diremos que una sucesién (an)n>0 tiene limite menos infinito, si
para cada nimero real M > 0, es posible encontrar un entero positivo ng = ng(M)
tal que,

ap < —M paratodo n > ng(M),

en tal caso escribimos lima, = —oo.
n
Ejemplo 182. Sea la sucesién (ap)n>0, donde a, = n, claramente limn = +oo.
S n

Observacion 29.
Tenga en cuenta que los simbolos 400 y —co no son niimeros, luego si se cumple
cualquiera de los siguientes casos:

hr?la"' = 400, hén anp = —00,
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diremos que las sucesiones (a,)n ¥ (bn)n son divergentes, sin embargo estos simbo-
los dan informacién sobre el comportamiento de la sucesion, tal y como como se
puede apreciar en los graficos de las siguientes sucesiones (n2), y (n)n.

an ay

1
/ /
i " .

225 iy g e B
100 ds i

98]

—= 71

i 2 3 4 i n o+l
Graéfica de la sucesion (n?), . Grafica de la sucesion (n),, .

Fig. 3.2

Como se aprecia en los graficos, los términos de la sucesién son tan grandes
como se quiera, en simbolos, lim a,, = +oco.
n

Observacion 30.

Recuerde que para aplicar un teorema es necesario que se cumplan las condiciones
(hipétesis) de lo contrario se pueden llegar a conclusiones erréneas, tal y como se
muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 183. Si a, = (—1)" y b, = (—1)", entonces 1irrln(an —b,) = 0. Sin
embargo, si por error aplicamos la propiedad 1 del teorema 3.2 y el ejercicio 177
podriamos concluir que la sucesién (a, — b, )n>0 es divergente.

1
Ejemplo 184. Si a, =n y b, = — entonces lima,, - b, = 1. Sin embargo, si por
T n

error aplicamos el teorema anterior podriamos concluir que la sucesién (ay, -bn)nzo
es divergente.

Observacion 31.

El teorema 3.2 admite las siguientes extensiones, las que sirven para analizar
la convergencia de una sucesién que puede descomponerse en términos de una
sucesién convergente y una divergente.
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Teorema 3.3.

Sean (an)n ¥ (bn)n sucesiones tales que lima, = L, para L€ R y limb, =
n n
+00, entonces

1. h’rr;n(an +bp) =400 y ll;l;n(a.n —bp) = —o0.

400 siL>0
—o0 siL<0°

o]

(e ) = {

3. lim 22 = 0, si L # 0.
n b

n

4 h’mb—“= +oo siL>0
T oy —-oo siL<0
5 li;n {/b, = +oo, para todo p € N*.

Note que en el caso 2 de este teorema no se puede decir qué ocurre cuando
L = 0, pues en estos casos la sucesién puede converger o no como se ilustra en
los siguientes ejemplos.

Ejemplo 185. Dada la sucesién convergente (a,),>1, cuyo término n-ésimo es
0|
an = — y la sucesién divergente (b,)n>0, donde b, = n. Es claro que
= >
lima, =0 y limb, = +o0.
n n
En este caso, la sucesién (a, - bp)n>0 €s convergente, pues
lima, - b, = 1.
n
Ejemplo 186. Dada la sucesién convergente (an),>1, cuyo término n-ésimo es
1
an = — y la sucesién divergente (b, )n>0, donde b, = n2. Es claro que
~ >
lima, =0 y limb, = 4.
n n
En este caso, la sucesién (a, - by)n>0 €s divergente, pues
lima, - b, = +oo.
T

Observacién 32.
Note que en el caso 4 del teorema 3.3, si L = 0 y la sucesién (a, ), es una sucesion
{ +oo si L —0*

Fl b'n.
no nula, entonces lim — = ; =
—o0 siL—0

no Qap
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Ejemplo 187. Dada la sucesién convergente (ap)n>1, cuyo término n—ésimo es

1
= % y la sucesién divergente (b,)n>0, donde b, = n. Es claro que

lima, =1 y que limb, = +o0o0.
k) n

En este caso, la sucesién (i“) diverge a més infinito, pues

an
lim b—n = +400.
n an
5n3 + 2

Ejemplo 188. Calcule hf{n = prye,

Solucién
Factorizando el término n® en el numerador y el término n
en la expresiéon dada tenemos que

2 2
3 i) =
N (5+n3) (5+n3)_

im =lim —————* =lim n -—* = +o0.
2
n n243n n n2(1+§) n (1+E)
n n

2 en el denominador

El siguiente resultado facilita el andlisis de la convergencia de una sucesién
y el cdlculo de su limite a partir de célculo del limites de funciones reales de
variable real.

Teorema 3.4. Sea D un conjunto que contiene a Rt U{0} y f : D — R
una funcién tal que 1{1’41_1 f(z) = L donde L € R, entonces la sucesion (an)n>0,
T—T00

definida por a, = f(n) cumple que

lim a, = L.
T

Observacion 33.
El teorema 3.4 sigue siendo valido en los siguientes casos:

xl{r_'r_lmf(w) =400 6 ::EI-Poof(x) = —00.
1
Ejemplo 189. Calcule lim —.
non
Solucién

Para calcular este limite usaremos teorema 3.4. Definimos  f(z) = x>0,

2’

1 - 1 a
como lim — =0, entonces del teorema 3.4, la sucesién a, = f (n) = — verifica
z—+00 T n

... Tk
que 1171;119—0.
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Ejemplo 190. Calcule ll;l;n % donde p > 0.

Solucién i i
Definimos f(z) = - bara s > 1, si p > 0, entonces zBToo o 0. Por lo tanto,
1
del teorema 3.4, lim — = 0.
n npP

1 T
Ejemplo 191. Por definicién que lim (1 - 5) = e, entonces por el teorema

T— 400

1 n
lim (1 + —) =€,
n n
Observacion 34.

Los resultados obtenidos en los ejemplos 180, 181 y 188 pueden generalizarse de
la siguiente manera:
si el término n-ésimo de una sucesién (z, ), puede descomponerse como el cociente

3.4 resulta que

2 . g :
— donde z, y yn son los términos n-ésimos de las sucesiones (zn)n ¥ (¥n)n
Yn
definidas por
Tp = apn? + ap_1nP "' + -+ ain + ag

Y
Yn = bgn? + bg_1n? 1 + - + byn + by,
entonces
op si p=
by 7
lim 2, = lim = 0 i p<aq .
L n o Yn +co si p>qy 35 >0

—00 si p>qy%f<0

Quiz4s algunos lectores se preguntaran porqué usar el método de factorizacién
para calcular limites cuando podemos hacerlo usando el teorema 3.4 y la regla
de L’Hopital, la razén es que no siempre resulta el camino més adecuado. Por
ejemplo, puede intentar resolver el siguiente ejercicio usando la regla de L’'Hopital.

244
Ejemplo 192. Calcule lim —”’;L
Solucion
vn? +4 Vils (1+ %)
Iim = lim = lim 1-I———2v=1.
n n n mn n n
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n2+ 3n

Ejemplo 193. Calcule 11’71;11 o

Solucién %
Al calcular en forma directa el limite dado aparece la forma indeterminada —
00

jes posible aplicar la regla de L’Hopital en este caso? La respuesta es no. Justi-
fique.
El camino para calcular el limite lo proporciona el teorema 3.4 , para esto defi-

nimos la funcién

f( ﬂIER.

Ahora si, aplicamos la regla de L’ Hopltal sucesivamente

., 22+ 3z , (2% +3z)’
Ilm —— = lim ———~—
z—+4o0 2 x— +00 (6213) ¢
, 2z+3
= lim ——

2— too e

(2z +3)’

= lim
> +oo 4€2%

n? + 3n
=

Este resultado confirma una propiedad conocida: la funcién exponencial crece
“més réapido” que la funcién polinémica. Asimismo, el resultado se traduce grafi-
camente en que la funcién f tiene una asintota horizontal, tal como puede apre-
ciarse en la figura 3.3.

Por lo tanto, lima, = lim f(n) = lim
T n n

0.6
0.5
0.1
0.3
0.24

0.1

0 1 2 3 1 5 6

Fig. 3.3 Gréfica de f(z‘)—xb"’“" .

263



Pontificia Universidad Catdlica del Perd Sucesiones de niimeros reales

Ejemplo 194. Calcule 11;1;1‘1 Yn.

Solucién .
Sea f(z) =z=, con z > 0.
Tomando logaritmos y calculando limites en ambos miembros de la igualdad

anterior resulta ;
nx
Iim Inf(z)= lim —.
z——} +co f( ) T—4c0 T
Teniendo en cuenta que la funcién logaritmica es continua y aplicando la regla

de L’'Hopital tenemos

r— 400 r— 400 :]::" T— 400 T

!
ln( lfm f(x))z wa BY._ g g

entonces lim f(z)=1.
T— +00

Por lo tanto, del teorema 3.4 resulta que
lim {/n = lim f(n) = 1.
n n

Teorema 3.5. Si (a,), es una sucesion tal quelim |a,|=0, entonces lima, = 0.
n n

—1)»
Ejemplo 195. Determine lim - en caso que exista.
noon
Solucién
-1)" 1
lim (=1) =lim—=0
b n n n
Luego, del teorema 3.5 obtenemos
_]_ n
lim = =0.
n n

Ejemplo 196, Calcule lim(—1)" [ =+ 1_
S T " 2n3 +5n )

2 2
| i |
P L e T i e Y
( )(2n3+5n) i (2n3+5n) 2

Luego, del teorema 3.5 tenemos que

n?+1
{ — n ————— A
11}1111( 1) (271.3 + 5?1) 0

Solucién

lim
n
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Observacién 35.
La parte (4) del teorema 3.2 no da informacién cuando la sucesién del deno-
minador (b,), converge a cero. El siguiente resultado muestra que en ese caso

., . : . ., [a
también puede obtenerse informacién sobre la tendencia de la sucesién (b—n) ,
n/n

siempre que la sucesién (a,), converge a una constante diferente de cero.

Teorema 3.6. Sea (b,)n>0 una sucesién numérica, entonces

limb, =0 y b, > 0, para todon siysolosi lim
n k)

limb, =0 y b, <0 para todon siy solosi lim
n k3

n
Ejemplo 197. Como lim2" = +o0o entonces lim (%) = (. El reciproco
n n

también se cumple.
n
3 L\" ; 1 ” .
Como lim| —= ) =0, entonces lim|—~ | = —o0, el reciproco también
AN » D)
se cumple.

Ejemplo 198. Analice la convergencia de la sucesién (r"),>1, segin los valores
der € R.

Solucién

Del ejemplo anterior podemos ver que el limite de una sucesién de la forma (7™),
depende del valor de r. De esta manera, para evaluar el limite dado dividimos el
problema en tres casos:

i) Cuando |r| < 1, tenemos
lim|r™ =lim|r|* =0
n n

Por lo tanto, del teorema 3.5 se concluye

limr" = 0.
n
ii) Cuando |r| > 1
Es claro que
1 1
-|l== <,
rl o Irl
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luego, de la parte (I) se tiene
1 "
lim — = lim (—) =0,
n rh T

entonces del teorema 3.5 se concluye que

limr"™ = 400 sir>1
T

limr™ = —co sirt < —1.
n

III) Cuando r =1 se tiene que lim(1)" = 1.

Cuando r = —1 se tiene lim(—1)", que como se ha visto en el ejemplo 177,
n
no existe.

Diremos que una sucesién de nimeros reales (an)n>0 €s acotada , si existe
una constante M > 0 verificando

lan] < M, para cada n > 0,

es decir todos los términos de la sucesién (a, )n,>0 pertenecen al intervalo [-M, M].

1
Ejemplo 199. La sucesién (;) es una sucesion acotada, pues
ki3

1

1
|an| =i e
n

= — < 1, para todo entero n > 1.
n

Ejemplo 200. La sucesién ((—1)"),, es una sucesién acotada, pues

lan] =1 <1, paracadan.
1
Ejemplo 201. La sucesién (cos E) es acotada, pues
: n

1

cos—| <1, paracadane€ N.
mn

Ejemplo 202. La sucesién (sen(3n)), es acotada, pues |[sen(n)| < 1.

Ejercicio: Senale cuéles de los siguientes graficos corresponden a sucesiones con-
vergentes, cudles a sucesiones divergentes y cudles a sucesiones convergentes y
acotadas.
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a(n) b(n) e(n &"‘«’J
— X
= |
/ b
y & 3 . . . ] - i
7
1 2 3 4 5 = n 1 2 3 4 ==~ n n+l =»» n B 123456 = n - n
=1 - - -

Fig. 3.4 Gréfica de la sucesion (a,). Fig. 3.5 Grafica de la sucesion (b,,). Fig. 3.6 Gréfica de la sucesién (c,).

El siguiente resultado caracteriza a las sucesiones convergentes.
Teorema 3.7. Toda sucesion convergente es acotada.

Prueba.
Suponga que lim a, = L, luego para cualquier € > 0 dado, la desigualdad

lan, — L| < €

se cumple a partir de un cierto valor de ng = no(¢). En particular, se seguird cumplien-
do para € = 1, es decir que, para todo n > np tenemos

len — L] < 1.
Pero como
lan| — |L| < |an — L,

entonces se tiene
lan| — |L| < 1.

Luego,
lan| < |L|+1, para cadan > ny.

Con esto hemos logrado acotar todos los términos de la sucesién excepto un
numero finito de ellos: ag, a1, - ,an,—1, entonces solo nos queda controlar tam-
bién estos términos, para ello podemos, por ejemplo, elegir

M = méx{ag; a1; - ; ano—1; |L| + 1}

Por lo tanto, tenemos
lan| < M, para cada n > 0.
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Observacion 36.

1. El reciproco del teorema 3.7, no se cumple, es decir una sucesién acotada
no necesariamente es convergente, por ejemplo la sucesién ((—1)")p>0 es
una sucesioén acotada y sin embargo no es convergente.

2. Una proposicién equivalente al teorema anterior es la siguiente: si una suce-
si6n no es acotada, entonces no es convergente. Por ejemplo, la sucesién cuyo
término n-ésimo es a, = (—1)"n? es divergente, pues no es una sucesién
acotada.

Teorema 3.8 (Teorema del sandwich). Sean (an)n, (bn)n, (cn)n sucesiones
de nimeros reales verificando las siguientes condiciones:

a) an < ¢ < b, para n suficientemente grande y
b) lma,; =lmb; = L;
T T
entonces la sucesion (c,), es convergente y ademds se cumple que
lime,; = L.
n

Prueba.
Sea € > 0, como lima, = L, entonces podemos encontrar Ni(¢) tal que
n

lan — L| <€ para todo n > Nj(e).

Asimismo, puesto que limb, = L, podemos encontrar Na(g) tal que
n

lbn — L| <&  para todo n > Na(e).
Eligiendo N = max{Nj, N3} tenemos que para todo n > N:
—e<a,—L y b,—L <e.

Adem4s, por dato tenemos a, < ¢, < b,, entonces combinando esta condicién
con las dltimas relaciones obtenidas tenemos que

—e<ap,—L<c,—L<b,—L<e.

Por lo tanto,
-e<ep—L<e para todo n > N,

es decir, |c, —L|<e paratodon > N.
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. . 2n—1\"
Ejemplo 203. Calcule llfl;'n (3n r 1) ]

Solucién
Como para cada entero n > 1 se cumple

on—1\" _[2\" 2\"
£ < | = 1 i —
0_(3n+1) —(3) y 1%“(3) b

n
entonces del teorema sandwich se concluye que lim e =0
n \3n+1

cosn
n? -’

Ejemplo 204. Calcule lim
n

Solucién
Se sabe que la funcién coseno estd acotada, es decir

—1<cosn<1 paracada neZ",

entonces

1 cosn 1
-3 < = = = para cada n € Z*

y COmo

# _1 rd 1

Bl el =

cosn
del teorema sandwich se concluye que lim —— = 0.
non

Teorema 3.9. Si lima, = 0 (bn)n>0 €s una sucesién acotada entonces se cumple
que limy(a, by) = 0.

Prueba
En efecto, si |by| < M para todo n > 0 entonces

0 < |lap by| < Mlay,|, paratodo n >0,

Luego, del teorema del sandwich se tiene que lim |a, by| = 0, luego, aplicando el
n
teorema 3.5 se concluye que lima, b, = 0.
mn

Ejemplo 205. El ejemplo 204 puede también ser resuelto usando el teorema 3.9.
En efecto, si hacemos

cosn

1
Cn = 3 = ap b, donde anzg y b, = cosn.

Notemos que la sucesién (b,), es acotada, pues |b,| < 1y la sucesiéon (a,), es tal
cosn
=0

n2

que lima, = 0. Luego, aplicando el teorema 3.5 se obtiene que lim
n n
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n!

Ejemplo 206. Calcule lim —.

n on
Solucién
Observemos que tanto el numerador como el denominador de la expresion tienden
a infinito cuando n tiende a oo, en este caso no podemos aplicar la reglas de las
formas indeterminadas pues z! no estd definida para x € R. Usaremos el teorema
del sandwich.
Notemos que

n! 1 2 n 1

n non non
Ademais,

11’m0=1iml=0.

n n n

Luego, del teorema del sandwich, se concluye que

lim— = 0.
n nt

Sea (a,)n una sucesién de nimeros reales. Diremos que (a, ), es una sucesién
monotona creciente si se cumple

an < any1, para cadan € Z7T.
Si la sucesién (a, ), verifica

Gn+1 < an, para cadan € Z"",

diremos que la sucesion es mondétona decreciente.
Diremos que la sucesién (a,), €s monétona si ella es creciente o decreciente.

7 21 n i :
Ejemplo 207. La sucesion (—) es monotona creciente.
n>1

n+1
Solucion
En efecto, sea a, = , entonces
n+1
n+1
an+1_n+2urzg+2n+1_ £ 1 51
an " n2+2n n2 + 2n :
n+1

y como a, > 0 para cada n € Z*, entonces any1 > an, para cadan € ZT,
luego (an)n €s una sucesién creciente.
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El siguiente resultado proporciona un criterio para determinar la convergencia
de sucesiones de niimeros reales sin tener que evaluar su limite.

Teorema 3.10. Toda sucesion mondtona y acotada es convergente.

Ejemplo 208. La sucesion (L) es convergente.
n+1/,5

Solucién
Observe que la sucesion es creciente,

an n2 4 2n e 1 &4
Qny1 n24+2n+1 n2+2n+1 g
luego,
an<an+]_

Ademas, la sucesion dada es acotada, pues

lassl = w2 para cada entero n > 1.
n+1

Por lo tanto, de acuerdo con el teorema 3.10, la sucesién dada es convergente.

1 mn
Ejemplo 209. Pruebe que la sucesién (a,), con a, = (1 - —) es convergente
n

¥, que si lima, = w, entonces 2 < w < 3.
n

Solucién 4

Sea la sucesién (ap)n, donde a, = (1 + — | , entonces la sucesién (ap)n es
n

mondétona creciente. En efecto, usando la férmula del binomio de Newton para
n > 2 tenemos
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i i+1
([
R 8 >

,parai=1,2,--- ,n—1.
Esto también demuestra que a, > 2 para todo n > 2.

1 |
Por otra parte, como T < o1 para todo k € N, se cumple

k
i

81 31 ¥ ok 1

= - 28

%52+ng—1*1+22k—1+ 1_.%_3_273—1'
k=2 k=0

Esto prueba que la sucesién es acotada superiormente por 3. Luego, del teorema
3.10 se concluye que ella es convergente. Ademds, al ser 2 < a, < 3 para todo
entero n > 2 y ser (an)n Creciente se tiene que

2<]lima, =e<3.
n

Diremos que una sucesién (a,), es de Cauchy si para todo £ > 0, existe un
numero natural N tal que

para todo m,n > N : |ap, — ap| < €.

Toda sucesién convergente es una sucesiéon de Cauchy. En efecto, si lima,, = q,
n
entonces para todo € > 0, existe un natural N tal que

€
paratodon > N: |a, —a| < =,

de esto se deduce que
€

2=E.

€
para todo m,n > N : |an—am|§|an——a|+|am—a[<§+

Teorema 3.11. Una sucesién de niimeros reales es convergente si y solo si es
una sucesion de Cauchy.

Ejemplo 210. Calcule el limite de la sucesién cuyo término n-ésimo es
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Solucién
Reescribiendo el término n-ésimo de la sucesién dada

we Nk ()

Desarrollando esta suma obtenemos
2 i iyt G e
Vi V2 V2 V3 n—-1 /n vn

de manera que al simplificar esta expresion se tiene

=
=E

ﬂ.n:].

1
T Vn+l’

luego, el problema dado se reduce a calcular el limite

lima —ll'm(l- . )—1
n " n vn+1 o
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Ejercicios: Seccién 3.1

1. Calcule los siguientes limites

/ a) . 14243440
a) llmn(l— /1 —— d) 1‘,{“ T2

b) lim(n — v/(n +a)(n +1)) e) im Yn+1- ¥n

¢) lim (senv/n + 1 — sen y/n) f) lim(2" + 5“)%
n T
2. Determine el limite de las siguientes sucesiones convergentes.
2) (2“ + sen Sn) ) ( n? )
B e —_—
3" +cos2n ) 5, nvan? +7/,
) (4“+1 + (=5)" ) (\/n2 T~ n)
4n + (_5)n.+1 n
€N g) ( x—n AT \/ﬁ)n
(—v’n"‘ﬂ—n ) 2
Vnd+2n—n Sl h} =1 »

: ) (=
) (222) ) ()

3. Calcule el limite de las siguientes sucesiones (a,), para cada caso.

a) (an)n>1 siendo a; =1y ap = /5an_; cuando n > 2
1

b) (aﬂ)ﬂ‘! apg = a) = ]., Apyo = ﬁ

+ T

Ap41  Qp

4. Si (an)n>1 es una sucesién cuyos términos verifican

a—1a~§2a_§sa—z4a—£5
T2 P\ 7 \6 1T \8 *~\10
¥y a, para n > 6 sigue la misma regla de formacién.

a) Halle a,, paran > 1

b) Demuestre que (a,),>1 €s una sucesién acotada, y que para todon > 1
se cumple que a, < aniq

4 —n?

5. Analice si la sucesién ( ) es decreciente.
n

n
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10.

11.

. Dada la sucesién (a,)n donde a, =

P2 4+ n+4

P tnt3 Analice 11;1111 a,, segin los

valores de p € N.

Usando el teorema del sandwich calcule los siguientes limites

a) lim l+;-i-----i-L
n \n? (n+1)2 2n?

b)]fm( I . . )
n \vn?2+1 Vn?2+1 vn2 +n

+o0 +oo
an
Si Z ay €s una serie de términos positivos, demuestre que E v
=1 =1 an + n + 1

es convergente.

Calcule los siguientes limites

| 1 1
a) lim 1 oot ——
) I (\/n2+1 vn? +2 \/'n?-!-n)

Inn

b) lim n™=

n—+oo
l(2n + 1)2J
¢) lim s

n—+too [(2n 4+ 1)%]’

2
menores o iguales que z, y [x] denota al menor de los enteros que son
mayores o iguales que x

donde |z]| denota al mayor de los enteros que son

d) hm n arctan}-«
+oo n

n—-+oco

e) hm n(n? +1) (l—cos%)

Sea f una funcién derivable en el punto cero, tal que f(0) =0y f’(0) = 5.

T
Analice si existe h’én f (;l—) En caso afirmativo, halle su valor.

Analice si las siguientes proposiciones son verdaderas o falsas. Justifique su
respuesta.

a) Si (an)n es convergente y (b,), divergente, entonces (a, + by)n e€s
divergente.

b) Si (an)n es convergente y (bn)n divergente, entonces (ay - bn)n es di-
vergente.
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3.2. Series de niimeros reales

Sea (@n)n>1 una sucesién de nimeros reales. A partir de ella podemos formar
una nueva sucesion (sp)n>1 llamada serie, que no es més que la sucesién de
sumas parciales definida de la siguiente manera

4

51 = a4
S9 = 81+as = a1+ a2
s3 = s2+a3 = (a1+a2)+as
S
Sp = 8p_1+ay, = (a1+ax+--+ap-1)+a,
\
+o0
En adelante, salvo mencién expresa, escribiremos E a, para hacer referencia a
n=1

una serie. El término a, es llamado término general de la serie.
Para determinar la convergencia de la serie (sp)n>1 debemos analizar el limite

n
lim s, = lim E aj.
T T

k=1
+00
Si la serie E a, converge a un numero real s, diremos que la serie converge. En
n=1

tal caso, s es llamada suma de la serie, y escribimos

+co
3
n=1

+0o0
Si el limite de la sucesién (s, )n>1 no existe, diremos que la serie Z an diverge.

n=1

+00

Notese los dos sentidos asignados a Z a, por un lado denota al limite de la suce-
n=1

sién de sumas parciales y por otro a la misma serie (sucesién de sumas parciales).

+co
1
Ejemplo 211. Dada la serie 1; m,

a) Escriba los cuatro primeros términos de la serie.

b) Analice su convergencia o divergencia. En caso de ser convergente, halle la
suma de la serie.
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Solucién
a) Es claro que el término general de la serie dada es a, = ———, entonces
n(n+ 1)

N R
FERE A4 2
gt L L 1.1
AT IR T 2(eEl) 278
SRS Uow- . S SV S T
BEMTRTBTI0+1)  2@+1)  3B+1) 2 6 12
PRSP IE TP S RN S (N ST N
ITHTRTETMTI0) T 22+1) C 33+1) 44 +1)
i g 2 3
T2 6 12 20

b) Observemos que el término n-ésimo de la sucesién de sumas parciales es

n n 1
k=1 k=1k(k+1)
(i)
e k k+1
1 1 1 1 1 1 1
=T e T e 2w
( 2)+(2 3)+ ( 1 ) (n n+1)
1
e oz e
n+1
Luego,
lims, = 1.

Por lo tanto, la serie dada es convergente y su suma es 1. Escribimos,

+o0
> !
- n(n+1)
+oco
Ejemplo 212. De la serie Zaﬂ se conoce que la sucesiéon de sumas parciales
n=1

i ; 3n+2
(sn)n esta definida por s, = -

para todo n € N. Determine:
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a) El término general a, de la serie.
b) La convergencia o divergencia de la serie.
Solucién

a) Sabemos que

Qn = Sp — Sp—1
3n+2 3n-1)+2
n+d (n—-1)+4"

anz

Por lo tanto, el término n-ésimo de la serie viene dado por

10

=+ )n+3)

b) Como lim s, = 3, entonces la serie dada es convergente y su suma es 3. Esto
n

es,
> e "
(n + 3) n+4)
+0co
Ejemplo 213. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z n.
n=1
Solucién

Es claro que el término general de la serie es a,, = n. Luego,

812(1.121
so=ay1+a=1+2
ss=a1t+ar+az=1+2+3

1
3,;_=a1+a2+a3+---+an=1+2+3+"'+ﬂ=§n(n+1)

Por lo tanto, lim s, = +o0. Esto significa que la serie dada es divergente.
i1

1
Ejemplo 214. Usando la definicién, demuestre que la serie Z i 2”*) T— es con-
n=1
vergente.
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Solucién
(=1

El término general de la serie es a, = Sl

y el término n-ésimo de la sucesién
de sumas parciales es

sn=01+0a2+ " +an

.11 1 (=11
Slogtp @t ot
= k-1

k=1 2

> (-3

k=1 2

esta dltima expresion corresponde a la suma de los n primeros términos de una

progresién geométrica de razén — 57 primer término 1. Luego,

L0 B
n=Tcp =3 ):

s 2 - 2
entonces lims, = 3" Por lo tanto, la serie dada es convergente y su suma es —,
T
en simbolos i
00 (_l)n—l B 2
-1 T 3°

3
el

+oo
Ejemplo 215. Demuestre que la serie Z(—I)"IL es divergente.

n=1
Solucion

Para ver esto, observemos el comportamiento de los términos de la sucesién de
sumas parciales (sp)n>1:
51 =-—1
si=(-1)+1=0
s3=s8+(-1)=-1
s4a=583+1=0

Il

S2

es decir,

—1 sines impar
Sp = ; :
h 0 sines impar

y como el limite de esta sucesién no existe, entonces la serie dada es divergente.
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+00
Ejemplo 216. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z —_—.
n=1 \/ﬁ

Solucién
Consideremos la sucesién de sumas parciales (s, )n, donde

1 1 1
Sp=a1+agt+ag+-teg=l+—m+—2+t—=.
i 1 2 3 3 \/’i \/g \/']'_’]:
1 1
Como — > — parak=1,2,---,n tenemos que
N !
1 1 1 1K 1 1 1
Sr=1

+E+E+"'+ﬁ2ﬁ+%+ﬁ+"'+ﬁ=ﬁ

luego, lim s, = +o00. Por lo tanto, la serie dada es divergente.
n

Serie telescopica

Se llama serie telescdpica a una serie de la forma

+o0
Z(cn —cn+1), donde n,me€Nyc, €R.

n=m
+oc0
Ejemplo 217. Justifique por qué la serie Z ———— es una serie telecdspica.
nn+1)

Solucidén
Basta ver que su término general a, es de la forma
iy et
"Tn n+l
+co
Teorema 3.12. Una serie telescépica Z (cn —cn41) converge si y solo si existe
n=m

lime,. En tal caso, su suma es ¢, — limc,, en simbolos
n n

+oo
Z (Cn — Bl ) =G — ll’én Cn.

n=m
Prueba.
El término general de la serie es de la forma a, = ¢, — ¢,41, entonces,

n

8y = Z(Cj — Cj+1)

j=m
= (Cm - Cm.+1) -+ (Cm+l = Cm+2) e o (Cn - cn+1]

= Cm — Cn+1-
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B

Luego, lims, = ¢, — lime,, pues limcyy; = lime,.
n n n

+00
: T ; 1 2n+1
Ejemplo 218. Determine si la serie E 2sen (?‘32—-{—‘&) sen (n2 = n) converge,

n=1
En caso afirmativo, halle su suma.

Solucién
Usando la identidad trigonométrica:

sena sen § = % (cos(a — B) — cos(a + B3)) .

El término general de la serie a, puede escribirse de la siguiente manera:

_9 1 2n+1
lp = & 5€EN 'n,2 - 5€n m

. . " 2
Luego, la serie dada es una serie telescopica donde ¢, = cos (—), la cual es
mn

convergente, pues limc, = 1. Para hallar la suma de la serie escribimos
n

+00 oo
1 2n+1
Z2sen (n2+n) sen (n2+n) = Zan

+oo
Ejemplo 219. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z In (n i 1).

n=1
Solucién
El término general de la serie puede reescribirse en la forma siguiente:
ap =Cp — Cpy1 =Inn—In(n+ 1)
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Por lo tanto, la serie dada es una serie telescopica divergente, pues

lime, = limlnn = +co.
n n

Serie geométrica

Se llama serie geométrica de razén r a una serie de la forma

+oo
Zar", cona#0yreR.
n=0

Teorema 3.13.

+00
Dada la serie geométrica E ar™ de razén r se cumple:
n=0
+00 "
a) Si|r| < 1, entonces la serie converge y E G = —
ok 2
n=0

b) Si|r| > 1, entonces la serie diverge.

Prueba.
El término n-ésimo de la sucesién de sumas parciales viene dado por

T
Sn =Zark=a+ar—|—ar2+.“+ar? (3.1)
k=0
Ademas,
_ 2 n n+1 __ n+1
Spr1i=a+ar+ar"+..+ar" +ar = Sp +ar para cada n € N.
Asimismo,

sny1=a+r(a+ar+..+ar") =a+rsn.
Igualando las dos expresiones anteriores obtenemos

(1-1)sp = a—ar™*l,

Luego, cuando r # 1 resulta que

(L(l = ?.n-H)
l—r

Sn =

282



Pontitificia Universidad Catdlica del Peri Series de niimeros reales

y cuando r = 1, de la expresién 3.1, tenemos que s, = a(n + 1).
Resumiendo los resultados obtenidos tenemos :

n
Sn=Zrk=a+m'+ar2+...+ar“

k=0
sn=a(l+r+12+---+ar")
1 =gl
fg B T

aln+1), r=1
Por lo tanto,

a) Cuando |r| < 1, tenemos que

a(l—r™!) 4

—-r = =g

H

lim s, = lim
n n

es decir, la serie es convergente. En tal caso, su suma es

b) (bl) Cuando [r| > 1, es claro que limr™ = 4o00. Luego,
n
lim s, = + o0,
n

esto significa que la serie es divergente.

(b2) Cuando r =1 tenemos que
lim s, = lim(n + 1)a = + oo,
n n

luego, la serie es divergente.

(b3) Cuando r = —1, tenemos que
1 n+1
8n. = Ea[]'_(_l) ]:

entonces, la sucesion (s, ), es divergente.
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Ejemplo 220. Analice la convergencia o divergencia de la serie

ln2 In2 1n2
xf f \/—

En caso de ser convergente, halle su suma.
Solucién
La serie anterior puede expresarse en la forma siguiente

+co +co n
In2 1

> = L ()

n=0 n=0

In2+ —

400 T
. 1 - , 1
y como la serie E In 2 ( E) es geométrica de razén r = — < 1, entonces

es convergente y ademds se cumple que

In2 1 N
Z\/:Tf >z ()
1112
V2
B V2 1n2
V2-1

Ejemplo 221. Encuentre todos los valores de a para los cuales la serie

n=0 a= 3
Solucion

+oo n
a
Z ( : ) es convergente y halle la suma respectiva.

. . L, , 3a
La serie dada es una serie geométrica cuya razén es r = —, luego para que
a [—

sea convergente bastard exigir que

3a
1
=3

<1,

lo cual es equivalente a resolver la inecuacién

-1<

1
—

es deci - <t < :
decir, —=<a< —
6 12
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Para estos valores tenemos que su suma es

n

f 3a \ 1
: AT - S
n=0 &= 3 1-— 3&1
=3
B 1-—3a
T 6a+1"
Teorema 3.14.
400 +o0
Dado el niimero real c y las series convergentes Zan, an, entonces
n=1 n=1

+o0 +o0
Z(a“ + by), Z cay, son convergentes y ademas se cumple que:

n=I1 n=1

+o0 +00 +oo
a) > (antby) =) antH by
n=1 n=1 n=1
+00 +00
b) D can=c) an
n=1 n=1
Prueba.

a) Suponga que (sp) y () son las sucesiones de sumas parciales de las se-
400 +oco
ries Z an ¥ Z by, respectivamente. Por condicion tenemos que las series

n=1 n=1
+00 +co

Z Osi; Z b, son convergentes, entonces

n=1 n=1
lims, =L; y limt, = Lo.
n n
+co

Si (un)n es la sucesién de sumas parciales de Z(aﬂ, + b,), entonces
n=1

n n n
Up = Z(ak + bk) = Zak + Zbk = Sp + tn,
k=1 k=1 k=1

luego,
limu, = lim(sp, + tp) = lims, + limt, = L; + Lo.
T n n ki
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+co
De esta manera, la serie Z(an + by,) es convergente y su suma es L + Lo,

n=1
es decir,
+00 +oo too
D_(an+bn)=Li+L=) an+) bn
n=1 n=1 n=1

b) Se procede en forma similar al caso estudiado en la parte a).

+oo
1 1
Ejemplo 222. Justifique la convergencia de la serie Z ( 371) y luego

calcule su suma.
Soluc:on

Como E o -3-7-; son series geométricas de razén menor que 1, ellas son
n=0

convergentes, entonces del teorema 3.14 resulta que la serie dada es convergente
y ademads se cumple que

+00 1
Z(z—ﬁ

1 1 1
7= Ft o E
n= n=0

1

3
[=]

|
_—

+

(-
|
=

Il
oo
+
[N VAT

b ~] =

Teorema 3.15 (Condicién necesaria para la convergencia de una serie).

+0o0
Si la serie Z an converge, entonces lima, = 0.
n=1 "
Prueba.
+oo
Por condicién la serie Z an €s convergente, esto significa que existe el limite de
n=1

la sucesién de sumas parciales, es decir
lims, =L € R.
n

Asimismo, recordemos que el término n-ésimo de la sucesién de sumas parciales
es dado por
Spn =a1taz+ -+ an,
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entonces
p = Sp — Spn—1-

Luego,
lima, = lim(s, — Sp—1)
n T
= lim s,, — lim 8,1
n n
=L—-L=0.

El siguiente corolario es la llamada forma contrarreciproca del teorema anterior.
Escrito de esta forma, se convierte en un criterio muy facil de usar para determinar
la divergencia de una serie.

Corolario 3.16 (Criterio de divergencia o criterio del término general
de la serie).

+00
Silima, # 0 (0 no existe) entonces la serie Z ay diverge.
T
n=1

+oo _ng +5
Ej lo 223. Analice la convergencia de la serie e
jemp nali nvergenci seri Zl 32+
Solucic’nl
9
n°+95
La serie ————— diverge, pues
Z 3nZ2+n 5 P
n=1
on n?+5 1 £0
1T = = :
n 3n2+n 3
+oo
Ejemplo 224. Explique por qué la serie Z(—l)” diverge.
n=1
Solucion

La serie dada diverge, pues el limite lim(—1)" no existe como se vio en el ejemplo
n
I

+00 | o
: ; p ; ’ , nle
Ejemplo 225. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z e
n=1
Solucién
g __nle
ea an = —n-n—,
(n+1)tent!
e (n+ 1)n+1 . e
O e
nn
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Gn41

1 T
y como para todo entero n > 1 se cumple (1 + E) < e, entonces >1;

Qan
es decir la sucesién (an), de términos positivos es creciente y de esta manera

lima, # 0. Luego, del criterio del término general de series se concluye que la
n
serie dada diverge.

Observacién 37.

El criterio del término general de la serie afirma que si lima, # 0, entonces la serie
+00 !

Z a, diverge. Sin embargo, si li?rtn a, = 0 no podemos asegurar nada sobre la con-
n=0

o : . . X1 .
vergencia o divergencia de la serie, por ejemplo la serie g V——/_, tiene la propiedad
mn
1 n=1
de que la sucesion a, = _\/-: es tal que lima, = 0, sin embargo, dicha serie no es
T n

convergente como se vio en el ejemplo 216.

El siguiente resultado nos dice que la convergencia o divergencia de una serie no
se altera si se anade o se suprime un nimero finito de términos.

Teorema 3.17.
400
Dada una serie E a, para algin entero positivo m, entonces se cumplen

n=m
las siguientes propiedades:

+co +oco
a) Si la serie Z an converge, entonces la serie Z an converge. En tal caso,
n=m n=1
+0co m—1 +oo
o= ot 3 on
n=1 n=1 n=m
+o0 +0o0
b) La serie Z a, diverge, entonces la serie Z an diverge.
n=m n=1
Prueba.
Observemos que
P m—1 P
Z an = Z an + Z Qn
n=1 n=1 n=m
m—1
donde Z an es fijo. Luego, basta aplicar las definiciones de convergencia y di-
n=1

vergencia de una serie para obtener lo deseado.
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Teorema 3.18 (Criterio de Cauchy).

+oo
La serie Zan converge si y solo si para cualquier € > 0 dado, existe un
.. n=1
entero positivo N tal que
T
Y an|<e
n=k+1
para todom >k > N.
Prueba.
+0o0
Por definicién se sabe que la serie Z an converge si y solo si, la sucesién de sumas
n=l1

parciales (sp)n>1 converge y esto es equivalente a decir que es una sucesién de
Cauchy. Luego, el resultado se sigue de la siguiente desigualdad

|Sn1_'3ﬂ_|zl(al+a2+”'+an+an+l+"an+m)_(al+a2+"'+an)|
= |a'n+1 +an+2+"'+ﬂ‘nm|

m

>

k=n+1
m
< > lal
k=n-+1
+co
Ejemplo 226. Usando el criterio de Cauchy, demuestre que la serie Z — es
T
n=1
divergente.
Solucién
mn 1 n+p i
Para p > 1, evaluamos la diferencia de los términos s, = Z =Y Sntp = Z -
k=1 k k=1 k
resultando
| | 1 % 1 % " 1
S — 8y = | — p—
i n+1l n+2 n+p
1 1 + 1 n
n+p n+p n+p n+p’
ues = 3 ara 7=1,2,---,p—1.
B n+j n+p . . #
Haciendo p = 2n obtenemos,
520~ 30l > 5
S - e
2n n 2
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Por lo tanto, la serie dada resulta ser divergente. En efecto, suponga que la serie

+oo

1
Z L convergente, entonces es de Cauchy. Luego, dado € = 5 existe un natural
n=1

N tal que para todo m > n > N se cumple |s,, — s,| < €. Pero, esto contradice

1
el hecho que [s;, — sp| > 5 baram= 2n.
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Ejercicios: Seccién 3.2

1. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series:

+o00 1 00 it
) 2_31 (n+ D(n+2)(n +3) °) 2 Qi
+o0
b)z?: +4 f) Zl(vfmum/mh/ﬁ)
n=0 n=
+ io 1
= 1 g) ——, 51 p<0
c) Zn?—l “n (1+Inn)P
n=2 n+—
oy R R R I)Z
d) Z 100 n2 n=1 (n + )
n=1 n
2. Halle la suma de las siguientes series
R2*+n?+n X (n+2)!
% Z 2n(n + 1) %) ; (n+4)!
1 1 =1 1
b) Z [a.rcta.n (E) — arctan (n_—}—]_)%) ; 1:? = m}
R [rtronts S~ (=) (n +4)
)Z gn—i f)z 2n+1)(2n+3
1

3. Determine la verdad o falsedad de las siguientes afirmaciones. Si la afirma-
cién es falsa escriba un ejemplo donde no se verifique la afirmacién.

a) Si para cada k > 1, la sucesién de sumas parciales (s,)n, donde
T +c0

= Z an, es acotada, entonces la serie Z a, converge.
k=1 n=1
+oo +co
b) Si la serie Z a, converge, entonces la serie Z 1%a converge.
n=1

+oo +oco
4. Dé un ejemplo de una serie convergente Z an tal que Z van sea diver-

n=1 n=1
gente.
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5. Halle la suma de las siguientes series

2n+1
a)ZI2+22 +n2

+00 —pn+1
a?n+2 b

b) ) ———si0<b<ac<l

n=1

n(l +Inn)

vnt + 5n3

6. Analice la convergencia o divergencia de la serie E

7. Pruebe que las siguientes series son divergentes.

G2 2.8 g Lt
357 2+ 1

b) Inl1+In24+ 3+ ---+lnn+---

+...

8. Halle la suma de las siguientes series

a) 8-88888--- =8+8x 1071 +8x 1072+ --+8x 107"+
b) 5-434343--- = 5443 x 100~ + 43 x 10072 + - - -

9. Halle todos los valores de a diferentes de 1 y —1 para los cuales la serie
n—l

Z 7 (1—a™)(1—at1)

converge y halle la suma de la serie para dichos

valores de a.

~+00 +oo +o0
10. Pruebe que si Z a, converge y Z b, diverge, entonces Z(an-f-bn) diverge.
n=1 n=1 n=1
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3.3. Criterios de convergencia para series

400
Una serie g an es llamada serie de términos no negativos si cada término

n=1
a, es mayor o igual a cero.

En toda serie de términos no negativos, la sucesién de sumas parciales (sp)n>1
es una sucesién mondtona creciente, esto es

n n+l
= Zan < Zan = 8p+1 para todon > 1.
i=1 Jj=1

Segun el teorema 3.10 para que la sucesion (s, )n>1 convergente bastard demostrar
que estd acotada, esto da origen al siguiente criterio de convergencia.

Teorema 3.19 (Criterio de acotacién). Una serie de términos no negativos
+00

Z an, es convergente si y solo si la sucesion de sumas parciales (sp)n>1 €s acotada.
n=1

+co

1
Ejemplo 227. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z e —
= n(n+ 1)

Solucion

Observemos que

n n
i 1 1 1
_ - S TR ey, (SR | P el | tod
o ;k(k+l) ;(k k+1) wpl - Demecen,

es decir, la sucesién (sp)n>1 es acotada. Por lo tanto, de acuerdo con el criterio
de acotacion la serie dada resulta ser convergente.

+o0

1
Ej lo 228. Analice ] ia de 1 i ;
jemplo nalice la convergencia de la serie .,; R
Solucion
Para todo n > 1 se cumple
1 1
n+nl = nl’
entonces
n 1 i 1 +co 1 .
Sn < i el - 1)
| I I
k=1 k+k i=1 n=1 k

entonces la sucesién de sumas parciales (s,),>1 €s una sucesién acotada y, por lo
tanto, la serie dada es convergente.

%Ver ejemplo 286
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El criterio de acotacion da lugar al siguiente criterio de convergencia.

Teorema 3.20 (Criterio de comparacién).

+o0o +oo
Sean Z an y Z b, series de términos no negativos. Suponga que existe un
n=1 n=1

entero m > 0 tal que 0 < a, < b,, para todo n > m, entonces

400 400

a) Si la serie E b, converge, entonces la serie E a,, converge.
n=1 n=1
+00 +00

b) Si la serie Z a, diverge, entonces la serie E b, diverge.

Prueba.

a) Como a, > 0, para todo n >
400

(5n)n>1 de la serie Z a, es mondtona creciente, luego para que dicha serie

1, entonces la sucesién de sumas parciales

n=m
sea convergente, segun el criterio de acotacién, bastara demostrar que la

sucesién de sumas parciales es acotada. En efecto, sea (t,), la sucesién de
+00

sumas parciales de la serie E b, la cual es acotada, es decir, existe un

n=1
entero positivo Ny tal que 0 < ¢, < Ni, entonces para n > m tenemos

sn—Zan Zak—l- Z aj

k=m+1

mn
ap + Z by (por condicién)
k—m+1

m
>,
k=1
m
Szak+zbk (pues b > 0)
.
>

ap + ty

m
< Z ar + N (pues (tn)n es acotada)
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m
siendo Np = Z ar + N;.
k=1
Luego, para que la sucesién (s,)n sea acotada bastard elegir N como
N — ma’*x{slu 82, ", Smy, NQ}:

de esta manera tenemos que s, < N para todo entero n > 1.

b) Para este procederemos por el método de reduccién al absurdo. Suponga que

+oc0o
la serie E b, es convergente, entonces segiin la parte anterior se tendria
n=1
“+co
que la serie Zan es convergente, lo cual contradice la hipdtesis. Por lo
n=1
+co
tanto, la serie Z b, diverge.
n=1

+o0 n
3n—2
Ej lo 229. Analice | ia de 1 E ;
jemplo nalice la convergencia de la serie Z (4’1’], n 3)

Solucién
Como para cada entero positivo n se cumple que

3n—2 n< 3\"
dn + 3 4
+00

n
y la serie geométrica E (Z) es convergente, por el criterio de comparacion se

n=1
tiene que la serie "‘Zw 3n—2)" es convergente
4 e 4n+3 & '

400

1 Y
Ejemplo 230. Analice la convergencia de la serie Z toesln + 1)
n=0

n® 4 3"

Solucién
Se sabe que para todo entero n > 0 se cumple

~1<cos(n®?+1)<1 y n?4+3">3"

Luego,
1+ cos(n? +1) » 2 2

< e
0 ?'3.2-}-3“ —n2+3n—3ﬂ
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+00 n

. - . 1

y como la serie geométrica E 2 (5) de razén r = 3 < 1 es convergente,
n=0

entonces por el criterio de comparacion se concluye que la serie dada también es

convergente.

+oo
Ejemplo 231. Analice la convergencia de la serie Z i’

n=0
Solucién

Observe que para todo n > 3 se cumple

31=3-2-1>2.-2=22
41=4:8.2:1>2.2:2=2%

n=n-n-1)-(n—-2)--2-1>2-2.2...2. =21

Por lo tanto,
nl > 2" 1 para todo n > 3,

entonces 1 1
a < 51> Para todon > 3
y como la serie
+co 1 n—1 +oo 1 n
>() -22(3)
n=1 n=0

es una serie geométrica de razén %, entonces, por el criterio de comparacion, la
serie es convergente, y del teorema 3.17 se concluye que la serie dada converge.

+o00 ] — 1
Ejemplo 232. Analice la convergencia de la serie 2%,
jemp g n; o8
Solucién
Observe que para todo entero positivo n se cumple que
1
1—= 1 1
an = < e
1427~ 1427 — 20
+00
y como la serie geométrica Z on es convergente, entonces por el criterio de
n=1

comparacion la serie dada resulta ser convergente.
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+o0o
Ejemplo 233. Analice la convergencia o divergencia de la serie ,,; W
Solucién

Es conocido que para todo x > 1 se cumple
In(z) <z-—1.
Luego,
1 ” 1
~ In(n)+1

y como la serie arménica es divergente, entonces de acuerdo con el criterio de
comparacion la serie dada también resulta ser divergente.

In(n)+1<mn, entonces

+co )

T
Ej lo 234. Analice la convergencia o divergencia de la serie - :
Jempo nalice la D.VI'gI'll IVrgll 1 ;ns+1

Solucién
Para cada entero n > 1 se cumple que n® 4+ 1 > 2n3, entonces
n? n? 1

nd4+1" 2n3 27’
“+00
y como la serie arménica Z — diverge, del criterio de comparacioén se concluye
n

n=1
que la serie dada diverge.

Teorema 3.21 (Criterio de la integral).

+00
Suponga que E a, es una serie de términos no negativos con a, = f(n)

n=1
donde f es una funcién integrable en el intervalo [1,+oo[ tal que:

a) f(z) >0 para todo = > 1.

b) f es mondtona decreciente para todo x > 1,

oo +00
entonces Z an converge (respectivamente diverge) si y solo si la integral / f(z)dz
1

n=1
converge (respectivamente diverge).

297



Pontificia Universidad Catdlica del Peri Criterios de convergencia para series

Prueba.

Suponga que y = f(z) es positiva y monétona decreciente para z € [1;+o00[ y
sea ap = f(n) para todo entero positivo n. Consideremos ademas rectangulos Ry,
bajo la grafica de f cuyas bases son de longitud uno y altura f(k + 1) como se
muestra en el siguiente grafico:

Y

Ry

Fig. 3.7

Por las propiedades de la integral definida tenemos que

2
ARy = f(2)- (2-1) < ]1 f(z) dz

3
A(R) = £(3)-(3-2) < [2 f(z) dz
ARt} = f) -l = (=1 < [ f(a)da

de manera que al sumar todas estas expresiones obtenemos

S k) < / " Flejde purs esdan,
k=2 1

entonces
+o0

§f<k)s[ f@yde< | f(z)de.

+co
Luego, si / f(z) dx converge entonces la sucesién de sumas parciales (s, )n>1
1
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es acotada, es decir,

C— Zak = Zf(k) < [+mf(:c)d:c < 400
k=2 k=2 3

+oo
y como ap > 0, entonces del criterio de acotacion se sigue que la serie Zak

k=2
+oo

converge, y por tanto, la serie Z aj. también converge.

k=1
+o0o
Reciprocamente, supongamos que la serie E an converge y comparemos el
n=1
drea de los rectdngulos Py cuyas bases tienen longitud uno y altura f(k), como
se muestra en el siguiente grafico:

¥

Py

Pk\ﬁ\
T

1 9 3 4 t k+1 . n-1 n

Fig. 3.8

Claramente,
n n—1 n—1 400
[ 1@de <Y 09 = o< Y <40
k=1 k=1 k=1

n
esto es, / f(z) dz es acotada. Luego, haciendo que n — co tenemos
1

+00 Foe
f(@)de <) ag < +oo,
1 k=1
es decir, la integral impropia converge.
+o0 +o0
En conclusién, tenemos que Z ap converge si y solo si f(z) dz converge.
k=1 1
+00 400
Equivalentemente, la serie Zak diverge, si y solo si f(x) dzx diverge.
: 1
k=1
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+00

Ejemplo 235. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z o segun los
n=1

valores de p € R.

Solucién

1 — rd

= = n~P, entonces lima, = +o00. Luego, por el
mn

criterio del término general de series (ver corolario 3.16), resulta que la serie

+co

1
E — di ;
— diverge

n=1

Sip < 0 tenemos que a, =

Si p > 0 definimos f(z) = :ciP para x > 1, entonces

Filz)= :r;_i <0, paratodoz > 1,

es decir, la funcién f es decreciente para todo x > 1. Luego, segun el criterio de

la integral, la convergencia o divergencia de la serie se reduce a la convergencia o
+oo

divergencia de la integral impropia f(z)dz. En efecto,
1

400 1 t
/ —dz = lim x Pdx
1

TP t—+o00 1
1-p |t
x
, 1.
=g | P #
= lim
t—+o0 i
Inz , w1,
z=1
3

—_— > 1.

p—il ¥

+00, 0<p<l.

+o00, p=1

+oo
Finalmente, si p = 0 tenemos la serie Z 1, la cual obviamente es divergente.
n=1
+00
En resumen, la serie Z — converge si p>1, ydivergesi p<1.
n
n=1

Este ejemplo permite dar un criterio de convergencia para las series de la forma
+o0

E - llamadas p-series o series de Dirichlet o serie arménica generalizada .
n
n=1
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+co
1
Teorema 3.22. Seap € R, la p-serie z 5 converge sip>1ydivergesip < 1.

n=1

+co
Ejemplo 236. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z ne™™.

n=1
Solucion

Sea f(z)= ze™*", para todo z > 1.

2 2o
Es claro que f(n) = a, = ne™™ paran € NT. Asimismo, se cumple que f(z) > 0
para todo = > 1 ademés f es una funciéon monétona decreciente, pues,

f'(z) =e*(1-22%) <0, paratodoz > 1.

Luego, la convergencia o divergencia de la serie se reduce a analizar la conver-
+oo

gencia o divergencia de la integral impropia () dz. En efecto,
1

+oo 3 t 5
/ rze ¥ dr= lim e *dx
1

t—+oo fq
1 t
= lim —= [e'mz]
t—4o0 2 =1
1
T 2’

es decir, la integral impropia converge. Por lo tanto, del criterio de la integral, la
serie dada converge.

+oo 1
Ejemplo 237. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z ;—Z .
n=1

Solucidén

e o :
Sea f(x) = poil > 1. Claramente, f es una funcién no negativa para todo x > 1
1

en 5
y f(n)=a, = 2 Asimismo, para todo z > 1 se cumple que

1
z(1+2
_e(1+20) o

x4

fl(x) =
es decir f es una funcién decreciente en [1; 4+o0].
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Por otro lado,

2 t—+oo [, z2
. 1
= lim — ezd|— ) dx
t—+0c0o i o
. 1t
= lim —e=
t—+4oo r=1
=e—1.

es decir, la integral impropia es convergente, luego por el criterio de la integral
se concluye que la serie dada converge.

“+oce
; ; ; ; P ; 4
Ejemplo 238. Analice la convergencia o divergencia de la serie =
S n(nn)}
Solucion
Sea f(x) = ———, para = > 2. Es claro que, f es una funcién positiva para

z(Inz)?2

todo > 2 y mondétona decreciente para x € [2;+oo[, pues

& (nz)3)’
22 I’z

fl(z) =—4 <0.

Luego, segin el criterio de la integral, bastara analizar la integral impropia
+oo

f f(z) dz. En efecto,
2

“4co 4 i 4
/ — % _dr= lim f S S
1 z(lnz)? o1 x(lng)®

—8 |t
= lim :
t=to0 (Ingx) 2 ta=2
8
(In2)z ’

esto es, la integral impropia converge, entonces la serie dada converge.

o0
|
Ejemplo 239. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z aln)

n=1

nt
a) Cuando 0 < r < 1.

b) Cuando r > 1.
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Solucién
Para analizar la convergencia utilizaremos en ambos casos el criterio de la integral.

a) En este caso tenemos
Inn " Inn

n n’

g

o0
. . Inn . . . , .
Analizando la serie E —— . Se deja como ejercicio verificar que f asi defini-
n
n=1
da es una funcién no negativa y decreciente para todo = > 1.

Luego, segun el criterio de la integral, el problema se reduce a evaluar la

: . . +O Ing
integral impropia —en efecto
1

+o0 t
/ ln—a’:dm = lim m—xdx = hm [% In®(In :t:)] = 400,
1

i t—oo 1 I =1
+oo  —
entonces como la integral impropia diverge, la serie Z— diverge, y
n=1

usando el criterio de comparacion la serie dada resulta divergente.

b) Sea f(z) = 12:::1 x > 1, entonces

rlnﬂ:

i e)="—g7—
de esto se deduce que
f'(x) <0 siysolosi 1 —rlnz <0 siy solo si z>er.
Como r > 1, para que esta 1iltima desigualdad se cumpla basta tomar x > 3.

+o0
Luego, evaluando la integral impropia / f(z)dx,
3

+oo t
I= f Bt T |
3

t—+o0 3 T

usando el cambio de variable x = e® entonces dz = e’dz e integrando
por partes tenemos,
Int

z(1—r
i [ze ( ) _ 1 ) ez(l—‘r):‘

1-7r (1-7)2
z=In3

$~rint £ 3Ty 1
1-r  (1-r)2 1—r (1—r)2

Int

3| eR,
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o0
. . . . Inn
esto es, la integral impropia converge, luego la serie g —— converge. Por
n
n=3

o0
Inn
lo tanto, del teorema 3.17 se concluye que la serie —— converge.
n

n=1
Teorema 3.23 (Criterio de comparacién por limite).

Sean (an)n y (bn)n sucesiones de términos positivos. Si L = lim (—) , se
n

cumple:

+00 oo
1. Si 0 < L < 400, entonces la serie Z an, converge si y solo si Z b, converge

n=1 n=1

+o0 +00o
(de manera equivalente Z an, diverge si y solo si Z b, diverge.)
n=1 n=1
oo o0
2. Si L =0y la serie Z b, converge, entonces la serie Z a, converge.
n=1 n=1
+oo +00
3. Si L = +o0 y la serie Z b, diverge, entonces la serie Z a, diverge.

n=1 n=1

Prueba.

+00

- - L4 # a
1. Suponga que la serie S b, sea convergente. De la condicién lim — = L es
n On
n=1
posible encontrar un entero positivo m tal que para todo n > m se cumple

que

Qan

b
anp < (1+L)b,, paratodon >m.

en particular, se cumple < 1+ L, es decir

+co +00
Luego, como la serie Z b, converge, entonces la serie Z(l + L) b, también

n:l n.:l
converge. Por lo tanto, del teorema de comparacion se concluye que la serie
400

E an converge.

n=1
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[S]

. Supongamos que h'rrln

Para el reciproco del teorema parte (1) se usa el mismo argumento anterior.
+oo

En efecto, suponga ahora que la serie Z an converge.
n=1

C @ . , b 1 _
De la condicién lim — = L se obtiene que lim — = —, entonces existe
n b, n—tcca, L

un entero positivo m tal que para todo n > m se cumple que

b 1
——-=<1,
an L
400
es decir b, < (1 + %)an para todo n > m. Luego, como la serie Zan
n=1
+00

es convergente, entonces la serie Z(l + E)aﬂ, converge. El resultado se

n=1
obtiene al aplicar el criterio de comparacién.

. Qp s i g oy i
. Suponga que lim o 0, entonces de la definicién de limite de una sucesién
n

n
se garantiza que existe un entero positivo m tal que para todo n > m se

cumple

0< o &1,
bn
es decir,
ap < b, paratodon>m.
o0
Luego, si la serie Z b, converge, entonces por el criterio de comparacién
n=1

oo
la serie Z a, converge.
n=1
Qn
by
sucesién tenemos que dado M > 0 existe un entero positivo m tal que

= +o00. Luego, por definicién de limite de una

(1}
35 > M, para todo n > m,
n

como b, > 0 tenemos

Mb, < a,, paratodon > m,

+00 +00
luego, si la serie Z b, diverge, entonces la serie Z M b,, también diverge.
n=k n=~k
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+00
Por lo tanto, del criterio de comparacién, se obtiene que la serie Zan
n=k
diverge.
+o0 1

Ejemplo 240. Analice la convergencia de la serie _

s s : ?;3n2—4n+5
Solucién 1
Sea a,, = 2 —anTs y elijamos la sucesién (b,), con b, = 3 luego

2
., Qn ” n 1
L=lim—=llm——=->0.
™ b, n3n2—4n+5 3
400 1
Como la p—serie Z — converge, por el criterio de comparacién por limite, re-
T
n=1
sulta que la serie dada converge.
s
Ejemplo 241. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z = :
ot 6
Solucidén g
Sea a, = ——2———2— y definamos la sucesién (b, ), con b, = —, entonces
n® + 6 0

. 5 2
1‘[,=11’n.'1a—n:ln‘nnz—+ﬂ
n n n T +6

=1>0,

luego, del teorema de comparacién por limite, se concluye que la serie dada di-
+00 +00

; N 1
verge, pues la serie armoénica E by, = E — lo es.
n

n=1 n=1

Ejemplo 242. Analice la convergencia o divergencia de la serie de la serie
+0c0

y Hietl
oan -1 -

n=1

Solucién

. 5 z
Sea la sucesién (by), con b, = (5) , entonces

s Qn ) 5n(n+ 1) 2” S
L-—lgn " —lgn—agiri—"yl—-+00
o0 T
como la serie geométrica Z (5) diverge, entonces del criterio de cociente se
n=1

concluye que la serie dada diverge.
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+00
. 5 g . 2n—-1
Ejemplo 243. Halle la convergencia o divergencia de la serie Z ;
= n2+n
Solucién i
Sea la sucesién (b,), con b, = = entonces
a 2n? —n
L =lim — = lim =250
n b, n n?
+00
y como la serie armoénica Z — diverge, entonces del criterio de comparacién por
n
n=1
limite se concluye que la serie dada diverge.
+00 9
Ejemplo 244. Analice la serie —_—
IR 2 37(n — 1)
Solucién 1
Sea la sucesién (b,), con b, = Pt entonces
a 2
L =1lim— =lim —— =0,
n by nn—1
~+00
y como la serie geométrica Z ey converge, entonces del criterio del cociente
n=2
resulta que la serie dada converge.
+0co

|
Ejemplo 245. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z —_— .
Solucién

Observemos que el término general de la serie es a, =

. Luego, elijamos
n(lnn)

it
n
.z 1
la sucesion (b, ), con b, = —, entonces tenemos que
n

LT
n by " (Inn)n

Por lo tanto, del criterio de comparacién por limite se concluye que la serie dada
diverge, pues la serie armonica diverge.

Ejemplo 246. Analice la convergencia o divergencia de la serie

1 1 1 1
+ t =t ==t
V10 V20 /30 10n

307




Criterios de convergencia para series

Pontificia Universidad Catélica del Perii

Solucién
La serie anterior puede expresarse en la siguiente forma
> e
o V10n

entonces

=
Bl =t

Sea (bp)n la sucesién definida por b, =
1

a
= =—=>0

L=lim—=
n by \/E

+00
5 diverge, del criterio de comparacion por limite, se tiene

y como la serie Z

que la serie dada dlverge
Ejemplo 247. Analice la convergencia o divergencia de la serie
1L ¥ V3 VA
HEW- AW A

Solucién
La serie anterior puede expresarse en la forma siguiente

Z (n+ 1)\/_

: . Eligiendo la sucesién (byp)n, donde

Es claro que a, = (n+DVn  (n+1)ns

entonces

by = )

=
P R

L=t 20—
n Op

Por lo tanto, del criterio de comparacién por limite se obtiene que la serie

n=1

dada converge.
+oo
Ejemplo 248. Para qué valores de « € R la serie Z(\/ n® + 1 —v/n<) converge.

Solucion
1

Observe que
ap, =vVne+1—vne= i
" n® + 14+ v/n®
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; 1
Sea (bn)n la sucesién definida por b, = —, entonces
nz2
, 1
L=lm™ =,
n by 2
cualquiera sea el valor de a € R. Luego, del criterio de comparacion por limite,
+o0
se tiene que la naturaleza (convergencia o divergencia) de la serie Z an depende
n=1
+co +oo 1
de la naturaleza de la serie +- En efecto, como Z — €s una p serie, ella
n? nz
n=1 n=1

a a
converge si — > 1 y diverge si 3 < 1 (ver teorema 3.22). Por lo tanto, la serie
dada converge si a > 2 y diverge si a < 2.

Teorema 3.24 (Criterio del cociente o de D’Alembert).
On+1

Qan

Suponga que a, > 0 para todon € Z1 y que L = lim , entonces
n

+co
a) Si L < 1, entonces la serie Z an converge.
n=1
“+oco
b) SiL>1, entonces la serie Z an diverge.

n=1

Prueba.

P - a 1 - .
a) Por condicién tenemos que lim PEL — L, es decir, dado € > 0 existe un

n—+oco an

ﬂn-}-l_L
(1

entero positivo m tal que para todo n > m se cumple que <&,

en particular si elegimos L + & < 1 obtenemos que
ant+1 < (L+€)a,, paratodon >m,
de esta manera

ami1 <(L + €)am
am+2 <(L +€)ams1 < (L + 8)2 Qm
am+3 <(L+€)amye < (L + 5)3 O

. G LS B
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es decir, para todo n > m se cumple que

an < (L+€&)" ™ap. (3.2)
+oco

Sea (sp)n la sucesion de sumas parciales de la serie Zam la cual es una
n=1

sucesién creciente (por ser una serie de términos positivos), entonces para
que ella sea convergente bastara probar que (s,), €s una sucesién acotada.
En efecto, para todo n > m tenemos

sn—Zak—Za;.-f- Z [

k=m+1
n < Z ap + Z (L+¢)*™an, (por la relacién 3.2)
k=m+1
m a
m k
= aj L+e
w3 (4o
k=1 k=m+1
m a +co
- =T k_ ’ ; .
Sp < Za;\ 4 T+e7 Z (L+¢)* =N, paratodon>m,
k=1 k=m-+1
+co
Observe que Z (L + &)™ es una serie geométrica convergente, pues la
n=m++1
razénesr=L+e < 1.
Si elegimos N = méx{si, 82, -+ , $m, N1} se obtiene que que

sp < N, paratodon > 1,

es decir, (s,), €s una sucesién acotada, por lo tanto del criterio de acotacién
resulta que la serie dada converge.

o , Qn
Por condicién tenemos que lim — = L > 1, luego dado un € > 0 de la
n n

definicién de limite existe un entero positivo m tal que para todo n > m se

cumple que

An+1

— 1L
Qn

<8

en particular, si elegimos L — & > 1 obtenemos que
an+1 > (L —€)a,, paratodom > n,
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de esta manera

Am+2 >(L + 5)am+l > (L + 5)2 am
am+3 >(L + &)amiz > (L +£)° am,

es decir, para todo n > m se tiene

>(L+&)" ™ ap.

+00
Sea (s, )n la sucesién de sumas parciales de la serie g a,. Para que la serie

n=1
sea divergente bastara probar que (s,), sea una sucesion no acotada. En

efecto, para todo n > m tenemos

n—zﬂk—“zak'i' Z ajp

k=m+1
>Zak+ Z (L) My
k=m+1
k
sn>Za;_+ - Z (L+e¢)
(L+ ) k=m+1
+o0o
como Z (L + €)™ es una serie geométrica divergente cuya razén es
n=m-+1

= L + ¢ > 1, entonces la sucesién de su sumas parciales no es acota-
da. Por lo tanto, teniendo en cuenta esto y la iltima desigualdad obtenida,

concluimos que la sucesién (s,), no es acotada y por lo tanto, la serie
+00

correspondiente Z a, diverge.

n=1

Una versién mas general del resultado anterior viene dado por el siguiente
teorema.
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Teorema 3.25.

Suponga que existe un m € Z* tal que para todo entero n > m se cumple

que an >0 y sea L = lim entl , entonces
n a‘ﬂ
+o0
a) Si L < 1, entonces la serie Z a, converge.
n=1
+0o0
b) SiL>1o0L =00, entonces la serie Z an diverge.
n=1
+co n+ 1
Ejemplo 249. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z g
non
n=1
Solucion +1
n
Observe que a,, = —— , entonces
n2n
2 n 2
,  Qpil , n* 4+ 2n 2 1., n“+ 2n 1
L = lim = lim : =—-lim————7—2—==-<1.
n o an nni42n4+1 20t 2 n242n4+1 2

Luego, por el criterio del cociente la serie dada converge.

+00 n

[

s . . . . . . a” - n!

Ejemplo 250. Sia > 0, analice la convergencia o divergencia de la serie Z ik
n
. n=1
funcién de los valores de a.
Solucién
n n!

a™n!
Sea a, = ——, entonces
nﬂ

., a"tl.(n4+1)-n" H O\™ &
L“_]rran(n-l-l)nﬂ-a“-n!_hflzna( T e

Luego, si 0 < a < e tenemos que L < 1, entonces del criterio del cociente se tiene
que la serie dada converge. Asimismo. si a > e entonces L > 1, del mismo criterio
del cociente se concluye que la serie dada es divergente. Pero, si a = e entonces

L =1, en este caso el criterio no dice nada, sin embargo podemos hacer uso del
+oo ,

" sz . , e’ n!
criterio de comparacién para analizar la serie E =
n
n=1

, para lo cual usaremos la
siguiente relacién:

1\"
(1 -} __) < e, paratodon > 1.
n
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Usando la desigualdad anterior obtenemos que

mn
Gn+1=e( - ) = el -
an n+1 (l—l-;)n

es decir, ap41 > a, para todo n > 1. Esto significa que (a)n es una sucesién de
términos positivos creciente, luego lim a,, # 0. Por lo tanto, la serie dada diverge
b

(segun el criterio del término general de series).

it B Bn=1)
Ejemplo 251. Analice la convergencia o divergencia de Z S 58 mod)

n=1

Solucién
2-3-5---(2n—1)

2-5-8---(3n—1)
ny1  1-3:5-(2n-1)(2n+1) 1:2:3-5---(2n—1)
&, 2:5:8-+(3n—1)3n+2) 2-5:8---(3n—1) °

Sea ap, = , entonces

Qn n—r+003 +2 3 ’

Luego, por el criterio del cociente la serie dada converge.
T
Ejemplo 252. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z — en funcién

n=1

de los valores de p.
Solucién

pn
Sea a, = = entonces

41
Anyl I p

oy B ol Y
= lim = lfm ———— - — = plim =p.
n an n (n+1)Pp p» P (n-i—l) 4

Luego, por el criterio del cociente se concluye que si p < 1, la serie dada converge
400 "

y, por el mismo criterio, si p > 1 la serie z — diverge. Finalmente si p = 1, la

n—l
serie resultante es una serie armoénica y por lo tanto diverge.

12 ]
Ejemplo 253. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z ((;n))'ﬁ
Solucién

Observe que
: (n)2 + n! ” 2(n!)?
(2n)! +nt = (2n)!’

(3.3)
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X 2(n!)2
2n)!’

entonces el problema se reduce a evaluar la serie Z para lo cual usaremos

el criterio del cociente. Sea a, = 2(n!)%(2n)!, entonces

2
T O sk L

T e

N2
Luego, la serie Z ((2 ;I converge. Por lo tanto, teniendo en cuenta esto, la
S

expresmn 3. 3, y usando el criterio de comparacion, se concluye que la serie

Z ot converge.

Teorema 3.26 (Criterio de la raiz o de Cauchy).

Suponga que a, > 0, para todon € Nt y sea L = lim {/a,, entonces se
n

verifica:
+o00
a) Si L < 1, entonces la serie Z an converge.
n=1
+o0
b) Si L > 1, entonces la serie Z a, diverge.
n=1
Prueba.

a) Suponga que ll,in(a’“)% = L < 1, entonces dado € > 0, de la definicién de
limite de una sucesion, se garantiza la existencia de un entero positivo m
tal que para todo n > m se cumple

1
lai — L| < €, equivalentemente L — € < a, < L + €.

1
En particular, si elegimos L 4+ € < 1 tenemos que ap < €+ L, o equivalen-

temente,
<(e+L)*, paratodon>m
+0o0
y como Z(e + L)" es una serie geométrica convergente (pues su razén es
n=1

e+L < 1), del criterio de comparacién se concluye que la serie dada diverge.
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b) Sea ll'm(an)% = L > 1, dado un € > 0 existe un entero positivo m tal que
n
para todo n > m se cumple que
i
lan — L] < &,
en particular, si elegimos L — € > 1 resulta que

an>L—¢e>1, paratodon >m,

“+00
entonces lim a, # 0. Por lo tanto, la serie Z an diverge.
T

n=1

Una versién més general del teorema anterior es dada por el siguiente resul-
tado.

Teorema 3.27.

Suponga que existe un m € Z* tal que para todo entero m, con n > m se
cumple que a,, > 0, y sea L = lim {/a,, entonces se verifica:
T

+00
a) Si L < 1, entonces la serie Z a, converge.
n=1
+oco
b) Si L > 1 o L = +00, entonces la serie Z an diverge.
n=1
+00 g
Ejemplo 254. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z _—.
~—~ (Inn)"
Solucién
Aplicando el criterio de la raiz,
1 1
L =1lim 7} =lim—=0<1,
n \[(Inn)®» » Inn
por lo tanto, la serie dada converge.
+co
Ejemplo 255. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z -
n=1

Solucién
Aplicando el criterio de la raiz resulta que la serie converge, pues

1
L =1lm \",‘izl’m—=0<1.
n nn non
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+oo n+1 n? 1
Ejemplo 256. Analice la convergencia de la serie Z ( ) —.

e n 3=
Solucién

Aplicando el criterio de la raiz resulta que la serie converge, pues

T T | 1 e
L=llrlan n_"‘_hrlnng (H—l)—§<1.

n

2

1 n
+o0 (1 +—)
i 7

Ejemplo 257. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z

211.
n=1
Solucién
Ly~
145)
B n
Sea a, = T entonces
L =lim {a, =1 L 1-{—i ﬂ—-—\~/§-<1
~a VTS o;m) ~ 2 S0
luego, del criterio de la raiz resulta que la serie converge.
400 on + 1
Ejemplo 258. Analice la convergencia o divergencia de la serie ; P rl
Solucién _
Sea a, = 1 entonces
alZ4+1
Von= g1 =
Luego,
, 2
L=Ilim ¥Ya,==-<1
n 3
Por lo tanto, la serie converge.
+00 a _ﬂg
Ejemplo 259. Halle los valores de a para los cuales la serie 23" (1 - %)
n=3

converge.
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Solucién B
Observe primero que 1 — 5 > 0 para todo n > 3 implica que a < 6.

Por otro lado, aplicando el criterio de la raiz,

f a—_ als _B\"*_ o -8
L=11£1V/E—311713n(1 2n) =3Je"z.

; - i
se obtiene que la serie dada converge si — < 1, es decir si a > 21n 3.

ez
Luego, la serie dada converge si 2In3 < a < 6.
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Ejercicios: Seccion 3.3

1. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series

+o0 1 +oo n+1 5
P PO - F k3 —-T
a) Zn2+ﬂ+l i) Z( 1) /ﬂ e ¥ dr
n=1 n=1
+oco +o00
n 1
b T : NI N
) 1r;nz+senn ) ;nQ In(1+ )
0 +§ nt+1 k) Jio n® — 8n
nS+Inn+3 e nt+2n+1
+00
n "4+ nd
NP D D T
n=2 n=1
+oo n +oo n
e n
e)ZeQ’HLl m);(n+l)“
2 400 1
)Z(1+n3) n) T;]11(1+E)
+00 @ n +00 9 n?
6" (1—
g)n;(a;nﬂ) 0); ( n+1)
Y 53
ol ].!'l(l'l'n) n=1n+lnn

2. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series

18 1<8+5 {8~ 0)
a)1+T+T+---+ ol I
b)+z°°4-7-10 (3n+1)

243610 (4n - 2)
) pad b L Lo
© 9Ty 3T 327333

+oc p
3. Si a > 0, analice la convergencia o divergencia de la serie E — en funcién
n

n=1
de o.
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o0 n
1
4. Analice la convergencia de la serie Z o Ti) para valores de o # —
n e
n=1
+oo
5. Analice la convergencia de la siguiente serie Z In(1- —} En caso que lo
n=2

sea, halle su suma.

6. Usando el criterio de la integral analice la convergencia o divergencia de la
+oo earctan(2n)

A ORI

7. Halle el mayor valor entero que toma el valor de p para que la serie

Z(n—Fl) n+2)(n+3

sea convergente. Encuentre la suma de la serie para dicho valor de p.

400
1
8. Analice la convergencia o divergencia de la serie Z 3n _on
n=1
9. Analice | encia o di lade lasie 2 o AT
nalice la convergencia o divergencia de la serie ,; T+ Inn+5n

10. Analice la convergencia o divergencia de las siguientes series

+00 +00 1
D Yon Do
n=1 n=1
4o 2 +0¢ n n
sen“n "+ 6
b) Z n2 e) Z on = n
n=1 n=1
+oo B +00 1
f ey
) Z n?+Inn
n=l1 n=1

+00 n
: Inn
11. Encuentre todos los valores para lo cuales la serie Z (a —) converge.
n

n=1
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3.4. Criterios de convergencia en el caso general

En esta seccién no se impone ninguna condicién respecto de los términos de
la sucesién a, que generan la serie.

Teorema 3.28 ( Criterio de comparacién).
Suponga que existe un entero positivo m tal que

bn < ap, <c¢,, paratodon>m.

+0co +oco +o0
Si las series E by v E cn, convergen, entonces la serie E an también converge.

n=1 n=1 n=1
Prueba.

De la condicién del problema tenemos que,

0<a,—b, <cp—0by, paratodon>m.

+oo +oo co
Como las series E by v E ¢, convergen, entonces la serie E (en — bp) también
n=1 n=1 n=1

converge.
Luego, por el teorema de comparacion para series de términos no negativos, la

+oo
serie E (an — by) converge. Finalmente, de la relacién
n=1

+0o0o +0o0
Zan = Z[(an —bp) + bn]s
n=1 n=1
+oco
se concluye que la serie Z a, converge.
n=1

Una serie alternante es una serie de la forma

+00

Z(_l)n by,

n=1

donde b, > 0, para todon > 1.
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Teorema 3.29 (Criterio de Leibniz o criterio de las series alternantes).

Sea (bn)n>1 una sucesion verificando la siguientes condiciones
a) bp >0, paratodo n2>1,

b) bpt1 < b, paratodon >1,

c) limb, =0,
ki
+00
entonces la serie alternante Z( —1)" b, converge.
n=1

v

Ej lo 260. Analice la conve ia de 1 i
jemplo nali nvergencia de la serie ; e

Solucién
Vn
n+1
Es claro que b, > 0 para todo n > 1. Veamos ahora que (by,), sea una sucesién
decreciente, para lo cual definimos la funcién

_ Wz
T+l

Se trata de una serie alternante, donde b, =

f(z)

para todo z > 1,

entonces 1
j —x
)= — = <0, paratodoz >1
@ = s e P
es decir, f es una funcién decreciente en [1,00[. Luego, (b,), es una sucesién
decreciente.

1
Finalmente, como limb, = lim = lim = 0, del criterio de las
n n n+1 n N
vn
series alternantes se concluye que la serie dada converge.
+oo
1+ 21
Ejemplo 261. Analice la convergencia de la serie alternante Z(—l)” Ll :
e 3vn
Solucic’m1 o}
Sea b, = _uﬁ’ se cumple que b, > 0 para todo n > 1.
3vn
1421
Por otro lado, sea f(x) = %, z > 1, entonces
3-21
ff($)=—3\/-§g<031x>e%.
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. . ' . 3
Luego, la sucesién es monétona decreciente si n > e2.
Finalmente, usando la regla de L’Hospital se tiene que

™ ln(a:) 2

T—00 \/_ \/E
2lnn 1

limb, = Ii —+—=] =0.

171;nb 111?1(3\/?_,”-!-3\/?_1) 0

Por lo tanto, del criterio de las series alternantes, la serie converge.

entonces

Convergencia absoluta y condicional

+00 +o0
Dada la serie numérica Z an. Diremos que Z a, es absolutamente con-
n=1 n=1
+o0o
vergente si la serie Z |an| converge.
n=1
+o0
Diremos que Zan es condicionalmente convergente si
n=1
+o0
i) la serie Z an converge y
n=1

ii) la serie Z lan| diverge.

n=1

El siguiente resultado da condiciones suficientes para garantizar cuando una
serie de términos arbitrarios es convergente.

Teorema 3.30.

400 +oo
Si la serie E an es absolutamente convergente, entonces z a, converge.
n=1 n=1
Prueba.
Se sabe que,
_|an| Lap < |an|,
luego,

0<an+ lanl < 2|an|

322



Pontificia Universidad Catélica del Peru Criterios de convergencia: caso general

+0co +o0
y como la serie E lan| converge, pues la serie Zan es absolutamente con-

n=1 n=1
“+00

vergente, del criterio de comparacién, se concluye que la serie E (an + |an])

n=1

+o0
converge. Finalmente, escribiendo an, = (an + |an|) — |an| resulta que Z an con-

n=1
verge.

Es importante mencionar que el reciproco del teorema 3.30 no se cumple,

+o0
esto es, si la serie Zan converge no podemos asegurar nada de la naturaleza
n=1
~+oco +eco (_1)n
de la serie Z |an|, por ejemplo, anteriormente se ha visto que la serie Z
n=1 n=1
converge, sin embargo la serie Z = Z — diverge.
n=1 R n=1 %
+oo
. : : . sen(n)
Ejemplo 262. Analice la convergencia de la serie Z —
n

. n=1
Solucion

sen(n)

Note que los términos de la sucesién a, = 3 que genera la serie tiene térmi-
n

+oo
- . i _ sen(n)
nos positivos y negativos, entonces procedemos analizar la serie E :

nd
o n=1

Asimismo, para todo n > 1 se cumple

sen(n)
no

+o0
y como la p—serie Z —; converge, del criterio de comparacién para series de
n
n=1

sen(n)

+co
términos no negativos, obtenemos que la serie E 5
n

n=1

converge, es decir, la

+o0
sen(n
serie Z ~?(3-—)— es absolutamente convergente y, por lo tanto, del teorema 3.30,
n=1

la serie converge.

= 6n + 5
Ejemplo 263. Halle la suma de la serie Ir;}(*1)ﬂ I |
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Solucién
El factor que acompana a la expresién (—1)" puede descomponerse en la forma

siguiente
6n + 5 1 1

2+ 1n+d Sntd  Gn+l

entonces el término n-ésimo de la sucesién de sumas parciales (s ), toma la forma
siguiente

n
T o1 1 (—1)
= 1\ e
3“’ jzz:ﬂ( 2 [3j+4+3j+1] R L
+00

" : 6n + 5
luego, 1111111 sp = 1, es decir, Z_;}(—d)“

onZ+15n+4

+oo (_lJn+l
Ejemplo 264. Analice la convergencia de la serie ng} m .

Solucion
( L 1)n+l

W , entonces
n

Sea ap, =

o il (0 0
5n+1 (ﬂ. + 2)2 {_1)n+1

1
==-<1
<™

An+41
Qn

L =1lim

mn

= Ilim

n——+00

+co

-1 n+1
luego, del criterio del cociente se concluye que la serie Z (=1)
n=1

m converge.

+oo (__l)n+l
Por lo tanto, la serie Z
n=1

———~—— es absolutamente convergente or comn-
5 (n + 1)2 REELE

siguiente converge.

sen(2n +1)%

+co
Ejemplo 265. Pruebe que la serie Z es absolutamente conver-
n=1

n2+n+1
gente.
Solucién
Observe que para todo n > 1 se cumple
sen(2n + 1)% (-1)™ 1 1
— = £
nZ+n+1 n24+n+1| n24+n+1 " n?

; 1 5
y como la serie E —; converge, la serie es absolutamente convergente.
n

n=1
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Ejemplo 266. Pruebe que la serie Z l(_ i es condicionalmente convergente.
Solucién
(—1)*
R 1
Sea an, L , analicemos asene; |an|. Como Z —1 + 1 Z lnn =
y para todo n > 1 se cumple que
et d
Inn+1 " n
“+o0
y como la serie arménica diverge, del criterio de comparacién, la serie Z lan]
n=1
diverge.
Ahora analicemos la serie Z (_ )n . Sea b, = ——— es claro que la sucesién
In " Inn+1

(bn)n: tiene todos sus termmos p051t1vos, decrece y ademas cumple que lim b, = 0,
k)
entonces, del criterio de las series alternantes, la serie converge.

400
Por lo tanto, la serie Z “’bn es condicionalmente convergente.
n==l
(=Y

Ejemplo 267. Analice si la serie ; m

converge condicionalmente o

absolutamente.
Solucién
(=1)" —
Sea a, = ——=——. Analizando la serie a,|. Para ello usamos el criterio
' (2 \/ﬁ _ 3)2 f; | '-'?-I
de comparacién por limite
|an| 1 n 1 1
L =1lim = lim = lim s
mbn on (2/n-32 1 n (2-3;) 4
+00 +00
Y como la serie Z b, es la serie arménica, entonces la serie Z |an| diverge.
400
Por otro lado, al analizar l1a serie Z an usando el criterio de las series alternantes
n=1

se obtiene que dicha serie es convergente. Por lo tanto, se concluye que la serie
dada es condicionalmente convergente.

0 1yn
Ejemplo 268. Demuestre que la serie Z (1) Inflan)

1++vVInn

converge condicional-

n=2
mente.
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Solucién
Primero demostraremos que la serie +§ |(=1)" by|, donde b, = Jaliun) es di
q < nls "= 3o n
vergente. En efecto,
In(Inn) 1 1 1
=) b = > > s
|(=1)" nl 1+vVInn ~ 14+Vinn ~ 2vVInn ~ 9n3
+00
y como la p—serie z oo diverge, entonces del criterio de comparacion se ob-
=7 n2
+00
tiene que la serie Z [(—=1)" b, | diverge.
n=2
+c0
Ahora demostraremos que la serie Z(—l)ﬂ b, converge. En efecto, es claro que
n=2

la, sucesién (by,), tiene las siguientes propiedades

i) b, > 0 para todo n > 2.

ii) (bn)n es una sucesién monétona decreciente, pues si f(z) = L]

Jn 7 p 1+ m}

entonces

2(L+7%;)—hﬂn@

. e"
2e(ma) im0 S T

f(z) =

iii) 1fmby = 0.
n

Luego, del criterio de las series alternantes se concluye que la serie es convergente.
Fusionando los resultados obtenidos queda demostrado que la serie dada es condi-
cionalmente convergente.

Teorema 3.31.

En una serie absolutamente convergente la suma no depende del orden de sus
términos.

Esta propiedad no es propia de las series condicionalmente convergentes.

+00 Foo
Diremos que una serie E b,, es un reordenamiento de la serie E an, Si existe

n=1 n=1
una funcién ® : N — N biyectiva tal que b, = ag(n)-
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Corolario 3.32.

+0oo
Si la serie Z an es absolutamente convergente, entonces cualquier serie que

n=1
se obtiene por una reordenacién de sus términos es absolutametne convergente y

tiene la misma suma.

Este resultado ya no es vélido para series que son condicionalmente con-
400

vergente, se demuestra que si E an es condicionalmente convergente, entonces

n=1
+co

existen funciones biyectivas ® : N — N tales que la serie Z agp(n) diverge.
n=1
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Ejercicios: Seccion 3.4

1. Analice la convergencia absoluta o condicional de cada una de las siguientes
series.

2) z( l)“"‘(lnn)2 Z( il 3+cosn)

& n(nn)
( 1)*(1+4")
b) Z = ( l)n 1
™2 —1 Z‘nﬁ-}-n-}—l
i
Z D "i“’( )y 2+Inn
+00 1 n=1 ﬁ
d) Z( 1)" nsen (;)
n=1 +o0
- B . senn
p ise;ﬁg)‘ sl D L,
n=1
XX cos(nm) = gyl 1
f); n+ 2 k);( 1)+2+\/ﬁ

~+00 ( l)n
2. Demuestre que la serie Z

converge condicionalmente.
{ (n7 +1)(n3 +1)

1 g
3. Analice si Z i ) es condicional o absolutamente convergente.

1V n? +

4. Halle la convergencia absoluta o condicional de la serie

Z(* )n(\/ F1-vn—1).

5. Analice la convergencia absoluta o condicional de las siguientes series.

n+1 +oo
a) Z mn Q) D (~)"(Vn+T- V)
too n n—2
H 3 5 ) Sty

n=1
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6. Analice si las siguientes series son absolutamente o condicionalmente con-
vergentes.

o T senx ~ 1
a) Z(—l)“/o m dz c) Z_:sen(mr+ ;)

+co
b 3o (-1 242 Z e
n=1
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3.5. Series de Potencias

Sea I C R un intervalo, una sucesién de funciones f, : I — R es una
correspondencia que asigna a cada nimero natural n € N una funcién f,. Es
decir una sucesién de funciones es una funcién de la forma

¢: N — F(I;R)

n — fn

donde F(I;R) = {g: I — R}.

Si (fn)n es una sucesién de funciones con dominio comin I entonces para
cada z € I, (fn(z))n es una sucesién numeérica.

Diremos que una sucesién de funciones (f)n, donde f, : I — R, converge
puntualmente a una funcién f : I — R si para cada = € I, la sucesioén
numérica (f,(z))n converge a f(x), esto significa que para cada € > 0, es posible
encontrar un nimero natural ng que depende de z y de €, es decir ng = ng(z;¢),
tal que para cada n > ng se cumple

|fn(2) — f(z)| < e
y escribiremos
ll’gn fulz) = flx) o simplemente ]1’11‘11 =1

En este caso, diremos que la sucesién (fn)n es convergente, en caso contrario,
es decir si tal limite no existe, diremos que es divergente.

Sea (fn)n>1 una sucesién de funciones, A partir de ella podemos formar una
nueva sucesién (S,)n>1 llamada serie de funciones, que no es més que la suce-
sién de sumas parciales definida de la siguiente manera

[ & = H
Sy = S1+/f2 = fit/
S3 = S+ fs = (it o)+ fs
S
Sn = Spa1tfa = (At+fot+fa1)+fa
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+oo
y escribiremos E fn para hacer referencia a una serie de funciones. Al término

n=1
fn se le llama término general de la serie.

Si la sucesién (Sp(z))n>1, donde Sy(z) = fi(z)+-- -+ fa(x), converge a f(z),
diremos que la serie converge y que su suma es la funcién f(z). Si (Sp(z))n>1
diverge, diremos que la serie diverge.

+oo
En esta seccion restringiremos nuestro estudio a series de la forma E cnx™.

n=0

Se llama series de potencias centrada en cero a la serie generada por la
sucesién (¢, £)n>0 y se denota por

+00
> cna”
n=0

donde las constantes ¢, son llamadas coeficientes de la serie, es decir, una serie
de potencias es una serie generada por la sucesién de funciones (¢, ")n>0, donde
la sucesi6n de sumas parciales (Sp(z)),,>( €s definida por

So(z) = co
Si(z) = co+az

n
Su(@) = cotaztart ot =) gzt
k=0

Observe que para cada n, la n-ésima suma parcial de una serie de potencias es
un polinomio de grado n.

Dada la serie de potencias

+o0
I

n=0

en esta seccién responderemos las siguientes preguntas:

a) jPara qué valores de = € R la serie converge?

b) ;Cuando la serie converge y a qué funcién converge?
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Una respuesta parcial al primer problema planteado es dada por el siguiente
teorema.
+oa
Teorema 3.33 (Teorema de Abel). Dada una serie de potencias Z iz,

n=0

a) Si la serie de potencias converge para algin valor de x = a, entonces ella
converge absolutamente para todo valor de z con |z| < |a.

b) Si la serie de potencias diverge para algin valor de b, entonces la serie
diverge para cada x con |z| > |b|.

El teorema de Abel nos dice que si a es un punto de convergencia de la serie de
potencias entonces ella converge absolutamente en todos los puntos del intervalo
abierto ] —|al; |a| [. Mientras que si b es un punto de divergencia, entonces la serie
diverge en todos los puntos fuera del intervalo cerrado [—|b|; [b] ].

Es natural preguntarnos si siempre es posible hallar un nimero real R > 0
+o0

donde la serie de potencias Z cn " converge absolutamente en |- R; R [ y diverge

n=0
fuera del intervalo cerrado [—R;, R]. Las respuestas a estas preguntas la da el

siguiente teorema.

+00
Teorema 3.34. Para cada serie de potencias chm" sucede una de las tres

n=0
posibilidades siguientes

a) La serie converge absolutamente cuando x = 0. En tal caso, convenimos
que su radio de convergencia es R = 0.

b) La serie converge absolutamente para cada x € R. En tal caso, convenimos
que su radio de convergencia es R = 400

c) Existe un nimero real positivo R tal que la serie converge absolutamente
en todos los puntos del intervalo abierto | — R; R[ y diverge en todos los
puntos exteriores del intervalo cerrado [—R; R]. En los puntos extremos —R
v R la serie puede ser convergente o divergente.

En los siguientes ejemplos veremos que el criterio del cociente es usado para
determinar el radio de convergencia de una serie de potencias.

400
Ejemplo 269. Determine el conjunto de puntos donde la serie Z n!z™ converge.

n=0

332



Pontificia Universidad Catdlica del Peri Series de Potencias

Solucién
Sea a, = n!z", entonces

(n+1)!z"*1

nlan

‘ =lim(n + 1)|z| = 400, si z#0.

n n

Luego, del criterio del cociente se deduce que la serie diverge para cada x #£ 0 y
converge solo para x = 0. Por lo tanto, el conjunto donde la serie de potencias
converge es Ir = {0}. En este caso, el radio de convergencia es R = 0.

+o0 o
" . T

Ejemplo 270. Encuentre el conjunto de puntos z € R donde la serie E =y
=0 n.

converge.

Solucién

Sea a, = '—I, entonces

n!
a g+l n! T
L=t i | 2 P g B g,
n s P n (n-]-l)! n n n+1

Luego, por el criterio del cociente, la serie converge para cualquier valor de z,
esto significa que el conjunto donde la serie converge es R. En este caso, su radio
de convergencia es R = +00.

Ejemplo 271. Halle el conjunto de puntos z € R donde la serie de potencias
+0co

Al
E —a & converge.

n=0
Solucion

n!
Sea a, = — z", entonces
nﬂ

(n+1)! 2™l p»
(n+ 1)n+1 nplgn

Qp41
Qn

= lim

n

i () ey =
_lgn(n_l_l) lz] = =

Luego, por el criterio del cociente, tenemos que la serie de potencias converge

n

. |Z ;
absolutamente si — < 1, esto es converge absolutamente en el intervalo | — e; e

||

y diverge si I > 1, es decir, diverge fuera del intervalo cerrado [—e,e].

_ K, n!
Cuando z = e se tiene la serie numérica E —-,€", luego si a, = — €™, entonces
n n

n=0

; . .,
a:+1=(ljn) o o el s,
“ (1+3)
n
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n
pues (1 + —) < e, es decir, (an)n s una sucesién de términos positivos cre-
n

+00
. . ' n! '
ciente. Por lo tanto, lima, # 0, entonces la serie E —ne“ diverge. Un razo-
n n

n=0
namiento similar se procede para el caso cuando z = —e, obteniéndose que la se-

rie correspondiente es divergente. Luego, el conjunto pedido es el intervalo |—e;e.

El radio R del intervalo descrito en el teorema anterior es llamado radio de
convergencia y al conjunto de puntos donde la serie de potencias converge se le
denomina intervalo de convergencia de la serie de potencias.

El teorema 3.34 garantiza que el radio de convergencia de una serie de poten-
cias siempre existe.
En los ejemplos anteriores se ha visto que el criterio del cociente permite hallar
el radio de convergencia de una serie de potencias. El siguiente resultado propor-
ciona otra forma de encontrar el radio de convergencia de una serie de potencias
usando sus coeficientes.

“+00
Teorema 3.35. Dada la serie de potencias Z cp ", siendo ¢, # 0, para cada

n € N, entonces su radio de convergencia R puede ser calculado por cualquiera

de las expresiones siguientes:

# c‘."'-'. - 1
R =lim R = :
" | Cntl lim [ep|=
mn
siempre que estos limites existan.
Observacion 38.
400
Si reemplazamos = por x — zp en la serie de potencias Z c, " obtenemos una
n=0

serie de potencias en x — xg, esto es,

+
8

en (z — o)™

=
I
(=)

Esta nueva serie de potencias tiene el mismo radio de convergencia que la serie
+o00 :

E cn ™, y su intervalo de convergencia se obtiene al trasladar el intervalo de
n.:(]
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+00 400
convergencia de la serie ch z™ a xo. Por ejemplo, si chn:“ tiene interva-
n=0 n=0
+oo
lo de convergencia | — R; R, entonces Z ¢n (z — xo)" tiene como intervalo de
n=0

convergencia el intervalo Jzo — R;zo + R|.

=2 185 2n—1)
Ejemplo 272, Halle el intervalo de convergencia de la serie Z T 4.7 (3n-2) T

mn

Solucién !
5--+(2n—1)

1+8
14 Brn—2)"

Primero hallamos su radio de convergencia, para esto sea ¢, =

—11'1 n+1
- on+1)

luego, del teorema 3.34 se concluye que la serie dada converge absolutamente en

entonces del teorema 3.35 tenemos

R =lim

n

o
2

7

Cn+1

el intervalo abierto ] —g; ; [ y diverge fuera del intervalo cerrado 1:—%; g] ;
+00
3 , i
Cuando z = 3 tenemos la serie numérica Z an, donde

n=1

w=trrema (3) -0 & @) &)

como cada término es mayor que 1, entonces lim a, # 0, luego la serie diverge.
ki

En forma similar, se demuestra que la serie numérica obtenida cuando z = =

diverge.
-3 3
Por lo tanto, el intervalo de convergencia es ] 55 {
Ejemplo 273. Encuentre el intervalo de convergencia de la serie @ n) (z+
n=1 :
i
Solucién
Es cl Dl
s claro que ¢, = @)V entonces
N2 (2n+2)! 2n+2)(2n +1
Rl |- | g (AU (IRE DL (B ) Las ) _4,
ol @ (n+D'P| - " (n+D
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luego, la serie de potencias converge absolutamente en el intervalo | — 5;3[ y
diverge fuera del intervalo [—5; 3].
Por otro lado, observe que

(m)? 11 2 2 n_ n_ (1 1\"_(L\"
2n)! 1234 "2n-12n"\22)  \4

Por lo tanto, cuando |z + 1| = 4 se tiene

W iy (1) oo

(2n)!
Luego, en z = —5 y £ = 3 el término general de las series numéricas correspon-
dientes no tienden a cero, esto implica que dichas series divergen. En conclusion,
el intervalo de convergencia de la serie de potencias es | — 5;3 .

(z+1)"

Bz +4)"
V3n+4

+00
Ejemplo 274. Halle el radio e intervalo de convergencia de la serie Z
n=0

Solucién
Primero expresaremos la serie de potencias en su forma estandar, esto es

00 +co

3 4)" 5 4
E:(x‘f‘ ) =§:_($+§)n,
n=0 n=0

— V3n+4 Vvin+4
donde ¢, = ﬁ, entonces
) Cn , 3" V3n+T7 1
R =lim = lfm —=z.
n |Cnyl n 3n+4 It 3

De acuerdo con el teorema 3.34 la serie dada converge absolutamente en el
5 5
intervalo ]-—g, —1[ y diverge fuera del intervalo cerrado —3 —1|. Faltando

evaluar la convergencia de la serie en los extremos de dicho intervalo, es decir, en
——% y en —1.
Cuando z = ~§— la serie de potencias dada se reduce a la serie numérica

>
—V3n+4
la cual, de acuerdo con el criterio de las series alternantes, converge, pues

1 . : . " .
———— es una sucesién de términos términos positivos, decreciente y
V3n+4)/ .50
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1
lim ———— = 0. Asimismo, cuando x = —1, la serie dada se reduce a la serie
n /3n+4 ' ;

numérica

Z\/:m—

la que, de acuerdo al criterio de comparaciéon por limite, resulta ser divergente,

1
pues al elegir b, = — se tiene que
2

3

+co

de esta manera, la serie E diverge.

1
\/ 3n

5
Luego, el intervalo de convergencia de la serie de potencias es [—5; —1[ i

oo
—9\n
Ejemplo 275. Encuentre el intervalo de convergencia de la serie Z %ﬂ—)

n=1
Solucion

(3x - 2)** =1, 2.
Z =
n=1
1
luego, ¢, = = entonces

Cn+1

., o n+1
= lim
n n

R =1lim

n

= I

-1 5
entonces la serie dada es absolutamente convergente en el intervalo ]?, §[ y
| -1
diverge fuera del intervalo [—3—, g], faltando analizar la serie cuando = = 33

r=_—.

3
= | +oo , 1\n
Cuando z = 3 tenemos que la serie Z converge.
n=1
5 “+0o0o
Cuando z = 3 tenemos la serie arménica Z — la cual es divergente. Por lo
n
n=1

-1 5
tanto, el intervalo de convergencia de la serie de potencias es 33
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(=D)"(2z +3)"

nlnn

+00
Ejemplo 276. Dada la serie »

n=0

, halle su radio e intervalo de

convergencia
Solucién
Primero le damos la forma estdndar de una serie de potencias

+00 +0o0 n
(CD"@e+3)" N (2" (3
; n In(n) - Z n In(n) ( + 2) '

n=0

- T
donde ¢, = ( entonces

n In(n)’

R =1lim

n

= lim
n

Cn+1

(=2)" (n+1) In(n+1) :],ml (n-i—l In(n + 1)) _1

nin(n)  (—2)nH ) 2

n In(n)

De acuerdo con el teorema 3.34, la serie es absolutamente convergente en el inter-
valo | — 2; —1[ y diverge fuera del intervalo cerrado [—2; —1]. Analizando ahora la
convergencia de la serie en los extremos de dicho intervalo, es decir, en —2 y en —1.

400
Cuando z = —2 la serie de potencias dada se reduce a la serie numérica Z ﬁ
n In(n
n=0
la cual, de acuerdo con el criterio de la integral, diverge.
+00 (&1),,?.
Asimismo, cuando & = —1 la serie dada se reduce a la serie numérica Z In(n)’
n In(n
n=0

la cual converge, segun el criterio de las series alternantes.
Luego, el intervalo de convergencia de la serie de potencias es | — 2; —1].

En esta seccién nos hemos concentrado en determinar el intervalo de con-
vergencia de una serie de potencias, a continuacién encontraremos la suma de
algunas series de potencias importantes.

Teorema 3.36. Si R > 0 es el radio de convergencia de la serie de potencias

0

n o
E ¢, ™, entonces la funcion
n=0

f: Ir(0) =] - R;R[— R definida por f(z) = Zc.nx“
n=0

tiene las siguientes propiedades
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a) Es continua en Ig(0).

b) Es derivable en cada punto de su intervalo de convergencia Ir(0) y ademds
cumple

400
F@)=) nea™,
n=1

siendo esta nueva serie de potencias convergente en el intervalo Ir(0).

+00

xT
c) j f(t)dt = Z n _ g"*! es una antiderivada de f en Ig(0), siendo esta
0 0 n+1

nueva serie de potencias convergente en el intervalo Ir(0).

d) f es integrable en cualquier intervalo cerrado [c;d] C Ir(0) y ademads

cumple
d d [+ +00 ¢ i i
_ n — n n S,
/c f(z)dz = /C RE=OC“ ™ dy= RE=0 =~ (d c ) .

Observacién 39.

El teorema 3.36 nos dice que una serie de potencias puede ser derivada e integrada
término a término y el radio de convergencia de la serie obtenida por derivacién
e integracién es el mismo que el de la serie de potencias original.

“+co
Ejemplo 277. Dada la serie de potencias an z", encuentre su radio de con-
n=0
vergencia, luego derive e integre.
Solucidén
Es claro que ¢, = n?, entonces
n3

R= - = Wi

— =1,
nocppr o (n+1)?

es decir, el radio de convergencia de la serie es R = 1. Luego, por el teorema 3.36,
dicha serie converge absolutamente en Ig(0) =] — 1;1[, esto es

+oco
Zn2 z" = f(x), para z € Ig(0),

n=0
luego,

d +o0 +o0 +oo
o) o (Zn2 :r“) = 21@3 g™ b= Z(n-f- 1)3 2.
n=1

n=>0 n=0
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Asimismo,

¢ * (R 2 n =~ _n? n+1
/Of(t)dt=/0 (an)dtzzn_'_lx X

n=>0 n=0

Teorema 3.37.

+oo 1
.Za:”’z si |z| < 1.

Prueba.

1—-2’
n=0
+co In
! E — = ¢%, para cada x € R.
n!
n=0
+00

; E z™ es una serie geométrica y, como fue probado anteriormente, converge

n=0

1
si |z] <1y diverge si |z] > 1.
eiE 1

a
) ; ;
. Sea ¢, = —» entonces R = lim = 400, luego la serie converge
n: " [Cn+1
absolutamente en todo R. Suponga que ella converge a la funcién y = f(z),
+00
x
es decir y = Z —» entonces derivando obtenemos
n!
n=0
dy -fi:o g1 X gn
L DE
dz ooz (n—1)! o L
de manera que para cada x se tiene
dy B
=

cuya solucién general es de la forma y = ke*, y como y(0) = 1, entonces
k = 1. Por lo tanto, y = f(z) = €”.
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Observacién 40.
A partir del teorema 3.37 pueden obtenerse nuevas series de potencias:

a) Si sustituimos —z por z en la parte (1) del teorema 3.37 obtenemos

+00 1
S (-1)ret = ——,
e 14+ =z

cuyo radio de convergencia sigue siendo R = 1, pues | — z| < 1.

b) Si sustituimos 4z por z en la parte (1) del teorema 3.37 obtenemos

Z4ﬂ n=1—4:r:

1
cuyo radio de convergencia es R = 7 pues [4z| < 1.

c¢) Sien la parte (1) del teorema 3.37 integramos obtenemos

+co "
fﬁdt P

n=0
es decir,
+o0 4
—ln(l-2)=Y -z" .
(1-2) an , cuando |z| < 1
n=0
+oo 1
d) Si en 1) derivamos, obtenemos an“—l = ———— para todo |z| < 1 o,
= (1-2z)2
+oo
equivalentemente, Z(n +1)z" = o para |z| < 1.
n=0 (1 N :’.?3)2

e) Si en la parte 2) del teorema 3.37 reemplazamos z? por z, obtenemos
+o0 x'zn
nl

n=0

para todo x € R.
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00
1
Ejemplo 278. Halle la suma de la siguiente serie Z(—l)” (n;; ) z".

n=0
Solucion

La serie dada puede ser reescrita como

+o0o +0co

afEl . r\"
Yt =Y ) (-3)
n=0 n=00
+co
Por otro lado, se sabe que la serie Z:c“ converge absolutamente a en
— i
n=0

|z| < 1, es decir,

“+o0
2 =g o
n=>0 i

entonces por el teorema 3.36 podemos derivar esta serie obteniendo

+00 1
R s
; (1—x)?

de manera equivalente,
+00

1
Z(n +1)a" = =

n=>0

Por lo tanto, usando esta 1ltima relacién tenemos que

+00 -
2 (D) =

para ‘—§| siysolosi |z| <4.

+o00 p
Ejemplo 279. Halle la suma de la serie Y — .
n=1 =
Solucién
Sea ¢, = —, entonces
n
# C‘R - n + ]'
R = ?ll = l m = ls
n | Cntl n n

entonces la serie converge absolutamente a una funcién f(x) para |z| < 1, es decir

+o00
In

Z e f(x), para cada |z| < 1.

n=1
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Luego, del teorema 3.36, podemos derivar término a término

+o0 +o0 1
fll@)=) a"'=3 a"= z€]-1,1],
n=1 n=0

1—-z2’

de esta manera f(z) es una antiderivada de IL, es decir,
f@) = -In(l-2)+C
y como f(0) = 0 se tiene que C = 0, entonces f(z) = —In(1 — z) para |z| < 1.

n

" en términos de funciones
n+1

+oo
Ejemplo 280. Exprese la suma de la serie Z
n=1

+co
elementales para 0 < |z| < 1 y calcule la serie numérica Z

n=1

.
(n+1)27
Solucién

+co - +00 +co 1 +0o0 1+m 1
no_ n __ m1'12 $n+1__ xn-}-l

n=1 n=0 n=0

Por otro lado, se sabe que
+oco 1
Zx“ = —— paracada |z] < 1,
= 1=

entonces integrando obtenemos

+0o0

1
Z o 2"t = —In(1 — z), para cada |z| < 1,

n=0

reemplazando esto en la expresién anterior resulta

+0co

no o, x 1
LIP T SRR T
n=in+1m 1-—:c+xn( z),

|
particularmente si = — obtenemos

2

+00 %

n=1
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o0
Ejemplo 281. Si f(z) = In(1 + z), halle la serie de potencias Z cpz" tal que

& n=0
Jlz)= Z Cn "
n=0
Solucién
Se sabe que
f()—1+m 1_ Z( "a", el - L1
n=0
Integrando respecto a x obtenemos
)n 1
R

e fo rwa=y Sl Z( =
n=0

2n

Ejemplo 282. Demuestre que Z — = (z+1)In(14+z)+(1—z)In(1-2x),
= n(2n —

1)
para cada |z| < 1.
Solucién
Busquemos primero el radio de convergencia de esta serie.
1
Como = , entonces
T it D@2+ 1)
R=lm|—|=1,
n [Cn+1

luego, la serie converge absolutamente en el intervalo |-1;1[. Supongamos que
f(z) sea la suma de esta serie, esto es

+co on

@) =2, n(zi— 1)

n=0

Del teorema 3.36 esta serie puede derivarse e integrarse término a término y su
intervalo de convergencia no cambia, de esta manera

2?‘&—

fl(z) = Zzn szl <1

y volviendo a derivar obtenemos

+00 9
" 1,)=22:52”_2 ZQ T si |z| <1
n=1
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Al integrar esta ultima relacién tenemos que

Z
2
T )= / T dt =In(1+z) — In(1 — z)
i L=
e integrando esa expresion resulta que

fla) = f:[ln(lﬁ—m)—ln(l—x)] dz = (z+1) In(z+1)+(1—z) In(1—z), para cada |z| <

2 In(1
Ejemplo 283. Exprese la integral / M dz como una serie numeérica.
Solucién
d 1 +o0
_ il e _1\n .1
Sea f(z) =In(1+ ), entonces dxf(w) it s nE_O( 1)" 2" para |z| < 1,

integrando esta tltima expresién resulta

+co n

N =D
)_g(n—% 1)

Luego,
3 ln(l + z)
/ - __/ Z (n+ 1)
X (et
+EX3 l)n n+1
SoHCE "
+oo xén—l
Ejemplo 284. Halle la suma de la serie Z(—l)“
et 4n
Solucién

Aplicamos el criterio del cociente para hallar su radio de convergencia

( 1)n+ $4n+3
4(n+1)

4n
(_ 1)“:1?4"_‘1

[ = liin 120t

lim
n |an|

= |of*,

es decir la serie es convergente si |z] < 1. Suponga que f sea su suma, esto es

4n—

f(z) = Z( 1)" =, para |z| < 1,

345



Pontificia Universidad Catélica del Perd Series de Potencias

entonces
z.flx) = Z( —1)"—, para cada |z| < 1.
Luego,
d +00
s = _1\n 4n—1
& 1@ = (-
+co
= —g3 Z(_xtl)n—l
n=1
+0c0
= —g3 Z(_xzi)n
T 14-z4
Integrando s .
Y i — In(1 + z%)
:r:f(x]—/o 1—|—t4dt 1 1
entonces,
In(1 + z%)
f(z) P

Desarrollo de una funcién en series de potencias

En la seccién anterior se ha visto que si R > 0 es el radio de convergencia de
“+0o0

una serie de potencias Z cn(z—xz0)", entonces ella converge absolutamente en el

) n=0
intervalo

Ir(zo) =]Jzo — R; o + R|, es decir
+co
f() = cnlz— zo)"
n=0

Luego, por el teorema 3.36 podemos derivar la expresién anterior resultando
V() = chn (x — zo)™ L,
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de manera que f(!)(zg) = ¢;.
Volviendo a derivar la serie obtenida resulta

+00
fP@) =Y n(n—1)en (@ - 02,

n=2

entonces, f(?) (o) = 2! ca.
Nuevamente derivando esta nueva serie se obtiene

+0c0

fOz)=) n(n—1)(n-2)ca(z—z0)" >,

n=3

entonces, £ (zq) = 3! ¢s.
Procediendo de manera inductiva se obtiene que f(™ (zo) = n!cp, es decir

f(“)(:ro) '

Ca = ,
n:

De esta manera, la serie de potencias dada puede ser escrita de la forma

Zf xo) (z — zo)™.

En esta seccién nos planteamos el problema inverso, es decir, dada una fun-
cién, jen qué casos existe una serie de potencias cuya suma sea la funcién dada?

Sea f una funcién que tiene derivada de todos los ordenes en el punto zg. Se
llama series de Taylor de f en z a las series de potencias definida por

IX £n)(4
Z—f (20) (z — zo)™.

|
Gt n:

Particularmente, si zp = 0, las series de Taylor obtenidas

*2“ Q) »

reciben también el nombre de series de Maclaurin.

Observe que la sucesién de sumas parciales de esta serie de potencias es la
sucesién (Pp(x))n, definida por

@) (p ) (g
Po(e) = o) + 08 (o) 4 L2 g L0 gy
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donde P,(z) es un polinomio de grado n y es llamado polinomio de Taylor de
grado n para f alrededor del punto zo.

Ejemplo 285. Halle la serie de Taylor de f(z) = e® alrededor de cero.
Solucién

Si f(z) = e, entonces f(™(z) = e®, luego f™(0) = 1. De esta manera, la serie
de Taylor asociada a f alrededor del punto z = 0 es

0 o0 z
Zf () ZF

n=0

Cn+1
asociada a f alrededor del punto 2 = 0 converge para todo = € R.

;Hacia dénde converge esta funcién? el siguiente teorema brinda condiciones sufi-
cientes para garantizar cuando la serie de Taylor asociada a una funcién converge
dicha funcién.

. 1 ,
Luego, si ¢, = —, entonces R = lim

- = 400, es decir la serie de Taylor
n! n

Teorema 3.38. Sea f de clase C*® 3 en Ig(z0) =]zo — R;xo + R|, para algiin
R > 0, entonces

X r(n)
flz) = Z fT(le) (z — xz9)", con x € Ig(xo),
n=0 8

si y solo si para cada € Ir(xo) se cumple que lim R,(z) = 0, donde Rn(z) es
n

el resto de la férmula de Taylor definido por

f(ﬂ+l)(z)(x s .’Eo)n+1

Ba(2) = f(2) = Fale) = ——C "

, para algin z entre = y xg.

Ejemplo 286. Demuestre que la serie de Taylor asociada a la funcién f(z) = e*
alrededor del punto cero converge a f(x).

Solucién

En efecto, en el ejemplo anterior se ha visto que la serie de Taylor asociada a f

>0
n]

El resto de la férmula de Taylor es

(n+1)
Bulz) = ) 2"t para algin z entre z y 0.

(n+1)!

3Sea I un intervalo abierto. Diremos que una funcién f: I C R — R es de clase C™ sobre
I si sus derivadas parciales de todos los érdenes existen y son continuas sobre I.
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Luego
} z I T | n+1

— e n+1 K
mr o S KT

donde K es una cota superior de e®.

|Rn(z)|

“+00 n+1
T
Entonces, demostrar que lim R, (z) = 0 se reduce a probar que la serie E i
" n=0 (n + l)l
|$|n+1
sea convergente, pues en tal caso se tiene que lim =),
n (n+1)!
oo ||+
Demostraremos que la serie n+1)! es convergente, en efecto, sea
n=0 ’
!min-fl
= ————— , entonces
(n+1)!
a x
L =1im |22 | = 1im 12L — g < "
n | an n n+2

luego, del criterio del cociente, resulta que la serie converge para cualquier z € R.

Ejemplo 287. Halle la serie de Taylor de la funcién f(z) = cosz alrededor del
punto cero y pruebe que converge a f.

Solucién

Se sabe que la funcién f es de clase C*° sobre R, ademads se cumple

FO(z) = cosz, entonces FO0) =1,
fO(z) = —senz, entonces FD0) =0,
f(z)(m) = —cosz, entonces FfA0) =1,
f®(z) = senz, entonces ¥ 0) =0,
f@(z) =cosz,  entonces F@0) =1,
fO®)(z) = —senz, entonces fG (0)=0,
En general,
cosx, n =4k
f(“}(a:) _ ) —senz, n=4k+1

—COS T, n=4k+2 "’
sen z, n =4k + 3
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entonces
1,
f{ﬂ-) (x) — ._O.i ,
0,

Luego, la serie de Taylor asociada a f es

n =4k
n=4k+1
n=4k+ 2
n=4k+3

n=0 2!
z2 2t 2B
=1_§+E_.§+...
)2n
_‘Z (2n!)

n=0

3!

2 . f9(0) o

SO0 0 _ 1)1 g0+ L2024 , 90

ik

Ahora veamos si esta serie converge a la funcién f(z) = cosz. Segiin el teorema
3.38, bastard probar que lim R, (z) = 0, siendo R,(z) el resto de la férmula de
1

Taylor, esto es

f(?H—l) (Z) n+1

Ry(x) = =———2""", para algin z entre  y 0.

(n+1)!
En efecto,

IBn(a)| =

lo tanto lim R, (x) = 0. Luego,
n

(n+1)
Fias( O] e |
~ (n+1)!
+00
En el ejemplo anterior ya se demostré que la serie Z

+o0 1 )11,'2“

COS:C:Z(_(QT!)

n=0

Ejemplo 288.

a) Halle la serie de Taylor de la funcién i

1 T
b) Calcule la suma de la serie Z )

n=1
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Solucién
a) Como
m3~1_$_ 1 _?H_i 1
22 z2 dr \ z
Y
1 1 400
cm = Y (1))
z 1+(@z—1) ;

de manera que al derivar esta expresion resulta

% (1) _ _% _ in(—l)"’(l‘— 1yt

T
n=1
luego, sumando = en ambos miembros de la igualdad anterior se tiene

+o0

rT—— = Zn(-—l)"(z —)" 4 (-1+2x 1)+
n=3
+o0

= Y n(-)"z—1)"'+2@-1)+(z 1)

n=3
+0o0

= Y n(-)"z-1)"" +3(z—1).

n=3

3
b) Haciendo z = 3 en el resultado obtenido en la parte a) resulta

5= gn(—l)“ (%)H

Otra forma: f(z) =z — =
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Obteniendo las derivadas sucesivas de f,

fDz)=1+ (—1){2}2 3, entonces (1) =3
fO(z) = (-1)®2.3z74, entonces (2)(1) =
@) =(-1)®2.3.4275, entonces f®)(1) = 256
—1)) I
o @) = £ zn&? 3 entonces ™ (1) = (-1)®+(n + 1)

Luego, la serie de Taylor asociada a la funcién f viene dada por

IX )
z—1)+ Z ! n](l)(:c - 1)".
n=2 .

12

F1l e~

Ejemplo 289. Exprese la funciéon f(z) = /
0

y halle el radio de convergencia.

dt en series de potencias

Solucién
Se sabe que
+o0 o
e“"-z e ,para cada z € R.
n=0

Particularmente si z = t2 obtenemos

Z( i,

n

Luego,
+oo 2n
42 t
1—e =) (-1 =
n=1
entonces
(1 e—-t2 z [+oco $2n +oo r2n
f(z) = / dt = / 1)“+1 dt=) (-)"! ——.
0 t 0 T; nZ; (2n)n!
: 24z
Ejemplo 290. Desarrolle en series de potencias de z la funcién a E y de-
-z

termine su radio de convergencia.

352



Pontificia Universidad Catdlica del Perd Series de Potencias

Solucién

Descomponiendo la funcién en fracciones,
22+z o 1 B 3 2
(1-z)3 z-1 (z—-1)2 (z-1)3

y usando propiedades de las series geométricas tenemos:
1
= = i
f(z) = e E z" para cada |z| < 1,

entonces

3 +o0 +o00
-3f'(z) = a7 = an“‘l =-3 Z%(n+ 1z
n=1 n=

= _21)3 =—f"(&)=-) (n+1)(n+2)z"
n=0

(z

Sumando estas tres expresiones obtenemos

T_-t: Z s para cada |z| < 1.
3

Ejemplo 291. Desarrolle en series de potencias la funcién f(z) = A0+

Solucién
Desarrollando la funcién en fracciones simples tenemos

2
fla) = 1 + 2z’
como
1 4o .
=Y s
i n=>0
b
1 Z( 1 n2n n
14+ 23: 1-— ( 2z)
obtenemos
+00
fl@)=>_[1+(-1)"2"z".
n=0
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2
Ejemplo 292. Represente la funcién f(z) = 5 _T_ 5 mediante series de potencias
x
e indicar el intervalo de convergencia correspondiente.

Solucidén

Sea g(z) = Z z". Esta serie es absolutamente convergente para |z| < 1, es decir,
n=0

Luego,

3

y es convergente para <1, esto es |z| < /5.

Solucién de ecuaciones diferenciales usando series de
potencias

El hecho que una funcién tenga un desarrollo en series de potencias puede
ser utilizado para hallar soluciones formales o convergentes de ecuaciones dife-
renciales, tal como se muestra en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 293. Resuelva, usando series de potencias, la ecuacién diferencial
y"+y =0

Solucién

Supongamos que la solucién tiene un desarrollo en series de potencias, esto es,

+o0o
y:f(m):chmn,
n=0

entonces
—+oo

“+0co
y'=> nez"l, y" =) n(n—1)cz" 2
n=1

n=2

Luego, como y(z) es solucién de la ecuacién diferencial, debe satisfacerla, esto es

+00 +00
Zn(n —Dep 2™ 2+ chx“ =0
n=2 n=0
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Para obtener la serie nula e igualar cada uno de los coeficientes a cero escribimos

+o0 -+o0
S (n+2)(n+ensza” + Y caz™ =0,
n=0 n=0
es decir,
+0co
Z [(n+2)(n+ 1)ent2 + ] 2™ = 0.
n=>0
Luego,

(n+2)(n+1)cny2+ ¢, =0 paran € NT.

Asi por ejemplo,

—0- e st
paran=0: ¢ = o1
e s .9
paran=1: c¢3= 3]
paran =2: 04:_6_2=@
3-4 4l
c e
paran =3 : C5:——3-=—l.
4-5 5!
(=1)"co

———— expresién que corresponde a los
(2n)!
(="

Con+4+1 = (2?’1 5 1)]1
sponde a los coeficientes de las potencias impares.

Luego, el desarrollo en series de potencias de la solucién de la ecuaciéon diferencial
dada se puede escribir como

En general, podemos escribir cg, =

coeficientes de las potencias pares y expresién que corre-

+00 2n +o0 n,.2n+1
B (=)= (-1)"=z
y=c), @n)! ta), S
n=0 n=0

Escrita de esta forma podemos concluir que cualquier solucién de la ecuacién
diferencial dada es una combinacién de las funciones fy y fi cuyos desarrollos en
serie hemos encontrado, es decir,

y = cofo+ c1fi.

A continuacién, a manera de ejemplo, determinaremos el radio de convergencia
de la serie de potencias correspondiente a la funcién fo, para ello usaremos el
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teorema 3.35,

Cn

n | Cp+41

=D

(2n)!

n (_1)n+1
[2(n+ 1)]!

= Ii71;n(2n +2)(2n+1)

—; +OO,

+o00o mn

; (-1)"x

es decir, fo(z) = ,,;) @n)!
fo = cos(z). Similarmente, se prueba que f;(z) = senz. Es decir, la solucién de la
ecuacién diferencial es y(z) = ¢o senz +¢; cosz, lo cual encaja con el estudio de

ecuaciones diferenciales lineales de segundo orden y coeficientes constantes que

se ha estudiado en cursos anteriores 4.

para cada x € R. Del ejemplo 287 tenemos que

Observacién 41.

1) La base de este método de resolucién de ecuaciones diferenciales ordina-
rias es suponer que la solucién tiene un desarrollo en series de potencias
que coincida con ella. Si en la ecuacién diferencial z?y’+ 1 = 0 asumi-

mos que la solucién tiene un desarrollo en series de potencias de la forma
—+00

y= Z cn 2" llegamos a un absurdo. Lo cual no quiere decir que la ecuacién
n=0
: > 55 i 1
diferencial no tenga solucién en una vecindad de cero, de hecho y = — es
x
solucién.

2) No siempre el desarrollo en series de potencias de una funcién coincide con
ella en un intervalo. Por ejemplo, la funcién

s e 3:'17 st m
f(z) { 0 si <0
= f™(0)

tiene como desarrollo en series de potencias |
n:

z" y sin embargo
- - - n=0
estas expresiones solo coinciden en el cero.

“Ver [1]
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3) El siguiente ejemplo muestra que la solucién de una ecuacién diferencial
obtenida por medio de series de potencias puede ser formal, es decir, no
converger en un intervalo abierto.

La solucién de la ecuacién 22 y”+(3z—1) y'+y = 0 como series de potencias
+o0

esy = E n!z™ la cual solo converge en z = 0. Luego, si la ecuacién tiene

n=0
solucién ésta no tiene un desarrollo en series de potencias alrededor de cero.

El siguiente teorema establece bajo qué condiciones las soluciones de ecua-
ciones diferenciales lineales de segundo orden obtenidas por medio de series de
potencias son convergentes.

Teorema 3.39.

Sea o un punto regular >

¥ + P(z)y’ + Q(z)y =0, (3.4)
y sean ¢y y ¢ constantes arbitrarias, entonces

a) Existe una tinica funcién analitica ® de la ecuacién diferencial en zy que es
solucién de la ecuacién y que satisface las condiciones iniciales y(zo) = co
!
Y ¥'(%0) = c1-

b) Si los desarrollos en series de potencias de los coeficientes P(z) y Q(z) tienen
un radio de convergencia R alrededor del punto zg, entonces el desarrollo
en series de potencias de la solucién tiene el mismo radio de convergencia.

Ejemplo 294. Resuelva la ecuacién diferencial y” + zy’ — 2y = 0, donde
y(0) =0, y'(0) = 1.

Solucién
Como 0 es un punto regular de la ecuacién diferencial dada, es decir las funciones
P(z) = z y Q(z) = —2 tienen un desarrollo en series de potencias alrededor del

punto 0, entonces por teorema 3.39 ella admite solucién de la forma

+o0
y@) =Y caa”,

n=0

SPunto regular de una ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden: Se llama asf a
un punto para el que las funciones P(z) y Q(z) admiten un desarrollo en series de potencias
convergente alrededor de dicho punto.

5Funcién analitica en zo: Diremos que una funcién f es analitica en zo si admiten un desarrollo
en series de potencias convergente alrededor de zo.
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entonces
+oco oo
§'(@) =) nez™, y"(@)=) nin—1ena™?
n=1 n=2

luego como y(z) es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria, ella debe satis-
facerla, esto es

400

Zn(nﬂl “2+chnx +cha: =0

n=2

Uniformizando los exponentes de z obtenemos:

+0oo +00 +o0
Z(n +2)(n+ 1)cpt22™ + chﬂx“ + chx” =0
n=1 =0

n=0
y uniformizando el primer valor que toma el indice n obtenemos:

+co

(2¢2 — 2¢p) + Z [(n+2)(n+ 1)epyo +nen — 2¢,] 2™ = 0.

n=1

Luego, por el principio de identidad obtenemos,

(2-n)ca

Do . AN > 1.
mtDn+2)’ para todo n > 1

Cc2 = Cp, Cn+2 =
Como y(0) = co = 0, entonces y'(z) = ¢1 + 2coz + 3czz® + ... 0, de donde se

obtiene que 3'(0) = ¢; = 1. Por lo tanto, la solucién pedida es
B 2 2% 32" 3.52°
b T T T

Ejemplo 295. Resuelva la ecuacién diferencial y” — 222y = 0, con condiciones
iniciales y(0) =1, y'(0) = 2.

Solucién
Como 0 es un punto regular de la ecuacién diferencial dada, es decir las funciones
P(z) = —22% y Q(z) = 0 tienen un desarrollo en series de potencias alrededor

del punto 0, entonces por teorema 3.39 ella admite solucién de la forma

y(z) = chm

entonces
+00 400
y'(@) =) neaz™, y"(@) =) nln-1enz",
n=1 n=2
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luego como y(z) es solucién de la ecuacién diferencial ordinaria, ella debe satis-
facerla, esto es

+oo 4co
Zn(n - l)cn:r"‘2 - Z2cn$“+2 =0
n=2 n=0

Uniformizando los exponentes de x obtenemos:

+o00 +oo
Z(n +2)(n+ 1)ecpp2z™ — Z 2¢,22" =0
n=0 n=2

y uniformizando el primer valor que toma el indice n obtenemos:

+0o0

2cy+6csz+ Y [(n+2)(n+ 1)ensa — 2ca—2] & =0.

n=2
Luego, por el principio de identidad obtenemos,

2¢Cn—2

L S— tod =2
(nt L)(nt2) PHECON=

cg=c3=0, Cn+2

De las condiciones dadas tenemos que y(0) = ¢op = 1 y ¥/(0) = ¢; = 2. Luego, al
sustituir en la férmula recursiva obtenemos,

11 1

C4='é'a _51 Cﬁ=C7=0, L8 = Taal

Por lo tanto, la solucién pedida es

1 1
=142 +-a+—ab+4....
y(z) B a:+6:v +168I —
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Ejercicios: Seccion 3.5

T
1. Encuentre la serie de potencia para f'(z) y / f(t) dt en cada caso.
0

+00 +oo n
8) f@)=) o™ o) f@) =)

n=1 n=1

3o .n 12 on
b) fl@)=) i— d) f(z) = Zwm

2. Encuentre una serie de potencias de x para cada una de las siguientes
funciones determinando su radio de convergencia.

1 Tel—1
8) f(z) = 15- f) f(sc):fg — dt
1
b) f(m)zl—il?g )f() 2
T) = ——m—
¢) f(z) = arctan(3z) & 1+ 222)2
d) f(z) =In(1 —2x2) T
P h )= / te" dt
e) f(z)=e 1 i = )
3. Encuentre el radio de convergencia de cada una de las siguientes series de
potencias.
+00 oo
1-3---(2n-1)
_1\n n,.n _1\n
a) Y ()" +3"=z ) Y D) (22 —1)
=1 n=1
+00 1 n? ‘oo
b) Z (1 + E) - d) Z o "
n=1 n=1

4. Halle el intervalo de convergencia de las siguientes series de potencias.

n+1\ 2 Pnad
2 3n(%) - I D i

+00n3 +o0 -
CPIEL D 2 e 2
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5. Analice el valor de verdad de las siguientes proposiciones justificando su

respuesta.
+oo
i) Si lima, = 0, entonces la serie Z a, es convergente.
e n=1
+o0
ii) Si la serie Z an z" diverge para x = 7, entonces también diverge para
n=1
z = 10.
+00 +oo
iii) Si la serie Z an diverge, entonces la serie Z |an| también diverge.
n=l n=1
+o00
iv) Si a, > 0 para todo n € N y la serie Z an converge, entonces la serie
n=1
+oo
Z(— 1)" a,, también converge.
n=1

6. Halle la serie de Taylor asociada a las siguientes funciones alrededor del
punto x = 0 y analice para qué valores de = dicha serie converge hacia f.

a) f(z) =22 cosz d) f(z) =e 3
— 2
b) f(z) = 1“(;2_ ) e) f(z) =senz
°) f&) =14 f) f(z) = arctanz
+o0
7. Suponga que la serie de potencias Zan(m —2)" converge en z = 2 y
n=0

diverge en z = 6. Analice el valor de verdad de las siguientes afirmaciones,
justificando su respuesta.

i) La serie converge en z = 1.

ii) La serie diverge en © = —3.

8. Escriba la serie de potencias para las siguientes funciones.

a) f(z) =In(z + a), siendo a > 0 d) f(z) = 5 _:x)z
b) f(z) =In iiz e) f(z) = In(l +z + 22)
¢) f(z) = arctanz £ )= H;:W
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9. Si f(z) = o e

0
f(z) indicando su radio de convergencia.

dt, halle la serie de potencias de z de la funcién

10. Halle el dominio de convergencia de las siguientes series de potencias.

+oo +oo n
a) Z%z”' d) Z—(3x+4)
L - Vin+4
+o0
n! " 1:3:5---(2n— 1)
b)z_:znﬂ(“l) )21-4-7 =0 "
Z( Y e a" D (-1 "
(n+1)In(n+1) = ln n)2
+co 3n
11. Halle el conjunto més grande donde la serie de potencias Z 3 2z +1)"
n=1

resulta ser convergente.

12. Usando series de potencias en z, halle la solucién de la ecuacion diferencial,
(> —1)y”" —6zy’ +12y=0, y(0)=1,9'(0)=1

13. Usando series de potencias en x, halle la solucién del problema de valores
iniciales
29" —y'+(@+1y=0, y(0)=0,y'(0)=1
De como respuesta la férmula recursiva satisfecha por los coeficientes de la
serie de potencias solucién y los valores de sus cinco primeros términos.

14. Usando series de potencias en x, halle la solucién de la ecuacién diferencial
ordinaria y” — 2y’ + 2y = =, sujeta a las condiciones iniciales
y(0)=1,4'(0)=1

15. Dada la ecuacion diferencial

- y'(0) =2

y"(z) — (z+ 1)y’ (x) + °y(z) =0, y(0) = >

a) Encuentre la férmula recursiva que satisfacen los coeficientes de la serie
asociada a la solucién de la ecuacién diferencial dada.

b) Halle la solucién de la ecuacién diferencial exhibiendo sus seis primeros
términos.

362



Solucién a los ejercicios impares

Cap.1:Integrales de linea

Seccién 1.1: Conceptos previos

1) £=2+2cost, y=2—2cost, z=2v2sent, te [0;2n]
3) £ =+/5cost, y=sent, z=2sent, tE€ [0;2n]
5) z =cost, y=sent, z=1—cost—sent, tc [0;2F]
::,'*2+yr2 = 9
) { z = 0
7) ¢ = cost, y = sent, z = 1— cost —sent, t € [0;2x]. La curva es
regular.
9) 7= — cost, y=—>+=sent, z==+=sent, e 0;2n]
x—ﬂcos, y=—5+5sent, z=g+sent, :
Seccion 1.2: Integrales de linea de campos escalares
B & Sl e) 3v/35 i) ~ 66,713
;7 " AT k) 24114
c) 5\/1_3 g) E(ee“l) m) 540 7

3) ? arctan(4m)

5) M = 2k, 5:%, 7=0

32 8
nEVi-g
9) 4
1) «
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Seccién 1.3: Integrales de linea de campos vectoriales

y S

) =2

5) 3 (Va-1)
7) 0

9) —2v27
11) -2

Seccién 1.4: Teoremas fundamentales
1) a) F es conservativo en R2. f(z;y) =z°y +C
¢) F es conservativo en R2. %(:32 +y)+C
e) F no es conservativo.
g) F es conservativo en R3. f(z;y;2) =x22+2+2yz+C

i) F' no es conservativo.

k) F es conservativo en R®. f(z;y;2) = 22y z —cosz + C

3) a) Es independiente del camino de integracién. 25sen(1) + 1

c¢) Es independiente del camino de integracién. I = 2—27

e) Es independiente del camino de integracién. I = 2e + e 2
=; 1
5) a)F es conservativo en R? b) E(l +V2)
7) a)—16

9) ——m

11) e? -

13) 31n2

15) b) In23
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Cap.2: Integrales de Superficies

Seccion 2.3: Superficies regulares

1) a) z=z2+y?, es un paraboloide.
Y

£) 2= 5

e) 224 3% + 22 = 4, es una esfera de radio 2.

es un plano.

3) Es una superficie paramétrica diferenciable en R? y es regular en todo R?,
excepto en el conjunto {(0;v) : v € R}.

5) z=2x-1.

2
7) La superficie admite plano tangente, y su ecuacién es y + z = %

9) a) #M(u;v) = (uv;u?v+v;d—dvt+uv+u?v), —-1<u<l 0<v<l1
b) N(u;v) = (u? — 10w — 1; (u? + 4)v; (1 — u?)v)

Seccién 2.4: Area de superficies

1) 2ma(a —b)

2
3) 2m [%\/é+ln (3+2\/§) ]
5 Lava-1)
7) dn (1- )
9) 16a?
11) 2m

13) %(17% — 5%)

Seccion 2.5: Integral de Superficies de campos escalares

a a
1 “:01 = 5 =
) T YT T e V3)
3) 8—21?1‘
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5) Ez%:rr

7) 9w
9) 4w

1) [(66)g % @ - SV + V3)

13) (0;0; M)

4
15) 16m
Seccién 2.6: Integral de superficies de campos vectoriales
1
1) 3
3) 3w
7 5
5 a) — 9 3

Seccién 2.7: Teorema de Stokes
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Seccion 2.8: Teorema de la divergencia

1) o.

3) a)0 b) 0
5) 16w

7) 8

9) ==

1) -«

13) 2v2r
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Capitulo 3: Sucesiones y Series

Seccion 3.1: Sucesiones de numeros reales

3
) a3 ¢) 0 e) 0
3) a)b
5) Si, la sucesién es decreciente.
7) a)0
9) a)l c) 1 .
e) 5
11) a) Verdadero ¢) Verdadero
Seccién 3.2: Series de ntimeros reales
1) a) La serie converge e) La serie diverge
c¢) La serie converge g) La serie diverge
3) a) Falso b) Falso
5) a) 6 b) @ b
l1-a a-»b
9) La serie converge para valores diferentes de —1,0 y 1 y su suma es ﬁ
il
Secciéon 3.3: Criterios de convergencia para series
1) a) La serie converge g) La serie converge =~ m) La serie diverge
c) La serie converge i) La serie converge
e) La serie converge k) La serie diverge o) La serie diverge

3) Para 0 < a < 1 la serie converge. Para a > 1, la serie diverge

5) La serie converge y su suma es —In2
1
7) p=1ysusumaesz

9) La serie converge

11) La serie converge para cualquier valor de a € R
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Seccién 3.4:

1) a) La serie converge condicional-
mente

c) La serie converge absoluta-
mente

e) La p-serie converge absoluta-
mentesip>1
3) La serie converge absolutamente

5) La serie converge absolutamente

Series de Potencias

Z 2na?n

Seccidén 3.5:

1. ®)

+0o0

) f'(w)=Z$m”—1

n=1
1

5) 1) Falso
ii) Verdadero

7) i) Verdadero

Criterios de convergencia para series: Caso general

g) La serie converge absoluta-
mente

i) La serie converge condicional-
mente

k) La serie converge condicional-
mente

1 2
dt n+1
ey / f(t) 2:r +1

+o0
1 n+1

1
b) R—zl-

iii) Verdadero

iv) Verdadero

ii) Verdadero

+
9) fﬂ gt R=1
(n+1)2°
n=0
, -2 -1
1) [?ﬂ
1
13) ag=0,a1=1, @3 = ~
e = - (an + an-1)
Ademas,
)= g B LT
Y =27 7547 192 T 640
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p-series, 300
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