Capituls 0

Suce:iioned Y &n’e&

Como es usual, R designa el conjunto de niimeros realesy R?, al plar snjunto de

pares ordenados (¥, y), endonde x e y son nimeros reales.

0.1 VALOR ABSOLUTO

0.1.1 DEFINICION. Si x es un mimero real se define:

|| = valor absoluto de x = {x ST x20
-x six<0
Ejemplos: :
a) J0|=0 b) [V3|=43 o =2 d |-3=3
0.1.2 PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO
(1) |x|20, para todo x 2) |x|=0,siysélosi x=0
@ |x+y| <o+ @ |xy < |« x]y]
(5) [ac[:sfx_z:(xz)é 6) |x|<a,siysdlosi -a<x<a

(7) |xj<a,siysélosi —-a<x<a.
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0.2 ALGUNAS FORMULAS TRIGONOMETRICAS

sen(x+y) = senx.cosy + cosx.sen y

cos(x+y) = cosx.cosy ~ sen x.sen y

tgx + tgy
tg(x+y) = ——
1-tgx tgy
x 1-cosx x 1+cosx
sen — = t cos— =
2 2 2 2

0.3 FORMULAS DE GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

0.3.1 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. PUNTO MEDIO. Si P =(x.,y,) y B =(x3,¥;)
son dos puntos del plano, se define

d(P,, P,) = distancia entre P,y P, = J(x] - xz)2 +(y, - ¥, )2

P = punto medio de P,y P, =(a,b),

donde a=11%2 y p_N17Y2

0.3.2 PENDIENTE DE UN SEGMENTO. Si P,=(x,,y,) ¥ P, =(x;,y;) son dos puntos
distintos, se define

m =pendiente del segmento P,P, = Y17 %
Xy~ %y
0.3.3 ECUACION DE LA RECTA. Una recta en el pla-
no es el conjunto de todos los puntos P =(x, y) Y4 L,
tales que
Ax+By+C=0 my >0
donde A, B y C son constantes, Ax B =0.
Si P =(x,,y5) ¥ P,=(x,y,) son dos puntos )( 6
distintos, entonces la ecuacién de la recta L >
quepasapor P,y P, es /7 Nl<0 X
1

Y- - Yo— ¥,

xX— X, Xg — Xy

Yo — Yy

Xy =Xy

y la pendiente m delarectaes m =

La recta L es orientada en el sentido positivo de acuerdo a su pendiente m.
(Ver figura)
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0.3.4 ANGULO ENTRE DOS RECTAS.

El dngulo 8 entre dos rectas L, y L,, es el dngulo determinado por la direccién
positiva de L, y la direccién positiva de L, y que cumple 0<0<n.

m, -m
El d4ngulo 0 es dado por tgf = —L—2 y 0<0<nr
l+m m,

Las rectas son perpendiculares si mym, =-1 y paralelassi m; =m,.

0.3.5 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. La distancia de un punto P, =(x,, y,) a
la recta L: Ax + By + C = 0 se define mediante la férmula

_ | Ax, +By, +C|

WPl ==y

0.4 FUNCIONES DE VARIABLE REAL A VALORES REALES

Una funcién y = f(x) de variable real x con valores reales y, es una correspondencia
que asigna a cada valor de x exactamente un valor de y.

En el presente texto todas las funciones consideradas son definidas en nimeros reales
x y sus valores también son numeros reales. De esta manera, queda entendido que el
término funcién serd empleado solamente en este sentido.

Si y=f(x), entonces y se llama la variable dependiente de la funcién y x, la variable
independiente.

0.5 INTERVALOS

Si @ y b son dos nimeros tales que a <b, se definen los siguientes intervalos:

1) Intervalo Abierto (a, b). (a,b) consiste de todos los niimeros reales x tales que
a<x<b.

(a,b)

D — e
a b X

2) Intervalo Cerrado [a, b]. [a,b] consiste de todos los niimeros reales x tales que
a<x<bh.
[a,b]

L ——— e
a b X



20

3) Intervalo Semiabierto por la lzquierda (a, b]. (a, b] consiste de todos los niimeros
reales x talesque a < x<b.

(a,b]

— >
a b X

4) Intervalo Semiabierto por la Derecha [a, b). [a, b) consiste de todos los niimeros
reales x talesque a<x<b

[a,)
——R el
a b X

También se definen los siguientes intervalos:

5) Intervalo (a, + ©): Consiste de todos los niimeros reales x tales que a < x.

(@, +=)
—— >
a X

6) Iintervalo [a, + oo):' Consiste de todos los niimeros reales x tales que a < x.

[a, +)
c——— >
a X

7) Intervalo (—x, @): Consiste de todos los nimeros reales x tales que x < a.

(-, a)

[
¢ X

8) Intervalo (—x, a]: Consiste de todos los niimeros reales x tales que x<a.

(-0, a]

a >X
9) Intervalo (—w, + ©): Consiste de todos los niimeros reales.

(~o0, + )

3
X
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0.6 VECTORES EN EL PLANO

Sean P, =(x,,y,) ¥ P,=(%; y;) dos puntos del plano, y » un niimero real. Se define
la adicién de puntos

P, +Py=(a,b) donde a=x,+x, y b=y, +y,
y el producto del escalar r por el punto P, como  rP, =(rx,rx,)
Ejemplos:
a) (3,2)+(-15)=(2,7) b) -7.(4,-1)=(-28,7) c) r(0,0)=(0,0)

Cuando se consideran tales operaciones de adicién y multiplicacién, los puntos del pla-
no reciben el nombre de vectores, y se les designa con una flecha en la parte superior.

REPRESENTACION GRAFICA DE UN VECTOR.
Sea P=P=(x,y) un vectory elijamos un punto P, = (x,, )

- —
Entonces el vector P se representa gridficamente como el segmento dirigido ByP,, don-
de
P =P+ Fy=(x+x0,y+)

Y
A p-p.pP
P=(x, y) \QR)
. l
y : ' Yo
[ ]
*x o %o 5(

La longitud de un vector P =(x,y) es la distancia de P al vector 0=(0, 0):
|P| = longitud de P = d(P, 0) = 2% + y*

En particular,

d(Pl’P2);|Pl ‘P2|= J(xl-—x2)2 +(y1-y2)2

Si |P| =1 se dice que P es un vector unitario.
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Si P =(a, b) se define P*, el vector perpendicular a P obtenido rotando P un dngulo rec-
to en el sentido antihorario, mediante

P! =(-b,a)
Ejemplo
YA
P! =(-3,4)
N P=(4,3)
24

0.7 SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Una sucesién (a,) es una coleccion de numeros a,, ay, ..., @,, ... dispuestos segin un
orden indicado por los subindices 1, 2, ..., n ...

Se llama término n-ésimo de la sucesion al nimero a, .

También se consideran sucesiones cuyos subindices empiezan en 0, o en otro entero n,.

EJEMPLOS

1 - . 1
1) R — , =, -+ > =, .. Cuyon-ésimo términoes a, :; , n=1,2,3..

2) (’”1), n=1,2,.., estoes los términos son 2, 3/2, 4/3, 5/4, ...
n

8) Lasucesién (a,) dadaporlaregla a,= vn2+n-n,

para la cual a1=s/§—1,a2=s/€_5—2, a3=\/_1_2-3,...

L
!

4) Si e,,=1+-l+ +..+—}—,n=0,1,2,3...
1! 2 n!

16

entonces egg=1,e,=2,e=—=25, e3=—6—=2.666...,

N
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5) La sucesién (b,,), n=1,2, .., sedefine (porinduccién) mediante las reglas
b1=\/§ y bn+1:1/‘2+bn
Asi, sus términos son \/E, \/2+ J§ s e \/2 +4J2+...

6) Si a es un nuimero real, se tiene la sucesién (n“) s

cuyos términos son 1=1%, 2% 3%, ..

SUCESIONES ACOTADAS

Se dice que la sucesién (a,) es acotada si existe un numero positivo K tal que

|a,,| < K, para todo n.

De esta definicion se sigue que la sucesién (a,) no es acotada si y sélo si para todo
nimero K >0 y todo entero n se cumple

|am[>K, enalgin m>n

esto es, no importa cuan grandes sean dados K y n, siempre hay un término a, (en
efecto, hay un nimero infinito!), con m>n, cuyo valor absoluto es mayor que K.

EJEMPLOS

Las sucesiones 1) y 2) de los ejemplos anteriores son acotadas. En efecto se tiene

<1

n

Maids adelante se verd que también son acotadas las sucesiones 2)-86) .
Veamos que (n") es acotadasi a<0 ynoesacotada si a>0.

Si a<0 entonces n® = 1/n™ = 1/n” , con p=0,y puesto que n” >1 entonces

a
n

1
=— <1, paratodo n2>1; luego (n") es acotada.
n

Si a>0, dados K>0 y n elegimos m= mayor de los nimeros n y (K +1)1/";

luego m=n y mz(K+1)va, de donde m*2K+1>K, y |m®>K; por lo tanto

(n“) no es acotadasi a>0.
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0.7.1 SUCESIONES CONVERGENTES
Si (a,) esunasucesiény L es un nimero real, escribimos

L=1lim a,

n—%

si para todo €>0 existe un entero positivo N, que dependede €, talquesi n> N
entonces |L-a,|<¢ .

Esta propiedad significa que todos los valores a,, a partir de un subindice N, se ha-
llan préximos a L a una distancia menor que &. Esto es, a, se acerca arbitraria-
mente a L, a medida que n crece.

En este caso decimos que (a,) es convergente y que L es su limite. De otra manera
se dice que la sucesidn es divergente.

EJEMPLO 1. Probar que la sucesién (1/n) es convergente y su limite es 0.

SOLUCION. En efecto, dado £ >0 sea N un entero positivo mayor que 1/c .

Entonces, paratodo n> N se tiene
1 1 1
— -0l =—< — <¢
n l n N

lo que prueba que  lim 1. 0.
n—o n

EJEMPLO 2. Probar que la sucesién ((——1)") es divergente.

SOLUCION. Puesto que los valores del término n-ésimo a, =(-1)" son alternada-
mente 1y -1, segin n sea par o impar, @, no se aproxima a ningin mimero L
cuando n crece indefinidamente y por lo tanto es de esperar que la sucesién no sea

convergente, lo que formalmente, recurriendo a la definicién de limite, procedemos a
probar. Por el absurdo, supongamos que exista L =lim a, ; entonces para &=1,

n—%:

existe N tal que n> N implica lL—(—l)" < 1.
Esto es, |[L-1] <1, sin espar, 0 0<L<2
y - |[L+1] < 1, si n esimpar, 0 -2<L<0

de donde resulta la contradiccién 0< L <0.

Luego es falso que exista L = lim a, y la sucesién es en ef2cto divergente.
n—yo0
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Nota.

1.

. B.

De la definicién de limite se sigue que L es el limitede (a,), n=1,2, ..., siy
sélo si, para algin N,, L es el limite de la sucesién (a,), n=N,, N, +1, ..., con
subindices a partir de N, ; asi para determinar si la sucesién es convergente se
puede omitir cualquier coleccién finita de términos de la sucesion.

Notemos que son equivalentes las desigualdades siguientes:

(i) |a,-L|<e, la distancia entre a, y L es menor que ¢
(ii) L-ege<a, < L+e¢, a, seencuentraentre L—¢ y L+¢
(iii) a,-e < L < @a,+¢, L seencuentraentre a,-c y a, +¢

Si L=1lim a, con Ay B numeros reales tales que A<L < B, entonces existe .
n—-,%

un entero N talque A <a, < B, paratodo n>N .

En efecto, si tomamos
e=menorde B-L y L-A,

de modo que ¢>0, A<L-¢ y L+&e<B,existe N tal que se cumple (ii) de
2) yporlotanto A< L-g<a, <L+e<B,sinzN.

Toda sucesién convergente (a,) es acotada.

En efecto, sea L= liql a, yelijamos ¢=1; entonces existe N talque n>N
implica |a, —L|<T; la,| = |@,~L+L| <|a,-L|+|L] < 1+]L].

Y por lo tanto  |a,| < K = mayor de los nimeros |a , ..., lax_y| » |L|+1 para

todo n2>1.

Toda sucesién no acotada es divergente.

En efecto, si la sucesién fuese convergente, por 3, seria acotada.

0.7.2 PROPIEDADES BASICAS

1

2)

Limite de una sucesién constante
Si a, =c, paratodo n, entonces lim a, =c, estoes, lim c=c.

n—»o - n—»

lim a, =L siysélosi lim |a,-L|=0.

n—»w n—%
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3) si |an—L|5b,l , paratodo n2>N, algin N, y lim b, =0 entonces

n—o
L=1lim a,.
n—ow

En las siguientes propiedades se asume que las sucesiones (an) y (bn) son conver-
gentes y que sus limites son Ay B, respectivamente.

4) lim (a,+b,) = A+B

n—w

5 lim (-a,) = -A

n—»w0

6 lim (a,.b,) =A.B

n—oow

7 lima—"=é—, si B0
b, B

n-+»00

8) Sia,<b,, paratodo n>N , entonces A<B

9) Si a,<c,<b,, paratodo n, y A =B, entonces lime, =A

n—o

10) Si A>0 y r esun nimero cualquiera, entonces lim a; = A"

n—w

Nota. Las pruebas de las propiedades 1)-9) se desarrollan en la seccién 0.7.4 .

0.7.3 ALGUNAS SUCESIONES ESPECIALES

1
1. lim—a=0, si a>0
n—voon

Equivalentemente, lim n® =0 , st b<O.
n—w .

2. lim (n+c)’" =1, paratodo nimero ¢
n—o

3. lim (a)l'/n =1 si a>0

n—wo

1

4. Si |x|<1, entonces lim 2" =0 y lim [1+x+...+x"] =

n—w n-»o 1-x
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n

. x .
5. lim — = 0, para todo nimero real x.
nox p!
a
. i . n
6. Si a y b son nimerosreales, b>1, entonces lim — =0

n— b"

0.74 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Probarque lim ¢ =c.

n—o0

SOLUCION. Sea a,=c, n=1,2,.., ysea ¢>0. Tomando N =1 se cumple n>N

implica |an—c| = |c—c| =0<e¢g, yporlotanto lim ¢ =c.
n-—w

PROBLEMA 2. Demostrar que lim a, = L siysélosi lim |a,l —L| =0.

n—o n—w

SOLUCION. Observemos que se cumple |a,l —L| = I |a,l —L| - 0| ;  luego para
¢>0 son equivalentes
existe un N tal que Ian —L| <&, paratodo n2N

y existe un N tal que ||an —Ll - 0| < ¢, paratodo n>N,

y esto demuestra el resultado.

PROBLEMA 3. Si |a,-L|<b,, paratodo n2N,, algin N,, y lim b, =0

n—o0

probar que L = lim a,

n-»®

SOLUCION. Sea &£>0. Puestoque lim b, = 0, existe N, talque n2>N implica

n—w

b,=|b,-0|<e.
Sea entonces N, un entero mayor que N, y N. Para n2>N, se tiene
|a, -L| < b (pues n>N,)
<eg (pues n>N)

y esto prueba que L = lim a, .

n—»o
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PROBL A4. Si A=lmeae, y B =limb,, probarque

n—0 n-»90

lim (a, +b,) = A+B

n—x

SOLUCION. Sea ¢>0. Por definicién de limite, para £50 existen enteros N Ly
2
N, tales que

n2>N, implica |a,, -—A|<£
2

y n2N, implica |bn-B|<-8—
2

luegosi n 2N, en donde N es el mayor de los nimeros N, y N,, se cumplen las
dos desigualdades a la vez y por lo tanto

|(@. +5,)-(A+B)| = |(a, - 4) + (5, - B)|
< |a,-A| +|b,-B| < g

+— =¢

€
2

de donde se concluye que  lim (a, +b,) = A+B

n-»w

PROBLEMA 5. Probar que lim (—a”) = - lim a,, sialguno de los limites existe.

n-+»%0 n-»

SOLUCION. La demostracién de este resultado es una consecuencia de
le,-A| = |-a,+A| = I(—an)—B! , con B=-A,

y de la definicién de limite.

Omitimos los detalles.

PROBLEMAG6. Si A=lim a, y B=1lim b, , probarque

n—w n—o

lim a,.b, = A.B

n-—w
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SOLUCION.
Sea dado ¢>0. Debemos encontrar N tal que n >N implica |a,l b, - ABI <e.

Notemos que para cualquier n se cumple
a,b,-AB = (a,-A)(b,-B) + A(b,-B) + (a, -A)B

de donde .
|a,b, ~-AB| < |a, - A||b, - B| + |A||b, -B| + |a, - A||B| *

Dado ¢>0, sea ¢, = minimode 1y s/(1+|A|+lB|) , de modo que 0O<g,<1,
¢o <g, ytambién ¢, (1+|A|+|B|) <e.

Para ¢, , por definicién de limite, existe un entero N talque n>N implica las dos
desigualdades |an —Al <g Y lbn —B| < g, (N puede ser tomado como el ma-

yor de dos subindices N, y N, a partir de los cuales los términos de cada sucesién
distan de sus limites menos de ;).

Entonces para n >N el lado derecho de (*) es menor que

5(2) +lA| gg + %IBI €9 (50 +|A| +|B|)

IA

€ (1+|A|+|B|) <

y porlotanto la b -AB| < ¢

de donde se sigue que AB = lim a,b, .

n-—

PROBLEMA 7. Si lim b, =B y B=0, probar que lim

1
o0 n-—o bn

1
B

B
SOLUCION. Para ¢ = E—'— > 0 existe N, talque n2=N, implica |bn —Bl < |—2‘,
2
y por lo tanto

B = [B-b, +b,| < |B-b,| + |b| < % v bl
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B 1

de donde u < |b"| , en particular b, =0 y la sucesién [—} queda definida para
2 b,

n 2N, . Ademais, para tales n se tiene

1 1

b B

n

) |B-b, | . 2|B—bn|

< )
[ba118] g

Entonces dado ¢ >0 podemos encontrar N tal que n 2N implica

€

b -B| < B> =
5,8 < |Bf" £

y, si tomamos N >N, , también se cumple (*) para n y por lo tanto

.. 1
lo que significa —
B nao }

Nota. Este resultado junto con el problema anterior implican la propiedad sobre el
limite de sucesiones cocientes

a 1
lim = = lim a,-— = lim a,-lim — = A

1 1
n—»o bn n-»o0 bn n—o n—w bn B

& | >

PROBLEMAS8. Si A=lima,, B=lim b, y a,<b,, para n2>M, algin M, en-

n—-»® n—o

tonces A<B.

SOLUCION. Sea c¢,=a,-b, . Entonces ¢, <0 y C=1lim ¢, = A-B y serd

n—»w
suficiente demostrar que C <0 .

Por el absurdo, supongamos que se cumple C >0; entonces para el valor particular

C
e =— existe N tal que lC—cn|<e si n> N, de donde =C-g<c¢, yc,>0,
2

2
lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, es ciertoque C<0 o A<B.
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PROBLEMA 9. Si L=lima,=limbd, y a,<c,<b, , paratodon, entonces

n n
n—o n—w
L=1lim ¢c, .

n-»o

SOLUCION. Sea £>0 y hallemos N tal quesi n>N entonces se cumplen las dos
desigualdades |a,I —Li <g y |bn —L| < ¢; en particular L<a,+e, b, -&e<L
yusando a, <c, <b,

c,-e<b -e<L<a,+s < ¢, +¢

esto es, c,-e<L<ec,+c o lcn—L|<e

Asi, queda demostrado que L =lim ¢,

n—%

PRCBLEMA 10. Probar que lim —}a— =0, si a>0.

n—o n
1

1)e
SOLUCION. En efecto, dado ¢>0, sea N un entero mayor que (—] ; luego, si
&
n>N setiene

1
n® 2 N* > = y
€

i—0l=nia<t-:.

Por lo tanto, lim 1 =0.

nox np®

PROBLEMA 11. Si lim b, =0, y b, #0, probar que [Zl] es divergente.
n-»x n

SOLUCION. Por el absurdo, supongamos que existe L = lim i .

n—+o bn

Entoncesde 1 = b, [-le se sigue

n

1=1lim b, lim — = 0xL = 0

n—0 n— bn

lo cual es una contradiccién.
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PROBLEMA 12. Demostrar que lim (n+¢)’* = 1 para todo c.

SOLUCION.
Elnimero a, = (n+c)’" sedefine paratodo n>1-c, 0 n+c21.

n
Entonces a, 21, pues a, =n+c21,y a,=1+r,, con r, 20.

Probaremos que se cumple lim r, = 0.
n-—»o

De a =n+c sesigue (1+r) =n+c
-1
1+nr, +l(n——-)-r"2 + ...+ =n+c
2
-1
luego M_),f <n+e, s 2(1+c/n) L4
2 n-1 (n-1)
c 2
paratodo n>c, o —<1, y O<r"$_T
n (n-1)

de donde lim r, = 0 por los problemas 9 y 10.

n—»o0

Finalmente, lim a, = lim (1+r,) = 1+0 = 1

n-—-»0 n—w
PROBLEMA 13. Si |r|<1, entonces lim x" =0.
n—0

SOLUCION. Si x=0 se cumple lx" —0| =0 < ¢ y por lo tanto es cierta la pro-
piedad.

1 1
Supongamos que x > 0. Luego se tiene 1>x>0, —>1 y —=1+r, con r>0.De
x x

(1+r)" = 1+ nr + otros sumandos > 0

1
nr, ypor lo tanto 0 < x” < — de donde lim " =0
nr n—w

v

se sigue — = (1+7)"

1
x

0.

) 1
pues lim 0 = lim —
n—wo n—>o® nr
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Si x<0 entonces |x]>0, —-|x" <x" <|+|" y también se concluye que lim z" =0

n—o

pues lim |x" =0, por el caso anterior.

n—w

PROBLEMA 14. Si |x|<1 entonces = lim l+x+...+x".

(1 - x) n—w
SOLUCION. En efecto, se tiene
n+l n+l
l+x+...+x" = 1-x = L
1-x 1-x 1-x
de donde
xn+l 1
lim 1+x+...+x" = lim - lim =—
n—o n—o (1_ x) n-o 1-—x 1-x

+

pues lim x"*! = 0, por el problema anterior.

n-»o0

n

PROBLEMA 15. Probar que lim I <o , para cada numero real x .

nso pl

SOLUCION. Sea m un entero positivo mayor que 2|x| .

Entonces para todo n>m se cumple n>2|x] , H < 1 y
2
n n m m n-m
d 0=|_"l___=|_xl___._ﬂ_....|ﬂsl.’f!_.1...l=‘4(l)
n! n! m! (m+1) n m!' 2 2 2
: ,

n-m factores

Ll
con A="—1—.
m!

n

"
Yde lim [—) = 0 sesigue entonces lim z - 0.

n—o \ 2 nsx p!
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a

PROBLEMA 16. Si a y b son nimeros reales, b>1, demostrar que lim 2 -o.

nox }

SOLUCION. Podemos escribir b=1+p, con p>0 . Sea N un entero positivo tal
que N>a.

Si n>22N secumple n- N>f- n-N+1>2 y

2 2
b = (1+p) > -1)..(n-N+1) » S n™ p"
= p p N
N! 2" N!
luego n——-—O = < K , n22N (1)
bn bn nN—a
. N a7y
en donde K=2 AI,V
P

a

Usando la desigualdad (1) y los problemas 3 y 10 resulta lim Z -o.

noo b"

0.8 CRITERIOS DE CONVERGENCIA

1) CRITERIO DE CAUCHY

(an) es convergente si y sélo si satisface el criterio de Cauchy: Para todo ¢>0,
existe un entero N, que depende de €, tal quen m y n 2N implican
o, —a, | <c.

2) SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS

<C , para todo n, y un nimero

Si (a,) es una sucesién tal que a,<a,, <

determinado C, entonces (a,) es convergentey a, <lim a, <C, paratodo k.

n—»®

De igual modo, si @, >a,,, 2B , paratodo n, entonces a, 2 lim a, 2 B,

n+l =
n—o0

para todo k.
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EJEMPLOS.

1) La funcién exponencial exp(x)

Usando el criterio de Cauchy se demuestra que para todo nimero x la sucesién
(s,(x)) , dada por
2 n
x x x
s(x)=14+—+—+..+—
(%) u 2 n!
converge a un numero real que se designa por exp (x).

En este caso se escribe la expresién simbélica infinita.

para indicar que las sumas dadas por s,(x) convergena exp(x).
También se dice que exp(x) es la suma de la serie infinita del segundo miembro.

Se define el nimero e por

1 1
e=exp(l)=1+1+—+ ... +—+..=27182818284...
2! n!

ALGUNAS PROPIEDADES

1) Si x20 entonces exp(x)2s,(x), paratodo n.

2) Si N>2|x| entonces

s,(x)-R < exp(x) < s,(x)+R ,

2 |xIN+1

(N +1)!

paratodo n2N endonde R =

l n
2) Usando el criterio de las sucesiones acotadas se prueba que lim (1 + —] =e.

n—wo n

n
En general, se cumple lim (1 + f—) = exp(x) , para todo niimero real x.
n—»w n
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0.8.1 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Hallar los siguientes limites (si existen):

2
. n"+2n+1
D lim 200 2) lim — » lim ynl4n-n

n—o0 n’ -1 noo 2 n—o

4) lim yn+1-Jn 5) lim (n’/"—l)'l

n—%x n-—»ac

SOLUCION.
1) Tenemos
1 . 1 . 1 . 1
2 —t—+— lim — + lim — + lim —
lim Pt yponn® 0’ _amen moep? aeen? 0
-5 00 - o0 1 . . 1
" n” -1 = 1-— lim 1 + lim — 1

n now noo n

) 1
pues lim —
n—-x na

1l

0, si a>0.

2) lim L:— = 0, por la propiedad 6) de 0.7.3, con a=1y b=2.

nswo 92

8) Sea a, =w/n2 +n -n . Entonces

(V¥ +n+n)

a, = @, x————= (racionalizando)
(\)n2+n+n)
n _ 1
2 RN
Vn’+n+n [1+_) R
n n

2
1 1
de donde lim a, =1, pues lim (1+—-) =1, por10)0.73 y lim —=0.

n—w® n— n no® n

1 1
4) T 0 +1- = <
) Tenemos < n vn Y PR ART

y por lo tanto  lim Jn+li-Jyn =0.

n—w
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5) Sean b, =n'" -1y a,=0b". Debemoshallar lim a, .

n—»w

1-1= 0. Luego existe N talque b, <1/2 para

Setiene 0<b, y lim b,

n—yo

todo n2N, yporlotanto,si n>N
O<a, =b] <b,, pues b <1

y haciendo n-—»>o se obtiene lim a, =0.

n—w

PROBLEMA 2. Si b, =+2, b, = J2+b,

y

1) probar que la sucesion es convergente

2) hallar lim b,

n-»w

SOLUCION.

1) Por induccién sobre n se prueba que 1<b, <2 . En efecto, si n=1, b = J2—

2)

ciertamente cumple la desigualdad; y si 1<b, <2 entonces b2, =2+b, satis-
face 3 <bf\‘1 <4, de donde también 1<b, A <2.

Ademds, se cample b, <b,,,, pues
(b= 2" < ()", dedonde b2-b, <2,

y b: <2+b, = b’

n+l

En resumen, se tiene que 1<b, <b <2 y por lo tanto, por el criterio de las su-
cesiones monétonas acotadas, 2) de 0.8, existe L =1im b, ytambién 1<L<2.

n—ao

Calculamos el valor de L.

Tenemos lim b a =2+ lim b,
n—w n—w
L =2+L

usando la propiedad 10) de 0.7.2 en el primer miembro, de donde resulta la
ecuacién de segundo grado L*-L-2=0 que resuelta da las raices L =-1,2.

Luego, L =2 es el limite de la sucesién.
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PROBLEMA 3. Usando el criterio de las sucesiones monétonas acotadas, probar que
existe e = lim e_, en donde

n-»%

n!
1

e, =1+—+...-r—l

1! n!

yque 2<e<3.

SOLUCION. Si n 23 setiene

1
e, =1+1+—+—+ ... +—
2! 3! n!
1 1 1 -
24— F o+ (pues n!>2" 1)
2 2 27

[}
N
+
|
—
ek
+
I
+
+
—
N———

n-1
1 - 1
<3—[—-] [usando lex+..+2" 2 = , con x=—
2 2

de donde s, <3, si n23.

Ademsds, es claro que e, <e,,, y por lo tanto, por 2) de 0.8, existe el mimero

e = lim e, ycumple 2=e,<e<3.
n—»®

1+2+...+n

PROBLEMA 4. Hallar L = lim 2

n—»a n
1
SOLUCION. Usando 1+2+..+n = n(n+1) resulta
2
1+ —
n(n+1) It +n

L = lim 2
n»o 2n nso 2

[ S
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2?4+ 4%+ 4 (2n)2

PROBLEMA 5. Hallar L = lim 3

n—>% n
SOLUCION.
2n +1 4 1)(2n +1 4
De 124224+, .4n? = M sesigue L = lim n(n+ );S n+l) = —.
6 n—»w 6n 3

Y4
y3 1
(n® -2n* +10) " - (16n12 +7n° - —}
n

PROBLEMA 6. Hallar L = lim

3 2
n—se n"-4n" +1

SOLUCION.

L = lim n n n n n
n—o 4 1
1_'_+"'§'
n n
1/4
0-16
= = -2
1

PROBLEMA 7. Si a >0, demostrar que (n“) es divergente.

SOLUCION. Sabemos que lim 1 =0 ; luego por el problema 11 de 0.74 la

n—0 n

sucesién (n“) es divergente.

PROBLEMA 8. Dados los miimeros A,,... VA, B,,... ,Bq, Ay Bq distintos de cero,
se define la sucesién (x,) por

A" L+ Ant A

X, =

B n'+..+Bn+B,
Probar que
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1) lim x, =0 si p<gq

n—w

>

p

2) lim x, =

n—ow

, 81 p=gq

o)

p

y 3) lasucesion es divergentesi p>gq

SOLUCION. Extrayendo los factores n” y n? del numerador y denominador de x,,
respectivamente, se obtiene

n?
X = —-y
n nq n
en donde
A, + Pl A
y. = n n”
n B B
B + %14 .. +2
q q
n n
. 1 . . . A,
Puestoque lim — = 0, si a>0,setiene Y = lim y, = — # 0, y la conver-
nsw n n—®© Bq

P
n
gencia de (x,l ) depende entonces de la convergencia de la sucesién [—;—J .

n
. . 1 .
1) Si p<q se tiene x, =—y, , con a=q-p>0 , y por lo tanto
lim x, = 0xY =0.
n—w
. . Ap
2) Sip=q,x,=y, ¥ hmxn=Y=E-.
n-—w

q

3) Si p>q, debemos probar que (x,) es divergente.
x
Escribamos @ =p-g¢>0,de modoque x,=n"y,, n®="2.
In
Ahora bien, si (x,) fuese convergente, la sucesién (na) también seria
convergente, en contradiccién con el problema 7.

En consecuencia, la sucesién (x,) es divergentesi p>gq .
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PROBLEMA 9.
1) Usando el criterio de Cauchy, probar que para todo a existe el niimero
a a° a"
exp(a) = lims, =1+ —+—+ ... + —
Ry 1 2! n!

2) Demostrar quesi a >0 entonces exp(a) 2 s, , paratodo n.

8) Probarquesi N >2|a| entonces s, -R < exp(a) < s, +R , paratodo n>N,
N
2|al

endonde R, = .
(N +1)!

SOLUCION. Si m>n, p=m-n y r = Ial , se cumple la desigualdad

n+2
n+l P
ls, -5, | s 4 1 T (@)
(n+1)t [1-r 1-r
En efecto,
am-l an+p
s -8 = + ... +
|8 = (n+1) (n+p)!
1
Bl IO T B I
(n+1)! (n+2) (n+2) (n+3) (n+2) (n+p)
(notar que lo <r, i=2,..,p)
n+i
n+l n+l 14
< lo [1+r+...+rp'1]= o 1 T
(n+1)! (n+1)! |1-r 1-r

¥y queda establecida (o).

ol

Si n>2|a|, entonces r =
(n+2)

cumple 0<r< 1 y la desigualdad (1) implica:
2

Is -s | < 2|a]"+] si m>n B)
m n - !
(n+1)!
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r? 1 1

1
ya que - < < = 2 paratodo m>n.

1)

2)

3)

1-r 1-r 1-r 1/2

Sea dado £5>0. De lim 1

noo pl

= 0 para £ existe N tal que
2

4

2

n2N implica _l_‘f'__ < ()
n! »

Ademds, podemos elegir N tal que N >2|a| y por lo tanto si n>N también

n 22|a| y podemos aplicar (B).

Finalmente,si m,n > N se cumple | s, -8, l < £ . En efecto, podemos supo-
ner que m>n yusando () y (y) obtenemos

|n+l
< 2)(i =g

(n+1)! 2

En conclusién, la sucesién (s,) satisface el criterio de Cauchy y por lo tanto
existe exp(a) = lim s, .

n~—»o

n+l

Puesto que a >0 se tiene ademds (s,) esuna

2 0 ,luego s, <s,,,;
(n+1)!
sucesién acotada por ser convergente. Luego, por el criterio de las sucesiones

acotadas su limite exp (a) cumple exp(a) 2 s, , paratodo n.

Si N>2|a|, esvdlida la desigualdad (B) para m>n2N

n+l n+l
lsm—snl < 2|a| <R-= 2|a|
(n+1)! (N +1)t

i} s,-R <s, <s,+R

y haciendo m —® (n permanece fijo), resulta s, ~R < exp (@) < s, +R .

n
PROBLEMA 10. Probar que lim (1+l} = e, endonde e=exp(l).
n-—o n
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SOLUCION. Sean @, = [1+l] , s, =14+ 1 + ..+ —1—, e = lim s,

n 1! n! n—se
nii n)i1 ni1
Entonces a, =1+ — 4+ .+ — ot —
1/n k)n n)n"
Para k = 0,1, ... ,n, el término k -ésimo del desarrollo de a, es
-1 ..(n-k+1 1 1 1 k-1
nn-1)..(n +)x—T=—x1x(l——]x...x[1——] @
k! n k! n n
. 1 1
y por lo tanto es menor o iguala — ; luego @, <s, =1+ —+ ..+ —<Se, y
k! 1! n!

(a,) esuna sucesién acotada.

i
Puestoque 1 -— <1 -
n n+1
k—-ésimo de a, es menor o igual que el término k-ésimo de a,,, y por lo tanto

a, <a,, . Por consiguiente, podemos aplicar el criterio de las sucesiones mondtonas y

, para i=0,1,..,n, de(l) vemos que el término

1 n
concluir que existe L = lim [1+—) y ademds que

n—w n

a, <L<e, paratodo n.

Falta probar que L =e. Veamos que se cumple s, <L , para todo m. En efecto, si

k=0,1, ... ,m setiene lim-k—=0,
nsw n
1 k- n 1
lim(l——)x...x(l-—————):l y lim[ = —, por (1).
n—oo n n noo \ k k!

Luego, si m permanece fijoy n>m, setiene
n n\i n) 1
an 2 + -+ ...+ “m
0 1)n mjn
y tomando limites cuando n — o0

. 1
L=lma, 21+—+..+— =35
n—swo 1 m!
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Finalmente, de s,, <L , para todo m, tomando limites resulta e = lim s, <L
m—x®©

y por lo tanto L =e, lo que establece lim (1+l) =e.

n—© n

1
PROBLEMA 11. Probar que lim %% _o , endonde logy, y>0, esel mimero

n—w n

x talque exp(x)=y.

Nota: logy o Iny esellogaritmo natural de y>0. En el capitulo 11 se presenta
una definicién geométrica de In y.

SOLUCION. Sea a, = logn . Entonces logn =na, o exp(ra,)=n.
n

Puesto que na, > 0, podemos aplicar 2) del problema 9,con n=2, x=na, , y
obtenemos
2
(na,)

21+na, +
2

2 2
n‘a
dedonde n > n

n—»w

2\¥?
, 0<a,,<(—) y lima,=0.
n

PROBLEMA 12. Probar que

1
1) lim log[l«{»i] =0 2) lim n log(1+—) =1
n—o n nR—o n
SOLUCION.

n

1
1) Sea a, = log(1+—).

y lima, =0

n—«c

1
Se tiene 1+— = exp(a,) = 1+a, , luego 0<a,
n

1
n
1
2) Sea b, = nlog[ ] Por 1) se tiene log[1+—J -
n
b

1
b,<1,ysi n28 £ <—.
n 8
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b 1
2, luego exp(x) = 1+—.

Fijemos n>8 y hagamos x = -%
n n

Puestoque N =1 > 2(-1—] > 2x por 3), problema 9, se cumple la desigualdad
8

1+x-R < exp(x) < 1+x+R

endonde R = — = — = x°,
(N +1)! 2 :
2 1 2
y por lo tanto l+x-x" £ 1+— < 1l+x+x
n
1
x—xzs—<x+x2
n
b2 b2
dedonde b, --*-<1<b, +-2
n n
1 1
y b-—<1<b,+—, pues b <1,
n n

1
Asi se obtiene |bn—1| < —, sl n28, yestoimplica lim b,
' n

R—

PROBLEMA 13. Hallar L = lim 1+ 4+ L4 . + 1
n—o 21 4! (2")'
SOLUCION.
Sean a, = 1+—+—+...+—1—--
2! 4! (2n)!
1 1 1
s, = l+—t+—+. . +—
1 2! n!
2 n
., = 1+(’1)+(—1) + +(_1)
1! 2! n!

Luego exp(l) = lim s,, exp(-1)=lim¢,, a, = s, +t,,

n—»o n—®

=1.

y

L = lim a, = lim s,, +lim t,, = exp(1)+exp(-1).

nR—» n—o n—0



46

Se sabe que e = exp(l) y se prueba que exp(-1) = 1/e y por lo tanto

L =e+lfe.
: 93 38 nd
PROBLEMA 14. Probarque 5e = lim 1+ — + — + ... + —
Ao 2t 3 n!
3 3 3
SOLUCION. Sea a, = 1+2—+2 4. 42
2! 3! n!
Tenemos 1=1
3 3
2—-=1+3.1 -3—=—1-+3.1+1
2! 3! 2
3
— = —+§.'_1+1
4! 6
y en general para n >3
n’ 1 3.1 1
— = + +
n! (n-1)! (-2)! (n-3)!
En efecto
P on? 14201+ (r-1)° 1 2, (-
n!  (n-1)! (n-1) (n-1)! (n-2)! (n-2)!
1 2 (n-2)+1
= + +
(n-1)t (n-2)! (n—-2)
de donde resulta (1).
Luegosi n 23 se tiene
' 1 1
a, =8, +35, o+S, 3, endonde s, =1l+—+..+—
1! n!

tiene limite e = exp(1), y por lo tanto

lim a, = e+3e+e = Se
n—%

1
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PROBLEMA 14.
' 1
a) Si e=exp(l) probar que O0<e-s, < — > para todo n2>1, en donde
nln
1
s, = 1+l+ e v — .
1! n!

b) Probar que ¢ es un mimero irracional

SOLUCION.
a) Tenemos 0<s,<s,,,<e y e=1lim s, ; luego O0<s, <e.
Y si m>n secumple
8, —8, = 1 + - + .+ 1
Tt (nel)! (n+2) T mt
1 1
= 1+ + 1 + ...
(n+ 1)t n+2 (n+2)(n+3)
1 .
+ , siendko p=m-n
(n+2)(n+3)...(n+p)}
1 -
< [1+r+r2+...+r" 1], ret
(n+1) n+2
o1 1 r?
(pn+1)! {1-r 1-r
1 1 n+2 1 n+2
< x = , pues =
(r+)! 1-r (n+1!(n+1) 1-r n+1
Luego, haciendo que m — o se tiene
n+2 1 (n+1)?

< , pues n+2<
(r+1)!(n+1) nln n
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2) Por el absurdo, supongamos que e es un nimero racional y escribamos e = 2 ,
q
en donde p y g son mimeros enteros positivos. Entonces por 1) con n=q se
tiene
0 < L s < L
q
q q'q
. p
y si hacemos x=gqlq|— -5, = pql-qq's,

q
entonces 0 <x <1, de modo que x no puede ser un nimero entero.

Sin embargo, la definicién de x implica que es un entero; en efecto pg! es un

!
entero y tamhién g q!s,, pueses la suma de los enteros q-q-l , k=1..,q9.
k!

La contradiccién obtenida demuestra que e no puede ser un niimero racional.

0.9 SERIES DE NUMEROS
Una serie es una expresién simbélica de la forma

a0+a1+a2+...+a"+...

que representa o indica la suma ordenada (infinita) de los términos de una sucesién de
nimeros (a, ).

Se suele abreviar la expresién de la serie mediante la notacién
a0 o
2% o 2
n=0 0
en donde n es una variable que recorre los nimeros enteros > 0.

Se dice que la serie es convergente si la sucesién de los nimeros

s, =a,+ ...+a,,

es convergente; esto es, si existe un nimero L, al que se llama suma de la serie, tal
que

L =1lim s, = lim a;+ ... +a
n—0 n—o

n

lo cual significa que los nimeros a, +...+a, se aproximan arbitrariamente a L a

medida que se agregan los siguientes términos a,,, , -.
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También se suele escribir

L =ay+a,+...+a, +...

) L

™

para indicar que la serie es convergente y su suma es L.

A las series no convergentes también se les llama divergentes.
EJEMPLOS.
1) La serie geométrica,

o
n 2 n
ZCx =¢c+cx+cx +...+cCcx + ...

n=0

es convergente, y su suma es

, 8i -l<x<1, (verproblema 14, 0.7.4).

1-x
2) La serie exponencial
2 n
x x x
14—+ —+ o+ — + ...
2! n!

es convergente para todo x eR y su suma se representa por exp(x) (Ver
problema 8, 0.8.1). Asi,

o xn
exp(x) = z —
n=0 7

3) Representaciéon decimal de los niimeros reales

Todo niimero real x >0 se puede expresar como la suma de una serie de la forma

d
dy + L+ ...+ 4 + .
10 10"
en donde d, esunentero >0 y d,, d,, ..., son digitos decimales, esto es uno

de los niimeros 0,1, ...,9
En este caso se suele emplear la notacién
x =dy.d, ...d, ..
Si x es negativo, entonces
x=-dy.d, ...d, ..

en donde el segundo miembro es una representacién decimal de —x > 0.
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4) Las funciones trigonométricas sen(x) y cos(x) pueden definirse formalmente
— independientemente de su origen geométrico — mediante sumas de series

3 5 n _2n+l
sen (x) = -2 X +i_1)__x_+
3! 5! (2n +1)!
2 4 n _2n
-1
cos (x) = -2 X 4 +_(._._)__x_+
2! 6l (2n)!

En efecto, puede demostrarse que estas series son convergentes para cualquier
valor de x, y por lo tanto existen sus sumas, y luego, usando estas definiciones,
se establecen las propiedades conocidas tales como

2 2
cos"x +sen x =1, sen(x+y) = senx .cosy + cosx .seny

8) La serie

en donde p es un nimero real dado, es convergente si p>1 y es divergente si
p<l1

0.9.1 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Probar que si Z a, esconvergente, entonces lima, = 0.
0

n—»w0

Equivalentemente, si la sucesién (an) es'divergente o si lim a, # 0, entonces
n—®o

©
Z a, esdivergente.
0

SOLUCION.

Por hipétesis, existe L = lim s, , en donde s, = a, + a, + ... +a, ; luego de
n—w

@1 = Spe1 " Sn o resulta

lim ¢,,, = lim s,,, -lims, =L-L =0

n—w n—w n—w
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PROBLEMA 2. Sea a un numeroreal > 0 .

1) Si N =>1, demostrar que existe un nimero b dado por una representacién deci-
mal tal que bY =a y b>0

2) Probar que existe un tinico niimero b>0 tal que b =a y b>0. Tal mimero se
llama la raiz N-ésima de a y se le designa por a'v

3) Probar que a tiene una representaciéon decimal.

SOLUCION.

1) Por induccién encontraremos una sucesién de enteros no negativos (d,) tales que

d, esun digito decimalsi n =1, ysi

d N 1Y
S, =dg + = + .. + —2 , entonces (s,) <a<|s,+ (a)
10 10" ) 10"

Para n=0 sea d, el enterotal que dj < a < (d+ l)N; tal niimero existe
pues podemos encontrar un entero K >1 tal que a <K y por lo tanto

N =0<a<K<K", O <a<KV B)

de donde se sigue que
d) <ac< (d0+1)N, para algiin entero d, con 0 <d, < K.

Si sy =d, evidentemente (a) es verdadera.

Supongamos que ya existen d; , ..., d, , n20, de manera que se cumple (a).
Vamos a determinar d,,, . Por induccién se tiene

N LY
8 fa<|s+—
(" 10")
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2)

3)

) d
luegosi d,,,=%k, s,,,=s, +F"’:T se cumple (o) para n+1 y lainduccién

estd completa.

Notemos que en el iiltimo paso se ha probado que d,,, es un digito decimal.

Veamos ahora que (s,) es convergente. Puesto que cada d, 20 se tiene

s, <s,,, ytambién s, <K, por (B), pues siv <a< K N; luego por el criterio
de las sucesiones monétonas acotadas existe el nimero b = lim s, y

n—»o

b2s,20.

El niimero b cumple BV =a ; en efecto:

1 N
sN <£a < (s"+ ]
10"

N N
lim s lim |s, +—
neo n—yo ( " 10")

IA
Q
A

1
< bV, pues lim —
n— 10

bN

A
Q
A

de donde b" = a.

De la ecuacién anterior se sigue que b# 0, pues a >0, y por lo tanto 5> 0.

Si N21 por 1) podemos encontrar b>0 tal que ¥ =a. Ysi N<-1

1
entonces —N 21 y también por 1), aplicado al mimero —, existe ¢>0 tal que
a

eV =-1- , de donde Y =a , con b=l>0.

a c
Probaremos ahora la unicidad del nimero b: Si ¢ es un nimero >0 y ¢ = a,
entonces b=c. En efecto, si fuesen distintos el cociente r seria distintode 1 y
de bV =c" setendria r¥ =1, con r=1, lo que es imposible pues N es dis-
tinto de cero; luego b=c.

se sigue de 1) para el valor N =1, pues b=a yaque al=a.
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-]
PROBLEMA 3. Probar que la serie Z ip es divergentesi p<1
n
1

SOLUCION.

Casol. p<0

Si p<0 entonces [-l—p) es divergente, ysi p=0, lim Lo = 1. Luego por el pro-
n R

blema 1, la serie es divergentesi p<0.

Caso 2. 0<p<1

1
Sean P =14+ ... +—
2P n?

«
o

]
K

Supongamos O< p<1; entonces n” <n y Lp > 1 , de donde
n n

1+i+...+i21+-1-+...+-1—
2 n? 2 n

osea s/ 2s,, paratodo n.

Probaremos luego que la sucesién (s,',’ ) no es acotada; luego es divergente, y esto sig-
nifica que la serie es divergente.
Sea dado K >0. Tomemos N =2%%_ Si n>N setiene

1 1 1
> =l4+ =4+ =+ .. + =
s, 2 sy totgt et N
De 22K _1=14+2 4224 . 4 22K

sesigue N = 2+ 2! + 22 4+ . 4 92k-1

y podemos agrupar los sumandos de sy en 2K sumas formadas por 2, 2! 22 . |

2%K-1  términos consecutivos:

(1 1) (1+1) (1 1 1 1) ( 1 1)
t—=|+|—=+t— |+ |=F—F—=+— |+ . |+
2 3 4 5 6 7 8 221 _ 2

o)l

=4+3+ 44 (2K sumandos)

Sy

\"

"
™o
~

o=
1
]

Asi, paratodo n 2N secumple s? > s, > K ylasucesién (s,{’) no es acotada.
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PROBLEMA 4. Probar que la serie Z ip es convergente si p>1.
™ n

1
SOLUCION. Sea s, = 1+ P + o+ 7}; . Es claro que s, <s,,; vy por lo tanto la
sucesién (s,) es monétona.

Sea r = luego O<r<1, pues p>1 implica 2”7 >1, y también sea

Pl
1

M=1+ o
1-r

Probaremos que s, <M paratodo n, y por lo tanto la sucesién (s,) es acotada.

En efecto, dado n elijamos un entero K tal que n<22¥ yhagamos N =22X; luego
agrupamos los términos de sy como en el problema anterior y obtenemos

S, S8y = 1+——1— + i+i + i+i+—1--+—1— +...+ —1———+ + 1
n =N~ 9P 3P 4P 5P @gP 7P 8P ) (22"")p—1 (22k)p

P P p
2(1) + 2(%) + 4(-‘-11—) +oo + 22K‘1(2211(_1)

2

v

rZK—l

24r +r°+ ...+

< 1+———1—— =M
1-r

Finalmente, por el criterio de las sucesiones monétonas acotadas, la sucesién (s,) es
convergente y por lo tanto existe la suma de la serie.

. 0
PROBLEMA 5. Probar que la serie Z a, x" converge para todo x en el intervalo

n=0

(-R,R), R>0, siexiste una constante M tal que |a,|R" < M, paratodo n.
SOLUCION. Sea x en el intervalo (-R,R), estoes |x|<R y elijamos un nimero r
tal que |x|<r<R ; luego r=cR, con 0<c<1.

Debemos probar que la sucesién (s,), s, = ao + a;x + ... +a,x"
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es convergente, para lo cual demostraremos que satisface el criterio de Cauchy.

Si m>n20, m=n+p, setiene

cn+1
|$m=8.| < M ; e))
l-¢c
en efecto
_ n+l n+p
|sm-—sn|— amlx +...+an+px
n+l n+p
< |an+1|r o S, T

n+l n+l n+ n+
"oy |R™ + .+ ™ la,, | R™

n+p

n+l1
[

(1-c)

IA

M (1+c+...+c”'l) <M

n+l1

Puesto que 0<c<1 implica lim ¢* = 0, dado £>0, para ¢ 1-c podemos encon-
n—w

trar un entero N tal quesi n 2N entonces

1-¢ ‘ c
" < g— o M

M l1-c¢ < @

Luego,si m>n2N, por (1) y (2) se tiene |sm -s, I <¢g, y por lo tanto la sucesién
(s,) satisface el criterio de Cauchy.

PROBLEMA 6. Aplicando el problema 5, probar que las siguientes series son conver-

gentes:
© 2n+l
1 ie d , tod,
) seriede sen (x) ; 1) GnrD) para todo x
< n 12"
2) seriede cos(x) Z (-1) = para todo x
5 (2n)!
© 2n+1
3 erie de arct , si ~-l<x<1
) s e arctg(x) ; (2n+1

endonde y=arctg(x) siysélosi x=tgy, -5F<y<%.
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4)

o n
serie de log (1-x) > (- x;— , si -l<x<1
1

SOLUCION. Todas las series son de la forma Z a, x™ .
0

1

2)

3

4)

"

a,=0 simespary a,= ——,
pary (2n +1)!

si m=2n+1.

m
Ahora bien, dado x sea R=|x|+1, de modo que |x|<R; de lim % =0 se
n—»w !

sigue que existe K >0 tal que |a,,,| R™ < K , para todo m, y por el problema
anterior la serie converge en cada punto del intervalo (-R,R), y en particular en
x.

=
(2n)!

En este caso a,=0 si n esimpary a,= , si m=2n ; y se puede

aplicar los mismos pasos de 1).

: -1)"
Los coeficientes son a,, = 0 si m espary a,= -(-é;}ﬁ , si m=2n+1. Luego
lan|<1 y Jau|R™ < K, con R=K =1, y por el problema anterior la serie

converge en (-1,1).

Similar a 3).
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