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En este texto se desarrollan los temas que tra­
dicionalmente comprende un curso de CALCULO INTEGRAL. 

La exposición pretende ser completa tanto en la 
teoría como en la práctica. Además de los ejemplos 

que ilustran y aclaran los conceptos teóricos expues­
tos, se ofrece una colección·amplia de ejercicios re 

sueltos y propuestos. 

En los dos últimos capítulos se aplica la teoría 
de la integral de funciones reales en la resolución 

de problemas de GEOMETRIA y FISICA. 

Enero de 1985 

Maynard Kong 



CAP- 1 

LA INTEGRAL INDEFINIDA 





Empezamos recordando los siguientes resultados de calculo diferencial. 

1 TEDADIA DEL VALOR t1EDIO 

Sea f(x) una función diferenciable en un intervalo 
contiene a los puntos a y b. Entonces existe un 
entre a y b tal que 

1 f(b) - f(a) • f' (e) • (b-a) 1 
donde f' (e) es el valor de la derivada de f(x) 

2 TEOREM DE LA FUNCION CONSTANTE 

Si f (x) 
a < x < b, 

es una función definida en un intervalo 
entonces 

abierto 
número 

en c. 

abierto 

t••f•'•(•x•)·--·o----en----a--<•x•<•b _____ s_i __ y __ s_ó_l_o_s_1•.--f--(x·)--.--c-.J 

donde C es una constante. 

que 
e 

3 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

EJ-.plo 1 Si y' a 2 cos x, hallar la función y • y(x). 

Solución Tenemos y' = 2 cos x 

( y - 2 sen x )' = O [pues (sen x)' • cos x 1 

y po1 el teorema de la funcior.. constante, y- 2 sen x • C , 

donde C es una constante. 

Luego y = 2 sen x +C. 

Ej.mplo 2 Hallar la funcion y • v(x) que satisface las siguientes 

condiciones 

[ 

y" 

y(O) 

6x 

• 3, y(l) ft 6, 

= 
d 2 v donde y" _._._ designa la segunda derivada de y respecto de x. 
dx2 

SoluciÓ!l Tenemos y"= 6x 

(y' - 3x2) ' • O [ pues (x 2 )' • 2x 1 

y' - 3x 2 • A donde A es una constante, 

y - x3- Ax • B dond~ B es una constante. 

Luego y • x3 + Ax + B. (1) 

Vamos a determinar A y B usando las condiciones 

y(O) • J, 

y(l) • 6. 

&!stituyendo x• O y X'"l er. (1)' obtenemos las ecuaciones 

B • 3, 

+ A+ B • 6. 

que resueltas dan B • 3 y A• 2. 

Así, y • x3 + 2x + 3. 



3 TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE 

3 TEOREMA DE LA DIFERENCIA CDNSTANTE 

Si f(x) y g(x) son dos funciones diferenciables en un in 
tervalo abierto a< x < b, entonces 

f'(x) • g'(x) en s < x < b si y sólo si f(x) •g(x) +e 

donde e es una constante. 

Supongamos que se cumple f'(x) • g'(x) 

Luego 
C-:lnstante 
esto es, 

(f(x) - g(x))' • O 
f(x) - g(x) e 
f(x) • g(x) + e . 

y por el teorema de la función 
donde e es una constante, 

Recíprocamente, si se tiene f(x) • g(x) + e en a < x < b, 
entonces derivando respecto de x 

f '(x) • g• (x) +O , 
f'(x) • g (x) • 

(la derivada de la constante e es O) 

1 esto es, 

4 LA INTEERAL INOEFINIDA 

4.1 Antid41rlvada de una función 

Decimos que una función F(x) es una eeti""-Ei,..sa dt: la fun 
ci6n f(x) en el intervalo I si se cumple 

F'(x) • f(x) para todo x en I. 

( 1) Las funciones F(x) • 3x~ - x + 8 y G(x) • 3x" 
antiderivadas de la función f(x) • 12x3 -

y 
F' (x) • 12 x 3

-

G'(x) • 12x3
-

- X - 2 
pues 

C2) La funci!Sn F(x) • coa 2 trx + e es una ant iderivada de 
f(x) •- 2trsen 211'x. 

son 

5 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

Ej-.pla 2 Hallar una antiderivada de la función 

Saluci!Sn 
3x2 

Puesto que h + x3 ) 1 

2 /1+ x3 

(.l. h x2 
+ x3 ) 1 

3 lt+x3 

la función F(x) = ~ IT~ es una antiderivada de y. 

4.2 La Integral Indefinida 

Llamamos integral indefinida de una función f(x) a la antiderivada 
general de la función. 

Emplearemos la notación Jf(x)dx 

para designar la integral indefinida de f(x). 

CAP 

Así Jf (x) dx represeota a todas las antiderivadas de la función f {x). 

La integración indefinida es el proceso de hallar la integral indefinida 
de una función, esto es, de encontrar la antiderivada general de la fun­
ción. 

Tenemos las siguientes indentidades 

<4.2.1) 

<4.2.2) 

...!.. Jf {x) dx ,. f (x) dx 

Jf(x) dx • F(x) + C, 

donde C es una constante arbitraria. 

si F1 (x) • f(x) 



4.2 LA INTEGRAL INDEFINmA 

Pruea 

C4.2.1) Por definición ff(x)dx es la antiderivada general de f{x). 

Luego :x J f(x)dx = f(x). 

(4. 2. 2) Debemos probar que F(x) + C 
flDlciÓn f {x). 

es la antiderivada general de la 

Paso 1 I'Úl) +C es uoa ~:ü1erl....Ja de f(ll:). En efecto, 

( F(x) + C Y • F' (x) + O .. f(x). 

Paso 2 Si G(ll:) es uoa -~iclerivada de f Úl) , ~onces G(ll:) = l'(li:)+C, 
para alguna constante C. En efecto, se tiene 

G' (x) • f(x) .. F' (x), 

y por lo tanto, por el teorema 3 de la diferencia constante 

G(x) • F(x) + C. 

De los pasos 1 y 2 se sigue que F(x) +C es la antiderivada gen~ 
ral de f(x). Luego 

ff(x)dx = F(x) + C, 

por definición de integral indefinida de f(x). 1 

En términos de diferenciales, (4.2.2) puede escribirse 

(4.2.3) fF' (x)dx = F(x) + C 

(4.2.4) fdF(x) = F(x) + C 

ya que dF(x) F'(x)dx f(x)dx. 

Luego, la i.J&epü. i.adefiD:i.ds de la ~ereacisl de uoa fuoc:ión es 
iaual a la función .a. m.a coas~-~e. 

De esta manera, la integración 'indefinida puede ser considerada 
como la operación inveraa de la operación que asigna a una función 
su diferencial. 

7 



8 

LA mTEGRAI· INDEFINIDA CAP.l 

EjatiiPlD 1 Sí n~ -1 , hallar la integral indefinida de la función 

y .. xn • 

Solución Buscamos F(x) tal que 

Por simple inspección, la funcié~ F(x) 

F'(x) • xn. 

xn+l 
• ~· que está definida pues 

n + 1 1 O por hipótesis, cumple F'(x) • xn. 

Luego, aplicando la fórmula (4.2.2) 

J F' (x)dx u F(x) + C 

f xn+1 
xn dx • "'ñ+r + C. 

Hallar J(l2'x2 - 4x + 1) dx • 

Solución Busc~mos una antiderivada F(x) de 12x2 - 4x + l. 

Por simnle inspección ~(x) 4x3- 2x2 + x cumple 

F' (x) • 12x2 - 4x + l. 

Entonces por la fórmula (4.2.2) 

j(F (x)dx • F(x) + C 

f(12x2 - 4x + 1)dX • 4Y.3- 2x2 +X+ C • 



4.3 PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRACION 

4.3 Propiedades Básicas de la Integración 

Si u • u(x) es una función diferenciable entonces 

y por lo tanto 

du(x) = ~dx 
dx 

Observamos que en la integral del primer miembro, la función integrando 
f(u) aparece como una función de una variable dependiente u= u(x). 

T•or••• Se cumplen las siguientes propiedades 

( 1 > JAf (u)du = A ff (u)du, para toda constante A. 

(2) J [f(u) ± ¡;(u)) du = J f(u)du ± J g(u)du. 

(3) INTEGRACION CON EL SIGNO DE LA DIFERENCIAL. 

JdF(u(x)) = F(u(x)) +C. 

(4) REGLA DE LA CADENA PARA LA INTEGRACION. 

Si J f(x)dx = F(x) + C entonces J f(u (x)) u' (x)dx F(u(x)) +C. 

Nota (1) Las propiedades (3) y (4) son en verdad equivalentes. 

(2) La fórmula J dF (u) = F (u) + C es muy Útil y la usaremos 

dF frecuentemente enloquesigue. Rccot·demos que dF(u) ="d7 (u). du. 

9 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

(3) Tenemos 

JdF(u(x)) = J dG(x) 

= G(x) + C 

= F(u(x)) +C. 

(4) Si ff(x)dx = F(x) + C 

entonces 

o 

...,2!; (x)= f(x) 
dx 

.E_ (u)= f(u) • 
du 

Luego dF 
dF(u) =~(u) du a f(u)du , 

y por lo tanto 

Jf(o)du "JdF(u) 

Ej811pla 1 

f xdY 
Hallar ~ 

Solución Tenemos 

F(u) + C 

1 J d(x
2

) 
.. 2 l+(x2)2 

= + J 1!~2 , donde 

• + J d(arc tan u) 

1 • 2 are tan u + C 

• t are tan x 2 + e 

CAP. 1 

donde G (x) • F(u(x)) , 

(por (4.2.4)) 

( por (4. 2. 1)) 

(por (3)) 1 



4.3 

Solucidn 

Ej~tt~pla 3 

Calcular 

Soluci6n 

PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRACIOO 

J cos~ 

• - 2 J eu du, 

2 J d(eu) 

donde u • -x3 

'lf 
(x + 2) e os x dx • 

cos x dx .. ¡sen~ x cos x d x 
~ ( (pues e os <x+ 1-> - -senx> 

• )_sen~ x dC.cnx) 

• fu~ du donde u • sen x, 

• fd ( ~S ) 

+e .. sen5 x 
--5- +C. 

11 



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.l 

4.4 Int-vral•• Usual .. 

T.or••• Sea u • u (x) un.t función diferenciable . Se cumplen las 

f?. 

siguientes fórmul.as 

(1) 

(2) 

(3) 

n+l 
u 

= "'ñ+l + e 

J :u= ln lul +e 

u 
=..!.-+e ln a 

(~) J sen u du • - coa u + C 

(6) J cos u du • sen u + e 

(7) fsec 2 u du - tan u+ e 

(8) J cosec 2u du • -cot u + e 

(9) f sec 11 tan u du • sec u + e 

/' 
(10) J cosec u • cot u du • -cosec u+ e 

(11) ftan u du - ln lsec ul + e 

(n f-1) 



4.4 INTEGRALES USUALES 

<12) Jcot u .du • ln 1 sen u 1 + e 

U :S) Jaec u du • ln lsec u + tan ul +e 

<14) J cosec u du • ln lcoaec u - cot ul +e 

(1~5) f· du 
1 1~ ( u2 > a2) 

- a2 - la ln u+a + e, 

(16) J du 1 ~ +e 1Ji+ a2 - a are tan a 

J' (17) du • are sen u +e (a >O) 
.,!;2.:7 ;r 

(18) J l.::., " ln l• + lu2
± •'J +e 

Lait fmu:ioaea b:iperbólica8 se definen mediante las ecuaciones: 
x -x x -x sen h x e-e e +e h X • sen h x -~, coa nx • -r- • tan coa h x • 

cot h x • coa h x aec h x • 1 cosec h x • 1 
sen h x • coa~ X • sen h x 

(19) J sen hu du • coa h u +e 

(20) J coa hu du • sen hu +e 

13 
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LA INTEGAAL INDEFiNIDA 

(21) J sec h 2 u du .. tan hu + e 

(22) J cosec h2 u du .. -cot hu + e 

(23) f sec h u tan h u du - -sec h u + e 

C24) J cosec h u cot h u du • -cosec h u + e 

CAP.1 

EJ•mpla 1 Probar las formulas (1). (2), y (3) . 

SoluciÓn 
n+l 

(1) Puesto n+l,l O , la función 
u 

esta definida. Se tiene que -n+l 

n+l d n+l 
d( un+l ) ·-(~) rlu • un du y• por lo tanto du n+l 

(2) Tenemos 

Luego 

(3) Tenemos 

Juego 

J.· du • J (~:~\ 
d ( ln 1 u! ) d \ln 1 u 1 .. dii" 

f 
·+.du 

duu = J d ( ln 1 u 1 

d (---!!.) 
1na 

n+l 
-...2-+e n+l • 

du 

d 1 
(pues Ciii" ln lul = u-> 

) • ln lu 1 + e . 

....!!.. (at..). du 
du 



4.4 INTEGRALFS tSUALES 

Ej.-pla 2 Hallar J / a + bx dx 

Salucián 

EjllftiPla 3 

Salucián 

J 1 a + bx dx = ¿ JI a + bx • d (a + bx) 

Hallar 

.. ! julf2 du , donde u= a + bx 

J un+l 
(usando Jldu=;¡:r- +C 

con n= 1¡2) 

= 3
2
b ( a + bx )% + e . 

- 4x + 6 dx 
x2 

- 4x + 6 dx 
x2 f 4 6 

(x - - + ::T) dx 
X X 

f f dx J -2 = x dx - 4 7 + 6 x dx 

x2 -1 
- 2--4 lnlxl + 6( ~1 )+e 

x2 1 6 
= - 2--4lnlx -x-+e. 

15 



LA INTEGRAL INDEFJ:NIDA CAP.l 

PROBLEMA 1 Probar que 

(1) J~en udu - cos u + e 

(2) J sec
2 u~u tan u + e 

(3) J cosec u . cot u du - cosec u+ C. 

SOLUClON 

(1) 

(2) d(tan u) d 
sec2 u du Puesto que = "7lu" (tan u) .du 

tenemos Jsec2u du = Jd(tan u) tan u+ C. 

(3) d (cosec u) d u) du De dU(cosec = - cosec u cot u du 

resulta J cosec u cot u du f d (-cose e u) ~ -C<"sec u+ C. 

PROBLEttA 2 Probar las siguientes formulas 

(1) Jtan u du ~ 1n isec ul +e 

(2) 1cot u du 1n lsen ul +e 

(3) J. se e u du = 1n lsec u + tan ul +e 

(4) Jcosec u du - ln 1 e osee u - cot u! + C • 

16 



4.5 PRCSLDW> RESUELTOS 

SCLUCION 

(1) 

(2) 

d (ln 1 sec u 1 ) a 
d 

( ln lsec u 1 ) • du 
du 

1 d 
~-;:¡-;; (sec u) du 

sec u • tan u du 
sec u 

Luego J tan u du • J d(ln lsec ul) 

d (ln 1 sen u 1 ) • 
d -;¡;-- ln 1 sen u [ du 

___!__ 
sen u 

_d_ (sen u)du 
du 

d 1 1 1 dv ( pues du ln v • v (íu) 

tan u du • 

ln lsec u 1 +C. 

( pues fu ln 1 v 1 • ~ ~ ) 

cos u du cot u du 
sen u 

Luego ln 1 sen u 1 + e . 

(3) d(ln lsec u + tan ul) "" d~ ln lsec u + tan ul du 

Luego 

~----=~--~· _d_ (sec u + tan u)du 
(sec u + tan u) du 

sec u tan u + sec2 u du 
sec u + tan u 

sec u du (cancelando el término eecu+ tan u) 

Jsec u du = Jd ln lsec u+ tan u 1 = 1n lsecu+ tan u I+C. 

(4) d(ln lcosec u- cot ul)• d~ 1n lcosec u- cot ul du 

1 d dü (cosec u - cot u)du 
e osee u- cot u 

- cosec u cot u + cosec2 u d u • cosec u du • 
cosec u - cot u 

Luego J cose e u du • _ Jd ln 1 e osee u - cot u 1 

ln lco{!ec u - cot u 1 + C. 
17 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

PROBLEJ1A 3 Probar las siguientes formulas 

(1) f du ..!.._ln 1~1 +e uz- a2 2a 1 u+a 1 

(2) f du 1 tan .,.!!_ + e 
u2 + a2 

-art:: 
a a 

(3) J du 
u + e ' are sen-

fa2-u2 a 
( a > O) 

SOLUCION 

(l) 

(2) 

(3) 

d(-1 
lnl ~¡) 2a u+a 

- ...L ( ln lu- al - ln lu+ai)du 2a du 

1 1 1 
~<---)du .:a u- a u+ a 

du 

Luego, J u2d_ufi2 

d (-
1
- are tan -lL ) 
a a a 

d u 
"'Ciii""(are tan a)du 

1 a du -· 
1+ <~l 

a 

a 
a 

Luego , J du J d <+are tAn~) .. 
u2+ a2 "' 

11 
d(are sen a-> • 

Luego, 

a 

_d_ ( are sen ~)du 
11u a 

i 

-;=::a!=::::;;-du 

/1- <+ f 
du 

• Jd(are sen : ) 

du 

u2 + a2 

...!.. are tAn .,.!!_+C . 
a a 

are sen .J!.. + e a 

CAP . l 



4.5 PROBLEMAS RESDBLTOS 

PROBLEI'IA 4 Probar que 

(1) fsen hu du • cos hu + e 

(2) J cos hu du sen hu + e 

(3J J sec t:Zudu • tan hu + e 

(4) J cosec ~u du • - cot hu + C. 

SOLUCION 

(1) d(cos hu) d hu)du _d_( eu +.e-u 
) du d'U( cos du 

e u -u 
( - e ) du hu du. 2 sen 

Luego J sen hu du • J d (cos hu) • cos hu + C. 

(2) d 
d (sen hu) = du" ( sen hu)du 

u -u 
e + e du 

_d_( 
du 

u -u 
e -e 

2 

cos hu du . 

)du 

Luego J cos hu du • J d(sen hu) sen hu+ C. 

(3) y (4) se siguen de las siguientes identidades cuya verifica 
ción se deja al lector : 

d du (tan hu) 

d du ( cot hu) - cosec h2 u • 

19 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA 

PfHlBLEJ1A S Encontrar las siguientes integrales 

(1) J 8 a2 x7dx 

(2) J(6x2 - 8x + S)dx 

(3) Jx(x+l) (x+2) dx 

(4) J (x3 + a)
2 

dx 

SOLUCION 

(1) 

<2> J( 6x2 - 8x + S)dx 6 Jx'dx - 8 J x dx + 5 J dx 

x3 x2 
6 ( - 3-) - 8 ( T ) + Sx + e 

2x 3 - 4x2 + Sx +C. 

(3) Jx(x+l) (x+2) dx J(x3 + 3x2 + 2x) dx 

= J x3 dx + 3 J x2 dx + zJx dx 

X4 3 
+ x2 +C. - +x 4 

<4> J( x3+ aY. dx J(x6 + 2ax3 + a2 ) dx 

x7 ax4 
+ a2x + C. -7- + -2-

CAP.1 



4.5 PRCBLBIWI RBStJBLTOS 

PROIILEM 6 Calcular las aig~ientea integrales indefinidas 

cu Jdx -;r 

C2) ¡~ 3¡; 

(:S) JP¡p;- dx (p .. -1} 

(4) J fX (Sx - 3}dx 

-.uciUN 

(1) 

(2) 

C:S) 

(4) 

I-7 r-··· -2+1 
X +C -:-r.rr-

J dx 

. ~ 

J·~ dx 

J 
1¡ _l.+ 1 

x- 3 dx • x1 3 

-3 +1 

Jl. 
- P¡p X p dl: 

1+1 
• 'P <-~-- > +e • 

-+1 p 

J rx (Sx - l)dx -J ... 6 - 3x1h 

f+1 
5 X 

- 3 
1 + 1 2 

~+C. 
X 

+e • 

1 p/.(px)p+ 1 + e 
p + 1 (1 • 

)dx 

.l. +1 
x2 

+e 
! + 1 
2 

s;. 3/. 
2x 2 - 2x 2 + e. 

21 
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LA INTEGRAL INDE!'INIDA CAP.l 

PROa..DIA 7 Calcular las siguientes integrales indefinidas 

(1) f< nx )1if dx 

(2) f ~)(x2- 2) dx 
R 

(3) f ( a2h - x%. )3 dx 

(4) f< /x + 1) <x - IX + l)dx. 

SOLUCIDN 

f 1-n 
(nx )rr (1) dx • -n f l-n 

(nx)n d(nx) 

(2) 

(4) 

1 --n 

- ...L. 
n 

J (x2 + 1)(x2 - 2) dx • 

~ 

.!;¡11 + 1 

1-n + 1 
n 

donde y • nx , 

1 

+e • yn + e • nlnx +c. 

f J ~ 2% (/X+ 1)(x -IX + 1)dx • ( x + 1) dx • -sx + x + C. 



4.5 PROBL~~ RESUELTOS 

PROBLE1'1A B Calcular las siguientes integrales 

(1) J 
(3) f 
(:5) J 

SOLUC:ION 

(1) J (3 + lnx~ 
X 

(2) J dx 
__,..S..,:;:+~3"""x-

(3) J 
(4) J 
(:5) J 

(x+l )dx 

x 2 + 2x 

x dx 

a .. bx 2 

(3 + lnx) 
dx (2) J dx 

X S+ 3x 

~ dx 
(4) J (x+1)dx 

1 + x 4 x 2 + 2x 

x dx 

a + bx2 

dx J (3+lnx)d(3 + lnx) 

fu du , 

u2 
-2-+ e = 

donde 

(3+lnx)2+C 
2 

u = 3 + lnx, 

...L3 J ._,....,!...,..._ ( ) ...!.. J~ S + 3x d S + 3x 3 u • 

donde u = 5 + 3x, 

1 J d(l+x
4

) 

T 1 + x 4 

z i-lnlui+C 

= _1_¡ d(x 2 +2x) 
2 

x 2 + 2x 

+ ln !S + 3x 1 + e 

1 
T J~ u • 

donde u = 

+ ln ( 1 + x4 
) + e 

= -~-J~ 2 u • 

l + x4 , 

donde u = x2 + 2x, 

"'+lnlul +C "'+1n1~ +2xl +C 

_1_ J d(a + bx2) 

2b a + bx2 

= -
1 

In lul +e 2b 

_1 J~ 
2b u • 

donde u z a+ bx 2 , 

2f;- 1n 1 a + bx2 1 + e . 

23 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

PROPLEMA 9 Calcular las siguientes ir.tegrales indefinidas 

(1) f 
(3) f 

SOLUCION 

2x + 3 
2x + 1 dx 

2x + 3 dx 2x + 1 

ax + b 
dx px + q 

f (2x + l) + 2 d 
(2x+1) x 

+f d(2x+1) 
x 2x +- 1 

(2) f (a +-b- ~dx x-a 

(4) f x4 + x2 + 1 
x-1 dx. 

f dx + 2 f 2::1 
+Jdu x u' 

donde u = 2x + 1, 

x + 1n 1 u 1 + e = x + 1n l2x + 11 + e . 

(2) f(a+ _b_f dx = f [a2 + ~ + _Jt_] dx 
x-a x-a (x-a)2 

(3) 

Lu~go 

Escribimos 

f ax + b dx 
px+q 

(4) Expresando 

Luego f 

J,2 
= a 2x + 2atl ln lx-al - --+e 

x·a 

+ b 7( X +7 )· -'. ( 
x+.!l. + .L .!l.) ax 1! a 1! 

px + q x+_g_ P x+S. p p 

= --!"- + ( bp P-2 ag ) . x + S. 

-!!.. Jdx + ( bl! -2 ag ) • f dx q p 
p p x+ p 

_!!_X + ( bl! - ag ) Jn 1 X + ..1_ 1 + e 
p p2 p 

ax + ( bp -2 aq ) • ln 1 px + q 1 + e 
p p bp - ag 1 1 (sumando la constante - ( 2 ) ln p 

p 
a e) 

x4 + x2 + 1 como suma de potencias de r.-1 

[(x-1) + 1] 4 + [(x-1) + 1] Z + 1 

+ 4(x-1) 3 + 7(x-1) 2 + ó(x-1) + 3. 

J[<x-1)3 + 4(x-1)2 +7(x-l) + 6 + x= 1 Jdx 

~++(x-1)3+f(x-1)2 + 6x+ 31n 1}1'-lJ+e 

x4 x3 2 4 + 3 + x + h + 3 1n lx-11 +e . 



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 10 Calcular 

(1) f X d 
(x+tf x 

(2) J~~ dx 

(3) f X dx 
R"+1 

(4) f IX + ln X dx • 
X 

SOLUCION 

(1) ¡--!..,_ dx ·J(x+l)- 1 dx f dx -J(x+lf
2 

dx 
(x+l)2 (x+l)2 = -z;:;:i} 

• ln lx+ll + -L+ e 
x+l 

<2> fla-bx dx • -+ fca-bx)I¡, d(a-bx) •- Jb(a-bx)~' +C. 

(3) 

14> f IX "';.1nx dx • ¡.-'k dx + f Jnx d(Jnx) 

• 2x
1
h. + Ju du , donde u= lnx, 

• 2x 
1
h. + ...i.. + e 

2 

1t (lnx)2 
• 2x 2 + -

2 
- + e . 

25 



PROBLEI'IA 11 

SDLUCIDN f 

PROBLEMA 12 

SOLUCIDN J 

PROBLEMA 13 

SOLUCIDN f 

26 

LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.l 

Hallar f X 

~.J!!.... 
a+ beX 

eulcular 

sen x dx 
1 - COS X 

Encontrar 

sec2 x dx 
a+ b tan x 

_1_f d(a+bex) 
b a + bex 

_1 J~ 
b u 

donde u = a+ bex, 

+ lnlul +e = +lnla+bex 1 +e. 

f _.:;:s!;;en~x~d~x;__ 1 - COS X 

J _d(l-cos x) 
1 - COS X 

J d~ donde u= \ - e os x, 

lnlul+e ln ( 1 - e os x) + e . 

f sec 2 x dx 
a + b tan x 

_1_ J d(a+b tan x) 
b a+ b tan x 

l 
b 

ln 1 a+ b tan X 1 + C . 



4.5 PROBLI:IIU RESUZLTOS 

PROBI..EI1A 14 Hallar J dx • 

x2 • -r + ln (x2 + 1) + e . 

PR08LEPIA 115 Calcular J-~(;;ex:=+=s=en=:x:=):- dx • 
/ex - cos x 

SOLUCIDN f (ex + sen x} dx • J(ex - cos x~~ d(ex - cos x) 
.,Jex - cos x 

PROBLEtiA 16 Encontrar J 
BOLUCIDN J sec 2x tan 2x 

3 sec 2x - 2 dx 

X lf2 • 2(e - cos x) + e . 

sec 2x tan 2x 
3 sec 2x - 2 dx • 

1 J d (3 sec 2x - 2) 
T (3 sec 2x - 2) 

• + ln 13 sec 2x - 21 + C 

27 
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LA INTEGRAL IND::F IN IDA 

PROBLEMA 17 Calcular las siguiente~ integrales 

(1) J e l5tt dx (:5) a e dx J X X 

(2) J lOx "!ix (6) J 4 dx -¡;r 

(3) Jrx J:.- dx 
IX 

(7) X 2 f ~2 

(4) J etan x sec 2x dx (8) J~ x3 e 

BOLUCIOH 

11) fe% dx f% X fU n e d (ñ) z n e du, 

2 neu + e ~ n JSn + c. e 

J IOX 
(2) !Ox dx = 1'ñ"TQ + C. 

13) J .; dx • 2 J ,IX d(¡;-) • 2 J e" du 

(4) 

2 2e u + e ., 2 ¡;.: e . 

e sec x dx J tan x 2 = Jetan x d(tan x) = 

2 eU + C • etan X + C. 

dx 

CAI".1 

donde X u=-
n ' 

donde u = Íx, 

u • tan x, 

(:5) J X X 
a e dx = J (ee)x dx ~~+C 2 

1n (ae) 
(ae)x 

ln. a + 1 + C. 

(6) J 4 e-~ dx = -8 J e-~ 
-8 j' eu du , 

-8 eu +e = -8 ~-~2 +c. 

d (- ~) • 2 

X 
donde u "' - 2 , 



4.5 PRCBLEHAS RESUELTOS 

(7) J x2 
X 2 dx • 

(8) f 1 J -x
3 

3 -.,-e d(-x) 

1 -x3 • -.,-e +C. 

PROBLEI1A 18 Calcular 

(1) f 42-3X dx 

(2) f (e'Sl + ~74 ) 2 dx 

(3) f ex 
dx 

ex - 1 

8DLUCICJN 

CU f 42-3xdx • -+ 
1 

- -3 

J 42
- 3x d(2-3x) 

J 4u du 

+e • 42-3X 
- ""'1ñ"'64 + e. 

(2) J (e"* + e -~f dx • J (e 
2
l56 + 2 + e -

2
'56) dx 

a 2lf' a -2~ • 2 e + 2x - T " + e • 

donde u • x2 , 

dende u • 2-3x, 

(3) f ex - 1 dx -f d(t - 1) 
e - 1 

• ln lex - 11 + e • 

29 



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

~ 19 Calcular 

(1) J sen (a + bx) dx 

(2) J cos2xdx 

(3) J (cos ax + sen ax) 2 dx 

BOLUC:IDN 

(1) 

(2) 

(3) 

( a + bx) dx • i; f sen (a + bx) d(a + bx) 

• ~ Jsen u du donde 

J cos2 x d x • 

• _ .5.2!....1!. + e • _ cos 
b J 1 + c~s 2x dx • ; + 

u • a + bx, 

(~ + bx) + C • 

sen 2x 
4 +e . 

J (cos ax + sen ax) 2 dx • 1 [ cos2ax + 2 sen ax cos ax + sen2ax] dx J (1 + sen 2ax) dx • x - coia2ax + C • 

PROBLEt1A 20 Encontrar 

(1) J sec2 (3x + 2) dx 

(2) J sen !ln x) dx 

(3) J x cos (2 - x2 ) ex 

8DL.UCION 

(1) J sec 2 (3x + 2) dx J sec2 (3x + 2) d(3x + 2) 

Jsec2 u du , donde u • 3x + 2, 

1 
tan u + e - 3 tan (3x + 2) + e • 30 



4.5 PRCBLBMAS R!SUELTOS 

(2) J sen !lnx) dx • J sen (ln x) d (ln x) 

J sen u du , donde u • lnx, 

- COS U+ C • - CÓS lnx +C. 

(3) J x cos(2 - x2)dx - ~ J cos(2 - x2) d(2 - x2) 

• - j- J e os u du , donde u = 2 - x2 , 

• -+ sen u + e '" - ~ sen (2 - x 2) + e . 

PROBLEMA 21 Calcular 

BOLUCION 

(1) f 3 cos(Sx - ~~ dx 

(2) J cot 2 axdx 

(3) f 1 1 + 3 cos2x sen 2x d x 

(1) J 3 cos(Sx- ~) dx • + J cos(Sx --? d (Sx - i> 
3 '11 • S sen (Sx - -¡;) + C. 

(2) J (cosec2 ax - 1) dx 

=a J Cosec 2 ax d(ax) - J dx = - CO~ ax - X + C • 

(3) J 11 + 3cos2x sen 2x dx •- ~ J(l+3cos2x)l/ld(l+3cos2x) 

(pues d(cos 2x) • -2 sen x cos x dx = - sen 2x dx) 

31 
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LA INTEGRAL INDEFINIDr. C.'U'. 1 

PROBLEttA 22 Hallar 

(1) Jtan x dx (2) Jx cot(x2 + 1) ('x 

c:n J sen5 4Y coa 4x dx (4) J tan3T , sec2 1' dx 

BOLUCIDN 

(1) Jtan x dx f sen x d 
• -X 

coa x 
·-fd(cosx} 

coa x 

- - ln leos xl + e - ln lsec xl + e . 

(2) J x cot (x2 + l)dx = + J cot(x2 + 1) i(x2 + 1) 

(3) 

(4) 

• + Jcot u du , donJe u • x2 + 1, 

.. + n lsen ul +e - + ln lsen(x2 ... l) 1 +c. 

Jsen5 4x cJs 4x dx • +f. (sen 4x)S d(sen '•x) 

·~ J u5 C:u donde 

,,6 
.. 24' +e .. 

ftan3 .!. secZ ..!.. dx • 
3 3 

sen6 4x 
24 

u • sen 4x, 

+ c . 

X 
donde u • tan 3 , 



4. S PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI1A 23 Hallar (1) f tan rx dx Fx 

(2) J sen 2x d X (3) J cot% x dx 
3+ cos 2x sen x 

SOL.UCION 

(1) 

(2) 

(3) 

f tan rxd 
;: X • 2 Jtan IX d(/i) 2 J tan u d u , donde u- lx, 

2 ln 1 sec u 1 + e - 2 ln 1 se e rxl + e • 

f _...::s;:ell::.,.:2::;x:.__ dx • _l.fd(3 + cos 2x) 
3 + cos 2x 2 3 + cos 2x "' -f- :h 13 + cos 2x! + C. 

f cot% x dx • Jcot2;/f¡ x cosec2 x dx • - J(cot x)~3 d(cot x) 
sen" x 

3 ~ 3 <L 
• - -s<cot x)7J +e - - scot-f~x +e • 

PROBLEI'IA 24 Calcular (1) f dx 
+ COS X 

(2) J sec ~ X 
tan 2dx (3) f (tan 4x - cot 4x) dx 

SOL.UCION 

(1) f dx 
~1 + COS X f 1 - COS X d 

1 - cos2x x 

f 1 - cos x dx ,. 
sen· x 

( multiplicando numerador y den~ 
minador por 1 - cos x) f <o<oo' X dx - ¡e .. n x,-' de~ ~ 

- cot x + (sen x)- 1 + C • - cot x + cosec x + C. 

(2) tan ; dx 2 J se e T . tan ~ d <p u = y 
2 J sec u • tan u du • 2 sec u + C • 2 secf+c. 

33 



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

(3) J (tan 4x - cot 4x)dx • {-J tan 4x d (4x) - + J c.ot 4x d (4x) 

• t ln !sec 4x 1- f ln 1 sen 4x 1 + C 

• + ln 1 cosec 8x 1 + C 

( pues sec 4x • e osee 4x • 2 e osee 8x ) • 

Hallar (1) f ax ax 
cosec T . cot b dx 

(2) (3) J (sec x - 1) 2dx 

SOLUCION 

(1) J cosec a: • cot abx dx • : 

ZJ?_ 
a 

r ax ax ( ax) J • e osee -¡;- • cot -¡;- d -¡;-

J cosec u • cot u du., donde 
ax u--b • 

• -~e osee u + e • - !. cose c.!!. + e 
a a b 

(2) J ex cot exdx • Jcot ex d(ex) ln lsen ex 1 +e 

(3) J (sec x - 1)2 dx . J (sec2 x - 2 sec x + 1) dx 

• tan X - 2 ln lsec X+ tan xl +X+ C • 

PROBLEI'IA 26 Hallar J (sec 3x - cosec ~~ dx. 

SOLUCIDN J(sec 3x- cosec"1)dx • ~ Jsec 3xd(3x)- 3! cosectd<t> 

• + 1nlsec3x+ tan3xl -31nlcosecf-cot'!l +C. 

34 



4.5 

PR08LEitA 'Z1 Hallar 

(1) J 4x (2) J e--L- - ll2 dx aenx coa x sen ax 

(;'S) J x aec2 x2 dx (4) J -'111 ;¡ 
/cos2 x 

S:81 y 

- sen2x dx 

SOUJCIDN 

(1) 

(2) 

(;'S) 

(4) 

J dx 
&f!ll x coa x 2 I coaec 2x dx (pues 2sen x. coa x • sen 2x) 

Jcof:lec 2x d (2x) ln ! coaec 2x - cot 2x 1 + C, 

J 1 
~:Jen ax - 1)2 dx • J (cosec ax - 1)2 dx 

[ 
sen x coa x 

lcorlx - sen2 x 

J( cosec2 ax - 2 cosec ax + 1} ex 

] J cosec 2 ax d (ax) - ~ J cosec ax d(ax) --a 

-~ _1, ln ~o3ec ax - cot ax 1 + x + C. 
a a 

dx • 1 J ACP :?x dx T /coa 2x 

1 J -lh • - 4 (coa 2x) . d(cos 2x) 

- - j- <~os 2x) y1 + e . 

35 



IA INTEGRAL INDEPINIDP. 

Probar que 

J du - ln lu + lu2 ± a2 1 + e . 
fuz ± a2 

BOL.UCIDN 

d ln lu + lu2 ± a2 l• ddu In lu + /u2 ± -/. 1 du 

Luego 

1+-~ 
/u2 ± a2 

u+ .Q"±7" du " /u ± ai" 

CAP.1 

J pcj;l a2 .. J d ln 1 u ± lu2 ± a2 1 - ln 1 u ± lu1 ± a2 1 + e . 

PROBLEI1A 29 Calcular las siguiP.ntes integrales 

(1) J dy (2) J 4dx 

1167 4x 2 - 9 

(3) J dx x5 + 5 
(4) J ~· { 8 i - 4 

SOLUCIDN 

(1) J d;¡¡ 
Íl6 - y2 

J dy 
{42 - y2 - are sen f+ C 

J 4dx 2 J d(2x) 2! du donde u•2x, <2> 4x2 - 9 (2x)2 - 31 u2 - a2 
a•3 

2. 1 
ln 1~:1 + e ~In ¡2x- 31 +C. . '2(';j) - 2x+ 3 3 

J dx f x2 
di • * are tan * + C • (3) x'Z + 5 + <IS')z 

(4) J ds 
/sÍ - 4 

a J ds 
{ 8z - 2i - ln ls + ¡;r-:-¡ 1 + c. 
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4.5 PROBLEMAS RSSUELTOS 

PR08LEI1A 30 Hallar 

(1) J 
(3) 

BCLIX:IDN 

(1) f dx 
3x2- 12 

(2) f dx 

h6- 9x2 

(3) f-......;d::,;t:;..__ 
2 + 9t2 

(4) f....;;e_x ...::d:.::x __ 
1 + e2x 

J 
dx (2) J dx 

3x2 - 12 /16- 9x2 

dt 
(4) J ex dx 

2 + 9t2 1 + e2x 

1 J dx T -· x2- 22 
1 1 1 x-2 1 "T · 2("ij ln '"'X+2 + e 

1 1 x-2 1 - lrln X+2 +c . 

..!. J d(3x) 1 3x 
3 = - 3 are sen -¡¡- + e . 

/42 - (3x)2 

..!. . J d Ot) = ..L . _1_ are tan ..lt,_ +e 
3 {3t)2 + (/2 )2 3 12 12 

• .¡:¡
6
2 are tan -lL + C . 

12 

• J __,;;;.;:,d u_ 
u2 + a2 

donde u• J<, a • 1, 

• are tan u+ C "'are tan ex+C. 

PROBLEI'IA 31 Calcular (1) J dx 

/2ax - x2 

(2) J __.;;.;dx~ l+x + x2 
(3) 

BCLIX:IDN 

(1) J dx 

/2ax - x2 J -¡:::;d;=(:=x-=;a:::) =;;:­
/a2 - (x-a)2 

• are sen -!:!._+e. 
a 

J dx 

lx2 + 2ax 
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IA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.l 

(2) J dx 
_l_+....;x;;.:;.+_x_

2
_ 

d(x+ T) f 
1 

(completando cuadradms 
en el denominador) 

(3) f 

PROBLEMA 32 

SOLUCION I 

PROBLEMA 33 

SOLUCION 

dx 

Calcular 

1 
= --:z¡::-arc tan 

1 
X +y 

1f. 
• _1__ are tan ..;Z;;;x;.-:::+~l 

13 13 
+e 

+ e 

f d(x+a) 

l(x+a) 2 - a 2 
(completando cuadrados 

eu el denominauor) 

lnl(x+a) + /(x+a)2 - a 2 1+ e 

ln 1 x + a + / x 2 + 2ax 1 + e . 

J dx I = _____.,;;.;;;..____ 

(a+b) - (a-b )x2 
(O < b < &) • 

J dx 
donde p2•a+b, q2• a-b , 

p2 _ q2 x2 pue!' a-b >O , 

+f d ~!.JXl __ 1_ ln 1 sx -e 
\+e 

(qx)2 - p2 2pq qx +p 

1 
ln 1 .t;.:b X + 1 a+b 

1 + e 
2 /a2- b2 ¡;:¡; X - ¡;:¡¡;-

J 2 - Sx + 6 
Calcular I ~ 

X dx • 
x2 + 4 

I = J (x
2 

+ 4 2 - Sx + 2 
dx 

x2 + 4 

J dx - 5 J X dx 
+ zj dx 

x2 + 4 x2 + 4 

x - + ln (x 2 + 4) + are tan ~ + C . 



4.3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 34 Calcular I = J (2x + 5) dx 

x 2 + 2x + 5 

SDLUCIDN 

I J 2(x+1) + 3 
dx f d [ (x+1) 2 + 4] +f = 

(x+l ) 2 + 4 (x+1) 2 + 4 

ln 1 (x+1) 2 + 4 1 + +are tan ( x;l) + e 

= ln (x2 + 2x + 5) + +are tan ( x;1 ) + e 

PROBLEI'IA ~ Hallar I 

SOLUCION 

I= + f d (x 3) 

1 + (x3)2 

PROBLEMA 36 Hallar I 

f x2 
dx . 

+ x6 

1 
tan (x 3 ) + e . ~are 

f 3x + 8 
~dx. 

9x2 - 3x 
., - . 

SDLUCION Completando cuadrados 9x2 - 3x - 1 

donde 

Luego 

1 
u= 3x - T 

X = 2u + 1 
6 dx du 

-3-

3d (x+l) 

(x+1) 2 + 4 

Sustituyend~ en la integral daaa 

1 = _1_¡ 2u + 17 du 
6 u2 ..1. 

4 

1 
6 + ~7 f _u_2....::~:..:;:u....,i.,__ 

4 

15 
..l.. 1n 1 u2 - ..Lj + J.2 1 

•ln 
u --z 

+ e 6 4 6 2(/S') +15 
2 u 2 

.l. ln 1 9x 2 - 3x - 1 1 + _1_7_ ln 1 6x - -15 
1 + e . 6 615 6x - +15 
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LA INTEGRAL INL:aFINI.DA 

PROBLEI1A 37 Hallar f fx2 + 4x + 3 

(.1 - x) dx 

Completando cuadrados 
SOL.UCION 

x2 + 4x + 3 ~ (x + 2)2 
donde u = x + 2. Luego 

Sustituyendo en la 

X = U - 2 
y dx = du 

integral dada 

CAP.l 

- 1 = u 2 - 1, 

f p - xldx =f p - uldu = 3 J du 1 ;:¡} .lf2 ( 2 1) 

/x2 + 4x+ 3 luz - 1 ~ 
- 2 < -1) du-

3 :nlu+~l _ (u2 _ 1)Y2 +e 

3 ln lx + 2 + /x2 + 4x + 31 - /x2 

PROBLE11A 38 Encontrar 

SOLUCION 

I = 
2

1

a f d~a2x2 +b2l + ..2. f d~axl 
a2x2 + b2 a (ax) 2 + b2 

1 
ln (a2x2 + b2) +l. (ax~ +e • 2; are tan 

a b 

PROBLE11A 39 

SOLUCION 

I = 

40 

Hallar 

f •..s (are sen x) 

2 
3 (are sen x) ~ 

ji: I 
sen x 

dx • 
- x2 

d(arc sen x) 

+ e . 

+ 4x + 3x + e • 



4.3 

PROSLEI1A 40 

SOLUCION 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Calcular I • f x - 1 are tan 2x 

1 + 4x2 dx • 

I • -~ f (are tan 2x) l/z d (are tan 2x) 

= ! ln (1 + 4x2) - + (are tan 2x)
3
k + C. 

PRDBL.Et1A 41 Hallar I • 

SOLUCION 

I • J [1n (x + /i+';2 )r/2 
d [ hl(x + h+x2 ) J 

- 2 1 ln (x + 11 + x2 ) + e . 

PROBL.Et1A 42 

SOLUCION 

I 
1 

T f 
PRDBL.EI1A 43 

SOLUCION 

Tenemos I • 

• 

Hallar I • f x 3 - 1 -...::..--=--dx. 
x~- 4x + 

d(x~ - 4x + 1) 

xlt- 4x + 1 

&llar I • 

+f dx 

x2 +.L 
2 

1 are tan 
( 12 ) 

1 

• + ln 1 x~ - 4x + 1 1 + e . 

f (2+ 
)( dx 

2x2 + 2x2 + 

++! d~2x2 + q 
( 2x2 + 1 ) 2 

X __ .;;.1 __ +e 

4(2x2 + 1) 

12 are tan x 12 T ---=--- + C • 
4(2x2 + l) 
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LA INTEGRAL lNDEFINIDA CAP.l 

PROBLEI'IA 44 Calcular I • J ,_2 
dx . 

x2 + 2 

SOLUCION 

·f Jdx- 2 J I 
~x2 + 22 - 2 dx dx 

x2 + 2 x2 + 2 

-
-

PROBLEMA 4:5 

SOLUCION 

PROBLEMA 46 

SOLUCION 

PROBLEMA 47 

SOLUCION 

X - 2 (....!.....) n are tan _x_+ 
12 

e 

12 X 
X - are tan--¡r- + e. 

Hallar I -J x3 
dx • 

a2 - x2 

-f f x3dx ~x3 - a2xl + a2x dx 
x2- a2 x2 - a2 

-J x dx- -f- J d ~ x2 - a2l 

x2 - a2 

:<2 a2 - z-- -2- ln 1 x 2 
- a2 1 + C 

Calcular 

d(x 3 + 1) .l..(x3 + 1)% +C. 
2 

Hallar 

-f d(sen x + cos x) 
(sen x + cos x) 

J sen x - cos x 
sen x + cos x dx • 

- ln 1 sen x + cos x 1 + C • 



4.5 PROBLEMAS RESl'ELTOS 

Encontrar I • 

SOL.UCIDN 

I • J.=tsnx d(m tan x) + + J m 0-h<')d [ln(l+ •'>] 
ee:rc tsnx + + [ 1n (l+x2 ) ]

2 
+are tan x +C. 

PROIILEJ1A 49 

SOL.UCIDN 

PROBLEI1A SO 

SOL.UCIDN I 

Calcular I • 
r 

J 
are sen x + x dx . 

11-"?" 

ere sen2 x 
2 

Hallar I -

1 J - -r h 

1 J du - 2 h -

1 - 2 are sen 

1 - -r are sen 

+e . 

J sen X eoS X dx • 
h- sen 4 x 

d(sen2 x) 

- (sen2 x)2 

( pues d (sen2 x) 2 senx oos x 

donde u = sen2 x 
u2 

__ u_ 
+e 

12 
sen2 x ) + e . 
IT 

dx) 

dx 
1+x2 

43 



I.J>. INTEGRAL INDEFINIDA CAP.l 

PROBL..EM :51 Hallar 1 
dx 

- ln2 X) 

SOLUCION Sea u= lnx. Luego tiene 
u 

dx • 
u 

du. se X = e ' e 

Sustituyendo en la intEgral dada 

1 J eu du J du 

eu (4 - u2) u2 - 4 

1 ln 1 ~-2 
1 +e +lnl lnx+2 

1 + e . 4 ~ ln X- 2 

PROBLEI1A ~2 Hallar 1 : J dx 

1 + cos 2 x 

SOLUCION 1 J sec2 x dx J sec2 x 
dx 

sec2 X + 1 tan2 x + 2 

J d (tan x) 1 tan(~) +e. --are 
(tan x) 2 + 2 12 12 

J! ln (x + / x' + 1 PROBLEI1A SS Hallar I - dx • 
1 + x 2 

SOLUCION 1 J /1n (x + / x2 + 1 ) d l ln(x + ..Q+l ) J 

2 
[ ln (x + fx'- +1)]%+C. 3 
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4. 5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'IA 54 Calcular 

(1) ~(2 sen h Sx - 3 cos h Sx)dx 

(2) ~sen h 2 x dx • 

SOLUCIDN 

r 2 1 
U) J (2 sen h Sx - 3 coa h Sx)dx = 5 cos h Sx - T sen h Sx +e . 

(2) J sen h
2 

x dx ~ ex - e-x 
)
2 dx 

( pues sen h x = 

2 -2 1 2 1 1 -2X (e X -2+ e X)dx zSe x_Zx - Se +e 

1 e2x - e-2x x 
= ¡¡-< 2 )--2-+e 

1 X 
z T sen h 2x - - 2- + e 

PROBLEMA ~ ealc•Jlar I J cose e hx dx. 

SOLUCIDN 1 ~ 2 
dx ~ 2ex 

dx ~ 

ex - x e2x _ - e 

2 ~ d (ex) +lnl ex - 1 
1 + e 

(ex )2 - ex + 1 

1 

X/z -X/2 
1n e - e 

e X/z + e-x h. 

ln 1 tan h T 1 + e . 
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

PROBLEMA :56 Hallar 

SOLUCION I z f3tan hx sec h 2x dx • J3tan hx d(tan hx) 
(pues d(tan hx) • sec h 2xdx) 

3
tan hx 

lñ3 + e . 

PROBLEMA 157 Calcular 

SOLUCION 

PROBLEMA 158 

SOLUCION 

46 

Hallar 3x - cot 3x dx 
sen 3x 

I = fsec 3x dx - J cos2 3
3
x dx 

sen x 

+ ln 1 se e 3x + tan 3x 1 + 3 s!n 3x + e . 



4.6 PROBLEMAS PROPUESTOS 

4.6 Prabl-•• Prapu-t:os 

PROBL.E11A 1 Hallar las siguientes integrales 

J x(2 + x2)2 dx 
x6 

+ 2x2 (1) Rpt:a. -+xt¡ + e 6 

I x (a - bx2 ) dx 
ax2 bx4 

(2) Rpt:a. -y--¡-+C 

(3) Jy(3y + 2)dy Rpt:a. y3 + y2 +e 

PROBLEJ1A 2 Encontrar las siguientes integrales 

(1) Jx 12x2 + 3 dx Rpt:a. 
1 + 3)% + e - (2x2 
6 

J4x
2 

dx _l..¡ x3 Rpt:a. + 8 +e 
{iT.i.8 3 

(2) 

f <18- rxt dx l¡ 2:; 

rx 
Rpt:a. 2ax 2 

- 2./B x +3 2+C (3) 

f (xm - xnf Rpt:a. 
2/x4m+l 4/x2m+2n+l 

4m+ 1 2m+2n+1 dx 
.;;. 2 /x4n+l 

+ 4n+1 + e 

(4) 

PROBLEI1A 3 Calcular las siguientes integrales indefinidas 

(1) J (x
2 + 12dx Rpt:a. 1../x:J + 3x + e 

/ x 3 + 3x 
3 

(2) I x2 dx Rpta. 
-1 

+ e J (a+:;' l' 3b (a+bx3) 

(3) Rpta. -1 + e 
(a + by) 3 2b(a +by Y 

Jxn-l / a+bxn 
3/ 

(4) dx. Rpta. 
2 (a+ bxn) 2 

3nb +e 

47 



PROBLEMA 4 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

PROBLEMA ~ 

(2) 

(3) 

PROBLEMA 6 

(1) 

(2) 

,3) 

(4) 

48 

LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1 

Calcular 

1 1 -bx 1 Rpt:a. bln 1-e +C. 

Calcular las siguientes integrales 

f 
J 

ltañ"X dx 
cos 2 x 

1- sen x dx 
x+ cos x 

J asenx cos x dx 

f x 2 

dx 

- 4x + 13 

J 6x dx _ 

/1:7"" 

f dx 
a2 x2 - í)2 

f dx 

1 a 2 + b1x1 

2 % Rpt:a. 3-<tan x) + e 

Rpt:a. 1n 1 x + cos x 1 + e 

Rpt:a. 
asenx 
lna 

+ c. 

1 x-2 
Rpt:a. 3 are tan -y- + C 

Rpt:a. 3 are sen x 2 + e 

Rpt:a. ....L :m 1 .!!..:;..!!..! + e 2ab ax-+ o 

Rpt:a. 

i;- ln 1 bx +la2 + b 2 ,¡. !+C 



4 .• 6 

PROBLEI1A 7 

(1) 

(2) 

PROBLEI1A 8 

PROBLEI1A 9 

PROBLEMAS PROPUESTOS 

Probar que: 

f 2x -5 dx 
3x2 

- 2 

Hallar f (8x- 3)dx 

h2x - 4x2 - S 

'- 2 9 2x- 3 RptA. -2 .rl2x- 4x -S + 2 are sen <-z) + C. 

Calcular J (6-x)dx 
/4x 2 

- 12x + 7 

Rpt•·Ílnl2x-3+l4x2 -12x+7l--}14x2- 12x+7 +C. 
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CAP. 2 

:J:NTEC3RAC:J:ON POR PARTES E 

:J:NTEC3RAC::J:ON POR SUBT:J:TUC::J:ON 





1. INTESRACIDN POR PARTES 

TECIREt'IA 

Sean u m u(x) y v m v(x) dos funciones diferenciables. 
Entonces pe cumple 

1 J udv a uv - J vdu 1 

PRUEBA 

La diferencial del producto de funciones u.v. es 

d(uv) = udv + vdu • 

Luego udv s d(uv) - vdu e integrando 

Judv • Jd(uv)-J vdu • uv +C- Jvdu pues Jd(uv) =uv +C) 

• uv- Jvdu ( la constante C es sumada a la constante 

de la inte~ral indefinida Jrvdu, dando lugar a otra constante ) • 

Así, hemos probado que J udv • uv - Jvdu . 1 
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INTEGRACION POR PARTES 

EJIHIIPlC 1 Hallar J x ln x dx • 

Solución Sean u • ln x y dv .. x dx. 

Luego du 
1 

v•Jdv• Jx dx 
x2 =-- .. -r X 

Aplicando J udv • uv - Jvdu , resulta 

f x
2 J x 2 

1 x ln xdx • (ln x)(-2-)- z- ( x-> dx 

EJ•mplc 2 Integrando por partes calcular J x cos nx dx y verificar 

la respuesta mediante diferenciación 

Solución Sean 

Luego du • dx 

TeneiiDs entonces 

Jx cos nx dx 

V•rificación 

u = x, dv = cos nx dx. 

y V = fdv .. f cos nx dx • 

= J udv uv-J vdu • 
x sen nx 

n 

x sen nx 
n + cos nx 

n2 
+e • 

sen nx 
n 

-f .sen nx dx n 

_d_ ( x sen nx + 
dx n 

cos nx 
n2 + e> .. sen nx + nx cos nx 

n n 
n sen nx 

n 

x cos nx • función integrando. 



INTEGRACION POR PARTES ••• CAP.2 

Ejemplo 3 f x¡, 

Encontrar e 4 cos wx dx y verificar la respuesta mediante diferen 

ciación de la s0lución hallada. 

Solución 

I -- Jex¡4 cos n x dx X/4 sen nx J /h. e TI - -¡¡:;;-- sen w x dx ( 1 ) 

""" 
( toMando u = e 4 , dv = cos n x dx) 

X/4 cos TIX Jex¡,. 
- e 

11 
+ 411 cos nx dx 

x¡4 
Pero fe x¡4 sen nx dx 

( tomando u = e , dv sen n x dx) 

+...!... 
4:11 

(2) 

Sustituyendo (2) en (l) 

I 

I 

di 
'dx'" 

ex¡4 
x¡, 

sen TI x 1 e 4 e os TIX + I ) rn<- ""4'Ti"" TI 1T 
y despejando I 

4 ex¡4 
~4TI sen TIX + cos "Xl + e 

16n 2 + 1 

ex¡4 (4n sen ~x + cos ~x) + 4 ex/4 (4TI 2 cos nx- nsen TIX) 

16 TT
2 + 1 16 11

2 + 1 

e os n x dx . 
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INTEGRACION POR PARTES 

Ejemplo 4 Hallar 

Solución I Jsec3 x dx "' sec x. tan x - Jdec x tan2 x dx 

( tomando u •sec x y dv • sec2 x dx, 
V "' tan X ) 

sec x • tan x - f sec x ( sec2 x - l)dx 

2! sec x • tan x + J sec x dx 

I = + sec x • tan x + + ln 1 sec x + tan x 1 + e . 

2. INTEGRACION PO~ SUSTITUCION O POR CAMBIO DE VARIABLE 

Si x=~(t) es una función diferenciable, entonces 

Jf(x)dx = Jf(~(t)) ~'(t)dt 

Not;a 

1. La igualdad a que se alude en esta fórmula se verifica en los 
puntos x,t tales que x = ~(t). Explícitamente~ si 

F(x) Jf(x)dx y G(t) = Jf(~(t))~'(t)dt 

entonces F(x) = G(t) siempre que X = 4>(t) • 

2. Para calcular J f(x)dx, cuando se efectúa el cambio de varia 

ble x = 4>(t) , se procede de la siguiente manera: 

a) se encuentra la integral G(t) = Jf(4>(t))4>'(t)dt 

b) se expresa 
za lj¡(x) 

e) finalmente, 

t = w(x) como una función de x, 
en la integral encontrada en a) 

Jf(x)dx = C(~(x)) . 

y se reempl!!_ 



INTEGRACIOO POR PARTES ••• CAP.2 

Pru~• d•l T.ar ... 

Sea F(x) • J f (x)dx y definamos G(t) • F(fji(t)) (1) 

!'robaremos que 
f (. ( t)) 4>' ( t) • 

G(t) es la integral indefinida de la función 
esto es, que se cumple 

~(t) • f(fjl(t))fji'(t) 
dt 

(2) 

o equivalentemente G(t) •· f f(fjl(t))fjl' (t)dt (3) 

En efecto,se tiene 
dG d dF 
'dt(t) • dt F(fji(t)) • dt(x) (x =fjl(t)) 

dF dx 
• dx • dt (regla de la cadena) 

f(x). 4>' (t) [ p.1es ~~u f(x) ya que 

F(x) Jf(x)dx, y ~~=fjl'(t)J 
f(ljl(t)). ljl'(t), lo cual demuestra (2) . 

Para concluir, si X • ¡p (t) tenemos 

J f(x)dx . F(x) F(ljl(t)) 

G(t) (por (l)) 

= Jf(<P(t))~' (t)dt (por (3)). 

1 

Ej•mplo 1 Hallar 1 " f X /;::-2 dx. 

Solución Sea t - ~- Luego X = t
2 +2 y dx 2t dt. 

Entonces 

1 2 J(c2+2)t(2t clt) E J(2t" + 4t 2 )dt a }t5 + 1r) +e O 

y sustituyendo t 

1 • 
2 5¡ 4 36. 
s(x-2) 2 + )(x-2) +e. 
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FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLE 

dx 1 Hallar I 
1 x2- 4 

efectuando la sustitución x•-
t 

Solución 

Tenemos 

CAsal. K>2 Tenemos 
1 

dx • 
dt 

Luego x=-t , t2 

dt 

J -~ I = ---

! ;er-; 
( 

J- dt 

h -4t2 

de X > 2 se tiene t >O y .f5i0 .. _l./l-4t2 
t t 

Por lo tanto, I 1 J d(2t) 
-2 /¡ -(2t)2 

= + are cos (2t) + e 

1 
"-2- are cos <.2..>+ e 

Jx du 

- /1-u2 

si x > 2 . 

( se usó • are cos(u) + C ) 

CAso 2. K < -2 Tenemos -x < 2 y haciendo el cambio de variable 

y = -x 

I = 

En resumen 

se tiene 

f -d~ 
(-y) 1( -y )2 - 4 fy 

1 2 
--are cos(--) + e 

? y 

1 
cos(- -

2
-) + c. - 2- are 

1 
-2-

1 
2 

are 

are 

X 

cos < .2....) + e 
X 

cos(- .L) + e 
X 

o en forma abreviada 

I 
1 2 
~are cos( -...:lx;..,..l -) + C 

d~ con y > 2, 
1 y 2 - 4 

( por el caso (1) ) 

sí X > 2 

si X< -2· 

si 



J'lft'BOMCI~ POR l'ARTB'il , , . CAP.2 

A menudo ea posible realizar el cilculo de una integral efectuando ~aa 
.a.tituci6a tr~Etrlca lo que da lugar a ura integral ~ue conti~ 
ne funciones trigonomftticaa. 

1. Le inteerel canti~• •1 radical vf~- x2
, • >o. 

Entonces se hace la sustitución x • a coa t y /a2
- .,?- •a sent. 

2. La inteerel canti~• •1 radical .J.-.i - e2
, • > o. 

Entonces se hace la sustitución x • a sec t y / .J - a2 • a tan t. 

3. Le int.;rel canti•n• •1 radical ~J + a2 
, • > o. 

Entooces ae hace la sustitución x • a tan t y fx 2 -+ a2 
• a sec t • 

Note 

Sobr• le sustituci6n trigona.ftrice pera •1 cesovfx1
- i 

Cuando se hace una sustitución trigonométrica del tipo 2, se procede de 
la siguiente manera: 

y 

(1) se encuentra la inte~ral cuando x >a 

(2) se encuentra la integral cuando x <-a , 
hace el cambio de variable y • -x, y asi 
la integral se reduce al caso anterior; 

para lo cual se 
el ctilculo de 

la integral resultante se compone entonces de dos integr~ 
les, una para el intervalo x >a y otra para el inter­
valo x < -a. (Ver ej . 2 ) . No obstante, a vecEs estas 
dos integrales pueden resultar i.guales y dar una sola ex­
presión para la integral buscada. (Ver ej. 3) • 
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2.2 
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EJ.-plo 1 

Soluc16n 

SUSTITUCIONES TRIGOHOMETRICAS 

Mediante sustituciones trigono~tricaa hallar 

1 • J x 3 
dx 

h- x 2 

Sea X • 13 coa t. Luego ~ • 13 se!'. t, dx • - 13 sen t dt 

1 - f( /J coa t) 3 
(- 13 sen t dt) • _3 {) J coss t dt 

13 sen t 

-3 13 J (1 - sen 2 t) coa t dt 

-3 13 feos t dt + 3 13 J sen2 t d(sen t) 

-3 13 sen t - 13 sen 3 
t +e , 

y sustituyendo sen t • /3""="XT 
13 

I +e ' 

r:;:----; x2 ~ 
-2 >'3 - x- - T" 1 - x- + e 

( 2 
3
/2 2) ,r---"2 ) (pues 3- x ) • (3- x r]- x . 

Calcular a> O. 

Solución 

Casol.JC)a. Sea x • a sec t. ( 1 ) 

Luego dx = a sec t tan t dt . 

Se tiene entonces 

I = J a sec t tan t dt J cos2 t dt . 
7 a 3 se e 3 t a tan t 

_1 f< 1 + e os 2t 
) dt _t_. + sen 2t +e 2 = 

al 2a3 4a3 

_t_ + sen t cos t + e . ( 2 ) 
2a3 2a3 • 



INTEGRACtON POR PARTES ••• 

Ahora debemos despejar 

De (l) se tiene 

y sustituyendo en (2) 

I • .....!... are sec xa + 
2a3 

t de la ecuación (1) y reemplaza~ en (2). 

x a ~ 
t • arcsec7, cost•x• sent • x 

si x >a. 

CAP.2 

Caso 2. x < -a. Entonces -x> a, 
y> a, y 

y haciendo el cambio de vari~ 
ble y • -x se cumple 

I z 

(por el ceso (1), ya que y > a) 

= -
1
- are sec ( -.!..) + 

2a3 a 
si x<-a. 

EjltftiPlO 3 Probar la formula J dx • ln 1 x + / x2 - a2 
1 + c. 

/ x 2
- a 2 

Solución 

Caso 1. 1( > a. Sea 

Luego /x2 - a2 " a tan 

y J dx 
/ x2 - a2 

X • a sec t. 

t, dx = a sec t 

J a sec t tan t dt 
a tan t 

1n 1 se e t + tan t 1 + C 

.!...+ 
a a 

tan t dt, 

fsec t dt 

si x >a 

donde C1 = C-lna • 
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Caso 2. K < -a. 
y = -x, se tiene 

f dx 

/ x2 
- a2 

SU5T~UCIONES TRIGONOMETRICAS 

Entonces -x >a y haciendo el cambio de variable 
y> a y 

- ln !Y + ll - a2 1 .,. e 
( por el caso (1)) 

- ln 1 -x + lx2 
- i 1 + e 

lnl---===-
-x + /x2 

- a2 
+ e 

(racionalizando) 

1n 1 x + /x2- a2 1 + C¡ • ai x <-a , 
donde C¡ • C- ln a2 

Resumiendo, en ambos casos se tiene 

lnlx+~l+c. 

Ejemplo 4 

Solución 

Sea x = a tan t. Luego se tiene / x 2 + a2 • a sec t, 

dx • a sec2 t dt . 

f 1'"22"" 2 J 3 • a2 [ sec t tan t + lnl sec t
2
+tan ti]+!-: .¡ x'+a • dx = a se e t dt -

y reemplazando 

wer ej. 4, pág.Sl) 

tan t y sec t 

xfx~ 
2 

+ lnlx +~1 
2 + c. 



INTEGRACION POR PARTES ••• CAP.2 

3. PRDBLEI'IAS REstEL TOS 

3.1 Intearacián par part-

PRDBLEI'IA 1 Integrando por partes calcular 1 • Jare tanx dx. 

BOLUCION Sean u • are tan x y dv • dx, v = x. Se tiene 

1 - x are tan x -J~ 
1 +x-2 

1 J d(l +x
2

) • xaretanx --
2 1 + x2 

x are tan x - ~ ln (1 + x 2
) + C. 

PRDBLEI'IA 2 Hallar 1 = J -7- dx. 

SOLUCION 

J xe-xdx • x(-e-x)- J(-e-X)dx 1 - (tomando u= x, 

dv =e-x d,Q 

- X e-X - e-x + C • - 2.:!:L +e X • e 

PRDBLEI'IA 3· Hallar 1 J ln x dx • 

SOLUCION 

1 • X ln X -fd: (tornando u= lnx y dv=dx, v=x) 

xlnx -lnx+C (x-1) ln X + C, 
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3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PRDBLEt1A 4 Calcular I "' r (x2 + 2x + 3) cos 2x dx. 
J 

SDLUCIDN Tenemos 

I •x2+ 2x + 3) sen 2x _ J(2x+2)sen 2x d 
' 2 2 X 

2 sen2x, 
(tornando u =x +2x+3 y dv= cos 2x dx, V"'---z-~ 

Cu.lcularnos la última integral 

J(x+l)sen 2x dx ., (x+ 1) (-e os 2x) •. J ( -cos 2x) dx 
2 2 

(tomando u= x+l y dv= sen2xdx, 

(x+l)2cos 2x ++feos 2x dx 

(x+l)cos2x 1 
2 +4sen 2x +c. 

Luego I (x2 + 2x + })sen 2x + (x+l)cos 2x -~ + e 
2 2 4 

(2x2 + 4x + S)sen 2x + (x+l )con 2x 
2 + c. 

PROBLEMA :5 Calcular I J ln (x + ./1+";1 ) dx . 

SOLUCIDN 

I x In (x + ~ ) - J ;6- dx 
l+x2 

(tornando u= ln(x+ /i+X!" ) y dv= dx, entonces V"' x, 

du 

Luego I"' x ln(x + ~) l"i""+7 + e . 
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PROBLEMA b 

Calcular 1 • J(x2 
- 2x + 5 )e-x dx. 

SOLUCION 

1 = (x 2 -2x + 5)(-e-x)- (2Y - 2)dx 

(tomando u= x 2 -2x+5 y dv = e-'Xdx, 

Calculamos la segunda integral 

(2x-2) (-e-x) - J (-e-x) 2 dx 

-x v =-e 

CAP.2 

Je-x (2x- 2)dx 

(tomando u= 2x-2 y dv: e-x dx) 

Luego 1 

PROBLEMA 7 

SOLUCIDN 

1 .. 

= - 2x e-x + e . 

Encontrar 1 

(tomando u= ¡(
2 y dv = x dx 2 

(x2 + i) 
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PROBLEMIIS RESUELTOS 

PROBLEI1A 8 

Hallar I s f ax e cos bx dx • 

SOLUCION 

I 
eax sen bx 

b f ax e sen bx dx 

(tomando U"' eax y dv= sen bxdx, v•- se~bx) 
Pero 

Jeax sen bx dx 
e8 x(-cos bx) 

b 
- ~ J.ax (- cos bx)dY. 

Y dvz senbx dx·, v= ~) 

Luego I = 

de donde I 

PROBLEI1A 9 

(tomando u= eax 

eax cos bx 
b 

+.!. I 
b 

eax sen bx 
b 

a i 
+ -¡; lx cos bx - TI I 

eax 
---:~-:-( b sen bx + a cos bx) + C. 

a2 + tl 

Hallar dx . 

SOLUCION Tomarnos u = x2 y dv s x /1 + 2x2 dx 

I 

1 
V= 6 (1 +2~)% 

x 2 ~1+2Jtl% -+ J(!+2Jt)
3

h xdx 6 

(3x2 - q (1 + 2Jtl% 
30 

+ c. 

- b 



INTEGRACION l'OR PARl'ES ••• CAP.2 

PROBI...Et1A 1 O 

Encontrar I • f x2dx 
_(_x __ c_o_s_x~~-~s-e_n __ x_) __ 2 

BOLUCIDN Observemos que 

d (x cos x ~ sen x) = (cos x - x sen x - cos x )dx -x sen x dx 

Luego tomando dv • ----~x~s~e~n~x~-----­

fx cosx- senx) 2 

v•-----"--- tenernos 
x cos x - sen x 

I f x x senx dx 
~ (x e os x - sen x)l 

dx , 

{sen x - x cos x) dx X -sen x X cos X - sen X - f (x cos x - sen x) sen2x 

PROBLEMA 11 

SOLUCION 

X 

sen x (x cos x - sen x) 

Hallar 

~ 

De sen~ x = 

I 

1 ... cos 2x 
2 

- COt X + C 

tenemos 

I + J (x 2 - x 2 cos 2x)dx 

Calculamos la segunda integral 

x3 1 J = -
6
-- 2 x 2 cos 2x dx. 

J x2 cos 2x dx 

Luego I • 
x3 
6-

x3 -6-

x2 sen 2x 
2 

x2 sen 2x 
2 

x2 sen 2x 
2 

x:?sen 2x 
4 

(2x2 - 1) 
8 

Jx sen 2x dx 

_ [ - x c
2
os 2x + J co~ 2x 

+ x cos 2x 
2 

sen 2x 
4 + e . 

x cos 2x sen 2x +e 4 + --8-

sen 2x x cos 2x +e 
4 

dx J 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI1P. 12 Encontrar I = J x ex sen x dx • 

SOLUCION 

I = - x ex cos x + (e + x e )cos x dx f X X 

(tomando u x ex y dv = sen x dx; v : -cos w 

X 
-X e COS X + ( (ex+x ex) sen x -

(tomando 

f(2ex + xex) senx dx) 

u 2 ex+ x ex , dv • cos x dx ) • 

ex(sen x + x sen x - x cus x) - 2 J ex sen x dx - 1 

Luego I = fex (senx + x senx - x cosx)- J exsenx dx 

Ahora ca lculamos la segunda integral 

- excos x + J excos x dx 

f ex sen x 

- excosx + [exsenx - Jexsenx dx] 

Jex sen x dx 

de donde 
1 X 

dx = 2 e (sen X - COS X) + C, 

y sustituyendo en (1) resulta 

1 X 
Te (x senx - x cosx + cusx) +C. 

PROBLEI1A 13 tlallar 1 

SOLUCION 

I = f X X 
X + 2 sen"'f COSz 

----------~----~dx 

2 ce>s 2 Í 

+ sen x dx 
+ COS X 

= + J x sec
2 t dx + J tanfdx 

x tan ~ - j tan ~ dx + J tan ~ dx 
X 

X tan T +e . 

( 1 ) 



PROBLEI'IA 14 

SOLUCION 

I 

INTEGRACION POR PARTES ••• 

Calcular 1 =fx cos x dx • 
st!n 2x 

-se: x T f se:x x 

(tornando u • x y dx "' cos x dx 

sen2x 

- x cosec x + 1n lcosec x - cot x 1 + C. 

NOTA cosec x - cot x = 

PROBLEI'IA 1:5 Encontrar 

1 - COS X 

sen x 

BDI...UCION Tenernos u ~ 1n 2x dv 

sen x 
+ COS X 

dx , V = X 

X tan2. 

Se tiene 1 x 1n 2x - !2 lnx.~ x 

t'ero por e! problema ( 3) J 1n x dx 

dx = X ln2x - 2 f 1n X dx 

(x - 1) lnx + C. 

Luego l= xln2 x -2(x-l)lnx+C. 

PROBLEMA 16 Calcular 1 /sen (lnx)dx. 

SOLUCION 

1 = x sen(lnx) -J cos~lnx) x dx (tomando u sen (lnx), 

y calculando la segunda integral 

dx 

V 

dv 

Jcos(lnx)dx = x cos(1nx) + J sen(~x)x 
(tomando u = cos (ln x), dv 

Lue¡,¡o I = x sen(lnx) - x cos(lnx) - I, 

de donde I ·flsen(klx)- cos(lnx)) + C 

CAP.2 

- ____!._) 
sen x 

dx ) 

dx) 
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PROBLE11A 17 

Encontrar I 

Pero 

Luego I 

PROBLEMA 18 

SOLUCION 

Luego I 

70 

PROBL~ RESUELTOS 

) Ox 2 )dx 

(tomando u • x 3 y dv • ¡;xAdx, v = -3é~) 

Hallar I f are cot IX d rx x. 

Hagamos el cambio de variable /:K= t, x = t 2 y dx 2t dx. 

J are ~ot t (2t dt) = 2Jarc cot t dt 

2(tarccott -~(~tdtl 
(tomando u= arccot t, dv = dt) 

2 (t arccot t +f ln(l+t 2 )] +e 

2 rx arccot rx + ln (l+x) +e. 



I .NTEGRACION POR PARTES ••• 

PROBLEMA 19 

Encontrar I • f.ec 5x dx. 

SOLUCION 

Tomamos y v = tan x . 

Luego I ,. sec3x tan x - J (tan x) (3 sec 2x) sec x tan x dx 

sec 3x tan x - 3 f tan 2x sec 3x dx 

sec 3x tan x - 3 J (sec2 x - 1)sec 3x dx 

= sec3x tan x - 3 I + 3 J sec 3x dx , 

y despejando I 

I "'-} sec3x . tanx + ~ J sec 3x dx. 

CAP.2 

Pero fsee 3x dx = I seex. tanx +} ln \seex + tanx\ + C 

(verej.4, pág51)· 

y por lo tanto 

1 3 
I = 8 sec x • tan x.(2 see 2x + 3) + 8 ln \ sec x + tan x \ + C • 

PROBLEMA 20 Calcular I = J are senx dx. 

SOLUCION 

I x are sen x -

1 
x are sen x + 2 

!~X 11- x2 
dx 

u = are sen x , dv dx ) 

71 



3 

72 

PROBLEMAS RZSUELTOS 

PROBLEMA 21 Calcular I • J x are sen x dx • 

SOLUCION Hagamos el cambio de variable t • are sen x. Luego 
x = sen t, dx = cos t dx y 

1 J t sen t cos t dt • i J t sen 

f ( cos 2t . 
- --2-J 

2t dt 

~ 

l 
2 [t(- ~.2!) 

2 

t cos 2 t +~~ ---4- 8 

t 
(i -¡ - 2 sen 2 t) + 

dtl 

(tomando u • t, dv • sen2t dt, v • 

+ e 

sen t cos t +e 4 

are sen x + ¡ ~xz + e . 

PROBLEMA 22 Calcular 

_ cot 2t) 
2 

SOLUCION 

I x tan x- f tanx d;t (tomando u ''X, dv• sec 2x dx, v• tanx) 

X tan X - ~ lsec xl + C • 

PROBLEMA 23 Hallar 

SOLUCION Hagamos la sustitución r- rx. X • t 2 , dx • 2t dt. 

Luego I • 2 J tet dt - 2 [tet - [ •'"1 
tor.tando u- t, dv•etdt, v • e t) 

t ,_ rx 
e(t-l)e +e- 2(~x-l)e +e. 



INTEGRACION POR PARTES ••• CAP.2 

PROBLEI'IA 24 Calcular I • J x 2sen hx dx. 

SOLUCION 

I .. x2 cos hx - 2 Jx cos hx dx 

(tomando u= x 2 , dv =sen hx dx , v = cos hx) 

= x2 cos hx - 2 [ x sen hx - f sen hx dx] 

(tomando u • x , dv = cos hx dx, v =sen hx) 

x2 e os hx - 2x sen hx + 2 cos hx + e 

(x 2 + 2) cos hx - 2x sen hx + e . 

PROBLEI'IA ~ J 1-x 
Hallar I = x ln ""f'+"'i" dx 

SOLUCION Tenemos 

J x ln (1- x)dx - J x ln (1 + x)dx 

[_¿ ln (1 - x) - J x2 • -dx J [x2 ln (1 + x) 
2 2 1- x] [2 

_¿ ln ..!....:..!. + .l. ¡· x
2 

dx + ..!.. J x2 dx 
2 1+x 2 1-x 2 1+x 

J x2dx = f -(1-x2) + 1 dx f(l+x)dx + ¡~ 
1-x 1-x 1-x 

I 

-¡~.~] 
2 1 +X 

Pero 

x2 
- ln (1 - x) + el - X -z-

Jx2dx = J -(l-x2)+1 J (1-x)dx J dx y dx = - + -¡-:j:7 1+x 1+x 

x2 
+ ln (1 + x) + e2 - X +T 

por lo tanto, I 
x2 - 1 

ln 
1- X 

- x + e • y --2- T+"i" 
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PROBLEMM RESUELTOS 

PROBLEMA 26 Hallar I • f are sen IX dx • 
¡¡-:--;z 

SOLUCION Hagamos la sustitución t • are sen IX. 

Luego sen t • IX, lf':"X 2 e os t , x = ser?- t, dx = 2 sen t eos t dt. 

Se tiene entonces 

I eos t = 2 t sen t dt J 2t sen t eos t dt J 
2 [- t eot t + f cos t dt] • - 2t eos t + 2 sen t + e • 

Finalmente, I • -2 are sen/;.. ¡¡-:-; + 2/i + e • 

3.2 lnt-vracidn por su•titución 

PROBLEMA 1 Hallar I • J xdx 

rx+ 1 

SOLUCION Hagamos t =rx+T Luego x = ¿_ 1 

I J 2(t2-t1)tdt 2 f (t2- 1) dt 

...3.. t
3

- 2t + e 
3 
2 l¡ 

3 (x+1l' 2 

PROBLEMA 2 Calcular J dx I= ~ 
1 + IX 

SOLUCION Hagamos t= 1+/X Luego x= (t-1) 2 

I f 2(t t- 1)dt = 2 f dt - 2 fdtt 2t -

2(1+ !;.) -2ln(1+ !;.) + e 

2 rx - 2 1n o+ rx, ... e¡ 

y dx=2tdt 

y dx=2(t-1)dt . 

2 lnt+e. 



IN'l'EGRACIC»f POR PARTES ••• CAP.2 

PRO&..aiA 3 Calcular I • J coa x dx haciendo t • sen x. 
h + aeí/- x 

BOLUCION Tenemos dt • cos x dx. 

I ·f dt 
Luego 

¡¡-:¡:-;r 

- ln lt+ ~1+ e 

.. ln lsen x + /1 + sen 2x 1 + e . 

PROBLEM 4 Hallar I • dx • 

BOLUCION Hagamos y • ~ 

Luego ex • y~- 1, x •ln(y2- 1), dx =~ 
y2 -1 

Tenemos entonces 

I = f <:r:2 - 1)2 2;t 
dy = 2 

y (y2 - 1) 
f (y2 - 1) dy 

2 2 
- - y3 - 2y + e = -y(y2 -

3 3 
3) + e 

~ V ex + 1'. (eX - 2) + e 

PROBLEM :5 Calcular I f1 +X 
- 1 + rx dx. 

SOLUCION Sea t = 1 + IX. Luego X (t- 1) 2 y 

Entonces 

dx • 2(t- l)dt. 

1 - f 1 + (~- 1 ) 2 2(t-1)dt = 2 f (t 2 - 3t + 4 -f)dt 
- 2..t3- 3t 2 + St- 4lht+ e 

3 

- fo+ IX>3-30+ ~;Z)2+so+ /X)-4lnO+ IX>+c 

~ + R - X + 4 IX - 4 ln (1 + /X) + C¡ 
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PROBJ.EMAS RESUELTOS 

PROBLEI'IA 6 Hallar J dx 
1 = -r¡ (:=x=-li=#):;:(x~-~b ):=-

SOLUCION Completando cuadrados 

(x-a) (x-b) x 2 - (a+b)x + ab • 

(X _ ~)2 _ a-b )2 
2 <--z 

donde 
a+b 

t = X - -,- y 
a-b 

A"' -2- dt = dx. Enlonces 

I f dt 

/t2- A2 
1n 1 t + 1 t 2 - A2 1 + e 

1 
a+b 1 ]n X- -

2
- + /(x-a) (x-b) + C, 

PROBLE!'iA 7 Calcular I = J 125 - 9x2 dx. 

SOLUCION Hagamos 3x S cos t, 125- sx2 • 5 sent y 

5 
dx " - 3 sen t d t. Luego 

I 25 J - -
3
- sen2 t dt = _ 2; J 1 - c~s 2t dt 

25 25 25 25 - 6 e + 12 sen 2t + e = - T t + T sen t cos t + e 

25 cos ~ + 2i 125 - 9x2 + e . - 6 are 5 2 

PROBLEI'IA 8 Hallar la siguiente integral 

SOLUCION Sea t = are tan x. 

Luego X = tan t, 1 + ,¿. = sec2 t y 

Se tiene entonces 

f are tan x J t dt 
t2 

dx T+ e 
+~ 

= 

J are tan x dx • 
+ X~ 

dx • sec2 t dt 

1 
T(arc tan xf +e • 



PROIILEM 9 

BOLUCIDN 

I • f 

INTEGRACION pOR "'ARTES • •• 

Hallar I • J sec x dx. 

aec x(aec x + tan x) 
aec x + tan x 

c!x 

CAP.2 

Sea u • sec x + tan x Luego du • sec x(tan x + sec x)dx y pelE' ln tanto 

I - J :u - ln 1 u 1 + e - lr. lsec X + tan X 1 + c. 

PROBLEI'IA 1 O Hallar I • J secS x tan S x dx. 

BOL.UCIDN 

I • J. sec4 x tarl+ :.< sec x tan x dx 

J sec4 x(sec 2 x - 1)
2 sec x tan x dx. 

Sea u .. sec ::. Luego du• sec x tan x dx y se tiene 

J 4 2 2 J e 6 4 u9 2 7 J> I • u (u -1) du "' (u -2u +u )du =9-Tu +5+C 

sec!' x ( sec; x 1. sec 2 ..!. ) C 7 ~ + S + ' 

PROBLE1'1A 11 Calcular I • J dx 

X /4- ln2 
X 

SOL.UCION Sea t = ln x . Luego dt = ..!UL. y 
X 

I . f dt t +C are sen 2 
/4 - t2 

are sen ( l!!..2L.) 
2 + c. 

n 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 12 Encontrar 

SOL.UCION 

1 J sec
2 

x dx I = bz _ __:::.;(:.;;;..a....:.:~;;_~)2-
+ b tan x 

Sea 
a 

t =¡;tan x. Luego dt • .!.. sec 2 x dx 
b 

y se tiene 

I f .!!. dt 
1 a 

7 ~ -
1-f .....!!l._ • a

1
b are tan t + C 

ab 1 + t2 

1 a -;b are tan ( b tan x) + C. 

PROBLEMA 13 Hallar f dx 
r- ---

[ l + { l+x J 1/2 

SOLUCION Sea t = + {1 +x • 

Lue¡;o X = ( t -1 ) 2 
- 1 y dx = 2(t-l)dt. 

Se tiene entonces 

I 2 f ( t 1tz_ t _112 ) dt 

4 11: 
- t 2 (t-3) -+ e 3 

4 3¡2 1¡ 
3 t' - 4t 2 + e 

-t ( 1 + ll+X ) 
1
h . ( { l+x - 2 ) + C. 

PROBLEMA 14 Calcular x dx • ¡¡:-;¿o 

SOLUCION Sea t .. x 2
, dt., 2xdx. Luego 

I • l. are· sen t + C • ,¡.are sen x 2 +C. 2 L. 



PROBLEI'IA 1:5 

BOL.UCIDN 

INTEGRACION POR PARTES ••• 

Calcular f dx 
I = -1~­

+ cos 8x 

I "" f dx 

2 cos 2 4x 
= -}-J sec 24xdx = + J sec

2 
4x d(4x) 

1 
4x +C. atan 

PROBLEt1A 16 Hallar I = f dx 

SOLUCION Sea t = 3+ ll+2x . 

Luego 2x (t-3) 2
- 1 y dx = (t-3)dt. 

Se tiene entonces 

I f (t-3t)dt t-31nt+C 

/T+2X - 3 ln (3 + /T+2X ) + C1 • 

PROBLEMA 1 7 Hallar I 

SOLUCION Sea t=~' y 3x2 dx = 2 t d t . 

Luego 

+ c. 

CAP.2 
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PROBLEMA 18 Calcular I 

SOLUCION Sea x = a tan t, dx a sec 2 t dt. Luego 

I 7 J se~\ = 7 J cos t dt + e 

PROBLEMA 19 Calcular I= f ¡y:-::¡ .¡-;--:¡:-r-
dx 
7 

SOLUCION 

PASO 1 Hagamos 
1 

t =- En tunees 
1 

X=-
t 

y dt dx 
- ?· Luego 

X 

I = - f j ~: ~ dt . 

PASO 2 Hagamos t = cos u. Entonces dt - sen u du. 

I -f f1::t dt =f/1- cos u IT+t 1 + cos u 

2 J tan ~ sen ~ . cos ~ du 

sen u du 

2 J sen
2 ~ du 

J (1 - cos u) du 

jx2x; 

are cos t -~ +C u - sen u + e 

are cos + c. 
X 

PROBLEMA 20 Calcular I 

SOLUClON Sea Luego dx = 2t dt y 

2 f (l~t 2 ) + t
2 

dt 2Jt- 2dt 
t2 (l-t2) 

I 

A- + 1n 1 - 2 e 1 
+ 2 • + ln j ~ ~~ 1 + e +IX 

- v'x 

80 
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PROLEt1A 21 Hallar 
I • f dx 

I-IX+1 

BOLUCIDN Sea t • ./-IX + 1 • Luego 
dx • 4(t 2

- 1)t dt. y por tanto 

f 4t3 
I • 4 (t 2 -1)dx • - 3-- 4t +C 

PROLEI'IA 22 Encontrar J x dx 
[ 1 + x2 + (1 + x2) ~/2 1 l/z 

BOLUCION 

Sea t • 1 + x 2
• Luego dt = 2x dx y 

I • + f t i/2(1 +~ 1/2) 1/2 

Haciendo ahora t 
1
/
2 =u y dt = 2 u du se tiene 

I • 

PROBLEI'IA 23 Calcular I f dx 

.¡x(l- x) 

SOL.UCION 

Completando cuadrados x{l- x) x- x2 1 (x- -})2 = -¡;-

Hagamos 1 
t•x-T. Luego dt" dx y 

I f dt t e . . are sen (.¡) + 

Ji- t2 T 

• are sen (2t) + C • are sen (2x-1) +C. 
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PRCBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 24 Aplicando sustitución trigonométrica encontrar las si-
guientes integrales 

(1) (2) f~dx x / x2 - 1 

SOLUCION 

U) Hagamos x = cos t , 1- x 2 • sen t y dx = -sen t dt. Luego 

(2) 

f cos 2 t sen t dt 
sen t 

t sen 2t t -z--4- +e "'-T-

1 
-Tarccosx-

XI~ 
2 

sen t cos t 
2 

+ e 

=f 
+ e 

1+ cos 2t dt 
2 

Caso 1. K >l. 
dxz sec t tan t dt. 

Hagamos x = se e t , 
Lue11;o 

w:-T =tan t y 

fx~ = f sec t tan t dt 
sec t tan t 

are sec. x + e, 

Caso 2. K <•1. 

f dx 
_x_/_x.;;.2;;.. __ 1 

Hfagamos :: -x. 

ti~ 

= t + e 

cuando x >l. 

Luego t> 1 y 

= are sec t +e (por el CéBJ 1). 

are sec (-x) + e , cuando x <-1. 



INTEGRACION POR PARl'ES ••• CAP.2 

4 Prabl ... • Prapu-~as 

PROBLEMA 1 

PROBLEI'IA 2 

PROBLEI'IA 3 

PROBLEI'IA 4 

Calcular J x sen x coa x dx. 

Rp~a. 

Hallar 

Rp~a. 

-x coa 2x + .. sen2x 
8 +c • 

Hallar J ~ dX • 
-~~ 

Hágase t • ~ • 

Rp~a. 4 are tan ~- 1(3+x)(l-x) +C. 

Integrando por sustitución calcular 

I x 2 (x+3) 11 dx. 

Hágase t = x+3, x = t-3 y dx dt. 

Rpta. J:!ill1 ~ 6(x+3) 13 3(x+3) 12 

14 - 13 +--4-+ c. 
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PROBL.EI1A l5 

PROBLEMA 6 

84 

PROBLEMAS PROPUE!)TOS 

Calcular f sen 3 x 

-{ COS X 

dx. 

2 T (cos 2 x-5) +C. 

Calcular J X 

.,f;2¡l 
dx. 

Considérese x = tan t, 

dx a sec 2 t dt. 

Rpta. · ..¡ x· + 1 + ~ 1n 1 J'x2 + 1x - 1 1 + C. 



CAP.3 

LA INTEGRAL DEFINIDA 





1 SUHAS 

1.1 Definición 
x 1 , ••• , xn 

EJEHPLOS 

5 

(1) ¿ i
2 

i•l 

(2) ~+ 

Designamos la suma de los números reales 
empleando la notación 

x 1 + .•. + xn 

1 
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(3) 

(4) 

3 ¿ 
k. l 

n 

¿ 
i- 1 

DEFINICION DE IHTEGRAL DEFINIDA 

~ w ~ 
cos( - 8-) • cos<t> + cos(4) + cos <a> 

En general, 
tir.ino z 

n 

la suma indicada desde el t~rmino za basta el 
m ~ n , se designa con 

(1) 

n L xi = xm + xm+1 + ... + xn 

i=m 

5+6+7+8+9 ( - 35 ) 

i • S 
1 

(2) L (Sk-3) 

k =-2 

[ 5(-2) -3)] + [ 5(-1 )·- 3] + [5(0)-3] t [5(1)-3] 

-22) 

100 

(3) ¿ i F (51)2 + (52)2 + ... + (99)2 + (100) 2 . 

j =51 :l95, 425 ) 

Se cumple 

n 

(1) ¿ e = en donde e es una constante. 

i = 1 
n n 

(2) ¿ ex . e • L xi l. 

i = 1 i- 1 

n n n 
(3) ¿ (xi±yi) ¿ ¿ x. ± yi 1 

i = 1 i ~ 1 i- 1 



LA INTEGRAL DEFINIDA 

C4) Prapi.ctad t•lescáptca 
n 

L ( xi + 1 - xi ) "' xn+l - X¡ • 
i- 1 

n 

¿ x. -
1 

i .. l 

si m <n. 

(x2 - x 1) +(x3-x2)+(x4 -x3)+ ••. +(xn+l- xn) 

= -xl + (x2-x2)+(x3-~) + ••. +(xn-~)+xn+l 

1.3 Algunas Sumas 

n 

(1.3.1) ¿ i n ~n+1l 
2 

i = 1 
n 

(1.3.2) ¿ i2 n(n+1).(2n+1) 
6 

i = 1 
n 

( 1.3.3) ¿ i3 = n2 ~n+1)2 
4 

i .. 1 
n 

CAP.3 

( 1.3.4) ¿: ip _l_np+l p p-1 
p+1 + A¡,n + AP_ 1n + ••. + A1n+ A0 , 

i =o 
donde pes un número entero no negativo y Ac, A1, ... ,Ap' 
son constantes. 

n ¿ sen ix 

i .. 1 

--~-x-{ cos f- cos(n+ ~ )x l 
2 sen 2 
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1. 4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'tA 1 P:robar que 

i• 1 
n 

SOLUCIDN Sea S • L i. Tenemos 

i• 1 

S • 1 + 2 + 3 + + (n-1) + n 
S • n + (n-1) + (n-2) + ••• + 2 + 1 

y sumando miembro a miembro 
2S • (n+1) + (n+1) + ••• + (n+1) + (n+1) 

2S "' n(n+l) 

Luego S • 

PROBLEI'tA 2 

n sumandos 

Probar que 

n 

n(n+1) 
2 

n 

¿ .2 
1 • 

i. 1 

BOI..UCIDN Sea S • ¿ i 2 • 

i• 1 

Para i • 1, 2, ••• , n, tenemos 

n (n+l) (2n+l) 
6 

(i+1)3 - i 3 • 3i2 + 3i + 1, 

y sumando miembro a miembro 

n ¿ 
i .. 1 

n 

3 ¿ i 2 + 3 

i. 1 

(n+l)3- 1 • 3S + 3 n(z+1) + n 

(el primer miembro por la propiedad telescópica de la suma; y 
n 

~ . n(n+1) 
. 1 - 2 ' 
1 

por el problema 1). 

Despejando S 

S "'+[2(n+1)3- 3n(n+1)- 2(n+l)l· ~.[2(n+l)2- 3n- 2] 

n+l (2n2 + n) • n (n+l ){2n+l) 
·-6- 6 



LA INTEGRAL DEFINmA CAP.4 

Por inducción sobre p probar que se cumple 

n 

2: 
i • 1 

en donde Ao , •·• , AP son constantes. 

SCLUCICIN 
n 

sP. L Sea .p 
1 • Debemos probar que S es un polinomio en 

p 
i • 1 

n cuyo término de mayor grado es 1 p+1 
P+'ln 

Sumando miembro a miembro las identidades 

(i+1)p+l -ip+l • (p+1)ip + ~ ip- 1 + ..• + (p+1)i + 1 

(i21,2, ••. ,n) 

y aplicando la propiedad telescópica a la suma del primer miembro se ob­
tiene 

(n+1)p+
1 

- 1 • (p+1)SP +~ sP_ 1 + ... + (p+l)s 1 + s0 (1) 

Si p • O tenemos 
la formula indicada. 

(n+l) - 1 2 s
0 

, de donde s
0 

.= n y se cwnple 

Supongamos ahora que s
0 

, •• , , sp- 1 son polinomios en n de gr.!!_ 

do<: p • Entonces Q "' (p+i)p Sp-l + .. , + (p+1)S
1 

+ s
0 

tiene 

grado <: p y (1) se expresa así: 

(n+1) p+1 - 1 = (p+l) S + Q 
p 

Por otro lado tenemos que 

(2) 

(n+l)p+1 -1 • np+l -r ~ nP + ••• + (p+l)n .. np+l +R , (3) 

en donde R es un polinomio de grado p , 

Reemplazando (3) era (2) y despejando S resulta 
p 

1 p+1 1 
sp - p+1 n + p:+r (R-Q) siendo T un poli 

ndmio de grado <:p. 

Así, para SP también se cumple la formula y concluye la prueba. 
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PR08LEI'IA 4 

Probar que 

SOL.UCIDN 

PROBLEMAS RESUELTOS 

n 

L sen ix • 

i• 1 

1 
x · [ coa T - coa (n + t )x J 

2 sen 2 

Usamos la identidad sen a • sen b • t ~os (a-b) - coe (a+b >] 
b • ~ , y obtenemos para i• 1, 2, ••• , n. 

con a•ix, 

• X 1[ (' 1) (' 1)] sen 1x • sen "1 • T coa 1 -y x - coa 1 +z x 

yi • cos(i - +> x. 

Sumando miembro a miembro resulta 

n L sen ix 

i ~ 1 

n 

• sen T • - .f ¿ (y i+l - Y i ) 

i- 1 

donde 

1 
• - -r<Yn+l .;.. Y

1 
) (propiedad telescópica) 

n 

¿ sen ix • -_,;;,
1
--

i'"' 1 

PRDBLEI1A :5 

BOLUCIDN 
n 

Tenemos ¿ 
i=1 

X 
2 sen2 

Hallar 

(2i + 5) 

-

1 [ X 1 J • 2 coa 2- cus(n+2) x , y por lo tanto 

[ cos ~ - cos (n + ~ ) x] 

100 ¿ (2i+5). 

i- 1 

n n 

2 ¿ i + 5 ¿ 1 - 2 n~n+12 2 + 5n 

i- 1 i• 1 

n (n+6). 

Luego, para nz100 se obtiene 100(100+6) - 10,600. 



LA INTEGRAL DEFINIDA 

Hallar lim 
1 

-;¡: 
n+• 

BOUJCJDN 

Tenemos lim ..L. 
n+• rl-

1 +.!. 
l . 1 [ n (n+l) ] • lim -.....,;-"n::._ 

1m -r 2 2 
n +<» n n +oo 

1 
- -r· 

n 

PROa.Et1A 7 Hallar lim 
rt+ao 

1 ¿ .p 
1 • 

SOLUCJDN 
n 

Por el problema 3, ¿ f 
i. 1 

y por tanto, 

i. 1 

+A nP 
p + ••• + Ao 

CAP.3 

lim 
n+oo 

lim 
n ...... 

[ p~1 + ~ + • • • + ~+J .. p~1 • 

PROa..Et1A 8 Calcular 

n ¿ i3 usando el método de los coeficientes indeterminados. 

i- o 
BOLUCJDN Por ~1 problema 3, 

n ¿ i 3 • fntt + An3 + :bn2 + Cn +D. 

i• o 
Dando valores n • O, 1, 2 y 3, se obtienen las ecuaciones 

O • D , 1 
1 "'4 + A+ B + e + D, 

9 • ~ + 8A + 4B + te+ D, 36-~ + 27A + 9B + 3C + D, 

de donde D• O y resolviendo las ecuaciones restantes 

A+ B +e 

se obtiene 

n 

Luego ¿ 
i•O 

3 
- 4• 1 

A ·T· 

4A + 2B + e 10 9A + 3B + C = 
2
4
1 , ·-¡;-, 

1 
B • 4 y e- o 
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2. 1 SUMAS DE INTEGRAL 

2 LA I NTEBRAL DEF 1 NI DA COI10 UN LUUTE DE 8Ut1AB 

DefiniciórY 

Sea f(x) una función definida en un intervalo cerrado [a,b] • 
Una ._. e iD.tegral (o suu. de Ri--) de f(x) en ( a,b] , es una 
sum& de la forma 

donde 

Eje~ lo 

( 1 ) a • x0 <: x1 <: . .. < xn • b 

(2) t::. xi • xi - xi-1 
(3) t. es un número tal que x. 1 <: f; . < x

1
. ( i• 1, ••• ,n). 

1 1- 1 

Sean f(x) & - (x-2)2 + 4 
a a 1, b • 5 

Xo • 1' xl • 2 • Xt • 4 x, • 5 • 
~l ,. 2, f;2 • 2.5. f;l • 5 

Calcular la suma integral S de f(x) asociada a estos datos e inter­
pretar geométricamente la suma S. 

Boluci6n y 



TP.nemos 

i 

o 
1 
2 
3 

Luego 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

X]. f;i f1 X]. • xi - Xi-1 

1 
2 2 1 
4 2.5 2 
5 5 1 

3 

S • ~f(~.Mx.~ 4 +7.50- 5 = 6.50 
L~ 1 - 1 

i-1 

Int:erpret:ac:lma vaa-ftrlca de lA ...,. S 

En la figura 

f(~í) f(~i) f1xi 

4 4 
3.75 7.50 
-5 -5 

f(~z)t1xz 

f(~3)f1x3 

7.5 = Area del rectángulo R2 

-5 = - Area del rectángulo R3 

Por lo tanto, S = Area R1 + Area R2 - Area R3 , 

CAP.3 

y geométricamente, S es igual al área algebraica de la reg1on compuesta 
por R1 ; R2 y R3 , si se conviene en .asignar el signo + o el signo 
al área de un rectángulo según éste se encuentre arriba o abajo del eje 
X, respectivamente. 

lnt:arpret:AcidÍ\ QIIO..tt:rlCA de lA IIWN de lnt:qrAl 

La interpretaci~n de la suma de integral que hemos dado en el ejem­
plo precedente admite una generalización inmediata cuando se trata de una 
función cualquiera. En efecto, consideremos la suma de integral. 

n 

S ¿f(~i) llxi 

i=1 

Sea R. 
1 

el rectángulo determinado por 

va lo (X . } , X.) 
1- 1 

y por lo tanto, 

Entonces el área de 

A. = 
l 

S 

n 

~ f(~ . ) t:.x . ¿ 1 1 

iz1 

R. 
l 

si 

si 

f(~i) y de baso el in ter-

es 

f(f,;i) ;;;.o 

f(~i) <o 

donde para cada i se debe elegir el signo + o el signo según que 
Ri se encuentre arriba o por debajo del eje X, respectivamente. 

Así, geolllétrk-te S ea el área algebraica de la ~ ccnapuea­
ta por :.- recd-aaloe ~ , ~ , · · . , R
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2. 2 LA INTEGRAL DEFINIDA 

2.2.1 Existencia y Definict6n d• la Int-aral Definida para 
Funcian•• Continuas 

96 

Taoretna: Existencia 

Sea f{x) una funcion continua en el intervalo ce;;rado [ a,b]. 
Entonces existe un número real que se designa con 

donde 

l
b 

f(x) dx tal que 

n 

lim 
Ot.l-+-0 

L f(f;i) 6xi • 

i•l 

( 1 ) 

( 2 ) 

061 • miximo {6x 1 , ••• , 6xn} • max 6 ~ 

e.i líll'ite indicado significa que dado € >O, 
un ó > O tal que 161 < ó impli.:a que 

D•finici6n 

existe 

( 1) Ei. número Ib f(x)dx se llama la illtfi&TÜ clef:f.ld.dM de f(x) 
a 

desde a a D. 

(2) La función f(x) se llama ~~ 

(3) l.Ds números a y b se llaman llaita bhdor y lt.lc. ~ 
cior, respectivamente. 

Nota 

Cl) Omitimos dar la prueba del teorema. 

C2> Este teorema es muy importante pues nos dice que la hipotesiJ de 
la continuidad

0
de f(x) es suficiente para asegurar que las suma 

de integral ~f(E;.).6 x. se aproximan a un número fijo, que he­
'-' 1 1 

i•l lb 
mos denotado con a f(x)dx, cuando max 6xi es muy pequ.!_ 

ño, esto es, cuando las longitudes 6 xi de los in·tervaloe 

se acerca~ a c~ro. 



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.3 

2.2.2 c.tlculo de la intevr'al definida usando suc-ion- de 
su.as de i ntev,.al 

TIKr ... 

Sea 
[ a,b) , 

f(x) una función continua en el intervalo cerrado 
Supongamos que para cada entero n > 1 es dada una 

n 

suma de integral ~ f(E,;.) ~x. de f(x) en [ a,b) ¿ ~ ~ Si 

i•l 

se cumple que lim ll11 • O , donde ll11 • max l1xi , entonces 
n+"" 

J.b f(x) dx • 

Nota 

lim 
n+oo 

f(E,;.) 6x .• 
~ ~ 

La prueba del teorema es una consecuencia 
teorema de existencia de la integral definida 
timos los detalles. 

inmediata del 
(2.2.1) Omi-

Ejllllplo 

Si 

(1) 

(2) 

y (3) 

Luego 

Cálculo de la intev,.al definida usando int.,. 
valos de igual longitud 

l1x .. 

X. • 
~ 

~ 
n 

a+ i6x a+ .i(b-a) 
n 

E,;i es un número tal que 

i•O,l, .•. ,n 

lim 1 t.l • lim ~ • O y por lo tanto, por el n , 
n-+co n+oo 

teorema precedente, se cumple que 

b n J f(x)dx • lim ¿ f(E,;i)l1x 
a n+oo i•l 
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2.2 

y 

o 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

....... ~ ..... . . .. .. . .. . . . . 

y e f (x) 

La figura muestra la gráfica de lá función f(x) en el intervalo 
{ a,l::). Se ha dividido el intervalo 1 a,b) en n :>ubinlervalos 

lx , X. l de igual longitud ilx X. - X . =~ En cada in-
1.-l l. l. 1.-l '1 

t2rvalo 1 X. , X. 
J- l l. 

se ha eleg i.do un nÚI'lero E;i para fol"'Tlar ld su.na 

de integral 

de enunciar 

n 

S n ¿ f (f~i )L'l". 

i= 1 

establece c¡ue cuando 

Ahora bien, 

Ib f(x)dx 
a 

este Yalor basta ballar el lía:it:e ele S cuaad.;, 
u 

n 

el L~orema que se acaba 

exis~:e, ,ara cticular 

n ~oo. Dicl10 de otra 

n1aneta, las suaaa ¿ f(é;
5
)il'< se aprrori.aan al vaJor C:e la intep-a1 

i= 1 
cua~do el número n de s ubinterval~s de igual longitud crece imieiio,da-

8ellte. 
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O.finición 

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva 
lo cerrado [ a,b) • Definimos el área (de la región R comprendÍ 
cJa) atre lu C:Urft8 f(z:), I(Z:) y las rectas verticales X • S 
y x :b, igual al número 

A = A(R) = Ib 1 f(x) - g(x) 1 dx. 
a 

( ver fig. 1 ) 

y 

~~~ _..-y-g(x) = R · E:::d!!!!:j 
.,~=~ •y•f(x) 

1 1 

o a b b 

Pi&.l Area entre las eurvas f(x) y g(x) 

Por ejemplo, si f(x) ;;:;. O en a..,;; x.;;; b, el irea ~o 
la eurya f(z:) y el eje I ~tobl'tl [ a,b) , es igual a 

A fb 

a 
1 f(x) -O 1 dx 

y 

o a 

Area bajo l a cueva f(x) 

Jb f(x) dx 
a 

(ver fig. 2) 

y - f ( x) 

b 

Nota Observemos que la definición dada de área es razonable por cuan 
to la integral definida es el límite de las áreas de regiones compuestas 
por rectángulos que se "aproximan a la región comprendida entre las curvas. 
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LA INTEGRAL DEFINIDA 

Ejemplo 1 Tomando rectángulos inscritos de igual base hallar r xdx' donde 

Solución 
y 

En este caso f(x) = x es una 

función continua y por lo tanto 

existe f(x) dx . I
b 

Procedemos a calcular la integraL 

Para n ~ 1, sean 

/:;x = .12.:.!!... 

x. 
~ 

~i 

Luego 

n 

a+ iLix 

Formamos la SU!ud 

+ i(b-a) Y 
a n ' 
(i = 1 , ..• , n) • 

a + 

a < b. 

Xz 

(i-1) (b-a) 
n 

S 
n 

n 

¿ ~[a+ (i-1) (b-a) ]· ~ 
n n 

i = 1 

(b-a) Lt~ ~ · 
(b-a) [a + (b:a) 

(b-a) 

(b-a) 

luego, por el teorP.ma 2.2.3 

i = 1 
n 

¿ 
i= 

i(b-a) 
n2 

(b~a) ] 

lim 
n-+ao 

sn = (b-a>[ a+ (b~a) (1) +0] 

(b-a) (b+a) 
2 

n 

(pues ¿ 
i= 1 

(pues lim 
n-+ao 

e = nc) 

J.= o) 
n 

X 
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Ejemplo 2 

Hallar el área bajo la curva y =x2 desde :e= O a x=2. 

y 

y=x?-

X 
-2 2 

La función y f(x) es continua y toma valores ~ O . 

Debemos calcular 

Eea n es un número 

x. o 
~ 

f;i X. 
~ 

A r x2 dx. 

Jo 
entero ;;;. 1 y tomemos 

+ ió.x - .ll. 
n 

. 

ó.x 
2-0 .1.. -- -n n 

i 0,1, . n • 
i 1, 2, n 

(estamos considerando rectángulos circunscritos a la parábola y= x 2
) 

Luego 

Tenemos entonces 

~: 
n 

x2 dx - lim ¿ f(f;i) Ó. X teorema 2.2.2) 
n+.., 

i• 1 
n n 

lim ¿ 4-i" 2 
lim 

8 ¿ i2 .....,..._ -n+.., n n n ... .., n3 
i- 1 i- 1 

n 

lim 
8 n~n+ll ~2n+1l (pues ¿ i2= n(n+1~(2n+q) 

n +"' 7 6 
i•1 

lim .i (1 + .!. )(2 +.!.) - 8 (pues lim .L.o ). 
3 n n 3 n n +oo n +oo 101 
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Ejemplo 3 

Probar que 

Solución Llamemos 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

p+l 
a 

-¡;:;r-

f (x) 

donde p es un entero ~ O, a > O. 

Sea n un número entero ;;;. 1 y tomemos /:.x a-0 =- = 

Luego 

x . 
l. 

f (x.) 
l. 

O + i/:.x 

X. 
l. 

ai 
n 

n 

i 

O, 1, ••. , n 

1, . . . , n. 

Tenemos entonces 

Ejemplo 4 

Soluc::Jdh 

la integral 

Sea n un 

lim 
n ..,.oo 

lim 
n ..,.., 

lim 

n 

¿ 
i- 1 

p .p 
(~)(~) 

p n 
n 

ap+1 1 p+l p 

(teorema 2.2.2) 

p+1 n 

lim ~ ¿ .p 
J'+1 

l. • 
n..,.., 

i = 1 

n ..,.., 
--p.¡:r ("'P+T n + Apn + ... + A1 n + A0 ) 

n (por (l. 3.4), pág . 82 

La 

p+l 
a 

p:¡:r 

Hallar l: 
función y 

(pues 

sen x dx, 

sen x es 

l . l 
lim - = ... = ll.m -¡= O). 
n..,.., n n..,.., np+ 

donde a> O. 

continua y por lo tanto existe 

~: sen x dx. Procedemos a calcular dicha integral. 

número entero :> 1 y tomemos 

/:.x = ..!:,Q_ = ~ 
n n 

X. :a: 0 + Í~ X • _!!_. 
l. n 

x. 
l. 

- ...!L n 

i • 0,1, .•• , n, 

i • 1, ... , n . 
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Luego y (E;.) 
1 

sen 

En tone es tenemos 

1<'1 sen xdx = lirn f 
O n->-oo i= 1 

lim 
n->oo 

lirn 

~ 
n 

a 
n 

ia 
n 

ia a 
(sen n-> <-;;-) 

n ¿ ia sen--
n 

i= 1 

( por el teorema 2.2. 2 ) 

2 sen -t:;­ [cos 2~- cos(n+t):] 

( aplicando la fórmula (1.3.5) pág. 82, con X=~) 
n 

Ahora bien lim 
n-+ oo 

lim 
n _.. oo 

lirn 
n-> ro sen 

a 
sen("""'2;;'") 

(2-) 
2n 

a 
cos 2'ñ' 

(_a_) 
2n 

reos ~ - e os ( 1 + -
1
-) a J L 2n 2n 

(~) 
2n 

pues lim 

e os ( 1 im ....:!... 
2n n->oo 

x-+ o 
sen x 

X 

cos o 

1 , 

1 , 

lim 
n-+ oo 

1 
cos( 1 + 2n) a cos [lim ( 1 + *)a] 

n-+ oo 
cos a , 

y por 1 o tanto , 

[ sen xdx 
o 

1
;¡ 

sen xdx 
o 

1 - e os a, 

1 - cos a . 

si a> O . 
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Ej8fllpla :5 Encontrar el área entre la curva y z x el .;je X y 

las rectas verticales x = a y x = b, donde O< a < b • 

Saluci6n La función f(x) e!'l continua en O< x. Sea n un 

T'Ú!nero entero ;;. l. Tomemos 

(1) 

i 
b -ñ 

x ... a(-' 
l. a 

t.xi • xi - xi-1 

X 

Sea llt.ll • maxllxi. Probaremos que 

<2) lim 1 t. U • o . 

En efecto, 

n -+oo 

O <: l>x. 
l. 

111 X: - X. = 
l. J.-1 

;_ = O, l, ••• , n 

i=l,2, ... ,n 

i-1 
a(..L;-n 

a 

..-.;:; b 

v por lo tanto 

1 lim fr 

para i = 1, 2, ••. , n, 

Ahora bien lim (l)n • 'l)n...... ( a ~a por la conti~uidad de la funci6n 
n ...... 

exponencia! ex, e > O 
• (.2_)0 = 

a 
1, 

y por ~onsiguiente [ 
b 1 

lim <a-> ñ-
n -+oo 

l 
J 

o • 

y ten~endo en cuenta la desi6ualdad anterior 

O< lim 
n -+<~> 

llt.!l ..:;; lim [<J:...f- l 
n -+oo a 

] = O , de donde lim 11 t, 11 • O , 
n ...... 

lo que pn•eba (2). 
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la propiedad establecida en (2) nos permite m:ar los puntos 

x0 ,x 1, ... ,xn para calcular la integral ¡b +dx 

Tenemos entonces 

lim 
n ... ., 

lim 
n ... ., 

lim 
n _,.., 

Pero 

lim n(1-rn 

n 

¿ 
i = 1 

n 

¿ 
i= 

1 
X. 

l. 

l!.x. 
l. 

x. 
( 1 - -l.:.L) 

X. 
l. 

1 im 
n ... "" 

n 

lim ¿ 
i = l 

n ... ., 

n(l-rn , donde r = ..1!... 
b 

lim 
X-+ +oo 

1 

( 1 - (.2..) n 
b 

(pasando a la variable continua x, la igualdad se cumple si el segu~ 
do límite existe) 

Así, 

lim (f . d ; d o ) orma 1n eterm1na a 0 
X-+ +oo 

X 

-rx • ln !". ( -1 ) 
x2 

lim -------~1~--~-­x+ +oo 

lim -rx. lnr • -ln r 
x+ +oo 

(Regla de L'H6spital) 

a -ln¡;- 1n.2.. 
a 
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2.3.1 Teor-. 

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el intervalo 
[a,b]. Se cumplen las siguientes propiedades 

(1) 

(2) 

(3) 

1 ,("dx • b-• 

b J k(fx)dx 

a 

1 

k f(x) dx J
b 

a 

Jb [f(x) ± g(x) J dx 
b J f(x)dx ± 

a a 

¡ g(x)dx 

a 

(4) Si f(x) ;;;.o en [a,b] , entonces 

Ib f(x) dx ;;;;¡.O 
a 1 

Sea n un número entero ;;;;¡. 1 y tomemos 

r: 
L ~í 

b-a 
=-

n 

a + it.x 

X . 
l. 

b 

a+(~) i 
n 

J h(x)dx, donde h(x) es la función constante 
h(x) = 1 para todo x, 

a n 

lím ¿ h(E;i)t.x (por el teorema (2.2.2) ) 

n +"' i • l 

lim 2: ¡ (k:!.) ( pues h(E;;i) - l ) 
n +"" n 

i•l 

lim n ( b-a) lim (b-a) - b-a 
n+Go n n+co 



(2) 

(3) 

(4) 

LA . INTEGRAL D!;FINIDA 

[ kf(x)dx 

n 

.. lim ¿ kf(f;i)6x (por (2.2.2)) 
n +oo 

i. 1 a 
n 

t - \t lim L f(f;i) 6 X - k f(x)dx 
n +oo ir 1 

(por (2. 2. 2)) 

Jb [f(x) ± g(x)] dx • 

a 

lim 
n +• 

lim 
n +oo ~ 

i. 1 

n 

f(f;i)6x ± lim ¿ g(f;i)6x 
n +ooi ~ 1 

• t. f(x)dx±¡b g(x)dx (po< (2.2.2)) 

CAP.3 

De f(x) :>O en [a,b] , se sigue que f (f;.) :> O, y por lo ta!!_ 
l. 

to, cada suma de integral 

n ¿ f(f;i)6x es ;> O. 

i•1 

I.uego, 

tiene lim f f(f;.)6x :>o, 
l. 

de donde resulta que 
n ~m 

i- 1 

fb f(x)dx 

a 

• lim 
n .... 

n ¿ 
i. 1 

cuando f(x) :>O en [ a,b] • 

f ( f; . ) t.x :> O , 
l. 

1 

se 
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Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva 
lo cerrado [ a,b]. Se tiene 

( 1) Si f(x) E;; g(x) en [ a,b] , entonces 

b b J f(x)dx E;; J g(x)dx 

a a 

(2) Si m E;; f(x) E;; M en [ a,b) , entonces 

b 
m(b- E;; J f (x) dx E;; M(b-a) 

a . 

(3) Si 1 f(x) 1 E;; k en [ a,b] , entonces 

1 Jbf(x)dx lE;; k(b-a) 

a 

(1) Tenemos f(x)E;;g(x) en [a,b], g(x)-f(x);;;.o, luego 
b J [ g(x) - f(x) ] dx ~ O ( por (4) del teorema anterior) 

a 
b b J g(x)dx - J f(x)dx ~O ( por (3) del teorema anterior) 

a b a b 

o sea, 1 f(x)dx .¡;; 1 g(x)dx 
a a 

(2) Tenemos m ,;;;; f(x) ,;;;; M en [ a,b] , 

l
b b b 

a mdx ,;;;; J( f(x)dx ,;;;; J[ Mdx 

l
b b b 

m dx ,;;;; 1 f(x)dx .¡;;M 1 dx 

b 
m(b-a) .¡;; l f(x)dx <: M(b-a), y 

por la parte (1) ) 

por (2) del teorema 
anterior) 

por (1) del teorema 
anterior) 

(3) Tene100s lf(x)lb..;;k en[a,b), o -k<:f(x)<:k, 

y -k(b-a) .,;;;; 1 f(x)dx os;;: k(b-a) ( por la parte (2) ) 

108 Luego 1 f·f(x)dx 1 .;;; k(b-a) • 
a 
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2.3.3 Teor ... 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado 
[a, b] Se cumple 

(1) 

1 
la f(x)dx o 

1 

(2) lb f(x)dx = j[cf(x)dx + J[bf(x)dx 
a 

para todo. e tal que a < e < b • 

(1) Si n es un núme·ro entero ;;;. 1, tomaJOOs 

Luego Ia f(x)dx • lim 
n+oo 

lim O '"' O • 
n+co 

t.x • .!::.!!. • O , 
n 

( por el teorema 
2.2.2 ) 
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(2) Si n es un número entero n > 1, tomaaos 

y 

pu-a el latenal.o [ a, e ] : 

b-a 
6x • -n , xi .. a + i 6x , 

para el iutenalo [ e ,b ] : 

b-e 
6x' • --n-- . x'. • b + i 6x', 

1 

para el iDtenalo la,b 1 : 

x~ 1 < t~ < x'. , 
1- 1 1 

B • x0 < x1 < ••• < xn • e • x' o ,..; x'¡ < ... < x' • b: 
n 

•1 Ax 1+ -+1 Ax'l+ 

a•x X xi+l e x' xi_+l' b 

i..uego { } { c-a b-e } 11 6.11 • max tJ.x, tJ.x' • max -, - , cumple lim 111111 •O. n n 

Tenemos entonces por el teorema 2.2.2 r f(xldx • 

a 

lim 
n +CD 

n 

• lim ¿ f(ti) Ax + lím 
n+oo i•l n+oo 

[ f(x)dx + [f(x)dx . 

a e 

n+CD 

n ¿ f(ti_) Ax' 

i• 1 

1 

EJ.-pla Hallar si f(x)•r

2
: l X -3 3 <;X< 4. 

Salucián 

¡• f(x)dx • f' f(xlU + ¡• f(x)U • [ 2xdx + [ <x'- l)dx 

55 • 3 
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2.3.4 La Int-aral Owiinida J[bf<x>dx con b <a 

O.finic:ión 

Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado 
[ a,b ] se define 

Ib f(x)d:x • - f\(x)dx 
a b 

(1) - - 4 . 

(2) f sen xdx • - .J;sen xdx • - [ 1 - coa w] • - 2. 

La siguiente propiedad constituye una generalización de la propi!_ 
dad (2) del teorema 2.3.3. 

Sea f(x) una función continua en un intervalo cerrado que 
que contiene a los números a, b y c. Entonces se cumple 

sin importar el orden en el cual .se encuentran a, b y c. 

Pru.b• 

Debemos considerar sei11 casos posibles 

[c<aei;b 
(1) 

Si a <b entonces aei;cei;b (2) 

aei;b<c (3) 

lc<b<a (4) 
y si b<a entonces bc;;cc;;a (~) 

b<a<c (6) 
111 
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fb . 
Probaremos que se cumple a f(x)dx • f e f(x)~x + ~b f(x)dx 

a e 

en los casos (1) y (6), dej~ndo al cuidado del lector la verifi-

cacion de los casos restantes. 

Casa 1 

Luego 

Casa 6 

Te~• [ f(x)dx • [ f(x)dx + r fCx)dx 

(pvr (2) del teorema (2.3.3), ya que 

c<a<:b ). 

t f(x)dx •- I' f(x)dx + 

¡ f(x)dx + 

f
b 

f(x)dx 

e 

f
b . 

f(Jt)dx • 

e 

Ten~mos Ic f(x)dx • [ f(x)dx + Ic f(x)dx 

(por (2) del teorema (2.3.3), ya que b<a<c) 

Luego -t f(ll')dx • Ic f(x)dx - [ f(x)dx 

r f(x)ix - Ic f(x)dx + r f(x)dx • 1 
.:: 
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2.4 Teorema Fundamental del Cálculo 

2.4.1 Teorema 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado [a,b). 
Entonces la función F(x) definida por 

F(x) = lx f(t)dt 
a 

en a .;;;; x ~ b 

es una antiderivada de f(x). Esto es, 

1 
dF (x) f(x) 

1 -rx- en a .;; x .;; b • 

Nota. 

(1) En la ecuación 

~(x) 
dx 

es la derivada ordinaria de F(x) si a< x < b 

_2!..... ( ) dx a, es la derivada por la derecha de F(x) en x=a • 
y ....ill:_ (b) 

dx 
es la derivada por la izquierda de F(x) en x = b. 

<2> La ecuación ~~ (x) = f(x) puede escribirse 

PruebA 

I X 
f(t)dt 

a 
f(x) 

Fijemos un número x tal que a .;; x .;; b. Vamos a probar que. 

PASO 1 

lim 
h~o 

F(x +h) - F(x) 
h 

= f(x) 

Si h #-O y x +h se encuentra en [ a,b) , entonces 

F(x+h)h- F{x) - f(x) = + lx+h [ f(t)- f(x)) dt 

En efecto, 

F(x+h) -:- F(x) 
h 

1 [Ix+h Ix ] h a f(t)dt - f(t)dt 

h
l [la ¡x+h ] f(t)dt + f(t)dt 

(pues -ixf(t)dt = Laf(t)dt 
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+ I.x+h f(t)dt 

x x+h a x+h 

(pues L f(t)dt "'l f(t)dt+ .[ f(t)dt, 

(1) 

( po .-2 .3.3(2)) 

y f(x) + f(x)h ~ + f(x) Lx+h dt = + [+h f(x)dt (2). 

(pues f(x) es constante ) 

y restando miembro a miembro (2) de (1) resulta la expresión deseada. 

Paso 2 

o >O 
Sea dado 
tal que 

E >0. Puesto que f(t) es continua en t=x, existe m 
lt-xl < o y t en [ a,b) , implica lf(t)- f(x) 1 < F:. 

Si O< 1 h 1 <o y x+h se encuentra en [ a,b), 
do t en el intervalo cerrado de extremos x y x+h, 

entonces para to 
se rumple -

1 f ( t ) - f ( x) 1 < E • 

En efecto, puesto 9ue t esta en el intervalo cerrado de extre 
mos x y x+h, se tiene !t-xl.;;; 1 h 1 <o y, por lo tanfo, por el ~-o 
(2), lf(t)-f(x)I<E. 

P•so 4 

x+h 
Sean E y 

en [ a,b) 

En efecto, 

o como en el paso (2). Para todo h tal que O< lh 1 <o y 
se cumple 

F(x+h)h- F(x) _ f(x) 1 ,¡;; F; 

IF(x+h\-F(x) -f(x) 1=1+ lx+h[f(t)-f.(x)]dt,, (porelpaso(l)) 

Finalmente, 

~(x) 
dx 

= 1~1 llx+h[f(t) -f(x)]dtl 

.;;; l~l E 1 x +h -xl ( por (3) del teorema 2.3.1, 
¡~'(t)-f(x)I<E, por el paso (3)) 

= e: • 

lim 
h-+"' 

f(x) 

F(x+h) - F(x) 
h 

( definición de derivada ) 

( por el paso (4) ) 

que era lo que queríamos demostrar. 1 
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ObservaciÓn 

La fórmula ~ (x) = f (x) también puede escribirse 
dx 

En efecto , 

lim 
h -+e 

r +h 

rx+h 
~ f(t)dt 

f(x) 
h 

CAP.3 

lim 
h-+0 

f(t)dt 
X 

h 
lim 

h .. o 
F(x+h)-F(x) 

h 
(por (l) del paso (J)) 

...:!l. (x) 
dx 

f(x) . 

2.4.2 El Teorema Fundamental del Cálculo Integral 

Sea 
G (x) 

f(x) una fu~ci6n continua en el intervalo ce rrado 
es un~ función tal que 

~ (x) 
dx 

f (x) en 

enton .. ·es r f (x)dx G(b) - G(a) 

a 

NotA 

[ a,b ]. Si 

!1) Eqte teorema nos dice que ~ualquier antiderivada G(x) de f(x) 
puede ser empleada para evaluar la integral definida de f(x) en 

lEna , b 1 . . jab 
efecto, el valor ~ f(x)dx es la diferencia de los valores 

de cualquier antiderivada en los extremos b y a 
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(2) 

TOOm:MA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 

De manera equivalente la formula fb f(x) dx 
suele escribirse a 

o 

donde 

.[b f(x)dx = G(x) ~~ 

lb G'(x)dx = G(b) -G(a) 

G' (x) = ...2.S!._ (x) 
dx 

f (x) . 

G(b) -G(a) 

(3) El teorema fur:damental del cálculo establece una conex1.0n di 
recta entre los conceptos de integral definida y de integral inde 
finida. Esta conexión es resaltada cuando escribimos 

lb f(x)dx 
a 

J f(x)dx r a 

donde J f(x)dx es la intearal. indefinida de f(x) . 

Pru•ba 

Sea F(x) • J[x f(t)dt , 
a 

Tenemos 1! (x) = f(x) (por el teorema anterior 

.....!!Q_ (x) ( por hipótesis ) 
dx 

Luego por el teorema 2, pág. 3 , de la diferencia constante, 

F(x) ~ G(x) + e , donde e es una constante, 

o lx f(t)dt = G(x) + e . 

Evaluamos la constante e haciendo X= a' o laf(t)dt = G(a) +e, 

de donde e G(a), y por lo tanto 1\(t)dt 

Y para x zb, lb f(t)dt = G(b) - G(a) 
a 

G(x)- G(a). 

o llamando x a la variable t, lb f(x)dx = G(b) -G(a) . 
a 

1 
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Evaluar las siguiente integrales 

(1) r2 
x3dx. 

J_l 

(2) 

(3) - 2x + 3) ...:x • 

Solución 

'" f.',,,, Ll2 
4 -1 

(2)4 (-1)4 _4 ___ 4_ 

JTIJ. TI 

(2) •sec 2x dx 4 TI 
tan x tan-¡;-

-% 
, 

--¡; 

15 
4 

tan( -+> a 1 - -t -1) 

2 ¡2 

(x2 
x3 Ji.._ <-l:A (3) - 2x + 3) dx -3- - x2 + 3x 3 3 

-1 

Ejemplo 2 Encontrar la3 integrales 

(1) rx etJt. 

J_x 
(2) f.

! 

Solucián 

(1) 1: e t dt = t 
¡:X ~ X -x e e - e 

f.' s3 
ds ·+ I' d (s 4 ) 

se + (s4)2 + 
= i-arc tan s4 ~~ <2> 

CAP.3 

2. 

27 =-r · 

ds • 

• + [are tan 1 -are tan O}: +[f- o] • -f¡;. 
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Se cumple 

d rg(x) d 
dX Ja f(t)dt .. f(g(x))• * (x) 

si f(t) es una función continua en [a,b] y g(x) es una función 
diferenciable con valores en [a,b] 

Pru.tla 

Sea l u rg(x) 
F(u) • f(t)dt. Luego Ja f(t)dt = F(g(x)) . 

Tenemos entonces 

d ¡· g(x) d 
dX f(t)dt • dx F(g(x)) 

d • dx F(u) donde u = g(x) , 

dF ( du • du u)• dx 

• f(u)·-!-(x) 

• f(g(x)) • ....2&. (x) 
dx 

regla de la cadena ) 

dF pues Cili"(u) = f(u), por el teo-
rema 2 .4. 1 ) 

1 

Ej ... plo 

1
x2 

Hallar d 
dx cos t dt • 

X 

Solución 

Fijemos un número a cualquiera. 

Puesto que 

2 a x2 

lx coa t dt • l coa t dt + l coa t dt 

• - lx coa t dt + 1x

2 

coa t dt , 

aplicando la formula del teorema 2.4.3 resulta 

d 
Tx 

(X
2 

dx 2 dx2 
2 Jx coa t dt •- coa x • ""dx +coa (x )·dx•-cosx+2xcoax. 
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2.5 Problemas Resueltos 

PROBLEMA 1 Evaluar las siguientes integrales 

(1) f (,/2x + ~;z) dx 

I X 
e dx 

1 +/-X 

(2) 

I4 1, + !Y. 
dy 

2 y 
(3) 

SOLUCION 

(1) +Yx 1 3
/ 3 ~~~S 64 lOO ) dx =-

3 
(2x) 2 +-x J =~+ 12 =-

3 4 o 3 

f X f d~exl 
• are tan exl: (2) ~dx 

1 + e¡x 1 + (ex)2 

are tan e - are tan e 0 = are tan e -

(3) [ dy • -1 _lh 14 -4y - 2y 
1 

"' 4. 

PROBLEMA 2 

SOLUCIDN 

r2-
3 

dx 

J_: x2 -

Hallar 
r-3~ 

J_2 x 2 - 1 

1 ln1. T 3 

1! 

4 

CAP.3 
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PROBLEMAS RF.SUELTOS 

PROBLEI'IA 3 ro 
Ev¡¡luar ~ 

SOLUC:ION. 

-+Jo 
1 

=.ii'I - 2 . 
3 

(x3 + 8f lh d(x3 + 8) = 1., ( x3 + 8) 1¡210 
3 1 

PR08LEI'1A 4 Encontrar 

(1) f rx-:-1 dx <2l [' 
dx 

SOLUC:ION 

(1) t rx-:-1 dx 

(2) r dx 
~) -~9~+;...4_x_ + I' (9 + b)-% d (9+ 'xl • + (9+ 4x) '•1: 

S 3 = -2-- -2- 1 • 

PROBLEMA S Encontrar x dx 

x 2 + 3x + 2 

BOLUCION Completando cuadrados x2 + 3x + 2 = (x 1-ff 1 -¡; 

Luego 

[ t 3 tf x dx (x+z-) dx dx 
3 2 1 - (x+1)2 1 3 2 1 

(x+2) -¡ 2 -¡ (x+z-) - 4 
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PROBLEMA 6 Hallar J, 1 x+2 1 dx, 

SOLUCION 

Tenemos 1 x+21 
[ 

x+2 

-(x+2) 

si X;;¡¡. -2 

si X< -2 

Luogo I: 1 x+2ldx • ¡,-' 1 x+2 1 dx + [ 1 x+2 1 dx 

r-2 

(x+2)dx + [, (x+2)dx 

)_3 -2 

CAP.3 

( 2 + 2x) + ( f + 2x) • "'r + 18 • T. ,! ¡-2 2 14 1 3 7 
-3 -2 

PROBLEMA 7 Calcular I - E /~xl- x dx. 

SOLUCION 

[: si x;;;..o 
Tenemos lxl .. 

si x<O 

[/X7X - o si x;;;..o 
y /jxl - X 

l=2iC si x<O 

Luogo I • [, ~ dx + [' llxl- x dx 

• .[ '-2X dx + I' O dx • LO .Czi dx 

1 2 %10 .. ':! • 3 (-2x) 
-2 

1 %lo 8 • -,.(-2x) • 3. 
-2 
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!"ROBLEM1..3 RESU:t:LTOS 

PR08LEI1A 8 Hallar I 

SOLUCION 

=I4 2 I 3 r 3 ~ 1/~ 3 
l + x t<J d ( 1 + x Yz ) 

4 104 9 (27- 1) """"9 

PROBLEMA 9 

SOLUCION 

PROBLEMA 10 

SOLUCION. 

I 
1 

r¡ 

l 

12 

Evaluat· I 
dx 

x 2 + 4x + 5 

d(x+2) 

(x+2) 2 + 1 
m '•n (x+2) [ 

Encontrar I 

d (/2 X) 

lf sen(-
2
-) 

are tan 3 - are tan 2 

t o 

1 

12 

- are sen O] 

dx 

-.re sen ( 12 x) 

1T 

%. 

o 



PROBLEI'IA 11 

BOLUCION 

1- [ 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

dx 
l -

r34 
Hallar J"t x2 

- 3x + 2 

3 
d(x-2) 

_!.,_ln 

2 ( ~ ) 

3 1 x-T-T 
3 1 

x-.2+2 

- ln 1 xx--211143 2 1 4 - ln(3) - ln(2) - ln 3. 

PROBLEI1A 12 Hallar I • 

SOLUCION 

[ 

Tenemos I " tan X 1T tan~ - 1 - rs • tan-¡;- _ 6 3 • 

PROBLEI1A 13 Calcular sen ( ln x) dx. 
X I • 

BOLUCION 

1 • - ooo(lnx) 1: • -ooo(l) +ooo O • 1- ooo l. 

CAP.3 
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PROBI..EMAS RESUELTOS 

PROBLEI'IA 14 ···1~· 1 -r dx 

/s + 4x - x2 

SOLUCIUN 

1 - r ~(x-2) 

1

5 
x-2 '" are sen(3) 

2 

• are sen 1- ace sen O 

11 ·z 

PROBLEI'IA JS Hallar I • 
(/'+ J 

0 
eoa2 x dx • 

SOLUCION , . r~ 1 + eos 2x d 2 X 

o 

PROBLEMA 16 

SOLUCION 

I 
1 rl 

3 ~ 

Evaluar 

• J..1n <-1 + ls > 
3 2 • 

PROBLEMA 17 Hallar 

SOLJ.iCtON 

• 1n 1 sec x 1 

f

A 

o. 
1( ~) 2 x+ ¿ 

I • 

I "' }

rr.. 
tan x dx. 

_w¡.,. 

1'+2 . --a 

1 

o 

- 1n 12 - hl 12 - o. 



PROBLEI1A 18 

BOLUCIDN 

Te•usos d 
""¡h 

LA l:NTEGRAL DEli'INl:DA QU>.3 

~- d 
-t 1+x1 -~(x2 ) 

(aplicando el teorema 2.4.3, pig.lll) 

• 2x /1'+'7 . 

PROBLEMA 19 

SOLUCION 

Hallar 1 • ·-k- ~X 
J-rx 

I • d ¡-rx ...... d_t~+.L[x 
- di" 1 + t2 dx 

o o 

dt 

dt -. 
1 + t 2 

1 d 1 d 
• - -1+x • -dX ( - /i ) + • -¡-X ( tan X ) 

l+tan2 x " 

1 + 1 • 
2 IX O+x> 

PROBLEMA 20 Si f(x) es continua en [a,bl, probar que 

1 r •<•>•• 1 < J: IHxll dx 

BOLUCIDN 

fenemos - 1 f(x) 1 ~ f(x) < lf(x} 1 en a<x<b, 

-J.' 1 f(xll dx < J.b f (x)dx 

b 

< J. lf(x) 1 dx (por 2.3.2)' 

de donde 1 I: f(x) dx 1 < r lt<x) 1 dx • 

125 
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PFOBLEMAS RESUEL'roS 

PROBLEHA 21 Encontrar el valor menor y el valor mayor posibles de 

A= ¡1 

-2 

SDLUCION Buscamos los valores mínimo y máximo absolutos de 

f(x) 

Tenemos f' (x) z 

Luego f' (x) = O 

y por consiguiente, 

Tenemos 

en [ -2, 1) 

2(x 2 
- x) 2x 

si x =O, 

los puntos 

X 

-2 

-lf., 
o 
1 

1 y f'(x)no existe cuando x=1, x=-z• 

críticos en el intervalo [-2,1) son: -Í ,0. 

f (x) 

-3 

o 
1 

o 

y m= valor mÍnimo absoluto de f(x) en [-2,1) -3 

M = máximo absoluto l. 

Así, ~ 1 para todo x en [-2,1) 

( 3dx < 
j_2 

hx3 - 3x2 + 1 dx ~ r1 

dx 
J_2 

-9 ~ 12x3 - 3x2 + 1 dx ~ 3 

Así, -9 .;;; A .;;; 3 • 



LA INTEGRAL DEFINIDA 

PROBLEI'IA 22 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado !a,b). Si f f(t)d< .;. o y k es un número tal que O<k < 1, probar que exis 

te un número 

SOLUCION 

la función 

e entre a y b tal que 

1 
G{x) = A f f(t)d<, donde 

f f(t)" 

A= J[b f(t)dt, •• oonti-

nua en [a,b), ya que es diferenciable en este intervalo (teorema 

2.4.1). Ahora bien, G(a) =O y G(b) =1, y O<k<l. Luego, por 

el teorema del valor intermedio (para funciones continuas) existe un 

número e en [a,b] t a lque G(c)=k. 

1 r f (t) d t k ó .e f (t) dt k r f(t)d< A 
a a 

Además, G (a) = O<k G( c ) < 1 = G(b) implica que e,¡, a y b, 

y por lo tanto, e se encuentra entre a y b • 

CAP.3 
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2.6 InteQraciOn par partem para !nteQrales Definidas 

Teorema 

Si u(x) y v(x) son dos funciones q..1e tienen derivadas coP. 
tjnuas en el intervalo cerrado [ a,b] , entonces se cumple 

l t udv 

a 

Prueba 

Ttnemos 
d dv au dx (u-.v) = u. di{ + u. dx 

dv _d_ (uv)- du o u. -;:¡;z- v·--dx dx 

e int e¡>rando 

Ib d {' d Jb ~dx t'• _::_ dx dx (uv)dx - V • 
dx dx a a a 

lb U•d" ~ L(x) •V(x) 1: - lb V du 

y Ib d~ (u•v) dx = uv 
a 

pues dv = ~. <lx 
dx ' 

du =~ Jx 
dx 

el teorema fundamental del calculo). 

Ejemplo 1 

Hallar (011' Jn xsen x dx • 

Solución 

Tenemos l'ITxserx dx = - x cosx 1: + lr. cos xdx 

por 

(tomando u =x, dv = stnx clx, v =- cosx) 

[ -'IT cosii'+O}+ senx 1: • 11'. 



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.3 

EjetiiPlCI 2 

r15 
Hallar I= ~ 

xdx 

Solución. 

I = 
15 

4x (1 + x) 
1

/~ 
o 

(tomando 

4 Ío1s Jn (1 + x) 1¡4 dx 

u= x, dv = (1 + x) - 3/~ dx, v = 4 (1 + x) lj4 
) 

15 

[ 120 - O 1 -~ (1 + x)% 
S 

o 

16 104 
120 - "T . [ 32 - 1 l -s 

2.7 C~lculo de InteQrales Definidas por Sustitución o cambio 
da Variable 

Si x z ~(t) es una función cuya derivada es continua en cl 

intervalo 

para toda 

A y B 

Sea G (t) 

Entonces 

cerrado [ a,b 1 y 

ff(x)dx = 

función continua 

f.
~ (t) 

f(x}dx. 

A 

~(a)= A, 

[\(~(t)) 

f(x) en el 

:~ (t) = f(.p(t)) ~ 1 (t) 

y por el teorema fundamental del cálculo t b 
J_ f(~(t)) ~'(t)dt G(t) 

a a r (b) \~(a) 

A f(x)dx - JA f(x)dx 

~ (b) = B, entonces se cumple 

~'(t)dt 

intervalo cerrado de extremos 

(por el teorema 2.4.3) , 

G (b) - G (a) 

(pues <¡>(a)= A, 

Hb) = B ) • 
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CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS POR SUSTITUCION O CAMBIO ••• 

Ej.-pla 1 Hallar I = 

Sal uc i ón Tomemos x+ 1 z t. Luego dx = d t y cambiando los 
límites ·de integración: 

cuando X • o t = 1 
y X E 3 t = 4 

Luego 

I = r (t-1)3dt r t3- 3t2 + 3t - 1 dt t t 
1 1 

1

4 
t3 3t2 

[-3- - T + 3t - 1n 1 t 1 ] 
1 

15 
-2-- ln4. 

Ejemplo 2 Encontrar I r:- sec 4 a da 

Solución Hagamos t = tan a Luego 1 + t 2 • sec2 a 1 

dt = sec2 ada cuando o, t =O; 
11 

y a= y a=¡ , t -

Por lo tanto, aplicando la fórmula de cambio de variable. 

I t3 lol (t + 3 ) 4 
3 

l. 
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PROBLEMA 1 

BOLUCION 

Tenemos I 

PROBLEMA ~ 

SOLUCION 

A"' sen x 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

Hallar I = ¡2 
X ln X dX , 

2 

1 

·21n2-

J2~. i!. 
l L X 

(tomardo u = ln x, 

1 J2 2 x dx = 
1 

dv = x dx, 

3 
ln4 -4. 

Calcular A ~ l
1r 

2x 
e sen x dx. 

1 I1T 2x -2 · e cos x dx 

o 
2x 

(tomando u= sen x, 2x e dv=e dx,v~-2-

• - ~ • ¡1r e zx ce.,; x dx ( pues sen O sen w o ) 

1 - -z-
2X 

1

1[ 

coa x. + 
0

- 1 I1r 2X 4 e sen x dx 

o 

- ! [ces w. e
211 

- cos O • e0] - ~ , 

de donde A = e 211 + 1 

CAP.3 
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PROBLDIAS RESUELTOS 

PROBLEMA 3 CaJ e ular A = x are sen x 
rlx • 

BOL.UCION 

A = (are sen x)(- ;í:;2) 

(tomando u= are sen x, 

/) l 
·- .t..t-ar:: sen T + 

1T /3 1 
--1-2- +2 

11=7 

dv = x dx 

~ 

PROBLEMA 4 Evaluar are tan fx dx . 

SIJLUCION Hagamos la sustituc ión t = are lan r;:: 
Luego X = tan2 t dx 2 tan t sec2 t dt, 

y cuando X = o, t o 
X = l' t rr¡4 

Luego, por la fórmula del cambio d~ variable 

rol Jc are tan !; dx 
(014 t 2 j tant t sec2 t dt 

t tan2 t 

1 
rro¡ .. 

dx 

~x2 

V:- li-x2 
) 

( integrando por partes) 

" 4 -

~ - 1 2 • 
Tr 

4 



LA INTEG:RAL DEFINIIa CAP.3 

PROBLEI"'A :5 Encontrar A"' 

SOLUCIDN Hagamos t = sen x, dt - coa x dx, y cuando 

X~ o t e o 
11 

X "'T • t - l. 

Luego A = f t 3 (l-t2 )dt f (t3 
- t 5

) dt 
1 u 

PROBLEMA b Evaluar A r dx - 19 - 2x 

SOLUCIDN Sea t "' 19-2x • Luego 9-t2 
dx = - t dt, X = --r . 

y cuando X= 0, t = 3; 

Por lo tanto A r: -t dt 
= 

t 

PROBLEMA 7 Calcular 1 

SOLUCION 

/ a2 - x2 

Sea x = a cos t. 

=a sen t, y cuando 

Por lo tanto, 

t = 4, t .. l. 

f dt -t 1: 

f /•'· .' dx 

Luego dx = -a sen t dt, 

X= 0, 

(6 
(a sen t) (-a sen t dt) • ;il J, sen2 t dt 

o 

1

11
/2 

1 - coa 2t dt • fl (t _ sen 2t ) 
2 2 2 o 

2. 

t- o. 
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2.8 PRORLEMAS RESUELTOO 

PROBLEMA 8 Hallar I a r x2 dx 
x+2 

BOLUCION Sea t = x+2. Luego X z t- 2, dx • dt 

y cuando X= -1~ t ~ 1; X "' 2, t = 4. 

Por lo tanto, 

I r (t-2)2 dt r (t - 4 +: )dt t 

9 
4 m4 - 2 . 

PROBLEMA 9 Si f(xj es una funcion continua tal que f (-x) =" f (x), 

probar que 
\a 

f (x) dx 'f f(x)dx. 

j_a 

SOLUCION 

Ton~oo r f(x)dx ro f(x)dx + ía f(x)dx 

j_a Jo 
( 1) 

Pe re ro f(>..)dx~ ro f(-t) ( -dt) 

j_a Ja 
( haciendo el cambio devariable x= -t) 

. -r f(-<)d< 

a 

.. r f(x)dx 

r f(-<)d< - f f(<)d< 

( pues f(-t) • f(t)) 

y sustituyendo (2) en (1) ~esulta la igualdad deseada. 

( 2) 
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PROBLEMA 10 Si f(x) es una función continua tal que 

f ( -x) - f (x), probar 'que Ja f(x)dx =O 

-a 

SOLUCION 

f. f(x)dx r. f(x)dx + J: f(x)dx (1) 

Pero 

[ f(x)dx r f(-t) (-dt) -r f(-<)d< -f f(-<)d< 

a 

\a (-f(t))dt (pues f ( -t) -f(t)) 

Jo -r f(<)d< r f(x)dx ( 2 ) 

Sustituyendo (2) en (l) resulta la igualdad deseada. 

PROBLEMA 11 Calcular I ):~ dx 

~ 

SOLUCION 

-% 
l 

- are sen O I are sen x are sen (- 2) 

o 

7T 
-6 
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PROBLEMA 12 

SOLUCION 

los 

t = 1 

A = 

nuevos 

cuando 

f 
1 

-¡;-

PROB~EMAS RESUELTOS 

Hallar- A 
dx 

a cos2 x + b sen2 x 

Hacemos t ~tan x. Luego x= are tá.n t, dx 

límites de integración son t =o, cuando X = 

11' Por lo tanto, x=-
4 

dt 

f 1+7" dt 1 

a( pl + b(-t 2) ;-+ bt 2 =¡;-

+t 1+t 

1

1 ., 
3rc tan /-; t •

0 

are tan 

PROBLEMA 13 Calcular I dx. 
X 

a,b > O. 

= ...it_ 
1 + ~2 

O; 

J: ~ t2 + .2. 
b 

(con ,¿_ > 
b 

o ) 

SOLUCION Tomemos X= COS t. Luego sen t, dx =-sen t dt 

y cuando X = 12 
-2-

Por lo tanto, 

I ¡o tan2 t dt 

Jrr/4 

t X = 1, t = o. 

1T 1-¡-



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP . 3 

PROBLEMA 14 J:h 
Tri: 

Probar que f(sen x)dx • ),'f(oo• x)dx. 

SOLUCION. Sea 1T 
Luego X -2- t 

dx =- dt, 

X = 0 , 

sen 

7T 
t~-

2 

X = e os 

X 

t y (:u ando 

Tr =z· t = o. Por lo tanto, 

(12 
JO f (sen x)dx ro f(cos t}{-dt) 

J'í2 

2.9 El Teorema del Valor medio para Integrales 

Definición 
cerrado [a,b], 

Si f(x) es una función continua en el intervalo 
se llama va1or prc.edio de I (x) en [ a, b] al cociente 

b 

V .P b:a t f(x)dx. 

Ejemplo Hallar el valor promedio de f(x) = x en [ a,b ]. 

Solución 

V.P 1 r x dx 
1 x2 [ b2 - a2 a+b 

= ¡;-:; b:-; 2 2(b-a) -2-

Teorema. 
la ,b]. 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado 
Entonces existe un número e tal que a < e < b y r f(x)dx f(c)• (b-a) 
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EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 

Nota ( 1) La fórmula indicada puede escribirse : V .P = f (e), para 
algún e entre a y b. 

(2) Geomé t1: icamen te. el área del rectángulo R (ver figura) de 
altura f (e) y base b-a es igual al área bajo la curva 

f(c)·(b-a) r f(x)dx. 

y~~ y=f(x) 

r~ 
T ~·· 
f( c) R 

1 .... 
X 

o a e b -
f(c) representa el promedio de los valores de f(x) sobre el intervalo 
/a . b J 

Prueba del Teorema 

Consideremos la función F(x) rax 
1 

f (x) dt . 

Por el teorema 2.4.1 se sabe que F(x) es diferenciable en a~ x ~ b 

y que * (x) f (x) • 

Luego por el teorcna del valor medio para derivadas (teorema 1, pag. 1) 

se cumple F (b) - F (a) F' (e) • (b-a) 

para algún e tal que a < e < b . 

Pero F(b) f f(t)dt, F (a) 

F' (e) = f (e), 

y sust.ituyendo estos valores en (1) r f(<)d< • f(oHb~) 

f f(t)dt o 

o r f(x)dx 

( 1) 

f (e) • (b-a) 

1 



LA IN'l'EGRAL IEFINIDA CAP.3 

Ejemplo Si f(x)a2+x-x 2 hallarun e entre Oy3 talque 
f(c) sea igual al valor promedio de f(x) en [0,3) . 

Soluci6n Buflcamos un número e tal que O < e < 3 

y f (2+x-x') f(o).(3-0) 

+ 3:2 +e- c
2

) 

Resolviendo la ~cuación 2c 2 
- 2c - 3 o 

resultan las raíces 

Luego e = ya que es el único valor que cumple O< e< 3 • 

2.10 ProblemAs Resueltos 

PROBLEMA 1 Hallar el valor promedio de la función f(x) 
en él intervalo - 11 <: x < 11 • 

a+ b e os x 

SOLUCION 
V.T'. • 

PROBLEMA 2 

sin calcularlas. 

SOLUCION Para 

x2 e; X 

1 
2n I'lf( a+ b cos 

-n 

x ) dx "' -J.- [ ax + b sen x 1 .. n 

O<x<l se tiene 

x 2 sen2 x< x ser 2 x , 

y por el teorema 2. 3.2 • f x 2 sen 2 x dx C:: r x sen 2 x dx . 

a • 
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Estimar el valor de 1
1 

dx 

-1 s:;:-;3 

SOLUCION 

Para -1 <;X<; 1 se tiene 7 < 8 + :x3 < 9, o 

Luego r dx < r ~ { dx 
T 8+:x3 T 

2 < r ~ <:.L 9 8 +x3 7 

PROBLEI'IA 4 Encontrar el menor valor y el mayor valor posibles de 

SOLUCION 

sen x 
X 

dx • 

Puesto que el integrando f(x) 
sen x 

X 
tiene 

f' (x) 

en 1 < x <f , 
Por lo tanto, 

y 

x cos x - sen x x-tan x 
x2 cos K 

<o 

f(x) es decreciente en este intervalo. 

f ( Z ) ;> f (x) ;;;.. f ( ; ) 

..1..!2. > ~ ;> l. 
1! X 11' 

1 
dx ;> T 



LA INTEGRAL DEFINIDA 

2.11 Probl .. as Propu .. ~os 

PROBLEHA 1 

PROBLEt1A 2 

PROBLEMA 3 

PROBLEt1A 4 

Sugwrencia: 

Evaluar r x3 + 2x2 + X + 4 

Rp~a. 
13 
T· 

Hallar I: 
.,. &. 

26 - 8 ln 3 • np .. a. 3 

Encontrar r: 
f:3 

Rpta. 4-1 

(x+l)2 

Hallar tan3 x dx. 

Hágase t = cos x. 

Rpta. t - ; 1n 2 • 

CAP.3 

dx. 

141 





INTEGRALES IMPROPIAS 





1 DEFINICION Ib f(x) dx es mpropia si De~imos que la integral 

(1) la función integrando tiene puntos de discontinuidad en el 
intervalo [ a,b] , 

o 

(2) por lo menos uno de los límites de integración 
infinito. 

a o b es 

A continuación vamos a dar una definición precisa de la integral 

impropia en tales casos. Si Ib f(x)dx mul<a oer un nO.m 

real, esto es, un valor finito determinado, entonces decimos 
que la integral es coaveraeate. En caso contrario, decimos que 
!.> S di'veraeate. 

145 



INTEGRALES IMPROPIAS CAP. 4 

2 Integral Jmpr~ia cu•ndo la Funcidn es Discontinua 

146 

1 Si F(x) es co~tinua en el intervalo (a,b], entonces conside 
rar,uo valon.s d., e: > O, definhtos 

fb 
li:n 

r -+O a+& 
f(x)dx 

2 Si f(~) es ccntinua en el intervalo [a,b), entonces consid~ 
rando valores de e > O, -iefinimos. 

lim 
E -+ 0 l

b-e: 
a f (x)dx 

3 Si f(x) es continua en el intervalo ~a,b] excepto en él punt~ 
x ~ e, donde a < e < b, entonces considerando valores de 
e: y e:' > O, definimos 

(bf(x)dx = lim fe-e: f(x)dx + liLl ib f(x)dx 
Ja e:-+0 a e:'-+0 

C+E"' 

Calcular la integral imprcpia !.
3 

dx 
<J:C-lY 

o establecer 

su divergencia. 

Soluci6n La función f (x) = --
1
-- es continua en todo punto 

(x-li 

excepto en X • l. Entonces aplicamos (3) de la definición 2. 

I' ~a lim 
(x-1 )2 e: +O 

lim 
E -+0 

lim 
E +O 

Por lo tanto la integral 

t' dx 
(x-1i + lim J3 

e'+O 
l+e:' 

dx 
(x-1 )2 

1 1:-\ (- i"=l) lim (- ~) 13 
&1 +0 X- 1 + & 1 

1 1 1 
<7-1) + lim (-2+~) • 

E'+O 
.. 

es divergente, 



2 CUANDO LA FtH':ION BS DISCOM'l'INUA 

EJ-.plo 2 Calcular la integral impropia o establecer 

su divergencia. 

Soluci6n La función f (x) • _!_ es continua en el intervalo (O, 1}, 
rx 

y tiene un punto de discontinuidad en x • O. Aplicamos (1) de la 

definición 2 ,: 

f ;; . lim 
t +O L

l 
dx 

7x t >o 

lim 
t+O 2 IX 1:· lim 

t +O 
2[1- /C] - 2 

(pues lim 
t +O 

/E • O) • 

Luego la integral dada es convergente y su valor es 2. 

3 Int~ral I~ropia cuando lo• Ll•it•• de Int~racidn •on 
Infinito• 

Definición 

1 Si f (x) ea continua en a < x < +"' , se define 

s.
I+Có- f(x)dx • lim S.'b f(x)dx 

b++-a a 

2 Si f (x) es continua en -"' < x < b, definimos 

ibf(x)dx • lim S.bf(x)dx 
a-+ -CD _.., 

3 Si f (x) es continua en -"' < x < +'"' , definimos 
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IN'rEGRALES IMPROPIAS 

EJ.-pla 1 Calcular o establecer su divergencia. 

Saluclán 

Tenemos J. .. dx XT. 
1 

lim f dx XT b-H« l 

• lim (- !) lb • 
b • .., X 1 

(por (1), definición 3) 

lim (- i + 1) • 1 • 
b++oo 

Así, la integral es convergente y su valor es l. 

Int~pr.tación a.a.itrica 

y 

1 

o b 

CAP.4 

f dx 
~ representa el área bajo la curva 1 sobre la semirrecta -;r 

1 
X ;;>l. 



3 ••• CUANDO LOS LII'..I'l'BS Dí!: DITBGRACION SQI INPINI'!'OS 

Ej.-pla 2 

Evaluar la integral impropia 

divergencia. 

Saluc:i6n 
Por (3) 

i: 
de la definición 

dx 

x2 + 4x + 9 

dx o establecer su 
x2 + 4x + 9 

3 tenemos 

lim rb _.....;;;d_x __ 

a _,. -ao J (x + 2 ) 2 + S 
b .... +ao a 

lim 
a_,._.,. 
b .... +ao 

1 - lim [ are tan (b + 2) - are tan (a+2)] 
a_,._.,. 15 15 15 

1 
-......:...... 

b .... +ao 

[~- (- ~)] 

ASÍ la integral es convergente y su valor es 

n/5 ·-s 
11/5 

S 

4 ALBUNOS CRITERIOS PARA LA CONVERaENCIA DE INTEBRALES 
It1PROP!AS 

4.1 Crit.ric de Camparac:i6n 

Sean 

f.

b 

F(x)dx dos integrales impropias 

tales que 

( 1 ) 1 f(x) 1 < F (x) en a < x < b • y 

( 2 ) f F (x )dx •• oonve<g~ te , 

af.b entonces f(x)dx es convergente. 

Nata Omitimos la prueba del teorema. 
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INTEGRALES IMPROPIAS 

T.ar-• Sea f (x) una función continua en el intervalo [a, b) 
excepto en el punto c. 

Si (1) f (x) ;;;¡,. O , 

y (2) lim f(x) lx-clm • A, donde A f. O, +"', 
x -+-e 

~n cuyo caso escribimos f (x) 

entonces la integral impropia 

A 

(s -e)• 

f f(x)dx 

CU&Ddo S. e, 

(3) es convergente cuando m< 1, 

y (4) es divergente cuando m~ l. 

Nata La prueba del teorema se ofrece en el problema 
sección 4. 5 de problemas resueltos, pág. 145. 

dE' la 

Determinar la convergencia de la integral Í
0

1 

_ _,:::d.:!.x __ J 3~ .. 
Solucién 

La función f(x) 2 

(1- x") V, 
es continua en el intervalo [0,1) • 

Además 

( 1 ) f (x) ~ O 

y ( 2 ) f (x) .. y cuando 

X -+- 1, 1 +x -+- 2, 1 + x 2 + 2 , y por lo tanto 

f (x) ... A donde A 1 2(;)% 

es + O y ... +"'. Puesto que concluimos, por el teo 

rema 4.2, que la integral es convergente. 

CAP.4 



4.3 CRI'l'ERIO DE <niVBRGENCIA CUANDO UN LIMITE DE INTEGRACIOH ES IIIFINITO 

4.3 Criterio d• Converg.ncia cuando un Lí•it• d• Jnt-vración 
- Infinita 

y 

Sea f (x) una funcié5n continua en a <;; x < + oo. Si 

(1) f(x)>O, 

(2) lim f (x) ,!A A, donde A"* O, + 00 , 

X -.+oo 
en cuyo caso escribimos f(x) ""..!.... cwmclo :a: ~ + • , :a:a 

entonces la integral 
\+ 00 J. f (x) dx 

a 

(3) es convergente si m > 1, 

y (4) es divergente si m .;;;;; 1 • 

Nata La prueba dél teorema 4.3 se da en el problema 3 de la sec 
ción 4.5 de problemas resueltos, pág. 147. 

Determinar si la integral · \1
00

--,,;:d:,;::x;,.,~­J Yx 5 + 2 
es convergente. 

Salucl6n Cuando x -+ + oo tenemos 

con m • l. 

Luego, por el teorema 4.3 la integral es divergente. 
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INTEGRALES IMPRO'I?IAS CAP.4 

4.4 Alvunas EJMiplas de Jnt:egralas l!ipraplas 

152 

EjM!pla 1 LA FUNCIDN BETA 

La faoci&a beta se define mediante la ecuacion 

B(p,q) f ,P-1 (1- ,¡<-1 dx. 

Probar que la integral es convergente cuando p > O y q > O • 

Saluci6n La función integrando 
en O< x < l. Fijemos O <a < 1 

f(x) • xp-1 (1- x)q-l 
y escribamos 

es continua 

B(p,q) .(a f (x)dx + 
o J.a

l 

f(x)dx ( 1 ) 

Vamos a probar que las dos integrales del segundo mi~mbro son conver 
gentes. 

Paaa 1 

La integral f f(x)dx 

Cuando X -+ 0, 1-x-+1 

es convergente. 

y 
p-1 

f(x) - x 

con m .. 1-p < 1, puesto que 
la integral es convergente. 

p >O. Luego, por el teor~ma 4.2, 

Paaa 2 

La in~:egral J[
1 

F(x)dx •• tonveroente. 

Cuando x + 1 tenemos que q-1 
f(x) - (1- x} 

1 

{1-x)l-q 

con m • 1-q < 1, ya que 
integral es convergente. 

q >O. Luego, por el teorema 4.2, la 

De la igualdad (1) 
convergent~ cuando 

y de los pasos 1 y 2 se sigue que 
p >o y q >o. 

B(p,q) ea 



4. 4 ALGUNOS EJEMPLOS DE INTEGRALES IMPROPIAS 

Ejemplo 2 LA FUNCION BAMMA 

La ~QDCión ...-a se define mediante la ecuación 

r (p) = ;[" xp-l ,-. dx • 

Probar que la integral converge cuando p > O • 

Soluci6n La función f (x) = xp-1 e-x es continua en O < x < +.., • 

Fijemos un entero n > p 

Por la regla del L'H6spital (aplicada n veces) 

X ex 
lim ~ lim + ... ~ 

vemos 

X+iw 

que existe 

-x 1 e .;;;;­xn 

Escribamos ahora 

n 
X 

un 

X+iw 

X 

número a>O tal que :n ;;. 

cuando x ;;;. a 

r (p)•- i. f (x)dx + S." f (x)dx 

para todo x;;;¡.a 

(1) 

(2) 

Vamos a probar que las dos integrales del se~undo miembro son converge~ 
t<>s. 

Poaso 1 La integral roa Jn f (x)dx 

En efecto, cuando X + 0, 

es convergente. 

y f(x) - xp- 1 1 =-
m 

X 

con m 1 - p < 1, ya que p > O. Luego, la integral es convergente. 

PASO 2 La intt'gral f f(x)dx es convergente. En efecto e-x~_L 
n 

X 

p-1 -x xp-1 
x e<-­xn 

Puesto que ~ 
m 

X 

1 --m 
X 

'-'S convergente, 

(por (1)) 
con m = n-p+1 > l. 

se sigue por el criterio de compar~ f 
... 

dó> ""' i" a ,P-1 ;• dx es convergente. De (2) y de los pasos 1 y 2 

se sigue que r(p) es convergente para p>O. 
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INTEGRALES IMPROPIAS CAP.4 

Fjemplo 3 

Si f(x) es una función continua en O ~x < ~, se define la función 

F(s), llamada trado~ ele J..plac:e ele f6l), mediante 

F(a) - f." O" f(x) dx en '"luello• valom de • pan loo ouoles la 

integral converge. 

Probar que si lf(x)l ~Ceax en x ~O, entonces F(s) converge para 

todo s >a. 

Solucid'n 

Puesto que ¡;sx f(x) 1 -sx = e lf(x)l ,¡;;; Ce-(s-a)x, por el criterio de 

comparación basta probar que la integral . r ~ J, e-(s-a):tdx 

o 
gente cuando s >a. 

Ahora bien -(s-a)x e dx = 
e- (s-a)x 

bl~: (- ---s---a--

(puesto que s-a > O implica 

s-a 

1 .. -
S- a 

[ 
lim 
b-+~ 

(s-a)b 
e 

lim e(s-a)b = ~ ) • 

b 400 

es conver-



4.5 PKIBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA J Sea f(x) una función en el intervalo la,c) tal que 

(ll f(x) ;;¡.O, 

(2) lim f(x) le- x ¡m • A , donde A+ O, +oo. 
x-+-c 

Prob~r que lP in~egral J[c f(x) dx es convergP.nte si m< l. y es 

a 

divergent~ si m;;¡. l. 

SOL.UCION Puesto quP. li111 f {;t) le- xlm = />. > O (pues ~ (x) ;;¡. O), 
x-+-c 

eligiPnrlo O< B <A< e vemos que P.Xisce un núme:o a< d <e tal 

q·.1e 3 ..;;;; f (x) (e- x)m ..;;;; e en 

í C-E fe-E J[C-E 
B 

dx 
~ d f(x)dx ..;;;; e dx (1¡ Luego 

(L-X)m d (c-x\m ... d 

para todo E>O tal que: d <e- E. . 

Por (1) y el criterio de compar~cion 

y 8Ól.o 8i r ~ es CDD-.eqeul:e. 
(e-x) m 

J:"f(x)dx •• ....,,..... si 

Así nos resta determinar la convergencia de 

Caso 1. 111 < 1 La ;_ntegral -""""- es convergente. 

i
c J:

c dx 

(c-x)m 

(e-x) -m+l 
-m+l 

c-E 

En efecto, ~ • 
(c-x)m 

lim 
E -+-0 

(pues lim 
E -+-0 

rC-f.~ "' lim 

Jd (c-x)m E -+-O 

1-no 
E O, ya que 1-rn >O). 

d 
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IN'l.'EGRALES IMPROPIAS CAP.4 

Casa 2. • - 1 La integral Jc --!!:L es divergente. 
ij e-x 

Fn efecto, 
re ....!UL liUI 

re-~~ 
• - lim [m (<-xlJ[' 

Jd 
e-x e: .,.. o e-x 

d e: ... o 

r 
ln (c-d) J "' - liUI [lne: -

e: +O 

.. (pues liUI lne: -- ... ) . 
e: ... o 

Casa 3. 11 > 1 l.a integral ¡ dx es divergente. 
(c-x)m 

Fn efecto, com3 en el caso l se tiene 

rdC __;;,;el X~ J <c-xr -- .. 
( pues de m > 1 se tiene 11·m e: 1~ ~ l1"m 1 -m-1- +-) 

r-+0 e:-+0 e: 

PROBLEI'IA 2 Calcular A K r dx 

l-n2 

SOLUC:ION 

r <an x 1' A lim dx lim ¡:;;;;r are 
b-++oo b-++oo 

o o 

lim (ar~ tan b - are tan 0.) 
Ir .. "'"'2 b -++oo 

156 



4.5 PROOLEMAS RESUELTOS 

PROBLEJ1A 3 Sea f(x) una función continua en a ..; x < + .., tal que 

(1) f(x) ;;. O, 

(2) liro f (x)xD' 
x++oo 

A • donde +"' 

Probar que la integral I
"' 

f (x) dx es convergente si m>l y es 

a 
divergente si m<;l. 

SOLUCIDN Fijemos un número b > o tal que a < b. Puesto que 

y la integral t f (x) dx 

convergencia de la integral 

f (x) dx + 

es convergente, 

I"' f(x) dx. 

b 

Ahora bien I .. f(x) dx 

b. 

• ! f(~H--"Jl 
b 

donde g(y) 

f(-1 ) y __ ..;.__dy 
y2 

es suficiente analizar la 

( cambiatdO re variaRe' x ~ .! y 

g(y) dy' 

y para la última integral podemos aplicar el criterio de convergencia 4.2 
ya que la función g(y) es continua en (O, 1/b), y es discontinua en 
o. 

Tenemos A lim f(x)xm lim f(_!. )y -m y 
X -+oo y -+ n 

lim g (y) -m+2 y 
y ... o 

Entonces , por el criterio ( 4. 2)' la integral 

es convergente si -m+2 < 1, 

es divergente si - m+2 ;;. 1 ' 

1 
f/) y-m+2 lim 

y -+o 

1 

;:-s g(y)dy 

esto es, cuando m> 1, 

esto es, cuando m os;; l. 

RPsumiendo J"' f (x) dx es conver¡;1.en te si m> l, y es cl:iverger1:e si m os;; l. 

b 
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INTEGRALES IMPROPIAS CAP.4 

PROBLEMA 4 Cete~inar si la integral f
1

--~d~x~~ 
117 

es convergente 

o divergente. 

BDLUCION 

La función f (x) 

o 

(1-Y.) h (l+x) '/2 (l+x2) /2 

continua en x • l, y cuando x -+ 1, 1+x-+ 2, 

f(x} -
(1-x) 12 (2) 

donde 1 A•z, 

Entonces por ~1 criterio 4.2, la integral dada es convergente. 

es dis-

PROBLEMA S Evolon 1' '"'"''"' J.' ~~ o mablam '" diva•s~"'· 
SDLUClON Podemos usar el criterio 4. 2 para determinar la convergen­
cia de la int~gral dada. N~ obstante preferimos efectuar un cálculo 
directo. 

Si p • 1, 

En efecto, 

Cuando p=F 1, 

la integral es 

f ·: . 
divergente. 

1 

l . I dx ~m --x-' • 
X-lE: 

E: 

se tiene I1 

~ • 
:xP 

o 
lim 
t+O 

lim (ln E:: ln1) 
e: -.o 

• - (X) 

+ lim(l--é-p ). 
-p E -.o 

Entonces, si t dx 1 

pJ:< ~· Jo -;¡;- • ~ (ya que lim 
E +O 

y s i p > 1, 

o 
~. +"'· 
xP 

PROBLEI'1~ 6 Hallar r·_m~dx 
Jo x2 + 1 

SOLUCION 

["'~ are tan x 1 
dx • i-< are 

"'2 + 1 
tan x)21: 



4.5 PROBLEMAS RESm;:LTOS 

PROBLEMA 7 

Evaluar la integral I"'..!!!.. • 
xP 

1 
SOLUCION Si p D 1, la integral es divergente. En efecto, 

Cuando p * 1, se tiene 

i"'~ xP 
1 

Entonces, si p < 1, 

fb ...lU5. 2 

1 
xP 

lim (:In b - 1n 1) • 
b-+ -f<x> 

lim bl-p • +"' 
b-+ -f<x> 

(pues 1 - p > O) 

y la integral es divergente; 

y si p > 1, o, lim 
b-+ +"' bp-l 

y f 1 
Así, para p > 1, la integral es convergente y su valor es p- 1 

1 
-;:-r 

PROBLEt1A B Calcular .["' senx dx o probar que es divergente. 

SOLUCIDN 

f unx dx lb sen x dx 

o 
1- limcosb. 

b-++a> 

- lim (cos b - cosO) 
b-++a> 

Pero no existe lim cos b , ya que, por ejemplo, cuando b = 2n 1f , c os b =0; 
b-++a> 

y cuando b = (2n + 1 }1r , cos b • -l. 

Por lo tanto la integral es divergente. 

PROBLEMA 9 Determinar si la integral ~ dx es convergente. 
X 

SOLUCION Puesto que 1 s:~ xj .;;;;* y la integral L."'* es conver-

2 
gente, se sigue por el criterio de comparación que la integral dada es 

convergente. 
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PROBLEt1A 10 f d)t 
Hallar I • ¡¡:-;2 

BOL.UCION 
dx l.a funci6n . f (x) • es discontinua en X • l. 

/¡- x2. r .c-t Tenemos dY. 
{1- x2. 

PROBLEI'1A 11 ·Hallar 

BOLUCIDN Tenemos 

dx 
X ln X 

lim dx t +O o 11- ~2 
• lim [are sen (1- t) - are sen C) 

t +O 

11 ·T· 

dx 
xlnx 

( haciendo y • lnx) 

• ln 1 ln + 1 - lim ln ¡.a 1 • - ... 
a+-• 

Por lo tanto la integral es divergente. 

PROBLEM 12 HalÍar t dx 

CAP.4 

SOLUCION Haciendo y • ln x, x • eY, dx • eY dy , tenemos 

r r·~ r'h e dx -+ lim 4- lim (-.!..) 
X b2 X a+-oo y a+-ou y o _ .. 

.. 1 + lim 1 1 
"lñ"T .._,. . """lñT' . a 

a+-oo 



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 13 

Analizar la convergencia de la integral r dx ___ _..;;;.;:... ___ , b >o. 

SOLUCION 

La función 

f (x) 
x 

1
"' ex 1112 + 2 

es discon 

tinua en x ~O, y cuando X-+ 0, f (x) -
1 

X .Á¡ (2) 
donde A=-h 2 

1 
m=-¡¡-<1. 

Aplicando el criterio 4. 2, concluimos que la integral dada es convergente. 

PROBLti'1A 14 Decidir la <:onvergencia de la integral 

SOLUCION 

f (x} 

Tenemos 

S+ CD---=::::dx==---

2x + Yx 2 + 1 + 4 1 

'h+ ~ +4 

1 --r¡; 
X 

y cuando x -+ + oo, el denominador -+ 1, l _A f (x) - --.,:- = 

donde A= 1, 
2 ms3 

x.,3 xm 

Por el criterio de convergencia 4. 3 concluimos <¡ue la integral dada es 
divergente. 

PROBLEMA 1~ Estudiar la convergencia de 

SOLUCION f (x) ~ 

V cuan d.:> X -+ 1, 

1¡. 
x 3 (x 2 -x+ 1) 2 

(J-x2)~ 

f(x) 
(1-x) h 

1 
(2 )312 

A 

(1-x)m 

donde A 
1 3 Entonces el criterio de comparación 

= 2h m =-r >l. !'or 

4.2, concluimos que la inte~ral dada es divergente. 
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INTEGRALES IMPROPIAS 

PROBLEMA 16 
gente 

Probar que la integral 

SOLUCION 

A = lim 
b~+ ... 

sen x dx 
X 

~ . cos b ) = cos 1 - 11m --¡;--
~+ ... 

+ 

cos 1 + I"" 
1 

dx . 

= lim [-~~b 
X 

b ~+... 1 

COS X 

~ 
dx 

sen x 
X 

CAP.4 

dx es conver 

cos x dx] 
x2 

La integral I "'cos x dx 
l x2 

es convergente por el criterio de cowparación 

1 
COS X 1 "" ya que ---;r-" .... 1' 

7 y 1"' dx 
17 es convergente. •Por lo tanto, 

la integral dada es convergente. 

PROBLEMA 1,7 Determinar si l:a integral fi: dx es convergente. 

SOLUCION 

Además cuando 

donde A 1, 

-La función 

X -+ 0, f(x) 

m~..!..<¡ 
2 

f (x) 

IX 
sen X 

pues lim 
x-+0 

...L 
sen x 

Li. 
X 

~ 

sen x 
X 

X 

sen x 

es cont in u,~ y ;o o 

_lh 
X 1 

~ ---
~· lf2 

X 
X 

1 • 

Luego, por el criterio 4.2, la integral dada eH convergente. 
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4.5 PROBLEMAS RESUF:LTOS 

PROBLEMA 18. Hallar el valor de e para el cual la integral 

I • I 
.. 

~ ex 
~ 

1 - "'2x'+T ) dx es convergente. Hallar el valo~ de la 

integral. 

SOLUCION. 

tiene lb(~ -_.!.__) dx 
2 + 1 2x + 1 o lt 

Para b > O se 

m ..S.ln(x2 + 1) _J.ln(2x+1)1b e ..S.tn(b2 +1)-~b(2b+1) 
2 2 o 2 ¿ 

cuando 
1 

b ++"" el término [ 1 tiende al valor - 21n 2. Luego, la i!!_ 

tegral 
c-l,t¿ 

I es convergente si y ;oólo si lim b · = L cumple O<L<+oo, 
b->+ao 

1 Pero cuando c<'i", L = o 

1 
L = e • 2' 

1 
c>T• L =+ao, 

De donde resulta que I converge solamente cuando 
1 

e = 2 y su valor es 

I 
1 1 

1n 1 - 2 1n2. - 2 ln2. 
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INTEGRAI.ES IMPROPIAS CAP.4 

PROBLEMA 19 Sea a > O. Hallar el valor de la integral 

I • 

SOLUCIDN Para b > O se tiene 

--l!..-)dx • 
x+l 

.....L_ln(x+~)- a ln(x+1) lb 
.,r;; o 

• ~ ln b ( 1 + ¡1 + 7 ) -OL ]n b ( 1 + ~ ) + ~ ln ¡; 

..:uando b + +"' la expresión [ ] tiende a ...l.,_ ln 2 18 Luego, la 
.¡; 

...l. -a 
integral I es convergente si y sólo si lim b¡a • L cumple O< L <+•. 

Ahora bien, tenemos 

a<__!_ L• +oo 
ra' 

1 
o·•-,L• 1 

¡¡ 
1 a>-, L • O, 

¡; 

b ++• 

de dond~ resulta que el único valor de a para el cual I es converger.te es 

y en este caso 

I • 
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4.5 PROBLEMAS RESUELTO; 

PROBLEI"'A 20 Hallar los valores de p y q para los cuales la integral 

I ro ... _ __;d-x..__ 

Jn ~ (l+x)q 
es convergente. 

SOLUCION La función f (x) es continua en O < x < + ""· 

Se tiene I Ial f{x)dx + J"" f(x) dx. 
1 

Paso 1 Convergencia de la integral I 1 • fo 1 
f(x) dx. 

Cuando x -.O, 1+x-. 1 y 

A .. IL • p. 

Luego, por e¡ criterio 4.2, la integral 11 es coawergentc sí 1 sólo sí 

p < 1 

Pas.o 2 Convergencia de la integral l"" f (x) dx • 

Cuando x_..+oo, 

donde A • 1, m • p+q 

Luego, por el criterio 4. 3, I 2 ea convergente sí 7 sólo si. • • p+q > 1 

o 1-q<p. 

Así, la integral dada es convergente si y sólo si 1-q < p < 1 . 
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METDDDS DE INTEGR A CTDN 





1 INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES 

1.1 O.finicián Una faocióo racimllll de la forma R(x) = ~ f:~ 
donde P(x) y Q(x) son polinomios en la variable x con coeficien 

tes renles. 

1.2 C4lcula de Int•gral•s d• la forma 

Para encontrar la integral 1 se procede de la siguiente manera 

(1) Se completa cuadrados en el denominador 

ax2 + bx +e a ( x + -?; l + ( -*+ e ) 

(2) Se hace la sustitución t -
b 

x +ra . con lo cual 

ax2 + bx + e a(t 2+k), y la integral 1 se convierte en 
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INTEGRACION DE FUNCIONES RACIOOALES 

(3) · + 1n 1 t' + k 1 + e _. 

(4) Se halla la integral f dt 
727k aplicando una de las dos 

siguientes fórmulas 

1 u 
.. -;¡are tan d +e 

1 ,. u-d 1 
Tci"ln ~~+e, 

donde d *O 

Ejemplo 1 Hallar I Jr 
3x - 2 ----dx. 

x2 - 4x + 5 

Solución 

I ~ Jr-·-(-x~~2~~~2~-~:~1--dx (completanuo cuadrados) 

Jr dt (haciendo la sustitución t = x-2) 

+ 1n 1 t 2 + 1 1 + 4 are tan t + C 

+ln(x2- 4x + 5) + 4 are tan(x-2) +e. 
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MBTODOS DE IN'l'EGR.ACION CAP.S 

EJ.-pla 2 Encontrar J Cl-x} dx 1 • -4x~2 --;:,r,4.;:;xo;:...--3-

Boluc16n 
1 

I • _ ( . (x-1) dx 
;; 1 2 4 (x- ¡} - 4 

- -J <t- 2 > dt 

4t2 - 4 
(haCÍejldO t • X -4-} 

- -.!. J..!l.L. + 1 J dt 
4 t2- 1 8 t2- 1 

• _.¡.In lt2-11 +_Lln¡t-11 +e 
e 8(2} t+Í 

. -i-ln 1 x
2 

- x -i-1 + -ft-m 1 

3 
x -r 

1 
x+2 

+ e 

Sea dada ·la' función racional 
entre el denominador, R(x) 

R(x}. Después de dividir el numerador 
se escribe en ,la forma 

R (x) = P 1 (x) + ~ 

. 
donde P 

1 
(x) es un polinomio y 

P(x) 
Q(,0 es una función racional propia, 

esto es, tal que grado de P(x) <grado de Q(x). 

Puesto que la integración del polinomio P1 (x) es inmediata, el 

cálculo de la integral de R (x) se reduce al de la integral de ~~~~ . 

Para hallar J P(x) d 
Q'(;0 X se emplean usualmente dos métodos: 

(1) El método de descomposición de fracciones parciales. 

(2) El m~todo de Hermite. 
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1. 3 INTEGRACJON DE UNA FUNCJON RACIONAL GENERAL 

1.3.1 Método da Desca.pcsición en Fraccicnes Parciales 

1.3.1.1 Casal: TODASLASRAICESDE Q(x) SONREALES, ESTOES Q(x) 
CONTIE~~ SOLAMENTE FACTORES LINEALES 

172 

Entonces 
(l 8 

Q (x) = e ~x-a) (x-b) ..• 
>. 

(x-k) , donde a,b, ... , k, 

son las distintas raices reales de Q(x), e es un número real , 

y ex, B, ..• ,:>- son números enteros ~ 1 

la función racional~~:~ · 

se descompone en - suma de fracciones pan:i.ales ; 

Si grado de P(x) < grado de Q (x) ' 

P(x) A¡ Az 
---=--+-+ 
Q (x) x-a (x-a'f 

+ Aa Jl+ ... +.!J._+~+ ... +~ (1) 
(x-aJ x-k (x-kf · (x-l<f 

dbnde los coeficientes A 1, Az, • • • , K¡ , K2 , • . • , K>. son 

uní~ocamente determinados por la función racional dada. 

Para calcular los coeficientes 
dé la descomposición indicada, se da común denominador en (l) re 
sultando una igualdad de dos polinomios. A continuación se ~plica 
uno de los dos métodos siguientes o una combinación de ~ llos: 

Primer Métcdc: Igualación de coeficientes En este caso 
se igualan los coeficientes de iguales potencias de x, y se re­
suelven las ecuaciones result antes. 

Segundo M~todo: Danoo valores particular•• a la variable x 
En este CRSO se eligen valores apropiados de la variable x y se 
evalÍt&n ·•,nbos miembros resultando ec uaciones entre los coeficientes. 
Por ejemplo, a menudo es conveniente tornar x = ai , donde ai es 
una de las raíces de Q(x), o también, asignar a x valores enteros 
pequeños, corno O, ±1, ±2, etc. 



METOOOS DE INTBGRACION CAP.S 

EjtNaplo 1 Calcular J <lx I • 
x(x-3)

2 

BolucicSn 

x (x- 3) 
~ B + --~c~--

x x:3' (x-3t 

• A(x-3)
2 + Bx(x-3) +ex (1) 

Cilculo de los Ca.flclentes 

Pri..r Kftodo: I~ualando coeficientes 

De 1 • (A+B)x2 + (- 6A- 3B +e )x + 9A 

resulta O .. A+ B 

o K - 6A - 3B + e 

• 9A 

de · donde 1 
B • - •9, 1 

e ·T· 

Sewmdo t111todo: Dando valores a la variable x 

Haciendo o (1): 1 • A(-3)2 , 1 
X • en o A • "'f 

3 (1): 1 • C(J) 1 
X • en o e "3 

X • en (1): ..!..t 2 ( ) 1 . 1 • 9 ,1-3) + B 1-3 +3, de donde B• -9 

Tenemos entonces 

1 • 

1 1 1 

J 9 xdx +J--gdx ~ · f3clx 
x- 3 (x-3)2 

1 1 1 -1 9 ln lx 1 - 9 ln 1 x-31 - 3(x-3) + e 

1 ..,3,..,{...;x:..,-3 ... )- + t:; • 
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EJHpla 2 Calcular J dx 
1 • "':'(x-+-=1~)-:"(x..::+~2~)-:"(x-+-:3~) 

Saluci6n 

(x+1) (x+2) (x+3) 

de donde 

1 • A(x+2)(x+3) + B(x+1)(x+3) + C(x+1)(x+2) 

Haciendo 

y 

Luego, 

I 

x+1 - o, o X • -1' se obtiene 2A, 

x+2 -o, o X --2 , se obtiene -B , 

x+3 - o, o X = -3, se obtiene = 2C, 

+J~ +f 
X +2 

+ In 1 x+ l 1 - ln 1 x+21 + +In 1 x+ 31 + C 

+In 1 (x+1)(x;3) 1 + e • 
(x+2) 

i 
o A= 2 

o B = -1; 

e l 
o =z 

1. 3. 1. 2 Casa Gen.-al Q (x) TIENE ~AlCES CCMPLEJAS NO REALES, ESTO ES, 

Q(x) CONTIENE FACTORES CUADRATICOS CoN" DISCRIMINANTES p 2 - 4q <O 

Sea p (x) un polinomio de grado menor que el grado de Q(x). 

Entonces 
P (x) 

Q(x) es igual a una suma de fracciones parciales que 

¡¡e compone de la siguiente manera: 

(1) para cada factor lineal (x-a) de Q(x)' repetido a veces, la 
suma contiene la expresión 

A¡ A2 A - + (x':;t + ••. 
+ (x-:/1 x-a 
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(2) para cada factor cuadrático x 2 + px + q de Q(x) repetido 

B veces, donde p2 -4q < O la suma contiene la expresión 

M1x + N1 

,x2 + px + q 

Los coeficientes que aparecen en estas expresiones son unívoca 

mente determinados por P(x) 
~ y se calculan aplicando los mé 

todos indicados en el caso l. 

Observemos que las integrales de los tl!rminos de (1) son direc 

tas. Así, para hallar J ~~=~ dx sólo nos resta determinar 

J-.......;M;.;;x;.;..;.+..;N.:.....­ dx. 
(x 2 + px + q f 

El cálculo de tales integrales se efectúa haciendo el cambio 

t ,X + 1 e integrando por partes para reducir el exponente 

n en una unidad (método de reduccion). Ver ejemplo 2 • pág. 163. 

También es aplicable el método de Hermite. Ver 1,3.2,pág.164. 

Ejemplo 1 Hallar I J dx 

(x 2 - 4x + 3) (x 2 + 4x + 5) 

Solución 

(X Z - 4 X + 3) (X;> + 4 X + 5) (x-1) (x-3) (x2 + 4x + 5) 

(el factor x 2 + 4x + 5 tiene raíces no r ea les pues su discrimina11te 
es 42

- 4 (5) = -4 < O 

A + _B_ + Cx+ D 
-;:¡ x-3 x 2 + 4x + 5 

de donde 

l = A(x-3) (x 2 + 4x + 5) + B(x-1) (x 2 + 4x + 5) + (Cx + D) (x-1) (x-3) 

Ha ciendo 1: 1 3 : B = 
1 

X = A - To . X = 52 
0: D 

6 
X = -1: e= ..L X = 52 y 65 
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Luego I = _ 1 J dx + _1_ ¡~ + _L J 8x + 30 dx 
"20 'i"=T 52 x - 3 260 x2. + h + 5 

1 1 , J 1 J J 1 J 8x + 30 -ro ln .x-. + Fln x- 3 +""26i'i . (x+z)2 + rdx 

Por otra parte 

f 8x + 30 dx =J8t + 14dt (haciendo t = x + 2) 
(x + 2) 2 + 1 t 2 + 1 

4 ln J t 2 + 11 + 14 are tan t + C 

4 ln (x 2 + 4x + 5) + 14 are tan (x + 2) + C 

Finalmente 

I • -fo-ln lx -11 + 5
1
2 ln lx- JJ + 6\ ln (x 2 + 4x+5) + 1 ~ 0 crc tan (x+2) +C. 

EJ~la 2 Hallár I - dx. J x+1 

(x2 + 4x + 5)
2 

Saluci6n El factor x 2 + 4x + 5 tiene raíces no reales pues su dis-

criminante 42 - 4(5) • · 4 <O. 

Tfmemos 1 f x+l . = ax 
(x2 +4x + 5)~ 

J t dt 
= (t2+1)2 -J 

= f-..=.t"---...;;.1_ dt 
(t2 + 1)2 

(t 2 + 1)- t2 
dt 

(t + 1 )2 

- are tan t 

(haciendo 

2 (t 2 + 1) 
t + J [ t Jt 

(t2+1)2 J 
Integrando por partes 

Jt [ t dt l t 1 J dt 

(t2 + 1)2 - ?(t 2 + 1) 
+-r 

t 2 + 1 

t 1 
+ e +-rarc tan t 

2(t2 +1) 

Luego I 
t + 1 1 - 2 are tan t + C 

2(t2 +1) 
X + 3 1 - T are tan (x + 2) + C. 

2 (¡¡ 2 + 4¡¡ + 5) 

t = X+~) 



METODOO DE INTEGRACION 

I = J Mx +N dx 
(x2 + px + q)n 

TEOREMA Se cunple 

J Mx + N dx • __ ...:,X:;.¡. (~x"-)--~ 
2 n ~ n-1 (x + px + q) (x - + px + q) 

n • 1, 2, 3, •.• 

+ J _ _:Ax::....:+...;;B:...- dx 

x 2 + px + q 

donde X(x) es un polinomio de grado< 2(n- 1) • grado de 
2 n-1 

(x + px + q) • 

Nota 

CAP.S 

1 Los coeficü:ntes de X(x) así como A y B se hallan derivando 
ambos miembros y aplicando a continuación 1 os métodos del caso 1 
de l. 3. l. 

2 La :i.ntegral del segundo miembro se calcu.la de acuerdo a 1.2, o 
bien directamente. 

PRUEBA DEL TEOREMA 

Para n ;= 1, se cumple en forma obvia la fórmula indicada. 

Supongamos ent <>nces que n ;;;. 2 y procedamos por inducción sohre n. 

Paso 1 J Mx + }1 dxa _! JM(2x+p) + (2N-Mp) dx 
2 n 2 2 n (x + px + q) (x + px + q) 

M J d (x
2 + px + q) 

2 n 
(x2 + px + q) 

-1 

+.S. 
2 

? n-1 (n- l)(x· +px+q) 

J dx 
(x2 + px + q)n 

(pues n ;;. 2) 
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Paaa :S 
Sea I 

n J ____.d...._x _ 

(x2 + px + q)n 

Entonces se cumple la fóuaula .ae ftc:U~a 

I ~ 
2x + 12 +.!.(~) I n 2 n-1 k 2n- 2 n-1 k (n - 1) (x + px + q) 

En efecto, 

, donde k ..i. q - 4 

I : J dx =f dt 
n (x2 + px + q)n (t2 + k)n 

(haciendo t • x +t) 

1 J dt 
= k (t2 + k)n-1 

(integrando por partes) 

1 t 
• ~ 1n-l + ------~------~1 

2k(n- 1)(t2 + k)n- 2k(n- 1) 

2x + 12 
2 n-1 4k(n-l)(x +px+q) 

+ .L ( 1.!!...:..1 ) 
k 2n- 2 

Pasa 4 De los pasos (1), (2) y (3) se obtiene 

J Mx +N 

(x2+px+q)n = 

x1 (x) 

2 n-1 + d. 1n-1 
(x + px + q) 

donde x
1 

(x) es un polinomio de grado l. 

Ahora bien por inducción se tiene 

X2(x) f 
In-1 • ---------......,o:- + Ax + B dx , 

2 n-2 2 (x + px + q) x + px + q 

siendo X2 un polinomio de grado < 2 (n-2); y sustituyendo en la expresión 
anterior se obtiene por lo tanto la fórmula deseada. 1 



METODOS DE INTEGRACION CAP.S 

Ej.-pla Hallar 

J X+ 1 I • -....::....:...:.._ dx. 
(x2 + 4x + 5)2 

Balucidn Por el teorema antet·ior 

I • 
Ax + B +J ex+D dx 

x2 + 4x+ 5 x2 + 4x+ 5 

Derivando ambos miembros respecto de x 

X + 1 (x2 +4x+5)A-(Ax+B}(2x+4) + ex+D 

(x2 +4x+5)2 x2 +4x+5 

y dando común denominador 

x+l .. Cx3+(-A+D+4e)x2 +(-2B+4D+5e)x + (5A-4B+5D) 

Luego e - o 

-A+ D + 4e • O 

-2B + 4D + se -

SA- 4B + 5D • 1, 

ecuaciones que resueltas dan 1 1 3 e • o, A. - 2 , o • - 2 , B • - T 

Luego 

I 
X + 3 -+J dx 

2(x2 + 4x+ 5) x2 + 4x + 5 

X + 3 l J d~x+ 2l 
2 (x2 + 4x + 5) 

-T 
(x+2) 2 +l 

X + 3 1 -Tare tan (x+ 2) +c. 
2(x2 + 4x + 5) 
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T.ar••• 

Si P(x) es un polinomio de grado menor que el grado de Q(x), e!!. 
tonces 

J ~((~) dx 

p 1 (x) J dx ~~y¡¡J ~+ J D1x + E1 =---+ A¡ --- + ••• + c!x 
Q¡ (x) x- a 1 x-~ x2+ P¡ + ql 

+}X 

D X +E 
+ 

n n 
dx 

+pn x +~ 

donde [ 
f -1 <lm- 1 2 il -1 e -¡ 

Q
1
(x) =(x-a 1 

1 ••• (x-am) (x +p
1
x+q

1
J 1 

••• (x2.t-pnx+q
0

) n 

P1 (x) es tn polinomio tal que grado P:(x) < grado de Q1 (x) 

(1) Los coeficientes de P1(x) así como A1 , .••• Aro, Dl' El' ••• ,Dn,En, 

son determinados derivando ambos miembros resper.to de x. 

(2) Observemos que Q(x) esta formado por los mismos factores li-
neales y cuadráticos de Q(x) con exponentes reducidos en una uní 
dad. 

Prueba 

En la descompos ícíón de ~~=~ en fracciones parciales: 

<1> cada factor (x-aJ'i contribuye con términos de la forma 

A J dx si Y= 1 
x- ai 

-A 
sí y;;;. 2 

y (2) cac!.a factor 

forma 
Dx +E 

cuya integral es 

X(x) + 
(x2 +p.x +q.)Y-1 

1 1 

Fx +(; dx, 
p .x +q.) 

l 1 

de acuerdo al teorema 1.3.2.1. 

y 
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Luego sumando todos los términos 

fwx ~p (x) J dx J dx 
) dx = ( + A¡ - + .... + A -Q x Q

1 
:t x- a1 m x- am 

donde Q
1

(x) es el mínimo común múltiplo ·de los Jenominadores de las 

fracciones que no aparecen bajo el signo de la integral. 

Esto conl'luye 1'1 ;>rueba del teorema. 1 

Ejemplo Aplicando el método de Hermite encontrar I 

Solución 

I 

Tenemos 

Axs + Bx4 + cx3 + Ox2 + Ex + F 

(x2 + 1 )3 
+ J Hx + G 

x 2 + 1 

-J dx 

<Xl + 1 )lt. 

dx . 

Derivando ambos miembros respecto de x, dando común denominador y agr.!:!_ 
pando términos 

l = Hx7 + (-A+G)x6 + (-2B+3H)x5 + (5A-1C+3G)x~ + (4B-40+JH)x3 

+ (3C-5E+3G)x2 + (20-6F+H)x + (E+G). 

de donde H = o ( 1) 

- A + G "' o (2) 

-2B + 311 = o (3) 

5A - 3C + 3G o (4) 

4B - 40 + 3H o (5) 

3C - SE+ 3G = o (6) 

20 - 6F + H o (7) 

E + G (8) 
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Resolviendo las ecuaciones tenemos 

ele (1): H• O; de (3): B• O de (5): D•O; 

de (7): F• O; y de (2): A•G. Laa restantes ecuaciones son 

de donde 

Luego 

1 . 

PROBLEI'IA 1 

BCLUCION 

Tenemos 

y 

8A - Jr.• o 

JC- 5E + lA • o 

E+ A • 

5 5 
E•* 

5 A·n • e.,... y e ·v. 

-ftxs + fx3 11 

J + i6x 5 dx 
+ ""i6' (x2+1)3 x2 + 1 

15x5 + 40x 3 + ~as + 156 are tan ,.. + e . 
48(x2 + 1)3 

Calcular 

xZ - 5x + 9 
x2 - 5x + 6 

3 
x2 - 5x + 6 

I • J 
1 + 

x2 
- 5x + 9 dx 

x2 - 5x + 6 

3 
Sx + 6 

3 · A +...JL 
(x-2) (x-3~ • -;::2 x-3 

3 • A(x-3) + B(x-2) 

haciendo x • 3, se ~btiene 
x • 2, se obtiene 

B • 3 
A • -3 

Luego - 3dx 
X - 2 

ldx 
X - 3 

• x- 3 ln 1 x-2 1 + 3 ln 1 x-3 1 ~ C 

1 
x-3 ! 

• X + 3 ln 'T-21 + C. 



PROBL.EM 2 Hallar 

SOLUCION 

METODOS DE :INTOORAC:ION 

A D f X+ 3 

6x - x 2 

CAP.S 

dx • 

A = J X+ 3 2 dx 
9- (x-3) 

-J t + 6 dt 7-9. (haciendo t x-3) 

E - f t dt - 6 J dt 7:9 ?::9 

PROBL.EM 3 Encontrar I • J 1 
3x - 2 dx . 
- 6x - 9x2 

SOL..UCIDN 

I ~ f 3x - 2 dx a 

2- (3x+1 )2 .!....f-l=l-. dt 
3 2 - ¿. (haciendo t = Jx+ 1 ) 

_..!.Jtdt 
3 t2 - 2 +J~ ~-2 

-+ 1n lt2-21 + 
1 

lnl t - 12 
1+ e 

2 ( 12) t + 12 

• -i- 1n 11 - 6x - 9x21 + J_ ln 1 3x + 1 -:...:::1..1 + e . 
212 3x + 1 + l'i 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

Calcular J -3-x 1 • .. dx • 
4 - 3x2 

8Dt.UCION 

1 • +f x + 3 dx 
4 x2- 3 

2 x--
13 

ln 1 2 
x+-

13 

. + ln 13x2 - 4 1 + .!{- in 1 /3 X- 2 

f3 X+ 2 

PRDBLEt1A S 

BOLUCION 

A • 1 
3 

Hallar A • J dx 

3x2 - x + 

J dx • ..L J dx 

x2 -} + ~ 3 (x - Í )2 + ~! 

+ e 

1 + el .. 

3( 4I> ( 
x-f) 2 6x-1 

are tan • .rr¡r + e • 7'ii are tan ( -¡nr-> +e . 

PROBLEMA 6 Encontrar 1 - J (x-1)2 
dx • 

x2 - 6x + 10 

BOLUCION 

Luego 

• 
(x-1 J2 

x2 - 6x + 10 

x2 - 2x + 1 

x 2 - 6x + 10 
- 1 + 

4x- 9 

(x-3)2 + 

1 - Jdx + J 4
x - 9 dx • x + J 4t + 3 dt 

(x-3 )2 + 1 tf + 1 

= x + 2 ln 1 t 2+ 11 + 3 are tan t + C 

• x + 2 ln (x2 - 6x + 10) + 3 are tan (x-3) + e . 

(haciendo 

t • x-3) 



PROBLEt1A 7 

SOLUCION 

PROBLE11A S 

SOLUCION 

CASO 1: 

METODOS OE IN'l'EGRACION 

Hallar 1 • J------~c~o~s~x~d~x._ __ ___ 
sen2 x - 6 sen x + '12 

I • f __ ...;d:,::u:,._ __ (haciendo · u • sen x) 
u2- 6u + 12 

J du 

(u-3)
2 + 3 

• }r are tan ;::. + e 

= __!__ are tan ( sen x - 3 ) + l: • 
13 13 

Hallar I • 

Entonces 

f dx 
(x+a) (x+b) 

I z J __:d~x _ 

(x+af 
__l_+e 

x+a 

CASO 2: A~ b Entonces 1 _L + B 
(x+a) (x+b) • x+a X'+b 

Luego I • 

y 1 • 

de do.nde A • 

A(x+b) + B(x+a) 

1 
-::a+¡) 

-h +a 

(haciendo x+a • O 

(haciendo x+b • O ) 

...L ln 1 x+a 1 - -
1
- ln 1 x+b 1 + e b-a b-a 

CAP.S 
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PRDBLE11A 9 Hallar 

SOLUCION 

PROBLEMAS RESUELTOS 

I • 

• 5 + 2Sx2 - 20x + 2 

x3 - Sx2 +4x 

dx • 

y xl- sx2 + 4x - x(x-l)(x-4) • 

Por otra parte 2Sx2 - 20x + 2 

x3 - Sx2 + 4x 
..!.+ B + e 

X X-T -x:4 

( 1) 

(2) 

25x2 - 20x + 2 • A(x-l)(x-4) + Bx(x-4) + Cx(x-1) 

de donde 

B-- L 
3 

e 161 ·-r 

(haciendo x • O) 

(haciendo x • 1) 

(haciendo x • 4) 

Luego de (1) y (2) 

1 1 7 1 1 161 1 1 I • Sx + 2 ln 1 x - 3 ln x-1 + 6 ln x-4 + C. 

.. Sx 

PROBLEMA 10 

SOLUCIDN 

R(x) = 

y 

Luego R(x) 

Calcular I • 

x 4 - 6x3 + 12x2 + 6 

x 3 ~ 6x2 + 12x -·8 

+ 8 (x-2) + 22 
X z 

(x-2 )3 

Entonces I "' 

J x4 - 6x3 + 12x2+ 6 dx 
x3 - 6x2 + 12x - 8 

x + __ ....::;8.:;.x_+;....,;;6;..,.... __ _ 

x 3 - 6x 2 + 12x - 8 



ME'l'ODOS DE INTEGRACION 

PROBLEMA 11. Hallar r _ J-~d::::x:..._­
x(x+1) 

BOLUCICIN 

1 • A(x+1'f + BJ({x+1) + Cx 

Luego A• (haciendo z • O) 

e- -1 (haciendo x+1 • O) 

B • -1 (haciendo x • 1) 

e integrando 

I • ]n 1 X 1 - ]n lx+11 + x¡I + e • ]n 1 m 1 + x¡1 + e • 

PROBLEMA 12 ealcub.r I • J 
SOLUCION 

5x2 + 6x + 9 
(x-3)2 (x+1 )2 

5x2 + 6x + 9 

de donde 

D • 1 
2 

• ....!., + B +_L +__!L_ 
x-3 (x-Yf x+1 (x+1'f 

A(x-3)(x+1)2 + B(x+l)2 + C(x-3'l (x+l) + D(x-3)2 

(haciendo x-3 • O 

(haciendo x+1 • O 

y dando los valores x • O, 1, se obtienen las ecuaciones 

9 • -3A + 9e .+ 9 

20 - -BA + se + 20 

que restleltas dan A • O , e • o • 

CAP.S 

Luego I 9 · f dx + 1 J dx 
• 2 {x-3)2 2 (x+l )2 

9 - -L+c. 
2(x-3) 2(x+1) 
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PROLEM 13 Calcular I • 

BOLUCIDN 

y 

de donde 

Luego, I 

.x3 + x + .1 

x(x2 + 1) 

1 

x(x2 + 1) 

A • 1, 

1 

1 

e 

1 +-.....!1 __ 

x(xl + 1) 

• ..!..+ Bx +e 

xl+1 X 

. A(x2 + 1) + (Bx + C)x 

. (A + B)x2 + Cx +A 

• o y B • -1. 

. X + J d: -J xdx ?+1 

. + ln 1 X 1 + e X 

h2+l 

PROBLEMA 14 Encontrar J dx 
I • _x_4_+~x:..2_+_1_ 

SDLUCION 

(x2 + 1 - x) (x2 + 1 + x) 

Tenemos Ax+ B + Cx+ D 

x2 - x + x 2 + x + 

1 • (Ax + B)(x2 + x + 1) + (Cx + D)(x2-x -+>1) 

dx. 

(difetencia de 
cuadrados) 

1 • (A+ C)x3 + (A+B-C+D)x2 + (A+B+C-D)x + (B+D) 

de donde A+ e • o 

A + B - C + D • O 

A+B+C-D •O 

B + D • 1 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 
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Resolviendo estas ecuaciones se obtiene 

de (1) e • -A (~) 

SUlllando (2) y (3) B • - A ~6) 

de (2) y (5) D . e • -A (7) 

luego en (4) -2A" 1, A • 
l 

-2· 

Por lo tanto, 

I = - + J X - l dx + ...!. J X + l dx 
x 2 - x + 1 

2 
x 2 + x + 1 

1 l 

I 
1 l 

1 J (x-2) -2 
+ l. 

(x+T) + T 
cb: --'T 1 2 3 dx 2 1 2 3 

(x-2) +4 <x+z) + 4 

( 1 ) 
1 

ln 1 (x - t f + ¡ 1 + 
l 

X--
---¡; 

4 ( 13 ) 
are 

tan •"; 
2 

2 

( 1 ) +e +i-ln 1 (x +-}-)2 + 3 1 + 
1 x .+2 

T 
4( 13) 

are tan "f 
2 

i- ln ( 
x2 +X+ 

) 
1 /3x 

x2 
+ 

13 
are tan (--

2
) +e 

- K + 1 2 1- X 

r a+b J Lusando are tan a + a!"c tan b are tan(~) 

PROBLEMA 1~ J x3 + 1 
Calcular I = 2 dx. 

(x2 - 4x + 5} 

SOLUCION donde t x-2 

t3 + 6 t 2 + 12 t + 9 
(t2+1)2 

At + R + Ct + D 
t 2+1 (2+1)2 

t3 + 6t2 + 12t + 9 (At + B)(t2 + 1) + (Ct + D) 

At~ + Bt 2· + (A+C)t + (B+D). 

CAP.S 
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PRCSLEMAS RESUELTOS 

Luego A • 1, B • 6, A+C • 12 y B+D•9, 

de donde A • 1, B • 6, e • 11, D • 3, y 

I • J t +6 dt + J 11t + 3 dt 
(t 2 +1) (~+1)2 

~ln lt2 + 11 + 6 are tan t -
11 

+ 3 J dt • 
¿ 2(t2 +1) <é+1)2 

Pero, I . f dt 
1 - (t2+ 19 

-J <~ + 1)- t
2 f t

2 
dt 

( 2 '>.2 dt • are tan t - 2 -.2 
t +1,- (t +1r 

r (-t ) 1 f dt ] 1 t • are tan t -lt 'tfj:l +2 t 2 + 1 • 2 are tan t + 2(t2 + 1) 

( integrando por partes 

Así, I = -2
1 

ln 1 t 2 + 11 + 
1
2S are tan t + 

3
t -

11 
+ e 

2(t 2 +1) 

.. + ln(x2 - 4x +S)+ lf-arc tan(x-2) + 3JC- 17 
+e 

2 (x2 - 4x +S) · 

PROBLEMA 16 J dx 
Calcular . 

xa + x6 

SOLUCION 

~--'~- = .!;_+ B + C + D +.!,+ F + Gx+H 
x6 (x2 + 1) x ~ ~ 7+ ~ ~ 7+'1 

'1 • Axs (x2 + 1) + Bx4(x~l) + Cx3(x2+1) + Dxl(x2+1) + Ex (x7+ 1) + F (x2+1) + (Gx +H)x6 

1 = (A+G)x7 + (lHH)x6 + (A+C)xS + (B+D)x4 + (C+E)x3 + (D+F)x2 + F.x + F 

de donde A + G = O , 

e + E = o , 
B+ H = 0, 

D+F = O, 

A+C =O, 

E.= 0, 

B+D=O, 

F = 1, 

y F = 1, E = O, D=-1, C=O, B=1, A = O, H = -1 , G = O. 

Luego 

I = J dx J dx J dx f dx 1 1 l --:T - -=r. + ~ - -:z.;:¡ = - -+ -::-lJ- .,._.-are tan x + e . 
X X+ X X +1 X 3x> 5xO 
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PROBLEMA 17 Elnplendo el método de Hermite hallar I = 
dx 

(x+ 1 f <x-2-+ rf-
SOLUCION Por el m!todo 1.3.2.2 

·I m Ax'- + Bx + e + oJ....2.!.. + J A..±...L dx 
(x+l)(x2 + 1) · x+l x + 1 

Derivando ambos miembros respecto de- x 

1 _ .. (x+1)(x2+1)(2Ax+B)- (Ax 2 +Bx+C)(3x2 +2x+12+_Q_+~ 
(x+1 )2 (x2.~ 1 )2 (x + 1 )2 (x 2 + 1 y · · x+1 x2+1 

1 = (Dx + E)x5 + (-A +D+2E+ F)x4 + (-2B +2D+2E + 2F) x3 + (A-B-3C+2ll±2E+2F)x2 

+ (2A-2C+D+E+2F)x +(B-C+D+F) 

dz donde D+ E a o (1) 

-A+D+2E+F = o (2) 

-B+D+E+F= , O (3) 

A- B-3C+2D+2E+2F = o (4) 

2A- 2C + D + E + 2F = o (:5) 

B-C+D+F = (b) 

Resolviendo las ecuaciones se obtiene 

A = 
1 B=_! e= o, D = _!_ E=-.!_ F 

1 
-¡. 4. 2 • 2 • = ¡· 

FinalMen te 

x 2 - 1 1 1 1 
1=- +-2 lnlx+1l- -4 lnlx 2+1l +-4 are tall x +C. 

4 (x+ 1 )(x ~ + 1) 

PROBLEMA 18 Calcular I J dx 
x(x7 + 1) 

SOLUCION 

I = J (x 7 + 1)- x7 dx "' ¡~-J x6 dx 
X (x 7 + 1) X X 7 + 1' 

1 1 1 x7 1 = ln lx 1- 7 ln lx7 + 11 +e = 7 ln if7i' +e 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'IA 19 Hallar 1 -

SOLUCIDN 

1 = J (t+1i dt 

t 10 
(haciendo t • x-1 ) 

f (t
2 

+ ~t + 1 > dt • 1 1 1 + e _77_7t8_9t9 

1 1 
-4-(-x-.::..1-)lr"e - 9 (x-1)9 + e · 7 (x-1)7 

PROBLEMA 20 Encontrar 

SOLUCION 

I = 

Jdx J x
4 

1 "' 7- ~ dx + S(x5+1) 

ln Jx 1 --5
1 

ln lx5 + 1J + --
1
:...--

5 (xs + 1) 
+ e. 

PROBLEMA 21 

SOLUCION 

I 

Calc ular I 

+ f-t ... 2 ,:;:,;d~:.......1-

1 In j t-1 1 + e 4 t+1 

J x dx 
x 4 - 1 

haciendo 

=·J.ln ~ ~~+C. 
4 1 x 2 + 1 
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PROBLEMA 22 Aplicando e l método de Hermite encontrar 

I 

SOLUCION 

1 
+ __ P:.,.(~x:.,¡) __ 

(x2-2x+2)2 

donde P(x) es un polinomio de grado ~ 3. 

Luego por 1.3.2.2 

CAP.S 

I f J P(x)dx 
d x + -(-x-:2:-_,_.2.;:x=-+-2...,.)2 -~Ax;.;...;.+...;;B'-­x + 2 

Cx.+D dx 
x 2 - 2x + 2 x - 2x + 2 

Derivando respecto de x 

x 4 
- 2x 2 + 2 

(x2 - 2x + 2 )'l 
1 + (x 2 - 2x + 2)A - (Ax + B)(2x- 2) + Cx + D 

(x 2 - 2x + 2)2 x2 - 2x + 2 

x ~- 2x 2 + 2 x ~ +( C-4 )x 3 + (8- A- 2C + D)x2 + ( -8-2B+2C-2D)x + (4+2A+2B+2D) 

de donde C-4 o 
8- A- 2C + D -2 

-8-2B+ 2C- 2D O 

4 + 2A + 2B + 2D 2 

Resolviendo estas ecuaciones 

A 2 -1, B 2 3, e • 4, D = -3. 

Por lo tanto 

I 
-x- 3 

2 + .r x 2 
4x - 3 

dx. X -
x2 - 2x + - 2x + 2 

Por otra parte 

f x2 
4x - 3 

dx f .iW:.l. dt 
- 2x + 2 t 2+ l 

(haciendo te x-l ) 

2 ln 1 t 2 + ll + are tan t + C 

y así, I • x - """"":~x:..-..-:3~- + 2 ln (x2- 2x + 2) +are tan(x-1) + C. 
x 2 - 2x + 2 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'II-t 23 

son distintos números reales, y P(x) es un polin~io de grado menor 

que n probar que 

SOLUCION 

Te'lemoa ~ 
Q(x) 

Probaremos que 

Tenemos 

i..uego 

J~ Q(Xf dx 

~ 

A. = .l. 

lim 
x-+ a. 

l. 

lim 
:.c +a. 

l. 

+ ... + x-a 
n 

!:' (x) 
Q(x) - Q (A.) 

l. 

(definición de deriva¿a} 

(pues Q(ai)=O) 

[ 

x-a. x-a. x-a. ~ 
lim (----l.) "l + ... +(----l.) A .. + ••• +(____¡.)A x-a x-a. , x-a n 

x +a. 1 1. n 
l. -

O + ... +A.+ ..• + O A. 
l. l. 

P (oa 
1

) P (a ) 

Q, (al) In lx-a 1 1 + ... + Q, (:n) ln 1 x- an 1 + C. 



ME'l'CDOS DE IN'l'EGRAC:tON 

2. INTEGRAciON DE ALBUNAS FUNCIOIES .. IRRACIONALEs 

2.1 Int-vr•l- de la fcr .. 

l • f ~::::;=mx=::::+::n::::~ dx 
/ax2 + bx +e 

CAP.S 

So1u,:i6n Completando cuadrados ,en el trinÓGlio ax2 + bx +e, el 

cálculo d,e la integral 1 se reduce a: encontrar una de las siguie~ 

tes integrales. 

f __ d_x ___ ~ h lx+ lx2 +a 1 + e 
17+. 

f dx 

~ 
are sen (~) + C 

a 

Ej.-pla Hallar f 2x- 8 
I a -;:===:~- dx 

/1- x- x2 

So1uci6n 

5 (x +.1)2 ·-¡;-- 2 

Luego 

1 - J 2t - 9 dt • 

1+ -t2 

2! t dt 

~-~ - t2 

2/-~ - t2 - 9 are sen 

donde t•x+l. 
2 

f t dt 
- 9 

~-~ ~ t2 

+e 

• - 2 11 - x - x2 - 9 are sen ( 
2

x + .1 ) + e . 
15 

( a#: O) 

( a> O) 
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2.2 In~egrales de la for•a 

f dx 1 - _(_x ___ d_) -17a~x~2~+~b=x=+=c~ 

Solución Haciendo 
1 

t a ";"':'d (swrtitadón imrer-) . la inte 

gral I se transforma en una integral del tipo 2.1 

En efecto, tenemos x =++ d, 
dt 

dx = - tT' , y por lo tanto 

dt J f -rr 
I a -:1.-/"";;:a=(::;_!_=+=d::) 2=+=b=(=_;l =+=d=)=+=e~ z - i: ~~ : t! + A 

t t t . t2 t 

+e 

donde se debe elegir el signo - ó + según que sea t > O ó t <o, 
respectivamente. 

Ejemplo Hallar f dx 
1 = . -(x---1...;) ;.;;/~x~2~_~2- , para x > 12 . 

SolucicSn 

Sea 
1 

t=-
x- 1 

Luego 

1 
= - J-t-f-;:.t ~:;::! =+=l :=:=_=. =z :- - J 1, -;,'- n' 

• -are sen~) +e 
12 

1 

2-x =- are sen ¡.....;;.....;:___ 

(x-l) 12 
+ e • 
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2.3 Integrales de la forma 

I = f / ax 2 + bx + e dx 

Solucidn Completando cuadrados en el trinomio ax2 + bx +e, 
la integral I se transforma en una de. las dos siguientes inte 
grales (que pueden calcularse mediantes sustituciones trigonom! 
trie as)· 

f 1a2 - x 2 dx 2 -f 1a2 - x2 + a2

2 
are sen : + C, 

Ejemplo Hallar I 

Solucidn 

J f /(2x- 1) 2 + 9 

(2x - 1) 
4 

J lto - 4x + 4x2 dx. 

cix + J lt2+9 dt 

(a> O) 

(ha e iendo t = 2x-1) 

197 
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J Pn(x) 
I • --;:::=;:::::=::===-- dx 

/ax2 + bx + e 

donde Pn (:r.) es un polinomio de grado n. 

Se cumple I = Qn-t (x) • / ax2 +bx +e + Kf dx 
/ax2 +bx +e 

Qn-l es un polinomio de grado n-1 y K es una constante. 

No t. a 

, donde 

I~s coeficientes de 
miembros respecto de x. 

Qn_ 1(x) y K se calculan derivando ambos 

J Pn(x) dx 

lax2 +bx+c 

y por tanto, 

entonces 

~ A J xn dx + • . • + Ac f dx 
n /ax2 +bx+c lax2 -:-bx+c 

es suficiente probar que cada integral Jn • J xil dx 
1ax2+bx +e 

puede escribirse en la forma indicada. 

Vamos a probar que se cumple la siguiente fomula de recurren.:ia 

n-1 
Jn = _x_ 

na 

En efecto, 

1ax2 +bx+c 
b(2n- 1) 

2na Jn-1-
...;c-(_.n~-.;,;1 )~ 

na Jn-2 

( observemos que 

1 b b xn- (ax+ --T~ 2 
dx 

/ax2 +bx +e 

b 
ax + - 2-

lax2 +bx +e 

(1) 
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b 
1 J 1 ax + -2 b 

=-a xn- ( ) dx J 
1 2 - 2a n-1 

ax + bx +e 

1 [ n-1 1 z · J n-2 ] b =-a x ax +bx+c- (n-1) x laxL+bx+c dx -- J 2a n-1 

n-1 
X 

--;-· 1ax2 + bx +e -~ J a . 

(integrando pnr partes) 

n-2 2 
x (ax + bx +e) dx _ .2_ J 

1ax2 +bx+c • 2a n- 1 

n-1 
X /ax2+bx+c - (n-1)J 

n 
b (n - 1) J _ ~(n _ 1) J . _ ,.l_J 

a n-1 a n-2 2a n-1 a 

Luego n.J 
n 

n-1 
=~ 

a 
1ax2 +bx+c- b(2n - 1) .J - ,5;.(n-1).J 

2a n-1 a n-2 

de donde resulta la formula (1). 

De (1) se sigue, por induc c ión sobre n, que 

J 
n 

Qn_ 1 (x) • 1ax2 + bx +e + K J dx 
1ax2 + bx +e 

donde Qn_ 1 (x) es un polinomio de grado ,;;;; n-1. 

Ejemplo Encontrar J xs 
I = -~-1-'-~x-2- dx 

Solución Tenemos 1 = (Ax4 + Bx 3 + Cx 2 + Dx + E) • ~- + K J dx 
~ 

Derivando ambos miembros respecto <le x 

x5 
(4AJ< 3 + 3Bx2 + 2Cx + D) /¡- x2 

/¡ - x2 
K 

+ (AJ<4 + Bx 3 + Cx 2 + Dx + E) ( -x ) + 
fl- x 2 ,fh; 2 

y dando común dennminador y agrupando términos sell'eiantes 

x 5 = (-5A)x5 + (-4B)x4 + (-3C+4A)x3 + ( 3B - 2D)x 2 + (2C-E)x + (D+K) . 

1 

De donde, B =O, 
4 

C=- TS· D= O, 
8 

E=- TS· K=O. 

Luego --fsc 3x4 + 4x 2 + 8) ~ + c1 • 
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2.~ In~egrales de la far.a 

J dx 
1 

= (x-d)n Vax2 + bx +e 

Solución 

Haciendo la sustitución 
1 

t z x-d la integral dada se transforma en 

.una integral del tipo 2. 4 (Comparar ccn 2. 2) 

Ejemplo Hallar I f (x+1)§ 
dx X> 0. 1 xZ + 2x . para 

Solución 1 X • .l._ 1, dt 
Hagamos t = x+1 • Luego 

t dx m -7 

fx2 + 2x = /< + -1 f + 2 cf -1) = ¡1- t2 a .L 
t2 t 

(pues t >O si X> 0 ). 

Luego 

J 
dt 

I 
-72 J t 2 dt 

1 . .!_ ¡-¡-:-;:2 /1- t2 
t't 

\At + B) ll-t2 + K J dt (aplicando /¡- t2 

Derivando ambos miembros e i.p.ualando coeficienres obten=os 

1 
A =z. B = O y 

l 
K= -T. 

Finalmente I = + t /'l"=t2 - +are sen t + e 

1 ( l ' - Tare sen 7+1· + e 

2.4) 

(escribiendo t ~ - t 2 [i /"17 J • ( x!1 )2 /x2 + 2lC ) • 
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Probl•••s Resueltos 

Calcular I J x dx 
PROBLE"A 1 

/sx2 - 2x + 1 

SOLUCIDN 

·J x dx J I 1 1 2 4 

( .!.:!:l) . .:!!.. 
5 5 

~ 
1 

1 . 
haciendo t = 5. (x-5) 

5(x- -) +-
S 5 5 = Sx -1] 

15 f (t+l )dt rs ¡;;-;;; 15 J dt 
25 lt2:i-4- --- rZ +4 +zs 

1 t 2 + 4 25 

15 
/25x 2 15 

1 t +~j+c 25 - 10x + 5 + 251n 

+ lsx 2 - 2x + 1 + ;r 1n 1 x/5 - }s + /sx 2 -2x+1 j+ c 1 • 

Hallar I • f /2 - 2x - x2 · cJx • 

SOLUCION 

1 z f h- (x+li dx J ¡:;-::;2 d t (haciendo t = x+l) 

t r.:--->r 3 t 2 rJ- t' + 2 are sen 7"f" +e (ver 2.3) 

.ll±.!.l /2 - 2x - x2 + 3 ar sen(~) + C. 
2 T e /3 
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PROBLEMAS RESUELTOO 

PRDBLEI'IA 3 Hallar I J /xz - 8x + 7 dx . 

SDLUCIDN 

I = J /(x-4}2 -9 dx = J ~ dx ( haciendo t = x-4) 

t (t2"':'"9 - f1nl t + Ft2=91 +e (ver 2.3) 

(x-4) 1 x 2 - 8x + 7 -2- - ; Jn 1 X - 4 + / x 2 - 8x + 7 1 + C • 

PRDBLEI1A 4 Calcular I J sen x dx 

/ cos 2 x + 4 cos x + 1 

SDLUCIDN Hagamos u = cos x . Luego 

J du 
1 

= - -~-:=u:;:2+=:::4:;:u=+=1- J du 

/ (u+2) 2 - 3 
- ln 1 ( u+2) + 1 (u+2 )2 - 3 1 , 

( ver 2. 1 } 

ln 1 cos x + 2 + / cos 2 x + 4 cos x + 1 1+ e. 

PRDBLEI1A :5 Encontrar f · dx 
I= -~-

x~ 

SDLUCION La integral es del tipo 2.2 . Sea 
1 

t =-. 
X 

Tenemos 

I J dt 
. .....,l::;:::t 2. =_ ::-

- ln j..L+-1-~ \+e 
X X · 
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Calcular I = J ln x dx 

X 1 1 - 4 ]n X + Jn2 X 

SOLUCION Sea 11 = ln x . Luego x = eu , y 

I J u fF du J u du J ~t+22 dt 
l'u /1- 4u + u2 1 (!J-2)2 - 3 1 t 2 - 3 

. ( haciendo t = u-2 ) 

= lt 2 - J + 2 ln 1 t + 1 t 2 - 3 1+ e 

¡¡-::-;; ln X + ]n 2 X + 2 ln lln X - 2 + /1 - 4 h X + ln2x 1 + e • 

PROBLEP1A 7 Hallar I J x 2 .Q+4 dx . 

SDLUCION 

I = J 
Por ( 2.4 

x2 (x2 + 4) d x 

{x2 +- 4 

tenem0s 

Derivando ambos miet.tbros re:>pecto de x. 

+ KJ-..:d::.::x~­
lx2 + 4 

= (3Ax2 + ~Bx +e) ~ + (A'IC 3 + Bx2 1 ex + 0)--x-- + __!,__ 
lx2+4 lx2+4 

Multiplicando por / x 2 + 4 igualando coeficientes y resolviendo las 

ecuacior.es resultan tes obtenemos 

1 
A =r· B = O, D • O, K= -2. 

Luego I x"+2x2 /x2+4 - 2 ' ~ 1 4 ln ¡x + { x' + 4 + e • 

PRDBLEP1A B Enc.ontrar I 

BOLUCIDN 

l = /x2 - x + 1 + ~ ]n 1>.. - ·~ + / X2 - X+ 1 1 + ]n 1 X 
2 - X+ 2 1 x2 -X + 1 
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PROBLEI'IA 9 HalLar I J ~ 
SOLUCION 

I J t 4 Jt ( haciendo t = 

(At 3 + Bt 2 + Ct + D) ~ + K J --.!.:d~t--
~ 

Luego 

t'* 

Multiplicando por 11-t~, igualando coeficientes y resolviendo l~s 
ecuaciones resultantes obtenernos 

1 
A= 7;• B = O, 

3 e = 8 , o= o y K 3 -a· 

Entonces I =-/i(2t 3 +3t) ,/l:t2 -jarc sen t +C 

,..(2:1 - ~are sen ! +C. 

2.7 Integrales da la forma 

204 

I J R [x, (~)r¡ ex+ d ' (
ax + ¡:,)r2 ] 
~···· dx 

donde R es una func:i,l)n racional y r 1 , r :;>, ••• , son números racionales. 

Solución ~~diante la sustituciSn trn = ax + b 
ex + d 

donde • es el 

mínimo común múltiplo de los denominadores de los números racionales 

r 1 , r2-, ... , la integral dac!a se transforma en una integral de una 

función racional R1 (t) 

I JRJ(t)dt 
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METODOS DE INTEGRACION 

Problemas Resueltos 

PROBLEI'IA 1 Hallar 

SOLUCION Si t2 x-1 

I = J ~t2 + 
t 

q3 
2t dt 

I J x3 
~=-dx. 
/X -

y dx = 2t dt, entonces· 

2 . J (tG + 3t" + 3t2 + 1)dt 

..L t 7 +...Les + 2t3· + 2t + e 7 5 

2 .I;:T [ <x;l)
3 

+ + (x-d + x J + e . 

PROBLEMA 2 Hallar I J dx 

(2-x) /¡:;( 

SOLUCION Si t2 1-x, dx : - 2t dt, 

I -2 J 

PROBLEMA 3 

SOLUCION 

Sea 

Tenemos entonces 

I 

t dt 
- 2 J dt 

(l+t 2) t 1 + c2 

- 2 are tan ,rr:;z 

Hallar I f 3 :¡ ax + b 

x dx 

t 3 - b Luego x =--a- Y 

(t3 - b)c2 dt 

t 

entonces tenemos 

- 2 are tan t + e 

+e . 

2 

dx = l.Ldt. 
a 

~(2t3- 5b) +e = 
10; 

2¡3 
)(ax+b) (2ax-3b)+e. 

10.1 

CAP.S 
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PROBLEMAS RESUELTOO 

PROBLEI'IA 4 

Hallar J¡.x+1_ dx. 
X -1· 

BOLUCIDN 

Hagamos Luego - 6t2 

y dx • 
(t> -1)2 

Entonces 

de 

y 

f t 3 dt I .. - 6 
(t3 -1)2 

1 

-
6 J t 1-(-t-3 ..;;~~:-)2-1 dt ( integrando por partes) 

Bt +e Por otra parte tr:'l 
__!:__ + 
t- 1 t 2 +t +1 

1 ~ A(t 2 +t +1) + (Be + e> ( t- 1) 

donde 
1 

B • 
1 2 

A=] ' --r y C=-3 

J dt 
?:T = + 1nl t- 11- +J-.....:t~+.:2-~dt 

t 2 + t +1 

=-+lnlt-11--
1
-lnlt2 +t +11-_Larctan~ 2t+ 1 

)+C. 
~ 6 13 11" 

Finalmente 

+ ~ are tan( 
2¡;.:) +e 

don ti e 



PROBLEMA :5 

SOLUCION 

Sea t = 

METODOS DE INTEGRACION 

Calcular I 

Luego 

f---=dx~-1 3x- 2 - '!'3x- 2 

y 

CAP.S 

Entonces 

I =..i.f~ 4 f.Li!.. =.i_J(t
2

-
1

+l} d t =.!:_ft+1)dt+..,LJ.J!t. 
3 = 3 t- 1 3 t-1 • 3 3 t-1 

t 2 - t 

donde 
1¡, 

t=(3x-2) 4 • 

PROBLEMA 6 Hallar I 

SOLUCION 

Tenemos 6 m.c .m de los denomina dores de 

Hagamos .r:f> x. Luego 

I 

6 J (u 2 - 3u + 3 - .L)du 
ll 

2u3 - 9u2 + li3u - 6 ln 1 u 1 + e 

1 
3 

:1 
(u-1) du 

u 

2 rx 3 v;c + 6 rx - 6 1n< rx- + 1 > + c1 . 

haciendo u= r+l ) 
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INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES 

Int•gral- d• la for .. 

1 I J xp(a + bxq{ dx 1 
donde p, q y r son números racionales. 

Solución 

Caso 1 Si r es un núaero entero, la integral se calcula por 2. 7 

Caso 2 Si ~ es wm o~ entero, se hace la sustítueióa . q . 

t
0 

= a + bxq, donde D = dencwinador de r. 

La integral dada queda convertida en una integral de una función 
racional R1 (t) en t 

En efecto 

1 = 

1 JR1(t)dt. 

"{ = 

D q J 
p+l -1 

K (t -a) 

y 

Dr+D-1 
t dt • 

y todos los exponentes del integrando son números enteros . 

Caso 3 Si .e!. q +r es uu núaero entero, - hace la sustitu 

cióa t 
0 

= az -q .. b, donde D = denominador de r . 

La integral 1 es transformada en una integral de una función rú­
cional en la variable t. 

En efecto, 1 

= J xp+qr ( b+ax -ql dx, 

y en esta integral se cumple la hipótesis del caso anterior, pues 

p + qr + 1 
-q 

- ( ~+ r) es un número entero. q 



METODOS DE INI'EGRACION 

PROBLE11A 1 Hallar 1 

SOLUCION Tenemos p = 3, q = 2, 
3 

r = -2· 

Puesto que J!:!l. = 2 (caso 2) ' hacemos la sustitución 
q 

Luego 

I 

1 
-2 

PROBLEI'IA 2 

SOLUCION 

De 

x= ( 1-t;2)lh 
2 y 

J 1-t;2 -2 <--z-)t dt 1 J -2 - 4 (t -1 )dt 

+ e ,-----;:;- t e . 
2 -.1 1 - 2x2 

Hallar J dx 
1 • -x-4 -/-::1 ~+::!x=2~ 

tenemos p = -4, q = 2, 

CAP.S 

y 

.E!.!,.+ r = -2 . Luego se trata de una integral del caso 3. Escribiendo 
q 

hacemos la sustitución . X = (t2-l)_lf2 

1 = 2t dt = - J ( t 2 - 1) d t 

• - ~ 3 +t+C =4(3-t2 )+C 
~ _;;.......;-::-'-'-- (2x2 -1) +e. 

3x3 
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PROBLEMA 3 
Hallar 

SOLUCION 

PROBLEMAS RESUELTOS 

1 .J?.±l = 2. Tenemos p=S, q=3, r=¡- y Luego se trata de la integral 
q del caso 2. 

Hagamos t4 =a +bx3 

PROBLEMA 4 
Encontrar I 

SOLUCION 

t 4
- a 

113 4 - 2/3 
Entonces X=(-¡;--) y dx= ~(~) 

3b b 

4 ( t
9 

a s) W-9---5-t +e 13~~2 "e St
4

- 9a)+ e 
5I 

4(a +bx3
) l. ( 5bx3

- 4a) 
.....;~~~...~.-.-.~2~-=~ +e . 

135tf 

rdr. 

En I = f /~ ( 1 + } 4 
/

13 dx tenemos 3 3 
p=-z· q=-¡;. 

1 
r=- 3 

y zt!. + r = -l. Entonces escribimos 
q 

y hacemos 

Luego 

PROBLEMA 5 
Hallar 

SOLUCION 

Haciendo t = x+2 tenemos 

1 r=...l.. p=--z. _q=-r· 3 y 

Sea u3 =1+tY4 , t=(u3 -1)4 , 

Luego 
1 = 12 fcu3

- 1):"
2 

u(u3- 1) 
3 

dx . 

I = Jt-1/2 (1 +tlJ4 )y3 dt 

..l!:!:.!. = 2 • 
q 

dt = 12(u3
- 1) 3 u2 du. 

= ;
2 

[ 1 +Cx+2) 114] ; - 3[ 1 

12 7 3 4 =-¡-u- u+ e 



METODOO DE INTEGRACION CAP.S 

PROBLEI'tA 6 Encontrar I a n ;;¡. 2. 

SOLUCION 

I • f x -n (l+xn )lfn dx, q=n, 
1 

r =--
n 

y .E±!.+ r a -l. 
q 

Luego J -(n+1) -n -~m. 
I • x (x + 1 ) dx , 

n+I 
(tn-1)-Vn, y haciendo 

n ~ x-n + 1 dx ~ -(tn-:-1)---n- tn-1 t 
' X 

Entonces I '• J n-2 - t dt 

PROBLEI1A 7 Calcular 

SOLUCION 

Para la primera integral: p = S, 

y para la segunda i:1tegral: p: 2, 

Hagamos entonces t2 ~ 1 + x3 , 

Luego I 2 J 1 ~ - ( 1- -)dt 3 . t2 

2 (t 2 -1j 
3 t 

+e 

n-1 .n=.l 
(1 + xn2 n 

- ..!._+ 
n-1 

e 
(n-1 )xn-l 

q = 3 

q =3 

y ..1!!!. 
q 

2 

y .1!:!:!. 
q 

a 1 

r:- +C. 
3 .¡ 1+ x3 

+ e 

dt 
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PROBLEMA B Hallar 

SOLUCION Tenernos p = 5, q = 3, 3 
r =-

2 y ...E±!.= 2. 
q 

Luego hacemos la sustitución t2 = a3- x3, x = (a3- t?}3 , 
dx = - ~ t (a3 - t 2 f% dt. Entonces 

2 s, 3 2 3 
( 3 - x3 ) 12 (2L + -..!!... ) e -3 a .7 35 + · 

PROBLEMA 9 Calcular I = J dx . 

SOLUCION 

I = 2 J x -
3 

(1 + x4 )
112 

dx, p -3, q=4, 

Entor.ces escribimos 

J -1 " 11,¿ I = 2 x (x- + 1) dx y hacemos la sustitución t 2 = x-4 + 1, 

X = Tenemos 

I -t--ln- +C 1 1 t-1 1 
2 t+1 

~ +.!. ln lll+'J' + x2 1 + e 
~ 2 ¡~ _ x2 

7 + ln 1 x 2 + /1 + x4 1 + e . 



METOOOS DE INTEGBACION CAP.S 

3 INTEBRACIDN DE FUNCIDtEB TRIGONDt1ETRICA8 

3. 1 Intt~Qral- de la far .. 

1 
I J m cosn x dx 

1 
sen x 

m,n 

donde m y n son números enter·os. 

Ca.a 1 Al - - .. 1ae espoaea.tea • o n ea an •G.ero hipar 
poaitbv 

8aluci6n Supongamos que m• 2k+ 1 es un número impar positivo. 
Entonces 

I - Jsen
2

k x cosn xd (cos x) • - J< 1- cos2 x)k cosn x d (cos x) m,n 

y '-eieado la 808titucióo t • coa x se obtiene 

I ¡· ( 1- t 2f tn dt , 
m,n 

que es una integral cuyo cálculo es inmediato. 

Una situación similar ocurre cuando n es un número impar positivo. 

Calcular I • J sen2 x cos3 x dx. 

Solución 

1 Jsen2 x cos2 x dfsen x) " J t 2 ( 1- c2) dt ( hacie:-.do t •senx) 

Ejei!pla 2 Eric.ontrar 

8aluci6n 

sen5 x 
-~+C. 

I • f ...,:s~e¡,:n,:.s..;x~ dx. 
cos2 x 

I J senl¡ x 
- ~~~d(cos x) 

cos2 x 
- (1-t ) dt J 

2 2 

t2 
( donde t • cos x ) 

- ..L + t3 t 2t.- 3 +e • cos3 x + sec x · + 2 cos x - --r--- C. 
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INTEGRACION DE FUNCIOOES TRIGOOOMETRICAS 

Saluci6n Entonces la integral dada se reduce a iDtegrales del caso 1 
empleando las formulas 

sen2 x • .l. ( 1 - cos 2x) 
2 

1 2 ( 1 +ces 2x) 

1 
sen x cos x = T sen 2x 

las cuales permiten disminuir los exponentes. 

Calcular I • Jsen2 x cos4 x dx. 

Solución 

I = J (sen x cos xi cos2 x dx = i-J sen2 2x(l + cos 2x)dx 

T J sen2 2x dx + -b; J sen2 2x d (sen 2x) 

= 1
1
6 .r (1 - cos 4x)dx + 4

1
8 sen 3 2x 

x sen 4x 1 sen 3 2x + C. 
= 16- 64 + 48 

CAso 3 Allbos ezponeates • J n &CID enteros <; O de · ÍK881 paridad 

Solución Sean m= -p y n = -q. 
t - tan x o t = cot x convierten I 

Entonces las sustituciones 
en una integral de una 

función racional en la variable t. m,n 

Por ejempl~ tenemos 

I m,n J senm x cosn x dx 

J P¡. ~ 
( 1+ -~~ .. ) 2 ( 1 + tan2 x ) 2 d (tan x) 

tan 2 x 



METOOOS DE INTEGRACION CAP.5 

I f 
.Ict:g - 1 J p+q - 1 

(l + tan2 x) 2 (l+t2)""""2 
= d (tan x) = 

tanP x tp 
dt • donde t= tan x . m,n 

Observemos que T es un número entero ya que m y n tienen igual 
paridad. 

Un resultado análogo es valido cuando se toma t = cot x. 

Casos Particulares 

Si m es impar entonces las integrales f dx 
senm x 

y f dx 
cosm x 

reducen al presente c.aso empleando 

Ejemplo 1 Hallar 

Soluci6n 

I 

y 

f ---""dx-..· _ 

sen4 x 

f f 
TT 

~ = d(x+T) 

m m TT cos x sen (x + 2 ) 

I Jcosec4 x dx - fcosec 2 x d(cot x) 

Jo+cot2 x) d(cot x) 

Ejemplo 2 Calcular I 

Soluc:16n 

_ cot 3 x + - cot x 3 e . 

J_.....;d:.:.:.....x_ 

sen 5 x cos3 x 

se 

I jrcosec5 x sec x d(tan x) r(l+ )%(l+tan2 x{/zd(tanx) 
J tan 2 x 

J ( 1 + tan2 x)3 d(tan x) 
tans x 

cot4 x 

( t tan x) 
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INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 

Hallar I J dx 

= sen S x 

Solución 

lenemos I 1 f dx 
~ sen5 ~ coa 5 x 

2 2 

1 J 5X 3x_ X =- cost.::- scc - d(tan -) 
2" 2 2 2 

1 J 1 % 16 . ( 1 +7) ( haciendo t = tanf) 

y puPsto que 

J 
.. . 

_!_ .(1 + t2) d 
16 S t 

t 

+..lln 1tl+e 8 1 

2 2' X t = tan 2 1- COS X 

1 + COS X 
se tiene t 4

- 1 4 COS X ---;z- = - sen2 x 

8 cos x(2 - sen2 x) 
sen" x 

obtenemos finalmente 

obtenemos finalmerte 

I 

CClSO 4 

COS X 

4 sen4 x 

) COS X 

8 sen2 x 

doode • es un númer..J entero;;;.¡ 

Soluci6n Para m = 1 tenemos 

Jtan x dx ln lsec X 1 +e 

o 

Jcot X dx = ]n lsen xl+ e , 

se dispone de fónmlas de red•Jccióo emplea'ldo 

tan 2 x = sec 2 x - 1 , cot 2 x = cosec2 x - 1 . 

I:xplíc itamen te, 

Jtanmx dx 

Jcotmx dx 

f m-2 2 tan · x(sec x -1 )dx = 
m-1 

tan x 
m-1 J m-2 

- tan x dx 

y 



METOOOS DE INTEGRACION CAP.S 

Ej~~~~~plo Hallar I a J cot 3 x dx. 

Solución 

f cot2x J cot2x 1 I • cot x(cosec2 x- 1) dx • - - 2- - cot x dx • - --z- -ln 1 sen x + C • 

Caso S Caso General: F6r11Ulas d• R.c:tucci6n 

En general la integral I = Jsenmx cosn x dx se calcula integrando. m,n 

por partes dando lugar a ~á 4e redaceiáD que permiten expresar la 
integral dada en tirminos de otra integral de la misma forma con los 
exponentes apmentado o disminuidos. 

A continuación presentamos tales formulas de reducción. 

( 1) senm x cosn Y. dx • sen x cos x +.:!!:..!. setf x cosn- 2 x dx J m+l n-1 J 
m+n m+n 

senm·- 1x n 1 f 2 m+n COS X + m~ senm- X COSn X dx 

f m n 
(3) sen x cos xdx sen x cos x m+n+2 m n+2 m+l n+l J 

n+l + --;:¡:¡ sen x cos x dx 

f m n senm+J x cosn+¡ m+n+2 J m+2 n 
(4) sen x cos x dx = m+l +-;:¡:¡- sen x cos x dx 

Por supuesto dichas ecuaciones son válidas siempre que los respectivos 
denominadores sean distintos de cero. 

(1) y (2) se obtienen integrando por partes y usando la relación 
sen 2 x + cos 2 x • 1 . Ver ejemplo l. 

(3) y (4) se obtienen de (1) y (2), respectivamente, despejando la in 
tegral del segundo miembro. 
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3 .. 1 INTEGRACION DE FUNCIONE<; TRIGONOMETRICAS 

Ej empJ o 1 Probat 1~ formu·La de reducción 

sen x ~os x n-1 m n-2 m..-1 m-1 f 
m+n +-;:¡;- sen xcos x dx, 

donde m t n son números enter~s tal2s e, u e m+ n * O • 

Snlució;, 
r 

Sea I sen x cos x dx J m n 
Ter>emos 

(m+l )I r m n m+1 n-·1 J m+2 n-2 J (m+1 )sen x cos x ix = sen x cos x + (n-1) sen x cos x dx 

n-1 m 
( comando u = co::; x, dv = (m+1 )sen x cos x dx ) 

m+1 n ·1 
+ (n-J)J sl.nmx(l- cos 2 x) 

n-2 
dx sen X e o.; X cos X 

(pues <>en 2 x = 1 - e os 7 
X ) 

m+¡ 
sen Y 

n-1 ces x + J m n-2 (n-1) sen x cos dx - (n-l)I 

<'e donde C.n+n)I f m n-2 
sen x cos dx, 

y despejando I resulta la f5rmula deseada. 

3.2 Probl•m.• Resuelcos 

PROBLEMA 1 Ha:i.lar I 

SOLUCIDN Te~emos un~ i~egral ~el ca~o ~. 

I 

~. tan2 ~ + 3 ]n !-::os+ i + e . 
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ME'1'000S DE INTEGRACION 

PROBLaiA 2 

Hallar 1 • J ~ dx. 
sen3x 

BOLUCIDN 

1 • _ J (1- sen2x) 2 d (sen x) 
senlx 

sen2x 
-::-...:.....~ - 2 ln lsen xl + - 2 +C. 2 sen2x 

PROBLEI'IA 3 Calcular 1 • J sen2x cos2x dx. 

BOLUCIDN 

1 • + Jsen2 2x dx • + J (1- cos 4x) dx 

x sen 4x 
• 8- 32 + c . 

PROBLEI'IA 4 Encontrar 1 • J sec 3x dx. 

BOLUCIDN 

(integrando por partes: u• sen x, dv• 

1 = +ln 1 tan x + sec xl +ttan x sec x + C • 

CAP.S 

(CASO 1) 

(CASO ~) 

sen x dx 

cos 3x 
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PROBLEMAS RESUELTÓS 

Hallar l ~ f cos6 3x dx. 

BOI..UCIDN Tenemos una integral de caso 2. 

1 • J ( 1 + cos 6x ) 3 dx (us.ando 2 1 + cos 2u ) cos u =-z--

= + J( 11+3cos6x+3cos26x+cos36x)dx 

= i-+i- f(3 + cos26x) cos 6x dx ++ J cos26x dx 

~ + 4
1
8 J<4- sen26x) d (sen 6x) +-ft- J<; + cos 12 x) dx 

~+sen 6x _ sen 36x + .1!..,+ 1 12 x.,., C 
8 12 144 · 16 64sen "T 

.2!_ + een 6x 
lb 12 

"scn36x sen 12 x 
144 + 64 + e· 

PRUBLEI'IA 6 

SCILUCION I f (l + - 1
--) (l + tan2x) d (tan x.) 

tan2x 

PRDBLEHA' 7 

SCILUCION 

(CASO 3) 

(haciendo t = tan x) 

Hallar I "' f cot'+e de 

(CASO 4) 

-Jcot2e d(cot e) -J cot2e ..;e 

cot 'e J 2 - '"'3"'- (cosec e - 1 )de -
cot 3e 

---r+cote+e +C. 



METODOS DE IN'l'EGRACION 

PROBLEMA 8 
Encontrar I • J dx 

. cos6x 
BCLUCIDN 

I • 

- J(1+2t2 +t'+)dt 

PR08L91A 9 Calcular 1 • J dx 
sen f cos3f 

BOLUCIDN 

I • r X 3X J cosec T sec T dx 

1- tan2..!. + C. 
2 

PROiil.Et1A 10 Calcular I • J x sen2x2 dx. 

BOLUCIDN IX ( 1 - c~s 2x2
) dx x2 1 

I • • 4 -S 

sen 2x2 
8 +C . 

CAP. S 

(CASO 3) 

(haciendo t • tan x) 

(CASO 3) 

(hacitmdo 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

I • t •~'9 d9 

PR08LEI'IA 11 

Encontrar 

BOLUCIDN Ii 11 

1 • ( l- c~s 26 'f d6 ... + [ 2
o- 2 cos 26 + cos2.2ll) d6 

. T-+•en 29L •+ I";( l+oos 49) d9 

11 

PROBI..EI'IA 12 Hallar I = (
2 ~dx 4 sen 2x 

SOLUCIDN 

11 

(2 
1- -4 

2 
(1- sen2x) dx 

sen2x 

11 

• - L"2 d(oo< 9) 

.. 

- co<\ 

PROBLEt1A 13 Calcular 1 • fsen5x Vcos x dx • 

SOLUCIDN Sea t • coa x. dt • - sen x dx. Luego 

donde t • COB X • 



PROBI..EI1A 14 

SOLUCION 

Luego I • 2 

2 

1 + t 4 

METOOOS DE INTEGRACIOJ.Ii 

Hallar I f dx 
= /tan x 

Sea t • ltan x. Entonces x • are tan t2 

J dt -;:-; y 

--~At~+-B~- + --~Ct~+~D---
t?+l2t+1 t;2-fit+1 

ya que t 4 + 1 = (t 4 +2t 2 + 1)- (2t2) • (t2 + ¡f - (/2 tf 

(t 2 +12t +1)(t2 -12t +1). 

CAP.S 

2t dt ydx ,·-
1 +t .. 

Multiplicando ambos miembros por 1 + é e igualando coeficientes se ob-

tiene A- ..!1. - 2 B = 1 , 
12 

e K --z y D• l. 

Integrando 

I • f ..!l.t+l 
2 

dt -
t 2 + 12 t + 1 f 

12. 1 -t-
2 

dt 
t 2 -12t+1 

f 12. 12. 1 f 12 12 1 -(t+?"")+- ~ (t--r-)-"'r' 
2 ~ 2 dt - 2 

l. l. dt 
/22 1 /2-2 ...l. 

(t+-r> +y (t -2r + 2 

. Lllnl t
2

+ l2t + 11+Liarc tan(12t+1) +!f. are tan(/2t-l)+ e 
4 t2-f2t+1 2 

t 2 + 12 t + 1 

t2 - li t + 1 

donde t • 1 tan x . 

12 At 
+ -rarc tan(-) +C, 

1- t 2 
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Pr.OEILEMl' S P.ESUELTOS 

PRDBLEI'IA 1:5 Encontrar T J sec 5 4x dx . 

SDLUCION 

I 

Pero 

f~dx_ cos 5 4x 
= f- J d(;x) 

cos~ 4x 

1 
4("i6') 

1 
4 f d(4x +f") 

~ 11 
sen· (4x+z) 

haciendo 
11 

u= 2x + -¡;) 

f S/2 6~ t1+-..!,..-) 
tan2 u 

3t 
( 1 + lan 2 u) 2 d(tan u) 

1 [ 1 t2z + 6 ln 1 t 1 + 2tz + _4t•· ]+ e 64 - -;;;-

t = tan u 

t 4 - 1 

t" 

11 
tan (2x +4 ) 

1 - cos 2.J 
1 + cos 2u 

4 .;en 4x 
cos2 4x 

8 sen 4x(2 - cos 2 4x) 
cus4 4x 

y por consiguiente 

(Caso 3) 

I 
3 

32 
sen 4x 

2 . cos •x 
1 sen 4x 3 1 - 1 + "'T6 + F L tan ( 2x + i") + e. 

co~4 4x 



METODOS DE INTEGRACION CAP.S 

3.3 Integrales de la forma I = Jrsen mx cos nx dx 

1 I = Jsen mx sen nx dx 1 y I J e os mx cos' nx dx 

Solución. Empleando las identidades 

1 ' 
sen mx cos nx -zlsen(m+n)x + sen(m-n)x) 

1 sen mx sen nx 2 [cos (m-n)x - cos (m+n)x] y 

1 cos mx cos nx = zlcos(m-n)x + cos(m+n)x], 

respectivamente, se obtienen in~grales cuyo calculo es inmediato. 

PROBLEMA 1 Calcular 1 Jsen(3x+ 6) cos(Sx+ 10)dx. 

SDLUCIDN 

1 J sen 3u cos Su du , haciendo u= x+2, 

+ J[sen Bu+ sen(-2u)] du 
1 1 - "'i6 cos Bu +Tcos 2u + e 

--&; cos(Bx + 16) + i-cos(4x + 4) + C • 

PRLBLEI'IA 2 Encontrar I Jsenf cos 7x dx • 

SOLUC:IDN 

I + f [sen 10x + sen(-4x) ]dx 
l l .. - 2o cos 10x +a cos 4x + c. 

PROBL.EI'IA 3 Hallar I = J sen .2f sen 
2
xx dx . 

SOLUCIDN 

+ J [cos(- ~)- cos x] dx .. i-sen; -+sen x +C. I 
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3.4 

PROBLEI'IA 4 

SOLUCION 

PROBLEI'IA ~ 

SOLUCION 

PROBLEI'IA 6 

SOLUCION 

Luego I 

PROBLEI'IA 7 

SOLUCION 

226 

PIDBLEMAS RESUELTOS 

Hallar I J cos (ax + b) cos (ax- b)dx • 

I = + J[cos 2b. + cos 2ax] dx 
X COS 2b 1 

2 +rasen 2ax +c. 

I 

Calcular I J sen ax sen(ax + b) dx . 

+ J[ cos(-b) -cos(2ax+b)] dx 

cos b x--z-

Hallar I 

sen(2ax + b) + C 
4a 

Jrsen x sen 2x sen 3x dx. 

Tenemos 

sen x [ ] I --;r--lcos(-x)- cos Sx 

I 

+ [sen Ox + sen 2x - sen 6x - sen(-4x) ] 

= T [ sen 2x - sen 6x + sen 4x ] 

cos 2x 
8 

Encontrar 

+ 

I 

cos 6x 
24 

cos 4x 
16 + c. 

J sen(f- x) sen(f+ x) dx 

+ J[cos(-2x)- cos(T)]dx sen 2x + e . 



METODOS DE IN'l'EGRACION 

PROBLEMA B Calcular I • J sen2 + cos ~ dx • 

SOLUCION 

I • + f (1 - c:os x) cos ~x dx 

~ i-sen 2¡-- t f [ cos(-f) + cos .?,¡-] dx 

1 3x 1 x 1 Sx 
3 sen2 -2sen2-10sen 2 + c. 

PROBLEI'IA 9 Hallar I • Jrcos x cos2 Sx dx . 

SOLUCION 

I = + J (cos x) (1 + e os 10x)dJC 

sen X 1 ¡r ( ) = --z- + 4 Leos -9x + cos llx J dx 

sen x + -z-
sen 9.1( 

36 + 
sen 1lx 

44 + e · 
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INTEGRACICfi DE FUN<"IONES TIUOONOMETRICAS 

lnt-ar•l- de la far-

I = J R(sen x, cos x)dx 

donde R(u,v) es una función racional en las variables u y v. 

SalucicSn 

Efectuando la sustitución 

se tie:te sen x = -..;2;;.;t:....-
1+ t

2 

X 
t = tanz- , 

1- t 2 
COS X • dx = 

2dt 

1+ t 2 

y la integral dada se reduce a una integral de una función racional 
en la variable t: 

EjiNIPlO 

Soluci6n 

2 

1 .. JzR < 2t 1+7· 
1- t 2 dt 
1 + t2 ) ""'i"'+?" 

Hallar 

Haciendo 

1 
• J ___ d:::x::.,... __ 

sen x + cos x 

t • tan-!... 2 resulta 

2J~dt 
1 + 2t - t

2 

ff +(t-1) 

2J dt 
2- (t-1i 

2( 12) lnl 12 ~ (t-1) '+e _Llnl 
/'[ 

12-1+tan+' 

ff +1 -tan~ 

y ouesto que tan 'Ir 
8-- 1+ ff se tiene 

1 = --L....ln' tan(+++) l+ el. 
12 

+C. 



METOOCiS DE I.NTEGRACI.ON CAP ; S 

Caso 2 La función R sa~i•face 
R<-..n x,-ca. x>-R<.-n x,ca. x) 

Solución 

En este caso, efectuando la sustitución t "' tan x se tiene 

sen x t COS X= __ ..;;.., __ 

f1+t"2 
dX 

dt 
y la inte-

gral se reduce a una función racional en la variab~e · t. 

Na~• 

Para abreviar los cálculos, en ciertos problemas particulares, es 
preferible recurrir a los arti:ficioe de iutegraeióu . Ver proble­
mas 1 y 2, pag 217 

Ej.-plo 

Encontrar I J dx 
-. _l_+_3=co_s_2_x_ 

Solución 

Haciendo t • tan x resulta 

J 
dt ·f I l-i7'" dt" 

1 + 3(-1-) t2 + 4 
1+ t 2 

• +are tan++ e 

1 
tan (+tan X)' + e , • Tare 

229 



3. 6 PROOLEMAS RESUELTOS 

3. 6 Prabl ... a bauel t:oa 
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Calcular I 

SDLUCIDN 

I a J sen x(l +sen x) dx 

1- sen2 x 

J sen x 
~~dx. 

- sen x 

J sen x dx + J tan2 x dx 
cos2 x 

--L-+ J (sec 2 x - 1) dx 
COS X 

séc x + tan x - x + e . 

PROBLEMA 2 Hallar I J 3 sen x + 2 cos x 
2 sen x + 3 cos x dx • 

2 2 3 
SOLUCIDN Hagamos tan e =3, sen e =-, cos e =-. 

113 lfj 
Luego 

I f cose. sen X + sen e. COS X dx f sen~x +e~ dx 
sen e. sen X+ cose. COS X cos (x-e 

= J sen (x - e+ 2e) de = 
cos (x-e) J [cos 2e. tan (x - e ) + sen 2e l dx 

.J 

COS 2e • ]n lsec \X- e ) 1 + X sen 2e + C. 

12 
sen 2e =o' S 

cos 29 = "'iT ' cos(x-e)=-L·( 3 cos x + 2 se.1 x) 
113 

y por lo tanto 

PROBLEMA 3 

SOLUCION 

S 1 - 1 12x I 2 
- 0 1n 3 cos X + 2 sen X + 13 + C • 

Encontrar 

Haciendo t 

I f dx 
.,3_+_S:;.c::.o_s_x_ 

X tan 2 , 
___ 1-t2 

COS X 

tenemos I 

X 

f __&_= 1 :mf.LU.I + e 1 2 +tan 2 
4 

_ .? 1"'('2) 2- t = 41n x + e · 
¡;- 2 - tan 2 



METODOS DE INTEGRACICN 

PROBLEI1A 4 Calcular I dx I • .,.3 __ _....._ __ _ 

sen2x + 5 cos2x 

80L.UCION 

Si R(sen x, cos x) · --------~--------

R(sen x, cos x) = R(- sen x , - cos x)' y podemos aplicar el 

Sea dx = dt 1 
pues t = tan x, y cos X= 

~ 1 + t2 

J dt 1 J dt 1 t 
I = 

= T t2 +~ 3 
¡'f' are tan ( ,f.f) 

5 + 3t2 
3 

1 
-are 
lf5 

tan ( A" t a n x) + e 

PROBLE11A :5 

SOLUCION 

I J 

PROBLEI1A 6 

SOLUCION 

Calcular 

+ tan x dx 
- t an x 

Encontrar 

Tenemos 

Luego 1 = f d(sen 2x) 

2- sen 2 2x 

I + taa x dx 
- tan x 

J tan(x +~ dx 

I f cos 2x dx 

cos4 x + sen4 x 

. --1.-]n 
212 1 

l'i + sen 2x 

/2- sen 2x 

CAP.S 

entonces 

caso 2 . 

Luego 

+C 

e . 
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PROll-LEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 7 Hallar I J dx 
-(~2---s-en-x-")~(;,.,3~--s-e_n_x_)~ 

SDLUCIDN 

I J,..p-sen x)- (2-sen x) d 
(2-senx)O-senx) x 

dt - 2 f dt 
- t + 1 3t2 - 2t + 3 

( haciendo t = tan-I) 

<an ( 
1 

) -+(7,) m<=( 
1 

) +e 
2 t--r t-y 

--are 
i3 13 K -z- 3 

2 
can ( 

'2 tan 2i. 
-1 ) - 1 m can( '"'"""-!) 2 2 +C. -art! -i3 13 12 212 

PROBLEMA B Calcular I f dx = 8 - 4 X+ 7 COS X 

SDLUCIDN Sea t = tan X 
-r· 

I = J 2 dt J = 
t2 - 8t + 15 

1 
t-5 1 ln t:r + e = 

PROBLEMA 9 

SOLUCIDN 

I J 

Hallar I 

d(1 - cos-x) 

( 1 - cos x)
3 

sen 

Entonces 

2 dt 
(t:-3) (t-5) 

J 

X 
tan 2- S 

X 
tan 2- 3 

sen x dx 

(1- cos x)3 

1 

f dt J dt - -+-t ..... 3 t-5 

2 ( 1 - cos x)
2 + c. 



METODOS DE INTEGRACION CAP.S 

PROBLEMA 1 O Hallar I J 1 - sen x + cos x 
l + sen x - cos x dx . 

SOLUCION 

I J -2 - (1 +sen x - coa X~ dk 
(1 +sen x - cos x) 

J 2 dx 
: - X . 1 + sen x - COS X 

(1) 

Pero J 2 dx 
1 +sen x - cos x 

X 
haciendo t • tan 2, 

1 

Luego de (1) y (2) 

I 2ln __ t_a_n...:;,~-X-1- X + e • 
+ tanT 

(2) 

PROBLEMA 11 Encontrar f dx 
1 

• sen2 x + 3 sen x coa x - cos2· x 

SOLUCION Tenemos 

I J dx 
3 2 sen 2x - cos 2x 

f dt 

t2 + 3t - 1 

J dt 

(t + .1..)2 -.!l. 
2 4 

J d{?xl 
--~----3 sen 2x - 2 cos ~x 

haciendo t = tan x , 

3 !TI 
t+z--z-

+ e 

1 ln 12 tan X + 3 - lf3 1+ e • 
/i) 2 tan X + 3 + lf3 

233 



3.6 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 12 Encontrar I • f dx 
O+ tan x) sen 2 x 

SOL.UCION Haciendo 

t • tan x , dx • 
dt t sen x ~ 

11+?" + t2 
se obtiene 

I fo dt 

+ t) t2 

Descomponiendo 
(l+t)tl 

en frac ciones parciales e integrando 

I - f--1!... - f..iL+j dt l+t t t!" 

ln )1 + cot xl - cot x + e . 

3.7 Int•or•les d• 1• for•• 

234 

1 1 - Ja(x. /.,, + bx + o ) dx l• doodo R os """ f•nd6n minn• 

Soluci6n Completando cuadrados .en el trinomio ax2 + bx +e el in-

tegrando adquiere una de las ·formas siguientes 

(1) R (x, 1m2 - x2 

(2) R ( x, /m2 + :K2 ) ' 

(3) R ( x, lf- m2 ) 

y realizando las sustituciones (1) X m sen t 

(2) x • m tan t 

(3) x = m sec t 

respectivamente, la integral dada se reduce a una integral de una fun­
ción racional de las funciones trigonométricas. Ve~ sección 3.5. 

Nota Las integrales de la forma indicada también pueden ser halla 
-las mediante sustituciones hiperbólicas ( Ver sección 3.9) o di:: 
rectamente como en las, secciones 2. 3, 2.4 y 2.5. 



METOOC6 DE INTEGRACION 

PROBLEMA 1 Hallar I 

SOLUCION Sea x = sen t. 

I J cot t dt 

(1 + sen2t) cos t 

Tenemos 

D • J-l~d;_;t;..__ 
+ sen2t 

= J~du~ 
2u2 + 

CAP.S 

hací~ndo u • tan t, 

1 
--i

1
i--- are tan 2, (_l..) 

12 

u 12 ( '"_!_ ) + e = 2 are tan ( 12 u) + e . 

12 

Pero expres3ndo u en término de x, 

"" = tan t = X de x "' sen t, 

y por lo tanto, I 
12. rzx 

= --r- are tan -..;..::.~-
II-x2 

+ e • 

PROBLEMA 2 Encontrar I Jx 
,ly_2 +X + 1 dx . 

SOLliciON 

I = Jx /<x 
+ .!.) 2 + 3 dx J<t -+) /t2 +t tlx , 

2 4 
haciendo 1 

t • x+2 , 

~ Jtjt2 +t dh-+/t2 +1.. 
4 

dt 

., T (t2 + z) % _ ~ [ ~ jt2 + t .¡. t 1n lt + jt2 + t ~ + e 

; (x2+x+1)%- (ZxB+l.) (x2+x+l)
1
/2-

1
3
6

1n lx+T+ /x2+x+il+ e 
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PROBLEt1A 3 Hallar 

SOLUCIDN 

PROBLEMAS RESUELTOS 

I • J __ ..,:d:,::x:._ _ _..._ 

( X 2 - 2x + S ) v2 

haciendo 

sec2 u du , 

8 s~c3 u 

haciendo t 2 2 tan u, 

• + J cos u du • ~ + e 

t +C • 
4 1 t 2 +4 

PROBLEMA 4 Calcular 

SOLIJCIDN 

I 

9 ¡ · "' 1b sec 5 u du, 

X -1 
-;:::;=:==~==- + c. 
4 lx 2 - 2x + 5 

I J J¡ 
(x 2 + x + 1) 2 dx • 

haciendo t 
1 

x+z, 

haciendo 13 
t = z- tan u. 

t x-1 

Pero ( s d J sen2 u ·+ cos2 u d J sec u u • cos 5 u u 
sen u + 3 J du 

4 cos4 u 4 e os 3 u 

Así cesulta 

sen u 

4 cos 4 u 

sen u 

4 cos 4 u 

( integrando por partes ) 

+.l.J .sen
2 

u+ cos
2 

u d 
4 e os 3 u u 

+ 3 [ sen u 
4 2 cos2 u 

+ l J du ] 2 ~ 

sen u(2 + 3 cos 2 u) +-3 - - ln 1 tan u + se e u 1 + C 
8 cos 4 u 8 

t 

I = -f¡;C2x+ll(8?C 2 +8x+17)(x 2 +x+1)% + 1
2Js ln 12x-t-1+21x~+x+11+C 1 



ME'l'()I)QS DE IN'l'EGRACI.ON 

PROBLEMA S Hallar I 

SOLUCION 

I = J se-: t dt 
1- tan2 t 

haciendo x = tan t 

pues 

t 
. J ces t dt 

1 -2 sen2 t 

1 -+sen t 

1 
'T 

I'I ffl + e = --¡¡- 1n 1 ""if""- sen t 

X 

J d(sen q 
l 2- sen 2 t 

~+x/2 
~-xff 

CAP.S 

4 INTEBRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS 

4.1 Definición Recordamos (ver Cap. I, sec. 4.4 que las faacioaea 

bipeibólieas se ~efinen mediante las ecuaciones 

ex - -x ex + e-x 
sen hx e cos hx • - 2 2 

sen hx x -x cos hx x -x 
tan hx e -e cot hx • 

e +e - cos hx sen hx ¿< + e-x X - e··x e 

sec hx 1 2 cosec hx • 
1 2 -7o"Shx- sen hx ex+e -x ex -x 

- e 
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DEFINI:CJ:ON DE FUNCJ:CifES HJ:PERBOLI:CJIS 

Se cumplen las siguientes identidades 

( 1 ) e os b 2 x - sen b 2 x • l. 

(2) 1 - tan b 2 x • sec b 2 x • 

(3) 1 - cot b 2 x • - cosec h 2 x • 

(4) sen b(x+y) sen hx cos by + cos hx sen by • 

(:5) cos b(x+y) • cos bx cos by + sen hx sen hy 

(6) sen b 2 x • + (cos h 2x - 1) . 

(8) 

Ej.mplo 1 

Solución 

cos h 2 x = +(cos h 2x + 1). 

sen hx cos hx • ..!. sen h 2x . 
2 

Probar la identidad (1). 

Tenemos 

x -x 
cos b2 x - sen b2 x z 

2 ( e. +e ) -2 

2X + 2 e +e -2x 

l. 

( e 

-(e 

4 

X -x 2 - e 
2 

) 

2x 
- 2 + e -2x l 



METOOCS DE INTEGRACIOO 

Probar la identidad (3). 

Solución Tenemos 

1 - cot h¿ x = 
x -x )

2 
e +e 
x -x 

tex _e-x )2 _(ex+ e-x )2 
= ~ - -

( x .:..x)2 1 - ( 

Ej.-plo 3 

Solución 

e - e 

-( x2-x)2 
e - e 

Probar la identidad (5). 

Tenemos 

e -e 

- cosec h2 x. 

CAP.S 

1 X -X y -y 1 X -X V -¡ cos hx. cos hy +sen hx. sen hy • ¡;(e +e )(e +e ) +¡;(e -e )(e-e ) 

! [ 2ex+y + 2e-(x+y) J • cos h(x+y) 

EjltfiiPlO 4 Demostrar la identidad (6) . 

Solucián Tenemos cos 2x • cos h 2 x + sen h 2 x ( por (5) ) 

• 1 + 2 sen h 2 x , ( usando (1) ) 

de donde resulta (6). 

4.2 Integral•• Usuales Se cumplen las siguientes formulas 

(1) J sen hx .dx cos hx + e 

(2) J cos hx dx sen hx + e 

(3) J SeC h 2 
X dx "' tan hx + e 
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INTEGRALES USUALES 

(4) J cosec h 2 x dx • - cot hx + e 

(:5) J sec hx tan hx dx = - sec hx + e 

(6) J cocee hx cot hx dx - cosec hx + C 

(7) J tan hx dx ln cos hx +e 

(8) Jcot hx dx ln 1 sen hx 1 + C 

(9) J sec hx dx 2 are tan X + e e 

(10) f cosec hx dx 1n 1 tan h T 1 + e 

Nota Las fórmulas (1), (2), (3) y (4) han sido establecidas en 
el problem 4, sec. 4.5 Cap. I. Las fórmulas (7) y (8), y (9) y (10), 
se prueban en los problemas 6 y 11, respectivamente, de la siguiente 
&ección. 

Ejemplo Probar la fórmula (5). 

SoluciÓn Tenemos 

d dx" tsec hy) = 
d , __ ...;.2 __ 

di""\ ex+ e-x 

-2(ex-e-x) 

(ex + e-x)2 

[ 

X -X J ~-
X -x e +e 

- se.:: hx.tan hx. 

Nota La integración de funciones que contienen funciones hiperbólicas 
es enteramente análoga a la integración de las funciones trigonométricas. 



METOOOS DE INTEGRACION 

4.3 Problemas R&su•ltos 

PROBLEMA 1 Hallar I feos h'* x dx. 

SOLUCION 

I J (cos 
2 

h 2x + 1) dx 

+ J(cos h 4x + 1)dx + sen h 2x + x 
4 4 

sen h 4x + sen h 2x + 3x C 
32 8 + . 

PROBLE"A 2 

SOLUCION 

I 

PROBLE"A 3 

SOLUCION 

I 

PROBLEJ1A 4 

SOLUCION 

Calcular I Jsen h 3 x cos hx dx . 

Jsen h 3 x d(sen hx) 
sen h'* x + c. 

4 

Enc ontrar I 

J(cos h 2 x - 1) d (cos hx) COB h3 X - COS hX + C. 
3 

Hallar I Jsec h'* x dx. 

I • fsec 2 hx sec 2 hx dx ~ Jo- tan h2 x)d (tan hx) 

tan hx - tan~ hx + C. 

CAP.S 
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4.3 

PROBLEMA -~ 

SOLUC IIJIII 

PROBLE11A 6 

SOLUCION 

PRCBLEMAS RESUEL~S 

Calcular I • cos h 2 x dx. I.
! 

cos h 2x + 1 dx • [ sen h 2x + ± x] ll 
-1 

d 

(1) Jtan hx dx • lnlcos hxl +C. 

(2) Jcot hx dx a ln )sen t>xl + c. 

( 1) Tenemos -fx. ln 1 e os hx 1 

-;¡;- ( cos hx) 

cos hX-
sen hx 
cos hx • tan hx • 

(2) En forma similar. 

...!. 1.1 !sen hx 1 • 

d 
rxsen hx) coa hlt 

sen hx 
• cot hx. dx sen hx 

PROBLEHA 7 Hallar I • J sen h IX 
rx 

clx. 

SOLUCION 

I • 2 J sen h fx d ( rx ) 2 cos h .¡--;_ +c. 

PROBLEMA 8 

SOLUCION 

Calcular I = J tan h 3 x dx. 

I • Jtan hx(l-sec h2 x)dx • Jtan hx dx- Jtan hxdlí;alhx) 

h 1 cos hx 1 -
tan h 2 x 

2 +c. 

242. 



METODOS DE INTEGRACION 

PROBLEt1A 9 Demostrar la identidad 

tan h(x+y) tan hx + tan hy 
1 +tan hx. tan hy 

BOLUCIDN Se tiene 

+ 
tan hx + tan hfi 
+tan hx. tan · y • 

(ex - e-x) (eY+ e -y)+ (ex +e -x)(eY -e -y) 

(ex + e-x) (ey + e-y)+ (ex- e-x) (ey- e -y) 

PROBLEt1A 10 Probar 

(1) Jsee hx dx 

2 (ex+y - e - x-y) 

2 (ex+y + e -x-y) 

que 

- 2 ·are tan X e 

tan(x+y) • 

+ x. 

(2) Jeosee hx dx :m 1 tan 
X 1· + c. - h.2 

BOLUCIDN 

(1) Tenemos 

(2) Se tiene 

~(2 are tan ex) • 
dx 

..!. ln 1 tan h .!..1 • dx 2 

.!. sec2 ..!. 
2 2 

X 
tan h 2 

sen hx 

see hx . 

2 
e-x + ex 

(dividiendo entre ex 

1 

2 sen h.!. e os h..!.. 2 2 

cosec hx • 

CAP.S 
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4.3 PJIOBLEMAS RES OEL TOS 
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PROBLEI'IA 11 Ha liar I • 

SOLUCIDN 

I .. 

ln 1 tan h ~ 1 + cos1 hx + C. 

PRCIBLEI"'A 12 Encontrar I 

SOLUCIDN 

J dx 
tan hx - 1 

d(cos hx) 

COS h2 
X 

J tan hx+1 
I s dx 

tan h 2 x- 1 
( multiplicando por tan hx + 1 ) 

f ..-t.-a.-n_h..,x.o.+..-1_ dx 

sec h 2 x 
J(sen hx cos hx + cos h 2 x)dx 

J +(sen h Zx + co13 h Zx + 1)dx 

1 X .. - T (e os h Zx + sen h Zx) + T _, C 1 2X X 
-4e +2 +C. 

PROBLEMA 13 Calcular I = f dx 
sen h 2 x + cos h2 x 

SOLliCION 

I gracias a la identidad (4) de 4.1 , 

f sec h z·x dx • + J sec h Zx d(Zx) 

2x 
are tan e · + C, por la formula (9) de 4.2. 



ME.'I'ODOS DE ~GAACION 

PR08LEttA 14 Hallar J dx 1 ~ ~2-s_e_n-=-h-x:;:;+~J-. c-o-s-:-h"'x-

BOLUC I Cl'll 

I • J_--:;2-.:d::,:x~­
Se~ + e-x 

USaOI.dO 

y 

sen hx -

coa hx• 

- --1- are tan rs ex + c. 
-15 

Calcular 

haciendo la sus"tltu.::ión x • a cos ht. 

SOLUC I Cl'll 

I • J 

a2 - 4 

Pero e os 

usando, e os 

Tenem"s 

(a2 e os h 2 t) (a sen ht)dt: 
a .. en ht 

f J(cos h 2t + l)dt 

h 2t + 
a2 t + c. sen 

2 

ht X 
sen ht • 

/xz:- a2 --a, a 

h¿ t - sen h2 t 1, 

sen h 2t • 2 sen ht cos ht 

t 
coa ht + sen ht e -

t :nlx + / x2 - a2 1- lna , 

y por lo tanto en (1) 

I • 

..! 

e 

CAP.S 

X -· -x 
e 

2 

X +e -x 

2 

(1) 
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4.3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEt1A 16 Empleando la sustitución hiperbólica x • a sen ht 

encontrar I • J /a'27 dx. 

SOLUCIDN 

I J (a cos ht)(~ cos ht)dt • oof J (cos h 2t + l)dt 

a 2 sen h 2t (1) 

sen ht • ~ cos ht 
/x2 + a2 

Pero = a a 

sen h '2t . ~ fx 2 + az 
a 

t ht ht X+ / x2 + a2 
e sen + cos a 

t ln ( x + / x 2 + a 2 1- ln a ' 

y por lo tanto en (1) 

/ x2 
a2 

lnlx+ / x2 1 + C¡ I 
X + az + + a2 2 2 

:5 FDRI'U..AS DE REDUCC I DN 
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En muchos casos es posible expresar.una integral cuyo integrando depende 

de un número entero n , en términos de otra integral de la misma forma 

en donde el número n aparece aumentado o disminuido. Tales expresWoes 

reciben el nombre de fónulall de reducción o de recwxeacia. En el caso 

5 de la sección 3.1 hemos visto alg~nas formulas de reducción de integr~ 

les de funciones trigonométricas. 



METODOS DE INTEGRACION 

~.1 Probl .. as Resueltos 

PROBLEMA 1 Rallar una formula de reducción para la integral 

y encontrar 

SOLUCION 

I l 
n • 7 

.l.r 
a2 n-1 

X + Zn- 3 

Z(n-1) a 2 

Para n ~ 2, 1 2 
X -L. J + 

za2(x2+ a2) 2a 2 

X 
+ ...L are 

2a2 (x2+ a2 ) 2a3 

l -7 

I n-¡ 

dx 
x2+ az 

tan..!.+ 
a e. 

CAP.S 

--~x.._ __ + Jx +--l. are tan .:S.+ C. 
4az(xz+ az)2 Ba~ (x2+ a2) Bas a 

PROBLEt1A 2 l~llar una formula de recu<rencia para la integral 

SOLUCION 

I • Jtann-zx (sec2x- l)dx • 
ll 

n-¡ 
tan x 

n-l - I n-2 

ftann- 2 x d(tan x) - I 
n-2 

cuando n-1 * O • 
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5.1 

248 

PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 3 ~ncontrar una formula de reducción para la integral 

SOLUCION 

I 
m J xrn e ax dx 

m 
X 

& 

ax e 7 f xm-1 eax dx 

integrando por pa~tes ) 
m ax 

X e .!!!..r -a a m-I 

PROBLEMA 4 HaBar una formula de redu~ción para la integral 

dx. 

SOLUCION 

l = JxM-1( X ' d 
m /1-x2 J x 

( integrando por partes ) 
- xm-1 /1-x2 +(m-1) J xm-2(1-x2) dx 

11-;2 

m-1 
- X /1-x2 + (~-1)1 - (m-1)1 m-2 m 

m-1 
-~ /1-x 2 + .!:l. 

m m 1m-2 

de donde 

PROBLEI'IA ~ Encontrar la formula de recurrencia para 

fxn I sen x dx. 
n 

SOLUCION 

I 
r 

- xn cos x + n J xn-l cos x dx ( integrando por partes ) 

n 
- X COS X · [ n-1 J n-2 ] + n x sen x -(n-1) x sen x dx 

n-I ( integrando por 
+ n¡( sen x -n(n-1) In_2 1 

partes) 



ME'l'ODOS DE INTEGRACICtl CAP.S 

Hallar una f6rmula de reducción para 

BOLUCIDN 

I 
xm ~x+a~n+1 m J m-1 (x+a)n+1 dx n+l --;;:y- X m 

xm ~x+a~n+1 m f m-1 (x+a)n (x+a)dx n+l • -;;:¡- X 

x• (x+a)n+1 m 
I 

ma 
1m-1 - n+l --n+l m n+l 

de donde 

I 1 [ xm(x+a)n+1 - ma 1
m-1] m m+n+ 1 
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CAP'- 6 

APLICACIONES SEDMETRICAS 

DE LA INTEGRAL DEFIN1DA 





1. AREA DE FIGURAS EN COORDENADAS RECTANGlLARES 

1.1 Deflnlcidh El irea •• la reaiáo R del plano XY comprendida 
entre las dos curvas continuas f(x) y g(x) y las rectas ver~ 
ticales x =a y x • b, 11e define mediante 

1 A • A(R) • r~f(x) -g(xlldx 1 
g ( x) 

y 

f(x) 

En la figura, el ter:tiD&ulo aeuiric:o 'tiene altura h• lf(x) -g(x)l; 
base dx y área dA.;, ¡r(x)-g(x) 1 tix. El límite de las sumas 

de tales áreas es igual a ra lf (x)- g (x) ldx según la definición 
de integral definida. J .. 

253 



APLICACIONES GEOMETRIOS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

1.2 Ca.a Particular 
entonces 

Si f(x} >O en el intervalo cerrado [a,b~, 

l b 
A • f (x) dx , 

es el área bajo la curva f(x), el eje X y las rectas verticalP.s 
X"'a y x•b. 

1.3 Definición · El área ele la naiáa S del plano XY comprendida 

254 

.entre las dos curvas continuas f (y) y g (y} y las rectas hori 
zontales y • e e y • d, se define mediante 

En la figura, 

A • A(S) · • red Jc. 1 f (y) - g (y) 1 dy 

y 

d 

.¡. 

dy 

T 

e 

o 

S 

h ,. 1 f (y) - g (y) 1 ' dA= h dy • 



1 • 4 PROPIEDADES DE LA FUNCION AREA 

1.4 Propiedades de la Funci6n Area 

Se cumplen las s~guientes propiedades 

(1) A(R) ;;;o O , 

(2) Si una región T se compone de dos regiones R y S, entonces 

A(T) • A(R) + A(S)- A(C) 

donde C es la región común a R y S. 

y 

o 

Hallar el área dé la región limitada por la parábola 

y • 4x - x 2 y el eje X • 
y 

SOLUCION Calculamos los límites 

de integración 4 

0 • 4x - X 2 , X = 0 , 4 

Tenemos 

A • ~4 
(4x -x~dx 

32 . -,-. 4 
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APLICACIQWFS GEOMETPICAS DB LA I!rrEGRAL DEFINI:DA 

PROBl.EM 2 Encontrar el área de la región acotada por las curvas 

f(x) • x 3 
- 6x2 + 8x y g(~) • x 2 - 4x • 

BOLUCII* 

Resolviendo la ecuación x 3 
- 6x2 + 8x • x2 - 4x 

para hallar los límites de integración, tenemos 

x 3 
- 7x 2 + 12x • O o x(x-3)(x-4) • O 

de donde x •O, 3,- 4. 

y 

Lg(x) 

Tenemos f(x) -g(x) • x 3 - 7x2 + 12x • x(x-3)(x~4) 

En O ~ x ~ 3, se tiene f(x)- g(x) ;;. O, 
y en 3 ~ x ~ 4, se tiene f(x) - g(x) ~O, luego 

( ver figura ) 

• I 3
1f(x) -g(x) ldx + .{

4
1f(x) -g(x) ldx 

. ! 3 
(f(x) -g(x))dx + ~4-(f(x)- g(x))dx 

CAP.6 

[ 

4 7 3 ]3 • +- ~+ 6x2 O [ 
x~ 7x 3 J 4 

45 7 71 - 4- 3" + 6x2 3 - -r+ rr- 6-. 
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1.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI1A 3 Hallar el área comprendida entre la parábola 

X "' 8 + 2y - y 2 
, el ~je Y y las rectas y - -1 e y • 3. 

SOLUCION 
y 

A ~ A(R) 
92 

= -r 

PROBLEMA 4 Hallar el área de la regi5r acotada por la curva 

y .. tan x, el eje X y la recta 
'!T 

X "'3 • 

SOLUC:ION y 

A • 
'lfb 1 tan x dx 

o 

1

% 
ln lsec xl O 

ln 2 • 



APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAF.6 

PROBLEMA ~ Hallar el área de la intersección de los círculos 

y 

SOLUCION Los puntos de intersección de los círculos se obtienen 
resolviendo la ecuación 

de donde X • 1, y = ±13 

Despejando )1, 

Luego, 

258 

X = para el círculo de la izquierda 

X = 4 ± 1 16 - 4y2 

2 

A = r [ 14 _ y2 _ (2 _ /4 _ y2 ) }y 
)_13 

2 r ( /47 -1)dy = 

)_13 
..L 

2 

,---;;- ] /j 
i4-y2 + 2 are ser>L-y 

2 -/3 

811 - 2/3 
~ -3-

para el círculo 
de la derecha. 

(ver figura) 



1.5 

FROBLEHA 6 

parábolas 

SOLUCION 

,. 
J 

El área buscada 

Las coordenadas 

y - 2x ccn las 

y 

PROBLEMAS RESUELTOO 

Encontrar el área de la región comprendida entre las 

2 

es A = A¡ + A2 

de los puntos p 

parábolas y • x2 

X = 
X = 

y la recta y r. 2x. 

(ver figura) 

y Q de intersección de la recta 
x2 

y =-r 
2, y 4' 
4, y 8. 

son, 

4 
"'T 

respectivamente 

I
4 2 

(2x -+)dx 

2 
x' -+ [ 8 . T 

Por lo tanto, A"' 4 . 



APLICACIONES GEOME'l'RICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROa.EM 7 Hallar el área de la region limitada por la curva 

y • y ¡la parábola 

SOLUCJDN y 

Los puntos en los cuales las dos curvas se cortan se obtienen igu~ 
lando las ordenadas x2 

Y 1 + x2 • ~ 

x~ + x2 - 2 • O 

El área buscada es 

x2 
.. -

1 ~ {f "' 1 , - 2 , 

A"' A 1 + A2 = 2A2 • 2 f\. -....;..~- ...t.)dx Jo 1 + x 2 ¿ 
(ver figura 

esto es y • ± 1 • 

2[ are tan x - ~'J: 1T 1 1T 1 
'2(4-6> • T- 3 · 

PROBLEM 8 Encontrar el área de la region acotada por la hipérbola 

y la recta x • 2a • 

BOLUCJDN Y 

y=!:!. /;C;2 
a 

a 
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1.5 PROOLEMAS RESUELTa> 

Tenemos A • área buscada = 

2 : [ T /x
2

- a
2 

- f ln f x + / lf?- - i 1[ 
a 

• 2ab [ /3 -+ ln (2 + 13 ) ] • ab [ 2 13 - ln (2 + 13 >] 

PRDBLEI1A 9 Hallar el área de las dos regiones en las cuales el 

círculo x2 + y2 = 8 es dividido por la parábola y2 • 2x . 

SDLUCIDN 

El círculo queda dividido en las regiones R y S (ver figura ) 

Vamos a calcular el área de la región S. 
las dos curvas son: 

Los punto_s de intersección de 

y 

y 

x2 + 2x "' 8, 

x· = 2, 
= y = ± 2 • 

por lo tanto, 

lz <18 -l 
2 

A(S) ,. 2 -+> dy 

2 [+ 18 -y
2 

+ 4 are sen 2 ~-· - + 1: 
A(R) Area del círculo - A(S) "' 

4 
6Tr- )· 

4 - -r+ 2Tr 
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APLICACIONES GEOMEl'RICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

PROBLEt1A 10 Hallar el area de la región acotada por la curva 

x 3 
- x 2 + 2xy- y2 • O y la recta X • 4. 

SOLUCION 

Sean entonces 

Despejando y de la ecuación 

y • x+.riT, 
1 

y 

El área buscada es 

A • 

PROBLEMA 11 

y • 2x - x 2 

SOLUCION 

128 s-

Hallar m de manera que la reci6n bajo la parábola 

y sobre la recta y • mx tenga un área igual a 36. 

CAP.6 

Calculamos las abscisas de los puntos 'de intersección de la parábola 

con la recta 

Luego A • 36 = 

y = 2x- x 2 
'"' mx, x(x+m-2) = O, de donde x= O, x=~-m. 

x2 x3 
(2x- x2 -mx)dx = (2-m) 2 - 3 

y 2-m .. 6, m =-4 • 



1.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEt1A 12 Hallar el área de la región comprendida entre las curvas 

X y = 1, y 
X a la derecha de la recta x • l. 

SOLUCION 

lim 
b+oo 

lim 
b _,. 00 

Tenemos y 

b 
+ +ln 2] 

PROBLEMA 13 Calcular el área acotada por la curva 

y el eje X. 

SOLUCION y 

A " 2 1""-.,.:b;:.__ d X a 

x 2 + 1 o 

2 lim are tan b 
b -+oo 

2 lim 
b+oo 

are tan x 

TT • 

1 y D-.,;..-
x2 + 1 
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APLICACIOOES ("'..EOMEI'RICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEJ1A 14 En<;o11trar el área de la región acotada por la curva 

SOLUCIDN Tenemos y • ± /o..:x2
)

3 
, de donde y

1 
.. /c.1-r/ , 

y2 • - / (l-x 2 Y 

Tenemos y 

(ver figura) 

f
u;~ \ 

4 (1- sen2 t) cos t dt, 

haciendo x • sent 

(1112 • -b (1 + 2 cos 2t + cos2 2t) '.it 

1

·,¡/2 

( ~ r + 2 sen 2 t + se¡~ 4 
t ) O 

PROBLEMA 1:5 Cdlcular el área de la región que limita la astroid~ 

BOLUCION Tenemos y s ±(a% - x% ) %, 

de donde Y¡ = (a% - X% rz . 
y

2 
=-(a% - x %• ~.2 

El área buscpda es 

(ver figura) 

sen2 t cos t dt, 

-a 

haciendo x • a sen 3 t, 



1. 5 

A • 

PRCmLEMAS RESUELTa> 

' 12a2 I 2 
coa'+ t sen2 t dt • 

o 

("12 
Jo sen2 2t(l+cufl 2t)dt 

~ I sen2 2t d (sen 
o 

3 • a2 
2t) --a . 

2. AREA BAJO UNA CURVA DADA EN FDRKA PAR~TRJCA 

2.1 
x(t) 

Si son las ecuaciones paramétricns 
- y(t) 

de una c.urva, entonces el área de la región acotada por esta curva, 

el eje X y las rectas verticales x • a y x • b es dada por 

A • 
rtz 

..{

1 

y(t)x'(t)dt 

donde a = x (t 
1 

) , 

y (t) ;;¡. o en 

En efecto, 

I b 
A • y(x)dx 

a 

lt2 
y(x(t)) x'(t)dt 

1 

I t2 
y(t) x'(t-)dt. 

t¡ 

( definición de área bajo la curva) 

( camh:i o de variable x • x' (t)) 
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEMA 1 HAllar el irea de la elipse, x • a cos t, y • b sen t. 

BOLUCION Por simetría se tiene 

A = área de la elipse • 4 ¡a y (x)dx 
o 

= ·4 I 0 
(b sen t)(-a sen t)dt 

11,1¿ 

f
11h 

4a2b - (l 2 )d - cos t t 
o 

1T ab. 

y 

b 

PROBLEMA 2 Encontrar el área de la región comprendida por el Etie X 

y un arco de la cicloide 

SDLUCIDN Cuando 

t = 0: X = o, y = o 
t = 211: X = 211a, y o 
I.uego 

A = 
I211a 

y (x)dx 
o 

= r11

a(l-cos t)a(l-cos t)dt 
o 

a(t - sen t) 
a(l - cos t) 

y 

211 (211 

.Jo (l- 2 cos t + cos2 t)dt • i I (3-4 cost + cos2t)dt 
2 o 

( usando 
l- cos 2t ) 

2 



2.2 

PROBLEMA 3 

cardiode 

SOLUCION 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Hallar el área de la regi5n encerrada por la 

a(2 cos t - cos 2t) 
{

X= 

y = a(2 sen t- sen 2t). 

y 

La curva es simétrica respecto del eje X ya que 

a ( 2 cos (-t) - cos 2(-t)) a(2 cos t - cos 2t) 

a ( 2 sen (-t)- sen 2(-t)) = -a(2 sen t- sen 2t) 

Luego el área buscada es 

Tenemos 

y 

( ver figura ) 

n¡ 

Jr 
2 

a(2 sen t - sen 2t) a(-2 sen t + 2 sen 2t)dt 
n 

J
2a 

(x-a)dy 
o 

n¡ 

12 

a(2 cos t - cos 2t- l)a(2 cos t- 2 cos 2t)dt 
o 

Luego A = 6 11 a2. 
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEMA 4 Hallar el irea d~ la región bajo un arco de la curva 

x • at 
y a(l - cos t) 

y 

21ra 

SOLUCION 

A= l :lllay (211 
0 

dx = ..{¡ a(l-cos t)a dt 

3 AREA DE FIGURAS PLANAS EN COORDENADAS POLARES 

S. 1 Ceo· denadas Polares Si fijamos una semirrecta X en el plano 
que se extiende desde un punto O, entonces todo punto P del plano 
queda determinado por un par de números (r,f') como sigue: 

268 

r = longitud del segmento OP , 

e ángulo que forma el segmento OP con la semirrecta X, medido 
en el sent,~do antihorario a partir de X. 

La semirrecta X se llama eje polar,, el punto O se llama polo, 
r es el radio vector, y e,es el áogulo polar. 

Finalmente, los números r y e asociados a P reciben el nombre de 
coordenadas polare9 en este punto. 



3.2 CAMBIO DE COORDENADAS 

3.2 Ca.Oio d• Coord.nadas 
y 

p 

y•rsene 

Las coordenadas rectangulares o cartesianas (x,y) y las c~ordenadas 
polares (r, 9) de un punto P del plano, están relacionadas por las 
ecuaciones 

X • r cose 
U> ( ver figura 

y - r sen e 

r • / x2 + y2 

tan e .. .:¡_ 
X 

y (2) 

si x -:1:- O , 

las cuales permiten pas~r de un sistema de coordenadas a otro. 

3.3 Ar•• •n Coord•nadas Polarr.s 

Dttfinic::i6n Si una curva continua es dada en coordenadas polares 
por la ecuación p e p(9), entonces el área del sector ~O ~ 
acotado por un arco de la curva, y por los radios vectores OP1 y 
OP2 , se define igual a 

- 21 1El2 A f P <e> 1 2 
d e , 

. ~ 

donde 
mente. 

e 1 y e2 son los ángulos polares de P 1 ·y P2 respectiva-ente. 
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEUNIDA 

In~.rpre~acl6n a.a.é~rlca 

El (rea del sector circular genérico 
de ángulo central de (en radianes) y 
radio p ea dA • % ~de • El lími 
te de las sumas de tales áreas es, -
por definición, la integral definida 

o 

No~a Si la curva p • p (9) ea diferenciable, entonces para el, 
sector P10 P2 se cumple 

&=ea en coordenadas rectangulares • Ares en coordenadas polares 

Omitimos la prueba de este resultado. 

PROBLEI'IA 1 l~llar el Írea .de la región encerrada por la curva 

p • a sen 2e 

BOLUCION 

La curva ea simétrica respecto de las dos día~onales y por lo tanto 
el área buscada ea 

('2 . 2 
= 2 Jo (a ·sen 29) d9 

s·en '• e ) 
4 

-r¡ 

a2 I 2 

(1- cos 
o 

( ver figura ) 

4A) de 



3.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 2 Hallar el área de la regi5n encerrada por la leminis~ata 

p2 
- 9 cos 2e 

SOLUCION 

La curva es sim~t rica respe~to de los e .ies X e Y, y cuando e varía en 

tre o y 
rr el radio 4. vector recorre el arco de curva PQO. Luego el 

área buscada es igual a 

A 4 
lr¡2 p2 

2 dEl 18 Ih 
CO!' 2e de 9 

PROBLEMA 3 Encontrar el área de la refl,iÓn acot11da por la <'l•rva 

o = 2 - cos e . 

SOLUCION 

Puesto que 2-cos(-e) = 2-cosA 
la curva es simétrica respecto 
del eje X. Luego 

A 2 
2 

.2 dS 
2 

(..2.- 4 cos El+ 
2 

cos 2fl ) dA 
2 

( usando cos2 e = 1 +e os 28 ) 
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APLICACIQóiES GEOMETRIC.AS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PRD8LEt1A 4 Calculm: el área acotad~ por la parábcla P = 
a 

1 + C'OS e 
y las rectas e = o y 

SOLUCION Q 

-------- ... - X 
o p 

1 1;7)_ 
p2 de 

a2 fa~ d9 
Tenemos A= T T 2 

o (1 + cos 9) 

a2 ¡2~ e ( ubando cos2J..= l+cos9) 8 sec~ z-cte 2 
2 

Jfi 
2 

PROBLEMA 5 

espiral p = ee 

Probar que el área engendrada por el radio vector ~e la 

es igual a la cuarta parte del área de un cuadrado 

cuyo lado es el radio ~ector. 

SOLUCION Fijemos un ángulo polar u Luego el área engendrada por 

el radio vect<>r cuando crece desde o hasta p e u es 

A 
1 Im(l p2de 1 lu e20 de = lim +ele r T T 

~' b-+-oo 
h 

donde L = eu . 
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3. 4 PROBLEM11S RESUELTOS 

PROBLEI'IA 6 Encontrar el área de la región encerrada por la cardiode 

p- a(l+cos e). 

SOLUCION 

La curva es sím~trica respe~ 
to del eje polar X. Luego 

A = 2 (-
1
-) 
2 

2 (
11 

3 cos 2e 
= a ~ < 2 + 2 cos e + -----z- > de 

PROBLEMA 7 

p = 2a cos e 

Encontrar el área de la región acotada por la curva 

y que se encuentra fuera del círculo p = a 

SOLUCION 

~-a-t 

Las dos curvas se intersecan cuando 

R 
2<1 

X 

p ., 2a cos e = a • 
l cos e s 2 , 1l 511 e =3· -3-

Tene100s 

A1 • Area del sector 

1 
- 2 I

TTf. 
1 

(2a cos 
o 

[

Tf/3 

( 1 +cos 

OQR- Are a del s ector circular 

l'l 2 1 
e> de --2- i de 

o 

na2 
rra 

2 + /3 2 
2e)de - - 6- = 6" --¡- a 

Luego por simetría el área buscada es A ., 2A 1 • 

OQP 
(ver figura ) 
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APLl:CACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEI1A B Hallar el área de la región común a las regiones encerradas 

por las curvas p - 12 sen e, p2 - cos 2e • 

BOLUCIDN 

Las dos curvas se intersecan cuando p2 
.. ( 12 sen e )

2 
= cos 2e 

y el o 
1T 51T 

esto es, e =6·6 

ángulo polar -de 1T 

6 Q es 

Luego el área buscada es ( ver figura 

A • 2 ( Area del sector OPQ + Area del sector ORQ] 

[ ('~ 1~6 
• 2 + J~ cos 2ede + + ( 12 sen e )

2 
de ] , 

'6 o 

(cuando e varía entre 
1T 

6 y T, el radio vector de la curva p2 = cos 2e 
recorre el arco QPO) 

PROBLEMA 9 

p = a sen ne 

SDLUCIDN 
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A • 

Hallar el área de la región encerrada por la curva 

X 

La curva encierra 2n regiones 
( ''hojas") de igual área. Luego 
el área buscada es 



3.4 PROBLEMAS RESUELTOO 

PROBLEI'IA 10 Encontrar el área de la región rayada limitada por el 
eje polar y las dos primeras vueltas de la espira~ de Arquímide p•ae. 

X 

SOLUCION El área pedida es igual a 

A = Area de la región encerrada por la segunda vuelta 
-Area de la región encetrada por la primera vuelta 

[
'IT I2'IT 1 2 1 2 

= 2 (a e) de - 2 (ae) de 

21r (1 

PROBLEMA H Hallar el área 

de la región acotada por la 

curva 

p = e 
senz-

(Ver figura ) 

SOLUCION Se tiene 

1 
A= 4A1 • 4 (y) sen2 ..2. dA 

2 

(cuando e varJ:a entre T y '!1 el radio vector genera la región de área A1 ) 
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Al'l.ICACIOMES GJ!OMETRICAS IE LA INTEGRAL DEFINrM CAP.6 

PROBLEM 12 Hallar el área Ge la región encen:ada por la eli"Ose 

1 
p • . Í + E cos S ( E < 1 ) • 

BOLUCION Por simetría el área buscada es 

f •'•• (l +E CC'B e) 

de 

haciendo tan 4 • t , 
2dt 

de =1«· 

(1- e:) 

2 

2 

2 (1 + ~ tan2 s ) 

m3 sec 2 
s 

ds 

donde 

1T¡ ¡ ' k••' • + m' •••' • ) '' 

1- t 2 

cose=-
1 + t 2 

m2 =~ > O 
1- e: ' 

haciendo t 

cos 2s 1 ds 

m tan s, 



3.4 

PROBL.Ef'IA 13 

1 
P - 2 +cose. 

BOL.UC:Iot~ 

PROBLEMAS RESIJELTOS 

Hallar el área de cada uno de los lazos de 

Laza ftayar El área encerrada por el lazo mayor es igual al doble 

del área de la región que el radio vector barre cuando S varía desde O 
2'11" 

hasta ,.-

1 
A1 • 2(2) 

Laza Henar El área encerrada por el lazo menor es igual al doble 

del área de la región que el radio vector barre cuando 9 varía desde 

21r 
T hasta 1r. 

2(1.) [ 1 e)
2 

de A2 • ?. <T + cos 

., 
'11' 3 13 
T- 8 
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4 LDNSITUD DE ARCO DE ~ CUWA PLANA 

4.1 1Mfinict6n Sea f(x) una función definida en el intervalo 

Si existe un número L tal que 
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cerrado [a,b]. 

L • · lim 
IM +O 

Pi • (xi , yi) son puntos de la curva y L f {x) 

donde 

••• < xn • b 

d (Pi_1 , Pi) • diaUDeia de Pi_1 a 

llxi = xi - xi-1 

1 6 1 • max t:. xi , 

P. • / (x.- x. 
1

9- + (y. -y . 
1
)2 

l. l. I.- l. l.-

entonces L se llama la J.aasitUII del an:o de la carwa y • f (x) del 

punto .A • (a, f(a)) al punto Bs (b, f(b)). 

Interpr•tación a.ométrica 

y 

o xz 

La figura muestra la gráfica de una curva y 
el intervalo cerrado [a,b). 

Xn-1 'Xn•b 

f(x) d~finida sobre 

La suma representb la longitud de la líPea po-

ligonal detecminada por los puntos 

Cuando lt~l • max t:. xi es muy pequerio, las ab~cisas xi_1 y xi se en-

cuentran muy cerca, la poligonal asocia<ia a tale3 puntos ce "ajusta" 
a la curva, y por lo tanto, intuitivamente pensamos que el límite de 
las longitudes de las poligonales así obtenidas tepresenta la longitud 
del arco de la curva. 



4.2 CAJ,CULO DE LA LONGITUD DEL AICO DE UNA CURVA P~ 

4.2.1 En Coord~~nadas RK:tangular-

TEDREI'IA 4 Sea y • y(x) una función tal que J!x. es continua en 
dx 

el intervalo cerrado [a, b) • F..ntonces la longitud del arco de la 
curva entre dos puntos con abscisas x • a y x • b, es dada por la 
fórmula 

Nota Se define la difereneial de J..oaP.bld ele arco tle la eurva 

mediante ds • /1 + ( * )2 
dx • Luego LE ib ds. 

n 

PRUEBA Consideremos la longitud L d(Pi_ 1 , Pi) de la poli­

i 2 1 

gonal determinada por los puntos Po ' ••• 'Pn ' donde 

- b Yi • y(xi) 

Sean y 

t. xi -X. - xi-1 
yi 

l. 

Yi-1 

t.yi .. yi - yi-1 

Probaremos que se cumple 

d(Pi_ 1 ,Pi) /1+(y'(~)J2 t.xi, (1) 

para algún f;i tal que xi_1 < f;i < xi 

En efecto, 

d (P i-1 ' pi) • /( xi- xi-1 )
2 

+ (yi -Y i-1 )
2 

( por definición 
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para algGn xi-l < ~i < xi , por el teorema del valor medio para der.! 

vadas, luego 
l!yi d 
~. -Tx-< ti) (3) 

Sustituyendo (3) en {2) resulta (1). 

De (1) se sigue que la longitud de la poligonal es 

n L /1 + l·!- <ti>Jz • hi • (4) 

i•l 

y. por consiguiente. t0111ando límites cuando 1 t:.l -+O 

n 

• lim ~ ,/¡ + [.!!I.dd (~. )]2 • t:.x. 
lfli....O LJ X 1 1 

i• 1 

( definición de la integral definida. ya que i;- es continua) 

EJIIIIPlD 

Solución 

lim 
ll!l....o 

• L 

(por (4) ) 

(definición de longitud del arco) •• 

Encontrar la longitud de la circunferencia del círculo 

x2 + Y2 • a2 

Calculamos la longitud L1 del arco PQ. 

Tenemos 

• a 

na ·-r· 

y 

/ l +(h. f dx • Ja / a2 
dx 

dx a2- x2 

.,.lí~~d~x~- • a are sen 7 lao 
a2- ,¿. 

Luego. la lon(titud de la cin.unferencia es L • 4L1 • 2 na • 
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4.2 CALCULO DE LA LONGITtJO DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA 

TEOREMA 2 Sea x = x(y) una función tal que dx 
dY es continua 

en el intervalo cerrado [ c,d ]. Entonces la longitud del arco de la 

curva entre dos puntos con ordenadas y • e e y • d, es dada por la 

formula 

L ~ dy 

y 

d 

e 

o 

La prueba de este teorema es similar a la del teorema l. 

Hallar la . longitud de la parábola y = 2 ./X desde X • 0 

hasta x = l. 

Bolucidn Tenemos 
2 

x• + y cuando x • O y x • 1 se tie 

ne Y'" O e y .. 2, respectivamente. Luego 

- ff + ln(l +12). 
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4. 2. 2 Langi tuc:l del Arca cuando la CUrva - dada par Ecuaci an­
Par..,trlca• 

282 

TEDRDIA 
tricas 

Si una curva es definida mediante las ecuaciones parsmé-

[

x • x(t) 
y - y(t) 

dond~ dx .l!L dt y dt son funciones continuas en un intervalo (t 1 ,t2}, 

entonces la .longitud del arco de la curva con extr~s 

P
1 

•(x(t
1

), y(t
1
)) y P2 • (x(t2 ), y(t2 )), esdadapor 

PRlEBA Sabemos que 

( por el teorema 1), 

.& 
Puesto que .!!l. dt 

dx = dx y dx 
dx ·rr dt la diferencial de -dt 

longitud de arco es 

ds f +(~{ 
dx 

dx 

Luego 

L fx(t2) ds 

X (t 1 ) 
JQ . dx )2 + '..2l)2 d tTt ~ dt t • 

t¡ 

por la formula del cambio de variable para integrales definidas. 

Nota Se acaba de establecer que la diferencial de longitud de 

arco en función de un parámetro t es ds = /<17f + (*)2 
dt . 



4.2 CALCULO DE LA LONGITUD DEL .UCO ::lE UNA CORVA PLANA 

Solución 

Hallar la longitud de un arco completo de la cicloide 

y 
{

x • a (t - sen t) 
y • a ( 1 - coa t) 

2 . t d l
21r 

a sen2 t Sa. 

TEOREMA Si una curva es definida mediante la ecuación en coorde 

nadas polares p • p (9), donde ~ S es una función continua, e~ 

tonces la longitud del careo de la curva cuyos puntos extremos tie-

nen ángulos polares respectivamente·, es dada por 

L • 
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PRtEM La curva dada taabil&n es defintda por las ecU4ciones par~ 

.ltric:ae {x• p (e) . coa e 
y. p(e) sen e • 

de donde 
dx * -;w- • d coa e - p sen e • -fl--· it•ene + p coa e 

y ( usando aen2 e + cos2 e • 1 ) 

Luego por el teo~ema 4.2.2 

f /<*>' + ~:~ >' 
el . 

•• -['J.· · <1F •• · e¡ 
L • 

lo que establece la formula deeeada. 

Not:a Se acaba de probar que la diferencial de la longitud de arco en 
coordenadas polares es 

/ dx 2 ..!!:i...2 
da • <7> + (de J de -

EJIIIIPlD Calcular la longitud 

del arco de la espiral 

me 
p • a e 

desde el origen hasta el punto 
< p 1 , e1 > 

Balucidn 

me p • ae 

Tenemos 

~ .. a meme 
de . y 

Cuando e varía desde -®hasta e1 , el radio vector recorre el arco de 
la espiral con extremos el origen y el punto ( P¡, A 1 ) • Luego 

L • 

a ¡¡:-;;;2 
m 

l
. me 
1m e l

e¡ 

b+-co b 

P¡ • 

a .rl+;2 J~1 
eme ue 

a il+;;;z emel 
m 

(puesto que b 
lim e m =O) 

b-+-® 



4. 3 PR<I5LEMAS §:SUELTOS 

PROBI..EttA 1 

Hallar la longitud de la 

astroide (hipocicloide) • 
% + % % x y a • 

SOL.UCIDN Diferenciando la ecuación implícita respecto de x 

-1¡3 _1,3 ~ = o 
x + Y dx 

lh 
...2L- -...I.¿-

dx x 13 
luego 

dx • 
3 

• Ta • 

de donde L • 6a • 

PROBL.atA 2 Hallar la longitud del arco de la parábola semicúbica 

ay 2 • x3 desde el origen al ounto cuya abscisa es x • Sa. 

SOLUCIDN Tenemos ..!!l. .. 3XZ Luego (.E/..)2 9x (usando a-l• x') dx 28Y. dx - Ta'" 

lsa /1 r +~ 
3 335a y L dx "' ~( l+~)y2 .. 

27 4a · 27 4a 

PROBLEM 3 Encontrar la longitud del arco de la parábola y2 • 4px 
desde el vértice hasta un extremo del lado recto. 

SOL.UCIDN El lado recto es, por definición, la cuerda vertical 
de la parábola que pasa por (p,O). Luego, uno de los puntos extre 
mos del lado recto es (p,2p). 
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Tenemos 
dx v ---2. dy p 

L • /1+-:;. dy 
4p 

• ...L [ + 1 4p2+y2 2p 

1 i2p • 2P 1 4¡l- +y2 dy 

PROBLEMA 4 Calcular la longitud del arco de la curva y • In secx 

desde el origen hasta el punto · 

SOLUCION Tenemos ...2.L 
dx • tan x • T.uego 

L a dx 

ln(2+13). 

PROBLEMA S Encontrar la longitud del arco de la catenaria 

y .. 4<eXfa + e-x/a) descle (O,a) hasta (b,c). 

SOLUCION 

Luego 

Se tiene sen h 2S . 
a 

L = IÍ+sentl~ dx - cos h~dx, Lb - Iab 
0 

a a 

a sen hA r a sen h..2.. !o a / cos h2 ..!!. -
a O a a 

~ (pues e • a cos h..2..) 
a 
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PRCBLEMAS RESUELTOS 

PfHJBL~ 6 . Calcular la longitud del arco de la curva y = ex entr~ 

los puntos (O, 1) y (1,e). 

Se tiene x•lny, 

/1++2 dy 

dt 
cos 2 t sen t 

sen 2 t + cos 2 t dt 
cos2 t sen t 

dx 1 Luego Ty·y- · 
fe h+l dy 

1 y 

donde a a are tan e 

haCiendo 

[ sec t + 1n t cosec t- cot ti]; 

Pero tan a z e • 

e 

y por lo tanto, 

-.!.)- 12- ln(/2 -1) 
e 

z 1'7+1- ff + 1n <rer+i -1)( 12 + 1) 
e 

y • tan t ) 

dt . - · sen t 

PROBLEMA 7 Hallar la longitud del arco de la curva x = f- i lny 
desde y = 1 hasta y = e. 

SOLUCION 

1 .T 

Tenemos * = +-* 
1 1 1 2 1+-(y--) 4 y 

1 (y+-)dy 
y 

y por lo tanto 
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PR08LEI'IA 8 Calcular la longitud del arco de la curva y • 1n x 

desde X • /J hasta X • rs . 
BOLUCICIN Tenemos ..!!l. - J.. 

dx x • 
Luego 

LIS 
L • /1 + (.!.f 

,/3 X 
dx 

• (lB~~ dx 

J~ X 

y haciendo x • tan t (ver prolaa 6) 

• [ sec t + ln 1 cose e t - cot 

donde b ,... are tan 18 y a • are tan /3 , y por consiguiente 

.L:JIB 
1 

Entonces 

L • [ ~ + ln (_l._ - _L >l - [ 2 + ln ( _L - _!_) ] 
~ n·- . 13 n 

1 +t ]nt.. 

PRDBLEt1A 9 

Encontrar la longitud 

del lazode la curva 

SOLUCIDN 

Tenemcs ~"' dx 

( .ZJ_)2 (x-a) 
dx 4ax 

2 

(x- 3a)(x-a) 
6ay 

L .. 2 (3a ~+ (x-a)2 dx 
Jo 1 4ax 

413 a. 

Luego por simetría 



4.3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 10 Hallar la longitud del arco de la curva 

desde x = 1 hasta x = 2. 

SOLUCION 

L 

1 
2 

Tenemos ...!!l:,_ 1 ( 3 1 ) 
dx = 2 x - --r" · 

X 

dx 

1 x4 1 -<---) 2 4 2x2 

Luego 

1
21 

PROBLEMA 11 Hallar la longitud del arco de la curva 

x = a (cos t + t sen t), 

desde t =O hasta t = T. 

y = a(sent- t cos t) 

By = X~ + 2 
? 

. 33 
16• 

SOLUCION Tenemos 
dx 

-2L=a t Luego dt a t cos t y dt 
sen t. 

L = LT «~)2 
/ dt + (..!!L )2 dt lT at dt aT2 

dt -r· 

PROBLEMA 12 F.ncontrar la longitud total de la curva 

x = a(2 cos t - cos 2t) , y z a(2 sen t - sen 2t) 

SOLUCION La curva es simétrica respecto del eje X y cuando t 
varía desde t = O hasta t • n, el punto (x, y) recorre el arco 
superior de la curva. Luego 

L = 2 dt 8 
1 - cos t 

dx 
pues dt =a(-2 sen t + 2 sen 2t), ~ • a(2 cos t - 2 cos 2t) 

dt 

a 2 
[ 8 - 8 sen t sen 2t - 8 cos t cos 2t] 

a 2
( 8-8 cos(2t- t)] 8a2 

( 1 - e os t) 

Por lo tanto, rn t 
L = 8a .)¡ sen7dt t 1 no ,. - 16 a cos 2 

dt • 

16a 
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PROBLEMA 13 Calcular la longitud del arco de la curva 
desde t =O hasta t • 1Tf2 • 

SDLUCION 

Tenemos 
dx t t +e¡; dt ~ e sen coa :: 

~= t 
dt 

e cos t - et sen t 

(~i+t$i.l .. 2t 
de \dt' e , y por lo tanto 

'% 
L • l / 2e2t dt ,. 

{ 

:: z et sen t 
y • et cos t 

PROBLEMA 14 Encontrar la longitud del arco de la curva 

{

X "' t 2 + 2t + 3 
y .. t2 - 2t + 1 

SOLUCION Teru:!mos 

Luego 

dPsde t =O hasta t = 1 • 

A - 2t + 2 dt , ..2l. - 2t - 2, dt 

L= dt = dt - 2 + 12 ln(l +12) 

PRD'Gl.EI'IA 1:5 Calc.ular la longitud de la primera vuelta de la espinl 
de Arquímedes p V ae . 

SOLUCION Tenemos p • ae y Luego 

L • 1211 

/ r} + (~)2 
d6 • a 1211 

h+e2 d6 

• a [4/[;o' +'Ílnle+li+a'IJ:' 
"' a[" /1+4112 ++ln (211 + f1+4n2 )] 
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4.3 PR<BLEMAS RESUELTOO 

PROBLEI1A 16 
desde p • 1 

1 1 
Encontrar la longitud del arco d.e la curva e •2(p+ P) 
hasta p a 3. 

SOLUCIDN 

cuando p > 1, 

Despejando p tenemos p a e± 182='1 ' y por lo tanto, 

p • e+~ 

..!!e.. 1 + e 
de 1 e2 - 1 

< e + rez-:1 >2 • e2 

e2- 1 

Cuando p varía desde p = 1 hasta p = 3. el ángulo polar . e varía 

desde e= 1 hasta e =% 
Luego 

[~ i% rl 
L - /p2 + (b_)2 d!l = 1 <e + > de de /62-1 

[ e2 e2 ¡;¡--:-; 
++lnl e+~ ¡f 4 + 1n 3 

2+2 if-1 2 
1 

PROBLE11A 17 Hallar la longitud de la cardiode p • a (1 + cos e ) • 

SOLUCION 

2a 

La curva es simétrica respecto del eje X. Cuando e varía desde e • O 
hasta e • n, el radio vector recorre el arco superior de la curva. 
Puesto que 

p a(l +cose) , * • -a sen e 

y 2 + ( .!!e. )2 p de za2 (1 + cos e) 4a2 cos2~ 
2 ' 

2 In 2a e 
e r 8a. tenemos L - cos 2 de Sa seny 

0 o 
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PRO&LEI'IA 18 Calcular la lon~itud de la curva p • a sec2 1" 
desde e .. O hasta 

1T 
e ·z-· 

BOLUCION Se tiene p "' a se~ T 
dp • a sec2 ..!!.. tan JL. de 2 2 

p2 + {..!!.e.)2 
de 

• a2 seé ..i. 
2 

Luego 

''h r1T'2 
L L a sec3 ..i. de 2a ltan2 -f+ 1 

e = o 2 d( tan -z> 

TTh 

fl e e 1 1 e e f] • 2a -tan - · · sec- +- In tan- + sec - • 2 2 2 2 2 -2 a[/2 + ln(l+ /?.)] 
o 

PROBLEI'1A 19 

Probar que la longitud 

total de la curva 

B 

es 

e 

BOLUCION 

La curva P.s simétrica respecto del eje X y cuando e varia desde e= O 

311 
hasta e = T, 

Por otra parte_. 

Por consiguiente, 

el cadio vector recorre el arco 

p • a saf ,L ..2.1?. ser(- e cose 
3 • de ~a 3 T • 

L • 2 ilf- a sen2 .! de 
3 
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OABC. 

Y rl-+ <*f = a2 sen~+.y. 

~ .1:!.!. 
2 



4. 3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'tA 20 Encontrar la longitud de la espiral logarítmica 

a desde (p l' e¡) hasta (p 2• e2) p ,._ 
e 

SOL.UCION Tenemos a dp a p a:: e, re· -92 
y rl+ ( .ie. )2 

de 
2(1+e\ 
a~ 

Por lo tanto 

le2 a~ a [ 1n ( e+ 1 e2+ 1 ) - r2 L ~ de 
h+e2 

6¡ e2 e el 

( la integr:il se calcula haciendo e ~ tan t ) 

• [ID( e2+ 1 ~;¡ ~ /1+éf ] ~ 
)+ 

e2 el a1 + e1 + 1 

O sustituyendo el "' ~ y e = ..!-
pl 2 P2 

Pl (a+ fa2 + pp 
a.ln 1 a2 + p2 / a2 + P2 L a + -

p (a+ 1 a 2 + p 2) 1 2 

2 1 

5 VOLUt'IEN DE SOLIDOS 

5.1 C.finición del Volumen de un Sólido en tjrminos del Area 
Seccional 

Definición Sea S una región del espacio XYZ 
dos planos perpendiculares al eje X : x =a y 

que se encuentra entre 
X"' b. Entonces el 

volú.ea del aólido S se define por la fórmula 

V '"' r A(x)dx , 
a 

donde A(x) es el área de la sección de S trazada perpendicularmente 
al eje X en el punto x, y donde se supone que A(x) es una función 
continua. 
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y 

' \ 
A(x) \ 

' 1 , 

CAP.6 

~------~------~-.--------------~--.-% a X 

z 
El cilindro elemental R de la derecha tiene 
área A(x) en la base y altura dx. Luego, 
su volumen es dV • A(x)dx. Las sumas de los 
volúmenes se tales cilindros elementales se 
aproximan al volumen del sólido ya que 

V .. lb A{x)dx lim E A(x)dx 

por definición de integral definida. 

b 

Nota Análogamente, el volúmen de un sólido S del espacio comprendi 
do entre dos planos perpendiculares al eje y : y= e e y= d' se 
define mediante 

I d 
A(y)dy 

e 1 
donde A(y) es el área de la sección plana de S trazada perpendicula~ 
mente al eje Y en el punto y . 



S. 1 DEnNICI.ON DEL VOLUMEN DE UN SOLIDO EN TERMINOS DEL AREA SECCIONAL 

EjltftiPlO 1 Una cuña se corta de un sólido en forma de cilindro rec 
to circular de radio r, por un plano que pasa a través del diámetro de fa 
base y forma un ángulo de 45° con el plano de la base. Hallar el volumen 
de la cuña. 

Solución 

La ecuación del segmento OP es y • x • 

Las dimensiones del paralelepípedo ele 
mental de la figura son: 

ancho 
base 

dx 
2 QT' .. 2 / (OT)2

- (OQ) 2 

2 1 r 2 - x2 

altura= y = x • 

Por tanto su volumen es 

x dx • 

y cuando x varía desde x • O hasta x • r, 
se obtiene la cuña. Luego, el volumen 
de la cuña es 

Ejemplo 2 Calcular el volumen de una cofera de radio a. 

Soluci6n 

La sec.ción plana de la esfera trazada 
perpendicularmente al eje X en el 
punto x, es un círculo de radio 
PQ- y, y por tanto, su area es 

A(x) = rrl = rr (a2 
- x 2

) • 

La esfera SR obtiene cuando x varía 
desde x ,._a hasta x •a. Luego, el 
volumen de la esfera es 

V • 1: A(x)dx 

p 
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5.2 Volumen de un Solido de Revolución 

5.2.1 Kitodo d•l Disco CirculAr 

296 

TEORE:1A Sea y = y(x) una iunción continua en el intervalo 
cerrado [a,b] tal que y(x) ~O. Sea S el sólido de revolu­
ción obtenido al rotar alrededor del eje X la región li.nitada por 
la curva y= y(x), el eje X y las rectas x-a y x=b. Entonces, 
el volumen de S es dado por 

y 

PRUEBA 
eje X, 

1 
V 

1· 

Al rotar la región PQab del plano XY alrededor del 
se genera el sólido de revolución PQRT. En la figura se 

cilindro o disco circular de raJio =yi altura= dx, 
base A(x) = rry 2 , y volumen dV = rr y dx 

muestra un 
área de la 

Por tanto, el volumen del sólido es 

V rab J, A(x) dx 



5 • 2 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 

5.2.2 

EJ•mpla 1 Probar que el volumen de un cono circular recto de 

radio r y altura h es 

Solución 

El disco circular elemental de la 

figura tiene volumen dV = nyax, 
--------, 

X 

..L = _!. 
X h 

donde por semejanza 
Y_ - t 

de triángulos. 

Luego 

V tdV [ r
2 

2 
n ¡;rx dx 

nr 2h 
---r-· 

EjRmpla 2 Hallar el volumen del solido engendrad o cuando se 
rota alrededor del eje X la región acotada por un arco ~ompleco 
de la curva y = a sen x. 

Solución Cuando x varía desde x= O hasta x= n, se ob-
tiene un arco completo de la curva dada . 

Luego 

V 

Nota En forma análoga, el volumen del sólido de revolución 
obtenido al rotar alrededor del eje Y la región limitada 
l acurva x=x(y), elejeY ylasrectas y=c e y=d 
dado por 

1 
En es te caso, dV 
es el volumen de un 
c ircular elemental 
figura) . 

V 

rrx 2 dy 
disco 

(ver 

TI 

S 
por 
es 

297 



APtiCACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

EJeiiiPlD Hallar el volumen del sólido generado al rotar alrededor 

del eje Y 
2 2 

la región acotada por la elipse "7 + 7 l. 

SoluciÓn Al rotar el rectángulo 
PQ alrededor del eje Y se obtiene 
un disco circular de radio = x, y 
volumen V= lT x 2 dy • Cuando y 
varía desde y = -b hasta y =b , 
se obtiene un solido cuyo volumen 
es entonces 

= lT 

S.2.3 M4tada del Anilla Circular 

298 

TEOREMA El volumen 
cien alrededor del eje 
Y¡ = Y¡ (x) e y2 = 
rectas x"' a y x = b, 

1 
V 

PRUEBA 
y 

del sólido de revolución engendrado por 
X de la región acotada por las curvas 
y2 (x), donde yl. (x) ;;;;. y/x) ;;;;. O, y 

es dado por la fÓrmula 

lT Ib ( yl2 - 2 ) dx 

1 
y2 

-.1 dx 1+- 1 

4b. Y¡-

J.~ 

1 1 1 

a X b 

rota-

las 

En la figura se muestra un rectángulo elemental R determinado por la 
abscisa x , las ordenadas y1 , y 2 . Al rotar R alrededor del eje X 
se obtiene un anillo circular, como el que se ilustra en el lado de 
recho de la figura, cuya base tiene un área A~) = lT(y~- yff), y 
cuyo volumen es dV = A(x)dx • lT(y1

2 - y; )dx. 

Por lo tanto, el volumen del sólido de revolución obtenido cuando x 
varía desde x"" a hasta x = b, es 

V • f A(x)dx 



5.2 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 

Ej.-plo Encontrar el volumen del anillo solido (o t:oro ) obte­
nido cuando se rota un círculo de radio r alrededor de un eje exte 
rior en su plano y a • unidades de su centro. 

y 

T 
b 

o 

Solución Consideramos un sistema de coordenadas como el que se in 
dica en la figura. El círculo rota alrededor del eje X. La ecuacióñ 
del círculo es ( x- O )2 + (y- b )2 • r 2 

Luego y . ' b t /r2 - x2 y por lo tanto, 

el arco superior R es descrito por Y¡ . b + 1 r~ - X~ y 

el arco inferior Q es descrito por y2 - b - 1 r 2 - x2 

cuando x varí.a desde -r hasta r. El elemento de volumen es 

dV • n (y
1
2 - y

2
2 )dx 

Finalmente V • 4nb [ / r 2 - x2 dx 

~- 2. 4 l'létodo del Tubo Cilíndrico 

Definici6n El volumen del solido de revolución S engendrado 
por rotaci6n alrededor del eje Y de la región acotada por las cu~ 
vas y 1 • y 1 (x) e y 2 • y 2(x), donde y1 (x) ;;;.. y2 (x), Y 

las rectas x • a y x • b, es dado por la formula 

V 2n r. x(y1 - y 2 )dx • 
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y 

1 

Al rotar alrededor del eje Y el rectángulo R, se obtiene un tubo cilín 
drico, como el que se ilustra en el lado derecho de la figura, cuyo -
volumen aproximado es 

dV • (perímetro de la base)•(ancho)•(altura) 

(2 '11' x) (dx) (y1 - y2 ) • 

El volumen del sólido obtenido al rotar la región PORT alrededor del 
eje Y es entonces 

V • lb dV • 2'1f 

Ej~la Calcular el volumen del sólido engendrado al rotar alrede­
dor de la recta x • a la región acotada por esta recta y la parábola 

y 2 
• 4ax, (a > O) • 

Saluci6n El tubo cilíndrico 
elemental obtenido al rotar la 
región R alrededor de la recta 
x•a, tieneradio•x-a, y 
volumPn dV • 2'11'(x-a) (y

1 
- y

2 
)dx 

• 4'11'(x-a) ¡¡¡¡;x dx. 
Luego 

V • 
roa 

Jn 4'11'(a-x) 1 4ax dx 
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S.l VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION EN COORDENADAS POLARES 

5.3 Volumen de un Sólido de Revolución en Coordenadas Polar .. 

TIPOram.a El volumen del sólido de revolución que se obtiene al rotar 
alrededor dE>l eje X la reg~on acotada por la curva p = p (9) y los 
ángulos polares 9 = 91 y 9 = 92 , es dado por la fórmula 

V 
2 
3 1T p 3 sen 9 d9 

Prueba Tenemos 

x = o cos e, y p sen e ' 

p 1 cos 9 1• 

Sean 

V1 =volumen de a l región engen 
drada por el triángulo OQb 

volumen de la región engen 
drada por e l triángulo OP~ 

volumen de la región enge~ 
drada por PQab. 

p 

X 

Entonces el volumen V del sólido engengrado por la región OPQ es 

V 

Puesto que, por el ejemplo 

rec to de r adio r y altura 

V. 
1 

¡¡ (pi sen eif picos ei 

3 

Por o tra parte 

v3 

h, 

- vl + vz 

de la sección 5. 2. 1' un cono circular 

tiene volumen igual 
nr 2 h 

a - , tenemos 
3 

3 
donde i= 1,2 . (1) 

l
e! 

1T p2 sen2 9 (p cos 9 - p sen 9)d9 
92 

(2) 

y como 

d(p3 sen2 e cos 9)= { 3p2 p' sen2 9 cose+ 2p 3 sen9 cos2 9- p3 sEm3 9} d8 

{ 3 [ p2 p' sen2 9 cos e - p3 sen3 9 ] + 2p 3 sen9} d9 

( usando cos2 9 = l - sen2 9 
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de donde 

dE P
3 sen~esos e). [~p sen2 e eose- p3 sen2 9] de +tp3 sen2 9 tte , 

y por lo tanto en (2) 

Vl ,. 1r 

2 
- 3 11 

y así 

p3 sen2 e sos e 
3 

2 • 3 11 

que era lo que queríamos demostrar. 

11 p3 sen2 e sos e2 
2 2 

3 

1 

Ej~la Calcular el volumen de un sólido obtenido por rotación de 
la región acotada por la curva p ,. a cos2 6 alrededor del eje polar. 

Solución 

Cuando varía desde e .. o hasta 

9• T , el radio vector p barre 

la región QPO. Por simetría 

tenemos que 

r 11/2 
.k cos6 e sena d9 

cos7 e 
(- 7 ) 1110~2 



5.. PROBLEMAS RESUELTOS 

:5.4 Prabl ... s R..ueltos 

PROBLEMA 1 Hallar el volumen de un solido formado por rotación 
alrededor del eje X de la región acotada por el eje X y la parábola 

y • 2x - x 2 
• 

SOLUCIDN La parábola dada corta el eje X cuando y • 2x- x2 
• O , 

esto es cuando x "' O y x• 2. 

El área secciona! 

Luego V 

A(x) 

f2 
A(x)dx 

o 

16 
-~'11' 

PROBLEI'IA 2 Encontrar el volumen del solido de revolución obteni 
do al rotar alrededor del eje X la región acotada por la parábola -
semicúbica y 2 

"' x3 
, el e.ie X y la recta x = 1 • 

SOLUCIDN La región está comprendida entre las rectas x • O y 
x= 1 • El elemento de volumen es 

Tenemos ~ntonci!S V ,. .e dV 
'11' 

·-¡-· 

PROBLEI'IA 3 Calcular el volumen de un sólido 0htenido por rotación, 
alrededor del eje XI de la región comprendida entre las parábolas 

y•x e y•IX 

SOLUCION 

Las parábolas se intersecan cuando 
x•O y x=l. 

El área secciona! del anillo circu 
lar engendrado por el segmento PQ 
es 

A(x) = '11'(y
1
2 - y~) ,. 'll'(x- x~) 

Luep;o 

V • ll A(x)dx •'11'! (x-x~)dx =15-· 

y 
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PROBLEt'IA 4 Hallar el volumen del solido generado por rotación de 

la cisoide alrededor de su asíntota x = 4 • 

SOLUCION Cuando el rectángulo R Y 
rota alrededor de la recta l" • 4 en­
gendra un tubo cilíndrico elemental 
de espesor dx, radio en la base •4-x 
y altura • 2y. 

Luego su volumen es 

dV = 2n(4-x)(2y)dx • 4n(4-x)y dx 

y el volumen del sólido es 

V= fo 4 
dV 

4n 14 
x /x(4-x) dx 

X 

Completando cuadrados: 

riables 2-x = 2 cos e. 

x(4-x) 

o 

4- (2-x)2
, sugiere el cambio de va 

x = 2 < 1 - cos e) • 

Los nuevos límites de integración son e= O y e= n. Por lo tanto 

V - 4n I 2(1- cose ) 2 sene de 16rr • 

PROBLEt'IA ~ 
alrededor del 
xz- yz • a~ 

Probar que el volumen del sólido obtenido por rotación 
eje X de la región limitada por la hipérbola equilátera 
y la recta x z 2a, es igual al volumen de una esfe-

ra de radio a 

SOLUCICIN El volumen del cisco ci rcu Y 
lar obtenido al rotar el rectángulo ele 
mental de la figura alrededor d~l eje X 
es dV • ny2dx. 

Se tiene entonces 

V = 

que es igoal al volumen de una esfera 
de radio a. 



5.4 P:ROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 6 Encontrar el vohunen de un cono recto elíptico cuya base 
es una elipse con semiejes 4 y 3. y altura 5. 

SOLUCIDN A una distancia h 
del v~rtice el disco elíptico 
elemental E de la figura tiene 
semiejes a y h. los cuales son 
dados. por semejanza de triáng~ 
los • por 

a 4 
"Ti-'! y 

4 
o a = '!'h y 

Puesto que el área de una elipse 
es '11' ab • el volumen de E es 

dV = 1Tabdh = *1Th2 dh. Luego 
Lue 

v = J5 
dv = % 11 J5 

h2 dh- 201r. 

o o 

PROBLEMA 7 La base de un sólido es un círculo de radio a. Si todas 
las secciones planas del sólido ~erpendiculares a un diámetro fijo de 
la base son cuadradas. hallar el volumen del sólido. 

SOLUCION 

El paralelepípedo rectangular 
elemental de la figura tiene 
volumen 

dV • (2y)2 dx • 

donde x 2 + y 2 
• a 2 Luego 

V = dV 

z 4 1: (a2
- x 2 )dx"' 

...!2L 
3 

'' x-1tx 
1 

y 
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~~ 8 Calcular el volumen del sólido formado por rotación d~ 
la figura acotada por un arco completo de la cicloide x • a(t -sen t), 
y •a(l -ces t) y el eje X, alrededor del 

(1) eje Y 
(2) eje de simetría de la figura. 

aoLUCION 

(1l El cubo cilíndrico elemental 
obtenido al rotar el rectin­
gulo de la figura alrededor 
del eje Y, tiene volumen 
dV • 2 'II'X y dx. 

(2) 

Puesto que 
yx•2'11'a 
tenemos 

x • O cuando t • O, 
cuando t • 2'11' , 

V 
ro2'11'a 

Jo 2'11'x y dx 

El eje de simetría de la figura es la recta 
del tubo cilíndrico obtenido por rotación, 
ta, del rectángulo de la figura es 

dV "' 2'11'( 'll'a- x)y dx. 

Tenemos 

x • na. El volumen 
alrededor de esta rec 

3 r ) cos 2t 
2'11'a Jo ('11'- t +sen t) <2- 2 cos t + 2 ) dt 
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;rr a3 ( 9 n2
- 16) 

6 

(usando cos2 t a 
1 + cos 2 t 

2 



5.4 PRCSLEMAS RESUELTO; 

PROBLEMA 9 Encontrar el volumen del solido común a dos cilindros 
rectos circulares de radio a, cuyos ejes se interaecan ~n ángulos rec 
tos. 

SOLUCION E 1 paralelepípedo de la 

figura tiene volumen dV • hy dx i rlx 

ya que - y • 

Entonces tenemos 

V ~ 8 veces el volumen de la región que 
se muestra en la figura 

PROBLEMA 10 Un círculo deformable se mueve de manera que uno de los 
puntos de su circunferencia se encuentra en el eje X, el centro describe 

x2 _:l_ 
una elipse --:2 + -:-r R y el plano del círculo es perpendicular al eje 

R. b 
X. Calcular el volumen del sólido. 

SOLUCION El volumen del disco 
circular elemental de la figura es 

dV = Tr y 2' dx, donde 

2 v2 
....!__+...._ =1 

a2 b2 

Por lo tanto, 

V • 4 veces el volumen de la región 
que corresponde al arco A"B . 

4 La Tr b2 8n 
(a2 -r )dx • - 3 ab 2 

a2 
z 

PROBLEMA 11 
altura h" 

Hallar el volumen de un qegmento de esfera de radio a y 

SOLUCION o 

í 
El volumen de un disco cin~ular elemen 
tal es dV = 'lf(PQ ) 2 dy, donde -

PQ2 a2- Qp2 ,. a2 - y2 • Lue&o' 

b 

f 
h l 
i 1T 2 .. -r-h (3a- h) . 
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PROLEI'IA 12 Una esfera de radio a tiene un hueco cilíndrico recto 
de base circular de diámetro a. Si el eje del cilindro es un diámetro 
de la esfera, hallar el volumen de la esfera hueca. 

SOLUCIDN El tubo cilíndrico 
obtenido al rotar alrededor del 
eje Y el rectángulo de la figu­
ra, tiene volumen 

dV ~ (2 1T x) (2y )dx. Por lo tanto. 

V 

-+ 1T (a2- x2 )}¿ r 
a~ 

PROBLEMA 13 Calcular el volumen Y 
del sólido generado ;¡l rotar la región 
acotada por 

2/3 2/ % 
x +y 3 a 

alrededor del eje Y. 

SDLUCIDN 
2¡ 2¡ 

-:r (a 3 
- y 3 i dy. 

Luego 

a 

2¡ 2¡ 2¡ 
PROBLEMA 14 Sobre las cuerdas de la curv3 x 3 + y 3 

z a 3 
, 

X 

paralelas al eje X, se construyen cuadrados perpendicul res al plano 
XY y cuyo,:; lados son iguales a las longitudes de tales cuerdas. Encon 
trar el volumen del sólido formado. 

SOLUCION dV 

V 
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(2x'f dy 

2 J: (2x'f dy 

128 3 
""i''5 a 

8 l a 2/ 2¡ 
(a 3 

- y 3 idy 

o 



5.4 POOBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 15 
da por la recta 

Calcular el volumen engendrado al rotar la región acota 
y= x y la parábola y= 3x- x 2

, alrededor de la recta. 

SOLUCION Las curvas dadas se ínter 
secan usando x = O y x = 2. 

Sean 

p 

Q 

(x,y) un punto del arco 
de la parábola, 
el pie dP. la perpendic ular 
trazada desde el punto P a 
la recta diagonal, 

S = OQ' 
t = PQ. 

y 

Tenemos ( h h( 2 t= y-x)cos 45° =z(y-x) =2 2x-x ), 

y 

Luego 

s = x sec 45° + t 12 
-z-Cy+x) 

dV 11t 2 ds 
11ff 

x 2 (2-x) 3 dx . -y-

V 12 dV 
1112 L 2 

x
2 

(2-x) 3 dx z-
811/2 
--rs· 

y=x 

r 
y 

PROBLEMA 16 Hallar el volumen del sólido obtenido por rotación alre 
dedor del eje polar de la figura acotada por la cardiode p = 4 + 4 cos e-

y las rectas 
11 

e =z-e =o y 

SOLUCION Aplicamos la fórmula del teorema 5.3' pág. 285, 
11¡ l 2 

p3 sen e d8 V 
128 11 
-r-

n¡2 l (l + cos e / Sen e de 

12 8 11 
- --,--· I

JT/2 

(l+cos e) ~ 

o 
160 11 . 

PROBLEMA 17 Cal cular el volumen del sólido formado por ·rotación al-
rededor del eje polar de la curva p ~ 3 sen 2e 

SOLUCION 

Ian/z 1
11

/2 

V = 2(211 p3 sen a de 28811 
0 

sen~e cos39 d8 576 
3 ~35ll 
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~ 18 Calcular el volumen del sólido limitado por el para-
~2 ..i:. boloide 9 + 

16 
• z y los planos z = 2 y z = S. 

SOLUCION 

L~ sección del sólido determinada por 
un plano paralelo al plano XY y a UM 
distancia z del ori~en es una elipse 
de área 
A- 'flxy q(3.'z )(4/z) = 12'flz. 

Luego 

V - I 5 
A d z - 12 'JI .h. 5 

z d z = 126 'JI • 

2 X 

PROBLEI"'.A 19 Hallar el volumen de un cono recto de altura h, 
base es una elipse de semiejes a y b. 

cuya 

SOLUCION 
o 1 

1 
1 

El disco elíptico elemental de la figura 
tiene volumen dV = 'JI AB dx , donde los 
semiejes A y B, por ~emejanza de 
triángulos, satisfacen las relaciones 

1 
1 

h 

1 
1 
1 
.! 

Luego 

V • 

y 

'f!ab "'--..­h" 

11abh 
-r-

PROBLEMA 20 Hallar el volumen del sólido encerrado por la elipsoide 
x2 2 z2 

-¡-+ir+¿= l. 

SOLUCION Para cada z tal que 
plana elíptica paralela al plano 

-e ..; z ..;;; e , se tiene una sección 
XY acotada por la elipse 

x2 2 
-+-I--a2 b2 - e-

El área de tal sección plana es 

A 'JI. ,roducto de los semiejes de ia elipse 

11 [ ~ 1 c2 _ z2} t~ ¡¿:-? J . 'JT:f (c2 _ z2 ) 

Por lo tanto, el volumen.pedido es 

[ A d z • 'JI:~ [ (c2
- z2 )dx V 

4 
311a be. 
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5.5 PROBLEMAS PROPUESTOS 

S.~ Problemas Propuestos 

PROBLEMA 1 Un triángulo equilátero variable se mueve con su 
plano perpendicular al eje X, los extremos de su base sobre los 
puntos de las parábolas y 2 = 16x e y 2 = 4x, y ~ O, y 
el tercer vértice encima del plano XY. Calcula~ el volumen del 
sólido engendrado por el triángulo cuando se mueve desde xz O 
hasta x = l. 

PROBLEMA 2 
perficie 

Calcular el volumen del sólido acotado por la su 

- l. 

PROBLEMA 3 Hallar el volumen de un obelisco cuyas bases para 
lelas son rectángulos de lados A,B y a,b, respectivamente, y 
la altura es h. 

PROBLEMA 4 Un trián~ulo móvil de altura constante h se mue-
ve con un plano perpendicular a un diámetro fijo de un círculo 
de radio a. La base del triángulo es una cuerda del círculo. En 
centrar el volumen del sólido engendrado cuando el triángulo se 
desplaza desde un extremo del diámetro hasta el otro. 

PROBLEMA S Encontrar el volumen del sólido engendrado por la 

figura encerrada por la curva IX +/Y -= 1 

cuando rota alrededor de dicha recta. 

y la recta x + y = 1, 

PROBLEMA 6 Calcular el volumen del solido engendrado al rotar 
alrededor del eje Y la figura acotada por la curva 

l. 

RESPUESTAS 1 13 2 8 
-r-· )nabc. 

3 +(AB + 
Ab + aB 4 

1 nih. 
2 + ab) 2 

n/2 
:5 -n-· 6 4- ni b 
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6 AREA DE L.'NA SUPERFICIE DE REVOL.liCION 

312 

O.finicidn El área de :la sapeñicie S obtenícla por rotación, 
alrededor del eje X, del arco de la cut~a y = f(x) entre los 
puntos x =a y x = b, se define med.&.ante la formula 

[ ., -fi + ( :; )2 
dx 

donde 

se asume que k 
dx 

( • diferencial de longitud de arco ) 

es continua en el intetvalo a..;x.;:::b. 

y 

Y a f(x) 

--~------------------~-------------e~x b a X 

Cuando un elemento de arco, de longitud ds, 
engendra un "cilindro" circular de altura 

rota alrededor del eje ~ 
h=ds . radío r=y, y 

s•1perficie lateral dA • 2 7T y ds . 

Nota De manera análoga, el área de la superficie S obtenida por 
rotación, alrededor del eje Y, de un arco de la curva x = f (y). 
entrelospuntos y=c e y=d, sedefínemedíante 

1 
A 2Tr .[d x ds 

1 
donde ds /1 dx 'f + ( dy dy. 



6.2 AREA DE UNA SOPERFICIE DE REVOLUCION ••• 

6.2 Ar•a d• una Bup.,.ficl• d• R.valuclán cuando la Curva -
dada .n far .. ParaMtr"ica 

x•x(t) dx dv 
TEr; Sea una curva dada por las ecuaciones paramétricas 

y z y(t) tal que Tt , Tx son continuas en a< t <B. 

Entonces 

Nata 

El área de la superficie obtenida por rotación alrededor del 
eje X, del arco de la curva entre t • a y t • B , es 

A "' 2Tr 1
6 

y (t) dt 

(1) Si se rota alrededor del eje Y, el área de la superficie es 

A= 2rr lB x(t) 

(2) La prueba del teorema es una consecuencia inmediata de la de 
finición 6.1 y de la fórmula de cambio de variable para la 
integral definida. 

Recordemos que ds • /<*)2 
+ (*)2 

dt ( ver Nota,4.2.2) 

EjiHipl o 1 F.ncontrar el área de la superficie obtenida por rota 
ción de un arco completo de la curva y • sen x. 

SalucicSn Cuando x varía desde 
tiene un arco completo de la curva dada. 

x• O hasta 
Luego 

A 

1
-1 

= -2'11' 1 ~du, haciendo u • coa x, 

2Tr [.·'2 + ln ( 12 + 1) J . 

se ob 
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Ej..pl.o 2 Hallar el área de la superficie de la esfera engendracia 

al rotar un círculo de radio R alrededor de un diámetro. 

Soluci6n Sea x2 + y 2 .. R2 la ecuación del círculo respecto de 
un sistema de coordenadas rectangulares. Hagamos x z R cos t, 

Entonces 

dx dt "'- R sen t, 

ds = /<~f dt 

..!!.t.= R cos t dt 

+ <.ili:...f dt dt = R dt. 

y = R ~e"(l t. 

y 

Cuar.do t varía desde t • O hasta t = 1T , se obtiene el semicí..-r~ulo 
de diámetro contenido en el eje X. Pcr tanto, el área buscada eb 

A= 2n IalT (R sen t) R dt - 2 1T R2 • cos t lo
lT 

6.3 Areft de una Superficie de Revolución en Coordenadas Polares 

314 

~ Si una curva es definida ~ediante la ecuación en coordenadas 

polares p "' p(S), dondt! * es una función continua, entonces el 

área de la superficie obtenida por rotación, alrededor del eje polar ~ 
del arco de la curva cLyos punt~s extremos tienen ángulos polares e1 y 
e2 ' respectivamente, es dada por 

A 2n l
1

flt p sen e /rf + ( *)2 
de 

PRUEBA Tenemos X a x(e) = p <:Js e, y = y(e) • p sen iJ 

ds /~2 dS + (.!!I. 2 
ele' de /p2 + (~)2 

de de ( ·rer nota 4.2. 3 J 

Luego, aplicando el tLorema 6.2 se obtiene 1~ formula requer~da. 1 

EJINIPlO Calcular el área de la suoerficie formada al rotar la car­
dio..fe p "' 2a (1 + cos e) alrededor del eje ¡..o lar. 

Aolución Observemos :¡ue la curva Jada es siml!trica respecto clel eje 
polar, y que cuando e varía desde O hasta 1T, se tiene el arco su 
perior de la cardiode. 

·Puesto que p2 + (*)2 
= 4a2 (1 +e os 9)

2 
+ 4a2 (-sen S )

2 

se tiene que el Area pedida es 

8a2 
(\ + COE' 6) 

A • 8/2 'Ir i l'lf (l+cos A)h_ sen 'l de • 8 ff 'lfa2 (-t) (l+cos e )%r 
o 



6.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

6.4 Prabl ... • Resueltas 

PROBLEMA 1 Hallar el área de la superficie lateral de un cono 
recto de altura h y base circular de radio r. 

BOLUCIDN Por semejanza de triángulos tenemos 

x r r r 
- = - x • r -1i y •1i(h-y) • h-y h • 

h Luego, ds z 
/ 1 + <.2-f dy 

dy 
N+1 dy 

- h 
~ y el área de la superficie lateral del 

........ ~ ................. x cono, que se obtiene rotando AB alr~ 
dedor del eje Y, es 

A= 2 
.[

h x~d 
lT h y 

PROBLEMA 2 Encontrar el área de la superficie de revolución obte 
nida al rotar alrededor del eje X la curva y.z e-x, desde x • O 
hastél' x = oo • 

BOLUCION 

ds 
-2X + e dx , 

A 21r J:0 
/1+';1" du 

( haciendo u • e-x ) 

~du lT( 12 + ln( 1 + /'[ ) ) 

PROBLEI1A 3 Calcular el área de la superficie formada por rotación 
alrededor del eje X del arco de la curva 4y = x2 - 2 ln x entre 
x=1 y x=4. 

SOLUCION Tenemos .!!z..=Ll 
dx 2x ' 

x2 + 1 
dx • 2;-- dx. 

Luego, A. 24lT • 
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~~ 4 Calcular el área de la superficie de revolución que se 
obtiene al rotar, alrededor del eje X, el lazo de la curva 

9ay2 = x(3a - x)2 

SOLUCICIN Cuando 
superior de Ja curva. 

x varía desde O hasta 3a 
Diferenciando implícitamente 

se obtiene el arco 

de donde, 

l8ay * • (3a-x)
2

- 2x(3a-x) 

~-dx 
(3a- x)(a- x) 

6ay 

Y. /l+(dadvx )2 dx l .¡36 2 2 ( 3 )2 ( -.2 .-..... • 6a a y + a- x a- x¡ dx 

Luego A= 2'11' 

(3a- x) (a+x) c!x 
6a 

(3a-x)(e+x) dx 
6a 

PROBLEMA ~ Calc.ular el área de 
al rotar alrededor del eje X la 

la superficie 
hipocicloide 

SOLUCICIN 

.2:L S _ _.};:_ 

Tenernos dx .. 'h 
X 

X% + y~3 • a~3 • 

ds 

(empleando 9ay2 =x(3a-x'f) 

de revolución engendrada 

Cuando x varía desde O hasta 
encuentra en el primer cuadrante. 

a se tiene el arco de la curva que se 
Por simetría se tiene entonces 

A z-= 

Lue~o 
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PROBLEI'IA 6 Encontrar el área del elipsoide de revolucion engendrado 
por rotación, alred~dor del eje X, de la elipse 

a > b • 

SOLUCION Hagamos x =a cos t . Entonces sustituyendo en la 
ecuacion de la elipse se obtiene y= b sen t, y por lo tanto 

ds 

Cuando t varía desde O hasta n, se obtiene el arco s~perior de la 
elipse. Luego el área buscada es 

A "' 2w 11'! b , sen t 1 a2 - (i- b2 )cos2 t dt 

21Tb haciendo u = cos t, 

2nb~ el u 

2nb~ 
[ / a2 ~ t} 

2 1 a2 - b2 ] a + are sen 
a2- b2 a 

2nli+~ donde 
/a2- b2 

are sen e, e = e a 

PROBLEt'IA 7 El arco de .la parábola cúbica 9y = x 3 entre x"' O y 
x= 3 se rota alrededor del eje X. Hallar el área de la superÍicie de 
revolución engendrada. 

SOLUCION 

A • 2-rr .{

3 

y ds 

21T 
• 'iT 

1

3 
1 o/. 

6(9+ X~) 2 0 .. ~ oo ITO - 1 ) . 
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PROBLEI"'A 8 Probar que el área de 
x2 2 

la superficie de revolución obte 

nida al rotar la elipse 7+ t • 1, a > b, alrededor del eje Y, 

2 

es A= 2tra2 + .!2.1n( 1+e) 
e i':e ' donde e "' 

~ 
a 

SOLUCION 
se ·obtiene 

Hagamos x = a cos t. De la ecuación de la elipse 
y "' b sen t, y por lo tanto 

1T Cuando t varía desde O hasta 2 , se obtiene el arco de la elipse 
ubicado en el primer cuadrante. 

Luego por simetría 

/'2 "Y2 
A /-r> /b2 + dt X dx = cos t T= 

~ 
211 fa a (a2 - b2 )sen2 t 

du, ( haciendo u • sen t ) 

+ _b::.._2 - ln (u+ /2tf +J r 
2 (a

2 
- b2 

) a - 1J ~o 

de donde A • 2 tri + ..!!t. ln ( 1+e ) 
e r:e' 

PROBLEI'IA 9 Encontrar el área de la superficie obtenida por rotación 

de la catenaria y • a cos h.!.. alrededor del eje X desde x • O hasta 
a x• a. 

SOL.UCIDN 

Tenemos ~"' sen h..!'.. ds / X Z dx = cos h~dx • 1 + (sen h -) 
dx a ' a a 

Luego A= 21T !a a cos tt..!.dx - 2'!Ta f -}<cos h 1!. + 1 )dx 
a a 

[
a 2x ·]a • ~a2 ( sen h 2 + 1 ) tra T sen h -;;:- + x 

0 
" 2 

.,; ( 2 -2 4 
-~e-e+). 
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PROBLEMA 10 Calcular el área de la superficie de un toro formado 
al rotar el círculo x2 + (y-bi = a2 alrededor del eje X (b >a). 

SOL.UCION Tenemos 

Calculamos el área A1 de la supe~ 
ficie engendrada por rotación del 
arco PQ. 

El arco PQ es definido por la ecua 
cien 

y b+~. O.;;; x .;;; a. 

Luego 

~= -x ds a dx 
dx ;;r:-;,.2 /a2- ¡. ' 

y por lo tanto 

2ll (b + ~) adx 
~ 

y 

"r 
a 

t-
b 

.J, 

(1) 

Calculamos el área 
arco RQ. El arco 

A2 de la superficie engendrada por rotación del 
RQ es definido por la ecuación 

Luego 

S.= 
dx 

2ll 

Luego, si 
tenemos que 

X 

ro--:;­
y' a·- x· 

A es el 

A 2 (A¡+ A2) 

y =b-~, oo;;;x.;;;a 

ds a dx 
.I;;C7 

y 

j a2_,; ) adx 

~ 
(2) 

área de la superficie del toro, por simetría. 

= Bnab [ dx [ sumando (1) y (2) 1 
~ 

4 u2ab. 

}( 
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PROBLEPIA 11 Calcular el área de la superficie obtenida al rotar un 
arco completo de la cicloide 

x • a(t - sen t) 
y • a(l - cos t) , 

alrededor de la tangente a la cicloide en su punto más alto. 

SOL.UCIDN Cuando 
pleto de la cicloide. 

t varía desde O hast 2n se obtiene un arco com 
El punto más alto de la cicloide en este interva~ 

lo ocurre cuando t • n, y, ~ ~ asent 
puesto que dx "''"'Ci'i7'ii't • a (1 _ cos t) , 

*1 .. o. 
t='IT 

la pendiente de la tangente es 

Luego, y • 2a es la ecuación de la tangente. 

La distancia del punto (x,y) de la cicloide a la recta tangente es 
2a - y , y por consiguiente el ár·ea pedida es 

A • 2n 

r2n 
= 2na2 J, (2 cos2 ~) 2 sen ; dt 

2n 

o 

PROBLEMA 12 Calcular el área de la superficie obtenida al rotar, 
alrededor del eje polar, la lemniscata p2 • a2 cos 2e . 

SOL.UCION Cuando e V.lrÍa desde e= o hasta e- : se obtiene el 

T ~ J sen2e arco c:!e la curva ubicado en el p'l:"i'ller cuadrante. enemos d6,. -.::..~p.;;.:.:..:.;:, 

ds - /d- + <lQ.f dd • L de de p ( usando 

Poc simetría, si A es el ar~a ouscada tenemos que 

A (% 
T • 2rr J> p sen e ds 

2 2(' 12) = TTa 1-2 

Luego A • 2 n a2 (2 - ff ) . 
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PROBLEt1A 13 Calcular el área de la superficie generada por rotación, 

alrededor del eje X, del arco de la curva X = et sen t, y "' et cos t 

desde t =O hasta 

SOLUCIDN Tenernos 

dx Tt .. et(sen t + cos t), 

ds ff et dt. 

Luego 

A = 21r 

212 1r 

5 

[ 

2t + (sen 

<l- 2). 

.!!L .. et (cos t - sen t) , 
dt 

(integrando por partes) 
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CAP.7 

APLXCACXONES DE LA XNTEBRAL 

A PROBLEMAS DE LA FXSXCA 





1 t'IASA, l'llt'IENTOS EBTATICOB V DE INERCIA, V CENTRO DE I1ABA 

1.1 Casa J: Biste.as de puntos aaterial~ 

Dado un sistema de n puntos materiales de masas m ,m , ••• •llln ·' 

ubicados en un plano de la recta fija E, llamada eje, definimo~ 

Ca> la •••• ~o~al del a~ateae 

M • 

Cb) el aoaento eatático respecto de1 eje ~ 

Ce> e1 -•ato de iaercla reapecto ••1 eje E 
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MASA, K:ltBRTOS BS'l'A'l'lCO Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA 

(d) e1 ceacro de .... r .. pecco de1 eje K 

1 
~ 

d -­M 1 
en donde d. • ± distancia del i-~simo punto al eje E, debien 

1 

do elegirse el signo + para aquellos puntos que se encuentran a un 
lado del ej~ E, y el signo -, para aquellos puntos que se encuen 
tran al otro lado. 

(e) radio de pro re• pece o de1 ej<! B ., R, donde 

1 
¡t2 

lE 

1 R;¡¡.O ---¡:¡-

1.2 Caso II: Curvas Planas 

Sea un alambre delgado (o hilo) que tiene la forma de una 
curva C contenida en un plano de una recta fija E y supongamos 
que en cada punto de la curva es dada una densidad cr de masa por 
unidad de longitud. La masa de un arco elemental de longitud ds 
es dM • crds • 

B 

+ 

dM •crda 



APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE tiSICA CAP.1 

Sea x = ± distancia de dM al eje E, donde debe elegirse el 
signo +según que dM se encuentra a un lado del eje E, y el signo-, 
si dM encuentra al otro lado. 

El aoaeato eatátiee de dK r-pec:to de Z es d~ = x dM , 

y el aoaeato de inercia de dK respecto de Z es diE • x2 dM • 

Damos entonces las siguientes definiciones para el alambre dado. 

(a) HJU~a t:ot:a1 

M • J dM 1 1 
(b) aoaeat:o eatát:ico reapec:to de1 eje z 

1 
ME - f X dM 

1 

(d) radio de giro reapect:a de1 eje 11: • R, donde 

1 
R2 - ..!L. 

1 
R ;>O, 

M 

(e) si XY es un sistema de coordenades rectangulares en el plano del 
alambre, se define 

Ceatro de aaaa = (x,y) 

donde 
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Nota 

(1) En las formulas (a), (b) y (e) los límites de inte~racion se 
detena{naa de manera que el elemento de masd dM recorre toda la 
curva. 

(2) Si la densidad o ed constante decimos que la masa es homo&énea 
o unifor~e. En tal caso, el centro de masa (x,y) también se de 
nomina cen~roicle. 

(3) En general, cuando se ~ra~a de figuraa ceo•ét¡:oic- ae as:a 
111e que o • l , resultando la masa del alambre numéric !1\.P.nte igual 
a la lot.gitud. 

(4) Si la curva es sim~trica respecto de E ~y la masa es homogénea) 
entonces el centro de masa se encuentr~ en tal eje. 

Ej.-plo 

Hallar el centro de masa de un arco del círculo de radio R que 
subtiende un angula 2N. 

Solución 

Sea C • (x,y) el CP.ntro de 
masa del arco AB. Por simetría 
respecto del eje X, C se encuen­
tra en el eje X; luego y •O 

Hagamos x • R cos t, 
y = R sen t. 

Cuando t varia desde t • -ex hasta 
t • ex se obtiene ~1 arco AB. Luego 

e os dt 

- Rdt 
dKy • X ds "' R2 e os t d t 

y por lo tanto 

M = L • (ex ds • 2aR , 
J_(l 

y 

e -
k sen ex 

(l 

R sen ex 
(l 

o ). 
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1.3 Ca~o III: Figuras Planas 

Consideremos una "lamina fina" que tiene la forma de una 
reg~on S contenida en un plano. Supongamos que la masa de la 
lámina es homogénea, esto es, que la densidad a de masa por un~ 
dad de área es constante. Sea E una recta fija en dicho plano. 
La masa de un rectángulo elemental con dos lados paralelos al 
eje E (franjas paralelas al eje E) es dM •ahdx, siendo h la 
altura y dx la base de dicho rectángulo. 

0 E 

e(J)R dM 
X ------

d~ 

Sea x & ± distancia de R al eje E, donde se mantiene la 
convención de signos establecida en 1.2. 

El aoaento eatátieo de •x reapeeto de E es 
dME z x dM , y su aoaent:o de inereia re•peet:o de E es 
DIE = x2 dM. 

Para la lamina damos entonces las siguient~s de~iniciones 

(a) Ha•• total 

1 K • JdM 
1 

(b) aoaeat:o estático respeeto del eje E 

1 ME • J xdM 1 

(e) momento de inercia re•peet:o del eje E 

[ lE Jx2 
dM 1 

(d) radio de siro reapect:o ••1 eje B .. R, donde 

1 1 
R ;> O; 

CAP.7 
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c:eut: rai•e de S = ( i, y) 

donde x-~. "=.i. M :r M ' 
siendo XY un sistema de coor 

denadas rectangulares en el plano de la lámina, 

(f) mo•eut:o de inercia relatiya al orisea (o aoaeut:o polar) 

(g) siR es la región del plano acotada por las rectas x =a, x =b y 
las curvas O ..;; y1 (x) ~ y 2 (x), a ~ x ~ b, entonces se cumple 

1 Ib Mx=-r a [y; -y~) dx (1) 

1 
My e l~ x [y2 - y

1 
J dx 

1 
(2) 

Ix + Jb 1 Yi -Yn dx 
a 

(3l 

Iy Ib x2[y2 -y¡) dx 
a 

(4) 

Las formulas (1) y (2) se prueban en el problema 7, de la sec­
ción 1.8. La fórmula (3} se establece en el ejemplo 3 que sigue. 



AP~ICACIONES DE LA INTE~RAL A PROBLEMAS DE FISICA CAP. 7 

Eje~~~p1a 1 Encontrar las coorden3das del centro de masa de la región 

acotada por la elipse 4 + 4 = 1 y los ejes de co;,rdenadas 
3 b 

(x ;;;. O, y ;;;. o ) . 

Solución Tenemos 

y 

y f 1 {x) = O • 

Haciendo el cambio de variable 

x =a cos t, y= b sen t, 

tenemos dM = yrlx = -ah sen2 t dt 

dMx = + y 2 
dx = - + ab2 sen3 t dt 

dM = xy dx = - a2 b sen2 t cos t d t, 
y 

e integrando respecto de t desde 71 
.hasta o 2 

M = 
71ab 

H ab2 

M 
a2 b 

--¡;- X = --r- y -~ 

M 
4a M 

Luego x __;¡_ y = X 

M 3Tr M"" 

y 

resulta 

4b 
3ñ 

y=...!?.._ /a2-x2 
a 

Ejemplo 2 Probar que los momentos estáticos y de inercia de un anillo 
circular plano de radios R1 y R2 ( R1 < R2 ) alrededor de un eje E pe_!. 

pendicular al plano del ar.illo y que pasa por el centro del mismo son da­
dos por 

y 

Solución Para el anillo circular de 
radio x y espesor dx se tiene 

dA = 2 TTx d¡.; , 
dME = xdA 271x 2 dx, 

y diE x 2dA = 2 TTx 3dx. 

Luego, 

JR¡ 2 
dM a - 7!(R3 - R3 ) 

E 3 2 1 

R¡ 

y 

dx 

I "' E 

E 
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Ejemplo 3 Probar que el momento de inercia respecto del eje X de una 
región R acotada por las rectas x =a, x = b, y las carvas continuas 

O .;;;; y
1 

(x) .;;;; y
2 

(x) , es 

Solución 

Caso 1: R es un rectángulo de lados paralelos a los ejes de coordenadas. 

Sean d 1 < d2 las distancias al eje X de los lados de R paralelos a 
este eje. Probaremos que 

do~de B • base del rectángulo 

B • b - a. y 

X 
a 

El á~ea del rectángulo elemental de la figura es 
y por lo tanto 

dA = (b-a )dy z B dy 

I • X 

Ca.a 2: R es la región indicada en el enunciado del ejemplo. 

Por el =aso 1, el momento de inercia Y 
respecto del eje X del rectángulo el~ 
mental de la figura es 

1 ( 3 3 dlx • 3 y2 - y1 )dx. 

Luego 

I • X 
1 
3 

o 
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE FISICA 

Caso IV: Superficies de Revolución 
obtenida por rotación alrededor del eje X 

O .;; y = y (x) , 

Se define 

(1) Area de S 2rr Ib y ds 
a 

a.;;x.;;b. 

Sea S una superficie 
de la curva 

<2> K~nto estátiC"o de S respecto del eje X 

< 3 > Ma.eoto de inercia de S re.pect:o de1 eje X 

donde ds =diferencial de longitud de arco 

1.~ Caso V: Sólidos 

1. ~-1 Sea S un sólido (o cuerpo) de densidad constante o de masa por 
unidad de volumen en el espacio XYZ, comprendido entre los planos 
x =a y x= b. Si A{x) designa el área de la sección de S pa-
ralela al plano YZ en el punto x, a .;;x .;;b, enton~es la masa 
del cilindro elemental de base A(x) y altura dx es dM= oA(x)dx. 
Se define 

y 

CAP. 7 
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<a> -•• de S 

1 1 M J dM 

(b) -•ento estático de S reapec:t:o del p1ano YZ. 

1 Myz = J x dM 1 
(e) centroide de S • ( x' y, 'i) 

donde i=~ 
M 

M z • .....!L. 
M 

Nat.a 

Si una figura geométrica (curva, área o volumen) es simétrica res 
pecto de E (eje o plano) entonces su centroide se encuentra en E. (Ver 
problema 4, seccióo 1.8, problemas resueltos pág 320 ). 

1.~.2 Sea S un solido generado por rotac1on de una figura plana R alre-

334 

dedor de un eje E. Designemos con dM la masa de un tubo cilíndrico cuyo 
eje es E. 

E 

Se define 

(a) aomeato de inercia de S respecto de E 

1 IE = Jx
2

dM 1 
(b) radio de siro de S respecto de E • R, do 'l. de 

1 
R2 

IE 

1 ,._ 
M 

R ;;;. O , 

siendo M • masa total di! S. 
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1. 5. 3 NotA Cuando se trata de calc.ular los momentos estáticos o de iner 
cia es conveniente descomponer la masa del cuerpo dado en elementos 
de masa para los cuales se conocen estos momentos y a continuación 
se integran dichos elementos. 

Ejemplo 1 
eje X de la 
y el eje X. 
respecto del 

Sea R el sólido generado por rotación alrededor del 
región acotada por x•a, x=b, la curva y= y(x):>o 
Probar que los momentos estáticos y de inercia de R 
eje de revolución son dados por 

y 

Solución Consideremos un disco circular perpendicular al eje X 
de radio y= y(x) y e:::pes.or dx. Aplicando las fórmulas deriva 
das en el ejemplo 2, l. 3, pag. 312, se tiene 

y 
1T ~ 

diX = zY dx. 

Finalmente, integrando respecto de la variable x 
hasta x = b se obtienen las fórmulas indicadas. 

desde x =a 

Ejemplo 2 Calcular el momento de inercia de un cono circular 
recto homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es r 
y altura h. 

Solución Sea la densidad cons 
tante de masa por unidad de volume;. 
El momento de inerci~ del tubo cilú1 
drico generado por rotación del rec 
tángulo elemental R alrededor del 
eje Y es 

di 
y 

x2
• masa = x2 a(21Txy dx ) 

2 nox 3 ydx 

Por semejanza de triángulos 

.....L_ =..!L. o y = .!!.(r-x) 
r-x r r 

Luego 

donde 

I 
y 

M 

r l 2 rrox 3 ~ (r-x)dx 

masa 

1Thr" a 
10 

y 

3 2 
-roMr 

I 
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1.6 TEOREMAS DE PAPPUS 

TEOREMA 1 

El área ele la superficie obtenida al rc•tar un arco de 
plana alrededor de un eje, que se encuentra en el pla'lo de 
y que no la corta, es igual al producto de ln longitud de 
por la longi~ud de la circunferencia descrita por el centro 
del arco de la curva 

una curva 
la cur-;!a, 
la cutva 

de masa -

donde 

L longitud de la curva, 

y distancia del centro 
de masa de la curva 
al eje, 

A área de la superficie 
generada por la curva. 

En la figura se encuentra 
el arco de la curva y= y(x)> O 
entre x=a y x=b; C=(x,y) 
es el centro de masa, y se asu 
me que la curva reta alrededor­
del eje X. 

PRUEBA 

y 

~ { ! r=c<,y))- y=y(x) 

1 1 1 
l 1 1 

Designemos con ds la diferencial de longitud de arco. 

Tenemos 

A (1) 

(2) 
L 

y sustituyendo Ib y ds = y L en ( 1) resulta 

A 27ryL. 1 
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TEOREI1A 2 

El volumen de un sólido obtenido al rotar una región del plano alre 
dedor de un eje que se encuentra en el plano de la región y que no la cor 
ta, es igual al producto del área de la región por la longitud-de la e~~ 
cunferencia descrita por el centro de masa de la región 

1 1 
donde A • área de la región, 

y ~ distancia del centro de .masa de la región al eje dado, 

y V 2 volumen del sólido generado por la región. 

y 

y • f 2 (x) 

~..---.--'Y •f1(x) 
1 
1 
1 

o a X b 

En la figura se muestra una región contenida en el plano XY que rota al­
rededor del e_i e X y cuyo cent roide es (x ,y) 

PRUEBA 

y 

donde 

y 

Vamos a suponer que la región dada está acotada por 

1) 

2> 

las rectas x=a- x=b, a< b , 

las curvas continuas y z f 1 (x) , 

en 

Tenemos entonces 

yA = Mx = + lb[ f 2 (x)
2 

- f 1(xf }x 
a 

teniendo en cuenta (g), 1.3, pag 311. 

Dividiendo miembro a miembro resulta 

y: = 21T o 

(1) 

(2) 

1 337 
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'l'!DI®4AS DE PAPPUS 

Ejemplo 

Encontrar el área de la superficie y el volumen de un toro obte­
nido por roteci6n de un círculo de radio a alrededor de un eje en el 
plano del círculo y a una distancia b > a de su centro. 

Solución 

T 
b 

1 

Consideremos un círculo como el que se muestra en la figura. 

El centro de masa del círculo (y de la región acotada por el 
círculo) se encuentra a la distanci b ael eje E. 

Luego, por los teoremas 1 y 2 de Pappus, respectivamente, se 
tiene 

A • 2 11b • ( longitud de la curva ) 

(2 nb )(2 11 a) 

V 2 11b • ( área del círculo ) 
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1. 7 TEOREMA DE BTEUER D DE LOS EJES PARALELOS 
Sea un cuerpo con masa M y E un eje que pasa por el centro de 
masa del cuerpo. Se c\DIIple entonces 

donde 

PRUEBA. 

Entonces 

1 
E1 es un eje paralelo al eje E, 
a a distancia de E a E1 , 

lE' lE son los momentos de inercia del cuerpo respecto 
1 de los ejes E y E1 , respectivamente. 

Sea X • ± distancia del elemento de masa dM al eje 

x-a ± distancia de dM al eje E¡ • 

E. 

y X "' JxdM = o. pues E pasa por el centro 
de masa de M. 

Luego 

J (x-a'f dM J (x2
- 2xa + a2 )dM 

PRDBLEI1A 1 Un alambre tiene la forma de un arco de la circun­
ferencia x 2 + y 2 = r 2 en el primer cuadrante. Hallar su masa 
y su momento de inercia respecto de los ejes X e Y si la densi 
dad p en el punto (x,y) es (x+y). 

SOLUCIDN 

p=x+y 

Tenemos M 

De igual modo 

Tenemos x = r cos t, y = r sen t, ds=rdt, 

r(cos t + sen 

1'2 p ds 

o 

t), oo;;;t<-f 

1'2 r(cos t + sen t)r dt 2r 2 

o 

17r/l(r2 sen2 t)r(cos t +sen t)r dt 

o 

7r~ r~ I sen2 t (cos t + sen t)dt r~ • 

o 
~ ly • r . 

339 
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PROBLEI'IA 2 Encontrar el centroide de un arco de la catenaria 
X 

y· 4 cos h4 

BOLUCJON 

desde x= -4 hasta x= 4. 

Tenemos y' .. X 
sen h4, ds = /1+ (y') 2 dx • cos hfdx, 

ya que 

M = 
X 

~ 

L = longitud del arco indicado ds • 4 sen h .!. 
4 

= 4 [sen hl - sen h ( -1) ] = 8 sen h 1 , 

-x x e -e sen h(-x) ~ 
2 

ex - e-x 
2 

1: Y ds = 4 L: coi h : dx 

8 sen h2 + 16 

1 x ds 1: x cos h : dx 

= - sen hx. 

o 

1_: 

( integrando por partes y usando cos h (-x) .. cos hx) 

Luego i 
M y 

o, =¡:-

Mx 8 sen h2 + 16 2 +sen h2 
y .. _ .. 

8 sen hl L sen hl 

PROBLEMA 3 Calcular los mornentcs estáticos, respecto de los ejes X 
e Y, y las coordenadas del centro de masa del arco de la astroide 

31: % 3/z 
x 2 + y = a que se encuentra en el primer cuadrante. 

SOLUCJON Por simetría MX 
ciente calcular ~ e y . 

x = y , de manera que es sufí 

Tenemos 
1/ 

ds l1+(y')2 dx 
a 3 --r¡:- dx 
X 3 

La xdx !a 1/ X% dx 3 2 
M y a 3 "'58 L foa ;h 3 --¡¡" dx =Ta, 

X 3 

x ~ 2 
L S a 

MX = My 
3 2 

= s-a y y Luego 
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PROkDIA 4 Probar que si una figura plana (curva o lrea ) es siml! 
trica respecto de un eje E, entonces se cumple 

(1) M momento estltico respecto de E • O, 
E 

(2) el cer.troide de la figura se encuentra en el eje E. 

Nata La misma propiedad se cumple si un sillido e o~ siml!trico respecto 
de un plano E. 

SOLUCIDN. 

(1) 

(2) 

Sea x • 
y p(x)• 

±distancia de un elemento de masa al eje E, -a< x <a, 
densidad lineal de masa respecto de la variable x. 

Por simetría se tiene p(-x) • p{x) 
f(x) ~ xp(x) es impar, esto es, 

y por lo tanto la función 
f(-x) • -f(x). Lu.!go, 

M .. 
E l a x p(x)dx • 

a 
J: f(x)dx • o. (prob.lO, pag.I28) 

X • 
_i_ 

M O. 

PROBLEI'tA :5 Determinar las coordenadas del centro de masa de un arco 
completo de la cicloide 

SDL.UCIDN Tenemos 

x • a (t - sen t) 

y • a (1 - c08 t) 

ds ,. / <::>2 
+ ("*)2 

dt • 2a sen ~ dt 

( usando 2 ser? T • 1 - cos t ) 

Luego L • ds • 8a , 

e 

M • X 

(2!1 t 
..\¡ a(l-cos t)2a senydt 

4a 
- -r· 

Puesto que el arco es siml!trico respecto de la recta x • a'IT , la ab•cisa 
i del centro de masa se encuentra en esta recta (ver problema 4). 

Luego, i • a,.. 341 
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PROBLEI'IA 6 Determinar el centroide de la cardiode r .. a ( 1 + cos e ) • 

SOLUCIDN Puesto que la curva es simétrica respecto del eje X se 
cumple y .. O. 

Por otra parte, 

dr .. - a sen e de, ds ·/r2 +(.E:!..'f dfl 
d9 = 2a cos-f de 

Luego 

Ion x 
n 

y 

l. - 2 d!< 4a fo cosfde Sa, 

My • 2 Ion x ds 2 111 

(r cose )ds = 4a2 l 71 

(1 + cose) cose 

2 rn 2 e ) 2 e e 
" 4a Jo (2- 2 sen T (1- 2 sen -z> cos-z de 

usando ces e = 1 - 2 serf ~ ) 
2 

n 

• 8a2 l ( 1 - 3 sen
2 f + 2 sen4 ~ ) cos t de 

e 
cos"frl6 

PROBLEMA 7 
rectas 
entonce.> 

x= a, 
Probar que si 

x = b y las 
R es la región del plano acotada por las 
curvas O < y

1 
(x) < y

2 
(x) , a .;; x .;; b, 

(1) M y lb x(y2 -:Y¡ )dx 
a 

(2) Mx 
1 Lb (y22 - Y¡2 )clx 2 a 

SOLUCION 

(1) Por definición 

b L X dA. donde dA es el área de 

un rectángulo elemental de lados paralelos al e_ie Y (franjas ver 
ticales, de altura y

2 
- y

1 
y base dx. 

Luego dA " ( y2 -' Y¡ )dx y x(y2 -y1 )dx. 
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(2) Tenemos donde dMx es el momento de un 

rectángulo elemental de lados paralelos al eje Y (franjas vertica-
les), de altura y2 -y1 y base dx. 

Por el problema 4,el centro de masa de tal rectángulo, por 
simetría, coincide con su centro geométrico y por lo tanto se en­

cuentra a una distancia 
Y¡+ y2 

2 
y + y2 

dMx y dA 1 • (y - y
1

) dx = 
b 2 2 

y Mx 
.J_ I <Yi -y¡) dx • 2 

a 

del eje E. Luego 

(y2 - y2) 
_...;.2 -,:--~~ - dx - 2 

PROBLEMA 8 Hallar el cent roide del área acotada por las curvas 

y ;;: . 

SOLUCION Los puntos de intersección de las curvas dadas se obtienen 

cuando y o x' = x, esto es, cuando x =O, l. 

Tenernos 

A = 11 (/X- x2
) dx 1 

3 o y 

Hy l1x[rx- x
2
]dx 

3 y 1= x2 
20 ' 

Hx 11 _1 G"2 - y 2]dx o 2 • 1 

1 J1 
(x -x') dx 

3 
2 2o o 

Luego , 9 
20 

9 y =2'0 

Nota También puede ca lcularse Nx empleando rectángulos elementales 
horizontales: 

donde x 1 

343 
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PROBLEI1A 9. <Teorema de Pappu•>· Sean R1 y R2 dos regiones 

disjuntas del plano com masas 

\x 2 , y2 ), respectivamente. 

M1 y M2 y centroides (x
1

, y 
1 

) y 

Probar que el centroide (x,j) de la re-

gión R com..,uesta por las dos regiones R¡ y R2 viene dado por 

Ml xl+ M2x2 Mlyl+ M)'2 
X = 

Ml+ M2 
y 

'MI+ M2 

SOLUCION. Tenemos 

l1 masa de R = M 1 + M 2 

~ Momento estático de R respecto del eje X 

f x dm (pues las dos regiones R1 

y R2 son disjuntas. ) 

Luego, 
M x = ...:L 
M 

En forma anSloga se establece la otra formula. 

PROBLEMA 10. Probar que el centroide d.;, un triángulo coi.ncide con el 
punto de 1ntersección de las medianas. 

SOLUCIClN. Bastará probar que el . y 
centroide de un triángulo de altu-
ra h se encuentra a una distaP~ia 

~ medida desde la base. 

Dado el triángulo OPQ considereroos 
un sistema de coordenadas rectangu 
lares como el que se muestra en la 
figura. 

Debemos calcular 

Las ecuaciones de las rectas L 1 y 
L 2 son respectivamente, 

L1! X1 =t-y, L 2: x 2 = p~b y+b, 

y por lo taPto, M= 
X 

b bh2 

y(-h y + b)dy =6 . Así, 
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OTRA SOLUCION. <Usando •1 T•ore•a 2 d• Pappus>. Si hacemos que 
el triángulo OPQ rote alrededor del eje, el volumen del sólido generado 
es 

V Volumen generado por 0PP
1 

l 2 l 2 3 p ('!Th ) + "t<b-p) (1Th ) 

Pero por el teorema ne Pappus 

+ Volumen generado por PP
1 

Q 

l 2 
z 3 bnh 

V 2ny. Area de OPQ 2 - bh nyT 

De (1) y (2) se sigue que 

1 

(1) 

PROBLEMA 11. Encontrar el momento de inercia y el radio de giro res 
pecto del eje X de la región acotada por la curva y E xe-x y el eje 
X en el primer cuadrante. 

y el eje X en el primer cuadrante. 

SOLUCION. Aplicamos la formula 

dada en el ejemplo 2, 1.3, con a= O, b =+"' 

Luego 

-x 
x e y y -o. 

1 

l
+ oo 

3 -3X d 
X e X 

- 3X 
"' _ _.!._ (9x3 

27 1 

+oo 

+ g,(- + 6x + 2 ) 

0 

2 =v 

Por otra parte 

Luego, 

R2 

de donde R 

_2A.. 
A 

16 
~ 

2 
27 

(integrando por partes) 

(usando lim xn e-x = O 
n-+ +cn 

l. 
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~~ 12 Probar que los momentos estáticos respecto de los ejes 
X e Y de una región R acotada por la curva r • r(e) y los radios 
vectores e - a y e - a. son dados por las fórmulas 

1 La 
-3 r 3 sen e de y 

SOLUCION Por el problema 10 , el Y 
centro de masa C • (i, y ) del trian 
gulo elemental OPQ de la figura se 

2 
encuentra en la mediana OH a ~ de 
nu O -X 2 2 ...... del. polo . Luego • "'j"X , y "')Y. 

2 r 2 dfl 
Así, dMX • y . Area de OPQ • "'JY. -z 

e integrando re11pec tO de e desde e., Cl 

hasta e D a resulta 

1 
Mx- 3 sen e de 

De igual manera se obtiene la formula ccrrespondiente a My . 

PRDBLEI'IA 13 Calcular el centroide del área encerrada por la cardiode 
T • a (1 + COS e), 

SDLUCION Teniendo en cuenta que la región es simétrica respecto del 
e;e X se obtiene y O. 

Por otra parte 

y por tanto r2TT 
Jo < 1 + cos e 'f de 

4- r2Tr , Jo o + cos e )3 cos e de Así, 
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PROBLEI'1A 14 Hallar el centro de ma~a de un cono homogéneo circul~r 
recto de altura h y radio en la base r. 

SOLUCION y Por simetría del centto de ~sa se 
encuentra en el eje Y. I.ul;!go x• O, 
z = o. 

Calcularemos Mxz = momento estático 

del cono resper.to del plano XZ. El 
d5sco elemental de la figura (de ba­
ses paralelas al plano XZ) tiene v~ 
lumen 

dV = na2dy, 
........ ~ .. ~ .. --.. ~~ .. ~-- X donde el radio a cumple por semejanza 

Así tenemos que lb 1Tr2 
Mxz ydV =-¡r 

Mxz h y y -v- T 

de triángulos la relación 

h fa y(h-y)2dy 

ya c¡ue \' = 

a =.!.(b-y). 
n 

1T r 2 h 
3 

Por lo tanto el centroide dt!l con0 se encuentra en el eje del cono a ~ 
unidades de distancia respecto de la base. 

PROBLEMA 1:5 

(1) Probar que el momento de inercia de la región encerrada por un círcu 
lo de radio r alred~dor de uno de sus diámetros es ! • nr~4 • -

<2> Encontrar el momento de inercia de u~ cono circular recto de alt~ 
ra h y radi0 r en ·¡a base respecto de un diámetro de su base. 

SOLUCION 

(1) Podemos asumir que la ecuación del cír-::ulo es x2+ y 2 • r2 y que el 
diamet:o está contenido en el eje Y. Luego 

l: Lo 
I = ly = 2 x2y dx 4 .., 2 2r cos e sen e d8 

n (haciendo x "'r cos e, y - sena) 

Lo o 
1 ~ sen228d8 -.f .L (l- cos 48)d8 -

1Tr4 
-"i"r = 4 
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(2) Consideremos un disco circular 
R ae radio a y espesor dy con 
bases paralelas al plano XZ. 

Por la parte 1~ el momento de 
inercia de R respecto de uno de 
sus diámetros D' es aproximada­
mente igur.l a 

f-a"dy. 

Luego, por el tecrema de Steiner 
(1.7) su momento de inercia res­
pecto del eje X será 

dlx • fa•dy +(volumen de R) y2 

•cfa"+ wlly 2 ldy ccx> 

Por semejanza de triángulos 

.!. - l!.::x. r h o 

Sustituyendo 
desde y• O 

a •f<h-y) . U> 

( S) en (a ) e inte~rando 
hasta y • h resulta 

l
b . 

di -O X 

y 

resoecto de la variable y 

~ 16 Hallar el momento de inercia respecto del eje X de la 
superficie generada por rotación, alrededor del eje X, de un arco com 
pleto de la cicloide x•a(t-sen t), y•a(l-cos t). 

S(l_lJCI~ El momento de inercia respecto del eje X de la superficie 
cilíndrica elemental de radio 

Y • a (1 - coa t) • 2a sen2 f y altura 

Integrando desde O hasta 2'1r resulta 

2048 
35 

ds • 2a sen Tdt es 
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PROBLEI'IA 1 7 

Probar que el centro de masa de un hemisferio sólido· de radio r se 
encuentra respecto de la base a la distancia 

(1) 

(2) 

3 Sr, si la masa es homog€nea; 

8 
1) r, si la deMidad de cualquier punto P es proporcional a la 

distancia de P a la base del hemisferio. 

BOL.UCION 

El volumen de un disco circular de espesor dx y radio a"' /r2 - x2 

con base paralela y a una distancia x de la base del hemisferio es 

dV • TI i dx • TI (r2 
- x2

) dx • 

Por simetría,en ambos casos el centro de masa se encuentra en la 
perpendicular a la base levantada desde su .centro. 

(1) 

(2) 

La masa ea hoao&énea En este caso p = densidad • cte. 

y M = p lr dV = Tlp 
rr . 2 2 2Tir3 p ,k (r-x )dx 3-

~ momento respecto al plano de la base del hemisferio 

Luego 

La cleaai.acl pC:Ir) ea proporcio-1 a ll Sea 
C es una constante de proporcionalidad. Entonces 

dM • p(x)dV 

x ~ 8 
=~ • --15-r 

p(x) • Cx donde 
dM = (x)dV 
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~ 18 Encontrar el centroide de una cáscara hemisf~rica homo 
glinea de radio interior R 1 y radio exteriot R2 • 

SOLUCJON El volumen de la cáscara es y el reo-

mento del hemisferio dr radio R. respecto del plano de las bases es 
-rrR~-

1 

M. - .;;..;;;¡, ( :>or el problema 17 parte 1) . Aplicando el teorema de 
4 1 

Pappu'l ( proble:na 9) se tiene Hz z iv + M¡ 
' 

MZ- MI ..!.( R~ •. R~ ) 3 R~- R~ 4 2 
de donde X a 

2 ( 3 -a· R3 - R3 V R~) 3 n R
2

- 2 1 

Así el centroide de la cáscara se encuentra a i{ de la base en 1.a per­
pendicular que pasa por el centro de la base. 

PROBL~ 19 Calcular el momento de inercia con respecto al eje de 
x2 L revolución del sólido generado por rotación de la elipse -;¡. + ¡,:z = 1 al 

rededor del eje X. 

SOLUCION El momento oe inercia del 
tubo cilíndrico generado por rotación, 
alrededor del eje X, del rectángu~o 
elemental R de la figura de base dy 
y altura 2x es 

Luego 

I ~ [ dix '' Ib y'xdy X 
o 

t 4 nab~ sen3 t cos~ t dt 

o 
(haciendo 

4 n ab~ [- cos3 t cos 5 
t] cz 

3 + S 

x ~ a cos t, y - b sen t) 

8 'lf ab~ 
lS 

Not.a. Si a= h, el sólido generado es una esfera de radio a y el 

momento de inercia e~ 
la esfera. 

8n.S 1.\' az = .i. 71 al I = 15 S , donde V 3 z voh.unen de 
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OTRA SOLUC ION 
sor dx y radio y, 
plo 1, l. 5. 3, que 

~mpleando discos circulares ~1 eje X, de esp~ 
se tiene, según la fórmula dada et, el ejem-

[ 1Tb-
a y~ dx • -:¡;r I • 

1T 
T 

PROBLE"A 20 Calcular el momento de inercia de una su¡:lerficie 
esférica de radio r respecto de un eje que pasa por el centro de 
la esfera encerrada por la superficie. 

SOLUCION La superficie se obtiene por rotación, alrededor del 
eje X, del círculo x2 + y 2 

• r 2 

Aplicamos la fórmula I • 
X 

21T .[b y 3 ds dada en (3), 1.4. 

Tenemos X= r COS e, y = r sen e' ds - rd e, y por tanto 

PROBLEM 1 Encontrar el centroide del área acotada por las cu~ 

vas y • (x+lf , x+y • 5, 

Rpta 

y - o, 

i 39 -37" 

X • 2. 

'1
- 281 ·nr 

PROBLEM 2 Calcular el límite cuando n -+ + oo de los cen­
troides de las regiones acotadas por las curvas y • xn , el ejr 
X y x•l. 

Rpta X • }, 
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PROBLEI'If' 3 Determinar el momento del volumen comprendido en ur 

xz .:t_ .¡z 
octante y la elipsoide - + + - • 1 • resr.ecto al plano XY. az 1f cz 

1T abc 2 

l'b Rpt:a 

PRO~ 4 Hallar el momento de inercia d~ un 
a) triángulo con base b y altura h alrededor de su base; 
b) rectángulo con lados a y b alrededor de su diagonal. 

Rpt:a a) b) 

PROBLEt1A :5 Encontr&r el centroide del sector hiperbólico acot~ 

do por la hipérb~la equilátera 3 
X E 2 sec e. 3 

y - 2 tan e y los 

radios vecto~es e - a y 
1T e·-¡;· 

Rpt:a 
i ___ .;.1 __ 

]n(/2 + 1) 

12-v- _;.;;. _ _.:. __ 

ln(/2 + 1) 

2 APLICACIONES A PRoBLEI'IAS DE FIBICA 

2. 1 c-ina ~acorrida par un Punt:a 

352 

Def 1 ni e i ón La llm&itud del uaillo recorrido por un puato P ea el 
intervalo de tiellpO ( t 1 • t 2 ) • cuando éste se mueve a lo largo de 
una ccrva. se define por 

S • [

2 

v(t)dt 
tl 

donde v(t) • (valor absoluto de la) velocida~. 

Ej.-pla 
inicia .!l 
velocidad 

Solución 

Encontrar el camino recurrido por un punto desde que se 
movimiento hasta el instante en que se detiene. si su 
de movimiento es 

v(t) • t e-o. 2t mt/st!g. 

Puesto que lim v(t) = o. el punto se irá detenicn 

do cuando el tiempo crezca indefinidamente. 
partes se tiEme 

Luego. integrando por 

S L
+oo 

-0.2t 
0 

e e clt 25 mts. 
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2.2 Trabajo realizado por una fuerza 

D•finición 
por una faena 
define por 

F.l t:rabajo realizado sobre - intervalo [ x 1 , x 2 1 
7 f(a). que actúa en la dirección del eje X, se 

w 
rx2 

Jx f(x)dx 
1 

Ej•.plo. Calcular el trabajo que debe realizarse para bombear 
el agua de un tanque cilíndrico vertical de altura H y radio R 
en la base, por encima del tanque. 

Solución. El peso del aRua co.!!_ 
tenirla en un disco cilíndrico de 
espesor dx y de base horizontal 
a una distancia x de la base del 
tanque es 

p n R 2 dx , 

donde p = peso de una unidad de 
volumen de a~ua. 

El trabajo requerido para levan~ 
este disco desde x hasta H es 

dW = (H-x) pnR2 dx • 

H 

Luego, w .IH dW = p n R2 !H (H=x)dx 

Definición La energía ein~t:ica de un 
te la formula 

1 K 
1 1 v 2

dm ~ T 

donde V es la velocidad de un elemento de 

cuerpo se define medill.!!_ 

1 
masa dm. 
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~IA CINETICA 

Ej.-plo Hallar la energía cinltica de un disco de masa K y radio R 
cuando rota con· velocidad angular constante w alrededor de un eje que 
pasa por su centro perpendicular al plano del disco. 

Boluci6n - La energía cinltica de un anillo circular de radio interior x 

Y radio exterior x+dx ea dK • t (masa) • (velocidadf • P(22 dx) (XIIl)2 • 

donde P • -!1.r • dens.idad de masa por unidad de área. (Observemos que ca nr -
(Observemos que cada punto del anillo rota con igual velocidad v • Xlll ) • 

Luego 

2 (R TTaJR~ 
TT p w Jo x'dx • --..,.-- • 

Deseamos calcular la presión de un líquido sobre una pared ve!. 
ti cal. 

Asumimos las siguientes hipótesis experimentales: 

1) La fuerza de presión de un líquido sobre una superficie actúa 
normalmente a la superficie y su Yalor por aa•••• .. área 
a ... •rof-•i••• • de la superficie del liquido es igual a 

1 p(x) • yx 1 
donde y • peso de una unidad de volumen de líquido. 

2) La fuerza de presión a una profnndidarl x es la misma en cada 
dirección, 

Sea S una superficie 'l:ert!_ 
cal sumergida en un 1 íquido co!IK) 
se muestra en la figura. Dividi­
mos S en franjas horizontales ele­
mentales R de base y, altura dx y 
a la profundidad x. 

De acue~do a (1) la fuerza de 
presión del lí.quido sobre R es 
aproximadamente 

dP • p(x)• Area de R 

= y yx dx 

Luego, la fuerza de presión total del líquido sobre S es 
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Ej.-plo Hallar la fuerza de presión del agua sobre un triángulo 
vertical con base b y altura h sumergido con el vé~tice hacia 
abajo de manera que su base se encuentra en la superficie del agua. 

Solución La presión del a~ua sobre 
el rectángulo elemental R de la figura 
de lados L y da y a la profundidad x 
es dP = Y x L cb . 

Por semejanza de triángulos 

Luego r 
L~-?<h-x) 

h 

CAP.7 

P • Jo dP = ~ Lb x(h-x)dx donde Y • 1 par:a el agua. 

PROBL~ 1 Encontrar la altura ·alcanzada por un cuerpo lanzado 
verticalmente hacia arriba si su velocidad es dada por la fórmula 

v • e. tan(-.§. t +are tan .:a_) , 
e e 

siendo ~ = velocidad inicial aceleración de la gravedad 

t 

SOLUCION 

velocidad es 

- ..!.t 1 + are e 

tiempo e = cte. 

El cuerpo alcanza su máxima altura 

cero, esto es, en el instante t1 tal 

tan ...::R. - o t 1 
e tan ...!A. o •-are e g e 

h # cuando su max 

que 

Luego, 
it1 Lt¡ 

h # t O vdt - e tan(- . .!.t +are tan~) dt max O e e 

c2 g 
--ln sec(--t +are 

g t l
t¡ 

tan ...::R.) 
e O 

¿. /.::.2 + v: 
- - ln...:..-.....,j.~ 

g e 
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PROB.LEMAS RESUELTOS. 

PfHJ9LEitA i La veloc~dad de un cuerpo lanzado verticalmente hacia 
arriba es dada por v • v

0 
- ~t, dnnde t • tiempo, g• aceleración de 

la ~ravedad y v0 a velocidad inicial. Hallar 

1) la altura s del cuerpo desde su posición inicial después de t 
segunJos. 

2) la altura máxima qt•e alcanza el cuerpo. 

SOI..UCION 

S v 0 t-+ g t! . 

2) La altura máxima que ~1 cuerpo alcanza se obtiene cuando v • O, 

o sea en el instante t 1 tal que ''o- g ti • O ' o 

Luego, 
1 1 vn¿ 

s .... • v.o ti - -g t2 - - ...._ max 21 2g 

PfHJBLEI'IA :S Un pur.~. o sobre el eje X ejecuta rscilaciones armóni-
cas simples alrPdedor del origen de coordenadas, con velocidad 
v = v0 coswt, donde t • tiempo, y v

0 
y w son constantes. 

Hallar la posición x del punto si cuando t • O, x 0 .. O. 

2) Encontrar el valor m~dio del valor absoluto de la velocidad del 
punto durante una oscilación. 

3) Probar que el promedio de la energía cinética resoecto ~el tiempo 
durante un múltiplo de un cuarto de período es igual a la mitad -
de 1~ energía cin~tica max ~ma. 

SOLUCION 

1) Tenemos 

Lue~o 
V 

--Lsen w t . 
w 

=~sen W Wt. 



APLICAC'IOOES DE LA nrrEGRAL A PK>BLJ!JIM DE LA PlS ICA 

2) El punto efectúa una oscilación completa en el tiempo 

21r T • período • -;:¡- . Luego, el promedio del valot absoluto de 

la velocidad en este intervalo de tiempo es 

1 
V- T !

T 

1 V 1 dt 
l ·-r 

J
21f 

• _2 1 coa s 1 da Wt ( haciendo s • wt ) 

- ...5. 
w¡2 

fa COB 8 ds -...=....-.!:.... wt Wt 1f 

3) La energía cinética del punto en el instante t es 

Así, 

El promedio K de la energía cin~tica durante el intervalo de 

tiempo 

K -

De (l) 

[O, nf] donde T .l.!!.. y w n entero ;;a. 1, es 

l 
!nT¡, 

Jv 2 dt 2mv 2 r-~ COB
2 Wt dt -r 2 nT n¡;-

o 

rmr¡ 
J

0 

2 
cos 2 a da. a • wt) ( haciendo 

2 

~ (2) 

y (2). resulta ¡. Kmáx 
2 ' 

CAP.7 
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PRCBLI!MAS Jm; UELTOS 

PROBLEMA 4 
3 cms. hasta 
Se sabe, por 
un resorte es 

¿Qué trabajo debe hacerse para estirar un resorte desde 
5 cms. si con una fuerza de 1 Kg-f se estira en 1 cm? 
la ley de ~ook, que la fuerza F requerida para estirar 
proporcional a la longitud x de éste. 

SOLUCION Tenemos F • kx, donde k es una constante de propor-

cionalidad. Haciendo X • 0.01 mts y F a 1 Kg-f • k (0.01) mts. o 

k - 100 .!&::!.. . 
m,.Fs 

Luego, el trabajo requerido es 

¡o. os o.os 
w - 100 x2 dx 50 x

2
1 0.08 Kg-f. mts. 

0.03 0.03 

PROBLEI'IA :5 Encontrar el trabajo requerido para bombear el agua 
que llena un recipiente hemisférico de radio R, por encima del reci­
piente. 

SOLUCIDN El peso del disco circular 
de espesor dx y base paralela a la base 
del recipiente es 

F = p ( 11 r 2 
) dx , 

donde p = peso de una unidad de volumen 
de agua 

y r 2 = R~- x 2 • 

El trabajo requerido para levantar este 
disco la altura x es por tanto 

dW = F.x • p1Tx(R2
- x2 )dx. 

Así, w. p11 LR x(R 2 -x 2 )dx 

PROBLEI'IA 6 Hallar la energía cinética de un cono circular recto 
de masa homogénea M que rota con velocidad angular constante w alre 
dedor de su eje. El radio de la base del cono es R y la altura es­
H. 

SOLUCION Se sabe que la energía cinética es dada por Ka+Iw2
, 

donde I es el momento de inercia del cono respecto de su eje (ver 
problema 9) 

Por otra parte I • 1~ MR2 (ver ejemplo 2, sección 1.5, pag 316). 

Luego K • ...l.. ~12 R2 w2 
20 
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PROBLE11A 7 ¿Qué trabaio debe hacerse para subir un cuerpo de masa 
m desde la superficie de la tierra (radio R) a una altura h ? ¿ Cuál 
sería el trabajo requerido para llevar el cuerpo al infinito? (esto es, 
cuando h -++ oo ) • 

SOLUCION A la distancia x del centro de la tierra la fuerza de 

atracción sobre el cuerpo es F• k~ 
x' 

Luego, el trabajo pedido se calcula según 

w 
(RR+h 

JR F dx 
l l 

k Mm (¡r- R+h ) (1) 

Puesto que para x = R se tiene F z peso del cuerpo s gm ~ K ~ 
~ 

obtenemos kMm = gmR2 
, (2) 

y de (1) y {2), resulta 
ración de la gravedad. 

2 l l ) 
H = gmR (R- R+'h , donde g es la acel~ 

Finalmente si h -++oe> se obtiene W00 = ¡l. mR • 

PROBLE11A 8 ¿Qué trabajo debe hacerse para detener una esfera homo-
génea de radio R que rota con velocidad angular constante w alrededor 
de su diámetro? 

SOLUCION El trabajo requerido es igual 
a la energía cinética K de la esfera. El 
ci lindro elemental generado por rotación 
alrededor del eje X del rectángulo de altu 
ra dy, y base 2x paralela al eje X ti; 
ne un volumen (2x) (2 rr y)dy y su energÍa 
cinética es dK = e/2 ). masa. (velocidad)2 

2 p n w~ x y3 dy , donde 
p =densidad de masa por unidad de volumen 

M 

Luego K 

OTRA SOLUCION 
sigue. 

Usando la fórmula K s + 1 w2
, del problema 9 que 

Gracias a la nota dad'l en el pwblema 19 de la sección 1.8 de problemas 
resueltos, el momento de inercia de una esfera alrededor de un diámetro 
es igual a 

1 = 25 MR2 • = J..(.1. MR2 )w2 M ~w2 Luego 1 2 5 = --s 
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PRCBLEMAS RESUEL'!U 

PROa..EI'IA 9 Proba!' que si un cuerpo 
lar constante w alrededor de un eje E, 

K· i-rtJ, 
donde K • e,ergia cin~tica del cuerpo, 

sólido rota con velocidad an~ 
entot.ces se cumple 

1 • momento de inercia del cutrpo respecto del eje E. 

SOLUCION Por definición 1 dK •T(dM)v2 , donde v es la veloci 

dad de un elemento de masa dM, a una distancia x del eje E. Luego 

V • X Wy 

y K • J dK • ..!. w2 I 2 • 

que e1a lo que queríamos demostrar . 

PROBLEf'IA 10 F.ncontrar el trabajo que debe hacerse para extraer el 
agua contenida en un recipiente cónico recto invertido de radio r en 
la base y altura h. 

SOL.UCION El peso de un disco cilí:nc!rico elemental de base paralela 
a la base del cono, y a la distancia ~ de la base del cono, es 

p n a2 dx , 

donde a y dx designan el radio y altura del disco, respectivamente. 

Por semejanza de triángulos -.!.. 
r 

h-x 
--¡¡- Luego el trabajo requerido 

para levantar el disco es 

dW x( pn J dx ) 

w .c dW • 

h 

p fo x (h-x)
2 

dx 
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PROBLEttA 11 Encontrar la fuerza de atracción de una barra delgada 
homogénea de longitud L y masa M sobre un punto P de _masa m si 
tuado en la recta de la barra y a una distancia 4 de uno de sus ex~ 
tremos. 

SOLUCION Sea p • ~ • densidad de masa por unidad de longitud. 

La fuerza de atracción del ele 
mento de la barra de masa pdx 
a la distancia x de P es 

dF• km pdx 
x2 

constante. 

p dx 

' () ' i-d--•+1•,..·----- L -----+1' donde k es una 

Luego, Ld+L 

d dF 

•d+L 

J dx 1 1 ) mM 
km P d ? • km p(d- d+L ., k d""(d+L}" F " 

PROBLEMA 12 El viento ejerce una presión uniforme p gr-f /cm2 

sobre una puerta de altura h cm y ancho b cm. Calcular el momento 
de la fuerza de presión con que el viento tiende a girar la puerta a! 
rededor de uno de sus lados verticales. 

SOLUCION Consideremos un rectángulo 
elemental R vertical de altura h y 
base dx. La fuerza con que el viento 
actúa sobre R es p. área de P" p h dx 
y el momento de. esta fuerza alrededor 
del eje E es x p h dx. 

Luego, el momento total será 

Lb xhpdx =~ gr-f.cm 

i 
h 

l 
PROBLEMA 13 Un cable homogéneo de L metros de profundidad pesa 
p Kg-f por metro y tiene atado en su extremo inferior un peso de P 
Kg-f. ¿qué trabaio total debe hacerse para subir el cable con el peao 
hast;¡ la posición del extremo superior? 

SOLUCIDN El trabajo de una porción de cable a una distancia x 
del extremo superior de longitud dx es dl~ • x p dx, siendo p dx 
el peso del elemento de cable. Luego, el trabajo para levantar el 
cable es 

T 2 
x p dx - p i"" . 

FinalMente el traba; o total requerido es WT • W+P.L • j (pL+2P) 

CAP.7 
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PROBLEMAS RESUELTCS 

PROBLE11A 14 Calcular la presión del agua sobre un cor.o circular 
vertical con radio R y altura H, sumergido en agua con su vértice h~ 
cía abajo de tal man~ra que su base se encuentra en l:t superficie del 
líquido. 

BOLUCION La fuerza de pres1.on del agua actúa n<Jrmalmente R la 
superficie del cono, y su valor para una porción de superficie compren 
dida entre dob discos paralelos a la base del cono y o las distancias 
y, y+ cly , res!>ect ivamente, es d F = p • árec a o y (2 nx d s), donde 
P = 1, x • radio del disco y ds = longitud ~e una arista entre dos 
discos. 

ds 
H 

1 dl-). ~ dF sena 

y 

Tenemos x • {H-y)tan a, a = lS. ( eje Y y una arista ) , 

ds • seca dy • 

Luego dF • 211 tana. seca y(H-v)dv. 

La componente horizontal de la fuerza rle presión es nula por sime­
tría. La cl.lmponente vertical está dirigida· hacia arriba y vale 

F 
y 
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II'R08LEI'IA US Un recipiente lleno de agua tiene la forma de un cono 
invertido recto circular de radio R en la base y altura H. Encontrar 
el tiempo que se requiere para vaciar ei recipiente a trav~s de un or:i 
ficio de área A en el vértice. -

SOLUCIDN 

H 

Se sabe que la velocidad de del agua es igual a la veloc! 
dad de un cuerpo en ca!da libre desde una altura x igual a la profundi 
dad del agua. Así, la velocidad de salida es v • l1gX: , donde g 
es la aceleración de la gravedad, y el volumen de agua que sale pord_ 
orificio durante un incremento de tiempo dt es 

Q Av dt • A /2gX dt (1) 

Este volumen puede ser calculado de otra manera. En efecto, si 
en el mismo intervalo de tiempo dt el nivel del agua ha descendido en 
una altura dx, el volumen perdido es igual a 

Q • volumen de un cilindro circular de radio r y espesor dx 

• nr2 dx , 

donde, por semejanza de triángulos, R 
r • """ii"' x 

Luego 

Usando (1) y (2) resulta 

dt -
AH212g'X 

(2) 

e integrando respecto de la variable x desde O hasta H se obtiene 

CAP.7 
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PRaiLENJIS RESUELTOS 

~ 16 Una cisterna hemisférica de radio R está llena de agua. 
Dos hombres A y B dehen vaciar el contenido de la sistema de manera 
que cada uno haga la mitad del trabajo requerido. Si A empieza prime­
ro, ¿cuál será la profundidad h del agua cuando A ha terminado su tra 
bajo? 

BOLUCIDN 

Por el problema S, el trabajo requerido para levantar un disco 
desde la distancia x de la base del hemisferio es 

y el trabajo total es 

Buscamos h t>1l 

dW ,., p 1T x(R2 - ,(jdx , 

w-

w --r· LR-h 
dW. 

o 

Cancelando el factor p 1T e integrando resulta la ecuación 

2(R -h)~ - 4(R -h)2 R2 + R" ,. O 

que resuelta para (R-h)2 da 

Puesto que (R-h) <:R, debemos descartar el signo + . 

.l.uego 

y JIOr tar.to 

h ) 
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PfUJ~ 17 Una superficie tiene la forma de una elipse de sem1eJes 
a y b. Se sumerge verticalmente en un líquido con su eje mayor parale-­
lo a la superficie del líquido hasta que el centro de la elipse se en­
cuentra a una profundidad h. ¿Cual es la presión del líquido sobre la 
superficie? 

BOLUCION 

f 
h 

R 

La presión del líquido sobre un rectángulo elemental R, en la 
elipse, de lados x, dy, es igual a 

Luego, 

dF • p(h -y)2x dy • 

F ~ (b dF "' 
J_b 

2p rb (h-y) x dy 
J_b 

i
ry2 

2p ab . (h -b sen t) cos 2 t dt 
..Jh 

( haciendo x = a cost t, y ~ sen t ) 

fl rra b h • 
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