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En este texto se desarrollan 1los temas que tra-
dicionalmente comprende un curso de CALCULO INTEGRAL.

La exposicidn pretende ser completa tanto en la
teoria como en la practica. Ademds de 1los ejemplos
que ilustran y aclaran los conceptos tedricos expues-
tos, se ofrece una coleccidn amplia de ejercicios re
sueltos y propuestos.

En los dos dGltimos capitulos se aplica la teoria
de la integral de funciones reales en la resolucidn
de problemas de GEOMETRIA y FISICA.

Enero de 1985

Maynard Kong
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LA INTEGRAL INDEFINIDA






Empezamos recordando los siguientes resultados de cdlculo diferencial.

1 TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Sea f(x) una funcidn diferenciable en un intervalo abierto que
contiene a los puntos a y b. Entonces existe un niimero ¢

entre a y b tal que

£(db) - £(a) = £'(c).(b-a) »

donde £'(c) es el valor de la derivada de f(x) en c.

2 TEOREMA DE LA FUNCION CONSTANTE

Si f(x) es una funcidn definida en un intervalo abierto
a<x<b, entonces

f'(x) =0 en a<x<b 8i y 86lo si f(x) =C | ,

donde C es una constante.



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

Ejemplo 1 Si y' = 2 cos x, hallar la funcion y = y(x).

Solucion Tenemos y' = 2 cos x

(y-2senx) =0 [pues (sen x)'= cos x]
y poi el teorema de la funcidr constante, y-2 sen x=C ,

donde C es una constante.

Luego y = 2 sen x + C.

Ejemplo 2 Hallar la funcidn y = v(x) que satisface las siguientes

condiciones

e

y'' o= 6x

y(@) =3, y() =6,
2

donde y" = %%- designa la segunda derivada de y respecto de x.
Solucidn Tenemos y" = 6x
(' -3x2)' = 0 [pues (x2) = 2x ]
y' - 3x2 = A donde A es una constante,
(y-xa-Ax)' =0 [pues (x3)' = 3x2, (Ax)' = A
y - x3- Ax =B donde B es una constante.
Luego y = x3 4+ Ax + B. (1)

Vamos a determinar A y B usando las condiciones
y(0) = 3,
y(1) = 6.
Sustituyendo x=0 y x=1 ern (1), obtenemos las ecuaciones
B =3,
1+A+4B=6.
que resueltas dan B =3 y A= 2,

Asi, y = x3 4+ 2x + 3.



3

4

4.1

TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE

TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE

§i £(x) y g(x) son dos funciones diferenciables en un in
tervalo abierto a < x < b, entonces

f'(x) = g'(x) en a<x<b siysedlosi f(x)=g(x)+C

donde C es una constante.

PRUEBA

Supongamos que se cumple f'(x) = g'(x) en a< x<b.

Luego (f(x) - g(x))' =0 , y por el teorema de la funcidn
constante f(x) - g(x) = C , donde C es una constante,
esto es, f(x) = g(x) + C .

Reciprocamente, si se tiene f(x) = g(x) +C en a<x<b,
entonces derivando respecto de x

f'(x)= g'(x)+0, (la derivada dela constanteC es Q)
esto es, f'ix)= g (x) .

LA INTEERAL INDEFINIDA

Antiderivada de una funcidn

Decimos que una funcidn F(x) es una antidexivada de 1la fun
cidén f(x) en el intervalo I si se cumple

F'(x) = f(x) para todo x en I.

Ejemplo
(1) Las funciones F(x) = 3x" - x+8 y G(x) = 3x" - x -2 s
antiderivadas de la funcidn f(x) = 12x® - 1 , pues
F'(x) = 12x%- 1
y G'(x) = 12x3~ 1.

(2) La funcidn F(x) = cos 2nx + C es una antiderivada de
f(x) = - 27sen 2Tx .
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2
Ejemplo 2 Hallar una antiderivada de la funcién y = =
1+x

Ix?
Solucién Puesto que ( Y1 +x3 )' =

2 V14 x3

2 ST x2
(= 1+ x3 ' o= " ’
4 /1 +x3

la funcidn F(x) = % /1 + x5 es una antiderivada de y.

4.2 La Integral Indefinida

Llamamos integral indefinida de una funcidr f(x) a la antiderivada
general de la funcidn.

Emplearemos la notacidn ff (x)dx

para designar la integral indefinida de f£(x).
Asi ff (x) dx representa a todas las antiderivadas de la funcidn f(x).

La integracidon indefinida es el proceso de hallar la integral indefinida
de una funcidn, esto es, de encontrar la antiderivada general de la fun-
cidn.

Tenemos las siguientes indentidades

(4.2.1) f; elelde m B05% 1 ,
(4.2.2) f(x)dx = F(x) + C, si F' ()= £(x)],

donde C es una constante arbitraria.



4.2 LA INTEGRAL INDEFINIDA

Prusba

(4.2.1) Por definicidn ff(x)dx es la antiderivada general de £(x).
d
Luego Ty f(x)dx = f(x).

(4.2.2) Dpebemos probar que F(x) + C es la antiderivada general de la
funcidn f£(x).

Paso 1 F(x) +C es una sntiderivada de f(x). En efecto,
(F(x) + C)Y = F'(x) + 0 = £(x).
Paso 2 Si G(x) es una mmtiderivada de f£f(x) , entonces G(x) =F(x)+C,
para alguna constante C. En efecto, se tiene
G'(x) = f(x) = F'(x),
y por lo tanto, por el teorema 3 de la diferencia constante
G(x) = F(x) + C.

De los pasos 1 y 2 se sigue que F(x) +C es la antiderivada gene
ral de f(x). Luego

ff(x)dx = F(x) + C,

por definicidn de integral indefinida de f£(x). |

En términos de diferenciales, (4.2.2) puede escribirse

(4.2.3) fl-" (x)dx = F(x) + C

-
o

(4.2.4) de(x) = F(x) + C .

ya que dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx.

Luego, la integral indefinida de la diferencial de una funcién es
igual a }a funcién mis wma constante.

De esta manera, la integracifn indefinida puede ser considerada
como la operacidn inversa de la operacidn que asigna a una funcidn
su diferencial.



LA INTEGRAL INDEFINIDA CaP.1

Ejemplo 1 Si n# -1, hallar la integral indefinida de la funcién
y=x,
Solucién Buscamos F(x) tal que F'(x) = xD,
Por simple inspeccidn, la funcién F(x) = —’:—:—;—, que estd definida pues
n+1+#0 por hipdtesis, cumple F'(x) = x".
Luego, aplicando la férmula (4.2.2)

IF'(x)dx = F(x) + C

n+l

x“dxs—J;_T+C.

Ejemplo 2 Hallar f(lZ'xZ -4x + 1) dx .

Solucidn Buscamos una antiderivada F(x) de 12x2 - 4x + 1.
Por simnle inspeccidn F(x) = 4x3- 2x2 + x cumple

F'(x) = 12x2 - 4x + 1.

Entonces por la férmula (4.2.2)

fF (x)dx = F(x) +C ,

(12x2 - 4x + 1)dx = 4¥3 - 2x2 + x + C .



PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRACION

4.3 Propiedades Basicas de la Integracidn

Si u = u(x) es una funcidn diferenciable entonces

du(x) = -g—:-dx 5

ff(u)du =ff(u)%;-:'dx.

Observamos que en la integral del primer miembro, la funcién integrando
f(u) aparece como una funcidén de una variable dependiente u=u(x).

y por lo tanto

Teorema Se cumplen las siguientes propiedades

(1 Af(u)du = A | f (u)du, para toda constante A.

2) {f(u) *+ g(u)]du = £(u)du + | g(u)du.

(3 INTEGRACION CON EL SIGNO DE LA DIFERENCIAL.

dF(u(x)) = F(u(x)) + C.

(8) REGLA DE LA CADENA PARA LA INTEGRACION.

Si f(x)dx = F(x) + C entonces fu(x)u' (x)dx = Flu(x)) + C.

Nota (1) Las propiedades (3) y (4) son en verdad equivalentes.

(2) La fdrmula de(u) = F(u) + C es muy Gtil y la usaremos

frecuentemente en lo que sigue. Recordemos que dF (u) ='j‘£' (u) . du .
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Prueba de (3) y (4)

(3) Tenemos

J‘dF(u(x))

fdG(x) 5

G(x) + C

it

F(u(x)) + C.

(4) Si ff(x)dx = F(x) + C

entonces ~<E (x)= f(x)
dx
o dF
—du*(u)- f(u) »
dF
Luego dF(u) = E(u) du = f(u)du ,

y por lo tanto

de (u)

f(u)du =
= F(u) + C
Ejemplo 1
Hall L0
ar T=r
Solucidn Tenemos
xdx 1 d(x2)
1+(x2)2 2 14+(x%)?
: 4 -
=7 | T4z > cdomde

=%-fd(arc tan u)

=-%-arc tan u + C

=71-arc tan x2 + C .

CaP.

donde G (x) = F(u(x)) ,

(por (4.2.4))

( por (4.2.1))

(por (3)) B



4.3 PROPIEDADES BASICAS DE LA INTEGRACION

Ejemplo 2
3
Hallar 6x2e":K dx.
Solucidn
|
foze *dx
Ejemplo 3

1
w o

fe-x3 d(-x3)

-2 feu du, donde u = —x3 5

2 fd(eu)

-
-2e¥ + ¢ = -227F +c.

Calcular fcos" (x+ %) cos xdx .

Solucidén

fcos" (x + %) cosx dx =

sen* x cosx dx

.

(pues cos (x+%) = -genx)

= fsen“ x d(genx)
-fu" du , donde u = sen x,
S

11
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4.4

LA INTEGRAL INDEFINIDA

Integrales Usuales

Teorsma Sea u = u(x) una funcidn diferenciable.
siguientes fdérmulas

- n+l
(1) udu=£n._.n. +C
(2) f-d-u‘i=ln lul + C
u
(3) fa“ du = e (G
In a
4) feudu-e“+c
(3 fsenudu = -cos u+C

&) fcosudu-senu+c

(8) cosec?udu = —cot u + C

(7> f udu = tan u + C

() gsec v tan udu = gsec u + C
I
(10) COSEC Ua. cOt udu = =-cosec u+ C

(11) fan u du = 1n [sec u| +¢C

Se cumplen las

(n ¥-1)
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(12) fcot u du = In |sen u|l +¢
(13) fsec udu = 1In |secu + tan ul +¢C

(a8 cosec u du =1n |cosec u - cot u| +C

us - ol
-[‘-2—-—!-_‘ ‘ ln

(16) du L y
fm 7 arc tan - + C

(17) ']AA_.a,cuni +C (a>0)
Yac-u &

ue dU ..o Ju+/ltal +cC

u<ta

u-a
emmicirs,

-1 * ¢ ( u? > a?)

Las funciones hiperbdlicas se definen mediante las ecuaciones:

X__=X X, =X
e —e e +e sen h x
sen h x T » cos hx = -—!— $ tan h x = m—.
= C08 h x = 1 - 1
cot h x sen hx ' °°C hx TR TR cosec h x bl

(20) cogs hu du = gen hu +C

(19 flenhu. du =coshu +¢C

13
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(21)

(22)

(23)

(24)

LA INTEGRAL INDEFiNIDA

— e e —

cosec h u cot hudu

sec h? u du = tan hu +

cosec h? u du = -cot hu

sec h v tan hu du = -sec

Ejemplo 1 Probar las formulas (1), (2). y
Solucion

n+l
(1) Puesto que n+l#0 , 1la funcidn

2)

{3

Un+1
G (e

n+1) =

Tenemos

Luego

Tenemos

Tuego

n+l

C

+ C

hu

3)

esta

+C

= ~-cosec hu + C

definida. Se tiene

+ C,

(pues = Infu|= =)

d

d u
rr (a" ). du

a%du.

d ux1-+-l i
-&-‘;(m) du = u du, y’por lo tanto
- un+1 ur\-0-1
wdu = 14 EET) 7 o
a( ln[ul ) - (dn Iul ) du
) ! du
1
e e
du, . ja(mm)- Il +C.
a“ 1 u 1
d ( ]na) Ina da lna
1 u
e . Ina.du
u u
u ” a . .2
a” du fd(lna) lna+C.



4.4 INTEGRALES USUALES

Ejemplo 2 Hallar fv’ a + bx dx

Solucion fv’a + bx dx -—l—f\/a + bx. d(a+bx)

b
= —é-ﬁxyz du, donde u=a+bx
¥ G0+l
= + —‘;- +C (usando 1Pdu —
7
con n= 1/2

3
zb (a +bx)/2 +C.

3 _4x +6
Ejemplo 3  Hallar f—l‘——x—;‘—-——dx

L}

3 .
Solucidn f—-—"——;’i—f—f’— dx f(x --f;—+;6—;)dx
X
fxdx—lofdx +6f

2
= T—4m|x|+6(—)+c

2 6
- _’2‘__4]n|x|-—-—x +C.

15
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

4.5 Problesas Resuel tos

PROBLEMA 1 Probar que

- cos u+C

(1) fsen udu

(2) fsecz udu = tan u + C
(3) fcosec u . cotudu

L]
i

cosec u + C.

SOLUCION

(1) De d(cos u) =-agu—(cos u) du = - sen udu
tenemos sen u du = fd(—cos u) = =-cos u+ C.

(2) Puesto que d(tan u) = —dctl—(tan u).du = sec?u du
tenemos secZu du = fd (tan u) = tan u + C.

(3) De d(cosec u) = Ed‘-l-(cosec u) du = - cosecu cot u du
resulta cosecu cotudu = fd(—cosec u) = -ccsec u + C.

PROBLEMA 2 Probar las siguientes fdrmulas

(1)

(2)

3

(4)

tan udu = In|sec u| +¢C
cot udu = Infsenu| +¢C
sec u du = ln|secu+tan u|+C

cosec u du = In|cosec u - cot ul +C .

e K



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

SOLUCION
(1) dQnlsec ul) = —dd:- (1n|sec ul).du
U - 4 -lav
T e ( sec u) du (pues o In|v] = 5 T5)
= __ssc_u__._t_an_u du = tan u du -
sec u
Luego tan u du = d(ln[sec u|) = 1Inlsec u|+cC.
(2) d(n|sen u|) = —Llnlsen u| du
du
1 d d 1 dv
. (sen u)du (pues 7 ln |v| = Fad
= =S22U.4, = cotu du.
sen u
Luego cotu du = d In|sen ul = In|sen ul +C.

i

(3) d(ln|sec u + tan u]) -f— In|sec u + tan u} du

u

1 .
(sec u + tan u) du

(sec u + tan u)du

secu tanu + seczu
= du
secu + tan u

sec u du (cancelando el término secu+ tan u)

Luego sec u du d In|sec u+tanu| = In|secu+ tanu |+C.

(4)  d(In|cosec u - cot ul)= -?du— In|cosec u - cot u| du

1 d
= == (cosec u - t u)du
cosec u-cot u du ( < = )

- cosec u cotu + (:osec2 u d

u = cosecu du.
cosecu - cotu

Luego cosec udu = |d In|cosec u - cot u|

= In|cogec u - cot u|+C.

17
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

PROBLEMA 3  Probar las siguientes formulas

du - 1 u-a 2 2
W f?—az 2a 1“!u-ha =k 8 G =23
(2) 2du = = Loarc tan 2+ ¢

u¢ + a a a
3 B e ave sen s & 0 (a>0)

2 _ a2 a

a‘-u

SOLUCION

(1)

(2)

3

_ 1 d J-a

d( lnl u+a )_ 2a  du (ln u+ta )dl'I
1 d
I -(E-(lnlu-al - In|u+al)du
= 213 (uia—uia)du- =
w? - a?
du - 1 u-a . | u-a
LiaEgy fTE'ET - fd(za & u+ a ) 2a & uta T
1 u _ 1 d u

d ( — arc tan-;-) ol (arc tan a)du

L
P -
14 (— ) u? + a?

du

e
a
du 1 4 .c
Luego, g T ke (—arc tan --) = = arctan — +C.

d(arc sen %) = T‘L—(arc sen —2—)du

L

- a du
1 ( )2 4 32 o u2
Luego, f d(arc sen == ) = arc sen % +C.
a



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 4 Probar que

(1) fsen hu du = cos hu + C
(2) fcos hu du = sen hu+ C
3) fsec PPudu = tan hu + C
(4) fcosec PPu du = - cot hu + C.

SOLUCION
(1) d(cos hu) = =—f=(cos huddu = = ( Colt 2 Bani)
M du )
u_ u
= (—eTe—)du = gen hu du.
Luego fsen hu du = fd (cos hu) = cos hu + C.
(2)  d(sen hu) = —=(sen hu)du = —=( ] Ydu
du du 2
u, -u

e + e

= —-r-du = cos hu du .

Luego fcos hudu = fd(sen hu) = sen hu + C.

(3) y (4) se siguen de las siguientes identidades ‘ cuya verifica
cidn se deja al lector:

d 2
& (tan hu) . sec® hu

d 2
3o (cot hu) = - cosec hu .

19



LA INTEGRAL INDEFINIDA

PROBLEMA 35 Encontrar las siguientes integrales

(1) fB a?x’ dx

(2) f(6x2 - Bx + 5)dx
(3 fx(x+1) (x+2) dx
(4) f(x3 + a)% dx

SOLUCION

(1 fe a? x’ dx
azx8 + C.
2) f( 6x2 - 8x + 5)dx

8
8a2 fx7 dx = 832(—)8(-)4'0

6fx2dx—8fxdx+5fdx

3 2
6(—’5‘—) - 8(5 )+ 5x+C

]

2x3 - 4x% + Sx + C.

x3 + 32 + 2x)dx

fx3dx+3fx2dx +2fxdx

4
= —"E+x3+x2+c.

4) f( x3+ a¥dx = f(xﬁ + 2ax3 + a?)dx

x7
7

it

(3) -I:((x+l)(x+2) dx

4y
+-32l+azx+C.



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA & Calcular las siguientes integrales indefinidas

(1) fi:,-

3 fP/pT dx (p#-1)

(1) ax x2dx = " T B o = ik
2 - 2+1 x ®

x
1

1. -2 41

- '3 3 2
(2) _%’3‘_. - Ml lr ._*T__..,.c - —%—x/3+c.

Vx -T+l
3
3 Pox dx = R |xP ax
+1
= P )+C-—-1—p/(px)p+1+c

3h )
(4) VX (5x=3)dx = (5x 4 = 3x“ )dx
+1 %—-&1
- 5 ’; -33 " -
3 +1 7 +1
5 3
- 2x/2'2x/2+c.

21



LA INTEGRAL INDEPINIDA CAP.
PROBLEMA 7 Calcular las siguientes integrales indefinidas

(1)

f
f _

3 /3 )y ax

(4) f( VX +1)(x - Vx +1)dx.
SOLUCION
1 L
(1) (nx) ¥ dx = === | (0" d(mw)
ln
—,1,- y " dy,

donde y = nx ,

1-n
1 v +1 1 n
-—n—’—yl_n—-+c-yn+c- /nx +C.

1
N
o

2 2
2 f x4 1) dx f dx
V<
f 10/3-:(“ - 2x la)dx
2 2
(3 f (@’ - xh y dx

13
/3--:”-x 6x/3+C.

2
f(az - 3:/3 x h 4 3a2/3 x“/3 - x2 )dx

- a’x --S-alax/3+-%-a/3x --%-3+C.

1

4) f (Vx +D)(x -Vx + 1)dx = f(x% +1)dx = —g-x5,2+x+c.



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 8 Calcular las siguientes integrales

(3 + Inx) dx
(1) f e dx (2) f T
- ©_dx & (x+1)dx

1+ x" x2 + 2x

s —EdE_
a + bx?
SOLUCION

() f—ﬁ—“x]"—"de - f(3+lnx)d(3+1nx)

= fudu, donde u=3+ Inx,

2 2
_ u . (B+mx)
= 5 +C = 7 + C.

dx 1 1 1 du
2 f 5 + 3x = Tf 5 + 3x i3+ 3x) = -3-fu ?

donde u = 5+ 3x,

= -%-ln[uhc = %lnf5+3x[+c.

3 4
X 1 d(l1+x?) 1 du
(3) . dx = 8 = - ] f . ’
1 +x 1+ x y

donde u= l+x',

1 1
=—4—1n|u|+C = Tln(1+x“)+C.

4) f (x+1)dx =_}_f dx2+2%) 1 du
x2 4 2x 4 x2 + 2x . u

donde u = x2+2x,
= —;-lnlul +C = 2L1nlx2 +2x| + C.

x_dx R d(a +bx?) _o 1 fdu
G f 2bf T 2b By *

2 2
a + bx a + bx donde u = a+bx?,

1 1
= splful +C = s—Inla+b?|+C.
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

PROPLEMA 9 Calcular las siguientes integrales indefinidas

(1) 2y, (2 (a + =2 % dx
2x + 1 x-a
4 2
3 L 4 x v vy,
px + q x-1
SOLUCION
2x + 3 _ (2x + 1) + 2 _ dx
R B s w20 B B B g
~ d (2x+1) dv
. % F 2x + 1 % & u °’
donde u = 2x + 1,
= x+Inlu|l+c = x+In|2x+1] +C .
@ far e - | 2o Pl
x-a x-a
(x-a)
= a?x + 2ab In|x-a} - _a+C
1 X +— wrdad - L
(3) Escribimos —13;:—+q— = —3- : = -%- ;
X +'—p— x +P
- .8 +(bp-zaq) 1
P P x+%
Luago ~x+h dx = 2| ax +( bBp aq). %
px+q ° p? x+_g_
= —:—x +(—EEF—) 1n]x+-g-|+C
P
R L NPT
P =
( sumando la constante _(J&P_p,zﬂ) lp| ac)
(4) FExpresando x* + x2 + 1 como suma de potencias de -1

Yy

% o & 1 [x-1) + 11" + [(x-1)+1]% + 1

G-D* + 4(x~-1)3 + 7(x-1)2 + 6(x-1) + 3 .

f[(x—l)a & Gl & Ty & B % —3-]dx

x-1

4 2
X'+ x“+1
Luego R = s dx

(x-1)" , 4 T 2
T+T(x—1) +T(x—1) +6x+ 3 In |x-1[+C

4 3
= -’Z—-+—’3£-+x2+').x+31n|x—1|+c.



4.5 - PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 10 Calcular

1) P S

(xi-l)2

(2) f/a-bx dx
3 f X . dx
i x2 +1

(4)

\
®
x|+
5
%
3

S8OLUCION

(1) X gx - LD =f dx -f(xn)‘z dx
f(x+l)2 f (x+1)? (x+1)

1
= In[x+l| + —=+cC.

1
(2) f/a-bx dx = —-%-j.(a-bx)/2 d(a-bx) = —?Zb-(a-bx)%l2 +C.

xdx 1 2,1y 1k 2 2 2
(3 —ElE L = | (x24]1) d(x¢+ 1) = (x“+1)“+C.
f/xz-kl % f

21
) f—/’(—%‘l‘n‘x—d* .fx /zdx,,fl“d(m)
Y
= 2x + u du , donde u = Inx,

1 2
- 2P + e 1

1 2
= 2x/2+—£-k;—xL+C_

25
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP. 1

PROBLEMA 11 & a
Hallar — 5
a+ be¥
SOLUCION efdx 1 d(a+be¥X)
a+ bet a + be¥
= donde u = a+bex,
= ——ful +C = —lla+beX|+cC .
PROBLEMA 12 - sen x dx
1 - cos x

_d(l—cos X)
1 - cos x

u
donde u=1l-cos x,

5 R'\\
:l°‘

lu] + € In (1-cos x) +C .

2
sec” x dx
PROBLEMA 13 Encontrar f o o el

sec? x _sec” xdx _ _1 d(a+b tan x)
SOLUCION f “a-Fb tan x b a+b tan x

= —;— 1n Ja+b tan x| + €



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 14 Hallar i L S
x2+1

x3 + 3x +x) + 2x d(x2+1
BOLUCION .ﬂ_ﬂ.L_ | B
f %24 1 f x4+ 1 WS x“+ 1

= T+1n(x +1)+C.

PROBLEMA 13 Calcular f—-(e—ml-’-(l— dx .

- COSX

x
BOLUCION e _tgenx) . f(ex - cos x)le d(e* - cos x)
ve¥* - cos x

1
= 2(ex-cosx)/2+c.

gec 2x tan 2x
3sec 2x - 2 dx

PROBLEMA 16 Encontrar f

“B3sec 2x - 2 (3 sec 2x - 2)

SOLUCION f sec 2x tan 2x 4 1 f d(3 sec 2x ~ 2)
=T

= %ln|3 sec 2x - 2| +cC .

27
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PROBLEMA 17
(1)
(2)
(3)
(4)

SOLUCION

(2) fmx PR .l

3 e/i
= dx
(4) fetan X

(&3

(&) f‘.dx _

LA INTEGRAL INDEFINIDA

Calcular las siguientes integrales

J: = [
f 10% ax (&) f 4 dx
[£u o [
Ik J 2

"
2
"

"
N
®

sec? x dx = .I. etan o d(tan x)

% dx

x

tan X cec2x dx (8)

u n
=e +C eta x

a® e* dx = f(ee)xdx -ﬁe-L+c
In (ae)

"

donde

donde

u =

Y

u = /x,

u
.f~e du, u= tan x,

—ae)™ +C.

Ina+1

donde

X
u=-5,



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

sz du , donde u = x2 ,

PROBLEMA 18  Calcular

(1) A2“3x dx

(2) f (P + &2 o

(3)

SOLUCION
(1) f¢.2  gx = --i— ft»z'” d(2-3x)
1 u
™ 4" du , dcnde u = 2-3x,
40 62—3!(

(2) f(eu + e-%f dx = j(ez’“ +2+ e-Z“) dx

-2%g

2
-{-e“-ﬁZx-%’-‘ +C.

f?%dx-f-ééix—_-l—u--hlex—li+c.



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

PROBLEMA 19 Calcular

(1) f sen (a + bx) dx
(2) f cos?xdx

(3) f (cos ax + sen ax)? dx

SOLUCION

(1) fsen (a+bx)dx = -é- fsen (a + bx) d(a + bx)
L
b

Jsen udu , donde u = a + bx,

.nS08 Y o _ _So8 S;+bxz+c.

b
2 . 1 + cos 2x - X sen 2x
(2) fcos xdx f——————-z dx 2+—5—+c.

(3 f(cos ax + sen ax)? dx = f {cos2ax + 2 sen ax cos ax + sen?ax]dx

- f(l 4+ sen 2ax) dx = x_cos:ax P

PROBLEMA 20 Encontrar

(1) sec?(3x + 2) dx

(2) f——l-““ ih”‘ dx

(3) fx cos (2 - x2) ax

80LuUCION
1) fsec2(3x + 2) dx --;— fsecz(.'ix +2) d(3x + 2)
-%- J‘secz udu donde u = 3x + 2
30 -%tanu+c-%tan(3x+2)+c.



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

2) f%dx = fsen (Inx) d(Inx)
= fsen u du , donde u = Inx,

= ~cosu+C = - coéos Inx + C.

(3) fx cos(2 - x2)dx = ...%.

---i-fcosudu, donde u=2-x2,

= —-;—- sen u + C = —-;—sen @2 -x2) +cC.

cos(2 - x2) d(2 - x?)

PROBLEMA 21 Calcular

(1)

(2) fcotz axdx

3 cos(5x --Z-'-) dx

(3) Y1+ 3 cos?x . sen 2xdx

BOLUCION

(1) f3 cos (5x -%) dx = %’ fcos(Sx —-—29 d (5x -—Z—)

= -g— sen (5x --L—r-) + C.

(2) fcotza xdx = f (cosec? ax - 1) dx
% fcoseczaxd(ax)—fdx __:_-c_ota_ax__x*_c.

3 fll + 3cos’x . sen 2x dx = -—;- ./(1+3coszx)]’éd(l+ 3cos?x)

(pues d(cos?x) = -2 sen x cos x dx = - sen 2x dx)

= -%-(1 + 3 coszx)%+c .
31



LA INTEGRAL INDEFINIDZ

PROBLEMA 22 Hallar

1) ftan x dx (2)

SOLUCION

CAP.1

fx cot(x2 + 1) ¢x
3 fsens 4y cos 4x dx (4) ftan ¥ secz—’;-dx

1) ftanxdx =fsenx fm
cos8 X cos X

= - 1n [cos x| + C = 1n |sec x| + C .

u=x2+1,

—;— In |sen(x? + 1)] + C.

2) fx cot (x2 + 1)dx = —;-f ot(x? + 1) 4(x® + 1)
= %'f ot u du , donle
= T nisen ul +C =
3 fsens 4x cos 4x dx = -Al-f(sen 4x)S d(sen 4x)
= 2—.f donde
sen® 4x
= -ﬂ- - =+
4) ftan3-%-sec2-§-dx f( n---)3 d(tan-—)
3 f donde
=T =-4-tan"-§-+c.

32

u = sen 4x,

u = tan =



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 23 Hallar (1) f—‘-“%x-'/-"-dx

sen 2x
2) f3+cos x ol
SOLUCION

(1) f.%_‘/x-dx = 2ftan &-d(&) - zftan udu 5 donde u = /‘x—'

= 2 Inlsecu|+C = 2 In |sec vX|] +C.

2) fT__—T-:ezo:x = dx = --21- 1——7—-“(3_:’(:2:5 ix = --%- n |3 + cos 2x!+C.

%
3 f——-r—csoetn xx dx = cot% x cosec? x dx = - (cot X)gls d(cot x)

= --g-(coc x)sﬁ +C = -%cot%x +C.

dx
w3 f 1 + cos x
3) f (tan 4x - cot 4x) dx

PROBLEMA 24 Calcular

(2) faec ’2‘— tan %-dx
SOLUCION

(1) —tx | locosx
1 + cos x 1 - cos®x
- fls;ngo_: L dx = fcoseczxdx —f(senx)-zd(sm x)

= -<:otx+(senx)-1 + C= -~ cot x + cosec x + C.,

( multiplicando numerador y deno
minador por 1 - cosx)

(2) faec-’-é— tan-’i(-dx = 2fsec-;—. mn%d(%? 5 u=§-.

- 2fsecu.tanudu =2secu+C-2sec%’+C.

33



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

3 f(tan 4x - cot 4x)dx -%—ftan 4x d(4x) -—z-fqot 4x d(4x)

-71‘- lnlsec 4x | —%- 1n|sen4x| + C
= -%-1n|cosec 8x| + C
(pues sec 4x . cosec 4x=2 cosec 8x ).
ax ax
PROBLEMA 25 Hallar (1) fcosec-B- . cot -b—dx
(2) f e cot e ax (&) f(sec x - 1)2dx
SOLUCION
(1) fcosecT. cotib- dx = % fcosec%. cot%d(%)
= — fcosec u . cot udu, donde u :%-,
= --;:—cosec u+C = —%cosec% +C.
2) fex cot e¥dx = fcot e* de®) = 1In |sen e*] +C .
3 f(sec x - 1)2 dx = f(seczx - 2 sec x + 1) dx

=tan x - 2 1n |sec x + tan x| + x + C .

PROBLEMA 26 Hallar f(sec 3x - cosec%) dx.

SOLUCION f(sec 3x - cosec -’%) dx = -%fsec 3xd(3x)- 3‘[ cosec%d(l;')

= % 1n [sec 3x + tan 3x| -31nlcosec%-cot%l + C.



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 27 Hallar

(1) —_— @ 1
fnenx cos x f(s_e-n-a-; - 1)? dx

b 4
(3) f x sec? x2 dx (¥ f 7cosix - senix d=

d
(1) fs_en?ic'm - 2 fcosec 2x dx (pues 2senx.cosx = sen 2x)

= fcosec 2x d(2x) = 1In lcosec 2x - cot 2x| + C.

(2) f (ﬁ - 1)2 dx = f(COSQC ax - 1)2 dx

= [ cosec? - 2 cosecax + 1] ¢x

fcosecz ax d(ax) -% f cosec ax d{ax)

- -—59—2-'& -% 1n kosec ax - cotax| + x + C.

]
b‘“

) fx sec? x2 dx = -i—f[sec x212 d(x2) = +tan x2 +C.

__senx co8 X 1 | sen 2x .
dx = o= Ts dx
Jeosx - sen! X 7 eaiae

- --%- f (cos 2x$%_ d(cos 2x)

= --;—(cos 2x)l/z +C

35



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

PROBLEMA 28 Probar que

f dy ='1n|u+¢u!:ta!|+c.

ul + &
SOLUCION
d In Ju+ v ta’l-d—t-ln jlu+vuds £} du
u
1+
/02182 d

wt fltal S T

Luego

f’]u%%?" =fd In [ut/?ta?| = In |ut/aT tal| +C.

PROBLEMA 29 Calcular las siguientes integrales

(1) I 2) —tlr .,
Y16~y 4x2 -9
3 i (4) 7‘?&"‘7—
f}( + 5 f 8 -
SOLUCION

fﬁ- f Vo = ercsenf+C.
4dx 2 d(2x
e - - X - = —1—_-—55- ’ donde u=2x,

a=3
- u-a - Ln 2223
24 5oy P |omal *C 5 In 7—x+3|+c.

(8.3) f?—df-;‘ fﬂ_\sd?ﬁ')'i'"}s'“c““_}s"*c'

fﬁ%-fﬁ—- In|s+ /a7 -4 + c.



4.5 PROBLEMAS RSESUELTOS

(1) U . (2) f
3x? - 12 16 - 9x
dt eX dx
3 4) .
f 2+ 9¢? f Tleetx

SOLUCION
(1) dx - 1 dx - 1, 1 1n x=2 ‘+ C
f3x2- 12 2-22 3 IO x+2
1 x=-2
e R I* G
dx 1 d (3x) 1 Ix
(2) = e = e arc sen-z---i-C.
f./ 16 - 9x2 4 f/l@ - (3x)? ’
dt 1 ds3tz 1 1 3t
(3) = e = e o memm grc tan +C
f 2 + 9¢2 3 f(3:)2+(ﬁ)2 32 2
V2 3t
= o= grc tan +C .
6 /7

(&) f e* dx = f d(eX) _f du
2% x)2 2 2, 2
1 +e (e®) +1 e .

= arc tan u+ C = arc tan eX+C.

dx
PROBLEMA 31 Calcular (1) —e—a
f V2ax - x2
dx dx
(2) — (3) .
f 1+x+ x f /x2 + 2ax
SOLUCION
f dx f d(x-a)
/2ax - x? Ja& = (x-a)y
= arc sen =2=2—4 C,

a
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LA INTEGRAL INDEFINIDA Car.1

dx d(x+ %)
(2) = s 3 (completando cuadrades
I +x+x2 (x+5) + a en el denominador)
i o
= 71.-—- arc tan —Ez- +C
2 2
2 2x + 1
——-- arc tan =—eemmew + C ,
/3
dx d5x+az
3 f = (completando cuadrados
/x2+ 2ax f /(x+a)? - a2 en el denominador)

In|(x+a) + / (x+a? - a2 |+ C

1n|x+a+/x2+23x |+C.

PROBLEMA 32 catenlas 1 =f dx (0<b<a).
(a+b) - (a-b)x?

SOLUCION T = f dx s donde p?=a+b, q2= a-b ,
p2 - q2 x2 pues a-b>0 ,
- __L_f d{gx) i _21 h‘s:;p ‘+C
q (qx)? - p2 pq qx +p
1 Va-b x 4+ V a4l

In
2 /a2 -p2 Ya-b x - Va4

x° = 5% + 6
PROBLEMA 33 Calcular 1= e taenms X o
x2 4+ 4

SOLUCION 1 = (x2 + 43 - 5x + 2 .
X + 4

dx - 5 x dx 2 dx
x2 + 4 x2 + 4

= x—-i-ln(x +lo)+arctan-5-+c




4.3 PROBLEMAS RESUELTOS

(2x + 5) dx

PROBLEMA 34 Calcular 1= f
x2+2x + 5

SOLUCION
2
7 = f 20t) +3 d [ Ge1)2 + 4] +f 3d (x+1)
(x+1)2 + & (x+1)2 + 4 (x+1)2 + 4
= In | +1)2 + 4|+ —g—arc tan (-’-(-;-1-)+ c
2 3 x+1
= In(x® + 2x + 5) + =5~ arc tan (—2--)+C .
xZ
PROBLEMA 35 Hallar 1 = —_——dx
1+ xb
SOLUCION
3
I=-——-]3 f i ) :1; arc tan (x3) +C ..
1+ (x3)2
PROBLEMA 36 Hallar 1 = f B i
9x% - 3x - 1
SOLUCION Completando cuadrados 9x2 - 3x - 1 = (3x -—;-)2— %—
donde u= 3x - —é— 3
_ 2u+1 _ _du
Luego X = —a dx = T
Sustituyendo en la integral daaa
2_ 3,
L. 1f2u+l7du L d(u 4)+£f du
6 w2 _Z_ 6 o2 - ..f_. 6 N
g
1 ) ‘ 17 1 2
= —In|u2-=2|+=L . - In +cC
6 4 6 9 (__5_72) u +_/§§__
7 - «
=—1-ln|9x2-3x—ll+ 1 - K +C
6 VS 6x - 1 + /5
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LA INTEGRAL INCZFINIDA CAP.1]

PROBLEMA 37 Hallar f (1 - x) dx

x2 +4x+3

SIEHETEN Completando cuadrados x2 +4x + 3= (x +2)2 - 1= 4?2 -1,
donde u = x + 2, Luego
x=u-2
y dx = du .

Sustituyendo en la integral dada

f g; - x)dx =f$_um. f _%ﬁ&-1fl/2a(u2-1)
¥Yx¢ + 4x+3 Yu

3]n|u+v/u2—1|-(u2—1)vz+c

= 3l|x+2+vVx% +4x +3| - xZ +4x+3x+C.
PROBLEMA 38 Encontrar I-= f.——am dx .
a?x? + b2
SOLUCION
1 d(a2x? + b? b d(ax)
I = o * 3
a?x? + b? (ax)? + b2
= -2—1- In (a2x?2 + b2) +—1- arc tan (él) + C.
a a b
PROBLEMA 39 Hallar I = arc SEn X, dx
1 - x?
SOLUCION
1
I = (arc sen x)/2 d(arc sen x)

3
2 4c.

% (arc sen x)



PROBLEMAS RESUELTOS

40 Calcular I = f x - Yarc tan 2x

dx .
1 + 4x2
80LUCION
2
I = % -d—(l—+—l-‘u ——21' f (arc tan 2x)l/‘d(arc tan 2x)
1 + 4x?
3
= -é— In (1 + 4x2) -%‘ (arc tan 2x)A + C.
dx
PROBLEMA 41 Hallar I = f
i+ x%) In(x + /1 + x2)
SOLUCION

-1/
I= f[ln(x+/1+x2 ):‘ 2 d[ln(x"" ) )]

L '/]n(x+v'1+x2)+c_

3_
PROBLEMA 42 Hallar I = f x -1

dx
x* - 4x + 1
SOLUCION
b _
I = %fd(x 4x + 1) '%hlx“—4x+l %0,
x% - 4x + 1
X dx
PROBLEMA 43 Hallar I = f(2+ o g
SOLUCION
2
Tenemos I = _g..f dxl % ltf d@2x2 + 1)
x2 + == (222 + 1)2
1 x 1
-1 arc tan T
o 4(2x% +1
& - (2x% +1)
= V2 arc tan xv2 = 1

+C .
4(2x2 +1)
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PROBLEMA

SOLUCION

PROBLEMA

SOLUCION

I

FROBLEMA

SOLUCION

1

FROBLEMA

SOLUCION

I

LA INTEGRAL INDEFINIDA

44 Calcular I= 2 dx .
x2+ 2
2 -
.fﬁs_*‘ﬁ_i.dx - fdx_zf dx
x2 + 2 22 42
-x—Z(l)arctan .+ cC
" vZ
= - /2 t X+ C .
x arc an—72-
x3
45 Hallar I = ———dX .
o2 . 2
3 3 .2 2
- x3dx . - (x ax)+axcbt
%2 - g2 32 - g2
2 2_ .2
- - % iy v d(x* - a‘)
x2_82
X 82 2 2
R T | x2- a2 | + ¢
a6 Calcul 1 f x? d
alcular = ———re %
3\/x§+l
-1 2
- = | TP a3 e = (34D sc.
47 Hallar i 2 sén X - Cc08 X dx .
sen X + cos x
- d(sen x + cos x) T
= f T = In|sen x + cos x|+ C.

CAP.

1



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 48
arc tan x 2
Encontrar I = f S + xIn(l+x)+ 1L
]+ x2
SOLUCION
arc tan x 1 - i
I = e d(arc tanx) + In (14x2)d |[m(1l+ xz)] 4
f .3 | =
2

- emmx +—:—-[1n(1+x2)] 4 arc tan x + C.

PROBLEMA 49 Calcular T = r arc sen x + X .
v l—x2

1
SOLUCION I = farc sen x d(arc sen x) - -~-;—‘f.(1-:~t2)“/2 d(l - x2)

. sresen’?x 2% L

2
PROBLEMA SO Hallar T - —SEL X COS X — dx .
V2 - sen* x
SOLUCION R d(sen? x)

Y2 - (sen? x)2

( pues d(ser x) = 2 senx cosx dx)

= -—;—f du 3 donde u = sen? x ,
P

= =5~ arc sen Vs +C
2
1 sen? x
= =—3— arc sen ( Von Y+ C
2

43



PROBLEMA 51 Hallar £ - dx
x(4 - 1n? x)
SOLUCION Sea u=lnx. Luego  se tiene X = eu, dx = e du.
Sustituyendo en la integral dada
I = ! du . du
eY (4 - u?) w2 - 4
1 u-2 1 Inx+ 2
-'Tln"m"]” ‘Tl"lmx-zl"c‘
PROBLEMA 32  Hallar I = f ix
1 + cos? x
sec? x dx sec? x
SOLUCION I = —— = dx
sec? x +1 tan? x + 2
- d(tan x) - —— tan X y +C.
(tan x)2 + 2 V2 /2

PROBLEMA 53

SOLUCION 1

LA INTEGRAL INDEFINIDA

2
Hallar . ‘/ln(x+¢x + 1) B
1+ x2

f/ln(x-f- Vx2 +1 ) d[ln(x+v42+l )]

3
-%- I:ln(x+ /x’-+1)]’2«+c.

w'l



PROBLEMAS RESUELTOS

PROUBLEMA 34 Calcular

(1) f(Z sen h 5x - 3 cos h 5x)dx

(2) fsen h? x dx .

SOLUCION
(1) f(Z sen h 5x = 3 cos h 5x)dx = —g—coshSX--g—senth-o-C.
X _ .~X
(2) f sen B x dx = (__ez_e_)Z dx
X _ =X
(pues senhx = —)
= %f (e2¥ -2 4 e"2X)4x =—é'e2x—-21-x--é-e_2x
2X _ ~2X
- g h2x -——+¢C
= = sen x > 4
PROBLEMA 55 Calcular 1 = fcosec hx dx.

X
SOLUCION Fom | et s e RO o
X - X e2X _ 1

x X _
=zf d(ze) -—zhle 1’+c
e*) -1 eX + 1
Xk =Xy
= In | =St 7 |+C
ex/2+e
X
= In tanh—2—|+c.

+C



LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

3tan hx
PROBLEMA 3& Hallar I = dx
cos h2x

SOLUCION 1 = fs““ BE e b2 dx = | 370 P gt e
(pues d(tan hx) = sec h2xdx)

PROBLEMA 57 Calcular I = f tan?ax dx.

SOLUCION 1 = ftanzax dx = f(seczax - l)dx = 222X _ 4 4o,
a

tan 3x - cot 3x
PROBLEMA 58  Hallar 1 = f sen Ix i o

SOLUCION I= |sec 3x dx - fﬁzﬂ%i— dx

1 1
. lnlsec3x+tan3x|+3senax+0.



4.6 PROBLEMAS PROPUESTOS

4.6 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1 Hallar las siguientes integrales

6
(1) fx(Z + x2)2 dx Rpta. -xT+ x* + 222 + ¢
2 4
2 ax bx
(2) fx(a - bx¢) dx Rpta. e + C
(3) fy(:%y + 2)dy Rpta. y3> +y2 +¢C
PROBLEMA 2 Encontrar las siguientes integrales
1 2 %
(1) x /2x7 + 3 dx Rpta. - (2x* +3) ™ +¢C
2
(2) .I’LL Rpta. _g../ x3 +8 +¢C
Vx3+8
_ 2 1 3
3 f—‘/‘;—]_-/—’-‘l-dx Rpta. 2ax’? - 2/a x +5al%4c
o .
2/44m+l 4 2ma2n+]
m . yn -
4) f—(" Y o Rpta. T~ Zm+lnil
x 2/ T
B ™
PROBLEMA 3 Calcular las siguientes integrales indefinidas
(x2 + 1)dx 2y
(1) i e SR ta. =vx*+3x +¢C
f v/ x3 + 3x . A
2 o
(a+ bx3 ) 3b (a+bx3)
d -1
3 — Rpta. —+ C
f (a + by)3 2b(a+by)
i/
" ny /2
(4) ! Vavbx® dx. Rpta. ﬁ%—+c
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LA INTEGRAL INDEFINIDA CAP.1

PROBLEMA 4 Calcular
5 3
(1) fe" Ya - be* dx Rpta. - %(a—bex)/z+ c
(2) . - te. - (350
* 45 BEEL. T T3 i
(3 —edx Rpta. -2(1-%)% +¢
V1l - X
-bx
e 1 -bx
(4) fr::dex Rpta. 5 lnll—e l+C.
PROBLEMA 3 Calcular las siguientes integrales
Ytan x 2 3%
(1) f ——— dx Rpta. 3(t:an x)'° +C
1-sen x
(2) fmdx Rpta. 1n|x+cos X | +C
(3) a>X cog x dx Rpta. aEX L.
Ina
PROBLEMA &
dx 1 x-2
1) Rpta. arc tan—3= +C
fxz -4x + 13 3
2) f_.ﬁ_x_dL- Rpta. 3 arcsen x?+ C
vl - x;
’ dx .; ax~-b +
> f?‘?‘ﬁr Rpta. oo | Bop|+c

4 f dx Rpta.
+
T e = 1n x4/ + T2 [+C



4.6 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 7 Probar que:

(1) BT e e ol A e ] S T l Bx+ 72 |6
3 2/6

3x2 - 2 Jix-/z_
Ix+1 3 7 1 2
(2) —_—Flemdx = =/5x°+1 +=—1In|xV5 +/5x%+1 |+ C.
f/5x2+l - /s
(8x - 3)dx

PROBLEMA 8 Hallar
Y12x - 4x% - 5

Rpta. -2 /12x-4x" -5 +-g—arc sen(2x2'3)+ c.

(6~-x)dx

Vax? - 12x + 7

o gy
Rpta. = In |2x- 34 /o - 1247 |- 5 /exl- 12247 +C.

PROBLEMA 9 Calcular

49
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INTEGRACION FPOR PARTES =
INTEGRACION FOR SUSTITUCION






1. INTEGRACION POR PARTES

TEOREMA

Sean u = u(x) y v = v(x) dos funciones diferenciables.

Entonces se cumple
fudv=uv-fvdu .

PRUEBA
La diferencial del producto de funciones u.v. es

d(uv) = udv + vdu .

luego udv = d(uv) - vdu , e integrando
fxdv = jd(uv) - | vdu = uv +C -jvdu ( pues fd(uv) =uv +C)
= uv-fvdu ( la constante C es sumada a la constante

de la integral indefinida fvdu, dando lugar a otra constante ).

Asi, hemos probado que fudv = uv -fvdu s ]

53



INTEGRACION POR PARTES

Ejemplo 1 Hallar fx In x dx .

Solucién Sean u = ln x dv = x dx .

2
Luego du=+, fdv-fxdx= .

Aplicando fudv = uv - fvdu » resulta

4 x2 1
X 1n xdx = (In x)( 7 )-f—r(—x-)dx

2 2
=—¥-1nx-—’l:—+c.

Ejemplo 2 Integrando por partes calcular fx cos nx dx y verificar

la respuesta mediante diferenciacidn

Solucidon Sean u = dv = cos nx dx.

Luego du = dx fdv =fcos nx dx ’ﬁn_n_x__

Tenemps entonces

X sen nx sen nx
fxcosnxdx=fudv=uv-fvdu= = —f = dx

X sen nx COS nX

Verificacidn

d X en n nx ¢ n sennx
( sen nx . _cos nx HC) = s X, , DX cos nx _ L
dx n n? n n n

= x cos nx = funcidn integrando.



INTEGRACION POR PARTES .,. CAP.2

Ejemplo 3

X
Encontrar e g cos mx dx y verificar la respuesta mediante diferen

ciacidn de la sclucidn hallada.

Solucidn
X/, X/ Xk
I = e™ cos nxdx=e"-ser:‘#-- ZT_ sen nx dx (1)
TT
( tomando u L‘, dv = cos mx dx)
Pero e " senmwx dx = x/" Los TX. 7o cos mx dx
( tomando u , dv = sen mx dx)
X/
4
P - COS TX +L 2)
T A
Sustituyendo (2) en (1)
X}, senm x 1 eX/L‘ cos TX I. .
I S bl e e -, y despejando I
x
1 = Ae/“ (471 sen "x + cos ©x) rc
1612 + 1
Verificacion
%l A
di, _ _eX(4m sennx + cosmx)  4e (472 cos 1x - msen wx)
" 1677 + 1 167 + 1
X
= e/l' cos mx dx .
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INTEGRACION POR PARTES

Ejemplo 4 Hallar I-= fsec3 x dx .

Solucién 1 fsec’x dx = sec x.tan x - fsec x tan? x dx

( tomando u=sec x y dv = sec® x dx,

v =tan x )

secx.tanx—JAsecx(sec2 x - Ddx ,
21 = secx.tanx+fsecxdx

1= —%—secx.tanx+1l—ln|secx+tanx +C.

2. INTEGRACION POR SUSTITUCION O POR CAMBIO DE VARIABLE
2.1 Teorema. Formula del cambio de variable

Si x =¢(t) es una funcidn diferenciable, entonces

ff(x)dx = ff(d)(t)) ¢'(t)de

Nota

1. La igualdad a que se alude en esta fdrmula se verifica en 1los
puntos x,t tales que x = ¢(t) . Explicitamente, si

F(x) = ff(x)dx y G(t) = ff(¢(t))¢'(t)dt

entonces F(x) = G(t) siempre que x = ¢(t) .

2. Para calcular ff(x)dx, cuando se efect@ia el cambio de varia
ble x = ¢(t) , se procede de la siguiente manera:

a) ce encuentra la integral G(t) = ff(d’(t))‘b'(t)dt :

b) se expresa t = P(x) como una funcidn de x, y se reempla
za P(x) en la integral encontrada en a) ;

e) finalmente, ff(x)dx = C(P(x))



INTEGRACION POR PARTES ... CAP.2

Prusba del Teorema
Sea F(x) = ff(x)dx y definamos G(t) = F(p(r)) . (1)

Probaremos que G(t) es la integral indefinida de la funcidn
£(4(t)) ¢' (), esto es, que se cumple

@) = £0e(© (2)

o equivalentemente G(t) -'ff(¢(t))¢'(t)dt (3)
En efecto,se tiene  S3(t) = == F(4(t)) = IE(x) (x =6(t))
- EL& (regla de la cadena)

= f(x).¢'(r) |rpues%-£= f(x) ya que
F(x) = ff(x)dx, y g—’:—w‘(t)]

= f(p(t)).e"(t), lo cual demuestra (2).
Para concluir, si x = ¢(t) tenemos
ff(X)dx = F(x) = F(@())
= G(t) (por (1))
=.ff(¢»(t))®'(t)dt (por (3)).
[ ]

Ejemplo 1 Hallar 1 = fx/x-z dx.

Solucidn Sea t=+x-2. Luego x = t’42 y dx = 2t dt.

Entonces

1 = f(t2+2)t(2t dt) = f(z:“+&t2)dc = %:5+%c3+c,

y sustituyendo t

1

5 3
1= 2ty baen® s,
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2.1 FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLE

Ejemplo 2
Hallar I-= f g% efectuando la sustitucidn x = e

x v x%- 4 5
Solucion
Tenemos

1 dt
Caso 1. x > 2 Tenemos % m—— dx=——5-. Luego
t
__dt
1 =f - - f_ —t
R /1 -4¢2
t 2
o 1 1
(de x>2 se tiene t>0 y ‘/?-a = T/l—&:z )
1 d(2t) 1
Por lo tanto, I=- —f-—-—-—-— = == arc cos (2t) + C
- /1-(2¢e)? g
1 2 ;
=Tarccos(—;—)+c si x >2 .,
2 du
( se usd -f = arc cos{u) + C)
v 1-u?

Caso 2. x < -2 Tenemos -x < 2 y haciendo el cambio de variable

y = -x se tiene
~dy dy
I= f = con y > 2,
/-y 2= 4 y /y2 -4
- -—;—- arc cos(—;—)+ C ( por el caso (1) )

1 2
—5— arc cos (- -x—)+ C.

En resumen

arc cos(-%-) + C si x > 2

arc cos(- -i—-) + C si x < =2

o en forma abreviada

_ 1 2 z 2
1 = > arc cos(—m—)+c si x¢ > 2
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2.2 Sustituciones Trigonnmétricas

A menudo es posible realizar el cdlculo de una integral efectuando una
sustitucién trigomométrica lo que da lugar a ura integral jue contie
ne funciones trigonométricas.

1. La integral contiene el radical va' - x’*, a > o.

Entonces se hace la sustitucidn x = a cost y Ya’- ¥ = a sent.

2. La integral contiene el radical /¥ - a’, a > O.

Entonces se hace la sustitucidn x =a sect y v ¥-a® = a tant.

3. La integral contiene el radical /¥ + &, a > O.

Entonces se hace la sustituddn x=a tant y vVx°+a’ =asect.

Nota

Sobre la sustitucién trigonométrica para el casoVx’- &

Cuando se hace una sustitucidn trigonométrica del tipo 2, se procede de
la siguiente manera:

1) se encuentra la integral cuando x>a ;

(2) <se encuentra la integral cuando x<-a, para lo cual se
hace el cambio de variable y =-x,y asi el cdlculo de
la integral se reduce al caso anterior;

y (3 la integral resultante se compone entonces de dos integra
les, wuna para el intervalo x>a y otra para el inter-
valo x<-a. (Ver ej.2). No obstante, a veces estas
dos integrales pueden resultar iguales y dar una sola ex-
presidn para la integral buscada. (Ver ej.3).
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2.2 SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 1 Mediante sustituciones trigonométricas hallar

x® dx

V3 - x? )

I

Solucién
Sea x = 3 cost. Luego V/3-x% = /3 gen t, dx = - /3 sentdt

I e f(v’g cos t)¥(- /3 sen t dt) = -3/3 fcosstdt
VY3 sen t

= -3f:i_f(l—senzt)costdt

= —3/§_fcostdt+3/3_ fsen’td(sent)

= -3/3 sent-v3 sen®t+cC,

-
y sustituyendo sen t = E

V3
3
I = -3 /3-x2 +—;--(3-x2)/2 +C

2
= -2 /3-x2 -F3/1-x* +c

3 p——
( pues (3-x2)/2= 3-x%) V3-x

dx
Ejemplo 2 Calcular I = f———-—-— s a>0.
x* /x? - a

Solucion
Caso 1. x > a. Sea x = a sec t. (1)
Luego dx = a sect tan tdt .

Se tiene entonces

a sect ta 1
1 = f nt dc = - f cos? tdt
a’ secl®t a tant a

. 13 (l+c¢2)52t Ve, t3+sen32': +C
a 2a 4a
t sent cost
= + + .
™ T c (2)
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Ahora debemos despejar t de la ecuacidén (1) y reemplazaris en (2).

; /2 = al
De (1) se tiene t = a:csec-’t;-, cost--?;, gent i

y sustituyendo en (2)

.4 xz- az

X «
arc sec=— 4 ——————— 8i x>a.
3 a 2.2
2a‘x

I=

Caso 2. % < —a. Entonces -x>a, y haciendo el cambio de varia
ble y = -x se cunple vy>a, y

I = ~ dy dy

(v V(&P -a y? v/ y? - a?
.—Y__-—-'

= -—ng-arcsec L4 (por el caso (1), ya que y>a)

2a% y?
2 P)
= 23arc sec (-f:—) + /xzzza si x<-a.
a a®x
Ejemplo 3 Probar la férmula dx =In|x +/x* -a® | + C.
/%2 - a?

Solucidn

Caso 1. x > a. Sea x = a sec t.

Luego = g tan t, dx = a sect tant dt,
- a sect tant dt = sEe £t
a tant

Injsec t +tan t |+ C

!+C, si x>a

lnlx+»’x"’-a2|+cl donde Cy=C-1Ina .



2.2 SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Caso 2. x < —a. Entonces -x>a y haciendo el cambio de variable
y = -X, se tiene y>a y

’
-l = -J—-—z—,__d=-1nly+¢y2—a2|-rc
y -a ( por el caso (1))

= -In|-x+/x?-a| +¢C

- ln‘ 1 I + C
-x + /%% - a?
/o2 - 2
- T x + xz a l +C, (raciounalizando)
a

= In|x+/x*-a%|+ ¢, , 3i x<-a,

donde €, = C- Ina?

Resumiendo, en ambos casos se tiene

—_— . ;| x+ Vx?-a?|+cC.

2 = a2

3
Ejemplo 4 Ha)lar .] Y x2+ a®  dx.

Solucidn

Sea X = a tan t. Luego se tiene Vx2+ a! = asec t,

dx = asec? t dt .

f/x2+a2 dind | aednie = & [sec tztan t +]n|sect+tant|]+c

2
wer ej. 4, péag.51)

y reemplazando tan t y sect

+ C.

x./1-<2+az & Inlx +vVx* +a°|
2 2
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3. PROBLEMAS RESUELTOS
3.1 Integracién por partes

PROBLEMA 1 Integrando por partes calcular I = farc tanx dx.

SOLUCION Sean u=arc tan x y dv = dx, = x. Se tiene

I = X arc tan x - kdx = X arc tanx ——;— d(1+X)
142 1+

= X arc canx-—;-ln(1+xz)+C.

PROBLEMA 2 Hallar 1 = f :x dx.
SOLUCION

I = ‘f‘xe'x dx = x(-e7X) - f(—e'x)dx (tomando u=x,

dv=e Xd»
- smgBoe®ag m = A,
X
PROBLEMA 3. Hallar I = fln x dx .
SOLUCION
dx
I = xIlnx -f-—x— (tomando u=Ilnx y dv=dx, v=x)

= xInx -Inx+C = (x-1)Inx + C.



PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 4 Calcular I = f (x2 +2x + 3) cos 2x dx.

SOLUCION Tenemos

I = wf4x o+ 3) BN 2 f____zz__(zxn gen 2%,

(tomando u =x*+2x%3 y dv= cos 2xdx, v=—3s%ﬁ).

Calculamos la Gltima integral

f(x+1)sen 2x dx = (x+1) (-°°52 2x) __f(‘cosz 2%) 4y

(tomando u = x+1 y dv=sen2xdx, v=-c—°%-2—x§

= -—Ml 2(:0st +%~fcos 2x dx

= - ____l___(x+1 ;08 L +%sen 2x + c.

2
Luego = B +2x ; 3)sen 2x (x+1)c20s 2x sen4 2x | ¢

o (2% + 4x + 5)sen 2x

A +

+ C.

(x+1)cos 2x
2

PROBLEMA S Calcular T = fln (x +/1+% )dx .

SOLUCION

I = xIn{x+ v1+x° ) f ’——1.,.,(2 dx

(tomando u= In(x+ /1+x! ) y dv=dx, entonces v=x,

L+

i V1 +x? dx

U = = § = m—————— )
x +/1+% /142

Luego I= xIn(x+ V1+x2) - Y1+x? +C.



INTESGRACION POR PARTES ... CAP.2

PROBLEMA &
Calcular 1 = f(xz -2x + 5)e™® dx.

SOLUCION

I = x?-2x+5)(~e%)~ f(-e_x) (2r - 2)dx
(tomando u=x?-2x+5 y dv = edxdx, v=-e

Calculamos la segunda integral

fe_x (2x - 2)dx (2x-2) (e %) - f(_e—x) 2 dx

(tomando u=2x-2 y dv=e dx)
Luego I = -x*+5)e* + C.

= - 2xe ¥ +C.

3
PROBLEMA 7  Encontrar I = f —
(x* +a%)

SOLUCION
2
5 X +f 2xdx2
2(x% +a%) 2(x2+3a)
dx -1
(tomando us= £ dv =—2 , v=
y (x2 +az)T 203 + &)
= = .1 + %ln(x2+a2)+C.
2(x* +a?)
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PROBLEMA 8
Hallar I = feax cos bx dx .

SOLUCION
e?* sen bx a ax
I = - - e sen bx dx
b b
(tomando u = 3% y dv=sen bxdx, v=- setl\)bx)
Pero
ax
ﬁax sen bx dx = _e__(_Tc)w __;_‘f;ax (- cos bx)dx
(tomando u= ™ y dv=senbxdx; v=- c_osbl)
ax
_ _ _& " cos bx a
= b g 1
eax sen bx a ax a’
Luego I-= —_— +T)3e cosbx-?‘I
ax
de donde I = -——2——2-(b sen bx + a cos bx) + C.
a~ +b

PROBLEMA 9 Hallar 1 = fx3 1+ 2 dx .

SOLUCION Tomamos u=x y dv=x A+2x dx ,

x2 (142:8) % - (1+ 21(2)5/2
6

2 _ %
(3%% - 1) (1 +24)
30
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PROBLEMA 10
2
Encontrar I = ol .
(x cosx - senx)?
SOLUCION Observemos que
d(x cosx - senx) = (cosx - xsenx - cosx )dx = -x senx dx
Luego tomando u = » dv = X oenX dx ,
sen x 2
(x cosx - sen x)
1
V * e———  tenemos
X CO8X - senx
1 = X x_senx dx
senx = (x cosx - senx)‘
= se:x X cos*{l =Sy {genx - x _cos x) dx
: (x cosx - sen x) sen4x
= = - cotx + C
sen X (X cOsSX - senx) *
PROBLEMA 11 Hallar I = x2 sen?x dx.
SOLUCION De sen‘x = —1-:-9—;-’-8-—-2—)(— tenemos
1 = — (x2 - x2cos 2x)dx = La-—-l— x2 cos 2x dx
2 [3 2 2
Calculamos la segunda integral
2 x2 sen 2x
X cos 2x dx = g X sen 2x dx
x2 sen 2x | == cos 2X cos 2X
2
2
X* sen 2x X COS 2X sen 2x
2 + ) % +C.
3 %en 2 2 2
X x%en 2x X _cos 2X sen 2x
Luego I & % - 7 + 3 +:C
__)53__ (2x2 - 1) sen2x _ X cos2x &
6 8 4 . :
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PROBLEMA 12 Encontrar I = xeX senx dx .
SOLUCION
I=-xe'cosx + (ex+xex)cosx dx
x

(tomando u = xe  y dv = senx dxj; v =-cos X

x x bs x
= -xe cosx + [(e"™+xe") sen x - (2ex+xe ) senx dx ]

(tomando u = e~ +xe’ , dv = cos x dx ).

= ex(senx + x senx - X cosx) - 2 e* senx dx - I
1 x X
Luego 1 = 7€ (senx + X senx — X COSX ) — e " senx dx . (1)

Ahora calculamos la segunda integral

X X X
e"senxdx = - e cosx + e” cos x dx
X X X
=-¢e cosx +le senx - e sen x dx]
X 1 x
de donde e’ sen X dx=—2-e (senx -~ cosx) + C,

y sustituyendo en (1) resulta

L = —;-ex (x senx - X cosXx + cosx) + C.

PROBLEMA 13 Hallar T = [ X% S€HX

1 + cosx
SOLUCION
3 2 = x
X sen- cosy
I-= = dx
2 cos? 5
= —;— X secz-x‘r dx + tan-)z-c-dx

"

i

X X
xtanl— ‘] tan-%(-dx+ taanx = xtanT +C.
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PROBLEMA 14 Calcular 1 = |-XS08X g4y .

sen?x
SOLUCION
X dx
I = = e———
sen X sen x
(tomando u =x y dx =M, v
sen?x
= - x cosecx + In lcosecx & cotxl + C.
NOTA cosec X - cotx = LO6R, = SR X . = tan—s.
senx 1 + cos x 2
PROBLEMA 13 Encontrar I= 1n? x dx .
SOLUCION Tenemos u = In2x , dv=dx , v =x
Se tiene I = x In2x - 21nx.;!(-xdx= xlnzx—Zflnxdx
Pero por el problema (3) Inx dx = (x - 1) lnx + C.
Luego T = xm?x - 2(x-1) Inx +C .
PROBLEMA 16 Calcular 1 = sen (Inx)dx.
SOLUCION
I= x sen(lnx) - E’.ﬂ;‘.’ﬁx dx (tomando u = sen(Inx),

y calculando la segunda integral

sen (Inx)x
X

cos(Inx)dx = x cos(inx) + dx

dv

(tomando u = cos(lnx), dv

Luego I = x sen(Inx) - x cos(lnx) -~ I ,

de donde 1 =-’25-[sen(h x) - cos(hx)] +C .

CAP.2

]

dx )

dx)

69
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PROBLEMA 17

Encontrar I= fx:'] Exb dx

SOLUCION
x3 (=388 ) - f(_3;)c/3 ) (3x2)dx

(tomando u = x3 y dv = Exbdx, v =-3e.xé)
= - 33 4+ 9 ng’%dx

Pero fxz?%dx = x? (-—35”3) - f(—35""3)(2x)dx = -3x2e*h + 6 fxzﬂ’dx

~3x26 P 4 6[x(-3eP) - f (-3¢ ™8 yax]

I

-2~ 18xe™3- 54 &Y 4+ .

Luego I = - Be_x/3 [X3 + 9)(2 + S,AX +162] +¢C.
PROBLEMA 18 Hallar 1 = arc cot /x
3

SOLUCION Hagamos el cambio de variable /X =1t, x=1t2y dx = 2t dx.

f—éﬂ—:ﬁt——t- (2t dt) = Zfarc cott dt

2 (t arc cott - f(—ﬁ_l-gﬁ t dt]

(tomando u = arccot t, dv = dt)

Luego I

2 [t arccot t +-;_—ln(1+t2)] +C

= 2/ arccotVx + m(1+x) +C .
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PROBLEMA 19
Encontrar I= secSx dx.
SOLUCION

Tomamos u = sec’x y dv = sec?x dx, v = tanx .

Luego 1 = sec3x tanx - (tanx) (3 sec?x) secx tanx dx

2

= sec®x tanx - 3 tanZx sec3x dx

= sec3x tan x - 3 (sec?x - 1)sec3x dx

= sec3x tanx - 31 + 3 secdx dx N

y despejando I

| 3 3 3
I A sec’x . tanx +2;- sec”x dx.

1
Pero sec3x dx = -;- secx. tanx + 7 In lsecx + tanx] + C
(ver ej. 4, pag 51)°

y por lo tanto

I =% secx . tanx.(2 sec?x + 3) +%]n|secx + tanx| +C.

PROBLEMA 20 Caléular I= arc senx dx.
SOLUCION
X
I = x arcsenx - dx
/1 -x2
(tomando u = arcsenx , dv = dx )
-
=xarcsenx+—;- (1 - x2) /zd(l—xz)

1
= x arcsenx + (1 - x2) /2+C
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PROBLEMA 21 Calcular I= fx arc sen x dx .

SOLUCION Hagamos el cambio de variable t = arc sen x. Luego
X = sen t, dx = cos t dx y

ft sent cost dt = -% ft sen 2t dt

1 cos 2t cos 2t.
g -5 - f (= ===] @]

—
L}

(tomando u = t, dv = gsen2t dt , v = - cot22c)

sent cost
4

—%(1-25en2t)+ +C

o0y?
-—Q—ﬁgl(~l arc sen x +% T -x¢ +C.

PROBLEMA 22 Calcular I = fx sec?y dx.

SOLUCION
I = x tan x - f tanx d« (tomando u = x, dv=sec?x dx, v=tanx)
=xtanx—1n}secx[+C.
PROBLEMA 23 Hallar I = f"& .

SOLUCION Hagamos la sustitucidn t=vx, x=t2, dx=2t dt.

Luego I = 2 ftetdt = 2[tet - etdt]

tonando u=t, dv=e' dt 5 v=et)

= e(t-—l)et +C= 2(/)_(-1)e/; +C.
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PROBLEMA 24 Calcular I = f x2gen hx dx.

SOLUCION

I = x?coshx - 2 x cos hx dx

(tomando u=x2, dv=senhx dx, v=coshx)

= x2 coshx - 2 [x senhx - sen hx dx]
(tomando u=x, dv=cos hx dx, v=sen hx)
= x2 coshx - 2x senhx + 2 coshx + C

= (x%2 +2) coshx - 2x senhx + C .

1-x
1+x % =

PROBLEMA 23 Hallar 1 =fx In

SOLUCION Tenemos

fx In (1 - x)dx - fx In (1 + x)dx
| 2 2 2 2

X %€ -dx X X dx
I_zl“(l’X)'le-x]' E’z‘k‘““‘)‘f"i‘ m]
2 " &2 2
_ X l-x 1 x<dx 1 X< dx
=TT YT | T +7f'rw

2 2
x“dx ~(1-x) + 1 _ dx
Pero‘f‘l_x f T dx = - f(1+x)dx+f1_x

x2
=—X-T -In(l-x) +C

2 2
x“dx _ -(1~-x“) + 1 _ _ dx
y l+x_f T+x dx = f(l x)dx + 1+x

22
= X Fy +In (1+x) + Cy .

=
L)

x2 -1 1 -x

y por lo tanto, 1= 5 . In 1+x-x+C.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 26 Hallar 1= |-2ESsen e,

Yl-x
SOLUCION Hagamos la sustitucién t = arcsen /x.
Luego sent = /;, Y1-x = cost, x=set, dx=2 sentcostdt.

Se tiene entonces

I = f 2t gsent cost dt =2ftsentdt
cos t

2[~-t cott + cost dt] = - 2t cost + 2sent +C .

Finalmente, I = -2 arc sen'x . Yl-x +2Vx +¢C .

Integracidn por sustitucidn

PROBLEMA 1 Hallar 1= | —28%X
v+ 1

SOLUCION Hagamos t=/x+I . Luego x= -1 y dx=2¢dt

I = f.z_(_tz_'tl_)__tdt_=zf(t2_1)dc

2:.3
5t 2t + C

3

) b
—%— (x+1) % = 2(x+1) /2+ G.

PROBLEMA 2 Calcular 1 =f—-d"—
1+ /x
2

SOLUCION Hagamos t=1+vVx . Luego x= (t-1)2 y dx=2(t-1)dt.

1 = tht‘_l.?it_=zfdt_2fd—:.= 2t - 21Int +C .

201+ /%) - 21+ V%) +¢C

2/ -2+ Vx) + ¢
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PROBLEMA 3 Calcular I = cosx dx haciendo t = sen x,
/1+ser? x

SOLUCION Tenemos dt = cos x dx.

dt
Luego 1= r———
/T+t?

= n lt+ AFF1l+ C

= In lsenx + /1+senle+C.

2X
PROBLEMA 4 Hallar 1 = £ dx .
veX + 1
e™ + 1

SOLUCION Hagamos y =

Luego exsyz—l, x =In(y2 - 1), dx = -ALdy
2
y¢ -1

Tenemos entonces

2 _ 2
yiy2 - 1

2y3-2y+C=%y(yz«3)+C

3
2
—3-Yex+1.(ex—2)+c.

PROBLEMA 5 Calcular I =jl—l—+—x' dx.
1+ /%

SOLUCION Sea t =1+ /x. Luego x = (t-1)2 y dx = 2(t - 1)dt.

Entonces

2
1 .f_.__l*‘(;'” . 2(t - Dt = 2f<c2-3: +4-Lya

= %—t3-3t2+8t—41ht+c
- -§-(1+ G - 304 B +80+ ) -l B €

=-§-/§’—x+4/§ -4m 1+ /X)) +¢
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dx
PRUOBLEMA & Hallar I = ————
f V(x-a) (x-b)

SOLUCION Completando cuadrados

(x-a)(x-b) = x2-(a+tb)x + ab = (x - g;-_b)z - (%)2 + ab
= atb 2 a-b 2 2 2
x——z—)-(T) = t4- A%,
donde t=x - é%b- y A= %l-’- s dt = dx. Entonces
1= [|—S5 " o mle+ /22-82 |+ c
t2 - A2
= ln|x—%£+ Y (x-a) (x=b) |+ C.
PROBLEMA 7 Calcular 1 = f\/ 25 - 9x%  dx.
SOLUCION Hagamos 3x = 5 cos t, V25-9x = 5 sent y
dx = —% sen t dt. Luego
e
= ——zf-?-c +%sen2t+c =—26—5t+ -%S-sentCOSt+C
= ——zgs-arc cos-3?x-+%- /25 - 9x2 + ¢ .
PROBLEMA 8 Hallar la siguiente integral f AIE PALE gx .
1 +x
SOLUCION Sea t = arc tan x.
Luego X = tan t, 1 +x = sec? ¢t y dx = sec? t dt .

Se tiene entonces

2
fde t dt =—;—-+C=-;--(arctanx)2 + C .
1+ %2
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CAP.2
PROBLEMA 9 Hallar I= sec x dx.
SOLUCION
I = sec x(sec x + tan x) ax
sec x + tan X
Sea u = gec x + tan x . Luego du = sec x(tanx + sec x)dx ypor 1In tanto

I = %- 1n|u|+C-= ln]secx+tanx|+C.

PROBLEMA 10 Hallar I = sec’ x tan® x dx.
SOLUCION
I = sec x tar'x sec x tanx dx

= sec” x(sec? x - 1)2 sec x tan x dx.
Sea u = sec . Luego du= secx tanx dx y se tiene
2 9
1 = u"(uz—l) du = (u8—2u6+u"')du =“--2-u7+£+c
97 5
- secsx(.ﬂ)}--.z_sezv-}.l)-f-c
9 g s 5
PROBLEMA 11 Calcular I = M

x /6 - In? x

In x . Luego dt = S y

X

SOLUCION Sea t

N PR T

= arc sen% +C
4 - 2

= arc sen ( lnzx ) + C,
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PROBLEMA 12 Encontrar 1 = ( dx .
J a? sen? x + b2 cos? x
SOLUCION
I = 1 sec? x dx
b2 1+ (% tan x )
a a 2 5
Sea t=v tan x. Luego dt = T sec” x dx y se tiene
b
= dt
I=—12- - = -—l-b- g =—lb-arctant+c
b 1+1t2 a 1+ ¢ 2
1 a
= oy arc tan (?tan x) + C.
dx
PROBLEMA 13 Hallar I = T
[1+ /T |2
SOLUCION Sea t =1+ Vi+x .
Luego x = (t-1)% -1 y dx = 2(t=-1)dt.
Se tiene entonces
- _1
= 2(t }zdt ( t 2 ) dt
¢ /2
3
= T I =—§-/2(:3)+c

(1+ TR 2 (/T -2) + ¢

PROBLEMA 14 Calcular I = f b dx .
/1 -t
SOLUCION Sea t=x°, dt = 2xdx. Luego
1 dt 1 ’ 1 2
T = i ——— = e=agrcsent +C = arc sen x° + C.
2 i 2 7
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PROBLEMA 15  Calcular i = dx
1 + cos 8x

SOLUCION

I = gz = -l- sec?4xdx = L sec? 4x d(4x)
2 2 8
2 cos” 4x

1
= 8tanln(+C.

PROBLEMA 16 Hallar I = f_dx__
3 + v/ 142x

SOLUCION Sea t = 3+/1+42x .

Luego 2x = (£-3)2 -1 y dx = (t-3)dt.

Se tiene entonces

I = ‘I‘.LEZ%%QE_ = t -3Int+C

Y1+2x -3 In(3 + /Y1 +2x )+ C

PROBLEMA 17 Hallar 1 = fx5/1+x3 dx.

SOLUCION  Sea t = /1+x> 3= t2-1 y 3x? dx = 2tdt .

Luego

I = ®V1+x3 . x%dx

f(tz - 1) t2dt = —g-f (t" - t?2)dt

]
wjr

= s o 2

—15t 9t+C

= .2_ 3 VZ 2 3 yz
—15(1+x) -9(l+x) + C.
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PROBLEMA 18  Calcular I = dx
(aZ + x2) /2
SOLUCION Sea ¥ = a tan t, dx = a sec? t dt. Luego
- 1 de 1 sen t
I = = P ——az cos t dt 2 + C
= X - +C
a?V/x? + a?
FROBLEMA 19  Calcular 1= | /X=1 &
x + 1 X
SOLUCION
: 1 1 dx
PASO 1 Hagamos t =% Entonces x iy y dt = - R Luego
/f 1-t
b= -f 1+t 98 -
PASO 2 Hagamos t = cos u. Entonces dt = - sen u du.
fi-t /1-cos u
I _—f I+t o -f l1+cos u REH @ B
= 2 tan-lzi--sen—‘z“--cos%du = 2 senz-‘-zl-du

PROBLEMA 20

SOLUCION

T
fl
[

(1l —-cosu)du = u-senu+C =

arc cos t —¥Y1-t? +C

arc cos -—1- - = ; ] + C
X x
Calcular I =
3 B
x/z x/2
Sea x = t? Luego dx = 2t dt y
2 2 _
dt = 2 (1_t)_._+_t. dt = 2 t ?'dt + 2 ..it_z..
t2(1-t2) 2 (1-t2) 1-t
= -2t 4 2.In -—-i‘:§|+c = - 2_+1n|1+‘/f +C.
/x 1 - vx
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PROBLEMA 21 Hallar

dx
Yox +1

SOLUCION Sea t= /v%x +1. Luego x = (t2-1)?

y
dx = 4(t%- 1)t dt, y por tanto

3 3 3
I = af(czfl)dx --%t——bt+c = -43-(,/?6 +1)/2—4(|/>T +D24c,

x_dx .
[1+x2+(1+x2)/2]]72

PROBLEMA 22 Encontrar f

SOLUCION

Sca t =1 + x2  Luego dt = 2xdx vy

I = —].'_f dt
2 1/2(1 & t‘/z) 1

1
Haciendo ahora 2=y y dt = 2udu se tiene

2udu 1,
1 s = 2(1+uw)? +¢C
Tfu(l+u) f (1+u) Qem?

= 2a+eyy ¢ - 241+ YT+ +cC.

dx
PROBLEMA 23 Calcular I = e
f Yx(1-x)
SOLUCION
Completando cuadrados x{l-x) = x-x2 = -%-— (x-%--)2

Hagamos t = x -% + Luego dt=dx y

f——dt—-— = arcsen (.‘%‘) + C
12 7
Z t 2

= arcsen (2t) + C = arcsen (2x-1) + C.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 24 Aplicando sustitucidn trigonométrica encontrar las si-
guientes integrales

2
(1) X dx 2) —_—

J1- x2 xvV x2 -1

SOLUCION
(1) Hagamos x = cost, 1-x2 = gsent y dx = -sentdt. Luego
2 2
x“ dx i cos‘t sent dt _ _ cosk b 1+ cos 2t at
o2 sen t 2
t sen2t t sent cost
=-7" T4 o tC =-3 7 =B
1 x V1 - x2
= - tarccos X - e * €
(2) Caso 1. x > 1. Hagamos x=sect, vx?-1 =tant y
dx=sect tan t dt. Luego
dx - sect tan t dt - dt =t + C
% /;(z_—l- sect tant
= arcsec.x + C, cuando x> 1.

Caso 2. x <-1. Hagamos t=-x. Luego t>1 y

= arc gec t +C (por el caso 1).
x / Z -

= arc sec(-x) + C , cuando x<-1.
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Problemas Propuestos

PROBLEMA 1 Calcular f x senx cos x dx.

Rpta. -X cos 2X + sen 2x

A ) + C.

PROBLEMA 2 Hallar I3xcosx dx.

Rpta. 3x(senx + In3,cosx)

> + C.
1+ (In 3)
PROBLEMA 3 Hallar j 3+ x
Sugerencia  Higase t = 13:’:

Rpta. 4 arc tan / it: - Y(3+x)(1-x) +C.

PROBLEMA 4 Integrando por sustitucidn calcular
fxz (x+3)! ax.

Sugerencia Higase t=x+3, x = t-3 y dx = dt.

Gt 6 x4+ 3 (x#3) "
Rpba. =2 A T



PROBLEMA 5

PROBLEMA &

Sugerencia

PROBLEMAS PROPUESTOS

3
Calcular f______sen = dx.
¥ cos x

Rpta. _2._?._ “‘3‘-’5* (cos® x-5) + C.

dx.

/o2
Calcular J —l(-iL

X

Considérese x = tan t,

dx = sec?t dt.

Rpta. Yx’+1 + I

+ C.
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s

Designamos la suma de los nimeros reales
empleando la notacidn

1 SUMAS
1.1 Definicion
Xy poeen s Xy
EJEMPLOS
5
(1) zg iZ =
i=1
2) :S:-%— .
]
j=1

|
+

wl
+
+

D
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DEFINICION DE INTEGRAL DEFINIDA

(3) cos(IBL) = cos(g-) + cos(-}:—) + cos(—381)

(4) 1 o AT e FEIP

é
k=1
i
i=1

En general, la suma indicada desde el té&rmino = hasta el
término x, , m <n , se designa con

in=xm+xm+1+ 4-xn
1=m
Ejemplos
9
(1) Zi = 5+6+7+8+9 (=35)
i=5
1
) Z (5k=3) = [5(=2) =3 + [5¢-13-3] +[5(0)=3] + [5(1)-3]
k=-2 €= 22 )
100

3 z P o= (51X + (522 + ... + (99)2 + (100)2 .
j=51 (= 295,425 )

1.2 Propiedades de las Sumas

Teorema Se cumple

n
(1) E c =c¢n , donde ¢ es una constante.

2 ex, = c.zxi

i=1 i=1

n n
Z*HZ%-
i=1

i=1

-
(7]
2
INAE
o
®
(=D
I+
“«
(=Y
N
[}



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.3

(4) Propiedad telescdpica
n

Z (Rypp =% ) = x4y =% -

i=1

Ll
a
-
M
e
]
s
%
e
]
»
H
n
P
g
A
=]

Prueba de (4)

n

21 T e e i T A S VR ORI

=5 = x) + (- xp) H(xymxy) +oo O mxp) +x
® Yol T ¥

1.3 Algunas Sumas

n
(1.3.1) z 5 -&‘“2—“-1-

fal
n
(1.3.2) Z i2 = nSn+12.!2n+12
2
f=1
n
(1.3.3) z i3 = i_(%ﬂ_)z.
i=1
n

L SO p p-1
(1.3.4) Z i s +Apn +Ap_1n +.o. AN+ A,
i=0
donde p es un nimero entero no negativo y Apy Ay, A,
son constantes. P
‘n
. 1 X 1
(1.3.5) sen ix = ===—==——.| cos 5 - cos(n+-§-)x .

: X
i=1 2sen7
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1.4

PROBLEMAS RESUELTOS

1.4 Problemas Resueltos

n
PROBLEMA 1  Probar que 2 § w SRS

iw]l
n
SOLUCION Sea S = Z is Tenemos
i= ]

S=14+2+3+ ... +(=1)+n
S=n+ (n-1) + (n-2) + ... +2+1

y sumando miembro a miembro
28 = (n+l) + (n+l) + ... + (n+l) + (n+l)

-~
n sumandos

2S = n(n+l) 5
Luego S = Z i = _tﬂgr_ﬂl_ .
i= 1

PROBLEMA 2 Probar que z i = J‘.ﬂ‘:}-)aw .

i=1
n

SOLUCION Sea S = Z i2,
i=1

Para i=1,2, ..., n, tenemos
(i+1)3 - i3 = 3i% + 31 + 1,

y sumando miembro a miembro

n n n
2 [(i;+1)3-i3]- 32 i?+3 21+ 21

ie] i= 1 i=1

(+1)d -1 = 35 + 3251‘2+—1l+n

n

i=l

(el primer miembro por la propiedad telescdpica de la suma; y

n
Z i= n_(_ni_l-_ﬂ s+ por el problema 1).
i=

Despejando S
1 3 n+l
S =-3-[2(n+1) - 3n(n+l) - 2(n+1)_] s T

o Dtl 2 o no+l) (2n+l)
< (2n° +n) 3

[2(n+1)2— 3n - 2 ]
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PROBLEMA 3

Por induccidn scbre p probar que se cumple

n
P - ol PHL P
z i p+1n +Apn+...+A1n+A0 5
i=]
en donde Ao 5 o Ap son constantes.

SOLUCION

n
Sea Sp = z i? . Debemos probar que Sp es un polinomio en
i=1
1 p+l

o1 n .

n cuyo término de mayor grado es
Sumando miembro a miembro las identidades

P L gk o e yaP +$ﬁ21121"'1 +ood (pHDE + 1
£l = 1.0, 00ug8 )

y aplicando la propiedad telescdpica a la suma del primer miembro se ob-
tiene

()P . (p+1)sp+$-&})-2 S,y % et (DS + 5 (1)

Si p =0 tenemos (n+l) -1 =5, , de donde S, =n y se cumple
» R 0 0
la formula indicada.

Supongamos ahora que S, , ..., Sp_1 son polinomios en n de gra

0
do<p. Entonces Q= .S&zlll Sp_1 + ...+ (p+1)S1 + 8, tiene
grado <p y (1) se expresa asi:
P -y - (p+1)3, + Q (2)

Por otro lado tenemos que

(n+1)p+1-1= npﬂ-r ,(_&zllp_np_,_ oo +(pti)n = np+1+R . (3)
en donde R es un polinomio de grado p .

Reemplazando (3) en (2) y despejando Sp resulta
p+l

S | 1 - 1 p+l : .
Sp r=xn n +-—-—-p+1. (R-Q) —p+1 n +T , siendo T un poli
ndnio de grado < p.

Asi, para Sp también se cumple la formula y concluye la prueba.
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1.4 ~ PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 4 5

Probar que z sen ix = —L—;- [ cos % - cos(n + %- )x ] .
2 2 gen 3
i=1 2

SOLUCION

Usamos la identidad sen a.sen b -% [cos (a-b) - coe(a+b)] con a=ix,

b =% s, Yy obtenemos para i=1, 2, ..., n.

sen ix. senq’z(- -%[cos(i-i-)x— cos(i+%-)x] - - q}-(yi_H - yi) ,. donde

Yi

= cos(i - %)x.

Sumando miembro a miembro resulta

n n
. x 1
Z sen 1X . 8en 2 - 2 (y1+1 - yl)
i=1 i=1
- - %(}’M_1 = yl) (propiedad telescdpica)

= %[cos%- cos(n+-;-) x] s Yy por lo tanto

n
sen ix = 1 cos 2= - cos(n+-l-) x
2 X 2 2
i g
100
PROBLEMA S Hallar Z (2i +5).
i=1
SOLUCION
n n n
Tenemos Z Qi+5) = 2 Z T 2 1= 22030 45,
i=1 i=1 i=1
= n(n+6).

Luego, para n=100 se obtiene 100(100+6) = 10,600.
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PROBLEMA & n
Hallar 1lim -%- Z i.
n+o 3
i=1
SOLUCION
2 1+&
Tenemos 1lim -:Tz— 2 i = lim -;llr [_n‘r?—_l)_] = lim __Tn__
n-+o P n -+ n+o
- 1
wak
n
PROBLEMA 7 Hallar lim RS T 2 iP .
N-+o np+1 K
i=]
S8OLUCION %
" 1 +
Por el problema 3, 2 f = il nPHlopaaP o+ o+ Ay
' i=1
y por tanto,
n
% .
) 1 1 A 1
VIRUEIS - TR (- WAL TR 1 S
o g aPH & 7o p+l n nP+l pt+l

PROBLEMA 8 = Calcular
n
z i3 usando el método de los coeficientes indeterminados.
i=0
SOLUCION Por ¢l problema 3,
n
2 id - 71‘-!1“ + And + ka2 4+ Cn +D.
i=0

Dando valores n =20, 1, 2 y 3, se obtienen las ecuaciones

0=-D, 1-11-+A+ B+ C+D,
9--1,?+8A+An+2'c+n, 36=%1- + 274+ 9B + 3C + D,

de donde D=0 1y resolviendo las ecuaciones restantes

A+B+Ca, 4A+2B+C==>, 9a+3B+cC=3L,
se obtiene A-T’ B--Z—y C=0.

n
L] 3 2 2 2 2
Luego 3 LB B LB L B 02 42n41) =B (n+1)
3 4 2 4 4 ‘ A
i=0
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2.1

SUMAS DE INTEGRAL

LA INTEGRAL DEFINIDA COMO UN LIMITE DE SUMAS

Sumas de Integral

Definicidn
Sea f(x) una funcidn definida en un intervalo cerrado [a,b] .
Una suma de integral (o suma de Riemamn) de f(x) en [ a,b], es una
suma de la forma
n
s< D e by ,
i=]
donde (l)a-xo<x1< ... S x =b
n
(2) Ax, = x, - x,
i i i-1

(3) Ei es un nimero tal que X1 < Ei < x;

Ejemplo Sean f(x) = - (x-2)® + 4
a=1, b =25,
Xo = 1, X, =2, X, = 4,
£, =2, L " 25, £, =5

(i= Lsae,n)s

X;'S,

Calcular la suma integral § de f(x) asociada a estos datos e inter-

pretar geométricamente la suma S.

Solucidn ¥
A

R,
l“r 3 Rz
kT 3 Mm i H
|
24
1
st 5
—IJD m
i

—Z.T 1 Rs
-3*.

‘-4!.




LA INTEGRAL DEFINIDA cap.3

Tenemos
i xj & bx; = x5 =% £ £(8)) Ax;
0 1
1 2 2 1 4 4
2 4 2.5 2 3.75 7.50
3 5 5 1 -5 -5
3
Luego S = ?f(i.)Ax.= 447,50 - 5=26,50 .
: -f 1 -
i=

Interpretacidn geométrica de la suma 8

En la figura £(§,)Ax,
£(€,)4x,
f(gg)Axa

4 = Area del rectdngulo R,

7.5 = Area del recténgulo R,

-5 = - Area del rectangulo R,

Por lo tanto, S = Area R, + Area R, - Area R, ,

y geométricamente, S es igual al area algebraica de la regidn compuesta
por R, , R, y Ry, si se conviene en .asignar el signo + o el signo -
al area de un rectangulo segln €ste se encuentre arriba o abajo del eje
X, respectivamente.

Interpretacidh geomdtrica de la suma de integral

La interpretaci®n de la suma de integral que hemos dado en el ejem-
plo precedente admite una generalizacidn inmediata cuando se trata de una
funcidn cualquiera. En efecto, consideremos la suma de integral.

n

s = Zf(ii) Axi 2

i=1

Sea Ri el rectangulo determinado por f(Ei) y de basa el inter-

valo [x. , x.] . Entonces el area de R. es
i-1 i 3

i >
. f(Ei) Axg si f(Ei) 0
i _ . <
£E) ax,  si £(E) <o,
n n
= = *
y por lo tanto, S Zf(ﬁi) Bx Z( A,
i=1 i=1
donde para cada i se debe elegir el signo + o el signo - segln que

Ri se encuentre arriba o por debajo del eje X, respectivamente.

Asi, geométricamente S es el area algebraica de la regidn compues-
ta por los rectimgulos lll, Rz ,...,ln .
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2,2 LA INTEGRAL DEFINIDA
2.2 La Integral Definida

2.2.1 Existencia y Definicién de la Integral Definida para
Funcionaes Continuas

Teorema: Existencia

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo ce:zrado [a,b].
Entonces existe un nimero real que se designa con

b
I f(x) dx tal que

LS b
lim 2 £(E.) bx; = f £(x) dx ]
Ialso 4 A

i=1 =4

donde (1) fAl = méximo {Ax, , ..., Axn} = max Ax;

(2) ei limite indicado significa que dado € >0, existe
un 6 >0 tal que MAI<S implica que

i3 b
| 2:‘.(Ei)lkxi -f £(x)dx

i=1 -

<eg.

Definicidn

b
(1) Ei nimero f f(x)dx se 1lama la integral definddu de f£(x)
a
desde a ab.

(2) La funcién f£(x) se llama integrando

(3) Los nimeros a y b se llaman Ximite inferfor y Limite sups
rior, respectivamente.

Nota

(1) Omitimos dar la prueba del teorema.

(2) Este teorema es muy importante pues nos dice que la hipdtesis de
la continuidadnde f(x) es suficiente para asegurar que las sums

de integral zf(gi)A x; se aproximan a un nimero fijo, que he-
i=1 b
mos denotado con f f(x)dx, cuando max Axi es muy peque
a
fio, esto es, cuando las longitudes Axi de los intervalos

96 [xi__1 » %] se acercan a ccro.



2.2.2

LA INTEGRAL DEFINIDA ’ Car.3

CSlculo de la integral definida usando sucesiones de
sumas de integral

Teorensa

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado
{a,b] . Supongamos que para cada entero n # 1 es dada una
n

suma de integral Zf(ii) Axi de f(x) en [a,b] . si
iw}l

se cumple que lim 1Al = 0, donde KAl =max Ax; , entonces
n+ o

n

b
f f(x)dx = 1im 2 f(Ei) Ax:.L 5
a ném

i=]

Nota

La prueba del teorema es una consecuencia inmediata del
teorema de existencia de la integral definida (2.2.1) Omi-
timos los detalles.

Ejemplo Cdlculo de la integral definida usando inter
valos de igual longitud

Si

(1) Ax = ~b-a

(2) x = a+iix = a+-ﬂ-:—i, i=0, 1,...,n

(3 Q .
y (3 Ei es un nimero tal que X, , < & < x5

Luego lim P A} = 1im By 0, vy por lo tanto, por el

n—+w n- o

teorema precedente, se cumple que

b n
f f(x)dx = 1lim 2 f(Ei)Ax ‘

a n+o £
i=1
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2.2 LA INTEGRAL DEFINIDA

Representacién geomdtrica

Y A

y=i(x)

La figura muestra la grafica de la funcidn f(x) en el intervalo
{a,t]. Se ha dividido el intervalo [a,b] en n subintervalos

2 . _ b-a ;
[xl_l . Xy ] de igual longitud Ax = X; = %;_, =—2— . Encadain

tarvalo [x]._l s xi] se ha elegido un nimero E’i para formar la suma
n

de integral Sn = Z f(£i)Ax. Ahora bien, el teorema que se acaba
i=1

b
de enunciar establece que cuando f f(x)dx existe, para calcular
a
este valor basta hallar el limite de sn cumd> n . pjcho de otra

n

naneia, las sumas 2 f(?,{)A*{ se aproximan al valor ce la integral
i=1

cuando el numero m de subintervalns de igual longitud crece inderinida-

mente.



LA INTEGRAL DEFINIDA CaP.3
2.2.3 fArea entre dos curvas

Definicidn

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva
lo cerrado [ a,b]. Definimos el area (de la regidn R comprendi
da) entre las curvas f(x), g(X) y las rectas verticales x=a
y x=b, igual al nimero

b
A= A(R) = f [£(x) -g(x)]| ax. ( ver fig.1)

a

y =g(x)

y =f(x)

»—— —

0

Fig.1 Area entre las eurvas f(x) y g(x)

Por ejemplo, si f(x) 20 en a<x<b, el @rea bsajo
la curva f(x) vy el eje X gobre [a,b] , es igual a

b b
A= f |£(x) -0 | dx = f f(x)dx (ver fig. 2)
a

. 4 |

i HRBAA Ny, y = f (X)

= S, P x

Fig.2 Area bajo la curva f£(x)

Nota  Observemos que la definicidon dada de area es razonable por cuan

- .q - p —
to la integral definida es el limite de las areas de regiones compuestas
por rectdngulos que se "aproximan a la regidn comprendida entre las curvas.
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Ejemplo 1 Tomando rectd@ngulos inscritos de igual base hallar
x dx , donde a < b.

. G

Solucidn +
’ Y
En este caso f(x) = x es una

funcién continua y por lo tanto g
b i
hint
existe f(x) dx . -

a o o
Procedemos a calcular la integral 44 b
Para n > 1, sean

b-
A - ,

n
x; = a+inx = a+-1-$%ﬂ, v
1% %0 (i=1,...,n).

Luego f(Ei) = Ei = xi;l =
Formamos la suma
n n
s = 2 £ Ax = z [a+ G-1)(bra) ] (b-a)
n i n n
i= i=1
- n n
i(b-a) (b-a)
con[ S 3 am - S
| de= 1 i=1 i=1
b n n
= (b-a) | a +%§)— . z i - (—‘.:31 (pues Zc=nc)
n
- i=1 i=1
r n
= (b-a) | a + (b—za) . n(rf-H) = (b-a)] (pues Z i =“_(£2‘_"Il2)
; n 2 n =1
= -a) | a+-B52l,a 4Ly o Lboa) ]
L n n
luego, por el teorema 2.2.3
b 1
xdx = lim S_= (b-a)[a+ib%al(1)+o] (pes lin —=0)
n-+>o n->ow
a

(b-a)(b+ta) _ _b%- a?
2 2
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Ejemplo 2

Hallar el &rea bajo la curva y=x2 desde x=0 a x=2.

La funcidn y = f(x) = »? es continua y toma valores # 0.
Debemos calcular A = * dx .
0
= 2-0 2
Sea n es un nimero entero # 1 y tomemos Ax = o ad el
xi-0+iAx-—nl-, i = 0,1, ... ,n,
E: = X 5 § = ey see 5 By

i i
(estamos considerando rectdngulos circunscritos a la par@bola y= x2)

4i?

Luego  £(E) = £(x) = xi = =
Tenemos entonces
2
x2dx = 1lim f(Ei) A x ( teorema 2.2.2)
0 fhee

n
42 2 .8 Z .2
Y — lim o= i

= nea P |
1.

n
1 8 n(n+l) (2n+l) .2_nn+l)(2n+i
= lim oo 3 ( pues if= )

n-+>o

n+o

i=1

. 4 1 1 8 P ¢
= lim -5.(1+-n-)(2+:) B (pues hm-r;--O).

n->owo n+o 101
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Ejemplo 3
ap+1
Probar que Fdax = p+l donde p es un entero =0, a > 0.
0
Solucidn Llamemos f(x) = xP.
B a-0 a
Sea n un nimero entero =1 y tomemos Ax = < = =5 4
x.=0+iAx=-L, 1 = Oply sesy
i n
Ei = X, i= 1, ... , n.
P .P
Luego f(£,) = f(x,) = =21
i i p
n
Tenemos entonces
a n
xPdx = 1lim Z £(6,)0x (teorema 2.2.2)
0 AR = |
n n
P .P p+l
= lim 2(—‘-’-;)(3)= lim -2 21".
P n rP+l
n->eo n n-+o 3
i=1 i=1
p+l
- . a p+l p
nlz_l;n; —nl-’.:i— (mn +Apn +...+An + Ag )
(por (1.3.4), pag. 82 )
M 1 1
s (pues lim S lim T 0).
|4 n->w n+en?
a
Ejemplo 4 Hallar sen x dx, donde a > 0.
0
Solugjon La funcidn y = sen x es continua y por lo tanto existe
a
la integral sen x dx. Procedemos a calcular dicha integral.
0
Sea n un nimero entero =1 y tomemos
Ax = 220 _ &
n n
P ia
x; = 0+ iAx = - 5 i=20,1, ..., n,
Eisxi=anl, i ® Ly swe 5 TL s



LA INTEGRAL DEFINIDA

Luego y(Ei) =

Entonces tenemos

ia

a n
f sen xdx = lim 2 (sen lna ) (=) ( por elteorema2.2.2)
0 n>o £ &
i=1
n
= lim === Z sen
n-> o L
i=1
= lim —2— ] [cos 2—?1-— cos(n+%~)%—]
n-> 2 sen —&—
2n
(aplicando la f6rmula (1.3.5) pdg.82, con x = %—)
= lim i o vy cos-é-—cos(l-t-—l-)a
a 2n 2n
n-> o sen (T)
S - :
.a
(-i?)

a
sen(; o )

Ahora bien 1lim =1 pues 1lim L S i,
n->® (-2—2;-) x> 0
. a  _ 3 a _ -
lim cos e " cos( lim g ) cos 0 ;
n-—+ o n-—>ow
y lim cos(1+—-l—-)a = cos | lim ( 1 +—L—)a = cos a
2n 2n = ?
n-—> o n—»m
y por lo tanto,
a
f sen #xdx = 1 - cos a .
0
Respuesta
fa sen xdx = 1 - cos a, si a>0.
0

CAP.3
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2.2

Ejemplo S

las rectas verticales x=a y

Solucidn La funcidon f(x)

rGmero entero # l. Tomemos

X, = a(—b-_\n
i a
(1) Axi =Xy <X

Encontrar el area entre la curva

LA INTEGRAL DEFINIDA

el cje X y

YST ’
x=Db, donde O<a<b .

1 ”
e es continua en 0<x. Sea n un

0, 1, wesgm

1ol 25 waiws W

Sea |Al = maxAxi. Probaremos que
(2) lim fafl = 0.
n-+e

" i-1 . *
E B 0 < A :: = i - % - " =
n efecto, X X=X al = ) &) -1

b
< b (a) 1 , para i=1,2, ...,n,

v por lo tanto

1
Natl <b [(%)“- 1] )

1
Ahora bien lim (-E-)“ = fad
55 © a
b
(a
y por consiguiente lim
n -+

0 <1im [al
n+e n-=+v a
lo que prveba (2).

104

1
< lim [(—b-)“ -1

limylr
n->w PR i
( por la continuidad de la funcidn
oy K
exponencial ¢, ¢ > 0 )
0
= 1,

ko] |
[(a) 1J=o,

y teniendo en cuenta la desizualdad anterior

lim | All = O,

n+®

] = 0 , de donde



LA INTEGRAL DEFINIDA CcaP.3

la propiedad establecida en (2) nos permite ucar los puntos
. b 1
XgaXps ""xn para calcular la integral —)—(—dx .

Tenemos entonces

n n
—l-dx = lim Z - Ax. = 1lim z-—l— (x, -x. )
x X. i X, i i-1
n->o i nso | i
i= i=1
a
n n 1
. \! Xi—; ! a,n
= lim (1- " ) = 1lim (1-(—b') )
n -+ i n->® |
1= 1=
1
= lim fn(l—rn) , donde r=—§' 3
n-+w
Pero
1 1
lim n(l—rn) = lim x(l—rx)
n-*+e x++w

(pasando a la variable continua x, la igualdad se cumple si el segun
do limite existe)

1
x .
= lim __l;lr____ (forma indeterminada%
X - +oo —
x
1
-1
-*.mr. ('XT)
= lim T (Regla de L'HBspital)
X+ to :—-
%2
1
= lin -*.mr= -mr= -nd& - n.
a
® > +o0 ”
Asi,
b
Lix = nd
X a

Y
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.3 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

2.3 Propiedades de la integral definida

2.3.1 Tecrema

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el intervalo

[a,b]. Se cumplen las siguientes propiedades
(1) Ibdx = b-a
a
b b
(2) fk(fx)dx = k f f(x) dx
a a
b ' b
(3 J [f(x) * g(x)]dx - f seaan = | alidax
a a a

(4) Si f(x) 20 en [a,b] , entonces

b
f f(x)dx =0
a

Prueba

Sea n un nimero entero 2 1 y tomemos

B 5 b-a
n
b-a | .
x. = a+idx = a+(=F)i
1 n
S = X
b b

h(x)dx, donde h(x) es la funcidn constante
h(x) = 1 para todo x,

-~
"
-
R
o
t
1

n
= lim 2 h(Ei)Ax (por el teorema (2.2.2) )
- 14 (k=2 h(E;)) =1)
= nl_l’mm i G ) ( pues (51)

i=1

= lim n(-tza_-?-) = 1lim (b-a) = b-a .
>
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n
2) fkf(x)dx s lim 2 kf(Ei)Ax (por (2.2.2))
n+e
fa iwl
0 b
= k 1lim z f(Ei)Ax = k f(x)dx
n-bwirl

(por (2.2.2))

b n
f [f(x)tg(x)]dx - O [eepesep] o
n-+o )
a

i=1 (por (2.2.2))
n n
= lim 2 £(€.)ax £ 1im 2 g(E.)bx
n-+o 1 n-+o, " x
i=l iml

b
= fnf(x)dxi[ g(x)dx (por (2.2.2))
A i

De £(x) 0 en [a,b] , se sigue que f(gi) 20, y por lo tan
n
to, cada suma de integral 2 f(Ei)Ax es # 0. Luego, sc
n i=1
tiene 1lim Z f(Ei) 4x 20, de donde resulta que

n-w %
i=)

b n
f f(x)dx = 1lim 2 f(Ei)Ax >0,
n+o

a i=l
cuando f(x) 0 en [a,b] . |
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2:.3.2 Teorema

108

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva

lo cerrado [a,b]. Se tiene

(1) Si f(x) <g(x) en [a,b] , entonces
- A
jf(x)dx< Jg(x)dx
a a
(2)  Si m<f(x) <M en [a,b] , entonces
b
m(b- < J f(x)dx < M(b-a)
A g
(3 . si [f(x)| < k en [a,b] , entonces
b
IJ f(x)dx | < k(b-a)
a
Prueba
(1) Tenemos f(x) S g(x) en {[a,b]l, g(x)-f(x)>0, 1luego
b .
J [gxy-f(x) ]dx >0 ( por (4) del teorema anterior)
a
b b
f glx)dx - f f(x)dx 20 ( por (3) del teorema anterior)
2 b 2 b
o sea, j £(x)dx <j g(x)dx .
a a
(2) Tenemos m < f(x) <M en [a,b] ,
b b . b
f mdx < ] f(x)dx < f Mdx ( por la parte (1) )
a a a
b b b
m -L dx <f f(x)dx <M fdx ( por (2) del teorema
v a 2 .anterior)
b
y m(b-a) < .L f(x)dx < M(b-a), ( por (1) del teorema
anterior)
(3) Tenemos I £(x) |b< k en [a,b] , o -~k < f(x) <k,
y -k(b-a) < f f(x)dx < k(b-a) ( por la parte (2) )
a

Luego

f'f(x)dxl < k(b-a) .

a
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2.3.3 Tecrema

CaP.3

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado

[a,b] . Se cumple

a
(1) j f(x)dx = 0
a

b c b
(2) -L f(x)dx = -L.f(x)dx +f f(x)dx
c

para todo ¢ tal que a<c<b.

Reprasentacion Geometrica

c
Si A = ‘L £(x)dx,

b
A, = ff(x)dx,
(o

entonces Al + A, = A3

Prueba

(1) Si n es un nimero entero # 1,

n
a
Luego .Lf(x)dx = lim Ef(ii)Ax
n+w £

i=1

= lim 0 =0 .

n-—+>

tomamos

y = £(x)
A1
e That
- F\HHH IPNGHEREITREHIN o1 H HHHHIHHHY , X
a Cc

b
A, =L f(x)dx,

Ax -'2-:1—a.= 0

( por el teorema
2.2.2)
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(2) Si n es un nlimero entero n » 1, tomamos

para el intervalo [a,c] :

b-a )
Ax = _t;_- s xi = a + 1iAx 5 xi-l<si<xi »

para el iatervalo [c¢,b ] :
= D¢ - iAX ! !
Ax' _—, x;. b+iAx', xi-1<Ei<x’i ’
y para el intervalo [a,b] :

- ’ - = x' © ¥ v - .
a xo<x1<...<xn c = x, £x1<...<xn b:

+| ax |« + ax'le
T s — ey 4 4 L o 4 4
a=x X X, c x' x':'.+l' b

iuego B Al = max {Ax, Ax'} = max{-‘-:n——E-,-b—;c— } , cumple lim llAll =0.
n+o

Tenemos entonces por el teorema 2.2.2

b n n
S f)dx = lim [z £E)Ax + Z f(Ei)Ax']
a

e il i=1
n n
- lim o D) fEpex 4 M ) g ax
- ff(x)dx + fbf(x)dx . .
a : (o4
. 2x 0<x<3
E lo Hallar £ (x)dx gi f(x) =
dsep x*-3 3<x <h.
Solucién
4 3 4 y
f(x)dx = f(x)dx + f f(x)dx = 2xdx + (x? - 3)dx
3
- 23
3
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b
2.3.4 La Integral Dcﬁn:ldnl f(x)dx con b < a

Definicién

Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo cerrado

fa,b] se define
b a
ff(x)dx L ff(x)dx
a b

. 0
(2) Isenxdx = - ﬂenxdx = -[1~-cosml=-2,
0

La siguiente propiedad constituye una generalizacidn de la propie
dad (2) del teorema 2.3.3. :

2.3.5 Teoremsa

Sea f£(x) una funcidn continua en un intervalo cerrado que
que contiene a los nimeros a, b y c. Entonces se cumple

b C b
f f(x)dx = f f(x)dx +‘£ f(x)dx .
a a

sin importar el orden en el cual se encuentran a, b y c.

Pruesba

Debemos considerar seis casos posibles

. c<a<b (1)

Si a<b entonces a<c<b (2)
a<b<c 162

c<b<a %)

y 81 b<a entonces bge<a s)
b<ac<c (&)

11
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b . c b
Probaremos que se cumple f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx
’ a a c

en los casos (1) y (6), dejando al cuidado del Jector la verifi-

cacidn de los casos restantes.

b
Caso 1 Tenemos fh f(x)dx = f f(x)dx + f £ (x)dx
c a

(por (2) del teorema (Z.3.3), ya que
c<a<b ).
Luego j‘b f(x)dx = -
a

a b
[ f(x)dx + £ (x)dx
(o4
: b
= f(x)dx + f(2)dx .
o

, c ¢
Tenemos I f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx

Ca-o -

: a
. (por (2) del teorema (2.3.3), ya que b<a<c)

a c c
Luego - f(x)dx = f f(x)dx - f f (x)dx
a b
b c
f(x)ix = f(x)dx + flx)dx . B
a a o

<
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2.4 Teorema Fundamental del Calculo

2.4.1 Teorema

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado [a,b].
Entonces la funcidn TF(x) definida por

x
F(x) = jf(t)dt - en as<x¥Xb
a

es una antiderivada de f(x). Esto es,

dF

(x) = f£f(x) , en as<x<b.
dx

Nota.

(1) En la ecuacidn

g}}: (x) es la derivada ordinaria de F(x) si a<x<b ,
gi (a) es la derivada por la derecha de F(x) en x=a ,

y % (b) es la derivada por la izquierda de F(x) en x=b.

(2) La ecuacidn SE (x) = f(x) puede escribirse

d x
~ ‘L f(t)dt = f(x)

Prueba

Fijemos un nimero x tal que a< x<b. Vamos a probar que

F{x +h) - F(x)
h

lim f(x) .

h-+o

Paso 1

Si h#0 y x+h se encuentra en [a,b] , entonces
¢ +h
F(x+h) - F [x
__Si__%r___lil = T = .ﬁ. [£(t) - £(x)]) dt

En efecto,

Flx+h) - x+h X
% T Fix -%- ‘I. f(t)der - f(t)dt
a

1 a % x+h
T [f f(t)dt + ‘[ £(t)de ]
X - "
( pues —J‘ f(t)de =‘£ f(t)dt )
a
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1 x+h
— f(t)dt (1)

s x+h a x+h
(puesf f(t)dt =L f(t)dt+f f(t)dt, (pov2.3.3(2))
e s

e fx - -—- f £(x)dt (2
7 B .

X

y f(x)

(pues f(x) es constante )

v restando miembro a miembro (2) de (1) resulta la expresidon deseada.

Paso 2

Sea dado € >0. Puesto que f(t) es continua en t=x, existe wn
§>0 tal que |t-x| <8 y t enla,bl , implica |f(t)-£(x)]< €.

Paso 3

Si 0< l hl <8 y x+h se encuentra en [a,b], entonces para to
do t en el intervalo cerrado de extremos x y x+h, se cumple
[£(e) -£(x) | <€ .

En efecto, puesto ?ue t estd en el intervalo cerrado de extre

mos x+h, se tiene |[t- x| < | h| <§ vy, por lo tanto, por el paso
2, 1€ - o] <€ ’ '

Paso 4

Sean € y § como en el paso (2). Para todo h tal que O<|h|<§ y
xth en [a,b] se cumple

| F(x+h)h-F(x) - Sl l & o
En efecto,

x+h
MFﬂ - f(x) l=|_*1‘_ _L‘ [£¢e) —f.(x)]dtl , ( por elpaso (1))

i x+h
Tl lf [£(t) -'f(x)]dt|
X

<|TII- € |x+h -x]| ( por (3) del teorema 2.3.2,
1 £(t) - £(x)I<e, por el paso (3) )

=g .

Finalmente,
(x) = lim w’-‘l ( definicidn de derivada )
h>> o
= f(x) ( por el paso (4) )
que era lo que queriamos demostrar. |
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Observacion

La formula {%}(x) = f(x) también puede escribirse
+h
f(t)dt
lim = f(x)
h-C h

En efecto,

+h
~fx f(t)de
lin  —— = lim —F-(iil‘%:—fi’fl- pwe {1} del pase (13)
h=>0 h=-9
= %—f—(-(x) = f{x) .

2.4.2 El Teorema Fundamental del Cdlculo Integral

Sea f(») wuna fuacién continua en el intervalo cerrado [a,b]. Si
G(x) es unz funcidn tal que

_‘_ii(x) = f(x) en a <x<b ,
dx
entonces f(x)dx = G(b) - G(a)

Nota
(1)  'Este teorema nos dice que cualquier antiderivada G(x) de f(x)
puede ser empleada para evaluar la integral definida de f(x) en
[a,b] . b
En efecto, el valor ~r f(x)dx es la diferencia de los valores
a

de cualquier antiderivada en los extremos b y a .
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b
(2) De manera equivalente la férmula f f(x)dx = G(b) -G(a)
suele escribirse a
b
f f(x)dx = G(x) 3
a a
b
o L G'(x)dx = G(b) -G(a) )
donde G'(x) = g4c (x) = f(x)
dx
(3) El teorema fundamental del cdlculo establece una conexidn di

recta entre los conceptos de integral definida y de integral inde
finida. Esta conexidn es resaltada cuando escribimos

b b
jf(x)dx = ff(x)dx l 5

a a

donde ff(x)dx es la integral indefimida de f{(x).

Prueba
X
Sea F(x) = f f(t)de , ag<x<b ,
a
dF .
Tenemos - (x) = f(x) (por el teorema anterior )
dG 5 :
= — (x) ( por hipdtesis ) .

Luego por el teorcma 2, pag.3, de la diferencia constante,

F(x) = G(x) + C , donde C es una constante,

X
[ f f(t)dt = G(x) + C .
a

Evaluamos la constante C haciendo x=a, 0

a
f f(t)dt = G(a) +C,
a

x

de donde C = - G(a), y por lo tanto f f(t)dt = G(x) -G(a).
a
b
Y para x=b, f f(t)dt = G®) - G6(a) ,
a
b
o llamando x a la variable ¢t, f f(x)dx = G(b) -G(a) . B
a
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Ejemplo 1 Evaluar las siguiente integrales
2
() x3dx .
=1
Ty
(2) f sec?x dx
M,
2
3 f (x2 - 2x + 3)cx .
1
Solucién
. 2
" " 4
3, - X L @b _nt s
(1) f x7 dx 7 X = 7 T i
-1 =
Y4 ul
(2) sec?xdx = tanx o tan—Z'- tan ( -"Z'r"') =1-(-1) =
- 3
s 4
2
x3 2 14 1 27
3 (x2 - 2x + 3)dx = == - x% + X . e as Sk
! 3 -1 3 3 3

Ejemplo 2 Encontrar las integrales

1
3
(1) f‘etdt. (2)f 85 ds .
+
o 0 s 1
Solucian
X
X
(1) f efdt = et =eX-e™*,
- -x

1
3 y 1
2) f s d“‘__ _dsY) =_z_arc - Sl.l
0

s + 1 (s*)2 + 1 0

== [arc tan 1 - arc tan 0]= —-‘[—— 0]- Tc "

CAP.3

v

17
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2.4.3 Teoremsa

Se cumple

d g(x)
Tl £(e)de = £(g(x))r & (x) ;

si f(t) es una funcidn continua en {a,b] y g(x) es una funcidn
diferenciable con valores en [a,bl

Prueba

u g(x)
Sea F(u) = L f(t)dt. Luego f f(t)dt = F(g(x)) .
a

Tenemos entonces

d rg(x) .
- '[ f(t)de

< Flg))

donde u=g(x) ,

[ ]
’a“l
2|
~
[-]
—

( regla de la cadena )

"
[« ¥
2|

—~

=4

~
J

( pues -g—%-(u)= f(u) , por el teo-
rema 2.4.1)

[ ]
h
~
(-]
~
.
o,
»
—~
L
~

]
.
~~
o
~
o
s
N
-
o
~~
£
St

Ejemplo

2

d bs

Hallar s f cos t dt .
dx e

Solucidén

Fijemos un nimero a cualquiera.

Puesto que

2 2

b4 a x
L cos t dt = Lcostdt+£ cos t dt

2

x x
--Icostdt+£costdt,
‘a

aplicando la férmula del teorema 2.4.3 resulta

2
x 2
1?;— ‘L cos t dt = - co8 X -%:— + cos (xz)--%---cos x+2x cos X2 .
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2.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Evaluar las

8 e
(1) 2x +
0

2) f e*
b 14e™®

4
(3) f/.+ /y .
1

2

CAP.3

siguientes integrales

¥x ) dx

dx

P

¥
SOLUCION
8
3 4
(1) (/TX + V% ) dx == (2x) g dey Bl » 5 5 10 w100
3 A = 3
1 1
ex d ex 1
(2) e dx = -——i-l-' = arc tan ex
1+e? 1+ (e5)2 o
= arc tan e - arc tan e°=arc tan e - 7’:‘ .
4 4
_ _3 . y b
I—ZH—/X_—dY- Uy 2 +y Pyay = -4y~ - 2y /Zi
2 1
y
cll.
-3
PROBLEMA 2  Hallar f i
-2 x2 -1
SOLUCION
-3
dx x-1 1 1 2
Lx2_1= x+1|| -2-'[]:12-].‘13]—-5-1:13
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. x2 d
PROBLEMA 3 Evaluar B SuEL. S
/x3 +8

SOLUCION.
0 5 0
x2 dx 1 =Y 2. Y,
= - (x3 +8) 24ax3+8)=%=(x3+8)"7
] /x3 + 8 3 _[ 3

4
-kvI - 2,

PROBLEMA 4 Encontrar

o 4 .
(1) =1 e . 2) ax
A k Y9 + ix

SOLUCION

5 3 5
() [ x -1 dx =%-(x—1)3’2l -$®-0=42,
1

4 _1 1
2 - dx - = (9+4x) 24 (9+4x) = == (944x) 2 l
) V9 4+ 4x
5 3
=5 -7 =1
1 d
PROBLEMA 5  Encontrar —_—
x2 + 3x + 2
0

BOLUCION  Completando cuadrados x2 + 3x + 2 = (x l»—:;-f - 7{-

Luego

3
x dx - 1 (x+-2-) dx .3 i dx
3.2 1 1 7 ’ 3.2 1

3,2
(x+5 A (x+~2—) =%

0

1

4

0
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PROBLEMA & Hallar | x+2 | ax.
-3
SOLUCION
x+2 si x =2
Tenemos fx+2] =
- (x+2) 8i X <=2
4 -2
Luego f | x42]|dx = f |x+2| dx + | x+2| dx
-3 -3 2
-2
- - f (x+2)dx + (x+2)dx
-3 -2
. -2 12 4 1
= - (i +2x) -3+( 2 + 2x) ) oy 18 =
3
PROBLEMA 7 Calcular I = Yix|- x  dx.
-2
SOLUCION
x si x20
Tenemos x| =
-x si x <0
VYx-x = 0 si x”0
y Vx| -x =
V- 2x si x<0

Luego f./x[—x dx+[ /x|- x dx

-2

3
gt

0
T &) *h I

vV=-2x dx + 0 dx I vY-2x dx

8
-3

3

2

121



2.5

122

PROBLEMZS RESUELTOS

4
PROBLEMA € Hallar 1 = Vx /1w /x dx .
*0
SOLUCION
4 1 3, |4
) 2 A ) 2.2, Ak
1 = —5-[1+x d(l+x ') S5 +x
0
- (27 - 1] = .l_g_".
1
& dx
PROBLEMA 9 Evaluayr I = f
s x2 +4x + 5
SOLUCION
1 1
I = __th_)__ = arc tan (x+2)
(x+2)2 + 1
0
= arc tan 3 - arc tan 2
Y
% dx
. PROBLEMA 10 Encontrar I-=
l- /1 - 2x?
SOLUCION.
1/,\
y e —--~---—Fd('/2 . - — = e arc sen (V2 x)
'z /1 - (/7 x¥ L o
= [ sen(‘/zi-)—arcseno] S . -~
4Lv7Z
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4
dx
PROBLEMA 11 Hallar I = =
x° - 3x + 2
3
SOLUCION 4
d("'%) 1 "'%'%
I = = In
( l)z 1 2 3 . 1
3 &= -3 & Rl 1
3
x-2 2 1 4
,
PROBLEMA 12 Hallar I = j sec?x dx .
K3
SOLUCION
T |
Tenemos I = tan x = tem—z-—t:a_n% = l—i\;g—.
&
PROBLEMA 13 Calcular I = Se-—s-‘i'-‘—(;-l’ﬁ)—dx-
1
SOLUCION

e
I = -~ cos(lnx) l = ~-cos(l) +cos 0 = 1 - cos 1.
1
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PROBLEMA 14 Evaluar I = e )
A V5 + 4x - x*
SOLUCION
5 5
I = —-&(-Ei__L = arc sen(xj-l) = arc sen l-arc sen O
, V9= &2y 5
- ki
T
L/
PROBLEMA 15  Hallar I = S co#x dx.
0
SOLUCION
A 'y
_ 1 + cos 2x = 1 san 2x . T+2
T = ———dx 7 (x+ =5=) )
0 0-
1
PROBLEMA 16 Bvaloms I = . .
V:8 4+ 4
SOLUCION

1 2
I = & ) L op 3+ /6 44 |

3 /(3?4 4 .

0
1 1+ V5
- -—3 In (--————.2 ) "

$
PROBLEMA 17 Hallar I = S tan x dx.
Ty

SOLUCTON
n/,*
= In|sec x | = InV/Z - m/Z = O.

=T,
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X
PROBLEMA 18  Hallar —dx- y 1+t* dt .

d
2
SOLUCION x?
Tenemos o Yi+t* dt = J1+x0 .—d—(xz)
dx ) dx
( aplicando el teorema 2.4.3, pag.lll)
= 2x/1+x%
X
PROBLEMA 19  Hallar 1 = —0— —te
dx 1+t
-Vx
SOLUCION
- VX x
d dt d dt
. -dxf T+ @ ax l 1+t
0
1 1 d
T X)) T Tt x)
- 1 %%
2 Vx (l4x)

PROBLEMA 20 Si f(x) es continua en [a,b]l , probar que

b
fh £ (x) dx
a

< f |£(x)]| dx .
a
SOLUCION

Tenemos - |f(x)] < f(x) < |£(x) | en as<x<b,
t

b b
-f If(x)[dx(f £ (x) dx <f [£&x) | ax ( por 2.3.2),
a a a
b b
f £(x) dx < f [£x)| dx .
a a

de donde
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PROBLEMA 21 Encontrar el valor menor y el valor mayor posibles de

1
3
A= f 2x% - 3x? + 1 dx.
&)

SOLUCION Buscamos los valores minimo y mdximo absolutos de

2
ta) = Fond — 32 41 = G-UP @eeD B  en [-5, 1],

2
Tenemos £'(x) = 2(x X)z = 1 = p)
@x* -3 + 17 -1 P @x+1)P
Luego f'(x) =0 si x=0, y £'(x) no existe cuando x=1, x=——;-,

G e : 1
y por consiguiente, los puntos criticos en el intervalo [~2,1] son: -7 ,0.

Tenemos X f(x)
-3 =5
- 1/2 0
0 1
1 0
y m = valor minimo absoluto de f(x) en [-2,1] = -3
M = maximo absoluto = 1.

Asi, -3 < ¥2x3 - x2+1 < 1 para todo x en

1 1 1
= 3dx < V2x3 - 3x2 + 1 dx < dx
-2 2. -2
1

-9 < V2x3 - 3x2 + 1 dx < 3

-2
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PROBLEMA 22

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado [a,b}. Si

f(t)dt # 0 y k es un niimero tal que O0<k<1, probar que exis

b
te un niimero ¢ entre a y b tal que f(t)dt=k f(t) de .
a a
SOLUCION
X b
La funcidn G(x) = 1—1\ f(t)dt, donde A = f(t)dt, es conti-
a " Va

nua en [a,b] , va que es diferenciable en este intervalo (teorema
2.4.1). Ahora bien, G(a) =0 y G(b)=1, y 0<k<l1l., Luego, por
el teorema del valor intermedio (para funciones continuas) existe un

nimero ¢ en f[a,b] tal que G(c) =k.

f(t)dt = k

o

f(t)dt =k f(t)de .

|-
Y
1)
'Y

Ademds, G(a) = 0<k = G() <1

i

G(b) implica que c ¥ a y b,

y por lo tanto, c se encuentra entre a y b .
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INTEGRACION POR PARTES DE INTEGRALES DEFINIDAS

oo
o

2.6 Integracién por partes para Integrales Definidas

Tecrama

Si u(x) y v(x) son dos funciones que tienen derivadas con
tinuas en eL intervalo cerrado [a,b] , entonces se cumple

i b b
j udv u(n).v(x) - f v du
a a 2

Prueba
d . N dv du
Tenemos e (rev) = u e + u. -

dv du
° ST E TR

e integrando

a a
b b b
f usdv = L(x)-v(x)l - j vdu ,
a a (13
( pues dv = 2v dx, du -4l dx y b—d- (usv)dx = uv ’ por
dx ’ dx A dx 1a
el teorema fundamental del calculo ).
Ejemplo 1
”
Hallar f xsen x Jx .
Q
Solucién

T T
+ f cos xdx
0 0

(tomando u=x, dv =senxdx, v=-cosx )

T
Tenemos 'L‘ xserx dx = - xcosx

n
= [ -7 cos®+0]+ senx | = T,
4]
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Ejemplo 2
15
Hallar 1= - < - s
%,
(+x) ™
Solucidn.
15 15
- Y Y
I = 4x (1+x) - 4 (1+x) dx
0 (s} . "
(tomando u=1x, dv= (1+x) dx, v=4 (1+x)" )
15
5
= [120 - 0] ——159- (L+x) o
0
= 120 -—159.. [ = 1] = ot

2.7 Calculo de Integrales Definidas por Sustitucién o cambio
de Variable

Teorema Si x = ¢(t) es una funcidn cuya derivada es continua en &

intervalo cerrado [a,b] y ¢(a)=4, ¢(b)=B, entonces se cumple

b
[Bf(x)dx= ff(cb(t)) ¢' (£)de
a

para toda funcidn continua f(x) en el intervalo cerrado de extremos

Ay B.
Prueba 6 (t)
Sea G(t) = j £(x)dx.
A
Entonces -g% (t) = £(¢(t)) ¢'(t) (por el teorema 2.4.3) ,

y por el teorema fundamental del cdlculo
b

b
f(¢(t)) ¢'(rd)dt = G(r) = G(b) - G(a)
a a
(b) ¢ (a) B
= f(x)dx - f(x)dx = f(x)dx (pues ¢(a)=aA,
A A A ¢{(b) = B ).
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2.7 CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS POR SUSTITUCION O CAMBIO ... 123

3
3
x> dx
Ejemplo 1 Hallar I = <5
n
Solucién Tomemos x+l = t. Luego dx=dt y cambiando los
limites de integracidn:
cuando x=0, t=1,
y x =3, t =4 .
Luego
4 4 ‘
- 3. 2 -
i (t-1¥de _ Ll ) T
t t
1 1
3 2 4
_ t 3t _ 15
= [-3—-2+3t—]n|t|] = ==~ Ind.
1
A
Ejemplo 2 Encontrar I = sec 0 do .
0
Solucién Hagamos t = tan 6 . Luego 1+t2 = sgec?s,
dt = sec?0de y cuando 6= 0, t=0; y 6= % N t =1,

Por lo tanto, aplicando la férmula de cambio de variabla.

3
I = (1+t2)dt = (t+—§-)

0 0

"
wi&
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2.8 Problemas Resueltos

) 2
PROBLEMA 1 Hallar I = ‘[ x Inx dx .
SOLUCION 2
- 2
Tenemos I= Xelr x - _2:_2 2
=z Z  x
1 1 x2
(tomardo u=lnx, dv =xdx, v=-2—)
2
2
1 2] _ 3
=2 h 2 - Z_J’XdX=2h2~4 —-1n4—4.
1 1
"2
PROBLEMA 2 Calcular A = Le * gen x dx.
SOLUCION
2x T
o
A= senx.—z—-l —%-fezxcosxdx
0 0 2%
(tomando u=sen x, dv=e2xdx,v=-§—-
T
=—-;-'£e2xcosxdx ( pues sen 0 = sen 7 = 0 )
"
1 &F 1 X ox
= -3 co8 X. 5= - Tfe sen X dx
0 0

PO 2m of _A
A[cosﬂ.e —cosO.e]-—L,

e 4+ 1

de donde A= s
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2.8 PROBLEMAS RESUELTOS

Y,
2
PROBLEMA 3 Calcular A = X BED SERLX L g% .
0 /1 - x~
SOLUCION
¥, i
A = (arc sen x)(- /1-%2 ) - (-/1-%% ) __dx_‘__
C U ho
(tomando u=arc sen x, dv=—LdL- , Vv= - \/1—x2 )
/1 - %?
_ Y,
. - - q
= 7 arc sen = x
0
T v3 1
= iz *7 -
1
PROBLEMA 4 Evaluar arc tan Vx dx .
0
SULUCION Hagamos la sustitucidn t = arc tan Y x.
Luego x = tan?t dx = 2 tan t sec? t dt,
y cuando x = 0, t=20
x=1, t="T .

Luego, por la férmula del cambio da variable

1 T/
arc tan Vx dx = 2 t tant t sec? t dt
0 0
", i
= t ta? t - tan? t dt
0 0
{ integrando por partes)
/s,
= % - (sec? t - 1)dt
0 "y
=%—(cant—t) =%—1.

O
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"h

PROBLEMA 35 Encontrar A= sen’ x cos® x dx .
SOLUCION Hagamos t = sen x, dt = cos x dx, y cuando

x=0 , t=20

X = % 5 t =1,

1 1
Luego A = t3(1-t?)dr = t®-t%)de =
0 0
4
dx
PROBLEMA 6 Evaluar A = et (3
o V9 - 2x
—+2

SOLUCION  Sea t= /97 . luego x= 5=, dx=-tde,
y cuando x = 0, t = 3; t =4, t=1.

1 1 1
Por lo tanto A = —%- & i e dt = -t = 2,

3 3 3

a
PROBLEMA 7 Calcular 1 = Va?- x2 dx.
0

SOLUCION Sea x = a cos t. Luego dx =
Y a2 -x = a sen t, y cuando x = 0,

Por lo tanto,

0 b
I = (a sen t){-a sen t dt) = a2
h 0
'"/2
2 1 - cos 2t

- a sen t dt,

sen? t dt

" 4

X =a, t=0.
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2.8

PROBLEMAS RESUELTOS

2
2
PROBLEMA 8  Hallar I = S‘ X dx
x+2
-1
SOLUCION Sea t = x+2. Luego x =t-2, dx = dt
y cuando x=-1, t=1; X =2, t =4,

Por lo tanto,

4 2 4

- (t-2) dt 4

I-S.—t S‘ (t-4+t)dt
1

4

2
—;——4t+4]n|t|

1

PROBLEMA 9 Si f(x) es una funcidn continua tal que f(-x) = f(x),

a a
probar que (‘ f(x) dx = 2 ‘g f(x)dx .
-a 0
SOLUCION
0 a
Tenemos f(x)dx = S‘ f(x)dx + j. f(x)dx (1)
-a ~a 0
0 0
Perc f(x)dx~= f(-t)(-dt) ( haciendo el cambio devariable x=-t)
-a a

(]
1
Loy
—~
]
T
~
o
(g4
]

0 a a
j. f(-t)dt = j f(t)de
a 0 0

( pues f(-t) = £(r))

f (x)dx (2)

]
!
[

0

y sustituyendo (2) en (1) resulta la igualdad deseada.
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PROBLEMA 10 Si  f(x) es una funcidn continua tal que
a
f(-x) = - f(x), probar que j. f(x)dx =0 .
~-a
SOLUCION
a 0 a
f(x)dx = j' f(x)dx + f(x)dx (1)
-a -a 0
Pero
0 0 0 a
f (x)dx =-S. f(-t) (~dc) = - f(-t)dt = f(-t)dt
~-a a a 0
a
= (‘ (-f(t)) dt (pues f(-t) = —£f(t))
Jo
a a
g f(t)de = - f(x)dx (2)
0 0]

Sustituyendo (2) en (1) resulta la igualdad deseada.

_y&
PROBLEMA 11 Calcul I g
alcular = o r——
0 V1 - xi
SOLUCION
-y5
1 = arc sen x = arc sen (- %& - arc sen O
0
B e
- 6
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2.8 PROBLEMAS RESUELTOS

A
PROBLEMA 12 Hallar A = e ,  a,b>0.
0 a cos®x + b sen? x
SOLUCION  Hacemos t-tan x. Luego x=arc tant, dx = ———s
1+0
+ los nuevos limites de integracidn son t=0, cuando x = 0;
t=1 cuando x= '%- 5 Por lo tanto,
1 _dt 1 1
= 1+t dt 1 dt
B 1 ) + b t? - :.}.bfz =% 2,2
o el * i) d o ©*%
( con -% >0)
1
= -1—- - arc tan /:E_ t
b 3 a
7 5 0
b
= e arc tan /=
/2B a
1
/1-— x2
PROBLEMA 13 Calcular I = e dx.
2
Z
SOLUCION Tomemos X = cos t. Luego /1-x> = sen t, dx=-sen tdt
V2
y cuando x=-—2-2—-,t=—£—; x= 15 t = 0.
Por lo tanto,
0 "1, A
1 =- tan? t dt = (sec?t -1)dt = [tant- t] = l-l[:-.
"y 0 0
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-rr/2 ",
PROBLEMA 14 Probar que f(sen x)dx = f(cos x)dx.
0 0
SOLUCION. Sea x=%_t_ Luego
dx = - dt, sen x = cos t y <czuando
x=0, t=%~; x=l£', t = 0. Por lo tanto,
1T/2 0 TT/2
f(sen x)dx = f(cos t){-dt) = f(cos t)dt.
0 % 0

2.9 El Tecrema del Valor medio para Integrales

Definicidn Si f(x) es una funcidon continua en el intervalo
- cerrado f{a,b], se llama valer promedio de f(x) emla,b] al cociente

b
V.p = - f(x)dx.
a
Ejemplo Hallar el valor promedio de f(x) = x en [a,bl.
Solucion
8 2 - 2
_ 1 _ 1 x _ b -a? _ atb
el = Xde = g2 3 = TIk-a). T T2
a a
Teorema Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado

la,b]. Entonces existe un niimero c¢ tal que a<c<b y

b
f(x)dx = f(c)+(b-a)
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EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Nota (1) La formula indicada puede escribirse: V.P = f(c), para
algn ¢ entre a y b.

(2) Geométricamente, el irea del rectdngulo R (ver figura) de
altura f(c) y base b-a es igual al &rea bajo la curva

b

f(c)-(b-a) = £ (x)dx.

£(c) representa el promedio de los valores de f(x) sobre el intervalo
{a.b) .

Prueba del Teorema

Consideremos la funcidn F(x) = f(x)dt .
a

Por el teorema 2.4.1 se sabe que F(x) es diferenciable en a < x <b
y que -S,%-(x) = f() .

Luego por el teorema del valor medio para derivadas (teorema 1, pag. 1)

se cumple F(b) - F(a) = F'(c) - (b-a) (1)
para alglin c¢ tal que a<c<b.
b b
Pero F(b) = f(t)de, F(a) = f(t)dt = 0
a a
F'(c) = £(c),
y sustituyendo estos valores en (1)
b b
f(t)dt = £(c)-(b-a) ) f(x)dx = f(c)-(b~a)
a a ]
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E_zempxu Si f(x) = 2+x-x> hallar un ¢ entire O vy 3 tal que
f(c)

sea igual al valor promedio de f(x) en [0,3] .

Solucidn Buscamos un nimero ¢ tal quer 0 < c < 3

3
y Q+x-x%) = f(c)-(3-0)
0
2 = 32+c-c?) .
Resolviendo la écuacic’m 2¢2 -2¢-3 =0
. 1+ /7
resultan las raices c =
1 +v/7

Luego ¢ = =5, ya que es el Gnico valor que cumple 0<c<3 .

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el valor promedio de la funcidn f£(x) = a+b cosx
en €1 intervalo -r<x <1 ,

SOLUCION 3 : m
Vo, = o (a+ bcos x)dx = —— [ax +b senx ] = 8
2 T 7
-T
1 1
PROBLEMA 2 Comparar las integraies x?sen’x dx y x sen’x dx,
0 0
sin calcularlas.
SOLUCION Para 0<x <1 se tiene
< X , xZsen® x < xser-zx,
1 1
y por el teorema 2.3.2 , x? sen? x dx < x sen? x dx .
0 0
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2.10 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3 Estimar el valor de T‘-‘L;
+x

SOLUCION

Para -1€<x<1 se tiene 7€8+x* <9, o —1~< L < =

1 1 1
dx dx dx
Luego —_— — —
- J‘ 9 j. 8 +x3 J' ¥
-1 -1 1

1
A dx 2
9 < 8+x3 <—7-
-1

PROBLEMA 4 Encontrar el menor valor y el mayor valor posibles de

i)
X sen X dx .
2 X
Ty

SOLUCION
Puesto que el integrando f(x) = % tiene
fl(x) = XCoS X -senx _ _x-tamnXx g,
* x? cos x
en 7": < x <-12'- " f(x) es decreciente en este intervalo.

Por lo tanto,
() > fx) > £(f)

2V2 > senx 5, 2
m x w

kL
h
V2 sen x 1
y -—-2-— > Xr _X dx > T .
h
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LA INTEGRAL DEFINIDA

Problemas Propuestos

3 2
PROBLEMA 1  Evaluar X i txt i

(x+1)2
1
13
Rpta. <
1
PROBLEMA 2 1 cidt
Hallar 2
Rpta. 3% -8 In 3
3
x eX dx
PROBLEMA 3 Encontrar >
(14x)

3
Rpta. —Z- =l

"k,
PROBLEMA 4 Hallar tan3 x dx.
0

SugerenciaZ Higase t = coOS X.

1 1
Rpta. — - —
P 2 2].nZ.

dx .

CaP.3
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INTEGHRAaLLES

IMFROFIAS






1

DEFINICION b

De¢imos que la integral f(x) dx es impropia si
a
(1) 1la funcidn integrando tiene puntos de discontinuidad en el
intervalo [a,b] ,

(2) por lo menos uno de los limites de integracidn a o b es
infinito.

A continuacidn vamos a dar una definicidn precisa de la integral
b

impropia en tales casos. Si f(x)dx resulta ser un nimero

(3

real, esto es, un valor finito determinado, entonces decimos
que la integral es convergente. En caso contrario, decimos que
es divergente.
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INTEGRALES IMPROPIAS CAP.

2 Integral Impropia cuando la Funcidn es Discontinua

Definicidn

1 51 €(x) es coatinua en el intervalo (a,b] , entonces conside
) rarndo valores de € >0, definiues

b b
f(x)dx = lim f f(x)dx "
€20 Wa4e

2 Si f(x) es ccntinua en el intervalo [a,b) , entonces conside
rando valores de ¢ > 0, Adefinimos.

b b-¢
f f(x)dx = 1lim f f(x)dx
a E=>0 a

3 Si  f(x) es continua en el intervalo !a,b] excepto en él punto
x=c, donde a <c < b, entonces considerando valores de

e y €' >0, definimos
b c-¢ b
f(x)dx = 1lim f f(x)dx + lin f(x)dx "
a €E>0 J e'+0 -
3
Ejamplo 1 Calcular la integral imprcpia (xd'Txl?' o establecer

su divergencia.

Solucibn La funcidn f(x) = (1 ™ es continua en todo punto
X—
excepto en x = 1, Entonces aplicamos (3) de la definicidn 2.
3 l-€ 3
iz. = lim dx)z + lim ix 3
(x-1) €e-+>0 (x-1 €'+0 e (x-1)
1, e 1 3
= lim (- o= + lim (- —r)
€+0 x=1" 1o e+0 X7 l+¢'

= lim (Tl-l)+ lim (—%+—1.-)- L
e+0 ° e'+0 B
Por lo tanto la integral es divergente.
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... CUANDO LA FUNCION ES DISCONTINUA

dx
/x

Ejemplo 2 Calcular la integral impropia

su divergencia. 0

o establecer

Solucién La funcion f(x) = - . es continua en el intervalo (0,1],

x
y tienme un punto de discontinuidad en x=0. Aplicamos (1) de 1la

definicion 2:

1 1
—'dx = 1lim f _dx"' ’ € > 0
o /x e+0 Je /x
1
= lim 2 /x| = 1lim 2[1- /&] = 2
B B Berd (pues lim Ve = 0)

e +0

Luego la integral dada es convergente y su valor es 2.

Integral Impropia cuando los Limites de Integracidn son
Infinitos

Definicién

1 si f£(x) es continua en a < x <+« , se define

4o b
J‘ f(x)dx = lim J' f (x)dx
b 4=
a a

2 sSi f(x) es continua en -» < x <b, definimos

b b
J‘ f(x)dx = 1lim J- f(x)dx
a—+-»
— d:

3 Si f(x) es continua en -» < x <+w, definimos

= b
£ (X dx=1im f £ (x)dx
a

a+-»
b+ 4=

-0
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a0
Ejemplo 1 Calcular ‘[% o establecer su divergencia.

Solucidn

Tenemos %- lim _Eljzt_ (por (1), definicidn 3)
5 x bate o x

b
w L (-i)l # e e +fia 1.

b > 1 b+ 4x b

Asi, la integral es convergente y su valor es 1.

Interpretacion Beomatrica

dx o ; 1 5
e o representa el area bajo la curva =r sobre la semirrecta
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«.. CUANDO LOS LIMITES D& INTEGRACION SON INPINITOS

Ejemplo 2
Evaluar la integral impropia X o establecer su
x2 4+ 4x + 9
divergencia. ~
Solucitn
Por (3) de la definicion 3 tenemos
o b
‘J’ dx - lim dx
—o %2 +4x 4+ 9 a+-w (x+2)2 +5
b+4o 2
g Dim e gre tan (ﬁ.g.)
a-+ =~ 5 5 a
b+ 4w
. lim [ arc tan (b+2) - arc tan (-aﬁ-)]
') a+-»
b+ 4
1 m m 75
= ? [i = \= 5)] L .

Asi la integral es convergente y su valor es Léi_

4 ALBUNOS CRITERIOS PARA LA CONVERGENCIA DE INTEGRALES
IMPROPIAS

4.1 Criterio de Comparacién

Teorema

b b
Sean J f(x)dx vy f F(x)dx dos integrales impropias
a a

tales que

(1) [£0)] < Fx) en a<x<b, vy
b

(2) J‘ F(x)dx es convergente ,
a

t
entonces f f(x)dx es convergente.
a

Nota Omitimos la prueba del teorema.
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Criterio de Convergencia para Funciones Discontinuas

Teorema Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo [a,b]
excepto en el punto c.

i (1) fx)=>0,
y (2 lim f£(x) |x-c|®= A, donde A#% 0, +=,
x+c
en cuyo caso escribimos f(x) ~ — cuando x % c,
x-e)™
b
entonces la integral impropia f(x)dx .
a
(3) es convergente cuando m <1,
y (4) es divergente cuando m = 1,
Nota La prueba del teorema se ofrece en el problema 1 de la

seccidn 4.5 de problemas resueltos, pag. 145.

1
dx
Ejemplo Determinar la convergencia de la integral —
: b V1= xe
Solucién
1 2
La funcidn f(x) = " es continua en el intervalo [0,1) .
(1-x%)"

Ademas

(I) f(x) >01

y (2) £(x) =

: , ¥y cuando
Lex)” a0 @ext)

x+1, 1+x+2, 1+x* 2, y por lo tanto

1 A

= , donde m=
a-0% @» a-o°

f(x) ~

W=
<
>

0

“4

es + 0 y # +o, Puesto que m= %( 1  concluimos, por el teo

rema 4.2, que la integral es convergente.



4.3 CRITERIO DE CONVERGENCIA CUANDO UN LIMITE DE INTEGRACION ES INFINITO

4.3 Criterio de Convergencia cuando un Limite de Integracicn
es Infinito

Teorema Sea f(x) una funcidn continua en a € x <+ o0, Si

(1) f(x) >0,

y (2) 1im f(x) xX® = A, donde A F0, + o,
i X >+ A
en cuyo caso escribimos  £(x) "'T" cuando x 4%,

+ oo

entonces la integral f(x) dx
a

3 es convergente si m > 1,
y (4) es divergente si m <1 .

Nota La prueba del teorema 4.3 se da en el problema 3 de la sec
cidn 4.5 de problemas resueltos, pag. 147.

o
. ; s dx ‘
Ejemplo Determinar si la integral es convergente,
1 v x> +2

Solucibn Cuando X = + o tenemos
1 = 41_
IxS+2 5/x5(1+zx )

con m=1,

p—
-

1 A s oo
x 3/i_1__§ x X"

Luego, por el teorema 4.3 la integral es divergente.
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4.4 Algunos Ejemplos de Integrales Impropias

Ejemplo 1 LA FUNCION BETA

La funcién beta se define mediante la ecuacion
1
B(p,q) = xp-1 (l-x)‘l-1 dx.
0

Probar que la integral es convergente cuando p> 0 y q> 0 .

8olucién La funcidn integrando f(x)-xp_l(l-x)q-1 es continua
en 0<x<1. Fijemos 0<a <1 y escribamos

a 1
B(p,q) = f(x)dx + £ (x)dx 1)
0 a
Vamos a probar que las dos integrales del segundo miembrc son conver
gentes.
Paso 1
a
La integral f(x)dx es convergente.
0
p-1 ) 1
Cuando x + 0, l-x-+1 y f(x)~x = -—-1-$-—xm—'
x

con m= 1l-p <1, puesto que p > 0. Luego, por el teor:ma 4.2,
la integral es convergente.

Paso 2 1
La incegral f(x)dx es convergente.
a
q-1 1 1
Cuando x + 1 tenemos que f(x) ~ (1-x) =- =

(1-x)' Q-xJ'

con m=1-q <1, yaque q>0. Luego, por el teorema 4.2, la
integral es convergente.

De la igualdad (1) y de los pasos 1 y 2 se sigue que B(p,q) es
convergente cuando p >0 y q >0,
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4.4

ALGUNOS EJEMPLOS DE INTEGRALES IMPROPIAS
Ejemplo 2 LA FUNCION GAMMA
La funcion gemma se define mediante la ecuacidn
@
p-1 -x
r{p) = X e dx .
0
Probar que la integral converge cuando p > 0 .,
Solucién La funcidn f£(x) = x* 'e* es continua en 0 < x < +w,
Fijemos un entero n > p
Por la regla del L'Hospital (aplicada n veces)
X
lim = = lim = = 4w
X -+ 4o b4 X+ oo °
x
vemos que existe un nimero a > 0 tal que _e);i >1 para todo x”a
() X cuando x 2 a (D
%0
Escribamos ahora
a o
I(p)= f(x)dx + £ (x)dx (2)
0 a

Vamos a probar que las dos integr
tes.

ales del segundo miembro son convergen

a
Paso 1 La integral f(x)dx es convergente,
0
En efecto, cuando x + 0, ¢ +el =1 y f(x) ~x""!= U S . .
1-p m
x x
con m=1-p <1, yaque p>0. Luego, la integral es convergente.
o0
. - 1
Paso 2 La integral f(x)dx es convergente. En efecto e x<__T
b3
a
. p-1 (por (1))
Pl R X = ; L , con m=n-ptl > 1,
xn n-p+} m
o X b
Puesto que X, es convergente, se sigue por el criterio de compara
- X
¢ itn que P71 & dx es convergente. De (2) y de los pasos 1 y 2
a
se sigue que T(p) es convergente para p -~ O .
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Fiemplo 3

Si f(x) es una funcidn continua en 0 S x <o , ge define la funcidn
F(s), llamada transformada de Laplace de f(x), mediante

F(s) = &% f(x)dx en aquellos valores de s para los cuales la
0

integral converge.

Probar que si 1£(x)| <ce®™ en x2 0, entonces F(s) converge para

todo s > a.

Solucidn
Puesto que |e_—sx fx)| = e X ey | < Ce—(s—a)x' por el criterio de
L
5 : -(s-a)2
comparacion basta probar que la integral e dx es conver-
0
gente cuando s > a.
-]
- -(s-a)x b
Ahora bien e fo-n dx = lim (- )
s~-a
b+ 0

(puesto que s-a > 0 implica lim
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4.5 Problamas Resueltos

PROBLEMA i Sea f(x) una funcidn en el intervalo la,c) tal que

(1Y £(x) >0,

(2) lim f(x)|c-x|"= A, donde A+ 0, +=.

X+c
c

Probar que la integral f(x) dx es convergente si m<1l. y es

divergent: si m 2> 1.

SOLUCION Puesto que 1lim £(x)]|c- xlm = A>0 (pues €(x)=0),

x>c
eligiendo 0 < B <A <C vemos que existe un ntme;o a<d <c tal

qie 3€FfE)(c-x)"<C en d<z<c.

C—¢ c—€ C-€
Luego B dx = % f(x)dx € C -—-dl{-—m (1,
- —-x)
va (¢-x) A g (cx
para todo €>0 tal que d <c-e.
C
Por (1) y el criterio de comparzcidn f(x)dx es conwergemte si
& d
y sdlo si —di-;n- es convergente.
ly (c=x)
c
Asf nos resta determinar la convergencia de - =
(o=
g (e=x)
c
Caso 1. m < 1 la integral . SR convergente.
(c-x)
© dx ¢ -t ax (c—x).‘m-‘-1 o
En efecto, e lim sy i
(cx) e~>0 (c=x)™ e-0 T d
d d
= li lim [el M (e-d)? m] = -——-———-(Cli)n
™ es0
(pues 1lim e o 0, ya que l-m>0).
€ >0
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c
1 La integral j e es divergente.
d

Caso 2. » = P
(-c c-c c-€
En efecto, ::‘x = lim :fx = - lim [ln (c—x)}
')d €*0 Jy g 4
r
= - 1lim | Ine - ]n(c—d)]
e~+0
= (pues 1lim Ine = - =),
e +0
Caso 3. m > 1 la integral y —(‘l‘—)ﬁ- es divergente.
-x
) d
En efecto, como en el caso 1| se tiene
c
dx 1 3 1-m 1-m
— = lim | € = (c-d) ] = - ®
(c-x)" I o
(puesde m>1 se tiene lim El-m = lim -,%7:1- +4w)
€+0 e+0 €
-2
PROBLEMA 2 Calcular A = .
14?
0
SOLUCION
b b
A = lim --de = lim arc tan x
b+ I4x br4+o Y
(o) 0
. T
= lim (arec tan b - arc tan 0) = et
b >4
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PROBLEMA 3 Sea f(x) una funcidn continua en a < x <+ ® tal que
(1) f(x) > 0,

(2) 1lim f(x)x™ = A, donde AF0, + =

X >4 o
©
Probar que la integral f(x)dx es convergente si m>1 y es
a
divergente si m < 1.
SOLUCION Fijemos un nGmero b> 0 tal que a <bh. Puesto que
oo b ©
f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx
a b a b
y la integral £(x)dx es convergente, es suficiente analizar la
a o
convergencia de la integral f(x)dx .
b
® 0
: 1
Ahora bien f(x) dx = f(-;,—)(--d%) (camhimdbchvariaﬂe*x=% )
b, 1
b
1 1 R
b f(T) b
= —trely - g(y) dy,
1 ¥
fenat)

donde g(y) = =0,

y para la Gltima integral podemos aplicar el criterio de convergencia 4.2
ya que la funcién g(y) es continua en (0, Ub), vy es discontinuaen

0.
1
£(2)
Tenemos A = lim f(x)x™ = lim f(%)y—m = lim -—?y—-y-mz
X *+x y-=>n y->0
s +
= lim g(y) y-m 2 5 1
y~>o0 5
Entonces, por el criterio (4.2), 1la integral g(y)dy
0
es convergente si -m+2 <1, esto es, cuando m> I,
es divergente si -m+2 = 1, esto es, cuando m < I.
o«
Resumiendo f(x)dx es convergente si m>1, vy es divergente si m< 1.
b
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1
PROBLEMA 4 Ceterminar si la integral f __d_x“_ es convergente
o divergente, 0 k%
SOLUCION
o 1 1 .
La funcidn f(x) = = T v —yr—  es dis-
/1x" an® am”

continua en x=1, y cuando x > 1, l+x = 2, 1+x? -2,

A 1 1
= , donde A-T’ m=5.

£Gx) ~ - -
(1-x) "2 () (1-x)

Entonces por el criterio 4.2, 1la integral dada es convergente.

1
PROBLEMA 3 Evaluar la integral f d: o establecer su divergencis.
: x|
0

BOLUCINN  Podemos usar el criterio 4.2 para determinar la convergen-
cia de la integral dada. No obstante preferimos efectuar un cdlculo
directo.

Si p=1, 1la integral es divergente.

1 1
En efecto, —(le =  lim _dxx__ lim (ne- lInl) = - o,
o x2e J €0

1 i
Cuando p#1, se tiene f x lim dx —_1_— lim{-¢"P),

xP €-+0 = xP 1-p e 0
1
E : < dx 1 z 1-p
ntonces, si p<l1, gl et (ya que lim ¢ = 0)
1 % ¥ o B
dx
ysi p>1, — = 4 o,
xP
0
PROBLEMA &  Hallar ANC EAD X iy .
0 xz +1
SOLUCION
= 2
mdx = —;—(arc tan x)z = %—
XZ + 1 0
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PROBLEMA 7 ©
Evaluar la integral dx 5
xP
1
SOLUCION Si p =1, la integral es divergente. En efecto,
o Pb
r£= lim <X - limmb-l1) = +e.
“w b o) b+

Cuando pF#1, se tiene

© b
dx : dx 1 y 1-p
— = lim == = 4= lim [bP-1L

Entonces, si p <1, lim bl"P - 4o (pues 1-p > 0)
LR

y la integral es divergente;

= 1
ysi p>1, 1lim b} = 1lim 1_ = 0, vy HE, - -t
b+ 4o b4 pP! ) *° g

Asi, para p >1, la integral es convergente y su valor es —5_—1- .

©

PROBLEMA B Calcular senx dx o probar que es divergente.
0
SOLUCION
=<3 b
senx dx = lim senx dx = - lim (cosb - cos0)
; brte d b+
= 1 - 1lim cosb.
b+ 4w
Pero no existe 1lim cosb, ya que, por ejemplo, cuando b=2nm, cosb=0;
b>4x

y cuando b = (2n+1)})® , cosb= -1,

Por lo tanto la integral es divergente.

PROBLEMA 9 i i 1a i sen X
Determinar si la integral J:[ —~ dx es convergente.
2

sen_x dx

N cLe o 06 )
soLuUC1O Puesto que ) J€ > ¥ la integral L <2 ©s conver

2

gente, se sigue por el criterio de comparacidn que la integral dada es

convergente.
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PROBLEMA 10 -
Hallar I= e
o Y1- x2
SOLUCION
. dx
la funcidn  f(x) = =——==e=— eg discontinua en x = 1,
V1 -~ x2

1 l-g
dx & dx
Tenemos — = lim ————
v1-x2 e+0 fo /1- %2

= 1lim [ arc sen (1-¢) - arc sen (]
e~+0

T

-T.
dx

%
PROBLEMA 11 ‘Hallar J. T
0

SOLUCION Tenemos

Y, In 1/2
T‘%‘ﬁ- = _ﬁyy__ ( haciendo y = 1nx)
0 A
Inl , mY
= lim & . jim (i ly )
a - y ’a-)-m &

- || - lin Ila|=--

a+=-w

Por lo tanto la integral es divergente.

Y
PROBLEMA 12 Hallar —_—r—

SOLUCION Haciendo y = In x, x=e, dx = ¢ dy , tenemos

% nl Inlp nY
, dx . d ' & .y w9
J.O X B2 x j:“ % 31;1_1: yé al_:'_n,,( Y) ’
’ 1 ¥ 1 1
= TT+ 1 —
? a-:?-‘wa
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PROBLEMA 13

b
Analizar la convergencia de la integral dx y b>0.
VX + 2¥x + x°
SOLUCION
La funcidn
f(x) = e, : = = TR 1 m es discon
x + 2 Vx +x3 b (x/l2+2+xﬁf)
. 1
tl..nua en x=0, y cuando x = 0, vf(x) ~-1Zl(-27- = ‘}-31- , donde A=T1-
1 X

m = T<l.

Aplicando el criterio 4.2, concluimos que la integral dada es convergente.

PROBLEMA 14 Decidir la convergencia de la integral

+ o
dx
1 2% + yxz +1 + 4
SOLUCION Tenemos
) 1
plsh = 1 - )(2/3
i /) 2 1,1y 4
x + +1 +4 +(1+ =) B +
o & 0% AT ¢ opp
y cuando x = +®, el denominador = 1, £(x) —%— . e 5
g x73 xM

donde A=1, m =3

Por el criterio de convergencia 4.3 concluimos que la integral dada es
divergente.

g )
PROBLEMA 1S = Estudiar la convergencia de x? (x2-x .
(1-2)"%
Y’ 1/
3 2 h St _ )
SOLUCION PO = x° (x -x;- 1) = X (XB/ X + ])/
(1-x2) " (1-x)"2 (14x)"
] A
v cuando x = 1, fx) ~ ” T = s
(-2 (2)72 (-x"
donde A = -—lsl?- , m =-22- > 1. Entonces nor el criterio de comparacidn
2.

4.2, concluimos que la integral dada es divergente.
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00
PROBLEMA 16 Probar que la integral A = f .ﬁ!}:—&-dx es conver
gente 1

SOLUCION
b b b
%, i 1im ’[ sen x dx = 1lim cos x| +f cos x dx
B 54 X b i b4 0 1 x2
-]
=(cosl - 1im <88 b) ¥ f €08 X 4x
b+ + o 1 )8
w0
=cosl+f £OS X _ dx .
1 x2
o0
La integral f -C—o-iz-’-(-dx es convergente por el criterio de comparacidn
1 X
-]
ya que %’5— < —1!- y i -d%— es convergente. °‘Por lo tanto,
®- X X

la integral dada es convergente.

1
PROBLEMA 17 Determinar si la integral ‘L‘ .s_eﬁ dx es convergente.

/s
SOLUCION ia funcidn f(x) = -SﬁT' es continua v 2 0 en (0,1} .
- = 1,
Ademds cuando x + 0, f(x) = X = X = X ~+ = -A—,
sen X sen x sen x /2 xMm
x x
donde A =1, m='%-<l,pues lim--s—e?(—-:&-=== 1 s

x>0

Luego, por el criterio 4.2, la integral dada es convergente.
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PROBLEMA 18. Hallar el valor de c¢ para el cual la integral

I= =z - 1 ) dx es convergente. Hallar el valor de la
2 2x+1
x“+1
integral.
SOLUCION. b
Para b > 0 se tiene ( £X - —I—-)dx
2 2x+1
<+ 1
0
b

- ol ok - L = S (b241) -4
2]n(x + 1) 5 In (2x+1) 2]n(b +1) Th(2b+l)

s Smb2.(14-) b 2+
2 b2 2 b
b .
- Inb® /2+|:%1n(1+-1—) -%h(ui):]
v? b

cuando b++ = el término | ] tiende al valor =-==in2. Luego, la in

2
. il
tegral I es convergente si y s8lo si 1lim bE* k = L cumple O<L<+x=
1 b>+=
Pero cuando ¢ <T , L=0
c = -;- , L=1
c >%~ , L=4=,

De donde resulta que I converge solamente cuando ¢ = % y su valor es

I = ]n1-21n2 —-2-an.
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PROBLEMA 19 Sea a > 0. Hallar el valor de la integral

o
1 = L( L B )dx.
(1+a1(2;IE w1

SOLUCION Para b>0 ;e tiene
b b
£ ( X o7y - 2 )dx = ;ln(x+ -1—+x2)— a in(x+1)
(1+ax2) R x+1 & a .
1 1 1 1
= == 1In b+1/—-+b2 - aln(b+1l) - === In =—
T ( a ) (b+1) o E
b o Ty B T ‘/1+”1 J = & fn b (4 + = I ilg
/a 2 A

i
va 1 1 1 1
= In b —1n(1l 1 + e - In(l _+——]n/
"{ﬁ; VAR A A }

cuando b ++ = 1la expresidn [ ] tiende a - In 2 Ya

Luego, la
A i

-a
integral I es convergente si y sélo si lim b'/a_

= L cumple O<L<+w,
b++w

Ahora bien, tenemos

a<-—!—-,L-+e
Va

a-:—l—-,le
Ya
1

a4 D>we—— L= 0,
/a

de donde resulta que el {Gnico valor
i
Ya

de a para el cual I es convergente es

o = s Yy en este caso

1 = h1’+-—£—]n2/; =

e .
Ja va
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PROBLEMAS RESUELTOS

Hallar los valores de p y q para los cuales la integral
® __d
I = —_—F s convergente.
o =P (14x)9
SOLUCION La funcidn f(x) = es continua en 0 <x < 4o,
xP (14x)P

1 ©0
Se tiene I = f f(x)dx + f f(x)dx.
0 1

1
Paso 1 Convergencia de la integral I, = f f(x)dx .
0

Cuando x =0,

1

1+4x = 1 y f(x) ~ = T

donde A= w=—=, @m=p.

24
Luego, por el cr

p<1 .

iterio 4.2, la integral I, es comvergente si y sdlo si

5 -]
Paso 2 Convergencia de la integral I, = -L‘ f(x)dx .

Cuando X > +o, f(x) =

donde A=1,

1 ) 1 o1
T~ ]
&P () P +%)q P m

m = p+q .

Luego, por el criterio 4.3, I, es convergente 8i y sélo 8i m=piq > 1

o 1-q<p.

Asi, la integral dada es convergente si y sdlo si l-q <p <1 .
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INTEGRACION DE FUNCIONES RACIONALES
Definicioén Una funciéa racional de la forma

donde P(x) y Q(x) son polinomios en la variable

tes reales.

Cflculo de Integrales de la forma

T = —_—tX Bk
ax? + bx + ¢

RGO - HE

x con coeficien

Para encontrar la integral 1 se procede de la siguiente manera

(1) Se completa cuadrados en el denominador

bZ

2 - £ ¥ s
ax‘ + bx +c¢ a(x+28)+( 1¢a+c)‘

(2) Se hace la sustitucidn t = x +7£; , con lo cual

ax? +bx +¢ = a(t?+k), y la integral I

I=fmt+n tg_ftdt+ f
a(t?+ k) 2+ k

se convierte en

dt

t2+k
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t dt 1 z
3 '{ﬂ"i"'—z'l“,lt*kl*‘:"

(4) Se halla la integral f—-d-t-:—- aplicando una de las dos

t2 +k
siguientes f&rmulas
f__d_u___ =-3‘arc tan-‘d-l'+C
u?+ g2
du 1 i u-d |
PP . SRR In I 2Clec,
f uz_ d2 i-d- utd I

Ejemplo 1 Hallar 1 = f—z—:’x' 2 —dx .

X - b4x + 5
Solucidn
1 = f—.&z;l_ dx (completando cuadrados)
(x=2)" + 1
f._.___3t‘+ 4 dt (haciendo la sustitucién t=x-2)
t2+1

—g—ln|t2+l|+4 arc tan t + C

—g—-ln(xz - 4x + 5) + 4 arc tan(x-2) + C .
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(1-x) dx
E mlo 2 Encontrar I = f___l___
. 4x? - 4x -3

Solucién

(t- --) de
f z=l1) dx f (haciendo t=x --é-)
4(x - —)

3
x——
---é-]n xz-x—-Z—-[+T16-1n i +C
X + 5
1 2 2x -3
= —Tln 4x* - 4x -3 ’ I-ix_-fT'+ c,

Integracién de una funcién racional general

Sea dada -1 funcidn racional R(x). Después de dividir el numerador
entre el denominador, R(x) se escribe en la forma

RG) = P () + %%

P(x)
Q(x)

esto es, tal que grado de P(x) < grado de Q(x).

donde Pl(x) es un polinomio y es una funcidn racional propia,

Puesto que la integracidn del polinomio Pl(x) es inmediata, el

P(x

23
Q(x)

cdlculo de la integral de R(x) se reduce al de la integral de
P(x) 2
Para hallar —Y—dx se emplean usualmente dos métodos:

(1) El método de descomposicidn de fracciones parciales.

(2) El método de Hermite.
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Método de Descomposicicon en Fracciones Parciales
Caso 1: TODAS LAS RAICES DE Q(x) SON REALES, ESTO ES Q(x)
CONTIENE SOLAMENTE FACTORES LINEALES

o A
Fntonces Q(x) = c(x-a) (x—b)B ... (x-k) , donde a,b,..., k,
son las distintas raices reales de Q(x), ¢ es un niimero real ,

y o, B,...,A , son nimeros enteros = 1 .

Si grado de P(x) < grado de Q(x), la funcidn racional%z;-g-‘

se descompone en una suma de fracciones parciales:

A A K K K
L N WO DTS, B ...+-—L-4--J:?‘+...+ 1)
Q(x)  x-a = (x-ay¥ (x-af* x-k - (x- C(x
ddnde los coeficientes Ay Ayy e, Ky, Ky, el KX son

univocamente determinados por la funcidn racional dada.

Cdlculo de los coeficientes Para calcular los coeficientes
dé la descomposicién indicada, se da comin denominador en (1) re
sultando una igualdad de dos polinomios. A continuacidn se aplica
uno de los dos métodos siguientes o una combinacidn de ellos:

Primer Método: Igualacidn de coeficientes En este caso
se igualan los coeficientes de iguales potencias de x, y se re-
suelven las ecuaciones resultantes.

Segundo Método: Danco valores particulares a la variable x
En este caso se eligen valores apropiados de la variable x y se
evalilan 3mbos miembros resultando ecuaciones entre los coeficientes.
Por ejemplo, a menudo es conveniente tomar x=a; , donde aj; es
una de las raices de Q(x), o también, asignar a x ‘valores enteros
pequenios, como O, *1, 2, ..., , etc.
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Ejemplo 1 Calcular

Solucidn

1

I = j—-—d-’-!—-o.
x (x-3)2

A,B+C

x(x - 3)2

1

x x-3 (x-3)2

A(x-3)2+.Bx(x—3) + Cx

Cidlculo de los Coeficientes

Primer Método: Igualando coeficientes

De 1 = (A+B)x?
resulta 0
0
1
de- donde A

+

(-6A~- 3B +C)x + 9A

A+B

-6A -3B+ C

9A

1 1.

pt) B-—-‘g—, C-T'

Segundo Método: Dando valores a la variable x

Haciendo x =0

x = 3

x =1

Tenemos entonces

en

en

(1): 1= A(=3)%,

(1): 1= ¢c(3) ,

o

o

1
A=
1
& e

(1)

o (e 1 --}-(1-3)2+ B1=3) 44, de donde B--%-

1 1 1 -1
= lnfx|-5in|x-3] - 5(x-3)" +c

X

= %- In

. . L
f 3 3
+ 2

x-3 (x-3)?

*3

1
T3 +C .
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dx
x+2) (x+3)

Ejemplo 2 Calcular I = f(x+l)(

Solucién

1 = —L.;. B + ¢
(x+1) (x+2) (x+3) X+l T x+2 | x+

de donde

1 = A(x+2) (x+3) + B(x+1)(x+3) + C(x+1) (x+2)

Haciendo x+1 = 0, o x = -1, se obtiene 1=2A, o A= % ¢
x+2 = 0, o x = -2, se obtiene 1=-B, o B=-1;
y x+3 =0, o x = -3, se obtiene 1=2C, o C =% "
Luego,
1 t
= dx o= dx
I = 2 3 —dx + 2
x+1 x+2 x+3
= = In |xt] - In [x#2] + =10 [x#3] +C
_ _%‘ Tog (x+1 x~2+3 + C.
(x+2)
1.3.1.2 Caso General Q(x) TIENE RAICES COMPLEJAS NO REALES, ESTO ES,

Q(x) CONTIENE FACTORES CUADRATICOS CON DISCRIMINANTES p2 ~-4q <0

Sea P(x) un polinomio de grado menor que el grado de Q(x).
Entonces -37(% es igual a una suma de fracciones parcialeé que

se compone de la siguiente manera:

(1) para cada factor lineal (x-a) de Q(x), repetido a veces, la
suma contieme la expresidn

A A, A

'—)-(:; +m o s +'——q'g(x_a)

174



METODOS DE INTEGRACION CAP.5

(2) para cada factor cuadratico x? + px + ¢ de Q(x) repetido

B veces, donde p2 -4qg <0 1la suma contiene la expresidn

Mx + N Mx+N M.x + N
1 1 L+ g 8
x2+px+q (x +px +q i (x2+ px+q)B

Los coeficientes que aparecen en estas expresiones son univoca

P(x)

mente determinados por m y se calculan aplicando los mé

todos indicados en el caso 1.

Observemos que las integrales de los términos de (1) son direc

B P .
tas. Asi, para hallar -—iﬁl-dx 30lo nos resta determinar

f Mx + N

— e d%.

(x2+px+q)P

El c3lculo de tales integrales se efectiia haciendo el cambio
t =.x + % e integrando por partes para reducir el exponente

n en una unidad (m8todo de reduccidn). Ver ejemplo 2, pig. 163.

También es aplicable el método de Hermite. Ver 1,3.2,pdag.l64.

Ejemplo 1 Hallar I = f 28 .
(x%2-4x+3)(x?+4x+5)

Solucion

1 1
(x2 - 4x + 3)(x? + 4x +5) (x=1) (x=3) (x2 + 4x + 5)

(el factor x2+4x + 5 tiene ralces no reales pues su discriminante
es 42-4(5) = -4 <0)

= ._A_ + B + M—-
x-1 X=3  x24+4x+5

de donde

1 = A(x=-3)(x2+4x+5) + B(x-1)(x2+4x+5) + (Cx+D)(x-1) (x-3)

1
Haciendo x = 1: Aé—-zl()-, x = 3: B=§-
x = O D=-5-6§- . y x = =1: C = —6‘%-

175



1.3 INTEGRACION DE UNA FUNCION RACIONAL GENERAL

1 dx 1 dx 1 8x + 30
Luego I Wf_fx- +'_"52 f—3+260 fx e et X
8x + 30

=-T—1n|x— || € = lnlx 3 +"2'63' f'(x+252+1dx

Por otra parte

f_ﬁt_t_é_"_._ as =f1t_:_14.dt et b
x+2)2 +1 t2+1

4 In |t:2+1| + 14 arc tant +C

4In (x% + 4x + 5) + 14 arc tan (x+2) +C

Finalmente
I-—-ZT-lnlx 1|+ In |x- 3|+ —In (x? +lox+5)+1;—0rctan(x+2)+c
Ejemplo 2 Halldr I = f—u']""—z— dx .

(x2 + 4x + 5)

Solucidn El factor x2+4x+5 tiene rafces no reales pues su dis-
criminante 42 - 4(5) = - &4 <0.

Tenemos 1 =f——x—4;odx =f-;—l—dt (haciendo t = x+?2)
(x2 +4x +5)° (t2 +1)2

=j t dt _f(t?'+1)—t2 .
(t2+1)? (t +1)2

1 —arctant+ft £ dt
2(t2+1) (t2+1)2 |

Integrando por partes

f t dt t 1 f dt
t e a—e—— = = +T
(2 +1)2 2(t2+1) t2+1

= - L= +Tarc tan t + C
2(t2+1)
Luegn I —— R ——l'arc tan t + C
2(t2+ 1)

=_._"_;".,3_. —.l. arc tan (x + 2) + C.

2(x%2 +4x+5) 2
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1.3.2 Método de Hermite

1.3.2.1 Célculo de la Integral

I=f A dx = 1,2, 8, 04
(x2+px+q)

TEOREMA Se cumple

J' M N (S +f A+ B
(x2+px+q) (x7'+px+q) x2+px+q

donde X(x) es un polinomio de grado € 2(n-1) = grado de
(x2 + px + q)n-l.

Nota

1 Los coeficiintes de X(x) asi como A y B se hallan derivando

ambos miembros y aplicando a continuacidn los métodos del casol
de 1.3.1.

2 la integral del segundo miembro se calcula de acuerdo a 1.2, o
bien directamente.

PRUEBA DEL TEOREMA

Para n=1, se cumple en forma obvia la fdrmula indicada.

Supongamos entonces que n = 2 y procedamos por induccidn sobre n.

Pavo 1 [MHaN .t [Bem « orow
(x2+px+q)n (x2+px+q)n

fd(x +gx+9) + & f dx

2 +px+q)" 2 +px+q)"

2
Paso 2 fd(x +px4+q) _ -1 - (pues n 2 2)
(x? +px + q)n (n- 1)(x?+px+q)n
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1.3 INTEGRACION DE UNA FUNCION RACIONAL GENERAL

Paso 3
Sea I = f dx
t (x2+px+q)“
Entonces se cumple la formula de recurrencia
2% + p 1 2n-3 2
I = - po(eem—) ] , donde k = q -=£= .
n ol 1)(x2+px+q)n 1 k " 2n-2 n-1 4
En efecto,
In = f 2x = =f dt (haciendo t=x+%)
(x2 +px +q) (t2 + k)"

I R (RS FE __l_f dt . L £
K J et v

- (2 +K)" MG

dt (integrando por partes)

1 1 t 7|
“ ok T "‘f‘ N,
k n=x k [(t2+k)n—

= -l_lc. Loy ~".11<— (t( =~ n-l)— f == n-1 |
L2 -D(t2 410 2n- D2+

1 1 t 1
| i 2 a-1 = n-1
2k{n~ 1) (t* +k) 2k(n-1)
. 2 + p L 2n-3y

* == )
B fis = 1) +1))(4_c‘)r\—1 k " 2n-2 n-1

Paso 4 Dpe los pasos (1), (2) y (3) se obtiene

Xy (x)

Mx + N 1

f . e om i — + d.1
(x¢ +px+q) (x“+px+q)

n-1

donde X, (x) es un polinomio de grado 1.

Ahora bien por induccidn se tiene

X5 (x)
In—l = n-2 + . d%
(x2+px+q) x2+px+q

siendo X, un polinomio de grado < 2(n-2);y sustituyendo en la expresidn
anterior se obtiene por lo tanto la férmula deseada. ]
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Ejemplo
r .f_x_“__dx
&2+4x+5f

Solucidn Por el teorema anterior

METODOS DE INTEGRACION

Hallar

x2 +4x+5

Ax + B ,+J' Cx+D .
x2 +4x+5

Derivando ambos miembros respecto de x

x + 1

(x2 + 4x +5)2

(x2 +4x+5)2

y dando comin denominador

x+1 =

Luego

ecuaciones que resueltas dan C= 0, A= --i-, D= --%-, B = --%- "

Cx3+ (~A+D +4C)x2 + (- 2B+ 4D + 5C)x + (5A- 4B+ 5D)

=0

A+ D+ 4C =20
2B + 4D + 5C =1

SA - 4B+ 5D =1,

Luego
I % = X + 3 _ J_~I~ dx
2(x2 4+ 4x+5) . x2+4x+5
- x +3 _ L f d(x+2)
2(x2 + 4x + 5) (x+2)2 +1

x + 3

- -—;-arc tan (x+2) + C.
2(x2 + 4x + 5)

(x2 +4x+5)A - (Ax+B)(2x +4 .
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Método de Hermite
Teorema
Sea Q(x) = c(x—al)a‘ 5 (x—am)a“’ 2+ p]x+ql)sl o .(x2+pnx+qn)an

Si P(x) es un polinomio de grado menor que el grado de Q(x), en
tonces

P (x) D,x + E
f?xdx___ 1 +A1f dx +"'*Amf dx+f 1 L ay
Q(x Q, (x) x-a, X - ap x24p, +q,

an+En
L T -!:f dx

by +pnx+qn

-1 am-1 -1 B -1
tonde Q,(x) =(x—a1§t1 N . (x2+plx+qlf31 (x?-!-pnx+qn) n
Pi(x) esun polinomio tal que grado P:(x) < grado de Ql(x)

Neta

(1) Los coeficientes de P,(x) asi como AlseeosAy WD, E 0 DBy,

son determinados derivando ambos miembros respesto de x.

(2) Observemos que Q(x) esti formado por los mismos factores li-
neales y cuadraticos de Q(x) con exponentes reducidos en una uni
dad.

Prueba
En la descomposicidn de —g-%% en fracciones parciales:

(1) cada factor (x-ai)e‘i contribuye con t@rminos de la forma
A . £ dx p
————— Y <d;. cuya integral es Af si Y=1 y
(x ~a )Y e X -a;

- A
Y (x-ag )1

si Y22

y (2) cada factor (x%+ pyx + q].-)Bi contribuye con términos de la

forma = Dx L E Y Y< B. , cuya integral es
(x* + p;x +q;) i
X(x) — + . Fx +G &
(x* +p.x +q) (x°+ p,x +q.)
i i i i

de acuerdo al teorema 1.3.2.1.



METODOS DE INTEGRACION

Luego sumando todos los t&rminos

pl(x)

f P(x)
QG0 ¢

Q, (x)

dx . dx
Alfx-al *+ siww * Amf-——-—x_a
m
-J

Dy x + Ep Dx+E
dx + ...+

CAP.5

+ +
x“+ Py x + 9, P % qrl

donde Ql(x) es el minimo comin miltiplo de los denominadores de 1las

fracciones que no aparecen bajo el signo de la integral.

Esto concluye 13 prueba del teorema. [ |

Ejemplo Aplicando el método de Hermite encontrar I = f B "'
G2+ 1)*

Solucién Tenemos

1 = M +Bx* 4+ cxd +Dx? +Ex + F

x2 + 1)3

f_ﬂz&i.dx,
x2+1

Derivando ambos miembros respecto de x, dando comin denominador y agru

pando términos

1 = Hx’ + (-A+G)x® + (~2B+3H)x°> + (5A-3C+3G)x" + (4B-aD+3H)x3

de donde

5A

4B

3C

2D

+ (3C-5E+3G)x2 + (2D-6F+H)x '+ (E4G).

H

-A+G

=

-2B + M=

3C + 3G
4D + 3H
5E + 3G

6F + H

0

0

(1)

(2)

{3)

(4)

(3

(&)

(7

(8)

Xy
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Resolviendo las ecuaciones tenemos

de (1):
de (7):

de donde

Luego

I

H=0; de (3): B=0 de (5): D=0;
F=0; y de (2): AmG. Las restantes ecuaciones son
8A -3 =0

3C-5E+3A=0

E+ A=1

5 5 1 ..
S LS S A

5 5. 5 11 _

x5 4+ =3 4 =2 x

16 6 16 & 5 ‘ dx
x2+1)3 16

o 15x3 +40x3 + 33 5 :
48(x3 + 1)3 16 arc tan x + C .,

Problemas Resueltos

2 _
PROBLEMA 1 Calcular I = f%——su-?'dx .
x€ - 5% + 6

SOLUCION
Tenemos = 3% + = 1 + .‘T-L
xc -5x+ 6 X -5x+ 6
3 - 1 - -—A-. + —B—-
y x2 - 5x + 6 (x=2) (x-3) x=2 x~3
3 = A(x-3) + B(x-2)
haciendo x = 3, se nbtiene B=3
X = 2, se obtiene A= -3,
~ 3dx p 3 dx
Luego I-fdx+f._x—.-—-2—.+f_..x_3

x-3In|x-2| +3mn |[x-3]+ C

x=3 !
_x-Z |+ C.

x+ 3 1In




METODOS DE INTEGRACION CAP.5

PROBLEMA 2  Hallar A = f—-———x 23 ax .
6x - x?
SOLUCION
K= x +3 dx = - f t+56 dt (haciendo t = x-3)
9= (x-37 =g e

- t dt -6 dt
t? -9 t2-9

1 2 ! 6 t-3
-zlnlt—9' 703) lnI-E:_T

+ C

1
- o

x-6

2 -———l+ €,
X

*

6x - x - In

PROBLEMA 3 Encontrar I = f dx -2 dx .
1 - 6x - 9x?

SOLUCION
B 1 t-3 )
I = —L—dx = —-—-f—- dt (hac1endo t=3x+l)
f 2 - (3x+1)? 3 2-¢2

]

__I_I tdt +f dt
3 2 = 9 2-2

=—-é'ln‘t2—2‘+ L e-72 |, ¢

2(7/2) t +7/2

=——é—-]n‘1—6x-9x2‘+ 1 x4+ l=02 |
2/2 x+ 1+ 72
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PROBLEMA 4 Calcular I= f--—:;—:ﬁ-—-dx .

4 - 3x
SOLUCTON
1 x +3
I = T cT—T-dx
Dy
3
2
x--:,-_—
-.%-1n|x2—-%—|+ 12 In 23 4 £
2 (om—mm) Xt ovmm—
3 3
-t m |k -4‘+ '2’- ml"/i-’-“2 + cp
: /3 x+2
PROBLEMA S5  Hallar A = f —_—
3x2 - x + 1
SOLUCION
. s Ny P S
3 x 1 3 1.2 11
#-3+3 x-g) + 35
1 .
= 1 arc tan E +C = arc tan( ) +C
3(m6) i / M

(x-1)2
PROBLEMA 6 Encontrar I = dx .
“x2 - 6x + 10
SOLUCION
13
(x=1)2 e Xio 2l 4x-9
2. 6x + 10 x2 - 6x + 10 x-3)2 + 1
Luego fdx + f % - dx = x + -[‘—t—-'-"-—3-dt: (haciendo
(x-3)? 2 +1

t = x-3)
= x+ 2k |t2+ 1| + 3arc tant +C

= x4+ 2 ]n(x2-6x+10) + 3 arc tan(x-3) + C .
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PROBLEMA 7  Hallar I = f co8 x dx :
sen?x - 6 sen x +'12
SOLUCION
du "
I -f (haciendo ‘u = sen x)
u? - 6u + 12

du 1 u~3
= .= arc tan + C
f 3% +3- . 73 Y

1 sen x - 3

3 /3

)+ ¢C.

dx

PROBLEMA 8 Hallar I m

SOLUCION
Caso 1: a =0b Entonces 1= 4= __ . 1 +C .
(x+af x+a
" 1 A B
Caso 2: a+¥ b Entonces m ey + —
y 1 = A(x+b) + B(x+a)
de donde A = -a{+b (haciendo x+a = 0 )
B = T (haciendo x+b = 0 )
-b+a
Luego I = =i In|x+a|l - == In| xtb| + C
8 b-a b-a
1 x+a
* b-a i x+b * G
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1.4 PROBLEMAS RESUELTOS

3
PROBLEMA 9 Hallar I = f S 2 %
x3 ~ 5x2 + 4x
SOLUCION
2
5x3 + 2 5 4 o25x2 - 20x + 2 (N
x_3 - 5x% + &4x x3 - 5x2 +4x
y x3 - 5x% 4+ 4x = x(x-1)(x-4) .

25x% - 20x + 2
x3 - 5x2 + 4x

(2)

Por otra parte

A B C
==t ®=r <

25%x2 - 20x + 2 = A(x-1)(x-4) + Bx(x-4) + Cx(x-1)

de donde A= -i— (haciendo x = 0)
B= - -:77 (haciendo x = 1)
c -8 (haciendo x = 4)

Luego de (1) y (2)

1 7 161
I = 5x% +-§-1n|x| —-3-1n|x-1|+T n|x-4] + C.

rooa 16y
= 5k +1n|-.]ll./iL"_'iL.6]+c,

|x-1|"/3

4 _ gx3 2
PROBLEMA 10 Calcular I = f K bxC 4+ 1274 6
x3 - 6x2 + 12x - 8

SOLUCION
R(x) = x* - 6x3 + 12x2 + 6 ._ = 3 8x + 6
x* L 6x? +12x -8 x¥ - 6x2 + 12x - 8

y x3-6x? + 12x -~ 8 = (x-2)3
Lﬁego R(x) = x+-£-(l‘-:-2-)—+3—2l-= x+._8'_..+_2_2_.

(x-2) : x-2¢  (x-2)°
Entonces I = -’—2(2- - —§— v el ¥ IC.

x=-2 (x-2)2
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PROBLEMA 11  Hallar T -f - S
x(x+1)
SOLUCION
1 A . B c
0———.:—+-—-+
X2 X XL (1)

1 = A(x+1¥ + Bx(x+1) + Cx
Luego A= (haciendo x = 0)
C= -1 (haciendo x+l1 = 0)
B = -1 (haciendo x = 1)

e integrando

1 x 1
I = In|x| ~Ihnfxtl| +==p+C = =1 |t # G
2
PROBLEMA 12  cCalcular I = f g+ S iy
(x-3)%(x+1)
SOLUCION
5%2 + 6x + 9 A, _B C D

= ouemam + wmnem . s
(x=3)2 (x+1)2 x-3 (x-3? x+1 (x+1)?
5x2 + 6x + 9 =  A(x-3)(x+1)2 + B(x+1)2 + C(x-32 (x+1) + D(x~3)?

de donde B = (haciendo x-3 = 0 )

D = (haciendo x+1 = 0)

'\)ln— Nl@

y dando los valores x = 0, 1, se obtienen las ecuaciones
9= -3A4+9C+9

20 = -8A + 8C + 20

que resueltas dan A=0, C=20.
9 ° f dx 1 dx 9 1
Luego I = e —— o~ - - +C
8 2 x-3)2 2 f (x+1)2 2(x~3)  2(x+l)
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3
PROBLEMA 13  Calcular I = f X dox bl
. x(:4+1)
SOLUCION
3
x* 4+ x + 1 & 1+ 1
x(x2 +1) x (2 +1)
g 1 _A__'_ Bx + C
x(x2 + 1) x Z+ 1
1 = A2 +1) + (Bx + C)x
1 = (A+B)x®+ Cx+A
de donde A=1, cC =0 y B=-1,
dx x dx
Luego, I x +f-—x—- m
= x + lnI X l+C
VYx2 +1

PROBLEMA 14 Encontrar

S8O0LUCION

dx

P [t

x* +x2 +1

dx.

M+x24+1 = G H2x24+1) - x2 = (x2+1)2 - x2 (diferenda de

cuadrados)
- (x2+1 - x) (x2 +1+x)

1 Ax+ B

= 7 Cx + D
™+ x2 +1

x2 +x+1

Tenemos +

x2 - x+1
1= (A_x+B)(x,2+x+1) + (Cx +D)(x2-% + 1)

1= (A+Cx3+ (A+B-C+D)x? + (A+B+C-D)x + (B+D)

de donde A+C = 0 (1)
A+B-C+D =0 2)

A+B+C-D =20 (3)

' B+D = 1 (4)
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Resolviendo estas ecuaciones se obtiene

de (1) C ==-A (5
sumando (2) y (3) B =-A ‘6)
de (2) y (5) D = C =-A (7)
luego en (4) 2h = 1, A= -, B=C=D=

Por la tanto,

1=-71-f"'1dx+-—;- x+1 dye
x2-x+ 1 : x2 +x +1
x——)—'—l—- (x+—l—)+—1—-
- —_— 2 e g 2 .
T 17 3 * 2 J el 2
= i T
.
-t om | -gf e i 2z
/3 V3
4 ) ——
2 2
A
1 2 1 plle
o (X +=) +-7-| +C
A
i o 3
2 2
1 x2 +x + 1 1 V3 x
= In ( + arc tan ( Y+C
K3 x2 - x +1 2 /3 1-x2
-
Lusando arc tan a + arc tan b = arc tan( a+Zb) ] .
Cx3 + 1
PROBLEMA 15 Calcular 1 = ————— dx.
(x2 - 4x + 5)
SOLUCION x? -4x+5 = (x-2)2 +1 = t2 +1,  donde t = x-2
x3+1 _ £+ 6c2 + 126 +9  _ At + B Ct + D
(x2- bx +5)2 (t?+1)2 t24 1 (2 +1)2

t3 +6t2 + 12 + 9 (At + B)(t2 +1) + (Ct + D)

At? + Bt? 4+ (A+C)t + (B4+D) .

capr.5
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Luego A=, B=26, @ A+ = 12 y B+D = 9 ,

de donde A = 1, B=6, C=11, D= 3, y

t+6 11t + 3
I = ey ] € +
f(r2+1) 2+ 5

1 |2 | 11 j' .
- Injt“+1] + 6 arc tan t - + 3
z7 2(t2 +1) (2 +1)2

2 + 1)~ t2 I t2de
Pero I, = = rc tant -
’ 1 (t2+l)2 f (2 +1)72 ¥ (2 +1p

1
: =7 ) 1 f dt 1 t
= tan € -jt (o 4 [ 52| = 7 P
arc tan ( = o 3 7 arc tan t T

( integrando pof partes )

Asi, I =-;—ln|t2+1|+—12—5-arc tan t + -

2(t2+1)
L 2 _ 15 . 3x - 17
s In(x 4x + 5) + 5-arc tan(x-2) + m
PROBLEMA 16  Calcular f L
x% 4+ x
SOLUCION
1 1 A B C Gx + B
= = + E ——
x8 + %0 x6(x2+1) - x+¥ ;+?’+ +;5+ +1

1 = Ax5 (2+1) + Bx*(x21) + Cx3GE+1) + Dx2GE+1) + Ex (x% 1) + F (x*1) + (Gx +H)x®

1 = (AHC)x7 + (BHH)x® + (A+C)x5 + (B4D)x* + (C+E)x3 + (D+F)x® + Ex + F

de donde A+G =0, B+H=0, A+C =0, B+D = 0,
C+E=0, D+F = 0, E=0, F=1,
y F=1, E=0, D=-1, €=0, B=1, A=0, H=-=1, G=0.

Luego
dx dx dx dx 1 1
= - - T - ewe -+ &
! f’?f f—x'f*f—xs' f;n‘ SR RT e wn K+ C
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FROBLEMA 17  Emplendo el método de Hermite hallar I = dx -
x+1F (2417
SOLUCION Por el método 1.3.2.2
2 -

Al s Berc o dx +fpx+gdx

(x+1) (x? + 1) ©ox+l x +1
Derivando ambos miembros respecto de x

1 L LD P+ 1) ax+B) - (Ax?+Bx+C)(3x?+2x+1) D Ex+F

(x+1)% (x2 4+ 1)? x+1)2 (x2+1)7 x+l  x2+1

1 = (Dx+E)x°+ (-A+D+2E+F)x* + (~2B+2D+2E+2F) x3 + (A-B-3C+2D4+2E+2F)x2

+ (2A-2C+D+E+2F)x + (B-C+D+F)

d2 donde D+E=0 (1)
-A+D+2E+F =0 (2)
~-B+D + E+F =0 (3)
A-B-3C+2D+2E+2F = 0 (4)
2A-2C+D+E+2F = 0 (5)
B-C+4+D+F =1 (&)
Resolviendo las ecuaciones se obtiene
1 1 1 1 1
A==~7, =7 c=0, D=3, Es= 5, F=z
Finalmente
2 .-
1= --—x———l—-+%-1n|x+l| - -}‘-ln|x2+1| +7l:arc tan x + C.
4(x+1) (x%2+ 1)
PROBLEMA 18  Calcular I = [ —5—
x{x’+1)
SOLUCION
7 . 6
f om f.u—x.dx s 'd—x-f‘_)i—-dx
x(x7+1) x x7+ 1

7
= 1n|xl--—§-1.n|x7+1|+c = -;-ln‘ x7x+1 l+c.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 19  Hallar I = f T
10
(x -1)
SOLUCION
L = fit_-i—lzl_od_t (haciendo
t

R o o el 1 1
[ e

t = x-1)

= - - +C
77 48 9¢
1 1 1
- - + €.
7(x-1) 4(x-1%  9(x-1)°
PROBLEMA 20  Encontrar 1 f —
x(x5+1)
SOLUCION
5+1 = XS dx x‘l
N (RCEY EE I _ }
x(x5 +1)2 x5+ 1) x5+17 "
(> +1)-x%3 1 dx x* 1
= R 5 S ST I NUEIT + —— 2 — 4
I x(x°+ 1) - 5(x5 + 1) X o R T
1 " 1
= Injx| —=Inix>+1| + e——m—e
[x| - m| | TR

PROBLEMA 21 Calcular I = f —-f—ﬂ-l—
o -
SOLUCION
I = -%- f?d—_t-—' i haciendo
1 :-1’ 1. | x2-1
= — = cowa lpl | Dt
4 \ vl " [ 24
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PROBLEMA 22 Aplicando el método de Hermite encontrar
bo_ 92
1 - f ALY S AR
(x? - 2x + 2)
SOLUCION

Y _9.2
x' -2x% + 22 - 14 P(x) ,
(x2 - 2x + 2) (x2 - 2x+2)2
donde P(x) es un polinomio de grado < 3.
Luego por 1.3.2.2

fdx +f P§x2dx Ax+B | 20x+n "
x4 -2x+2

(x2- 2x + 2 x% - 2x+2

Derivando respecto de x

Y- 2x2 42 (x2~2x + 2)A - (Ax+B) (2x - 2) Cx + D
ey & 1 # vi +oe=y
(x% - 2x+2) x%-2x + 2) x2 - 2x + 2
Y- 2x242 = x“*+(C-4)x3+ (8-A-2C+D)x? + (-8-2B+2C-2D)x + (4+2A+2B+2D)
de donde C-4 =0
8-A-2C+D = -2

-8-2B+ 2C-2D
4+2A+2B+2D

0

Resolviendo estas ecuaciones
A= -1, B =3, C =4, D=-3.

Por lo tanto

I = x - . Kk + I‘ - EE. dx.

Por otra parte

I bx - f 4t2+ A (haciendo t=x-1)
X< - 2x + 2 +1

= 2m|t?2+1]| +arc tan t +C

+ 2 In (x2-2x + 2) + arc tan(x-1) + C.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMH 23 Si Q(x)=(x-~-a.) ... (x-a ) donde a,,a,, ...,a
i n 1’72 n

son distintos niimeros reales, y P(x) es un polinocmio de grado menor

que n probar que

X 4.

P(a:) P(a_)
= R — - I -
f—%{%—ax— Q,(al) In |x all +...4 —Qwa—n-yln|x an[ + C

SOLUCION
A A
Tenemos =), . 1 +... 4+ 2 "
Q(x) x=a; Xx—-a
n
P(ai)
Probaremos que A, = o .
i Q (ai;
Tenemos -r?—TP(ai) = 1lim P(x) (definicidon de derivada)
. g a X +a Q(x)—Q(ai) ’
X - aj
= lim (x—a.)% (pues Q(a.)=0)
S i bl i
x=-a; X-a, x-a,
= lim (ot ) i, oot (e A, (e ) A
X-a 1 X~ a, A X=~a n|
X +a, 1 i n |
= 0 +...+A.+...40 = A

Luego

P(x> P('al) ) P(an)
IQ(X dx = -?)-,-(—al-svln lx—all-r...+-Q-;—(-5?1n |x—anl + C.



2.1

METODOS DE INTEGRACION CAP.5

INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES

Integrales de la formsa

mx +n

I = et e s s (] 3
vYax? + bx + ¢
Solucidn Completando cuadrados en el trindmio ax?+bx+c, el

cdlculo de la integral I se redute a encontrar una de las siguien

tes integrales.

dx ;
x hnjx+ xZ+al+ C (a#0)
f¢x2+a
dx x
= arc sen (=) + C (a>0)
,r.v'az—xE a

Ejemplo Hallar I=f—-£(—-—8-—dx

V1-x-x2
Solucién
l—x-xz-%-(x+-;—)2=—2--t2, donde t-x+%
Luego
I =

2t-9t_2f ¢ dt _gftdt
5 t
-ZT-tz-9arcsen(r) +C

L2
2

=-2/1 —x -xZ -9 arc sen (-M'L) +C.
/5
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2.2

INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES

Integrales de la forma

I =f dx
(x-d) vax? + bx + c

Solucién Haciendo t =-;i—d (sustitucion inversa), la inte

gral I se transforma en una integral del tipo 2.1

En efecto, tenemos x =-%-+ d, dx = —-%5' , ¥ por lo tanto

dt

Y e SV

_dt

Inf — L =
l/ 1 2 1 €, B
- a(t+d) +b(t+d)+c t [t tA

a F dt
’
VAt!"l'Bt +C

donde se debe elegir el signo =5 ¢ seglin que sea t >0 & t<0,

respectivamente.
dx
Ejemplo Hallar I = r———— L para X > V7 .
(x-1) x< -2
Solucidn
1
Sea 't: T
Luego

= -arc sen(.t;.l.) +C
V2

1=_f dt =_'f dt
e iz v D2 -2 2-(c-19
= - arc sen Zox |+ C =
(x-l)v’i|
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2.3 Integrales de la forma

I=f¢ax!+bx+c dx

Solucidn

Completando cuadrados en el trinomio ax? +bx+c,
la integral 1

se transforma en una de las dos siguientes inte

grales (que pueden calcularse mediantes sustituciones trigonomé
tricas)-*

2
faz-xzdx =-§- a? - x? +-az—'arc sen§-+ Cs (a>0)

f/x2+a‘dx = >/A2+a + 5 In x+|/x2+a|+C

Ejemplo  Hallar I = f./m - 4x + 4x% dx.

Solucidn

T = f\/(Zx—l)z + 9 dx = -%- fv’tz + 9 dt (haciendo t=2x-1)

‘—2-t /22 v 9 +-2— xn‘t+\/:2+9l+c

=42 1) JI0 - ax + 4xZ + - dn |2x- 14+ /0= dx+ 4x? [+ .
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2.4 INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES

2.4 Integrales de la forma

f Py (%)
I= dx
Yax? +bx + ¢

donde Pn (x) es un polinomio de grado n.

Teorema

Se cumple I = Qn_l(x)- Vax? +bx+c + Kf o , donde
Yax? +bx +¢

Qp-; es un polinomio de grado n-1 y K es una constante.

Nota

Los coeficientes de Qn_l(x) y K se calculan derivando ambos
miembros respecto de x.

Pruebi del Teorema

Si Pn(x) = Anx“ + ... + A entonces

P, (x) dx n
== - [ e [
Y ax? +bx+c vax? +bx +c¢ Yax? +bx + ¢

y por tanto, es suficiente probar que cada integral J, = f X dx—
ax24bx +¢
puede escribirse en la forma indicada.

Vamos a probar que se cumple la siguiente fémula de recurrencia

n-1
I, = /a%2 +bx ¢ - MZT‘:‘%J.)_ Jpet - i%‘.__lz..;[n_z (1)

a

En efecto,

1 b _D
xT(ax+ > T)

_ x™ dx 1
Jn = P ———————— —;— dx
Jax?+ bx +¢ /ax2 +bx +¢
, ax + J%—
( observemos que  d( Jaxi+bx+c ) = )
/ax? +bx +c
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ax + b
=-§- fxn-l( : ) dx —-Zb—- J-1
e =
Yax? + bx + ¢ -
= -l-[xn—1 /ax2+bx+c - (n-1) fxn-Z Vax? + bx + ¢ dx]-—b—J
a 2a
(integrando por partes
xn-1 (n-1) xn—2 (ax? +bx +c) b
B —— ax2+bx+c - = ) dx—-i-a-J“_1
Vax? +bx+c *
n-1

a

n-1
Luego =nlJ =X Vax?+bx+ec _b(2n-1 J -S-(n—l)J
n a 2a n-1 a n-2

de donde resulta la férmula (1),

De (1) se sigue, por induccidn sobre n, que

Jo=Q (). Vax?+bxte + xf G .
Vax? +bx +c

(x) es un polinomio de grado < n-1.

donde Qn-l

5
X
Ejemplo Encontrar I = f.___dx
/1= x2

He /ax? tbx+ -(n-1)J -‘-P-(n—_ll-.l -S(n-1)J ,)—LJ
n a n-1 a n~2 2a

CAP.5 -

n-1

)

n-1

Solucién Tenemos I =(Ax"+Bx3+Cx?+Dx+E)- 1-x2 +K . .
/1 - %2
Derivando ambos miembros respecto de x
%" 3 2 g 2
e = (4Ax3 + 3Bx2 + 2Cx + D) Y1-x
/1 - x?

+ (Ax* + Bx3 + Cx2 + DX + E) (mmmmZemm)

K
+ — »
1- %2 /1-x2

y dando comin denominador y agrupando términos serejantes

X2 = (-58)x° + (<4B)x* + (-3C +48)x3 + (3B-2D)x2 + (2C-E)x + (D+K)

1 4 8
De donde, A= - B=0, C——-Tg', D=0, E—-—TS—, K=0.
Luego 1 = -TIS-( 3+ 4x2 +8) V1-x2 + €.
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2.5 INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES

2.5 Integrales de la forma

I = f dx
(x-d)" Vax?2 + bx +¢

Haciendo la sustitucidn

Solucidn

e la integral dada se transforma en
una integral del tipo 2.4 (Comparar ccn 2.2)

; dx
j 11 I = & > 0.

Ejemplo Hallar I(XH)-:, g para X
Sblucidi Ha t = o Luego -—1--1 dx=—dt

0lucidn gamos = Luego x =1, =z s

v - 2 %
[ =/(-%—1)2+2(-%--1) - f5E =-tl- /1=
t

(pues t>0

si x>0).
Luego
_ dt
I = £2 _ t2 dt
= T = -
o /1_ 2 /1 - 42
-F . t ¥l-t
. dt
= At+B) V1-¢2 + K ITT (aplicando 2.4)
1-t e
Derivando ambos miembros e igualando coeficientes obtenemos
At T

Finalmente T.= -%‘-t /1-¢2 .

- =rarc sen t + C

N x? 4 2x —-Lacsen( ) + C
2 (x+1)2 2 E +1



METODOS DE INTEGPACION. . CAP.5

2.6 Problemas Resueltos

x dx

V5xé - 2x + 1

PROBLEMA 1 Calcular I = f

SOLUCION

t+1 dt
=5=) "5~ 1.
[ haciendo t= 5(x——5—,)

_j x dx
}  Setx-ad a Jt2 +4
s L -5 = 5x-1]

/5 (t+1)dt /57 /5 dt
IS ik B e A

) to+4 25 t2+ 4
= —g/zsx2-10x+5 +-#2/—§—-1n|c+/c2+4 l+c

% ¥3 -—/—1:-+/5x2—2x+1 \+ Cy.

V5

= wby F5R - 2gap I & @In

5 25

PROBLEMA 2 Hallar I= f/z - 2x - %% dx .

SOLUCION

f/i- (x+1P dx = f 3~t2 de (haciendo t = x+1)

-
L1

+ C (ver 2.3)

-;— 3-t2 + %arc sen

<
ull"

-Lt;—lz- /2 - 2x - %% + %arcsen(-—ltil—) + C.

3
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PROBLEMA 3 Hallar I = f»/xz -8 + 7 dx .

SOLUCION

I = f»’(x-lo)_z -9 dx

=—t—tz—-:-2—---971n,t+¢t2-9l+c ( ver
—(’Eg—l‘-)— /x2 - 8x + 7 -—;-h x -4+ /x2 - 8x + 7

PROBLEMA 4 Calcular 1 = j sen x dx
‘/COS2 X + 4 cos x+1

SOLUCION Hagamos u = cos x. Luego

du du T —
1=-f———-—=-f = - In | (u+2) + Y@+2)%2 - 3 |4
Vuldbu+ 1 / (u2)2 -3
( ver
=-Ih|cosx+2+ Vcos?x+4 cos x + 1 l+C.
- dx
PROBLEMA S Encontrar 1= f
x V1-%

SOLUCION  La integral es del tipo 2.2. Sea t =%.

Tenemos
1—-f——dt—-— =-]nit+/t2-l + C
A
=-1In -i—+%v’1-—x2 +cC
=hl‘ 3 l+c
1+7/ 1 -x2

f/t2-9 dx ( haciendo t=x-4)

2.3)

# Cs

2.1)
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PROBLEMA &  Calcular I = f Inx dx .
x /1-4mx + nx
SOLUCION Sea u=1Inx. Luego x = eV, dx = eYdu y
I = u e du - ——udu f (t+2) dt
U V1~ 4y + u? Y/(u~2)2 /t2—3

, ( haciendo t=u-2)

Jt2 -3 +2 1n|t+ /t2 - 3 |+C

|

A b +0ix 2 1n|1nx—2+/1-4hx+1n2x +C.

PROBLEMA 7 Hallar I = f x2 /&% +4 dx .
SOLUCION Por ( 2.4 ) tenemns

5 el 4 Y dx
1 =IM_.LGX = Ax3 4 BxZ # Cx + D) 2+ 4 +xf—
/X2 +4 Y244

Derivando ambos miewbros respecto de x.

L 2
i BT ot G O b BB B8 % (AT b BxP A B 4 D s

Vx2 44 /x§+4 /x2+4

Multiplicando por v x% + 4 , igualando coeficientes y resolviendo las

ecuacior.es resultantes obtenemos

-4+, B=0, C =y, D=0, K=-2.
" 2 I
Luego 1 = -XT*.ZX—JXZ-#A -21n|x+ x2+4 | +C .
2
PROBLEMA 8 Encontrar I = Xl dx 1 gy
x sz - x+1
SOLUCION
I= /x2-x+1 +-%-k\ x—%'-l-v’xz-x-&l |+ n = +C.
2-x+2 /%% -x +1
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dx
PROBLEMA 9 Haliar .
®© /x2 -1
SOLUCION
y
I = - f—-——t—-:‘ﬁ—_-—- ( haciendo t=l)
V1 - ¢2? x

tt

(at3 + Bt?2 4+ ct +D) /1-¢7 + ;\f.__/___‘l.t__
1 -¢?

Luego

- XK
V1-t2 /1- ¢2 V1-¢2

Tl o 2 : 5 s P
Multiplicando por /l—t‘, igualando coeficientes y resolviendo las
ecuaciones resultantes obtenemos

1 3
T’ B=20, C=-8-1

= (3A242Bt +C) V1-2 + (At34+ B +Ct + D) ¢

A

__3
D=20 yK——B.

Entonces I =—£13-(2t3+3t) V1-¢2 —%arc sen t +C

2
=£g;3x— Vx2-1 - -glarc sen-)lT + L

Integrales de l1a forma

ax+b ax + b\ A
cx+d > lex+d 2

donde R es una funcin racional vy Tys Tyy -ee 5 SOR nimeros racionales.
. " 3 s i X #*
Solucion Mediante la sustitucidn " = —f—x—-_-‘_-g—-, donde = es el

minimo comiin miltiplo de los denominadores de los nimeros racionales

r, , I la integral dada se transforma en una integral de una

1 ar s
funcidn racional Rl(t)

1 = le(t)dt
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2.8 Problemas Resueltos

3
PROBLEMA 1 Hallar I = f —_—E—— ax .
Vvx -1
SOLUCION  si t? = x-1 y dx = 2t dt , entonces’

2 3 y
1 =f'$¥-ll'2tdt = 2f(t°+3t“+3t2+1)dt

—%—c7+—g—c5 +23 + 2t + ¢

it -1)3
% [—ﬁﬁl- +—§-(x—l)2 +x} +C.

7

PROBLEMA 2  Hallar 1 = | —3%
(2-x) V1-x
SOLUCION Si  t2 = l-x, dx = - 2t dt, entonces tenemos

I = <2 f—-—t—dt—=-2f dt = -2 arc tan t + C
(1+t%) ¢t 14 ¢

= - 2 arc tan v1-x +C .

PROBLEMA 3 Hallar I = f —rdx

¥ ax + b
SOLUCION
< b ¥ 3t2
Sea t= Jax+b . Luego x = .2 = y dx = = dt.
Tenemos entonces
2
I = 3 (ts = b)t?‘ dt = 3 (t"‘ 'bt)dt =—:i-(-t.:.5_ P..E)-;.C
B 2 252
a? t a

7

2 ; 3

e (3R SEY ST e wARLELD fn . ST,
10 £ 10 22
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2.8
PROBLEMA 4
Hallar f x+1
SOLUCION
s _ xtl _ 41 _ -6t
Hagamos t” = ooy | Luego x o1 ¥ dx _—(t3 T
Entonces
3
I = ~ 6f L dtz I = dt
-1 0 ) ( integrando por partes)
t dt
= 2 e—— - ) g
t3-1 A |
1 A Bt + C
P t =
SRS R i-1 t-1 t2+t +1
1 = A(t2+t+1) + (Bt+C)(t-1)
4
de donde A=-§-, B=__lr y C-=-—§-
y f—ad_t..._=-;_1n't_1|__:1§_ t +2 de
L t2 4+t +1
==pbnfe-l] - 5 — &
(t+-§—) +_4—

=—;-1n't-l| —%ln'tz +t +1'--#arctan(

.it_i) +C.

Finalmente
2
1= 2t +—;-1n - +t+2l + 2 arc tan( 25t ) +C
ti-1 (t-1) %)
1
1. h
donde t = ( = )
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dx
PROBLEMA 3 Calcular I = f .
(g8 = Vix=2
SOLUCION
Y ¢ -2 4¢3
Sea t = 3x-2 . Luego B b W y dse = _B_dt. oo

3 t-1 3 Jt-1

3 2 2.
. =_‘.3*.f_t_ﬁ=if.s_d_t. =.%.f.(t_.1_+_12dt =.‘Lﬁt+1)dt+i dt_

t2 - ¢t t-1 . 3
syl plhp 2 e
=t g =l ft-1] 4+ €

1
donde t = (3x- 2)/" 2

PROBLEMA &  Hallar i = f ix

/x— + 9x
SOLUCION
Tenemos = m.c.m de los denominadores de -;— " -;—

Hagamos N

5 3 _ 3
I=f6tdt=6ftdt___6f(uldu
B +t2 t+1 w )
( haciendo u=t+l)
2 1
6 (u —3u+3—T)du

= 203 - 902 +18u - 6 Inju|+cC

p 18 Luego

« 3 Tw 6P 0% +12+BC 5 +13-6 10(/% .+ Ik + G

= 2/x - 3Vx +6% - 6m(% + 1) +¢
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2.9 INTEGRACION DE ALGUNAS FUNCIONES IRRACIONALES

2.9 Integrales de la forma

l I = Tﬁp(a+bxq)r dx "

donde P»q y r son nimeros racionales.

Solucidn
Caso 1 Si r es un nimero entero, la integral se calcula per 2.7

Caso 2 Si P-:'i es un nimero entero, se hace la sustitucidon
t? - a + ;x9, donde D = denominador de r.

La integral dada queda convertida en una integral de una funcidn
racional Rl(t) en t

I = le('t)d:.

- 1
En efecto X = (-E—B—a—)/q y
D Y/ D__ 1 _
i = f(——-—tta)q ePr -%(——tba)/q'1 ot de

PH
K f(tD—a) q tI)1'+D-1 de

y todos los exponentes del integrando son niimeros enteros.

Caso 3 Si L;l"ﬂ.’ es un numero entero, se hace la sustitu
ciom t = ax 4 b, donde D = denmominador de r.

La integral I es transformada en una integral de una funcidon ra=~
cional en la variable t.

En efecto, 1 = fxp(a+bxq)r dx = fxp xq"’(b+ax-q)r dx

fxp+qr (b+ax-q)r dx,

y en esta integral se cumple la hipdtesis del caso anterior, pues

+1 +1 =
_P_"'_‘I_;__ = - (..2?1._.4- r) es un niimero entero.
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2.10

METODQS DE INTEGRACION CAP.5

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar I

_3
jxa(l—sz) @ gx.

SOLUCION TeasieE B = O 0 & 4, ¥ = —-23-.

+1 : o o s
Puesto que -P;q—= 2 (caso 2)  hacemos la sustitucidn t2=1-2x2.

2 1
Luego i (-1—232—)/2 y
2.2 tR
& _ 2.2
1 = f(—l-z—)/2 t 3-%-(—1792-) (-t)dt
= ——;— f (-Lg-ti) = ——,i- f(t—z—l)dt
1 t 1+ t2 1 - x2
. z—' + + € = + C = a3 Ll O
ALY k g 1= 2%
dx
PROBLEMA 2 Hallar 1 = f o—— e
o 1+ x2
SOLUCION

b =1 ’
De 1 = fx (14x2) 2 dx tenemos p= -4, q=2, r = —-;— y

I = ‘[x‘s(x'z+l)“’,2 dx ,

1
hacemos la sustitucidn. t2 = x™241, x = (t2-1) f
5. 3 _3
1= f((é‘ - D ¢ 1(---;--)(:2-1) 2 2t ar = —f(cZ-l)dz
3 : / 2 .
- e b B = A =tl) & LA 02 1G4
3 3 3x3

+
Ll--'- r = =2, Luego se trata de una integral del caso 3. Escribiendo
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210

PROBLEMA 3 1/"
Hallar I = fxs(a +bx?)
SOLUCION 1 ”
Tenemos p=5, q=3, r=o=y £ = g, Luego se trata de la integral
del caso 2. 1 Yy 21,
& 5 t“— a 3 4 tl' » a-:a
Hagamos t =a +bx’ . Entonces x ={ = ) y dx= E(T) 2dt .
Entonces
4 t"~a,u.. _ 4 . a s ~ 46 oy
1= = f( T )tdt--:;-t-)y(g-zlt)+c = W(St—9a)+c
4(a +bx’ )Y (5bx’- 4a)
+C
135 ¥
PROBLEMA 4 ds
Encontrar I = f o =
Jx2 Y1+ Ve
SOLUCION

3 1
En I= fx'é 1+ xh)'/adx t enemos p=—%, q=%, r=——;

y P—:—1-+ r = -1, Entonces escribimos
7
1= fx’/" (x-/"+ 1fy3dx
oY s_ v h S_1yh 2

y hacemos la sustitucidn t°=x I‘+v1, x=(t’-1) ¥, dx=-4(t*-1) ? t%dc.
Luego 3, ¥

I= -4 ftdt = =22 +Cc = =2(x"+1)"%+ ¢ .
PROBLEMA 5 3 pra—

Hallar 1 =f__'/l_+_£+_2__. dx

Vx+2 .
SOLUCION
Y T/
Haciendo , t =x+2 tenemos 1 = ft 21 +t/") % dt

1 _ 1 1 +1
Pe-, 4=, -3 oy B2z
Sea u? =1+tl/", t=@®-1)", dt= 12(¢- 1)?u’du .

Luego

I = 12 ﬁus- 1)-—2 u(ua—l)3 Ldu = lZf(ua—l)uadu =1—72u7—3u"+C

< Y3
=_172_ 1+_(x+2)1’“] ’ . 3[1 + (x+2)1/“]/3 +C.
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PROBLEMA & Encontrar Im f L - n = 2.
M (l4xM)™m
SOLUCION
-n n v _ _ _.4 p+l e
I = x o (1+x7) dx, =-n, =Ry TE-g= ¥ +r=-1,

- & -1
Luego I = Ix (nt1) " +1) h dax ,
l/n n+1

y haciendo t =x 41, X = (tn-l) , dx = —(tn,-l)— tn-1 dt .

: n-1
n- n, n
Entonces I .= -ftnzdt=—t v+ = ALt ¢,

n-1 (n—l)xn- 1

L3 2
PROBLEMA 7  Calcular 1 = f __7_2.()* 2D o
(1+8)"2

SOLUCION

=3 s
I = fx5(1+x3) /2 dx + 2 fx2(1+x3) 3/2 dx.

Para la primera integral: p =5, q=3 vy -P-Z—lo = 2 2

y para la segunda integral: p=2, q=3 vy BEL o

q
2 3 2 _1yh 2 2 17k
Hagamos entonces t< = l1+x° , x= (tc~-1)3, dx=-3--(t -1) tdt.
2 1 4 [(ade 2. 2
Luego I = 3 f(l——'t'z-)dt +Tf-—t-5~ —Tt -3-t-+C
5y 3
= —g -Lt—t—-ﬁ +C = —fo'i- C..
3/ 1+x3
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; ‘ - 3/
PROBLEMA 8 Hallar I = x5 @3- x°)? dx.

.

SOLUCION Tenemos p=35, q=3, r=.‘%. gy wRilap

q
Luego hacemos la sustitucidn t2=a3-x3, X = (33—1.2)1/3 5
2
dx = - -§— t(ad -2y s dt. Entonces
- 2 f 3 28,k _g' 'a3t5 t7
I 3Vv(a-t)t dt -3(5—7)+c
_ 20,43 2 _ 2,3 3k x3, 2a
TRt E = —FlF w8 gyl e

iy
PROBLEMA 9 Calcular I = f -2+ dx
b X

SOLUCION

- 1 ;
I =2 fx 3(1+x")/2dx, p=-=3, q=4, r=-%~ y -2-2'-1-+—;-=0.

Entonces escribimos

- 1 -
I = 2 fx 1 (x-“+ 1)é dx y hacemos la sustitucidn t?= x*+1,
21 =5
X = (t2—1) '{’, dx = -—;—-t(t7—1) iy dt. Tenemos
2
t2 dt f f dt 1 l t-1 I
I = - — - dt - ity 2= o vt ][} | e § + C
o ] 21 2 T+
/. y L 2
= o= lx-;x +% In 14+x' + x i C
Yl+x' - %%
/ &
= - l+2x +1n|x2+-'1+x“l+c.
x



METODOS DE INTEGRACION CAP.5
3 INTEBRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

3.1 Integrales de la forma

_m n _
I = sen X cos x dx i
m,n

donde m y n son nimeros enteros.

Caso 1 Al menos uno de 1os exponentes m o0 n es un mimero impar
positivo

‘Bolucién Supongamos que m=2k+1 es un nimero impar poéitivo.
Entonces

Im 5 .fsenzk x cos” xd(cos x) =- f(l - cog? x)k cos™ x d(cos x)
»

y baciendo la sustituciom t = ¢os x se obtiene

£ —2 n
Im,n f(lt)kt dt ,

que es una integral cuyo cdlculo es inmediato.

Una situacidn similar ocurre cuando n es un niimero impar positivo.

Ejemplo 1 Calcular I = fsen2 x cos3 x dx.

Solucidn

1 = fsenzxcoszx d(_seh x) = f t2(1- t?)de ( haciendo t =senx)

w

S 3 5
t t sen sen® x
-1 +C = ___.5_4,(;.

' 5
Ejemplo 2 Encontrar I= f =S X gy,
cos? x
Solucién
sen® x sl—-t2 22
I = - ———ed (cOS X) = - dt (donde t = cos x )
cos? x t2

0053 X

1 3 .
-t+2t.-T+C-secx+Zcosx- + C.
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3.1 INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
Caso 2 Ambos exponentes m y n son nimeros pares - 0

Solucidn Entonces la integral dada se reduce a integrales del caso 1
empleando las férmulas

sen? x = —;—(1- cos 2x)
_— | .
cos“ x = —2-(1+cos 2x )
0
sen X cos x = Tsean

las cuales permiten disminuir los exponentes.

Ejemplc Calcular I = fsenz x cos” x dx.
Solucion

I = f(sen X cos x)2 cos? x dx =—é-fsen2 2x (1l 4+ cos 2x)dx

i

-%—fsenz 2x dx + -&' sen? 2x d(sen 2x)

e r(l—cos 4x)dx + -—sen 2x

16 48
_X__ _sen &x 1 3
= oo N + g sen 2x + C.

Caso 3 Ambos exponentes m y n son enteros <0 de igual paridad

SoluciGn  Sean m=-p y =-q. Entonces las sustituciones
t=tanx o t = cot x conv1erten I n ©nuna integral de una
funcidn racional en la variable t. D

Por ejemple, tenemos

m n dx
I = sen x cos x dx =
m,n P q
sen' X cos'Xx

= fcosecpx secd™2x d(tan x)

‘l‘_Z_
I(l+—-—— /2(1+tan x) d(tan x)
tan? x
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2 E%Q =]
(+tan®x) ¢ d(tan x) =

1 &
m,n tanP x

Observemos que P—Zﬂ-
paridad.

Un resultado andlogo es valido cuando se toma

Casos Particulares

pPHg _,
(1+t2) 2
P
t

es un nimero entero ya que m y n

CAP.5

dt , donde t=tanx.

tienen igual

t=cot X.

Si m es impar entonces las integrales f ax y f dx se
’ sen™ x cos™ x
reducen al presente caso empleando
X m
dx 1 ae59 . dx__ _ bkl 2
m - m-1 -
sen™ X e sen™ & cosmZ cos™ x sen™ (x+ =)
2 2 2
dx
Ejemplo 1 Hallar I = f
sen x

Solucidn

fcosec“ x dx =

- fcosecz x d(cot x)

I =
3
= f(l+cot2 x) d{cot x) = - cot x - cog Zic.
. dx i
Ejemplo 2 Calcular 1 = f—————————-
sen® x cos3 x
Solucién
5 i 1
1 = ‘{.cos‘ec5 x sec x d(tan x) = f( 1+ ]2 )/2 (1 + tan? x)/zd(tan x)
tan® x

(1+ tan? x)3

243
+
d(tan x) =f—g—l—5—t—Ldt (t = tan x)
tan” X t
L 2 2
_cot’ x 3cgtx+31nltanxl+canx+c'
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Ejemplo 3 Hallar I = ey,

sen 5 X
Solucidén

1 dx 1 5.X 3% X
lenemos I= —;— = o—u— cosec 5= sec’ == d (tan =5
.fs-zen5 % cos® -}2£ g f B 2 4 2 :

5
= % f( 1 ""i') " (1+ t2)3/2 dt ( haciendo t = tan-’i:-)

i
2 4
%f.&ié—l.dt = _l_.(_ _‘t—_l.+6 1n|t l+ 2t2+%')+c
t

16 5 4t 2
8 -1 Sy
. - .- + —g In!t [+ ¢
64 " 8t?
arato gue t2 = tan?il m AhSSOB X s, EY=l o, cosx
¥ pue q 2 1+ cos x 2 serx
8 _1 2 2
L= — = - 8 cos x(u sen_x) , obtenemos finalmente
t sen’ X

obtenemos finalmerte

1o seea . deed | e+ c.
4 sen" x 8 sen? x

Caso 4 Integrales Jde la forma I =Itanmxdx o I =fcotmxdx 5
donde m es un nGmerv entero=>1

Solucién Para m = 1 tenemos

ftans:dx=1n|sec x|+C " ‘j.cotxdx=ln|sen x|+C,

y para m=2, se dispone de férmulas de reduccidn empleando

2 -

tan® x = secz

x -1, cot? x = cosec? x - 1.
Explicitamente,

m-1
: -2 -2
ftanmx dx = ftanm x(sec? x ~1)dx = _t_m_i;_l_i_x___ f tan" - x dx

-2

m-1
m _ m-2 2 — cot X _ m
fcot xdx = fcot x (cosec” x-1)dx e f cot xdx .
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Ejemplo Hallar I = fcot3 x dx.

Solucidn

2 2
I -fcotx(coseczx—l)dx = -Egg—x—fcotx dx =—%2—x -In|sen x|+ C.

Caso 5 Caso General: FGrmulas de Reduccidn

En general la integral Imn = fsenmx cos" x dx se calcula integrando .
: ]

por partes dando lugar a férmulas de reduccidm que permiten expresar la

integral dada en t&rminos de otra integral de la misma forma con los
exponentes aumentado o disminuidos.

A continuacidn presentamos tales foérmulas de reduccidn.

m+l

(1) m n . = sen
fsen x cos xdx ey

X cosn-lx n-1 n-2
+ sed" x cos x dx
m+n

m-) n
m n sen ' "X CO -1 -2 n
(2) fsen X cos xdx = _._——_S—-S-—’(-+-x—n_ senm X cOs de
m+n m+n

m+l1 n+1
2
3 fsenm x cos” xdx = - =t n+’; €05 X 4 -3:::2 fsenmx cos“+ xdx

1 +1

(4) j‘sen“'l os" x dx = senm+
Lt m+1 m+1

n
< +2 m+2 n
x.cos + zin fsen x cos xdx

Por supuesto dichas ecuaciones son validas siempre que los respectivos
denominadores sean distintos de cero.

(1) y (2) se obtienen integrando por partes y usando la relacidon
sen? x + cos? x =1 . Ver ejemplo 1.

(3) y (4) se obtienen de (1) y. (2), respectivamente, despejando la in
tegral del segundo miembro.
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3.1 INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 1 Probar 1. férmuia de reduccidn

m+1 m-1
el nedn dn = Ao KX T8 % . Bl sen®x cos™ 2x dx
m+n mn a >

donde m y n son nimeros entergs talzs que m+n ¥ 0 .

Solucién
r

m n
Sea I= J sen. x cos xdx . Teremos

(m+))1

m n +1 n-1 +2 n-2
f(m+1)sen X cos xdx= sen” " x cos” 'x +(n-1) fsenm X cos x dx

n-1

m
( comando u = co3 x, dv=(m+l)sen x cos x dx )

- -2
= senm+1x cos” lx + (n—])f sc_nmx(l - coszx) cos™ “x dx

2

(pues sen?x= 1-cos? x )

+ - -2 ;
sen™ 'y cos™lx + (n—l)fsenmx cos" “dx - (n-1)I y

ce donde (m+n)I = senm+1x cos"_1x+ (n-1) sen™x cos” 2 dx,

y despejando I resulta la f5rmula deseada.

3.2 Problemas Resuel cos

PROBLEMA 1 Hailar I = f tan® —’,}dx.

SOLUCION Tenemos un. imtegral del ca<o -.
I = |tan-i=(sec?=%--1)dx = 3 rtanl"d(tani) -3 [ tmE=dS
¢ 3 3 J 3 3 3 3
L B2 & x|
—‘zltan 5+ 3 In _os—3-‘+ C
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PROBLEMA 2
Haliar T f co8x g
sen3dx
SOLUCION
_ 2,42
I=- fgl s::nxxz dssen xz (CASO 1)
1 sen’x

= - 2In |sen x| + > +C.

PROBLEMA 3 Calcular I = f sen?x cos?x dx.

SOLUCION
I= —};—- sen22x dx = —%- f (1 -cos 4x) dx (CASO 2)
X sen &4x
=g g

PROBLEMA 4 Encontrar I = fsec3x dx.

SOLUCION

2 2 2
Isf dx fcosx+senxdx_fsecxdx+fsenxdx
cos3x cos3x cos3x
sen x
fsecxdx+[ choex]
2 cos?x

(integrando por partes: u=sen x, dv=

sen x dx

cos 3)(

I= -;—lnltan x + sec x' +-il—tan x secx +C.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA S
Hallar I = fcose 3x dx.
SOLUCION Tenemos una integral de caso 2.

I = f (.1_+?§.2t.)a dx dusands: B6a2u = .1+_<2:°s_23.)

f('} +3 cos 6x + 3 cos26x + cos36x ) dx

o

= = +—1— {3+ cos26x) cos 6x dx +‘2-' cos?6x dx
T8 8

= %'+.1¢17'f(4- sen26x) d (sen 6x) +-—1%-f(} +cos 12 x) dx

X gen 6x sen36x 3x 1

= 8+ 17 " —i4% + w~+ <L sen 123 C
5% cen 6x sen36x sen 12x
& '~ T ~ " 14k - 6 TE

PRUBLEMA & Calcular T = f —dx

senzx COS“X

j;oseczx sectx dx = f(l +

3 (1 + tan?x} d (tan x)

SOLUCION I=
tan?x
(CASO 3)
2,2

= -il—t%—L de =~ (haciendo t = tan x)

.1 t3 _ tan3x

--t+2t+ 3 +C--—cotx+2 tanx+—T—+C i
PROBLEMA’ 7 Hallar I = fcoc‘*e de
SOLUCION 1= fcotze (cosec26 - 1) do (CASO 4)

—fcotze d(cot 9) —f cot20 ¢8

3 3
= —S%—g— f(cosecze—l)de = —-(-:%—e-+cot6 +8 +C.
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PROBLEMA 8 dx
Encontrar I= m————

cossx
SOLUCION
1= fsecﬁx dx = f (1+tan?x)? d(tan x) (CASO 3)
= f(1+2t2+t") dt (haciendo t = tan x)
5 5
=t +28 4+ 4 C = tan x +-2tandx + -£2DX 4 ¢,
3 5 )
PROBLEMA 9 Calcular I = f L
sen % cos3-2-
SOLUCION
1 X 3X
= Jcosec - sec e dx (CASO 3)
= 2 T - ) 1 + tan2% g d( tan3=)
2.X z ans
tan®e
2
2
- 2 f-g%Ldt 3 (haciendo t= tan-’zs )

= 21n|tl+t2+c
- zmltan-lz‘-l t tan23 + C.

2

PROBLEMA 10 Calcular I = fx sen2x? dx.

A 2
SOLUCION T fx (-l'—%s—zi')dx = '54--% f d(sen 2x2)

x2 sen 2x?

STt E o te
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).

PROBLEMA 11 7
Encontrar I= [ seno do

SOLUCION
I 1 cos 29)2 de = T[ (1-2 cos 26 + c03229) de

T i

2
1 ( 14 cos 4e)d6

2
= -E--%-sen 20 +T
0

T ki 3n
=g F0 gy + 0 =gy

ISIE

PROBLEMA 12 Hallar I = <98 K gy .

sen"x

SOLUCION

o

2
I= [ ‘:_s_e_n_&dx = f (cosec?x - 2 + sen?x) dx
n

sen x

T
R b
2 1 & 1 - cos 2x
- d(cot 8) e {3+ cos 2x) dx , (usando sen2x=——%—)
I .
4 Y
x* 1r
- sen 2x 5 3m
= - cot -T(3x+-—r") = - .
b
4 4

PROBLEMA 13 - Calcular I = {sen’x Vcos x dx .

SOLUCION Sea t = cos x, dt = - sen x dx. Luego

1 7 13
1 --J.(l-:z)2 t1/3 dt = - f(c TPV P /3) dt

L) 10, 16
-—Tt/3+— /3--126-1: /3+ c, donde t = cos x .
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PROBLEMA 14
Hallar I =f—-—dx—— .
Ytan x
SOLUCION Sea t = Ytan Xx. Entonces x = arc tan tZ y dx- 2t d:
1+t

Luego I =2 f-—ds—
14¢*

. At +B 4 —CE+D
1+t 2+/2t+ 1 2 -VTt+1

ya que t*+1 = (£ +2t2 + 1) - 2t2) = (£2+1F - (VZeF

= (€2+/7¢ +1)2-/Z¢ +1).

Multiplicando ambos miembros por 1+t* e igualando coeficientes se ob-

/2 V2

tiene A='-2—, B=1, C=-——2-— y D=1,

Integrando

—zﬁt+1 -'/Tz-t—l
dt - dat
t2 +/7¢ +1 t2 = VZe+1

--'gi(u-g-)wL fizz 72 L
dt -

—
"

2 2

(t +!§—2-)2 +o

5 2
l-z—hl g2+ 2t ) +%arc tan (Y2t +1) +-Q arc tan(2Zt~1)+ C

i t2- V2t +1 .
2
-'/Elnlt""/z_t*'l|+’/2-2arctan(j2—t)+c,
t2 - 2 +1 1-~¢2

donde t=7Y tan x .
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PROBLEMA 15 Encontrar T o= f secd 4x dx .
SOLUCION
d(bx +2)
I = —dx - UCE 9 %. 2" (Caso 3)
cos5 4x cos® 4x sen5(4x+-2-)

m
1 f — T) v '1f "
16 =
1) cen3(2x+ 2—) cos®@x+ {-) 64 sen® u. cos’u

( haciendo u = 2x +-§-)

5& 3
-6l4— f\1+ 12 ) (1 + tan? u)/2 d(taa u}

S S RS S 1 22 4 £ |
= 64[ t2+61nlt|+‘.t+4 +C

Lt -
Pero t = tan u = tan(2x +%)
1 - cos 24
- 2, - l.—cos 2a
= tan®u 1 + cos 2u
th -1 sen 4x
-t w G
t cos bx
8 -1 _ 8 sen 4x(2 - cos? 4x)
% =

t cos? 4x ’

y por consiguviente

I = 3 sen 4x

e L s 3 7 .
32 Los? ix TS i t 33 Ly tan(2x+4) +C.
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Integrales de la forma 1= fsen mx cos nx dx ’

I=fsenmx sen nx dx Iy I= fcosmxcos nx dx .

Solucién. Empleando las identidades

sen mX cos nx = -%-[sen(m-m)x + ‘sen (m-n)x] "

]

sen mx sSen nx -%-[cos (m-n)x ~ cos (mn)x] y
COS mMX coS nx = —é—[cos(m-n)x + cos(m+n)x],

respectivamente, se obtienen integrales cuyo cilculo es inmediato.

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Calcular 1 = fsen(3x+6) cos{(5x+ 10)dx.
SOL.UCION
I = fsen 3u cos 5u du , haciendo u = x+2,

-;—f[sen 8u + sen(—2u)] du = —%cos 8u +-71‘-cos 2u + C

= -ﬁ- cos(8x + 16) + %—cos(ﬁx +4) +C.

PRUBLEMA 2 Encontrar I = fsen% cos 7x dx .
SOLUCION
1 1 1
I = = sen 10x + sen(~=4x) jdx = - === cos 10x +== cos 4x + C.
2 20 8
X 2x
PROBLEMA 3 Hallar I = sen -y sen ——= dx .

SOLUCION

I = -—;— I [cos(-—%)- cos x] dx = %sen-’-;-—-lf-sen x + C.
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PROBLEMA 4 Hallar I = fcos (ax+b) cos(ax-Db)dx .
SOLUCION T = e cos 2b + cos 2ax| dx = Z.205 B + . sen 2ax+ C
2 2 >y :

PROBLEMA S Calcular 1 = jsen ax sen(ax + bjdx .

SOLUCION

I = —;f[cos(—b) - cos(2ax +b) ] dx

cos b sen(2ax + b) &
2 b4a

C

PROBLEMA & Hallar I = fsen x sen 2x sen 3x dx.

SOLUCION Tenemos

I = '-S-%—x—[cos(—x) - cos Sx]

—[]f'[sen Ox + sen72x - sen 6x - sen(-4x) ]

-—1--[sen 2x - sen 6x + sen Ax]

#
_ _..cos 2x cos 6x cos 4x
Luego I =- 3 + 7IA = % + C.
PROBLEMA 7 Encontrar I = fsen(-z“- - x) sen(-z-+ x) dx

SOLUCION T = —;—f[cos(—Zx) - cos(-lzT—)] dx = ___1‘___sen Zag.
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PROBLEMA 8 Calcular I = f sensz- cos%’&dx .

SOLUCION

Lo}
"

—;' f(l—cos x) cos-%’-(-dx

- —ll‘,'f [cos(—-z(z-)+ cos 5Tx] dx

= -1- senﬂ-lsenx--l-sen-s—x-+ C
3 2 "7 70 2 '

’IT sen

>
n'x

PROBLEMA 9 Hallar 1 = f cos x cos? 5x dx .
SULUCION

-%— f(cos x)(1l + cos 10x)dx =

-
]

= -ie-‘%—x-+—}'-fE:os(-9x) + cos llx] dx

sen x sen 9x sen lix
=g ke == -
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INTEGRACION DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Integrales de la forma

I = fR(sen x, cos x)dx

donde R(u,v) es una funcidn racional en las variables u y v.

Caso 1 Caso general

8olucidn

Efectuando la sustitucidén t = tan-’f-

2
se tiene sen x = ——2-52—- , cos x= 1 tz , dx= ._l‘.i.t?
14+ ¢ 1+t 1+t

y la integral dada se reduce a una integral de una funciban racional
en la variable t:

1-+¢2 dt
. IZR(1+€[’ 1+:2 1+t

Ejemplo dx
Hallar I= f ——
sen X 4+ cos x
Solucién x
Haciendo t = tan —5= resulta
2dt
# 1+¢? - 2 dt - 2 dt
.._1:_._ _L_:_ : 142t -t? 2- (-1
1+ t 1+ t
/7 -1+tan<=
I _;s.t-_).|+c . " -
2( V7)) V2 - (t-1) /T +1-tande
y ouesto que tan % = - 14+/2 , 8e tiene

1.
I = -—Fln‘ tan(-Tx-+-§-) |+ Cl‘
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Caso 2 La funcién R satisface
R(-sen x,—cos x)=R(sen x,cos x)

Solucién
En este caso, efectuando la sustitucin t= tan x , se tiene

L cos X = ! Tdx = gt

Jieez J1vez | 1+

gral se reduce a una funcidn racional en la variable t.

sen x =

y la inte-

Nota

Para abreviar los calculos, en ciertos problemas particulares, es
preferible recurrir a los artifiecios de integracidém . Ver proble-
mas 1y 2, pag 217

Ejemplo
Encontrar I = f £ *
143 cos®x
Solucién

Haciendo t=tan x resulta

dt
2
I = 1+t1 = 2dt - -21—arc tan-;—+c
1+3(——2) to+ 4
1+t

= larctan(l‘canx)'+c.
=z T



3.6 PROBLEMAS RESUELTOS

3.6 Problesas Resueltos

- sen x
PROBLEMA 1 Calcular I f—-————"l = dx .
SOLUCION

I = fsen x(1+sen x) dx = sen;dx+ftan2 x dx

1-sen? x cos? x
- j(seczx—l)dx = gee % 4 tan x =% 4 C.
co8 X
PROBLEMA 2  Hallar I = 3 senx +2 cos x .

"2 sen x + 3 cos x

SOLUCION Hagamos tan 6 =-§-, sen 6 = -—2-— 5 cos 6 = —3——
' /13 /13

Luego

cos 6. sen x + senf. cos x sen(x + 8
I = dx =
senf. sen x + cosf. cos x cos(x-6

cos(x-0)

IM de = f [cos 26. tan(x-8) + sen Ze-l dx
J

cos 26, In |sec{x-6)| +x sen 26 + C.

Pero sen 26=¥-, cos 28 =%, cos(x—6)=-—1—~( 3 cos x + 2 sen x)
/13
y por lo tanto I=—%1n|3cos'x+25enx|+—ll-g,-:£+c.
PROBLEMA 3 Encontrar I = f S -
345 cos x
2
SOLUCION Haciendo t = tan %—, cos x = i , dx = wiBE,,
1+¢t2 1+¢t2
; 2+ tan >
tenemos I=f-£—=-2-(l?s-1n-§—j;—§-+c=%h )2( + €
4-¢2 2-tan >
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PROBLEMA 4 Calcular I= f dx
3 sen?x + 5 cos?x
SOLUCION
Si R(sen x, cos x) = 1 = . 5 entonces
3 sen®x + 5 cos?x 3 + 2 cos?x

R(sen x, cos x) = R(-sen x, -cos x) y podemos aplicar el caso 2.

dt 1
Y CO8 X m Sem———— Luego

1+ ¢2 Y1 4 t2

dt 1 dt 1 t
= = arc tan (===—==) 4+ C
f 2 3_[2 2
T Y R

Sea pues t = tan x, dx =

-~
"

'—'L—-arc tan ( /-% tan x) + C
/15

PROBLEMA 5  Calcular I = f Lt tan x o
1 ~ tan x

SOLUCION

1 + tan x _ i _ . X
I = fT:_t_z;t-l—x-dx = ftan(x +-4-) dx = h‘se\.(x+4)l+ C.

PROBLEMA & Encontrar I = f_ cos 2x dx

cosl‘x + sen" X

SOLUCION Tenemos

costx + sen*x = (sen?x + coszx)2 - 2 sen’x cos?x = 1~ -;—-sen2 2x
Tiveses I = f d(sen 2x) - 1 In V2 + sen 2x + C.
2 - gen? 2x 2 V7 YZ - sen 2x



3.6 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 7 Hallar f (2 - sen x) (3-sen x)

SOLUCION

-
#

(3-sen x)- (2-sen x)d _ dx dx
(2-sen x) (3 - sen x) % = 2~sen X 3 - gen x

= f At -2 f dt ( haciendo t= tan—’%)
2 -t +1 3t2 - 2t + 3
1 1
8 2 1 3 |
= | w— arC (AN [ ee— ] - -3—(—-) arc tan + C
/T /3 /e 5
2 3
2 tans -1 3 tanZ -1
2 2 2
= ==—=—meagrc tan — - arc tan | s————————|+C,
Y3 /3 /2 2772

dx
PROBLEMA 8 Calcular 1 = f 8 -4 sen x + 7 cos x

SOLUCION Sea t = tan -%- Entonces

i 2 dt ) 2 dt ____fdt R
t2 - 8t + 15 (t~3) (t-5) t=3 t-3

t-5 tan 'lz(‘ -5
= In |—% | + ¢ = 1n + C
t=3 =
tan == - 3
2
PROBLEMA 9 Hallar 1 = f sen x dx__
(1-cos x)3
SOLUCION
f d(l - cos—x) - 1 _ —
(1l = cos x)3 2(1 - cos x)
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1 - sen x + cos x

PROBLEMA 10  Hallar 1= [eqSSRXboooX
SOLUCION
1 = f 2 - (l+sen x - cos x) 4
(1+sen x - cos x)
2 dx
‘f 1 + sen x - cos x X 1)
2 dx 2 dt 3 ) - x
e f l+sen x - cos x 7 f kg ? haciendo t tan=,

- dt dt  _ t :
= 2f—t-- 2j.----t:+1 = zml-é-:r|+c 2)

Luego de (1) y (2)

X
tan—z-
I = 2In = -x+C .
1+ tanT
PROBLEMA 11 Encontrar I = f = .
sen? x + 3 sen x cos x - cos? x
SOLUCION Tenemos
I = d)-s s j- d(zx).
% sen 2x - cos 2x 3 sen 2x - 2 cos 2x
= —lC g haciendo t = tan x ,
t2 + 3t - 1
ced A3,
- f dt -l In : tale ¢
3,2 13
G- B LR

2 tan x + 3 - Y13
2 tan x + 3 + /13

= In + C.

13




PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 12 Encontrar I = f - .

(1+ tan x) sen’x

SOLUCION Haciendo

dt t

t = tan X , dX = ewm—m—— SN X = e—————— se obtiene
1+ t2 Vi + t?
1 w SO . N—
(1 + t) 2
5 1 4 g . .
Descomponiendo en fracciones parciales e integrando

(1+¢t) 2

_ dt dt de 1+te] 1
I'f1+t'ft+ft" " 1nltl e T ¢

]nll+cotxl-—cotx+C.

Integrales de la forna-

I = fR(x. Yax2 + bx + ¢ ) dx §,donde R es una funcidn raciona

Solucién Completando cuadrados .en el trinomio ax? + bx + c el in-

tegrando adquiere una de las formas siguientes
(1) R(x, /a2 -%x2) ,
(2) R(x, /nZ +x2)
(3 R(x, /%2 -n?2) ,
y realizando las sustituciones (1) x =msent,

(2) x=mtan t ,

(3) x=msect,

respectivamente, la integral dada se reduce a una integral de una fun-
cidn racional de las funciones trigonométricas. Ver seccidn 3.5.

Nota Las integrales de la forma indicada tambi&n pueden ser halla
ias mediante sustituciones hiperbdlicas ( Ver seccidn 3.9) o di~
rectamente como en las secciones 2.3, 2.4 y 2.5.



METODOS DE INTEGRACION CAP.5

3.8 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1  Hallar I = f 0 -
(1#x2y /1= o2

SOLUCION Sea x = sen t. Tenemos

I=f cot t dt ='f dt __f du
. t]
(1+ sen?t) cos t 1 + sen?t 2u?2 +1

haciendo u = tan t,

= .%' % arc tan ('—L]l-) + C =-ﬁ/[f-arc tan(/Zuw) + C .

s (.——) S—
V2 2
Pero expresando u en t&rmino de x,
X
«=tan t = e—e———— de x = sen t,
V/1-x2
y por lo tanto, I = —Jz—g-arc tan 2 x +C,

v1-x2

PROBLEMA 2 Encontrar 1= fx ¥l +x + 1 dx .

SOLUCION

fx [+ +3 ax = 'f(tu}) [t2 +3 ax,

haciendo t= x+% s

-
It

/2 3 oL / 2+—3

It t +4 dt~ > t Z dt

1 2 3 3/2 1 t 2 3 3 1 ' f2 ' 3 ;
'T(t 4) 2 2 k 4 8 £ ¢ % g

x+-%t + /xZ¥x +1

+ C

1
—?;-(x2+x+l)3/2 __(Lx;_l_)_ (x2+x+1) o —T36-1n




3.8
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PROBLEMA 3 Hallar T = f G :
(x2-2x+5>/2

SOLUCION

dt

I = f————-—?-, haciendo t = x-1
(t2+4)™

f 2 gsec? u du , haciendo t=2 tanu,

8 secd u

-%-fcosudu=-s—ez-£+c

et = x-1 + €

47t2+4 4V/x2 - 2x +5

3
PROBLEMA 4 Calcular I = f x2+x+1) h2 dx .

SOLUCICN
3
I = f(tz +%)/2 de, haciendo t : x+% 5
= -1-93- féecs u du, haciendo t = —/2_3— tan
Pero f s _ f sen® u+ cos’u - sen u
sec’udu = ——— ] S —
cos® u 4 cos*u

( integrand

2 2
4+ ¢
sen u 3 sen  u COS "~ u du
u 4

4 cos* cos® u

gen u(2 + 3 cos? u)
8 cos" u

Asi cesulta

1 2 2 VA 27
1 = -%-Z-(Zx+1)(_8x +8x+1?)(x +x+1) +—1-§-$- 1n

t*+4

u.

3 f du
4 — —
4 cos®u

o por partes )

sen u 3 sen u 1 f du ]
4 cos® u 4 {2 cos?u 2 cos u

+-g-ln|tanu+secu|+c

l2x+l+2 Vx“+x+l §+C



METODOS DE INTEGRACION Capr.5

PROBLEMA S  Hallar I = f gx y
(1-x2) :1+x;

SOLUCION
T o f._sg’:_t_gt_- s haciende x = tan t
I-tan” t

=f cos _t dt =f cos £ dt _ 1 d(sen t)
cos’ t - sen® t 1-2sent Z —2--sen2t

1
—— + gen t
- V2 In V2 $C= V2 In Vi+x? +x /7 +C
% s . B L V1+4x2 -x V2
Z
pues
/xZ+1 x

4 INTEGRACION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS

4.1 Definicidn Recordamos (ver €ap. I, sec. 4.4 que las funciomnes

hiperbflicas se definen mediante las ecuaciones

X _ X X -x
sen hx = e2e 5 coshx-eﬂie—-,
sen hx  eX-e&* b cos hx &+ e
tan hx « cos hx X ggX aar be. = sen hx = X -x
+e e - e
sec hx = 1 = 2 " cosec hx = : = 2 v
cos hx -X sen hx X -X

X
e +e e ~-e
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DEFINICION DE FUNCIONES HIPERBOLICAS

Se cumplen las siguientes identidades

(1) cos h? x - sen h?2 x = 1,

(2) 1 -tan h? x = sec h? x .
3 1 - cot h? x = - cosec h? x .
(4) sen h(x+y) = sen hx cos hy + cos hx sen hy .
(3 cos h(x+y) = cos hx cos hy + sen hx sen hy
(6) senh?x = Se(cosh2x-1) .

(7) cosh?x = _;-(cos h 2x + 1).

(8) sen hx cos hx = -21- sen h 2x .

Ejemplo 1 Probar la identidad (1).

Solucidn Tenemos

cos h? x - sen h?2 x =




4.2

METODOS DE INTEGRACION

Ejemplo 2 Probar la identidad (3).

Solucion Tenemos )
x -X X -X 2 X -X 2
: e’ +e . e -e ) -(e +e )
l—coth‘x=1—(x —x) - 7
e -e (e -e )
2
= - (—-—2———.) = - ¢cosec h2 X
x -x
e -e
Ejemplo 3 Probar la identidad (5).
Solucidn Tenemos
cos hx, cos hy + sen hx. sen hy = %(ex-’-e-x) (ey +e—y) +-41-(ex— e—x) (ay—e-y)

= -‘1'- [Ze}{+y + Ze-(xﬂ)jl = cos h(x+y)

Ejemplo 4 Demostrar la identidad (6) .

Solucian Tenemos cos 2x = cos h? x + sen h? x ( por (5))
= 1+2 sen h? x , (usando (1))
de donde resulta (6).
Integrales Usuales Se cumplen las siguientes formulas

(1) fsen hx dx = cos hx + C
(2) fcos hx dx = sen hx + C

3 Jse,c h? x dx = tan hx + C
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4.2 INTEGRALES USUALES

(4) fcosec h? x dx = - cot hx + C
(5) fsechx tan hx dx = - sec hx + C

(6) fcosec hx cot hx dx = - cosec hx + C

A7) ftan hx dx
(8) fcot hx dx

(?) fsec hx dx = 2 arc tan eX + C

In cos hx + C

i

ln|sen hx|+C

(10) J‘cosec hx dx = lnl tan h%-l + C

Nota Las formulas (1), (2), (3) y (4) han sido establecidas en
el problem 4, sec. 4.5 Cap. I. Las formulas (7) y (8), y (9) y (10),
se prueban en los problemas 6 y 11, respectivamente, de la siguiente

seccidn.
Ejemplo Probar la férmula (5).
Solucian Tenemos
X -X
—-di (sec hx) = d‘i( { = - — ) = —2(ex = e_x)z
e + e (e +e™)

5 o
= - - = = | = - se hx.tan hx.
e +e e +e

Nota La integracidn de funciones que contienen funciones hiperb&licas
es enteramente analoga a la integracidon de las funciones trigonométricas.
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4.3 Problemas Resueltos
PROBLEMA 1 Hallar 1 = jcos h'* x dx.

SOLUCION

2 .
I = f(COShl.z}"" 1) dx = +fcos h? 2x dx +-%- cos h 2x+—ll.'fdx

1 sen h 2x X
-B-f(coshéx+ l)dx+~—-_[0-—-+T

sen h 4x sen h 2x 3x
= vl + T + +C
PROBLEMA 2 Calcular I = fsen h3 x cos hx dx.
SOLUCION
sen h" x
I = sen h3 x d(sen hx) = -—Z——-+C.

PROBLEMA 3 Encontrar I = fsen h3x dx.

SOLUCION

3
f(cos h? x - 1)d(cos hx) = ,gﬁ?h__&_ cos hx + C.

-
]

PROBLEMA 4 Hallar 1 = f sec h* x dx.
SOLUCION

I = fsecz hx sec? hx dx = f(l—tan h2 x)d (tan hx)

3
= tan hx - -5-9-‘-‘3—}‘5-+ c.
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4.3 PRCBLEMAS RESUELTOS

1

PROBLEMA 5 Calcular I = [ cos h? x dx.
1

SOLUCION
1 i
I = cosh21vt+1dx - [senth + -,-l;x]

-1 ~1

- J(senh 2 - sen h(-2)) + 1 = 7"‘-(:32 e ]

PROBLEMA & Probar que (1) ftan hx éx = In]cos hx| +cC.

(2) fcm: hx dx = In]sen rx] + c.

SOLUCION

-i-(coshx)
d _ _dx - Bsen hx _
(1) Tenemos == In[cos hx| = T =T tan hx .
(2) En forma similar,
d
w— gen hx)
-dg— la |sen hx | = X - SLoaht _ cot hx.
X sen hx sen hx
PROBLEMA 7  Hallar 1 = IM dx.
x
SOLUCION
I = 2 fsenh Vx d(Vx) = 2cosh/Vx +C.
PROBLEMA 8 Calcular 1I = ftan h3 x dx.
SOLUCION I = ftan hx(1l - sec h? x)dx = ftan hx dx - ftan hx d Ean hx)

+ C.

; 2
= hlcoshxl—-ti‘l—‘%—x-
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PROBLEMA 9 Demostrar la identidad

tan h(x-.-y) = __tgl_hl:_t_&_ﬂ_l}L- 5

1 + tan hx, tan hy

SOLUCION Se tiene
eX-e* + & —e’
tan hx + tan hy - X4 e +e
1+ hx . : = =
tan hx . tan hy 1+ex_ex ) 5. =Y
eX+e™ g+ 7

e® - e )7+ e V) + (X+e F) (V-
€ + e )M+ e T+ (¥-eX)(V-e7T)

Fa®Y - ¢ 5Ty

- = tan(x+y) .
2™ 4 o ¥

PROBLEMA 10 Probar que

(1) fsechxdx = 2.arc tan e* + x.

(2) jcosec hx dx = ]nl tan h.% + C.
SOLUCION
(1) Tenemos 4. (2 arc tan e¥) = 2.—1--.ellt B p—— i
dx 142 ex + &

( dividiendo entre e*)

= gec hx.

(2) Se tiene

1 X
= sec? =

——(;ix]n tanh—-;|- 2 i = xl
tanh-—z- Zsenh-i- cosh-’z‘—

1

~————— = coSeC hx .
sen hx
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4.3 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 11 Haliar I = f dx .

SOLUCION

1 = fcoshzx—sgtlhz::
sen hx. cos h? x

sen-hx cos h? x

P f dx _ f d{cos hx)

sen hx cos h% x

X
1n|tan h l e =l
PRUBLEMA 12 Encontrar I = —_—
tan hx - 1

SOLUCION

1 = f tan hx+1 dx
tan h? x~-1

f tan hx+1
= - ————— ] K =
sec h? x

( multiplicando por tanm hx + 1 )

- f(sen hx cos hx + cos h? x)dx

= - f—;—(senh2x+cos h 2x + 1) dx

PROBLEMA 13 Calcular ) 4

SOLUCION

If—%—
cos X

2x
arc tan e + C,

244

1 X _ X
-T(cosh2x+senh2x)+-—+c = e +2+C.

2

f dx 5
sen h? x + cos h? x

gracias a la identidad (4) de 4.1 ,

f sec h 2x dx = 71- fsec h 2x d(2x)

por la formula (9) de 4.2,



METODOS DE INTEGRACION , Car.5

PROBLEMA dx Z
- Billez % » f 2 sen hx + 3 .cos hx
SOLUCION
[ oa e — g o e
= — 3 ado sen hx e
Se” + e
X -x
y cos hx = = ; = ¥
X
= -é- f 2d2(e )1 = 2 arc tan V5 &* + C.
(ex) +-5 5
x2 dx
PROBL.LEMA 13 Calcular I = P
x2 - a2
haciendo la sustitucidn x=a cos ht.
SOLUCION Tenemons
1 = (a2 cos h? t)(a sen ht)de
a sen ht
i 2
=azfcosh2tdt = -a-f(cosh2t+1)dt
2 2
=—2—-sen.h2t +-a—2-t-+c. ()
,/ 2 = a2
Pero cos ht --::—, sen ht = —-l—;—g— 3

usando, cos h‘t -~ gen h?2 t = 1,
2x v x2 - a2

a2

t g 4 i %2 - a2

e = cos ht + sen ht =
t =hx+v‘x2-a2l—]na,

y por lo tanto en (1)

sen h 2t = 2 sen ht cos ht =

2 - a2 2
I = 'x—'xT‘é'““%'hl““ JETE e o,
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 16 Empleando la sustitucidn hiperbdlica x = a sen ht

encontrar I = J‘v’az x? dx.

SOLUCION

2
I = f(a cos ht)(a cos ht)dt = -;- J- (cos h 2t + 1)dt

2 2

a® sen h 2t a‘t

- T + — + C. (1)
/2 2
Pero sen ht = -:—- 5 cos ht = -—3-:—%- 5

sen h 2t = s Vx% + a? ,
a
x + / x* +a?

a

t = ]nlx+/x5+a2l-1na,

y por lo tanto en (1)

t
e = gen ht + cos ht =

2

I=-’-2(— x2+az+-§-1n|x+¢x2+ a? l+¢c, .

2

FORMULAS DE REDUCCION

En muchos casos es posible expresar una integral cuyo integrando depende
de un nmero entero n, en términos de otra integral de la misma forma
en donde el nimero n aparece aumentado ¢ disminuido. Tales expresiones
reciben el nombre de formulas de reduccion o de recurremcia. En el caso
5 de la seccidon 3.1 hemos visto algunas férmulas de reduccidn de integra

les de funciones trigonométricas.



METODOS DE INTEGRACION CAP.5
S.1 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar una meula de reduccidn para la integral

dx 3
I = f y encontrar I, y - I,.
= x? + a)".

SOLUCION

2 2y _ 2
1 _Lf$x+az x“dx =-LI
n a 2

_L f_._.___x‘dx
" 2
x? + aH)" a® n7l a x? + a2)"

_I_.‘_I L -X + dx
a? n-1 a2 : 2 2 =1 2 2 D=1
2(n-1) (x%+ a?) 2(n-1) (x*+ a°)

- X & 2n - 3
2(n-1)a? &+ a?)"} 2(n-1)a2 "1
Para n=2, I, = = + : f . S
2a2 (x2+ a?) 2a? x2+ a?
X ¥ X
= - + arc tan==-+ C.
2a% (x%+ a?) 24° a
Y para n=3, [, = = ok 3 I,
4a? (2 + a?) . 4a?
= X > + 3% +—2-;arc tan-x-+ C.
4a?(x*+ a?) 8a" (x?+ a?) 8a
PROBLEMA 2 Hallar una férmula de recuirencia para la integral
I = ftann x dx .
n

SOLUCION

In - jtann-zx (sec?x - 1)dx = j.tann"2 x d(tan x) ~ In—z

n-y
= __tgnn___rx_ o TP cuando n-1 #0 .
247



5.1 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3 Encontrar una férmula de reduccidén para la integral
I = j o e ax
m
SOLUCION
i m _ax - ST s
I = f i e s d = ———e—— - e—— xm edx dx
m & a
( integrando por partes )
m _ax
x e m
= P————t = ] .
a , a m-1

PROBLEMA 4 Hallar una formula de reduccién para la integral

&
Im = f dx .
;1 - x2

SOLUCION
I = fxm-l(——-’-(—-) dx = —xm-l Y1-x2 + (m—l)j‘xm”2 V1-¢% dx
n V1-x2
oy ( integrando por partes )
= a i D)
o P g +(m-1)fw A
V122
& xm_l Y1-x2 + (m—l)Im_2 - (m—l)Im . de donde
m-1
s oala gl 2L g
m m m-2
PROBLEMA S Encontrar la férmula de recurrencia para
I = fxn sen x dx.
n
SOLUCION
n n-1 .
Ir = —-x cos x+n x cos x dx ( integrando por partes)

. n-1

-x"cos x +n | x sen x -(n-1) fxn-z

sen x dx

( integrando por partes)
[ ]

= - x" cos % + nx““1 sen x -n{(n-1) In_2
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METODOS DE INTEGRACION

PROBLEMA & Hallar una férmula de reduccidn para

Im - fx"' (x+a)" dx .
SOLUCION
- —’%Ml = T:r f 1 (x+a)™? ax
- —xinﬁ‘ﬁﬁﬂ = ﬁi—- f «1 (x-i'a)n (x+a)dx

xu sx+a2n+‘_ m 1 - ma 1
n+l n+l m nt+l m-i

de donde

1 m n+l
I T [x (x+a) - ma Im-l] s

Capr.5

249






CAF . &

AFL ICACIDODNES GEOMETRICAS

DE LA INTEGRAL DEFIN1IDAS






AREA DE FIGURAS EN COORDENADAS RECTANGULARES

Definicidn El firea de la regiom R del plano XY comprendida
entre las dos curvas continuas f(x) y g(x) y las rectas ver-
ticales x=a y x=b, se define mediante

| A = A(R) = | £(x) - g(x) | dx I

g(x)

ot + o dx o —

En la figura, el vectdngulo gendrico tiene altura h= |f(x)-g(x)|;
base dx y 4&drea dA = |f(x)-g(x)| dx. El 1fmite de las sumas

de tales areas es igual a lf (x) - g(x)]dx segin la definicidn
de integral definida. a



APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Si f(x) >0 en el intervalo cerrado [a,b!,

b
A = ‘[ f(x)dx,

el eje X y las rectas verticales

1.2 Caso Particular
entonces

es el drea bajo la curva f(x),
x=a y x=b.

1.3 Definicidén El area de la region S§ del plano XY comprendida
entre las dos curvas continuas f(y) y g(y) y las rectas hori
zontales y=c e y=d, se define mediante

d
A = A(S) = £ [£G)-g@) | dy

F:$

En la figura, h= |fy)- gly)|, dA=hdy.
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.4 PROPIEDADES DE LA FUNCION AREA

1.4 Propiedades de la Funcidn Area

Se cumplen las saguientes propiedades

(1) A(R) >0,

(2) Si una region T se compone de dos regiones R y S, entonces
A(T) = A(R) + A(S)-A(C)

donde C es la regidn comlin a Ry S.

1.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
2

Hallar el drea de la regidn limitada por la pardbola
y el eje X .

y = 4x - x
SOLUCION Calculamos los limites

de integracidn

0 = 4x-x?, x=0,4 .

Tenemos
4
4 %3
A= ‘L. (4x -xHdx = 2x? - 5
0
- 232
-



APLICACIONFS GEOMETFICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 2 Encontrar el area de la regidn acotada por las curvas

£(x) = x% - 6x% + 8x y g(;t) = x% - 4x .
SOLUCION
Resolviendo la ecuacidn x3 - 6x® +8x = x* - 4x

para hallar los limites de integracidn, tenemos
x*-7x*+12x = 0 o x(x-3) (x-4) = 0

de donde x=0, 3, 4.

Tenemos  f(x) ~g(x) = x3 = 7x2 + 12x = x(x-3) (x=4)

En 0 <x<3, se tiene f(x) -g(x) >0,
y en 3<x <4, se tiene f(x)-g(x) <0, luego

A=A, +A, ( ver figura )
3 4
- |£(x) -g(x) |dx + f [£(x) - g(x) |dx
3

3 4
= { (£(x) -g(x))dx + L--(f(x)— g(x))dx

" 4 1

" 3 3 3
x_ _ _Ix 2 o X o X 2 T SR S ) W
= [-T T+ 6x ]0 [T' 3 + 6x 13 T+ 13 e



1.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3 Hallar el drea comprendida entre la pardbola

x = 8+ 2y -y?, el eje Y y las rectas y = -1 e y = 3.
SOLUCION

Y

3

x
[e]
-1 s
3 ,
A= AR) = f B+2y -y dy = = .
-1 ;

PROBLEMA 4 Hallar el drea de la regidr acotada por la curva

y = tan x, el eie X y la recta X =—;T- s

A

SOLUCION

i

A = jétanxdx

0

"
= 1n Isec x| I
0

= ln 2 .




APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTECRAL DEFINIDA CAF.6

PROBLEMA S Hallar el drea de la interseccidn de los circulos
x2+y2=4 y x2+y2=>4x.
SOLUCION Los puntos de interseccion de los circulos se obtienen

resolviendo la ecuacidn

yztlo--x2 = 4x - x

2

de donde x =1, y= /3

2+ y2'= 4

Y

Despejando x,

Xx=*yb-y 5 para el circulo de la izquierda

2
x = 4 + v 16 - 4y° 21,/1._}75, para el circulo

2 de la derecha.
Luego, 3
A = [ %, y'2 -@2-/4 - y? ‘)]dy (ver figura)
-3
3
= 2 (V4-yi -l)dy =
Ay
: "z
= 2 [ - y'l.—y2 + 2 arc ser‘l—]
2 2
= i” -2/3 .
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PROBLEMAS RESUELTOS

FROBLEMA & Encontrar el drea de la regidn comprendida entre las
2
paradbolas v = x2, y = —’2‘—- y la recta y = 2x.

SOLUCION

> x

El drea buscada es A = A} + A, (ver figura)

Las coordenadas de los puntos P y Q de interseccidon de la recta
2
y = 2x con las pardbolas y =x> , y = 2

2
X = 2, y =4,
=8,

x =4, y
2
2
2 X X -4
y A = f (x -—2—') dx=-—o-3— " ey
o] 0
4 2 3 4
X X 8
Ay = f (2x -T)dx = x° & i i il
2 2

Por lo tanto, A= 4,

son, respectivamente
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APLICACIONES GECMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 7 Hallar. el drea de la regidn limitada por la curva

2
1+1 - y /la pardbola y = ’2( .
X

s

SOLUCION

—

Los puntos en los cuales las dos curvas se cortan se obtienen igua

lando las ordenadas 1 2

you TRt T

-1%
x*+x*-2=0, ng_l_zﬁ.=1,-2

, estoes =11,

1 ]
El drea buscada es A= A, + A, = 24, = 2f(112_")dx
+x
8 (ver figura
391
X s 1 i 1
=2[arc tan x - 6]0 = 2( " —? = T-T'

PROBLEMA B8 Encontrar el drea de la regidn acotada por la hipérbola

x2 2
— =1 y la recta Xx = 2a .
SOLUCION

x2- g2
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PROBLEMAS RESUELTOS

- 28 b -
Tenemos A = area buscada = 2 o x? -2 dx

a
blx /53 a i .
2?[7 X -a -3 In 'x+ - a

a

2ab[/3_ --;- In(2+ /T)]sab [2 /i-m(2+/§)]

PROBLEMA 9 Hallar el 4rea de las dos regiones en las cuales el

circulo x* +y?2 =8 es dividido por la pardbola y2 = 2x .

SOLUCION

El circulo queda dividido en las regiones Ry S (ver figura)

Vamos a calcular el drea de la regidn S. Los puntos de interseccidn de
las dos curvas son: ) ’

x2 + 2x 8,

x'= 2, oy = %2,
y por lo tanto,

2 2
=2 [ AT e
g 3 32
= 2[-}'2--v'8—,vy2 + 4 arc sen;i-/i-_-_-— -%—]c = -g—+2ﬂ,
y A(R) = Area del circulo - A(S) = 67 - -%—
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 10 Hallar el drea de la regidn acotada por la curva

3
x’ - x2 + 2xy-y*=0 y la recta X = 4.
SOLUCION Despejando y de la ecuacidn yl-2xy -(x®> -x%) =0
y = x v x .
Sean entonces ¥, = x + /Vx3, vy, = X - /x
v . Tx3 .

A

4

El 3rea buscada es

% , 4 s, I
O R s dx..;;x/zl ETH
0 0 '

PROBLEMA 11 Hallar m de manera que la recidn bajo la pardbola

y = 2x - x2. y sobre la recta y = mx tenga un area igual a 36.

SOLUCION 5 A —

> x

Calculamos las abscisas de los puntos 'de interseccidn de la pardbola

con la recta y = 2x-x? = mx, x(x+m-2) = 0, de donde x=0, x=2-m.
2-m 2-m 3
2 3 -
Luego A= 36 = .£ (2x - x?2 -mx)dx = (2-m)-’2(- - %- = (2-m
0

2-m=6, m=-4.
g2 " "



1.5

PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 12 Hallar el drea de la regidn comprendida entre las curvas

X

xy = 1, = em—em—e ., a la derecha de la recta x = 1.
*+1
SOLUCION Tenemos Y

N A
A= I [(-;— m)dx]

-

b
: 1 2
lim lnx--i— In (x* +1)
b+ L 1

-
= lim ]n._..._b__ +—;-1n2]

b+ /b4l

PROBLEMA 13 Calcular el irea acotada por la curva y = -—-2-—+—-1-
x

y el eje X.

SOLUCION Y

i D

- BN MG
L O N e AR e e R

b
oo B .
A =2 p——dx = 2 1lim arc tan x
x“+1 b3
0
. n
= 2 lim arc tan b = 2(-5-) =7 .

b+ 263
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PRUBLEMA 14 Encountrar el drea de la regidn acotada por la curva
y2 - (1 - x2 )3 .

SOLUCION Tenemos y = * /(1-x*), de donde y, = Y-y |
y, =~V (1-x?y .

Tenemos Y

Loy
As=4 (1-x?) 2 dx (ver figura)
0

- P
lof (l-senzt)al‘ cos tdt,

haciendo x =sent

b .
4_[ cos"t dt = fz(l-O-cosZt)zdt

m
12 2
(142 cos 2t + cos® 2t ) dt

«3‘{{ :

4“-/2

7.
-[2(—3-+2cos 2t +-‘L82-A—t)dt = (%t+25en 2t +‘se_12‘_4_t_)

0

3n

= T

PROBLEMA 15 Calcular el irea de la region que limita la astroides
2D gl g

- a
2 2, 3
SOLUCION  Tenemos y = +(a’3 - xB ),

2 3
de donde y, = (32/3 .- {2 s V¥
3
Pk

y, =-(a
El drea buscada es

a 2 27 31
A=4 f (a 73 - x/3 Y2 ax (ver figura)
0

'Né %,
= 12 L (a%— a2/3sen2t) 2a ser’t cos t dt, haciendo x =a send t,



1.5

2.1

PROBLEMAS RESUELTOS

My 7.
2
A= 1242 f cos*t sen?tdt = a? f sen? 2t (1 +cos 2t)dt
0 0

N

'y %
3 2 ' 3 2 f 2 Ina?

= - a (1 -cos 4t)dt + + a sen® 2t d(sen 2t) = .
4 o 4 o 8

AREA BAJO UNA CURVA DADA EN FORMA PARAMETRICA

x = x(t)
Teorema Si son las ecuaciones paramétricas
y = y(t)

de una curva, entonces el area de la regidn acotada por esta curva,

el eje X y las rectas verticales x=a y x=b es dada por
t2
A = y(t) x'(t)dt y
1
donde a= x(t:l ), b = x(tz)
y(t) =0 en [t , t,).
Prueba En efecto,
b
A = f y (x)dx ( definicidn de area bajo la curva)
a
ty
= f y(x(t)) x'(t)dt ( cambio de variable x=x'(t))
t
1

t;
= f y(t) x'(t)de .
4



APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CaP.6

2.2 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el Area de la elipse, x =acos t, y = b sen t.

Y
SOLUCION Por simetria se tiene

b g
f

a
drea de la elipse = 4 f y (x)dx
0

sl
Nl

i

0
4 f (b sen t)(-a sen t)dt
b

v,
—i;l (1 - cos 2t)dt = mab.

PROBLEMA 2 Encontrar el idrea de la regidn comprendida por el eje X

x = a(t - sen t)

y un arco de la cicloide {y w bl = xom B .

SOLUCION  Cuando =

t=0: x =0, y=0
t =21 x = 27a, y =20,
luego

27ma
A= f y (x)dx X

0

‘" ¥

a(l ~cos t)a(l -cos t)dt
b ]

2w 21
a? J; (1-2 cos t + cos? t)dt = %2 J: (3-4 cost + cos2t)dt

1 - cos 2t
( usando cos’t = —— )

3na® .,
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3  Hallar el drea de la regidn encerrada por la

cardiode x = a(2 cos t - cos 2t)
y = a(2 sen t - sen 2t).

SOLUCION
A
A, T
dy 2a
L P x
-3a a

La curva es simétrica respecto del eje X ya que
al2 cos (-t) - cos 2(-t)] = a(2 cos t - cos 2t)
al2 sen (-t) -~ sen 2(-t)] = -a(2 sen t - sen 2t)
Luego el drea buscada es
A= 2(A +4A;) ( ver figura )
Tenemos

a "/2
A, = f y dx = f a(2 sen t - sen 2t) a(-2 sen t + 2 sen 2t)dt
' ~3a s

na? + 4a?

I
PJ! -

m
/2
J; a(2 cos t ~ cos 2t- 1)a(2 cos t-2 cos 2t)dt

2a
A, = f (x-a)dy
- 0

T )
> T a 4a4,

Luego A= 6ma?.
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PROBLEMA 4 Hallar el &rea d: la regidn bajo un arco de la curva

X = at
y = a(l - cos t)

X
27a
SOLUCION
2ma 2 i
A= f ydx=.£ a(l-cos t)a dt = a2(t-sen t)
0 o
= 2na? .

3 AREA DE FIGURAS PLANAS EN COORDENADAS POLARES

5.1 Coo denadas Polares Si fijamos una semirrecta X en el plano
que se extiende desde un punto 0, entonces todo punto P del plano
queda determinado por un par de ndmeros (r,f) como sigue:

P=(r,8)
b
<]
0 - X
r = longitud del segmento OF ,
0 = angulo que forma el segmento OP con la semirrecta X, medido

en el sent'ido antihorario a partir de X.

La semirrecta X se llama eje polar, el punto 0 se llama polo,
r es el radio vector, y f,es el angulo polar.

Finalmente, los nimeros r y 6 asociados a P reciben el nombre de
coordenadas polares en este punto.
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3.2

CAMBIO DE COORDENADAS

3.2 Cambio de Coordenadas
Y

y=r senf

R 6

X=7r cosf

>

Las coordenadas rectangulares o cartesianas (x,y) y las conordenadas
polares (r, 9) de un punto P del plano, estdn relacionadas por las
ecuaciones

X =1 cos 8
(1) ( ver figura )
y = r sen 0

r=177 x2+y?

tan6=-¥(— si x#0,

y @

las cuales permiten pasgr de un sistema de coordenadas a otro.

Area en Coordenadas Polarcs

Definicién  Si una curva continua es dada en coordenadas polares
por la ecuacion p = p(0), entonces el drea del sector PO P
acotado por un arco de la curva, y por los radios vectores OP, y
0P, , se define igual a

62
A*-—;'I [ p(®]1% do, §
'}

son los angulos polares de P, 'y P, respectiva-ente.
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DE}INIDA CAP.6

Interpretacién Geométrica

El frea del sector circular genérico
de &ngulo central d6(en radianes) y
radio p es dA= % (?d0 . El 1imi
te de las sumas de tales areas es,

por definicidén, 1la integral definida

% f p2do

Nota Si la curva p = p(B) es diferenciable, entonces para el
sector P,0P, se cumple

Area en coordenadas rectangulares = Area en coordenadas polares

Omitimos la prueba de este resultado.

3.4 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el drea.de la region encerrada por la curva

p = a sen 20 .

e QW

La curva es simétrica respecto de las dos diagonales y por lo tanto
el &rea buscada es

> x

.
A =4A) = "0(‘2‘) f 02de ( ver figura )
o .
%, 4
=2 _L (a sen 26)2 de = a’ f (1-cos 48) do
(¢}
A 2
_ 2¢o__8en 48 I ¢ ol
=a" (9 T—.) = 7
0
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3.4

PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 2 Hallar el 3rea de la regidn encerrada por la leminiscata

p? = 9 cos 20

SOLUCION

3 o

La curva es simétrica respecto de los ejes X e Y, vy cuande 8 varia en

™ .
tre 0 vy Z , el radio vector recorre el arco de curva POO0. Luego el

drea buscada es igual a

77 , 32
A = af L4 = 18_£ cos 26d6 = 9.
0 2

PROBLEMA 3 Encontrar el drea de la regidn acotada por la curva
p= 2-cos 0.

SOLUCION

Puesto que 2-cos(-8) = 2-cosf
la curva es simétrica respecto
del eje X. Luego

2
A= 2 f%de = (2-cos 8)2 do
1

n

= f (4 - 4 cos B+ cos’® 6)dd
0 .
B 'n(9_4 6+ cos?ﬂ)de ( adocsze=l+00526)
= ’ o cos i usan o S B
. -
5 Y

2N
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PRUBLEMA 4 Calcular

y las rectas 0 =0 y 6 = 120°.

SOLUCION

el &rea acotada por la parabcla p=

CAP.6

e
1+cos @

Tenemos A= -;— f ptde
0

3
. (1 + cos 6)
5 2T
3
= sec" -g-de ( usando 2 cos2-2-= l+cos9)
8 2 2
5 2T 2 s
=-%- .£T(l+tan2-%-)sec2-%d6 = £

PROBLEMA S
espiral p = ef

cuyo lado es el radio vector.

SOLUCION Fijemos un ﬁhgulo polar a

el radio vector cuando crece desde

es igual a la cuarta parte del drea de un cuadrado

5 .

Probar que el 3rea engendrada por el radio vector de la

Luego el area engendrada por

0 hasta p = & es
o

1 & 1 c oy 1

A = = pzde = 5 e? dp = 1lim ——e?®
o - br-
b
5w o e Jim P m bl L2
4 4 *eipll 4 4

donde L = &% .



PROBLEMA 6

PROBLEMAS RESUELTOS

p = a(l +cos 0).

SOLUCION

La curva es simétrica respec

to del eje polar X. Luego

1 ¥ L] 2
A= 2(5) fpzde=fa2(l+cose)de
0 0

m
= a® -L (-53—+ 2cose+%ze)de

Encontrar el drea de la regidn encerrada por la cardiode

37 &

2
PROBLEMA 7 Encontrar el drea de la regidn acotada por la curva
p = 2a cos B y que se encuentra fuera del circulo p = a .
SOLUCION

p=2acosb =a,

>
-
"

Luego

Las dos curvas se intersecan cuando

cos 6 =-;—-,

Tenemos

Area del sector OQR - Area del sector circular OQP
2 & (ver figura )

uf] m
3 /s
L (2a cos 9)2 de - s f & do
z % z %
A

1782

mal., /3

a’ (1 +cos 20)d6 - —2

" por simetria el drea buscada es

g heepa

A=2A = az(—l:;—-t-

/3
2

)
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PROBLEMA B8 Hallar el drea de la regidn comiin a las regiones encerradas
por las curvas p= VZ sen B, p? = cos 20 .
SOLUCION

N Z -

0

2
Las dos curvas se intersecan cuando p2>= (V2 sen6) = cos 26

(1-2 sen’8) -2 gen?d = 0, o sen6=t-%~, esto es, O ='%,-%TL y el
angulo polar de Q es -l6r- 3
Luego el drea buscada es ( ver figura )

A = 2| Area del sector OPQ + Area del sector ORQ]

A 3
.z[-%—f c0526d9+—;-J‘ (V2 sene)zde:l,
6 0

b m
(cuando 6 varia entre - ¥ el radio vector de la curva ¢ = cos 20
recorre el arco QPO)

A-%-(ﬂ+3-3/3—).

PROBLEMA 9  Hallar el drea de la regidn encerrada por la curva

p= a sen nb .

SOLUCION La curva encierra 2n regiones
( "hojas”) de igual area. Luego
el drea buscada es

,
’ n
A= 20 A = n(3) l p2de

M
nj; a® sen® n0do

n “1’1 ma’
=—za-f (1-cos 2n8)ds = ==,
o 2

A
r

T A e
4 auauamANE " i
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3.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 10 Encontrar el drea de la regidn rayada limitada por el
eje polar y las dos primeras vueltas de la espiral de Arquimide p= af.

SOLUCION El 3rea pedida es igual a
A = Area de la regidn encerrada por la segunda vuelta
-Area de la regidn encerrada por la primera vuelta
v 27
-+ | @oaw -] @ w - 8w
2m o

PROBLEMA 11 Hallar el area
de la regidn acotada por la

curva
P = sen '%'

(Ver figura )

SOLUCION Se tiene

1 n g 9
A= 4A, = 4(—2-) f p?de = 2 f sen® —2-d6
WA WA
N i
= f (1 -~ cos 6)d9 = =+ 1
n

2

- m ) - -
(cuando B varia entre Sy el radio vector genera la regidn de area A;)
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PROBLEMA 12 Hallar el &rea de la regidn encerrada por la elipse
1

s S TL AR L
SOLUCION Por simetria el &rea buscada es
" n
A= 20 pPdo = =
A (l+€ cos9)
o
- 2(1+t?)de
[Q+e)+ (1-e)e2)’
’ 9 2dt 1-t?
haciendo tanee =t df = e——rmmege COS 0 = e
2 ’ 1+t 1+ ¢
a
3 )
= L 3 2(+t )gt s donde m’ = ]itz >0,
(1-¢) . Wit
/2 ,
= . 2(1+nf tan’s ) ds , haciendo t = m tans,
(1-¢ )2 mdsec?s
4A
= -—2-?—- (cos? s + m?sen? s)ds
(l-e)m
A . R
...—-3.2__. [(I%m)+ (I_Zm) cos 25-st
(l-€) o o
- (1 +m?) - ™
?
2(l-¢) o (1-92)572—
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3.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 13 Hallar el drea de cada uno de los lazos de

1
p = -2-+cose.

SOLUCTON
2n
\
P> X
Lazo Mayor El drea encerrada por el lazo mayor es igual al doble

del drea de la regidn que el radio vector barre cuando 6 varia desde O
hasta 23

3

% -2(%-) (-;-+cose)2d9= -Izl-+—3-aﬁ3_—.

Lazo Menor El 3rea encerrada por el lazo menor es igual al doble

del drea de la regidon que el radio vector barre cuando 6 varia desde

27
=5 hasta .

A= 23 f (3 + cos 0)° d6
2L
‘3

3

3

(s
A

wl
.
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LONBITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA

Definicién Sea f(x) una funcidn definida en el intervalo

cerrado [a,bl. Si existe un nimero L tal que

=
L
L = ' lim z (e, , , P, ) s
ak+o0 ;o

By= (xi s yi) son puntos de la curva y= f(x)

a-x‘0<x1 ...<xn'b
= i = - = 2
donde d(p,_, ,B,) = distanciade P, , a P / (x; xi_1)2+ CAES AR
Axi = % —xi—l

A= maxAx, ,
i

entonces L se llama la longitud del arco de la curva y = f(x) del
punto A = (a, f(a)) al punto B= (b, f(b)).

interpretacion Geométrica

Y

La figura muestra la grafica de una curva y = £(x) definida sobre
el intervalo cerrado [a,b]

n

La suma z d(Pi-—L’ Pi) representa la longitud de la linea po-
i=1

ligonal determinada por los puntos Pys Pry oen s Pn 5

Cuando Nal =max Axi es muy pequefio, las abscisas X;1] Y Xx; seen-

cuentran muy cerca, la poligonal asociada a tales puntos ce '"ajusta"
a la curva, vy por lo tanto, intuitivamente pensamos que el limite de
las longitudes de las poligonales asi obtenidas i1epresenta la longitud
del arco de la curva.



4.2 CALCULO DE LA LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA
4.2 Cdlculo de la Longitud del Arco de una Curva Plana
4.,2.1 En Coordenadas Rectangulares

TEOREMA 4 Sea 1y = y(x) una funcidn tal que -%;f- es continua en

el intervalo cerrado [a,b] . FEntonces la longitud del arco de 1la
curva entre dos puntos con abscisas x=a y x=b, es dada por la

formula.
b
” v gy,
L L 1+ (dx )z dx I #
=

Nota Se define la diferencial de longitud de arco de 1la curva

b
mediante ds = "1+(-g-%)2 dx . Luego L=f ds.
a

n

PRUEBA Consideremos la longitud z d(Pi-l . Pi) de la poli-
i=1

gonal determinada por los puntos Po y ey Pn , donde Pi = (xi, yi),

8= Xg <X < s <X <X =b ; yi=y(xi).

Sean YA Py
b A -
Ax. = x. - X, 14
i i i-1
Yi-x T
Ayg =¥ ~ Va1,
- X
0

Probaremos que se cumple

= ' 4
d(P; 1, B)) N+ Ty (g)]! Ax, (1)

a < < X. .
para algln £, tal que x, , € <%
En efecto,

2 2
4y B = LOxpxy e G-y y)

( por definicidn )

Ayiz
= (Axi) + (Ayii = 1+(—A'x—i) J Axi, (2)
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g
Pero  Ayy oy Vi om vOp-yOy ) o= gl (8D 0y - xy )

para algin X1 < g i < x; » por el teorema del valor medio para deri

Ay dy
vadas, luego —Tq- gt (;i) (&%)

Sustituyendo (3) en {2) resulta (1).

De (1) se sigue que la longitud de la poligonal es

n
Z a(p,_, . B) = Z /1+[ (E i - Ax, 4)
i=1 i=1

¥, por consiguiente, tomando lfimites cuando al -0
b
f /1+(1§x¥-)’ dx = 11m 2 1+[ L (g, n?
a

( definicidn de la integral definida, ya que%i-es continua )

n
= lim 2 d(p; ., P.) (por (4))
'A""O . ) i-1° 1
i=1
= L, ( definicidn de longitud del arco ).}

Ejemplo Encontrar la longitud de la circunferencia del cfrculo

x2 + y? = g2

Solucién

Calculamos la longitud - L, del arco PQ. Y
Tenemios a - x? 5 dx /____. y

f/m_fdx.f/‘m i

a dx x
= a —F—— = a arc sen=

Luego, 1la longitud de la circunferencia es L = 4L, = 2ma.
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CALCULO DE LA LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA

TEOREMA 2 Sea x = x(y) wuna funcidn tal que -%' es continua
en el intervalo cerrado [c,d]. Entonces la longitud del arco de 1la
curva entre dos puntos con ordenadas y=c e y=d, es dada por la

d
- dx 2
L= .L' L+ (P dy
Y

formula

cgp—— — — x= x(y)

3» X
La prueba de este teorema es similar a la del teorema 1.

Ejemplo Hallar la longitud de la pardbola y = 2 /x desde x=0

hasta x=1.

2

Solucidn Tenemos X = + y cuando x=0 y x=1 se tie
ne y=0 e y=2, respectivamente. Luego
2 2
L= /142 a4y - /1+ & ay
dy 2
0 0
2

—;- f Joiy® dy =-%- XL Su+y? +21nly+/4+y2|]

0

V2 + WmQ+YZ) .
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4.2.2 Longitud del Arco cuando la Curva es dada por Ecuaciones

282

Parasétricas

TEOREMA Si una curva es definida mediante las ecuaciones paramé-
tricas
x = x(t)
y = y(t)

dond® -g—:- y -g-{- son funciones continuas en un intervalo [t,,t,],
entonces la longitud del arco de la curva con extremos

P o= (x(t), y(t,)) )"’ P, = (x(t,), y(t,)), es dada por

ta
l dx 2 dy \2
8 .It'l ( dt ) ‘-a%) dt .

PRUEBA Sabemos que

x(t,)
L = f /1 -0-(_-%()2 dx ( por el teorema 1),
X

(t,)
52
Puesto que -% = g—; y dx --%%- dt , 1la diferencial de
dt

longitud de arco es

dy 2 _ dx .2 dv 2
ds = 1+(-5xL) dx = /(-d-t—)+(-a{-) dt.

Luego

x(tz2) tz 7dx 2 dy 2
L = f g = f ) Y ar,

x(tl) t,

por la férmula del cambio de variable para integrales definidas.

Nota Se acaba de establecer que la diferencial de longitud de

2
arco en funcidn de un parimetro t es ds = /(-g%‘,-)2 + (%) dt .



4.2

CALCULO DE LA LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA

Ejemplo. Hallar la longitud de un arco completo de la cicloide

x = a(t -sen t)
y = a(l-cos t)

Y
27a ~
Solucién
2n 27
- dx 4y 2 N T T3
L jO. (dt)z +(dt) dt /a2 (1-cos t)" + a“sen’t dt

0

2T
= 2a L sen -%- dt = 8a.

Longitud del Arco de Curva en Coordenadas Polares

TEOREMA Si una curva es definida mediante la ecuacidn en coorde

nadas polares p = p(8), donde —a-%- es una funcidn continua, en

tonces la longitud del carco de la curva cuyos puntos extremos tie-

nen angulos polares 8, vy 6,, respectivamente, es dada por
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PRUEBA La curva dada también es definida por las ecuaciones para

nétricas x= p(6) cos®
y= p(6) send ,

de donde —:—3- = -g% cosO-psgen O, %%—--g%setw#- pcos

y (—g-‘fo)z+ (—:%—)2 = p?+ (—2- ( usando sen?0 + cos?6 = 1 )

Luego por el teorema 4.2.2

2 2 S
2 dy 2 . " dp 2
‘e /(%) + &) e p? + () a6,
1 . 1

lo que establece la formula deseada.

Nota Se acaba de probar que la diferencial de la longitud de arco en
coordenadas polares es

dn = /"")’+(def 40 = 0% + () a6 .

Ejemplo Calcular la longitud

del arco de la espiral

me
p= ae

desde el origen hasta el punto
{pysBy ) -

Solucidén Tenemos

p = adl, -%g- = 2 me®® y p2+(-22-)2 = a? (1+n?) e2®8

Cuando 6 varia desde -« hasta 6,, el radio vector recorre el arco de
la espiral con extremos el origen y el punto (n,®;) . Luego

1 Y
Im V02+(%g-)2 ‘46 = a vV 1+m? f_m eme

(3] ¢
1
a v 1+m? . mb a Y1+m® md
o e— ]im e = ———— @] (puesto que b
“‘ brw | o lim &' =0)
1+m? Briem



PROBLEMAS RESUELTOS

4.3 Problesas Resueltos

Y
PROBLEMA 1
A +L
Hallar la longitud de la
X
astroide (hipocicloide) L
le3 + y2/3 = a2/3 .
SOLUCION Diferenciando la ecuacidn implicita respecto de x
=1 P ;
Sy %
= __1.1/3_ s
X
luego
Y Y.
1 a 3 a a'3 3
T 14 (-omdoem 2 dx = dx = ===a ,
A N - Lt

de donde L= 6a .

PROBLEMA 2 Hallar la longitud del arco de la pardbola semiciibica

ay? = x3 desde el origen al ounto cuya abscisa es x = 5a.

2
SOLUCION Tenemos X ixi . Luego (-%-;—) - (usando ay?=x%)

dx 2ay ba
Sa . S5a
¥ A= -L L4ga. &= = miisg -7 -
0

PROBLEMA 3 Encontrar la longitud del arco de la pardbola y2= 4px
desde el vértice hasta un extremo del lado recto.

SOLUCION El lado recto es, por definicidn, 1la cuerda vertical
de la pardbola que pasa por (p,0). Luego, uno de los puntos extre
mos del lado recto es (p,2p).
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dx dx 2 12
Tenemos .o "51',' s (—dy) oF
2p ) 1 2p
L = 1+-—L-dy - — /l,p2+y2 dy
4p? » Jo

- 'Tl" -§. / 4p2 +y2 +2p21n'y+/4p2+y2']

2p
P
0

= p[v’z_+m(1+/‘2")] .

PROBLEMA 4 Calcular la longitud del arco de la curva y = In secx

desde el origen hasta el punto- (—g—, In2) .

SOLUCION Tenemos -%i— = tan X . Luego

LA e s
L = I ‘/1+(-a%-) dx = J‘ secxdx=1nlsecx+tanx
0

= In(2+Y3).

i)

PROBLEMA S Encontrar la longitud del arco de la catenaria

X
y = -;—(ex/a + e /a) desde (0,a) hasta (b,c).

. x X
SOLUCION Se tiene —SXL = -;—(e /a -e /a) = sen h-i' .
Luego
b b
L ==f /1 + sentfem= dx =f cos hz-dx, (‘usando cos h’t - senh’t = 1)
0 @ 0 a

X 5 b / b
a sen he= = a sen heee & 3 cos W e~ 1
a i a a

b
c?- a2 (pues c = a cos h-;-) 5
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4.3

PROBLEMA 6.
los puntos

SOLUCION

PROBLEMAS RESUELTOS

Calcular la longitud del arco de la curva 1y = e* entre
0,1) vy (1,e).
2 dx 1
Se tiene x=Iny, T}-’—--;- Luego
e

i o = fl AT

e .

5 & donde a = arc tan e
cos“t sent

( haciendo y = tan t )

a 2 2 a a
=f sen’ t + cos” t .. =f sen t dt dt

2 2 t
cos” t sen t cos‘ t sen
T[/.. "/'0 L/
a
= [sec t + lnl' cosec t - cot tl
%
Pero tan a = e .,
é+1
e
a
1
y por lo tanto,
5 .
L = Je?+1 +1n(.__.__."e:1_..é.)- V7T - m(/Z -1)

2
FTRL = #T s il ~ULT 3 1)

1

PROBLEMA 7 Hallar 1la longitud del arco de la curva x = %2— 5 Iny
desde y =1 hasta y = e.
1
SOLUCION Tenemos «3E~ = —— or lo tanto
i 1‘. % 2y yP

| o
]

L}
NIH

y
[/ I,
1 1.2 1 1.2
1 4o - d = e— + - d
y =iy y) y i (y y) y
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PROBLEMA 8

Calcular 1la longitud del arco de 1la curva

desde x = Y3 hasta x = V8 .

SOLUCION

Tenemos Sy L . Luego
dx x

V3 /8

Y/ STTITRY (ie=an

%

y=Inx

y haciendo x=tan t (ver problema 6)

b
= |:sec t +1n|cosec t -cot t|:|
a

donde b ~ arc tan V8 y

a = arc tan E

y por consiguiente

ﬁ/g 4 o
1

Entonces

T [3+]n(—-3—-——1—

/8 /8 /3
1 3
1+ 2 In >
PROBLEMA 9 Y
Encontrar la longitud
del lazo de la curva 0

9ay2 = x(x-3a)?

SOLUCION

Tenemcs -5 =
dx

(. L
X

bax

(x-3a)(x~a)
6bay ’

( usando 93y2 = x(x-3a)? ).

3a /'_T 3a
L= 2 f /l+ul dx = f -x_‘..a—- dx =
0 0

= 4/3a.

x—
bax daz

_1[_.
/a_ 3

]-[rond o]

3a

Luego por simetria

]3a
0

3 1
2 x/2 + Zax/2




PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 10 Hallar la longitud del arco de la curva B8y = x* +’ZI
x
desde x=1 hasta x=2.

SOLUCION

d 1 1
Tenemos AN == x3 - . Lue
> "7 ) Tusgo

2
2
_ 1 3 1 2 1 1
L= j; L4’ - =) dx = —z-fl. [+ ) dx

PROBLEMA 11 Hallar la longitud del arco de la curva

x = a(cost +t sent), y = a(sent-t cost)
desde t =0 hasta t=T.

SOLUCION Tenemos -i’i- = atcost y -:-tL =a t sen t. Luego
T T
- A8x v L dry? - atT?
L .fo \/(dt ) + (dt) dt = at dt g

PROBLEMA 12 Fncontrar la longitud total de la curva

x = a(2 cos t - cos 2t) , y = a(2 sen t - sen 2t)

SOLUCION La curva es simétrica respecto del eje X y cuando t
varia desde t=0 hasta t=m, el punto (x,y) recorre el arco
superior de la curva. Luego

m ™ ;
_ /.d_x_z _d.l_z _ l-cos t
L=2 _£ (dt) +(dt) dt = 8 ‘I; 1/—--7-——— de ,

pues % =a(-2 sen t + 2 sen 2t), %= a(2 cos t - 2 cos 2t)

2 2
('3-:-) + @3%’) = a’[8 -8 sen t sen 2t - 8 cost cos2t]

a’[ 8 -8 cos (2t - t)] = 8a° (1l -cos t)

n
® t t
Por lo tanto, L = 8a sen-i-dt = - 16 a cos = = l6a
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t
PROBLEMA 13 Calcular la longitud del arco de la curva { A BERE

oot
desde t=0 hasta t = Tj, y=e" cost

SOLUCIDON _
Tenemos -g—:- = et sen t + et cos t
-%%—-=et cos t - ef gen t

2
(gt) +(-thL) « w2t 5 y por lo tanto

/2 "/2
2t t r—
= b 2e dt = v 2 b e dt = 2 (e“-1

PROBLEMA 14 Encontrar la longitud del arco de la curva
2
XxX=tc +2t+3
{y=t2—2t+l desde t =0 hasta t=1.

SOLUCION Tenemos 2t + 2, sty = 2t - 2,

dt

ajo
nlx
L}

g’t‘)z + (1}'_) = 8(1 + t?).

Luego

1 1
1). /8(1+t?) dt = 2V2 f Y14t det = 2+ /2 In(1 +/2)

0

PROBLEMA 135 Calcular la longitud de la primera vuelta de la espiral
de Arquimedes o = af .

SOLUCION Tenemos p = ab y -%%= A, Luego
2n 27
L= /P + () de = a /1402 de

2n
P 4]
= a -%/1+92 +-21,-1n|e+ /1+62 l]
0

& [n A+ 402 +—;—-]n @r + /1442 )].
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PROBLEMA 16

desde

p=1

SOLUCION

cuando

p21,

PROBLEMAS RESUELTOS

Encontrar la longitud del arco de la curva 6 -f%(p+-L)
hasta p = 3. P

Despejando p tenemos p = 0%V 2-1 , ¥y por lo tanto,

p = 8 +ve2-1

2
do, _ 1+ 8 = 0+ V0% ~1

de /92_1 ’82-1

(S8ay? = (0+ /02 -1 )% . ¢2
82 -1

Cuando p varia desde p =1 hasta p =3, el angulo polar 6 varia

desde

Luego

6=1

hasta 6 = ?3 .

%

L 1 p +(d9) 48 i (8 m ) de

62

=17

PROBLEMA 17

SOLUCI

ON

4 4+ In3

.

¥ ST T [ e |]

5@
1

Hallar la longitud de la cardiode p= a(l + cos6).

— > x

La curva es simétrica respecto del eje X. Cuando 6 varia desde 6 =0

hasta
Puesto

tenemos

8 = 7,
que

p =

p2 +

L

el radio vector recorre el arco superior de la curva.

a(l+cos®) , -5%- = - a gen 0
(-g-%' )2 = 2a2(l+cos8) = 4a2 cosz—ez- "
T 0 o I
= 2 f 2a cos de = 8a sen - = B8a,
0 0
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PROBLEMA 18 Calcular la longitud de la curva p = a sec? -%-

desde 6=0  hasta ) -%.

SOLUCION Se tiene p = a sec® 'BT

Ap 2 pin
2 = asec® > tan=
02 + (%%)2 = a2 secs-g— . Luego

¥/ 7> .
L =J; asec3-e—de = 2a L v’tanz-g--f-l d(tan-g—)

2
s
—?a[-%tan%-sec%+—;-1n| tm—g-+sec-g-l] = a[/?+1n(1+/7)]
0
PROBLEMA 19

Probar que la longitud

total de la curva

P» x

p=a sen3—0-
3

es 3ra

SOLUCION

La curva es simétrica respecto del eje X y cuando & varia desde 6 =0

hasta 6 = %’L 5 el radio vector recorre el arco OABC.

Por otra parte, p = a sa?-g—, —g%=a senz%coseT , Yy 2+ (%%)2= azsm"'%-.

Por consiguiente,

2
= 2 8 - - 28 - Sma
L 2 ‘L. a sen” = a6 aL (1 -cos 3 )de > -
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PROBLEMA 20 Encontrar la longitud de la espiral logaritmica

a
P desde (pl, el) hasta (pz, 92) .

« B B A
SOLUCION  Tenemos 0 =2, %
do 2 _ L, 1+6
y ® + (=55) a (-—TF-ﬁ .

Por lo tanto

(2

02 / 2 e / 2 a
62 6 e

91 1

( la integral se calcula haciendo 6 = tan t )

62+/e§+1 /1462 /1+ef
= &) Iy == ) -
o+ /o241 8 4
0 sustituyend 9, = == 8, = =2
ustituyendo 1 ) y A °,

p, (a+ Va2 + p2)
o (a+7a?+ p2)
2 1

L = a.ln + /az+p§ —52+p% "

VOLUMEN DE SOLIDOS

Definicién del Volumen de un S6lido en terminos del Area
Seccional

Definicién Sea S una regidn del espacio XYZ que se encuentra entre
dos planos perpendiculares al eje X: x=a y x=b. Entonces el
volimen del sélido S se define por la fdrmula

vV = fbA(x)dx -
a

donde A(x) es el 3rea de la seccidn de S trazada perpendicularmente
al eje X en el punto x, y donde se supone que A(x) es una funcidn
continua.
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Interpretacién Geométrica

Y

El cilindro elemental R de la derecha tiene
drea A(x) en la base y altura dx. Luego,
su volumen es dV = A(x)dx. Las sumas de los
volimenes se tales cilindros elementales se
aproximan al volumen del sdlido ya que

. .
vV = ‘L A(x)dx = lim EA(x)dx

por definicidn de integral definida.

Nota  Andlogamente, el volimen de un sdlido S del espacio comprendi

do entre dos planos perpendiculares al eje Y: y=c¢ e y=d, se
define mediante
d
v = A(y)dy s
c

donde A(y) es el drea de la seccidn plana de S trazada perpendicular
mente al eje Y en el punto y.



5.1

DEFINICION DEL VOLUMEN DE UN SOLIDO EN TERMINOS DEL AREA SECCIONAL

Ejemplo 1 Una cufia se corta de un s8lido en forma de cilindro rec
to circular de radio r, por un plano que pasa a través del di@metro de la
base y forma un dngulo de 45° con el plano de la base. Hallar el volumen
de la cufia.

Solucién
La ecuacifn del segmento OP es y=x .

Las dimensiones del paralelepipedo ele
mental de la figura son:

ancho

dx N
base 2 QT = 2 /(0T)? - (BQ)?

p
2V r - xz i
altura= y = x . 8
3 ﬁ
Por tanto su volumen es X
av =2/ x* - x* xdx, T

y cuando x varia desde x =0 hasta x=r,
se obtiene la cufia. Luego, el volumen
de la cura es

T r 3 r
V= f dv = 2f /rP-x? .xdx = -—%—(r’“-xz)4 I = -§—-r3.
0 0 0

Ejemplo 2 Calcular el volumen de una esfera de radio a.
Solucidn
La seccidn plana de la esfera trazada Y A

perpendicularmente al eje X en el

punto x, es un circulo de radio P
PQ =y, vy por tanto, su irea es
Ve
A(x) = my? = m(a® - x?) . >
La esfera se obtiene cuando x varia 0 Q X
desde x=-a hasta x=a. Luego, el
volumen de la esfera es

a a
V= f A(x)dx = f m(a? -x?)dx
-a -a
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Volumen de un SSlido de Revolucidn
Método del Disco Circular

TEOREMA Sea y = y(x) una runcidn continua en el intervalo
cerrado [a,b] tal que y(x) 20. Sea S el sélido de revolu-
cidn obtenido al rotar alrededor del eje X 1la regidn limitada por
la curva y = y(x), el eje Xy las rectas x=a y x=b. Entonces,
el volumen de S es dado por

v=nfy2dx :

PRUEBA Al rotar la regidon PQab del plano XY alrededor del
eje X, se genera el sdlido de revolucidn PQRT. En la figura se

muestra un cilindro o disco circular de radio =y£ altura = dx,
4rea de la base A(x) = ny?, vy volumen dV= my’dx .

Por tanto, el volumen del sdlido es

b b
v = f A(x) dx = nf y2 dx .
a a



VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

Ejemplo 1 Probar que el volumen de un cono circular recto de

2
radio r y altura h es V= J—rﬁ

Solucion

El disco circular elemental de la

figura tiene volumen dV = 7yadx,

Y
donde -xz- =5 por semejanza

de tridngulos.

Luego
£?
V = Tr-b—x dx
0
= nr’h
3
Ejemplo 2 Hallar el volumen del sdlido engendrado cuando se

rota alrededor del eje X la regidn acotada por un arco completo
de la curva y = a sen X.

Solucion Cuando x varia desde x=0 hasta x=T

, se ob-
tiene un arco completo de la curva dada.

Luego

2 b 2.2
V = % , a’sen? x dx = -—1723- .L‘ (1 -cos 2x)dx = .1'.53}..
0

Nota En forma andloga, el volumen del sdlido de revolucidn S
obtenido al rotar alrededor del eje Y la regidn limitada por
la ¢curva x = x(y), el ejeY y las rectas y=c e y=d es
dado por
-] e

En este caso, av = 71x? dy

x R W™ N
es el volumen de un disco i dy
circular elemental (ver
figura ) .

3 X
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Ejemplo Hallar el volumen del sélido generado al rotar alrededor

2 2
del eje Y la regidn acotada por la elipse —?' + -‘bﬁ' = 1.

Solucion Al rotar el rectangulo
PQ alrededor del eje Y se obtiene
un disco circular de radio = x, vy
volumen V= mx?dy. Cuando vy
varia desde y = -b hasta y =b ,
se obtiene un s0lido cuyo volumen
es entonces

Ib b )
» 2 = a 2_ 2 _ lo'lrazb
v p X dy m J.-b ?(b y°)dy = -

Método del Anillo Circular

TEOREMA El volumen del sdlido de revolucidn engendrado por rota-
cién alrededor del eje X de la regidn acotada por las curvas

y, = y,x) e y, = y (x), donde v, (x) = y(x) >0, y las
rectas x=a& y x=Db, es dado por la %érmula

b
vV = n.[ (ylz-y:)dx

PRUEBA 1 i g I T

|
|
){ >

o 4 —
o4+ —

l fedx

En la figura se muestra un rectdngulo elemental R determinado por la
abscisa x , las ordenadas y, , y2 . Al rotar R alrededor del ejeX
se obtiene un anillo circular, como el que se ilustra en el lado de
recho de la figura, cuya base tiene un drea A(x) = ﬂ(yf -yzz), y
cuyo volumen es dV = A(x)dx = Tr(yi2 - Yzz )dx.

Por lo tanto, el volumen del sdlido de revolucidn obtenido cuando x
varfia desde x=a hasta x=b, es

b, 2
V= A(x)dx = 7 (y; - ¥y, )dx
a a



VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

Ejemplo Encontrar el volumen del anillo sdlido (o tore ) obte-
nido cuando se rota un circulo de radio r alrededor de un eje exte
rior en su plano y a b unidades de su centro.

Solucion Consideramos un sistema de coordenadas como el que se in
dica en la figura. El circulo rota alrededor del eje X. La ecuacidn
del circulo es (x- 0 + (y-b)? = r2,

Luego y = 'b t/r? - x? ’ y por lo tanto,

el arco superior R es descrito por Y, = b+ vVr - x*, y
el arco inferior Q es descrito por o - b - /rT-_;(T "
cuando x varia desde -r hasta r. El elemento de volumen es

av = w(y? - y2)dx = 4mb /r?-x? .
Finalmente V = 47b f‘ /Yr? - x?dx = 2mc%b.
-r

Método del Tubo Cilfndrico

Definicidn El volumen del sdlido de revolucidn S engendrado
por rotacidn alrededor del eje Y de la regidn acotada por las cur
vas y, = y,x) e y,= y,(x), donde y, (x) 2y, (x), y

las rectas x=a y x = b, es dado por la fdrmula

V = 27 f x(y, - y, )dx .
a
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Interpretacicn Geométrica

Al rotar alrededor del eje Y el rectdngulo R, se obtiene un tubo cilin
drico, como el que se ilustra en el lado derecho de la figura, cuyo
volumen aproximado es

dV = (perimetro de la base): (ancho)- (altura)
= Qux)@x)@, -vy,) .

El volumen del sdlido obtenido al rotar la regidn PORT alrededor del
eje Y es entonces

b
vV = f dv = 2% fb x(yl - y,)dx .
a a

Ejemplo Calcular el volumen del sdlido engendrado al rotar alrede-
dor de la recta x = a la regidn acotada por esta recta y la pardbola

y? = 4ax, (a>0).

Solucidn Fl tubo cilindrico
elemental obtenido al rotar 1la
regién R alrededor de la recta
x=a, tiene radio = x-a,

volumen dV = 2m(x-a) (y =, )dx

= 47 (x-a) Jz ax dx.
Luego

a
V= j; 4m(a-x) Ybax dx

sl 160 R27al
T-Ta’- =Ta




5.3 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION EN COORDENADAS POLARES

5.3 Volumen de un Sélido de Revolucidn en Coordenadas Polares

Teorema El volumen del sdlido de revolucidn que se obtiene al rotar
alrededordel eje X la regidon acotada por la curva p = p(8) y los
angulos polares 6 = 9, y 6 =0,, es dado por la férmula

V—%nfezp:"sene 46
9
Prueba Tenemos
Xx =pcos B, y=opsen 6,
a=p,cosf®,, b=p, cos 8,

V), = volumen de al regidn engen
drada por el tridngulo 0Qb

V, = volumen de la regidn engen
drada por el tridngulo OPa

V, = volumen de la regidn engen
drada por PQab.

Entonces el volumen V del sdlido engengrado por la regidn OPQ es

vV = V3 & V1 + V2

Puesto que, por el ejemplo 1 de la seccidon 5.2.1, un cono circular

. ’ . Tr“h
recto de radio r y altura h, tiene volumen igual a <=p==, tenemos

3

T (pi sen Gi)z p; cos Oi TTpai senzel. cos 6.

= - i o
Vi = 3 3 donde i=1,2. (1)

Por otra parte

b 0,
f myldx = T -I(; p?sen?B (g cosB - p sen6)dd
a

2

V3

n

6
m _Ie- [P0 sen® cos 8 - p’ sen’8 ] do (2)
2

y como
d(p’sen?6 cos 8)= {szp' sen’® cos O+ 2p° sen cos?® - pasén38} de
= {3[02 p sen’8 cos 8- p’sen’d] + 2p° sene}de

( usando cos?6 = 1-sen?d )
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de donde
32
deRsenfcos 9, 36 = [p*C sen’8 cosB - p’ sen?0] d6 +'§'Oasen20 a6 ,

y por lo tanto en (2)

6, . " A
p _£ g —L2-sen B cos® 2 o sen 40
2 3 3 2

V, =
fez . m)l3 sen?0, cos 9, 'np; sen’ 8, cos 9,
= -3-1! 8, p’sen9dB6+ 3 - 3
8,
2 p 6do + V-V,
=37 h p® sen +V, -V,
&)
i V=V, -V +V - 24 23seanE
y as g~ %Y 3" Jo, ,
que era lo que queriamos demostrar. 8
Ejemplo Calcular el volumen de un s§lido obtenido por rotacidn de

la regién acotada por la curva p = a cos’ 0 alrededor del eje polar.

Solucidn

Cuando varia desde 6 =0 hasta

f= -!2'- , el radio vector p barre =
la regidon QPO. Por simetria '

tenemos que

Q
0
Va2 -%-'n L.%'a’ cos®0 senB dd

L
3 /]
= -4—33—"- ‘£ cos®6 senf do

. 3 /2
- 4a’ 7 (- S£o8 o) ) - 4alw
——
0



5.4

PROBLEMAS RESUELTOS

5.4 Problesas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el volumen de un sdlido formado por rotacidn
alrededor del eje X de la regidn acota;la por el eje X y la parabola
y =2x - x° .

SOLUCION La paribola dada corta el eje X cuando y = 2x-x* = 0,
esto es cuando x =0 y x=2,

El area seccional A(x) es A(x) = ﬂyz = mx?(2-x)% .

2 2 5 " 16
Luego vV = f A(x)dx = T f x“(2-x)"dx = -7 -
0 0

PROBLEMA 2  Encontrar el volumen del sdlido de revolucidn obteni

do al rotar alrededor del eje X la regidn acotada por la parabola
semicibica y2 = x* , el eje Xy la recta x=1 .

SOLUCION La region estd comprendida entre las rectas

x=0 y
x=1. El elemento de volumen es

av = ﬂyzdx = mwxldx .

1 1
Tenemos entoncgs V = L dav = 7 f xdx = -%—
0

PROBLEMA 3 Calcular el volumen de un sélido nbtenido por rotacidnm,

alrededor del eje Xz de la regidn comprendida entre las pardbolas

y=x e y = /x

SOLUCION

Y

Las parabolas se intersecan cuando
x=0 vy x=1,

El &rea seccional del anillo circu

lar engendrado por el segmento PQ
es

A(x) = m(y?-y2) = m(x-x")
Luego

1
V= f A(x)dx -ﬂf(x-x“)dx=-§l
0
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PROBLEMA 4 Hallar el volumen del sdlido generado por rotacidn de

3
PR 2 X 2
la cisoide y" = ep—5— alrededor de su asintota x= 4 .

SOLUCION  Cuando el rectdngulo R
rota alrededor de la recta x=4 en-
gendra un tubo cilindrico elemental
de espesor dx, radio en la base=4-x
y altura= 2y,

Luego su volumen es

dv = 27m(4-x) (2y)dx = 4w(4—x)y dx X
y el volumen del sélido es
4 4 31
V= f v = sz (4=x) (7%= )2 ax
0 0
4
= lmf x /x(4-x) dx

0

Completando cuadrados: x(4~x) = 4-(2-x)?, sugiere el cambio de va

riables 2-x = 2cos 6, o x=2(l-cos 0).

Los nuevos limites de integracidn son 6=0 y 8=7. Por lo tanto

vV = AﬂfZ(l—cose)Zsene dg = 16w .

PROBLEMA S Frobar que el volumen del sdlido obtenido por rotacidn
alrededor del eje X de la region limitada por la hipérbola equilitera
xz—y2 = a? y la recta x=2a, es igual al volumen de una esfe-
ra de radio a .

SOLUCION El volumen del disco circu Y
lar obtenido al rotar el rectingulo ele

mental de la figura alrededor del eje X >
es dv = 1ry2dx. dx

Se tiene entonces
x=2a

2a 2a ._.’
vV = ‘L dvV= 7 b a X -
a

(x*-a?) dx =3 ad

que es igoal al volumen de una esfera

de radio a. o
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PROBLEMA 6 Encontrar el volumen de un cono recto eliptico cuya base
es una elipse con semiejes &4 y 3, y altura 5.

SOLUCION A una distancia h
del vértice el disco eliptico
elemental E de la figura tiene
semiejes a y b, 1los cuales son
dados, por semejanza de tridngu
los , por

Puesto que el 3rea de una elipse
es Twab, el volumen de E es

Qv = mabdh = w&mhdh. Luego

Lue

5 12 5 5
V= f dv ='ES—1TI h“dh = 20m.
0 0

PROBLEMA 7 La base de un sdlido es un circulo de radio a. Si todas
las secciones planas del s6lido perpendiculares a un didmetro fijo de
la base son cuadradas, hallar el volumen del sdlido.

SOLUCION

El paralelepipedo rectangular
elemental de la figura tiene
volumen

dv = (2y)dx ,

donde x2+4+y? = a? ., Luego

W

&~
ooy
B D
-~

)

~

1

»

N

N’

a

*

"

B

»
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PROBLEMA B8 Calcular el volumen del s6lido formado por rotacidn de
la figura acotada por un arco completo de la cicloide x = a(t - sen t),
y =a(l ~ccs t) y el eje X, alrededor del

(1) eje Y
(2) eje de simetria de la figura.

SOLUCION

(1} El cubo cilindrico elemental
obtenido al rotar el rectan-
gulo de la figura alrededor
del eje Y, tiene volumen
dV = 2 wxydx.

Puesto que x=0 cuando t=0,

y x=2%wa cuando t=2T ,
tenemos

2Ta ™
V = _I; 2rxydx = 2mal b (t-sen t)(1 -cos t)2dt=6m2a’.

(2) El eje de simetrfa de la figura es la recta x=mwa. El volumen
del tubo cilindrico obtenido por rotacidn, alrededor de esta rec
ta, del rectdngulo de la figura es

dv = 27m( ma-x)y dx.

Tenemos

a ™
V = ‘ dv=21ra’j(; (T-t+ sen t)(1-cos t)?dt

= 27ma° ‘ (M-t + sen t)(—g--Zcos t+£-‘-¥'2—2£-)dt

( usando cos’t = .l_tﬁ&z’f_g!:.)

_ Ja(9m- 16)

” .
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PROBLEMA 9 Encontrar el volumen del sdlido comin a dos cilindros
rectos circulares de radio a, cuyos ejes se intersecan ¢n angulos rec
tos.

SOLUCION El paralelepipedo de la

figura tiene volumen dV = hydx = y*dx

ya que h = a? - x? =y .

Entonces tenemos

V = 8 veces el volumen de la regidn que
se muestra en la figura

'a a
8fy2dx = SL (a® -x?)dx
(i

16 al

X

PROBLEMA 10 Un circulo deformable se mueve de manera que uno de los
puntos de su circunferencia se encuentra en el eje X, el centro describe

%2 2
una elipse ";2-""{7 =1 y el plano del circulo es perpendicular al eje

X. Calcular el volumen del sdlido.

SOLUCION El volumen del disco
circular elemental de la figura es

dv = wy%dx, donde

2
L-’-—L =1,

2
a? b2

Por lo tanto,

V = 4 veces el volumen de la regidn
que corresponde al arco A

a .2
=4f b
o a?

PROBLEMA 11 Hallar el volumen de un segmento de esfera de radio a y
altura h,

(a2 =¥ )dx = 8; ab?

El volumen de un_disco circular elemen
tal es dV = m(PQ )?dy, donde

P-Ez = a%-0p? = & - y2 . Luego,

a
vV = f w(a? - y?)dy
a~h

= +h2(3a~ h) .

SOLUCION

[ = =4

307
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PROBLEMA 12 Una esfera de radio a tiene un hueco cilindrico recto
de base circular de didmetro a. Si el eje del cilindro es un didmetro
de la esfera, hallar el volumen de la esfera hueca.

SOLUCION El tubo cilindrico
obtenido al rotar alrededor del
eje Y el rectingulo de la figu-
ra, tiene volumen

dV = (27 x)(2y)dx. Por lo tanto.

a
'L;. dv = 47 j:x a’?- ¥ dx

2 2

<
I

a

)?2 - /3_

--%-ﬂ(az— x2
%

PROBLEMA 13 Calcular el volumen
del sbdlido generado al rotar la regidn
acotada por

% s

2
x/3+y = a

alrededor del eje Y.

2 2
SOLUCION av = mxdy = w@” -y ™ ¥ay.
2 2 3
Luego v =2'rr‘f‘a (8/3—}’/3 Ydy = _31%?_
0
Y, ¥y %)
PROBLEMA 14 Sobre las cuerdas de la curva x '’ +y =a"

paralelas al eje X, se construyen cuadrados perpendicul res al plano

XY y cuyos lados son iguales a las longitudes de tales cuerdas. Encon
trar el volumen del sdlido formado.

SOLUCION dv = (2xfdy
2 2
v = 2 f (2x¥dy = 8 j‘a (a/3 —y/3)3dy
0
_ 28 4
105 2 -
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PROBLEMA 1S Calcular el volumen engendrado al rotar la regic’m acota
da por la recta y=x y la parabola y= 3x-x°,alrededor de la recta.
SOLUCION Las curvas dadas se inter Y

secan usando x=0 y x=2.

P = (x,y) un punto del arco
de la pardbola,
Q = el pie de la perpendicular

Sean trazada desde el punto P a
la recta diagonal,
s = 00,
t = PQ.
75

Tenemos t = (y-x)cos 45° ='-2-2-(y—x) =.£2.i-

s = x sec 45° +t = -,—22—(y+x) = ._2‘2_.(4,(_,(2) ,
¥ dv = mt’ds = n;/Z- x?(2-x)? dx .

2 2
Luego vV = -fo. dv = li/z. j; x2(2-x)2dx = _8_1{_5/_2_‘

PROBLEMA 16 Hallar el volumen del sdlido obtenido por rotacidn alre
dedor del eje polar de la figura acotada por la cardiode p= 4+4 cos @

y las rectas e =0 y 6 =5

SOLUCION Aplicamo.s la férmula del teorema 5.3 , pag. 285,

u T,
7] 12
vV = %w _fo. p’senfde = _l%r__ L (1+cose)35en9de

L

128 7 . (1+ cos 6)"

=S i— A = 160m.

PROBLEMA 17 Calcular el volumen del sdlido formado por rotacidn al-
rededor del eje polar de la curva p = 3 sen 20 .

SOLUCION
uA

,
- X 3 - f “ 3 . 276
vV = 2(3n) 5 p’senf®d8 = 2887 o sen 'O cos 8 do —-35—17.
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PROBLEMA 1_82 Calcular el volumen del sdlido limitado por el para-

boloide 4

3 =z y los planos z=2 y 2=05,

sl
O‘N

SOLUCION z

La seccidn del sdlido determinada por 3z
un plano paralelo al plano XY y a uwa 47z

-distancia z del origen es una elipse T
de drea __ - o
A=mxy =v(3vVz )4V z ) = 121z,

Luego

[ 5
V= f Adz =127 zdz = 126T.
2

2 X

PROBLEMA 19 Hallar el volumen de un cono recto de altura h, cuya
base es una elipse de semiejes a y b.

SOLUCION El disco eliptico elemental de la figura
0 tiene volumen dV = TABdx, donde los
1 semiejes A y B, por semejanza de
: tridngulos, satisfacen las relaciones
i A x B o
h a h ¥ b~ h
l Luego
: h h
2 V= av =-‘"—a,b- f x2d Jabh
0 h 0 3

PROBLEMA 20 Hallar el volumen del sdlido encerrado por la elipsoide

2 2 2
FeFeF-

SOLUCION Para cada z tal que -c <z <c , se tiene una seccidn
plana eliptica paralela al plano XY acotada por la elipse
2 2 2 2 2
X Y z ct - 2z
— = ] - e o e—
a? b c- c*

El drea de tal seccidn plana es

A = 7. nroducto de los semiejes de la elipse
m [-S— Jel- zz]- Eg-fcz— z? ] = ﬂlEb-(cz-zz) "
"

Por lo tanto, el volumen pedido es

C
V= f Adz = la-z-' f (c®- z%)dx = -[:;-'"abc.
- [ -C
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5.5 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1 Un trifngulo equilidtero variable se mueve con su
plano perpendicular al eje X, los extremos de su base sobre los
puntos de las pardbolas y? = 16x e y? = 4x, y=20,y
el tercer vértice encima del plano XY. Calcular el volumen del

sb6lido engendrado por el tridngulo cuando se mueve desde x=0
hasta x=1.

PROBLEMA 2 Calcular el volumen del s&lido acotado por la su
perficie
4 2 2

x ¥y z
-+ + = 1.
a' v 'ZT

PROBLEMA 3  Hallar el volumen de un obelisco cuyas bases para
lelas son rectangulos de lados A,B y a,b, respectivamente, y
la altura es h.

PROBLEMA 4 Un tridngulo mévil de altura constante h se mue-
ve con un plano perpendicular a un didmetro fijo de un circulo
de radio a. La base del triangulo es una cuerda del circulo. En
contrar el volumen del sdlido engendrado cuando el tridngulo se
desplaza desde un extremo del diimetro hasta el otro.

PROBLEMA S Encontrar el volumen del sdlido engendrado por la
figura encerrada por la curva Vx +/y =1 y la recta x+y=1,

cuando rota alrededor de dicha recta.

PROBLEMA & Calcular el volumen del sdlido engendrado al rotar
alrededor del eje Y la figura acotada por la curva

2
(5 + P -1

RESPUESTAS 1 .."Z_L . 2 Lonabe.
h Ab + aB I B
3 T(AB+ pem ab) . 4 p) mah.
V2
5 —111-5——. & 'é"ﬂ'azb-
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& AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION
6.1 Area en Coordenadas Rectangulares

Definicidn El drea de la superficie S obtenida por rotaciédnm,
alrededor del eje X, del arco de la curva y = f(x) entre los
puntos x=a y x=b, se define mediante la fdrmula

b
A = 2w f yds ’
a

ds = /1 +(—::XL.)2 dx (= diferencial de longitud de arco )

d > :
se asume que —d{(— es continua en el inteivalo a<x<b.

donde

Y

Q

y =£(x)

> x

T e o v o=

Cuando un elemento de arco, de longitud ds, rota alrededor del eje X,
engendra un '"cilindro" circular de altura h=ds. radio r=y, y
superficie lateral dA = 2myds.

Nota De manera andloga, el irea de la superficie S obtenida por
rotacidn, alrededor del eje Y, de un arco de la curva x=f(y).
entre los puntos y=c e y=d, se define mediante

d
A = 2y I x ds .
donde ds = /1+(d~x)2 dy
dy :

312
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6.2 Area de una Superficie de Revolucidn cuando la Curva es
dada en forsa Parasétrica

x = x(t) dx d 9
- wilhy tal que It L. son continuas en o <t < B.

TE] Sea una curva dada por las ecuaciones paramétricas
dx

Entonces

El drea de la superficie obtenida por rotacidon alrededor del
eje X, del arco de la curva entre t=aq y t=8, es

8
& 217-[ y(t) /(d")2 --1-2 dt

Nota

(1) Si se rota alrededor del eje Y, el drea de la superficie es

B
A= 211“[ x(t) (-:-:3:--)2 + (%{-)2 dt

(2) La prueba del teorema es una consecuencia inmediata de la de
finicidn 6.1 y de la formula de cambio de variable para la
integral definida.

Recordemos que ds = /(-:-%)2 + (-gl%-)2 dt  ( ver MNota,4.2.2)

Ej.nplo 1 Encontrar el drea de la superficie obtenida por rota
cidn de un arco completo de la curva y = sen x.

Solucidn Cuando x varia desde x=0 hasta x=7, se ob
tiene un arco completo de la curva dada. Luego

1r 0
Z"L y /1*(3)2(')2 dx = 2w sen x Y1+4cos?x dx

-1
—ZWJI /1 + u? du , haciendo u=cos x,

>
1]

1
2m _[1 14+ du = 2w[/3+1n(/i +1):|.
313
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Ejemplo 2 Hallar el drea de la superficie de la esfera engendraca
al rotar un circulo de radio R alrededor de un didmetro.

Solucidn Sea x?+ y? = R? 1a ecuacidn del circulo respecto de
un sistema de coordenadas rectangulares. Hagamos x = R cos t,

y = R sen t.
Entonces

dx _ dy
It R sen t, dt= R cos t y

ds = /(dt )zdt=Rdt.

Cuardo t varia desde t=0 hasta t=7 , se obtiene el semicirculo
de didmetro contenido en el eje X. Pcr tanto, el Area buscada es

i1 m
A=21rf (R sen t)Rdt = = 27R?. cos t = 4 mR?,
0 0

Area de una Superficie de Revolucion en Coordenadas Polares

TEOREMA Si una curva es definida mediante la ecuacidn en coordenadas

polares p = p(0), donde -g-g- es una funcidn continua, entonces el

area de la superficie obtenida por rotacidn, alrededor del eje polar X,
del arco de la curva cuyos puntys extremos tienen Angulos polares 6; y
8, , respectivamente, es dada por

]
A = ZR_L‘ p sen 0 /pz+(-3-g-)2 de

1

PRUEBA Tenemos x = x(0) =p cos 0, y = y(@) = p sen 9
&7 + &2 a0 = Sor4 ($BF 0 (ver wora 4.2.3)
46 a6
Luego, aplicando el teorema 6.2 se obtiene 1la formula requerida. ]
Ejemplo Calcular el idrea de la suverficie formada al rotar la car-

diode p = 2a(l+cos 0) alrededor del eje polar.

Solucidn Observemos gque la curva Jada es simétrica respecto del eje
polar, y que cuando 0 varTa desde O hasta T, se tiene el arco su
perior de la cardiode.

2
‘Puesto que p + ('d'%' = 4a® (1 +cos 6)2 +4a® (~-sen ) = 8a> (1 +cos 9)

se tiene que el Aarea pedida es

i i Ll

3 S 2

A=8/7 nd .f; (l4+cos e)/2 sen9dp = 8 /2 ma? (--25-)(1+cos e)/2 = -128—5-"3-
0
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Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el &rea de la superficie lateral de un cono
recto de altura h y base circular de radio r.

SOLUCION Por semejanza de tridngulos tenemos

R

/r2
Luego, ds = /l+(-:icl;--)2 dy --iﬁtf-dy

y el drea de la superficie lateral del
cono, que se obtiene rotando AB alre
dedor del eje Y, es

h h
. fi2, 2 — 2
A= 27 '[ X hh+ T iy = 2}1lr2r JH+ 2 (hy _%) = Tr /hz+ 2.
0
PROBLEMA 2 Encontrar el drea de la superficie de revolucidn obte

nida al rotar alrededor del eje X la curva y=e X, desde x=0

hasta x=® .,

SOLUCION

2 -
ds =f/1+(%) % =f./1+ezx dx ,
- 0
21rj(-) e—x“1+e—2x dx =—2‘nj: Y144 du ,

A =
(haciendo u = e * )
1
= 21r£ Y1+4u? du = w(VZ + In(l+ vVZ ))
PROBLEMA 3 Calcular el drea de la superficie formada por rotacién

alrededor del eje X del arco de la curva 4y = x*-2 Inx entre
x=1 y x=4,

2_ 2
SOLUCION Tenemos —SXL=-£27L, _dy_)2 dx = & il

dx 2x s

4 4
Luego, A = 2'nf xds =T f x%+ 1)dx = 247 .
1 1
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PROBLEMA 4 Calcular el 3rea de la superficie de revolucidn que se
obtiene al rotar, alrededor del eje X, el lazo de la curva

9ay2 = x(3a - x)? .

SOLUCION Cuando x varia desde 0 hasta 3a se obtiene el arco
superior de la curva. Diferenciando implicitamente

18 ay Y (3a—x)z— 2x(3a-x)
dx

de donde, dy, _ Ba-x)(a-x)

dx 6ay

Y /1-1'(%%)2 dx

-3-1;- /362 y2 + (3a-x)? (a-x¥ dx
(3a—x)a(a+x ax ( empleando 9ay? = x(3a-x)F)

a
oo A= 2r [ Lammern g ..

PROBLEMA 3  Calcular el 3rea de la superficie de revolucidn engendrada

al rotar alrededor del eje X la hipocicloide
P
SOLUCION :
d & d a”
Tenemos == = ——zr- , ds = 1+ (=%y . dx = ~———dx
dx <P dx xyﬂ
( usando :«12/3 + y77l3 = azl3 )

Cuando x varia desde 0 hasta a se tiene el arco de la curva que se
encuentra en el primer cuadrante. Por simetria se tiene entonces

a a
3 1

+= 2w _L yds = 2% J; (az/z-xz/3 )/2 ("j:—')/3 dx

a
y, 2 2
= -..g-ﬂa/3 (a/3 -xh )54 | = "65"7'32 .

0

Luego A= =—Ta" .
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA & [ncontrar el drea del elipsoide de revolucidn engendrado
por rotacidn, alrededor del eje X, de la elipse

2 2
X
___.+_z§_=1 a>hb .
& b ’

SOLUCION Hagamos X=a cos t. Entonces sustituyendo en la
ecuacidn de la elipse se obtiene y=b sen t, y por lo tanto

7 )
ds = /(%t(—) +(%%) dt = +Ja’sen®t + P cos’t dt

= faz—(az—bz) cos? t dt .

Cuando t varia desde O hasta 7, se obtiene el arco superior de 1la
elipse. Luego el irea buscada es

m
A = 21’£ bsent/az—(az-b2)cos2t dt

1
= 2nb [ Y al- (a2 ~b)u? du , haciendo u = cos t,

1

1
/.2
= 2m vVaZ-b? _[1 zaz -u?  du
a“-b

= 2m / a?- [

b a
Va?- ¥ a?-
2 Tab va’- b

e

arc sen e, donde e =

= 2K+

PROBLEMA 7 Fl arco de la pardbola ciibica 9y = x’ entre x=0 y
x=3 se rota alrededor del eje X. Hallar el drea de la superficie de
revolucidn engendrada.

SOLUCION
IB 3 3 T3 3
X / X 4 - ZTTf 3 Saun

A 2 0yds=2n£T l+(§) ax Tox 94x' dx

3
. AL 2 iyt i 5T}
¥ 6(9+x) =—3-(10 /10 -1) .

0
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PROBLEMA 8 Probar que el drea de la superficie de revolucidn obte

2 2
nida al rotar la elipse -}5+-§-= 1, a>b, alrededor del eje Y,
a

_ 2, Tb2.  l+e /212
es A= 2ma"+ —e—ln(-r:a-) 5 donde e T
SOLUCION Hagamos x = a cos t. De la ecuacidn de la elipse

se obtiene y = b sen t, y por lo tanto

ds = /32 sen’t + b2 cos® t dt = V/ b%+ (a®- b?)ser t dt .

Cuando t varia desde 0 hasta -;— , Se obtiene el arco de la elipse
ubicado en el primer cuadrante.

Luego por simetria

m m
r/z 1
'x‘*’)o x dx = wa a cos t /b2+ (a’- b?)sen’t dt

Q

..;,l»
L}

ey 1 2
= 2ma /;z_bz f / 2 +12  du, ( haciendo u = sen t)
0

a? - b2

' 1
= 2ma /a- ¢ .‘21.. L +u? o+ b 1n(u+ /—-bz—-+uz)
&- v 2(a®- b?) a’- ¥ 0

2 ) Z_ 12
- Tab ln(a+ ba b)’
TN
2 ﬂ’bz 14+e
de donde A 2ma° + — ]n(-i-_:) g
PROBLEMA 9 Encontrar el &rea de la superficie obtenida por rotacidn

de la catenaria y=a cos h-}- alrededor del eje X desde x=0 hasta

X=a,

SOLUCION

Tenemos o sen h-L, ds = VY 1+ (sen hL) dx = cos heldx .
dx a a a

a
Luego A = 27 L a cos hz—:-dx = 2ma f-—l—(cos h-zal+ 1)dx

= 'na[isen h-_zﬁ‘d- x‘]
2 a

= -’%‘i(ez- e-2+4) .

1
=
Pes
~

0
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6.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 10 Calcular el Adrea de la superficie de un toro formado

al rotar el circulo x°+ (y-b)® = a° alrededor del eje X (b>a).

SOLUCION Tenemos

y=>b 2 a’- x? . v
Calculamos el 3drea A, de la super
ficie engendrada por rotacidn del

arco PQ.

El arco PQ es definido por la ecua

cidn
y = b+/a%- x? , 0<x <a.
Luego
- a
wils X ds = em—mmmedx,

3 S emmm— (=
2 Vaz'XZ vaz—xz

y por lo tanto

a
A, = 2m f b+ /- 2 ) —2dx (1)
0 =r

Calculamos el drea A, de la superficie engendrada por rotacidn del
arco RQ. El arco RQ es definido por la ecuacidn

y =b- az-—xz, 0<x<a

Luego
d X a
= ——— ds = ———e——— dx y
3 ’
4% a?- x° a’- x?

- a2 —dx
A, 2n f(b a)ﬁ)/a_Z-_x,z, 2>

Luego, si A es el drea de la superficie del toro, por simetria,
tenemos que

- - . S
A = 2(A;+ Ap) 8 mab f /;T.;z_ [ sumando (1) y (2)}

a
= 8mab acsmv%l = 4 mab.
0
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PROBLEMA 11 Calcular el drea de la superficie obtenida al rotar un
arco completo de la cicloide

x = a(t - sen t)

y=a(l - cos t) ,
alrededor de la tangente a la cicloide en su punto mis alto.

SOLUCION Cuando t varia desde O hast 27 se obtiene un arco com
pleto de la cicloide. El punto mds alto de la cicloide en este interva-

lo ocurre cuando t=T, vy, puesto que L3 Ayt 2.sen t

dx  dx/dt a(l-cos t) *

la pendiente de la tangente es %l =0,
t=T

Luego, y = 2a es la ecuacidn de la tangente.

La distancia del punto (x,y) de la cicloide a la recta tangente es
2a -y, y por congiguiente el drea pedida es

2n 2n
A =27 L (2a~y)ds = ZWaL (1+cos t) vV a?sen?t + a?(l-cos t} dt

A2 T 2n
- 2 2 b, L _ _lemd 3 T
2ma L (2 cos 3 ) 2 sen > dt = T cos’
0
- 2 7d
PROBLEMA 12 Calcular el Area de la superficie obtenida al rotar,

alrededor del eje polar, 1la lemniscata p?= a2cos 20 .

SOLUCION Cuando 6 varia desde 8=0 Thasta Os%- se obtiene el

arco de la curva ubicado en el primer cuadrante. Tenemos %%z-iﬁpe_“ie.

ds = /¢ +(‘Eg')2 do = T‘f-de ( usando p? = a?cos 20 )

Por simetria, si A es el arva buscada tenemos que

‘IT/“ “/lo
A
5 = 2r _[; psenf ds = 27a’ _I; sen 6 df

WA
= ~214 cos® = 2ma? (i -
0

~

).

luego A= 2ma’(2- VY2 ).
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6.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 13 Calcular el area de la superficie generada por rotacibdn,
alrededor del eje X, del arco de la curva x = et sent, y=e cost

desde t=0  Thasta t = -;L s

SOLUCION Tenemos

-d-)E(- = et(sen t + cos t), -gyt-= et(cos t -~sen t) ,

ds = V2 et dt.

Luego
h

1Y/2
t t 2t
A= 27 .L (e cos t) /2 e dt = 2/51!_[0 e cos t dt

b
- t2
= 2Y2 x —%— (sen t + 2 cos t) (integrando por partes)
0
- AT, -2,
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CAaF.7

APLICACIONES DE LAa INTEGRAL
A PROBL.EMAS DE LA FISICA






1 MASA, MOMENTOS ESTATICOS8 Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

1.1 Caso I: BSBistemas de puntos sateriales

Dado un sistema de n puntos materiales de masas m ,m ,...,m; ,

ubicados en un plano de la recta fija E, llamada eje, definimos

(a) la masa total del sistema

(b)

(c) el momento de inereia respecto del eje E
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1.2

MASA, MOMENTOS ESTATICO Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

(d) el centro de masa respecto del eje K

en donde di = % distancia del i-&simo punto al eje E, debien

do elegirse el signo + para aquellos puntos que se encuentran aun
lado del eje E, y el signo -, para aquellos puntos que se encuen
tran al otro lado.

(@) radio de giro respecto del eje E = R, donde

R20

Caso 11: Curvas Planas

Sea un alambre delgado (o hilo) que tiene la forma de una
curva C contenida en un plano de una recta fija E y supongamos
que en cada punto de la curva es dada una densidad o de masa por
unidad de longitud. La masa de un arco elemental de longitud ds
es dM = ods .

dM = gds




signo + segin que dM se encuentra a un lado del eje E,

APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE FISICA CAP.7

Sea x = % distancia de dM al eje E, donde debe elegirse el

si dM encuentra al otro lado.

(a)

(b)

(c)

(d)

(@)

El momento estétice de dM respecto de E es dMp = x dM ,

momento de inercia de dM respecto de E es dIg = x%aM .

Damos entonces las siguientes definiciones para el alambre dado.

Masa total

momento estitico respecto del eje E

7]

nomento de imercia respectoc del eje E

I = fxde ;

radio de giro respecto del eje K = R, donde

R >0,

si XY es un sistema de coordenadzs rectangulares en el plano del
alambre, se define

Cemtro de masa = (X,y)
- % - My
donde X =, y==x

y el signo -,
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1 MASA, MOMENTOS ESTATICOS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

Nota

(1) En las férmulas (a), (b) y (¢) 1los limites de integracidn se
determinaa de manera que el elemento de masa dM recorre toda la
curva.

(2) Si la densidad 0 es constante decimos que la masa es homogénea
o uniforme. En tal caso, el centro de masa (X,y) también se de
nomina centroide.

(3) En general, cuando se trata de figuras geométricas se asu -
me que O =1, resultando la masa del alambre numéric mente igual
a la lorngitud.

(4) Si la curva es simétrica respecto de E (y la masa es homogénea)
entonces el centro de masa se encuentra en tal eje.

Ejemplo

Hallar el centro de masa de un arco del cfrculo de radio R que
subtiende un angulo 2a.

Solucidn

Sea C = (X,y) el centro de
masa del arco AB. Por simetria
respecto del eje X, C se encuen-
tra en el eje X; luego y=0.

Hagamos x =R cos t,

y =R sen t.
Cuando t varia desde t =-a hasta
t =a se obtiene ~1 arco AB. Luego

ds = /(-k sen t)*+ (R cos t)® dt
= Rdt

dMy = xds = R® cost dt

y por lo tanto

Q
M=1L= fds = 20R ,
-0

o a a

f du, = f R%cos t dt = Rsen t = 2®sen a,
-a -

My

v

-

R sen a
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Caso 1II: Figuras Planas

Congideremos una "lamina fina' que tiene la forma de una
regidon S contenida en un plano. Supongamos que la masa de la
lamina es homogénea, esto es, que la densidad 0 de masa por uni-
dad de drea es constante. Sea E una recta fija en dicho plano.
La masa de un rectingulo elemental con dos lados paralelos al
eje E (franjas paralelas al eje E) es dM=chdx, siendo h la
altura y dx la base de dicho recténgulo.

o0 °¢ ®
dM

RIOPEET T 2= 00

a.

Sea x = % distancia de R al eje E, donde se mantiene la
convencidn de signos establecida en 1.2.

El momento estitico de dM respecto de E es
dMp = x dM, y su momento de inercia respecto de E es

2
DIp = x dM.
Para la l3mina damos entonces las siguientes definiciones

(a) Masa total

(b) momento estitico respecto del eje E

(c) momento de imercia respecto del eje E

(d) radio de giro respecto del eje E =R, donde

R >0;
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MASA, MOMENTOS ESTATICOS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

(@)

(£

(@)

centroide de S =(X,y)

Yy T

donde X =e=p=, §=~F=, siendo XY un sistema de coor

denadas rectangulares en el plano de la lamina,

momento de inercia relativa al origen (o momento polar)

S
| I f(x+y)dn I+ Iy .

si R es la regidn del plano acotada por las rectas x=a, x=b y
las curvas 0 <y, (x) <y, x), a <x<b, entonces se cumple

My = -;—_L'b[yi ~v3)ax (1)
My = j;b xly, -y,]ax (2)
Iy = —;—Lb[y;—yf]dx (&4
Iy = Ja‘b ly, -y,]dx (4

Las férmulas (1) y (2) se prueban en el problema 7, de la sec-

cidn 1.8. La farmula (3) se establece en el ejemplo 3 que sigue.
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Ejempio 1 Encontrar lazs coordenadas del centro de masa de la regidm
acotada por la elipse "Z(!"‘*' b = 1 y los ejes de cocordenadas

a
(x>0, y=0).

Solucidn Tenemos

y = £, (x) =—z- a’~ x? ,
y=f£f(&x)=0.

Haciendo el cambio de variable

X=a cos t, y=b sen t,
0<t < % y
tenemos dM = ydx = -ab sen®t dt
_.1 2 S S
de =5y dx = 5 ab®sen’ t dt
dMy = xydx = -a’b sen’t cos t dt,
e integrando respecto de t desde -;l hasta 0 resulta
_ mab _ _ab? a’b
M= ==, M= S e My T -
M M
= y _ _ha = x _ b
L . M 3w ) y M 3n
Ejemplo 2 Probar que los momentos estaticos y de inercia de un anillo

circular plano de radios R, y R, (R; <R,) alrededor de un eje E per

pendicular al plano del anillo y que pasa por el centro del mismo son da-
dos por

Mo =S T(RY-RY)  y I = =--(R - RY).

- dx
Solucion Para el anillo circular de
radio x y espesor dx se tiene
dA = 27mxdx, E

dMp = xdA = 2mx?dx,
y dIE = x2dA = 2 mx%dx .
Luego, R, 2 R2 T u 4
Mo f dMp = 5 m(R} - R}) y I f 1. =3 (®, R)).
R, R,
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Ejemplo 3 Probar que el momento de inercia respecto del eje X de una
regidn R acotada por las rectas x=a, x=b, y las curvas contlnuas

b
0Ly (x) <y, x) , es Iy =-%- L (yz3 - y:)dx ¢

Solucidn
Caso 12 R es un rectangulo de lados paralelos a los ejes de coordenadas.

Sean d; < d, las distancias al eje X de los lados de R paralelos a
este eje. Probaremos que

I, = %(d: - d:) - B, donde B = base del rectangulo

X
B= b-a.

Y

El drea del recténgulo elemental de la figura es dA = (b-a)dy = Bdy
y por lo tanto

d2 fdz
. 2 i = gy = aBa(dd -4d
IX ‘£! y*dA = B 4, yidy 3 (d,-d; ).

Caso 2: R es la region indicada en el enunciado del ejemplo.

Por el caso 1, el momento de inercia Y‘
respecto del eje X del recténgulo ele
mental de la figura es
: T ¥, (x)
D PR U

d1y 3 (y) - v )dx. 5

Luego y, ()
b
1=fdr=lf(3-’)dx %o
X a X 3 Y Ty iex-
—0 X




1.5

1.5.1

APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE FISICA

Caso IV: Superficies de Revolucion Sea S una superficie
obtenida por rotacidn alrededor del eje X de la curva
0Ky = yx) , a <x<b.
Se define
b
(1) Area de § = ZTrI y ds ;
a

(2) Momento estatico de 8 respecto del eje X

b
MX = 2 f yzds %
a

(3) HMomento de inercia de S respecto del eje X

donde ds=diferencial de longitud de arco = 1+ (Ei-)2 ax .

Caso V: Sdlidos

Sea S un sdlido (o cuerpo) de densidad constante O de masa por
unidad de volumen en el espacio XYZ, comprendido entre los planos

=a y x=b. Si  A(x) designa el 3rea de la seccidn de S pa-
ralela al planoc YZ en el punto x, a<x <hb, entonces la masa

del cilindro elemental de base A(x) y altura dx es dM=0A(x)dx.
Se define

Y

A(x)

P x

Capr.7



(a)

(b)

(c)

Nota

MASA, MOMENTOS ESTATICOS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

masa de §

momento estdtico de S respecto del plamo YZ.
MYz=fde 5

centroide de § = (X,y,%)

M 5 M M
donde x S/ s ? = X2 z - ——
M M M

Si una figura geométrica (curva, Grea o volumen) es simétrica res

pecto de E (eje o plano) entonces su centroide se encuentra en E. (Ver
problema 4, seccién 1.8, problemas resueltos pag 320 ).

1.5.2 Sea S un sdlido generado por rotacidn de una figura plana R alre-
dedor de un eje E. Designemos con dM la masa de un tubo cilindrico cuyo
eje es E.

dx

x
E
Se define
(a) momento de inercia de S respecto de K
IE = fxsz §

(b) radio de giro de S respecto de E = R, donde

s R2>0,

siendo M =masa total de S.
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Nota Cuando se trata de calcular los momentos estaticos o de iner
cia es conveniente descomponer la masa del cuerpo dado en elementos
de masa para los cuales se conocen estcs momentos y a continuacidn
se integran dichos elementos.

Ejemplo 1 Sea R el sb6lido generado por rotacidn alrededor del
eje X de la regidn acotada por x=a, x=b, la curva y= y(x)=0
y el eje X. Probar que los momentos estdticos y de inercia de R
respecto del eje de revolucidon son dados por

b b
MX 37r ja. y dx y Ix 3 _L ydx .
Solucidn Consideremos un disco circular perpendicular al eje X
de radio y=y(x) y ecpesor dx. Aplicando las fdrmulas deriva
das en el ejemplo 2, 1.3, pag. 312, se tiene
i "

dMX =37 yadx y de Ty dx.
Finalmente, integrando respecto de la variable x desde x=a
hasta x=b  se obtienen las fdérmulas indicadas.
Ejemplo 2 Calcular el momento de inercia de un cono circular

recto homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es r
y altura h.

Y
Solucion Sea la densidad cons
tante de masa por unidad de volumen.
El momento de inerciz del tubo cilin
drico generado por rotacién del rec
tdngulo elemental R alrededor del ]
eje Y es I
dIy = x% masa = x20(2ﬂxy dx ) k x
= 3 b
= 2 mox ydx B
Por semejanza de triangulos
S R sl
r-x r ° Y =T ()
r
h nhr'c 3
L = . 3 (- = e = —— M r?
uego Iy L 2Tmox = (r-x)dx ) ) Mr® ,
mr?
donde M = masa = o—g—h .
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1.6

TEOREMAS DE PAPPUS

TEOREMAS DE PAPPUS

TEOREMA 1

El area de la superficie obtenida al rotar un arco de una curva
plana -alrededor de un eje, que se encuentra en el plano de la curva,
y que no la corta, es igual al producto de la longitud de 1la curva
por la longitud de la circunferencia descrita por el centro de masa -

del arco de la curva

| A=27yL I

donde

L = longitud de la curva,

distancia del centro
de masa de la curva
al eje,

<
i

A = 3rea de la superficie
generada por la curva.

En la figura se encuentra
el arco de la curva y = y(x)>0
entre x=a y x=b; C=(X,¥)
es el centro de masa, y se asu
me que la curva rcta alrededor
del efe X.

PRUEBA

P~

[
l
)
a

Designemos con ds la diferencial de longitud de arco.

b
A=2n7 ‘/— y ds (1)
a

Tenemos

b
y sustituyendo f yds = ¥L
a

A=27yL

= (2)

en (1) resulta
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TEOREMA 2

El volumen de un sdlido obtenido al rotar una regidn del plano alre
dedor de un eje que se encuentra en el plano de la regidn y que no la cor
ta, es igual al producto del drea de la regidn por la longitud de la cir
cunferencia descrita por el centro de masa de la regidn ;

V=27yA

donde A = area de la regién,
y = distancia del centro de masa de la regidn al eje dado,
y V = volumen del sdlido generado por la regidn.

En la figura se muestra una regidn contenida en el plano XY que rota al-
rededor del eje X y cuyo centroide es (x,y) .

PRUEBA
Vamos a suponer que la regidn dada estd acotada por

1) las rectas x=a, x=b, a<b ,
y 2) las curvas continuas y = f;(x), y = f,(x) ,
donde 0 <f,(x) <f,(x), en agx<b .

Tenemos entonces

b
n f [fz(x)z- fx(x)z]dx (1)
a

b
My = "21"' f l:fz(x)2 - £,(xf ]dx 2)
a

teniendo en cuenta (g), 1.3, pag 311.

<
"

y yA

Dividiendo miembro a miembro resulta

v -
= = 2 .
Y 2m o V=21yA B 337




1.6
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Ejemplo
Encontrar el @rea de la superficie y el volumen de un toro obte-

nido por rotecin de un circulo de radio a alrededor de vn eje en el
plano del circulo y a una distancia b > a de su centro.

Solucidn

[
___J_l_—p:

Consideremos un circulo como el que se muestra en la figura.
El centro de masa del circulo (y de la regidn acotada por el
circulo) se encuentra a la distanci b ael eje E.
. Luego, por los teoremas 1 y 2 de Pappus, respectivamente, se
tiene
A = 27b.( longitud de la curva )
= (27b)(2ma)
= 47 ab
V = 27b ~ ( drea del circulo )
= (27b)(a")

= 2m2a’b .
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1.7 TEOREMA DE STEINER O DE LOS EJES PARALELOS

1.8

Sea un cuerpocon masa M y E un eje que pasa por el centro de
masa del cuerpo. Se cumple entonces

- 2

IEl IE + Ma ,I

donde E, es un eje paralelo al eje E,
a=distancia de E a E,,

Ips IE son los momentos de inercia del cuerpo respecto
! de los ejes E y E;, respectivamente.

PRUEBA. Sea x =

+

distancia del elemento de masa dM al eje E.

Entonces x~-a = t distancia de dM al eje E; ,
y X = fde = 0, pues E pasa por el centro
de masa de M.
Luego

-
(]

E f (x—a)2 dM = f (x*- 2xa + a° )dM
1
fxsz - 2a f xdM + azfdM= IE—2a§+azM

2
IE+Ma »

#

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Un alambre tiene la forma de un arco de la circun-
ferencia x?+ yz =r? en el primer cuadrante. Hallar su masa
y su momento de inercila respecto de los ejes X e Y si la densi
dad p en el punto (x,y) es (x+y).

SOLUCION Tenemos x=7r cos t, y =71 sen t, ds = rdt ,

p=x+y = r(cost + sen t), 0<t<—127-.

172 172 2
Tenemos M = f pds = f r(cos t + sen t)rdt = 2r
0 0

"

m, 2

Ly = f /2 yidM = f (r?sen’t)r(cos t + sen t)r dt
0 0

m
= r* f sent(cos t + sen t)dt = r" .
0

De igual modo I, = r" .

339
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PROBLEMA 2 Encontrar el centroide de un arco de la catenaria
y = 4 cos h%— desde x=-4 hasta x=4,

SOLUCION

Tenemos y' = sen h-’E- . ds = v 1+ (y')2 dx = cos h-’i—dx -
4 4

f ds=4senh%
-4

4 [sen hl - sen h(-1) ] = 8 sen hl ,

L = longitud del arco indicado

-4

- X x -x
ya que sen h(-x) == ze = -£ 2—e = - gen hx.

4 4 4
Mx= _j;yds = 4 -[_4 coszh—z(-dx = 2 _f_a[cos h("z(—)+1]dx

8 sen h2+ 16

4
P&I= _4xds= f_bxcosh-}f—dx=0

( integrando por partes y usando cos h(-x)= cos hx)

"

M
Y
Luego X n—— 0,
_ My 8 sen h2 + 16 2+ sen h2
PR 8 sen hl = sen hl *

PROBLEMA 3 Calcular los momentcs estaticos, respecto de los ejes X
esY, yslas coordenadas del centro de masa del arco de la astroide

) 3
X % +y f2 = a fa que se encuentra en el primer cuadrante.
SOLUCION Por simetria MX = MY 5 X = ¥, de manera que es sufi
ciente calcular MY ey.
Yy ] I
Tenemos y'= - ol ds = v 1+ (y")? dx = —-1/—-dx g
- 3
a X
- A a 2 1, B
- a -3 5 = s h 2
L j(; 1/sdx—za, MY-J;xdx-fa dx = a“ ,
T o "y -
% Ta .
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PROBLEMA 4 Probar que si una figura plana (curva o drea) es simé
trica respecto de un eje E, entonces se cumple

(1) ME = momento estdtico respecto de E = 0,

(2) el centroide de la figura se encuentra en el eje E.

Nota La misma propiedad se cumple si un sAlido es simétrico respecto
de un plano E.

SOLUCION.

(1) Sea x = tdistancia de un elemento de masa al eje E, -a< x < a,
y p(x)= densidad lineal de masa respecto de la variable x.

Por simetria se tiene p(-x) = p{x) y por lo tanto la funcidn

f(x) = xp(x) es impar, esto es, f£f(-x) = -f(x). Luego,

a a
ME = f xp(x)dx = f f(x)dx = 0. (prob.10, pag.128)
-a -a

M
(2) %= —Mﬂ--o.

PROBLEMA S Determinar las coordenadas del centro de masa de un arco
completo de la cicloide

x = a(t - sent)

y = a(l - cos t)

SOLUCION Tenemos ds = /(%%)2 + (%}Z—)2 dt = 2a sen-rt,- dt

t
) - (usando Zserfzsl-cost)
Luego L = L ds = 8a ,

2T 2n
Mx = _L yds = L a(l-cos t)2a sen-%-dt

2n 5
— s Lge - 28
4a’ L sen’ = dt —_— >

M

L

Puesto que el arco es simétrico respecto de la recta x=am , 1la abscisa
X del centro de masa se encuentra en esta recta (ver problema 4).

Luego, X = am. 341
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PROBLEMA &6 Determinar el centroide de la cardiode r = a(l+cos ).

SOLUCION Puesto que la curva es simé@trica respecto del eje X se
cumple ¥y = O.

Por otra parte,

dr = - asenfdd, ds = /r2+(-g% 40 = 2a cos—g-de )

m 0
0
2 -fO x ds = d4a ‘IO‘ cos—z-de = 8a,

m ” b
MY =2 f xds = 2 -( (r cos 8 )ds = 4a° f (14 cos@)coss cos-g—da
0 0

Luego

L

m
= 4a’ 2-2 senz—e-)(l-z senz—e-) cos-g'de
2 2 2
( usando cosB= 1-2 ser? %)
b
C3 sen2 & © 8y cos gy o 222
8a -L(l 3sen2+2sen2)cos2d6- S a3 s
I - ala
y X 3 = a.

PROBLEMA 7 Probar que si R es la regidn del plano acotada por las
rectas x=a, x=b y las curvas 0Ky (x) €y,(x), a<x<b,
entonces

b
(1) MY = f x(y2 ¥ )dx
a
2 M, = 1 P o2 - g3
X 2 . Y ¥, ax
SOLUCION b
(1) Por definicidn MY = J; x dA , donde dA es el area de

un rectdngulo elemental de lados paralelos al eje Y (franjas ver
ticales, de altura ¥, = y base dx.

b
Luego dA = (y, -y )dx y M, = j; x(y, -y, Ydx.
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b
(2) Tenemos My = f de " donde d.Mx es el momento de un
a

rectangulo elemental de lados paralelos al eje Y (franjas vertica-
les), de altura vy, -y, v base dx.

Por el problema 4,el centro de masa de tal rectingulo, por
simetria, coincide con su centro geométrico y por lo tanto se en-

¥t ¥
cuentra a una distancia § = 12 2 del eje E. Luego
y,+ y, - o~ 33
dMy = ydA = (y2 - y!)dx = > dx

y My 2

1
|r—
~
r:7<
1
_:<
~
(=9
»

PROBLEMA 8 Hallar el centroide del area acotada por las curvas

yEx¥ . y=x

SOLUCION Los puntos de interseccidn de las curvas dadas se obtienen
cuando y = x? = /x o x"=1x, estoes, cuando x = 0,1,

Tenemos

1
3
- f (% -x)dx = ===
o 20
Luego o — T et
e ===50 * Y™ %
Nota También puede calcularse My empleando rectangulos elementales
horizontales:
1
My = jo‘ y(x, - x)dy , donde x; = /; 3 x2=y2.
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PROBLEMA 9. (Teorema de Pappus). Sean R; y R, dos regiones
disjuntas del plano com masas M, y M, y centroides (%, y,) y
(X,,5,), respectivamente. Probar que el centroide (X,y) de la re-
gion R comnuesta por las dos regiones R, y R, viene dado por
M X +MF . My + MY,
Ml+ M2

]
(]
«

———
M+ M,

SOLUCION. Tenemos
"

"

masa de R = M; + M,

i

Momento estatico de R respecto del eje X

f x dm = fx daM, + fx dM, (pues las dos regiones R,

y R, son disjuntas. )

MX, +MZX,

M MT, + M
= _ X 1% 2 X
Luego, X = =g = M1+M2

En forma aniloga se establece la otra formula.

PROBLEMA 10. Probar que el centroide do un triingulo coincide con el
punto de 1interseccidon de las medianas.

SOLUCION. Bastard probar que el
centroide de un tridngulo de altu-
ra h se encuentra a una distarcia

-g- medida desde la base.
Dado el triangulo OPQ consideremos
un sistema de coordenadas rectangu

lares como el que se muestra en la
figura.

Debemos calcular

h
My = j(; y(x,- x,)dy .

Las ecuaciones de las rectas L, y
L, son respectivamente,

-b
Ly: %, =%-y . L,: x2=-tLh—y+b,

h b bh’ P
y por lo tarto, M = L y(-—h-y + b)dy ==z - Asi, T - s

344
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OTRA SOLUCION. (Usando @] Teorema 2 de Pappus). Si hacemos que
el triangulo OPQ rote alrededor del eje, el volumen del sdlido generado
es

V = Volumen generado por OPPl + Volumen generado por PPIO_

= T p(m?) + =b-p) (1) = =-bmH’ (1)
Pero por el teorema de Pappus
V = 2ny. Area de OPQ = 21137—]:’22- = T§bh (2)
De (1) y (2) se sigue que
y=%h. '

PROBLEMA 11. Encontrar el momento de inercia y el radio de giro res
pecto del eje X de la regidn acotada por la curva y = xe X yel eje
X en el primer cuadrante. o

y = xe

y el eje X en el primer cuadrante.

SOLUCION. Aplicamos la férmula I, =

dada en el ejemplo 2, 1.3, con a=0, b=+ y, = xe y yl=0.
Luego
+ o + oo
1 ‘L\ 3 =3x e_3x 3 2
I, =% x’ e dx = - (9%’ + 9% + 6x + 2)
0
(integrando por partes)
=727"' (usando lim x" e =0)
n-> +x
-
Por otra parte A = f xeX dx = 1.
0
Luego,

de donde R = e————
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PROBLEMA 12 Probar que los momentos estidticos respecto de los ejes
X e Y de una regidn R acotada por la curva r = r(8) vy los radios
vectores 6 = a y 8 = B, son dados por las fdormulas

8 8
MY =-—;—J; r’sen6dO y Pgl=—;'.fat3 cos 6d6.

SOLUCION Por el problema 10, el
centro de masa C = (X, y) del trién
gulo elemental OPQ de la figura se

encuentra en la mediana OM a -25- de
mddpolo 0. Luego X a-%-x, }'=-2?y
2

r°de

- - 2
Asi, de = y . Area de 0OPQ =Y.

2 r? ) I
= =rsen 6.-2-(19 =&t sen 0 dé

e integrando respecto de 0 desde §=q
hasta 6 = B resulta

MX= % fr’senede.

De igual manera se obtiene la formula ccrrespondiente a M\ %

PROBLEMA 13 Calcular el centroide del irea encerrada por la cardiode
r = a(l + cos 6).

SOLUCION Teniendo en cuenta que la region es simétrica respecto del
eje X se obtiene ¥y = 0.

2 2 2
Por otra parte dA = _r_g_e_ = '%'(H- cos ) dé

aM_= -l-racosed9= —a:(l+ cos 0)’ cos 6d6
Y 3 3 ’

y por tanto

2T
2
A=-%- (l+cos B Y ds = -%-ﬂa2
3 2w M
I - | 3 _ 5 3 3 = - Y .5
MY_TL (l4+cos6) cosbdd S AT Asi, X - T
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PROBLEMA 14 Hallar el centro de masa de un cono homogéneo circular
recto de altura h y radio en la base r.

SOLUCION Y Por simetria del centto de masa se
[ encuentra en el eje Y. Luego X= 0,
Z=0.

Calcularemos My, = momento estitico

del cono respecto del plano XZ. El
disco elemental de la figura (de ba-
ses paralelas al plano XZ) tiene vo
lumen

av = 'nazdy 5
donde el radio a cumplc por semejanza
de triadngulos la relacidn

a =-:-( h-y).

h h
2 2
_ ‘ _ T 82 . mrH
_ Myz  n  mrh
y y = v = s ya que V= —_—-

Por lo tanto ¢l centroide del cono se encuentra en el eje del cono a -Z-L
unidades de distancia respecto de la base.

PROBLEMA 135

(1) Probar que el momento de inercia de la regidn encerrada por un cfrcu
lo de radio r alrededor de uno de sus di&metros es T = 'n’r"/a.

(2) Encontrar el momento de inercia de un cono circular recto de altu
ra h y radio r en la base respecto de un didmetro de su base.

SOLUCION

(1) Podemos asumir que la ecuacidn del circulo es x*+ yz-s ¥ y que el
di3met o esti contenido en el eje Y. Luego

r 0
I=1,6=2 f xly dx = - Zr"f cos 6 sen 8 d8
Y -r o

(haciendo x = rcos 8, y =senf)

et

0
= -71-1'" f sen?26d8 = —Tr‘:'g (1 -cos 46)d6 = o
m
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(2) Consideremos un disco circular

R de radio a y espesor dy con
bases paralelas al plano XZ.

Por la parte 1, el momento de
inercia de R respecto de uno de
sus didmetros D' es aproximada-
mente igusl a

-l-?-a“dy.

Luego, por el tecrema de Steiner
(1.7) su momento de inercia res-
pecto del eje X sera

de = {'a'dy + (volumen de R) y?
'(‘E' a'+ md y3)dy (@)

Por semejanza de triinguios

_%.}1_;12. o a-T:-(h-y)_ 4.)]

Sustituyendo (B) en (@) e integrando respecto de la variable vy
desde y=0 hasta y=h resulta

h g
¢ 2
- - Jr h 2 2
‘Ix _L de T(Zh + 3r°).

PROBLEMA 16 Hallar el momento de inercia respecto del eje X de 1la
superficie generada por rotacidn, alrededor del eje X, de un arco com
pleto de la cicloide x=a(t-sen t), y=a(l-cos t).

SOLUCION El momento de inercia respecto del eje X de la superficie
cilindrica elemental de radio

y=a(l-cos t) = 2a senz-%- y altura ds = 2a sen—g-dt es
de = y2dA = y?(2rmyds) = 321’a"sen7-§—dt.

Integrando desde 0 hasta 2m resulta

2048 u
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PROBLEMA 17

Probar que el centro de masa de un hemisferio s6lido de radio r se
encuentra respecto de la base a la distancia

(1) —g— r, si la masa es homogénea;

(2) 18-5- T, 8i la densidad de cualquier punto P es proporcional a 1la
distancia de P a la base del hemisferio.

SOLUCION

El volumen de un disco circular de espesor dx y radio a= /r’-x

con base paralela y a una distancia x de la base del hemisferio es

dV = maldx = m(x? -xd)dx.

Por simetria,en ambos casos el centro de masa se encuentra en la
perpendicular a la base levantada desde su.centro.

(1) La masa es homogénea En este caso p = densidad = cte.

r ) o 3
o -[ dv = mp .L‘ (rz—xz) dx = _Mjr_& ;
momento respecto al plano de la base del hemisferio

r r '
f xdM = 7mp Lx’(r2 -x®)dx = -—TL
0

y M

“n

Luego X = o

(2) La demsidad p(x) es proporciomal & x Sea p(x) = Cx donde
C es una constante de proporcionalidad. Entonces dM = (x)dV

M = p(x)dV = cmx(r® -¥)dx ,

r ()
M=Cmw f x(r?- Ddx = . 8
o 4

»]
h
"
n

2
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PROBILLEMA 18 Encontrar el centroide de una cdscara hemisférica homo
génea de radio interior R,; ¥y radio exterior Ry .

SOLUCION El volumen de la cdscara es V =%n(R§ - R’1 ), y el mo-
mento del hemisferio d¢ radio R,  respecto del plano de las bases es
5 -‘"—R-L ( por el pnroblema 17 parte 1). Aplicando el teorema de

Pappus ( problema 9) se tiene My = XV + M, ,
de donde X = il = %(R: - %) = .l.n"['{'i;k;;" .
¥ %n(Rg- &) 8 R -R

Asi el centroide de la cdscara se encuentra a x de la base en la per-
pendicular que pasa por el centro de la base.

PROBLEMA 19 Calcular el momento de inercia con respecto al eje de
2 2

revolucidn del sdlido generado por rotacidn de la elipse -xaz‘+‘%2'= 1 al
rededor del eje X.
SOLUCION El momento c¢e inercia del Y
tubo cilindrico generado por rotaciédnm,
alrededor del eje X, del rectanguio b
elemental R de la figura de base dy 4
vy altura 2x es R dy

7
dL = y2dv = y2(2my) (2x)dy = 4my’x dy. X
Luego

b
= = 3
IX de 4m y’xdy
0 0
5
= 4mab" sen’t cos’t dt (haciendo x = a cost, y - bsent)
0
0 cos’t cos 8 ab"
ena [ - 2 ] | ELFN
Nota. Si a=b, el sdlido generado es una esfera de radio a y el
5

momento de inercia es I = BIT;a = —g-\'az, donde V = -%- ma® = volumen de

la esfera.
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OTRA SOLUCION Fmpleando discos circulares al eje X, de espe

sor dx y radio y, se tiene, segiin la formula dada eu el ejem-
plo 1, 1.5.3, que

I f.._nb"faz 2. _ _8map
I - a.ydx 2F Ja (a®- ¥*) dx s el

PROBLEMA 20 Calcular el momento de inercia de una superficie
esférica de radio r respecto de un eje que pasa por el centro de
la esfera encerrada por la superficie.

SOLUCION La superficie se obtiene por rotacidén, alrededor del
eje X, del cfrculo x*+y? =r? .

b
Aplicamos la férmula Iy = 2w J; ylds dada en (3), 1.4.
Tenemos x=r cos 8, y =r sen , ds = rd 6, y por tanto
)
8w
Ix-ZﬂLrsenede 3L .

Problemas Propuestos

PROBLEMA 1 Encontrar el centroide del &rea acotada por las cur
vas y = (x+1)2 ” x+y = 5, y =0, x =2,

- _39 - _ 281
Rpta Xx=3= , Y=*1% -

PROBLEMA 2 Calcular el limite cuando n =+ o de los cen-
troides de las regiones acotadas por las curvas vy = x", el ejr
X y x=1. ’

Reta %=1, § =
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 3 Determinar el momento del volumen comprendido en un

2
octante y la elipsoide —’% + -zz—+ -z-;- 1, respecto al plano XY.
c

a ¥

2
Rpta .l‘i%c_. :

PROBLEMA 4 Hallar el momento de inercia de un

a) tridngulo con base b y altura h alrededor de su base;
b) rectangulo con lados a y b alrededor de su diagonal.
bh® a’ b’
ta a) —; b)
P 12 7 6(a’+ B?)

PROBLEMA S Encontrar el centroide del sector hiperbdlico acota
do por la hipérbecla equilatera x =-% sec 6, y = -23~ tan® y 1los

radios vectores 6 =0Q y 6 =-E- .

1 = i -1

¥ v o
(/2 +1) In(vZ +1)

Rpta X =

APLICACIONES A PROBLEMAS DE FISICA

Camino Recorrido por un Punto

Definicidn La loogitud del camino recorrido por un pumto P enel
intervalo de tiempo [t,, t,] , cuando &ste se mueve a lo largo de
una cuvrva, se define por

2
s = L v(t)dt

1

donde v(t) = (valor absolutuo de la) velocidad.

Ejemplo Encontrar el camino recorrido por un punto desde que se
inicia ¢l movimiento hasta el instante en que se detiene, si su
velocidad de movimiento es

v(t) = t e—0.2t‘.

mt/seg.

Solucion Puesto que lim v(t) = O, el punto se ira detenien
t>+ s

do cuando el tiempo crezca indefinidamente. Luego, integrando por
partes se tiene

4+
8 = j.o ce % gr =« 25 mts.
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Trabajo realizado por una fuerza

Definicidn Fl trabajo realizado sobre um intervalo [ x,, x, |
por una fuerza ¥ = f(x). que actila en la direccidn del eje X, se
define por

Ejemplo. Calcular el trabajo que debe realizarse para bombear
el agua de un tanque cilindrico vertical de altura H y radio R
en la base, por encima del tanque.

Solucidn. El peso del agua con
tenida en un disco cilindrico de
espesor dx y de base horizontal
a una distancia x de la base del
tanque es

p1rdex,

donde p = peso de una unidad de
volumen de agua.

El trabajo requerido para levantsr
este disco desde x hasta H es

dW = (H-x) pTR*dx .

H H
Luego, W = £ dWw = pmR? _I; (H=x)dx = %’lkzﬂz.

Energia Cinética

Definicién La energia cinftica de un cuerpo se define median
te la fdrmula

donde v es la velocidad de un elemento de masa dm.



Ejemplo

ENERGIA CINETICA

Hallar la energia cinética de un disco de masa M y radio R

cuando rota con velocidad angular constante w alrededor de un eje que
pasa por su centro perpendicular al planc del disco.

8oluci6n. La energfa cindtica de un anillo circular de radio interior x
y radio exterior x+dx es dK = -;- (masa) . (velocidadf -—Pi%x—ﬂ Gaw)?
donde p = TII%- = densidad de masa por unidad de drea. (Observemos que ca
(Observemos que cada punto del anillo rota con igual velocidad v =xw).

R " R "
K= dKk = 2 % - JTPW R - MR of .
Jlo TPpWw ‘[) x'dx -—%— -—&-——

Luego

Presidn de un Liquido

Deseamos calcular la presidn de un liquido sobre una pared ver

tical.

Asumimos las siguientes hipStesis experimentales:

1) La fuerza de presién de un 1iquido sobre una superficie actia
normalmente a la superficie y su valor por unidad de drea
a uma profumdidad x de la superficie del liquido es igual a

I p(x) = yx i

donde Y = peso de una unidad de volumen de liquido.

2)

direccidn,

Sea S una superficie verti
cal sumergida en un 1liquido como
se muestra en la figura. Dividi-
mos S en franjas horizontales ele-
mentales R de base y, altura dx y
a la profundidad x.

De acuerdo a (1) la fuerza de

presidn del 1liquido sobre R es
aproximadamente
dP = p(x).Area de R
= yyxdx
Luego, 1la fuerza de presidnm total del

b b
P = .[-dp = Y.I-y xdx
a a

La fuerza de presidon a una profundidad x es la misma en cada

Supenficie del Liquido

liquido sobre S es
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Ejemplo Hallar la fuerza de presion del agua sobre un tridngulo
vertical con base b y altura h sumergido con el vértice hacia
abajo de manera que su base se encuentra en la superficie del agua.

Solucién La presidén del agua sobre
el rectdngulo elemental R de la figura
de lados L y dx y a la profundidad x
es dP = Yx Ldx.

Por semejanza de tridngulos L=—:—(h-x)

Luego

h
h'% 2
P = J:l dp =-Yﬂb— _[; x (h=x)dx =-—b6!-l—, donde Y = 1 para el agua.

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Encontrar la altura-alcanzada por un cuerpo lanzado
verticalmente hacia arriba si su velocidad es dada por la fdérmula

v,
v=c. tan(-—g-t + arc tan-éq-) .

siendo v, = velocidad inicial g = aceleracidn de la gravedad
t = tiempo c = cte.
SOLUCION El cuerpo alcanza su mixima altura hm.ﬁx cuando su

velocidad es cero, esto es, en el instante t, tal que
v v,
-L¢t, +arc tan—L = 0 o t, ===arc tan—t=
e A c 1 g c

Luego,

t, t,
= f vdt = ¢ f tan (—.it +arc tan —VJ-) dt
) 0 c c

h .
max

t
2 \
= -=<uin sec(-it + arc tan e )
g t c
0
2 E+ v
= ==1In sec (arc tzm—ﬂ-v ) = -—8 In e———fe
g c g c
2
2 v
c 0
- In(1 +-—CT-)
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PROBLEMA Z La velocidad de un cuerpo lanzado verticalmente hacia
arriba es dada por v = v, = Bt, donde ¢ =tiempo, g=aceleracidn de

la yravedad y v, = velocidad inicial. Hallar

1) la altura s del cuerpo desde su posicidén inicial después de t
segundos.
2) la altura m@xima que alcanza ei cuerpo.
SOLUCION
t t
1) s = fvdt «=vt---l-gt2 =vt——1'gtz.
0 ° 2 | 2
0
2) La altura maxima que el cuerpo alcanza se obtiene cuando v = 0,
Vv,
o sea en el instante t, tal que v,-gt; =0, o t,= —:—
2
Loy 8w ol S
Luego, Snax vo ty 28 tl g
PROBLEMA 3 Un pur*o sobre el eje X ejecuta rscilaciones armoni-

cas simples alrededor del origen de coordenadas, con velocidad
vV = v, coswt, donde t = tiempo, y v, y W son constantes.

1 Hallar la posicidn x del punto si cuando t =0, x, = 0.

2) Encontrar el valor medio del valor absoluto de la velocidad del
punto durante una oscilacidn.

3) Probar que el promedio de la energia cinética respecto cdel tiempo
durante un miltiplo de un cuarto de periodo es igual a la mitad -
de 1a energia cinética maxima.

SOLUCION
t
Vo
1) Tenemos X - X, = v dt = = sen w t.
v
Luego X =—(-n-Lsenwt e



2)

3)

APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE LA F1SICA

El punto efectia una oscilacidn completa en el tiempo

T = periodo = -2;1-'- . Luego, el promedio del valor absoluto de

la velocidad en este intervalo de tiempo es

T 2m
V--;-,. jo- ]v]dt-+ Lw v, | coswe | dt

2n
Vo

= | cos & | ds ( haciendo s =at )

U/

4y, f 4y, 2y

- L [ B
= G =2 ds wt T

La energia cinética del punto en el instante t es

2
2 mv,
K = % = —choszmt "
Asi T S TH
> max oYy =

El promedio K de la energfa cinética durante el intervalo de

tiempo [:0‘, n-{-] donde T --2—“;"- y n entero” 1, es

nT/,‘ "
1 f riv? dt 2nv; Y2
K T 0 —T—- ~ cos“wt dt

n =

% 0
2mv] %,
= —— o cos? 8 ds, ( haciendo s = wt)
2 2
"V am_ _ m% 2
wnT 2 A

De (1) y (2), resulta :i-__f_—'
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 4 {Qué trabajo debe hacerse para estirar un resorte desde
3 cms. hasta 5 cms. s8i con una fuerza de 1 Kg-f se estiraen 1 cm?
Se sabe, por la ley de Hook, que la fuerza F requerida para estirar
un resorte es proporcional a la longitud x de &ste.

SOLUCION Tenemos F = kx, donde k es una constante de propor-
cionalidad. Haciendo x = 0.01 mts y F=1Kg-f=k(0.01)mts. o

k = 100 —Kﬁ:f-. s
m.ts

Luego, el trabajo requerido es

0.05 0305
v o= 100 x*dx = 50 x° = 0.08 Kg-f . mts.
0.03 0.03
PROBLEMA 5 Encontrar el trabajo requerido para bombear el agua

que llena un recipiente hemisférico de radio R, por encima del reci-
piente.

SOLUCION El peso del disco circular
de espesor dx y base paralela a la base
del recipiente es dx

F= p(mnr*)dx ,

donde p = peso de una unidad de volumen

de agua
y rl= R?~ x2,
El trabajo requerido para levantar este b
disco la altura x es por tanto

dW = F.x = pmx(R? - x*)dx.
B “

Asi, W= pm ‘IO‘ x(R? - x¥)dx = -%R-
PROBLEMA 6 Hallar la energia cinética de un cono circular recto

de masa homogénea M que rota con velocidad angular constante w alre
dedor de su eje. El radio de la base del cono es R y la altura es
H.

SOLUCION Se sabe que la energia cinética es dada por K= L Tw?,
donde I es el momento de inercia del cono respecto de su eje (ver
problema 9)

Por otra parte I = -I%Mkz (ver ejemplo 2, seccibn 1.5, pag 316).

3 2p2,2
Luego K 2OMRm.
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PROBLEMA 7 {Qué trabajo debe hacerse para subir un cuerpo de masa
m desde la superficie de la tierra (radio R) a una altura h? ; Cudl

seria el trabajo requerido para llevar el cuerpo al infinito? (esto es,
cuando h=4 o) |

SOLUCION A la distancia x del centro de la tierra la fuerza de

: M
atraccidn sobre el cuerpo es F = k—n'é- .
x

Luego, el trabajo pedido se calcula segin

fR‘H‘l
1 1
W = R Fdx = k Mmég - 757) (22

: M
Puesto que para x=R se tiene F = peso del cuerpo = gm = K fR'zl ’

obtenemos kMm = ng2 5 2)

vde (1) y (2), resulta W = ngz(-—l-- ——1-), donde g es la acele
i R R+h e=

racion de la gravedad.

Finalmente si h =>+% , se obtiene W, = gmR

PROBLEMA 8 ¢ Qué trabajo debe hacerse para detener una esfera homo-
génea de radio R que rota con velocidad angular constante walrededor
de su diametro ?

SOLUCION El trabajo requerido es igual
a la energia cinética K de la esfera. Fl
cilindro elemental generado por rotacidn
alrededor del eje X del rectdngulo de altu
ra dy, y base 2x paralela al eje X tie
ne un volumen (2x)(2my)dy y su energia
cinética es dK= (l/z ). masa. (velocidad)?
= prw?xy3 dy , donde

p=densidad de masa por unidad de volumen

_ M
" g
A R
2 2
Luego K=2nd jO- xy}dy =-{‘?pﬂwzg5=.ﬂ§_w_

OTRA SOLUCION  Usando la férmula K = -;- Tw? del problema 9 que
sigue.
Gracias a la nota dada en el problema 19 de la seccidn 1.8 de problemas

resueltos, el momento de inercia de una esfera alrededor de un didmetro
es igual a

- Lug s Zypeyy - MEW
I ==MR". Luego I—Z(SMR)m = z
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PROELEMA 9 Probar que si un cuerpo s6lido rota con velocidad angu
lar constante w alrededor de un eje E, entonces se cumple

K= -;-Iw’ 3

donde K = energia cinética del cuerpo,
I = momento de inercia del cuerpo respecto del eje E.

SOLUCION Por definicidn dK '-'%‘(dH)vz , donde v es la veloci

dad de un elemento de masa dM, a una distancia x del eje E. Luego

v = xwy

y K= fdl(=-;-w2.fxzdn-—21-wzl,

que era lo que queriamos demostrar.

PROBLEMA 10 Fncontrar el trabajo que debe hacerse para extraer el
agua contenida en un recipiente cdnico recto invertido de radio r en
la base y altura h.

SOLUCION El peso de un disco cilindrico elemental de base paralela
a la base del cono, y a la distancia x de la base del cono, es

pma? dx 5

donde a y dx designan el radio y altura del disco, respectivamente.

Por semejanza de tridngulos —‘:_l- —h;—x— . Luego el trabajo requerido

para levantar el disco es

2 2
dW = x(pmddx) = “ﬁaht—-e-x(h—x)z dx , y por taato

h
7 a2 r? f 2
w ]:‘ dw ——-‘F— p by x(h~-x) dx
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PROBLEMA 11 Encontrar la fuerza de atraccidn de una barra delgada
homogénea de longitud L y masa M sobre un punto P de masa m si
tuado en la recta de la barra y a una distancia d de uno de sus ex~
tremos.

SOLUCION Sea p = —;l- = densidad de masa por unidad de longitud.

La fuerza de atraccidn del ele
mento de la barra de masa pdx

d
a la distancia x de P es P le r ]
1 N|
dF= ﬂ_&zﬂx_ , donde k es una U d E
x
constante.

d+L ~d+L
_ dx JLo_o 1 = mM
Luego, F j; dF = kmp Jd = kmp(d d+L) k TN

PROBLEMA 12 El viento ejerce una presidn uniforme p gr-f/cm?
sobre una puerta de altura h cm y ancho b cm. Calcular el momento
de la fuerza de presidn con que el viento tiende a girar la puerta al
rededor de uno de sus lados verticales.

SOLUCION Consideremos un rectingulo E
elemental R vertical de altura h y

base dx. La fuerza con que el viento

actila sobre R es p.dreadeP = phdx

y el momento de esta fuerza alrededor

del eje E es x p hdx.

-3

Luego, el momento total sera

b
hb
ME = J; xhpdx =-P—f—- gr-f.cm "

PROBLEMA 13 Un cable homogéneo de L metros de profundidad pesa
p Kg~f por metro y tiene atado en su extremo inferior un peso de P

Kg-f. (Qué trabajo total debe hacerse para subir el cable con el peso
hasta la posicidon del extremo superior ?

SOLUCION El trabajo de una porcidn de cable a una distancia x
del extremo superior de longitud dx es dW = xpdx, siendo pdx
el peso del elemento de cable. Luego, el trabajo para levantar el
cable es

L
k o
W = xpdx = —
o S

Pinalmente el trabajo total requerido es WT = W+P.L= %(pL+2P) -
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PROBLEMA 14 Calcular la presidn del agua sobre un coro circular
vertical con radio R y altura H, sumergido en agua con su vértice ha

cia abajo de tal man2ra que su base se encuentra en la superficie del
liquido.

SOLUCION La fuerza de presidn del agua act@ia normalmente a la
superficie del cono, vy su valor para una porcidn de superficie compren
dida entre dos discos paralelos a la base del cono y a las distancias
Yy, y+dy, resvectivamente, es dF = p, drez = p y(2mxds), donde
Pp =1, x = radio del disco y ds = longitud de una arista entre dos
discos.

| I R -l superficie del agua

d}y: dF sena

ds

dF.

Tenemos x = (H-y)tan a, a= % (ejeYyuna arista ),
ds = secady .
Luego dF = 27 tana.seca y(H-v)dy.

La componente horizontal de la fuerza de presidén es nula por sime-
tria. La componente vertical estd dirigida hacia arriba y vale

H H R 2 H’
F = senadF = 27 tan’a L y(H-v)dy = 2n (T) 5
0

R2 H _ nR’H
H
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PROBLEMA 15 Un recipiente lleno de agua tiene la forma de un cono
invertido recto circular de radio R en la base y altura H. Encontrar
el tiempo que se requiere para vaciar el recipiente a través de un ord
ficio de drea A en el vértice.

SOLUCION

G AT S

A
Se sabe que la velocidad de salida del agua es igual a la veloci
dad de un cuerpo en caida libre desde una altura x igual a la profundi
dad del agua. Asf, la velocidad de salida es v = V2gx , donde g
es la aceleracidn de la gravedad, y el volumen de agua que sale porel
orificio durante un incremento de tiempo dt es

Q = Avdt = AvV2gx dt (1)

Este volumen puede ser calculado de otra manera. En efecto, s8i
en el mismo intervalo de tiempo dt el nivel del agua ha descendido en
una altura dx, el volumen perdido es igual a

Q = volumen de un cilindro circular de radio r y espesor dx

= mridx ,

donde, por semejanza de triadngulos, r= —E-x 5
Luego
2
Q= B ?dx . 2
H

Usando (1) y (2) resulta

&k = 7 R¥x? dx
AH? 2gx

e integrando respecto de la variable x desde O hasta H se obtiene

27R? /H_
t'Edt'SA T8
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PROBLEMA 16 Una cisterna hemisférica de radio R estd llena de agua.
Dos hombres A y B dehen vaciar el contenido de la sisterna de manera

que cada uno haga la mitad del trabajo requerido. Si A empieza prime-
ro, Jcudl serd la profundidad h del agua cuando 4 ha terminado su tra
bajo ?

SOLUCION

Por el problema 5, el trabajo requerido para levantar un disco
desde la distancia x de la base del hemisferio es

dw = p Tx(R*~ PHdx ,

2
y el trabajo total es W= —M"%R- .

Buscamos h tal

R-h
3. f a
0

Cancelando el factor pT e integrando resulta la ecuacidn

2(R-h)" - 4(R-h)® RR+R*" = 0

que resuelta para (R-h)*> da (R-h)®> = R%( 2_4_-’2__ '2)

Puesto que (R-h) <R, debemos descartar el signo +.
Luego
h o= Rtr /2%
2
y por tarnto
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PROBLEMA 17 Una superficie tiene la forma de una elipse de semiejes
a yb. Se sumerge verticalmente en un liquido con su eje mayor parale-
lo a la superficie del liquido hasta que el centro de la elipse Bse en~

cuentra a una profundidad h. (Cudl es la presidn del 1liquido sobre 1la
superficie?

SOLUCION

La presién del 1iquido sobre un rectidngulo elemental R, en 1la
elipse, de lados x, dy, es igual a

dF

p(h -y)2x dy .

Luego,

™
"

b b
f dF = 2pf (h-y) x dy
-b b

4
2p ab f (h -b sen t) cos? tdt
Y2

( haciendo x = a cost t, y=hsent )

pmTabh.
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