CAPITULO 2
CRECIMIENTO ECONOMICO Y EMPLEO:
KEYNESIANOS Y NEOCLASICOS

En general los modelos de crecimiento parten del supuesto de que tanto en el corto
plazo como en el largo plazo, debe mantenerse la igualdad ahorro (S) inversién (I). Es
decir, en términos estdticos y dindmicos, en su senda de crecimiento, las economias

deben cumplir con la siguiente condicién de equilibrio:
S=1

Donde el ahorro depende del producto y de la propensién marginal a ahorrar s,
donde 0 <'s < 1. Es decir, la economia ahorra una proporcién s de su ingreso:

S=3gY

Asimismo, la inversién bruta (/) se define como la inversién necesaria para in-
crementar el stock de capital (K) y reponer la depreciacién del mismo (6K). Por su
parte, la inversién neta es igual al incremento en el szock de capital, el cual, en tiempo
continuo, se expresa como dK. En otras palabras, la inversidn neta equivalente a la

inversién bruta menos la depreciacién del capital:

[ =dK + 0K Inversién bruta

dK =1— 0K Inversién neta

Reemplazando la condicién de equilibrio ahorro—inversién en la ecuacién de la

inversién neta, se obtiene:

dK =sY-0K

Dividiendo entre K: dK v
—=5—-9

K K
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Si definimos la relacién capital-producto como:

K
V=—
Y
Entonces, la variacién del szock de capital puede ser expresada de la siguiente forma:
(1) dK _3 5
K v

Es decir, la tasa de crecimiento del capital dependerd de la propensién marginal
a ahorrar (), de la relacién capital-producto (V) y de la tasa de depreciacién (), si la
hubiera. Para que haya crecimiento debe cumplirse que la ecuacién (1) sea mayor que

cero, es decir:

La tasa de crecimiento del ratio capital-trabajo, o capital per cédpita, es igual a la

tasa de crecimiento del capital menos la tasa a la que crece la fuerza laboral (L):

Q)m<_dL=(S—5)—n
K L v

Donde n es la tasa de crecimiento de la poblacién, igual a la fuerza laboral. Del
mismo modo, para que haya crecimiento en el ratio capital-trabajo (K /L), la ecuacién

(2) debe tener signo positivo, lo cual implica que:

Generalmente, d y N son variables determinadas de manera exdgena. Por otra parte,
de acuerdo con el comportamiento de los pardmetros Vy S, los modelos de crecimiento

econdmico pueden clasificarse en ciertos tipos:

* Encuanto ala propensién marginal a ahorrar (), algunos modelos consideran
la tasa de ahorro como un pardmetro determinado exégenamente al modelo,
mientras que otros incluyen las decisiones de los consumidores para determinar
la tasa de ahorro de la economia de manera endégena. Dentro de los modelos
que consideran la propension a ahorrar exdgena se encuentran los modelos
keynesianos de Harrod y Domar y los modelos neoclésicos de Solow y de
Uzawa. En el grupo de modelos con optimizacién del consumo tenemos los
modelos neocldsicos de Ramsey, Cass y Koopmans y el modelo de generaciones
de Diamond. Hay también modelos keynesianos, como los de Kaldor y
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Pasinetti, que hacen depender la propensién a ahorrar de los cambios en la
distribucién del ingreso.

*  Acercade la relacién capital-producto (v), los modelos pueden mantener dicha
relacién constante, o permitir que esta varie hasta que la economia llegue a
su estado estacionario. Un ejemplo del primer tipo son los modelos keyne-
sianos de Harrod y Domar, los cuales utilizan una funcién de produccién de
coeficientes fijos. Los modelos de crecimiento endégeno, como el modelo de
Rebelo, también forman parte de este grupo. Estos modelos presentan una
funcién de tecnologia AK con coeficientes constantes. Por otro lado, los mo-
delos neocldsicos, como el de Solow, dejan que la relacién capital-producto
sea variable, al permitir la sustitucién de factores productivos hasta llegar al
estado estacionario.

Cuadro 2.1
Clasificacién de los modelos de crecimiento
Tasa de ahorro exdgena Tasa de ahorro endégena
Relacién capital-producto Harrod y Domar L
constante Rebelo (modelo AK) Kaldor y Pasinetti
Relacién capital-producto Solow Swan Ramsey, Cass y Koopmans
variable Uzawa (dos sectores) Diamond

El cuadro 2.1 muestra la clasificacién de los modelos de acuerdo con las carac-
teristicas de los pardmetros. En este capitulo veremos en primer lugar, modelos con
ahorro exdgeno. Primero estudiaremos los modelos keynesianos de Harrod y Domar
y luego los modelos neoclésicos de Solow y Uzawa (dos sectores). Finalmente veremos
los modelos con optimizacién de consumo. Los modelos de Kaldor y Pasinetti serdn

tratados en el cuarto capitulo, y los modelos de crecimiento endégeno en el capitulo 5.

1. MODELOS CON TASA DE AHORRO EXOGENA

En esta seccidn se presentan los modelos que toman la tasa de ahorro, conocida también
como la propensién a ahorrar, como un pardmetro determinado de manera exégena al
modelo. Dentro de estos modelos se encuentran los modelos keynesianos de Harrod
y Domar y los modelos neocldsicos de Solow y Uzawa (modelo de dos sectores).

Cabe resaltar que la principal diferencia metodolégica entre los modelos neocldsicos
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y keynesianos radica en la funcién de produccién utilizada. De este modo, mientras
los keynesianos utilizan una funcién de coeficientes fijos, los neocldsicos utilizan
una funcién de produccién con sustitucién de factores y rendimientos marginales
decrecientes. Esta diferencia en la funcién de produccién se traduce en un ratio
capital-producto, V, constante en el caso de los modelos keynesianos, a diferencia de
los neocldsicos que permiten que el ratio capital producto varie en el trdnsito hacia el
estado estacionario.

Asimismo, los resultados a los que llega cada teoria son distintos. Por un lado, tanto la
teorfa keynesiana como la neocldsica coinciden en sehalar que la acumulacién del capital,
y por tanto el proceso de crecimiento de la economia, estd regulada por la rentabilidad.
Sin embargo, los keynesianos senalan que el proceso de acumulacién y crecimiento diri-
gido por la rentabilidad lleva a la economia a una situacién de inestabilidad debido a las
persistentes diferencias entre la utilizacién de la capacidad efectiva y la utilizacién de la
capacidad deseada por los inversionistas. Es decir, la inconsistencia entre las expectativas
de los inversionistas y el crecimiento efectivo genera situaciones de crecimiento con des-
empleo permanente o inflacién prolongada. Por su parte, los neoclésicos senalan que no
existe tal inestabilidad, pues el proceso de acumulacién solo es sostenible si las expectativas
de inversidn son correctas en el largo plazo (Shaikh 2007: 1). Los neocldsicos critican
el supuesto de coeficientes fijos y aseguran que si se deja que el ratio capital-producto

varie, entonces puede garantizarse el crecimiento con pleno empleo.

Modelos de crecimiento keynesianos: Harrod y Domar

El modelo de Roy Harrod, publicado en su trabajo «An Essay in Dynamic Theory»
de 1939, es una extensién del andlisis del equilibrio estdtico de la Zeoria general de
Keynes. De acuerdo con este modelo, la condicién para el equilibrio estdtico es que
los planes de inversién deben ser iguales a los planes de ahorro. De este modo, el
modelo introduce una funcién de inversién que depende de las expectativas de los
capitalistas respecto al uso de la capacidad productiva o al nivel de utilizacién de esta
capacidad. En este sentido la relacién capital-producto o producto—capital estd dada
por las expectativas de los capitalistas.

La pregunta que se plantea Harrod es cudl debe ser la tasa de crecimiento del pro-
ducto para que la condicién de equilibrio establecida por la igualdad ahorro—inversién
se cumpla a través del tiempo en una economia en crecimiento.

Harrod introduce tres conceptos distintos de tasas de crecimiento:

e Tasa de crecimiento observada o efectiva (g)

* Tasa de crecimiento garantizada (g,,,)
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*  Tasa de crecimiento natural (g,,)

La primera no asegura un equilibrio con un nivel de inversién suficiente para
igualar el ahorro planeado. Por otro lado, la tasa garantizada es la tasa de crecimiento
requerida para que se igualen los planes de inversién con los planes de ahorro, de modo
que la economia permanezca en una senda de crecimiento en la cual se cumplen las
expectativas de los inversionistas. De esta forma, si la economia crece a la tasa garan-
tizada se mantendria el pleno empleo del capital. Sin embargo, esta tasa no asegura la
plena utilizacién del trabajo, que depende de la tasa de crecimiento natural, la misma
que es igual a la suma de las tasas de crecimiento de la fuerza de trabajo y crecimiento
de la productividad.

El propédsito del modelo de Harrod es revelar las condiciones necesarias para
el equilibrio entre el ahorro agregado y la inversién agregada en una economia en
crecimiento, considerando a la inversién en su doble papel: como determinante de la
utilizacién corriente de la capacidad productiva y como factor que crea capacidad de
produccién. La hipétesis fundamental detrds del modelo sostiene que los capitalistas
tienen un stock de capital deseado en relacién a la demanda de sus mercancias, o en
otras palabras, tienen una tasa deseada de utilizacién de su szock de capital. Si su szock
es sobre utilizado, los inversionistas deseardn invertir mds, buscando lograr el nivel
deseado del stock de capital; pero si es subutilizado disminuirdn sus inversiones. Por
lo tanto, cuando hay plena utilizacién del capital, no hay sobreproduccién ni subpro-
duccién, por ende los productores desean hacer inversiones en el futuro a la misma

tasa que en el pasado.
El'modelo de Harrod

Se asume una funcién de produccién de coeficientes fijos de la forma:

(1)Y:5
\"

La inversa del pardmetro V representa una relacién producto—capital constante.
Ademds, se define el coeficiente capital-producto deseado por los inversionistas (es

decir, aquel que concuerda con sus expectativas) como:

K
ove(v)

En una versién en tiempo continuo del modelo, la variacién del producto y del
capital se expresa respectivamente como dY y dK. En la funcién de produccién de

coeficientes fijos Y = min[(K /v), (L / u)], si K o L son superiores a los necesarios para
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producir Y, el exceso en cada caso permanecerd ocioso. Del mismo modo, dado que

el coeficiente capital-producto deseado es constante, tenemos:
(3) 4K _dY
K Y

Definimos ademds la funcién de inversién, ahorro y la condicién de equilibrio:
(4) 1 =dK + 0K Funcién de inversién bruta

Noétese que la ecuacién (4) también puede expresarse como:

(5) I =vydY + oK

Pues,

(6) dK = v dY

(7) S=sY Funcién ahorro

Donde 0 es la tasa a la que se deprecia el capital y S es la propensién marginal a

ahorrar.
8 1=S Condicién de equilibrio
Reemplazando en la condicién de equilibrio se obtiene que:
sY =v,dY + oK
s vydY + oK
Y
S =V, ar + Iy,
s _dY +0
Vg

Por lo tanto, la tasa garantizada de crecimiento serd:

dy s

9) g,=—=—-06  Tasa garantizada de crecimiento
Y v,

Esta es la ecuacién fundamental del modelo. La tasa garantizada de crecimiento es
la que mantiene el pleno empleo del capital (no hay sobreproduccién ni subproduccién).

La tasa de crecimiento garantizada o deseada indica que, en el estado estacionario
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(steady state en inglés), Y y K deben crecer a la misma tasa. El equilibrio macroecond-
mico implica que la tasa de crecimiento efectiva del producto (Q) sea igual a la tasa
de crecimiento deseada del producto (g,).

Asimismo, para determinar la tasa de crecimiento efectiva (g), definimos el

coeficiente técnico determinado por las caracteristicas de la funcién de produccion:

(10) y = K Coeficiente capital-producto efectivo

En consecuencia, la tasa efectiva de crecimiento sera:

(11) g= d_Y _S_ 5 Tasa de crecimiento efectiva
Y v

Esta ecuacién expresa la igualdad exposz entre el ahorro y la inversién en las cuentas
nacionales. En otras palabras, senala que la tasa de crecimiento de un pais es por defi-
nicién igual a su ratio de ahorro dividido por el ratio de nueva inversién (incluyendo
la inversién en inventarios) descontando la depreciacién del capital.

Asimismo, la tasa natural de crecimiento es definida por:

(12) 9, =n+p

Donde n es la tasa de crecimiento de la fuerza de trabajo y p es la tasa de creci-
miento de la productividad del trabajo, determinada por el progreso técnico. Esta es
la madxima tasa de crecimiento alcanzable o la tasa de crecimiento que Harrod deno-
minaba socialmente éptima.

La tasa de crecimiento natural puede entenderse también como la tasa de
crecimiento de la fuerza de trabajo en unidades de eficiencia. Tiene dos componentes: el
crecimiento de la fuerza de trabajo (n) y el crecimiento de la productividad del trabajo
(p). La suma de estas dos, nos da la tasa de crecimiento natural (g,)):

d(EL) _d(L) d(E)_
(13) L + e =Nn+p

Si todo el trabajo fuera empleado, la tasa de crecimiento observada (g) seria
igual a la tasa de crecimiento natural (g,,). Si la primera fuera menor, aumentaria
el desempleo estructural. La tasa de crecimiento natural es exégena al modelo.
Esta tasa es una restriccién al equilibrio: la tasa efectiva de crecimiento no puede
ser superior a la tasa de crecimiento natural, debido al cardcter fijo del coeficiente
de utilizacién de la mano de obra (principio de complementariedad de los factores

de produccién).
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RELACION ENTRE LA TASA DE CRECIMIENTO NATURAL
Y GARANTIZADA EN PAISES DESARROLLADOS
Y PAISES SUBDESARROLLADOS

En los paises desarrollados, la tasa garantizada es mayor que la tasa natural, debido a las
bajas tasas de natalidad en dichos paises. Esto implica que no hay inversién suficiente
para igualar los planes de ahorro. Esta situacién puede desencadenar un estancamiento
en la economia. A pesar de que Keynes no utilizara los términos «tasa natural y tasa
garantizada» identificé este desequilibrio en 1937, antes de que se publicara el trabajo
de Harrod (Thirlwall 2007: 2-3).

En los paises subdesarrollados la tasa natural es mayor que la tasa garantizada. Es
decir, la tasa de ahorro es baja y la relacidn capital-producto es alta, lo cual implica
que la productividad del capital es muy baja. En otras palabras, una relacién capi-
tal-producto elevada refleja una baja productividad de la inversién. De este modo,
en las economias en desarrollo, el desbalance entre el crecimiento de la fuerza laboral
y la tasa de acumulacién del capital es una de las principales causas del desempleo

estructural, en términos keynesianos (Thirlwall 2007: 2-3).

Paises desarrollados Paises subdesarrollados

gw>gn gn>gw
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La edad de oro

Harrod describe el golden age como la situacién de crecimiento equilibrado con
pleno empleo de ambos factores: capital y trabajo. En estas circunstancias, las tasas de
crecimiento efectiva (g), garantizada (g, ) y natural (g,,) coinciden, al igual que las

relaciones capital-producto, efectiva (V) y deseada ().

g :gw :gn y V=Vd
Cuando esta tasa de crecimiento efectiva y la tasa garantizada son iguales, es decir,

hay equilibrio macroeconémico, la propensién a ahorrar es igual a:
(14)s=gv=g, Vy
Definimos ademds la demanda agregada y la oferta agregada de la economia. Par-

tiendo de la contabilidad del producto por el método del gasto, en una economia cerrada

y sin gobierno tenemos que el producto es igual a la suma del consumo y la inversién:
(15)Y=C+I

Ademis, el consumo es igual a un porcentaje del producto, donde C, es la pro-

y
pensién marginal a consumir:

Y=CyY+|

Por lo tanto, tenemos la demanda agregada en funcién del multiplicador keyne-

siano y de la inversion.

1
Y, =——I
(L-c,)
Debido a que el porcentaje del ingreso que no es consumido se destina al ahorro,

es decir, 1 — C, =S, tenemos la expresion de la demanda agregada en la ecuacién (16).

y
(16) y, =11
S

Asimismo, incorporando la relacién capital-producto deseada por los inversionistas

en la funcién de produccién se obtiene la oferta agregada:

17y =Lk
S Vd

Si la capacidad de produccién que los empresarios han construido con sus inver-
siones se utiliza a la tasa que ellos desean, entonces la demanda agregada es igual a la

oferta agregada y la economia crece a su tasa garantizada.

DA=0OA vy g=g9,
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g L-K
SV

dK s
19) —=—-96
(19) m

Va

El modelo de Domar

El economista norteamericano Evsey Domar publica en 1946 su obra «Capital Expan-
sion, Rate of Growth and Employment. En ella, arribé a la conclusién fundamental
de Harrod trabajando independientemente de él. Domar senala explicitamente que
la inversién aumenta tanto la demanda a través del multiplicador keynesiano, como
la oferta al expandir capacidad. Se planteé responder a la pregunta: ;Cudl es la tasa de
crecimiento de la inversién que garantiza que la demanda se iguale a la oferta?

dl

dv, =— Incremento de la demanda

dY, =lw Incremento de la oferta
Donde @ es la productividad del capital: (dY /1) = (Y / K)
dl

En equilibrio tenemos que: Y y=dY, > —=la@
S

Esta condicién de equilibrio se obtiene de la explicita consideracién del doble
papel de la inversién: como factor de creacién de demanda y como factor de creacién
de capacidad.

Dado el equilibrio ahorro—inversién, la inversién debe crecer a una tasa igual al
producto s @. Como esto ocurre con pleno empleo del capital, entonces @ = 1/vy.
Por lo tanto, el resultado de Harrod y Domar para el crecimiento con equilibrio es el
mismo. La edad de oro de pleno empleo del capital y del trabajo implica la igualdad
de las tres tasas de crecimiento: natural, observada y garantizada.

Si se diera el caso de que las tasas de crecimiento observada y garantizada fueran
iguales, asegurando la plena utilizacién de capital, esto no garantiza la plena utilizacién
del trabajo, pues esta depende de la tasa de crecimiento natural, la cual es exdgena al
modelo. De este modo, si se emplea todo el trabajo, la tasa de crecimiento observada
(9) se aproximaria a la tasa de crecimiento natural. Si la tasa de crecimiento observada

se situara por debajo de la natural (g,,), el desempleo estructural aumentaria.
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Inestabilidad en los modelos de Harrod y Domar

Hemos definido el golden age como el estado en el que se igualan las tasas de crecimiento

natural, garantizada y efectiva.

9=9,=0,
S 5=2 _S=n+p
v v,

Sin embargo, alcanzar la «edad de oro» es dificil debido a que es altamente impro-
bable lograr que coincidan las decisiones de ahorro de los individuos con las decisiones
de inversién de los empresarios. Por un lado, la propensién marginal a ahorrar, S, de-
pende de las preferencias y comportamiento de las familias. Esta tasa es asumida como
exdégena puesto que no se modelan estas decisiones. Asimismo, la tasa de crecimiento
de la poblacién, N, es exdgena al modelo y estd determinada por la dindmica demo-
gréfica. Por otro lado, la relacién capital-producto, v, depende del nivel tecnolégico
asimilado por la economia y es constante. Finalmente, la relacién capital-producto
deseada, v » depende de las expectativas de los capitalistas. Por todo esto, no existe
ningin mecanismo que asegure la igualdad entre las tres tasas.

Hay, por lo tanto, dos problemas:

1. La improbabilidad de que la economia crezca a su tasa garantizada y con
pleno empleo. Hay desempleo involuntario en un contexto de crecimiento

econdmico.

2. La inestabilidad de la economia capitalista. No existe en ella convergencia al
equilibrio.

Por ejemplo, si la tasa de crecimiento observada, sin considerar depreciacién, es

mayor que la tasa deseada, entonces el ratio capital-producto efectivo debe ser menor

Al
9>0|=3>y ).

En otras palabras, dado que la demanda agregada (I / S) es mayor que la oferta

al deseado:

agregada (K /vy ), los capitalistas aumentardn sus inversiones para acrecentar la capa-
cidad productiva, es decir, aumentar el stock de capital y con ello el ratio capital—pro-
ducto para alcanzar la demanda. Sin embargo, los planes de inversién excederdn a los
planes de ahorro, por lo tanto se acelerard el crecimiento, aumentando la diferencia

entre las tasas efectiva y garantizada; g se alejard aun mds de gy Con ello, empeora el
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exceso de demanda. En otras palabras, el incremento del stock de capital, genera una

disminucién del cociente 1 /V, asi se incrementa la tasa observada, profundizando la
diferencia entre ambas tasas. La situacién que acabamos de describir alude a una de
crecimiento econémico acumulativo.

En la otra situacidn, si la tasa observada es menor a la tasa de crecimiento deseada, la
relacién capital-producto efectiva es mayor a la relacién deseada por los inversionistas.
La demanda agregada (I / s), al ser menor que la oferta agregada (K /V, ), genera un
incentivo sobre los capitalistas a disminuir sus inversiones. Existe un stock de capital
excesivo en relacién a la dindmica del crecimiento econémico expresada por la tasa

efectiva de crecimiento.
S S
g<g,=—<|>| — v>y,
v o\v),

Por lo tanto, los inversionistas reducirdn su stock de capital para igualar la
relacién efectiva a la deseada. La consecuencia es la desaceleracién del crecimiento
que empeora la recesion y el desempleo. Esta es una tipica situacién de insuficiencia
de demanda efectiva. No obstante, esta disminucién afecta a la tasa de crecimiento
efectiva, incrementando el diferencial de tasas. A diferencia del caso anterior, esta es
una situaciéon de recesién acumulativa.

El problema de corto plazo (ciclo econémico) es la relacién entre g y g,,. El
problema en el largo plazo es la relacién entre g, y g, en otras palabras, la relacién
entre el crecimiento de la fuerza de trabajo en términos de unidades de eficiencia y el

crecimiento del capital.

Si g, es mayor que g, dado que los coeficientes de produccién permanecen fijos,
habrd desempleo estructural. Los planes de inversién (hay mds oportunidades para
invertir) exceden a los planes de ahorro, por lo tanto habrd presiones inflacionarias.
De aqui se deduce que el desempleo y la inflacién no constituyen una paradoja en los

paises subdesarrollados.

Politica econdmica de acuerdo con los modelos de Harrod y Domar

Como se menciond, si la tasa de crecimiento natural, g, es mayor que la tasa de
crecimiento garantizada, g, la economia se encontrard en una situacién de desempleo
estructural, situacidn caracteristica en los paises subdesarrollados. Por lo tanto, la tarea
de politica en los paises en desarrollo es igualar g, y 0,,, reduciendo la tasa natural
(9,) e incrementando la tasa garantizada (g,,,).
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9n~ Ow

S
nN+p>—-0
Vg
El sector publico puede intervenir siguiendo dos tipos de politica: politicas para

influir en la tasa natural, gy =n+py politicas para afectar la tasa garantizada,
Oy = (8/Vy) — 6 (ver cuadro 2.2).

Cuadro 2.2
Politica econémica en los modelos de Harrod y Domar

Politicas sobre la tasa natural Politicas sobre la tasa garantizada

* Reformay liberalizacién financiera

¢ Control de la natalidad L. . .
e Disminucién de | dJuctividad del * DPolitica fiscal y politica monetaria
isminucién de la productividad de L. . , .
trabai b ¢ Doliticas de tasas de interés en el mercado financiero
rabajo ., . .
) * Reduccién del ratio capital-producto

Poltticas sobre la tasa natural

Para controlar la expansién de la tasa natural, g, pueden ejecutarse programas de
control de la natalidad para reducir el crecimiento de la fuerza laboral, n. Sin embargo,
esta opcion solo serd efectiva en el largo plazo. Otra politica para reducir la tasa natural
es la disminucién de la productividad del trabajo, p. No obstante, esta medida afectaria
el nivel de vida y la competitividad de la economia (Thirlwall 2007: 4).

Politicas sobre la tasa garantizada

La tasa garantizada, g,,, puede incrementarse si se implementan reformas y liberalizacién
financiera, de modo que se incentive el ahorro (aumentar S). Asimismo, la politica
fiscal y la politica monetaria también podrian resultar de utilidad. Sin embargo,
desde el punto de vista keynesiano, esta medida impulsadora del ahorro no asegura
necesariamente la realizacion de los planes de inversion, pues son las decisiones de los
inversionistas, guiadas principalmente por sus expectativas, las que conducen el proceso
de acumulacién del capital.

Si existen expectativas favorables, los inversionistas acudirdn al sistema financiero
para obtener los fondos que necesitan. Por lo tanto, la politica de tasas de interés
tiene también un rol crucial. Los economistas a favor de la liberalizacién financiera
sugieren que elevadas tasas de interés real impulsardn el ahorro. Sin embargo, tasas de

interés muy altas podrian desincentivar la inversién (Thirlwall 2007: 4-5). Al respecto,
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en las notas finales de su obra Teoria general de la ocupacion, el interés y el dinero, John
Maynard Keynes senala: <hemos demostrado que la extension del ahorro efectivo estd
determinada necesariamente por el volumen de inversién y que este se fomenta por
medio de una tasa de interés baja, a condicién de que no intentemos alentarla de este
modo hasta mis alld del nivel que corresponde a la ocupacién plena» (1936: 330).

En particular, es probable que el desincentivo de la inversién a causa de elevadas
tasas de interés se produzca en economias con alta preferencia por liquidez y bajo deseo
de inversién. Asimismo, la preferencia por liquidez suele ser elevada en 4mbitos donde
la incertidumbre respecto al comportamiento futuro de las tasas de interés para plazos
variables es muy alta (Jiménez 1994: 12-14).

Finalmente, la reduccién del ratio capital-producto (vy) implica la utilizacién
de técnicas de produccién mds intensivas en trabajo. No obstante, es importante
analizar si los paises en desarrollo son capaces de cambiar su estructura productiva
hacia técnicas més intensivas en trabajo sin reducir el nivel de producto y de ahorro

(Thirlwall 2007: 6-8).

Modelos neocldsicos de Solow-Swan y de Uzawa

Como se menciond anteriormente, en los modelos de Harrod y Domar, la relacién
capital-producto, V, es fija. Por lo tanto, el stock de capital, y en consecuencia la re-
lacién capital—trabajo, aumentardn solo si aumenta la tasa de ahorro. Sin embargo,
la propensién marginal a ahorrar y la tasa de depreciacién son exdgenas. Por ello, no
puede asegurarse la convergencia al equilibrio ni el pleno empleo.

Ante los inconvenientes sefialados por Harrod y Domar acerca de la incapacidad
de la economia de lograr crecimiento y estabilidad con pleno uso de la fuerza laboral,
el economista Robert Solow presenté su modelo de crecimiento neocldsico en «A con-
tribution to the theory of economic growth», de 1956. Trevor Swan, en «Economic
Growth and Capital Accumulation», publicado el mismo afio 1956, present6 un modelo
similar, por eso el modelo neocldsico es conocido como el modelo de Solow-Swan.
El propésito de este modelo era mostrar que la economia capitalista puede crecer a la
tasa de crecimiento de su fuerza laboral, y que este crecimiento es estable o converge
a su equilibrio de largo plazo entre oferta y demanda agregadas.

Los dos problemas senalados por Harrod y Domar (inestabilidad e improbabilidad
de crecimiento con pleno empleo) se deben a la ausencia de sustitucién entre los factores
trabajo y capital. Por lo tanto, la solucién a los problemas senalados es permitir que los
factores sean sustitutos, de este modo, se hace variable la relacién capital-producto.
Si es posible, sustituir trabajo por capital, y viceversa, entonces las variaciones de la

relacién capital—producto permitirdn que la economia converja a su equilibrio de largo
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plazo o a su estado estacionario. Por lo tanto, no habrd razén para un crecimiento con

desempleo involuntario. Tampoco habrd razén para la inestabilidad.

El modelo de Solow-Swan

La versién bésica del modelo de Solow en tiempo continuo consta de las siguientes

ecuaciones:
(1) S=sY Funcién ahorro
2) 1=K+ 5K Inversién bruta
3) 1 = S Condicién de equilibrio
(4) L n Tasa de crecimiento de la fuerza laboral

5)Y=F(K,L) Funcién de produccién

Donde s es la propensién a ahorrar (0 <s < 1), J es la tasa de depreciacién del
capital y N es la tasa de crecimiento de la fuerza laboral. Todos estos pardmetros son
exdgenos al modelo.

Por ser una funcién de produccién homogénea de grado uno, es posible transfor-

marla en términos per cdpita:
y="f(k)
Y K
Dondey=—, k=—
L L
Esta funcién de produccién es neocldsica y bien comportada, es decir, satisface las

condiciones de Inada:

limf'(k)=0 lim f'(k) =oc
k—oc ( ) k—0 ( )
En una economia sin gobierno y sin sector externo, el producto per cdpita es:

©)y = f(k):%+l|_

De la condicién de equilibrio, ecuacién (3), tenemos:
K+ 0K =sY

Expresamos esta ecuaciéon en términos per cdpita:

(7> 5—_51 o Kis=st)
L L
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Ademds, la variacién de la relacién capital—trabajo se puede expresar como:

k:pgzﬁgj&

L L?
_K_KL
L LL

Reemplazando la tasa de crecimiento de la fuerza laboral por su valor (n):

kzﬁ—nk
L

®) K _kink
L

Introduciendo la ecuacién (8) en la ecuacién (7):

k + nk + 0K = sf (K)

De este modo, se obtiene la «ecuacién neocldsica fundamental» de crecimiento:
) k=sf(k)—(n + )k
Asimismo, la tasa de crecimiento de la relacién capital—trabajo se puede expresar:
k_K_ L
k K L
Tomando en cuenta a la definicién de inversién:

K 1=K

k=——nk 6 k= —nk
L L

-
k=—-(n+0)k
= (n+9)

De esta ecuacidn se obtiene la inversién per cdpita que es igual a:
| .
- k+(n+0o)k

De la ecuacién (6) se obtiene:

f(k):%+k’+(n+5)k
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Utilizando la funcién de ahorro per cdpita, la ecuacién fundamental también
puede ser expresada como:

ﬁw):fmy—%:k+m+5m

Otra forma de expresar la tasa de crecimiento de la relacién capital-trabajo es la

siguiente. De la ecuacién (9), en el estado estacionario, tenemos:

k_f) _ s _
I_S k (n+5)_v (n+0)=0

K_K L S (n+o)=0
k K L v

K s
K v

Como sabemos, la relacién capital-producto (V) se halla constante en el estado
estacionario, por lo tanto, la tasa de crecimiento del producto es igual a la tasa de

crecimiento del capital:

Y
Y v

Nétese que el ahorro por trabajador, que es el mismo que la inversion por trabajador,
es igual a la inversién que aumenta la relacién (K / L) mds la inversién que mantiene
la relacién (K / L) constante en un contexto de crecimiento de la fuerza laboral y
depreciacién del capital, este tltimo tipo de inversién es también conocida como el
monto de inversidn necesario para mantener el sfock de capital per cdpita constante (o
break-even investment en inglés). Cuando no hay variaciones en (K / L) la economia
se encontrard en el estado estacionario y crecerd a la tasa (N) que mantiene constante
dicha relacién (k")

Podemos mostrar que el producto y el capital crecen a la tasa n. De la ecuacién

(9) tenemos que cuando K = 0, entonces:

”m:mzak

Tomando logaritmos y derivando con respecto al tiempo:

In f (k) =In(n+ &)+ In(k) —In(s)

dinf(k) _din(n+s)  din(k) din(s)
at dt dt dt
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Puesto que 1, J y S son constantes en el tiempo, sus logaritmos también lo son,
por lo tanto, la derivada con respecto al tiempo del logaritmo de cada pardmetro es
cero. De este modo, en el estado estacionario, el crecimiento del producto per cdpita
es igual al crecimiento del stock de capital per cdpita, e igual a cero, pues el stock de
capital per cépita permanece constante (K = 0).

dlnf(k):dln(k):0 N y_k
dt dt y Kk

En el estado estacionario el stock de capital per cdpita permanece constante y por
ende el producto per cdpita también. De este modo, podemos calcular la tasa de cre-
cimiento del producto y del stock de capital:

y Y L Y L
=——-—= - —=—=n

y Y L Y L

k K L K L

—=———=0 - —=—=n

k K L K L

Por lo tanto, en el steady state (cuando K y Y son iguales a cero), la relacién capital—
producto, V, también es constante. Para comparar con el modelo de Harrod y Domar,
en el estado estacionario, la tasa de crecimiento del producto puede expresarse como:

Vv

Donde v = k es la relacién capital-producto
f(k

Ademis, la economia es estable. Cuando k < k', el stock de capital aumenta si el
ahorro per cépita supera el break-even investment, pues el incremento en el stock de
capital es mds que suficiente para reponer el capital depreciado y dotar de capital a los
nuevos miembros de la fuerza laboral. Esto implica que K estd creciendo.

Ocurre lo contrario si K > k. El stock de capital disminuye, pues el ahorro per
cépita es menor al break-even investment. Es decir, no es suficiente para reponer el
desgaste del capital y a la vez dotar de capital a la creciente fuerza laboral. Por lo tanto,
la relacién capital por trabajador decrece (ver grifico 2.1). De este modo, cada vez
que la economia se aleja del estado estacionario, ya sea por exceso o por deficiencia de
capital por trabajador, hay fuerzas que la empujan hacia el equilibrio de largo plazo
del estado estacionario.
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Grifico 2.1
La relacién capital-trabajo y la tasa de crecimiento del capital de equilibrio

sf (k) (n+5)k
sf (k)

~|=.

En K’ la tasa de crecimiento es igual a n, la misma que es totalmente independiente
de la proporcién que se ahorra del ingreso. El ahorro por persona alcanza para
proporcionar capital a la poblacién en aumento y para reponer el capital depreciado sin
causar cambios en el coeficiente de capital por trabajador. Es la «edad de oro» donde
el stock de capital y el producto crecen a la misma tasa, igual a la tasa de crecimiento
de la fuerza laboral.

Sin embargo, como acabamos de ver, dado que la relacién capital-trabajo estd

constante, el producto per cdpita no crece:

=i—£=n—n=0
Y L

<
1
J
< <

El modelo de Solow presenta una conclusién alarmante, los supuestos neocldsicos
que permiten el crecimiento del producto con pleno empleo generan el estancamiento
del producto per cdpita. Sin embargo, la evidencia empirica sugiere que el PBI per
cdpita de los paises crece a lo largo del tiempo. De este modo, el modelo de Solow no
puede explicar el crecimiento del producto per cépita sin incluir algtin factor exégeno.
En otras palabras, adoptando una funcién de produccién neocldsica, el crecimiento
del producto no es totalmente explicado por el crecimiento de los factores. Existe un

residuo en la contabilidad del crecimiento, como vimos en el capitulo uno.
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EL RESIDUO EN LA CONTABILIDAD DEL CRECIMIENTO

Progreso técnico exégeno
(neutral de Hicks):

En este caso el residuo es igual a la tasa de

AK a Llfa

crecimiento de A. En este caso el residuo

Y =
S é+0:5+(1—05)L
Y A K L
también es conocido como productividad
total de los factores (PTF).

Progreso técnico exégeno aumentador del
trabajo (neutral de Harrod): Y =K*(EL)"
En este caso el residuo es igual a la tasa de . . .
. . Y K E L
crecimiento de E multiplicada por (1 —a ), v o K +(1- a)E +(1- a)E

pues el progreso técnico afecta exclusiva-

mente al trabajo.

La discusién acerca de la existencia de un residuo en la contabilidad del crecimiento
se inici6 en la década de 1930. Varios nombres fueron atribuidos a este residuo: pro-
greso técnico, eficiencia, cambio tecnolégico, entre otros. Incluso se crearon diversos
tipos de indices que pretendian captar el residuo y analizar su evolucién en el tiempo.
Sin embargo, los economistas y econometristas reconocian desde entonces las limita-
ciones de los datos de los que disponian y advertian ademds que sus estimados debifan
ser utilizados con sumo cuidado. Como muestra de esta toma de conciencia entre los
economistas, Abramovitz (1956) se referia a estos indices como «una medida de nuestra
ignorancia» (para una revisién mds completa de este debate, véase Griliches 1996).

En su trabajo de 1957 Solow integra la teoria econémica basada en una funcién
de produccién agregada neocldsica a la metodologia de cilculos e indices desarrollada
hasta entonces. Los resultados hallados por Solow, utilizando una medida de progreso
técnico en sentido amplio, corroboran los resultados presentados por la literatura
precedente (ver cuadro 2.3). En términos generales, buena parte del crecimiento del
producto, y del producto per cdpita, es explicado por el cambio técnico, el cual pre-
senta una tendencia creciente. Ademds, la economia presenta cambio técnico neutral
(Solow 1957: 312 y 316).

Posteriormente, Denison (1985) desagregé el cambio técnico calculado por Solow
y encontrd que el crecimiento del capital humano y del progreso técnico en términos
mds estrictos son los factores mds importantes para explicar el crecimiento. Segin

Denison, 34% del cambio en el producto era explicado por el cambio tecnoldgico.
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Sin embargo, Solow (1988) resalta que tanto su trabajo de 1957 como el de Denison
(1985) dependen fuertemente de que los factores reciban como remuneracién su

producto marginal y que el progreso técnico sea neutral.

Cuadro 2.3

Primeros estimados del residuo en el crecimiento de Estados Unidos

(Porcentaje del crecimiento no explicado por los factores convencionales)

Fuente Periodo En el producto | En el producto per cépita

Timbergen (1942) 1870-1914 27% 100%

Stigler (1947) Manufactura 1904-1937 - 89%
1869-1938 37% -

Schmookler (1952) Manufactura
1869-1928 31% 88%

Fabricant (1954) 1870-1950 - 92%

Kendrick (1955) Manufactura 1899-1948 - 87%

Abramovitz (1956) alf96241f97 583 48% 86%

Solow (1957) 1909-1949 52% 88%

Fuente: Griliches (1996: 1327)

En suma, para que el modelo de Solow pueda explicar el crecimiento del producto
per cdpita, es necesario incluir en la funcién de produccién un factor de progreso técnico

ex6geno. El modelo de Solow con progreso técnico exdgeno se presenta a continuacion.

Solucién del modelo de Solow-Swan en tiempo continuo

La solucién cuantitativa del modelo de Solow-Swan es aquella en la que se encuentra
la trayectoria del capital y del consumo de la economia.

A partir de la ecuacién neocldsica fundamental del crecimiento, ecuacién (9):
k=sf (k) —n+0)k
Reemplazando f (K) por la funcién Cobb- Douglas en términos per cépita:

Y =F(K,L)=K“"

Y _ K
L oF(—~1)=k“
AT
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La ecuacién neocldsica fundamental del crecimiento toma la siguiente forma:
O K=sk—(N+O)k 6 K+ (n+k=sk

La ecuacion diferencial obtenida se caracteriza por ser no lineal en k. Las ecuaciones
diferenciales con esta forma reciben el nombre de ecuaciones de Bernoulli y presentan

la siguiente forma general:

%+ Rx =Tx"
dt

Donde m es cualquier ndmero distinto de cero o uno. En esta nueva notacién, X
representa el stock de capital per cdpita, K, y los pardmetros Ry T representana (N +6) y
S respectivamente, mientras que o es representado por m.

Esta ecuacién puede reducirse a una ecuacién diferencial lineal y, por lo tanto,
tiene una solucién (Chiang 1987: 491-500). Dividiendo la expresién anterior entre
XM se obtiene:

_m X

XM R =T
dt

Denotamos una nueva variable z = X™ para simplificar la notacién. La diferencial

de la nueva variable Z con respecto al tiempo serd igual a:

dz _ dz dx dz

_m OX 1 dz
— = - J——
dt dx dt dt

(1—m)x’m% - x"—= —
dt dt  (1-m)dt

_m dX , , :
Reemplazamos X ™ — yX"™ por sus respectivos valores en términos de la variable z:
1 dz

= PR =T
(L—m) dt

Esta expresién es una ecuacién diferencial de primer orden, cuyo método de
solucién es conocido. Sim =a, R =n + Jdy T = s, entonces la ecuacién (9°) puede

ser reescrita como:

1 dz
o E+(n+5)z =S
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METODO DE RESOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES
DE PRIMER ORDEN

El método consiste en la suma de dos componentes: la solucién complementaria
(u homogénea) y la solucién particular. Supongamos una ecuacién de la forma:
X=ax+h.

La solucién serd igual a:

X =X +X. = Ao pat _E Solucién general cuando a # 0
t c p a

La solucién complementaria (X,) se obtiene de la resolucién de la parte homogénea de

la ecuacién. Haciendo b = 0 y resolviendo:
X
[=dt=adt
X
Integrando, y aplicando la exponencial, se obtiene:

Inx=at+k — x=ee™ — x, =Ae"

La solucién particular (Xp) es cualquier solucién de la ecuacién completa

X=a X + Db. Suponiendo la solucién mis simple donde X, es igual a una constante,

p
se tiene:

. b
X,=C —> X=0 - Xx,=-—
a

Usando un valor inicial conocido para X podemos hallar el valor de la constante A, y

obtener la solucién definida de la ecuacién diferencial. Sit = 0:

b

b
_ a(0) _ _
xm_%e . - Ao_x(o)+a

at

b b
X=X+ X, = X (0)+g € _g Solucién definida cuando a = 0

Sia =0, entonces debe tratarse otra solucién particular de la forma Xp = kt (para mayor
detalle, véase Chiang 1987).
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Multiplicando por (1 — a):

dz
d—t-l— [(l-a)n+8)z—(1-—a)s]=0
La solucién de esta ecuacién diferencial lineal no homogénea tiene la siguiente
forma:
Zt = ZC + Zp

Zt _ ZOe -(1-a)n+o)t C

Donde la solucién complementaria, Z., es igual a Z,=Z,8 ~(1=a) N+t 1 5 solucién
particular, =G, la solucién particular, se obtiene a partir de suponer que Z toma un

valor constante, por lo que dz iy
dt
l-a)(n+d)z—(1-a)s=0

(nN+o6)z-s=0
S

C=z=——
(n+0)

El valor de Z,, se obtiene a partir de suponer una condicién inicial. Si suponemos

que el capital en el instante t = 0 es igual a cero, entonces:

S
7 :Ze—(l—a)(n+§)(0)+
(@0 (n+9)
S
Zion =24+
(@0 (n+9)
S
Zy=1Z0q —
O (n+9)

Reemplazando los valores en la solucién general, se obtiene:

_ S “(-a)(n+ o)t S
Z =z, ———|¢€ +—
! { © (n+5)} (n+5)
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Finalmente, reemplazamos Z = k=% para hallar la ecuacién del capital

Kre Z | e S o ~(1-a)lnsan S
' @ (n+9) (n+9)

1

k, = k(o)lia‘ S PO a
(n+9) (n+9)

La ecuacién del consumo se obtiene de:

c, = (1-s)k*

—a S —1-a)in+ S _La
Ct:(l—S)L[k(o)1 _—(n+5)}e(l X 5)t+(n+§)]1

Modelo de Solow con tecnologia exdgena

Definimos una funcién de produccién con tecnologia aumentadora de trabajo (E),

donde el pardmetro E hace més eficiente a la fuerza de trabajo:
(11) Y = K* (EL)' -

Se asume que la tasa de crecimiento de la tecnologia (p) es exégena. Entonces, la

tasa de crecimiento del producto puede expresarse como:
I:0(5+(1—05) L+E
Y K L E
Y K
12) —=a—+(0-a)n+
(12) =a +{1-a)n+p]

Para comprender el crecimiento de Y, se debe comprender el crecimiento de K:

K=sY-0K Inversién neta

Se pueden expresar Y y K en términos de trabajo efectivo medido en unidades de

eficiencia, de la siguiente manera:

13 y-Y _YL_y
EL E E

EL E E

(14 - K _K/L_k
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Asimismo, la funcién de produccién también se puede expresar en términos de

trabajo efectivo medido en unidades de eficiencia (EL):

a l-a -
(15)?;% 5 y=k“

Tenemos ademds la variacién proporcional de la relacién capital-trabajo efectivo:

Por lo tanto:

(17) K=s§-(5+n+p)k

En el estado estacionario:

(18) k=0 — %:(§+n+p)

De la ecuacién (17) podemos calcular la tasa de crecimiento del producto por
unidad de trabajo efectivo. Tomando logaritmos y derivando con respecto al tiempo,

obtenemos:
y=k“ - Iny=alnk

dIny:adInk N l:aki
dt dt y k
En el estado estacionario,
% = akw =0
y k

Por lo tanto, la tasa de crecimiento del producto por unidad de trabajo efectivo,
y/ ¥, es directamente proporcional al crecimiento del capital por unidad de trabajo
efectivo. Puesto que, en el estado estacionario, K estd constante, ’y también perma-

necera constante:
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a9 L-Y_E_g
y E

No obstante, el producto per cdpita crece a la tasa a la que crece el progreso técnico.

y E
00 J_E_,
y E
Ademds, podemos demostrar que el producto (Y) y el stock de capital (K) estdn

creciendo a la tasa (n + p). De la ecuacién (13) tenemos:

g Y

EL

diny diny dinE dinL
dt dt dt dt

Iny=InY -InE-InL —

1.2 2= =0
y Y E L
Y _E L,
Y E L
De la ecuacién (14), se obtiene:
LY
EL E

Ink =InK—INE—~InL  —  Ink =Ink—InE

dink _dInK _dInE_dinL _ dink _dink dInE

dt dt dt dt dt dt dt
KK EL, 5, Kk_kE,
Kk K E L k k E
K E L k E
—_——t— — - =
K E L k E
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Grifico 2.2
Modelo de Solow con tecnologia exégena
y (n+5+p)|ﬁ<~
y
sy
k
De la ecuacién (17), tenemos;
K_.§
==S=—(0+n+
- k( p)
K S s-(n+p)=0
k v
Kk K E L s
—=— e = =25 -(N+p)=0
k K E L v (n+p)
K_s 4_Y
K v Y
K
(22) —=p+n
K P
k
(23) 2=
" P

El stock de capital y el producto crecen a una tasa igual a la suma de las tasas de
crecimiento de la fuerza laboral y del progreso técnico. Las variables per cdpita crecen
a la tasa de crecimiento del progreso técnico exdgeno. Como ya se habia mencionado,

el producto per cédpita crecerd tinicamente si hay progreso técnico.
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Solucion del modelo de Solow-Swan con tecnologia aumentadora de trabajo

Seguimos un procedimiento similar al anterior para hallar la solucién en el caso de

progreso aumentador de trabajo. De la ecuacién (17):
IZ=s37—(5+n+p)Iz

Esta es una ecuacién diferencial no lineal. La tnica diferencia respecto al caso
anterior es que el capital y el producto per cépita estin expresados en unidades de efi-
ciencia. Claramente, la ecuacién de la tasa de crecimiento del capital refleja la presencia
de progreso técnico, que crece a una tasa constante e igual a p.

Para hallar la solucién, debemos reducir esta ecuacion a una ecuacién diferencial
lineal. Reordenando la expresién:

K+(+n+p)k =sk*

Dividiendo entre Ra:
‘jj_tk“-a +(S+n+pk =5

Para simplificar la notacién realizamos un cambio de variable. Definimos la varia-
ble z, que es igual a k¥*. Diferenciando Z con respecto al tiempo, se halla una nueva

expresion para 2" :

dt
G _dzdk_q_gygeI
dt  dk dt dt

1 dz

ma-l—(é‘—i—n-l—p)z—S:O

Se trata de una ecuaci6n diferencial lineal no homogénea. La solucién tiene la forma:
2,=1,+12,

~(1-a)(n+d+p)t ic

2, =71,¢
Donde la solucién complementaria es igual a Z, e7'=® @*9* 2/ E] valor de la
solucién particular, C se obtiene a partir de suponer que Z toma un valor constante,

es decir, cuando E _0°

dt
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l-a)(d+n+p)z—-(1L-a)s=0

Z, se obtiene a partir de suponer una condicién inicial. Si suponemos que el capital

en el instante t = 0 es igual a cero, entonces:

(1- S
2 =7,¢ (1 a)(n+5+p)(0)+
(n+d6+p)
S
Zy=24pH———
° O (n+5+p)

Finalmente, reemplazamos z = k' para hallar la ecuacién del capital:

1

ko=l k. o _ S e l-ansosp) S Ta
' © (N+35+p) (n+3d+p)

La ecuacién del consumo se obtiene de:

c, =(1-s)k”
—u S (- S _i
c, = (1-5) k(o)l _ e (1-a)n+s+p)t + 1«
(h+6+p) (n+6+p)

Golden rule

Como el ingreso per cdpita ya no aumenta en el estado estacionario, es importante
saber en qué condiciones se maximiza el nivel de bienestar, es decir el consumo per
cépita. Existe un valor de K conocido como la intensidad de capital de la «regla de oro»,
es decir, el valor del stock de capital per cdpita que maximiza el consumo per cdpita en

el estado estacionario.
Partimos de la ecuacién neocldsica fundamental, cuando la economia alcanza su

estado estacionario para obtener el consumo per cdpita.

%: f(k*)—sf (k")

En el estado estacionario, se cumple que:

k=0 — %zf(k*)—(n+5)k*
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LA REGLA DE ORO

En el estado estacionario, tanto el szock de capital per cdpita, como el producto per cdpita,
estdn constantes. Sin embargo, el estado estacionario de una economia puede estar carac-
terizado por distintas combinaciones de capital per cdpita y producto per cdpita. Uno de
los indicadores de bienestar poblacional mds utilizados es el consumo. Como sabemos, en
la contabilidad nacional para una economia cerrada, el consumo es la diferencia entre el
producto y el ahorro (igual a la inversién).

En el panel izquierdo del grafico, se muestra la diferencia de la funcién de produccién per
cdpita y la inversién destinada a reponer el capital gastado y dotar de capital a la nueva
poblacién laboral (la zona rayada). La funcién de produccién neocldsica es céncava en K
y cumple las condiciones de Inada. A medida que aumenta K, la productividad marginal

alcanza un méximo y luego disminuye.

fk) (n+8)k c

f(k) Cuax

Ko

En el panel derecho, se presenta el consumo per cdpita en funcién del capital per cépita.
Como puede apreciarse a bajos niveles de K, el consumo aumenta conforme se incrementa
la relacién capital-trabajo hasta alcanzar su mdximo valor (Cy,,,). A partir de este punto,
el consumo decrece a pesar de que la relacidon capital-trabajo siga aumentando. Por lo
tanto, maximizando la funcién de consumo per cdpita con respecto al capital per cdpita del
estado estacionario podemos hallar el valor de K" de la golden rule. Partimos de la ecuacién
neocldsica fundamental, cuando la economia alcanza su estado estacionario para obtener

el consumo per cépita.

Donde K es el nivel del stock de capital per cipita del estado estacionario. Para
maximizar el consumo per cépita, se iguala a cero la primera derivada de la funcién
con respecto a K.

C

B
akL* = f'(kez )= (N+8)=0 — f'(kgg)=5=n
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La productividad marginal del capital menos la depreciacion es igual a la tasa de
interés real (I). Por tanto, el consumo per cdpita alcanza su méximo valor cuando la
tasa de interés real es igual a la tasa de crecimiento natural (n).

(ks ) -6 =n
r=n
Por lo tanto, el capital del estado estacionario cuyo producto marginal neto de
depreciacion es igual a la tasa de crecimiento de la fuerza laboral, es el 6ptimo en el
sentido que maximiza el consumo per cdpita. En correspondencia con el K de la regla
* . . 7 .
de oro (K gg), hay una tasa de ahorro que maximiza el consumo per cdpita. Para hallar
. * .7 ;.
esta tasa de ahorro, despejamos K™ de la ecuacién neocldsica fundamental de modelo

de crecimiento de Solow- Swan sin tecnologia exdgena, la cual es igual a cero en el
estado estacionario.

K=sf(kix)—(N+)kin =0 —  sf(ki)=(+0)kix

n+5)ke
(24) Ser = #
F(ker)
Grifico 2.3
La relacién capital-trabajo y la tasa de ahorro de la regla de oro
k™, ok” (n+o6)k’

f (k")
st (k*)

Ser T (k")

* , . . . .
A la derecha de K™ 5, la economia se encuentra en una zona de ineficiencia dini-

mica. Por lo tanto, en la zona ineficiente se cumple que:
f' k)= < f'(kgg) =0

f-<n

En la zona dindmicamente ineficiente la tasa de interés real es inferior a la tasa de
crecimiento agregado. En la grifico 2.3 se muestra la relacién capital-trabajo y la tasa
de ahorro de la regla de oro. Se puede apreciar que a la derecha de k”5g , la pendiente
de la funcién de produccién, f (k*), es menor que la pendiente de la linea (n + J) k.
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LA TASA DE AHORRO DE LA REGLA DE ORO
EN UNA FUNCION CoBB-DoucLas

Partiendo de una funcién de produccién Cobb-Douglas, Y = K“L!~%, en términos per
cdpita, tenemos:

Y KOt (KYY(L) v e a
L L :(LJ(LJ —oy=k =

Utilizando la ecuacién fundamental del modelo de Solow, hallamos el consumo per cdpita

en el estado estacionario.

%=k“—sk“ =(1-s)k* - %:k"—(n+5)k

Maximizando el consumo per cpita con respecto al stock de capital per cdpita, hallamos Kg:

Max S =k« — (n+ o)k
kL

o<
a—ksz‘ia—(nw):o -

GR GR

=n+5 - a=(MN+8)ke “

la
1

k A - Yer = @ -
® {n+s S n+s

Reemplazando el valor de Ky en la férmula hallada para la tasa de ahorro de la golden rule,

ecuacién (24), obtenemos que la tasa de ahorro debe ser igual al coeficiente a.

1 a
(n+5)k;R ( a j“’( a )_1"
Sep =R 5 s5,=(N+0 - Sgq =
R (k) w =+ 5 his or =&

Convergencia en el modelo de Solow

Como se mencioné anteriormente, de la ecuacién neocldsica fundamental:
k = sf (k) — (n+d)k

Se obtiene la ecuacién de la tasa de crecimiento de la relacién capital-trabajo:

k_sf(k)
iy (n+0)
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La tasa de crecimiento de las dotaciones de capital por trabajador depende positi-
vamente de la tasa de ahorro y la productividad media del capital, y negativamente de
la tasa de crecimiento de la poblacién y de la tasa de depreciacién. El primer término
es decreciente en el stock de capital porque la productividad media del capital lo es a

medida que aumenta el stock de capital.

Grifico 2.4

Convergencia en el modelo de Solow

Ao
E>O [
: n+o
T [
l ! l st (k)
l I ! k
| | |
1 ! 1
|
I . i k
ke Kg K
| | |
y I I !
1 [ 1
1 [ 1
| | |
v ___J____:L _______ ! f (k)
1 1
Yr ____:____I :
| | |
| | |
Yo [~/ ' !
! 1
( [ 1
! 1
1 | |
1
: - l k
klp kg K*

En el panel superior del grifico 2.4 se representa el producto de la tasa de ahorro
y la productividad media del capital, también conocida como la inversién bruta por
unidad de capital, como una curva de pendiente negativa. Mientras la curva se mantiene
por encima de N + J, el stock de capital per cdpita estd aumentando (k/K). Enel panel

inferior se aprecia que a bajos niveles de K, la tasa de crecimiento del stock de capital
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per cdpita es mayor, pues la productividad media de K es m4s alta y va disminuyendo

conforme aumenta K.

Yo Ye Y

>R 5 2
k, ~ky Kk

p

Sikes bajo, la inversién bruta y tasa de crecimiento de K serdn altas. Como Y sigue
la misma trayectoria de K, también crecerd mds cuanto mds alejada esté la economia
del estado estacionario. De este modo, dado que la relacién capital-trabajo de un
pais pobre, k) es menor que la de un pais rico, Kg, el pais pobre crecerd mds rdpido
que el rico, hasta que ambos convergerdn al mismo nivel de equilibrio de largo plazo,
si comparten los mismos pardmetros: S, N, d y la forma de la funcién de produccién
F (.). A este tipo de convergencia se le denomina «convergencia absoluta». Desafortu-
nadamente, la evidencia empirica no favorece esta hipétesis. De Long (1988), en un
estudio que abarca una amplia muestra de paises, no encuentra evidencia de que los
niveles de bienestar de los paises pobres y ricos se estén acercando.

Por otro lado, con mds realismo, se reconoce que los paises tienen distintos
pardmetros fundamentales. Por lo tanto, cada economia convergerd a su propio
estado estacionario. Esta convergencia es conocida como «convergencia relativa» o
«condicional» (condicionada por los pardmetros de cada economia en particular). La
evidencia empirica, a diferencia del tipo anterior de convergencia, apoya fuertemente
esta hipétesis, como lo demuestran los trabajos de Mankiw, Romer y Weil (1992) y
Barro y Sala-i-Martin (1991; 1992).

El tema de la convergencia ha sido muy trabajado en la teorfa del crecimiento, no
solo por el interés que despierta el tema en si mismo, sino también porque permite
comprobar empiricamente las implicancias de los modelos teéricos y analizar si estos
son validados o no por la realidad. Como hemos visto, en el modelo neocldsico, el
supuesto de rendimientos decrecientes, conducia finalmente a la formulacién de la
hipétesis de convergencia. Por otra parte, los modelos de crecimiento endégeno, que
serdn tratados en el capitulo cinco, surgen como una alternativa ante las deficiencias
del modelo neoclésico para explicar principalmente dos hechos estilizados: el creci-
miento del producto per cdpita sin factores de progreso técnico exdgeno y la falta de
convergencia entre paises (Islam 2003: 312).

El debate empirico acerca de la validez de la hipdtesis de convergencia se inicia
con el trabajo de Baumol (1986). Utilizando los datos de la muestra recopilada por
Angus Maddison en 1982, Baumol comprueba que existe convergencia absoluta para
un grupo de dieciséis paises industrializados en el periodo 1870-1979. El estudio
también encuentra evidencia de convergencia absoluta en paises menos desarrollados,

pero rechaza la hipdtesis para paises subdesarrollados (Romer 1994: 4).
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COMO REALIZAR UN TEST DE CONVERGENCIA ABSOLUTA

Generalmente, la hipétesis de convergencia ha sido puesta a prueba por el método de corte

transversal (entre paises o regiones) utilizando la siguiente regresién:

Ny, =Ny o =BIny;, o +y

Donde Yit es el producto per cépita del pais | en el periodo t. Se asume que S,
la velocidad de convergencia, puede tomar valores entre [-1,0]. La hipétesis de
convergencia implica que B <0, de este modo, la tasa de crecimiento, expresa-
da por la diferencia en los logaritmos del producto per cdpita en el nivel actual
(t=1) y el nivel en un estado inicial (t = 0) tendrfa una relacién inversa con el nivel inicial
de producto. Es decir, si #; < 0, entonces, los paises con menores niveles de producto per
cdpita inicial estarfan creciendo a tasas mayores que aquellos paises con mayores niveles de
producto inicial. Esta metodologfa es conocida como «test de convergencia f».

Otra forma de expresar la regresion es:
Iny,, =@+p)Iny,,+u — Iny, =xlny, ,+y,

Donde #=1+ fy 0 <7< 1. En este caso, la hipdtesis de convergencia implica que 7 < L.
Sin embargo, el hecho de que los paises pobres crezcan més rdpido que los ricos garantiza
que eventualmente ambos alcancen el mismo nivel de desarrollo? El test de convergencia £
solo comprueba la relacién inversa entre tasa de crecimiento y producto inicial. No obstante,
la hipétesis de convergencia implica ademds que, precisamente debido a esta relacién inversa,
los paises pobres eventualmente alcanzardn a los paises ricos. Por lo tanto, ;cémo saber si los
niveles de producto per cdpita de los distintos paises se estdn acercando?

Lichtenberg (1994: 576) sefiala que otra forma de realizar un test de hipétesis de conver-
gencia implica analizar la dispersién entre los niveles de producto per cdpita de los distintos
paises y comprobar que esta se reduce conforme transcurre el tiempo. De este modo, el test
consistirfa en obtener la derivada en el tiempo de la varianza del logaritmo del producto per
cdpita. Si esta derivada es negativa, entonces hay convergencia, es decir, los paises pobres se
estdn acercando a los paises ricos en términos de sus niveles de PBI per cdpita. Este tipo de
hipétesis se denominan «test de convergencia o» (o sigma representa la desviacién estdndar

en la muestra de ingresos entre paises).

d[var(Iny,)]/dt <0

Estas dos formas de corroborar la hipétesis de convergencia son complementarias, pues el
cumplimiento de la convergencia f es una condicidn necesaria pero no suficiente para que se
compruebe la convergencia 6. Ademds, el test de convergencia f§ permite obtener informa-
cién sobre pardmetros estructurales del modelo de crecimiento, mientras que las pruebas de

hipdtesis basadas en la distribucién del ingreso o producto entre paises no (Islam 2003: 314).
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Posteriormente, De Long (1988) sefialé que los resultados de Baumol (1986), que
respaldan la hipétesis de convergencia absoluta, podrian estar sesgados, pues, los paises
de la muestra de Maddison 1982 solo incluyen las economias que se industrializaron
exitosamente para fines del periodo de la muestra (Romer 1994: 4). Por lo tanto, la
validacién de la convergencia se da para paises que fueron escogidos como una muestra
ex post de paises con elevado crecimiento en el periodo 1870-1979. Ademds, ciertos
paises que en el ano inicial gozaban de buenas perspectivas de crecimiento fueron
excluidos del andlisis. Si Baumol hubiera considerado paises que en 1870 parecian en
condiciones de converger (como Irlanda, Portugal, Espana, entre otros) entonces la
hipétesis de convergencia hubiera sido rechazada, pues en los afios posteriores estos
paises se atrasaron con respecto a las economias lideres. Asimismo, De Long (1988)
presenta una muestra de 98 paises para el periodo 1960-1985 en la cual se rechaza la
hipétesis de convergencia absoluta.

El descarte de la hipétesis de convergencia absoluta generé escepticismo frente
al modelo de Solow, pues no se comprobaba empiricamente una de sus principales
conclusiones. Sin embargo, el modelo de Solow predice una versién condicional de
la convergencia y no una versién absoluta. Incluso Solow, en «Growth theory: an
exposition» de 1970, senalé explicitamente que los hechos estilizados referidos a
comparaciones entre economias le concernfan menos, pues su trabajo se enfocaba en
la trayectoria de las variables dentro de una economia (Islam 2003: 313).

En estos trabajos el test de convergencia absoluta estd basado en la compro-
bacién de que la tasa de crecimiento de un pais de un periodo a otro estd inversa-
mente relacionada con el nivel de producto per cdpita inicial. Por su parte, el test
de convergencia condicional requiere controlar por las diferencias en las tasas de
ahorro y de crecimiento de la poblacién entre paises. De este modo, se elimina
el efecto que los distintos pardmetros de cada economia tienen sobre la tasa de
crecimiento y se realiza un test similar al de convergencia absoluta. Los trabajos
posteriores se orientaron hacia la comprobacién empirica de la hipétesis de con-
vergencia condicional. Al respecto, se ha desarrollado relativo consenso sobre la
validez de esta hipétesis. Incluso se estima que la velocidad de convergencia de
los paises a su nivel de PBI per cépita de estado estacionario es de 2% a 3% anual
(Barro & Lee 1994). Para una revisién de literatura del tema mds detallada véase
Caselli, Esquivel y Lefort (1996).

Entre los principales trabajos del tema destacan los de Mankiw, Romer y Weil
(1992) y los de Barro y Sala-i-Martin (1991; 1992). En estos trabajos se utilizaron los
datos recopilados por Heston y Summers en 1991, pues la base de Madisson (1982)
presentaba problemas de sesgo en la seleccién de los paises (Romer 1994: 4).
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Los resultados de Mankiw, Romer y Weil (1992) sobre el andlisis de la conver-
gencia para una muestra de 75 paises a lo largo del periodo 1960-1985 se muestran
en el grafico 2.5. En €l se presenta la relacién entre la tasa de crecimiento del PBI per
cépita promedio anual de 1960 a 1985 (eje de ordenadas) y el logaritmo del producto
por trabajador en 1960 (eje de abscisas). Si se formara una relacién inversa entre estas
variables, la hipétesis de convergencia seria validada empiricamente para estos paises. Los
autores encontraron que la hipdtesis de convergencia absoluta es claramente rechazada,
pues como se aprecia en el panel superior del gréfico, no se visualiza una relacién clara
entre la tasa de crecimiento y el nivel de producto per cépita inicial.

Si se elimina el efecto de las tasas de ahorro y de crecimiento de la poblacién
sobre la tasa de crecimiento de los paises, si hay evidencia de convergencia. Como
se aprecia en el panel medio del grafico 2.5, hay una relacién inversa entre la tasa
de crecimiento del producto y el logaritmo del producto por trabajador. Es decir,
se valida la hipétesis de convergencia condicional, pues luego de controlar por las
diferencias en los pardmetros entre paises, los paises mds pobres estarfan creciendo
mds répido que los paises mds ricos. Asimismo, los autores encuentran que, si se
controla ademds por las diferencias entre el capital humano en los paises de la
muestra, la hipétesis de convergencia condicional es fuertemente respaldada por
la evidencia empirica (en el panel inferior del grafico, la relacién inversa entre las
variables es mds notoria).

Por su parte, Barro y Sala-i-Martin (1992) afirman que en 48 estados contiguos de
los Estados Unidos para el periodo 1880-1988 y en 22 paises de la Organizacion para la
Cooperacién y Desarrollo Econémico (OECD por sus siglas en inglés) para el periodo
1960-1985, la hipdtesis de convergencia absoluta es aceptada. Esto se explica pues estas
economias son similares en cuanto a la tecnologia y tasas de ahorro. De este modo, los
niveles de producto per cdpita en el estado estacionario no difieren significativamente
entre estados o entre paises. Por lo tanto, en estos casos, la convergencia absoluta y la
convergencia condicional son equivalentes. Asimismo, Barro y Sala-i- Martin (1991)
habian encontrado evidencia de convergencia absoluta entre las regiones de Francia
y las prefecturas de Jap6n. No obstante, para una muestra de 98 paises con distintos
niveles de desarrollo, para el periodo 1960-1985 (la misma muestra que trabajaron
Mankiw, Romer y Weil de 1992), Barro y Sala-i-Martin (1991) Gnicamente encon-
traron evidencia de convergencia condicional.

Por otro lado, Galor (1996: 1057) sostiene que la validacién de la hipdtesis de
convergencia condicional en el modelo neocldsico se halla muy relacionada con la
nocién de que cada economia estd caracterizada por un estado estacionario con un
tnico equilibrio globalmente estable. Sin embargo, si los sistemas dindmicos del

modelo estuvieran caracterizados por un estado estacionario con multiples equilibrios
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Grifico 2.5

Evidencia empirica sobre la convergencia
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localmente estables, entonces surgiria la hipétesis de convergencia condicional «club».
La hipétesis de convergencia condicional «club» senala que los paises con caracteristicas
estructurales semejantes convergen al mismo nivel de producto per cdpita de estado
estacionario si sus niveles de producto per cdpita iniciales también eran similares. Si los
paises tenian distintos niveles iniciales de PBI per cdpita, atin si comparten los mismos
pardmetros, es probable que los paises con menor PBI per cdpita converjan a un nivel
de estado estacionario menor.
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CAOMO REALIZAR UN TEST DE CONVERGENCIA CONDICIONAL

La forma de realizar un test de hipétesis de convergencia condicional es muy similar a la
hipétesis de convergencia absoluta. Por lo general se ha puesto a prueba por el método de
panel data (entre paises o regiones), pero a diferencia de la convergencia absoluta, ahora

necesitamos controlar por las caracteristicas estructurales propias de cada pais.

Convergencia absoluta

In Yie — In Yito = it In Yig—o tU

Ny, =Iny, o =8Iy o+ X 0B +m +10, + 4,

Convergencia condicional

Para ello, incluimos en la regresién un conjunto de variables independientes en el
periodo inicial que explican la tasa de crecimiento para cada pais, representadas por
Xj t = o- Ademds incluimos un efecto especifico del pais I, 77;, el cual recoge los efectos que
no son capturados en X ; ¢, utilizado como una variable proxy del estado estacionario al
que convergen los distintos paises, como por ejemplo, variables no observables que repre-
sentan las diferencias de tecnologfa entre paises. Por su parte, 7; es una variable que recoge
el efecto temporal.

Otra forma de expresar la regresion es:
Iny,, =@+ B)InY; o+ X 0B +1 +1, +U;
Iny, =zIny, o+ X 0B, +17; + 1, + U,

Donde 7 = 1 +81y 0 < < 1. En este caso, la hipdtesis de convergencia condicional impli-
ca que 7 < 1. Sin embargo, Caselli, Esquivel y Lefort (1996) senalan que estas regresiones
presentan dos errores que generan que los resultados de la estimacién no sean consistentes.
Primero, existe correlacién positiva entre los regresores #; y In (yi]tzo) que origina que el
estimador 7 esté sobreestimado, y de este modo, la velocidad de convergencia, f3;, estard
subestimada (recordemos que f; € [-1,0].

En segundo lugar, existe un grupo de variables consideradas en el conjunto X;, -, que
presentan problemas de endogeneidad con la tasa de crecimiento, por lo tanto, hay un
problema de inconsistencia de los estimadores. Lamentablemente, algunos de los trabajos
realizados abordan algunas de estas deficiencias utilizando técnicas de estimacién de panel,
pero no solucionan los dos inconvenientes a la vez. Para solucionar los dos problemas al
mismo tiempo, Caselli, Esquivel y Lefort (1996) presentan una estimacién de panel dindémico
con estimadores por el método generalizado de momentos (para detalles técnicos, véase el

apéndice de Caselli y otros 1996). De este modo, los autores encuentran que la velocidad
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de convergencia, f, , es alrededor de 10%, mayor que el 2% generalmente aceptado, pues
los estimadores anteriores eran ampliamente subestimados.

Esta mayor velocidad de convergencia implica que los paises tardan cerca de siete afios en
aproximarse a la mitad de la distancia entre su posicidn inicial y su nivel de estado estacio-
nario (si la velocidad es de 2% a 3%, al pais le tomarfa 30 afios recorrer esta distancia). En
consecuencia, las diferencias significativas en los niveles de producto per cdpita entre paises
serfan explicadas por diferencias en los valores del producto per cdpita del estado estacionario

entre paises (Caselli y otros 1996: 25).

En el modelo neocldsico de un solo sector, la funcién de produccién per cépita,
al igual que la funcién de ahorro, es estrictamente céncava en el ratio capital—trabajo.
Por lo tanto, el estado estacionario estd caracterizado por un tnico equilibrio estable.
No obstante, si el modelo incluye individuos heterogéneos, de manera que las tasas de
ahorro de los asalariados sean diferentes a las tasas de ahorro de los capitalistas, enton-
ces, la funcidn de ahorro dejaria de ser estrictamente céncava. Por lo tanto, el estado

estacionario podria estar caracterizado por multiples equilibrios localmente estables.

Grifico 2.6
Equilibrio tnico vs. multiples equilibrios

sf(K) sf(K) /

En el grafico 2.6 se presentan dos funciones de ahorro distintas. En el panel iz-
quierdo se presenta la funcién neocldsica de ahorro per cdpita convencional, la cual da
lugar a un estado estacionario con un solo equilibrio. En este modelo es probable la
convergencia condicional. Esta hipétesis establece que, si las economias comparten los
pardmetros fundamentales, su stock de capital per cdpita convergerd en el largo plazo

. . . *
al nivel de estado estacionario K .
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DI1STINTOS CONCEPTOS DE CONVERGENCIA

La literatura sobre convergencia abarca distintos conceptos de convergencia, de los cuales
solo hemos presentado algunos. A continuacidn se sefiala brevemente los principales con-
ceptos relacionados con las pruebas de convergencia (para una revision detallada del tema
véase Islam 2003). Naturalmente, estos conceptos no se hallan desvinculados, y en algunos

Casos son equivalentes .

1. Convergencia entre paises o dentro de un solo pais

Como ya se menciond, la hipétesis de convergencia puede analizarse como una compara-
cién entre distintos paises o como un tema de trdnsito de una economia desde un estado

de desarrollo inicial hacia su nivel de estado estacionario.

2. Convergencia de tasas de crecimiento, niveles de ingreso o productividad

Si toda la economia compartiera el mismo nivel de progreso técnico, en el estado estaciona-
2

rio todas crecerfan a la misma tasa. Si ademds, las economias tuvieran la misma funcién de

produccién, convergerian en el estado estacionario al mismo nivel de producto. Sin embar-

go, la convergencia en cuanto a niveles de producto o ingreso depende de la acumulacién

de capital y de la evolucién de la productividad total de factores (PTF). Por lo tanto, otra

hipétesis de convergencia consiste en investigar si los niveles de PTF de los distintos paises

se estdn acercando en el tiempo.

3. Convergencia f o convergencia &

Anteriormente sefialamos que las pruebas de hipdtesis £ se centran en el andlisis de la re-
lacién entre el nivel inicial de producto y la tasa de crecimiento de la economfa. Por otro
lado, los test de convergencia o se basan en el andlisis de la dispersién entre los niveles de

ingreso de los paises.

4. Convergencia absoluta o convergencia condicional

Este es el debate mds famoso entre la literatura de convergencia. Como hemos visto, la
convergencia absoluta sostiene que todos los paises convergerdn al mismo nivel de producto
de estado estacionario (pues los paises pobres crecen mds ripido que los ricos). La conver-
gencia condicional incorpora el efecto de los distintos pardmetros de los paises y sefiala que
cada economia convergerd a un nivel de estado estacionario distinto, dependiendo de sus

pardmetros particulares.

5. Convergencia global o convergencia «club»

También hemos mencionado el debate acerca de la convergencia global y la convergencia
«club». Este debate guarda relacidn directa con la posibilidad de que la economia presente
un dnico equilibrio de estado estacionario (convergencia global) o mdltiples equilibrios

(convergencia «cluby).
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En el panel derecho se presenta una funcién de ahorro con dos equilibrios. En
este caso, podria cumplirse la hipdtesis de la convergencia condicional «club». Este
tipo de convergencia establece que, aun si las economias comparten los mismos
pardmetros fundamentales, los paises pueden converger a distintos niveles de capital
per cdpita y producto per cdpita, dependiendo de los niveles de capital per cdpita
y producto per cdpita iniciales. De este modo, asumiendo los mismos pardmetros
para un grupo de paises, aquellos con bajos niveles de capital per cdpita y PBI per
cdpita inicial convergerdn a un nivel k*b, inferior al nivel k*a, al cual convergerdn
los paises que gozaban de un mayor nivel de szock de capital per cdpita y producto
per cdpita inicial.

Por lo tanto, la convergencia «club» implica que, incluso dentro de grupos de
paises con caracteristicas estructurales muy similares, habrd cierta tendencia a la
polarizacién, pues algunos paises convergen a niveles menores de producto per
cdpita mientras otros convergen a niveles més elevados. El trabajo de Galor (1996)
sefala que existe evidencia empirica que respalda la hipétesis de la convergencia
condicional «club» en modelos neocldsicos que incorporan nuevos elementos como
capital humano, desigualdad en la distribucién del ingreso, imperfecciones en los
mercados de capitales, entre otros.

No obstante, a pesar del respaldo empirico que tienen las hipétesis de convergencia
condicional (ya sea en su versién global o «club») debe tenerse en cuenta que el éxito
del proceso de crecimiento econdmico, depende también de factores sociales y politicos.
De este modo, Pipitone (1994) sostiene que si la hipétesis de convergencia fuese véli-
da, el problema del atraso econémico experimentado por algunos paises serfa solo un
problema temporal, pues en el largo plazo se llevaria a cabo el proceso de transferencia
y difusidn tecnoldgica que permita asegurar la convergencia de los paises con menor
stock de capital per cdpita a los niveles de las economias lideres. Sin embargo, contintia
el autor, el atraso econdmico se cimienta sobre una «fisiologfa socioeconémica, es decir,
sobre formas especificas de relacién entre economia, sociedad y politica, por lo cual el
proceso de desarrollo no puede depender exclusivamente de factores de econdmicos y
tecnoldgicos (Pipitone 1994: 254).
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EL ENFOQUE DE SERIES DE TIEMPO

Cronolégicamente, las pruebas de convergencia empezaron empleando una metodologia
de corte transversal, la cual permite realizar pruebas de convergencia absoluta entre paises o
regiones, como también pruebas de convergencia f y o. Posteriormente se utilizé el método
de datos de panel para realizar pruebas de convergencia condicional. Finalmente, el método
de series de tiempo ha sido empleado para probar la convergencia dentro de una economia
y entre paises. Segin Solow (1970) el modelo neocldsico se enfoca en la convergencia de
una economia hacia su nivel de estado estacionario y no de convergencia entre paises. Por
lo tanto, de esta perspectiva, la forma de probar que una economia se acerca a su nivel de
estado estacionario requiere de un enfoque temporal (Islam 2003: 332).

Dentro de un pais, la prueba de convergencia consiste en un test de raiz unitaria del si-

guiente modelo:
In Y = :Bo + (1+ ﬂl) In Yia _ﬁlgt +U,

Es decir, la existencia de convergencia implica que el término 1 + f3; sea menor que 1, es
decir, que ;< 0.

Las pruebas de convergencia entre paises también pueden desarrollarse utilizando series de
tiempo. Esta prueba de hipétesis sefiala que dos economias, i y j, convergen, si sus niveles

de producto per cipita (Yj;y Y t) satisfacen la siguiente ecuacién:
l!m E(Ymk — Y ek 1€ ) =0

Donde Q) es el conjunto de informacién disponible en el periodo t. Es decir, si solo existieran
dos economias, iy J, la prueba de hipétesis consiste en analizar si los niveles de producto de
estas economias tienden a acercarse a lo largo del tiempo. Sin embargo, cuando se trata de
probar convergencia entre més de dos paises, se necesita un valor de referencia con respecto
al cual comparar el acercamiento de los niveles de producto de los otros paises.

Por lo general, esta referencia es el nivel de producto de la economia lider, pero también
puede emplearse como referencia el nivel de producto promedio de la muestra. Asimismo,
este enfoque permite realizar pruebas de hipétesis de convergencia absoluta (cuando el

pardmetro a es igual a uno) y condicional (con a # 1) (Islam 2003: 316).
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El'modelo de Solow-Swan en tiempo discreto

La versién bdsica del modelo de Solow en tiempo discreto consta de las siguientes

ecuaciones:

Y, = K@ LA Funcién de produccién

S;=sY; Funcién de ahorro

Li,; = @ +n)L, Tasa de crecimiento de la fuerza laboral
I =S Condicién de equilibrio

Kirp — K= S;—0K;  Inversién bruta
Reemplazando la funcién de ahorro en la ecuacién para la inversion bruta:
Kipp — K=Y -0 K,
Kipp =Y+ (1 -0) K,

Dividiendo entre L, se obtiene:

&st—‘Hl—ﬁ)ﬁ
L L 0}

Multiplicando y dividiendo el lado izquierdo de la ecuacién por L 4:

@Kﬂl :5Y7t+(1_5)ﬁ
L L. L L,

Haciendo algunos reemplazos se obtiene:

@+n) ks =S Y, +(1-0) &,

ki ZL[XAkt‘Z +(1_5) kt]

(L+n)

Restando a ambos lados kt, se obtiene la ecuacidén neocldsica fundamental del
crecimiento:

1
k,—k =——|sAk* +(1-O)k, |- £
t+1 t (1+71)|:S t +( )t] t

1
k., —Fk = Ak +(1—0—-1—n)k
t+1 ¢ (1+71)|:S t +( 71) t]
1
k,—k =——|sAk" —(0 e
t+1 t (1+ﬂ)5 t ( +ﬂ) t]
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Esta es una ecuacién en diferencias no lineal. Dada la complejidad de la solucién,
resulta de mayor utilidad caracterizar la trayectoria del capital cerca del equilibrio
empleando un diagrama de fase (Chiang 1987: 572). El diagrama de fase es el grifico
de la funcién ki, 1 = f (k) en el plano (k;, k1)

En el estado estacionario, se cumple que K; 1 = K;. Esta igualdad se puede graficar
en el plano (K; , K1), como una bisectriz del dngulo recto que forman los ejes de la
abscisa y la ordenada. En todos los puntos de la bisectriz se tiene que K, 1 = k; .

Dado un valor inicial kO < k*, los valores futuros de K se hallan por medio del
mérodo iterativo. K = f (Ky) estd dado por el punto A, desde el cual se proyecta el valor
de Ky sobre el eje de abscisas a partir de la recta de 45° (punto B). Luego, es posible
hallar k, = f (k;), K3 = f (k,), y asi sucesivamente, hasta que K, 1 = K; , lo que sucede

en el punto E.

Grifico 2.7
Modelo de Solow y la dindmica hacia el equilibrio
k., Ko =k,
‘ a= 1)
K, = E
o4
:
|
|
45° !
k, Kk Kk k* K,

Existen distintos tipos de trayectorias temporales. En particular, estas son clasifi-
cables de acuerdo a si convergen o no hacia el equilibrio, o si presentan oscilaciones
en el trdnsito al equilibrio. Si la linea de fase, es decir la ecuacién ki 4 = f (k;), presenta

las siguientes caracteristicas:

a) Tiene pendiente positiva.

Ko _ 1 s ak t+@-6)]>0
ok, 1+n

b) La pendiente, en valor absoluto, es menor a la unidad.
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Bajo la condicién b) habrd convergencia al equilibrio, mientras que bajo la con-
dicidn a) la trayectoria hacia el equilibrio serd continua y sin oscilaciones (para mds
detalle, véase Chiang 1987).

Estdtica comparativa y politicas segiin el modelo de Solow

Los niveles de K y Y en el steady state dependen de los pardmetros. Si S es mayor, o si
la tasa N es menor, la relacién K en el estado estacionario serfa mayor. Pero la tasa de
crecimiento del producto per cdpita volveria a ser cero una vez alcanzado el nuevo
estado estacionario.

De este modo, las variables exdgenas que afectan el crecimiento y el nivel de pro-

ducto per cdpita de la economia y su tasa de crecimiento son principalmente:

¢ Aumento del ahorro
¢ Control del crecimiento de la fuerza laboral

*  Progreso técnico

Es claro que las politicas para favorecer el crecimiento deben orientarse a aumentar
la tasa de ahorro e incentivar el cambio técnico, mediante politicas educativas, tecno-
l6gicas, etcétera. Sin embargo, el incremento del ahorro, si bien aumenta la intensidad
de capital y el nivel del producto per cdpita, no aumenta la tasa de crecimiento de
largo plazo del PBI. Por lo tanto, los efectos del aumento de la tasa de ahorro son solo
transitorios. Esta afirmacién es conocida como la paradoja neocldsica. Esta es una de
las principales diferencias entre el modelo de Solow y los modelos Harrod-Domar,
pues en ellos la tasa de ahorro si resulta relevante para la determinacién de la tasa de
crecimiento de largo plazo.

Por otro lado, cuanto menor es la tasa de crecimiento de la fuerza laboral, mayor es
el nivel producto per cépita. Por ello, los neocldsicos sostienen que es importante aplicar
politicas de planificacién familiar, sobre todo en paises con altas tasas de natalidad.
Finalmente, un mayor progreso técnico aumenta la tasa de crecimiento del producto
y hace crecer el producto per cdpita. Por lo que debe incentivarse la promocién del
cambio técnico, variable que es exdgena al modelo de crecimiento neoclsico.

La debilidad principal del modelo de Solow es que considera a la tasa de ahorro
como un pardmetro exdgenamente determinado, lo cual claramente carece de fun-
damentos microeconémicos, pues un agente racional deberfa optimizar su utilidad

para obtener una regla 6ptima de consumo y derivar residualmente el nivel de ahorro.
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KEYNESIANOS VS. NEOCLASICOS

El debate entre keynesianos y neocldsicos gira en torno a la estabilidad del crecimiento con
pleno empleo. Como acabamos de ver, los keynesianos sostienen que es poco probable que
la tasa natural y la tasa garantizada coincidan con la tasa efectiva de crecimiento. Por otro
lado, los neocldsicos sostienen que dicha conclusidn se deriva solo bajo el supuesto de que
la relacién capital-producto esté fija. Al incluir la posibilidad de la sustitucién entre fac-
tores, este ratio se hace variable. De este modo, bajo el supuesto de proporciones variables
y retornos constantes a escala, los neocldsicos sefialan que la tasa efectiva de crecimiento
tenderd, en el largo plazo, a la tasa garantizada y a la tasa natural.

Por lo tanto la pregunta es si debe asumirse sustitucién entre factores o no. Al respecto, Sato
(1964: 380) sostiene que las conclusiones que se desprenden del modelo de crecimiento
neocldsico dependen fuertemente de qué tan rdpido se lleve a cabo el ajuste de la tasa de
crecimiento a la tasa natural; en otras palabras, depende de la velocidad a la que se lleva a
cabo el proceso de sustitucién de factores. De este modo, si el proceso de ajuste es lento
o se da a una baja tasa de sustitucién entre factores, la relacién entre el capital y el trabajo
puede ser considerada como fija en términos précticos.

El autor calcula la velocidad del proceso de ajuste de un equilibrio a otro bajo los supuestos
de los modelos neocldsicos. En teorfa, en el largo plazo, cuando t tiende a infinito, el ajuste
se concreta totalmente. Sin embargo, para consideraciones précticas, el autor encontré que
a una economia desarrollada le tomarfa aproximadamente cien anos lograr un avance de
90% en el proceso de ajuste de su tasa de crecimiento efectiva hacia la tasa de crecimiento
natural. Por lo tanto, si el sistema se desvia de la tasa natural de crecimiento, le tomar4 al
menos un siglo alcanzar la senda de crecimiento con pleno empleo. Asimismo, el autor
encontré que elevados valores de la tasa de ahorro de la economifa, altas tasas de crecimiento
del progreso técnico y bajas tasas de crecimiento de la poblacién contribuyen a disminuir
la duracién del periodo de ajuste.

En suma, Sato (1964: 387) concluye que, si bien el modelo neocldsico asegura que la tasa
de crecimiento tenderd a la tasa natural en el largo plazo, el proceso de ajuste requiere de un
periodo largo para concretarse. Por lo tanto, dado que la velocidad a la que se lleva a cabo
el proceso de sustitucion de factores es reducida, suponer que los factores se encuentran

préicticamente fijos no resulta muy descabellado.

Modelo de dos sectores

En los primeros anos de la década de los sesenta Hirofumi Uzawa publicé su
trabajo «On a Two Sector Model of Economic Growth» Iy II (1961 y 1963). En
este, se exponia un modelo pequeno walrasiano, en el que existen dos sectores:
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un sector produce un tnico bien de consumo homogéneo, mientras que el otro
sector produce un bien de capital homogéneo. Ambos sectores presentan factores
de produccién, capital y trabajo, homogéneos y funciones de produccién bien
comportadas, es decir, con rendimientos marginales positivos decrecientes y
que cumplen las condiciones de Inada.

En el equilibrio, los precios de los bienes de capital, Pm, y de los bienes de consumo,
Pc, junto con un salario, W, y un precio por los servicios del capital, I, aseguran que todo
el capital y trabajo disponibles se asignan a uno u otro sector. Es decir, existe el pleno
empleo. Ademds, cada sector paga a sus factores el valor de sus productos marginales,
cumpliendo asi con la condicién de maximizacién de beneficios. El equilibrio, en el
cual el ahorro es igual a la inversidn, existe y es Gnico. Asimismo, el modelo es estable.

El sector M produce bienes para la inversién, mientras que el sector C produce

bienes para el consumo. La produccién de cada sector se expresa de la siguiente forma:

(1.a) Y, = F, (K, L) Funcién de produccién sector M

(1.b) Y.= F. (K, L)  Funcién de produccién sector C

Debe notarse ademds que la produccién de bienes de capital serd igual a la inver-
sién, mientras que el consumo de la economia viene dado por la produccidn total de

bienes de consumo.
2)K + 6K = F, K, L) Inversién bruta

(3)C= F, (K. L) Consumo

De este modo, el equilibrio macroeconémico establece que el producto agregado

es igual al consumo y la inversion:

4yY=C+lI Ecuacién de equilibrio macroeconémico

Existe libre movilidad de factores entre sectores, sin costos. Asimismo, el capital

es maleable en el sentido de que puede utilizarse en cualquier relacién capital—trabajo.
(5.0) K = K, + K,

b L=Ly+L,

Las funciones de produccién de ambos sectores pueden ser expresados en términos
per cépita. Para simplificar la notacién, se omiten los subindices de las funciones de
produccién. No obstante, el que las funciones no tengan subindices, no significa que

las tecnologfas sean idénticas.
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(6.2) ¥, =T (k) Funcién de produccién per cépita sector M

(6.b) y, = f (k) Funcidén de produccién per cépita sector C

Se asume que la fuerza laboral, L, crece a la tasa exégena n. Se supone también que
la oferta de trabajo es ineldstica al salario real, es decir, no es afectada por este. El modelo
supone que el stock de capital se deprecia a una tasa constante d, independientemente de
su empleo en cualquier sector. Asimismo, asumiendo competencia perfecta, el equilibrio
implica que los factores en ambos sectores son pagados de acuerdo con los valores de
sus productos marginales. Adicionalmente, se establece que los precios nominales de

los factores son iguales en ambos sectores.

7) w =P oY, . w =P oY,
oL, ‘oL,
®)r, =P, Al ;=P N,
oK oK

m 4

Donde W,y I, son el salario nominal y la tasa de retorno nominal, respectivamente.
La relacién salario-beneficio en cada sector serd igual a:

oY,

(9.2) W, _ ﬂ Relacién salario-beneficio en el sector M
r P oY,
oK.,
oY,

(9.b) % = Cgl;c Relacién salario-beneficio en el sector C
n ¢ aKC

c

Los precios de los bienes se eliminan. Asf la relacién W / I en cada sector viene
dada por la relacién entre los productos marginales fisicos del trabajo y del capital.
Como se cumple el teorema de Euler, en cada industria el salario debe ser igual a:

(10.a) W, =P ¥ — Ky P f' (k) Salario en el sector M

(10.b) w, =P_.y.— k. P, f"(k,) Salario en el sector C
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En consecuencia, la relacién salario-beneficio serd igual a:

Wi _ I:)mym _kam f ,(km)

" P F'(kn)

n

Wy _ Pcyc _chc f '(kc)

r P (k)

n

Puede simplificarse de la siguiente manera:

(11.2) Wo __Yn

nof(,) "
(1) Yoo Yo
o fike)

Se supone que todos los beneficios son ahorrados y todos los salarios son consu-
midos, es decir, la propensién a ahorrar de los capitalistas es igual a 1 y la propensién

a ahorrar de los trabajadores es igual a cero. Por lo tanto:

(12) w L=P_Y, Salarios totales = Produccidn total de bienes de consumo

(13) r, K=P, Y, Beneficios totales = Produccién total de bienes de capital

Esta es la ecuacién de la igualdad ahorro-inversién, pues los beneficios constituyen
el ahorro de la economia y la produccién de bienes de capital es la inversién.
De las ecuaciones de inversion bruta y de beneficios totales, se puede obtener la

tasa de crecimiento del szock de capital:

K=I1-0K= Yo — 0K  Inversién neta

rK - Inversién bruta
Pm
I
Puesto que: | =Y, =—"K
P
Por lo tanto, la tasa de crecimiento de K sera:
(14 K_h _ S

Ko Py

K_ .
(15) = 1'(k,) =5
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El producto marginal del capital en el sector de la produccién de bienes de in-
version es:

oF
16) r. = m
(16) , Pn ¢

= Pn fky)

m

Entonces: oF, =f'(k,)= o
K P

La produccién del sector de maquinaria se utiliza para producir incrementos netos

en el stock de capital y para reemplazar las mdquinas que se han depreciado durante
el periodo de produccién.
La ecuacién (15) se reemplaza en la ecuacién de la tasa de crecimiento de la in-

tensidad de capital representada en la siguiente expresion:

De este modo se obtiene la ecuacién fundamental del modelo de dos sectores:

(17) E: F(k )= (5+n)

Donde n es la tasa de crecimiento de la fuerza laboral total L / L. De este modo,
la tasa de crecimiento del capital per cépita es la diferencia del producto marginal del
capital del sector de maquinaria, neta de depreciacion, respecto de la tasa de crecimiento
de la fuerza laboral.

La tasa de crecimiento de la relacién capital-trabajo (intensidad de capital), K,
es la tasa a la que crece el capital per cdpita del conjunto de la economia. La relacién
K /L total es una media ponderada de las relaciones capital-trabajo de cada sector.

La ecuacién fundamental del modelo se puede escribir también asi:

k oY,

koK,

—(6+n)

Cuando la economia estd en su tasa de crecimiento balanceada, la relacién capital—
trabajo estd constante, es decir, K no varfa. En consecuencia:

oY,

oK

=0+n

m

Esto ocurre cuando el producto marginal del capital en el sector productor de
mdquinas o de capital se iguala a la suma de las tasas constantes de depreciacién y de
crecimiento de la fuerza laboral.
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El grifico 2.8 ilustra el equilibrio en el modelo de dos sectores. El punto E
corresponde al estado estacionario en el sector productor de maquinarias. El punto D
es el que corresponde al estado estacionario del sector productor de bienes de consumo.
Entonces, en E, la 1"’ (K,) es igual a n + J. Asimismo, la relacién capital—trabajo de
equilibrio en el sector de maquinaria (k') es igual al segmento OB = FE, mientras
que en el sector de bienes de consumo, la relacién capital-trabajo de equilibrio (k*c)

es igual al segmento OC =GD,

Grifico 2.8
Modelo de dos sectores

f (k)

fko)

o+n

Por lo tanto, si queremos hallar la remuneracién real del capital en el sector de

o . . . *
maquinarias, es decir, el producto marginal de k m > tenemos:

r, oY,
P, oK,

m

=Nn+0

Sabemos que el producto marginal de k7, en el grifico es igual a la tangente
del dngulo formado por la recta AE y el eje de abscisas, dngulo EAB. Por lo tanto,

f(K,) es igual a: .. EB
f (km) ==
AB

Sin embargo, dado que este dngulo, es igual al dngulo FEH, pues se trata de dngulos

alternos internos (nétese que el segmento FE es paralelo al eje de abscisas). Por lo tanto,

fk;)=co - AP
AB FE
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De este modo, r=pP i

" FE

Asimismo, los beneficios en el sector M seran:

rk,=Pk, Ll PmFEiz PmHF
FE FE

El producto per cépita en el sector de maquinarias es P, OF; por lo tanto, el salario
se obtiene restando a este producto los beneficios obtenidos en el sector.

w, =P, OF —P,FH

W, - P (OF —FH)= P, OH

Se puede mostrar ficilmente que el segmento OA es igual a la relacién W, /T,..

Como w = PmOH y r,=Pm % , entonces:
n n OA

w, PmOH o,
r.  PmOH
OA

Podemos aplicar el mismo procedimiento para identificar la distribucién del ingreso
en el sector de bienes de consumo. Recuérdese que el crecimiento es balanceado y hay

competencia perfecta.

Por su parte, el salario en el sector de bienes de consumo y la relacién salario-
beneficio serdn:




CariTuro 2. CRECIMIENTO ECONOMICO Y EMPLEO: KEYNESIANOS Y NEOCLASICOS

PARA EL ANALISIS DEL GRAFICO

La derivada de una funcién en un punto es igual a la pendiente de la recta tangente a la

funcién en ese punto. Por lo tanto, el producto marginal de K, en el sector de maquinaria
. . *

es igual a la pendiente de la recta tangente a f (K,)) en el punto K. Recordemos que

para hallar la tangente, se aplica la siguiente férmula.

Tangente del 4ngulo a:
X

Cateto opuesto

Tan(e¢)=—————
Cateto adyacente

Cateto
opuesto

OX
Tan =
@=77 «(

Cateto
adyacente

Por otro lado, resulta ttil recordar las propiedades geométricas de los dngulos. Si tenemos
dos rectas paralelas cortadas por una recta secante, los dngulos que se encuentren por
encima y debajo de las rectas, a lados alternos de la secante son denominados dngulos
alternos externos y son iguales. Los dngulos que se encuentran entre las paralelas a lados
alternos de la secante son llamados dngulos alternos internos y también son iguales.
Asimismo, los dngulos opuestos por el vértice son aquellos formados por la proyeccion

de los segmentos que forman el dngulo hacia el lado opuesto.

Angulos alternos externos:

a ayld —a=0
p Angulos alternos internos:
7 Byy —=p =y
0 / Angulos opuestos por el vértice:
ayf —a=p
a=f=y=0 Oyy—0=y

La relacién salario-beneficio real es la misma para ambos sectores como resultado
de la competencia. Podemos hallar ademds la proporcién de la fuerza laboral empleada
en el sector de bienes de consumo. Dado que todos los salarios se gastan en bienes de
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consumo, los salarios totales de la economia deben ser iguales al producto del sector

consumo.

w,L=PL OG
w,L, =P, 0J
w,L, PLOJ
w,L PLOG
L_0)
L 0OG

Por otro lado, la relacién capital-trabajo total es un promedio ponderado de las
participaciones del trabajo de cada sector en el trabajo total.

K_Kp+Ke _Kyly KL
L

L L L, L L

Para Uzawa (1961; 1963), la estabilidad exige que la relacién capital-trabajo del
sector C sea mayor que la relacién capital—trabajo del sector M. Si la relacién capital—
trabajo en el sector de bienes de consumo es mayor que la relacién capital-trabajo del

sector de maquinarias, existe el equilibrio y es estable.
ke > K,

K.

1——m

, , P T L
Notese ademds que k, >k >k, y k =—k_ +
L L
La ecuacién fundamental nos indica cuando crece o decrece la relacién capital—

trabajo total: .

* Sif'(k,)>n+o N k >0 Larelacién capital-trabajo total aumenta.
* Sif'(k Y<n+§ N k < 0 Larelacién capital-trabajo total disminuye.
) k

Para que haya estabilidad, ambos lados de la ecuacién deben tender a cero, es decir,

a una relacién capital—trabajo constante.
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* Sikestd creciendo, entonces f' (K;,) debe disminuir. Esto significa que K, debe
aumentar hasta que su productividad marginal se iguale a la constante n + 0.

* Sikestd disminuyendo, entonces ' (K,) debe aumentar. Esto significa que K,
debe disminuir hasta que su productividad marginal se iguale a la constante
n+o.

El modelo es estable porque K y K, varian en la misma direccién. Si la relacién
W,/ I, aumenta, las relaciones km y kc de ambos sectores aumentan, pues al disminuir el
precio del factor capital en relacién al factor trabajo, aumentard la demanda por capital
en ambos sectores debido a que resulta mds rentable sustituir un factor més costoso
(trabajo) por un factor relativamente mds barato (capital). Otra forma de explicar
esto es recordar que la demanda del factor de produccién depende directamente de
su precio, por lo tanto, cuando disminuye el precio del capital aumentard la cantidad
demandada de capital. Como una relacién capital-trabajo mayor es acompanada de
una W,, / I, mayor, el modelo es estable. Pero falta explicar por qué K, > K.

De las ecuaciones de salario total y beneficio total, se obtiene:

w,L=PY, rK=PY,

WK _PYa L K_WRY,
w,L  PY, L 1Py,

n

Un incremento de W,, / I, debe elevar P, / P, si kC > km' Como W/ r es la misma
para ambos sectores, bajo condiciones de competencia perfecta y rendimientos cons-
tantes a escala, un incremento de la relacién salario—tasa de beneficio (W, /1), genera
un aumento de los precios relativos P, / P . Es decir, el precio de los bienes de capital
aumentard en relacién al precio de los bienes de consumo, pues, por ser una industria
mds intensiva en trabajo, el sector de maquinarias debe pagar una mayor proporcién de
su producto en salarios. En otras palabras, un incremento de W, /1, aumenta P / PC,
porque los salarios son una parte mds importante de los costos unitarios en el sector
de maquinaria que en el sector de bienes de consumo.

Cuando W,/ 1, y P, / P, aumentan, la relacién K (y K;,) aumentan, siempre que
Y, / Y, no disminuya de forma tal que deje inalterado a k. Si Y, / Y, disminuye, la
produccién del sector de bienes de consumo aumenta en relacién a la produccién del
sector de maquinarias.

Por lo tanto, si el sector de bienes de consumo es siempre mds intensivo en capi-
tal que el sector de maquinarias, K debe variar en la misma direccién que la relacién

W, / I, y en la misma direccién que K. En conclusién, la solucién del modelo es
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Griafico 2.9
Modelo de dos sectores
k
K* [~————"~="—===7 |

]
:
]
[}
|
]
' Wi

Wn ) rn

rn
:

f'(ky) |

|
|
:
; o+n
]
[}
|
l K

Wn

r

estable cuando el sector de bienes de consumo se encuentra mds mecanizado que el
de bienes de capital.

Para el conjunto de la economia, si W, / I, aumenta, K aumenta; sin embargo,
si W, / I, sigue aumentando, K aumentard cada vez menos, por la forma céncava de
la relacién capital—trabajo en funcién del ratio Wy, / r, que se muestra en el panel
superior del grafico 2.9. Asimismo, a medida que K aumenta, su productividad marginal

disminuye. De la ecuacién fundamental de Uzawa sabemos que:
f'(k,)=n+0

Al respecto, Solow senala que «la condicién crucial que establece que el sector de
consumo sea mds intensivo en capital es una condicién suficiente para la estabilidad
de este modelo, pero no necesaria» (1961: 50). Para probar esto, Solow (1961) plantea
una funcién de produccién Cobb-Douglas en cada sector:
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Sector de maquinaria Sector de bienes de consumo

Fy =KL P KoL

F(K, )= o, KoL) F(Ko)=a KL

l-a r L l-a,
I L " r n (o
! —_n _ m F K = —=
F(Km)_ —(Zm( J ( C) p ac{K J

m Km Cc C
1«
l-ay, a1 (-ap) LC ¢ KCIZC Kél—ac)
r=a,pP, L KoK ™ i :acpc(K] K
K. K., c c
rn Km = am mem rnKC = aC pCYC

rrl Km + rKC = aITI mem + aC pCYC
rrl (Km + KC) = aITI pITIYlTI +aC pCYC
rkK=a pY +apy
Como ya se mencioné que el valor del capital debe ser igual al valor del producto

del sector de bienes de capital:

rnK = mem
Entonces: PnYm =y PpYn + . PY,

(1_ am) mem =0, chc

a
Y = £ Y
Pn¥m (1—6!'“) P Y
mem _ a,
chc (1_am)

También se especific anteriormente que los beneficios se invierten mientras que

los salarios se gastan en bienes de consumo, por lo tanto:

mem _ rn K
pCYC Wﬂ L

rK a

wL 1l-g,
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Dado que tanto @, COMO 0/, son constantes, el ratio del lado derecho es constante.
Por lo tanto, ante un incremento de U/ k aumenta. Por lo tanto, Solow concluye
que: «cuando I, / W, cae (K aumenta), K/ L debe aumentar. Nuevamente, K, y K se
mueven en la misma direccién y el modelo es estable, independientemente de qué sector
es mds intensivo en capital (sin importar si o, sea menor o mayor que a)» (1961: 50).
Podemos demostrar que los coeficientes a,,, y o, representan el grado de intensidad

de uso de factores. Por el teorema de Euler, en términos per cdpita, tenemos:

Sector de maquinaria Sector de bienes de consumo
P.Ym =K, +W, Py, =rk, +w,
%m=§km%m+m Rn=gman+w
m Ym ¢ Ye
P.Yn =Py, +W, Py.=aPPy. +w,
w, = (1-a,)R,Y, w, =(1-a,)P,y,

Donde r y W son la tasa de retorno al capital real y el salario real. Los coeficientes
de la funcién de produccién Cobb-Douglas a,, y @, representan la participacién
de la remuneracién del factor capital en el sector de maquinarias y de consumo,
respectivamente.

_ Lk

r ok,
o, =——— =
P Y

" Py Ya

C
Dado que el salario nominal es el mismo en ambos sectores tenemos:
W, =(1-ay)PYn =1-a)RY,

Pm Y _ (1—Olc)
Pcyc (1_am)

Como se menciond, a,, y @, son constantes, por lo tanto, el ratio del valor del
producto en el sector de maquinaria sobre el valor del producto en el sector de consumo
también es constante. Dependiendo del valor nominal del producto de cada sector

tenemos tres escenarios:
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a) Si Py, =P.Y,, entonces o, =,
(l-a)=01-a,)
-0, =y
b) Si Py, >P.Yy,, entonces o, <,

(-a)>-a,)
—a, >—a,

a.<a

c m

9] Si Py, <P.y,,entonces a, >,
(1_ ac) < (1_am)
-a, <-a,

a,>a,

En el segundo caso, cuando P, y,, > P.y,, también se cumple que:
Pmym = rnkm +Wn > PCyC = rnkC +Wn
rK, +w, >rk, +w,

K., >k,

Por lo tanto, as < 0y, €s equivalente a [ km 0 kC. Es decir, el sector de maquinaria
es mds intensivo en el uso del factor capital en relacién al sector de bienes de consumo.
De este modo, una subida en el precio relativo del factor capital representa un mayor
costo para el sector de maquinarias, pues el capital representa una mayor parte en el
costo de produccidn en relacién al salario. Por ende, este incremento de los costos se
traduce en un incremento del precio de los bienes del sector de maquinaria (P,,) en
relacién al precio de los bienes del sector consumo (P,).

k, >k, ~a, <a,

Del mismo modo, en el tercer caso, cuando P.y. <Py, tenemos:

Pmym = rnkm +Wn < PCyC = rnkc +Wn

r.k, +w, <rk,+w,

k,, <k,
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Por lo tanto, O < Oy, €8 equivalente a km < k(:' Es decir, el sector de consumo es
mds intensivo en el uso del factor capital en relacién al sector de maquinarias. De esta
manera, una subida en el precio relativo del factor capital representa un mayor costo
para el sector de consumo. Asimismo, este incremento de los costos se traduce en un
incremento del precio de los bienes de consumo (P) en relacién al precio de los bienes
de maquinarias (P,).

k,<k.~a.>a,

De este modo, la relacién entre los coeficientes del factor capital de la funcién de
produccién de cada sector, @, y @, (los cuales representan las participaciones del ingre-
so del capital en el ingreso total de cada sector), reflejan también la relacién entre las
magnitudes del grado de intensidad en el uso del factor capital de cada sector, k., y K.

Finalmente, Solow senala que los resultados del modelo, y su particular condicién
de estabilidad, dependen fuertemente del supuesto de que los salarios se gastan total-
mente en bienes de consumo y los beneficios se invierten. Sin embargo, este supuesto
no es muy consecuente con la realidad. De hecho, el ahorro es una fraccién del ingreso
agregado de la economia. Si se incluyera esta observacién en el modelo de Uzawa,
continda Solow (1961), se obtendria resultados parecidos al modelo de un solo de
sector y no podria garantizarse la estabilidad del modelo.

2. MODELO NEOCLASICO CON OPTIMIZACION DEL CONSUMO

Hasta ahora hemos abordado modelos en los cuales la tasa de ahorro como un pa-
rametro que se determina de manera exdgena. No obstante, las decisiones de ahorro
de las familias estdn estrechamente vinculadas con las decisiones intertemporales de
consumo. Pasamos ahora a presentar los modelos con optimizacién del consumo: los

modelos de Ramsey, Cass y Koopmans y el modelo de generaciones de Diamond.

Modelo neoclésico de crecimiento de Ramsey-Cass-Koopmans

Este modelo neocldsico se diferencia del modelo de Solow al obtener la trayectoria del
consumo de la familia a partir de fundamentos microeconémicos, mediante la solucién
del problema de maximizacién intertemporal. De este modo, la tasa de ahorro no es
simplemente un porcentaje fijo de la produccidn, sino un resultado enddégeno de las
decisiones de los consumidores que el modelo toma en cuenta.
El modelo parte de los siguientes supuestos:
* Los agentes consumidores viven infinitamente y son «idénticos», pues tienen
la misma funcién de utilidad, la cual se considera bien comportada (presenta

utilidades marginales decrecientes y cumple con las condiciones de Inada).
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* La utilidad agregada de la sociedad en un instante determinado es igual a
u(c)L(t), donde L es la poblacién, igual a la fuerza laboral que crece a una

tasa exdgena N.

* Los agentes consumidores son propietarios de las empresas y perciben sus

beneficios. Ademds, dividen su ingreso entre consumo y ahorro.

* Los mercados son perfectos, por lo que la solucién de asignacién de recursos
de manera descentralizada es igual a la solucién obtenida por el planificador

central.

* Laeconomia produce un solo bien, con una funcién de produccién neocldsica

bien comportada y bajo competencia perfecta. La economia es cerrada.

*  Seasume una tasa de depreciacion del capital igual a d y un factor de descuento
intertemporal £ que permite expresar la utilidad en valor presente.

* Elfactor de descuento es mayor que la tasa de crecimiento de la fuerza laboral:

f—n>0

Para la optimizacién de la trayectoria del consumo, el modelo supone una funcién
objetivo, que es el indice de bienestar social intertemporal de la sociedad, equivalente
al indice intertemporal de bienes del individuo representativo multiplicado por el
numero de individuos. Este indice se obtiene mediante la suma actualizada (por la
tasa de descuento intertemporal a lo largo del horizonte infinito) del bienestar en cada

periodo. En tiempo continuo, esta funcién debe expresarse como una integral:

M v = O]'e‘ﬁ‘u[c(t)]Ltdt

t=0

Donde C; es el consumo per cdpita en el periodo t, y U(C,) es la funcién de utilidad
individual. Cuanto mayor es la tasa de descuento f3, se prefiere consumo presente (co-
rriente) y disminuyen las posibilidades de consumo futuro. Nétese que la utilidad que
proporciona el consumo en el tiempo t, descontada a t = 0, es decir, el valor presente
de dicha utilidad, esta representada por: u(c(t)) e ~%.

El problema del planificador social o economia centralizada

El objetivo serd el de maximizar el bienestar intertemporal de la sociedad, considerando
las restricciones de la técnica, las dotaciones iniciales y la solucién final en un horizonte

infinito. El problema se puede expresar como sigue:
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Max V = [e"ulc(t)]dt

t=0

@ sa yt)=ct)+i()
K, >0, L, >0
Donde C es el consumo per cépita, i es la inversion bruta per cdpita, y = f (k) es la

produccién per cdpita. Asimismo, la fuerza laboral, que es igual a la poblacién, crece

a la tasa n. Por lo tanto, la dindmica demogréfica se describe como:
L, = Loem,con L,=1 > L =e"

De la identidad del producto y dividiendo por K:
Y=C+l
Y =cL+K+K

Reescribiendo en términos per cdpita:

k y ¢
42 >
(4) P (n+90)

Dado que el ingreso estd determinado por la funcién de produccién:

(5) K M—(n+5)
k k

(©) k =[f(k)—c]-k(n+6) =sf (k) —k(n+0)
Ahora se puede solucionar el problema mediante el método de control éptimo:

(7) Max V = O]e’(ﬂ’“)‘u[c(t)] dt

t=0

(8) sa. k=sf(k)—k(n+6)
k(t=0) =k,
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La variable de control es el consumo (C), porque estd sujeta a la decisién del agente
que enfrenta el problema de optimizacién intertemporal. Su nivel en cualquier mo-
mento del tiempo puede ser elegido. El consumo no puede ser superior al producto,
pues la economia cerrada no lo permite.

La variable de estado es el stock de capital (K), ya que tiene una ley de movimiento
y su nivel en cualquier momento del tiempo es el resultado de las decisiones tomadas
sobre la variable de control.

Se plantea el hamiltoniano en valor presente:

©) H =e " y[c(t)]+v[f (k) —c—(n+5)k]

Las condiciones de primer orden serian:

(10) 8—|_|=e’(’3’”’tu‘(c)—v=0
oc
oH

11) C1 v v[f'(k)-

( )ak v=v[f'(k)-(n+5)]

(12) limky, =0
t—0

La variable V es llamada variable de co-estado, y se interpreta como el precio sombra
de la variable de estado expresado en valor presente.

Operando la primera condicién, tenemos:
(13) e ™My (c)=v

Esta ecuacién nos dice que en cada instante del tiempo, el precio sombra del capital
debe ser igual a la utilidad marginal del consumo en valor presente. Si el precio sombra
es menot, el valor marginal del capital serfa inferior al del consumo, de modo que el
bienestar aumentaria si se incrementa el consumo, es decir, si se reduce la inversién. El
mayor consumo disminuiria el valor de su utilidad marginal hasta hacerla igual al precio
sombra. Ocurre lo contrario si el precio sombra es mayor que la utilidad marginal del
consumo. La tnica situacién de equilibrio admisible es la igualdad del precio sombra
con la utilidad marginal del consumo.

Por ultimo, la tercera ecuacién es la condicién de transversalidad. A medida que
la familia representativa se acerca al periodo terminal, el valor del capital serd cero (sea
porque el capital ha desaparecido o porque su valor es cero) tan pronto se llegue al
horizonte temporal respecto al cual se estd planificando. Serfa ineficiente llegar al final

con un valor de stock distinto de cero.
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Las condiciones de primer orden, ecuaciones (10) y (11) se pueden reformular de

la siguiente manera:

(14) u'(c) = ve ™

(15)—%= £1(k)—(n+5)

Tomando logaritmos a la ecuacién (14), derivando con respecto al tiempo y mul-

tiplicando y dividiendo el primer miembro de la ecuacién por C, se obtiene:

Inu'(c)=Inv+ (L —-n)t

(16) MU' ©C_V 5
Cu'(c)c v+(ﬂ 2

Combinando esta tltima relacién con lo hallado previamente, tenemos:

(17) ¢ _ £()-(B+5)
¢ _ U
u'(c)

Esta es la llamada «ecuacién de Euler». Esta ecuacién nos dice que para que el

consumidor decida aceptar dptimamente una senda de consumo creciente, se le debe
recompensar con un producto marginal superior.

La ecuacién de Euler también puede ser hallada de la siguiente manera:
Max [ule(t)ldt =Max [ulf (k)—Kk—(n+8)k]dt

La ecuacién de Euler sera:

du,

u —— =
dt

Resolviendo se obtiene:

u[f'(k)—(n+8)]+u"¢e=0

d ) '
Donde u, :(;léggzu(_l) y %:_(:;:: ZEZ_U”C‘

C={ we) }[f'(k)—(nﬂs)]

c c.u''(c)
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De esta tltima relacién se desprende el siguiente concepto:

u(©)
u'(c)

El coeficiente de aversion relativa al riesgo (o elasticidad de la utilidad marginal

g(c)=-c

con respecto al consumo) indica la sensibilidad de la utilidad marginal ante cambios
en el nivel de consumo. Como en el numerador se encuentra la segunda derivada de
la funcién de utilidad, la elasticidad mide el grado de concavidad de la funcién de
utilidad. Cuanto mayor sea la elasticidad, mayor serd la curvatura de la funcion.

Las ecuaciones de movimiento del consumo, también denominada la regla de
Keynes-Ramsey de consumo 6ptimo (17) y el stock de capital (8), conforman un
sistema de dos ecuaciones diferenciales no lineales:

¢_f'(-p-5

c £(c)

k=f(k)-c—k(n+5)

Si la productividad marginal del capital, neta de depreciacion, es superior a la
tasa de descuento, resulta conveniente destinar buena parte del producto al ahorro
(o inversién), con lo que el consumo serd mayor en el futuro que en el presente. Por
lo tanto, la trayectoria temporal del consumo serd creciente.

Si la tasa de descuento es mayor que la productividad neta de depreciacién, la
estrategia Optima serd disminuir el ahorro (inversién) para incrementar el consumo
presente con lo cual serd menor el consumo futuro. Por lo tanto, la trayectoria temporal
del consumo serd decreciente.

Finalmente, mientras mayor sea la elasticidad £(C), es decir, mientras mayor sea la
concavidad de la funcién de utilidad, la senda éptima del consumo serd més estable.
Por ejemplo, si dicha elasticidad tiende a infinito, la tasa de crecimiento del consumo
tenderd a cero, y por tanto, el comportamiento del consumo serd casi constante. Si su

valor tiende a cero, la trayectoria del consumo serd explosiva.

El problema del mercado descentralizado’
Al analizar el problema de manera descentralizada, deben considerarse las decisiones
de los consumidores, de las firmas productoras y la interaccién de estas en el equilibrio

del mercado.

! Jiménez 2006-2: 509-532.
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Comportamiento de los consumidores
El comportamiento de los consumidores estd dado por:
(18) V= jooou(c(t))L(t)e’ﬂt

Asumimos una funcién de utilidad del tipo:

¢t -1
(19) u(e(t)=——

Esta funcién de utilidad cumple las siguientes condiciones y propiedades:

* La utilidad marginal es mayor que cero:

, _@-6)x’ c>
u(c(t))_w_c >0, Vc>0

* Utilidad marginal decreciente:

u'(clt))=—0c <0, vc>0

* Cumple con las condiciones de Inada:

. . 1 L1
|G| um
Ademis:
Lim [u (c(t))=- ¢ "] = =0 Lim [- 0c-* |0

Podemos definir la elasticidad de sustitucién intertemporal como la inversa del

grado de aversién al riesgo:

Q= M Grado de aversion al riesgo

u'(c(t))

a--E2k

Elasticidad de sustitucién intertemporal.

o =

1.1
Q 6

Asimismo, la funcién de crecimiento de la fuerza laboral es:
(20) L(t) = L(0)e™, donde L(0)=1

La restriccién presupuestaria de los consumidores se presenta en la ecuacién (21),

donde C es el consumo, X es la variacién en la tenencia de activos, equivalente a la
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inversion, WL es el ingreso salarial y rX es el retorno por la tenencia de activos. La res-
triccién expresa que los gastos en consumo e inversién deben ser iguales a los ingresos

por la tenencia de factores productivos.
(21) C+ X =wL + rX

De esta ecuacién se obtiene la restriccion presupuestaria intertemporal per cdpita

de los consumidores:

C(t) X(t):W(t)L(t)Jrr(t\X(t)

Lt Lo

(22) c+%:w+ rx

Sabemos que la variacién en la tenencia de activos per cdpita, X, es igual a:

a X

. L) XL-XL_X X

X = = P =——N—
dt L L L

Por lo tanto, tenemos que:
X .
2= X+nx
L

Reemplazando esta relacion en la ecuacion (22), tenemos:
C+X+nNXx=w++rx

De aqui se obtiene una expresién para la acumulacién de activos per cdpita, deri-

vada de la restriccién presupuestaria per cépita.
(23) X=W + rX—C—nx

El incremento de los activos per cdpita es igual a la diferencia de la retribucién a
los factores menos el consumo per cdpita y la dotacién de activos a la nueva poblacién
que se incorpora perfodo tras periodo.

Por lo tanto, el problema que se plantea el consumidor sera:
= ct0 -1 — Bt nt
Max IO [1_0} L(0)e e

Sujeto a: X =W + X — (C + nX)
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Es importante recordar que en esta formulacién el consumidor estd descontando
el futuro a la tasa f. La integral representa, por lo tanto, el valor presente de la utilidad

acumulada a lo largo del periodo.
Maxj {

Sujeto a: X =W + rx — (C + nx)

De otro modo: 0

2 oo

Al igual que en la solucién del planificador central, para resolver este problema de
optimizacion se utiliza el método de control éptimo. Para ello se plantea el hamilto-
niano en valor corriente:

1-0

Max ﬁ{—c —

}+m[w+ rx—C—nx]
1-6

Donde H =He””™' y mes el precio sombra de los activos de los consumidores
expresado en valor corriente.

Condiciones de miximizacién (CM):

oH
CM1:—=0
oc

c’-m=0
c’=m=2e#M

Donde ¢ es la utilidad marginal del consumo. Esta condicién indica que, en cada
instante del tiempo, el precio sombra de los activos de los consumidores expresado en
valor corriente (M), debe ser igual a la utilidad marginal del consumo. Esta condicién
implica que hay una asignacién de recursos eficiente entre consumo y activos en todo
el horizonte de tiempo.

CM2:£_
om
oH |
— =X=W+TIrX—C—nXx
om
oHe”™  oH .
— = =X=W+IX—C—NX
ore ™ 52
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La segunda condicién de mdximo expresa la ecuacién de movimiento de la variable

de estado. En este problema, la variable de estado es X, la tenencia de activos per cépita.

CM3 m:_ﬁ_i_m(ﬂ_n)
OX

=gt O, m(B-n)
OX

La tercera condicién presenta la ecuacién de movimiento de la variable de co-estado,
el precio sombra de los activos de los consumidores expresado en valor corriente (M).

Como el hamiltoniano en «valor actual» es igual a:
16
c =1 s
H = {1 5 }e et 4 4w+ rx—c —nx]

Entonces:

oH
—=A(r—n
P (r—n)

En consecuencia:
m=—e”"A(r-n)+m(B-n)
Como m= g™, se deriva que:

m=Ae¥"" + 16" (B -n)
De donde se obtiene:
m= e’ "+ m(S-n)

Por lo tanto, igualando las dos ecuaciones anteriores:

A M 1 m(B-n)=—-e""A(r—n)+m(B-n)
Simplificando: )
AVt = eV A (r —n)

A=-A(r-n)
Esta es la regla de ahorro éptimo de Ramsey.
Para explicar la dindmica del crecimiento del consumo, debemos despejar la variable

de co-estado y derivarla con respecto al tiempo.

De la CM1 se obtiene que:

A=c e M
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Diferenciando esta ecuacién con respecto al tiempo, obtenemos:

1 =—c 0 (B-mt (ﬂ _ n) _gc 0 te Bt

A=e [— gcte—c?(B- n)]

Igualando esta ecuacién con A= — A (r —n), hallamos la ecuacién del crecimiento
del consumo:
e P (—oc ) - (B—n)|=~(r—n)c? e

(oc)e-c?(B-n)=—(r-n)c"

¢ ¢’ 1
o (s- r){(_ HC“)J ~(p-n| ]
¢ 1
o (r —,3)(9)

Notese que esta tltima ecuacién y la ecuacién de movimiento de la variable de

estado (CM2), constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineal de Cy de x.

(24)X =W+ rx—c-nx

(25) ¢ =c(r - ﬂ)(;j

CM4: !Lm[x(t)/l(t)]:o

Finalmente, la cuarta condicién de méximo es conocida como la «condicién de
transversalidad». Esta condicién senala que el valor de los activos de las familias, que
es igual a la cantidad X(t) multiplicada por su precio sombra en valor actual, debe
aproximarse a cero cuando el tiempo se aproxima a infinito. Este precio evoluciona
en el tiempo de acuerdo con la ecuacién i=- (r—n) A Integrando esta ecuacién,

se obtiene:

At = A0)e O

2(0) = ¢(0)? e~ #O — ¢(0)

() = c(0) 0e MO
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Reemplazando lo anterior en la condicién de transversalidad (CM4), tenemos:

!Lrg[x(t) c(0)’e

-J';[r(,i)-n]cu

0

Esta ecuacién debe cumplirse tanto si X(t) es positivo como si es negativo (o cuando
hay endeudamiento). No hay endeudamiento a perpetuidad, ni familias que estén
dispuestas a acumular activos a una tasa igual o mayor que I’

Comportamiento de las firmas

El comportamiento de la firma estd dado por:
(26)Y = AK*L ¥ Funcién de produccién

La funcién de produccién cumple con las condiciones y propiedades de una fun-
cién neocldsica bien comportada.

* Productividades marginales de los factores positivos:

N Ak >0 o Ak 50
oK oK

Y _g-ayakr > o)Akt >0
oL oL

* Productividades marginales de los factores decrecientes:

2 2
oy =—a(l-a)AK“?L"* <0, 0 oy :—a(l—a)Lz<0
oK K

aKZ 2
0% =—a(l-a)AK“L**<0,0 ﬂ——0:(1—0:)L<0
oL’ B L*

¢ Condiciones de Inada:

lim cAk*™ = Iimﬂ:oo,y lim ﬂ=0
K—0 K-0 K Koo K

Ademds:
. Y . Y
}I(I_rg (—a(l—a)sz =—o0,y Ill_rll (—a(l—a)KzJ =0

El problema al que se enfrenta la firma al decidir su nivel de produccién es la
maximizacién de sus beneficios. Los beneficios son la diferencia del producto menos

el costo de los factores de produccién:

(27) B=Y—-wL—-rK—0K Beneficios netos de la firma o empresa
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Reemplazando la funcién de produccién en los beneficios, tenemos:
B=AK*L"*—wL —rK — 6K

Expresamos el problema de la firma como la maximizacién de los beneficios en
términos per cipita:

Max B = L[Ak“ —w—rk — K]

Condiciones de maximizacién de beneficios de la firma (CPOF):
CPOF1: 0B _
oL

@:Ak“—w—rk—ékzo
oL

Despejamos W:
w = Ak“ —k(r +0)

w= f(k)—kf" (k)
w= Ak® — kaAk*

w=(1l-a)Ak”
Es decir:

w=2" _ - o)Ak
oL

La primera condicién de optimizacién de la firma senala que el salario real debe

ser igual a la productividad marginal del trabajo.

oK
O(AK* L —wL — rK — &K) _o
oK
a—BzaAK“‘lLl‘a —r-8=aPk“*-r-5=0
oK
8—BzozAkC"l =r+0
oK

La segunda condicién de optimizacién establece que la tasa de interés mds la tasa
de depreciacion debe ser igual a la productividad marginal del capital.
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ErL TEOREMA DE EULER

Como la funcién de produccién es «bien comportadar, segin el teorema de Euler, el producto
se agota si los factores de produccidn reciben como remuneracién su producto marginal. A

continuacidn, presentamos una breve demostracion:
Y = AK“ L - Y =wL+rK =PMg(L)L+Pmg(K)K

Y = AK“L = [(1- o) AR L + [eAk K

a a-1
Y = AK*L = (1—a)A(Kj L+ A(Kj K
L L
Factorizamos:

Y = AK“L" = A(Kja[(l—a)L +a(K)lK}
L L
Y = AK“L* = A[Kja L{(l—a)ﬂxK[Kj_l:l
L LiL

Y = AKL" = AK“ L [(1-a) + ]

Y = AK“L" = AK“L"™

El equilibrio

En equilibrio, se puede establecer la nueva restriccién presupuestaria de la economia.
La tenencia de activos se divide en stock de capital y deuda tomada.

X(t) = K(t) + D(t)

Para la economia cerrada a nivel agregado, el total de los activos de los consumi-
dores debe ser igual al stock de capital de la economia en su conjunto porque la deuda

es cero (las deudas y los créditos se anulan a nivel agregado):
D) =0
X(t) = K(t)
Por consiguiente, en términos per cdpita:

x(t) = k(t), y X(t) = k(t)
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Por lo tanto, la restriccién presupuestaria del consumidor establecida en la ecuacién

(24), puede expresarse como:
k=w+rk-c-nk

Reemplazando W de CPOF1:

K =[Ak® —k(r+8)]+rk—c—nk
k= Ak* — &k —c—nk
k=Ak*—c—(n+d)k
Asi, se obtiene la restriccion presupuestaria de la economia en términos per cdpita:
28) k=f(k)-c—(n+d)k

Asimismo, podemos hallar la nueva ecuacién diferencial para el consumo. De la

CPOF?2 se tiene que:
r=o0d%1-¢§

Reemplazando este valor en la ecuacién de crecimiento del consumo (CM3),

obtenemos lo siguiente:
(29) € _ AK L —§5— (1j
c [a ﬂ] 0
Reemplazando r = a4k* - 6 en la condicién de transversalidad:
lim- k(t)A(0)exp| - [ (eAk™* ~5-n)d2 |+ =0
t—>oo 0

De este modo, se obtiene la nueva condicién de transversalidad. Esta ecuacién
significa que en el estado estacionario el producto marginal del capital por trabajador

debe ser mayor que J + n.

El estado estacionario

Este modelo presenta, en ambos tipos de soluciones, un sistema de dos ecuaciones
diferenciales no lineales que describen la dindmica del stock de capital per cdpita y del
consumo per cépita. Como vemos en el cuadro 2.4, estas ecuaciones son equivalentes.
La diferencia radica en que las ecuaciones de la solucién del planificador central son
generales mientras que la solucién del mercado descentralizado asume ciertas formas
funcionales para el comportamiento de los consumidores y los productores. Es decir,
en las ecuaciones (28) y (29) la forma de las funciones de utilidad y produccién es

conocida.
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Cuadro 2.4
Sistema de ecuaciones diferenciales del modelo de Ramsey-Cass y Koopmans

Solucién del planificador central

Solucién del mercado descentralizado

De la maximizacién de la funcién de utilidad
intertemporal del agente representativo, sujeta
a la restriccién presupuestaria intertemporal se
obtuvo las ecuaciones (8) y (17):

k= f(k)—c—k(n+95)

c f'k-4-6
c &)

En el mercado descentralizado las familias maxi-
mizan su utilidad sujeta a su restriccién  presu-
puestaria intertemporal y las firmas maximizan
sus beneficios sujetos a la tecnologfa de la funcién
de produccién. En el equilibrio se unen ambas
maximizaciones y se obtienen las ecuaciones

28) y (29):
k= Ak“—c—k(n+5)

sszW4—5—ﬂK2j

(29) es conocida.

Donde &(c) =60 =—cu"(c)/u’(c) . En ambos casos, llegamos al mismo sistema de ecuaciones. Sin
embargo, cabe resaltar, que si bien ambos resultados provienen de una maximizacién intertemporal,
las restricciones en cada caso son diferentes. Finalmente, las ecuaciones presentadas difieren en que
la forma funcional de las funciones de utilidad y produccién que originaron las ecuaciones (28) y

En el estado estacionario, no hay variaciones en los niveles de capital ni consumo,

por lo tanto las ecuaciones diferenciales se convierten, en términos generales, en:

¢c=0 » f'(k)=o+p

k=0 — f(k)-c—(n+5)k

Considerando las ecuaciones de la solucién descentralizada, tenemos:

¢=0 —aAk“ —(5+A)=0

k=0 — Ak“—c—k(n+68)=0

De donde se obtiene:

(30)aAk“t= (G +p)

(31)c =AK*—k (n + )
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Trayectoria del consumo: La primera ecuacién representa una recta totalmente
. . . . . , . *
vertical a partir del valor del estado estacionario del capital per cdpita k. Para este valor
* ’
se cumple que f (K") = 0 + £ (ver grafico 2.10).

Griafico 2.10

Trayectoria del consumo

c C=0

k

Para conocer cémo se comporta la variacién del consumo per cépita ante cambios
en el stock de capital per cdpita, derivamos:

X _Cla-1)Adk*? <0
ok 6

El signo de esta derivada nos dice que a medida que se incrementa el szock de capital,
la variacién del consumo per cépita disminuye y, por lo tanto, el nivel del consumo.
Asi, cualquier nivel de capital a la derecha de ¢ = 0 disminuird el consumo y cualquier
nivel de capital a la izquierda de ¢ = 0 aumentard el consumo.

Trayectoria del capital: La ecuacidn (31) representa la diferencia de la funcién de
produccién per cdpita y la inversién destinada a reponer el capital gastado y dotar de
capital a la nueva poblacién laboral. Asimismo, la funcién de produccién es céncava
y tiene la forma de una pardbola. A medida que aumenta K la productividad marginal
alcanza un mdximo y luego disminuye (ver grafico 2.11). Recordemos que la funcién
de produccién cumple las condiciones de Inada.

Para representar la trayectoria del capital necesitamos conocer cémo reacciona la

variacion del stock de capital ante cambios en el consumo per cépita:
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Grifico 2.11
Funcién de produccién en el modelo de Ramsey-Cass y Koopmans

Fk) (n+ )k

f(k)

Griéfico 2.12
Trayectoria del capital

x~.
I
o

El signo de la derivada nos dice que a medida que aumenta el consumo, la variacién
del stock de capital disminuye y, por lo tanto, también el nivel del stock de capital. Asi
cualquier nivel de consumo por encima de k = 0 disminuird el stock de capital y cualquier
nivel de consumo por debajo de K = 0 aumentars el stock de capital (ver gréfico 2.12).

Juntando los grificos del estado estacionario de c y de K en el mismo plano, obte-

nemos el diagrama de fases, el cual se muestra en el grafico 2.13.
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Griafico 2.13

Diagrama de fases en el modelo de Ramsey-Cass y Koopmans
¢=0

A q

c

L k

K

Ramsey

Por otro lado, el equilibrio del sistema de ecuaciones diferenciales es de ensilladura.
Recordemos que los agentes son racionales y hay prediccién perfecta. Por lo tanto, el
estado estacionario se alcanza solo a través del Saddle Path (grafico 2.14).

Grifico 2.14
Saddle Path en el diagrama de fases
¢c=0

*
k Ramsey

Evaluacién de la estabilidad del sistema de ecuaciones diferenciales

Como vimos en la solucién descentralizada, este sistema puede escribirse del modo
siguiente:

x| =.

:Ak“l‘“’—E—(n+§)
¢ 1

~="|aAk " — (5 +

c 9[a ( /5')]
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LOGARITMO Y ANTILOGARITMO

Recordemos algunas propiedades del logaritmo y el antilogaritmo que serdn dtiles para

comprender esta seccién.

Tenemos: k = el K
Exponente Producto Cociente
Ink Ina+Ink K _ _ink-ina

ke =g ak = ehetin ——e
a
k

In(k*)=ealInk In(ek) =Ina +Ink Inl — [=Ink-Inx

a

Segtin las propiedades descritas, podemos expresar las ecuaciones anteriores como:

m: Ae-(-@)ink _ginc-ink —(n+35)
dt
dinc 1
_- Ae—(1—0:)Ink —(5+
"2 (6+5)]

En el estado estacionario tanto el capital per cdpita, como el consumo per cdpita,

permanecen constantes, es decir:
dink dinc _

=——2=0
dt dt

Por lo tanto, en el estado estacionario se cumple que:
eInc —Ink — Ae—(l—zx)lnk _(n+§)

g (-a)in K _ M
aA

~(1-a)Ink” am ‘7 . -z
Reemplazando € "™ por el valor de la tltima ecuacién, la primera ecuacién
adquiere la forma siguiente:

elnc*—lnk’ _ A5+ﬂ—(n+5)
aA

elnc*—lnk" _ 5+p —(n+9)
a

Inc"~Ink" __ ﬂ+5(1—a)—a n
(04

e
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Las ecuaciones diferenciales expresadas en logaritmos pueden linealizarse mediante
la expansién de Taylor alrededor de estos valores del estado estacionario. El resultado

de la linealizacién expresado en forma matricial serfa:

dink
dt |_|Ju Jp [ Ink—Ink*
dinc |13, 3y JInc—Inc*
dt
Donde:
dInk _ Aef(lfa)mk_elnc—lnk —(I’I+5)
dt
dinc 1
ume _ L Ae—(l—a)lnk_ S
- 9[a (6+5)

Hallamos los elementos del jacobiano, J, la matriz de primeras derivadas:

Elemento J,;:

d [dink] C e
J — =—A l— e—(l—a)lnk +e|nc —Ink
570k dt ], (1-a)
d [dInk] \(la) C
Jy = =—Al-a)k +
ST | 2 K
Lo S Al Al )
dink[ dt J|,_,... K

Como en el estado estacionario:
(1. C
Ak (1a)_k=(n+5)

Reemplazando:
d [dink
Jy = i
dink| dt

Recuérdese que Aa(k* )_(l_a) es la productividad marginal del capital, es decir,
como se mostré en la CPOF2, es igual a (r + J), entonces:

d [dInk
Ju=7
nk| dt

——(n+5)+Aa(k )"

k=k*,c=c*

=—(n+0)+(r+9)

k=k*,c=c*
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Sabemos que en el estado estacionario, la productividad marginal del capital es

igual a (p + 6), en consecuencia:

d |dInk
3. =4 |dink =—(N+8)+(B+6
11 d|nkl: dt i|kk*,cc* ( ) (ﬂ )
d |dInk
3. = =0-n
H dlnk[ dt :lk_k*,c_c* /
Elemento /,:
Iné *
5, - 4 [dnk ek =L
dinc| dt Kk omcr k

Con la informacién de /,;, obtenemos que:

* —(1-a)
3, = dlnk c :_aAk +(n+5)
dlnc a
k=k*,c=c*
J, = :—M+(n+§)
dlnc a
k=k*,c=c*
] [dlnk} B+51-a)-an
2= -
dinc i o a
Elemento /,;:
d [dinc] 1
J — — = _A 1_ e—(l—a)lnk
2 dlnk{ dt || . 9[ a(l-a) ]
3 d |diInc _1_(Aa(1—a)(5+ﬁ)j
“odink| dt | oA
3 d |dInc __((1—a)(5+ﬂ)j
2 dink| dt 0
k=k*,c=c*
Elemento /,,:
3, = d |dinc 0
dinc| dt J| . .
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Reemplazando estos cuatro valores del jacobiano en el sistema, obtenemos que:

d(:ntk o _ﬂ+5(1;a)—an ,n(k*)
dinc [7| (B+5)(1-a) 0 |n(cj
dt 0 ¢

Este nuevo sistema es lineal en los logaritmos de K y de C. El jacobiano estd com-
puesto solo de pardmetros. La ventaja de la linealizacién consiste en su utilidad para
encontrar las sendas temporales 6ptimas de K y € en el modelo de Ramsey. Hay, sin
embargo, una desventaja: el error de aproximacién puede incrementarse sustancialmente

a medida que K y C se alejan del nivel de estado estacionario.

Condiciones de estabilidad:

Traza:
TrJ)=-n>0
Determinante:
Det(J):_(,B+§)(1—a)[ﬂ;§(1—a)—a n]
a

Det(J) = _(ﬂ+5)(1_a)[(ﬂ+52(1—0!)+a(ﬂ— n)] <0
(24

El determinante es menor que cero puesto que o< 1y > n. En consecuencia se
trata de un equilibrio de punto silla con solo dos sendas convergentes posibles. Hay
una trayectoria estable hacia el punto de silla.

COMPARACION DEL ESTADO ESTACIONARIO DEL MODELO DE RAMSEY CON
LA GOLDEN RULE DEL MODELO DE SOLOW

Con las ecuaciones diferenciales del sistema, podemos calcular el valor del szock de
capital per cdpita y del consumo per cépita en el estado estacionario del modelo de

Ramsey. Para ello, despejamos el stock de capital de la ecuacién (30):

ka—l — (5+ﬂ)
Aa
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Como a < 1, entonces:

1 o+p
k™ Aa
e _ A

_5+ﬂ

1
(32) k;amsey = |:5Aaﬁ:|la
+

Entonces, en el estado estacionario se cumple que:

(k* )a—l _ 6+ p)

Ramsey A a

o+p
Aa

33) (K, ) =

. . *
Para hallar el valor del consumo en el estado estacionario, €' g, pgey» reemplazamos

en la ecuacién (31):

k

Ramsey
* * 124 *
CRamsey = A(k Ramsey ) - (k Rammsey )(n + 5)

* * * —(1-a)
cRamsey = kRamsey [A(k Ramsey ) - (n + 5 )]

Reemplazando (k*Ramsey)_(l_a) por el valor hallado en la ecuacién (33), tenemos:

. « o+
CRamsey = kRamsey|:A( A(Zﬂj - (n + 5):|

. K o+p—-an—ad
CRamsey — ™Ramsey
(04
. K o+p-an—ad
CRamsey = Ramsey
(24
. o [Arél-a)-an
CRamsey = Ramsey a
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Reemplazando el valor de k™ de la ecuacién (32), finalmente obtenemos:

Ramsey
1
& o Aa | f+6(l-a)—an
Ramsey 5+ﬂ a

Esta ecuaciéon también puede expresarse como:
1
. [ Aa jl-a[a(ﬂ—n)+(1—a)(5+ﬂ)}

Ramsey 5 + ﬂ a

Como acabamos de ver, el valor de k en el estado estacionario del modelo de
Ramsey fue derivado de la igualdad entre la productividad marginal de K y la suma
de la tasa de descuento intertemporal y la tasa de depreciacién, f + . Por lo tanto,

*
en k se cumple:

Ramsey

aAK* “l=5+p

Ramsey )

Es claro que k” no es el valor del stock de capital per cdpita que maximiza el

Ramsey
consumo. Para que lo sea, ff tendria que ser igual a N; eso no es posible pues la solucién
del modelo supone f > n. Como sabemos, el stock de capital per cépita de la golden
rule de Solow (K" grsoion) € aquel que corresponde al nivel méximo de consumo per

cdpita. Recordando el modelo de Solow, de la maximizacién del consumo per cdpita

obtenemos:
o _ oAk —k(n+8)] _ 0 = aAk“=(n+5)
ok ok
Es decir:
aA(k*Ramsey yt=o+n

Cuando el consumo per cépita alcanza su valor méximo la productividad marginal
del capital, aAk®, es igual a la suma de la tasa de crecimiento de la poblacién y de la

tasa de depreciacién, n + J. En consecuencia:
1
Aa j|la

Kesmsoron =| ——
GRSolow n+§
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Por lo tanto, dado que el modelo asume que el factor de descuento es mayor que
la tasa de crecimiento de la poblacién, tenemos:

g>n
f /(k;amsey) —o>f I(k;RSolow) -0

f ,(k;amsey) > f '(k(;RSolow)

Como la funcién de produccién presenta rendimientos marginales decrecientes,
entonces un valor mds elevado de productividad marginal implica un menor nivel de
capital per cdpita:

* *
k GRSolow =~ k Ramsey

! Y
[ Aa }1-(1 Ag |-«
>

Jo+n o+p
Grifico 2.15
Comparacién del k™ de Ramsey y la golden rule de Solow
c ¢=0
|
i
[} .
1 k=0
[}
[}
|
|
I k
k;amsey k;sRSolow

Modelo de Ramsey en tiempo discreto

En este apartado se presenta la solucién centralizada del modelo de Ramsey en tiempo
discreto. Para la resolucién del problema se empleardn elementos de programacién
dindmica, equivalentes al principio del maximo y la funcién valor en el caso del tiempo
continuo.

Las ecuaciones que componen el modelo de Ramsey en tiempo discreto son las
siguientes:

(1) Zw: Alu(c,) Trayectoria de consumo de las familias
=0

Donde g4 0<p <1, es el factor de descuento temporal.
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@)Y, =C+ 1, Restriccién agregada de la economia
B Y;=F (K, L) Funcién de produccién
(4) Kz —Ki = Iy + =0 K, Inversién bruta

(5) Kg>0 Condiciones iniciales

La tasa de crecimiento de la poblacién se define como:

ﬂ:1+n
t

Expresando en términos per cdpita la ecuacién (4), tenemos:

& = I_‘ +(@1-9) ﬁ
LI LI Lt
Multiplicando y dividiendo el lado izquierdo de la ecuacién por L, ;, se obtiene

la ecuacién de movimiento del capital.

Kulu L, g 5K
Lt+l Lt Lt Lt

1+ nk,, =i +(1-)k,

La ecuacién (2) en términos per cdpita se expresa como:

Y, C, I, .
—=—+— = Y =C+I
L, L, L

t

De la ecuacién (2) obtenemos la inversién per cdpita y la introducimos en la
ecuacion del movimiento del capital:
I =Y,—C
@+n)ky; =y, —c + A=)k,

El problema del planificador central consiste en:

0

Max >’ B'u(c,)

t=0

sa: (L+n)k., =y, —c +@1-9)k,

Aligual que en el modelo en tiempo continuo, la variable de control es el consumo

y la variable de estado es el stock de capital.
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Planteamos la ecuacién de Bellman:
V (k) = Max )+ BV (k..)|
(1+ n)kt+1 =Y, —C + (1_ 5)kt

Las condiciones de primer orden son las siguientes:

6) VK _ : __(;LJ:
(6) = 22 = (e) + AV (k) (D - |=0

t

NK) _ arg (k) +(A=6)
akt - ﬂv (kt+l) (1+ n)

(8) @+ 0k, = f(k)—c +{1-0)k,

De la ecuacién (6), se tiene:

, , 1
6) u'(c,)=pv (Ku)m

7)

Sustituyendo en la ecuacién (7):

NK) ., e ~
a—kt—u(ct)[f k) +(1-0)]

Iterando esta tltima ecuacién un periodo adelante:

% S0 C)[F ko) + A-5)]

Finalmente, reemplazando lo hallado en la ecuacién (6) y reacomodando términos,
se obtiene la ecuacién de Euler en tiempo discreto:

u (Ct+1) [f,(kH—l) + (1_ 5)]
1+n

u,(ct) = IB

(9) u'(c,) y [( f(k,,)+ (- 5)] Ecuacién de Euler
U, (Ct+l) 1 +nN

Asumiendo una funcién de utilidad del tipo:

¢ /-1
U(Ct)= t1—¢9

Asumiendo, ademds, una funcién de produccién Cobb-Douglas que cumple todas
las propiedades de una funcién de producciéon neocldsica:

Y, = AK L
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La ecuacién de Euler toma la siguiente forma:

o) & _ pllarki) +a-0)
i 1+n

A su vez, los valores de estado estacionario del capital (IZ) y del consumo (C) se
obtienen a partir de las ecuaciones (9°) y (8).

De la ecuacién de Euler, en estado estacionario, se tiene que:

¢’ ﬁ[(a “H+-5)] 4B [(epk <+ a-0)]

- 1+n 1+4n 1+n

1«

“ﬁ”+(1—5)

De la ecuacién (8), se tiene:

L+nKk =AK* ¢ +(1-6)K = (1+n)=A|Z“-1—%+(1—5)

Reemplazando el valor de (K) en el estado estacionario:

l-a

E=i{“—“—(1—5)}—<n+5) = c=|— 2 H““—(l-a)j—(ma)}
o

B 1+_n_(1_5) a\ p

B

A partir de la ecuacién de Euler (9°) y la ecuacion (8) es posible analizar el sistema

de ecuaciones en diferencias que conforman el consumo y el capital.
1
B\ - ;
Cin = (m [(0‘ t+1l) +(1- 5)]5 C;
A+ n)k,, = Ak —c, + (L- )k,

Para analizar la estabilidad del sistema, es necesario linealizar alrededor del estado
estacionario (X) ambas ecuaciones. Definimos la variable )A(t como la desviacién relativa

respecto al estado estacionario de Xy




CariTuro 2. CRECIMIENTO ECONOMICO Y EMPLEO: KEYNESIANOS Y NEOCLASICOS

Una forma de expresar la desviacién relativa es:
Xp =X (1+%,)
Expresando la ecuacion (8) en términos de esta ecuacion:

(8) L+n)k(@+kK,,)=Ak*(1+0ok) —Cl+E)+@A-S)K@+k,)

El valor de la ecuacién (8) en el estado estacionario es:
(1+n)k = Ak —T+(1-8)k
Restindole a la ecuacidn (8’) su valor en estado estacionario, se obtiene:
@+n)k k,, =a Ak“ k, —C ¢ +(1-5)k k,
Dividiendo entre k:

L+ Nk, = aAK“ K, —% L (L-O)K,

~  (aAk“+1-6) - c .
t1 = t Cy
@+n) (1 +n)k
Reemplazando K por el valor hallado anteriormente:

1~ c .
—k, — —C,
p (L+n)k

(8) ke =
Expresando la ecuacién de Euler (9°) en desviaciones, se tiene:
(L-n)@+6(C,,-C))= ﬂ[odzl"‘l 1+ (x —1)I2H1) +(@1-9)
El valor de estado estacionario de (9’) es:
@-n)=Bakft+@1-5)

Resténdole su valor de estado estacionario, y reemplazando K por el valor hallado:
» 1 1 5 ~
O 0¢.,+ ( ) - ) = 0C
ﬂ l1+n

Expresando matricialmente las ecuaciones (8”) y (97), se obtiene:

{1 1-5)

~

k.| [0 6 K

t

£ 1+n

}(1— a) 6

1
1 0fé¢ B @+nk ¢

Ct+l
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CRECIMIENTO ECONOMICO: ENFOQUES Y MODELOS

MODELO NEOCLASICO DE GENERACIONES SUPERPUESTAS DE DIAMOND

El modelo asume la existencia de muchas firmas o empresas idénticas que operan
en mercados competitivos con una funcién de produccién que exhibe rendimientos

constantes a escala y satisface las condiciones de Inada.
Y=F (K L)
K

En su forma intensiva: y = f (K) con y = YI’ k=—

L

Por el teorema de Euler, en mercados competitivos se cumple que:

ro="1'(k)
w, = f (k) -k f'(k)

Las firmas alquilan los factores K y L hasta que sus productos marginales se igualen
a sus precios. Se asume depreciacién nula (6 = 0).

Por otro lado, las familias viven dos periodos, en el primero ganan un ingreso por
su trabajo, y en ambos consumen. Por tanto, ahorran en el primer periodo, por el cual
obtienen un retorno igual a la tasa de interés, r. El ahorro aumentado por la tasa de
interés es destinado al consumo en el segundo periodo.

Entonces, si el consumidor nace en el periodo t, su consumo en el periodo (t+1),

que es cuando se hace viejo, estard dado por:

sz = (1+ rt+l)(Wt - Clt)

Ademis C;y + S = w,
Reordenando términos se obtiene la restriccién presupuestaria intertemporal:

C,
t+1
Ch+———=w

t
1+r,

Las funciones de utilidad de las familias son estrictamente céncavas. En particular,
se asume que:
C 1-6
1-6

u(C) =

Donde 6 > 0. Ademds, si 0 tiende a 1, por la regla de LH6pital-Bernoulli, la
funcién de utilidad se reemplaza por una funcién del tipo u(C ) = 1n(C).
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La REGLA DE UHOPITAL-BERNOULLI

Dadas las funciones f (X) y g(X) continuas y derivables en X = C, si f (X) y g(X) tienden
a cero cuando X — ¢, entonces:

i 100 10

X—C g(x) x>¢ g (X)

1-0

Veamos, lim — 0, entonces, aplicando la regla tenemos:
01

¢’ . —c"?Inc
lim =lim————==1Inc
6—1 1_0 61 -1

La utilidad intertemporal estard dada por:
g2 G’y 1 Cad
1-0 1+p1-0

Donde S es la tasa de descuento subjetiva.
Utilizando el método del Lagrangiano para determinar el plan de consumo éptimo,
tenemos que:

Max L = Cll‘79+ ! C;;*H1+/1 w —|c. + Cos
(C1tCrts1) 1- 9 1+ ﬂ 1-— 6 t 1t 1 rtJrl

Condiciones de primer orden:

1) C,l =2

@ Ly -2

-t
1+8 ™ 1+,

t+1

Las familias tratan W, y ry, 4 como dados, y escogen Cy; y Co ¢ para maximizar
su funcién de utilidad, sujeta a su restriccién presupuestaria.

Combinando las condiciones de primer orden, tenemos que:

1 ., Cf

C? =
L Len,

1

(3) Cota — 1+r, 0
Cy 1+p
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Reemplazando esta tltima relacién en la restriccién presupuestaria:

C2t+1 Clt _

1t t
1 I’t+1 Clt

1
1
Clt“'i +rt+1 Cltzwt
1+, \ 1+ 8

C (l+ +1)?C —W
1+ B)°
o | eten) |,
1+5)°
1
(4) Clt = (1+ﬁ)€ 10 Wi

(L+ ﬁ)a M+r) ”

El término que se encuentra entre paréntesis es menor a la unidad, por lo que el
agente consume una fraccién de su ingreso de trabajo (W) durante el primer periodo.
Utilizando la definicién de ahorro:

1
65)s, = w, - L+ )"
@+B)7 +(@+r1,) 7

Wi

De donde podemos definir la tasa de ahorro del agente, es decir, su propensién
marginal a ahorrar:

ds, | a« (e
W 0y gy s rm)%
1-0
5, =s(r)=| — &) T

@+ B)7 +(L+1.,) ?
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Luego:

L Lo
s _ 05 :(1—(9}[1”3 je (A+1,) ° s
t

toor 0 \1l+r, : Lo
o ) F Ly °

Noétese que:

* §>0 i 60<0

e 5,<0 si 60>0

* 5=0 si 60=0

Entonces, para la forma funcional que adopta la funcién de utilidad, 8 determina
si domina el efecto sustitucién o el efecto ingreso.

El equilibrio

Debemos determinar el valor de equilibrio de K; y con este podremos definir los valores
de 1y y W,. El stock total de capital en t + 1 estd dado por el ahorro de la generacién
(ahora ya vieja) nacida en t.

(6) Kpg =8 (Fpag )Ly Wy

Donde s (I, 1 ) W, es el nivel de ahorro por agente, multiplicado por el nimero
L; de agentes nacidos en el periodo t, se obtiene el ahorro total, s (I, 1 )Ly W, pues

todos los agentes son iguales. Nétese que la fuerza laboral crece ala tasa n, por lo tanto:
— — t+1
Ligg =@ +nL=1+n)™L,
Dividiendo ambos lados de la ecuacién de movimiento del capital por Ly, :

L
kt+l = S(rt+l)Wl :
t+1

1-0

_ 1 A+r,)’?
1+n

t+1 1-0 Wt

1 19
A+8)7 +A+r,)°
Utilizando el teorema de Euler, segtin el cual w, = f (k) — k; f'(k;) , tenemos:
10
1 1+r1,) ¢ ,
o= | [0 K]

A+8) +QA+r,)?

Esta relacién es una ecuacién no lineal en diferencias en kt' Para cada valor de kt ,

la ecuacién determina en forma implicita un valor para kt +1- En el estado estacionario,

debe existir un valor k', tal que se cumpla k" = k; = ki ;.
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1-0

C P y f(k)=k*,cona € [0,1],

Para las formas funcionales especificas: u(C) =

la ecuacién de movimiento del capital (7) toma la siguiente forma:

10
1 A+ok ) ¢ .,
(®) K = n 1 = -0 A-a)k
(L+B)7 +(L+aki) ©
Donde o
(1+ak;111 ’

s(f'(k.,))= o
1+ ,6)9 +(L+akt)

fk) =k F'(k) = L-a)k?

UN cASO SIMPLE
Asumiendo una funcién de produccién de tipo Cobb-Douglas:
Y=K*LY* ¢ y=k*
Y una funcién de utilidad logaritmica con 8 =1, de la forma:
u(c) =1n (c)

. .7 . . . * — —
En la situacién de estado estacionario, se impone un valor tal que K™ = kt = |(t +1> por lo

1
Kia = ( )(ZHJ( —a)k”

Por tanto, podemos definir el stock de capital y la produccién en estado estacionario:
kK 1 Q1-a)k”
1+n )\ 2+ ,B
1

K= l-a ta

A+n)(2+p)
y* _ 1_ a l-a

1+n)(2+p)

El valor de K”es un equilibrio estable. Sin embargo, el supuesto de que # = 1 no es inocuo,

que obtenemos:

pues implica que la tasa de ahorro es independiente de la tasa de interés.
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Se entiende que la productividad marginal del capital es igual a la tasa de interés.

En el grifico 2.16, el estado estacionario se parece al del modelo de Solow. Sin embargo,
en el modelo de Solow:

¢ La tasa de ahorro es constante
e La tasa de interés es constante

¢ La inversidn neta es cero

Cuadro 2.5

Resumen: comportamiento de las variables en los modelos
de crecimiento econémico

Modelos
Variables R c
Harrod y Domar Solow Swan amsey—ass- Diamond
Koopmans
Resultado de Resultado de
Tasa de ahorro Exégeno Exdgeno P tmizacion | opumizacion
intertemporal del intertemporal del
consumo consumo
Relacién capital- , Variable Variable Variable
Fija .. .. .
producto Fijaen el s.s. Fijaen el s.s. Fijaen el s.s.
Estabilidad del No estable Estable Estable Estable
modelo
Empleo de la fuerza Improbable Ocurre Ocurre Ocurre
laboral
Tecnologia Exégena Exégena Exégena Exdgena
Edad de oro Improbable Ocurre Ocurre Ocurre
Regla de oro No se da Se cumple No se da No se da
Relacién K/L épti Se alcanza con
clacion optt No se aplica una tasa de aho- No se alcanza No se alcanza
ma (regla de oro) .
rro determinada
Producto marginal | Constante (producti- | Menor que el de Mayor que el de Mayor que el de
del capital vidad media) RCK Solow Solow
Relacién K/L del N i Mayor que en Menor que en Menor que en
estado estacionario o seaplica RCK Solow Solow
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Griafico 2.16

Equilibrio en el modelo de Diamond

t+1 kK =

kt+1 =m (kt ) kt+1)

k*

En el modelo de Diamond, las dos primeras son enddégenas y estdn asociados a la

conducta optimizadora de los agentes.
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