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PREFACIO

Este es un libro dirigido a estudiantes universitarios tanto de Ciencias como de Ingenieria.
La diferencia que a menudo se da, esto es, en ingenieria con preponderancia a las
aplicaciones y a la resolucién de una gran cantidad de problemas a costa de tratar
menos temas y con menor profundidad, en cambio, en ciencias se tiende a cubrir un
ndmero mayor de temas e insistiendo con mayor profundidad en los principios, pero
dedicando menos esfuerzo a los problemas y aplicaciones practicas. Una separacién o
tendencia diferenciadora, en uno u otro sentido, creo que es perjudicial e inconveniente
en los primeros ciclos, por el contrario, debe buscarse un sano equilibrio, para que los
estudiantes de ciencias se beneficien con la tendencia a la aplicacién préactica de los de
ingenieria y estos con una mayor preocupacion por los principios, desarroliando con
suficiente profundidad y amplitud los temas a los cuales se orientan las diversas ramas
de la ingenierfa.

La resolucién de problemas es parte muy importante en el estudio de cualquier
disciplina cientifica. No debe pensarse que es solo una tarea académica sin mayor
trascendencia, por el contrario, la solucién de problemas es imprescindible para desarrollar
el sentido autocritico y la capacidad creativa, ambos necesarios para que el estudiante
se pueda enfrentar a las numerosas dificultades que le planteard su futura ocupacién ya
sea profesional o de investigacion. Por eso el titulo Fisica con ejercicios, las leyes fisicas
son pocas y las situaciones que se nos presentan, muchas veces denominada teorfa, solo
son soluciones de importantes casos particulares. Por supuesto que es absurdo desarrollar
una gran cantidad y no variedad de problemas, como también lo es querer aprenderse de
memoria las soluciones. Se advierte a los estudiantes, muy seriamente, que se desvirtuard
todo objetivo si pretende hacerlo y que, ala corta o alalarga, lo conducird inevitablemente
al fracaso.




Las matemadticas necesarias para desarrollar el curso, sin ser elementales, tampoco
son de muy alto nivel ni se requiere demasiado formalismo, mds bien se precisa
familiaridad para manejar con soltura algunos elementos, como el manejo de las
operaciones fundamentales del dlgebra vectorial, geometria analitica y teoria de funciones,
sobre todo derivacion e integracion, asi como también las nociones sobre las ecuaciones
diferenciales; temas que paralelamente deben profundizarse en un curso de anilisis
matemdtico. Es poco conocido que Euler fue el primero en escribir la segunda ley de
Newton en la forma hoy conocida: «Fuerza igual a masa por aceleracién», es decir, en
forma de ecuacién diferencial, en el curso estas ecuaciones se manejan sin formalismos
de un modo intuitivo. En cursos posteriores, ademads, no hay que dejar de lado el enfoque
propio de estos tiempos con el cdlculo numérico y la utilizacién, cada vez mds popular,
de las computadoras, que hacen posible el manejo de ecuaciones que con los métodos
analiticos son poco eficaces.

La descripcién de los fendmenos fisicos combina la reflexién tedrica con el andlisis
matemdtico y el método experimental moderno. Consecuentemente, para el desarrollo
del curso es también indispensable la ejecucion paralela de trabajos experimentales en
el laboratorio.

En este volumen 2, primero se desarrollan los importantes conceptos de trabajo y
energia, luego se trata la dindmica de los sistemas de particulas y cuerpo rigido, y se
finaliza con un capitulo presentando la gravitacion.

Son muchas las personas que han contribuido de un modo o de otro para poder
escribir este libro, no quisiera omitir a ninguna de ellas. Reconociendo la deuda en que
estoy con los autores que me han precedido en este campo, doy las gracias a todos los
alumnos, profesores, colegas y amigos que han hecho posible la edicién de este nuevo
volumen.

Miguel Piaggio Henderson
Departamento de Ciencias - Seccién Fisica
Pontificia Universidad Cat6lica del Pera
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CAPITULO V

TRABAJO Y ENERGIA

INTRODUCCION
TRABAJO HECHO POR UNA FUERZA SOBRE UNA PARTICULA.

TEOREMA DEL TRABAJO Y ENERGIA CINETICA.

FUERZAS CONSERVATIVAS Y ENERGIA POTENCIAL -~ ALGUNOS CA-

SOS PARTICULARES: FUERZA GRAVITACIONAL CONSTANTE, FUER

ZA ELASTICA Y FUERZA GRAVITACIONAL UNIVERSAL.

CONSERVACION DE LA ENEKRGIA MECANICA TOTAL-SOLUCION DEL
CASO GENERAL UNIDIMENSIONAL CUANDO LA FUERZA DEPENDE

SOLO DE LA POSICION.

FUERZAS NO CONSERVATIVAS Y CONSERVACION DE LA ENERGIA
TOTAL.

POTENCIA.
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5.1

5.2

Introduccidn.-

Con lo estudiado hasta el capitulo anterior estamos en condicio
nes de plantear la ecuacidn diferencial del movimiento para una
particula, en cualquier sistema de referencia, sometida a la ac

cidén de diversas fuerzas expresadas por sus leyes de fuerzas.

El problema es resolver esta ecuacidn, esto es, encontrar . la

ecuacién del movimiento r<t) para las condiciones iniciales da

das. Esto lo hemos hecho f3cilmente para el caso particular

de una fuerza F constante. En general, cuando la fuerza F no
es constante, es mds complicada la solucidn, llegando en muchos
casos a soluciones numéricas y se necesitard la ayuda de una

computadora para obtener resultados.

Es posible adoptar un procedimiento alternativo tomando un ata
jo para poder obtener informacidn del movimiento en determina-
do instante, como la velocidad, sin tener que resolver el pro-
blema para todo instante. Para ello es necesario complicar un
poco las cosas al principio introduciendo los conceptos de Tra-
bajo y Energia, pero se llega a una formulacidn simple que nos
permitiri resolver el problema en los términos mencionados vy
nos conduce o culmina con uno de los m3s importantes principios

de la Fisica, principio o Ley de la Conservacidén de la Energia.
Estos conceptos de trabajo y energia ya han sido presentados en
cursos anteriores, sin embargo, es necesario estudiarlos nueva-

mente preciséndolos en forma mis general.

Trabajo hecho por una Fuerza sobre una particula.

En primer lugar, recordemos que el trabajo hecho por una fuerza
constante sobre una particula es una cantidad escalar dada por

el producto escalar de los vectores F fuerza y d distancia:

W=F .d
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W es el producto de la componente de la fuerza a lo largo de la
linea del movimiento por la distancia que la particula se mueve

a lo largo de esta linea:

A W=Fd cos ¢
rT=9
H ! W= (F cos ¢)d
|
oA—

Observe que la componente perpendicular al movimiento no contri

buye al desplazamiento, el trabajo es cero.

Si la componente de la fuerza a lo largo de la linea del movi -
miento, se opone al desplazamiento ejecutado, el trabajo serd

negativo. Por supuesto que sobre la particula actiian diversas

fuerzas,que de acuerdo con la ley de Newton, hacen que la parti-
cula se desplace la distancia d, cada una de las fuerzas inde -
pendientemente contribuiri o se opondrd a ese movimiento; deci-
mos entonces que hacen un trabajo positivo, nulo o negativo; se

gin sea el caso, dado por el coseno del 3ngulo ¢.

Este concepto de trabajo definido en fisica no debe confundirse
con el sentido usual en el lenguaje cotidiano que se refiere el
trabajo fisiol8gico, por ejemplo, decimos comiinmente que una

persona que sostiene un peso hace trabajo, pero en mecdnica, en

fisica, no, porque no hay desplazamiento.

La unidad de trabajo, es el trabajo hecho por una fuerza unidad
al mover un cuerpo la unidad de distancia en la direccidn de la
fuerzay en el sistema internacional SI, la unidad de trabajo es

un Newton-metro llamado Joule, abreviando:
I N-em=11J

Veamos ahora , el caso general, cuando actiia sobre la particula,
que se mueve sobre una trayectoria C, una fuerza F variable. E1
trabajo hecho por esa fuerza sobre la particula, cuando se des-
plaza sobre C desde un punto A hasta otro punto B, lo calcula -

mos dividiendo la curva enm un gran nimero N de pequefios interva



los o desplazamientos dr en la direccidn del movimiento a lo
largo de la trayectoria, como se muestra en la figura 5.1 para

un punto en particular.

y
X
z Fig.5.1 Trabajo hecho por una fuerza F
variable sobre una particula que
se mueve sobre la trayectoria Cs

desde un punto A a otro B.

Se muestra la fuerza F el despla -
zamiento dr y el dngulo ¢ que for-
man en un punto particular P.

El trabajo hecho por F sobre la particula en el desplazamiento

dr, sera:
aw =F . dr

El trabajo total, con gran aproximacién, ser2 la suma de todos

estos trabajos elementales.

Pasando al 1fmite cuando dr , O, se tendrd la integral:

C -
Yen =cf

F .dr
A
Esta es la expresidn matemitica mi3s general del trabajo. La in

tegral a lo largo de una curva recibe el nombre de Integral cur

vilinea o Integral de Linea, cuyo estudio y forma de evaluar wve

19
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- . . P
" rdn con mayor rigurosidad emn sus cursos de matematicas.

Expresando F y dr en sus componentes cartesianas;

~ ~ ~

F=F i + F_j+F_ k
y z

PN ~ ~

dr = d_i+d_j+d k
y Z

Considerando el producto escalar de estos dos vectores, el tra
bajo sera:

B
W =g jA( F, dx + Fody +F, dz)

Como caso particular consideremos una fuerza que actla a lo lar
go del movimiento x, pero que es funcidn variable de la posi -

cidn F,_..
(x)
Grafiquemos F(x) vs X y consideremos un pequeno desplazamiento

F(xy dx, el trabajo elemental sera:

F dw = F dx

El trabajo total efectuado por
F al desplazarse el cuerpo des

de X; a X; sera:

P

X2
W= 2
12 %1 F dx

el
<
o]

En el limite cuando dx - 0, se tendr3d la integral:

X2
Wi = f F
Xy

(x)vdx

En este caso la integral puede ser interpretada graficamente

como un area en el grafico F(x) vs x, es igual al Zrea encerra-

da por la curva F(x) y el ejebx entre los limites 3 v X



5.3

Teorema del Trabajo y Energia Cinética.-

Consideremos un cuerpo de masa m sobre el cual actiia una Fuerza
Resultante F produciendo una aceleracidn a, teniéndose de acuer

do a la Ley de Newton:

F =ma=m-—-—

multiplicando escalarmente por dr ambos miembros,

- - dv -
F.dr = m I - dr
Como: v = E% , se tiene que: dr = v dt

luego:
Fdr =m FrEI dt =mdv . v
multiplicando y dividiendo por 2 el segundo miembro,
1 - = 1 - =, = =
Fdr ==m 2(dv . v) = E-m(dv . v+ v, dv)

2

luego:

integrando, de un punto 1 al punto 2, se tiene:

2 - - 1 vz 2 1
Cfl Fudr =5 m f dw*) = S m (vi - Vi)
Vi
como el primer miembro de esta expresidn es el trabajo hecho por
la fuerza resultante F cuando la particula se desplaza del punto

1 al 2 a lo largo de la trayectoria C, se tiene que:

‘Wg = %-m vg - %—m vf

llamando Energia Cin€tica de una particula a la mitad del produc
to de su masa por el cuadrado del mdédulo de su velocidad o rapi-
dez, esto es:

-1 2
K = 3 m Vv

Podemos escribir:

Wiz =Kk - K

21




5.4
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o bien:

W = AK

Este resultado es el Teorema del Trabajo y Energia Cinética:
El trabajo hecho por la fuerza resultante que act{ia sobre una
particula es igual a la variacidn de la energia cinética de

la particula.

Observe que &ste teorema es simplemente una relacidn obtenida

de la Ley de Newton, donde hemos convenientemente denominado o

definido trabajo y energia cin&tica.

Esta relacifn es muy Gtil cuando es facil calcular el trabajo
- . . . .

y sblo deseamos conocer la velocidad en ciertas posiciones.

Pero su mayor importancia reside en el hecho que nos conduce

al principio de la conservacidn de la energia, Ley que es de

mayor generalidad en Fisica.

En algunos casos es md3s facil y Gtil calcular el trabajo hecho
independientemente por cada una de las fuerzas que actlian sobre

la particula, es decir si,

§=f1 +F2 +F3+...Fn

se tendri:

Wi + W +W; + ... Wn=AK

La energia cinética, como el trabajo, es una cantidad escalar

que tiene como unidad el Joule en el SI.

Fuerzas Consérvativas y Energia Potencial .-

Si se tiene una fuerza F tal que su trabajo sobre una particula
a lo largo de cualquier trayectoria cerrada es siempre cero se
denomina fuerza conservativa, término que se justificari plena-

mente mas adelante, matemdticamente se escribe:

wZA=C56 F.dr =0

Ejemplos de fuerzas importantes que tienen esta condicidn son

la gravitacional y la elidstica.



Del teorema trabajo-energia cin&tica, AK = W. Si W = 0, se tie
ne: AK = 0. En un recorrido de ida y vuelta la energia cinéti-

ca K no se altera si la fuerza es conservativa.

Para poder desarrollar la idea de energia potencial, podemos pro
bar que si una fuerza es conservativa, el trabajo hecho por ella
sobre una particula que se mueve entre dos puntos depende sola -

mente de &stos puntos y no de la trayectoria seguida.

Veamos, para las trayectorias arbitrarias 1 y 2 recorriendo el

camino ABA, se tiene:

B

L 1
Wap * w%A =0
A 2
0 sea:
Vip =~ Yga
Pero:
1 B
2 _ 2
Wap = 7 Vga
A 2
Luego: 1 - 2
wAB wAB

Es otra forma equivalente de identificar a una fuerza conserva-
tiva. Resultado que nos conduce al concepto de Energia Poten -
cial, como el trabajo de &stas fuerzas depende solamente de
la posicidn de los puntos inicial y final de la trayectoria,
cualquiera que sigue el cuerpo, podemos asociar al espacio, o
encontrar ,una funcién escalar de la posicidn U(x, y, z) tal que,
su variacidn es igual al trabajo realizado por la fuerza. Por
conveniencia la definimos con signo negativo, como se justifica
rd m3s adelante al conducirnos a la energia mecdnica total.

0 sea, el trabajo de las fuerzas conservativas serda igual a me-

nos la variacidn de la energia potencial, esto es:

C

AB(conservativo) ~ Au

23
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Conociendo la energia potencial se puede determinar la fuerza, en

el caso de una dimensidn, se tiene:

B
o Fdx=-au
F dx = - dU
luego:
_ du
F=- dx

Podemos generalizar en el espacio, en coordenadas cartesianas:
18U _ . U _ . BU
oy 3z

o bien _
- VU

Lo IS 1|
[ ]

en general se tiene: - gradiente U

Expresiones que se estudiaran, analizardn y utilizarin en cursos

- -, .
mds avanzados de mecanica.

Esto nos permite mostrar que si sobre una particula actlian dos o
més fuerzas conservativas, la energia potencial total es la suma
de las energias potenciales de ellas, mostrémoslo para el caso
unidimensional,

Si, F=F +F + ... +F

se tiene que:

_4du_ _ du _dU _ dUn
dx dx dx tee dx
U =

Uy + U + ... U0
, n

En general, presenta la ventaja de trabajar con energias potencia

- les, puesto que, es mas facil sumar escalares (energia potencial)

que sumar vectores (fuerzas).



Analicemos algunos importantes casos particulares:

- Fuerza gravitacional constante,

y
Como :
2 F=-mng}j
dr =dx ¢ +dy § + dz k
(1)
)
X
z
el trabajo serd:
2 y2
Wz = f F.dr = - mg f dy = - mg (y2 = y1)
! Y1
Siyi1 =0, W=-mgy

Observe que este valor es independiente delcamino seguido, depen
de sb6lo de los puntos final e inicial y si y» = y1 el trabajo es

cero.
Luego, esta fuerza es comservativa y la energia potencial corres
pondiente serd:
Uy - U1 = - Wg=mg(y: - y1) =mgy2 -mg i
tomando arbitrariamente U; = 0 para y; = 0, se tiene:
U=mgy

Observe que la referencia generalmente se escoje para obtener la
expresi6n mas simple de la funcidn U, dentro de la familia que
satisfacen la condicién AU = - W. Pruebe Ud. con otro valor.

Conociendo U podemos encontrar F, veamos:

I - -
L (mg y) = - mg

25
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- Fuerza eldstica.

Como :
R F=-hkat
o ) ) x dr = dx t
el trabajo serd:
2 _ X2 X2 1
Wo = J F. dr = il Fpdx = -k il x dx = - 5 k(G - %)

Observe que este valor es independiente del camino seguido, de-
pende solo de los puntos final e inicial y si x; = x;3, el traba

jo es cero.

Luego, &sta fuerza es conservativa y la energia potencial corres

pondiente serd:

1 2 1 2 1 2
U2»U1=—w12=7k(x2—x§)=-2-kx2—f2—kx1
tomando arbitrariamente Uy = 0 para x; = 0, se tiene:
L1l 2
U= > kx

Conociendo U, podemos determinar F:

_4dv oo d o1 ay
Fe & -7 ax (k) 7k

- Fuerza gravitacional universal.

(2) Como :
13=_§_b@. ér
2
M m . A
= + d6
. éq (1) dr = dr e, ey
el trabajo serd:
2_ - bo! T2
Wy, = | F dr—-—GMmféE—=-GMml—— —am(t -1
1 ry 1'2 r Iy I
1

Sir2>r1,%<—i—ly W < 0.



5.5

Este valor es indpendiente de la trayectoria, depende solo de los

puntos final e inicial y si r; = r;, el trabajo es cero.

Luego, esta fuerza es conservativa y la energia potencial corres

pondiente serd:

1 1 GMm GMm
U, - = - = - - a2y =2 >
2 Uy Wi GMm ( = rx) o + ™
Tomando arbitrairamente U; = O para r; = *© , se tiene:
g=-Gn
r

Como en los casos anteriores, la referencia escogida es la mas
adecuada para obtener la expresidn mas simple de U. Observe que
para r = °° se obtiene, como debe ser, U = 0O,

Tambi&n conociendo la energia potencial podemos determinar la

fuerza correspondiente:

Fo= - Qg'_ __d ( - GMm ) = - GMm
r dr dr r T

Conservacidn de la Energia Mecinica Total.-

De la Ley de Newton hemos establecido el teorema del trabajo y
la energia cingética:

W = AK

donde W es el trabajo de todas las fuerzas que actfian sobre la
particula,
Si se tiene que todas éstas fuerzas son conservativas podemos
también escribir que:

W= - AU

luego, en este caso se tendrid:
AK = - AU

Expresidn que nos dice que si se presenta una disminucién de la
energia cinética,esta debe ser compensada con un aumento de la
energia potencial y viceversa.

O bien,podemos tener que:

AK + AU = 0
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Oy

A(K+U) =0

definimos entonces la Energia MecZ@nica total como la suma de la

Energia Cinética y la Energia Potencial,

E=EK+U

y se tiene:

]
o

AE

Expresidn que nos dice que cuando sobre un cuerpo actiian solo
fuerzas comservativas, la energia mec3nica total se conserva.
Este es el principio o Ley de la conservacidn de la energia mecd

nica total para fuerzas conservativas.,

Expresamente,entre dos estados:

1]
o

(K = Kg) + (G2 = Up)

[
o

(K +U) - (K +Uy)

Kz + Uz =Ky +U; = E = constante

esto es, la suma de las energias cinética y potencial es constan

te, constante determinada por las condiciones iniciales.

Ahora podemos ver porque definimos el trabajo de las fuerzas con
servativas igual a la variacidén de energia potencial con signo

negativo: para poder definir la energia mec3nica total como la
suma de las energias cin&tica y potencial, que es mis cOmodo pues
en caso contrario tendriamos la diferencia de &stas. Observe que
esto no altera el aspecto fisico puesto que al calcular el traba
jo lo que evaluamos es el cambio de la energia potencial y no la

energia potencial propiamente dicha.

* Resolvamos el problema general unidimensional de fuerzas conser
vativas que solo dependen de la posicidn F(x)'
Calculamos la energia potencial
AU = - W
X
@ " CwoT T L P

-]

U



Tomando arbitrariamente U(x ) = 0 para la posicifn de referen-
°

cia Xo,
X

U(x) = - i F(x) dx

Conociendo U(x)’ para la condicidn inicial de energia mec@nica

total E, por la conservacidn se tiene:

K+0U = E
(x)
%mvz + Uy = E
2
v = \fa HE— U(x)
Como : " - ii
dt

t

dx
,2 f '
7 \|E - U(x)
4 o d
Integrando: f dt = fi- f —_
o] Xo E~-U

(x)

. e dx
= s [ e
- J;q Xo ,’E - U(x)

después de efectuar la integral, para el particular valor de U(x)’

podemos obtener la posicidn x(t) y de ésta también v )? ya sea

(t

derivando x o sustituyendo su valor en v .
(t) v ()

Alin cuando ésta integral sea dificil de evaluar, la ecuacidn de
- - - 3 > P

conservacidon de energla nos permite obtener uma informacidn cua-

litativa dtil de los posibles movimientos, dibujando la gréfica

de U vs x y teniendo en cuenta que E >:U(x)°

(x)
Como ejemplo, en la figura 5.2 se muestra una funcidn de enefgia
potencial. Dejamos al lector el an3lisis de los posibles movi -
vmientos de la particula para diferentes condiciones iniciales o
valores de Ej,
librio y los de mixima velocidad.

determinando los puntos de retorno los de equi~-
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(x)

Fig. 5.2 Grafica U vs x

(x)

5.6 Fuerzas No conservativas y la conservacidn de la Ener

gia total.

Las fuerzas que no cumplen con las condiciones establecidas an-
teriormente para fuerzas conservativas, se denominan Fuerzas No
Conservativas. Para éstas,no serd posible encontrar una emer -
gia potencial funcidn de la posicidn, el trabajo realizado por

ellas depende del camino seguido.

Consideremos que sobre una particula actlan fuerzas conservati-
vas y no conservativas, al aplicar el teorema trabajo y energia

cinética, se tendra:

W +W_ = AK
c ne
como 3
WC=-AU
se tiene:
W = AK + AU
nc
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W = AE
nc

Vemos que en este caso la energia mec@nica no se comserva, AE#0.

Supongamos en primer lugar que se tiene una sola fuerza no con-

servativa debida a la friccifn, teniéndose:

Wf = AE

como en este caso, Wf < 0, se tendrd que AE < 0, o bien :

E; <E;. La friccién es una fuerza disipativa que disminuye la

energia mec@nica de la particula.

En el caso de la friccidn la pérdida de energia mecinica aparece
como calor, se produce un aumento de la temperatura generando un
cambio de la energia interna AUi, términos que estudiaremos con

mds detalle en los capitulos posteriores de Termodin@mica.

AsT como el trabajo de una fuerza conservativa lo asociamos con
menos el cambio de energia potencial, el trabajo de la fuerza mno
conservativa de friccifén lo asociamos con menos el cambio de

energia interna del cuerpo:

teniéndose que:

AE + AU. = 0
1

Por lo tanto, la suma de las energlas mec3nica e interna calori-
fica no cambia, permaneciendo constante y decimos que la Energia
Total se conserva.

Generalizando cuando actiian otras fuerzas no conservativas:

WC + Wf + wonc = AK
o bien:
W = AK + AU + AU.
one i
W = AE + AU.
one i

Para cualquier otra fuerza no conservativa, siempre se encuentra
otra forma de energia (Electromagnética, Quimica , Sonmora , etc)

que corresponda al trabajo que realiza, esto es:

W = - cambio de otra forma de energia
one
W = - AU

onc e
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5.7

32

y nuevamente tenemos s
AE + AU. + AU =0
1 e

sea, E + Ui + Ue = ET

se tiene AE =0

y decimos que la Energla total es constante, ET = const.

La Energia puede transformarse de una forma en otra pero no se

crea ni se destruye.

Este es el principio o Ley de la conservacidn de la Energia. Re-
laciona la mec@nica con las otras dreas de la fisica, est3d pre-

sente en toda la fisica, con mayor generalidad que la propia Ley

de Newton de la cual la hemos aqui obtenido.
Potencia

Muchas veces no s6lo nos interesa saber el trabajo total hecho,
sino tambi&n la rapidez con la cual se hace el trabajo.

La potencia media ser@:

=¥
<p>= T

vy la potencia instantinea:

dw

P=E€

su unidad en el SI es el Joule/seg llamado-Watt o vatio, abre =

viando:

1J/s = LW
Teniendo como miltiplo el kilowatt: lKw = 10%w .

Definida &sta unidad de potencia, el trabajo algunas veces se ex
presa en unidades de potencia x tiempo, dando lugar al término
frecuente de Kilowatt-hora. ‘ _

La potencia instantinea, se puede tener en funcibn de la fuerza

y velocidad en ese instante, De la definicién de trabajo

dw = F ., dr
W _ g dr
dt ° dt
P=F.v



PROBLEMAS

1. Calcular el trabajo hecho por la fuerza f aplicada sobre un bloque,

cuando &ste pasa de la posicidn A a la B, como se muestra en la fi-

gura
p
= 40 N
4 =10m |
Y A
: g
-
A B
WAB =F .d =Fd cos 120
= 0.5
wAB 40 x 10 x (-0.5)
=~ 200 J
wAB

2, Una fuerza neta de 0.2N actlla sobre un cuerpo de 10Kg que estd ini-
cialmente en reposo. Calcular el trabajo hecho por la fuerza en el
12, en'el 22 y en el 32 segundo y la potencia instantinea al térmi

no del 32 segundo.

La aceleracidn que se imprime al cuerpo es:

a=—=-"2=0,02 m/s®

Los espacios recorridos son:

- en el 12 segundo: d, = %-atf = %-x 0.02 x 1> = 0.0lm
- en el 22 segundo: d, = —12- at - 4, = -%—x 0.02 x 2* - 0.01=0.03m

- en el 32 segundo: d, é-atg -(d, + d2)=% x 0.02 x 3*-(0.01+0.03)

d; = 0.09 ~ 0.04 = 0,05m

3




Los trabajos pedidos serdn:

W, =F .dy =Fdg = 0.2 x 0.0l = 0,002 J
Wo =F .d, = Fdy = 0.2 x 0.03 = 0.006 J
Wy =F .d; = Fds = 0.2 x 0.05 = 0,010 J

La velocidad al término del 3° segundo es:

vy = atz = 0.02 x 3 0.06 m/s

Luego la potencia:

P=F.v="Fv=20.2x 0.06=0.012W

Determinar el trabajo realizado
sobre un bloque que pesa 25 Kgf
y se mueve 3m hacia abajo en un
plano inclinado como se muestra
en la figura. El coeficiente

de friccidn es 0.1, Si el blo -

450
que parte del reposo, ;cual es

su velocidad final?

Del diagrama de cuerpo libre, se ve que sdlo la fuerza de friccidn
y la componente del peso paralela al plano contribuyen al trabajo.
Como las fuerzas que actlian son constantes y la trayectoria es rec
tilinea, se tiene:

= . P . .-
v WF.grav1tator1a wFqulCClOﬂ

V2
N=25'5=17.68 Kef
—

f=1,768 Kgf
17.68 Kgf 17.68 Kgf
N s
A %4
P=25Kgf

W=17.68%x 3 x cos 0° + 17.68 x 0.1 x 3 x cos 180°

= 53,04 - 5,30

= 47.74 Kg-m

como :

- 1l o, 1 5

W= AK = 2 mvt - > mv',

y al partir del reposo, v, = 0



queda:

_ 1 2
W = 7 mv
_ 1 25 2
Luego, 47 .74 = 5 ( T 81 ) v
v = 37.47
v = 6.12 m/s

Un
de
te
E1l
de
a)
b)

c)

d)

bloque de hielo de 445N, resbala por un plano inclinado de 1.50m
largo y 1.00m de alto. Un hombre sostiene el hielo paralelamen-
al plano de modo que desliza el bloque con velocidad constante.
coeficiente de friccidn entre el hielo y el plano inclinado es
0.10. Encontrar:

La fuerza ejercida por el hombre

El trabajo hecho por cada una de las fuerzas que actlian sobre el
bloque, en un recorrido de 0.5m

El trabajo hecho por la resultante sobre el bloque en el mismo
recorrido

El cambio de energia cinética del bloque.

a)

Se tiene:
1 _
sen 6 = ITS'— 0.667
/1.5 - 1%
Im cos 6 = — 135 =0.745
D.C.L. La fuerza del hombre es

£ la requerida para equili
//// brar la suma de fuerzas
é:::> a lo largo del plano in-
FM //// 3 clinado, esto es:

FM = P senf - uPcos®

la]
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F

445 x 0,667 - 0.1 x 445 x 0.745

M
FM = 263.67N
b) . ’
- Trabajo hecho por el hombre:
WM = FM . d = FMd cos 180° = - 263.67 x 0.5 = -131.83J

- Trabajo hecho por la atraccidn gravitacional:

Wg =P . d = Pdcos(90° - 9)=Pdsend=445x 0,5x0.667=148.41J

- Trabajo hecho por el plano inclinado,

*Friccidn:
Wf =f .d = fdcosl80° = ( pPcosd)dcosl80° = -pPdcosh
Wf = =0,1 x 445 x 0.5 x 0.745 = - 16.58J

*Normal:

Wy = N .d=nNd cos 90° = 0
c¢) El trabajo hecho por la resultante es cero puesto que la suma de

fuerzas es cero, el bloque no est3 acelerado. Como comprobacidn:

WR = WM + Wg + Wf = -131.84 + 148.41 - 16.58 = 0

d) El bloque no cambia de energia puesto que se mueve con velocidad

constante, o bien:

5. Con relacién al sistema mostrado en la figura, encontrar la compre-
si6n maxima del resorte, si el cuerpo de masa m se deja caer desde

la distancia #. Coeficiente de friccién del plano u

k, %y
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El bloque parte del reposo: v, = 0.

Al darse la compresidn maxima del resorte: Ve = 0.

Luego, el cambio de energia cinética es: AK = 0

Por otro lado, el trabajo total realizado es:

WR = WP + Wf + Wk .

* peso = WP =mg sen 8 (L - L, + AL,)
* friccibn => We = - umgcos 8(L - Lo + A%o)
- 1 2
* = = - =
resorte WK 5 k(AL,)
Como: W = AK = 0

R

Entonces: mg senb (& - L,+AL,)-umgcos (L-L,+A%,) - %~k(A£o)2=0
Ag2 +<z%& (ucosB -~ senB)AL+ gI;—:&(ucose - senf) (2 - 2,) =0

Ecuacidn de 2° grado em A%, que al resolverla nos da la compresidn

mixima del resorte.

2%5~(u cosb - senf) = b
llamando:

b(2 - L,) = ¢

AL + bAL, + ¢ =0

ALy = - -g—i (2y ¢

Un péndulo simple se suelta del reposo como se muestra en la figura.
Cuando la lenteja llega a la parte mas baja de su trayectoria deter
minar: '

a) El trabajo realizado por el peso.

b) El trabajo realizado por la tensidn del hilo.

c¢) El1 trabajo resultante.

d) La velocidad de la lenteja.
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a) Como el peso es una fuerza comservativa:

WP = - AU

Luego, tomando como nivel de referencia la horizontal que contie

ne el punto O, se tiene que: U, =0 y UB = - mgl,

A

AU = UB - UA =~ mgl - 0 = - mp

WP = mgk

b) Por definicidn de trabajo, para la tensidn:

B
Wy = ch T.dr

Como en todo instante: T Ll dr , T.dr = 0
Teniéndose: Wy =0
c) El trabajo resultante seri:
Wg = Wp * Wy

luego, WR = ngt

d) Como: Wy = AK

se tiene:

mgl = %-mv; , dado que v, = 0

luego: v_ = Vgl

B
Demuestre el siguiente problema tomando del Horologium Oscilatorio
de Huygens: "Si un péndulo simple oscila con su mixima oscilacifn
lateral, esto es, si desciende todo un cuadrante de circulo, cuan-
do llega al punto m3s bajo de la circunferencia tira del hilo con
una fuerza tres veces mayor que la que le produciria si estuviese

simplemente suspendido de 81."
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Cuando el cuerpo estid simplemente suspendido la fuerza que actia ha
cia abajo es el peso: P = mg y lo equilibra la tensidn de la cuerda
T = mg

Cuando se suelta como se muestra en la figura

rg Onm

/
// 90°

-+ -
V = )

\,I_—~—”-_'7§—___

Por conservacifn de la energia, como se vid en el problema anterior

la velocidad en el extremo mas bajo es:

Vo= 2g 4
. - - v
y la aceleracidn centripeta serid: a, = — = 2g
L
Por lo tanto, la fuerza resultante centripeta necesaria es:

FC =ma_ = 2mg

Luego, la tensidn en la cuerda serid:

‘T
T-P=F
c
T=F +P=2mg +mg = 3mg i
d
P
.. T _
De aqui: 7T 3

En la figura se muestra la posicidn inicial de una miquina de At -
wood (m = 2m ). En ese instante el sistema estd en reposo.
Aplicando la conservacidén de la energia mecinica, encuentre la velo

cidad que lleva m; al llegar al suelo.
Pl i

T

=

B mi m2

TR
NN

TITEIIE ST




Consideremos como nivel de referencia cero, el suelos En la posicidn
inicial la energia total es:

_ % 2 _ 3
Ei—mlg 2+Img2—2m2g£

Como ambas masas tienen la misma velocidad, por la ligazdn existen~
te, en el instante del choque con el suelo la energia es:

1 2

Ef=-2-m1v +%mgv2+ng2= m2v2+ng£

of w

Por la conservacidén de la energia:

%ng£=—32-mq,v2 +mg L
3 1
7V2='§'gl

Una particula se desliza sin rozamiento sobre una trayectoria como
se muestra en la figura. .
Si la velocidad de la particula es de 4 m/s cuando estd em el punto

A. (Cu3l serd su velocidad en los puntos By C?
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Como la energia mecanica total se conserva,

E=KA+UA=KB+UB=KC+UC



10.

Tomando como nivel de referencia el punto m8s bajo B, se tiene:

1 2 N
7 WV, + mghA =7 oy + 0

La velocidad Ve sera:

v =/2gh + v = /?.x9.81x1+42 = 5,97 m/s
B A A
Para hallar la velocidad en C procedemos de la misma manera entre

los puntos Ay C:

1 2 1
7 mvy + mghA =3 mvz + mghC

= - 2 = - 2 =
Ve = V/Z g(hA hc)+ vy //2 x 9.81{L - 0.6) + 4° =4.88m/s

En una "montafia rusa'", sin rozamiento, un carrito de masa m comien-
za en el punto A con una velocidad v,, como se muestra en la figura.
Supdngase que el carrito se puede conmsiderar como una particula y
que siempre permanece en contacto con la via.

a) (Cudl sera la velocidad del carrito en los puntos B y C?

b) (Qué desaceleracidn constante se requiere para que el carrito se

detenga en el punto E si los frenos se aplican a partir del pun

to D?

Vo
i

T
-
B

X

- |
I} Bl ) I /2 L

| ' g -
Por conservacidn de energia,

a) En B, como estd a la misma altura que A, tendrd la misma veloci-

dad;
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En C, se tiene:

mgh + % mvi = mg %—+‘— mvt

Y/ V% + gh

<
n

b) El trabajo de la fuerza no conservativa de la friccidn es igual al

cambio de energia mecdnica total:

W

AU + AK = AE

- fL 0 -mg h - %-mvi

aplicando la Ley de Newton:

- (+)
- f =ma _______“;_‘_______
£
Luego,
1 2
mal = - mgh - 5 W
gh + %—v:
as=- (—5—)
2
ak = i Zghzz Ve )

Equivalentemente tambin, por conservacidn de energia entre A y
D,

]Il\.?2

D

o=

mgh + é-mvi =

Podemos obtener la velocidad en el punto D:

v; = 2gh + vi

y como la velocidad final en el punto E es cero, la desacelera -

cidn constante en este tramo DE, producida por la fuerza de fric
cidn, sera:

2

v =+v: + 2aL
£ i
0 = v% + 2al
72
oD . (Zhtvi,
& 2L 2L

Por supuesto, el mismo valor obtenido anteriormente.



1L.

12.

Un atleta de masa m puede alcanzar una velocidad de 10m/s corriendo
horizontalmente. (Cudl serd su record de salto com garrocha? consi
dere su masa concentrada en su centro de gravedad a lm. del suelo
cuando estd corriendo y que cuando pasa la barra horizontalmente su
centro de gravedad estd a O.lm al interior de su espesor.

Si el mismo atleta desea alcanzar la misma altura con un par de re-
sortes de comstante k, ,cuinto se deberdn comprimir estos resortes?

(m = 80 kg y k = 4000 N/m).

Toda la energia cinética se

convierte en energla poten- 0.lm
cial y se tiene: O l
1 2 /// e
5o mgh e
, h
7
P
= H
h 2g v //
TP
100 _ / lm
h = %98 - 5.1m :

Por lo tanto, su record serd:

h+1-0.1
5.1 + 0.9 = 6.0m

[l

fl

Con los resortes, la energia potencial de la deformacidén de cada

resorte es: U = %:kxz

y para los dos resortes,

- a2
UT = 20 kx

Esta energia se convertird en energia cinética y luego en potencial
gravitatoria, considerando que siempre su centro de gravedad esta

a lm del suelo, se tendra:

kx®* = mgh

_ [mgh _ m_ 80 -
x K v Tk T %7 %4000 - Om

El péndulo mostrado se suelta desde el reposo en la posicidn (1) ¥y
oscila hasta completar un Angulo de 90° antes de que la cuerda to -
que la clavija C fija a una distancia vertical h del punto O de sus
pensidn del péndulo.

Determinar el valor minimo de h para el cual la plomada del péndulo
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describira un circulo alrededor de la clavija.

///////;///

m
£ P
T ) ¢9)]
| [
I
1 /
h | ,
,‘/’I“\\ /
’ | )/
{ c |1 /
—7 ' /) e
A\
o _ -
—e 7 En la posicidn (2), se tiene:
! 2
! ~-mg ~ T = ma = e
)] (i-=h)
h - . ‘
§] /
A jR=(‘z-h> / n v}
| ;’ 7 __(l—h) = mg+T
e ' 1C e //
(2~h) N.R. \\\ /// el valor minimo se tendrad
B Gz T T T cuando Tz = 0
.esto es: vz = g(& - h)
D.C.L. (2)
em

Por conservacidn de energla entre (1) y (2),tomando como nivel de re

ferencia el punto ma@s bajo, se tiene :

- |

mg L

T

mg2 (L - h) +—%

Con el valor requerido de v,, se obtiene el valor de h:

44

mgl

2 =

mg2 (
2(8
5
7
/Q/ -

3
gﬁ

2

(SIS

- h) +3mg - h)

h)+%(l—h)

h)
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13. Un péndulo simple se suelta desde la posicidn A mostrada en la figura.
Sabiendo que la cuerda puede soportar una tensidn mixima 50% mayor que

el peso del bobo, determinar el 3ngulo 6 para el cual se rompera.

‘C;E . O
\ Jé ?
AN
AN

f
AN '/I
N ¢
N /
N /

.\O/

Por conservacidn de emergia se puede determinar la velocidad v en fun

cidn de 6, tomando como nivel de referencia la posicidn A, se tiene:

Eis =Ky +U; =0+0 1
= Af = 0 =>-2- mv’ = mglsend.
1 2
= + Uy = 5 mv® -mglsend
ok ? 2 g Luego:v =2gfsend
Aplicando la Ley de Newton:
bD.C.L. (m) - T + mgsend = ma_ = - 9%2
T=T _, = +1 =3 m
para T=T . =mg + 3 mg = 5 mg
AN "/ y con el valor obtenido de v,
N\
T
e . .
, se tiene:
o
T mg(sené - % ) = -% 2gisend
// i \\
Ve .
v N 1
mg AN sen 6 = 3
+)
6 = 30°
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l4. En el sistema mostrado en la figura, se le comunica a la masa m una

46

velocidad inicial v, hacia abajo. CuBl ser3d su velocidad cuando ha

descendido una altura h de su posicidn de equilibrio?

\\
RS

En primer lugar determinemos
la deformacidén de los resor-
tes cuando la masa ha descen

dido la altura h.

L L
- f 2 2
Longitud inicial de los re -
H 2,
sortes
£
2
2 L
Lo =V H  + £
4 L

Longitud "final" de los resortes

2
) =»/(H+h)2+ %

Deformacidn:
AL = £ - R,
2’ /f 2
A5L=/(H+h)2+ /e L

Con esta deformacidn podemos determinar la energia potencial de los

resortes:

U= % k(ag)?
Para el sistema (los resortes):

2U = k(AL)?

4 2
k(»/(H+h)2+ 2—/H2+% )?

Ahora, tomando como nivel de referencia la posiciénm imicial, la ener

YR

Ur

I

gia total inicial del sistema es:

E, = %—mv%



15.

vy la energia total para el sistema deformado.

1 2
E = 7 mv + UR - mgh

como el sistema es conservativo :

E = E, = constante
1 N
> oV + UR - mgh = 5 Ve

despejando v,

20,
v = /Co + 2gh - mR

reemplazando el valor arriba encontrado de UR

2 ~Z
v=/vi+2gh—~2—§(/<n+h>2+ - e zy

Un collarin de 10kg estd unido a un resorte y resbala sin rozamien-
to a lo largo de un anillo circular que se encuentra en un plano ho
rizontal, dispuesto como se muestra en la figura. El1 resorte tieme
una constante k = 15 x 10* N/m y estd sin deformar cuando el colla-
rin estd en la posicidn C. Si el collarin se suelta del reposo des
de la posicidén A; calcular, cuando pasa por B, su velocidad y 1la

fuerza que hace el anillo sobre él.

21~anillo

Longitud del resorte sin deformar: %, = 60 - 25 = 35cm,
Deformacidn del resorte:

- en A: ARA = 60 + 25 - 35 = 50cm

- en B: 60

2 ARB = 65 - 35 = 30 cm.
25
©
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Energia:
1

—enA:E =K +U =0+—kA5LZ=—;<15x102 x 25x1072 = 187.5 J

A A A 2

. _ 1l a1 2 _ 1 2 15 9 (=2 _
- en B : EB = KB + UB =3 mvB4-2 kAlB 2x10){vB-+2 x10°x 9 x 10
_ o2
= SVB + 67.5J
Por conservacidén de energia: AE=D => Ep = E,
= = 2 —.l.%).— = =
5v§3 +67.5 = 187.5 => v = 5= = 24 => v, = 4.90n/s
Aplicando la Ley de Newton:
D.C.L. (m) - en la posicidn B:
VB
| NB - FB cosf = maC =-m—3
! 2 2
| A4 v
| N, =F_ cosé -~ m £ kAfL_cos6-m 2
Ny o B B R B R
________._Tr -
0
NB=15x102x30xlO’2x%—(5)--—10x 24
- Fg /i 60 x 1077
1
NB = 415,39 - 400 = 15.39N

Un cuerpo de masa m comienza a moverse, a partir del reposo, bajando
por un plano inclinado de longitud & y que forma un dngulo 6 con la
horizontal. Témese como coeficiente de friccidn 0.2 y encuentre 1la
velocidad del cuerpo en el punto mis bajo del plano. (Qué distancia
d recorrerd resbalando horizontalmente en una superficie igual a la
anterior, despu@s de llegar al punto mas bajo del plano inclinado?.

Resuelva el problema usando los conceptos de energia y trabajo, lue-

go comprobar sus resultados utilizando directamente las leyes de New

tomn.
m = 10 kg
o = 30° -
£ = 20m




- Determinacidn de la velocidad.

En la parte mi3s alta la energia mecinica es: U =

|
=]
1]
=
®
o
j=]
@

En la parte md3s baja la energia mecinica es: K = % mv

Trabajo realizado por la fuerza de friccidn: W_. =-p(mgcosf)L

£
Luego, el trabajo realizado por esta fuerza no comservativa es igual

. - .
al cambio de energila mecanica

Wf = AK + AU = AE

-umglcosf = %-mv2 - mglsend

Despejando la velocidad

2
v

2g%(sen® - ucosH)

> =2 x 9.8l x 20(0.5 - 0.2 x 0.866) = 128,32

<
il

v = 11.33 m/s

Comprobacidn utilizando la Ley de Newton,

la aceleracidn es: ma = mgsenf - umgcos®

a g(send - pcosB)

y la velocidad final después de recorrer el espacio % es:
2

v® = 2aQ
Vi o= 2g%(send - ucosh)
v = 11.33m/s

~ Determinacidén de la distancia horizontal d.

E = —;--mv2 =<% x 10 x 11.33%= 642 Joules

AP . 3 - 1 5
Al iniciar el recorrido horizontal, la energia mecdnica es: K==mv

N

Al finalizar el recorrido horizontal y detenerse la energia mecd -
nica €s cero.

El trabajo realizado por la fuerza de friccidn en este recorrido
es: wf = — pmgd

Luego el trabajo realizado por esta fuerza no conservativa es igual

. - o
al cambio de energia mecanica:

Wf = AU + 8K = AE

— pymgd = 0 - —%—mv2

despejando la distancia d:

2
12832
d= =5 ~7Zxo0.2x9.81 - 3%70m
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Comprobacidn utilizando la Ley de Newton, la aceleracidén es:

ma = - pumg
a=- ug

y el espacio recorrido hasta detenerse sera:

0=v> + 2ad = v* - 2ugd
2
= _Z'E“g““ = 32.70m

Un bloque de 10 Kg choca con un resorte horizontal sin peso y de
constante 2N/m, como se muestra en la figura. El bloque comprime el
resorte 4m a partir de su posicidn de reposo. Suponiendo que el co
eficiente de friccidn dindmico entre el bloque y la superficie hori

zontal es de 0.25, ;(Cudl serid la velocidad del bloque en el instan-

te del choque?

v
. e S—
=
Vi
;
V] E =707 Z = oy Z 7= Tl = Y = Tl Bty =

) 1 5 .
La energia mecdnica en el momento del choque es: K = 5 mv - Llamando x
a la distancia que se comprime el resorte, la energia meca@nica cuan

do el bloque se detiene es: U = —lz--kx2

El trabajo realizado por la fuerza de friccidn en &ste recorrido es:

Wf = -  umgx

Luego el trabajo realizado por esta fuerza no conservativa es igual

. - P
al cambio de energia mecanica:

. Wf = AU + AK = AE

_ 1.2 1l
- wmgx = 5 kx - 5 mv

despejando la velocidad

/ k
2ugx + = e

v =
v=/2x0.25x9.81x4+—1%x42
v = 4,78 m/s



18. El bloque de masa m que se muestra en la figura tiene originalmente
una velocidad v, hacia la derecha y su p&siciGn es tal que el resor
te no ejerce ninguna fuerza sobre €l. El bloque se mueve una dis -
tancia d antes de detenerse como se muestra en la figura. La cons-
tante del resorte es k y el coeficiente de rozamiento entre el blo-
que y el piso es u.

a) Determinar el trabajo hecho por cada una de las fuerzas que
actllan sobre el bloque, al recorrer la distancia d.

b) ¢(Cual es el trabajo total hecho sobre el bloque?

c) Aplicando el teorema del trabajo y la energia, obtenga el valor

de d en funcidn de m, Vo, H; g, ko

Vi k Vo M
1 i
SHIENNSINE (IS E LB F_ S
) L}

d

é}—Trabajo hecho por la fuerza de rozamiento

Wf =f.d=- u mgd

-Trabajo hecho por el resorte

d d
W= FLdf=-f kedk = -+ kd’
T 5 5 2
-Trabajo hecho por la normal
WN=N.d=O
b) Trabajo total sobre el bloque
- - - 1
WT = Wf + Wr = (v mgd + 3 kd®)
c) El cambio de energla cinética es igual al trabajo realizado:
. AK=WT .
0 - i-mv% = - (umgd + i-kdz)

%—mvi = umgd + -é—-kd2
despejando d,
&+ ..%.‘.‘Eg.__d_ E_V_z".=0
k k

2_2 2
. _ _umg wn'g nvy
d ” + + ”
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siendo la respuesta el valor positivo de d:

( /:;;;;;”;_;;;gﬁ; umg)

==

El coeficiente de friccidn entre el bloque de 4kg y la superficie es

0.2. El bloque est3 sometido a la accidn de una fuerza horizontal

P = 30N y tiene una velocidad de vi = 5 m/s en la posicidn mostrada

en la figura. Determinar la mZxima deformacidn del resorte B, sa-

biendo que las constantes de rigidez de los resortes B y C son:

B
ra se indican las longitudes.

k. =2x 10 Nm vy kc = 6 x 10° N/m, respectivamente. En la figu

.

i
30cm v 25cm

25cm [ —
7
4 K
= C p
IML/ | M o
7
SN B SNBSS = S0

Llamando x a la distancia que se comprime el

cia total d recorrida por el bloque M es:

d =
- -
M i
o d =
! | )
* d
Aplicando el concepto de trabajo y energia:
W = AE

1, o | )
Pd - £d =5 kg xp + 5 ko xo -3

2(P -uMg) (0.3 + x) = ky(x + 0.05)% + kcx2 -

resorte C, la distan -

0.25 + 0,05 + x

0.30 + x

2
Mvy

(kB+kC)x2 +[ 0. 1kp=2(P-uMg)]x +0.0025k, ~ 0.6(P -uMg) - My} = 0

reemplazando valores:



8 x 10°x% + 155.70x - 108.29 = O

x> + 0.01946 - 0,01354=0
tomando el valor positivo de la solucidn:

x = 0,1067 = 10.67cm

La deformacidn del resorte B serid:

Xp = X+ 5 =10.67 = 15.67 cm

20. Un.cuerpo de masa m = 1 kg parte del reposo, desliza por un plano in
clinado 30° una distancia de ¢ = 3m,.choca contra un resorte de cons
tante k = 20 N/m y longitud propia x, = 0.5m. Utilizando el teorema
de trabajo y energia, calcular la distancia d de m#xima aproxima -
cidn, tras el regreso, a la posicidn de partida.

_Coeficiente de rozamiento por deslizamiento u = 0.25

En la siguiente figura se muestra la posicidn mas baja,que alcanza

la masa m cuando el resorte se ha comprimido una longitud x.

. <
\\\<ffEg::E»////////////////)/

El trabajo realizado por la fuerza no conservativa de friccidn es

igual al cambio de energia mecdnica: W, = AK + AU = AE

- umgcos 30°(2 + x) = %-kx2 - mg(2 + x)sen30°
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x* - E%g (sen 30° - jucos 30°)x - Z%& (sen 30° - pcos30°)L =0

pey
x? - 0.981(0.284)x - 0,981(0.284)3 = 0

x* - 0.28x - 0.85 = 0

cuya solucidn positiva es: x = 1.08m

Solucidn que tiene significado fisico real, tal como se ha asumido
al plantear la ecuacidn de acuerdo a la figura.

Después de &ste instante la masa vuelve hacia atrds hasta alcanzar

la posicidén mostrada en la siguiente figura.

La energla potencial que tiene el resorte al iniciarse el retroceso
3 - - . . -

se convierte en energia potencial gravitatoria del bloque mas la

pérdida por friccidén. Luego, entre estos dos estados nuevamente se

tiene: Wf = AK + AU = AE
1

-~ pmg cos 30°(L + x - d) = mg(% + x - d)sen 30° - i-kxz

mg (sen 30° 4+ pcos30°)d = mg(sen30°® + pcos30°) (L + x)—-% kx?

2
d= (2+x) - kx
2mg (sen30° + pcos30°)
2
d=(3+1.08) - 20(1.08)
2x1x 9.81(0.5 + 0.25 x 0.866)
d = 2,43m

Un cuerpo se deja caer, vinculado de tal forma, que describe una tra
yectoria como la indicada en la figura. Unicamente existe rozamien-
to en el tramo horizontal.

Calcular:

a) El mbdulo de la velocidad del cuerpo en el punto S.

b) ¢(Culdnto se comprime el resorte?



¢) ¢(Cudl deberiaser la altura H = H' para que el cuerpo se detuviera
en S sin caer por el plano inclinado inferior?

Se conoce: m = 50Kg, H = l4m, h = 10m, L = 10m, u = 0.3,

2o = 80 cm, k = 500Kg/cm, o = 37°

S
MBI iy EESYE = 2
=
/
| L N k,%o
h /7
=
‘@
o 17

a) El trabajo realizado por la fuerza no conservativa de la friccién
es igual al cambio de la energia mecdnica total entre el punto

inicial, m3s alto, y el punto S:

W

£ AU + AK = AE

mg(h - H) +l mv?

- pmgL 5

despejando la velocidad en el punto S,

v =V 2g(H-nh - yuL)
v=vV2x9.80(14 - 10 - 0.3 x 10) =v/2x9.8l =4.43 m/s

b) Por conservacidn de energia entre el-punto S y el punto mas bajo,

cuando el resorte se ha comprimido una longitud x,

%nlv2 + mgh = mg(l, — x)sen a + -;— kx?

resolviendo para x,

2
2 - ngls(ena % - mz _ _2_1‘(_18_ (h - %2,sena) = 0

]

XZ—EE&?P&X—E%(l+h—2°sena)=O

(En el S.I.: k = 500 x 9.8 x 100 = 49 x 10* N/m, %2, = 0.8m)

efectuando se obtiene:
x* - 0.0012x - 0.0211 = O
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teni&ndose como solucidn positiva:
x = 0.1l46m

c) Para que el cuerpo se detenga en el punto S, se tendrd que v = 0
en la expresidn de la energia encontrada en la parte(a) con H=H',
esto es:

mg(H' - h) = umgL

H' = h + pL = 10 + 0.3 x 10 = 13m

22. Una forma de medir el coeficiente de friccidn cin€tico es montando
el dispositivo mostrado en la figura. La masa M se suelta del repo
so cayendo una altura h hasta llegar al piso, acelerando a la masa
m, la cual se desliza sobre la superficie hasta detenerse cuando ha
recorrido una distancia (h + d). Los valores de M, m, h y d se mi-

den. Determinar p en funcidén de ellos.

L 2 m
4

V28 ///!_ =7 "f— ST I B BE S L=

A h A d &t

—_—
h

SN NN T TN

|

T B S S

Cuando el sistema recorre la distancia h, la masa m, partiendo del

reposo, adquiere una velocidad v, aplicando el concepto de Trabajo
Energia, se tiene:

W = AK + AU = AE

- 4 mgh = %— M+ m)v? - Mgh

despejando v:

& o= 2gh (M -~ ym)
M+mn

Cuando la masa m recorre la distancia d, partiendo con la velocidad

v hasta detenerse, se tiene:

Wf = AK + AU = AE

- umgd = —-;—mv2
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despejando v:

v o= 2ugd

igualando ambas expresiones y despejando u, se obtiene:

h M
dM+m)+ hm

Por supuesto que, igualmente simple, se puede obtener esta expresidn

aplicando directamente la Ley de Newton en ambos tramos:

- recorrido h:

M - ym)

Mg -~ ymg = (M + m)a = a = g T

2 _ 2 _ 2gh(M - um)
vi =0+ 2ah = v R

- recorrido d:

[ —_

~ umg = ma = a' = - g

0=+v* +2a'd = v* = 2ugd
hi

d(M + m) +hm

igualando: u =

Un auto de 1,600 Kg, baja una cuesta de 30°. Cuando la velocidad

del auto es de 36 Km/hora el conductor aplica los frenos:

a) ; Qué fuerza F deben hacer los frenos para que el coche se deten
ga despu@s de recorrer 50m frenando?

b) (Cuil es el valor del coeficiente de rozamiento entre el piso y

llantas?

a) La velocidad del auto es: v = 36 Km/hora = 10m/s

N/

h=Lsen309 30°
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El trabajo realizado por la fuerza no conservativa de frenado es

igual al cambio de energia mecdnica total, esto es:

W, = AK + AU = AE
F
£
< FLw 0= - iv® = mgh # 0
£ 7 W mg
luego:
-Lmvl'i'mgh v v
- 2 _ m o _ v mg
Ff = T = 5 + mgsen30°® = 1 + 5
F. = 1600 + 7848 = 9448N
b) Como Fo = uN = F, = umg cos 30°
n o= i = 0.695 = 0.7

1600 x 9.81 x 0.866

Un bloque pequeno, de masa m, se halla inicialmente en reposo en el
punto mds elevado de un hemisferio liso de radio R. En un instante
determinado se impulsa levemente al bloque y comienza a deslizar .
Despreciando el rozamiento, hallar:

a) La fuerza de contacto en funcidn de la posicidn,

b) EL dngulo (medido a partir de la vertical) al cual el bloque aban

donard la superficie del hemisferio.

Tl =R = il B = = A BT =

58

a) Por conservacidn de energia

mgR = %—mv2 + mgR cos 6

despejando la velocidad en funcidn del &angulo @,
v = 2Rg [1 = cos 0 ]

&

R

la aceleracidn centripeta serid: a = - == 2g(1 - cosh) y 1la

fuerza de contacto:



25.

D.C.L. N - mgcosf = maC==—2mg(l—cose)

N /,// N = mg cos 6 -~ 2mg (1 - cos 6)
e
m
N 1\ N = 3mg cos 6 - 2mg
P - mg N = mg(3 cos & - 2)

b) El bloque abandona la superficie del hemisferio cuando la fuerza

de contacto N es cero, esto es:

N=mg(3 cos 8 - 2) =0
3 cos 6 ~-2=0
cos B8 =-§
0 = 48.19°

Una prueba acrobdtica consiste en dejarse caer rodando en bicicleta

por una plataforma inclinada que se transforma unos metros mis aba-

jo en una curva ascendente hasta dar la vuelta sobre si misma for -
mando un cilindro para luego terminar horizontal, como muestra el
croquis.,

a) Se desea conocer la
altura h que debe
existir sobre el pi
so para dar la vuel
ta completa sin pe-
ligro de caer. A

b) ¢Cudnto deberia ser

h para que la fuerza
que ejerce sobre la

pista curva en su punto m3s alto A sea igual a su peso?

a) Por conservacidn de energia, la energia potencial a la altura h
debe de ser igual a la energia mecdnica total en el punto A:

1
mgh = mgD + E—mvz
despejando la velocidad v en el punto A:

v’ = 2g(h - D)

59




Por otro lado, aplicando directamente la Ley de Newton en el pun

to A, la fuerza de contacto es:

L]

v
- N-mg = ma, = -myp
I\I+mg=m-;{—r2
z
mv
N = R T W8

Para que no exista peligro de caer, se debe tener que:
2
N>0=> E%— > mg
v > gR
y el valor pedido de h sera:

2g(h - D) > gR

3(h - D) >%

h 3’% D = 10m

b) Si la fuerza de contacto en A es igual peso: N = mg, se tiene:

2
mv

mg =—x -~ 0g

v = 2gR

Luego, el valor de h en esta condicidn sera:

2g(h - D) = 2gR
_'D
h-D = 5
- 3§ .
h = 5 D = 12m,

26. En un aparato de feria para rizar el rizo (looping) de 10m de did -
metro, un coche que pesa 500Kg deja la plataforma a 15m de altura
respecto al fondo de la circunferencia vertical; (Cuidl es la reac-
cidn normal de la via sobre el coche en lo md3s alto de la circunfe-
rencia?.

Suponer que el centro de gravedad del coche est@ a nivel del piso.
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h=15m
D=10m

Como en el problema anterior se tiene la misma situacidn, por conser

.. -
vacidn de energia:

1
mgh = mgD + 5 mv’
v = 2g(h - D)

y en el punto mds alto de la circunferencia se tiene:
2
v

D.C.L. - N-mg = ma, = -m g

2
N=m R M8

N=m~2—g-£b—~-9—)-—-mg=4mg(—g-—l)—mg= 4mg(—é—)—mg=2mg—-mg

Observe que, seglin el problema anterior la condicidn para que N = P,
es: h = %-D, que se cumple, pues h = 15m y D = 10m.

El cable que sostiene a un ascensor de masa m = 2000 Kg lleva a @ste
desde el primer piso hasta una altura de 10m. Al llegar a esa altu-
ra el ascensor tiene una velocidad de 2m/s y ha tardado 5s. Existe

una fuerza de rozamiento constante entre los rieles y el ascensor

de £ = 2000N y en el piso se encuentra un resorte de constante

k = 10,000 N/cm y longitud propia f,.
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Calcular: —
a) El trabajo realizado por

la fuerza que hace el ca da " £ = 5s

ble entre el instante -

= 2

inicial y t = 5s. Y1 m/s
b) Si se rompe el cable en T

ese instante, ;Hasta don h=10m

de sube el ascensor an -

tes de detenerse? n
c) Luego de detenerse, ini-

cia su descenso, ¢(Con qué Lo % t =0

=0

velocidad llega nuevamen °

te al primer piso?
d) Posteriormente, {(cudnto se comprime el resorte?
e) Finalmente, ;Hasta ddnde rebota el ascensor?

a)Aplicando el teorema trabajo-energia cinética:
W = Ak
W=Wf+WP+WT==AK
- El cambio de energia cinética es:
1 1

AK = 5wy - 0= 5 X 2000 x 4 = 4000J
- El trabajo de la fuerza de friccidn es:

wf=E.E=—2000x1o=-20,000J
- El trabajo de la accifn gravitacional es:

WP = - AUg = - mgh = - 2000 x 9.81 x 10 = -~ 196,200J

62

Luego el trabajo realizado por el cable (fuerza de tensidn T), serd:

WT=AK—Wf-WP

WT = 4000 + 20,000 + 196,200 = 220,200J

b) En este caso, como T = 0, se tiene WT =0
Como v; = 0, el cambio de énergia cinética es:
AK = - %-nnﬁ

y el trabajo total es:

W=W, +W,=-mgd; - £d

P £ = - (mg + £)d,

1



igualando, W = AK y despejando d, :

4 - v} _ 2000 x 4 _ 8000 _ o ias
17 2(mg + £) 2(2000 x 9.81 + 2000)  &4324G ~_ oM

¢) Aplicando, = AE = AK + AUg (o equivalentemente, W = AK)

e
- f (h+d1)=%mv2 - mg(h +d )

despejando la velocidad v con la cual llega nuevamente al primer

piso:

v = //%-(mg - f£)(h +d;) = /Q19.62—2)10.l85 = /&79.46 = 13.40m/s

d) Aplicando,

ch = AE = AK + AUg + AUr

Considerando el cambio desde el instante que inicia .el descenso

y cuando se detiene comprimiendo el resorte:

-f(h+d +x)=0-mgh +d, +x)+%kx2

I

resolviendo en x:

2 2
%2 +f€(f - mg)x +—1Z (£ —mg)(h+d1) =0

(trabajando con distancias en cm y la constante k en N/cm)
x> - 3.5x - 3,598.2 = 0
x = 61.77 cm

Luego, el resorte se comprime 0,62m

e) Aplicando, nuevamente: wNC = AE se tiene,

-f x+d;) = mg(d, + x) —-% kx?

despejando d,,

P S S
2 =7 Tmg + £ X

8.21m E

El cable de un ascensor de 2000Kg se corta cuando estd en reposo en

]

d,

el ler piso a una altura de 4m sobre un resorte amortiguador de cons
tante: k = 120,000 N/m.

Un sistema de seguridad afianza las gulas contra los rieles de mane
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ra que al movimiento del elevador se opone una fuerza de roce cons-
tante de 5000 N.
Calcular:
a) La velocidad del ascensor en el momento que va a pegar contra
el resorte.
b) La deformacién del resorte.

¢) La distancia que '"rebotard" el ascensor hacia arriba.

a) Aplicando la relacidn trabajo-energia:

W = AK => ch=aK+£&U=aE

—fh=é-mv2 - mgh

7 = B g - £) = 2n(g - H=2.409.81 - 2308 ) = 58.48
v =17.65m/s
b) La deformacidn x del resorte, serd:
wNC = AE
- fx =-§—l-:.x2 —mgx—%uw2
i = %—(mg - f)x - %-v’ = 0
@ - Tzo?oT (2000 x 9.81 - 5000)%- W

x* - 0.244x - 0.975 = 0

teniendo como solucidn positiva:

x = 0.122 +W/0‘0149 + 0.975 = 0.122 + 0.995 = 1.12m

¢) La distancia d que rebotara, sera:

ch = AE
- f(d + x) = mg(d + x) - %-kx?
2 2
@ * %) = kx 120,000 x 1,12 & 3.05 6

2(mg + £)  2(2000 x 9.81 + 5000)

finalmente,d = 3.05 - 1,12 = 1,93m



29.

En el sistema mostrado en la figura, La masa M; tiene una velocidad
vV, en la posicidn inicial mostrada y en ese momento es afectada por
la fuerza F que actla solamente mientras ésta masa se desplaza sobre
una superficie rugosa de coeficiente cinético de friccidn M ¥ de
longitud L. Al finalizar el recorrido L, en este instante desaparece
la accidn de la fuerza F y la friccibn, inicifndose la deformacidn
del resorte cuya constante elastica es k.

Encontrar la ecuacidn del movimiento descrito, que nos permite deter

minar la deformacidn mdxima del resorte.
o

¥
—_— M;

BN ZhE k
oz
L

Tomando como nivel de referencia la posicibn mostrada,

el sistema tiene inicialmente una energia totalmente cinética:

1
Eo =5 (M + M )vd

luego la fuerza F realiza un trabajo que le di al sistema una energia:

EF = FL

y por otro lado la friccidn realiza un trabajo opuesto tal que el sis-

tema pierde una energia:

Ef = - fL = - uMi gL

Finalmente, cuando el resorte se ha comprimido una distancia x, el

sistema tiene una energla compuesta por la energia potencial de defor
.. 1 - . . )

macidon del resorte —z--kx2 y la energia potencial gravitatoria, que res

pecto al nivel cero de referencia adoptado inicialmente es: -Mzg(L+x),

o sea: ET = %-kx2 - Mg(L + x)

Resumiendo, por conservacidn de energia del sistema: lo que tenIa ini-

cialmente + lo que se le did - lo que perdid = A lo que tiene finalmen

te.
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Esto es:

E, + EF - Ef = ET

%—(Ml + My )vh + FL - uMygL = %—kx? - Mpg(L + x)

luego:

Tl - Mgk - LOhg + F - uMig) - 5 (M +)vd = 0

Ecuacidn pedida que nos permite obtener la deformacidn mixima x del
resorte,
Observe que, por supeusto se obtendrd la misma ecuacidn si se aplica

directamente la expresidn del teorema Trabajo - Energia: W = AK.

El cambio de energia cinética del sistema es:

AK =k - K

LK = 0 —%(M1+Mz)v2°
1 2

I'2'11(2_3(1“11 +MZ)V&=

y el trabajo realizado por las fuerzas: F, friccidn, resorte y gravi
tatoria es:

W=FL—1.|M;gL—'%kx2 + M g(L + x)

igualando:

—% (Ml + M;)v‘i = FL - UMlgL —%k.xz + M\‘Zg(L +x)

que es la misma expresidn para x,

1 1
-2~k.x2 - Magx - L(Mpg + F - uMi g) -5 M + M)vE =0

Con referencia al sistema mostrado en la figura, se tiene:
- La masa M; tiene una velocidad v, en la posicidn inicial mostrada.

- Una fuerza F actlia sobre la masa M, jaldndola solamente mientras M;

se desplaza una longitud L.

~ En la superficie AB no hay friccidn y en la BC el coeficiente ciné

tico de fricecidn es. My .

- Al desaparecer la fuerza F se inicia la deformacidn del resorte de

constante elastica k.



Plantear la ecuacién del movimiento descrito, que permite determinar

la deformacidén maxima del resorte.

Este problema, conceptualmente, es similar al anterior. Por tanto
P s P s s
plantearemos la solucidén sin mayor explicacidén, utilizando conver -

sién de la energia en el sistema:

- Energia inicial

(tenia) => %Mlvi + —% M Vi =

1

5 0 + M)V

~ Energia que entra
(trabajo dado por F) = FL

- Energia que sale

(pérdida) => - (uMa g cos8)(L+x) =- uMg(L + x)cosd

- Energia final
(tiene) ?>-%1Q3+(M1g senf) (L + x) - (Mg send)(L + x) =

—;_—kxz +gM - M)(L + x)sen 9
Igualando:

%‘(Ml + M )vE + FL - M g(L + x)cosd = %-kx2 + g(M; M ) (L4x)send

luego:
é—k.xz +g(L+x)[ (M- M )sen6 + pMzcosb] - FL - —i— M + M)vE =0

Ecuacidn pedida de la cual se obtiene x, deformacidn méxima del

resorte,
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3l. La energia potencial de una particula estid expresada por:

A 2A
U I e ——
(x) 3 2

para x = 0 y donde A es una constante.

Hacer un croquis de U vs. x. Determinar todos los puntos de equi

(x)
librio indicando, si los hay, cuales son estables, inestables e indi

ferentes. Calcular F

(x)"

Para graficar U(x)’ en primer lugar, graficamos independientemente:

A § 24
x° x?

luego, encontramos la interseccién de U(x) con el eje x, esto es:

=0
)
....A._+ 2A=0
X <
A 2A
3 2
X x
x:.l_
5 dU( )
y determinemos los puntos para los cuales: ___Ei__ =0
A _ A _..
4 3
X X
34 _ _4A
x X
- 3
X 75

Con estos dos puntos y con las gridficas que limitan la funcidn pode

mos graficar U(x) Vs X:

\
u, A N .
(x) N 24
Sl "
"~
il S )
[N
L —_—
0 i— 2' _
2 4 -
/»(;fgr
68 S




teniéndose un solo punto de equilibrio inestable en: x =

~w

La fuerza F sera:
x)

: du
e - x)
(x) dx
dU(x)
Como ya her~s determinado: Tax , se tiene:
4A 3
Pt T T
X X

32. Una particula de masa m se mueve con una energia potencial:
U, (K + x°)K . k >
U<X) oo Vel X)) , teniéndose =0
8K* + x*) U, >0
a) Graficar U Vs X
) ()
b) ¢(Cudl es la fuerza que actlia sobre m?
c) En el grafico U(x) localizar los puntos de equilibrio, indicando
el tipo de cada uno.
3
d) Analizar el movimiento cuando se tiene una energia total E =—-4°
a) Para determinar la gréfica U(X), encontremos alguncs puntos nota
bles:
—_ U,
- para x = 0 ~>U&)=— 3
- para x + ® =>U(x)+0’

- para encontrar miximos y minimos, derivando la funcidn e igua-

lando a cero,

Wiy Uat[2x (8K +x*) - x> (& + 32)]
dx (8K + x*)?

W) _ 20.kx

&+ 2% - 8k*) =0
. (8k* +x*)?

Uo .
* para x = 0 = U(x):- - (maximo)

* para x' + 2x°k? - 8k* = 0, resolviendo en x*

=1+ /K + 8K = - @+ 32 = 21

(s6lo consideramos la solucidn positiva puesto que x’* es posi
tivo). ’
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luego, para x = + V2 k=>U

SUL (P + 217K 20 (mTnimo)

G gt 4 4l

con estos puntos podemos graficar U(X) Vs X:

P x)

-2k
i
|
i
!
i
:
{
I
]
{
i
]

du
b) Habiendo encontrado _Eéél_ , la fuerza es:
dUu 2 2
Fo= o déx) _ =20 k"x G* o+ 22K - 8K )= 20U k" x (I3 G —21 )
(8k*+ x*)? (8K* 4x*)?

c¢) Puntos de equilibrio:

- para x = 0 => inestable <0 inestable

1teniéndose, a’u

- para x + ®© => indiferente [para el ~—~£§l-#> = 0 indiferente
equilibrio dx?
- para x = + V2 k = estable >0 estable
d) Si E = - gﬁ-, solamente se podra temer que:E = Uy K= 0 en

x = + V2 k, y la particula estd en uno de los puntos de equilibrio

estable y no se moverd de @éste.

Si hacemos el estudio simplificado de la teoria atdmica de Bohr consi
derando s8lo &6rbitas circulares, la energia del electrdn en el Ztomo
de Hidrdgeno es:

1 1 e?
E = 7w -

4be, T

Bohr considerd que la cantidad de movimiento angular del electrdn -

sblo podria tener valores:
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Demostrar que el radio orbital del electrdn, segin esta considera -
cidn de Bonr , es igual a:
2.2
eon” h
r=—>———  paran = 1,2,3,...

2
m™Tom e

siendo:

e = carga eléctrica del electrdn

m = masa del electrdn

€,= constante de Permitividad Eléctrica
h = constante de Planck

v = velocidad del electrén

r = radio orbital del electrdn

Como : E=K+U y K= %—mvz, se tiene que la energia potencial
1 e?
es: U(r) =- T 7
4re,

luego, la fuerza que actiia sobre el electrén es:

. ¢ W T
(r) dr bre, T2

"

Aplicando la Ley de Newton, F = ma, se obtiene la velocidad:

2
1 e v
-— — =—-m —
2
4re, r r
o2
T R, —
4me mr

La cantidad de movimiento angular del electrdn es:
,=TxXp = lo=mrV

introduciendo la consideracidén de Bohr, la velocidad seria:

_ h =y = nh
mrve=nTon 2mmr
igualando ambos valores de v,
nh _ e?
2mmr 4meomr
depejando el radio r:
o'l ara n =1, 2, 3
r“m_— s P 5 45 Jy ceen
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34. Una particula de masa m = 2Kg se encuentra sobre una superficie hori
zontal lisa y estd unida a un punto fijo O, mediante una cuerda elds
tica de constante k = 40N/m y longitud propia, sin deformar, %, =50cm.
Si se le comunica a la particula una velocidad inicial v, = 3m/s,
como se muestra en la figura, calcular la velocidad con la cual se
estd estirando la cuerda en el instante que su longitud es de 70cm.

v
i
m e -
0
/‘I
7
7
7
50cm| ~ 70cm
s
v
~
s
Ve
OV
Por conservacidn de energia: AE = 0 =—=> E, = F
L 2 _1_ 2 1, .52
7 mv: = 5 mvg + 2 kAL
2 _ .2 _ k22 40 _ 2 -4 _ 2,2
ve =V o ARS= 3 5 (70 50)° x 10 = 8,20m* /s
Como el torque T, = O, por conservacién de la cantidad de movimien
to angular: A%, = 0 => zoi = iof
_ mrXV. = mTr.X Ve
f
tiVi T e Vot
.
z _, 1 2_ 50 .2 _ 2.2
Vos -(r VQ =G5 3) 4.,59m" /s
f
Luego, la velocidad pedida del estiramiento de la cuerda eli3stica,
‘l = 2 - = —-— =
sera: Ves Ve T Vs V8.20 - 4,59 1.9 m/s
35. Un automdvil de 1,000kg se acelera desde el reposo con aceleracidn

constante de 1.5m/s* durante 10 segundos. Determinar la potencia
empleada por la maquina como una funcidn del tiempo durante este

periodo.
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La fuerza requerida para darle una aceleracidn a = 1.5m/s*, es:
F =ma = 1000 x 1.5 = 1,500N

la velocidad en funcidn del tiempo es:
v = at = 1.5t

luego, la potencia requerida es:

P=F .%v=Fv= 2,250t Watts.

36. Un peso W sube por una rampa, inclinada o grados con la horizontal,
con una velocidad constante V,, impulsado por un motor a reaccidn.
Horizontalmente, con el mismo motor y a la misma velocidad, puede
arrastrar como remolque, ademds del peso W, otro peso.

Conociendo el coeficiente u de resistencia que ofrece el piso al mo

vimiento en ambos casos, determinar el peso Q del remolque.

En ambos casos se mueven con velocidad constante V,, la potencia se

ra: P = FV,
- cuando sube la rampa, se tiene:
D.C.L. \ +) F-Wsena=-f =0
\ e
N\ _7F F-=Wsena + u W cos o

l\ P W(sen a + ucosa) V,
W

A\

gt

- horizontalmente, cuando jala el remolque, se tiene:

F-f -f =20

W

fQ fw F (+) ¢

— e~ ~-— F = uW + uQ
Ql lw P =W+ QV,

Igualando ambos valores de la potencia, se obtiene el valor de Q:
u(W + Q)V, = W(seno + pcosa)V,
Q = g'(send + pcosa) ~ W

( Semd |, cosa - 1)
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37,

En la figura mostrada, un bloque de masa m descansa sobre la faja que
se mueve a velocidad constante V. A un tiempo inicial t = 0 se apli
ca al bloque una fuerza horizontal constante, que le produce una ace-

leracidn a.

El coeficiente de friccidén cinético entre el bloque y la faja es u.

a) Determinar la fuerza F aplicada.

b) Determinar la potencia disipada en friccidn como funcidn del tiem
po.

¢) Si la fuerza F es ejercida por un hombre que se encuentra sobre
la faja. Determinar la potencia que @&ste libera en funcifn del
tiempo.

d) Si la fuerza F es ejercida por un hombre caminando sobre el piso
al costado de la faja. Determinar la potencia que este liberaen

funcidén del tiempo.
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a) La fuerza F debe acelerar a la masa y vencer la fuerza de fric -
cidn, esto es:
F -~ umg = ma
F = ma + yu mg
(la aceleracidn a es conocida).
b) La fuerza de friccidn es: £ = ymg y la velocidad: v = at,
luego: P = f v = ymgat es la potencia disipada en friccidn.
¢) La fuerza que hace el hombre es: F = ma + umg
La velocidad en funcidn del tiempo es: v = at

Luego la potencia que debe dar el hombre es:

P = Fv = (ma + umg)at.
d) La fuerza que hace el hombre es: F = ma + umg
La velocidad del hombre en funcidn del tiempo es: v, = V + at
Luego la potencia que debe dar el hombre es:

P=F V= (ma + p mg)(V + at)



38. Calcular el trabajo realizado por la fuerza F(x gy =" yi+xj a
3
lo largo de la trayectoria y = x°, desde el origen de coordenadas
hasta el punto P(l, 1). (Culnto serd el trabajo realizado por esta
fuerza si la trayectoria es una linea recta entre los mismos puntos?
El trabajo es:
c P P
W = J Fo.odr= [ (F dx +F, dy)
o o
c e
W, = c[ (-y dx + x dy)
o
La curva C es: y = x*, diferenciando: dy = 2xdx
reemplazando:
c % %
wop = f [-x*dx + x(2x dx)] = f (-x*dx + 2x2dx)
o o
|1
1 3
- 24 = X1 2L
= f x'dx = 3 l 3J
o 0
En Joules, si la fuerza estd dada en Newtons y longitud en metros.
Si la trayectoria es: y = x diferenciado dy = dx, y reemplazando en
la expresidn del trabajo se tiene:
1 1
W=J (-x dx + x dx) = JO=O
39, Calcular el trabajo realizado por la fuerza F =(x+y)'i+y23 a lo
X,y
largo de una trayectoria quebrada cerrada C: de (0,0) a (1,0) a
(1, 1) a (0,0). ;Sera una fuerza conservativa?
El trabajo es:
Y (1,1) W.=§ F.dr = § F_ dx + F_ dy
’ 00 ¢ ¢ X y
Cs C
c 2
Woo = Cf[(x+y)dx+ydy]
(050) ¢t (1,0) x
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considerando cada segmento , C = C + C, + C3 ;
EnC :y=20, dy = 0
En C; :x =1, dx = 0

En C3 :y =x, dy = dx

reemplazando se tiene:

1 0
wcio:cwfl[ GetO)dx+01 + J [(4y)0+ydyl + lj [ Getx)dx + 3 dx]

1

"4

1 0 2 3
xdx + | v dy + | (2x +x)dx = > |+ L + & + 3
0 1

1 1
= 2t 3

En Joules, si la fuerza estid en Newtons y longitud en metros.

Como el trabajo realizado a lo largo de una curva cerrada no es cero,

ésta fuerza No es Conservativa.

Una persona de masa ''m" se encuentra

parada sobre una superficie rugosa
de coeficiente de rozamiento "u".Lue

m ———
go se impulsa de tal manera que efec g — L\
- H

- \\

TS T T Sl B O E//AF

. d
maximo alcane 'd". (La persona es ca ’ —

tia un salto que le permite lograr el 777

paz de darse un mayor impulso pero el coeficiente de friccidn no le
permite lograr mayor alcance). (Cufinta energia disipa la fuerza de

friccion?

Dado que no hay deslizamiento sobre la superficie, la fuerza de fric

cidn no disipa energia. En el instante del despegue la fuerza de ro -
. P P

zamiento estatico alcanza su mayor valor para el maximo alcance, pos

teriormente durante el vuelo no hay fuerza de friccidn con el piso.

AU, =
1f




CAPITULO VI

DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS

CENTRO DE MASAS.

- MOVIMIENTO DE TRANSLACION DE UN SISTEMA DE PARTICULAS:

MOMENTUM LINEAL Y LEY DE NEWTON.

CONSERVACION DEL MOMENTUM LINEAL.

SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS.

MOMENTUM LINEAL Y ENERGIA CINETICA.

COLISIONES.

ROTACIONES EN UN SISTEMA DE PARTICULAS:
MOMENTUM ANGULAR Y LEY DE NEWTON.

CONSERVACION .DEL MOMENTUM ANGULAR.

MOMENTUM ANGULAR EN EL SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS.
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6.1

CENTRO DE MASAS. -

Al estudiar la dindmica de un sistema de particulas hay un punto
cuyas propiedades son muy Gtiles para describir su movimiento.
Este punto es el centro de masas, primero lo definiremos y calcu
laremos su posicidn, luego estudiaremos sus propiedades.

kn una dimensiSn, si se tienen n particulas a lo largo de una 11

nea recta X, el centro de masas del sistema se define mediante

su coordenada Xanrespecto al origen O, como el promedio de las

posiciones X, ponderado con las masas m., esto es:

mx; +mxz +maxz + ... +mx
Xcm =
m -+ mp +m3+...mn

n n

Z m.x. Z m.x

i=1 7 i=1 * 7t
X = -

cm n

Z m. M

. i

i=1

Observe que si todas las partIculas tuvieran igual masa, el centro

de masas coincidiria con el promedio de las coordenadas X,

por lo tanto, XCm es algo similar a

cm >

<X >, pero en el que damos mayor contribucién a las particulas
que tienen mayor masa.

Este punto centro de masas tiene la propiedad:

i=1

Si las particulas estin distribuidas en el espacio, las coordena-
das del centro de masas respecto al origen O del sistema de refe-
rencia particular serin:

X = 4 L
cm M i1 cm M
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Vectorialmente, en coordenadas cartesianas, el vector posicidn del

centro de masas es:

r =1% +3v +kz
cm cm cm cm
- 1 B
r = E',E [ml (ix. +Jy.+%kz)]
i=1
n
r =1 Z m, r.
cin M . i i
i=1

El centro de masas de un sistema de particulas depende solamente
de las masas de las particulas y de sus posiciones relativas. Su
localizacidn fisica en el espacio es independiente del sistema de

referencia utilizado para ubicarlo.

En un sistema de referencia, centro de masas SCM, su origen 0' co

incide con el centro de masas y r' = 0, luego se tiene que:

cm
n

Z m. ' = 0.

. i~

i=1

Un cuerpo rigido puede considerarse como un sistema de particulas.
Dividamos el cuerpo en n pequelios elementos diferenciales de masa

Ami. Se tendr3 aproximadamente:

n n n
ZAm x. b)) . z
_ T m xl _ 4 A m, yl ~ z A mi zi
X i s Y a4 s 2 ~
cm n cm n cm n
2 A m. ZAm. Z Am,
1 i 1 i 1 i

en el limite cuando n + = , Ami + 0 y se tendrd exactamente:

n
z
CO T [ x dn .
X = 1im = = = f x dm
cm Am 40 n M
i Z Am. f dm
i
1
z f
Am. y. y dm
ch=lim 1 11= =ifydm
Ami+0 n M
Z Am. f dm
1 i




ZAm, z. J z dm
1 i1 1
Z - = 1im = = — ] z dm
cm 0 M
_).O
Ami Z Am, f dm
i
1
vectorialmente:
- 1 -
T~ H f r dm

Si el cuerpo es homogéneo, de densidad uniforme p = 5 dividimos

<=

en elementos diferenciales de volumen dv y como:dm = pdv, el cen-

tro de masa estard dado por:

1 1 1
Xcm =7 fxdv s ch =3 f y dv Zcm =7 j z dv
o bien:
- 1 -
ro T v f r dv

En el caso de una placa de espesor t uniforme, como:dv = tda, el

centro de masa, que se denomina centroide, serid:

1 1
Xcm = 1 f x da , ch = 3 fy da , ZCm =0
vectorialmente en el plano:
- 1 -
. rcm = 3 f r da

En el caso de una barra de espesor t y ancho e,uniforme como:da=edx

se tendra:

1

X = = x dx
cm L f

En general cuando el cuerpo tiene un punto, una linea o un plano

de simetria, el centro de masa estard en el punto, en la_lfnea o

en el plano de simetria. Por ejemplo, en una esfera estard en su

centro.
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El centro de masas de un sistema se puede determinar encontrando
primero el de dos de ellos, que estar3 ubicado en la linea que
los une, luego suponemos un cuerpo de masa mjy + m en este punto
y buscamos el centro de masa entre &ste y un tercer cuerpo y asi

sucesivamente hasta llegar a la {ltima particula.

Es importante que el lector encuentre el centro de masas de algu

nas figuras que se plantean en la seccidn de problemas.

MOVIMIENTO DE TRANSLACION DE UN SISTEMA DE PARTICULAS:

MOMENTUM LINEAL Y LEY DE NEWTON.-

Al estudiar el movimiento de un sistema de particulas, es eviden-
te que podriamos tratar a cada particula por separado, estudio que
se complica con el nimero de particulas que conforman el sistema y
P .. .
mas alin su solucidn pues no se conoce en general todas las condi -

ciones iniciales de cada una de las particulas.

Por lo tanto, debemos contentarnos con obtener una descripcidén de
las caracteristicasAgenerales del movimiento del sistema aunque per
damos los detalles del mismo. Como veremos, el movimiento del cen
tro de masas nos describe el movimiento de translacidn del conjun-

to.

De la definicidn de centro de masas se tiene:

n

Mr =Z m. r.

cm . i 71
i=1

Derivando respecto al tiempo:

Se tiene:



Si definimos al wmomentum lineal del sistema de particulas como la
suma de todos los momentum lineal de cada una de las n particulas

que forman el sistema, esto es:

P = 2 p; = Z m. v
i=1 i=1

Tenemos, al igual que para una particula,

P=Mv
cm

El momentum lineal total de un sistema de particulas es igual al
producto de la masa total del sistema y la velocidad de su centro

de masas.

Si volvemos a derivar la expresién del centro de masas:

De la segunda Ley de Newton:

F. =m. a.
i i1

donde fi es la suma vectorial de todas las fuerzas que actllan so-
bre la particula i,

Se tiene:

o bien,

donde F es la resultante de la suma vectorial de todas las fuerzas
que actllan sobre todas las particulas que conforman el sistema.
Entre todas estas fuerzas, hay fuerzas internas ejercidas por las

particulas entre si y fuerzas externas ejercidas por el ambiente,

=int, —ext., -
FO5 4+ F =Ma
cm
Por la tercera Ley de Newton, las fuerzas internmas ocurren en pa -

. . = int.
res iguales y opuestas, por lo tanto, siendo F la suma vecto-

. . = int
rial de todas estas fuerzas, se tiene que:F = 0 y nos queda,
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al igual que para una particula:

= ext. -
F =Ma
cm
El centro de masas de un sistema de particulas se mueve como si
fuera una particula con la masa total del sistema concentrada vy
sobre la cual estdn aplicadas todas las fuerzas externas.

Esta expresidn, considerando que:P = m Vem podemos escribirla:

= ext. _ dP

que es la generalizacidn de la Segunda Ley de Newton para un sis-

tema de particulas.

- La solucidn de esta ecuacidn nos da el movimiento de translacidn

del sistema en conjunto, sin discriminar los movimientos particu-
lares de cada una de las particulas que lo conforman. Si se tra-
ta de un cuerpo rigido el cuerpo puede estar al mismo tiempo vi-
brando o rotando, solo tenemos por ahora el movimiento de transla

cién del centro de masas.

CONSERVACION DEL MOMENTUM LINEAL.-

Si la vesultante de las fuerzas externas que actuan sobre un sis-
tema de particulas es nula, el momentum lineal total del sistema
se conserva, veamos:

dP
dt

si, => F =0 =

? = constante

Este resultado simple es completamente general y es el principio o

Ley de la Conservacidn del Momentum Lineal.

Siendo el momentum una cantidad vectorial, se tienen tres ecuacio-
nes escalares, una para cada direccidn. Si ocurre que solo alguna
de las componentes de la resultante sea nula, por ejemplo enla com

ponente x, si F = 0 se tendrid que: Px = constante,



6.4

Esta Ley de Conservacidn del Momentum Lineal, como la de Energia,
son mas fundamentales que los principios de Newton, de los cuales
las hemos obtenido o deducido como principios; mantienen su vali-
dez en los campos de la fisica donde la mec@nica Newtoniana no se

cumple.

SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS. MOMENTUM LINEAL Y ENERGIA
CINETICA.~

Al estudiar el movimiento de un sistema de particulas, en muchos
casos es conveniente montar un sistema de referencia con origen co
incidente con el centro de masas. A este sistema lo llamamos Siste

ma Centro de Masa, SCM.

En este sistema la velocidad del centro de masas es:

v =0
cm

Por lo tanto, se tendrd que el momentum lineal total siempre es:

Poey = 0

Es frecuente utilizar este sistema de referencia para describir

choques, se logra una gran simplicidad y simetria.

Cualquier otro sistema de referencia inercial fijo en un punto, se
le denomina Sistema del Laboratorio, SL. En choques generalmente
se escoje un SL en el cual una de las particulas estd en reposo an

tes del choque, denominada particula Blanco.

Encontremos la relacidn entre la energia cinética en un SL y en el
SCM:

La energia cinética del sistema

de particulas en O es:

Ny
K= Z =m, v
T L0271 d
i i=1
R la relacién de transformacidn de
velocidades entre dos sistemas O

y 0' es:

= U |
0 vi =V + vi
Fig. 6.1 "Posici6n de una par
ticula mj en los sistemas de
referencia 0 y 0°. 85
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s
Teniéndose:

V=V, .V o= (VH+v) . T +9) =V +2V . v +v'?
i i i i i
luego,
N o N N N 2
K= 2 =m(V +2V.3' +v!?2)= 2 2o v +Zm (V.v)) +3 5 my vy
. 2 71 i i . 2 i . 1 o, 11
i=1 i=1 i=1 i=1
1 N N N 1
= e 2 I =1 S 12
K =3 ( ‘E mi) Ve o+ V. ( .E m, Vi) + ~Z 7 m; Vi
i=1 i=1 i=1

Como la energia cinética y el momentum lineal del sistema de par -

ticulas en 0' son:

N ) N _
K'= £ =m, v'? , P''= X m vl
2 71 4 . i i
i=1 i=]
N
con: M = £ m. , se tiene:
. i
i=1
1 2 T o1 1
K = 7 MV" +V . P"+ K

. s - P .
esta expresidn es la relacidn entre la energla cinética en dos sis
temas cualquiera O y O0'. En particular estamos interesados cuando
0' es el centro de masas del sistema de particulas, donde se tiene

. pr o= = v
que: P 0 y v Ven

1 2+

luego: K = =Mv + K

g SL 2 'em SCM
Esta expresién nos conduce a la siguiente interpretacién: la ener-
gia cinética total es la suma de las energias cinéticas Externa e
Interna. La energia cin@tica externa es la energia del conjunto
como un todo en el centro de masas con masa M y velocidad v

1

Koee =24 va . La energla cin@tica interna es la energia ciné -

cm’

tica de las particulas respecto al centro de masas,

l_ 82
2% Y4

™MB

K. =
int i=1
Luego :

=K + K.
Ktotal externa interna.



Observe que K .. es la minima energia cinética del sistema de par-

i = K = 0, luego: K 2 K.

ticulas cuando Vem 0, Rext s g t.t. int.
En general el movimiento de un sistema de particulas lo podemos se-
parar en dos: el movimiento del centro de masas y el movimiento res
pecto al centro de masas, como seguiremos viendo nuevamente mas ade

lante.

Es conveniente y {itil determinar la energia cindtica interna para.
el caso particular de dos particulas. En este caso de solo dos par

ticulas podemos hablar de la velocidad relativa entre ellas y encon

trar KSCM en funcidn de esta velocidad. Veamos:

La relacién de transformacidn
de velocidades para ambas par-
ticulas son:

SCM - - -
Vem T Vigem

= Vom T Vagem

la velocidad del CM es:
Fig. 6.2 Posicidn de dos

particulas my y my; en el _ mV + mv

SCM. . Vem ™+ m

luego las velocidades de las dos particulas en el SCM son:

- - my vitm ;2 mp = . 7 = m -

! SCM ! m + m m; + m 1 2) m -+ m ua m + mp i
- - my \—71 + mp \72 my - - m . -
v =v, - = - =" 3

z SCM 2 my + m my + J1153 (V2 N1 ) my + 12

siendo vi; la velocidad de la particula 2 respecto a la 1 y tenién-

dose que: Vo = - Vo .
La energia cinética en el SCM sera:
1 2 1 2 1 w) 2 1 my 2
= —_— — = e— -———-——-—.—_—.—2— e ——————
Ksem =7 ™Vi goq T2 ™V gon T2 M Fm)? V2T 2™ @l my VR
1 mmd + mmf » 1l mpom 2 _ 1 2
Kgem =2 Ve T 7T fm 2T HVR

(m + mp)?
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m; . .
llamando a: u = ’ETligéi_‘ , la masa reducida del sistema de dos par-
1

- L. 1 1 1
ticulas; note que y es menor que m , O que mp. Tamblen.;—= o +-a .
1 2

El resultado obtenido nos conduce a interpretarlo equivalentemente

como la energia cinética de una particula de masa i en 2 que se mue-
ve con una velocidad vy; vista desde 1. Mas adelante volveremos con
ésta interpretacidn, en general el problema de dos cuerpos puede ser
reducido matemdticamente equivalente al problema de un cuerpo con ma

sa reducida y.

COLISIONES, -~

En una colisidn o choque interactlan dos particulas bajo la accidn
interna de una fuerza impulsiva. Recuerde que hemos denominado a
las fuerzas impulsivas como aquellas fuerzas que actuando durante un
tiempo muy corto varian en ese tiempo en forma muy compleja alcanzan
do valores relativamente muy grandes comparados con las fuerzas ex -
ternas que puedan actuar sobre el sistema. Ver fig. 6.3 .

F(t)l

0 i
At
6.3 Fuerza Impulsiva.
Observe que este proceso de interaccidn se puede dar durante un tiem

- - . .
po muy corto cuando se encuentran las particulas muy proximas sin que
entren necesariamente en contacto, luego hablamos de choque afin cuan

do las particulas no se toguen.

En un choque se produce un cambio en el movimiento de las particulas
en un corto tiempo, luego podemos hacer una separacidn bastante cla-
ra de los instantes: Antes del choque y Despu&s del choque, que deno

tamos como inicial (i) y final (f).

Apesar que no conocemos los detalles del proceso de interaccidm,apli



cando las leyes de conservacidn podremos predecir resultados después
del choque, conociendo los movimientos de las particulas antes del

choque.

Habiendo considerado que no actilan fuerzas externas, solo internas ,

el momentum lineal- total del sistema se comnservaj; no cambia por el

choque,
esto- es Af’ =0 = ?‘ = constante.
como : P=Mv = V__ = constante.
cm cm
: K = l-M v => . K = constante
yi ext 2 cm ext., :

En general en un fendmeno de choque la energia cindtica varia, va -
riando la energia cinética interna, pudiendo no conservarse convir -
tiéndose en otra forma de energia (deformacidn eldstica, calorifica-

interna, etc.).

De acuerdo a la variacidn de est nergia: AK. =K. -K. .
¢ sta energla Klnt int(f) int(i)’

podemos clasificar los choques:

- Si AKint = 0, decimos que se tiene un choque Eldstico.

La energia cinética se conserva, K, . = constante.

Por supuesto que también, Ktot = constante, puesto que siempre
K = constante.

ext
Los choques entre cuerpos rigidos con dimensiones no son estricta-
mente eldsticos, hay pérdida de energia cinética, pero frecuente -
mente es pequeia y podemos tratarlos aproximadamente como eldsti -

cos.
- Si AR, o # 0, decimos que se tiene un choque Ineld3stico.

La energia cin€tica no se conserva, teniéndose dos casos:

* S8i AKint < 0, decimos que se tiene un choque Plastico.

La energia cinética disminuye, en el proceso se absorbe energia.
Un caso particular, importante, de &stos choques es el denomina

do Completamente o Totalmente Pldstico, cuando los dos cuerpos
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quedan unidos después del choque. Teniéndose:

K =0 vy AKi pero observe que:

int (£) ne = 7 Kinegye Keor (6)70

luego esta denominacidn no indica que se pierde toda la energia
cinética inicial; la pérdida es tan grande como lo permite la

conservacidn del momentum.
* Si AKint > 0, decimos que se tiene un choque Explosivo.

La energia cinética aumenta, en el proceso se libera energia.

Generalmente en mec@nica no detallamos este Gltimo caso y cuando nos
referimos a un choque inel3stico nos estamos refiriendo al caso plis

tico.

En la fig. 6.4 se muestran los diferentes tipos de choques, grafi-
cando la variacidn de energia cinética en funcidn de la velocidad

relativa despu@s del choque conociendo la velocidad relativa antes
del choque, utilizando la expresidn que encontramos en el item an-

terior 6.4:

- l 2 ;l_ 2 _ _1; 2 2
AKint =7 H an 3 H Vi i T2 (vi2 I Viz i)
AK
Explosivo AK > 0
Eldstico AK = 0 (vp, = viz.)
0 . b 71
Viz i Vi2 £
\\S‘Pléstico AR < 0, (vi2 £ < viz, )
l - . -
- 741vh i "r‘5—-Totalmente Plastico AK = - AKint, (viz f-O)
i

Fig. 6.4 Grafica de AK vs Vi £ Clasificacién de los cho
ques.



Analicemos en particular algunos choques:

- Choque el3stico en una dimensidn.
Dos particulas de masas m; ym o esferas rigidas que efectdan un cho
que frontal, moviéndose en una misma linea antes y despu@s del cho-

que. En la fig. 6.5 se muestran sus velocidades.

0

antes (inicial) después (final)
my Ll my m2
+
’P"“‘“‘“ﬁ?‘ — = —_——— T “'“”“"—'_‘“gl“
v1i V2 i Vi £ V2 £

1 2 1 2

e—_. _° _ @ e  _ _

Vi i~ V2 i=v21i=vrai V2 £ - Vlf = V2 f= vrsf

Fig. 6.5 Dos particulas en un choque eld@stico unidimensional.

v i=velocidad relativa de la particula 1 con respec
to a 2 antes del choque.

Vo =velocidad relativa de aproximacidn antes del cho

i

que.

Vi f=velocidad relativa de la particula 2 con respec-
to a 1 después del choque.

Ve =velocidad relativa de separacidn después del cho

que,

Por conservacidn del momentum lineal:

Vi. +mvz. =Tmvi,. +mva . = m -~V =mp (v2 . - V3.
m vy M vz 11 g 2 V2 ¢ 1(V11 1f) my ( 2 ¢ 21)

Por conservacidn de la energia cinética (choque eld3stico):

1 1 1 - 1 =
7m1V§i +—2~H12V§i=~2- m1V21f+7 mzvgf =m (Vfi-fo)m(vgf-Vgi)

Dividiendo ambas expresiones:
2 2 2 2 N
Vi; - Vig ) Vig = Vi - (V1 ;41 ) (Vi-va ) ) (V2 g+va ) (V2 ¢=v2 )

Vig ~ Vig Ve = V2 (Vli-fo) (sz-Vzi)
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Considerando que: vi g # Vig ¥y Vag # V2, caso contrario, de ser

iguales fisicamente seria como si no se produjera el choque. Se

tiene:

vi. + v A% + vy .
1y lf 2 i

f

-V, = - = vy . =V =y = v
Vi . V2 i V2 fo 21 5 12 ¢ .
Obtenidndose que: la velocidad relativa de aproximacidn antes del
choque es igual a la velocidad relativa de separacidn después del
choque. Esto es consecuencia de haber asumido chogque eldstico AK=0

correspondiente a la clasificacidn establecida; como v‘2f=V21i=—vnif

. 1 2 2
: . = = - Vvi2.) = 0.
se tiene que: AK; . =7 u (sz Vlzl)
Con la expresidn de igualdad de velocidades relativas, reemplazan-

dola en las de conservacidn, se obtienen las velocidades finales de

las particulas en funcidn de las iniciales, y por supuesto de sus ma

sas:
m - m 2my

= (2= o+ (—— ) v,

Vlf (m1 + mp )Vll (ml +m2 ) 21

Ve, = (—2M_ oy gy (Romy g

i m + mp vy m + m 23

Reduscamos estas expresiones para algunos casos importantes:
* Si ambas particulas son iguales,

Vi = V2 .
£ i P . .
m =m =m == => las particulas intercambian
V2 Vi . .
£ i velocidades.

* Si una de las particulas estd en reposo inicialmente, llamada par
ticula blanco, sistema de referencia generalmente llamado de labo

ratorio en choques,

VIfz (ml +m2 )vll
. = 0 —=>
1
_ 2m1
Vag T (ml + mp )Vll




Si ademas
3

m =m =m = ==> 1intercambiando velocidades, la
particula incidente se detiene
y la blanco sale con esa veloci
dad.

<
[S)
Fh
I
s

Q

' f i la particula incidente invierte
m Pm = => su movimiento y la blanco casi
no se mueve,

N
2
(@]

f i la particula incidente casi no
m P m = => altera su movimiento y la blan
co sale disparada con aproxima
damente el doble de &sa veloci
dad.

N
2

2vy .
vy

Podemos tambi&n calcular el impulsc de la fuerza del choque s

sobre la particula 1: J, = P;. - P;. =m (v; . - v; .) reemplazando
P f i £ i P

el valor encontrado de Vig, se obtiene:

2m; mp 2Zm m
= - ( —F .- L) = = (/= = -2
J1 ( my + mz)(vll Vzl) ( m + nq) vrai H Vrai
similarmente se puede encontrar para la particula 2:
Jo = Pp - Py =m(vag - v2)
Pero como, por la 32 Ley de Newton, se tiene que: J; = - J;,

o tambign conservacidn de momentum: AP = J; + J. = O.

Choque plastico en una dimensidn.

En todo choque se conserva el momentum lineal y la energia total,
En este caso AK<O y no AK = 0 como en el caso anterior. Para
evaluarlo consideraremos cuanto difiere del caso el@stico, la ve
locidad relativa de separacidn después del choque ya no sera igual
a la velocidad relativa de aproximacidn antes del choque, luego,

mediante la relacidn de estas velocidades encontramos un ndmero

que definimos como Coeficiente de Restitucidn.

sz = Vlf VlZf VrSf
e = = =
vVi. = V2. Va1 . v
iy 21 244 rai
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teniéndose en este caso, ver fig. 6.4, Os;vrs era = 0<e<l
1,
Para,

e =1 choque eldstico
0<ex<l1 choque plastico
e =0 choque completamente ineldstico.
No debe llamar la atencidn cuando se encuentra esta expresidn con
signo menos, observe que:

v1f-V2f an

Vi = Vs Vi1 .
1 1 1

Se define en términos de la velocidad relativa de una de las par-
ticulas respecto a la otra, tanto antes como después del choque,

aqui, de la particula 1l respecto a la 2, Ambas expresiones son

equivalentes dado que: i £ = - V2 £ No definen las velocidades
relativas de aproximacidn y separacidn como hemos preferido dado
que ambas son positivas en un choque.
Con la ecuacidn de conservacidn de momentum:
mvy. +mvz. = mVv + mp V2
i i o f
y la definicidn del coeficiente de restitucidn:

. o= V1. = L -
(v1 :1)9 Vg = Vi

i £

resolviendo se obtiene las velocidades finales:

m - em (1 +e) m
Ty o = e o+ (e )
1g ( ST )Vll ( T }Vzl
(L + e)m m - e m
v —_— ) vy (— ;
¢ ( m + m ) L1 ( mp + m )vzl

Por supuesto que para e = 1 se reducen a las expresiones anterior-

mente encontradas para el choque elistico.

El impulso de la fuerza del choque sobre la particula 1 seri :

J1 = P £ " Py ;T m (vlf - vli), reemplazando el valor de Vi encon

trado, se obtiene:



Bo= - (S ) () (vi-va )= - <~’ﬂ~—m—2—)<1+e)v = - u(lte)v

my + 1 m; + .
1 i
o bien, como: (vi. - v2.)e = (v -V
bien, (11 2;) (V2 ¢ 1f)

(B (22 ) (v v - GRE ) (28 owd Sy

f f

Jy = -

Para la particula 2: J; sz - P j T m (va £V i)’ pero por la 32

Ley de Newton: J; = = J;.
Por supuesto que para e = 1 se reducen al caso eldstico.

La pérdida de energia cinética sera:

_ _ 1 2 2
oK = AKint: =7 (vrs vra.)
£ i
Como : v = e v
s ra
f i
Lley -4 Sl iy mm 2
OK = 5 u(e Vra "V a) (et —l)vra =5 (e"-1)¢ e ) (Vi i)
i 1 i
. - 1 e?-1 2 1 e - 1 m;
:A = — = — -
o tambi&n: AK = 3 u( > ) vrsf 5 ( - ) ( -~ +m2)(V2f Vlf)

para, e = 1 => AK

0, choque eld3stico, sin pérdida de energia

cinética. v 1 o vl K
. Ts 5 rs ;
Observe que siendo e = - = 2= I f. Klnt £ s
ra Vs v? int 1
i ra_
1

es diferente a la relacidn de energias cinéticas totales:

1 2 2 2
sztotf ___Kext+Kintf=2Mch+Kintf =Mvcm+2e Kint:i
tot i Fext TX¥nti Lmv +x .MV + 2K .
2 cm int 1 cm int 1

- Choque completamente ineldstico.
En este caso ambas particulas se mueven juntas despu@s del choque:
Vip = Va2, = V_,.
S SRS S
Por conservacidn del momentum, sin necesidad de restringirse a una

dimensidn, se tiene:

my V1 + m;Vzl (m; + my )\_If

- my - m -
v, = vy . + ————— A
f ( my +m2) vy ( my + mp ) 23
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Note que con e

= 0 en las expresiones anteriores del choque pléasti

- P - - R .
co, se obtiene €sta expresidn unidimensional.

Igualmente para el impulso y pérdida de energia cinética, con e=0,

se obtiene:

oo (M m2 - = -
Ji ( ——— )(Vli Vzi) M Via
i
_ l my; Ing 2_ 1 2
AR = - 5 (ml T ) (v = v ) 7 M Via,
i

- Choque el3stico en dos dimensiones:

Consideremos una particula proyectil de masa m; que incide

con un

pardmetro de impacto b sobre otra particula blanco de masa m .Ver

fig. 6.6.

Se llama Pardmetro de Impacto a la distancia b entre la linea del

movimiento inicial de la particula proyectil y la paralela a ésta

que pasa sobre la particula blanco.

y sz/
o, f
7/
///
4
/
7/
Y
6
. m| oA
ti.O"—_ ——————— - (el
mp Vi >4\
i NN
O\
NN
mi \
C\\
Vlf \

Por conservacidn

Fig. 6.6 Choque en dos dimensiones.
b = Parametro de Impacto

Por conservacidn de momentum:

- componente X + mp vz _cosBs

=>qmv;. =m,v
Vi 1V £

£ cosf,

- componente y => 0 = m Vi send; - m vz sen 6

de energia cinética (choque eldstico):

2 _ 1 2 1 2
3 m Vi £ + 5 uuvaf



Teniéndose cuatro incdgnitas despuds del choque: Vigs Vags 81y 623
se presenta una dificultad, pues solo contamos con tres ecuaciones.

Luego solo serda posible obtener una solucidn si experimentalmente
determinamos una de ellas, siendo mads simple medir uno de los angu-

los de desviacidn o retroceso.

- Choque eldstico en tres dimensiones.
No podremos obtener una solueidn, pues estamos en peores condicio
nes que en caso anterior, ahora se tienen seis incdgnitas y solo

cuatro ecuaciones que las relacionan.

ROTACIONES EN UN SISTEMA DE PARTICULAS: MOMENTUM ANGULAR Y LEY DE
NEWTON. -

Hemos visto que el centro de masas nos describe el movimiento de
translacidn del conjunto de particulas como un todo. Ahora estamos
interesados en considerar las rotaciones del sistema de particulas

producidas por las acciones dinZmicas que actllan sobre &l.

Primero, definimos el momentum angular del sistema de particulas
como la suma vectorial de todos los momentum angulares de cada una

de las n particulas que forman el sistema, esto es:
n_ - —

Lo = 2 Lo, = % ToxX P
i=1

y el torque total como la suma vectorial de todos los torques de
las fuerzas actuantes,

n
To, = Z 1. x%xF

i=1 * i=1

™MB

;I:o =

donde Fi es la suma vectorial de todas las fuerzas internas y exter

nas al sistema que actllan sobre la particula i, luego:

_ n . n n .

T, = 2 r. x (F?Xt + F%nt) = Z 1, x F?Xt + Z r. x F}nt
. i i i . i i . i i
i=1 i=1 i=1
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Pero ocurre que los torques producidos por las fuerzas internas se
anulan de a pares,vedmoslo considerando dos particulas como se mues

tra en la fig. 6.7 , teniéndose:

E°1+E°z =Ty xFy +12 xFp= (2 ~t1)x Fp=1p x Fp=0

Z

=33
/
L
-
~~
—
N

Fio
X
L7 (@2)

Fig. 6.7 Los torques de las fuerzas internas se anulan.
Las fuerzas internas son colineales, ?21 = -~ Fyp s
a una distancia d del origen O, formando un
plano con los vectores 1 y T2,

Tq_l +’-€°2=—dF21E1+dF]28=0

n _
.. — = ext ext
Obteniéndose: T, = z 1:‘i X Fi = To

Derivando la expresidén del momentum angular:

dr,  _
dc * P

E

[ /=]

[\ =]

dfo - i
dt Rl T T
i=1 i

[N

1
introduciendo la Ley de Newton para la particula i,

dﬁi

- - ext = int
—— = F. =F. + .
dt i Fl Fl
y efectuando:
- n n . n
dle _ 3 T. xF,eXt+ Z r. x FA" L 2 Y xnm ¥
dt . 1 i . i 1 . i i1
i=1 i=1 i=1

los dos {ltimos t&rminos son nulos, quedando finalmente:

— ext dL
T v




6.7

6.8

expresidén que es la generalizacién de la Segunda Ley de Newton para

rotaciones en un sistema de particulas.

CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR.-

Si el torque total, resultante de los torques de las fuerzas exter-
nas que actilan sobre un sistema de particulas es nulo, el momentum

angular total del sistema se conservard, veamos:

si, => 18 -0 = L= -

L, = constante.

MOMENTUM ANGULAR EN EL. SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS.-

Encontremos la relacidn entre el momentum angular con respecto a un
SL y al SCM, como hicimos antes para le energia cing&tica.
-— o n —
Enel SL : Lo = £ 1. xp. = Z m(r. x V. )
. i i . ivi i
i=1 i=1

las relaciones de transformacidén de posiciones y velocidades entre

dos sistemas de referencia cualquiera O y O' son:

r. =R+r1'
1 1
v. =V +v'
1 1
— n — — -
luego, L, = Z m; R+1r!)x (V+v!)
i=1

T+ x V4T x V) =
. i i i i i
i=1
o n n _ _ o _ _
=(Z mJRxV+Rx (Zomv)+ (ZTm r)x V+Zr'xnv'
. . . i1 A T |
=1 : i=1 i=1 i=1
Como en O
L= Z rlxm, vi= 2 r! xp!
i i i i i
i=1 i=1

99




100

n
Mr' = I m, ri = donde ;ém es la posicién del CM en el sistema

de referencia 0'.

se tiene:

Lo =MRxV+RxP'"+M1r' xV +1Lk

cm
esta expresidon es la relacidn entre el momentum angular en dos sis
temas cualquiera O y 0'. En particular estamos interesados cuando

0' es el centro de masas del sistema de particulas, donde- se tiene

que:

V=v_,P' ' =0yr' =0=>posicién del CM en el SCM.

(]
I
=l

k]
1]
+
e

SL SCM

Similarmente, como vimos para la energia cinética, este resultado
nos conduce nuevamente a la interpretacidn que podemos separar en
dos partes el movimiento. El momentum angular total del sistema
serd la suma de: uno global del conjunto como un todo en el centro
de masas con masa M y velocidad vcm(ic =Rx P ), mds otro interno
o intrinseco que tienen las particulas respecto al centro de masas

= n il pul = — =
= ' 1 =
(L, ., =2 Tixp})L L, +L,

- cuando v__ =0 ,se
gy tot intrinseco’ cm

tiene: Ltot = Lint

Luego el movimiento de rotacidn de un sistema de particulas lo pode
mos separar en dos: el movimiento del centro de masas y el movimien
to de rotacidn respecto al centro de masas. El movimiento del cen-
tro de masas como una particula lo hemos tratado con suficiente pro
fundidad y extensidn, debemos pues, preocuparnos por el movimiento
de rotacidn respecto al centro de masas para conocer el movimiento
de todo el sistema. Volveremos sobre &l en el prdoximo capitulo al

tratar el movimiento del cuerpo rigido.



Es conveniente ver ahora, la relacidn que existe entre el momentum
angular intrinseco y la velocidad angular respecto al centro de ma

sas para un sistema de solo dos particulas.

Si se tienen dos particulas el
CM estard alineado con ellos y

- tendran la misma velocidad an-~

w
gular @ respecto a é&l.
. Observe que respecto al ClM:
my
- = BP0 =3 = -7,
vl Va SCM scM P2 som
teniéndose:
m mv = - mv
? F e 2" scM

Fig. 6.8 Rotacidn de dos parti las velocidades de las parti-

culas respecto al centro de ma
- culas son paralelas y de sen-

sas. .
tido opuesto.

El momentum angular respecto al CM es:

L =my I X vy + myr; X Va2

SCM SCM SCM SCM SCM

como . ; X ; = rza)

se tiene:
= _ 2 2 - -
Looy = (m Trgoy *m Tygoy Ju

llamando a la expresidn entre paréntesis momento de inercia del sis

tema respecto a un eje que pasa por el centro de masas, I pode -

cM’

~

mos escribir:

Esta relacidn entre L y @ que se da para una rotaciénla podemos com-
parar con la relacidn de translacidn entre P y V, P = MV. La masa M
es la inercia al movimiento de translacidén e I lo podemos interpre -
tar como la inercia a la rotacién. En el siguiente capitulo defini-
remos esta cantidad fisica, Momento de Inercia, para un Cuerpo rigi-

do.
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PROBLEMAS

Encontrar el centroide (CM) de las siguientes figuras planas:

a)
b)
c)

Rectingulo
Tridngulo isdsceles

Semicirculo
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a)

b)

Recti3ngulo:

> - - b
Por simetria el CM estarda en: x__ =% , y .
cm 2 cm 2
Sin embargo, como prdctica, determinemos el CM por integracidm.
Considerando como particula al elemento diferencial que se muestra

en la figura, se tendré:

1
X = - f x da
A
v cm
b 1 b
b X = %h thdx=g fxdx=
o) o)
X h
/ x = LM _b
cm b 2 2
X
0 av—l» procediendo similarmente
X
A = bh se obtendr h
da = h dx Yem = 2
Triangulo isdsceles:
y Por simetria: x = 0.
cm
Considerando el elemento
diferencial mostrado en
h X ::’idy la figura, se tiene:
y 1
Yo =% /v da
0 l x
L
b ]
1 h
A = — bh _ 1 _ 2
2 Yem ST [y dy =g [ypa-$ay
. = bh o
da = 2x dy 2
x _h-y , b , b h
2" " h Yem = 1 J A -{)vdy =% [ydy-= [ ylay
b [ o o
x=-2—(1—%/) =_2_EZ 2 E-h Zh—lh
Yem h2Z " 37" 373
da = b(l - {l- )dy




c) Semicirculo: Por simetria X o= 0.
Cconsiderando el elemento di

ferencial mostrado en la fi

/—\ gura, se tiene:
£ A:‘J{i dy 1
/ v X \\ Yem = & fyda

-4 r
0 1 (72
) -__,L_r Yoy = T | y2P -y dy=
-5 o]

cm
¥ + y2 =1 2
2 r
mr 4 2 2 1/2 4 1, ., 2.3/2,r
A= T e— il = — |- 7 -
2 Yem fy(r y) dy 2[ 3(r y) ]o
mr”® o mr
da = 2x dy
3
da = 2 /' - y* dy y -4 (__173___)=4r
cm mr? 3m
y
'\ Como prictica, determinemos
D el CM considerando ahora
iy otro elemento diferencial
‘ .
14‘_2 X como se muestra en la figu-
s ras
da = y dx
-1 Y ga = 2 y
Y =% S 72— [ § vix
mr
1 2 1 S, 2
y = jydx—————f(r - x")dx
M gy? el -r
T 2 r
Yem = T J r’dx - —— f x*dx
‘ Tr* o mr? o
=—2——(r)~—~2——-(£3 -2 _ x| 4r
Yem m el 3 ™ 37 3m

2. Encontrar el centroide (CM) de las siguientes figuras planas:
a) Area bajo un arco de la curva seno en 1/2 periodo, y el eje x.
b) Area encerrada por un arco de la pardbola y* = kx, desde el ori-
gen hasta un punto P(a, b) sobre ella, con el eje horizontal vy

una recta perpendicular a &ste pasando por el punto P.
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¢) El mismo arco de pardbola anterior, péro con el eje vertical y

una recta perpendicular a &ste pasando por el punto P.

. - m .
a) Por simetria, X = = . Consi-
cm 2
y derando el elemento diferencial

mostrado en la figura determine-

mos el area total encerrada:

m
A= fda = fy dx = f sen.x dx
o
i "
0 T 1 T X A = |-cos x = 2
T o ol )
y la coordenada y del CM, sera:
y = sen X CHl
da = y dx
_ 1 Yy _ 1 Yy _ 1 2
Yem ~ A / 7da=3 f 7Y dx = 5% J ¥ dx
n
T
1 1 1 1
Yom ~ & f sen’x dx = Z‘[ 7 X - 7 sen 2x
° o
= I
Yem 8
b) Primero determinamos el &rea total
y encerrada:
P(a,b) a 1/2
’ A= [da= [y dx = | K2 M2 ax
)
3
b N YZ: /212 _2 12 3/
% = =
y 372 o 3
2
* Como el punto P pertenece a la cur

d va: 2
* b’=ka=>k=%,1uego:

yz—kx
da =y dx 2 b 32 2
A=3 T 3 =3 be
a
Las coordenadas del CM serian:
1/2 a

1 1 1 1/2 1/2 . _ k 312,

xcm=foda—-A-fxydx—ijk b3 dx = —— ix
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1/2 572 |2 5/2
a X _ 2

_ b/ 3 -3/2 22777 3,
fom T TZ 5 ) 5 5
3 2 o
1y 1y 1 12
- — = - T — 2 T ——
Yem =5 Fda=g [yye=— Jya=x !k"dx
a
b’/a | x* | _ 3 b 2 _ 3,
TG 2 ) 8
+ ba
3 o
c) El 3area total encerrada la po-
y demos determinar por integra -
a P(a,b) cidén, o bien, por diferencia
b
b{x/2 444////1 con el drea inferior ya encon-
| .
de? ///)9, | trada en la figura anterior:
| 2 1
: A = ab - 3 ab = §-ab
y |
I
0 | *
v = kx
da = x dy

Considerando el elemento diferencial mostrado en la figura, las

coordenadas del CM seran:

L g, Llx L L b
Xcm'Afzda'Afzx‘iy 24 [« 4y = 5 w4y
b
b 5
1 4 1 v 3 a b
x = —_— f ytdy = A =z &2 2
cm 2AK? o 1 b? 5 2 b 5
2 = ab = o
3
X = —é—a
cm 10
_ 1 1 ? 1 3
ch'gfyda-gfyxdy-’g [y D dy‘gg—fydy
o]
‘ b
= = 1 i =.§_R4= 3 b
Yem 1 b2 4 b 4 4
333
6]
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3. A un cuadrado ABCD de lado a y espesor e, se le recorta un tridngulo
isdsceles ABE. Encontrar la altura h de este tridngulo de manera que

su vértice E sea justamente el CM o centroide de la superficie que

resta.
Para las figuras formadas: cuadrado
ABCD, tridngulo isbsceles AEB y la que
Y resta AEBCD, se tiene un eje de sime -
D . C tria y sus C.M. estardn sobre este eje:
_a
E Xem 2
‘a Para el cuadrado, también por simetria,
de su CM, sera:
h la coordenada Yoem »
= &
Yoem 2
o', a B ) X Para el tridngulo isdsceles, ver pro -

blema N2 1b, seria:

- b
Ynem 3

Luego, para la figura que resta AEBCD su coordenada Yem sera:

[S]
»

2 a ah h a h
Ag Yo = Ba Ya ~ ax5 - X3 7 T %
Yem™ - N
cm 2 ah h
Ag - Ap a - 5 a - 3
Como el problema requiere que: Yem = h, se tiene:
22 h?
_ f—g I h2_3.2 hz___ 2 32_
h = ) T ~ha - 5 =3 - &+ >h—3ah+7a—0
T2
resolviendo:
3 3 2 3 2 _ 3 3 /3 3 V3
h = 52 + //( > a) > a > a+ 5 2 33 a(l + 3v)

para la solucidn positiva se tiene que: h 2> a y no se obtendria el
tridngulo recortado de la plancha dada. Por lo tanto, la altura pe
dida corresponde a la solucidn negativa.

‘ 3 V3
h=7a(l— —-5)
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4.

Encontrar el centro de masas de la figura ABEDEO mostrada, si los rec

tangulos ABFO y CDEF tienen espesores diferentes:2 y 1 cm respectiva-

mente, pero ambos del mismo material.

y. 2cm
£ B

6cm
C D
1
! 2cm
1
i
OL F E X
|
! 6 cm T
X =1 cm
1 Cm
- Rectdngulo ABFO => (i) Yy = 3 cm
Vi = A xe =2x6x2=24cm
X3, =4 cm
- Rectdngulo CDEF => (2) chm =1 cm
V2 =A2xe2=4x2xl=8cm3

- Figura compuesta ABCDEO:

e o Mt B a1 +8x4 56

cm vV, o+ Yy 2% + 8 32 4

I
!
!

—

~

v

o

8

Vlch:m-'_szzcm _ 24, x3+8x1 80 _10

Vi +V, 24 + 8 32 4

cm
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Calcular la velocidad del centro de masas de los cuerpos A y B liga-
dos como se muestra en la figura, en el instante cuando ambos se en-

cuentran a igual nivel horizontal. Teniéndose que mA=2mB = 2my par

ten del reposo con una separacidn vertical h.

SWEINENEY = W= =0

108

Tomando como nivel de referencia el
HWENE IWEIEY :

nivel de partida del cuerpo B y posi-
tivo hacia arriba, de acuerdo a la 1i
gazdn existente cuando ambos se en-
cuentran a igu“val nivel, se tiene que

- ) h
ambos estan al nivel:y =

== v 3.

con velocidades: v, = -

2z
A B

N.R.
+)

Por conservacidn de energia obtendremos la velocidad v de los cuer-

pos en ese instante:

0 + (2m)gh =% (2m)v? +% @v? + (mg 2+ (g 3
5 3
2gh=-§-v2 +-2—gh
% vt o= :12‘ gh



V=§gh

v =~§‘f3gh

La velocidad del centro de masas seri:

Cn)(-v) + M)(v) _-mv _ 1
Vem © 2m + m ST 3m T T3V
- 1 /. »
VST 3 3gh ]

Una particula m; se encuentra a una altura h verticalmente sobre
otra particula my. En ese instante la particula m; se lanza vertica_];
mente hacia arriba con una rapidez v,2 y la particula m; se lanza ho
rizontalmente con una rapidez v,

Determinar la aceleracidn E(C), velocidad ‘_I(t)’ posicidn ;(t) y tra-

yectoria del centro de masas. Calcular el tiempo transcurrido para

que el CM llegue al nivel que partid la particula my .

Tomemos como referencia el punto de partida de la particula m; y un
sistema de coordenadas (x-y) en el plano vertical coincidente con el
lanzamiento de &sta misma particula.

Las C.I. de las particulas son:

y = : -
. Xo1 = 0 } = fa =0
o2 Yo1 = 0
—f— 01112
—— x°2=0} = T2 =h]j]
-
' 4 N Yo2 = h
W N
CM \ v°X1= Vol _ N
h \ :> Vot = Voli
\ ve =0
\ Y1
\
\ =0
my \ VOXZ _ R
0] vei “\ x T Ver = Vel
° ° Vo
\ v Y2 2
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luego, llamando M = m; + mp, las C.I. del CM seran:

- mry, + uy T 02 0% »
r = —
°cm v (% b3
- _ My Ve tmVg _ my s my s
Vocm M ( M Vol )1 + ( M Vo2 )J

Translacidén del CM, aplicando la ley de Newton:
- aceleracidn:
- = ext A ~ A - s
= = - - ] = - = = - =
Ma F mg] - mg] MgJ an 8]

como la aceleracidén es constante se tiene:

= X o
Yem Mh+M

1
Vo2 € —-igt:2 =0

23

- velocidad:
- - - m S 1153 5 ~ my A my s
= t = — — - = (— + (= -0t
Vem Voem + a ¥ Vell * 3 Vo2] gt] (M Vo1 )l (M Vo2 —-gt)]
~ posicidn:
- - - 1l = 2 m, » m s | My » 1
= = = + + Pyt ] -5
Tem r°cm+v°cmt+2 aemt T M hJ g Vert T4y Vel 2
- -l 2 m m RN R
ro (M voyt)1+(Mh+Mv02t 5 &t )]
- trayectoria:
= I
Xm = M Vert
ec. paramétricas
m my )
» + - = gt
Yem = M DT oy V2 BT3B
eliminando el tiempo,
gy =@y, mMve 1 g o
cm M m /M Vi cm 2 0 m ¥ cm
h—/fz ol
2
_ I my; Vo 1 M 2
y =22 p4 B2 T2 o, -8
cm M m Vet cm 2 2 2 cm
mj Vol
se tiene una trayectoria parabdlica.
El tiempo que demora el CM en llegar al nivel y = 0, seri:

constante.




resolviendo:
1 2
-Z—th - mVet — mh = 0

2 m Voz o _ =2 0.
-2 Mg t -2 Mg

/ T
(- M Ve | W Ve o, _mh
M g o g2 Mg

L (m Vo2 +Jm§ v o+ 2Mg myh )
Mg

(ma
[}

Tomando solamente el signo mas que corresponde a la solucidn positi-

. 2 2 '
va, puesto que se tiene: mp Vo2 < V/m2V°2 + 2Mg mph .

La solucién matemitica negativa corresponde a la extensidn de la tra

yectoria hacia atrds cuando intersecta el eje x.

En un punto del espacio (x,, Yo, U) se encuentra en reposo una masa

M. Luego, en un instante t = 0, se divide en 2 partes de masas m@ y
. s A .

m; con velocidades v,11 y V,2] respectivamente.

Determinar la aceleracidn a velocidad v osicidn r la
()’ (ty* P ()7

trayectoria de centro de masas.

v o Posicidn inicial del CM :
o2
AT TS r = Xol + yoJ
m, // \\ °cm ° Yol
®
(Xop Yo) M Voi AN velocidad inicial del CM :
\ - -
= _MVer + MVer
Veem
M
- i s 110} Y
b VOCUI = .I‘—’I- Vo1l + H Vo2 ]

Sobre el CM actlla la atraccidn gravitacional (ver problema anterior),
luego:

- 4 = Mz => 3 = _ o2
Mg3 Macm acm g]
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- - - my » my 4

% = v +a t =—=>v = (= v 1+ (= vea- gt
cm °cm cm cm ( M o1) ( M V2T 8 )]

r =r + v tria & = 1 = (x, + Dy, 0i o+
cm °cm °cm 2 “cm cm o Ty "ot

1 »
(YO + %}"2 VoZt - —2' th )J

trayectoria, eliminando el tiempo de las ecuaciones paramétricas:

M(xcm - Xo)

my e
= = t = t-=
Xem Xo * M Vel m  Voi
- M2 -
cyet B ount-tel cy 4 By Uity = Xe) 1 e
Yem = Yo M o2 2 & Yo M °2 m Ver 28 ol Ve
M (x - x,)2
( oy = Y2 (o Lx) - 1 g M G )
Yem = T m Vi cm ° 2 2 "
mr Vot
movimiento parabdlico.
8. Tres particulas de masas: my = 2kg, m; = lkg y m3 = 3kg, tienmen como

vectores posicidn:

5¢1 - 2t J 4+ (3t - 2)k

a
]

]
»
H

5 o= (2t - )1+ (12 - 58)F + (4 +6t - 38°)k

3 = (2t - )1 + (&2 + 2)] - 2%k

donde, para t el tiempo en segundos, la posicidn r en centimetros.
Encontrar:
-La cantidad de movimiento lineal total del sistema.

-Analizar si el sistema es aislado o no.

- posicién del centro de masas:

R=2[5tF - 225+ 3t - 2)K] + 1 [ (2e - 3)1 + (12 - 5t%)]
+ (4 + 6t - 3e2)k] + 3[Q2t - 1)1 + (2 +2)]-SRk1/Q@+1+3)

R

[Gt - DI+ -2 +3)]+ (-2 +20)k] cm
- velocidad del centro de masas:
X

-5 (3% - 2¢5 - 3¢ - 2)k]  cm/s

v
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- cantidad de movimiento lineal total del sistema:
P =MV =6[31 - 2t - (3t - 2)k] = [18%1 - 12t - 6(3t> -2)klkg cm/s
derivando:

%% - 123 - 36tk # 0 =P # constante.
luego no es un sistema aislado,

= ext

F =[- 127 - 36tk | kg em/s® = [- 0.12] - 0.36tk] N

Considere el sistema de dos particulas m; y m; unidas por una barra

rigida de masa despreciable como se muestra en la figura. Si las ma
sas resbalan bajo la influencia de la gravedad, encontrar la acelera
cién del sistema en términos de mj, m, & y de los coeficientes de

friccidén cinéticos W v Hz .

Aplicando la Ley de Newton

al sistema:

se tiene:

mygsend - yymg costl + mpg sen 6 - pompgeosf= (m + mz)aX

cm

(m + me)g sen 0 - (um + pam)g cos
X (m + mp)
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10. Un hombre de 900N de peso estd de pie en una superficie de friccidn
despreciable y da un puntapie a una piedra de 0.5N que estid a  sus
pies, arrojandola con una velocidad de 3m/s., iqué velocidad adquie
re el hombre?

La cantidad de movimiento en el sistema (hombre-piedra) se conserva,
pues no hay fuerzas externas actuando sobre €1; P = const.
La cantidad de movimiento total antes y después es cero, dado que
ambos estdn inicialmente en reposo, P = O.
Teniéndose sdlo movimiento horizontal:
v. +mv =20
"0 "h T "7p
m W /g
v, =-—E v =Py =By -- 0.5 x 3 = - L
h mp p Wh/g P Wh P 900 600
v. = - 0.0017 m/s
h
La velocidad del hombre es en sentido opuesto al movimiento de la
piedra.
11, Una persona que pesa 70 kg. estd pescando sobre el extremo de un bo-

te estacionario que pesa 200kg. Su ayudante, que no sabe nadar, es-
td en el agua cogido del extremo opuesto;cuando se suelta el pesca -
dor corre 2.5 metros hasta alcanzar éste extremo. (A qué distancia
del ayudante ahogdndose se encontrard el pesttador cuando alcance el

extremo del bote?
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Tomemos como punto de referencia la posicidén del ayudante en el ex -
tremo del bote, al soltarse seguird en la misma posicidn. Con res -
pecto a €l consideremos la posicidn del centro de masas del sistema
pesacador-bote en la situacidn inicial y final, ver figuras

- 1lnicial: 2.5m 1
X =1

+ 2.5 —
} _ T % m,(2.5) @JLT %P
CM. my + m
' ’ A
a inicial




12,

- final: 7(? P

mb(xb + x) + mpx
X
CM + m
£ mb P

Por conservacidn,la posicidn del
centro de masas del sistema es in
variante, considerando que no hay fuerzas externas aplicadas al sis-
tema y que inicialmente ambos, P y b, estidn en reposo:
P=itv_=0=>x_ XM
cm CMi £
Se tiene:

b + m (2.5) o (xb + x) + mpx
mb + p mb + mp

mp(2.5)=(mb + mp)x

mp(Z.S) ) wp/g(z.s) W (2.5) B

X = = = =
+
my mp (Wb + Wp)/g Wb + WP

. 70x 2.5 _ 175 _35 _
X = 700 ¥ 70) - 270 " 54 - 0-648m

El pescador estari a 0.65 metros del ayudante.

Un pelicano que pesa 200N estd de pie en un bote que se encuentra a
6 metros del desembarcadero. Camina 2.5 metros en el bote hacia el
desembarcadero y se detiene. El bote pesa 2000N y no hay friccién

con el agua. (A qué distancia del desembarcadero estard el bote cuan

do el pelicano se detenga?

Considerando las distancias del bote Xg ¥ del pelicano XP respecto

al desembarcadero como se muestra en la figura.

=

W)
sy d
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En el sistema Bote-Pelicano.

- Posicién inicial del CM:
X_.
N T T e
+
CMi mB mP

- Después de haber caminado el pelicano, la posicidén final del CM es:

_ ™ *Bf oo, Xpe
+
CMf mB mP

X

Como no hay fuerzas externas aplicadas al sistema: P = const. y

como inicialmente ambos, B y P estd@n en reposo: Ven = 0, luego

XCM = const. e igualando XCM. = XCM » se tiene:
i £
.- + .- =
my(Xp; ~ Xpg) ¥ mp (Xpy = Xpg) =0
We (X = Xpe) + Wp(Rpy = Xpe) =0
wB

Como : wos 10, se obtiene:

P

10y, = Xpp) + (Ko = Xp0) = O
(Xp; = Xpg) = - 10QKG; = Xgp)

Sabemos ademds que hay una relacidn entre la posicidén del pelicano
respecto al bote y respecto de tierra. Como la distancia que reco -
rre el pelicano d = 2.5m es sobre el bote hay que relacionar las po-
siciones iniciales y finales del bote y pelicano. Llamando X% la po~-
sicidn del Pelicano respecto al Bote, ver figura. La diferencia:

[
Xpi = Xpg = 4

= = '
- 7
: =z "
r——\

Z
Y B
Z |
W -

2 B

1 -

ti : = X' + X
se tiemnen XP XP B
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13.

la diferencia de posicidn inicial y final,serd:
.- = X' + D G = '- X! + .- X
Xpy = Xpg = Xpg + Xy — Xpp ~ Xgp = (Kpy = Xpg) + (Kpy - Xpp)

X . -X _.=4d+ (xBi - X )

P1 Pf Bf

reemplazando en la expresidn obtenida por conservacidn, queda:

d = - ll(XBi - XBf)
2.5
Xy = Xpp = - g7 m=-0.227m
Xpp = Xp; +0.227 = 6.0 + 0.227 = 6.227

El bote estard a 6.23 m del desembarcadero.

Una plataforma de ferrocarril de masa M puede rodar sin friccidn en

una via recta horizontal. Inicialmente un hombre de masam estd de

pie en la plataforma que se mueve hacia la derecha con una velocidad

V, como se muestra en la figura, (Cudl es el cambio de velocidad
la plataforma si el hombre corre hacia la izquierda, de modo que
velocidad con respecto a la plataforma es v cuando est3 a punto

saltar por el extremo izquierdo.

L I’_'_""Vo

Q Q

Sl = SIIED ST ST S BN SO

de
su

de

La cantidad de movimiento antes que comience a correr el hombre es:

P. =MV, +m V,
i

La cantidad de movimiento cuando el hombre tiene velocidad v_ respec

ro a la plataforma y en ese instante la plataforma tieme una veloci-

dad V, es: Pf =MV + m(V - vy)
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teniendo en cuenta que la velocidad de la persona respecto a tierra

en ese instante es: V - Vr'

Por conservacidn de la cantidad de movimiento, Pi =P, :

M+ mVy = MV +m(V~-v_)

r
M+mVey = (M +m)V - my_
V =V, + —— v
™M+ m) ©
m

v

o sea, la velocidad aumenta en: oy Vr

y el cambio de velocidad es:

V-Vye= —2 —

M+m) F

14, Adan y Eva estdn parados sobre un bote de masa M en reposo en aguas
tranquilas, distantes ¢ metros uno del otro. En el momento en que
los dos se encuentran con las miradas, empiezan a correr cada uno al
encuentro del otro con velocidades constantes respecto al bote.

Si la velocidad de Adan es v, y el encuentro se efectila a /4 metros

de 81, teniendo ambos igual masa, encontrar.

a) La velocidad del bote respecto a tierra antes del encuentro.

b) Si al encontrarse los dos vuelven a quedar parados, ¢(cudl es la
velocidad del bote?

c) Culdnto avanza el bote desde que empiezan a correr hasta que se

juntan.

a)

|
a) | /4 3743
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15,

velocidad de Adan: v, = v.=constante

A
2 /4

=2
Vo 4oy,

tiempo tramnscurrido parael encuentro: t

_=3/4 & _ =3/4 2

velocidad de Eva: Ve s = v T 3v,
—ext = -
Como ¢ FX =0 —%>‘Px = constante y como parten del reposo: PX =0.

Siendo V la velocidad del bote respecto a tierra, se tiene:
m(ve + V) +m(-3 vy +V) + MV =20

- 2mv, + (M + 2m)V = 0

2 m

V= M + 2m

Vo

b) Teniéndose en todo momento ﬁx = 0, cuando A y E se detienen:

MV =0=>V =0, el bote vuelve a quedar en reposo.

c) El espacio recorrido por el bote sera:

2m 2 = m
M+ m

)

N

Una persona de masa 3m se encuentra sentada sobre la plataforma de un
vagén de masa %-m que se mueven juntos con velocidad vo(m/s) sobre
una superficie horizontal sin friccidn. La persona lleva consigo en
cada mano 2 bolas de masas m y %—mJ En un determinado instante lan-
za horizontalmente la bola de masa m hacia adelante con velocidad

v, (m/s) medida por el lanzador y luego en un instante posterior lan-
za horizontalmente la otra bola de masa %‘m hacia atris con veloci -
dad - v,(m/s), también medida por el lanzador.

Encontrar el impulso total sobre la persona debido al lanzamiento de

ambas masas.,

3m

, b vo(m/s)
1/2337\ Sl /2m —
B

@)
. TE=T=TT -——9 28— N2 WXV Y Y Y
=0 = P_ = constante.

= ex
Como F
b4
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- 12 lanzamiento:

(3m + % m+m +<% m)v, = (Gm +-%~m + é~m)v1 +m (v + v,)

v, {m/s)

vy =

w| &~

- 22 lanzamiento:

(3m +<%m + %-m)vl = (Gm + %'m)vz +»%—m(vz - v,)
miy, =8 L
mE Ve =5 m V2 7 M Vo
T
V2 T3 Ve

El impulso total para la persona de masa 3m, serd:

) s
J“AP'Pf_Pi—3m(40Vo—V°)——AOmVONS

16, Una vagoneta cargada que pesa 1000kg se mueve sobre una via recta ho
rizontal con una velocidad de 30km/hora. Calcular la velocidad que

adquiere la vagoneta en los siguientes casos:

a) Se arroja hacia atrds un peso de 50kg con una velocidad de 30km/h,
relativa al suelo.

b) Desde afuera y por delante se arroja dentro de la vagoneta un pe-
so de 50kg. con una velocidad de 30km/h. relativa a la vagoneta.

c) Se arroja un peso de 50kg en direccidn vertical hacia arriba y
con una velocidad de 30km/h relativa a la vagoneta.

d) Se arroja 50kg en direccidn perpendicular a las vias, horizontal-

mente y con una velocidad de 30km/h relativa a la vagoneta.

Como en la direccidn de la via no actlian fuerzas externas, se tiene
conservacidn de la cantidad de movimiento lineal en todos los ca

sos, esto es:

Pantes - Pdespués

apliquemos esta igualdad en la direccidn de la via en cada uno de los
casos:
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17.

a) =—=> 1000 x 30 = (1000 - 50)V - 50 x 30

de aqui:
v = 30,000 + 1,500 _ 31.500
- 950 T 950

= 33.16 km/h

b) => 1000 x 30 + 50(30 - 30) = (1000 + 50)V

de aqui:
30,000

vV = o050 " 28.57 km/h

c) => 1000 x 30 = (1000 - 50)V

de aqui:

v = §95%%9- = 31.58 km/h

d)En la direccidn de la via no hay diferencia con el caso anterior,

luego:
V = 31.56 m/h

Una cuna de angulo o y masa M se encuentra apoyada en el suelo sin
friccidon. Una persona de masa m comienza a subir por el plano incli
nado de la cuna con una velocidad constante VR relativa a la cuna.
Encontrar la velocidad V de la cuna respecto a tierra. Analizar el

resultado obtenido para: m << M y para: m >> M.

La cunia tiene libertad de movimiento
horizontalmente.

Como erXt =0 =#>'§X = constante

e inicialmente m y M estdn en reposo:

3 )
NZI =09 = 1005 )N E =4

Cuando m sube, su velocidad respecto a tierra es: V + Vr, en la di-

reccidn x: V + V_ cos a, luego se tiene:

m VR cosa VR cosa

0 =MV +m(V+V_ cos a)y=>V = - = -
r m+ M M
1+E

la cuna se movera hacia atris.
- S8im<< M=> v =0
- S8im> M= V=- Vp cosa
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18.

Una locomotora que pesa 10,000 kg se mueve con una velocidad de 54km/h

por un trame de via recta y horizontal y choca con otra maquina igual,

que se encuentra detenida y la arrastra (se enganchan).

a) Hallar el centro de masas del sistema y su velocidad antes del cho-
que.

b) iCudl es la velocidad de ambos despu&s del encuentro?

¢) iQué cantidad de energia cinética se pierde durante la colisidn?

122

a) Considerando como referencia la posicidn de la locomotora detenida

i
-

La posicidn del centro de masas X del sistema es:
cm

- n(=x)+ m@) _ _ x
cm m + m 2
y su velocidad:
il omn B o XD
Vem " *em T T 2 2R 27 km/h

b) Como las locomotoras al chocar se enganchan moviéndose juntas, se
tiene una colisidn totalmente plidstica. Por conservacién de 1la
cantidad de movimiento se tiene:

mv = (m + m)vf

v _34 _
VRS Sy = 27 km/h

c) La pérdida de energia cintica sera:

N | : _ 1 e Yy 2L 2
AK = Kf Ki =3 (m + m)vf 5 v = m( 5 ) 7 mV

N G S | 1000 2 _ _ 2
MK = -Zmv 7 x10000(54 x 3600 ) = — 2500(15)%=-2500x225
AK = - 56,25 x 10 J

El signo menos indica que se pierde energia cinética durante el
choque.



19.

Una bala de 5gr se dispara horizontalmente hacia un bloque de 5kg en
el cual queda embebida. EL bloque se mueve hacia adelante recorrien
do una distancia de 20 cm antes de detenerse. Si el coeficiente de
fricci6n entre el bloque y la superficie horizontal sobre la cual des
cansa es 0.25, determinar la velocidad de la bala cuando llegd al

bloque.

20.

El trabajo no conservativo hecho por la friccidn entre el bloque y
la superficie es:

W, =f.d =-pu(m+ M)gd
El cambio de energia cinética del bloque es:
- 1 =-1
AK-Kf—Ki—O—Z(m+M)V--—2(m+M)V

Aplicando la Ley de Newton: Wf = AK, se tiene:

- %-(m + M)V = - y(m + M)gd => V = /éﬁgd = /grx 0.25 x 9.8l x 0.2 =

v 0.98 = 0.99 m/s

Por conservacidn de la cantidad de movimiento lineal en el choque:

mv=(m+MV=v-=(l+ % W= (1 + 29%9 )0.99 = 991 m/s

La masa M = 750kg de un martillo se suelta desde una altura h=l1.2 m
sobre la cabeza de un pilote de 200kg. En cada impacto el pilote se
introduce 0.lm en el suelo. Determinar la resistencia promedio que
ejerce el suelo sobre el pilote en la penetracidn, considere que al
caer la masa M del martillo sobre la cabeza del pilote P se efectila

un choque perfectamente plastico.

La velocidad que adquiere M en su

caida antes del impacto es:

1 2 - -
5 MVM = Mgh >’VM v2g h

Considerando choque plastico, la ve-
locidad del pilote y M inmediatamen-

te despu@s del impacto seri:
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Mv, =M+ m)vf

M
M /2% 9.8 x 1.2 4.85
v, = = = = 3,82 m/s
£ .o |+ 200 1.27
M 750

El trabajo no comservativo de la resistencia del suelo es:

wnc=<§>,a=-<p>d=—o.1<F>

Cambio de energia mecinica:

AR

-g-1L 2z
Ef—Ei—O 5 (M+m)vf (M + m)gd

AF

- %-950 (3.82)% - 950 x 9.81 x 0.1 = - 7863.3 J

igualando, de acuerdo a la Ley de Newton:
- 0.1« >=-7863.3

<F>=  78633N

21. En la figura mostrada los bloques A y B tienen masas m, y m, respec-
tivamente; el coeficiente de friccidn cinético entre ambos es p y
entre B y el piso no hay friccidn. Para t = 0 se tiene que:v, =V,

y Vg = 0. Luego de un intervalo de tiempo t = te ambos bloques se
mueven con igual velocidad. Utilizando el teorema trabajo-energia de
termlnar: -
a) Las distancias recorridas X, ¥ Xp, por Ay B entre t=0 y t=tf.

b) La distancia relativa X _ que recorre A sobre B, determinada por
un observador fijo a B.
¢) Comparar los resultados obtenidos en a) y b), comprobando  que :

I':XA—XB'

u=0

L a]—
B .=

T 2I St B IO JI S IR ///-_—’f—‘/ =7
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a)

b)

c)

Con respecto a tierra :

Conservacidén de la cantidad de movimiento lineal:

A v
= = = (—a = °
m, Ve (mA + mB)Vf Ve G w, T o ) v, m,
d+—)
T
teorema trabajo-energia: Wf = MK,
T
- bloque A: Y YEN——" -1
£ EN
) 1 ) 1 ) v - vff V%,(m% +2mAmB)
- = — - — :> = =
HmpBX) T 7 M Vg 2 M Ve *aA 2 ug 2ug (mA + mB)2
m
- bloque B: ) )
f B
m x=lm v -0=x =va§E=mAva°
Hm, 8%p 2B °f B 2um, g 2ug (m +m)?
Al A B
En el sistema no inercial fijo a B.
m
Aceleracidn del sistema respecto a tierra: ——f-o- 0B
pm,g
ym,g =m_ a, =>a_ = A
A B B B m
B
teorema Trabajo-Energia: AK = W
A
- bloque A: i @) s £
Fp=mA%p
um, g m, + m
1 2 _ _ A _ A B
0 -5 m, Vo= (f+FA)xr—-(umAg+mA ng )xr— um, g ( m )}xl
my v
Xy

Zug(mA + mB)

Con los valores encontrados respecto a tierra, la distancia rela-

tiva de A con respecto a B sera:

2, 2 : 2
‘- - V°(mB + ZmA mB) _ m, mp Vo
A B ! 2 2
Zug(mA + mB) 2ug(mA + mB)
V2
X - X = J 2 -
A B (mB + ZmA mp - m, m B)

» 2
2ug (mA + mB)
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22,

2
+
Ve mB(mA mB}

2
Zug(mA + mB)

VZ
omB

2ug (mA + mB)

Comparando con el valor obtenido en el sistema no inercial B, se

tiene, como era de esperar que:

Xr = XA_ XB.
Una masa m es lanzada con una velocidad v, horizontal sobre la plata
forma de un vagdn de masa M = 5m que se encuentra en ese instante en
reposo. Despu@s de recorrer la masa m una distancia sobre el vagdn
en un tiempo t=5s queda en reposo respecto a &l.
El vagdn puede deslizar libremente sobre el suelo.
Determinar:
a) Las velocidades de la masa y el vagdn con respecto a tierra para
un tiempo t cualquiera. Graficar.
b) La distancia d recorrida por la masa m sobre la plataforma y el
coeficiente de rozamiento entre la masa y la plataforma del vagdn.
c¢) La energia cin@tica inicial y final del sistema. Comparar resul-
tados, (es lo esperado con relacidn al trabajo no conservativo he

cho por la friccidn?

Vo
m —

|
8] e & NS e
CI)r T= o bt == it = PN L= A Bl
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a) Como: Fxxt =0 => f’x = constante, luego la velocidad del vagdn

cuando m se detiene respecto a &l sera:

mv, = (m + 5m)V =>V = g"
su aceleracidn:
= - _V _ vi/6 v,
V=V, + at >a—t— = —a=



su velocidad en funcidén del tiempo para 0 <t < 5:
- Vo
vV = 30 t

para la masa m, su aceleracién relativa al vagdn serd:

su velocidad relativa en funcidn del tiempo para O <t <5

Vo _ A__l_
Vo = % t = v, (1 5t:)

v =
T

su velocidad respecto a tierra para 0 <t <5:

Vo Vo _ _L
v—vr+V—v°———5-t+30t—vo(l 6t)
Y
v
. Vo |
Vol b 22
|
J =
0 5 t

b) Distancia recorrida por m sobre la plataforma del vagdn:

v =v2°+23d:>d=——y——2°— = - -—-——YZ-°— -2 Vo
r T 2a Vo 2
T 2(- =2
5
coeficiente de friccidn, aplicando la Ley de Newton al vagdn,
tiene: Vo
e sma—> ya0a L 2300 v,
& g g 6g
f=pumg
c) Energia cinética:
D SN
Ki =5 mv
=1 Vo y2 _ L 2
Kf 2(m+5m)(6 ) = i3 Ve

se
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2 5 2

AK = K. - K. = ( 1. %—) me V= - gy m Ve

b i 12
trabajo no conservativo hecho por la friccidn:
= F.d = > = Vo 2 =
wf"‘f°d__ (umg)(§vo)__(m6 )(zvo)—_lz m V,

por supuesto se tieme que: W, = AK
23. Un proyectil de masa m = 10 gr., choca contra un péndulo balistico de
masa M = 2kg y longitud 2 = 2 metros. Como consecuencia del impacto,
la bala se incrusta en el péndulo y cuyo centro de masa se eleva lZcm.
a) (Qué velocidad tenia el proyéctil?
b) ¢Cu3l seria la minima velocidad necesaria para que el péndulo de
una vuelta completa alrededor del punto de suspensidn?

c) ¢Cémo varia ésta velocidad si la varilla del péndulo no es rigida?

(cuerda)
I'T'JI\\
e ~
] N
| \
i A
\
0 i
\\.‘0‘,7
(7 S B
— / h
v e
Ry ~ L
=
M

a) La velocidad que tiene la masa (M + m) después del choque la pode-
mos encontrar por conservacidn de energia entre ese instante y el

instante que alcanza la altura h:

T M+ mV = (1 + m)gh

V= V2gh = V2x9.80 x0.12 =/2,35=1.,53 m/s

y por conservacidn de la cantidad de movimiento en el choque ine-

lastico podemos determinar la velocidad del proyectil.

mv = (M + m)V

b - MHm) o 2000 + 10

- 0 x 1.53 = 308 m/s
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b)

c)

Para que dé una vuelta completa, por conservacidn de energia entre

el punto mds bajo y el mds alto, se tiene:

% M+ m)V* = M+ m)g 2% +% ™ + m)vfle

considerando que la varilla del péndulo balistico es rigida, la ve-
locidad Va minima es cero cuando T = (M + m)g,de acuerdo a la Ley

de Newton: 2

v
M+ m)g l ] T

= M+m )g-T= (M+m) z_a =T=(M+m)g = Vfa =0
luego la velocidad V minima necesaria serid:

V = Y4gf = V4 x 9.8l x 2 = 8,86 m/s

y por conservacidn de la cantidad de movimiento en el choque ine -
l3stico podemos determinar la velocidad minima del proyectil:
mv=MM+mV

v = M+ m Vv = 2000 + 10 x 8.86 = 1781 m/s
m 10

Si la varilla no es rigida, la velocidad v, minima ya no es cero,
serd minima cuando T = 0, de acuerdo a la Ley de Newton:

V2
= M+m)g+T = (M+m) -‘% =1=0=7 =g

M+ m)g J 1 T=0

la velocidad V minima necesaria sera:

% M+ m)V? = (M + m)2g8 +—§— M + m)gt
V=152 =V5%x09.80 x 2 =/98.1 =9,90 m/s

y la velocidad v minima del proyectil sera:

v=M:mV=M;m\/5gJL = 201 x 9.90 = 1991 m/s
. . M+ m
Diferencia de v(c = b): Av = (V5 - 2) - vV gf = 210 m/s
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24, Una masa M cuelga del extremo de una cuerda de longitud 2. Una bala
de masa m con velocidad v pasa rdpidamente a través del bobo del pén
dulo saliendo con velocidad v/2, asuma que la trayectoria de la bala
es en todo momento, horizontal.

Encontrar:

a) El menor valor de v para el cual el bobo completaré una circunfe-
rencia entera alrededor del punto de suspensidn.

b) La velocidad del centro de masas del sistema bobo-bala cuando el
bobo se encuentra en el punto mi3s alto, para el caso de v minimo.

c) i(Se conserva la energia mecdnica? Explique, en caso de pérdidas

evaluadas.

\Y

P a) En la posicidn A, por conserva -
CD]B e cién de la cantidad de movimien-
mg to lineal en el choque, PX=const.
l se tiene:
‘Tmin=
2 = YV = = Vv
mv MVA+ m 5 VA i
0 —_— En la posicidn B, la velocidad
minima para dar la vuelta, ver
2 problema anterior, sera:
s
Mg = M — = Vg = /gt
N.R. min
e - L 9
m v M A m /2
-
VA

Después del choque se conserva la energia mecdnica,para el péndulo

entre las posiciones A y B, se tiene:

Lo o L2 - L - 2
M =5 MVL +Mg 20 = Mgl + Mg 2L = 5 Mgl
VA =V 5g&
min
igualando ambos valores de VA:
T2 = Vsgu = v . =2 it V5g4
M 2 min m
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25.

b) Velocidad del CM cuando el péndulo se encuentra en la posicién B:

mv/2 - MVB mv/2 - M /gi
Veem m+ M B W+ N
como : M Vg = SEL LA s Yy v . =2 M v 5g2

9 /T min m
V5

mv/2 - B m (1- 22 )
v - 2/5 5 _Mgr (/5-1)
Xem m + M 2(m + M) min M+ m)
v =0
Yem

c) Durante el choque las fuerzas internas realizan trabajo no conser
vativo.

La pérdida de energia cintica es:

K.-“—%mv2

1 Z

Sl L v _Low v 1 1 v m
Ke =g MV +5ml5) "2“M24+2m4‘2m4 (g+ 1
- Lt e oy L 2l omy 1o 3M-m
AK = Kf - Ki =5 o gy + 4 1) = 5 mv 4(3 M)- 5 mv ( Y

Una bola de 4kg quevse desplaza a razdn de 5m/s incide frontalmente
sobre otra de 6kg que se encuentra en reposo y en el impacto pierde
307% de su energia cinética.

Encontrar las velocidades de cada bola despu@s del choque. Luego,

calcular el coeficiente de restitucidn.

Por conservacidn de la cantidad de movimiento lineal:
4 x 54 6x0="4vy +6vy == 2v; + 3v, = 10
Teniendo en cuenta la pérdida de energia cinética durante el choque,

se tiene:

%‘X4X52X0.7=LX4XVZ+}-X6XV2

=> v + 3vZ =735
2 1 2 2 1 2

Resolviendo &stas dos expresiones:

2\72; +% 3v, ) = 35
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1
2v%

6v: + 100 - 40 v, + 4vi = 105

10V - 40v, - 5 =0

[
N
I+
oo
I
N
I+
| w
)
I

+ 4.121
>

- 0.121

+ 0.586
we=sWW-2)=3- 20+l H-23/ =>{

+ 3.414
La primera solucidn: vy = 4.121 m/s y v, = 0.586 m/s, no es acepta

ble en un choque real pues: vz <v;; la velocidad relativa de separa
cidén después del choque seria negativa: v, - vi = 0.586-4.121=-3.535m/s,
por definicién al ser de separacidn, debe ser positiva.

La segunda solucidn: v; = - 0.121 m/s y v, = 3.414 m/s, si corres-
ponde a un choque real, teniéndose como velocidad relativa de separa
cidén después del choque:

Vg =V -w = 3.414 - (- 0.121) = 3.535 m/s

Como la velocidad relativa de aproximacidn antes del choque es:

Vo, = 5 -0 = 5m/s, el coeficiente de restitucidn sera:
v
o = rs _ 3.535 _ 0.707
v 5
ra

26. Un cafidon dispara un proyectil con un angulo de 45° con la horizontal
y con una velocidad de salida de 140 m/s.
En el punto m3s alto de su trayectoria el proyectil explota y se di-
vide en dos fragmentos de igual masa. Un fragmento cae verticalmen
te con una velocidad inicial de 100 m/s.
a) (A qué distancia del cafdén cae el otro fragmento?
b) ¢(Qué diferencia hay con la distancia que alcanzaria el proyectil

sin estallar?
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a)

] X1 | X2 I

La velocidad vertical Vy al momento en que se encuentra a maxima

altura es: v =0

y el tiempo empleado serd: 0 = v, sen 45° - gt,

v, sen 45° 140 x V2

b P 9.8 x2 - l01s
La velocidad horizontal es:
/5
v, = Vo cOs 45° = 140 x —%— =99 m/s

ylas coordenadas del punto mads alto serin:

Xy = vth = 99 x 10.1 = 999.9m

v, sen 45° t, —-% g

n o=
1 2

yi =99 x 10.1 - 5 9.81 x (10.1)

yi = 999.9 - 500.36 = 499.54 n

En el instante que se produce la explosidén, se conserva la canti-
dad de movimiento: (fuerza impulsiva mucho mayor que la fuerza ex

terna de la gravedad).

m m
mv = 3 vy + 3 vy

g
<
>
+
g
<
oy
1
N
=
>
[
+
|
<
[y
+
I
<
M
+
N8
<
)y

reemplazando valores:

99i+o§=%o‘i-%
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4 i 1 4 1 é_l & 1 ]

91 =-50]+5v, 1+35 ViyJ =5V, 1+ ( 7 Viy "~ 50)3
de aqui obtenemos
Vay
99 = —= =>vy, = 198 m/s
2 x
V2
0=-5+ —L =>vy, =100m/s
2 2y

La ecuacidn del recorrido vertical del segundo fragmento es:

- L @
y=wy V,yt -7 gt
cuando y = 0, &ste toca suelo, luego:

0 = 499.54 + 100t; - % 9.81 x t2 => ¢ - 20.39t, - 10}.84 = 0

y el tiempo transcurrido sera:

t2 10.20 = /[103.94 + 101.84 = 10.20 + 14.35

24,55 s

iad
]

La distancia en que toca suelo &ste fragmento, con referencia

al candn es:

X =x1 +02 =xg+vzxtg

999.9 + 198 x 24,55
5860.8m

X

X

b) La distancia que alcanzaria el proyectil sin estallar seria:

2x1 = 2 x 999.9 = 1999.8m
y la diferencia:

d =x- 2x = 5860.8 - 1999.8 = 3861lm

27. Sobre una mesa de billar, la bola A se mueve con una velocidad v,=3m/s
cuando choca con las bolas B y C que se encuentran en reposo una jun
to a la otra como se muestra en la figura. Después del choque, las
tres bolas se mueven en las direcciones indicadas también en la fig.

Determinar las velocidades que tienen despu&s del choque las tres bo
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las. E1l choque es perfectamente el3stico y las tres bolas idé&nticas.

"
o ——~—"

(antes) [
30°

(después)

Conservacidn de la cantidad de movimiento lineal:

. Gy _ o — -1
-Horizontal: 25 mv, = vasen3O +mv, > 7 V4t Ve
. ° V3
-Vertical : T(+) 0=m Vg = m Vv, cos 30° =>0 = Ve T T3V,

Conservacidn de la energia cinética (choque eldstico):

1 2
2+ snv: +Em VE = v, = v: + v% + v

2 1
m Ve =5 m v, 5 B

o =

Resolviendo estas 3 ecuaciones, se obtiene las velocidades pedidas:

2 _ .2 3 . _ 1 2 _ 92 2 _
Vo = vy + 7 Va + (v, 5 VA) 2VA + vy VoV,
1 3
VA— 7V°— -2——1.5m/s
- /g.v =<§ Yo _ Lg.v = 1.3 m/
VBT T2 VATZ 2 T TG Ve T 12 mis

1 1 v,
Ve = Ve T VT Ve T2 7

Hlw

v, = 2.25 m/s

28. En un parque de diversiones dos amigos juegan con los autitos choca-
dores. En cierto momento las dirécciones de ambos vehiculos forman
un dngulo a. Un auto se dirige con velocidad ¥V, y el otro con velo-
cidad ¥, de modo tal que chocan. Despué&s del choque el auto l sale
con velocidad ¥ cuya direccidn forma un &dngulo B con la direccién
que tenia. En la figura se indican los valores medidos.

a) Hallar la velocidad del auto 2 luego del impacto.
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b) Determinar las ecuaciones paramétricas del movimiento del centro
de masas, se conoce la posicidén inicial del auto 1.

c¢) ¢El choque es eldstico?

yf m = m = 200 kg
1 vy
| p/ vi = 3m/s , v2 = lm/s
| d i 7
X e vi = 2m/s
1,7\8
o————-——-——\——f—-— ————— a = 54° , B = 36°
G /1
Vi (1\/ i d = 3m
4 |
7
4 |
V4
4 i
§
Va |

136

a) Por conservacidén de la cantidad de movimiento:

P =2 mv; +mv, = mvi + mvj

antes pdespués

“»

31

se conocen : V,

¥ =1 x cos 54°1 + 1 sen 54°3 = 0.5881 + 0.8093
Vi = 2 x cos 36°1 + 2 x sen 36°] = 1.6181+1.176}
m = 1

reemplazando:

32 + 0.5881+0.8093= 1.6181+1.1763 + v3

Vi = 1.971 - 0.367]

Y/[
de médulo, direccidén y sentido: :
v, = /1.97% +0.3677 = V4.016 = 2m/s [\\
.36
tgy = - 2220 = 0,186 => y=10.55°



b) Como se conoce la posicidn inicial de la masa my, para determinar
la posicidn inicial del centro de masas es necesario conocer la po
sicidn inicial de la masa mg .

El tiempo que demora iy para llegar al punto de choque es:

d _ 3 _
t—\—ll—-B—ls

8ste es el mismo tiempo que demora m; desde su posicidn inicial
para que se encuentre con m y se produzca el choque. Luego,la

posicién inicial de m; es:
Kopg = — vXt = - 0.588xl= -0.588m
Vo2 = - Vyt=—0.809xl = - 0.809m
y la posicidn inicial del CM es:
M Xe1+ M2 Xo2 -3 - 0.588

Xo o = ™ Fm = 5 = - 1.79%m

m Yo+ mpy. _ O - 0.809

om m + m > - 0.405m

Yo

Las ecuaciones paranetricas del movimiento del centro de masas
-
seran:

- Antes del choque:

m (vy _t) + m (v, _t)

= xe + X X - 1.794+3t+0.588t
cm cm m -+ 2
X = - 1.794 + 1.794t = 1.794(t - 1)

cm

m (v; t) +m (v, t)
= Y y - _ 0 + 0.809¢t

Yem y°cm+ m 4+ m = - 0.405 + 2
Yoy = - 0.405 + 0.405t = 0.405(t - 1)

- Después del choque:

T \J
o m (let) +m (V2Xt) _1.618t + 1.97¢t
cm m + m 2
x = 1,794t
cm
' J
i my (vy yt) + om (szt) _ l.176t - 0.367t
Vem my  t+ m 2
ycm = 0.405t
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29,

c) La energia cinética antes del choque es:

1 2 1
Tty my, =5 x 200 x (3 +1%) = 1,000

La energia cinética después del choque es:

K, = %—m v)? +~%—mgv;2 = %—x 200 x (2* + 2°) = 800J

El cambio de energia cinética es:

LK = Kf - Ki = 800 - 1000 = - 200J

Hay pérdida de energia cinética, luego, el choque no es elastico.

Un cuerpo de 50kg se mueve con una velocidad v = 151 (m/s). Al pasar
por el punto P(30, 10, -20)m se divide en tres partes de masas

m, = 12kg, my = 18kg y m = 20kg. Si las velocidades que tienen Ay
B después de la divisidn son: GA = 201 - 25 + 3k (m/s) y

Vg = 101 + 3 - 5k (m/s), encontrar la posicidn de C luego de 6 segun

dos si no actlla sobre ella ninguna fuerza. (Se conserva la energia

cinética en la divisidn?,/aumenta o disminuye?

!
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L. —ext
Como en la divisidn: F

= 0 => P = constante. Luego :
50(151) = 12(201 - 23 + 3k) + 18(101 + 35 - 5k) + 20(c1i + 2] + c3k)
7501 = 20(21 + ¢1 )1 + 20(1.5 + <) + 20(= 2.7 + c3)

igualando componentes obtenemos la velocidad de c:

750 = 2021 + ¢;) => ¢ = 16.5 m/s
0=200.5+c) =>c =-1.5n/s GC = 16,51 -1,55+2.7k(m/s)
0 =20(-2.7 +c3) =>c3 = 2.7 m/s

Como no act@ia ninguna fuerza sobre ¢, su posicidn seri:

r=r.+v.=2301+10] - 20k + 991 - 93 + 16.2k

o= 1291 + 13 - 3.8k (m)

Luego, estard en el punto: P'(129, 1, - 3.8)m



30.

Energia Ciné€tica:

K. = = 50(15)% = 56257

1

o

No|—

12(20% + 2* + 3%) +% 18(10% + 3 + 5%) +% 20(16.5% + 1.5% +
‘ 2.7%)
K. =6 x 413 + 9 x 134 + 10 x 281.79 = 6502 J

Se tieme: K. >'Ki, la energia cinética aumenta: AK = 877J

Un misil en vuelo explota en tres partes iguales. Una parte continua
a lo largo de su linea original de vuelo y las otras dos van en di-
recciones cada una inclinada 60° a ambos lados de la trayectoria ori
ginal, La energia liberada en la explosidn es dos veces mi3s grande
que la energia que tenia el misil en el momento de la explosidn
Determinar la energia cintica de cada fragmento inmediatamente des-

pués de la explosidn.

Tenemos las direcciones como se indica en el diagrama.En el momento

de la explosidn se desprecian las fuerzas externas.

Por lo tanto, el momentum lineal Va
debe conservarse en las 3 direc-
. . . ’ (:; 60°
ciones X, y, z, independientemen
- - - — i
te, de alli que Vi, Vo, V3 y V ::: T <:§:)60° ¥,
deben ser coplanares y V, = V3. Antes -
v,
Teniéndose en la direccidn original: Después
.___1_ 1 ° l o _ 1 Va Va
MV = 3 MV; + 3 MV, cos 60° + 3 MV3 cos 60° = 3 M(V;y + 5 + 5 )
1
V=g (i +V2) ... (D)

Por otro lado, se sabe que la energia cinética es:

__1;2____ _lz _],_2_2_2
Ki =3 MV >'Kf =2 5 MV + > MV® = 5 MV

Como también: -
1

_1Mo 1
K, = 3 V1 + 5

1
— 2 —
£ 2 v, + 3

W=
W=

Vi = MV o+ 2v2)

N
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igualando ambos valores de Kf:

Mv? =%M(V? +2v2) =V = L (V2 + 2v2) (11)

(ST
ol

de (I) y (II) se obtiene:
Ly o4y, =1 @ +202)
(3) L 2 =3 (V] ;

2

1]
<
L)
+
N
<

v, + V)?

Vo4 2V, V, + V2 o= V2 o+ 2v)

=
1
Wl
~
=
=5
+
&
Nt
|
<

1
Lg=7

1

Ke=72
K, =K =—§—MVZ

31. Calcular la velocidad v de una bala de masa m que al inttoducirse en

un bloque de masa M hace que éste se mueva comprimiendo una longitud
q g

L el resorte que se muestra en la figura. Considere que el bloque se

mueve sin friccidn.

Ua
3<
=
TS W=

-
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Al introducirse la bala en el bloque se tiene un choque completamen-
te Inesldstico, si llamamos V a la velocidad que adquiere el conjun-
to (m + M) despuds del choque, por conservacidn de la cantidad de mo

vimiento lineal se tiene:

mv = (m + M)V oo (D)

y el conjunto (m + M) adquiere una energia cinética:

1

K== (m+ MV

0o

Cuando se detiene, esta emergia cinética se convierte en energia po-

tencial del resorte, esto es:

1 1

5 (m + MV: = 5 k2 =>  (u+ M)V® = k1? . (11)
De (I) y (II)
2 2
(m + M) L. = kL2
(m + MY
2
V2 - kL (m + M)

m2

v = ﬁ- Yk(m + M)

Un sistema formado por dos cubos unidos por un resorte esta sobre una
superficie horizontal sin rozamiento y cuyas caracterIsticas se mues-
tran en la figura. La longitud del resorte sin deformar es de lm,

cuando las masas se separan 1.20m y se sueltan simult@neamente, deter
minar las velocidades y distancias recorridas de cada cubo en el mo -

mento cuando el resorte recupera su longitud no deformada.

0.1 1.00 0.2
Loue |
R
k=103
m
0.1 ’; [(—rrmoeenrs——oxg | | 0.2
1Kg
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Como sobre el sistema
no actila ninguna fuer

za externa (F = 0),la

velocidad de trasla - 2.2:2022:2.2:2: 8% B

cidn del centro de ma |
sa es constante ( R = ] 1.20

constante), pero como I

inicialmente no  hay l

movimiento de trasla-

cidn del sistema ésta v VB
t A CM R ommamem
velocidad es nula W 3
R=0). |
Luego, el centro de L ]
1. 00

masa del sistema per-
s e
manece inmovil con

respecto a tierra.

Por lo tanto, tomaremos como sistema de referencia el CM.

Y aplicando las leyes de conservacidn, se tiene:

- Momentum:
mAvA—mBVB=O = m, V, = mp vy (1)
- Energia:
Ly =tn v+dn v = @) =0 ¥ +n? (11)
2 2 A A 2B B A A BB °°°
Resolviendo (I) y (II), obtenemos MRS :
2 2 mi& 2
k (Ax) =m, VA +mB " \
m
B
2
m m
' 2 _ _A_ 2 - A 2
k(Mx)* = (mA + ) v mA(l +———mB ) v
- / k ' 20 _ 5
VA Mx mA = 2 Y =0.4 3
m, (1 + — |
B
v, = 0.516 m/s



1 .
Ve S Tm VAT i'VA = 0.258 m/s

Observe que hemos obtenido los valores absolutos de v estas ve

AY Vg
locidades son de sentido opuesto como hemos’ considerado al plantear
la ecuacidn del momentum, Vv

es positiva y v_ es negativa.

A B
De la definicidn de centro de masas,en este sistema de referencia,
para los dos estados (deformado, sin deformar), se tiene:

(ver figura)

- mx, -+ mpX, = 0
(111)
[ | -
mAXA + meB 0
Como ¢
x, + % = 1.20 +%3+%i = 1.35
.. (IV)
v 0.2 0.1 _
X' + XB 1.00 + —E—-+-—7— = 1,15
f}} XA bM XB
N 1
0.1 L.20 0,210
I
1 1
XA ICM XB
1 I T
0.1 1.00 0.2

Resolviendo (III) y (IV) se obtienen las distancias recorridas:

1

- mx, + mB(l.Bb - xA) =0~ X, = 1.35 ( —————:H—)
1+ 2
B
- mAxA + mB(l.lS - xA) = 0> XA = L.15¢( 1 — )
1+ —2
g
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S S Y=0.20( ___ET__

A L+ 5

0.20 x = 0.133 m

N
]
(SR S)

para obtener AXB, mas rapidamente, utilizamos el hecho que:
= + Ax
A AXA B

AMB = Mx - AXA =0.2 - 0.133 = 0.067 m

33. Considerando el sistema mostrado en la figura. El resorte de longi-
tud propia 2, es comprimido y al liberarse empuja a las masas m; y
m . Suponga (ue ambas masas llegan simultineamente a los bordes de
la plataforma y que el resorte no estd ligado a ellas. Se conoce

n, = 5 kg, m, = 10 kg y la velocidad de m, al llegar al borde es

v, =3 m/s
| 2o =0, ZFH
Oz rr—io
I |
h=19.62m
TEIN =l B v
Encontrar:

a) La velocidad de la masa mi al salir de la plataforma.
b) El movimiento del CM hasta que tocan tierra.

c) La posicidn donde tocan tierra, ambas masas.

a) La fuerza del resorte es interna al sistema. Mientras estan so -
bre la plataforma, las fuerzas externas son las reaccidn normal y

el peso, que se anulan.No hay friccidn. Entonces:

TFt -0 o P = constante = 0

144



= my le + Hhvzx =0
- m ) - -
= o Yoy T X 3 6 m/s

Al salir de la plataforma actlla solamente la fuerza externa de la

atraccidn gravitacional vertical.

—ext -

F = Ma
cm
Luego
ext -
F =Max = 0=>v, = constante = 0
x cm cm
*em T *eem
FEXt _ oy a == - Mg =M a => a =-g
v y cm ycm y cm
- B S
Yem Yocm 7 g

El tiempo de caida serd para Yem

Yo
/) /19&:25

Como, PX:=O = Vi = constante y v2 L constante. Luego—
X1 = + vy t
X2 T Xyt szt

al llegar a tierra t = t, = 2s , y con:

Vi, = bm/seg Xo; = - 0.1 m

Vay = 3m/seg Ko, = 0O0.lm
se tiene:

Xy = - 0,1 - 12 == 12.1m

X2 = 0.1 + 6=6.1m
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34.

Un vagdn de masa M reposa sobre un plano sin friccidén. Una masa m se
ata en el extremo de la varilla AB, de longitud £,la cual estd pivota
da al techo en A. La varilla se libera del reposo en la posicidn ho-
rizontal. Determinar la velocidad del>vag6n cuando la varilla pasa
por la posicidn vertical. Considerar despreciable la masa de la vari

lla y las fricciones.

. : // v
H /
2% ’ —
n s M
H ~
v o A -
m

Q

LEIUTEL 1B by 5= S5 T S S TS B
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No habiendo fuerzas externas en la direccidn horizontal, se conserva
la cantidad de movimiento lineal Px’ estando inicialmente en reposo
se tiene:

n
P =0 = Mi+mv=0 => V=-=y
X M
Considerando despreciable el trabajo de las fuerzas internas, tene -
mos que la energia mecdnica se conserva esto es, al pasar la masa por

la posicidn vertical se tiene:

AE = 0 =='->-%-mv2 + %-MV2 = mg? =>mv’ + MV’ = 2mgl
M -
Como: v = = — V, se obtendra:
m
2
m = P o+ M? = 2mgs =>MV2(—I%—+1) = 2mg?
o2
finalmente:
Vv o= ~FFEE%T—~__ => Vy = _T?JQ%%___
m (q *D m (a D



35. Un candn de masa M se encuentra sobre un plano inclinado tal como se
muestra en la figura. En un momento dado se dispara un proyectil de
masa m. Si la energia liberada por la explosidn es Q y un tercio de
la misma se transforma en energia cinética del cafidn y proyectil, en

contrar la distancia que sube el cafdn por el plano inclinado.

La fuerza gravitatoria y el rozamiento pueden despreciarse frente a
las fuerzas impulsivas internas. La fuerza normal que hace el plano
sobre el candn en el instante del disparo no puede despreciarse pues
es también una fuerza impulsiva.
Por lo tanto, en la direc. x del plano inclinado podemos considerar
conservacidén de la cantidad de movimiento lineal .
PX = constante y como inicialmente est@n en reposo Px = 0, luego:

MV -mvcos 8 =0

i o X
v W _ 'z
v.

Nos dicen que:

2
Luego:
2 2
e L
m? cos? ©
Obtenemos:
cos? 8
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Una vez que el cafndn comienza a moverse hacia arriba, actiian el peso

y el rozamiento hasta que se detiene.

Teniéndose: Nf = AE
- HMg cosp d = Mgd sen 68 -
gd(sen € + p cos 6)

vz

r| =
E

I
| =
-

)

2gd (sen 6 + p cos 6)

igualando con el valor obtenido de V; se tiene:

cos?®

j=41i D
=3 § ¢ g(sen 8 + pcosB) (M + m cos® 8)

36. Considere el péndulo doble en el instante mostrado en la figura, con

los valores indicados en la misma.

Calcular la energia mecd@nica total del sistema

Av;z&éﬁ%ﬁwv 8, = 30°
6, = 60°
my = 5gr
m =10gr

Tomando en el punto de suspensidn el sistema

(==3
n

, 2 rad/s
, 02 =4 rad/s
» % =10cm

9.2250]1

de coordenadas (x-y)mos

trado:
0]
y
X
- Energia potencial.
U=1U; +Uz =-mgt cosl, — mg(ecosb,+ 2, cosfy)
U=-(m; +m) gty cos 0;- mgl, cos O,
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/3

U=-15x 10"% x 9.81 x 0.1 x —2—10x10_3x9.81x0.05x%
U=- (33 +1) 7% 9.8l x 107
U=-15.2x 1072 J
Energia Cinética.
1 2 1 2
K=K +K =5mv; +5 mv2
2 2
calculo de vy:
x1 = f3cos 0; =>3% = - £;0;sen 8,
, 2 _ 02 °2
vi =X +vyi

°

yi = Lysenf; =y, = 2,0;,cos 0,

(0.1 x 2)% = (0.2)* = 0,04

L1}

vi =22 0 = (u 01)°

cdlculo de v,

X2 = X1 + %2cos 0, = %, =¥ - % 02 sen 92

y2 = y1 + f2senl, = ¥, V1 + % 0,cos 0,

v2 = (%1 - 220;sen 6,) + 1 + Rzézcos 0,)*

®

2 o2 e o 272 .2 . 3
Vs = % - 2%1 820, sen 0, + 2302sen?6, + V1 + 2y1 2202 cosb,+ Qgegcoszez
Vg = }'(% + y‘? + 20,0, (—};1 sen 0, + };1 cos 0, )+ ,Q,géi

L) 4 e

V2 = vi + 2820, (1 0;1senfysend; + 2,0, cos 0;cosfy) + (2, 0,)2
2 >0 s g
v; = vi + 22;220,0; (sen Oysen 0, + cos Oicos 03) + (22 0,)

2 e o o
va = vi + 28 820102c0os (@2 - 01) + (2 6,)?

vi = 0.04 + 2 x 0.1 x 0.05 x 2 x 4xcos(60° - 30°) + (0.05 x 4)2
v2 = 0.04 +0.08 -fg +0.04 = 0.04 (2 +Y3) = 0.149

luego:

K = %- 5x 107%x 0.04 +<§ 10 x 107 x 0.15 = (0.1 + 0.75) x 1073
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K=0.85x 107% J

finalmente la energia total meci3nica sera:

E =

K+ U= (0,85~ 15.2) x 10™® = - 14,35 x 107 J

37. Sea un sistema aislado de tres particulas con masas, posiciones y ve-
locidades dadas en un instante con respecto a un sistema de referen -
cia "0" :

m = l0Kg, 1 = @3, 4, &m, v = (2, 3, 1) m/s
m = 5 Kg, Iz = (b4, 5)m, V2 = (-1,-1,4) m/s
m = 15Kg, rs = (2,-4, L)m, vs = (-2,4, 5) m/s

Calcular:

a) Vom
b) p (cantidad de movimiento

c) K. (energia cinética total

d) Kgey

e) Lo

£) 1

(energia cinética en el

(cantidad de movimiento

(velocidad del centro de masas)

lineal total)

en el sistema de referencia O)
sistema de referencia CM)
angular total con respecto a 0)

angular total con respecto al CM)

SCM(cantldad de movimiento

m vy + mz\72 + m3‘-;3

2) Vem = m +m + m3

reemplazando los valores dados:

T 10022 + 33 + k) +5(-1 - 3 + 4k) + 15(-21 + 43 + 5K)
cm 10 + 5 + 15

(20 -5 -300% + (30 - 5+ 60)3 + (10 + 20 + 75)k

<
[
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cm 30
5 _-1si+85] + 105k
cm 30
v = ls 17,7 ¢
ch = (- 1+ 71+ 3 k)m/s
B)P=(m +m +m) V= (10+5+15)(->2+323 4210
cm 2 6 J 2

P =(-15] + 85] + 105 k)

kg m/s



c)

d)

e)

Las velocidades (rapidez) con respecto a 0 son:

vy =V 22+ + 12 = J14

/-1y + (-1)* +4* = /18

vy =
v, = 2P + 4 4+ 8 = /G5
de aqui,

I(t =%mlv§ + %mzvg + —é—m3v§

=% (10) (14) +% (5) (18) +—§- (15) (45) = 70 + 45 + 337.5 = 452.5J

Las velocidades con respecto al centro de masa son: =V -v

Vscu cm
» 17 » 7 =~ 5 4 1 » 5
Vi gou® (21+33+k)—-(—-— i+zi+zk)=31+275-7k
5 1 5 2 451
Vlscf\/(wz”zf"("i)“ %
1 17 » 7 =~ 1 4 23 = 1~
VZSCM (1—J+4k)—( 7 +——6—J+*2—k)=——2-1——63+§k
1 V547
V2SCM=‘/('”2')2+(“—) "'(2)2= 6
Ly M2, 7g0 34,7, 3¢
V3SCM—(—21+43+5k)—(—21+6 +2k)»—21+63+2k
- 3y 7y 3. _ /20
V3SCM“/('2)+(6)+(2)' 3
de aqui:
- 1 1.2 Lo
Rsom = 7™V gou ¥ 7 mVigey * 7 ™Y 5oy
. 451 547 211
Kgoy = 2(10)( 36)-i- 2(5)( 36) + 2(15)( 3 )=62.64 +37.99 + 43,96 =
KSCM= 144,59 J
La cantidad de movimiento angular con respecto a 0 es:
‘—i-..o = m;f.‘; x‘;, + m2f1x‘72 + m3;3X‘73
1151,



efectuando:

i 3 i
1 x vy =| 3 4 4] = -81 +5] + &k
2 3 1
i 3 t
T2 x V2 =|-4 4 = 211 + 113 + 8k
. |
i 3 k
Fy x T3 =| 2 -4 1| = -24% - 123
-2 4 5

se tendri:

10(-8%1 + 55 + k) + 5211 + 11 + 8k) + 15(-241 - 123)

=
o
1]

( - 80 + 105 - 360)1 + (50 + 55 - 180)3 + (10 + 40)k

=
o
[

Lo =(3351 - 755 + 50k) kgm?/s

f) La cantidad de movimiento angular con respecto al centro de masas
-
sera:

como; L, = L +7T xP => L =L,-r _ xP
Loy P vya los tenemos calculados y ;cm es:

mTr; + mr; + m3r3
cm m + m + m3

(2]

_ 1031 + 43 + 4k) + 5(-41 + 47 + 5k) + 1521 - 4] + &)

10 + 5+ 15
_4oi+ ok _ 4. 8,
- 30 3 3
i 3 k
Calculamos: ©_ x B = | = o & |ac226.672-1803+113.33%
cm 3 3

-15 85 105
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finalmente:

Loy = 33531 - 753 + S50k + 226.671 + 1803 - 113.33k

iscm =(561.671 + 1053 - 63.33Kk) kgm¥s
38. Sobre una superficie horizontal lisa, se encuentran dos particulas

m y mp ligadas a dos puntos fijos A y B respectivamente, tal como

se muestra en la figura. Los elementos de ligazdn son inextensi -

bles y de masas despreciables. A la particula my se le imprime una
velocidad con mddulo v, de modo que estd@ obligada a chocar elidstica
mente con la particula mpy que se encuentra en reposo.

Encontrar:

a) La energia cinética, cantidad de movimiento lineal y angular del
sistema antes del choque.

b) Las velocidades de las particulas despus del choque.

c) La energia cinética, cantidad de movimiento lineal y angular del
sistema despu@s del choque. Comparar con los valores iniciales
obtenidos. (Son los esperados?

d) El tiempo transcurrido despué&s del primer choque hasta que vuel-

van a chocar las masas por segunda vez.

m = _%l.= m
'B
28 ’
Tomando como referencia al punto A, se tiene: )
!
|
iy Lo .
a) Ki = §~m1vi + 0 = 7 W Vo 3
f’. = ml-\;c + 0 =-m VO:‘i -—— - —
i 1 +)
iAi =rxP=201% (-mve]) =-miv, k

b) Conservacién de energla cin&tica: K = constante:

1 1 2 1 _ -
—2—1111\72o =5 mvi +Esz?2' = & = vf + 2v§
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conservacidén de la cantidad de movimiento angular: EA = constante.

A

e mMTiIVe K = ~mrivik - mravek => v, = v + 2w

resolviendo ambas expresiones:

1 -
vy = - -5 Vo t Vi
W+l 42 = o= - F =D I
' v, = %vo Vs
c¢) Tomando como referencia el mismo punto A, se tiene:
1 1, 1 1, 1 2 2 1
Kf =5 mlvf +~§ w,v, = 7>m(— vao) + E{Zm)ﬁg Vo) = 5 m V,
= - - 1 5 2 » N
Pf =mvi + mva = m( 3 Vo)l + 2m( E'VQ)(—J) = - mV,]

LA =m1r1v1(§) + mzrzvz(*i) = m( %—vo)ﬁ - Zml(% vc)ﬁ = -mv,k
f

Por supuesto,como estas tres cantidades se conservan,sus valores

finales son iguales a los iniciales.

- v .
d) Sus velocidades angulares w = ;»alrededor de sus respectivos pun

tos de giro son:

_ X _ 1/3 Vo = Vo = - - o .
wa Ty T 3p - sentido de giro alrededor de A: A
= = .g_/_%_l/_ﬁ. = Yo — . H : . .
wB = 5, = 7L =3 > sentido de giro alrededor de B.(EE

Como sus velocidades angulares son iguales ambos recorren una vuel

ta en el mismo tiempo y volverdn a chocar. El tiempo empleado se

-

ra:

Vas n
= = = T = e = 2
2 wt t " v. 738

Age—
ﬁ\\\\\\\\\jé segundo choque.

re
39. Encontrar la relacidn entre el torque total de las fuerzas aplicadas

a un sistema de particulas, con respecto a un sistema de referencia

SL y el SCM.
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Podemos partir de la relacidn encontrada en el item 6.8 para el momen

tum angular,

SL LSCM

derivando:

»
+d
+
=
]
lav]
+
[t}

Lgp, = R SCM

siendo, R x P=RxM

|
[w]
fal
[=1
®
(=9
Y

Loy = R x scM

rdle
+
e

de la Ley de Newton, para el sistema de particulas,

= mext =z = ext = mext
Lo, =Tq » E=F v ooy = Tsew
se tiene:
@ext -3 = ext mext
SL Rx F + TéCM

Nuevamente, con esta expresidm, se obtiene una idéntica separacidn
para los torgues externos aplicados al sistema. Suma de dos: uno
global, como si todas las fuerzas se aplicardn sobre una particula

de masa M ubicada en el centro de masas, mads otro respecto a &l (CM).

Determinar el momentum angular con respecto al centro de masas para
el caso particular de un sistema de solo dos particulas. Encontrar

la relacidn en funcidn del movimiento relativo entre ellas.

El momentum angular es: LSCM = Tigey ¥ P‘SCM + ?ZSCM X PZSCM

:‘ = => P :-.—
como: Pooy = 0 Prgem P2 gom

m%“Imm=(“mM'?sm)x%sm

pero = T;, , posicidn relativa de la particula 2 res

P Tagem T Tigem

pecto a la 1.

Adem3s, como encontramos en el item 6.4: Vagey T Vi, , sien

-
m + m
1

do vi2 la velocidad relativa de la particula 2 respecto a la l, se
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tiene que: PZSCM = HQVZSCM = _E;“?T_E;' Vip = UV, , donde u es la

denominada masa reducida.

Reemplazando se obtiene:

LSCM = Y12 X W V2

Vemos que el resultado depende de las masas de las dos particulas
(u) y solo de la posicidn y velocidad relativas de una de ellas res
pecto a la otra (rizy viz ), independiente de cualquier sistema de

referencia.

Nuevamente, como vimos en el item 6.4 para la energia cinética el

problema de 2 cuerpos se puede reducir al de 1 cuerpo de masa u.

Se tiene un sistema de solo dos particulas de masas m; y mp. Anali
zar la descripcidn del movimiento de rotacidn alrededor del centro
de masas, si el torque total de las fuerzas externas aplicadas al

sistema es nulo.

156 -

P t - s
Si, ng; = 0, de acuerdo a la Ley de Newton se tendra conservacidn

del momentum angular:

LSCM = constante.

Para un sistema de solo dos particulas, en el item 6.8 hemos encon-

trado que:

_ 2 2 - _
= + =
Loey = (mrxjgoy © mT go)w = I o
luego:
(m rl + mr ) @ = constante
Yigem T "2 scM

Analicemos la magnitud, direccidn y sentido de este vector constante

(igual al momentum angular).

- Direccidn constante: nos indica que el movimiento de las dos par
ticulas siempre serd en un plano perpendicular a esta direccidn.

- Sentido constante: nos indica que el sentido de giro de las dos

particulas alrededor de su centro de masas serd siempre el mismo
(no se invierte).



42,

- Mddulo constante: nos indica que el producto (m, r?

+
1scM T ™

2
T seu®
permanece constante, si bien las posiciones y la velocidad angular
pueden variar, el producto expresado no. (Observe que el médulo w
de la velocidad angular puede variar, si warian las posiciones res

pecto al centro de masas).

Una particula de masa m; se desplaza sobre un plano horizontal con

velocidad vy y dos particulas de masas mp y m3 unidas por una vari-

lla de masa despreciable se mueven con velocidad v, también en el

mismo plano horizontal, como se indica en la figura.

Suponiendo un choque totalmente plastico, calcular:

a) La posicidn del centro de masasrespecto de la masa m; en el momen
to del choque. ‘

b) El movimiento del centro de masas.

c) La velocidad angular de rotacidn alrededor del centro de masas des ’

pués del choque.

m3
—_ 2 =1lm
Vi = 20[1'1/5
vy = 10m/s
V2 e 2
m = mp = M3 = lkg.
Juiy Vi
O""” P
my

a) En el momento de choque el centro de masas estd en una posicidn,
tomando como referencia mp:

_m(0) + m (0) + m3(0)

cm m + m + m3 v
_fm +mp) (0) + m3(e) FA.
ycm m + m + m3 3

b) La cantidad de movimiento lineal se conserva: P = MV = constante.

A

A - -
mvii- (@ +m)vel= (m +m +m)V

7 mv; - (m +m3)v2§

mg + m + m3
5. Ll@o - 200 .
V=0
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Luego, después del choque el centro de masas permanece en la misma
posicidn.
c) Cantidad de movimiento angular antes del choque con respecto al

centro de masas:

ESCM =mr] x v, +myry x v + myri x Vi
donde: r{ = - %—3 v i = (20 - 0)% = 20%
- 1, vi = (-10- 0)1 =-101
N - . 1on
) v} = (~10- 0)1 =-101
- %
r; = § ]
reemplazando y efectuando:
- " 2 ~
Loy = UG 5 Hx20D] +[ - 3 Hx-10D]14 (5 Dx(-10D]} = 10k

Al no haber torques externos, esta cantidad de movimiento angular se
conserva y como la cantidad de movimiento angular después del choque
con respecto al centro de masas en funcién de la velocidad angular w

de rotacidn alrededor del centro de masas es:

y
- . — ms
Loem = ey @
se tiene: CM
~ - w
l% k = ICM m m + m
T X
1 1 2 6 2
R . - 2 2 2 - EAY A Y Ly _ 0 4
siendo: ICM W T Gy + W T2 oy + m3T3 1¢( 3) +1( 3) +l(3) 3 =3

La velocidad angular de rotacidn es:

- 10
w 273

k =15% rad/s

Dos patinadores sobre hielo de 50kg cada uno, se aproximan siguiendo
caminos paralelos y separados 3m. Llevan velocidad de sentidos
opuestos y mddulos iguales a l0m/s, respecto a tierra. El primer
patinador lleva una varilla ligera de 3m de longitud y el otro pati
nador la coge del otro extremo al pasar frente a &€l. Supdngase al

hielo exento de rozamiento.

a) Describir el movimiento del sistema, luego de estar unidos por la

varilla.



b)

c)

Supdngase que uno de los patinadores va jalando de la varilla has
ta reducir a lm la distancia al otro patinador. ¢CuZl es entonces
su movimiento?

Comparar las energias cin@ticas del sistema para los items a) y b),

(Aumenta o disminuye?

a)

El movimiento del sistema se puede describir en dos partes, como
una combinacidn de la traslacidn del CM y la rotacidén de ambos

patinadores alrededor de un eje que pasa por el CM.
z

- \CM S

-~
\ -~
\ i
17/"’vz
- m

X~ 3m

Al no existir rozamiento no hay fuerzas horizontales externas so
bre el sistema y, ademds, al ser la superficie horizontal, el pe
so y la normal se anulan.

- translacidn del CM.

= = ext = -
Teniendose: F = 0 => P = constante => vcm = constante.

Como inicialmente, antes del encuentro: ;1 == y ademas
m = m, la velocidad del centro de masas sera:

- rm;l+ ;

v o= -Vi tmvy

cm m + mp

El CM del sistema estd en reposo respecto a tierra y permanece

después del encuentro, pues Von ©S constante.

Al encontrarse los patinadores giraran alrededor del CM unidos
por la varilla con una cierta velocidad angular.

- Rotacidn alrededor del CM.

. i‘ ext e => = = te.
Teniendose SCM 0 LSCM constante
I‘SCM = my I‘]‘ b 4 F\:']' + m ;'f x \—r-;?
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Al estar quieto el CM es lo mismo resolver respecto a tierra que
respecto al CM, pero no serd asI en general.

Antes del encuentro sera:

L ) 2 N
SCMi = (m 7 vy, + m 7 vy )k
LSCM. = m vV ﬁ

1

Para 2 particulas en funcidn de w, se tiene:

Loey = Tem ®

2
: . - Ly oty o B
siendo: I, = m (3 )E o+ ma ( 7 ) 7
d és del encuentro: L =ln1ﬂ—
espués en : SCMf 5 w
- L _m&vgs _ 2v s~ 20
luego: w =7 = —éz? k = 2 k= = k rad/s
2
~ J'ANPN . 2
observe que: vk = w §-k = v =0 5

b) Considerando ambas situaciones, antes y después,como se muestra

en la figurar

N Vs

Por supuesto el CM no se mueve pues las fuerzas con que jalan son

internas.

L4 :— - :>- =— = -
Teniéndose LSCM constante LSCMa LSCMb >)ICM W,

“b N I wa
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siendo:

- 2 2 Ly L
ICMb m(0.5)* + m(0.5) 2m( > ) 7 m ICM
= a _ 9/2'['[1 _
o I T 1/2m =3
CMb
ICI"Ia = m(l.5)2 + m(l.5)2 = 2m( % 2 = 5w
- - 20
obtenemos: w, = 9 w =9 ~= k = 60k rad/s
b a 3
L 1
R 60 x 5 = 30 m/s

Los patinadores contindlan girando alrededor del CM con &sta velo

cidad angular.

- 1
a) Energla: K = E'mlvf + %~mzvg = mv?
o bien:
- 22 2 _ 1 2
K‘m(z) UJ—ZICMw

con estas expresiones, comparando los valores de Ka y Kb’ se tie

ne:

I
Kb = __j?ﬁi_ ( SE.)2 _:EL_
Ka ICMa wa Va

= (3 =9

il
—~

5 2K

La energia cin@tica aumenta debido a que se ha realizado un traba

jo no conservativo.

44, Resolver el problema anterior considerando ahora que los patinadores

tienen diferente masa, suponga m; = 2m; = 100kg.

a) Translacidon del CM.

Como: m; = 2m v Vs = - v1, la velocidad del CM seri:
- _ 2m2;71 -mz-\;l__l— _l A
Vem 3m) T3vViT3x v

Por supuesto constante, antes y después del encuentro.
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Con coordenadas:

=21m(0)+mzf-=i£ —f
Yem 3mp 3
2/38 p
’
G .. 2mp (X o1 +VE)+my (Xo3 VL) i
cm 3ma s
S 8 CM
1/32 //
_ 2X,,1+x02 1
’ o = Oty e e e ——
my Vi
% =% + l-vt =x + v t (como era de espe )
cm °cm 3 °cm cm m pELas
- Rotacidn alrededor del CM.
ESCM = ml;l x v +mrl x v4
teniéndose antes del encuentro:
w w e v g - T A
= —— L ~ i Ry s o s e B
rf-rj—rcm >vl—vl Vi W TV, T3V T3
2 & s A @ - = 1 = 4 o=
r-l=rz—rcm—>v£=v;—vm=—v;—3—v;=—§v,
L

_ 1,2 2,4 -2
SeM; = (2m 3 23V +mT 2y vk =3mevEk
en funcién de w,
Lsem = Tew ©

teniéndose después del encuentro:

_ I 2 2 _ 2 2
ICM—ZmZ{BZ) +m2(3£) = "3—1'0.29,
o o 2 g =
Lseu ke S
£
Como, ESCM = constante, igualando se obtiene w:

m R v
k = 2% & =2—2E rad/s
my £

W r] | &~

my
e DR
/
&
/!
Vi
v
cm
_____ —l
v i
e 2yl
3



b) Al acercarse a un metro de distancia como se muestra en la figura
3

antes y despu@s, se tiene:

N vé Omz
b ym L
2/3152
2 2
. ) 3xl=3
A4 9 g.\_ _________ e A N P
CM
my v __LX 1 = l‘
1/3241 AB b 3 3
N -
mg v
a
. - 12 24y _2
Como: ICMb—-ZmQ(3) +m,l(3) 3 ™ . "
CcM —5 Mk
a 3
T = 7 =9
2 2 18 C =
ICMa=—3-m29,2 =§m1(3)2 =3 m Mb 3 M
_ Lem, - 20 ~  a
Obtenemos: w = W = 9w = 9 == k = 60k rad/s
b 1 a a 3
cH,
¢) Como en el problema anterior:
I
5 My oo 1,
K~ 1 (5 -V =5 ®" =9
a CM a
a
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CAPITULO VII

DINAMICA DEL CUERPO RIGIDO

— MOVIMIENTO DE TRANSLACION Y ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO:
.ECUACIONES FUNDAMENTALES,

~ MOMENTO DE INERCIA,
- EL MOMENTUM ANGULAR Y LA VELOCIDAD ANGULAR.

- ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE F1JO:
ECUACION DE MOVIMIENTO.

— CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR.
~ ENERGIA CINETICA DE ROTACION.

- RODADURA.

- MOVIMIENTO DE PRECESION,

- CENTRO DE GRAVEDAD.

- EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO: ESTATICA.
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MOVIMIENTO DE TRANSLACION Y ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO: ECUACIONES

FUNDAMENTALES . -

Un cuerpo formado por una distribucidn contInua de materia puede con
siderarse compuesto de masas puntuales discretas. Si la subdividi -
mos en n elementos infinitesimales de masa.Ami, la suma de estos ele
mentos, en el limite cuando n + *© y Ami ~ 0, serd la masa M del

-
cuerpo, esto es:

My

A m,
i

M= 1im
Alni%-o i=1

Considerando elementos diferenciales de masa dm , se tiene:
M= { dn
. - . . M .
Si el cuerpo es homogéneo de densidad uniforme p = v » Se tiene:

M=p f dv

En un Cuerpo Rigido sus particulas tienen una relacidn fija entre s7i,
las distancias entre dos cualesquiera de ellas es siempre constante.
Ninglin cuerpo real es estrictamente rigido, pero muchos cuerpos pue-
den considerarse aproximadamente como tales para que podamos despre-

ciar cualquier deformacidn o vibracidn.

Por lo tanto, en general, el movimiento de cuerpo rigido consta de

un movimiento de translacidn y de una rotacidn. Para describir su

movimiento se necesitan seis coordenadas independientes. Tres coor-
denadas de un punto 0' del cuerpo, respecto a un sistema de referen-
cia 0(x, y, z), fijan su movimiento de tramslacidn. Otras tres coor
denadas angulares especifican la orientacidn del sistema de referen-
cia 0" (x', y', z') fijo al cuerpo, respecto a 0, en su movimiento de

rotacidon., Ver fig. 7.1,
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x /L/’§\
trayectoria
(movimiento de translacidn)

Fig. 7.1-Movimiento de translacidn y rotacidn de un cuerpo rigido.
_ Por simplicidad de dibujo se muestra el caso

de xlix"llw., Ver la fig. 2.1 que mostraba solo su movimiento

de translacidn, ahora el cuerpo gira conforme se traslada.

Pudiendo considerarse el cuerpo rigido como un sistema de particulas,
sistema particular como hemos especificado, todas las expresiones ge
nerales desarrolladas en el capitulo anterior se podran aplicar para

el cuerpo rigido.

Luego, el movimiento de translacidnm de un cuerpo rigido puede descri
birse con el movimiento de su centro de masa como si fuera una parti
cula de masa M sobre la cual act@ia la resultante F de las fuerzas ex
ternas aplicadas al cuerpo de masa M. Entonces, con respecto a un

sistema inercial, :

|
1
=

(LR

cm

La solucidén de ésta ecuacidn diferencial nos describe el movimiento

de translacidén del cuerpo rigido., El movimiento de una particula lo
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hemos tratado con suficiente profundidad y extensidn en los primeros
capitulos, por lo tanto, no es mecesario insistir m&#s sobre la tras-—

lacién de un cuerpo rigido.

Para describir el movimiento de rotacidén de un cuerpo rigido, en un
sistema inercial tenemos la ecuacidn fundamental:
T, - 4L
dt

ObserQe que si determinamos Toy iorespecto a un punto cualquiera ar-
bitrario que se mueve en forma complicada &sta ecuacifn no se cumple,
recuerde que se obtuvo con respecto al origen O de un sistema de re-
ferencia inercial. Sin embargo, también recuerde que en el capitulo
anterior establecimos que el movimiento de un sistema de particulas
se puede separar en dos, el movimiento de translacidn de su centro de
masas y el movimiento de rotacidén alrededor de dicho centro de masas.
Por lo tanto, se podrd utilizar esta ecuacidn si se toma con respec-

to al centro de masa del cuerpo, cualquiera que sea su movimiento.

El estudio general, a partir de esta ecuacidén fundamental, del movi-
miento de rotacidn de un cuerpo rigido es bastante complicado que es
capa al nivel de este libro. Nos limitaremos a considerar sdlo algu
nos casos particulares, principalmente estudiaremos el caso bastante
frecuente de rotacidn de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo en

un sistema inercial, otros casos serdn el de rodadura y el trompo.

La complejidad comienza con el cdlculo del momentum angular Lo, en
general su relacidn con la velocidad angular w no es simple. Hemos
visto con anterioridad para un par de casos particulares,de una y
dos particulas,que si tienen una relacidn sencilla mediante una can
tidad que evalua la inercia a la rotacidn. Cantidad muy importante
para estudiar el movimiento de rotacidén de un cuerpo rigido, luego
primero la definiremos y calcularemos para algunos cuerpo geométri -
cos. Despuds continuaremos el andlisis de la relacifn entre Loy ws
una vez calculado L, podemos derivarlo e igualarlo a la suma de los
torques aplicados al cuerpo, tal como lo establece la ecuacidn funda

mental o segunda Ley de Newton.
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MOMENTO DE INERCIA.-

Para un sistema de particulas el momento de inercia, algunas veces
denominado tambi&n como inercia rotacional, con respecto a un eje
de rotacidn particular es una cantidad escalar definida como la su
ma de los productos de las masas de las particulas por los cuadra-
dos de sus distancias respectivas a ese eje. Si desigﬁamos a esta

cantidad por Ie, o simplemente I, se tendra:

H
"
i)
=]
2l

i=1

En el sistema internacional SI, las dimensiones del momento de iner
cia se expresan en: Kg - o’ .

Si se tiene una distribucidn contInua de materia, como el cuerpo ri-
zido, la suma 2 se convierte en una integracidn f que compren

de a toda la masa M del cuerpo, esto es:

—
it

= f r? dm

y si el cuerpo es homogéneo de densidad constante y uniforme p =<% 5

entonces:
I zp f r? dv

donde la integral abarca todo el volumen V del cuerpo.

Para cuerpos de forma geométrica sencilla y para algunos ejes, la in
tegral del momento de inercia puede evaluarse relativamente facil.
Como ilustracidn evaluaremos el momento de inercia.de algunos cuer -

pos uniformes de masa total M.

- Varilla delgada de longitud L, con respecto a un eje perpendicular

a ella y que pasa por su centro,.

L/2 L/2 I=[r’dm = p [r’dv = paAfx’dx

. P2 Mo w
(r===—c==== ey === - L] 3 3L 8

.% ~-L/2

X X

=L 2

MM Pom "%
PEY T A PR T



- Aro delgado de radio R, con respecto a un eje perpendicular a su pla
no y que pasa por su centro.
Es frecuente denominar a este eje como eje polar y su correspondien-—

te momento como momento de inercia polar.

I= erdm,= pjrzdv = pRzA j ds
2R
MR _MR
I_ﬂ-s = o 2R
o
I=MR

Resultado obvio, ya que, en este

o= %.: Li - o = oR’A = %5 caso, toda la masa del aro equi-
T dista la distancia R del eje po-
dv = A ds

lar.

-~ Disco o cilindro de radio R, con respecto a un eje perpendicular
al disco y que pasa por su centro.
Nuevamente como en el ejemplo anterior, podemos denominarlos eje

polar y momento de inercia polar.

I= frzdm = pfrzdv = 2nep[r3dr
R
L= - 2 x®
= 21ep |—- = - 7
4 24
o
.}
1= 5 MR
Observe que, a igualdad de masa,
M M 2M . . .
p = §'= —_— 2mep = — el momento de inercia del disco
nR?e R?

es menor que el aro.
dv = 271r dr e

Conociendo algunos momentos de inercia, existen dos teoremas muy

dtiles para encontrar de forma simple otros momentos de inercia.

171




— Teorema del momento de inercia polar de una placa:

El momento de inercia polar de una placa con respecto a un eje perpen
dicular a la misma es igual a la suma de los momentos de inercia de 1la
placa con respecto a dos ejes perpendiculares en el plano de la placa

los cuales se intersectan con el eje polar considerado.

¥ Tomemos dos ejes rectangulares
x e y en el plano de la placa y que
se intersectan con el eje polar da-
do que denominaremos z, cOmo se mues
tra en la figura 7.2. Considerando

un elemento diferencial de masa dm,

x €l momento de inercia polar serid:

= 2 - 2 2
IZ fr dm f(x + y“ )dm
z IZ = fyzdm + f x> dm

_ (.2

Fig.7.2-Momento de iner L= fy dm

. — Pero:

cia polar de 2

I = fx dm

una placa. y

IZ = IX + I
-3 luego: IZ = IX + Iy

‘Como ejemplo, conociendo el momento de inercia polar de un disco en-
contrar su momento de inercia respecto a un didmetro.

Por simetria: IX =1

luego : I =1 + I = 21
z X y X

MR?

N~

como cCOonocemos : Iz =

se tiene: IX = %—MR2

-Teorema de Steiner o de los ejes paralelos:
El momento de inercia IP de un cuerpo respecto a un eje dado es
igual al momento de inercia Icm del cuerpo respecto a un eje parale
lo al anterior y.que pase por el centro de masa, mis el producto de
la masa M del cuerpo por el cuadrado de la distancia h que hay entre

ambos ejes.
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Consideremos un cuerpo de forma arbitraria y una seccidn transversal
del mismo que contenga al punto P y al CM. Denominemos a los ejes
paralelos que pasan por esos puntos como z y z' respectivamente, Para
facilitar la demostracidn escogamos los ejes de coordenadas P(x,y,z)
y CM(x'", y', z') como se muestran en la fig. 7.3. Por claridad no se

muestra el cuerpo ni la seccidn transversal.

'l

dm
XI
1 T
>4 ry
T 1
- X y
yi
]
! x e
cm e
z - >

Plano que contiene al ele-
mento diferencial de masa
dm.

Fig. 7.3-Teorema de Steiner o de los ejes paralelos.

- 2
IP = ICM + Mh

Tomando un elemento dm, por definicidn se tiene:
2
= r“dm
= f

De la figura, de acuerdo a los ejes escogidos, se tiene las siguien -

tes relaciones:

r’ =x° +y x=x_  +x'
cm
r12_ xv2 + yv2
2 2 2 1
= + = +
b *m " Yem Y= V%em 7Y
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reemplazando y efectuando:

= 2 2 = (1 2 [} 2
I = [ +y )dm [[@ +x )7+ ' +y ) ]dn
= 12 12 2 2 . v J
IZ = j(x + y'“)dm + f (Xcm + ycm)dm + f 2 X ¥ dm + f 2 Yem ¥ dm
_ 2 2
I fr' dm + h f dm + 2 X o fx'dm + 2 Yem f y'dm

por definiciones:

f r'? dm = Iz,

J dm =M

[ x'dm = Mx! =0

fy'dm=My(':m=0
luego:

I =1, +MHh?
zZ YA

por lo tanto, finalmente:

I =1, +Mh?

P CM
Como ejemplo, conociendo el momento de inercia de una varilla com res
pecto a un eje perpendicular que pasa por su CM, encontrar el momento
de inercia con respecto a un eje paralelo al anterior y que pasa por

un extremo de la varilla. Aplicando el teorema de Steiner:

= 2 _ L oyp2 L2 __4 2 _ 1 2

I= T+ M =z M2+ () =5 MO = ML

- Radio de Giro: Cualquiera que sea la forma de un cuerpo, siempre
serd posible encontrar una distancia radial al eje dado en la cual

se podria concentrar toda la masa del cuerpo para tener igual momen
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to de inercia al del cuerpo respecto a dicho eje. A esta distancia

se llama radio de giro K, teniéndose:

= — = X
MK =1 => K= -

En la practica es conveniente definir esta cantidad. Los radios de

giro para los ejemplos desarrollados anteriormente serdn:

. Varilla, eje perpendicular por el CM: I = Il' ML} => K = 8
2/3
. Aro, eje polar por su CM : I = MR? => K =R
. . 1 2 - R
. Disco, eje polar por su CM:I = 5 MR*® => K= —
V2

Observe que, en general, la masa del cuerpo no puede considerarse

como concentrada en su CM para clacular momentos de inerica.

7.3 EL MOMENTUM ANGULAR Y LA VELOCIDAD ANGULAR.-

Como ya se ha mencionado anterioremente la relacidén entre L, y w no
es sencilla, Aqui nos limitaremos a analizar esta relacidn para
cuerpos rigidos que rotan alrededor de un eje fijo en un sistema de -
referencia inercial. En el apéndice 1 se presenta adicionalmente una

introduccién para el caso m3s general de rotaciones alrededor de un

punto fijo.

Consideremos un cuerpo rigido que rota con velocidad angular w alre-
dedor de un eje fijo en un sistema inercial, que tomaremos con  su
origen O y eje z de coordenadas coincidente con &€l. Por lo tanto,
w=wk., Una particula o elemento diferencial dm de este cuerpo se
mueve en una circunferencia de radio a = r sen a alrededor del eje z
y con una rapidez v = a w (todos los elementos o particulas del cuer

po tienen igual velocidad angular w), tal como se muestra en la fig.
7.4
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Fig. 7.4-Un cuerpo rigido rota con velocidad angular w
alrededor del eje z de un sistema inercial.

Se muestra una particula o elemento diferen -
cial dm de este cuerpo, por claridad no se di

buja el cuerpo.

También se muestran los vecto-

res correspondientes al elemento dm: r, p y fo.

El momentum angular del elemento dm respecto al origen O, serd:

DR

rxp =

r x v dm

como r y v son perpendiculares, el mdédulo de este vector es:

Lo

r v dm = con:

, se tiene: %,

a

r = ———
sen o

v=aWw

su direccidn es perpendicular al plano formado por r y

un dngule o con el radio horizontal de giro a.

un vector que no tiene la misma direccidén de w.

la direccidn de w serd:

loz

Lo

sen o

2

sen o

a® dm

w sen a = (a2 dm)w

Por lo

Su componente

( a? dm

sen o

[}

Jw

v, teniendo
tanto, Eo es

en



2 - .
Observe que a° dm es el momento de inercia de la particula respecto

al eje z.
Continuemos, la componente z al momentum angular total del cuerpo ri
gido respecto al origen O, se obtendrd sumando todos estos valores

2, _, €sto es:
V4
- _ 2
Lo, = f Lo, = ( /] @%dm) w

1llamando I al momento de inercia del cuerpo rigido respecto al eje z,

I= f a® dm
se tiene:
L“z =T w

Como w tiene la direccidn z, podemos escribir vectorialmente:

Lo Iw
z

Note que no podemos asegurar que el momentum angular total L, vy w
tengan la misma direccidn, mas bien, en general se tiene que:
L, # I w.S8lo en algunos casos particulares se podri obtener una

igualdad en esta relacidn como veremos a continuacidn.

Consideremos ahora un cuerpo rigido simétrico con respecto a un eje
y que rota con velocidad angular w alrededor de ese eje, que denomi
naremos nuevamente por simplicidad como eje z. Luego, como el cuer
po es simétrico respecto al eje de rotacidn, para cada elemento dm

del cuerpo que consideramos habrd@ otro elemento de masa idéntico que
se encuentra en una posicifn diametralmente opuesta a la misma dis-—

tancia del eje de rotacidn.
Para calcular en este caso el momentum angular, tomemos dos de estas

particulas o elementos, que denotaremos con subindices 1 y 2, como

se muestra en la fig. 7.5
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Fig. 7.5 -Un cuerpo rigido simétrico rota con velocidad angular
w alrededor de su eje de simetria z. Por claridad no
se dibuja el cuerpo y se muestra un corte o seccidn
transversal que contiene a dos particulas o elementos
dm y dmy del cuerpo situados en posiciones diametral
mente opuestas. Tambi&n se muestran los momentum an-
gulares con respecto a O de estos elementos y su suma:
(Lo1+ Eoz), por comveniencia los vectores se han tras
ladado hacia el eje central de rotacidn,

Los momentum angulares de estos dos elementos con respecto a 0 tie-
nen igual magnitud, como hemos visto anteriormente, su valor es:
2’ dm

o = sen o ) w

también, las direcciomnes de ambos estan en un mismo plano con el eje
y se elevan igualmente um &ngulo o con relacidn al plano horizomtal
de giro, pero sus orientaciones gon opuestas respecto al eje z.

Por lo tamto, sus proyecciones sobre el plano horizontal siendo igua
les y opuestas al sumarlas se anulardn. Sus componentes sobre el

eje z son iguales y del mismo sentido, teniendo cada una como valor:

loz = (2% dm) w
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7.4

Luego, el vector resultante tiene la direccidn z como se indica en la
fig. 7.5.

Como (E,g + Eoz) vy w tienen igual direccidn y sentido para cada par
de estos elementos, el sumar para todos los elementos del cuerpo rigi
do simétrico se tendrd que L, y w también tienen igual direccién y

sentido, obteniéndose:

Ly = j E°z = fa? dm) w

En cursos mds avanzados de mecdnica se demuestra que cada cuerpo rigi
do, independiente de su forma, tiene una terna de ejes perpendicula -
res entre si en su centro de masa, de modo que si el cuerpo rota en
torno a alguno de ellos Lo y ® estin también relacionados por:

L, = In. Estos ejes se denominan Ejes Principales de Inercia (Lea el

apéndice 1).

Resumiendo, si un cuerpo rigido rota alrededor de un eje fijo se tie-

ne que:

en general:

Lo # I w

si el cuerpo es simé@trico respecto a ese eje:

i, =T1uw

si el gje es uno de los ejes denominados ejes principales de inercia,

asi el cuerpo no sea simétrico respecto a &l, tambi&n:

Lo =1

ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIJO. ECUACION DE

MOVIMIENTO.~-

El movimiento de rotacidn de un cuerpo rigido alrededor de un eje fi

179




180

jo en un sistema de referencia inercial es un caso particular muy
frecuente e importante en el estudio del cuerpo rigido. Como hemos
visto anteriormente su movimiento general puede separarse en el mo
vimiento de translacidn de su centro de masa y en el movimiento de
rotacidon alrededor del centro de masa. Por lo tanto, cuando nos
referimos a rotaciones en torno a un eje fijo en un sistema iner -
cial incluye el caseo de rotaciones en torno a un eje que pase por
el centro de masa, asi no esté fijo en el sistema de referencia iner
cial, siempre y cuando el eje movil se mantenga en todo instante pa

ralelo asimismo (eje fijo respecto al CM).

En el item anterior hemos encontrado, para este caso, que:
L, =1w
aplicando la Ley de Newton, en este eje se tiene:

= d Lo

- z -3 az
Tog = at " ac Tw)
luego:

o Tt

=31
N
1l

Como T“z’ w y 0 tienen la misma direccidn, a lo largo del eje fijo

de rotacidn, para resolver este caso particular nos bastard la rela
cién escalar de la ecuacidn del movimiento, considerando a tales vec
tores algebraicamente con dos sentidos opuestos, mas y menos. Esto

es:

Esta es la ecuacidn de movimiento o Ley de Newton para rotaciones en
torno a un eje fijo, como F = ma para el movimiento rectilineo de
translacidén. Por lo tanto, el momento de inercia I es una cantidad
que valora la resistencia que el cuerpo ofrece a cambiar su movimien
to de rotacidn (w) por la aplicacidn de un torque dado, asi como la

masa m lo hace en el movimiento de translacidn.

Analicemos la rotacidn de un cuerpo rigido alrededor de un eje fijo

cuando se aplica sobre &l una fuerza F en un punto P como se muestra



en la fig. 7.6. EL cuerpo estd ligado al eje z que se mantiene fijo

por medio de cojinetes en ambos extremos.

AT 2
~7 4 Z
= - _
T, T F
|
Ly
mm |?°Y 0
S y
T
°x

Thre .

Fig. 7.6= Una fuerza F actiia en_un punto P de un cuerpo rigido
ejerciendo un torque T, sobre el cuerpo, que por cla-
ridad no se dibuja. El cuerpo puede girar libremen-—
te alrededor del eje z que se mantiene fijo por me—-
dio de cojinetes en ambos extremos. Las reacciones
R deben producir un torque que anulen las componen -

T =
tes To y oy

Como se tiene un cuerpo rigido, la fuerza F que actiia en el punto P
ejerce un torque %o =1 x F sobre el cuerpo. En general, el vector

T, no estard dirigido sobre el eje alrededor del cual puede girar

el cuerpo. Solo la componente T“z a lo largo del eje puede hacer que
el cuerpo gire en torno.de dicho eje z. La proyeccidn del torque so-
bre el plano xy perpendicular al eje tienden a hacer girar el cuerpo
tratando de sacar al eje de su posicidén fija, por lo tanto, los coji-
netes reaccionaran ejerciendo fuerzas perpendiculares al eje que trans
mitiran al cuerpo produciendo un torque, respecto a 0, que serd perpen
dicular al eje con direccidn opuesta a la mencionada proyeccidn, es

decir, de modo tal que anule los componentes Tox y T°y'

Analicemos también la rotacidn de un cuerpo rigido que gira con velo-
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cidad angular w en tormo a un eje fijo no existiendo ninguna fuerza

F que actile directamente sobre el cuerpo, en este caso se tendraque:

T;Z =0 =>q =0 => = constante
Si el cuerpo no es simétrico con respecto al eje de giro, las fuerzas
de reacecidn en los cojinetes producen un torque que serd perpendicu -
lar al eje en todo instante y la velocidad angular w permanecerd cons
tante., Como ejemplo consideremos una barra con un eje de rotacidén fi
. -
jo que pasa por su centro de masa formando un angulo a con ella como

se muestra en la fig. 7.7 (a).

)é‘/’/ " B

|l
o

€1

/I/ (a) (b)
O —plo—

NPT e e
asimetrico simetrico

Fig. 7.7 —Cuerpo_rigido (barra) que gira con velocidad angular cons-
tante w alrededor de un eje fijo que pasa por su centro
de masa O.

Como hemos visto, el momentum angular de cada elemento dm  respecto
al origen O, es:

Lo =¥ X p =1 X Vv dn
su direccidn es perpendicular al plano formado por r y v, en este ca

so, para cualquier elemento es perpendicular a la barra y como puede

comprobarse aplicando la regla de la mano derecha el producto vecto-
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rial r x v todos tienen igual direccidn y sentido. Por lo tanto, su
suma, el momentum angular tetall, serda perpendicular a la barra como

se muestra en la fig. 7.7 (a).

Loy w no son paralelos y forman un plano, el momentum angular L, gira
con la barra en tormno al eje fijo de rotacidn permaneciendo su magni-

tud constante como lo establece la relacidon fundamental:

%o dL,

Las reacciones R estardn en el plano que forman Loy w vy producirin
el torque T, que serd perpendicular a dicho plano en el sentido de gi

ro, teniéndose:
T, L L, =>at, 1l 1,

luego, L gira con velocidad angular w alrededor del eje manteniendo
su magnitud constante. Observe que las fuerzas de reaccidn R y el
io giran con el cuerpo manteniéndose en todo instante la perpendicu-
laridad de dL, v Lo. Note tambidn que el torque no tiene componente
sobre el eje de giro, T°z = 0, por lo tanto la velocidad angular w

permanece constante.

Si el cuerpo es simétrico respecto al eje de giro, como se muestra
en la fig. 7.7(b),el momentum angular total L, tiene la direccidn de
w y permanece constante de acuerdo a la ecuacidn fundamental:

T dL,

° dt

no existiendo fuerzas de reaccidn en los cojinetes, teni&ndose:
T, = 0 => L, = constante

. Comentario: cuando se tiene un cuerpo asim@trico giratorio se pro-
duce un '"cabeceo'" del eje en los cojinetes, en cambio, si es simé-
trico, no existe tal cabeceo. Si la velocidad de giro es alta se
tendran esfuerzos internos inportantes en los cojinetes acompanado
de vibraciones, efectos que causan serios problemas a los motores

y maquinas que tienen piezas giratorias, tales como las turbinas,
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Generalmente los elementos se diseflan sim@tricos, pero en la prac
tica hay que hacer las correcciones necesarias con exactitud para
subsanar las pequefias deficiencias de fabricacidn, montaje y pos-
terior mantenimiento. Por todo esto habri que recurrir a la téc-
nica del "Andlisis Vibracional" y al "Balanceo Dinf&mico". Es co-
nocido que el desbalance en las llantas de los automdviles produ-
cen vibraciones que se transmiten a la direccidn y que cuando se
alcanza cierta velocidad, por resonancia, efecto que estudiaremos

mas adelante en el capitulo de oscilaciones, es de mayor amplitud.

Hemos planteado la ecuacién de movimiento para la rotacidn de un

cuerpo rigido en torno a un eje fijo cualquiera en un sistema de re-

ferencia inercial, T°z = Io, adicionalmente diremos que si el eje es

un eje principal de

L,

aplicando la Ley de

luego:

siendo I el momento

inercia, ver item 7.3, como:
= Iw
Newton se tiene:

dL,
dt

it

d -
T (Iw)

i
—
Q

de inercia respecto al eje principal de inercia

y o la aceleraciéq angular de giro alrededor de dicho eje.

CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR.-

Si el torque total sobre un cuerpo rigido es nulo, el momentum angu-

lar se conserva, esto es:

si, => T, -0 => e g
io = constante.

Cuando un cuerpo rigido rota alrededor de un eje fijo, tenemos:

L°Z=IZ)

y T, =1a



Luego, si T°2 = 0, entonces: o = 0 y w = constante.

Un caso relevante de la conservacidn del momentum angular es cuando

el momento de inercia I de un cuerpo respecto al eje fijo de rota -

cidn puede cambiar por una modificacidn de la configuracidn de  sus

partes, variando de una forma rigida a otra. En este caso la conser
.

vacidn del momentum angular se expresa como:

Loz = Ty = constante = Ty = Iz w

Si I cambia, w debe cambiar a pesar de que T°z = 0. Como I depende

del cuadrado de la distancia de los elementos del cuerpo al eje de

rotacidn, variando estas distancias se puede obtenmer una considera -

ble variacidn de w.

Recuerde que el caso de eje fijo incluye el caso de eje que pasa por

el CM manteniéndose paralelo asi mismo.

Los bailarines, patinadores, acrdbatas, trabecistas, clavadistas,etc,
frecuentemente utilizan este principio. Cuando saltan con una cier-—
ta velocidad angular respecto a un eje que pasa por su centro de ma-
sa, recogiendo sus brazos o ambas extremidades, segiin sea el caso, ha
cia el eje de giro, reduce su momento de inercia aumentando su velo-
cidad angular y mayor serd el nlimero de revoluciones que podrd dar en

el tiempo de vuelo, antes de caer.

Para recalcar este hecho e ilustrar la ley de conservacidn del momen
tum angular, seguramente su profesor hard en clase una exhibicidn de
mostrativa diddctica, utilizando una plataforma o banco giratorio al
rededor de un eje vertical, pesas auxiliares, una rueda de bicicleta,

y la colaboracidn de un estudiante. Ver fig. 7.8.
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(2)
Fig. 7.8 — Conservacidn del momentum angular alrededor de eje fijo.

El momento de inercia I disminuye, la velocidad angular
w aumenta,

ENERGIA CINETICA DE ROTACION.-

Cuando un cuerpo rigido gira alrededor de un eje fijo con una veloci
dad angular w, un elemento de masa dm situado a una distancia perpen
dicular r del eje de rotacidn, tiene una velocidad v = r w. Luego,

R 1 2 1 ) - .
su energia cinética es: §>dm Vo= i—dm r“w” y la energia cinética to

tal del cuerpo sera: ( f rzdm)mZ, Como frzdm es el momento de

2
inercia I del cuerpo respecto al eje de rotacidn, se tiene:
i 2
= =1 :
K 5 w

Por lo tanto, la energia cinBtica de rotacidn de un cuerpo rigido al
rededor de un eje fijo tiene una expresidon analoga a la de la ener -
gia cinética de translacidn de un cuerpo. Nuevamente vemos la corres
pondencia que existe entre el momento de inercia I y la masa M, y en

tre la velocidad angular w y la velocidad lineal w.

Analicemos ahora la relacidn Trabajo-Energia cuando se aplica una



fuerza F a un cuerpo rigido que puede rotar alrededor de un eje fijo
z. En un tiempo dt, un punto P del cuerpo se moverid una distancia -
ds siguiendo una trayectoria circular de radio r al girar un angulo
a9, teniéndose ds = r d6, ver fig. 7.9. El trabajo dW hecho por 1la

fuerza F durante la rotacién 46 es:
= F.ds = = y
dwW F.ds Ftds Ftr de

en donde Ft es la componente
de F en la direccidn de dS.

Pero, F&rves la magnitud de \
la componente del torque ins A
tantdneo sobre el eje de ro- ~
faciSn, T 2 ejercido por la

o 9
accidn de F sobre el cuerpo. ds A\ p
Luego: dwW = T, de
& z é?;/ 7 I

. - \
Esta expresidn para el traba- ﬂ\ %
I

jo diferencial efectuando en 0
la rotacidn en torno a um eje i
fijo es andloga a la expresidn //f

del trabajo diferencial efec -
lo /

Fig.7.9-Trabajo hecho por una fuer
largo de una linea recta, za F en un desplazamiento
dW = F dx. : angular d@ . Por simplici~

X dad no se muestra el cuer-
por rigido.dW =Tozd9

tuado en la translacidn a

Si sobre el cuerpo act{ia mas de una fuerza, la componente del torque

resultante sobre el eje z, algebraicamente se tendri:

To, =T, +T, + T, +...+ T, vy el trabajo diferencial total
z z z z3 z

! n

2
sera:

dw = T, ds
z

En el item 7.4 hemos establecido que la ecuacidn de movimiento para

rotaciones de un cuerpo rigido en torno a un eje fijo es:
T, =Ia=1-—

luego, reemplazando en la expresidn del trabajo se obtiene:

do s - 199 40 - Tudw

dw =1 3¢ dt
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finalmente, el trabajo total entre dos estados 1 y 2 seri:
W = | Iwdw =

Esto es, el trabajo del torque resultante es igual al cambio de la
energia cinética de rotacidn, en analogIa con la relacidn trabajo-

energia para el movimiento rectilineo de translacidm.

Para obtener la potencia instantdnea P en el movimiento de rotacidn
alrededor de un eje fijo, consideremos nuevamente la expresidn dife
rencial del trabajo para un desplazamiento angular dff, teniéndose

en un dt:

Nuevamente, obtenemos una expresidn rotacional an3loga a P = F v co-

rrespondiente al movimiento rectilineo de translacidn.

Antes de seguir adelante, analizando algunos movimientos en los cua-
les el eje de rotacibn no estd fijo, aprovechemos la oportunidad pa-
ra resumir la analogia que hemos encontrado repetidamente entre el
movimiento rectilineo de translacidén y el movimiento de rotacidn de
un cuerpo rigido en torno a un eje fijo.

-~ Inercia: «o.. m(masa) <> I(momento de inercia)

- Cantidad de movimiento,
Momen tum ceoo P

]
]

mv <> 1L, Iw

- Ecuacidn de movimiento,

Ley de Newton. cees F=ma T, = Ia
- Trabajo. ceee W= fP‘dx<§=€>W = f T, d6
- Energia Cinética seos K= %mv2 <&E=>K = % I w?
- Potencia vese P=Fv P =T, w



7.7

RODADURA. -

Hasta ahora s6lo hemos considerado cuerpos rigidos que rotan alrede-
dor de un eje fijo. Cuando un cuerpo rigido rueda se tiene un movi-
miento combinado de translacidn y rotacidn. Consideremos un disco

o cilindro, de masa M y radio R, que rueda sin deslizar sobre una su

perficie horizontal como se muestra en la fig., 7.10

Si el disco gira con una velocidad
angular w transladandose con  una
velocidad lineal Vem? rodando, es-

tas dos cantidades estdn relaciona

das

dado que: ds = R d @
ds d e S ) SN FAEP EINENEA S
T

se tiene: Vom = R w Fig. 7.10.- Disco rodando.

velocidad angular w
velocidad lineal Von

P punto de contacto.

Recordemos ahora, como vimos en el item 6.4, la energia cintica to-
tal en un movimiento combinado de tramslacifn y rotacidn puede expre
sarse como:

1
Kop =2 M Vem + Kgon
El primer término estd asociado con el movimiento de translacién del
centro de masa, y el segundo t&rmino con el movimiento de rotacidn
respecto a un eje que pasa por el centro de masa del cuerpo rigido.
El disco rueda manteniéndose en el plano de la figura, luego, el eje
se mantiene paralelo asimismo y como vimos en el item 7.4 este caso
puede considerarse como eje fijo. Por lo tanto, la energia cindtica
respecto al centro de masa, conforme hemos encontrado en el item an-
terior, sera:

1

- = 2
Koem = 7 T @

y la energia cinética total:

1

K=-ZMV2 + L w2
cm

2 CM
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2 .
MR®, se tiene:

Si el momento de inercia del disco es: ICM =

2

! L .
K = 5 M ch + 7 M(R w)

como: R w= v _, queda:
cm

3
k=7 M Vim

Observe que en este caso se tiene:

%—K = %—M vim => Energia cinética de Tramslacién del CM.
% K= %vM vém ==> Energia cinética de rotacién alrededor del CM.

Tambi&n podemos hacer la siguiente transformacidn de la expresidn de

la energia cin@tica total, que nos conducir3d a una interesante inter
cs e .

pretacidn fisica, veamos:

Como: v = R W se tiene,
cm

L 2 1 2 _ 1 2 2
K—ZMRdJrZ I, @ =75 R +1I,)w
Recordando el teorema de Steiner: IP = ICM + MR* en donde IP es el

momento de inercia respecto a un eje paralelo que pasa a través del
punto de contacto P, eje que se denomina Eje Instantineo de Rotacidn.
La energia cinética total toma la forma:

- L 2
K = 7 IP w

Por lo tanto la rodadura de un cuerpo rigido puede ser considerado
equivalentemente como una rotacidnm pura en torno al eje instant3neo

de rotacidn.

MOVIMIENTO DE PRECESION,-

Consideremos tambi&n otro caso particular de rotacidn de un cuerpo ri
gido en torno a un eje mdvil: Movimiento de un Trompo Simétrico con

un punto fijo en un sistema de referencia imercial.



En la fig. 7.11 se muestra, en un instante dado, a un trompo que gira

rapidamente con una velocidad angular w en torno a su eje de simetria

manteniendo su punta fija en el origen O, como pivote,de un sistema

de referencia inercial (x, y, 2).

El eje del trompo formando un an -

gulo 0 con el eje vertical z, se mueve de manera relativamente lenta

en tormo a la vertical en un movimiento llamado de precesidn,

una velocidad angular de precesidn abP ( Wy << w).

(a)

Con

(b)

Fig. 7.11- a) Trompo sim&trico com un punto fijo O.

b) Movimiento de precesidn del eje del trompo alrededor

de la vertical.

Si el eje de simetria del Trompo estuvierz fijo en el espacio, como

vimos en

el item 7.3, se tendria: Lo = I .,

Pero &ste eje estd ro-

tando en torno a la vertical, luego: L, # I @ , esto es, L, no coin-

cide con
asumido,

respecto

el eje del trompo.

la desviaciln que se presenta por este efecto, de L,

a W que estd sobre el eje, la podemos despreciar.

Sin embargo, si w

<< w, como hemos
con

Por 1lo

tanto; podemos considerar que L, y & son coaxiales y que L, rota con

el eje del trompo en torno al eje z como se muestra en la fig. 7.11.

La fuerza R en el apoyo O no ejerce torque respecto a &l.

El torque
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resultante es debido al peso mé, que actiia hacia abajo en el centro de
masa o centro de gravedad como sabemos por cursos anteriores, y que
precisaremos con mas detalle posteriormente en este mismo capitulo,
luego:

To =T x mé

La direccidn de T, es perpendicular al plano formado por r y é, y por
lo tanto al eje del trompo en el sentido indicado en la fig. 7.11, con
magnitud:

To =m g r sen(l80° -~ 0) =m g r sen 0

Observe que conforme el trompo precesa el plano mencionado, y por lo
tanto también T,, giran en torno al eje z.

Aplicando la ecuacién fundamental:

= _ dL,

To =3¢
se tiene:

dL, = T, dt

Luego, dio tiene la direccidn de To y como T, es perpendicular a io,
el nuevo momentum angular L, + dL,, transcurrido un intervalo de tiem
po dt, tiene la misma magnitud que L, pero diferente direccidn. Por
lo tanto, conforme transcurre el tiempo, la punta del vector Lo se
mueve en un circulo horizontal de radio L,senf, como se muestra en
la fig. 11(b). Como el vector io se encuentra a lo largo del ejedel
trompo, este eje también rota en torno a la vertical con el punto de

apoyo O fijo, movimiento que hemos denominado de precesidn.

Calculemos la velocidad angular de precesidn ZJP, observando la fig.

7.11(b) podemos escribir que:

- — dLe | 49
dL, = d¢L, sen 0 > T - 4c L.,sen 0
. dL. _ d¢ _ . .
como en este caso: dic - Ty vy it - qu, se tilene:
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T,
10 w =
luego b L.send

como ademds: T, = m g r sen 0, obtenemos:

vectorialmente, como u% es un vector que tienme direccidn vertical po.

demos escribir:
w =28r
P L,
su  sentido dependerd del sentido de giro w del trompo, serda positi
vo si L, apunta hacia la cabeza del trompo como en la fig. 7.11 y ne

gativo si L, tiene sentido opuesto.

Considerando la aproximacidn asumida, podemos poner que L, = I w y

se tendra:

m
w = Z&rt
P I w
Por lo tanto wp es inversamente proporcional a w. Si W es rela

tivamente grande, OJP serd pequeiia. Teniéndose como requerimos ini
cialmente 0% <<w. Note tambi&n que OJP es independiente del an-

gulo 0,

Cuando un trompo real se pone a "bailar", por fricciones w decrece y

cup aumenta. Hecho que los nifios, en algunos lugares, dicen que

el trompo se pone "borracho', Como también ya no se tiene la aproxi
macidn OJP <<w, el @ngulo 0 aumenta hasta que el cuerpo del trom-

po llega al piso.

Los vectores &p, io y T, pueden relacionarse vectorialmente, a par-
tir de la expresidn escalar planteada para este movimiento:

T, = u)p L, sen 6 y con la usual regla de la mano derecha, se puede
facilmente identificar la relacidn entre ellos como un producto vec-—
torial, esto es:

T°=Zopxi,,
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Para experimentar este efecto de precesidn con un angulo mayor al mos
trado, p.e. 0= 90°, se puede utilizar un juguete comercialmente vendi

do como un trompo giroscdpico, ilustrado en la fig. 7.12.

: 4)/

Fig. 7.12-Trompo giroscdpico. Relacidn vectorial general:
T, =@ x Lo
P

Observe que si el trompo no estd rotando (w= 0). El momentum angu-
lar L, + dL, es igual a dL. luego de un tiempo dt y de acuerdo a la
Ley de Newton tiene la direccidn de i;. Por lo tanto, no se da un
movimiento de precesidn, el trompo simplemente rotari, descendiendo
el extremo no apoyado,en tormno a un eje que pasando por el punto de
apoyo tiene la direccidn de i}. Pero si el trompo estd inicialmente
rotando, como hemos analizado previamente, precesard, manteniéndose
su eje en un plano horizontal. Este hecho es similar a la situacidn
que se da en translacidn, la trayectoria que describe una particula,
cuando se le aplica una fuerza, depende de la velocidad inicial que

tiene.



En la figura 7.13 también se ilustra otro aparato demostrativo muy di
ditico. Consta de un aro de bicicleta con un contrapeso mévil en
su eje al otro extremo del apoyo, todo esto montado sobre un banco gi
ratorio. Variando la posicién del contrapeso se puede cambiar el sen

tido del torque y por consiguiente el sentido del movimiento de prece

sidn.

e

Fig. 7.13 - Aparato demostrativo del movimiento de precesidn.
El contrapeso mévil permite cambiar el sentido de

T,, invirti&ndose el sentido de ap'
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El girdscopo o giroscopio es otro aparato basado en los principios
que acabamos de estudiar, de mucha utilidad prdcfica. Fue inventa
do en 1852 por Foucault para demostrar experimentalmente la rota-
cidén de la tierra. Consta de una volante con su eje montado en
tres bastidores o gimbalos como se muestra en la fig. 7.14, todo

esto con rodamientos y apoyos de friccidn despreciable.

Fig. 7.14 - Girdscopo

Los instrumentos basados en el principio giroscdpico se utilizan cuan
do se requiere conservar una referencia direccional. En los pilotos
automiticos de aviones, cohetes, submarinos, etc.

También se utilizan los girdstatos como estabilizadores de naves, tor

pedos y aviones,
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7.9

CENTRO DE GRAVEDAD.-

Al estudiar el movimiento de cuerpo,o particula,una de las fuerzas
que interviene es la fuerza de atraccidn de la tierra. A esta fuer

za gravitacional la llamamos Peso.

En particular, cuando se tiene un cuerpo rigido, cada particula del
cuerpo es atraida por la tierra hacia su centro. En la practica,

considerando que la distancia al centro de la tierra es muy grandey
que las dimensiones del cuerpo son frecuentemente pequenas, estas
fuerzas pueden considerarse paralelas perpendicularmente a la super
ficie horizontal de la tierra y que todas las particulas estdn some

tidas a la misma aceleracidn g de la gravedad.

El peso de un cuerpo es la suma de todas estas fuerzas. Luego, en
este caso, podemos escribir:

- nL_ n n -
W=2Zw, =2 m;g = ( 2 m,)g = Mg

i=1 b i=1 i=1 *

Ahora nos preguntamos si habrid un punto,tal que,ubicando la resultan
te o peso pasando por ese punto se reproducirdn, equivalentemente,los
mismos efectos del movimiento, tanto de translacidn como tambié&n de

rotacidn, que producen las fuerzas gravitacionales que actllan inde -

pendientemente sobre cada una de las particulas que constituyen el

cuerpo rigido. Este punto existe y se le denomina:Centro de Grave -

dad. Para encontrarlc debemos establecer, consecuentemeute; que se

cumpla que el torque total resultante sea igual al torque de la fuer

za resultante, ambos tomados respecto a un mismo punto arbitrario

cualquiera.

Con el objeto de ser mas generales, no nos limitemos al caso gra-
vitacional, consideremos un conjunto cualquiera de fuerzas que ac

tlan sobre un cuerpo rigido. En general, el efecto que este siste-

ma de fuerzas produce sobre el cuerpo no puede ser reproducido por

la accidn de una {inica fuerza, la resultante. En otras palabras,

no siempre es posible encontrar un punto de aplicacidn de la fuerza
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resultante, tal que, el torque de la resultante sea igual al torque
resultante del sistema de fuerzas. Esto serd posible solo en algu-
nos casos particulaes, cuando existe este punto suele llamarse en
forma genérica: Centro de Fuerzas. Estos casos particulares son

tres:

Fuerzas concurrentes en un punto, en este caso, el centro de fuerzas
estarid localizado en el punto de concurrencia como puede verse facil
mente, dado que todas las fuerzas tienmen igual vector posicidn res -

pecto al centro de momentos, origen O escogido.

Como hemos establecido, se requiere encontrar la posicidn r, de 1la

f
resultante F del sistema de fuerzas Fi tal que el torque resultante

sea igual al torque de la resultante, en este caso se tiene:

n
- = _ _ o = o
Torque resultante: T, = £ r, xF. =rx Z F,=rxF
. i i ) i
i=1 i=1
Torque de la resultante : T, = ;cf x F
igualando : T .=r1

Fuer zas coplanares, en este caso, no solo hay un punto si no un con -
junto de puntos del plano que forman una recta de igual pendiente a
la direccidén de la resultante que cumplen con el requerimiento esta-

blecido. Ver problema N® 52.

Fuerzas paralelas, este es el caso que nos interesa analizar. Como
las fuerzas son paralelas todas tienen igual direccidn espacial, di
gamos E, entonces:

F.=F. k
1 1

y la resultante sera:

- n ~ n A
F.= 2 F.k=( Z F.k
i 3 i : i
i=1 . i=1

[ k=]

F =

i=1

El torque total del sistema de fuerzas paralelas, con respecto a un

punto O cualquiera, es:

= n A
T = 3 y F. = T » = T
o Z r;xF,; 'E r,xF, ok (.E F.or.) xk
i=1 i=1 i=1



y el torque de la fuerza resultantes, respecto al mismo punto O,

es.:

= - — - ~ n -
T, = rexFo=r ox ( .E F.)k = ( VE F; rcf) X
i=1 i=1

=~y

Se quiere encontrar la posicidn ;cf del punto de aplicacidn de F

para que ambos torques encontrados sean iguales, esto es:

n
Fi rcf) xk = ( .Z F. r.) x k
i=1 i=

‘Mo

como se tiene igual direccidn, esta igualdad se satisface si:

n _ n _
Z F.r _= X F.r.
. i cf . i1
i=1 i=1

luego, finalmente se tiene:

Volviendo al caso gravitacional, este centro de fuerzas se denomi-

na centro de gravedad, teniéndose:

si consideramos campo gravitacional uniforme, esto es, g,=g=cons-

tante, se tendra:

n _ n
(.2 m, ri)g ~E m, T
I - i=1 _ i=1 _

cg Mg M cm

2|

Vemos pues, que en este caso, el centro de gravedad coincide con
el centro de masa del cuerpo rigido. Este es el caso que nos in-
teresa y que nos sera de mucha utilidad. Recuerde que el centro

de masa es un punto invariable que depende solo de las masas de
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las particulas y de sus posiciones relativas, independientemente del
sistema de referencia, Ademd3s, observe que si se toma como centro

de momentos, punto O, el centro de gravedad del cuerpo, entonces se
tendrda que: To = 0., Luego, la linea de accién del peso pasa siempre
a través del centro de gravedad independientemente de la orientacidn

relativa espacial del cuerpo.

Este resultado nos proporciona un método experimental para determi -
nar el centro de masa de una placa cualquiera, como se muestra en
la fig. 7.15. EL cuerpo se suspende de un punto cualquiera y cuando
estd en reposo se traza una linea vertical que pasa por el punto de
suspensidn, el centro de gravedad debe estar sobre esta linea para
que el torque total sea nulo. Este procedimiento se repite con otro
punto de suspensidn., El centro de masa estard localizado en el pun-
to de interseccién de ambas rectas. Como comprobacién se repetird

la operacidn para un tercer punto de suspensidn.

S Z ZZ

Fig. 7.15 M@todo experimental para determinar el centro de masa
de una placa.

Si el campo gravitacional no es uniforme, g # constante, mantenien
do la consideracién de paralelismo, como hemos visto, el centro de
gravedad estd definido. Pero si se tiene un cuerpo muy largo incli
nado con respecto a la horizontal, el centro de gravedad no coinci-
dird con el centro de masa y no solo esto, sino que, ademds, su lo-
calizacidn variard con la inclinacidn del cuerpo. Por lo tanto, en

este caso, el centro de gravedad no tiene mucha utilidad.



7.10

En consecuencia, finalmente diremos que, las fuerzas de atraccidn
gravitaciondl que actidan sobre las particulas de un cuerpo rigido
pueden ser equivalentemente reemplazadas, en cuanto a sus efectos,
por una sola fuerza igual al peso total del cuerpo, W= ME, pasando

a travées del centro de masa.

EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO: ESTATICA.-

En el capitulo III estudiamos el equilibrio de una particula, con re
lacidn a su movimiento de translacidn. Cuando se tieme un cuerpo ri
gido, en general, se traslada y rota. Por lo tanto, de acuerdo a
las ecuaciones de movimiento anteriormente encontradas, un cuerpo ri
gido estarid en equilibrio mec3nico cuando en un sistema de referen-

cia inercial se tengan las siguientes condiciones:

- Translacidn: a =0, v constante => F =0

cm

- Rotacién : o =0,

]

constante =—> T, =0

en torno a cualquier eje fijo.

Como siempre es posible encontrar un sistema inercial en el cual el
cuerpo estid en reposo, generalmente hablamos de equilibrio estdtico
cuando en particular se tiene que: Gcm =0 vy w= 0. Pero observe

que dindmicamente no hay ninguna distincidn.

En un sistema de coordenadas cartesiano rectangular, las condiciones
de equilibrio de un cuerpo rigido seran:
- Translacidn: FK=ZFx =0, F =ZF =0, F_=ZF_ =0

¥ Y Yi i

- Rotacién : T, =27 =0,T, =27 =0, T, =ZT_=0

En consecuencia, se tienen seis ecuaciones escalares independientes
que corresponden a los seis grados de libertad de un cuerpo rigido,
tres de translacidn y tres de rotacidn. Por lo tanto, el miximo

nimero de incdgnitas que se pueden tener en un problema practico de

equilibrio son seis.
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Si todas las fuerzas que actllan sobre un cuerpo rigido son coplana-
res, las condiciones de equilibrio se reducen a tres. En un plano
X - y, con eje z perpendicular a &l, serén:

- Translacién: F. = ZF_ =0 , F =XZF
x X, y Vs

0

- Rotacidn : T}z= z T, =0
i

Ecuaciones que corresponden a los tres grados de libertad del movi-
miento de un cuerpo rigido en un plano, dos de translacidén y una de
rotacidn. Teniéndose tres incdgnitas como miximo posible. Este caso,
en un plano, es el que con mayor frecuencia se nos pedird Tresolver.
Es importante aclarar que en la condicidn de equilibrio rotacional,

el torque resultante T, se calcula respecto a cualquier punto O.

Vamos a demostrar que en equilibrio traslacional, cuando F = 0, el
torque resultante E}, con respecto a cualquier otro punto O' arbitra
rio es igual a %D y en equilibrio rotacional se tendria ademis que am
bos son nulos, esto es: T, = T,, = 0.

Con el objeto de generalizar, encontremos primero la relacidn que exis

te entre los torques resultantes con respecto a dos origenes 0 y 0'.

EL torque resultante del sistema
(1) de fuerzas que actlia sobre un
=1 1 cuerpa rigido, con respecto al

origen O es:

"
=)

T,y = r. x F.
p & i

i

n e

0

Fig. 7.16-Posicidn de una fuerza fi

en los sistemas de referencia O y 0'.

La relacidn de transformacidn de posiciones entre dos sistemas de re

ferencia cualquiera O y 0' es: ;i =R+ ;i. Luego,

B

=

T, =
i

F.
i

- - =
ri X Fi + R x

o =t Fr =
(R + ri) x F, = :
1 i

1 i

[ o =]
(U &

i

1
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= n
como el torque resultante con respecto a 0' es: Ty, =Z

n
y con: F = X fi’ se tiene:
i=1

=l + RxF

esta expresidn es la relacién general entre los torques resultantes
&; y %D, con respecto a dos origenes cualquiera O y 0'. En particu-
lar estamos interesados cuando se cumple la condicidén de equilibrio
traslacional, es decir, cuando: F = 0. Luego, en este caso queda so

lamente:

T, =

- 1

-8}

si ademd3s, el cuerpo se encuentra en equilibrio rotacional, entonces:

T :TOI'=O

Por lo tanto, el tratar problemas de equilibrio, luego de haber plan
teado las ecuaciones de equilibrio traslacional, la condicidn de
equilibrio rotacional deberd plantearse con respecto a un solo punto
y no a varios puntos simultineamente, buscando tantas ecuaciones co-
mo incdgnitas. Solamente es aconsejable escoger aquel punto que mis

nos simplifique los cdlculos.

Sin embargo, teniendo en cuenta que la igualdad de torques (& ;°=Z Toud
es vdlida si se tiene equilibrio de translacién ( £ F = 0), observan
do que estas expresiones (£ T, y £ T,,) si bien son iguales general-
mente contienen diferentes variables o incdgnitas y teniendo también
en cuenta que en equilibrio rotacional ambas independientemente son
iguales a cero (2T, =0 y Z ;0, = 0), es posible, plantear previa
mente la condicidn de equilibrio rotacional a diferentes puntos,

pero hecho esto, cada punto que tomemos nos eliminard la posibilidad

de utilizar una ecuacidn de translacidn.

En algunos problemas por simplicidad de cdlculo serid conveniente uti
lizar esta alternativa, p.e.: ver problema N2 60. Pero, recuerde
siempre, solo se podradn plantear tantas ecuaciones de equilibrio co

mo grados de libertad.

En la solucidn de problemas de equilibrio de un cuerpo rigido tam-
bi&n es conveniente recordar las recomendaciones dadas en el capitu

lo III para una particula. Ademds, al plantear las condiciones de
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equilibrio en un sistema de coordenadas, tenga presente que en las
ecuaciones algebraicas obtenidas se consignan los valores absolu -
tos de las fuerzas con las direcciones y séntidos asumidos en el
diagrama del cuerpo libre. Por lo tanto, al despejar las incdgnitas
deben obtenerse valores absolutos, es decir positivos, si se obtie-
ne algln valor negativo esto significa simplemente que la fuerza ac
tlla sobre el cuerpo en equilibrio en sentido opuesto al considerado

previamente en el D.C.L.

Finalmente, mencionaremos que el estado de equilibrio de un cuerpo
rigido puede ser estable, inestable o indiferente, correspondiente-
mente como vimos en el Capitulo IV para una particula en un campo

conservativo,

Cuando a un cuerpo rigido se le desplaza ligeramente de su posicidn
de equilibrio, si regresa a su posicidn original el equilibrio es es
table, si el desplazamiento aumenta y el cuerpo no regresa a su po-
sicidn original el equilibrio es inestable y si el cuerpo permanece
en equilibrio en la nueva posicidn el equilibrio es indiferente. En
la fig. 7.17 se muestran tres cuerpos sobre una mesa en estados de

equilibrio estable, inestable e indiferente o neutro.

MBS BT AT 1S cdd Bl T AT M T S S
(a) (b) ()
Fig. 7.17-Estados de equilibrio de un cuerpo rigido.
a) Un cubo en equilibrio estable.
b) Un cono en equilibrio inestable.
c) Una esfera en equilibrio indiferente.

Nota : La friceidn no permite deslizamientos.
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APENDICE 1

INTRODUCCION AL CALCULO DE L, PARA ROTACIONES DE UN CUERPQ RIGIDO.

Consideremos que el cuerpo gira con una velocidad angular instanta-
nea @ en torno a un punto fijo O del cuerpo rigido en un sistema

inercial, o como ya se ha mencionado se puede tomar respecto al CM.

Tomando un elemento diferencial dm del cuerpo con vector posicién T
respecto al punto O y velocidad v en el sistema inercial, el momen—

tum angular total del cuerpo sera:
Lo = f Irxp = I (r x v)dm
Como los vectores r son de mbdulo constante, la velocidad correspon
diente al elemento dm considerado ser@:
V=wxT
Por lo tanto, se tendrid que:
Io=f[rx (@x1)ldm

desarrollando el producto triple vectorial con la identidad:

(

Ax (BxA) = A’B - .. B)

=1
=l

queda:

T,= [ [F@=EE . &) ldn

St

si el cuerpo es homogéneo de densidad uniforme p, se tiene:
io = P j [r3 w - ;(; 5 EJ) ] dv

desarrollando ésta expresidn podemos escribir sus componentes en la

siguiente forma:

Lo, =1 W + I w +1I w
X XX X Xy ¥y Xz z
L, =1 w+I w+I

y yxX X ¥y I& &

L, =1 w + I w + 1 w
z ZX X zy y 2z  zZ
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Los coeficientes con subindices iguales, por ejemplo Izz’ son de

la forma:

= 2 2 L& 2 2
I, f G+ ¥y )dm = p [ (& + ¥y )dv
y reciben el nombre de Momentos de Inercia.

Los coeficientes con subindices diferentes, por ejemplo Ixz’ son de
la forma:

Ixz = j xz dm = - p f xz dv
y reciben el nombre de Productos de Inercia.

Los nueve coeficientes forman un conjunto de elementos que se les de

nomina como las componentes del Tensor de Inercia.

Si la rotacibn es en tormo a un eje fijo, digamos z, entonces:

w =wk, y se tendra:

LOX =1 w
Loy =1 w

L°z . Izz “
Si adicionalmente este eje es tal que los productos de inercia Ixz’
Iyz se anulan, lo cual es posible pues se tienen valores positivos y
negativos de sus coordenadas y los correspondientes productos xz, yz
que intervienen en el cdlculo de los mismos. El momento de inercia
2

: = 2
I,, con respecto a este eje no se anulara, puesto que X +y es

siempre positivo, para cualquier particula o elemento dm. Luego el
momentum angular total del cuerpo que gira en torno a este eje con

velocidad angular w, seri:
L=1w

donde I es el momento de inercia del cuerpo respecto a ese eje.

A este particular eje se le denomina Eje Principal de Inercia. Un



cuerpo rigido siempre tiene tres ejes mutuamente perpendiculares para
los cuales se cumple esta relacidn simple entre Loy ), llamados:

Ejes Principales de Inercia,

En un cuerpo con simetria respecto a un eje, o figura de revolucién,
€ste eje y los correspondientes ejes perpendiculares entre si en el

centro de masa, son los ejes principales de inercia.

Finalmente mencionaremos que cuando un cuerpo rota en torno a un eje
que no es principal, el momentum angular se puede expresar en funcidn
de los momentos de inercia respecto a los ejés principales de inercia-
y de las componentes de la velocidad angular sobre los mismos. Esto

es:

- . . ~
Lo =11 wWre + 5L W, e + I3 wWies

todos estos cdlculos y determinacidn de los ejes principales de iner

cia se desarrollan formalmente en cursos avanzados de mecinica.
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PROBLEMAS

1. Determinar el momento de Inercia de un cilindro hueco con respecto a
su eje de simetria. El cilindro de densidad uniforme tiene una masa

total M y radios Rt y Ry

I=fr2dm=pfr2dv
Ry
I=2mL [ 1’dr
Ry
4 Ry
I=__2_M_T ’_r__
2
(R’Z Rl) 4 Rl
[ - ME - R)
2R - R
I= —l—M(2+R2)
- 2 B 1

Note que I es independiente de L.

De aqui podemos obtener los momen

o = M _ M tos de inercia obtenidos anterior
\Y N(Ri - Rf )L mente.
R1 = O 1
oM -Disco. Para = 1= MR’
2mpl = —'2-———2- R =R
(Rg - Rl)
dv = 2rr dr L -Aro . Para {Rj® R, =R} => I=MR’
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Determinar el momento de inercia de una esfera con respecto a un dia-
metro. La esfera de densidad uniforme tiene una masa total M y radio
R. Considerar:

a) Esfera sdlida.

b) Cédscara esférica.

a) Esfera sdélida.
Dividamos la esfera en discos de

radio r y espesor dx.

P
Tomando como elemento diferencial
|
R :r un disco, su momento de inercia ,
! como sabemos, sera:
x__ldx d
! 1 2 13 M ;
| dI=7(dm)r* =57 o R )dx] (R-x)
i
[
i dI =% B ® - x)tax
R
M M = 3 M .o
p=5= 4 " => pn = 7 Luego, para toda la esfera, inte-
=
3 R grando para una semiesfera por si
=R - % metria y duplicando, se tiene:
2 3 M R 2 242
dm = p dv = p ™ r’dx I=-8—i3[2f(R—x)dx]
3 M 2 2 0
dm = &+ — (R® - x")dx
4 R 3 M R N
1 A J’ (RF - 2R* % + x*)dx
0
3 M s 2 s Iy
=7 p ®-3F+ 35 )
3 M 8
I=7 » (38
I-= % MR?
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b) Ciscara esférica:

Tomemos como elemento diferencial
un aro de radio r, ancho Rdf vy es
pesor e. El momento de inercia

del cascardn sera:

1= I r’dm = p jrzdv

1 =p [(Rsenf)? (2meR’ send)dO
T

1= 2‘-'TpeR4I sen’f 46
o

1 T
I = E—MR2 f sen’ @ df
0

T
1= % MR? |- E-g-i{i’—(2+serf"3)
r = R sen 0 o
el i 2
dv=(2mr) (Rdf ) (e)=2meR" senfdl I = 1 MR? [_2_ e Z)J _1 MR? ( 4 )
2 3 3 2 3
- 2 g2
1= 3 MR

3. Determinar los momentos de inercia de un aro delgado uniforme, de ra-
dio R y masa M, con respecto a un didmetro y con respecto a una tan -

gente,

y4 Conocemos el momento de inercia

| polar: I, = MR

| a) €on respecto a un diametro.
| R Aplicando el Teorema del momen
to de inercia polar:

1o =1 +1
x Oy

_— e X

y por simetria:
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luego:

b) Con respecto a una tangente.

Aplicando el Teorema de Steiner:

t
!
_ 2
I = I+ Mh
h=R
—_ 2
I, = I, + MR
I =L MR? 4 MR?
)
-3 w2
I, =5 MR

Determinar el momento de inercia de un cilindro sdlido con respecto a
un eje que pasando por el CM es perpendicular al eje central. El ci-
lindro de densidad uniforme tiene una masa total M, radio R y longi -

tud L.

Dividamos el cilindro en discos de
radio R y espesor dx, Tomemos uno de

L/2 estos discos como elemento diferen -

—%

cial. Conocemos su momento de iner-

cia polar y también con respecto a
un didmetro, estos son:

di_ = L dm R?

P 2

dI, = = dm B

d

=

Aplicando el teorema de Steiner ten-
%— dremos el momento de inercia de este
disco con respecto a un eje paralelo

a una distancia x del CM del disco:
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dI =1 +dmx°

R + x°) = prRidx( 21.- R+ x%)

w
| =

dI =dm (

| =

R + x*)dx

o
—

n
Hi=
~~

o

integrando entre 0 y %— y duplicando, se tiene:

L L2
" 1 " A 23
r=¥ 2 (L@ +2)ax- Y Z‘QRx+3

(8] =]
. QPR S 13
T_-L(4RL +12L)
S T 1 2
I—AMR +-i-2-ML

5. Determinar el momento de inercia I de una placa rectangular uniforme,
de masa M y lados a y b, con respecto a uno de sus lados. Luego de-
terminar I con respecto a un eje perpendicular a la placa que pasa
por un vértice, tambi&n con respecto a un eje paralelo al anterior

pero que pasa por el centro del rectidngulo.

Para el elemento diferencial equidistan

te del eje, se tiene:
_ 2 _ (M 2
a d Ib = (dm)x" = (adx)x
9 b integrando, obtenemos:
¢
g a g (=
] M 2 M X
¥ = — = — —
4 b T J *ax a 3
0 o o
L
X dx > 3 i
4 a _ 1 2
h =2 3 o
p:ﬂ:j._.:) b = ﬁ imil t t 1 lad .
T aan pe =~ similarmente, con respecto a ado a:
dm = pebdx =-£-dx
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aplicando el teorema del eje polar:

_ ool 2 2 &,
Io=I +1 =3M (a® +b")
aplicando el teorema de los ejes parale
CM los:
h : 2
:b{'Z ICM = I, - Mh
0 afi
R " ICM=%I~I(a2+b2)—%M(a"+b2J
B =(52+(35)
2 2
oo g 2
ICM__MIZ (a®* + b*)

Determinar el momento de inercia de una barra delgada de masa M y lon
gitud L, con respecto a un eje que pasa por uno de sus extremos for -

mando un angulo o con la barra.

El momento de inercia del elemento di-

ferencial mostrado es:

dI = (dm)r® = (%dx)(x sen a)?
M 2 2
dI = (-T-: sen a) (x"dx)
integrando,
L 3 L
M 2 2 M 2 X
[ I=-i-senujxdx=-]:sena-3-
(s}
I = (-lv_l sen’u)(y)
B L 3
I = —:l;’-MLzsenza
() o
pugeq TRAL=g
r = X sen o
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Se tiene una barra delgada de masa M y longitud L. Se conocen los mo
mentos de inercia IA e IB de la barra con respecto a los ejes norma -
les a ella y que pasan respectivamente por sus extremos A y B. Encon

trar la distancia del centro de gravedad al punto medio de la barra.
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Si IA i IB’ la barra no es homogé-

|
L L L
1 i nea, y su centro de masa o centro
A! q ?M 'B de gravedad no coincide con su pun
| | | | to medio.
I d |
| I
H L. 4
| |
I I

Relacidn geométrica entre las distancias d, a, b mostradas en la fi-

gura y que ubican los puntos A, 0, CM, B, sobre la barra:

a+b=

_ a+b __. _a->b
a=d+ e =>d = 3

(S T

a=d+

aplicando el teorema de Steiner:

_ 2
IA ICM + Ma
restando,IA—IB=M(a2 - b2)=M(a+b)(a—b)=ML(a - b)
= Z
IB ICM + Mb
I -1 I =1
: _ - _A B oy @a=b _ 7A B
luego: a - b T T = - TR
I, =1
) T
finalmente: d = T
Por supuesto, si la barra es uniforme: IA = IB yd = 0. El CM coinci

de con 0.



8, En el sistema mostrado en la figura, determinar: la aceleracidn lineal

de las masas, las tensiones en la cuerda y la aceleracidn angular de

la polea.
my
R o T Movimiento de rotacidn.

" Al considerar que la polea tiene
masa (inercia), para que se mue-
va con una aceleracién angular se

M requiere que la tensidn en la cuer
g
T T2 da sea diferente a ambos lados de
(+) -
la polea, T, # 0. La ecuacién de
(‘i’) l L Tz P ] o
movimiento sera:
T () m
1

m g

ma g

T, =Ia =>TiR-TR=Ia

con: I = % MR?

. 1
(T, - T,) R =5 MRa
la relacidn entre la aceleracidn
angular y la aceleracidn tangen-

cial en el borde de la polea

(cuerda) es:

« =2
"R
luego, queda:
1
(T, —T2)=§-Ma
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- Movimiento de translacidn.

En el capitulo 3 este problema se planted, considerando una polea
ideal sin'masa, con una tensidn T en la cuerda. Teniendo ahora en
cuenta que las tensiones a ambos lados de la polea son diferentes,
las ecuaciones del movimiento serin:

mg - T1 =ma

sumando: T, - T, - mg+ mg = (m + m,)a

T, —mg = ma
teniéndose:
(I - %) = (m1 - m)g -~ (m1 + m2)a

resolviendo con la expresidn anteriormente encontrada queda:

—;—Ma = (m -m)g - (m +m)a

1
(m +m +5Ma=(m -m)g

4= - m)g

1
my + m +~§-M

conociendo la aceleracidn lineal, de las expresiones arriba plan-—

teadas, las tensiones seran:

Ty
T

m (g - a)

m (g + a)

y la aceleracidn angular de la polea:

w|»

9. Con los resultados obtenidos en el problema anterior resolver el pro
blema N2 18, pag. 193 del Capitulo 3, teniendo en cuenta la inercia
rotacional de la polea, de masa M = 2kg y radio R = 10 cm. Comparar

valores numéricos.
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D.C.L. Con relaci6n al problema anterior, po
demos considerar, equivalentemente,

que: my = 2 + 3 = 5kg.

T Luego,
nY Mg T I )

5 a=(m1" l'l'b.)% - (5 = &ig - _g = 0.98]]1{52
Iy 2 mAm+ M St 2 10

Ti=m; (g-a)=5(9.81-0,98)=5x 8.83=44,15N

l ) Ts Vg T, =mp (g+a)=4 (9.81+0,98)=4 x 10.79=43.16N
B -2_0.98 _ 2
o R-0.1 9.81 rad/s
kg D el valor de T3 sera:

myg - T3 = mya

3g T3 =ms (g-a)=3(9.81-0,98)=3 x 8.83=26.49N
Comparacién de valores numéricos.

- aceleracién lineal : 0.98< 1,09 m/s?

- aceleracin angular: 9.81 < 10.9 rad/s?

La fuerza externa gravitacional también tiene que acelerar a la polea

que presenta inercia. Por lo tanto, ahora, se obtienen aceleraciones menores

- Tensiones: T, < T< T; =>43.16 < 43,60< 44,15 N
"< Ts => 26,16 < 26.49N

La tensidn {nica T se desbalancea, en un lado aumenta y en el otro dismi-
nuye.
Al disminuir la aceleracidn, la tensidn en la cuerda que actlia sobre la
masa my3 tiene que aumentar como puede verse en el D.C.L. correspondiente.
SiM=0—_-—>a=—---~~—-—-—--(ml ==_3 g

m + mg

y reemplazando, podemos comprobar que T; =T, =T

- _ (my- m)g _ 2m m __ 40 _
Ty m (g-a)= mg - m e S R g = 43.60 N
i (m- m)g _ 2m m 40
T = -+, = -+ = = — = i
> = m(gta)= mg + m ~Agrac T 5 & 43,60 N
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10. Una polea de masa M = 5kg y radio R = 0.2m, tiene arrollada a su al
rededor una cuerda de masa despreciable. Al ‘extremo libre de la
cuerda se sujeta un bloque de masa m = l0kg, y soltdndolo del repo-
so cae 3 metros en 6 segundos,

Calcular el momento producido por el rozamiento en el cojinete, asu

miendo que es constante. =w/=/y=w=
M,R
m
D.C.L Por causa del rozamiento en el cojinete

se genera un torque o momento MC que se
opone al giro de la polea.
Ecuaciones de movimiento:

] -~ Rotacién de la polea: TR - Mc = I,0

+) - Translacidn del bloque: mg - T = ma
T con la relacidn: a = oR
M 7
f resolviendo para Mc’ se tiene:
I, = = MR
° 2 M = TR - I, &
T c R a I,
Mc=m(g—a)R-I° R =ng—(mR+~E ):
T = m(g-a)

1 .
con: I, = E-MRz, se tiene:

_ 1
Mc = mgR - (m +-§ M)Ra

mg Por otro lado, la aceleracidn del bloque es:
EX - 2 x 3 - i
tz (6)2 6

2

y =-% at? => a = m/s
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11.

Luego, finalmente queda:

M_ = 10 x 9.81 x 0.2 — (10 +—§- 5)0.2 -é— = 19.62 - —12 = 19.62 - 0.42

M =192 N-m
c

Por supuesto TR >’MC, compruebe.

Una barra homogénea de masa M = lkg y longitud L = 3m, se encuentra
articulada en uno de sus extremos como se muestra en la figura. Sa
biendo que la barra puede girar libremente sin friccidn alrededor
de este punto, calcular la aceleracidn angular inicial de la barra
cuando se le suelta del reposo en la posicidén horizontal y también,

la aceleracidn lineal inicial del CM de la barra.

7
/
7
Y/} p—
Z Gl —
S
ll 0
Z
Se tiene una rotacidn pura en torno a
0, ecuacién de movimiento:
T
To =1,0 == q = 2
IO
M en el instante inicial, se tiene:
0 b 1
Mg L
T he2Z 32 _3x9.8L_ 9.8l _, oo
. | 3
| L/2 L2 1 note que 0 es independiente de M.
Y la aceleracidn‘'del CM en ese mismo
instante, sera:
1.2
I, =ML _ L _3 _ 3 _ 2
3 a =03 =787 % 9.81 = 7.36 m/s |

note que a., es independiente de M y L.
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12

Dos masas iguales est@n separadas una distancia d unidas mediante una
barra rigida de masa despreciable., Este sistema rota con velocidad
angular constante W en torno a un eje vertical con un angulo o como
se muestra en la figura. Encontrar la magnitud del momentum angular

|Lo| v la magnitud del torque |T,|correspondiente.

220

Este dispositivo ha sido analizado en el

item 7.4,
El momentum angular L, es perpendicular

R o a la barra y gira con ella manteniendo

G

su magnitud constante. Este valor es el

H

g N
E-sena que nos piden calcular; veamos:

a |¥
X
Para una de las masas se tiene:

X = % sen o cos 0 derivando X = - % w sen o sen O
==
d : 5 d
y =7 sen o sen 8 con:B=w y = 5 Wsen o cos 6
_d ¥
z = 3 cos o z = 0



E I

T, =mrTxv=m|x y 2z |=ml-zji+ 2z%; + (x§ - yOK]
x 3 0

efectuando:

Cl2 » dz ~ d'z 3 ~
Lo = ml (- To cososenccosB)i + (- T wcosasencsend) j + (? wsen’ o)k ]

2 ~
Lo = m% wl —cosasenacosd) + (-cosasenasenf)] + (sen’a)k 1]

Para la otra particula se obtiene el mismo valor, luego:
Lo =2mnr xv=2%

y su médulo pedido serid:

|Lo| = %_-m d*w /cosza sen’a cos’® + cos*a sen’o sen’® + sen‘o
- 1 !

|Le| = 3 md’w sena Vcos®a(cos’® + sen’8) + sen’a

= 1

|Lo| = 5 md? wsena

y el torque sera:

derivando Lo:
o %mdzw [ (w cos o sen o sen 6)'1'\ + (-wcosa send cos 9)3 + (O)ﬁ ]
1

Byom 5 md?w?[ (coso sena sene)'i\ + (- cosd sen o cos 6)3]

y el modulo pedido sera:

T 1 2 /_ 2 2 2 2 2 2
|T¢.|=§mdm2 cos’a sen’a sen’f + cos“o sem’a cos’®
- 1 £

T| = 3 mdzwz/cosza sen’a (sen’8 + cos’8)

-~ L i oo

[Tol ) md”w® sen2a

Este torque es producido por las fuerzas de reaccidn en los cojine-
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tes del eje y es siempre perpendicular a L,.

No tiene componente en

el eje z, por lo tanto & se mantiene constante.

13. Un cuerpo rigido estd@ conformado por tres particulas iguales de masa

m cada una y ligadas mediante barras de masa despreciable dispuestas

como se indica en la figura. Estando inicialmente en reposo en un

plano horizontal (x, y),sin friccidn, se le aplica una fuerza F = Fi

directamente sobre la particula 3. Encontrar la aceleracidn

angular

del cuerpo rigido y la aceleracifn de translacién de su CM.

Posteriormente, como ejercicio, determinar estas mismas cantidades me

diante las ecuaciones fundamentales efectuando los cdlculos en un sis

tema de coordenadas rectangular (x,y,z). {Cudl serd la aceleracidn 1i

neal que tiene la particula 27

8

]

y

8

®ro

28
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F
1

fal

L

Primero encontremos la posicidn

del CM.

Zm.T. ;
—_ o o] _ m(i+43) _ 2

cm M 3m 3 (1+43)

El momento de inercia respecto a un
eje perpendicular al plano pasando
por el origen 0, serd:

I, =Z milzi = m(rzl +1§)

ry 2./;

con: = I, = 13m?

20 VZ

o)



aplicando el teorema de Steiner, se tiene:

_ o w3
ICM = Ey Mh’
con : h=r = ~£L-¢l7
cm 3
- {5 ¥ g ey ol
ICM = 13ml° - 3m 9 L= mi” (13 - 3 )
22
Ty =73 ¥

Ecuaciones de movimiento:

— Rotacidn en torno a un eje perpendicular al plano y que pasa por el

CM. 4
FCz )
T:Ia=>a= E: 3 = 2 F

I %mﬁ 11m &

- translacion del CM en la direccidn x.

F

— —_— :-———-—F = —_—
F = Ma > v e

cm cm
Ahora, calculemos explicitamente el momentum angular con respecto

al CM:

' =2Z2r'xmr! =Zm. [ r'x (wx!)]
i ii i i i
VSR e e i - * ¢=¢| ¢=¢l A=“| z &

con: ri L Lo 3T considerando que: i=i', j=j',k=k', se tiene:
r) = a(-1+29)- % 21+ 2D =§ 2(-2147) | Nota: Por simplicidad
o % o E 1 “ % de escritura no prima
r, = 20(i+j)- 3-2(1+4j) ol L(51 + 23) mos los vectores uni-
_ 1 1 R tarios al ser iguales
ri = 0 - §-2(§+43 )= - 3 (1 + 43) en este caso.

con : @ =uwk o

- - 2 2w 3

wxr{ = 3-2 w  (-23-1)

- U A A

wxr, =3 2w ( 5]-21) 2

© % ry == é—z w ( ? -43 )

=
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luego:

i 5 ok
- i i ~ 2 ~
rfx(mxr,'}=%2’w -2 1 0 =%£’m(5k)=—%£’wk
-1 =2 0
i3 &

- - 1 2 o
r; x (bx1)) =-% £w |5 2 0|=35% w (29k)= —Q-EFm k
-2 5 0
$ %t
i x (@ xi{)=%fm 1 4 0 =% (l?k)——f,’wﬁ
-4 1 0

teniéndose:
L' =5 Pum (20 +29 + 1Dk =% Ponk =22 @ wnk
derivando:
di' 22 2 "
E-E ——32 mok
como el torque es:
T =% xF =-32 @+4Hxii=F2Fk
- dil

finalmente, aplicando la ecuacién fundamental : T'

igualando se tiene:

2F
1lm%

y para el movimiento de translacidn del CM:

22 2

_4 == 24
3E,ma——3-£F > g = k

|

gm I
I
==
]

g
>

5 =a +a-2t=am+ax;;
- _ F = 3 F a 2F o 2 2
@ = z—1 112 Ex 2.(51+2_]) e 1+T3:Tkx(51+23)
. R A 2F > % _ _F . 2 ~
4 = il i (53 - 2%) = T (117 + 107 - 41)
F

(71 + 103)

l&)I
]
|
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14,

Una varilla de masa M y longitud L reposa sobre una superficie hori-
zontal perfectamente lisa., Una fuerza horizontal constante F actiia
perpendicularmente sobre la varilla a una distancia a del C.M. duran
te un intervalo de tiempo At muy corto. Encontrar: El impulso que
produce la fuerza y la velocidad lineal del CM., la aceleracidn angu
lar de la varilla mientras actia la fuerza, la velocidad angular que
ha adquirido la varilla asumiendo que o es constante teniendo en cuen
ta que At es muy corto y finalmente, la posicién de un punto sobre la
varilla que tenga velocidad lineal cero cuando deja de actuar la
fuerza.

- Impulso: J = F At
L L - velocidad lineal del CM:

i Tl - g 5T,
| cm cm

o At

M

1:0

=l

- aceleracidn angular de la varilla:

N .= _~=_ T, —aF» 12aF 2
To ¥ B8 SR weg® ok Mg

— velocidad angular de la varilla:

si o es constante, W = a At:

12aFA t £ aJl »

MLZ

w =

observe que tambidn podemos encontrar ¢ determinando primero Lo

Veamos:

Lo=rTxP=1txJ =aJ£=aFQtﬁ

Como : io=I°u_J=> {;z—.—.g. = ﬂ E =l.g.§._F.é...t_£
Ts Ts ML?
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-~ Posicidn del punto Q: .
Si V.=0, Q es un punto fijo a un S.I. y podemos escribir que:
¢

Q

v = wb
cm

igualando con el valor encontrado anteriormente:

. |

wb = M
b e @ o B o I
Muw ME% Ma 12a

El punto Q es conocido como el centro instantineo de rotacidn.

15. Una persona de 80 kg estd parada rigida y perpendicularmente a una
superficie plana que se encuentra inclinada 30° hacia abajo de la ho
rizontal. La persona se mantiene en equilibrio sujet@ndose con una
cuerda como se muestra en la figura, Si el coeficiente de friccidn
dindmico entre los zapatos de la persona y el piso inclinado es 0.1,
determinar las reacciones en los pies de la persona despu@s que suel
ta la cuerda que lo sostenia y tambi&n encontrar an

({Como cambian las reacciones si la persona estuviera colgada con am-

bas manos de una barra inclinada?
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D.C.L. Las ecuaciones de movimiento son:

- En x, ZFx = Macm :

Mg seno - p(NA + NB) =Ma

-~ Eny, 2 Fy = 0 :

N, + N, = Mg cos a0 = 0

a=30°

=
+
=
1

Mg cos o

Enz, 2 T, =0:

u(NA—FNB)xl.ZU -NA X 0.2+NBx0.2=0

N, = Ny == u(N, +N) x 6
Resolviendo estas ecuaciones se tiene:
— Reacciones normales NA y NB.
N, N =Mgcosa N,= %(1-611)Mgcosu= %(1—0.6)803‘/—3— =83 = 135.93N
= N <N
= A
-1 1 V3 7
NA—NB=—6uMgcos NB— E{l+6u)Mgcosu= E{l+0.6)80g 5 =32gv3=543,73N
Comprobacidn: NA + NB = Mgcoso. = 40g/3 = 679.66N
~ Reacciones tangenciales fA y fB.
fA =y NA = 13,59 N 5 o 7
A B
EB =1 NB = 54,37 N
— aceleracidn a 5
cm
Mg sen o - p(Ny + Np) Mgseno - pMgcosa
a. = T B T =g (seno~lcosa)
_ 1 Y3, _ 9.81 _ 2
acm = 9.81( "2—— 0.]. 7 ) = —'2—'— (l - 0.17) = 4.06 lII,{S

Si la persona estd colgada de una barra inclinada, los valores encon

trados de las reacciones en el apoyo A y B se intercambian.
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Teniéndose ahora:

NA>NBy fa>fB
Esto se debe a que en la ecuacidn
de momentos, los producidos  por
EA y fB cambian de signo. Sus sen
tidos se invierten al encontrarse

el CM debajo de la barra.

16. Se tiene una barra homogénea de masa M y longitud L y una volante (dis
co) de masa m y radio r. Encontrar las reacciones en los apoyos de

los extremos A y B de la barra en el instante inicial mostrado en 1la

figura.
'
L
B
D.C.L. Ecuaciones de movimiento:
. —Barra. - Barra.
1RB . Translacidn: Mg—RA— =M 3m
A CM (extremo . Rotacidn: Mg %-— R, L = Lo
o BB
g £ijo) L il
" lM ap con:a =dp 7y IB ok ML, queda
A g
I A o P - L
%z~ © L2 ' M= By =~ By =8 8y 7
=L ye 1 1
Ig=3 ¥ Mg 5 - R, =3 M. o,
-Disco - - Disco.

R Ry
° . . Translacidn: mg + Ry R, =0
T 0 . Rotacidn: - RAF =Ty ap
ng /) )

1
con: I, = i-mrz, queda:

o
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mg+RA-R,=0

1
- Ry =g,

Por otro lado, se tiene la relacidn entre las aceleraciones angulares
de la barra y el disco mediante la aceleracidn lineal del punto A de

la barra, esto es:

aA= u.BL

L == T
i, s B g %p
A %p

Resolviendo estas 5 ecuaciones se obtendran las 5 incdgnitas R,, RB’

aB, uD v Ro,, nosotros estamos interesados en encontrar RA y R'B; veamos:

=1 =1 L s =1
—RA—-jmraD—zmr(—-raB) >4 RA-chf.BL
2R
1 -1 -1 _Ay_2HM
§M8_RA_§MLQB—3ML(mL)_3mRA
RA(1+§—E)=%Mg='> R, = Mgzm = mMgz
2(1+E) 2(+§M)
2R )
, - R - R = L_ _AyL_HM
Mg RA RB_MO'BZ M{mL)Z =g
+
RB=Mg-RA(1+ﬂ)=Mg-~‘9-@5—2-— (1+§)=Mg-m‘“ g)
" 2(m + 5 4) 2(m + 5 M)
Mg(m+-§-M)
x: 2(m+-;—M)
También podemos encontrar U’B’ aD v Ro @
aB=2RA=i m Mg _ _ Mg
Lo mLk @+ M) L@+oM
_ _L I M, _ - Mg observe:sentido opues
“p "% T -1 _52 = 3 (toalasignadc)
L(m+—3-M) r (m + §M)
7
mg(m + — M)
Ro = mg+RA=mg+ mMgz a 62
2m + 3 M) (m + 3M)
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17. Un palitroque del juego de bolos, o clava de malabarista, es lanzado
al aire. Describir su movimiento. Idealizar un cuerpo rigido consti-
tuido por dos esferas de masas puntuales m; y m; unidas mediante una

barra de longitud £ y masa despreciable.

El movimiento de dos particulas,

unidas o separadas, ha sido ana

lizado con extensidn en la expo
my L sicidn tedrica de este capitulo

y del anterior.

- Movimiento de translacidn:
-— N

-Mg§=m'écm=> a_ = - gk

El centro de masa describe un movimiento parab&lico en un plano,

dependiendo por supuesto de las condiciones iniciales.

- Movimiento de rotacidn:
La {inica fuerza que act@ia es la gravitacional, con respecto al CM

el torque que produce es nulo, T, = 0, de la ecuacién fundamental

se tiene:
2 aL -
T, = E'fo_ => L, = constante,

tenifndose un movimiento de rotacidn en un plano con respecto al
CM, luego:

i, = I,w=> ) = constante
El cuerpo rota respecto al CM manteniendo constante la velocidad

angular de lanzamiento ® = Wo) .
ﬁ @ %‘\n

P &

o \

@?—3
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18. Una varilla de masa M y longitud H reposa sobre un plano horizontal
liso. Uno de sus extremos se encuentra fijo en un punto O teniendo
la barra libertad de rotar alrededor del eje z perpendicular al pla
no en ese punto. A una distancia h del extremo O incide perpendicu
larmente a la barra con velocidad v, una bala de masa m, golpeando a
la barra y quedando adherida a ella. Calcular la velocidad angular w
de la varilla inmediatamente después del choque. (Qué valor debe te-
ner h, en relacidén a H, para que la cantidad de movimiento lineal se

conserve en el choque?

En el choque TOZXt = 0, luego se

conserva el momentum angular:

Loz = 1 w = constante.
esto es:
mvo,h = ( % ME*+ m b)) w
luego:
w = m Ve h _ Vo
= - 74
- %—MH2+mh2 (LML gy,
-+ 2
I°barra 3 M 3 mh
_ 12
I°bala mh

La cantidad de movimiento lineal no se conserva, la reaccidén en la ar-
ticulacién O es una fuerza externa impulsiva desconocida, teniendose
en general que FeXt # 0., Sin embargo, podemos calcular la cantidad de
movimiento lineal antes y despu@s del choque e igualando ambas expre-
siones buscar la condicidn, distancia h, para que se cumpla la igual-

dad. Veamos:

p; = mv, = mv,
p. = mv,_ + My =m@h) +Mwa) = (@h+ < MA)w
f f cm £ 2 2
1 MH
= (mh + = MH) Lo = —-—————T———-—(7 ETV
Pt 2 T 0™ T we
3 m h? 3 mh?
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igualando, P; = Pgs Se tiene:

T

> L MH_1 ME _
+ 1 _~>2mh_3 =

=
]
=
mp

QJ
o f- <]
[
o W

1 -1
Tantt~3

B
o
&
=]

Luego, el valor de h pedido, para que se cumpla esta condicidn, es:

he2n.

19. Se dispara una bala de masa m y con velocidad v, hacia un cilindro sd
lido de masa M y radio R, El cilindro estd inicialmente en reposo ¥y
se encuentra montado en una barra horizontal fija que atravezando el
cilindro coincide con su eje. La bala incide perpendicular al eje con
un parametro de impacto b =-% . Calcular la velocidad angular del sis
tema despu@s que la bala se incrusta en el cilindro. Considere que la

bala se inecrusta a-% e idealice que el impacto se efectiia a esta dis-

tancia.
Teniéndose un choque, se conserva
la cantidad de movimiento angular.
L,= constante
m Vo
R/Z7 o Idealizando el instante del impac-

R .
to a 7 , para este choque plastico

se tiene:

R 1 R
mva?=('§MRz+m'5')w
luego:

2 m v,

w:—-—-—
(24 + m)R
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20. Una volante con su eje horizontal se encuentra apoyada sobre una pla
taforma que puede girar libremente alrededor de la vertical.
La volante gira con velocidad angular constante w; y tiene un momen-
to de inercia I con respecto a su eje, que horizontalmente apunta de
S a N., Posteriormente, por medio de una "gata" se levanta el extre-
mo N, inclinando el eje 8° con respecto a la horizontal durante un
tiempo At, luego lo regresa a su posicidn inicial horizontal.
Determinar el dngulo que girari la plataforma, indicando la direccidn
del giro.

Se conoce el momento de inercia I del sistema, volante y plataforma,

con respecto al eje vertical,

"2 plataforma

vista lateral
(b) 7= o
Inicialmente se tiene un momentum

angular horizontal:

L=0°L wm Yy Lz =0

como no hay torque externo,

\\
! B ext i
5 r _1 T, =0 = L, = constante = 0

UJIU i - - -
Al inclinarlo un Zngulo 6 aparece
una componente vertical, llamémosla
L
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vista superior

Ly =L sen § = Lyw;sen O

debe aparecer un momentum angular I,
opuesto a Ly , para que Ly + I, = 0,

esto es:

I = - L sen 68 = - I;p sen O
Como se conoce I, también:

Ly = Ioup

igualando, se obtiene la velocidad

angular w, del sistema:

Ty
I

w2 = - sen O

en un tiempo At, habrd girado un

angulo B:
B = w At
B = I _w sen 6 At
Iz

Con una direccidn de giro de N a E.

21. Una barra uniforme de longitud £ y masa m puede girar en un plano ver

tical alrededor de un eje horizontal que pasa por uno de sus extremos.

Si la barra se suelta dejdndola caer desde una posicidn vertical, de-

terminar su velocidad y aceleracidn angular cuando la barra forma un

angulo 6 con la vertical,

234

Por conservacidn de energia entre la
posicidn vertical y cuando forma un
angulo 6 con la vertical, tomando co
mo nivel de referencia la horizontal
que pasa por el punto O, se tiene:

B +
Ue UB KG rot

= mg-% cosf + %-Iaéz

N

mg

con: I, = % ml?, queda:

mgf = mgl cos 6 + %—mﬂ?éz



g(l - cos 8)=-1§1é3

Luego, la velocidad angular es:

é=‘l§%(l—cosﬂ}

y la aceleracidn angular, derivando se obtiene:

i 3 1/2 _1/2 i
0 = g_i = % ( 2% ) (l-cosB) send 8 =
1/2 5
=% (i% ) (l-cos 6) IKZSEHSF% )1f2(l_c058)1/2]
§ - % -E- senf

22. Los extremos de una barra uniforme, de longitud % y masa m, se apoyan
sobre dos superficies lisas, vertical y horizontal, como se muestra en
la figura. Si la barra se suelta dejandola caer desde una posicidn ver
tical, determinar su velocidad y aceleracién angular cuando la barra

forma un angulo O con la vertical.

=
-
o
Z
[~ ©
=
7
A= S ==

y Por conservacidn de energia entre la
£, e .
72 posicidn vertical y cuando forma un
¢} lCM £z dngulo O con la vertical, tomando co
mo referencia el plano horizontal de
mg
% apoyo, se tiene:
. L :
= _> B =
Xem =2 sand Xem 2 cHsD & Yo om UScm * Kecm i KGrot.CM
- s m o i
ch 5 cosb s 5 senf 5 +l - +l "
2 . €2 "™V T2 Vem T 7 "o
2 = 22 A = 82
y & ; :
cm cm cm con los valores obtenidos con la fi
1 2
ICM =17 mf gura, queda:
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: 9

: 3 1 : 1 :
mg 5 = mg 7 COS S-I—g-mﬂlz 6? +Tz*mﬁl2 6

mgf = mgl cos O + %-mk?éz

g(l - cos 0) = + & 62
Observe que es la misma ecuacidn obtenida en el problema anterior, de
aqui se obtienen la velocidad y aceleracidn angular de la barra, que

rota en tornoc a un eje perpendicular al plano pasando por el CM,

é=\/—3—%(l—cose) y 9=—%—% sen O

23, Una barra AB de masa M = lOkg y longitud L = 2m, estd articulada en el
punto Cysostenida por una cuerda en el puntoc D, tal como se muestra en
la figura; Si se corta la cuerda, calcular la aceleracidn lineal del
extremo B y la reaccidn en la articulacidn C, cuando la barra ha gira-

do un angulo 6 = 30°,

WEZS
==
AT . . | B
. an
0.4m T0.4m

+) 4y

1

I T S 2 _
o "2 ME 12 M(2)" =

3
- 2 _ 1 _ _ 2
I, = Ig + M = M( 3+ 0.6%) = 0.693M = 6.93kg-m

= =v _2
I 3 kg-m
2
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- Aceleracidn angular o de la barra.

Ecuacidn de movimiento Rotacional: Tc = Ica

Para O = 30°, se tiene:
T
I

c_ _ Mg(0.6 cos 30°) _ 9.81 x 0.3 /3
c 0.693 M - 0.693

= 7.35 rad/s?

Q
1]

- Velocidad angular w de la barra.
Como la aceleracidn angular o no es constante, depende del angulo 6,
recurriremos a la conservacidn de energia para determinar la veloci
dad angular w para el angulo 6 = 30°. Tomando como nivel de referen

cia la posicidn inicial horizontal, se tiene:

AE =0 = AR +AU =0 = K + U =Ki + Up

como 3 K =0 vy Uy =0= K +U =0
v = 0,6w
1 .2 1 2 = o = 1 2 2 1
Con.Kz—iMch'f"z*ICM(x) = L ) M = K2="2‘MUJ (0.6 +§) =
CM 3
=%Mw2 x 0.693
Vs
U, = - Mg(0.6 sen 30°) = - %—Mg x 0.6
queda:
1., 1 o 2 9.8l x 0.6 _ o
= Mw’ x 0.693 - 5 Mg x 0.6 = 0 > @ = —”_—ETE§§_——8‘49 > w=2.91rad/s

~ Aceleracidn lineal EB del extremo B,

Como este punto describe una circunferencia a conocemos O y W
9 9
podemos encontrar las componentes normal y tangencial de la acele-

racidon. Los médulos de estas componentes, serans

=w? x 1.6 = 13.59 m/s®
y n
a_ =ax 1.6 = 11,76 m/s?
Luego
ay = /13.59% + 11,762 = 17.97 m/s?
tgh = 3o = 0.865 =8 = 40.87°
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vectorialmente, se tendra:

a =u? x 1.6 cos 30° = w? x 0.8/3

nx
a =0 x 1.6 x sen 30°= @? x 0.8
ny
a =oax 1.6 x sen 30° =ax 0.8
tx
aty =0 x 1.6 x cos 30° =-0 x 0.8/3
luego:

a, =0.8V3 + )i + 0.8 - a/3 )]

a, = 0.8(22.06)1 + 0.8(~4.24)7

B

a, = 17.64% - 3.393

con mddulo: ap = v/l7.642 + 3,392 =17.96 m/s?

y dngulo y :tgy = —=32 = 0.1922 => v = 10.88°
17.64

Por supuesto, el mismo valor de ag y con B=vy+ 86

- Reaccidn R, en la articulacidén C.

Para determinar la reaccidn en la articulacidn, necesitamos conocer
la aceleracidn lineal del CM.

Pero este punto describe una circunferencia conjuntamente con el pun
to B, del cual ya conocemos su aceleracidn, solo se diferencian enel
radio. Ahora tenemos un radio de 0.6 en vez de 1.6, luego, tenemos:

a 0.3W?V3 + )i + 0.3(? - o/3 )

cm
a_ = 0.3(22.06)1 + 0.3(=4.24)3
a_ = 6.6187 - 1.2723

cm

Aplicando las ecuaciones del movimiento de translacidn para el CM, se

tiene:

1]

c M a, = 10(6.618) = 66.18 N

eje x, = R
: by x

238



24,

ejey, = R, - Mg =MHMa

R =M(g + a.n y) = 10(9.81 - 1.,272) = 85.38N

Esto es:

R = 66.18%7 + 85.383

c
R, = /€6.182 + 85.38% = 108.03N
tgl= 8.38  _ 1290 = ¢ - 52,22°

66.18

Se incrusta una piedra en la cubierta periférica de una rueda de 60cm
de didmetro en un carro que viaja con una velocidad de 90Km/h.
Calcular la velocidad de la piedra, respecto a tierra, cuando ocupa
las posiciones indicadas con las letras A, B, C y D en la figura mos-

trada. A

SIS TS O QN B E = L =

La rapidez de translacién, respec
to a tierra, es:

- =90
Ve = 90Km/h = T8 " 25 m/s

La rapidez tangencial respecto al
CM, por la relacidn de rodadura ,

para la piedra, se tiene:

v = = = 3
Vp wR Ven 25 m/s

Luego, vectorialmente se tiene:

- _ = ,
vP vCm + VP
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Para cada punto, en m/s, se obtiene:

= 255 + 25 = s50%

<1
1

A
vy = 251 - 255 = 25(1-7)
. N ~
v, = 251 - 251 =0

C

- ~ A 2 . A
v, = 251 + 257 = 25(1 + 3)

25. (A qué altura sobre la mesa debe golpearse horizontalmente una bola
de billar con un taco para que la bola inicie su movimiento sin ro-
zamiento entre ella y la mesa?

h
R
I B TS S BV B
Aplicando las Leyes de Newton se tiene:
- Para el movimiento de transla-
cidén: F = Ma
~ Para el movimiento de rotacidn,
F respecto al CM: T, = In
_ F(h-R) = (% ME )
—_—t &
h Resolviendo ambas expresiones, e
R introduciendo la relacidn cinemd
tica de rodadura: a = aR,se tiene:
£=0
Mo R(h - R) = % MR? o,
N=Mg )
h-R = '5 R
1=%w 2 7
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26, Una fuerza horizontal F actlia sobre una esfera homogénea de masa M y
radio R. Como se muestra en la figura. El coeficiente de rozamiento
cinético entre el plano horizontal y la esfera es U. Determimar la al
tura h de aplicacifn de la fuerza F para que la esfera deslice sin

rodar. (Cuidl es su aceleracidn?

=T

£, —
VN W =N =V =Y &

Aplicando las leyes de Newton se tiene:

- Para el movimiento de transla-

w=0, 0=0 s
cidmn:
F-f=Ma
- _F-f _F-Mg _F _
___q____-t_'__» a = M - M _M HE
M a
B i B observe que para a > 0 es nece
h R Mg sario que F > f,
-~ Para el movimiento de rotacidn,
f=uMg respecto al ¢4 : T, = Ia
N=Mg

Como se requiere deslizamiento
sin rodadura, w = 0 y o = 0.
Luego: T, = 0

F(h - R) + fR = 0

FR - fR £
h = = R(1 - )
h—R(l——“—%-g)

Observe que como F > f se tieme que h< R. Condicidn esperada para

que exista compensacién de momentos y poder temer T, = 0.
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27. Un rodillo aplanador cilindrico de masa M = 100Kg y radio R = 0.5m,
se jala horizontalmente con una fuerza constante F = 200N. Si el ro
dillo rueda sin resbalar sobre una superficie rugosa perfectamente
horizontal, encontrar las aceleraciones angular y lineal de transla
cidn del CM del rodillo. ;Cu3l serd el coeficiente de friccidn mi-

nimo necesario compatible con este movimiento?

D.C.L. Ecuaciones de movimiento:

- Translacidén : F - f =M a

- Rotacidn : £fR=1I, a

P—- - Equilibrio : W - N=0
(+)

- Relacién cinemdtica de rodadu-

ra: a = oR
cm

N=W=Mg =100 x 9.81 = 981 N

= - --:f-—-ﬁ-———= > MRo

F - 5 MRo = MoR => a=%—ME—-=§-1-§%%}.—5=%=2.67rad/s’
acm=Ru =~!2'-x%=%=1.33mfsz

£ = -]iMRaz-%Mam=-%xLOOx%=23£=66.67N

Pnin = 5 =1030213.81 = 3x29.81 = 0.068
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Adicionalmente, observe que si se pide solamente encontrar las acele

raciones o y a.m? también podemos resolver el problema planteindolo

como una rotacifén pura respecto al punto de contacto, veamos:

F
P
1P=L,+MR2
_ 1 2 _ 3 .2
I, = 5 MR +MR® = 5 MR

Rotacidn pura respecto al punto de con-

tacto P-: FR = I_o

P
luego:
L FR __FR 2 F
Ip 3 wre 3w
2
b E
- - 2 F
ag - R = 3 g

Por supuesto iguales expresiones a las

anteriormente encontradas.

28, Un cilindro que sube por un plano inclinado 60° con la horizontal es

td conectado a un cuerpo de 75kg mediante elementos (cuerda y polea)

ideales tal como se muestra en la figura. El cilindro de 50kg tiene

un radio de 60cm y recorre 5m sobre el plano inclinado partiendo del

reposo. Encontrar la velocidad que tiene en ese instante.

D.C.L.

)

0
Cilindro Bloque
Io =%MR2

Ecuaciones de movimiento:
- Bloque.
Translacidn:mg -~ T =m a
-~ Disco.
Translacién:T-f-Wsenf = M an
Rotacidn: fR = Io
equilibrio: W cos 6 = N =20
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Relaciones cinematicas:

—~ condicidn de vodadura: a = qR
cm

- ligadura: a=a = oR
cm

Resolviendo con estas relaciones para la velocidad angular o, se tie

ne:

T = m(g - aR) T

T - £ = M(QR + g senf) m(g -~ GR) = M('% OR + gsenf)
1 f

f—-‘EMRQ

Despejando OR:

_ 2(m - MsenQ) _ 9.81(75 - 50 x 0.866) _9.81 x 31.70

@+ 3 M) (75 + 3 50) 150

oR = 2,073

luego:
a =0oR = 2,073 m/s®
y la velocidad pedida, cuando recorre s = 5m, sera:

v = v2as = v20,73 = 4.55 m/s

Un cuerpo rigido de forma cilindrica tiene arrollada a su alrededor
una cuerda con un extremo fijo al cuerpo y el otro libre. E1 cilin
dro de masa M = 15Kg vy radio R = 0.5m se encuentra sobre una super-
ficie horizomtal rugosa.Sisetira del extremo libre de 1la cuerda con
una fuerza horizontal constante T = 18N, como se muestra en la figu-
ra y considerando que el cilindro rueda sin deslizar, encontrar: la
aceleracidn angular y la aceleracifn lineal de translacitn del cilin
dro, la fuerza de friccifn entre el disco y la superficie de rodadu-
ra y la fuerza normal a esta superficie. (CuZl serd la velocidad de
translacion del CM del cilindro despu@s de 5 segundos que se inicia

el movimiento?

superficie rugosa

ST B2 )i = i e Y =R A




1, =—%MR2

- movimiento de translacién horizon
tals
T+ £ =M a@n
-~ movimiento de rotacidn alrededor
del CM:
TR - £ R = I 0
= Equilibrio vertical:
We-N=20
~ Condicifn de rodadura:

a = QR
cm

Resolviendo estas ecuaciones, se tiene:

T+ £
- - L

T~ £ = 5 MRo

- 4T
acm = QR = —

3M
£f = MoR - T = éz~= T =
3

Como a

cm

5 segundos, seri:

v = a t =

cm cm

= MoR } T= _[% MoR :>0(.

= 1.6 m/s?

- AT _4x18 = 3,2 rad/s?

3MR 3x 15x% 0.5

6N

es constante y parte del reposo, la velocidad Vem al cabo de

1.6 x 5 =8 m/s

Adicionalmente es importante hacer notar que al haber obtenido la

fuerza de friccidn f positiva, nos indica que el sentido considerado

para ella en el D.C.L. es el correcto.

;Cémo afectaria considerar el sentido inversc? Veamos:

D.C.L.

(Incorrecto)

T-f=Ma =>T--f =MR
cm

1
I‘R+fR=10&:>T+f=§_«MROL

Resolviendo:

_ 3 = _ 4T
T = Z MOR == o = R
a = QR = _§E~

cm M

£ =T7T~-MaR = T - %—T

il
i
Wi
=
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30.

El valor de f en la solucidn matemi3tica debe ser positive (mddulo o
valor absoluto). Luego, el signo negativo nos indica que el sentido

asumido es contrario.
Observe que en este caso no afecta para determinar las aceleraciones

aya_ Esto se debe que en rodadura,como hemos visto, con respecto
al punto de contacto se tiene una rotacidn pura y no intervienme 1la

friccidén en el torque. Esto es:

Rotacidn pura respecto al punto de

T contacto P.
T(2R) = I
luego,
8 PO <. S S
%MR’ 3 MR
IP=L.+MR2 v,
B 4T
IP=%MR2 + MR =%MR2 A~ W= g

obteniéndose los mismos valores arriba encontrados.

Un cuerpo rigido uniforme cilindrico, de masa M y radio R, tiene arro
llada a su alrededor una cuerda de masa despreciable, con un extremo
fijo al cuerpo y el otro libre. Encontrindose el cilindro inicialmen
te en reposo sobre una superficie horizontal perfectamente lisa, se
tira del extremo libre de la cuerda con una fuerza horizontal cons -
tante T como se muestra en la figura.

Determinar la aceleracidn angular y la aceleracidn lineal de transla-
cién del cilindro. ;Qué relacidn hay entre ellos? Compare resultados
con el problema anterior.

Ademds, encontrar la energia cinética total al cabo de un tiempo t.
iQué relacidn tiene el desplazamiento lineal x del CM y la rotacidn
angular 6 respecto a €17. Compare con el caso de rodadura sin desli-

zamiento.

superficie lisa




5 (65 o - Movimiento de translacidn horizon
tal:

T=Ma_ ==>a_ =
cm cm

==

-~ Movimiento de rotacidn alrededor

del CM:
T
TR = Lo = a —%—%fR =§—§
y ( * 5 MR?
) - Equilibrio vertical:
N W-N=0=> N=W= Mg
- Relacidn entre an Yo de las
ecuaciones de movimiento plantea
das, igualando el valor de T, se
I, = —12- MR? tiene:
1. 2
= MR a
_ Lo - _ Lo _ 2 _1
Macm_ R >acm MR MRHZROL

Comparando con los resultados obtenidos en el problema anterior, caso

de rodadura sin deslizamiento, se obtuvo:

(6 lineal: a_ -4 I> I
- aceleracidn lineal: am =3 W = T

—— . s _ i T T
- aceleracidn angular: o = 3 MR %% 2 i

. e 1
- Relacidn entre a__ vy 0: a__ = Ra = 5 Ro
cm cm 2
(Observe que: aqui no se cumple la condicidn de rodadura)
Como las aceleraciones a., ¥y o son constantes, partiendo del reposo,
las velocidades serdn:

- velocidad lineal: v_=a t = o+t
cm cm M
- velocidad angular:w = ot = — t

y la energia cinética total del cuerpo despu&s de un cierto tiempo t,

seran: @ ' 2 i
. L 1 'z_.i( 2 1 2 4T z)__l_q__z T2
K= vim+21°w-zmwt+2MRMzzt-ZMt+Mt
R
T,
K—Egt
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Relacidn de desplazamientos:

=~ lineal: x = %'acmtz = %“% &2 .
=> x _=%R0
em 2
- angular: 6 = %—a 2 = %.é% 2 = 7%; 2

Comparando, para el caso de rodadura sin deslizamiento se tiene 1la

relacidn: x__ = RO
cm

31. En el sistema mostrado en la figura, el bloque tiene una masa m=lKg
y el disco una masa M = 0,5Kg y radio R = 0.2m. Considerando una

polea ideal y que el disco rueda sin deslizar, encontrar: la acelera

cifn angular y la aceleracidn de CM del disco, la aceleracidn lineal
del bloque, la tensidn en la cuerda, la fuerza de friccidn entre el

disco y la superficie horizontal de apoyo y la fuerza normal a la

M’RO

EIZINZ B INEE
/}

misma.

z m

Z
1
=
1y
?;
z

¢

Considerando la polea ideal, la tensién en la cuerda es {inica (igual

a ambos lados de la cuerda).

Ecuaciones de movimiento:
- Bloque,
Translacidn: mg -~ T = ma
- Disco. k
translacidn horizontal:

T+£f=Ma
cm

rotacidn: TR - fR =-§ MR2a.

equilibrio vertical: W - N = 0
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Adem3s tenemos las siguientes relaciones:

- condicidn de rodadura : a = aR

- la aceleracidn a del bloque es igual a la aceleracidn de la cuerda
ideal, en particular, del punto de contacto donde se encuentran la
cuerda horizontal con el disco. La aceleracidn de este
punto es igual a la aceleracidn tangencial por el movimiento de ro
tacidn del disco, a_ = OR, mds la aceleracidn de translacidn del
disco, a = oR, esto es:

» cm
a=a + A = oR + aR = 20R

Resolviendo las ecuaciones de movimiento con estas relaciones, se

tiene:
T+ £f=M0R 3
=T = Z-MaR
1
T - f = 7 MRao.
mg - % MoR = m20R ==> o = = = 4?’3M = ‘”‘968; =20.65 £3d
(m + 7 MR (8 +— )R (8+357)0.2 s
a =oaR = 20,65 x 0.2 = 4,13 m/s”
cm

a =20R=2a =2x4.,13=8.,26m/s*
cm

3 3
T = 7 MRa=70.5%0.2x 20.65=1.55N
£ = MoR - T = MoR - é»MuR = l-MOLR = 14 T = l-T = 0.52 (se tiene:

A 4 43 3
£ <T)

N =W=Mg=0,5%9,81 =4.91N

32. Un cilindro de masa M y radio R enrollado con una cuerda ideal, inex-~
tensible y de masa despreciable, se encuentra sobre un plano inclina-
do a un angulo § con  la horizontal; del otro extremo de la cuerda,
pasando a través de una polea también ideal, cuelga verticalmente un
bloque de masa m. (Cudl es el valor maximo de m para que el cilindro

baje rodando sin deslizar por el plano inclinado? Ver figura.
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Se recomienda resolver primero el problema anterior.

D.C.L. Ecuaciones de movimiento:
- Bloque.

translacién: T - mg = ma

T -~ Disco
translacién: W senf - T - f=Macm
rotacidn:fR - TR = I.,a
+ .
l equilibrio: N = W cosb = 0
mg Relaciones cinematicas:
- condicidn de rodadura: a =aR
Disco Bloque - aceleracibn de la cuerda:
I ) = + = + =
Ty = 5 MR a at acm aR R 200R

Resolviendo, con estas relaciones, se tiene:

T+ £f =Wsen 6 - MaR

- _ 1 3.
=T = 5 Mg senf - 7 MaR
1
T-f=- 7'MR&
..]'.M 6 -
1 5 Mg sen mg

7Mgsen6——2—MocR—mg=m20cR=>oc= 3
(2m + 7 M) R
Para que baje por el plano inclinado, partiendo del reposo, se requie

re que:

a >0 => -%—Mg sen9>mg=>m<%M sen B

. 1
Si m es mayor que 5 M sen 6, se tendrd que a < 0 y el disco subiri

por el planc inclinado.
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Para que exista rodadura sin deslizamiento, el coeficiente de fric -

.- P . -
clon minimo requer ido sera:

- £
Hnin N
con: iN = Mg cos ©

_ 1 1
f = E—Mg sen 6 - E-MRa

1 1 %-Mg sen 6 - mg
f = i‘Mg sen 0O -3 M 3

2m+—4—M

33. En el sistema mostrado en la figura, el bloque tiene una masa m=2kg
y el carrete una masa M = lkg, radios r = O.lm y R = 0.3m y radio de
giro con respecto a su eje K = 0,15m. Considerando la polea ideal y
que el carrete rueda sin deslizar, hallar: la aceleracidn angular o
y la aceleracidn lineal a del carrete, la aceleracidn lineal a del
bloque, la ten%idn en la cuerda y la fuerza normal y de rozamiento en

tre el carrete y la superficie horizontal de apoyo.

M,K

ENZIN S SRS
Ay

S\

=
4
z
7

Considerando la polea ideal, la tensidn en la cuerda es {dnica T (igual

a ambos lados de la cuerda).

D.C.L. ‘ Ecuaciones de movimiento:

- Bloque.

T translacidn: mg - T = ma
- Carrete.

k+0 translacidn horizontal:T-f=Ma
) Rotacidén: fR - Tr = MK a
e equilibrio vertical: W - N =0
I=MK?
Carrete Bloque
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Ademds se tienen las siguientes relaciomes:

~ condicidn de rodadura: a = oR

~ la aceleracidn a del bloque es igual a la aceleracidn de la cuer—
da ideal, en particular, del punto de contacto donde se encuentran
la cuerda horizontal con el carrete. La aceleracidn de este punto
es igual a la aceleracién tangencial por el movimiento de rotacidm
del carrete, teniendo en cuenta el sentido de enrrollamiento, el
sentido de esta aceleracidn es negativo mientras que el sentido de
giro es positivo, a_ = - ar, mas la aceleracidn de translacién del
carrete, acm = 0R, esto es:
a=a + iy =" or + oR = a(R - 1)

Resolviendo las ecuaciones de movimiento con esta relacidn, se tiene:

T-f=moR => fR=TR-MoR?

. => T(R-r)=Ma (K*+R*)
fR - Tr = MK’q => mg (R-r ) =mat (R-r ) *+Mo (K2+R?)
mg - T =ma(R -~ ) =T =mg - ma(R ~ 1)

luego:

o = mg(R - r) -

5 N 5 M K” + R”
m(R - )% + M(K* + R?) R-1) += (g—7)
o = 19°Sé 1195 = 9.81 = 20.38 rad/s.
0.2 +7 (—“6-:7—) 0.4813
a = OoR = 20.38 x 0.3 = 6,12 m/s?
cm
a =o(R-1)=20.,38x 0,2 = 4,08 m/s?
T =m(g-a) = 2(9.81 - 4.08) =2 x 5.73 = 11.46 N
£ =R-Ma = 11.46 = 1 x 6.12 = 5.34 N
cm

N =W=Mg=1x9.81 =9,81N

En este caso, se tiene:

T > f => a. (positivo)
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34,

fR = 1.60 > Tr = 1,15 = a(positivo)

El carrete gira y avanza hacia adelante enrrollando la cuerda, pero

el bloque desciende dado que a = 0(R = 1),

Una rueda de 50kg y lm de diZmetro tiene un radio de giro con respec

to a su centro de masa de K = 0.4m. La rueda se apoya sobre una su-

perficie horizontal y se le aplican las fuerzas mostradas en la figu

ra, Calcular la aceleracidn de tranmslacidén del CM y la aceleracidn

angular de la rueda. Considerar los siguientes casos:

a) El piso es perfectamente liso.

b) El piso es rugoso, teniéndose un movimiento de rodadura sin desli
zamiento. En este caso calcular, adem3s, el coeficiente de roza -

miento minimo necesario.

F2 =150N

IS BB = L S

Primero calculemos el momento de inercia de la rueda respecto a un
eje perpendicular al plano de la rueda y que pasa por su centro (CM):

I =MK* = 50(0.4)* = 8Kg-m®

a) D.C.L. Las ecuaciones del movimiento seran:

= 150N -En y, N-W=0 = N=W=50x9.81=490,5N

Fi1-
y - ~Fy = = =
En x, Fy-F; Macm a i

=200N - 200 - 150 _ 50 _ 2
1 = +) = 0 =g5-=1 m/s
X T
-En z, TDZ=Ia =g,

°z

I

it

ey _ 150 x 0.5 _

2
= 3 9.375 rad/s
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La rueda se desplaza en la direccidén x positiva con aceleracidn

ay = Im/s*, aumentando su velocidad Vom ¥ al mismo tiempo gira con

respecto al CM con aceleracién o = 9.375 rad/s?, aumentando su velo-

cidad angular w en el sentido positivo, antihorario.

b) D.C.L. Las ecuaciones de movimiento serin:

~-Eny, N - W =0 => N=W=50x9.81=

= 490.5N
F, = 150N .
Z ~En x, -5 - =Ma_ =
a = F1-F,-f _200-150-f _50-f -1- £
y cm M 50 T 50 T 50
)
TOZ - TOf
X -En z, Toz—Tof=Ia=>OL= T
a- 150 x 0.5 - £ x 0.5 150 - £
B 8 16
N
- Ademds, la relacidn que estable-
ce la condicidn de rodadura, con
siderando los sentidos asumidos
como positivos, es:
- a = Ro = 0.50
cm
Resolviendo estas tres {iltimas expresiones, encontraremos O, an Y £,
esto es:
50 a_ = 50-f => 50(-0.50)=50-f => 250=£-50
cm _ 100 _. 2
a= =7 =2,44 rad/s
8a= 0.5(150-f) => 1l6a = 150-f => 160=150~f
a_ =-0.50 =-0.5x 2% = _ 1,22 n/s?
cm 41
£ =150 - 160 = 150 - 16 220 = 150 - 39 = 111 N

La rueda gira con respecto al CM con aceleracidn a = 2.44 rad/s®, au

mentando su velocidad angular w en el sentido positivo antihorario y

se desplaza en la direccidn x negativa con aceleracidn acm=_1,22m/sz,
alejandose del punto de partida con mayor rapidez conforme transcurre
el tiempo. Finalmente,el valor minimo de p serid:

Mnin “ N T %90.5 = 0.2263
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35. Un cilindro homogéneo de masa M y radio R se 2ncuentra sobre la pla-
taforma de un vagdn de masa m, y que inicialmente se encuentra en
reposo. En un instante £ = 0 el carro comienza a moverse con una ace
leracidn a constante. Como resultado el cilindro rueda sin deslizar
desde un extremo A al otro B, separados una distancia L, tal como se
observa en la figura.

Determinar la aceleracidn angular del cilindro, la aceleracién y ve-
locidad lineal que tendr3 el CM del cilindro cuando llegue al punto

B.

~ 7 -
a
L s L L s |-+
[eX O] [610]
N WY =Y R AV /a7 "4

D.C.L. Ecuaciones de movimiento.

- Translacidén: £ = M a
cm

- Rotacién: fR = I,a =>

(+) % MR? 1
f = z o =3 MRa
Igualando ambos valores de f, se
tiene:
1 1 2a
Ma,_ =7 MR = a =7 Ra = o= R

Encontremos, ahora, la relacidn de aceleraciones:
a_ =a + 'ér
donde:
a_, es la aceleracidn del carro respecto a tierra, horizontal en sen-—
tido positivo.
a_ es la aceleracidn relativa del CM del cilindro respecto al vagdnm,
horizontal en sentido negativo, como rueda sin deslizar, se tiene:

a = - oR
r
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Luego, la aceleracién del CM del cilindro respecto a tierra, sera:

a = a - oR
cm

Reemplazando en la expresidn del movimiento, anteriormente encontra

da, se obtiene:

-1 — -2 2
a-oR == Ra > o, = T R
_1 _ 1 2 a_ a
dm-2R = 3R 3 5= 3
- - _2ap__2
a. =- R = = 7R R = 7 a

Como la aceleracién a_es constante, el tiempo que demora en alcan-

zar el punto B sobre la plataforma, partiendo del reposo, seri:

v la velocidad, como a _ es constante, seri:
cm
1 3L La
V =a = e Rt =
cm cm 3 a

36. Sobre una superficie horizontal se coloca un disco de masa M y radio

wl

R, teniendo una velocidad angular w, en el sentido horario. Si el
coeficiente de friccidn cinético entre el disco y el piso es [, ha -
llar al cabo de cuanto tiempo el disco deja de resbalar e inicia un
movimiento de rodadura sin deslizamiento. Luego, determinar la velo-
cidad angular w y la velocidad de translacidn Vo due tiene el disco

en ese instante.

f = uN tN

Aplicando las leyes de Newton del movimiento se tendra:

- movimiento de translacidn en el plano (x, y).
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P — - E_uN Mg
Enx : £ =M a > a = M T M - e

teniéndose una aceleracidn a_, constante en el eje x positiva, la

velocidad Vem al cabo de un cierto tiempo t, sera:

= + = =
Voo = Veen acmt 0 + gt ugt
- movimiento de rotacidn en torno al eje z, perpendicular al plano
(x, y), que pasa por el CM.
Considerando los signos positivos indicados en el D.C.L., se tie-

ne:

T, =To=> o = . _ IR _CUNR _ -uMgR _ _ 2ug
4 I I I 1 2 R
E'MR

Teniéndose una aceleracidn angular o constante negativa, su senti
do es antihorario, opuesto al de w,, por lo tanto esta velocidad
angular decrecerd. Al cabo de un cierto tiempo t, el mismo consi

derado anteriormente, la velocidad angular w seri:

2
W= We + 0Ot =W, - ——%5~ t

Si en este instante t aparece solo rodadura pura, se establece la
relacién (condicidn de rodadura):

v = wR
cm

reemplazando los valores encontrados, se tiene:

ugt = (w, - 28 )R

R
despejando t:
_ _WeR
3ug
y con este valor de t, las velocidades pedidas en ese instante se
ran:
cw, - (e weR 2L :
W = W, ( R ) ( g ) = Wwo T Wo = 7§ Wo, Observe que:w< W,
_ WeR 1 . _
v = ug( ) = i-woR,por supuesto se debe cumpllr.vcm—wR.

cm Spg
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37. Un aro de masa M y radio R, que se encuentra sobre un plano horizon
tal, se lanza hacia adelante con velocidad inicial de translacidn v,
y al mismo tiempo se le comunica un movimiento de rotacidn hacia
atrds con velocidad angular inicial w,. El coeficiente de friccidn
entre el aro y la superficie es |.
Analizar el movimiento del aro posterior al lanzamiento: Encontrar
la velocidad lineal Vem? la velocidad angular w y la velocidad 1i -
neal del punto de contacto vp. En particular,indicar al cabo de
cuidnto tiempo empezard solo a rodar. Graficar estas cantidades en

funcidn del tiempo.

M,R
Wo
Vo

SIIE ) == =0 = =N E

D.C.L. ~ Equilibrio vertical:
N-W=0=> N=W-=1Mg
luego, en deslizamiento:
f = uN = uMg
- Movimiento de translacidn horizon

tal deslizandose:

f M
~f = = - X _ _ ¥z __
f Macm acm M M Hg

luego,como la a__ es constante,
cm

la velocidad del CM sera:

vCm =V, — Hgt

N

Aro Para dibujar los graficos pedidos,
es conveniente determinar el tiempo
CH ty en el cual el CM llegaria al re

poso si el aro solamente desliza:

iy =0 =v, =gt = o Ve
81y Vo Ugd>td g
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- Movimiento de rotacifn en torno al eje que pasa por su CM mientras

desliza:

T
. o _ .cM _-fR _ Mg _ _ g
Ty = Igu* = o=y =— =g =-"3%

luego, como O es comstante, la velocidad angular w, serd:

w=uw - He
- Velocidad del punto P de contacto mientras desliza:

v =v + Rw = v, - ugt + Rw, - Rugt _ v, + Rw, - 2pgt
b% cm R

El aro comenzard el movimiento de rodadu
ra, cuando la velocidad de este punto de

contacto P sea cero, es decir cuando

v = — Rw. El1 tiempo transcurrido t_,
cm T
serd:
. Ve t+
si, v_. = 0 = t = __O__Z_R_L_U_o_
P r Hg

Rw
P

Las velocidades, lineal y angular, que tiene el aro en ese instante,

seran:
_ = _ Vo + Rwo y _ 1 -
chr = Vo — Ugtr = Vo l-lg( leg ) - 2 (Vo Rwo)
cw - Hs o Mg Vot Rwoy 1 -
wr We R tr Wo R ( ng ) 7R (Rwo Vo)
v =0
Py

Iniciada la rodadura, el aro continuard su movimiento con estas ve-
locidades que cumplen la condicidn de rodadura, relacién que en la
convencidn de signos adoptada es:

v = (- Wk =% (Vo = R wy)

Posteriormente discutiremos nuevamente esta condicidn, ampliando

nuestro anidlisis,

Primero grafiquemos en funcidn del tiempo, desde el inicio del movi

miento (t = 0), las cantidades: Vom? Rw y Vpe
Estos gréficos, o sea,el comportamiento del aro, dependerd de la re

lacidén que tengan las condiciones iniciales de lanzamiento, presen-

tdndose tres posibles casos, estos son:
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si,

—(I) Vo > Rwo

Ve >

\0=w°-ll-5t.=>t.=
R 1 i

= (v, <
Vo =

1
'Z(Vo"Rmo)

En ese instante, vp

adelante con v =
cm

lar w también hacia

-(I1) v, < Ruw,

1

N

Ribg oo, (I)

RWgeooses(II)

RWo e oo (III)

Establezacamos primero si la roda-
't

_VotRw, _ VotRw, _ 1 Rw,e
r 2ug 2 va/td 2 Vo d

dura empieza antes o después de t

t

como Ve > Rwe >Ry — ¢ <y
v r d

o
Iniciado el movimiento, el aro dismi-
nuye su velocidad lineal y angular.
Cuando w = 0, esto es también cuando
vp = Veps o0 el tiempo:

Rwe
. Hg

el aro invierte su sentido de giro ha

£ cia adelante (negativo en la conven -

cidn adoptada), pero sigue deslizando

hasta llegar a t.

0 y se establece rodadura pura y continua hacia

(Vo = RWo)=(~w)R y rodando con velocidad angu -

adelante (negativa).

-1
2

Cuando:v, < Rwe =R >l1=t >t
Vo r d

En este caso la rodadura empieza des-
pués de ty- Iniciado el movimiento,el
aro disminuye su velocidad lineal vy
angular . Cuando alcanza el tiempo ty»
la velocidad de translacidn se hace
cero v = 0 vy vp = Rw. Luego, el
disco invierte su movimiento de trans
lacidn hacia atrds (negativo) y w con
tinda siendo hacia atrds (positivo)
pero continfia el deslizamiento hasta

llegar a L.

(Rw°_vo)
t

561
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En ese instante, vp = 0 y se establece rodadura pura retrocediendo
hacia el punto de partida con Vem = %-(v° - Rw,) = (~w)R (negativo)

y con velocidad angular w tambi&n hacia atrds (positivo).

-(II1) v, = Bw, En este caso limite, entre los dos

anteriores, cuando:

Ruw
R = = —o —_— =
Vem? w,vp Vo = Rw, => _— 1 >tr t4
Luego, en este mismo instante, se
tiene:
- v v =Rw=v_=20
cm p
[P
Rw,
7‘Vo‘ O"cm
Rw, tRw
Vem
(‘ t
t4 " Rw
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Consideremos nuevamente la situacidn cuando se ha iniciado el movi-
miento de rodadura sin deslizamiento, para mostrar que las velocida
des alcanzadas en ese instante Vem Y W se mantienen constantes,

cumpliéndose la relacidn de rodadura.

Supongamos que actlia una fuerza de friccidén £, ahora, estdtica (ob-

serve que al no haber deslizamiento f # uN).

Y/

(+)
v _,a
cm’ cm
N %
Planteemos las ecuaciones de movimiento.
-t = —— =....£
- Translacidn: - £ = M A >.acm o
-~ Rotacidn :--fR=I(.J.MO‘.=‘>0£.=-£=—i
MR? MR

A primera vista se presenta una contradiccidn, mientras a., nos in-
dica una disminucidn de Vi ¢ nos indica un aumento de W. Debién-
dose mantener la condicidn de rodadura Vem = (- w)R.

Resolvamos estas ecuaciones, con la condicidn de rodadura acm=(—u)R.

Reemplazando en la ecuacidn de translacidn se tiene:
f £
- 0R = - = =—=> = e
M = R

Comparando con la ecuacidn de rotacidn:

£

%=~ WR

0. Por

1]

Esto serd posible solo si £ = 0 y se tendrd: a =0 y a..

lo tanto, w y V. Permanecen comstante.

Recuerde que la fuerza de friccidn estidtica actiia con un valor tal,

que corresponde siempre al requerimiento de la accidn selicitada.



Adicionalmente, recurramos al concepto de energia: W = LK,teniéndose
en este caso W = 0, luego queda:

AR = 0
1
como: K=7Mv + 5 I w

y siendo ambos términos siempre positivos, para que AK = 0, tanto

Vi COmo W, deben permanecer constantes.

Esto es, finalmente, el aro tiene una energia cin@tica de translacidn
- - - - -~ o .-
vy una energia cinética de rotacidn, tales que se cumple la condicidn

de rodadura. No requiriéndose ninguna fuerza. Conservindose la ener-
gia cingética total.

Pero nuestra experiencia nos dice que si lanzamos un aro, observa-
mos que ambos valores disminuyen y el aro se detiene. Esto es por
otra causa, se debe a que cuando se tieme un aro real sobre una su
perficie, por las deformaciones producidas, el contacto entre ellos

no es realmente un punto.

La normal es la resultante de peque-
nas fuerzas distribuidas en el con -
tacto real producido. Como resultado
se tiene un desplazamiento k de Nres

-pecto a la vertical que pasa por el

“a aM.
! Luego, por este hecho, aparece un
Wl | 8
| contra torque: kN, responsable de que
q
|
} = w disminuya y consecuentemente tam -
} IN bién Vem® Deteniéndose finalmente el

7'?{‘ . aro.

Este andlisis nos conduce al coefi -
ciente de friccidn a la rodadura. An3lisis que se ampliard con mayor

detalle en los cursos de aplicacidn mecanica.
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38. Un carrete de radios r = 4ecm y R = 6cm estd suspendido apoyado sobre
rieles horizontales como se muestra en la figura. El carrete estid co
nectado al bloque B mediante una cuerda inextensible y rueda sin des
lizar. En la posicidn indicada, la velocidad y aceleracién del C.M.
apuntan hacia la izquierda y sus magnitudes son 8 cm/s y 20 cmfsz,
respectivamente. Calcular la aceleracién de B relativa al punto A

del carrete.

= ¢riel
[ T ¢ i
e ——
——————— s carrete

= /e = V=

; [ | S = |

” L] nesaz

r

L —

i

.

v

vista lateral vista superior

El movimiento del carrete estd dado: Ecm’ Gcm y rodadura sin desli-

zamiento. Pidiéndose, calcular la aceleracidn de B relativa a A,

VB’,A.

- -
nematico.

Por lo tanto, estamos frente a un problema exclusivamente ci-

~ Aceleraciones lineal del CM y an-

gular del carrete:

a, = - 20i ecm/s?

a ~ ~ e
a 2k = 48 k = 5k rad/s?
r 4

]

- velocidades lineal del CM y angu
lar del carrete:
Vo =- 81 cm/s

~

_ Vo 8 i
w =k =2k=2k rais
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39.

La aceleracidn de B en el eje y es igual a la aceleracién del punto
C en el eje x, la pequelia polea solo cambia la direccidm.

Para determinar la aceleracidn del punto C, encontremos primero las
aceleraciones relativas normal y tangencial para cualquier punto de

la periferia, de radio R, del carrete:

|
]

a = w*R = (2)2(6) = 24 cm/s*

n

o R 30 cm/s?

(5) (6)

a
t

Luego, la aceleracién del punto C, seri:

a=a+a + zt = -20% + 243 + 301 = 101 + 243

L
(@
ol

Por lo tanto, la aceleracién de B es:

- s »
ag, = 107 cm/s

La aceleracidn del punto A, serd:

=a +a +a =-200 - 247 + 30§ = -44% + 30§

Finalmente, la aceleracidn de B relativa a A, sera:

aB/A =ap - a, = 103 + 443 - 307 = 441 - 203

44 a= /Qaa)z + (20)% = 4«Q11)2+ (5)%= 48.33cm/s®
[<Ce
20 |
! 20 5
e e B L th = o= === = 24 ,44°
3 /a 4~ 11

Un carrete, como se muestra en la figura, rueda sobre una superficie
horizomtal con velocidad angular w constante. En su camino se en-
cuentra con una rampa inclinada un dngulo 6 y cuyo ancho £ es menor
que la longitud L del eje del carrete. Encontrar la altura H sobre
el nivel del piso hasta la cual puede llegar el centro de masa del

carrete.
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P 3 < 1
Considerar el momento de inercia del carrete como: I = vl Me? ,

w
—
==
: '
vista \ ! -
-
lateral N

= = T = e = =i = =

B 1
vista I

superior g} = L
2

Como nos piden el cambio de altura

del CM en un potencial gravitatorio,
por conservacidn de energia: AE = 0.
Considerando que al alcanzar la
mixima altura, el carrete solo ten

dri energia potencial, pues w_.=0,

i

nrer

se tiene:

Mg(H - 2r) = % MGV -0)+ 2 1(u*-0)

Por condicién de rodadura: Vi ™ 2rw,luego:

MgH = % M 4rtw® + %Imz + Mg2r
-1 2 Loy
H = 7 (4r* + v Jw® + 2r
y con: I =-% Mr?, queda:
I | 1 2 2
H = 75 (4 + > ) r"w” + 2r
H= —— r2u? + 2t
4g

Nota: Si ha considerado que el carrete se encuentra con una transi-
cion suave al alcanzar la rampa, de modo tal, que en el impacto no
se produce pérdida de energia.
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40. La cabina de un funicular de peso W, cuelga mediante dos poleas, de
masa M y radio R cada una, de un cable rigido que forma un dngulo ¢
con la horizontal. Encontrar su aceleracidn si se suelta el fremo vy
baja por la accidn de su propio peso. Asumir rodadura sin deslizamien

to.

Al ser dos poleas iguales las fuerzas de friccidn son iguales (fA=fB=f).
Pero, observe que f depende de la masa y no del radio, si las masas

de las poleas fueran diferentes las fuerzas de friccidn serian dife-
rentes.,

- Movimiento de translacidn sobre la pendiente.

(2Mg + W)sen ¢ - 2f = (2M +% )a

- Movimiento de rotacidn, rodadura sin deslizamiento, de las poleas:

a 1

— => R,
5 R £ 5 Ma
Reemplazando f en la eucacidén del movimiento de tramslacidn, se tie-
ne:

(2Mg + W) sen ¢ - 2 %-Ma = (2M +,§ Ya

despejando la aceleracidn,

(2Mg + W)sen ¢

]

W
3M + —
( g)a

a:(@&.t—v‘g_.)senqb
M + -
g
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Como ejercicio encontremos esta cantidad utilizando el concepto de
conservacidn de energia, Primero determinaremos la velocidad v y
luego,derivando,se obtiene a. Veamos:

AE = AR+ U) =AK+ AU = 0 = - AU = AK

Al descender una altura h cualquie
ra, recorre sobre la pendiente una

distancia s y adquiere una veloci-

_ds
dad v = it °
-1 Wyor 4oL (Lypey ¥ y2
-[—(2Mg+W)h)—O]—2(2M+g)v +22(2MR)(R) -0
-1 Wz o Ly =L Wy 2
(2Mg+W)h—2(2M+g)v +2Mv-2(3M+g)v

V2=2(_2£8_,t%_)h=2(2_b_45_";%._)5 seng
M+ o M+ 2

derivando:

2v§%=2(——L—2M +¥)§%seno¢
3M +-g—

2va=2(M)vsena

3+ X
g

a= ( %jﬁﬂ)senu
3M + —
g

el mismo valor anterior, por supuesto.

Para determinar las normales, perpendicularmente a la pendiente se
tiene:

- NA-— NB+ (2Mg + Wcos ¢ =0

N, + Ny = (2Mg + W)cos ¢ = 0

luego, necesitamos otra ecuacidn, debemos tomar momentos con respec-—

to a un punto ’T°z = 0, pero como no han precisado la posicidén del



C.G. no se puede plantear esta ecuacidn. Observe que en general,

NA # NB. Pero en este caso fA = f_ = f, valor requerido para que gi

B

ren con o las poleas, que son iguales,

41, Encontrar la aceleracidn lineal con la cual se mueve un cuerpo rigi-
do de forma cilindrica (disco) que tiene una cuerda arrollada a su
alrededor con uno de sus extremos fijos al cuerpo y el otro al techo.

D.C.L. - movimiento de translaci6n:(F=Macm)
AV
Mg—T=Macm=>T=M(g—acm)
- movimiento de rotacidén: (T, = Ia)
TR = I, => 1T = If{u
T con la relacidn de rodadura:acm=aR
. (aceleraecidn lineal del CM del dis-

se tiene:
) O a
0 2 cm
MR =

42,

co al desenrrollarse de la cuerda
fija al techo)
y con el momento de inercia respec

to al CM: I,= % MR?

Ts — 2 =

M a
R

cm

NI

igualando ambas expresiones de T,

queda:

o] —

M a . = M(g - acm)

a =
cm

w]ro
fue

Note que a., s independiente de M yR.
Se enrrolla una cuerda de masa despreciable alrededor de un disco ci
lindrico homogéneo de masa M = 15Kg y radio R = 0.5m. La cuerda tie-
ne un extremo fijo al cuerpo y el otro extremo libre se tira hacia
arriba con una fuerza T = 180N, Determinar:

a) La aceleracidn lineal del CM del disco.
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b) La aceleracién angular del disco.

c) La aceleracidn lineal de la cuerda.

D.C.L. -Movimiento de translacidn.
T-Mg =M an
_ T _ 180 _ 2
T a, =¥~ 8°71% 9.81 = 2.19m/s

- Movimiento de rotacidn:
TR = I.0

TR 2T 2 x 180

o= - MR "~ 15x0.5

I =48rad/s?
Mg 2

Observe que en este caso no se di la relacidn de rodadura como en el

problema anterior, aqui, an # OR.

La aceleracidn tangencial, con respecto al CM del disco, del punto

de contacto de la cuerda con el disco conforme se desenrrolla es:

a, = GR = 48 x 0.5 = 24 m/s?

Luego, la aceleracidn de este punto la cuerda, y de cualquier otro

de ella, con respecto a tierra, sera:

a,=a +a_ =24+ 219 = 26.19 m/s’

43. Se tienen dos discos iguales de radio R y masa M cada uno, y una cuer
da ideal con sus extremos arrollados alrededor de ellos como se mues
tra en la figura. El disco superior puede girar libremente alrededor
de su eje horizontal como una polea colgada del techo y el dis-
co inferior se suelta dejandolo caer.

Encontrar la aceleracidn angular de los discos, la aceleracidn lineal

de translacidén del: CM del disco que cae y la tensibn en la cuerda.
BN
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D.C.L.

~ Disco Polea .. ..
- Movimiento de rotacidn:

1
TR = 5 MR®0,=> T = % MRa,

- Disco Movil
— Movimiento de translacidn:

Mg - T =Ma_

T - movimiento de rotacidn:

TR = % MR?0, => T = —%— MRal,
()

W=Mg

La tensidn en la cuerda es comlin para ambos discos y sus aceleracio
nes angulares son iguales, pero de sentidos opuestos (21= 02 = 0).
Como los dos discos giran se tiene que: la aceleracidn lineal de la
cuerda al desenrrollarse del disco polea sera: a, = oR y la acelera
cidén lineal del CM del disco mbvil con respecto a la cuerda al de-
senrrollarse sera: aém = aR. Luego, la aceleracidn del CM del disco

P . =
mévil con respecto a tierra sera:

a =a' +a =o0oR + oR = 20R.
cm cm C

Reemplazando y resolviendo se obtiene:

Mg—-;—MRu=20cRM = o¢=%-§-
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- =22 8.4
a = 20R = 2 T R R = T 8
-1 I -
T=%MRa =5 MRE ==<Mg
44, Se tiene un juguete comercialmente conocido como Yo-Yo con las si

guientes caracteristicas:

M = Masa
R = Radio exterior
= Radio del eje

T
I = Momento de inercia = %—MR2

(valor determinado experimentalmente)

L = Longitud de la cuerda.

Si se suelta el Yo-Yo del reposo dejando desenrrollar toda la cuerda,

determinar la velocidad con la que llega al extremo.

(Cuil ser3 esta velocidad, si simultdneamente se levanta la mano con
una velocidad constante iy Y cudl si se levanta la mano con una ace

leracidn constante aM?

-~ Como nos piden encontrar solo la velocidad V.n al llegar al extremo
y como la fuerza externa gravitatoria es conservativa, el camino
mis directo para encontrarla es por conservacidon de energia,

AE:O:>K1 + Uy =K + Uy
tomando como nivel de referencia al punto mds bajo, cuando la cuer
da estd totalmente desenrrollada, se tiene:
o+MgL=(in2 +—l—Iw2)+O
2 cm 2

con la relacidn de rodadura, que en este caso se di, Von = W que-

da: 2
I 12 2 _co
Mg L =g MV o+ 5 MR —
r
1, 1 B, 1.1 R,
gl = 7 Vem + 5 2 Vem T ( 2 +'§' ;z)ch
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despejando Ve

v _o=|2E

cm R
1+?

| paf

- Como ejercicio, encontremos este mismo valor, determinando prime-

ro la a_ aplicando las ecuaciones de movimiento, esto es:

oo => g = =
p.c.L. Mg-T=Ma T = Mg -a)

'I't:Ioa => T:::-].:..?-g-.

T r
y R
como: a__ =ogr = T = —
cm 2
T
con: To=2Mg2 =>T=2y K 4
v 5 r? “em

igualando con la primera expresidn
de T, queda:

Mg ZMB-:E =M(g - a_)
5 cm cm

8m = 2 R

1+ =
5
Como esta aceleracidn es constante y parte del reposo, L serd :

Vo ™ 2 a L = \, 2 g m

L+35p

igual valor al anterior como debe ser, ;verdad?,si,

- Consideremos, ahora, que la mano se levanta con una velocidad Yy
constante.,

Al no estar acelerada, las expresiones del movimiento que acabamos
de establecer serdn las mismas y luego, la aceleracidn a . conres
pecto a la mano serd la misma expresidn encontrada y tambi&n lo se

v .«
cm

Con respecto a tierra se tendra:

cm/t em/M t Yy
esto es:
2. 2gL -
Vem E 2 g2 M
5 ¢




- 8i la mano se levanta con una aceleracidn constante ay las expresio
nes del movimiento anteriormente planteadas no seran las mismas,por
lo tanto, ni la aceleracidn a ni la velocidad Vg con respecto a
la mano tendran las expresiones encontradas.

Luego, encontremos a v v, para este caso, aplicando las ecuacio-

nes de movimiento correspondientes se tendra:

- = (a’ - = T= —g'
D.C.L. Mg - T = M(a_ - 2 T=M(g acm+aM)
Tr = 1.0 => T = _];_‘1.9”.
T

T ¥

a I°acm

M con: a' =or => T = ——
cm 2

_2 2 _2 R2 v
I, = g'MR >’T-—5 M a

<+ ;P con: r2 om

igualando con la primera expresidn

de T, queda:
2 R, .
Mg 5 M 2 %em T M - Gem T aM)
+
oo &7 Ay
dem 1 +_£; R?
5 t°

y la velocidad,al quedar desenrrollada toda la cuerda, serd :

v' = J2a' L= _£££5;t4§%r__
cm cm 1+ 2 R
5 r?

El tiempo que demora en alcanzar esta velocidad es:

] ]
Vem - 2acm L 2L

a’ a' a'

cm cm cm M
en este mismo intervalo de tiempo la mano al estar acelerada con ays

partiendo. también del reposo, alcanzara una velocidad Yy igual a:
A

2 R
W+ )

v, = t = a =
M M M N M 5+ e

y,finalmente, con respecto a tierra se tendra:
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cm/t Vem/m ¥ M/t
i Vi esto es:
(+) r—— 2L
l Vi ® V. =¥y ZacmL a, i
v' cm
cm
v = .f2a' L (1 - M )
cm cm y
a
cm
2L(g + a.) a 2L(g + ) a (l+£§:)
o 5 | . P M _ M g MU SE
S LT TR
5 r? —ZR: 5 ? g+-aM
3o
Vem )

45,

en el extremo de la cuerda rotando libremente, sin subir, con

velocidad angular w constante.

do por la cuerda al moverla lateralmente en un plano vertical

contiene al eje del

Yo-Yo?

Un Yo-Yo, como el considerado en el problema anterior, se encuentra

una

Si se le aplica un torque, produci-—

Yo-Yo y a la cuerda, ;como tiende a moverse

que

el

-? Inicialmente el yo-yo tieme un wo-
| mentum angular:
1 Lo = ID
{ Al aplicarle un torque % , que es
————— 1 —-t)- — - perpendicular a ﬁ,, en el plano ho
¢ rizontal que contiene al eje, se
tiene:
T T= g-i— = dL = E‘ dt
\/ (‘i=i°+df'.._ y después df un_inter\_falo dt,
‘ ’dizT i L =1L, +dL
L,=1
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46.

Como puede verse en la figura, el momentum angular girard en el pla-

no horizontal.

Por lo tanto, el Yo-Yo tendera a girar alrededor de un eje vertical.

Consiga un Yo-Yo y compruebe.

Un cilindro rueda sobre una mesa avanzando hacia el borde de la mesa

con una velocidad v como se muestra en la figura. Indicar cual serd

la direccidn del movimiento del cilindro cuando alcanza el borde de

la misma.

cilindro

’:;—Borde de la mesa

276

El cilindro al rodar sobre la mesa

. . v
tiene una velocidad angular w = o

y un momentum angular L, = Iw a lo
largo de su eje en el sentido mos-
trado en la figura.

Cuando el cilindro llega al borde,
la gravedad actla en el extremo 1i
bre produciendo un torque %o como
se muestra en la figura y de acuer

do a la ecuacidn fundamental:

T, = gIt” =>4qi, = T, dt
Por lo tanto, luego de un dt, se
tendra:
L =1L, +dL,
produciéndose un giro hacia adentro
del borde de la mesa como puede

apreciarse en la figura.



47, Una rueda y un contrapeso estin unidos por un eje, el cual, se coloca
horizontalmente en equilibrio sobre un pivot como se muestra en la fi
gura. La rueda, de momento de inercia I = 0.27 Kg—nﬁ, gira con una
velocidad angular w = 10.6 rad/s en el sentido indicado tambi&n en
la figura. Si el contrapeso, de masa m = 2,02 Kg, se desplaza en el
eje una distancia d = 10 cm hacia afuera, encontrar la velocidad angu

lar de precesidn.

En el item 7.8 hemos analizado este
movimiento, habiendo encontrado:
T, = w_x L,
P
en el diagrama se muestran sus di-

. ..
recciones, teniéndose:

T,1L Lol w
P
v
w = T, - mgd _ 2.02 x 9.81 x 0.1
p - T, T 0.27 x 10.6
w = 0.69 rad/s
P

48, Sobre un pivot vertical se coloca horizontalmeﬁte en equilibrio un eje
con dos volantes como se muestra en la figura. Las volantes giran con
velocidades angulares de sentidos opuestos. Si la volante (l) se des -
plaza en el eje una distancia d hacia afuera, encontrar la velocidad

angular de precesidn.
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Considerar que T;w; - Ipws

Tratdndose de un movimiento de pre-
cesidn, que ya hemos analizado, se
tiene que:

To = Qp x Lo

mostrandose en el diagrama las di -

recciones de los tres vectores, don

de:
T, 1 L,L &
p
luego:
T
w o= = M gd
P ° Tiwr = Iz w2

49, Un cilindro estd en equilibrio apoyado como se muestra en la figura.

Se pide determinar su movimiento en cada uno de los siguientes casos:

a) El cilindro estd girando con una velocidad angular W, alrededor de
su eje longitudinal en el sentido indicado y luego se le aplica en
uno de sus extremos una fuerza de magnitud F constante, perpendicu
lar al eje del cilindro, y dirigida hacia abajo.

b) E1l cilindro no estd girando y se le aplica la misma fuerza indica-
da en a).

c) El cilindro estd girando como en a), pero la fuerza que se aplica

en este caso es horizontal.
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d) El cilindro no estd girando y se le aplica la fuerza la misma fuer

za indicada en c).

FrEn=n Caso (a)

-C . - = m T
aso(a) El torque es: T, =r x F =T, 1 L,

Aplicando la ecuacidn fundamental:

T, - 4L,

F ,
_ = dt
rwa Fo
Se presenta un movimiento de prece~

= dL, = ’T‘odt

0 === f“'%}%}ﬁf’“‘fﬁ sién con velocidad angular &a :

4 T, = wa x Lo,

teniéndose {
El cilindro gira en el plano hori -

Nota: Por claridad el vector tor zontal.

que, T,, se ha dibujado desplaza

do al extremo del cilindro, te-

niendo en cuenta que:dL.=T.dt.

-Caso (b) EL torque es: T, =t x F
En este caso se tiene que: 60 =0y
L L, = 0. Aplicando la ecuacidn funda

® - mental:

—— I |
se tendra un movimiento de rotac16n

con velocidad angular w

i anel b
@bﬂToy LbﬂTo

N7
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El c¢cilindro girard en el plano vertical (El1 extremo de aplicacidn de

la fuerza 'desciende").

~Caso(c)

—Caso(d).

)

L

M Z =

El torque es: T,=f x F => T, 1 L,
Aplicando la ecuacidén fundamental

= di = et
- 0 — = :
T, It > dL, = T.dt

se presenta un movimiento de prece

sidén con velocidad angular  :

0

Al
c T

T, = 0 x io’teniéndose;{
c

—

g1 €
=

c o

El cilindro gira en el plano verti
cal. (E1 extremo de aplicacidn de

la fuerza se "levanta')

El torque es: Ty =1 x F

En este caso se tieme que:

Wo =0 y L, = 0.

Aplicando la ecuacién fundamental:

- ~ dio . _ ~ -
T, = It > dL, = T, dt

se tendra un movimiento de rotacidn

con velocidad angular 6d:

El cilindro girarid en el plano ho-

rizontal.

50¢ Una pieza cilindrica de masa m, didmetro d y longitud a, descansa so

bre un plano horizontal con uno de sus extremos unido, mediante una

rotula, a un punto fijo 0. El cilindro gira en torno a su eje longi-

‘tudinal con una velocidad angular
aplica una fuerza F perpendicular

recciones y sentidos indicados en

wy en el extremo libre P se le
a su eje en todo instante, con di-

la figura.

Determinar, en los casos mostrados (1) y (2), el movimiento que ejecu
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tard la pieza. Calcular la velocidad angular correspondiente que lo
describe y graficar los vectores que intervienen, para un instante

dt. Considere la accidn gravitacional despreciable en todo momento.

({Como se compondrd el movimiento si actfian simultZneamente ambas

fuerzas (1) v (2)?

-Caso (1) El momentum angular inicial es:
Lo =10 =-% md? w j

z El torque es:
T,=rxF=aFk

- i
Aplicando la ecuacidn fundeental:

T, no_dLhe o = _ 7 i
T, = It > dL, = Todt

Se presenta un movimiento de prece

si6én con velocidad angular w; @

%o =& x L, ,teniéndose ;{“h 1 To
wli Lo

luego:
To'> arF . 8a F A
E w1=f—1=l 1=________2____1

° B d? w mdw
1 4.2 1 )

= i'm(i' =gm d La pieza gira en el plano vertical

y-z, alrededor del eje x (el extre

mo P se "levanta®).
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-caso (2) Como en el caso anterior se tiene un
z movimiento de precesidn.
Con:

= 1 ~
L, = g-md w]

T, = aF1

=

df,= T,dt
Dy = k§§E~A(_§)
md 2w

La pieza gira en el plano horizontal

x-y, alrededor del eje z (el extremo

P "retrocede').

~-Caso (3) Cuando se aplican las dos fuerzas F,
y F, simult@neamente, ambas rotacio-
nes se combinan, teniéndose:

53 = &1 + &2
lLa pieza gira en un plano y-u, per-
pendicular a W3, alrededor de la di
reccidén de w3(el extremo P se "le -

vanta' y "retrocede" combinadamente).

51, Una volante de radio R y masa M distribuida perimetralmente en la cir
cunferencia, gira en un plano horizontal con una velocidad angular w
alrededor de su manubrio vertical, de longitud H, el cual apoya uno
de sus extremos sobre el piso tal como se muestra en la figura.
Posteriormente, con una pértiga empotrada en el techo y de longitud
variable, se le aplica a la volante una fuerza puntual P, constante
durante un tiempo At, perpendicularmente sobre la circunferencia, te-
niéndose un contacto perfectamente liso sin friccidn.;Cudl es el movi
miento de la volante en el tiempo At y cudl ser3d su movimiento poste-
rior, sin la accidn de la pértiga?.Encontrar la fuerza F, que deberia
aplicarse simultineamente con la accién de la pértiga, perpendicular-
mente sobre al manubrio en su extremo libre no apoyado,para anular el
movimiento que se produciria por la accidn de la pértiga descrito an-
teriormente. Cual seria el efecto de considerar rozamiento entre el

extremo de la pértiga y la circunferencia de la volante?
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manubrio™®”] [}

Pértiga

jas]
e

volante 27 ///;

e I
== I ES =

R

Torque aplicado por la pértiga:

i1o = RP(—'R)
i p Aplicando la ecuacidn fundamental:
=
| = dL T
T, = == =>AL, =T
o It L, = TAt
Luego, el momentum angular L, tien
X
de a girar hacia atrds un angulo
z/// Af en el tiempo At.

0 I

0 |
Retirada la pértiga, se tiene un trompo a un angulo A6 con la vertiﬁal, y

el movimiento que sigue serd@ un movimiento de precesidn.
F

Para anular la accidn de la pértiga,
la fuerza F deberd ser tal que pro-
duzca un torque igual y contrario

para anular el producido por la pér

tiga, esto es:
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Si se considera el rozamiento, la
fuerza de friccidn es:

fF=fk= uP k
y el torque producido por ella es:

‘L m s »
Top = £ R(-7) = uP(-3)

Aplicando la ecuacidn fundamental

m _dLe o AT _ m
ch = It > AL, = Tof At

Luego, el momentum angular L, no
cambia su direccidn,sdlo disminuye

su magnitud y consecuentemente la

0 . velocidad angular w .

52. Determinar el centro de fuerzas o punto de aplicacidn de la resultan
te de un sistema de fuerzas coplanares cualquiera que actllan sobre

P
un cuerpo rigido.

Consideremos una fuerza coplanar genérica:

La resultante de n fuerzas sera:

n n
F=( Z F )i+ (2 F D]
i=1 *i i=1 Vi
con mddulo:
n n /
F= ((Z F )4+ ( Z F )
i=1 %4 i=1 Yi
y direccidn: n
z Fy
i=1 7§
tg GX = =
Z F
i=1 %4
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Observe que la fuerza resultante F es también coplanar con las fuer-

zas Fi’ como era de esperarse.

Para encontrar la posicidn r. del centro de fuerzas se requiere que

£

se satisfaga la igualdad:
o - n o
r . xF= 2 r.xF.
cf . i i
i=1
Tomemos como centro de momentos el punto O, el cual es arbitrario,
en el mismo plano solo por simplicidad operativa. Luego se tendra:
n n
X z
[ cf(‘

n
F )k=[Z ®. F -vy.F i
Z xi) =z (x5 y. " Y5 x-i) 1

F ) -y (
Vi S i=1 i

=1
encontrindose que el torque de la resultante y el torque total son
perpendiculares al plano, requiriéndose para su igualdad que:
n n n
x (ZF )-y (Z F )= 2 (x.F =-vy.F )
o a1 Vi S T o R

las cantidades de las sumas en i, tanto del primer miembro como del
segundo son conocidas, se calculan con los datos. Por lo tanto, se

tiene la ecuacidn de una recta de la forma:
ax - by = ¢

Todos los puntos de esta recta satisfacen el requerimiento. En con-
secuencia, no sdlo hay un punto, sino, un conjunto de puntos sobre
los cuales se puede aplicar la fuerza resultante para producir los
mismos efectos sobre el cuerpo. A

La pendiente de esta recta es:

Observe que esta recta tienme igual direccidén que la fuerza resultan-

te,
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53. Una cadena flexible homogénea de longitud L y peso W sobre una super
ficie perfectamente lisa se suelta del reposo en la posicidn mostra-
da en la figura, Calcular su velocidad cuando sbandona la posicifn

horizontal.

EL%. La cadena desciende por la fuerza
de atraccidn gravitacional que es

) conservativa y como se pide encon

N.R. trar la velocidad, aplicaremos con

servacién de energia para el centro

de gravedad entre las dos posicio-

(2) nes mostradas (1) y (2).

Esto es: AE = 0 => K +U; =K + Uy

tomando como nivel de referencia la superficie horizontal, se tiene:

o LW, (ML
0+ ( T a) (=~ % a sen o) = 7 2 v o+ ( T L) ( 5 L sen o)
LW . L S
3T a® sem O = 7% v - 7 WL sen O
2
-2 sen Q = }-vz - L sen o
L g

!
2
despejando v: v? = g(L - %’)sena = y =//(% (L? - a?%)sena

Observe que este valor de la rapidez es independiente del peso W de

la cadena.



54, Una cadena flexible de longitud L y peso W se encuentra inicialmente
en reposo sobre la superficie mostrada en la figura en la posicidn
(1), luego desliza sin friccifn hasta llegar a la posicidn (2). De-

terminar la velocidad del CM de la cuerda en ambas posiciones.

L/8

0° 30°
(1) (2)

- En la posici6n inicial la cadena estd en reposc, luego, su veloci- .
dad v 1la de su CM es cexo.

- C3lculo de la rapidez v de la cadena en la posicidn (2).
Aplicando la conservacidén de energia, considerando el C.G. de cada

una de sus partes, se tiene:

. Posicidn (1) g
L/sN8Y .13,
=0 7tgtgl-t
¥ L L W 3. 3., oL L 1 _L
U =-gx3*xg-p*glx3 //i >Sen30 T7*7*7° %
- L9 o L2 13 oo L (3 1 _3L
Ui = - WL(j5 + 355 )= ~Wigsg \\\\\ 5 ( L)sen30°= 5 (3 L) 5=33
L/8
. Posicidn (2) 3 /8
7" 3 L
K2 = =5 ‘g‘V2 ZL+§+§=L
Ww_ 3 3 L _LC.¢C j: 1 .3..1__3
Uz =-pxgbxqgl-T*3%3; //”)// s G 3 16t
9 37 1
U, = - WL{—= + = - I Ly __L
2 (%4 *+ 759) WL 556 c,;§:§; 7 F)a=75
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Lueg

reemplazando:

1 W _ 37
7 g7 =W (g5 -
_ 3

v 5

O3

AE = 0= 1y

756 )

— ’ 3 1
gl =>v = 35 8L = 3 V6 gL

~ Determinacidn de la velocidad Vem

]
&
+
5
J
&
1]
S.
i
[o]
»

= — WL

en la posicidn (2).

Las velocidades del C.G. de cada una de las partes en coordenadas

cartesianas son:

V3 _a V3 4

- v =.._Vi..lvA=.. = +i
3, CGy - Vi 2 2 V3 AR
V3
CGy Gy B A
= 30° v, ==V 1
30°
v -—_Q A+_:L 2 = (._3.'\ .!‘_
J/’,« v = 2Vl 2Vl——V 21—2
i
luego, la velocidad v, serd:
cm
- 1 - - - 1 3. W = LW - LW-=-
VepS 3 mvi tmve +mvs)=sg (FLyvitgpve tgpva) =
3 - 1 1 -
=7 " + §-v2 +-§ V3
5 2.3y 314l 1l a2 Lo 3s 1-
em =% v ( 5 1+ 5 i) - gvVi-g v ( > 1-3 )
Vo= - TZ [@2+7/3)1+57]1
7 = -t Jegl (14.12% + 53)
5 oM cm 128
cm
4@:1— £gh = ~>— = 0.3541 =>0 = 19.5°
14,12
3 1
Vem = T8 V68L V(14.12)* + (5)% =

]

kD)



_ 14.98

Vew = — 138 V6L = 0.117 x 7.672 YL = 0.9/L m/s
o bien:

_ 14,98
T ™ %" 0.9%v

55. Una cadena flexible homogénea de longitud L y peso W se apoya, en par
te, sobre una superficie horizontal rugosa de coeficiente de friccidn
U, vy en parte cuelga libremente desde el borde de dicha superficie.
Encontrar la longitud mdxima a de cadena que cuelga en la posieidn de
equilibrio. Luego se saca a la cadena ligeramente de esta posicibn v
se suelta del reposo dejandola caer. Calcular su velocidad cuando

abandona la posicidn horizontal. Considere My =] M = M.

|
LE 7] 1 Primero encontremos la longitud a

IIE B =y en la posicidn en la cual se equi
Posicidn de (1) ? libran el peso que cuelga y el ro
equilibrio ,,{/ ; e .
a zamiento en la superficie horizon
%— tal:
' a L - a
e = =
W Y T a(l + p) = pL
N.R ,FL—x 4
1-1 [ossnantony B uL
W =gl ZAl ZH SN L
E.’osiciSZlL_ x) ? _ " '
intermedia = Luego, como se pide solamente en-
ﬁ contrar la velocidad en la posi -
=
f"/ﬁ cidn (2) mostrada, aplicaremos el
N_-_Bl- concepto de trabajo y energia.
0 =gl sl S & i El trabajo de la fuerza no conser
Posicidn (2) ﬁ,@; vativa de la friccidn es igual al
ﬁ’ cambio de la energia mec@nica.
S
Y CL We= AE =A (K+U) = AK+ AU
z| v G
A
v="7 ?
=

—_—
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56.

290

Para determinar el cambio de energia potencial gravitatoria del

cuerpo, calcularemos el cambio de energia potencial del C.G. entre
las posiciones (1) y (2) mostradas, tomando como nivel de referen -

cia cero la superficie horizontal, esto es:

- - wik aay__1W p 2
MU= -l =(=-Wg35)-(Wg 5)=-57 @ -2a)
El cambio de energla cinética es:

_ LW, . lu
AR=K -K 2gv’~0-2gv2

Para calcular el trabajo hecho por la friccibn entre estas dos posi-
ciones, consideremos una posicidn intermedia genérica como la mostra

da en la figura. Tomando un desplazamiento dx, se tiene:

L
_ L-x _ 2
wf——iuw——i—dx-- j(L-x)dx - wi(l-a) + 5 (L - )
Igualando y despejando v:
- W2 _2y - 10 W W oqz _ 2
- WL - a) + 5 (L a)—zg\F 5, (L a)
f=—2u(L—a)+}—(l+u) (- 2)
g L
con el valor encontrado de a, queda:
1 25
e w@-i O A @ -
(1+u)
fs_fui FQappr &) LAy L
g H (L +yu) 1L +q L+
2 _ gL
v 1+
—7
v = L , 0 bien, v = £ 2
1+ H

Una barra uniforme de longitud L y peso W estd articulada en su extre

mo O, su otro extremo A se sujeta con una ligera cuerda flexible a

través de una polea liviana como se muestra en la figura. La barra

desciende hasta formar un &ngulo 0 con su posicidn inicial vertical,



quedando en equilibrio. Encontrar la tensidén T aplicada a la cuerda

y la reaccidn R, de la articulacidn.

HEWZ Yy

Se tienen 3 incbgnitas:T, Ry, ¥

y 3 ecuaciones de equilibrio:

ZT= W( %-sena) - T(L cos %.)=0

de aqul obtenemos directamente T:

o o
2sen = cos =

T = l_w seno _ 1~w 2 2
2 o 2 a
cosy cos =
T W sen‘%

Para determinar R, y ¥, aplicaremos la condicidn de equilibrio ZF = 0.
Podemos proceder algebraicamente planteando las 2 ecuaciones corres-
pondientes en el plano y resolver. Pero trati@ndose de 3 fuerzas en
equilibrio, estas deben pasar por un mismo punto y forman un tridngu-

lo, conociendo T y W se tiene:

T - T=Wsen%
=
A
o
R, = W cos =
R\ W ° 2
o
¥ =3
I
Ro L
1\
1o\
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57. Una varilla de longitud % descansa en una zanja, de ancho a< L, apo
vada en los puntos A y B como se muestra en la figura y en su extre-
mo libre C cuelga un peso P. Considerando los apoyos perfectamente
lisos determinar las reacciones en los apoyos y el angulo 6 de equi-
librio. El peso propio de la varilla es despreciable comparado con

el peso aplicado en el extremo.

7 EIE
A

V=V a4 4
b
V4

/4

Dibujamos el D.C.L. teniendo en
cuenta que al no haber friccidn
en los apoyos, no hay reaccidn
tangencial a la superficie.

Por lo tanto, las reacciones son
solo normales a las superficies
de contacto.

Aplicando las condiciones de equi

librio, se tiene:

2Fx = RA - RB cos 6 =0
. ] EFy =-P + RB senf = 0
% sen 6 a
ETA = - P(4senb) + RB(m )=0

teniéndose 3 ec. y 3 incog. re-

solviendo:
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- - % .2/3
RA = RB cos O RA = P cotg 6 RA =P ( 5 ) -1
_ P _ P 2 .1/3
Rg = Rp = Rg = F (39
sen 0O senb
_ PR 2 3 _ 3 . 3 1/3
RB = S sen G| sen 6 = 7 sen O = ( 7 )
31/3 a ]./3
senf= (‘E
2/3 2/3 2/3 2/3 0 oja
- - 2/3
L a 21/3 cotgh = —XL————I7§——— = ( % ) / -1

/

58. Una varilla de longitud 24 y peso W se apoya en una canaleta semicir
cular de radio v < 2¢ como se muestra en la figura.
Considerando superficies perfectamente lisas, encontrar las reaccio-

nes RA y RB en los puntos de apoyo y el angulo o de equilibrio.

V== WZl =y =

Dibujamos el D.C.L. considerando
. s
que al no haber friccidn en los
apoyos no hay reacciones tangen-
ciales a las superficies de con-
tacto. Por lo tanto, solo habri
reacciones normales a las super-—
ficies como puede verse en el

diagrama.
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Aplicando las condiciones de equilibrio, se tiene:

— - = = 2 - 2 =
ZFX = RA cos 20, RB seno=0 => RA(cos 0 - sen” a) RB senol
seno,
RA = RB ees (1)

COS2 o - sen2 o

z = o = ————> =
Fy RA sen2o + RB coso, ~ W =0 RA 2senccoso + RB cosa = W
W
coso. = . (2)
RB + ZRA sena
ZT = - = > -
A RB(Zr coso) W(lkcosa) 0 2r RB WR .
WL
R, = cee (3)
2r
teniéndose 3 ec, y 3 incg., resolviendo:
_ 2
de (3) : RB = W-—z"r‘
de (1) : R, =W L sen o
2r cod o - serf a
W
de (2) : cos o =
Wty b —Sen o
2r 2r cos®a-ser o
desarrollando esta iltima expresidmn:
COSO= 1 = % (cos’ o - sen?a)= —2% (2cos?a-1)
2 (1 + 2 sen o )
2r 2 2
cos’ o ~ ser Q
2 L 1 _
cas“a o cos QO 5 0 |
B 2 L o 1 . X ye g Ly L
cos o = 8ri‘(§) + % , como: (8_r)+2>8r
3 2 L 2 1
cos o = 5 + (———8r Y< o+ 5
o+ /9% + 32r7
cos o =
8r
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2

Para encontrar R&, de la expresifn:cosa = T (cosZa-sen’a)

. - 2 2 L
se tiene: cos“O-sen“Q= —— COSQ

2r
reemplazando:
—2')'-_—205(1

59. Una barra no uniforme AB, de peso W, estd suspendida horizontalmente

en reposo mediante dos cables livianos fijos a paredes verticales

como se muestra en la figura. Calcular la distancia del centro de gra

vedad de la barra al extremo izquierdo A.

Si la barra es homogénea que condicidn deben tener los dngulos o y B,

para que la barra esté en equilibrio horizontalmente.

AR W

™
AN WS WS

D.C.L.

o
TA\< c.c.

Condiciones de equilibrio:

EFy - TAcosu-+TBcosu -W=20

TAcosa + TBcosB =W

IFy = TAsenot-TBsenB =0
senf

TA = B senq

ZT, =W (x)-TycosB (L) = 0

TBLcosB

- W
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Resolviendo para encontrar x, se tiene:

senf

T coso, + T_ cosfB =W

B
seng

T (senf cosa + cosB senc ) = W seno

W sen O

T =
B sen (0+R)
% = WL seno cos B _ sen o cos B L
W sen (a + B) sen(a + B)
o bien:
X = L - L _ tg o L

(sen B cos o + cos B senq)

1 + tgB cotga tg a + tg B
sen o cos B

si la barra es homogénea, x = %—L, luego, se tendrd que: _tgo 1
tgo + tgh 2

y la relacidn de dngulos sera:

tg a=tg B = o =R

60. Una barra de masa M = 5kg y longitud L = 2m estd sujeta por 3 cables
tal como se muestra en la figura. Sobre la barra y en su punto medio
se coloca un bloque de masa m = 2kg y dimensiones despreciables.

a) Calcular la tensibn en los cables en la posicidén de equilibrio mos
trada.

b) Si las superficies en contacto entre el bloque y la barra son ru-
gosas, calcular el minimo coeficiente de friccidn estdtico necesa
rio para que el bloque no se mueva respecto a la barra, en el ins

tante en que la cuerda horizontal se rompe.
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W Z 1Y BB L TS S IR ZES

30° 30°
4 i
=
ZF A B
=
a) En equilibrio.
D.C.L. (M + m) Como hemos mencionado en el item

7.10, para simplificar los c@lcu
los, apliquemos la condicidn de
equilibrio rotacional a m3s de

un punto, digamos dos, A y O.

T |

i A | TB -
130 1309 ZT = 0 => (T cos30°) (2)-(2+5)g (1)=0
| IL |

|
I - 2g _ se obtiene inmediatamente TB:

B 4—9
f l T - 7’g/3 _7.x9.81 _ 39.65N
5g ) B 2 > /3

' lm 7 I ZT = 0 =(T,c0s30°) (1) -

(TA cos30°) (1) = 0
se obtiene inmediatamente TA:

TA = TB = 39.65N

como ya hemos planteado dos ecuaciones de equilibrio, solo nos queda
una. Podemos plantear momentos con respecto a un tercer punto, pero
en este caso no hay otro punto notable para hacerlo. Luego, plantea-
remos una ecuacidn de equilibrio traslacional para encontrar la ten

sidn que falta determinar, esto es:
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EFX=O=>TC—T

b) Cuando se rompe la cuerda AC.

D.C.L. (M+m)

/

Ty Y Ty
i}
/

Jd
&0

/TNy

D.C.L. (m)

mg

298

’(M+m) g

sen 30° - T_ sen 30° =0

B

se obtiene inmediatamente T,.:

C

2T,sen 30° = T, = 39,65N

A

En el instante inicial tenemos
un movimiento circular con v=0,
Ay

luego:

v
a, =75 =0

y en la direccidn tangencial:

(M+m)at=(M+m)g sen30° => a=%8

| b

De las ecuaciones de movimiento
para el bloque, obtendremos f y N,
esto es:

-En x => f=matcos30°

33
£=2x5x5 -5

-En y => N—mg=m(—atsen 30°)



6l. Una clava o mazo de 30 cm y 3 kg, se suspende horizontalmente colgin

dola del techo mediante cuerdas fijas en sus extremos. En una de

las cuerdas se ha intercalado un dinamSmetro que marca 1ON. Luego

se corta la cuerda del otro extremo y -en ese instante el dinamdmetro

marca 6N.

Determinar: la posicidén del CM, el momento de imercia I

on Y el momen

to de inercia I,. Comprobar que se cumple el teorema de Steiner.

B0 o I Sf =

D.C.L.
, 0.3
| \
Ak
'lON T
0 gt A
3g
6N
cM
0
3g
L A
0.20 7 0.10

En equilibrio:

Z Fy = 3g~10-T=0 => T=3g-10=19.43N

ETA=10 x0.3-3g x=0=>x = =~0,10m

0 |

Luego, el CM estd en (0.3 - 0.1)=
= 0,20m del punto 0.

Cuando se corta la cuerda en A,
se tiene:

- translacidn: 3g - 6 = 3 a
cm

como: a = o x 0.20, la acele-
cm

racién angular o en ese instan
te es:

= %5;:6?5 = 5g - 10 = 39 rad/&
- Rotacidn:

. con respecto al CM: 6:{0.20=ICMa
con respecto al punto O:

3g x 0.20 = Ioa
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Los momentos de inercia pedidos seradn:

1.

(]

I

- 2
oM = 0.03 kg-m

w
(o]

I, = %—gﬁ=o.15 kg-m”

Comprobacidn teorema de Steiner.

= 2
I, = ICM + Mh

0.15 = 0.03 + 3(0.20)% = 0.03 + 0.12 = 0.15

62, Una barra AB se apoya sobre dos superficies sin friccidn como se
muestra en la figura. La barra tiene una longitud £ y peso propio des
preciable comparado con el peso P que soporta a una distancia a del
extremo A. Hallar la fuerza F que debe aplicarse horizontalmente en
el extremo A para que la barra se mantenga en equilibrio con un angulo

0, encontrar también las reacciones en los apoyos A y B.

//EE.A/A’EE/ZfEE/Z’EE/Z/E$0ZE

Como no hay friccidn, las reaccio
nes son perpendiculares a las su-
perficies de contacto en los apo-

yos.

IA ()
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63,

Aplicando las condiciones de equilibrio, se tieme:

z Fx =F - RB sen =0 => F = RB sen B

E-Fy=RA-P+RB cosg=0=> R, = P - Ry cos B
z Tk = (RB sen B)(L sen a) + (RB cosB) (Rcosa)-P(a cos a) =

It

RB 2(senf senc. + cosB cosa ) - Pa coso = O

RBQ cos(B - &) - Pa cosa = 0

de esta {iltima expresifn se obtiene inmediatamente RB’

Pa cos q
2 cos(B - a)

reemplazando en la primera expresidn se obtiene F,

RB =

P a cos a sen B

F =
2 cos(B - a)
finalmente, reemplazando también Ry en la segunda expresidm,
RA - p _ _P acoso cosB =p[1 - a cosa cos B ]
% cos (B - ) : 2 cos (B - a)

Una barra de peso W tieme su C.G. ubicado a distancias a y b de sus

extremos A y B, estos apoyan en planos inclinados a angulos o y B

con la horizontal, respectivamente.

Cuando la barra se encuentra en equilibrio, encontrar el dngulo 6

de inclinacién que forma con la horizontal y las reacciones en los

apoyos.
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- Equilibrio de translacién:ZF = 0.
Teniendose tres fuerzas, estas forman un tridngulo. Luego,

Aplicando la ley de senos, se encuentran las reacciones:

By W
sen B sen| 180°-(a+R)]
R = Wsenf
A sen (o+B)
180°-(a+R) o
RB _ W
sen o senf 180°-(a+B) ]
R = W sen O

sen (a+B)
- Equilibrio de Rotacidn: = T, = 0.

Como la suma de torques debe anularse con respecto a cualquier pun
to que escojamos del plano, las direcciones de las tres fuerzas ac
tuantes sobre la barra deben concurrir en un punto, que llamaremos

0, como puede verse en la figura.
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En los tridngulos formados con la barra, AOC y BOC, aplicando la ley
de senos, se determinard en dngulo 6 de inclinacidn de la barra, esto

es:

a X X

seno  sen| 90-(8+w)] cos (6+a)

a cos(b+a) _ b cos(B-8)

(eliminando x) _ B B

b _ X X

senf  sen[90-(B-0)] cos (B-8)

Desarrollando el coseno suma y diferencia de dngulos, quedara:

a cos 6 cos o — a senf seno, _ b cosB cos 6 + b sen B sen 8

sen O sen B
a cos 0 cotgn - a sen & = bcotg B8 cos O + b sen 6
(a+ b)sen 6 = cos 8(a cotg o - becokg B)

tg 0 = acotga-beotgRB _1 ., cotg o - b cotg B)

(a + b)

-

siendo, L = a + b, la longitud de la barra.
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CAPITULO VIII

GRAVITACION

INTRODUCCION.

LA LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL.

EFECTO GRAVITACIONAL DE UNA-DISTRIBUCION ESFERICA DE MASA.
VARIACIONES DE LA ACELERACION g DE LA GRAVEDAD

EL CONCEPTO DE CAMPO GRAVITACIONAL VECTORIAL Y ESCALAR.

ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS,
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INTRODUCCION.~

Al proponer Newton la Ley de Gravitacidn Universal unificd en una
sola teoria los hasta entonces, desde la &poca de los griegos,con
ceptos separados: el movimiento de los cuerpos celestes y el movi

miento de los cuerpos terrestres.

En el Apéndice I: Cosmologia y Gravitacidn, se presenta una rese-

fia histdrica desde Aristdteles hasta Newton.

LA LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL.-

La Ley de gravitacidn universal fue propuesta por Newton en 1686,
Esta Ley de fuerza puede enunciarse: "Todas las particulas em el
universo se atraen entre s con una fuerza que actlla a lo largo
de la 1linea que las ume y cuya magnitud es directamente proporcio
nal al producto de sus masas e inversamente proporcional al cua -
drado de la distancia que las separa'. Luego:

m; m2

1'2

F=G

en donde G es una constante que tiene el mismo valor para todos
los pares de particulas en cualquier lugar del universo. Constan
te denominada: '"constante de gravitacional universal” y cuyo va -

lor medido en el S.I., es:
G = (6.6720 + 0.0006) x 10" N - m?/kg
Expresemos esta ley vectorialmente:

- my mp -
Fip= =G+ T2

Ti2
en donde, como puede verse en la fig. 8.1, rj; es el vector posicidn

de la particula de masa mp respecto a la particula de masa m, y Fi2
es la fuerza gravitacional ejercida por mi sobre mp. El signo menos
nos indica que es una fuerza de atraccifn, Fiz es de sentido opues-

to a ri2 .
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m2 mo

T2 s

Fig. 8.1 —Fuerza gravitacional.

- Pl

Trj2 , vector posicidn de mp respecto a m;

Flz, fuerza gravitacional ejercida por m; sobre mj.

~N . .
e. » vector unitario dem; amp.

Observe que la ley es de proporcionalidad inversa al cuadrado de la
distancia que separa a las particulas, en funcidn del vector unita-

- ~ -
rio er de m; a mp, se tiene:

= mim ~ mim ~
Fou=-G _tama rise = -G LY LY S
3 r 2 T

no2 iz

Las fuerzas gravitacionales que actllan entre dos particulas forman

un par de accidn y reaccidn, luego, la fuerza ejercida por m, sobre

m; es:
= _ Tljmo =
Fap = -G —, ra
Ta
como : rpy= - riz2, se tiene que: Fo1= - Fyz.

En la ley de gravitacién universal la fuerza entre dos particulas es
independiente de la presencia de otras particulas y también de 1las
propiedades que pudiera tener el espacio intermedio que las separa.
La fuerza gravitacional total que actiia sobre una determinada parti
cula depende de la masa de la particula y de las masas y posiciomes
(distancias) de las dem3s particulas del ambiente que la rodea. Co
mo hémos mencionado anteriormente esta es una ley de fuerza que re-
laciona de una manera sencilla la fuerza que actila sobre una parti-

cula con las propiedades de la particula y de su medio ambiente.
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Calculada esta fuerza la introducimos en la ley del movimiento de

Newton para determinar la aceleracidén que le imprime a la particula.

La ley de gravitacidn de Newton se refiere a la fuerza entre dos par
ticulas. Si queremos determinar la fuerza gravitacional entre cuer-—
pos extensos debemos considerar a cada cuerpo formado por particulas
y calcular la interaccidn entre todas las particulas mediante el
calculo integral. En particular,como demostraremos en el siguiente

item 8.3, la fuerza de atraccidn gravitacional ejercida por o sobre
una esfera homogénea es la misma como si toda su masa estuviera con-
centrada en el centro geométrico. Para probar esto matemidticamente

Newton inventd el cdlculo, tal motivo,lo obligd a retrasar la publi-
cacién de su ley por m3s de diez afios, hasta estar convencido de su

validez. Es importante aclarar que en general es errdneo considerar,
en lo que a gravitacidn se refiere, que toda la masa de un cuerpo es
té concentrada en su centro de masa. Este punto particular del cuer
po no tiene esta propiedad gravitacional, salvo para el caso mencio-

nado de esfera homogénea.

La constante de gravitacidn universal G puede calcularse experimen-—
talmente midiendo la fuerza de atraccidn entre dos cuerpos esféri -
cos de masas conocidas separadas a una distancia determinada.

2
r

G=F—0
m; mig

Las fuerzas de atraccidn gravitacional entre cuerpos de la superfi-
cie terrestre son muy pequenas, puesto que en nuestra vida diaria no
las percibimos. Siendo extremadamente pequena, serd dificil de me-
dir .En efecto,transcurrieron mads de cien afios de la publicacidn de
la ley de Newton para ser medida. Correspondid al ingl&s Lord Caven
dish en 1798 encontrar por primera vez el valor de G con precisidn,

mejorada en el siglo XIX por Poynting y Boys, y en 1930 por Heyl.
La constante G puede determinarse. por el método de maxima deflexidn

en una balanza de torsidn. En la fig. 8.2 se muestra un esquema de

la balanza de Cavendish. El &xito depende del hecho de que una fuer
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za muy pequeiia baste para torcer una fibra extremadamente fina alre
dedor de su eje longitudinal y del hecho de que la magnitud de la
torsifn es una medida de la fuerza. Cuando las pequefias masas m;
se mueven ligeramente al acercarse las esferas grandes mp la fibra
vertical se tuerce levemente hasta que la fuerza de torsidn iguala
a la gravitacional (torques). El desplazamiento angular se mide ob
servando la desviacidn de un rayo de luz reflejado en unespejo fijo
a la fibra. Este procedimiento del experimento de Cavendish es ade

cuado pero muy delicado.

BN

Fig. 8.2-Esquema de la balanza de Cavendish.
m; y m2, masas interactuantes.
F, fuerza de atraccidn gravitacional.
E, espejo

L, fuente luminosa

R, escala graduada.

La apreciable fuerza gravitacional que ejerce la tierra sobre todos
los cuerpos cercanos a su superficie, se debe a la gran masa de la
tierra. Habiendo determinado G para un par de cuerpos dados, pode-
mos usar su valor para determinar las fuerzas gravitacionales entre
cualquier otra pareja de cuerpos. En particular para um cuerpo de
masa m y la tierra de masa M y radio R, esto es:

m M

Fo= g
R2



Combinando con la ecuacidn de movimiento:
F = mg

Se tiene, luego de cancelar la masa m,

oM
g R?
y despejando M:
2
= 8R
=G

Todas las cantidades del miembro de la derecha son conocidas, luego
la masa de la tierra puede ser calculada. Antes del experimento de
Cavendish no habia esperanza de pensar en obtener un valor numérico
de la masa de la tierra, por eso se dice que Cavendish fue el prime
ro que "pesd" la tierra. Reemplazando los valores previamente en-

contrados, se obtiene:

_9.81 (6.37 x 10%)?
6.67 x 10~1
4

con un volumen: V =3 R® = 1.08 x 10® m®, la densidad media que

= 5.97 x 10®* kg

M

se obtiene para la tierra, es:

= 5.5 x 10”2 kg/m® = 5.5 g/cm®

<=

p =

Teniendo en cuenta que la densidad del agua es lg/cm3 y que la densi
dad media de superficie rocosa de la tierra es alrededor de 3g/cm®,
el valor obtenido de 5.5 g/cm® es considerablemente mayor. Por lo
tanto, el interior de la tierra debe contener material de densidad
superior. Las capas exteriores de la corteza terrestre son atraidas
hacia adentro sobre las capas centrales, comprimi&ndolas y aumentan-
do su densidad. Ademd3s, las exploraciones del interior indican que
el centro de la tierra se encuentra en estado liquido, tal vez los
materiales m3s densos han gravitado hacia el centro. Finalmente, po
demos decir que a partir del experimento de Cavendish se obtiene tam

bién informacidn sobre el interior de la tierra.
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EFECTO GRAVITACIONAL DE UNA DISTRIBUCION ESFERICA DE MASA.-

Consideremos una ciscara esférica homogénea, de masa M y radio R, y
una particula de masa m situada a una distancia r > R del centro
de la esfera. Tomemos como elemento diferencial un aro de ancho

RdO, espesor e y radio R senf como se muestra en la fig. 8.3 .

Fig. 8.3-Atraccidn gravitacional de un cascardn esférico sobre una

particula externa. El elemento diferencial es un aro.

El volumen del elemento diferencial es:

dV = (27R senB) (RdB) (e) = 2me R%senbdd
vy su masa:
dM = pdV = 2ﬂpe.stenGd6

como la densidad es uniforme, se tiene:

M
4mR%e

=M _ — 2 _ M
p=g= > 2mpeR® = >

luego, queda:

dM =-% M senbfd6

Cambiemos de la variable 6 a la variable x, estas estan relaciona-
das geométricamente por la ley de cosenos en el tridngulo formado

por x, r v R, esto es: x? =12 + R? - 2rR cos 6



diferenciando, se obtiene:

2xdx = 2rRsenBd® => genbdd = xdx

rR
reemplazando en dM, queda:

aM = %_ xdx
rR

La fuerza dF que ejerce dM sobre m, por simetria, es s6loc horizon -
tal., La componente transversal se anula.Y, como todo el elemento di
ferencial considerado se encuentra a igual distancia x de la parti-
cula m, aplicando la ley de gravitacidn, se tiene:

dM

dF = ¢ 222 cos o

%2
Cambiando la variable o a x, relacionadas geométricamente en el tri
angulo rectdngulo formado por x, R senf y r - RcosB, esto es:

r - R cosf
X

cos o =

y, como de la ley de cosenos se tiene que:

r? + R? - x?

R cos Q = ra
r r? + R? - x?
ueda: cos O = r = £ - R® 4 x’
q ° X ZrX

reemplazando esta expresidén y la de dM, arriba encontrada, en dF, ob

tenemos:
m‘l S dx . 2 .
dF = ¢ 2 rR ) r° - R+ x
x? X
2 2
ar=-c-BL . L. (=R hax
r? 4R X

Integrando, para x entre (r - R) y (r + R), obtendremos la fuerza to

tal F, esto es:
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(r+R) (r4R)
F=Gﬂ2.—1——=-(r2-R2)j %’-}+ dx
oo (x-R) (z-R)
efectuando:
F=c® L | R+ 2m)
r? 4R
Finalmente, queda:
F =G it
2

Esta expresiln es exactamente igual para la fuerza de atraccidn en-
tre dos particulas de masas m y M separadas una distancia r. Por lo
tanto, podemos considerar que un cascardn esférico homogéneo atrae
a una particula externa como si toda su masa estuviera concentrada

puntualmente en su centro.

Pasemos ahora al caso de una esfera sblida. Esta, puede considerar
se como compuesta de una sucesidén de cascarones esféricos concéntri-
cos. Si cada cascardn tiene densidad uniforme, aun cuando diferen -
tes capas esféricas pudiesen temer diferente densidad, se obtendria
el mismo resultado para la esfera sblida asi compuesta. Por lo tan
to, para efectos gravitacionales, esta esfera puede considerarse pun

tualmente como si toda su masa estuviera concentrada en su centro.

Retornemos al caso del cascardén. Pero, para una particula en su in-
terior, esto es, para r < R, La fuerza gravitacional, integrando en

tre (R - r) y (r + R), seri:

(r+R) (r4R)
F =G o R ~l-. (r2 - R?) f %%>+ dx ]
r 4R (R-t) k) |
efectuando:
mM 1
F =G poy (= 2r + 2r)



Luego, se tiene que:

F=20
Esto es, para una particula situada en cualquier punto interior del
cascardn, se presenta una cancelacidn total de la atraccidn gravita
cional. Este hecho puede visualizarse considerando angulos sdlidos

opuestos iguales, fig. 8.4 .

2
n

Las fuerzas gravitacionales que ejercen las masas
intersectadas sobre la particula en el punto P se
anulan.

Como la masa subtendida por el Zngulo sdlido Q2 es proporcional al cua
drado de la distancia: M = peA = peQr?, y dado que la fuerza gravita-
cional sobre la particula m es inversamente proporcional al cuadrado
de la distancia, esta se cancela, quedando: F = peflm. Al ser los an-
gulos sdlidos opuestos iguales, las fuerzas serdn iguales y opuestas

anulindose: F, = - F2. Teniéndose para la esfera total: F = 0.

En gravitacidn generalmente tratamos con esferas sdlidas. El caso
de esferas huecas es particularmente importante, como veremos poste-—
riormente, en electricidad. Para particulas cargadas se obtiene simi

lar resultado, cancelacidn total de la fuerza eléctrica, dado que,
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de acuerdo a la ley de Coulomb también depende inversamente del cua

drado de la distancia que las separa.

VARTACIONES DE LA ACELERACION g DE LA GRAVEDAD.-

- Variacidén con altitud:

La aceleracidén g de la gravedad no es un valor constante. Con las

leyes de Newton se obtiene:

M

F = mg=G it o g =G

Esto es, g varia con la distancia al centro de la tierra. Sobre

la superficie de la tierra se tiene:

g=Gi
R?
Calculemos la variacidn de g debido a un alejamiento respecto . al

centro de la tierra. Partiendo de la expresidn encontrada, deri-

vando g respecto a r, se obtiene un diferencial:

dg = - 26M dr _ _ 2(G M ) dr _ _ 2 dr
rl r’> r r
Luego,
dg _ _ 5, dr
g T

Por lo tanto, el cambio fraccional de g es el doble que el de r.
El signo negativo indica que g disminuye conforme aumenta la dis-

tancia r de separacidmn.

Considerando que este cambio es fraccional y que el radio de 1la
tierra es de 6,371 km, el valor de g es aproximadamente constante
en las vecindades de la superficie de la tierra. Por ejemplo, el
valor de g en una estacidn estandard de latitud 45° a nivel del

mar es 9.80665 m/s?, valor que generalmente tomamos como 9.8lm/s? .
q g



Si la elevacidn es de lkm este valor es aproximadamente 9.80m/s?

y para 100km es 9.60 m/s?. Recien cuando la altura aumenta en for
ma considerable el valor de g disminuye en forma apreciable, p.e.,
para 1,000 km es 7.41 m/s?.

Variacidn con la latitud.

El valor medido de g varia con la latitud. Por ejemplo, a nivel
del mar, conforme pasa del Ecuador, a latitud 0° es 9.78m/s? a 45°
es 9.81 m/s? y hacia los polos, a latitud 90° es 9.83 m/s? aproxi

mad amente,

Parte de esta variacidén se debe al hecho de que el Ecuador esta
mas alejado del centro de la tierra que lo que est@n los polos.

El radio ecuatorial es 21 km mayor que el radio polar. Esta va -
riacidn de g con la separacidn se ha analizado en el parrafo ante
rior.

La otra parte de la variacidén se explica teniendo en cuenta la ro-

tacidn de la tierra,tal como analizaremos en el parrafo siguiente.

Variacidn por efecto de la rotacidn de la tierra:
Considerando la rotacidn de la tierra,en la fig. 8.5 se muestra
una persona en tres posiciones diferentes sosteniendo con una cuer

da y dinamdmetro (balanza) %?a masa m.

Fig. 8.5-Efecto de la réiaciﬁn de la tierra en el valor de la
aceleracién g de la gravedad. Sobre el cuerpo m actllan dos
fuerzas, F y W. Se muestran tres posiciones: en el polo, en el
ecuador y en una latitud intermedia a 6°.
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Sobre el cuerpo de masa m act@an: la fuerza de atraccidn gravitacio
~
nal terrestre F = GmM/RZ, gue es su peso verdadero W,, y la tensidn
de la cuerda o del resorte de la balanza que nos indica su peso apa
rente W = mg. '
Considerando la rotacidn de la tierra, el cuerpo tiene una acelera-

cidn centripeta con centro sobre el eje de rotacidn de la tierra, a_.

Luego, aplicando la segunda ley de Newton del movimiento, vectorial

mente se tiene:

. En los polos, donde a = 0, W es igual y apuesta a F, es decir W

es igual a su peso verdadero W,. El valor de g seri:

_mgzo——-—> g = —
R? R

. En el Ecuador, la aceleracidn radial es hacia el centro de la tie

rra, esto es a = a Las fuerzas F y W teniendo la misma direc-—

R

i .

cidén son opuestas pero W es menor que F, es decir el peso aparen-
te W es menor que el peso verdadero Wo. El valor observado de g
serd:

GmM — GM
- mg =m a == g = e—— - a
R?

R

. En una latitud 8, F y W no tienen la misma direccidn como se mues
tra en la fig. 8.5. Su resultante debe ser tal que vectorialmente
se iguale a m ar.

Vemos que, excepto en los polos y ecuador, una plomada no apunta
hacia el centro de la tierra. El peso aparente W difiere tanto en

magnitud como en direccidn del peso verdadero W,.

Considerando que el caso extremo ocurre en el ecuador, calculemos
all? la magnitud de la aceleracidn radial ap:
2 4mR_ 4m2 x 6,37 x 10°

-2 27 -
ap = WwR= ()" R=— S—— = 0.034 m/s?
’ T (24 x 3,600}
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Este valor decrece a cero hacia el polo. Vemos pues, que ,este efecto
explica en buena parte la variacidn de g con la latitud, entre el

ecuador y los polos.

EL CONCEPTO DE CAMPO GRAVITACIONAL VECTORIAL Y ESCALAR.-

La fuerza de atraccidn gravitacional puede interpretarse, tal como

lo hemos hecho, como una interaccidn directa entre dos particulas.

No se requiere la presencia de ninguna conexidn material entre ellos,
ni que est@n en contacto. Nadie sabe por qué esto es posible, simple
mente, aceptaremos que este comportamiento que presentan los cuerpos
masivos es un hecho experimental, A esta interpretacidn,p punto de

vista,se le denomina de "accidn a distancia".

Otra forma de interpretarlo es mediante el concepto de "campo'". Con-
cepto desarrollado en el electromagnetismo, donde es muy til e in -
dispensable chando se tiene cargas elé@ctricas en movimiento. Sin em

bargo, es importante introducirlo aqui en gravitacidn.

En este punto de vista se considera que una particula masiva modifi-
ca el estado en que se encuentra el espacio que la rodea, creando un
campo gravitacional, de modo tal, que cualquier otra particula que
se sitlla en &1, este actilla sobre ella ejerciendo la fuerza de atrac-

cién gravitacional.

Consideremos que un cuerpo aislado de masa M crea un campo gravita -
cional en el espacio que la rodea, en particular en un punto P como

se muestra en la fig. 8.6. .
Si se coloca en el punto P una

particula de masa m,, se conside-

(::) op ra que el campo es el que ahora
= E& ejerce una fuerza F, sobre ella,
® e ya no es ejercida directamente por
—_—
m, el cuerpo M.

Fig. 8.6-El espacio que rodea
el cuerpo M es un campo gravi
tacional.
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Como la fuerza seri experimentada por m, en todos los puntos que ro-
dean a M, todo el espacio que la rodea serd un campo gravitacional.

En general, el campo puede ser creado por una distribucidn cualquie-
ra de particulas y no solo por un cuerpo (M). En este caso se puede
determinar su existencia procediendo experimentalmente colocando en

el espacio que las rodea una masa cualquiera, denominada de prueba(m,).

Como la fuerza es una cantidad vectorial, el campo gravitacional es
un campo vectorial. Cada punto del campo tiene asociado un vector,
las propiedades del campo estardn determinadas cuando se especifiquen

la magnitud, direccidn y sentido de esta fuerza.

Consecuentemente, por lo expresado, en este punto de vista primero
hay que determinar el campo creado y luego proceder a calcular la
fuerza que este campo ejerce sobre otra particula situada en &l. Por

lo tanto, vemos que el problema esti separado en dos partes.

El campo se especifica definiendo su intensidad g, en un punto, esto
es, la fuerza gravitacional por unidad de masa en dicho punto.
Experimentalmente, si F, es la fuerza que actila sobre una masa de

prueba m,, dividiendo, se obtiene:

i)

L]
mO

g =

Luego, conocido el campo, podemos calcular la fuerza F que actla so-

bre una particula m colocada en ese punto, esto es:

F = mg

También es posible asociar un campo escalar con la gravitacidn. Para
ello recurrimos a la energia potencial, definiendo el potencial gra-
vitacional V como la energia potencial gravitacional U por unidad de
masa m de una particula situada en el campo, esto es:

V:E
m

Consideremos nuevamente que un cuerpo de masa M produce un campo gra
vitacional y que una particula de masa m se sit@ia en €1, en un punto

P, a una distancia r de E&L.
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Anteriormente, en el capitulo 5, hemos encontrado que la energia po
tencial gravitacional del sistema (M + m), tomando como referencia
una separacién infinita, es:

GMm

U = - =
(x) T
Luego, en esta interpretacidn, hablamos de la energia potencial de
la particula m en el campo gravitacional producido por el cuerpo M.

Entonces, el potencial gravitacional sera:

v _ U(r) _ &M

(x) m T

Por consiguiente, se tiene un nlmero, V, asociado con cada punto del
espacio que rodea al cuerpo M que produce el campo. En este caso,
un campo gravitacional escalar.

Si queremos determinar la fuerza que act{la sobre una particula m

colocada en un punto del campo, recordando que: F = - dU/dr, se
tiene:
dv
Fo-my

Esta es su magnitud, su direccidn es radial apuntando hacia M. E1
método escalar de la energia ofrece apreciables ventajas, e incluso
es indispensable en algunos casos. Es mas sencillo operar con can-

tidades escalares que operar con cantidades vectoriales.

ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS.-

Como acabamos de mencionar en el item anterior, ya conocemos la ener
gla potencial gravitacional para un sistema de dos particulas. Consi
deremos ahora cuando se tienen mds de dos particulas, digamos tres,
en una configuracidén dada como se muestra en la fig. 8.7. Su energia

potencial total ser@:

m1m2+ m) m3+ mp I3 )

U=~ G(
T2 ris T3
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Fig. 8.7-Configuracidn de un sistema de tres particulas.
Energia potencial gravitacional total.

Esta energia es igual al trabajo realizado por un agente externo con
tra las fuerzas gravitacionales, existentes entre las particulas del
sistema; para poder constituir la configuracidn dada a partir de la
configuracidn de referencia, de separacidn inicial infinita. Esto ,
independiente de las trayectorias que se sigan.

Si se quiere separar nuevamente el sistema dado, se tendria que su-
ministrar esta misma cantidad de energia positiva. A la energia que
mantiene a un sistema de particulas en una configuracién se le deno-

mina energla de liga o de amarre.

mmp . M1 M3 + My M3 )
2 i3 To3

U = G(
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APENDICE I

COSMOLOGIA Y GRAVITACION

RESENA HISTORICA: DE ARISTOTELES A NEWTON.-

- Aristoteles (384-322 a,de J.C.)

El fildsofo Griego sostenia que la tierra es redonda y no plana, que la
tierra es el centro del Universo permaneciendo estacionaria y que el Sol,
la Luna, los planetas y las estrellas se mueven alrededor de la tierra

en drbitas circulares.

Los Griegos consideraban la tierra redonda por observacidn en navega -
cidn del horizonte, de la estrella polar norte y por la sombra produci-
da en un eclipse lunar. Estos argumentos planted Aristételes en su li-

bro "Sobre los Cielos".

Por razones exclusivamente misticas consideraban a la tierra como el
centro del Universo. Tambi&n consideraban que el movimiento circular

era el mas perfecto, por lo tanto, los demd@s cuerpos del Universo, no
podian moverse de otra forma que no fuera la circular alrededor de la
tierra; ya Platdén (427-347 a. de J.C.), aunque &ste no tenia un profun
do inter@s por la ciencia fisica, al movimiento circular alrededor de

la tierra lo 1lamd "movimiento circular inteligente".

— Tolomeo (Claudio Ptolomeo, S.II d. de J.C.)

En base a las ideas planteadas por Aristbteles y atendiendo principal =
mente a los trabajos hechos por Hipartaco (S.IL a. de J.C.), Tolomeo

elabord un modelo cosmoldgico completo que proporciona un sistema razo-
nablemente preciso para predecir correctamente la posicidn de los cuer-

pos en el cielo.

En este modelo o sistema, denominado geocé&ntrico, la tierra permanece

al centro del universo rodeada por ocho esferas, para: la Luna, Mercu-
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rio, Venus, el Sol, Marte, Jdpiter, Saturno y las llamadas estrellas
fijas. Los planetas ademds de su movimiento circular alrededor de la
tierra sobre estas esferas, tienen otro pequeilo movimiento circular con
centro sobre su esfera. Este sistema tiene que hacer ciertas suposicio
nes sobre la Luna y Tolomeo reconoce este defecto, tambi&n reconoce que
suponer que la tierra gira sobre un eje puede simplificar mucho el asun
to. A pesar de esto, su modelo fue generalmente aceptado. Este modelo
del Universo fue adoptado por la Iglesia Cristiana por adecuarse a las
Sagradas Escrituras, tenla la ventaja de dejar mucho sitio para el cie-
lo mas alld de la {ltima esfera. La creencia religiosa reinante coloca

ba al Infierno dentro de la tierra.

Para explicar el movimiento Tolomeo tuvo que recurrir a diferentes sis
temas. Por ejemplo, al movimiento excéntrico para explicar las dife ~
rencias de brillo de un planeta y el Sol, con esto explicaba bien cua-
litativamente, pero para concordar con la observacidn, tenia que modi-
ficarse y le fue necesario introducir otro punto llamado ecuante, que
mantenia, como requeria la mentalidad griega, un movimiento uniforme

respecto a un punto, ver fig, 8.8. Para entender el movimiento re-
trégrado de los planetas como son vistos desde la tierra, se valid del
epiciclo y la deferente, siempre en movimientos circulares uniformes,

ver fig. 8.9.

P
epiciclo
@
0
“-deferente
Fig. 8.8 -Movimiento excéntrico. Fig.8.9 -Movimiento epiciclico .
T es la tierra y O el centro del 0 centro de la deferente, 0' cen
circulo y T' el ecuante, tro del epiciclo y P el planeta.
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Como mencionamos al comienzo, Tolomeo se basd en la obra del astrénomo
Hipartaco, quién observd el Universo y did principio al sistema de To-
lomeo, por esto es llamado "el md@s grande astrdnomo de la antiguedad".
A su vez, a Hipartaco precedieron Eudoxio (408-355 a, de J.C.) y su
discipulo Calipo, de los cuales se dice que "iniciaron la astronomia

cientifica".

Tolomeo, quién enseild en el Museo de Alejandria (127-151 d. de J.C.) ,
escribid un amplio tratado de astronomia, la enciclopedia Megale Syn -
taxis, a la cual los drabes llamaron posteriormente por su nombre grie
go adulterado Almagesto, nombre con el cual llegd a Europa Occidental

y es generalmente conocide. Es el m3s grande resumen astrondmico de

su tiempo y se mantuvo en vigencia durante toda la Edad Media.

Los Romanos, conquistadores del mundo hel@nico, no fueron protectores

de la ciencia., Roma fue mis un centro de historia, leyes y literatura
que de saber ciehtifico. Algo, pero no mucho de la ciencia griega se
tradujo al Latin y el saber cientIfico no pasl directamente al Occiden
te, entorpeciéndose mds alin al caer el Imperio Romano (410 d. de J.C.)
dindose un largo perlodo de estancamiento intelectual en Europa, sin
interes cilentifico durante la Edad Media. En el afio 389 se quemd la
gran biblioteca de Alejandria perdiéndose numerosos escritos Griegos,

obras de Aristdteles y Arquimedes.

En Bizancio - Constantinopla se conservaron muchos manuscritos griegos,
en el Siglo IX los paises adrabes muestran intereses por la ciencia vy
se traducen a la lengua aradbiga algunos trabajos de AristSteles, Arqui

medes, Euclides y Tolomeo.

Con el tiempo, en el Siglo XII, algo del saber ardbigo acumulado empezd
~a infiltrarse en Europa Occidental del medioevo, principalmente por el
contacto de Espaila. De los Moros se consiguid el Almagesto de Tolomeo

y se redescubrieron las obras de Aristdteles.
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El establecimiento de las Universidades comenzé en los Siglos XI y XII
y se estudiaron profundamente las obras de Aristdteles, pero no se pro
dujeron conocimientos nuevos hasta la aparicidn de Copérnico, destina-
do a realizar, en el siglo XVI, el mas grande avance en la astronomia

desde el tiempo de Tolomeo.

- Nicolds Copérnico (1473-1543)

El Sacerdote Polaco Copérnico propuso, después de trece siglos, una vi
si0n nueva y espectacular acerca del arreglo del universo, un modelo
mis simple que el de Tolomeo. En su modelo, denominado heliocéntrico,
el Sol permanece estacionario en el centro del universo, la tierra vy
dem3s planetas se mueven en Orbitas circulares alrededor del Sol. Co-
pérnico circuld este modelo primero en forma andnima seguramente por
temor a ser declarado hereje por su Iglesia. En realidad, pasd cerca
de un siglopara que su idea se tomara en cuenta, a pesar de que las Jr

bitas que predice no concuerdan exactamente con las observadas.

El modelo de Copé&rnico se desprende de las esferas celestiales de Tolo
meo, y con ello, de la idea que el universo estd limitado por la esfe-
ra de las llamadas estrellas fijas; tornandose natural suponer que es-—
tas estrellas son como el Sol pero mucho m3s lejanas.

Copérnico no fue el primero en considerar este modelo, le procedid Aris
tarco (S. IIT a. de J.C.), Copérnico habia leido que Aristarco creia
en el sistema helioc&ntrico. En realidad, el primero en lanzar esta
especulacidn diferente a la de Eudoxio y Aristdteles fue Heraclito (S.
IV a. de J:C.), sugirid la posibilidad de pensar que Venus y Mercurio

se mueven alrededor del Sol y que la tierra gira sobre un eje.

Aristarco apoyd esta especulacidn, el crela que la tierra era redonda
y posteriormente adoptd la hipStesis de que la tierra se mueve alrede-
dor del Sol, el cual, se mantiene fijo. Expliéaba la aparente falta
de movimiento de las estrellas aduciendo, correctamente, su extrema le
jania a la Tierra y el Sol. Por todo esto, muchas veces es llamado
el Copérnico de la antigiedad". Sus creencias no tuvieron vigencia

obues no se ajustaban al ‘sentido comin" de la &poca, puesto que el Sol
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"obviamente" da vueltas alrededor de la Tierra, indudablemente que se
adelantd de &poca. En contraste, el sistema geoc&ntrico planteado por
Hipartaco, que era "natural, satisfactorio y simple" para explicar los
movimientos observados, fue realmente aceptado y ampliado por Tolomeo,
perdurd por siglos hasta que Copérnico reintrodujo el sistema heliocén

trico.

Copérnico, después de haber trabajado 30 afios en su sistema, a instan-
cias de sus amigos se decidid a publicar su libro, el tratado "De las
Revoluciones™, que marcd toda una €poca en la historia de la astronomia.
Copérnico confid su manuscrito, el cual existe, a un profesor alemin
(Rheticus) y este, a su vez, a un tedlogo luterano (Osiander) para la
supervisién editorial, E1 libro salid a luz en 1543, afio en que Copér-

nico muere y no pudo ver la publicacidn.

Tanto Copérnico como su editor preveian las objeciones que el libro po-
dia levantar por lo novedosa y discordante que sonaba su teoria. Copér
nico fue un clérigo devoto y distinguido que de ninguna manera pensd
transtocar la ortodoxia de su tiempo, sentia que la llamada de atencidn a
la simplicidad y al &rden era en realidad un tributo a la sabiduria de

Dios.

Pronto, los Protestantes y Judios tildaron de falsa la teoria de Copér-
nico y prohibieron que se ensefiara el sistema que tiene el Sol como cen
tro. La Iglesia Catdlica, si bien primero habia aprobado el trabajo de
Copérnico, posteriormente puso a las Revoluciones en su lista de libros

prohibidos,

Después de haber estudiado en Italia, Copérnico regresd a su pails natal
disconforme con la situacidn en que se encontraba la astronomla y se
abocd de immediato al desarrollo de su teoria. Si bien Copérnico esta-
ba convencido de la creencia, corriente en su &poca, del movimiento uni
forme alrededor de un centro, dio un paso importante hacia adelante, se
fiald que el movimiento de los cuerpos celestes podia representarse por
movimientos uniformes circulares alrededor del centro de revolucidn de

la tierra, centro que estaba cerca al Sol.
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Copérnico consideraba tambi&n que la tierra es esférica y ademds que la
tierra gira en torno a su eje. Los planetas giran en tormo al Sol, al
cual supone quieto, en planos casi coincidentes y en trayectorias que

son combinaciones de deferentes y epiciclos.

La teoria de Copé&rnico en algunos aspectos no era mis precisa que la de
Tolomeo y en otras tan complicada como ella. Sin embargo, a pesar de
sus inexactitudes, este trabajo fue una osada divergencia con una teo -

ria profundamente arraigada por muchos siglos.

El sistema de Copérnico no fue aceptado, ni reemplazd, de inmediato, al
de Tolomeo. Tuvieron que pasar muchos afios desarrollidndose los traba -

jos de Tycho Brahe, Johannes Kepler, Galileo Galilei e Isaac Newton.

- Tycho Brahe. (1546 - 1601)

Astrdnomo danés, diselld instrumentos e ided técnicas para las medicio-
nes astrondmicas, fue un infatigable observador por mds de treinta afios
acumulando extensa cantidad de datos sobre los movimientos de los plane

tas.

Heredero de una cuantiosa fortuna pudo dedicarse de lleno a su interés,
la observacidn astrondmica. Primero hizo construir en Alemania un gi-
gantesco cuadrante para la cuidadosa observacidn de la posicion de los
‘cuerpos celestes. Luego, invitado por el rey de Dinamarca construyd un
observatorio en ese pais. Posteriormente, levantd el observatorio me-
jor logrado hasta entonces (el Uraniborg), alli, observd por méas de
veinte afios recopilando los datos mds precisos que ninglin astrdnomo pu-
do obtener antes que €l. P.e. mientras Tolomeo determind la posicidn de
una estrella con una aproximacidén de 30' de arco, Tycho pudo hacerlo con

una de casi 5' de arco.

Tycho Brahe no formuld ninguna nueva teoria, pero sus precisos datos
contribuyeron, posteriormente, a echar por tierra el sistema de Tolomeo.
Al final de su vida Tycho se trasladd a Praga, contratado por los germa

nos. AllT, continud sus observaciones y tomd como ayudante al que, a
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su muerte, fuera su sucesor y heredero de todos los datos acumulados,

el alemdn Johannes Kepler.

- Johannes Kepler (1571-1630)

El astrdnomo alemdn, con los datos de las precisas observaciones de
Tycho, se dedicd principalmente a discurrir en el campo de las matemd
ticas y la especulacidn, para encontrar como se mueven los planetas.,
Tenia especial inter&s en el movimiento de Marte, el cual, no podia

predecirse ni utilizando el sistema copernicano.

Después de plantear muchas hipdtesis al fin tuvo éxito y planted sus

tres famosas e importantes leyes:

1% Las 6rbitas planetarias son elipses en las que el sol ocupa uno de
sus focos.

22 E1 radio vector (la linea que une a un planeta con el Sol) barre
dreas iguales, durante intervalos de tiempo iguales.

32 Los cuadrados de los tiempos de las revoluciones planetarias son
proporcionales a los cubos de l6s semiejes mayores de las oOrbitas

elipticas.

La 12 Ley representa simpelemente una emmienda a la teoria de Copérnico.
Las dos primeras leyes las publicd el afio 1609 en su libro "Astronomla
Nueva', €stas, describen el movimiento de los planetas pero no ligan el
movimiento de uno con el otro. Reci&n en 1618 expresd matemdticamente

esta relacidn en su 32 Ley.

Kepler no di& explicaciones de por qué los planetas presentaban este ti
PP s
po.  Solo sugirid, incorrectamente, como la causa una fuerza magnética

emanada por el Sol.

- Galileo Galilei (1564-1642)

La caida de la teoria de Aristdteles-Tolomeo comienza en 1609, justa-
mente cuando Kepler modifica la teoria de Copérnico sugiriendo movi —
mientos elipticos de los planetas para concordar con los observador por

tycho Brahe,Galileo construye el primer telescopio astrondmico en Padua
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y comienza a observar el Universo.

En 1610 publica su libro "Siderus Nuncius" describiendo sus descubri-
mientos con el telescopio y apoyando, con evidencias, la teoria de
Copérnico. Su incredulidad hacia el esquema Aristdteles-Tolomeo era
abiertamente conocida desde st estancia en Pisa.

Esta defensa le trajo muchos problemas con sus colegas y con la Iglesia.
En 1632 publicéd su "Didlogo sobre los grandes sistemas del mundo", que
levantd mayores protestas y llevd a Galileo a la Inquisicibn, teniendo

que abjurar pblicamente de sus creencias sobre el sistema copernicano.

Ver también sobre Galileo en la pag. 165 del Volumen I, Capitulo III,

Apéndice I.

—~ Isaac Newton (1642-1727)

Al llegar al punto final de nuestra descripcidn histdrica del sistema

planetario nos enocntramos con Isaac Newtomn.

Disponiendo Newton de todos los datos, sugerencias y principios qué
sus predecesores habian proporcionado, llegd al punto culminante en
1687 al publicarse su libro Filosofia Natural Principios Matemdticos".
En el, Newton desarrolla su teoria del movimiento de los cuerpos y pos
tula su descubrimiento del principio de la gravitacidn universal. Al
extenderlo al movimiento de la Luna y los planetas, Newton lleva a la
mecdnica terrestre y a la celeste a una unificacibn, a lo que se llama

- . .
sintesis newtoniana.

Con este trabajo se abrid un amplio campo de investigacidn cientifica
y tecnoldgica, teni&ndose como principal preocupacidn por mds de wuna
centuria.

Ver también sobre Newton en la pag. 168 del Volumen I, Capitulo III,

apéndice II.
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PROBLEMAS

Se tiene una varilla delgada homogénea, de masa M vy longitud L. En
la prolongacidn de su eje longitudinal, a una distancia d, se encuen-
tra una particula de masa m. Determinar la atraccidn gravitacional
total que la varilla ejerce sobre la particula.

Adicionalmente, encontrar en que punto se debe ubicar a una particu-

la de masa M para que reemplace gravitacionalmente a la barra.

[ L L d e
4 A
M E BT Jeoce ba ncce s @ m
Ll ,
Pl A
_ M dx x
dM—-de

La fuerza de atraccifn gravitacional dF entre el elemento de masa dM

y la masa puntual m, es:

mM—dx
dF'=GmdMe=G L _ GmM dx
x? %2 L x?
integrando,
d-+L
oot (Taxome | 1) w11,
L d x? L * la L d+L d
GmM L Gl

P @+ " d@ D

Adicionalmente se pide encontrar

M m la distancia h. La fuerza de
——— e e . S

’ atraccidn gravitacional entre las

dos particulas es:

gl h (1 F=GEM‘
hZ

De acuerdo al requerimiento, igualando ambos valores de F, se tiene:

Gt _ _CmM > p2 9@+ 1) =>h =A@ + L)
b2 d (d+L)

Observe que: h # d +.L?:. , siendo, (d +%— ) la ubicacidn del centro de
masa de la barra. Teniéndose: h<< d + 5 -
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Se tiene una varilla delgada homogénea de masa M y longitud L. Una
particula de masa m se encuentra situada simétricamente respecto a
la longitud de la varilla a una distancia d perpendicular a ella.
Calcular la fuerza de atraccidn gravitacional Newtoniana que la va-
rilla ejerce sobre la particula.

Adicionalmente, encontrar en que punto se debe ubicar a una particu

la de masa M para que reemplace gravitacionalmente a la barra.
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La fuerza de atraccidn gravitacio-

m
dF E nal dF entre el elemento diferen -
¢;d cial de masa dM y la masa puntual

/
/ ! m, es:

|

1

]

mdM GmM dx

i . dF = ¢ — = — =

b i z? L z?
dx %
/2 4 1./2 ,  Como hay simetria, la componente ho
el 7
aM = %-dx rizontal se cancela y solo queda la
componente vertical para efectuar
d 2 _ 42 2
cosp = — z = d° + x 3 .
z la integracidn, esto es:
GmM dx GmM ( dx d _ GmMd dx
Fep e - me T )
_ GmMd dx
F==
(d%+ Xz)a/z

Tomando como limites de integracidn entre O y L/2, y duplicando, se

tiene:
‘ L/2
o207 ax _ 2cu x
L (d2+x2§3/2 L a2 (d2+ x2)1/2 lO
P = 2GmMd L/2 - GmM
L dz[d2+(~12i)2 11/2 d(d? + L%/4)/2



3.

la distancia h. La fuerza de
d atraceidn gravitacional entre las

? - Adicionalmente se pide encontrar
1

I

I

I

I dos particulas es:

|

mM
G iy ol T S P=c
| h

1 L/2 z L/2 !

De acuerdo al requerimiento, igualando ambos valores de F, se tiene:

GmM GmM

2 r
=, = b - d@ + )2 =>h = M@ L/
h? d(dz+'5 Ve b

Observe que: h > d.

Se tiene una varilla delgada homogénea de masa 2M y longitud 2L, do-
blada en su punto medio a un &ngulo de 90°, como se muestra en la
figura. Una particula de masa m se ubica simétricamente con respecto
al dngulo a una distancia L de los extremos de los lados del mismo.

Encontrar la fuerza de atraccidn gravitacional total que ejerce di-

cha varilla sobre la particula.

M o
dM = 7 dx 2% = ?z + x? La fuerza de atraccifn gravitacio-
cosf = C05(45°—¢)=‘;(C05¢+59ﬂ¢) nal dF entre el elemento diferen -
L X 7
cos¢ = senp= — o cial de masa dM y la masa puntual
m,es:
dF:GEﬂ:@d_X

z? L z?
Como en el problema se tiene sime -
tria con respecto a la diagonal,que
pasa por el vértice del angulo rec-

to y la particula, podemos tomar la

componente de dF sobre ella y dupli

car para efectuar la integracidm,

esto es:

1

(L + x)

[}

cosf
2/Z
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d 1
]5‘=--—-—GmM Zf-—écosa =-—-—-GmM2 f-(l)i —— (L + x) =———-GmM\/2_j————-—-—(L+x) dx
L z? L z?  2/2 L z3
GmM L (L + x) GmM = dx GmM L x dx
F =2 —— 2. =L —— + =2 ===
L > (L2+ Xz)a/z L o (L2+ Xz)a/z L ° (L2+x2)3/2
Evaluaremos estas dos integrales:
L dx - X L _ L _ 1
o (L2+ x2)3/2 1212+ Xz)l/z . L2(L2+ 1L.2)1/2 L2/7
L x dx - L L __ 1 + 1_ /2 -1
o (LZ4x?%)3/? @ x| wZz L L%z
reemplazando:
) G )+GmM/-2-(/7—l)
L L*/2 L L V2
po CmMoL oMo 5y
L? L?
R
~ L?
J
Este valor es su mddulo, su direc -
——————————— cidén y sentido es apuntando hacia
el vértice del angulo recto de la
varilla. Con respecto a un eje de
coordenadas cartesiano rectangular,
como el mostrado en la figura, vec—
e torialmente la fuerza es:
4 = CmM 2
4 F=- = @@+7)
1.2




Se tiemen dos cascarones esféricos concéntricos uniformes de densidad

constante "

p". Calcular la fuerza ejercida sobre una pequeiia masa "m"
en cada punto a lo largo de un radio, desde el centro "O" hasta el

infinito. Grafique F en funcidn de r, indicando los valores particula

-Para: 4

En general, la fuerza resultante total de atraccidn sobre una masa
puntual en la posicidn interior de una masa esférica es nula.
Luego:
- Entre,0< r< a:

r=0 => F, = 0

r=a => F, = 0
-~ Entre, a< r< b:

La masa M que act@ia atrayendo a2 la masa m en la posicién r, es:
4
M=Vp = —3~Trp(r3 - a%

y la fuerza sera:

3 mpk® - a?)
F = Gm , a< r< b,

2
r

[al
]
o
|
el
1]

0 (como ya se ha obtenido)

§ Tl'(b3 - 33)
b2

- Entre, b< r< ¢:
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r =

«Para:
r =
- Entre, c<
4
M=Vp= 3
F
r =

. Para:
r =
- Entre, d<<
F =
r =

.Para:
r -

F = Gm - , b< r< ¢ ,
T
% ®° - a®)
b => F, = Cm — (como ya se ha obtenido)
b
3 ®° -2
c =>F = Cnm
c 2

r<< d:

mol (b3 - a%) + (=¥ - &3] =%ﬂp(b3 -a*+r¥ - Y

%ﬂp(bs -a®+r®-¢%H
= Gm , e< r< g,
r2
4
£} Tfp(b3 - as)
c =>-FC = Gm " (como ya se ha obtenido)
c
4

3 wp(b® - a® +d® - ¢¥)

d => F. = Cm
42

M=Vp=%ﬂp(b3—as+d3—c3)

—%ﬂp(b3 -ad+4a®-¢d
Gm " , d< r< oo
T
4 3 3 3 3
3 mo(b” - a” +d°> - ¢7)
4 => Fd = Gm (como ya se ha ob
d? tenido)



Grafica: F(r) :

Determinar las fuerzas de contacto entre las esferas homogéneas dis-

puestas como muestra en la figura,

Las fuerzas de atraccidn gravitacional entre las esferas de acuerdo a

la ley de Newton, son:

GM1M
Fop, = Fpp= _._._,._1._2_2
(Ry + Rz)
GMoM
Fyp = Fo3= =
(Rz + Ry)?
Fi3
GM 1M
Fas F3s1 = Fiz = =32

(R1 + 2Rz + R3)?
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las fuerzas de contacto serin:
y

-Entre 1y 2: Fy + F3; = GM; [ LE + M3 ]

(R1 + Rz)? (Ry + 2Ry + R3)?

Mo + M;
Rz + R3)2 (R1 + 2R, + R3)2

~Entre 3y 2: Fa3+ Fi3= GMs[

Dos cuerpos esféricos de masa M, y M_ est@n separados una distancia

A B
d. Determinar la distancia x, con respecto al cuerpo A, para que una

particula de masa m esté en equilibrio entre los dos cuerpos.
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F F
e A e— B _
X
|
d
i

Para que la masa m esté en equilibrio es preciso que la suma de fuer-
zas sobre ella sea cero.
Accidn de la masa MA: M, m

FA = -G - i

Accidn de la masa MB:

M_ m
FB =G B 1
@ - x)?
sumando: M m MB o
-G i+G 1=0
x? (d-x)?
M
B > 2
X - (d-=-x)=0
MA



x? - L X + d =0
M M
1 - _B 1 - _B
MA MA
resolviendo:
M
=) x = —4
A ' M
= d 1- B
MB MA
(L. - R )
A d
X2 =
M
1+ | 2
A

Siendo x2 la solucidn en la cual m estd entre m, y My, es la distan-

cia pedida., En la solucidn x,, m estd fuera de ellas.,

Determinar la fuerza de atraccidn gravitacional que ejerce la tierra
sobre una particula de masa m, situada en su interior a una distancia
r & R)de su centro.

Suponga la tierra esférica de densidad uniforme.

Las capas de tierra externas a
la posicién de la particula no
ejercen fuerza alguna sobre ella.
Solo actllan las capas internas,

esto es:

donde M', considerando densidad

uniforme, es:

= u(g)°
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Luego, M ( r )3m

Fe-c__R __ Gm
r? R?
o bien,
F=- E% r, en donde: g = o
R2

Por consiguiente, vemos que la fuerza de atraccidn dirigida hacia el

centro de la tierra es directamente proporcional a r.

B. Considere un largo tiinel de longitud 2L (< 2R) a través de la tierra
como se muestra en la figura.
Una particula de masa m se colo-

ca, en reposo, en uno de los ex-

tremos del tlnel. Luego la parti
cula se desliza, sin friccidn, a
través del tidnel hacia el otro

extremo por la accidn gravitacio

nal.

Encontrar la posicidn de la particula en funcidn del tiempo, X(gy

D.C.L. La fuerza gravitacional F qmé/
actlia sobre la particula la he -
mos encontrado en el problema an

terior, teniendo una magnitud:

F = ( EE? e = (2B yr = ke

X -0n R R
r o (+) GMm mg
| donde, k = ( — ) = ( ), es
3 R
s )
: /é _ una constante de proporcionalidad.
! ‘
d
0
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Aplicando la ley de Newton del movimiento, en la direccidn x la fuer~

- -2
za Fx sera,

Fx=-Fcosa=—kr cos 0 = - kx
luego:
k
ma =F =-kx = a = - —x
X X m
Resolviendo,
dv dv dv
como: a = —X o X dx___x
X dt dx dt dx X
k
queda: v _dv_ = - — x dx
X X m
integrando:
Kk X
f vy dvyg - a f x dx
o L
. L2 koo 2y 2 _ k 2 2
setlene.zvx-m(x L) >vx == (L - x°)
. o . . |k 2 2’
luego, la velocidad v, en funcidn de x es: v, = /;: L - x
como: v = dx
* dt
queda = dt = dx
L? - x°
t X
. k dx
integrando: \Ij f dt = f -
o5 L /L2-x?
X
ti : lc-t=a1:<:senz(- =arcsen§-—1
se tiene: [~ T L I 5
queda: arc sen —}E = % t + -121

X k kil
esto es: T = sen( ‘JH t + 7) = cos

Bim]
(ol

finalmente: x = L cos Et = L cos E t

Este es un movimiento armdénico simple que estudiaremos con detalle en

el capitulo de Oscilaciones. Observe que este resultado no se altera

si L = R, solo varia la amplitud del movimiento.
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Se tiene un campo de fuerza centrales cuya variacidn estd expresada
y

: m
por: F = k-——a , donde k es una constante,
T

En esta expresidn el exponente n es desconocido. Para determinarlo
se observa el comportamiento de dos particulas sometidas a la accidn
de este campo de fuerzas. Las dos particulas m, mS se sueltan del

reposo a t = 0 en las posiciones r,. = ®y rB = a del foco de atrac
: c o

cidn. Después de transcurrido un tiempo la partfcula o llega al pun
to a y la particula B llega a un punto a/4 y en ese instante se ob -

serva que ambas tienen la misma velocidad. (Cu@nto vale n?
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Aplicando radialmente la ley de Newton del movimiento para una partl

cula de masa m:
o m s "
mY=-k— = ¥ =~k —

multiplicando ‘ambos miemtros por ¥, se tiene:

°

T .12-9_3:___ dr 1 e e dr
rf=-kr— >rdt- ka5 — >rdr——kn
r T r
integrando,
. r r
T r ° 2 -(n-1)
fiat = -k [ Mar=>— | =-k —F
o T o - (n - 1) -
queda:
‘9 2k 1 1
r® = ( - )
(-1 @D D)

. para la particula o entre r, = ®y r = a

.y 2k 1
o T "D @D
. para la particula B entrer, = ay r = %
) 2k 1 1
2 o 1 - ]
B e @ atn=d)



Como nos dicen que estas velocidades son iguales, ré = ré , se tiene

que:
1 1 B 1
o (m-1) (3/4)(n—l) El(n-=-1)
esto es:
9 4(n-l)

- =9 o, o _ 3
D T Twn ot >0

Observe que en realidad hemos efectuado explicitamente la integracidn

de energia. Por lo tanto, podriamos haber planteado alternativamente
du

conservacidon de energia., Veamos, comsiderando que F = = If > se tie

\

ne:;

km 1 r km

(-D)| ~ ~
T

o

i 1
ooy~ ISn—l))

(
(n-1) r

T T
AU = - f F dr = km f = -
To T, (n-1) ¢

Para la energia cinética, partiendo del reposo, se tiene:

)
AX = > mv

Por conservacidn de energia: AK +AU = 0

1 2 Km L 1

~mv? - ( - )=0
2 (1) @D T @D
quedando:
2 _ 2k 1 _ 1
v ao1 ¢ Y L @) )

Expresidn que es la misma arriba encontrada, como debe ser.

Luego, n = 7

. Determinar la velocidad inicial que debe tener un proyectil lanzado

verticalmente desde la superficie de la tierra para que escape de la
atraccidn terrestre y no regfese atierra. Despreciar la resistencia
que ofrece la atmdsfera e ignore cualquier otra fuerza ejercida sobre

el proyectil por otro cuerpo.
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La energia potencial gravitatoria del proyectil (m) sobre la superfi

cie de la tierra (M,R), antes del lanzamiento, es:

Para que el proyectil escape de esta atraccidn, debe lanzarse con una
energia mayor. Por lo tanto, la velocidad inicial critica llamada Ve

locidad de Escape v, se obtendra cuando:
1 GMm 2GM
= => S qv? = =8 = = jLet
K=10U 5 WV, = >*ve N R

v_ = V2gR , donde: g = et
e Rz

reemplazando valores se obtiene: v, = 11.2km/s.

Si la velocidad inicial del proyectil es mayor que este valor escapa

r3d y si es menor regresard a la tierra.

Equivalentemente, lo mismo, podemos decirlo de otra forma.

La energia total mecadnica del

=1

proyectil a una distancia ¢

del centro de la tierra es: h
1 2 Mm R l

N

N

E=KU = 5 mv? - G— Eo=0 i 1
Del grafico de energia pode - E,<0 —/;ééi;—-———
mos ver que para que el pro - ////7<
yectil escape del potencial ////I
gravitatorio de la tierra, el

proyectil tiene que tener una

energia total sobre la tierra

Eo.= 0.

_ 1 2 Mm
Luego: 0 = > WV G R
esto es:

v = 2GM
e R

Si ve<( 11.2km/s, se tendrd que EK 0 y el proyectil solo alcanzard

una altura h sobre la superficie de la tierra y retornari,
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11. ;CuZl es la aceleracidn de la gravedad en la superficie del planeta
Urano?. Se sabe que su masa y su radio son 14.7 y 4 veces,respecti=-

vamente, mayores que las de la tierra,

La gravedad en la superficie de un planeta es:

mg = ..G_I\.ﬁn_. => g - Q_M;
r? R?
GMU
En UJrano sera: gU = ig_
Como: tf; = 14°7MT v RU =1 R,
G 14.7MT 4.7 My
Se tiene: gy = = ° —_—
2 2
16RT 16 RT
14,
luego: gy = _ﬁzl.gT => g, = 0.919g,
1

12, Dos satélites iguales y situados diametralmente opuestos, se dejan
caer sobre la tierra, partiendo del reposo desde una altura h. Los
radios y masas de los sat&lites son cuatro veces menores que la
tierra. Determinar la velocidad con la cual llegan a la superficie

de la tierra.

Inicialmente la energia del
sistema es solamente poten- '
cial gravitatoria puesto que

no hay energla cingtica.,

Esto es:
U = -2 GMm _ Gmm
° h+ R+rx 2 (h+R+r)
4 4 4

Uo =-2 R~ R

h +R+Z- 2(h+R+Z;) O

oM? oM? h

Vo =7 5o 5

2(h+ZR) 32(h+zR)
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17 cM?

U == 5
32(h+zR)

Cuando los sat&lites llegan a la tierra, la energia potencial gravi-

tatoria del sistema es:

U=~ 2 GMm _ Gmm
R+r 2(R + r)
e X ¢4 ¥
A 4 G
u=-2 R R
R-*-—[*~ 2(R+Z-)
GM2 GM?
v 227 32(2w)
4 A
: 2
I 17 cg
32 (Z'R)

y la energia cinética con que llegan es:

e, L
K= 2 5 WV

K =

Igualando energias por conservacidn:

Uy = U+ K
__ l7oM? _ 7eM? v’
32(h + 2 R) 32(7 R 4

despejando v,

2 _ 17 GMh _ 17 GMh

) 8(% R) (h +—Z—R) 10R (h +—Z—R)

s . [ sem ]
5R(4h + 5R)

A
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13, Determinar la enmergia mecZnica total de un sat8lite de masa m en movi

miento circular de radio r alrededor de un planeta de masa M,

o B - -
El sat@lite se mueve con Ve u’)////, o m
locidad angular w, por 1o 7 N
. / \
tanto, la fuerza gravitato - / \
M
ria proporciona la acelera - ( (:E}/”’f///’ﬂ
e » . |
cidn centripeta necesaria.Lue \ f
. \ {
go se tiene: \ )
\ /
s
GMm GM S
==l r =0 = = S 7
1'2 r3 \\-»_._——/

. . 1
Por otro lado, la energia cinética es: K = 5 m w? r
De ambas expresiones, eliminando w?, se obtiene:

1 GMm

K =5 -

2 r

Como la energia potencial es:

La energia mecdnica total ser3:

E=K+ U
1 G Mm GMm
E = — - —
2 T T
1 Mm
E-—-—-Z—G-]':—‘
Grafica del resultado obtenido:
E
r
Ei
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Observe que un sat&lite con una energia E; < 0 permanecer3 en una 3r
bita de radio r;. Como hemos obtenido, y en el grifico puede apre-

ciarse, la energia meca3nica total en este sistema es siempre negati-
va, E < 0. Por lo tanto, el satélite nunca podrd escapar de la atrac

cidn del planeta.

Tambi&n note que a mayor radio r, la velocidad orbital del satélite

es menor, pues se tiene:

=

2 o
X

~

I
o] =

]
[T

g

V

<

It

14. Dos saté@lites de igual masa m se mueven alrededor de una planeta M,
en la misma Orbita circular, de radio r, pero en sentidos opuestos
de rotacidn.,

a) Encontrar la energia mecZnica total del sistema. Considérese que
la energia potencial entre los dos sat&lites es relativamente des
preciable.

b) Si al encontrarse los sat&lites chocan ineldsticamente, encontrar
la energia mecdnica total despu@s del choque. (Qué movimiento pos

terior tendrdn los satélites despu@s del choque?

a)En el problema anterior hemos encontrado la energia mec@nica total

para un sistema (M + m) de un satélite:

1 GMm
E=-75 =

Como son dos sat&lites y considerando que la energia potencial entre

los dos satélites es despreciable, se tiene:

ET = 2E

GMn

E = - 22—

T r
b) Como el choque es ineld3stico y ambos satélites se encuentran con
la misma velocidad de sentidos opuestos, la velocidad final des =
pués del choque de la masa 2m resultante, sera cero Vf=0’
Luego, la energia cin&tica es tambi&n cero y la energia mecinica

total serd la energia potencial entre M y 2m.
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15,

Esto es,

_ GMZ2m
ET =7 —
2GMm
ET = .

Por lo tanto, luego del choque solo se tiene la atraccidn del plane-
ta a la masa 2m de ambos satélites, que seradn atraidos (caer@n) hacia

el planeta.

Considere dos cuerpos esféricos homogéneos de masas m y M que se mue
ven en drbitas circulares de radios r y R respectivamente, debido,
exclusivamente, a la interaccidn mutua de atraccidn gravitacional.

Asumiendo que M > m, encontrar el periodo de revolucidnm.

Sobre el sistema no actlia ningu

na fuerza externa, solamente se

tiene la fuerza interna de atrac
s . .

cidn gravitacional.

Con respecto al CM del sistema

se tiene que:

mr = MR

La fuerza interna es un par de accidn y reaccidn que actilan sobre ca-
da cuerpo proporcionando la fuerza centripeta que produce la acelera-
cidén radial para el movimiento circular. Siendo estas iguales, se
tiene:

F=mw>r=4w>R
Con; mr = MR, ambos cuerpos tienen la misma velocidad angular.
La fuerza de atraccidn gravitacional es:

GMm ‘

F = ——

(R+r)?
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Con: mr = MR y con: M 2> m, se tiene que: RK r,

Luego: F = Siim
2
T

La ecuacidn de movimiento para el cuerpo m es:

2 GMm
mwer = ——
2
T
teniéndose:
w? = GM
o3

Expresidn obtenida en el problema N® 13 para el movimiento de un sa
télite alrededor de un planeta fijo. Note que es independiente de
la masa m.

El periodo de revolucidn serd,

2Mr
con: —Er‘= wr = w o= o,

se obtiene: 42

m
T? = ( o )rd
Esta es la tercera ley de Kepler del movimiento planetario para orbi
tas circulares, donde M es la masa del Sol. (ver apéndice l-J.Kepler).
En realidad el movimiento de los planetas alrededor del Sol son en
trayectorias elipticas, pero cercanas al circulo. ‘
Para movimientos elipticos se obtiene una expresidn similar con rela
cidn al semieje mayor de la elipse como radio.
Observe que, siendo M la masa del Sol, se tiene la misma constante

para todos los planetas:
4rr?

GM
s

K =

Luego:
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