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Este es un libro dirigido a estudiantes universitarios tanto de Ciencias como de Ingenie1ía. 
La diferencia que a menudo se da, esto es, en ingeniería con preponderancia a las 
aplicaciones y a la resolución de una gran cantidad de problemas a costa de tratar 
menos temas y con menor profundidad, en cambio, en ciencias se tiende a cubrir un 
número mayor de temas e insistiendo con mayor profundidad en los principios, pero 
dedicando menos esfuerzo a los problemas y aplicaciones prácticas. Una separación o 
tendencia diferenciadora, en uno u otro sentido, creo que es pe1judicial e inconveniente 
en los primeros ciclos, por el contrario, debe buscarse un sano equilibrio, para que los 
estudiantes de ciencias se beneficien con la tendencia a la aplicación práctica de los de 
ingeniería y estos con una mayor preocupación por los principios, desarrollando con 
suficiente profundidad y amplitud los temas a los cuales se orientan las diversas ramas 
de la ingeniería. 

La resolución de problemas es parte muy importante en el estudio de cualquier 
disciplina científica. No debe pensarse que es solo una tarea académica sin mayor 
trascendencia, por el contraiio, la solución de problemas es imprescindible para desarrollar 
el sentido autocrítico y la capacidad creativa, ambos necesarios para que el estudiante 
se pueda enfrentar a las numerosas dificultades que le planteará su futura ocupación ya 
sea profesional o de investigación. Por eso el título Física con ejercicios, las leyes físicas 
son pocas y las situaciones que se nos presentan, muchas veces denominada teoría, solo 
son soluciones de importantes casos particulares. Por supuesto que es absurdo desarrollar 
una gran cantidad y no variedad de problemas, como también lo es querer aprenderse de 
memoria las soluciones. Se advierte a los estudiantes, muy seriamente, que se desvirtuará 
todo objetivo si pretende hacerlo y que, a la corta o a la larga, lo conducirá inevitablemente 
al fracaso. 



Las matemáticas necesarias para desarrollar el curso, sin ser elementales, tampoco 
son de muy alto nivel ni se requiere demasiado formalismo, más bien se precisa 
familiaridad para manejar con soltura algunos elementos, como el manejo de las 
operaciones fundamentales del álgebra vectorial, geometría analítica y teoría de funciones, 
sobre todo derivación e integración, asf como también las nociones sobre las ecuaciones 
diferenciales; temas que paralelamente deben profundizarse en un curso de análisis 
matemático. Es poco conocido que Euler fue el primero en escribir la segunda ley de 
Newton en la forma hoy conocida: «Fuerza igual a masa por aceleración», es decir, en 
forma de ecuación diferencial, en el curso estas ecuaciones se manejan sin formalismos 
de un modo intuitivo. En cursos posteriores, además, no hay que dejar de lado el enfoque 
propio de estos tiempos con el cálculo numérico y la utilización, cada vez más popular, 
de las computadoras, que hacen posible el manejo de ecuaciones que con los métodos 
analfticos son poco eficaces. 

La descripción de los fenómenos físicos combina la reflexión teórica con el análisis 
matemático y el método experimental moderno. Consecuentemente, para el desarrollo 
del curso es también indispensable la ejecución paralela de trabajos experimentales en 
el laboratorio. 

En este volumen 2, primero se desarrollan los importantes conceptos de trabajo y 
energía, luego se trata la dinámica de los sistemas de partículas y cuerpo rfgido, y se 
finaliza con un capítulo presentando la gravitación . 

Son muchas las personas que han contribuido de un modo o de otro para poder 
escribir este libro, no quisiera omitir a ninguna de ellas. Reconociendo la deuda en que 
estoy con los autores que me han precedido en este campo, doy las gracias a todos los 
alumnos , profesores, colegas y amigos que han hecho posible la edición de este nuevo 
volumen. 
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CAPITULO V 

TRABAJO Y ENERGIA 

INTRODUCCION 

TRABAJO HECHO POR UNA FUERZA SOBRE UNA PARTICULA. 

TEOREMA DEL TRABAJO Y ENERGIA CINETICA. 

- FUERZAS CONSERVATIVAS Y ENERGIA POTENCIAL - ALGUNOS CA­

SOS PARTICULARES FUERZA GRAVITACIONAL CONSTANTE, FUER 

ZA ELASTICA Y FUERZA GRAVITACIONAL UNIVERSAL. 

CONSERVACION DE LA ENERGIA MECANICA TOTAL-SOLUCION DEL 

CASO GENERAL UNIDIMENSIONAL C-OANDO LA FUERZA DEPENDE 

SOLO DE LA POSICION 

FUERZAS NO CONSERVATIVAS Y CONSERVACION DE LA ENERGIA 

TOTAL. 

POTENCIA. 
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5. 1 

Con lo estudiado hasta el capítulo anterior estamos en condicio 

nes de plantear la ecuación diferencial del movimiento para una 

partícula, en cualquier sistema de referencia, sometida a la ª.E. 

ción de diversas fuerzas expresadas por sus leyes de fuerzas. 

El problema es resolver esta ecuación, esto es, encontrar la 

ecuación del movimiento r(t) para las condiciones iniciales da 

das. Esto lo hemos hecho fácilmente para el caso particular 

de una fuerza F constante. En general, cuando la fuerza F no 

es constante, es mas complicada la solución, llegando en muchos 

casos a soluciones numéricas y se necesitara la ayuda de una 

computadora para obtener resultados. 

Es posible adoptar un procedimiento alternativo tomando un at~ 

jo para poder obtener información del movimiento en determina­

do instante, como la velocidad, sin tener que resolver el pro­

blema para todo instante. Para ello es necesario complicar un 

poco las cosas al principio introduciendo los conceptos de Tra­

bajo y Energía, pero se llega a una formulación simple que nos 

permitirá resolver el problema en los términos mencionados y 

nos conduce o culmina con uno de los mas importantes principios 

de la Física, principio o Ley de la Conservación de la Energía. 

Estos conceptos de trabajo y energía ya han sido presentados en 

cursos anteriores, sin embargo, es necesario estudiarlos nueva­

mente precisándolos en forma mas general. 

5.2 Trabajo hecho por una Fuerza sobre una partícula. 

En primer lugar, recordemos que el trabajo hecho por una fuerza 

constante sobre una partícula es una cantidad escalar dada por 

el producto escalar de los vectores F fuerza y d distancia: 

w = F . <l 
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W es el producto de la componente de la fuerza a lo largo de la 

línea del movimiento por la distancia que la partícula se mueve 

a lo largo de esta línea: 

W F d cos <f> 

W (F cos <f>)d 

Observe que la componente perpendicular al movimiento no contri 

huye al desplazamiento, el trabajo es cero. 

Si la componente de la fuerza a lo largo de la línea del moví -

miento se opone al desplazamiento ejecutado, el trabajo sera 

negativo. Por supuesto que sobre la partícula actúan diversas 

fuerzas ,que de acuerdo con la ley de Newton, hacen que la 

cula se desplace la distancia d, cada una de las fuerzas inde -

pendientemente contribuirá o se opondrá a ese movimiento; deci­

mos entonces que hacen un trabajo positivo, nulo o negativoJ se 

gún sea el caso, dado por el coseno del angulo <f>. 

Este concepto de trabajo definido en física no debe confundirse 

con el sentido usual en el lenguaje cotidiano que se refiere el 

trabajo fisiológico, por ejemplo, decimos comúnmente que una 

persona que sostiene un peso hace trabajo, pero en mecánica, en 

física, no, porque no hay desplazamiento. 

La unidad de trabajo es el trabajo hecho por una fuerza unidad 

al mover un cuerpo la unidad de distancia en la dirección de la 

fuerza; en el sistema internacional SI, la unidad de trabajo es 

un Newton-metro llamado Joule abreviando: 

lN-m=lJ 

Veamos ahora el caso general, cuando actúa sobre la partícula, 

que se mueve sobre una trayectoria C una fuerza F variable El 

trabajo hecho por esa fuerza sobre la cuando se des-

plaza sobre C desde un punto A hasta otro punto B, lo calcula -

mos dividiendo la curva en un gran número N de pequeños interva 



los o desplazamientos en la dirección del movimiento a lo 

largo de la trayectoria, como se muestra en la figura 5.1 para 

un punto en particular. 
F 

y 

e 

A 
B 

z Fig.5.1 Trabajo hecho por una fuerza F 
variable sobre una partícula que 
se mueve sobre la trayectoria C 
desde un punto A a otro B. 
Se muestra la fuerza F el despla 
zamiento dr y el ángulo ~ que for­
man en un punto particular P. 

El trabajo hecho por F sobre la partícula en el desplazamiento 

dr, será: 

dw = '.F dr 

El trabajo total, con gran aproximación, será la suma de todos 

estos trabajos elementales. 

i=N 
= ~ 

)~_=O 

F. 
l 

dr. 
l 

Pasando al límite cuando dr +O, se tendrá la integral: 

Esta es la expresión matemática mas general del trabajo. La in 

tegral a lo largo de una curva recibe el nombre de Integral cu.E_ 

vilínea o Integral de Línea, cuyo estudio y forma de evaluar ~e 
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rán con mayor rigurosidad en sus cursos de matemáticas. 

Expresando F y dr en sus componentes cartesianas ; 

F F i + F j + F k 
X y z 

ú d i + d j + d k 
X y z 

Considerando el producto escalar de estos dos vectores, el tra 

bajo será: 

B 

C f ( Fx dx + F dy + Fz dz) 
A y 

Como caso particular consideremos una fuerza que actúa a lo la!_ 

go del movimiento x, pero que es función variable de la pos i -

ciéin F (x). 

Grafiquemos F(x) vs x y consideremos un pequeño desplazamiento 

X 

dx, el trabajo elemental sera: 

dW = F dx 

El tr abajo to tal efectuado por 

F al desplazarse el cuerpo des 

de X1 . a X2 s er á : 

X2 

~ F dx 
X¡ 

En el límite cuando dx + O, se tendrá la integral: 

X¡ 
F (x) dx 

En este caso la integral puede ser interpretada gráficament~ 

como un área en el gráfico F(x) vs x, es igual al :área encerra-

da por la curva F (x) y el eje x entre los límites X1 y X2 • 



5.3 Teorema del Trabajo y Energía Cinética -

Consideremos un cuerpo de masa m sobre el cual actúa una Fuerza 

Resultante F produciendo una aceleración a, teniéndose de acuer 

do a la Ley de Newton: 

F ma 
dv 

m dt 

multiplicando escalarmente por dr ambos miembros 

F.dr dv 
m dt dr 

dr 
Como: v = dt , se tiene que: dr V dt 

luego: 

F.dr V dt m dv V 

multiplicando y dividiendo por 2 el segundo miembro, 

F.dr 

luego: 

F.dr 

1 - 1 -= z m 2(dv • v) = 2 m(dv • v +v. dv) 

1 -
2 m d(v v) i m d(v2

) 

integrando de un punto 1 al punto 2, se tiene: 

1 F .dr = 2 m 
V2 

J d (v2 ) 
V¡ 

como el primer miembro de esta expresión es el traHajo hecho por 

la fuerza resultante F cuando la partícula se desplaza del punto 

1 al 2 a lo largo de la trayectoria e, se tiene que: 

c 1 2 1 2 
W12 = 2 m V2 - 2 m V¡ 

llamando Energía Cinética de una partícula a la mitad del produ~ 

to de su masa por el cuadrado del módulo de su velocidad o rapi­

dez, esto es: 

Podemos escribir: 
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o bien: 

W = í:IK 

Este resultado es el Teorema del Trabajo y Energía Cinética: 

El trabajo hecho por la fuerza resultante que actúa sobre una 

partícula es igual a la variación de la energía cinética de 

la partícula. 

Observe que este teorema es simplemente una relación obtenida 

de la Ley de Newton, donde hew.os convenientemente denominado o 

definido trabajo y energía cinética. 

Esta relación es muy útil cuando es fácil calcular el trabajo 

y sólo deseamos conocer la velocidad en ciertas posiciones. 

Pero su mayor importancia reside en el hecho que nos conduce 

al principio de la conservación de la energía, Ley que es de 

mayor generalidad en Física. 

En algunos casos es más fácil y útil calcular el trabajo hecho 

independientemente por cada una de las fuerzas que actúan sobre 

la partícula, es decir si 

se tendrá 

w 
n 

6K 

La energía cinética, como el trabajo, es una cantidad escalar 

que tiene corno unidad el Joule en el SI. 

5.4 Fuerzas Consérvativas y Energía Potencial.-

22 

Si se tiene una fuerza F tal que su trabajo sobre una partícula 

a lo largo de cualquier trayectoria cerrada es siempre cero se 

denomina fuerza conservativa, termino que se justificara plena­

mente mas adelante, matemáticamente se escribe 

w~ = e~ F = o 

Ejemplos de fuerzas importantes que tienen esta condición son 

la y la elástica. 



Del teorema 

ne 6K = O 

o-energía cinética, 6K = W. Si W = O se tie 

En un recorrido de ida y vuelta la energía cinéti-

ca K no se altera si la fuerza es conservativa. 

Para poder desarrollar la idea de energía potencial, podemos pr~ 

bar que si una fuerza es conservativa, el trabajo hecho por ella 

sobre una partícula que se mueve entre dos puntos depende sola -

mente de éstos puntos y no de la trayectoria seguida. 

Veamos, para las trayectorias arbitrarias 1 y 2 recorriendo el 

camino ABA, se tiene: 

1 
WAB + vfBA = o 

A 
o sea: 

1 
WAB - ~A 

Pero: 
B 

2 
WAB 

2 
WBA 

Luego: 
W~B 

Es otra forma equivalente de identificar a una fuerza conserva­

tiva. Resultado que nos conduce al concepto de Energía Poten -

cial, como el trabajo de éstas fuerzas depende solamente de 

la posición de los puntos inicial y final de la trayectoria, 

cualquiera que sigue el cuerpo, podemos asociar al espacio, o 

encontrar,una función escalar de la posición U(x, y, z) tal que, 

su variación es igual al trabajo realizado por la fuerza. Por 

conveniencia la definimos con signo negativo, corno se justific~ 

rá más adelante al conducirnos a la energía mecánica total. 

O sea, el trabajo de las fuerzas conservativas será igual a me­

nos la variación de la energía potencial, esto es: 

WC ::: - l:IU 
AB{conservativo) 
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Conociendo la energía potencial se puede determinar la fuerza, en 

el caso de una dimensión, se tiene: 

F dx 

luego: 

F 

- LiU 

- dU 

dU 
dx 

Podemos generalizar en el espacio, en coordenadas cartesianas: 

F 

o bien 

~ au ~ 
1 ax - J ~- k ay 

-
F 'i7U 

au 
az 

en general se tiene: F gradiente U 

Expresiones que se estudiarán, analizarán y utilizarán en cursos 

más avanzados de mecánica. 

Esto nos permite mostrar que si sobre una partícula actúan dos o 

más fuerzas conservativas, la energía potencial total es la suma 

de las energías potenciales de ellas, mostremoslo para el caso 

unidimensional. 

Si, 

se tiene que: 

F F1 + F2 + ... + F 
n 

dU1 dU2 
dx - dx 

U = U1 + U2 + ... U 
n 

En general, presenta la ventaja de trabajar con energías potenci~ 

les, puesto que, es más fácil sumar escalares (energía potencial) 

que sumar vectores (fuerzas). 



Analicemos algunos importantes casos particulares: 

--Fuerza gravitacional constante. 

y 

o 

z 

el trabajo será: 

2 

W12 f F.dr 
1 

y2 
- mg J dy 

Y1 

Si y1 = O, W = - mg y 

Como: 

F = - mg j 

dr = dx í + dy ] + dz k 

X 

- mg (y2 - Y1) 

Observe que este valor es independiente delcamino seguido, depeE._ 

de sólo de los puntos final e inicial y si y2 = y1 el trabajo es 

cero. 

Luego, esta fuerza es conservativa y la energía potencial corres 

pendiente será: 

U2 - U 1 = - W12 = mg (y2 - y1) = mg y2 - mg Y1 

tomando arbitrariamente U1 = O para Y1 = O, se tiene: 

U = mg y 

Observe que la referencia generalmente se escoje para obtener la 

expresión más simple de la función U, dentro de la familia que 

satisfacen la condición 6U W. Pruebe Ud. con otro valor. 

Conocievdo U podemos encontrar F, veamos: 

F 
y 

d 
dy (mg y) = - mg 

25 
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- Fuerza elástica. 

Como: 

F kx i 

o X dr dx i 

el trabajo será: 

2 X2 

W12 f F. dr -k f X dx 
l 

X1 

si X1 = O W=-lkx2 

' 2 

Observe que este valor es independiente del camino seguido, de­

pende solo de los puntos final e inicial y si x2 = x1, el traba 

jo es cero. 

Luego, esta fuerza es conservativa y la energía potencial corres 

pondiente será: 

U2 - U1 = - W12 = i k (x; - x~ ) = i kx; 

tomando arbitrariamente U1 O para x 1 O, se tiene 

Conociendo U, podemos determinar F: 

dU 
Fx =-dx d ( l kx2) 

dx 2 - kx 

- Fuerza gravitacional universal 

Como: 

F 
GMm = -
r2 

M 
dr dr e 

r 
o 

el trabajo 

2 r1 d 
- GMml- ~lr2 I F dr - GMm f _E_ 

l 
ri ri 

Si rz > r1 l< 1 
W12 < o 

r2 r¡ y 

"' + de e 
e 

sera: 

1 
GMm( -

r1 

l ) 
r1 



Es te valor es de la trayectoria, depende solo de los 

puntos final e inicial y si r1 = r 1 el trabajo es cero. 

Luego, esta fuerza es conservativa y la energía potencial corres 

pondiente sera: 

1 - - ) 
r1 

GMm 

Tomando arbitrairamente U1 = O para r 1 = 00 

u GMm 
r 

+ GMm 
ri 

se tiene: 

Como en los casos anteriores la referencia escogida es la mas 

adecuada para obtener la expresión más simple de U. Observe que 

para r = 00 se obtiene como debe ser, U = O. 

También conociendo la energía potencial podemos determinar la 

fuerza correspondiente 

F 
r 

dU 
dr 

d 
dr 

( _ GMm 
r 

GMm 

5.5 Conservación de la Energía Mecánica Total.-

De la Ley de Newton hemos establecido el teorema del trabajo y 

la energía cinética 

W = liK 

donde W es el trabajo de todas las fuerzas que actúan sobre la 

partícula. 

Si se tiene que todas estas fuerzas son conservativas podemos 

también escribir que 

W = - liU 

luego, en este caso se tendrá: 

liK liU 

Expresión que nos dice que si se presenta una disminución de la 

energía cinética ta debe ser compensada con un aumento de la 

energía potencial y viceversa. 

O bien,podemos tener que: 

liK + liU O 

27 
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o: 

ll(K + U) = O 

definimos entonces la Energía Mecánica total como la suma de la 

Energía Cinética y la Energía Potencial, 

E = K +U 

y se tiene: 

llE = O 

Expresión que nos dice que cuando sobre un cuerpo actúan solo 

fuerzas conservativas, la energía mecánica total se conserva. 

Este es el principio o Ley de la conservación de la energía meca 

nica total para fuerzas conservativas. 

Expresamente,entre dos estados: 

(~ o 

~ + U2 = Ki + U1 = E = constante 

esto es, la suma de las energías cinética y potencial es constan 

te, constante determinada por las condiciones iniciales. 

Ahora podemos ver porque definimos el trabajo de las fuerzas con 

servativas igual a la variación de energía potencial con signo 

negativo: para poder definir la energía mecánica total como la 

suma de las energías cinética y potencial, que es más cómodo pues 

en caso contrario tendríamos la diferencia de éstas. Observe que 

esto no altera el aspecto fís.ico puesto que al calcular el traba 

jo lo que evaluamos es el cambio de la energía potencial y no la 

energía potencial propiamente dicha. 

* Resolvamos el problema general unidimensional de fuerzas conser 

vativas que s~lo dependen de la posición F(x)º 

Calculamos la energía potencial 

L'.IU - W 



Tomando arbitrariamente U(xº) O para la posición de referen-

cía x 0 

X 

J F(x) dx 
Xo 

Conociendo U(x) para la condición inicial de 

total E, por la conservación se tiene: 

K + u(x) = E 

1 l 

2 mv + U(x) E 

fr VE 
1 

V - u(x) 

Como: dx 
V dt 

dt 
dx 

{f VE - U (x) 

t X dx Integrando: f dt ff f 
o Xo VE - U(x) 

X dx 
t Jf f 

Xo ~E - U(x) 

me canica 

después de efectuar la integral, para el particular valor de U(x)' 

podemos obtener la posición x(t) y de ésta también v(t)' ya sea 

derivando x(t) o sustituyendo su valor en v(x)º 

Aún cuando ésta integral sea difícil de evaluar, la ecuación de 

conservación de energía nos permite obtener una información cua­

litativa útil de los posibles movimientos, dibujando la 

de U(x) vs x y teniendo en cuenta que E~ U(x)º 

Como ejemplo, en la figura 5.2 se muestra una función de energía 

potencial. Dejamos al lector el análisis de los posibles movi -

mientes de la partícula para diferentes condiciones iniciales o 

valores de Ei, determinando los puntos de retorno 

librio y los de máxima velocidad. 

los de equi-
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E.--
1 

u 7 (x) 

u 

X 

Fig 5 2 Gráfica u(x) vs X 

conservativas la conservación de la 

Las fuerzas que no cumplen con las condiciones establecidas an­

teriormente para fuerzas conservativas, se denominan Fuerzas No 

Conservativas Para éstas,no será posible encontrar una ener -

gía potencial función de la posición, el realizado por 

ellas depende del camino seguido 

Consideremos que sobre una actúan fuerzas conservati­

vas y no conservativas al aplicar el teorema trabajo y energía 

cinética, se tendrá: 

como: 

se tiene 

+ W LlK ne 

W = - LlU c 

LlK + LlU 

X 



ó 
6E 

Vemos que en este caso la mecánica no se conserva 6EiO. 

Supongamos en primer 

servativa debida a la 

que se tiene una sola fuerza no con­

teniéndose: 

6E 

como en este caso, Wf <O, se tendrá que 6E <O, o bien : 

E2 <E1. La fricción es una fuerza disipativa que disminuye la 

energía mecánica de la partícula. 

En el caso de la fricción la perdida de energía mecánica aparece 

como calor, se produce un aumento de la temperatura generando un 

cambio de la energía interna 6Ui' términos que estudiaremos con 

más detalle en los capítulos posteriores de Termodinámica. 

Así como el trabajo de una fuerza conservativa lo asociamos con 

menos el cambio de energía potencial, el trabajo de la fuerza no 

conservativa de fricción lo asociamos con menos el cambio de 

energía interna del cuerpo: 

teniéndose que: 

6E + 6U. = O 
l 

Por lo tanto, la suma de las energías mecánica e interna calorí­

fica no cambia, permaneciendo constante y decimos que la Energía 

Total se conserva. 

Generalizando cuando actúan otras fuerzas no conservativas: 

o bien: 

w onc 6K + 6U + 6U. 
l 

W = 6E + 6U. one i 

Para cualquier otra fuerza no conservativa, siempre se encuentra 

otra forma de energía (Electromagnética, Química , Sonora , etc) 

que corresponda al trabajo que realiza, esto es: 

w onc 

w onc 

cambio de otra forma de energía 

6U 
e 
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y nuevamente tenemos , 

LlE + LlU. + LlU o 
l e 

sea, E+ u. + u ET l e 

se tiene LlET = o 

y decimos que la Energía total es constante, ET = const. 

La Energía puede transformarse de una forma en otra pero no se 

crea ni se destruye. 

Este es el principio o Ley de la conservación de la Energía. Re­

laciona la mecánica con las otras áreas de la física, está pre­

sente en toda la f Ísica, con mayor generalidad que la propia Ley 

de Newton de la cual la hemos aquí obtenido. 

5.7 Potencia 

32 

Muchas veces no sólo nos interesa saber el trabajo total hecho, 

sino también la rapidez con la cual se hace el trabajo. 

La potencia media sera: 

<P>=.!i 
t 

y la potencia instantánea: 

p 

su unidad en ei SI es 

viando: 

1 J /s 

Teniendo como múltiplo 

el 

= 

dW 
dt 

Joule/seg 

lW 

el kilowatt: 

llamado· Watt o vatio, abre -

lKw = 103
w 

Def inída ésta unidad de potencia, el trabajo algunas veces se ex 

presa en unidades de potencia x tiempo, dando lugar al término 

frecuente de Kilowatt-hora. 

La potencia instantánea, se puede tener en función de la fuerza 

y velocidad en ese instante. De la definición de trabajo 

dW 

dW 
dt 

dr 
dr 

F • dt 

p = F • V 



1 

PROBLEMAS 

+ 
Calcular el trabajo hecho por la fuerza F aplicada sobre un bloque, 

cuando este pasa de la posición A a la B, como se muestra en la fi-

gura 

+ 
F 

A 

d = 10 m 

-, 
1 
1 

B 

M 100 Kg 

F 40 N 

F d cos 120º 

WAB 40 x 10 x (-0.5) 

WAB = - 200 J 

2. Una fuerza neta de 0.2N actúa sobre un cuerpo de lOKg que esta ini-

cialmente en reposo Calcular el trabajo hecho por la fuerza en el 

12., en el 22. y en el 32. segundo y la potencia instantánea al termi 

no del 32. segundo •. 

La aceleración que se imprime al cuerpo es: 

F 0.2 2 
a = iñ =lo = 0.02 m/s 

Los espacios recorridos son: 

el 12. segundo: dl 
1 2 1 0.02 X 12 O.Olm - en = 2 at1 =zx 

- en el 22. segundo: d2 
l 2 

= 2 at2 dl 
l . 

22 0.01 = 0.03m - = z X 0.02 X -

X 0. 02 X 32 
- (0. 01+0.03) 

d3 = 0.09 - 0.04 = 0.05m 



Los trabajos pedidos serán: 

W1 F di Fd1 0,2 X 0.01 0.002 J 

W2 F d2 Fd2 0.2 X 0.03 0.006 J 

W3 F d3 Fd3 Ü.2 X o.os 0.010 J 

La velocidad al termino del 3º segundo es: 

V3 = at3 = 0.02 x 3 = 0.06 rn/s 

Luego la potencia: 

P = F.v = Fv = 0.2 x 0.06 0.012W 

3. Determinar el trabajo realizado 

sobre un bloque que pesa 25 Kgf 

y se mueve 3m hacia abajo en un 

plano inclinado como se muestra 

en la figura. El coeficiente 

34 

de fricción es 0.1. Si el blo -

que parte del reposo, ¿cual es 

su velocidad final? 

Del diagrama de cuerpo libre, se ve que solo la fuerza de fricción 

y la componente del peso paralela al plano contribuyen al trabajo. 

Como las fuerzas que actúan son constantes y la trayectoria es rec 

tilínea, se tiene: 

w WF.gravitatoria + WF.fricción 

12 
N=25 z = 17. 68 Kgf 

-z-
f=l. 768 Kgf 

' 
Kgf 

' / ' / ' / 
P=25Kgf 

w 17 68 X 3 X cos Oº+ 17.68 X 0.1 X 3 X cos 180° 

w 53 04 5.30 

W 47. 74 Kg-m 

como: 
1 2 1 2 

W = 6K = z mv - 2 mv 0 

y al partir del reposo, Vo O 



queda: 

Luego, 47.74 

1 2 
W = 2 rnv 

1 25 2 

2 ( 9. 81 ) V 

v 2 3 7 .47 

v = 6.12 rn/s 

4. Un bloque de hLelo de 445N, resbala por un plano inclinado de l.Süm 

de largo y l.Oüm de alto. Un hombre sostiene el hielo paralelamen­

te al plano de modo que desliza el bloque con velocidad constante. 

El coeficiente de fricción entre el hielo y el plano inclinado es 

de ü.10. Encontrar: 

a) La fuerza ejercida por el hombre 

b) El trabajo hecho por cada una de las fuerzas que actúan sobre el 

bloque, en un recorrido de O 5m 

c) El trabajo hecho por la resultante sobre el bloque en el mismo 

recorrido 

d) El cambio de energía cinética del bloque. 

a) Se 

lm 

D.C.L. 

sen e = 1: 5 = 0.667 

cos e 11. 52 - 12 =O. 7 4 5 
1.5 

La fuerza del hombre es 

la requerida para equili_ 

brar la suma de fuerzas 

a lo largo del plano in­

clinado, esto es: 

FM = P sene - µPcos8 
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b) 

FM 445 X 0.667 - 0.1 x 445 x 0.745 

FM = 263 67N 

- Trabajo hecho por el hombre: 

WM = FM d = FMd cos 180º = - 263.67 X 0.5 -131. 83J 

- Trabajo hecho por la atracción gr avi tacional: 

W = P . d = Pdcos(90º - 8)=Pdsen8=445 x 0.5x0.667=148.41J g 

- Trabajo hecho por el plano inclinado, 

*Fricción: 

w = f . d 
f 

fdcoslSOº ( µPcos8)dcosl80º 

Wf = -0.l X 445 X 0.5 X 0.745 - 16.58J 

*Normal: 

w = Ñ 
N 

Nd cos 90° o 

-µPdcose 

c) El trabajo hecho por la resultante es cero puesto que la suma de 

fuerzas es cero, el bloque no está acelerado. Como comprobación: 

-131.84 + 148.41 - 16.58 = o 

d) El bloque no cambia de energía puesto que se mueve con velocidad 

constante o bien: 

ü 

5. Con relación al sistema mostrado en la figura, encontrar la compre­

sión máxima del resorte, si el cuerpo de masa m se deja caer desde 

la distancia t Coeficiente de fricción del plano µ 
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El bloque parte del reposo: v 0 = O 

Al darse la compresión máxima del resorte: vf Oº 

Luego, el cambio de energía cinética es 6K = O 

Por otro lado, el trabajo total realizado es: 

* peso => 

* fricción => wf µ mg cos e(t - to+ 6to) 

* resorte => WK 

Como: WR 6K o 

Entonces: 

Ecuación de ¿º grado en 6t 0 que al resolverla nos da la compresión 

máxima del resorte. 

{ ~ (µ 
cose - sene) b 

llamando: 

b(t - to) = c 

M~ + b6t 0 + e o 

M,o E.+ 
2-

6. Un péndulo simple se suelta del reposo como se muestra en la figura. 

Cuando la lenteja llega a la parte más baja de su trayectoria deter 

minar: 

a) El trabajo realizado por el peso. 

b) El trabajo realizado por la tensión del hilo. 

e) El trabajo resultante. 

d) La velocidad de la lenteja. 
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.Q, o 

90\J 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

ÓB 
a) Como el peso es una fuerza conservativa: 

Luego, tomando como nivel de referencia la horizontal que contie 

ne el punto O, se tiene que: UA = O y UB = - mg.t, 

- mg.t - O - mg.Q, 

wp = mg.t 

b) Por definición áe trabajo, para la tensión: 

B 

f T.d~ 
e 

A 

Como en todo instante: T 1 dr o 

Teniéndose: = o 

c) El trabajo resultante será: 

Wp + Wr 

luego, 
V~R mg.t 

d) Como: WR 6K 

se tiene: 
1 2 

mgt = 2 mv
8 

, dado que vA O 

luego: V = lzgt 
B 

7 Demuestre el siguiente problema tomando del Horologíum Oscilatorio 

de Huygens "Sí un péndulo simple oscila con su máxima oscilación 

lateral, esto es si desciende todo un cuadrante de círculo cuan­

do llega al punto mas bajo de la circunferencia tira del hilo con 

una fuerza tres veces mayor que la que le si estuviese 

simplemente de el 11 
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Cuando el cuerpo está simplemente suspendido la fuerza que actúa h~ 

cía abajo es el peso P = mg y lo equilibra la tensión de la cuerda 

T = mg 

Cuando se suelta como se muestra en la figura 

-+ 
V 

1 

1 
r 
1 

1 

1 

1 
1 

.. l 
' .. / 

m 

Por conservación de la energía, como se vio en el problema anterior 

la velocidad en el extremo mas bajo es 

.¡. = 2g 9v 

y la aceleración centrípeta sera: a 
e 

2g 

Por lo tanto, la fuerza resultante centrípeta necesaria es: 

Fe mac = 2mg 

Luego, la tensión en la cuerda será: 

T 
T - p = F 

e 

T F + p 2mg + mg 3mg e 
p 

De aquí: T 
3 p 

8. En la figura se muestra la posición inicial de una máquina de At -

wood (m1 = 2m2). En ese instante el sistema esta en reposo. 

Aplicando la conservación de la energía mecánica, encuentre la velo 

ciclad que lleva m1 al llegar al suelo. 

fl 
2 

--ll/C.,.../_/_=_1_'/l-::;:. ..... /.....,'//~:;;~;.""'"''1,..,./ 
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Consideremos como nivel de referencia cero, el suelo, En la posición 

inicial la energía total es: 

Ei = m1g 

Como ambas masas tienen la misma velocidad, por la ligazón existen­

te, en el instante del choque con el suelo la energía es: 

1 2 1 2 3 2 
E f = 2 m1 V + 2 Ill2 V + m2 g Jl = 2 Ill2 V + m2 g Jl 

Por la conservación de la energía: 

lv2=.!.gJl 2 2 

2 
V = 

V = 

__&! 
3 

9. Una partícula se desliza sin rozamiento sobre una trayectoria como 

se muestra en la figura. 

40 

Si la velocidad de la partícula es de 4 m/s cuando está en el punto 

A. ¿Cual será su velocidad en los puntos B y C? 

he = 0.6m 

Cofilo la energía mecánica total se conserva, 

E = + 



Tornando como nivel de referencia el punto más bajo B, se tiene: 

1 2 
2 mvA + mgh 

A 

La velocidad VB sera: 

1 2 = - mv 
2 B + o 

lz X 9.81 X 1 + 42 5.97 mis 

Para hallar la velocidad en C procedemos de la misma manera entre 

los puntos A y C: 

1 
2 m{ + mghc 

¡ 2 X 9 • 81 \ 1 - Ü • 6) + 4 2 =4 • 8 8m / S 

10. En una "montaña rusa", sin rozamiento, un carrito de masa m comien­

za en el punto A con una velocidad v 0 , como se muestra en la figura. 

Supóngase que el carrito se puede considerar como una partícula y 

que siempre permanece en contacto con la vía. 

a) ¿Cuál será la velocidad del carrito en los puntos B y C? 

b) ¿Que desaceleración constante se requiere para que el carrito se 

detenga en el punto E si los frenos se aplican a partir del pu~ 

to D? 

D E 

L 

Por conservación de energía, 

a) En B, como es-ta a la misma altura que A, tendrá la misma veloci-

dad: 
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En C, se tiene : 

1 2 
mgh + 2 mva 

h 1 '2 
mg 2 + 2 mv:c 

/V~ + gh 

b) El trabajo de la fuerza no conservativa de la fricci6n es ·igual al 

cambio de energía mecánica total ~ 

Wf = 6U + 6K = 6E 

- f L 
1 '.2 = O - mg h - 2 IDVa 

aplicando la Ley de Newton : 

- f ma 

Luego, 
1 

m (+) - - --__ ...,_._ - - - -
f 

2 maL mgh 2· mva 

a -

a = -

gh + ..!:.. 
2 

( 
L 

2 ( 2gh + Va 
21 

2 
Va 

Equivalentemente también, por conservaci6n de energía entre A y 

D, 
1 2 

mgh + 2 mva 

Podernos obtener la velocidad en el punto D: 

V~ = 2gh + V~ 

y como la velocidad final en el punto E es cero , la desacelera -

cion constante en este tramo DE, producida por la fuerza de frie 

ci6n , sera : 
2 2 + 2aL vf v. 

1 

o 2 + 2aL VD 
2 

VD 2~h + 2 

( Va a 21 - 21 

Por supuesto , el mismo valor obtenido anteriormente. 



12 

Un de mas m puede 

record de s consí 

dere masa concentrada suelo 

iendo y que cuando pasa 

gravedad es a O.lm al de su espesor. 

Si mismo atleta desea alcanzar la misma altura con de re-

sortes de constante k, ¿cuánto se deberán comprimir estos resortes? 

(m = 80 kg y k = 4000 N/m). 

cinética se 

te en poten-

cial y se tiene 

1 
2 

h 

h = 

Por 

2 

lo 

= mgh 

100 
5. lm 

X 9.8 
= 

tanto, su record sera 

H h + l 0.1 

H 5.1 + 0,9 = 

/ 

6 Om 

/ 

/ 

/ 

O, lm 

h 

H 

o 

Con los resortes la energía potencial de la deformación de cada 

resorte es 1 
u == 2 

y para los dos resortes, 

Esta energía se convertirá en cinética y luego en 

gravitatoria~ considerando que siempre su centro de 

a lm del suelo, se tendrá: 

::::: mgh 

X /mi,hkh = lm' 
~k v~Tk 10 1 Om 

El mostrado se suelta desde el reposo en la 

esta 

(1) y 

un de 90° antes de que la cuerda to -

que la a a una distancia vertical h del punto O de sus 

pensión 

Determinar el valor mínimo de h para el cual la del péndulo 
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describirá un círculo alrededor de la clavija. 

h 

D.C.L. (2) 

mgi 

//////ij'JI/ 

'Y 

e 1 
) 

/ 

---.- - _,,,_, - ./ 
/ 

I 

/ 

/ 

I 
/ 

/ 

I 

I 
I 

I 

m 

• 1 
1 
1 
I 
I 

(1) 

En la posición 

T = =--mg - ma 
c 

m V~ mgtT (Q, - h) 

el valor mínimo 

cuando T2 = o 
esto es: 2 

v2 = 

(2)' se tiene: 

2 
m v2 

(Q.-h) 

se tendrá 

g (Q, - h) 

Por conservación de energía entre (1) y (2) ,tomando como nivel de re 

ferencia el punto mas bajo, se tiene : 

mg.Q. = mg2(Q, 1 2 
h) + 2 mv2 

Con el valor requerido de v2 , se obtiene el valor de h: 

mgQ, mg2(Q, 1 
- h) + 2 mg(Q, h) 

Q, 2 (Q, h) +..!.. 
2 (Q, - h) 

Q, 
5 

= 2U - h) 

h Q, _ l Q, 
5 

h 
3 

Q, =s-



13. Un se suelta desde la posición A mostrada en la figura. 

Sabiendo que la cuerda puede soportar una tensión máxima 50% mayor que 

el peso del bobo determinar el 

' ' / 

e para el cual se romperá. 

¡ 

I 

(A) 

Por conservación de energía se puede determinar la velocidad v en 

ción de e, tomando como nivel de referencia la posición A, se tiene: 

o + o 

D.C .L. (m) 

mg 

P. LlE = O => .!.. mgR.sene 
2 

Luego:v =2gisen8 

Aplicando la Ley de Newton: 

- T + mgsen8 = mac 

para 

y con el valor obtenido de v2 
, 

se tiene: 

3 
mg(sene - 2 ) "" 

sen e l 
... 2 

e 30º 

.m 
i 

2gisen6 
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14. En el sistema mostrado en la figura, se le comunica a la masa muna 

velocidad inicial v 0 hacia abajo. ¿Cual sera su velocidad cuando ha 

descendido una altura h de su posición de equilibrio? 
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~. ¡ n ~ 
H k k 

[ 

L 

En primer lugar determinemos 

la deformación de los resor­

tes cuando la masa ha deseen 

dido la altura h. 

Longitud inicial de los re -

sor tes 

~º = /H2 + i 
Longitud "final" de los resortes 

Deformación: 

L L 
2 2 

Con esta deformación podemos determinar la energía potencial de los 

resortes: 

U = ..!_ k(M) 2 

2 

Para el sistema (los resortes): 

u = k( 
R 

tomando como nivel de referencia la 

total inicial del sistema es 

inicial la ener 



y la energía total para el sistema deformado 

E =lmv2 +U h 2 R - mg 

como el sistema es conservativo: 

E = E0 constante 

l mv2 
2 + UR - mgh 

1 2 2 mv 0 

despejando v, 

= !vo 2U 
+ 2gh R 

V ----m 

re emplazando el valor arriba encontrado de UR 

V • lv~ + 2gh -
2
: ( / (H + h) 2 + t;" 

15. Un collarín de lOkg está unido a un resorte y resbala sin rozamien­

to a lo largo de un anillo circular que se encuentra en un plano h~ 

rizontal, dispuesto como se muestra en la figura. El resorte tiene 

una constante k = 15 x 102 N/m y esta sin deformar cuando el colla­

rín está en la posición C. Si el collarín se suelta del reposo des 

de la posición A; calcular, cuando pasa por B, su velocidad 

fuerza que hace el anillo sobre él. 

A 

1 m 
,R=60cm ollarín 

' 1 \ 1 
' 1 

' 1 D 

-~s:1v----B 
1 Lanilla 
1 

1 
e 

Longitud del resorte sin deformar: i 0 

Deformación del resorte: 

en A: ~iA = 60 + 25 - 35 50cm 

- en B: 60 

60 - 25 35cm. 

2s[7 65 - 35 30 cm. 

y la 
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Energía: 

- en A : EA 187. 5 J 

- en B 
1 2 15 2 1 -2 
2xlO x vB +2 xlO x 9 x 10 = 

5v~ + 67.5 J 

Por conservación de energía: 6E=..0 => EB = EA 

~V~ + 67.5 = 187.5 =>v~ 

Aplicando la Ley de Newton: 

D.C.L. (m) 

N 
B J

I 

------ -

/ B 1 
/ 1 

-

120 
-5-

en la 

NB 

NB 

NB 

24 =>V 
B 

4.90m/s 

posición B: 
2 

F B cose 
VB 

= mac m -
R 

2 2 

cose 
VB VB 

FB - m - kM,Bcose-m R R 

2 -2 60 24 15X10 X 30x 10 X65 - 10 x---
60xl0-2 

415.39 - 400 15.39N 

16. Un cuerpo de masa m comienza a moverse, a partir del reposo, bajando 

por un plano inclinado de longitud ~ y que forma un ángulo e con la 

horizontal. Tómese como coeficiente de fricción 0.2 y encuentre la 

velocidad del cuerpo en el punto más bajo del plano. ¿Que distancia 

d recorrerá resbalando horizontalmente en una superficie igual a la 

anterior, después de llegar al punto más bajo del plano inclinado?. 

Resuelva el problema usando los conceptos de energía y trabajo lue­

go comprobar sus resultados utilizando directamente las leyes de New 

ton. 

m 10 kg 

e 30º 

~ 20m 
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- Determinación de la velocidad. 

En la parte más alta la energía mecánica es: u mg.Q. sene 

En la parte mas baja la energía mecánica es: K 1 2 2 mv 

Trabajo realizado p,or la fuerza de fricción: Wf =-µ(mgcose)i 

Luego, el trabajo realizado por esta fuerza no conservativa es igual 

al cambio de energía mecánica 

Wf = 6K + 6U = ~E 

1 2 -µmg.Q.cose = z-mv - mg.Q.sen8 

Despejando la velocidad 

2 
V 2g.Q.(sene µcose) 

2 
V 2 X 9.81 X 20(0.5 - 0.2 X 0.866) 

v 11.33 m/s 

128.32 

Comprobación utilizando la Ley de Newton, 

la aceleración es: ma mgsene 

a = g(sene 

µmgcose 

µcose) 

y la velocidad final después de recorrer el espacio ,Q, es: 

v2 = 2a,Q, 

v2 2g.Q.(sene - µcose) 

v 11. 33m/s 

- Determinación de la distancia horizontal d. 

1 2 1 l 
E= 2 mv = 2 x 10 x 11.33 = 642 Joules 

1 2 Al iniciar el recorrido horizontal, la energía mecánica es: K = z-mv 

Al finalizar el recorrido horizontal y detenerse la energía meca -

nica es cero. 

El trabajo realizado por la fuerza de fricción en este recorrido 

es: wf = - µmgd 

Luego el trabajo realizado por esta fuerza no conservativa es igual 

al cambio de energía mecánica: 

wf = ~u + 6K = ~E 
1 2 - µmgd = O - 2 mv 

despejando la distanciad: 

d = 2µg 
128._3_2 __ 

2 X 0. 2 X 9. 81 32. 70m 

49 



Comprobación utilizando la Ley de Newton, la aceleración es: 

ma µmg 

a = - µg 

y el espacio recorrido hasta detenerse sera: 

o v2 + 2ad v2 - 2µgd 

d 
v2 

32. 70m 2µg 

12. Un bloque de 10 Kg choca con un resorte horizontal sin peso y de 
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constante 2N/m, como se muestra en la figura. El bloque comprime el 

resorte 4m a partir de su posición de reposo. Suponiendo que el c~ 

eficiente de fricción dinámico entre el bloque y la superficie hori_ 

zontal es de 0.25, ¿Cual sera la velocidad del bloque en el instan­

te del choque? 

V 

~-~ 

~ D 
// -'//-;;E:/l/=:::-///;;;;//l;/1/~///;; ///.,;;;;: /i/.zE ///&!!///:e:'"/l/É: 

1 2 La energía mecánica en el momento del choque es: K = 2 mv " Llamando ::x 

a .la distancia que se comprime el resorte, la energía mecánica cuan 

do el bloque se detiene es: U=-} kx2 

El trabajo realizado por la fuerza de fricción en éste recorrido es: 

wf = - µmgx 

Luego el trabajo realizado por esta fuerza no conservativa es igual 

al cambio de energía mecánica: 

Wf = L'.lU + L'.lK 

1 2 
µmgx = 2 kx 

despejando la velocidad 

L'.lE 

1 2 - 2 mv 

/ 2µgx + ~ x?.' 
m V = 

V 

V 

l 2 X Ü. 25 X 9 o 81 X 4 + l~ X 42 

4.78m/s 



18. El bloque de masa m que se muestra en la figura tiene originalmente 

una velocidad v 0 hacia la derecha y su posición es tal que el resor 

te no ejerce ninguna fuerza sobre el. El bloque se mueve una dis -

tancia d antes de detenerse como se muestra en la figura. La cons­

tante del resorte es k y el coeficiente de rozamiento entre el blo­

que y el piso es µ. 

a) Determinar el trabajo hecho por cada una de las fuerzas que 

actúan sobre el bloque, al recorrer la distancia d. 

b) ¿Cuál es el trabajo total hecho sobre el bloque? 

c) Aplicando el teorema del trabajo y la energía, obtenga el valor 

de d en función de m, V 0 µ, g, ko 

a)-Trabajo hecho por la fuerza de rozamiento 

wf = 1 . <l = - µ ~gd 

-Trabajo hecho por el resorte 

d + + d 
W = f F dx = - f kxdk 

r o o 

-Trabajo hecho por la normal 

WN = Ñ . d = O 

b) Trabajo total sobre el bloque 

WT = Wf + Wr = - (µ mgd + ~ kd2 ) 

c) El cambio de energía cinética es igual al trabajo realizado: 

l'.IK WT 
O - .!_ mv2 1 2 

2 o - (µmgd + 2 kd ) 

1 2 z IDV 0 µmgd + l kd2 
2 

despejando d, 

d2 + 2µmg 
d - mv'! = O 

k k 

d ..J:!!!!L ± 
¡. µ2m2 g2 

+ mv'! 
k k2 k 
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siendo la respuesta el valor positivo de d: 

d = ~ ( jiim2 g2 + mkv~ 
7

- µmg) 

19. El coeficiente de fricción entre el bloque de 4kg y la superficie es 

0.2. El bloque está sometido a la acción de una fuerza horizontal 
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P = 30N y tiene una velocidad de v1 = 5 m/s en la posición mostrada 

en la figura. Determinar la máxima deformación del resorte B, sa­

biendo que las constantes de rigidez de los resortes B y C son: 

kB = 2 x 103 N/m y k = 6 x 103 N/m, respectivamente. e 
ra se indican las longitudes. 

30cm 25cm 

En la f ig~ 

Llamando x a la distancia que se comprime el resorte C, la distan -

cía total d recorrida por el bloque Mes: 

d 

d 

Aplicando el concepto de trabajo y energía: 

w = LlE 
1 2 1 2 

Pd - f d = z kB xB + z kC XC 
1 2 z Mv1 

2(P -µMg)(0.3 + x) = k (x + 0.05) 2 + k x2 
-B C 

reemplazando valores: 

0.25 + 0.05 +X 

Ü. 30 + X 

2 
Mv1 



8 x 103 x2 + 155.70x - 108.29 O 

x2 + 0.01946 - 0.01354 =O 

tomando el valor positivo de la solución: 

10 67cm 

La deformación del resorte B será: 

x = x + 5 = 10.67 = 15.67 cm 
B 

20. Un.cuerpo de masa m = 1 kg parte del reposo, desliza por un plano iE_ 

clinado· 30° una distancia de 9, = Jm, choca contra un resorte de cons 

tante k = 20 N/m y longitud propia x 0 = 0.5m. Utilizando el teorema 

de trabajo y energía, calcular la distancia d de máxima aproxima 

cían, tras el regreso, a la posición de partida. 

Coeficiente de rozamiento por deslizamiento µ = 0.25 

En la siguiente figura se muestra la posición más baja)que alcanza 

la masa rn cuando el resorte se ha comprimido una longitud x. 

El trabajo realizado por la fuerza no conservativa de fricción es 

igual al cambio de energía mecánica: Wf = ~K + ~U = ~E 

- µmgcos 30°(9, + x) = ~ kx2 
- mg(t + x)sen30º 
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x2 - Zmg (sen 30° - µcos 30º)x - Zmg (sen 30º - µcos30º)i O 
k k 

2 
X 0.981(0.284)x - 0.981(0.284)3 

x2 
- 0.28x - 0.85 = O 

cuya solución positiva es: x = la08m 

o 

Solución que tiene significado físico real, tal como se ha asumido 

al plantear la ecuación de acuerdo a la figura. 

Después de este instante la masa vuelve hacia atrás hasta alcanzar 

la posición mostrada en la siguiente figura. 

La energía potencial que tiene el resorte al iniciarse el retroceso 

se convierte en energía potencial gravitatoria del bloque más la 

perdida por fricción. Luego, entre estos dos estados nuevamente se 

tiene: wf LiK + LiU 

- µ mg cos 30º(~ + x - d) = mg(~ + x - d)sen 30º - j kx2 

1 2 mg (sen 30º + µcos30º )d = mg (sen30º + µcos30º) (t + x)- 2 kx 

d (t + x) -
2mg(sen30º + µcos30º) 

d (3 + l. 08) -
20 (l. 08) 2 

2 X 1 X 9.81(0.5 + 0.25 X 0.866) 

d 2.43m 

21. Un cuerpo se deja caer, vinculado de tal forma, que describe una tra 

yectoria como la indicada en la figura. Unicamente existe rozamien­

to en el tramo horizontal. 

Calcular: 

a) El módulo de la velocidad del cuerpo en el punto S. 

b) ¿Cuanto se comprime el resorte? 
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c) ¿Cual debería ser la altura H = H' para que el cuerpo se detuviera 

en S sin caer por el plano inclinado inferior? 

Se conoce: m 50Kg, H 14rn, h = lürn, L = lürn, µ 0.3, 

80 cm, k 500Kg/cm, a = 37º 

a) El trabajo realizado por la fuerza no conservativa de la fricción 

es igual al cambio de la energía mecánica total entre el punto 

inicial, mas alto, y el punto S: 

µmgL 

l:.U + l:.K = l:.E 

rng(h - H) + ~ rnv2 

despejando la velocidad en el punto S, 

V I 2g (H - h - µL ) 

V = 12 x 9.81(14 - 10 - 0.3 x 10) = hx9.8l=4.43 rn/s 

b) Por conservación de energía entre el-punto S y el punto más bajo, 

cuando el resorte se ha comprimido una longitud x, 

l 2 l 2 

2 mv + mgh = mg(io - x)sen a + 2 kx 

resolviendo para x, 

2 2mgsena mv2 2mg 
(h - i 0 sena) o X k X - k- k 

2 2mgsena 2mg 
(1 + h - iosena) o X k X - k 

(En el S. I. : k 500 X 9.8 X 100 = 49 X 10'~ N/m, i 0 0.8m) 

efectuando se obtiene: 

x2 
- 0.0012x - 0.0211 O 
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teniéndose como solución positiva: 

X= 0.146m 

c) Para que el cuerpo se detenga en el punto S, se tendrá que v = O 

en la expresión de la energía encontrada en la parte(a} con H=H' , 

esto es: 

mg(H' - h) = µmgL 

H' = h + µL = 10 + 0.3 x 10 13m 

22. Una forma de medir el coeficiente de fricción cinético es montando 

el dispositivo mostrado en la figura. La masa M se suelta del repE_ 

so cayendo una altura h hasta llegar al piso, acelerando a la masa 

m, la cual se desliza sobre la superficie hasta detenerse cuando ha 

recorrido una distancia (h + d). Los valores de M, m, h y d se mi­

den. Determinar µ en función de ellos. 
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µ 

h 

!¡ ==-'--;.-/..-r-~-,...-"-/-_.-Ji'--,.,;_;.-'._/ ____ _ 

Cuando el sistema recorre la distancia h, la masa m, partiendo del 

reposo, adquiere una velocidad v, aplicando el concepto de Trabajo 

Energía, se tiene: 

mgh 
1 

(M + m)v2 - Mgh - µ 2 

despejando v: 
2 2~h(M - µm) 

V M+m 

Cuando la masa m recorre la distancia d, partiendo con la velocidad 

v hasta detenerse, se tiene: 

- µmgd 

LiK + LiU 

1 2 2 mv 



despejando v 

v2 = 2µgd 

igualando ambas expresiones y despejando µ, se obtiene: 

µ 

2gh(M - µm) 
M + rn 

h M 
d(M+m)+ hrn 

2µgd 

Por supuesto que, igualmente simple, se puede obtener esta expresión 

aplicando directamente la Ley de Newton en ambos tramos 

- recorrido h: 

Mg - µmg = (M + rn)a => a = g (M - µm) 
M+m 

v
2 

= O + 2ah => v 2 

- recorrido d: 

ma' =>a y - -µmg 

o V1' + 2a' d => 2 
V 

igualando: hM µ = 
d (M + m) + hrn 

2gh(M - µm) 
M+m 

µg 

= 2µgd 

23. Un auto de 1,600 Kg, baja una cuesta de 30º. Cuando la velocidad 

del auto es de 36 Km/hora el conductor aplica los frenos: 

a) ¿ Que fuerza F deben hacer los frenos para que el coche se deten 

ga después de recorrer 50m frenando? 

b) ¿Cual es el valor del coeficiente de rozamiento entre el piso y 

llantas? 

a) La velocidad del auto es: v 36 Km/hora lüm/s 

h=Lsen30 
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El trabajo realizado por la fuerza no conservativa de frenado es 

igual al cambio de energía mecánica total, esto es : 

WF = LiK + LiU = LiE 
f 

l 2 
O - 2 mv - mgh + O 

luego : 

i mv2 + mgh 

L 

F = 1600 + 7848 
f 

b) Como FF µN => F 
F 

µ 

mv2 

a + mgsen30º 

9448N 

µmg cos 30° 

9448 

1600 X 9 . 81 X 0 . 866 

mv
2 

+ ~ 
21 2 

0 . 695 ~ 0 . 7 

24 . Un bloque pequeño , de masa m, se halla inicialmente en reposo en el 

punto mas elevado de un hemisferio liso de radio R. En un instante 
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determinado se impulsa levemente al bloque y comienza a deslizar 

Despreciando el rozamiento , hallar : 

a) La fuerza de contacto en función de la posición. 

b) El angulo (medido a partir de la vertical) al cual el bloque 

donara la superficie del hemisferio . 

1 
1 
1 
r e / 

R ¡-....,¡' 
/ 

a) Por conservación de energía 

mgR 1 2 2 mv + mgR cos e 

despejando la velocidad en función del angulo e , 

v2 = 2Rg [ 1 - cos 8 ] 

la aceler ación cent rípeta ser a : a 

fuer za de contact o : 

2 
:!_ = 
R 

- 2g( l - cose) y 

aban 

la 



D.C.L. N - mgcose mac = -2mg (1-cose) 

i..._ ><):!( 
\ / N mg cos e - 2mg (1 - cos e) 

/~'/ N 3mg cos e - 2mg 

N mg (3 co s e - 2) 
/ mg 

/ 

b) El bloque abandona la superficie del hemisferio cuando la fuerza 

de contacto N es cero, esto es: 

N = rng(3 cos 8 - 2) = O 

3 cos e - 2 = o 

cos e 

e 

2 
3 

48.19º 

25. Una prueba acrobática consiste en dejarse caer rodando en bicicleta 

por una plataforma inclinada que se transforma unos metros mas aba­

jo en una curva ascendente hasta dar la vuelta sobre sí misma for -

mando un cilindro para luego terminar horizontal, como muestra el 

croquis. 

a) Se desea conocer la 

altura h que debe 

existir sobre el pi_ 

so para dar la vuel 

ta completa sin pe­

ligro de caer. 

b) ¿Cuanto debería ser 

h para que la fuerza 

que ejerce sobre la 

D=8m 

pista curva en su punto mas alto A sea igual a su peso? 

a) Por conservación de energía,.la energía potencial a la altura h 

debe de ser igual a la energía mecánica total en el punto A: 

1 2 
mgh = mgD + 2 mv 

despejando la velocidad v en el punto A: 

v
2 = 2g (h - D) 
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Por otro lado , aplicando directamente la Ley de Newton en el puE_ 

to A, la fuerza de contacto es: 
2 

D. C. L. - N - mg 
V ma m -

~ 
c R 

v2 
-- -- N + mg = m R 

Lg 2 

N 
mv 

R mg 

Para que no exista peligro de caer , se debe tener que : 

N >O=> 

v2 > gR 

2 mv 
R 

y el valor pedido de h será : 

2g (h - D) > gR 

2 (h - D) > Q 
2 

>mg 

h>tn lüm 

b) Si la fuerza de contacto en A es igual peso : N 
2 

mg = 

v2 

R 

v2 = 

mv 
R -- mg 

2g 

2gR 

Luego , el valor de h en esta condición será : 

2g(h D) 2gR 

h D 
D 
2 

h in 
2 

12m . 

mg , se tiene : 

26 . En un aparato de feria para rizar el rizo (looping) de lüm de diá 

metro , un coche que pesa 500Kg deja la plataforma a 15m de altura 

respecto al fondo de la circunferencia vertical . ¿Cu~l es la reac­

ción normal de la vía sobre el coche en lo más alto de la cir cunfe-

rencia? . 

Suponer que el centro de gravedad del coche está a nivel del piso . 
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h=l5m 

Como en el problema anterior se tiene la misma situación, por conser 

vación de energía: 

mgh 1 2 
mgD + 2 mv 

v2 = 2g (h - D) 

y en el punto más alto de la circunferencia se tiene: 

D.C.L. 

~ m N -- - - --

!mg 

N = m 2g(h - D) - mg 
R 

N = mg = P = 500 Kg 

- N -

N 

h 
4mg( D - 1) - mg 

mg ma m c 
2 

V 
m-

R 
mg 

1 
4mg ( 2 ) - mg 

v2 
R 

2mg - mg 

Observe que, según el problema anterior la condición para que N P, 
3 

es: h = 2 D, que se cumple, pues h = 15m y D = lOm. 

27. El cable que sostiene a un ascensor de masa m = 2000 Kg lleva a este 

desde el primer piso hasta una altura de lOm. Al llegar a esa altu­

ra el ascensor tiene una velocidad de 2m/s y ha tardado 5s. Existe 

una fuerza de rozamiento constante entre los rieles y el ascensor 

de f = 2000N y en el piso se encuentra un resorte de constante 

k = 10,000 N/cm y longitud propia t 0 • 
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Calcular: 

a) El trabajo realizado por 

la fuerza que hace el ca 

ble entre el instante 

inicial y t = Ss. 

b) Si se rompe el cable en 

dA 

ese instante, ¿Hasta don 

de sube el ascensor an -

h=lüm 

tes de detenerse? 

c) Luego de detenerse, ini­

cia su descenso, ¿Con que 

velocidad llega nuevameE:_ 

te al primer piso? 

d) Posteriormente, ¿cuánto se comprime el resorte? 

e) Finalmente, ¿Hasta donde rebota el ascensor? 

a)Aplicando el teorema trabajo-energía cinética: 

w = tik 

w = wf + wp + WT = 6K 

- El cambio de energía cinética es: 

1 2 1 
6K = 2 mvl - o = 2 X 2000 X 4 = 4000J 

- El trabajo de la fuerza de fricción es: 

Wf = f . h = - 2000 X 10 = - 20,000J 

- El trabajo de la acción gravitacional es: 

T 

m 

T 

W = - 6U 
p g 

- mgh = - 2000 X 9.81 X 10 = - 196,200J 

t 
1 

V 
1 

t 

Vo 

Ss 

2m/s 

o 
o 

Luego el trabajo realizado por el cable (fuerza de tensión T), será: 
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WT = 6K - wf - wp 

4000 + 20,000 + 196,200 220,200J 

b) En este caso, como T = O, se tiene WT = O 

Como v2 = O, el cambio de energía cinética es: 

1 2 
6K = - 2 mv1 

y el trabajo total es: 

w - (mg + f)d1 



igualando, W 

2 
IDV¡ 

2 (mg + f) 

6K y despejando d
1 

: 

2000 X 4 
2(2000 X 9.81 + 2000) 

8000 
43240 0.185m 

c) Aplicando, WNC = 6E = 6K + 6Ug (o equivalentemente, W 6K) 

1 2 
- f (h + d1 ) = 2 mv - mg(h + ~) 

despejando la velocidad v con la cual llega nuevamente al primer 

piso: 

v = / ~ (mg /(19.62-2)10.185
1 

= /179.46
1 

= 13.40m/s 

d) Aplicando, 

Considerando el cambio desde el instante que inicia el descenso 

y cuando se detiene comprimiendo el resorte: 

- f (h + d1 + x) = O - mg(h + d1 + x) +} k.x
2 

resolviendo en x: 

2 2 
x2 + k(f - mg)x + k (f - mg) (h + d1 ) = O 

(trabajando con distancias en cm y la constante k en N/cm) 

x 2 
- 3.Sx - 3,598.2 O 

x = 61. 77 cm 

Luego, el resorte se comprime 0.62m 

e) Aplicando, nuevamente: WNC = &E se tiene, 

- f (x + d2 ) = mg (d2 +, x) - i kx2 

despejando d2 , 

k.x2 
_(_m_g~+~~f ~~ - X 

8.2lm 

X 

28. El cable de un ascensor de 2000Kg se corta cuando está en reposo en 

el ler piso a una altura de 4m sobre un resorte amortiguador de cons 

tante: k = 120,000 N/m. 

Un sistema de seguridad afianza las guías contra los rieles de mane 
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ra que al movimiento del elevador se opone una fuerza de roce cons-

tante de 5000 N. 

Calcular: 

a) La velocidad del ascensor en el momento que va a pegar contra 

el resorte. 

b) La deformación del resorte. 

c) La distancia que "rebotará" el ascensor hacia arriba . 

a) Aplicando la relación trabajo-energía : 

W = 6K => WNC = 6K + 6U = 6E 

1 2 
- f h = 2 mv - mgh 

2h m (mg - f) 
f 5000 

2h(g - m)=2x4(9 . 81 - 2000 

v = 7 . 65 m/s 

b) La deformación x del resorte, será : 

WNC = 6E 

- fx = .!._ kx2 

2 
l 2 

- mgx- ~f mv 

2 
X 

2 
(mg - f )x - ~ v2 = O 

k k 

2 
X 

2 
120 , 000 

2000 X 58.48 
(2000 x 9 . 81 - 5000)x- 120,000 

x2 
- 0 . 244x - 0 . 975 = O 

teniendo como solución positiva : 

58 . 48 

X= 0 . 122 +J0.0149 + 0 . 975 = 0 . 122 + 0 . 995 1.12m 

c) La distancia d que rebotará, será : 

WNC = 6E 

- f (d + x) = mg(d + x) - i kx2 

k.x:! 120,000 X 1 .12 2 
_ 

(d + x) = 2(mg + f) 2(2000 x 9.81 + 5000) J . OS m 

f inalmente , d 3 • 05 - 1. 12 = UHm 



29. En el sistema mostrado en la figura~ La masa M1 tiene una velocidad 

v 0 en la posición inicial mostrada y en ese momento es afectada por 

la fuerza F que actúa solamente mientras esta masa se desplaza sobre 

una superficie rugosa de coeficiente cinético de fricción µk y de 

longitud L. Al finalizar el recorrido L, en este instante desaparece 

la acción de la fuerza F y la fricción, iniciándose la deformación 

~el resorte cuya constante elástica es k. 

Encontrar la ecuación del movimiento descrito, que nos permite deter 

minar la deformación máxima del resorte. 
vº 
__ 

...L-. 

¡~ ?:// µk's:H ~lf'J k 

L 

Tomando como nivel de referencia la posición mostrada, 

el sistema tiene inicialmente una energía totalmente cinética: 

Eo = i (M1 + M2)v~ 

luego la fuerza F realiza un trabajo que le da al sistema una energía: 

y por otro lado la fricción realiza un trabajo opuesto tal que el sis­

tema pierde una energía: 

Ef = - fL = - µM1gL 

Finalmente, cuando el resorte se ha comprimido una distancia x, el 

sistema tiene una energía compuesta por la energía potencial de defor 
. ... d 1 1 kx2 1 ,,,. . 1 . . macion e resorte 2 y a energia potencia gravitatoria, que re~ 

pecto al nivel cero de referencia adoptado inicialmente es: -M2 g (L + x), 

o sea: E = .!_ kx2 
- M:i g (L + x) 

T 2 

Resumiendo, por conservación de energía del sistema: lo que tenía ini­

cialmente + lo que se le dió - lo que perdió = A lo que tiene f inalmen 

te. 
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Esto es : 

t (M1 + M.i )v~ + FL - µM1 gL 

luego : 

Ecuación pedida que nos permite obtener la deformación máxima x del 

resorte . 

Observe que , por supeusto se obtendrá la misma ecuación si se aplica 

directamente la expresión del teorema Trabajo - Energía : W = 6Kº 

El cambio de energía cinética del sistema es : 

6K 

6K o 1 z (M1 + Mi )v~ 

y el trabajo realizado por las fuerzas : F , fricción , resorte y grav_i 

tatoria es : 

igualando : 

W = FL - µM1 gL - .!_ kxi + Mi g (L + x) 
2 

1 i 1 i 2 (M1 + Mi )v o = FL - µM1 gL - 2 kx + Mi g (L + x ) 

que es la misma expresión para x , 

t kxi - Mi gx - L (Mi g + F µM1 g) - t (M1 + M1 )v~ o 

30 . Con referencia al sistema mostrado en la figura , se tiene : 
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- La masa Mi tiene una velocidad v 0 en la posición inicial mostrada . 

- Una fuerza F actúa sobre la masa Mi jalándola solamente mientras M1 

se desplaza una longitud L. 

- En la superficie AB no hay fricción y en la BC el coeficiente cine 

tico de fricción es. µk . 

Al desaparecer la fuerza F se inicia la deformación del r esor te de 

constante elástica k . 



Plantear la ecuación del movimiento descrito, que permite determinar 

la deformación máxima del resorte. 

Este problema, conceptualmente, es similar al anterior. Por tanto, 

plantearemos la solución sin mayor explicación, utilizando conver -

sión de la energía en el sistema: 

- Energía inicial 

(tenía) > 1:- Mi v~ + 1:- Mi v2
0 

- Energía que entra 

(trabajo dado por F) > FL 

- Energía que sale 

(perdida) => - (µM2 g cose) (L + x) = - µMi g (L + x) cose 

- Energía final 

(tiene)=> tkx2+ (M1g sene) (L + x) - (M:ig sene) (L + x) 

Igualando: 
i kx

2 + g (M1 - M2 ) (L + x) sen e 

l 2 2 (M1 + M:i)vo + FL - µMig(L + x)cose i kx2 + g (M1 -M2 ) (L+x) sene 

luego: 

i kx
2 

+g(L+x)[ (M1 - Mi)sene + µM2cos8] - FL - i (M1 + M:i)v~ =O 

Ecuación pedida de la cual se obtiene x, deformación máxima del 

resorte. 
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31 . La energía potencial de una partícula está expresada por : 

68 

u = -(x) 
~+ 

x3 

2A 

para x > O y donde A es una constante . 

Hacer un croquis de U(x) vs . x. Determinar todos los puntos de equi_ 

librio indicando , si los hay, cuales son estables , inestables e indi 

ferentes. Calcular F(x) · 

Para graficar U (x), en primer lugar, graficamos independientemente : 

A 
3 

X 

y 
2A 

2 
X 

luego, encontramos la intersecci6n de U(x) con el eje x, esto es : 

y determinemos los 

3 
X 

A 
3 

X 

X 

puntos 

3A 
4 

X 

3A 
4 

X 

X 

2 
X 

2A 

2 
X 

1 
2 

para los 

4A ---
3 

X 

4A 

3 
X 

3 
4 

cuales : 
dU(x) 

o dx 

o 

Con estos dos puntos y con las graf icas que limitan la función pod~ 

IDOS graficar U(x) VS x: 

o 1 

/ -­.....-
,__------ >x 



teniéndose un solo punto de equilibrio inestable en: x 

La fuerza F(x) será: 

Corno ya heF-~~ determinado: 

dU(x) 
dx 

4A 

dU(x) 
dx 

3A 
4 

X 

se tiene: 

3 
4· 

32. Una partícula de mas~ rn se mueve con una energía potencial: 

U 0 (k2 + x2 )k2 

U(x) == - (CSk4 + x4) 
, teniéndose 

a) Graficar U(x) VS X 

b) ¿Cual es la fuerza que actúa sobre rn? 

{
k ~o 

Do ~O 

c) En el gráfico U(x) localizar los puntos de equilibrio, indicando 

el tipo de cada uno. 
uº d) Analizar el movimiento cuando se tiene una energía total E = - 4 

a) Para determinar la gráfica U(x)' encontremos algunos puntos nota 

bles: 

para x o > u(x) 
Uº - -8-

- para X+ 00 > U(x) + Ü 

- para encontrar máximos y mínimos, derivando la función e igua­

lando a cero, 

2U 0 k2 x o 

::-...._ u o * para X = Ü =/ U(x)::;:_ - 8- (máximo) 

* para x4 + 2x2 k2 
- 8k4 O, resolviendo en x2 

x2 
- k2 + I k4 + 8k4 = - k2 + 3k2 = 2k2 

(solo consideramos la solución positiva puesto que x2 es posi_ 
tivo). 
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luego, para x = ± /2 k=>u ;-Uo(k
2 

+ Zk
2

)k
2 

- u
4

o (mínimo) 
(x) 8k4 + 4k4 

con estos puntos podemos graficar U(x) vs x: 

dU 
b) Habiendo encontrado d~x) , la fuerza es: 

F 

c) Puntos de equilibrio: 

- para x = O => inestable l teniéndose, 

=>r: 
inestable 

2 
d u(x) 

- para x + = => indiferente J para el ind if eren te 
equilibrio dx2 

- para x = ± /2 k => estable >o estable 

) Uº 1 d .... O d Si E = - ¡--- , so amente se po ra tener que:E = U y K = en 

x = ± /2 k, y la partícula está en uno de los puntos de equilibrio 

estable y no se moverá de este. 

Si hacemos el estudio simplificado de la teoría atómica de Bohr consi 

derando sólo órbitas circulares, la energía del electrón en el átomo 

de Hidrógeno es: 

E 
1 2 2 mv 

1 

r 

Bohr consideró que la cantidad de movimiento angular del electrón 

sólo podría tener valores: 
h 

~º = n z:;- , para n 1,2,3, •.. 
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Demostrar que el radio orbital del electrón, según esta considera _ 

ción de Bohr , es igual a: 

r = 

siendo: 

2 n rn e 
, para n 

e = carga eléctrica del electrón 

m masa del electrón 

Eo= constante de Permitividad Eléctrica 

h constante de Planck 

v velocidad del electrón 

r = radio orbital del electrón 

1,2,3, ... 

Como E K + u 1 2 tiene la energía potencial : y K = l:" rnv se que 

es: ºCr) 

luego, la 

1 e2 

41TEo 
r 

fuerza que actúa sobre 

F = -
(r) 

dU (r) 
¿r-

el electrón es: 

1 e2 

- 41TE 0 ? 

Aplicando la Ley de Newton, F ma, se obtiene la velocidad: 

- m 
r 

v = J-4-n-. :-:-m-r--

La cantidad de movimiento angular del electrón es: 

i 0 = r X p => io = IIl r V 

introduciendo la consideración de Bohr, la velocidad será: 

h 
ID r V n-.--

2n 
=> V = __ n_h __ 

2Tirnr 

igualando ambos valores de v, 

nh 
= )-4-n-:-:-rn-r-2Tirnr 

depejando el radío r: 

para n 1, 2' 3' ..•. 
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34. Una partícula de masa m = 2Kg se encuentra sobre una superficie hori 

zontal lisa y está unida a un punto fijo O, mediante una cuerda elás 

tica de constante k = 40N/m y longitud propia, sin deformar, Q, 0 =SOcm. 

Si se le comunica a la partícula una velocidad inicial 

como se muestra en la figura, calcular la velocidad con la 

v. = 3m/s, 
1 

cual se 

está estirando la cuerda en el instante que su longitud es de 70cm. 

o 

v. 
1 

/ 
/ 

/ 
/ 

/ 

/ 70cm 
/ 

Por conservación de energía: 6E O >E. 
1 

1 2 
2 mvi 

1 2 +.!.kAn2 2 mvf 2 u!V 

2 v. 
1 

Como el torque 

to angular: 6to 

'to O, por conservación de la cantidad de movimien 

o > 

mr .xv. 
1 1 

r.v. 
1 1 

v~f 

rf vef 

={i v.)2=(50 3 )2 
rf 1 70 

= 4.59m2 /s2 

Luego, la velocidad pedida del es tiramiento de la cuerda elástica, 

será: .¡ 2 2 ' 
Vrf = V f - V $f =18.20- 4.59

1 = 1.9 m/s 

35 Un automóvil de l,OOOkg se acelera desde el reposo con aceleración 

constante de l.Sm/s2 durante 10 segundos. Determinar la potencia 

empleada por la máquina como una función del tiempo durante este 

período. 
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La fuerza requerida para darle una aceleración a= l.5rn/s2
, es: 

F = ma = 1000 x 1.5 = l,SOON 

la velocidad en función del tiempo es: 

v = at l. St 

luego, la potencia requerida es: 

P = F . v = Fv = 2,250t Watts. 

36. Un peso W sube por una rampa, inclinada a grados con la horizontal, 

con una velocidad constante V0 , impulsado por un motor a reacción. 

Horizontalmente, con el mismo motor y a la misma velocidad, puede 

arrastrar como remolque, además del peso W, otro peso. 

Conociendo el coeficiente µ de resistencia que ofrece el piso al mo 

vimiento en ambos casos, determinar el peso Q del remolque. 

En ambos casos se mueven con velocidad constante V0 , la potencia se 

rá: P = FV 0 

- cuando sube la rampa, se tiene: 

~+) F - W sen a f o 

R W sen a + µ W cos a 

P W(sen a +µcosa) V0 

- horizontalmente, cuando jala el remolque, se tiene: 

F - f - f Q = o 
f Q fw F 

w 
(+) 

- - - -~---------___.._ - - - - F µW + µQ 

QJ lw p µ(W + Q)Vº 

Igualando ambos valores de la potencia, se obtiene el valor de Q: 

µ(W + Q)Vo W(sena + µcosa)Vo 

Q 
w 

(sena + µcosa) - w µ 

Q w ~+ cosa - 1) µ 
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37. En la figura mostrada, un bloque de masa m descansa sobre la faja que 

se mueve a velocidad constante V. A un tiempo inicial t = O se apli_ 

ca al bloque una fuerza horizontal constante, que le produce una ace­

leración a. 
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El coeficiente de fricción cinético entre el bloque y la faja es µ. 

a) Determinar la fuerza F aplicada. 

b) Determinar la potencia disipada en fricción como función del tiem 

po. 

e) Si la fuerza F es ejercida por un hombre que se encuentra sobre 

la faja. Determinar la potencia que éste libera en función del 

tiempo. 

d) Si la fuerza F es ejercida por un hombre caminando sobre el piso 

al costado de la faja. Determinar la potencia que este libera en 

función del tiempo. 

a ---
V 

(-) (.) 

a) La fuerza F debe acelerar a la masa y vencer la fuerza de fríe -

cíón, esto es: 

F - µmg = ma 

F ma + µ mg 

(la aceleración a es conocida). 

b) La fuerza de fricción es: f = µmg y la velocidad: v = at, 

luego: P = f v = µmgat es la potencia disipada en fricción. 

e) La fuerza que hace el hombre es: F = ma + µmg 

La velocidad en función del tiempo es: v = at 

Luego la potencia que debe dar el hombre es: 

P = Fv = (ma + µmg)at. 

d) La fuerza que hace el hombre es: F = ma + µmg 

La velocidad del hombre en función del tiempo es: vT= V+ at 

Luego la potencia que debe dar el hombre es: 

P = F vT = (ma + µ mg) (V + a t) 



38. 

39. 

Calcular el trabajo realizado por la fuerza F 
(x,y) yi + xj a 

lo largo de la trayectoria y = x2 
, desde el origen de coordenadas 

hasta el punto P(l, 1). ¿cuánto será el trabajo realizado por esta 

fuerza si la trayectoria es una línea recta entre los mismos puntos? 

El trabajo es: 

p p 
e 

f F dr cf (F dx w + F 
OP X y o o 

p 
e 

cf (-y dx + X dy) w 
OP 

o 

La curva C es: y 

reemplazando: 

e f ~ w 
OP o 

l 

f 
o 

x2
, diferenciando: dy 

[ -x2 dx + x(2x dx)] 

1 

3 1 

.!.. J x2 dx ~I 3 
o 

dy) 

2xdx 

f ><p 2 (-x dx + 2x2 dx) 
o 

En Joules, si la fuerza esta dada en Newtons y longitud en metros. 

Si la trayectoria es: y = x diferenciado dy = dx, y reemplazando en 

la expresión del trabajo se tiene: 
l l 

w ¡ (-x dx + x dx) = ¡ o = o 

Calcular el trabajo realizado por la fuerza F =(x+y)1+y2 j a lo 
(x,y) 

largo de una trayectoria quebrada cerrada C: de (O,O) a (1,0) a 

(1, 1) a· (O, O). ¿ ierá una fuerza conservativa? 

El trabajo es: 

y 
(1, 1) wc 1111 ~ F .dr ª ' F dx + F dy 

oo e e x y 

C2 

w~o ~ [ (x + y) dx + y2 d y ] 
e 
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considerando cada segmento , e 

En C1 y o ' dy o 

X 1 dx o 

y X dy dx 

reemplazando se tiene: 

i o 
w:

0
=c

1
f[ (x+O)dx+O] + ~ ¡ [ (l+y)o+y2dy] + c

3 
[ [ (x+x)dx+x2 dx] 

l 

j xdx + 
o 

1 
2 + 

1 

J y2 dy + 
o 

1 
3 

4 
3 

o 
j (2x + x2 )dx +l 

3 
o o 

3 

+ (x2 + ~ ) 
3 

En Joules, si la fuerza esta en Newtons y longitud en metros. 

o 

Como el trabajo realizado a lo largo de una curva cerrada no es cero, 

esta fuerza No es Conservativa. 

40. Una persona de masa "m" se encuentra 

parada sobre una superficie rugosa 
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de coeficiente de rozamiento 11 µ 11 .Lu~ 

go se impulsa de tal manera que efe~ 

túa un salto que le permite lograr el 

máximo alcane "d". (La persona es c~ 

paz de darse un mayor impulso pero el coeficiente de fricción no le 

permite lograr mayor alcance). ¿Cuanta energía disipa la fuerza de 

fricción? 

Dado que no hay deslizamiento sobre la superficie, la fuer~a de fri~ 

ción no disipa energía. En el instante del despegue la fuerza de ro 

zamiento estático alcanza su mayor valor para el máximo alcance, po~ 

teriormente durante el vuelo no hay fuerza de fricción con el piso. 



CAPITULO VI 

DINAMICA DE UN SISTEMA DE PARTICULAS 

- CENTRO DE MASAS. 

- MOVlMIENTO DE TRANSLACION DE UN SISTEMA DE PARTICULAS: 

MOMENTUM LINEAL Y LEY DE NEWTON. 

- CONSERVACION DEL l10MENTUM LINEAL. 

- SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS. 

MOMENTUM LINEAL Y ENERGIA CINETICA. 

- COLISIONES. 

- ROTACIONES EN UN SISTEMA DE PARTICULAS: 

MOMENTUM ANGULAR Y LEY DE NEWTON. 

- CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR. 

- MOMENTUM ANGULAR EN EL SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS. 
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6.1 CENTRO DE MASAS. -

Al estudiar la dinámica de un sistema de partículas hay un punto 

cuyas propiedades son muy útiles para describir su movimiento. 

Este punto es el centro de masas, primero lo definiremos y calcu 

laremos su posicioh, luego estudiaremos sus propiedades. 

1n una d~~ension, si se tienen n partículas a lo largo de una lí 

nea recta X, el centro de masas del sistema se define mediante 

su coordenada Xcmrespecto al origen O, como el promedio de las 

posiciones xi ponderado con las masas mi' esto es: 

X 
cm 

X 
cm 

m1 X1 

n 
l: 

i=l 
n 
l: 

i=l 

+ m2 x2 + m3 X3 + 

m1 + m1 + m3 + 

n 
m.x. l: 

l l 
i=l 

m. 
l 

m.x. 
l l 

M 

ID 
n 

Observe que si todas las partículas tuvieran igual masa,el centro 

de masas coincidiría con el promedio de las coordenadas x. 
l 

X 
cm 

<. X > 

n 
L; 

i=l 

n 

X· 
l 

por lo tanto, Xcm es algo similar a 

<...X > , pero en el que damos raayor contribución a las partículas 

que tienen mayor masa. 

Este punto centro de masas tiene la propiedad: 

M X 
cm 

i=l 
m. X. 

l l 

Si las partículas están distribuídas en el espacio, las coordena­

das del centro de masas respecto al origen O del sistema d-e refe­

rencia particular serán: 

X 
cm 

1 
M 

n 
l: 

i=l 
m.x. 

l l 
y 

cm 

1 n 
M L 

i=l 
z 

cm 

1 n 
M X 

i=l 

m. 
l 

z. 
l 
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Vectorialmente, en coordenadas cartesianas, el vector posición del 

centro de masas es: 

? 

X + 
? y + k z r l J cm cm cm cm 

1 
n 
1: [ m. 

? J + 1( z.) r 
M 

l X. + y. 
cm 

i=l 
l l l- l 

1 n 
r 1: m. r. 

cm M 
i=l 

l l 

El centro de masas de un sistema de partículas depende solamente 

de las masas de las partículas y de sus posiciones relativas. Su 

localización física en el espacio es independiente del sistema de 

referencia utilizado para ubicarlo. 

En un sistema de referencia, centro de masas SCM, su origen O' co 

incide con el centro de masas y 
n 

~ 
i=l 

rn. ~~ = O. 
l l 

r' cm 
O, luego se tiene que: 

Un cuerpo rígido puede considerarse como un sistema de partículas. 

Dividamos el cuerpo en n pequeños elementos diferenciales de masa 

turi .• Se tendrá aproximadamente: 
l 

n 
1: 6 m. x. 

X :::::; 1 l l y :::::; 

cm n cm 
2; 6 m. 
1 l 

en el límite cuando n -+ oo , 

n 
L 6 m. X. 

X 
cm 

y 
cm 

lím 
6rn.-+() 

l 

lím 
6m.-+O 

l 

1 
n 
1: 
1 
n 
L 
1 

n 
!: 
1 

l l 

6 m. 
l 

6 m. y. 
l l 

6 m. 
l 

f 

n 
E 6 m. 
1 l 

n 
:¿; 6 m. 
1 

l 

turi. -+ o 
l 

X dm 

f dm 

J y dm 

J dm 

y. 
l 

n 
~ 6 m. z. 

z :::::; 1 l l 

cm n 
1: 6 m. 
1 l 

y se tendrá exactamente: 

1 
M 

1 

J X dm 

J y dm 



n 
.!: 

z lím l 
cm 

6m. -+O 
n 

l .!: 
l 

vectorialmente: 

r cm 

6 

6 

m. 
l 

m. 

1 
M 

l 

z. 
l 

f r dm 

1 z dm ) 1 

J z dm 
M 

J dm 

Si el cuerpo es homogéneo, de densidad uniforme p =V ; dividimos 

en elementos diferenciales de volumen dv y como:dm = pdv, el cen­

tro de masa estará dado por: 

X 
cm 

l 
V 

o bien: 

f xdv , 

r cm 

Y = .!_ f y dv cm V 

1 
V f r dv 

z 
cm 

l 
V 

j z dv 

En el caso de una placa de espesor t uniforme, como:dv 

centro de masa, que se denomina centroide, será: 

X 
cm 

l f X da , 
A 

y 
cm 

vectorialmente en el plano: 

r 
cm 

l 
A f r da 

1 
A 

fy da , z 
cm 

o 

tda, el 

En el caso de una barra de espesor t y ancho e,uniforme como:da=edx 

se tendrá: 

X 
cm 

l 
L f X d:ts: 

En general cuando el cuerpo tiene un punto, una línea o un plano 

de simetría, el centro de masa estará en el punto, en la_línea o 

en el plano de simetría. Por ejemplo, en una esfera estará en su 

centro. 
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El centro de masas de un sistema se puede determinar encontrando 

primero el de dos de ellos, que estará ubicado en la línea que 

los une, luego suponemos un cuerpo de masa m1 + II12 en este punto 

y buscamos el centro de masa entre éste y un tercer cuerpo y así 

sucesivamente hasta llegar a la Última partícula. 

Es importante que el lector encuentre el centro de masas de alg~ 

nas figuras que se plantean en la sección de problemas. 

6.2 MOVIMIENTO DE TRANSLACION DE UN SISTEMA DE PARTICULAS: 
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MOMENTUM LINEAL Y LEY DE NEWTON.-

Al estudiar el movimiento de un sistema de partículas, es eviden­

te que podríamos tratar a cada partícula por separado, estudio que 

se complica con el número de partículas que conforman el sistema y 

más aún su solución pues no se conoce en general todas las condi -

ciones iniciales de cada una de las partículas. 

Por lo tanto, debemos contentarnos con obtener una descripción de 

las características generales del movimiento del sistema aunque pe.!:_ 

damos los detalles del mismo. Como veremos, el movimiento del cen 

tro de masas nos describe el movimiento de translación del conjun-

to. 

De la definición de centro de masas se tiene: 

M r 
cm 

n 

= L 
i=l 

m. r. 
l l 

Derivando respecto al tiempo: 

M V 
cm 

n 
= 2: 
i=l 

m. v. 
l l 

Como el momentum lineal de cada partícula es: 

P. m. v. 
l l l 

Se tiene: 
n 

M V 2:; p. 
cm 

i=l 
l 



Si definimos al rr.omentum l,ineal del sis tema de partículas como la 

suma de todos los momentum lineal de cada una de las n partículas 

que forman el sistema, esto es: 

n n 
p = L: p. L: m. V. 

i=l 
1 

i=l 1 1 

Tenemos, al igual que para una partícula, 

-p M V cm 

El momentum lineal total de un sistema de partículas es igual al 

producto de la masa total del sistema y la velocidad de su centro 

de masas. 

Si volvemos a derivar la expresión del centro de masas: 

M a cm 

n 
L: 

i=l 
m. a. 

1 1 

De la segunda Ley de Newton: 

F. m. a. 
1 1 1 

donde F. es la suma vectorial de todas las fuerzas que actúan so-
1 

bre la partícula i. 

Se tiene: 

o bien, 

M a cm 

n 
:E 

i=l 

F M a cm 

F. 
1 

donde F es la resultante de la suma vectorial de todas las fuerzas 

que actúan sobre todas las partículas que conforman el sistema. 

Entre todas estas fuerzas, hay fuerzas internas ejercidas por las 

partículas entre sí y fuerzas externas ejercidas por el ambiente, 

Fint. + Fext. = M a 
cm 

Por la tercera Ley de Newton, las fuerzas internas ocurren en pa -

res iguales y opuestas, por lo tanto, siendo F int. la suma vecto-

. 1 d d t f t. que:ü int -- O y nos queda, ria e to as es as uerzas, se 1ene r 
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al igual que para una partícula~ 

F ext. M a 
cm 

El centro de masas de un sistema de partículas se mueve como si 

fuera una partícula con la masa total del sistema concentrada y 

sobre la cual están aplicadas todas las fuerzas externas. 

Esta expresión, considerando que:P 

F ext. dP 
dt 

m vcm , podemos escribirla: 

que es la generalización de la Segunda Ley de Newton para un sis­

tema de partículas. 

· La solución de esta ecuación nos da el movimiento de translación 

del sistema en conjunto, sin discriminar los movimientos particu­

lares de cada una de las partículas que lo conforman. Si se tra­

ta de un cuerpo rígido el cuerpo puede estar al mismo tiempo vi­

brando o rotando, solo tenemos por ahora el movimiento de transla 

ción del centro de masas. 

6.3 CONSERVACION DEL MOMENTUM LINEAL.-
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Si la resultante de las fuerzas externas que actuan sobre un sis­

tema de partículas es nula, el momentum lineal total del sistema 

se conserva, veamos: 

si, > o > dP 
dt 

P = constante 

o 

Este resultado simple es completamente general y es el principio o 

Ley de la Conservación del Momentum Lineal. 

Siendo el rnomentum una cantidad vectorial, se tienen tres ecuacio­

nes escalares, una para cada dirección. Si ocurre que solo alguna 

de las componentes de la resultante sea nula, por ejemplo en la com 

ponente x, si Fx =O se tendrá que: Px =constante 



Esta Ley de Conservación del Mornentum Lineal, corno la de Energía, 

son mas fundamentales que los principios de Newton, de los cuales 

las· hemos obtenido o deducido corno principios; mantienen su vali­

dez en los campos de la física donde la mecánica Newtoniana no se 

cumple. 

6.4 SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS. MOMENTUM LINEAL Y ENERGIA 

CINETICA.-

Al estudiar el movimiento de un sistema de partículas, en muchos 

casos es conveniente montar un sistema de referencia con ori~en c~ 

incidente con el centro de masas. A este sistema lo llamamos Siste 

ma Centro de Masa, SCM. 

En este sistema la velocidad del centro de masas es: 

V = Ü 
cm 

Por lo tanto, se tendrá que el momentum lineal total siempre es: 

PSCM O 

Es frecuente utilizar este sistema de referencia para describir 

choques, se logra una gran simplicidad y simetría. 

Cualquier otro sistema de referencia inercial fijo en un pun._to, se 

le denomina Sistema del Laboratorio, SL. En choques generalmente 

se escoje un SL en el cual una de las partículas esta en reposo an 

tes del choque, denominada partícula Blanco. 

Encontremos la relación entre la energía cinética en un SL y en el 

SCM: 

m. 
1 

La energía cinética del sistema 

de partículas en O es: 

N 
~ 1 2 

i=l 2 mi vi 
K 

la relación de transformación de 

velocidades entre dos sistemas O 

y O' es: 

Fig. 6.1 ·Posición de una par 
tícula mi en los sistemas de 
referencia O y O'. 

v. 
1 

V + V~ 
1 
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Teniéndose: 

2 v. 
]_ 

v. 
l 

luego, 

K 

K 
1 
2 

v. 
l 

N 
2: 

i=l 

(v + v~) 
l 

m.) V2 + V. 
l 

(v + v ~) v2 + 2v v'. + v~ 2 

l l 

N 
L 

i=l 

l 

N N N 
2: ~ 11\ v2 + 2: 11\ (V.vi_) + L 

i=l i=l i=l 

N 
m. v'.) + ~ ..!.. m v~ 2 

l 1 i=l 2 i l 

1 '2 
2 mi vi 

Como la energía cinética y el momentum lineal del sistema de par -

tículas en O' son: 

K' 

N 
con: M ~ m. 

i=l 
l 

K 
1 
2 

MV2 

se 

+ V 

P' 

tiene: 

i>' + K' 

N 
2: 

i=l 
m. v'. 

l l 

esta expresión es la relación entre la energía cinética en dos sis 

temas cualquiera O y O'. En particular estamos interesados cuando 

O' es el centro de masas del sistema de partículas, donde se tiene 

que: P' = o 

luego: 

y 

..!._ M v2 ' 
2 cm 

V 
cm 

+ 

Esta expresión nos conduce a la siguiente interpretación: la ener­

gía cinética total es la suma de las energías cinéticas Externa e 

Interna. La energía cinética externa es la energía del conjunto 

como un todo en el centro de masas con masa M y velocidad v , 
-cm 

K = ..!.. M v 2 La energía cinética interna es la energía cine -
ext 2 cm 

tica de las partículas respecto al centro de masas, 

Luego 

n 
L 1 

m v~ 2 

i=l 2 i l 

K + externa 



Observe que K. es la mínima energía cinética del sistema de par-
int. 

tículas cuando v 
cm 

o, K t = O, luego: K ~ K. t ex tot. in . 

En general el movimiento de un sistema de partículas lo podemos se­

parar en dos: el movimiento del centro de masas y el movimiento res 

pecto al centro de masas, como seguiremos viendo nuevamente más ade 

lante. 

Es conveniente y útil determinar la energía cinética interna para 

el caso particular de dos partículas. En este caso de solo dos pa.E_ 

tículas podemos hablar de la velocidad relativa entre ellas -31 encon 

trar KSCM en función de esta velocidad. Veamos: 

Fig. 6.2 Posición de dos 
partículas m1 y m2 en el 
SCM. 

La relación de transformación 

de velocidades para ambas par­

tículas son: 

la velocidad del CM es: 

-
ID¡ V¡ + ID2 V2 

V CM ID¡ + IIl2 

luego las velocidades de las dos partículas en el SCM son: 

- ffi¡ V1+m:z V2 
vi SCM=vc m1 + m:z 

m2 - - m2 
m1 + IIl2 (v1 - v2 ) m1 + rn V21 

ID¡ V¡ + ffi2 V2 
v2 SCM = v2 - m1 + ID2 

rn1 
ID¡ + ffi2 

rn1 + rn2 v 12 

ID¡ + ffi2 

siendo V12 la velocidad de la partícula 2 respecto a la 1 y tenién­

dose que: v12 = - V21 • 

La energía cinética en el SCM sera: 

1 2 1 2 1 2 2 
m1 2 2 1 rn2 

KSCM = z ID1V1 SCM + 2 IIl2 v2 SCM 2 rn1 (ID1 + IIl2 ) 
V12 + z IIl2 (Ju¡ + jV12 rn2 

1 2 + ID2IDT 1 1 
, KSCM 

ID¡ID2 2 IDt IIl2 2 2 
2 v12 2 + IIl2 

V12 zll V12 
(ID1 + ID2 )2 ID1 
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llamando a: w , la masa reducida del sistema de dos par-

tículas; note que µ es menor que m1 , o que mi • b
.... 1 1 Tam ien:- = -

µ ID¡ 

El resultado obtenido nos conduce a interpretarlo equivalentemente 

corno la energía cinética de una partícula de masa µ en 2 que se mue­

ve con una velo cid.ad v12 vis ta desde 1. Mas adelante vol veremos con 

esta interpretación, en general el problema de dos cuerpos puede ser 

reducido matemáticamente equivalente al problema de un cuerpo con rna 

sa reducida µ. 

6.5 COLISIONES.-
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En una colisión o choque interactúan dos partículas bajo la acción 

interna de una fuerza impulsiva. Recuerde que hemos denominado a 

las fuerzas impulsivas como aquellas fuerzas que actuando durante un 

tiempo muy corto varían en ese tiempo en forma muy compleja alcanza.!!:. 

do valores relativamente muy grandes comparados con las fuerzas ex -

ternas que puedan actuar sobre el sistema. Ver fig. 6.3 • 

Fext. 

o 

6.3 Fuerza Impulsiva. 
Observe que este proceso de interacción se puede dar durante un tiem 

po muy corto cuando se encuentran las partículas muy próximas sin que 

entren necesariamente en contacto, luego hablamos de choque aún cuan 

do las partículas no se toquen. 

En un choque se produce un cambio en el movimiento de las partículas 

en un corto tiempo, luego podemos hacer una separación bastante cla­

ra de los instantes: Antes del choque y Después del choque, que deno 

tamos como inicial (i) y final (f). 

Apesar que no conocemos los detalles del proceso de interacción,apli_ 



cando las leyes de conservación podremos predecir resultados después 

del choque, conociendo los movimientos de las partículas antes del 

choque. 

Habiendo considerado que no actúan fuerzas externas, solo internas , 

el rnomenturn lineal· total del sistema se conserva; no cambia por el 

choque, 

e&to- es 6P = o > p constan te. 

como: p M V > V constante. 
cm cm 

K _!_ M 2 > K constante. y: V 
ext 2 CID ext. 

En general en un fenómeno de choque la energía cinética varía, va -

riando la energía cinética interna, pudiendo no conservarse convir -

tiendose en otra forma de energía (deformación elástica, calorif ica-

interna, etc.). 

De acuerdo a la variación de esta energía: 6K. = K. (f)-K. (.), int int int i 

podemos clasificar los choques: 

Si 6K. 
int 

O, decirnos que se tiene un choque Elástico. 

La energía cinética se conserva, K. = constante. 
int 

Por supuesto que también, K 
tot 

Kext = constante. 

constante, puesto que siempre 

Los choques entre cuerpos rígidos con dimensiones no son estricta­

mente elásticos, hay perdida de energía cinética, pero frecuente -

mente es pequeña y podemos tratarlos aproximadamente corno elásti 

cos. 

- Si 6Kint # O, decimos que se tiene un choque Inelástico. 

La energía cinética no se conserva, teniéndose dos casos: 

* Si 6K. <O, decimos que se tiene un choque Plásticcr. 
1nt. 

La energía cinética disminuye, en el proceso se absorbe energía. 

Un caso particular, importante, de estos choques es el denomina 

do Completamente o Totalmente Plástico, cuando los dos cuerpos 
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quedan unidos después del choque. Teniéndose: 

Kint (f) = O y .6K. 
int K pero observe que: Ktot(f)#O, int(i)' 

luego esta denominación no indica que se pierde toda la energía 

cinética inicial; la perdida es tan grande como lo permite la 

conservación Qel momentum. 

* Si 6K. >O, decimos que se tiene un choque Explosivo. 
int 

La energía cinética aumenta, en el proceso se libera energía. 

Generalmente en mecánica no detallamos este Último caso y cuando nos 

referimos a un choque inelastico nos estamos refiriendo al caso pla~ 

tico. 

En la fig. 6.4 se muestran los diferentes tipos de choques, grafi­

cando la variación de energía cinética en función de la velocidad 

relativa después del choque conociendo la velocidad relativa antes 

del choque, utilizando la expresión que encontramos en el ítem an­

terior 6.4: 

o 

l 2 l 2 z lJ V12 f - 2 lJ V12 Í 
l 2 
2 µ (v12 f 

6K 

Explosivo 6K > O 

Elástico 6K o (v12 = V12 . ) 
l 

i 
2 V12 f 

' ~Plástico 6K <O, (v12 f < v12. ) 
1 

tiKint (v12 f=O) 
i 

Fig. 6.4 Gráfica de 6K vs 
ques, 

2 
V12 f Clasificación de los cho 



Analicemos en particular algunos choques: 

- Choque elástico en una dimensión. 

Dos partículas de masas m1 y mi o esferas rígidas que efectúan un ch_s: 

que frontal, moviéndose en una misma línea antes y después del cho­

que. En la fig. 6.5 se muestran sus velocidades. 

antes (inicial) después (final) 
1:12 ID¡ ID2 

-~ ----.-- -------- ___ _j~ llll 

1 

i v2 i v1 f 

2 1 

• 
2 

Fig. 6.5 Dos partículas en un choque elástico unidimensional. 

v21 .=velocidad relativa de la partícula 1 con respe~ 
l 

to a 2 antes del choque. 

v =velocidad relativa de aproximación antes del cho 
ra. 

l que. 

vn f=velocidad relativa de la partícula 2 con respec­

to a 1 después del choque. 

v =velocidad relativa de separación después del cho 
rsf 

que. 

Por conservación del momentum lineal: 

Por conservación de la energía cinética (choque elástico): 

Dividiendo ambas expresiones: 
-2 2 

V¡ i - V1 f (v2 f+v2 i) (v2 f-v2 i) 

V1i - V¡f (v2 f - v2 i) 
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Considerando que: v1í ~ v1f y v2f 1 v2í' caso contrarío, de ser 

iguales físicamente sería como sí no se produjera el choque. Se 

tiene: 

V¡i + V¡f 

V¡ i - V2 i V2 f - V¡ f => V21 i V12 f V 
rs f 

Obteni~ndose que: la velocidad relativa de aproximación antes del 

choque es igual a la velocidad relativa de separación después del 

choque. Esto es consecuencia de haber asumido choque elástico 6K=O 

correspondiente a la clasificación establecida; como v12 f =v21 i =-v12 i, 

se tiene que: 6Kint 

Con la expresión de igualdad de velocidades relativas, reemplazán­

dola en las de conservación, se obtienen las velocidades finales de 

las partículas en función de las iniciales, y por supuesto de sus ma 

sas: 

V1 f 
m1 - m2 
ffi¡ + ffi2 

2m1 (----=--
mi + ffi2 

+ ( 
mi + m2 

V 1 . + ( _ffi2;;;.._._-_m--"-1 
1 m1 + m2 

Reduscamos estas expresiones para algunos casos importantes: 

* Si ambas partículas son iguales, 

ffi¡ m > 
{ 

vif: v
2

i} =>las partículas intercambian 
v2 f - vi i velocidades. 

* Si una de las partículas esta en reposo inicialmente, llamada pa.E_ 

tícula blanco, sistema de referencia generalmente llamado de labo 

ratorio en choques: 

! 
V¡ f 

ffi¡ - ffi2 

fil + m2 V¡i 

v2 i o > 

V2 f 
2m1 

V¡i m1 + ffi2 



Si ademas, 

m1 m => 
{ 

V1 f = Ü } 

V2 f V¡ i 

ffi2 ·~mi > 

> 

> 

> 

intercambiando velocidades, la 
partícula incidente se detiene 
y la blanco sale con esa veloci 
dad. 

la partícula incidente invierte 
su movimiento y la blanco casi 
no se mueve. 

la partícula incidente casi no 
altera su movimiento y la bla!!_ 
co sale disparada con aproxima 
<lamente el doble de ésa velocT 
dad. 

Podemos también calcular el impulso de la fuerza del choque , 

sobre la partícula 1: J 1 = P1 f - P1 i = m1 (v1 f - v1 i) reemplazando 

el valor encontrado de v 1 f' se obtiene: 

2m1 ffi2 
- ( ) (V¡ - V2 . ) 

m1 + m1 i 1 

_ ( 2m1 ffi2 ) 
m1 + m1 

V 
ra. 

1-

- 2µ V 
ra. 

l 

similarmente se puede encontrar para la partícula 2: 

J2 = P2f - P1i = m1 (v2f .:_ v2i) 

Pero corno, por la J2. Ley de Newton, se tiene que: J 2 = - J 1 , 

o también conservación de momentum: 6P = J1 + J2 = O. 

- Choque plástico en una dimensión. 

En todo choque se conserva el momentum lineal y la energía total. 

En este caso 6K<O y no 6K = O como en el caso anterior. Para 

evaluarlo consideraremos cuanto difiere del caso elástico, la v~ 

locidad relativa de separación después del choque ya no será igual 

a la velocidad relativa de aproximación antes del choque, luego, 

mediante la relación de estas velocidades encontramos un número 

que definirnos como Coeficiente de Restitución. 

e = 
V2 f - V¡ f V¡ 2 f V r Sf 

v21 i V ra. 
l 
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teniéndose en este caso, ver fig. 6.4, O~v ~v => O~e~l 
rsf raí 

Para, 

e = 1 choque eliís tico 

O< e< 1 choque plástico 

e = O choque completamente inelástico. 

No debe llamar la atención cuando se encuentra esta expresión con 

signo menos, observe que: 

V¡f - V2 f 

e = 
V¡. 

1 
- V2 Í 

Se define en términos de la velocidad relativa de una de las par­

tículas respecto a la otra, tanto antes como después del choque, 

aquí, de la partícula 1 respecto a la 2. Ambas expresiones son 

equivalentes dado que: v21 f = - v1 2 f . No definen las velocidades 

relativas de aproximación y separación como hemos preferido dado 

que ambas son positivas en un choque . 

Con la ecuación de conservación de momentum: 

y la definición del coeficiente de restitu¿ión: 

resolviendo se obtiene las velocidades finales : 

V¡f 
ID¡ - em2 )v¡ . + ( 

(1 + e) m2 
+ + m1 

v2 . ID¡ m2 l ID¡ l 

(1 + e)m1 m2 - e ID¡ 
+ V1Í+ + 

V2 . ID¡ rn2 ID¡ m2 l 

Por supuesto que para e = 1 se reducen a las expresiones anterior­

mente encontradas para el choque elástico . 

El impulso de la fuerza del choque sobre la partícula 1 será 

J1 = P1 f - P1 i = m1 (v1 f - v1 i), reemplazando el valor de v1 f encon 

tracio , se obtiene : 



) (l+e) (V¡ .-V2 . )= 
]_ ]_ 

( m1 IIl2 ) ( l+e)v 
m1 + m2 ra 

i 

µ (l+e)v 
ra 

J1 _ ( m1 m2 ) ( 1 +e ) ( ) _ ( m1 m2 ) ( 1 +e ) = _ µ ( 1 +e) v 
ffi1 + ffi2 -e- V2 f-V1 f -- ID¡ + m2 e VrS e rs 

f f 

Para la partícula 2: J2 = P2 f - P2 i 

Ley de Newton: J2 J1. 

Por supuesto que para e = 1 se reducen al caso elástico. 

La perdida de energía cinética sera: 

~K ~K. 
1 

(v~s v2 ) 
int = 2 µ ra. 

f ]_ 

Como V e V 
rsf ra. 

]_ 

i 

6K 1 (22 -v2 = 2 µ e. vra ra ) = .!_ µ (e2 -1 )v2 = .!_ (e2 -l) ( mi m2 ) (v1 . - v2 . )2 
2 r a 2 mi + mi i i 

i i 

1 e2 -l 
o también: 6K = 2 µ ( 

2 e 

i 

para, e = 1 > ~ = O, choque elástico, sin perdida de energía 

cinética. 1 2 K. 
siendo 

vrsf - 2 2µ vrSf int f e = -- ----'>e = 
1 K. V v2 i ra 2µ int 

i ra 
i 

Observe que 

es diferente a la relación de energías cinéticas totales: 

Ktot f K + Kint f 
.!_ M v2 + Kint f 

Mv2 + 2e2 K. 
i 

k 
ext 2 cm cm int 

K K + K. .!_ M tot í ext int í v2 + K. M V 
2 + 2 K. 2 cm int i cm int i 

- Choque completamente inelastico. 

En este caso ambas partículas se mueven juntas después del choque: 

V¡ f = V2 f = V f • 

Por conservación del momentum, sin necesidad de restringirse a una 

dimensión, se tiene: 

m1 V¡ i + m1 V2 i 

_!!!L_ ) vi . + 
m1 +rn2 i 
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Note que con e = ü en las expresiones anteriores del choque plásti_ 

co, se obtiene esta expresión unidimensional. 

Igualmente para el impulso y perdida de energía cinética, con e= O, 

se obtiene: 

J¡ - ( m1 m2 
m1 + m2 

) (v1 . - v2 . ) 
1 1 

- µ V 
ra. 

i 

l:IK m1 m2 ) (v1 . - v2 i· /=- _21 µ v2 
m1 + m2 1 ra. 

1 

- Choque elástico en dos dimensiones: 

Consideremos una partícula proyectil de masa m1 que incide con un 

parámetro de impacto b sobre otra partícula blanco de masa ffi2 • Ver 

fig. 6. 6. 

Se llama Parámetro de Impacto a la distancia b entre la línea del 

movimiento inicial de la partícula proyectil y la paralela a esta 

que pasa sobre la partícula blanco. 

y V2 f/¡ 
ID.il/ 
¡! 

!/ 
1¡ 

/¡ 

0----- ----­-m1 V¡ . '-
1 

/ 
/ 82 

Fig. 6.6 Choque en dos dimensiones. 
b = Parámetro de Impacto 

Por conservación de momentum: 

- componente x > m1 v1 i = m 1 v1 f cose 1 + m2 v2 fcos82 

- componente y >O = m1 v1 fsen8 1 - m2 v2 f sen 82 

Por conservación de energía cinética (choque elástico): 

1 2 1 2 
Z m V¡ f + Z ffi2 V2 f 



Teniéndose cuatro incógnitas después del choque: v¡f, v2 f' 81 y 82; 

se presenta una dificultad, pues solo contamos con tres ecuaciones. 

Luego solo sera posible obtener una solución si experimentalmente 

determinamos una de ellas, siendo más simple medir uno de los ángu­

los de desviación o retroceso. 

- Choque elástico en tres dimensiones. 

No podremos obtener ur:a solución, pues estamos en peores condici~ 

nes que en caso anterior, ahora se tienen seis incógnitas y solo 

cuatro ecuaciones que las relacionan. 

6.6 ROTACIONES EN UN SISTEMA DE PARTICULAS: MOMENTUM ANGULAR Y LEY DE 

NEWTON.-

Hemos visto que el centro de masas nos describe el movimiento de 

translación del conjunto de partículas como un todo. Ahora estarnos 

interesados en considerar las rotaciones del sistema de partículas 

producidas por las acciones dinámicas que actúan sobre el. 

Primero, definimos el momentum angular del sistema de partículas 

como la suma vectorial de todos los momentum angulares de cada una 

de las n partículas que forman el sistema, esto es: 

n n 
Lo - ~ R-o i 1; r. X P. 

i=l i=l 1 1 

y el torque total como la suma vectorial de todos los torques de 

las fuerzas actuantes, 

n 
:E To. 

i=l 
1 

n 
1; 

i=l 
r. x F. 

1 1 ' 

donde F. es la suma vectorial de todas las fuerzas internas y ex ter 
1 

nas al sistema que actúan sobre la partícula i, luego: 

n 
F~nt) 

n n 
-int 

Tº ~ (F~xt ~ 
-ext 1; r. X + r. X F. + r. X F. 

i=l 1 1 1 i=l 1 1 i=l 1 1 
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Pero ocurre que los torques producidos por las fuerzas internas se 

anulan de a pare9,veámoslo considerando dos partículas como se mues 

traen la fig. 6.7 , teniéndose: 

'Ca + 1o 
1 2 

z 

' 

X 

./ 

" d / ' / ''9'" 
./ 

/ 
/ 

F12 

r12 x Fu o 

y 

Fig. 6.7 Los torques de las fuerzas internas se anulan. 
Las fuer zas internas son colineales, F21 = - F12 , 

a una distancia d del origen O, formando un 
plano con los vectores r¡ y r2. 

LO.¡ + L º2 = - dF21 ~ + d F12 ~ = o 

Obteniéndose: T0 

n 
:E 

i=l 

Derivando la expresión 

dLa 
n 
:E 

~ 
r. X 

i=l 
1 

- X r. 
1 

- ext 
F_ 

1 

del momentum angular: 

dp. n dr. 
__ 1 + :E 1 

P. dt X dt i=l 1 

introduciendo la Ley de Newton para la partícula i, 

dp. 
1 

~ 

y efectuando: 

n 

F. 
1 

- ext 
F. + 

1 

n 
:E 

i=l 
r. x F _ext + ~ 

i=l 1 1 

- int 
F. 

1 

r. X 
1 

- int 
F. 

l 
+ 

n 
~ 

i=l 
V. X m. V. 

l l l 

los dos Últimos términos son nulos, quedando finalmente: 

dLa 
dt 



expresión que es la generalización de la Segunda Ley de Newton para 

rotaciones en un sistema de partículas. 

6.7 CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR.-

Si el torque total, resultante de los torques de las fuerzas exter­

nas que actúan sobre un sistema de partículas es nulo, el rnomentum 

angular total del sistema se conservara, veamos: 

Si, > Text = 0 o 
> dLº 

dt = o 

L0 constante. 

6.8 MOMENTUM ANGULAR EN EL SISTEMA DE REFERENCIA CENTRO DE MASAS.-

Encontremos la relación entre el rnornentum angular con respecto a un 

SL y al SCM, corno hicimos antes para le energía cinética. 

En el SL 
n 
:E 

i=l 

n 
L m. (r. X 

i=l l l 

v. ) 
l 

las relaciones de transformación de posiciones y velocidades entre 

dos sistemas de referencia cualquiera O y O' son: 

r. R + r:~ 
l l 

v. V + v~ 
l l 

n 
luego, 1º :E m. (R + r: ~) X <v + v~) 

i=l l l l 

efectuando: 

n 
Lo 'E rn. (R V + R X v~ + r:~ V + -, v~) X X r. X 

i=l l l l l l 

n n n n 
\:E rn.H X V + R X (:E rn.v'.)+ (:E m. r:~ )x V + :E r~ xrn.v~ 
i=l 

l 
i=l 

l l i=l l 
l 

i=1 l l l 

Corno en O' 
n n 

1~ = :E -, 
X v~ :E r:~ p~ r. rn. X 

i=l l l l i=l l l 
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n 
P' E ffi_ v~ 

i=l 
]_ ]_ 

n 
Mr ' L 

cm 
i=l 

m_ 
l 

r ' 
]_ 

>donde r' es la posición del CM en el sistema 
cm 

de referencia O'. 

se tiene : 

Lo M R X V + R X P' + M r' X V + i~ 
cm 

esta expresión es la relación entre el momentum angular en dos sis 

temas cualquiera O y O' . En particular estamos interesados cuando 

O' es el centro de masas del sistema de partículas, donde- se tiene 

que : 

V = V 
cm' P' o y :; ' o > posición del CM en el SCM. 

cm 

Luego : 

LSL= R X p + LSCM 

Similarmente, corno vimos para la energía cinética, este resultado 

nos conduce nuevamente a la interpretación que podemos separar ·en 

dos partes el movimiento . El rnomentum angular total del sistema 

sera la suma de : uno global del conjunto como un todo en el centro 

de masas con masa M y velocid~d v (L 
cm c 

R X p ) , mas otro interno 

o intrínseco que tienen las partículas respecto al centr~ de masas 

L-1nt 

n 
= L 
i=l 

tiene : Ltot 

:¡::: ~ X P1
-

l l + Lintrínseco ' cuando vcm=O , se 

Luego el movimiento de rotación de un sistema de partículas lo pod~ 

mos separar en dos: el movimiento del centro de masas y el movimien 

to de rotación respecto al centro de masas . El movimiento _ del cen­

tro de masas como una partícula lo hemos tratado con suficiente pr~ 

fundidad y extensión , debemos pues , preocuparnos por el movimiento 

de rotación respecto al centro de masas para conocer el movimiento 

de todo el sistema . Volveremos sobre el en el próximo capítulo al 

tratar el movimiento del cuerpo rígido. 



Es conveniente ver ahora, la relación que existe entre el momentum 

angular intrínseco y la velocidad angular respecto al centro de ma 

sas para un sistema de solo dos partículas. 

w 

V1 

Fig. 6.8 Rotación de dos part..f 

culas respecto al centro de ma 

sas. 

Si se tienen dos partículas el 

CM estará alineado con ellos y 

tendrán la misma velocidad an­

gular w respecto a el. 

Observe que respecto al CM: 

teniéndose: 

m1 v 1 SCM = - m2 V2 SCM 

las velocidades de las partí­

culas son paralelas y de sen­

tido opuesto. 

El momentum angular respecto al CM es: 

como: r x v 

se tiene: 

llamando a la expresión entre paréntesis momento de inercia del sis 

tema respecto a un eje que pasa por el centro de masas, ICM' pode -

mos escribir: 

Esta relación entre L y w que se da para una rota~ión¡a podemos com­

parar con la relación de translación entre P y V, P = MV. La masa M 

es la inercia al movimiento de translación e I lo podemos interpre -

tar como la inercia a la rotación. En el siguiente capítulo def ini­

remos esta cantidad física, Momento de Inercia, para un ~uerpo rígi­

do. 
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PROBLEMAS 

l. Encontrar el centroide (CM) de las siguientes figuras planas: 

102 

a) Rectángulo 

b) Triangulo isósc~les 

c) Semicírculo 

a) Rectángulo: 
b Por simetría el CM estará en: x = -2 , cm 

h 
Ycm = 2 · 

Sin émbargo, como practica, determinemos el CM por integración. 

Considerando como partícula al elemento diferencial que se muestra 

en la figura, se tendrá: 

Y¡ 

b 

~ 
X Í/ h 

11 
~ 

J X 

o _,._¡... 

dx 

A bh 

da .., h dx 

b) Triangulo isósceles: 
y 

h 

1 
A= 2 bh 

da = 2x dy 

¿____ = .!l...::.1 
b/2 h 

X = 2_ (1 - 1_ ) 
2 h 

lb 

da = b(l - t )dy 

,------x 
l 

1 
y =--

cm -:} bh 

2 h 

Ycm h J (1 
o 

2 h2 
ycm h 2 

X =_Al f X da 
cm 

X cm 

X cm 

1 b 1 b 
= bh J xhdx = b J xdx= 

o o 

procediendo similarmente 

se obtendrá: 
h 

Ycm = 2 

Por simetría: x = O. cm 
Considerando el elemento 

diferencial mostrado en 

la figura, se tiene: 

y cm = Í J Y da 

h 

Jy 2xdy = b~ J y b(l - * )dy 
o 

2 h h 
~) ydy =h J y dy- l f y2dy 

o hl o 

2 h3 2 1 
3 h'- 3h=3h 

h2 



2. 

c) Semicírculo: 

y 

º,~ r 
2 +y 2 = r2 X 

A = nr 
2 

2 

da 2x dy 

da 2 lr2 2 dy y 

y 

da y dx 

Encontrar el centro id e 

y cm 

1 f y cm A 

1 
y cm 

7Tr2 

2 
Ycm nr2 

2 
ycm 1l' 

4 r 

Por simetría x = O. 
cm 

considerando el elemento di 

ferencial mostrado en la fi 

gura, se tiene: 

Ycm = 
1 
A 

1 
~ 
2 

J yda 

f ( 2 2)1/2d_ 4 [ 1(2 2)3/2]r Y r -y y- -
2
- - 3 r -y o 

7Tr2 o 7Tr 

4 r3 
-3-

4r 

31T 

Como practica, determinemos 

el CM considerando ahora 

otro elemento diferencial 

x como se muestra en la f igu-

ra: 

1- da 2 f y 
ydx 2 2 

1Tr 2 

r 
f 2 1 f ( 2 - x2 )dx y dx -- r 

nr2 -r 

r 2 r 

J r 2dx - f x2 dx 
o 7ir2 o 

2 3 2r 2r 4r (r) - ( E.. ) --
31T 31T 7rr2 3 1l' 

(CM) de las siguientes figuras planas: 

a) Ar ea bajo un arco de la curva seno en 1/2 periodo, y el eje x. 

b) Ar ea encerrada por de la par abola 2 = kx, desde el orí-un arco y 

gen hasta un punto P(a, b) sobre ella, con el eje horizontal y 

una recta perpendicular a este pasando por el punto P. 
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c) El mismo arco de parábola anterior, pero con el eje vertical y 

una recta perpendicular a este pasando por el punto P. 

a) 

y 

o 

b) 

Las 

X cm 

1T 

2 

y sen x 

da y dx 

y 

o .JJ-
dx 

2 = kx y 
da = y dx 

.J+ 
dx 

Y cm 

Y cm 

Ycrn 

P (a, b) 

b 

a 

1T 

1 
A 

1 
4 

1T 

8 

X 

coordenadas del CM serán: 

1 fx da 
1 f X y dx 

A A 

X 

1T 

J 
o 

1 
A 

Por s irnetría, x 
cm 

1T 

2 Consi-

derando el elemento diferencial 

mostrado en la figura determine­

mos el área total encerrada: 

A = f da = Jy dx 

A = l-cos x i: 
1T 

J sen...xdx 
o 

2 

y la coordenada Ycm del CM, sera: 

1 
A J 1 y dx 

1 1 1 sen2 x dx = - [ 2x -4 4 

Primero determinarnos el 

encerrada: 

sen 2x 

área 

A ª 1/2 f da= Jy dx = J k 
1 /2 

X 

o 

A = kl/2 1 x3 /2 1ª = l kl/2 
3!2 3 

a 
o 

1· 
o 

total 

dx 

3/2 

Corno el punto P pertenece a la cuE_ 
va: b2 

b2 k a >k , luego: a 

2 b 3/2 2 
A 3 172 

a 
3 

ba 
a 

Jx kl/2 1 /2 kl/2 a 
3/2d 

J X dx 
A 

X X 

o 



b/al/2 5/2 a 5/2 
X 3 -3/2 2 a 3 

X 
2 -5- 2 

a 
5 5ª cm 

3 ba 2 o 

a 
y = l J 1- da 

1 1 1 
=-¡: Jfy dx = 2A j y2 dx 2A f k X dx 

cm A 2 

c) 

a 
b2 /a x2 3 b 

-4-- 2 4 a2 - ba 
3 o 

y 

r--,....~~ª~~~__,,,,. P(a,b) 
b 
--~ 

dyt-l'--"-' ........... -'111--"-"'-"'-'..,,,, 

2 
y 

da 

kx 

X dy 

ª2 
2 

o 

lb 
8 

El área total encerrada la po­

dernos determinar por integra -

ción, o bien, por diferencia 

con el área inferior ya encon­

trada en la figura anterior: 

A = ab - 3_ ab l ab 
3 3 

Considerando el elemento diferencial mostrado en la figura, las 

coordenadas del CM serán: 

X cm 

X cm 

X 
cm 

1 
J X 1 J X 1 f x2 1 2 da = A 2 x d y = 2A d y = 2A 

4 

f + dy = -
A 

b b 
1 f /dy 

1 i 3 a bs 

2Ak2 1 b4 5 =2 bs 5 o 
2 J ab "8:"2 o 

3 
TO ª 

1 
±f 

1 2 1 
b 

J y da y X dy = - !Y+ dy Ak f y3dy 
A A o 

1 x4 r -3 b4 3 
b 

1 b2 -4- b3 4 4 - ab -
3 a 

o 
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3. A un cuadrado ABCD de lado a y espesor e, se le recorta un triángulo 

isósceles ABE. Encontrar la altura h de este triángulo de manera que 

su vértice E sea justamente el CM o centroide de la superficie que 

resta. 

y 

D---------- e 

Para las figuras formadas: cuadrado 

ABCD, triángulo isósceles AEB y la que 

resta AEBCD, se tiene un eje de sime -

tría y sus C.M. estarán sobre este eje: 

ia 

106 

E 

h 

a 
B 

X cm 
a 

-2-

Para el cuadrado, también por simetría, 

la coordenada y
0 

de su CM, sera: 
cm 

Yocrn = ~ 2 

x Para el triángulo isósceles, ver pro -

blerna N~ lb, será: 

h 
Y6cm = 3 

Luego, para la figura que resta AEBCD su coordenada ycm será: 

A.::::, 2 a ah h ª2 h2 
Aa Yo - Yt:s a X 2 2x 3 2 6 

Ycm= 
i\J A6 ª2 ah h - 2 a 2 

Como el problema requiere que: ycrn h, se tiene: 

2 h2 a 
2 6 >ha h 

h a 2 

resolviendo: 

h 
3 
2 a± / ( l a)2 

2 

h2 
-

2 

3 1 
ª2 = 

2 

ª2 h2 
2 6 

3 
2 a + 

3 
L. a 

> h2 

13 
3 

3ah + 3 ª2 - 2 

3 /3 
2 a(l ± 3 ) 

o 

para la solución positiva se tiene que: h >a y no se obtendría el 

triángulo recortado de la plancha dada. Por lo tanto, la altura p~ 

dida corresponde a la solución negativa. 

h l a (1 - /3 ) 
2 3 



4. Encontrar el centro de masas de la figura ABCDEO mostrada, si los re~ 

tangulos ABFO y CDEF tienen espesores diferentes:2 y 1 cm respectiva­

mente, pero ambos del mismo material. 

y',,, 2cm 1• / Á 
, - B 

6 cm 

e D 

1 
1 
1 

.,. 1 

F 

6 cm 

1 cm ¡ X 1 cm 

- Rectángulo ABFO => (i) Y1 cm 3 cm 

- Rectánbulo CDEF => (2) 

- Figura compuesta ABCDEO: 

X 
cm 

ycm 

V1 

V1 Y1 

X1 

cm 

V1 

cm 

V1 

+ 

+ 

+ V2 X2 
cm 

+ V2 

V2 Y2 
cm 

V2 

V1 A1 x e1 

4 cm 

y 1 cm 
1 cm 

24 X 1 + 8 X 4 

24 + 8 

24 X 3 + 8 X 1 

24 + 8 

2 X 6 X 2 24 cm3 

8 cm3 

56 7 
1. 7 5 cm 

32 4 

80 10 
2.5 cm 

32 4 
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S. Calcular la velocidad del centro de masas de los cuerpos A y B,liga­

dos como se muestra en la figura, en el instante cuando ambos se en­

cuentran a igual nivel horizontal. Teniéndose que mA=2mB = 2m y Pª!. 

ten del reposo con una separación vertical h. 

108 

3///E /!/E:. ///==3:./1/ 5 l/!;///333/// 

h 

B 

Tomando como nivel de referencia el 
/11:::::5///::;::;. ///?5111:::;:11 

N.R. 

r_¡ 

nivel de partida del cuerpo B y posi­

tivo hacia arriba, de acuerdo a la li 

gazon existente cuando ambos se en­

cuentran a igual nivel, se tiene que 

ambos están al nivel:y = ~ 
con velocidades: vA = - vB - V J• 

(+) 

Por conservación de energía obtendremos la velocidad v de los cuer­

pos en ese instante: 

O + (2m)gh 
1 1 2 h h 
2 (2m)v2 + Z (m)v + (2m)g 2 + (m)g 2 

3 2 3 
2gh = 2 V + 2 gh 

3 v2 
2 

1 
- gh 
2 



1 
3 gh 

V 

La velocidad del centro de masas será: 

V 
cm 

V 
cm 

(2m)(-v) + (ru)(v) 
2m + m 

- m V 

Jm 
1 

-J- V 

6. Una partícula m2 se encuentra a una altura h verticalmente sobre 

otra partícula mi. En ese instante la partícula m2 se lanza vertical:_ 

mente hacia arriba con una rapidez v 0 2 y la partícula m1 se lanza ho 

rizontalmente con una rapidez v 0 1 

Determinar la aceleración ª(t)' velocidad v(t)' posición r(t) y tra-

yectoria del centro de masas. Calcular el tiempo transcurrido para 

que el CM llegue al nivel que partió la partícula m1 

Tomemos como referencia el punto de partida de la partícula m1 y un 

sistema de coordenadas (x-y) en el plano vertical coincidente con el 

lanzamiento de esta misma partícula. 

Las C.I. de las partículas son: 

y 
Xol > o 

Vo2 
Yol 

r Xo2 > h j - ...... 
Y 02 1 

! ¡I 
1CM: 

h 

rn.1. 

o Vol 

' ' ' '\. 
'\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 

\ 
\ 
\ 

X 

Vo 
X¡ 

Vo 
Y1 

Vo 
x2 

V = 
ºy2 

> 

> 
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luego 1 llamando M = m1 + ffi2, las C.I. del CM serán: 

m1 r 01 + lll2 r o2 ro cm M h) 3 

m.1. vo1 + IIl2 v 02 
Vo M cm + ( ~ )') 

M Vo2 J 

Translación del CM, aplicando la ley de Newton: 

- aceleración: 

Ma = f ext 
cm ID¡ gj - fil gJ = - Mg] > :i 

cm 
constan te. 

como la aceleración es constante se tiene: 

- velocidad: 

V =v 0 + a t cm cm cm 

- posición: 

r 
cm 

- - 1 - 2 ~2 h '> m1 '> m2 ,. 1 t2 ~ 
r ºcm +v º cm t + 2 a cm t = M J + M v 0 i t i + M v 02 t J - 2 g J 

-

r 
Cill 

tr ayee tor ia: 

~h + ~M V 0 2 t 
M 

X 
~l V 01 t cm M 

ec. paramétricas { ~2 h + ycm M 

eliminando el tiempo, 

~ h 
mi /M Vo2 1 

Ycm M + m1 /M X -2 2 
Vol cm Ill¡ 

'M2 

~2 h + m2 Vo2 1 g 
ycm X 2 M Ill1 Vol cm 2 

Ill¡ 

se tiene una trayectoria parabólica. 

El tiempo que demora el CM en llegar 

~ h + ~2 V 02 t 
1 2 

Ycm - 2 gt = M M 

1 t2 ) ... 2 g J 

~2 
.M Vo2 

g 

V~¡ 

M2 

2 Vol 

t -

x2 
Cill 

x2 
cm 

al nivel y 

o 

1 gt2 
2 

o, sera: 



I"esolviendo: 

t2 _ 2 mi V o2 t _ 2 
M g 

t 
ffi2 Vo2 

M g 

mi h 
M g 

t 
1 

M g 
( m2 Vo2 + J ~ 2 

V 02 

o 

2 
M g 

+ 2Mg m2h 

Tomando solamente el signo más que corresponde a la solución positi­

va, puesto que se tiene: m2 v 0 2 < Jm;v:2 + 2Mg m2h • 

La solución matemática negativa corresponde a la extensión de la tra 

yectoria hacia atrás cuando intersecta el eje x. 

7. En un punto del espacio (x 0 , y 0 , O) se encuentra en reposo una masa 

M. Luego, en un instante t = O, se divide en 2 partes de masas ml y 

ffi2 con velocidades v 01 1 y v 0 2 .J respectivamente. 

Determinar la aceleración ª(t)' velocidad v(t)' posición r(t) y 

trayectoria de centro de masas. 

y r> m2 / . --~-
(xo, Yo)m1 Vol 

Posición inicial del CM 

- ... ~ 

rºcm = Xol + YoJ 

velocidad inicial del CM 

vºcm 
ffi¡ V 0 1 + ffi2 V o2 

M 

m1 -".> 

M Vol]_+ 

la 

Sobre el CM actúa la atracción gravitacional (ver problema anterior), 

luego: 

- Mgj = Ma > a gJ cm cm 
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V 
cm 

r cm 

vºcm + ªcmt 

ro + Va cm cm 

>~ cm 

1 - t2 t + - a 
2 cm 

( m1 ) ,. ~2 M Vol )._ + ( M 

> (xo 
fil ~ 

r +Mvº1th + 
cm 

(y o + ~2 
M 

V 02 t 
1 2 ,. - 2 gt )J 

trayectoria, eliminando el tiempo de las ecuaciones pararnetricas: 

M(x - Xo) 
+ m1 

Volt > t cm 
X Xo M cm m1 Vol 

1 2 
M(x - X 0) 1 

M2 (:lr -x )2 
~ ~2 cm cm º 

Ycm Ya + Vo2 t - 2 gt Yo + V 02 - 2 g 2 V201 M M mi Vol rn1 

(y - y ) = cm º 
~ V 02 (x ) 1 - Xo - -2 m1 V 01 cm 2 2 

IllI V o 1 

~ovimiento parab5lico. 

8. Tres partículas de masas: rn1 2kg, m2 lkg y Ill3 3kg, tienen corno 

112 

vectores posici5n: 

r1 Sti 2t j + (3t - 2)k 

f"2 (2t 3)Í + (12 - st2 )] + (4 + 6t - 3t3 )k 

r3 (2t 2)i + (t2 + 2)j - t3 k 

donde, para t el tiempo en segundos, la posici5n r en centímetros. 

Encontrar: 

-La cantidad de movimiento lineal total del sistema. 

-Analizar si el sistema es aislado o no. 

- posici5n del centro de masa$: 

R 2 [St! - 2t23 + (3t - 2)~] + 1 l (2t - 3)i + (12 - 5t2 )3 

+ ( 4 + 6 t - 3 t 3 
) k] + 3 [ ( 2 t - 1 ) i + ( t 2 + 2) j - t 3 k.] / ( 2 + 1 + 3) 

R = [ (3t - l)i + (-t2 + 3)j + (-t3 + 2t)k] cm 

- veloc~dad del centro de masas: 

dR ~ ,. "!' 2 A V=~= [3i - 2tJ - (3t - 2)k] crn/s 
dt 



cantidad de movimiento lineal total del sistema: 

P = MV = 6[ Ji - 2tj - (3t2 
- 2)k.] = [ 18i - 12t] - 6(3t2 -2)k] kg cm/s 

derivando: 

dP 
dt 12j 36tk i O > P i constante. 

luego no es un sistema aislado, 

F ext = [- 12j - 36tk] kg cm/s2 [- 0.12] - 0.36tk) N 

9. Considere el sistema de dos partículas mi y mi unidas por una barra 

rígida de masa despreciable como se muestra en la figura. Si las ma 

sas resbalan bajo la influencia de la gravedad, encontrar la acelera 

ción del sistema en términos de m1 , mz, e y de los coeficientes de 

fricción cinéticos µ1 y µ2 . 

Aplicando la Ley de Newton 

al sistema: 
d2 x 

Fext = M cm 
X 

dt2 

se tiene: 

M a 
X cm 

m1 gsen8 - µ1 m1 g cos& + m2g sen 8 - µzm2gcos8= (m1 + rn2 )a 

a 
X 

cm 

(m1 + m:i )g sen 8 - (µ1m1 + µzm2 )g cos 8 
(m1 + m2) 

X cm 
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10. Un hombre de 900N de peso esta de pie en una superficie de fricción 

despreciable y da un puntapie a una piedra de 0.5N que esta a sus 

pies, arrojándola con una velocidad de 3m/s., ¿que velocidad adqui~ 

re el hombre? 

La cantidad de movimiento en el sistema (hombre-piedra) se- conserva, 

pues no hay fuerzas externas actuando sobre el; p = const. 

La cantidad de movimiento total antes y después es cero, dado que 

ambos están inicialmente en reposo, P O. 

Teniéndose sólo movimiento horizontal: 

V 
p 

- 0.0017 mis 

w /g 
~V 
Wh/g p 

0.5 3 
900 X 

1 
- 600 

La velocidad del hombre es en sentido opuesto al movimiento de la 

piedra. 

11. Una persona que pesa 70 kg. está pescando sobre el extremo de un bo­

te estacionario que pesa 200kg. Su ayudante, que no sabe nadar, es­

tá en el agua cogido del extremo opuesto;cuando se suelta,el pesca -

dor corre 2.5 metros hasta alcanzar este e2S,tremo. ¿A que distancia 

del ayudante ahogándose se encontrara el pestador cuando alcance el 

extremo del bote? 
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Tornemos como punto de referencia la posición del ayudante en el ex -

tremo del bote, al soltarse seguirá en la misma posición. Con res -

pecto a el consideremos la posición del centro de masas del sistema 

pesacador-bote en la situación inicial y final, ver figuras 

- inicial: ~ 2.5m .. ¡ 

a 



- final: 

I\(xb + x) + mpx 

~ + mp 

Por conservación,la posición del 

centro de masas del sistema es in 

X 1 

'3'1 

final 

variante, considerando que no hay fuerzas externas aplicadas al sis­

tema y que inicialmente ambos, P y b, están en reposo~ 

Se tiene: 

X = 

X 

-P = Mv cm 

~ xb + mp(2.5) 

~ + mp 

0 >X 
CM. 

1 

!\ (xb + x) + m { 

I\ + mp 

ll1 (2. 5) 
p w / (2.5) p g 

w (2.5) 
p 

70 X 2.5 
(200 + 70) 

175 35 
2 7 0 = 54 = O • 64 8 m 

El pescador estará a 0.65 metros del ayudante. 

12. Un pelícano que pesa 200N está de pie en un bote que se encuentra a 

6 metros del desembarcadero. Camina 2.5 metros en el bote hacia el 

desembarcadero y se detiene. El bote pesa 2000N y no hay fricción 

con el a8ua. ¿A que distancia del desembarcadero estará el bote cuan 

do el pelícano se detenga? 

Considerando las distancias del bote xB y del pelícano xp respecto 

al desembarcadero como se muestra en la figura. 
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En el sistema Bote-Pelícano. 

- Posición inicial del CM: 

mB XBi + mp XPi 

mB + mp 

- Después de haber caminado el pelícano, la posición final del CM es: 

mB XBf + ~ xpf 

mB + mp 

Como no hay fuerzas externas aplicadas al sistema: P = con.st. y 

como inicialmente ambos, By P están en reposo: v = O, luego cm 
XCM = const. e igualando XCM. = XCM , se tiene: 

1 f 

mB(XBi - XBf) + mp (XPi - xpf) = o 

o 

Como: 10, se obtiene: 

o 

Sabemos además que hay una relación entre la posición del pelícano 

respecto al bote y respecto de tierra. Como la distancia que reco -

rre el pelícano d = 2.Sm es sobre el bote hay que relacionar las po­

siciones iniciales y finales del bote y pelícano. Llamando X~ la po­

sición del Pelícano respecto al Bote, ver figura. La diferencia: 

x~i - x~f = d. 

///.=//!:e; 

se tienen: 

!/¡ 
~ 
lh 
~ 
11¡1--~~~~~~~~--~~~~~~~__,,_....._..,,.._.¡ 

~ XB 
,,n-=~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~-=-._¿ 

xp 

p 



la diÍerencia de posición inicial y final,será: 

X'f X -1' - Bf 

reemplazando en la expresión obtenida por conservación, queda: 

d = - ll(XBi - XBf) 

2.5 __ l_l_ m - 0.227 m 

XBf = XBi + 0.227 = 6.0 + 0.227 

El bote es tara a 6. 23 m del desembarcadero. 

6.227 

13. Una plataforma de ferrocarril de masa M puede rodar sin fricción en 

una vía recta horizontal. Inicialmente un hombre de masam está de 

pie en la plataforma que se mueve hacia la derecha con una velocidad 

V0 como se muestra en la figura.¿cuál es el cambio de velocidad de 

la plataforma si el hombre corre hacia la izquierda, de modo que su 

velocidad con respecto a la plataforma es v cuando está a punto de 
r 

saltar por el extremo izquierdo. 

o e ~I 
La cantidad de movimiento antes que comience a correr el hombre es: 

Pi= MVº + m Vº 

La cantidad de movimiento cuando el hombre tiene velocidad v respe~ 
r 

ro a la plataforma y en ese instante la plataforma tiene una veloci-

dad V, es: Pf = MV + m(V - vr) 
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teniendo. en cuenta que la velocidad de la persona respecto a tierra 

en ese instante es: V - v • 
r 

Por conservación de la cantidad de movimiento, Pi Pf 

(M + m)V 0 MV + m(V V ) 
r 

(M + m)V 0 (M + m)V mv 
r 

V Vº + 
m 

V 

(M m) 
r 

+ 

o sea, la velocidad aumenta en: 
1Il 

(M + m) 

y el cambio de velocidad es: 

m 

(M + m) 
V 

r 

V 
r 

14. Adan y Eva están parados sobre un bote de masa M. en reposo en aguas 

tranquilas, distantes 2 metros uno del otro. En el momento en que 

los dos se encuentran con las miradas, empiezan a correr cada uno al 

encuentro del otro con velocidades constantes respecto al bote. 
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Si la velocidad de Adan es v 0 y el encuentro se efectúa a 2/4 metros 

de el, teniendo an1bos igual masa, encontrar. 

a) La velocidad del bote respecto a tierra antes del encuentro. 

b) Si al encontrarse los dos vuelven a quedar parados, ¿cuál es la 

velocidad del bote? 

c) Cuánto avanza el bote desde que empiezan a correr hasta que se 

juntan. 

2/4 , ... 3/42 



velocidad de Adan: vA = Ve=constante 

tiempo transcurrido para el encuentro: t 

velocidad de Eva: V ::::: 
E t 

-3/4 9., -3/4 9., 

t/4ve 

t/4 
Ve 

Como: Fext = O > P 
X X 

constante y como parten del reposo: Px 

Siendo V la velocidad del bote respecto a tierra, se tiene: 

m(ve + V) + m(-3 Ve + V) + M V = O 

2m Ve + (M + 2m)V O 

V 
2 m 

M + 2m )ve 

b) Teniéndose en todo momento Px = O, cuando A y E se detienen: 

M V = O >V = O, el bote vuelve a quedar en reposo. 

c) El espacio recorrido por el bote será: 

e = Vt 
2m 9., 

M + 2m Ve 4ve 
m 

M+m 

o. 

15. Una pe~sona de masa 3m se encuentra sentada sobre la plataforma de un 

vagón de masa~ m que se mueven juntos con velocidad va(m/s) sobre 

una superficie horizontal sin fricción. La persona lleva consigo en 
1 

cada mano 2 bolas de masas m y 2 m. En un determinado instante lan-

za horizontalmente la bola de masa m hacia adelante con velocidad 

ve(m/s) medida por el lanzador y luego en un instante posterior lan-

1 
1 . ... . 

za horizontalmente la otra bo a de masa 2 m hacia atras con veloci -

dad - v 0 (m/s), también medida por el lanzador. 

Encontrar el impulso total sobre la persona debido al lanzamiento de 

ambas masas. 

Como F ext 
X 

3m 

l/2u& 
O > P constante. 

X 

¿1f2m 

ºº 
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- l~ lanzamiento: 

1 1 
(3rn + 2 rn + m + 2 m)v 0 

1 1 
(3m + 2 m + 2 m)v1 + rn (v1 + v 0 ) 

4 
V¡ 5 v 0 (rn/s) 

- 2~ lanzamiento: 

(3rn 
1 

+ zm 1 
+ 2 rn)v1 

1 
(3rn + 2 rn)v2 

1 
+ 2 rn(v2 - Vo) 

4 8 1 
4rn S V0 2 rn V2 - 2 ID V 0 

37 
V2 40 Vo 

El impulso total para la persona de masa 3rn, será: 

J Í'lp 
37 

Jrn ( 4 Ü V o - V 0 ) 

9 40 m v 0 Ns 

16. Una vagoneta cargada que pesa lOOOkg se mueve sobre una vía recta ho 

rizontal con una velocidad de 30krn/hora. Calcular la velocidad que 

adquiere la vagoneta en los siguientes casos: 
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a) Se arroja hacia atrás un peso de SOkg con una velocidad de 30km/h, 

relativa al suelo. 

b) Desde afuera y por delante se arroja dentro de la vagoneta un pe­

so de SOkg. con una velocidad de 30km/h. relativa a la vagoneta. 

c) Se arroja un peso de SOkg en dirección vertical hacia arriba y 

con una velocidad de 30km/h relativa a la vagoneta. 

d) Se arroja SOkg en dirección perpendicular a las vías, horizontal­

mente y con una velocidad de 30km/h relativa a la vagoneta. 

Como en la dirección de la vía no actúan fuerzas externas, se tiene 

conservación de la cantidad de movimiento lineal en todos los ca 

sos, esto es: 
p 
antes pd _,. es pues 

apliquemos esta igualdad en la dirección de la vía en cada uno de los 
casos: 



a) > 1000 X 30 (1000 - 50)V - 50 x 30 

de aquí: 

V 
30,000 + 1,500 

950 
31. 500 

950 33 .16 km/h 

b) > 1000 X 30 + 50(30 - 30) = (1000 + 50)V 

de aquí: 

V 
30,000 

1050 

c) > 1000 X 30 

de aquí: 

V 
30,000 

950 

28.57 km/h 

(1000 - 50)V 

31. 58 km/h 

d)En la dirección de la vía no hay diferencia con el caso anterior, 

luego: 
V 31. 56 m/h 

17. Una cuña de angulo a y masa M se encuentra apoyada en el suelo sin 

fricción. Una persona de masa m comienza a subir por el plano incli 

nado de la cuña con una velocidad constante VR relativa a la cuña. 

Encontrar la velocidad V de la cuña respecto a tierra. Analizar el 

resultado obtenido para: m << M y para: m >> M. 

La cuña tiene libertad de movimiento 

horizontalmente. 

Como F ext = O > P = constante 
X X 

e inicialmente m y M están en reposo: 

p = o 
X 

Cuando m sube, su velocidad respecto a tierra es: V + V r, en la di-

rección x: V + V cos a, luego se tiene: 
m VR VR r cosa cosa 

o MV + m(V +V cos a) >V 
m+M r 

1 + !!. 
ID 

la cuña se moverá hacia atrás. 

- Si ID << M > V~ O 

- Si ID >> M > v~- VR cosa 
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18 . Una locomotora que pesa 10 , 000 kg se mueve con una velocidad de 54km/h 

por un tramo de vía recta y horizontal y choca con otra maquina igual , 

que se encuentra detenida y la arrastra (se enganchan) . 
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a) Hallar el centro de masas del sistema y su velocidad antes del cho­

que . 

b) ¿Cuál es la velocidad de ambos después del encuentro? 

c) ¿Que cantidad de energía cinética se pierde durante la colisión? 

a) Considerando como referencia la posición de la locomoto r a detenida 

V 1- X . ¡ -
1 o b 1 1 

1 ó 
(+) o ... 

o 

La posición del centro de masas X del sistema es : 
cm 

~(-x)+ m(O) X 
X 

cm m + m 2 

y su velocidad : 

x x V 54 
27 km/h V 2 2 2 cm cm 

b) Como las locomotoras al chocar se enganchan moviéndose juntas , se 

tiene una colisión totalmente plástica . Por conservación de la 

cantidad de movimiento se tiene : 

c) La perdida de 

K - K. 6K 
f l 

.6K 
l v2 "7"ffi 
4 

mv = (m + m)v f 

V 
54 = 27 km/h 22 

energía cinética será : 
l 

(rn + m)v~ l 2 
=1 2 Ill V = m( -:!... 

2 

i- X 10000 (54 X 
1000 )2 
3600 

.6K = - 56 . 25 x 104 J 

)2 l 2 - 2m V 

2500(15) 2 =- 2500x225 

El signo menos indica que se pierde energía cinética durant e el 
choque . 



19. Una bala de 5gr se dispara horizontalmente hacia un bloque de 5kg en 

el cual queda embebida. El bloque se mueve hacia adelante recorrien 

do una distancia de 20 cm antes de detenerse. Si el coeficiente de 

fricción entre el bloque y la superficie horizontal sobre la cual de~ 

cansa es 0.25, determinar la velocidad de la bala cuando llegó al 

bloque. 

El trabajo no conservativo hecho por la fricción entre el bloque y 

la superficie es: 

L<l µ(m + M)gd 

El cambio de energía cinética del bloque es: 

1 1 
6K = Kf - Ki = O - z (m + M)V = - z (m + M)V 

Aplicando la Ley de Newton: Wf = 6K, se tiene: 

1 - z (m + M)V µ(m + M)gd >V ~ = h X 0.25 X 9.81 X 0.2 

¡-¡;:;;, = 0.99 m/s 

Por conservación de la cantidad de movimiento lineal en el choque: 

m V = (m + M)V > v = (1 + ~ )V = (1 + 50~0 ) 0. 99 991 m/s 

20. La masa M = 750kg de un martillo se suelta desde una altura h=l.2 m 

sobre la cabeza de un pilote de 200kg. En cada impacto el pilote se 

introduce O.lm en el suelo. Determinar la resistencia promedio que 

ejerce el suelo sobre el pilote en la penetración, considere que al 

caer la masa M del martillo sobre la cabeza del pilote P se efectúa 

un choque perfectamente plástico. 

¡J -111 :e /R:J: /.t/.::= 
,,.... ,,,.... 
ti 

;:::.. 
/ 

~/~ 

La velocidad que adquiere M en su 

caída antes del impacto es: 

1 2 r;:;--.;-2 MvM = Mgh > vM = v 2g h 

Considerando choque plástico, la ve­

locidad del pilote y M inmediatamen­

te después del impacto será: 
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M vM (M + m)vf 

VM /2 X 9. 81 X l. 2 4.85 3.82 mis vf 
1 +~ 1 + 200 l. 27 

M 750 

El trabajo no conservativo de la resistencia del suelo es: 

W <F>.d=-<F>d=-O.l<F> 
ne 

Cambio de energía mecánica: 

6.E = Ef - Ei O - t (M + m)v~ - (M + m)gd 

6.E = - i 950 (3.82) 2 950 X 9.81 X 0.1 - 7863.3 J 

igualando, de acuerdo a la Ley de Newton: 

- 0.1 <- >= - 7863.3 

< F>= 78633N 

21. En la figura mostrada los bloques A y B tienen masas mA y mB respec-
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tivamente; el coeficiente de fricción cinético entre ambos es µ y 

entre B y el piso no hay fricción. Para t O se tiene que:vA = Vo 

y vB = O. Luego de un intervalo de tiempo t tf ambos bloques se 

mueven con igual velocidad. Utilizando el teorema trabajo-energía de 
terminar: 
a) Las distancias recorridas xA y xB, por A y B entre t=O y t=tf. 

b) La distancia relativa x que recorre A sobre B, determinada por 
r 

un observador fijo a B. 

e) Comparar los resultados obtenidos en a) y b), comprobando que 

r = xA - xB. 

µ=O 



a) Con respecto a tierra 

Conservación de la cantidad de movimiento lineal: 
mA 

teorema trabajo-energía: Wf 6K. 

- bloque A: 

- bloque B: 

b) En el sistema no inercial fijo a B. 

V = o 

v20 - V~ 
2 µg 

Aceleración del sistema respecto a tierra: 

=>a = 
B 

µ mAg 

mB 

teorema Trabajo~Energía: 6K 

- bloque A: 

o -

v2 
o 

w 
ne 

Vo 

~ (m~ +2mAmB) 

2µg(mA + rnB)2 

e) Con los valores encontrados respecto a tierra, la distancia rela-

tiva de A con respecto a B 

v~(m~ + 2mA mB) 

2µg (mA + mB)2 

sera: 
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2 
mB(rnA + mB) Vo 

2µg(rnA + rnB)2 

~ rnB 

2µg(mA + rnB) 

Comparando con el valor obtenido en el sistema no inercial B, se 

tiene , corno era de esperar que : 

22 . Una masa m es lanzada con una velocidad v 0 horizontal sobre la plat~ 

forma de un vagón de masa M = 5m que se encuentra en ese instante en 

reposo . Después de recorrer la masa m una distancia sobre el vagón 

en un tiempo t=5s queda en reposo respecto a el . 
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El vagón puede deslizar libremente sobre el suelo . 

Determinar : 

a) Las velocidades de la masa y el vagón con respecto a tierra para 

un tiempo t cualquiera . Graficar . 

b) La distancia d recorrida por la masa m sobre la plataforma y el 

coeficiente de rozamiento entre la masa y la plataforma del vagón . 

c) La energía cinética inicial y final del sistema . Comparar resul­

tados , ¿es lo esperado con relación al trabajo no conservativo he 

cho por la fricción? 

a) Como : Fext = O > P = constante , luego la velocidad del vagón 
X X 

cuando rn se detiene respecto a el será : 

mv 0 = (m + 

su aceler ación : 

V = Vº + at 

5rn)V ==>V 

. >a 
V 
t 

Vo 
-6-

V 0 /6 
-5-



su velocidad en función del tiempo para O< t < 5: 

V = ~ 
30 

t 

para la masa m, su aceleración relativa al vagón sera: 

V 
r 

v 0 + a t >a 
r r 

~ 
t 

Vo 
-5-

su velocidad relativa en función del tiempo para O < t < 5 

l 
- t) 
5 

su velocidad respecto a tierra para O< t < 5: 

V = V + V 
r 

V 

vº - vs t + ; 0 t 

- ------ - - - -=--~-----

o t 

l 
6 t) 

V 

Vo 

Vo 

6 

b) Distancia recorrida por m sobre la plataforma del vagón: 

2 
V 

r 
2 + 2a d > d = -~ 

Va r 2a 
r 

v2o 
2(- ~) 

5 

t 

coeficiente de fricción, aplicando la Ley de Newton al vagón, se 

tiene: 
M 

~o 

f =µmg 

µmg Sma > µ 

c) Energía cinética: 

K. 
1 

l 2 2 m V 0 

i (m + Sm) ( : º )2 

Sa 
g 

l 
12 

5 (~) 
30 
g 

m V~ 
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1 ) v2 Z m0 

5 2 TI m V 0 

trabajo no conservativo hecho por la fricción: 

por supuesto se tiene que: Wf 

5 
- TI 

23. Un proyectil de masa m = 10 gr., choca contra un péndulo balístico de 
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masa M = 2kg y longitud i 2 metros. Como consecuencia del impacto, 

la bala se incrusta en el péndulo y cuyo centro de masa se eleva 12crn. 

a) ¿qué velocidad tenía el proyectil? 

b) ¿Cual sería la mínima velocidad necesaria para que el péndulo de 

una vuelta completa alrededor del punto de suspensión? 

c) ¿Cómo varía esta velocidad si la varilla del péndulo no es rígida? 

(cuerda) 

V 

-=-ID 

a) La velocidad que tiene la masa (M + m) después del choque la pode­

mos encontrar por conservación de energía entre ese instante y el 

instante que alcanza la altura h: 

V 

.!_ (M + m)V2 

2 (M + m)gh 

h X 9,81 X 0,12 l. 53 m/s 

y por conservación de la cantidad de movimiento en el choque ine­

las tico podemos determinar la velocidad del proyectil. 

mv = (M + m)V 

V = (M + m) V= 2000 + 10 x l. 53 
m 10 

308 m/s 



b) Para que de una vuelta completa, por conservación de energía entre 

el punto más bajo y el más alto, se tiene: 

_!_ (M + m)V2 

2 (M + m)g 29, + i- (M + m)V~ 

considerando que la varilla del péndulo balístico es rígida, la ve­

locidad V mínima es cero cuando T = (M + m)g,de acuerdo a la 
a 

de Newton: 

(M + m)g T 

v2 
=> (M + t11 ) g-T = (M + m) 9, ª =>T = (M +m)g => V2 

a 

luego la velocidad V mínima necesaria será: 

V = /4g9- = /4 X 9.81 X 2 = 8.86 m/s 

Ley 

o 

y por conservación de la cantidad de movimiento en el choque ine -

lastico podemos determinar la velocidad mínima del proyectil: 

V 
M + m V 

m 

m v = (M + m)V 

2000 + 10 X 8086 
10 

1781 m/s 

c) Si la varilla no es rígida, la velocidad V mínima ya no es cero, 
a 

sera mínima cuando T = O, de acuerdo a la Ley de Newton: 

v2 
D 
! 1 

=> (M +m)g + T (M + m) ª => T = O => V2 

9, a 

(M + m) g T=O 

la velocidad V mínima necesaria sera: 

1 
(M + m)V2 (M + m)2g9-2 

V = /s8 i = Is x 9.81 X 

y la velocidad v mínima 

v = M + m V 
V 

M + m /Sg9-
m 

+l 
2 (M + m)g9-

2 = 198:1' 9.90 mis 

del proyectil sera: 

201 x 9.90 = 1991 m/s 

Diferencia de v(c b): 6v (v'S - 2) M + m ¡-g:e:-
m 

210 m/s 

g9-
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24. Una masa M cuelga del extremo de una cuerda de longitud i. Una bala 

de masa m con velocidad v pasa rápidamente a través del bobo del pe~ 

dulo saliendo con velocidad v /2, asuma que la trayectoria de la bala 

es en todo momento, horizontal. 
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Encontrar: 

a) El menor valor de v para el cual el bobo completará una circunf e­

rencia entera alrededor del punto de suspensión. 

b) La velocidad del centro de masas del sistema bobo-bala cuando el 

bobo se encuentra en el punto mas alto, para el caso de v mínimo. 

c) ¿Se conserva la energía mecánica? Explique, en caso de perdidas 

evaluadas. 

-2 
B n hi min Q, 

o 

Q, 

N.R. ------- _F __ 
m V M A ID v/2 

a) En la posición A, por conserva -

ción_de la cantidad de movimien­

to lineal en el choque, P =const. 
X 

se tiene: 

V 
mv=MVA+ m 2 >v 

A 
ID 

M 
V 

2 

En la posición B, la velocidad 

mínima para dar la vuelta, ver 

problema anterior, será: 
v2 

Mg = M ___!?_ > V /gT 
Q, B ,,. 

rnin 

Después del choque se conserva la energía mecánica, para el péndulo 

entre las posiciones A y B, se tiene: 

_l MV2 
2 A 

l MV2 
2 B + Mg 29-

igualando ambos valores de VA: 

ID 

M 
V 

2 ~ > V . 
min 

2 !!. 
m 

+ Mg 2Q, 
5 
2 

Mg9-



b) Velocidad del CM cuando el péndulo se encuentra en la posición B: 

m V /2 - MVB 
vx ID+ M cm 

M /gi m V 
como 

2 rs 

v/2 -
ID V 

ID 
215 

VxcID ID + M 

V o 
YCID 

m v/2 - M /gi 
ID+ M 

y V . 
IDln 

rs 
m (1---) 

5 
2(ID + M) 

2 M 
ID 

V . 
min 

M/gi ( /5 - 1) 
(M + ID) 

c) Durante el choque las fuerzas internas realizan trabajo no conser 

vativo. 

La perdida de energía cinética es: 

1 2 
Ki = 2 lll V 

.l:_ MV2 + _21 m ( v ) 2 
2 A 2 

2 v2 
M~ 

2 M2 4 
~ + 1) 
M 

1 2 rn 1 1 2 1 ID 1 2 3M-m 
2 IDV (4M + 4 - 1) = - 2 mv 4C3- M) =- 2 mv ( ~ 

25. Una bola de 4kg que se desplaza a razón de 5ID/s incide frontalmente 

sobre otra de 6kg que se encuentra en reposo y en el impacto pierde 

30% de su energía cinética. 

Encontrar las velocidades de cada bola después del choque. Luego, 

calcular el coeficiente de ~estitución. 

Por conservación de la cantidad de movimiento lineal: 

4 x 5 + 6 x O = 4v1 + 6v2 > 2v 1 + 3v2 = 10 

Teniendo en cuenta la pérdida de energía cinética durante el choque, 

se tiene: 

~ X 4 X 5 2 
X o . 7 = ~ X 4 X V~ + i X 6 X v; > 2vi + 3vi = ""] 5 

Resolviendo estas dos expresiones: 
2 1 2 2v
1 

+ 3 (3v2 ) = 35 
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2vi + j- (10 - 2v1 )
2 35 

6vi + 100 - 40 v1 + 4v7 105 

2 - 40v1 5 o 10v
1 

-

2 - 4v1 
1 o V1 - 2 

/z2 l' 
2 +[f 2+l > \ 

+ 4.121 
V¡ 2 ± + 12 2 - 2 - 2 

- 0.121 

1 
V2 = J (10 - 2v1 ) 

2 3 
3 C2 ± 2 2 + /2 ~ { 

+ 0.586 

+ 3.414 

La primera solución: v1 = 4.121 m/s y v2 = 0.586 m/s, no es acept~ 

ble en un choque real pues: v2 <v1 ; la velocidad relativa de separ~ 

ción después del choque sería negativa: v2 - v1 = 0.586-4.121=-3.535m/s, 

por definición al ser de separación, debe ser positiva. 

La segunda solución: v 1 = - 0.121 m/s y v2 = 3.414 m/s, si corres­

ponde a un choque real, teniéndose como velocidad relativa de separ~ 

ción después del choque: 

vrs = v2 - Y1 = 3.414 - (- 0.121) = 3.535 mis 

Como la velocidad relativa de aproximación antes del choque es : 

V = 5 - o= 5m/s, el coeficiente de restitución sera: 
ra 

e = 

V 
rs 

V 
ra 

3.535 
5 

o. 707 

26. Un cañón dispara un proyectil con un angulo de 45º con la horizontal 

y con una velocidad de salida de 140 m/s. 
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En el punto mas alto de su trayectoria el proyectil explota y se di­

vide en dos fragmentos de igual masa. Un fragmento cae verticalmen 

te con una velocidad inicial de 100 m/s. 

a) ¿A qué distancia del cañón cae el otro fragmento? 

b) ¿Qué diferencia hay con la distancia que alcanzaría el proyectil 

sin es tallar? 



a) 

........ 
'-

' '\ 

1- X1 

\ 
\ 

\ 
\ 
\ 
\ 

\ 

La velocidad vertical v al momento en que se encuentra a máxima 
y 

altura es: v = O 
y 

y el tiempo empleado será: O 

ti = 
v 0 sen 45° 

g 

La velocidad horizoµtal es: 

v
0 

sen 45° 

140 X 12 
9.81 X 2 

12 
VX = V0 COS 45° = 140 X 2 

gt¡ 

10.ls 

99 m/s 

y las coordenadas del punto mas alto serán: 

XI = vxt1 = 99 X 10.1 = 999.9m 

Y1 Vo sen 45° ti 
1 2 - 2 gt; 

1 2 
Yl = 99 X 10.1 - l 9.81 X (10.1) 

Y1 = 999.9 - 500.36 = 499.54 m 

En el instante que se produce la explosión, se conserva la canti­

dad de movimiento: (fuerza impulsiva mucho mayor que la fuerza ex 

terna de la gravedad). 

ID --
rnv 

2 
V¡ 

i + mv yj 
ID 

Vi l mv 
2 X X 

reemplazando valores: 

99i + o] = .!. oi 
2 

ID -
+ l V2 

ID ,. rn 
v2 i ID 

v2 j + 2 v1yJ +- + 2 2 X y 
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1 1 ~ 
99 ~ 50J~ + ~ + 

l = - 2 V 2 X l. 2 V 2 YJ 

de aquí obtenernos 

99 = 

o 

V2 X 

-2-

50 + 

198 m/s 

> v = 100 rn/s 2y 

La ecuación del recorrido vertical del segundo fragmento es: 

1 2 
y = Yt + v2 y t - 2 g t: 

cuando y = O, ~ste toca suelo, luego : 

o= 499.54 + lOOt2 - i 9 . Bl X t; > ~ - 20 . 39t2 - 101.84 o 

y el tiempo transcurrido sera : 

10.20 ± / 103 . 94 + 101.84 10.20 ± 14 . 35 

t2 = 24.55 s 

La distancia en que toca suelo este fragmento, con referencia 

al cañón es : 

X = X¡ +x2 = Xr + V2 X t2 

X = 999 , 9 + 198 X 24 . 55 

x = 5860 . 8m 

b) La distancia que alcanzaría el proyectil sin estallar sería : 

2x1 = 2 x 999 . 9 = 1999.Brn 

y la diferencia : 

d = X - 2x1 5860 . 8 - 1999 . 8 386lm 

27 , Sobre una mesa de billar , la bola A se mueve con una velocidad v 0 =3m/s 

cuando choca con las bolas B y C que se encuentran en reposo una ju~ 

to a la otra como se muestra en la figura . Después del choque , las 

tres bolas se mueven en las direcciones indicadas también en la fig. 

Determinar las velocidades que tienen después del choque las tres bo 
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las. El choque es perfectamente elástico y las tres bolas idénticas. 

(antes) 

Conservación de la cantidad de movimiento 

-Horizontal : 
(+) 
~ Il1V 0 mvAsen30º +m ve 

-Vertical f (+) o = m vB - m vA cos 

rB 
@:© ~ 
r\vA 
1 

30º¡ 

(después) 

lineal: 

> Vo 
1 = 2 VA + ve 

30° > Ü =V -
13 

B 2 VA 

Conservación de la energía cinética (choque elástico): 

1 2 2 m V 0 
1 v2 
2 m A + l._ rn 2 > v

2
0 2 ve 

Resolviendo estas 3 ecuaciones, se obtiene las velocidades pedidas: 

13 
VB 2 

ve Vo -

3 
2 

13 
V::::-

A 2 

1 -v 
2 A 

+ (v 0 - l. V )
2 

2 A 

l. 5 mis 

Vo 13 
1.3 2 4 Vo 

1 V0 3 
Vo - 22 4 

2v2 

A 

mis 

Vo 2.25 mis 

28. En un parque de diversiones dos amigos juegan con los autitos choca­

dores. En cierto momento las direcciones de ambos vehículos forman 

un ángulo a. Un auto se dirige con velocidad v1 y el otro con velo­

cidad v2 de modo tal que chocan. Después del choque el autg 1 sale 

con velocidad v[ cuya dirección forma un ángulo B con la dirección 

que tenía. En la figura se indican los valores medidos. 

a) Hallar la velocidad del auto 2 luego del impacto. 
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b) Determinar las ecuaciones parametricas del movimiento del centro 

de masas, se conoce la posición inicial del auto l. 

c) ¿El choque es elástico? 

Yf m1 
1 

m2 = 200 kg 

1 v;/ 
1 V1 Jm/s ' V2 lm/s 

d 1 / 
"" .. 1 "" vl 2m/s 

1 
,,, 

o -- - -~~-:.~-- - ---x a. 54 o B J6º 

"1 a.\ / 1 d = Jm / 1 
I 1 I 

I 1 I 

1v: 

a) Por conservación de la cantidad de movimiento: 

pantes p > después 
ID¡ V¡ 

se conocen Ji 

1 X COS 54°l + sen 5~º3 = 0.5881 + 0.8093 

vl 2 x cos J6ºi + 2 x sen J6º] = l.618Í+l.176] 

reemplazando: 

Ji+ o.588i+o.sogj= i.61si+i.1763 + vl 

vl = 1.97t - o.J67j 

de módulo, dirección y sentido: 

v' 2 /i.97 2 + 0.3672 2m/s 

O • J 6 7 
-O • 18 6 > Y= 1 O , 5 5 º tgy -~ = 

y 



b) Como se conoce la posición inicial de la masa m1 , para determinar 

la posición inicial del centro de masas es necesario conocer la p~ 

sición inicial de la masa ffi2. 

El tiempo que dernor a in1 para llegar al punto de choque es: 

d 
t = 

V¡ 

3 
3 = 1 s 

éste es el mismo tiempo que demora m1 desde su posición inicial 

para que se encuentre con m1 y se produz~a el choque. Luego,la 

posición inicial de m1 es: 

v t = - 0.588xl= -0.588m 
X . 

Ya2 = - V t='"-0,809xl 
y 

y la posición inicial del CM es: 

Xo cm 

- 0.809m 

- 3 - 0.588 
2 

Yºcm = 
m¡ Ya1+ ID2Yo2 =O - 0.809 

m¡ + IlQ 2 

- 1. 7 94m 

= - 0.405m 

Las ecuaciones paraínetricas del movimiento del centro de masas 

serán: 

- Antes del choque: 

X 
cm 

X cm 

m1 (v1 t) + mi (v2 t) 
Xo + X X 

cm m1 + m2 

1.794 + l.794t = l.794(t 

Ya + cm 

m1 (v1 t) + mi (v2 t) 

- 1.794 + 3t + 0.588t 
2 

1) 

0.405 +o+ º2809t 

y = - 0.405 + 0.405t = 0.405(t - 1) 
cm 

- Después del choque: 

m1 (v1' t) 
X 

+ mi (vd t) 
X 

X 
+ mi cm Ill1 

X l. 794t 
cm 

m1 (v1' t) + mi (vi t) 

Ycm m1 + m2 

ycm 0.405t 

l.618t + l.97t 
2 

l.176t - 0.367t 
2 
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c) La energía cinética antes del choque es: 

1 2 1 2 1 (32 + 12) K. 2 Illl V¡ + 2 m2 V2 2 X 200 X 
l 

La energía cinética después del choque es: 

1 '2 1 12 1 
200 Kf =;¡m v1 + 2 m2v2 2x X 

El cambio de energía cinética es: 

L\K = K 
f 

K. 
l 

800 1000 200J 

(22 + 22) 

l,OOOJ 

800J 

Hay perdida de energía cinética, luego, el choque no es elástico. 

29º Un cuerpo de 50kg se mueve con una velocidad v = lSi (mis). Al pasar 

por el punto P(30, 10, -20)m se divide en tres partes de masas : 
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mA = 12kg, mB 18kg y ~ = 20kg. Si las velocidades que tienen A y 

B después de la 

v = 101 + 3] -

división 20i - 2J~ + 3k (mis) son: v A = y 

B 
Sk (mis), encontrar la posición de C luego de 6 seguE_ 

dos si no actúa sobre ella ninguna fuerza. ¿Se conserva la energía 

cinética en la división?,¿aumenta o disminuye? 

Como en la división: Fext = O > P = constan te. Luego : 

50(151) = 12(201 - 2] + 3k) + 18(10i + 3j - Sk) + 20(c1 i + c2 ] + c3k) 

7SOi = 20(21 + c1 )i + 20(1.5 + c2)J + 20(- 2.7 + c3 ) 

igualando componentes obtenemos la velocidad de c: 

750 20 (21 + C1 ) > C¡ 16.5 
m/s l 

o 20 (l. 5 + C2) > C2 - l. 5 mis V 16. si - l. s] + 2. 7k (mis) c 

o 20(-2.7 + C3) > C3 2.7 mis 

Como no actúa ninguna fuerza sobre c, su posición sera: 

r =ro + v t = 30i + 10] - 20k + 99i - 9] + 16.2k 
c 

r = 129Í + lj - 3.8k (m) 

Luego, estará en el punto: P' (129, 1, - 3.8)m 



Energía Cinética: 

Ki i 50(15) 2 = 5625J 

Kf = ~ 12(202 + ii + 32 ) + i 18(102 + 32 + 52
) + ~ 20(16.52 + 1.52 + 

2. 72
) 

Kf = 6 X 413 + 9 X 134 + 10 X 281.79 = 6502 J 

Se tiene: Kf > Ki, la energía cinética aumenta: 6K 877J 

30. Un misil en vuelo explota en tres partes iguales. Una parte continua 

a lo largo de su línea original de vuelo y las otras dos van en di­

recciones cada una inclinada 60º a ambos lados de la trayectoria orí 

ginal. La energía liberada en la explosión es dos veces más grande 

que la energía que tenía el misil en el momento de la explosión 

Determinar la energía cinética de cada fragmento inmediatamente des­

pués de la explosión. 

Tenemos las direcciones como se indica en el diagrama.En el momento 

de la explosión se desprecian las fuerzas externas. 

Por lo tanto, el mornentum lineal 

debe conservarse en las 3 direc-

ciones x, y, z, independienteme~ 
- - -

te, de allí que V1 , V2 , V3 y V 

deben ser coplanares y V2 = V3. 

Teniéndose en la dirección original: 

Antes 
V 

3 

Después 

MV l MV l MV 60° l 60º = ) l + 3 2 cos + ) MV3 cos j- M (V1 + I2 + I2 ) 
1 

V = ) (V1 + V2) 

Por otro lado, se sabe que la energía cinética es: 

> K = 2 _!_ MV2 + l:_ MV2 

f 2 2 

Como también: 

Kf = _!_ !'!. v2 + l !'!. v2 + l !'!. v2 
23 l 23 2 23 3 

_l MV2 
2 

( I) 
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igualando ambos valores de Kf: 

.!._ M (V2 + 2V2 ) > V2 = l (V2
1 + 2V2

2 ) 6 l 2 9 

de ( I) y (II) se obtiene: 

( l )2 
3 (V1 + 

(V1 + V2 )
2 

v2 
l + 2V1 V2 + 

V2 2V1 

finalmente: 

v2 )2 
l 

=9 

v2 
1 

v2 
2 

> 

+ 2v; 

= v2 
1 + 

¡ V1 

v2 

V3 

.!._ MV2 
6 

l M (2 V ) 2 = 1_ MV2 
23 3 

(V2 
l 

+ 2V~) 

2V2 
2 

l 
(V1 + V2) =3 

2V1 2V 

v2 2V 

V 

(II) 

31. Calcular la velocidad v de una bala de masa m que al introducirse en 

un bloque de masa M hace que este se mueva comprimiendo una longitud 

L el resorte que se muestra en la figura. Considere que el bloque se 

mueve sin fricción. 

V 
M 
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Al introducirse la bala en el bloque se tiene un choque completamen­

te Ineslastico, si llamamos V a la velocidad que adquiere el conjun­

to (m + M) después del choque, por conservación de la cantidad de mo 

vimiento lineal se tiene: 

mv = (m + M)V (I) 

y el conjunto (m + M) adquiere una energía cinética: 

K = -} (m + M)V2 

Cuando se detiene, esta energía cinética se convierte en energía po­

tencial del resorte, esto es: 

-} (rn + M)V2 .!_ kL2 
2 > (rn + M)V2 kL2 (II) 

De (1) y (II) 

(rn + M) 
m2 v2 

kL2 

(m + M)2 

2 
V 

kL2 (m + M) 

m2 

L 
V Acm + M) m 

32. Un sistema formado por dos cubos unidos por un resorte esta sobre una 

superficie horizontal sin rozamiento y cuyas características se mues­

tran en la figura. La longitud del resorte sin deformar es de lrn, 

cuando las masas se separan l.20m y se sueltan simultáneamente, dete!_ 

minar las velocidades y distancias recorridas de cada cubo en el mo -

mento cuando el resorte recupera su longitud no deformada. 

0.1 
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Como sobre el sistema 

no actúa ninguna fue~ 

za externa (F = O),la 

velocidad de trasla -

ción del centro de ma 

sa es constante ( R = 
constante), pero como 

inicialmente no hay 

movimiento de trasla-

ción del sistema esta 

velocidad es nula 
o 

(R = u ) . 
Luego, el centro de 

masa del sistema per-

manece inmóvil con 

respecto a tierra. 

A 

~--~~ l.2D 

1 

1 

.1 

Por lo tanto, tomaremos como sistema de referencia el CM. 

Y aplicando las leyes de conservación, se tiene: 

- Momentum: 

- Energía: 

Resolviendo (I) y (II)' 

k (6x)2 = mA v2 
A + mB 

k (6x)2 

obtenemos 
2 

IDA 2 
2 VA 

mB 

VA y VB 

(I) 

+ m v 2 

B B 
• .. (II) 

~ 
k 

0.2 
10 =0.2r =0.4r VA m 

1 (l+ t) 
IDA (1 +-A-) 

mB 

VA 0.516 mis 



0.258m/s 

Observe que hemos obtenido los valores absolutos de vA y vB, estas v~ 

locidades son de sentido opuesto como hemos· considerado al plantear 

la ecuación del momentum, vA es positiva y vB es negativa. 

De la definición de centro de masa~,en este sistema de referencia, 

para los dos estados (deformado, sin deformar), se tiene: 

(ver figura) 

o 
. . . (III) 

Como: 

XA + XB 1.20 + º;2 + ºz1 l. 35 

1 ... (IV) 

x' + x' 1.00 + º/ + º21 1.15 
A B 

_c_M __ x_B _ __,EJ 
l 120 la.2 I 0.1 

x' 
A 

x' 
B 

0.1 

Resolviendo (III) y (IV) se obtienen las distancias recorridas: 

O+ x' 
A 

1.15 ( 1 
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Como: &A X - X
1 

A A 

6xA ( )=0.20( 
1 2 

0.133 m 0.20 
+l 

0.20 X J 
m 

1 l+-A- 2 
mB 

para obtener 6xB, mas rápidamente, utilizarnos el hecho que: 

6.x - 6xA =0.2 - 0.133 0.067 rn 

33. Considerando el sistema mostrado en la figura. El resorte de longi­

tud propia 1 0 es comprimido y al liberarse empuja a las masas m1 y 

m2 • Suponga que ambas masas llegan simultáneamente a los bordes de 

la plataforma y que el resorte no esta ligado a ellas. Se conoce 
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s kg' IDi 

3 rn/ s 

10 kg y la velocidad de ~ al llegar al borde es 

h=l9.62rn 

// ::::- /// :;;;:::./// 3fé///v/// 

Encontrar: 

a) La velocidad de la masa rn1 al salir de la plataforma. 

b) El movimiento del CM hasta que tocan tierra. 

c) La posición donde tocan tierra, ambas masas. 

a) La fuerza del resorte es interna al sistema. Mientras están so 

bre la plataforma, las fuerzas externas son las reacción normal y 

el peso, que se anulan.No hay fricción. Entonces: 

L Fext = O -+ P = constante = O 



Luego: 

p X = mi V 1 X + mi v2 X 

V 
ix 

V 
2X 

o 

10 
S X 3 - 6 m/s 

b) Al salir de la plataforma actúa solamente la fuerza externa de la 

atracción gravitacional vertical. 

Lµego: 

Fext = Ma 
cm 

O >v Xcm 

X X 0 cm cm 

constante o 

M a >a M a > - Mg 
y cm ycm y cm 

yºcm 

El tiempo de caída será para ycm = O 

j2 19.62 
9.81 

2 s 

- g 

c) Como, P =O > v 1 
X X 

constante y v2x=constante. Luego-: 

X} Xo¡ + V¡X t 

X2 X07 + v2x t 

al llegar a tierra t = t 2s 
' 

y con: 
c 

6m/seg 0.1 m 

3rn/seg 0.1 m 

se tiene: 

X¡ 0.1 12 - 12. lm 

0.1 + 6 6.1 m 
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34. Un vagón de masa M reposa sobre un plano sin fricción. Una masa m se 

ata en el extremo de la varilla AB, de longitud i~la cual está pivot~ 

da al techo en A. La varilla se libera del reposo en la posición ho­

rizontal. Determinar la velocidad del vagón cuando la varilla pasa 

por la posición vertical. Considerar despreciable la masa de la vari 

lla y las fricciones. 
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A 
V 

V 

m 

No habiendo fuerzas externas en la dirección horizontal, se conserva 

la cantidad de movimiento lineal P , estando inicialmente en reposo 
X 

se tiene: 

p = o 
X 

> MV + mv o > V=-~ V 
M 

Considerando despreciable el trabajo de las fuerzas internas, tene -

mos que la energía mecánica se conserva esto es, al pasar la masa por 

la posición vertical se tiene: 

O > ~ mv
2 + i MV

2 mgi > mv2 + MV2 

Corno: v 

M2 
m--

2 m 

finalmente: 

~ V se obtendrá: 
m ' 

v2 + MV2 2mgi 

v2 2gi 

> MV2 (~ 
m 

> V 
M ( ~ + 1) 
m n 

+ 1) 

2rngi 

2mgi 

2gi 
M ( ~ +l) 
m m 



35. Un cañón de masa M se encuentra sobre un plano inclinado tal como se 

muestra en la figura. En un momento dado se dispara un proyectil de 

masa m. Si la energía liberada por la explosión es Q y un tercio de 

la misma se transforma en energía cinética del cañón y proyectil, en 

contrar la distancia que sube el cañón por el plano inclinado. 

La fuerza gravitatoria y el rozamiento pueden despreciarse frente a 

las fuerzas impulsivas internas. La fuerza normal que hace el plano 

sobre el cañón en el instante del disparo no puede despreciarse pues 

es también una fuerza impulsiva. 

Por lo tanto, en la direc. x del plano inclinado podemos considerar 

conservación de la cantidad de movimiento lineal . 

Px = constante y como inicialmente están en reposo Px 

MV - m V cos e = o 

MV 
V = e m cos --v. 

Nos dicen que: 

g_ 1 + _!_ MV2 - mv2 
3 2 2 

Luego: 

g_ 1 M2 v2 + _!_ MV2 
3 z-m 2 2 e 

2 
m cos 

Obtenernos : 
y2 2 m 

Q 
cos2 e 

3 M 
(M + m cos2 e) 

O, luego: 
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Una vez que el caii5n comienza a moverse hacia arriba , actGan el peso 

y el rozamiento hasta que se detiene . 

Teniéndose: W = 6E 
f 

µMg cose d Mgd sen e 

gd(sen e + \.1 cos 8) 

1 MV2 . 
2 

_!_ v2 
2 

V2 2gd(sen e + µ cos 8) 

igualando con el valor obtenido de V; se tiene : 

d 1 m Q 
J M 

cos2 e 
g(se.n 8 + µcosB)(M + m cos2 0) 

36 . Considere el péndulo doble en el instante mostrado en la figura , con 

los valores indicados en la misma . 
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Calcular la energía mecánica total del sistema 

() 
fjl 30º 81 2 rad /s ///E/11:11/13/1/ 

82 60º 82 4 rad /s 

m1 Sgr i1 =lOcm 

m2 =lOgr i1 = 5 cm 

m2 

Tomando en el punto de suspensi5n el sistema de coordenadas ( x-y)rno~ 

trado : 

r y 

- Energía potencial . 

U = U1 + U2 = - m1 gi1 cose 1 - m2 g ( i1 cos81 + i1 cos82) 



u /3 l 
- 15 X 10-3 

X 9 81 X 0.1 X z - 10 X 10-3 
X 9.81 X 0 OS X 2 

u - (J/J + l) ¡X 9.81 X 10-3 

U = - lS.2 X 10-3 J 

- Energía Cinética. 

1 2 1 2 
K = K1 + l(i = 2 m1 V 1 + 2 ffi2 V2 

calculo de V1 ! 

XI .2,1 cos 8 i > i1 .2,¡ 8 l sen 81 

Y1 .2,1 sen 81 > Y1 .Q,181cos 8 1 

2 g,2 @2 
U1 6i)2 (0.1 x 2)2 

V1 e1 = 1 

calculo de V2 : 

Y2 y1 + .2,2 sen 8 2 > y2 

} 2 
v1 

(0.2)2 o 04 

.2 • 8• 8 2 8·2 2n • 2 • 8 ll 2 8·2 in x1 - 2x1.2,2 2sen 2 + .2,2 2sen u2 + Yl + 2y1.Q.2 2cosu2+ Q.2 2 cos u2 

2 
V2 

0.04 + 2 X 0.1 X O.OS X 2 X 4 XCOS(60° - 30°) + (0.05 X 4)2 

2 = 0.04 + 0.08 
13 

+ 0.04 = 0.04 (2 + 13) 0.149 v2 2 
luego: 

l 
S X 10-3 

X 0 • 04 + _!. 10 X 10-3 
X 0. lS (0.1 + 0.7S) X 10~3 K=-

2 2 
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K = o.85 x 10-3 J 

finalmente la energía total mecánica será: 

E = K +u = (0.85 - 15.2) X 10-3 = - 14.35 X 10-3 J 

37. Sea un sistema aislado de tres partículas con masas, posiciones y ve­

locidades dadas en un instante con respecto a un sistema de referen -
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cía "O" : 

m1 10 Kg r1 (J, 4, 4)m, V¡ (2, 3, 1) m/s 

(-1,-1,4) m/s 

(2,-4, l)m, V3 (-2 ,4, 5) m/s 

Calcular: 

a) v (velocidad del centro de masas) 
cm 

b) p (cantidad de movimiento lineal total) 

c) Kt (energía cinética total en el sistema de referencia O) 

d) KSCM(energía cinética en el sistema de referencia CM) 

e) L0 (cantidad de movimiento angular total con respecto a O) 

f) LSCM(cantidad de movimiento angular total con respecto al CM) 

m1 v1 + m2v2 + m3v3 
m1 + m2 + ID3 

reemplazando los valores dados: 

a) vcm 

V 
cm 

10(21 + Jj + k) + 5(-i - j + 4k) + 15(-2i + 4j + 5k) 
10 + 5 + 15 

V (20 - 5 - 30)i + (30 5 + 60)3 + (10 + 20 + 75)k 
cm 30 

V 
151 + 85j + 105k -

cm 30 

- 1 ~ 1 7 ... 7 k)m/s V - 2 1 + 6J + 2 cm 

b)P=(m1 + m3) v (10 1 ... + 17 ... + 2. k) + m2 + 5 + 15)(- 2 1 6J cm 2 

P = (-1 si + ssj + 105 k) kgm/s 



c) Las velocidades (rapidez) con respecto a O son: 

V¡ = / z2 + 32 + 12 = /14 

¡(_1)2 + (-1)2 + 42 = /f8 

/(-2) 2 + 42 + 52 145 

de aquí, 

1 
(10)(14) + .!_ (5)(18) + .!_ (15)(45) = 2 2 2 70 + 45 + 337.5 452.5J 

d) Las velocidades con respecto al centro de masa son: vSCM v - vcm 

V¡ SCM= 

v1 scM= 

5 ~ 1 ~ 5 A 

=z-1+6J --zk (2i + 33 + k) - 1 ~ 17 ~ + l k) (- 2 l + 6 J 2 

/< t )' + ( .!_ )2 + ( - 2 )2 /451 
6 2 -6-

A A 1 ~ 17 A 7 A 

j + 4k) - (- 2 i + 6 j + 2 k) 

(- 2i + 4j + 5k) (- .!_ i + 17 ~ + l k) 
2 6 J 2 

- l )2 + ( l )2 + ( l )2 
2 6 2 

/IT1 
6 

de aquí: 

K 1 v2 1 2 1 2 
SCM = Z mi SCM + Z fil V2 SCM + Z IIl3 v3 SC.M 

KSCM = ioo>c4;~)+i(5)(5;~) +i(l5)( ~~1 )=62.64+37.99+43~96 = 

I<SCM = 144.59 J 

e) La cantidad de movimiento angular con respecto a O es: 
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efectuando: 
A ,,. 

k i j 

r1 X V¡ 3 4 4 si + s] + k 
2 3 1 

i j k 

r1 X v2 -4 4 5 21i + 113 + 8k 

-1 -1 4 

... A. k i j 

r3 X V3 2 -4 1 -24i - 12j 

-2 4 5 

se tendrá: 

10(-Bi + sj + k) + 5(211 + 11] + 8k) + 15(-241 

La = ( - 80 + 105 - 360)i + (SO + 55 - 180)] + (10 + 40)k 

Lº = (3Jsi - 75] + sok) kg111 2/s 

f) La cantidad de movimiento angular con respecto al centro de masas 

sera: 
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como; La r X p 
cm 

La y P ya los tenemos calculados y rcm es: 

r cm 

Calculamos: 

m1 ri + ffi2 r2 + m3 r3 

m1 + m2 + m3 

10(3i + 4J + 4k) + 5(-4i + 4J + Sk) + 15(21 - 4J + k) 
10 + 5 + 15 

40i + 80k 
30 

r X p 
cm 

"' i 
4 
3 

-15 

A " j k 

o 8 --226.671-1803+113.33k 3 
85 105 



finalmente: 

LSCM = 335i - 75] + 50k + 226.671+180] - 113.33k 

LSCM =(561.671. + 105] - 63.33k) kgm 2/s 

38. Sobre Una superficie horizontal lisa, se encuentran dos partículas 

m1 y m2 ligadas a dos puntos fijos A y B respectivamente, tal como 

se muestra en la figura. Los elementos de ligazón son inextensi -

bles y de masas despreciables. A la partícula m1 se le imprime una 

velocidad con módulo v 0 de modo que está obligada a chocar elástica 

mente con la partícula m2 que se encuentra en reposo. 

Encontrar: 

a) La energía cinética, cantidad de movimiento lineal y angular del 

sistema antes del choque. 

b) Las velocidades de las partículas después del choque. 

c) La energía cinética, cantidad de movimiento lineal y an~ular del 

sistema después del choque. Comparar con los valores iniciales 

obtenidos. ¿Son los esperados? 

d) El tiempo transcurrido después del primer choque hasta que vuel­

van a chocar las masas por segunda vez. 

Vo 

\ 

1 ffi2 

m1 
ffi2 

-2-

Tomando como referencia al punto A, se tiene: (+) 
1 

m 

JL ____ _ 1 1 
V~ a) K. = 2 ID¡ v2o + o 2m l 

A 

P. ID¡ Vo + o m V 0j 
l 

LAi = p Q, 
~ 

(-m Voj) = m Q, V 0 k r X l X -

b) Conservación de energía cinética: K = constante: 

1 2 2 m¡V 0 

1 2 1 2 2 2 ID¡ VI + 2 IIl:2 V 2 > V 0 

i (+) 
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conservación de la cantidad de movimiento angular: LA 

- m1r1v 0 k = - m1r1v1k - m2r2v2k > v 0 = V1 + 2v2 

constante. 

resolviendo ambas expresiones: 
l ¡V¡ = - J Vo t 

- ~2 > 2 l 
V2 J Vo 

V¡ 

V2 

c) Tomando como referencia el mismo punto A, se tiene: 

m1 v1 + mi v2 

LA =m1 r1 v1 (k) + m2 n v2 (--k) 
f 

l 2 
2 m V 0 

mv 0 j 

Por supuesto,como estas tres cantidades se conservan,sus valores 

finales son iguales a los iniciales. 

d) Sus velocidades angulares w 

tos de giro son: 

v alrededor de sus respectivos puE:_ 
r 

1/3 V 0 

9, 

2/3 V 0 

29, 

> sentido de giro alrededor de A: ~ 

~~ > sentido de giro alrededor de B:E 
Como sus velocidades angulares son iguales ambos recorren una vuel 

ta en el mismo tiempo y volverán a chocar. El tiempo empleado se 

ra: 

211' wt > t 
211' 
w 

/ 

/ 
I 

A~-- - ~:g:n~o- c~::u:. --
./ 

39. Encontrar la relación entre el torque t6tal de las fuerzas aplicadas 

a un sistema de partículas, con respecto a un sistema de referencia 

SL y el SCM. 
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Podernos partir de la relación encontrada en el ítem 6.8 para el rnornen 

tum angular, 

1
s1 

R X p + 1scM 

derivando: 

1 sL 
R X p + R X p + LSCM 

-
siendo, R X p R X MR o, queda: 

LSL R X p + 1scM 

de la Ley de Newton, para el sistema de partículas, 

= ;:¡.ext p F ext - ext 
1 sL SL ' = y 1

SCM TSCM 

se tiene: 

Text R. - ext - ext 
SL 

X F + TSCM 

Nuevamente, con esta expresión, se obtiene una idéntica separación 

para los torques externos aplicados al sistema. Suma de dos: uno 

global, como si todas las fuerzas se aplicaran sobre una partícula 

de masa M ubicada en el centro de masas, mas otro respecto a el (CM). 

40. Determinar el momenturn angular con respecto al centro de masas para 

el caso particular de un sistema de solo dos partículas. Encontrar 

la relación en función del movimiento relativo entre ellas. 

El momentum angular es: LSCM r¡ SCM x i\ SCM + r2 SCM x p2 SCM 

como: PSCM o > Pi SCM p2 SCM 

luego: 1
SCM (r2 SCM ri SCM) X P2 SCM 

pero : r2 SCM - r, SCM = ru 

pecto a la 1. 

posición relativa de la partícula 2 res 

Ademas, como encontramos en el ítem 6.4: v2 SCM 
ID¡ sien 

do v12 la velocidad relativa de la partícula 2 respecto a la 1, se 
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tiene que: P2 SCM µv12 , donde µ es la 

denominada masa reducida. 

Reemplazando se obtiene: 

Vemos que el resultado depende de las masas de las dos partículas 

(µ) y solo de la posición y velocidad relativas de una de ellas res 

pecto a la otra (r12 y V12 ) , independiente de cualquier sistema de 

r ef er encía. 

Nuevamente, como vlinos en el ítem 6.4 para la energía cinética el 

problema de 2 cuerpos se puede reducir al de 1 cuerpo de masaµ. 

41. Se tiene un sistema de solo dos partículas de masas m1 y m1. Anali 

zar la descripción del movimiento de rotación alrededor del centro 

de masas, si el torque total de las fuerzas externas aplicadas al 

sistema es nulo. 
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S . T ext = 0 
i, SCM ' de acuerdo a la Ley de Newton se tendrá conservación 

del momentum angular: 

constante. 

Para un sistema de solo dos partículas, en el ítem 6.8 hemos encon­

trado que: 

luego: 

= constante 

Analicemos la magnitud, dirección y sentido de este vector constante 

(igual al momentum angular). 

Dirección constante: nos indica que el movimiento de las dos pa!:_ 

tículas siempre será en un plano perpendicular a esta dirección. 

- Sentido constante: nos indica que el sentido de giro de las dos 

partículas alrededor de su centro de masas será siempre el mismo 
(no se invierte). 



- Módulo constante: nos indica que el producto (m1 r: SCM + m2 r; SCM)w 

permanece constante, si bien las posiciones y la velocidad angular 

pueden variar, el producto expresado no. (Observe que el módulo w 

de la velocidad angular puede variar, si v,arían las posiciones res 

pecto al centro de masas). 

42. Una partícula de masa m1 se desplaza sobre un plano horizontal con 

velocidad v1 y dos partículas de masas m1 y m3 unidas por una vari­

lla de masa despreciable se mueven con velocidad v2 también en el 

mismo plano horizontal, como se indica en la figura. 

Suponiendo un choque totalmente plástico, calcular: 

a) La posición del centro de masasrespecto de la masa m2 en el momen 

to del choque. 

b) El movimiento del centro de masas. 

c) La velocidad angular de rotación alrededor del centro de masas des 

pues de1 choque. 

9, 1 m 

V¡ 20rn/s 

V2 lOrn/s 
V2 --- rn1 m:z = m3 lkg. 

m1 V¡ 

a) En el momento de choque el centro de masas esta en una posición, 

tomando como referencia ffi2 : 

X 
cm 

m1 (O ) + m1 (O ) + m3 (O) 
m1 + m1 + m3 

(m1 + m2) (0) + m3 (9,) 

m1 + ffi2 + m3 

ü 

b) La cantidad de movimiento lineal se conserva: P 

m1 v1 i - (m2 + n13 )v2 i = (Ill! + ffi2 + ffi3 )V 

ID¡ V¡ - (Ill2 + m3 )v2 i V 
m1 + m2 + ffi3 

1 (20) - 2(10) 'l-
V 

3 
1 

V o 

MV constante. 
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Luego, después del choque el centro de masas permanece en la misma 

posición. 

c) Cantidad de movimiento angular antes del choque con respecto al 

centro de masas: 

1
scM m1 r:: v' + m1r~ 

~ 1 
+ m3 r:~ X ~~ X l X V2 

donde: -, 1 4 

""' 
(20 - O)i 2oi ri 3J y: 

1 ,. -v1 (-10- O)i =-101 
r' 3J 2 

v~ (-10- O)i =-101 

r' 2 '> 

3 3 J 

reemplazando y efectuando: 

LSCM = l{[ (- ~ j)x(20i)] +[ (- i j)x(-lüi)]+[ ( ~ j)x(-lOi)]} = lOk 

Al no haber torques externos, esta cantidad de movimiento angular se 

conserva y como la cantidad de movimiento angular después del choque 

con respecto al centro de masas en función de la velocidad artgular oo 

de rotación alrededor del centro de masas es: 

se tiene: 

10 ,.. 
3k 

La velocidad angular de rotación es: 

w lO " =15 k 273 k rad/s 

-+------------- X 

43. Dos patinadores sobre hielo de SOkg cada uno, se aproximan siguiendo 

caminos paralelos y separados Jrn. Llevan velocidad de sentidos 

opuestos y módulos iguales a lOrn/s, respecto a tierra. El primer 

patinador lleva una varilla ligera de Jm de longitud y el otro pati_ 

nadar la coge del otro extremo al pasar frente a el. Supóngase al 

hielo exento de rozamiento. 
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a) Describir el movimiento del sistema, luego de estar unidos por la 

varilla. 



b) Supóngase que uno de los patinadores va jalando de la varilla has 

ta reducir a lm la distancia al otro patinador . ¿Cuál es entonces 

su movimiento? 

c) Comparar las energías cinéticas del sistema para los items a) y b) . 

¿Atnnenta o disminuye? 

a) El movimiento del sistema se puede describir en dos partes , como 

una combinación de la traslación del CM y la rotación de ambos 

patinadores alrededor de un eje que pasa por el CM . 
z 

Al no existir rozamiento no hay fuerzas horizontales externas so 

bre el sistema y , además , al ser la superficie horizontal , el p~ 

so y la normal se anulan . 

- translación del CM . 

-

Teniéndose : F ext O > P = constante >; 
cm 

constante . 

Como inicialmente , antes del encuentro : v1 - v2 y además 

m1 = IIl2 , la velocidad del centro de masas será : 

V cm 
m1 V¡ + IIl2 V2 

m1 +mi 
= o 

El CM del sistema está en reposo respecto a tierra y permanece 
-después del encuentro , pues v es constante . 

cm 

Al encontrarse, los patinadores giraran alrededor del CM unidos 

por la varilla con una cierta velocidad angular . 

Rotación alrededor del CM . 

Teniéndose Text o > 1
scM 

constante . 
SCM 

1 SCM m1 r i' X ; i' + lill ~i X -;i 
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Al estar quieto el CM es lo mismo resolver respecto a tierra que 

respecto al CM, pero no será así en general. 

Antes del encuentro será: 

A 

m Q, V k 

Para 2 partículas en función de w, se tiene: 

1
SCM 

= ICM w 

siendo: 1cM = m¡ ( ! )2 
2 

después del encuentro: 

luego: 

+ m2 ( ! )2 
2 

1
SCM 

f 

2v 
Q, 

1 
2 m 

observe que: vk = 
Q, A 

w 2 k > 

m Q, 2 

-2-

2-
Q, w 

~k 
3 

rad/s 

b) Considerando ambas situaciones, antes y despues,como se muestra 

en la figura:· 

V 
a 

Por supuesto el CM no se mueve pues las fuerzas con que jalan son 

internas. 

Teniéndose: LSCM =constante > LSCM 
a 

w 
a 

w a. 



sl.endo: 

IC~ = m(0.5)
2 + m(0.5)

2 
2m( i- )2 

= i m 

1cM = m(l .5) 2 + m(l .5) 2 = 2m( 1_ )2 = ~ m 
a 2 2 

obtenemos: w b == 9 wa 

60 X 
1 
2 

601<. rad /s 

30 m/s 

> 9/2m = 9 
1/2m 

Los patinadores continúan girando alrededor del CM con esta velo 

cidad angular. 

a) Energía: mv2 

o bien: 
.Q, 2 2 1 2 

K = m( z ) w = 2 ICM w 

con estas expresiones, comparando los valores de Ka y~' se tie 

ne: 

~ 
K 

a 

> K 
a 

wb 

w 
a 

)2 (3 )2 9 

La energía cinética aumenta debido a que se ha realizado un traba 

jo no conservativo. 

44. Resolver el problema anterior considerando ahora que los patinadores 

tienen diferente masa, suponga m1 = 2m:z = lOOkg. 

a) Translación del CM. 

Como: mi 2ID.2 

V cm 

y v2 v1 , la velocidad del CM será: 

2m2 V1 - m1 v1 

3m2 

l - l " 
J V1 = J V i 

Por supuesto constante, antes y después del encuentro. 
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Con coordenadas : 

X cm 

2Ill2 (o ) + ffi2 9, 

3m2 

2m2 (x 0 1 +vt)+m2 (Xo2 -vt) 
3m2 

2/39-

/ 

/ 
/ 

/ 
CM/~ 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

V 
cm 

X cm 
2x o l + X o2 + _l vt 

3 3 cJ---___ -- --- -- -x 
m¡ V¡ 

x = x 0 + l vt = x 0 + v t (como era de esperar) 
cm cm 3 cm cm 

- Rotación alrededor del CM . 

teniéndose antes del encuentro : 

ri=r 1 -r >v; cm 

ri r2 r 
cm 

>vi 

1
SCM. 

1 2 
(2rni 3 

9, 3v l 

en función de w, 

1
SCM 

V2 

2 
+ m23 9, 

1
cM 

V 
cm 

V cm 

4 
- v)k. 
3 

w 

teniéndose después del encuentro : 

1cM = 2ffii ( i 9-)2 + m2 ( I i>2 
3 

2 2 -
3 mi 9, w 

V¡ 

2 
3 

1 -

2 -
J V¡ 

J V¡ 

4 
3 mi 9, V K 

~e 

4 

2 ,. 
3 v1 

-J V¡ 

Como , LSCM constante , igualando se obtiene w: 

4 
9, V 3 ffi2 A V k 20 

w = 
2 

k 2 - = -k rad/s 
9,2 9, 3 

3 m2 

4 i 3v 



b) Al acercarse a un metro de distancia como se muestra en la figura, 

antes y después, se tiene: 

2/39, 2 

w 
- _a 

Como: ICt\ 

fil 

-
- ------ __ '-i_ 

V a 

1 2 2 2 

m2 

2n12 ( 3 ) 2 + IDi ( 3 ) = 3 mi } 

2 2 2 )2 18 = 3 m2 t = 3 m2 ( 3 = 3 m2 

Obtenemos: wb w 
a 

9 ¡;; 
a 

c) Como en el problema anterior: 

~ 
K 

a 
w a 

)2 = ~ (9 )2 

9 20 k 
3 

9 

ICM 
a 

2 2 
J X 1 J 

60k rad/s 

9 
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C A P I T U L O VII 

DINAMICA. DEL CUERPO RIGIDO 

- MOVIMIENTO DE TRANSLACION Y ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO: 

ECUACIONES FUNDAMENTALESº 

- MOMENTO DE INERCIA. 

- EL MOMENTUM ANGULAR Y LA VELOCIDAD ANGULARº 

- ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIJO: 
ECUACION DE MOVIMIENTO. 

- CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR. 

- ENERGIA CINETICA DE ROTACION. 

- RODADURA. 

- MOVIMIENTO DE PRECESION. 

- CENTRO DE GRAVEDAD. 

- EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO: ESTATICA. 
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7 .1 MOVIMIENTO DE TRANSLACION '!. ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO: ECUACIONES 

FUNDAMENTALES.-

Un cuerpo formado por una distribución contínua de materia puede COE-_ 

siderarse compuesto de masas puntuales discretas. Si la subdividí -

mos en n elementos infinitesimales de masa6m., la suma de estos ele 
l 

mentas, en el límite cuando n + 00 y 6m. +O, sera la masa M del 
l 

cuerpo' es to es: 

M lím 
6 m. +o 

l 

n 
!; 

i=l 
6 m. 

l 

Considerando elementos diferenciales de masa dm , se tiene: 

M = f dm 

Si el cuerpo es homogéneo de densidad uniforme p 
M . 
V , se tiene: 

M p f dv 

En un Cuerpo Rígido sus partículas tienen una relación fija entre sí, 

las distancias entre dos cualesquiera de ellas es siempre constante. 

Ningún cuerpo real es estrictamente rígido, pero muchos cuerpos pue­

den considerarse aproximadamente como tales para que podamos despre­

ciar cualquier deformación o vibración. 

Por lo tanto, en general, el movimiento de cuerpo rígido consta de 

un movimiento de translación y de una rotación. Para describir su 

movimiento se necesitan seis coordenadas independientes. Tres coor­

denadas de un punto 0 1 del cuerpo, respecto a un sistema de referen­

cia O(x, y, z), fijan su movimiento de translación. Otras tres coor 

denadas angulares especifican la orientación del sistema de referen­

cia O'(x', y', z') fijo al cuerpo, respecto a O, en su movimiento de 

rotación. Ver fig. 7.1. 

167 



z 

x' 

»----------- y 

X 

x' 

y' 

z' 

trayectoria 
(movimiento de translación) 

Fig. 7.1-Movimiento de translación y rotación de un cuerpo rígido. 
Por simplicidad de dibujo se muestra el caso 

de xllx'llw. Ver la fig. 2.1 que mostraba solo su movimiento 
de translación, ahora el cuerpo gira conforme se traslada. 

Pudiendo considerarse el cuerpo rígido como un sistema de partículas, 

sistema particular como hemos especificado, todas las expresiones g~ 

nerales desarrolladas en el capítulo anterior se podrán aplicar para 

el cuerpo rígido. 

Luego, el movimiento de translación de un cuerpo rígido puede descri_ 

birse con el movimiento de su centro de masa como si fuera una parti_. 

cula de masa M sobre la cual actúa la resultante F de las fuerzas ex 

ternas aplicadas al cuerpo de masa M. Entonces, con respecto a un 

sistema inercial, : 

F M a cm 

La solución de ésta ecuación diferencial nos describe el movimiento 

de translación del cuerpo rígido. El movimiento de una partícula lo 
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hemos tratado con suficiente profundidad y extensión en los primeros 

capítulos, por lo tanto, no es necesario insistir más sobre la tras­

lación de un cuerpo rígido. 

Para describir el movimiento de rotación de un cuerpo rígido, en un 

sistema inercial tenernos la ecuación fundamental: 

d iº 
dt 

Observe que si determinarnos T
0
y L

0
respecto a un punto cualquiera ar­

bitrario que se mueve en forma complicada esta ecuación no se cumple, 

recuerde que se obtuvo con respecto al origen O de un sistema de re­

ferencia inercial. Sin embargo, también recuerde que en el capítulo 

anterior establecimos que el movimiento de un sistema de partículas 

se puede separar en dos, el movimiento de translación de su centro de 

masas y el movimiento de rotación alrededor de dicho centro de masas. 

Por lo tanto, se podrá utilizar esta ecuación si se torna con respec­

to al centro de masa del cuerpo, cualquiera que sea su movimiento. 

El estudio general, a partir de esta ecuación fundamental, del movi­

miento de rotación de un cuerpo rígido es bastante complicado que e~ 

capa al nivel de este libro. Nos limitaremos a considerar sólo alg~ 

nos casos particulares, principalmente estudiaremos el caso bastante 

frecuente de rotación de un cuerpo rígido alrededor de un eje fijo en 

un sistema inercial, otros casos serán el de rodadura y el trompo. 

La complejidad comienza con el cálculo del momenturn angular 1 0 , en 

general su relación con la velocidad angular w no es simple. Hemos 

visto con anterioridad para un par de casos particulares,de una y 

dos partículas,que sí tienen una relación sencilla mediante una can 

tidad que evalua la inercia a la rotación. Cantidad muy importante 

para estudiar el movimiento de rotación de un cuerpo rígido, luego 

primero la definiremos y calcularemos para algunos cuerpo geometri -

cos. Después continuaremos el análisis de la relación entre Loy w, 
una vez calculado L0 podernos derivarlo e igualarlo a la suma de los 

torques aplicados al cuerpo, tal como lo establece la ecuación funda 

mental o segunda Ley de Newton. 
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7.2 MOMENTO DE INERCIA.-
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Para un sistema de partículas el momento de inercia, algunas veces 

denominado también corno inercia rotacional, con respecto a un eje 

de rotación particular es una cantidad escalar definida corno la su 

rna de los productos de las masas de las partículas por los cuadra­

dos de sus distancias respectivas a ese eje. Si designarnos a esta 

cantidad por I , o simplemente I, se tendrá: 
e 

n 
I z 

i=l 
rn. r 2

. 
l 1 

En el sistema internacional SI, las dimensiones del momento de iner 

cía se expresan en: Kg - m2 
• 

Si se tiene una distribución contínua de materia, como el cuerpo rí-

gido, la suma Z se convierte en una integración J que compre.E:_ 

de a toda la masa M del cuerpo, esto es: 

I - J r 2 dm 

y si el cuerpo es homogéneo de densidad constante y uniforme p 
M 
V ' 

entonces: 

I = p J r
2 

dv 

donde la integral abarca todo el volumen V del cuerpo. 

Para cuerpos de forma geométrica sencilla y para algunos ejes, la in 

tegral del momento de inercia puede evaluarse relativamente fácil. 

Como ilustración evaluaremos el momento de inercia.de algunos cuer -

pos uniformes de masa total M. 

Varilla delgada de longitud L, con respecto a un eje perpendicular 

a ella y que pasa por su centro. 

p 
M 
V 

M 
AL 

=> pA= ~ 
L 

I 

I 

~ 1 ~r
2 

1 
IT 

-L/2 

2 M 1 3 
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Aro delgado de radio R, con respecto a un eje perpendicular a su pl~ 

no y que pasa por su centro. 

Es frecuente denominar a este eje como eje polar y su correspondien­

te momento como momento de inercia polar. 

I 
MR 
2TI 

pR2 A j ds 

2TIR 

M 
p = -

V 
M 

LA 

dv = A ds 

M , 2 
2TIRA =...> pR A 

MR 
2n 

Resultado obvio, ya que, en este 

caso, toda la masa del aro equi­

dista la distancia R del eje po­

lar. 

Disco o cilindro de radio R, con respecto a un eje perpendicular 

al disco y que pasa por su centro. 

Nuevamente como en el ejemplo anterior, podemos denominarlos eje 

polar y momento de inercia polar. 

M 
P = V 

__ M_ => 2Tiep 
TIR2 e 

dv = 2Tir dr e 

2M 

R2 

I J r 2 dm = p J r 2 d v 

I l r• 2Tiep ---¡ 

I = ..!_ 11R2 

2 

R 

o 

2Tiepf r 3 dr 

2M R4 

R2 4 

Observe que, a igualdad de masa, 

el momento de inercia del disco 

es rnenor que el aro. 

Conociendo algunos momentos de inercia, existen dos teoremas muy 

útiles para encontrar de forma simple otros momentos de inercia. 
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- Teorema del momento de inercia polar de una placa: 

El momento de inercia polar de una placa con respecto a un eje perpeE_ 

dicular a la misma es igual a la suma de los momentos de inercia de la 

placa con respecto a dos ejes perpendiculares en el plano de la placa 

los cuales se intersectan con el eje polar considerado. 

y 

X 

Fig.7.2-Momento de iner 
cía polar de 
una placa. 
I I + I 

Z X y 

Tornemos dos ejes rectangulares 

x e y en el plano de la placa y que 

se intersectan con el eje polar da­

do que denominaremos z, como se mues 

traen la figura 7.2. Considerando 

un elemento dif 2rencial de masa dm, 

el momento de inercia polar será: 

I f r 2 dm J (x2 + y2 )dm z 

I f y2dm + J 2 dm X 
z 

{ 
I Jy2dm 

Pero: 
X 

I fx
2 dm y 

luego: I I + I 
z X y 

·Como ej 2rnplo, conociendo el mor;,1ento de inercia polar de un disco en­

contrar su momento de inercia respecto a un diámetro. 

Por simetría: 

luego : I I 
z X 

como conocemos: 

se tiene: I 
X 

I I 
X y 

+ I 21 
y X 

I .!_ MR2 
z 2 

-Teorema de Steiner o de los eJes paralelos: 

El momento de inercia Ip de un cuerpo respecto a un eje dado es 

igual al momento de inercia I del cuerpo respecto a un eje paral_e cm 
lo al anterior y.que pase por el centro de masa, más el producto de 

la masa M del cuerpo por el cuadrado de la distancia h que hay entre 

ambos ejes. 
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Consideremos un cuerpo de forma arbitraria y una sección transversal 

del mismo que contenga al punto P y al CM. Denominemos a los ejes 

paralelos que pasan por esos puntos como z y z' respectivamente. Para 

facilitar la demostración escogamos los ejes de coordenadas P(x,y,z) 

y CM(x', y', z') como se muestran en la fig 7.3. Por claridad no se 

muestra el cuerpo ni la sección transversal. 

y 

y' 

dm 
dm 

z 
X 

Plano que contiene al ele­
mento diferencial de masa 
dm. 

Fig. 7.3-Teorema de Steiner o de los ejes paralelos. 
2 

Ip = ICM + Mh 

Tomando un elemento dm, por definición se tiene: 

De la figura, de acuerdo a los ejes escogidos, se tiene las siguien -

tes relaciones: 

r2 = x2 + y2 X X + x' 
cm 

r'2= x'2 + y'2 

h2 = x2 + 2 y +y' 
cm Ycm y cm 
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reemplazando y efectuando: 

I J (x2 + y2 ) dm = J [ (x 1 + x ) 2 + (y 1 + y ) 
2 

] dm 
z cm cm 

I fCx' 2 + y' 2 )dm + J (x2 + y 2 )dm + J 2 x x'dm + J 2 y y'dm z cm cm cm cm 

I 
z fx'dm + 2 y J y'dm cm 

por definiciones: 

J r'
2 dm Iz, 

j dm M 

J x'dm Mx' o 
cm 

J y'dm M y~m O 

luego: 

I I + M h2 

z z' 

por lo tanto, finalmente: 

Como ejemplo, conociendo el momento de inercia de una varilla con res 

pecto a un eje perpendicular que pasa por su CM, encontrar el momento 

de inercia con respecto a un eje paralelo al anterior y que pasa por 

un extremo de la varilla. Aplicando el teorema de Steiner: 
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I 
p 

4 
IT 

Radio de Giro: Cualquiera que sea la forma de un cuerpo, siempre 

sera posible encontrar una distancia radial al eje dado en la cual 

se podría concentrar toda la masa del cuerpo para tener igual mamen 



to de inercia al del cuerpo respecto a dicho eje . A es t a distancia 

se llama radio de giro K, teniéndose : 

MK
2

::I >K= ff 

En la practica es conveniente definir esta cantidad . Los radios de 

giro para los ejemplos desarrollados anteriormente serán : 

Varilla , eje perpendicular por el CM : I = 1 ~ ML2 > K 

Aro, eje polar por su CM I 

• Disco , eje polar por su CM : I 

MR2 > K = R 

.!_ MR2 > K 
2 

R 

12 

L 

213 

Observe que , en general , la masa del cuerpo no puede considerarse 

como concentrada en su CM para clacular momentos de inerica . 

7 . 3 EL MOMENTUM ANGULAR Y LA VELOCIDAD ANGULAR .-

Como ya se ha mencionado anterioremente la relación entre L0 y w no 

es sencilla . Aquí nos limitaremos a analizar esta relación para 

cuerpos rígidos que rotan alrededor de un eje fijo en un sistema de 

referencia inercial . En el apéndice 1 se presenta adicionalmente una 

introducción para el caso mas general de rotaciones alrededor de un 

punto fijo . 

Consideremos un cuerpo rígido que rota con velocidad angular w alre­

dedor de un eje fijo en un sistema inercial, que tomaremos con su 

origen O y eje z de coordenadas coincidente con él . Por lo tanto, 

w = w k. Una partícula o elemento diferencial dm de este cuerpo se 

mueve en una circunferencia de radio a = r sen a alrededor del eje z 

y con una rapidez v = a w (todos los elementos o partículas del cuer 

po tienen igual velocidad angular w) , tal como se muestra en la fig . 

7. 4 
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z 

p=dm V 

y 

X 

Fig. 7.4-Un cuerpo rígido rota con velocidad angular w 
alrededor del eje z de un sistema inercial. 
Se muestra una partícula o elemento diferen -
cial dm de este cuerpo, por claridad no se di 
buj a el cuerpo. También se muestran los vecto­
res correspondientes al elemento dm: r' ¡; y "io. 

El momentum angular del elemento dm respecto al origen O, será: 

'Q: 0 = r X p = r X V dm 

como r y v son perpendiculares, el módulo de este vector es: 

{ 
V

r = saenwa a ) r v dm > con: , se tiene: .Q, 0 

a2 dm (sena )w 

su dirección es perpendicular al plano formado por r y v, teniendo 

un angul0 a con el radio horizontal de giro a. Por lo tanto, I 0 es 

un vector que no tiene la misma diTección de ~. Su componente en 

la dirección de w sera: 

9-o sen a 
a2 dm 
sen a w sen o. (a2 dm)w 



Observe que a2 dm es el momento de inercia de la partícula respecto 

al eje z. 

Continuemos, la componente z al momentum angular total del cuerpo rí 

gido respecto al origen O, se obtendrá swnando todos estos valores 

9, 02 , esto es: 

j a2 dm) w 

llamando I al momento de inercia del cuerpo rígido respecto al eje z, 

I = f a2 dm 

se tiene: 

L02 = I W 

Como w tiene la dirección z, podemos escribir vectorialmente: 

L = I w ºz 

Note que no podemos asegurar que el momentwn angular total L0 y w 

tengan la misma dirección, mas bien, en general se tiene que: 

L0 =J. I w. Sólo en algunos casos particulares se podrá obtener una 

igualdad en esta relación como veremos a continuación. 

Consideremos ahora un cuerpo rígido simétrico con respecto a un eje 

y que rota con velocidad angular w alrededor de ese eje, que denomi 

naremos nuevamente por simplicidad como eje z. Luego, como el cuer 

po es simétrico respecto al eje de rotación, para cada elemento dm 

del cuerpo que consideramos habrá otro elemento de masa idéntico que 

se encuentra en una posición diametralmente opuesta a la misma dis­

tancia del eje de rotación. 

Para calcular en este caso el momentum angular, tomemos dos de estas 

partículas o elementos, que denotaremos con subíndices 1 y 2, 

se muestra en la fig. 7.5 

como 
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Fig º 7. 5 - Un cuerpo si.i-nétrico rota con velocidad 
w alrededor e de simetría z Por claridad no 
se a el cuerpo y se muestra un corte o seccion 
transversal que contiene a dos partículas o elementos 
dm1 y del cuerpo situados en posiciones 
mente opuestas. También se muestran los mornentum an-

ean respecto a O de estos elementos y su suma 
), por conveniencia los vectores se han 

el e central de rotación. 

Los momentum 

nen 

de estos dos elementos con respecto a O tie­

como hemos visto anteriormente su valor es 

,Q,o = ( dm 
sen a 

w 

también las direcciones de ambos estan en un mismo plano con el eje 

y se elevan a con relación al plano horizontal 

de pero sus orientaciones son opuestas respecto al eje z. 

Por lo tanto sobre el plano horizontal siendo 

les y opuestas al sumarlas se Sus componentes sobre el 

eje z son sentido teniendo como valor 

dm) w 



Luego , el vector resultante tiene la dirección z como se indica en la 

fig. 7 . 5 . 

Como (~ 0 1 + ~ 02) y w tienen igual dirección y sentido para cada par 

de estos elementos , el sumar para todos los elementos del cuerpo rígi:_ 

do simétrico se tendrá que L0 y w también tienen igual dirección y 

sentido , obteníendose : 

J a2 dm) w 

Lo I w 

En cursos mas avanzados de mecánica se demuestra que cada cuerpo rígi:_ 

do, independiente de su forma, tiene una terna de ejes perpendícula -

res entre sí en su centro de masa , de modo que sí el cuerpo rota en 

torno a alguno de ellos L0 y w están también relacionados por: 

L0 = :rW . Es tos ejes se denominan Ejes Prá..ncipales de Inercia (Lea el 

apéndice 1). 

Resumiendo, si un cuerpo rígido rota alrededor de un eje fijo se tie­

ne que : 

en general: 

Lo I W 
z 

si el cuerpo es simétrico respecto a ese eje: 

Lo = I w 

si el eje es uno de los ejes denominados ejes principales de inercia, 

así el cuerpo no sea simétrico respecto a él, también: 

7 . 4 ROTACION DE UN CUERPO RIGIDO ALREDEDOR DE UN EJE FIJO . ECUACION DE 

MOVIMIENTO .. -

El movimiento de rotación de un cuerpo rígido alrededor de un eje fi 
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jo en un sistema de referencia inercial es un caso particular muy 

frecuente e importante en el estudio del cuerpo rígido . Como hemos 

visto anteriormente su movimiento general puede separarse en el mo 

vimiento de translación de su centro de masa y en el movimiento de 

rotación alr ededor del centro de masa . Por lo tanto , cuando nos 

referimos a rotaciones en torno a un eje fijo en un sistema iner ~ 

cial incluye el caso de rotaciones en torno a un eje que pase por 

el centro de masa , así no esté fijo en el sistema de referencia iner 

cial , siempre y cuando el e j e móvil se mantenga en todo instante p~ 

ralelo asimismo (eje fijo respecto al CM) . 

En el ítem anterior hemos encontrado , para este caso , que : 

lo = I Ü) 
z 

aplicando la Ley de Newton , en este eje se tiene : 

dt 

luego : 

d (I w 
dt 

Corno T0 , w y a tienen la misma dirección , a lo largo del eje fijo 
z. 

de rotación , para r esolver E~ste caso particular nos bastar a la rela 

ción escalar de la ecuación del movimiento , considerando a tales ve~ 

tores algebr aicament e con dos sentidos opuestos , mas y menos . Esto 

es : 

T = I a ºz 

Esta es la ecuación de mov imient o o Ley de Newton: par a r otaciones en 

torno a un eje fijo , como F = ma par a el movimiento r ectilíneo de 

translación . Por lo tanto , el momento de iner cia I es una cantidad 

que valora la r esis t encia que el cuer po ofrece a cambiar su movimien 

to de rotación (w) por la aplicación de un torque dado , as í como la 

masa m lo ha ce en el movimient o de t r anslación . 

Anal i cemos la r o t ación de un cuer po rígido alr ededor d e un e j e f i jo 

cuando se aplica sobre el una f u er za F en un pun t o P como se muestr a 



en la Íig . 7 . 6 . El cuerpo está ligado al eje z que se mantiene fijo 

por medio de cojinetes en ambos extremos . 

R 

y 

X 

Fig . 7 . 6- Una fuerza F actúa en_un punto P de un cuerpo rígido 
ejerciendo un torque T

0
sobre el cuerpo, que por cla­

ridad no se dibuja . El cuerpo puede girar libremen­
te alrededor del eje z que se mantiene fijo por me-­
dio de cojinetes en ambos extremos . Las reacciones 
~ deben producir un torque que anulen las componen -
tes To Y To • 

X y 

Como se tiene un cuerpo rígido , la fuerza F que actúa en el punto P 

ejerce un torque To = r X F sobre el cuerpo . En general , el vector 

T0 no estará dirigido sobre el eje alrededor del cual puede girar 

el cuerpo . Solo la componente T0 a lo largo del eje puede hacer que 
z 

el cuerpo gire en torno . de dicho eje z . La proyección del torque so-

bre el plano xy perpendicular al eje tienden a hacer girar el cuerpo 

tratando de sacar al eje de su posición fija , por lo tanto , los coji­

netes reaccionaran ejerciendo fuerzas perpendiculares al eje que tran~ 

mitiran al cuerpo produciendo un torque , respecto a O, que será perpeE_ 

dicular al eje con dirección opuesta a la mencionada proyección , es 

decir , de modo tal que anule los componentes Tº y T0 • 
X y 

Analicemos también la rotación de un cuerpo rígido que gira con velo-
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cidad angular w en torno a un eje fijo no existiendo ninguna fuerza 

F que actúe directamente sobre el cuerpo, en este caso se tendrá que: 

o >;: O > w = constante 

Si el cuerpo no es simétrico con respecto al eje de giro, las fuerzas 

de reacción en los cojinetes producen un torque que sera perpendicu -

lar al eje en todo instante y la velocidad angular w permanecerá con~ 

tante. Como ejemplo consideremos una barra con un eje de rotación fi 

jo que pasa por su centro de masa formando un angulo a con ella como 

se muestra en la fig. 7.7 (a). 
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w 

o 

(b) 

asimétrico simétrico 

Fig. 7 .7 -Cuerpo_rígido (b:i.rr.a) que gira con velocidad angular cons­
tante w alrededor de un eje fijo que pasa por su centro 
de masa O. 

Como hemos visto, el momentum angular de cada elemento dm 

al origen O, es: 

io = r x p = r x v dm 

respecto 

su dirección es perpendicular al plano formado por r y v, en este ca 

so, para cualquier elemento es perpendicular a la barra y como puede 

comprobarse aplicando la regla de la mano derecha el producto vecto-



rial r todos tienen igual dirección y sentido Por lo tanto, su 

suma, el momenturn angular ~. sera perpendicular a la barra corno 

se muestra en la , 7.7 (a), 

Loy w no son paralelos y forman un plano, el rnornenturn angular gira 

con la barra en torno al eje fijo de rotación permaneciendo su magni­

tud constante corno lo establece la relación fundamental: 

Las reacciones R estarán en el plano que f orrnan w y producirán 

el torque T o que será a dicho plano en el sentido de g~ 

teniendo se 

1 > 1 

luego, L con velocidad w alrededor del eje manteniendo 

su magnitud constante. Observe que las fuerzas de reacción ~ y el 

con el cuerpo manteniéndose en todo instante la perpendicu-

laridad de y . Note también que el torque no tiene componente 

sobre el eje de giro = o por lo tanto la velocidad w 
z 

permanece constante. 

Si el cuerpo es, simétrico respecto al eje de giro como se muestra 

en la fig. 7.7 ,el momentum angular total tiene la dirección de 

w y permanece constante de acuerdo a la ecuación fundamental 

no existiendo fuerzas de reacción en los cojinetes teniéndose 

o > constante 

Comentario cuando se tiene un cuerpo asimétrico giratorio se pro­

duce un "cabeceo" del eje en los cojinetes, en cambio si es s imé-

trico no existe tal cabeceo. Si la velocidad de es al ta se 

tendrán esfuerzos internos inportantes en los cojinetes acompañado 

de vibraciones, efectos que causan serios problemas a los motores 

y que tienen ias tales corno las turbinas. 
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Generalmente los elementos se diseñan simétricos, pero en la pra~ 

tica hay que hacer las correcciones necesarias con exactitud para 

subsanar las pequeñas deficiencias de fabricación, montaje y pos­

terior mantenimiento. Por todo esto habrá que recurrir a la téc­

nica del "Análisis Vibracional" y al "Balanceo Dínamico". Es co­

nocido que el desbalance en las llantas de los automóviles produ­

cen vibraciones que se transmiten a la dirección y que cuando se 

alcanza cierta velocidad, por resonancia, efecto que estudiaremos 

mas adelante en el capítulo de oscilaciones, es de mayor amplitud. 

Hemos planteado la ecuación de movimiento para la rotación de un 

cuerpo rígido en torno a un eje fijo cualquiera en un sistema de re-

ferencia inercial, Tº z la, adicionalmente diremos que si el eje es 

un eje principal de inercia, ver ítem 7.3, como: 

L 0 = Iw 

aplicando la Ley de Newton se tiene: 

Tº 
dLº d <:rW) 
dt dt 

luego: 

T' o I a 

siendo I el momento de inercia respecto al eje principal de inercia 

y ;: la aceleración angular de giro alrededor de dicho eje. 

7.5 CONSERVACION DEL MOMENTUM ANGULAR.-
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Si el torque total sobre un cuerpo rígido es nulo, el momentum angu­

lar se conserva, esto es: 

si, > > dLo 
dt 

Lo constante. 

o 

Cuando un cuerpo rígido rota alrededor de un eje fijo, tenemos: 

Lo z = I w y I a 



Luego, si T0 z 
O, entonces: a O y w = constante. 

Un caso relevante de la conservación del rnornenturn angular es cuando 

el momento de inercia I de un cuerpo respecto al eje fijo de rota -

ción puede cambiar por una rnodif icación de la configuración de sus 

partes, variando de una forma rígida a otra. En este caso la conser 

vación del rnornenturn angular se expresa corno: 

Iw constan te > 11 w1 

Si I cambia, w debe cambiar a pesar de que Tº = O. Corno I depende 
z 

del cuadrado de la distancia de los elementos del cuerpo al eje de 

rotación, variando estas distancias se puede obtener una considera -

ble variación de w. 

Recuerde que el caso de eje fijo incluye el caso de eje que pasa por 

el CM manteniéndose paralelo así mismo. 

Los bailarines, patinadores, acróbatas, trapecistas, clavadistas,etc, 

frecuentemente utilizan este principio. Cuando saltan con una cier­

ta velocidad angular respecto a un eje que pasa por su centro de ma­

sa, recogiendo sus brazos o ambas extremidades, según sea el caso, ~ 

cia el eje de giro, reduce su momento de inercia aumentando su velo­

cidad angular y mayor sera el número de revoluciones que podrá dar en 

el tiempo de vuelo, antes de caer. 

Para recalcar este hecho e ilustrar la ley de conservación del rnornen 

tum angular, seguramente su profesor hará en clase una exhibición de 

mostrativa didáctica, utilizando una plataforma o banco giratorio al 

rededor de un eje vertical, pesas auxiliares, una rueda de bicicleta, 

y la colaboración de un estudiante. Ver fig. 7.8. 
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Fig. 7 .8- Conservación del momentum angular alrededor de eje fijo. 
El momento de inercia I d la velocidad angular 
w aumenta. 

Cuando un cuerpo rígido gira alrededor de un eje fijo con una veloci 

dad angular w un elemento de masa dm situado a una distancia perpeE_ 

dicular del eje de rotación tiene una velocidad v = r w. Luego, 

su . ,,, . 1 d ,,2 cinetica es 2 m , i dm w2 y la cinética to 

del cuerpo sera 
1 
2 f Como dm es el momento de 

del cuerpo respecto al eje de rot~ción se tiene 

K l I w2, 
2 

Por lo tanto, la cinética de de un cuerpo al 

rededor de un e fijo tiene una expresión a la de la ener 

cinética de translación de un cuerpo. Nuevamente vemos la corres 

pondencia que existe entre el momento de inercia I y la masa M, y en 

la velocidad angular w y la velocidad 

Analicemos ahora la relación Trabaj cuando se aplica una 



fuerza F a un cuerpo rígido que puede rotar alrededor de un eje fijo 

z. En un tiempo dt, un punto P del cuerpo se moverá una distancia 

ds siguiendo una trayectoria circular de radio r al Ufr 

de, teni~ndose ds = r de, ver fig. 7.9. El trabajo dW hecho por la 

fuerza F durante la rotación de es 

en donde Ft es la componente 

de F en la dirección de dS. 

Pero, Ftr es la magnitud de 

la componente del torque ins 

tantáneo sobre el eje de ro­

tación, T0 , ejercido por la 
z 

acción de F sobre el cuerpo. 

Luego: dW de 
z 

Esta expresión para el traba­

jo diferencial efectuando en 

la rotación en torno a un eje 

fijo es análoga a la expresión 

del trabajo diferencial efec -

lo 

y 

o l 
I 

X 

tuado en la translación a 

largo de una línea recta, 
Fig 7.9-Tra~ajo hecho por una fuer 

dW = F dx. 

za F en 
angular 

X dad no se muestra el cuer-
por rígido.dW 8 

Si sobre el cuerpo actúa mas de una fuerza, la componente del torque 

resultante sobre el eje z, algebraicamente se tendrá 

sera: 

+ ... + T0 y el trabajo diferencial total 
z 

n 

dW de 
z 

En el item 7.4 hemos establecido que la ecuación de movimiento para 

rotaciones de un cuerpo rígido en torno a un eje fijo es 

I a I dw 
dt 

luego, reemplazando en la expresión del trabajo se obtiene 

dW = I 
dw 
dt d8 I dB d w = I wdw 

dt 
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finalmente, el trabajo total entre dos estados 1 y 2 sera: 

W2 1 1 
W12 J I w dw I w~ - 2 I w2 V - K1 .6K 

2 ' 
'-'2 

W¡ 

Esto es, el trabajo del torque resultante es igual al cambio rle la 

energía cinética de rotación, en analogía con la relación trabajo­

energía para el movimiento rectilíneo de translación. 

Para obtener la potencia instantánea P en el movimiento de rotación 

alrededor de un eje fijo, consideremos nuevamente la expresión dif~ 

rencial del trabajo para un desplazamiento angular d0, teniéndose 

en un dt: 

dW 
dt 

d0 
dt 

Nuevamente, obtenemos una expresión rotacional análoga a P 

rrespondiente al movimiento rectilíneo de translación. 

F v co­
x 

Antes de seguir adelante, analizando algunos movimientos en los cua­

les el eje de rotación no esta fijo, aprovechemos la oportunidad pa­

ra resumir la analogía que hemos encontrado repetidamente entre el 

movimiento rectilíneo de translación y el ~ovimiento de rotación de 

un cuerpo rígido en torno a un eje fijo. 

- Inercia: 

Cantidad de movimiento, 
Momenturn 

Ecuación de movimiento, 
Ley de Newton. 

- Trabajo. 

- Energía Cinética 

- Potencia 

.... 

.... 

m(masa) < > I(momento de inercia) 

p m V < >Lo lW 

F ma < > Tº la 

w fF dx< >w J Tº d0 

K 
1 2 < >K 1 I w2 
2mv 2 

p F V < > p Tº w 



7 . 7 RODADURA. -

Hasta ahora sólo hemos considerado cuerpos rígidos qu~ rotan alrede­

dor de un eje fijo. Cuando un cuerpo rígido rueda se tiene un movi­

miento combinado de translación y rotación. Consideremos un disco 

o cilindro, de masa M y radio R, que rueda sin deslizar sobre una su 

perficie horizontal como se muestra en la figo 7.10 

Si el disco gira con una velocidad 

angular w transladandose con una 

velocidad lineal vcm' rodando, es­

tas dos cantidades están relaciona 

das 

dado que: ds R d e 
ds d e 
dt 

R--
dt 

se tiene: V RW 
cm 

/// _3 /// =3-/l/=::;;;// ?f/l==P //:::=/),'::=-/// =3-//'3::./I 

Fig. 7.10.- Disco rodandoº 
velocidad angular w 
velocidad lineal v 

era 
P punto de contacto. 

Recordemos ahora, como vimos en el ítem 6.4, la energía cinética to­

tal en un movimiento combinado de translación y rotación puede expr;:_ 

sarse corno: 

.!_ M v2 + K 
2 cm SCM 

El primer termino esta asociado con el movimiento de translación del 

centro de masa, y el segundo termino con el movimiento de rotación 

respecto a un eje que pasa por el centro de masa del cuerpo rígido. 

El disco rueda manteniéndose en el plano de la figura, luego, el eje 

se mantiene paralelo asímismo y como vimos en el ítem 7 .4 este caso 

puede considerarse como eje fijoº Por lo tanto, la energía cinética 

respecto al centro de masa, conforme hemos encontrado en el ítem an­

terior, será: 

y la energía cinética total: 

K 
1 
-;¡- M v 2 

L. cm 
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Si el momento de inercia del disco es: ICM -i MR
2 

se tiene: 

K _!_ M v 2 + -
4
1 

M ( R w ) 2 

2 cm 

como R w = queda: 

3 v2 
K = 4 M cm 

Observe que en este caso se tiene: 

-3~ K _!_ M v 2 > Energía cinética de Translación del CM. 
2 cm 

-3
1 K _!_ M v2 > Energía cinética de rotación alrededor del CM. 4 cm 

También podemos hacer la siguiente transformación de la expresión de 

la energía cinética total, que nos conducirá a una interesante ínter 

Como: v 
cm 

física, veamos: 

R w se tiene 

K _!_ M R2 cJ + 1 
2 2 I w 2 

cm 

Recordando el teorema de Steiner: Ip = ICM + MR2 en donde Ip es el 

momento de inercia respecto a un eje paralelo que pasa a través del 

punto de contacto P, eje que se denomina Eje Instantáneo de Rotación. 

La cinética total toma la forma: 

Por lo tanto la rodadura de un cuerpo rígido puede ser considerado 

como una rotación pura en torno al eje instantáneo 

de rotación. 

Consideremos también otro caso particular de rotación de un cuerpo rí 

gido en torno _a un eje móvil Movimiento de un Trompo Simétrico con 

un punto fijo en un sistema de referencia inercial. 



En • 7 o se mues en un íns 

con una velocidad 

dado, 

w en torno 

un trompo que 

su eje de 

manteniendo su punta a en el origen O como pivote sistema 

de referencia inercial (x y z), El eje del trompo formando un 

gulo e con el eje vertical z, se mueve de manera relativamente lenta 

a 

en torno a la vertical en un movimiento llamado de precesión con 

una velocidad 

X 

.11~ 

de precesión 

z 

(a) X 

Trompo simétrico con 

Movimiento de preces 
de la vertical. 

z 

-....... 

(b) 

punto fijo O. 

"' \ 
/ 

/ 

) 

del eje del trompo 

Si el eje de simetría del Trompo estuvier en el espacio como 

vimos en el ítem 7.3 se tendría 

tando en torno a la vertical 

cid e con el eje del trompo. 

= I Pero este 

I w es es 

embargo si w <<w 

e 

no coin-

corno hemos 

asumido la desviación que se presenta 

respecto a w que está sobre el eje la 

este efecto de con 

tanto, podemos considerar que 

el eje del trompo en torno al 

despreciar. Por lo 

y w son coaxiales y que 

e z como se muestra en la 

rota con 

. 7. L 

La fuerza R en el apoyo O no ejerce torque respecto a el. El torque 
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resultante es debido al peso mg, que actúa hacia abajo en el centro de 

masa o centro de gravedad como sabemos por cur.sos anteriores, y que 

precisaremos con mas detalle posteriormente en este mismo capítulo' 

luego: 

To = r X mg 

La direcci6n de ~º es perpendicular al plano formado por r y g, y por 

lo tanto al eje del trompo en el sentido indicado en la fig. 7.11, con 

magnitud: 

T 0 = m g r sen(l80º - 8) = m g r sen 8 

Observe que conforme el trompo precesa el plano mencionado, y por lo 

tanto también T0 , giran en torno al eje z. 

Aplicando la ecuación fundamental: 

se tiene: 

Luego, dL 0 tiene la dirección de T 0 y como T 0 es perpendicular a L 0 , 

el nuevo momentum angular L 0 + dL 0 , transcurrido un intervalo de tiem 

po dt, tiene la misma magnitud que L0 pero diferente dirección. Por 

lo tanto, conforme transcurre el tiempo, la punta del vector L0 se 

mueve en un círculo horizontal de radio L 0 sen8, como se muestra en 

la f ig. 11 (b). Como el vector L 0 se encuentra a lo largo del eje del 

trompo, este eje también rota en torno a la vertical con el punto de 

apoyo O fijo, movimiento que hemos denominado de precesi6n. 

Calculemos la velocidad angular de precesión w , observando la fig. 
p 

7.ll(b) podemos escribir que: 

di+.L
0 

sen 8 > dLo 
't' dt 

como este caso: 
dLo 

To -ª! w tiene: en dt y 
dt ' 

se 
p 

To w 
p 

Lo sen () 
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luego 

como además : 

w 
p 

m gr sen e, obtenemos: 

vectorialmente, como w es un vector que tiene dirección vertical p~ 
p 

demos escribir: 

w 
p 

A 

k 

su sentido dependerá del sentido de giro w del trompo, será positi_ 

vo si L0 apunta hacia la cabeza del trompo como en la fig. 7.11 y ne 

gativo si L0 tiene sentido opuesto. 

Considerando la aproximación asumida, podemos poner que 1
0 

se tendrá: 
I w 

w 
p 
~ 

I w 

Por lo tanto w 
p es inversamente proporcional a w. Si w es rela 

tivamente grande, w será pequeña. Teniéndose corno requerimos ini 
p 

cialmente w <<w. 
p 

gulo e. 
Note también que w es independiente del án­

p 

y 

Cuando un trompo real se pone a "bailar", por fricciones w decrece y 

w aumenta. Hecho que los niños, en algunos lugares, dicen que p 

el trompo se pone "borracho". Como también ya no se tiene la apro'xi_ 

mación w <<w, el ángulo e aumenta hasta que el cuerpo del trom­p 
po llega al piso. 

Los vectores w , L0 y T0 pueden relacionarse vectorialmente, a par­p 
tir de la expresión escalar planteada para este movimiento: 

T 0 = w 
p L0 sen e y con la usual regla de la mano derecha, se puede 

fácilmente identificar la relación entre ellos como un producto vec-

torial, esto es: 
W X L 0 p 
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Para experimentar este efecto de precesión con un ángulo mayor al mo~ 

tracio, p.e. B·= 90°, se puede utilizar un juguete comercialmente vendí 

do como un trompo giroscópico, ilustrado en la fig. 7.12. 

Fig. 7.12-Trompo giroscópico. Relación vectorial general: 

1'0 = W X L 0 
p 

Observe que si el trompo no está rotando (w =O). El momentum angu­

lar L0 + dL 0 es igual a dL 0 luego de un tiempo dt y de acuerdo a la 

Ley de Newton tiene la dirección de T0 • Por lo tanto, no se da un 

movimiento de precesión, el trompo simplemente rotará, descendiendo 

el extremo no apoyado,en torno a un eje que pasando por el punto de 

apoyo tiene la dirección de T0 • Pero si el trompo está inicialmente 

rotando, como hemos analizado previamente, precesará, manteniéndose 

su eje en un plano horizontal. Este hecho es similar a la situación 

que se da en translación, la trayectoria que describe una partícula, 

cuando se le aplica una fuerza, depende de la velocidad inicial que 

tiene. 



En la figura 7 . 13 también se ilustra otro aparato demostrativo muy di 

datico º Consta de un aro de bicicleta con un contrapeso móvil en 

su eje al otro extremo del apoyo , todo esto montado sobre un banco gi_ 

ratorio . Variando la posición del contrapeso se puede cambiar el se~ 

tido del torque y por consiguiente el sentido del movimiento de prec~ 

sión . 

Fig . 7 . 13 - Aparato demostrativo del movimiento de precesión . 

El contrapeso móvil perraite cambiar el sentido de 

T0 , invirtiéndose el sentido de w 
p 
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El giróscopo o giroscopio es otro aparato basado en los principios 

que acabamos de estudiar, de mucha utilidad prácfica. Fue inventa 

do en 1852 por Foucault para demostrar experimentalmente la rota-

ción de la tierra. Consta de una volante con su eje montado en 

tres bastidores o gimbalos corno se muestra en la fig. 7.14, todo 

esto con rodamientos y apoyos de fricción despreciable. 
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Fig. 7.14 Giróscopo 

Los instrumentos basados en el principio giroscópico se utilizan cuan 

do se requiere conservar una referencia direccional. En los pilotos 

automáticos de aviones, cohetes, submarinos, etc. 

Té;Uilbién se utilizan los giróstatos corno estabilizadores de naves, tor 

pedos y aviones. 



7.9 CENTRO DE GRAVEDAD.-

Al estudiar el movimiento de cuerpo,o partícula, una de las fuerzas 

que interviene es la fuerza de atracción de la tierra. A esta fuer 

za gravitacional la llamarnos Peso. 

En particular, cuando se tiene un cuerpo rígido, cada partícula del 

cuerpo es atraída por la tierra hacia su centro. En la práctica, 

considerando que la distancia al centro de la tierra es muy grande y 

que las dimensíones del cuerpo son frecuentemente pequeñas, estas 

fuerzas pueden considerarse paralelas perpendicularmente a la supe.E_ 

ficie horizontal de la tierra y que todas las partículas están sorne 

tidas a la misma aceleración g de la gravedad. 

El peso de un cuerpo es la suma de todas estas fuerzasº Luego, en 

este caso, podemos escribir: 

w 
n 
L w. 

i=l l 

n 
L 

i=l 

n 
1; 

i=l 
m. )g 

l 
Mg 

Ahora nos preguntamos si habrá un punto,tal que,ubicando la resulta~ 

te o peso pasando por ese punto se reproducirán, equivalentemente,los 

mismos efectos del movimiento, tanto de translación como también de 

rotación, que producen las fuerzas gravitacionales que actúan inde -

pendientemente sobre cada una de las partículas que constituyen el 

cuerpo rígido. Este punto existe y se le denomina:Centro de Grave -

dad. Para encontrarlo debemos establecer, consecuentemeL1tes que se 

cumpla que el torque total resultante sea igual al torque de la fuer 

za resultante, ambos tomados respecto a un mismo punto arbitrario 

cualquiera. 

Con el objeta de ser mas generales, no nos límitemos al caso gra-

vitacional, consideremos un conjunto cualquiera de fuerzas que ac 

túan sobre un cuerpo rígido. En general, el efecto que este siste­

ma de fuerzas produce sobre el cuerpo no puede ser reproducido por 

la acción de una única fuerza, la resultante. En otras palabras, 

no siempre es posible encontrar un punto de aplicación de la fuerza 
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resultante, tal que, el torque de la resultante sea igual al torque 

resultante del sistema de fuerzas . Esto seri posible solo en algu­

nos casos particulaes , cuando existe este punto suele llamarse en 

forma gen~rica : Centro de Fuerzas. Estos casos particulares son 

tres : 

- Fuerzas concurrentes en un punto, en este caso, el centro de fuerzas 

estari localizado en el punto de concurrencia como puede verse ficil 

mente, dado que todas las fuerzas tienen igual vector posición res -

pecto al centro de momentos, origen O escogido . 
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Como hemos establecido, se requiere encontrar la posición rcf de . la 

resultante F del sistema de fuerzas F. tal que el torque resultante 
l 

sea igual al torque de la resultante , en este caso se tiene : 

n n 
L r. X F. = r X E F. r X F 

i=l 
l l 

i=l 
l 

Torque resultante: T0 

Torque de la resultante Tº r 
cf 

X F 

igualando r 
cf 

= r 

Fuer zas coplanares , en es te caso , no solo hay un punto si no un con -

junto de puntos del plano que forman una recta de igual pendiente a 

la dirección de la resultante que cumplen con el requerimiento esta­

blecido . Ver problema N~ 52 . 

Fuerzas paralelas, este es el caso que nos interesa analizar . Como 

las fuerzas son paralelas todas tienen igual dirección espacial, di 

gamos k, entonces : 

F. F . k 
l l 

y la resultante sera : 

F 

El to r que total 

n 
L 

i=l 
F. 

l 

n 
L 

i=l 

del sistema 

punto o cualquiera , es : 
n n 

Tº = 1; r . X F . L r. 
i=l 

l l 
i=l 

l 

F. k 
l 

de fuer zas 

X F . k 
l 

n 
L 

i=l 

;.. 

F. )k 
l 

paralelas , 

n 
L F. r: . > 

i=l 
l l 

con respecto a un 

X k 



y el torque de la fuerza resultantes, respecto al mismo punto o, 

es: 

T0 = rcf x F 
n 

rcf X ( ~ 
i=l 

n 
~ F i r cf) X k 

i=l 

Se quiere encontrar la posición rcf del punto de aplicación de F 

para que ambos torques encontrados sean iguales, esto es: 

n 
( ~ F. r f) x k 
i=l i c 

como se tiene igual 

n 
~ F. 

i=l 
l 

r 

n 
¡; 

i=l 
F. r.) 

l l 

dirección, esta 

n 

cf 
1: F. r. 

i=l 
l l 

luego, finalmente se tiene: 

n 

i~l F. r. 
l l 

r 
cf n 

¡; F. 
i=l 

l 

,., 
X k 

igualdad se satisface si: 

Volviendo al caso gravitacional, este centro de fuerzas se denomi­

na centro de gravedad, teniéndose: 

n n 
¡; w. r. ¡; m. g. r. 

i=l 
l l 

i=l 
l l l 

r 
cg n n 

¡; w. ¡; m. g. 
i=l 

l 
i=l 

l l 

si consideramos campo gravitacional uniforme, esto es, gi=g=cons­

tante, se tendrá: 
n n 

( ¡; m. r:. )g ~ m. r. 
i=l 

l l 
i=l 

l l 

r 
Mg M 

r 
cg cm 

Vernos pues, que en este caso, el centro de gravedad coincide con 

el centro de masa del cuerpo rígido. Este es el caso que nos in­

teresa y que nos sera de mucha utilidad. Recuerde que el centro 

de masa es un punto invariable que depende solo de las masas de 
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las partículas y de sus posiciones relativas, independientemente del 

sistema de referencia. Ademas, observe que si se tóma como centro 

de momentos, punto O, el centro de gravedad del cuerpo, entonces se 

tendrá que: T 0 = O. Luego, la línea de acción del peso pasa siempre 

a través del centro de gravedad independientemente de la orientación 

relativa espacial del cuerpo. 

Este resultado nos proporciona un método experimental para determi -

nar el centro de masa de una placa cualquiera, como se muestra en 

la fig. 7.15. El cuerpo se suspende de un punto cualquiera y cuando 

esta en reposo se traza una línea vertical que pasa por el punto de 

suspensión, el centro de gravedad debe estar sobre esta línea para 

que el torque total sea nulo. Este procedimiento se repite con otro 

punto de suspensión. El centro de masa estará localizado en el pun­

to de intersección de ambas rectas. Como comprobación se repetirá 

la operación para un tercer punto de suspensión. 

A 

A 

Fig. 7.15 Método experimental para determinar el centro de masa 
de una placa. 

Si el campo gravitacional no es uniforme, g. i constante, mantenien 
l 

do la consideración de paralelismo, como hemos visto, el centro de 

gravedad esta definido. Pero si se tiene un cuerpo muy largo incli:_ 

nado con respecto a la horizontal, el centro de gravedad no coinci­

dirá con el centro de masa y no solo esto, sino que, ademas, su lo­

calización variara con la inclinación del cuerpo. Por lo tanto, en 

este caso, el centro de gravedad no tiene mucha utilidad. 



En consecuencia , finalmente diremos que , las fuerzas de atracción 

gravitacional que actúan sobre las partículas de un cuerpo rígido 

pueden ser equivalentemente reemplazadas, en cuanto a sus efectos, 

por una sola fuerza igual al peso total del cuerpo , W = Mg, pasando 

a través del centro de masaº 

7 .10 EQUILIBRIO DE UN CUERPO RIGIDO : ESTATICA .-

En el capítulo III estudiamos el equilibrio de una partícula , con re 

lación a su movimiento de translación . Cuando se tiene un cuerpo rí 

gido , en general , se traslada y rota. Por lo tanto , de acuerdo a 

las ecuaciones de movimiento anteriormente encontradas , un cuerpo rí 

gido estará en equilibrio mecánico cuando en un sistema de referen­

cia inercial se tengan las siguientes condiciones : 

- Translación : a 
cm 

- Rotación a 

o, 

= o, 

V 
cm 

constante 

= constante 

en torno a cualquier eje fijo . 

> F o 

> T0 = O 

Como siempre es posible encontrar un sistema inercial en el cual el 

cuerpo está en reposo, generalmente hablamos de equilibrio estático 

cuando en particular se tiene que: ~ = O y ~ = O. Pero observe 
Cil1 

que dinámicamente no hay ninguna distinción . 

En un sistema de coordenadas cartesiano rectangular, las condiciones 

de equilibrio de un cuerpo rígido serán : 

- Translación : F 2; F o, F = :E F o, F L F o 
X X.· y Yi z Z· 

l l 

- Rotación T = :E T o ú , Tº :E 't' = o, Tº = ~ 't' = o 
ºx X· y ºy i z ºzi l 

En consecuencia, se tienen seis ecuaciones escalares independientes 

que corresponden a los seis grados de libertad de un cuerpo rígido , 

tres de translación y tres de rotación. Por lo tanto , el máximo 

número de incógnitas que se pueden tener en un problema práctico de 

equilibrio son seis . 
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Si todas las fuerzas que actúan sobre un cuerpo rígido son coplana­

res , las condiciones de equilibrio se reducen a tres . En un plano 

X - y , COn eje Z perpendicular a el , serán : 

Translación : F = L F = O o 
X X. 

l 

- Rotación T = L T0 =O 
ºz z. 

l 

Ecuaciones que corresponden a los tres grados de libertad del movi­

miento de un cuerpo rígido en un plano , dos de translación y una d e 

rotación . Teniéndose tres incógnitas como máximo posible . Este cas o , 

en un plano , es el que con mayor frecuencia se nos pedirá resolver . 

Es importante aclarar q~e en la condición de equilibrio rotacional , 

el torque resultante 1~ se calcula respecto a cualquier punto O. 

Vamos a demostrar que en equil i brio traslacional , cuando F = O, el 

torque resultante T0 , con respecto a cualquier otro punto O' arbitra 

río es igual a T 0 y en equilibrio rotacional se tendrá además que am 

bos son nulos , esto es : T0 = T0 1 = O. 

Con el objeto de generalizar , e ncontremos primero la relación que ex i s 

te entre los torques resultantes con respecto a dos orígenes O y O'. 

El torque resultante del sistema 

(i) de fuerzas que actúa sobre un 
F . 

rígido , l cuerpo con respecto al 

origen o es : 

n 
Tº = L r . X F . 

i=l 
l l 

Fig . 7 . 16-Posición de una fuerza F . 
l 

en los sistemas de referencia O y O'. 

La relación de transformación de posiciones entre dos sistemas de r e 

f e r encia cualquiera O' - r: ~ . o y es : r . = R + Luego , 
l l 

n n n 
Tº L (R + r: ~ ) X F . L r .' X F. + R X L F . 

i=l l l 
i=l 

l l 
i=l 

l 
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n 

como el torque resultante con respecto a O' es : T 0 ,= L 
i=l 

n 
y con : F l; 

i=l 
F., se tiene : 

l 

+ R x F 

r ~ x F. 
l l 

esta expresión es la relación general entre los torques resultantes 

T 0 y T 01 con respecto a dos orígenes cualquiera O y O'. En particu­

lar estamos interesados cuando se cumple la condición de equilibrio 

traslacional , es decir , cuando : F = O. Luego , en este caso queda so 

lamente : 

si ademas , el cuerpo se encuentra en equilibrio rotacional , entonces : 

Por lo tanto, el tratar problemas de equilibrio , luego de haber pla~ 

teado las ecuaciones de equilibrio traslacional , la condición de 

equilibrio rotacional deberá plantearse con respecto a un solo punto 

y no a varios puntos simultáneamente, buscando tantas ecuaciones co­

mo incógnitas . Solamente es aconsejable escoger aquel punto que mas 

nos simplifique los cálculos . 

Sin embargo , teniendo en cuenta que la igualdad de torques (L T 0 =L T0 1
) 

es valida si se tiene equilibrio de translación ( L F = O) , observan 

do que estas expresiones (L T 0 y L =f 0 , ) si bien son iguales general-

mente contienen diferentes variables o incógnitas y teniendo también 

en cuenta que en equilibrio rotacional ambas independientemente son 

iguales a cero (~ T 0 =O y L T 0 , =O), es posible , plantear preví~ 

mente la condición de equilibrio rotacional a diferentes puntos , 

pero hecho esto , cada punto que tomemos nos eliminara la posibilidad 

de utilizar una ecuación de translación . 

En algunos problemas por simplicidad de calculo sera conveniente uti 

lizar esta alternativa, p . e .: ver problema N~ 60 . Pero , recuerde 

siempre , solo se podrán plantear tantas ecuaciones de equilibrio co 

mo grados de libertad . 

En la solución de problemas de equilibrio de un cuerpo rígido tam­

bién es conveniente recordar las recomendaciones dadas en el capít~ 

lo III para una partícula . Ademas , al plantear las condiciones de 
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equilibrio en un sistema de coordenadas , tenga presente que en las 

ecuaciones algebraicas obtenidas se consignan los valores absolti -

t _os de las fuerzas con las direcciones y sentidos asumidos en el 

diagrama del cuerpo libre . Por lo tanto , al despejar las incógnitas 

deben obtenerse valores absolutos , es decir positivos, si se obtie­

ne algún valor negativo esto significa simplemente que la fuerza ac 

túa sobre el cuerpo en equilibrio en sentido opuesto al considerado 

previamente en el D. C. L . 

Finalmente , mencionaremos que el estado de equilibrio de un cuerpo 

rígido puede ser estable , inestable o indiferente , correspondiente­

mente como vimos en el Capítulo IV para una partícula en un campo 

conservativo . 

Cuando a un cuerpo rígido se le desplaza ligeramente de su posición 

de equilibrio , si regresa a su posición original el equilibrio es eE_ 

table , si el desplazamiento aumenta y el cuerpo no regresa a su po­

sición original el equilibrio es inestable y si el cuerpo permanece 

en equilibrio en la nueva posición el equilibrio es indiferente . En 

l _a fig . 7 . 17 se muestran tres cuerpos sobre una mesa en estados de 

equilibrio estable , inestable e indiferente o neutro . 

I 
I 

I 

<.., I 

I 
I 

I 

' ' \ 
....... I 

1 
I 

................ I 
I 

...... / 
/11~ ///:;:./11=// =-///-::?fi / ::3 l ff' ?- / i / ~/~ ~///C, Nr?....-"//~///!f=/# 

(a) (b) (c) 

Fig . 7 . 17-Estados de equilibrio de un cuerpo rígido . 

a) Un cubo en equilibrio estable . 

b) Un cono 1en equilibrio inestable . 

c) Una esfera en equilibrio indiferente . 

Nota : La fricción no permite deslizamientos . 



-APENDICE 1 

INTRODUCCION AL CALCULO DE L0 PARA ROTACIONES DE UN CUERPO RIGIDO . 

Consideremos que el cuerpo gira con una velocidad angular instantá­

nea w en torno a un punto fijo O del cuerpo rígido en un sistema 

inercial , o como ya se ha mencionado se puede tomar respecto al CM . 

Tomando un elemento diferencial dm del cuerpo con vector posición r 

respecto al punto O y velocidad v en el -sistema inercial , el momen­

tum angular total del cuerpo será : 

Lo = f r X p f (r X v)dm 

Como los vectores r son de modulo constante , la velocidad correspoE_ 

diente al elemento dm considerado será : 

-
V W X r 

Por lo tanto , se tendrá que : 

L 0 = f [ r X (W X r) ] dm 

desarrollando el producto triple vectorial con la identidad : 

A X (B X A) = A2 B - A(A .. B) 
queda : 

J [ r 2 w - r (r -w) ]dm 

si el cuerpo es homogéneo de densidad uniforme p ' se tiene : 

f [ r2 -
r:cr: w) ] dv Lo = p W-

desarrollando ésta expresión podemos escribir sus componentes en la 

siguiente forma : 

Lo I w + I w + I w 
X XX X xy y xz z 

Lo I w + I w + I w 
y yx X yy y yz z 

Lºz I w + I w + I w 
zx X zy y zz z 
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Los coeficientes con subíndices iguales, por ejemplo I
22

, son de 

la forma : 

I zz 
j (x2 + y2 )dnt p j (x2 + y2 )dv 

y reciben el nombre de Momentos de Inercia . 

Lo s coeficientes con subíndices diferentes, por ejemplo Ixz' son de 

la forma : 

I 
xz 

- J xz dm - p j xz dv 

y reciben el nombre de Productos de Inercia. 

Los nueve coeficientes forman un conjunto de elementos que se les de 

nomina como las componentes del Tensor de Inercia. 

Si la rotación es en torno a un eje fijo, digamos z, entonces : 

w =W
2

k , y se tendrá : 

I w 
xz z 

I w 
yz z 

I w 
zz z 

Si adicionalmente este eje es tal que los productos de inercia Ixz' 

I se anulan, lo cual es posible pues se tienen valores positivos y 
yz 

negativos de sus coordenadas y los correspondientes productos xz, yz 

que intervienen en el cálculo de los mismos . El momento de inercia 

I con respecto a este eje no se anulará, puesto que x2 + y 2 es 
zz 

siempre positivo , para cualquier partícula o elemento dm . Luego el 

momentum angular total del cuerpo que gira en torno a este eje con 

velocidad angular w, será : 

L
0 

= I w 

donde I es el momento de inercia del cuerpo respecto a ese eje . 

A este particular eje se le d enomina Eje Principal de Inercia . Un 



cuerpo rígido siempre tiene tres ejes mutuamente perpendiculares para 

los cuales se cumple esta relación simple entre L0 y w, llamados: 

Ejes Principales de Inercia. 

En un cuerpo con simetría respecto a un eje, o figura de revolución, 

éste eje y los correspondientes ejes perpendiculares entre sí en el 

centro de masa, son los ejes principales de inercia. 

Finalmente mencionaremos que cuando un cuerpo rota en torno a un eje 

que no es princÍpal, el momentum angular se puede expresar en función 

de los momentos de inercia respecto a los ejes principales de inercia· 

y de las componentes de la velocidad angular sobre los mismos. Esto 

es: 

todos estos cálculos y determinación de los ejes principales de iner 

cía se desarrollan formalmente en cursos avanzados de mecánica. 
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PROBLEMAS 

l. Determinar el momento de Inercia de un cilindro hueco con respecto a 

su eje de simetría. El cilindro de densidad uniforme tiene una masa 

total M y radios Rr y R2 . 

M M p 
V 1T (~ - R; )L 

2rrpL 2M 

<Ri - Ri) 

dv 2rrr dr L 
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I J r 2 dm = p f r 2dv 

R2 
I 21TpL f r 3 dr 

R1 

I 
2M r4 IR' 
(~- Ri) 4 

R1 

I M(R~ - Ri) 

2(~ - ~) 

I i M(~ + Ri) 

Note que I es independiente de L. 

De aquí podemos obtener los momen 

tos de inercia obtenidos anterior 

mente. 

- Di s co . Par a { Ri 
R2 

-Aro . Para {R1 ~ R1 = R} => I=MR2 



2, Determinar el momento de inercia de una esfera con respecto a un diá­

metro. La esfera de densidad uniforme tiene una masa total M y radio 

R. Considerar: 

a) Esfera solida. 

b) Cascara esférica. 

a) Esfera solida. 

d 

M M => prr 
3 M 

p 
V i 1r R3 4 R."3 

3 
2 R2 2 r - X 

dm p dv = p rr r 2 dx 

dm 
3 M (R2 - x2 )dx =¡ R3 

Dividamos la esfera en discos de 

radio r y espesor dx. 

Tornando como elemento diferencial 

un disco, su momento de inercia , 

como sabemos, será: 

1 2 lr 3 M 2 2 ] 2 2 d I = -( dm) r = -;:;i. - .,.,..,_ (R - x ) dx (R -x ) 2 2 4 R-' 

Luego, para toda la esfera; inte-

gr ando para una semiesfera por si 

me tría y duplicando, se tiene: 

3 M 
R 

I = 8 R°3 [ 2 f (R2 - x2 ) 2 dx ] 
o 

3 M 
R 

I 4 R°3 f (R- - 2R2 x2 + x 4 )dx 
o 

3 M (Rs - 3_ Rs + 
Rs 

I =¡ ¡3 3 5 

3 M ( ~ Rs) I =t; ¡3 15 

2 
MR2 

I =-.s 
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b) Cáscara esférica : 

d 

M M => 21rpeR4 = 
1 

MR2 p V 47TR2 2 e 

r = R sen e 

dv=(27rr) (Rde) (e)=L7TeR2 sened8 

Tomemos como elemento díf erencíal 

un aro de radío r , ancho Rde y e~ 

pesar e . El momento de inercia 

del cascarón será : 

I p f (Rsene ) 2 (27reR2 sene )de 

7r 

I 27rpeR4 f sen3 8 de 
o 

_!_ MR2 
7r 

I J sen3 e de 
2 o 

r 1 cose 2 
I 

2 
MR2 - -3-(2 +sen e) 

o 

1 
MR2 2 2 

= _!_ MR2 ( 
4 

I [--(--)J 2 3 3 2 3 

2 
MR2 I 3 

3 . Determinar los momentos de inercia de un aro delgado uniforme , de ra­

dio R y masa M, con respecto a un diámetro y con respecto a una tan -

gente . 
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Conocemos el momento de inercia 

polar : 1 0 = MR2 

a) eon respecto a un diámetro . · 

Aplicando el Teorema del mamen 

to de inercia polar : 

I = I + I 
o X y 

y por simetría : 

I 
X 

I 
y 



luego: 

I 
o 

21 > I 
d d 

t 

l_ MR2 

2 

b) Con respecto a una tangente. 

Aplicando el Teorema de Steiner: 

It ICM + Mh 
2 

It Id + MR2 

It 
1 

MR2 + MR2 
2 

It 1_ MR2 
2 

4. Determinar el momento de inercia de un cilindro solido con respecto a 

un eje que pasando por el CM es perpendicular al eje central. El ci­

lindro de densidad uniforme tiene una masa total M, radio R y longi -

tud L. 

L/2 L/2 

M M > 2 p = - = ~ = p1íR 
V 1íR L 

dm = p 1fR2 dx 

M 
L 

Dividamos el cilindro en discos de 

radio R y espesor dx. Tomemos uno de 

estos discos como elemento diferen -

cial. Conocemos su momento de íner-

cía polar y también con respecto a 

un diámetro, estos son: 

1 
dIP = 2 dm R

2 

~ dm R
2 

Aplicando el teorema de Steiner ten­

dremos el momento de inercia de este 

disco con respecto a un eje paralelo 

a una distancia x del CM del disco: 
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d I Id + dm 2 
X 

e 

1 R2 + x2) p1TR2 dx ( 
1 

d I dm 4 4 e 

d 
M 1 R2 + x2 )dx I 
L 4 

integrando entre 

M 
I [ 2 

L 

e 

L 
duplicando , o y 2 y 

L 

f 
o 

( l. R2 M + x2)dx]= -
4 L 

+ __!_ L31) 
12 

I = l:_ MR2 + __!_ ML2 
4 12 

se tiene : 

21 i R
2 

x 

R2 + x2) 

'I L/2 +~ 
3 

o 

S . Determinar el momento de inercia I de una placa rectangular uniforme , 

de masa M y lados a y b , con respecto a uno de sus lados . Luego de­

terminar I con respecto a un eje perpendicular a la placa que pasa 

por un vértice , también con respecto a un eje paralelo al anterior 

pero que pasa por el centro del rect~ngulo . 

a 
~ 

/ 
/ 

o V 

LI 
X dx 

P =_t!=___!!_ > peb = M 
V eab a 

dm pebdx ~ dx 
a 
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Para el elemento diferencial equidista~ 

te del eje , se tiene : 

2 M 2 
d lb = (dm) x = ( ~ dx)x 

b integrando , obtenemos : 

I = !! 
b a 

a M 
J x2 dx = 
o 

I = !! a3 
b a 3 

a 

l:_ M a2 
3 

similarmente , con respecto al lado a : 

I 
a 



aplicando el teo r ema del eje polar : 

1 (a2 b2 ) lo = lb + l = ) M + a 

aplicando el teor ema de los ejes par al~ 

los : 

1cM lo - Mh2 

o 

( ~ )2 
1CM -} M (a2 + b2 ) - _!_ M(a2 + b2 ) 

h2 a )2 + 4 
2 2 

1cM = 
1 2 TZM(ª + b2 ) 

6 . Determinar el momento de inercia de una barr a delgada de masa M y lo~ 

gitud L, con respecto a un eje que pasa por uno de sus ex t r emos fo r -

mando un angulo a con la bar r a . 

El momento de iner cia del elemento di-

ferencial mostrado es : 

2 M 2 dl = (dm)r = ( L dx)(x sen a) 

M 2 2 dl = ( L sen a)(x dx) 

integrando , 
L 

M L 
sen' a 1 

3 

I 2 f 2 M X = L sen a X dx =1 3 
o 

o 

l 

l 
1 2 2 J ML sen a 

M M > pA 
M 

p =-v AL L 

r = X sen a 

dm = P Adx ~ dx 
L 
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7 . Se tiene una barra delgada de masa M y longitud L. Se conocen los mo 

mentas de inercia IA e IB de la barra con respecto a los ejes norma -

les a ella y que pasan respectivamente por sus extremos A y B. Encon 

trar la distancia del centro de gravedad al punto medio de la barra . 
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L 

o CM 
A 

1 y 
1 

1 
l: ;~ " a 

1 
~ ;. 

1 

1 

1 

1 

l 
b 

'1 

B 

Si IA ~ IB, la barra no es homoge-

nea , y su centro de masa o centro 

de gravedad no coincide con su pu~ 

to medio . 

Relaci6n geométrica entre las distancias d, a, b mostradas en la fi­

gura y que ubican los puntos A, O, CM, B, sobre la barra: 

a+b=~} 
a= d + 2 

a=d+~ >d 
2 

aplicando el teorema de Steiner : 

a - b 
2 

- b2 )=M(a+b)(a-b)=ML(a - b) 

IA - IB IA - IB 
luego : b > a - b 

a -
ML -2- 2ML 

I - IB 
finalmente : d 

A 
2HL 

Por supuesto , si la barra es uniforme: IA O. El CM coinci 

de con O. 



8 . En el sistema mostrado en la figura , determinar : la aceleración lineal 

de las masas, las tensiones en la cuerda y la aceleración angular de 

la polea . 

rn1 

D. C. L. T 

(+) 

- Movimiento de rotación . 

Al considerar que la polea tiene 

masa (inercia) , para que se mue­

va con una aceleración angular se 

requiere que la tensión en la cue!_ 

da sea diferente a ambos lados de 

la polea, T0 ~ O. La ecuación de 

movimiento sera : 

T 0 =Ia >T1R-T2R Ia. 

con : I = l MR2 

2 

(T 1 - T2 ) R = 4- Mia 

la relación entre la aceleración 

angular y la aceleración tangen­

cial en el borde de la polea 

(cuerda) es : 

a 

luego, queda : 

a 
R 

(T1 - T2) = _!_ Ma 
2 
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- Movimiento de translación. 

En el capítulo 3 este problema se planteó, considerando una polea 

ideal sin masa, con una tensión T en la cuerda. Teniendo ahora en 

cuenta que las tensiones a a~bos lados de la polea son diferentes, 

las ecuaciones del movimiento serán: 

mi a } sumando: T
2 

- T
1 

- Illlg+ rn¡ g 
m2 a 

teniéndose: 

en - T2) = (m1 - m1)g - (m1 + m2)a 

resolviendo con la expresión anteriormente 

_!_ Ma 
2 (m1 - m2 )g - (m1 + m2 )a 

1 
(m1 + m2 + 2 M) a (m1 - m2) g 

a = (m1 - m2) g 
1 

m1 + m2 + 2 M 

encontrada queda: 

conociendo la aceleración lineal, de las expresiones arriba plan­

teadas, las tensiones serán: 

T1 m1 (g - a) 

T1 m2 (g + a) 

y la aceleración angular de la polea: 

a 
él. 

R 

9. Con los resultados obtenidos en el problema anterior resolver el pr~ 

blema N~ 18, pág. 193 del Capítulo 3, teniendo en cuenta la inercia 

rotacional de la polea, de masa M = 2kg y radio R = 10 cm. Comparar 

valores numéricos. 
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T 

D. C. L. 

¡ (+) 

3kg 

Comparación de valores numéricos . 

Con relación al pr oblema anterior , PE_ 

demos cons ider ar , equivalentemente , 

que : mi = 2 + 3 = 5kg . 

Luego , 

a=(m1- m2}g = Q~ 
1 1 

m1 +rn2 + 2 M 5+4+ z 2 
=J. 

10 
O. 98m/s2 

T1=m1(g-a)=5(9 . 81-0 . 98)=5x 8 . 83=44 . 15N 

T2 =m2 (g+a) =4 (9 . 81+0 . 98) =4 x 10 . 7 9=43 . 16N 

9 . 81 rad/s2 

el valor de T3 sera : 

T3 =m3 (g-a)=3(9 . 81 - 0 . 98) =3 x 8 . 83=26 . 49N 

- aceleración lineal : 0 . 98< 1.09 m/s2 

- aceleración ?-ngular : 9 . 81 < 10 . 9 rad / s2 

La fuerza externa gravitacional también tiene que acelerar a la polea 

que presenta inercia . Por lo tanto , ahora , se obtienen aceleraciones menores 

- Tensiones : T2 < T< T1 > 43 .. 16 < 43 . 60< 44 . 15 N 

> 26 . 16 < 26 . 49N 

La tensión Única T se desbalancea , en un lado aumenta y en el otro dismi-

nuye . 

Al disminuir la aceleración , la tensión en la cuerda que actúa sobre la 

masa ffi3 tiene que aumentar como puede verse en el D. C. L. correspondiente . 

Si M = O > a = (mi - m2 ) g 

ITIJ + m2 

y reemplazando, podemos comprobar que T1 = T2 = T 

T1 mi (g-a)= (m1 - m1) g 2m1 m2 40 
43 . 60 N m1g - mi --g = 98 mi+ m2 mi + m2 

T1 mz (g+a)= mzg + m (m1 - m2) g 2m1 m1 40 43 . 60 N 
IIl1 + m1 IDJ + m2 g = 9 g 
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10. Una polea de masa M = 5kg y radio R = O.Zm, tiene arrollada a su al 

rededor una cuerda de masa despreciable. Al 'extremo libre de la 

cuerda se sujeta un bloque de masa m = lOkg, y soltándolo del repo­

so cae 3 metros en 6 segundos. 

Calcular el momento producido por el rozamiento en el cojinete, asu 

miendo que es constante. =///55/H!!'!!/#$ 

m 

D.C.L Por causa del rozamiento en el cojinete 

se genera un torque o momento Me que se 

opone al giro de la polea. 

T 
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Ecuaciones de movimiento: 

- Rotación de la polea: TR - M = I 0 a e 
- Translación del bloque: mg - T = ma 

con la relación: a = aR 

resolviendo para Me' se tiene: 

M 
e 

T 

con: 

M c 

TR - Io *J Me =m(g-a)R-Io 

m(g-a) 
l 2 Io = 2 MR , se tiene: 

l mgR - (m + 2 M)Ra 

a ( Io ) - =mgR- mR+ - é R R 

Por otro lado, la aceleración del bloque es: 

y = 4 a t 2 > a = 3:i... 
t2 

2 X 3 1 

6 
m/s2 



Luego, finalmente queda: 

M 
c 

1 1 = 10 X 9.81 X 0.2 - (10 + 2 5)0.2 6 5 
19.62 - TI 19.62 - 0.42 

M = 19.2 N - m 
c 

Por supuesto TR > M , compruebe. 
e 

11. Una barra homogénea de masa M = lkg y longitud L = 3m, se encuentra 

articulada en uno de sus extremos como se muestra en la figura. Sa 

biendo que la barra puede girar libremente sin fricción alrededor 

de este punto, calcular la aceleración angular inicial de la barra 

cuando se le suelta del reposo en la posición horizontal y también, 

la aceleración lineal inicial del CM de la barra. 

o I· 

R 
t 
_ ¡, 

L/2 

lo 

,, 
:::; ~ ~ ¿ e==================::: 
~ o 
~ 

CM 

LMg 
+ l _ 

1 L/2 

.!_ ML2 

3 

Se tiene una rotación pura en torno a 

O, ecuación de movimiento: 

Tº =la >a=~ 
o lo 

en el instante inicial, se tiene: 

L 
Mg 2 

a=-- lg_ 
.!_ ML2 21 
3 

3 X 9.81 
2 X 3 

9. 81 -4 9 / 2 -
2
- - • rn s 

note que a es independiente de M. 

Y la aceleración'del CM en ese mismo 

instante, sera: 

L 3 
ªcm = a 2 = 4 g t x 9.81 = 7,36 m/s2 

note que ªcm es independiente de M y L. 
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12 . Dos masas iguales están separadas una distancia d unidas mediante una 

barra rígida de masa despreciable . Este sistema rota con velocidad 

angular constante w en torno a un eje vertical con un angulo a como 

se muestra en la figura . Encontrar la magnitud del momentum angular 

j1oJ y la magnitud del torque jT 0 !correspondiente . 

m 

d 
X 

2 
sen a 

d 
y 2 sen a 

d z = 
2 cos a 
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m 

m 

m 
..- / 1 d 

:2 cosa 
_______ __J 

o d 
2 sena Este dispositivo ha sido analizado en el 

8 ) cos 

8 sen 

i tem 7 . 4 . 

El momentum angular L 0 es perpendicular 

a la barra y gira con ella manteniendo 

su magnitud constante . Este valor es el 

que nos piden calcular ; veamos : 

Para una de las masas se tiene : 

derivando 

1 
x d 

8 2w sen a sen 
> 

con :S=w y d 
8 2 w sen a cos 

z o 



luego : 

"" "> "" i J k 

9:º = m[- zyi "" yx) k] m r X V m X y z + z:Xj + (xy -
x y o 

efectuando : 

d2 A d2 A d2 A 

m{ (- 4' w cosasenacos8)i + (- 4' wcosasenasen8)j + (4 wsen2a)k 

d2 
m ¡ w[ - cosasenacos8) i + (- cosasenasen8) j + (sen2a) k ] 

Para la otra partí cula se obtiene el mismo valor , luego : 

Lo = 2m r X V = 2Io 

y su módulo pedido sera : 

J1 0 J = i m d2w !'cos2a sen2a cos2 8 + cos2a sen2a sen2 8 + sen4 a 

1 2 = 2 md wsena 

y el torque sera : 

derivando Lo : 

dL 
dt 

T0 i md2w [ (w cos a sen a sen 8) i + (-wcosa sena cos 8) ] + (O)k ] 

T 0 i md2w2
[ (cosa sena sen8)i + (-cosa sen a cos 8)j] 

y el módulo pedido sera : 

IT 1 
1 2 2 / 2 2 28 2 2 2 º = 2 md w c os a sen a sen + cos a sen a cos 8 

l 
T- 1 1 d2 2 / 2 2 ( 2 2 ) º = 2 m w leos a sen a sen 8 + cos 8 

- l 1 2 2 jTº = 4 md w sen2a 

Este tor que es producido por las fuerzas de reacción en los cojine-
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tes del eje y es siempre perpendicular a L 0 • No tiene componente en 

e l eje z , por lo tanto w se mantiene constante . 

13 . Un cuerpo rígido esta conformado por tres partículas iguales de masa 

m cada una y ligadas mediante barras de masa despreciable dispuestas 

como se indica en la figura . Estando inicialmente en reposo en un 

plano horizontal (x, y) , sin fricción , se le aplica una fuerza F Fi 

directamente sobre la partícula 3 . Encontrar la aceleración angular 

del cuerpo rígido y la aceleración de translación de su CM . 

Posteriormente , como ejercicio , determinar estas mismas cantidades me 

<liante las ecuaciones fundamentales efectuando los cálculos en un sis 

tema de coordenadas rectangul ar (x , y, z) . ¿Cual sera la aceleración li 

neal que tiene la partícula 2 ? 

y 

2 

2,Q, 

F 3 X 

D. C. L. Primero encontr emos la posición 

y 

1 

F o 3 

r1 ,Q, \-i + 
= 2,Q, ( 

/). 

+ r 2 l 

r 3 = o 
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2 

-----~ 

X 

2]) 

J) 

del CM . 

r 
cm 

:E m.r . 
l l 

M 
= mi ( i + 4 j ) = ~ ( i + 4 j ) 

3m 3 

El momento de inercia respecto a un 

eje perpendicular al plano pasando 

por el origen o, ser a : 

1 0 = ~ m/i = m(~1 + ~ ) 

con : 13mi 2 



aplicando el t eor ema de St einer , se tiene : 

1CM lo - Mh2 

con h r = ; /U cm 

1CM 
13m.Q,2 3m 17 9} m2 2 ( 13 - Q ) 9 3 

1cM 
~m,Q,2 

3 

Ecuaciones de movimiento : 

Rotación en torno a un eje perpendicular al plano y que pasa por el 

CM . 
F ( 4 9,) 

T = la >a 
T 2 F y= 

~ m22 11 m 
3 

- translación del CM en la dirección x . 

F = Ma > a cm cm 
F 
M 

F 
= 3m 

,Q, 

Ahora , calculemos explícitamente el momentum angular con respecto 

al CM : 

1' ¿; r ~ X m.r ! 
l l l 

Í: m . ( r ! X (W X r ~)) 
l l l 

con : r ! 
l 

r. 
l 

rcm , y considerando que : i=i 1
, j=j 1 ,k=k ', se tiene : 

r ' 1 

r ' 2 

r:1 
con : w 

W X r ' 1 

W X r ' 
2 

W X r ' 3 

" " 1 " 2 (- i + 2j)- 3 ,Q,(i + 4] ) 2 " " = 3 2 (-2i+j) 

.. " ) 1 (' " ) 2,Q,(i+j - 3 ,Q, i+4j = l. 2(5Í 
3 

+ 2j) 

o 1 J) " )= l. i (i + 4]) - 3 2(i+4j -
3 

" = w k 

= ~ ,Q, (- " 
,., 

l 3 
w 2j - l 

1 
,Q, " " =3 w Sj - 2i 

1 ,... 
- 4i =- 3 ,Q, w j 

k 

Nota : Por simplicidad 
de escritura no prim.§: 
mos los vector€s uni­
tarios al ser iguales 
en este caso . 

" j 

,__ ____ i 
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luego : 
"' "' "' 

1 i j k 

r; { W X r 1' ) = ..i 9,,2 - 2 
4 2 ..... = ~ '),2 

A 

X w 1 o = - .Q; w(5k) w k 
9 9 9 

- 1 - 2 o 

A A " i j k 

r ' ( 
- :r; ) = ..!. '),2 5 = ..!. '),2 (29k)= 

2~ t 2 w k 2 X W X 
9 

w 2 o 9 
w 

-2 5 o 

A ;:. " i J k 

rl <w X r1) =.!.iw 1 2 A 

X 1 4 o = - '), w (17k) 
9 9 

- 4 1 o 

teniéndose : 

- 1 2 A 66 2 A 22 2 A 

L ' = g '), wm ( 20 + 29 + 17) k := g '), w mk = J '), w m k 

derivando : 

di' = ~ i 2 m a k 
dt 3 

como el torque es : 

1 ~ ~ - .A 4 A - J '), (1 + 4J) x Fi = 3 '), F k 

finalmente , aplicando la ecuación fundamental 

igualando se tiene : 

22 '),2 = _i tF )> a 2F k 
3 ma 3 = l lm.~ 

y para el movimiento de translación del CM : 

a 
cm 

F F ;'.' 
= M" = Jm 1 

-
T' 

- 17 '),2 k -9 w 

dL ' 
dt 

La aceleración de la partícula 2 , en el instan te inicial (w=O) , ser a : 

a +a cm 2t a + Cl X l~l 

F '> 

3m 1 

F '> 
Jm l 

F 
33m 

cm 

2F <- 1 ( ~ + 2J,,. ) F ,,. 2F " " "' + l lmt K X 3 '), 51 = 3m l + 33m k X (Si + 2j) 

+ -1E_ (SJ":' 
33m 

(7Í: + 10]') 

(ui + 1oj - 4i) 



14. Una varilla de masa M y longi tud L r eposa sobr e una superficie hori­

zontal perfectamente lisa. Una fuerza horizontal constante F actúa 

per pendicularment e sobre la varilla a una distancia a del C. M. duran 

te un intervalo de tiempo ~ t muy corto. Encontrar: El impulso que 

produce la fuerza y la velocidad lineal del CM., la aceleración ang~ 

lar de la varilla mientras actúa la fuer za , l a velocidad angular que 

ha adquirido la varilla asumiendo que a es cons tante teniendo encuen 

ta que ..6t es muy corto y finalment e , la posición de un punto sobre la 

varilla que tenga velocidad lineal cero cuando deja de ac tuar la 

fuerza . 

- Impulso : J = F ..6t 

L - velocidad lineal del CM : 
I' 7 

Q o p 'J i ..6t 
J = ..6p = Mv cm => v cm = M = --M-

CM 

/1 l 
b 1 

L 
l 

a 1 
I = _l_ MT2 

o 12 J... 

- aceleración angula~ de la varilla: 
- - - T aF A 12aF A 
T = I a > a = --º - k = --;:;.rrML k o o lo lo 

- velocidad angular de la varilla: 

si a es constante , w = a ~t : 

w = 12aF..6 t 

ML2 

observe que también podemos encontrar w determinando primero Lo • 

Veamos : 

- J 
A 

a F..6 t 
A 

Lo = r X p = r X = a J k k 

w > - _h aJ 12a F..6 t A 

Como : Lo lo w = k k 
Io Io ML2 
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- Posición del punto 

Si V = 
Q 

o, Q es un 

Q: 

punto 

V cm 

fijo 

= wb 

a un S.I. y podemos escribir que: 
.¡ 

igualando con el valor encontrado anteriormente: 

wb .J 
M 

b 
J J __h__ 12 

Mw ~ Ma 12a 
Io 

El punto Q es conocido como el centro instantáneo de rotación. 

15. Una persona de 80 kg esta parada rígida y perpendicularmente a una 

superficie plana que se encuentra inclinada 30º hacia abajo de la ho 

rizontal. La persona se mantiene en equilibrio suj etandose con una 

cuerda como se muestra en la figura . Si el coeficiente de fricción 

dinámico entre los zapatos de la persona y el piso inclinado es 0 . 1, 

determinar las reacciones en los pies de la persona después que suel 

ta la cuerda que lo sostenía y también encontrar a • cm 
¿Cómo cambian las reacciones si la persona estuviera colgada con am-

bas manos de una barra inclinada? 
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D. C.L. 

/ 

Las ecuaciones de movimiento son : 

- En x, ~x = Ma cm 

- En y , L Fy = O : 

NA + NB - Mg cos a = O 

NA + NB = Mg cos a 

En z , 

M a cm 

Resolviendo estas ecuaciones se tiene : 

- Reacciones normales NA y NB . 

NA+NB=Mgcosa J ¡NA= 4(1-6µ)Mgcosa= 4(1-0 . 6)804 =8g/3 = 135 . 93N) 
NA<NB 

1 1 /3 
NA-NB=-6µMgcos NB= 2(1+6µ)Mgco~a= 2"(l+0 . 6)80g 2" =32g/3=543 . 73N 

Comprobación : NA+ NB Mgcosa 40g/3 679 . 66N 

- Reacciones tangenciales f A y fB . 

µ 13 . 59 N f A NA } f A < fB 

fB = µ NB = 54 . 37 N 

- aceleración a 

a cm 

a cm 

cm 

Mg sen a - µ(NA+ NB) 

M 

9 . 81(-} - 0 . 1 ~) = 
9

;
81 

(1 

Mgsena - µMgcosa 

M 
=g(sena- µcosa) 

0 . 17) 4 . 06 m/s2 

Si la persona esta colgada de una barra inclinada , los valores encon 

trados de las reacciones en el apoyo A y B se intercambian . 
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Teniéndose ahora: 

Esto se debe a que en la ecuación 

de momentos , los producidos por 

f A y fB cambian de signo . Sus sen 

tidos se invierten al encontrarse 

el CM debajo de la barra . 

16 . Se tiene una barra homogénea de masa M y longitud L y una volante (diE_ 

co) de masa m y radio r . Encontrar las reacciones en los apoyos de 

l os ext remos A y B de la barra en el ins t ante inicial mostrado en la 

figura . 

D. C. L. 

, - Barra . 

A CM 

tR ! Mg f A J L/2 

Io 1 2 
= 2 mr 

ªn 
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rB 

~
.,,, 

:======================~ ~ · 
B '/ 

Ecuaciones de movimiento : 

- Barra . 

• Translación : Mg- RA- RB= M ªcm 

L 

B fijo) 
• Rotación : Mg 2 -( (extremo 

°'B 
L 

con : acm=aB 2 y IB 

L/2 

IB - l lv1L2 - 3 

RA 

et:+) 

Mg - RA - ~ = M 
L 

a.B Z 

1 
RA 

1 
Mg 2 - = 3 ML a.B 

- Disco . 

Tr ansla ción: mg + RA - Ro O 

Ro t ación: - RAr Io ªn 
1 2 con: I 0 = 2 mr , queda : 



mg + RA - R0 = O 

1 
- RA = 2 mr ªn 

Por otro lado , se tiene la relación entre las aceleraciones angulares 

de la barra y el disco mediante la aceleración lineal del punto A de 

la barra , es to es : 

Resolviendo estas 5 ecuaciones se obtendrán las 5 incógnitas RA' RB' 

ªB ' ªn y Ro , nosotros estamos interesados en encontrar RA y ~; veamos: 

RA (1 

Mg -

2M 1 > RA 
Mg m Mg 

+ - = 2 Mg 3m 
2(1+ ~: 2(m+ ~ M) 

3 

M a 1. = 
2RA 

_!: = k!_ R R - R = M (-) 
A B B 2 m L 2 m A 

Mg - R ( 1 + ~ ) = Mg - _m_M_,,g..____ 
A m 2 

(1 + k! ) 
m 

1 
Mg(m + 3 M) 

2(m + t M) 

2(m + J M) 

Mg _ M(m + ~)g 
2(m + J M) 

También podemos encontrar ªB' ªn y Ro 

m Mg Mg 
2 

2(m + 3 M) 
2 

L(m + J M) 

L -- a 
r B 

L - -r 
Mg 

2 
L(m + 3 M) 

mg + RA = mg + m Mg 
2(m + ~ M) 

3 

Mg 
2 

r (m + J M) 
7 

mg(m + 6 M) 

(observe: sentido opue~ 
to al asignado) 

(m + 1 M) 
3 
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17 . Un palitroque del juego de bolos, o clava de malabarista , es lanzado 

al aire . Describir su movimiento . Idealizar un cuerpo rígido cons ti­

tuído por dos esferas de masas puntuales m1 y m:z unidas mediante una 

barra de longitud i y masa d':!spreciable . 

230 

- Movimiento de translación : 

"' - Mg k Ma > cm a 
cm 

El movimiento de dos partículas , 

unidas o separadas , ha sido an~ 

lizado con extensión en la exp~ 

sición teórica de este capítulo 

y del anterior . 

gk 

El centro de masa describe un movimiento parabólico en un plano , 

dependiendo por supuesto de las condiciones iniciales . 

- Movimiento de rotación: 

La única fuerza que actúa es la gravitacional , con respecto al CM 

el torque que produce es nulo , T0 = O, de la ecuación fundamental 

se tiene: 

T = dLo 
o dt >Lo = constante . 

t eniéndose un movimiento de rotación en un plano con respecto al 

CM , luego : 

constante 

El cuerpo r ota respecto al CM manteniendo constante la velocidad 

angular de lanzamiento (w = w0 ) . 



18. Una varilla de masa M y longitud H reposa sobre un plano horizontal 

liso. Uno de sus extremos se encuentra fijo en un punto O teniendo 

la barra libertad de rotar alrededor del eje z perpendicular al pl~ 

no en ese punto. A una distancia h del extremo O incide perpendic~ 

larmente a la barra con velocidad v 0 una bala de masa m, golpeando a 

la barra y quedando adherida a ella. Calcular la velocidad angular w 

de la varilla inmediatamente después del choque. ¿Que valor debe te­

ner h, en relación a H, para que la cantidad de movimiento lineal se 

conserve en el choque? 

I = _!_ MH2 
ºbarra 3 

T ext En el choque ºz = O, luego se 

conserva el momentum angular: 

Lºz = I w = constante. 

esto es: 

luego: 

w = m V 0 h Vo 

1 MH2 

--- + l)h 
3 m h2 

La cantidad de movimiento lineal no se conserva, la reacción en la ar­

ticulación O es un~ fuerza externa impulsiva desconocida, teniendose 
ext 

en general que F 1 O. Sin embargo, podemos calcular la cantidad de 

movimiento lineal antes y después del choque e igualando ambas expre­

siones buscar la condición, distancia h, para que se cumpla la igual-

dad. Veamos: 

p. mv. = mVo 
l. l. 

H 1 
pf mvf + Mv f m(wh) + M(w 2 ) (m h + 2 MH)w cm 

1 MH 
+ 1) 1 Vo 2 mh 

pf (mh + z MH) 
( _!_ M H2 + 1 )h mv º ( _!_ MH2 

mh2 + 1) 3 m h2 3 
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igualando , pi 

_!_MH+l 
2 m h 

pf' se tiene: 

+ 1 
H 3 

¡;:> - = -
h 2 

Luego , el valor de h pedido , para que se cumpla esta condición, es : 

2 
h =)H. 

19 . Se dispara una bala de masa m y con velocidad Vo hacia un cilindro s6 

lido de masa M y radio R . ~El cilindro esta inicialmente en reposo y 

se encuentra montado en una barra horizontal fija que atravezando el 

232 

cilindro coincide con su eje .. 
~ d . b R un para.metro e llllpacto = -::¡ • 

~-

La bala incide perpendicular al eje con 

Calcular la velocidad angular del sis 

tema des pues que la bala se incrusta en el cilindro . Considere que la 

bala se incrusta a~ e idealice que el impacto se efectúa a esta dis­

tancia. 

Teniéndose un choque, se conserva 

la cantidad de movimiento angular . 

L0 = constante 

Idealizando el instante del impac­
R 

to a 2 , para este choque plástico 

se tiene : 

R 
mVo z = 
luego : 

w 

1 R2 

z MR
2 + m 4 ) w 

2 ID V 0 

(2M + m)R 



20. Una volante con su eje horizontal se encuentra apoyada sobre una pl.!!, 

taforma que puede girar libremente alrededor de la vertical . 

La volante gira con velocidad angular constante w1 y tiene un momen­

to de inercia I1 con r especto a su eje, que horizontalmente apunta de 

S a N •• Posteriormente . por medio de una "gata" se levanta el extre-

mo N, inclinando el eje 8 ° con r especto a la horizontal durante un 

tiempo ~t , luego lo regresa a su posición inicial horizontal. 

Determinar el angulo que girara la plataforma , indicando la dirección 

del giro . 

s 

Se conoce el momento de inercia 12 del sistema , volante y plataforma , 

con respecto al eje vertical. 

jvolante 
N 

(a) 

\ 

¿_plataforma 

vista lateral 
(b) 

\ 

Inicialmente se tiene un momentum 

angular horizontal : 

L = lt W1 y L = O 
z 

l~ W1 · L 
L . 

como no hay torque externo , 

Text = O > L = constante = O z z 

Al inclinarlo un angulo 8 aparece 

una componente ver .tical, llamemosla 

L1: 
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vista superior 

11 1 sen 8 l1W1sen 8 

debe aparecer un rnornentum angular L:z 

opuesto a 11 , par a que 1 1 + L:z = O, 

esto es: 

12 = - L sen 8 

Como se conoce 12 , también : 

igualando, se obtiene la velocidad 

angular W:z del sistema : 

Ti w 1 
W2 = - -r;- sen e 

en un tiempo 6t , habrá girado un 

angulo S: 

s = W:z l'it 

L. Wí s = -~- sen e 6 t 
12 

Con una dirección de giro de N a E. 

21 . Una barra uniforme de longitud i y masa m puede girar en un plano veE_ 

tical alrededor de un eje horizontal que pasa por uno de sus extremos . 

Si la barra se suelta dejándola caer desde una posición vertical , de­

terminar su velocidad y aceleración angular cuando la barra forma un 

angulo e con la vertical . 

CM · 

N. R. 
l 

o 
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---. 
............ 

7-;-
/1 

I I 

I I 
¡I 

¡I 
¡t 

/1 

--- ....... }¡(/ 
¡I 

¡ I 
¡I 

I I 

e i/ 
I¡ 

/ / 
/ 

I 

Por conservación de energía entre la 

posición vertical y cuando forma un 

angulo e con la vertical , tomando co 

mo nivel de referencia la horizontal 

que pasa por el punto O, s~ tiene: 

Do U8 + K8 rot 

i i cos8 + .!_ I El2 
mg 2 = rng 2 2 ~ 

con : 1 l 
1 0 = 3 mi queda : 

mgi = rngi cos e + -} mi2 82 



g(l - cos 8) = 4 i 82 

3 
Luego, la velocidad angular es : 

Ei ~ h (1 - cos ~ 
y la aceleración angular , derivando se obtiene : 

.. de i ~ 112 _l/2 
8 = dt = 2 ( )!, ) (1-cose) sene e = 

1 3 l/
2 

1/2 t3 / ] = 2 (~) (1-cos e)- sene~2f ) 1 2 (1-cose) 1 12 

e 3 .s. 
2 R- sene 

22 . Los extremos de una barra uniforme, de longitud ,Q, y masa m, se apoyan 

sobre dos superficies lisas, vertical y horizontal, como se muestra en 

la figura. Si la barra se suelta dejándola caer desde una posición ver 

tical, determinar su velocidad y aceleración angular cuando la barra 

forma un angulo e con la vertical . 

y 

,Q, 
sene =>:X X 2 cm 

~~ u1 e 
,,.:;:; 
/ 

~-ll-:::;...-/-1-/-~-//-l--:;;;-/W-:./.-l-1',,...:::o'--/l-/-3--

X 
,Q, 
2 cose cm 8 

Por conservación de energía entre la 

posición vertical y cuando forma un 

angulo e con la vertical, tomando co 

mo referencia el plano horizontal de 

apoyo, se tiene: 

U + K + K 
ecm 8cm 8rot . CM 

,Q, 
cose =>y = 

,Q, y -2 2 sene cm cm 9., 1 v2 1 e·2 

v2 - :X:2 + . 
cm- cm Ycm 

1 2 
1cH =TI m9, 

,Q,2 ·2 

4 e 
g 2 = mg ycm + 2 m cm+ 2 1cM 

con los valores obtenidos con la f i 

gura, queda : 
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Sl Sl e + i mfl
2 92 1 2 02 mg 2 = mg 2 cos + ---z¡ mfl 

mgfl = mgfl cos e + ~ mfl2 é2 

g(l - cos 8) = ..!. .R, 92 
3 

Observe que es la misma ecuación obtenida en el problema anterior, de 

aquí se obtienen la velocidad y aceleración angular de la que 

rota en torno a un eje perpendicular al plano pasando por el CM. 

J3 ' e = -{ (1 - cos e) y 
•. 3 
e = ~ sen e 

2.Q, 

23 Una barra AB de masa M = lükg y longitud L = 2m, está articulada en el 

punto Cysostenida por una cuerda en el punto D, tal como se muestra en 

la figura. Si se corta la cuerda, calcular la aceleración lineal del 

extremo B y la reacción en la articulación C, cuando la barra ha gira­

do un angulo e = 30° 

A 

D.C L. 
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R 

A 

c 
y 

B 

----,-------+---, 
S Q 6 I j 

CM I I 
I I 
¡ I 

0.4 I 

O 62 = O 693M 6. 



- Aceleración a. de la barra. 

Ecuación de movimiento Rotacional T 
c 

Para 8 = 30º, se tiene 

T 
c a.=--= 

I 
c O 693 M 

- Velocidad angular w de la barra 

9.81 X 0.3 IJ 

o 693 
7 35 

Como la aceleración angular a no es constante, depende del angulo 8, 

recurriremos a la conservación de para determinar la veloci 

dad angular w para el angulo 8 = 30º. Tomando como nivel de 

cía la posición inicial horizontal, se tiene 

6E = O > 6 K + 6 U = O > K2 + U2 K.t + U1 

como: Ki = O y U1 O => K2 + U2 o 

1 2 1 2 > 
con:K2 = 2 Mv cm+ 2 ICM w = 

{ 

v cm = 0.6w} 
k1_

3 

=> K2 = i Mw
2 (0.6

2 + j 
1

CM 

y, 

- Mg(O 6 sen 30º) 

queda: 

1 - 2 Mg X 0.6 

= .!_ Mw2 X 0.693 
2 

1 . 2 1 z MW X 0.693 - z Mg x 0.6 O > w2 9 •81 x 0 •6 -8.49 => w=2.9lrad/s 
0.693 

- Aceleración lineal ªB del extremo B. 

Como este punto describe una circunferencia, y ya conocemos a y w, 

podemos encontrar las componentes normal y tangencial de la acele­

ración. Los módulos de estas componentes, serán: 

a w2 x 1 6 
1y n -

--·-------------, ~ a - a. X 1.6 e e , x t 

13.59 m/s2 

11 76 m/s2 

, 
Luego: I 

I 
/ 

/ 
B 

ªB = /i.3.S-92 + 11.762 = 17 .97 m/s2 

tgS 
11. 76 
13 59 = 0.865 => s = 40 87° 

237 



vectorialmente, se tendrá: 

a 
nx 

= w2 x 1.6 cos 30º = w2 x 0.813 

a ny 

a 
tx 

w2 x 1.6 x sen 30º= w2 x 0.8 

ax 1.6 x sen 30º a X 0.8 

a =-ax 1.6 x cos 30º =-ax 0.813 
ty 

luego: 

O • 8 ( w2 /3 + a) i + O • 8 (w2 
- a /3 ) j 

ªB 0.8(22.06)i + 0.8(-4.24)j 

ªB 17.64i - 3.39j 

con módulo: ªB /17.642 + 3. 392 17 .96 

y angulo y tg-y 3.39 0.1922 >y 
17.64 

Por supuesto, el mismo valor de ªB y con S 

- Reacción R en la articulación C. 
c 

m/s2 

10.88° 

Y + e 

Para determinar la reacción en la articulación, necesitamos conocer 

la aceleración lineal del CM. 

Pero este punto describe una circunferencia conjuntamente con el pu.E:_ 

to B, del cual ya conocemos su aceleración, solo se diferencian en el 

radio. Ahora tenemos un radio de 0.6 en vez de 1.6, luego, tenemos: 

a O. 3 (w2 /3 + a) i + O. 3 (w2 
- a/3 ) 

cm 

a 0.3(22.06)i + 0.3(-4.24)j 
cm 

a = 6.618i - l.272j cm 

Aplicando las ecuaciones del movimiento de translación para el CM, se 

tiene: 

eje x, > R 
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c 
X 

M a cm 
X 

10(6.618) 66.18 N 



eje y, > Re - Mg M a 
y cm y 

R M(g + a y) 10(9.81 - 1.272) 85.38N cy cm 

Esto es: 
R 

R 66. lS:i: + 85.38j e 
e [SJ Rey 

R /66 .182 + 85. 382 
= 108.03N 

e 

tgS°= 85.38 
l. 290 > r 52.22º 66.18 c 

X 

24. Se incrusta una piedra en la cubíer ta per if erica de una rueda de 60cm 

de diámetro en un carro que viaja con una velocidad de 90Km/h. 

Calcular la velocidad de la piedra, respecto a tierra, cuando ocupa 

las pos íciones indicadas con las letras A, B, C y D en la figura mos~ 

trada. 

D 

b 
1 

A 

A 

Luego, vectorialmente se tiene: 

V = V + V1 
P cm P 

La rapidez de translación, respe~ 

to a tierra, es: 

V = 90Km/h cm 
90 

3.6 25 m/s 

La rapidez tangencial respecto al 

CM, por la relación de rodadura 

para la piedra, se tiene: 

v' = wR = v = 25 mis 
P cm 
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Para cada punto, en m/s, se obtiene: 

A, A, 

soi VA 25i + 25j = 

A A 

25(Í-j) VB 25i 25j 

A 

2si ve 25i o 

A A 

25(Í 
A 

VD 25i + 25j + j) 

25. ¿A qué altura sobre la mesa debe golpearse horizontalmente una bola 

de billar con un taco para que la bola inicie su movimiento sin ro­

zamiento entre ella y la mesa? 

h 

240 

h 

Aplicando las Leyes de Newton se tiene: 

2 2 
I = - MR 

5 

- Para el movimiento de transla-

ción: F = Ma 

- Para el movimiento de rotación, 

respecto al CM: Tº la 

F(h-R) = ( i MR2 )a 

Resolviendo ambas expresiones, e 

introduciendo la relación cinema 

tica de rodadura: a = 
2 2 

Ma R(h - R) = 5 MR a 

2 
h R S R 

h R(l + i 

aR,se tiene: 



26 Una fuerza horizontal F sobre una esfera de masa y 

h 

radio R. Como se muestra en la El coeficiente de rozamiento 

cinético entre el horizontal y la esfera es µ Determinar la al 

tura h de 

rodarº 

avii~o~ivu de la fuerza F para que la esfera deslice 

es su aceleración? 

sin 

Aplicando las de Newton se tiene: 

a -

f =µMg 

- Para el movimiento de transla-

ción 

F - f Ma 

F - f F - µMg F 
a = M M M µg 

observe que para a > O es nece 

sario que F > f 

- Para el movimiento de rotación, 

respecto al CM : T0 = la 

Como se requiere deslizamiento 

sin rodadura, w = O y a = O 

Luego T0 = O 

F(h - R) + fR = O 

h = FR - fR 
F 

h = R(l- µM& ) 
F 

R(l 
f 
F 

Observe que como F > f se tiene que h < R. Condición esperada para 

que exista compensación de momentos y poder tener = O. 
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27 . Un rodillo aplanador cilíndrico de masa M = lOOKg y radio R = 0 . 5m, 

se jala horizontalmente con una fuerza constante F = 200N. Si el ro 

dillo rueda sin resbalar sobre una superficie rugosa perfectamente 

horizontal , encontrar las aceleraciones angular y lineal de transl!!:_ 

ción del CM del rodillo . ¿Cual sera el coeficiente de fricción mí-

nimo necesario compatible con este movimiento? 

F 

M,R 

D. C. L. Ecuaciones de movimiento : 

Translación 

Rotación 

~1---

r (+) 
Equilibrio 

F - f = M a cm 

f R 

W - N = O 

f - Relación cinemática de rodadu-

I = _!_ MR 2 

2 
ra : a = aR cm 

Resolviendo estas ecuaciones , se tiene: 

N W = Mg = 100 X 9 . 81 = 981 N 
1 MR2 a 

= I 0 a 2 1 
f 

R R 2 MRa 

1 
MaR > 2 F 2 200 8 

F - 2 MRa O'.. =3 :MR = 3 lOOx0 . 5 =3 

Ra 1 8 4 
1.33 m/s2 a =2x3 =3 cm 

f 1 = .!_ Ma 1 100 4 200 66 . 67 N 2" MRa = 2 X X-=--2 cm 3 3 

f 200/3 2 0 . 068 µmin N 100 X 9 . 81 3 X 9. 81 
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Adicionalmente, observe que si se pide solamente encontrar las acel~ 

raciones a y ªcm' también podemos resolver el problema planteándolo 

como una rotación pura respecto al punto de contacto, veamos: 

p 

Ip = 1 0 + MR2 

= _!_ MR2 + MR2 = l_ MR2 1P 2 2 

Rotación pura respecto al punto de con­

tacto P : FR = Ipa 

luego: 

FR FR 2 F 
a = Ip l_ MR2 

=1 
2 MR 

y, 

Ra 2 F a 3 M' cm 

Por supuesto iguales expresiones a las 

anteriormente encontradas. 

28. Un cilindro que sube por un plano inclinado 60º con la horizontal es 

ta conectado a un cuerpo de 75kg mediante elementos (cuerda y polea) 

ideales tal como se muestra en la figura. El cilindro de 50kg tiene 

un radio de 60cm y recorre Sm sobre el plano inclinado partiendo del 

reposo. Enc~ntrar la velocidad que tiene en ese instante. 

D.C.L. 

Cilindro Bloque 

Io = 4 MR2 

1 
1 

,..J., 
1 1 
1..-....11 

Ecuaciones de movimiento: 

- Bloque. 

Translación:mg - T m a 

- Disco. 

M a 
• cm 

Translación:T-f-Wsene 

Rotación: fR = Ia 
equilibrio: W cos 8 - N O 
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l 
= 2 MRa 

aR 

y velocidad 

una 

CM 

244 

recorre s 

= 4.55 

aR 

gs 

sera 

arrollada 

y el otro 

a, se 

2 073 

su alrededor 

El cílin 

O.Sm se encuentra sobre una super-

extremo libre de cuerda con 

como se muestra en 

deslizar encontrar la 

de del cilin 

de 5 que se inicia 

rugosa 



Resolviendo es 

f = MaR 
1 

f 2 MRa 

aR 4T 

3M 

f = MaR T 

3 
T= MaR > a 

0 6 

4T 
T 

1 

Como ªcm es constante y parte 

5 segundos s 

V 
cm 

6N 

8 

Adicionalmente es tante hacer 

fuerza de fricción f pos 

para ella en el D.C º es el 

o 

reposo, la velocidad al cabo de 

que al haber ob 

indica que el sentido considerado 

afectaría considerar el sentido ? Veamos 

D.C.L. T f M >T f Ma,R 

MRa 

T MaR --=>a 

aR 

(Incorrecto) f MaR T 



El valor de f en la solución matemática debe ser positivo (módulo o 

valor absoluto) . Luego, el signo negativo nos indica que el sentido 

asumido es contrario . 
Observe que en este caso no afecta para determinar las aceleraciones 

a y ªcm Esto se debe que en rodadura,como hemos visto , con respecto 

al punto de contacto se tiene una rotación pura y no interviene la 

fricción en el torque. Esto es : 

p 

Ip lo + MR2 

Ip = 1 MR
2 + MR

2 = i MR
2 

Rotación pura respecto al punto de 

contacto P. 

luego, 

y , 

2TR 

a cm aR 

4 

3 

4 T 
3 M 

T 

MR 

obteniéndose los mismos valores arriba encontrados . 

30 . Un cuerpo rígido uniforme cilíndrico, de masa M y radio R, tiene arro 

llada a su alrededor una cue:rda de masa despreciable , con un extremo 

fijo al cuerpo y el otro libre . Encontrándose el cilindro inicialmen 

te en reposo sobre una superficie horizontal perfectamente lisa , se 

tira del extremo libre de la cuerda con una fuerza horizontal cons -

tante T como se muestra en la· figura . 
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Determinar la aceleración angular y la aceleración lineal de transla­

ción del cilindro . ¿Que relación hay entre ellos? Compare resultados 

con el problema anterior . 

Ademas , encontrar la energía cinética total al cabo de un tiempo t. 

¿Que relación tiene el desp l azamiento lineal x del CM y la rotación 

angular 8 respecto a el? . Compare con el caso de rodadura sin desli­

zamiento . 

j 
superficie lisa 



D. C. L . - Movimiento de translación horizon 

tal : 

- Movimiento de rotación alrededor 

del CM : 

TR = loa > a = TR - TR = _2_T 
lo - _!_ MR2 MR 

2 
- Equilibrio vertical : 

W - N = O > N = W Mg 

- Relación entre ªcm y a , de las 

ecuaciones de movimiento plante~ 

das , igualando el valor de T, se 

tiene : 

Ma = loa > a _ 1 0 a 
cm R cm-MR 

Comparando con los resultados obtenidos en el problema anterior , caso 

de rodadura sin deslizamiento, se obtuvo : 

aceleración lineal : a 4 _T > T 
cm 3 M M 

aceleración angular : a 4 T T 
3 MR < 2 MR 

- Relación entre a y a : a cm cm 
1 

Ra >2 Ra 

(Observe que : aquí no se cumple la condición de rodadura) 

Como las aceleraciones ªcm y a son constantes, partiendo del reposo, 

las velocidades serán : 

- velocidad lineal : v 
cm 

velocidad angular :w at 

a t = -1 t 
cm M 

2T 
MR t 

y la energía cinética total del cuerpo después de un cierto tiempo t , 

serán : 

K ___ l M 2 1 2 1 ( T
2 

2 +_!_ MR2 4 T
2 

2 v cm + 2 10 W = 2 M W t 2 
M2 R2 

K 3 I_2 t2 
= Z M 

= _!_ t t2 + 
2 M 

T2 
- t2 
M 
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Relación de desplazamientos: 

lineal 1 t2 1 T t2 

} 
X =-z a =-z11 1 cm cm > = 2 R8 

e 1 t2 1 2T t2 T t2 = 2 ()! = Z MR MR 

Comparando para el caso de rodadura sin deslizamiento se tiene la 

relación: x = R8 
cm 

3 En el sistema mostrado en la figura, el bloque tiene una masa m=lKg 

y el disco una masa M = 0.5Kg y radío R = 0.2m. Considerando una 

polea ideal y que el disco rueda sin deslizar, encontrar: la acelera 

ción y la aceleración de CM del disco la aceleración lineal 
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del bloque la tensión en la cuerda, la fuerza de fricción entre el 

disco y la superficie horizontal de apoyo y la fuerza normal a la 

misma 

Considerando la polea ideal, la tensión en la cuerda es Única (igual 

a ambos lados de la cuerda). 

D C L. 

T 

f 

Bloque 

Ecuaciones de movimiento 

Bloque 

Translación: mg 

- Disco. 

T 

translación horizontal 

T + f M 

ma 

r:otación: TR - fR = .!_ MR 2 a 
2 

vertical W - N = O 



Ademas tenemos las siguientes relaciones 

- condición de rodadura a 
cm 

aR 

- la aceleración a del bloque es igual a la aceleración de la cuerda 

ideal, en particular del punto de contacto donde se encuentran la 

cuerda horizontal con el disco La aceleración de este 

punto es igual a la aceleración tangencial por el movimiento de ro 

tación del disco, ªt = aR, mas la aceleración de translación del 

disco, a 
cm 

aR, esto es: 

a = a + a = aR + aR = 2aR 
t cm 

Resolviendo las ecuaciones de movimiento con estas relaciones, se 

tiene: 

T + f M a R } >T 3 4 MaR 

3 
m2aR >a mg 4g 4 X 9. 81 = 20. 65 mg - 4 MaR 3 3M (8+~)0 (2rn + 4 M)R (8 +- )R 2 

m 1 

a aR 20 65 X Ü 2 4.13 rn/s 2 

cm 

a 2aR = 2a = 2 X 4.13 = 8.26 m/s 2 

cm 

T 
3 
4 MRa 

3 
4 0.5 X 0.2 X 20.65 1.55 N 

f = MaR - 1- MaR 
1 . 1 4 

T l_T 0.52 (se tiene: MaR - T = 4 ~mR 43 3 f < T) 

N w Mg 0.5 X 9 81 4.91 N 

32 Un cilindro de masa M y radio R enrollado con una cuerda ideal, inex­

tensible y de masa despreciable, se encuentra sobre un plano inclina-

do a un angulo a con la horizontal; del otro extremo de la cuerda, 

pasando a través de una polea también ideal, cuelga verticalmente un 

bloque de masa m. ¿Cual es el valor máximo de m para que el cilindro 

baje rodando sin deslizar por el plano inclinado? Ver figura. 
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Se recomienda resolver primero el problema anterior. 

D.C.L. 

T 

Ecuaciones de movimiento: 

Bloque. 

translación: T - mg ma 

- Disco 

translación: W sene - T - f=Ma 
cm 

N 

rotación:fR - TR = I 0 a 

equilibrio: N - W cose 

Relaciones cinemáticas: 

o 

- condición de rodadura: a =aR 
cm 

Disco Bloque - aceleración de la cuerda: 

2aR 

Resolviendo, con estas relaciones, se tiene: 

T + f W s

1 

en e - MaR } 
>T 

z MRa 

1 8 3 . 2 Mg sen - 4 haR 

T - f 

1 3 z Mg sen8 - 4 MaR - mg m2aR >a 

1 z Mg sene - mg 

3 
(2m + 4 M) R 

Para que baje por el plano inclinado, partiendo del reposo, se requi~ 

re que: 

1 1 
a> O > z Mg sen e > mg > m< z M sen 8 

. 1 
Si mes mayor que Z M sen e, se tendrá que a< O y el disco subirá 

por el plano inclinado. 



Para que exista rodadura sin deslizamiento, el coeficiente de frie -

ción mínimo requerido sera: 

con: jN = Mg cos 8 

f 
1 
2 Mg sen 8 -

1 z MRa 

1 
sen 8 -1 1 2 Mg mg 

f = 2 Mg sen 8 --zM 3 
2m + 4 M 

33. En el sistema mostrado en la figura, el bloque tiene una masa m=2kg 

y el carrete una masa M = lkg, radios r = O.lm y R = 0.3m y radio de 

giro con respecto a su eje K = O.lSm. Considerando la polea ideal y 

que el carrete rueda sin deslizar, hallar: la aceleración angular a 

y la aceleración lineal a del carrete, la aceleración lineal a del 
cm 

bloque, la tensión en la cuerda y la fuerza normal y de rozamiento en 

tre el carrete y la superficie horizontal de apoyo. 

M,K 

.... //:::11/::::;.,/.//~ /// Z,./// 'i3///3 
/i¡ 
~ 

Ít¡ 
-;;. 
'7 

* 11. 

m 

Considerando la polea ideal, la tensión en la cuerda es única T (igual 

a ambos lados de la cuerda). 

D.C.L. 

N 

Carrete 

T 

f 

I=MK2 

G-
(+) 

Bloque 

Ecuaciones de movimiento: 

- Bloque. 

translación: mg - T ma 

- Carrete. 

translación horizontal:T-f=Ma cm 
Rotación: fR - Tr = MK2 a 

equilibrio vertical: W - N O 
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Ademas se tienen las siguientes relaciones: 

- condición de rodadura: == aR 

- la aceleración a del bloque es igual a la aceleración.de la cuer­

da ideal en particular, del punto de contacto donde se encuentran 

la cuerda horizontal con el carrete. La aceleración de este punto 

es ígual a la aceleración tangencial por el movimiento de rotación 

del carrete teniendo en cuenta el sentido de enrrollamiento el 

sentido de esta aceleración es negativo mientras que el sentido de 

giro es positivo, ªt = - ar, mas la aceleración de translación del 

carrete, ªcm aR, esto es 

a = + = - ar + aR = a(R - r) 

Resolviendo las ecuaciones de movimiento con esta relación, se tiene 

T-f =maR => fR=TR-MaR 
21 

fR Tr = MK 2a 

=> T ) =Ma(K
2
+R

2
) I 

=>mg(R-r)=ma(R-r) 2+Ma(K2+R2) 

mg T = ma(R - r) > T = mg - ma(R 

luego 

Cl 

m(R - r) 2 + M(K 2 + R2) (R r) 

81 20.38 rad/s. a 
0.4813 

a aR = 20.38 X 0 3 6.12 m/s 2 
cm 

a a(R 20 38 X 0 2 = 4 08 m/s 2 

T m(g a) 2(9 81 4 .08) = 2 X 5.73 11. 46 N 

f R M a = 11 46 1 X 6 12 = 5 34 N 
cm 

N w Mg X 9 81 9 81 N 

En este caso se tiene: 

T > f i> 
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f R .60 > 5 >a 

El carrete y avanza hacia adelante pero 

el desciende dado que = a 

34 Una rueda de 50kg y lm de diámetro tiene un radio de con respe~ 

to a su centro de masa de K = 0.4m. La rueda se apoya sobre una su-

perficie horizontal y se le las fuerzas mostradas en la 

ra. Calcular la aceleración de translación del CM y la aceleración 

angular de la rueda. Considerar los 

El piso es perfectamente liso. 

casos: 

b) El piso es rugoso, teniéndose un movimiento de rodadura sin 

zamiento. En este caso calcular, ademas el coeficiente de roza -

miento mínimo necesario 

Fi =lSON 

200N 

///,¡;;///' 

Primero calculemos el momento de inercia de la rueda respecto a un 

eje perpendicular al plano de la rueda y que pasa por su centro (CM) 

I = 50 .4) 2 = 8Kg-rn2 

a) D C.L. 

Fz = 150N 

y 

----1¡-...F1_=200~ X 

N 

Las ecuaciones del movimiento serán 

-En y N-W=O => N=W=50 x 9. 81=490 5N 

200 150 so 
1 m/s2 

50 so = 

-En z =Ia =>a 
Tº z 

150 o s 
9 37 5 rad/s2 
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La rueda se desplaza en la dirección x positiva con aceleración 

a = lm/s2 , aumentando su velocidad v y al mismo tiempo gira con cm cm 

respecto al CM con aceleración a = 9.375 rad/s2 , aumentando su velo­

cidad angular w en el sentido positivo, antihorario. 

b) D.C.L. 

150N 

Las ecuaciones de movimiento serán: 

-En y, N - W = 0 => N=W=50 x 9.81= 

490.5N 

-En x, F1 - F:z - f = Macm > 

50-f =l- L 

O ...----F-1-~ZOON ~ 
a 

cm 
200-150-f 

50 50 50 

Te.2. - Tºf 
-En z, T0 2-Tof=Ia=> a= 1 

ª= 150 X 0.5 - f X 0.5 
8 

150 - f 
16 

- Ademas, la relación que estable­

ce la condición de rodadura, COE_ 

siderando los sentidos asumidos 

como positivos, es: 

- a = Ra = 0.5a cm 
Resolviendo estas tres Últimas expresiones, encontraremos a, a y f, cm 
esto es: 

cm a= 
1 ~~ =2.44 rad/s2 

50 a 50-f => 50(-0.5a)=50-f => 25a=f-50} 

8a= 0.5(150-f) => 16a = 150-f => 16cr-150-f 

a cm 
100 2 = -0.5a = - 0.5 x -¡r = - 1.22 m/s 

f = 150 16a 150 - 16 lOO = 150 
41 39 = 111 N 

La rueda gira con respecto al CM con aceleración a = 2.44 rad/s2 , au 

mentando su velocidad angular w en el sentido positivo antihorario y 

se desplaza en la dirección x negativa con aceleración a 1 22 / 2 
cm=- • m s ' 

alejándose del punto de partida con mayor rapidez conforme transcurre 

el tiempo Finalmente,el valor mínimo de µ sera: 
f 111 

µmin = N = 490.5 = 0.2263 



35. Un cilindro homogéneo de masa M y radio R se 2ncuentra sobre la pla­

taforma de un vagón de masa m, y que inicialmente se encuentra en 

reposo. En un instante t = O el carro comienza a moverse con una ace 

leración a constante. Como resultado el cilindro rueda sin deslizar 

desde un extremo A al otro B, separados una distancia L, tal como se 

observa en la figura 

Determinar la aceleración angular del cilindro, la aceleración y ve­

locidad lineal que tendrá el CM del cilindro cuando llegue al punto 

B. 

D C.L. Ecuaciones de movimiento. 

- Translación: f = M a cm 

- Rotación: fR = loa => 

_!_ MR2 
2 f = __ R __ _ 1 

a =-zMRa 

Igualando ambos valores de f, se 

tiene: 

M a cm 
1 1 
-2 MRa => a = - Ra => a= cm 2 

2a 
cm 

Encontremos, ahora, la relación de aceleraciones: 

a a + a cm e r 

donde: 

a es la aceleración del carro respecto a tierra, horizontal en sen­
e 

tido positivo. 

R 

ªr es la aceleración relativa del CM del cilindro respecto al vagón, 

horizontal en sentido negativo, corno rueda sin deslizar, se tiene: 

a = - aR 
r 
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Luego, la aceleración del CM del cilindro respecto a tierra, sera: 

a = a - a.R cm 

Reemplazando en la expresión del movimiento anteriormente encentra 

da, se obtiene: 

a -

a 
cm 

a 
r 

1 > a.R = z Ra a 

1 2 = z Ra _!_ R 
2 3 

a.R = - I ~ R 
3 R 

2 a 
3 R 

a a 
R 3 

2 
- 3 a 

Como la aceleración a es constante, el tiempo que demora en alcan­
r 

zar el punto B sobre la plataforma, partiendo del reposo, sera: 

s 1 
2 a t 2 

r 
1 2 2 > - 1 = 2 ( - 3 a) t > 

y la velocidad, como ªcm es constante, será: 

v cm ªcm t = i V 3~ 
1 

= J 1 ;' 

t 

36 Sobre una superficie horizontal se coloca un disco de masa M y radio 

R, teniendo una velocidad angular Wo en el sentido horario. Si el 

coeficiente de fricción cinético entre el disco y el piso es µ, ha -

llar al cabo de cuanto tiempo el disco deja de resbalar e inicia un 

movimiento de rodadura sin deslizmniento. Luego, determinar la velo­

cidad angular w y la velocidad de translación v que tiene el disco 
cm 

en ese instante. 

D C.L 
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f = µN 

Aplicando las leyes de Newton del movimiento se tendrá: 

- movimiento de translación en el plano (x, y). 



En y 

En x 

Mg - N 

f M a 
cm 

O > N 

> a 
cm 

Mg 

f 
M 

µg 

teniéndose una aceleración a constante en el eje x positiva, la 
cm 

velocidad vcm al cabo de un cierto tiempo t, sera: 

V 
cm 

V 0 + a t cm cm o + µgt = µgt 

- movimiento de rotación en torno al eje z, perpendicular al plano 

(x, y), que pasa por el CM. 

Considerando los signos positivos indicados en el D.C.L., se tie-

ne 

T =Ia=> a 
ºz 

-µNR 
I 

-µMgR 
1 2 MR2 

~ 
R 

Teniéndose una aceleración angular a constante negativa, su sentí 

do es antíhorario, opuesto al de w0 , por lo tanto esta velocidad 

angular decrecerá. Al cabo de un cierto tiempo t, el mismo consi 

derado anteriormente, la velocidad angular cu será: 

W = Wo + Nt = ~ t u. Wo - R 

Sí en es te íns tan te t aparece solo rodadura pura, se establece la 

relación (condición de rodadura): 

V = WR 
cm 

reemplazando los valores encontrados, se tiene: 

µgt = ( W0 -
2~g t)R 

despejando t: 

t 

y con este valor de t, las velocidades pedidas en ese instante se 

rán: 
w 

V 
cm 

µg( WoR ) 
3µg 

2 
Wo - J Wo 

1 3 Wo, observe que :w< w0 

1 J w0 R,por supuesto se debe cumplir:vcrn=wR. 
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37. Un aro de masa M y radio R, que se encuentra sobre un plano horizoE_ 

tal, se lanza hacia adelante con velocidad inicial de translación v 0 

y al mismo tiempo se le comunica un movimiento de rotación hacia 

atrás con velocidad angular inicial w0 • El coeficiente de fricción 

entre el aro y la superficie es µ. 

Analizar el movimiento del aro posterior al lanzamiento: Encontrar 

la velocidad lineal v , la velocidad angular w y la velocidad li -cm , 
neal del punto de contacto v • En particular,indicar al cabo de 

p 
cuanto tiempo empezara solo a rodar. Graficar estas cantidades en 

función del tiempo. 

M,R 

Vo ----

D.C.L. - Equilibrio vertical: 

p f 

N 

Aro 
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N - W = O > N = W = Mg 

luego, en deslizamiento: 

f µN = µMg 

- Movimiento de translación horizon 

tal deslizándose: 

-f =Ma > a i = - µMg =-µg 
cm cm M M 

luego,como la ªcm es constante, 

la velocidad del CM sera: 

vcm = v 0 - µgt 

Para dibujar los gráficos pedidos, 

es conveniente determinar el tiempo 

td en el cual el CM llegaría al re 

poso si el aro solamente desliza: 

si, V = Ü => V 0 = µgt => t = ~ 
cm d d µg 



Movimiento de rotación en torno al eje que pasa por su CM mientras 
desliza: T 

TCM I a => a = CM -f R -µMg }!_g_ =--
CM ICM MR R MR2 

luego, como a es constante, la velocidad angular w, sera: 

W = Wo - Mt 
R 

Velocidad del punto P de contacto mientras desliza: 

V V + Rw = V0 - µgt + RúJ 0 - R~gt = V0 + RúJ 0 - 2µgt 
P cm 

p 

El aro comenzara el movimiento de rodadu 

ra, cuando la velocidad de este punto de 

contacto P sea cero, es decir cuando 

vcm - RúJ. El tiempo transcurrido tr, 

sera: 

si, V 
p 

o > t 
r 

V0 + Rulo 
2µg 

Las velocidades, lineal y angular, que tiene el aro en ese instante, 

serán: 

- µg( Vo + Rulo 1 
(v º - Rw 0 ) V Vo - µgtr Vo 2µg 2 cm 

r 

}!_g_ ~ V0 + Rw 0 1 
(Rwo - Vo) w Wo t Wo -

r R r R 2µg 2R 

V o 
Pr 

Iniciada la rodadura, el aro continuara su movimiento con estas ve­

locidades que cumplen la condición de rodadura, relación que en la 

convención de signos adoptada es: 
1 

V = (- w)R = -2 Cvo - R Wo) cm 

Posteriormente discutiremos nuevamente esta condición, ampliando 

nuestro análisis. 

Primero grafiquemos en función del tiempo, desde el inicio del moví 

miento (t =O), las cantidades: vcm' Rw y vp. 

Estos gráficos, o sea,el comportamiento del aro, dependerá de la r~ 

lación que tengan las condiciones iniciales de lanzamiento, presen­

tándose tres posibles casos, estos son: 
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L 

si, > V 0 < Rw 0 ••••• (Il) 

\ 

Vo > Rw 0 • • • •. (I) 

-(I) V 0 > RW 0 

V ,Rw,v 
cm p 

V 0 = Rw 0 ••••• (III) 

Establezacamos primero si la roda­

dura empieza antes o después de td: 

t 
r 

Como v > Rw => Rwº < 1 > t < t o o Vo r d 

Iniciado el movimiento, el aro dismi­

nuye su velocidad lineal y angular. 

Cuando w = O, esto es también cuando 

v = v , en el tiempo: 
p cm 

Ü = W0 - ~ ti > ti = ~~o 
1 el aro invierte su sentido de giro ha 
2Cvo-Rwo) 

~-1--~~_..,~--'11--~~."&-~~--~~~~-=t cia adelante (negativo en la conven -
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En ese instante, vp 

adelante con v 
cm 

-Rw=v 
era ción adoptada), pero sigue deslizando 

has ta llegar a tr. 

O y se establece rodadura pura y contínua hacia 
1 2 (v 0 - Rw 0 )=(-w)R y rodando con velocidad angu -

lar w también hacia adelante (negativa). 

-(II) vo< Rwo Cuando:v 0 < RWo => ~ >1 => t > td 
Vo r 

En este caso la rodadura empieza des­

pués de td. Iniciado el movimiento,el 

aro disminuye su velocidad lineal y 

angular. Cuando alcanza el tiempo td' 

la velocidad de translación se hace 

cero v = O y v = Rw. Luego, el cm p 
disco invierte su movimiento de trans 

lación hacia atrás (negativo) y w con 

tinúa siendo hacia atrás (positivo) 

pero continúa el deslizamiento hasta 

llegar a tr. 

-v =RIJJ 
cm 



En ese instante = O y se establece rodadura pura retrocediendo 

l 
hacia el punto de partida con v = -2 (v 0 - Rw 0 ) = (-w)R (negativo) cm 

y con velocidad angular w también hacia (positivo). 

-(III) Vo Rw 0 

V ,R W , V 
cm p 

En este caso límite, entre los dos 

anteriores, cuando: 

V o = Rwo => Rw 0 = l 9 t 
Vo- r 

Luego, en este mismo instante, se 

tiene: 

V cm Rw V 
p 

o 

261 



262 

Consideremos nuevamente la situación cuando se ha iniciado el movi­

miento de rodadura sin deslizamiento , para mostrar que las velocida 

des alcanzadas en ese instante v y w se mantienen constantes , 
cm 

cumpliéndose la relación de rodadura . 

Supongamos que actúa una fuerza de fricción f , ahora , estática (ob­

serve que al no haber deslizamiento f # µN) . 

Planteemos las ecuaciones 

Translación : f = M a >a cm cm 

Rotación 

v cm ' ªcm 

f 

MR 

A primera vista se presenta una contradicción , mientras a nos in­cm 

dica una disminución de v , a nos indica un aumento de w. Debien­
cm 

dose mantener la condición de rodadura v 
cm 

(- w)R . 

Resolvamos estas ecuaciones , con la condición de rodadura a =(-~)R . cm 
Reemplazando en la ecuación de translación se tiene : 

aR = - i >a f 
M MR 

Comparando con la ecuación de rota~ión : 

f 
a = - MR 

Esto sera posible s~ si f =O y se tendrá : a 

lo tanto, w y vcm permanecen constante . 

o y a cm o. Por 

Recuer de que la fuerza de fricción estática actúa con un valor tal , 

que corr esponde siempre al r equerimiento de la acción solicit ada . 



Adicionalmente, recurramos al concepto de energía: W 

en este caso W = O, luego queda: 

lK,teniendose 

corno: K = _21 M v2 
cm 

6K = O 

+ .!_ I w2 
2 

y siendo ambos termines siempre positivos, para que 6K 

vcrn corno w, deben perrnanec~r constantes. 

O, tanto 

Esto es, finalmente, el aro tiene una energía cinética de translación 

y una energía cinética de rotación, tales que se cumple la condición 

de rodadura. No requiriéndose ninguna fuerza. Conservándose la ener­
gía cinética total. 

Pero nuestra experiencia nos dice que si lanzarnos un aro, observa­

rnos que ambos valores disminuyen y el aro se detiene. Esto es por 

otra causa, se debe a que cuando se tiene un aro real sobre una su 

perficie, por las deformaciones producidas, el contacto entre ellos 

no es realmente un punto. 

La normal es la resultante de peque­

ñas fuerzas distribuídas en el con -

tacto real producido. Corno resultado 

se tiene un desplazamiento k de N res 

pecto a la vertical que pasa por el 

CM. 

Luego, por este hecho, aparece un 

contra torque: kN, responsable de que 

w disminuya y consecuentemente tam -

bien v • Deteniéndose finalmente el 
cm 

aro. 

Este análisis nos conduce al coefi -

ciente de fricción a la rodadura. Análisis que se ampliara con mayor 

detalle en los cursos de aplicación mecánica. 
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38 . Un carrete de radios r = 4cm y R = 6cm esta suspendido apoyado sobre 

rieles horizontales como se muestra en la figura . El carrete esta co 

nectado al bloque B mediante una cuerda inextensible y rueda sin des 

!izar . En la posición indicada , la velocidad y aceleración del C. M. 

apuntan hacia la izquierda y sus magnitudes son 8 cm/s y 20 cm/s2 
, 

respectivamente . Calcular la aceleración de B relativa al punto A 

del carrete . 

¡riel 

...... / ____________ _.::::......__ .... 
carrete 
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.!._11 :s //t' ;::: /¿/ ~ /,// -- /¿'/ :;::: /~/ :JI:. ///~// 

/' 
mesa? 

vista lateral vista superior 

El movimiento del carrete esta dado : _acm ' v cm y rodadura sin desli-

zamiento . Pidiéndose , calcular la aceleración de B relativa a A, 

vB/A º Por lo tanto, estarnos frente a un problema ex clusivamente ci­

nemático . 

A 

e 

" j 

" -i 
A 

k 

- Aceleraciones lineal del CM y an­

gular del carrete : 

ªª - 20i cm/ s
2 

a 
A 20 " o Sk rad/s2 

Cl k = 4 k = r 

- velocidades lineal del CM y ang~ 

lar del carrete : 

Va si cm/ s 

- Va k = i ~ 2k w rad/s r 



La aceleración de B en el e y es a la aceleración del punto 

e en el eje ~' la solo cambia la dirección 

Para determinar la aceleración del punto C, encontremos las 

aceleraciones relativas normal y tangencial para cualquier punto de 

la perif ería, de radio R, del carrete: 

a 
n 

(2) 2 (6) 24 cm/s2 

ªt = a R = (5) (6) = 30 cm/s2 

Luego, la aceleración del punto C, sera: 

-201 + 24] + 30i 

Por lo tanto la aceleración de B es 

La aceleración del punto A, será 

-20:t - 241 + 30] 

a a 
n o 

1oi + 24] 

-44l + 30] 

Finalmente, la aceleración de B relativa a A, será: 

a = /( 44) 2 + ( 20) 2 

tg8 
20 5 
44 =TI= 24.44º 

/A 

39. Un carrete, como se muestra en la figura, rueda sobre una superficie 

horizomtal con velocidad angular w constante En su camino se en­

cuentra con una rampa inclinada un angulo 8 y cuyo ancho i es menor 

que la longitud L del eje del carrete Encontrar la altura H sobre 

el nivel del piso hasta la cual puede llegar el centro de masa del 

carrete. 
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Considerar el momento de inercia del carrete como : I 
1 
- Mr2 

2 

vist~ 
latera:s 

/// := ///::::=-///-:::a/// ~ /r/ ~; í// :== 

vista 

ij ] superior 

Por condición de rodadura: v 
cm 

MgH == 1 M 4r2w2 + 1Tu} + Mg2r 

H 
1 

(4r2 + .!. )w2 + 2r = 2g M 

I 
1 2 queda: y con: = z Mr , 

H 
1 

(4 +.!. ) r2 w2 + 2r 2g 2 

H == 
9 r2 w2 + 2r 4g 

t 
l 

Corno nos piden el cambio de altura 

del CM en un potencial gravitatorio , 

por conservación de energía : ~E = O. 

Considerando que al alcanzar la 

máxima altura , el carrete solo ten 

dra energía potencial, pues wf=O , 

se tiene : 

Mg (H - 2r) _!_ M(v2 - O)+ -2
1 I(w2 - 0) 

2 cm 

2rw , luego : 

Nota: Si ha considerado que el carrete se encuentra con una transi­
ción suave al alcanzar la r ampa , de modo tal , que en el impacto no 
se produce perdida de energía. 



40. La cabina de un funicular de peso W, cuelga mediante dos poleas, de 

masa M y radio R cada una, de un cable rígido que forma un angulo cp 

con la horizontal. Encontrar su aceleración si se suelta el freno y 

baja por la acción de su propio peso. Asumir rodadura sin deslizamien 

to. 

D.C.L. 

Al ser dos poleas iguales las fuerzas de fricción son iguales (f =f =f) A B 
Pero, observe que f depende de la masa y no del radio, si las masas 

de las poleas fueran diferentes las fuerzas de fricción serían dife-

rentes. 

- Movimiento de translación sobre la pendiente. 

(2Mg + W)sen cp - 2f = (2M +!!_)a 
g 

- Movimiento de rotación, rodadura sin deslizamiento, de las poleas: 

> f = _!_ Ma 
2 

Reemplazando f en la eucación del movimiento de translación, se tie-

ne: 

(2Mg + W) 
1 w 

sen cp - 2 2 Ma = (2M + g )a 

despejando la aceleración, 

w 
(2Mg + W)sen cp = (3M + - )a 

g 

a = 2Mg + W 

3M + }i_ 
g 

) sencj) 
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Como ejercicio encontremos esta cantidad utilizando el concepto de 

conservación de Primero determinaremos la velocidad v y 

luego,derivando,se obtiene a. Veamos: 

= ~(K + U) = ~K + ~u = o y. - ~u ~K 

Al descender una altura h cualqui~ 

ra, recorre sobre la pendiente una 

distancia s y adquiere una veloci-
ds 

dad V = dt • 

- [ - ( 2Mg + W) h) - O]= .!_ ( 2M + ~ ) v2 + 2.!. ( .!_ MR2 
) ( ~ ) 

2 
- O 

2 g 2 2 R 

(2Mg + W)h = .!_ (2M + ~ )v2 + -
2
1 Mv2 = .!_ (3M + ~)v2 

2 g 2 g 

2 ( 2J.vlg + w 
3M + W 

g 

)h = 2 ( 2Mg + W 
3M + ~ 

g 

derivando: 

2 dv = Z( 2Mg + W 
V dt W 

3M + -
g 

ds 
dt sen a 

2va 2( 
2Mg + W 

3M + ~ 
g 

) v sen a 

a = ZMg + W )sen a 
3M + ~ 

g 

) s sencp 

el mismo valor anterior, por supuesto. 

~ara determinar las normales perpendicularmente a la pendiente se 

tiene: 

- NA - NB + (2Mg + W) cos cp = O 

+ NB = (2Mg + W) cos cp = O 

luego necesitamos otra ecuación debemos tomar momentos con respec­

to a un punto,T0 =O, pero como no han precisado la posición del 
z 



C G no se puede plantear esta ecuación Observe que en general 

NA# NB Pero en este caso fA = fB = f, valor requerido para que gi:_ 

ren con a las poleas, que son iguales 

41 Encontrar la aceleración lineal con la cual se mueve un cuerpo rígi­

do de forma cilíndrica (disco) que tiene una cuerda arrollada a su 

alrededor con uno de sus extremos fijos al cuerpo y el otro al techo. 

D.C.L. - movimiento de translación:(F=Ma ) 
cm 

Mg - T = Ma > T = M(g - a ) cm cm 

movimiento de rotación: (T0 la) 

con la relación de rodadura: a =aR cm 
(aceleración lineal del CM del dis­
co al desenrrollarse de la cuerda 
fija al techo) 
y con el momento de inercia respe~ 

1 2 to al CM: 1 0 = z MR 
se tiene: 

a 
l. MR2 cm 

T = _2 ____ R_ 
R 

l_ M a 
2 cm 

igualando ambas expresiones de 

queda: 

l_ M a M(g a ) 
2 cm cm 

2 
a 3g cm 

T, 

Note que a es independiente de M y R. 
cm 

42. Se enrrolla una cuerda de masa despreciable alrededor de un disco ci 

líndrico homogéneo de masa M lSKg y radio R = O.Sm. La cuerda tie-

ne un extremo fijo al cuerpo y el otro extremo libre se tira hacia 

arriba con una fuerza T = 180N. Determinar: 

a) La aceleración lineal del CM del disco. 
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b) La aceleración angular del disco. 

c) La aceleración lineal de la cuerda. 

D.C.L. -Movimiento de translación. 

T 

(~ 
Mg 

T - Mg = M ªcm 

T 180 
ªcm =M"- g =15- 9.81 2.19m/s2 

- Movimiento de rotación: 

TR 
a 

2T 
MR 

2 x 180 =48rad/s2 
15 X 0. 5 

Observe que en este caso no se da la relación de rodadura como en el 

problema anterior, aquí, a # aR. cm 

La aceleraciÓh tangencial, con respecto al CM del disco, del punto 

de contacto de la cuerda con el disco conforme se desenrrolla es: 

a = aR = 48 x O 5 = 24 m/s2 
t • 

Luego, la aceleración de este punto la cuerda, y de cualquier otro 

de ella, con respecto a tierra, sera: 

ªc ªt + ªcm = 24 + 2.19 = 26.19 m/s
2 

43. Se tienen dos discos iguales de radio R y masa M cada uno, y una cuer 

da ideal con sus extremos arrollados alrededor de ellos como se mues 

270 

tra en la figura. El disco superior puede girar libremente alrededor 

de su eje horizontal corno una polea colgada del techo y el dis-

co inferior se suelta dejándolo caer. 

Encontrar la aceleración angular de los discos, la aceleración lineal 

de translación del CM del disco que cae y la tensión en la cuerda. 
///:a/// 



D.C.L. 

- Disco Polea 

I = _!. M....2 o 2 K 

- Disco Móvil 

T 

(¡)) 

- Movimiento de rotación: 

1 2 > 1 TR = 2 MR a1== T = 2 MRa1 

- Movimiento de translación: 

Mg - T = M a 
cm 

- movimiento de rotación: 

l MR2 > T l MR TR = 2 ª2 = 2 ª2 

La tensión en la cuerda es común para ambos discos y sus aceleracio 

nes angulares son iguales, pero de sentidos opuestos (a1= a2 =a). 

Como los dos discos giran se tiene que: la aceleración lineal de la 

cuerda al desenrrollarse del disco polea sera: a = aR y la acelera 
c -

ción lineal del CM del disco móvil con respecto a la cuerda al de-

senrrollarse sera: a' = aR. Luego, la aceleración del CM del disco 
cm 

móvil con respecto a tierra sera: 

a = a' +a aR + aR = 2aR. cm cm c 

Reemplazando y resolviendo se obtiene: 

1 
Mg - 2 MRa = 2aRM > ª = j f 
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a 
cm 

2a,R 

1 1 2 K 
T = 2 MRa = 2 MR S R 

1 
S Mg 

44. Se tiene un juguete comercialmente conocido como Yo-Yo con las si 

272 

guientes características: 

M Masa 

R Radio exterior 

r = Radio del eje 

I 
2 2 Momento de inercia = 5 MR 

(valor determinado experimentalmente) 

L = Longitud de la cuerda. 

Si se suelta el Yo-Yo del reposo dejando desenrrollar toda la cuerda, 

determinar la velocidad con la que llega al extremo 

¿Cual sera esta velocidad, si simultáneamente se levanta la mano con 

una velocidad constante vM y cuál si se levanta la mano con una ace 

leración constante ~? 

Como nos piden encontrar solo la velocidad v al llegar al extremo 
cm 

y como la fuerza externa gravitatoria es conservativa, el camino 

mas directo para encontrarla es por conservación de energía. 

tomando como nivel de referencia al punto mas bajo, cuando la cuer 

da esta totalmente se tiene: 

O + MgL = ( -2
1 

M v 2 

cm 
+ _!_ I w2

) + O 
2 

con la relación de rodadura, que en este caso se da, v cm 
da: 

Mg L 

gL 

1 
-2 M v2 

cm 
1 2 2 

+ 25 MR 

1 2 -v 
2 cm 

1 
+ 5 

v2 
cm 

r2 

2 
R )v2 

cm 

wr, que-



d espejando v : 
cm 

V 
cm 

2gL 
2 R2 

1+5? 

C.Omo ejercicio , encontr emos este mismo valor, de terminando prime­

r o la ª cm' aplicando las ecuaciones de movimiento, esto e s: 

D. C. L. 

T 

(+í'I 

Mg 

Mg - T 

corno : a 
cm 

M a > T = M(g - a ) 
cm cm 

T = loa 
r 

a r > T = lo ª cm 
r2 

con : l 0 = i t1R2 > T = i M 

igualando con la pr imera expr es ión 

de T, queda : 

2 R2 

S M? ªcm M(g - a ) 
cm 

a 
cm 

g 
2 R2 

1+5 ? 

Corno esta aceleración es constante y parte del reposo , vcm ' será : 

I 2 gL 

Y 
2 R2 

l+----i 
5 r 

igual valor al anterior como debe ser , ¿verdad? , si . 

- Consideremos , ahora , que la mano se levanta con una velocidad vM 

constante . 

Al no estar acelerada, las expresiones del movimiento que acabamos 

de establecer serán las mismas y luego , la aceleración a con r es 
cm 

pecto a la mano ser á la misma expresión encont rada y también lo se 

ra V • 
cm 

Con respecto a tierra se tendrá : 
-
V cm/t 

esto es : 

V cm 

v cm/M + vM/t 

- V 
M 
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Si la mano se levanta con una aceleración constante las expresi~ 

nes del movimiento anteriormente planteadas no serán las mismas,por 

lo tanto, ni la aceleración ni la velocidad con respecto a 

la mano tendrán las expresiones encontradas. 

Luego, encontremos ªcm y vcm para este caso aplicando las ecuacio­

nes de movimiento correspondientes se tendrá: 

D.C L 

T 

(+{¡1 

Mg 

Mg - T M'(a' -
cm 

Tr I 0 a > T = 

con: a 
cm ar > 

=> T=M 

r 

T 
I a' 

º cm 

con: lo 
2 2 R2 

-
5 

MR
2 > T = - M - a' 

5 2 cm 
r 

igualando con la primera expresión 

de T queda: 

lM 
5 

a' 
cm 

a 
cm 

M(g 

g + ªM 

1 + 5 

a' + aJ cm 1'1 

y la velocidad ,al quedar desenrrollada toda la cuerda, sera 

= J2 a' L J?!(gt ªM) 
cm R2 

5 y-2 

El tiempo que demora en alcanzar es ta velocidad es 
2 R ) v' 

=~ 
21(1 +-

cm 5 t = 
a' a' g + cm cm 

en este mismo intervalo de tiempo la mano al estar acelerada con 

partiendo también del reposo alcanzara una velocidad igual a: 

E= ªM 
cm 

~t 

21(1 + 2 

g + 

y,finalmente, con respecto a tierra se tendrá 



2L (g + aM) 
(1 -V 2 R2 cm 

1 + 5 ¡:-2 

~(g+ ~) 
(1 V 2 R cm 

+ 5? 

v cm/t V +V 
cm/M M/t 

esto es: 

V 
cm 

V 
cm 

ªM 
g + ~ 

2 R2 
1+ --

5 r 2 

2 R2 
+-5 ? 

1 + J_ 

ªM 

v' - VM =~-cm cm 

¡¡;;;:;: (1 -
'\1 

m a' 
cm 

2L(g + ~) 
( 1-

R 
? 

a f L 

1 

M a' 
cm 

2 R2 

ªM(l+ S?) 

g + ~ 

45 . Un Yo-Yo, corno el considerado en el problema anterior , se encuentra 

en el extremo de la cuerda rotando libremente , sin subir , con una 

velocidad angular w constante . Si se le aplica un torque , produci­

do por la cuerda al moverla lateralmente en un plano vertical que 

contiene al eje del Yo- Yo y a la cuerda , ¿cómo tiende a moverse el 

Yo-Yo? 

-¡ 
I 
I 

Inicialmente el yo-yo tiene un mo-

rnentum angular: 

Lo = Iw 

Al aplicarle un torque T , que es 

-t)~ - - perpendicular a Lo, en el plano ho 

rizontal que contiene al eje , se 

tiene : 

- <lL 
- T = - > dL = T d t T dt 

~~ __ y despues de un intervalo dt, 

L = L0 + dL 
dL=T dt 

- -L0 = Iw 
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Como puede verse en la figura, el momentum angular girará en el pla­

no horizontal. 

Por lo tanto, el Yo-Yo tendera a girar alrededor de un eje vertical. 

Consiga un Yo-Yo y compruebe. 

46. Un cilindro rueda sobre una mesa avanzando hacia el borde de la mesa 

con una velocidad v como se muestra en la figura. Indicar cual será 

la dirección del movimiento del cilindro cuando alcanza el borde de 

la misma. 

/ 

~/ 
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I 
I 

I 

cilindro Borde de la mesa 

El cilindro al rodar sobre la mesa 

tiene una velocidad angular w V = -
r 

y un momentum angular L 0 = Iw a lo 

largo de su eje en el sentido mos­

trado en la figura. 

Cuando el cilindro llega al borde, 

la gravedad actúa en el extremo li_ 

bre produciendo un torque T0 corno 

se muestra en la figura y de acuer 

do a la ecuación fundan1ental: 

> dLº dt 

Por lo tanto, luego de un dt, 

tendrá: 

E +di:º 

se 

produciéndose un giro hacia adentro 

del borde de la mesa como puede 

apreciarse en la figura 



47. Una rueda y un contrapeso están unidos por un eje, el cual, se coloca 

horizontalmente en equilibrio sobre un pivot como se muestra en la fi 

gura. La rueda, de momento de inercia I = 0.27 Kg-m2
, gira con una 

velocidad angular w = 10 6 rad/s en el sentido indicado también en 

la figura. Si el contrapeso, de masa m = 2.02 Kg, se desplaza en el 

eje una distancia d = 10 cm hacia afuera, encontrar la velocidad ang~ 

lar de precesión. 

En el ítem 7.8 hemos analizado este 

movimiento, habiendo encontrado: 

T0 = W X L 0 p 

en el diagrama se muestran sus di­

recciones, teniéndose: 

y: 

w 
p 

mgd 
Iw 

w 0.69 rad/s 
p 

2.02 X 9.81 X 0.1 
0. 27 X 10. 6 

48. Sobre un pivot vertical se coloca horizontalmente en equilibrio un eje 

con dos volantes como se muestra en la figura. Las volantes giran con 

velocidades angulares de sentidos opuestos. Si la volante (1) se des -

plaza en el eje una distanciad hacia afuera, encontrar la velocidad 

angular de precesión. 
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L 

Considerar que I1w1 > hw2 

1 

t--d--{ 
1 

1 

Tratándose de un movimiento de pre­

cesión que ya hemos analizado, se 

tiene que: 

= W X L0 p 

mostrándose en el diagrama las di 

recciones de los tres vectores, don 

de 

luego 

w 
p 

1 L 0 1 w 
p 

49. Un cilindro esta en equilibrio como se muestra en la 

Se pide determinar su movimiento en cada uno de los siguientes casos 

a) El cilindro esta con una velocidad angular Wa alrededor de 

su eje longitudinal en el sentido indicado y luego se le aplica en 

uno de sus extremos una fuerza de magnitud F constante perpendic~ 

lar al eje del cilindro y hacia abajo . 

b) El cilindro no esta y se le aplica la misma fuerza indica-

da 

c) El cilindro está como en a) pero la fuer za qµe se aplica 

en este caso es horizontal. 
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d) El cilindro no está 

za indicada en c). 

ando y se le ca la fuerza la misma fuer 

- Caso(a). 

F 

Nota Por claridad el vector tor 

que, , se ha dibujado desplaz~ 

do al extremo del cilindro te-

níendo en cuenta que:dL 0 t. 

-Caso (b) 

F 

Caso (a) 

El torque es 

Aplicando la ecuación fundamental 

dLo 
dt > dLo = t 

Se presenta un movimiento de prece­

sión con velocidad angular w : 
a 

teniéndose 

El cilindro gira en el plano hori -

zontal. 

El torque es r x F 

En este caso se tiene que: w0 = O y 

1 0 = O. Aplicando la ecuación funda 

mental 

dLº 
dt > dLo 

se tendrá un movimiento de rotación 

con velocidad angular wb 

wb// Tº y Lb// 
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El ci'lindro girará en el plano vertical (El extremo de aplicación de 

la fuer za "desciende"). 

Caso (c) El torque es 

w 
c 

Aplicando la ecuación fundamental 

dLº >di: 
dt o 

se presenta un movimiento de prec~ 

sión con velo cid ad angular w 
c 

..... d {w 1 T ten1en ose~ c 0 

w 1 Lo 
c 

X 

El cilindro gira en el plano vertí 

cal. (El extremo de aplicación de 

la fuer za se "levanta") 

-Caso (d). El torque es: '1\ = r X F 

En este caso se tiene que: 

Wo = o y Lo = o. 
Aplicando la ecuación fundamental: 

T = o > dLa = T 0 dt 

se tendrá un movimiento de rotación 

con velocidad angular wd 

El cilindro girará en el plano ho­

rizontal. 

SO: Una pieza cilíndrica de masa m, diámetro d y longitud a, descansa s~ 

bre un plano horizontal con uno de sus extremos unido, mediante una 

rótula, a un punto fijo O. El cilindro gira en torno a su eje longi-
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tudinal con una velocidad angular w y en el extremo libre P se le 

aplica una fuerza F perpendicular a su eje en todo instante, con di­

recciones y sentidos indicados en la figura. 

Determinar, en los casos mostrados (1) y (2), el movimiento que ejec~ 



tara la Calcular la velocidad correspondiente que lo 

describe y los vectores que 

dt Considere la acción 

para un instante 

despreciable en todo momento 

¿Cómo se compondrá el movimiento si actúan simultáneamente ambas 

fuerzas (1) y (2)? 

X 

(1) 

-Caso (1) 

_!_ rn(i) 2 

2 2 

z 

z 

1 8 m d2 

z 

y 

El momenturn angular inicial es: 
- - 1 2 A 

L0 = I W = 8 rnd W j 

El torque es: 

T 0 = r X F = a F k 

1 

Aplicando la ecuación fundamental: 
1 

Se presenta un movimiento de prec~ 

sión con velocidad angular w1 

'f - - ·... { W1 
0 = w1 x L0 , ten1endose : _ 

W1 l Lo 

luego: 

Tº ..,. 
W1 = - 1 

Lo 
a F 

-l--2-
- md w 
8 

i 
8a F A 

i 

La pieza gira en el plano vertical 

y-z, alrededor del eje x (el extre 

mo P se "levanta") 
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X 

-caso (2) Como en el caso anterior se tiene un 

movimiento de precesión. z 

y 

Con 

dLº= 

iD2 = 

1 2 0 S md WJ 

A. 

aFi 

T 0 dt 

A ~ (-k) 
md 2 w 

La pieza gira en el plano horizontal 

x-y, alrededor del eje z (el extremo 

P "retrocede"), 

-Caso (3) Cuando se aplican las dos fuerzas F 1 

y simultáneamente, ambas rotacio­

nes se combinan, teniéndose 

SL 
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z 

u 

Una volante de radio R y 

cunferencia a en un 

alrededor de su manubrio 

de sus extremos sobre el 

Posteriormente, con una 

y 

masa 

plano 

M 

W3 = W1 + W2 

La pieza gira en un plano y-u per­

pendicular a w3 , alrededor de la di 

rección de W3 (el extremo P se "le -

vanta11 y "retrocede" combinadamente), 

distribuída perimetr almente en la cir 

horizontal con una velo cid ad w 

vertical, el e longitud H, el cual apoya uno 

piso tal como se muestra en la 

empotrada en el techo y de longitud 

variable, se le aplica a la volante una fuerza puntual P, constante 

durante un tiempo 6t, perpendicularmente sobre la circunferencia, te­

niéndose un contacto perfectamente liso sin friccion,¿Cual es el movi_ 

miento de la volante en el tiempo Í'it y cuál será su movimiento poste­

rior sin la acción de la pertiga?~Encontrar la fuerza F, que debería 

~~~~.~~-~se simultáneamente con la acción de la pértiga, perpendicular­

mente sobre al manubrio en su extremo libre no apoyado para anular el 

movimiento que se produciría por la acción de la pértiga descrito an­

teriormente, ¿Cuál sería el efecto de considerar rozamiento entre el 

extremo de la tiga y la circunferencia de la volante? 



H 

p 

o 

Torque aplicado por la 

A 

RP(-k) 

Aplicando la ecuación fundamental 

> t 

Luego, el momentum angular L 0 tien 

de a girar hacia atrás un angulo 

68 en el tiempo 6 t. 

Retirada la pértiga, se tiene un trompo a un angulo 6 8 con la ver ' y 

el movimiento que sigue será un movimiento de precesión. 

H 

/ 
/ 

o 

F 

/ 
I 

I 

I 

! 

p 

Para anular la acción de la tiga, 

la fuerza F deberá ser tal que pro­

duzca un torque igual y contrario 

par a anular el producido por 1 a pe!_ 

tiga, es to es 

HF RP -+ F 
R 
H )P 
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o 

6Lº 

Si se considera el rozamiento, la 

fuerza de fricción es: 

f f k = µP k 
y el torque producido por ella es: 

Aplicando la ecuación fundamental 

T = dLº > ~1 ~t 
ºf d t o 

Luego, el momentum angular no 

cambia su dirección,sólo disminuye 

su magnitud y consecuentemente la 

velocidad angular w . 

52. Determinar el centro de fuerzas o punto de aplicación de la resultan 
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te de un sistema de fuerzas coplanares cualquiera que actúan 

un cuerpo rígido. 

Consideremos una fuer za coplanar gener íca: 

F. 
l 

aplicada en el punto: 

~ 

+ 
1) 

r. = X. l y. J 
l l l 

La resultan te de n fuer zas 

F 

con módulo: 

n 
!: 

í=l 
F ) J + ( 

X. 
l 

sera: 

n 
!; F ) ~ 

Y . J 
i=l l 

F = r¡y-;-- ) 2 + ( ~ 
V \:1 xi í=l 

F )2 
y. 

l 

y dirección: n 
í; F 

i=l 
y. 

tg 8 l 

X n 
L F 

i=l x. 
1 

sobre 



Observe que la fuerza resultante F es tan1bien con las fuer-

zas como era de esperarse. 

Para encontrar la posición rcf del centro de fuerzas se 

se satisfaga la 

- -r x F = 
cf 

n 
k 

i=l 
X 

que 

Tomemos como centro de momentos el punto O, el cual es arbitrario, 

en el mismo plano solo por simplicidad operativa. Luego se tendrá: 

n n 
[xf(.tF )-y ( 1:: 

c i=l Yi cf i=l 

n 
) ) k = [ 1:: (x . F 

i=l 1 yi 

encontrándose que el torque de la resultante 

perpendiculares al plano, requiriéndose para 

n n n 
xcf ( I: F ) - y ( :!: F ) I: (x. 

i=l y. cf i=l X. i=l 1 
]. 1 

las cantidades de las sumas en i, tanto del 

F 

y el 

F ) ]k 
X. 

]. 

torque 

su igualdad 

y. 
y. 1 

1 

total 

que: 

primer miembro como 

son 

del 

segundo son conocidas, se calculan con los datos. Por lo tanto, se 

tiene la ecuación de una recta de la forma: 

ax - by = c 

Todos los puntos de esta recta satisfacen el requerimiento. En con­

secuencia, no sólo hay un punto, sino, un conjunto de puntos sobre 

los cuales se puede aplicar la fuerza resultante para producir los 

mismos efectos sobre el cuerpo. 

La pendiente de esta recta es: 
n 
.t F 

a i=l y. 
1 8 m =b tg n X 

.t F 
i=l 

x. 
1 

Observe que esta recta tiene igual dirección que la fuerza resultan­

te 
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53. Una cadena flexible L y peso W sobre super 

ficie 

en 

horizontal 

N.R. 
La cadena desciende por fuerza 

de atracción que es 
(1 

2 conservativa y como se en con 

N.R. trar la velocidad con 

-i servación de para el centro 

de entre las dos 

nes mostradas ( y 

2 
sena 

LlE ~ + U1 

se 

o 

a 

sena > 

del de 



- En esta 

su 

- Calculo de la la cadena en la (2). 

la conservación de , considerando el C.G. 

una de sus partes 

. Posición (1) 

K1 = O 

w L 

se tiene N.R . 

. ~~L L/2/ -·- ~ 
w 3 

U1 -L 2x8-Lx8 X 

U1 - WL 

Posición 

w 
2¡ 

w 
L 

WL 

1 

64 + 

9 
)= 

250 

L x-
8 

- WL 

2 

e 

sen30º = 2x2 

L)sen30º= 2 

1 
2= 

L 

L =a 

3 
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Luego: 

llE = O > U1 ~ + lh > ~ U1 - U 1 

reemplazando: 

v2 = 3~ gL > V = J 3~ g~ 

Determinación de la velocidad v en la posición (2). cm 
Las velocidades del C.G. de cada una de las partes en coordenadas 

cartesianas son: 

-
13 A 1 A 13 A 1 A 

V¡ - 2 vi - 2 vj v( -i+ -j) 2 2 

~G, 
30° 

" 
V2 V i 

13 ~ 1 ':lo 13 ~ 1 "l-
V3 - 2 Vl + z Vl -v(2 i - 2 J) 

luego, la velocidad v será: cm 
- 1 - - - 1 3 W- LW- LW-
v cm= M (m1 v1 + Illl v2 + ID3 V3 ) = W ( 4 L L v1 + 8 L v:z + 8 L V3 ) 

V 
cm 

i 

3 - l - 1 -
= 4 V¡ + B V2 + B V3 

[ (2 + 713 )i + 5] ] 

1 (14.12i + V - 128 cm 

tg8 
5 

= 14.12 = o 3541 =>e 

= 1~8 ¡¡;-;;. V cm 

5]) 

19.5° 



V cm 
1\~~ V6iL = 0 . 117 X 7 . 672 fI: O. 9/L m/s 

o bien : 
14 . 98 

V =---v 
cm 16 0 . 94v 

55 . Una cadena flexible homogénea de longitud L y peso W se apoya, en paE_ 

te, sobre una superficie horizontal rugosa de coeficiente de fricción 

µ, y en parte cuelga libremente desde el borde de dicha superficie . 

Encontrar la longitud máxima a de cadena que cuelga en la posición de 

equilibrio . Luego se saca a la cadena ligeramente de esta posición y 

se suelta del reposo dej andola caer . Calcular su velocidad cuando 

abandona la posición horizontal . Considere µk & µs = µ . 

L-a 

///::::: ///-;:::: //1=3-/,/f'.:?Jlf 

Posición de -;::::;: 
equilibrio (1) Í 

N.R rL-x 

í1-¿;:::: 
7 
/// 

/// ~ // 3-/i/ _;::::; /// ~/;1 
Posición 
intermedia 

N. R. 

Posición (2) 

v=? 

:.--: 

(x) !f 
q 
ir 
~ 
/¡¡ 
.-::;:; 

!y 
-:? 
/f 
~ 
11/ 
4 
!J 

X 

v¡ 
C L 
G 

Primero encontremos la longitud a ' 

en la posición en la cual se equi_ 

libran el peso que cuelga y el r~ 

zamiento en la superficie horizon 

tal : 

w~ 
L 

L - a 
)JW -L- => a(l + )J) 

µL a=---
1 + )J 

)JL 

Luego, como se pide solamente en­

contrar la velocidad en la posi -

ción (2) mostrada, aplicaremos el 

concepto de trabajo y energía . 

El trabajo de la fuerza no conseE_ 

vativa de la fricción es igual al 

cambio de la energía mecánica . 

W = 6E = !:::. (K + U) = !:::. K + !:::. U 
f 
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Para determinar el cambio de energía potencial gravitatoria del 

cuerpo, calcularemos el cambio de energía potenciaJ_ del C.G. entre 

las posiciones (1) y (2) mostradas, tomando como nivel de referen -

cía cero la superficie horizontal, esto es: 

U1 = ( - W f i ) - (- W i 1 
El cambio de energía cinética es: 

Para calcular el trabajo hech.o por la fricción entre estas dos posi­

ciones, consideremos una posición intermedia genérica como la mostra 

da en la figura. Tomando un desplazamiento dx, se tiene: 

L L-x 
Wf= - f µW r;- dx - µ~ fL (L-x)dx= - µW(L-a) + i~ (L2 

- a2 ) 
a a 

Igualando y despejando v: 

µW (L - a) + µW (L2 - a2 ) 
21 

1 Y!_ J-
2 g 

w (12 - a2 ) 21 

V2 
g 

- 2µ(L a) + t ( 1 + µ) ( 12 
- a2 ) 

con el valor encontrado de a, queda: 

J-
2µ (L 

µ1 + t (1 + µ)(12 
µ212 

- l+ µ) -g (1+µ)2 

2 
- 2µ1 + (1 + 2µ) - 2µ L + 1(1 + 2µ) V 

(1 + µ)1 = g 1 + µ 
(1 + ]J )2 + ]J 

2 g1 
V l+]J 

, o bien, 

1 

1 + ]J 

56. Una barra uniforme de longitud L y peso W esta articulada en su extre 

290 

mo O, su otro extremo A se sujeta con una ligera cuerda flexible a 

través de una polea liviana·como se muestra en la figura. La barra 

desciende hasta formar un angulo a con su posición inicial vertical, 



ando en 

y la reacción 

la tensión T 

de la articulación. 

T 

A 

o 

la 

D.C.L 
Se tienen 3 incógnitas T, Ro '{) 

/ 

/ 

/ 

/ 

,..T--::-~-
1 T-........ 

w 

1 
1 
1 

1 
1 

1 

1 

1 

1 

y 3 ecuaciones de equilibrio 

""'T L T(L Cl 
2,J o= W( 2 sena) - cos 2 

de aquí obtenemos directamente 
Cl 

l._ W sena lw 
2sen 2 cos 

T 2 a 2 
cosz 

Cl T = W sen 2 

cos a 
2 

)=O 

T 

Cl 

2 

Para determinar R0 y'{), aplicaremos la condición de equilibrio = O. 

Podemos proceder algebraicamente planteando las' 2 ecuaciones corres­

pondientes en el plano y resolver. Pero tratándose de 3 fuerzas en 

equilibrio, estas deben pasar por un mismo punto y forman un triángu­

lo, conociendo T y W se tiene: 

A 

Ro = w a cos 2 

'{) 
Cl 

=2 
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57. Una varilla de longitud .Q, descansa en una zanja, de ancho a< L, ap~ 

yada en los puntos A y B como se muestra en la figura y en su extre­

mo libre C cuelga un peso P. Considerando los apoyos perfectamente 

lisos determinaE las reacciones en los apoyos y el angulo 8 de equi­

librio. El peso propio de la varilla es despreciable comparado con 

el peso aplicado en el extremo. 

D.C.L. 

292 

/// :3/1/!E 

// 

,R, sen e 

p 

X 

p 

Dibujarnos el D.C.L. teniendo en 

cuenta que al no haber fricción 

en los apoyos, no hay reacción 

tangencial a la superficie. 

Por lo tanto, las reacciones son 

solo normales a las superficies 

de contacto. 

Aplicando las condiciones de equi:_ 

librio, se tiene: 

:EFx RA - RB cos 8 

P + RB sen8 

o 

o 

LTA = - P(.R.sen8) + R (-. -ª~ )=O B sen 8 

teniéndose 3 ec. y 3 incog. re­

solviendo: 



RA ~ cos e RA p cotg e RA p ff)2/3 -~ 

RB 
p 

RB 
p 

~ 
p ( ~ )1/3 

e sene a sen 

RB 
PSl 

sen2 e sen3 e 
a 

sen e ~ )1/3 -
a SI, 5l 

1/3 
~ )1/3 a sene= ( 5l 

2/3 ·v3 / 2/3 Ji2¡3 2/3 r~ )2/3_¡ 5l - a cotg8 - a 

a 
1/3 

58. Una varilla de longitud 25l y peso W se apoya en una canaleta semicir 

cular de radio r < 25l como se muestra en la figura. 

Considerando superficies perfectamente lisas, encontrar las reaccio­

nes RA y RB en los puntos de apoyo y el ángulo a de equilibrio. 

d 

///::::: /// :;::.¡¡¡ 

Ít; 

::;,1t! ;:::;./¡¡ ~///::::: 
ti 
;;::: 

11 
'-" ... 

Ir 'l 

!¡ 
¡11 

/ 
/a 

/ 
r/ 
/ 

AB 

:::::;,/ - ~ ¡// 
-=-111'-::;:::-/I/ 7 

O r 
/------

2rcosa 

Dibujamos el D.C.L. considerando 

que al no haber fricción en los 

apoyos no hay reacciones tangen­

ciales a las superficies de con­

tacto. Por lo tanto, solo habrá 

reacciones normales a las super­

ficies como puede verse en el 

diagrama. 
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Aplicando las condiciones de equilibrio, se tiene: 

= RA cos2a - RB sena=O => RA (cos2 a - sen2 a) = RB sena 

sena 
(1) 

cos2 a - sen2 a 

w O > RA 2senacosa + RB cosa W 

cosa 

RB(2r cosa) - W(í(,cosa) O > 2r R = Wí(, 
B 

teniéndose 3 ec y 3 

de (3) RB 

de (1) 

de (2) 

W-Q,-

2r 

cos a 

~= 

, resolviendo: 

sen a 

cos2 a - ser? a 

sen a 

2r 2r cos1 a-serÍ a 

desarrollando esta última expresión: 

2r 

w 
• • (2) 

• (3) 

1 2r 2 2 2r = -¡ (cos a - sen a)= -¡ (2cos cosa= 
Q, 
2r ( 1 + 2 

sen a 

cos2 a - ser? a 

cos 
Q, 1 

- ~ cos a - 2 o 

cos a _!l_ + 
Sr - J ( ~r )> 

1 
+1 como /(---2:_. ) 2 + i > _!l_ 

Y' 8r 2 Sr 

cos a _!l_ + 
8r J<-Q,- ) 2 Sr 

1 +-2 

Q, + / Q, 2 + 32r 2 

cos a 
Sr 



Para encontrar RA' de la expresión:cosa 

se tiene: cos 2 a-sen2a= i cosa 
2r 

r eemplazando : 

R =W-i-
A 2r 

sen a 
W tg a 

i 2r cosa 

59 . Una barra no uniforme AB, de peso W, esta suspendida horizontalmente 

en reposo mediante dos cables livianos fijos a paredes verticales 

como se muestra en la figura . Calcular la distancia del centro de gr~ 

vedad de la barra al extremo izquierdo A. 

Si la barra es homogénea que condición deben tener los ángulos a y S, 

para que la barra este en equilibrio horizontalmente . 

A 

l 
1 L 

D. C. L. 

C.G . 

w 
X 

'1 

// 
-;:: 

Condiciones de equilibrio : 

l.;Fy = TAcosa+TBcosa - W =O 

EFx = TA sena - TBsenS 

T sénS 
B sena 

l; 'l~ =W (x)-TBcosS (L) 

TBLcosS 
X = w 

o 

o 
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Resolviendo para encontrar x, se tiene: 

senB 
cosa + TB cosB w 

sena 

TB (senB cosa + cosB sena ) W sena 

X 

W sen a 

sen(a+S) 

W L sen a cos B 

W sen (a + B) 

o bien: 

L 
X 

sen a cos B L 

sen(a + B) 

L 

(sen B cos a + cos B sena) 

sen a cos B 
1 + tgS cotga 

___ t-=g_a __ L 

tg a + tg B 

,,, 1 ... tg a 1 
si la barra es hornogenea, x = 2 L, luego, se tendra que: 

tga + tgi3 2 

y la relación de ángulos sera: 

tg a = tg B > a 13 

60. Una barra de masa M = 5kg y longitud L = 2rn esta sujeta por 3 cables 

tal corno se muestra en la figura. Sobre la barra y en su punto medio 

se coloca un bloque de masa rn = 2kg y dimensiones despreciables. 

296 

a) Calcular la tensión en los cables en la posición de equilibrio rnos 

trada. 

b) Si las superficies en contacto entre el bloque y la barra son ru­

gosas, calcular el mínimo coeficiente de fricción estático necesa 

rio para que el bloque no se mueva respecto a la barra, en el ins 

tante en que la cuerda horizontal se rompe. 



a) En equilibrio. 

D.C.L. (M + m) 

2g 

BI 

-fi) 
(+) i Sg 

J 
lm lm 

7 

Como hemos mencionado en el ítem 

7.10, para simplificar los cale~ 

los, apliquemos la condición de 

equilibrio rotacional a mas de 

un punto, digamos dos, A y O. 

ET= O=> (T cos30º) (2)-(2+5)g(l)=O 
A B 

se obtiene inmediatamente TB: 

TB ~ = 7 X 9.81 = 39.65N 
2 - /3 

2 

ET O =>(TBcos30°)(1) -o 

(TA cos30°)(1) =O 

se obtiene inmediatamente TA: 

como ya hemos planteado dos ecuaciones de equilibrio, solo nos queda 

una. Podemos plantear momentos con respecto a un tercer punto, pero 

en este caso no hay otro punto notable para hacerlo. Luego, plantea­

remos una ecuación de equilibrio traslacional para encontrar la ten 

sión que falta determinar, esto es: 
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O ¡::;:..Te - TA sen 30º - TB sen 30º = O 

se obtiene inmediatamente 

T 2T 30 0 

C = Asen 39.65N 

b) Cuando se rompe la cuerda AC. 

D.C.L. (M+m) 

D. e .L. (m) 

X 

mg 

En el instante inicial tenemos 

un movimiento circular con v=O, 

luego: 

y en la dirección tangencial: 

(M+m)a =(M+m)g sen30º => 
t 

De las ecuaciones de movimiento 

para el bloque, obtendremos f y N, 

esto es: 

-En x => f=matcos30º 

f=2x~x~=~g 
-En y => N-mg=m(-atsen 30º) 

N=2g - 2 _& x ..!_ = 1_ g 
2 2 2 

El coeficiente de fricción míni 

mo sera: 13 
f z-g 13 

0.577 µs N= = 3 = 
m 2g 



61 Una clava o mazo de 30 cm y 3 Kg, se horizontalmente 

dola del techo mediante cuerdas as en sus extremos En una de 

las cuerdas se ha intercalado un dinamómetro que marca lON. Luego 

se corta la cuerda del otro extremo y ~n ese instante el dinamómetro 

marca 6N. 

Determinar la del CM, el momento de inercia y el mome_!! 

to de inercia 1 0 • Comprobar que se cumple el teorema de Steiner 

/J/~///;;;::...1.H 

D.C.L. 

r 
0.3 

! f 
X 

lON 

3g 

6N 

CM 

0.20 

En equilibrio 

F 3g-10-T=O => T=3g-10=19.43N 
y 

L;T =10 x O. 3-3g x=O => x = l.::::: O lOrn 
A g 

Luego, el CM esta en (0.3 

= 0.20rn del punto O. 

o l)= 

Cuando se corta la cuerda en A, 

se tiene: 

- translación: 3g - 6 = 3 a cm 

como: a = a x 0.20, la acele­
cm 

ración angular a en ese instan 

te es: 

a = 3g - 6 
3 X 0.2 

- Rotación: 

Sg - 10 39 rad/s2 

. con respecto al C11: 6 x O 20=Ic:t.f;¡, 

. con respecto al punto O: 

3g x 0.20 = loa 
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F 

Los momentos de inercia pedidos serán: 

ICM 
1 3~ = 0.03 kg-m

2 

I o O J ~ g = O • 15 kg-m 2 

Comprobación teorema de Steiner. 

0.15 0.03 + 3(0.20) 2 = 0.03 + 0.12 0.15 

62. Una barra AB se apoya sobre dos superficies sin fricción como se 

300 

muestra en la figura. La barra tiene una longitud i y peso propio des 

preciable comparado con el peso P que soporta a una distancia a del 

extremo A. Hallar la fuerza F que debe aplicarse horizontalmente en 

el extremo A para que la barra se mantenga en equilibrio con un angulo 

a, encontrar <ambién las reacciones en los apoyos A y B. 

F 

//===-- J(// -:;:::_/// ;;/// f!:!=/U.33-///.S 

D.C.L. Como no hay fricción, las reaccio 

las su-

de contacto en los apo-

yos. 



Aplicando las condiciones de equilibrio, se tiene 

L F 
X 

F - RB sen S = O > F = R sen S 
B 

(RB sen S)(i sen a)+ (RB cosS)(icosa)-P(a cosa) 

~ i(senS sena + cosS cosa ) - Pa cosa O 

= RBi cos(S - a) - Pa cosa O 

de esta Última expresión se obtiene inmediatamente RB, 

Pa cos a 

i cos (S - a) 

reemplazando en la primera expresión se obtiene F, 

F 
P a cos a sen S 

X, cos (S - a) 

finalmente, reemplazando también RB en la segunda expresión, 

R = p -
A 

P a cosd cosS 

i cos (S - a) 

P [ 1 _ a cosa cos 6 
i cos es - a) 

o 

63. Una barra de peso W tiene su C.G. ubicado a distancias a y b de sus 

extremos A y B, estos apoyan en planos inclinados a ángulos a y S 

con la horizontal, respectivamente. 

Cuando la barra se encuentra en equilibrio, encontrar el angulo 8 

de inclinación que forma con la horizontal y las reacciones en los 

apoyos. 
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o 

/ i 
1 \ 

I~\ 
/ 1 \ 

/ 1 \, 

11 1 \ 

/ xi \ 

D.C.L. 

/ 1 \ 

/ \ 

/ 90º-(S-8) 
I e C.G. 

- Equilibrio de translación: 2: F = O. 

Teniendose tres fuerzas, estas forman un triángulo. Luego, 

Aplicando la ley de senos, se encuentran las reacciones: 

RA w 
sen s sen{ 180º-(a+S)] 

RA 
WsenS 
sen(a+S) 

180º-(a+S) 

RB w 

sen a sen( 180º-(a+S)] 

w 
RB 

W sen a 

sen (a+S) 

- Equilibrio de Rotación: ~ T 0 = O. 

Como la suma de torques debe anularse con respecto a cualquier puE_ 

to que escojamos del plano, las direcciones de las tres fuerzas ac 

tuantes sobre la barra deben concurrir en un punto que llamaremos 

O como puede verse en la 



En los triángulos formados con la barra, AOC y BOC, aplicando la ley 

de senos , se determinara en angulo e de inclinación de la barra, esto 

es : 

a X X 
--= 
sena. sen[ 90- (8+a.)] cos(8+a.) 

a cos(8+a.) b 
(eliminando x) sen a. 

b 
--= 

X X 

senS sen [90-((3-8)] cos(S-8) 

Desarrollando el coseno suma y diferencia de ángulos, quedara : 

a cos e cos a. - a sene sena. b cosS cos e + b sen S sen e 

sen a. sen S 

a cos 8 cotga - a sen 8 b cotg B cos 8 + b sen 8 

(a+ b)sen e 

tg e 

siendo, L 

cos e (a cotg a - b cotg S) 

a cotg a. - b cotg S 

(a + b) 

1 

L 
(a cotg a - b cotg S) 

a + b, la longitud de la barra . 

cos (S-8) 

sen S 
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CAPITULO VIII 

GRAVITACION 

- INTRODUCCION . 

- LA LEY DE GRAVITACION UNIVERSAL . 

- EFECTO GRAVITACIONAL DE UNA DISTRIBUCION ESFERICA DE MASA . 

- VARIACIONES DE LA ACELERACION g DE LA GRAVEDAD 

- EL CONCEPTO DE CAMPO GRAVITACIONAL VECTORIAL Y ESCALAR . 

- ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS . 
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8. 

proponer Newton 

sola teoría los entonces desde los con 

ceptos 

miento de 

el movimiento 

cuerpos terrestres 

los cuerpos celestes y el 

En el I Cosmología y Gravitación se presenta res e-

ña histórica desde Aristóteles hasta Newton. 

La Ley de universal fue propuesta por Newton en 1686 

Esta Ley de fuerza enunciarse: "Todas las en el 

universo se atraen entre sí con una fuerza que actúa a lo 

de la línea que las une y cuya es directamente 

nal al producA:o de sus masas e inversamente proporcional al cua 

drado de la distancia que las Luego 

F .G m1 m2 

2 

en donde G es una constante que tiene el mismo valor para todos 

los pares de partículas en lugar del universo Constan 

te denominada: "constante de gravitacional universal" y cuyo va 

lor medido en el S I es 

G = (6 6720 ± 0 0006) x 

Expresemos esta ley vectorialmente 

G 
1111 m2 -

F12 = - -- r12 

ri2 
en donde como verse en la 8. r 12 es el vector 

de la de masa m2 respecto a la partícula de masa m1 y F 2 

es la fuer za gr avi tacional ercida por m1 sobre m2 El signo menos 

nos indica que es una fuerza <le F12 es de sentido opues-

to a r 12 • 
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/ 
/ 

/,.. ¿er 
/ 

/ 
/ 

m2 

Á2 

F ig. 8. 1 - Fuer za gr avi tacional. 

r 12. ' vector posición de m2 respecto a m1 

F i2, fuerza gr avi tacional ejercida por m1 

" unitario de m1 e 
' 

vector a m2• 
r 

sobre m2 • 

Observe que la ley es de proporcionalidad inversa al cuadrado de la 

distancia que separa a las partículas, en función del vector unita-

"' río é de m1 a m2, se tiene: 
r 

Fa= _ G m1m2 
r132 

e 
r 

Las fuerzas gravitacionales que actúan entre dos partículas forman 

un par de acción y reacción, luego, la fuerza ejercida por m2 sobre 

m1 es: 

F21 - G rn1m2 
r 21 

r ~1 

como r21 = - r i2 , se tiene que: F21 = F 12. 

En la ley de gravitación universal la fuerza entre dos partículas es 

independiente de la presencia de otras partículas y también de las 

propiedades que pudiera tener el espacio intermedio que las separa. 

La fuerza gravitacional total que actúa sobre una determinada parti_ 

cula depende de la masa de la partícula y de las masas y posiciones 

(distancias) de las demás partículas del ambiente que la rodea. Co 

mo hemos mencionado anteriormente esta es una ley de fuerza que re­

laciona de una manera sencilla la fuerza que actúa sobre una partí­

cula con las propiedades de la partícula y de su medio ambiente. 



Calculada es ta fuerza la introducimos en la ley del movimiento de 

Newton para determinar la aceleración que le imprime a la partícula. 

La ley de gravitación de Newton se refiere ·a la fuerza entre dos Pª!.. 

tículas. Si queremos determinar la fuerza gravitacional entre cuer­

pos extensos debemos considerar a cada cuerpo formado por partículas 

y calcular la interacción entre todas las partículas mediante el 

calculo integral . En particular, como demostraremos en el siguiente 

ítem 8 . 3 , la fuerza de atracción gravitacional ejercida por o sobre 

una esfera homogénea es la misma como si toda su masa estuviera con­

centrada en el centro geométrico . Para probar esto matemáticamente 

Newton inventó el calculo , tal motivo , lo obligó a retrasar la publi­

cación de su ley por mas de diez años , hasta estar convencido de su 

validez . Es importante aclarar que en general es erróneo considerar, 

en lo que a gravitación se refiere, que toda la masa de un cuerpo e~ , 

te concentrada en su centro de masa . Este punto particular del cue!._ 

po no tiene esta propiedad gravitacional, salvo para el caso mencio­

nado de esfera homogénea . 

La constante de gravitación universal G puede calcularse experimen­

talmente midiendo la fuerza de atracción entre dos cuerpos esferi -

cos de masas conocidas separadas a una distancia determinada . 
2 

G = F 
r 

Las fuerzas de atracción gravitacional entre cuerpos de la superfi­

cie terrestre son muy pequeñas, puesto que en nuestra vida diaria no 

las percibimos . Siendo extremadamente pequeña , sera difícil de me­

dir . En efecto , transcurrieron mas de cien años de la publicación de 

la ley de Newton para ser medida . Correspondió al ingles Lord CaveE_ 

dish en 1798 encontrar por primera vez el valor de G con precisión , 

mejorada en el siglo XIX por Poynting y Boys , y en 1930 por Heyl . 

La constante G puede determinarse.por el método de máxima deflexión 

en una balanza de torsión. En la fig . 8 . 2 se muestra un esquema de 

la balanza de Cavendish . El éxito depende del hecho de que una fuer 
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za muy pequeña torcer una fibra extremadamente fina alre 

dedor de su eje inal y del hecho de que la magnitud de la 

torsión es una medida de la fuerza. Cuando las pequeñas masas m1 

se mueven ligeramente al acercarse las esferas grandes m2 la fibra 

vertical se tuerce levemente hasta que la fuerza de torsión iguala 

a la gravitacional (torques) El desplazamiento angular se mide ob 

servando la desviación de un rayo de luz reflejado en un espejo fijo 

a la fibra. Este procedimiento del 

cuado pero muy delicado 

de Cavendish es ade 

Fig. 8, de la balanza de Cavendish. 

m1 y m2 masas interactuantes. 

F, fuerza de atracción 

E espejo 

L, fuente luminosa 

R, escala 

La apreciable fuerza 

los cuerpos cercanos a su 

que 

tierra. Habiendo determinado G para 

mos usar su valor determinar las 

otra a de cuerpos En 

masa m y masa 

F G m 

erce la tierra sobre todos 

se debe a la gran masa de la 

par de cuerpos dados pode-

fuerzas entre 

particular para un cuerpo de 

esto es 



Combinando con la ecuación 

F = mg 

Se tiene , luego de cancelar 

g = GM 
R2 

y despejando M: 

M = _g!2 
G 

de mov imiento : 

la masa m, 

Todas las. cantidades del miembro de .la derecha son conocidas , luego 

la masa de la tierra puede ser calculada . Antes del experimento de 

Cavendish no había esperanza de pensar en obtener un valor numérico 

de la masa de la tierra , por eso se dice que Cavendish fue el prim~ 

ro que "pesó" la tierra . Reemplazando los valores previamente en­

contrados, se obtiene : 

M 
9 . 81 (Ó.37 X 10 6

)
2 

6 • 67 X 10-ll 
5 . 97 X 10 24 kg 

con un volumen : V= i TI R3 = 1 . 08 x 1021 m3
, la densidad media que 

se obtiene para la tierra, es : 

p 
M 
V 

5 . 5 X 10- 3 kg/m 3 5.5 g/cm 3 

Teniendo en cuenta que la densidad del agua es l g /cm 3 y que la densi 

dad media de superficie rocosa de la tierra es alr ededor de 3g/cm 3
, 

el valor obtenido de 5.5 g/cm.3 es considerablemente mayor . Por l o 

tanto, el interior de la tierra debe contener material de dens idad 

superior. Las capas exteriores de la corteza terres tr e son atraídas 

hacia adentro sobre las capas centrales , comprimiéndolas y aumentan­

do su densidad . Ademas, las exploraciones del interior indican que 

el centro de la tierra se encuentra en estado líquido, tal vez los 

materiales mas densos han gravitado hacia el centro . Finalmente, p~ 

demos decir que a partir del experimento de Cavendish se obtiene tam 

bien información sobre el interior de la tierra . 
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8.3 EFECTO GRAVITACIONAL DE UNA DISTRIBUCION ESFERICA DE MASA.-

312 

Consideremos una cascara esférica homogénea, de masa M y radio R, y 

una partícula de masa m situada a una distancia r > R del centro 

de la esfera. Tomemos como elemento diferencial un aro de ancho 

Rd8, espesor e y radio R sene como se muestra en la fig. 8.3. 

Fig. 8.3-Atracción gravitacional de un cascarón esférico sobre una 

partícula externa. El elemento diferencial es un aro. 

El volumen del elemento diferencial es: 

dV = (2nR sen8)(Rd8)(e) = 2ne R2 sen8d8 

y su masa: 

dM = pdV = 2npe R2 sen8d8 

como la densidad es uniforme, se tiene: 

M 
p M 

V 
=--- > 2 M 2npeR = 2 

luego, queda: 

1 
dM = 2 M sen8d8 

Cambiemos de la variable 8 a la variable x, estas estan relaciona­

das geométricamente por la ley de cosenos en el triangulo formado 

por x, r y R, esto es: x 2 = r 2 + R2 
- 2rR cos 8 



diferenciando, se obtiene: 

2xdx = 2rRsenede > senede = xdx 
rR 

reemplazando en dM, queda: 

dM = l. M xdx 
2 

rR 

La fuerza dF que ejerce dM sobre m, por simetría, es sólo horizon -

tal. La componente transversal se anula.Y, como todo el elemento di_ 

f erencial considerado se encuentra a igual distancia x de la partí­

cula m, aplicando la ley de gravitación, se tiene: 

dF G mdM cos a 
x2 

Cambiando la variable a a x, relacionadas geométricamente en el tri 

ángulo rectángulo formado por x, R sene y r - Rcose, esto es: 

r - R cose 
cos a = ------

X 

y, como de la ley de cosenos se tiene que: 

r2 + R2 2 
R cos e - X 

2r 

r2 + R2 - x2 
r - 2r r2 - R2 2 

queda: + X cos a 2rx X 

reemplazando esta expresión y la de dM, arriba encontrada, en dF, ob 

tenemos: 

dF 

m ..!_ M x dx 
G __ 2 __ r_R __ 

X 

dF 
mM 1 r 2 

- R2 

G -- ·- • ( + l)dx 
r 2 4R x 2 

Integrando, para x entre (r - R) y (r + R), obtendremos la fuerza to 

tal F, es to es: 
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F G 

efectuando 

F G 

Finalmente queda: 

F G 

1 

4R 

1 

4R 

) f + 

Esta expresión es exact.amente para la fuerza de atracción en­

tre dos partículas de masas m y M una distancia r. Por lo 

tanto, podemos considerar que un cascarón esférico homogéneo atrae 

a una partícula externa como si toda su masa estuviera concentrada 

puntualmente en su centro. 

Pasemos ahora al caso de una esfera sólida. Esta, puede considera!_ 

se como compuesta de una sucesión de cascarones esféricos concéntri­

cos Si cada cascarón tiene densidad uniforme aun cuando dif eren -

tes capas esféricas pudiesen tener diferente densidad se obtendría 

el mismo resultado para la esfera sólida así compuesta. Por lo 

to para efectos esta esfera cons id erarse pu_!! 

tualrnente como si toda su masa estuviera concentrada en su centro 

Retornemos al caso del cascarón. Pero para una partícula en su in-

terior, esto es parar < R. La fuerza en 

tre (R - r) y (r + será: 

F G rnM 1 
[ (r

2 R2) f dx l 
r 4R J 

efectuando 

F G r 
(- 2r 2r) 



Luego , se tiene que: 

F = O 

Esto es, para una partícula situada en cualquier punto interior del 

cascarón, se presenta una cancelación total de la atracción gravit~ 

cional. Este hecho puede visualizarse considerando ángulos sólidos 

opuestos iguales , fig . 8 . 4 . 

Fig. 8 . 4-Angulos sólidos opuestos iguales! 

íl = !_1 ~ 
d r~ 

Las fuerzas gravitacionales que ejercen las masas 
intersectadas sobre la partícula en el punto P se 
anulan. 

Como la masa subtendida por el angulo sólido íl es proporcional al cu~ 

drado de la distancia: M = peA = peílr 2
, y dado que la fuerza gravita­

cional sobre la partícula m es inversamente proporcional al cuadrado 

de la distancia, esta se cancela,quedando: F = peílm . Al ser los án­

gulos sólidos opuestos iguales, las fuerzas serán iguales y opuestas 

anulándose: F1 = - F2 . Teniéndose para la esfera total: F =O . 

En gravitación generalmente tratamos con esferas sólidas. El caso 

de esferas huecas es particularmente importante, como veremos poste­

riormente , en electricidad . Para partículas cargadas se obtiene simi 

lar resultado, cancelación total de la fuerza eléctrica , dado que , 
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de acuerdo a la ley de Coulomb también depende inversamente del cua 

drado de la distancia que las separa. 

8.4 VARIACIONES DE LA ACELERACION g DE LA GRAVEDAD.-

316 

- Variación con altitud: 

La aceleración g de la gravedad. no es ,un valor constante. Con las 

leyes de Newton se obtiene: 

F 
mM 

mg=G--
r2 

~g=G 
M 

Esto es, g varía con la distancia al centro de la tierra. Sobre 

la superficie de la tierra se tiene: 

g 

Calculemos la variación de g debido a un alejamiento respecto al 

centro de la tierra. Partiendo de la expresión encontrada, deri­

vando g respecto ar, se obtiene un diferencial: 

dg 2GM dr 2(G !i ) dr 2 dr 
g-

r3 r2 r r 

Luego, 

-ª.& - 2 dr 
g r 

Por lo tanto, el c~~bio fraccional de g es el doble que el der. 

El signo negativo indica que g disminuye conforme aumenta la dis­

tancia r de separación. 

Considerando que este cambio es fraccional y que el radio de la 

tierra es de 6,371 km, el valor de g es aproximadamente constante 

en las vecindades de la superficie de la tierra. Por ejemplo, el 

valor de g en una estación estandard de latitud 45º a nivel del 

mar es 9.80665 m/s 2 , valor que generalmente tomamos corno 9.8lrn/s 2 . 



Si la elevación es de lkm este valor es aproximadamente 9.80m/s 2 

y para lOOkm es 9.60 m/s 2
• Recien cuando la altura aumenta en for 

ma considerable el valor de g disminuye en forma apreciable, p.e., 

para 1,000 km es 7.41 m/s 2
• 

- Variación con la latitud. 

El valor medido de g varía con la latitud. Por ejemplo, a nivel 

del mar, conforme pasa del Ecuador, a latitud 0° es 9.78m/s 2 a 45º 

es 9.81 m/s 2 y hacia los polos, a latitud 90º es 9.83 m/s 2 aproxi_ 

madamente. 

Parte de esta variación se debe al hecho de que el Ecuador esta 

mas alejado del centro de la tierra que lo que están los polos. 

El radio ecuatorial es 21 km mayor que el radio polar. Esta va -

riación de g con la separación se ha analizado en el párrafo ante 

rior. 

La otra parte de la variación se explica teniendo en cuenta la ro­

tación de la tierra,tal como analizaremos en el párrafo siguiente. 

Variación por efecto de la rotación de la tierra: 

Considerando la rotación de la tierra,en la fig. 8.5 se muestra 

una persona en tres posiciones diferentes sosteniendo con una cuer 

da y dinamómetro (balanza) una masa m. :N 

1 

1 

1 
1 / 

O k6 ª- - - --m---1 R F m W 
1 

1 

1 

1 

1 

CJ_)w 
s 

Fig. 8.5-Efecto de la rotación de la tierra en el valor de la 
aceleración g de la gravedad. Sobre el cuerpo m actúan dos 
fuerzas, F y W. Se muestran tres posiciones: en el polo, en el 
ecuador y en una latitud intermedia a 8°. 
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Sobre el cuerpo de masa m actúan: la fuerza de atracción gravitaci~# 

nal terrestre F = GmM/R 2 que es su peso verdadero W0 y la tensión 

de la cuerda o del resorte de la balanza que nos indica su peso ap~ 

rente W = mg 

Considerando la rotación de la el cuerpo tiene una acelera-

ción centrípeta con centro sobre el eje de rotación de la 

Luego, aplicando la segunda ley de Newton del movimiento, vectorial 

mente se tiene: 

F + w m a 
r 

En los polos, donde a 
r 

O, W es igual y apuesta a F, es decir W 

es igual a su peso verdadero W0 • El valor de g sera: 

- mg 
GM o > g = -
R2 

En el Ecuador, la aceleración radial es hacia el centro de la tie 

rra, esto es ªr = ªR Las fuerzas F y W teniendo la misma direc­

ción son opuestas pero W es menor que F, es decir el peso aparen­

te W es menor que el peso verdadero W0 • El valor observado de g 

sera: 

GmM 
mg g 

En una latitud 8 F y W no tienen la misma dirección como se mues 

tra en la fig 8 5 Su resultante debe ser tal que vectorialmente 

se iguale a m 

Vemos que, excepto en los polos y ecuador, una plomada no apunta 

hacia el centro de la tierra. El peso aparente W difiere tanto en 

magnitud como en dirección del peso verdadero W0 

Considerando que el caso extremo ocurre en el ecuador, calculemos 

allí la magnitud de la aceleración radial 

4TI 2 
X 

O 034 m/s 2 

(24 X 



Este valor decrece a cero hacia el polo. Vemos pues,que,este efecto 

explica en buena parte la variación d e g con la latitud, entre el 

ecuador y los polos. 

8.5 EL CONCEPTO DE CAMPO GRAVITACIONAL VECTORIAL Y ESCALAR.-

La fuerza de atracción gravitacional puede interpretarse, tal como 

lo hemos hecho, como una interacción directa entre dos partículas . 

No se requiere la presencia de ninguna conexión material entre ellos , 

ni que estén en contacto . Nadie sabe por que esto es posible , simpl~ 

mente, aceptaremos que este comportamiento que presentan los cuerpos 

masivos es un hecho experimental . A esta interpretación,p punto de 

vista,se le denomina de "acción a distancia". 

Otra forma de interpretarlo es mediante el concepto de "campo". Con-, 

cepto desarrollado en el electromagnetismo , donde es muy Útil e in -

dispensable cuando se tiene cargas eléctricas en movimiento . Sin em 

bargo , es importante introducirlo aquí en gravitación . 

En este punto de vista se considera que una partícula masiva modifi­

ca el estado en que se encuentra el espacio que la rodea, creando un 

campo gravitacional , de modo tal, que cualquier otra partícula que 

se sitúa en el, este actúa sobr e ella ejerciendo la fuerza de atrac­

ción gravitacional . 

Consideremos que un cuerpo aislado de masa M crea un campo gravita -

cional en el espacio que la rodea, en particular en un punto P como 

se muestra en la fig . 8 . 6 . 

0 p 
o 

= Fº g 

0 
filo 

-o 
filo 

Fig . 8 . 6-El espacio que rodea 
el cuerpo M es un campo gravi_ 
tacional. 

Si se coloca en el punto P una 

partícula de masa m0 , se conside­

ra que el campo es el que ahora 

ejerce una fuerza io sobre ella, 

ya no es ejercida directamente por 

el cuerpo M. 
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Como la fuerza será experimentada por m0 en todos los puntos que ro­

dean a M, todo el espacio que la rodea sera un campo gravitacional. 

En general, el campo puede ser creado por una distribución cualquie­

ra de partículas y no solo por un cuerpo (M). En este caso se puede 

determinar su existencia procediendo experimentalmente colocando en 

el espacio que las rodea una masa cualquiera, denominada de prueba(m0 ). 

Como la fuerza es una cantidad vectorial, el campo gravitacional es 

un campo vectorial. Cada punto del campo tiene asociado un vector, 

las propiedades del campo estarán determinadas cuando se especifiquen 

la magnitud, dirección y sentido de esta fuerza. 

Consecuentemente, por lo ex¡:iresado, en este punto de vista primero 

hay que determinar el campo creado y luego proceder a calcular la 

fuerza que este campo ejerce sobre otra partícula situada en el. Por 

lo tanto, vemos que el problema esta separado en dos partes. 

El carnpo se especifica definiendo su intensidad g, en un punto, esto 

es, la fuerza gravitacional por unidad de masa en dicho punto. 

Experimentalmente, si Fo es la fuerza que actúa sobre una masa de 

prueba m0 , dividiendo, se obtiene: 

= F\ g 

Luego, conocido el campo, podemos calcular la fuerza F que actúa so­

bre una partícula m colocada en ese punto, esto es: 

F = mg 

Tambien es posible asociar un campo escalar con la gravitación. Para 

ello recurrimos a 1 a energía potencial, definiendo el potencial gra­

vitacional V como la energía potencial gravitacional U por unidad de 

masa m de una partícula situada en el campo, esto es: 

V = _!¿_ 
m 

Consideremos nuevamente que un cuerpo de masa M produce un campo gr~ 

vitacional y que una partícula de masa m se sitúa en el, en un punto 

P, a una distancia r de el. 



Anteriormente, en el capítulo 5, hemos encontrado que la energía p~ 

tencial gravitacional del sistema (M + m), tomando como referencia 

una separación infinita, es: 

GMm 
r 

Luego, en esta interpretación, hablamos de la energía potencial de 

la partícula m en el campo gravitacional producido por el cuerpo M. 

Entonces, el potencial gravitacional será: 

GM 
r 

Por consiguiente, se tiene un número, V, ~sociado con cada punto del 

espacio que rodea al cuerpo M que produce el campo. En este caso, 

un campo gravitacional escalar. 

Si queremos determinar la fuerza que actúa sobre una partícula m 

colocada en un punto del campo, recordando que: F = - dU/dr, se 

tiene: 

F 
dV 

m­
dr 

Esta es su magnitud, su dirección es radial apuntando hacia M. El 

método escalar de la energía ofrece apreciables ventajas, e incluso 

es indispensable en algunos casos. Es más sencillo operar con can­

tidades escalares que operar con cantidades vectoriales. 

8.6 ENERGIA POTENCIAL GRAVITACIONAL DE UN SISTEMA DE PARTICULAS.-

Como acabamos de mencionar en el ítem anterior, ya conocemos la ener 

gía potencial gravitacional para un sistema de dos partículas. Cons.i 

deremos ahora cuando se tienen mas de dos partículas, digamos tres, 

en una configuración dada como se muestra en la fig. 8.7. Su energía 

potencial total sera: 

U = _ G( m1m2 + 
r 12 

m1 m3 + m2 m3 
r13 r23 
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Fig 8.7-Configuracion de un sistema de tres partículas 
Energía potencial gravitacional total 

Esta energía es igual al trabajo realizado por un agente externo con 

tra las fuerzas gravitacionales, existentes entre las partículas del 

sistema; para poder constituir la configuración dada a partir de la 

configuración de de separación inicial infinita. Esto , 

independiente de las trayectorias que se sigan. 

Si se quiere separar nuevamente el sistema dado, se tendría que su-

ministrar esta misma cantidad de energía positiva A la energía que 

mantiene a un sistema de partículas en una configuración se le deno­

mina energía de liga o de amarre 

u + 



APENDICE I 

COSMOLOGIA Y GRAVITACION 

RESEÑA HISTORICA : DE ARISTOTELES A NEWTON .-

- Aristóteles (384-322 a , de J . C. ) 

El Íilósofo Griego sostenía que la tierra es redonda y no plana , que la 

tierra es el centro del Universo permaneciendo estacionaria y que el So~ 

la Luna, los planetas y las estrellas se mueven alrededor de la tierra 

en órbitas circulares . 

Los Griegos consideraban la tierra redonda por observación en navega -

ción del horizonte, de la estrella polar norte y por la sombra produci~ 

da en un eclipse lunar . Estos argumentos planteó Aristóteles en su li­

bro "Sobre los Cielos" . 

Por razones exclusivamente místicas consideraban a la tierra como el 

centro del Universo . También consideraban que el movimiento circular 

era el mas perfecto, por lo tanto, los demas cuerpos del Universo, no 

podían moverse de otra forma que no fuera la circular alrededor de la 

tierra; ya Platón (427-347 a . de J . C. ) , aunque este no tenía un profun 

do interés por la ciencia física, al movimiento circular alrededor de 

la tierra lo llamó "movimiento circular inteligente" . 

Tolomeo (Claudio Ptolomeo , S . II d . de J . C. ) 

En base a las ideas planteadas por Aristóteles y atendiendo principal -

mente a los trabajos hechos por Hipartaco (S . II a . de J . C. ) , Tolomeo 

elaboró un modelo cosmológico completo que proporciona un sistema razo­

nablemente preciso para predecir correctamente la posición de los cuer­

pos en el cielo . 

En este modelo o sistema , denominado geocéntrico , la tierra permanece 

al centro del universo rodeada por ocho esferas, para : la Luna , Mercu-
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rio, Venus, el Sol, Marte, Júpiter, Saturno y las llamadas estrellas 

fijas. Los planetas además de su movimiento circular alrededor de la 

tierra sobre estas esferas, tienen otro pequeño movimiento circular con 

centro sobre su esfera. Este sistema tiene que hacer ciertas suposici~ 

nes sobre la Luna y Tolomeo reconoce este defecto, también reconoce que 

suponer que la tierra gira sobre un eje puede simplificar mucho el asu.!!:. 

to. A pesar de esto, su modelo fue generalmente aceptado. Este modelo 

del Universo fue adoptado por la Iglesia Cristiana por adecuarse a las 

Sagradas Escrituras, tenía la ventaja de dejar mucho sitio para el cie­

lo mas allá de la última esfera. La creencia religiosa reinante coloca 

ba al Infierno dentro de la tierra. 

Para explicar el movimiento Tolomeo tuvo que recurrir a diferentes sis 

temas. Por ejemplo, al movimiento excentrico para explicar las dife -

rencias de brillo de un planeta y el Sol, con esto explicaba bien cua­

litativamente, pero para concordar con la observación, tenía que modi­

ficarse y le fue necesario introducir otro punto llamado ecuante, que 

mantenía, corno requería la mentalidad griega, un movimiento uniforme 

respecto a un punto, ver fig. 8.8. Para entender el movimiento re-

trógrado de los planetas corno son vistos desde la tierra, se valió del 

epiciclo y la deferente, siempre en movimientos circulares uniformes, 

ver fig. 8.9. 

• 
T' O T 

Fig. 8.8 -Movimiento excentrico. 
T es la tierra y O el centro del 
círculo y T1 el ecuante. 
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epiciclo 

'--deferente 

Fig.8.9 -Movimiento epicíclico. 
O centro de la deferente, O' cen 
tro del epiciclo y P el planeta-:-



Como mencionamos al comienzo, Tolomeo se basó en la obra del astrónomo 

Hipartaco, quien observó el Universo y dió principio al sistema de To­

lomeo, por esto es llamado "el mas grande astrónomo de la antiguedad". 

A su vez, a Hipartaco precedieron Eudoxio (408-355 a. de J.C.) y su 

discípulo Calipo, de los cuales se dice que "iniciaron la astronomía 

científica". 

Tolomeo, quién enseñó en el Museo de Alejandría (127-151 d. de J.C.) 

escribió un amplio tratado de astronomía, la enciclopedia Megale Syn -

taxis, a la cual los árabes llamaron posteriormente por su nombre gri~ 

go adulterado Almagesto, nombre con el cual llegó a Europa Occidental 

y es generalmente conocido. Es el más grande resumen astronómico de 

su tiempo y se mantuvo en vigencia durante toda la Edad Media. 

Los Romanos, conquistadores del mundo helénico, no fueron protectores 

de la ciencia. Roma fue mas un centro de historia, leyes y literatura 

que de saber científico. Algo, pero no mucho de la ciencia griega se 

tradujo al Latín y el saber científico no pasó directamente al Occiden 

te, entorpeciéndose mas aún al caer el Imperio Romano (410 d. de J.C.) 

dándose un largo período de estancamiento intelectual en Europa, sin 

in ter es científico durante la Edad Media. En el año 389 se quemó la 

gran biblioteca de Alejandría perdiéndose numerosos escritos Griegos, 

obras de Aristóteles y Arquímedes. 

En Bizancio - Constantinopla se conservaron muchos manuscritos griegos, 

en el Siglo IX los países árabes muestran intereses por la ciencia y 

se traducen a la lengua arábiga algunos trabajos de Aristóteles, Arqu..f 

medes, Euclides y Tolomeo. 

Con el tiempo, en. el Siglo XII, algo del saber arábigo acumulado empezó 

a infiltrarse en Europa Occidental del medioevo, principalmente por el 

contacto de Espaila. De los Moros se consiguió el Almagesto de Tolomeo 

y se redescubrieron las obras de Aristóteles. 
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El establecimiento de las Universidades comenzó en los Siglos XI y XII 

y se estudiaron profundamente las obras de Aristóteles pero no se prE_ 

eron conocimientos nuevos hasta la aparición de Copernico destina­

do a realizar, en el siglo XVI, el mas grande avance en la astronomía 

desde el de Tolomeo 

- Nicolás Copernico (1473-1543) 

El Sacerdote Polaco Copernico propuso, después de trece siglos, una vi 

sión nueva y espectacular acerca del arreglo del universo un modelo 

mas simple que el de Tolomeo. En su modelo, denominado heliocéntrico, 

el Sol permanece estacionario en el centro del universo, la tierra y 

demás planetas se mueven en órbitas circulares alrededor del Sol Co­

pernico circuló este modelo primero en forma anónima seguramente por 

temor a ser declarado hereje por su Iglesia. En realidad, pasó cerca 

de un para que su idea se tomara en cuenta a pesar de que las or 

bitas que predice no concuerdan exactamente con las observadas. 

El modelo de Copernico se desprende de las esferas celestiales de TolE_ 

meo, y con ello, de la idea que el universo está limitado por la esfe­

ra de las llamadas estrellas fijas; tornándose natural suponer que es­

tas estrellas son corno el Sol pero mucho mas lejanas. 

Copernico no fue el primero en considerar este modelo, le procedió Ari_s 

tarco (S. III a. de J.C.) Copernico había leído que Aristarco creía 

en el sistema heliocéntrico. En realidad, el primero en lanzar esta 

especulación diferente a la de Eudoxio y Aristóteles fue Heráclito (S. 

IV a. de J.C.) sugirió la posibilidad de pensar que Venus y Mercurio 

se mueven alrededor del Sol y que la tierra gira sobre un eje 

Aristarco apoyo esta especulación, el creía que la tierra era redonda 

y posteriormente adoptó la hipótesis de que la tierra se mueve alrede-

dor del Sol el cual, se mantiene fijo Explicaba la aparente falta 

de movimiento de las estrellas aduciendo, correctamente su extrema le 

janía a la Tierra y el Sol Por todo esto muchas veces es llamado 

"el de la Sus creencias no tuvieron vigencia 

nues no se ajustaban al "sentido común" de la epoca, puesto que el Sol 



11obviamente11 alrededor de la Tierra, indudablemente que se 

adelantó de En contraste, el sistema planteado por 

que era "natural satisfactorio y s para los 

movimientos observados, fue realmente aceptado y ampliado por Tolorneo, 

perduró por siglos hasta que Copernico el sistema heliocen 

trico 

Copernico, después de haber trabajado 30 años en su sistema, a instan­

cias de sus amigos se decidió a publicar su libro el tratado "De las 

Revoluciones", que marcó toda una epoca en la historia de la astronomía. 

Copernico confió su manuscrito, el cual existe, a un profesor alemán 

(Rheticus) y este, a su vez, a un teólogo luterano (Osiander) para la 

supervisión editorial. El libro salió a luz en 1543 año en que Coper­

nico muere y no pudo ver la publicación. 

Tanto Copernico como su editor preveían las objeciones que el libro po­

día levantar por lo novedosa y discordante que sonaba su teoría. Cope!_ 

nico fue un clérigo devoto y distinguido que de ninguna manera pensó 

tr ans tocar la ortodoxia de su tiempo, sentía que la llamada de atención a 

la simplicidad y al Órden era en realidad un tributo a la sabiduría de 

Dios. 

Pronto, los Protestantes y Judíos tildaron de falsa la teoría de Coper­

nico y prohibieron que se enseñara el sistema que tiene el Sol como ceE_ 

tro. La Iglesia Católica, si bien primero había aprobado el trabajo de 

Copernico, posteriormente puso a las Revoluciones en su lista de libros 

prohibidos 

Después de haber estudiado en Italia, Copernico regresó a su país natal 

disconforme con la situación en que se encontraba la astronomía y se 

abocó de inmediato al desarrollo de su teoría Si bien Copernico esta­

ba convencido de la creencia, corriente en su epoca, del movimiento uní 

forme alrededor de un centro, dio un paso importante hacia adelante, s~ 

ñaló que el movimiento de los cuerpos celestes podía representarse por 

movimientos uniformes circulares alrededor del centro de revolución de 

la tierra, centro que estaba cerca al Sol. 

327 



Copérnico consideraba también que la tierra es esférica y además que la 

tierra gira en torno a su eje. Los planetas giran en torno al Sol, al 

cual supone quieto, en planos casi coincidentes y en trayectorias que 

son combinaciones de deferentes y epiciclos. 

La teoría de Copernico en algunos aspectos no era más precisa que la de 

Tolomeo y en otras tan complicada como ella. Sin embargo, a pesar de 

sus inexactitudes, este trabajo fue una osada divergencia con una teo -

ría profundamente arraigada por muchos siglos. 

El sistema de Copernico no fue aceptado, ni reemplazó, de inmediato, al 

de Tolomeo. Tuvieron que pasar muchos años desarrollándose los traba -

jos de Tycho Brahe, Johannes Kepler, Galileo Galilei e Isaac Newton. 

- Tycho Brahe. (1546 - 1601) 

Astrónomo danes, diseiío instrumentos e ideó técnicas para las medicio­

nes astronómicas, fue un infatigable observador por mas de treinta años 

acumulando extensa cantidad de datos sobre los movimientos de los plan~ 

tas. 

Heredero de una cuantiosa fortuna pudo dedicarse de lleno a su interés, 

la observación astronómica. Primero hizo construir en Alemania un gi­

gantesco cuadrante para la cuidadosa observación de la posición de los 

cuerpos celestes. Luego, invitado por el rey de Dinamarca construyó un 

observatorio en ese país. Posteriormente, levantó el observatorio me­

jor logrado hasta entonces (el Uraniborg), allí, observó por mas de 

veinte años recopilando los datos más precisos que ningún astrónomo pu­

do obtener antes que el. P.e. mientras Tolomeo determinó la posición de 

una estrella con una aproximación de 30' de arco, Tycho pudo hacerlo con 

una de casi 5 1 de arco. 

Tycho Brahe no formuló ninguna nueva teoría, pero sus precisos datos 

contribuyeron, posteriormente, a echar por tierra el sistema de Tolomeo. 

Al final de su vida Tycho se trasladó a Praga, contratado por los germ~ 

nos. Allí, continuó sus observaciones y tomó como ayudante al que, a 
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su muerte, fuera su sucesor y heredero de todos los datos acumulados, 

el alemán Johannes Kepler. 

- Johannes Kepler (1571-1630) 

El astrónomo alemán, con los datos de las precisas observaciones de 

Tycho, se dedicó principalmente a discurrir en el campo de las materna 

ticas y la especulación, para encontrar como se mueven los planetas. 

Tenía especial interés en el movimiento de Marte, el cual, no podía 

predecirse ni utilizando el sistema copernicano. 

Después de plantear muchas hipótesis al fin tuvo éxito y planteó sus 

tres famosas e importantes leyes: 

l~ Las órbitas planetarias son elipses en las que el sol ocupa uno de 

sus focos. 

2~ El radio vector (la línea que une a un planeta con el Sol) barre 

áreas iguales, durante intervalos de tiempo iguales. 

3~ Los cuadrados de los tiempos de las revoluciones planetarias son 

proporcionales a los cubos de los semiejes mayores de las Órbitas 

elípticas. 

La l~ Ley representa simpelemente una enmienda a la teoría de Copérnico. 

Las dos primeras leyes las publicó el año 1609 en su libro "Astronomía 

Nueva", estas, describen el movimiento de los planetas pero no ligan el 

movimiento de uno con el otro. Recién en 1618 expresó matemáticamente 

esta relación en su 3~ Ley. 

Kepler no dio explicaciones de por qué los planetas presentaban este ti 

po. Solo sugirió, incorrectamente, como la causa una fuerza magnética 

emanada por el Sol. 

- Galileo Galilei (1564-1642) 

La caída de la teoría de Aristóteles-Tolomeo comienza en 1609, justa­

mente cuando Kepler modifica la teoría de Copérnico sugiriendo movi -

mientas elípticos de los planetas para concordar con los observador por 

tycho Brahe,Galileo construye el primer telescopio astronómico en Paduo 
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y comienza a observar el Universo. 

En 1610 publica su libro 11Siderus Nuncius 11 describiendo sus descubri­

mientos con el telescopio y , con evidencias, la teoría de 

Copérnico. Su incredulidad hacia el esquema Aristóteles-Tolomeo era 

abiertamente conocida desde su estancia en Pisa 

Esta defensa le trajo muchos problemas con sus colegas y con la Iglesia. 

En 1632 publicó su "Dialogo sobre los grandes sistemas del mundo 11
, que 

levantó mayores protestas y llevó a Galileo a la Inquisición, teniendo 

que públicamente de sus creencias sobre el sistema copernicano. 

Ver también sobre Galileo en la pág. 165 del Volumen I, Capítulo III 

Apéndice I 

- Isaac Newton (1642-1727) 

Al llegar al punto final de nuestra descripción histórica del sistema 

planetario nos enocntramos con Isaac Newton 

Disponiendo Newton de todos los datos, sugerencias y principios que 

sus predecesores habían proporcionado, llegó al punto culminante en 

1687 al publicarse su libro Filosofía Natural Principios Matemáticos" 

En el Newton desarrolla su teoría del movimiento de los cuerpos y po~ 

tula su descubrimiento del principio de la gravitación universal Al 

extenderlo al movimiento de la Luna y los planetas Newton lleva a la 

mecánica terrestre y a la celeste a una unificación a lo que se llama 

síntesis newtoniana. 

Con este trabajo se abrió un amplio campo de investigación científica 

y tecnológica, teniéndose como principal preocupación por más de una 

centuria. 

Ver también sobre Newton en la pág. 168 del Volumen I III 

II 
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2. Se tiene una varilla delgada homogénea de masa M y longitud L. Una 

partícula de masa m se encuentra situada simétricamente respecto a 

la longitud de la varilla a una distancia d perpendicular a ella. 

Calcular la fuerza de atracción gravitacional Newtoniana que la va­

rilla ejerce sobre la partícula. 
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Adicionalmente, encontrar en que punto se debe ubicar a una partíc~ 

la de masa M para que reemplace gravitacionalmente a la barra. 

F 

F 

z 

dx X 

T./2 

dM = ~ dx 
L 

d cosi.p = -
z 

GmM J dx 
7 L 

GmMd J L 

)' L/2 

¿2 + x2 

cosi.p = GmM f dx ~ 
L z2 z 

dx 

(d2+ x2)3/2 

La fuerza de atracción gravitacio­

nal dF entre el elemento dif eren -

cial de masa dM y la masa puntual 

m, es: 

dF = G mdM = GmM dx 

L 

Como hay simetría, la componente ho 

rizontal se cancela y solo queda la 

componente vertical para efectuar 

la integración, esto es: 

GmMd J dx 
=-- ? L 

Tomando como límites de integración entre O y L/2, y duplicando, se 

tiene: 

F 

F 

2GmMd 
L 

2GmMd 

L 

f 
o 

L/2 dx ----- = ---
( d 2+x2) 3 /2 

2GrnMd X IL/2 
d2(d2+ x2)1/2 lo L 

L/2 GmM 



h 

d 

Adicionalmente se pide encontrar 

la distancia h. La fuerza de 

atracción gravitacional entre las 

dos partículas es : 

De acuerdo al requerimiento, igualando ambos valores de F , se tiene: 

GmM > h 
d (d 2+ .!: ) l / 2 

4 

Observe que : h >d . 

2 
d(d2 + .!: )1/2 > h 

4 

3 . Se tiene una varilla delgada homogénea de masa 2M y longitud 2L, do­

blada en su punto medio a un angulo de 90° , como se muestra en la 

figura . Una partícula de masa m se ubica simétricamente con respecto 

al angulo a una distancia L de los extremos de los lados del mismo . 

Encontrar la fuerza de atracción gravitacional total que ejerce di­

cha varilla sobre la partícula . 

dM = k! dx z 2 = L 2 + x 2 

L 1 
cose = cos (45° - </l) = -(c;ós</J+sencp) 

cos</J= .!:z sen</J= ~ l2 
z 

1 

1 

1 

La fuerza de atracción gravitacio­

nal dF entre el elemento diferen -

cial de masa dM y la masa puntual 

m, es : 

dF = G mdM 
z2 

GmM dx 

L z 2 

L 

/ 

/ 
Z/ IL 

1 

Como en el problema se tiene sime -

tría con respecto a la diagonal,que 

pasa por el vértice del angulo rec­

to y la partícula, podemos tomar la 

componente de dF sobr e ella y dupl_!. 

car para efectuar . la integración, 

esto es : 

/ 
/ 

/ 
/ 
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1 

1 

1 

1 
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/ 

= Grn.M 
2 J dx = GmM 2 J dx F - cose 

z2 2 L L z 

GrnM L 
(L + x) GmM 

F =-- 12 j 
1 0 (l2+ x2)3/2 1 

Evaluaremos estas dos integrales 
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J 
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X dx 

J 
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Este valor es su modulo su direc -

ción y sentido es apuntando hacia 

el vértice del ángulo recto de la 

varilla. Con respecto a un eje de 

coordenadas cartesiano rectangular 

como el mostrado en la figura, vec­

torialmente la fuerza es 

F = GmM 
+ 



4. Se tienen dos cascarones esféricos concéntricos uniformes de densidad 

constante Calcular la fuerza ercida sobre una masa 11m11 

en cada punto a lo largo de un radio, desde el centro 

infinito Grafique F en función de indicando los valores 

res de F 

En general, la fuerza resultante total de atracción sobre una masa 

puntual en la posición interior de una masa esférica es nula. 

Luego 

- Entre,O < r< a: 

F=O , O< r < a, para 
{

r=O >Fo 

r=a > F º 

o 

o 

- Entre, a< r < b 

La masa M que actúa atrayendo a la masa m en la posición r, es 

M Vp 

y la fu€rza sera: 

F Gm a< r < b, 

r O > F o (como ya se ha obtenido) a 
.Para 

4 
Tí (b 3 

- a 3) 

b => F Gm 
b b2 

- Entre, b< r< e 

M Vf; j- rrp (b 3 ~ a 3) 

el 
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.Para: 

F 

b >F 
b 

c >F 
c 

4 3 3 3 np(b - a ) 
Gm , b< r< e 

r2 

~ (b 3 - a 3) 

Gm------

~ (b 3 - a 3) 

Gm------

(como ya se ha obtenido) 

- Entre , c < r < d : 

. Para: 

F 

4 3 np(b3 - ª3 + r3 - c3) 
Grn , c < r < d, 

r = c > F 
c 

r = d > F 
d 

r2 

4 3 np (b 3 - a 3) 
Grn (corno ya se ha obtenido) 

c2 

- Entre, d < r < oo 

.Para: 

F 

M = Vp = ~ np(b3 - ª3 + ¿3 - c3) 

4 3 np(b3 - ª3 + ¿3 - c3) 
Gm , d < r < 00 , 

d >F 
d 

r2 

} np(b3 - ª3 + ¿3 - c3) 
Gm (como ya se ha ob 

d 2 tenido) ¡ r 

r-+oo >F -+O 
00 



Gráfica F 

F F 

o a b e d 

5. Determinar las fuerzas de contacto entre las esferas homogéneas dis­

puestas como muestra en la figura. 

Las fuerzas de atracción gravítacional entre las. esferas de acuerdo a 

la ley de Newton, son: 

F12 = 

F23 = 

Fn 
GM1M3 

337 

r 



y las fuerzas de contacto serán: 

-Entre 1 y 2: F21 + F31 + ----=---- ] 
(R1 + 2R2 + R3 )

2 

-Entre 3 y 2: + 

6. Dos cuerpos esfericos de masa MA y MB están separados una distancia 

d. Determinar la distancia x, con respecto al cuerpo A, para que una 

partícula de masa m este en equilibrio entre los dos cuerpos. 
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Para que la masa m este en equilibrio es preciso que la suma de fuer­

zas sobre ella sea cero. 

Acción de la masa MA: 
FA 

Acción de la masa MB: 

sumando: 

FB 

MA m"' 
G--i+G 

x2 

MA m 
- G 

x2 

G 
MB rn 

(d 

MB m 

(d-x) 2 

- x)2 

i o 

A 

i 

A 

i 



2d 2 
x2 -

MB 
X+ o 

1 - 1 -
MA 

resolviendo: 

(1 ±j :: ; d X¡ 

X d 1-r~. 
(1 -

MB MA 

MA d 
X2 

l+ /M¡¡ 1 

MA 

Siendo x2 la solución en la cual m está entre mA y MB, es la distan-

cia pedida. En la solución x1, m esta fuera de ellas. 

7. Determinar la fuerza de atracción gravitacional que ejerce la tierra 

sobre una partícula de masa m, situada en su interior a una distancia 

r ~ R)de su centro. 

Suponga la tierra esférica de densidad uniforme. 

\ 
\ R 

' ........... 

o 

--
/ 

/ 

\ 
1 
I 

I 

Las capas de tierra externas a 

la posición de la partícula no 

ejercen fuerza alguna sobre ella. 

Solo actúan las capas internas, 

esto es: 

M1 m 
F = - G-

r2 

donde M', considerando densidad 

uniforme, es: 

V' 
M' = M­

V 

!:±. 1Tr3 
3 r 3 

M -- = M( R) 
4 R3 3 1T 
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Luego, 

F 

o bien, 

F 

M ( !. )3 m 
R 

- G-----
GMm 
--r 
Rª 

- ~ r, en donde: g 
GM 

=-

Por consiguiente, vemos que la fuerza de atracción dirigida hacia el 

centro de la tierra es directamente proporcional ar. 

B. Considere un largo túnel de longitud 2L ( < 2R) a través de la tierra 

como se muestra en la figura. 
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Una partícula de masa m se colo­

ca, en reposo, en uno de los ex­

tremos del túnel. Luego la part..f 

cula se desliza, sin fricción, a 

través del túnel hacia el otro 

extremo por la acción gravitaci~ 

nal. 

Encontrar la posición de la partícula en función del tiempo, x(t)º 

D.C.L. 

r-~1: 1 a 
1 

1 F 
1 I 

1 ;.r 
I I 
l I 
(f 
o 

(+) 

X r COS Cl 

La fuerza gravitacional F qúe 

actúa sobre la partícula la he -

mos encontrado en el problema a~ 

terior, teniendo una magnitud: 

F = ( GMm )r = ( .!!!& )r = kr 
R 3 R 

GMm ) ( .!!!& ) donde, k = ( --- = · R , es 
R3 

una constante de proporcionalidad. 



Aplicando la ley de Newton del movimiento en la dirección x la fuer­

za Fx será, 

F 
X 

- F cos a - k r cos a - kx 

luego: 

ma 
X 

Resol viendo, 

como: a 
X 

dv 
X 

dt 

- kx > a 
X 

queda: v dv 
X X 

- ~X dx 
m 

integrando: 
k 
m 

o 

tiene: 1 2 k (x2 12) se - V=- - -2 X m 

X 

V 
X 

k 
-x 
m 

f X dx 
1 

> v2 
X 

k 
m 

luego, la velocidad V en función de x es: 

dx como: V = dt X 

queda: 

integrando: 

X 

dx 
2 

- X 

X 

f 
1 

dx 

/12-x2 

(12 

V 
X 

se tiene: fm t X IXL are sen L X TI 
are sen L - 2 

queda: are sen r = jf t + ~ 

esto es: X 

L sen( fk' t + 2!. 
~Iñ 2 = cos N t 

finalmente: x = L cos Jf. t = L cos [f t 

- x2) 

fm /12 X 
21 

Este es un movimiento armónico simple que estudiaremos con detalle en 

el capítulo de Oscilaciones. Observe que este resultado no se altera 

si L = R, solo varía la amplitud del movimiento. 
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9. Se tiene un campo de fuerza centrales cuya variación esta expresada 

por F = k __.!!!_ , donde k es una constante. 
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En esta expresión el exponente n es desconocido. Para determinarlo 

se observa el comportamiento de dos partículas sometidas a la acción 

de este campo de fuerzas Las dos partículas ma y mS se sueltan del 

reposo a t =o en las posiciones r = 00 y rs =a del foco de atrae 
ªº o 

ción. Después de transcurrido un tiempo la partícula a llega al pu~ 

to a y la partícula S llega a un punto a/4 y en ese instante se ob -

serva que ambas tienen la misma velocidad ¿Cuanto vale n? 

Aplicando radialmente la ley de Newton del movimiento para una part..f 

cula de masa m: 

m r k~ > r 
n 

r 

k-1-
n 

r 

multiplicando ~ambos miemtros por t, se tiene: 

r r 
1 dr dr 1 > .. 

- k r -- > r = - k - -- = rdr dt n 
r 

ando, 

r 
(n-1) • 2 

-n 

o 
k f >- - k 2 

o o 
(n 1) 

2k 

para a o 00 y = a 

la y 

• 2 1 

k dr 
n 

r 

ro 



Como nos dicen estas son 

que 

a 

esto es 

2 >2 4 
1 

a 

Observe que en realidad hemos efectuado 

>n 

• 2 

3 
2 

• 2 
se 

de Por lo tanto haber alternativamente 

conservación de Veamos considerando que F dU 

ne 

ti.u f F dr km 
ro r 

1 = -
ro 

km 

Para la energía del reposo se tiene 

Ó.K _!_ mv 2 
2 

Por conservación de energía: .6.K +L'lu = o 

1 Km 1 1 ) = o - m v 2 - (n-1) (n-1) 2 
r ro 

quedando: 

v2 2k 
( 

1 1 
n - 1 (n-1) (n-1) r ro 

Expresión que es la misma arriba encontrada~ como debe ser 
3 

Luego, n = 2 . 

se tie 

10. Determinar la velocidad inicial que debe tener un proyectil lanzado 

verticalmente desde la superficie de la tierra para que escape de la 

atracción terrestre y no regrese a tierra. Despreciar la resistencia 

que ofrece la atmósfera e ignore cualquier otra fuerza ejercida sobre 

el proyectil por otro cuerpo~ 
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La energía potencial gravitatoria del proyectil (m) sobre la superf i_ 

cie de la tierra (M,R), antes del lanzamiento, es: 

GMm 
u(R) = - T 

Para que el proyectil escape de esta atracción, debe lanzarse con una 

energía mayor. Por lo tanto, la velocidad inicial crítica llamada Ve 

locidad de Escape v se obtendrá cuando: 
e 

K = U > l mv 2 

2 e 

o bien: 

GMm 
R 

V e 
l2gR , donde: g 

>V = J2GM 
1 

e R 

reemplazando valores se obtiene V 
e 

11 2km/s. 

Si la velocidad inicial del proyectil es mayor que este valor escap~ 

ra y si es menor regresara a la tierra. 

Equivalentemente, lo mismo, podemos decirlo de otra forma. 

La energía total mecánica del 

proyectil a una distancia 

del centro de la tierra es 

E = K+U 1 2 
2 mv G Mm 

r 

Del graf ico de energía pode 

mos ver que para que el pro 

yectil escape del potencial 

r 

de la tierra, el 

proyectil tiene que tener una 

Eo= O. 

Luego: 

esto es 

total sobre la tierra 

o G 

J2;M 1 

E 

Si V < 11 . 2km/ S 
e 

se tendrá que E~ O y el solo alcanzará 

una altura sobre la de la tierra y retornara. 



es 

y 4 veces 

La de planeta es 

mg >g 

En Urano sera 

Como 14. y 

G 14.7 
Se tiene gu 

16 

luego: gu > gu 0.919gT 

12. Dos satélites iguales y situados diametralmente opuestos, se dejan 

caer sobre la tierra, partiendo del reposo desde una altura h. Los 

radios y masas de los satélites son cuatro veces menores que la 

tierra. Determinar la velocidad con la cual llegan a la superficie 

de la tierra. 

Inicialmente la energía del 

sistema es solamente poten­

cial gravitatoria puesto que 

no hay energía cinética. 

Esto es: 

GMrn Gmm 
Uo = - 2 

h + R+r 2(h+R+r) 

GM 
M 

G 
M 

4 
Uo - 2 

+R+ ! h 4 

5 
2(h + 4 R) 32 (h + ¡. R) 

M R 
m 4' r 4 
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17 GM 2 

32(h +% R) 

Cuando los satélites llegan a la tierra, la energía potencial gravi­

tatoria del sistema es: 

u - 2 GMm Grnm 

R + r 2(R + r) 

GM !'.!_ G !'.!_ M 

- 2 
4 4 4 u 

R+! 2(R + ~ ) 4 

GM 2 GM 2 
u 

2( i R) 32 ( i R) 

u 17 GM 2 

32 ( i R) 

y la energía QÍnetica con que llegan es 

K 

K 

K = 

1 2 2 2 mv 

2 l. !'.!. v2 
2 4 

M v 2 

Igualando energías por conservación 

Uº = U + K 

despejando v 

V = 

4 



satélite se mueve 

locidad w, por 

tanto la fuerza 

ria 

ción 

go se tiene 

= m w2 > w2 

Por otro lado 

De ambas 

K 

Corno la energía 

u 

eliminando 

1 
2 

r 

La energía mecánica total sera: 

E = K + U 

E 
1 G Mm 
2 -r- -

E=-_lGMm 
2 r 

Gráfica del resultado obtenido: 

E 

\ 

\ 

es K 

se obtiene 

GMm 
r 

masa en 

' \ 
\ 
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Observe que un satélite con una energía E1 < O permanecerá en una ór 

bita de radio r1. Como hemos obtenido, y en el gráfico puede apre­

ciarse, la energía mecánica total en este sistema es siempre negati-

va, E < O Por lo tanto, el satélite nunca podrá escapar de la 

ción del planeta. 

También note que a mayor radio r la velocidad orbital del satélite 

es menor, pues se tiene: 

K 
1 
2 

GMm 
r 

l mv 2 > v 
2 

14. Dos satélites de igual masa m se mueven alrededor de uha planeta M, 

en la misma órbita circular, de radio r, pero en sentidos opuestos 

de rotación. 
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a) Encontrar la energía mecánica total del sistema. Considérese que 

la energía potencial entre los dos satélites es relativamente des 

preciable. 

b) Si al encontrarse los satélites chocan inelasticamente, encontrar 

la energía mecánica total después del choque ¿Que movimiento po~ 

terior tendrán los satélites después del choque? 

el problema anterior hemos encontrado la 

para un sistema + m) de un satélite: 

1 
E = 2 r 

Como son dos satélites y considerando que la 

los dos satélites es se 

2E 

Como choque es inelastico 

misma velocidad 

del 

Luego la 

de 

sentidos opues 

masa 

es también 

y 

mecánica total 

entre 

se 

la 



es, 

u 

Por lo tanto, luego del choque solo se tiene atracción del plane-

a la masa 2m de ambos satélites que serán atraídos 

el planeta. 

hacia 

Considere dos cuerpos esféricos homogéneos de masas m y M que se mu~ 

ven en Órbitas circulares de radios y R , debido 

exclusivamente a la interacción mutua de atracción gravitacional 

Asumiendo que M >>m, encontrar el 

/ 
/ 

/ 

/ 

/ 
/ 

de revolución. 

Sobre el sistema no actúa ning~ 

na fuerza externa, solamente se 

tiene la fuerza interna de atrae 

ción gravitacional. 

/ 
/ 
I 

\ 
\ 
\ 

Con respecto al CM del sistema 

se tiene que: 

1 

1 
\ 
\ 
\ 

\ 

--- ./ 
,/ 

------

/ 
/ 

/ 

1 

I 
/ 

/ 
/ 

/ 

mr MR 

La fuerza interna es un par de acción y reacción que actúan sobre ca­

da cuerpo proporcionando la fuerza centrípeta que produce la acelera­

ción radial para el movimiento circular. Siendo estas iguales, se 

tiene: 

F = m w2 r = M w2 R 

Con: mr = MR, ambos cuerpos tienen la misma velocidad angular. 

La fuerza de atracción gravitacional es: 

F 
GMrn 

(R+r) 2 
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Con: mr = MR y con: M >> m, se tiene que: R<< r. 

Luego: F = GMrn 

La ecuación de movimiento para el cuerpo m es 

mw2r = GMrn 
r2 

teniéndose: 
GM 

Expresión obtenida en el problema N~ 13 para el movimiento de un sa 

telite alrededor de un planeta fijo. Note que es independiente de 

la masa m. 

El período de revolución sera, 

con: 

se obtiene: 

2nr 
T 

2Tr 
wr > w = T , 

T2 = ( 4n
2 

)r3 
GM 

Esta es la tercera ley de Kepler del movimiento planetario para Órbi_ 

tas circulares, donde Mes la masa del Sol. (ver apéndice 1-J.Kepler). 

En realidad el movimiento de los planetas alrededor del Sol son en 

trayectorias elípticas, pero cercanas al círculo. 

Para movimientos elípticos se obtiene una expresión similar con rela 

ción al semieje mayor de la elipse como radio. 

Observe que siendo M la masa del Sol se tiene la misma constante 

para todos los planetas: 

K 

Luego 

T 2 K 
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