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modernización de los estudios de 
matemáticas en nuestro país. Ob­
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la Pontificia Universidad Católica 
del Perú y, simultáneamente, re­
alizó estudios en la Universidad 
Nacional Mayor de San Marcos, 
en donde recibió el grado de doctor 
en Matemáticas. En dichas uni­
versidades y en la Universidad 
Nacional de Ingeniería, ha sido 
profesor de cursos de Matemáti­
cas y de Ingeniería. Fué rector de 
la Universidad Católica de 1978 a 
1989 y en la actualidad es Direc­
tor de la Escuela de Graduados de 
dicha Universidad y Profesor 
Emérito de la Universidad de San 
Marcos. Es autor de numerosos 
trabajos y ha. publicado libros de­
dicados al Análisis, al Algebra 
Lineal y Multilineal, al Cálculo 
Tensorial , a la Teoría de la Elas­
ticidad, al Cálculo de Variaciones, 
al Control Optimo, etc. 

La Topología constituye una 
parte fundamental de las Mate­
máticas, junto con el Análisis y el 
Algebra. El presente libro tiene 
por objeto hacer llegar a un públi­
co relativamente extenso sus 
conceptos básicos, a partir de 
cuestiones que pudieran ser 
enunciadas y discutidas en térmi­
nos sencillos. Son temas que 
tienen auténtico interés matemá­
tico y que, sin embargo, pueden 
ser desarrollados con conocimien­
tos elementales hasta obtener 
resultados suficientemente satis­
factorios sin necesidad de recurrir 
a un aparato técnico complicado. 
Se trata, además, de materias que 
han tenido importancia en el de­
sarrollo histórico de la Topología, 
particularmente en sus aspectos 
algebraicos; pero que permiten in­
troducir conceptos básicos de la 
Topología General. 
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PRESENTACION 

"Pocas ramas de la Geometría se han desarro­
llado en nuestro tiempo tan rápida y 

exitosamente como la Topología; y rara vez 
una parte de una disciplina que en aparien­
cia era de poca importancia, demostró luego 

ser tan fundamental para otros muchos domi­
nios enteramente diferentes". 

Así se expresaba D. Hilbert a comienzos de 
este siglo, en 1932. Sus palabras se han confir­
mado día a día hasta el extremo de que no es 
exagerado decir que es imposible tener un co­
nocimiento de lo que son las matemáticas hoy 
día sin una idea clara de lo que es la Topología. 

Algunas nociones topológicas de interés atra­
jeron seriamente la atención de grandes 
matemáticos. Entre ellos destaca la figura del 
geómetra alemánA. F. Mobius; y luego, en otra 
fase del desarrollo de esa ciencia, la del mate­
mático francés H. Poincaré, a quien se debe la 
creación y parteimportante de la llamada To­
pología Combinatoria. Aparte de los dos 
nombrados podrían ser citados otros muchos; 
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VIII 

pero sería intento vano hacer una enumeración 
medianamente completa. 

El propósito de este libro es dar a conocer en 
nuestro medio, a un público relativamente ex­
tenso, la n~turaleza de los temas que interesan 
a la Topología. En ella hay que distinguir dos 
partes: una de ellas hace uso principalmente de 
métodos algebraicos y se~ llama por eso Topolo­
gía Algebraica o Combinatoria. La otra parte, 
más abstracta, tiene cono.o objeto el estudio de 
los espacios topológicos y se llama Topología 
General. 

En este libro se han introducido algunos con­
ceptos topológicos a través de cuestiones que 
históricamente han tenido un papel importante 
en los orígenes de nuestra ciencia. Son temas 
que han encontrado respuesta, particularmen­
te, en la Topología Combinatoria, pero que al 
mismo tiempo han motivado a la Topología 
General. 

No obstante que, como es sabido, la matemá­
tica solo puede ser comprendida y apreciada por 
quienes están dispuestos a hacer un cierto es­
fuerzo de atención y de razonamiento, el autor 
ha intentado reducirlo en cuanto ha sido com­
patible con la brevedad, :rnediante explicaciones 
detalladas, y recurriendo constantemente al 
auxilio de la intuición y de los ejemplos. 



IX 

El libro esta dirigido -a todos aquellos que 
deseen tener una noción clara de las ideas que 
han inspirado a los fundadores de la Topología, 
y de los medios que pueden emplearse para 
tratar algunos problemas típicos. En particular 
puede servir a quienes han adquirido conoci­
mientos de matemáticas durante su formación 
profesional. De manera particular puede ser de 
utilidad para maestros de matemática de edu­
cación secundaria a quienes corresponde 
introducir en la escuela los conceptos topológi­
cos más elementales. A ellos está destinado de 
manera preferente. 
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§l. CONSIDERACIONES 
PRELIMINARES 

1. LA TOPOLOGIA. 

No es diffCÍÍ observar que existen propiedades de las 
figuras del espacio ordinario que subsisten cuando son 
sometidas a una deformación que, sin intentar definir en 
forma rigurosa, puede describirse de la siguiente mane­
ra intuitiva. Dada una figura del espacio, una superficie 
esférica por ejemplo, podemos imaginarla hecha de un 

· material elástico, jebe por ejemplo, de modo que puede 
ser sometida a un cambio de forma tal que no sufra 
rotura, que puntos muy vecinos sigan siéndolo después 
de la deformación y que cada punto mantenga su 
individualidad si9, confundirse con otro, no obstante 
.que las distancias mutuas entre los puntos de la 

. superficie pue-
dan experimentar 
cambios sustan­
ciales. Así, la fi"." 
gura 1 (a) repre­
senta a la esfera 
en su estado ini-
cial. En ella se ha (a) (b) 

trazado un círculo 
máximo. En la fi- Figura 1 

gura 1 (b) se p·re-
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senta la superficie después de la deformación. Es claro 
que muchas de las propiedades de los puntos de la 
esfera no se cumplen sobre la superficie en -la que ha 
cambiado. Sin embargo, puede~ observarse que subsiste 
la propiedad del.círculo máximo, de dividir a la superficie 
en dos regiones tales que un camino sobre la superficie, 
que conduzca de un punto de una de las regiones a un 
punto de la otra, corta necesariamente al círculo en el 
primer caso, y a la 
curva en que se 
transforma, en el 
segundo. Pode­
mos observar 
también que no 
es posible llevar a 
cabo una defor-
mación de la es- Figura 2 

fera, de la natura-
leza descrita, 

- para obtener la superficie de la figura 2, que se conoce 
con el nombre de toro. 

Las deformaciones del tipo que hemos considerado 
se llaman transformaciones continuas ; y la parte 
de la Matemática que estudia las propiedades de las 
figuras, que no se pierden por efecto de tales deforma-
ciones, propiedades que se denominan topológicas , 
se llama Topología. 

La Topología ha alcanzado un desarrollo extraordina­
rio en el presente siglo. At lado del Algebra y el Análisis, 
con los cuales tiene profundas relaciones, constituye 
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uno de los pilares fundamentáles de la Matemática. En 
el pasado, fueron conocidas algunas proposiciones to­
pológicas de considerable interés pero que constituye­
ron tan solo curiosidades que no fueron suficientes para 
poner en evidencia la importancia que más tarde se 
descubrió en ellas. 

La relación que existe entre el número de vértices y 
el de caras de un poliedro, a la que después nos referi­
remos, constituye una importante propiedad topológica 
descubierta por Descartes en 1640 y redescubierta y 
empleada por Euler en 1752. También se debe a 

· Euler, la solución de otro problema topológico clásico: 
el problema de los Puentes de Konigsberg, que 
también expondremos más tarde. 

Recién a mediados del siglo XIX, inde­
pendientemente uno del otro, el astrónomo J.B. Lis­
ting publicó en 1847, por sugerencia.de Gauss, su 
pequeño libro Vorstudien zur Topologie ; y el gran 
geómetra A.F. Mobius comunicó a la Academia de 
Ciencias de París en 1858, una memoria sobre las 
superficies que tienen una sola cara y estudió diversas 
proposiciones topológicas. 

Los aportes de Riemann a la Teoría de las Funcio­
nes de Variable Compleja y, en particular, la invención 
de . las superficies que flevan su nombre, dieron un 
notable impuJso a la Topología. 

En los comienzos del presente siglo, el ilustre mate-
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mático francés Henri Poincaré , puso las bases de 
la llamada Topología Combinatoria o Algebrai­
ca. Después de él, quienes también han contribuido a 
hacer de la Topología uno de los campos más desarro­
llados de la Matemática, son muchos e importantes. Al 
respecto puede recurrirse a los libros de Historia de la 
Matemática. 

2. LA FORMULA DE EULEB PARA LOS POLIE~ 
OROS. 

Una figura como la ad­
junta, formada por dos 
triángulos del plano que 
sólo tienen un lado en co-
mún, constituye una red 
triangular. Los triángu­
los se llaman mallas o 
caras de la red; y los 
lados y los vértices, la­
dos y vértices de la 
red. 

Figura 3 

Si designamos por V al número de vértices, por L 
al número de lados y por M al número de mallas, se 
observa que se cumple la ecuación 

V- L + M = 1. (2.1) 

Si a los triángulos de la fi!gura 3 se les agrega un 
nuevo triángulo. (figura 4) .que tiene en común con los 
dos primeros sólo un lado de alguno de ellos, el número 



de vértices de la 
red aumenta en 
1 , el de lados en 
2 y el de mallas 
en 1 . Por tanto, 
los números de 
vértices, lados y 
mallas de la nue-

5 

Figura 4 

va red son, res­
pectivamente, V,= V+ 1 , 
cumple entonces que 

L1 = L + 2 , M1 = M + 1. Se 

V, - L1 + M1 = 1, (2.2) 

ecuación enteramente análoga a la (2.1 ). 

Por inducción se prueba sin dificultad que (2.1) y (2.2) 
son casos particulares de una propiedad general, a 

Figura 5 

saber que si V, L, M, son los números de vértices, lados 
y mallas de una red triangular cualquiera que goza de la 
propiedad de que los triángulos que la · forman, o no 
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tienen puntos comunes, o tienen a lo más un vértice o 
un lado en común, entonces dic:hos números satisfacen 
a la ecuación (2 .1 ) . · 

Consideremos ahora una ired tal como la repre­
sentada en líneas llenas en la figura 5(a), ~ue está 
formada por polígonos simples convexos<1 

cuales­
quiera, pero que cumplen condiciones análogas a las 
que satisfacen los triángulos de la red triangular antes 
considerada. Esta red de polígonos convexos podemos 
convertirla en una red triangular añadiendo a los lados 
que componen la red las diagonales que parten de uno 

· de los vértices de cada una de las mallas que no son 
triangulares (fig.S(a)). 

Designemos por V , L y M , los números de 
vértices, lados y mallas de la rE~d poligonal considerada 
y observemos como cambian estos números cada vez 
que se agrega una diagonal. Se nota que el número de 
vértices no cambia, pero los números de ladós y de 
caras, aumentan cada cual en 1. Es claro, que 
V - L + M no varía. Puesto que la red obtenida final-
mente es triangular, resulta qu~3 para la red poligonal es 
también V - L + M = 1 . 

(1) Polígono simple es aquel que limita a una región (interior) cuya 
frontera resulta por transformación continua de una circunferencia. 
Convexo es aquel para el que, dados dos puntos cualesquiera 
de dicha región pueden unirse por un segmento de recta contenido 
en ella. -
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Podemos considerar aún- una clase de redes más 
general, en la que los polígonos pueden no ser convexos 
y en la que dos de ellos pueden tener en común varios 
lados y varios vértices (figura 5(b)). Una red de esta 
clase puede transformarse en otra de la clase preceden­
te si, como se ve en la figura, a partir de cada vértice de 
cada ángulo entrante, de cada cara, se agrega un nuevo 
lado de la red que sea diagonal de dicha cara. Puede 
observarse que para cada lado nuevo, la suma 
V- L + M sigue invariable. Por consiguiente, también 
se cumple en esta red que 

V-L+M=1. 

Por tanto, las redes que aquí consideramos son defi­
:nidas mediante un número finito de puntos o vértices 
y de segmentos de recta q lados, dados en el plano, 
que cumplen las siguientes condiciones: 

1. ·Cada lado contiene exactamente a dos vértice~ 
que son sus extremos. 

2. Dos lados tienen, a lo sumo, un punto común, que 
debe ser extremo de ambos. 

3. Cada vértice es extremo de, por lo menos, dos 
lados. 

4. Cada dos vértices pueden unirse por una línea 
poligonal continua, formada por lados de la red. 

De lo dicho se deducen consecuencias más intere­
santes. Consideremos un poliedro cuya superficie es tal, 



8 

que puede convertirse por deformación "continua" en la 
superficie de una esfera. A tales poliedros los llamamos 
simples. Por ejemplo, son simples los poliedros regu­
lares, pero nos pondremos en 1el caso general de polie­
dros arbitrarios. Si suponemos que el poliedro es hueco 
y que su superficie está formada por una delgada mem-

a 

A 

(a) 
Figura 6 

brana elástica, podemos imag~nar que cortamos la su­
perficie a lo largo de todos los lados, menos uno,.de una 
de las caras del poliedro, de manera que podemos 
deformarla continuamente, hasta aplicarla en el plano 
para formar una red poligonal. En el ejemplo de la figura 
6(a) se supone que han sido cortados los lados AF, FG, 
y GB de la cara ABFG del exaedro ABCDEFG. En la 
figura 6(b), aparecen las caras deformadas y aplicadas 
en el plano. Es claro que en ese proceso las caras se 
transforman en las mallas de la red, las aristas en lados 
de la red, y los vértices, en vértices de la red. Pero en 
tanto que el número de las mallas es igual al de las 
caras del poliedro, el número de lados es igual al numero 
de aristas más n - 1, donde _n es el número de lados 
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de la cara cuyos lados fueron cortados; y el número de 
vértices, es el número de vértices del poliedro más 
n - 2. Por tanto, si V es el número de vértices del 
poliedro, A el número de sus aristas y C el número 
de sus caras, la red poligonal que resulta tendrá 
V+ (n - 2) vértices, A+ (n + 1) lados y C caras. Se­
gún lo establecido precedentemente, será 

V+ (n - 2) - (A + (n - 1 )) + C = 1, 

o sea 

V-A+C=2 (2.3) 

Es decir que el número de vértices de un poliedro 
simple, menos el número de sus aristas, más el número 
de sus caras, es igual a 2. 

La fórmula (2.3) se llama fórmula de Euler para 
los poliedros. Esta relación se cumple aún cuando el 
poliedro experimente una deformación continua "cual­
qutera". Se trata pues de una propiedad topológica que 
ha sido objeto de una amplia generalización, para lo que 
ha sido necesario precisar rigurosamente los conceptos · 
empleados, abstraer las propiedades que intervienen y 
profundizar las nociones de continuidad, de transforma­
ción continua, y otras más . . 

Un resultado imprevisto de la fórmula de Euler, es 
la demostración de que existen sólo cinco poliedros 
regulares; que son los cinco cuerpos platónicos, 
conocidos de los antiguos matemáticos griegos. La 
prueba es sencílla y podemos presentarla aquí. 
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Supongamos que el poliedro regular que considera­
mos tiene C caras, cada una de las cuales es un 
polígono regular de n lados, y que en cada uno de sus 
vértices concurren r aristas. Como cada arista está en 
dos caras, si A es el número de aristas, se cumple que 

nC=2A. 

Además, por tener cada arista dos vértices, si V es 
el número de vértices, entonce~s 

rV= 2A. 

De la fórmula de Euler se deduce entonces que 

1 1 1 1 -+ - = - +- (2.4) 
r n 2 A · 

Observemos que tanto n como r deben ser mayores 
que 2 porque un polígono tiene, necesariamente, más 
de dos lados; y en un vértice de un poliedro concurren, 
por lo menos, tres aristas. Además, resulta de (2.4) que 

1 1 1 
debe ser - + - > 

2 
; luego n y r no pueden ser 

r n 
ambos mayores que 3. Si no, tendríamos 
1 1 1 1 1 1 . 'bl p . . r + n ~ 4 + 4 = 2 ' o que es 1mpos1 e. or cons1gu1en-

te, o bien es n = 3 o bien es r := 3 . 

Si n = 3, es decir, si las caras son triángulos, la 
fórmula (2.4) permite escribir 
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1 
Puesto que A > O, se deduce que debe ser r < 6 , y 

por consiguiente r sólo puede tener los valores 3, 4 y 
6r 

5, a los cuales corresponden para A = -
6

- los valores -r 

6, 12 y 30, respectivamente; y para C = 2A los valo­
n 

res 4, 8 y 20. so·n, por lo tanto, el tetraedro, el 
octaedro y el icosaedro. 

Toro 

Figura 7 

Si suponemos ahora que r= 3, se obtiene de manera 
semejante que n sólo puede tomar los valores 3, 4 y 
5, a los que corresponden los valores 6, 12 y 30 de 

A, y los valores 4, 6 y 12 de C = 2A . Los poliedros que 
n 

resultan son, por tanto, el tetraedro, el cubo y el 
dodecaedro. 
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Queda probado así que sólo hay cinco poliedros 
regulares. Son ellos , los cinco cuerpos de Pla­
tón, que fueron conocidos de los antiguos matemáticos 
griegos. En el cuadro siguiente, se resumen los resulta­
dos obtenidos. 

Poliedros e V A n r regulares 

Tetraedro 4 4 6 3 3 

Cubo 6 8 12 4 3 

Octaedro 8 6 12 3 4 

Dodecaedro 12 20 30 · 5 3 

Icosaedro 20 12 30 3 5 

La fórmula de Euler se cumple para aquellos polie­
dros que, como es el caso de los poliedros regulares, 
pueden deformarse hasta convertirse en una esfera o 
en otra superficie simple. No se cumple, en cambio, para 
los poliedros que por deformación continua se transfor­
men en una superficie tal como un toro, (figura 7) o un 
doble toro (figura 8). 

Para el primero, se tiene V= 6, A = 32, C = 16. Lue­
. go 
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V-A+ C=O - (2.5) 

Para el segundo, es V= 28, A= 58, e= 28, y por 
tanto 

V-A+ C=-2 (2.6) 

Figura 8 

Las consideraciones precedentes sugieren la posibi­
lidad de vincular la naturaleza y la clasificación de las 
superficies cerradas con la relación, análoga-·a la fórmu-
la de Euler , que se cumple entre los números -de 
vértices, aristas y· caras de los poliedros que se trans­
forman en ellas por deformación continua. Acerca de 
este tema, trataremos después. 

Conviene que introduzcamos ahora la idea de redes 
sobre superficies , de manera semejante a la de las 
redes sobre el plano. La diferencia principal es que 
ahora, los lados de la red serán arcos de curvas conti­
nuas y no segmentos de recta. Si un poliedro se trans­
forma en una superficie por deformación continua, sus 
lados, aristas y caras se transforman en los vértices, 
lados y caras de una red sobre la superficie, de manera 
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que la relación que se cumple entre los números de esos 
. . 

elementos para el poliedro, se cumplirá también para la 
red sobre la superficie. Volveremos a este-tema, cuando 
tratemos acerca ·de la clasificación de las superficies 
cerradas. 

Problemas como el que hemos considerado y otros 
semejantes, han dado origen a la parte de la Topología 
que recibe el nombre de Topología Combinatoria. 

3. EL PROBLEMA DE l.OS PUENTES DE 
KONIGSBERG. 

Euler prestó atención a un problema aparentemen­
te fútil, pero en el que reconoció el germen de una 
doctrina geométrica en la que la naturaleza de las cues-

Figura 9 

tiones difiere de la que es propia de la geometría de los 
matemáticos griegos. -
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El problema es el siguient~. La ciudad de Konigsberg 
está situada en la desembocadura del río Pregel. Entre 
las orillas del río y las islas que forma, hay siete puentes 
(figura 9). Se plantea entonces el problema de llevar a 
cabo un recorrido en que, debiéndose pasar por todos 
los puentes, sólo se pase una vez por cada uno de ellos. 

En la figura 1 O, el problema queda esquematizado: 
Los puntos A , B , C y O , repre-
sentan a las zonas de tierra de los 
mismos nombres en la figura 9, y 
las curvas y segmentos que los 
unen representan a los siete 
puentes por los que esas zonas 
están unidas. Se trata pues de 
averiguar si es que existe una ma­
nera de hacer un recorrido conti­
nuo a lo largo de las 1 í neas de ese 
diagrama, de manera que todos 
los tramos sean pasados una sola 

e 

o 

Figura 10 

vez. Euler probó que dicho recorrido no es posible, 
es decir que para recorrer todos los puentes es preciso 
pasar dos veces, por lo menos, alguno de ellos. Su 
razonamiento fue sencillo. Supongamos que ese reco­
rrido exista. En tal caso comenzará en alguno de los 
cuatro vértices A , B , C , D y terminará en otro de 
ellos, que puede coincidir con el primero. En todo caso, 
habrá necesariamente dos vértices que serán de paso; 
es decir, a los cuales se llegará y de los cuales habrá 
que salir, porque aquellos que no cumplen con esa 
condición sólo pueden ser el de partida y el de llegada. 
Si consideramos uno cualquiera de los vértices de paso, 



16 

por cada llegada a él debe haber una salida de él, y como 
cada línea sólo puede ser recorrida una sola vez, en tal 
punto de paso debería concurrir un número par de 
tramos. Ahora bien, en la figura 1 O puede observarse 
que en cada uno de los vértic1es concurre un número 
impar de tramos. Por tanto, nin!guno de ellos puede ser 
de paso en un trayecto en que cada tramo sea recorrido 
exactamente una vez . . El trayecto con las condiciones 
exigidas es pues imposible. 

La propiedad que hemos reconocido en. la figura 1 O, 
es independiente de la forma de . los arcos y de la 

. posición relativa de los vértices;; y subsiste cuando se le 
deforma continuamente, manteniendo cada uno de los 
puntos su individualidad. La propiedad que se ha encon­
trado es, por tanto, una propiedad topológica. 

4. LA CONTINUIDAD Y LiAS PROPIEDADES 
. TOPOLOGICAS. 

En las secciones precedente,s hemos recurrido a las 
nociones de deformación y de continuidad, sin pretender 
definirlas con rigor, contentándonos con ideas intuitivas. 
Tal cosa no es satisfactoria desde el punto de vista 
matemático. De esa manera no es posible lograr esta­
blecer resultados cuyo alcance ~sté perfectamente pre­
cisado. Con el fin de avanzar alno en la dirección exigida 
por el rigor lógico, conviene que nos acerquemos a la 
noción matemática de continuidad y de transfor­
mación topológica . 

· · · . Previamente, se requiere la noción de aplicación 
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de un conjunto A en un conjunto B . 

Existe una aplicación del conjunto A en el conjunto B 
si a cada elemento p de A, le corresponde un determi­
nado elemento p' de B. Habitualmente, una aplicación 
recibe un nombre que permite identificarla. Podemos 
usar, por ejemplo, la letra f para denominarla, y escri­
bimos f :A -78 para expresar que f es una aplicación 
de A en B . Al elemento p' que corresponde a p por la 
aplicación f lo designamos por f (p) y escribimos por 
esa razón p'= f (p), y también p-7 p'. 

La noción de continuidad se emplea para expresar 
una propiedad que puede ocurrir en las aplicaciones 
entre conjuntos A y B en los que es definida en forma 
precisa la noción de proximidad entre sus elementos. 
No necesitamos esforzarnos en inventar tales conjuntos 

. porque los tenemos a mano: son, por ejemplo, los 
conjuntos de puntos del espacio en los que_ la proximi­
dad se expresa en términos de distancia. Más conve­
niente aún es considerar dos conjuntos A y B de 
puntos del plano. 
Debemos tener 
presente que lo que 
diremos será apli­
cable, con pocas 
modificaciones, si 
se trata de conjun­
tos de puntos del 
espacio. 

Figura 11 

Imaginemos· pues en el plano dos conjuntos de pun-
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tos A y B y una aplicación f :A -78. Diremos que f es 
continua, si dado un círculo cualquiera k cuyo 
centro es el punto b = f (a) de B, existe un círculo 
h de centro en el punto a de A tal que para 
todo punto pde A situado en él, su correspon­
diente p' = f (p) está situado dentro de k. 

Por lo tanto, cuanto más cerca esté p de a tanto más 
cerca de b estará f (p). Esta ,es la definición clásica de 
la continuidad en el caso de aplicaciones entre conjun­
tos del pláno. Por sencilla que pueda parecer, fue clara-
mente formulada por el matemático francés Cauchy 
recién en 1821, fecha que determinó por ese motivo y 
por otros conceptos introducidos por él, un cambio re­
volucionario en la matemática, que contribuyó al desa­
rrollo del proceso que la ha conducido al estado de 
desarroUo actual. 

La nqción de continuidad que hemos enunciado, y 
con la cual es necesario famiiliarizarse, la hemos dado 
para una aplicación entre conjuntos del plano. Aprove­
chamos con ese fin, la circunstancia de que en el plano 
disponemos de un medio de estimar la vecindad o 
cercanía entre sus elementos o puntos, que es la noción 
de distancia. Se expresa este hecho diciendo que el 
plano está' provisto de una métrica, o bien que es un 
espacio métrico. También son espacios métricos, la 
recta y el espacio ordinario. Podemos adelantar ahora, 
sin mayores detalles, que ha.y otras maneras de intro­
ducir una noción de cercanía o vecindad en conjuntos 
de elementos que no son puntos de la recta, del plano 
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ni del espacio ordinario de tres dimensiones. 

La continuidad que hemos definido para una aplica­
ción entre puntos del plano, se extiende sin dificultad a 
las aplicaciones entre conjuntos de puntos del espacio: 
basta reemplazar los círculos, por esferas. El lector 
podrá con poco esfuerzo, formular la nueva definición. 

Para llegar a precisar la idea de propiedad topológica, 
debemos dar un paso más para definir lo que es una 
transformación topológica de un conjunto de pun­
tos A del espacio en un conjunto B del mismo; o como 
también se dice, un homeomorfismo de A y B. 

Una aplicación f :A ~a, donde A y B son conjuntos 
de puntos del espacio, es una transformación topo­
lógica, si cumple las dos condiciones siguientes: 

1. La correspondencia que se establece entre 
los conjuntos A y B, es biunívoca. Significa 
esto no solamente que a cada punto a que está 
en A le corresponde un punto bien determinado 
b = f (a) que pertenece a B, sino que, inversa­
mente si b' es un punto cualquiera de B, hay un 
punto y sólo uno a' de A tal que su correspon­
diente f (a) es b'. De esa manera, es definida 
una nueva aplicación que se llama inversa de f 

- 1 . . 

y se designa por f tal que f (a) = b equivale a 
- 1 

f (b) =a. 

2. Las dos aplicaciones f y (
1 

son conti-
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nuas. Se expresa esta. condición diciendo que f 
es continua en las dos direcciones, o bien que es 
bicontinua. Por consiguiente, podemos pensar 
que cuando el punto p de A se acerca hacia a, 
p' se acerca a b, e inversamente, si p' se mueve 
hacia b, su correspondiente p se acerca hacia 
a. Se dice entonces, que A y B son topológi­
camente equivalentes u homeomorfos. 

Si un conjunto de puntos, o una figura A del espacio, 
posee una propiedad que s19 cumple para cualquier 
figura B que es correspondie1nte o imagen de A, por 
una transformación topológica cualquiera, se dice que 
se trata de una propiedad topológica. 

Según ya dijimos, la Topología es la rama de la 
matemática, que estudia las propiedades topológicas de 
las figuras. 

Esta definición es aún restriingida, porque está referi­
da a figuras del plano o del espacio. La Topología, 
propiamente dicha, estudia las propiedades que no 
cambian por transformacione1s que tienen lugar entre 
espacios en los que no necesariamente existe una 
noción de distancia, si bien sí existe una manera de 
determinar la cercanía o proximidad de los elementos. 
Tales conjuntos se llaman espacios topológicos. De 

· ellos no es posible tratar en esta ocasión. 

La transformación topológica de una figura del espa­
cio en otra, no siempre es 'posfüle materializarla median-
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valentes entre sí, y con un anillo circular. No obstante, 
no es posible aplicar al uno sobre el otro por una 
deformación continua, ya que para ese fin es necesario 
cortar previamente a uno de ellos. 

Las propiedades topológicas de las figuras, tales 
como las expresadas por la fórmula de Euler de · 1os 
poliedros, o la del problema de los puentes de Konigs­
berg, son del mayor interés desde el punto de vista de 
muchas investigaciones y estudios matemáticos. En 
cierto modo constituyen las propiedades geométricas 
más sencillas y fundamentales, porque son aquellas que 
no desaparecen por drásticos que sean los cambios de 
forma a los que se sometan las figuras. 

Antes de pasar a otro tema, observaremos que una 
transformación de una figura en otra, puede ser continua 
y biunívoca sin ser bicontinua; es decir, sin ser topológi­
ca, debido a que su inversa no es continua. Un ejemplo 
muy simple es la transformación del conjunto de puntos 
del segmento AB sin su extremo B {figura 12), cuando 
es deformado hasta transformarlo en una circunferen­
cia; juntando sus extremos A y B, en el punto C. Se nota 
que la aplicación que a cada punto p le asigna el punto 
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p' en que se trasforma, es 
evidentemente biunívoca y 
continua pero no bicontinua, 
porque la transformación in­
versa no es continua en C 
ya que al acercarse el punto 
p' a C, su correspondiente p 
en el segmento AB no se 
acerca hacia ningún punto 
del conjunto considerado 
pues no le pertenece el pun­
to B. 

p 
A o-o· --)a.---~o --aoB 

Figura 12 



§2. ALGUNAS 
PROPIEDADES 

TOPOLOGICAS DEL 
PLANO Y DE LA ESFERA 

5. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DEL PLA­
NO DEDUCIDAS DE LA METRICA. VECINDA­
DES. 

El plano puede concebirse como un conjunto de 
elementos o puntos tales que a cada par de ellos le 
corresponde un número positivo; si son distintos; y el 
número cero, si· son iguales. Ese número es la distan­
cia entre los puntos, y posee dos propiedades que son 
·de la mayor importancia, no obstante su sencillez. La 
primera es que es el mismo, cualquiera que sea el orden 
en que dichos puntos sean considerados. Si la distancia 
de dos puntos A y B la representamos por d (A, 8) la 
mencionada propiedad se puede expresar mediante la 
ecuación 

d (A,8) = d (8,A). 

La segunda propiedad es la expresión del teorema de 
geometría que establece que la suma de las longitudes 
de dos de los lados de un triángulo, es mayor o igual que 
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la longitud del tercer lado. Si ~os vértices se designan 
por A, B y C, la propiedad que acabamos de señalar se 
expresa mediante la desigualdad 

d(A,B) + d(B,C) ~ d(A,C) 

que se acostumbra llamar des¡igualdad triangular. 

Una noción fundamental en el estudio de la topología 
del plano, es la noción de vecindad de un punto. 

Sea A un punto cualquiera del plano. A cada núme­
ro positivo r le corresponde un círculo con centro A y 
radio r. Llamaremos vecindad circular del punto A, 
a cada uno de los conjuntos formados por todos los 
puntos del interior de cualquiera de esos círculos. 

Así por ejemplo (figura 
13), el punto P pertenece a 
la vecindad circular de radio 
r del punto A, y el punto Q 
no pertenece a ella. Puede 
decirse también, que cada 
vecindad circular de A está 
formada por los puntos in­
teriores de cada círculo de 
centro A. 

Figura 13 

Se observa que todo punto P perteneciente a la 
vecindad circular de radio r de A, tiene una distancia 
de A que es menor que r-. Po1r tanto P pertenece a la 
vecindad circular de A, de radio r; si y sólo si se cumple 
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que 

d(P,A) < r. 

Q G) 
Figura 14 Figura 15 

Algunas propiedades sencillas son: 

. 1 . .- Si P pertenece a una vecindad de A, existe una 
vecindad de P, que está contenida en la vecindad 
de A (figura 14). 

2. Dados dos puntos diferentes A y B, existen vecin­
. dades de ellos, sin 

puntos comunes {fi­
gura 15). 

3. Si Pes un punto que 
pertenece a la inter­
sección de una ve­
cindad de A con una 
. vecindad de B; exis-
te una vecindad de 
P, que está conteni-

Figura 16 
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da en dicha intersección {figura 16). 

Propiedades como las que hemos señalado son im­
portantes para profundizar en la noción de proximidad 
y en el estudio de las propiedades topológicas de las 
figuras del plano. Por un proceso de abstracción que 
aquí no es posible describir, esas propiedades pueden 
utilizarse para definir el concepto de espacio topoló­
gico. 

En esta breve reseña nos limitaremos a señalar dos 
clases de conjuntos del plano que tienen gran importan­
cia en la Topología. 

Se dice que un conjunto de puntos del plano es 
abierto si contiene, para cada uno de sus puntos, a una 
vecindad del mismo. Es fácil reconocer que las vecinda­
des circulares que hemos dE~finido, son ejemplos de 
conjuntos abiertos. 

Decir que un conjunto de puntos del plano es cerra­
do, significa que el conjunto d~a los puntos del plano que 
no le pertenecen, es un conjunto abierto. Por ejemplo, 
el conjunto que resulta al excluir del plano todos los 
puntos de una vecindad circular cualquiera, es cerrado. 

La propiedad de que unconjunto sea abierto o cerra­
do, es topológica. Por el contrario, la propiedad de ser 
una vecindad circular, no lo es. Po~ esta razón, la noción 
de vecindad circular se amplía conviniendo en que ve­
cindad de un punto, es cualquier conjunto que contie­
ne alguna vecindad circular de dicho punto. Lo dicho se 
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extiende, sin dificultad, al espacio de tres dimensiones 
de la geometría usual. Para cada uno de sus puntos, las 
vecindades esféricas .. son las esferas o bolas abier­
tas que lo tienen por centro. Se cumplen entonces 
propiedades análogas a las que tienen las vecindades 
circulares de los puntos del plano, y pueden definirse 
nociones tales como las de conjunto abierto, conjunto 
cerrado o continuidad de funciones, en alguna región 
del espacio. 

Podemos observar, por último, que las mismas ideas 
pueden aplicarse al espacio de una dimensión, es decir, 
a la línea recta. Las vecindades de un punto cualquiera 
de la recta son los segmentos que lo tienen por centro, 
excluidos sus extremos. 

6. CONEXION. 

La definición.de una curva plana continua·excede los 
propósitos de esta exposición, razón por la cual, sólo 
daremos una noción intuitiva al respecto. Podemos ad-
mitir que una curva simple abierta , es la que resulta 
por una transformación topológica de un segmento de · 
recta; y una curva simple cerrada , es la que se 
obtiene por deformación topológica de una circunferen­
cia. 

Un conjunto de puntos del plano es conexo, si dados 
dos cualesquiera de sus puntos A y B, existe una curva 
continua contenida en el conjunto dado y que tiene por 
extremos los puntos A y B. Ejemplos familiares de 
conjuntos conexos son: un círculo, un triángulo, un 
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cuadrado, un semiplano, un se~gmento, una línea recta, 
etc. La propiedad de ser cone!xo no se pierde por una 
transformación topológica; es por tanto una propiedad 
topológica. Un conjunto que es la unión de dos círculos 
sin puntos comunes, es ejemplo de un conjunto no 
conexo. No ser conexo es también, naturalmente, una 
propiedad topológica. 

Vamos a tratar ahora acerca del orden de conexión 
de los conjuntos. Los dos conjuntos que aparecen raya­
dos en la figura 17 no son topológicamente equivalen­
tes, desde que no existe una transformación topológica 
·que aplique uno de ellos sobre el otro. Una diferencia 
esencial entre 
ambos conjun-
tos es la si­
guiente:. si con­
sideramos una 
curva simple 
cerrada conte­
nida en el pri­
mero (figura 
17(a)), es in­
mediato reco-
nacer que pue-

(a) (b) 

Figura 17 

de deformarse, contrayéndose continuamente, sin dejar 
de estar íntegramente en el conjunto, hasta reducirse a 
un único punto del mismo. Cuando un conjunto del plano 
satisface esa condición para cada curva cerrada conte-
nida en él, se dice que es simplemente conexo. En 
cambio, el dominio (b) que está comprendido entre dos 
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círculos concéntricos, no es simplemente conexo, pues 
la curva que ahí aparece dibujada no puede deformarse 
hasta reducirse a un punto, sin que alguno de sus puntos 
tenga necesariamente que salir del dominio: uno de 
ellos deberá coincidir con el centro de los círculos en el 
proceso de deformación. 

Una notable propiedad de algunos dominios del pla­
no, es la de ser simplemente conexos. 

Los dominios que no son simplemente conexos, se 
llaman múltiplemente conexos. 

Un dominio como el de la figura 17(b), u otro que le 
sea topológicamente equivalente, presenta lo que pode­
mos llamar un "agujero". Puede ser convertido en un 
dominio simplemente conexo, si se le corta en la forma 
que se aprecia en la figura 18. 

Figura 18 Figura 19 

Podemos construir dominios con dos o más agujeros 
(figura 19), que pueden volverse simpl·emente conexos, 
mediante dos o· más cortes. · · 
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Si un conjunto requiere n - 1 cortes, que no se 
atraviesen y que sean de borcle a borde, para convert-
irse en simplemente conexo, se dice que tiene cone­
xión de orden n, o que es conexo de orden n. 

Puede verse también que el orden de conexión de un 
conjunto de puntos del plano, depende de una cierta 
propiedad de su complemento {conjunto de puntos del 
plano, que no están en dicho conjunto). Al efecto, se 
define una componente conexa de un conjunto dado, 
como toda parte conexa que no está contenida en 
ninguna otra parte conexa, salvo ella misma. Puede 
observarse en los conjuntos considerados en esta sec-
ción, que el orden de conexión de un conjunto es 
igual al número de componentes conexas de su 
co,mplemento. 

7. EL TEOREMA DE LA CURVA DE JORDAN 

Es muy sencillo observar que 
una circunferencia o una elipse, 
por ejemplo, dividen al plano en 
dos partes sin puntos comunes. 
En el caso de la circunferencia, 
una está formada por los puntos 
cuya distancia al centro es menor 
que el radio; y la otra, por aquellos 
cuya distancia al centro, es ma­
yor. La primera es el dominio inte­
rior; la segunda, el dominio exte­
rior. 

exterior 

é!} 
Figura 20 
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Si definimos una curva simple cerrada como la 
imagen de una circunferencia por una transformación 
topológica, puede presumirse que divide al plano en dos 
partes; una interior y otra exterior, sin puntos comunes. 
Sin embargo, las curvas pueden ser muy complejas por 
lo que la demostración de la propiedad, se complica. El 
matemático francés Camille Jordan (1838-1922) 
fué el primero en enunciar el teorema que establece 
dicha propiedad. La demostración que dió, sumamente 
larga y compleja, resultó defectuosa. La primera demos­
tración correcta se debió al matemático norteamericano 
O. Veblen en 1905. Otra, fue dada por el matemático 
holandés L.E.J. Brouwer en 1909; y una más por 
el matemático norteamericano J. W. Alexander en 
1922.<

1
) La dificultad de la demostración se debe a la 

generalidad del concepto de curva simple cerrada, así 
como a que conceptos tan evidentes para la intuición 
como los de interior y exterior, requieren sér rigurosa­
mente preci~ados. 

Conviene notar que la demostración se facilita al 
restringirse la generalidad. Por ejemplo, al suponer cur­
vas cuyas tangentes varían continuamente a lo largo de 
ellas, o bien líneas poligonales, en vez de las curvas 
simples cerradas a las que nos hemos referido. Resulta 
interesante e instructiva, la demostración del teorema 

(1) La demostración de Alexander puede verse en el libro de M. H; 
Newman. Elements of the Topology of Plane Sets of 
Points, Cambridge at the University Press, ( 1939 ). 
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de Jordan cuando la curva simple cerrada es "reem­
plazada" por una línea poligonal cerrada, es decir, un 
polígono; por lo que la incluimos a continuación, aunque 
su lectura puede realizarse después. Conviene notar 
que el teorema en mención, se cumple sobre la esfera 

· pero no sobre el toro. 

8. DEMOSTRACION DEL 'TEOREMA DE JOR­
DAN PARA POLIGONOS. 

La curva simple cerrada que vamos a considerar 
ahora, es una línea poligonal P que configura un polí­
gono. Podemos definirla como compuesta por un núme­
ro finito de segmentos de rectas tales que cada uno 
tiene puntos comunes solamente con dos de los demás: 
con uno de ellos tiene en común uno de sus extremos y 
con el otro tiene en común su otro extremo. 

Debemos demostrar que los puntos del plano que no 
pertenecen a P forman dos conjuntos a los que llama­
remos interior y exterior del poi ígono. Dichos con­
juntos tienen una frontera común: el polígono P. 

Designaremos por A y B al exterior y al interior, 
respectivamente. Probaremos que esos conjuntos son 
tales que dos puntos cualesquiera que pertenecen a uno 
de ellos pueden ser unidos por un "camino" poligonal 
que no corta a P; pero que todo camino poligonal que 
une un punto de A con un punto de B, corta necesaria­
mente a P. 

Demostración. Puesto que el polígono P tiene un 
número finito de lados, podemos elegir una semirrecta 
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orientada del plano que no es paralela a ninguno 
de los lados del polígono. En la figura 21, es desig­
nada por d. En lo que sigue, a las semirrectas paralelas 
y con la dirección de la semirrecta d las llamaremos 
simplemente semirrayos. El semirrayo que tiene su 
punto inicial en un punto punto dado, será llamado 
semirrayo de dicho punto. Vamos a definir ahora los 
conjuntos A y B de la manera siguiente: 

Un punto p que no pertenece al polígono P , es 
elemento de A, si el semirrayo de origen p corta a P en 
un número par de puntos. 

Un punto q que no está en P, es elemento de 8, si el 
semirrayo de origen q corta a P en un número impar de 
puntos. 

Una aclaración se requiere para el caso en que un 
semirrayo pasa por un vértice de P, como ocurre en la 
figura con los puntos P1, p3, q1 y q3. A ese respecto 
adoptaremos las reglas siguientes: 

Si un semirrayo pasa por un vértice de manera que 
los lados del poi ígono que concurren en él se encuentran 
al mismo lado del semirrayo, como sucede con los 
semirrayos de los puntos P1 y q1 , entonces no se cuenta 
esa intersección con P para determinar si el origen del 
semirrayo está en A o en B. Pero si los lados que 
concurren en el vértice se encuentran en lados diferen­
tes del semirrayo, como ocurre con los semirrayos de 
los puntos p3 y q3 , entonces sí se cuenta la inter­
sección. En la figura 21, los puntos P1 , P2 y p4 
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están en A, por-
que sus respecti­
vos semirrayós 
tienen 2, 4 y O 
intersecciones 

. con P. Los puntos 
q1 ' q2 ' q3 y q4 
pertenecen a B 
porque sus se­
mirrayos tienen 

d 

3, 3, 3 y 1 inter- Figura 21 

secciones con P, 
respectivamente. Diremos que dos puntos del plano 
tienen la misma paridad, si pertenecen a la misma 
parte A o B. · · 

--A-~---:;:.. --- - ----"> 
-- --- --"';;> 

---~-.;._-. ~ --- ---~ 

--- ----~ 
---- ---~ 
--.---- -~ 

---------~ - - - - - - - ---:;. 

(a) (b) 

Figura 22 

Dividiremos la demostración en dos partes: 

1. Se observa que si consideramos en el plano 
un segmento cualquiera que no tiene puntos 

· comunes con P, todos sus puntos tienen la mis-
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ma paridad. En efecto, si imaginamos que un punto 
s_e desplaza sóbre el segmento a partir de uno de sus 
extremos hasta el otro, la paridad de ese punto no varía 
pues sólo podría cambiar si su semirrayo pasa por un 
vértice del polígono; y un atento examen (figura 22) 
permite comprobar que debido a nuestros convenios, la 
paridad no cambia en ninguno de los dos casos posi­
bles. 

En el caso (a) los pl:Jntos de intersección con el 
· polígono, cambian en 2; al pasar el semirrayo por el 
vértice. Por tanto; la paridad no varía. En el caso (b) el 
número de puntos de intersección con P, no cambia 
cuando el semirrayo pasa por el vértice. 

Resulta entonces que si se une un punto p de A 
con un punto q de B por un camino poligonal, 
éste debe cortar necesariamente a P, porque de lo 
contrario todos los puntos de él y, en particular, p y q, 
tendrían la misma paridad, contra lo supuesto. 

2. Probaremos ahora que si p y q'son puntos que 
pertenecen a la misma clase, A o B, ellos pueden · 
ser unidos por un camino poligonal, que no 
corta a P. 

·La demostración correspondiente requiere establecer· 
algunos hechos, que luego utilizaremos: 

a) Los conjuntos A y B son abiertos. En efecto, 
sea p un punto de uno de ellos. Puesto que no pertenece 
a P, sus distancias a los lados del polígono son números 
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positivos, al menor de los cuales designamos por p . Una 
vecindad de P de radio menor que p, está formada por 
puntos que no pertenecen a P ; por lo cual, debido a lo 
probado en la primera parte, todos ellos tienen la misma 
paridad que p . Luego, pertern3cen a la misma clase, A 
o B, que dicho punto. 

Figura :23 

b) Si a es un punto (fi~1ura 23) cualquiera de 
' un lado de la poligonal p y s es un segmento 
de recta que corta a ese la.do en el punto a, dos 
puntos b y e situados en el segmento s , pero 
en lados diferentes del punto a, tienen diferente 
paridad si es que están mmbos suficientemente 
cerca de dicho punto. Observaremos.primero que.si 

/ 

b y e están suficientemente cerca de a, los semirrayos 
que corresponden a b y e no pueden tener otras 
intersecciones con · P, aparte de la intersección . d · que 
tiene el semirrayo de b en la proximidad de a, que las 
que pueden ocurrir en la vecindad de las intersecciones 
que puedan haber con P,-del semirrayo que parte de a. 

· ·. Ahora bien, estas últimas pu1eden ser de cuatro tipos, 
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como en los puntos e, f, g -y h de la figura 23, cuyo 
examen atento muestra que, en todos los casos, el 
número de intersecciones de los semirrayos que parten 
de b y e es par o impar para ambos, de manera que no 
pueden alterar el hecho de que desde el principio la 
paridad de dichos puntos es diferente debido a la inter­
sección d que presenta el semirrayo de a. De esa 
manera queda probado que las paridades de b y e 
son diferentes, por lo que estos puntos pertenecen uno 
a la clase A, y otro a la clase B. 

Vamos a construir ahora un camino poligonal que sin 
cortar a P , una a dos puntos cualesquiera p y q que 
tienen la misma paridad. Si el segmento pq no tuviera 
puntos comunes con el polígono P, él mismo sería la 
línea poligonal que queríamos construir. 

Admitiremos por tanto que el segmento pq tiene pun­
tos situados sobre la 
poligonal P. Puede 
suceder que pase por 
un vértice y que con­
tenga a un lado. Pero 
esta circunstancia po­
demos evitarla de la 
siguiente manera: Se­
gún a) existe una ve­
cindad de q cuyos 

Figura 24 

puntos tienen todos la misma paridad. Entre ellos pode­
mos elegir a uno que llamaremos m, tal que el segmen­
to pm no corte a P en ningún vértice (figura 24). 
Bastará construir un camino poligonal que una p con 
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m y que no corte a P , y agregarle el segmento mq , 
para obtener el camino que buscamos que une p con 
q . Podemos suponer, por consiguiente, que p es tal 
que el segmento pq corta a P , pero no pasa por 
ningún vértice, es decir, que lo corta en puntos que son 
interiores a lados. 

Figura 25 

Construiremos ahora el camino poligonal de la mane­
ra siguiente, comenzando a partir de p. Su primer lado 
será el segmento de pq que comienza en p y llega · 
hasta muy cerca del primer punto de intersección p' de 
'pq con P. En ese purito se inicia un nuevo lado paralele.» 
y muy cercano al lado de P vecino (ver en la figura 25, 
la línea punteada). Se prosigue, como se ve en la figura, 
construyendo sucesivamente lados paralelos y muy cer­
canos a la poligonal, pero sin tocarla, hasta llegar a la 
vecindad del último punto de intersección q' del seg!'" 
mento pq con P, al cüal cortará en . un punto que 
llamaremos q". El último lado del camino que estamos 
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construyendo será el segménto q"q . Lo que aún no 
podemos asegurar·, razón por la que no aparece en la 
figura el punto q" , es si este punto se encuentra entre 
p y q' o entre q' y q. Designemos por P' al camino que 
hemos constru ído hasta ahora. Dada la forma como ha 
sido construido; todos sus puntos, inclusive el punto 
q" , tienen la misma paridad que es la de p y la de q. 
Pero si q" se encontrara dentro del segmento pq' y no 
del segmento q'q resultaría, en virtud de lo expresado 
en b ), que habría entre q' y q un punto cuya paridad 
sería distinta de la de q", lo cual no es posible porque el 
segmento q'q, debido a la manera como q' ha sido 
determinado, no tiene puntos en P. Se deduce de allí 
que q" se encuentra entre q' y q y por consiguiente 
P' es una poligonal que une p con q sin cortar a P, con 
lo cual queda demostrado el teorema de Jordan en 
el caso de un polígono. 

El conjunto A está formado por los puntos a los que 
. corresponden semirrayos que cortan al polígono en un 
· número par de puntos, con las reglas que hemos defini­
do respecto de los vértices. Ahora bien, entre ellos están 
los puntos cuyos semirrayos no cortan en punto alguno 
a P, a los cuales consideramos intuitivamente como 
situados fuera del polígono. Resulta por eso natural que 
consideremos al conjunto A como exterior del polígo­
no; B será su interior. Puede notarse que por muy 
complicado que sea un polígono, es posible reconocer 
fácilmente, si un punto dado está en su interior o en su 
exterior, mediante un semirrayo que parte de él: si corta 
al poi ígono un número par de veces pertenecerá al 
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exterior; de lo contrario, estará en el interior. 

9. EL PROBLEMA DE LOS DOMINIOS VECI­
NOS. 

En una conferencia que ofreció Mobius en 1840, dio 
a conocer como una curiosidad interesante, un proble­
ma cuyo interés desde el punto de vista topológico ha 
planteado una difícil cuestión matemática. Mobius lo 
presentó en forma de una supuesta leyenda: Había una 
vez un príncipe del lejano oriente que tenía cinco hijos 
quienes debían heredar sus tierras. Determinó en su 
testamento que cada una de las cinco partes en que 
fueran divididas, deberían tenE~r fronteras en común con 
cada una de las demás. 
Dispuso además, que la 
división debería ser tal 
que fuera posible unir las 
residencias de, cada dos 
hermanos por caminos 
que no se cortaran ni 
tuvieran punto de 
contacto con la parte 
de un tercer hermano. 
Se trataba pues de cons-

Figura 26 

truir diez caminos que no se cruzaran, cada uno de los 
cuales uniera a las resrdencias de dos de · los hijos. 
Falleció el príncipe y sus hijos intentaron cumplir su 
voluntad, pero vieron que si s,ólo hubieran sido cuatro, 
lo habrían podiQo lograr (f~gura 26), pero al ser cinco no 
les era posible encontrar una solución. La leyenda-cuan-
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ta cómo se resolvió el proble_ma mediante un artificio al 
que nos referiremos después. Por ahora mostraremos 
que, efectivamente, si no se-recurre a un cierto artificio, 
el problema no tiene solución. Mobius redujo la demos­
tración de la imposibilidad de encontrar solución a pro­
bar que dados en el plano cinco puntos en cualquier 
posición, no es posible construir diez curvas continuas 
cada una de las cuales una a dos de los puntos de 
manera que no haya dos de ellas que se corten. 

En primer lugar, consi­
deremos dos de los cinco 
puntos, A y B, y constru­
yamos una curva cual­
quiera que los una sin pa­
sar por ninguno de los 
otros tres puntos. En par­
ticular el tercer punto e no 
se encuentra en ella. Es 
fácil observar que cual­
quiera que sean las dos 

A ------... , é "'- ' \ j 1 
\ I 

\ .... k 
\ ,,, .. 

\ .. ' / ' / ......... 
B 

Figura 27 

curvas que usemos para unirlo con A y B, respetando 
las condiciones del problema, se tendrá una curva ce­
rrada simple que divide al plano, como lo expresa el 
teorema de J ordan, en dos partes, una exterior y otra 
interior. Designemos a la primera por E y a la segunda 
por T (figura 27). 

El cuarto punto D no está sobre ninguna de las tres 
curvas de la figura 27, luego debe estar o bien en el 
conjunto E, como se muestra en la figura 28(a), o bien 
en el conjunto T, como se ve en la figura 28(b). En ambos 
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casos se han representado las curvas que unen a O con 
A, B y C, de manera que no corten a las curvas que ya 
habían sido dibujadas. 

-- --- ...... A __ ...... '\ 

!\ I 

-------- ... , A _,,,,,_... \ 
f.,_ . o 1 

/ ' .).e f \ ~, \ 
1 ' /' 1 

0\, ',, / I 
,-----">'B / ', ,,,~/ ........ ___ __ 

(a) 

Figura 28 

\ --r---... I 
\ ' I 

\ l /~ ' \ ,~ ' \ / ,~, 

e 

(b) 

Es claro que para considerar la posibilidad de unir el 
quinto punto E con A, B, C y O,, sin cortar a los caminos 
que ya unen a estos últimos, podemos valernos de los 
esquemas de la figura 28 o de cualquier otro que resulte 
de ellos por una deformación continua. Ahora bien, 
un breve examen muestra que 
ambas figuras pueden deformar-
se hasta formar la figura 29 en 
que los caminos están simple­
mente representados por seg­
mentos de recta. En esta última 
figura ya no aparecen las letras A, 
B, C y D, porque en la figura 28 
(a) el punto B es el punto central 
y en la figura 28(b) lo es el punto . 

Figura 29 

lJ. Puede verse claramente, que ~I quinto punto E debe 
. estar situado o bien fuera del triángulo en que se en-
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cuentran todos los caminos, en cuyo caso no podrá ser 
unido al punto central por curva alguna que no corte a 

Figura 30 

uno de los segmentos, o bien estará dentro de alguno 
de los triángulos interiores y entonces no podrá ser 
unido con el punto que está situado fuera de dicho 
triángulo sin cortar también alguno de los segmentos. 
Queda así demostrada la imposibilidad de resolver el 
problema en la forma en que hasta ahora lo hemos 
considerado, en que, sin haberlo dicho expresamente, 
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.suponíamos implícitamente que los puntos y los cami­
nos que los deben unir se encuentran situados en un 
plano que es aquél en que se suponen situadas las 
tierras de la leyenda. 

Según Mobius, cuando los hijos se desesperaban 
por no saber cómo cumplir con las disposiciones deja­
das por su padre, un derviche les dio la solución que, 
como se aprecia en la figura 30, consistió en la cons­
trucción de un puente para unir las partes que llevan las 
letras D y E. En la figura, los caminos están dibujados 
en líneas de segmentos y los liinderos de las cinco partes 
están representados por rayados. Puede notarse que 
las exigencias son cumplidas mediante el artificio inge­
nioso de la construcción del puente. 

De lo dicho se obtiene por una parte el resultado, 
matemáticamente cierto, de que en un plano sólo pue­
den darse cuatro dominios mutuamente vecinos en el 
sentido propuesto en la leyenda de Mobius. 

Por otra parte, la solución del derviche plantea el 
mismo problema, pero no sobre el plano sino sobre 
superficies de diferente naturaleza; lo que lleva a pro­
fundizar en los géneros de las superficies, tema impor­
tante de la llamada Topolo~1ía Combinatoria, que se 
originó con los trabajos de Henri Poincaré , y acerca 
del cual trataremos después. 

Por ahora, nos limitaremos a señalar que sobre la 
superficie de la esfera, ~sí como en el plano, pueden 
darse a lo más, cuatro dominiqs mutuamente vecinos. 
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En cambio, sobre el toro puede darse un ejemplo de 

(a) 
o b 

G A G 

D 
e E F 

e e 

:() ce) G B G 
a b 

(b) (e) 

Figura 31 

siete regiones que son mutuamente vecinas. En efecto, 
si como se indica en la figura 31 (a), se corta su superficie 
según la circunferencia e, podemos deformarla hasta 
convertirla en un cilindro (figura 31 (b)). Si cortamos a 
éste según el segmento ab, podremos abrirlo y transfor­
marlo en un rectángulo (figura 31 (c)). Este~ rectángulo 
puede dividirse en las regiones A, B, C, D, E y F, y los 
cuatro cuadrados G. Si a partir de este rectángulo, así 
dividido en regiones, recomponemos el toro, podrá ver­
se que los cuatro cuadrados G se unen formando una 
región sobre él. Esta y las regiones A, B, C, O, E y F, 
dividen a la superficie del toro en siete regiones mutua­
mente vecinas. 

10. EL PROBLEMA DE LOS CUATRO COLO­
RES 

El mapa de un país en el que se presenta su división 
política en departamentos, provincias o estados, y el 
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propósito de distinguirlos claramente pintando cada par­
te en colores convenientes, plantea el problema de 
disponer los colores de manera que dos regiones veci­
nas cualesquiera lleven colores diferentes. Diremos en-
tonces que el mapa está bien coloreado cuando se 
cumple dicha condición. Para este fin llamamos veci­
nas, a dos partes que tienen una frontera común forma­
da por una curva y no únicamente por un punto. Se 
presenta entonces la pregunta siguiente: ¿Cuál es el 
menor número de colores que es necesario utilizar para 
colorear bien un mapa, es decir de modo que regiones 
que son vecinas lleven diferentes colores? 

@3 @ 2 2 l 4 3 

1 2 

Figura 32 

En la figura 32 se presentan tres ejemplos de des­
composición en regiones que para ser bien coloreadas 
requieren, respectivamente, no menos de 2, 3 y 4 colo­
res, porque de lo contrario, resultarían regiones conti­
guas del mismo color. Podemos establecer, por tanto, 
que existen mapas cuyas regiones son tales que 
requieren no menos .d_e cuatro colores para ser 
bien coloreadas. 
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Los cartógrafos no han encontrado hasta ahora mapa 
alguno, que no pueda ser bien coloreado con cuatro 
colores. La propuesta de demostrar el teorema de que 
todo mapa puede ser bien coloreado con cuatro colores, 
se debió primero a Mobius en 1840, y posteriormente 
en 1850 fue reiterada por De Margan, y en 1878 por 
Cayley. En 1879 Kempe creyó haberlo demostrado, 
pero en 1890 Heawood halló un error; y una modifi­
cación del razonamiento le permitió probar que para 
colorear bien un mapa son suficientes cinco colores. 
Más tarde fue posible llegar a probar el teorema de los 
cuatro colores, para todos los mapas con 38 regiones o 
menos. 

Por fin, el teorema fue demostrado en forma general 
por Appel y Haken, mediante un largo análisis con 
computadora, en que fue necesario considerar un gran 

, d rt' 1 (1) numero e casos pa 1cu ares. 

Es importante observar que el problema de colorear 
bien un mapa situado en un plano, es equivalente al 
mismo problema para un mapa situado sobre una su­
perficie esférica. En efecto, un mapa cualquiera sobre 
una esfera puede trasladarse sobre un plano si en el 
interior de una de sus regiones, A, se perfora un peque­
ño agujero que permite deformar la superficie hasta 
aplicarla sobre el plano de modo que el mapa trazado 

(1) H. B. Griffiths, Surfaces , Cambridge University Press, 
(1981). 
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sobre ella, se transforma en un mapa sobre el plano. Es 
claro entonces que si se resuelve el problema en el 
plano entonces será resuelto también en la es­
fera, y recíprocamente. 

Añadiremos ahora una observación interesante. Si 
bien el problema de hallar el menor número de colores 
que se requiere para colorear !bien un mapa ubicado en 
un plano o en la esfera no ha sido resuelto sino muy 
recientemente, no ha sido así para mapas situados en 
superficies más complicadas. Así por ejemplo, todo 
mapa sobre la superficie de un toro puede ser bien 
coloreado usando siete colores. Existen ejemplos de 
mapas sobre esta última superficie que no pueden ser 
coloreados con menos de sie!te colores, debido a que 
constan de siete regiones tales que cada una es conti­
gua con las otras seis. 

11. EL TEOREMA DE LOS CINCO COLORES. 

En la presente sección probaremos la siguiente pro­
posición: 

Para colorear bien un 1napa, son suficientes 
cinco colores. 

Según hemos señalado, basta demostrar el teorema 
para los mapas sobre una esfera. 

Primero haremos la siguiente observación: En un 
mapa puede haber, aparte de las regiones simples 
cuyas fronteras se reducén a una curva simple cerrada, 
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otras en las que la frontera e·stá formada por dos o más 
curvas simples cerradas, como las que se muestran 
punteadas en la figura 33, las cuales rodean a una o más 
regiones y las separan de las demás. Tales regiones se 
llaman regiones envolventes. 

Figura 33 

Llamaremos mapa normal .a un mapa cuyas re­
giones son todas simples, es decir que no tiene regiones 
envolventes. El conjunto de regiones, lados y vértices 
de un mapa normal, constituye una red sobre la esfera, 
a la que es aplicable la fórmula (2.3) de Euler. 

En lo que sigue, cuando empleemos la expresión 
''bien coloreado" o ''buena coloración", debe en­
tenderse que se trata de la coloración con los cinco 
colores únicos que nos proponemos emplear, los cua­
les deberán ser aplicados de manera que los que co­
rrespondan a dos regiones vecinas, deberán ser dife­
rentes. 

Conviene observar que si un mapa puede ser 
bien coloreado puede ser cualquiera que sea el 
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color que se dé a una de t~us regiones arbitra­
riamente elegida. 

La demostración del teorema será dividida en cuatro 
partes: 

l. En esta primera parte probaremos que, supuesto 
que todo mapa normal puede ser bien colorea­
do, entonces un mapa cualquiera puede ser bien colo­
reado. Más tarde demostraremos que se cumple la 
precedente suposición. 

Comenzaremos por transformar el mapa dado sobre 
la esfera, en otro del plano, tal que la buena coloración· 
de uno equivalga a la buena coloración del otro. En todo 
mapa hay, por lo menos, una región simple. Elijamos 
una cualquiera de ellas y llamémosla R. Si eliminamos -
los puntos de la esfera pertenecientes a una pequena 
vecindad de un punto interior de la región R; podemos 
imaginar que la esfera es defo1~mada de manera homeO­
mórfica hasta cubrir todo el plano, por lo que· el mapa 
dado se transforma en un mapa plano que le es equiva­
l~nte para los fines de la demostración. En esa transfor­
mación las regiones simples se transforman en regiones 
simples; las envolventes, en envolventes; y se conser­
van las relaciones de vecindad entre las regiones. En 
particular, la región R se transforma en una región 
simple que se extiende ilimitadamente. 

En la figura 34 se presenta, como ejemplo, un mapa 
plano que puede conside~arse resultante de un proceso 
como el que acabamos de describir. Las regiones . en-

- 1 . . . 
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volventes han sido rayadas -para destacarlas entre las 
simples. La región en la que se transforma R está 
marcada con la misma letra. Recurriremos al ejemplo de 
la figura 34, para aclarar la demostración que llevaremos 
a cabo después. 

R 

Figura 34 

Primeramente expondremos algunas consideracio­
nes previas. 

En lugar de las expresiones "región simple" y "región 
envolvente", emplearemos las abreviaciones r.s. y r.e., 
respectivamente. 
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Cada r. e., E, posee una frontera formada por dos o 
más curvas simples cerradas. Una de ellas divide al 
plano en dos partes: una, dentro de la cual está conte-
nida E, se llama región simple de E; la otra es su 
complemento en el plano. En la figura adjunta, se 

fonjero __ d~ la rtigi(ln ~irrc>le de.Ja. 
región envolvente E 

Figura 35 

representa la r.s. de una r .. e. En línea llena se ha 
dibujado la frontera de su región simple, y en líneas de 
segmentos las demás curvas simples cerradas que 
constituyen parte de su propia frontera, cada una de las 
cuales encierra un dominio que se llama dominio 
interno de E. 

El conjunto de las r.e. de un mapa tal como el mapa 
plano de la figura 34, admite un ordenamiento determi­
nado por la siguiente relación: dadas dos r.e., E1 y E2, 
se dice que E1 es anterior a E2 si la región simple de E1 
contiene a la región simple de E2, lo que se expresa 
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escribiendo E1 => E2 . 

Se dice que la r. e. E1 es inmediatamente anterior a 
la r. e. E2 , si no existe ninguna r. e. E3 que cumpla la 
condición E1 :::J E3 :::J E2 . En ~se caso se dice también 
que E2 sigue inmediatamente a E1 . 

Cada r.e. tiene a lo sumo una inmediatamente ante­
rior; pero puede tener más de una, inmediatamente 
siguiente. Las r.e. de un mapa que no tiene r.e. anterio-
res, se llaman primarias, y las que no tienen siguien­
tes, terminales. 

Probaremos constructivamente que, si los mapas · · 
normales pueden ser bien coloreados, también puedé 
serlo cualquier mapa no normal. Haremos üso de una 
sucesión de mapas auxiliares normales, deducidos del 
mapa dado. La buena coloración consecutiva de esos 
mapas, conduce a la buena coloración del mapa dado, 
al que designaremos con M. 

Describiremos ahora la forma de los mapas auxilia­
res. 

Se llama primer mapa auxiliar del mapa M, al 
mapa M1 formado por las r.s de las r.e. primarias del ·. 
mapa M y por todas las r.s. de M que no están conteni­
das en ellas. El mapa M1 es, evidentemente, normal. 

En la figura 36 está representado el primer mapa 
auxiliar M1 :, del mapa de la figura 34. ·Las fronteras de 
las regiones simples que lo componen, están dibujadas 
con trazos continuos. Tres de esas regiones son las r.s. 



54 

de las regiones envolventes primarias de M~ En líneas 
de segmentos están dibujadas las otras curvas que 
forman parte de las fronteras de las r.e. primarias. 

R 

Figura 36 

Cada nuevo mapa auxiliar M" se obtiene de otro, 
construido previamente, de la manera siguiente: 

Sea E una r.e. del mapa ciado M, cuya r.s. es una 
de las r.s. de M' ; y sea X µno de los dominios 
internos de E. E y X se llaman entonces r. e. genera-· 
dora y dominio interno generador, respectiva­
mente, del mapa M" , el cual estará formado por las 
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r.s. siguientes: 

a) Las r.s. de las r.e. de M que siguen inmediata­
mente a la r.e. generadora E; 

b) Las r.s. de M que están contenidas en el dominio 
generador X pero no dentro de las regiones de la clase 
a) ; 

e) Una r.s. que está formada por todos los puntos 
del plano que no pertenecen a las regiones de las clases 
a) o b). 

Los mapas auxiliares son, por consiguiente, normales 
y pueden ordenarse según el siguiente criterio: 

Cada mapa auxiliar M" sigue inmediatamente al ma­
pa auxiliar M' del que se obtiene de la manera antes 
descrita. 

En la figura 37, se representan todos los mapas 
normales auxiliares del mapa M de la figura 34. Su 
ordenamiento es dado en el siguiente diagrama: 
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Por ejemplo: El mapa auxiliar MA sigue inmediata­
mente al mapa auxiliar M1 , y tiene a A como dominio 
interno generador. 

Mo 

Figura 3·7 

Los mapas auxiliares Ms , Me y Mo se obtienen del 
mapa auxiliar M1 , y sus dominios internos generadores 

. son B, C y D. 

Los mapas ME , MF y MG resultan del mapa MA y 
sus dominios generadores son E, F y G; y los mapas 
MH y M, proceden de lo~ mapas Ms y Me respectiva­
mente, y sus dominios internos generadores son.B y C 
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A continuación vamos a describir cómo puede ser 
bien coloreado el mapa dado, mediante la buena colo­
ración de los mapas auxiliares. 

En primer lugar, se colorea bien el mapa auxiliar M1• 

Los colores que así resulten se usarán para colorear 
definitivamente las r.s. del mapa M que también son 
r.s. de M1 , y a las r.e. primarias de M. En la figura 36, 
se ha designado con las letras a, b y e los colores 
que corresponden a dichas r. e. primarias. 

En adelante, una vez bien coloreado un mapa auxiliar, 
podrá ser bien coloreado cada uno de los que le siguen. 
Sea, por ejemplo, M" uno de ellos, cuyo dominio inter­
no generador pertenece a la r. e. generadora E . La 
buena coloración de M " se hará atribuyendo a su región 
de clase e) el color que fue dado previamente en defini­
tiva a la r.e. E de M. Una vez bien coloreado M", los 
colores que así resulten deberán ser atribuídos definiti­
vamente a las r.s. de M que también son r.s. de 
M ",a la r.e. de M cuyas r.s. son r.s. de M" y a la 
r. e. generadora de M " . 

En los mapas auxiliares de la figura 37 se señalan los 
colores que corresponden a sus respectivas regiones de 
clase c). Así, por ejemplo, para el mapa MA ese color es 
b, que correspondió a sur.e. generadora. 

Los últimos mapas auxiliares Mo , MEE , MF , MG y MH 
son aquellos cuyos dominios internos generadores no 
contienen sino r.s. de M. 

Es evidente, que los colores que sucesivamente, 
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fueron atribuidos en definitiva a las regiones deJ mapa 
dado M constituyen una buena coloración de éste. En 
particular, la forma en que se determina sucesivamente 
el color de cada r.e. del mapa M cuya r.s. es r.s. de un 
cierto mapa auxiliar y uno de cuyos dominios internos 
da origen al siguiente mapa auxiliar, garantiza que se 
cumplan las condiciones de la buena coloración. 

Queda establecida, por tanto, la siguiente proposi­
ción: 

a) Si se demuestra que cualquier mapa nor­
mal puede ser bien coloreado con cinco colores, 
quedará demostrado que todo mapa también 
puede serlo. 

11. A partir de esta sección trataremos acerca del 
problema de colorear bien un mapa normal. Al resolver­
lo, quedará demostrado el teorema de los cinco colores. 

Se llama mapa especial a un mapa normal 
en cada uno de cuyos vértices concurren, exac­
tamente, tres lados . 

. En esta sección vamos a demostrar que, dado un 
mapa normal, puede deducirse de él un mapa especial 
tal que, si puede ser bien coloreado, también puede 
serlo el mapa normal dado. 

Ante todo, debe tenerse presente que en cada vértice 
concurren tres o más lado~. Consideremos entonces, un 
vértice cualquiera en que concurren p > 3 lados (figura 
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38(a)). Reemplacemos ese vértice por un pequeño cír­
culo que lo tiene por centro, al cual incorporaremos una 
de las p regiones que 
concurren en el vértice, 
para construir una nue­
va región R (figura 
38(b)). Se ve entonces, 
que el vértice es reem­
plazado por p - 2 vérti­
ces, en cada uno de los 
cuales concurren tres 
lados. Si llevamos a 
cabo esa operación 

(a) (b) 

Figura 38 

con cada uno de los vértices en que concurren más de 
tres lados, obtendremos un mapa especial. Si éste 
puede ser bien coloreado, entonces, disminuyendo los 
radios de los círculos hasta reducirlos a cero, sin cam­
biar la coloración de las regiones, reconstruiremos el 
mapa normal dado, que estará ya bien coloreado. 

Hemos establecido así, la siguiente proposición: 

b) Si cada mapa especial puede ser bien colo­
reado, podrán ser bien coloreados todos los ma­
pas normales, y en virtud de lo establecido en 
la sección 1, lo serán todos los mapas sobre la 
esfera. 

111. Nos valdremos ahora de la fórmula de Euler (ver 
§ 1.2) para demostrar que en -todo mapa especial hay, 
por lo menos, una región (simple) cuya frontera consta 
de menos de seis lados. 
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Designamos por Cn al número de regiones del mapa 
especial cuyas fronteras se componen de n lados. Si C 
es el número total de regiones del mapa, se tiene 

e= C2 + c3 + C1 . . . ( 11 .1 ) 

Cada uno de los lados tiene dos extremos que son 
vértices, y en cada vértice concurren tres lados. Luego, 
si A es el número total de la.dos del mapa y Ves el 
número de vértices se cumple la ecuación 

2A=3V (11.2) 

Además, una región limitada por n lados tiene n 
vértices, y cada vértice pertenece a tres regiones, por 
tanto, 

2A = 3 V= 2C2 + 3C3 + 4C4 + ... (11.3) 

La fórmula de Euler permite escribir 

V-A+ C=2, 

osea 

6 V - 6A + 6C = 12 

De ( 11 .2) se deduce que 6 V= 4A, de manera que es 

6C-2A= 12. 

Luego, de (11.1) y (11.3) resulta 

b ( C2 + c3 + c4 + ... ) - ( 2C2 + 3C3 + 4C4 + ... ) = 12 

. y por consiguiente 
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Puesto que para que esta ecuación pueda cumplirse 
es necesario que al menos uno de los cuatro primeros 
términos sea un número positivo, uno de los números 
C2, C3, C4 ó Cs tiene que ser positivo. Es decir que 
necesariamente, una de las regiones de un ma­
pa especial, tiene menos de seis lados. 

IV. Ya estamos en condiciones de probar que todo 
mapa especial puede ser bien coloreado con cinco 
colores y por tanto puede serlo también cualquier mapa 
sobre la esfera. 

Sea M un mapa especial cualquiera. Según lo demos­
trado en la sección anterior, existe en él alguna región 
con menos de seis lados. Consideremos los casos 
siguientes: 

Primer Caso.- M contiene una región con 2, 3 
ó 4 lados. Podemos modificarlo para obtener un 
nuevo mapa especial M' con una región menos, de tal 
manera que si M' puede ser bien coloreado, también 
puede serlo M. Con ese fin basta eliminar un lado de A 
que la separa de una de las regiones que le son conti­
guas, es decir, de aquellas con las que tiene un lado 
común, para formar una nueva región A' dentro de · la 
cual se encuentra la región A. En las figuras 39(a), (b) y 
(c) se representa esa operación en los casos en que A 
tiene 2, 3 y 4 lados, respectivamente. 

En el caso en que A tiene cuatro lados puede ocurrir 
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aún, la situación que aparece en el primero de los 
dibujos de la figura 39(d) en que dos de los lados de la 

(d) 

Figura 39 

región la separan de una misma región B. Si suprimié­
ramos uno de los lados que se~paran A de B, esta última 
se convertiría en región envolvente y resultaría un mapa 
que no sería normal. Pero sucede que las otras dos 
regiones C y D contiguas coin·A son, necesariamente, 



63 

distintas porque están separ~das por A y B. Luego, en 
ese caso, eliminaremos el lado común de una de ellas 
( C en el segundo dibujo de la figura 39(d)) con A. Debe 
notarse que en todos los casos resulta un mapa espe­
cial, que tiene una región menos que el mapa M. Ade­
más, si M' puede ser bien coloreado con cinco colores, 
también podrá serlo M, porque A posee a lo sumo cuatro 
regiones que le son contiguas y por tanto puede ser 
coloreado con un quinto color distinto del que recibieron 
dichas cuatro regiones como partes del mapa M '. 

Segundo Caso.- M contiene una región A con 
cinco lados. 

Sean B, C, D, Ey Flas cinco regiones contiguas con 
A. Puede observarse que hay, por lo menos, dos que no 
son iguales ni están contiguas. En efecto, si dos de ellas, 
E y F por ejemplo, (figura 40(a)}, fueran contiguas 
impedirían que D fuera contigua con B o con C, pues 
cualquier curva continua que una un punto en D con uo 
punto de B o C debe pasar necesariamente por una de 
las regiones A, Eo F, en virtud del teorema de la curva 
de Jordan que se cumple tanto en el plano como en 
la esfera. Un nuevo mapa normal, con dos regiones 
menos, resulta si, como se ve en la figura 40(b), se 
suprimen los lados que separan A de C y D para formar 
una región .simple A' del nuevo mapa normal, que tam­
bién será especial pues de esa manera no puede crear­
se una región envolvente, porque E y F impiden que 
A' pueda serlo. 

· Puede suceder también que E y F sean la misma 
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región simple, es decir que no exista el lado que separa 
a E y Fen la figura 40. En e,ste caso también vale lo 
dicho anteriormente. Por tanto, el nuevo mapa especial 

(a) (b) 

Figura 40 

M' tiene dos regiones menos que M, y si puede colo­
rearse bien con cinco colores, también podrá serlo M, 
pues si se reponen los dos arcos que fueron suprimidos, 
A estará en contacto con cinco regiones, pero colorea­
das con no más de cuatro colores diferentes, y por tanto 
podrá recibir un color diferente de ellos. 

Por consiguiente, .si M es un mapa especial con n 
regiones, podemos deducir de él un nuevo mapa espe­
cial con n - 1 o n - 2 .regiones. El mismo proceso 
puede ser aplicado a M' para obtener un nuevo mapa 
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especial M ",y así sucesivamente. Se obtiene así, una 
sucesión M, M', M", ... de mapas, cada uno de los 
cuales puede ser bien coloreado con cinco colores, si 
puede ser bien coloreado el que le sigue. El proceso 
anterior conduce a un mapa que tiene solamente cuatro 
o cinco regiones que, obviamente, puede ser bien colo­
reado con cinco colores. En consecuencia, todo mapa 
puede ser bien coloreado con cinco colores. 

Es interesante observar que la demostración dada es 
constructiva y proporciona un procedimiento que, aun­
que laborioso, permite colorear bien un mapa cualquiera 
en un número finito de pasos, con cinco colores. 

12. EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROU­
WER 

Ocurre en ocasiones que dado un conjunto A del 
plano o del espacio de tres dimensiones y úr:ia transfor­
mación continua del conjunto en sí mismo -no necesa­
riamente biunívoca- uno de sus puntos se aplica en sí 
mismo o, como se dice, es un punto fijo de la trans­
formación. Un ejemplo sencillo es el de un círculo que 
se transforma en sí mismo, de manera que cada uno de 

· sus puntos se transforma o se aplica sobre el punto 
que acaba por situarse cuando experimenta una rota­
ción alrededor del centro, en un ángulo dado igual para 
todos los puntos del círculo. Es evidente, que el centro 
es el único punto fijo de esa transformación. 

Las proposiciones que establecen la existencia de un 
punto fijo en una transformación, se llaman teoremas 
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de punto fijo. Tales proposiciones son de importancia 
en diversas ramas de la Matemática para probar los 
llamados teoremas de existencia, que permiten de­
mostrar que, en un conjunto dado, existen elementos 
que poseen determinadas propiedades. 

En esta sección vamos a demostrar un ejemplo típico 
de teorema de punto fijo, debido a Brouwer. 

Consideremos el conjunto de los puntos del círculo 
incluidos los de su circunferencia, y supongamos que 
experimenta una transfo1r-

. mación en sí mismo. Admitire~-
mos que dos o más puntos pue­
den aplicarse sobre el mismo 
punto, es decir, que la transfor­
mación puede no ser biunívo­
ca. Puede imaginarse, por 
ejemplo, que la transformación 
resulta superponie-ndo al círcu-
lo un disco exactamente igual Figura 41 

(figura 41), de muy pequeño 
espesor, hecho de un material 
muy elástico, el cual es deformado de manera cualquie­
ra sin ruptura alguna, alargándose en unas partes, acor­
tándose en otras, arrugándose o doblándose sobre sí 
mismo y aplicándose sobre el círculo de modo que 
todos sus puntos queden dentro de él. En la figura 41 
se representa al disco ya deformado aplicado en el 
círculo no deformado. En · línea más gruesa se repre­
senta la forma final que puede tomar su frontera. Las 
posiciones finales de cada uno de los puntos del disco 
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son las imágenes, por la transformación, de sus posicio­
. nes iniciales en .el círculo. 

El teorema de Brouwer se enuncia de la manera 
siguiente: Cada transformación continúa del 
círculo en sí mismo, de la naturaleza descrita, 
deja fijo a uno de sus puntos, por lo menos. 

La demostración requiere introducir una definición 
previa: Supongamos que a cada valor de la variable t 
comprendido entre O y L, le corresponde en el plano un 
vector(

1
) v (t) variablff de manera continua con t en 

magnitud y dirección, pero de origen fijo. Supongamos 
además que · 

V (0) = V (L) 

y que en todo momento · v (t) es diferente del 
vector nulo. Si el ángulo a (t) que hace v (t) con una 

· dirección fija dada en el plano, -varía entre 'a (0) = ªº y 
a (L) = a 0 + k x 360, se dice que k es el número ·de 
"vueltas" que da el vector alrededordel orrgen fijo y se 
llama índice de ese vector variable. Su valor puede . · 
ser cualquier entero positivo, negativo o cero. Lasvaria- · 
ciones del ángulo que hace el vector con la dirección fija, 
puede representarse gráficamente mediante una curva, 

( 1 ) · Entendemos aquí un vector simplemente como uh segmento de 
dirección, sentido y longitud determinados, que puede 
·representarse por una flecha. · 
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como se ve en la figura 42, Em que los valores de la 
variable t son representados por las abscisas y los 
correspondientes ángulos que hace el vector, por las 
ordenadas. La curva comienza en el punto ( O , a.o ) y 
termina en el punto ( L , ªº + k x 360 ). En la figura se 
ha supuesto que k = 4. Por tanto, 4 es el índice del 
vector variable con-
siderado. La corres-
pondencia t ~ v ( t) 
es una función 
vectorial y la curva 
de la figura 42 es su 
curva angular. 
Se dice también que 
el número k es el ín-

. dice de la función 
vectorial. 

La transformación 
del círculo Cde radio 
R que considera­
mos, puede repre­
sentarse mediante 
un conjunto de vec­
tores, cada uno de 
los cuales comienza 
en un punto del cír­
culo y termina en 
otro que es la ima­
gen del primero por 
la · transformación 

1440+a(.. 

1440 

360 ----- -----

°'• 
o 1--+---+----+--~t 

L 

··360 -

Figura 42 
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considerada {figura 43) y se. llaman vectores de la 
transformación. 

Supo.ngamos, con­
trariamente a lo que 
deseamos demostrar, 
que la transformación 
no tiene puntos fijos. 
Esto equivale a supo­
ner que todos sus vec­
tores son diferentes de 
cero. De esta suposi­
ción deduciremos una 
contradicción, demos­
trando así el teorema. 

Figura 43 

Consideremos los vectores de la transformación que 
corresponden a los puntos de una circunferencia cual­
quiera C1, concéntrica 
con el círculo C, y de 
radio r (figura 44). Si 
A es un punto cualquie­
ra de C1, cada punto P 
es determinado por el 
ángulo t= POA ., que 
es igual al ángulo que 
hace la tangente en P 
con la dirección de la 
tangente OY en A. Se 
define ·así una función 

e, 

1 

t ---~ . 
/' 1 

Figura 44 

vectorial continua que a cada valor de t entre O y 360 
le hace corresponder el vector de transformación en el 
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punto P y que para O y 360 tiene los mismos valores. 
1:-e corresponde, por tanto, un índice k (r). Ahora bien, 
por cuanto la transformación que consideramos es 
continua, si hacemos variar ar desde O hasta R que es 
el radio de la circunferencia del círculo C, k (r) varía 
con continuidad. 
Puesto que no toma 
sino valores ente­
ros, necesariamen­
te k (r) tiene el mis­
mo valor para todo r. 
Hemos empleado 
aquí una proposi­
ción de uso frecuen­
te, según la cual una 
cantidad que es fun­
Ción continua de una 
variable, pero que 
sólo puede tomar 
valores enteros, 
permanece necesa­
riamente constante. 

I 
d 

. 1 y o 

:/.v(ta) 
J 

,,.-1 
' 1 \ 

{ 1 ~"z 
t\ . I 

2 ... _ ·-

R/ 
I 

I 
I 

I 

Figura 45 

I 

I 
I 

I 

1y 
1 
1 

Para obtener ese valor vamos a considerar el índice 
k (r) que corresponde a la circunferencia del círculo C. 

Nos valdremos, con ese fin_, de las dos funciones 
vectoriales siguientes: la primera definida por los vecto­
res unitarios tangentes a la circunferencia de radio R y 
dirigidos en sentido contrario al movimiento de las 
agujas del reloj; y la segunda formada por los vectores 
de la transformación correspondientes a los puntos de 
la misma circunferencia. Para ambas funciones la va-
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riable será el ángulo t (0 ~ t < 360), que hace la tangente 
a C en el punto conside-
rado, con el semieje OY 
(figura 45). A cada una de 
dichas funciones le co­
rresponde una "curva an­
gular" y por tanto un índi­
ce. El hecho importante es 
que el vector de la 
transformación en ca­
da punto de la circun­
ferencia e se dirige al 
interior del círculo y, 
por tanto, en ningún 
.caso puede tener la di­
rección del vector tan­
gente a la circunferen­
cia. La curva angular de 
la función vectorial deter­
minada por los vectores 
unitarios tangentes es el 
segmento que va del pun"'.' 

Figura 46 

M-
2 °'o 

to (0,0) al punto (360,360) (figura 46). La curva angular 
que corresponde a la función vectorial de la transforma~ 
ción de los puntos de e es dada por los puntos 
(t, a+ t) donde a es el ángulo que forma el vector 
v (t) con la dirección OY. Dicha curva comienza en el 
punto (0 , a 0) y termina en el · punto 
( 360 , a.o + k (R) x 360 ) , es decir en uno de los puntos 
M, (360 , 360(i ± 1) + a.o), i = 1, 2, . . . . · Si terminara en 
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uno de los puntos M1, M2, ... , entonces ocurriría, como 
muestra la curva de segmentos de la figura 46 que 
termina en el punto M3 , que habría en ella un punto tal 
como N (t, 360 + t), que correspondería a un punto de 
e para el que es a = 360 
y por consiguiente v (t) 
tendría la dirección de la 
tangente, lo que no es po- e 
sible. 

Resulta así, que la curva 
angular de los vectores de 

. transformación debe ter­
minar necesariamente en 
el punto (360 , aa + 360) 
como se representa en la 
curva de línea llena, y por 
consiguiente es k (R) = 1. 
Sólo de ésta manera la 
curva no corta al segmento 
que constituye la curva re­
gular de los vectores tan­
gentes, ni a ninguno de los 

360º --------

º...____ ___ _ 
360° 

Figura 47 

(a) 

(b) 

segmentos de líneas de puntos. Con eso queda probado 
que k (R) = 1 cualquiera que sea O< r-5: R. Vamos a 
probar ahora que este resultado conduce a una contra­
dicción, lo cual demostrará la falsedad de la suposición 
de que la transformación no tiE:me puntos fijos. 

En efecto, si r es suficientemente pequeño, los vec­
tores de transformación de los puntos de la circunferen­
cia e de radio r ( fig. 4 7 (a)) diferirán tan poco del que 
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corresponde a su centro (que se supone diferente de O), 
que la curva angular que les corresponde debería partir 
de (0, aa) (figura 47(b)) para terminar en el punto 
(360 , a 0), lo que implicaría que k (R) = O; y resultaría 
una contradicción con lo antes demostrado. De esta 
manera podemos concluir que la suposición de que la 
transformación que hemos estado considerando no po­
see punto fijo, no es posible, y por consiguiente queda 
demostrado el teorema de Brouwer. 





§ 3. NOCIONES DE LA 
TEORIA TOPOLOGICA DE 

LAS SUPERFICIES 

13. CARACTERISTICA DE UNA SUPERFICIE 
CERRAPA. 

Si imaginamos un cuerpo sólido cualquiera limitado 
por un número finito de caras planas poligonales tales 
que dos de ellas, o bien no tienen puntos comunes o 
bien, si los tienen, su intersección se reduce a un vértice , 
o a un lado que constituye una arista del poliedro, la 
superficie del sólido constituye un poliedro. Si se de­
forma continuamente un poliedro se obtiene una super­
ficie cerrada~ de la que nos basta tener por el momen­
to una idea intuitiva. Una esfera o un toro son superficies 
cerradas. Es fácil imaginar muchas más. 

Dada una superficie cerrada, si se da en ella una red, 
o sea una división en un número finito de polígonos de 
lados curvos (polígonos curvilíneos), de modo que 
para todo lado curvo existan sólo dos polígonos curvilí­
neos que tengan ese lado en común, la superficie puede 
ser deformada de manera continua para transformarla . 
en un poliedro cuyas caras provienen de los polígonos 
curvilíneos traz.ados sobre la superficie. Si la superficie 
cerrada que se considera es una esfera u otra superficie 
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que resulta por deformación de una esfera, a la que 
podemos llamar superficie simple, una red trazada 
sobre ella puede transformarse en un poliedro simple 
cuyas caras, aristas y vértices, provienen de las mallas, 
lados y vértices de la red. Por tanto, si designamos por 
V, A y C, a los números de los vértices, de los lados y 
de las mallas de la red, se cumple la fórmula (2.3) de 
Euler 

V-A+ C=2. 

Esta fórmula se cumple, por tanto, para toda red sobre 
una superficie que resulta por una transformación topo­
lógica de una esfera. 

En cambio, si consideramos un toro, esa fórmula no 
se cumple. En la sección 

e k e 

A 
d 

b o 

o h h .,.._______, 
E F 

e 

9 (figura 31 ) hemos 
mostrado una descom­
posición del toro en re­
giones que constituyen 
una red. La misma divi­
sión puede presentarse 9 f 

__.. ___ f 

de manera algo diferen- e G ~---___.e 
e I< 

te, como se ve en la figu-

B g 

ra 48, en la que se 
muestran enteras las di­
ferentes regiones y se 

o d b 

Figura 48 

indica con las· mismas letras a los puntos que coinciden 
con un mismo vértice cuando el toro es reconstruido. La 
cuenta realizada, utilizando la figura, muestra que 
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V= 17, A = 23 y C = 7. 

Por consiguiente 

V-A+ C= O (13.1) 

Es decir que para el toro y para las superficies que 
resultan de él, por una transformación topológica, no se 
cumple la fórmula de Euler de los poliedros simples. 
Se puede demostrar que cualquiera que sea la red 
mediante la cual se descomponga el toro en regiones, 
siempre se cumple la fórmula (13.1 ). 

De una manera general, puede establecerse que para 
cada red sobre una superficie cerrada, y las topológica­
mente equivalentes, la suma V - A + Ces una constan-
te a la que se denomina característica de la superfi­
cie. Así, la característica de la esfera es 2 y la del toro 
es O. 

14. LAS SUPERFICIES UNILATERALES. 

Un hecho familiar es que un plano situado dentro del 
espacio presenta dos "caras" o "lados". Esos lados 
pueden imaginarse de colores diferentes. Si se piensa 
en · una porción del plano, provista . de un borde curvo, 
los dos colores tienen por límite común dicho borde. Si 
consideramos una esfera, ocurre lo mismo, porque esg1 
superficie tiene dos lados. Si se imagina a un insect , , 
que camina en uno de los lados, no hay manera de qu 
pase al otro lado, sin atravesar la superficie. La esfera ' 
y otras muchas superficies imaginables, tienen dos ca~ 
ras. 
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Figura 49 

A mediados del siglo pasado, Mobius reveló la 
existencia de superficies que sólo tienen un lado. El 
ejemplo que dio, conocido con el nombre de banda de 
Mobius, representado en la figura 49, resulta cuando 
un rectángulo muy alargado, como el rectángulo ABCD 
de la figura 49(a), es torcido como se aprecia en (b) y 
luego curvado hasta pegar eil segmento AB sobre el 
segmento DC, de manera que! el punto D coincida con 
el punto A y el C con el B, quedando formada de esa 
manera una superficie que está representada en (c), que 
es la banda de Mobius. 

Si un insecto recorre esta superficie siguiendo la 
curva dibujada en ella, en la dirección de la flecha, 

-vuelve al punto inicial A, pero del "otro lado" de la 
superficie, la cual tiene evidentemente un solo lado, lo 
que puede visualizarse mejor aún al pintarla. Se verá 
entonces que basta un solo color porque el término de 
lo pintado, se encuentra con su comienzo. Otra obser­
vación interesante, es que la banda tiene una sola curva 
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cerrada como borde. Si se hubiera formado un cinturón 
ordinario uniendo A con C y B con D, habría resultado 
una superficie con dos lados y con un borde formado por 
dos curvas cerradas. 

Por último, si la banda de Mobius se corta a lo largo 
de la línea central, se verá que seguirá siendo una 
superficie con un solo lado. 

H. Tietze ha demostrado que el menor número de 
colores con que puede ser bien coloreado un mapa 
sobre la banda de Mobius, es 6. Luego, el máximo 
número de regiones 
mutuamente vecinas 
que puede haber es 
6. En la figura 50 se 
presenta una divi­
sión de esa naturale­
za, dibujada sobre el 
rectángulo mediante 
el cual se constituye 
la banda de Mo-

1 
4 
6 

Figura 50 

125 1ª 
f 1 -

A 

bius. Como se ve, la banda queda dividida en las 
regiones 1, 2, 3, 4, 5 y 6. (Debe tenerse en cuenta que 
el color de cada rectángulo es el mismo en sus dos 
caras). 

La banda de Mobius no es una superficie cerrada 
como lo son la esfera y el toro. En el espacio de tres 
dimensiones no es posible la existencia de una superfi­
cie cerrada con una sola cara, a menos que se entrecru­
ce con ella misma. 
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AC 
A 

(a) (b) (e) 

Figura 511 

· Podemos dar aquí un ejemplo de una superficie ce­
rrada de esa clase. En la figura 51 se muestra cómo 
puede construirse a partir de una esfera, que puede 
imaginarse de jebe. En prime!r lugar, · se recorta en la 
esfera un pequeño cuadrado ABCD. Luego se deforma 
la superficie así recortada en la forma que se ve en (b). 
Para cerrar la superficie, hacemos coincidir AB con CD 
y DA con BC. Resulta así la superficie de la figura 51 

. que se cruza a sí misma según la línea AB, la cual con 
excepción de A y B debe pensarse formada en cada 
punto, por dos puntos distintos. Debido a la existencia 
de esa línea de penetración, resulta que la superficie 
tiene un solo lado. 

15. LA ORIENTACION DE LAS SUPERFICIES. 

Las superficies situadas en el espacio de tres dimen­
siones, pueden clasificarse en orientables y no 
orientables. Para introducir esta noción, considere­
mos una superficie cualquiera e imaginemos que en 
cada uno de sus puntos existe una pequeña circunfe-
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(a) (b) 

Figura 52 

rencia que lo tiene por centro, cuyo radio puede variar 
contínuamente, de modo que el radio de cada una difiere 
tan poco como se quiera del de las vecinas, suficiente­
mente cercanas. Podemos suponer que a cada una de 
·las circunferencias se le asigna un sentido de circula­
ción. Nos preguntamos si será posible asignar ese sen­
tido de manera que si partimos de un punto, cualquiera 
A de la superficie y recorremos una curva arbitraria en 
ella, hasta llegar a otro punto cualquiera B, los sentidos 
de circulación de las circunferencias que corresponden . 
a los puntos de la curva son tales que en todo momento 
el sentido de la circulación coincide, al trasladarse, . con 
el sentido que tienen las circunferencias de los dem.ás 
puntos de la curva. En la figura 52(a) hemos supuesto 
que la superficie es el plano del dibujo. Se reconoce de 
inmediato que para un plano esa construcción es posi­
ble. Lo mismo ocurre con la superficie esférica (ti.gura 
(52(b)). En cambio, en la banda de Mobius (figura 53) 
puede verse que si A y B son muy cercanos entre sí y 
sus sentidos de rotación son los mismos, la rotación de 
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A al ser trasladada 
a lo largo de la cur­
. va AB llega a B con 

· un sentido contra­
rio al de A y, por 
tanto, contrario . al 
del círculo que co­
rresponde a B.··· 

Las superficies · Figura 53 
para las que, como. . . . · .. 
en el caso del plano y en ·el de la esfera,· es posible que 
las circunferencias -admitan un sentido de circulación . 
que . cumpla la condición . de coherencia que hemos 
señalado, se llaman superficies orientables. En ca­
so contrario, como sucede con la banda de Mobius, se 
les llama superficies no orientables. En general, las 

. superficies con un solo lado, son no orientables. ·Puede 
trazarse sobre ellas una curva continua y cerrada, C, tal 
que partiendo de un punto A (figura 54), termina en él, 
y tiene la propiedad siguiente: Si en cada uno de sus . 
puntos se construye un vector normal a la superficie, que 
varíe continuamente a lo largo de la curva, sin anular­
se en ningún momento, el vector V que corresponde 
al punto de partida A tiene sentido opuesto al vector V' 
que corresponde al mismo punto, a la llegada. 

Una curva cerrada sobre lla banda de Mobius, tal 
como la curva C de la figura 54, tiene una propiedad 
notable: Si un punto se._ mueve en la superficie, muy . 
cerca de la curva, partiendo de un punto P, vecino de A, 
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Figura 54 

hasta llegar al punto P~ cercano a P, se observa que 
pasa de un lado de la curva, corriendo vecino de ella, 
hasta llegar al otro lado, sin necesidad de cortarla. 
Podemos imaginar la curva como un río, con una sola 
orilla. 

La existencia, en una superficie, de una curva con una 
sola "orilla" es condición necesaria y suficiente para que 
la superficie tenga un solo lado. Con esto puede probar­
se que toda superficie de un solo lado, es orientable. 

Conviene observar que en cada punto de cualquier 
superficie, puede construirse dos vectores unitarios, . 
normales a la superficie y de sentido opuesto, que 
pueden hacerse corresponder con los dos sentidos de 
rotación de un pequeño círculo, situado en la superficie, 
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de centro en el punto considerado. La superficie 
tiene un solo lado si y sólo si existe en ella una 
curva continua y cerrada, en cada uno de cuyos 
puntos pueda elegirse uno de~ los dos vectores de lon­
gitud unidad normales a la superficie, de manera que, al 
recorrer enteramente la curva, el vector que fué elegido 
varíe en forma continua en todos los puntos del recorri­
do. Existe otra manera, más conveniente para fines 
teóricos, de definir la orientabilidad de una superficie. 

Consideremos en la superficie una red formada por 
polígonos curvilíneos. Si la superficie es cerrada, cada 
lado de uno de los polígonos de la red es común, 
exactamente, a dos polígonos. Pero si no lo es, esa 
condición no se cumple para los lados que forman parte 
del borde, los cuales pertenecen a un solo polígono. 
Podemos valernos entonces de esa red o división poli­
gonal de la superficie para definir de otro modo la 
orientabilidad. 

· Como un primer ejemplo consideremos la superficie 
de un tetraedro ABCD o, lo que es equivalente para 
nuestros fines, la esfera en que puede deformarse el 
tetraedro sobre la que se forman cuatro caras triangula-
res de lados curviíneos (división tetraédrica de la 
esfera) (figura 55). Puesto que la superficie es, en este 
caso, bilateral y orientable, a cada uno de sus puntos 
podemos hacerle corresponder una pequeña circunfe­
rencia que lo tiene por centro, cada una de las cuales 
tiene un sentido de circulación tal que para dos puntos 
bastante vecinos, los sentidos de orientación sean igua-
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D 

e 

e 

Figura 55 

les. Habiendo determinado así los sentidos cíclicos de 
cada pequeña cirqmferencia, consideremos una de las 
caras del tetraedro, por ejemplo la cara BCD. Se ve que 
para dos puntos cualesquiera de esa cara, las corres­
pondientes circunferencias tienen, necesariamente, el 
mismo sentido de rotación. En vez de marcar ese sen­
tido de rotación, bastaría representarlo co.n una sola 
flecha curva dibujada en ella y dirigida en el sentido de 
la rotación que corresponde a· todos los puntos. Lo 
mismo puede ser indicado por el orden cíclico de los 
vértices de la cara; así BCD indica que todas las circun­
ferencias que corresponden a los puntos de esa cara 
tienen el sentido del recorrido del contorno partiendo de 
B y volviendo a él, pasando primero por C y luego por 
D. El mismo procedimiento puede aplicarse a las otras 
caras del tetraedro. Ahora bien, si se tiene en cuenta la 
condición de que las pequeñas circunferencias de pun­
tos bastante vecinos tienen el mismo sentido cíclico, se 
ve que si el sentido de recorrido de la cara de vértices 
B, c. O, es BCD, entonces las · otras tres caras deben 
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tener los sentidos ABO, BAC y CAD de manera que 
cada lado común a dos caras tendrá un sentido 
de recorrido para una de esas caras y el sentido 
contrario para la otra. A este último enunciado se 
le llama regla de las aristas de Mobius, empleando 
aquí para los lados la denominación de aristas por 
analogía con los poliedros. De esa regla nos podemos 
valer para definir la orientabilidlad. 

Dada una superficie cualquiera en la cual existe una 
división poligonal que cumple la condición de que cada 
arista es común a una o a dos caras según que ella 
pertenezca o no al borde, se dice que es orientable si 
sobre cada cara puede fijarse un sentido de 
recorrido del contorno de ;modo que para todas 
las aristas se cumpla la regla de Mobius. 

Si bien para definir de esta manera la orientabilidad 
hemos supuesto dada una cierta división poligonal a la 
que ha sido referida, en verdadl es independiente de ella 
y puede probarse que constituye una propiedad intrín­
seca que no cambia por una transformación topológica. 
La orientabilidad es, por tanto:, una propiedad topológi­
ca . 

. Como ejemplo vamos a comprobar que la banda de 
Mobius no es orientable. Consideremos el rectángulo 
ABCD que da origen a la banda de Mobius, que en la 
figura 56 hemos dividido en cuatro triángulos, a tres de 
los cuales hemos dado ~n sentido de recorrido que 
cumple la regla de las' aristas de Mobius. En el último 



triángulo ABD no 
hemos marcado el 
sentido, porque si le e 
diéramos el sentido A ~.1ª 
ABD, el que corres- ~-
ponderíaal ladoABse- e o A 

ría de A hacia B; pero · 
este es lado, también, Figura 56 

del triángúlo ABC, en 
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el cual su sentido de recorrido es el de AB, es decir el 
que vimos antes. Luego, no se cumpliría la regla de 
Mobius. Suponer el sentido ADB daría lugar a que no 
se cumpliera la regla citada para el lado BD. En conse-
cuencia, la banda de Mobius no es orientable. 

16. EL HEPTAEDRO DE REINHARDT. 

Una superficie interesante, no orientable, es el llama­
do heptaedro de Reinhardt, . representado en la 
figura 57(a). 

Como puede apreciarse en la figura, esta superficie · 
resulta de un octaedro regular ABCEF, suprimiéndole 
cuatro caras triangulares: ACE, EFD, BAF y BCD, y 
agregándolé los tres cuadrados ACDF, ABDE y EFBC, 
que no están dibujados pero cuyas mutuas interseccio.;. 
nes AD, CFy BE están representadas. Tales intersec-
ciones no deben ser consideradas como aristas. 

·El poliedro de siete caras qu-e así resulta, se llama 
heptaedro deReinhardt. Hemos dibujado en la figura 
57(b) tres de S'US siete caras: AFE, ACDF . y ~FBC. Si 
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Figura 57 

suponemos que a la cara triangular AFE se le asigna el 
sentido de circulación que indica la flecha curva f , 
entonces los sentidos de circulación de las caras ACDF 
y EFBC tienen que ser, necesariamente, los marcados 
por las flechas curvas '1 y '2 respectivamente en razón 
de los sentidos de recorrido de las aristas FA y EF de 
la cara AFE. La regla de las aristas de Mobius exigiría 
que el sentido de circulación de la cara triangular ABC 
fuera tal que los lados AC y BC fueran recorridos en los 
sentidos de las flechas fs y '4 , ambas dirigidas hacia C, 
lo cual es imposible. Queda probado entonces, que el 

. heptaedro no es orientablé. En particular, resulta que no 
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puede transformarse topológicamente en la superficie 
de una esfera. Además, puesto que posee 6 vértices, 12 
aristas y 7 caras, se tiene 

V-A+C=6-12+7=1. 

Por consiguiente, su característica es 1; distinta ne 
. (1r 

la de la esfera, que es 2; y de la del toro, que es O. 

17. POLIGONOS TOPOLOGICOS. 

Temas que luego trataremos, hacen conveniente pre­
cisar una noción topológica que deriva del concepto 
común de polígono y permite formalizar la idea de lado 
curvilíneo en una superficie, de la que ya tenemos una 
idea intuitiva. 

Se sabe que todo polígono es topológicamente equi­
valente u homeomorfo con un disco circular: su frontera 
se aplica sobre la circunferencia y sus puntos interiores 
se aplican en los puntos interiores del círculo, de manera 
biunívoca y bicontinua. El disco circular se llama polí­
gono topológico, si en su frontera son escogidos r 
puntos (r ~ 2) que lo dividen en r arcos que se llaman 
lados. Los puntos escogidos se llaman vértices. Los 

· polígonos topológicos se denominan abreviadamente 

( 1 ) Es interesante observar que el heptaedro puede deformarse de 
manera continua en una superficia cuya ecuación respecto de un 
sistema de coordenadas rectangulares es 

y2 z2 + z2 x2 + x2 y2 + xyz = O 

. que se llama cál.iz de Steiner. ( D. Hilbert y S. Cohn-Vossen, Ans­
chauliche Geometrie, Dover Publications, ( 1944 ), pág. 267 ). 
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polígonos, si no hay lugar a confusión. En adelante, toda 
figura homeomorfa con un polígono topológico como el 
que hemos definido, recibirá este mismo nombre. Cuan­
do r > 2, un polígono topológico es siempre homeomorfo 
a un polígono ordinario, es decir de lados rectilíneos y 
convexo. Cuando r = 2, eso no es cierto pues no existen 
polígonos rectilíneos con dos lados. Según esto, los 
polígonos rectilíneos son casos particulares de los polí­
gonos topológicos. En lo que sigue cuando mencione­
mos la palabra polígono, sin aclarar que es rectilíneo, 
deberemos entender polígono topológico. 

18. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES CE­
RRADAS ORIENTABLES A PARTIR DE PO­
LIGONOS, MEDIANTE llDENTIFICACION DE 
SUS LADOS. 

El procedimiento que vamos a emplear en esta sec­
ción tiene antecedentes en la sección 9, cuando vimos 
cómo puede construirse un toro a partir de un rectángu­
lo, pegando, o sea identificando sus lados de determi­
nada manera; asimismo en la sección 14, en que proce-
dimos análogamente al construir la banda de Mobius. 

En esta sección construiremos diversas superficies 
por medio de poi ígonos que son deformados hasta 
pegar sus lados convenientemente. Desde luego, esas 
aplicaciónes de polígonos sobre las superficies que se 
construyen con ellos no son tiomeomorfismos porque, 
si bien son continuas, no son biunívocas puesto que hay 
puntos distintos que se transforman en un mismo punto. 
La construcción que vamos a efectuar permite recono-
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cer que existen ciertas supedicies simples que pueden 
descomponerse en uno o varios poi ígonos, que cumplen 
ciertas condiciones. 

Imaginemos una esfera constituida por una membra­
na perfectamente elástica. Supongamos que la corta­
mos a lo largo de un arco PQ, y que apartamos los 
bordes del corte y luego deformamos la esfera hasta 
aplicarla en un plano de manera 
que resulte un polígono curvilí-
neo, con dos lados que tienen a 
P y Q como extremos comunes 
(figura 58). 

Inversamente, dado el pol'í­
gono curvilíneo, puede ser re­
compuesta la esfera pegando 
los dos lados del polígono. Pue­
de decirse, por consiguiente, 
que la esfera se obtiene:a partir 

Q 

Figura 58 

de un ROlígono de dos lados si se deforma la porción de 
superficie que encierra, --de modo que sus lados se 
superpongan y queden soldados. E'n forma breve se 
dice que los dos lados se identifican de manera que las 
flechas que se les ha asignado en la figura 58, coincidan. 
Si al contorno del polígono se le da un sentido de 
circulación tal como el de la flecha curvilínea dibujada . 
en· su interior, entonces puede atribuirse a cada lado un 
signo + o - , según que la flecha que se les haya 
asignado esté dirigida o no en el sentido de circulación 
atribuído al polígono. De esa manera, el polígono de dos 

. lagos que conforma la esfera puede representarse sim-
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bólicamente por 

+ -
a a . (18.1) 

En forma semejante, un toro puede obtenerse a partir 
de un rectángulo (figura 59) identificando sus lados 
opuestos, b , de manera que coincidan los sentidos de 
las flechas, formándose así un cilindro del cual resulta 

( 

a 8 

Figura 59 

el toro identificando los lados, .a , que forman los bordes 
circulares del cilindro. La flecha circular que aparece 
dentro del rectángulo, permite atribuir un signo a cada 
uno de sus lados según que el sentido de la flecha que 
aparece en cada uno de ellos, coincida o no con la 
dirección de la circulación prescrita por la correspon­
diente flecha circular. En cons«3cuencia, obtendremos la 
siguiente representación simbólica del rectángulo, que 
pone en evidencia la identificación de sus lados: 

+ + - -
aba b . 
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(b) 

Figura 60 

A continuación vamos a describir la construcción de 
la superficie llamada toro generalizado de dos agu-
jeros, o doble anillo, a partir del polígono de ocho 
lados (figura 60(a)), en el cual se muestra mediante 
letras y flechas los lados que son identificados, y en qué 
forma, para luego hacerlos coincidir. Una flecha curvií­
nea permite atribuir signos a los diferentes lados y 
representar al polígono mediante la fórmula 

a+ b+ a- b- e+ d+ e d- . 

En la figura60 se muestran tas diferentes etapas que 
permiten construir, mediante deformaciones del polígo-
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(a) 

(d) 

Figura E>1 

no y sucesivas identificaciones de sus lados, el doble 
anillo (figura 60(f)). En (b) y (c) se muestra cómo son 
pegados los lados a y e . En ( d) se muestra cómo los 
lados b- y d- son deformados hasta convertirlos en 
dos curvas simples cerradas, que luego son pegadas 

con los lados b+ y d+ , respectivamente. En (e) se 

acentúa ese proceso que-culmina en (f) al pegarse d+ 
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+ - -
con y b con b , quedando formada la superficie. 

En la figura 61 , se presenta la construcción del toro 
generalizado de tres agujeros o triple anillo, a 
partir de un polígono de 12 lados, representado por 

++--+ +- -++--
ababcdcdefef. 

La construcción del triple anillo es, claramente, similar 
a la del doble anillo. 

(a) (b) (e) 

Figura 62 

Los ejemplos precedentes son generalizables a toros 
de un número cualquiera de agujeros, y pueden aplicar­
se a superficies que se obtienen por deformación conU-

. nua de otras superficies. Podemos observar que un toro 
puede transformarse mediante deformación continua en 
la superficie de la figura 62(a) que se llama esfera con 
una asa. Semejantemente, los· toros de dos y tre_s 
agujeros pueden transformarse en las esferas de dos y 
tres asas de las figuras 62(b) y (c). 
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19. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES CE­
RRADAS NO ORIENTAE~LES A PARTIR DE 
POLIGONOS, POR IDEN'TIFICACION DE SUS 
LADOS. 

Se ha visto en la figura 51 que una superficie de un 
solo lado, no orientable por tanto, se originó en la esfera 
recortando un cuadrilátero ABCD {fig. 51 {a)). 

®
8 b. · 

A C=A 

l::i a• 

-

(a) (b) 

Figura 63 

Ahora bien, lo que queda de la esfera puede defor­
marse y aplicarse sobre un cuadrilátero curvilíneo ABCD 

+ + + + . 
que se representa por a b a b {figura 63{a)). Es claro 
que los lados a y b pueden reunirse en uno solo que 
llamaremos a, de modo que el polígono de cuatro lados 

cambia en uno de dos: a+ a+, el cual da origen a la 
superficie cerrada de la figura 51 {c) al identificarse sus 
lados de modo que sus flechas resulten coincidentes. 
Puede observarse en la figura 63{b) que la superficie de 
la figura 51 (c) se obtiene de un disco circular por defor­
mación e identificación de cada dos puntos, diametral­
mente opuestos, de su circunferencia. 
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Figura 64 
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(a) 

(b) 

(e) 

(d) 

Una notable superficie cerrada no orientable es la 
llamada superficie o botella de Klein, y también, 
toro no orienta ble. Se construye en la forma que se 
muestra en la figura 64, a partir del rectángulo (a) cuya 
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representación simbólica es a+ b+ a- b+ . Si se hacen 

coincidir los lados a+ y a- se obtiene la superficie 
+ 

tubular (b) cuyos bordes son los lados b. Luego, los 

bordes b+ deben hacerse coincidir de modo que sus 
flechas tengan la misma dirección. Esto, que a primera 
vista es imposible, puede lograrse usando el artificio que 
se representa en ( c) y ( d). Puede apreciarse que el borde 
derecho del tubo, que es más ancho que el del lado 
izquierdo, es doblado hacia el interior en la forma que 
se ve en (c). El extremo izquierdo es encorvado, se le 
hace penetrar a través de la pared del tubo y se pegan 

los lados b+ de modo que sus sentidos coincidan. Se 
obtiene así la superficie que es no orientable porque, 
como puede verse, es unilate1ral. 

AC 

u 
. . ---- -
-
---

. 

A C 

(a) (b) (e) 

Figura 65 

Con el fin de formar superficies cerradas no orienta­
bles, conviene emplear la superfitie abierta, llamada 
casquete cruzado, que es la mitad superior de la 
superficie de la figura 51.(c). El casquete cruzado 
resulta a partir de la región plana comprendi-
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da entre circunferencias-concéntricas cuando 
se . identifican los puntos diametralmente 
opuestos de uno de sus bordes· (figura 65(a)). 

En la figura se suponen identificados los puntos 

opuestos del borde interior. Los arcos a+ de la figura 
65(a) se transforman primero en. los arcos ADC y CBA 
de la figura 65(b). Luego, AD se empalma con CB y AB 

. con CD. La figura 65(c) representa al casquete crüzado. 

e f 
, 

1 

dOedCi· 
1 

. 1 ; 
1 
1 

d oi e d e 

"' 1 
1 
1 
1 
1 

(a) (b) " e . o f~ 

(e) (d) 

Figura 66 

Podemos comprobar que, por identificación de los 
puntos diametralmente opuestos de una de las dos 
circunferencias que limitan a una corona ·. circular, tal 
como la de la figura 66(a), se puede obtener también la 
banda de Mobius. Con ese ·fin, cortemos la corona 
circular en dos partes (figura 66(b)). Deformemos luego 
ésas dos partes para formar dos rectángulos, que em-:-
palmados a lo largo de sus lados a (figura 66(c)), nos 
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permite obtener un solo rectángulo (figura 66(d)) en el 
que los lados f son reuniones de los lados b y e de la 
figura (c). El rectángulo finalmE3nte obtenido se transfor-
ma en una banda de Mobius, si lo deformamos hasta 
superponer los lados f, de manera que sus flechas 
coincidan en dirección. Puede verse que en tanto la 
circunferencia externa se transforma en el borde de la 
banda, la interna se transforma en la línea media. De 
esta construcción resulta que entre el casquete cru­
zado y la banda de Mobius existe un homeo­
morfismo. El borde del casquete, tiene como imagen 
el borde de la banda. 

Es interesante observar que 
puede cortarse en 
dos partes, cada 
una de las cuales 
es un banda de 
Mobius (figura 
67). 

la botella de Klein 

Puede notarse, 
asimismo, que la 
superficie de la fi­
gura 51 (c) es topo­
lógicamente equi­

Figura 67 

valente con la superficie cerrada que resulta al recortarle 
a una esfera un casquete e insertarle, en ese lugar, un 
casquete cruzado (figura 68). La inserción de asas y 
casquetes cruzados en uoa esfera, da origen a nuevas 
superficies cerradas, orientables o no. Finalmente, con-
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viene notar que la inserción de un casquete cruzado en 
una abertura circular en una esfera, equivale a la iden­
tificación de los puntos, diametralmente opuestos, de 
dicha abertura (figura 68). 

(a) (b) 

Figura 68 





§ 4. CLASIFICACION 
TOPOLOGICA DE LAS 

SUPERFICIES CERRADAS 

20. OBJETO DE LA CLASIFICACION TOPOLO­
GICA DE LAS SUPERFICIES CERRADAS 

Sabemos que dos superficies son topológicamente 
equivalentes u homeomorfas si existe una aplicación 
biunívoca y bicontinua entre ellas. La relación así deter-
minada en el conjunto de las superficies, es de equiva­
lencia, es decir, cumple tres condiciones: a) es refie­
xiva (toda superficie es homeomorfa consigo misma); 
b) es simétrica (si una superficie es homeomorfa con 
otra, entonces la segunda lo es con la primera) y c) es 
transitiva ( si una superficie es homeomorfa con otra 
y ésta lo es con una tercera, entonces la primera es 
homeomorfa con la tercera). Por consiguiente, el con­
junto de todas las superficies cerradas puede dividirse 
en subconjuntos tales que cada uno de ellos contiene a 
todas las superficies mutuamente homeomorfas. Tales 
subconjuntos son; por tanto, disjuntos, es decir que no 
hay elementos que pertenezcan a dos de ellos. 

El objeto de la clasificación topológica de las superfi­
cies cerradas, ·es determinar propiedades que caracte-
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ricen a cada una de las clases de superficies mutuamen­
te homeomorfas de modo que dada una superficie, esas 
propiedades sean compartidas por ella y todas las su­
perficies de la misma clase, pero no con superficie 
alguna de otra clase. Probaremos que la característi­
ca y la orientabilidad o no orientabilidad son las 
propiedades o invariantes topológicos que bastan para 
distinguir a cada clase de superficies, de todas las 
demás. En otros términos, dos superficies cerradas son 
homeomorfas si y sólo si tienen la misma característica 
y ambas son orientables o no lo son. Habremos probado 
así, el teorema fundamental de las superficies cerradas. 

21. LA NOCION TOPOLC>GICA DE SUPERFI­
CIE CERRADA. 

Necesitaremos precisar el concepto de superficie ce­
rrada. A ese fin haremos uso de la noción de poliedro 
topológico. Definiremos, en primer término, al poliedro 
en el sentido usual. 

Definición del poliedro: Un poliedro es un conjun­
to de poi ígonos simples, en número finito, que se llaman 
caras del poliedro cuyos vértices se llaman vértices 
del poliedro, y cuyos lados se llaman aristas del polie­
dro. Dichos poi ígonos están situados en el espacio de 
tal manera que se cumplen las siguientes condiciones: 

1. Dos poi ígonos distintos cualesquiera, no tienen 
ningún punto interiór común 
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2. Para cada lado de un polígono cualquiera, existen 
dos únicos polígonos, que tienen ese lado en 
común 

3. Dados dos polígonos cualesquiera p y p', existe 
una sucesión de polígonos P1, P2, ... , Pn ; tales 
que el primero es p , el último es p' y cada uno 
de ellos tiene un lado común con el siguiente 

4. Dado un vértice cualquiera del poliedro, los polí­
gonos que concurren en él pueden ordenarse 
cíclicamente, de modo que dos polígonos conse­
cutivos posean un lado común que llega a ese 
vértice. Esta condición y la primera, implican que 
cada vértice es común a tres poi ígonos, por lo 
menos. Debe tenerse preser:-ite que al referirnos 
a un poliedro, lo hacemos siempre aludiendo a su 
superficie. 

Un poliedro topológico (o simplemente.poliedro, 
en lo que sigue), es un conjunto finito de polígonos 
topológicos (sección 17), que se llaman caras y son 
tales que: 

1. Dos caras cualesquiera no tienen ningún punto 
interior común; 

2. Los lados de las caras coinciden de dos en dos 
por lo tanto su número es par. Cada dos lados 
coincidentes constituyen una arista y sus extre­
mos coinciden de una determinada manera. 

3. Dadas dos caras cualesquiera p y p', existe una 
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sucesión de caras P1, P2, ... , Pn ; con P1 = p y 
Pn = p' ; tales que cada iuna de ellas tiene un lado 
común con la siguiente; 

4. Dado un vértice cualquiiera de una de las caras, 
el conjunto de todos los vértices que coinciden 
con él constituyen un vértice del poliedro; y las 
caras a las que pertenecen dichos vértices pue­
den ordenarse cíclicamente de manera que los 
polígonos consecutivos tengan un lado común 
que "llegue" a ése vértice (esta condición y la 
primera, implican que c:ada vértice lo es de tres 
polígonos, por lo menos). 

Observemos que la definición del poliedro topológico 
difiere de la del poliedro usuall en que para este último 
las caras son poi ígonos planos en tanto que para el 
primero son polígonos topológicos, no necesariamente 
planos. Además, el poliedro topológico puede tener una 
sola cara y dos lados coincide~ntes pueden estar en un 
mismo polígono. 

Definición. Se llama superficie cerrada, al con­
junto de los puntos de un poliedro topológico. 

Todo conjunto que es imagEm de un polígono topoló­
gico, por un homeomorfismo, es también un polígono 
topológico. En consecuencia, la noción de polígono 
topológico, es un invariante topológico. Análogamente, 
las nociones de poliedro topológico y de superficie ce­
rrada son, también, invariantes topológicos. 

Una superficie cerrada puede descomponerse, de 
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diversas maneras, en polígonos topológicos que cum­
plen las cuatro propiedades mencionadas. Cada una de 
esas divisiones se denomina división poligonal de 
la superficie, y constituye una red poligonal (sección 15). 
Por tanto, una superficie cerrada puede dar lugar a 
diversos poliedros. 

Conviene distinguir, claramente, las superfic~es cerra­
das (conjuntos de puntos que admiten una divis_ión 
poligonal), de los poliedros topológicos (conjunto de 
polígonos topológicos que cumplen las propiedades 
mencionadas). Es fácil concebir un poliedro como una 

. superficie cerrada provista de una división poligonal y 
en tál sentido podremos referirnos al homeomorfismo de 

· poliedros. 

Los poliedros . que resultan por división poligonal 
constituyen ün medio para estudiar las superficies ce­
rradas. Este es el método general que se emplea en la 
parte de la Topología llamada Topología Combina-
. toria o Algebraica; en la que se emplea recursos 
propios del Algebra~ 

La parte de la Topología que utiliza como herramienta 
_ principal la teoría de conjuntos, se llama Topología 
General, o también, Topología Conjuntista; de la 
que mencionamos algunos conceptos en la sección 5. 

22. ESQUEMA PLANO POLIGONAL Y REPRE­
SENTACION SIMBOLICA DE UN POLIEDRO. 

En adelante al referirnos a polígonos y . poliedros, 
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debe entenderse que unos y otros son topológicos. 

Supongamos dado un poliedro P. A cada una de sus 
caras le hacemos corresponder un polígono del plano 
que no requiere cumplir otra condición que la de tener 
el mismo número de lados que dicha cara. Resulta así 
un conjunto de polígonos cuyo número es igual al núme­
ro de caras; cada uno de los cuales es disjunto con los 
demás. Los lados de dichos polígonos forman pares que 
contienen a los lados que provienen de una misma arista 
del poliedro: Oiremos entonce~s que los lados de cada 
par son equivalentes o identificados. Análogamen­
te, diremos que dos vértices de los polígonos, son 
equivalentes o identificados si provienen de un 
mismo vértice del poliedro. En tanto que a cada arista 
del poliedro le corresponde, exactamente, dos lados 
equivalentes, a cada vértice del poliedro puede corres­
ponderle un número cualquiera de vértices de los polí­
gonos. 

Designamos con una 
misma letra minúscula a 
los elementos de cada par 
de lados equivalentes del 
conjunto de los polígonos 
planos. Los vértices equi­
valentes son designados 
con una misma letra ma­
yúscula. En la figura-69 se 
muestra un ejemplo en el 
que aparecen los lados_ 

l~ 

B 

0 0 b 

b e 
e 

Figura 69 

A 

8 

D 

equivalentes señalados con la letra a, cuyos extremos 



109 

son los puntos A y B. Se observa que para determinar 
la equivalencia de dichos extremos es suficiente asignar 
a cada lado. una flecha que· parte (para los dos lados 
.equivalentes),· de vértices equivalentes y se dirige a 
vértices, también, equivalentes. Así, en el caso de los 
lados a, las flechas se dirigen de A hacia B. El conjunto 
de los polígonos deducidos de un poliedro en el que los 
lados equivalentes son designados por una misma letra, 
se llama esquema plano poligonal del poliedro. 
C_uando, como veremos luego, se · desee dar una 
representación simbólica a los polígonos del esque­
ma, sus lados estarán provistos de flechas que corres­
pondan a sus sentidos de recorri~o, según lo explicado. 

Debe observarse que dado el esquema plano poligo­
nal de un poliedro, es posible invertir el sentido de la 
flecha asignada a un lado cualquiera, siempre que tam­
bién se invierta el sentido de la flecha del . la.do equiva­
lente. 

Es importante señalar, que para que dos vértices del 
esquema plano poligonal sean equivalentes (es decir, 
para que correspondan a un vértice del poliedro), es 
necesario y suficiente que, en relación con el sentiqo de 
recorrido indicado por las flechas sobre los lados equi­
valentes concurrentes en ellos, ambos puntos sean o 
bien iniciales o bien terminales de dichos lados. Se 
cúmple, por tanto, la siguiente regla de los vértices 
·equivalentes: ·za . equivalencia de dos .vértice$ 
. cualesquiera del esquema plano poligonal que­
da bien determinada, cuando ambos son o bien 
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puntos iniciales o bien puntos finales de lados 
equivalentes. · 

Vamos a describir ahora la representación simbólica 
de un poliedro. Con ese fin nos valdremos de flechas 
curvas para dar a cada polígono un sentido de recorrido 
cíclico de sus lados. Puede agregarse entonces, a la 
letra que representa a cada lado el signo + o el signo-, 
según que su flecha tenga o no un sentido idéntico al 
del recorrido que le corresponde en virtud de la flecha 
curva del polígono al que pertenece. La repre­
sentación simbólica del poliedro se obtiene enton­
ces escribiendo, para cada polígono del esquema, las 
letras que corresponden a sus ~ados, en su orden cíclico, 
afectada cada una del signo + o del signo - que le 
corresponda según lo convenido. 

A A 

m e b a 
~ 
B e D 

Figura 70 

A . 

a~d · 
c~o 

8 

. ·· ·~ 
e f D 

Ejemplo. La división tetraédrica de la esfera repre­
sentada en la figura 55 determina un poliedro cuyo 
esquema plano poligonal está representado en la figura 
70. 

La representación simbólica es: 
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triángulo ABC : + b+ + a e 

triángulo ABD : e- e- d -

triángulo ACD : 
- + -

a d f 

triángulo BCD : te+ b-

Una representación simbólica como la precedente 
permite reconstruir el esquema plano poligonal y, por 

· tanto, el poliedro que le ha dado origen. Es fácil recono­
cer entonces que dos poliedros que dan lugar a la misma 
representación simbólica son homeomorfos. En efecto, 
si los poliedros P1 y P2 tienen la misma representación 
simbólica, entonces ambos constan del mismo número 
de caras que se corresponden biunívocarpente. Dos 
caras que se corresponden tienen el mismo número de 
lados y la misma representación simbólica. De lo que 
··resulta que a cada car.a puede asignársela un sentido 
de circulación y por tanto, a cada arista, un punto inicial · 
y uno final. Entre las aristas también existe una corres­
pondencia biunívoca por la que se corresponden aristas 
que son lados de caras correspondientes. Puede defi­
nirse entonces entre dos aristas correspondientes una 
aplicación topológica por la que se aplican, uno sobre 
otro, los puntos iniciales y los finales. En consecuencia, 
entre los contornos de dos caras que se corresponden 
queda determinada una aplicación topológica que pue­
de extenderse a una aplicación topc;>lógica entre esas 
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(
1
) • • t t 1 1· d caras, y por cons1gu1en e, en re os po 1e ros. 

Resulta, por tanto, que dos poliedros que tienen el 
mismo esquema plano poligonal, así como las superfi­
cies cerradas a que dan origen, son homeomorfos por 
cuanto sus representaciones simbólicas son iguales. 

Un mismo poliedro puede dar origen a diferentes 
representaciones simbólicas. Así, por ejemplo, pueden 
ser cambiadas las letras que designan a sus lados o 
pueden cambiarse los dos si~Jnos que llevan las letras 
que designan a dos lados equivalentes, lo que equivale 
simplemente a cambiar el sentido de las flechas de 
dichos lados. También puede cambiarse el sentido cícli­
co de los lados de un polígono, en cuyo caso los signos 
de las letras que designan a sus lados deben ser cam­
biados. 

23. OPERACIONES ELEMIENT ALES. 

Hemos visto que dado el esquema plano poligonal de 
un poliedro, éste queda determinado, y también la clase 
de las superficies cerradas mutuamente homeomorfas, 
que dicho poliedro origina. Resulta de aquí que la bús-

( 1) Se hace aquí uso de la siguiente proposición: si el contorno de 
un disco circular de radio r se aplica topológicamente sobre el 
contorno de otro disco de radio r' , esa aplicación puede exten­
derse topológicamente a una aplicación del primer disco en el 
segundo . En efecto: En coordenadas polares, la imagen del 
punto P( p, e) es el punto P'(pr'/r, 8) donde A'(r', 8') es la 
imagen del punto A( r, 0 )-del primer disco. 
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queda de las diversas clases de superficies, en cada una 
de las cuales están las que son mutuamente homeomor­
fas, puede reducirse a la clasificación de los diferentes 
esquemas planos poligonales. 

Diremos que dos esquemas planos poligonales son 
equivalentes topológicamente, si corresponden a 
poliedros que dan lugar a superficies homeomorfas. 

Las operaciones que vamos a definir a continuación 
transforman unos esquemas planos poligonales en 
otros .. que les son topológicamente equivalentes. Se les 
llama operaciones elementales y son las siguientes: 

1 . Subdivisión de una dimensión. Consiste en con­
vertir un par de lados· equivalentes del esquema (tales 
como los lados AB de la 
figura 71) en dos pares 
equivalentes (el par ACy 
el par BC) mediante un 
. punto C. De esa manera, 
tanto el número de caras 
como el de vértices au­
menta en dos elementos. 
Luego se asignan fle­
chas adecuadas a los 
nuevos lados resultan-
tes. 

8 8 

Figura 71 

2. Reunión de una dimensión. Es ·1a operación 
inversa de la anterior, mediante la cual los lados concu­
rrentes de un polígono se reducen a sólo uno. 
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3. Reunión de dos dime1nsiones. Esta operación 
consiste en reunir dos 
polígonos en uno solo, 
haciendo coincidir . dos 
lados equivalentes (figu­
ra 72). 

4. Subdivisión de 
una dimensión. Se re­
aliza mediante una dia­
gonal y es la operación 
inversa de la anterior. Se 
originan dos nuevos la-

E F A 

AA[~ 
B ~ 

o e a o 

Figura 72 

dos a los que se les debe asignar flechas conveniente­
mente. 

Ejemplo: Por medio 
de una reunión de dos 
dimensiones de los dos 

A d o A 
d o 

primeros triángulos de la ' ' 
/ 

' " " figura· 70, y semejante- ·a, 'F",~ e a f ,."1 

' 
,, / 

mente de los dos últi- ' ' 
,. ,. 

mos, resulta el esquema 
e b 8 e b · a 

poligonal de la figura 73. Figura 73 

En la figura 7 4 lleva-
mos a cabo las siguientes op~eraciones elementales, a 
partir del esquema poligonal de la figura 73. 

En la figura 7 4(a) el esquema se ha reducido a un 
único polígono de seis lados, haciendo coincidir los 
lados d mediante una reunión de · dos dimensiones. 
Luego veremos cómo el esqu~~ma 7 4(a) puede reducir-
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(a) (b) 

Figura 74 

se, mediante operaciones elementales, a un nuevo es­
quema 7 4(b) formado por un único polígono de dos 

· lados que corresponde, desde luego, al esquema plano 
de un poliedro de dos caras que es homeomorfo con la 
esfera. La representación simbólica se reduce a 

(23.1) 

Es de gran importancia, lo siguiente: 

Cada operación elemental realizada sobre 
un esquema plano poligonal, y por tanto cada 
sucesión consecutiva de operaciones elementa­
les, da lugar a un esquema que corresponde a 
un poliedro homeomorfo con el del esquema 
original. Resulta así que para que dos esque­
mas planos poligonales correspondan a super­
ficies cerradas topológicamente equivalentes, 
es suficiente que uno de ellos pueda transfor­
marse en el otro mediante operaciones elemen-
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tales, en cuyo caso se dice que son "emparenta­
dos elementalmente". También diremos que 
dos poliedros son elementalmente emparenta­
dos, si lo son sus correspondientes esquemas 
poligonales. 

La demostración del hecho fundamental que hemos 
mencionado excede los propósitos de la presente expo­
sición. Daremos solo una justi'ficación de caracter intui­
tivo. 

Sean P1 y P2 dos poliedros tales que el esquema 
plano poligonal de P2 resulta dE~I de P1 por una operación 
elemental; por ejemplo, una subdivisión de dos dimen­
siones. Es decir que dividiendo una cara de P1 en dos 
caras mediante una diagonal, se obtiene un poliedro P3 
cuyo esquema es igual al de P2. Puesto que P3 y P2, así 
como P1 y P3 , determinan superficies cerradas homeo­
morfas, lo mismo ocurrirá con P1 y P2. Puedeubservarse 
que sucedería lo mismo si el esquema plano de P2 
resultara del de P1 por un número finito , mayor que 1, 
de operaciones elementales. 

24ª REDUCCION A LAS FORMAS NORMALES. 

Es posible dividir el conjunto de los poliedros en 
clases disjuntas , en cada una de las cuales se encuen­
tren aquellos cuyos esquemas planos poligonales se 
deducen uno de otro por operaciones elementales, y por 
tanto son emparentados elementalmente. Luego cada 
clase es definida por cualquiera de los poliedros que le 
pertenecen. Según sabemos, todos los poliedros de una 
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misma clase son homeomorfos entre sí y generan su­
perficies que también son mutuamente homeomorfas. 
Posteriormente comprobaremos que, recíprocamente, 
si dos superficies son homeomorfas, los poliedros que 
les corresponden están emparentados elementalmente. 
Por ahora vamos a establecer que entre todos los polie­
dros de una clase puede elegirse uno, el más simple 
posible, que se llama forma normal de esa clase. En 
términos generales, la forma normal es aquella para la 
cual los números de caras, aristas y vértices son los 
menores posibles. 

A las formas normales de los poliedros les correspon­
den las formas normales de sus esquemas poligonales. 
Indicaremos en lo que sigue el procedimiento mediante 
el cual un esquema plano poligonal es transformado en 
la forma normal mediante una sucesión finita de opera­
ciones elementales. 

La reducción a la forma normal de un esquema plano 
. poligonal puede llevarse a cabo en seis pasos, en cada 
uno de los cuales se utiliza un número finito de opera­
ciones elementales. El objeto de los tres primeros pasos 
es reducir el número de polígonos, el de lados y el de 
vértices no equivalentes. A partir del cuarto paso, esos 
números ya no cambian. El propósito de los tres últimos 
pasos es obtener del esquema que resulta del tercer 
paso otro que sea el más regular posible. La repre­
sentación simbólica faci lita esa reducción. 

Primer paso. En este primer paso se disminuye el 
número de polígonos, hasta reducirloa uno solo. Supon-
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gamos, pues, que el número de polígonos es mayor que 
1. La reducción de su número se lleva a cabo por 
sucesivas reuniones de -dos dimensiones. El primer 
paso se ilustra en las figuras 73 y 74(a) en que los 
polígonos del esquema plano poligonal de la figura 70 
se reducen, mediante operaciones elementales, al único 
polígono de la figura 71 (b). Al 1final se obtiene un único 
polígono con un número par de lados que son equiva­
lentes dos a dos. La representación simbólica consta 
pues de una sola línea en la qu1e cada letra aparece dos 
veces con signos que pueden ser contrarios o no. En el 
caso de que este último polígono tenga sólo dos lados, 
su representación simbólica es necesariamente: 

+ -
a a 

o bien 
+ + a a . 

(24.1) 

(24.2) 

Estas son ya formas muy simples, que vamos a 
considerar como normales. (Ver el cuadro de reduc­
ción a las formas normales que~ está al final del libro). 

Supondremos en adelante, que el esquema está for­
mado por un solo polígono de cuatro lados por lo 
menos. 

Segundo paso. Se trata ahora de eliminar todos los 
pares de lados adyacentes equivalentes, de dirección 
contraria; es decir, todos los grupos a+ a- de la repre­
sentación simbólica del único polígono que constituye el 
esquema. Si hay dos lados adyacentes que son orien­
tados en sentidos opuestos, la representación simbólica 
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puede ser de la forma 

+ -
-aa-- (24.3) 

d,onde las líneas ondulantes designan a los otros lados 
del polígono (figura 75(a)). Puesto que el polígono tiene 
al menos cuatro 
lados, puede supo-
nerse, efectuando si 
es preciso una per­
mutación cíclica de 
los lados, que en la 

. representación sim­
bólica (24.3) hay, por 
lo menos, un lado 

+ -
antes de a a y, 
por lo menos, un la-

(a) (b) 

Figura 75 

do después de. a+ a- . Mediante una subdivisión de dos 
dimensiones, el esquema (24.3) se cambia en el esque­
ma de dos polígonos 

+ + --a b 

b a --

en donde b es el nuevo lado. El nuevo esquema está 
representado en la figura 75(b), en donde se han mar­
cado las nuevas flechas rectilíneas y curvilíneas. Luego, 
por una reunión de una dimensión, se forma con los dos 
lados a y b un solo lado e, y los dos polígonos se 
reducen a 
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+ --e 
-e--

como se ve en la figura 76(a). Por 
último . se deducirá de estos dos 
polígonos uno solo mediante una 
reunión de dos dimensiones en 
que se empalman los lados e (fi­
gura 76(b)). De esa manera, si el 
polígono tiene, por lo menos, cua­
tro lados y su representación sim-

. bólica es de la forma (24.3), se le 
puede reducir a otro polígono cuya 
representación simbólica se obtie­
ne, a partir de (24.3), suprimiE:mdo 

. + -
simplemente al par a a . 

(a) 

(b) 

Figura 76 

. Al reiterar el procedimiento anterior un número finito . 
· suficiente de veces, se llegará finalmente a urio de los 
dos casos siguientes: 

a) se obtiene un poi ígono de dos lados 

~)se obtiene un polígono con cuatro lados o más, en 
el que no hay dos lados adyacentes de la forma a+ a- . 

En el caso a se ha llegado ya a una de las formas 
normales (24.1) o (24.2). · 

· Proseguimos ahora ta _reducción en el caso (~). Su­
pondremos pues en adelante que el esquema conside-
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rada está formado por un solo polígono con cuatro lados 
al menos y que no tiene dos lados adyacentes de la 

+ -
forma a a . 

Tercer paso. El polígono al que hemos llegado tiene 
n ( ~ 4 ) lados y por lo tanto n vértices; y los vértices 
equivalentes son designados por la misma letra. Si 
todos los vértices ya son equivalentes, se ha logrado el 
objetivo y se siguen los demás pasos. En caso contrario, 
se procede como sigue: 

p 

Q · a Q 

. (a) (b) 
Figura 77 

Consideremos un vértice P. A los vértices equivalen­
tes a P también los designamos con P. En virtud de la 
·hipótesis existe un vértice, por lo menos, que no es 
equivalente a P. Por tanto, en el contorno del polígono 
hay por lo menos un vértice Q que no es equivalente a 
P y que está en un extremo de un lado cuyo otro 
extremo es P (figura 77(a)). Sea a este lado y bel lado 
adyacente que parte de P. El otro extremo del lado b 
puede ser un vértice P, un vértice Q, o un vértice no 
equivalente ni a P ni a Q. Unamos ese vértice con Q 
mediante la diagonal d. El polígono dado resulta dividi­
do en un triángulo A y un poi ígono rr de n-1 ~ados (figura 
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77(a)). Comprobaremos que los lados adyacentes a y b 
del triángulo~' no son equivalentes. En efecto, en caso 
contrario sería o bien b+ =a+ o bien b+ =a- ; ahora bien, 

si b+ = a+ , los vértices P y Q serían equivalentes, lo 

que sería una contradicción; si b+ =a-, el polígono dado 
+ -

tendría dos lados adyacentes de la forma a a , contra 
la hipótesis. Luego, el lado equivalente al lado b está, 
sin duda, en el contorno del polígono rr {figura 77{a)). 
Apliquemos ahora una subdivisión de dos dimensiones 
en la diagonal d, y luego una reunión de dos dimensio­
nes identificando los dos lados b. Resulta entonces un 
polígono que sigue teniendo n lados (figura 77(b)), pero 
en el cual el número de vértices Pes uno menos que en 
el polígono dado, en tanto que el número de vértices Q, 
aumenta en 1 . 

Para este nuevo polígono hay dos posibilidades: 

a) Hay lados adyacentes equivalentes y orientados 
en sentido opuesto 

~) No tiene lugar la situación anterior. 

En el caso ~el tercer paso debe repetirse para seguir 
reduciendo el número de vértices P. Al cabo de un 
número finito de veces se llegará a un poi ígono de n 
lados con dos lados adyacentes de la forma a+ a- . Esto 
ocurrirá, a lo sumo, cuando el polígono reducido tenga 
sólo uno de los vértices P, pues entonces, los dos lados 
que tienen a P como vértice común serán necesaria­
mente equivalentes y orientados en sentido opuesto. 
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En cuanto se presentan lados adyacentes orientados 
en sentido opuesto, se deberá proceder como en el 
segundo paso. Mediante ese procedimiento se obtendrá 
un nuevo polígono que: o bien tiene sólo dos lados (y se 
encuentra ya en su forma normal) o bien tiene cuatro 
lados por lo menos, y no todos sus vértices son equiva­
lentes; entonces se aplica nuevamente el tercer paso. 

Mediante los tres primeros pasos descritos, todo es­
quema plano poligonal puede,Ser reducido, mediante un 
nú_mero finito de operaciones element~les, a, un nuevo 
esquema formado por un solo polígono que es de uno 
de los dos tipos .siguientes: 

1. Tiene sólo dos lados; su representación simbólica 
es entonces a+ a- ó a+ a+ , por lo· que se · ha 
llegado a su forma normal; 

2. Tiene n ~ 4 lados, sus n. vértices' son todos 
. . . + -

equivalentes, y no hay grupos a a . En lo que 
sigue nos ocuparemos de polígonos del segundo 
tipo e~plusivamente .. 

Cuarto paso. Consideremos pues un- polígono ·del 
segundo tipo. El propósito de este paso es transformarlo 
mediante operaciones elementales en otro polígono de 
la misma- clase, que tenga al menos un par de lados 
equivalentes de signos contrarios; y que cualesquiera 
que sean dos lados equivalentes del mismo signo, ellos 
sean adyacentes . 

. Puesto que en .el polígono considerado los lados son 
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equivalentes dos a dos, cada letra que representa un 
ladoaparece dos veces en su nepresentación simbólica, 
con signos contrarios o no. Si para cada par de lados 
equivalentes los dos signos son contrarios, se habrá 
alcanzado el propósito de este cuarto paso y se pasará 
directamente al quinto. Si hay dos lados equivalentes 
afectados de un mismo signo y que no son adyacentes, 
procederemos como sigue para reemplazarlos por·dos 
lados equivalentes adyacentes y afectados por el mismo 
signo. 

Sean das · lados equivalentes b, no adyacentes y 
afectados de signos iguales. La representación simbó­
lica es por tanto de la forma 

(a) (b) 

Figura 78 

Unamos ahora, mediante la diagonal a1 (figura 78(a)) 
los dos ·. vértices hacia los que están orientadas las 
flechas que llevan los lados b. Apliquemos luego, suce­
sivamente, una subdivisión die dos dimensiones a lo 
largo de a1 y una reunión de dos dimensiones a lo largo 
de b (figura 78(b)). La representación ·simbóltca del 

. . 

. nuevo polígono así obtenido es 



+ - + 
--8181 ---
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De esta manera se ha reemplazado los dos lados equi­
valentes b, que no eran adyacentes y que tenían el 
mismo signo, por dos lados equivalentes 81 que son 
adyacentes y que también tienen el mismo signo. En 
esas operaciones los lados representados por las líneas 
onduladas han sido globalmente transportados, sin per­
der su continuidad, hasta formar parte del nuevo polígo­
no. 

Si en el nuevo polígono hay aún dos lados equivalen­
tes afectados de un mismo signo y que no son adyacen­
tes, se les puede convertir en dos lados adyacentes 

+ + . + + 
82 8 2 sin que desaparezca el par 81 81 que ya fue 
obtenido. Continuando de esa manera, el procedimiento 
se detendrá sólo cuando todos los pares de lados equi­
valentes afectados del mismo signo queden _reemplaza­
dos por pares de lados equivalentes adyacentes y afec­
tados de un mismo signo. 

Si de la manera descrita resultan agotados todos los/ 
lados del polígono, habremos obtenido un polígono cuya 
representación simbólica será de la forma 

(24.4) 

que es suficientemente simple como para considerarla 
una forma normal. De lo contrario, se aplica el quinto 
paso. 

Quinto paso. Partiremos ahora de un esquema que 
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se reduce a un solo polígono con n ~ 4 lados y en el 
que sus vértices son todos equivalentes. Además, cum­
ple lás condiciones siguientes: por lo menos hay un par 
de lados equivalentes con signos contrarios; y si hay 
algún par de lados equivalentes afectados del mismo 
signo, esos lados son adyacentes. 

En este paso, el polígono dado será transformado, 
mediante operaciones elementales, en otro cuya repre­
sentación simbólica estará formada por sucesiones de . 

+ + ' 
lados adyacentes de la forma 81 81 o de la forma 

+ + - -
8 b 8 b exclusivamente. 

Sea e+ e+ un par de lados equivalentes y de signos 
contrarios, que existen por hipótesis. Decimos que hay, 
por lo menos, otro par de lados equivalentes y orienta-

. + -
dos en sentidos· opuestos d d tal que los dos pares 

+ - + . - • e e y d d se "intercalan" en el contorno,·con lo cual 
queremos decir que la representación simbólica del · 
polígono es de 1a forma 

+ .. + - + (1) 
--...-. c--d--- e --d --

En·efecto, si el par e+ e- no estuviera intercalado con 

(1) Esta representación simbólica puede tomar otras formas como 

o =~-~:::=::=:-=' 
etc.; pero todas ellas pueden se~ reducidas a: la forma dada en -el 
texto si se cambia conveníentemEmte el sentldo de las flechas y se 
: efectúa, una permutación cíclica de los lados; 
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otro par de lados equivalentes, con signos contrarios, 
los lados de la sucesión 

+ -
e --- e (24.5) 

serían equivalentes entre ellos dos a dos, pues si entre 

eUos hubiera un lado a+ que forma parte de un _par de 
lados equivalentes del mismo signo, el equivalente sería 

a+ y estaría vecino al primero, por tanto pertenecería 

también a la suce.sión; y si en (24.5) hubiera un lado b+ 

qué forma parte de un par de lados equivalentes de 

signos contrarios" el equivalente sería b- y estaría tam­
bién en la sucesión (24.5) porque de no ser así, el par 

. e+ , e- estaría intercalado con el par b+ , b- . Resultaría 
·entonces _imposible comprobar mediante el esquema · 

poligonal que los vértices iniciales de e+ y e- son equi­
valentes con sus vértices fi~al.es, en contr~?icción c(~n 
el hecho de ·que todos ·los vert1ces son equivalentes. 

( 1 ) Para aclarar lo dicho, consideremos el polígono de la figura adjunta 
· en que él par-e+ , e- no está intercalado con otro par análogo. En 
este caso, la representación 
simbólica es dada por 

e+ a+ b- a- d+ d+ b+ e- e+ e+. 

Del examen de la equivalencia 
de los lados se deduce que el 0 
vértice final P de lado e+ es 
equivalente a .los vértices de:-- f!" 
signados por P, pero no equi­
valente con los vértices Q. Por 
tanto, este polígono no es aún 
de vértices equivalentes~ 

p. 
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(a) (e) 

Figura 79 

Los dos pares de vértices equivalentes que se inter-
+ - + -

calan, e e y d d , los cuales existen por lo que 
. acabamos de probar, pueden convertirse en dos nuevos 
pares que forman una sucesión de lados adyacentes 
a+ b+ a- b- , mediante un núme~ro finito de operaciones 
el-ementales. Las figuras 79{a), {b) y {c) muestran cómo 
esas operaciones que consisten de una subdivisión de 
dos dimensiones según la dia!~onal a seguida de una 
reunión de dos dimensiones a lo largo de los lados e y 
luego, de una subdivisión de dos dimensiones según la 

· ·diagonal e seguida de una reunión de dos dimensiones 
a lo largo de los lados d. Como se ve, durante esas 
operaciones los lados que son representados por las 
líneas onduladas son transportados en bloque y, des­
pués de ellas, siguen como antes. Por tanto,· 1os pares 

de lados adyacentes de la forma a~ a~ obtenidos en el 
cuarto paso se conservan durante este quinto paso. 

Si en el polígono, transformado como se ha dicho, se 
. + - + - . 

tiene, aparte de los pares_ a ·él y b b ya obtenidos, 
.. otro par _d¡e ·lados equivalentes afectados de. signos 
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+ -
contrarios~ llamémoslos e e- , este par no puede inter-

. + - + -
calarse con el par 8 8 ni con el par b b . Existe, 

+- + - · + -
por tanto, otro par f f tal que los pares e e y f f 
se intercalan. Con estos podemos proceder de manera 
semejante a como lo hicimos antes con los pares e+ c­
y d+ d- , y quedarán reemplazados por una sucesión 
de lados adyacentes de la misma forma que 

+ + - -
8 b 8 b . En el curso de esta nueva reducción, las 

sucesiones de lados adyacentes de las formas a7 a7 y 
8+ b+ a- b- , que ya fueron obtenidas, permanecen intac­
tas. 

Continuando de la misma manera se llegará, final­
mente, a un polígono cuya representación simbólica 
tiene, únicamente, sucesiones de lados adyacentes de 

+ + + + - -
las formas 81 81 o 8 b 8 b . 

Si, en particular, la representación simbólica tiene 
solamente sucesiones de lados adyacentes de la forma 
8+ b+ 8- b- , es decir, si la representación simbólica del 
polígono se reduce a 

+ + - - + + - - + + - -
81 b1 81 b1 82 b2 82 b2 ... 8p q, ap bp , (24.6) 

se logra ya una forma simple que consideraremos nor­
mal. 

Sexto paso. Sólo nos queda por considerar un polí­
gono cuya representación simbólica esté formada exclu­
sivamente por sucesiones de lados adyacentes de la 
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+ + + + - -
forma 81 81 ó de la forma 8 1b 8 b , y en que cada 
una de esas formas se presenta efectivamente. En este 
paso se trata de reducir el polígono a la forma (24.4), 
mediante un número finito de operaciones elementales. 

Veremos, en efecto, que cada sucesión a+ b+ a- b-
+ + 

puede ser reemplazada por dos de la forma a1 a1 • Con 
tal fin, consideremos una sucesión a+ b+ a- b- y una 

sucesión e+ e+. En primer término, podemos convertir 
+ + - - + + a b a b y e e en tres panes de lados equivalentes 

tales que los signos 
atribuidos a los lados 
de cada par sean los 
mismos (figuras 80(a) 
y (b)). Las operacio­
nes son: subdivisión 
de dos dimensiones 
según la diagonal 9 y 
reunión a lo largo de c. 

(a) 

a 

(b) 

Figura 80 

Los pares resultantes están formados por los dos lados 
a , los dos lados b y los dos lados d . 

Ahora aplicando por tres veces consecutivas el pro­
cedimiento del cuarto paso, los tres pares obtenidos 
pueden reemplazarse por tres nuevos pares, cada uno 
de los cuales está formado por lados equivalentes, 
afectados de un mismo signo y adyacentes, como se 

·aprecia en las figuras 80(b) y 81 (a), (b), (c) . 

. Se llega así, finalment~, a 1Jn polígono cuya repre­
sentación simbólica tiene la forma (24.4). 
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(a) (b) (e) 

Figura 81 

Al final del libro se ha incluído un cuadro, titulado 
Reducción de un poliedro a la forma normal, 
en que se da el diagrama de flujo del procedimiento 
descrito hasta aquí. 

En resumen: 

Todo poliedro esta emparentado elemental­
mente con un poliedro de una sola cara, cuyo 
esquema plano poligonal se reduce a un polígo­
no cuya representación simbólica tiene una de 
las tres formas normales siguientes: 

+ -
FN 1 : · 8 8 , (24.1) 

FN2: 8~ b~ 8~ b~ 8; ti; 8; Li 8; b; 8~ tiµ , (24.6) · 
( p = 1, 2, 3, ... ) ' 

+ + + + + + 
FN3: 81 8 1 82 82 . . . 8q 8q ' (24.4) 

( q = 1, 2, 3, ... ) . 

Ejemplo. Consideremos una esfera en la cual se ha 
insertado tres casquetes cruzados, en tres aberturas 
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circulares recortadas en ella. Hesulta así una superficie 
cerrada. En la figura 82(a} sei muestra la esfera y los 
bordes de las aberturas circulares en que se insertan los 

p d Q p d Q 

p Ti' )Q p crr; Q 

R e R R e R 

(a) (b) 

Figura 82 

tres casquetes cruzados. Cada uno de ellos puede ser 
generado p_or la identificación de los puntos diametral­
mente opuestos de dichos bordes. La esfera puede 
entonces ser dividida para formar un poliedro de caras 
rr y II1 , la segunda de las cuales está formada por la 
parte rayada de la esfera, y toda la parte no visible de 
ella. II está formada por la parte punteada. En el dibujo 
se señalan las diferentes ariistas del poliedro y sus 
sentidos dados por flechas. La figura 82(b} presenta el 
esquema poligonal, formado por dos polígonos de seis 
lados. El procedimiento de reducción a la forma normal 
conduce, en este caso, a un polígono cuya repre­
sentación simbólica es del tipo (24.4) con q = 3. Puede 
probarse, en general, que la forma normal de todo 
poliedro proveniente de u_na e~sfera en que se insertan 
q casquetes cruzados, es (24.4). 
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25. CONSIDERACIONES COMPLEMENTA­
RIAS ACERCA DE LA REDUCCION DE LOS 
POLIEDROS A FORMAS NORMALES 

Las consideraciones siguientes tienen por objeto dar 
una interpretación geométrica de los tres últimos pasos 
del procedimiento de normalización que hemos tratado 
de manera combinatoria y que, como veremos, corres­
ponden a determinadas construcciones geométricas. 
Con tal fin, vamos a describir las superficies que corres­
ponden a las formas FN1, FN2y FN3. 

(a) 

o 

o t o 

(d) (e) 

Figura 83 

(b) (e) 

l 
(f) 

La forma normal FN1 es dada por (24.1) y correspon­
de a las. superficies cerradas homeomorfas con la esfe-
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ra, las cuales pueden considerarse como las más sim­
ples de todas las superficies CE!rradas. 

Consideremos ahora la forma normal FN2. Recorde­
mos con ese fin que el toro ('fig. 83(a)) admite como 
esquema poligonal al cuadriláltero de la figura 83(b), 
cuya representación simbólica es 

+ + - -
abé.lb, 

que corresponde a la forma FN2 en el caso en que 
p = 1. Podemos establecer por tanto, que dicha forma 
corresponde a una superficie homeomorfa con una es­
fera provista de una asa, o sea topológicamente equiva­
lente con un toro. 

Consideremos ahora el caso en que p = 2 : 

Si en la superficie del toro se practica una abertura 
cuyo contorno sea la curva simple cerrada l se obtiene 
una superficie que no es cerrada pues posee el borde 
l . Esa superficie da origen a una representación me­
diante el polígono de la figura 8:3(c) en el que la abertura 
aparece dentro del cuadrilátero. Una deformación con­
tinua de éste permite transformarlo en el pentágono de 
la figura 83(d), uno de cuyos lados es la imagen de la 
curva l . La superficie del toro provisto de la abertura 
puede deformarse para tomar la forma de la figura 83(e) 
y también 83(f), en las cuales aparecen los bordes l . La 
última justifica el nombre de msa que se da a la super­
ficie abierta cuyo diagrama poli~~onal .es dado en la figura 
83(d), cuya representación simbólica es 
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+ + - - -
ab .abl, 

que ya hemos tratado en la sección 18. 

(a) 

Figura 84 

En la figura 84(a) se muestran dos pentágonos que 
corresponden a dos asas que empalmamos por sus 
bordes. Lo que equivale al empalme. de los dos pentá­
gonos haciendo coincidir sus lados l , como se indica en 
la figura. Resulta entonces un doble anillo (figura 60) 
cuyo esquema poligonal es el octógono de la figura 
84(b) o en la figura 61 (a), cuya representación simbólica 
es, como se vio en la sección 18, 

la que es de la forma FN2, en el caso p = ·2. 

De manera análoga puede obtenerse la forma normal 
FN2 , en el caso p = 3 : 

En una abertura circular hecha en la superficie de un · 
doble anillo puede insertarse una asa de manera que 
coincidan los bordes de ambas superficies. Resulta así 
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una superficie cerrada que es el triple anillo cuyo esque­
ma poligonal se reduce a un polígono de doce lados y 
que es homeomorfa con una esfera en la que están 
insertadas dos asas. Su representación simbólica es de 
la forma normal FN2 en el caso p = 3 . El procedimiento 
puede generalizarse para obtener superficies homeo­
morfas con una esfera provista de un número cualquiera 
p de asas, cuyas representaciones normales son de la 
clase FN2. Nos referimos, por último, a la forma normal 
FN3. 

La banda de Mobius es una superficie provista de 
un solo borde constituído por una curva continua y 
cerrada del espacio. De la mlisma manera que un toro 
resulta al insertar una asa en una abertura hecha en una 
esfera, puede insertarse una banda de Mobius hacien­
do corresponder su borde con el de la abertura de la 
esfera. Es claro, sin embargo, que esta operación es 
imposible en un espacio de tres dimensiones sin que la 
banda se cruce consigo misma durante el proceso. Es 
posible demostrar, sin embar~JO, que en un espacio de 
cuatro dimensiones puede llevarse a cabo dicha opera­
ción sin que la banda tenga que atravesarse a sí misma. 

En la sección 19 vimos que la banda de Mobius es 
homeomorfa con el casquete cruzado. La inserción de 
una banda de Mobius en una abertura hecha en una 
esfera puede entonces llevarse a cabo en el espacio de 

· tres dimensiones, insertando un casquete cruzado y 
empalmando los bordes de ambas superficies. Se ob­

. tiene así la superficie de la figura 51{c) ó la de la figura 
. . 68{b), cuya representación simbólica se reduce a la 
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forma norma1 FN3 : 

+ + a a (25.1) 

correspondiente a q = 1, la cual puede deducirse, sea 
de lo expresado al comienzo de la sección 19 respecto 
de.la figura 67, sea observando que el esquema poligo­
nal que representa a la superficie en referencia, está 
formado por los dos polígonos de la figura 85, cuyas 
representaciónes simbólicas son 

b+t2 b+ r1 
+ - + + y a a l 1 l 2 

b a. 
-
r 

l,. .n . , .l z z, n a 

~ 

b ll 

Figura SS · 

En efecto: el primer rectángulo representa a la banda 
de Mobius cuyo borde libre está representado por los 
lados l1 y l2 . ; y el segundo representa a la esfera 
provista de una abertura cuyo porde está representado 
por los lados l1 ·Y l2. Este esquema puede reducirse -a 
la forma normal (25.1) mediante el procedimiento gene-

. ral de la sección 24, como puede comprobarse. 
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De lo expresado en esta sección se deduce que la 
_presencia, en el . polígono que representa a una super- . 
ficie cerrada, de un grupo de~ la forma a+ b+ a- b- de­
muestra la existencia en esa superficie de un asa 
insertada en otra superficie provista de una abertura. 
Semejantemente, la presenciia de un par de la forma 
a+ a+ demuestra que la superfiicie resulta de la inserción · 
de un casquete cruzado. · 

En el procedimiento de normalización de la sección 
24, el cuarto paso mediante E~I cual se cambia un polí­

. gono cuya representación simbólica es de la forma 

. + . + 
-----b ----- b 

PQr otro de la fórma 

·+ + 
------ 81 B1 --

aparece claramente la inserción de un casquete cruza­
do. Por tal motivo se dice que 1el cuarto paso consiste en 
la normalización de casquetes cruzados. 

Semejantemente, el quinto paso da lugar a la forma­
. ción de grupos a+ b+ a- b- , razón por la que se dice que 
consiste en la normalización de asas. 

El sexto paso-se llama conversión de asas en 
casquetes cruzados~ Tiene lugar cuando la repre­
s·entación simbólica se reduc1e a asas y casquetes cru­
zados,-en cuyo caso puede neducirse a casquetes cru-

. zados, .exclusiva.mente. · 
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26. CARACTERISTICAS -Y ORIENTABILIDAD 
DE POLIEDROS Y SUPERFICIES CERRA­
DAS 

En las secciones 13 y 15 nos referimos, de manera 
preliminar, a las nociones de característica y orientabili­
dad. Trataremos ahora acerca de la característica y 
orientabilidad de un poliedro para luego definir las de 
una superficie cerrada. 

Consideremos un poliedro. Sea V el número de sus 
vértices, A el de sus aristas y C el de sus caras. Se llama 
característica del poliedro al número 

k=V-A+C. (26.1) 

Es claro que en el esquema plano poligonal del poliedro, 
el número de vértices no equivalentes es V, el número 
de lados no equivalentes es A y el número de polígo­
nos es C ; por tanto, estos números cumplen la relación 
(26.1 ). Podemos observar que al someter el esquema 
plano poligonal a operaciones elementales, los números 
V, A y C pueden cambiar, pero el valor de la suma 
V - A + C = k no varía. En efecto, una subdivisión de 
una dimensión deja invariante C, mientras que tanto A 
como V, aumentan en 1. Una subdivisi6n de dos dimen­
siones aumenta en 1 a C y A, dejando V invariable. 
En consecuencia, V - A+ C no cambia de valor. Es 
claro también que en las reuniones de-una y dos dimen­
siones tampoco varía esa suma. Podemos establecer, 
entonces, que dos poliedros emparentados ele­
mentalmente tienen la misma característica. 
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Se dice que un poliedro es orientable si el sentido 
de recorrido de cada uno de los polígonos de su esque­
ma plano poligonal puede determinarse de manera que, 
en su representación simbólica, toda letra que repre­
senta a dos lados equivalentes, y que por ello aparece 
dos ·veces, lo haga con signos contrarios. En caso 
contrario, se dice que el poliedro es no orientable. 

No ofrece mayor dificultad comprobar que la propie­
dad de un esquema plano poligonal de ser o no orienta­
ble permanece invariante al realizarse una operación 
elemental. Por consiguiente, dos poliedros empa­
rentados elementalmente son ambos orienta­
bles o ambos no orientables. 

Las características que corresponden . a las tres for­
mas normales FN1, FN2y FN3 dadas en (24.1), (24.6) 
y (24.4) son 

FN1: 

FN2: 

FN3: 

k=2-1+1=2 

k = 1 - ~~p + 1 = 2 ( 1 - p ) 

k=1-q+1=2-q. 

Los poliedros FNln y FN2 son orientables pero 
tos FN3 son no orientables; por ello, ningún poliedro 
FN3 puede emparentarse elementalmente con poliedro 

\ 
· (1) Llamamos poliedros FNt, FN2, FN3 a aquellos cuyas formas 

normales pertenecen a esas clases respectivamente. 
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alguno de la clase FN1, ni de la clase FN2. Tampoco 
puede ser e·mparentado elementalmente un poliedro 
FN1 con otro FN2 porque en ningún caso sus caracte­
rísticas son iguales. Finalmente, los poliedros FN2 co­
rrespondientes a valores diferentes de p, así como los 
FN3 que corresponden a distintos valores de q no 
pueden ser emparentados elementalmente puesto que 
sus características son distintas. 

Por consiguiente, las clases de poliedros emparenta­
dos elementalmente, pueden designarse por FN1, 
FN2-p y FN3-q , donde p y q pueden tomar los 
valores 1, 2, 3, .... Se tiene entonces que: Para que 
dos poliedros sean emparentados elemental­
mente es necesario, y suficiente, que tengan la 
misma forma normal . 

Si un poliedro es orientable, su forma normal es 
FN1 o FN2 y por tanto su característica es~un - número 
par. Si es 2, su forma normal es FN1; y si es menor que 
2, su forma normal es FN2. En el último caso el número 

. 2-k ·pes igual a -
2

- . 

Si un poliedro es no orientable , su forma normal 
es FN3. Su característica, k, permite obtener q = 2 - k. 

Por consiguiente, se cumple el siguiente teorema de 
Dehn y Heegard : 

Para que dos poliedros sean emparentados 
elementalmente es necesario y . suficiente que 
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tengan la misma característica y que ambos 
sean orientables o no orientables. 

Según se ha explicado una superficie cerrada puede 
originar un poliedro de muchas maneras mediante diver­
sas divisiones poligonales. Se cumple la siguiente im­
portante proposición: 

Dos poliedros cualesquiera, deducidos de 
una misma superficie cerrada mediante dife­
rentes divisiones poligonales, tienen siempre la 
misma característica y ambos son orientables 
o no orientables. 

La demostración correspondiente excede los f?ropó­
sitos d~. esta exposición, por lo que la omitimos.( 

La proposición precedente, justifica las siguientes 
definiciones: 

Se llama característica de una superficie ce­
rrada, a la característica de cualquiera de los poliedros 
originados por ella. 

Se dice que una superficie cerrada es orienta­
ble, si lo es cualquiera de los poliedros originados por 
ella. 

·(1) A este respecto: B. V. Kerékjártó, Vorlesungen Über 
Topologie, Springer ( 1923 ), pág. ·133 a 145. 
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27. TEOREMA PRINCIPAL DE LA TOPOLOGIA 
DE LAS SUPERFICIES CERRADAS. 

Sean dos superficies cerradas homeomorfas. El ho­
meomorfismo existente permite que cualquier división 
poligonal de una pueda trasladarse a la otra, de manera 
que ambas divisiones constituyan poliedros con un mis­
mo esquema plano poligonal y, por tanto, con la misma 
representación simbólica. Los dos poliedros tendrán la 
misma característica y ambos serán orientables o no 
orientables. 

Por consiguiente, dos superficies homeomorfas tie­
nen la misma característica. Además, si una es orienta-
ble, la otra también lo es. Resulta entonces que la 
característica y la orientabilidad de una super­
ficie cerrada son independientes de la división 
poligonal que se considere, y son propiedades 
que no varían por homeomorfismos. Por tanto, 
son invµriantes topológicos. 

En la sección 23 establecimos que para que dos 
superficies cerradas determinadas por poliedros sean 
homeomorfas es suficiente que esos poliedros sean 
elementalmente emparentados. Probaremos que la 
condición también es necesaria. 

Consideremos dos poliedros que determinan dos su­
perficies cerradas homeomorfas. Por ser la característi­
ca y la orientabilidad invariantes topológicos, ambos 
poliedros tienen la misma característica y son simultá­
neamente orientables o no. Luego, en virtud del teorema 
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de Dehn y Heegaard, los dos poliedros son elemental­
mente emparentados. 

En consecuencia: 

Para que dos superficies cerradas sean ho­
meomorfas, es necesario y suficiente que los 
poliedros que las determinan sean elemental­
mente emparentados. 

Por lo expuesto resulta que el conjunto de las super­
ficies cerradas se divide en c:lases disjuntas. En cada 
clase puede señalarse la presencia de una superficie 
particular (típica), con la que todas las demás son ho­
meomorfas. En el caso de las superficies orientables, 
son típicas la esfera y las esfe1ras provistas de 1, 2, 3, ... 
asas ; y en el de las no orientables, son típicas las 
esferas provistas de 1, 2, 3, .... casquetes cruzados. 

El teorema deDehn-Heegaard permite establecer 
el llamado teorema principal de las superfi­
cies cerradas : Dos superficies cerradas son 
homeomorfas si, y sólo si., tienen la misma ca­
racterística y ambas son orientables o no orien­
tables. 

28. GENERO Y NUMEROI DE CONEXION DE 
UNA SUPERFICIE CERFIADA ORIENT ABLE 

Por lo expuesto hasta ahora, dos superficies cerradas 
orientables son homeomorfas si, y sólo si, tienen la 
misma característica. Ahora bien, la característica no 
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tiene una significación suficientemente intuitiva. El gé­
nero y el número de conexión son, como veremos, 
invariantes topológicos de fácil interpretación intuitiva y 
que pueden reemplazar a la característica. 

Figura 86 

En tanto que una esfera cortada a lo largo de una 
curva cerrada y simple trazada sobre ella, queda sepa­
rada en dos partes; los toros o anillos múltiples tienen la 
propiedad de que sobre ellos pueden trazarse curvas 
simples cerradas y disjuntas, en número igual al de su 
característica, sin que al cortarlos según esas curvas, 
las superficies queden separadas en dos partes (figura 
86) 

Llamaremos género de una superficie cerrada 
orientable, al número máximo de curvas simples ce­
rradas, disjuntas entre sí, que pueden trazarse sobre ella 
sin descomponerla en partes. Así, el género de la esfera 
es O; y el género de un anillo p veces múltiple, es igual 
a p. 
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Sean S y S' dos superficiE~s homeomorfas, cerradas 
Y orientables. Si en una de ellas, S por ejemplo, existen 
n curvas simples, cerradas y disjuntas que no la dividen 
en partes, sus n imágenes por el homeomorfismo serán 
n curvas de S' con las mismas propiedades. Por tanto, 
dos superficies homeomorfas cerradas y orientables, 
tienen el mismo género. Por consiguiente, el género es 
un invariante topológico . 

Si las curvas cerradas a las que nos hemos referido 
en los párrafos anteriores no son, necesariamente, dis­
juntas entonces el número máximo de curvas simples 
cerradas que no dividen a la superficie aumenta. Tal 
cosa se muestra en la figura 86 en la que puede verse 
que, si a las curvas cerradas que dan origen a los cortes, 
se les agrega las curvas puniteadas, que no son disjun­
tas con las primeras, la superficie no se divide. 

Se llama número de conexión de una superficie 
cerrada orientable, al número máximo de curvas simples 
cerradas, disjuntas o no, que pueden trazarse sobre ella 
sin dividirla en partes. 

Si el género de la superficie es p, su número de 
conexión es 2p. Si designamos por y el género y por K 

el número de conexión de una superficie cerrada orien­
table, las relaciones de esos números con la caracterís­
tica k, resultan de las ecuaciones (24.1) y (24.6), y son: 

2-k 
y= - 2-

K==2-k 
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Se nota de esta manera que basta conocer uno de 
los parámetros k, 'Y o K para que los otros sean 
determinados de inmediato. Es claro entonces que 'Y 
y K son invariantes topológicos como lo es k. Resultan 
entonces las proposiciones siguientes, la primera de las 
cuales fue descubierta en 1866 por Camille Jordan: 

La condición necesaria y suficiente para que 
dos superficies cerradas orientables sean ho­
meomorfas, es que tengan el mismo género. 

Para que dos superficies cerradas orienta­
bles sean homeomorfas, es necesario y suficien­
te, que tengan e/mismo número de conexión. 



REDUCCION DE UN POLIEDR() A LA FORMA NORMAL 

-----~ ¿Consta el esquema de más de un polígono. 
SI NO 

.-P-A __ S_0_1 :_R_e_d_u-cc-ió_n_d_e_I n_ú_m_e-ro....., ¿Tiene el polígono más de 2 lados? NO 

de lados en una unidad 
SI 

¿Existe en el esquema alg11n par a 
SI 

PASO 2: Eliminación de un par a+ a-. NO 

¿Son todos los vértices equivalentes? 

NO 

PASO 3: Reducción a vértices equivalentes 
SI 

¿Hay algún par de lados equivalentes con signos igua­
les y no adyacentes? 

SI 

PASO 4: Conversión de un par de lados 
equivalentes con signos iguales y no ad­
yacentes en un par a+ a+. 

¿Hay lados equivalentes con sig- NO 
nos contrarios y no adyacentes? 

(Normalización de casquetes cruzados) SI 

¿Hay algún par de lados equivalentes con signos 
contrarios que no pertenezca a algún grupo de la 

forma a+ b+ sr- b- ? 

SI 

PASO 5: Reducción de dos pares a+ a­
y b+ b- a la forma normal a+ b+ a- b-

(Normalización d.e asas) 

NO 

NO 
¿Hay algún par de la forma· a+ a+ ?..--------

SI 

PASO 6: Combinación de c;,3.da grupo a+ b+ a·- b- con un 
grupo e+ e+ para formar tres grupos a~ a~ , a;~ ~ , a; a; 

(Conversión de asas en casquetes cruzados) 

1 EL POLIED~O ESTA REDUCIDO A LA FORMA NORMAL 
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