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La Topologia constituye una
parte fundamental de las Mate-
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co relativamente extenso sus
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PRESENTACION

“Pocas ramas de la Geometria se han desarro-
llado en nuestro tiempo tan rdpida y
exitosamente como la Topologia, y rara vez
una parte de una disciplina que en aparien-
cia era de poca importancia, demostré luego
ser tan fundamental para otros muchos domi-
nios enteramente diferentes”.

Asi se expresaba D. Hilbert a comienzos de
este siglo, en 1932. Sus palabras se han confir-
mado dia a dfa hasta el extremo de que no es
exagerado decir que es imposible tener un co-
nocimiento de lo que son las matematicas hoy
dia sin una idea clara de lo que es la Topologia.

Algunas nociones topolégicas de interés atra-
jeron seriamente la atencién de grandes
matematicos. Entre ellos destaca la figura del
geémetra aleméan A. F. Mobius; y luego, en otra
fase del desarrollo de esa ciencia, la del mate-
matico francés H. Poincaré, a quien se debe la
creaciéon y parte importante de la llamada To-
‘pologia Combinatoria. Aparte de los dos
nombrados podrian ser citados otros muchos;
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VIII

pero seria intento vano hacer una enumeracién
medianamente completa.

El propésito de este libro es dar a conocer en
nuestro medio, a un publico relativamente ex-
tenso, la naturaleza de los temas que interesan
a la Topologia. En ella hay que distinguir dos
partes: una de ellas hace uso principalmente de
métodos algebraicos y se llama por eso Topolo-
gia Algebraica o Combinatoria. La otra parte,
mas abstracta, tiene como objeto el estudio de
los espacios topclégicos y se llama Topologia
General.

En este libro se han introducido algunos con-
ceptos topolégicos a través de cuestiones que
histéricamente han tenido un papel importante
en los origenes de nuestra ciencia. Son temas
que han encontrado respuesta, particularmen-
te, en la Topologia Combinatoria, pero que al
mismo tiempo han motivado a la Topologia
General.

No obstante que, como es sabido, la matema-
tica solo puede ser comprendida y apreciada por
quienes estan dispuestos a hacer un cierto es-
fuerzo de atencién y de razonamiento, el autor
ha intentado reducirlo en cuanto ha sido com-
patible conla brevedad, mediante explicaciones
detalladas, y recurriendo constantemente al
auxilio de la intuicién y de los ejemplos.
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El libro esta dirigido a todos aquellos que
deseen tener una nocién clara de las ideas que
han inspirado a los fundadores de la Topologia,
y de los medios que pueden emplearse para
tratar algunos problemas tipicos. En particular
puede servir a quienes han adquirido conoci-
mientos de matematicas durante su formacién
profesional. De manera particular puede ser de
utilidad para maestros de matematica de edu-
caciéon secundaria a quienes corresponde
introducir en la escuela los conceptos topolégi-
cos mas elementales. A ellos esta destinado de
manera preferente.
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$1. CONSIDERACIONES
PRELIMINARES

1. LA TOPOLOGIA.

No es dificil observar que existen propiedades de las
figuras del espacio ordinario que subsisten cuando son
sometidas a una deformacién que, sin intentar definir en
forma rigurosa, puede describirse de la siguiente mane-
ra intuitiva. Dada una figura del espacio, una superficie
esférica por ejemplo, podemos imaginarla hecha de un
material elastico, jebe por ejemplo, de modo que puede
ser sometida a un cambio de forma tal que no sufra
rotura, que puntos muy vecinos sigan siéndolo después
de la deformacién y que cada punto mantenga su
individualidad sin confundirse con otro, no obstante
que las distancias mutuas entre los puntos de la

“superficie  pue-
dan experimentar -

cambios sustan- Va
ciales. Asi, la fi-
gura 1(a) repre-
senta a la esfera

en su estado ini-

cial. En ella se ha (@) ®)
trazadouncirculo

maximo. En la fi- Rgym i

gura 1(b) se pre-
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senta la superficie después de la deformacioén. Es claro
que muchas de las propiedades de los puntos de la
esfera no se cumplen sobre la superficie en-la que ha
cambiado. Sin embargo, puede observarse que subsiste
la propiedad delcirculo méaximo, de dividir a la superficie
en dos regiones tales que un camino sobre la superficie,
gue conduzca de un punto de una de las regiones a un
punto de la otra, corta necesariamente al circulo en el
primercaso,yala
curva en que se
transforma, en el
segundo. Pode-
mos observar
también que no
es posible llevar a
cabo una defor-
macién de la es- Figura 2

fera, de la natura-

leza descrita,

para obtener la superficie de la figura 2, que se conoce

con el nombre de foro.

Las deformaciones del tipo que hemos considerado
se llaman transformaciones continuas ;y la parte
de la Matematica que estudia las propiedades de las
figuras, que no se pierden por efecto de tales deforma-
ciones, propiedades que se denominan topolégicas ,
se llama Topologia.

La Topologia ha alcanzado un desarrollo extraordina-
rio en el presente siglo. Al lado del Algebra y el Andlisis,
con los cuales tiene profundas relaciones, constituye



uno de los pilares fundamentales de la Matematica. En
el pasado, fueron conocidas algunas proposiciones to-
polégicas de considerable interés pero que constituye-
ron tan solo curiosidades que no fueron suficientes para
poner en evidencia la importancia que mas tarde se
descubri6 en ellas.

La relacion que existe entre el nUmero de vértices y
el de caras de un poliedro, a la que después nos referi-
remos, constituye una importante propiedad topolégica

descubierta por Descartes en 1640 y redescubierta y
empleada por Euler en 1752. También se debe a
Euler, la solucion de otro problema topolégico clasico:

el problema de los Puentes de Konigsberg, que
también expondremos mas tarde.

Recién a mediados del siglo XIX, inde-
pendientemente uno del otro, el astronomo J.B. Lis-
ting publicé en 1847, por sugerencia de Gauss, su
pequerio libro Vorstudien zur Topologie; y elgran
gedémetra A.F. Mobius comunicé a la Academia de
Ciencias de Paris en 1858, una memoria sobre las
superficies que tienen una sola cara y estudi6 diversas
proposiciones topologicas.

Los aportes de Riemann ala Teoria de las Funcio-
nes de Variable Compleja y, en particular, la invencion
de las superficies que Hevan su nombre, dieron un
notable impulso a la Topologia.

En los comienzos del presente siglo, el ilustre mate-
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matico francés Henri Poincaré , puso las bases de
la lamada Topologia Combinatoria o Algebrai-

ca. Después de él, quienes también han contribuido a
hacer de la Topologia uno de los campos mas desarro-
llados de la Matematica, son muchos e importantes. Al
respecto puede recurrirse a los libros de Historia de la
Matematica.

2.LAFORMULA DE EULER PARA LOS POLIE-
DROS.

Una figura como la ad-
junta, formada por dos
triangulos del plano que
sélo tienen un lado en co-

mun, constituye una red
triangular. Los triangu-
los se llaman mallas o
caras de la red; y los
lados y los vértices, la-

dos y vértices de la
red.

Figura 3

Si designamos por V al numero de vértices, por L
al niumero de lados y por M al nimero de mallas, se
observa que se cumple la ecuacién

V-L+M=1. (2.1)

Si a los triangulos de la figura 3 se les agrega un
nuevo triangulo (figura 4) que tiene en comun con los
dos primeros s6lo un lado de alguno de ellos, el nimero



de vértices de la
red aumenta en
1, el de lados en
2 y el de mallas
en 1. Por tanto,
los numeros de
vértices, lados y
mallas de la nue-
va red son, res-
pectivamente, Vi=V+1, L,=L+2, M,=M+1. Se
cumple entonces que

Figura 4

Vi-L+M =1, (2.2)
ecuacion enteramente analoga a la (2.1).

Por induccion se prueba sin dificultad que (2.1) y (2.2)
son casos particulares de una propiedad general, a

S
S

(@)

Figura 5

saberquesi V, L, M, son los numeros de vértices, lados
y mallas de una red triangular cualquiera que goza de la
propiedad de que los triangulos que la forman, o no



tienen puntos comunes, o tienen a lo mas un vértice o
un lado en comun, entonces dichos nimeros satisfacen
a la ecuacion (2.1).

Consideremos ahora una red tal como la repre-
sentada en lineas llenas en la figura 5(a), que esta

formada por poligonos simples convexos' cuales-
quiera, pero que cumplen condiciones anélogas a las
que satisfacen los triangulos de la red triangular antes
considerada. Esta red de poligonos convexos podemos
convertirla en una red triangular afiadiendo a los lados
gue componen la red las diagonales que parten de uno
de los vértices de cada una de las mallas que no son
triangulares (fig.5(a)).

Designemos por V, L y M, los numeros de
vértices, lados y mallas de la red poligonal considerada
y observemos como cambian estos numeros cada vez
gue se agrega una diagonal. Se nota que el nimero de
vértices no cambia, pero los nimeros de lados y de
caras, aumentan cada cual en 1. Es claro, que
V- L+ M no varia. Puesto que la red obtenida final-
mente es triangular, resulta que para la red poligonal es
también V- L+ M=1.

(1)  Poligonosimple esaquel que limita a una regién (interior) cuya
frontera resulta por transformacion continua de una circunferencia.
Convexo es aquel para el que, dados dos puntos cualesquiera
de dicha regién pueden unirse por un segmento de recta contenido
en ella.



Podemos considerar aun una clase de redes mas
general, en la que los poligonos pueden no ser convexos
y en la que dos de ellos pueden tener en comun varios
lados y varios vértices (figura 5(b)). Una red de esta
clase puede transformarse en otra de la clase preceden-
te si, como se ve en la figura, a partir de cada vértice de
cada angulo entrante, de cada cara, se agrega un nuevo
lado de la red que sea diagonal de dicha cara. Puede
observarse que para cada lado nuevo, la suma
V- L+ M sigue invariable. Por consiguiente, también
se cumple en esta red que

V-L+M=1.

Por tanto, las redes que aqui consideramos son defi-
‘nidas mediante un nimero finito de puntos o vértices

y de segmentos de recta o lados, dados en el plano,
que cumplen las siguientes condiciones:

1. Cada lado contiene exactamente a dos vértices
que son sus extremos.

2, Dos lados tienen, a lo sumo, un punto comun, que
debe ser extremo de ambos.

3. Cada vértice es extremo de, por lo menos, dos
lados.

4, Cada dos vértices pueden unirse por una linea
poligonal continua, formada por lados de la red.

" De lo dicho se deducen consecuencias mas intere-
santes. Consideremos un poliedro cuya superficie es tal,



gue puede convertirse por deformacion "continua" en la
superficie de una esfera. A tales poliedros los llamamos
simples. Por ejemplo, son simples los poliedros regu-
lares, pero nos pondremos en el caso general de polie-
dros arbitrarios. Si suponemos que el poliedro es hueco
y que su superficie esta formada por una delgada mem-

F G
c Al .
S
p \/
[
. F (b)
@ Figura 6 ¢

brana elastica, podemos imaginar que cortamos la su-
perficie a lo largo de todos los lados, menos uno, de una
de las caras del poliedro, de manera que podemos
deformarla continuamente, hasta aplicarla en el plano
para formar una red poligonal. En el ejemplo de la figura
6(a) se supone que han sido cortados los lados AF, FG,
y GB de la cara ABFG del exaedro ABCDEFG. Enla
figura 6(b), aparecen las caras deformadas y aplicadas
en el plano. Es claro que en ese proceso las caras se
transforman en las mallas de la red, las aristas en lados
de la red, y los vértices, en vértices de la red. Pero en
tanto que el numero de las mallas es igual al de las
caras del poliedro, el niumero de lados es igual al nimero
de aristas mas n-1, donde n es el nimero de lados



de la cara cuyos lados fueron cortados; y el nimero de
vértices, es el nUmero de vértices del poliedro mas
n-2. Por tanto, si V es el numero de vértices del
poliedro, A el nimero de sus aristasy C el nimero
de sus caras, la red poligonal que resulta tendra
V+(n-2) vértices, A+ (n+1) ladosy C caras. Se-
gun lo establecido precedentemente, sera

V+in-2)-(A+(n-1)+C=1,

o sea
V-A+C=2 (2.3)

Es decir que el nimero de vértices de un poliedro
simple, menos el nimero de sus aristas, méas el nimero
de sus caras, es igual a 2.

La formula (2.3) se llama férmula de Euler para
los poliedros. Esta relacion se cumple ain cuando el
poliedro experimente una deformacién continua "cual-
quiera". Se trata pues de una propiedad topoldgica que
ha sido objeto de una amplia generalizacion, para lo que
ha sido necesario precisar rigurosamente los conceptos
empleados, abstraer las propiedades que intervienen y
profundizar las nociones de continuidad, de transforma-
cién continua, y otras mas.

Un resultado imprevisto de la formula de Euler, es
la demostracion de que existen sélo cinco poliedros
regulares; que son los cinco cuerpos platénicos,
conocidos de los antiguos matematicos griegos. La
prueba es sencilla y podemos presentarla aqui.
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Supongamos que el poliedro regular que considera-
mos tiene C caras, cada una de las cuales es un
poligono regular de n lados, y que en cada uno de sus
vértices concurren r aristas. Como cada arista esta en
dos caras, si A es el nimero de aristas, se cumple que

nC=2A.

Ademas, por tener cada arista dos vértices, si V es
el nUmero de vértices, entonces

rv=_2A.

De la férmula de Euler se deduce entonces que

1 1 1 1
r+n_2+A' (2.4)
Observemos quetanto n como r deben ser mayores
gue 2 porque un poligono tiene, necesariamente, mas
de dos lados; y en un vértice de un poliedro concurren,
por lo menos, tres aristas. Ademas, resulta de (2.4) que
debe ser lr+1ﬁ>1§ ; luego n 'y r no pueden ser
ambos mayores que 3. Si no, tendriamos
1 1. 1 1 1 . : o
—+—<—-+—-=+~,loque esimposible. Por consiguien-
te,obienes n=3 obienes r=3.

Si n=3, es decir, si las caras son triangulos, la
formula (2.4) permite escribir
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the dup ik
r 6 A’

Puesto que % > 0, se deduce que debe ser r<6,y

por consiguiente r solo puede tener los valores 3, 4 y
6r
5, alos cuales correspondenpara A=+— Ios valores

6, 12 y 30, respectivamente; y para C=% los valo-

res 4,8 y 20. Son, por lo tanto el tetraedro el
octaedro vy el icosaedro.

Figura 7

Si suponemos ahora que r= 3, se obtiene de manera
semejante que n so6lo puede tomar los valores 3, 4 y
5, a los que corresponden los valores 6, 12 y 30 de

A ylosvalores4,6 y 12de C= % . Los poliedros que

resultan son, por tanto, el tetraedro el cubo vy el
dodecaedro.
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Queda probado asi que sélo hay cinco poliedros
regulares. Son ellos los cinco cuerpos de Pla-

tén, que fueron conocidos de los antiguos matematicos
griegos. En el cuadro siguiente, se resumen los resulta-
dos obtenidos.

Poliedros |
regulares Y 4 A i F

Tetraedro 4 4 6
Cubo 6 8 12
Octaedro 8 | 6 12

Dodecaedro| 12 20 | 30
Icosaedro 20 12 30

W | 0| W | bW
g W | b W |w®

La férmula de Euler se cumple para aquellos polie-
dros que, como es el caso de los poliedros regulares,
pueden deformarse hasta convertirse en una esfera o
en otra superficie simple. No se cumple, en cambio, para
los poliedros que por deformacion continua se transfor-
men en una superficie tal como un foro, (figura7)o un
doble toro (figura 8).

Para el primero, se tiene V=6, A=32, C=16. Lue-
go
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V-A+C=0 (2.5)

Para el segundo, es V=28, A=58, C=28, y por
tanto

V-A+C=-2 (2.6)

Doble Toro

Figura 8

Las consideraciones precedentes sugieren la posibi-
lidad de vincular la naturaleza y la clasificacion de las
superficies cerradas con la relacion, analoga a la formu-
la de Fuler , que se cumple entre los nimeros de
vértices, aristas y caras de los poliedros que se trans-
forman en ellas por deformacién continua. Acerca de
este tema, trataremos después.

Conviene que introduzcamos ahora la idea de redes

sobre superficies , de manera semejante a la de las
redes sobre el plano. La diferencia principal es que
ahora, los lados de la red seran arcos de curvas conti-
nuas y no segmentos de recta. Si un poliedro se trans-
forma en una superficie por deformacién continua, sus
lados, aristas y caras se transforman en los vértices,
lados y caras de una red sobre la superficie, de manera
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que la relaciéon que se cumple entre los nimeros de esos
elementos para el poliedro, se cumplira también para la
red sobre la superficie. Volveremos a este tema, cuando
tratemos acerca de la clasificacién de las superficies
cerradas.

Problemas como el que hemos considerado y otros
semejantes, han dado origen a la parte de la Topologia
que recibe el nombre de Topologia Combinatoria.

3. EL PROBLEMA DE L OS PUENTES DE
KONIGSBERG.

Euler prest6 atencién a un problema aparentemen-
te futil, pero en el que reconocié el germen de una
doctrina geométrica en la que la naturaleza de las cues-

Figura 9

tiones difiere de la que es propia de la geometria de los
~ matematicos griegos.
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El problema es el siguiente. La ciudad de Konigsberg
esta situada en la desembocadura del rio Pregel. Entre
las orillas del rio y las islas que forma, hay siete puentes
(figura 9). Se plantea entonces el problema de llevar a
cabo un recorrido en que, debiéndose pasar por todos
los puentes, s6lo se pase una vez por cada uno de ellos.

En la figura 10, el problema queda esquematizado:
Lospuntos A, B,C y D, repre-
sentan a las zonas de tierra de los
mismos nombres en la figura 9, y c
las curvas y segmentos que los
unen representan a los siete
puentes por los que esas zonas &3
estan unidas. Se trata pues de
averiguar si es que existe una ma-
nera de hacer un recorrido conti-
nuo a lo largo de las lineas de ese
diagrama, de manera que todos
los tramos sean pasados una sola

vez. Euler prob6 que dicho recorrido no es posible,
es decir que para recorrer todos los puentes es preciso
pasar dos veces, por lo menos, alguno de ellos. Su
razonamiento fue sencillo. Supongamos que ese reco-
rrido exista. En tal caso comenzara en alguno de los
cuatro vértices A , B , C , D vy terminara en otro de
ellos, que puede coincidir con el primero. En todo caso,
habra necesariamente dos vértices que seran de paso;
es decir, a los cuales se llegara y de los cuales habra
que salir, porque aquellos que no cumplen con esa
condicion solo pueden ser el de partida y el de llegada.
Si consideramos uno cualquiera de los vértices de paso,

.
D

Figura 10
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por cada llegada a él debe haber una salida de él, y como
cada linea solo puede ser recorrida una sola vez, en tal
punto de paso deberia concurrir un ndmero par de
tramos. Ahora bien, en la figura 10 puede observarse
gue en cada uno de los vértices concurre un nimero
impar de tramos. Por tanto, ninguno de ellos puede ser
de paso en un trayecto en que cada tramo sea recorrido
exactamente una vez. El trayecto con las condiciones
exigidas es pues imposible.

La propiedad que hemos reconocido en la figura 10,
es independiente de la forma de los arcos y de la
_posicién relativa de los vértices; y subsiste cuando se le
deforma continuamente, manteniendo cada uno de los
puntos su individualidad. La propiedad que se ha encon-
trado es, por tanto, una propiedad topolégica.

4. LA CONTINUIDAD Y LAS PROPIEDADES
TOPOLOGICAS.

En las secciones precedentes hemos recurrido a las

. nociones de deformacién y de continuidad, sin pretender
definirlas con rigor, contentandonos con ideas intuitivas.
Tal cosa no es satisfactoria desde el punto de vista
matematico. De esa manera no es posible lograr esta-
blecer resultados cuyo alcance esté perfectamente pre-
cisado. Con el fin de avanzar algo en la direccion exigida
por el rigor légico, conviene que nos acerquemos a la
nocion matematica de continuidad y de transfor-

~ macidn topoldgica .

" Previamente, se requiere la nocion de aplicacién
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de un conjunto A en un conjunto B.

Existe una aplicacion del conjunto A en el conjunto B
si a cada elemento p de A, le corresponde un determi-
nado elemento p’ de B. Habitualmente, una aplicacion
recibe un nombre que permite identificarla. Podemos
usar, por ejemplo, la letra f para denominarla, y escri-
bimos f:A —»B para expresar que f es una aplicaciéon
de A en B. Al elemento p’ que corresponde a p por la
aplicacién f lo designamos por f(p) Yy escribimos por
esarazon p’=f(p), y también p— p'.

La nocién de continuidad se emplea para expresar
una propiedad que puede ocurrir en las aplicaciones
entre conjuntos A y B enlos que es definida en forma
precisa la nocion de proximidad entre sus elementos.
No necesitamos esforzarnos en inventar tales conjuntos
porque los tenemos a mano: son, por ejemplo, los
conjuntos de puntos del espacio en los que la proximi-
dad se expresa en términos de distancia. Mas conve-
niente aun es considerar dos conjuntos A y B de
puntos del plano.

Debemos  tener

presentequeloque

diremos sera apli- i’
cable, con pocas B
modificaciones, si A

se trata de conjun-

tos de puntos del Figura 11
espacio.

Imaginemos pues en el plano dos conjuntos de pun-
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tos A y B y una aplicacion f:A —B. Diremos que f es
continua, si dado un circulo cualquiera kcuyo
centroesel punto b= f(a) de B,existe un circulo
h de centro en el punto a de A tal que para
todo punto pde A situado en él, su correspon-
diente p’=f(p) estd situado dentro de k.

Por lo tanto, cuanto mas cerca esté p de a tanto mas
cercade b estara f(p). Esta es la definicion clasica de
la continuidad en el caso de aplicaciones entre conjun-
tos del plano. Por sencilla que pueda parecer, fue clara-
mente formulada por el matemaético francés Cauchy

‘recién en 1821, fecha que determiné por ese motivo y

por otros conceptos introducidos por él, un cambio re-
volucionario en la matematica, que contribuyé al desa-
rrollo del ‘proceso que la ha conducido al estado de
desarrollo actual.

La nocién de continuidad que hemos enunciado, y
con la cual es necesario familiarizarse, la hemos dado
para una aplicacion entre conjuntos del plano. Aprove-
chamos con ese fin, la circunstancia de que en el plano
disponemos de un medio de estimar la vecindad o
cercania entre sus elementos o puntos, que es la nocion
de distancia. Se expresa este hecho diciendo que el
plano esta provisto de una métrica, o bien que es un
espacio métrico. También son espacios métricos, la
recta y el espacio ordinario. Podemos adelantar ahora,
sin mayores detalles, que hay otras maneras de intro-
ducir una nocién de cercania o vecindad en conjuntos
de elementos que no son puntos de la recta, del plano
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ni del espacio ordinario de tres dimensiones.

La continuidad que hemos definido para una aplica-
cion entre puntos del plano, se extiende sin dificultad a
las aplicaciones entre conjuntos de puntos del espacio:
basta reemplazar los circulos, por esferas. El lector
podra con poco esfuerzo, formular la nueva definicion.

Para llegar a precisar la idea de propiedad topolégica,
debemos dar un paso mas para definir lo que es una

transformacion topoldgica de un conjunto de pun-
tos A del espacio en un conjunto B del mismo; 0 como
también se dice, un homeomorfismo de A y B.

Una aplicacion f:A —B, donde Ay B son conjuntos
de puntos del espacio, es una transformacién topo-
logica, si cumple las dos condiciones siguientes:

1e La correspondencia que se establece entre
los conjuntos A y B, es biunivoca. Significa
esto no solamente que a cada punto a que esta
en A le corresponde un punto bien determinado
b=f(a) que pertenece a B, sino que, inversa-
mente si b’ es un punto cualquiera de B, hay un
punto y s6louno & de A tal que su correspon-
diente f(a) es b'. De esa manera, es definida
una nueva aplicacion que se llama inversa de f
y se designa por f tal que f(a)=b equivale a
f'(b)=a.

2, Las dos aplicaciones fy f ' son conti-
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nuas. Se expresa esta condiciéon diciendo que f
es continua en las dos direcciones, o bien que es
bicontinua. Por consiguiente, podemos pensar
que cuando el punto p de A se acerca hacia a,
p’ se acerca a b, e inversamente, si p’ se mueve
hacia b, su correspondiente p se acerca hacia
a. Se dice entonces, que A y B son topoldgi-
camente equivalentes u homeomorfos.

Si un conjunto de puntos, o una figura A del espacio,
posee una propiedad que se cumple para cualquier
figura B que es correspondiente o imagen de A, por
una transformacién topolégica cualquiera, se dice que
se trata de una propiedad topoldgica.

Segun ya dijimos, la Topologia es la rama de la
matematica, que estudia las propiedades topologicas de
las figuras.

Esta definicién es aun restringida, porque esta referi-
da a figuras del plano o del espacio. La Topologia,
propiamente dicha, estudia las propiedades que no
cambian por transformaciones que tienen lugar entre
espacios en los que no necesariamente existe una
nocion de distancia, si bien si existe una manera de
determinar la cercania o proximidad de los elementos.
Tales conjuntos se llaman espacios topoldgicos. De
ellos no es posible tratar en esta ocasion.

La transformacién topoldgica de una figura del espa-
cio en otra, no siempre es posible materializarla median-
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te una deformacion
continua como las
que antes hemos
descrito. Asi, por
ejemplo, los dos
nudos de la figura
adjunta, son topo-
l6gicamente  equi-
valentes entre si, y con un anillo circular. No obstante,
no es posible aplicar al uno sobre el otro por una
deformacién continua, ya que para ese fin es necesario
cortar previamente a uno de ellos.

Las propiedades topolégicas de las figuras, tales

como las expresadas por la formula de Euler de los
poliedros, o la del problema de los puentes de Kdnigs-
berg, son del mayor interés desde el punto de vista de
muchas investigaciones y estudios matematicos. En
cierto modo constituyen las propiedades geométricas
mas sencillas y fundamentales, porque son aquellas que
no desaparecen por drasticos que sean los cambios de
forma a los que se sometan las figuras.

Antes de pasar a otro tema, observaremos que una
transformacién de una figura en otra, puede ser continua
y biunivoca sin ser bicontinua; es decir, sin ser topologi-
ca, debido a que su inversa no es continua. Un ejemplo
muy simple es la transformacién del conjunto de puntos
del segmento AB sin su extremo B (figura 12), cuando
es deformado hasta transformarlo en una circunferen-
cia; juntando sus extremos Ay B, en el punto C. Se nota
que la aplicacién que a cada punto p le asigna el punto
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p’ en que se trasforma, es
evidentemente biunivoca y
continua pero no bicontinua,
porque la transformacion in-
versa no es continua en C
ya que al acercarse el punto
p’ a C, su correspondiente p
en el segmento AB no se
acerca hacia ningun punto
del conjunto considerado
pues no le pertenece el pun-
toB .

P O

Y

-t

Figura 12



§2. ALGUNAS
- PROPIEDADES
TOPOLOGICAS DEL
PLANO Y DE LA ESFERA

5. PROPIEDADES TOPOLOGICAS DEL PLA-
NOSDEDUCIDAS DE LA METRICA. VECINDA-
DES.

El plano puede concebirse como un conjunto de
elementos o puntos tales que a cada par de ellos le
corresponde un nimero positivo, si son distintos; y el
namero cero, si son iguales. Ese nimero es la distan-
cia entre los puntos, y posee dos propiedades que son
‘de la mayor importancia, no obstante su sencillez. La
primera es que es el mismo, cualquiera que sea el orden
en que dichos puntos sean considerados. Si la distancia
de dos puntos Ay B la representamos por d (A, B) la
mencionada propiedad se puede expresar mediante la
ecuacion

d(A,B) = d(B,A).

La segunda propiedad es la expresion del teorema de
geometria que establece que la suma de las longitudes
de dos de los lados de un tridangulo, es mayor o igual que
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la longitud del tercer lado. Si los vértices se designan
por A, B y C, la propiedad que acabamos de sefalar se
expresa mediante la desigualdad

dAB+d(B,C)=2d(AC)
que se acostumbra llamar desigualdad triangular.

Una nocién fundamental en el estudio de la topologia
del plano, es la nocion de vecindad de un punto.

Sea A un punto cualquiera del plano. A cada nume-
ro positivo r le corresponde un circulo con centro A y
radio r. Llamaremos vecindad circular del punto A,
a cada uno de los conjuntos formados por todos los

puntos del interior de cualquiera de esos circulos.

Asi por ejemplo (figura
13), el punto P pertenece a
la vecindad circular de radio
r del punto A, y el punto Q
no pertenece a ella. Puede
decirse también, que cada
vecindad circular de A esta

formada por los puntos in-

teriores de cada circulo de Figura 13
centro A.

Se observa que todo punto P perteneciente a la
vecindad circular de radio r de A, tiene una distancia
de A que es menor que r. Por tanto P pertenece a la
vecindad circular de A, de radio r; siy s6lo si se cumple
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que

d(PA<T.

Figura 14 Figura 15

Algunas propiedades sencillas son:

1. Si P pertenece a una vecindad de A, existe una
vecindad de P, que esta contenida en la vecindad
de A (figura 14).

2, Dados dos puntos diferentes Ay B, existen vecin-
dades de ellos, sin
puntos comunes (fi-
gura 15).

3. Si Pesunpunto que
pertenece a la inter-

seccion de una ve-
cindad de A con una
vecindad de B; exis-
te una vecindad de Figura 16
P, que esta conteni-
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da en dicha interseccién (figura 16).

Propiedades como las que hemos senalado son im-
portantes para profundizar en la nocién de proximidad
y en el estudio de las propiedades topoldgicas de las
figuras del plano. Por un proceso de abstraccion que
aqui no es posible describir, esas propiedades pueden
utilizarse para definir el concepto de espacio topold-
gico.

En esta breve resefia nos limitaremos a sefialar dos
clases de conjuntos del plano que tienen gran importan-
cia en la Topologia.

Se dice que un conjunto de puntos del plano es
abierto sicontiene, para cada uno de sus puntos, auna
vecindad del mismo. Es facil reconocer que las vecinda-
des circulares que hemos definido, son ejemplos de
conjuntos abiertos.

Decir que un conjunto de puntos del plano es cerra-
do, significa que el conjunto de los puntos del plano que
no le pertenecen, es un conjunto abierto. Por ejemplo,
el conjunto que resulta al excluir del plano todos los
puntos de una vecindad circular cualquiera, es cerrado.

La propiedad de que un conjunto sea abierto o cerra-
do, es topoldgica. Por el contrario, la propiedad de ser
una vecindad circular, no lo es. Por esta razén, la nocion
de vecindad circular se amplia conviniendo en que ve-
cindad de un punto, es cualquier conjunto que contie-
ne alguna vecindad circular de dicho punto. Lo dicho se
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extiende, sin dificultad, al espacio de tres dimensiones
de la geometria usual. Para cada uno de sus puntos, las
vecindadesesféricas son las esferas o bolas abier-
tas que lo tienen por centro. Se cumplen entonces
propiedades anéalogas a las que tienen las vecindades
circulares de los puntos del plano, y pueden definirse
nociones tales como las de conjunto abierto, conjunto
cerrado o continuidad de funciones, en alguna regién
del espacio.

Podemos observar, por ultimo, que las mismas ideas
pueden aplicarse al espacio de una dimension, es decir,
a la linea recta. Las vecindades de un punto cualquiera
de la recta son los segmentos que lo tienen por centro,
excluidos sus extremos.

6. CONEXION.

La definicion.de una curva plana continua-excede los
propésitos de esta exposicion, razén por la cual, sélo
daremos una nocién intuitiva al respecto. Podemos ad-
mitir que una curva simple abierta , es la que resulta
por una transformacion topolégica de un segmento de
recta; y una curva simple cerrada , es la que se
obtiene por deformacion topoldgica de una circunferen-
cia.

Un conjunto de puntos del plano es conexo, si dados
dos cualesquiera de sus puntos A y B, existe una curva
continua contenida en el conjunto dado y que tiene por
extremos los puntos A y B. Ejemplos familiares de
conjuntos conexos son: un circulo, un triangulo, un
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cuadrado, un semiplano, un segmento, una linea recta,
etc. La propiedad de ser conexo no se pierde por una
transformacion topolégica; es por tanto una propiedad
topoldgica. Un conjunto que es la union de dos circulos
sin puntos comunes, es ejemplo de un conjunto no
conexo. No ser conexo es también, naturalmente, una
propiedad topolégica.

Vamos a tratar ahora acerca del orden de conexion
de los conjuntos. Los dos conjuntos que aparecen raya-
dos en la figura 17 no son topolégicamente equivalen-
tes, desde que no existe una transformacion topologica
qgue aplique uno de ellos sobre el otro. Una diferencia
esencial entre
ambos conjun-
tos es la si-
guiente: si con-
sideramos una
curva simple
cerrada conte-
nida en el pri-
mero  (figura @) (b)
17(a)), es in-
mediato reco-
nocer que pue-
de deformarse, contrayéndose continuamente, sin dejar
de estar integramente en el conjunto, hasta reducirse a
un unico punto del mismo. Cuando un conjunto del plano
satisface esa condicién para cada curva cerrada conte-
nida en él, se dice que es simplemente conexo. En
cambio, el dominio (b) que esta comprendido entre dos

Figura 17
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circulos concéntricos, no es simplemente conexo, pues
la curva que ahi aparece dibujada no puede deformarse
hasta reducirse a un punto, sin que alguno de sus puntos
tenga necesariamente que salir del dominio: uno de
ellos debera coincidir con el centro de los circulos en el
proceso de deformacion.

Una notable propiedad de algunos dominios del pla-
no, es la de ser simplemente conexos.

Los dominios que no son simplemente conexos, se
llaman miiltiplemente conexos.

Un dominio como el de la figura 17(b), u otro que le
seatopolégicamente equivalente, presenta lo que pode-
mos llamar un "agujero". Puede ser convertido en un
dominio simplemente conexo, si se le corta en la forma
que se aprecia en la figura 18.

08

Figura 18 Figura 19

Podemos construir dominios con dos 0 mas agujeros
(figura 19), que pueden volverse simplemente conexos,
mediante dos 0'mas cortes. .
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Si un conjunto requiere n-1 cortes, que no se
atraviesen y que sean de borde a borde, para convert-

irse en simplemente conexo, se dice que tiene cone-
xion de orden n, o que es conexo de orden n.

Puede verse también que el orden de conexién de un
conjunto de puntos del plano, depende de una cierta
propiedad de sucomplemento (conjunto de puntos del
plano, que no estan en dicho conjunto). Al efecto, se

define unacomponente conexa de un conjunto dado,
como toda parte conexa que no esta contenida en
ninguna otra parte conexa, salvo ella misma. Puede
observarse en los conjuntos considerados en esta sec-

cién, que el orden de conexion de un conjunto es
igual al niimero de componentes conexas de su
complemento.

7. EL TEOREMA DE LA CURVA DE JORDAN

Es muy sencillo observar que
una circunferencia o una elipse,

por ejemplo, dividen al plano en exterior
dos partes sin puntos comunes.

En el caso de la circunferencia, interior
una esta formada por los puntos o

cuya distancia al centro es menor

que el radio; y la otra, por aquellos

cuya distancia al centro, es ma- Figura 20
yor. La primera es el dominio inte-

rior; la segunda, el dominio exte-

" rior.
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Si definimos una curva simple cerrada como la
imagen de una circunferencia por una transformacion
topoldgica, puede presumirse que divide al plano en dos
partes; una interior y otra exterior, sin puntos comunes.
Sin embargo, las curvas pueden ser muy complejas por
lo que la demostracion de la propiedad, se complica. El
matematico francés Camille Jordan (1838-1922)
fué el primero en enunciar el teorema que establece
dicha propiedad. La demostracion que di6, sumamente
larga y compleja, result6 defectuosa. La primera demos-
tracién correcta se debi6 al matematico norteamericano
0. Veblen en 1905. Otra, fue dada por el matematico
holandés L.E.J. Brouwer en 1909; y una méas por
el matematico norteamericano J.W. Alexander en
1922."” La dificultad de la demostracion se debe a la
generalidad del concepto de curva simple cerrada, asi
como a que conceptos tan evidentes para la intuicion
como los de interior y exterior, requieren ser rigurosa-
mente precisados.

Conviene notar que la demostracion se facilita al
restringirse la generalidad. Por ejemplo, al suponer cur-
vas cuyas tangentes varian continuamente a lo largo de
ellas, o bien lineas poligonales, en vez de las curvas
simples cerradas a las que nos hemos referido. Resulta
interesante e instructiva, la demostracion del teorema

(1)  Lademostracion de Alexander puede verse en el libro de M. H.
Newman. Elements of the Topology of Plane Sets of
Points, Cambridge at the University Press, ( 1939).
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de Jordan cuando la curva simple cerrada es "reem-
plazada" por una linea poligonal cerrada, es decir, un
poligono; por lo que la incluimos a continuacién, aunque
su lectura puede realizarse después. Conviene notar
que el teorema en mencién, se cumple sobre la esfera
‘pero no sobre el toro.

8. DEMOSTRACION DEL TEOREMA DE JOR-
DAN PARA POLIGONOS.

La curva simple cerrada que vamos a considerar
ahora, es una linea poligonal P que configura un poli-
gono. Podemos definirla como compuesta por un nime-
ro finito de segmentos de rectas tales que cada uno
tiene puntos comunes solamente con dos de los demas:
con uno de ellos tiene en comun uno de sus extremos y
con el otro tiene en comun su otro extremo.

Debemos demostrar que los puntos del plano que no
pertenecen a P forman dos conjuntos a los que llama-
remos interior Yy exterior del poligono. Dichos con-
juntos tienen una frontera comun: el poligono P.

Designaremos por Ay B al exterior y al interior,
respectivamente. Probaremos que esos conjuntos son
tales que dos puntos cualesquiera que pertenecen a uno
de ellos pueden ser unidos por un "camino" poligonal
que no corta a P; pero que todo camino poligonal que
une un punto de A con un punto de B, corta necesaria-
mente a P.

Demostracion. Puesto que el poligono P tiene un
numero finito de lados, podemos elegir una semirrecta
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orientada del plano que no es paralela a ninguno
de los lados del poligono. En la figura 21, es desig-
nada por d. Enloque sigue, a las semirrectas paralelas
y con la direccion de la semirrecta d las llamaremos
simplemente semirrayos. El semirrayo que tiene su
punto inicial en un punto punto dado, sera llamado
semirrayo de dicho punto. Vamos a definir ahora los
conjuntos Ay B de la manera siguiente:

Un punto p que no pertenece al poligono P, es
elemento de A, si el semirrayo de origen pcortaa Pen
un numero par de puntos.

Un punto g que no esta en P, es elemento de B, si el
semirrayo de origen g corta a Pen un nimero impar de
puntos.

Una aclaracion se requiere para el caso en que un
semirrayo pasa por un vértice de P, como ocurre en la
figura con los puntos p,, ps, i ¥ @ A ese respecto
adoptaremos las reglas siguientes:

Si un semirrayo pasa por un veértice de manera que
los lados del poligono que concurren en él se encuentran
al mismo lado del semirrayo, como sucede con los
semirrayosde lospuntos p, y q,, entonces no se cuenta
esa interseccion con P para determinar si el origen del
semirrayo esta en A o en B. Pero si los lados que
concurren en el vértice se encuentran en lados diferen-
tes del semirrayo, como ocurre con los semirrayos de
los puntos p; y @, entonces sise cuenta la inter-
seccion. En la figura 21, lospuntos p,, p. y pu
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estan en A, por-
que sus respecti-
vOS semirrayos
tienen 2,4 y O
intersecciones
~con P. Los puntos
g,q,qG YQq
pertenecen a B
porque sus se-
mirrayos tienen
3,3,3 y 1inter- Figura 21

secciones con P,

respectivamente. Diremos que dos puntos del plano
tienen la misma paridad, si pertenecen a la misma
parte Ao B.

@) (b)
Figura 22

Dividiremos la demostracidon en dos partes:

1. Se observa que si consideramos en el plano
un segmento cualquiera que no tiene puntos
- comunes con P, todos sus puntos tienen la mis-
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ma paridad. En efecto, siimaginamos que un punto
se desplaza sobre el segmento a partir de uno de sus
extremos hasta el otro, la paridad de ese punto no varia
pues solo podria cambiar si su semirrayo pasa por un
vértice del poligono; y un atento examen (figura 22)
permite comprobar que debido a nuestros convenios, la
paridad no cambia en ninguno de los dos casos posi-
bles.

En el caso (a) los puntos de interseccién con el
poligono, cambian en 2, al pasar el semirrayo por el
vértice. Por tanto, la paridad no varia. En el caso (b) el
namero de puntos de interseccion con P, no cambia
cuando el semirrayo pasa por el vértice.

Resulta entonces que si se une un punto p de A
con un punto qde B por un camino poligonal,

éste debe cortar necesariamente a P, porque de lo
contrario todos los puntos de él y, en particular, py g,
tendrian la misma paridad, contra lo supuesto.

2. Probaremos ahora que si p y g son puntos que
pertenecen a la misma clase, Ao B, ellos pueden
ser unidos por un camino poligonal, que no
cortaa P.

La demostracion correspondiente requiere establecer
algunos hechos, que luego utilizaremos:

a) Los conjuntos A y B son abiertos. En efecto,
sea pun punto de uno de ellos. Puesto que no pertenece
a P, sus distancias a los lados del poligono son nimeros
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positivos, al menor de los cuales designamos porp . Una
vecindad de P de radio menor que p, esta formada por
puntos que no pertenecen a P; por lo cual, debido a lo
probado en la primera parte, todos ellos tienen la misma
paridad que p . Luego, pertenecen a la misma clase, A
o B, que dicho punto.

Figura 23

b) Si a es un punto (figura 23) cualquiera de
‘un lado de la poligonal P y s es un segmento
de recta que corta a ese lado en el punto a,dos
puntos b y ¢ situados en el segmento s, pero
en lados diferentes del punto a,tienen diferente
paridad si es que estdn ambos suficientemente
cerca de dicho punto. Observaremos primero que si
by c estan suficientemente cerca de a, los semirrayos
que corresponden a b y ¢ no pueden tener otras
intersecciones con P, aparte de la interseccion d que
tiene el semirrayo de b en la proximidad de a, que las
gue pueden ocurrir en la vecindad de las intersecciones

- que puedan haber con P, del semirrayo que parte de a.
- Ahora bien, estas ultimas pueden ser de cuatro tipos,
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como en los puntos e, f, g y h de la figura 23, cuyo
examen atento muestra que, en todos los casos, el
numero de intersecciones de los semirrayos que parten
de by ces par o impar para ambos, de manera que no
pueden alterar el hecho de que desde el principio la
paridad de dichos puntos es diferente debido a la inter-
seccidn d que presenta el semirrayo de a. De esa
manera queda probado que las paridades de b y ¢
son diferentes, por lo que estos puntos pertenecen uno
alaclase A, y otro a la clase B.

Vamos a construir ahora un camino poligonal que sin
cortar a P, una a dos puntos cualesquiera py g que
tienen la misma paridad. Si el segmento pg no tuviera
puntos comunes con el poligono P, él mismo seria la
linea poligonal que queriamos construir.

Admitiremos por tanto que el segmento pqtiene pun-
tos situados sobre la
poligonal P. Puede
suceder que pase por P
un vértice y que con- \ [\/ g
tenga a un lado. Pero Iolti Fi8% L 5 irae u @
esta circunstancia po- VN
demos evitarla de la
siguiente manera: Se- Figura 24
gun a) existe una ve-
cindad de g cuyos
puntos tienen todos la misma paridad. Entre ellos pode-
mos elegir a uno que llamaremos m, tal que el segmen-
to pm no corte a P en ningun vértice (figura 24).
Bastara construir un camino poligonal que una p con
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m y que no corte a P,y agregarle el segmento mq,
para obtener el camino que buscamos que une p con
g . Podemos suponer, por consiguiente, que p es tal
que el segmento pq corta a P, pero no pasa por
ningun vértice, es decir, que lo corta en puntos que son
interiores a lados.

Figura 25

Construiremos ahora el camino poligonal de la mane-
ra siguiente, comenzando a partir de p. Su primer lado
sera el segmento de pg que comienza en p y llega
hasta muy cerca del primer punto de interseccion p’de
pq con P. En ese punto se inicia un nuevo lado paralelo
y muy cercano al lado de P vecino (ver en la figura 25,
la linea punteada). Se prosigue, como se ve en la figura,
construyendo sucesivamente lados paralelos y muy cer-
canos a la poligonal, pero sin tocarla, hasta llegar a la
vecindad del ultimo punto de interseccion q’ del seg-
mento pg con P, al cual cortara en un punto que
llamaremos g” . El Gltimo lado del camino que estamos



39

construyendo sera el segmento q”g . Lo que aun no
podemos asegurar, razén por la que no aparece en la
figura el punto g”, es si este punto se encuentra entre
p yq oentre g’y q.Designemos por P’al camino que
hemos construido hasta ahora. Dada la forma como ha
sido construido; todos sus puntos, inclusive el punto
q” , tienen la misma paridad que es la de py la de q.
Pero si g” se encontrara dentro del segmento pg’ y no
del segmento g’q resultaria, en virtud de lo expresado
en b), que habria entre q’ y g un punto cuya paridad
seria distinta de la de q”, lo cual no es posible porque el
segmento g’qg, debido a la manera como q’ ha sido
determinado, no tiene puntos en P. Se deduce de alli
que q” se encuentra entre g’ y g y por consiguiente
P’ es una poligonal que une pcon g sin cortar a P, con
lo cual queda demostrado el teorema de Jordan en
el caso de un poligono.

El conjunto A esta formado por los puntos a los que
- corresponden semirrayos que cortan al poligono en un
namero par de puntos, con las reglas que hemos defini-
do respecto de los vértices. Ahora bien, entre ellos estan
los puntos cuyos semirrayos no cortan en punto alguno
a P, a los cuales consideramos intuitivamente como
situados fuera del poligono. Resulta por eso natural que
consideremos al conjunto A como exterior del poligo-

no; B sera su interior. Puede notarse que por muy
complicado que sea un poligono, es posible reconocer
facilmente, si un punto dado esta en su interior o en su
exterior, mediante un semirrayo que parte de él: sicorta
al poligono un numero par de veces pertenecera al
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exterior; de lo contrario, estara en el interior.

9. %LS PROBLEMA DE LOS DOMINIOS VECI-
NOS.

En una conferencia que ofrecié Mobius en 1840, dio
a conocer como una curiosidad interesante, un proble-
ma cuyo interés desde el punto de vista topolégico ha
planteado una dificil cuestion matematica. Mobius lo
presentd en forma de una supuesta leyenda: Habia una
vez un principe del lejano oriente que tenia cinco hijos
quienes debian heredar sus tierras. Determiné en su
testamento que cada una de las cinco partes en que
fueran divididas, deberian tener fronteras en comun con
cada una de las demas.
Dispuso ademas, que la
division deberia ser tal
que fuera posible unir las
residencias de cada dos
hermanos por caminos
que no se cortaran ni
tuvieran punto de
contacto con la parte Figura 26
de un tercer hermano.
Se trataba pues de cons- -
truir diez caminos que no se cruzaran, cada uno de los
cuales uniera a las residencias de dos de los hijos.
Fallecié el principe y sus hijos intentaron cumplir su
voluntad, pero vieron que si s6lo hubieran sido cuatro,
lo habrian podido lograr (figura 26), pero al ser cinco no
les era posible encontrar una solucion. La leyenda cuen-
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ta como se resolvid el problema mediante un artificio al
que nos referiremos después. Por ahora mostraremos
que, efectivamente, si no se recurre a un cierto artificio,
el problema no tiene solucion. M6bius redujo la demos-
tracion de la imposibilidad de encontrar solucién a pro-
bar que dados en el plano cinco puntos en cualquier
posicion, no es posible construir diez curvas continuas
cada una de las cuales una a dos de los puntos de
manera que no haya dos de ellas que se corten.

En primer lugar, consi-
deremos dos de los cinco
puntos, Ay B, y constru- el E
yamos una curva cual- ARe™ k
quiera que los una sin pa- A S b
sar por ninguno de los $Q aup
otros tres puntos. En par- -
ticular el tercer punto Cno
se encuentra en ella. Es Figura 27
facil observar que cual-
quiera que sean las dos
curvas que usemos para unirlo con Ay B, respetando
las condiciones del problema, se tendra una curva ce-
rrada simple que divide al plano, como lo expresa el
teorema de Jordan, en dos partes, una exterior y otra
interior. Designemos a la primera por E y a la segunda
por T (figura 27).

El cuarto punto D no esta sobre ninguna de las tres
curvas de la figura 27, luego debe estar o bien en el
conjunto E, como se muestra en la figura 28(a), o bien
en el conjunto 7, como se ve en la figura 28(b). En ambos
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casos se han representado las curvas que unen a D con
A, By C, de manera que no corten a las curvas que ya
habian sido dibujadas.

A - N Py

43 ) A< .
l’ \. Ac \\ Pt --\~\ II
e = b 1 e
' < s ! S AN G2

DN iy LT
\~~———'B ,,/ N \! ,
\ S ——— B
(a) (b)

Figura 28

Es claro que para considerar la posibilidad de unir el
quinto punto Econ A, B, Cy D, sin cortar a los caminos
que ya unen a estos ultimos, podemos valernos de los
esquemas de la figura 28 o de cualquier otro que resulte
de ellos por una deformacién continua. Ahora bien,
un breve examen muestra que
ambas figuras pueden deformar-
se hasta formar la figura 29 en
que los caminos estan simpie-
mente representados por seg-
mentos de recta. En esta ultima
figura yano aparecen las letras A,

B, Cy D, porque en la figura 28 Figura 29

(a) el punto B es el punto central

y en la figura 28(b) lo es el punto

D. Puede verse claramente, que el quinto punto £ debe
estar situado o bien fuera del triangulo en que se en-
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cuentran todos los caminos, en cuyo caso no podré ser
unido al punto central por curva alguna que no corte a

Figura 30

uno de los segmentos, o bien estara dentro de alguno
de los triangulos interiores y entonces no podra ser
unido con el punto que esta situado fuera de dicho
triangulo sin cortar también alguno de los segmentos.
Queda asi demostrada la imposibilidad de resolver el
problema en la forma en que hasta ahora lo hemos
considerado, en que, sin haberlo dicho expresamente,
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suponiamos implicitamente que los puntos y los cami-
nos que los deben unir se encuentran situados en un
plano que es aquél en que se suponen situadas las
tierras de la leyenda.

Segun Mobius, cuando los hijos se desesperaban
por no saber como cumplir con las disposiciones deja-
das por su padre, un derviche les dio la solucién que,
como se aprecia en la figura 30, consistié en la cons-
truccion de un puente para unir las partes que llevan las
letras D'y E. En la figura, los caminos estan dibujados
enlineas de segmentos y los linderos de las cinco partes
estan representados por rayados. Puede notarse que
las exigencias son cumplidas mediante el artificio inge-
nioso de la construccién del puente.

De lo dicho se obtiene por una parte el resultado,
matematicamente cierto, de que en un plano sélo pue-
den darse cuatro dominios mutuamente vecinos en el

sentido propuesto en la leyenda de Mobius.

Por otra parte, la solucion del derviche plantea el
mismo problema, pero no sobre el plano sino sobre
superficies de diferente naturaleza; lo que lleva a pro-
fundizar en los géneros de las superficies, tema impor-
tante de la llamada Topologia Combinatoria, que se

originé con los trabajos de Henri Poincaré ,y acerca
del cual trataremos después.

Por ahora, nos limitaremos a sefialar que sobre la
superficie de la esfera, asi como en el plano, pueden
darse a lo mas, cuatro dominios mutuamente vecinos.
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En cambio, sobre el toro puede darse un ejemplo de

(b) (©)
Figura 31

siete regiones que son mutuamente vecinas. En efecto,
sicomo seindica enla figura 31(a), se corta su superficie
segun la circunferencia ¢, podemos deformarla hasta
convertirla en un cilindro (figura 31(b)). Si cortamos a
éste segun el segmento ab, podremos abrirlo y transfor-
marlo en un rectangulo (figura 31(c)). Este-rectangulo
puede dividirse en las regiones A, B, C, D, Ey F, y los
cuatro cuadrados G. Si a partir de este rectangulo, asi
dividido en regiones, recomponemos el toro, podra ver-
se que los cuatro cuadrados G se unen formando una
region sobre él. Esta y las regiones A, B, C, D, E y F,
dividen a la superficie del toro en siete regiones mutua-
mente vecinas.

10. ESL PROBLEMA DE LOS CUATRO COLO-
RE

El mapa de un pais en el que se presenta su division
politica en departamentos, provincias o estados, y el
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proposito de distinguirlos claramente pintando cada par-
te en colores convenientes, plantea el problema de
disponer los colores de manera que dos regiones veci-
nas cualesquiera lleven colores diferentes. Diremos en-
tonces que el mapa esta bien coloreado cuando se
cumple dicha condicién. Para este fin llamamos veci-
nas, a dos partes que tienen una frontera comun forma-
da por una curva y no unicamente por un punto. Se
presenta entonces la pregunta siguiente: ;Cual es el
menor numero de colores que es necesario utilizar para
colorear bien un mapa, es decir de modo que regiones
gue son vecinas lleven diferentes colores?

Figura 32

En la figura 32 se presentan tres ejemplos de des-
composicién en regiones que para ser bien coloreadas
requieren, respectivamente, no menos de 2, 3 y 4 colo-
res, porque de lo contrario, resultarian regiones conti-
guas del mismo color. Podemos establecer, por tanto,
que existen mapas cuyas regiones son tales que
requieren no menos de cuatro colores para ser

bien coloreadas.
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Los cartégrafos no han encontrado hasta ahora mapa
alguno, que no pueda ser bien coloreado con cuatro
colores. La propuesta de demostrar el teorema de que
todo mapa puede ser bien coloreado con cuatro colores,
se debi6 primero a Mobius en 1840, y posteriormente
en 1850 fue reiterada por De Morgan, y en 1878 por
Cayley. En 1879 Kempe creyé haberlo demostrado,
pero en 1890 Heawood hall6 un error; y una modifi-
cacion del razonamiento le permitid probar que para
colorear bien un mapa son suficientes cinco colores.
Mas tarde fue posible llegar a probar el teorema de los
cuatro colores, para todos los mapas con 38 regiones o
menos.

Por fin, el teorema fue demostrado en forma general
por Appel y Haken, mediante un largo anélisis con
computadora, en que fue nece“s)ario considerar un gran
numero de casos particulares.

Es importante observar que el problema de colorear
bien un mapa situado en un plano, es equivalente al
mismo problema para un mapa situado sobre una su-
perficie esférica. En efecto, un mapa cualquiera sobre
una esfera puede trasladarse sobre un plano si en el
interior de una de sus regiones, A, se perfora un peque-
fio agujero que permite deformar la superficie hasta
aplicarla sobre el plano de modo que el mapa trazado

(1) H. B. Griffiths, Surfaces , Cambridge University Press,
(1981).
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sobre ella, se transforma en un mapa sobre el plano. Es
claro entonces que si se resuelve el problema en el
plano entonces serd resuelto también en la es-
fera, y reciprocamente.

Anadiremos ahora una observacion interesante. Si
bien el problema de hallar el menor nimero de colores
que se requiere para colorear bien un mapa ubicado en
un plano o en la esfera no ha sido resuelto sino muy
recientemente, no ha sido asi para mapas situados en
superficies mas complicadas. Asi por ejemplo, todo
mapa sobre la superficie de un toro puede ser bien
coloreado usando siete colores. Existen ejemplos de
mapas sobre esta ultima superficie que no pueden ser
coloreados con menos de siete colores, debido a que
constan de siete regiones tales que cada una es conti-
gua con las otras seis.

11. EL TEOREMA DE LOS CINCO COLORES.

En la presente seccion probaremos la siguiente pro-
posicion:
Para colorear bien un mapa, son suficientes

cinco colores.

Segun hemos sefalado, basta demostrar el teorema
para los mapas sobre una esfera.

Primero haremos la siguiente observacion: En un
mapa puede haber, aparte de las regiones simples
cuyas fronteras se reducen a una curva simple cerrada,
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otras en las que la frontera est4 formada por dos o0 mas
curvas simples cerradas, como las que se muestran
punteadas en la figura 33, las cuales rodean a una o mas
regiones y las separan de las demas. Tales regiones se

llaman regiones envolventes.

Figura 33

Llamaremos mapa normal a un mapa cuyas re-
giones son todas simples, es decir que no tiene regiones
envolventes. El conjunto de regiones, lados y vértices
de un mapa normal, constituye una red sobre la esfera,

a la que es aplicable la férmula (2.3) de Euler.

En lo que sigue, cuando empleemos la expresion
'bien coloreado"” o "buena coloracion” , debe en-
tenderse que se trata de la coloracion con los cinco
colores Unicos que nos proponemos emplear, los cua-
les deberan ser aplicados de manera que los que co-
rrespondan a dos regiones vecinas, deberan ser dife-
rentes.

Conviene observar que si un mapa puede ser
bien coloreado puede ser cualquiera que sea el
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color que se dé a una de sus regiones arbitra-
riamente elegida.

La demostracion del teorema sera dividida en cuatro
partes:

l. En esta primera parte probaremos que, supuesto
que todo mapa normal puede ser bien colorea-

do, entonces un mapa cualquiera puede ser bien colo-
reado. Mas tarde demostraremos que se cumple la
precedente suposicion.

Comenzaremos por transformar el mapa dado sobre
la esfera, en otro del plano, tal que la buena coloracién
de uno equivalga a la buena coloracion del otro. En todo
mapa hay, por lo menos, una region simple. Elijamos
una cualquiera de ellas y llamémosla R. Si eliminamos
los puntos de la esfera pertenecientes a una pequefa
vecindad de un punto interior de la regién R, podemos
imaginar que la esfera es deformada de manera homeo-
morfica hasta cubrir todo el plano, por lo que el mapa
dado se transforma en un mapa plano que le es equiva-
lente para los fines de la demostracién. En esa transfor-
macién las regiones simples se transforman en regiones
simples; las envolventes, en envolventes; y se conser-
van las relaciones de vecindad entre las regiones. En
particular, la region R se transforma en una regién
simple que se extiende ilimitadamente.

En la figura 34 se presenta, como ejemplo, un mapa
plano que puede considerarse resultante de un proceso
como el que acabamos de describir. Las regiones en-
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volventes han sido rayadas para destacarlas entre las
simples. La region en la que se transforma R esta
marcada con la misma letra. Recurriremos al ejemplo de
lafigura 34, para aclarar la demostracion que llevaremos

a cabo después.
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Figura 34

Primeramente expondremos algunas consideracio-
nes previas.

En lugar de las expresiones "region simple" y "region
envolvente", emplearemos las abreviaciones r.s. y r.e.,

respectivamente.



52

Cada r.e., E, posee una frontera formada por dos o
mas curvas simples cerradas. Una de ellas divide al
plano en dos partes: una, dentro de la cual esta conte-
nida E, se llama region simple de E; la otra es su
complemento en el plano. En la figura adjunta, se

region envolvente

-

dominio interno

frontera_de la reqién simple de Ja
region envolvente E

Figura 35

representa la r.s. de una r.e. En linea llena se ha
dibujado la frontera de su region simple, y en lineas de
segmentos las demdas curvas simples cerradas que
constituyen parte de su propia frontera, cada una de las
cuales encierra un dominio que se llama dominio

interno de E.

El conjunto de las r.e. de un mapa tal como el mapa
plano de la figura 34, admite un ordenamiento determi-
nado por la siguiente relacion: dadas dos r.e., E; y E ,
se dice que E; es anterior a E, si la region simple de E,
contiene a la region simple de E,, lo que se expresa
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escribiendo E, o E, .

Se dice que /a r. e. E, es inmediatamente anterior a
lar. e. E,, si no existe ninguna r. e. E; que cumpla la
condicién E, o E; o E, . En ese caso se dice también

que E,sigue inmediatamente a E,.

Cada r.e. tiene a lo sumo una inmediatamente ante-
rior; pero puede tener mas de una, inmediatamente
siguiente. Las r.e. de un mapa que no tiene r.e. anterio-
res, se llaman primarias, y las que no tienen siguien-
tes, terminales.

Probaremos constructivamente que, si los mapas
normales pueden ser bien coloreados, también puede
serlo cualquier mapa no normal. Haremos uso de una
sucesion de mapas auxiliares normales, deducidos del
mapa dado. La buena coloracion consecutiva de esos
mapas, conduce a la buena coloracion del mapa dado,
al que designaremos con M.

Describiremos ahora la forma de los mapas auxilia-
res.

Se llama primer mapa auxiliar del mapa M, al
mapa M, formado por las r.s de las r.e. primarias del
mapa My por todas las r.s. de M que no estan conteni-
das en ellas. El mapa M, es, evidentemente, normal.

En la figura 36 esta representado el primer mapa
auxiliar M, , del mapa de la figura 34. Las fronteras de
las regiones simples que lo componen, estan dibujadas
con trazos continuos. Tres de esas regiones son las r.s.
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de las regiones envolventes primarias de M. En lineas
de segmentos estan dibujadas las otras curvas que
forman parte de las fronteras de las r.e. primarias.

Figura 36

Cada nuevo mapa auxiliar M” se obtiene de otro,
construido previamente, de la manera siguiente:

Sea E una r.e. del mapadado M, cuya r.s. esuna
de las r.s. de M’; y sea X uno de los dominios

internos de E. E y X se llaman entonces r.e. genera-

dora y dominio interno generador, respectiva-
mente, del mapa M”, el cual estara formado por las
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r.s. siguientes:

a) Las r.s. delas r.e. de M que siguen inmediata-
mente ala r.e. generadora E;

b) Las r.s.de M que estan contenidas en el dominio
generador X pero no dentro de las regiones de la clase
a);

c) Una r.s. que esta formada por todos los puntos
del plano que no pertenecen a las regiones de las clases
a) ob).

Los mapas auxiliares son, por consiguiente, normales
y pueden ordenarse segun el siguiente criterio:

Cada mapa auxiliar M ” sigue inmediatamente al ma-
pa auxiliar M’ del que se obtiene de la manera antes
descrita.

En la figura 37, se representan todos los mapas
normales auxiliares del mapa M de la figura 34. Su
ordenamiento es dado en el siguiente diagrama:

M /TI\A\A

A MB Mc MD

SN L

Me Me Mg My M;
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Por ejemplo: El mapa auxiliar M, sigue inmediata-
mente al mapa auxiliar M, , y tienea A como dominio
interno generador.

Figura 37

Los mapas auxiliares M; , M; y M, se obtienen del
mapa auxiliar M, , y sus dominios internos generadores
son B,Cy D.

Los mapas M:, M: y M, resultan del mapa M, y
sus dominios generadores son E, F y G; ylos mapas
M, y M, proceden de los mapas M; y M, respectiva-
mente, y sus dominios internos generadoresson By C
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A continuacion vamos a describir como puede ser
bien coloreado el mapa dado, mediante la buena colo-
racion de los mapas auxiliares.

En primer lugar, se colorea bien el mapa auxiliar M,.
Los colores que asi resulten se usaran para colorear
definitivamente las r.s. del mapa M que también son
r.s. de M,,yalas r.e. primarias de M. En la figura 36,
se ha designado con las letras a, b y ¢ los colores
gue corresponden a dichas r.e. primarias.

En adelante, una vez bien coloreado un mapa auxiliar,
podré ser bien coloreado cada uno de los que le siguen.
Sea, por ejemplo, M” uno de ellos, cuyo dominio inter-
no generador pertenece a la r.e. generadora E . La
buena coloracion de M se hara atribuyendo a su region
de clase c) el color que fue dado previamente en defini-
tivaala r.e. E de M. Una vez bien coloreado M”, los
colores que asi resulten deberan ser atribuidos definiti-
vamente a las r.s. de M que también son r.s. de
M” ala re. de M cuyasr.s. son rs.de M” y ala
r.e. generadorade M” .

En los mapas auxiliares de la figura 37 se sefalan los
colores que corresponden a sus respectivas regiones de
clase c). Asi, por ejemplo, para el mapa M, ese color es
b, que correspondi6 a su r.e. generadora.

Los ultimos mapas auxiliares M, , Me, M;, M; y M,
son aquellos cuyos dominios internos generadores no
contienen sino r.s. de M.

Es evidente, que los colores que sucesivamente,
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fueron atribuidos en definitiva a las regiones del mapa
dado M constituyen una buena coloracién de éste. En
particular, la forma en que se determina sucesivamente
el color de cada r.e. del mapa M cuya r.s. es r.s. de un
cierto mapa auxiliar y uno de cuyos dominios internos
da origen al siguiente mapa auxiliar, garantiza que se
cumplan las condiciones de la buena coloracion.

Queda establecida, por tanto, la siguiente proposi-
cion:

a) Si se demuestra que cualquier mapa nor-
mal puede ser bien coloreado con cinco colores,

quedard demostrado que todo mapa también
puede serlo.

ll. A partir de esta seccion trataremos acerca del
problema de colorear bien un mapa normal. Al resolver-
lo, quedara demostrado el teorema de los cinco colores.

Se llama mapa especial a un mapa normal
en cada uno de cuyos vértices concurren, exac-
tamente, tres lados.

En esta seccion vamos a demostrar que, dado un
mapa normal, puede deducirse de él un mapa especial
tal que, si puede ser bien coloreado, también puede
serlo el mapa normal dado.

Ante todo, debe tenerse presente que en cada vértice
concurren tres o mas lados. Consideremos entonces, un
vértice cualquiera en que concurren p > 3 lados (figura
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38(a)). Reemplacemos ese vértice por un pequefio cir-
culo que lo tiene por centro, al cual incorporaremos una
de las p regiones que

concurren en el vértice,

para construir una nue-

va region R (figura

38(b)). Se ve entonces, R

que el vértice es reem-

plazado por p — 2 verti-

ces, encada unode los o )

cuales concurren tres

lados. Si llevamos a Fads

cabo esa operacion

con cada uno de los vértices en que concurren mas de
tres lados, obtendremos un mapa especial. Si éste
puede ser bien coloreado, entonces, disminuyendo los
radios de los circulos hasta reducirlos a cero, sin cam-
biar la coloracion de las regiones, reconstruiremos el
mapa normal dado, que estara ya bien coloreado.

Hemos establecido asi, la siguiente proposicién:

b) Si cada mapa especial puede ser bien colo-
reado, podrdn ser bien coloreados todos los ma-
pas normales, y en virtud de lo establecido en
la seccion 1, lo serdn todos los mapas sobre la
esfera.

lll. Nos valdremos ahora de la formula de Euler (ver
§1.2) para demostrar que en-todo mapa especial hay,
por lo menos, una region (simple) cuya frontera consta
de menos de seis lados.
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Designamos por C, al numero de regiones del mapa
especial cuyas fronteras se componen de nlados. Si C
es el namero total de regiones del mapa, se tiene

C=C2+CS+C4 aas (11.1)

Cada uno de los lados tiene dos extremos que son
vértices, y en cada vertice concurren tres lados. Luego,
si A es el numero total de lados del mapa y V es el
namero de vértices se cumple la ecuacion

2A=3V (11.2)

Ademas, una region limitada por n lados tiene n
vértices, y cada vértice pertenece a tres regiones, por
tanto,

2A=3V=2CQ+3C:3+4C4+... (11.3)
La formula de Euler permite escribir
V-A+C=2,

o sea
6V-6A+6C=12

De (11.2) se deduce que 6V = 4A, de manera que es
6C-2A=12.

Luego, de (11.1) y (11.3) resulta

b(C,+C,+C,+...)-(2C,+3C;+4C,+...)=12

y por consiguiente
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(6-2)C,+(6-3)C;+(6-4)C,+...=12.

Puesto que para que esta ecuacion pueda cumplirse
es necesario que al menos uno de los cuatro primeros
términos sea un ndamero positivo, uno de los nimeros
C, GC;, C, 6 Cs tiene que ser positivo. Es decir que
necesariamente, una de las regiones de un ma-
pa especial, tiene menos de seis lados.

IV. Ya estamos en condiciones de probar que todo
mapa especial puede ser bien coloreado con cinco
colores y por tanto puede serlo también cualquier mapa
sobre la esfera.

Sea Mun mapa especial cualquiera. Segun lo demos-
trado en la seccion anterior, existe en él alguna regioén
con menos de seis lados. Consideremos los casos
siguientes:

Primer Caso.- M contiene una region con 2, 3

6 4 lados. Podemos modificarlo para obtener un
nuevo mapa especial M’ con una region menos, de tal
manera que si M’ puede ser bien coloreado, también
puede serlo M. Con ese fin basta eliminar un lado de A
que la separa de una deé las regiones que le son conti-
guas, es decir, de aquellas con las que tiene un lado
comun, para formar una nueva region A’ dentro de la
cual se encuentra la regién A. En las figuras 39(a), (b) y
(c) se representa esa operacion en los casos en que A
tiene 2, 3 y 4 lados, respectivamente.

En el caso en que A tiene cuatro lados puede ocurrir
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aun, la situacion que aparece en el primero de los
dibujos de la figura 39(d) en que dos de los lados de la

GO
B E

Figura 39

region la separan de una misma regién B. Si suprimié-
ramos uno de los lados que separan A de B, esta ultima
se convertiria en region envolvente y resultaria un mapa
que no seria normal. Pero sucede que las otras dos
regiones Cy D contiguas con A son, necesariamente,
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distintas porque estan separadas por Ay B. Luego, en
ese caso, eliminaremos el lado comun de una de ellas
(C en el segundo dibujo de la figura 39(d)) con A. Debe
notarse que en todos los casos resulta un mapa espe-
cial, que tiene una region menos que el mapa M. Ade-
mas, si M’ puede ser bien coloreado con cinco colores,
también podra serlo M, porque A posee a lo sumo cuatro
regiones que le son contiguas y por tanto puede ser
coloreado con un quinto color distinto del que recibieron
dichas cuatro regiones como partes del mapa M.

Segundo Caso.- M contiene una region A con
cinco lados.

Sean B, C, D, Ey Flas cinco regiones contiguas con
A. Puede observarse que hay, por lo menos, dos que no
son iguales ni estan contiguas. En efecto, sidos de ellas,
E y F por ejemplo, (figura 40(a)), fueran contiguas
impedirian que D fuera contigua con B o con C, pues
cualquier curva continua que una un punto en D con un
punto de B o C debe pasar necesariamente por una de
las regiones A, E o0 F, en virtud del teorema de la curva

de Jordan que se cumple tanto en el plano como en
la esfera. Un nuevo mapa normal, con dos regiones
menos, resulta si, como se ve en la figura 40(b), se
suprimen los lados que separan Ade C y D para formar
una region simple A’ del nuevo mapa normal, que tam-
bién sera especial pues de esa manera no puede crear-
se una region envolvente, porque E y F impiden que
A pueda serlo.

Puede suceder también que E y F sean la misma
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region simple, es decir que no exista el lado que separa
a Ey Fen la figura 40. En este caso también vale lo
dicho anteriormente. Por tanto, el nuevo mapa especial

B

(@) (b)

Figura 40

M’ tiene dos regiones menos que M, y si puede colo-
rearse bien con cinco colores, también podra serlo M,
pues si se reponen los dos arcos que fueron suprimidos,
A estara en contacto con cinco regiones, pero colorea-
das con no mas de cuatro colores diferentes, y por tanto
podra recibir un color diferente de ellos.

Por consiguiente, si M es un mapa especial con n
regiones, podemos deducir de él un nuevo mapa espe-
cial con n—1 o0 n-2 regiones. El mismo proceso
- puede ser aplicado a M’ para obtener un nuevo mapa
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especial M”, y asi sucesivamente. Se obtiene asi, una
sucesion M, M’, M”, ... de mapas, cada uno de los
cuales puede ser bien coloreado con cinco colores, si
puede ser bien coloreado el que le sigue. El proceso
anterior conduce a un mapa que tiene solamente cuatro
0 cinco regiones que, obviamente, puede ser bien colo-
reado con cinco colores. En consecuencia, todo mapa
puede ser bien coloreado con cinco colores.

Es interesante observar que la demostracién dada es
constructiva y proporciona un procedimiento que, aun-
que laborioso, permite colorear bien un mapa cualquiera
en un nuamero finito de pasos, con cinco colores.

12. EL TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BROU-
WER

Ocurre en ocasiones que dado un conjunto A del
plano o del espacio de tres dimensiones y una transfor-
macién continua del conjunto en si mismo -no necesa-
riamente biunivoca- uno de sus puntos se aplica en si
mismo o, como se dice, es un punto fijo de la trans-
formacién. Un ejemplo sencillo es el de un circulo que
se transforma en si mismo, de manera que cada uno de
sus puntos se transforma o se aplica sobre el punto
qgue acaba por situarse cuando experimenta una rota-
cién alrededor del centro, en un éangulo dado igual para
todos los puntos del circulo. Es evidente, que el centro
es el tnico punto fijo de esa transformacion.

Las proposiciones que establecen la existencia de un
punto fijo en una transformacion, se llaman teoremas
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de punto fijo. Tales proposiciones son de importancia
en diversas ramas de la Matematica para probar los
llamados teoremas de existencia, que permiten de-
mostrar que, en un conjunto dado, existen elementos
que poseen determinadas propiedades.

En esta seccién vamos a demostrar un ejemplo tipico
de teorema de punto fijo, debido a Brouwer.

Consideremos el conjunto de los puntos del circulo
incluidos los de su circunferencia, y supongamos que
experimenta una transfor-
macién en si mismo. Admitire-
mos que dos 0 mas puntos pue-
den aplicarse sobre el mismo
punto, es decir, que la transfor-
macioén puede no ser biunivo-
ca. Puede imaginarse, por
ejemplo, que la transformacion
resulta superponiendo al circu-
lo un disco exactamente igual Figura 41
(figura 41), de muy pequefo
espesor, hecho de un material
muy elastico, el cual es deformado de manera cualquie-
ra sin ruptura alguna, alargandose en unas partes, acor-
tandose en otras, arrugandose o doblandose sobre si
mismo y aplicandose sobre el circulo de modo que
todos sus puntos queden dentro de él. En la figura 41
se representa al disco ya deformado aplicado en el
circulo no deformado. En linea mas gruesa se repre-
senta la forma final que puede tomar su frontera. Las
posiciones finales de cada uno de los puntos del disco
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son las imagenes, por Iatransformamon de sus posicio-
nes mucnales en el circulo. '

El teorema de Brouwer se enuncia de la manera
siguiente: Cada transformacién continua del
circulo en st mismo, de la naturaleza descrita,
deja fijo a uno de sus puntos, por lo menos.

La demostracién requiere introducir una definicién
previa: Supongamos que a cada valor de la variable t
cOmprUe)ndido entre 0y L, le corresponde en el plano un
vector = v (f) variable de manera continua con t en
- magnitud y direccion, pero de origen fijo. Supongamos
ademas que '

v(0)=v (L)

y que en todo momento v () es diferente del

vector nulo. Siel angulo o () que hace v (f) con una
“direccidn fija dada en el plano,-varia entre o (0) =0, Yy
o (L)=a,+ kx 360, se dice que k es el numero de
"vueltas" que da el vector alrededor del origen fijo y se
llama indice de ese vector variable. Su valor puede
ser cualquier entero positivo, negativo o cero. Las varia- -
ciones del angulo que hace el vector con la direccion fija,
puede representarse graficamente mediante una curva,

(1)~ Entendemos aqui un vector simplemente como un segmento de
direccion, sentido y longitud determinados, que puede
representarse por una flecha.
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como se ve en la figura 42, en que los valores de la
variable t son representados por las abscisas y los
correspondientes angulos que hace el vector, por las
ordenadas. La curva comienza en el punto (0, 0, ) Y
termina en el punto (L, o, + kx 360 ). En la figura se

ha supuesto que k= 4. Por tanto, 4 es el indice del
vector variable con-
siderado. La corres-
pondencia t— v ()

es una funcion

vectorial y la curva
de la figura 42 es su

curva angular.
Se dice también que 1080

el nimero kes el in-
dice de la funcién

1440+ oL,
1440

720

vectorial.
La transformacion 5
del circulo Cde radio
R que considera- ol
mos, puede repre- ) >t

sentarse mediante
un conjunto de vec-
tores, cada uno de ~360 -\ f ————-—1
los cuales comienza
en un punto del cir-
culo y termina en
otro que es la ima- Figura 42
gen del primero por

" la transformacién
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considerada (figura 43) y se llaman vectores de la
transformacion.

Supongamos, con-
trariamente a lo que
- deseamos demostrar,
gue la transformacion
no tiene puntos fijos.
Esto equivale a supo-
ner que todos sus vec-
tores son diferentes de
cero. De esta suposi-
cion deduciremos una Figura 43
contradiccion, demos-
trando asi el teorema.

Consideremos los vectores de la transformacién que
corresponden a los puntos de una circunferencia cual-
quiera C,, concéntrica
con el circulo C, y de
radio r (figura 44). Si
Aes un punto cualquie-

- ra de C,, cada punto P
es determinado por el C,
angulo t= POA , que
es igual al angulo que
hace la tangente en P
con la direccién de la
tangente OY en A. Se
define -asi una funcién
vectorial continua que a cada valorde t entre 0 y 360
le hace corresponder el vector de transformacion en el

S
\
\
- =

Figura 44
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punto P y que para 0 y 360 tiene los mismos valores.
Le corresponde, por tanto, un indice k (r). Ahora bien,
por cuanto la transformacion que consideramos es
continua, si hacemos variar a rdesde 0 hasta R que es
el radio de la circunferencia del circulo C, k(r) varia

con continuidad.
Puesto que no toma
sino valores ente-
ros, necesariamen-
te k(r) tiene el mis-
mo valor paratodo r.
Hemos empleado
~aqui una proposi-
cion de uso frecuen-
te, segunlacualuna
cantidad que es fun-
cion continuade una
variable, pero que
sOlo puede tomar
valores enteros,
permanece necesa-
riamente constante.

Figura 45

Para obtener ese valor vamos a considerar el indice
k (r) que corresponde a la circunferencia del circulo C.

Nos valdremos, con ese fin, de las dos funciones
vectoriales siguientes: la primera definida por los vecto-
res unitarios tangentes a la circunferencia de radio Ry
dirigidos en sentido contrario al movimiento de las
agujas del reloj; y la segunda formada por los vectores
de la transformacion correspondientes a los puntos de
la misma circunferencia. Para ambas funciones la va-
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riable serg el &ngulo (0 < t < 360), que hace latangente
a C en el punto conside-
rado, con el semieje OY

(figura 45). A cada una de LY A VIS
dichas funciones le co- N L / sl
rresponde una "curva an- g
gular" y por tanto un indi- P

ce. Elhecho importante es
que el vector de la
transformacion en ca-
da punto de la circun-
ferencia C sedirige al
interior del circulo y,
por tanto, en ningtun

M, I”“‘
. *MO_T:’

M_
- 2]‘*
360 t

caso puede tener la di- M’i“’
reccion del vector tan- 7
gentealacircunferen- PPl v
cia. La curva angular de AR~ =

la funcién vectorial deter-
minada por los vectores
unitarios tangentes es el Piels 48
segmento que va del pun-

to (0,0) al punto (360,360) (figura 46). La curva angular
que corresponde a la funcién vectorial de la transforma-
cion de los puntos de C es dada por los puntos
(t,a+t) donde o es el angulo que forma el vector
v () con la direccion QY. Dicha curva comienza en el
punto (0,a,) y termina en el punto
(360, o, + k(R)x 360 ), es decir en uno de los puntos
M, (360,360(i+t1)+0,), i=1,2,... . Si terminara en
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uno de los puntos M,, M,, ..., entonces ocurriria, como
muestra la curva de segmentos de la figura 46 que
termina en el punto M, , que habria en ella un punto tal
como N (t, 360 + ), que corresponderia a un punto de
C para el que es o =360

y por consiguiente v ()

tendria la direccion de la

tangente, lo que no es po- 'ﬁ\ c

c

sible.

Resulta asi, quelacurva
angular de los vectores de
transformaciéon debe ter-
minar necesariamente en
el punto (360, a, + 360)

como se representa en la 360°-=~~ ==~

curva de linea llena, y por i
consiguiente es k (R) = 1. L")

S6lo de ésta manera la " 360°

curva no corta al segmento
que constituye la curva re-
gular de los vectores tan-
gentes, ni a ninguno de los
segmentos de lineas de puntos. Con eso queda probado
gue k(R)=1 cualquiera que sea 0 <r<R. Vamos a
probar ahora que este resultado conduce a una contra-
diccién, lo cual demostrard la falsedad de la suposicién
de que la transformacion no tiene puntos fijos.

Figura 47

En efecto, si r es suficientemente pequefio, los vec-
tores de transformacién de los puntos de la circunferen-
cia c de radio r (fig. 47(a)) diferiran tan poco del que
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corresponde a su centro (que se supone diferente de 0),
que la curva angular que les corresponde deberia partir
de (0, a,) (figura 47(b)) para terminar en el punto
(360, ay), lo que implicaria que k (R) = 0; y resultaria
una contradiccion con lo antes demostrado. De esta
manera podemos concluir que la suposicion de que la
transformacion que hemos estado considerando no po-
see punto fijo, no es posible, y por consiguiente queda

demostrado el teorema de Brouwer.






§3. NOCIONES DE LA
TEORIA TOPOLOGICA DE
LAS SUPERFICIES

13. CARACTERISTICA DE UNA SUPERFICIE
CERRADA.

Si imaginamos un cuerpo solido cualquiera limitado
por un nimero finito de caras planas poligonales tales
que dos de ellas, o bien no tienen puntos comunes o
bien, si los tienen, su interseccion se reduce a un vértice -
0 a un lado que constituye una arista del poliedro, la
superficie del sélido constituye un poliedro. Si se de-
forma continuamente un poliedro se obtiene una super-
ficie cerrada, de la que nos basta tener por el momen-
to unaidea intuitiva. Una esfera o un toro son superficies
cerradas. Es facil imaginar muchas mas.

Dada una superficie cerrada, si se da en ella una red,
0 sea una division en un nimero finito de poligonos de
lados curvos (poligonos curvilineos), de modo que
para todo lado curvo existan sélo dos poligonos curvili-
neos que tengan ese lado en comun, la superficie puede
ser deformada de manera continua para transformarla
en un poliedro cuyas caras provienen de los poligonos
curvilineos trazados sobre la superficie. Si la superficie
cerrada que se considera es una esfera u otra superficie



76

que resulta por deformacion de una esfera, a la que
podemos llamar superficie simple, una red trazada
sobre ella puede transformarse en un poliedro simple
cuyas caras, aristas y vértices, provienen de las mallas,
lados y vértices de la red. Por tanto, si designamos por
V, Ay C, a los numeros de los vértices, de los lados y
de las mallas de la red, se cumple la férmula (2.3) de
Euler

V-A+C=2.

Esta férmula se cumple, por tanto, para toda red sobre
una superficie que resulta por una transformacion topo-
l6gica de una esfera.

En cambio, si consideramos un toro, esa férmula no
se cumple. Enlaseccion
9 (figura 31) hemos e i
mostrado una descom- [—‘A—‘l
posicion del toro en re- Feeas
giones que constituyen
una red. La misma divi- it € i
sién puede presentarse  ¢-f f
de manera algo diferen- | E
te,comoseveenlafigu-
ra 48, en la que se .
muestran enteras las di- Figura 48
ferentes regiones y se
indica con las mismas letras a los puntos que coinciden
con un mismo vértice cuando el toro es reconstruido. La
cuenta realizada, utilizando la figura, muestra que

>
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V=17, A=23 y C=7.
Por consiguiente
V-A+C=0 (13.1)

Es decir que para el toro y para las superficies que
resultan de él, por una transformacién topolégica, no se
cumple la formula de Euler de los poliedros simples.
Se puede demostrar que cualquiera que sea la red
mediante la cual se descomponga el toro en regiones,
siempre se cumple la férmula (13.1).

De una manera general, puede establecerse que para
cada red sobre una superficie cerrada, y las topolégica-
mente equivalentes, la suma V- A + C es una constan-
te a la que se denomina caracteristica de la superfi-
cie. Asi, la caracteristica de la esfera es 2 y la del toro
es 0.

14. LAS SUPERFICIES UNILATERALES.

Un hecho familiar es que un plano situado dentro del
espacio presenta dos "caras" o "lados". Esos lados
pueden imaginarse de colores diferentes. Si se piensa
en una porcion del plano, provista de un borde curvo,
los dos colores tienen por limite comun dicho borde. Si
consideramos una esfera, ocurre lo mismo, porque esa,
superficie tiene dos lados. Si se imagina a un insectg
gue camina en uno de los lados, no hay manera de quZ
pase al otro lado, sin atravesar la superficie. La esfera
y otras muchas superficies imaginables, tienen dos ca-
ras.
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» ,{I”l'm.,

7B e 22
(b)

Figura 49

A mediados del siglo pasado, Mobius revel6 la
existencia de superficies que sélo tienen un lado. El
ejemplo que dio, conocido con el nombre de banda de
Mobius, representado en la figura 49, resulta cuando
un rectangulo muy alargado, como el rectangulo ABCD
de la figura 49(a), es torcido como se aprecia en (b) y
luego curvado hasta pegar el segmento AB sobre el
segmento DC, de manera que el punto D coincida con
el punto Ay el C con el B, quedando formada de esa
manera una superficie que esta representada en (c), que
es la banda de Mobius.

Si un insecto recorre esta superficie siguiendo la
curva dibujada en ella, en la direcciéon de la flecha,
-vuelve al punto inicial A, pero del "otro lado" de la
superficie, la cual tiene evidentemente un solo lado, lo
que puede visualizarse mejor aun al pintarla. Se vera
entonces que basta un solo color porque el término de
lo pintado, se encuentra con su comienzo. Otra obser-
vacion interesante, es que labanda tiene una sola curva



79

cerrada como borde. Si se hubiera formado un cinturén
ordinario uniendo Acon C y B con D, habria resultado
una superficie con dos lados y con un borde formado por
dos curvas cerradas.

Por Gltimo, si la banda de M6bius se corta a lo largo
de la linea central, se vera que seguirq siendo una
superficie con un solo lado.

H. Tietze ha demostrado que el menor nimero de
colores con que puede ser bien coloreado un mapa
sobre la banda de Mobius, es 6. Luego, el maximo
nuamero de regiones
mutuamente vecinas
gue puede haber es 4 B
6. En la figura 50 se : | 2
presenta una divi-
sionde esa naturale- B A
za, dibujada sobre el
rectangulo mediante Figura 50
el cual se constituye
la banda de Mo-

bius. Como se ve, la banda queda dividida en las
regiones 1, 2, 3, 4, 5 y 6. (Debe tenerse en cuenta que
el color de cada rectangulo es el mismo en sus dos
caras).

La banda de Mébius no es una superficie cerrada
como lo son la esfera y el toro. En el espacio de tres
dimensiones no es posible la existencia de una superfi-
cie cerrada con una sola cara, a menos que se entrecru-
ce con ella misma.
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(@) (b) (c)

Figura 51

Podemos dar aqui un ejemplo de una superficie ce-
rrada de esa clase. En la figura 51 se muestra como
puede construirse a partir de una esfera, que puede
imaginarse de jebe. En primer lugar, se recorta en la
esfera un pequefo cuadrado ABCD. Luego se deforma
la superficie asi recortada en la forma que se ve en (b).
Para cerrar la superficie, hacemos coincidir AB con CD
y DA con BC. Resulta asi la superficie de la figura 51
que se cruza a si misma segun la linea AB, la cual con
excepcion de A y B debe pensarse formada en cada
punto, por dos puntos distintos. Debido a la existencia
de esa linea de penetracion, resulta que la superficie
tiene un solo lado.

15. LA ORIENTACION DE LAS SUPERFICIES.

Las superficies situadas en el espacio de tres dimen-
siones, pueden clasificarse en orientables y no
orientables. Para introducir esta nocion, considere-
mos una superficie cualquiera e imaginemos que en
cada uno de sus puntos existe una pequena circunfe-
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(7 N\
a5
O 0O
(@) (b)

rencia que lo tiene por centro, cuyo radio puede variar
continuamente, de modo que el radio de cada una difiere
tan poco como se quiera del de las vecinas, suficiente-
mente cercanas. Podemos suponer que a cada una de
las circunferencias se le asigna un sentido de circula-
cidon. Nos preguntamos si sera posible asignar ese sen-
tido de manera que si partimos de un punto_cualquiera
A de la superficie y recorremos una curva arbitraria en
ella, hasta llegar a otro punto cualquiera B, los sentidos
de circulacion de las circunferencias que corresponden
a los puntos de la curva son tales que en todo momento
el sentido de la circulacion coincide, al trasladarse, con
el sentido que tienen las circunferencias de los demas
puntos de la curva. En la figura 52(a) hemos supuesto
que la superficie es el plano del dibujo. Se reconoce de
inmediato que para un plano esa construccién es posi-
ble. Lo mismo ocurre con la superficie esférica (figura
(52(b)). En cambio, en la banda de Mobius (figura 53)
puede verse que si Ay B son muy cercanos entre si y
sus sentidos de rotacion son los mismos, la rotacién de



A al ser trasladada
alolargodelacur-
va ABllegaa Bcon
un sentido contra-
rio al de Ay, por
tanto, contrario al
del circulo que co-
rresponde a B.

Las superficies Figura 53
para las que, como
en el caso del plano y en el de la esfera es posible que
las circunferencias admitan un sentido de circulacion
que cumpla la condicién de coherencia que hemos
- sefalado, se llaman superficies orientables. En ca-
so contrario, como sucede con la banda de Mobius, se

les llama superficies no orientables. En general, las
superficies con un solo lado, son no orientables. Puede
trazarse sobre ellas una curva continua y cerrada, C, tal
que partiendo de un punto A (figura 54), termina en él,
y tiene la propiedad siguiente: Si en cada uno de sus
puntos se construye un vector normal a la superficie, que
varie continuamente a lo largo de la curva, sin anular-

se en ningun momento, el vector V que corresponde
al punto de partida A tiene sentido opuesto al vector V’
que corresponde al mismo punto, a la llegada.

Una curva cerrada sobre la banda de Mobius, tal
como la curva C de la figura 54, tiene una propiedad
notable: Si un punto se mueve en la superficie, muy
cerca de la curva, partiendo de un punto P, vecino de A,
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Figura 54

hasta llegar al punto P’, cercano a P, se observa que
pasa de un lado de la curva, corriendo vecino de ella,
hasta llegar al otro lado, sin necesidad de cortarla.
Podemos imaginar la curva como un rio, con una sola
orilla.

La existencia, en una superficie, de una curvacon una
sola "orilla" es condicién necesaria y suficiente para que
la superficie tenga un solo lado. Con esto puede probar-
se que toda superficie de un solo lado, es orientable.

Conviene observar que en cada punto de cualquier
superficie, puede construirse dos vectores unitarios,
normales a la superficie y de sentido opuesto, que
pueden hacerse corresponder con los dos sentidos de
rotacion de un pequefio circulo, situado en la superficie,
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de centro en el punto considerado. La superficie
tiene un solo lado siy sélo si existe en ella una

curva continua y cerrada, en cada uno de cuyos
puntos pueda elegirse uno de los dos vectores de lon-
gitud unidad normales a la superficie, de manera que, al
recorrer enteramente la curva, el vector que fué elegido
varie en forma continua en todos los puntos del recorri-
do. Existe otra manera, mas conveniente para fines
tedricos, de definir la orientabilidad de una superficie.

Consideremos en la superficie una red formada por
poligonos curvilineos. Si la superficie es cerrada, cada
lado de uno de los poligonos de la red es comun,
exactamente, a dos poligonos. Pero si no lo es, esa
condicién no se cumple para los lados que forman parte
del borde, los cuales pertenecen a un solo poligono.
Podemos valernos entonces de esa red o division poli-
gonal de la superficie para definir de otro modo la
orientabilidad.

~ Como un primer ejemplo consideremos la superficie
de un tetraedro ABCD o, lo que es equivalente para
nuestros fines, la esfera en que puede deformarse el
tetraedro sobre la que se forman cuatro caras triangula-

res de lados curviineos (division tetraédrica de la

esfera) (figura 55). Puesto que la superficie es, en este
caso, bilateral y orientable, a cada uno de sus puntos
podemos hacerle corresponder una pequefia circunfe-
rencia que lo tiene por centro, cada una de las cuales
tiene un sentido de circulacion tal que para dos puntos
bastante vecinos, los sentidos de orientacion sean igua-
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Figura 55

les. Habiendo determinado asi los sentidos ciclicos de
cada pequefa circunferencia, consideremos una de las
caras del tetraedro, por ejemplo la cara BCD. Se ve que
para dos puntos cualesquiera de esa cara, las corres-
pondientes circunferencias tienen, necesariamente, el
mismo sentido de rotacién. En vez de marcar ese sen-
tido de rotacion, bastaria representarlo con una sola
flecha curva dibujada en ella y dirigida en el sentido de
la rotacion que corresponde a todos los puntos. Lo
mismo puede ser indicado por el orden ciclico de los
vértices de la cara; asi BCD indica que todas las circun-
ferencias que corresponden a los puntos de esa cara
tienen el sentido del recorrido del contorno partiendo de
B y volviendo a él, pasando primero por C y luego por
D. El mismo procedimiento puede aplicarse a las otras
caras del tetraedro. Ahora bien, si se tiene en cuenta la
condicion de que las pequenas circunferencias de pun-
tos bastante vecinos tienen el mismo sentido ciclico, se
ve gue si el sentido de recorrido de la cara de vértices
B, C, D, es BCD, entonces las otras tres caras deben
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tener los sentidos ABD, BAC y CAD de manera que
cada lado comiin a dos caras tendrd un sentido
de recorrido para una de esas carasy el sentido
contrario para la otra. A este ltimo enunciado se
le lamaregla de las aristas de Mobius, empleando

aqui para los lados la denominacion de aristas por
analogia con los poliedros. De esa regla nos podemos
valer para definir la orientabilidad.

Dada una superficie cualquiera en la cual existe una
divisién poligonal que cumple la condicion de que cada
arista es comdn a una o a dos caras segun que ella
pertenezca o no al borde, se dice que es orientable si
sobre cada cara puede fijarse un sentido de
recorrido del contorno de modo que para todas
las aristas se cumpla la regla de Mobius.

Si bien para definir de esta manera la orientabilidad
hemos supuesto dada una cierta division poligonal a la
gue ha sido referida, en verdad es independiente de ella
y puede probarse que constituye una propiedad intrin-
seca que no cambia por una transformacion topoldgica.
La orientabilidad es, por tanto, una propiedad topolégi-
ca.

Como ejemplo vamos a comprobar que la banda de
Mobius no es orientable. Consideremos el rectangulo

ABCD que da origen a la banda de M6bius, que en la
figura 56 hemos dividido en cuatro triangulos, a tres de
los cuales hemos dado un sentido de recorrido que

cumple la regla de las aristas de Mobius. En el Gltimo
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triangulo ABD no
hemos marcado el

sentido, porque si le  , C i
diéramos el sentido ¥ Cr

ABD, el que corres- J .
ponderiaallado ABse- B D B
ria. de A hacia B; pero -

este es lado, también, Figura 56

del triangulo ABC, en

el cual su sentido de recorrido es el de AB, es decir el
que vimos. antes. Luego, no se cumpliria la regla de
Mobius. Suponer el sentido ADB daria lugar a que no
se cumpliera la regla citada para el lado BD. En conse-
cuencia, la banda de M6bius no es orientable.

16. EL HEPTAEDRO DE REINHARDT.

Una superficie interesante, no orientable, es el llama-

do heptaedro de Reinhardt, representado en la
figura 57(a).

Como puede apreciarse en la figura, esta superficie
resulta de un octaedro regular ABCEF, suprimiéndole
cuatro caras triangulares: ACE, EFD, BAF y BCD, y
agregandole los tres cuadrados ACDF, ABDE y EFBC,
gue no estan dibujados pero cuyas mutuas interseccio-
nes AD, CFy BE estan representadas. Tales intersec-

ciones no deben ser consideradas como aristas.

El poliedro de siete caras que asf resulta, se llama
heptaedro de Reinhardt. Hemos dibujado en la figura
57(b) tres de sus siete caras: AFE, ACDF y EFBC. Si
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Figura 57

suponemos que a la cara triangular AFE se le asigna el
sentido de circulacion que indica la flecha curva f,
entonces los sentidos de circulacién de las caras ACDF
y EFBC tienen que ser, necesariamente, los marcados
por las flechas curvas f, y f, respectivamente en razén
de los sentidos de recorrido de las aristas FA y EF de

la cara AFE. La regla de las aristas de M6bius exigiria
que el sentido de circulacion de la cara triangular ABC
fuera tal que los lados ACy BC fueran recorridos en los
sentidos de las flechas £ y f,, ambas dirigidas hacia C,
lo cual es imposible. Queda probado entonces, que el
heptaedro no es orientable. En particular, resulta que no
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puede transformarse topolégicamente en la superficie
de una esfera. Ademas, puesto que posee 6 vértices, 12
aristas y 7 caras, se tiene

V-A+C=6-12+7=1.

Por consiguiente, su caracteristica es 1; distinta(1ge
la de la esfera, que es 2; y de la del toro, que es 0.

17. POLIGONOS TOPOLOGICOS.

Temas que luego trataremos, hacen conveniente pre-
cisar una nocién topoldgica que deriva del concepto
comun de poligono y permite formalizar la idea de lado
curvilineo en una superficie, de la que ya tenemos una
idea intuitiva.

Se sabe que todo poligono es topoldgicamente equi-
valente u homeomorfo con un disco circular: su frontera
se aplica sobre la circunferencia y sus puntos interiores
se aplican en los puntos interiores del circulo, de manera
biunivoca y bicontinua. El disco circular se llama poli-
gono topolégico, si en su frontera son escogidos r
puntos (r=2) que lo dividen en r arcos que se llaman
lados. Los puntos escogidos se llaman vértices. Los
poligonos topoldgicos se denominan abreviadamente

(1) Es interesante observar que el heptaedro puede deformarse de
manera continua en una superficie cuya ecuaciéon respecto de un
sistema de coordenadas rectangulares es

y222+ 25’ +x‘°3y2 +xyz =0 ,
que se llama céliz de Steiner. ( D. Hilbert y S. Cohn-Vossen, Ans-
chauliche Geometrie, Dover Publications, ( 1944 ), pag. 267 ).
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poligonos, sino hay lugar a confusién. En adelante, toda
figura homeomorfa con un poligono topolégico como el
que hemos definido, recibira este mismo nombre. Cuan-
do r> 2, un poligono topolégico es siempre homeomorfo
a un poligono ordinario, es decir de lados rectilineos y
convexo. Cuando r= 2, eso no es cierto pues no existen
poligonos rectilineos con dos lados. Segun esto, los
poligonos rectilineos son casos particulares de los poli-
gonos topologicos. En lo que sigue cuando mencione-
mos la palabra poligono, sin aclarar que es rectilineo,
deberemos entender poligono topolégico.

18. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES CE-
RRADAS ORIENTABLES A PARTIR DE PO-
LIGONOS, MEDIANTE IDENTIFICACION DE
SUS LADOS.

El procedimiento que vamos a emplear en esta sec-
cion tiene antecedentes en la seccion 9, cuando vimos
como puede construirse un toro a partir de un rectangu-
lo, pegando, o sea identificando sus lados de determi-
nada manera; asimismo en la seccion 14, en que proce-

dimos analogamente al construir la banda de Mobius.

En esta seccion construiremos diversas superficies
por medio de poligonos que son deformados hasta
pegar sus lados convenientemente. Desde luego, esas
aplicaciénes de poligonos sobre las superficies que se
construyen con ellos no son homeomorfismos porque,
si bien son continuas, no son biunivocas puesto que hay
puntos distintos que se transforman en un mismo punto.
La construccién que vamos a efectuar permite recono-
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cer que existen ciertas superficies simples que pueden
descomponerse en uno o varios poligonos, que cumplen
ciertas condiciones.

Imaginemos una esfera constituida por una membra-
na perfectamente elastica. Supongamos que la corta-
mos a lo largo de un arco PQ, y que apartamos los
bordes del corte y luego deformamos la esfera hasta
aplicarla en un plano de manera
que resulte un poligono curvili-
neo, con dos lados que tienen a p
Py Q como extremos comunes
(figura 58).

Inversamente, dado el poli-
gono curvilineo, puede ser re-
compuesta la esfera pegando
los dos lados del poligono. Pue-
de decirse, por consiguiente,
gue la esfera se obtienea partir
de un poligono de dos lados si se deforma la porcién de
superficie que encierra, de modo que sus lados se
superpongan y queden soldados. En forma breve se
dice que los dos lados se identifican de manera que las
flechas que se les ha asignado en la figura 58, coincidan.
Si al contorno del poligono se le da un sentido de
circulacién tal como el de la flecha curvilinea dibujada
en su interior, entonces puede atribuirse a cada lado un
signo + o0 -, segun que la flecha que se les haya
asignado esté dirigida o no en el sentido de circulacion
atribuido al poligono. De esa manera, el poligono de dos
lados que conforma la esfera puede representarse sim-

Q

Figura 58
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bélicamente por

Cl- A (18.1)

En forma semejante, un toro puede obtenerse a partir
de un rectangulo (figura 59) identificando sus lados
opuestos, b, de manera que coincidan los sentidos de
las flechas, forméandose asi un cilindro del cual resulta

A a A
N

b 1 N

> U

A <a A

m
e
RPD

Figura 59

el toro identificando los lados, a, que forman los bordes
circulares del cilindro. La flecha circular que aparece
dentro del rectangulo, permite atribuir un signo a cada
uno de sus lados segun que el sentido de la flecha que
aparece en cada uno de ellos, coincida o no con la
direccion de la circulacion prescrita por la correspon-
diente flecha circular. En consecuencia, obtendremos la
siguiente representacion simbélica del rectangulo, que
pone en evidencia la identificacién de sus lados:

abab .
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Figura 60

A continuacion vamos a describir la construccién de
la superficie llamada toro generalizado de dos agu-
Jeros, o doble anillo, a partir del poligono de ocho
lados (figura 60(a)), en el cual se muestra mediante
letras y flechas los lados que son identificados, y en qué
forma, para luego hacerlos coincidir. Una flecha curvii-
nea permite atribuir signos a los diferentes lados y
representar al poligono mediante la férmula

ababcdcd

En la figura 60 se muestran las diferentes etapas que
permiten construir, mediante deformaciones del poligo-
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Figura 61

no y sucesivas identificaciones de sus lados, el doble
anillo (figura 60(f)). En (b) y (c) se muestra cédmo son
pegados los lados a y ¢ . En (d) se muestra como los

lados b y d son deformados hasta convertirlos en
dos curvas simples cerradas, que luego son pegadas

con los lados b y d*, respectivamente. En () se
acentia ese proceso que culmina en (f) al pegarse d"
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con y b con b, quedando formada la superficie.

En la figura 61, se presenta la construccién del toro

generalizado de tres agujeros o triple anillo, a
partir de un poligono de 12 lados, representado por

ababcdcderfefr.

La construccion del triple anillo es, claramente, similar
a la del doble anillo.

Figura 62

Los ejemplos precedentes son generalizables a toros
de un namero cualquiera de agujeros, y pueden aplicar-
se a superficies que se obtienen por deformacién conti-
nua de otras superficies. Podemos observar que un toro
puede transformarse mediante deformacién continua en

la superficie de la figura 62(a) que se llama esfera con
una asa. Semejantemente, los toros de dos y tres

agujeros pueden transformarse en las esferas de dos y
- tres asas de las figuras 62(b) y (c).
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19. CONSTRUCCION DE SUPERFICIES CE-
RRADAS NO ORIENTABLES A PARTIR DE
POLIGONOS, POR IDENTIFICACION DE SUS
LADOS.

Se ha visto en la figura 51 que una superficie de un
solo lado, no orientable por tanto, se origin6 en la esfera
recortando un cuadrilatero ABCD (fig. 51(a)).

a

(@) (b)
Figura 63

Ahora bien, lo que queda de la esfera puede defor-
marse Y aplicarse sobre un cuadrilatero curvilineo ABCD

que serepresentapor @ b a b (figura 63(a)). Es claro
que los lados a y b pueden reunirse en uno solo que
llamaremos a, de modo que el poligono de cuatro lados

cambia en uno de dos: a a', el cual da origen a la
superficie cerrada de la figura 51(c) al identificarse sus
lados de modo que sus flechas resulten coincidentes.
Puede observarse en la figura 63(b) que la superficie de
la figura 51(c) se obtiene de un disco circular por defor-
macién e identificacién de cada dos puntos, diametral-
mente opuestos, de su circunferencia.



97

e (@

(b)

(c)

(d)

Figura 64

Una notable superficie cerrada no orientable es la
llamada superficie o botella de Klein, y también,

toro no orientable. Se construye en la forma que se
muestra en la figura 64, a partir del rectangulo (a) cuya
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representacién simbdlica es a b'a b . Si se hacen
coincidir los lados a y a se obtiene la superficie
tubular (b) cuyos bordes son los lados b'. Luego, los

bordes b deben hacerse coincidir de modo que sus
flechas tengan la misma direccién. Esto, que a primera
vista es imposible, puede lograrse usando el artificio que
serepresentaen (c) y (d). Puede apreciarse que el borde
derecho del tubo, que es mas ancho que el del lado
izquierdo, es doblado hacia el interior en la forma que
se ve en (c). El extremo izquierdo es encorvado, se le
hace penetrar a travées de la pared del tubo y se pegan

los lados b de modo que sus sentidos coincidan. Se
obtiene asi la superficie que es no orientable porque,
como puede verse, es unilateral.

Figura 65

Con el fin de formar superficies cerradas no orienta-
bles, conviene emplear la superficie abierta, llamada

casquete cruzado, que es la mitad superior de la
superficie de la figura 51(c). El casquete cruzado
resulta a partir de la regién plana comprendi-
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da entre circunferencias concéntricas cuando
se identifican los puntos diametralmente
opuestos de uno de sus bordes (figura 65(a)). '

En la figura se suponen identificados los puntos

opuestos del borde interior. Los arcos a  de la figura
65(a) se transforman primero en los arcos ADCy CBA
de la figura 65(b). Luego, AD se empalma con CBy AB
con CD. Lafigura 65(c) representa al casquete cruzado.

b ¢ ®
[ ST A 7
|
|
I 2
|
d aa * e d a* e 4 e
!
|
]
i
(@) (b) < f<
(© (d)

Figura 66

Podemos comprobar que, por identificacién de los
puntos diametralmente opuestos de una de las dos
circunferencias que limitan a una corona circular, tal
como la de la figura 66(a), se puede obtener también la
banda de Mobius. Con ese fin, cortemos la corona
circular en dos partes (figura 66(b)). Deformemos luego
ésas dos partes para formar dos rectangulos, que em-
palmados a lo largo de sus lados a (figura 66(c)), nos
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permite obtener un solo rectangulo (figura 66(d)) en el
que los lados fson reuniones de los lados by ¢ de la
figura (c). El rectangulo finalmente obtenido se transfor-

ma en una banda de Mobius, silo deformamos hasta
superponer los lados f, de manera que sus flechas
coincidan en direccion. Puede verse que en tanto la
circunferencia externa se transforma en el borde de la
banda, la interna se transforma en la linea media. De

esta construccion resulta que entre el casquete cru-
zado y la banda de Mobius existe un homeo-

morfismo. El borde del casquete, tiene como imagen
el borde de la banda.

Es interesante observar que la botella de Klein
puede cortarse en
dos partes, cada
una de las cuales
es un banda de
Mobius  (figura
67).

Puede notarse, C\

asimismo, que la

superficie de la fi-

gura 51(c) es topo- Figura 67

l6gicamente equi-

valente con la superficie cerrada que resulta al recortarle
a una esfera un casquete e insertarle, en ese lugar, un
casquete cruzado (figura 68). La insercion de asas y
casquetes cruzados en una esfera, da origen a nuevas
superficies cerradas, orientables o no. Finalmente, con-
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viene notar que la insercion de un casquete cruzado en
una abertura circular en una esfera, equivale a la iden-
tificacion de los puntos, diametralmente opuestos, de
dicha abertura (figura 68). '

Figura 68
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$s4. CLASIFICACION
TOPOLOGICA DE LAS
SUPERFICIES CERRADAS

20. OBJETO DE LA CLASIFICACION TOPOLO-
GICA DE LAS SUPERFICIES CERRADAS

Sabemos que dos superficies son topolégicamente
equivalentes u homeomorfas si existe una aplicacion
biunivoca y bicontinua entre ellas. La relacion asi deter-
minada en el conjunto de las superficies, es de equiva-
lencia, es decir, cumple tres condiciones: a) es refle-
xiva (toda superficie es homeomorfa consigo misma);

b) es simétrica ( si una superficie es homeomorfa con
otra, entonces la segunda lo es con la primera) y c) es
transitiva ( si una superficie es homeomorfa con otra
y ésta lo es con una tercera, entonces la primera es
homeomorfa con la tercera). Por consiguiente, el con-
junto de todas las superficies cerradas puede dividirse
en subconjuntos tales que cada uno de ellos contiene a
todas las superficies mutuamente homeomorfas. Tales
subconjuntos son, por tanto, disjuntos, es decir que no
hay elementos que pertenezcan a dos de ellos.

El objeto de la clasificacion topoldgica de las superfi-
cies cerradas, es determinar propiedades que caracte-
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ricen a cada una de las clases de superficies mutuamen-
te homeomorfas de modo que dada una superficie, esas
propiedades sean compartidas por ella y todas las su-
perficies de la misma clase, pero no con superficie
alguna de otra clase. Probaremos que la caracteristi-

ca ylaorientabilidad o no orientabilidad son las
propiedades o invariantes topologicos que bastan para
distinguir a cada clase de superficies, de todas las
demas. En otros términos, dos superficies cerradas son
homeomorfas si y solo si tienen la misma caracteristica
y ambas son orientables o no lo son. Habremos probado
asi, el teorema fundamental de las superficies cerradas.

21. LA NOCION TOPOLOGICA DE SUPERFI-
CIE CERRADA.

Necesitaremos precisar el concepto de superficie ce-
rrada. A ese fin haremos uso de la nocién de poliedro
topolégico. Definiremos, en primer término, al poliedro
en el sentido usual.

Definicion del poliedro: Un poliedro es un conjun-
to de poligonos simples, en niumero finito, que se llaman
caras del poliedro cuyos vértices se llaman vértices
del poliedro, y cuyos lados se llaman aristas del polie-
dro. Dichos poligonos estan situados en el espacio de
tal manera que se cumplen las siguientes condiciones:

1. Dos poligonos distintos cualesquiera, no tienen
ningun punto interior comun
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2. Paracadaladode un poligono cualquiera, existen
dos unicos poligonos, que tienen ese lado en
comun

3. Dados dos poligonos cualesquierap y p’, existe
una sucesion de poligonos pi, p,, ... , p. ; tales
que el primero es p, el ultimo es p’ y cada uno
de ellos tiene un lado comun con el siguiente

4, Dado un vértice cualquiera del poliedro, los poli-
gonos que concurren en él pueden ordenarse
ciclicamente, de modo que dos poligonos conse-
cutivos posean un lado comun que llega a ese
vértice. Esta condicion y la primera, implican que
cada vértice es comun a tres poligonos, por lo
menos. Debe tenerse presente que al referirnos
a un poliedro, lo hacemos siempre aludiendo a su
superficie.

Un poliedro topolégico (o simplemente poliedro,
en lo que sigue), es un conjunto finito de poligonos

topoldgicos (seccion 17), que se llaman caras y son
tales que:

1e Dos caras cualesquiera no tienen ningun punto
interior comun;

2+ Los lados de las caras coinciden de dos en dos
por lo tanto su nimero es par. Cada dos lados

coincidentes constituyen una arista y sus extre-
mos coinciden de una determinada manera.

3. Dadas dos caras cualesquiera py p’, existe una
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sucesion de caras py, P, ..., Po; CON P,=p Yy
p,= P’ ; tales que cada una de ellas tiene un lado
comun con la siguiente;

4, Dado un vértice cualquiera de una de las caras,
el conjunto de todos los vértices que coinciden
con él constituyen un vértice del poliedro; y las
caras a las que pertenecen dichos vértices pue-
den ordenarse ciclicamente de manera que los
poligonos consecutivos tengan un lado comun
gue "llegue" a ése vertice (esta condicion y la
primera, implican que cada vértice lo es de tres
poligonos, por lo menos).

Observemos que la definicion del poliedro topolégico
difiere de la del poliedro usual en que para este ultimo
las caras son poligonos planos en tanto que para el
primero son poligonos topoldgicos, no necesariamente
planos. Ademas, el poliedro topoldgico puede tener una
sola cara y dos lados coincidentes pueden estar en un
mismo poligono.

Definicién. Se llama superficie cerrada, al con-
junto de los puntos de un poliedro topologico.

Todo conjunto que es imagen de un poligono topolé-
gico, por un homeomorfismo, es también un poligono
topoldgico. En consecuencia, la nocién de poligono
topolégico, es un invariante topologico. Andlogamente,
las nociones de poliedro topologico y de superficie ce-
rrada son, también, invariantes topoldgicos.

Una superficie cerrada puede descomponerse, de
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diversas maneras, en poligonos topolégicos que cum-
plen las cuatro propiedades mencionadas. Cada una de
esas divisiones se denomina divisién poligonal de
la superficie, y constituye una red poligonal (seccién 15).
Por tanto, una superficie cerrada puede dar Iugar a
diversos poliedros.

Conviene distinguir, claramente, las superficies cerra-
das (conjuntos de puntos que admiten una divisién
poligonal), de los poliedros topoldgicos (conjunto de
poligonos topol6gicos que cumplen las propiedades
mencionadas). Es facil concebir un poliedro como una
superficie cerrada provista de una division poligonal y
en tal sentido podremos referirnos al homeomorfismo de
poliedros. _

Los poliedros que resultan por division poligonal '
constituyen un medio para estudiar las superficies ce-
rradas. Este es el método general que se emplea en la

parte de la Topologia llamada Topologia Combina-

‘toria o Algebraica, en la que se emplea recursos
propios del Algebra.

La parte de la Topologia que utiliza como herramienta

_principal la teoria de conjuntos, se llama Topologia

General, o también, Topologia Conjuntista; dela
que mencionamos algunos conceptos en la seccion 5.

22. ESQUEMA PLANO POLIGONAL Y REPRE- ‘
SENTACION SIMBOLICA DE UN POLIEDRO.

En adelante al referirnos a poligonos y poliedros,
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debe entenderse que unos y otros son topolégicos.

Supongamos dado un poliedro P. A cada una de sus
caras le hacemos corresponder un poligono del plano
gue no requiere cumplir otra condicién que la de tener
el mismo numero de lados que dicha cara. Resulta asi
un conjunto de poligonos cuyo numero es igual al nUme-
ro de caras; cada uno de los cuales es disjunto con los
demas. Los lados de dichos poligonos forman pares que
contienen alos lados que provienen de una misma arista
del poliedro: Diremos entonces que los lados de cada

par sonequivalentes oidentificados. Analogamen-
te, diremos que dos vértices de los poligonos, son
equivalentes o identificados si provienen de un
mismo vértice del poliedro. En tanto que a cada arista
del poliedro le corresponde, exactamente, dos lados
equivalentes, a cada vértice del poliedro puede corres-
ponderle un numero cualquiera de vertices de los poli-
gonos.

Designamos con una
misma letra minuscula a
los elementos de cada par B A
de lados equivalentes del b
conjunto de los poligonos D
planos. Los vértices equi- A
valentes son designados b
con una misma letra ma- c
yuscula. En la figura 69 se _ D
muestra un ejemplo en el 7kt
que aparecen los lados
equivalentes sefalados con la letra a, cuyos extremos
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son los puntos A y B. Se observa que para determinar
la equivalencia de dichos extremos es suficiente asignar
a cada lado una flecha que parte (para los dos lados
equivalentes), de vértices equivalentes y se dirige a
vértices, también, equivalentes. Asi, en el caso de los
lados a, las flechas se dirigen de A hacia B. El conjunto
de los poligonos deducidos de un poliedro en el que los
lados equivalentes son designados por una misma letra,
se llama esquema plano poligonal del poliedro.
Cuando, como veremos luego, se desee dar una
representacion simbélica alos poligonos del esque-
ma, sus lados estaran provistos de flechas que corres-

pondan a sus sentidos de recorrido, segun lo explicado.

Debe observarse que dado el esquema plano poligo-
nal de un poliedro, es posible invertir el sentido de la
flecha asignada a un lado cualquiera, siempre que tam-
bién se invierta el sentido de la flecha del lado equiva-
lente.

Es importante sefalar, que para que dos vértices del
esquema plano poligonal sean equivalentes (es decir,
para que correspondan a un vértice del poliedro), es
necesario y suficiente que, en relacién con el sentido de
recorrido indicado por las flechas sobre los lados equi-
valentes concurrentes en ellos, ambos puntos sean o
bien iniciales o bien terminales de dichos lados. Se
‘cumple, por tanto, la siguiente regla de los vértices
equivalentes: la equivalencia de dos vértices
cualesquiera del esquema plano poligonal que-
da bien determinada, cuando ambos son o bien
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puntos iniciales o bien puntos finales de lados
equivalentes.

Vamos a describir ahora la representacion simbélica
de un poliedro. Con ese fin nos valdremos de flechas
curvas para dar a cada poligono un sentido de recorrido
ciclico de sus lados. Puede agregarse entonces, a la
letra que representa a cada lado el signo + o el signo -,
segun que su flecha tenga o no un sentido idéntico al
del recorrido que le corresponde en virtud de la flecha
curva del poligono al que pertenece. La repre-
sentacién simbdlica del poliedro se obtiene enton-
ces escribiendo, para cada poligono del esquema, las
letras que corresponden a sus lados, en su orden ciclico,
afectada cada una del signo + o del signo — que le
corresponda segun lo convenido.

e A S8
A A o /9N
(o a d : .

C b B B e D C D c f D
Figura70

Ejemplo. La division tetraédrica de la esfera repre-
sentada en la figura 55 determina un poliedro cuyo
esquema plano poligonal esta representado en la figura
70.

La representacion simbdlica es:
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triangulo ABC :' abc
triangulo ABD : ced
triangulo ACD: a d' f
triangulo BCD: f e b

Una representacion simbélica como la precedente
permite reconstruir el esquema plano poligonal y, por
tanto, el poliedro que le ha dado origen. Es facil recono-
cer entonces.que dos poliedros que dan lugar a la misma
representacién simbdlica son homeomorfos. En efecto,
si los poliedros P, y P, tienen la misma representacion
simbdlica, entonces ambos constan del mismo nimero
de caras que se corresponden biunivocamente. Dos
caras que se corresponden tienen el mismo nimero de
lados y la misma representacion simbdlica. De lo que
resulta que a cada cara puede asignarsele un sentido
de circulacién y por tanto, a cada arista, un punto inicial
y uno final. Entre las aristas también existe una corres-
pondencia biunivoca por la que se corresponden aristas
gue son lados de caras correspondientes. Puede defi-
nirse entonces entre dos aristas correspondientes una
aplicacion topoldgica por la que se aplican, uno sobre
otro, los puntos iniciales y los finales. En consecuencia,
entre los contornos de dos caras que se corresponden
gueda determinada una aplicacién topolégica que pue-
de extenderse a una aplicacion topoldgica entre esas
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(1) dole s ;
caras, Y por consiguiente, entre los poliedros.

Resulta, por tanto, que dos poliedros que tienen el
mismo esquema plano poligonal, asi como las superfi-
cies cerradas a que dan origen, son homeomorfos por
cuanto sus representaciones simbdlicas son iguales.

Un mismo poliedro puede dar origen a diferentes
representaciones simbdlicas. Asi, por ejemplo, pueden
ser cambiadas las letras que designan a sus lados o
pueden cambiarse los dos signos que llevan las letras
que designan a dos lados equivalentes, lo que equivale
simplemente a cambiar el sentido de las flechas de
dichos lados. También puede cambiarse el sentido cicli-
co de los lados de un poligono, en cuyo caso los signos
de las letras que designan a sus lados deben ser cam-
biados.

23. OPERACIONES ELEMENTALES.

Hemos visto que dado el esquema plano poligonal de
un poliedro, éste queda determinado, y también la clase
de las superficies cerradas mutuamente homeomorfas,
que dicho poliedro origina. Resulta de aqui que la bus-

(1) Se hace aqui uso de la siguiente proposicién: si el contorno de
un disco circular de radio r se aplica topolégicamente sobre el
contorno de otro disco de radio r’, esa aplicacion puede exten-
derse topolégicamente a una aplicacién del primer disco en el
segundo . En efecto: En coordenadas polares, la imagen del
punto P(p, e ) es el punto P’(pr'/r,0) donde A(r',0’) es la
imagen del punto A( r, 8 )-del primer disco.
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guedade las diversas clases de superficies, en cada una
de las cuales estan las que son mutuamente homeomor-
fas, puede reducirse a la clasificacion de los diferentes
esquemas planos poligonales.

Diremos que dos esquemas planos poligonales son

equivalentes topolégicamente, si corresponden a
poliedros que dan lugar a superficies homeomorfas.

Las operaciones que vamos a definir a continuacion
transforman unos esquemas planos poligonales en
otros que les son topologicamente equivalentes. Se les

llama operaciones elementales y son las siguientes:

1. Subdivisién de una dimensién. Consiste en con-
vertir un par de lados equivalentes del esquema (tales
como los lados AB de la
figura 71) en dos pares

equivalentes (el par ACy Ne_A A £
el par BC) mediante un «— o
punto C. De esa manera, 04 P

tanto el nimero de caras
como el de vértices au-
menta en dos elementos. /& 8
Luego se asignan fle-

chas adecuadas a los

nuevos lados resultan-

tes.

Figura 71

2. Reuniéon de una dimensién. Es la operacion
inversa de la anterior, mediante la cual los lados concu-
rrentes de un poligono se reducen a sélo uno.
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3. Reunién de dos dimensiones. Esta operacion
consiste en reunir dos
poligonos en uno solo,

haciendo coincidir dos A

E F
lados equivalentes (figu- AA E/}\F
ra72). :
4. Subdivision de i
una dimensién. Se re- e \K/D
aliza mediante una dia- | el
gonal y es la operacion Figura 72

inversa de la anterior. Se

originan dos nuevos la-

dos a los que se les debe asignar flechas conveniente-
mente.

Ejemplo: Por medio
de una reunién de dos

dimensiones de losdos  , 4 _ , 4
primeros triangulos de la B ] -
figura 70, y semejante- oy "% e °r 7 y°
mente de los dos ulti- ™ Al

C_ p B C p B
mos, resulta el esquema
poligonal de la figura 73. Figura 73

En la figura 74 lleva-
mos a cabo las siguientes operaciones elementales, a
partir del esquema poligonal de la figura 73.

En la figura 74(a) el esquema se ha reducido a un
unico poligono de seis lados, haciendo coincidir los
lados d mediante una reunion de dos dimensiones.
Luego veremos como el esquema 74(a) puede reducir-
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(a) (b)
Figura 74

se, mediante operaciones elementales, a un nuevo es-
quema 74(b) formado por un unico poligono de dos
lados que corresponde, desde luego, al esquema plano
de un poliedro de dos caras que es homeomorfo con la
esfera. La representacién simbélica se reduce a

hh . (23.1)
Es de gran importancia, lo siguiente:

Cada operacién elemental realizada sobre
un esquema plano poligonal, y por tanto cada
sucesion consecutiva de operaciones elementa-
les, da lugar a un esquema que corresponde a
un poliedro homeomorfo con el del esquema
original. Resulta ast que para que dos esque-
mas planos poligonales correspondan a super-
ficies cerradas topologicamente equivalentes,
es suficiente que uno de ellos pueda transfor-
marse en el otro mediante operaciones elemen-
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tales, en cuyo caso se dice que son "emparenta-
dos elementalmente". También diremos que
dos poliedros son elementalmente emparenta-
dos, si lo son sus correspondientes esquemas
poligonales.

La demostracién del hecho fundamental que hemos
mencionado excede los propositos de la presente expo-
sicién. Daremos solo una justificacion de caracter intui-
tivo.

Sean P, y P, dos poliedros tales que el esquema
plano poligonal de P, resulta del de P, por una operacion
elemental; por ejemplo, una subdivision de dos dimen-
siones. Es decir que dividiendo una cara de P, en dos
caras mediante una diagonal, se obtiene un poliedro P,
cuyo esquema es igual al de P,. Puesto que P; y P, asi
como P, y P, determinan superficies cerradas homeo-
morfas, lo mismo ocurrira con P, y P,. Puede observarse
que sucederia lo mismo si el esquema plano de P,
resultara del de P, por un nimero finito , mayor que 1,
de operaciones elementales.

24. REDUCCION A LAS FORMAS NORMALES.

Es posible dividir el conjunto de los poliedros en
clases disjuntas , en cada una de las cuales se encuen-
tren aquellos cuyos esquemas planos poligonales se
deducen uno de otro por operaciones elementales, y por
tanto son emparentados elementalmente. Luego cada
clase es definida por cualquiera de los poliedros que le
pertenecen. Segun sabemos, todos los poliedros de una
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misma clase son homeomorfos entre si y generan su-
perficies que también son mutuamente homeomorfas.
Posteriormente comprobaremos que, reciprocamente,
si dos superficies son homeomorfas, los poliedros que
les corresponden estan emparentados elementalmente.
Por ahora vamos a establecer que entre todos los polie-
dros de una clase puede elegirse uno, el mas simple
posible, que se llama forma normal de esa clase. En
términos generales, la forma normal es aquella para la
cual los nimeros de caras, aristas y vértices son los
menores posibles.

A las formas normales de los poliedros les correspon-
den las formas normales de sus esquemas poligonales.
Indicaremos en lo que sigue el procedimiento mediante
el cual un esquema plano poligonal es transformado en
la forma normal mediante una sucesion finita de opera-
ciones elementales.

La reduccion a la forma normal de un esquema plano
poligonal puede llevarse a cabo en seis pasos, en cada
uno de los cuales se utiliza un namero finito de opera-
ciones elementales. El objeto de los tres primeros pasos
es reducir el numero de poligonos, el de lados y el de
vértices no equivalentes. A partir del cuarto paso, esos
numeros ya no cambian. El proposito de los tres tltimos
pasos es obtener del esquema que resulta del tercer
paso otro que sea el mas regular posible. La repre-
sentacion simbdlica facilita esa reduccion.

Primer paso. En este primer paso se disminuye el
numero de poligonos, hasta reducirlo a uno solo. Supon-
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gamos, pues, que el numero de poligonos es mayor que
1. La reduccion de su numero se lleva a cabo por
sucesivas reuniones de dos dimensiones. El primer
paso se ilustra en las figuras 73 y 74(a) en que los
poligonos del esquema plano poligonal de la figura 70
se reducen, mediante operaciones elementales, al Gnico
poligono de la figura 71(b). Al final se obtiene un Gnico
poligono con un nimero par de lados que son equiva-
lentes dos a dos. La representacion simbdélica consta
pues de una sola linea en la que cada letra aparece dos
veces con signos que pueden ser contrarios o no. En el
caso de que este ultimo poligono tenga sélo dos lados,
su representacion simbdlica es necesariamente:

a a (24.1)
0 bien aa . (24.2)

Estas son ya formas muy simples, que vamos a

considerar como normales. (Ver el cuadro de reduc-
cion a las formas normales que esta al final del libro).

Supondremos en adelante, que el esquema esta for-
mado por un solo poligono de cuatro lados por lo
menos.

Segundo paso. Se trata ahora de eliminar todos los
pares de lados adyacentes equivalentes, de direccion

contraria; es decir, todos los grupos a a dela repre-
sentacion simbdlica del unico poligono que constituye el
esquema. Si hay dos lados adyacentes que son orien-
tados en sentidos opuestos, la representaciéon simbolica
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puede ser de la forma

-3 a— (24.3)

donde las lineas ondulantes designan a los otros lados
del poligono (figura 75(a)). Puesto que el poligono tiene
al  menos cuatro
lados, puede supo-
nerse, efectuando si

es preciso una per-

mutacion ciclica de :

loslados, que en la ° o a a
)

representacion sim-
bélica (24.3) hay, por @
lo menos, un lado .
antes de a a vy,
por lo menos, un la-

do después de a a . Mediante una subdivisién de dos
-dimensiones, el esquema (24.3) se cambia en el esque-
ma de dos poligonos

(b)

Figura 75

+ +

ab

b a
en donde b es el nuevo lado. El nuevo esquema esta
representado en la figura 75(b), en donde se han mar-
cado las nuevas flechas rectilineas y curvilineas. Luego,
por una reunién de una dimension, se forma con los dos

lados a y b un solo lado ¢, y los dos poligonos se
reducen a
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como se ve en la figura 76(a). Por
ultimo se deducira de estos dos
poligonos uno solo mediante una So6
reuniobn de dos dimensiones en
que se empalman los lados ¢ (fi-
gura 76(b)). De esa manera, si el
poligono tiene, por lo menos, cua-
tro lados y su representacion sim-
boélica es de la forma (24.3), se le
puede reducir a otro poligono cuya
representacion simbolica se obtie-
ne, a partir de (24.3), suprimiendo

simplemente al par a a . Figura 76

(a)

(b)

Al reiterar el procedimiento anterior un numero finito
suficiente de veces, se llegara flnalmente a uno de los
dos casos siguientes:

o)) se obtiene un poligono de dos lados

B) se obtiene un poligono con cuatro lados o més en
el que no hay dos lados adyacentes de la forma aa.

En el caso a se ha llegado ya a una de las formas
normales (24.1) o (24.2).

Proseguimos ahora la reduccién en el caso (). Su-
pondremos pues en adelante que el esquema conside-
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rado esté formado por un solo poligono con cuatro lados
al menos y que no tiene dos lados adyacentes de la

+ -
forma a a .

Tercer paso. El poligono al que hemos llegado tiene
n(=4) lados y por lo tanto n vértices; y los vértices
equivalentes son designados por la misma letra. Si
todos los vértices ya son equivalentes, se ha logrado el
objetivo y se siguen los demas pasos. En caso contrario,
se procede como sigue:

(a) (b)
Figura 77

Consideremos un vertice P. A los vértices equivalen-
tes a P también los designamos con P. En virtud de la
hip6tesis existe un vértice, por lo menos, que no es
equivalente a P. Por tanto, en el contorno del poligono
hay por lo menos un vértice Q que no es equivalente a
P y que esta en un extremo de un lado cuyo otro
extremo es P (figura 77(a)). Sea a este lado y b el lado
adyacente que parte de P. El otro extremo del lado b
puede ser un vértice P, un vértice Q, o un vértice no
equivalente ni a P ni a Q. Unamos ese vértice con Q
mediante la diagonal d. El poligono dado resulta dividi-
do enuntriangulo Ay un poligono ITde n-1 lados (figura
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77(a)). Comprobaremos que los lados adyacentes ay b
del triangulo A, no son equivalentes. En efecto, en caso

" ’ . 4 . - n
contrario seriaobienb = a obien b = a ; ahora bien,
i o+ +F P , 5
si b =a , los vértices P y Q serian equivalentes, lo
que seria una contradiccion; si b = a , el poligono dado

tendria dos lados adyacentes de la forma a a ,contra
la hipétesis. Luego, el lado equivalente al lado b esta,
sin duda, en el contorno del poligono IT (figura 77(a)).
Apliquemos ahora una subdivision de dos dimensiones
en la diagonal d, y luego una reunion de dos dimensio-
nes identificando los dos lados b. Resulta entonces un
poligono que sigue teniendo n lados (figura 77(b)), pero
en el cual el numero de vértices P es uno menos que en
el poligono dado, en tanto que el nimero de vértices Q,
aumenta en 1.

Para este nuevo poligono hay dos posibilidades:

o) Hay lados adyacentes equivalentes y orientados
en sentido opuesto

B) No tiene lugar la situacion anterior.

En el caso B el tercer paso debe repetirse para seguir
reduciendo el nimero de vértices P. Al cabo de un
nuamero finito de veces se llegara a un poligono de n

lados con dos lados adyacentes de la forma a a .Esto
ocurrira, a lo sumo, cuando el poligono reducido tenga
s6lo uno de los vértices P, pues entonces, los dos lados
que tienen a P como vértice comun seran necesaria-
mente equivalentes y orientados en sentido opuesto.



123

En cuanto se presentan lados adyacentes orientados
en sentido opuesto, se debera proceder como en el
segundo paso. Mediante ese procedimiento se obtendra
un nuevo poligono que: o bien tiene sélo dos lados (y se
encuentra ya en su forma normal) o bien tiene cuatro
lados por lo menos, y no todos sus vértices son equiva-
lentes; entonces se aplica nuevamente el tercer paso.

Mediante los tres primeros pasos descritos, todo es-
guema plano poligonal puede ser reducido, mediante un
numero finito de operaciones elementales, a.un nuevo
esquema formado por un solo poligono que es de uno
de los dos tipos siguientes:

1e Tiene sOlodos lados; su representacion simbdélica

esentonces aa 6 a a , porloque se ha
llegado a su forma normal;

2. Tiene n = 4 lados, sus n vértices son todos

equivalentes, y no hay grupos aa.Enlo que
sigue nos ocuparemos de poligonos del segundo
tipo exclusivamente.

Cuarto paso. Consideremos pues un poligono del
segundo tipo. El proposito de este paso es transformarlo
mediante operaciones elementales en otro poligono de
- la misma clase, que tenga al menos un par de lados
equivalentes de signos contrarios; y que cualesquiera
gue sean dos lados equivalentes del mismo sngno ellos
sean adyacentes.

Puesto que en el poligono considerado los lados son
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equivalentes dos a dos, cada letra que representa un
lado aparece dos veces en su representacion simbdlica,
con signos contrarios o no. Si para cada par de lados
equivalentes los dos signos son contrarios, se habra
alcanzado el propdsito de este cuarto paso y se pasara
directamente al quinto. Si hay dos lados equivalentes
afectados de un mismo signo y que no son adyacentes,
procederemos como sigue para reemplazarlos por dos
lados equivalentes adyacentes y afectados por el mismo
signo.

Sean dos lados equivalentes b, no adyacentes y
afectados de signos iguales. La representacion simbé-
lica es por tanto de la forma

- b+Mb+

0_ Ab 40. 7 @ LN

@ ()
Figura 78

Unamos ahora, mediante la diagonal a, (figura 78(a))
los dos vértices hacia los que estan orientadas las
flechas que llevan los lados b. Apliquemos luego, suce-
sivamente, una subdivision de dos dimensiones a lo
largo de a, y una reunién de dos dimensiones a lo largo
de b (figura 78(b)). La representacion simbdlica del
. nuevo poligono asi obtenido es
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+ -+
— a &
De esta manera se ha reemplazado los dos lados equi-
valentes b, que no eran adyacentes y que tenian el
mismo signo, por dos lados equivalentes a, que son
adyacentes y que también tienen el mismo signo. En
esas operaciones los lados representados por las lineas
onduladas han sido globalmente transportados, sin per-
der su continuidad, hasta formar parte del nuevo poligo-
no.

Si en el nuevo poligono hay aun dos lados equivalen-
tes afectados de un mismo signo y que no son adyacen-
tes, se les puede convertir en dos lados adyacentes
a, a, sin que desaparezca el par a a que ya fue
obtenido. Continuando de esa manera, el procedimiento
se detendra s6lo cuando todos los pares de lados equi-
valentes afectados del mismo signo queden reemplaza-
dos por pares de lados equivalentes adyacentes y afec-
tados de un mismo signo.

Si de la manera descrita resultan agotados todos los
lados del poligono, habremos obtenido un poligono cuya
representacion simbdlica sera de la forma

88 8,8 ... 88 (24.4)

gue es suficientemente simple como para considerarla

una forma normal. De lo contrario, se aplica el quinto
paso.

Quinto paso. Partiremos ahora de un esquema que
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se reduce a un solo poligono con n>4 lados y en el
que sus vértices son todos equivalentes. Ademas, cum-
ple las condiciones siguientes: por lo menos hay un par
de lados equivalentes con signos contrarios; y si hay
algun par de lados equivalentes afectados del mismo
signo, esos lados son adyacentes.

En este paso, el poligono dado sera transformado,
mediante operaciones elementales, en otro cuya repre-
sentacién simbdlica estara formada por sucesiones de

lados adyacentes de la forma a; a o de laforma
abab exclusivamente.

Sea ¢ ¢ un par de lados equivalentes y de signos
contrarios, que existen por hipétesis. Decimos que hay,
por lo menos, otro par de lados equivalentes y orienta-

dos en sentidos opuestos dd tal que los dos pares

he o NE w " 3

c c y d d se'intercalan"en el contorno, con lo cual
gueremos decir que la representacion simbdlica del
poligono es de la forma

+

- + )

En efecto, si el par ¢ ¢ no estuviera intercalado con

(1) Esta representacion simbdlica puede tomar otras formas como
- + o+ : -
0
s o J AT 3 5=
AAAAA d AN € RS d+ C AASAAL
- etc.; pero todas ellas pueden ser reducidas a la forma dada en el
texto si se cambia convenientemente el sentido de las flechas y se
~efecttia una permutacion ciclica de los lados.
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otro par de lados equivalentes, con signos contrarios,
los lados de la sucesion

c+ c (24.5)

serian equivalentes entre ellos dos a dos, pues si entre

ellos hubiera un lado a" que forma parte de un par de
lados equivalentes del mismo signo, el equivalente seria

a y estaria vecino al primero, por tanto perteneceria

también a la sucesion; y si en (24.5) hubiera un lado b’
que forma parte de un par de lados equivalentes de

signos contrarios, el equivalente seria b y estaria tam-
bién en la sucesion (24.5) porque de no ser asi, el par

+ = V.5, s + -
¢ , ¢ estaria intercalado con el par b , b . Resultaria
‘entonces imposible comprobar mediante el esquema
poligonal que los vértices iniciales de ¢ y ¢ son equi-
valentes con sus vértices finales, en contradiccion con
el hecho de que todos los vértices son equi\ialentes.(

(1) Para aclarar lo dicho, consideremos el poligono de la figura adjunta
‘en que el par ¢" , ¢ no est4 intercalado con otro par andlogo. En
este caso, la representacion F
simbélica es dada por M P

cabaddbcee.

Del examen de la equivalencia
de los lados se deduce que el
vértice final P de lado ¢" es
equivalente a los vértices de-
signados por P, pero no equi-
valente con los vértices Q. Por
tanto, este poligono no es aun
de vértices equivalentes.
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d
(@) (b)

Figura 79

Los dos pares de vértices equivalentes que se inter-

calan, ¢’ ¢ y d d, los cuales existen por lo que
- acabamos de probar, pueden convertirse en dos nuevos
pares que forman una sucesion de lados adyacentes

a b a b , mediante un nimero finito de operaciones
elementales. Las figuras 79(a), (b) y (c) muestran cémo
esas operaciones que consisten de una subdivision de
dos dimensiones segun la diagonal a seguida de una
reunién de dos dimensiones a lo largo de los lados ¢ y
luego, de una subdivisién de dos dimensiones segun la
diagonal ¢ seguida de una reunion de dos dimensiones
a lo largo de los lados d. Como se ve, durante esas
operaciones los lados que son representados por las
lineas onduladas son transportados en bloque y, des-
pués de ellas, siguen como antes. Por tanto, los pares

de lados adyacentes de la forma a; a, obtenidos en el
cuarto paso se conservan durante este quinto paso.

Si en el poligono, transformado como se ha dicho, se

tiene, aparte de losparesa @ y b b ya obtenidos,
- otro par de lados equivalentes afectados de signos
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contrarios, llamémoslos e’ e , este par no puede inter-
calarse con el par a a niconel par b'b . Existe,

por tanto, otro par f f talquelosparese e y f f
se intercalan. Con estos podemos proceder de manera

semejante a como lo hicimos antes con los pares ¢ ¢

y d" d ,y quedaran reemplazados por una sucesion
de lados adyacentes de la misma forma que

a b ab .En el curso de esta nueva reduccion, las
sucesiones de lados adyacentes de las formas a; a, v

a b a b ,que ya fueron obtenidas, permanecen intac-
tas.

Continuando de la misma manera se llegara, final-
mente, a un poligono cuya representacion simbdlica
tiene, Unicamente, sucesiones de lados adyacentes de

lasformas a,a oabab

Si, en particular, la representacion simbdlica tiene
solamente sucesiones de lados adyacentes de la forma

a b ab ,es decir, sila representacién simbdlica del
poligono se reduce a
+ + - - + + - - + + - -
a b ab ab ab ..ab ab , (246) .
se logra ya una forma simple que consideraremos nor-
mal.

Sexto paso. Sé6lo nos queda por considerar un poli-
gono cuya representacion simbdlica esté formada exclu-
sivamente por sucesiones de lados adyacentes de la
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forma a, a, 6 delaforma a b a b , y en que cada
una de esas formas se presenta efectivamente. En este
paso se trata de reducir el poligono a la forma (24.4),
mediante un nimero finito de operaciones elementales.

Veremos, en efecto, que cada sucesion @ b’ a b
puede ser reemplazada por dos de la forma a; a; . Con
tal fin, consideremos una sucesiéon a' b'a by una
sucesién ¢ ¢. En primer término, podemos convertir

abab y c¢c entresparesdelados equivalentes
tales que los signos
atribuidos a los lados
de cada par sean los

d

b b
mismos (figuras 80(a)
y (b)). Las operacio- g .
nes son: subdivision q
de dos dimensiones @ )

segun la diagonal d y Fidinalen

reunién a lo largo de c.

Los pares resultantes estan formados por los dos lados
a, los dos lados b y los dos lados d.

Ahora aplicando por tres veces consecutivas el pro-
cedimiento del cuarto paso, los tres pares obtenidos
pueden reemplazarse por tres nuevos pares, cada uno
de los cuales esta formado por lados equivalentes,
afectados de un mismo signo y adyacentes, como se
aprecia en las figuras 80(b) y 81(a), (b), (c).

Se llega asi, finalmente, a un poligono cuya repre-
- sentacién simbdlica tiene la forma (24.4).
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@ (b) (c)
Figura 81

Al final del libro se ha incluido un cuadro, titulado

Reduccion de un poliedro a la forma normal,
en que se da el diagrama de flujo del procedimiento
descrito hasta aqui.

En resumen:

Todo poliedro esta emparentado elemental-
mente con un poliedro de una sola cara, cuyo
esquema plano poligonal se reduce a un poligo-
no cuya representacion simbdlica tiene una de
las tres formas normales siguientes:

EE A

FN1: . aa, (24.1)
FN2:a, b, a, by @& b, & b> ... a, b, a b, , (24.6)
(p=1,278, 5},

FN3: a a @ @ ... g ay » (24.4)
(q=1,2,3,..).

Ejemplo. Consideremos una esfera en la cual se ha
insertado tres casquetes cruzados, en tres aberturas
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circulares recortadas en ella. Resulta asi una superficie
cerrada. En la figura 82(a) se muestra la esfera y los
bordes de las aberturas circulares en que se insertan los

(b)

Figura 82

tres casquetes cruzados. Cada uno de ellos puede ser
generado por la identificacién de los puntos diametral-
mente opuestos de dichos bordes. La esfera puede
entonces ser dividida para formar un poliedro de caras
IT y II, , la segunda de las cuales esté formada por la
parte rayada de la esfera, y toda la parte no visible de
ella. TI esta formada por la parte punteada. En el dibujo
se sefialan las diferentes aristas del poliedro y sus
sentidos dados por flechas. La figura 82(b) presenta el
esquema poligonal, formado por dos poligonos de seis
lados. El procedimiento de reduccion a la forma normal
conduce, en este caso, a un poligono cuya repre-
sentacion simbdlica es del tipo (24.4) con g = 3. Puede
probarse, en general, que la forma normal de todo
- poliedro proveniente de una esfera en que se insertan
g casquetes cruzados, es (24.4).
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25. CONSIDERACIONES COMPLEMENTA-
RIAS ACERCA DE LA REDUCCION DE LOS
POLIEDROS A FORMAS NORMALES

Las consideraciones siguientes tienen por objeto dar
una interpretacion geomeétrica de los tres ultimos pasos
del procedimiento de normalizacién que hemos tratado
de manera combinatoria y que, como veremaos, corres-
ponden a determinadas construcciones geométricas.
Con tal fin, vamos a describir las superficies que corres-
ponden a las formas FN1, FN2y FN3.

o] b 0 o) b 0
0 E fo) (&) B (0]

(d) (e)
Figura 83

La forma normal FN1 es dada por (24.1) y correspon-
de a las superficies cerradas homeomorfas con la esfe-
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ra, las cuales pueden considerarse como las mas sim-
ples de todas las superficies cerradas.

Consideremos ahora la forma normal FN2. Recorde-
mos con ese fin que el toro (fig. 83(a)) admite como
esquema poligonal al cuadrilatero de la figura 83(b),
cuya representacion simbdlica es

abab,
que corresponde a la forma FN2 en el caso en que
p=1. Podemos establecer por tanto, que dicha forma
corresponde a una superficie homeomorfa con una es-

fera provista de una asa, o sea topoldégicamente equiva-
lente con un toro.

Consideremos ahora el caso enque p=2:

Si en la superficie del toro se practica una abertura
cuyo contorno sea la curva simple cerrada ! se obtiene

una superficie que no es cerrada pues posee el borde
[ . Esa superficie da origen a una representacién me-
diante el poligono de la figura 83(c) en el que la abertura
aparece dentro del cuadrilatero. Una deformacién con-
tinua de éste permite transformarlo en el pentagono de
la figura 83(d), uno de cuyos lados es la imagen de la
curva [ . La superficie del toro provisto de la abertura
puede deformarse para tomar la forma de la figura 83(e)
y también 83(f), en las cuales aparecen los bordes [ . La
ualtima justifica el nombre de asa que se da a la super-
ficie abierta cuyo diagrama poligonal es dado en la figura
~ 83(d), cuya representacion simbdlica es
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ababl,

gue ya hemos tratado en la seccion 18.

Figura 84

En la figura 84(a) se muestran dos pentagonos que
corresponden a dos asas que empalmamos por sus
bordes. Lo que equivale al empalme de los dos penta-
gonos haciendo coincidir sus lados / , como se indica en
la figura. Resulta entonces un doble anillo (figura 60)
cuyo esquema poligonal es el octogono de la figura
84(b) o enla figura 61(a), cuya representacion simbdlica
es, como se vio en la seccion 18,

a b a b ab, ab
la que es de la forma FN2,enelcaso p=2.

De manera analoga puede obtenerse la forma normal
FN2,enelcaso p=3: .

En una abertura circular hecha en la superficie de un
doble anillo puede insertarse una asa de manera que
coincidan los bordes de ambas superficies. Resulta asi
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una superficie cerrada que es el triple anillo cuyo esque-
ma poligonal se reduce a un poligono de doce lados y
gue es homeomorfa con una esfera en la que estan
insertadas dos asas. Su representacién simbdlica es de
la forma normal FN2en el caso p= 3. El procedimiento
puede generalizarse para obtener superficies homeo-
morfas con una esfera provista de un nimero cualquiera
p de asas, cuyas representaciones normales son de la
clase FN2. Nos referimos, por ultimo, a la forma normal
FN3.

La banda de Mobius es una superficie provista de
un solo borde constituido por una curva continua y
cerrada del espacio. De la misma manera que un toro
resulta al insertar una asa en una abertura hecha en una
esfera, puede insertarse una banda de Mobius hacien-
do corresponder su borde con el de la abertura de la
esfera. Es claro, sin embargo, que esta operacion es
imposible en un espacio de tres dimensiones sin que la
banda se cruce consigo misma durante el proceso. Es
posible demostrar, sin embargo, que en un espacio de
cuatro dimensiones puede llevarse a cabo dicha opera-
cién sin que la banda tenga que atravesarse a si misma.

En la seccion 19 vimos que la banda de Mobius es
homeomorfa con el casquete cruzado. La insercion de
una banda de Mobius en una abertura hecha en una
esfera puede entonces llevarse a cabo en el espacio de
tres dimensiones, insertando un casquete cruzado y
empalmando los bordes de ambas superficies. Se ob-
tiene asi la superficie de la figura 51(c) 6 la de la figura
68(b), cuya representacién simbdlica se reduce a la
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forma normal FN3:

aa (25.1)

correspondiente a g = 1, la cual puede deducirse, sea
de lo expresado al comienzo de la seccion 19 respecto
de la figura 67, sea observando que el esquema poligo-
nal que representa a la superficie en referencia, esta
formado por los dos poligonos de la figura 85, cuyas
representaciones simbdlicas son

b.lsb L v aadils

a
1
l;ﬂ m Vlz ZN_. m Aa

L
NN{!

Figura 85

En efecto: el primer rectangulo representa a la banda
de Mébius cuyo borde libre esta representado por los
lados I, y I, ; y el segundo representa a la esfera
provista de una abertura cuyo borde esta representado
por los lados I, 'y [, . Este esquema puede reducirse a
la forma normal (25.1) mediante el procedimiento gene-

“ral de la secci6n 24, como puede comprobarse.
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De lo expresado en esta seccion se deduce que la
presencia, en el poligono que representa a una super-

ficie cerrada, de un grupo de laforma a' b a b de-
muestra la existencia en esa superficie de un asa
insertada en otra superficie provista de una abertura.
Semejantemente, la presencia de un par de la forma

a a demuestra que la superficie resulta de la insercién
de un casquete cruzado.

En el procedimiento de normalizacién de la seccién
24, el cuarto paso mediante el cual se cambia un poli-
gono cuya representacion simbdlica es de la forma

b——b

por otro de la forma

+ 4
’81 31-

aparece claramente la insercion de un casquete cruza-
do. Por tal motivo se dice que el cuarto paso consiste en

la normalizacién de casquetes cruzados.

Semejantemente, el quinto paso da lugar a la forma-
cién de grupos a b a b , razén por la que se dice que
consiste en la normalizacion de asas.

El sexto paso se llama conversion de asas en
casquetes cruzados. Tiene lugar cuando la repre-
sentacion simbdlica se reduce a asas y casquetes cru-
zados, en cuyo caso puede reducirse a casquetes cru-
zados, exclusivamente.
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26. CARACTERISTICAS Y ORIENTABILIDAD
gES POLIEDROS Y SUPERFICIES CERRA-

En las secciones 13 y 15 nos referimos, de manera
preliminar, a las nociones de caracteristica y orientabili-
dad. Trataremos ahora acerca de la caracteristica y
orientabilidad de un poliedro para luego definir las de
una superficie cerrada.

Consideremos un poliedro. Sea V el numero de sus
vértices, A el de sus aristas y C el de sus caras. Se llama

caracteristica del poliedro al nimero
k =V-A+C . (26.1)

Es claro que en el esquema plano poligonal del poliedro,
el nimero de vértices no equivalentes es V, el nimero

de lados no equivalentes es Ay el nimero de poligo-
nos es C; por tanto, estos numeros cumplen la relacion
(26.1). Podemos observar que al someter el esquema
plano poligonal a operaciones elementales, los numeros
V, Ay C pueden cambiar, pero el valor de la suma
V- A+ C=k no varia. En efecto, una subdivisién de
una dimensién deja invariante C, mientras que tanto A
como V, aumentan en 1. Una subdivision de dos dimen-
siones aumentaen1a C y A, dejando V invariable.
En consecuencia, V- A+ C no cambia de valor. Es
claro también que en las reuniones de una y dos dimen-
siones tampoco varia esa suma. Podemos establecer,
entonces, que dos poliedros emparentados ele-

mentalmente tienen la misma caracteristica.
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Se dice que un poliedro es orientable si el sentido
de recorrido de cada uno de los poligonos de su esque-
ma plano poligonal puede determinarse de manera que,
en su representacion simbdlica, toda letra que repre-
senta a dos lados equivalentes, y que por ello aparece
dos veces, lo haga con signos contrarios. En caso

contrario, se dice que el poliedro es no orientable.

No ofrece mayor dificultad comprobar que la propie-
dad de un esquema plano poligonal de ser o0 no orienta-
ble permanece invariante al realizarse una operacion

elemental. Por consiguiente, dos poliedros empa-
rentados elementalmente son ambos orienta-
bles 0o ambos no orientables.

Las caracteristicas que corresponden a las tres for-
mas normales FN1, FN2y FN3 dadas en (24.1) , (24.6)
y (24.4) son

FN1: k=2-1+1=2
FN2: k=1-2p+1=2(1-p)
FN3: k=1-g+1=2-q .

Los poliedros FN1" y FN2 son orientables pero

los FN3 son no orientables; por ello, ningtn poliedro
- FN3 puede emparentarse elementalmente con poliedro

(1)  Llamamos poliedros FN1, FN2, FN3 a aquellos cuyas formas
normales pertenecen a esas clases respectivamente.
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alguno de la clase FN1, ni de la clase FN2 . Tampoco
puede ser emparentado elementalmente un poliedro
FN1 con otro FN2 porque en ningun caso sus caracte-
risticas son iguales. Finalmente, los poliedros FN2 co-
rrespondientes a valores diferentes de p, asi como los
FN3 que corresponden a distintos valores de g no
pueden ser emparentados elementalmente puesto que
sus caracteristicas son distintas.

Por consiguiente, las clases de poliedros emparenta-
dos elementalmente, pueden designarse por FN1,
FN2-p y FN3-q,donde p y q pueden tomar los

valores 1, 2, 3, ... . Se tiene entonces que: Para que
dos poliedros sean emparentados elemental-
mente es necesario, y suficiente, que tengan la
misma forma normal .

Si un poliedro es orientable, su forma normal es
FN1 o FN2 y por tanto su caracteristica es-un nimero
par. Si es 2, su forma normal es FN17; y si es menor que
2, suforma normal es FN2. En el ultimo caso el nimero

p es igual a B i

Si un poliedro es no orientable , su forma normal
es FN3. Su caracteristica, k, permite obtener g=2 - k.

Por consiguiente, se cumple el siguiente teorema de
Dehn y Heegard :

Para que dos poliedros sean emparentados
elementalmente es necesario y suficiente que
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tengan la misma caracteristica y que ambos
sean orientables o no orientables.

Segun se ha explicado una superficie cerrada puede
originar un poliedro de muchas maneras mediante diver-
sas divisiones poligonales. Se cumple la siguiente im-
portante proposicion:

Dos poliedros cualesquiera, deducidos de
una misma superficie cerrada mediante dife-
rentes divisiones poligonales, tienen siempre la
misma caracteristica y ambos son orientables
o no orientables.

La demostracion correspondiente excede los propé-
sitos de esta exposicion, por lo que la omitimos.

La proposicion precedente, justifica las siguientes
definiciones:

Se llama caracteristica de una superficie ce-

rrada, ala caracteristica de cualquiera de los poliedros
originados por ella.

Se dice que una superficie cerrada es orienta-

ble, si lo es cualquiera de los poliedros originados por
ella.

(1) A este respecto: B. V. Kerékjartd, Vorlesungen Uber
Topologie, Springer (1923 ), pag. 133 a 145.
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27. TEOREMA PRINCIPAL DE LA TOPOLOGIA
DE LAS SUPERFICIES CERRADAS.

Sean dos superficies cerradas homeomorfas. El ho-
meomorfismo existente permite que cualquier division
poligonal de una pueda trasladarse a la otra, de manera
gue ambas divisiones constituyan poliedros con un mis-
mo esquema plano poligonal y, por tanto, con la misma
representaciéon simbolica. Los dos poliedros tendran la
misma caracteristica y ambos seran orientables o no
orientables.

Por consiguiente, dos superficies homeomorfas tie-
nen la misma caracteristica. Ademas, si una es orienta-
ble, la otra también lo es. Resulta entonces que la
caracteristicayla orientabilidad de una super-
ficie cerrada son independientes de la division
poligonal que se considere, y son propiedades
que no varian por homeomorfismos. Por tanto,
son invariantes topologicos.

En la seccion 23 establecimos que para que dos
superficies cerradas determinadas por poliedros sean
homeomorfas es suficiente que esos poliedros sean
elementalmente emparentados. Probaremos que la
condicién también es necesaria.

Consideremos dos poliedros que determinan dos su-
perficies cerradas homeomorfas. Por ser la caracteristi-
ca y la orientabilidad invariantes topolégicos, ambos
poliedros tienen la misma caracteristica y son simulta-
neamente orientables o no. Luego, en virtud del teorema



144

de Dehn y Heegaard, los dos poliedros son elemental-
mente emparentados.

En consecuencia:

Para que dos superficies cerradas sean ho-
meomorfas, es necesario y suficiente que los
poliedros que las determinan sean elemental-
mente emparentados.

Por lo expuesto resulta que el conjunto de las super-
ficies cerradas se divide en clases disjuntas. En cada
clase puede sefnalarse la presencia de una superficie
particular (tipica), con la que todas las demas son ho-
meomorfas. En el caso de las superficies orientables,
son tipicas la esfera y las esferas provistasde 1, 2, 3, ...
asas ; y en el de las no orientables, son tipicas las
esferas provistas de 1, 2, 3, ... casquetes cruzados.

El teorema de Dehn-Heegaard permite establecer
el lamado teorema principal de las superfi-
cies cerradas : Dos superficies cerradas son
homeomorfas si, y sélo si, tienen la misma ca-
racteristica y ambas son orientables o no orien-
tables.

28. GENERO Y NUMERO DE CONEXION DE
UNA SUPERFICIE CERRADA ORIENTABLE

Por lo expuesto hasta ahora, dos superficies cerradas

orientables son homeomorfas si, y sélo si, tienen la
misma caracteristica. Ahora bien, la caracteristica no



145

tiene una significacion suficientemente intuitiva. El gé-
nero y el nimero de conexién son,como veremos,
invariantes topol6gicos de facil interpretacion intuitiva y
gue pueden reemplazar a la caracteristica.

Figura 86

En tanto que una esfera cortada a lo largo de una
curva cerrada y simple trazada sobre ella, queda sepa-
rada en dos partes; los toros o anillos multiples tienen la
propiedad de que sobre ellos pueden trazarse curvas
simples cerradas y disjuntas, en numero igual al de su
caracteristica, sin que al cortarlos segun esas curvas,
las superficies queden separadas en dos partes (figura
86)

Llamaremos género de una superficie cerrada
orientable, al nUmero maximo de curvas simples ce-
rradas, disjuntas entre si, que pueden trazarse sobre ella
sin descomponerla en partes. Asi, el género de la esfera
es 0; y el género de un anillo p veces multiple, es igual

ap.
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Sean Sy S’dos superficies homeomorfas, cerradas
Y orientables. Si en una de ellas, S por ejemplo, existen
Ncurvas simples, cerradas y disjuntas que no la dividen
€N partes, sus nimagenes por el homeomorfismo seran
Ncurvas de S’ con las mismas propiedades. Por tanto,
dos superficies homeomorfas cerradas y orientables,
tienen el mismo género. Por consiguiente, el género es
un invariante topolégico .

Si las curvas cerradas a las que nos hemos referido
€n los parrafos anteriores no son, necesariamente, dis-
luntas entonces el nimero maximo de curvas simples
Cerradas que no dividen a la superficie aumenta. Tal
Cosa se muestra en la figura 86 en la que puede verse
Que, si a las curvas cerradas que dan origen a los cortes,
Se les agrega las curvas punteadas, que no son disjun-
tas con las primeras, la superficie no se divide.

Se llama niimero de conexion de una superficie
Cerrada orientable, al nUmero maximo de curvas simples
Cerradas, disjuntas o no, que pueden trazarse sobre ella
Sin dividirla en partes.

Si el género de la superficie es p, su nimero de
Conexion es 2p. Si designamos por y el género y por k
el nimero de conexion de una superficie cerrada orien-
table, las relaciones de esos nameros con la caracteris-
tica k, resultan de las ecuaciones (24.1) y (24.6), y son:
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Se nota de esta manera que basta conocer uno de
los parametros k, y o k para que los otros sean
determinados de inmediato. Es claro entonces que vy
y K son invariantes topoldgicos comolo es k. Resultan
entonces las proposiciones siguientes, la primera de las

cuales fue descubierta en 1866 por Camille Jordan:

La condicién necesaria y suficiente para que
dos superficies cerradas orientables sean ho-
meomorfas, es que tengan el mismo género.

Para que dos superficies cerradas orienta-
bles sean homeomorfas, es necesario y suficien-
te, que tengan el mismo nimero de conexion.



REDUCCION DE UN POLIEDRO A LA FORMA NORMAL

‘F———)l ¢Consta el esquema de méas de un poligono?
STY I~

PASO 1: Reducci6n del nimero —)[ ¢ Tiene el poligono mas de 2 Iados?ll())-
de lados en una unidad =
> ¢Existe en el esquema algtin par a* &~ ? |
Jst
PASO 2: Eliminacion de un par a* a. | NO
| ¢ Son todos los vértices equivalentes? v

No |

—| PASO 3: Reduccion a vértices equivalentes—l

SI

¢ Hay algin par de lados equivalentes con signos igua-| NO

4 les y no adyacentes? “

1 st

- > — NO
PASO 4: Conversion de un par de lados ¢ Hay lados equivalentes con sig-|—s)
equivalentes con signos iguales y no ad- nos contrarios y no adyacentes?
yacentes en un par &' a*.
(Normalizacién de casquetes cruzados) o
A
M ¢Hay algun par de lados equivalentes con signos

———> contrarios que no pertenezca a algun grupo de la
forma g" bt a b~ ?
st

PASO 5: Reduccién de dos pares a" a
y b" b~ alaformanormal a" b*a b~ v

NO

(Normalizacién de asas)

| ¢Hay algun par de la forma &" a* A NO;

SIy

PASO 6: Combinacién de cada grupo a" b"a b conun
| grupo ¢* ¢" para formar tres grupos & &, & & , &} &}

(Conversion de asas en casquetes cruzados)

EL POLIEDRO ESTA REDUCIDO A LA FORMA NORMAL I(——
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