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Presentacion

La Pontificia Universidad Catdlica del Perd y la Universidad de Valladolid colaboran desde
hace afios organizando una Escuela Doctoral conjunta. En 2015, coincidiendo con la octava edi-
cién de esta escuela doctoral, se organizé una Escuela de investigacion CIMPA. El CIMPA es un
organismo dependiente de la Unesco cuyo objetivo es fomentar la investigacion y la ensefianza
superior de matemadticas fundamentales y aplicadas y sus interacciones. La principal actividad del
CIMPA es apoyar la organizacion de escuelas de investigacion y en este contexto se enmarcé la
VIII Escuela Doctoral Intercontinental de Matematicas.

Durante la escuela se impartieron cinco cursos:

- “Galois theories” por José Manuel Aroca Herndndez-Ros (Universidad de Valladolid, Es-

pafia)

“Galois grupoid of a racional transformation” por Guy Casale (Université de Rennes I, Fran-

cia)

“About the Cremona group” por Julie Déserti (Université Paris 7, France)
- “Transformation groups of holomorphic foliations” por Percy Ferndndez Sanchez (Pontifi-

cia Universidad Catdlica del Pert)

“Algebraic properties of groups of complex analytic local diffeomorphisms” por Lorena
Lépez Hernanz (Universidade de Minas Gerais, Brasil) and Javier Ribén Herguedas (Uni-
vesidade Federal Fluminense, Brasil)

asi como varias conferencias, algunas de ellas impartidas por los estudiantes que asistieron a la
Escuela. Este libro contiene las notas de cuatro de los cursos que se impartieron. Queremos apro-
vechar estas lineas para agradecer a los profesores J. M. Aroca, G. Casale, J. Déseti, P. Fernandez,
L. Lépez y J. Ribon el haber aceptado impartir estos cursos y también a los participantes en la
escuela por el buen ambiente de trabajo creado entre todos.

La realizacién de la Escuela pudo llevarse a cabo gracias a la financiacion de los siguien-
tes organismos: PUCP, CIMPA, Foundation Compositio Mathematica, International Mathematical
Union, CNRS, Institut de Mathématiques de Jussieu Paris Rive Gauche, Ministerio de Economia
y Competitividad de Espafia y la Red Peruana de Universidades, a los cuales agradecemos su

colaboracion.

Santander y Lima, 30 de noviembre de 2015
Nuria Corral Pérez

Francisco Ugarte Guerra
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Teorias de Galois

José Manuel Aroca

SEcciON MATEMATICAS - PUCP, CTRI-UVA
Liva 32 - PERU, VALLADOLID - ESPANA

E-mail address: aroca@uva.es

La filiation la |a plus directe que je crois reconnaitre a présent avec un mathématicien

du passé, est bien celle gui me relie 3 Evariste Galois.

Atortou a raison, il me semble gue cette vision que |'ai dévelopeé pendant quinze

années de ma vie, et qui a continué encore @ mirir en moi et a s'enrichir pendant les seize
années écoulées depuis mon départ de la scéne mathématigue, gue cette vision est aussi
celle que Galois n‘aurait plus s'empécher de développer, s'il s'etait trouwé dans les parages a
ma ma place, et sans gu'une mort précoce ne vienne brutalement couper court un magnifigue
élan}

A. Grothendieck. Récoltes et Semailles
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TeoriAs DE GALOIS / JOSE MANUEL AROCA

11 s'agit de symétries, mais en un sens assez subtil,
qu'il faut radicalement distinguer du sens naif.

J. P. Ramis

1. Introduccion. La Teoria de la Ambigiiedad

En una Conferencia en Valladolid en mayo de 2011, J.P. Ramis [31] citaba una frase de A.
Connes:

La théorie de Galois est devenue tellement classique en mathématiques que les tex-
tes qui la présentent sont pour la plupart d’une facilité apparente qui est déconcer-
tante et terriblement trompeuse car en trivialisant les énoncés, elle enmasque sou-
vent la portée métamathématique. 1l n’est donc sans doute pas inutile méme pour le
mathématicien professionnel de relire ces textes avec la fraicheur nécessaire, i.e. en

essayant de réfléchir directement aux énoncés sans utiliser I’artillerie lourde.

Ese es precisamente nuestro objetivo en este curso, intentaremos presentar una parte de las nume-
rosas aproximaciones a la Teorfa de Galois limitando el uso de la artilleria pesada y tratando de
ir a las ideas mds que al formalismo subyacente.

Como se ha repetido muchas veces, el nombre usado por Galois al final de su vida para referirse
a lo que hoy se conoce por Teoria de Galois es el de Teoria de la Ambigiiedad. En apoyo de esta

afirmacidn se citan siempre los parrafos finales de su carta-testamento del 29 de mayo de 1832.
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En ella Galois escribe:

Tu sais, mon cher Auguste, que ces sujets ne sont pas les seuls que j'aie explorés.
Mes principales méditations depuis quelque temps étaient dirigées sur I’application
a l'analyse transcendante de la théorie de I’ambiguité. Il s’agissait de voir a priori
dans une relation entre des quantités ou fonctions transcendantes quels échanges on
pouvait faire, quelles quantités on pouvait substituer aux quantités données sans que
la relation piit cesser d’avoir lieu. Cela fait reconnaitre tout de suite I’impossibilité

de beaucoup d’expressions que I’on pourrait chercher.

En su discurso de ingreso en la Academia de Ciencias de Francia J.P. Ramis (ver [30]) cita a
Birkhoff (ver [2] ) que remonta la idea galoisiana de ambigiiedad al Principio de la razon suficiente

de Leibniz; Birkhoff enuncia su principio identificando la ambigiiedad con la accién de un grupo:

Principle of sufficient reason If there appears in any theory T a set of ambiguously
determined ( i e. symmetrically entering) variables, then these variables can
themselves be determined only to the extent allowed by the corresponding group
G. Consequently any problem concerning these variables which has a uniquely
determined solution, must itself be formulated so as to be unchanged by the

operations of the group G ( i e . must involve the variables symmetrically).
Heuristic Conjecture The final form of any scientific theory T is:
1. Based on a few simple postulates
2. Contains an extensive ambiguity, associated symmetry, and an underlying
group G
In such wise that, if the language and laws of the theory of groups be taken for
granted, the whole theory T appears as nearly self-evident in virtue of the above

Principle.

Birkhoff presenta un ejemplo de su teoria: tomamos un cuadrado de papel y rotulamos sus es-
quinas con las letras A, B, C, D, desde la parte superior y de izquierda a derecha, con el cuadrado
frente a nosotros hay cuatro posiciones posibles que corresponden a los cuatro giros de multiplos
enteros de 90 grados. Si quitamos los rétulos aparece la ambigiiedad. Para Birkhoff ambigiiedad
y simetria son la misma cosa, entiende la ambigiiedad de forma absoluta, hay ambigiiedad o no la

hay, y si la hay esta reflejada en un grupo de simetrfa.
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Para Ramis (ver [31]) la ambigiiedad tiene unas diferencias sutiles con la simetria, tanto en su
naturaleza, ya que es relativa, como en su formulacién, pues no se refleja en un grupo sino en un
torsor. Veamos con mas detalles ambos tipos de diferencias.

Ramis retoma el ejemplo de Birkhoff: consideramos un cuadrado blanco de papel con las
cuatro esquinas coloreadas alternativamente de rojo y de verde, colocamos el papel delante de
nosotros y cerramos los ojos, al volver a abrirlos y ver el papel exactamente igual no podemos
saber si no lo ha tocado nadie o si alguien lo ha girado 180 grados. Si fuésemos dalt6nicos la
ambigiiedad seria mayor pues tampoco detectariamos los giros de 90 y 270 grados. Es decir, la
ambigiiedad es en parte inherente a la teoria y en parte a la informacién o a la capacidad de
observar del observador.

De modo mds general supongamos que dos jugadores A y B se enfrentan ante un tablero,
el jugador A manipula el tablero y el B debe adivinar lo que ha hecho A. Si el conocimiento
de B es imperfecto, puede haber jugadas indetectables o varias jugadas que, en lo que B puede
observar, dan el mismo resultado. Si por alguna razén la capacidad de observacién de B cambia,
la ambigiiedad lo hace también.

En la Teoria de Galois de ecuaciones algebraicas si el tablero estd formado por las raices de
un polinomio irreducible con coeficientes racionales y las vinicas operaciones que puede hacer
B con ellas son las de adicién, multiplicacidn, resta y divisiéon, B no puede detectar la elecciéon
de una de las raices hecha por A, ya que lo tnico que sabe de ella es su polinomio minimo.
En cambio si puede detectar una permutacion si las raices de la ecuacién verifican relaciones
algebraicas con coeficientes racionales. El grupo formado por las permutaciones indetectables por
B, es exactamente el grupo de Galois de la ecuacion. Si el conocimiento de B mejora porque
puede usar algunos numeros algebraicos adecuados, es decir, ampliar el cuerpo base, el grupo de
ambigiiedad disminuye y esta es la correspondencia de Galois.

Planteando la situacion de modo ligeramente diferente, si tenemos una extensién algebraica
L de un cuerpo K y dos jugadores A que vive en L y B que vive en K, si B no puede operar
sino con los elementos de K, cuando A le muestra un elemento de L lo tnico que puede averiguar
de él es su polinomio caracteristico y dos elementos con el mismo polinomio caracteristico son
indistinguibles. Si ampliamos el conocimiento de B, es decir, lo situamos en un cuerpo entre K
y L, mejora su capacidad de distinguir los elementos que le muestra A al poder encontrar nuevas

relaciones algebraicas entre ellos.

Ejemplo 1.1.- Consideramos la ecuacién 2 — 1022 4 1 = 0 con coeficientes en Q, sus raices

son:

G=V2+V3 &=V2-V3 & =-V2+ V3 &4=-V2-V3

17
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y estdn ligadas por las relaciones:

&+é& = 0
&+8& = 0
(G1+&)? = 8
(G1+8&)° = 12

El grupo de Galois estd formado por las permutaciones:
G ={(1),(1,4)(2,3),(1,2)(3,4), (1,3)(2, 4 }.

En unas notas no publicadas citadas por Viaud [37] P. Cartier propone el siguiente esquema
para la Teoria de Galois. Dado un polinomio irreducible separable:

P(z) = 2"+ aiz" ' 4 ...+ a, € K[z,

si L es su cuerpo de descomposicién y {r1, ..., 7, } son sus raices, podemos considerar el conjunto
de n! puntos de L™:

R(P($)) = {(T(J'(l)v "'7Tﬂ(n)) | [S Sn}

Si dotamos a L de la K- topologia de Zariski este conjunto es cerrado, porque es el conjunto de

ceros de la familia de polinomios con coeficientes en K (Relaciones de Cardano):

{5j(x1, 00y n) = (=1)1a; bicicn

donde las s; son las funciones simétricas elementales.
En la ecuacion general este cerrado es irreducible, pero para ecuaciones particulares puede
haber entre los grupos de raices relaciones algebraicas con coeficientes en K eso se traduce en

que el cerrado R(P) es reducible y se descompone en unién de componentes irreducibles:
R(P)=RyU...URy.

Estas componentes tienen el mismo estabilizador que es exactamente el grupo de Galois de la

ecuacion.

Ejemplo 1.2.— Consideramos la ecuacién 23 — 2 = 0 con coeficientes en Q. Si w es una raiz

primitiva ctibica de 1, w? +w + 1 = 0. Las soluciones de la ecuacién son

{V2, wV/2, w?V/2}

18
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y el cuerpo de descomposicién de la ecuacién es L = Q(w, v/2). El conjunto R(z* — 2) estd

definido en L? por las ecuaciones:

X+Y+Z =0
(B):{ XY+XZ+YZ = 0
XYz = 2

y este cerrado es irreducible, entonces el grupo de Galois sobre Q de la ecuacion es S3, pero si
ahora ampliamos el cuerpo base a K = Q(w), R(x* —2) se descompone en unién de dos cerrados

irreducibles:
R(:If5 — 2) =ChLUCy

C1 = {(V2,wV2,w*V2), (wV2,w? V2, V2), (w?V2, V2,wV2)}
Oy = {(V2,w* V2,wV2), (wV/2, V2,w* V2), (W’ V2,wV2, V2)}

obtenidos afiadiendo a las ecuaciones del sistema (F), la ecuaciéon Y = wX para el primer cerrado
ylaY = w?X para el segundo.

El estabilizador de ambas componentes irreducibles es A3 que es ahora el grupo de Galois de
la ecuacion sobre K.

En la segunda situacién del ejemplo se precisa el significado de la ambigiiedad, las raices de la
ecuacion son igualmente indistinguibles sobre Q y sobre K, pero en el segundo caso hay relaciones
internas entre ellas que no aparecen en el primero y el grupo de Galois detecta la aparicion de estas
relaciones.

Este es exactamente el planteamiento de Galois:

Soit une équation donnée, dont a, b, c, ...., sont les m racines. 1l y aura toujours un

groupe de permutations des lettres a, b, c, ..., qui jouira de la propriété suivante:

1. que toute fonction des racines invariante par les substitutions de ce groupe, soit

rationnellement connue.

2. réciproquement, que toute function des racines, determinée ratinnellement, soit

invariante par ces substitutions.

Aqui aparece la segunda diferencia, aunque Galois usa la palabra grupo, no se refiere a este objeto
algebraico definido por Cayley mas de cincuenta afios después; considera las substituciones, es de-
cir, el conjunto de todas las permutaciones de las raices con la accion simple y transitiva del grupo

de permutaciones, como hemos visto mds arriba, y esto es lo que se conoce hoy por un espacio

19
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principal homogéneo o torsor. En este punto radica la diferencia entre el tratamiento tradicio-
nal de la teoria formalizado después de la muerte de Galois y el planteamiento de Grothendieck,
inspirado también en la obra de Riemann, Poincaré y Schwarz.

Veremos que en el punto de vista de Grothendieck no solo se vuelve a la obra de Galois
con una interpretacion mas fiel, sino que se trata de explicar las razones de la ambigiiedad. En la
version topolégica de la Teoria de Galois, las relaciones invisibles entre las raices de las ecuaciones
algebraicas, son perfectamente visibles, se puede llevar un punto de la fibra a otro punto de la fibra
si estan conectados por un camino, y este tipo de conexion es el que es capaz de poner de manifiesto
Grothendieck con el funtor de puntos del que hablaremos posteriormente.

La ambigiiedad galoisiana se presenta en muy distintos contextos y el articulo de Y. Andre [1]
contiene gran niimero de ellos.

20
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2. Introduccion a la teoria axiomatica de conjuntos. Universos

En diversos puntos de esta exposicion, la construccién del cierre algebraico o el pequefio
viaje por la Teoria de Categorias por ejemplo, no hacemos referencia a las Clases (en sentido
conjuntista) y usamos sistematicamente el axioma de eleccion y el lema de Zorn. Ello se debe a
que nos situamos en el contexto de los Universos de Grothendieck. Para entender este contexto
haremos una breve exposicion de la teoria axiomatica de conjuntos.

En el comienzo de casi cualquier texto de cualquier rama de las matemdticas se cita la palabra
conjunto o uno de sus sinénimos (el diccionario ideoldgico de Casares cita 76), pero el conte-
nido de esa palabra estd muy lejos de ser trivial, y su uso motivd, el siglo pasado, una crisis de
fundamentos con enormes consecuencias tanto en la investigacion como en la ensefianza de las
matematicas.

Se puede argiiir que la palabra y por tanto su contenido estdn descritos en el lenguaje comin
y no hace falta formalizarlos. Siguiendo esta idea y teniendo en cuenta que hablamos un idioma,
el espaiiol, y la palabra conjunto es una palabra de nuestro idioma, podemos ir al diccionario de la

R.A.E. y buscar su significado; encontramos que tiene cuatro acepciones y la cuarta es la que mas
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se adapta a lo que nos interesa: un conjunto es un agregado de varias cosas. La palabra conjunto
se reduce entonces a la palabra agregado. El diccionario nos dice de nuevo que, en su segunda
acepcién, un agregado es un conjunto de cosas homogéneas. Parece pues que el diccionario no
resuelve nuestro problema, y que, aunque todos tengamos muy claro por nuestra experiencia previa
lo que es un conjunto, el diccionario no es capaz de definirlo.

Si vamos al terreno profesional, los conjuntos comienzan a considerarse un objeto de estudio,
por si mismos, de las matemiticas a finales del siglo XIX, aunque ya desde hace mds de 2500
afios se definfa una recta o una circunferencia como un conjunto de puntos que cumplen una cierta
propiedad, y desde entonces la finalidad de la matematica ha sido el estudio de conjuntos, definidos
de una u otra forma y con mds o menos estructura suplementaria.

Los primeros trabajos sobre Teoria de conjuntos se deben a Georg Cantor (1845 - 1918), se
publicaron entre los afios 1879 y 1884 y estdn centrados en explicar la diversidad de infinitos.
Como es habitual el trabajo absolutamente innovador de Cantor recibié numerosas criticas, no

precisamente agradables:

= Las ideas de Cantor son una enfermedad grave que infecta las matemdticas (Poincaré).

n Charlatdn. Corruptor de la juventud (Kronecker).

Cantor no pudo sobreponerse a la mala acogida de sus ideas y muri en un sanatorio mental.

Y atin después de su muerte continuaron algunas criticas:
» Sus ideas son un sinsentido. Es una teoria risible (Wittgestein).

Al final sus ideas se impusieron, como bien sabemos, y Hilbert llegé a afirmar:
» Nadie nos expulsard del paraiso creado por Cantor.

La definicién de conjunto de Cantor no se aleja mucho de la del diccionario:
Entendemos por conjunto la agrupacion en un todo de objetos de nuestra intuicion o nuestro
pensamiento.

Analizando con cuidado la definicién encontramos que para Cantor:

= Todo conjunto tiene elementos, los objetos que lo forman.
= Un conjunto queda determinado por sus elementos.

= Los elementos de un conjunto son objetos que estdn en algin sitio real o concebible (Uni-

Verso).
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Para describir un conjunto basta enumerar sus elementos, pero esto a veces no es posible, y
alternativamente podemos establecer una condicién verificada por los elementos del conjunto y
solo por ellos. El problema es definir qué entendemos por condicién y para Cantor una condicion
bien definida es una afirmacion referida a objetos del Universo tal que para cada objeto poda-
mos afirmar sin ambigiiedad si la afirmacién es cierta o falsa. Entonces el Principio general de
Comprensién establece que:

Principio.- Para toda condicion bien definida P, existe un conjunto cuyos miembros son exac-
tamente los objetos que verifican la condicion.

Este principio es la base de la teoria de conjuntos ya que todas las operaciones con conjuntos se
basan en él. Y precisamente en este principio estd el problema que causd la crisis de fundamentos
de principios del siglo XX en las matemadticas.

Paradoja de Bertrand Russel.- El Principio general de Comprension no es vdlido.

Si admitimos la validez del principio, y admitimos que nuestra definicion de conjuntos es

adecuada, la propiedad:
= P(X) = X esun conjunto
es una condicion bien definida, por tanto el conjunto de todos los conjuntos:
C ={X | X esun conjunto}
es efectivamente un conjunto y por tanto verifica que:

cec.

Se pueden poner facilmente ejemplos de conjuntos que no verifican esta propiedad, y de nuevo el

Principio general de Comprension establece que:
B={X | XeC, X¢X}
es un conjunto, pero este hecho nos lleva a un absurdo, ya que:
BeB < B¢B

La razén del problema estd en que definir algo es referir una palabra a otras, la aplicacién
repetida de este proceso nos lleva mas o menos pronto a un circulo vicioso. La forma de romper
este circulo consiste en referir todas las palabras a palabras primitivas cuyo significado es indu-
dable; esto se hace en el lenguaje de modo implicito, pero, como hemos visto, puede dar lugar a

contradicciones.
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Al tratar de definir conjunto hemos caido en una trampa del lenguaje. Podemos salir de ella
diciendo que los conjuntos que no son miembros de si mismos no forman un conjunto, pero eso
choca con el significado aceptado de la palabra conjunto. Entonces debemos vaciar de contenido
previo esta palabra y describir de modo inequivoco el contenido matematico que le asignaremos de
aqui en adelante. Eso podemos hacerlo mediante lo que se llama una axiomadtica. Lo que hace una
axiomadtica es fijar claramente las propiedades de objetos, que no se definen sino por cumplir estas
propiedades, es decir, es una seleccion de palabras primitivas, a las que se asocia inequivocamente
un contenido.

La primera axiomdtica de la teoria de conjuntos se debe a Ernest Zermelo (1871 - 1953) y
estd publicada en 1908. La axiomética de Zermelo fue completada en 1922 por Abraham (Adolf)
Fraenkel (1891- 1965), se conoce como la teoria Z-F, en ella las nociones de Conjunto y Pertenen-
cia, son nociones primitivas y toda la teoria se refiere a estas nociones. Esta es la axiomdtica que
expondremos a continuacion.

Nos situamos en la base de las matemadticas y debemos comenzar de cero explicando que es lo

que se llama un sistema formal. Un sistema formal estd compuesto por:

1. Una coleccién de simbolos, llamada alfabeto.
2. Una coleccion de familias de simbolos, cada una de las cuales se llama una férmula.
3. Una coleccién de férmulas llamadas axiomas.

4. Un conjunto de reglas de deduccion, que son férmulas que constan de una entrada, que es

una sucesion finita de formulas, y una salida, que es una férmula unica.

En un sistema formal debe haber un modo mecanico de decidir si un conjunto de simbolos dado
es 0 no una férmula, y si una férmula dada es o no un axioma; ese modo puede ser simplemente
la enumeracion, si las férmulas o los axiomas son un conjunto finito. Del mismo modo también
debe haber un método que permita constatar si la aplicacion de las reglas se hace correctamente.

Una demostracion no es entonces mas que una sucesion de formulas que comienza por un
axioma y es tal que todas las formulas de la sucesion son axiomas, o se obtienen de férmulas
anteriores de la sucesion por la aplicacién de las reglas de deduccién. Un teorema es la ultima
féormula de una demostracion.

Hay un ejemplo interesante de sistema formal descrito por D. Hofstadter ([20]) en su libro
Gadel, Escher, Bach:Un eterno y grdcil bucle, el sistema formal llamado MU:

El alfabeto de MU estd compuesto por las letras { M, U, I}, las férmulas son todas las suce-
siones no vacias compuestas por los tres simbolos repetidos cuantas veces se desee. Hay un tnico
axioma MI, y las reglas de deduccién son:
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1. A cualquier sucesién de simbolos que termine en I se le puede afiadir una U al final.

2. En toda férmula que empiece con M, se puede duplicar la sucesién de simbolos situados

después de la M.

3. Si en una férmula aparecen tres I seguidas, se pueden reemplazar por una U.

4. Dos U consecutivas se pueden borrar.

Veamos ejemplos de demostraciones:

1. MI, MIU, MIUIU

2. MI, MII, MIIII, MIU

3. MI, MII, MIIII, MUI, MUIU, MUIUUIU, MUIIU

Se aprecia que todas ellas comienzan por el Unico axioma, en la primera se aplica la regla 1y
luego se aplica la 2, en la segunda y tercera se aplica dos veces la regla 2 y hay dos posibilidades
de aplicar la 3, con las tres primeras I o con las tres ultimas, una vez aplicada esta regla, en la
segunda nos paramos y en la tercera aplicamos de nuevo las reglas 1, 2 y 4.

Como se aprecia claramente si implementamos el sistema en un ordenador éste puede demos-
trar cada teorema en un tiempo finito, y puede proceder de modo sistematico aplicando sucesiva-
mente en cada etapa todas las reglas posibles. Pero en vez de probar sistemdticamente teoremas,
podemos plantearnos la pregunta de si MU puede ser un teorema en este sistema; la respuesta es
negativa, pero este resultado no es un teorema del sistema, es decir, no se puede encontrar una
demostracion del mismo utilizando el proceso descrito mds arriba.

Se puede probar que MU no es un teorema al demostrar que en todo teorema de este sistema
el nimero de veces que aparece el simbolo I no es divisible por tres. Este resultado que no es un
teorema del sistema, sino sobre el sistema y se prueba fuera de este, es decir, no seria demostrable
automdticamente por un computador, recibe, con todos los resultados de este tipo, el nombre de
metateorema.

Hay un tipo de sistemas formales especialmente adaptados para las matemadticas, los llamados
logicas de primer orden. No entraremos aqui en la definicién general de una légica de primer
orden, nos limitaremos a describir, con alguna ligera imprecision justificable por el ahorro de
espacio, la l16gica de primer orden correspondiente a la teorfa de conjuntos.
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Los simbolos de esta 16gica son:

X,y,Z, ... : variables
a, b, c,... : constantes
= :igual

€ : pertenece a

- :no

= : implica

V : para todo

(), : simbolos de separacién

Para mds comodidad se afladen cuatro simbolos mds, con una regla de sustitucion:

y: (¢ Av)substituye a: (—(d) = )

6: (¢ V) substituyea: (—=(¢d = (—v)))

& :equivale : (¢ < o) substituyea: (=((¢ = ) = (¥ = ¢))
3: existe : (Jx(¢)) substituye a : (—(Vz)(—¢))

AN
Vo

Las férmulas de la I6gica se describen en tres etapas. Se llama términos a los simbolos corres-
pondientes a variables y constantes. Se llama formulas bdsicas a las férmulas:

r=y, «¢€vy, dondez ey son términos.
Entonces las féormulas de la 16gica son:

Las férmulas basicas.

—p @ sies una férmula.
@V sip, 1 son férmulas.
@ A sip, 1 son férmulas.
@ = 1 sig, 1) son formulas.
@ < 1 sip, 1 son formulas.

Va(p(z)) : sigesuna férmula en la que interviene x.

® N Ok W

Jz(e(x)) : sip es una férmula en la que interviene x.

Los axiomas se pueden separar en tres grupos, los de la l6gica de proposiciones, los relativos a los
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cuantificadores V, 3y los relativos a = :

A o= (=)
A2, (p=W=10))= (p=¢) = (p=10)).

Az. (@) = () = (Y = ¢).
Bi. (Vz(p)) = olt/z].
By, (Vz(o = v)) = (p = Vz(v)) si z no aparece en .

Cs.
Cs.
Cy.

(
(
(

C;. t =t paratodo término ¢.
(t = u) = (u = t) para todo par de términos ¢, u.
(t=u)= ((t =v) = (u=v)) para t,u, v términos.
(¢

t=u) = (Y[t/x,t/y] = Y[t/x,u/y]) x,y variables, ¢ férmula.

La notacién o[t/z], ¥[t/x,t/y] significa el resultado de substituir la variable x por el término ¢
en la férmula correspondiente, siempre que x sea una variable libre; es decir, no vaya precedida
inmediatamente por un cuantificador (3, ).

Por ultimo las reglas de deduccidn de la 16gica de primer orden son solo dos:

1. Las entradas ¢, (¢ = 1) producen 9.
2. Laentrada ¢ produce Vz, ¢(z), donde z es cualquier variable.

A la légica de primer orden se le puede asignar una semdntica, de la misma forma que a la
16gica proposicional habitual, con una tabla de valores obtenida asignando a cada férmula un valor:
verdadero o falso, en funcién de los asignados arbitrariamente a las férmulas bdsicas, y siguiendo
luego las reglas usuales: ¢ solo puede ser verdadero o falso (principio del tercio excluso) , ¢ no
puede ser verdadero y falso a la vez (principio de contradiccién), —¢ verdadero si y solo si ¢ falso,
etcétera.

Se demuestra que una férmula es verdadera en toda valoracién si y solo si es un axioma o un
teorema en el sistema formal descrito, es decir, la seméntica proporciona una forma alternativa de
construir demostraciones.

A esta légica de primer orden le podemos afiadir, para construir la teorfa de conjuntos, los si-
guientes axiomas (Zermelo - Fraenkel) en los que la palabra conjunto corresponde a la de simbolo
constante y se utiliza la expresion: a es un elemento de un conjunto b, para expresar la férmula
a€b:

1. Axioma de extension : si dos conjuntos tienen los mismos elementos, son iguales.

2. Axioma del vacio : existe un conjunto que no tiene elementos (al que representaremos por

y llamaremos conjunto vacio).
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3. Axioma del conjunto de dos elementos : si a e b son conjuntos, existe un conjunto cuyos

elementos son exactamente a y b.

4. Axioma de unidn: si x es un conjunto, existe un conjunto, al que llamaremos | J z, cuyos

elementos son los elementos de todos los elementos de x.

5. Axioma del conjunto de partes: si x es un conjunto, existe un conjunto P(z) cuyos elemen-
tos son todos los subconjuntos de x.

6. Axioma de infinitud: existe un conjunto a tal que:
Deay (x€a)= ({z} €a)

7. Axioma de seleccion: si ¢ es una férmula en el lenguaje de la teoria de conjuntos,  una
variable libre en ¢ y a es un conjunto, existe un conjunto compuesto por los elementos de a
que verifican ¢(z).

8. Axioma de reemplazamiento: sea ¢ una férmula en la que intervienen libremente dos varia-
bles z e y y es tal que para cada cada z existe como maximo un y que verifica la férmula.
Entonces si a es un conjunto, existe un conjunto cuyos elementos son los y tales que ¢(z, y)
se verifica para algtin elemento x de a.

9. Axioma de fundamento: para todo conjunto no vacio z existe y € x tal que x Ny = ().

10. Axioma de eleccion: si f : * —» y es una aplicacion, con f(z) # 0, Vz € z, existe una
aplicacién g : © — |, f(2), tal que g(2) € f(2),Vz € .

Tal como hemos enunciado los axiomas, intervienen en algunos de ellos palabras que no hemos

definido, pero que se puede probar que corresponden a objetos cuya existencia estd garantizada

por los axioma anteriores. También hemos dado los enunciados de forma literaria, porque, aunque

todos ellos se escriben en el lenguaje que hemos desarrollado, se comprenden mds facilmente en

esta formulacién. Asi por ejemplo, el enunciado del axioma de extension seria:

(Va) (V) (@ = y) & (V2)((z € 2) & (= € )

y el de union:

(Vz)(Fy)(V2)((z € y) & (Fw)((w € z) A (2 € w)))

El axioma de extension significa que un conjunto estd univocamente determinado por sus

elementos; esto justifica que si los elementos de un conjunto a son ay,as, ..., a, escribamos
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a = {ai1,a1,...,a,}. También justifica que hablemos de e/ conjunto vacio. Podemos decir que
el conjunto x es un subconjunto del conjunto y y escribir z C y, si (Vz)((z € z) = (z € y)), con
esta notacion el axioma del conjunto de partes puede enunciarse ya sin problemas. El axioma de
seleccion junto con el del conjunto de dos elementos, garantiza que si 2 es un conjunto también
lo es {z}. Observemos que en ningln caso debe confundirse = con {z}, como tampoco deben
confundirse € y C.

El axioma de infinitud lleva consigo por ejemplo la existencia del conjunto:

{0, {0}, {{0}},.....

es decir, en términos un poco informales, establece la existencia de conjuntos infinitos. Obsérvese

que en cambio, por el axioma de fundamento, no se pueden encontrar cadenas infinitas:
..... € X9 €T €29

ya que si una tal cadena existiera, tomando el conjunto z = {z,, | n € N}, siy € z existe un
n € N con z;,, = y, entonces T,+1 € y Ny en consecuencia y Nz # (.

Seflalemos por tiltimo que con esta axiomatica se evita la paradoja de Russel. Para comprobarlo
veamos en primer lugar que ningiin conjunto puede ser elemento de si mismo. En efecto si z es un
conjunto y z € x, podemos formar el conjunto z = {z}, entonces por el axioma de fundamento,
al ser 2 el dnico elemento de z debe ser z N z = (), pero = € x N z, luego se llega a contradiccion.
Entonces el conjunto de todos los conjuntos que no son elementos de si mismos seria el conjunto
de todos los conjuntos, pero si hubiese un conjunto S de todos los conjuntos, serfa S € S'y hemos
visto que eso no es posible.

La axiomadtica de Zermelo incluye, de modo implicito y confuso, el concepto de propiedad
bien definida. Dentro de nuestra estructura se puede dar una definicion formal como hace por
ejemplo el texto de Moschovakis, [28], pero no la incluiremos aqui, porque esencialmente dupli-
ca algunas de las construcciones anteriores. Unicamente sefialaremos que la paradoja de Russel
establece que no todos los objetos que podemos manejar son conjuntos, entonces falta describir
esos no conjuntos, en otras palabras falta decir qué sucede con las condiciones bien definidas que
no definen conjuntos. Esa cuestion nos hace ver que aunque en las lineas anteriores hemos traba-
jado mucho para escapar de la indefinicion sin usar definiciones, realmente no hemos resuelto el
problema, lo hemos alejado un poco, porque no hemos salido del todo o universo de la definicion
ingenua de Cantor. Veamos ahora como se puede dar solucidn al problema.

Una respuesta es introducir unos nuevos objetos de nuestro pensamiento, a los que llamaremos
clases. Y con la tendencia de los matematicos a resolver los problemas de un modo obvio defini-
mos de modo intuitivo una clase diciendo que para toda condicién definida P, existe una clase C
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tal que:
x € C & x verifica P

de modo formal escribimos para la propiedad P y el objeto x P(x) < z verifica P, y decimos
que P es coextensiva con un conjunto C'y escribimos P ~ C, si:

P~ C & (Vo)[P(z) &z € (]

No vamos a entrar en mds detalles de teoria axiomatica de conjuntos que alargarian demasiado
este capitulo. El lector interesado puede consultar cualquiera de los buenos manuales que existen
sobre el tema como el de Cameron [7] o el de Moschovakis [28] por ejemplo.

Alexander Grothendieck (1928 - 2014) (ver Gabriel [14]) introduce en 1963 la nocién de
Universo, como un conjunto con una relacién de pertenencia entre sus elementos € que es un

modelo de la teorfa de conjuntos de Z-F. Un Universo U tiene que tener las propiedades siguientes:
= (zeyyelU)=>xzel.
= U contiene al conjunto de los naturales.
= Siz €U, y € U entonces {z,y} € U.
= El conjunto de partes de un elemento de U estden U.
= U es cerrado para uniones.

= Laimagen de un elemento de U por una funcién definida por una férmula de la l6gica de

primer orden estd en U.

Grothendieck afiade un nuevo axioma a Z-F: para todo conjunto existe al menos un Universo
que lo contiene.

Asf al trabajar con la totalidad de conjuntos, grupos, etcétera, de un universo no salimos de la
teorfa de conjuntos y evitamos las paradojas. Pero, como es habitual, encontramos de nuevo un

problema:

» ;Los resultados obtenidos en un problema dependen del universo en que consideremos el

problema?

La respuesta es negativa en general, pero existen ejemplos en que la respuesta es afirmativa (ver

Low [23]), pero son construcciones tan sofisticadas que no las tendremos en cuenta.
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Limas b preps Fom b A

3. Teoria clasica de Galois

Esta seccion estd dedicada a introducir las definiciones y enunciados de la Teoria de Galois
Clasica que, en principio, se supone conocida por los alumnos, por lo cual omitiremos casi todas
las demostraciones.

Sea k un cuerpo, una extension de k es un cuerpo K del cual k es un subcuerpo, para repre-
sentar el hecho de que K es una extensién de k escribiremos K |k. Si K|k y K2|k llamaremos
k-homomorfismo (resp. k isomorfismo) de K7 en K a todo homomorfismo (resp. isomorfismo)
f: K1 — Ky talque f(a) = a,Va € k.

Si K|k, entonces K es un k-espacio vectorial y a [K : k] = dimy(K) se le llama grado de
la extension. Si K es una extension de k y & € K, podemos construir el subanillo k[a] C K y el

ntcleo del homomorfismo de evaluacién:
Va ¢ k[z] = Kla], va(p(z)) = p(@)

es un ideal primo de k[z]. Si Ker(v,) = 0 se dice que « es trascendente sobre k y si
Ker(vy) # 0 entonces Ker(v,) es un ideal maximal principal con un tnico generador méni-
co irreducible f,(z) € k[z]. En este caso se dice que « es algebraico sobre k 'y que fo(z) es su

polinomio minimo. Obviamente en estas condiciones:

- klz]/(fa(2)) = Kla].
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- k[a] es el minimo subcuerpo de K que contiene a k y a « (por ello en lo sucesivo lo

representaremos por k(«)).
= [k(a) : k] = grado(fa(z)).

Una extensién K|k se dice algebraica si todos los elementos de K son algebraicos sobre k. Toda
extension finita (es decir, de grado finito) es algebraica pero el reciproco no es cierto. Un cuerpo
se llama algebraicamente cerrado si no admite extensiones algebraicas propias, o lo que es lo

mismo:

= Un cuerpo K es algebraicamente cerrado si 'y solo si todo polinomio de K[z factoriza en

K |[z] en producto de factores lineales.

Un cierre algebraico de un cuerpo k es un cuerpo k extensién algebraica de k y algebraicamente
cerrado.

Proposicion 3.1.— Sea k un cuerpo:
1. Existe un cierre algebraico de k.
2. Si Ky y K son dos cierres algebraicos de k, K1 y Ky son k- isomorfos.

3. Sik es un cierre algebraico de k, para toda extension algebraica L de k existe un k- homo-

morfismo de L en k.

4. El homomorfismo anterior se extiende a un k -isomorfismo del cierre algebraico L de L en

k.

La prueba de esta proposicién depende esencialmente del lema de Zorn y pese a la falta de
unicidad en todos los objetos que aparecen en la proposicion, hablaremos de “el cierre algebraico”
k de k y consideraremos todas las extensiones algebraicas de k& sumergidas en él.

Un polinomio f(x) € k[x] se dice separable si no tiene raices multiples en k, un elemento
algebraico sobre k se dice separable si lo es su polinomio minimo y una extensién algebraica K|k

se llama extension separable si todos los elementos de K son separables sobre k.
= En caracteristica cero todas las extensiones algebraicas son separables.
= En caracteristicap > Osia € k, a ¢ kP, P — a no es un polinomio separable.

= Una extension finita L|k es separable si y solo si L = k(ai,...,a,) y todos los a; son

separables sobre k (mds aun, el Teorema del elemento primitivo establece que r = 1).
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= Si k es un cierre algebraico de k:
ks = {a € k | aes separable sobre &}

es un cuerpo que recibe el nombre de cierre separable de k

= [ es unico salvo k-isomorfismos, y toda extension separable de k es isomorfa a un subcuer-

po de k.
Destacamos el resultado mds importante que se prueba facilmente por induccién:

Proposicion 3.2.— Si L es una extension separable de k'y [L : k] = n existe exactamente n
k-homomorfismos de L en kg

En lo que sigue dada una extensién L|k, designaremos por Auty (L) al grupo de k-automorfismos
de L,y si H es un subgrupo de Auty(L), designamos con:

LF={aeL|o(a)=a, Vo€ H}
Obviamente L es un subcuerpo de L que contiene a k.

Definicién 3.3.— Una extensién algebraica L|k se dice galoisiana si y solo si L = k, con
G = Auty(L). Si L|k es galoisiana escribiremos Auty(L) = Gal(L|k) = Gali(L)
El cierre separable kg de k es una extension galoisiana ya que si & € ks . k su polinomio

minimo tiene al menos una raiz 5 # «, entonces podemos construir un k-homomorfismo:
T:k(a) =k, 7(a) =5

Este homomorfismo se extiende a un automorfismo de &k y como todo k-automorfismo de & deja
invariante k, (ya que todo elemento de k y su imagen tienen el mismo polinomio minimo), tenemos
un automorfismo de k; que mueve «, y en consecuencia si G = Auty,(ks), k¢ = k.

Las extensiones galoisianas se caracterizan por las dos propiedades del teorema siguiente:
Teorema 3.4.— Si L|k es una extension algebraica las propiedades siguientes son equivalentes:
1. L|k es una extension galoisiana.

2. L|k es separable y el polinomio minimo sobre k de todo elemento o € L factoriza en L[z]

en producto de factores lineales (extension normal).

3. Existe un cierre separable ks de k que contiene a Ly todo automorfismo 7 € Gal(ks|k)

verifica que T(L) C L
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Demostracion:

Para probar que 1 = 2, dado o € L construimos su estabilizador H C Galy(L), y formamos
el conjunto de clases por la izquierda Gal(L)/H, este conjunto es finito porque si tomamos un
representante o; de cada clase las o; () son raices distintas del polinomio minimo f, () de a. El
polinomio:

p(@) = [J(x - oi(e)),
i
estd en k[z] porque es invariante por Galp(L). Como fu(z) es irreducible y p(z)|fo(z) es
p(x) = fa(2)y fo(z) es separable y tiene todas sus raices en L.

La implicacién 2 = 3, se sigue de que los k-automorfismos envian cada elemento de L en
otra raiz de su polinomio minimo. Por dltimo 3 = 1, se sigue de la prueba de la separabilidad de
ks.

O

Una consecuencia inmediata de este teorema es que:
Consecuencia 3.5.— Si L|k es una extension finita las condiciones siguientes son equivalentes:
1. Lk es galoisiana.
2. L es el cuerpo de descomposicion de un polinomio separable irreducible de k[x).
3. #(Auti(L)) = [L : k].
Demostracién:
1 = 2, por el teorema del elemento primitivo y la segunda afirmacién del teorema. 2 = 3. es

trivial y 3 = 1, porque si G = Auty(L), L|L% es galoisiana y Auty(L) = Autc (L) entonces
por 1 = 3 aplicado a L|LC:

[L: L] = §(Aut o (L)) = §(Aut(L)) = [L : k]

Luego k = LE y L|k es galoisiana. O

Otra consecuencia de este teorema es el llamado Teorema fundamental de la Teoria de Galois

Teorema 3.6.— Si L|k es una extension de Galois finita y llamamos Galy,(L) = G, las aplicacio-
nes entre los conjuntos ordenados por inclusion de subcuerpos de L que contienen a k, S(L|k), y
de subgrupos de G, S(G): dadas por:

T : S(LIk) — S(G), T(M) = Aut (L)
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V:S(G) = S(LIk), V(H)=L"

son inversas una de la otra y invierten el orden.

Ademds la extension M|k es Galois si y solo si H = Z(M) es normal en Gy en este caso:

Galy(M) ~ G/H

Demostracién:
Si M € S(L|k) por 3 de 3.4 L|M es galoisiana y:

H = Galy(L) = VI(M) =L = M
Reciprocamente si H es un subgrupo de G, L| L es galoisiana por definicién y:
H = Galpu(L)=1IV(H)

Ahora si H es un subgrupo normal de Gy M = L, como los elementos de H fijan M, hay una
accién de G/ H sobre M que permite identificar G/ H con Auty (M) porque todo k automorfismo
de M se extiende a L. Entonces:

MOM = % =k

y en consecuencia M|k es galoisiana.

Reciprocamente por 3 de 3.4 si M|k es galoisiana existe el homomorfismo de restriccién
G — Galp(M) y es sobre. El nicleo de este homomorfismo es H luego que da completo el
teorema. O
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In order to deal in a general way with such situations, we introduce
the concept of a category. Thus a category 21 will consist of abstract elements of
two types: the objects A (for example, vector spaces, groups) and the mappings a

s @ continuation of the Klein Erlanger Programm, in the
sense that a geometrical space with its group of transformations is generalized to a
category with its algebra of mappings.

S. Eilenberg

4. Lenguaje basico de categorias

En esta seccién introduciremos las definiciones basicas de Teoria de categorias: categoria,
funtor, traslacién natural, etcétera, que necesitaremos en nuestro trabajo. En una seccion
posterior hablaremos de funtores representables y nos limitaremos a lo estrictamente necesario.

La Teoria de categorias se origina en la obra de Eilemberg-McLane [26] y tiene una doble
conexidn con los objetos que vamos a estudiar, ya que las categorias son un lenguaje necesario
para las extensiones infinitas y para las versiones de Grothendieck de la Teoria de Galois y,
ademas, los grupoides que aparecen al final de nuestro trabajo se pueden presentar, de un modo
sofisticado, como un tipo especial de categoria, que a su vez Ehresman [11] utiliza para dar una
version alternativa de la Teorfa.

En principio, y puesto que hablaremos de las categorias de conjuntos, grupos etcétera,
tendriamos que hablar de la clase de objetos de una categoria, y llamar categoria pequeifia a
aquella cuyos objetos forman un conjunto, pero estimamos, como hemos sefialado en la primera
seccién que es preferible acogernos a los Universos de Grothendieck [26] [14], y limitarnos a
categorias con un conjunto de objetos. De modo que expresiones como “los conjuntos”, “los
grupos” y otras similares, se refieren al conjunto de conjuntos, al conjunto de grupos etcétera de
un universo.
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Definicién 4.1.— Una categoria € es:
= Un conjunto Ob(€) a cuyos elementos llamaremos objetos

= Un conjunto Home(A, B), para cada par de objetos (A, B), a cuyos elementos llamaremos
morfismos de A en B. Escribiremos indistintamente f € Home(A,B)y f : A — By

llamaremos a A'y B dominio y rango de f respectivamente.

n Una composicion de morfismos:
Homg(A, B) x Home(B,C) — Home(A,C), (f,9) — gf

Si existe la composicion de f y g, es decir, si el rango de f coincide con el dominio de g se

dice que son componibles. La composicion debe verificar las propiedades usuales:

e Asociativa: 3 gf,3 hg = (hg)f = h(gf).
e Para cada objeto A, 14 : A — Ademodo que f : A — B = fla=1pf = f.

Una categoria ® se dice una subcategoria de otra € si y solo si:
= Ob(D) C OH(C).
= VA, B € Ob(D), Homp (A, B) C Home(A, B).
= Las composiciones de morfismos coinciden.
La subcategoria ® de € se dice subcategoria completa si 'y solo si:

VA, B € Ob(®), Homg(A, B) = Home(A, B)

Ejemplos 4.2.—

Ejemplo. 4.2.1.- Los conjuntos y las aplicaciones, los grupos y los homomorfismos de grupos, los
espacios topoldgicos y las aplicaciones continuas, etcétera. son ejemplos de categorias, a las que
representaremos como ((Sets)), ((Gr)), ((Top)), etcétera.

La categoria de conjuntos finitos es una subcategoria de la de conjuntos, y la categoria de grupos
abelianos es una subcategoria de la de grupos, pero la categoria de grupos no es una subcategoria

de la de conjuntos porque sobre un mismo conjunto caben varias estructuras de grupo.
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Ejemplo. 4.2.2.- Si € es una categoria podemos construir su categoria dual €* en la forma siguien-

te:
= Ob(€*) = 0bH(C).
= Para cada par de objetos A, B, Homg+ (A, B) = Home(B, A).
= La composicion de morfismos en €* es:
Home+ (A, B) x Home«(B,C) — Home+(A,C), (f,9) — fg.
¢* es una categoria y su existencia nos permite establecer un Principio de dualidad en Teoria de
categorias:
Un resultado cierto en una categoria general sigue siendo cierto si cambiamos el
sentido de las flechas y el orden en la composicion de morfismos.
Ejemplo. 4.2.3.- Si € es una categoria podemos construir la categoria Mor f(€) como sigue:
= Si| | representa la unién disjunta de conjuntos.

Ob(Morf(€))= || Home(X,Y)
X,Y €0b(€)

=V fe Home(X,X'), Vg€ Homeg(Y,Y')

Homprors(e)(f,9) = {(h, k) € Home(X,Y) x Home(X',Y') | kf = gh}
h

X %
| |
X/ k Y’

= La composicién de morfismos es: 3 gf, Ikh = (g,k)(f,h) = (gf, kh)
Se usan varias subcategorias de Mor f (&) por ejemplo:

= Si S es un objeto de la categoria ¢ podemos construir una nueva categoria, la categoria

relativa a S, €/.5, como la subcategoria de Mor f(€), cuyos objetos son:

ob(€/S)= | ) Home(X,S)
X€0b(e)

y cuyos morfismos son los de Morf(€) con segunda componente la identidad. A cada

objetode €/S,p: X — S, lo representaremos por (X, p)

38



TEORIAS DE GALOIS / JosE MANUEL AROCA

= Se puede hace la construccion dual de la categoria relativa, que, aplicada a la categoria de
anillos conmutativos con uno y homomorfismos que preservan el uno da lugar a la categoria

de S - dlgebras.

= Si € es la categoria de conjuntos o la de espacios topoldgicos podemos tomar la subcate-
goria completa de € cuyos objetos son las inclusiones, si j : Y < X es una inclusion la

representamos por (X,Y") y a esta categoria la llamamos categoria de pares de €

La subcategoria completa de la categoria de pares en la que nos quedamos solamente con
los pares (X, z) donde x es un punto de X se llama categoria de espacios punteados o de

conjuntos punteados.

Ejemplo. 4.2.4.- Hay categorias mas extrafias adscritas a estructuras algebraicas o topoldgicas. Por

ejemplo:

= Si X es un espacio topoldgico se puede construir una categoria 7x cuyos objetos son los
abiertos de X y Homy, (U, V) estd formado solo por la inclusién si U C V' y es el vacio

en caso contrario.

= Si G es un grupo se puede construir una categoria G con un unico objeto, al que podemos
llamar O, con Homg(O, O) = G y tomando como composicién de morfismos el producto

de elementos de G.

= Si X es un conjunto con una relacion ~ simétrica y transitiva, una relacioén de orden parcial
o de equivalencia por ejemplo, podemos construir una categoria X~, tomando a X como

conjunto de objetos, y:

0 si zy

Ve,y € X, Homx~(z,y) = .
{(@y)} si z~y

con la composicion:

(I’ y)(y7 Z) = (‘Tv Z)

= Dado un anillo A podemos construir la categoria de matrices sobre A tomando como objetos
los enteros positivos, como morfismos entre m y n las matrices n X m y como composicion

el producto de matrices.

= Como tendremos ocasién de ver mas adelante, se puede definir una estructura algebraica, el

grupoide, como una categoria en la que todos los morfismos son isomorfismos.
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Podemos plantearnos ahora la descripcién de los morfismos especiales que correspondan a
las nociones de homomorfismo inyectivo, sobreyectivo e isomorfismo. Hay varias definiciones

posibles que son equivalentes en algunas categorias y no lo son en otras. Las mds usuales son:
Definicion 4.3.— Sea f € Home(A, B):
1. Se dice que f es un monomorfismo siy solo si:

VX € 0b(€), Yg,h € Home(X, A), (fg=fh=9g=h)

2. Sedice que [ es un epimorfismo si y solo si:

VX € Ob(€), Vg,h € Home(B, X), (gf =hf=g=nh)

3. Sedice que f es un bimorfismo siy solo si es monomorfismo y epimorfismo simultdneamente.

4. Se dice que f es una retraccion si'y solo si:

dg € Home(B, A), fg=1p.

5. Sedice que [ es una seccion siy solo si:

dg € Home(B, A), gf = 14.

6. Se dice que f es un isomorfismo siy solo si:

3g € Home(B, A), gf =14, fg=15.

Es un ejercicio sencillo comprobar que:
1. Monomorfismo y epimorfismo son duales, lo mismo que retraccién y seccién.

2. Si f es retraccion es epimorfismo y si f es secciéon es monomorfismo, en consecuencia si f

es isomorfismo es bimorfismo.
3. f esisomorfismo si y solo si tiene inverso.

4. En la categoria de conjuntos epimorfismo, retraccion y aplicacién sobre son equivalentes y
monomorfismo, seccién y aplicacion inyectiva también, y lo mismo sucede en la de espacios

vectoriales
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5. En una categoria de conjuntos con una estructura:

f secciéon = f inyectiva = f monomorfismo

f retraccion = f sobre = f epimorfismo

f isomorfismo = f biyectiva = f bimorfismo

6. La inmersién Z — Q es bimorfismo de anillos pero no es sobre

7. Una aplicacién biyectiva continua no abierta no es retraccién en la categoria de espacios

topoldgicos.
8. La inmersién 27 — Z es inyectiva pero no es seccion.

9. En la categoria de grupos abelianos divisibles la aplicacion natural Q — Q/Z es un mono-

morfismo pero no es inyectiva.

Definidos estos tipos de morfismos, podemos introducir conceptos comunes en algebra y to-
pologia:

Definicion 4.4.—

1. Llamaremos subobjeto de un objeto A a un par (S, f) donde f : S — A es un monomorfis-

mo.

2. Llamaremos objeto cociente de un objeto A a un par (E, f) donde f : A — E es un

epimorfismo.

3. Diremos que I € Ob(€) es un objeto inicial si Homg(I, A) tiene un solo elemento cual-

quiera que sea A.

4. Diremos que F € Ob(€) es un objeto final si Home (A, F') tiene un solo elemento cual-

quiera que sea A.

5. Diremos que O € Ob(€) es un objeto cero si es simultdneamente objeto inicial y objeto
final.
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Claramente dos objetos iniciales, finales o cero son siempre isomorfos.

Ejercicio 4.5.— Dado el diagrama:

<
As\ﬁ»fx

A3z
A7

A
AN
Ay
6
AN
Ag

En el que todas las caras, excepto la superior son conmutativas y el morfismo A4 — Ag es un

monomorfismo. Probar que la cara superior es también conmutativa.

Definicién 4.6.— Dadas dos categorias €y D se llama funtor de la primera en la segunda, a:
= Una aplicacion F : Ob(€) — Ob(D)
= Para todo par de objetos de €, A, B, una de las dos opciones siguientes:

o Una aplicacion F : Homg(A, B) — Homgp (F(A), F(B)) tal que: F(14) = 1p(a),
Flgf) = F(g)F(f)

o Una aplicacion F : Home(A, B) — Homg (F(B), F(A)) tal que: F(14) = 1p(a),
F(gf) = F(f)F(g)

En el primer caso el funtor se llama covariante y en el segundo contravariante. Un functor contra-

variante F : € — D se puede interpretar siempre como un funtor covariante F* : € — ©.
Obviamente la composicion de funtores es un funtor y la identidad también, de modo que tiene

sentido hablar de la categoria ((Cat)) cuyos objetos son las categorias y cuyos morfismos son los

funtores.

Ejemplos 4.7.—

Ejemplo. 4.7.1.- Si € es una categoria y 7" es un objeto, podemos asociar a 7" dos funtores de ¢ en
la categoria de conjuntos ((Sets)):
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= hp(—) definido por: hy(S) = Home (T, S),Vf : S — U, Yo € hp(S),
hr(f)(¢) = fo € he(U).

= T'(—) definido por: T'(S) = Home(S,T),Yf: S = U, Yo € T(U),
T(£)(p) = of € T(S).
El primero es covariante y el segundo contravariante.

Ejemplo. 4.7.2.- Si X e Y son espacios topoldgicos y f : X — Y es una aplicacién continua

tenemos un funtor:

FiTy = Tx, f(V)=fH(V).

Ejemplo. 4.7.3.- Podemos asociar a cada espacio topolégico X la R- dlgebra, C(X, R) de las fun-

ciones continuas reales sobre X, y a cada aplicacién continua f : X — Y el homomorfismo:
f:C(Y,R) = C(X,R), f(h)=hf

y tenemos un funtor de la categoria de espacios topoldgicos en la de R- dlgebras.

Ejemplo. 4.7.4.- Si X es un espacio topoldgico, todo funtor contravariante P de 7x en una cate-
goria €, se llama un prehaz sobre X con valores en €. Si U C V son abiertos de X, el morfismo
pvu : P(V) — P(U) se llama restriccion de V aU.

Si X e Y son espacios topoldgicos podemos asociar a cada abierto U de X el conjunto de aplica-
ciones continuas de U en Y. Tomando como restriccion la restriccion usual de funciones tenemos
un prehaz sobre X, Cy.

Este prehaz verifica la propiedad siguiente:

Dado un recubrimiento abierto {U; };cr de un abierto U, y dadas funciones continuas
{fi : Ui = Y };¢; tales que:

filvinu; = filviau;, Yisj €1
entonces:
3f : U — Y, continua tnica tal que : f|y, = f;, Vi € I
por verificarse esta propiedad se dice que este prehaz es un haz.

La propiedad anterior se enuncia trivialmente para todos los prehaces de conjuntos con una estruc-

tura.
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También es un prehaz sobre X la correspondencia Cg que asocia a cada abierto U el conjunto de
funciones reales continuas y acotadas sobre U.

El prehaz de conjuntos Cg, no es un haz en general. Si X = (0,1) C R,los U,, = (1/n,1),n € N
forman un recubrimiento abierto de (0, 1), y las funciones reales f,, : U, — R, f.(z) = 1/z

cumplen la condicién de haz y no definen una funcién acotada sobre (0, 1).

Ejemplo. 4.7.5.- Si P es un prehaz sobre un espacio X y f : X — Y es una aplicacion continua,

podemos definir un prehaz sobre Y, llamado prehaz imagen directa de P por f, por:
YV e Ty, [(P)(V) =P~ (V)

Claramente f.(P) = Pf.

Ejemplo. 4.7.6.- Si f : S — T es un morfismo de una categoria € se puede construir un funtor
(Imagen directa) f, : €/S — €/T por:

= fi(g: X =8 =(f9g): X =>T.
= f, es la identidad sobre los morfismos.

Como consecuencia obtenemos un funtor R : € — ((Cat)) asociando a cada objeto S la categoria

¢/S'y a cada morfismo f el funtor f,

Ejemplo. 4.7.7.- La correspondencia que asocia a cada grupo, anillo, espacio topolégico etcétera
el conjunto subyacente a su estructura y a cada homomorfismo, aplicacion continua, etcétera. la

aplicacién subyacente es un funtor covariante que se llama funtor de olvido.

Dados dos funtores F, G : € — © (ambos covariantes 0 ambos contravariantes) se llama una

transformacion natural de F' en G a una familia de morfismos
Nx : F(X) — G(X), VX € Ob(€)
Tales que:

= Caso covariante. Vf : X — Y, Ny F(f) = G(f)Nx

FIX) — ™ ax)
JF(f) JG(f)
FY) —2 . G(v)
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= Caso contravariante. Vf : X — Y, NxF(f) = G(f)Ny

F(Y) — 2 G(Y)
JF(J") JG(f)
FX) — ™ ax)

La composicién de transformaciones naturales es una transformacion natural y la identidad tam-
bién, por tanto dadas dos categorias, tomando como objetos los funtores entre ellas y como mor-
fismos las transformaciones naturales tenemos una categoria, los isomorfismos en esa categoria,

es decir, las transformaciones naturales con inversa se llaman isomorfismos naturales.
Ejemplos 4.8.—
Ejemplo. 4.8.1.- Todo morfismo g : X — Y induce transformaciones naturales:

= VS € 0b(€), hs(g) : X(S) = Y(5), hs(9)(f) = g

= VS € 0b(€), S(g) : hy (S) = hx(5), S(9)(f) = fyg.

Ejemplo. 4.8.2.- Toda aplicacién continua f : X — Z induce una transformacion natural (morfis-

mo de haces):

F:Cz = f.(Cx), Fu :Cz(U) — f.(Cx)(U) =Cx(f7(U)), Fulg) = gf, Vg € Cz(U)

Dos categorias €, D se dice que son isomorfas si existen funtores:
F: €59, G:D—¢C€

tales que:
F.G=1gp, G.F = 1¢.

Dos categorias €, © se dicen equivalentes si existen funtores: F' : € - ©, G : ©® — Ce
isomorfismos naturales
a:F.G—lg, f:G.F — 1.

Cualquiera de los dos funtores F, G se llama en este caso una equivalencia de categorias.
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Es un ejercicio facil probar que:

Un funtor F' : € — © es una equivalencia de categorias si y solo si es fiel, completo y
esencialmente suprayectivo, es decir, si y solo si para todo par de objetos X, Y de €, se tiene que
F : Home(X,Y) — Homgp(F(X),F(Y)) es biunivoca y para todo objeto Z de D existe un
objeto X de € tal que F'(X) es isomorfo a Z.

Ejemplo 4.9.— La categoria de K- espacios vectoriales de dimension finita es equivalente a la

categoria de matrices sobre K descrita en el ejemplo 4.2.2
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Parece que Ia nocién de propiedad universal surge por primera vez en
1948, en trabajos sobre topologia de Pierre Sammel. que era miembro de
Bourbalki. Las propiedades universales fneron incorporadas por Bourbakd
en su litwo sobre I teoria de conjuntos el concepto de estructura

Alli también se consideran las construcciones de limite inverso (o
proyectivo) y de linute directo (o inductivo). Estas son construcciones
fofalmente distintas, pero mmbas camclerizadas por propiedades
nnmersalﬁ y i esta ién es el

do por Bowball i después de las
respectivas definiciones conjuntistas.

1. Dubuc

5. Funtores representables

Como hemos sefialado, a cada objeto X de una categoria € se le pueden asociar dos funtores:

el funtor contravariante (funtor de puntos):

X(=): € — ((Sets)), X(S) = Home(S, X).
Y un funtor covariante dado por:

x(=): €= ((Sets)), hx(S) = Home(X, S).

= El objeto X queda univocamente determinado salvo isomorfismos por cada uno de estos

funtores.

= Home(X,Y) se corresponde biunivocamente con las transformaciones naturales de X (—)

en Y (—) y con las transformaciones naturales de hy (—) en hx(—).

Un functor contravariante F' : € — ((Sets)) se dice representable si existe X € € tal que
F ~ X(—), ysi F es covariante, se dice representable si existe X € € tal que F' ~ hx(—)

= Si un functor es representable su representante es tnico salvo isomorfismos.
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= Sino es representable cabe la posibilidad de construir una categoria mas amplia que € en la

que lo sea.

Si X representa F', el a de F'(X) correspondiente a la identidad 1x € Home (X, X) >~ F(X)
se llama aplicacién universal. De la definicién se sigue que el par (X,a), a € F(X) queda

univocamente caracterizado, salvo isomorfismos, en el caso contravariante por la propiedad:

VS € Ob(€), Vb e F(S), 38: S — X tnico | F(B)(a) =b
y en el caso covariante por:
V.S € Ob(€), Vb e F(S), 38 : X — S tnico | F(B)(a) = 0.

Ejemplos 5.1.—-

Ejemplo. 5.1.1.- Si € es una categoria de conjuntos con una estructura, grupos, K -espacios vecto-

riales, K -dlgebras, etcétera, para cada conjunto C' podemos considerar el funtor:
He : € — ((Sets)), He(S) = Aplic(C, S).

El funtor es representable si y solo si existen un par (L¢, a), con a : C' — L¢ una aplicacion tal
que para todo objeto S y toda aplicacién b : C' — S existe un tnico morfismo 3 : Lc — S tal
que Sa = b.

Obsérvese que:
= Si € es la categoria de grupos, L¢ es el grupo libre generado por C.

= Si € es la categoria de K -espacios vectoriales, L es el espacio vectorial de las combina-

ciones lineales formales de elementos de C' con coeficientes en K.

= Si € es la categoria de K- dlgebras, L¢ es el anillo de polinomios en los elementos de C

con coeficientes en K.

= Si € es la categoria de espacios topoldgicos, L¢ es C con la topologia discreta.

Ejemplo. 5.1.2.- En la categoria de espacios vectoriales sobre un cuerpo: dados dos espacios V' y
W el funtor Bihom(V x W, —) que asocia a cada espacio T las aplicaciones bilineales de V' x W

en T es covariante y representable, su representante es V Q) Wy la aplicacién universal

a:VXW%V@VV, a(v,w) =vw
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es decir, el producto tensorial queda caracterizado porque para toda aplicacién bilineal
F:V x W — T existe un tinico homomorfismo f : V. QW — T tal que F = fa.

Ejemplos 5.2.— [Limites y colimites] Un esquema de diagrama es un par de conjuntos:
E=(I,A),éCIxI.
diagrama en una categoria € sobre el esquema de diagrama £ es un par:
De = ({Di}ier {dij}ijyen), Di € Ob(€), d;; € Home(Dy, D).

Un morfismo de diagramas, F' : Ag — Bg sobre el mismo esquema & = (I, A) es una familia
de morfismos, f; : A; — B;, Vi € I tales que V (4, j) € A los diagramas:

A) i A
i, j Jf;
b;
B; z B;

sean conmutativos. Obviamente los diagramas sobre un esquema &£ y sus morfismos forman una
categoria. Dado un diagrama Dg, podemos considerar los funtores £Lp, Cp de € en la categoria

de conjuntos, dados por:
= Lp(X) = {(fi)ier € [T Hom@&(D;, X) | fidi; = fi V(i,j) € 6},
" Vg: X =Y, Lo(9)((fi)ier) = (9fidier

y por:
= Cp(X) = {(fi)ier € [ Hom&(X, D;) | di;fi = f; ¥(i, ) € 6},
2 Vg Y = X, Lp(9)((fi)ier) = (fig)ier-

Si el funtor L es representable, su representante se llama, limite, limite directo o limite inductivo
del diagrama D. El representante, si existe, del funtor Cp se llama colimite, limite inverso o limite
proyectivo del diagrama D.

El limite de un diagrama Dg = ({D;}ier, {dij}(i,j)ea) s por tanto un par:

llgl’lp = (L,(fi)ig[), Le Ob(@)7 fz :D; — L, Viel

tal que :
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L V(i j) €A, fidij= fi.

2.
V(X (9i)ier), X € OW(C), g;: D; — L, Viel

tales que
V(i,j) €A, gidij = gi

existe un tnico morfismo g : L — X talque Vi € I, gf; = g;.

i
R
v

D;

L J X
/

Invirtiendo las flechas tenemos el limite inverso, que es un par:

dij
D,
%1_0 = (C, (fi)i61)7 C e Ob(@), fi:C—>D;y, Viel
tal que :
L Y(i,j) €A, dijfi=f;

2.
Y(X, (gi)icr), X €0b(€), gi: X = Dy, Viel

tales que

V(i,j) € A, dijgi = g;

existe un tnico morfismo g : X — C'talque Vi € I, fig = g;

Para una categoria de objetos con una estructura y unas condiciones adicionales razonables, los

limites directo e inverso existen y se construyen como sigue:
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Limite inverso Puesto que los D; son conjuntos, se puede construir su producto cartesiano y
tomar:
L={(@i)ier € [] Di | di(wi) = w;, ¥(i,j) € A}
i€l
y las aplicaciones inducidas por las proyecciones.

Limite directo . Si ¢ define una relacién de orden filtrante por la derecha en 1, y si D es conmu-

tativo es decir:
Vi g kel (i,j) €A (j,k) € A=diy =djrdij, Viel, di; = 1p,
Podemos construir en la unién disjunta de los D, | |;c; D; la relacién de igualdad:
Va; € Dj,x; € Dj,a; ~xj <3k el, (i,k) € A, (4,k) € Ad,p(x;) = djr(z;)

Entonces
C=||Di/~
icl
con las aplicaciones composicién de las inclusiones y la aplicacion natural de paso al co-
ciente. Esta construccion se puede hacer omitiendo la condicién de ser A una relacion de
orden y modificando la definicién de la relacién.

Ejemplo. 5.2.1.- El producto directo es el limite de un diagrama sin morfismos. Dada una familia
de objetos de €, {C; }ier si el funtor F': € — ((Sets))

F(T) = [[ Home(T, Cy)
el

es representable, su representante se llama producto de la familia y se escribe como [],.; Ci. La

iel
aplicacion universal es la familia de proyecciones:
a = (’/Tj)je],ﬂ'j : HCZ — C]‘
iel
de modo que para cada objeto de € y cada familia de morfismos b = (b; : T — C;);ec; existe un

tinico morfismo 3 : T — [];; C; tal que:
b:F(a)ﬁbj:WjﬁVjEI

Es interesante observar que [ [, ; C; no esté bien definido, ya que el objeto descrito en la definicién

i€l
estd determinado salvo isomorfismo, lo que sabemos es que entre cada dos determinaciones del

objeto hay un isomorfismo tinico con la propiedad de conmutar con las proyecciones.
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Aqui tenemos también un ejemplo de como un funtor no representable puede hacerse representable
ampliando su categoria inicial, el funtor producto de una familia infinita no es representable en una
categoria de K -espacios vectoriales de dimension finita pero si lo es en la categoria de K -espacios
vectoriales.

Ejemplo. 5.2.2.- Si en la categoria €/S existe el producto de un par de objetos f : X — S,
g 'Y — S este producto se llama producto fibrado de X e Y sobre S'y se representa por X Xg Y.

X xgY queda univocamente caracterizado, salvo isomorfismos, por las propiedades siguientes:
= Existen morfismos 71 : X XgY — X, m: X xgY — Y, tales que fm; = gma.

= Para cada par de morfismos 51 : T — X, (o : T — Y, tales que f3; = gf> existe un
dnico morfismo 5 = 1 Xg P2 : T — X xg Y talque m 3 = [y, maf = Ba.

Como hemos dicho en el ejemplo anterior, el producto fibrado, si existe, no estd univocamente
determinado. De la caracterizacion anterior esta claro también que es funtorial en las dos variables
modulo isomorfismos. A veces se puede dar un criterio que permite elegir un producto fibrado
para cada par de objetos, por ejemplo:

Si € es una categoria de conjuntos con una estructura, se puede elegir un producto fibrado de
f:X —S,9g:Y — Sdado por:

XxgY ={(z,y) eXxY f(x)=g(y)}

En particular si X e Y son subconjuntos de .S su producto fibradoes X NY".

Observemos que el producto fibrado se puede considerar también como el limite del diagrama.

D=X —S«+—Y

Ejemplo. 5.2.3.- Dado un morfismo f : S — T podemos construir para cada objeto de €/T,
(X — T) su (imagen reciproca) f*(X — T') por:

= f*(X—>T):(7T22X><TS—>S)
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= Dado un morfismo g en ¢/T de a« : X — T ap : Y — T, se tiene que
f*(g)=ma xrgm : X xS =Y xr 8.

y la imagen reciproca estd determinada salvo isomorfismos, por tanto, al contrario que la imagen
directa, no es un funtor a menos que, como sucede en la mayoria de las categorias, podamos elegir

de modo candnico un representante del producto fibrado.

Ejemplo. 5.2.4.- Aligual que el producto directo, el coproducto o suma directa es el colimite de un

diagrama sin morfismos. Dada una familia de objetos de €, {C; };cr si el funtor F' : € — ((Sets))
F(T) = H Home(C;,T)
i€l
es representable, su representante se llama coproducto de la familia y se escribe como [ [, C;.

La aplicacion universal es la familia de secciones:
q=(g5)jer,q;: Cj — HCi
iel

de modo que para cada objeto de € y cada familia de morfismos b = (b; : C; — T');c existe un

tinico morfismo /3 : [[;.; C; — T tal que:
b:F((])@bj:ﬁq]', V]EI

Del mismo modo que en el ejemplo anterior se define el coproducto fibrado como el coproducto en
la categoria relativa €/.S. El coproducto de una familia de conjuntos es su unién disjunta, el de una
familia de espacios topoldgicos es su suma topoldgica. El coproducto fibrado de subconjuntos de
un conjunto es su unién, y el coproducto de dos K-dlgebras respecto sus morfismos estructurales

es su producto tensorial.

Ejemplo. 5.2.5.- Si P es un prehaz de conjuntos sobre un espacio topoldégico X y z € X podemos
considerar el diagrama:
Dy = ({P(U)}sev. {pvu}eeucy).

Entonces P, = h_n;(Dz) recibe el nombre de fibra del prehaz P en x. Como hemos visto antes, la

construccion se hace partiendo de la unién disjunta:

Up = || PW0) = {(U,5) |2 €U, s € PWO)}

zelU

y pasando al conjunto cociente por la relacion:

(U,s) ~(Vit) @ 3IW, z e W CUNV, puw(s) = pvw(t).
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Cada clase se llama un germen en x. El germen de (U, s) se representa por [s], y cada elemento
del germen se llama representante del mismo.

Si P es un haz de grupos, anillos, etcétera., sus fibras tienen esa estructura, pues para operar dos
gérmenes basta elegir representantes con el mismo abierto y operar con ellos. Obviamente la fibra
define un funtor ya que a todo morfismo de prehaces se le puede asociar un morfismo en las fibras
por la definicién de limite.

Usando las fibras se pueden regularizar los prehaces transforméndolos en haces. Para cada prehaz
de conjuntos, o conjuntos con una estructura, P se puede construir el espacio étale asociado,

formando la unién disjunta de sus fibras y la proyeccién natural:

Pl= | Pe 7:|P| = X, w(s)e) =
zeX

tomando para cada s € P(U) la seccién de la proyeccion:

5:U—|P

s 8(x) = [sa

y considerando en |P| la topologia final de estas aplicaciones. Asi, una base de abiertos de la

topologia de |P| estd formada por los conjuntos:

Cv,s = {[sly}yev. s € P(V),

y con ella la proyeccién 7 es un homeomorfismo local.
Una vez construido el espacio étale, podemos construir un nuevo prehaz, que de hecho es un haz
y se denomina haz asociado al prehaz, asociando a cada abierto U de X las secciones continuas

de 7 sobre U, es decir:
PU) ={o: U = |P| | o continua, 7o = 1y}
De este modo si o : U — |P| es una aplicacion:
cePU)eVeel, WV,z eV Cl, IscP(V), oly =5
Se comprueba facilmente que:

= Si P es un prehaz de conjuntos con una estructura, P es, de modo natural, un haz de con-

juntos con la misma estructura.

= Que hay un morfismo canénico F' : P — P dado por Fyy(s) = § pero los Fiy no son en

general ni inyectivos ni sobre.
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" Pesunhazsiysolosi79:73

Observemos que si llamamos espacio étale sobre un espacio topoldgico X a un par (Y, 7) donde
Y es un espacio topolégico y 7 es un homeomorfismo local, la categoria de haces sobre X es natu-
ralmente equivalente a la subcategoria completa de T/ X cuyos objetos son espacios étale. Este es
el punto de vista de la teoria de haces de Godement [16], rechazado totalmente por Grothendieck

[18], pero que a veces es comodo usar.

En general se pueden leer mds facilmente las propiedades de un objeto en el funtor de puntos

al que representa que en el objeto mismo.

Ejemplos 5.3.—

Ejemplo. 5.3.1.- En geometria algebraica se asocia a cada anillo A un espacio topoldgico, su es-
pectro dado por:
Spec(A) = {p | p ideal primo de A}

dotado de la topologia (fopologia de Zariski) con base de abiertos:

34 ={D(f)}sea, D(f) = {p € Spec(A) | f ¢ p}
Las correspondencias:
= A Spec(A)
s (f: A= B)w— f~': Spec(B) — Spec(A)

definen un funtor contravariante de la categoria de anillos (conmutativos y homomorfismos unita-
rios) en la de espacios topoldgicos.
Podemos definir un prehaz sobre Spec(A) asignando a cada abierto de la base D(f) el anillo de
fracciones:
a
Af:{ﬁ\aeA, n € N}

a este prehaz se le asocia su haz asociado, A, y el par (Spec(A), /I) se llama un esquema afin. La
categoria de esquemas afines es isomorfa a la categoria de anillos.

El grupo lineal es el esquema afin:

GL,, = Spec(Z[(xi;),t]/(det(z; )t — 1)
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en el que no se aprecia la estructura de grupo. En cambio para un anillo A:
GLy(Spec(4)) = HomSpcc(Z)(Spec(A)7 GL,) =

= Hom(Z[(w:7), t]/(det(zi )t — 1), A) = GLn(A).

Ya que los homomorfismos de anillos de Z[(z;;),t]/(det(z; )t — 1) en A se obtienen dando
valores a las (z; ;) y a t que anulen a det(x; ;)t — 1, es decir, se corresponden con las matrices

n x n de elementos de A con determinante inversible.

Ejemplo. 5.3.2.- La definicién formal de esquema en grupos, grupo algebraico, grupo analitico,
grupo de Lie etcétera sigue siempre el siguiente proceso:

Se parte de una categoria & con productos finitos y un objeto cero U, es decir, un objeto tal que
VS € Ob(®), Home (U, S) = {0}, Home(S,U) = {e}
. Entonces una estructura de grupo en un objeto G de esa categoria es una terna de morfismos:
n u:GxG— G
me:U—=G
" p:G—>G
correspondientes a producto, unidad e inverso, que verifican las propiedades usuales:
= Asociativa: el diagrama:

G

pux1
GxGxG——— GxG

chw Iz

GxG G
es conmutativo
= Elemento neutro: los diagramas:
¢ —2 Luxa ¢ — L Goxu
g Jexlg J/IG Jlgxe
G : GxG G - GxG

son conmutativos
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= Inverso: los diagramas:

lgx1lg lgx1lg

G ——— GxG G ——— GxG
e,0 Jpxlg Je,o Jlgxp
G - GxG G a GxG

son conmutativos.

Esta definicién significa que para cada objeto T" el conjunto Homg (7', G) con la operacion:

(f-9) =ulf,9); (f9): T —=GxG, m.(f,g) = f, m.(f,9) =g

es un grupo. Si los objetos de la categoria son conjuntos, la definicién lleva consigo que se define

una estructura de grupo en todos ellos.

Ejemplo. 5.3.3.- La accién de un grupo de & sobre un objeto X, se define como un morfismo:
c:GxX —X

con las propiedades usuales (presentadas en forma de diagrama como en el ejemplo anterior) y sig-
nifica que para todo objeto T' de &, el grupo Homg (T, G) actia sobre el conjunto Home (T, X).
Podemos construir ahora un nuevo funtor:

F:® — ((Sets)), F(T) = Homg (T, X)/Home (T, G)

que en las categorias citadas como ejemplos no es representable, y de este problema surge el
concepto de Stack como objeto de una categoria mas amplia en la que se tiene la representabilidad

de este funtor.
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The first comprehensive exposition of the theory of profinite groups appeared in
the book 'Cohomologie Galoisienne' by J-P. Serre in 1964.
L. Ribes

6. Extensiones infinitas

Definicién 6.1.— Un grupo topoldgico es un grupo G dotado de una topologia de modo que:
1. La aplicacion G x G — G, (g,h) — gh es continua.

L es continua.

2. La aplicacion G — G, g g~
Si G es un grupo topoldgico se verifica que para todo g € G la aplicacion
To: G = G, 1o(x) = ax

es un homeomorfismo. En consecuencia:

= Si H es un subgrupo abierto de G, todas las clases gH son abiertas, por tanto H es cerrado.
Reciprocamente, si H es un subgrupo cerrado de indice finito, H es también abierto.

= Si un subgrupo de G contiene a un subgrupo abierto es también abierto.

= Si {N;}icr es un sistema fundamental de entornos de 1, los {gN; }ies son un sistema fun-

damental de entornos de g.

= Una familia de subconjuntos de G, {S; };¢c; es un sistema fundamental de entornos de 1 € G

para una topologia con la cual G es un grupo topolgico si y solo si:
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1.1€S;, Viel.

2.Vi,jel, 3kel, S, CS;NS;.
3.Viel, 3jel, S;.5;CS;.
4.viel,3jel, S;cgt.
5.Viel,Vge GIjel, S;Cghig".

Proposicion 6.2.— En la categoria de grupos topoldgicos existe el limite proyectivo.

Demostracioén: en la construccion que dimos en 5.2 si G = ({Gi}ier, {9i}(i,j)en) €s un diagra-
ma de grupos, [],.; G; tiene una estructura natural de grupo topoldgico con la topologia producto
de las de los G;. Las proyecciones son homomorfismos continuos y @Q es un subgrupo de
[ Lic; G que con la topologfa inducida es un grupo topoldgico.

O

Proposicion 6.3.— El limite proyectivo de un diagrama de grupos finitos con la topologia discreta

es un grupo topoldgico compacto y totalmente desconectado.

Demostracion: si G = ({Gi}ier,{9ij}i,j)ea) €s un diagrama de grupos finitos con la topologia
discreta, [ ], <1 Gi es compacto (Teorema de Tychonoff). Veamos que m gcC Hie ; Gii es cerrado
y por tanto compacto.

Six = (zi)icr ¢ lim§ entonces 3(i, j) € 6,5 # gi;(w;) y como la topologfa de los G; es
la discreta, si llamamos 7; a las proyecciones, E; ; = 7, 1(901) N 7r]71 (x;) es un entorno abierto de
X, que no corta a ]{1_m g.

La condicién de totalmente desconectado equivale a que para cada por de elementos, hay un
subconjunto abierto-cerrado que contiene a uno de ellos y no contiene al otro, en un grupo basta
probar que si g # 1 existe un subgrupo abierto que no contiene a g, ya que todo subgrupo abierto

es cerrado. En nuestro caso es trivial porque si e; € G; es el uno y e es el uno de @1 g,
x=(xi)ier Fee el v,e, = x¢ ﬂ:’(ez) = Kerm;
O

Proposicion 6.4.— Todo grupo topolégico G compacto y totalmente desconectado, es limite pro-

yectivo de un diagrama de grupos finitos con la topologia discreta.

Demostracién: como G es un grupo topolégico podemos construir el conjunto U (G) = {H; }icr
de subgrupos abiertos invariantes de G, todo subgrupo abierto de G es cerrado y como G es com-

pacto es de indice finito. Luego los G/H; son todos grupos finitos. Sea
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0 ={(i,j) € I x I | H; C H,;}(i), podemos construir el diagrama de grupos finitos:
P = ({Pi}iers APij}ijyea)s Pi=G/H;, pij: G/H; — G/Hj.p;(9-H;) = g.H;
dotando estos grupos de la topologia discreta, los homomorfismos naturales:
n;: G — G/H;, ni(9) = g.H;

son continuos porque los H; son abiertos. Entonces por la definicién de limite proyectivo existe

un dnico homomorfismo continuo que también es abierto: n : G — @P tal que:
Vi€ l,mn=mn; < n(g) = (9.-H)er

Tenemos que probar que n es un isomorfismo de grupos topoldgicos. La suprayectividad de n es
un ejercicio simple, es mas dificil probar la inyectividad.
Para ver que n es inyectiva basta hay que probar que ();c; H; = u donde u es el uno de G, o
lo que es lo mismo que:
geG, g#Au=3i€l, g¢ H,.

Como G es totalmente desconectado, existe un abierto-cerrado V, tal que u € V, g ¢ V. Sea
W =V N V2 Como V es cerrado, es compacto y V2 también, luego W es compacto. Si z € W,
como también u € W, el producto en G es continuo, V' es abierto y zu = x, existen entornos de
yuenV, N, M, tales que N,.M, C V y obviamente N,.M, C V2, luego N, " M, C W.Los
{N;}zev forman un recubrimiento abierto, que tiene un subrecubrimiento finito { Ny, ...V, }. Si
M = ﬂ? My, MyP=MnM ~1 son entornos abiertos de u en V. Ademads:

n n
V.PCV.M =N, .M C | N, M, C V.
1 1
Luego por induccién V.P" C V,Vn € N. Sea H = |J{° P" el subgrupo de G generado por M,
H C V porque:
P CV = P?=P.PC PV C Vetcétera.

y como M C P es un entorno abierto de u M es un subgrupo abierto y como G es compacto, H
es de indice finito, luego tiene un nimero finito de conjugados. La interseccién de los conjugados
de H es un subgrupo invariante abierto, y por tanto de indice finito contenido en V' y que por tanto
no contiene a g |

Los resultados anteriores van encaminados a caracterizar los grupos de Galos de extensiones
infinitas. Observemos que si K es una extension galoisiana de k y M es una extension intermedia

se verifica que:
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= K es una extension galoisiana de M, ya que es separable y Va € K el polinomio minimo
de a sobre M es un divisor del polinomio minimo de a sobre & y por tanto tiene todas sus

raices en K.

= Todo k-homomorfismo f : M — K se extiende a un k automorfismo de K, usando Zorn
es trivial que f se extiende a un homomorfismo inyectivo f : K — K. f es sobre porque
Va € K si su polinomio minimo es de grado n tiene n raices en [, luego tiene n raices en

Imf y una de ellas es necesariamente f().
= El homomorfismo de restriccién Gal(K) — Galp (M) es sobre. Trivial del punto anterior.

= Si M|k es finita de k existe una extensién galoisiana finita de k, M*, M C M* C K.
En efecto por el teorema del elemento primitivo, M = k(a), o € K, entonces si M*
es el cuerpo de descomposicién del polinomio minimo de o, M C M* C Ky M*|k es

galoisiana.

Si consideramos ahora el conjunto £ = {L;};cs de todas las extensiones galoisianas finitas
de k contenidas en K, por el teorema fundamental de la Teorfa de Galois si L; C L; tenemos un

homomorfismo suprayectivo:
Tji * Galk(Lj) — Galk(Li) ~ Galk(Lj)/Gale(Lj)

Si G es el diagrama de grupos finitos sobre el esquema & = (I, A), A = {(j,1) € IxI, L; C L;}
dado por:
G = ({Gi}ier: {751} Giyes), Gi = Galy(L;)Vi

se verifica que:

Teorema 6.5.— Galy(K) = 1&1 G y en consecuencia Galy(K) es un grupo profinito y admite una

topologia con la cual es compacto y totalmente desconectado.

Demostracién: Por la definicién de limite proyectivo, y dado que existen homomorfismos conti-
nuos

0; : Galp(K) — Galy(L;), oi(f) = flr,

con 705 = oy, Y(j,i) € A, existe un homomorfismo cGaly(K) — limG tal que

Vi € I, m;oc = o;, este homomorfismo estd dado por:

Vf € Galp(K), o(f) = (flr)ier

hay que probar que ¢ es un isomorfismo.
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Como KGals(K) — [
Vf e Galp(K), Ja e K Nk, fla) # .

Y como existe una extension galoisiana finita de k, L;, tal que k(o) C L, es f|L; # Id luego
Kerc = Id. Trivialmente o es sobre, porque si (fi)icr € @Q para cada o € K \ k existe un

iq € I con k(o) C L, definimos entonces:
fla) = fi(a)

y es inmediato que f € Galp(K)y o(f) = (fi)ier O

Como consecuencia de este resultado podemos dar una base de entornos del uno de Galy(K).
En efecto, al ser la topologia de Galy,(K) la inducida por la del producto de los grupos de Galois
de las subextensiones galoisianas finitas, si 7; : Galy(K) — Gali(L;) es la restriccion, teniendo
en cuenta que la topologia de los Gali(L;) es la discreta, los 7, 11 1, = Kerm; son subgrupos
abiertos normales que forman una base de entornos de uno de la topologia de Galy(K).

Si S es un sistema finito de generadores de L; |k,
Kerm; = {0 € Gali(K) | 0(s) = sVs € S}.

Si T es un subconjunto finito de K, k(T") es una subextension finita de K y estd contenida en una

subextension galoisiana finita L;, que se puede suponer generada por S D T, entonces:
Kermy C G(T) = {0 € Galp(K) | o(s) = sVs € T}

Luego los G(SS), con S subconjunto finito de K, forman una base de entornos de uno en Gal(K)

y son subgrupos abiertos.

Definicion 6.6.— La topologia de Galy,(K) como limite proyectivo, que acabamos de construir,
se conoce por topologia de Krull [22] de Galy(K)

Podemos extender ahora el teorema fundamental a extensiones infinitas:

Teorema 6.7.— [Galois- Krull] Para toda subextension de Galois de una extension galoisiana K |k
el grupo Gal,(K) es un subgrupo cerrado de Galy(K). Las correspondencias que asocian a cada
subextension L el grupo Galr,(K) y a cada subgrupo cerrado H de Galy,(K) la subextension K
son inversas una de la otra 'y definen una biyeccion entre el conjunto de subgrupos cerrados de
Gal(K) y el de subextensiones de K |k.

Ademds, una subextension L de K |k es galoisiana si 'y solo si Gal(K) es normal, y en este caso

Galk(L) ~ Galk(K)/GalL(K)
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Demostracién: Para probar el teorema, recordemos que Gal(K) es limite proyectivo de los
grupos de Galois de sus subextensiones galoisianas finitas L; con la topologia discreta, y que cada
Galy(L;) es un grupo cociente finito de Galy(K') . Tomemos ahora una subextension finita de K,
F|k, esta subextension finita estd contenida en una de las L; y el grupo Galp(L;) es un subgrupo
de Gali(L;) que tiene una contraimagen Tr C Gali(K). Como la proyeccién del limite es
continua, T es un subgrupo abierto y por tanto cerrado. Obviamente todos los elementos de T
fijan F'y los elementos de Galp(K) restringen a elementos de Galp(L;), luego Tr = Galp(K)
es un subgrupo cerrado de Galy (K).

Si M|k es una extensién arbitraria se puede escribir como unién de una familia de extensiones
finitas M}, Galy (M) serfa interseccién de los Galy, (M) y por tanto serfa un subgrupo cerrado.

Reciprocamente, si F es un subgrupo de Galy(K) podemos construir M = K7, Galy(K)
es cerrado y contiene a H, y por tanto a su cierre H. Si probamos que Galy(K) C H serfa
Galp(K) = H y si H es cerrado hemos terminado. Si o € Galy (K) . H existe un entorno de

o que no corta a H, es decir, existe un subgrupo abierto invariante G(.5) de Galy(K) tal que
0.G(S)NH =00 ¢G(S).H

Entonces poe el teorema fundamental de la Teoria de Galois para la extensién galoisiana k(.S)|k
existe algiin elemento « € k(S) invariante por H pero no por o, luego o ¢ Galy;(K)

O

Veamos un ejemplo de grupo de Galois que admite subgrupos que no son cerrados, para probar

que el teorema de Krull no es generalizacion trivial del de Galois. Si consideramos el cuerpo primo

de caracteristica p, Fj, = Z/(p), su cierre separable F, ; contiene para cada n una subextensién

tnica Fj, ,, con:
[Fp,s : Fp] = n, Galp,(Fps) >~ Z/(n), generada por el automorfismo de Frobenius o(x) = 2?
Entonces los homomorfismos de restriccién son los habituales:
Tmm : Z/(n) = Z/(m), 7(r + (n)) =7+ (m), m|n

y el grupo de Galois GalF, (F} ) es el limite proyectivo 7 de los Z /(n) que contiene al grupo Z

que no es subgrupo cerrado.
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7. Teoria de Galois-Grothendieck

En esta seccion vamos a introducir una Teoria de Galois cuyos objetos no son las extensiones
separables de un cuerpo sino las dlgebras finitas separables. Ahora la contraparte no son los grupos
de automorfismos sino los conjuntos finitos con la accién de un grupo. Comenzamos por tanto con
la descripcién de los conjuntos con accién de un grupo G o G-conjuntos.

Si G es un grupo llamaremos G-conjunto a todo conjunto con una accién de G, es decir, a un

par (X, p) donde X es un conjunto y
p: X xG— X, p(z,g9) =g
una aplicacién tal que:
» (wg)h = x(gh)
» zeq = x (eq es la unidad de G).
La accién de un grupo G sobre un conjunto £ se dice simple si:
Yz € E, p, : G — E, ps(g) = xg es inyectiva

y se dice transitiva si:
Ve,ye E, 3ge G, zg=y
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y se dice trivial si

Vre E,Vge G, zg==1x

Un G- morfismo o morfismo equivariante entre dos G-conjuntos es una aplicacion que conmuta

con la accién
p: X =Y, p(xg) = ¢(x)g
La 6rbita de un elemento = € X de un G-conjunto es el subconjunto:

Oz ={zg|g€G}

Y el conjunto de érbitas se llama conjunto cociente por la accién de G y se representa por X/G.
Los G-conjuntos y G-morfismos forman una categoria ((G — Sets)). Como cada conjunto se
puede dotar de la accidn trivial y toda aplicacion es equivariante para la accion trivial, la categoria
((Sets)) es una subcategoria de la ((G — Sets))
Si p: G — H es un homomorfismo de grupos, todo H-conjunto X se puede dotar de estruc-
tura de G-conjunto por:
Ve e X, g€ G, zg=xp(g)

Todo H- morfismo es también un G- morfismo, tenemos asi un funtor:
" ((H — Sets)) — ((G — Sets)).
También las correspondencias que asocian:
= A cada grupo G la categoria de los G-conjuntos ((G — Sets))
= A cada homomorfismo p : G — H, el funtor

p* ((H — Sets)) = ((G — Sets))

definen un funtor de la categoria de grupos en la de categorias.

Las correspondencias:
X = X/G f = f07 fO(Oz) = Of(z)

definen un funtor: ((G — Sets)) — ((Sets)).
Consideremos ahora un cuerpo & con su cierre algebraico y su cierre separable k C ks C &,y
llamemos G = Galy(ks) al grupo de Galois absoluto de & dotado de la topologia de Krull. Si L
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es una extension separable finita de k, Homy (L, ks) es un conjunto finito de [L : k| elementos y

hay una accién natural de GG sobre este conjunto dada por:

G x Homy(L,ks) — Homy(L, k), (o, f) — o.f.

Proposicién 7.1~ La accion de G sobre Homy (L, ks) descrita arriba es continua y transitiva

supuesto dotado Homy, (L, ks) de la topologia discreta.

Demostracién: Si fy g son homomorfismos de L en ks, gf ! es un homomorfismo de f(L) en
ks que extiende a un automorfismo o de ks que verifica que o f = ¢ luego la accién es transiti-
va. Para probar la continuidad basta probar que la contraimagen por la accién de cada elemento
f € Homy (L, ks) es abierta, es decir, que es abierto:

{(0,9) € Homi(L, ko) |og=f}= | {(o.h)|oh=f}
heHomy(L,ks)

Pero si fijamos (o, k), con oph = fy G es el estabilizador de f en G:
Th=f& 1€ O'th

Por tanto basta probar que Gy es abierto, pero Gy = Galy(r)(ks) que es un subgrupo abierto de
G porque L estd contenida en una subextension galoisiana. O

Observemos que de la prueba de la proposicion se obtiene que:

= Como la accién de G sobre Homy, (L, k) es transitiva, fijo un elemento fo € Homy(L, ks)
todo elemento g € Homy(L, ks) se escribe como g = o fy pero no en forma tnica porque
si G es el estabilizador de fj:

o 0:Tf0<:>7’_10’f0:f0¢>7'_10'EG()@O'GO:TGO
En consecuencia la aplicacion:
T: Homy(L,ks) = Go/G, T(9) = 0Gy < g = 0Go

es un isomorfismo de G-conjuntos.

Si L|k es galoisiana y finita, G es un subgrupo invariante de indice finito de Gy Homy (L, ks)

es isomorfo al cociente G/Gg con la G-accién natural.

66



TEORIAS DE GALOIS / JosE MANUEL AROCA

Si L y M son extensiones separables finitas de k' y ¢ : L — M es un k-homomorfismo,

tenemos una aplicacion:
©* : Homp (M, ks) — Homy(L, ks), ©*(f) = fo

que es equivariante. Por tanto tenemos un funtor F' de la categoria de extensiones separables de
k 'y k- homomorfismos en la subcategoria completa de la categoria de G- conjuntos finitos, cuyos

objetos son los G-conjuntos finitos con accién continua y transitiva de G.
Proposicion 7.2.— El funtor F' es una equivalencia de categorias.

Demostracion: Para probar la proposicién hemos de demostrar que F' es fiel, completo y esen-
cialmente suprayectivo, es decir, que para todo par de extensiones separables, L, M, de k:

F : Homy(L, M) — Homg(Homy(M, ks), Homy (L, ks))

es biunivoca y para todo G-conjunto C' con una accién de G continua y transitiva existe una
extension separable L de k, tal que Homy (L, ks) es G-isomorfo a C.

Probemos primero que F’ es esencialmente suprayectivo. Dado el G -conjunto C, seac € C'y
sea H C G el estabilizador de ¢ que es un subgrupo abierto de GG por la continuidad de la accién
y por tanto cerrado, k7 = L es una extensi6n separable finita de k y tenemos G isomorfismos de
C'yde Homy (L, ks) en H/G, luego ambos G-conjuntos son isomorfos.

Para probar la primera condicién observemos que al ser transitiva la accién de G sobre Homy (M, k),
un G -homomorfismo

0 : Homy(M, ks) — Homy (L, ks)

queda determinado por la imagen de un tnico elemento. Elegimos fy € Homy (M, ks) y 0 queda
determinado por 6(fp). Como 6 es equivariante, los elementos del estabilizador H de fj, fijan
también 6(fy), si U es el estabilizador de este elemento tenemos una inclusion H C U que
lleva consigo otra k¥ C kI pero kU = 0(fo)(L) y k¥ = fo(M) tenemos entonces un & -
homomorfismo de L en M, fi 19(fo) que es el tinico que se aplica sobre 6.

O

Observaciones 7.3.— La proposicién anterior es vélida si cambiamos ks por cualquier extension
galoisiana M de k y las extensiones separables por subextensiones de M.
Ahora substituiremos las extensiones separables de k por un cierto tipo de k- dlgebras para

extender la equivalencia a todos los G conjuntos finitos con accion continua de G.
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Definicion 7.4.— Llamamos k- dlgebra finita a toda k-dlgebra que es de dimension finita como
k-espacio vectorial. Si A es una k-dlgebra finita, a la dimension de A como k-espacio vectorial
[A: k] = dimy(K) se le llama grado de A. Una k dlgebra finita étale es una k- dlgebra producto

de un niimero finito de extensiones separables finitas de k.

Ejemplos 7.5.— Ejemplo. 7.5.1.- Si f(z) € k[z] y

fa) =] fit)
=1

es la descomposicién de f(z) en producto de irreducibles, A = k[z]/(f(x)) es una k-dlgebra

finita que se descompone en producto de k-algebras locales:

n
A= [T klal/(fi(x)™)
i=1
A es un algebra étale si y solo si r; = 1,Vi y los f; son todos separables, es decir, si f(z) es

separable en k[x].

Ejemplo. 7.5.2.- No todas las k- dlgebra finitas son como la del ejemplo anterior. Por ejemplo
k[z,y]/(z,y)? no se puede escribir nunca como un dlgebra cociente de un anillo de polinomios
en una variable.

Ejemplo. 7.5.3.- Una k -dlgebra A finita y sin divisores de cero es un cuerpo, ya que si a € A, a#0,
a es algebraico sobre k y su polinomio minimo es irreducible, en particular si el polinomio minimo
de aes:

flx) =bo+ bz + ..+ 2"

entonces by # 0 y:

-1
a.(a)(bl +hoa+ .. +a" =1

y a es inversible.
En consecuencia si A es una k-dlgebra separable, A L Ly X ... X Ly, y F es una extension de K,
si llamamos:

q: L — A7 ql(ll) = T(O, by ‘.,0)

para cada k-Homomorfismo f : A — K existe un tnico ¢, 1 < 7 < rtal que fg; # 0, ya que si
fai #0, fg; # 0, serfa:

fai(le,) #0, fq;(1r;) #0, (fa(1e,))(fa5(1e;)) = flai(1r,)-q5(1L;)) =0
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Como cada homomorfismo g : L; — K induce un homomorfismo ¢g.m; : A — K tenemos una

correspondencia biunivoca entre Homy, (A, K) y la unién disjunta de los Homy(L;, K).

Teorema 7.6.— [Teorema de Galois-Grothendieck] El funtor F de la categoria de k -dlgebras étale

en la categoria de G- conjuntos finitos con accion continua, dado por:
F(A) = Homi(A, ks), F(o)(f) = ¢.f

es una equivalencia de categorias.
El teorema es consecuencia inmediata de la proposicion 7.2 y del ejemplo anterior.
Observemos también que el teorema sigue siendo cierto si cambiamos el cierre separable por
cualquier extension galoisiana M de k y reducimos la categoria inicial a la de k- dlgebras étale

producto de subcuerpos de M.
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8. Revestimientos. Teoria de Galois topologica

En esta seccién trabajaremos en la categoria de espacios topoldgicos sobre un espacio B,
T/B. Y, sobre todos los grupos que manejamos consideraremos siempre la topologia discreta.
Observemos que si dotamos a un grupo G de la topologia discreta y G actda sobre un espacio
topoldgico X, decir que la accion de G es continua equivale a que Vg € G la aplicacion biunivoca
z +— gx es un homeomorfismo, por tanto siempre entenderemos que la accién de los grupos sobre
los espacios topoldgicos es una accién como grupos de homeomorfismos.

Definicion 8.1.— Si E'y B son espacios topoldgicos y p : E — B es una aplicacion, un abierto
U de B se dice bien cubierto por p si:

0 =X

iel
de modo que:
» X, es abierto en E, Vi € 1.
s XiNX;=0,Vi,jel, i#j.

= plx, : Xi = U es un homeomorfismo Vi € I.
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La aplicacion p : E — B se llama una proyeccién recubridora si todo punto x € B tiene un
entorno bien cubierto por p. En este caso se dice que el objeto de T/ B, (X, p) (p es continua por

la definicion) es un revestimiento o un espacio recubridor de B.

Ejemplos 8.2.— Ejemplo. 8.2.1.- La primera proyeccién m; : B x I — B, tomando en [ la

topologia discreta, es un revestimiento. Un revestimiento se dice frivial si es isomorfo en T/B a
uno de este tipo.

Los revestimientos son exactamente los objetos localmente triviales de ‘Z/ B, es decir, los pares
(X, p) tales que todo punto z € X posee un entorno abierto Uy, tal que (p™)(Us), plp-1)(w,) ©5
trivial en T/U,

Ejemplo. 8.2.2.- : La aplicacion
. 1 _ 2mix
p:R— S n(z)=¢e
es un revestimiento no trivial. Observemos que si definimos una accién de Z sobre R, por:

ZxR—=R, (n,x) »x+n

esR/Z ~ §' y 7 es la aplicacién de paso al cociente.

Este ejemplo es general. Si un grupo G actia de modo continuo sobre un espacio topoldgico X,
se dice que la accién de G es propiamente discontinua si podemos elegir para cada punto z € X
un entorno abierto U, tal que U, N g.U, = 0, Vg € G \ {e}, siendo e el elemento unidad de
G. Entonces si G actiia sobre X de modo propiamente discontinuo, la aplicacion natural sobre el

espacio de 6rbitas p : X — G/ X es una proyeccion recubridora.

Ejercicios 8.3.— Ejercicio. 8.3.1.- .- Si p : X — B es una proyeccion recubridora, probar que:

= La fibra de p en cada punto z € X, p~'(z) es discreta, (con la topologia de subespacio de

X), y si B es conexo las fibras de p tienen todas el mismo cardinal.
= p es un homeomorfismo local.

= La topologia de B es la topologia final de p, es decir, V' C B es abierto si y solo si
p~1(V) C X es abierto.

Ejercicio. 8.3.2.- .- (Es cierto que si B es conexoy p : X — B cumple las tres condiciones

anteriores p es una proyeccion recubridora?
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Ejercicio. 8.3.3.- .- Probar que si un grupo G actda sobre un espacio X de modo propiamente
discontinuo, la aplicacién natural p : X — G/X es una proyeccién recubridora.

Definicion 8.4— Si (E,p) es un revestimiento de B, llamamos transformacién recubridora de
(E, p) a todo automorfismo de (E,p) en T/B.

Observemos que como consecuencia de la definicién las transformaciones recubridoras de
(E,p) forman un grupo G' = Autg;p(E,p) y este grupo actiia naturalmente sobre F, pero tam-
bién actua sobre cada fibra de p por:

Vbe B, Gxp (b)) = pl(b), (6,2) — 6(2)
Proposicion 8.5.— Si B es localmente conexo, (E, p) es un revestimiento de B o mds general-

mente si p es un homeomorfismo local y E es Hausdorffy si f,g € Homg;p((X,q), (E,p)) y X
es conexo, se verifica que:
e X, flz)=g@)=>f=9

Demostracion:

Como X es conexo, basta probar que C = {z € X | f(z) = g(z)} # 0 es abierto y cerrado.
Si z € C, tomamos un entorno U, de q(z) = p(f(z)) = p(g9(z)) € B conexo tal que existe
un entorno de f(z) = g(z) en E, W, tal que p|w, : W, ~ U,, entonces f y g coinciden en
FYW,) N g=Y(W,). Ahora:

= Si ' es Hausdorff la diagonal A de E x E es cerrada y para la aplicacién continua
(f,9): X = ExE, (f,9)(x) = (f(x),9(x))
C = (f,9)""(A) es cerrado.

= Si p es una proyeccién recubridora y exigimos a U, que esté bien cubierto, si z ¢ C, f(z)y
g(z) estdn en hojas distintas luego admiten entornos disjuntos y U, N C' = .

En ambos casos C es cerrado.

Consecuencia 8.6.— Si 6 es una transformacion recubridora de (E,p) y E es conexo:
Jz€eFE, 0(z)=2=0=1g
ysib € By U, es un entorno conexo de b bien cubierto por p y

p N (U) = U Ui

icl
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es la descomposicion en hojas de p~*(Uy):
Viel, 3j € I,H(Ui) = U]'
Una consecuencia no trivial de 8.6 es el teorema siguiente:

Teorema 8.7.— Si B es localmente conexo, y (E,p) es un espacio recubridor conexo de B, el
grupo G = Autg, s(E, p) actiia sobre sobre E de modo propiamente discontinuo.
Reciprocamente si H es un grupo que actiia sobre un espacio conexo X de modo propiamente

discontinuo, el grupo de automorfismos del revestimiento q : X — H/X es isomorfo a H

Demostracién: Six € E'y p(x) = b existe un entorno conexo Uy, de b en B bien cubierto por p,

sea

p ' (Up) = U U;

il
la descomposicién en hojas de p~(Uy), y sea U; la hoja que contiene a x. Entonces por 8.6:
0eq, 0+Td=0(z)ep (), O(z) £
Luego:
0) eUj, j£i=>UiN0U; =UiNOU) =U;NU; =0

Para probar el reciproco observemos que al actuar H como grupo de homeomorfismos y con-
mutar su accién con la proyeccion sobre el espacio de drbitas, H se identifica a un subgrupo de
Autsx)(X, p). Por otra parte si 0 € Autg/g/x)(X,p)y > € X:

p(0(x)) =p(z) =Hax=3hec H, ha=0(x)=h=40

por 8.5
O
Si consideramos ahora B localmente conexo y un revestimiento (E, p) de B, con E conexo
y llamamos G al grupo de transformaciones recubridoras de (F,p), como las transformaciones

recubridoras dejan invariantes las fibras, tenemos un diagrama:

7N

G/E

n(r) =Gz,  p(Gx)=p(x)

73



VIII EscUELA DoCTORAL INTERCONTINENTAL DE MATEMATICAS PUCP-UVA 2015

Definicién 8.8.— Si B es localmente conexo, un revestimiento (E, p) de B se dice revestimiento
de Galois si E es conexo y la aplicacion p es un homeomorfismo.

Los revestimientos de Galois se caracterizan por la accién de G en las fibras de la proyeccion.

Proposicién 8.9.— Si (E, p) es un revestimiento conexo de un espacio localmente conexo By G es

el grupo de transformaciones recubridoras de (E, p). Las condiciones siguientes son equivalentes:
1. (E,p) es un revestimiento de Galois.
2. G actiia transitivamente sobre todas las fibras de p.

Si B es conexo las afirmaciones anteriores son equivalentes a:

= (G actiia transitivamente sobre una fibra de p.

Demostracién:

Las primera afirmacion implica la segunda, porque decir que p es biunivoca equivale a decir
que G.x = p~(p(x)), Vo € E, es decir, que la accién en las fibras es transitiva. Y la segunda
implica la primera porque (G/E, D) es un revestimiento de B con las fibras compuestas por un
solo punto.

Si B es conexo todas las fibras de p tienen el mismo cardinal, luego basta conque una fibra
esté compuesta por un solo punto para que lo estén todas. |

Para demostrar la version topol6gica del teorema fundamental de la Teoria de Galois necesita-

mos un lema previo:

Lema 8.10.— Si (Z,q) y (E,p) son revestimientos de un espacio localmente conexo By Z es

conexo, todo morfismo f : (E,p) — (Z,q) es una proyeccion recubridora.

Demostraciéon: Si z € Z podemos construir un entorno abierto conexo U de ¢(z) en B bien
cubierto por p y ¢, entonces tenemos un entorno abierto conexo W de z tal que gl : W — V es

un homeomorfismo. Si las hojas de p sobre V' son {7} }ics vy si
J={ieI|T;nf'(z) # 0}

es inmediato que f|7; : T; — W es un homeomorfismo y que f~1(W) = Ujes Tj- O
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Teorema 8.11.— [Teorema de Galois para revestimientos] Si (E, p) es un revestimiento de Galois

de un espacio localmente conexo By G es el grupo de transformaciones recubridoras de (E,p):

1. Para cada subgrupo H de G la proyeccion p induce una aplicacion natural py; : H/E — B

que hace conmutativo el diagrama:

E il H/E
N S
B

y es una proyeccion recubridora.

2. Para todo revestimiento conexo (Z,q) de B tal que exista un morfismo f : (E,p) — (Z,q),

es decir, que sea conmutativo el diagrama:
!
E Z
NS
B

entonces (E, f) es un revestimiento de Galois de X y si Hy el grupo de transformaciones

recubridoras (E, f), Hz es un subgrupo de G'y (Z, q) es isomorfo a (Hz/E,py ).
3. Las correspondencias anteriores son inversas una de la otra.

4. (Z,q) es un revestimiento de Galois si 'y solo si Hyz es subgrupo invariante de G y en este
caso G/Hyz ~ Autgp(Z,q).

Demostracién: probemos la primera afirmacion. py; : H/E — B es continua por serlo p y
ser la topologia de H/FE la final de ny, por otra parte sobre un abierto V' bien cubierto por p,
Pl
de G, sobre I, entonces o, (V) ~ V x H/I,y se sigue (1).

Para probar (2) observemos que por el lema (E, f) es un revestimiento de X y si Hy es el

(V) =V x I con I conjunto con la topologia discreta, y hay un accién de H, como subgrupo

grupo de transformaciones recubridoras de (E, f), Hz C G porque todo automorfismo de X que

conmuta con f, conmuta con p

E o E
\\f /
D Z r
Jq
B
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Solo queda probar que H actda transitivamente en las fibras de f y que en consecuencia (E, f)
es galoisiano. Siz € Z'y

er,e2 € f71(2) Cp(g(2)),
como (FE,p) es galoisiano, existe § € G, 0(e1) = eq, para probar que § € H solo hay que
probar que conmuta con f, pero fy f6 son morfismos de revestimientos de (E,p) en (Z,q) y
f0(e1) = f(e2) = z luego al coincidir en un punto ambas coinciden.

El enunciado (3) es trivial. Para probar el (4) observemos que si H es invariante en G, el
grupo cociente G/ H actda de modo natural en Z = H/E y esta accion deja invariantes las fibras
de g, luego G/ H se identifica a un subgrupo del grupo de transformaciones recubridoras de (Z, )
y de nuevo es inmediato que este subgrupo es todo el grupo, luego (Z, q) es de Galois.

Reciprocamente, si (Z, ¢) es galoisiano, necesitamos un homomorfismo de G en Aut(Z, q) es
decir, para cada 6§ € G construir un ¢ € Aut(Z,q) que haga conmutativo el diagrama:

Para ello tomamos un punto e € E:
p(e) = p(e) = q(f(e)) = q(f0(e)).

Luego f(e) y f0(e) estdn en la misma fibra de ¢ y como (Z, q) es galoisiano Aut(Z, ) actda
transitivamente y existe un (inico) ¢ € Aut(Z,q) tal que ¢(f(e)) = f6(e) y en consecuencia
o.f = f.6. Obviamente la correspondencia 6 — ¢ es un homomorfismo y su niicleo es H 7, luego

H 7 es un subgrupo invariante. O

Del mismo modo que hemos construido una Teorfa de Galois de revestimientos paralela a
la clasica, podemos construir otra paralela a la Teoria de Galois-Grothendieck, aqui el papel del
cierre separable lo tiene el revestimiento universal y el del grupo de Galois absoluto lo juega el
grupo fundamental.

Recordaremos los resultados basicos de la teoria de homotopia. Partimos de un espacio to-

poldgico arbitrario X y llamaremos I al segmento [0,1] C R con la topologia inducida. Un
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camino en X es un aplicacién continua o : I — X, 0(0) y (1) se llaman usualmente extremos
de o aunque cuando queremos distinguirlos llamamos a o(0) origen'y a o(1) extremo de o.
Dados dos caminos ¢ y 7 con los mismos extremos, diremos que son homdtopos, y escribire-

mos o ~ T si existe una aplicacién continua (homotopia) F : xI — X tal que:
= F(s,0) =0(s), Vsel
= F(s,1)=17(s), Vsel
= F(0,t) =0(0) =7(0), Vte I
= F(l,t)=0(1)=7(1), Vte I
Observemos que para cada t € I fijo
F,: I — X, Fi(s) = F(s,t)

es un camino en X con extremos F;(0)=F(0,t)=c(0)=7(0) y F;(1)=F(1,¢)=0(1)=7(1) y
que Fy = o, I} = 7, es decir, tenemos una familia continua de caminos que enlaza o con 7. Un
camino o con ambos extremos iguales, es decir, tal que o(0) = o (1), se llama un lazo con base
en o(0), el camino constante ¢, : I — X, c;(t) = xVt € I es un ejemplo de lazo, y un lazo
hométopo al constante se dice que es homotdpicamente trivial.

Dados dos caminos en X, o, 7, tales que o(1) = 7(0) definimos su concatenacién o * 7 como

el camino:
o(2t) 0<t<1/2

ox7: I > X, ox7(t) =
r2t—-1) 1/2<t<1

Se puede comprobar facilmente que:

= La relacion de homotopia es una relacion de igualdad en el conjunto de caminos en X, a la

clase en esta relacion de un camino o, la representaremos por [o]
= La concatenacion de caminos es estable por homotopia, es decir:
o~ad, 77, 0(1)=7(0)=>0xT~0 7
= Si o esun lazo con base en x, ¢, * 0 y 0 * ¢; son hométopos a o.
= Sio, 7y v, soncaminos en X tales que o(1) = 7(0), 7(1) = v(0), es:

ox(Txv)=(0o*T)*v.
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= Si o es un camino y llamamos ¢! al camino definido por:
oI X, o7 ) =0(1—1)

verifica que:

Entonces el conjunto 7;( X, zo) de clases de homotopia de lazos con base en un punto zg € X
con la operacion de concatenacion,

[o][r] = [0 * 7]

es un grupo, el elemento unidad es la clase de lazos homotdpicamente triviales [cg,] y el inverso

de una clase [o], la clase [0~1].

Definicion 8.12.— El grupo m;(X, x() se llama grupo fundamental o grupo de Poincaré de X en
xg. Un espacio X se llama simplemente conexo si es conexo por caminos 'y su grupo fundamental
es trivial.

El grupo fundamental verifica las propiedades siguientes:
= Sio esuncamino con o(0) = z, o(1) = y, la correspondencia:
7:m(X,y) = m(X,2), 3([r]) = [0][7][o]
es un isomorfismo de grupos.

= Si X es conexo por caminos, todos los grupos fundamentales de X son isomorfos, y los

representaremos, omitiendo el punto base, por 7 (X).
= Si f:X — Y esunaaplicacién continua, x € X y f(z) = y, la correspondencia:
fe:m(X) = m(Y), fullo]) = [fo]
es un homomorfismo de grupos.

= Las correspondencias:
(le) = 7Tl(-X7:E)7 f = f*

definen un funtor covariante de la categoria de espacios con un punto fijo en la categoria de

grupos.

= Siun espacio F es simplemente conexo, dos caminos en £ con el mismo origen y el mismo

extremo son hométopos.
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Relacionaremos ahora el grupo fundamental con los revestimientos:

Teorema 8.13.— [Teorema de elevacion] Si (E, p) es un revestimiento de B, z € By z € p~*(x)
para todo camino en B con origen en x, o, existe un vinico camino T en E con origen en z, que se
proyecta sobre o, es decir, tal que

pr =0, 7(0) = z.
Ademds si o1, o9 son caminos homdtopos con origen en x, sus elevaciones a z son homdtopas.
Demostraciéon: Sea o : I — B, o(0 = x). Existe una particién finita de I, 0=t<t1<...<t,=1
de modo que cada segmento [t;—1, ;] estd contenido en un abierto U; de B bien cubierto por p,
entonces existen abiertos de F, {V;}1<i<, tales que:
= p;ly; : Vi = U; homeomorfismo Vi, 1 <14 < 7.
eV, O'(ti) eVioinV.

Entonces o se eleva obviamente a | i, V;. La elevacién es tinica aplicando 8.5 por ser I conexo.
La prueba de la elevacién de la homotopia es similar descomponiendo I x I en una cuadricula
con sus cuadrados bien cubiertos por p |

Como consecuencia de esta proposicion:

= Si(FE,p)esunrevestimiento de B,y p(e) = z, el homomorfismo p, : w1 (E, e) — m1 (X, x)
es inyectivo.

= El grupo 7 (B, z) actda por la derecha sobre la fibra p~*(z) por e.[o] = o¢(1) siendo o la
elevacién a E de o con origen en e.

= En esta accién el estabilizador de un punto ¢ € p~1(z) es el subgrupo p.(m(E,e)) C
T (B7 :L)

= Si E es conexo por caminos, como todo camino que une dos puntos de p~!(z) se proyecta

en un lazo en z, el grupo 7 (B, ) actia transitivamente sobre p~*(z).

= Si E es conexo por caminos existe una correspondencia biunivoca entre la fibra p~1(z) y
las clases por la derecha de 71 (B, 2) médulo p, (71 (E, e)), en particular si la fibra es finita
p«(m1(E, €)) es un subgrupo de indice finito de 7 (B, z).

Teorema 8.14.— Dado un revestimiento (E,p) de B, con p(e) = b, si E es simplemente conexo

y localmente conexo por caminos, el grupo G de transformaciones recubridoras de (E,p) es

candnicamente isomorfo a w (B, b).
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Demostracion:

Seae € E, pe) =b.Sif € G,y 0(e) = e, existe un camino:
(*) 0:I1—E, o(0)=¢, o(l) =e;.

Su proyeccion p, (o) es un lazo en X basado en b y define una clase [p.(o)] € m1(B,b). Defini-

x:G— 71'1(B., "L')v X(@) = [p+(o')]

X no depende de la eleccién de o porque al ser E' simplemente conexo, si 7 verifica () es hométo-
pa a o y sus proyecciones son también hométopas. Obviamente x es homomorfismo de grupos y
es inyectivo porque si x(0) = 1 p.(o) es hométopa a la aplicacién constante en b, y como p es un
revestimiento, hay un entorno de e que solo corta a la fibra p~!(b) en e, luego 0(0) = o(1) = ey
0 es una transformacion recubridora con un punto fijo y por tanto es la identidad.

Para probar que x es sobre, tomemos una clase de lazos [a] € 71 (B,b), y vamos a definir
ed.

1. Siz € p~1(b), construimos un camino «, en F, elevacién de o con origen en x y definimos
0(z) = ay(1).

2. Siz € E ~ p~!(b), construimos un camino
B:1— B, p(0)=b, f(1) = p(z)

que da lugar a un lazo basado en p(z), 7 = 7! * o * B que tiene una elevaci6n dnica con

origen en x, 3, y llamamos 6(z) = (1)

Es obvio que 6 depende solo de la clase de homotopia de oy que x(#) = [a], solo hay que probar
que 6 es continua, pero de la construccién se desprende que si x,y € E'y ¢ es un camino en £
con origen en x y extremo en y, si proyectamos ¢ y elevamos su proyeccion p,(d), con origen en
0(z) esta elevacién tiene su extremo en 0(y), entonces al ser p un revestimiento, 6 va siguiendo

las hojas y es continua. |

Una vez que hemos relacionado el grupo de transformaciones recubridoras con el grupo fun-
damental, vamos a construir un revestimiento que juega en la teoria topoldgica el papel del cierre
separable en la teorfa algebraica. Para ello necesitamos un resultado previo que generaliza el teo-

rema de elevacion de caminos.
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Lema 8.15.— Si en el diagrama de espacios conexos y localmente conexos por caminos con un

punto fijo:

(E,e)
f ///‘ J{
e P
oy
(X, 2) (B,b)

p es un revestimiento y f es continua. Existe la aplicacién continua f' que hace conmutativo el
diagrama si y solo si
fo(m (X, 7)) C pu(mi(E, €)).

Demostracién: Por la funtorialidad del grupo fundamental, si existe f,
pf = f= fi(m(X,2)) = p.film(X,z)) C p(mi(E,e))
Para probar el reciproco, construimos f’. Como X es conexo por caminos, dado un punto z € X
existe un camino:
(%) B8:1—X, B0)=x, (1) ==

entonces f.3 une b con f(z) y admite una elevacién a E, 3, con origen en e. Es decir:

pB. = f.B, B:(0) =e.
Definimos entonces: f'(z) = 3.(1), f' no depende de la eleccién de 3, porque si T cumple también
las condiciones de (). 87! esun lazo en (X, x) y en consecuencia f.(8*7) = (f.8)*(f.7)~"
es un lazo en (B, b) cuya clase de homotopia debe ser imagen por p,. de la de un lazo en (E, ),
luego (f.7)(1) = (f.7)~1(0) = (£.B)(1) Desde aqui la prueba de que f’ es continua es como la
del teorema anterior d0

Del lema se sigue una consecuencia inmediata:

Consecuencia 8.16.— Si X es simplemente conexo, [’ siempre existe, y si (X, f) y (E,p) son

ambos revestimientos simplemente conexos de B, son isomorfos.

Definicion 8.17.— Un revestimiento conexo y localmente conexo por caminos (B, p) de un espacio
B se llama revestimiento universal si para todo revestimiento conexo y localmente conexo por
caminos (E,p), existe un morfismo q : (B,p) — (E,p)

Entonces la consecuencia anterior se lee asi:

Proposicion 8.18.— Si (B, D) es un revestimiento de B con B localmente conexo por caminos y
simplemente conexo (B, D) es el revestimiento universal de B (que es necesariamente tinico salvo

isomorfismos).
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No todo espacio X conexo y localmente conexo por caminos admite un revestimiento simple-
mente conexo,X, ya que al ser X locamente homeomorfo a X, los lazos en X suficientemente

pequeiios deben se homotdpicamente triviales. Asi:

Ejemplo 8.19.— Si C,, es la circunferencia de R? de centro (1/n,0) y radio 1/n para todon € N,

x=Jcn

neN

el subespacio de R?

no admite ningin revestimiento simplemente conexo

Definicion 8.20.— Un espacio X se dice semilocalmente simplemente conexo si todo punto x € X

admite un entorno U, tal que todo lazo en U, basado en x es topologicamente trivial en X.

Teorema 8.21.— Si X es conexo, localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente

conexo, admite un revestimiento universal.

Demostraciéon: Tomamos un punto zp € X, y construimos el par ()Z' ,p), tomando como ele-
mentos de X las clase de homotopia de caminos en X que tienen origen en z, para cada clase
[o] € X definimos p([o]) = o(1).

La topologia de Xesla que tiene como base de abiertos los conjuntos:
(o], V) ={loxr]|7: 1=V, 0(1) =7(0)}

donde [o] € X y V recorre los entornos conexos por caminos de o (1). De este modo:

= [7] € ([0,V) = [r] = [ox0], B(I) C V, o(1) = B(0), entonces 7(1) = B(1) y

([o],V) = ([7}, V).

s [v] € ([o], V) N (7], W) = (7], T) C ([o], VN)([r], W) donde T" es un entorno conexo
por caminos de y(1) en V N W.

« p'(U) =Ur(1) € U([7].U).

En consecuencia los conjuntos elegidos son efectivamente base de abiertos para una topologia

de X y con ella p es continua y abierta.
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Veamos que si U es un entorno de © = o(1) conexo por caminos y tal que todo lazo en U

basado en z es topoldgicamente trivial en X, U estd bien cubierto por p. Como hemos dicho:
p ' (U) = Ur(1) e UL U).
Los ([7], U) son disjuntos porque:
] € {6, U) n([8, U) = (], U) = ([8], U) = ([8], U)

y cada uno de ellos es homeomorfo por pa U.
El espacio X es conexo por caminos porque todo punto [o] € X se une a [cz,] € X por el

camino:

1= X, 5(s) =04, 05: T = X, 04(t) = o(st)

Observemos que ademds po = o.

Por tltimo X es simplemente conexo, ya que si 6 es un lazo en X basado en [¢z,], su proyec-
cién o = pf es un lazo en x( que con la construccién anterior se eleva a un camino o con origen
en [¢g,], ¥, por la unicidad de la elevacién, o = 6, por tanto [o] = 7 (1) = (1) = [cg,], luego o
es hométopo a ¢, y por el teorema de elevacion 6 es homotdpicamente trivial. O

Si fijamos un espacio topolégico X podemos construir la subcategoria completa de T/X,
((Cov(X))), cuyos objetos son los revestimientos de X y para cada punto x € X, y cada reves-
timiento (Z, p) de X, hemos visto que el grupo fundamental 71 (X, z) actda por la derecha sobre

~1(#) ¢ Z, llamado a este conjunto con su accién F iby(Z, p) tenemos el llamado funtor

la fibra p
fibra de la categoria ((Cov(X))) en la de conjuntos con 71 (X, z)- accidn.

La construccion del revestimiento universal que acabamos de hacer, y que depende (varia en
un isomorfismo) del punto € X que hemos elegido para hacer la construccion significa en otros

términos lo siguiente:

Proposicion 8.22.— Si X es conexo, localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemen-

te conexo, para cada x € X el funtor fibra F'ib,, es representable.

Demostraciéon: Si llamamos (X, p,) al revestimiento universal construido en el teorema 8.21,
como X, es simplemente conexo y localmente conexo pr caminos, 71 (X, ) actia transitivamente
sobre la fibra p;; 1(x) y es isomorfo (con su accién) al grupo de transformaciones recubridoras, por

tanto tenemos una biyeccion natural

FZbJ:()?J:) = H07nT/X((Xw7pw)7 (Xxvpz))7
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en la cual a la transformacién recubridora identidad le podemos hacer corresponder la clase de
homotopia del lazo constante [c,] € X,. entonces el par ((X,,ps), [c.]) dan la representacién
buscada. d0

Podemos establecer ahora el teorema fundamental a la Grothendieck de la teoria de revesti-

mientos:

Teorema 8.23.— Si X es conexo, localmente conexo por caminos y semilocalmente simplemente
conexo, y v € X, el funtor Fib, es una equivalencia entre la categoria de revestimientos de X
y la de m (X, x) -conjuntos. Los revestimientos conexos corresponden a conjuntos con accion
transitiva del grupo y los revestimientos galoisianos a las acciones del grupo sobre sus cocientes

por subgrupos normales.
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Schwarz regards the Riemann surface as being dissected in a suitable way, then
infinitely often covered and now these different coverings ghued together along the cross
sections in sucha waythat there arises a total surface corresponding to all polygons lying
side by side in the plane. This tofal surface is simply connected and has only one
boundary component. Thus it is only necessary fo verify that such a simply connected
surface can be mapped in the well known way onto the interior of a disc.

Carta de Klein a Poincare citada por Remmert

9. Superficies de Riemann

Vamos a introducir ahora un campo en el que confluyen las teorias de Galois algebraica y
topoldgica, el de las superficies de Riemann.

Definicion 9.1.— Sea X un espacio topolégico Hausdorff.

1. Diremos que X es una variedad topologica n-dimensional, si todo punto de X tiene un

entorno homeomorfo a un abierto de R™.

2. Si X es una variedad topoldgica bidimensional (superficie topologica), llamaremos carta
compleja en X a todo homeomorfismo ¢ : U — V donde U es un abierto de X y V un

abierto de C, representaremos a la carta por (o, U, V).

3. Dos cartas complejas de una superficie X, (¢1,U1, V1) y (2, Ua, Vo) se dicen compatibles
si la aplicacion:
207" 1 1 (UL N Ta) = @a(U1 N Ta)

es biholomorfa.
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4. Un atlas complejo en una superficie X es una familia de cartas complejas compatibles dos
a dos:

A = {(¢1,U1,V1) }ier, tales que X = |_|Ui.
i€l

5. Dos atlas se dicen compatibles si cada carta de uno de ellos es compatible con todas las
cartas del otro. La relacion de compatibilidad es una relacion de equivalencia en el conjunto
de atlas complejos en X y cada clase contiene un tinico atlas maximal para la relacion

contenido.

6. Una estructura compleja en una superficie X es una clase de atlas complejos compatibles,

o0 lo que es lo mismo, un atlas complejo maximal.

7. Una superficie de Riemann es un par (X,X) donde X es una superficie y ¥ una estructura

compleja en X.

Ejemplos 9.2.—

Ejemplo. 9.2.1.- C con la estructura compleja definida por Id : C — C es una superficie de
Riemann.

Ejemplo. 9.2.2.- Si U es un dominio (abierto conexo) de una superficie de Riemann (X,Y) y
llamamos X|; al atlas formado por las cartas contenidas en U, (U, X|y7) es una superficie dr

Riemann.

Ejemplo. 9.2.3.- IF’}C con su atlas habitual es una superficie de Riemann a la que se llama Esfera de

Riemann.

Ejemplo. 9.2.4.- Si wq, wg son complejos R-linealmente independientes, y consideramos el sub-
grupo aditivo de C:

' = Zwy + Zws

se puede dotar C/T" de la topologia final del homomorfismo natural 7 : C — C/T, con esta

topologia C/T" es una superficie, cada uno de sus puntos tiene un tnico representante en:
T = {awy +bws | a,b € [0,1)}

y si cubrimos un punto de 7" con un abierto U de C tal que 7| sea inyectiva, 7(U) es abierto en

C/Ty las cartas (r|;;', 7(U), U) definen una estructura de superficie de Riemann en C/T.
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Ejemplo. 9.2.5.- Si f(z, %) es una funcién analitica en un dominio U € C?y :

<<%> (a,b), (%) (a,b)) £ (0,0), Y(a,b) € U, f(a,b) =0

El teorema de existencia de funciones implicitas permite dotar a:

V(f) = {(a;b) € U f(a,b) = 0}
de una estructura de superficie de Riemann.
Ejercicio 9.3.— Completar los ejemplos anteriores.

Definicion 9.4.— Sean (X,X) (Y, Y) superficies de Riemann 'y sea f : X — Y una apliacacion,
se dice que | es una aplicacion holomorfa, si para cada par de cartas complejas (o, U, V) € X,
(¢, T,W) € Y con f(U) C T lafuncion de variable compleja:

Sfp VW

es holomorfa.
Si T es un abierto de X, una aplicacion holomorfa de (T, X|r) en C se llama una funcién holo-

morfa o analitica enT.

Ejercicios 9.5.—

Ejercicio. 9.5.1.- Probar que las superficies de Riemann y las aplicaciones holomorfas forman una
categoria.

Ejercicio. 9.5.2.- Probar que si (X, ) es una superficie de Riemann :

1. Para cada abierto T" de X, el conjunto O(T") de funciones holomorfas en T', con las opera-
ciones naturales es una C -dlgebra.

2. Quesi Si T} C Ty son abiertos de X la restricci6A O(T») — O(T1) es un homomorfismo
de C -algebras.

3. La correspondencia 7'+ O(T') define un haz de C -algebras en X y que las fibras de este

haz son isomorfas a la C -dlgebra de series convergentes C{x}.

4. Una aplicacién continua f de (X, ) en otra superficie de Riemann (Y, T') si y solo si el
morfismo inducido entre los haces de funciones continuas (ver 4.8) induce un morfismo de
haces Oy— f.(Ox).
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Aceptaremos sin prueba los dos resultados siguientes que son extension inmediata de los co-

rrespondientes teoremas de Riemann relativos a funciones de variable compleja:

Teorema 9.6.— Si U es un abierto de una superficie de Riemann X y a € X, toda funcion
f € O(U ~ {a}) acotada en un entorno de a se extiende en forma iinica a una funcién analitica
enU.

Teorema 9.7.— [Principio de identidad] Si dos aplicaciones holomorfas entre las superficies de
Riemann (X,X), (Y, Y) coinciden en un subconjunto de X con un punto de acumulacion, son

iguales.

Definicion 9.8.— Una funcién meromorfa sobre un abierto U de una superficie de Riemann (X, %)

es una funcion holomorfa f € Ox (V) tal que:
1. Ves un abierto de U
2. U\ V estd formado por puntos aislados de U, a los que llamaremos polos de f

3 VzeUNV
lim |f(z)| = o0

Tz

Tampoco aqui hay diferencias entre la teoria cldsica de funciones de una variable compleja
y la teoria de funciones sobre una superficie de Riemann. Es facil probar que la correspondencia
que asocia a cada abierto U C X el conjunto de funciones meromorfas en U, Mx(U) es un
haz de cuerpos cuyas fibras son isomorfas al cuerpo de series de Laurent en una variable con
coeficientes complejos. Se prueba también facilmente que si consideramos IP’}C = CU{o0} y para
f € Mx(U) y cada polo p de f definimos f(p) = oo. Entonces M x (U), se identifica con el
conjunto de funciones holomorfas de U en la recta proyectiva compleja menos la funcion f, que
toma el valor constante co.

Desde el punto de vista local, las funciones holomorfas son muy simples, ya que si f es
holomorfa en un punto = podemos elegir cartas locales de modo que = se lea como 0y f se lea
en esas cartas como una funcion que se anula en 0. Tomando el desarrollo en serie de f este se
escribe como z* por una serie de orden 0 que es por tanto potencia k-esima de una serie, entonces
un cambio de variable permite considerar localmente la funcién como 2%, k se llama orden de
la funcion en z. Observemos que esto no significa que las aplicaciones holomorfas tengan fibras
finitas, porque nuestra afirmacién anterior significa que en cada punto de la fibra en un punto y la
funcién se porta como una potencia pero no dice nada de los puntos de la fibra. Asi la aplicacion

exp : C — C* tiene orden 1 y fibras infinitas en todos los puntos.
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Consecuencias inmediatas de esta descripcién son las siguientes:

= Todo polinomio se puede considerar como una funcién holomorfa en la recta proyectiva que

lleva el infinito al infinito y su orden en infinito es su grado como polinomio.
= Toda aplicacién holomorfa no constante es abierta.
= Una aplicacién holomorfa inyectiva es necesariamente biholomorfa.
= Toda funcién meromorfa en la recta proyectiva es racional.

Hemos visto que si una funcion es holomorfa en un punto x, localmente en un entorno abierto
U de z, la funcién se escribe como 2*. Entonces en el entorno reducido obtenido suprimiendo x

de U, la funcién proporciona un revestimiento de k& hojas.

Definicion 9.9.— Sip : X — Y es una aplicacion holomorfa no constante entre superficies de
Riemann un punto x € X se llama un punto de ramificacion de f si el orden de f en x es mayor
que uno; o lo que es lo mismo, si no existe ningiin entorno U de x tal que f|y sea inyectiva. Una

aplicacion holomorfa no constante sin puntos de ramificacion se llama funcion no ramificada.

Proposicion 9.10.— Si p : X — Y es una aplicacion holomorfa no constante entre superficies
de Riemann p es abierta y discreta (es decir, sus fibras p~*(y) son discretas en X ). p es no

ramificada si y solo si es un homeomorfismo local.

Demostracién:

La condicion de discreta es consecuencia del principio de identidad y las otras afirmaciones
son consecuencia de que localmente las funciones holomorfas se portan como la funcién z — z”
y si el punto en que nos situamos no es de ramificacién r = 1 |

No es cierto que, como podria parecer a partir de este teorema, que una aplicacién holomorfa
no ramificada sea una proyeccion recubridora, por ejemplo la inmersion del disco abierto de radio
1, D, en C no es una proyeccion recubridora porque ningiin entorno de un complejo de médulo
1 esta bien cubierto. Sin embargo si tenemos una superficie de Riemann, se pueden dotar de

estructura de superficie de Riemann sus revestimientos como prueba el resultado siguiente:

Proposicion 9.11.— Si (X,X) es una superficie de Riemann, Y es un espacio Hausdorff y
p : X — Y es un homeomorfismo local, existe una inica estructura compleja en Y con la

cual p es holomorfa.
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Demostracién: podemos tomar un atlas de X compuesto por cartas {(Uy y, Viy, Pz.y) oe X p(y) =2

de modo que:
Yz € X, Yy € p~!(z), 3W, entorno abierto de y, plw, : Wy = Uy

Entonces:
{(Wyv VZ,yv @Ivyp‘Wy)}zGX,p(y):x

es la estructura compleja buscada. |

Esencialmente por la misma razén, la elevacion de una aplicaciéon holomorfa respecto a una
aplicacion holomorfa no ramificada es también holomorfa. Si usamos este resultado para la ex-
ponencial obtenemos el logaritmo de cualquier funcién con valores en C*, como una funcién
holomorfa multivalorada en C.

Como hemos visto las aplicaciones holomorfas no ramificadas no son proyecciones recubri-

doras, para que lo sean, tienen que cumplir una condicién adicional:

Definicion 9.12.— Una aplicacion continua entre dos espacios topoldgicos se llama propia si la

imagen reciproca de todo compacto es compacta.

Ejercicios 9.13.—

Ejercicio. 9.13.1.- Probar que si f : X — Y es continua y X es compacto, f es propia. Probar

que si X e Y son localmente compactos y f es propia, entonces f es cerrada.

Ejercicio. 9.13.2.- Probar que si f : X — Y es continua, propia y discretay X e Y son localmente
compactos las fibras de f son finitas y para todo y € Yy todo entorno abierto V' de p~!(y) existe
un entorno U de y con p~1(U) C V.

Ejercicio. 9.13.3.- Probar que si f : X — Y es propia y homeomorfismo local y X e Y son
localmente compactos p es una proyeccion recubridora. En particular toda aplicacion holomorfa
propia no ramificada entre superficies de Riemann es una proyeccién recubridora.

De ahora en adelante a los morfismos analiticos propios no ramificados, que son proyecciones
recubridoras, les llamaremos revestimientos analiticos no ramificados, y a los que pueden tener
puntos de ramificacion les llamaremos revestimientos analiticos ramificados.

La confluencia de las teorias de Galois algebraica y topoldgica se obtiene si tomamos un poli-
nomio de dos variables complejas y lo consideramos como un polinomio en una de las variables
con coeficientes en el cuerpo de funciones racionales en la otra. Asi tenemos un cuerpo de des-
composicion y un grupo de Galois algebraico del polinomio. Pero también el polinomio define
una funcién multivalorada, ya que para cada valor de la variable secundaria, tenemos una ecua-

cién algebraica con un conjunto finito de soluciones. Fuera de los ceros del discriminante y de los
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del coeficiente del término de mayor grado tendremos un espacio recubridor que igualmente tiene
un grupo de Galois topoldgico. Nuestro objetivo es formalizar estas afirmaciones y comprobar que
ambos grupos coinciden, para ello necesitamos precisar las nociones de prolongacion analitica y
funcién algebraica.

Definicion 9.14.— Si X es una superficie analitica y v : [0,1] — X es una curva (funcion
continua), con extremos a = v(0), b = (1) un germen analitico ) € Ox se dice prolongacion
analitica a lo largo de ~y de un germen ¢ € Ox 4 si existe una curva en el espacio etalé de Oy,

5 :[0,1] — |Ox| elevacion de ~y con origen en @ y extremo en 1.

|0x|
T Am-en-
[0,1] ! X

Los teoremas de unicidad de la elevacidn, aplicable porque 7 es homeomorfismo local y |Ox|
es Hausdorff, y el de elevacién de homotopias se verifica que la prolongacién a lo largo de un
camino, si existe, es Unica y que solo depende de la clase de homotopia del camino que sigue.
En particular si X es simplemente conexo y un germen de Ox , admite prolongacién analitica a
lo largo de todos los caminos que parten de a, existe una tnica funcién analitica en todo X que
representa ese germen. Normalmente no es esta la situacion pero podemos tratar de considerar la
prolongacién mayor posible de cada germen analitico.

Sip:Y — X esuna aplicacion holomorfa no ramificada, como p es localmente biholomorfa,

para cada punto y € Y la composicién con p da lugar a isomorfismos de C- dlgebras:

P Oxp) — Oviys PL=(p) 7" : Ovy — Ox iy

Definicion 9.15.— Dados:

» Una superficie de Riemann X.
= Unpuntox € X.
= Un germen de funcion analitica ¢ € Ox 4.
Se llama continuacion analitica de ¢ a toda cuaterna (Y, p, f,b) tal que:
n Y es una superficie de Riemanny p : Y — X es una aplicacion holomorfa no ramificada.

= feOy(Y).
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m beY conp(d) =aypi([fls) = ¢

Una continuacion analitica se dice maximal si verifica la siguiente propiedad universal:

Para toda continuacion analitica (Z, q, g, c) de ¢ existe un inico morfismo analitico F : Z — X

tal que:
» pF=q.
= F(c)=b.
= fF=g

Si (Y, p, f,b) es una continuacién analitica de ¢ € Ox 4 y sid : [0,1] — Y es un camino con
origen en b y extremo en y, el germen ¢ = p¥([f],) es prolongacién analitica de ¢ a lo largo de
la curva proyeccion pd. También se verifica que la continuacion maximal, si existe, es tinica salvo
isomorfismos.

Teorema 9.16.— Todo germen analitico en una superficie de Riemann posee continuacion analiti-

ca.

Demostracion: Dada la superficie de Riemann X y el germen analitico ¢ € Ox , tomamos
la componente conexa de ¢ en |Ox|, Y. En virtud de 9.11 Y se puede dotar de estructura de
superficie de Riemann de modo que la proyecciéon 7 : ¥ — X sea holomorfa, tomamos como
punto b = ¢ y construimos la funcién f : Y — C asignando a cada germen ) € Ox 4, es decir,
tal que 7(¢0) = y el valor ¥ (y), es decir:

Vi € Oxy, f(¥) =¥(y) = d(7(¥))

De este modo f es holomorfa y (Y, p, f, b) es una continuacién analitica maximal de ¢ |

Vamos a construir usando estos resultados la funcién algebraica asociada a un polinomio con
coeficientes funciones analiticas de una variable. Comenzaremos haciendo ver el cardcter casi-
henseliano del anillo de funciones holomorfas en el disco, es decir a comprobar que si se puede
encontrar la forma ininicial de una solucién de una ecuacién polinémica, se puede resolver la

ecuacion:

Proposicion 9.17.— Si cy, ..., ¢, son funciones holomorfas en el disco de radio r > 0:
D,(0) ={z€C, |z| <r}

y si zg es un cero simple del polinomio:

X"+ c1(0) X" + .+ ¢, (0) € C[X]
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existe un niimero real s, 0 < s < ry una funcion ¢ € Oc(Ds(0)) tal que:

P ™ e =0, yp(0) =2

Demostracion: La funcién:
F:D,(0)xC—=C, F(w,2) = 2"+ ¢1(w)z""1 + ... + ¢, (w)

es una funcién analitica de dos variables. Como los ceros de un polinomio son aislados existe un
€ > 0 tal que el polinomio F'(0, z) no tiene mds ceros en el disco D¢ (zo) que zo, entonces al se F

continua existe un s, 0 < s < r tal que la funcién F" no tiene ceros en:
{(w,2) € 2, |w| < s, |z — 20| =€}

Para cada w € D,(0) el ndimero de ceros de F'(w, z) en el disco D.(zp) estd dado por:

1 0. F(w, z)

N(w) = —
(w 2mi F(w, 2)

dz

|z—z0]|=¢

como N(0) = 1 es N(w) = 1 para todo w € D;(0). Entonces por el teorema de los residuos el
cero en z de F'(w, z) para cada w € D4(0) estd dado por:

1 ?{ 0. F(w, z)
pw) = — " dz
( ) 2m |z—z0|=¢ F(w7 Z)

esta funcién es holomorfa en w sobre el disco Ds(0) y claramente verifica que:
F(w,o(w)) =0, Yw € Dy(0)

O
Como consecuencia, el anillo de gérmenes de funciones holomorfas en un punto de una su-
perficie de Riemann, isomorfo al anillo de gérmenes en 0 de funciones analiticas de una variable

compleja es henseliano y en particular:

Consecuencia 9.18.— Si X es una superficie de Riemann, v € X y:
P(T)=T"+c1T" ™ + ..+ ¢ € Ox,[T)
verifica que el polinomio

P(T) =T" + 1 (0T + ... + ,(0) € CIT]
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tiene n raices distintas z1, ..., Zp, existen elementos 1, ..., pn € Ox ; tales que:

n
P(T) =[[(T - ¢i), ¢i(0) =z, Vi, 1 <i<n.
i=1
Podemos probar ahora que dado un polinomio con coeficentes meromorfos sobre una superfi-

cie de Riemann, podemos adjuntar a esta superficie una raiz del polinomio.
Teorema 9.19.— Sea X una superficie de Riemann y sea:
P(T)=T"+cT" ' + ...+ ¢, € Mx(X)[T]
un polinomio irreducible entonces existen:
= Una superficie de Riemann Z
= Un revestimiento analitico ramificado de n hojas 7 : Z — X

= Una funcion meromorfa F € My (Y) tales que 7*(P)(F') = 0. Los datos (Z,w, F) estdn

univocamente determinados salvo aplicaciones biholomorfas que conservan las fibras

Demostracion: Llamemos A al conjunto de ceros del discriminante de P, es decir, al lugar de los
puntos de X en los cuales el polinomio tiene raices multiple. Como P es irreducible A # X y por
tanto, A es un cerrado formado por puntos aislados, y en cada punto de X’ = X \ A el polinomio
P tiene n raices simples.

En consecuencia si llamamos:
Y, = {(P S OX,z - ‘OX‘vl' S X’,P((,O) = 0}

se verifica, por la proposicién anterior, que para todo x € X’ existen un entorno abierto U de z y
funciones en Ox (U), ¢1, ...., ¢, tales que:

n

P(T) = [[(T - ¢i),enl
i=1

Entonces en la topologia étale,
n
1 _
U= U Cug:
i=1
y U es un entorno bien cubierto con lo cual Y’ es un revestimiento no ramificado de X', la misma
construccion de la prolongacion anlatica proporciona la funcién f, y toda la estructura se extiende

por el teorema de singularidades evitables a los puntos de ramificacion. |
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Si X es larecta proyectiva compleja, los coeficientes son necesariamente funciones racionales,
el polinomio es entonces un polinomio en dos variables y ademads al ser el morfismo de proyeccién
un morfismo propio, Y es una superficie de Riemann compacta. También se verifica el reciproco
de este resultado, es decir, toda superficie de Riemann compacta es la superficie de Riemann de
un polinomio.

Observemos que si 0 : Z — X es una aplicacion analitica no constante, induce, por compo-
sicion, un homomorfismo no trivial entre los cuerpos de funciones meromorfas sobre X y sobre
A

0" Mx(X) = Mz(Z), o*(f) = fo

Veremos a continuacion que si o es propia la extension es algebraica y que su grado es el nimero de
hojas de o. Para ello necesitamos un resultado complementario sobre la actuacién de las funciones
simétricas elementales.
Como notacién, dadas variables T, z1, ..., T, podemos formar el polinomio:
n

H(T —z) =T+ T Vo Hen, ¢ = (=1)si(x1, .., )

i=1
donde las s; son las funciones simétricas elementales. Sea 7 : Y — X un revestimiento analitico
no ramificado y sea f € My (Y"). Para cada punto € X podemos tomar un abierto bien cubierto
V', y llamamos:

n
(V) = U Vis i =wlyts fi = flviem
i=1

Podemos escribir:

n

[T =) =T" +er(fro )T ot a1 )

i=1
Obviamente las funciones meromorfas ¢;( f1, ..., fn) pegan y definen funciones meromorfas en X
a las que representaremos por ¢;(f) y llamaremos funciones simétricas elementales de f respecto
del revestimiento.

Las funciones simétricas elementales estdn también bien definidas aunque se trate de un re-

vestimiento ramificado a consecuencia del teorema de singularidades evitables de Riemann. La
proposicion siguiente es consecuencia inmediata de la construccién de las funciones simétricas

elementales.
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Proposicién 9.20.— Sio : Z — X es una aplicacion analitica propia de n hojas y si f € Mz(Z)
entonces:

I @S et 0 eal£) = 0.

en consecuencia 0* : Mx(X) — Mz(Z) es una extension algebraica de grado < n.

Un resultado de Riemann de existencia de funciones meromorfas, que no probaremos, permite
asegurar que el grado de la extensién es precisamente n.

Se llaman valores criticos de un morfismo analitico ramificado o : Z — X a las imdgenes de
los puntos de ramificacién. Los valores criticos forman un conjunto discreto. Suprimiendo en X

un cerrado discreto A que contenga a los valores criticos y llamando:
X'=X\A Z =c"YX'),0' = 0|y

el teorema de singularidades evitables de Riemann permite extender las transformaciones recubri-
doras del revestimiento o’ : Z’ — X’ a transformaciones biholomorfas que conservan las fibras
de 0. Usando la notacién clésica para superficies de Riemann, llamaremos al grupo formado por
estas transformaciones Deck(Z/X ). Extendemos a los revestimientos ramificados la nocién de

revestimiento de Galois:

Definicién 9.21.— Con las notaciones anteriores el revestimiento ramificado o : Z — X se dice
de Galois si lo es el revestimiento o’ : 7' — X'

La combinacion de estos resultados con el teorema 9.19 nos lleva al teorema central que es
la justificacion de esta seccion y que establece que para las funciones algebraicas las teorias de

Galois algebraica y topoldgica son la misma teoria:

Teorema 9.22.— Si X es una superficie de Riemann, P(T) € Mx(X)[T] es un polinomio irre-
ducible de grado n, y (Y, w, F) es la funcion algebraica definida por P(T):

» My (Y) es una extension algebraica de M x (X) de grado n.
= My(Y) = Mx(X)[T]/(P(T)).

» Toda transformacion recubridora o € Deck(Y/X) induce un M x (X)-automorfismo de

My (Y) por f + f.o~1, asi tenemos un isomorfismo de grupos :

Deck(Y/X) =~ Gal g, (x)(My (Y))

» El revestimiento Y/ X es de Galois si'y solo si lo es la extension correspondiente de los

cuerpos de funciones meromorfas.
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Malgrange remarked that another way to "save" Schlesinger's theorem for non-
Fuchsian linear differential equations - without adding new Galois ambiguities - is to
replace algebraic groups by algebraic groupoids. This approach then generalizes to the
non-linear case (foliations with singularities) if one further replace "algebraic
groupoid" (defined by algebraic equations) by "algebraic D-groupoid" (defined by

algebraic systems of partial differential equations, using jets).
Yves Andre

10. Hacia la Teoria de Galois-Grothendieck de foliaciones

Por limitaciones de tiempo daremos solamente una introduccion a la Teoria de Galois de fo-
liaciones regulares en la version de Grothendieck. Comenzaremos con los conjuntos con accién
de un grupo, para ellos también se pueden establecer las distintas teorias de Galois, ahora de un
modo mds simple y menos espectacular que en las superficies de Riemann, pero hacerlo nos va a
servir para justificar la aparicion de los grupoides en Teoria de Galois. En esta seccion seguiremos
la tesis de Viaud [37].

10.1. Conjuntos con acciéon de grupo

Sea G un grupo y sea ((G — Sets)) la categoria de conjuntos con accién de G y aplicaciones

G estables. Observemos que:
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= Todo conjunto E se puede dotar de una estructura de G- conjunto con la accion trivial:

GXxEBE, ge=page)=e¢

= Un conjunto con un solo elemento {0} y la accién trivial de G es un objeto final de
((G — Sets)), es decir, para todo G-conjunto S la aplicacién constante S — {0} es el

unico morfismo de G-conjuntos entre ellos.

= Si H es un subgrupo de G, el conjunto de clases por la izquierda de G respecto de H, G/H,

se puede dotar de una accion natural de G-conjunto:

GxG/H - G/H, g.(rH) = (gr)H.

Definicion 10.1.— Sea E un G-conjunto:
1. Si A C E, se llama estabilizador de A al conjunto:
Sa={g9eG|gA= A}
Six € E escribiremos Sy por Sy

2. Diremos que la accion de G sobre E es simple si para todo x € E:
g #g.a Vg,9 €G g#g.

3. Diremos que la accion de G sobre E es transitiva o que E es un G - conjunto homogéneo
NA

Ve,y € E, g € G, g.x = y.
4. Diremos que E es un G-torsor si la accion de G sobre E es simple y transitiva.
Si E es un G - conjunto, es inmediato que:
=S4 es un subgrupo de G paratodo A C E.

= Paraz € F, g € G,

Sy = g-Sr-g_l

= Laaccién de G sobre E es simple si y solo si todos los estabilizadores {.S;; } zc g son triviales.

98



TEORIAS DE GALOIS / JosE MANUEL AROCA

= La accion G sobre E es transitiva si y solo si £ no se puede descomponer en coproducto en
la categoria ((G — sets)) de dos G-conjuntos no vacios. Por esa razén a los conjuntos con

accion transitiva se les llama también G-conexos.
= Si H es un subgrupo de G la accién natural de G sobre G/ H es transitiva.

= Sila accién de G sobre E es transitiva un G -morfismo de E en otro G -conjunto £’ queda

univocamente determinado por la imagen de un punto.

= La accién por producto por la izquierda de G sobre G, dota a G de una estructura de torsor

Con estas observaciones estamos en condiciones de establecer una correspondencia galoisiana

entre G- conjuntos homogéneos y subgrupos de G.

Proposicion 10.2.— Si E es un conjunto G -homogéneo y S es el estabilizador de un elemento de

E, E es isomorfo como G- conjunto a G/ S con la accién natural.

Demostracion: Si S es el estabilizador de e € F, definimos:
VreE, x=ge< f(z) =9g.5€G/S

Entonces, f es un isomorfismo en ((G — sets)). O

Obviamente si H es un subgrupo de G, G/ H es homogéneo y el estabilizador de la clase 1,. H
es H, por tanto tenemos una correspondencia biunivoca entre clases de conjugacioén de subgrupos
de G y conjuntos G-Homogeneos. La existencia de esta correspondencia no es propiamente un
teorema de Galois ya que funcionamos con clases de isomorfia en lugar de hacerlo con objetos.
La situacién es mds clara para el formalismo de recubrimientos.

Podemos tomar como funtor fibra el funtor de olvido de la categoria ((G — sets)) en la de
conjuntos, el funtor fibra es representable y su representante es el G- conjunto que jugara el papel

de revestimiento universal.

Proposicion 10.3.— Si excepcionalmente representamos por Fib al funtor de olvido de
((G — sets)) en ((sets)), el funtor Fib es representable y el par (G, 1) es uno de sus repre-

sentantes.

Demostracién: basta probar que para todo G -conjunto E la correspondencia:

or : Hom(G-sets)) (G, E) = E, o(f) = f(1a)

es biyectiva. Pero esta correspondencia es obviamente aplicacién y como la accién de G sobre si

mismo es simple y transitiva, para cualquier e € E existe un tnico morfismo f € Hom(q—sets)) (G, E)

tal que f(1g) =e. O
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Los automorfismos de G como G conjunto jugarian un papel similar al de las transformaciones
recubridoras del recubrimiento universal o sea al del grupo fundamental del espacio base, veamos

quien es ese grupo:

Proposicién 10.4.—
G~ AUt((Gfsets))(G)'

Demostracion: acabamos de probar que existe una biyeccién conjuntista:

oE  Hom((q—sets)) (G, E) = E, o(f) = f(1c)

que aplicada a E = G da lugar a una biyeccion:

[dex Hom((Gfsets)) (G7 G) -G, @(f) = f(lG)

Pero como la accién de G sobre GG es simple y transitiva, si f € H om((c,sets))(g Q),
f(g) = 9f(1c). Luego:

= Todos los homomorfismos de G-conjuntos de G en G son automorfismos, es decir,
Hom((Gfsets)) (G> G) = AUt((Gfsets)) (G)

= Cada automorfismo de G corresponde a multiplicar por la derecha por un elemento de G.
= g es un isomorfismo de grupos.

O
Ahora observemos que en cada conjunto £ en el que hemos olvidado la estructura de G-
conjunto, el grupo de automorfismos del funtor fibra actia de modo natural porque si ¢ es un

automorfismo de F'ib, ¢ es una biyeccion de E en E'y podemos definir la accién por:
dp.x = ¢p().

Entonces el funtor fibra es un funtor de la categoria de G-conjuntos en la categoria de Aut(F'ib)-
conjuntos, pero al ser representable y ser G su representante Aut(Fib) = Aut((q_sets))(G) ~ G,
tenemos asi el teorema de Grothendieck para este funtor fibra. Los revestimientos galoisianos
corresponden a los G- conjuntos de cocientes de GG por un subgrupo normal, que son aquellos

sobre los cuales su grupo de automorfismos actiia de modo simple y transitivo.
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10.2. Grupoides

La primera definicién de grupoide se debe a Brandt (v. [3]) y estd motivada por la idea de ge-
neralizar la teoria de ideales de los anillos de enteros al caso no conmutativo (v. [4]). La definicién
inicial de Brandt era mas restringida que la que usamos hoy, sus grupoides se conocen actualmente
por grupoides transitivos o conexos.

Hoy en dia el concepto de grupoide es un concepto ubicuo en Matematicas, pero la aparicién
de los grupoides en topologia y en Teoria de Galois estd motivada esencialmente por el hecho
de que si, en lugar de considerar el grupo fundamental de un espacio con base en un punto, se
deslocaliza el grupo y se considera en su lugar el grupoide fundamental, se simplifican muchas de
las pruebas en teoria de la homotopia.

Si X es un espacio topolégico, el conjunto de clases de homotopia de caminos en X con la
operacién de concatenacion es un grupoide. Los objetos del grupoide son los puntos de X, los
elementos son las clases de homotopia de caminos, para cada clase de homotopia de caminos.
su origen comun es su dominio y su extremo su rango. La composicion es la concatenacién de
caminos.

Es necesario tomar clase de homotopia porque o*1, # o pero ambos caminos son hométopos.
Este grupoide se llama grupoide de homotopia de X y se representa por 71 (X ). La substitucién
del grupo de Poincare por el grupoide fundamental evita la necesidad de elegir un punto base y
eso no solo proporciona pruebas mds faciles de algunos teoremas (Van Kampen por ejemplo),
sino también proporciona resultados nuevos interesantes. El survey de R.Brown [5] y su libro [6]
proporcionan detalles de estos resultados

Usando las definiciones de las secciones anteriores podemos dar la siguiente:

Definicién 10.5.— Un grupoide es una categoria en la que todos los morfismos son isomorfismos

Si substituimos la categoria por un par de conjuntos, la unién disjunta de sus conjuntos de
morfismos a la que llamaremos G, y el conjunto O de sus objetos, y traducimos a términos de
estos conjuntos el dominio y rango de un morfismo, la composicién de morfismos y las unidades

y los inversos. Podemos dar también la definicion siguiente:

Definicion 10.6.— un grupoide es un par de conjuntos (G, O) junto con:
1. Una aplicacionu : O — G.
2. Dos aplicaciones d,r : G — O tales que du = ru = 1p.

3. Una aplicacion involutiva i : G — G tal que di = r.
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4. Si P = {(a,b) € G x G | r(a) =d()} = G xo G una aplicacion p : P — G,
p(a,b) = ab (notacion).

De modo que:

= La operacion parcial p es asociativa, es decir, si existen ab y be, existen a(bc) y (ab)c y
a(bc) = (ab)c.

= Va € G,au(d(a)) = u(r(a))a = a.
= i es el inverso respecto a p es decir, Va € G, ai(a) = u(r(a)), i(a)a = u(r(a)).

Los objetos que intervienen en la definicién tienen todo un surtido de nombres diferentes en

diversos idiomas. Aqui usaremos los siguientes:

= Al conjunto G también le llamaremos grupoide y a O conjunto base, a los elementos de G
les llamaremos indistintamente elementos del grupoide y flechas y alos de O les llamaremos

objetos o vértices.

= A las aplicaciones d, r, les llamaremos respectivamente dominio y rango. A la aplicacion u
le llamaremos aplicacion unidad, para cada objeto = € O, llamaremos a u(x) unidad de x

y la representaremos por 1.

= Como du = ru = 1p, d'y r son sobreyectivas y u es inyectiva por lo que podemos identifi-

car O con I'mu

A u(r(a))y u(d(a)) les llamaremos respectivamente unidad por la izquierda y unidad por

la derecha de a.

= A i(a) le llamaremos inverso de a y lo representaremos por a~!.

Representaremos por:
Q=d(z), Q¥ =r"y), W=0,nQ
Cada Q3 se llama grupo vértice del grupoide.

Ejercicios 10.7.—

Ejercicio. 10.7.1.-

Probar que las dos definiciones de grupoide son equivalentes.
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Ejercicio. 10.7.2.-

Probar que:
1. Vg € G, d(g9) = xygh =g = h = 1,.
2. Vg €@, dlg) =axyhg =1, =>h =g}
y por simetria de las definiciones que:
1. Vg € G, r(9) =xyhg=g = h = 1,.

2. Vg €G, r(g) =aygh=1,=h=g"

Ejercicio. 10.7.3.-
Probar que los grupos vértice son efectivamente grupos y que:
QY #0=Qp =0y
Definicion 10.8.—  Llamaremos morfismo entre dos grupoides (Gi,01,71,d1,u1,i1,p1)

y (G2, O2,r9,da, ua,i2, p2) a todo par de aplicaciones:

X101~>OQ,’(/)ZG1*>G2

tales que:
1. dzd) = Xd1~
2. roth = x71.

3. Vg,h € G tales que 1m1(9) = di(h)) es Y(hg) = Y(pi(h,g9)) = p2(¥(h),
¥(g)) = v(h)¥(g).

Si ambas aplicaciones son biyectivas el morfismo se llama isomorfismo.

Ejercicios 10.9.—

Ejercicio. 10.9.1.- Probar que un morfismo de grupoides es lo mismo que un funtor entre ellos

considerados como categoriias.

Ejercicio. 10.9.2.- Probar que si (x, ) es un morfismo de grupoides:

(1) = Ly@), v(g-1)=u(g)~
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Ejemplos 10.10.—

Ejemplo. 10.10.1.- [Estructura de grupoides].- En este primer ejemplo veremos tres modelos basi-
cos de grupoide y daremos un teorema de estructura que prueba que esencialmente los grupoides

no son sino una relacién de igualdad y una familia de grupos:

1. Si{Gp}iep es una familia de grupos, su unién disjunta con las operaciones razonables es

un grupoide con base B, cuyos grupos vértice son los Gy,

2. Si R C B x B es una relacién de igualdad, R es un grupoide de base B, la operacion se
construye por la propiedad transitiva de la relacién y las aplicaciones d y r son las proyec-

ciones y los grupos vértice son todos triviales.

3. Si B es un conjunto y G un grupo el conjunto, B X G x B, se puede dotar de estructura de
grupoide de base B y grupos vértice iguales todos a G por:

a) Las aplicaciones r y d son las proyecciones sobre la primera y tercera componente

respectivamente,
b) (y,h,2)(x,9,y) = (x, hg, 2).

0 1o = (z,1,2), (z,9,9) 7" = (y,97"

, ).

Si G = {1} este grupoide es el asociado a la relacién de igualdad total de B.

Ejercicios 10.11.—-

Ejercicio. 10.11.1.- Probar que un grupoide es el asociado a una relacién de igualdad si y solo si

todos sus grupos vértice son triviales.
Ejercicio. 10.11.2.- ;Cual es la suma directa (coproducto) de una familia de grupoides?

Ejercicio. 10.11.3.- Un grupoide de base B se llama transitivo si:
Vz,y € B, QY # ().

Probar que todo grupoide es suma directa de grupoides transitivos.

Ejercicio. 10.11.4.- Probar que todo grupoide transitivo G de base B es isomorfo a uno de la forma
B x G x By en consecuencia que los grupoides de base B se corresponden con los pares (R, G)
donde R es una relacién de igualdad en B y G una familia de grupos indexada por el conjunto
cociente B/ R.
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Sugerencia: Fijo z € B, consideramos la aplicacién rango: r : ), — B, como el grupoide es
transitivo r es sobre y se puede construir una inversa por la izquierda 7 : B — €, probar que la
aplicacion:

B x Qg x B G, ¥((y,9,2)) = 7(2)g7(y) "
verifica que (15, ) es un isomorfismo.

Ejemplo. 10.11.1.- Si G es un grupo que actuia sobre un conjunto X, podemos dotara7 = X x G
de estructura de grupoide:

= O=X,u=X=X x{1}
» 7(z,9) = gz, d(z,9) =z
w r(z,9) =d(y,h) &y =gz, (z,9)-(y,h) = (x, hg)

En términos de categorias los objetos de 7" son los elementos de X y los homomorfismos

Homy(z,y) = {g € G| gx = y}. Claramente en esta categoria:
T ~ y < x,y estdn en la misma Orbita para la accién de G

de este modo las clases de isomorfia del grupoide son las 6rbitas.
Si G es un grupo en una categoria &, que actia sobre un objeto X, para todo objeto S,
Homg(S,G) = G(S) es un grupo que actda sobre el conjunto Home (S, X) = X(5), tenemos

asi para cada objeto S el grupoide T'(.S) construido como en el ejemplo anterior.

Ejemplo. 10.11.2.- Si la accién de G sobre E es simple y transitiva, es decir, si £ ~ G conside-
rando la accion de G sobre si mismo por producto por la derecha, se dice que E es un G- torsor.
Dado un G-conjunto X, se llama G-torsor de X a un par (E,u) donde E es un G-torsor y
u : E — X un morfismo equivariante. Un morfismo de G -torsores de X de (E,u) a (F,v)
es un morfismo equivariante § : E — F tal que v8 = u.

Observemos que:
= Los G-torsores de X y sus morfismos forman una categoria.
= Todo morfismo de G- torsores es un isomorfismo.
= Las imdgenes en X de los G-torsores son las orbitas de X por la accién de G.

= Dos G- torsores de X son isomorfos si y solo si tienen como imagen la misma 6rbita.
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Es decir, la categoria de G-torsores de X es también un grupoide cuyas clases de isomorfia de
objetos se corresponden con las drbitas de X por la accién de G.

Para cada = de X tenemos el G-torsorde X, p,, : G — X, p,(g) = xg tenemos asi un funtor de la
categoria 7" construida en el ejemplo anterior en la categoria de G-torsores de X que es fiel, com-
pleto y esencialmente suprayectivo, por tanto ambas categorias son equivalentes y equivalentes al
grupoide asociado a la accién trivial de G sobre el espacio de 6rbitas X/G.

Ejemplo. 10.11.3.- Sea X un espacio topoldgico y sea {U; };c; un recubrimiento abierto de X,

podemos construir los conjuntos:

= U=1li; Ui

L] G:UXxU:Hi’jE]UiﬂU]'.
y las aplicaciones siguientes dotan al par (G, U) de estructura de grupoide:

l. u:U = G, u(z) =z, es decir, siz € U existeun tinicoi € I conz € U; =U; NU; C G
y u estd bien definida.

2. d|U,mUj es lainclusién U; N U; C Uj;.
3. 7|lv,nu; es lainclusion U; N U; C Uj

4. ily,nu; es laidentidad U; N U; = U; N U;.

5. Si
(z,y) e Pz cUinU;, y € Uy N U
entonces
rle) =z €U dy) =y el rlx)=dy)=1=jz=y
y definimos:

p(z,y) =z € UiNUy.

En vez de un recubrimiento podriamos haber tomado un atlas de una variedad diferenciable o de

un espacio analitico, substituyendo las identidades por los cambios de carta.

Definicion 10.12.— Un grupoide topoldgico es un grupoide en el que tanto el conjunto de flechas
G como el de vértices O estdn dotados de una topologia y se verifica que son continuas las

aplicaciones

= u:0—G.
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ndr:G— 0.
G —G.

= p: P— G, p(a,b) =abdonde P = {(a,b) € Gx G | r(a) =d(b)} = G xo G conla

topologia inducida.

10.3. Relaciones locales

En esta dltima seccién vamos a exponer de modo muy somero algunos aspectos de la propuesta
de Grothendieck [19] para una Teoria de Galois de foliaciones regulares. Comencemos con el
objeto topoldgico correspondiente a una foliacion:

Si C es un conjunto una relacién de equivalencia en C' no es otra cosa que un subconjunto
R C C x C'tal que:

= A(C) ={(z,z), Ve € C} CR.
= (z,y) e R= (y,x) € R.
= (z,y) €R, (y,2) € R= (z,2) € R.

Es claro que si {R;}ier son relaciones en C, N;erR; es una relacién de equivalencia en C, por
tanto tiene sentido hablar de la minima relacion de equivalencia que contiene a un subconjunto S
de C' x C, ala que llamaremos relacion de equivalencia generada por S, y también es claro que si
R es una relacién de equivalenciaen C'y 7' C C, RNT x T es una relacién de equivalencia en T’
a la que llamaremos restriccion de R aT Si X es un espacio topoldgico, podemos construir para
cada abierto U de X el conjunto Ex(U) C U x U de relaciones de equivalencia en U, siempre

que U C V sean abiertos de X la restriccion es una aplicacion
pvu :Ex(V) = Ex(U), pvu(R)=RNV xV
Tenemos de esta forma un prehaz de conjuntos sobre X que en general no es un haz.

Ejercicio 10.13.— Poner un ejemplo que pruebe que E x no es un haz (basta con un espacio con

tres puntos)

Definicion 10.14.— Llamaremos relacion de equivalencia local en X a toda seccion global del
haz Ex asociado al prehaz Ex.
Como consecuencia de la construccion del haz asociado a un prehaz, una relacion de equiva-

lencia local en X consiste en:
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= Un recubrimiento abierto {U; };c; de X
= Una familia de relaciones de igualdad R; € Ex (U;), Vi € I
Tales que:

(*) Vi,jel, VzeUnN U]‘7 aw e f(}()7 zeWcCUn U]‘7 pth(Ri) = pnyW(Rj)‘
Hay que notar que no se puede establecer la compatibilidad por coincidencia en las fibras, y que
la coincidencia de dos relaciones locales se mide por coincidencias en las restricciones a las in-
tersecciones de los dominios. En particular un par (V, R) donde V' es un abierto de X y R es una
relacion de equivalencia en V' se dice que es una carta local para la relacién de equivalencia local
r definida por la familia {(U;, R;) }ier si:

Viel,V2eU;NV, W € I(X), z€ W CUinV, py,w(Ri) = puw(R)

Un recubrimiento de X formado por cartas compatibles se llama un atlas para la relacion local.

Ejemplo 10.15.— El ejemplo mds interesante de relacion local es el de foliacién (regular). Si X
es una variedad C'*° de dimensién n = p + ¢, 0 < ¢ < n, una foliacién de codimension g en X

es un objeto definido por:
= Un recubrimiento abierto {U; };er de X
= Para cada i € I un difeomorfismo ¢; : R” = RP x R? — Uj.
Tales que para todos 7, j existan funciones C'*°,
©ij: R" = RP, 75 : RT » R?
tales que el cambio de carta sea del tipo:

05 i o {UNUy) = 95 L (Ui U;)

o5 eixy) = (¥, X =i (), ¥ = ii(y)-
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Figura 1: Representacion gréfica del ejemplo 10.15

La foliacién es un ejemplo de relacién local. Sobre cada abierto del recubrimiento U; la rela-
cién estaria definida por:

(4,B) € Ri & ¢ijp0; " (A) = i ;' (B)

Definicion 10.16.— Si R es una relacion de equivalencia en un espacio topoldgico X, llamaremos
R-topologia en X a la que tiene como base de abiertos los conjuntos de la forma U N xR donde
U es un abierto de X y xR la clase en Rde x € X.

Si r es una relacion de equivalencia local en X, llamaremos r- topologia de X, a la que tiene
como base de abiertos los conjuntos U N xR donde U es un abierto de X, (V, R) es una carta

localde ry xR laclaseen Rde x € V.
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A X con la r-topologia, lo representaremos por X,.

Para mantener la analogia con las foliaciones, si (U, R) es una carta de r las clases de U
modulo R se llaman placas de la relacion. Es claro que, puesto que (U NV, R|yny) es también un
carta de r, podemos reescribir la definicion anterior diciendo que la 7- topologia es la topologia
menos fina de entre las topologias mas finas que la de X y tales que en ella las placas de la relacién
son abiertas.

Normalmente requeriremos a las relaciones unas propiedades topolégicas que enunciamos a

continuacion:
Definicion 10.17.— Sea R una relacion de equivalencia en un espacio topologico X:
1. Diremos que R es abierta si el saturado de cada abierto U por R:

Sr(U)={x€ X |y eU, zRy} = UyR
yelU

es abierto.

2. Diremos que R es conexa si sus clase de equivalencia son conexas.

3. Diremos que R es localmente conexa, si si existe una base de la topologia de X, {U;}icr

tal que las clases de R|y, son conexas.

4. De modo similar a las dos definiciones anteriores se definen relaciones simplemente co-
nexas, localmente simplemente conexas, conexas por caminos y localmente conexas por

caminos.
Estas definiciones se extienden a las relaciones locales por medio de sus atlas:
Definicion 10.18.— Sea r una relacion de equivalencia local en un espacio topologico X:

1. Una carta (R,U) de r se dice abierta si R es abierta en U. Un atlas de r se dice abierto si

sus cartas son todas abiertas.

2. De modo similar a la definicion anterior se definen relaciones locales conexas simplemente
conexas, localmente simplemente conexas, conexas por caminos y localmente conexas por

caminos.

Ejercicios 10.19.—

Ejercicio. 10.19.1.- .- Probar que la relacion local asociada a una foliacién regular es abierta, lo-

calmente conexa y localmente simplemente conexa.
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Ejercicio. 10.19.2.- .- Probar que la relacién definida en RR? por:
(z,9)R(z,t) & x®+y? =22+ 12

es abierta y localmente conexa pero no es localmente simplemente conexa.

A partir de ahora fijaremos en un espacio X una relacién local  que serd abierta, localmente
simplemente conexa y localmente conexa por caminos y vamos a construir su grupoide de mono-
dromia esencialmente como el grupoide de clases de homotopia de caminos sobre las hojas de la
relacion.

Sea X un espacio topolégico y sea X el conjunto de caminos en X, es decir, el conjunto de
aplicaciones continuas:

0:10,1] — X
La topologia compacta-abierta de X' es 1a topologia que tiene como base de abiertos los conjun-
tos: ) .
Nx(Un,Uy) = fo € X' | 0([%,2}) CUL1<i<s)
Donde los U; recorren una base de la topologia de X y s recorre N.

La aplicacién identidad X, — X es continua y en consecuencia, tenemos una aplicacién
inyectiva 6 : X — X; dotamos al espacio X' de la topologia compacta abierta, y esa topologia
induce una topologia en la imagen de J. Al espacio resultante lo representaremos por P(X, ).
Una base de la topologia de P(X, ) estd formada por los conjuntos

Nx((Ut, R), .., (Us, Ry)) = {0 € X" | 0([%, é]) c o(é)Rz, 1<i<s}
Donde los (U;, R;) recorren el conjunto de cartas compatibles con .

Entonces (P(X, ), X,) se puede dotar de aplicaciones dominio y rango que son continuas,
concatenacién de caminos que también es continua, asi como la inversién. Se pueden definir homo-
topias en X, y clasificar P(X,r) médulo homotopias. Tememos asi el grupoide de Monodromia
de la relacion que es un grupoide topoldgico. No entraremos por las limitaciones del curso en la
holonomia (espacio de hojas), el trasporte o la construccion de los recubrimientos y la Teoria de

Galois que pueden verse en [21]
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1 Introduccion
Este curso tiene dos objetivos:

1. En primer lugar, definir el grupoide de Galois de una transformacién racional:

fiCrooscn
(Zlu' . '7271) = (fl(z)’ 7fn(z))

con f; € C(z1,...2,) tal que det Jac(f) # 0.

Cuando f estd dada por funciones lineales con respecto a zi,..., 2, existe una
teorfa de Galois casi-completa (con una correspondencia de Galois ...). Se puede
leer esta teorfa en [15]. Para generalizar la definicién a una transformacién no lineal,
necesitamos introducir un grupoide (més precisamente un pseudogrupo) siguiendo a
B. Malgrange [10].

2. En segundo lugar, describir completamente el caso n = 1 para probar un teorema

de Ritt sobre la trascendencia diferencial de la dindmica de f.

La prueba de Ritt utiliza la teorfa de eliminacion en los anillos de ecuaciones diferenciales.

Nuestra demostraciéon reemplaza la eliminacién por argumentos de teoria de grupos.

1.1 El teorema de Ritt

El libro de J. Milnor [13] es nuestra referencia para los resultados de dindmica holomorfa
en dimensién uno. Un teorema de Koenigs [13, capitulo 8] dice que si f : C --» C tiene
un punto fijo 2 tal que |f/(29)| > 1 entonces existe h € C{w} con h(0) = 2 y ¥ (0) =1
tal que h=' o f o h(w) = Aw.

La construccién de la linealizacién h se hace por medio del limite de una sucesion
de funciones holomorfas. Por eso podemos pensar que, generalmente, la linealizacién
es trascendental. La linealizacién de un monomio f(z) = z* en el punto fijo 2o = 1
es h(w) = e“; los monomios son ejemplos de sistemas dindmicos con una linealizacién
trascendental pero diferencialmente algebraica. El teorema de Ritt dice que no hay muchos

mas ejemplos de este tipo.

Definicién 1. Una funcién holomorfa f : U — C sobre un abierto U es diferencialmente

algebraica si existe una ecuacién diferencial E € Clz,y,v/, .. ™ .] tal que

E(z, f(2), f'(2),.., f™(2)) = 0 sobre U.
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Una funcién que no es diferencialmente algebraica es diferencialmente trascendental.

Teorema 2 (Ritt [18]). Si f : C --» C tiene un punto fijo zo tal que |f'(z0)] > 1 y su

linealizacion h satisface una ecuacion diferencial polinomial, entonces f es:
e una homografia
® 0 un Mmonomio
e 0 un Chebyshev !
e o un Lattés 2
en una buena coordenada homogrdfica sobre C.
La prueba la realizaremos serd de la siguiente manera:
1. Daremos la definicién del grupoide de Galois de una transformacién f.

2. Probaremos que las transformaciones f con un grupoide “pequeno” estan en la lista
de Ritt .

3. Si f satisface las hipdtesis de Ritt entonces su grupoide es “pequeno” .

Este lista aparece en otros teorema de Ritt ([17, 19])

1.2 Las ecuaciones en diferencias

Otra interpretacién de este teorema es la siguiente.

Sean f € C(z) y A € C con |A\] > 1. Si existe una solucién meromorfa sobre C
de la ecuacién en diferencias multiplicativa y(Aw) = f(y(w)) que satisface una ecuacién
diferencial, entonces f estd en la lista de Ritt. Para éstos f, la solucién y esta dada por
funciones clasicas: exp(aw® + b), cos(aw® + b), P(aw® + b) u otras funciones elipticas.

Desde este punto de vista, estamos mirando a las funciones que son soluciones de
una ecuacién diferencial y de una ecuacién en diferencias. Las funciones que satisfacen
ecuaciones diferenciales y en diferencias lineales son estudiadas de manera analitica en [16]

y de manera muy diferente en [8] donde se hace uso de la teoria de Galois.

16 de Mayo de 1821 - 8 de diciembre de 1894, fue un matemdtico ruso.
https://es.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Chebyshov
221 de Febrero de 1873 - 5 de julio de 1918, fue wun matemdtico frances

https://de.wikipedia.org/wiki/Samuel Lattés y [1]
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1.3 Otro teorema de tipo “Ritt”

Un teorema similar de Bergweiler-Aschenbrenner [4] puede demostrarse de manera andloga.
Si f: C --» C tiene un punto fijo 2 tal que f’(z9) = 1, entonces existe k € N, c € C y
h € C[[2]] tal que h™Yo foh = exp (zk—H d) (ver [11, chap. I §8§1,2]).

1—czF dz

Teorema 3. No existe f : C --» C con un punto fijo 29 tal que f'(z0) =1 y su normali-

zacion formal h satisfaga una ecuacion diferencial.
La organizacién del curso es la siguiente:
1. El ejemplo de una aplicacién lineal.
2. El ejemplo de una aplicacion lineal en las n — 1 coordenadas tltimas.
3. La definicién del grupoide (o pseudogrupo) de Galois de f.
4. Los pseudogrupos en dimensién n = 1.
5. El pseudogrupo de Galois de f en dimensién n = 1.

6. El teorema de Ritt.

1.4 Agradecimientos

Quiero dar las gracias a Jesus David Pineda Escobar para la ayudad a escribir las notas del
curso en espanol. Muchas gracias a Nuria Corral y Francisco Ugarte para la organizacion

de la escuela CIMPA “Transformation Groups and Dynamical Systems”.

2 Transformaciones lineales y grupos algebraicos

Una transformacion lineal es un elemento de un grupo, este dltimo serd utilizado para
simplificar la definicién general de grupoide de Galois, no obstante, esta simplificacién es

muy fuerte y muchas cosas parecerdn artificiales.

Definicién 4. Sean E un espacio vectorial y A € GL(E) una aplicacién lineal invertible.
La envolvente algebraica (“enveloppe” en francés) de A es el subgrupo algebraico minimal
Ga C GL(E) tal que A € Ga.
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Es posible leer una introduccién sobre los aspectos basicos de los grupos algebraicos
lineales en [6] o resultados mds complejos en [9]. Aunque existe una amplia literatura
acerca de grupos algebraicos, daremos una breve introduccién.

2.1 Grupos algebraicos lineales

En adelante consideraremos conjuntos algebraicos sobre el cuerpo de los nimeros com-
plejos. El espacio C™ posee un dlgebra de funciones polinomiales C[X7, ..., X,] con muy
buenas propiedades, es por esto que le llamamos un conjunto algebraico o una variedad
algebraica.

Podemos construir otros conjuntos algebraicos utilizando un ideal de polinomios I C
C[X1,...,X,]. El conjunto Vi = {z € C" | f(z) = 0 para todo f € I} es un conjunto
algebraico con algebra de funciones polinomiales C[V] = C[X1, ..., X,,]/VI. Una variedad
algebraica es un objeto un poco mas general pero no vamos a utilizarlas.

El conjunto algebraico minimal que contiene un subconjunto C' de una variedad alge-
braica V se llama la clausura de Zariski de C o la clausura algebraica de C, se escribe C.
Un abierto de Zariski es el complementario de un conjunto algebraico.

El conjunto GL, (C) es un conjunto algebraico. Podemos verlo como el subconjunto de
€™+ de los ceros del polinomio P(Xll, ..., X t) =tdet X — 1. Su dlgebra de funciones

es C[X],..., X7, =i<]- El conjunto GLy(C) es también un grupo y las dos estructuras

son compatibles: Si g — P(g) es una funcién polinomial entonces
e (g1,92) — P(g1g2) es una funcién polinomial sobre GL,, X GL,, ,
e g P(g7!) es una funcién polinomial sobre GL,,.

Definicién 5. Un subgrupo G C GL, que es un conjunto algebraico es un subgrupo

algebraico.

Ejercicio 6. Comparar con la definicién del curso del Pr. Aroca y probar que las dos

definiciones son compatibles.
Ejercicio 7. Probar que si G C GL(FE) es un subgrupo, entonces G es un grupo algebraico.

Ejemplo 8. El subgrupo SL,, C GL,, es algebraico.

El grupo de las matrices triangulares superiores U, es algebraico.
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En general, si E' es un espacio vectorial, podemos elegir una base eq,...,e, y el iso-
morfismo e : C* — E determina un isomorfismo de GL,, — GL(E) que hace de GL(E)
un grupo algebraico. Entonces podemos definir sus subgrupos algebraicos. Casi todos los
teoremas bdsicos e importantes sobre grupos algebraicos se prueban utilizando la accién
del grupo sobre C[GL(E)| por traslaciones. Para g € GL(E), escribiremos T, : ¢’ — g¢'g
para denotar la traslacién y Ty : C[GL(E)] — C[GL(E)] ; P+ PoTy.

Definicién 9. Un invariante (resp. invariante racional) de ¢ € GL(E) es una funcién
H € C[GL(E)], (resp. H € C(GL(E))) tal que H = H oT,. Un invariante de un subgrupo
G de GL(E) es un invariante comun a todos los elementos de G.

El siguiente es el teorema més importante para este curso, es un teorema de Kolchin
y Chevalley pero realizaremos una prueba de J. Drach [7, §§16 — 19 pp 466 — 474].

Teorema 10 ([5]). Si G C GL(E) es un grupo algebraico, entonces existen Hy, ..., H, €
C(GL(E)) en el cuerpo de funciones racionales tales que

G={9€GL(E) | H; = H; o T, para todo i} .

Demostracién. — Tenemos una accién lineal de G por T, : C[GL(E)] — C[GL(E)].

Utilizaremos algunos lemas sobre esta accién.

Lema 11. El subespacio vectorial I C C[GL(E)] de las funciones que se anulan sobre G es
estable por G.

Ejercicio 12. Probar el lema precedente.
Ahora tenemos que el grupo

G={geGL(E) | T;(I) C I},

es el estabilizador de un subespacio vectorial I de C[GL(E)]. El problema es que tenemos
dos espacios vectoriales de dimensién infinita y para construir invariantes necesitamos
espacios de dimension finita. Vamos a construirlos.

Sean Fi, ..., F, generadores linealmente independientes del ideal I. Dado que F;(gg’)
es un polinomio,

para todo (g,¢') € GL(E) x GL(E) se tiene Fi(gg') = Z DI(¢)Bj(g),
=1
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para funciones D y B en C[GL(FE)]. Esta suma no es tnica, escribimos una suma con un

nimero minimal de términos y F; = B; para i < p.

Lema 13. En virtud de la minimalidad del nimero de términos, los B; para j =1,...,n

son linealmente independientes y las columnas (Df)l para j =1,...,n también.
Ejercicio 14. Probar el lema precedente.

Sea V el espacio vectorial sobre C generado por los B;, probaremos que V es estable

por GL(E). Tenemos
= > Di()Brlo) + 3 45(6)Celo)
k 14
con los By C' linealmente independientes. Las dos féormulas y la asociatividad dan:

ZD] / // ) gg/g// ZD] // /)

ZD] 'g") ZD] ! <Z ﬁf(g’)Bk(g) + ZAg(g')Cz(g)>
k L

Por la independencia de los By C tenNemos e 15{ (g" )Aﬁ(g’ )C¢(g) = 0. En virtud del
lema anterior tenemos que las columnas (D?); son independientes, entonces _, Aﬁ- (¢")Cu(g)
son cero, para cada j. Tenemos un espacio de dimensién finita de V' estable por Ty para

cada g € GL(E). El subespacio V NI es un subespacio estable de dimensién ¢, entonces
G={geGLE)|T,lv(VnI)cVnI}.

Ahora elegimos una base de V' tal que los ¢ primeros vectores sean una base de VN 1.
Definimos n? funciones ﬁf sobre GL(E) por las férmulas de arriba. Un elemento g estd
en G siy solo si la traslacién T, preserva las funciones Fp s, siguientes:

para K C{l,...,n}, L C{l,...,.n},#K =#L=n—q:
det(D )] q+1,...n,

F =
5T det(Dh) - —_—
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Nota 15. En la prueba utilizamos las buenas propiedades del producto tensorial sobre un

cuerpo.

2.2 La envolvente algebraica

Para entender una aplicacién lineal A podemos estudiar el grupo algebraico generado por

A.

Definicién 16. La envolvente algebraica de A € GL(E) es el grupo algebraico minimal

G 4 que contiene A.
Lema 17. El conjunto algebraico minimal que contiene todos los A™ paran € Z es Ga.
Ejercicio 18. Probar el lema precedente.

Lema 19. La envolvente algebraica de A es el grupo de los elementos que preservan los

invariantes racionales de A.

Ejercicio 20. Probar el lema precedente.

2.3 Los grupos de Galois de A

Para entender una aplicacién lineal A podemos estudiar su prolongacién sobre espacios

mas grandes. El conjunto de todas las bases de E es un conjunto algebraico
BE ={e=(e1,...,en) € E"le1 A... Nep #0}
con
e una acciéon de g € GLy, Ty : (e1,...,en) = (€1,.--,€n)9,
e una accién de A : (eq,...,e,) — (Aeq,..., Aey)

que conmutan. Elegimos una base e y miramos su 6rbita O(e) = {A",n € Z} y su

clausura algebraica O(e).

Definicién 21. El estabilizador de O(e) en GL,, es Gal(A, e), el grupo de Galois de A en

e.

Lema 22. O(eg) = T,(0(e)) y Gal(A, eg) = gGal(A,e)g".

Ejercicio 23. Probar el lema precedente.
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2.4 Comparacion

Si E=C"y e = identidad entonces Gal(A,e) = G4 = O(e).

La envolvente G4 actia a la izquierda sobre todos los O(e) para cualquier e € BE. El

grupo de Galois Gal(A, e) actia a la derecha sobre la subvariedad O(e). La envolvente es
intrinseca pero se necesita poner A dentro de un grupo con una topologia para definirla.
El grupo de Galois depende de una base pero solo necesitamos una accién de A sobre un

espacio suficientemente grande para “desarollar” la dindmica de A.

2.5 Ejercicios

Ejercicio 24. Sea G C GL(E) un subgrupo conmutativo. Probar que G es conmutativo.

Deducir que para A € GL(E), G4 es conmutativo.

Ejercicio 25. Dar los grupos algebraicos generados por

Al o = A0 .
0A ()

3 Ecuaciones en diferencias lineales

A=

La recta compleja C serd denotada por L. Para una aplicacién racional A : L --» GL(E)

nos interesa la transformacién

fa:LXE--sLxE
(z,x) = (z2+1,A(2)z)

Podemos pensar en cambiar de cuerpo y proceder de manera andloga al caso lineal con
A e GL(E®C(z)). Pero fao fa # faz, por eso no es facil dotar a GL(E ® C(z)) de una
estructura de grupo compatible con f, salvo en el caso constante A € GL(E). Es més facil
definir los grupos de Galois.
Tradicionalmente se escriben las ecuaciones de las aplicaciones Y : L — E con grafo
invariante por fa :
Y(z+1) = A(2)Y(2)

y los grupos de Galois son los grupos de Galois del sistema de ecuaciones en diferencias
de [15]. Estos se definen de manera andloga al caso constante pero la definicién de la

envolvente necesita colocar f4 dentro de un grupoide.
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3.1 Los grupos de Galois

Como en el caso constante, estudiamos la accién de f4 sobre las bases de E :

fa:LxBE-->Lx BE
(z,e) — (2 + l,A(z)e).

Atun tenemos la accién de GL,, a la derecha que conmuta con f4.
Elegimos un punto zg, una base ey y V' (29, eg) serd el conjunto algebraico minimal de
L x BE tal que:

o (z0,e0) € V(20,€0),
o fa(V(z0,e0)) C V(20,e€0),

e pri(V(zo,€ep)) es un abierto de L.

Baésicamente la minimalidad y las dos primeros condiciones significan que miramos a la
clausura de Zariski de la érbita de (z0,e0). La tercera significa que esta drbita no se

encuentra con el espacio de indeterminacién de f4.

Definicién 26. El estabilizador de V(zp,€e) en GL,, es el grupo de Galois de f4 en eg:
Gal(fa,ep)-

3.2 La envolvente algebraica

Podemos definir la envolvente algebraica, pero no en un grupo sino dentro en un grupoide.
El grupoide es Gr = L x GL(E) x L. La composicién es (z1, g, 22)(22, h, 23) = (21, gh, 23)
y es compatible con las dlgebras de funciones polinomiales. Por lo tanto es un grupoide

algebraico.

Ejercicio 27. Probar que {(z1,9,22) € L X GL1(C) x L | 219 = 22} es un subgrupoide

algebraico.

La transformacién f4 da muchos elementos de este grupoide: para cada z € L tal que
A(z) existe, tenemos A, = (2 + 1, A(z), z) € Gr. Podemos intentar una definicién andloga

a la definicién 16.

Definicién 28 (mala). La envolvente de A, G4, es el subgrupoide algebraico minimal tal

que A, € G4 para todo z € L.

Sobre ejemplos podemos ver que este objeto es bastante grande.
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Definicién 29 (buena). La envolvente de A, Ga, es el conjunto algebraico minimal tal
que

e para todo z € dom(A) C L el dominio de A, A, € G4,
e existe U C L un abierto de Zariski tal que Ga|uxy es un grupoide algebraico.
Tenemos teoremas anédlogos a los dos lemas de la parte 2.2.

Teorema 30. G4 es la clausura de Zariski del conjunto
n—1
{(z, H Az+1),z4+n),neN,z e L°}U{(z,Id,z),z € L}U
i=0

n—1
{(z+n, HAil(sznf 1—1),z),neN,z e L°}.
i=0

siendo L° un subconjunto de L donde las formulas tienen sentido.

Definicién 31. Un invariante racional de f4 esun H € C(L x BE) tal que Ho f4 = H.
El cuerpo de los invariantes de f4 serd Inv(A) C C(L x BE).

Teorema 32. La envolvente de fa estd dada por sus invariantes:
Ga={(21,9,%2) € Gr | H(z2,¢) = H(21,9(¢)) para todo H € Inv(A)}.

Las pruebas de estos dos teoremas son dificiles y no son mas faciles que sus versiones

no lineales, entonces no vamos a hacerles aqui.

3.3 Ejercicios

Ejercicio 33. Si A:C--»>C*; 2z — 2y fa(z,z) = (2 + 1, 2x).
Probar Gal(Ty,e) = C*.
Indicacién: la ecuacién en diferencias y(z + 1) = zy(z), es la ecuacién de la funcién T'.

Calcular el grupo de Galois es equivalente a probar que I' no es una funcién algebraica.

4 Los referentes y los invariantes diferenciales

Ahora queremos definir la envolvente algebraica de una aplicacién racional f : M --+ M.
Necesitamos introducir los objetos que reemplazardn las bases de E: los referentes. Son

versiones no lineales de los referentes méviles de E. Cartan.
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Definicién 34.

e Un referente p € M es un germen de coordenadas locales holomorfas: r: (C",0) —

(M, p) invertible en 0.
e Un referente de orden k es el jet de orden k, ji(r), de un referente 7.
e El conjunto de todos los referentes de orden £ es una variedad algebraica Ry M.

Se puede escribir un referente como n series de potencias. Si (¢1,...,%,) son coorde-
nadas sobre C" y (z1,...,2,) son coordenadas sobre M entonces un referente r se escribe
r(t) = (ri(t),...,rn(t)) donde

. tUt
ri(t) = Yy 9%ri(0)

aeN?

Su jet de orden k es

103 ta
JETi = Z 0 7’7(0)&-

a€enNn

|a|<k

Entonces el anillo de funciones polinomiales sobre Ry M es

C[ReM]=C [zl <i<n,a e N" |a| <k { z }
det z;”

con

2 (Gr) = 0°7i(0).

Definicién 35. El conjunto de los referentes formales es RM = limR; M. Un referente
—
formal 7 estd dado, en coordenadas locales, por n series de potencias (7 (¢), ... 7,(t)) pero

sin ninguna condicién de convergencia.

El espacio RM tiene muchas propiedades buenas que vamos a definir.

4.1 R;M es un espacio natural

Significa que si ¢ : U — V es un biholomorfismo local entre abiertos de M entonces
tenemos Ryp @ RU — R;V un biholomorfismo local candnico entre el abierto de los

referentes en U y el de los referentes en V' definido por

Rip(jer) = je(pory).
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La asociatividad de la composicién da Ry(¢1 0 ¢2) = Rr¢1 0 Ripe. En particular, f actia
sobre Ry M. La elevaciéon Ry de un biholomorphismo local ¢ se llama la prolongacién de
o al espacio de los referentes.

Podemos también prolongar los campos de vectores: si X es un campo de vectores sobre
M con flujo exp(eX) entonces R X es el generador infinitesimal de la familia Ry (exp(eX))
para pequerios €. Esta prolongacién es compatible con el paréntesis de Lie Ri[X1, Xo] =
[Rth RkXQ].

4.2 RiM es un fibrado principal

El grupo de cambio de coordenadas sobre (C",0) actia sobre los referentes.

Definicién 36. El grupo I'y = {jzy | v : (C",0) — (C,0) invertible} es un grupo

algebraico.

Ejercicio 37. Probar que I'y es un subgrupo algebraico de GL(E) donde E es el espacio

vectorial de los jets de orden k de funciones holomorfas sobre (C™,0).

Este grupo actia sobre Ry M : si jiy € Tk, Tj(Jrr) = ju(r o y) y la accién satisface
que
Rk]W X Fk. — RkM X RkM
M

(Grr, 3ky) = (rr, Tjpnyder)

es un isomorfismo de variedades algebraicas.

Lema 38. Las aplicaciones T}, y R conmutan.

Ejercicio 39. Probar el lema precedente.

4.3 C[RM] es un &lgebra diferencial

El anillo de funciones sobre RM es

1
li M| = M<i< " .
131((3[Rk |=Clz*1 <i<mn,aeN| {detjac}

Los operadores 9; =3~ , z;-”((i)a%, donde €(i) = (0...,1,...0) es el multiindice cuya

tnica componente no nula es la i-esima, actian sobre C{[RM] como derivaciones :
%(P+Q)=0(P)+0i(Q) , 9(PQ)=0d(P)Q+ Pi(Q).

Ademés satisfacen
9i 0 (Rkp)" = (Rk419)" 0 0;.
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4.4 RM tiene una conexién de Cartan plana

Es una condicién de compatibilidad de las estructuras de fibrado principal y de algebra
diferencial. La definicién general puede encontrarse en el libro de Sharpe [20].

Para definir la condicién de compatibilidad, necesitamos
e FEl 4lgebra de Lie X de los campos de vectores formales :
~ 0
X = {Z(M(t)% | a’i(t) € (C[[tl‘r s ’tn]]}’
£
e un teorema que se puede probar leyendo el curso de los Profesores Lopez-Hernanz y
Ribén.
Teorema 40.

1. Para cada ¥ en el grupo ' exwiste un campo vectorial formal @ = Zai(t)% tal
que @(0) = 0 y para todo F : (C",0) - C ; exp(a) - F = F oy

2. Para cada @ tal que a(0) = 0, existe un 7 tal que exp(a) - F = F o7.
Utilizando el teorema, cada a =y a,,;(t)f% tal que a(0) = 0 actda sobre R(M) por un
campo vectorial T; que es el generador infinitesimal de la familia Tty para pequeios e:

T = lim L (Topa — Tia)

Los campos % actian también por 0;.

Proposicién 41. Las dos acciones arriba definen un morfismo 7' de &lgebras de Lie de X

en el algebra de Lie de los campos vectoriales sobre RM.

Esta estructura no es importante para la definicién del grupoide de Galois pero lo es

para los céalculos.

4.5 Los invariantes diferenciales de f

La definicién siguiente es muy similar a las definiciones anteriores.

Definicién 42. Un invariante diferencial de f es una funcién racional H € C(RM) tal
que HoRf = H.
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Lema 43. Si H es un invariante de f y v € I' entonces H o T, es un invariante de f.
Lema 44. Si H es un invariante de f entonces 0;H es un invariante de f.

Ejercicio 45. Probar los lemas precedentes.

4.6 El estabilizador de una variedad de referentes

Los grupos de Galois son estabilizadores de subvariedades de un fibrado principal. En-
tonces antes de dar las definiciones de grupos y grupoide de Galois necesitamos especificar

lo que son “los” estabilizadores de una subvariedad de RM.

Definicién 46. El estabilizador de una subvariedad V' C RM es un par (G, g) donde
1. G={yeT | T,(V) =V es el estabilizador de V por la accién de T,
2. g={a€ X | Talv € TV} es el estabilizador de V por la accién de X.

El algera de Lie de G es una subalgebra de Lie de g.

4.7 Ejercicios

Ejercicio 47. Si f es la aplicacién (z,z) — (2 + 1, zz).
e Calcular Ry f.
e Probar que z® son invariantes si |a| > 0.
e Probar que % es un invariante.

e Calcular el estabilizador de un nivel comun de los invariantes.

Ejercicio 48. Si @ es un campo de vectores formal que se anula dos veces en cero. Su

flujo puede definirse como

(oot ) (3 %(ea)%l, Y %(ea)%n)

e Probar que (@)’t; se anula para un orden mayor que £+ 1 en cero.

e Probar que la férmula estd bien definida en el anillo C[[ty,. .. t,]].
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5 Los grupoides

5.1 El grupoide AutM

Este grupoide es

Aut(M) ={(¢,%,p) | € M,pe M,%: (M,p) = (M,q)}

y $ estd dado por n series de potencias sin condiciones de convergencia tal que det Jac(y)(p) #
0.

= ) con p; =gqi + ) olz=p)?
Y =(P1,.--,¥n Yi = q; ®i al
a€eN”n

|a|>0

La composicién es (g1, @, p)(p, P, @)= (q1,po0 ¥, ¢2). Gracias a las férmulas de Faa di
Bruno, este grupoide es un grupoide algebraico con anillo de funciones polinomiales

ClAWM] = Clp1, ..., Prs @1« s - - 25 . ][1/ det(059)]
Este grupoide actia sobre RM :
AutM x RM — RM
(a,9¢,p)(p,7) = R(q, 0,p)(p;7) = (g p07)

y conmuta con la accion de I'.

5.2 Pseudogrupos algebraicos

Es posible dar una definicién intrinseca de grupoide algebraico y probar el teorema de
Drach:

Teorema 49. Un grupoide algebraico es el grupoide de invarianza de sus invariantes sobre
un abierto de Zariski U C M.

La prueba del teorema de Drach es casi la misma que la prueba del teorema de Kolchin
y Chevalley. La diferencia es que tenemos que trabajar con productos tensoriales sobre
C[M]. Para hacer la misma prueba necesitamos trabajar sobre C(M), i.e., sobre un abierto
de Zariski.

Utilizando este teorema podemos dar una definicién alternativa.
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Definicién 50. Un subgrupoide G de Aut(M) tal que existe une subcuerpo Inv C C(RM)
con
G ={¢ | Ho Rp = H para todo H € Inv}

es un subgrupoide algebraico.

Definicién 51. Un subgrupoide algebraico G de Aut(M) tal que su cuerpo de invariantes

Inv C C(RM) es un subcuerpo diferencial es un pseudogrupo algebraico.

5.3 El grupoide de Galois

Este grupoide es el andlogo no lineal de la envolvente algebraica. Existe también un
andlogo de los grupos de Galois. Son definidos por H. Umemura [21] y la definicién puede
resultar mucho més dificil que la definicién del grupoide.

Para cada punto p tal que f es localmente invertible en p, podemos definir un punto
(f(p), ﬁnp) de Aut(M) con el desarrollo de f en serie de potencias alrededor de p. De
esta manera tenemos la definicién topoldgica de la envolvente.

Definicién 52. Gal(f) es la subvariedad algebraica minimal de Aut(M) tal que para todo
n €N, f°" € Gal(f).

Esta férmula significa que para cada p € M tal que f°" es localmente invertible en p,
(f°(p), fom,,p) € Gal(f). Los dos teoremas siguientes son andlogos de las construcciones

alternativas de la envolvente.

Teorema 53. Eziste un abierto de Zariski U C M tal que Gal(f)|uxu es un pseudogrupo

algebraico.

Teorema 54. Si Inv(f) C C(RM) es el subcuerpo diferencial de los invariantes de f
entonces

Gal(f)y={¢ |VH € Inv(f) ; HoRp=H}

La prueba del teorema 53 es dificil. Se necesita un teorema de Americ y Campana [2].
La prueba del teorema 54 es el teorema de Drach. En este curso es una consecuencia

facil de la definicién.
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5.4 Ejercicios

Ejercicio 55. Si f es la aplicacién (z,z) — (2 + 1, zz).
e Probar que Gal(f) C {¢: (z,2) = (24 a, g(z)x) | a € Cy g € C[[z]], g(0) # 0}.

e Probar laigualdad (jes dificil! y serd necesario estudiar [8]).

Ejercicio 56. Probar que Aut(M) es el cociente de RM x RM por la accién diagonal de
T.

6 Aplicacién en dimension 1: los pseudogrupos

Cuando M es la recta compleja L, solo miramos a funciones analiticas (o series de poten-
cias) de una variable. Tenemos C[RL] = Clz, z1, 22, . . ., ][1/21], laderivacién 9 = Y Zi‘*'lﬁia

y el élgebra de Lie ¥ = (C[[tﬂ% No hay espacio para muchos invariantes :

Lema 57. Si un pseudogrupo G tiene un invariante entonces el cuerpo de los invariantes
es el cuerpo diferencial generado por un H de orden minimal k. Diremos que este H es

el invariante de f.

Demostracion. — Sea k el orden minimal de los invariantes Inv(f). La interseccién
Inv(f) N C(Rk—1) = {0}, entonces el grado de trascendencia de Inv(f) N C(Ry) sobre C
es 1. El teorema del elemento primitivo implica que Inv(f) NC(Ry) estd generado por un

elemento H. Las derivadas 0P H son lineales en zj4, entonces Inv(f) = C(H,0H,...). O

Vamos a estudiar un nivel comtun particular de los invariantes: la subvariedad V =
Np{0™H = 0} C RL y sus estabilizadores.

1.GCTles{y|Ty(V)CV}
2.gCxes{a| Ty €TV}

Lema 58. El grupo G es un subgrupo algebraico de I' de dimension k — 1. El dlgebra de

Lie g es una subdlgebra de Lie de X de dimensidén k que contiene %.

Ejercicio 59. Probar el lema.
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6.1 Un teorema de Lie

Teorema 60. Si g es una subalgebra de Lie de X = C[[t]}% de dimension finita que
contiene %, entonces existe v € I' tal que

2 d
v*g C sly = {(co+ 1t + 025)% | co,c1,c2 € Cl.

Demostracion. — Sea % ai(t)<,...a,(t)4 una base de g.

El paréntesis de Lie [%, ai(t)%] = a;(t)% estd en g, entonces (1,a1,...,a,) satisface a
un sistema diferencial lineal con coeficientes constantes.

Podemos resolver este sistema con exponenciales y polinomios.

En el caso semisimple a;(t) = exp(\it) y

d d d
exp(Ai) 55, xp () 5| = O = ) b +4)0)
dado que tenemos un numero finito de \’s, tenemos menos de 3: A,0,—A\. El élgebra de

Lie esta dentro del algebra de Lie con base

d d d
M) & Y
exp( Vo a &P )dt

d d

2
Aexp(At)) d(exp(At))’ )\d(exp(/\t))'

, Aexp(At)

4
d(exp(At))

El cambio de variable v(t) = exp At — 1 conjuga estos campos a

d d . d
Mt+1)2 At + 1), A
(+)dt’ (Jr)dt’ dt
que generan Sls.
Si el sistema no es semisimple tenemos que hacer calculos parecidos. O

Ejercicio 61. Probar el teorema de Lie en el caso general.
Sea « el cambio de variable del teorema de Lie. La variedad

Vo=Ty(V)={roy|reV}
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Sus estabilizadores son
L Go={yel|,(Vo) CVo} C{v:t= 2% |aeC*, e C}

1—

2. go = {66)? ‘ Ta|v0 GTVE)} C sly

6.2 Las ecuaciones de 1}

21)?

2
Supongamos que gy = sl y escribimos F(z, 21, 29, 23) = <2§ -3 (%) ) (# € C[RsL].
Lema 62. V) es un fibrado principal para el grupo Gy sobre un abierto de Zariski de L.

Lema 63. Eziste v € C(z) tal que

w=fremr| (25 -a(2)) v}

Esta férmula significa que el ideal de definicién de Vjy estd generado diferencialmente
por q(z)F(z, z1, 22, 23) — p(z) donde v = g.
Los referentes de V) en un punto p € L son una érbita de la accién de Gy sobre RL.
Es facil verificar que sus 6rbitas en R3L son los niveles de F' :
Sir= ro+r1t+7"2% +T3% +...yy= at+2a6% +6a/)’2% + ... entonces
t2 t3

roy =rg+rat+ (rea? + 2r1a5)5 + (r3a® + 6r20B + 6T1aﬁ2)€ +...

y tenemos F(r) = F(ro~). La restriccién de esta funcién sobre ¥} es una funcién invariante

por Gy, entonces es una funcién racional en ry.

6.3 Las ecuaciones de G

Obtenemos las ecuaciones de G mirando las ecuaciones de Vj.

Lema 64. Si G es un pseudogrupo con su invariante de orden 3 entonces

" "\ 2
= Y _3(Z v N =u(z
G- o125, 3(@,) U@ = ()}
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Demostracion. — Si
£2 3
= tdro— +r3—+ ...
r=ro+nmn +r22 +7“36 +
y )2 3
Z—T Z—1
Qp:tpo-‘rSO](Z—To)—FQDQ( 20 +Lp3( 60) +...
tenemos
2 £ 3 £
por =g+ (p1r1)t+ (p2(r1) +W1T2)5+(W3(T1) +39027“1T2+§017“3)€+~-~

SireVpy por e Vy podemos eliminar r y obtener ecuaciones en ¢ :

Y3 ©2 2 2
2;—3(;) T (o) (1) = v(ro).

Llamaremos G3(v) este tipo de pseudogrupos.

6.4 Ejercicios

Ejercicio 65. Probar que si go = (C+ (Ct)%, entonces existe p € C(z) tal que

1"
¥
G={el +nle)e = plo)}
Ejercicio 66. Probar que si go = (C% entonces tenemos dos casos

1. existe n € C(z) y k € N tal que
G = {eln()(")" = n(x)},

2. existe h € C(z) tal que
G = {¢lh(p) = h(z)}.
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7 Aplicacién en dimensién 1: el pseudogroupo de Galois de

f:C---C
Queremos probar el siguiente teorema:

Teorema 67. Si f : L --» L es tal que Gal(f) # Aut(L) entonces f estd en la lista de
Ritt: existe una homografia A tal que Ao fo A™! es
e una homografia

e un monomio, My(z) = 2¥,

o un Chebishev, Tj(z) = cos(k arccos(z))

e un Lattés, Le(z) = P(e(P~1(z))) donde e es un endomorfismo de grado > 1 de la

curva eliptica de la funcion eliptica P.

Utilizando la clasificacién de los pseudogrupos, el problema es: dar los f € C(z) tal

que existe un v € C(z) tal que f € G3(v), i.e.,

L5 (5) sy e =0

7.1 La linealizacién de un punto fijo repulsivo

Para resolver la ecuacién utilizaremos elementos de la dindmica de f.

Teorema 68 (Koenigs). Si f : (C,0) — (C,0) es tal que A = |f'(0)| > 1 entonces existe
h € C{w} con h(0) = 0,Rh'(0) = 1 tal que h™" o f o h(w) = Mw. Llamaremos a h una

linealizacion de f.

Teorema 69 ([13] chap. 10 corollary 10.16.). Si f € C(z) pero no es una homografia

entonces para cada k € N existe n € N tal que f°" tiene mds de k puntos fijos repulsivos.

La prueba del segundo teorema es més dificil. La cantidad de puntos fijos crece con n
pero tenemos una cota sobre el nimero de puntos fijos que no son repulsivos.
Podemos suponer que f : L --» L tiene un punto fijo repulsivo con linealizacién h que

no es un polo de v.

Lema 70. La linealizacion h : (C,0) — L es el germen de una funcién meromorfa sobre

C.
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Demostracion. - Siw € C, existe n tal que % estd en el dominio de h. Si h (Al")

estd en el dominio de f°", definimos h(w) por

o)

Nota 71. Para f en la lista de Ritt, tenemos A =k y
h=Aoexp, Aocos, AoP, AoP? AoP o AoP?

Estas son funciones que realizan los cocientes de C por grupos discretos de transfor-

maciones afines : w — aw + b.

7.2 El pull-back de Gal por h y la estructura de h

Queremos probar que los ¢ tal que h o ¢ = h son aplicaciones afines. El pseudogrupo
“pull-back” de Gal por h,

{¢ | existe ) € G3(v) t.q. hop =1 oh},

es un pseudogrupo de tipo G3(¥) con

" n 2
P(w) = v(h(w)k' (w)?* + 257 — 3 (%) '

Conocemos una solucién w — Aw de G3(V), entonces
(W)X = D(w).

Por otro lado, la férmula para 7 nos da que v es holomorfa en 0 y por eso v = 0.
Los elementos ¢ € G3(0) son gérmenes de homografias. Probamos que A es el cociente

por un grupo de homografia. Los grupos que aparecen son
o 7
o 7 x1/2Z
o (Z+7Z)Xx7Z/2Z

o (Z+iZ) x ZJAZ
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o (Z+j7) x /3L
o (Z+jZ) x Z/6Z

y las funciones que realizan este cociente son exp, cos o las funciones elipticas.
Probamos que si f estd dentro de un G3(v) entonces f°" estd en la lista de Ritt. Para

finalizar la prueba tenemos que ver que:
1. los f de la lista de Ritt pertenecen a un Gs(v),
2. si f" estd en la lista entonces f también.

El primero es un ejercicio de calculo. Para probar el segundo, tenemos que verificar que

si h es una linealizacién de f°" entonces f o h también.

8 Aplicacién en dimension 1: el teorema de Ritt

Teorema 72. Si la linealizacion h de un punto fijo repulsivo de f : L --+ L satisface una
ecuacion diferencial polinomial entonces f estd en la lista de Ritt: existe una homografia
A tal que Ao foAles

e una homografia

o un monomio My,(z) = 2*,

e un Tchebitchev Ty (z) = cos(k arccos(z))

o un Lattes L¢(z) = P(e(P~1(2))) donde e es un endomorfismo de grado > 1 de la
curva eliptica de P.

8.1 La ecuacién de h

La linealizacién h es una funcién meromorfa de C en L entonces sus series de potencias en

cada punto de su dominio son elementos de

F(C, L) = {(20, k,wo) | & : (C,wo) — (L, 20)}

E(w) =20+ Z an

n!
n>1
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El anillo de funciones polinomiales sobre F(C, L) es C[F] = Clwo, 20, k1, k2, - . .].
Sea I C C[F] el ideal de las ecuaciones satisfechas por todos los desarrollos de series

de potencias de h.
Lema 73. El ideal I es un ideal estable por D = %ﬂ + k1% +>is0 kiH%

Lema 74. Sea Z el conjunto de los ceros de I en F(C,L). Este conjunto es de dimension
finita

Demostracion. — Por hipdtesis I contiene un polinomio que no es 0: si E(w, h, b/, ... h(”)) =

0 es una ecuacién de h de orden minimal entonces la dimension de Z es p + 1. O

8.2 Las acciones de f y C*

La transformacién f : L --+ L actia sobre F(C, L) por Rf : T fo %. Pero no preserva
Z. Queremos construir un conjunto algebraico de dimensién finita y invariante por Rf.

El grupo de transformaciones o4 : w — qw actia sobre F(C, L) por cambios de variable.
Sik: (C,wp) = (L, 2z0) con

F(w) = 2 + Z an

!
n>1 n
entonces Tq@) : (C, %) — (L, 29) estd definida por
~ w — Loy
kooy(w) =20+ Z q”an.
n>1 n

La ecuacién funcional de linealizacién es Rf (71,) =Ty (ﬁ) Vamos a construir un conjunto

invariante utilizando esta igualdad y un teorema de Chevalley:

Teorema 75 ([12] por ejemplo). Si f: X — Y es una aplicacidn polinomial entre con-

Juntos algebraicos entonces existe un conjunto algebraico S C f(X) tal que

o f(X)—S es denso dentro de f(X),

(X)=S=f(X)-5

~
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El conjunto Ty-1(Rf(Z)) es un conjunto algébraico que contiene los desarrollos de h

entonces contiene Z i.e. Rf(Z) D T\(Z). Como Rf y Ty conmutan R¢(T,Z) D Tyx(Z),

el conjunto

V= UqEC*Tq(Z)

es un conjunto algebraico invariante. Tenemos que probar que este conjunto es de di-
mension finita.

Los invariantes de la accién de C* sobre F(C, L) son

n:F(C,L) —CN
(wo, 20, hl .. ) = (Zo,w(]hl, (w0)2h2 .. )

Los niveles de 7 son de dimensién uno. Por el teorema de Chevalley: 7(Z) es un conjunto
algebraico de dimensién més pequeiia que la dimensién de Z y V = 7~ }(n(Z)) es un
conjunto algebraico de dimensién menor que la dimensién de Z més uno, es el conjunto

algebraico minimal C*-invariante que contiene Z, entonces
Ry(V)CV

La dimensién de V es finita y por lo tanto

G={pecAut(L) | Rp(V)CV}

es un pseudogrupo algebraico de dimension finita y contiene f. Por definicién Gal(f) C G.

Entonces Gal(f) es pequeiio y el teorema de Ritt estd probado.
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ABOUT THE CREMONA GROUP / JULIE DESERTI

1 First definitions and properties

1.1 Divisors and blow-ups

Definition 1.1. — Let X be an algebraic variety. A prime divisor on X is an irreducible closed

subset of X of codimension 1.

Examples 1.2. e If dimX =2, i.e. if X is a surface, then the prime divisors of X are the

irreducible curves that lie on it.

e If X =P¢, then the prime divisors are given by the zero locus of irreducible homogeneous

polynomials.
Let us set

m
Div(X) = { Z aiDi|m € N, a; € Z, D; prime divisors on X}.

i=1

m
An element Z a;D; of Div(X) is effective if a; > 0 for any 1 <i < m.

i=1 B
If f is a non zero rational function, and D a prime divisor of X, one can define the multiplicity

v¢(D) of f at D as follows
e V;(D) =k > 0if f vanishes on D at the order ;
® v;(D) = —k if f has poles of order k on D;
o v¢(D) = 0 otherwise.

To any rational function f € C(X)* one associates a divisor div f € Div(X) defined by

divf= Y vy(D)D.
divisor

Such a divisor is called a principal divisor. Note that a principal divisor belongs to Div(X) as
V(D) = 0 for all but finitely many D. Since div f 4+ divg = div fg the set of principal divisors is a
subgroup of Div(X).

Two divisors D, D’ on an algebraic variety are linearly equivalent if D — D’ is a principal
divisor. The set of equivalence classes corresponds to the quotient of Div(X) by the subgroup of
principal divisors. When X is smooth, this quotient is isomorphic to the group of isomorphism
classes of line bundles on X called the Picard group of X and denoted Pic(X).
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Exercice 1. — Determine Pic(P{.).
Exercice 2. — Determine Pic(PL x PL).
There is a notion of intersection:

Proposition 1.3 ([26]). — Let S be a smooth projective surface. There exists a unique bilinear
symmetric form
Div(S) x Div(S) — Z, (D,D')—~D-D

having the following properties:
e if C and D are smooth curves meeting transversely, then C-D = #(CND);
e if C and C' are linearly equivalent, then C-D = C' - D.
In particular this yields an intersection form
Pic(S) x Pic(S) — Z, (D,D"y—D-D'.

Definition 1.4. — Let p be a point of a smooth surface S. We say that ©: ¥ — S is a blow-up of
peSif

e Y is a smooth variety,
¢ My qni(py: ¥~ {n'(p)} — S~ {p} is an isomorphism,
° chl(p) ~ ]P’é:.

The set ©~!(p) is called the exceptional divisor.

Let us explain how to construct . Assume for simplicity that X = § is a surface. Take a
neighborhood U of p on which there exist local coordinates x, y at p, that is the curves x = 0 and

y = 0 intersects transversely at p. Up to shrinking U one has
(x=0)Nny=0)nU={p}.

Let us consider the subvariety UC Ux IP’(%: defined by xv —yu = 0 where u and v are homogeneous
coordinates on IP’}C. The projection 7t: U— Uis an isomorphism over the points of U where at

most one of the coordinates x, y vanishes

n((O,y),(O: 1)) =(0,y) Tl:((x,O),(l :0)) = (x,0)

and ! (p) = {p} x PL. It follows from the construction that the points of E can be naturally

identified with the tangent directions on S at p.
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Remarks 1.5. eIf: Y — Sand ': Y — S are two blow-ups of p, then there exists an
isomorphism @: ¥ — Y’ such that T = 7'@; we can thus speak about the blow-up of p € S.

e Note that 7 is not an isomorphism: it contracts E = n~! (p) ~ ]P’(IC onto p.

Lett: Bl,S — S be the blow-up of p € S. The morphism 7 induces the map
T*: Pic(S) — Pic(Bl,S), Cwn'C.

If S is a smooth algebraic surface and if C C S is an irreducible curve, the strict transform of
CisC=n"1(C~{p}).
Let us recall that if Y is a quasi-projective variety, and if y is a point of Y, then O,y is the set

of equivalence classes of pairs (U, f) where
e U CY isan open subset,
e ye U,
e feC[U].

Definition 1.6. — If S is a smooth algebraic surface, C C S a curve on S, and p a point of S, we
can define the multiplicity m,,(C) of C at p.

Let m be the maximal ideal of the ring of functions O, 5. Let f be a local equation of C; then
m,,(C) can be defined as the integer k such that f € m* \ m**!. For instance if § is rational, one
can find a neighborhood U of p in S with

ucc?
p=(0,0)
m
C is described by ZPi(XJ) =0

i=1
where P; denotes an homogeneous polynomial of degree i.

The multiplicity m,(C) is equal to the lowest i such that P; # 0. The following properties holds

my(C) >0
m,(C)=0<=p¢gC
m,(C) =1 <= p is a smooth point of C

Take two distinct curves C and C’' without common component. One can define an integer
(C-C"), which counts the intersection of C and C' at p:
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e itis equal to 0 if either C, or C’ does not pass through p,

e otherwise let f, resp. g be some local equation of C, resp. C’ in a neighborhood of p and

. Oy,
define (C-C'), to be dim (f’_;).

This number is related to C-C’ as follows (see [26, Chapter V, Proposition 1.4]): if C and C’

are two distinct curves without common irreducible component on a smooth surface, then

c.c'=Y (cC),
pecnc’

In particular C-C’ > 0.

Lemma 1.7. — Let 7t: B1,S — S be the blow-up of p € S. Then
T°C =C+m,(C)E

where C is the strict transform of C, and E = (p).

Proof. Let us fix some local coordinates (x,y) such that

p=(0,0)
k=my(C)
C is given by

Pe(x,) + Pes1 (6,y) + ..+ Pere(x,y) =0
where P; denotes a homogeneous polynomial of degree i

The blow-up of p can be viewed as (u,v) — (uv,v); hence the pull-back of C is given by
vk(Pk(u, 1)+ vPei(u, 1) + ...+ Po(uy 1))=0

i.e. it decomposes into k times the exceptional divisor =1 (0,0) = (v = 0) and the strict transform
of C. O

Let S be a compact, complex surface, and let wg be the line bundle of differential 2-forms on
S. The canonical divisor K of S is such that Og(Ks) = ws.

Example 1.8. The canonical divisor of ]P% is
Kpy = [-3H]

: 2
where H denotes a generic hyperplane of Pg.
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Proposition 1.9 ([26]). — Let S be a smooth surface, p be a point of S, and T: Bl,S — S be the
blow-up of p. Set E ="' (p) =~ IP’(IC. One has

Pic(Bl,S) = n*Pic(S)+Z-E.
The intersection form on B1,,S is induced by the intersection form on S via

TC-m'C' =C-C VYC,C' €Pic(S)
TC-E=0 VC €Pic(S)
E’=E.E=-1

C2=C2—1 YC> p,C smooth

Furthermore, Kgy,s = T*Ks+E.
The proof is decomposed in the following exercises:
Exercice 3. Prove the following equalities

*C-t*C'=C-C' VC,C €Pic(S)
n*C-E =0 VC € Pic(S)
E’=E-E=-1

C=c*-1 VC 3 p, C smooth

Exercice 4. Prove that
Pic(Bl,S) = n*Pic(S)+Z-E.

Exercice 5. Prove that Kp|,s = T"Ks + E.

1.2 Rational and birational maps
1.2.1 First Definitions

Consider two irreducible varieties X and Y. A rational map ¢: X --» Y is a morphism from an
open subset U of X to Y which cannot be extended to any larger open subset; ¢ is defined at x if
x belongs to U. The set X . U is the indeterminacy set of ¢; it is denoted Ind ¢.

Suppose that X = § is a smooth surface, then Ind ¢ is the union of a finite number of points.
One has

e if Cis an irreducible curve on S, then ¢ is defined on C \ Ind ¢; the image of C is ¢(C \ Ind §)
and is still denoted ¢(C).
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e restriction induces an isomorphism between the divisors groups of S\ Ind¢ and S, which
induces an isomorphism between Pic(S) and Pic(S~\ Ind¢). We can thus speak of the inverse
image ¢*D under ¢ of a divisor D on Y.

Example 1.10. — Let S C IP{, be a surface, and p be a point of S. The set of lines through p can
be identified with a projective space IP’Z‘:’I. To any point g of S~ {p} we associate the line through
p and g; this yields a rational map S --» IPZ’C’I (the projection away from p). It is defined outside
p and extends to a morphism Bl,S — P&,

A birational map ¢: X --» Y is arational map such that there exists arational map y: Y --» X
such that oy = yo = id.

1.2.2 Linear systems

Consider a divisor D on a surface S; we denote by |D| the set of all effective divisors on S linearly
equivalent to D. Every non-vanishing section of Oy(D)! defines an element of |D|, namely its
divisor of zeros. Conversely any element of |D| is the divisor of zeros of a non-vanishing section
of Og(D), defined up to scalar multiplication. Therefore |D| can be naturally identified with the
projective space associated to the vector space” H’(Os(D)). A linear subspace .# of |D| is called
a linear system on S; equivalently . can be defined by a vector subspace of H( Og(D)).

The dimension of .# is by definition its dimension as a projective space. A 1-dimensional
linear system is a pencil.

A curve C is a fixed component of . if any divisor of . contains C.

The fixed part of . is the biggest divisor F that is contained in every element of .7

A point p of S is a base point or fixed point of .7 if every divisor of .% contains p. If the
linear system %’ has no fixed part, then it has only a finite number, say b, of fixed points; clearly
b<D? forDe.¥.

Let S be a surface. Then there is a bijection between the set
{ rational maps ¢: S --» P{; such that ¢(S) is contained in no hyperplane }

and the set

{ linear systems on S without fixed part and of dimension n }

Indeed, to the map ¢ we associate the linear system ¢*|H|, where |H| is the system of hyper-

planes in P{.. Conversely, let . be a linear system on § with no fixed part and denote by .&"

IRecall that Og (D) denotes the invertible sheaf corresponding to D.
2Recall that H(Og(D)) is the i-th cohomology group of O (D).
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the projective space dual to .. Now define a rational map ¢: S --» " by sending x € S to the
hyperplane in . consisting of the divisors passing through x; the map ¢ is defined at x if and only
if x is not a base point of .7

1.2.3 Cremona maps
If S = P, then a birational self-map ¢ of S can be written
(z0:21:22) - (90(20,21,22) : 01(20,21,22) : P2(20,21,22))

where the ¢;’s denote homogeneous polynomials of the same degree without common factor (of
positive degree). The set of all birational maps of IP% is called the Cremona group, and is denoted
Bir(PZ). The indeterminacy set Ind¢ of ¢ is the finite set given by

{P € PL100(p) = 01(p) = 02(p) = 0}.
The exceptional set Exc ¢ of ¢ is the set of curves blown down by ¢; one has
Exc¢ = { detjac¢ = 0}.

The degree of ¢ is defined by: deg = deg¢;. Let d be a positive integer. The set Biry(P2) of
plane birational maps of degree d is quasi-projective: it is a Zariski open subset in the subvariety
of the projective space made of triples of homogeneous polynomials of degree d modulo scalar
multiplication. The group Aut(P2) acts on Bir,(IP2) as follows

Aut(P2) x Birg(P%) x Aut(PZ) — Birg(P%),  (A,0,B) — A¢B™ L.

If ¢ is an element of Biry(P%), then O(¢) denotes the orbit of ¢ under this action.

The linear system . defined by any element ¢ = (¢ : ¢ : ¢2) of Bir(P?) is given by
{Modo+A101 + A2 = 0] (ko 1 As 1 ho) € PR
It is the reciprocical image by ¢ of the net of lines
{Mozo+Mzi +hoza = 0] (o1 A 1 ho) €PL Y.

In particular any curve of . is a rational one. Take a base point p of ¢; the multiplicity of ¢ at p

is the multiplicity of a generic curve of .7 at p, that is the order of a generic element of . at p.
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The degree is not a birational invariant: there exist ¢ and y in Bir(P2) such that deg(woy ') #
deg ¢. Nevertheless the dynamical degree

A(0) = lim (deg¢")'/"

n—r+oo

of a birational map ¢ is. More generally consider a projective surface S, a birational self-map ¢ of

S, and || - || any norm of the Néron-Severi real vector space NS(S); we can define
T nyx||1/n
M) = Tim [1(9")"

where ¢* is the induced action on NS(S).
Note that 1 < A(¢) <d. When ¢ is an automorphism with A(¢) > 1, then A(9) is algebraic
but never rational; in particular A(¢) < d. Let ® denote any Kihler form (for instance the Fubini

Study form) with [ ®? = 1. For any generic line L one has
M) = timl|(g) "¢
= tim( Ao p)""
= liF(A—kLﬁ)l/k
= lim (vol(9~")) "

so the dynamical degree also measures the exponential rate of growth of (k — 1)-dimensional
volume under pullback. It would be convenient if we could have (¢*)% = (¢*)*. Diller and Favre
showed there is a finite sequence of blow-ups 7: §' — S such that the induced map ¢y = w01
satisfies ()" = (¢%) (see [18]). Set ®y = T*®; then

1i]£n(/sm/\(¢k)*m)]/k
= li]fn(/y OJS//\(¢]§/)*(DS'>I/k
tim /S 0 A (05 ay) v

The form @y is a Kahler form so as soon as A(¢) > 1 the growth of g under (¢%)* gives the

Mo)

growth of |(¢%)*| and A(¢) coincides with the spectral radius of ¢, i.e. the modulus of the largest
eigenvalue.

Definition 1.11. — Let ¢ be an element of Bir(IP2).
If (deg¢"), is bounded, we say that ¢ is elliptic.
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If (deg "), grows linearly, then ¢ is a Jonquiéres twist.

If (deg "), grows quadratically, then ¢ is a Halphen twist.

If (deg ™), grows exponentially, then ¢ is hyperbolic.

Examples 1.12. o Birational self-maps of IF’?C of degree 1 are maps of the type

(0020 +ai1z1 +axz2 1 a3zo +asz1 +ass : asZo +aizi +a8Z2)

with det(a;) # 0; they form the group Aut(PPZ). They are elliptic maps.
The set Birp(P2) is an irreducible algebraic variety of dimension 14. Set

6= (2122 : 2022 : 2021)
p = (2022 : 2021 : 23)
= (202247} 12122 : 23)

One has ([11])

Denote by J; the set of birational maps of degree d of IP’% that preserve the pencil of lines
through pp = (1:0:0). These maps are called Jonquiéres maps of degree d. The Jon-
quiéres group is the group J = Uy J,;. In affine coordinates an element ¢ of J; has the
following form

0(20,21) = (

¢ B]ePGL(z,C) {a(“) b(z)
Yy 8 c(z1) d(z)

Cleaning denominators we may assume that a, b, ¢ and d are polynomials of respective
degree d — 1,d, d —2, and d — 1. The base points of ¢ are

a(z1)zo+b(z1) oz +[3>
c(z1)zo+d(z1)" ya1 +8
with

€ PGL(2,C(z1)).

the point po = (1:0: 0) with multiplicity d — 1
2d — 2 single points py, p2, ..., Pad—2

The same holds for ¢~

Remarks that the set of Jonquiéres twist is contained in 7 but the inclusion is strict (for

instance © is elliptic and belongs to 7).
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o A polynomial automorphism ¢ of C? is a bijective map of the form
0:C*—=C2% (20,21) > (90(20,21),01(20,21)),  ¢i € Clzo,21].

The set of polynomial automorphisms of C? form a group denoted Aut(C?). According to
Friedland and Milnor if ¢ belongs to Aut(C?), then up to conjugacy ([20])

(i) either ¢ = (ox+ P(y),By+7) with o, B, y€ C, af #0, P € CJy],
(i) or
O="hhy.. Iy
with h; = (y,P,(y) — 8ix), 8; € C*, P; € Cly], deg P, > 2.
In case (i), then ¢ is elliptic; in case (ii) ¢ is hyperbolic.

Exercice 6. — Give a description of the indeterminacy set, and the exceptional set of an automor-

phism of IF%.

Exercice 7. — Give a description of the indeterminacy set, and the exceptional set of G, resp. p,
resp. T.

Exercice 8. — Give a description of the linear systems associated to &, p and 7.

There is a "classification" of the birational maps of IP%:

Theorem 1.13 ([18, 25, 4]). — Let ¢ be an element of the Cremona group. Then exactly one of
the following holds

o O is elliptic, furthermore either ¢ is of finite order, or ¢ is conjugate to an automorphism of
2.
Pg;

o O is a Jonquiéres twist, § preserves a unique fibration that is rational and ¢ is non conjugate

to an automorphism;

o 0 is a Halphen twist, § preserves a unique fibration that is elliptic, and ¢ is conjugate to an

automorphism;
o O is a hyperbolic map.

In the first three cases M(0) = 1, in the last one A(0) > 1.

Exercice 9. Give an example of an elliptic map, a Jonquieres twist, a Halphen twist, and a hyper-

bolic map.
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1.3 Zariski theorem
Let us recall the following statement.

Theorem 1.14 (Zariski). Let S, S be two smooth projective surfaces and ¢: S --» S be a birational
map. There exists a smooth projective surface S' and two sequences of blow-ups w;: S’ — S,

To: S’ — S such that ¢ = Ty, !
1

S/
YN
S———-—-—- 58
o
Example 1.15. The involution
[ [Pé -- ]P’%) (z0:21:22) --» (2122 1 2022 : 2021)

is the composition of two sequences of blow-ups

ZQR
Ep Ex
Lpo Lpr
Ep
Y/ X
Q. Lor /R
E E
Lpr Lpg 2 R
P EP
c
with
P=(1:0:0), 0=(0:1:0), R=(0:0:1),
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Lpg (resp. Lpg, resp. Log) the line passing through P and Q (resp. P and R, resp. Q and R) Ep
(resp. Eg, resp. Eg) the exceptional divisor obtained by blowing up P (resp. Q, resp. R) and ZpQ
(resp. Lpg, tesp. Log) the strict transform of Lpg (resp. Lpg, resp. Log)-

We will prove Theorem 1.14 in the following exercises. There are two steps:

e the first one is to compose ¢ with a sequence of blow-ups in order to remove all the points

of indeterminacy, we thus have

where ; is a finite sequence of blow-ups and ﬁ; a birational morphism;

o the second step can be stated as follows: let 0: S — S’ be a birational morphism between two
surfaces S and S'. Assume that ¢! is not defined at a point p of §'; then ¢ can be written Ty
where 7: Bl,$" — §' is the blow-up of p € §’ and ¥ a birational morphism from S to BL,S".

Remark 1.16. The first step is also possible with a rational map, and can be adapted in higher
dimension whereas the second one isn’t.

Exercice 10. Let ¢: S --» X be a rational map from a surface to a projective variety. Then there
exists a surface §', a morphism n: §' — S which is the composition of a finite number of blow-ups,
and a morphism f: §' — X such that

commutes.
The second step is decomposed in the two following exercises.

Exercice 11. Let ¢: S --» S be a birational map between two surfaces S and §'. If there exists a
point p € S such that ¢ is not defined at p there exists a curve C on S such that ¢~ (C) = p.
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Exercice 12. Let ¢: S — S’ be a birational morphism between two surfaces S and §’. Assume that
¢! is not defined at a point p of §'; then ¢ can be written Ty where 7t: Bl,,S" — ' is the blow-up
of p € §' and  a birational morphism from S to Bl,S’

Bl,S'

VA

S—>S/

1.4 Exceptional configurations and characteristic matrices

Let ¢ € Bir(P2) be a birational map of degree v. By Theorem 1.14 there exist a smooth projective
surface S’ and T, 1| two sequences of blow-ups such that

We can rewrite T as follows
TS=8 %85 % . B NS =P2
where T; is the blow-up of the point p;_; in S;_;. Let us set
Ei=n"(pi), Zi = (Tip10...07)"E;.

The divisors ‘Z; are called the exceptional configurations of 7 and the p; base-points of 0.

1

An ordered resolution of ¢ is a decomposition ¢ =M~ where 1 and 7 are ordered sequences

of blow-ups. An ordered resolution of ¢ induces two basis of Pic(S)
e B={ep=m'H,e; =[E\], ..., e = [E]},
= {eh=n"H. ¢ = [Z]],.... ¢, = [£]}.
where H is a generic line. We can write ¢} as follows

k k
! / .
60:V60—2mi€i-, ej:vjeo—Zmijei,jzl.
i=1 i=1
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The matrix of change of basis

v Vi Vi
—mp  —mjp ... —Mig
M=
—Mg =My ... —Mik

is called characteristic matrix of ¢. The first column of M, which is the characteristic vector of

0, is the vector (v, —my,...,—my). The other columns
(Vi,—mii, ..., —my;)

describe the "behavior of E/": if v; > 0, then TC(Z]’-) is a curve of degree v; in PZ through the
points py of ¢ with multiplicity m,;.

Example 1.17. Consider the birational map
c: P2 -5 PZ, (z0:21:22) = (2122 1 2022 : 2021)-
The points of indeterminacy of ¢ are
P=(1:0:0), 0=(0:1:0), R=(0:0:1)
and the exceptional set is the union of the three following lines
A={z=0}, A={z=0}), A"={zn=0}.

First we blow up P; let us denote E the exceptional divisor and 2 the strict transform of D.

Set
21 =1u 21 =718
22 =uvy =151
In the coordinates (u,v) (resp. (ri,s1)) the exceptional divisor E is given by {u; = 0} (resp.

{s1 =0}) and AY (resp. A}) by {vi =0} (resp. {r; =0}).
On the one hand

1 1
(l/t],vl) — (ul,ulvl)(mzz) — (M1V1 Ve l) = <777> — <**>
U1 UV / (z1,2) U1 V1) (uy )
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and on the other hand

1 1 1 1
(rl,sl)—>(r1s175|)(11.22)—>(r|s1 :1:r1): <7,*> — (*,*) .
FIS1 81/ (z1,20) L ST/ (rysi)

Hence E is sent on Ay; as ¢ is an involution A, is sent on E.

Now blow up Qj; this time let us denote F the exceptional divisor and 9D, the strict transform
of @1 :

20 = U2 20 =128
22 = UV =15
In the coordinates (uz,v2) (resp. (r2,s2)) one has F = {uy = 0} and A} = {v, = 0} (resp.

F= {S2 = 0} and Az = {}’2 = 0})
We have

1 1 1 1
(u2,v2) = (U2, U2V2) (59.29) = (2 1u2v2 1 1) = | —, — ==
U2 U2V2/ (z,22) U2 Y2/ (u3.m0)

and

1 1 11
(I’Q,Sz) — (rzsz,sz)(m,zz) — (1 1Syt }’2) = <7,*> — (*, 7) .
1252 52/ (29,2) 7252/ (r52)

Therefore F is sent on A and A} on F.

Finally we blow up R»; let us denote G the exceptional divisor and set

20 = U3 20 =1383
21 = Uzvs3 2=1253
Note that
1 1 11
(u3,V3) — (u3,u3V3)(ZD‘Z]) — (V3 i1 M3V3) = —y— — | ——
Uz U3V3 /) () U3 V3 / (u3,v3)
and

1 1 1 1
(r3753) — (F3S3,S3)(ZO,ZI) — (l i3 r3S3) = (7 *> — (* *) .
(z0,21) (r3,83)

r3s3’ 53 r3’s3

One has G = {u3 = 0} and A} = {v3 = 0} (resp. G = {s3 =0} and A3 = {r; = 0}).
Thus G — A} and Ay — G. There are no more point of indeterminacy, no more exceptional

curve; in other words © is conjugate to an automorphism of Blpg, z,PZ.
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Let H be a generic line. Note that £, = E, Z, = F, Z3 = H. Consider the basis {H, E, F, G}.
After the first blow-up A and E are swapped; the point blown up is the intersection of A" and A” so
A — A+F+G. Then 6*E = H—F — G. Similarly we have

¢’ F=H—-E-G
6*G=H—-E-F

It remains to determine 6*H. The image of a generic line by G is a conic hence 6*H = 2H —mE —

myF —m3G. Let L be a generic line given by agzo + a1z1 + a2z2. A computation shows that
(uy,v1) — (MIMIVI)(z,.zg) — (u%\q supvy tuy) = uy(agva +ajuava +az)
vanishes to order 1 on E = {u; = 0} thus m; = 1. Note also that
e 2,
(u2,v2) = (uz,uzv7) 20,2) (uava : uzvy  u2) — up(agva + ajuava + az),
respectively
)
(u3,V3) — (”37”3"3)(2(.,z|) — (M3V3 Tuz M3V3) — U3 (a0V3 +a; +a2u3V3)

vanishes to order 1 on F = {u; = 0}, resp. G = {u3z = 0} so mp = 1, resp. m3 = 1. Therefore
6"H =2H—E—F - G and the characteristic matrix of ¢ in the basis {H, E, F, G} is

2 1 1 1
My = -1 0 -1 -1
-1 -1 0 -1
-1 -1 -1 0

Exercice 13. Let us consider the involution given by
p: PL - P2, (z0:21:22) --» (2021 : 25 : 2122).
We can show that My = M.
Exercice 14. Consider the birational map
T: PL s P, (z0:21:22) --» (25 : 2021 : 23 — 2022)-

We can verify that My = M.
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Solution 1. — Let us determine Pic(P{,). Consider the homomorphism of groups given by
0: Div(Pg) — Z, D — degD.
Let D be in ker0; write D as ZaD- where D; denotes a prime divisor given by a homogeneous

polynomial f; € C[zo,z1,. .., z,,] of some degree d;. Since Zal ;=0 one has: f = H /" belongs

to C(IP%)*, and by construction D = div f so D is a prime d1v1sor
Conversely any prime divisor is equal to div £  where g, h are polynomials of the same degree;
any principal divisor thus belongs to ker.

In other words ker 6 is the subgroup of principal divisors. So Div(P{.) / ker® =~ Z.
Solution 2. — Let us determine Pic(PL x PL) ? Set
h={0}xPL  m=PLx{0}  U=PLxPL~ (hUhy).

Since U is isomorphic to the affine space A2, every divisor on 7 is the divisor of a rational

function. Let us consider a divisor on Plc X ]P’(lc, then D)y = div$ so
D = divo+nhy +mhy

for some integers n and m. Furthermore D ~ nhy +miy. Hence Pic(PL x PL) is generated by the
classes of /; and hy. Obviously £ - iy = 1. Moreover

hy-hy ~ hy - ({oo} x L)
as hy ~ {oo} x PL. Since hy N ({0} x PL) = 0 one gets h? = 0. Similarly 43 = 0.

Solution 3. We can replace C and C’ by linearly equivalent divisors and so assume that p lies on
no component of C nor C’. Therefore obviously ©*C - *C' = C-C’, and n*C-E = 0.

Take C a curve passing through p with multiplicity 1. Its strict transform C meets E trans-
versely at one point which corresponds in E to the tangent direction defined at p by C. Thus
C-E=1.FromC=7"C—E (Lemma 1.7) and m*C - E = 0 we get E2 = —1.

Solution 4. Let us prove that
¢: Pic(S) ®Z — Pic(B1,,S) (D,n) = *D+nE

is an isomorphism. Every irreducible curve on Bl,S except E is a strict transform of its image in
S, hence ¢ is surjective. Assume that there is a divisor D on S such that t*D + nE = 0. Taking the
intersection with E we get that n = 0 and upon applying 7, we see that D = 0.
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Solution 5. Recall that if D =Y, a;D; is a divisor, and if all the a; are non zero, the support Supp D
of D is U;D,;.

Consider a differential form ® € Q?(S) such that p does not belong to Supp(div®). Since
n: Bl,S\E — S~ {p} is an isomorphism, obviously div(n*®) = n*(divw) over Bl,S~\ E. If x
and y are local parameters at p then @ = fdx A dy where f denotes an element of O, such that

f(p) # 0. Let us blow up p: set
xX=u
y=uv

Then w*® = 7" (f)udu Adv on S, and since T*(f) # 0 on E we get
div(tT*®) = t*(dive) + E
that is Kpj,s = T"Ks + E.
Solution 6. — Any element ¢ of Aut(PZ) satisfies Ind¢ = Exc¢ = 0.
Solution 7. — One has
Indo={(1:0:0),(0:1:0),(0:0:1)},Exco={z20=0}U{z1 =0} U{z2 =0}
Indp={(1:0:0),(0:1:0)},Excp={z0=0}U{z2 =0}
Indt={(1:0:0)}, Exct= {z2 =0}

Solution 8. — The linear system defined by G is the set of conics in ]P’é passing through (1:0:0),
(0:1:0)and (0:0:1).

The linear system defined by p is the set of conics in P2 passing through (1:0:0), (0:1:0)
and tangent to z; = 0.

The linear system defined by 7 is the set of conics in IP’?C passing through (1:0: 0) that are

tangent to z = 0, and osculate it.
Solution 9. —

e Any birational map of finite order is elliptic; any element of the following groups
Aut(P), {(ozo+P(ar), Bz +v)| e, pe C*,ye C, P € Clal}

is elliptic.
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e Any element of J of the form

a(z1)z0+b(z1)
(0(11)20 +d(z1) ’“)

(rM)?

with 357

€ C(z1) \ C where M denotes the matrix defined by

a(z1) b(z1)
c(z) d(z)

is a Jonquieres twist ([10]).

e Let ¢ be the birational self-map of ]P’é given by

3
0= (208 +8 208 nd 03+ +ud—3).

One has deg¢” ~ n?.

e Consider the family of birational maps (f¢) given by ([18])

21 —¢
fe= <z|+1f€,zo : )

z1+1

It

e ¢ = —1, then f; is elliptic,

e £ {0,1}, then f; is a Jonquitres twist,

€€ {1/2,1/3}, then f; is a Halphen twist,

€ € {Ug>41/k}, then fe is hyperbolic.

Solution 10 ([2], Theorem 2.7). As X lies in some projective space, one can assume that X = IP{.

Of course one can suppose that ¢(S) lies in no hyperplane of P¢. Hence ¢ corresponds to a linear

system . C |D| of dimension m on S.

If . has no base point, then ¢ is a morphism, and we are done.

Consider now the case where ¢ has a base point p;. Let m;: Bl, S — S be the blow-up of

p1. Then the exceptional curve E; occurs in the fixed part of the linear system ©}.”” C |r;D| with
some multiplicity k; > 1. That is the system .} C |t} D —k; E; | obtained by subtracting k; E; from
each element of 7}.% has no fixed component. It thus defines a rational map ¢; = ¢7;: Sy -—» P

If ¢; is a morphism, then we are done. Otherwise we repeat the process. Hence by induction we
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get a sequence T, oT,_j o...oN; of blow-ups and a linear system ., C |D,, = ;. D,,_| — k,E,| on
S, with no fixed part. Note that

D:=D} | —k2<D?

n—1-

Since .% has no fixed part D? > 0 for all k and so a finite number of blow-ups is needed. In other
words after a finite number of blow-ups one gets a linear system with no base points which defines
amorphism Sy — Pg.

Solution 11 ([2], Lemma 2.9). Suppose S affine, with ! (p) # 0, so that there is an embedding
1: § < A" The rational map 1 o¢’1: S --» A" is defined by rational functions Vi, ..., Wy;
furthermore one of them, for instance Y, is not defined at p, that is y; & Oy ,. One can write
as % with u, v in Oy ,, u and v coprime, and v(p) = 0. Let us consider the curve C on S defined
by ¢*v = 0. Denote by x; the first coordinate function on § C A"; on S one has ¢*u = x;0*v. It
follows that ¢*u = ¢*v =0 on C so that C = ¢~ ({u = v =0}). Since u and v are coprime the set
{u=v =0} is finite. Shrinking S’ if needed one can assume that {u = v =0} = {p}, and thus

C=¢""(p).

Solution 12 ([30]). Assume that y = !¢ is not a morphism. Let m be a point of S such that  is
not defined at m. On the one hand ¢(m) = p and ¢ is not locally invertible at m, on the other hand
there exists a curve in Bl,S" contracted on m by y~! (Exercise 11). This curve is necessarily the

exceptional divisor E obtained by blowing up.

Let ¢, g2 be two different points of E at which y~! is well defined and let Cj, G be two
germs of smooth curves transverse to E. Then ©((;) and n(() are two germs of smooth curve
transverse at p which are the image by ¢ of two germs of curves at m. The differential of ¢ at m is

thus of rank 2: contradiction with the fact that ¢ is not locally invertible at m.
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N
G G
E
q1 q2

/

v, n

/
‘/
p=0(m)
m q)
—1
v (G) v (G) (i) (G
S N

Solution 13. — We can show that M, = M.

Solution 14. — We can verify that M; = M.
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2 Generation of the Cremona group in any dimension
2.1 In dimension 2
Recall that 6 and p are the elements of Bir(PZ) given by
G = (ZlZz 12022 ZZoZl)7 p= (ZoZz 12021 IZ%)-
Theorem 2.1 ([31, 9]). — The group Bir(P2) is generated by Aut(P2) = PGL(3,C) and o:
Bir(P%) = (PGL(3,C), 6).
Let us remark that 6 = (21 : 22 : z0)p (21 : 22 : 20)p, hence

Bir(P2) = (PGL(3,C), p).

Definition 2.2. — Let ¢¢, 01, ..., &, € C(z0,z1,...,2,) be some rational functions; we define
‘ i
jac(90,01,. .., 0n) = det 3 € C(z20,215- -+ ,2n)-
2j1o<i, j<n
Definition 2.3. — If ¢ = (¢ : ¢ : ... : ¢,) is a birational self-map of P}, the jacobian determi-

nant of ¢ is defined to be jac(do,91,...,,). It is defined up to multiplication with the (n+ 1)-th
power of an element of C*, and has degree (n+1)(d —1).

Remark 2.4. — The jacobian determinant of ¢ € Bir(P{,) is a polynomial which determines the

hypersurfaces of Pf. where the map ¢ is not locally an isomorphism.

One can check that det jact is a perfect cube, and the jacobian determinant of any element ¢
in (PGL(3,C), 1) is a perfect cube ([24]); therefore

(PGL(3,C), 1) < Bir(P%).

Alexander showed Theorem 2.1; we will follow its proof ([1]). Let us first introduce some
definitions and notations. Let us consider a birational map ¢ of ]P% of degree d > 1 (note that
if d = 1, then according to Lemma 2.5 the map ¢ is an automorphism of PZ, and thus satisfies
Theorem 2.1). Denote by po, pi1, ..., px the base points of ¢, and by m; the multiplicity of p;.
Assume up to reindexation that

my > myp 2 ... 2> M.

Let S be a surface, and let p be a point of S. The exceptional divisor obtained by blowing up

p is called first infinitesimal neighborhood, and the points of E are called infinitely near p.
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The k-th infinitesimal neighborhood of p is the set of points contained in the first infinitesimal
neighborhood of a point of the (k — 1)-th infinitesimal neighborhood of p. On the contrary the
points of S are called proper point. The general quadratic birational map centered at p, g, and
r is the application (defined up to automorphism) ¥ € O(0) such that Indy = {p, ¢, r}.

In his proof Noether showed that for any ¢ € Bir(Pé) one can find a general quadratic bi-
rational map  such that degoy < deg¢®, and so by induction proved that ¢ = y;y>...y, up to
automorphism of IF’% where y; are general quadratic birational maps. But it is false for instance
if one of the base points is proper and the others in its infinitesimal neighborhoods. To give a
complete proof Alexander introduces the complexity of the linear system associated to ¢ defined
by

2¢ =d —my.

Geometrically it is the number of points except pg that belong to the intersection of a generic line

through pg and a curve of the linear system. Denote by C the set of points defined by
C={pili>1,m>c}

and by n the cardinal of C. Alexander’s idea is the following: apply to ¢ a sequence of general
quadratic birational maps in order to decrease the complexity ¢ until ¢ = 1 and the cardinal n until
n=0.

Lemma 2.5. — Let ¢ be a birational self-map of IP% of degree d. Let po, p1, ..., px be the base

points of ¢, and mo, my, ..., my be their multiplicity. Then
k
Y mi=d>—1 2.1
j=0
k
Y mim;—1)=(d—1)(d-2) (2.2)
j=0
k
Y mj=3d-3 (23)
j=0

Proof. One gets (2.3) from (2.1) and (2.2) as follows :

k k k
Zm_,v = 7ij(m_,vfl)+2m§
j=0 j=0 Jj=0

= —(d-1D)(d-2)+d*—1
= 3d-3
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Exercice 15. — Prove relation (2.1).

Exercice 16. — Prove equality (2.2).

Exercice 17. Prove that 2¢ > 0.
Exercice 18. Prove the following inequality: 2¢ > 1.

Exercice 19. Prove that
2c>my >my>...>m, >c.

Take a general quadratic birational map  centered at p, ¢, and r; the lines (pq), (gr), and (pr)
are blown down by y onto #/, p/, and ¢’

q, (qr) r

p q

Lemma 2.6. Ifd > 1, then n > 2. Hence my > %
Furthermore if n > 3, then the points p; withi € {1,2, ..., k} are not all aligned.

Exercice 20. Prove Lemma 2.6

Lemma 2.7. Compose ¢ with a general quadratic birational map centered at po, q, and r; the
complexity of the system is constant if and only if the point py, is the point of maximal multiplicity.

Otherwise the complexity of the system decreases.
Exercice 21. Prove Lemma 2.7

Lemma 2.8. Assume that there exist two points p; and p; in C which are not infinitely near, and
not infinitely near py. After composition with a general quadratic map centered at py, p;, and p;

then
e cither the complexity of the system decreases,

e or the cardinal of C decreases by 2.
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Proof. Let us compose ¢ with a general quadratic birational map whose base points are pg, p; and
Pj

/
Di pi

po Pj Po P

Denote by L’ the new linear system; the degree d’ of L’ is
d = 2d —mo—m; —m;

furthermore

Let C' be the set of base points with multiplicity strictly larger than ¢’. One has
d' =d+(d—mo—mi—mj) =d+ (2c—m; —mj).

In particular d’ < d.

After this composition

® Do, pi» and p; are not base points anymore (they have been blown up on lines);
o the other base points don’t change, and their multiplicity remains constant;

o there are three new base points py, pl, and p/;.

The multiplicity of the new base points is equal to the number of intersections (counted with
multiplicity) of the corresponding line (that is contracted) and the strict transform of a general

curve of the linear system. According to Bezout theorem one has

my=d—m;—m;
g .
m;=d—my—m;
m}:dfmgfm,'

Let us now distinguish two cases: the case where pj, is not the point of highest multiplicity and the
case where it is:
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e if pj is not the point of highest multiplicity, then the complexity of the system decreases
(Lemma 2.7);

o otherwise pj is the point of highest multiplicity, then the complexity of the system remains
constant (Lemma 2.7). According to Lemma 2.6 the point pj, belongs to C'. Moreover since
m; > ¢, mj > ¢, and d —mo = 2c then m; < ¢, m; < c that is p; and p; don’t belong to C".

Hence ' =n—2.

O

Lemma 2.9. Suppose that there exists a base point py in C which is not infinitely near po. After

composition with a general quadratic birational map
o there is no infinitely near base points above py (resp. py),
o there is no infinitely near base points above pj,
o the complexity of the linear system remains constant,
e the cardinal of C remains constant.

Proof. Let us compose ¢ with a general quadratic birational map centered at pg, px, and g such
that

e the lines (pog) and (prq) don’t contain base points;
e there is no base point infinitely near py in the direction of the line (piq);

e there is no base point infinitely near py in the direction of the line (pog).

/
P
pe Pk pi k
Po q Po ‘ a/‘ q
Dj Py Di

Remark that the degree increases; indeed, the degree of the new system is
d=2d—my—my=d+2c—m >d

and

my=d—mg>d—my=2c>m
my =d —mo—my =2¢—my <c
/
my

=d—myg=2c>c
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In particular the base point pj, is the point of highest multiplicity. The complexity remains
constant (Lemma 2.7). The cardinal of C is equal to the cardinal of C’: we blow up two points of
C and get two new points.

We don’t transform a point infinitely near py (resp. po) in a point infinitely near pj nor ¢'.
Indeed assume by contradiction that we transform a point p; infinitely near py in a point infinitely
near ¢'. It means that py is in the direction of the line (popx). Denoting by D the divisor repre-
senting (popx) one has

(C-D)p, = my +my

SO
C-D=mo+mi+m; >my+2c=d

which is impossible by Bezout theorem. The same holds if we consider a point infinitely near pg.
O

Lemma 2.10. Assume that all points of C are infinitely near py. After composing with a general

quadratic birational map
e there is no infinitely near base point above the point of highest multiplicity pj,
o the complexity of the linear system remains constant,
e the cardinal of C decreases by 2.
Proof. Compose ¢ with a general quadratic birational map centered at py, r, and ¢ such that
e the lines (por), (pogq), and (rg) don’t contain base points of the new system;

e the lines (por), (poq), and (rq) are not in the direction of the points infinitely near py.

The degree strictly increases; indeed d’ = 2d —myq > d. Since the elements of the linear system
don’t pass through r and ¢ hence according to Bezout theorem pyj, is a point of multiplicity d. It is
thus the point of highest multiplicity. Moreover the complexity of the system is

2 =2d—my—d =d—my=2c.
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Any curve of the linear system intersects (por) and (poq) at d —mp = 2¢ points so ¢’ and r’ become
base points of the system, and m), = m;, = 2¢ > ¢ = ¢'. As a consequence n' =n+2.
The points infinitely near p are dispersed on the line ('¢’); thanks to the assumption on the

line (rg) there is no base point infinitely near pj,. O

Proof of Theorem 2.1. Let us first describe the two keysteps:

Step a: if there is one base point in C that is not infinitely near the base point py of highest
multiplicity go to "Step b"; otherwise let us apply Lemma 2.10 to ¢. We thus get that there is
no more infinitely near base points above pj, and n increases by 2. Then since there is no more
infinitely near base points above p|, one can apply Lemma 2.9 until all the points of C are distinct.
The complexity and the number of base points with multiplicity > ¢ except p{ remain constant
(still by Lemma 2.9). But now n > 3 and so the base points of C are not aligned (Lemma 2.6). Take
two points p; and p; such that p; and p, don’t belong to (pyp:), (pip,) and (p;p;). Let us now
apply two times Lemma 2.8 to p, and p,,. If the complexity decreases come back to the beginning
of "Step a"; otherwise n + 2 decreases by 4 and pf, has no more infinitely near base points with

multiplicity > ¢ so let us go on with "Step b".

Step b is decomposed in two cases:

e either C contains two base points that aren’t infinitely near and one applies Lemma 2.8; if
the complexity decreases come to "Step a", otherwise come back to the beginning of "Step
b

e or one applies Lemma 2.9 then the base points are "separated” and one comes back to "Step

b".

Using this strategy one gets first that the complexity decreases until 1, and then that the cardinal
of C is zero. We thus have a system with at most one base point py, i.e. using Lemma 2.5 and the

definition of ¢ the two following equalities hold
my=3d—3
1=d—mg

Therefore d = 1 and m( = 0, that is after composing ¢ with well choosen general quadratic bira-

tional maps ¢ is an automorphism of ]P%:. |
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2.2 In higher dimensions

Theorem 2.11 ([27, 32]). — Let n > 3 be an integer. Any set of generators of Bir(P{.) contains

an infinite uncountable number of elements of Bir(P¢) \ Aut(Pg).

We follow Cantat’s notes based on the proof of Pan ([32]).

2.2.1 Exceptional hypersurfaces

Definition 2.12. — Let ¢ be a birational map of P, and let X be an irreducible hypersurface of
P{. We say that X is ¢-exceptional if there exists an open subset U of X which is mapped onto a

subset of codimension > 2 by 0.
Lemma 2.13. — Let ¢1, 92, ..., On be some birational self-maps of P{.. Consider
¢ = 0nlp—1...41.
The irreducible hypersurface X of P, is 0-exceptional if there exist an integer i between 1 and m,
and a §;-exceptional hypersurface X; such that X; is birational equivalent to X.
2.2.2 Jonquieres maps with prescribed exceptional set

Consider the homogeneous coordinates (zp: 2y : ...:z,—1) On IP’{’C’I, and the homogeneous coordi-
nates (u:v) on IP’(IC. Let Y be an irreducible hypersurface of degree d in IP’%’I, distinct from zg = 0.

Assume that 2 = 0 is a reduced homogeneous equation of Y. Consider the birational map
yy: P PG - P PG
defined by
((z() T2t Zpmn), (u v)) - ((zg TZpi.t z,,,l),(uzg : vh(z(),zl,...,z,,,l)).
The map Wy is birational, and Yy contracts the generic points of ¥ x ]P’fc onto the codimension 2
subset ¥ x {(1:0)} of P! x PL.
The projective variety HEI X IP’(IC is birationally equivalent to PZ; an explicit birational map
from P& x PL to P2 is
M PE X PL - PE, ((zo:21 e iznm1), (i v)) ==» (uzo:vzo vzrt...:vzu_1).
Conjugate Wy by 1, and set X =1 (Y x PL); since 1 blows down
Y =x{1:0})~{u=0}

onto (1:0:0:...:0) € PZ one gets:
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Lemma 2.14. — For any irreducible hypersurface Y of IP’&’;I of degree d there exist a birational
self-map Oy of P{, of degree d + 1, and a hypersurface X of P{. such that

e X is birationally equivalent to 'Y x IP’(E,
o X is Qy-exceptional.

In case n = 3 the previous statement says that: for any irreducible curve C in IP% of degree ¢

there exists ¢¢ € Bir(P) of degree d + 1, and a hypersurface X in P2, such that
o X is birationally equivalent to C x P,

e and X is ¢c-exceptional.

Consider now the particular case of smooth plane cubics: the set of these curves is a one-
parameter family so according to Lemma 2.13 one gets Theorem 2.11 for n = 3. More generally
one concludes as follows.

2.2.3 Stable equivalence

Definition 2.15. — Let Y, and Y’ be two varieties; Y is m-stably equivalent to Y if there exists a
birational map from ¥ x P{ to Y’ x P{.

Remark 2.16. — Be careful there exist complex projective varieties Y of dimension n > 3 such

that Y is not rational but Y is stably equivalent to Pg..

Lemma 2.17. — Let Y and Y' be two smooth irreducible hypersurfaces of ]P’("{1 of degree > n—+ 1.

IfY and Y’ are m-stably equivalent, then' Y and Y’ are isomorphic.

Lemmas 2.13, 2.14, and 2.17 imply Theorem 2.11.

2.2.4 A similar argument to Gizatullin’s one

Let us consider the birational involution G, of P{; defined by

o, = (HZ,'SHZ,’Z. HZ,)
l‘;% il;Ul l’;l:’L

Definition 2.18. — A monomial map of P{, is a birational self-map of IP{. of the form

(alzfllnzlzllz . sz,azzl{lzlzgzz o ZZZ”, . 7“:117”113"2 . zﬁrm)
in the affine chart zo = 1 with (o1, 02, ...,a,) € (C*)" and [a,-j} 1<i,j<n € GL(n,Z).
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Blanc and Heden prove that (G, Aut(IP%.)) # Bir(IP.) for n odd:

Theorem 2.19 ([S]). — If n is odd, there are monomial maps of P¢. which do not belong to
(O, Aut(PR)).

The idea of the proof is the same as Gizatullin’s. They prove the following statement:

Proposition 2.20 ([S]). — Assume n odd. The jacobian determinant of any element of (G,,, Aut(IP{.))
is equal to oP? for some o € C* and some homogeneous polynomial P € Clzo,z1,---+2n]-

Corollary 2.21. — Suppose n odd. The quadratic birational involution of P(, given by
(2122 $2031 12022 ¢ ZoZn)
does not belong to (G,, Aut(Pg)).

Exercice 22. Let y € Czo,z1, . - . ,2:)a be a homogeneous polynomial of degree d € N, and ¢, 01,

<oy On € C(20,21, - - -, 2n)e be homogeneous rational functions of degree e € Z . {0}. Prove that

jac(Who, wo1,..., w,) = <1 + §>j30(¢0,¢1,~--7¢n)‘v”+'-

n
Exercice 23. Using Exercice 22 prove that jacc, = n(—1)" Hz,'-'_],
i=0

Exercice 24. Let 0 = (¢o: ¢1:...:0,) and Y= (Yo : Y : ... : y,) be two birational self-maps of
Pt. Setd; = degd, and dr = degy.
Assume that deg(¢y) = d;d; then the chain rule states that

jac(oy) = y* (jaco) jacy

where y*(jac ¢) is obtained by replacing each z; with y; in jac¢.
If deg(¢w) = didy —m for m > O there exists a homogeneous polynomial Q of degree m that
divides the formal composition of ¢ and y. Prove that

dydy —m\ y*(jacd)jacy
dida Qn+1 )

jac(oy) = (
Deduce from it the Proposition 2.20.
Exercice 25. Prove Corollary 2.21 : compute the jacobian determinant of
(212212021 1 20227 -+ 2 202n)

and conclude with Proposition 2.20.
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Solution 15. — Let . be the linear system defined by ¢. Consider two curves C and D of .&7.
According to Bezout theorem one has C- D = d?. Blow up IP’%: at po, and denote by C’, resp. D’

the strict transform of C, resp. D; according to Lemma 1.7

C'-D' = (n*"C—myE) - (n*D —moE)

SO
C'-D'=7"C-n*D —7*C-myE — moE -7*D +moE - moE
that is
C'-D' =7n*C-n*"D—n*C-mpE —moE -7*D — m}
hence
C'-D'=C-D—m}
and finally
d=C.-D=C"-D +m}.
The points py, pa, ..., px are still points of multiplicity m,, ma, ..., m. By induction one has
ok
d*=C-D+ Y. m;
Jj=0
where C. , Tesp. D is the strict transform of C , resp. D after the blow up of po, p1, ..., pr. Moreover
the curves C and D intersect at only one point that does not belong to { POy Ply---s pk}; hence
C-D = 1. Therefore .
=14y m}
j=0

Solution 16. — Consider a curve C in IP% that belongs to the linear system defined by ¢. Let
: Blpolp%; — IPQZC be the blow-up of pg, and C’ be the strict transform of C. One has (Proposition
1.9)
Kpy, p2 =T Kp2 +E
and so
Kpy, 52 -C' =7 Kpz - C+my.

By induction one gets
k

Ks-C=Kp-C+ Y m;
T L

178



ABOUT THE CREMONA GROUP / JULIE DESERTI

where S = Bl

to Riemann-Roch theorem and adjunction formula one obtains

Ks-C=2g(C)—2—C?

porpt o pe P, and C is the strict transform of C. The curve C is smooth so according

where g(C) denotes the real genus of C, that is the topological genus of a desingularization of C.

So

k ~ ~
Kp -C+Y mj=2g(C)—2—C".

j=0

Since g(C) = 0 one has

k
K]Pg:-chjgomj:

. k
ButC* = C*— )" mj and Ky, = —3H thus
=0 ‘

k k
24) & =3d+Y mi=-2-C+Y m

j=0
k

& 3d+ Y mi=-2-d*+Y m

j=0

—2-C?

j=0
k

J=0

k
& d*-3d+2= Y mj(m;—1)

& (d—1)(d-2)

Jj=0

k
=Y mj(mj—1)
j=0

2.4)

Solution 17. The degree of elements of the linear system defined by ¢ is d, hence the multiplicity

of a point is bounded by d.

Solution 18. If an homogeneous polynomial P of degree d has a point of multiplicity d then

(P =0) is not irreducible, it is the union of d lines.

Solution 19. According to Bezout’s theorem the line through po and p; intersects any curve of the

linear system at d points counted with multiplicity. But the line through py and p; intersects any

curve of the system at po with multiplicity mg so m; < d —mgy = 2¢. We thus have the inequalities
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Solution 20. One has: ¢(2.2) — (¢ — 1) (2.1) gives on the one hand

k k
chl m; — C*I)Zmizzzmi(mifc)

i=0 i=0

and on the other hand
c(d=1)(d=2)—(c—1)(d®>=1)=(d—1)(d —3c+1).
Hence

k
Zm,-(m,-fc):(dfl)(df?chrl) 2.5)

Since 3c— 1> § >0 and m,; —c < 0 for all i > 0 then

n k
Zmi(mi —c) > Z mi(m; —c)
i=0 i=0
and according to 2.5

Zm,l ¢)>(d—1)(d—3c+1)

S0 Zm, m; —c¢) >d(d—2c) =d(mp—c). But

Y. il — ) = mo(mo — )+ Y milm; <)

i=0 i=1

therefore

Xn:m,-(mi—c) > d(my—c) —mp(my —¢) = (d —myg) (mo — ¢) = 2c(my — c).

Since 2¢ > my > mp > ... > m, > c one has

n

2c Z(m, —c)>2c(mp—c)

andasc¢ >0 .,
Z(mi ) >my—c
i=1
But m; < mg thus n > 2.
From mg > m; for all i one has
n
OZZ ZmlzmeZm,f 1)(d+1-3myp).

i=0 i=l

Sod+1—3my <0, andmy> 4.
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Solution 21. The complexity of the system after composing with a general quadratic birational

map centered at py, ¢, and 7 is

2 =d' —m),

/
‘max 2d —my— Mg — My — Mg

/ /
= d—mo+my—my,,

/ /
= 2C+m0 — Mpmax

/
where my,,

and ¢ = ¢ if and only if mf, = m],,.

denotes the highest multiplicity of the base points of the new system. Therefore ¢ < ¢

Solution 22. See [5, Lemma 2.3]

e

Solution 23. [5, Corollary 2.4] Since 6, = (M

20 "

: z%) with y = [T7=) (z:)"~". It follows by

I

Exercice 22 that

. n+1 . — — — n n - n—
o) = (1427 Y dne(zp i oy W =1 [

i=0

Solution 24. [5, Proposition 2.6] The formula

didy —m\ y*(jaco)jacy
did, o

jac(¢y) = (

directly follows from Exercice 22.

Since 7 is odd, we see that if the result is true for ¢ and , then it is true for the composition

Owy. It remains to note that

e as we have seen jac(c,) = n(—1)" [T/-(z)" ", that is jac(c,) is a square multiplied by a

constant when 7 is odd,

e if ¢ is an automorphism of P, thenjac(¢) belongs to C.

Solution 25. [5, Corollary 2.7] Since
jac(zi1z2 12021 12022 1 - 1 202) = 2207212

the result follows then from Proposition 2.20.
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3 Action of the Cremona group on the Picard-Manin space and ap-

plications

3.1 Picard-Manin space and Bubble space

Let S, S; be some complex projective surfaces. Any ;: S; — S birational morphism induces an
embedding
7" NS(S) — NS(S;)

of Néron-Severi groups. We say that 7, is above 7t if TEI"TCZ is regular. Starting with two birational
morphisms one can always find a third one that covers the two first. Therefore the inductive limit
of all groups NS(S;) for all surfaces S; above S is well-defined. It is the Picard-Manin space Zg

of S. Structures invariant by the morphisms 7; go through the limit and so Zg is provided with
e an intersection form,
e anefcone Z§ =1imNS™(S;),
—

e a canonical class which can be seen as a linear form Zg — Z.

Consider all surfaces S; above S that is all birational morphisms ;: S; — S. Take w;: S| —
S, Mp: So = S, and p; € Sy, p2 € S2. The point p; is identified with p, if nl’lnz is a local
isomorphism that sends p» onto p;. The Bubble space B(S) of S is the union of all points of all
surfaces above S modulo the equivalence relation induced by this identification.

If p € B(S) is represented by a point p on a surface S; — S we denote by ¢, the divisor class

of the exceptional divisor of the blow-up of p. Then

ep-ep=—1
ep-eq=0if p#q
Exercice 26. — Prove the previous formulas in case where p is a point of P2, §| = Blp]P%, gisa

point on E,,, and S, = B1,S;.

Embed NS(S) as a subgroup of Zg. This finite dimensional lattice is orthogonal to e,, for any
p € B(S). Furthermore

Zs={D+ Y ape,|DENS(S),a, R}
PEB(S)

182



ABOUT THE CREMONA GROUP / JULIE DESERTI

note that a, = 0 except finitely many. The completed Picard-Manin space Zs of S is the L*-
completion of Zg, that is

Zs={D+ Y, ape,|DENS(S),a,€R,Y a) < oo}.
PEB(S)

Furthermore the intersection form on NS(S;) induces an intersection form with signature (1,c0) on

Zg. Let Z; be the nef cone of Zg, and LZg = {d € Zg|d -d = 0} be the light cone of Zs.

3.2 Hyperbolic space and isometries
The hyperbolic space Hg of S is then defined by
Hs={de€Zs|d-d=1}.

Note that Hy is an infinite dimensional analogue of the classical hyperbolic space H". The distance
on H is defined by: for d, d’' € Hy

cosh(dist(d,d")) =d-d'.

The geodesics are intersections of Hg with planes. The projection Hg — P(Zg) is one-to-one, the

boundary of its image is the projection of the cone of isotropic vectors of Zg. Hence
dHs = {R*d|d € Zg ,d-d =0}.

If ©: §' — S is a birational morphism, we get an isometry ©* (and not simply an embedding)
between Hg and Hg. This allows to define an action of Bir(S) on Hs. Let ¢: S — S be a birational
map; there exists S’ a surface and 7;: S’ — S, Tp: § — S two birational morphisms such that

o= nznl’l (see for example [2]). One can define the isometry ¢, of Hg by
90 = (m3)"'mj.

The isometries of Hy are classified in three types ([6, 23]). The translation length of an
isometry ¢, of H is defined by

L(9.) = inf {dist(p,0s(p)) | p € Hs}.
If the infimum is a minimum, then

e cither it is equal to 0 and ¢, has a fixed point in Hy, ¢, is thus elliptic,
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e oritis positive and ¢, is hyperbolic. Hence the set of points p € Hg such that dist(p, ¢« (p))
is equal to L(¢s) is a geodesic line Ax(¢s) C Hy. Its boundary points are represented by
isotropic vectors (¢ ) and 0i(¢s) in Zg such that

0 (0(00)) = 1(0) () du((04)) = @aw.).

The axis of ¢, is the intersection of Hg with the plane containing ®(¢.) and o(¢, ). Forall
p € Hg one has
- 0u(p)

= ol(d) lim

- 0.5(p)
lim ke A(0)

k=00 7\,((]))

= ().

When the infimum is not realized, L(¢) = 0 and ¢, is parabolic: ¢, fixes a unique line in
LZg; this line is fixed pointwise, and all orbits ¢?(p) in Hg accumulate to the corresponding
boundary point when n goes to =oo.

Exercice 27. — Let ¢, be a hyperbolic isometry; it acts as a translation along Ax(¢.). Let us
prove that this length of translation is L(¢s) = logA(d).
One can normalize 0.(.) and @(¢,) such that 0(¢a) = ©(¢) = 1; one has

Ax(de) = {u(x(¢.) +vo (0 ) uv = 1}.

Set p = 0l(9s) + (0, ); the point p lies on Ax(¢, ). Compute 2 cosh(dist(p,de(p))), and 2cosh(L(ds)).
Conclude.

There is a strong relationship between classification of birational maps of IP% and the classifi-

cation of isometries of H]P,zc :

Theorem 3.1 ([7]). — Let ¢ be a birational map of the complex projective plane. Then
e 0 is a elliptic map if and only if Ge is an elliptic isometry;
o O is a twist if and only if §e is a parabolic isometry;
e O is a hyperbolic map if and only if Ge is a hyperbolic isometry.

Remark 3.2. — Let ¢ be an element of Bir(IPZ), and let / be the class of a line viewed as a point
in Hps . Then
[o}
O (h) = (deg9)h — Zapep
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where a,, is the multiplicity of the linear system ¢,|O(1)] at the point p. Since  does not intersect
any of the e, one gets

cosh(dist(h, ¢u (1)) = - 0u(h) = degd
this establishes a link between deg¢" and dist(h, 97 (h)).

Exercice 28. — Take a generic element ¢ in Biry(PZ). Then

Ind¢ = {po, p1, p2}, Exc® = {Lpop,>Lpip2» Lpops }+
Ind¢7l = {407 q1, 72}7 EXC¢71 = {anql 7Lq1q27anqz}

Let h be the class of a line in PZ. Determine ¢, (h).
Assume ¢ is an isomorphism on a neighborhood of p, and ¢(p) = ¢; determine ¢4 (e)).

Suppose Ly, 4, is blown down onto pg by ¢! ; determine ¢ (e, ).

Exercice 29. — Any set {po = (1:0:0), p1, p2} of three distinct and non colinear points is the
indeterminacy set of a Jonquires map of degree 2. Any set {po = (1:0:0), p1, p2, p3} of four
distinct points such that

e no three of them are on a line through p, and
e there is no line containing p;, p, and p3

is the indeterminacy set of a Jonquieres map of degree 3. More generally on the complement of a
strict Zariski closed subset of J; the points pg, pi, ..., p2q—2 form a set of 2d — 1 distinct points
in the complex projective plane. Hence the base points of a generic element ¢ of Aut(IF%) X Ja X
Aut(lP%) are po = (1:0:0) and 2d — 1 distinct points py, pa, ..., pag—2 of IP%.

Determine e (7).
3.3 Some applications

3.3.1 Tits alternative

Linear groups satisfy Tits alternative. Recall that a group G is solvable if there exists an integer k
such that G®) = {id} where G(¥) = G and for k > 1

G0 = [G*V G* D) = (aba b |a, b e G*).

Theorem 3.3 ([35]). Let k be a field of characteristic 0, and I be a finitely generated subgroup of
GL(n,k). Then
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o cither I contains a non abelian, free group;

e or I contains a solvable subgroup of finite index.

The group of diffeomorphisms of a real manifold of dimension > 1 does not satisfy Tits al-
ternative ([22]). The group of polynomial automorphisms of C? satisfies Tits alternative ([29]);
to prove it Lamy uses the structure of amalgamated product of Aut(C?) that implies that Aut(C?)
acts on a tree ([34]). Using the action of Bir(]P’%) on ZP; Cantat studied the finitely generated
subgroups of Bir(lP%) and establishes the following statement

Theorem 3.4 ([7]). The Cremona group Bir(]P%) satisfies Tits alternative.

3.3.2 Simplicity

Let us recall that a group is simple if it has no non trivial, proper and normal subgroup. The
normal subgroup of G generated by f € G is

(hfh~ | heG).
Remark that Aut(C?) is not simple: let ¥ be the morphism defined by
Aut(C?) - C* 0 +— detjacd

its kernel is a proper normal subgroup of Aut(C?). Danilov has established that ker'¥ is not simple

([13]); more precisely using [33] he proved that the normal subgroup generated by (ea)'® where
a= (y7 7X) e= (xsy+3x575x4)

is a strict subgroup of {¢ € Aut(C?)|¥(¢) = 1}. More recently Furter and Lamy gave a more
precise statement ([21]).

What about the Cremona group ? A birational map ¢ is tight if
e (O, is hyperbolic;

o there exists a positive number € such that: if y is a birational map, and if ye(Ax(¢s)) con-
tains two points at distance € which are at distance at most 1 from Ax(¢.) then Yo (Ax(ds)) =

Ax(9a);

o if y is a birational map and W, (AX(9.)) = Ax(¢s), then yoy~! = ¢*1.

186



ABOUT THE CREMONA GROUP / JULIE DESERTI

Using the action of Bir(Pé) on zp% Cantat and Lamy proved that:

Theorem 3.5 ([8]). Let ¢ be an element of Bir(IP%C). If O is tight, then O generates a non trivial,
strict and normal subgroup of Bir(]P’é) for some positive integer k.

Asa consequence:

Corollary 3.6 ([8]). The Cremona group Bir(]P%) contains an uncountable number of strict nor-
mal subgroups.

In particular Bir(P2) is not simple.

3.3.3 Homomorphisms from lattices into the Cremona group

Using the embedding of Bir(IF’é) into the Picard-Manin space, Cantat proved the following result:
Theorem 3.7 ([7]). Any homomorphism with infinite image from a discrete Kazhdan group into
Bir(P) is conjugate to a homomorphism into PGL(3,C).

In particular, this result applies to any lattice I" in a connected simple Lie group with prop-
erty (T)® but left open the problem of classifying homomorphisms from lattices in the groups
SO(n,1) and SU(n,1) into Bir(P%). There exist, for some values of n, injective homomorphisms
from lattices in SO(n,1) to the Cremona group ([8, 19]). Delzant and Py focus on the case
SU(n,1):

Theorem 3.8 ([15]). Let I" be a cocompact lattice in the group SU(1,n) withn > 2. If p: T —

Bir(IF%) is an injective homomorphism, then one of the following two possibilities holds

e the group p(I') fixes a point in the Picard-Manin space;

o the group p(I') fixes a unique point in the boundary of the Picard-Manin space.

3.3.4 Solvable subgroups

The study of solvable groups started a long time ago, and any linear solvable subgroup is up to
finite index triangularizable (Lie-Kolchin theorem, [28, Theorem 21.1.5]). The assumption "up to

finite index" is essential: for instance the subgroup of PGL(2,C) generated by the matrices

L]

is isomorphic to &3 so is solvable but is not triangularizable.

3Informally, a locally compact topological group G has property (T) if it satisfies the following property: if G acts
unitarily on a Hilbert space and has "almost invariant vectors", then it has a nonzero invariant vector.

187



VIII EscUELA DoCTORAL INTERCONTINENTAL DE MATEMATICAS PUCP-UVA 2015

Theorem 3.9 ([16]). Let G be an infinite, solvable, non virtually abelian subgroup of Bir(]P%).
Then, up to finite index, one of the following holds

1. any element of G is either of finite order, or conjugate to an automorphism of P%;

2. G preserves a unique fibration that is rational, in particular G is, up to conjugacy, a sub-
group of PGL(2,C(y)) x PGL(2,C);

3. G preserves a unique fibration that is elliptic;
4. G is, up to birational conjugacy, a subgroup of

{(y?,x'y"), (o, By) o, p e C*}
P q

ros
G preserves the two holomorphic foliations defined respectively by the 1-forms

where M = denotes an element of GL(2,7Z) with spectral radius > 1. The group
o xdy + B ydx o xdy + B2 ydx
where (a1, B1) and (02, B2) denote the eigenvectors of 'M.

Furthermore if G is uncountable, case 3. does not hold.

Examples 3.10. e Denote by S3 the group generated by the matrices

S

As we recall before S3 ~ &3. Consider now the subgroup G of Bir(P2) whose elements

P q
ros
order, and G is solvable; it gives an example of case 1.

are the monomial maps (x”y?,x"y") with [ } € S3. Then any element of G has finite

e The centralizer of a birational map of IP’%C that preserves a unique fibration that is rational is
virtually solvable ([10, Corollary C]); this example falls in case 2 (we will give some details

in Example 3.17).
e In [12, Proposition 2.2] Cornulier proved that the group

(1Y), (y+1), (v,x))

is solvable of length 3, and is not linear over any field; this example falls in case 2. The

invariant fibration is given by x = cst.
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Exercice 30. Give a subgroup of Aut(P2) that illustrates case 1.
Exercice 31. Give a subgroup of Aut(C?) that illustrates case 1.

Remark 3.11. In case 1. if there exists an integer d such that deg¢ < d for any ¢ in G, then there
exists a birational map y: M --» IP% such that W~ Gy is a solvable subgroup of Aut(M) (see the
end of the section for more details). But there is some solvable subgroups G with only elliptic

elements that do not satisfy this property: the group
E = {(ox+P(y),By+7) |0, B C",y€ C, P € Cll} C Aur(C?).

We will prove Theorem 3.9: we first assume that our solvable, infinite and non virtually
abelian, subgroup G contains a hyperbolic map, then that it contains a twist and no hyperbolic
map, and finally that all elements of G are elliptic.

A. Solvable groups of birational maps containing a hyperbolic map

Let us recall the following criterion (for its proof see for example [14]) used on many occasions
by Klein, and also by Tits ([35]):

Lemma 3.12 (Ping-Pong Lemma). Let H be a group acting on a set X, let 'y, I, be two subgroups
of H, and let T be the subgroup generated by I'y and I'y. Assume that T'y contains at least three
elements, and 'y at least two elements. Suppose that there exist two non-empty subsets Xy, X, of
X such that X, ¢ X,, and for any y € Ty \ {id} and any y' € T, \ {id}

’Y(Xz) C X 'Y/(Xl) CXs.
Then I is isomorphic to the free product I'y xI',.
The Ping-Pong argument allows us to prove the following:

Lemma 3.13 ([16]). A solvable, non abelian, subgroup of Bir(]P%) cannot contain two hyperbolic
maps ¢ and \y such that {o(9.), a(0s) } # {@(y.), a(y.)}.

Proof. Assume by contradiction that {@(da), t(¢)} # {®(Ws), () }. Then the Ping-Pong
argument implies that there exist two integers n and m such that y”" and ¢ generate a subgroup of
G isomorphic to the free group F; (see [7]). But (¢, ) is a solvable group: contradiction. |

Let G be an infinite solvable, non virtually abelian, subgroup of Bir(ﬂ%). Assume that G
contains a hyperbolic map ¢. Let o(¢,) and @(¢.) be the two fixed points of ¢, on dHypz, and
Ax(ds) be the geodesic passing through these two points. As G is solvable there exists a subgroup
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of G of index 2 that preserves o(¢s ), (s ), and Ax(¢s) (see [7, Theorem 6.4]); let us still denote
by G this subgroup. One thus has a morphism k: G — R’ such that

for any £ in Z; lying on Ax(d).

Gap property:

If ¢ € Bir(PPZ) is a hyperbolic map, then A(¢) is an algebraic integer with all Galois conjugates
in the unit disk, that is a Salem number, or a Pisot number. The smallest known number is the

Lehmer number A; ~ 1, 176 which is a root of
X104 x? X7 - x0—x°—x* - X34 X +1.

Blanc and Cantat prove in [3, Corollary 2.7] that there is a gap in the dynamical spectrum A =
{M¢)|¢ € Bir(PZ)}: there is no dynamical degree in ]1,A.][.

The gap property implies that in fact k: Y — k() such that y,(¢) = x(y)¢ for any ¢ in Z]P,;‘
lying on Ax(9,) is a morphism from G to Z. Furthermore ker k is an infinite subgroup that contain;‘
only elliptic maps. Indeed it is clear that the set of elliptic elements of G coincides with ker o; and
[G,G] C kerai so if kero is finite, G is abelian up to finite index which is impossible.

Elliptic subgroups of the Cremona group with a large normalizer:

Consider in P2 the complement of the union of the three lines {x = 0}, {y = 0} and {z =
0}. Denote by U this open set isomorphic to C* x C*. One has an action of C* x C* on U by

translation. Furthermore GL(2,Z) acts on U by monomial maps

b } = ((ny) = (Py7,2y))
ros
One thus has an injective morphism from (C* x C*) x GL(2,Z) into Bir(P%). Let Gioric be its
image.

One can now apply [15, Theorem 4] that says that if there exists a short exact sequence
l1—A—N-—B—1

where N C Bir(P2) contains at least one hyperbolic element, and A C Bir(P?) is an infinite and
that fixes a point in Hp% , then N is up to conjugacy a subgroup of Gy.ric. Hence up to birational
conjugacy G C Gioric-

One can now state:
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Proposition 3.14 ([16]). Let G be an infinite solvable, non virtually abelian, subgroup ufBir(]Pé).
If G contains a hyperbolic birational map, then G is, up to conjugacy and finite index, a subgroup
of

((Py?,x"y"), (oux, By) o, B € C7)

P 9
ros

where [ } denotes an element of GL(2,7Z) with spectral radius > 1.

B. Solvable groups with a twist

Consider a solvable, non abelian, subgroup G of Bir(]P%). Let us assume that G contains a
twist ¢; the map ¢ preserves a unique fibration ¥ that is rational or elliptic. Let us prove that any
element of G preserves F. Denote by o(ds) € BH[P;C the fixed point of ¢,. Take one element in
LZP% still denoted ou(¢s) that represents o(¢,). Take @ € G such that ¢(ou(ds)) # 0t(¢s). Then
v = oo~ is parabolic and fixes the unique element () of LZJP’%C proportional to @(ou(¢)).
Take € > 0 such that U(a(P.),€) N U((Y,),€) = 0 where

U(oue) = {{ € LZp |0 L <e}.
Since . is parabolic, then for r large enough the inclusion
Ve (U(a(de).8)) C U(a(ye).€)
holds. For m sufficiently large
ove(U(a(de),€)) C (TU((00),€/2)) S (U(U(00).€)).-

Hence ¢7'y7 is hyperbolic. You can by this way build two hyperbolic maps whose sets of fixed
points are distinct: this gives a contradiction with Lemma 3.13. So for any ¢ € G one has :

o(de) = (@, ); one can thus state the following result.

Proposition 3.15 ([16]). Let G be a solvable, non abelian, subgroup of Bir(P%) that contains a
twist ¢. Then

o if 0 is a Jonquieres twist, then G preserves a rational fibration, that is up to birational
conjugacy G is a subgroup of PGL(2,C(y)) x PGL(2,C),

o if ¢ is a Halphen twist, then G preserves an elliptic fibration.

If G is uncountable, then ¢ is a Jonquiéres twist.

Remark 3.16. Both cases are mutually exclusive.
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Example 3.17. If ¢ € Bir(]P%) preserves a unique fibration that is rational then one can assume
that up to birational conjugacy this fibration is given, in the affine chart z =1, by y = cst. If ¢
preserves y = cst fiberwise, then

e ¢ is contained in a maximal abelian subgroup denoted Ab(0) that preserves y = cst fiberwise

17D,
o the centralizer of ¢ is a finite extension of Ab(¢) (see [10, Theorem B]).

This allows us to establish that if ¢ preserves a fibration not fiberwise, then the centralizer of ¢ is
virtually solvable ([10, Corollary C]). For instance if ¢ = (x+a(y),y+1) (resp. (b(y)x,By) or
(x+a(y),By) with p € C* of infinite order) preserves a unique fibration, then the centralizer of ¢
is solvable and metabelian ([10, Propositions 5.1 and 5.2]).

C. Solvable groups with no hyperbolic map, and no twist
Let M be a smooth, irreducible, complex, projective variety of dimension n. Fix a Kihler form

o on M. If £ is a positive integer, denote by x;: M‘ — M the projection onto the i-th factor. The
‘

manifold M" is then endowed with the Kihler form Zx,-*w which induces a Kéhler metric. To any

i=1
¢ € Bir(M) one can associate its graph I'y C M x M defined as the Zariski closure of

{(2,0() €M x M|z € M~ Tndg}.
By construction Iy is an irreducible subvariety of M x M of dimension n. Both projections xi,

X2: M X M — M restrict to birational morphisms x1, x3: Iy — M.

The total degree tdeg ¢ of ¢ € Bir(M) is defined as the volume of I'y with respect to the fixed
metric on M x M:

d _ % % n: * n'
tdeg ¢ /1}, (x1m+x20)) /M (0)+¢ 03)

~Ind¢
Let d > 1 be a natural integer, and set
Biry(M) = {¢ € Bir(M) |tdeg < d}.

A subgroup G of Bir(M) has bounded degree if it is contained in Biry (M) for some d € N*.
Any subgroup G of Bir(M) that has bounded degree can be regularized, that is up to birational

conjugacy all indeterminacy points of all elements of G disappear simultaneously:

Theorem 3.18 ([36]). Let M be a complex projective variety, and let G be a subgroup of Bir(M).
If G has bounded degree, there exists a smooth, complex, projective variety M, and a birational
map : M' —~» M such that W' G\ is a subgroup of Aut(M").
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Solution 26. — Let p be a point of ]P let S; be the surface obtained by blowing up ]PC at p, and
let £, be the exceptional divisor of this blow-up. Consider a point g on E),; denote by S, the surface
obtained by blowing up ¢ and by E, the associated exceptional divisor. Both e, and e, belong to
the image of NS(S,) in Zﬂ% . Let E,, be the strict transform of E), in S». Then e, corresponds to
E,+E,; and ¢, to E,. Hence

e,,-e,,:Eé+E§+2E,,-E =2-1+2=-1
ep-eg=(Ep-E)+E;=1—1=0if p#q

Solution 27. — As p = a/(¢s) + 0(¢s) € Ax(ds) then

0.(p) = 55+ MO)0(0.).

Since (D.( (¢.)) =

( (0s)) = A(§)®(4) we have:

2cosh(dis(p.0u())) = 29-0u(p) = M)+ 55

Furthermore

_L(04)
2cosh(L(9s)) = %) + oL(04)

Solution 28. — If ¢ is an isomorphism on a neighborhood of p, and ¢(p) = g, then da(e,) = e,.
If Ly, 4, is blown down onto po by ¢!, then

Oe(epy) =h—eq — ey Oo(h) =2h—eqy —eq, — ey
where £ is the class of a line in ]P’é.

Solution 29. — One has
2d4—2

Gu(h) =dh—(d—1)ep, — Z ep,
where the p;’s are generic distinct points of ]P%.
Solution 30. A subgroup of Aut(PZ) that illustrates case 1. is
{(ox+By+v.8y+€) o, § € C*, B, v, e € C} C Aut(PE).
Solution 31. A subgroup of Aut(C?) that illustrates case 1. is

E={(ox+P(y),py+7)|a, p€C*,yeC,PCly]} C Aut(C?).
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ALGEBRAIC PROPERTIES OF GROUPS OF COMPLEX ANALYTIC LOCAL DIFFEOMORPHISMS / JAVIER RIBON

1 Introduction

We study in these notes the algebraic properties of groups of holomorphic local diffeo-
morphisms. In this spirit we introduce the basic notions of the theory of pro-algebraic
groups. Pro-algebraic groups are the analogue of algebraic linear groups in the infinite
dimensional setting of groups of holomorphic local diffeomorphisms. They are very useful
to study properties that determine groups defined by algebraic equations in every space
of jets.

Let us indicate some examples of the study of algebraic group properties that can
be found in the literature. The first example is the study of integrability properties of
holomorphic foliations. Given a holomorphic foliation and a leaf we obtain a holonomy
group as an image of a representation of the fundamental group of a leaf. It is possible to
relate the properties of the derived series of these groups with existence of first integrals
or integrating factors. Initially this point of view was developed to study codimension
1 foliations [15, Mattei-Moussu], [16, Paul]... and it has been applied more recently to
one-dimensional foliations [18, Rebelo-Reis] [4, Camara-Scardua]...

Another example is provided by groups of real analytic diffeomorphisms of compact
surfaces. The properties of groups of local diffeomorphisms are crucial to show that any
nilpotent group of real analytic diffeomorphisms of the sphere is always metabelian, i.e.
its first derived group is abelian [7, Ghys]. It is interesting that algebraic properties can
be exploited to deduce dynamical properties of groups [19, Rebelo-Reis] [20]. Other ap-
plications of the algebraic techniques are the study of the existence of faithful analytic
actions of mapping class groups of surfaces on surfaces [5, Cantat-Cerveau], local intersec-
tion dynamics [23, Seigal-Yakovenko| [2, Binyamini], derived length [13, Martelo-Ribén]
[21]...

We try to give a glimpse of the power of the theory of pro-algebraic groups of formal
diffeomorphisms. We lay the groundwork for the study of the derived length of solvable
subgroups of local diffeomorphisms in section 4. The fruits of this approach are the sharp
bounds for the derived length presented in the results at the end of section 4. We did not
prove such theorems in order to keep the text as elementary as possible. The text contains
other examples of the utility of pro-algebraic groups in sections 3.6, 3.7, 3.8 and 3.9 that
hopefully will motivate the reader. Sometimes we provide a more conceptual interpretation
of well-known properties. But we also give very simple proofs of sophisticated results. For
instance we show that a group of local diffeomorphisms in dimension n whose elements

leave invariant n independent first integrals is necessarily finite (cf. Proposition 3.46).
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Another good application is the uniform bound of the period of periodic analytic curves,

i.e. invariant by an iterate of a fixed local diffeomorphism.

Let us outline the notes. Section 2 is devoted to explain basic properties of linear
groups and to make the reader familiar with these concepts before generalizing them in
the setting of local diffeomorphisms. We introduce pro-algebraic groups, explain their
properties and how to find examples in section 3. We study the properties of the derived
series of a group of local diffeomorphisms in section 4. We define an analogue of the
derived series that is more suitable for algebraic groups than the derived series itself and
study the properties of a group in terms of its Lie algebra. We classify the pro-algebraic

=

subgroups in dimension 1 modulo formal conjugacy in section 5. Finally we provide an

example of a pathological phenomenon of pro-algebraic groups in section 5.

2 Linear groups

We study the algebraic structure of groups of local complex analytic diffeomorphisms. Our
point of view involves applying techniques of linear algebraic groups to obtain analogues for
groups of local diffeomorphisms. In the next section we introduce linear algebraic groups
and stress some properties that will be revisited later on in the context of diffeomorphisms.

Let us consider subgroups of the linear group GL(n,C). The elements of GL(n, C) can
be considered as points in c by identifying each matrix with its list of coefficients. In
this way it makes sense to consider the algebraic closure G~ of a subgroup G of GL(n,C).

The z superindex stands for Zariski-closure.

Proposition 2.1. Let G be a subgroup of GL(n,C). The algebraic closure G of G in
GL(n,C) is a group.

A proof of this result can be found in [3, Proposition 1.3(b), p. 47].

Let us calculate some examples so that we get familiarized with the algebraic closure.
It is natural to start our study with cyclic groups.
Definition 2.2. Let A € GL(n,C). We say that A is unipotent if A — Id is nilpotent or

equivalently if spec(A4) = {1}.
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2.1 Example

Let
100000 0 00O0O0O0
110000 1 00 00O
01 1000 -1/2 1.0 0 0 O
A= = exp
000100 0 00O0O0TO
000110 0 00100
00 00O01 0 00O0O0O

Let us denote by B the matrix in the right hand side so that we have A = exp(B). The
matrix B is nilpotent whereas A is unipotent. Let us calculate the one parameter group
{exp(tB) : t € C}. We have

1 00 00O
t 1.0 0 00
2t
=t t 1.0 00

exp(tB) = 2

p(tB) 0 00100
0 00 ¢t 10
0 0 0001

Clearly {exp(tB) : ¢t € C} is an algebraic group given by
2 _
aj; =1forall j € {1,...,6}, a1 = az2 = as4, az1 = w

and a;; = 0 for any coefficient that does not appear in the previous equations.

Since exp((s + t)B) = exp(sB)exp(tB) for s,t € C, we deduce that A* = exp(kB) for
any k € Z. Let P be a polynomial on the coefficients of the matrices of GL(n,C) that
vanishes on the elements of the cyclic group (A). The expression Q(t) := P(exp(tB)) is
polynomial in ¢. Moreover it vanishes for ¢ € Z since P(A*) = 0 for k € Z. A complex
polynomial that vanishes on the integer numbers is necessarily 0. Thus P vanishes on
{exp(tB) : t € C}. We deduce

(A) C {exp(tB) : t € C} C (A)

and then (A) = {exp(tB) : t € C} since {exp(tB) : t € C} is algcbraic.

2.2 The closure of the group generated by a unipotent matrix

Let us generalize the previous example. Given a unipotent matrix A € GL(n,C) we

consider the unique nilpotent matrix B such that A = exp(B).
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How to calculate B?

e We can write A in Jordan normal form and then to obtain B by using indeterminate
coefficients.

1)t . .
( 1]).J ) motivates us to define B =

e Alternatively the formula log(1 +z) = > 72,
s CV 4 gy,

j=1

The sum defining B has only finitely many non-vanishing terms since A — Id is nilpotent.

The 1-dimensional complex vector space generated by B is the Lie algebra of the group
Z

{A)".

Definition 2.3. We denote log A = B. We say that log A is the infinitesimal generator
of A. We denote A* = exp(tB) for t € C.

The group {A! : t € C} is algebraic. The proof is similar as in the example since we
can write B in Jordan normal form. The same argument of the example shows that any
polynomial on the coefficients of GL(n, C) vanishing on (A) also vanishes on {A® : t € C}.

As a consequence we obtain

Proposition 2.4. Let A be a unipotent element of GL(n,C). Then @Z s equal to
{At:t e C}

2.3 The closure of the group generated by a semisimple matrix

Let us consider a diagonal matrix A = diag(A1, ..., An) € GL(n,C). The algebraic closure

WZ is contained in the algebraic group of diagonal matrices. Let us calculate Wz.
Definition 2.5. Given (ki,...,k,) € Z™ we associate the morphism of groups

Xkt ook ey = c
(CYTUID ¥ IS L
We say that {xx,,.. &, : (k1,...,kn) € Z"} is the group of characters of the complex torus
(€.

Remark 2.6. The group operation is the multiplication of characters. Indeed the map

(k1. kn) = Xk, k, is an isomorphism from Z" onto the group of characters.
Definition 2.7. Let A = (A1,...,\,;) € (C*)". We define

Jy={keZ": x(A) =1} and G, = {ﬁ e (CH™: Xk(p) =1 forall k € Tt
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Let us calculate the Zariski-closure of the group generated by a diagonal matrix. The

arguments are presented in a series of exercises.

Exercise 2.1. Consider a subset J of Z". Show that
{1, 20) € (C) Xy kn (M-, Ag) = L for all (By,... k) € T}

is an algebraic group (we are identifying (C*)™ with the diagonal matrices). Deduce that

G is an algebraic group containing \.

Exercise 2.2. Let py,...u, pairwise different non-vanishing complex numbers. Suppose
that
i+ ey =0

for all k € Z. Show that ¢y =... =¢, =0.

Exercise 2.3. Let P = Zil ..... i ailminxil ...z € Clzy,...,7,] be a polynomial such

that P(AF, ..., \F) = 0 for some (A1,...,)\,) € (C*)" and any k € Z. We define
S={\'.. N tag, ., # 0}

We write P in the form 3° ¢ Zk?---)\i{”:u iy @y ... zin. Show Zk?---)\iﬂ:u aiy i, =0
for any p € S.

Exercise 2.4. Let A = (A,...,\,) € (C*)". Consider
T, M) = {P € Clar,. .. yay] s POY, .., 08 =0 for all k € Z}

and

VI((A) = {p e (C)": P(p) = 0 for all P € I((X))}.
Show Gy = V(I({A))).
Proposition 2.8. @Z = G).

Proposition 2.8 is a consequence of Exercise 2.4.

Corollary 2.9. Let A = (A1,..., ) € (C*)" such that log\i,...,log\,, 27 are Q-
linearly independent (notice that the condition does not depend on the choice of log A; for
1<j<n). Then @z = (C*)".
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2.4 The closure of a cyclic group

So far we calculated WZ for A € GL(n,C) in two cases, namely if A is diagonalizable or
if A is unipotent. What happens in the general case? Let us see that it can be reduced to
the previous ones.

Let us introduce the so called Jordan multiplicative decomposition, it is a diagonalizable-

unipotent decomposition.

Proposition 2.10. Let A € GL(n,C). There exist unique commuting matrices As, Ay, €
GL(n, C) such that As is diagonalizable, A, is unipotent and A = A;A, = Ay As.

The s in the subindex of A, stands for semisimple. Indeed since A, is diagonaliz-
able there exists a direct sum @?:1 V; where V; is a vector subspace of dimension 1 of
eigenvectors of A;. Each action (AS)\Vi : V; = Vj is simple, meaning that it can not be
decomposed anymore or more rigorously that it is irreducible for any 1 < j < n. Since V' is
decomposed into a sum of simple objects for the action of A; we say that Ay is semisimple.
Anyway, we use diagonalizable and semisimple as synonyms.

The proof is an exercise in linear algebra (cf. [3, Corollary 1, p. 81]). The existence
of the decomposition is very easy to prove. Given any matrix the Jordan normal form
theorem implies that up to linear change of coordinates it can be decomposed in diagonal

blocks. For instance a 3 x 3 block is of the form

A0 O A0 O 1 0 0
1 X0 |=[o0ox0 A1 o0
0 1 A 0 0 A 0 A1

The right hand side is the multiplicative Jordan decomposition of the block. Proceeding
analogously for each block we obtain the Jordan decomposition for the initial matrix.
This decomposition is also called Jordan-Chevalley decomposition. It is due to the

following result:

Theorem 2.11 (Chevalley, cf. [3, section 1.4.4, p. 83]). Let G be a linear algebraic
subgroup of GL(n,C). Given any A € G both the semisimple and the unipotent parts As
and A, of A also belong to G.

This result is extremely important and very useful to calculate invariance groups asso-
ciated to geometrical actions. Later on we will see some examples in the context of groups
of diffeomorphisms.

The Chevalley’s theorem implies that (A)z contains A; and A, and then the group

generated by (As>z and (Au)z. Are we missing some elements? The answer is no!
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Proposition 2.12. Let A € GL(n,C). Then (A) is equal to the abelian group generated

zZ

by (A5)" and (A,)". In particular (A is isomorphic to the direct product (Ag)° x (Aqy) .

How to prove Proposition 2.127 It is known that algebraic properties of groups do not
change when considering the algebraic closure, so since (A) is abelian the closure WZ is
also abelian. Anyway, let us prove such result in order to gain some familiarity with these

concepts.

Lemma 2.13. Let G be a commutative linear algebraic subgroup of GL(n,C). Then e

is commutative.
Proof. We define
Z(G) ={A € GL(n,C): AB— BA =0 for all B € G}.

Clearly Z(G) is a group (the so called centralizer of G) and it is algebraic since fixed
B € G the equation AB — BA = 0 is linear in the coefficients of A. Since G is abelian,
Z(G) contains G. We obtain G° C Z(G) = Z(G). In particular G is contained in Z(G")
and since the latter group is algebraic we deduce G cz (éz). The latter property is
equivalent to G~ being abelian. |

Exercise 2.5. Lemma 2.13 and Chevalley’s theorem imply that the group generated by

(A,)" and (A,)” is abelian. Show this result without using Chevalley’s theorem.

How to find an algebraic group that contains <AS>Z U <Au)z? We can consider a mor-

phism

z

x (A x (A — GL(n,C)
(B,C) —  BC

The group <AS)Z X <Au>z can be interpreted as a linear matrix group, for instance as
a subgroup of GL(2n,C) making (A,)  (resp. (Ay) ) act on the first (resp. last) n
coordinates. We claim that it is a morphism of groups and an algebraic morphism, i.e. a

morphism of algebraic groups. It is clear that x is an algebraic morphism. Moreover x

is a morphism of groups since the elements of (AS>Z commute with the elements of <Au>z.

Now we can use the following result:

Proposition 2.14 (cf. [3, Corollary 1.4, p. 47]). Let o : G — G’ be a morphism of matriz

algebraic groups. Then a(G) is an algebraic group.
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Remark 2.15. Given a subset M of GL(n,C) we denote by A(M) the intersection of the
algebraic groups containing M. Clearly A(M) is an algebraic group, the smallest one
containing M. Let o : G — G’ be a morphism of matrix algebraic groups and M C G. We
obtain a(A(M)) = A(a(M)). Indeed (A(M)) is an algebraic group containing «(M) by
Proposition 2.14 and then A(a(M)) C a(A(M)). Moreover since « is continuous in the
Zariski topology we obtain that a~!(A(a(M))) is an algebraic group containing M and
then A(M). We deduce a(A(M)) C A(a(M)).

Proof of Proposition 2.12. This is just a recap of the discussion above. The semisimple
and unipotent parts A; and A, of A belong to Wz by Chevalley’s theorem. Thus <As)z,
(4,)" and then x ((A,) x(A,)") are contained in {A)" . Since x ({A;) x (A,)") is algebraic

and contains the matrix A, we obtain

The map x is injective. Indeed if x(B, ) = BC = Id for some B € (4,) and C € (A,)
then BC is a Jordan-Chevalley decomposition of the identity map. Therefore we obtain
B=1Idand C = Id. As a consequence (A) is isomorphic to (A,) X (Ay) . O

Exercise 2.6. Let G be an abelian subgroup of GL(n, C). Show
e The set of semisimple elements of G is a group.
e The set of unipotent elements of G is a group.
e Every semisimple element of G commutes with every unipotent element of G.

The group @z satisfies the conditions of Exercise 2.6 by Proposition 2.12. The goal

of the exercise is extending this property to every abelian matrix group.

Remark 2.16. Is there any other distinguished class of groups that satisfies the properties
in Exercise 2.67 Nilpotent groups do (Suprunenko and Tyskevic, cf. [27, Theorem 7.11,
p- 97)).

2.5 Some elementary properties of linear algebraic groups

Let G be a linear algebraic matrix subgroup of GL(n,C). We introduce some properties
of algebraic matrix groups that generalize in the setting of local diffeomorphisms. By no

means the list is supposed to be exhaustive.
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Definition 2.17. We denote by G the connected component of the identity transforma-
tion Id.

Proposition 2.18 (cf. [3, Chapter I.1, p. 46]). Let G be a linear algebraic matriz subgroup
of GL(n,C). Then

e (G is a smooth manifold.

e Gy is a closed finite index normal subgroup of G.

e FEuvery algebraic subgroup of G of finite index contains Gjy.
In particular Gg is a linear algebraic group.

Remark 2.19. When we use topological terms as “closed” or “connected” in Proposition
2.18 we are referring to the Zariski topology. Anyway, an algebraic set is connected in the
Zariski topology if and only if it is connected in the usual topology. This can be deduced
from the connectedness in the usual topology of irreducible algebraic sets (cf. [25, Chapter
VII.2.2, Theorem 1]).

Definition 2.20. Let G be a linear algebraic group (or a Lie group). We define
L(G) = {A € End(C") : exp(tA) € G for all t € C}.

Equivalently L(G) is the tangent space T14G of G at Id. We say that L(G) is the Lie
algebra of the group G.

Exercise 2.7. Show the equivalence between the two definitions of L(G).
The definition is justified by the next result.

Proposition 2.21. L(G) is a complex Lie algebra where the Lie bracket [A, B is defined
by AB — BA.

The definition implies that the set exp(L(G)) is contained in Go. Even if these sets
can be different we have

Proposition 2.22 (cf. [26, section 8.6, p. 177]). Let G be a linear algebraic group (or
more generally a Lie group). Then Gy = (exp(L(G))).

Exercise 2.8. Show that the Lie algebra of the algebraic group
SL(2,C) = {A € GL(2,C) : det A = 1}

is equal to sl(2,C) = {A € End(C?) : Tr(A) = 0}.
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Exercise 2.9. Show that any matrix in exp(sl(2,C)) has Jordan normal form
A0 10
or .
0 At 11
-1 0
1 -1

does not belong to exp(sl(2,C)) and that exp : sl(2,C) — SL(2,C) is not surjective.

Show that

Let us applicate the previous definitions to our test examples.

Remark 2.23. Let A € GL(n, C) be unipotent. The Lie algebra of @z is the 1-dimensional
complex vector space generated by the infinitesimal generator log A of A. The group Wa

is connected, indeed it is isomorphic to C.

Exercise 2.10. Let G be a linear algebraic group. Consider a unipotent element A of G.
Show that A belongs to Gy.

Exercise 2.11. Consider the diagonal matrix A = diag()A) where A = (A,...,\,) €
(C*)™. Let Jy the subgroup of Z" of definition 2.7. We define J} as the intersection of the
Q-vector space generated by Jy and Z". Show that the group

(1€ (C)" Xy () = 1 Tor all by, ) € J3)
is equal to the connected component of the identity of (A) . Show
L(@Z) = {dla‘g(uh oo 7/J’7L) : kl/ufl +...+ knun =0 for all (k17 ceey kn) € JA}

Let us show a result that will be useful later on. We obtain the Zariski-closure of (4)
as a Zariski-closure of groups generated by iterates of A.
Proposition 2.24. Let A € GL(n,C). Consider k € Z.\ {0} such that A¥ € (A),. Then
we obtain (AF) = Ay,
Proof. We denote H = (AF)". Since A(A¥)A~1 = (AF) we deduce AHA™! = H. The
group H is a finite index subgroup of (H, A). Morever since H is algebraic, the group
(H,A) is algebraic; indeed (H,A) is the algebraic closure of (A). The last item of
Proposition 2.18 implies @z C H. Since H C @S by the choice of k, we obtain
(4F)” = (A),. D
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Let g be a Lie subalgebra of End(C™). When is g algebraic? More precisely, when
is g the Lie algebra of an algebraic matrix group? There is a complete answer for this
question (cf. [3, Chapter II, section 7]). Let us focus though on a simpler problem in the

next exercise.

Exercise 2.12. Let p = (p1,...,1n) € C". Suppose that p1,...,u, are Q-linearly
independent. Show that the Lie algebra generated by diag(y) is non-algebraic.

2.6 Classical results

Let us introduce well-known results by Lie and Kolchin about the structure of groups of

unipotent elements and solvable groups.

Theorem 2.25 (Kolchin, cf. [24, chapter V, p. 35]). Let V' be a finite dimensional vector
space over a field K. Let G be a subgroup of GL(V') such that each element g € G is

unipotent. Then up to a change of base G is a group of upper triangular matrices.
Theorem 2.26 (Lie-Kolchin, cf. [8, section 17.6, p. 113]). Let G be a solvable connected
subgroup of GL(n, F) where F is an algebraically closed field. Then up to a change of base
G is a group of upper triangular matrices.

2.7 More properties of algebraic groups

We continue describing the properties of the algebraic closure of a subgroup of GL(n, C).

Definition 2.27. Let G be a subgroup of GL(n, C). We denote by G,, the subset of G of

unipotent transformations. We say that the group G is unipotent if G = G,,.
Definition 2.28. Let G be a group. We define the derived group G (or [G,G)) of G as
G =(fgf g fg€C),

ie. GW is the subgroup generated by the commutators of elements of G. We define
G® = [¢M,aM], a® = [G®, G, ... recursively. We denote GO = G.

Definition 2.29. We say that G is solvable if there exists p € NU{0} such that G®) = {1}.
Moreover the minimum such p is called the derived length ¢(G) of G. We define {(G) = 0o
if G is non-solvable.

Lemma 2.30. Let G be a subgroup of GL(n,C). Then
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o UG =0G).

o (G7)uC (G-

o G = (G, if G is unipotent.

o (G7), is a closed normal connected subgroup of the group G~ if G is solvable.

Proof. Since £(G) < £(G7) it suffices to prove that G® = {Id} implies (G)® = {Id}.
The property G®) = {Id} is equivalent to a system of algebraic equations. The system is
also satisfied for G~ by definition of the Zariski-closure. Hence we obtain (G~)®) = {Id}.

The second item is a consequence of Exercise 2.10.

We claim that (G”), is an algebraic subset of G°. Indeed it is the subset of G~ defined
by the equation (A — Id)™ = 0 that is algebraic in the coefficients of A. Let G be a
unipotent group. We have G C (éz)u c G°. Since G is the minimal algebraic set
containing G, we deduce (G*), = G".

Let us show the last item. We already proved that (Gz)u is closed (or equivalently
algebraic). Given A4 € (G°),, we have

(At teCy=(A) C (G )y =(C)u

and {A? : t € C} is a connected set containing Id and A. Therefore (G°),, coincides with
its connected component of Id and it is connected. It is clear that (G ), is normal as a set,
meaning A(G"),A~! = (G7), since a conjugate of a unipotent matrix is also unipotent.
Notice that we did not use so far that G is solvable, we will use it now to show that (éz)u
is a subgroup.

The group G~ is solvable by the first item and (@Z)o is solvable too since it is a subgroup
of G°. The group (62)0 is connected by definition, hence we apply Lie-Kolchin’s theorem;
we can suppose that it is a group of upper triangular matrices up to linear conjugacy.
The eigenvalues of an upper triangular matrix are exactly the coefficients in the principal
diagonal of the matrix. Thus the elements of (G ), are the elements of (G*)o that have all
the elements of the diagonal principal equal to 1. The product of two elements of (éz)u
is still an upper triangular matrix whose principal diagonal coefficients are all equal to 1
and in particular belongs to (G°),. Analogously the inverse of an element of (G°),, also
belongs to (G~),. We deduce that (G°), is a group. O

Exercise 2.13. Show that the subset of unipotent elements of the algebraic group GL(n, C)

is not a group.
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3 Pro-algebraic groups

Inspired by matrix groups we want to define the algebraic closure of a group of local
diffeomorphisms. The main problem is that groups of diffeomorphisms can be infinite

dimensional. Indeed an element ¢ of Diff (C™,0) is of the form

olerm)=( Y abetoal S al el ad)
i1t tin>1 i1t tin>1

where the linear part Dg¢ at 0 is an invertible matrix and there are infinitely many
coefficients in the power series defining ¢. Anyway given any degree there are finitely
many coefficients up to that degree. This suggests that it could be interesting to truncate
a group of diffeomorphisms up to any degree, considering the algebraic closure in each
of them and then pasting the information obtained. Let us explain how to execute this
strategy in this section.

The first idea is forgetting for a minute that a diffeomorphism is a dynamical object.

Let us interpret a diffeomorphism as an operator in a space of functions.

Definition 3.1. We denote by O, be the local ring C[z1,...,,]] of complex formal

power series in n variables. We denote by m the maximal ideal of On.

Every local diffeomorphism ¢ € Diff (C”,0) induces two morphisms of C-algebras by

composition in O, and m respectively:

(1)

O, - O, m - m
f

and
— fo¢ f = foo.

The map that associates to any ¢ € Diff (C™,0) the operator induced by ¢ in m or O, is
injective since ¢ is determined by the compositions 1 0 @, ..., x, o ¢.
Instead of considering the action of ¢ € Diff (C",0) on m let us consider the action

k+1 i e. on the space of k-jets.

induced on the finite dimensional vector complex space m/m
We remind the reader that m*+! is the (k + 1)th-power of the ideal m. Intuitively we are
considering the power series expansion of ¢ up to order k. More precisely we consider the

element ¢y, € GL(m/m**!) defined by

m/mEtl %/ mh

g+mftl s go g4+ mhtl

(2)

Definition 3.2. We define Dy, = {¢}. : ¢ € Diff(C",0)}.
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Remark 3.3. Dy is a subgroup of the linear group GL(m/m*+1).

Exercise 3.1. Show that D}, is the group of isomorphisms of the C-algebra m/m*+1,

The group Dy can be understood as an algebraic group of matrices by noticing that

we have
Dy = {a € GL(m/m 1) : a(gh) = alg)a(h) for all g, h € m/mF+1}

and that fixed g, h € m/m**+! the equation a(gh) = a(g)a(h) is algebraic on the coefficients

of a.

3.1 Example

Let us illustrate the algebraic nature of Dy for n = 2. We denote x = 1 and y = z2. A
base of m/m3 is given by the classes of the monomials of degree 1 and 2, namely z, y, 22,
xy and y2. Any element A of GL(m/m3) is represented by a 5 x 5 invertible matrix

ailr a2 @13 a4 ais
a1 Q22 Q23 QA24 Q425
asl a3z asz a4 Aass
a41 Q42 Q43 Q44 Q45

as1 G52 Q53 Q54 As5
in such a basis. Notice that
Az +m®) = ayx + any + az2? + agxy + az1y® + md

and

Ay +m3) = 197 + agoy + azox® + aspry + asoy® + md

determine an element A of Do since 22, zy and y? are products of = and y. The equation
A(2? +m?) = A(z + m?) A(z + m3) implies

a13T + ag3y + a33z2 + aq32y + a53y2 = (aum + a1y + a31x2 + aqzy + a51y2)2

modulo m?, i.e. modulo discarding the terms of degree greater or equal than 3. In

particular we obtain

2 2
a1z =0, ags = 0,a33 = ayy, as3 = 2anaz, as3 = ay;. (3)
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By analyzing A(zy + m3) = A(z + m3)A(y + m?) and A(y? + m3) = A(y + m3) A(y + m?)

we obtain
a1g =0, a4 = 0,a34 = a11012, a44 = a11022 + 21012, A54 = a21022 (4)

and

2 2
a5 =0, ags = 0,a35 = ajy, a5 = 2012022, a55 = a3y (5)

respectively. Equations (3), (4) and (5) determine the algebraic group Ds.

3.2 The group of formal diffeomorphisms

We can think of Dy, as the truncation of the group Diff (C",0) up to the order k. Let us
study the relations between the groups Dy, for k € N.

Consider [ > k > 1. We want to define a natural map m;, : D; — Dy, for [ > k > 1.
The idea is that the truncation of a diffeomorphism up to order [ provides all truncations
of orders less than I. The map 7, strips the elements of D; of the information associated
to the levels higher than k.

Definition 3.4. Given [ > k > 1 and A € D; we define m; ;(A) as the unique element of
Dy, such that
m/mi+1 A, m/mi+1

1 1

k+1 7\'I,k(A)

AT m/mk+1

m/m
is commutative where the vertical arrows are the natural projections.

The map 7y, : D; — Dy, is well-defined since every element of D; leaves invariant every

subspace of the form m?/m‘t! for 1 < p <1+ 1 and in particular m*+! /m!+1,
Exercise 3.2. Let ¢ € Diff (C*,0). Show 7 (¢1) = ¢ for I > k > 1.

Lemma 3.5. The pair ((Dy)ken, (Ti1)i>k>1) is an inverse system of algebraic groups and

morphisms of algebraic groups. Moreover my, is surjective for any I > k > 1.

sketch of proof. It is a simple exercise to check out that m; is a morphism of algebraic
groups. We are just forgetting the action of an element of D; on m**!/m!+!,

We have 7, = Id|Dp and mjjom = 7 for allp € Nand j > 1 > k > 1 by Definition
3.4.

Fix [ > k > 1. The map 7 is surjective, in fact given A € Dj there exists by
definition ¢ € Diff (C™, 0) such that ¢, = A and we have m 1 (¢;) = ¢ = A. |
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Definition 3.6. We define the group Dift (C™,0) of formal diffeomorphisms as the pro-
jective limit ]{iinkeN Dy.

Remark 3.7. Let us remind that the elements of @keN Dy, are of the form (Ay)g>1 where
Ay, € Dy, and w1, (A;) = Ay for all I > k > 1. In particular the map

Diff (C",0) — Diff (C",0)
é = ()1

is an injective morphism of groups. In this way we see Diff (C™,0) as a subgroup of
Diff (C", 0).

Let us give a (maybe) more pleasant presentation of the group of formal diffeomorphism
in which it is clear that Diff (€C™,0) is the formal completion of Diff (C™,0).

We consider the notation 3 a;z¢ for formal power series where i = (i1,...,iy) is a
multi-index of degree |i| = i1 + ... + 4, and 2¢ = 2! ... 2% Given a power series Y a;z?
we define j*(3 azt) = Z\ilék a;zt. We define j*(f1,...,f.) = (G*f1,...,j%fa) for a
n-uple of power series.

Consider the set Diff(C",0) of elements (¢1,. .., ¢,) of m™ such that (j1é1,..., 5 ¢,)
is an invertible linar map. The set of elements of Diff (C™, 0) such that all their coordinates

are convergent power series coincides with the group Diff (C™,0) by the inverse function
theorem. It would be natural to define Diff (C™, 0) as the group of formal diffeomorphisms
too. This is not an issue in our approach since ]{iﬂlkeN Dy, and Diff (C™, 0) can be identified.
Exercise 3.3. Define a group operation in Diff (C™, 0) such that Diff (C",0) is a subgroup
of Diff(C", 0).

Given

let us construct an element of l'LnDk. The diffeomorphisms j'7, /57 € Diff (C*,0) satisfy

k+1

(5'Mk = (j*7)y for any I > k > 1 (the action on m/m**+! depends on the power expansion

of the diffeomorphism up to order k). We define ny = (j*7)x, for k € N and n = (nx)r>1.
Then 7 belongs to @Dk since

me(m) = (G = Gk = Gk = me

for all I > k > 1. The second equality is a consequence of 577 € Diff (C",0) and Remark
3.7. Resuming we associate 7 € Diff (C™,0) to 77 € Diff(C™,0).
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Let us describe the inverse process. Given n € m Dy, we want to interpret it in

keN
some way closer to our intuition of what a diffeomorphism is. Indeed if n € Diff (C",0)
then the image of z; by the operator defined by n (cf. Equation (1)) is the jth coordinate

xjon of . How to obtain the jth coordinate of an element (Aj)g>1 of yLnkeN D7 We

consider the sequence (Ay(z; + m**1));>1. Since it belongs to m = ]{iilm/mk“7 we can
interpret (Ay(z; +mF 1)) 51 as an element 7; of m. Moreover jlm +m?,..., jln, +m? is

the image by A; of the basis x1 +m?, ..., z, +m2. Since A is invertible, (j'n1,...,5'n,)

is also an invertible linear map. We deduce that

(@1, xn) = (@, @)y (T, T0)
belongs to Diff(C™,0).

Exercise 3.4. Show that the correspondences 7 — 1 and n — 7 described above are
inverses of each other. Deduce that Diff (C™,0) and Diff(C",0) are isomorphic groups.

3.3 The Jordan-Chevalley decomposition

Let us see that the Jordan-Chevalley decomposition is compatible with the inverse system
((Dg)ken, (T k)i>k>1) and as a consequence formal diffeomorphisms possess a multiplica-
tive Jordan decomposition.

Let ¢ € Diff (C",0) (or Diff (C",0)). We already know that ¢ defines an element
(dr)k>1 of lim Dy,. (cf. Equation (2)). Since ¢p € GL(m/m*+1) we can consider its
semisimple-unipotent decomposition ¢ = ¢ sPru = Pk,uPk,s. The elements of the de-

composition belong to Dy by Chevalley’s theorem.

Exercise 3.5. Let | > k > 1 and A € D;. Show that m ;(As) is semisimple and 7 ;(Ay)

is unipotent.

Exercise 3.6. Let ¢ € ]ji?f((C",O). Show 7k (d1s) = br,s and mg(dru) = Gru for
1>k > 1. Deduce that (¢p)r>1 and (¢gu)r>1 define elements of Diff (C™,0).

Definition 3.8. Let ¢ € Diff (C™,0). We say that ¢ is semisimple if ¢y, is semisimple (cf.
Equation (2)) for any k € N.

Definition 3.9. Let ¢ € Diff (C™,0). We say that ¢ is unipotent if ¢y, is unipotent (cf.
Equation (2)) for any k& € N. Given a subgroup G of Diff (C",0) we define G, as its subset
of unipotent elements. We say that G is unipotent if G = G,. We denote by Iﬁu(cn, 0)

the subset of Diff (C™,0) consisting of unipotent formal diffeomorphisms.
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Definition 3.10. We denote by ¢, (resp. ¢,) the element (¢g s)r>1 (resp. (pu)r>1) of
Diff (C", 0).

We can summarize the previous discussion in the following result:

Proposition 3.11. Let ¢ € Dift (C™0). There exist unique elements ¢s, ¢u, Ofﬁl?f (€™,0)
such that ¢ = ¢s 0 ¢y = Py © G, Os is semisimple and ¢, is unipotent.

We generalized the multiplicative Jordan decomposition for diffeomorphisms. Anyway,
it is difficult to check out whether a diffeomorphism is semisimple or unipotent by applying
the definition since it depends on their actions on all the jet spaces. Let us characterize

the decomposition in simpler terms.

Proposition 3.12. Let ¢ € Diff (C™,0). Then ¢ is unipotent if and only if j*¢ is unipo-

tent.

Proof. The matrix of j'¢ is the transposed of the matrix of ¢;. Thus ¢; is unipotent if
and only if j1¢ is unipotent.

We have to show that ¢ is unipotent for any k& € N if and only if ¢; is unipotent.
Let us prove the non-trivial implication. Consider the operator A : m — m defined by
A(f) = fo¢— f. The unipotence of ¢, is equivalent to the existence of some [ = (k)
such that Al(m) C m**1. Hence it suffices to show that given k € N there exists j;, € N
such that A% (m*) ¢ mF*1. The existence of j; is a consequence of the unipotence of ¢;.

We have

A(fg)=(fg)ed—fg=(fed—fllged—g)+(fod—flg+ flgod—g)
and then A(fg) = A(f)A(g) + A(f)g + fA(g). Given j > 1 we obtain

A(fg) = > cimA™ (F)A(g) (©)
j<m+l, 0<m<j, 0<I<j
where cjp, is a positive integer number independent of f and g for j <m +1,0<m <j
and 0 <[ <j.

Suppose Ak (mF) ¢ mFt! for some k € N. We define jpy1 = jp + j1. Let f € mF
and g € m. Consider a non-vanishing coefficient ¢;, , ,»u in Equation (6). Then we have
either m > ji or | > ji. In the former case the term c]-H]mlAm(f)Al(g) belongs to
mF+2 = mF+lm whereas it belongs to m*+2 = m*m? in the latter case. Anyway AJk+1(fg)
belongs to m*+2. Since any element of mFt! is of the form figi + ... + fuge where

fi,o. faemFand g,..., g, € m, we deduce Adr+1(mF+1) C mh+2, O
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Next we see that a diffeomorphism is semisimple if and only if it is diagonalizable.

Proposition 3.13. Let ¢ € Diff (C™,0). Then ¢ is semisimple if and only if there exists
(NS Diff (C™,0) such that o pop™! = (M\x1,..., Ann) for some (A1,...,\p) € (C)™.

Proof. Let us prove the necessary condition. The formula n(z1,...,z,) = (A121,. .., AnZn)
defines an element 1 of Diff (C",0). We claim that the transformation 7, is semisimple
for any k£ € N. Indeed Lzll ...xin +mFt1 s an eigenvector of 7 of eigenvalue /\li1 . Aln for

L e

1 <i1+4...4+14, <k Since the classes of the monomials define a basis of m/m
deduce that there exists a basis of eigenvectors for 7. Since ¢y is conjugated to 7 by a
linear map, ¢y is semisimple for any k& € N.

Let us show the sufficient condition. Since ¢; is semisimple there exists a linear map
11 such that 101 o jl¢o wl_l = (M1, ..., Apy) for some (A1,...,A,) € (C*)™. We denote
(@1, ..., 2n) = (M21,..., Anxy). Let us see that if there exists ¢, € Diff (C", 0) such that
Yropo 1/)];1 is equal to 7 modulo m**! (or in other words (¢}, 0 ¢ o w;l)k = 1) then there
exists ¢+ € Diff (C",0) such that ¢p41 0o wkjl is equal to 7 modulo m*+2. Moreover
we can choose ¥y41 such that it is equal to 1, modulo m**!. This result implies that
(¢r)k>1 defines an element of Diff (C™,0) such that ¢ o poyp™ =n.

We replace ¢ with ¥ o ¢ o wk_l without lack of generality. We say that (i1...in;10) is
resonant and we denote (i1 . ..i;1) € R if Ay = Al ... \in. We define

I

S =Nz + Z aig,...,)\nmn+ Z a;@i

lil=k+1, (51)gR lil=h+1, (in)gR

and

U=|xz1+ Z )\fla}f’? e T+ Z A;laff

li[=k+1, (1)€ER li|=k+1, (i;n)eR
We have j¥+1¢ = j#*1(SoU) = j*¥ (U o §). It is clear that Uy ; is unipotent by
Proposition 3.12. Suppose that we prove the existence of a1 € Diff (C™,0) that is equal
to Id modulo m**! and such that a4 0So a,;_}_l coincides with 7 modulo m**+2. Then it
is clear that Sk is semisimple by the necessary condition and Sgi1Ug1 is the Jordan-
Chevalley decomposition of ¢p11. Since ¢4 is semisimple by hypothesis, we obtain
Uk+1 = Id and then U = Id. In particular a4 0¢o0 “1;11 coincides with  modulo mht2,
Let us diagonalize S modulo m*+2. We define
Qpy1 = w1+. Z /\17A1§’>---73fn+
lil=k+1, (51)¢R

il=k+1, (in)¢R An =
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The diffeomorphism ay41 0 S o a,;il coincides with 5 modulo m*+2, O

3.4 Formal vector fields

We want to apply the theory of linear algebraic groups to subgroups of Diff (C", 0). We will
associate Lie algebras to (yet to be defined) Zariski-closures of subgroups of Diff (C", 0).
The algebraic closures are not necessarily contained in Diff (C", 0) even for subgroups of
Diff (C",0); we need to consider divergent formal diffeomorphisms in the Zariski-closure.
As a consequence the Lie algebras of the Zariski-closure of a subgroup of Diff (C",0) can
not be considered in general as Lie algebras of analytic vector fields. It is necessary to
consider formal vector fields.

Let us denote by X(C", 0) the Lie algebra of (singular) local vector fields defined in the
neighborhood of 0 in C™. An element X of X(C",0) can be interpreted as a derivation of
the C-algebra O,, such that X preserves the maximal ideal of O,,. Naturally the Lie algebra
§€((C", 0) of formal vector fields in n variables is the set of derivations X of O, such that
X(m) C m. A formal vector field X € £(C",0) is determined by X (21), X (z2), ..., X (zp).

‘We obtain

0 0

Definition 3.14. We define Ly, as the Lie algebra of derivations of the C-algebra m/m*+1,
Exercise 3.7. Show that Ly is the Lie algebra of Dy, for any k € N.

Analogously as for formal diffeomorphisms the Lie algebra 3A€((C", 0) can be understood
as a projective limit @keN L. Given X € Z%((C", 0) consider the element (Xj)g>1 that
defines in ]{iLnLk. Since Ly is the Lie algebra of Dy for any k € N, we obtain that
(exp(Xy))x>1 is a formal diffeomorphism ¢. Equivalently given ¢ € C the expression

> >
exp(tX) = | Y ﬁXJ(xl), e ﬁX](xn) (8)

j=0 J=0
defines the exponential of tX where X°(f) = f and XIt1(f) = X(XI(f)) for all f € O,
and j > 0. Equation (8) has to be interpreted as an equality of operators. On the one
hand the image of z; by the operator defined by exp(tX) is equal to zy o exp(tX) by
definition of operator induced by a (maybe formal) diffeomorphism. On the other hand it
has to be ;’io(tX)j(xk)/j! by definition of the exponential of the operator tX.
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Definition 3.15. We say that a formal vector field X € X(C",0) is nilpotent if j'X
is a linear nilpotent vector field (cf. Equation (7)). We denote by Xx(C",0) the set of
nilpotent formal vector fields.

Remark 3.16. Let X = (X3)r>1 € £(C",0). Then X, is nilpotent (as an element of Ly)
for any k£ € N if and only if X is nilpotent. This result is the analogue of Proposition

3.12 for formal vector fields. The proof is similar (but simpler) than for diffeomorphisms.

It is easier to deal with unipotent diffeomorphisms, instead of general ones, since the
formal properties of formal unipotent diffeomorphisms and formal nilpotent vector fields
are analogous.

Proposition 3.17 (cf. [6, 14]). The image of X (C",0) by the exponential map is equal
to ]ji?fu((C"?O) and exp : X5 (C",0) — ]ji?’fu((cn, 0) is a bijection.

Proof. The fundamental remark behind the proof is that the exponential establishes a
bijection from nilpotent matrices to unipotent matrices. The other ingredient is that Lg
is the Lie algebra of Dy.

Consider X = (Xg)p>1 € Xn(C",0). Its exponential exp(X) = (exp(X))i>1 is a
unipotent formal diffeomorphism since exp(X}) is unipotent and belongs to Dy for any
keN.

Let ¢ € Is.igfu((C”,O)‘ The map ¢y is unipotent for & > 1 by definition. The in-
finitesimal generator log ¢ is nilpotent by construction. Moreover log ¢y is in the Lie
algebra of mz since this group is equal to {exp(tlog¢i) : t € C} by Proposition 2.4.
Since (¢k)z C Dy, log ¢y, belongs to the Lie algebra Ly, of Dy,. Therefore (log ¢y )r>1 is a

nilpotent element of %((C" ,0) whose exponential is equal to ¢.

It is clear that the correspondences that we defined are inverse of each other. O

Definition 3.18. Given ¢ € lﬁu(cn, 0) we define its infinitesimal generatorlog ¢ as the
unique element of Xy (C™,0) such that ¢ = exp(log ). We define the 1-parameter group
(#")tec by @' = exp(tlog p).

It is known by results of Baker, Ecalle and Liverpool that generically the infinitesimal
generator of a local diffeomorphism is a divergent vector field [1] [6] [10] (cf. Remark 3.31).
3.5 Construction of the algebraic closure

In this section we construct the Zariski-closure of a subgroup of Diff (C™,0) and describe

its basic properties.
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Definition 3.19. We consider the m-adic topology, also known as the Krull topology, in
Diff (C",0). The sets of the form

Uk = {n € Diff (C",0) : j*n = j*¢}

for ke Nand ¢ € Diff (C™,0) provide a fundamental system of open sets of the topology.
A sequence (1(j))jen in Dift (C™,0) converges to n € Dift (C™,0) if given any k € N then
there exists m(k) such that j5n(m) = j*n for any m > m(k).

Definition 3.20. Let G be a subgroup of Diff (C™,0). We define G, = {¢x : ¢ € G}Z.

Lemma 3.21. Let G be a subgroup of Diff (C™,0). Then we obtain m 1(Gi) = Gy for all
[>k>1.

Proof. The map m;, : Dy — Dy, is a surjective morphism of algebraic groups for [ > k by
Lemma 3.5. Moreover the image by m,x of the smallest algebraic group of GL(m/m!+1)
containing {¢; : ¢ € G} is the smallest algebraic group of GL(m/m*+1) that contains
{¢k : ¢ € G} by Remark 2.15. Hence we have 7, (G;) = Gy, if | > k. O

Definition 3.22. Let G be a subgroup of Diff (C™,0). We define G~ (or 6(0)) aslim, Gy,
more precisely G~ is the subgroup of Diff (C™,0) defined by

G” = {p € Diff (C",0) : ), € Gy, for all k € N}.
We say that G is pro-algebraic if G = G".

The group G~ is the (pro-)algebraic closure of G. It is a projective limit of algebraic

groups.

Exercise 3.8. Show that the pro-algebraic closure of a subgroup G of Dift (C™0) is

pro-algebraic.

The next results are technical lemmas that we use to characterize the pro-algebraic
subgroups of Dift (C™0).

Lemma 3.23. Let Hy, be an algebraic subgroup of Dy, for k € N. Suppose m ,(H;) = Hj,

foralll > k> 1. Then l.glkeN Hy, is a pro-algebraic subgroup of]ji?f (C™,0). Moreover
the natural map @Hj — Hy, is surjective for any k € N.
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Proof. The inverse limit L&lHk is contained in Diff (C™,0) = l&le

An inverse system (Si)reny of non-empty sets and surjective maps indexed by the
natural numbers satisfies that the natural projections pinjeN S; — S, are surjective for
any k € N. Since (mx)g, : Hy — Hy is surjective for [ > k > 1, the natural map
L H; — Hy is qurjective for any k € N. In particular we have {¢} : p € l&lH]} = H;,

for k € N and then ( LHIC LH}c |
Remark 3.24. Let us consider an example. Consider the group
Diff 1 (C",0) := {¢ € Diff (C",0) : j'¢ = Id}

of formal tangent to the identity diffeomorphisms. Denote Hy, = {A € Dy, : w1 (A) = Id}.
It is an algebraic subgroup of Dy, for any k € N. Moreover we have m; ;(H;) = Hj, for all
1>k >1. Since lji?fl((C",O) = lim Hj, it is a pro-algebraic group by Lemma 3.23.

Corollary 3.25. Let G be a subgroup of]ji?f (C™,0). Then the natural map ]{iLnGj — Gj,

is surjective for any k € N.

Proof. We have m ,(G;) = Gy, if | > k by Lemma 3.21. The result is a consequence of
Lemma 3.23. O

We provide two characterizations of pro-algebraic groups in next proposition.

Proposition 3.26. Let G be a subgroup ofﬁf (C™,0). Then the following conditions are

equivalent:
1. G is pro-algebraic.

2. {ok : ¢ € G} is an algebraic matriz group for any k € N and G is closed in the Krull
topology.

3. G is of the form @kel\! Hy, where Hy, is an algebraic subgroup of Dy and m ;(Hp) is
contained in Hy for alll >k > 1.

Proof. Let us prove (1) = (2). Suppose G = G, We obtain {¢r : ¢ € G} = G\, by
Corollary 3.25. Moreover since 5(0) is closed in the Krull topology by construction, G is
closed in the Krull topology.

Let us show (2) = (1). The group G is equal to {¢k : ¢ € G} by hypothesis for
any k € N. We claim G ¢ G. Indeed given ¢ 6 G and k € N there exists nk) € G
such that ¢, = (9(k))x for any & € N since G © L{cpk : ¢ € G}. In particular
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¢ = limg oo n(k) where the limit is considered in the Krull topology. Since G is closed in
the Krull topology, we obtain ¢ € G. The inclusion @(0) C G implies G = 5(0) and hence
G is pro-algebraic. Moreover we obtain G = é(o) = @ G and then G is the form in item
(3) by Lemma 3.21. We just proved (2) = (3).

Finally let us prove (3) = (1). We define H;y, = m ,(H;) for { > k > 1. The group
H;, is algebraic since it is the image of an algebraic group by a morphism of algebraic
groups. Since my =m0 mpy for ' > 1> k > 1, the sequence (Hyy)i>r is decreasing for
any k € N. The sequence stabilizes by the noetherianity of the ring of regular functions of
an affine algebraic variety. We denote Kj, = N> H; . Given | > k > 1 we consider I’ > |
such that K; = Hp; and Ky, = Hy j. Since mp j, = m 5, 0 mp g, we deduce 5, (K;) = Ky, for
all [ > k > 1. The construction implies y_ka = @Hk Thus @Hk is pro-algebraic by
Lemma 3.23. |

Remark 3.27. Proposition 3.26 is very useful to show that certain groups are pro-algebraic.
For example consider a family {G; }]. ¢, of pro-algebraic subgroups of Diff (C™,0). Let us
see that N;jc ;G is pro-algebraic. We have

ﬂ—l,k(ijJ(Gj)l) C ﬂjeJ(Gj)k forall{ > k> 1 and Njeg Gj = @ﬂjeJ(Gj)k.
Since the intersection of algebraic matrix groups is an algebraic group, the group N;c;G;
is pro-algebraic by item (3) of Proposition 3.26.

Remark 3.28. Invariance properties typically define pro-algebraic groups. Item (3) of
Proposition 3.26 provides an easy way of proving such property. Let us present an example.
Consider fi, ..., f, € O, and

G ={p e Diff (C,0): fjop=f, forall 1 <j < p}.
We define
Hy, = {A€ Dy: A(f; +w*™) = fj +mPH! for all 1 < 5 < p}

for k € N. Tt is clear that Hj, is an algebraic subgroup of Dy for k € N. Moreover we have
m(H) C Hy for 1 > k> 1. Since fo¢ — f = 0 is equivalent to f o ¢ — f € m* for any
k € N, the group L&nH , is equal to G. Moreover G is pro-algebraic by Lemma 3.23.

The power of item (3) of Proposition 3.26 is that in order to show that G is pro-
algebraic we do not need to find {¢r : ¢ € G} explicitly; in particular we could have
{¢r : ¢ € G} C Hj. Moreover, it allows us to exploit that a pro-algebraic group can be

expressed in several ways as an inverse limit of algebraic groups.
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Let us check out that the Jordan-Chevalley decomposition holds in the context of

pro-algebraic groups.

Proposition 3.29. Let ¢ € Diff (C™,0) be an element of a pro-algebraic group G. Then
@s, Oy belong to G.

Proof. We have
€ G =G ={peDiff (C",0): ¢}, € Gy for all k € N}.

The transformations ¢ s and ¢y, belong to Gy for any & € N by Chevalley’s theorem.
Thus ¢s = (¢r,s)k>1 and ¢y = (Pku)k>1 belong to @Gk. O

Next we calculate the algebraic closure of a cyclic unipotent group.

Remark 3.30. Let us calculate (¢) for ¢ € ]ﬁu((C",O). We denote G = (¢). Since
¢ is unipotent for any k € N, the group Gy, = <¢k)z is equal to the l-parameter group
{¢% : t € C}. Clearly we obtain

{exp(tlog¢) : t € C} C (¢} .

Let us show the reverse inclusion. An element ¢ of im G is of the form (exp(t; log ¢););>1.
In order to obtain G° = {exp(tlog @) : t € C} it suffices to show that {exp(tlog¢) : t € C}

is closed in the Krull topology. This is a consequence of the injectivity of the map

7 ¢ {exp(tlog¢):teC} — Dy,
exp(tlog ¢) = (exp(tlog ¢))x

for some k € N. The map 7 is trivially injective for any k € N if log ¢ = 0. Otherwise
consider k£ € N such that (log ), # 0. The map 7, is injective since (exp(tlog ¢))r = Id
implies t(log ), = 0 and then ¢ = 0.

Remark 3.31. Let ¢ € ]jii\fu((C", 0). Since j!log ¢ is nilpotent, it is equal to Z;L:_ll 5]“?“6%,
up to a linear change of coordinates where d; € {0,1} for any 1 < j < n. Let us define
ord(zj) =n—1+j for 1 < j <n, ord(0) = oo and then

. n .
ord Z a;z* | = min Zi]-(nf 14+j):a;#0p if Z a;zt # 0.

[i[>1 j=1 [i[>1

The property ord(z1) < ... < ord(z,) < 2ord(z;) implies ord(f) < ord((log ¢)(f)) for any

f € m. The minimum possible order for a monomial is n whereas the maximum possible
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order for a monomial of degree less or equal than j is (2n — 1)j. Since applying log ¢
increases the order, we obtain (log ¢)2"~1i=7+1(m) ¢ m*1, Thus

exp(tlog ¢) = Z ai (t)at, ..., z (/Lf(t):vi

li|>1 i[>1

satisfies af(¢) € C[t] and dega® < |i|(2n — 1) — n for every choice of i and k. The degree
of af is bounded by a linear function of |i]. This property induces a dichotomy: either
exp(tlog ¢) converges only for ¢ in a polar set (that is, a set of logarithmic capacity 0)
or log ¢ converges [17], cf. [22]. A polar set has vanishing Hausdorff dimension and in

particular zero Lebesgue measure. Generically @Z contains (many) divergent elements.

Remark 3.32. Let ¢ € Diff (C™,0) be a semisimple formal diffeomorphism. There exists a
formal change of coordinates 1) € Diff (C™,0) such that Yopop=! = (A\121,. .., Anay) for
some (A1,...,An) € (C*)™ The group (@) is equal to 1~ o Gy o1 (cf. Definition 2.7).

Exercise 3.9. Show the analogue of Proposition 2.12 for formal diffeomorphisms. More
precisely, given ¢ € Diff (C™,0) prove that all elements of <¢5>Z commute with all elements
of (qbql)z and that mz is the group generated by <¢s)z and ((;5“,>Z.

Definition 3.33. Let G be a subgroup of Diff (C™,0). Since Gy, is an algebraic group of
matrices and in particular a Lie group, we can define the conected component Gy, o of the

identity in G. We also consider the set G}, of unipotent elements of Gy.
Definition 3.34. Let G be a subgroup of Dift (C™0). We define
Gy = {p € Diff (C",0) : i € Gip for all k € N}

and
G- = {p € Diff (C,0) : ¢4 € Gy for all k € N}.

The group 68 is the natural candidate to connected component of I'd of G°. Such a
component is an algebraic group in the linear case; the analogue in the pro-algebraic case
is the subject of next proposition. Moreover we will show that membership in 63 can be

checked out on the linear part.

Proposition 3.35. Let G be a subgroup oflgiﬁr (C™,0). Then Gy is a pro-algebraic sub-
group of Diff (C™,0) such that Gy ={p € G~ : 91 € G10}-
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Proof. Let I > k > 1. Since Gy is algebraic, m,(Gi) is algebraic by Proposition 2.14.
The dimension of G = m4(G)) is equal to the dimension of m1(Gio). Since Gy is
connected, m (G ) is connected and hence contained in G, 9. On top of that the algebraic
groups 7 x(Gro) and Gio have the same dimension and Gy is connected, we obtain
m.k(Gro) = Gio (we just proved that given a morphism a : H — H' of algebraic groups
then a(H)y = a(Hp), cf. [3, Chapter 1.1, Corollary 1,.4, p. 47]). In particular the
image by m; of a connected component of G; is a connected component of Gj. The
map 7 induces a map between connected components of G; and connected components
of Gy that is clearly surjective since 7 is surjective by Lemma 3.5. Let us show that
such correspondence is injective. Consider a connected component C of G; such that
m,5(C) = Gio. Then there exists A € C such that m ;(A) = Id. Thus A is unipotent by
Proposition 3.12 and it belongs to G by Exercise 2.10. Obviously we obtain C' = G .

The discussion above implies WZT;(G;C‘,O) = Gy and m(Gro) = G forall | > k > 1.
We deduce 6; ={peCG :p € Gi0}-

Since 58 = l'&lng Gy and m 1, 2 Gg — Gy is surjective for all [ > k > 1, the group
éé is pro-algebraic by Lemma 3.23. |

We prove next that 62 is a pro-algebraic group if G is solvable. The next lemma is

the analogue of Lemma 2.30 for groups of local diffeomorphisms.

Lemma 3.36. Let G be a subgroup oflji?f (C™,0). Then

e exp(tlogy) € G, for all o € G, and t € C.
« G = @z if G is unipotent.
e Suppose G is solvable. Then é;'j is a pro-algebraic normal subgroup 0f§z.

The three first items were proved in [13].

Proof. We have

((G) = max({¢y : ¢ € G}) = max{(Gy) = UG).

The first and third equalities are immediate. The second equality is a consequence of the

first item of Lemma 2.30.
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Given ¢ € G, the group (@) is contained in G~ and it is equal to {exp(tlog ) : t € C}
by Remark 3.30. Since tlog ¢ is nilpotent for ¢ € C, the elements of @z are contained in
éi by Proposition 3.17.

Suppose G is unipotent. Since {¢ : ¢ € G} is unipotent, its Zariski-closure G, is
unipotent for any £ € N by Lemma 2.30. Thus G = @Gk is unipotent by Proposition
3.12.

Suppose G is solvable. The set Gy, is an algebraic normal connected subgroup of
the solvable group Gy for any & € N by Lemma 2.30. We have ﬂ'lTkl(Gk,u) = Gy, for all
I > k > 1 by Proposition 3.12. Since m;1(G;) = G, by Lemma 3.21, hence 7, ;(G14) = Giu
for all I > k > 1. Therefore éi = l'&le,u is a pro-algebraic group by Lemma 3.23.

Moreover since Gy, is normal in Gy, for any k € N, the group éi is normal in G". |
Remark 3.37. Let G be a solvable subgroup of Diff(C",0). Since membership in ég and

G can be checked out in the first jet, these groups have finite codimension in G”. Indeed

the kernels of the natural maps

62 — G]/Gl)u and éz — G]/G])o
are equal to éz and @S respectively by Propositions 3.12 and 3.35. In particular G* /é;’;
is a finite group.

Proposition 3.38. Let ¢ € Diff (C",0). Consider m € Z\ {0} such that ¢™ € (9);.
Then we obtain <¢m>z = WS

Proof. We denote G = (¢). We have ¢ € G} for any k € N by definition of Go.
Proposition 2.24 implies ( Z")Z = Gy for any k € N. We obtain (¢m>z =Gy = @S by

construction of the pro-algebraic closure and definition of Gg. O

We keep reproducing parts of the theory of algebraic matrix groups for formal diffeo-

morphisms. Next we associate Lie algebras to pro-algebraic groups.
Definition 3.39. Let G be a subgroup of Diff (C™,0). We define the set
g={X € X(C",0): X € gy for all k € N}

where gy, is the Lie algebra of G,. We say that g is the Lie algebra of G-.
Suppose G is solvable, we define

gy = {X € X(C",0) : X, € gp, for all k € N}

where gy, is the Lie algebra of Gy,. We say that gy is the Lie algebra of éi
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Remark 3.40. There are several possible definitions of Lie algebra of [ Namely we can
proceed as in Definition 3.39 or we can consider {X € £(C",0) : exp(tX) € G ¥Vt € C}.

We show in next proposition that both choices are equivalent.

The Lie algebra of a pro-algebraic subgroup of Dift (C™,0) shares analogous properties

with the finite dimensional case.

Proposition 3.41 ([13, Proposition 2]|). Let G be a subgroup of ]ji?f((C",O). Then g
is equal to {X € X(C",0) : exp(tX) € G° ¥V t € C} and Gy is generated by the set
{exp(X) : X € g}. Moreover if G is unipotent then the map

exp:g— G
is a bijection and g is a Lie algebra of nilpotent formal vector fields.

Proof. The first statement is a consequence of the definition of Lie algebra of an algebraic
matrix group applied to Gy, for k € N.

Given the map m , : Gy — Gy for | > k > 1 we can consider the map (dm)rd : 91 — 9k
given by the differential of 7, at Id. It is the restriction to g; of the forgetful natural
map Lgy1 — Ly. The map (dm)1q satisfies (dmyp)ra(g1) C gg-

Let A € G;. The image of a small neighborhood U of A in G; is a manifold whose
dimension is the rank of (dm;)rq by the constant rank theorem (the rank of the maps
(dm 1) p for B € G is constant by the homogeneity of algebraic groups). We deduce that
Gy, is the union of countably closed (in the usual topology) sets contained in manifolds of
dimension rk((dm x)rq). Since Gy, is a smooth manifold of dimension dim(gy) we deduce
rk((dm k) 1a) = dim(gy). Otherwise we have rk((dm; ;)rq) < dim(gy) and Gy, is the union of
countably nowhere-dense closed sets; this contradicts the Baire category theorem. Since
(dmyk)ra(g) C gk and both complex vector spaces have the same dimension we obtain
(dm i) ra(81) = gk The last two paragraphs again describe a well-known fact about al-
gebraic groups: the surjectivity of the differential map at Id of a surjective morphism of
algebraic groups in characteristic 0 (cf. [3, Chapter I1.7, p. 105]).

Since g = {X € X£(C",0) : exp(tX) € G for all t € C}, the set {exp(X): X € g} is
contained in Gg. Let us show that Gp is generated by {exp(X) : X € g}. Let ¢ € Gg.
Then ¢ belongs to G1o and as a consequence ¢ is of the form exp(Y1) o...oexp(Y)
for some Y1,...,Y), in g1 by Proposition 2.22. Since all the maps (dm)rq : 91 — gr are
surjective for [ > k > 1, the natural projection lim g = g — g1 is surjective. Thus there
exists X; € g such that it induces the derivation Y; of m/m? for any 1 < j < p. The
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diffeomorphism

P :=exp(—Xp)o...exp(—X1)o¢
has identity linear part by construction. We are done since log belongs to g by Remark
3.30.

Suppose G is unipotent. Hence G is unipotent by Lemma 3.36. The Lie algebra g;
of the unipotent group G consists of nilpotent matrices. Since @gk = g we deduce that
all elements of g are nilpotent by Remark 3.16. The map exp : g — G is injective since
exp : £x(C",0) = ﬁfu((C",O) is injective (Proposition 3.17). Finally exp : g — G is is
surjective since log ¢ € g for any ¢ € G by Remark 3.30. O

Remark 3.42. The term “connected component of the identity of G*” for Gy is completely
justified. On the one hand éz/éé is a finite group by Remark 3.37. On the other hand
every element ¢ of éé is of the form exp(Xj) o ... o exp(Xy) where X1,..., X} € g by
Proposition 3.41. Hence exp(tXi)o...oexp(tX)) describes a path connecting the identity
with ¢ in Gg when ¢ varies in [0, 1].

Corollary 3.43. Let G be a solvable subgroup ofﬁ_i?f (C™,0). Then gy 1is a complex Lie
algebra of nilpotent formal vector fields such that

exp: gy = G,
is a bijection.

Proof. Denote H = éz. Then H is a solvable unipotent pro-algebraic group by Lemma
3.36. Since gy is the Lie algebra of H, the result is a consequence of Proposition 3.41. [

3.6 Normal forms

Let us present in the next sections some simple consequences of the previous constructions.
They are easily deduced from the Jordan-Chevalley decomposition and the properties of
pro-algebraic groups.

Let ¢ € Diff (C,0). We can obtain a weak formal normal form for ¢ by linearizing its
semisimple part. Next, we use this strategy to obtain the theorem of formal diagonalization

of local diffeomorphisms with almost no calculations.

Proposition 3.44. Let (A1,...,\,) € (C*)™. Then there exists a non-semisimple ¢ €
Diff (C",0) such that j'¢ = (Mx1,..., \nxn) if and only if there exists a multi-index
i€ (NU{0})™ such that |i| > 2 and X = \; for some 1 < j < n.
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Proof. We denote L(z1,...,2,) = (A\121, ..., \y@y). Let us show the necessary condition.
We have that for
¢i=Lo(x1,...,xj_1,2 + 25 xj41,. .., 20)

the right hand side is its Jordan-Chevally decomposition since the diffeomorphisms in the
right hand side commute. Hence ¢ is not semisimple.

Suppose there exists a non-semisimple ¢ € Dift (C™,0) with j'¢ = L. By Proposition
3.13 (and its proof) there exists ¢ € Diff (C™,0) such that jl¢» = Id and Yo ps0p~! = L.
We denote ¢, = 1) o ¢, 0 tp~1. The formal diffeomorphism

Ou(®1,. . p) = | 21+ Z all(t)alci7 e X F Z a;"(t)azrz
[i[>2 li[>2
is non-trivial and commutes with L. Hence we obtain A\ = A;j for any multi-index i such

that ai #0. |

Let us consider the case n = 1. Fix A € C*. Then any element ¢ of Diff (C,0) (or
Dift (C,0)) such that j'¢ = Az is formally linearizable if and only if \ is not a root of the

unit.

3.7 Transferring properties to infinitesimal generators

Let us show a well-known property of unipotent diffeomorphisms. The result can be easily
proved without considering pro-algebraic groups, but anyway the theory provides an easy
conceptual proof.

Lemma 3.45. Let ¢, € ]SRTU((C", 0). Then [log ¢,log®] = 0 if and only if ¢ commutes
with .

Proof. The definition of Lie bracket implies that [log ¢,log ] = 0 if and only if
exp(tlog ¢) o exp(slog¥) = exp(slog ) o exp(tlog @)

for all ¢t,s € C. This implies immediately the sufficient condition. Let us show the
necessary condition.

The centralizer Z(¢) = {n € Dift (C™,0) : Ypon = no)} is a pro-algebraic group
containing ¢ (cf. Remark 3.28). In particular it contains {¢) . Thus we obtain

1 o exp(tlog ¢) = exp(tlog ¢) o ¢

for any ¢ € C. We deduce exp(tlog¢) o exp(slog) = exp(slogt)) o exp(tlog ¢) for all
t,s € C analogously. Therefore [log ¢,log ] vanishes. O
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3.8 First integrals

Let us see how the theory of pro-algebraic groups can dramatically simplify some proofs

regarding invariance properties.

Proposition 3.46. Let us consider n elements f1,..., fn of the field of fractions of On.
Suppose dfy A ... Ndfy £ 0. Then the group

G = {¢ € Diff (C",0): fjop=f; for all 1 <j <n}
is finite.

Proof. The group G is pro-algebraic. This result is proved for fi,..., f, € O,, in Remark
3.28. The general case can be showed analogously.

Consider an element X = 7", a;0/0x; in the Lie algebra L(G) of G. By definition
we have

fioexp(tX)— f;

fijoexp(tX) = fjforallt e C = X(fj):%im0 . =0
—

for any 1 < j < n. The property X(f;) =0 for any 1 < j < n is equivalent to

oh  ONn ofi
Ox1 Ozro "' Ozn ai 0
Of Of Of>
dxy Oxro """ Oxp az _ 0
Ofn Ofn 9fn
oz Ozry " Ozp an 0

Since df; A ... Adf, #Z 0, the n X n matrix in the previous equation has a non-vanishing
determinant and then X = 0. Hence L(G) is trivial and ég is the trivial group by
Proposition 3.41. Since G/ég is finite by Remark 3.37, G is finite. d0
3.9 Finding invariant curves

Let us see that the Jordan-Chevalley decomposition can be used to find invariant curves
for a local diffeomorphism or one of its iterates.

Let us consider first an example. We define
o(z,y) = (iye™™, ize™).

Does ¢ have invariant curves? And what about ¢” where p € N7
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Let X = zy(zd/0x — yd/dy). Since
B(2,9) = (39, 2) o (™, ye~) = (w6, ye~) o (iy, iz),

we have ¢5(z,y) = (iy,iz) and ¢y (x,y) = (ze™,ye ) = exp(X). Consider p € N and a
germ of curve v at (0,0) such that ¢*(y) =~. Then G, = {¢) € Diff (C2,0) : (y) =~} is
a pro-algebraic group containing ¢”. Since ¢% o ¢4, is the Jordan-Chevalley decomposition
of ¢P, we obtain ¢%, ¢} € G, by Proposition 3.29. Remark 3.30 implies

(05 =(0u)” = {exp(tlog ¢y) : t € C:;

in particular ¢, € G, and v is an invariant curve of the formal vector field log ¢,,. Since
logé, = X and X(zy) = 0, we deduce that the axis are the unique curves that are
invariant by log ¢,,. Therefore both axis are 2-periodic and no other curve is invariant or
even periodic by ¢.

Let us show that the periods of periodic curves are uniformly bounded.

Proposition 3.47. Let ¢ € Diff (C™,0). There exists p € N such that ¢P(y) = for any
formal periodic curve vy. Moreover every formal periodic curve is invariant if ¢ € @g

Proof. Let p € N such that ¢P € <(Z>)(Z) Given a formal periodic curve = consider the
pro-algebraic group G, = {n € Diff (C™,0) : n(y) = v}. There exists ¢ € N such that
¢P4 € G. In particular we obtain (o7 G,. Since (gp0y” = @S by Proposition 3.38,
we deduce ¢ € G,,. |

4 Derived series

Solvable subgroups of Diff (C", 0) provide geometrical actions on a neighborhood of a point
by solvable groups. A natural question is how the dimension n restricts the complexity of
such actions. A simpler problem is studying wether or not the derived lengths of solvable
subgroups of Diff (C™,0) is bounded by a function of n and if that is the case then finding
the sharpest upper l)oound. Since a pro-algebraic group G of Diff (C™,0) and its pro-

algebraic closure 6(0

7(()0) can be understood in terms of its Lie algebra, it is natural to consider this problem

have the same derived length by Lemma 3.36 and the properties of

in the context of pro-algebraic groups.
We will see later on that the derived group of a pro-algebraic subgroup of Diff (€™,0)
is not necessarily pro-algebraic (section 5). We need to define the analogue of the derived

group in the context of pro-algebraic groups.
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Definition 4.1 ([13]). Let G be a subgroup of Diff (C™,0). By induction we define the
j-closed derived group G of G as the closure in the Krull topology of [é<]71),é<]71)] for

any j € N.

Let us provide an alternate definition of the closed derived group. A pro-algebraic
subgroup G of Dift (C™,0) is a projective limit LmkeN Gy, of algebraic groups and hence it
makes sense to consider the projective limit MkeN G;cl) of the derived groups. Such group

is indeed the closed derived group of G.

Proposition 4.2. Let G be a subgroup of]ji?f (C™,0). Then é(j) is a pro-algebraic group
for any j € NU{0}. More precisely {¢y : Lp € G(])} is the algebraic matriz group Gm for
all j e NU{0} and k € N and we have el = lim G(]) for any j € NU{0}.

Proof. The derived group of a linear algebraic group is algebraic (cf. [3, 2.3, p. 58]). As
a consequence G,(Cj ) is algebraic for all j € NU{0} and k € N.

We define GY) = {¢ € Diff (C™",0): ¢ € G,(Cj) for all k € N}. Since m,(G;) = Gi, we
obtain m,k(ng)) = G](j) for all [ > k > 1 and j > 0. The group G is pro-algebraic for
any j > 0 by Lemma 3.23.

The remainder of the proof is devoted to show ¥ = G for any j > 0. It suffices to
prove the result for j = 1. The inclusion Y ¢ GO is clear.

Let ¢ € GY. Fix k € N. Then ¢k is a product of commutators of elements of
G. Since l'&n]_EN G; — G}, is surjective by Corollary 3.25, we obtain that there exists
n(k) € (G*)Y such that (n(k))x = pr. Therefore ¢ is the limit in the Krull topology of
the sequence (17(k))g>1. We are done since the Krull closure of (G*)(") is equal to a by
definition. d0

The next lemma provides the analogue of the derived series for pro-algebraic groups.

Lemma 4.3. Let G be a subgroup of]ji?f (C™,0). Then é(j) is the closure in the Krull
topology of the j-derived group of é(o) for any 7 € N. Moreover, the series ...<lé(m) <

..<G ! <1é(0) is normal.

Proof. Since the derived series of a group is normal and G L G(] ) by Proposition
4.2, the series ... < @™ 4. 4G 4G is normal. Analogously as in Proposition 4.2
we can show that G is contained in the closure of (G*)Y in the Krull topology. Since
(GHY) ¢ é(j), we deduce that G is the closure of (G*)) in the Krull topology. O

232



ALGEBRAIC PROPERTIES OF GROUPS OF COMPLEX ANALYTIC LOCAL DIFFEOMORPHISMS / JAVIER RIBON

Remark 4.4. The previous results justify the definition of @(j). On the one hand @(j) =
{Id} is equivalent to GV) = {Id} by Lemmas 3.36 and 4.3. On the other hand the group
E(j) is more compatible with the pro-algebraic nature of G~ than (@Z)(j ) by Proposition
4.2.

Let G be a pro-algebraic subgroup of Dift (C™,0). Suppose that G is connected, i.e.
G = @3. We want to obtain the Lie algebras of the closed derived groups of G. In order

to complete this task we introduce some definitions for Lie algebras of formal vector fields.

Definition 4.5. The derived Lie algebra g(!) (or [g,g]) of a complex Lie algebra g is the
complex Lie algebra generated by the Lie brackets of elements of g. The derived series of
g is defined by setting g(® := g and g@) := [gU~1) gU=Y)] for 5 > 0.

Let us introduce the closed derived series of a Lie algebra.

Definition 4.6 ([13]). Let g be a Lie subalgebra of £(C" 0). We denote by g® the
closure of g in the Krull topology. We define the j-closed derived Lie algebra ﬁ(j ) of g as
the closure in the Krull topology of [ﬁ(j‘l).,ﬁ(j_l)] for any j € N.

In next proposition we describe the closed derives series of a Lie algebra g of a pro-
algebraic group G in terms of the closed derived series of G. Moreover we interprete the

closed derived series of g as a “projective limit” of derived series.

Proposition 4.7. Let G be a subgroup ofﬁf (C",0) such that G* = Gg. Let g be the Lie
algebra of G°. Then ﬁ(j) is the Lie algebra of 60) and é(j) coincides with its connected
component of Id for any j € N. Moreover we have ﬁ(j) = @keN g}cj) for any j € NU{0},
where gy, is the Lie algebra of Gy, for any k € N.

Proof. Since we work in characteristic 0 and Gy, is a connected algebraic group by definition
of @S, we have that ggj ) is the Lie algebra of the connected algebraic group G,(Cj ) for every
j € N [3, Proposition 7.8, p. 108].

The Lie algebra

) = {X € X(C",0): X} € g;cj) for all k € N}
is the Lie algebra of 60) since
¥ = {pe Diff (C™,0) : ¢ € G§j) for all k € N}

by Proposition 4.2. It suffices to prove ﬁ(j) = g9 for every j € NU {0}. The property
§9) < g\ is obvious for every j € NU {0}. Let us show the other inclusions.
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Consider the homomorphism (dmy41,%)1d : 9k+1 — g defined in the proof of Proposi-
tion 3.41. Since (dmk41.%)1d(8k+1) = 9k for every k € N, the natural projection limg; — gk
is surjective for any k£ € N. Analogously as in the proof of Proposition 4.2 given any
X € §9 and k € N there exists X (k) € g such that X (k) = X;. Hence X is the limit
of the sequence (X (k))rey and by definition X belongs to g¥). We obtain §¢) c ) and
then §@) =g\ for any j > 0. O

Given a connected Lie group G with Lie algebra g, the Lie algebra of G() is the derived
Lie algebra g(Y). Proposition 4.7 is an analogue of such result adapted to the context of
connected pro-algebraic groups.

The next lemma is the analogue of Lemma 4.3 for Lie algebras.

Lemma 4.8. Let G be a solvable subgroup of]ji?f (C™,0). Let g be the Lie algebra of G .
Then ﬁ(j) is the closure in the Krull topology of ¢@) for any j € N. Moreover we have
@*ﬁ(j) = g(j) for all p € ey and j € N. The series

g™ agWag® =4
is normal.

Proof. Since @gl — g; is surjective for any j € N, g9 is contained in the closure in
the Krull topology of g/) for any j € N. Since g&) ¢ §¥) and ﬁ(j) is closed in the Krull
topology, we deduce that §<j ) is the closure of g9 in the Krull topology for any j > 0.
The property p.g = g for any ¢ € G" is a consequence of g being the Lie algebra
of G°. Since the Lie subalgebras of the derived series of g are characteristic, we obtain
cp*g(j) = gm for all ¢ € G” and j > 0. We get gp*ﬁm = §(j) for all ¢ € G and j > 0 by
taking the Krull closures.
)

Since ﬁ(j ) = @kel\! gy’ for any j > 0 and the derived series are normal, the series
ag™a. . ag®Pag® =4
is normal. O

The next proposition establishes that the derived length of a connected subgroup of
Diff (C™,0) and its Lie algebra coincide.

Proposition 4.9. Let G be a solvable subgroup of]ji?f (C",0) such that G° = G. Then
the derived lengths of G and g coincide.
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Proof. Fix j > 0. We have GU) = {Id} if and only if (G( ))(j) by Lemma 3.36. Since the
closure of (6(0))< 7) in the Krull topology is equal to G(]) by Lemma 4.3, we obtain G) =

{Id} if and only if [ex = {Id}. The Lie algebra of a9 s equal to §9) by Proposition 4.7;
moreover exp(g Y )) generates G( ) since this group coincides with is connected component
of Id (Proposition 4.7) and Proposition 3.41. Clearly g9 = {Id} if and only if §¥) = 0.
Moreover g( 9 =0 if and only if ﬁ(j ) = 0 since ﬁ(j ) = 0 is the closure in the Krull topology
of g¥) by Lemma 4.8. We deduce G = {Id} if and only g\¥) = 0 for any j > 0. O

This text is intended to be elementary and we will not provide the details of the calcu-
lations of sharp upper bounds of the derived length of solvable subgroups of Diff (C", 0).

Anyway the previous ideas can be used to show the following results.

Theorem 4.10 ([13]). Let G be a solvable subgroup Of]SET (C",0) such that Gy = G .
Then £(G) < 2n. Moreover there exists a subgroup H of Diff (C",0) such that Hy = H
and ((H) = 2n.

Theorem 4.11 ([13]). Let G be a unipotent solvable subgroup ofﬁf (C",0). Then we
have €(G) < 2n — 1. Moreover there exists a unipotent subgroup H of Diff (C™,0) such
that ¢(H) = 2n — 1.

The next theorem is classical. As a generalization we can calculate sharpest upper
bounds of the derived length of solvable subgroups of Diff (C™,0) for n <5.

Theorem 4.12 (cf. [11], [9, Theorem 6.10, p. 85]). Let G be a solvable subgroup of
Diff (C,0). Then £(G) < 2. Moreover there exists a subgroup H of Diff (C,0) such that
U(H)=2.

Theorem 4.13 ([21]). Fiz2 <n <5. Let G be a solvable subgroup of Diff (C™,0) . Then
U(G) < 2n+1. Moreover there exists a subgroup H of Diff (C*,0) such that £(H) = 2n+1.
5 Pro-algebraic groups in dimension 1

The theory of pro-algebraic groups is powerful but so far we exhibited just a few examples
of pro-algebraic groups. The situation is very simple in dimension 1 where pro-algebraic
groups can be characterized. We classify all pro-algebraic subgroups of Diff (C,0) in this

section.
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We denote by Ty the centralizer of pz in Dift (C,0) where p is a primitive d-root of

the unit. An element ¢ of T} is of the form

o(z) =z + Z Apzldtt
k=1

where A € C* and A\ € C for any k > 2.

Definition 5.1. Consider a formal vector field X = z;o:p aj+1zj+1% € %(C, 0) such that
ap+1 # 0. We define ord(X) = p.

Remark 5.2. Given X,Y € X(C,0) we have
ord[X,Y] = ord(X) + ord(Y)
if ord(X) # ord(Y).

Theorem 5.3. Let G be a pro-algebraic subgroup of Iji\ﬁ'((C,O). Then up to a formal

conjugacy G is of one of the forms:
e G={)\z: )€ H} where H is an algebraic subgroup of C*.

. G:{(Akz)oexp(t%%) :keZ,te(C} where p > 1, W =1 and A € C.

e G = {()\z) o exp (tzp‘*'l%) :X€EH,t€C} where p > 1 and H is an algebraic sub-
group of C*.

o G C Ty for some d > 1, there exists ko > 0 such that {¢ryq : ¢ € G} is algebraic and
G = {¢ S Td : ¢k0d S Gkgd}'

The three first possibilities correspond to solvable pro-algebraic groups. Notice that in
the last possibility the subgroup {¢ € Ty : j*0%¢ = Id} is contained in G. If d = 1 then G
contains all the elements of Diff (C,0) whose order of contact with the identity is higher
than ko.

Proof. Since G is pro-algebraic, the group j!G is algebraic and then either a finite cyclic
group or equal to {Az : A € C*}. Suppose that G is solvable. The classification of solvable
subgroups of Diff (C,0) (cf. [11], [9, section 6Bs, p. 89]) implies that G is of one of the
forms describe in the first three items.

Suppose G is non-solvable. The set G, is a pro-algebraic group since it is the inter-
section of the pro-algebraic groups G and Dift 1(C,0) (Remark 3.27). The Lie algebra gn

236



ALGEBRAIC PROPERTIES OF GROUPS OF COMPLEX ANALYTIC LOCAL DIFFEOMORPHISMS / JAVIER RIBON

of G, consists of formal vector fields with vanishing linear part and is closed in the Krull
topology by Corollary 3.43. We denote K(G) = {ord(X) : X € gy} and d = ged(K(QG)).
The formal centralizer of G is a cyclic group of cardinal d by a theorem of Loray [12].
Up to a formal change of coordinates we can suppose that the centralizer of G is equal to
(e*™/42) and then G C Ty. The set K(G) satisfies k1 + ky € K(G) for all ki, ke € K(G)
such that k1 # ko by Remark 5.2. Hence it is simple to see that K(G) contains all the
natural numbers of the form kd for some ky € N and any k > ko. Since gy is closed in
kod+15(24) 2 Thus G
contains all formal diffeomorphisms of the form z + z%0%+1g(2¢). The group {Prod : ¢ € G}

the Krull topology, it contains all formal vector fields of the form z

is algebraic by Proposition 3.26. The inclusion G C {¢ € Ty : ¢rga € Grod} is clear. Let
us show the reverse inclusion. Given an element ¢ € Ty such that ¢ q € G,a there exists
n € G such that Ng,q = dr,a since G is pro-algebraic. The formal diffeomorphism 771 o ¢
is of the form z + 2%0915(2?) and hence it belongs to G. Since 7 belongs to G, ¢ belongs

to G. |

The pro-algebraic solvable subgroups of Diff (C,0) have the finite determination prop-
erty and their dimension is 0, 1 or 2. On the other hand up to ramification a non-solvable
pro-algebraic subgroup of Diff (C,0) has finite codimension. More precisely G has finite
codimension in Ty for some d € N.

The derived group of a pro-algebraic subgroup of Diff (C™,0)

is not necessarily pro-algebraic

We justified that the closed derived series of a pro-algebraic group is the right concept
instead of the derived series in section 4. But a priori these series could be the same,
making the introduction of the closed derived series redundant. We show in this section
that in general the series are different.

The closed derived series and the derived series coincide for any pro-algebraic group if
and only if the derived group of a pro-algebraic group is always pro-algebraic. We exhibit
in this section an example of a pro-algebraic subgroup G of Diff (C3,0) whose derived
group is not pro-algebraic.

Consider

0 0 0
—r— Y =y — 7 =a—.
xay, yé)z and xaz

We have [X,Y] =Z, [X,Z] =0and [Y, Z] = 0.

X Y
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Let us consider sequences (X, )n>1 and (Y )n>1 of vector fields defined in a neighbor-
hood of 0 in C? such that X; = P;X, Y; = Q;Y where P;,Q; € C{z} for any j € N.
Moreover we suppose that the multiplicity of P; and @; at 0 tend to co when j — co. We

also want to guarantee the independence condition

3 NkPiQu=0 = Ajx=0 forall j,k>0 ©)
1<),k
where the left hand side is a linear combination with complex coefficients. The expression

Zlgj,k ;.1 P; Q) makes sense since P;Qy, tends to 0 in the Krull topology when j+k — oo.

Lemma 5.4. There exists a choice of homogeneous polynomials (P;)j>1 and (Qj)j>1 such
that limj_yoo Pj = 0 = limj_yoo Q; in the Krull topology and deg(P;Qy) # deg(PyQur) if
(4, k) # (§', k). In particular the independence condition (9) holds.

Proof. We define P = x and @ = x. Let us define P; = 2% and Q; = zb for cer-
tain sequences (a;)j>1 and (b;);>1 of natural numbers. Suppose that we already defined
P1,Q1,...,P;,Q; for j > 1. We define

aj+1 = max deg(PQ;) and then bjy = deg(PpQ).
1<k,I<)

max
1<k<GH1, 1<I<5

Notice that (a;j);>1 and (b;);>1 are strictly increasing.
We claim that deg(P;jQr) # deg(Py Q) if (4, k) # (4, k"). We define

¢jr = (max{2j — 1,2k}, min{2j — 1, 2k}) for j,k € N.

Notice that (j,k) # (j/,k') implies ¢ # cj . Moreover if ¢ < ¢jp in the lexico-
graphical order then we obtain deg(P;Q) < deg(PjQp) by our choice of (a;);>1 and
(bj)j>1-

The equation 215 ik AjxPjQr = 0 implies \;; = 0 for all j, k& > 1 since all monomials
P;Qy, with j,k > 1 have different degrees. |

Definition 5.5. We denote lim*

n—00

W,, = W if the sequence (W), >1 converges to W in
the Krull topology.

Consider the sets g, C i‘N((C:;, 0) defined by

o oo
g={X¢€ %N(C?’,O) of the form Z)\ij + Z;LkYk + Z Vit [ Xm, Y1}
j=1 k=1 m,l>1
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and

h={Xe€ Z%N(C3,O) : X is of the form Z Y[ X, Y1}
m,l>1

where A;, p1; and 7, ; are complex numbers.

Lemma 5.6. g is a step-2 nilpotent complex Lie algebra. Moreover § is an ideal of g
contained in the center of g such that gV C § and Y is the closure of gV in the Krull
topology.

Proof. Let Wi, Wy € g. We have

Wn = Z )\J,nX] + Z Nk:,nyk + Z 'Ym,l,n[va YH

Jj=1 k=1 m,l>1
for n € {1,2}. The vector field
(W1, Wal = > (Ajpna — Aj2in) (X5, Y]
Jk>1

belongs to g. The previous formula implies [Ws, [W1, Wa]] = 0 for all Wy, Wa, W3 € g, the
inclusion of h in the center of g and g ) ¢ h. The Lie algebra g is step-2 nilpotent since
gW) is contained in the center of g.

Let us prove that b is closed in the Krull topology. It suffices to show that given a

Wy = Z ’Ym,l.an(m)Ql(x)l‘a*

m,i>1

sequence

in g such that hmn oo Wi = W then the W belongs to . Since the degrees of the
monomials P, (z)Q;(x) are pairwise different, there exists a unique sequence (Ypm1)m,i>1
such that Zml>l Y i Pm (2)Q(x)x converges to >, i1 Ym, i Prm(2)Q(x)z in the Krull
topology when n — o0o. The vector field W = 3, 1~y ¥, 1 Pm(2)Qi(2)20/0z belongs to b.
Notice that [X,,, Y;] belongs to g for all m, 1 > 1. Given an element Zm,l>1 Y i [Xm, Y]
of b the elements Y, ;1. Ym,i[Xm, Y] belong to g™ and converge to > vm,l[E(,,l, V)] when
k — 00. We deduce that b is contained in the closure of g») in the Krull topology. Since
g C  and b is closed, b is the closure of g1, |

Lemma 5.7. The complex Lie algebra g is closed in the Krull topology.
Proof. 1t suffices to show that given a sequence

Wy = Z/\J,HP +Zliank + Z Vmtn P (%) Qy (2 )z%

m,l>1
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in g such that lim* , W, = W then W belongs to g. Since lim* ,  W,(y) = W(y)
and (deg(Pj))j>1 is strictly increasing, there exists a unique sequence (Aj);>1 such that
limy, o Z] 1 AinPi(x) = Z?il AjPj(z). We obtain W(y) = Z;il AjP;j(z)x.  Analo-

Wn(z) _ W (2)
Toy T oy

gously, by noticing hmn o , we deduce the existence of a unique sequence

(k) k>1 such that
nlgg() Z Wi Qe (z Z Q. (x Uaz

The previous discussion implies that the series Z 151 Ymn P (2)Qi(7)x converges in
the Krull topology when n — oo. Since b is closed in the Krull topology by Lemma 5.6,
there exists a unique sequence (Y, i)m,>1 such that Zm 11 Ymiln P, (2)Qi(z)x converges
t0 32, 151 Ym,iPm(2)Qi(2)z in the Krull topology when n — co. The vector field

W = Z/\ Pj(x 1—+Zquk DY %n‘,sz(:v)Qz(fﬂ)wa3

m,l>1

belongs to g. |

Proposition 5.8. The set G := exp(g) is a pro-algebraic unipotent subgroup ofljii\f (C3,0)

consisting of tangent to the identity elements.

Proof. Every element of g has order of contact at least 2 with 0 and then every element
of GG is tangent to the identity.

Since the Lie algebra g is step-2 nilpotent, it can be proved that G is a group by
Baker-Campbell-Hausdorff formula. It is very easy to calculate exp(W) for W € g since
W(z) =0, W2(y) = 0 and W3(z) = 0. It can be checked out that G is given by algebraic
equations in every space of jets and hence {¢) : ¢ € G} is an algebraic group for any
k € N. Moreover since g is closed in the Krull topology by Lemma 5.7, G is closed in the
Krull topology. As a consequence G is pro-algebraic by Proposition 3.26. |

Our goal is proving that GW is not a pro-algebraic group. In order to accomplish such
a task let us describe log(G(1)).

Proposition 5.9. The set log(G(l)) is equal to the Lie algebra gV, Moreover g(l) coin-
cides with the set of formal vector fields of the form

logd=> > NjrXj, Y Yl (10)
k=1

r=1 j=1

where s > 0 and \j,, g, € C for all j,k>1 and 1 <r < s.
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Proof. Consider elements

¢r = exp Z )\J,,‘XJ + Z Hk-,ryk + Z "Ym,l,r[Xnu YYI]

Jj=1 k=1 m,l>1

of G for r € {1,2}. Since g" is contained in the center of g we obtain
[ee) o0
log[¢1, ¢o] = Z/\j1X37zuk2Yk D X2 X5, >k Yal- (11)
j=1 k=1

Then every commutator of elements of G is of the form (10). Since g™V is contained in

the center of g, we obtain

log([¢1,¢1] 0. 0 [ba, 1)) = > log ([, ¥r]) (12)

r=1

for all ¢y, 11, ..., ds, s € G. In particular every element of log(G()) is of the form (10).

Every element ¢ of the form (10) with s = 1 can be obtained by considering Aj» = 0
for all 7 > 1 in Equation (11). We get a general element of the form (10) by applying
Equation (12). O

The next step is showing that g(») is not closed in the Krull topology.

Proposition 5.10. The element > ;2,[X;, Y]] belongs to the closure of o in the Krull
topology but it does not belong to g™,

Proof. Suppose that we have

DXV =D D N XG> Vil (13)
h=1

=1 r=1 j=1

We denote A, = Z]Oil N Xj and By = Y72 pk Y.

We can suppose up to multiply A, and B, by complex numbers that Ay, € {0,1} for
any 1 < r < s. The independence condition (9) implies [Xth:l B,] = [X1,Y1] and
then Z/\wzl B, =Y;. Consider 1 < rg < s such that A,, = 1. By replacing B,, with
Y1 — 35, =1, rgro Br in Equation (13) we obtain

[e o)
SNXuvl= > (A= Ay, B+ Ay, - Xi Y+ Y [A Bl
=2 A1r=1, r#ro A1,r=0
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Hence >;2,[X;, Y]] is of the form

Sy = eyl + Y16, Dy
1=2 r=2

where C, = Z;iz )‘;‘,rXJ' and Dy = Y07 pif, Yy, for all 1 <r <'s. We define D; = Y;. We
can suppose (i1, € {0,1} for any 2 <r <'s. We get Zu’l —1 Cr = 0 by the independence

condition. We obtain

oo
Nixuvl= Y [C.D, -]+ Y (G, D). (14)
=2 =1, 12 =0

All the coefficients of X7 in C, vanish for 1 < r < s. Moreover the coefficient of Y7 in
D, —-Y,is0if u’l‘, =1 and r > 2 whereas the coefficient of Y7 in D, vanishes if u’u =0.
The right hand Side of Equation (14) has s — 1 terms whereas the right hand Side of
Equation (13) had s terms. By repeating this process a finite number of times we deduce
that there exists lo € N such that >, [X;, Y]] = 0. This contradicts the independence
condition. In particular we deduce that 2, [X;, Y]] is not of the form (13) and hence it
does not belong to g™).

On the other hand it is clear that Z{Zl[Xl,Yl] belongs to gt) for any j > 1. Since
S XLy = lim;?_>OO Z{zl[Xl, Y}], the vector field Y ;°;[X;, Y]] belongs to the closure of
g in the Krull topology. |

Proposition 5.11. The group G is not pro-algebraic.

Proof. Tt suffices to show that G!) is not closed in the Krull topology. We are done since
GM = exp(gM) and gV is not closed in the Krull topology by Proposition 5.10. O
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