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l.—~Indicamos aqui brevemente una forma de exponer las cita-
das cuestiones cuando sea necesario anticiparlas a la férmula de
Taylor.

Supongamos que y — f(x) es una funcién derivable dos veces
en un entorno de x,. La funcién

A(x):f(x) ﬁV[(xu)ff’(x”) (.X x“)

mide la diferencia de ordenadas de la curva y de su tangente en el
punto [x,, f(x,)] para el valor x de la variable. Segun sea positivo
o negativo A (x), la curva se encontrara en x encima o debajo de
esa tangente. Segqun el teorema de los acrecentamientos finitos s
tendra para los valores de x de un cierto entorno de x,

Alx) = (x—x) [['(x) — Flx) ]

(X'E:X“) (.X'1 - XH) [,/(x;’)

1

siendo x; ¢ Int. xoc; xoe Int. xoxy C Int. xex, ')

Si fuera {”(x,) = 0, y ademas existiera en cierto entorno de x,
la tercera derivada, tendriamos por el teorema de los acrecentamien-
tos finitos

Pl = (xo—x) (2,

1) Into ab = intervalo cuyos extremos son a y b, x ¢ Int. ab, significa que <
namero x estd contenido en el intervalo ab. Int. ab < Int. c¢d quiere decir que el
intervalo ab esta contenido en el intervalo cd.
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y por tanto
Alx) = (x—x0) (x0—x0) (2o x0) [7(x2)

siendo x, ¢ Int. x.x., C Int. x,x.

Si supusiéramos ahora que f"{x.) = "’ (x.) == 0, y que existie-
ra la cuarta derivada en un entorno de x,, resultaria del teorema de
los acrecentamientos finitos

[‘W,(X,;) = (x:;*xn) [c(4)(x4)
Y Alx) = (x — xu) (x) —- xy) (xz *’*xu) (x:—— x4) lr(“(xA)

siendo x, ¢ Int. x.x, C Int. x,x.

Y en general, se demostrara por induccién completa que si en un
entorno de X, existen las n primeras derivadas (n = 2), siendo
[ (x,) —o para 2= p =n--1, se tendra

Alx) = (x x) (xr—x) ... (x

n- 1 n

perteneciendo X,, X,, ... X al intervalo x,x.

2.—Signo de la funcién A (x). — Las diferencias (xi—f—x,)
{i=1,2,....,n-—1) tienen evidentemente el mismo signo que
(x —x,). luego el producto (x —=x) (xi—x) ... (x  --x))

serd positivo o negativo seglin que n sea por o impar, y establecere-
mos la siguiente proposicién: si [(x) admite las n primeras deriva-
das (n = 2) en un entorno de x,, siendo ademas [ (x,) = 0 para
2=p =n- 1, se tiene

SgA(x) :ng(ll)(x )' 2)

1

para valores pares de n, y

sg A(x) ==sg (x —x.) . sgf(’l’(xll),

para los valores impares de n, siendo x un punto del intervalo x.x.
i

“) sg A - signo del numero real A.
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3.—Concavidad y puntos de inflexién. — Sin entrar en los de-
talles de la sencilla interpretacién geométrica diremos que la curva dc
ecuacién y — [(x), en que f{x) es continua, piesenta para x == x, su
concavidad hacia arriba o hacia abajo, si en un entorno de x,, excep-
tuado este punto, A {x) es una funcion positiva o negativa, respecti-
vamente. Si /\(x) tiene un signo para x < x, y otro para x > X,
en un entorno de x,, diremos que en x, la curva posee un punto de
inflexion.

De estas definiciones y de la proposicion demcstrada en el N. 2
resulta el teorema siguiente:

Si f(x) admite en un entorno de x, derivadas continuas hasta
un orden no menor de dos, y la derivada de menor orden, entre aque-
l’as de orden no menor de 2, que no se anula en x,, es de orden par.
la curva y = [(x) presenta en x, su concavidad hacia arriba, si dicha
derivada es positiva, y hacia abajo si es negativa.

En cambio, si la primera derivada de orden no menor que 2 que
no se anula en x, es de orden impar, la curva presenta en x, un punto
de inflexion.

En efecte, si en primer término admitimcs que [ (x,) -4 0,
siendo p entero positivo, y ademas es ["(x,) == O para2 =n < 2p
se tendréd segun lo antes demostrado

s A (x) = sg [ (x, ),

)

y puesto que [(*")(x) es continua, habra un entorno de x, en que

f) (x) tiene el signo de f*(x,), y por consiguiente, para x en esc

entorno, en cuyo caso x_ también se encontrara en él, se tendra
2p

sg A (x) =sg ™ (x,),

de donde se deduce, con arreglo a las definiciones arriba dadas, la
primera parte del teorema.

Si ahora suponemos que [GP-+U(x,) 0, para p entero po-
sitivo, y ademaés, para cada entero n tal que 2= n < 2p 1 es
Fi (x,) = 0, se tendra

sg Ax) =sg (x—x) - sgfeti(x, ),
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y por la continuidad de [®*r+?(x), se tendra en un entorno de x.
sg A (x) =sg (x—x,) . sgfer+1(x,).

Ahora bien, el signo de f®+" (x,) es constante, mientras que
(x-—x,) es positivo o negativo, segiin que sea X > x, 0 x < X
Resulta entonces que el signo de A (x) es uno para x < x, y otrd
para x > x,, en un cierto entorno de x,, lo cual demuestra que en x,
hay un punto de inflexién.

4.—Maximos y minimos. — Introduciendo la nocién de maxi-
mos y minimos de la manera ordinaria, una vez demostrado que es
necesario que sea f(x,) =— o para que en x, haya maximo o mini-
mo, es facil probar que, si esa condicién se cumple, es suficientz
para que haya maximo en x,, que en este punto la curva presente su
concavidad hacia abajo, y para que haya minimo, que presente su
concavidad hacia arriba.

El teorema del N. 3 proporciona inmediatamente la manera de
determinar los puntos de inflexién y de determinar el sentido de la
concavidad en los demas puntos. En particular, en aquellos puntos
en que la primera derivada se anula, la aplicacion del teorema pey-
mitird averiguar si existen maximos, minimos o puntos de inflexion.
Los criterios que asi resultan son los bien conocidos.

José TOLA PASQUEL.



