La filosofia del siglo XX:

balance y perspecifias

Capitulo 46

QI8
Ry \
Emé« Pontificia Universidad Catdlica del Perti | Fondo Editorial 2000

oo




© Fondo Editorial de la Pontificia Universidad Catdélica del Peru
Ay. Universitaria cuadra 18, San Miguel, Lima-Perd

Telf. 460-0872 - 460-2291 - 460-2870 anexos 220 y 356

Cuidado de la edicién: Rocio Reategui

Diseno de cubierta: Gisella Scheuch

La filosofia del siglo XX: balance y perspectivas
Prohibida la reproduccién de este libro por cualquier medio,
total o parcialmente, sin permiso expreso de los editores.

Derechos resevados

Impreso en el Peru - Printed in Peru
Primera edicién: julio del 2000
ISBN 9972-42-354-9

Depésito Legal: 1501052000-2618



La negacion, la verdad
y la inconsistencia

Oscar Masaveu
Potomac State College of West Virginia University, Estados Undidos

Presentaremos una légica de primer orden de corte paraconsistente S. La 16-
gica posee mucha de la versatilidad de la légica cldsica, pero ademds posee una
serie de propiedades interesantes. La l6gica no es finitamente trivializable por
conjuntos de formulas que no contienen al simbolo de falsedad L. El sistema inclu-
ye una negacién débil y en ella se puede definir una negacién fuerte en el sentido
de da Costa. Mediante un estudio de las relaciones existentes entre las dos nega-
ciones se puede plantear y estudiar una serie de interrogantes filos6ficas muy im-
portantes. Las propiedades de la logica misma ofrecen la posibilidad de estudiar
mas a.fondo problemas relacionados con los fundamentos de las matematicas tales
como el concepto intuitivo de conjunto.

Légicas paraconsistentes han sido estudiadas desde 1948 cuando Jaskowski,
atendiendo a una sugerencia de Lukasiewicz, inici6 su estudio con el trabajo [4].
Independientemente da Costa inicia a partir de 1954 un estudio que lo conduce a
construir varios sistemas para consistentes. Una resefna histérica de los inicios del
estudio de la paraconsitencia puede ser encontrado en [1]. Mir6 Quesada [5] creé
el término légica paraconsistente para denotar a un sistema que puede ser la base
légica para teorias inconsistentes pero no triviales.

En [6] detallamos como los sistemas C_, 0 <n < w de da Costa [3] y los B, 0
< n < o de Bunder [2] motivaron el desarrollo del sistema légico paraconsistente
que llamamos P. El presente trabajo describe una de las direcciones en que he-
mos continuado el estudio iniciado [6]. También hemos extendido los resultados
de [6] en la direccién de la l6gica modal; los detalles serdan presentados en un
préximo trabajo. -

En el presente trabajo adoptaremos una posicién filoséfica que muchos descri-
ben como un realismo platénico. Para nosotros entonces, los objetos matematicos
existen y se pueden percibir con la razén. Los conjuntos son algunos de los objetos
matematicos més importantes. Debido a las conocidas contradicciones a las que con-
duce la llamada Teoria Intuitiva de Conjuntos, se han propuesto varias teorias
axiomaticas de conjuntos como alternativas. Todas ellas limitan el alcance del con-
cepto de conjunto y no todas lo hacen de la misma forma. Una de las motivaciones
para el presente trabajo es la busqueda de un sistema légico paraconsistente que
pueda servir de base para estudiar al concepto intuitivo de conjunto. Tal sistema
deberé ser lo suficientemente fuerte para permitir el desarrollo de las:construccio-
nes matematicas usuales. El sistema deberd ser paraconsistente para permitir el
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estudio de conjuntos intuitivos aun en la presencia de contradicciones sin que por
ellas la teoria subyacente se trivialice. De esta forma se podria escoger entre las
diversas teorias axiomaticas de conjuntos a la que mejor describa a los conjuntos
intuitivos. Incluso se podria formular teorias alternativas nuevas. Podria tam-
bién estudiarse preguntas fundamentales sobre la naturaleza de los conjuntos.
Por ejemplo, si la Hipétesis del Continuo es valida o no. Creemos que el sistema S
que presentamos es un buen punto de partida para la obtencion del sistema légico
buscado.

Recordemos que es posible axiomatizar a la teoria de conjuntos Goéedel-
Bernays usando un namero finito de axiomas. Nuestra segunda motivacién tam-
bién se relaciona con la teoria de conjuntos. Propiamente, estd relacionada con el
Teorema de Incompletitud de Godel. Dada una teoria, para que sea véalido dicho
teorema es necesario que la teoria cumpla una serie de requisitos que abarcan des-
de su poder expresivo hasta la naturaleza de sus axiomas y sus reglas de inferen-
cia. A lo que a veces se le da poca importancia es que también existen exigencias
sobre el sistema légico subyacente. Ahora bien, si el sistema l6gico subyacente fue-
ra paraconsistente estariamos interesados en el Teorema de Incompletitud de
Godel, pero en la versién cuya conclusién seria que la no-trivialidad de la teoria
no se podria demostrar dentro de la misma. Pero, nuevamente la validez del teore-
ma dependeria de requisitos sobre el poder expresivo de la teoria, de la naturaleza
de sus axiomas y reglas de inferencia, y también del sistema logico subyacente.
Supongamos que se pudiera demostrar, usando sélo principios elementales, que el
sistema légico subyacente no es finitamente trivializable. Supongamos adicional-
mente que la teoria axiomatica de conjuntos que usdramos tuviera un fuerte poder
expresivo y que permitiera realizar las construcciones matematicas usuales utilizan-
do para ello a un nimero finito de axiomas. Bajo estas circunstancias es posible que
quizé se pudiera demostrar la no-trivialidad de la teoria dentro de la misma.

Finalmente, nos motiva también el hecho que muchas légicas paraconsis-
tentes poseen, ademés de la negacién propia del sistema, a una negacién fuerte.
Usualmente la negacién fuerte no es un operador primitivo de la l6gica, méas bien
es un operador definido y posee muchas de las propiedades de la negacién clésica.
Es natural estudiar el proceso mediante el cual estos dos conceptos de negacién se
identifican en la légica cldsica. La légica que presentamos identifica mucho més
que otras légicas paraconsistentes a los dos conceptos. Pero los conceptos siguen
siendo distintos en S. Creemos que un estudio del proceso de identificacién de los
dos conceptos a medida que nos aproximamos a la légica cldsica puede darnos un
mejor entendimiento de la negacién y verdad clasica.

1. El sistema proposicional T

Presentamos dos sistemas légicos proposicionales T'y P. El lenguaje de ambos
sera el mismo que el de la l6gica proposicional clasica en la versién que utiliza
como simbolos primitivos a A, v, =, —, T, L y a los paréntesis. Utilizaremos a 19
Py Pgs--+> P,,--- cOmo las variables proposicionales y omitiremos paréntesis super-
fluos usando el convenio que el operador — serd el principal, asi A A B — B abre-
viard a la férmula (A A B) - B y no a A A (B — B). Las nociones de férmula y de
prueba dentro de los sistemas seran definidos de la manera usual. Detalles adicio-
nales pueden encontrarse en [6].
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Sea T el sistema proposicional cuyos esquemas axiométicos y regla de inferen-
cia son:

T

A—->B—A)

A—->B >((A—-B—->0)—>A-—>0)
AAB—> A

AAB —> B

A—>5(A—>S(AAB)

A>SAVB

B—>AVB
A—-C)-((B—->C)—=>(AvB—=0)
Al =B

12. A—>1)—>-A

13. (A—>1)—>1)—A

14 ALA=B

B

SOREOBSINCORCEE SCORLOSE S S

En [6] presentamos el sistemia proposicional P cuyos esquemas axiomadticos y regla
de inferencia son:

T
A—->B—A
A—-B>(A-> B—>0C)—>A=>0)
ATAB A
AAB—>B
A—-(A—(AAB)
A—-AvVB
B ->AVB
A—->C)>((B—-C)—>(AvB = Q)
nel: =B
.A—> 1D)—> A
(A D> 1) 5 A
.AA—>B

e

19 09 S Ep Bl 03 I =i

e
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Dado un sistema légico L denotaremos por F(L) al conjunto de férmulas de L.
Definicién 1.1 Sean X y IT dos subconjuntos de F(L).

a) Dado un subconjunto I" de X, se dice que el subconjunto (X, I')-trivializa a L si
toda férmula A e TT es demostrable en L a partir de T. :

b) El sistema L se llama X, I-trivializable si existe un subconjunto I' de ¥ que
(X, I)-trivializa a L. De lo contrario se dice que L no es (I, IT)-trivializable.
Cuando 2=I1, diremos que T trivializa a L relativo a I1. También diremos sim-
plemente que L es trivializable relativo a IT o que L no es trivializable relati-
vo a I, segln sea el caso.
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¢) El sistema L se llama finitamente (X, I'1)-trivializable si existe un subconjunto
finito T de £ que (I, I)-trivializa a L. De lo contrario se dice que L no es
finitamente (X, [T1)-trivializable. Cuando X = I, diremos simplemente que L es
finitamente trivializable relativo a IT o que L no es finitamente trivializable re-
lativo a I, segin sea el caso.

d) SiL es (X, IT)-trivializable cuando X es el conjunto vacio de formulas y IT es
F(L), al sistema se le llama trivial. Caso contrario se dice que L es no-trivial.

e) SiL es finitamente (X, [)-trivializable cuando X es algin conjunto de féormu-
las y X es F(L), al sistema se le llama finitamente trivializable. Caso contrario
se dice que L no es finitamente trivializable.

Hacemos notar que F(T) = F(P). Denotaremos por F a este conjunto comtn de
férmulas. Dado un sistema L denotaremos por F* (L) al conjunto de férmulas de L
que no contienen a L. A F*(P) lo llamaremos simplemente F*.

En [6] demostramos que el sistema P no es (F*, F)-trivializable. Mas atn,
probamos que P no es finitamente trivializable relativo a F*.

Lema 1.2. Sean L y K dos sistemas logicos, y sea f: F(L)—— F(K) una transforma-
ciéon que cumple las siguientes condiciones:

1. Cada axioma de L es transformado por f en un teorema de K.

2. Para cada instancia de una aplicaciéon de una regla de inferencia de L, existe
en K una demostracion de la imagen del consecuente de la regla a partir de
las imagenes de los antecedentes de la misma.

EIE=IE

Si una férmula no contiene a L, su imagen tampoco contiene a L.

5. El sistema K es ({1}, F(K))-trivializable.

HRNCD

Entonces si K no es (finitamente) (F*(K), F(K))-trivializable, L no es (finita-
mente) (F*(L), F(L))-trivializable.

Prueba Sea T un conjunto de férmulas del sistema L y sea B una férmula de L
que es demostrable a partir de T en L. Usando 1 y 2 se puede demostrar por in-
duccién sobre la longitud de la prueba en L que f(B) es demostrable en K a partir
del conjunto de las imédgenes de las férmulas de T'. En particular la imagen de un
teorema de L es un teorema de K.

Supongamos que L sea (finitamente) (F*(L), F(L))-trivializable. Por la obser-
vacion anterior y por 3, existe una prueba en K de L a partir del conjunto de imé-
genes de las férmulas de I', para algin conjunto (finito) I' de férmulas que no con-
tienen a L. Por 4, las imédgenes de las formulas de T" tampoco contienen a L. En
consecuencia, usando 5, se tendria que K seria (finitamente) (F*(K), F(K))-
trivializable.

Definicién 1.3 Sea f: F —— F la transformacién definida recursivamente por las
siguientes condiciones:

a) f(p) = p para cada férmula atémica de F,
[9} 1D =i =

c) flA AB)=1fA) A f(B),

d) flAv B)=1f(A)vf(B),
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e) -flA — B) = flA) — fiB),
) fl=A)=fB)siAes -B,y
g) f(=A) = —f(B) si A no es una negacion.

Definicién 1.4 Para cada ntimero natural n definimos inductivamente al conjunto
—"F como sigue:

a) —'F ={Ae F/Ano es una negacién}, y
‘b)) —"'F={Ae F/A=-ByBe —°F}.

Definiciéon 1.5 Para cada nimero natural n y cada A € F definimos inductiva-
mente a la formula —"A como sigue:

a) —CA=Ay
b) ‘—1n+1A = _|(‘—1nA)

Lema 1.6 Cada férmula A € F pertenece a —"F para un solo nimero natural n.
Una féormula A pertenece a —"F si y solamente si hay una férmula B € —°F tal que
A = _|nB.

Prueba La primera aseveracion se establece facilmente por induccién sobre la lon-
gitud de la férmula. La segunda se establece a partir de la primera por induccién
sobre n.

Lema 1.7 Sea f la transformacién de la Definicién 1.3 y sea A = —"B con B € —'F.
Entonces f(A) = f(B) si n es par, y f(A) = —f(B) si n es impar.

Prueba Induccién sobre n.
Teorema 1.8 T no es (F*, F)-trivializable.

Prueba Sea f la transformacién de la Definicién 1.3. Es suficiente probar que f sa-
tisface las condiciones 1 a 5 del Lema 1.2.

Que 3 se cumple es inmediato por la Definicién 1.3. El requisito 5 fue probado
en [6]. La condicién 4 se prueba sin dificultad por induccién sobre la longitud de la
formula.

Cada aplicacién de Modus Ponens se transforma mediante f en una nueva
aplicacién de Modus Ponens, lo cual implica que 2 se cumple. La demostracién de
1 utiliza nuestra observacién sobre Modus Ponens y se hace mediante induccién
sobre la longitud de la prueba. La prueba de que la imagen de cada axioma de 7'
es demostrable en L es trivial excepto para los casos de los esquemas axiomaticos
9), 10) y 12) de T. Presentaremos aqui solamente estos casos.

Observemos que de los esquemas axiométicos 1) y 2) para P se desprende fa-
cilmente que el esquema A — A es vélido en P.

Para 9) y 10), supongamos que A = —"B con B € F. Si n es par, por el Lema
1.7, la imagen del esquema axiomético es de la forma f(B) — f(B), que es demos-
trable en P por la observacién anterior. Si n es impar, por el Lema 1.7, la imagen
del esquema es de la forma —f(B) — —f(B), que también es demostrable en P por la
misma observacion.
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Para el esquema axiomaético 12) de T, supongamos que A = —"B con B € —°F.
Si n es par, por el Lema 1.7, la imagen del esquema es de la forma (f(B) —» 1) —
—f(B), que es demostrable en P el esquema axiomaético 11) de P. En el caso en que
n es impar, por el Lema 1.7, la imagen del esquema axiomatico es de la forma
(—f(B) —»1) — f(B) que se establece en P mediante el Teorema de Deduccién para P
con la ayuda de los esquemas ——f(B) — f(B) y (—f(B) —»1) ->——f(B) que son casos
de los esquemas axiomaticos 9) y 11) de P, respectivamente.

Definicién 1.9 Una valorizaciéon para P es una funcién v: F —— {0, 1} que cumple:

i. v(A A B) = Min{v(A), v(B)},

ii. v(AvB) = Max{v(A), v(B)},

iii. v(A —» B) = 1 sii v(A) = 06 v(B) = 1,

iv. Si v(A) = 0 entonces v(—A) =1y v(—A) =0, y
A= L) = (0),

En [6] probamos que para cada A € F, v(A) =1 sii A es demostrable en P. Di-
cho de otra forma demostramos que las valorizaciones para P constituyen una se-
mantica completa para P. También presentamos en [6] un procedimiento decisorio
para P a base de casi-matrices.

Definicion 1.10 Una casi-matriz para una formula A de F es un arreglo de 0’s y
1’s construido como en una tabla de verdad cldsica excepto que una casi-matriz
asigna s6lol a T'y s6lo 0 a L. Ademés se altera la construccién clésica si A es la
negacién de una férmula B. En este caso se procede como sigue: Si a B se le ha
asignado 0 en la linea, a A se le asigna 1. Si a B se ha asignado 1 en la linea
hay dos casos: :

Si B es la negacién de una férmula D y a D se le ha asignado 0 en la linea, a A
se le asigna 0.

De otra forma se “parte” la linea en dos lineas asignando a A un 0 en la prime-
ray un 1 en la segunda. El resto de los valores ya asignados antes de “partir”
la linea original se mantienen en las dos lineas nuevas.

La Definicién 1.10 se refiere a las tablas cldsicas extendidas, no a las tablas
abreviadas, es decir para que una férmula aparezca en el encabezado de la tabla
deberan aparecer alli previamente todas las subférmulas propias de la misma.
Asumiremos también que en el encabezado de la casi-matriz no aparecen férmulas
repetidas. De manera similar al caso clasico, una formula A € F es un teorema de
P si y solamente si toda linea de una casi-matriz para la formula A le asigna 1 a
la misma.

Desarrollamos a manera de ejemplo la casi-matriz para (——p A T) =>—(—p A
T) en donde p es una variable proposicional cualquiera.
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Ml —p ——pP =D AT | " ===p A T) (G e B o )
1] o 1 0 Qi 1
e gt 1y 1 |0 0
i 1
111 0 (e 1
1 0 0
= 1 i ;

La casi-matriz anterior es para un caso del esquema A — —A con A € F*. En
general para este tipo de férmulas podemos probar el siguiente resultado.

Lema 1.11 En P no es demostrable instancia alguna del esquema A — —A en el
cual la férmula A € F*.

Prueba Primero observamos que es muy facil probar, por induccién sobre el ntime-
ro de férmulas en el encabezado de las casi-matriz, que toda casi-matriz para una
formula B que pertenece a F* posee una linea en la cual aparecen sélo 1’s.

Consideremos una casi-matriz M para una instancia B — —B del esquema. Si
nos restringimos a la casi-matriz M a las férmulas del encabezado de M que apa-
recen antes de la aparicién de B y a B misma, tendremos una casi-matriz N para
B. La observacién anterior proporciona una linea de la casi-matriz N (y por tanto
una linea de la casi-matriz M) en la cual a B se le asigna un 1. De la Definicién
1.10 se desprende que en la casi-matriz M debe existir una linea en que se le asig-
na 1l a By 0 a—B. Por lo tanto la casi-matriz M posee una linea que asigna 0 a B
— —B y por lo tanto esta dltima férmula no es demostrable en P.

Antes de continuar notemos que si existen instancias del esquema A ——A que
son demostrables en P, por ejemplo L — —L es una instancia del esquema axioma-
tico 11). En [6] analizamos las relaciones entre P y el sistema C, de Da Costa que
aparece en [2]. Por las observaciones hechas en [6], el Lema 1.11 también estable-
ce mutatis mutandi que en el sistema C, no es demostrable instancia alguna del
esquema A — —A.

Teorema 1.12 T no es finitamente trivializable relativo a F*.

Prueba Supongamos que el conjunto finito T trivializa a T relativo a F*. Agregan-
do una o més férmulas a I si fuera necesario, podemos asumir que T' = { A}, A, A;,
..., A} para algin n > 2. Sea la férmula B = AjA Ay A Ay A... A A, Es relativamen-
te facil establecer que {B)trivializa a T relativo a F*. De esta forma se puede de-
mostrar a —B a partir de B en 7. Es claro que B € F*.
La presencia de los esquemas axiométicos 1) y 2) junto con la presencia de
‘Modus Ponens como tnica regla de inferencia de 7' garantizan que el Teorema de
la Deduccién es valido para T y por lo tanto se podria probar B — —B en T. Sea f
como en la Definicién 1.3. Por el Lema 1.7, f(B — —B) seria demostrable en 7.
Como tenemos que f(B — —B) es igual a f(B) — —f(B) y f(B) € F*, se tendria una
contradiccién con el Lema 1.11.

El Teorema 1.8 dice que para trivializar a T es necesario utilizar formulas que
‘contengan a L. El Teorema 1.12 sostiene que para poder demostrar en T a todas las

515
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- férmulas de T que no contienen a | es necesario agregar a 7' un conjunto necesaria-
mente infinito de formulas que no contengan a L. En particular, si una teoria posee
s6lo un numero finito de axiomas y los axiomas no contienen a L, no se podra de-
mostrar dentro de la teoria todas las férmulas de 7' que no contienen a L.

El sistema T posee una semdantica bivalente completa. Para obtenerla basta
reemplazar a la condicién iv de la Definiciéon 1.9 por las condiciones: Si v(A) = 0
entonces v(—A) = 1, y v(=—A) = 0 ssi v(A) = 0. Adicionalmente 7' es decidible usan-
do casi-matrices definidas de manera muy similar a las de la Definicién 1.10. Para
obtener la nocién de casi-matriz correcta para 7' en la Definiciéon 1.10 se debe cam-
biar el proceso usado para asignar valores a una negacioén por el siguiente procedi-
miento: Si a B se le ha asignado 0 en la linea, a A se le asigna 1. Si a B se ha
asignado 1 en la linea hay dos casos:

Si B es la negacién de una féormula D a A se le asigna 0 si y sé6lo si a D se le ha
asignado 0 en la linea.

De otra forma se “parte” la linea en dos lineas asignando a A un 0 en la prime-
ray un 1 en la segunda. El resto de los valores ya asignados antes de “partir”
la linea original se mantienen en las dos lineas nuevas.

No es nuestra intencién estudiar la semaéntica o el procedimiento decisorio
para T en el presente trabajo y no tocaremos estos temas nuevamente aqui excep-
to para dar la casi-matriz (en este nuevo sentido) de la formula (——p A T) —
—(——p A T) en donde p es una variable proposicional. El lector podré contrastarla
con la obtenida anteriormente para el sistema P.

1 0 0 i 1

O L, kY 0

1 1 1 1
1 1 1 a L

i il

2. El sistema de primer orden S

En la presente seccién usaremos al sistema T para definir a un sistema légico
de primer orden S y estudiaremos algunas de sus propiedades. No desarrollare-
mos aqui su teoria de modelos pero si detallaremos algunas de las formulas de-
mostrables en el sistema.

El lenguaje de S sera el mismo que el de la légica de primer orden clésica en
la versién que utiliza los simbolos primitivos a v, 3, A, v, =, =, T, L y los parénte-
sis. Utilizaremos a P;, Py, P5, ..., P,,... como simbolos predicativos y denotaremos
por n(i) al nimero de términos a los cuales se debe aplicar al predicado P,. Asumi-
remos que el lenguaje tiene un simbolo especial = para la igualdad y una cantidad
a lo mds enumerable de variables y de simbolos para constantes y funciones.
Como en el caso de T omitiremos todo paréntesis superfluo usando el convenio que
el operador — es el principal .

Las nociones de término, férmula atémica, formula, alcance de un cuanti-




La negacion, la verdad y la inconsistencia 517

ficador, variable libre, férmula cerrada, y prueba son definidas de la manera
usual.

Usaremos la notacién A [t] para denotar al resultado de reemplazar a cada
aparicién libre de x en A por el término t. Como es usual usaremos la notacién A
< B como una abreviatura para la formula (A — B) A (B — A). Recalcamog que <
no es un simbolo primitivo del sistema S.

Definicion 2.1 Dada una férmula A diremos que una variable x es reemplazable
por el término t en la férmula A si para cada variable y de t ninguna parte de A
de la forma JyB contiene una aparicién libre de x.

Definicién 2.2 Diremos que la férmula B es una variante de la férmula A si B pue-
de ser obtenido a partir de A mediante una sucesién finita de substituciones del si-
guiente tipo: substitiyase una parte de la forma 3xC por la férmula 3yD, en don-
de y no es libre en C y D se obtiene substituyendo toda aparicién libre de x en C

por y.

Definicién 2.3 Dadas una variable x y una férmula A diremos que una aplicacién
de un cuantificador 3xA o VxA a la férmula A es vacua si la variable x no aparece
libre en A.

Definicion 2.4 Dos férmulas A y B se dicen congruentes a lo Kleene, en simbolos A
=~ B, si satisfacen el siguiente requerimiento recursivo:

Si A es atémica, entonces A = B sii B es A.

Si * es cualquiera de los operadores A, v, 0 —, y A es de la forma C * D, enton-
cesA=BsiiBesdelaformaE*FconC=EyD-=F.

Si A es —C, entonces A = B sii B es =D con C = D.

Si Qx es cualquiera de los cuantificadores Vx o 3x, y A es QxC, entonces A = B sii
B es QyE en donde E se obtiene de una formula D, para la cual B = C, por la
substitucién de toda aparicién libre de x en D por la variable y que no es libre
en D.

Definicién 2.5 Dado un cuantificador Qx se define al cuantificador Q*x como sigue:

Si Qx es V x entonces Q*x es 3Ix.
Si Qx es dx entonces Q*x es Vx.

Definicién 2.6 Una férmula B es una variante prenexa de la férmula A si B se ob-
tiene a partir de A aplicando recursivamente algunas de los siguientes operacio-
nes:

Reemplazar a una férmula C por una variante,

Reemplazar una parte de C de la forma —QxD por Q*x—D,

Si * es cualquiera de los operadores A, 0 v, y Qx es un cuantificador,
reemplazar a una parte de C de la forma QxD * E por la formula
Qx(D * E) siempre que x no aparezca libre en E,

Si * es cualquiera de los operadores A, 0 v, y Qx es un cuantificador,
reemplazar a una parte de C de la forma D * QxE por la férmula
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Qx(D * E) siempre que x no aparezca libre en D,

Reemplazar una parte de C de la forma QxD — E por la formula
Q*x(D — E) siempre que x no sea libre en E, y

Reemplazar una parte de C de la forma D — QxE por la formula
Qx(D — E) siempre que x no sea libre en D.

El sistema S tiene entre otros a los esquemas axiomaticos 1) a 13) de 7. Tam-
bién tiene como una de sus reglas de inferencia a Modus Ponens a la cual, como
en el caso de 7, le asignaremos el nimero 14). Los deméds esquemas axiomaticos y
reglas de inferencia de S son los siguientes:

A—>B
Wy e si la variable x no aparece libre en A.
A — vVxB
A—>B
16 == si la variable x no aparece libre en B.
IxA —» B
17. VxA — A [t] si la variable x es reemplazable por el término t en A.
18. A — 3IxA [t] si la variable x es reemplazable por el término t en A.
118, 5 =%

20. x =y —- (A —> A [y]) silavariable x es reemplazable por la variable y en A.
21. - Vx—A & IxA
22. —3x—A & VxA
23. Vx—-A & —3IxA

25. -A & —B si B es una variante prenexa de A.
26. Ao B siA=B
27. A B si Ay B difieren sé6lo en cuantificadores vacuos.

El sistema S permite probar muchos de los teoremas de la l6gica de primer or-
den clédsica y muchos de los metateoremas validos para la légica de primer orden

~ clasica son también validos para S. Los siguientes teoremas son una muestra. Por-

que no es nuestro objetivo principal estudiar estas semejanzas, y por que muchas de
las pruebas serdn muy similares a las clasicas, omitiremos muchas de las pruebas y
s6lo bosquejaremos otras. Usaremos la notacién —+A para abreviar a A — L. Es facil
ver, de manera similar al Teorema 2.5 de [6], que —* constituya lo que Da Costa lla-
ma una negacion fuerte. Es importante recordar que —* no es un simbolo primitivo
de S. Nos referiremos a la formula —+A como la negacién fuerte de A.
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Teorema 2.7 Las siguientes reglas de inferencia son derivables en S.

A—-B
Q) GEetillomen.
IxA — IxB

A—>B
Bt S i A ot e
VxA — VxB

A
c) —
VxA

Prueba Para demostrar a) asumamos que en S podemos demostrar A — B.
Por el esquema axiomatico 18), B — 3xB. Ahora es fécil probar que A — 3xB, pero
entonces, por la regla de inferencia 16), se tiene IxA — JxB.

De manera similar usando 1) y 15) se prueba b).

Para demostrar c), asumamos que A es demostrable en S. Usando el esquema
axiomaético 1) y Modus Ponens obtenemos T — A. Por la regla de inferencia 15) se
tiene T— VxA. Por el axioma 1) y Modus Ponens se obtiene VA.

Teorema 2.8 Sea B es la clausura de la formula A, entonces B es demostrable en S
siy s6lo si A es demostrable en S.

Prueba Si A es demostrable en S, usando el teorema 2.7 ¢) también lo es B. Si
B es demostrable en S, se puede demostrar A usando repetidas aplicaciones del es-
quema axiomatico 17).

El siguiente resultado es el Teorema de la Deduccion para el sistema S. Para
simplificar su enunciado necesitaremos introducir el siguiente convenio sobre la
escritura de ciertas implicaciones. La expresién B; - B, —» B; ...— B, — A abre-
viard a la formula A cuandon = 0 y a la formula B, - (B, > (B; —» ... » (B, —
A)...))) cuando n > 0. :

Teorema 2.9 (Teorema de La Deduccién)

Sea T un subconjunto de F(S). Una férmula A es demostrable a partir de I" en S
si y solamente si existen B, B,, B, ..., B,, con n > 0, las cuales son clausuras de f6r-
mulas de T, tales que en S es demostrable la férmula B; > B, - B; ... > B, - A,

Prueba Induccién sobre la longitud de la prueba.

Teorema 2.10 Supongamos que la férmula B se obtiene a partir de A reemplazando
algunas apariciones de A}, A,, A, ..., A_ por B, B,, B, B, respectivamente. Si en
S son demostrables las férmulas A, <> B, A, & B,, A, & B,, ..., y An <Bn; enton-
ces en S es demostrable A < B.

Prueba Induccion sobre la longitud de la formula A.

Teorema 2.11 Si B es una variante de A, entonces en S es demostrable la formula
A & B.

Prueba Induccién sobre el nimero de substituciones hechas para obtener la
variante B.
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El siguiente resultado es en realidad el punto de partida hacia el estudio de
una teoria de modelos para S. Presentaremos en un trabajo futuro ese desarrollo.

Teorema 2.12 (Teorema de la Reduccion para la Trivialidad).

Sea T" un subconjunto no vacio de F(S). Entonces T trivializa a S si y solamen-
te si existe un teorema de S que es una disyuncién de negaciones fuertes de for-
mulas, todas distintas entre si, de T'. (Aqui por la disyuncién de una sola férmula
entendemos a la formula misma).

Prueba Si tal disyuncion, —xA; v —*%A, v —%A, ...v —*A existe, entonces la
disyuncién y cada una de las formulas A,, A,, A, ..., ¥ A, son demostrables en S a
partir de I'. Usando el Teorema 2.9 junto con induccién sobre n es facil probar ape-
lando a los axiomas esquematicos 5) y 8) que en el sistema S serian demostrables
a partir de (las formulas A; A Ay AA; A ... AAL Y —5(A; A Ay, AAg A..A A)). Pero de
estas dos formulas se obtiene L por Modus Ponens y por el axioma esquemético
11). De esta forma T trivializa a S.
Ahora supongamos que I' trivializa a S. Por el Teorema 2.9 existe un
subconjunto finito de clausuras de formulas de T tal que A; > A, > A3 —...— An
— L. Una observacién més detallada de la demostracién del Teorema 2.9 revela
que sin pérdida de generalidad podemos elegir n > 0 y a todas las clausuras dis-
tintas entre si. Pero entonces, por induccién sobre n, se puede probar (con la ayu-
da del esquema axiomatico 3) y usando el Teorema 2.9), que en S se puede demos-
trar la formula A; A Ay, A A; A...A A, — L. Por induccién sobre n, se puede esta-
blecer (apelando al Teorema 2.9, a los esquemas axiomaticos 8) y 13) , y a Modus
Ponens), que —#A; v —%A, v —%A3 v ... v —*A_ es demostrable en S.
\

Teorema 2.13 En S son demostrables:

a) Vx(A A B) & VxA AVxB
b) 3Ix(A v B) <> IxA v IxB
c) VxA vVxB —Vx(A v B)
d) 3Ix(A A B) —» IxA A IxB
e) Ix—*A — Ix—A

g) Ix—xA < —*VxA

1) —dx—xA & VxA

3 —EVx—*A <> IxA

Prueba Probaremos a manera de ejemplo sélo e), k), y 1).

Para probar e), notemos que el esquema axiomatico 12) dice que —*A — —A.
Por el Teorema 2.7 a) se prueba e) en S.

Para demostrar k). Por i) —#3x—*A < VxA. Por el esquema axiomatico 22)
tiene —dx—A <> VxA. La prueba de k) se completa de manera facil.

La demostracion de 1) es similar a la de k) pero usa j) y el esquema axiomati-
co 21).
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Teorema 2.14 Supongamos que B es una variante prenexa de la férmula A. Enton-
ces A es demostrable en S si y solamente si B es demostrable en S.

Prueba Induccién sobre el nimero de operaciones prenexas usadas para obtener B.

Demostraremos sélo algunos casos a manera de ejemplo.

El caso en que se reemplaza una parte de A por una variante queda estableci-
do por el Teorema 2.11.

Para el caso en que se reemplaza una parte de A de la forma —QxD por
Q*x—D el resultado se establece usando los esquemas axiomaticos 23) y 24).

En el caso de reemplazar una parte de una formula C de la forma QxD — E
por la formula Q*x(D —E) hay dos subcasos: 3

a) En el subcaso en que Q es V se empieza por probar que en S son equivalentes
G —» H y —*G v H para cualesquiera férmulas G y H de F(S). Con ayuda de
este resultado y el caso de las operaciones prenexas para 3 y el operador v se
obtiene el resultado.

b) En el subcaso en que Q es 3 se empieza por probar que en S son equivalentes
G > Hy —%(G A —*H) para cualesquiera férmulas G y H de F(S). Con ayuda
de este resultado y el caso de las operaciones prenexas para 3 y el operador A
se obtiene el resultado.

Los dem4s casos se demuestran como en el caso clésico.

Definicién 2.15 Sea g: F(S) —— F la transformacién definida recursivamente por
las siguientes condiciones:

‘a) g(M=Tygl =1,

bz Ei= b= para cualquier par de términos s y t,
c)apgBi(tatofitz tHtag) para toda sucesiéon de términos t;, to, ts,...t
d) g(A A B) = g(A) A g(B),

e) g(AvB)=gA) v gB),

f) g(A — B) = g(A) — g(B),

g) g(=A) = —g(A),

h) g(vxA) = g(A) y g(IxA) = g(A).

n(i)>

Lema 2.16 Sean A y B dos formulas que cumplen alguna de las siguientes condi-
ciones:

a) B es A[[t] para algin término t,
b) B es una variante de A,
c) A=B,
.d) B es una variante prenexa de A, o
e) Ay B difieren sélo en cuantificadores vacuos.

Entonces g(A) = g(B).
Prueba Cada caso se establece con relativa facilidad. Se usa induccién sobre la

longitud de la formula en a). El caso de c) se prueba usando los casos de la defini-
cién recursiva. Para b) y d) se usa induccién sobre el namero de las operaciones
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permitida usadas para obtener la variante. Se establece e) por induccién sobre el
numero de cuantificadores vacuos en que difieren las férmulas.

Lema 2.17 Si una féormula A € F(S) no contiene a 1, g(A) tampoco contiene a L.
Prueba Induccién sobre la longitud de la formula.
Teorema 2.18 S no es (F*(S), F(S))-trivializable.

Prueba Como T no es (F*, F)-trivializable basta comprobar que g, S, y T satisfa-
cen las hipétesis que el Lema 1.2 senala para f, L y K, respectivamente. Que g(1)
= | se establece por la definicién de g.

Usando el Lema 2.16 es facil establecer que cada axioma de S es transforma-
do por g en un teorema de 7.

Cada aplicacion de Modus Ponens en S, es transformada por g en una aplica-
cién de Modus Ponens en 7. Es fAcil verificar que cada aplicacién de las reglas 15)
y 16) de S tiene la propiedad de que la imagen bajo g de la conclusién es demos-
trable en T a partir de la imagen bajo g de la premisa.

Por el Lema 2.17 y el esquema axiomatico 11) de 7 se establecen las restantes
hipétesis del Lema 1.2.

Teorema 2.19 S no es finitamente trivializable relativo a F*(S).

Prueba Es facil establecer por induccion sobre la longitud de la formula que para
toda formula A € F* existe una formula B € F*(S) tal que A = g(B).

Supongamos que el subconjunto finito I de F*(S) trivializa a S relativo a
F*(S). Sea A el conjunto de las clausuras de las formulas de I'. Sea A una férmula
cualquiera de F*. Sea B la formula de F*(S) tal que A = g(B). Con la ayuda de los
Teoremas de la Deduccion para S y para T se establece que g(B) se puede demos-
trar en T a partir del conjunto I1 de imagenes de las formulas de A. Por el Lema
2.17, T es un subconjunto de F*. De ese modo el conjunto finito I trivializa a T
relativo a F* contradiciendo al Teorema 1.12.

Contrastando con e),f), k), y 1) del Teorema 2.13 se tiene el siguiente resultado.
Teorema 2.20 No son demostrables en S los siguientes esquemas.

a) Ix—A — Ix—+A
b) Vx—A — Vx—*A
c) —A — —xA

Prueba Probaremos que para cada uno de estos esquemas ninguna instancia del
esquema en la cual A € F*(S) es demostrable.

Sea C una instancia de alguno de los primeros tres esquemas en la cual A e
F*(S). Se tiene que g(A) e F*.

Por el Lema 1.7 tenemos que g(A) = —"B para algiin B €—'F. Por lo tanto, si
aplicamos a g seguido de f transformamos a la instancia C en la implicacién —f(B)
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— (f(B)—1) cuando n es par. Cuando n es impar aplicando a g seguido por f trans-
formamos a la instancia C en la implicacién f(B) — (—f(B) — 1). Es f4cil verificar
que en ambos casos f(B) € F*. En cualquiera de los dos casos denotaremos por D a
la implicacién resultante. Tenemos asi que D = f(g(C)).

Consideremos a una casi-matriz M para la formula D. Si restrlnglmos ala
casi-matriz M a las férmulas del encabezado de M que aparecen antes de f(B) y a
f(B) misma, tendremos una casi-matriz N para f(B). Por la observacién hecha al
principio de la demostracién del Lema 1.11, existe una linea de N (y por lo tanto
una linea de la casi-matriz M) que asigna 1 a la formula f(B). En ambos casos,
usando la Definicién 1.10, se verifica facilmente que existe una linea de M que
asigna 0 a la formula D. De esa forma D no es demostrable en 7.

Si la instancia C fuera demostrable en S, las propiedades de f y g harian que
D fuera demostrable en T, contradiciendo a lo senialado anteriormente.

Sea C una instancia de alguno del esquema d) en la cual A € F*(S). Como en
los casos anteriores se tiene que g(A) e F*.

Por el Lema 1.7 tenemos que g(A) = —"B para algtin B € —°F. Por lo tanto, si
aplicamos a g seguido de f transformamos a la instancia C en —(f(B) — 1)— (—f(B)
—1) cuando n es par. Cuando n es impar aplicando a g seguido por f transforma-
mos a la instancia C en la implicaciéon —(f(B) —».1) — (f(B) —.1). Es fécil ver que en
ambos casos f(B) € F*. En cualquiera de los dos casos denotaremos por D a la im-
plicacién resultante. Tenemos asi que D = f(g(C)).

Como en el caso de los otros esquemas, consideremos a una casi-matriz M
para la formula D. Si restringimos a la casi-matriz M a las férmulas del encabeza-
do de M que aparecen antes de f(B) y a f(B) misma, tendremos una casi-matriz N
para f(B). Por la observacion hecha al principio de la demostracién del Lema 1.11,
existe una linea de N (y por lo tanto una linea de la casi-matriz M) que asigna 1 a
la formula f(B). En ambos casos, usando la Definiciéon 1.10, se verifica facilmente
que existe una linea de M que asigna 0 a la formula D. De esa forma D no es de-
mostrable en T.

Nuevamente si la instancia C fuera demostrable en S, las propiedades de fy g
harian que D fuera demostrable en 7, contradiciendo a lo sefialado anteriormente.

En contraste con la partes c) y d) del teorema anterior tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 2.21 En S son demostrables los siguientes esquemas.

Prueba El esquema b) es el esquema axiomatico 12). El esquema —x—*A — ——A se '
prueba usando los esquemas axiomaticos 10) y 13).

Daremos una prueba indirecta que el esquema ——A — —%—*A se puede pro-
_bar en S. Se puede demostrar que si pensamos en los teoremas de 7' como esque-
mas, entonces cada instancia en S de uno de los teoremas de 7' es un teorema de
S. Este resultado se puede establecer por induccién sobre la longitud de la prueba
del teorema en 7. Sea p una variable proposicional cualquiera de 7. Usando el
Teorema de la Deduccién para 7, la formula ——p — —*—#p se demuestra facilmen-
teen T.
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Para el esquema c¢) usaremos la misma idea del parrafo anterior. En este caso
usaremos la férmula —+—%p — ——*p en donde p es una variable proposicional de 7.
Dicha férmula escrita usando simbolos primitivos de T' se escribe (—p —»1) - —p —
1). La formula se demuestra en 7" usando el Teorema de la Deduccién para 7.

3. El sistema S como repuesta a nuestras interrogantes

Recordemos que la creacién de S fue motivada por tres inquietudes. Las pri-
meras dos estdn relacionadas con la teoria de conjuntos. Para poder absolver estas
inquietudes aun falta encontrar una axiomatica finita para una teoria adecuada
que permita realizar las construcciones matemaéticas usuales usando esta base
paraconsistente.

Ciertamente S parece poseer las propiedades exigidas por nuestras inquie-
tudes. En el sistema S se puede demostrar muchos de los teoremas de la légica
clasica. Pediamos que el sistema no fuera finitamente trivializable y que este he-
cho se pudiera probar de manera elemental. Los Teoremas 2.18 y 2.19 nos mues-
tran que S tiene propiedades ain mas importantes para el desarrollo de nuestro
deseo de encontrar una teoria de conjuntos que pueda demostrar su propia no-
trivialidad. No hemos tenido la oportunidad de desarrollar el tema aqui, pero S
posee una rica e interesante teoria de modelos. Dicha teoria aparecera en un fu-
turo trabajo.

Con respecto a nuestra tercera inquietud, los teoremas demostrados sobre S
parecen indicar una posible razén para que en la légica clasica se identifiquen los
conceptos de negacién y de negacion fuerte. En realidad preferimos pensar en la
negacién fuerte como un concepto distinto. En [6] interpretamos a la formula —*A
como indicando que A es no-satisfacible. Las relaciones establecidas en S entre la
negacién y la negacién fuerte indican que a medida que la férmula se hace mas
compleja la diferencia entre los conceptos empieza a desaparecer. El comporta-
miento de ambas negaciones con respecto a los cuantificadores es muy similar,
tanto que, por ejemplo, las formulas —Vx—A, —*Vx—=*A, y 3xA son todas equivalen-
tes entre si en S. Aun queda por determinar si es posible por ejemplo identificar
plenamente a los nociones a nivel cuantificacional sin identificarlas totalmente.

" Las técnicas que hemos desarrollado en el presente trabajo no son adecuadas para
hacer la determinacién. Nuevamente S es un buen punto de partida para estudiar
nuestras inquietudes originales. Creemos que la identificacion de las dos negacio-
nes que se da en la ldgica cldsica estd muy ligado al desarrollo de la légica
axiomatica partiendo de inquietudes sobre las matematicas, ciencia en la cual la
mayoria de las nociones estudiadas se tienen que representar por formulas cuya
estruetura es bastante compleja.
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