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5.1 DEFINICION. Una seccién cénica C es el conjunto de los puntos del plano tales
que su distancia a un punto fijo F es e veces su distancia a una recta fija L. Asi, C
consiste de todos los puntos P que cumplen

d(P,F)=ed(P, L)

Se llama foco al punto F, directriz a la recta L y excentricidad al niimero e > 0.

Tenemos el siguiente resultado:

5.2 TEOREMA. YA
1) Si0<e<1,entonces C es una elipse. Loseod
2) Sie=1, entonces C es una pardbola. P=(xy)
3) Sie> 1, entonces C es una hipérbola. Q=(-xy)

DEMOSTRACION. En efecto, supongamos que

F=(0,0) y que L es la recta x=-d, donde

d=d(F,L). Si P(x,y) es un punto de C, F=(0.0)

entonces se cumple que >

o d —— X

d(P,F)=ed(P,L) @
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De (1) se tiene, \/xz +y2 = e|x+d|,

y elevando al cuadrado ambos miembros y agrupando términos en x, llegamos a:
(l—ez)xz—2e2dac+y2 = 2d° (2)

Si e = 1 entonces la ecuacién (2) se puede escribir

2
(l—ez)[xz—je ‘:x:| + 92 = 2%,
-e

completando cuadrados

2¢2d 4,2 4,2
(l—ez)xz—ezx+ ed2+y2=e2d2+ed
2
l1-e (1_22) l-e
2
2 82d 2 ezd2
(l—e ) x= 2| YY = 2
l1-e l-e
2,2
y dividiendo por 3
l-e
e’d? 2
x—
1o’ v ®
+ =
e?d? e’d’
(1—e2) 1-e®

y esta ecuacién es equivalente con (2) si e # 1.

Podemos concluir que C es

1. una pardbola si e =1, ya que entonces la ecuacién (2) es y2 =2dx+d®

y* =4p(x-h)
donde 4p=2d; h=-%d
. . (x-h)* ¥
2. una elipse si e <1, ya que entonces la ecuacién (3) es ——— + b—2 = 1, donde
a
2,2 2,2 2,2
d d d
a2=e—?>b2=e 2>0,puese<1yh=e >
l-e l-e

(<)
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3. una hipérbola si e > 1, ya que entonces la ecuacién (3) es

(x-h)" ¥* _ )
a® b’
2,2 2 .2 2,2
d d e'd
donde a2=e—2 y b® = ez >0, pues e>1, y h = >
5.3 TRASLACION DE EJES ¥, -
Sea el sistema de coordenadas carte- p
sianas XY. Decimos que un sistema de N y_ I
coordenadas cartesianas X'Y' ha sido ko _y x s
obtenido por traslacion de los ejes X e Y y 0 v X
al punto 0' si se cumple que: k ‘ .
[} ]
1) Elorigen X'Y' es 0 l I ' !
- - >
2) Los ejes X y X' son paralelos y tienen —h—— x' — X
el mismo sentido. — X ———

3) Los ejes Y e Y’ son paralelos y tienen
el mismo sentido.

Un punto P cualquiera del plano admite dos pares de coordenadas:

uno, el par (x, y) referido al sistema XY

y otro, el par (x',y') referido al sistema XY’
Si (h, k) son las coordenadas XY del punto 0', entonces las ecuaciones entre los pares
de coordenadas (x,y) , (x',y’) del punto P son:
x=x"+h x'=x-h

y=y+k y=y-k

EJEMPLO 1. Trasladar los ejes XY de modo que la ecuacién x° +3x% +2y+8=0 refe-
rida a los nuevos ejes no contenga términos de segundo grado, ni término constante.

SOLUCION. Sean x=x"+h, y=y' +k
las ecuaciones de traslacién de ejes, donde (h, k) es el origen del sistema de coorde-
nadas X'Y"'.
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Sustituyendo en la ecuacién dada, se tiene:
(:c'+h)3 - 3(:c’+h)2 +2(y' +k)+8 =0,
desarrollando y agrupando términos:
2%+ 3(h-1)x? + 3(h —2h)x' + 2y + (ha— 3R% +2k + 8) =0
Puesto que los términos de segundo grado y el término constante deben ser nulos, debe

cumplirse
h-1=0

h*-3h%+2k+8=0

ecuaciones que resueltas dan h=1, k=-2.
Luego, habra que trasladar los ejes XY al punto (1, -2), y referida a los nuevos ejes
X'Y' la ecuacién toma la forma
l3 ’ ’
x"-3x"+2y =0

EJEMPLO 2. Hallar una traslacién de los ejes de tal forma que la ecuacién
3x% -2y +62-8y-11=0
referida a los nuevos ejes, no contenga términos de primer grado.

SOLUCION.

1er. método. Partimos de la ecuacién de traslacién de los ejes x=x"+h, y=y+ k y
procedemos como en el ejemplo anterior.

2do. método. Completamos cuadrados en la ecuacién dada.
3(x* +2x)-2(y" +4)-11=0
3(x2 +2x+ 1)—3——2(y2 +4y+4)+8— 11=0
3(x+1)°-2(y+2)*-6=0,
que se escribe 3x%2-2y%-6=0,
si efectuamos la traslacion x'=x+1, y' =y+2
5.4 PROBLEMAS PROPUESTOS
PROBLEMA 1. Expresar x% +xy+ y2 -3x+2=0 respecto de un sistema de coordena-

das obtenido por traslacién de ejes, si la ecuacién resultante no contiene términos de
primer grado.
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RESPUESTA. x'%+x'y' +y'%~-1=0

PROBLEMA 2. Se han trasladado los ejes XY a un punto 0. Si la ecuacién 3x~2y=6
referida a los nuevos ejes no contiene término constante y la distancia de 0’ al origen
XY es 5, hallar las coordenadas del punto 0'.

RESPUESTA. 0'=(4,3), 0'=(-18, )

5.5 ROTACION DE EJES

Consideremos dos sistemas de coordenadas cartesianas XY y XY’ con origen comtin
0. Sean (x,y) las coordenadas en XY, y (x',y') las coordenadas en X'Y' de un punto

cualquiera P del plano. Decimos que el sistema de XY’ ha sido obtenido rotando en
un dngulo 0 el sistema XY si se cumplen las siguientes condiciones

x=x"cos0-y senf
1)

y=x"sen0+ y'cos0

Estas ecuaciones entre las coordenadas de
un punto pueden obtenerse grdficamente
en la forma que a continuacién des-
cribimos. Para simplificar la exposicién
vamos a suponer que el dngulo de rotacién

8 estd comprendido entre 0° y 90°.

Sean A y C, los pies de las perpendiculares
trazadas desde P a los ejes X y X' res-
pectivamente, y B y D los pies de las per-
pendiculares trazadas desde C al eje X y al

segmento AP, respectivamente.

Es fécil ver que ADPC =8.

Se tiene x=d(0,A)=d(0, B)-d(A, B),

pero d(0, B) = x'cos0 (en el tridngulo OBC)
d(A,B)=d(D,C)=y'sen6 (en el tridngulo DPC)

=Y

y por lo tanto x=x"cos®-y'senb (2
En forma similar se tiene y = d(A,P) = d(A,D) + d(D, P),
pero d(A,D)=d(B,C)=x"send (en el tridngulo OBC)

d(D, P) = y'cos9 (en el tridngulo DPC)

por lo tanto
y=x"sen0+ y'cosd 3
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Nota.

1. Sidespejamos x' e y' en las ecuaciones (1) obtenemos

x'= xcosO+ ysend

4)

y' =-—xsenB + ycosH

2. Las ecuaciones (1) o (4) se llaman ecuaciones de rotacién de los ejes, y la relacién
que ellas definen entre los pares de coordenadas (x, y), (x, ¥'), se denomina una

(transformacién de) rotacion.
3. Sihacemos u = cos0 y v =sen0, las ecuaciones (1) se expresan
x=ux'-vy', y=vx'+uy'

. . .. 2 2 . .
junto con la condicién adicional u” +v” = 1, que es otra forma de definir la rotacién.

En muchos problemas de rotaciéon de ejes no es necesario conocer el dngulo 0 , sino
mads bien los nimeros u y v.

5.6 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. ;Qué rotaciones de coordenadas transforma la ecuacién
2x? +3xy +2y2 =4 enlaecuacion 7x'%+ y'2 =87

SOLUCION. Sean las ecuaciones de rotacién de ejes
x=ux'-vy', y=vx'+uy, uwt+vi=1 'y
Remplazando x, y en la ecuacién dada
2(ux’ - vy')2 +3(ux’ —vy')(vx' +uy’) + 2ux’ + uy')2 =4
2(u2.1c'2 - 2uvx'y’ + v2y'2) + ?:(uvx'2 +ulxy' —vx'y’ - uvy'2) +
+ 2(vzx'2 +2uvx'y’ + uzy'z) =4

Agrupando términos y multiplicando por 2 resulta
2

2(2u2 +3uv + 2v2)x'2 + 6(u2 - vz)x'y' + 2(2v2 - Buv + 20° )y’ =8
Por el enunciado del problema debemos tener
2(2u” + uv + 20} = 7 2
6(u2 - v2) =0 &)

2(2112 -3uv+ 202) =1 “)
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De las ecuaciones (1) y (3) ulvv?= 1, u? —v? =0, obtenemos u =-_+—‘42—3, v= ig, y
sustituyendo estos valores de u y v en (2) y (4) vemos que
V2 J2 J2 J2 .
U=—, V=— y UuU=-—, U=-—, cumplen todas las condiciones.
2 2 2 2
RESPUESTA. Las rotaciones son x = gx' - gy' , ¥y= —v’/zzx' +-‘[2iy' .,y
x= —%x' + gy’, y= gx‘ + %y‘, que corresponden a un dngulo rotado de 45  y

225", respectivamente.

PROBLEMA 2. Simplificar la ecuacién 11 - 24xy +4 y2 +6x+8y—-45=0 por una
rotacién y traslacion de ejes.

SOLUCION.

Paso 1. Mediante una rotacion eliminamos el término diagonal xy.
Sea x=ux'-vy', y=vx'+uy’ donde, wivi=1, 1)

una rotacién que elimina el término x'y’.
Reemplazando x,y en las ecuaciones tenemos

(llu2 —24uv+4v2)x'2 +(11u2 + 24uv+4v2)y'2 +

)
+(-22uv - 24u” + 240" + Buv)x'y’ +(6u + 8v)x’ +(~6v +8u)y - 45=0
Puesto que el término en x'y’ debe ser nulo
-14uv + 24(—u2 + vz) =0 o Tu= 12(1;2 - uz) 3)

Resolvemos las ecuaciones (1) y (3). Elevando al cuadrado (3) y reemplazando
v? = 1-u® obtenemos

49u? = ;144(u2 -uz)2
49u2(1—u2) = 144(1—2u2)2
625u" -625u° +144=0

o, u4—u2+%=0, que resuelta para u? da
T
2o 11,/1-4x?§-§§ _ 1+ e _16 5 9

2 2 25 25
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Luego u=+%,+3, yde(1), v=13

4
+4, +4.

Debemos verificar si estos valores de u y v cumplen la ecuacién (3).

Si u=+4 yu= i% entonces el segundo miembro de (3) es negativo, y por con-
siguiente u y v deben tener signos opuestos.

A, wo-(4-3) o (-49)
Similarmente @v)=(3.4) o (-%-9%

De esta manera vemos que hay 4 rotaciones posibles que eliminan el témino en xy’.

Vamos a elegir la rotacién dada por u =2, v= 3.

Sustituyendo estos valores en (2) obtenemos
2% +4y? +10x'-9=0
Paso 2. Mediante una traslacién de ejes eliminamos el término lineal 10x':

~(x?+10x)+ 4y -9=0 = —(z'+5)" +4y* +16=0

2 2
—x?+4y7+16=0 = -’i;--yT‘ =1 donde x,=x"+5,y =
x? oyt
RESPUESTA. —L - =L = 1.
16 4

Nota. Hay otras soluciones correspondientes a las rotaciones restantes. De una ma-
nera mds precisa, para el problema que acabamos de tratar se obtienen finalmente dos
formas simplificadas, a saber:

2 2 2 2
o oN oy oy N8 g

16 4 16 4

PROBLEMA 3. Hallar el 4ngulo que hay que rotar los ejes para eliminar el término
cuadrdtico o diagonal xy de la ecuacién x® - 2V3xy +3 y2 -8/3-8y=0

SOLUCION. Consideremos la rotacién x = x'cosd —y'send , y=x'send— y'cos6.
Sustituyendo x,y en la ecuacién dada, el coeficiente de x'y’ resulta ser

4 sen0 cosO — 21/—3_ (00829 - sen29)

y puesto que deseamos eliminar el término en x'y’, dicho coeficiente debe ser nulo. Asi,
debemos tener

4 sen0 cos0 - 2J§(cos29 - senze) =0
o, en funcién del dngulo 26, 2sen 20 — 243 cos 20=0
Luego tg 20 = J3.
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Como 20 = 60" satisface tal condicién, vemos que 0 =30" da lugar a una rotacién que
elimina el término xy.

RESPUESTA. Un dngulo de rotacién de 30°.

LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO.

5.7 DEFINICION. Se llama ecuacién general de segundo gradoe o ecuacién cuadritica
general en las variables x e y a una ecuacién de la forma

Ax® +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0 1)

donde A, B,C,D, E yF son constantes reales, y al menos uno de los coeficientes A, B
o C es no nulo.

Llamamos discriminante de la ecuacién al nimero A = B® —4AC.

El conjunto de todos los puntos (x,y) del plano que satisfacen la ecuacién se llama una
curva de segundo grado.

Las secciones cénicas (elipse, pardbola e hipérbola) son curvas de segundo grado ya que
satisfacen ecuaciones de la forma (1). Sin embargo, hay curvas de segundo grado que
no son secciones cénicas, por ejemplo:

(1) La curva x4 y2 -4x-6y+13 =0 consiste de un solo punto: (2, 3), pues si com-
pletamos cuadrados obtenemos

(x-2)* +(y-3)* =0, cuya tinica solucién es (2, 3).
(2) La curva x> + 4y2 ~4xy+2x-4y+1=0 es la recta x =2y +1, ya que si factoriza-
mos el primer miembro obtenemos
(x-2y-1°=0

(3) La curva 2x° —3y2 —xy =0 consiste de las dos rectas 2x-3y=0y x+y=0, ya
que la ecuacidon se puede escribir

(2x-3y)(x+y)=0

2, 2 . .. o
(4) La curva x° +y° - 2xy +5 =0 no tiene puntos, ya que la ecuacién puede escribirse
2 . . . . . .
(x-y)” =-5, que obviamente no tiene soluciones pues el primer miembro siempre
es no negativo.

Se suele decir que estos casos constituyen los casos excepcionales o degenerados de las
secciones cénicas. Se prueba que toda curva de segundo grado es una seccién cénica o
una seccién cénica degenerada, aludiendo a los casos que acabamos de mencionar.
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5.8 PROPOSICION. Supongamos que B#0 en la ecuacién de segundo grado
Ax? +B:tcy+Cy2 +Dx+Ey+F=0

Para eliminar el término en xy mediante una rotacién de los ejes el angulo de ro-
tacién 0 debe cumplir la condicién

ctg2e=..4.i

B
1+ cos20 1- 20
Nota. En este caso cos6= ,————— , senf= /——& y la rotacién viene dada
2 2

por x=x'cos@-y'send, y=2x'sen6+y cos.

Convenio Sobre el Angulo de Rotacién. Suponemos que 6 estd comprendido entre
0° y 90°, y por lo tanto 20 se encuentra en los cuadrantes I o II del plano XY.

Ejemplo. Mediante una rotacién de los ejes simplificar la ecuacién

5x® +24xy-5y° +J13x - 2/13y +2=0.

Solucién. Se tiene ctg 20 = tg = 10 = S5
B 24 12
y cos b = 1+c0s26 = 3 senG:\/——l—_ﬂ=——2—
2 Vi3 2 Ji3’
y la rotacién es x=Ti_3—(3x'—2y') y=J—;_3—(2x'+3y’).

Sustituyendo en la ecuacién y simplificando resulta

13x'2 - 13y -x' -8y’ +2=0.

59 TEOREMA. La ecuacién de segundo grado Ax’+Bxy+ Cy’+Dx+F=0 es la
ecuacién de

1) una elipse (o elipse degenerada) si B®-4AC<0,
2) una parsbola (o parabola degenerada) si B®-4AC=0,
8) una hipérbola (o hipérbola degenerada) si B®-4AC>0.

5.10 NOTA. Los casos de degeneracién son

Un punto
1) Paralaelipse< _ °
Ningin punto
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Dos rectas paralelas
2) Para la pardbola { Una recta (dos rectas iguales)
Ningin punto

3) Para la hipérbola {Dos rectas que se cortan.

Hagamos un estudio mds preciso sobre la naturaleza de la curva
Ax? +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F =0

Supongamos que C#0 y sea A=B-4AC el discriminante de la ecuacién. Podemos
escribir Cy’ + (Bx+E)y + (sz +Dx+F) =0

y resolviendo para y

(Bx+E) + J(Bx+E)2 - 4C(Ax® + Dx+F)
y =

2C

El radicando es
R = (Bx+E)’ -4C(Ax" + Dx+ F) = (B* -4AC)x” + 2(BE - 2CD)x + (E” - 4CF)
El discriminante de esta expresion es
4(BE - 2CD)’ - 4(B* - 4AC)(E” - 4CF).

Tenemos el siguiente cuadro para la curva

Ax’ +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0 (C#d)
DISCRIMINANTE . GENERO DE RADICANDO ESPECIE DE CURVA
CURVA
§>0 Elipse
B?-4AC<0 Elipse 5=0 Elipse-punto
<0 No tiene pun;os
p=0 Pardbola
B’-4AC=0 Pardbola p=0,g>0 Dos rectas paralelas
p=0, ¢g=0 Una recta
p=0, g<0 No tiene puntos
5+0 Hipérbola
B?*-4AC>0 Hipérbola 8=0 Dos rectas que se cor-
tan
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donde p=BE-2CD,
qg=E®-4CF,

8=p’ -Aq=(BE-2CD)’ - (B” - 4AC)(E® - 4CF)

5.11 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Discutir la siguiente curva y simplificarla
4x® +4xy +y® —5x+10y-25=0.

SOLUCION. Se tiene A=4, B=4, C=1 y por lo tanto B®-4AC=0. Por consi-
guiente, la curva es una pardbola (o pardbola degenerada).

Calculamos la rotacién

A-C 3 1+ cos 20 2 1-cos 20 1
ctg20 = —— = —, cosf= |——— =—, send = f———=—
B 4 2 J5 2 J5

Luego x=7‘5.-(2x’—y') , —-JL..( x' +2y').
Sustituyendo en la ecuacién de la curva obtenemos x'? +5y5 y' -25=0,

que es la pardbola o —5J§(y' - JE)

PROBLEMA 2. Determinar la naturaleza de la siguiente curva
17x% —12xy +8y> -22x -4y +13=0.

SOLUCION. Se tiene A=17, B=-12, C =8. Puesto que B~4AC =-400, la curva es
una elipse. Simplificando la ecuacién mediante una rotacién de los ejes, se tiene

C 3 . 3
ctg 20 = —A—- = — — . Puesto que 0<20< 180", sesigue que cos 20 =——.
5

1+ cos29 1 1-cos20 2
Luego cosf = -~ , senf= |[——=—.
J5 2 J5

Sustiﬁuyendo las ecuaciones x=715=(x'—2y'), y=7-15—(2x'+ y') en la ecuacién de la

curva dada obtenemos

-15—( -4x'y' +4y' )—12( x'2—3x'y'—2y'2)+

B
%(4:: +4x'y' +y' )—%x +7_—y '+13=0
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2 2
5x' +20y'° 32x +7_—y '+13=0 = (x’—%) +4(y'+—J1=) =0, ecuacién cuya tnica

solucién es el punto (T T) Luego la elipse se reduce a este punto.

RESPUESTA. La curva es una elipse punto.

PROBLEMA 3. Sea la ecuacién de segundo grado Ax® + Bxy + Cy2 +Dx+Ey+F=0.

1) Probar que si B =0, entonces un dngulo de rotacién 8 elimina al término xy si y
-C
solamente si se cumple ctg 20 = .

2)Si A'x'?+B'x'y'+C'y'? +D'x’ +E'y'+ F' =0 es una ecuacién obtenida de la ecua-
- ¢ién dada por rotacién de los ejes, entonces se cumple la relacién

B®-4AC=B?-4A'C'.
SOLUCION. Consideremos una rotacién cualquiera
x=x"cosO-y'send, y=x'send+ y'cosd
Sustituyendo en la ecuacién dada
A(x'cos - y'senE))2 + B(x'cos 8 - y'sen8)(x'send + y ‘cos6) +

+C(x'sen0 + y'cose)2 +D(x'cos® - y'senB) + E(x'senb + y' cos8) + F =0

obtenemos Ax?+B'x'y +Cy*+D'x’ +E'y' +F' =0,
A’ = Acos’0+ Bsen6 cosd +C sen’0
B = -2 Asenf cosG+B(cosze—sen26)+2Csen0 cos@
donde | C'= A sen’0 - Bsend cos +C cos’ 0
D' = DcosO+ E send
E'= —Dsenf + E cos0
| F'=F

1) Para que el término B'x'y’ sea cero se requiere que B' =0, o sea
cos20 A-C
sen 20 B

(-A+C)sen20 + Bcos20=0 = ctg20 =

2) Debemos probar que B'? -4A'C’' = B® -4AC.



116

Empleando las expresiones que hemos calculado y llamando u = cos9, v = senf, de

2

2
modo que u” +v” =1, tenemos

B = [-2Auu +B(u® _u2)+2cuu]2
- 4A%A L B o)
+4C*u*v" - 4ABuv(u® - v) - 8ACu"v® + 4BCuv(u® - v*)
~4A'C' = -[4Au2 + Buv +C'v2] [Au2 - Buv + Cu’|

=-4A%u%? + 4ABu®y - 4ACU® - 4ABuY® +

+4B%u%? - 4BCuv - 4ACY* + 4BCw® - 4Cu?
Sumando miembro a miembro nos da

B'?_4A'C' = 32(u2 -uz)“ ~8ACu? ~4ACu* + 4B%B? —4ACY!

=Bz(u2 +v2)2 —4AC(u2 +v2)2 =B _4AC,

puesto que w+?=1.

PROBLEMA 4. Hallar la excentricidad de 9x” —4xy +6y° —12x -4y +4=0.

SOLUCION. Se tiene A=9 , B=-4 , C=6. Luego B®-4AC=-200 y la curva es
una elipse. Efectuamos una rotacién para eliminar el término cuadrdtico xy

A-C 3

_ 2
de donde cos20=-%, cos@ =-j—: , sen® =+
Sustituyendo las relaciones x = —J%(x’ -2y'), y= 7‘_5-(2;1:' +y')
en la ecuacién dada se obtiene

2(x -2y’)2 -4(x'-2y')(2%" - y') + 6(2x" + y')2 —%(x' -—2y')-—%(2x' +y')+4=0

20 . (*-%) +(y'+7%)

20
522410y -=x'+—y'+4 =0 =1
N

)
orfeo
ol

. 2 2 2 2 2 c
Asi, tenemosque a“=2,b"=1, ¢"=a"-b"={, e=—=
a

RESPUESTA. ¢= 2



La Ecuacién General de Segundo Grado 117

PROBLEMA 5. Hallar la excentricidad de la curva 4xy - 3x2-16=0.

SOLUCION. Escribimos  3x° -4xy+16=0.
Luego A=3, B=-4, C=0 y B®-4AC=16>0.

Por lo tanto, la curva es una hipérbola.
Efectuamos una rotacién de los ejes para eliminar el término xy
A-C 3 3 1 2
ctg20 = —— = —— 'y cos20=-—, cosf=——, senf=—.
B 4 5 J5 V5
La rotacibnes x= —J%g—(x' ~-2y'), y= %(2::' +3').
Y sustituyendo en la ecuacién
(="'~ 2y')2 -4(x'-2y")(2x" +y')+16=0 > - 2% +4y%+16=0
2
x

16

2
AN
4

¥

2

Luego a’=16 , b2 =4 , ct=a’+b%=20 , e=

Q|o

RESPUESTA. =32

PROBLEMA 6. Hallar la ecuacién de una hipérbola equildtera que pasa por (-6, 4),
(3,-5), (6,10) y (2, 3).

SOLUCION.
Paso 1. En primer lugar probaremos que si
Ax® +Bxy+Cy’ +Dx +Ey+F =0 1

es la ecuacién de la hipérbola equildtera, entonces A+C=0

En efecto, supongamos que efectuamos una rotacién de los ejes que elimina el término
cuadrético xy, de manera que la ecuacién de la curva referida a los nuevos ejes es

Ax?+Cy?+D'x'+E'y' +F'=0 @)

donde A’ = Acos® 0+ BsenOcos0 + Csen’0

C' = Asen’0 - Bsenfcos0 + Ccos® 0
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Sumando miembro a miembro obtenemos
A'+C = A(cos2 0+ sen29) + C(sen29 +cos® 6)
o0 sea que A'+C'=A+C €))

Ahora bien, puesto que (2) es la ecuacién de una hipérbola equildtera se cumple
A’ +C'"=0. Luego de (3) se sigue que A+C=0.

Paso 2. De acuerdo al paso I la ecuacién de la hipérbola es
Ax® +B:cy—-Ay2 +Dx+Ey+F =0.

Suponiendo que A =0 ( por supuesto, también podriamos suponer que B=0) y di-
vidiendo la ecuacién entre A, se obtiene

x? —y2 +bxy+dx+ey+f=0

Reemplazando las coordenadas de los puntos (-6, 4), (3,-5), (6, 10), (2,3) obtenemos

el sistema de ecuaciones
20-24b-6d+4e+f =0

-16-15b+3d -5e+f = 0
—64+60b+6d+10e+f = 0
-5+6b+2d+3e+f =0,

queresueltoda b=1,d=-2, e=-12, f =43
2 2

RESPUESTA. 2x” -2y% +7xy-23x-24y+86=0.

PROBLEMA 7. Probar que si B® —4AC >0, entonces la curva
Ax® + Bxy + Cy2 +Dx+Ey+F =0 esuna hipérbola.

SOLUCION. Efectuando una rotacién de los ejes que elimine el término cuadrético xy
se obtiene

A'x'2+C'y'2+D'x'+E'y’+F'+E'2 =0 1)
Por la parte 2 del problema 3, los discriminantes de las ecuaciones son iguales
—4A'C' = B® -4AC, y siendo B®-4AC>0 por hipétesis, obtenemos A'C’' < 0. Luego

A’ y C' tienen signos opuestos.
Completando cuadrados en (1) obtenemos

Al[x'2+%x!) + C'[y12+%yl) - _FI
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r\2 '
A'(x’+-l—)—) + C'(y'-i-i) =R 2)
A’ A’
'2 ,2
donde R=—-F’+B—+£—.
24" 2A’

Debemos considerar dos casos:

) L)
Caso 1. R # 0. Entonces (2) se escribe ;A + I%A =1
A’ C'

: R R
que es una hipérbola con ejes paralelos a los ejes X'Y' puesto que — y — tienen
A C

signos opuestos.

Caso 2. R =0. Entonces (2) se escribe

) -5l
y+— = - —|X +—
24’ c’ 24’
, E' A ( , D')
(] y =—-——= |-— |x +——
que representa dos rectas que se cortan.

En resumen, si B? —4AC > 0 entoces la ecuacién
Ax? +Bacy+(}y2 +Dx+Ey+F=0

representa a una hipérbola o dos rectas que se cortan.

PROBLEMA 8. Se llama cuerda focal de una cénica a un segmento de recta que pasa
por el foco y cuyos extremos se encuentran en la cénica. Probar que si dos cuerdas
focales de una parsbola son perpendiculares, entonces la suma de los inversos de sus
longitudes es una constante.

SOLUCION. Consideramos la parsbola y* = 4d(x + d) con el foco en el origen.

Entonces una recta que pasa por el foco es de la forma y = mx.
Calcularemos la longitud de 1a cuerda determinada por los puntos de interseccién de la
recta con la pardbola.

Sustiuyendo y=mx en la ecuacién de la pardbola tenemos

m’s® =4d(x+d) o m’x’-4dx-4d’=0
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2d + 2dV1+m?®
m2 ’

cuyas raices son X, X, =

4adV1+m?

2
m

y por lo tanto X, -X, =

Luego P, =(x,,mx,), P, =(x,, mx,) determinan una cuerda focal cuya longitud es

L =d(P,F)= J(xl—x2)2 +m2(x1—x2)2 = J(1+m2)(x1—x2)2

) J(1+m2)(4d)2(1+m2) 4d[1+"‘2}

1)

= - =
m m

. 1
De igual manera para la recta y = ——x, perpendicular a la recta dada, la longitud de

m
la cuerda dada es
2
v )
L' = 4d| — 2 | = 4d(1+m?) @)
1
)
De (1) y (2) se sigue que
1 1 m? 1 1
—_— ¢ — = 5 + 2 = — = constante.
L L' 4d(1+m?) 4d(1+m’) 4d

5.12 PROBLEMAS PROPUESTOS.

Simplificar las siguientes ecuaciones mediante rotacién y traslacién de los ejes e
indicar la naturaleza de la cénica que representan.

1. 3x% -2xy+83y> +14x-10y+15=0.
2. 5x2 —20xy-10y® +8x-4y-28=0.
3. x2+6xy+9y2+x—7y+1=0.

4. 4x° —12xy+9y> -2x+3y-2=0.

5. 5x° —24xy-5y° —8x+14y+16=0.
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6. 15x° +5xy+3y° = 155.

7. 3x% -8xy-16y° —x+4y=0.

8. 48x° —12xy+43y° +12x+18y+3=0.
9. x2—2xy+y2—4x+7=0.

10. 5x%+5y° —6x+12y+19=0.

Haciendo uso del discriminante y del radicando de la ecuacién de segundo grado,
identificar las siguientes curvas:

11. 2x% -xy-3y’=o0.

12. 4x% +4xy+4y° +14x+10y+7=0.
13. 2x% +2xy+2y® +7x+5y+7=0.
14. 2x% +8xy+2y° +10x+ 14y +5=0.
15. 9x” - 12xy+ 4y’ +20x-43y+14=0.
16. 13x” -8xy+7y° ~8x+14y+7=0.
17. 4x° -12xy+9y° +4x-6y-3=0.

18. Una cuerda pasa por el foco F de una seccién cénica tiene sus extremos P, y P,
sobre la curva. Probar que

1 1
+ = constante.

d(F.P) d(F.P,)

19. Hallar la ecuacién de (la recta que contiene a) la cuerda de la curva
4x° — 3y2 = 36, si se sabe que el punto medio de la cuerda es (4, 2).

20. Sea la ecuacién de una elipse x? +:c_'y+2y2 -x+3y+F=0.

Hallar los valores de F para los cuales la curva es
a) una elipse;
b) una elipse punto, jcu4l es el punto?;

¢) una elipse sin puntos.
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RESPUESTAS
. xll2 ,,2 yll2 x'lz
1. Elipse: —+y""" =1. 2. Hipérbola; ~— - ——=1.
2 3 2
. ll2 — -_l— !
3. Pardbola: x''" = =Y
4. Pardbola dos rectas paralelas: y'' = _T%‘é' ,y'= % , o en coordenadas XY

2x-3y+1=0,2x-3y-2=0.

5. Hipérbola: x'° —y? =1,

12 "2

6. Elipse: I

10 62

7. Hipérbola dos rectas.

8. Elipse punto: i-1—+ - =0, 0 (x",5")=(0,0).
3 4

9. Parsbola: y''% = 2x"".

"2 12

10. Elipse sin puntos : LA S
2

2

11. Hipérbola dos rectas que se cortan.

12. Elipse. 18. Elipse sin puntos.
14. Hipérbola. 15. Paridbola.
16. Elipse punto. 17. Parsbola: dos rectas paralelas.

1
19. y=—(8x-26).
3

20. a) F<2,
b) F =2 la elipse punto es (1,- 1)
) F>2.
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