
CAP.7 

APLXCACXONES DE LA XNTEBRAL 

A PROBLEMAS DE LA FXSXCA 





1 t'IASA, l'llt'IENTOS EBTATICOB V DE INERCIA, V CENTRO DE I1ABA 

1.1 Casa J: Biste.as de puntos aaterial~ 

Dado un sistema de n puntos materiales de masas m ,m , ••• •llln ·' 

ubicados en un plano de la recta fija E, llamada eje, definimo~ 

Ca> la •••• ~o~al del a~ateae 

M • 

Cb) el aoaento eatático respecto de1 eje ~ 

Ce> e1 -•ato de iaercla reapecto ••1 eje E 
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MASA, K:ltBRTOS BS'l'A'l'lCO Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA 

(d) e1 ceacro de .... r .. pecco de1 eje K 

1 
~ 

d -­M 1 
en donde d. • ± distancia del i-~simo punto al eje E, debien 

1 

do elegirse el signo + para aquellos puntos que se encuentran a un 
lado del ej~ E, y el signo -, para aquellos puntos que se encuen 
tran al otro lado. 

(e) radio de pro re• pece o de1 ej<! B ., R, donde 

1 
¡t2 

lE 

1 R;¡¡.O ---¡:¡-

1.2 Caso II: Curvas Planas 

Sea un alambre delgado (o hilo) que tiene la forma de una 
curva C contenida en un plano de una recta fija E y supongamos 
que en cada punto de la curva es dada una densidad cr de masa por 
unidad de longitud. La masa de un arco elemental de longitud ds 
es dM • crds • 

B 

+ 

dM •crda 
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Sea x = ± distancia de dM al eje E, donde debe elegirse el 
signo +según que dM se encuentra a un lado del eje E, y el signo-, 
si dM encuentra al otro lado. 

El aoaeato eatátiee de dK r-pec:to de Z es d~ = x dM , 

y el aoaeato de inercia de dK respecto de Z es diE • x2 dM • 

Damos entonces las siguientes definiciones para el alambre dado. 

(a) HJU~a t:ot:a1 

M • J dM 1 1 
(b) aoaeat:o eatát:ico reapec:to de1 eje z 

1 
ME - f X dM 

1 

(d) radio de giro reapect:a de1 eje 11: • R, donde 

1 
R2 - ..!L. 

1 
R ;>O, 

M 

(e) si XY es un sistema de coordenades rectangulares en el plano del 
alambre, se define 

Ceatro de aaaa = (x,y) 

donde 
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MASA, M:>MENTOS ESTATICOS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA 

Nota 

(1) En las formulas (a), (b) y (e) los límites de inte~racion se 
detena{naa de manera que el elemento de masd dM recorre toda la 
curva. 

(2) Si la densidad o ed constante decimos que la masa es homo&énea 
o unifor~e. En tal caso, el centro de masa (x,y) también se de 
nomina cen~roicle. 

(3) En general, cuando se ~ra~a de figuraa ceo•ét¡:oic- ae as:a 
111e que o • l , resultando la masa del alambre numéric !1\.P.nte igual 
a la lot.gitud. 

(4) Si la curva es sim~trica respecto de E ~y la masa es homogénea) 
entonces el centro de masa se encuentr~ en tal eje. 

Ej.-plo 

Hallar el centro de masa de un arco del círculo de radio R que 
subtiende un angula 2N. 

Solución 

Sea C • (x,y) el CP.ntro de 
masa del arco AB. Por simetría 
respecto del eje X, C se encuen­
tra en el eje X; luego y •O 

Hagamos x • R cos t, 
y = R sen t. 

Cuando t varia desde t • -ex hasta 
t • ex se obtiene ~1 arco AB. Luego 

e os dt 

- Rdt 
dKy • X ds "' R2 e os t d t 

y por lo tanto 

M = L • (ex ds • 2aR , 
J_(l 

y 

e -
k sen ex 

(l 

R sen ex 
(l 

o ). 
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1.3 Ca~o III: Figuras Planas 

Consideremos una "lamina fina" que tiene la forma de una 
reg~on S contenida en un plano. Supongamos que la masa de la 
lámina es homogénea, esto es, que la densidad a de masa por un~ 
dad de área es constante. Sea E una recta fija en dicho plano. 
La masa de un rectángulo elemental con dos lados paralelos al 
eje E (franjas paralelas al eje E) es dM •ahdx, siendo h la 
altura y dx la base de dicho rectángulo. 

0 E 

e(J)R dM 
X ------

d~ 

Sea x & ± distancia de R al eje E, donde se mantiene la 
convención de signos establecida en 1.2. 

El aoaento eatátieo de •x reapeeto de E es 
dME z x dM , y su aoaent:o de inereia re•peet:o de E es 
DIE = x2 dM. 

Para la lamina damos entonces las siguient~s de~iniciones 

(a) Ha•• total 

1 K • JdM 
1 

(b) aoaeat:o estático respeeto del eje E 

1 ME • J xdM 1 

(e) momento de inercia re•peet:o del eje E 

[ lE Jx2 
dM 1 

(d) radio de siro reapect:o ••1 eje B .. R, donde 

1 1 
R ;> O; 

CAP.7 
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MASA, MOMENTOS ESTATI:COS Y DE I:NERCI:A, Y CENTRO DE MASA 

c:eut: rai•e de S = ( i, y) 

donde x-~. "=.i. M :r M ' 
siendo XY un sistema de coor 

denadas rectangulares en el plano de la lámina, 

(f) mo•eut:o de inercia relatiya al orisea (o aoaeut:o polar) 

(g) siR es la región del plano acotada por las rectas x =a, x =b y 
las curvas O ..;; y1 (x) ~ y 2 (x), a ~ x ~ b, entonces se cumple 

1 Ib Mx=-r a [y; -y~) dx (1) 

1 
My e l~ x [y2 - y

1 
J dx 

1 
(2) 

Ix + Jb 1 Yi -Yn dx 
a 

(3l 

Iy Ib x2[y2 -y¡) dx 
a 

(4) 

Las formulas (1) y (2) se prueban en el problema 7, de la sec­
ción 1.8. La fórmula (3} se establece en el ejemplo 3 que sigue. 
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Eje~~~p1a 1 Encontrar las coorden3das del centro de masa de la región 

acotada por la elipse 4 + 4 = 1 y los ejes de co;,rdenadas 
3 b 

(x ;;;. O, y ;;;. o ) . 

Solución Tenemos 

y 

y f 1 {x) = O • 

Haciendo el cambio de variable 

x =a cos t, y= b sen t, 

tenemos dM = yrlx = -ah sen2 t dt 

dMx = + y 2 
dx = - + ab2 sen3 t dt 

dM = xy dx = - a2 b sen2 t cos t d t, 
y 

e integrando respecto de t desde 71 
.hasta o 2 

M = 
71ab 

H ab2 

M 
a2 b 

--¡;- X = --r- y -~ 

M 
4a M 

Luego x __;¡_ y = X 

M 3Tr M"" 

y 

resulta 

4b 
3ñ 

y=...!?.._ /a2-x2 
a 

Ejemplo 2 Probar que los momentos estáticos y de inercia de un anillo 
circular plano de radios R1 y R2 ( R1 < R2 ) alrededor de un eje E pe_!. 

pendicular al plano del ar.illo y que pasa por el centro del mismo son da­
dos por 

y 

Solución Para el anillo circular de 
radio x y espesor dx se tiene 

dA = 2 TTx d¡.; , 
dME = xdA 271x 2 dx, 

y diE x 2dA = 2 TTx 3dx. 

Luego, 

JR¡ 2 
dM a - 7!(R3 - R3 ) 

E 3 2 1 

R¡ 

y 

dx 

I "' E 

E 
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MASA, MOMENTOS ESTATI':OS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASl. 

Ejemplo 3 Probar que el momento de inercia respecto del eje X de una 
región R acotada por las rectas x =a, x = b, y las carvas continuas 

O .;;;; y
1 

(x) .;;;; y
2 

(x) , es 

Solución 

Caso 1: R es un rectángulo de lados paralelos a los ejes de coordenadas. 

Sean d 1 < d2 las distancias al eje X de los lados de R paralelos a 
este eje. Probaremos que 

do~de B • base del rectángulo 

B • b - a. y 

X 
a 

El á~ea del rectángulo elemental de la figura es 
y por lo tanto 

dA = (b-a )dy z B dy 

I • X 

Ca.a 2: R es la región indicada en el enunciado del ejemplo. 

Por el =aso 1, el momento de inercia Y 
respecto del eje X del rectángulo el~ 
mental de la figura es 

1 ( 3 3 dlx • 3 y2 - y1 )dx. 

Luego 

I • X 
1 
3 

o 
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Caso IV: Superficies de Revolución 
obtenida por rotación alrededor del eje X 

O .;; y = y (x) , 

Se define 

(1) Area de S 2rr Ib y ds 
a 

a.;;x.;;b. 

Sea S una superficie 
de la curva 

<2> K~nto estátiC"o de S respecto del eje X 

< 3 > Ma.eoto de inercia de S re.pect:o de1 eje X 

donde ds =diferencial de longitud de arco 

1.~ Caso V: Sólidos 

1. ~-1 Sea S un sólido (o cuerpo) de densidad constante o de masa por 
unidad de volumen en el espacio XYZ, comprendido entre los planos 
x =a y x= b. Si A{x) designa el área de la sección de S pa-
ralela al plano YZ en el punto x, a .;;x .;;b, enton~es la masa 
del cilindro elemental de base A(x) y altura dx es dM= oA(x)dx. 
Se define 

y 

CAP. 7 
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<a> -•• de S 

1 1 M J dM 

(b) -•ento estático de S reapec:t:o del p1ano YZ. 

1 Myz = J x dM 1 
(e) centroide de S • ( x' y, 'i) 

donde i=~ 
M 

M z • .....!L. 
M 

Nat.a 

Si una figura geométrica (curva, área o volumen) es simétrica res 
pecto de E (eje o plano) entonces su centroide se encuentra en E. (Ver 
problema 4, seccióo 1.8, problemas resueltos pág 320 ). 

1.~.2 Sea S un solido generado por rotac1on de una figura plana R alre-

334 

dedor de un eje E. Designemos con dM la masa de un tubo cilíndrico cuyo 
eje es E. 

E 

Se define 

(a) aomeato de inercia de S respecto de E 

1 IE = Jx
2

dM 1 
(b) radio de siro de S respecto de E • R, do 'l. de 

1 
R2 

IE 

1 ,._ 
M 

R ;;;. O , 

siendo M • masa total di! S. 
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1. 5. 3 NotA Cuando se trata de calc.ular los momentos estáticos o de iner 
cia es conveniente descomponer la masa del cuerpo dado en elementos 
de masa para los cuales se conocen estos momentos y a continuación 
se integran dichos elementos. 

Ejemplo 1 
eje X de la 
y el eje X. 
respecto del 

Sea R el sólido generado por rotación alrededor del 
región acotada por x•a, x=b, la curva y= y(x):>o 
Probar que los momentos estáticos y de inercia de R 
eje de revolución son dados por 

y 

Solución Consideremos un disco circular perpendicular al eje X 
de radio y= y(x) y e:::pes.or dx. Aplicando las fórmulas deriva 
das en el ejemplo 2, l. 3, pag. 312, se tiene 

y 
1T ~ 

diX = zY dx. 

Finalmente, integrando respecto de la variable x 
hasta x = b se obtienen las fórmulas indicadas. 

desde x =a 

Ejemplo 2 Calcular el momento de inercia de un cono circular 
recto homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es r 
y altura h. 

Solución Sea la densidad cons 
tante de masa por unidad de volume;. 
El momento de inerci~ del tubo cilú1 
drico generado por rotación del rec 
tángulo elemental R alrededor del 
eje Y es 

di 
y 

x2
• masa = x2 a(21Txy dx ) 

2 nox 3 ydx 

Por semejanza de triángulos 

.....L_ =..!L. o y = .!!.(r-x) 
r-x r r 

Luego 

donde 

I 
y 

M 

r l 2 rrox 3 ~ (r-x)dx 

masa 

1Thr" a 
10 

y 

3 2 
-roMr 

I 

335 
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1.6 TEOREMAS DE PAPPUS 

TEOREMA 1 

El área ele la superficie obtenida al rc•tar un arco de 
plana alrededor de un eje, que se encuentra en el pla'lo de 
y que no la corta, es igual al producto de ln longitud de 
por la longi~ud de la circunferencia descrita por el centro 
del arco de la curva 

una curva 
la cur-;!a, 
la cutva 

de masa -

donde 

L longitud de la curva, 

y distancia del centro 
de masa de la curva 
al eje, 

A área de la superficie 
generada por la curva. 

En la figura se encuentra 
el arco de la curva y= y(x)> O 
entre x=a y x=b; C=(x,y) 
es el centro de masa, y se asu 
me que la curva reta alrededor­
del eje X. 

PRUEBA 

y 

~ { ! r=c<,y))- y=y(x) 

1 1 1 
l 1 1 

Designemos con ds la diferencial de longitud de arco. 

Tenemos 

A (1) 

(2) 
L 

y sustituyendo Ib y ds = y L en ( 1) resulta 

A 27ryL. 1 
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TEOREI1A 2 

El volumen de un sólido obtenido al rotar una región del plano alre 
dedor de un eje que se encuentra en el plano de la región y que no la cor 
ta, es igual al producto del área de la región por la longitud-de la e~~ 
cunferencia descrita por el centro de masa de la región 

1 1 
donde A • área de la región, 

y ~ distancia del centro de .masa de la región al eje dado, 

y V 2 volumen del sólido generado por la región. 

y 

y • f 2 (x) 

~..---.--'Y •f1(x) 
1 
1 
1 

o a X b 

En la figura se muestra una región contenida en el plano XY que rota al­
rededor del e_i e X y cuyo cent roide es (x ,y) 

PRUEBA 

y 

donde 

y 

Vamos a suponer que la región dada está acotada por 

1) 

2> 

las rectas x=a- x=b, a< b , 

las curvas continuas y z f 1 (x) , 

en 

Tenemos entonces 

yA = Mx = + lb[ f 2 (x)
2 

- f 1(xf }x 
a 

teniendo en cuenta (g), 1.3, pag 311. 

Dividiendo miembro a miembro resulta 

y: = 21T o 

(1) 

(2) 
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'l'!DI®4AS DE PAPPUS 

Ejemplo 

Encontrar el área de la superficie y el volumen de un toro obte­
nido por roteci6n de un círculo de radio a alrededor de un eje en el 
plano del círculo y a una distancia b > a de su centro. 

Solución 

T 
b 

1 

Consideremos un círculo como el que se muestra en la figura. 

El centro de masa del círculo (y de la región acotada por el 
círculo) se encuentra a la distanci b ael eje E. 

Luego, por los teoremas 1 y 2 de Pappus, respectivamente, se 
tiene 

A • 2 11b • ( longitud de la curva ) 

(2 nb )(2 11 a) 

V 2 11b • ( área del círculo ) 
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1. 7 TEOREMA DE BTEUER D DE LOS EJES PARALELOS 
Sea un cuerpo con masa M y E un eje que pasa por el centro de 
masa del cuerpo. Se c\DIIple entonces 

donde 

PRUEBA. 

Entonces 

1 
E1 es un eje paralelo al eje E, 
a a distancia de E a E1 , 

lE' lE son los momentos de inercia del cuerpo respecto 
1 de los ejes E y E1 , respectivamente. 

Sea X • ± distancia del elemento de masa dM al eje 

x-a ± distancia de dM al eje E¡ • 

E. 

y X "' JxdM = o. pues E pasa por el centro 
de masa de M. 

Luego 

J (x-a'f dM J (x2
- 2xa + a2 )dM 

PRDBLEI1A 1 Un alambre tiene la forma de un arco de la circun­
ferencia x 2 + y 2 = r 2 en el primer cuadrante. Hallar su masa 
y su momento de inercia respecto de los ejes X e Y si la densi 
dad p en el punto (x,y) es (x+y). 

SOLUCIDN 

p=x+y 

Tenemos M 

De igual modo 

Tenemos x = r cos t, y = r sen t, ds=rdt, 

r(cos t + sen 

1'2 p ds 

o 

t), oo;;;t<-f 

1'2 r(cos t + sen t)r dt 2r 2 

o 

17r/l(r2 sen2 t)r(cos t +sen t)r dt 

o 

7r~ r~ I sen2 t (cos t + sen t)dt r~ • 

o 
~ ly • r . 
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PROBLEI'IA 2 Encontrar el centroide de un arco de la catenaria 
X 

y· 4 cos h4 

BOLUCJON 

desde x= -4 hasta x= 4. 

Tenemos y' .. X 
sen h4, ds = /1+ (y') 2 dx • cos hfdx, 

ya que 

M = 
X 

~ 

L = longitud del arco indicado ds • 4 sen h .!. 
4 

= 4 [sen hl - sen h ( -1) ] = 8 sen h 1 , 

-x x e -e sen h(-x) ~ 
2 

ex - e-x 
2 

1: Y ds = 4 L: coi h : dx 

8 sen h2 + 16 

1 x ds 1: x cos h : dx 

= - sen hx. 

o 

1_: 

( integrando por partes y usando cos h (-x) .. cos hx) 

Luego i 
M y 

o, =¡:-

Mx 8 sen h2 + 16 2 +sen h2 
y .. _ .. 

8 sen hl L sen hl 

PROBLEMA 3 Calcular los mornentcs estáticos, respecto de los ejes X 
e Y, y las coordenadas del centro de masa del arco de la astroide 

31: % 3/z 
x 2 + y = a que se encuentra en el primer cuadrante. 

SOLUCJON Por simetría MX 
ciente calcular ~ e y . 

x = y , de manera que es sufí 

Tenemos 
1/ 

ds l1+(y')2 dx 
a 3 --r¡:- dx 
X 3 

La xdx !a 1/ X% dx 3 2 
M y a 3 "'58 L foa ;h 3 --¡¡" dx =Ta, 

X 3 

x ~ 2 
L S a 

MX = My 
3 2 

= s-a y y Luego 
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PROkDIA 4 Probar que si una figura plana (curva o lrea ) es siml! 
trica respecto de un eje E, entonces se cumple 

(1) M momento estltico respecto de E • O, 
E 

(2) el cer.troide de la figura se encuentra en el eje E. 

Nata La misma propiedad se cumple si un sillido e o~ siml!trico respecto 
de un plano E. 

SOLUCIDN. 

(1) 

(2) 

Sea x • 
y p(x)• 

±distancia de un elemento de masa al eje E, -a< x <a, 
densidad lineal de masa respecto de la variable x. 

Por simetría se tiene p(-x) • p{x) 
f(x) ~ xp(x) es impar, esto es, 

y por lo tanto la función 
f(-x) • -f(x). Lu.!go, 

M .. 
E l a x p(x)dx • 

a 
J: f(x)dx • o. (prob.lO, pag.I28) 

X • 
_i_ 

M O. 

PROBLEI'tA :5 Determinar las coordenadas del centro de masa de un arco 
completo de la cicloide 

SDL.UCIDN Tenemos 

x • a (t - sen t) 

y • a (1 - c08 t) 

ds ,. / <::>2 
+ ("*)2 

dt • 2a sen ~ dt 

( usando 2 ser? T • 1 - cos t ) 

Luego L • ds • 8a , 

e 

M • X 

(2!1 t 
..\¡ a(l-cos t)2a senydt 

4a 
- -r· 

Puesto que el arco es siml!trico respecto de la recta x • a'IT , la ab•cisa 
i del centro de masa se encuentra en esta recta (ver problema 4). 

Luego, i • a,.. 341 
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PROBLEI'IA 6 Determinar el centroide de la cardiode r .. a ( 1 + cos e ) • 

SOLUCIDN Puesto que la curva es simétrica respecto del eje X se 
cumple y .. O. 

Por otra parte, 

dr .. - a sen e de, ds ·/r2 +(.E:!..'f dfl 
d9 = 2a cos-f de 

Luego 

Ion x 
n 

y 

l. - 2 d!< 4a fo cosfde Sa, 

My • 2 Ion x ds 2 111 

(r cose )ds = 4a2 l 71 

(1 + cose) cose 

2 rn 2 e ) 2 e e 
" 4a Jo (2- 2 sen T (1- 2 sen -z> cos-z de 

usando ces e = 1 - 2 serf ~ ) 
2 

n 

• 8a2 l ( 1 - 3 sen
2 f + 2 sen4 ~ ) cos t de 

e 
cos"frl6 

PROBLEMA 7 
rectas 
entonce.> 

x= a, 
Probar que si 

x = b y las 
R es la región del plano acotada por las 
curvas O < y

1 
(x) < y

2 
(x) , a .;; x .;; b, 

(1) M y lb x(y2 -:Y¡ )dx 
a 

(2) Mx 
1 Lb (y22 - Y¡2 )clx 2 a 

SOLUCION 

(1) Por definición 

b L X dA. donde dA es el área de 

un rectángulo elemental de lados paralelos al e_ie Y (franjas ver 
ticales, de altura y

2 
- y

1 
y base dx. 

Luego dA " ( y2 -' Y¡ )dx y x(y2 -y1 )dx. 
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(2) Tenemos donde dMx es el momento de un 

rectángulo elemental de lados paralelos al eje Y (franjas vertica-
les), de altura y2 -y1 y base dx. 

Por el problema 4,el centro de masa de tal rectángulo, por 
simetría, coincide con su centro geométrico y por lo tanto se en­

cuentra a una distancia 
Y¡+ y2 

2 
y + y2 

dMx y dA 1 • (y - y
1

) dx = 
b 2 2 

y Mx 
.J_ I <Yi -y¡) dx • 2 

a 

del eje E. Luego 

(y2 - y2) 
_...;.2 -,:--~~ - dx - 2 

PROBLEMA 8 Hallar el cent roide del área acotada por las curvas 

y ;;: . 

SOLUCION Los puntos de intersección de las curvas dadas se obtienen 

cuando y o x' = x, esto es, cuando x =O, l. 

Tenernos 

A = 11 (/X- x2
) dx 1 

3 o y 

Hy l1x[rx- x
2
]dx 

3 y 1= x2 
20 ' 

Hx 11 _1 G"2 - y 2]dx o 2 • 1 

1 J1 
(x -x') dx 

3 
2 2o o 

Luego , 9 
20 

9 y =2'0 

Nota También puede ca lcularse Nx empleando rectángulos elementales 
horizontales: 

donde x 1 

343 
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PROBLEI1A 9. <Teorema de Pappu•>· Sean R1 y R2 dos regiones 

disjuntas del plano com masas 

\x 2 , y2 ), respectivamente. 

M1 y M2 y centroides (x
1

, y 
1 

) y 

Probar que el centroide (x,j) de la re-

gión R com..,uesta por las dos regiones R¡ y R2 viene dado por 

Ml xl+ M2x2 Mlyl+ M)'2 
X = 

Ml+ M2 
y 

'MI+ M2 

SOLUCION. Tenemos 

l1 masa de R = M 1 + M 2 

~ Momento estático de R respecto del eje X 

f x dm (pues las dos regiones R1 

y R2 son disjuntas. ) 

Luego, 
M x = ...:L 
M 

En forma anSloga se establece la otra formula. 

PROBLEMA 10. Probar que el centroide d.;, un triángulo coi.ncide con el 
punto de 1ntersección de las medianas. 

SOLUCIClN. Bastará probar que el . y 
centroide de un triángulo de altu-
ra h se encuentra a una distaP~ia 

~ medida desde la base. 

Dado el triángulo OPQ considereroos 
un sistema de coordenadas rectangu 
lares como el que se muestra en la 
figura. 

Debemos calcular 

Las ecuaciones de las rectas L 1 y 
L 2 son respectivamente, 

L1! X1 =t-y, L 2: x 2 = p~b y+b, 

y por lo taPto, M= 
X 

b bh2 

y(-h y + b)dy =6 . Así, 
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OTRA SOLUCION. <Usando •1 T•ore•a 2 d• Pappus>. Si hacemos que 
el triángulo OPQ rote alrededor del eje, el volumen del sólido generado 
es 

V Volumen generado por 0PP
1 

l 2 l 2 3 p ('!Th ) + "t<b-p) (1Th ) 

Pero por el teorema ne Pappus 

+ Volumen generado por PP
1 

Q 

l 2 
z 3 bnh 

V 2ny. Area de OPQ 2 - bh nyT 

De (1) y (2) se sigue que 

1 

(1) 

PROBLEMA 11. Encontrar el momento de inercia y el radio de giro res 
pecto del eje X de la región acotada por la curva y E xe-x y el eje 
X en el primer cuadrante. 

y el eje X en el primer cuadrante. 

SOLUCION. Aplicamos la formula 

dada en el ejemplo 2, 1.3, con a= O, b =+"' 

Luego 

-x 
x e y y -o. 

1 

l
+ oo 

3 -3X d 
X e X 

- 3X 
"' _ _.!._ (9x3 

27 1 

+oo 

+ g,(- + 6x + 2 ) 

0 

2 =v 

Por otra parte 

Luego, 

R2 

de donde R 

_2A.. 
A 

16 
~ 

2 
27 

(integrando por partes) 

(usando lim xn e-x = O 
n-+ +cn 

l. 
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~~ 12 Probar que los momentos estáticos respecto de los ejes 
X e Y de una región R acotada por la curva r • r(e) y los radios 
vectores e - a y e - a. son dados por las fórmulas 

1 La 
-3 r 3 sen e de y 

SOLUCION Por el problema 10 , el Y 
centro de masa C • (i, y ) del trian 
gulo elemental OPQ de la figura se 

2 
encuentra en la mediana OH a ~ de 
nu O -X 2 2 ...... del. polo . Luego • "'j"X , y "')Y. 

2 r 2 dfl 
Así, dMX • y . Area de OPQ • "'JY. -z 

e integrando re11pec tO de e desde e., Cl 

hasta e D a resulta 

1 
Mx- 3 sen e de 

De igual manera se obtiene la formula ccrrespondiente a My . 

PRDBLEI'IA 13 Calcular el centroide del área encerrada por la cardiode 
T • a (1 + COS e), 

SDLUCION Teniendo en cuenta que la región es simétrica respecto del 
e;e X se obtiene y O. 

Por otra parte 

y por tanto r2TT 
Jo < 1 + cos e 'f de 

4- r2Tr , Jo o + cos e )3 cos e de Así, 
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PROBLEI'1A 14 Hallar el centro de ma~a de un cono homogéneo circul~r 
recto de altura h y radio en la base r. 

SOLUCION y Por simetría del centto de ~sa se 
encuentra en el eje Y. I.ul;!go x• O, 
z = o. 

Calcularemos Mxz = momento estático 

del cono resper.to del plano XZ. El 
d5sco elemental de la figura (de ba­
ses paralelas al plano XZ) tiene v~ 
lumen 

dV = na2dy, 
........ ~ .. ~ .. --.. ~~ .. ~-- X donde el radio a cumple por semejanza 

Así tenemos que lb 1Tr2 
Mxz ydV =-¡r 

Mxz h y y -v- T 

de triángulos la relación 

h fa y(h-y)2dy 

ya c¡ue \' = 

a =.!.(b-y). 
n 

1T r 2 h 
3 

Por lo tanto el centroide dt!l con0 se encuentra en el eje del cono a ~ 
unidades de distancia respecto de la base. 

PROBLEMA 1:5 

(1) Probar que el momento de inercia de la región encerrada por un círcu 
lo de radio r alred~dor de uno de sus diámetros es ! • nr~4 • -

<2> Encontrar el momento de inercia de u~ cono circular recto de alt~ 
ra h y radi0 r en ·¡a base respecto de un diámetro de su base. 

SOLUCION 

(1) Podemos asumir que la ecuación del cír-::ulo es x2+ y 2 • r2 y que el 
diamet:o está contenido en el eje Y. Luego 

l: Lo 
I = ly = 2 x2y dx 4 .., 2 2r cos e sen e d8 

n (haciendo x "'r cos e, y - sena) 

Lo o 
1 ~ sen228d8 -.f .L (l- cos 48)d8 -

1Tr4 
-"i"r = 4 
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(2) Consideremos un disco circular 
R ae radio a y espesor dy con 
bases paralelas al plano XZ. 

Por la parte 1~ el momento de 
inercia de R respecto de uno de 
sus diámetros D' es aproximada­
mente igur.l a 

f-a"dy. 

Luego, por el tecrema de Steiner 
(1.7) su momento de inercia res­
pecto del eje X será 

dlx • fa•dy +(volumen de R) y2 

•cfa"+ wlly 2 ldy ccx> 

Por semejanza de triángulos 

.!. - l!.::x. r h o 

Sustituyendo 
desde y• O 

a •f<h-y) . U> 

( S) en (a ) e inte~rando 
hasta y • h resulta 

l
b . 

di -O X 

y 

resoecto de la variable y 

~ 16 Hallar el momento de inercia respecto del eje X de la 
superficie generada por rotación, alrededor del eje X, de un arco com 
pleto de la cicloide x•a(t-sen t), y•a(l-cos t). 

S(l_lJCI~ El momento de inercia respecto del eje X de la superficie 
cilíndrica elemental de radio 

Y • a (1 - coa t) • 2a sen2 f y altura 

Integrando desde O hasta 2'1r resulta 

2048 
35 

ds • 2a sen Tdt es 
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PROBLEI'IA 1 7 

Probar que el centro de masa de un hemisferio sólido· de radio r se 
encuentra respecto de la base a la distancia 

(1) 

(2) 

3 Sr, si la masa es homog€nea; 

8 
1) r, si la deMidad de cualquier punto P es proporcional a la 

distancia de P a la base del hemisferio. 

BOL.UCION 

El volumen de un disco circular de espesor dx y radio a"' /r2 - x2 

con base paralela y a una distancia x de la base del hemisferio es 

dV • TI i dx • TI (r2 
- x2

) dx • 

Por simetría,en ambos casos el centro de masa se encuentra en la 
perpendicular a la base levantada desde su .centro. 

(1) 

(2) 

La masa ea hoao&énea En este caso p = densidad • cte. 

y M = p lr dV = Tlp 
rr . 2 2 2Tir3 p ,k (r-x )dx 3-

~ momento respecto al plano de la base del hemisferio 

Luego 

La cleaai.acl pC:Ir) ea proporcio-1 a ll Sea 
C es una constante de proporcionalidad. Entonces 

dM • p(x)dV 

x ~ 8 
=~ • --15-r 

p(x) • Cx donde 
dM = (x)dV 
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~ 18 Encontrar el centroide de una cáscara hemisf~rica homo 
glinea de radio interior R 1 y radio exteriot R2 • 

SOLUCJON El volumen de la cáscara es y el reo-

mento del hemisferio dr radio R. respecto del plano de las bases es 
-rrR~-

1 

M. - .;;..;;;¡, ( :>or el problema 17 parte 1) . Aplicando el teorema de 
4 1 

Pappu'l ( proble:na 9) se tiene Hz z iv + M¡ 
' 

MZ- MI ..!.( R~ •. R~ ) 3 R~- R~ 4 2 
de donde X a 

2 ( 3 -a· R3 - R3 V R~) 3 n R
2

- 2 1 

Así el centroide de la cáscara se encuentra a i{ de la base en 1.a per­
pendicular que pasa por el centro de la base. 

PROBL~ 19 Calcular el momento de inercia con respecto al eje de 
x2 L revolución del sólido generado por rotación de la elipse -;¡. + ¡,:z = 1 al 

rededor del eje X. 

SOLUCION El momento oe inercia del 
tubo cilíndrico generado por rotación, 
alrededor del eje X, del rectángu~o 
elemental R de la figura de base dy 
y altura 2x es 

Luego 

I ~ [ dix '' Ib y'xdy X 
o 

t 4 nab~ sen3 t cos~ t dt 

o 
(haciendo 

4 n ab~ [- cos3 t cos 5 
t] cz 

3 + S 

x ~ a cos t, y - b sen t) 

8 'lf ab~ 
lS 

Not.a. Si a= h, el sólido generado es una esfera de radio a y el 

momento de inercia e~ 
la esfera. 

8n.S 1.\' az = .i. 71 al I = 15 S , donde V 3 z voh.unen de 
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OTRA SOLUC ION 
sor dx y radio y, 
plo 1, l. 5. 3, que 

~mpleando discos circulares ~1 eje X, de esp~ 
se tiene, según la fórmula dada et, el ejem-

[ 1Tb-
a y~ dx • -:¡;r I • 

1T 
T 

PROBLE"A 20 Calcular el momento de inercia de una su¡:lerficie 
esférica de radio r respecto de un eje que pasa por el centro de 
la esfera encerrada por la superficie. 

SOLUCION La superficie se obtiene por rotación, alrededor del 
eje X, del círculo x2 + y 2 

• r 2 

Aplicamos la fórmula I • 
X 

21T .[b y 3 ds dada en (3), 1.4. 

Tenemos X= r COS e, y = r sen e' ds - rd e, y por tanto 

PROBLEM 1 Encontrar el centroide del área acotada por las cu~ 

vas y • (x+lf , x+y • 5, 

Rpta 

y - o, 

i 39 -37" 

X • 2. 

'1
- 281 ·nr 

PROBLEM 2 Calcular el límite cuando n -+ + oo de los cen­
troides de las regiones acotadas por las curvas y • xn , el ejr 
X y x•l. 

Rpta X • }, 
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PROBLEI'If' 3 Determinar el momento del volumen comprendido en ur 

xz .:t_ .¡z 
octante y la elipsoide - + + - • 1 • resr.ecto al plano XY. az 1f cz 

1T abc 2 

l'b Rpt:a 

PRO~ 4 Hallar el momento de inercia d~ un 
a) triángulo con base b y altura h alrededor de su base; 
b) rectángulo con lados a y b alrededor de su diagonal. 

Rpt:a a) b) 

PROBLEt1A :5 Encontr&r el centroide del sector hiperbólico acot~ 

do por la hipérb~la equilátera 3 
X E 2 sec e. 3 

y - 2 tan e y los 

radios vecto~es e - a y 
1T e·-¡;· 

Rpt:a 
i ___ .;.1 __ 

]n(/2 + 1) 

12-v- _;.;;. _ _.:. __ 

ln(/2 + 1) 

2 APLICACIONES A PRoBLEI'IAS DE FIBICA 

2. 1 c-ina ~acorrida par un Punt:a 

352 

Def 1 ni e i ón La llm&itud del uaillo recorrido por un puato P ea el 
intervalo de tiellpO ( t 1 • t 2 ) • cuando éste se mueve a lo largo de 
una ccrva. se define por 

S • [

2 

v(t)dt 
tl 

donde v(t) • (valor absoluto de la) velocida~. 

Ej.-pla 
inicia .!l 
velocidad 

Solución 

Encontrar el camino recurrido por un punto desde que se 
movimiento hasta el instante en que se detiene. si su 
de movimiento es 

v(t) • t e-o. 2t mt/st!g. 

Puesto que lim v(t) = o. el punto se irá detenicn 

do cuando el tiempo crezca indefinidamente. 
partes se tiEme 

Luego. integrando por 

S L
+oo 

-0.2t 
0 

e e clt 25 mts. 
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2.2 Trabajo realizado por una fuerza 

D•finición 
por una faena 
define por 

F.l t:rabajo realizado sobre - intervalo [ x 1 , x 2 1 
7 f(a). que actúa en la dirección del eje X, se 

w 
rx2 

Jx f(x)dx 
1 

Ej•.plo. Calcular el trabajo que debe realizarse para bombear 
el agua de un tanque cilíndrico vertical de altura H y radio R 
en la base, por encima del tanque. 

Solución. El peso del aRua co.!!_ 
tenirla en un disco cilíndrico de 
espesor dx y de base horizontal 
a una distancia x de la base del 
tanque es 

p n R 2 dx , 

donde p = peso de una unidad de 
volumen de a~ua. 

El trabajo requerido para levan~ 
este disco desde x hasta H es 

dW = (H-x) pnR2 dx • 

H 

Luego, w .IH dW = p n R2 !H (H=x)dx 

Definición La energía ein~t:ica de un 
te la formula 

1 K 
1 1 v 2

dm ~ T 

donde V es la velocidad de un elemento de 

cuerpo se define medill.!!_ 

1 
masa dm. 
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Ej.-plo Hallar la energía cinltica de un disco de masa K y radio R 
cuando rota con· velocidad angular constante w alrededor de un eje que 
pasa por su centro perpendicular al plano del disco. 

Boluci6n - La energía cinltica de un anillo circular de radio interior x 

Y radio exterior x+dx ea dK • t (masa) • (velocidadf • P(22 dx) (XIIl)2 • 

donde P • -!1.r • dens.idad de masa por unidad de área. (Observemos que ca nr -
(Observemos que cada punto del anillo rota con igual velocidad v • Xlll ) • 

Luego 

2 (R TTaJR~ 
TT p w Jo x'dx • --..,.-- • 

Deseamos calcular la presión de un líquido sobre una pared ve!. 
ti cal. 

Asumimos las siguientes hipótesis experimentales: 

1) La fuerza de presión de un líquido sobre una superficie actúa 
normalmente a la superficie y su Yalor por aa•••• .. área 
a ... •rof-•i••• • de la superficie del liquido es igual a 

1 p(x) • yx 1 
donde y • peso de una unidad de volumen de líquido. 

2) La fuerza de presión a una profnndidarl x es la misma en cada 
dirección, 

Sea S una superficie 'l:ert!_ 
cal sumergida en un 1 íquido co!IK) 
se muestra en la figura. Dividi­
mos S en franjas horizontales ele­
mentales R de base y, altura dx y 
a la profundidad x. 

De acue~do a (1) la fuerza de 
presión del lí.quido sobre R es 
aproximadamente 

dP • p(x)• Area de R 

= y yx dx 

Luego, la fuerza de presión total del líquido sobre S es 
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Ej.-plo Hallar la fuerza de presión del agua sobre un triángulo 
vertical con base b y altura h sumergido con el vé~tice hacia 
abajo de manera que su base se encuentra en la superficie del agua. 

Solución La presión del a~ua sobre 
el rectángulo elemental R de la figura 
de lados L y da y a la profundidad x 
es dP = Y x L cb . 

Por semejanza de triángulos 

Luego r 
L~-?<h-x) 

h 

CAP.7 

P • Jo dP = ~ Lb x(h-x)dx donde Y • 1 par:a el agua. 

PROBL~ 1 Encontrar la altura ·alcanzada por un cuerpo lanzado 
verticalmente hacia arriba si su velocidad es dada por la fórmula 

v • e. tan(-.§. t +are tan .:a_) , 
e e 

siendo ~ = velocidad inicial aceleración de la gravedad 

t 

SOLUCION 

velocidad es 

- ..!.t 1 + are e 

tiempo e = cte. 

El cuerpo alcanza su máxima altura 

cero, esto es, en el instante t1 tal 

tan ...::R. - o t 1 
e tan ...!A. o •-are e g e 

h # cuando su max 

que 

Luego, 
it1 Lt¡ 

h # t O vdt - e tan(- . .!.t +are tan~) dt max O e e 

c2 g 
--ln sec(--t +are 

g t l
t¡ 

tan ...::R.) 
e O 

¿. /.::.2 + v: 
- - ln...:..-.....,j.~ 

g e 
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PfHJ9LEitA i La veloc~dad de un cuerpo lanzado verticalmente hacia 
arriba es dada por v • v

0 
- ~t, dnnde t • tiempo, g• aceleración de 

la ~ravedad y v0 a velocidad inicial. Hallar 

1) la altura s del cuerpo desde su posición inicial después de t 
segunJos. 

2) la altura máxima qt•e alcanza el cuerpo. 

SOI..UCION 

S v 0 t-+ g t! . 

2) La altura máxima que ~1 cuerpo alcanza se obtiene cuando v • O, 

o sea en el instante t 1 tal que ''o- g ti • O ' o 

Luego, 
1 1 vn¿ 

s .... • v.o ti - -g t2 - - ...._ max 21 2g 

PfHJBLEI'IA :S Un pur.~. o sobre el eje X ejecuta rscilaciones armóni-
cas simples alrPdedor del origen de coordenadas, con velocidad 
v = v0 coswt, donde t • tiempo, y v

0 
y w son constantes. 

Hallar la posición x del punto si cuando t • O, x 0 .. O. 

2) Encontrar el valor m~dio del valor absoluto de la velocidad del 
punto durante una oscilación. 

3) Probar que el promedio de la energía cinética resoecto ~el tiempo 
durante un múltiplo de un cuarto de período es igual a la mitad -
de 1~ energía cin~tica max ~ma. 

SOLUCION 

1) Tenemos 

Lue~o 
V 

--Lsen w t . 
w 

=~sen W Wt. 
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2) El punto efectúa una oscilación completa en el tiempo 

21r T • período • -;:¡- . Luego, el promedio del valot absoluto de 

la velocidad en este intervalo de tiempo es 

1 
V- T !

T 

1 V 1 dt 
l ·-r 

J
21f 

• _2 1 coa s 1 da Wt ( haciendo s • wt ) 

- ...5. 
w¡2 

fa COB 8 ds -...=....-.!:.... wt Wt 1f 

3) La energía cinética del punto en el instante t es 

Así, 

El promedio K de la energía cin~tica durante el intervalo de 

tiempo 

K -

De (l) 

[O, nf] donde T .l.!!.. y w n entero ;;a. 1, es 

l 
!nT¡, 

Jv 2 dt 2mv 2 r-~ COB
2 Wt dt -r 2 nT n¡;-

o 

rmr¡ 
J

0 

2 
cos 2 a da. a • wt) ( haciendo 

2 

~ (2) 

y (2). resulta ¡. Kmáx 
2 ' 

CAP.7 
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PROBLEMA 4 
3 cms. hasta 
Se sabe, por 
un resorte es 

¿Qué trabajo debe hacerse para estirar un resorte desde 
5 cms. si con una fuerza de 1 Kg-f se estira en 1 cm? 
la ley de ~ook, que la fuerza F requerida para estirar 
proporcional a la longitud x de éste. 

SOLUCION Tenemos F • kx, donde k es una constante de propor-

cionalidad. Haciendo X • 0.01 mts y F a 1 Kg-f • k (0.01) mts. o 

k - 100 .!&::!.. . 
m,.Fs 

Luego, el trabajo requerido es 

¡o. os o.os 
w - 100 x2 dx 50 x

2
1 0.08 Kg-f. mts. 

0.03 0.03 

PROBLEI'IA :5 Encontrar el trabajo requerido para bombear el agua 
que llena un recipiente hemisférico de radio R, por encima del reci­
piente. 

SOLUCIDN El peso del disco circular 
de espesor dx y base paralela a la base 
del recipiente es 

F = p ( 11 r 2 
) dx , 

donde p = peso de una unidad de volumen 
de agua 

y r 2 = R~- x 2 • 

El trabajo requerido para levantar este 
disco la altura x es por tanto 

dW = F.x • p1Tx(R2
- x2 )dx. 

Así, w. p11 LR x(R 2 -x 2 )dx 

PROBLEI'IA 6 Hallar la energía cinética de un cono circular recto 
de masa homogénea M que rota con velocidad angular constante w alre 
dedor de su eje. El radio de la base del cono es R y la altura es­
H. 

SOLUCION Se sabe que la energía cinética es dada por Ka+Iw2
, 

donde I es el momento de inercia del cono respecto de su eje (ver 
problema 9) 

Por otra parte I • 1~ MR2 (ver ejemplo 2, sección 1.5, pag 316). 

Luego K • ...l.. ~12 R2 w2 
20 
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PROBLE11A 7 ¿Qué trabaio debe hacerse para subir un cuerpo de masa 
m desde la superficie de la tierra (radio R) a una altura h ? ¿ Cuál 
sería el trabajo requerido para llevar el cuerpo al infinito? (esto es, 
cuando h -++ oo ) • 

SOLUCION A la distancia x del centro de la tierra la fuerza de 

atracción sobre el cuerpo es F• k~ 
x' 

Luego, el trabajo pedido se calcula según 

w 
(RR+h 

JR F dx 
l l 

k Mm (¡r- R+h ) (1) 

Puesto que para x = R se tiene F z peso del cuerpo s gm ~ K ~ 
~ 

obtenemos kMm = gmR2 
, (2) 

y de (1) y {2), resulta 
ración de la gravedad. 

2 l l ) 
H = gmR (R- R+'h , donde g es la acel~ 

Finalmente si h -++oe> se obtiene W00 = ¡l. mR • 

PROBLE11A 8 ¿Qué trabajo debe hacerse para detener una esfera homo-
génea de radio R que rota con velocidad angular constante w alrededor 
de su diámetro? 

SOLUCION El trabajo requerido es igual 
a la energía cinética K de la esfera. El 
ci lindro elemental generado por rotación 
alrededor del eje X del rectángulo de altu 
ra dy, y base 2x paralela al eje X ti; 
ne un volumen (2x) (2 rr y)dy y su energÍa 
cinética es dK = e/2 ). masa. (velocidad)2 

2 p n w~ x y3 dy , donde 
p =densidad de masa por unidad de volumen 

M 

Luego K 

OTRA SOLUCION 
sigue. 

Usando la fórmula K s + 1 w2
, del problema 9 que 

Gracias a la nota dad'l en el pwblema 19 de la sección 1.8 de problemas 
resueltos, el momento de inercia de una esfera alrededor de un diámetro 
es igual a 

1 = 25 MR2 • = J..(.1. MR2 )w2 M ~w2 Luego 1 2 5 = --s 
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PRCBLEMAS RESUEL'!U 

PROa..EI'IA 9 Proba!' que si un cuerpo 
lar constante w alrededor de un eje E, 

K· i-rtJ, 
donde K • e,ergia cin~tica del cuerpo, 

sólido rota con velocidad an~ 
entot.ces se cumple 

1 • momento de inercia del cutrpo respecto del eje E. 

SOLUCION Por definición 1 dK •T(dM)v2 , donde v es la veloci 

dad de un elemento de masa dM, a una distancia x del eje E. Luego 

V • X Wy 

y K • J dK • ..!. w2 I 2 • 

que e1a lo que queríamos demostrar . 

PROBLEf'IA 10 F.ncontrar el trabajo que debe hacerse para extraer el 
agua contenida en un recipiente cónico recto invertido de radio r en 
la base y altura h. 

SOL.UCION El peso de un disco cilí:nc!rico elemental de base paralela 
a la base del cono, y a la distancia ~ de la base del cono, es 

p n a2 dx , 

donde a y dx designan el radio y altura del disco, respectivamente. 

Por semejanza de triángulos -.!.. 
r 

h-x 
--¡¡- Luego el trabajo requerido 

para levantar el disco es 

dW x( pn J dx ) 

w .c dW • 

h 

p fo x (h-x)
2 

dx 



APLICACIONES DE LA INTEGRAL A P:RCBLEMAS DE FISICA 

PROBLEttA 11 Encontrar la fuerza de atracción de una barra delgada 
homogénea de longitud L y masa M sobre un punto P de _masa m si 
tuado en la recta de la barra y a una distancia 4 de uno de sus ex~ 
tremos. 

SOLUCION Sea p • ~ • densidad de masa por unidad de longitud. 

La fuerza de atracción del ele 
mento de la barra de masa pdx 
a la distancia x de P es 

dF• km pdx 
x2 

constante. 

p dx 

' () ' i-d--•+1•,..·----- L -----+1' donde k es una 

Luego, Ld+L 

d dF 

•d+L 

J dx 1 1 ) mM 
km P d ? • km p(d- d+L ., k d""(d+L}" F " 

PROBLEMA 12 El viento ejerce una presión uniforme p gr-f /cm2 

sobre una puerta de altura h cm y ancho b cm. Calcular el momento 
de la fuerza de presión con que el viento tiende a girar la puerta a! 
rededor de uno de sus lados verticales. 

SOLUCION Consideremos un rectángulo 
elemental R vertical de altura h y 
base dx. La fuerza con que el viento 
actúa sobre R es p. área de P" p h dx 
y el momento de. esta fuerza alrededor 
del eje E es x p h dx. 

Luego, el momento total será 

Lb xhpdx =~ gr-f.cm 

i 
h 

l 
PROBLEMA 13 Un cable homogéneo de L metros de profundidad pesa 
p Kg-f por metro y tiene atado en su extremo inferior un peso de P 
Kg-f. ¿qué trabaio total debe hacerse para subir el cable con el peao 
hast;¡ la posición del extremo superior? 

SOLUCIDN El trabajo de una porción de cable a una distancia x 
del extremo superior de longitud dx es dl~ • x p dx, siendo p dx 
el peso del elemento de cable. Luego, el trabajo para levantar el 
cable es 

T 2 
x p dx - p i"" . 

FinalMente el traba; o total requerido es WT • W+P.L • j (pL+2P) 

CAP.7 
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PROBLEMAS RESUELTCS 

PROBLE11A 14 Calcular la presión del agua sobre un cor.o circular 
vertical con radio R y altura H, sumergido en agua con su vértice h~ 
cía abajo de tal man~ra que su base se encuentra en l:t superficie del 
líquido. 

BOLUCION La fuerza de pres1.on del agua actúa n<Jrmalmente R la 
superficie del cono, y su valor para una porción de superficie compren 
dida entre dob discos paralelos a la base del cono y o las distancias 
y, y+ cly , res!>ect ivamente, es d F = p • árec a o y (2 nx d s), donde 
P = 1, x • radio del disco y ds = longitud ~e una arista entre dos 
discos. 

ds 
H 

1 dl-). ~ dF sena 

y 

Tenemos x • {H-y)tan a, a = lS. ( eje Y y una arista ) , 

ds • seca dy • 

Luego dF • 211 tana. seca y(H-v)dv. 

La componente horizontal de la fuerza rle presión es nula por sime­
tría. La cl.lmponente vertical está dirigida· hacia arriba y vale 

F 
y 



APLICACI<JmS DE LA INTEGRAL A PRalLEMAS DÉ PISICA 

II'R08LEI'IA US Un recipiente lleno de agua tiene la forma de un cono 
invertido recto circular de radio R en la base y altura H. Encontrar 
el tiempo que se requiere para vaciar ei recipiente a trav~s de un or:i 
ficio de área A en el vértice. -

SOLUCIDN 

H 

Se sabe que la velocidad de del agua es igual a la veloc! 
dad de un cuerpo en ca!da libre desde una altura x igual a la profundi 
dad del agua. Así, la velocidad de salida es v • l1gX: , donde g 
es la aceleración de la gravedad, y el volumen de agua que sale pord_ 
orificio durante un incremento de tiempo dt es 

Q Av dt • A /2gX dt (1) 

Este volumen puede ser calculado de otra manera. En efecto, si 
en el mismo intervalo de tiempo dt el nivel del agua ha descendido en 
una altura dx, el volumen perdido es igual a 

Q • volumen de un cilindro circular de radio r y espesor dx 

• nr2 dx , 

donde, por semejanza de triángulos, R 
r • """ii"' x 

Luego 

Usando (1) y (2) resulta 

dt -
AH212g'X 

(2) 

e integrando respecto de la variable x desde O hasta H se obtiene 

CAP.7 
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PRaiLENJIS RESUELTOS 

~ 16 Una cisterna hemisférica de radio R está llena de agua. 
Dos hombres A y B dehen vaciar el contenido de la sistema de manera 
que cada uno haga la mitad del trabajo requerido. Si A empieza prime­
ro, ¿cuál será la profundidad h del agua cuando A ha terminado su tra 
bajo? 

BOLUCIDN 

Por el problema S, el trabajo requerido para levantar un disco 
desde la distancia x de la base del hemisferio es 

y el trabajo total es 

Buscamos h t>1l 

dW ,., p 1T x(R2 - ,(jdx , 

w-

w --r· LR-h 
dW. 

o 

Cancelando el factor p 1T e integrando resulta la ecuación 

2(R -h)~ - 4(R -h)2 R2 + R" ,. O 

que resuelta para (R-h)2 da 

Puesto que (R-h) <:R, debemos descartar el signo + . 

.l.uego 

y JIOr tar.to 

h ) 



APLICACIONES DE LA INTEGRAL A P~LEMAS Ol!: PISICA CAP.7 

PfUJ~ 17 Una superficie tiene la forma de una elipse de sem1eJes 
a y b. Se sumerge verticalmente en un líquido con su eje mayor parale-­
lo a la superficie del líquido hasta que el centro de la elipse se en­
cuentra a una profundidad h. ¿Cual es la presión del líquido sobre la 
superficie? 

BOLUCION 

f 
h 

R 

La presión del líquido sobre un rectángulo elemental R, en la 
elipse, de lados x, dy, es igual a 

Luego, 

dF • p(h -y)2x dy • 

F ~ (b dF "' 
J_b 

2p rb (h-y) x dy 
J_b 

i
ry2 

2p ab . (h -b sen t) cos 2 t dt 
..Jh 

( haciendo x = a cost t, y ~ sen t ) 

fl rra b h • 
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