CAaF.7

APLICACIONES DE LAa INTEGRAL
A PROBL.EMAS DE LA FISICA






1 MASA, MOMENTOS ESTATICOS8 Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

1.1 Caso I: BSBistemas de puntos sateriales

Dado un sistema de n puntos materiales de masas m ,m ,...,m; ,

ubicados en un plano de la recta fija E, llamada eje, definimos

(a) la masa total del sistema

(b)

(c) el momento de inereia respecto del eje E
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1.2

MASA, MOMENTOS ESTATICO Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

(d) el centro de masa respecto del eje K

en donde di = % distancia del i-&simo punto al eje E, debien

do elegirse el signo + para aquellos puntos que se encuentran aun
lado del eje E, y el signo -, para aquellos puntos que se encuen
tran al otro lado.

(@) radio de giro respecto del eje E = R, donde

R20

Caso 11: Curvas Planas

Sea un alambre delgado (o hilo) que tiene la forma de una
curva C contenida en un plano de una recta fija E y supongamos
que en cada punto de la curva es dada una densidad o de masa por
unidad de longitud. La masa de un arco elemental de longitud ds
es dM = ods .

dM = gds




signo + segin que dM se encuentra a un lado del eje E,
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Sea x = % distancia de dM al eje E, donde debe elegirse el

si dM encuentra al otro lado.

(a)

(b)

(c)

(d)

(@)

El momento estétice de dM respecto de E es dMp = x dM ,

momento de inercia de dM respecto de E es dIg = x%aM .

Damos entonces las siguientes definiciones para el alambre dado.

Masa total

momento estitico respecto del eje E

7]

nomento de imercia respectoc del eje E

I = fxde ;

radio de giro respecto del eje K = R, donde

R >0,

si XY es un sistema de coordenadzs rectangulares en el plano del
alambre, se define

Cemtro de masa = (X,y)
- % - My
donde X =, y==x

y el signo -,
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1 MASA, MOMENTOS ESTATICOS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

Nota

(1) En las férmulas (a), (b) y (¢) 1los limites de integracidn se
determinaa de manera que el elemento de masa dM recorre toda la
curva.

(2) Si la densidad 0 es constante decimos que la masa es homogénea
o uniforme. En tal caso, el centro de masa (X,y) también se de
nomina centroide.

(3) En general, cuando se trata de figuras geométricas se asu -
me que O =1, resultando la masa del alambre numéric mente igual
a la lorngitud.

(4) Si la curva es simétrica respecto de E (y la masa es homogénea)
entonces el centro de masa se encuentra en tal eje.

Ejemplo

Hallar el centro de masa de un arco del cfrculo de radio R que
subtiende un angulo 2a.

Solucidn

Sea C = (X,y) el centro de
masa del arco AB. Por simetria
respecto del eje X, C se encuen-
tra en el eje X; luego y=0.

Hagamos x =R cos t,

y =R sen t.
Cuando t varia desde t =-a hasta
t =a se obtiene ~1 arco AB. Luego

ds = /(-k sen t)*+ (R cos t)® dt
= Rdt

dMy = xds = R® cost dt

y por lo tanto

Q
M=1L= fds = 20R ,
-0

o a a

f du, = f R%cos t dt = Rsen t = 2®sen a,
-a -

My

v

-

R sen a
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Caso 1II: Figuras Planas

Congideremos una "lamina fina' que tiene la forma de una
regidon S contenida en un plano. Supongamos que la masa de la
lamina es homogénea, esto es, que la densidad 0 de masa por uni-
dad de drea es constante. Sea E una recta fija en dicho plano.
La masa de un rectingulo elemental con dos lados paralelos al
eje E (franjas paralelas al eje E) es dM=chdx, siendo h la
altura y dx la base de dicho recténgulo.

o0 °¢ ®
dM

RIOPEET T 2= 00

a.

Sea x = % distancia de R al eje E, donde se mantiene la
convencidn de signos establecida en 1.2.

El momento estitico de dM respecto de E es
dMp = x dM, y su momento de inercia respecto de E es

2
DIp = x dM.
Para la l3mina damos entonces las siguientes definiciones

(a) Masa total

(b) momento estitico respecto del eje E

(c) momento de imercia respecto del eje E

(d) radio de giro respecto del eje E =R, donde

R >0;
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MASA, MOMENTOS ESTATICOS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

(@)

(£

(@)

centroide de S =(X,y)

Yy T

donde X =e=p=, §=~F=, siendo XY un sistema de coor

denadas rectangulares en el plano de la lamina,

momento de inercia relativa al origen (o momento polar)

S
| I f(x+y)dn I+ Iy .

si R es la regidn del plano acotada por las rectas x=a, x=b y
las curvas 0 <y, (x) <y, x), a <x<b, entonces se cumple

My = -;—_L'b[yi ~v3)ax (1)
My = j;b xly, -y,]ax (2)
Iy = —;—Lb[y;—yf]dx (&4
Iy = Ja‘b ly, -y,]dx (4

Las férmulas (1) y (2) se prueban en el problema 7, de la sec-

cidn 1.8. La farmula (3) se establece en el ejemplo 3 que sigue.
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Ejempio 1 Encontrar lazs coordenadas del centro de masa de la regidm
acotada por la elipse "Z(!"‘*' b = 1 y los ejes de cocordenadas

a
(x>0, y=0).

Solucidn Tenemos

y = £, (x) =—z- a’~ x? ,
y=f£f(&x)=0.

Haciendo el cambio de variable

X=a cos t, y=b sen t,
0<t < % y
tenemos dM = ydx = -ab sen®t dt
_.1 2 S S
de =5y dx = 5 ab®sen’ t dt
dMy = xydx = -a’b sen’t cos t dt,
e integrando respecto de t desde -;l hasta 0 resulta
_ mab _ _ab? a’b
M= ==, M= S e My T -
M M
= y _ _ha = x _ b
L . M 3w ) y M 3n
Ejemplo 2 Probar que los momentos estaticos y de inercia de un anillo

circular plano de radios R, y R, (R; <R,) alrededor de un eje E per

pendicular al plano del anillo y que pasa por el centro del mismo son da-
dos por

Mo =S T(RY-RY)  y I = =--(R - RY).

- dx
Solucion Para el anillo circular de
radio x y espesor dx se tiene
dA = 27mxdx, E

dMp = xdA = 2mx?dx,
y dIE = x2dA = 2 mx%dx .
Luego, R, 2 R2 T u 4
Mo f dMp = 5 m(R} - R}) y I f 1. =3 (®, R)).
R, R,
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Ejemplo 3 Probar que el momento de inercia respecto del eje X de una
regidn R acotada por las rectas x=a, x=b, y las curvas contlnuas

b
0Ly (x) <y, x) , es Iy =-%- L (yz3 - y:)dx ¢

Solucidn
Caso 12 R es un rectangulo de lados paralelos a los ejes de coordenadas.

Sean d; < d, las distancias al eje X de los lados de R paralelos a
este eje. Probaremos que

I, = %(d: - d:) - B, donde B = base del rectangulo

X
B= b-a.

Y

El drea del recténgulo elemental de la figura es dA = (b-a)dy = Bdy
y por lo tanto

d2 fdz
. 2 i = gy = aBa(dd -4d
IX ‘£! y*dA = B 4, yidy 3 (d,-d; ).

Caso 2: R es la region indicada en el enunciado del ejemplo.

Por el caso 1, el momento de inercia Y‘
respecto del eje X del recténgulo ele
mental de la figura es
: T ¥, (x)
D PR U

d1y 3 (y) - v )dx. 5

Luego y, ()
b
1=fdr=lf(3-’)dx %o
X a X 3 Y Ty iex-
—0 X
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1.5.1

APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE FISICA

Caso IV: Superficies de Revolucion Sea S una superficie
obtenida por rotacidn alrededor del eje X de la curva
0Ky = yx) , a <x<b.
Se define
b
(1) Area de § = ZTrI y ds ;
a

(2) Momento estatico de 8 respecto del eje X

b
MX = 2 f yzds %
a

(3) HMomento de inercia de S respecto del eje X

donde ds=diferencial de longitud de arco = 1+ (Ei-)2 ax .

Caso V: Sdlidos

Sea S un sdlido (o cuerpo) de densidad constante O de masa por
unidad de volumen en el espacio XYZ, comprendido entre los planos

=a y x=b. Si  A(x) designa el 3rea de la seccidn de S pa-
ralela al planoc YZ en el punto x, a<x <hb, entonces la masa

del cilindro elemental de base A(x) y altura dx es dM=0A(x)dx.
Se define

Y

A(x)

P x

Capr.7



(a)

(b)

(c)

Nota

MASA, MOMENTOS ESTATICOS Y DE INERCIA, Y CENTRO DE MASA

masa de §

momento estdtico de S respecto del plamo YZ.
MYz=fde 5

centroide de § = (X,y,%)

M 5 M M
donde x S/ s ? = X2 z - ——
M M M

Si una figura geométrica (curva, Grea o volumen) es simétrica res

pecto de E (eje o plano) entonces su centroide se encuentra en E. (Ver
problema 4, seccién 1.8, problemas resueltos pag 320 ).

1.5.2 Sea S un sdlido generado por rotacidn de una figura plana R alre-
dedor de un eje E. Designemos con dM la masa de un tubo cilindrico cuyo
eje es E.

dx

x
E
Se define
(a) momento de inercia de S respecto de K
IE = fxsz §

(b) radio de giro de S respecto de E = R, donde

s R2>0,

siendo M =masa total de S.
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Nota Cuando se trata de calcular los momentos estaticos o de iner
cia es conveniente descomponer la masa del cuerpo dado en elementos
de masa para los cuales se conocen estcs momentos y a continuacidn
se integran dichos elementos.

Ejemplo 1 Sea R el sb6lido generado por rotacidn alrededor del
eje X de la regidn acotada por x=a, x=b, la curva y= y(x)=0
y el eje X. Probar que los momentos estdticos y de inercia de R
respecto del eje de revolucidon son dados por

b b
MX 37r ja. y dx y Ix 3 _L ydx .
Solucidn Consideremos un disco circular perpendicular al eje X
de radio y=y(x) y ecpesor dx. Aplicando las fdrmulas deriva
das en el ejemplo 2, 1.3, pag. 312, se tiene
i "

dMX =37 yadx y de Ty dx.
Finalmente, integrando respecto de la variable x desde x=a
hasta x=b  se obtienen las fdérmulas indicadas.
Ejemplo 2 Calcular el momento de inercia de un cono circular

recto homogéneo, respecto a su eje, si el radio de la base es r
y altura h.

Y
Solucion Sea la densidad cons
tante de masa por unidad de volumen.
El momento de inerciz del tubo cilin
drico generado por rotacién del rec
tdngulo elemental R alrededor del ]
eje Y es I
dIy = x% masa = x20(2ﬂxy dx ) k x
= 3 b
= 2 mox ydx B
Por semejanza de triangulos
S R sl
r-x r ° Y =T ()
r
h nhr'c 3
L = . 3 (- = e = —— M r?
uego Iy L 2Tmox = (r-x)dx ) ) Mr® ,
mr?
donde M = masa = o—g—h .

335



1.6

336

1.6

TEOREMAS DE PAPPUS

TEOREMAS DE PAPPUS

TEOREMA 1

El area de la superficie obtenida al rotar un arco de una curva
plana -alrededor de un eje, que se encuentra en el plano de la curva,
y que no la corta, es igual al producto de la longitud de 1la curva
por la longitud de la circunferencia descrita por el centro de masa -

del arco de la curva

| A=27yL I

donde

L = longitud de la curva,

distancia del centro
de masa de la curva
al eje,

<
i

A = 3rea de la superficie
generada por la curva.

En la figura se encuentra
el arco de la curva y = y(x)>0
entre x=a y x=b; C=(X,¥)
es el centro de masa, y se asu
me que la curva rcta alrededor
del efe X.

PRUEBA

P~

[
l
)
a

Designemos con ds la diferencial de longitud de arco.

b
A=2n7 ‘/— y ds (1)
a

Tenemos

b
y sustituyendo f yds = ¥L
a

A=27yL

= (2)

en (1) resulta
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TEOREMA 2

El volumen de un sdlido obtenido al rotar una regidn del plano alre
dedor de un eje que se encuentra en el plano de la regidn y que no la cor
ta, es igual al producto del drea de la regidn por la longitud de la cir
cunferencia descrita por el centro de masa de la regidn ;

V=27yA

donde A = area de la regién,
y = distancia del centro de masa de la regidn al eje dado,
y V = volumen del sdlido generado por la regidn.

En la figura se muestra una regidn contenida en el plano XY que rota al-
rededor del eje X y cuyo centroide es (x,y) .

PRUEBA
Vamos a suponer que la regidn dada estd acotada por

1) las rectas x=a, x=b, a<b ,
y 2) las curvas continuas y = f;(x), y = f,(x) ,
donde 0 <f,(x) <f,(x), en agx<b .

Tenemos entonces

b
n f [fz(x)z- fx(x)z]dx (1)
a

b
My = "21"' f l:fz(x)2 - £,(xf ]dx 2)
a

teniendo en cuenta (g), 1.3, pag 311.

<
"

y yA

Dividiendo miembro a miembro resulta

v -
= = 2 .
Y 2m o V=21yA B 337
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TEOREMAS DE PAPPUS

Ejemplo
Encontrar el @rea de la superficie y el volumen de un toro obte-

nido por rotecin de un circulo de radio a alrededor de vn eje en el
plano del circulo y a una distancia b > a de su centro.

Solucidn

[
___J_l_—p:

Consideremos un circulo como el que se muestra en la figura.
El centro de masa del circulo (y de la regidn acotada por el
circulo) se encuentra a la distanci b ael eje E.
. Luego, por los teoremas 1 y 2 de Pappus, respectivamente, se
tiene
A = 27b.( longitud de la curva )
= (27b)(2ma)
= 47 ab
V = 27b ~ ( drea del circulo )
= (27b)(a")

= 2m2a’b .



APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE LA FISICA CapP.7

1.7 TEOREMA DE STEINER O DE LOS EJES PARALELOS

1.8

Sea un cuerpocon masa M y E un eje que pasa por el centro de
masa del cuerpo. Se cumple entonces

- 2

IEl IE + Ma ,I

donde E, es un eje paralelo al eje E,
a=distancia de E a E,,

Ips IE son los momentos de inercia del cuerpo respecto
! de los ejes E y E;, respectivamente.

PRUEBA. Sea x =

+

distancia del elemento de masa dM al eje E.

Entonces x~-a = t distancia de dM al eje E; ,
y X = fde = 0, pues E pasa por el centro
de masa de M.
Luego

-
(]

E f (x—a)2 dM = f (x*- 2xa + a° )dM
1
fxsz - 2a f xdM + azfdM= IE—2a§+azM

2
IE+Ma »

#

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Un alambre tiene la forma de un arco de la circun-
ferencia x?+ yz =r? en el primer cuadrante. Hallar su masa
y su momento de inercila respecto de los ejes X e Y si la densi
dad p en el punto (x,y) es (x+y).

SOLUCION Tenemos x=7r cos t, y =71 sen t, ds = rdt ,

p=x+y = r(cost + sen t), 0<t<—127-.

172 172 2
Tenemos M = f pds = f r(cos t + sen t)rdt = 2r
0 0

"

m, 2

Ly = f /2 yidM = f (r?sen’t)r(cos t + sen t)r dt
0 0

m
= r* f sent(cos t + sen t)dt = r" .
0

De igual modo I, = r" .
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1.8 PROBLEMAS RESUELTOS
PROBLEMA 2 Encontrar el centroide de un arco de la catenaria
y = 4 cos h%— desde x=-4 hasta x=4,

SOLUCION

Tenemos y' = sen h-’E- . ds = v 1+ (y')2 dx = cos h-’i—dx -
4 4

f ds=4senh%
-4

4 [sen hl - sen h(-1) ] = 8 sen hl ,

L = longitud del arco indicado

-4

- X x -x
ya que sen h(-x) == ze = -£ 2—e = - gen hx.

4 4 4
Mx= _j;yds = 4 -[_4 coszh—z(-dx = 2 _f_a[cos h("z(—)+1]dx

8 sen h2+ 16

4
P&I= _4xds= f_bxcosh-}f—dx=0

( integrando por partes y usando cos h(-x)= cos hx)

"

M
Y
Luego X n—— 0,
_ My 8 sen h2 + 16 2+ sen h2
PR 8 sen hl = sen hl *

PROBLEMA 3 Calcular los momentcs estaticos, respecto de los ejes X
esY, yslas coordenadas del centro de masa del arco de la astroide

) 3
X % +y f2 = a fa que se encuentra en el primer cuadrante.
SOLUCION Por simetria MX = MY 5 X = ¥, de manera que es sufi
ciente calcular MY ey.
Yy ] I
Tenemos y'= - ol ds = v 1+ (y")? dx = —-1/—-dx g
- 3
a X
- A a 2 1, B
- a -3 5 = s h 2
L j(; 1/sdx—za, MY-J;xdx-fa dx = a“ ,
T o "y -
% Ta .
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PROBLEMA 4 Probar que si una figura plana (curva o drea) es simé
trica respecto de un eje E, entonces se cumple

(1) ME = momento estdtico respecto de E = 0,

(2) el centroide de la figura se encuentra en el eje E.

Nota La misma propiedad se cumple si un sAlido es simétrico respecto
de un plano E.

SOLUCION.

(1) Sea x = tdistancia de un elemento de masa al eje E, -a< x < a,
y p(x)= densidad lineal de masa respecto de la variable x.

Por simetria se tiene p(-x) = p{x) y por lo tanto la funcidn

f(x) = xp(x) es impar, esto es, f£f(-x) = -f(x). Luego,

a a
ME = f xp(x)dx = f f(x)dx = 0. (prob.10, pag.128)
-a -a

M
(2) %= —Mﬂ--o.

PROBLEMA S Determinar las coordenadas del centro de masa de un arco
completo de la cicloide

x = a(t - sent)

y = a(l - cos t)

SOLUCION Tenemos ds = /(%%)2 + (%}Z—)2 dt = 2a sen-rt,- dt

t
) - (usando Zserfzsl-cost)
Luego L = L ds = 8a ,

2T 2n
Mx = _L yds = L a(l-cos t)2a sen-%-dt

2n 5
— s Lge - 28
4a’ L sen’ = dt —_— >

M

L

Puesto que el arco es simétrico respecto de la recta x=am , 1la abscisa
X del centro de masa se encuentra en esta recta (ver problema 4).

Luego, X = am. 341

X ba

e y =
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PROBLEMA &6 Determinar el centroide de la cardiode r = a(l+cos ).

SOLUCION Puesto que la curva es simé@trica respecto del eje X se
cumple ¥y = O.

Por otra parte,

dr = - asenfdd, ds = /r2+(-g% 40 = 2a cos—g-de )

m 0
0
2 -fO x ds = d4a ‘IO‘ cos—z-de = 8a,

m ” b
MY =2 f xds = 2 -( (r cos 8 )ds = 4a° f (14 cos@)coss cos-g—da
0 0

Luego

L

m
= 4a’ 2-2 senz—e-)(l-z senz—e-) cos-g'de
2 2 2
( usando cosB= 1-2 ser? %)
b
C3 sen2 & © 8y cos gy o 222
8a -L(l 3sen2+2sen2)cos2d6- S a3 s
I - ala
y X 3 = a.

PROBLEMA 7 Probar que si R es la regidn del plano acotada por las
rectas x=a, x=b y las curvas 0Ky (x) €y,(x), a<x<b,
entonces

b
(1) MY = f x(y2 ¥ )dx
a
2 M, = 1 P o2 - g3
X 2 . Y ¥, ax
SOLUCION b
(1) Por definicidn MY = J; x dA , donde dA es el area de

un rectdngulo elemental de lados paralelos al eje Y (franjas ver
ticales, de altura ¥, = y base dx.

b
Luego dA = (y, -y )dx y M, = j; x(y, -y, Ydx.
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b
(2) Tenemos My = f de " donde d.Mx es el momento de un
a

rectangulo elemental de lados paralelos al eje Y (franjas vertica-
les), de altura vy, -y, v base dx.

Por el problema 4,el centro de masa de tal rectingulo, por
simetria, coincide con su centro geométrico y por lo tanto se en-

¥t ¥
cuentra a una distancia § = 12 2 del eje E. Luego
y,+ y, - o~ 33
dMy = ydA = (y2 - y!)dx = > dx

y My 2

1
|r—
~
r:7<
1
_:<
~
(=9
»

PROBLEMA 8 Hallar el centroide del area acotada por las curvas

yEx¥ . y=x

SOLUCION Los puntos de interseccidn de las curvas dadas se obtienen
cuando y = x? = /x o x"=1x, estoes, cuando x = 0,1,

Tenemos

1
3
- f (% -x)dx = ===
o 20
Luego o — T et
e ===50 * Y™ %
Nota También puede calcularse My empleando rectangulos elementales
horizontales:
1
My = jo‘ y(x, - x)dy , donde x; = /; 3 x2=y2.



1.8 PKOBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 9. (Teorema de Pappus). Sean R; y R, dos regiones
disjuntas del plano com masas M, y M, y centroides (%, y,) y
(X,,5,), respectivamente. Probar que el centroide (X,y) de la re-
gion R comnuesta por las dos regiones R, y R, viene dado por
M X +MF . My + MY,
Ml+ M2

]
(]
«

———
M+ M,

SOLUCION. Tenemos
"

"

masa de R = M; + M,

i

Momento estatico de R respecto del eje X

f x dm = fx daM, + fx dM, (pues las dos regiones R,

y R, son disjuntas. )

MX, +MZX,

M MT, + M
= _ X 1% 2 X
Luego, X = =g = M1+M2

En forma aniloga se establece la otra formula.

PROBLEMA 10. Probar que el centroide do un triingulo coincide con el
punto de 1interseccidon de las medianas.

SOLUCION. Bastard probar que el
centroide de un tridngulo de altu-
ra h se encuentra a una distarcia

-g- medida desde la base.
Dado el triangulo OPQ consideremos
un sistema de coordenadas rectangu

lares como el que se muestra en la
figura.

Debemos calcular

h
My = j(; y(x,- x,)dy .

Las ecuaciones de las rectas L, y
L, son respectivamente,

-b
Ly: %, =%-y . L,: x2=-tLh—y+b,

h b bh’ P
y por lo tarto, M = L y(-—h-y + b)dy ==z - Asi, T - s
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OTRA SOLUCION. (Usando @] Teorema 2 de Pappus). Si hacemos que
el triangulo OPQ rote alrededor del eje, el volumen del sdlido generado
es

V = Volumen generado por OPPl + Volumen generado por PPIO_

= T p(m?) + =b-p) (1) = =-bmH’ (1)
Pero por el teorema de Pappus
V = 2ny. Area de OPQ = 21137—]:’22- = T§bh (2)
De (1) y (2) se sigue que
y=%h. '

PROBLEMA 11. Encontrar el momento de inercia y el radio de giro res
pecto del eje X de la regidn acotada por la curva y = xe X yel eje
X en el primer cuadrante. o

y = xe

y el eje X en el primer cuadrante.

SOLUCION. Aplicamos la férmula I, =

dada en el ejemplo 2, 1.3, con a=0, b=+ y, = xe y yl=0.
Luego
+ o + oo
1 ‘L\ 3 =3x e_3x 3 2
I, =% x’ e dx = - (9%’ + 9% + 6x + 2)
0
(integrando por partes)
=727"' (usando lim x" e =0)
n-> +x
-
Por otra parte A = f xeX dx = 1.
0
Luego,

de donde R = e————
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PROBLEMA 12 Probar que los momentos estidticos respecto de los ejes
X e Y de una regidn R acotada por la curva r = r(8) vy los radios
vectores 6 = a y 8 = B, son dados por las fdormulas

8 8
MY =-—;—J; r’sen6dO y Pgl=—;'.fat3 cos 6d6.

SOLUCION Por el problema 10, el
centro de masa C = (X, y) del trién
gulo elemental OPQ de la figura se

encuentra en la mediana OM a -25- de
mddpolo 0. Luego X a-%-x, }'=-2?y
2

r°de

- - 2
Asi, de = y . Area de 0OPQ =Y.

2 r? ) I
= =rsen 6.-2-(19 =&t sen 0 dé

e integrando respecto de 0 desde §=q
hasta 6 = B resulta

MX= % fr’senede.

De igual manera se obtiene la formula ccrrespondiente a M\ %

PROBLEMA 13 Calcular el centroide del irea encerrada por la cardiode
r = a(l + cos 6).

SOLUCION Teniendo en cuenta que la region es simétrica respecto del
eje X se obtiene ¥y = 0.

2 2 2
Por otra parte dA = _r_g_e_ = '%'(H- cos ) dé

aM_= -l-racosed9= —a:(l+ cos 0)’ cos 6d6
Y 3 3 ’

y por tanto

2T
2
A=-%- (l+cos B Y ds = -%-ﬂa2
3 2w M
I - | 3 _ 5 3 3 = - Y .5
MY_TL (l4+cos6) cosbdd S AT Asi, X - T
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PROBLEMA 14 Hallar el centro de masa de un cono homogéneo circular
recto de altura h y radio en la base r.

SOLUCION Y Por simetria del centto de masa se
[ encuentra en el eje Y. Luego X= 0,
Z=0.

Calcularemos My, = momento estitico

del cono respecto del plano XZ. El
disco elemental de la figura (de ba-
ses paralelas al plano XZ) tiene vo
lumen

av = 'nazdy 5
donde el radio a cumplc por semejanza
de triadngulos la relacidn

a =-:-( h-y).

h h
2 2
_ ‘ _ T 82 . mrH
_ Myz  n  mrh
y y = v = s ya que V= —_—-

Por lo tanto ¢l centroide del cono se encuentra en el eje del cono a -Z-L
unidades de distancia respecto de la base.

PROBLEMA 135

(1) Probar que el momento de inercia de la regidn encerrada por un cfrcu
lo de radio r alrededor de uno de sus di&metros es T = 'n’r"/a.

(2) Encontrar el momento de inercia de un cono circular recto de altu
ra h y radio r en la base respecto de un didmetro de su base.

SOLUCION

(1) Podemos asumir que la ecuacidn del circulo es x*+ yz-s ¥ y que el
di3met o esti contenido en el eje Y. Luego

r 0
I=1,6=2 f xly dx = - Zr"f cos 6 sen 8 d8
Y -r o

(haciendo x = rcos 8, y =senf)

et

0
= -71-1'" f sen?26d8 = —Tr‘:'g (1 -cos 46)d6 = o
m
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(2) Consideremos un disco circular

R de radio a y espesor dy con
bases paralelas al plano XZ.

Por la parte 1, el momento de
inercia de R respecto de uno de
sus didmetros D' es aproximada-
mente igusl a

-l-?-a“dy.

Luego, por el tecrema de Steiner
(1.7) su momento de inercia res-
pecto del eje X sera

de = {'a'dy + (volumen de R) y?
'(‘E' a'+ md y3)dy (@)

Por semejanza de triinguios

_%.}1_;12. o a-T:-(h-y)_ 4.)]

Sustituyendo (B) en (@) e integrando respecto de la variable vy
desde y=0 hasta y=h resulta

h g
¢ 2
- - Jr h 2 2
‘Ix _L de T(Zh + 3r°).

PROBLEMA 16 Hallar el momento de inercia respecto del eje X de 1la
superficie generada por rotacidn, alrededor del eje X, de un arco com
pleto de la cicloide x=a(t-sen t), y=a(l-cos t).

SOLUCION El momento de inercia respecto del eje X de la superficie
cilindrica elemental de radio

y=a(l-cos t) = 2a senz-%- y altura ds = 2a sen—g-dt es
de = y2dA = y?(2rmyds) = 321’a"sen7-§—dt.

Integrando desde 0 hasta 2m resulta

2048 u
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PROBLEMA 17

Probar que el centro de masa de un hemisferio s6lido de radio r se
encuentra respecto de la base a la distancia

(1) —g— r, si la masa es homogénea;

(2) 18-5- T, 8i la densidad de cualquier punto P es proporcional a 1la
distancia de P a la base del hemisferio.

SOLUCION

El volumen de un disco circular de espesor dx y radio a= /r’-x

con base paralela y a una distancia x de la base del hemisferio es

dV = maldx = m(x? -xd)dx.

Por simetria,en ambos casos el centro de masa se encuentra en la
perpendicular a la base levantada desde su.centro.

(1) La masa es homogénea En este caso p = densidad = cte.

r ) o 3
o -[ dv = mp .L‘ (rz—xz) dx = _Mjr_& ;
momento respecto al plano de la base del hemisferio

r r '
f xdM = 7mp Lx’(r2 -x®)dx = -—TL
0

y M

“n

Luego X = o

(2) La demsidad p(x) es proporciomal & x Sea p(x) = Cx donde
C es una constante de proporcionalidad. Entonces dM = (x)dV

M = p(x)dV = cmx(r® -¥)dx ,

r ()
M=Cmw f x(r?- Ddx = . 8
o 4

»]
h
"
n

2
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PROBILLEMA 18 Encontrar el centroide de una cdscara hemisférica homo
génea de radio interior R,; ¥y radio exterior Ry .

SOLUCION El volumen de la cdscara es V =%n(R§ - R’1 ), y el mo-
mento del hemisferio d¢ radio R,  respecto del plano de las bases es
5 -‘"—R-L ( por el pnroblema 17 parte 1). Aplicando el teorema de

Pappus ( problema 9) se tiene My = XV + M, ,
de donde X = il = %(R: - %) = .l.n"['{'i;k;;" .
¥ %n(Rg- &) 8 R -R

Asi el centroide de la cdscara se encuentra a x de la base en la per-
pendicular que pasa por el centro de la base.

PROBLEMA 19 Calcular el momento de inercia con respecto al eje de
2 2

revolucidn del sdlido generado por rotacidn de la elipse -xaz‘+‘%2'= 1 al
rededor del eje X.
SOLUCION El momento c¢e inercia del Y
tubo cilindrico generado por rotaciédnm,
alrededor del eje X, del rectanguio b
elemental R de la figura de base dy 4
vy altura 2x es R dy

7
dL = y2dv = y2(2my) (2x)dy = 4my’x dy. X
Luego

b
= = 3
IX de 4m y’xdy
0 0
5
= 4mab" sen’t cos’t dt (haciendo x = a cost, y - bsent)
0
0 cos’t cos 8 ab"
ena [ - 2 ] | ELFN
Nota. Si a=b, el sdlido generado es una esfera de radio a y el
5

momento de inercia es I = BIT;a = —g-\'az, donde V = -%- ma® = volumen de

la esfera.
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OTRA SOLUCION Fmpleando discos circulares al eje X, de espe

sor dx y radio y, se tiene, segiin la formula dada eu el ejem-
plo 1, 1.5.3, que

I f.._nb"faz 2. _ _8map
I - a.ydx 2F Ja (a®- ¥*) dx s el

PROBLEMA 20 Calcular el momento de inercia de una superficie
esférica de radio r respecto de un eje que pasa por el centro de
la esfera encerrada por la superficie.

SOLUCION La superficie se obtiene por rotacidén, alrededor del
eje X, del cfrculo x*+y? =r? .

b
Aplicamos la férmula Iy = 2w J; ylds dada en (3), 1.4.
Tenemos x=r cos 8, y =r sen , ds = rd 6, y por tanto
)
8w
Ix-ZﬂLrsenede 3L .

Problemas Propuestos

PROBLEMA 1 Encontrar el centroide del &rea acotada por las cur
vas y = (x+1)2 ” x+y = 5, y =0, x =2,

- _39 - _ 281
Rpta Xx=3= , Y=*1% -

PROBLEMA 2 Calcular el limite cuando n =+ o de los cen-
troides de las regiones acotadas por las curvas vy = x", el ejr
X y x=1. ’

Reta %=1, § =
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PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 3 Determinar el momento del volumen comprendido en un

2
octante y la elipsoide —’% + -zz—+ -z-;- 1, respecto al plano XY.
c

a ¥

2
Rpta .l‘i%c_. :

PROBLEMA 4 Hallar el momento de inercia de un

a) tridngulo con base b y altura h alrededor de su base;
b) rectangulo con lados a y b alrededor de su diagonal.
bh® a’ b’
ta a) —; b)
P 12 7 6(a’+ B?)

PROBLEMA S Encontrar el centroide del sector hiperbdlico acota
do por la hipérbecla equilatera x =-% sec 6, y = -23~ tan® y 1los

radios vectores 6 =0Q y 6 =-E- .

1 = i -1

¥ v o
(/2 +1) In(vZ +1)

Rpta X =

APLICACIONES A PROBLEMAS DE FISICA

Camino Recorrido por un Punto

Definicidn La loogitud del camino recorrido por un pumto P enel
intervalo de tiempo [t,, t,] , cuando &ste se mueve a lo largo de
una cuvrva, se define por

2
s = L v(t)dt

1

donde v(t) = (valor absolutuo de la) velocidad.

Ejemplo Encontrar el camino recorrido por un punto desde que se
inicia ¢l movimiento hasta el instante en que se detiene, si su
velocidad de movimiento es

v(t) = t e—0.2t‘.

mt/seg.

Solucion Puesto que lim v(t) = O, el punto se ira detenien
t>+ s

do cuando el tiempo crezca indefinidamente. Luego, integrando por
partes se tiene

4+
8 = j.o ce % gr =« 25 mts.
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Trabajo realizado por una fuerza

Definicidn Fl trabajo realizado sobre um intervalo [ x,, x, |
por una fuerza ¥ = f(x). que actila en la direccidn del eje X, se
define por

Ejemplo. Calcular el trabajo que debe realizarse para bombear
el agua de un tanque cilindrico vertical de altura H y radio R
en la base, por encima del tanque.

Solucidn. El peso del agua con
tenida en un disco cilindrico de
espesor dx y de base horizontal
a una distancia x de la base del
tanque es

p1rdex,

donde p = peso de una unidad de
volumen de agua.

El trabajo requerido para levantsr
este disco desde x hasta H es

dW = (H-x) pTR*dx .

H H
Luego, W = £ dWw = pmR? _I; (H=x)dx = %’lkzﬂz.

Energia Cinética

Definicién La energia cinftica de un cuerpo se define median
te la fdrmula

donde v es la velocidad de un elemento de masa dm.



Ejemplo

ENERGIA CINETICA

Hallar la energia cinética de un disco de masa M y radio R

cuando rota con velocidad angular constante w alrededor de un eje que
pasa por su centro perpendicular al planc del disco.

8oluci6n. La energfa cindtica de un anillo circular de radio interior x
y radio exterior x+dx es dK = -;- (masa) . (velocidadf -—Pi%x—ﬂ Gaw)?
donde p = TII%- = densidad de masa por unidad de drea. (Observemos que ca
(Observemos que cada punto del anillo rota con igual velocidad v =xw).

R " R "
K= dKk = 2 % - JTPW R - MR of .
Jlo TPpWw ‘[) x'dx -—%— -—&-——

Luego

Presidn de un Liquido

Deseamos calcular la presidn de un liquido sobre una pared ver

tical.

Asumimos las siguientes hipStesis experimentales:

1) La fuerza de presién de un 1iquido sobre una superficie actia
normalmente a la superficie y su valor por unidad de drea
a uma profumdidad x de la superficie del liquido es igual a

I p(x) = yx i

donde Y = peso de una unidad de volumen de liquido.

2)

direccidn,

Sea S una superficie verti
cal sumergida en un 1liquido como
se muestra en la figura. Dividi-
mos S en franjas horizontales ele-
mentales R de base y, altura dx y
a la profundidad x.

De acuerdo a (1) la fuerza de

presidn del 1liquido sobre R es
aproximadamente
dP = p(x).Area de R
= yyxdx
Luego, 1la fuerza de presidnm total del

b b
P = .[-dp = Y.I-y xdx
a a

La fuerza de presidon a una profundidad x es la misma en cada

Supenficie del Liquido

liquido sobre S es
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Ejemplo Hallar la fuerza de presion del agua sobre un tridngulo
vertical con base b y altura h sumergido con el vértice hacia
abajo de manera que su base se encuentra en la superficie del agua.

Solucién La presidén del agua sobre
el rectdngulo elemental R de la figura
de lados L y dx y a la profundidad x
es dP = Yx Ldx.

Por semejanza de tridngulos L=—:—(h-x)

Luego

h
h'% 2
P = J:l dp =-Yﬂb— _[; x (h=x)dx =-—b6!-l—, donde Y = 1 para el agua.

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Encontrar la altura-alcanzada por un cuerpo lanzado
verticalmente hacia arriba si su velocidad es dada por la fdérmula

v,
v=c. tan(-—g-t + arc tan-éq-) .

siendo v, = velocidad inicial g = aceleracidn de la gravedad
t = tiempo c = cte.
SOLUCION El cuerpo alcanza su mixima altura hm.ﬁx cuando su

velocidad es cero, esto es, en el instante t, tal que
v v,
-L¢t, +arc tan—L = 0 o t, ===arc tan—t=
e A c 1 g c

Luego,

t, t,
= f vdt = ¢ f tan (—.it +arc tan —VJ-) dt
) 0 c c

h .
max

t
2 \
= -=<uin sec(-it + arc tan e )
g t c
0
2 E+ v
= ==1In sec (arc tzm—ﬂ-v ) = -—8 In e———fe
g c g c
2
2 v
c 0
- In(1 +-—CT-)
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PROBLEMA Z La velocidad de un cuerpo lanzado verticalmente hacia
arriba es dada por v = v, = Bt, donde ¢ =tiempo, g=aceleracidn de

la yravedad y v, = velocidad inicial. Hallar

1) la altura s del cuerpo desde su posicidén inicial después de t
segundos.
2) la altura m@xima que alcanza ei cuerpo.
SOLUCION
t t
1) s = fvdt «=vt---l-gt2 =vt——1'gtz.
0 ° 2 | 2
0
2) La altura maxima que el cuerpo alcanza se obtiene cuando v = 0,
Vv,
o sea en el instante t, tal que v,-gt; =0, o t,= —:—
2
Loy 8w ol S
Luego, Snax vo ty 28 tl g
PROBLEMA 3 Un pur*o sobre el eje X ejecuta rscilaciones armoni-

cas simples alrededor del origen de coordenadas, con velocidad
vV = v, coswt, donde t = tiempo, y v, y W son constantes.

1 Hallar la posicidn x del punto si cuando t =0, x, = 0.

2) Encontrar el valor medio del valor absoluto de la velocidad del
punto durante una oscilacidn.

3) Probar que el promedio de la energia cinética respecto cdel tiempo
durante un miltiplo de un cuarto de periodo es igual a la mitad -
de 1a energia cinética maxima.

SOLUCION
t
Vo
1) Tenemos X - X, = v dt = = sen w t.
v
Luego X =—(-n-Lsenwt e



2)

3)

APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE LA F1SICA

El punto efectia una oscilacidn completa en el tiempo

T = periodo = -2;1-'- . Luego, el promedio del valor absoluto de

la velocidad en este intervalo de tiempo es

T 2m
V--;-,. jo- ]v]dt-+ Lw v, | coswe | dt

2n
Vo

= | cos & | ds ( haciendo s =at )

U/

4y, f 4y, 2y

- L [ B
= G =2 ds wt T

La energia cinética del punto en el instante t es

2
2 mv,
K = % = —choszmt "
Asi T S TH
> max oYy =

El promedio K de la energfa cinética durante el intervalo de

tiempo [:0‘, n-{-] donde T --2—“;"- y n entero” 1, es

nT/,‘ "
1 f riv? dt 2nv; Y2
K T 0 —T—- ~ cos“wt dt

n =

% 0
2mv] %,
= —— o cos? 8 ds, ( haciendo s = wt)
2 2
"V am_ _ m% 2
wnT 2 A

De (1) y (2), resulta :i-__f_—'
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PROBLEMA 4 {Qué trabajo debe hacerse para estirar un resorte desde
3 cms. hasta 5 cms. s8i con una fuerza de 1 Kg-f se estiraen 1 cm?
Se sabe, por la ley de Hook, que la fuerza F requerida para estirar
un resorte es proporcional a la longitud x de &ste.

SOLUCION Tenemos F = kx, donde k es una constante de propor-
cionalidad. Haciendo x = 0.01 mts y F=1Kg-f=k(0.01)mts. o

k = 100 —Kﬁ:f-. s
m.ts

Luego, el trabajo requerido es

0.05 0305
v o= 100 x*dx = 50 x° = 0.08 Kg-f . mts.
0.03 0.03
PROBLEMA 5 Encontrar el trabajo requerido para bombear el agua

que llena un recipiente hemisférico de radio R, por encima del reci-
piente.

SOLUCION El peso del disco circular
de espesor dx y base paralela a la base
del recipiente es dx

F= p(mnr*)dx ,

donde p = peso de una unidad de volumen

de agua
y rl= R?~ x2,
El trabajo requerido para levantar este b
disco la altura x es por tanto

dW = F.x = pmx(R? - x*)dx.
B “

Asi, W= pm ‘IO‘ x(R? - x¥)dx = -%R-
PROBLEMA 6 Hallar la energia cinética de un cono circular recto

de masa homogénea M que rota con velocidad angular constante w alre
dedor de su eje. El radio de la base del cono es R y la altura es
H.

SOLUCION Se sabe que la energia cinética es dada por K= L Tw?,
donde I es el momento de inercia del cono respecto de su eje (ver
problema 9)

Por otra parte I = -I%Mkz (ver ejemplo 2, seccibn 1.5, pag 316).

3 2p2,2
Luego K 2OMRm.
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PROBLEMA 7 {Qué trabajo debe hacerse para subir un cuerpo de masa
m desde la superficie de la tierra (radio R) a una altura h? ; Cudl

seria el trabajo requerido para llevar el cuerpo al infinito? (esto es,
cuando h=4 o) |

SOLUCION A la distancia x del centro de la tierra la fuerza de

: M
atraccidn sobre el cuerpo es F = k—n'é- .
x

Luego, el trabajo pedido se calcula segin

fR‘H‘l
1 1
W = R Fdx = k Mmég - 757) (22

: M
Puesto que para x=R se tiene F = peso del cuerpo = gm = K fR'zl ’

obtenemos kMm = ng2 5 2)

vde (1) y (2), resulta W = ngz(-—l-- ——1-), donde g es la acele
i R R+h e=

racion de la gravedad.

Finalmente si h =>+% , se obtiene W, = gmR

PROBLEMA 8 ¢ Qué trabajo debe hacerse para detener una esfera homo-
génea de radio R que rota con velocidad angular constante walrededor
de su diametro ?

SOLUCION El trabajo requerido es igual
a la energia cinética K de la esfera. Fl
cilindro elemental generado por rotacidn
alrededor del eje X del rectdngulo de altu
ra dy, y base 2x paralela al eje X tie
ne un volumen (2x)(2my)dy y su energia
cinética es dK= (l/z ). masa. (velocidad)?
= prw?xy3 dy , donde

p=densidad de masa por unidad de volumen

_ M
" g
A R
2 2
Luego K=2nd jO- xy}dy =-{‘?pﬂwzg5=.ﬂ§_w_

OTRA SOLUCION  Usando la férmula K = -;- Tw? del problema 9 que
sigue.
Gracias a la nota dada en el problema 19 de la seccidn 1.8 de problemas

resueltos, el momento de inercia de una esfera alrededor de un didmetro
es igual a

- Lug s Zypeyy - MEW
I ==MR". Luego I—Z(SMR)m = z
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PROELEMA 9 Probar que si un cuerpo s6lido rota con velocidad angu
lar constante w alrededor de un eje E, entonces se cumple

K= -;-Iw’ 3

donde K = energia cinética del cuerpo,
I = momento de inercia del cuerpo respecto del eje E.

SOLUCION Por definicidn dK '-'%‘(dH)vz , donde v es la veloci

dad de un elemento de masa dM, a una distancia x del eje E. Luego

v = xwy

y K= fdl(=-;-w2.fxzdn-—21-wzl,

que era lo que queriamos demostrar.

PROBLEMA 10 Fncontrar el trabajo que debe hacerse para extraer el
agua contenida en un recipiente cdnico recto invertido de radio r en
la base y altura h.

SOLUCION El peso de un disco cilindrico elemental de base paralela
a la base del cono, y a la distancia x de la base del cono, es

pma? dx 5

donde a y dx designan el radio y altura del disco, respectivamente.

Por semejanza de tridngulos —‘:_l- —h;—x— . Luego el trabajo requerido

para levantar el disco es

2 2
dW = x(pmddx) = “ﬁaht—-e-x(h—x)z dx , y por taato

h
7 a2 r? f 2
w ]:‘ dw ——-‘F— p by x(h~-x) dx
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PROBLEMA 11 Encontrar la fuerza de atraccidn de una barra delgada
homogénea de longitud L y masa M sobre un punto P de masa m si
tuado en la recta de la barra y a una distancia d de uno de sus ex~
tremos.

SOLUCION Sea p = —;l- = densidad de masa por unidad de longitud.

La fuerza de atraccidn del ele
mento de la barra de masa pdx

d
a la distancia x de P es P le r ]
1 N|
dF= ﬂ_&zﬂx_ , donde k es una U d E
x
constante.

d+L ~d+L
_ dx JLo_o 1 = mM
Luego, F j; dF = kmp Jd = kmp(d d+L) k TN

PROBLEMA 12 El viento ejerce una presidn uniforme p gr-f/cm?
sobre una puerta de altura h cm y ancho b cm. Calcular el momento
de la fuerza de presidn con que el viento tiende a girar la puerta al
rededor de uno de sus lados verticales.

SOLUCION Consideremos un rectingulo E
elemental R vertical de altura h y

base dx. La fuerza con que el viento

actila sobre R es p.dreadeP = phdx

y el momento de esta fuerza alrededor

del eje E es x p hdx.

-3

Luego, el momento total sera

b
hb
ME = J; xhpdx =-P—f—- gr-f.cm "

PROBLEMA 13 Un cable homogéneo de L metros de profundidad pesa
p Kg~f por metro y tiene atado en su extremo inferior un peso de P

Kg-f. (Qué trabajo total debe hacerse para subir el cable con el peso
hasta la posicidon del extremo superior ?

SOLUCION El trabajo de una porcidn de cable a una distancia x
del extremo superior de longitud dx es dW = xpdx, siendo pdx
el peso del elemento de cable. Luego, el trabajo para levantar el
cable es

L
k o
W = xpdx = —
o S

Pinalmente el trabajo total requerido es WT = W+P.L= %(pL+2P) -
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2.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 14 Calcular la presidn del agua sobre un coro circular
vertical con radio R y altura H, sumergido en agua con su vértice ha

cia abajo de tal man2ra que su base se encuentra en la superficie del
liquido.

SOLUCION La fuerza de presidn del agua act@ia normalmente a la
superficie del cono, vy su valor para una porcidn de superficie compren
dida entre dos discos paralelos a la base del cono y a las distancias
Yy, y+dy, resvectivamente, es dF = p, drez = p y(2mxds), donde
Pp =1, x = radio del disco y ds = longitud de una arista entre dos
discos.

| I R -l superficie del agua

d}y: dF sena

ds

dF.

Tenemos x = (H-y)tan a, a= % (ejeYyuna arista ),
ds = secady .
Luego dF = 27 tana.seca y(H-v)dy.

La componente horizontal de la fuerza de presidén es nula por sime-
tria. La componente vertical estd dirigida hacia arriba y vale

H H R 2 H’
F = senadF = 27 tan’a L y(H-v)dy = 2n (T) 5
0

R2 H _ nR’H
H
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APLICACIONES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE FISICA CAP.7

PROBLEMA 15 Un recipiente lleno de agua tiene la forma de un cono
invertido recto circular de radio R en la base y altura H. Encontrar
el tiempo que se requiere para vaciar el recipiente a través de un ord
ficio de drea A en el vértice.

SOLUCION

G AT S

A
Se sabe que la velocidad de salida del agua es igual a la veloci
dad de un cuerpo en caida libre desde una altura x igual a la profundi
dad del agua. Asf, la velocidad de salida es v = V2gx , donde g
es la aceleracidn de la gravedad, y el volumen de agua que sale porel
orificio durante un incremento de tiempo dt es

Q = Avdt = AvV2gx dt (1)

Este volumen puede ser calculado de otra manera. En efecto, s8i
en el mismo intervalo de tiempo dt el nivel del agua ha descendido en
una altura dx, el volumen perdido es igual a

Q = volumen de un cilindro circular de radio r y espesor dx

= mridx ,

donde, por semejanza de triadngulos, r= —E-x 5
Luego
2
Q= B ?dx . 2
H

Usando (1) y (2) resulta

&k = 7 R¥x? dx
AH? 2gx

e integrando respecto de la variable x desde O hasta H se obtiene

27R? /H_
t'Edt'SA T8




2.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 16 Una cisterna hemisférica de radio R estd llena de agua.
Dos hombres A y B dehen vaciar el contenido de la sisterna de manera

que cada uno haga la mitad del trabajo requerido. Si A empieza prime-
ro, Jcudl serd la profundidad h del agua cuando 4 ha terminado su tra
bajo ?

SOLUCION

Por el problema 5, el trabajo requerido para levantar un disco
desde la distancia x de la base del hemisferio es

dw = p Tx(R*~ PHdx ,

2
y el trabajo total es W= —M"%R- .

Buscamos h tal

R-h
3. f a
0

Cancelando el factor pT e integrando resulta la ecuacidn

2(R-h)" - 4(R-h)® RR+R*" = 0

que resuelta para (R-h)*> da (R-h)®> = R%( 2_4_-’2__ '2)

Puesto que (R-h) <R, debemos descartar el signo +.
Luego
h o= Rtr /2%
2
y por tarnto



APLICACICNES DE LA INTEGRAL A PROBLEMAS DE FISICA Ccar.7

PROBLEMA 17 Una superficie tiene la forma de una elipse de semiejes
a yb. Se sumerge verticalmente en un liquido con su eje mayor parale-
lo a la superficie del liquido hasta que el centro de la elipse Bse en~

cuentra a una profundidad h. (Cudl es la presidn del 1liquido sobre 1la
superficie?

SOLUCION

La presién del 1iquido sobre un rectidngulo elemental R, en 1la
elipse, de lados x, dy, es igual a

dF

p(h -y)2x dy .

Luego,

™
"

b b
f dF = 2pf (h-y) x dy
-b b

4
2p ab f (h -b sen t) cos? tdt
Y2

( haciendo x = a cost t, y=hsent )

pmTabh.
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