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Introduccion

Se entiende por onda, a la propagacion de una perturbacién de alguna propiedad
en un medio, por ejemplo, el campo eléctrico o campo magnético, que se propa-
gan a través del espacio transportando energia. El medio perturbado puede ser de

naturaleza diversa como aire, agua, un trozo de metal o el vacio.

Tradicionalmente, hablamos de dos tipos de ondas. Las primeras, las ondas li-
neales, como las ondas de luz o las de sonido, y las ondas no lineales, como una
ola en el mar aproximandose hacia la orilla. La amplitud, la longitud de onda y la
velocidad, varian segin avanza la ola en el caso de las ondas no lineales, mientras

que en las ondas lineales éstas son constantes.

La historia del tipo de ecuaciones de interés para este trabajo comienza con el
reporte del cientifico escocés Russell, quien escribié:
“Creo que serfa mejor presentar este fenémeno describiendo las circunstancias de mi
primer encuentro con éste. Estaba observando el movimiento de un bote el cual era
jalado rapidamente a lo largo de un estrecho canal por un par de caballos, cuando
el bote se detuvo repentinamente, pero no asi la masa de agua en el canal justo
adelante de la proa del bote, la cual, se habia puesto en movimiento en un estado
de violenta agitacion; repentinamente esta masa en agitacion empezo a salir hacia
adelante con gran velocidad, tomando la forma de una grande elevacion solitaria,
redonda, suave y bien definida de una masa de agua, la cual continué su curso a lo
largo del canal aparentemente sin cambio de forma o disminucion de velocidad. La

segui montado en un caballo y ain la vi pasar a una razén de ocho o nueve millas



por hora, conservando su forma original de unos treinta pies de largo y entre un pie
y un pie y medio de altura. Pasado un tiempo, su altura gradualmente disminuyé, y
después de seguirla una distancia de dos millas, la perdi en unos recodos del canal.
Asi, en el mes de agosto de 1834, fue mi primera oportunidad de encontrarme con
ese singular y hermoso fenémeno, el cual he llamado Onda de Translacién ...”

Este descubrimiento originé el despertar de un nuevo y enorme interés por las
olas de esta clase. Pero no fue hasta 1895, cuando los cientificos Korteweg y De Vries

presentaron la ecuacién en derivadas parciales no lineal
ou+Pu+udu=0 z€R, t>0 (L.1)

que captura la esencia del fendémeno observado por Russell, donde el segundo término
es el de dispersién y el tercero es el no lineal. Rodriguez [24], presenta con bastante
detalle, una deduccién de la ecuacién (I.1), utilizando para ello la teoria del flujo de
fluidos incompresibles e irrotacionales y no viscosos.

La ecuacion de Korteweg-de Vries (KdV) describe el comportamiento de olas en
aguas poco profundas y puede usarse para demostrar mateméaticamente el fenémeno

que Russell describid, pues una solucién de la ecuacién de KdV es
u(z,t) = —12 a® sech®[a(z — 4a®t — x0)],

donde a y zy son constantes arbitrarias.

El fenémeno observado por Russell fue considerado una curiosidad hasta 1960,
cuando diferentes experimentos numéricos sobre la propagacién de excitaciones en
medios no lineales revelaron la existencia de ondas solitarias en una variedad de
sistemas.

En 1971, Benjamin, Bona y Mahony [6], presentaron un modelo alternativo para
el estudio de la ecuaciéon de KdV, la ecuacion de onda regularizada, hoy llamada

también ecuacién de BBM

(1—0§)8tu+8xu—l—u0xu:0,, reR, t>0 (1.2)



en donde demostraron la buena formulacion local y global del problema de valor ini-
cial asociado con la ecuacién de BBM en C2* con dato inicial en C*(R), y analizaron
diversas propiedades que presentan las ecuaciones de KAV y BBM. Ellos consideran
el espacio C2*> como el espacio de las funciones reales tales que ellas y todas sus
derivadas con respecto al tiempo viven en C? para todo valor de tiempo positivo
y donde Cj es el espacio de las funciones reales que tienen s derivadas continuas y
acotadas.

Bona y Smith [11], en 1974 demuestran la buena formulacién global en
(Hoo NC3) X (Log N CZ) para cada T > 0y con dato inicial en (H' N CP) x (L2 N C?),

del problema de valor inicial del sistema de ecuaciones
(1—=02) 0 + dpv + Oy (vu) = 0,
(1 —92) 0w + Opu + v9pv — 33u =0

y probaron la invarianza del funcional no lineal

E(t) = E(u,v,t) = /

R

{(1 + u)v® 4+ u® + %(&TU)Q} :
y donde

Heo = {u:RxR—R:u(t)€ H Vt,
con t — u(-,t) continua de R en H'}.
C; = {u:Rx[0,T] — R:u(,t) € C; para cada t € [0,7T] tal que
la aplicacién ¢ — u(+,t) es continua de [0,7] en C}}.
Lo = {u:RxR—R:u(,t) € L” para todo t € R

con la aplicacién ¢ — u(-,¢) continua de R en L*} .

El comportamiento asintotico de la soluciéon global del sistema acoplado de ecua-

ciones del tipo BBM

(1 — 02) Opu — 1020w + a20,u + azvPO,v + uPOu + a0, (UPv) = 0,
(1 —02) 0w — a10%20yu + a0,v + azuPdpu + vPO,v + a40, (uv?) =0,



donde aq, as, as, as son constantes reales con as > 0,0 < a; <1,z € R, t >0
y p es un entero tal que p > 4, fue estudiado por Bisognin [5], quien prueba que
si (u,v) es la solucién global del sistema (I.5) con informacién inicial (ug,vy) €

(H>NWh) x (HS N W) y p > 4, entonces, cuando ¢ — +00

lu( )= < C(L+8)7°

o Bl < C A+

siempre que el tamano de los datos iniciales sea suficientemente pequeno.
Bona, Chen y Saut [10], mejoran los resultados locales obtenidos por Bona y

Smith. El sistema que estudiaron involucra cuatro parametros:

(1 =502 du + 0,v + 0y (vu) + a B2v =0,

(L6)
(1—d d2) v+ dpu + v0,v + ¢ I2u =0,

donde nos interesa el caso en el que b > 0, d > 0, ¢c < 0y a = 0, y para el cual
demuestran la buena formulacion local del problema de valor inicial asociado a éstas
ecuaciones en C ([0,T]: H**) x C ([0,T]: H®), con s > 0 y con datos iniciales

(ug,v9) € H*™ x H*. Notemos que para este caso, cuando b = d = —c = = se

SN

obtiene el sistema (I1.3), derivado por Bona y Smith.

En el trabajo estudiamos el problema de valor inicial de Bona-Smith generalizado

(1 —902)0u + Opv + uPOpu — adv =0
(1 —02)0w + Opu + O, (uvP) =0
u

donde 0 < v < 1/2, u =u(x,t) y v = v (x,t) son funciones de valor real con = € R,
t >0y p>1esun numero entero. Este sistema tiene la misma justificaciéon de un
modelo que describe la propagacién de ondas largas de pequena pero finita amplitud
en un canal de agua de profundidad constante como otras versiones de las ecuaciones

de Boussinesq.



Nuestros objetivos consisten en demostrar la existencia, unicidad y dependencia
continua respecto del dato inicial de la solucién local del problema de valor inicial
(I.7) en los espacios de Sobolev H* x H*'! para s > 1, mostrar como tal solucién
local puede ser extendida a una tnica solucién global en H*® x H*™! para s > 2,
analizar el comportamiento asintético de la solucién global del problema (I1.7) con
p > 4 cuando t — 400 y mejorar los resultados locales de existencia y unicidad del
problema de valor inicial (I.7) en H* x H*™! cuando s > 0y p = 1.

Para lograr tales objetivos, el trabajo ha sido dividido en cinco capitulos. En
el primero, tomando como referencia los articulos [5] y [10] se estudia el problema
lineal del sistema de Bona-Smith generalizado.

En el segundo y tercer capitulo se prueban la buena formulacion local y la exis-
tencia y unicidad de la solucion global, respectivamente, del problema de valor inicial
(I.7). Para la teorfa local seguimos las ideas de Benjamin, Bona y Mahony y usamos
el teorema del punto fijo para mostrar que la ecuacién integral asociada a (1.7) tiene
solucion si el dato inicial Uy € Y?*, con s > 1. Iniciamos la teoria global demostrando

que la solucion local se puede extender a una solucién global siempre que Uy € Y?,

con s > 2y para esto mostramos que [|U(-)||y. es acotada. Para el desarrollo de
estos dos capitulos nos guiamos de los articulos [5], [10] y [11] y del libro [15].

Una vez probada la existencia y unicidad de la solucién global del problema de
valor inicial (I.7), analizamos el comportamiento asintético de tal solucién y de la
solucién del problema lineal asociado a (1.7) y el articulo [5] nos sirve de guia para
lograr tal propésito.

En el ultimo capitulo obtenemos mejores resultados locales para el problema
(I.7) con p = 1, esto es, probamos la existencia y unicidad de la solucién mild del
problema (I.7) en H® x H**! para s > 0 con p = 1; para ello, usamos algunas
desigualdades que “generalizan”de alguna manera la propiedad de que los espacios
de Sobolev H® son un algebra de Banach para s > 1/2. Este capitulo se desarrolla

siguiendo la ideas planteadas en el articulo [10]. Algunas definiciones, teoremas y

desigualdades necesarias para el desarrollo del trabajo son enunciadas en el apéndice.






Notaciones

D(A) dominio del operador lineal A.

R(A) rango del operador lineal A.

u transformada de Fourier de u.

@ transformada inversa de Fourier de u.

C(]0,T] : X) espacio de funciones continuas de [0,7] en X.

C*([0,T] : X) espacio de funciones continuamente diferenciables de [0,7] en

X.

C*(R") espacio de las funciones reales continuas diferenciables de orden k sobre

R™.

C>®(R") = ﬂC’k(]R") espacio de las funciones reales infinitamente diferencia-
k>0

bles sobre R™.

C* (R™) espacio de funciones de clase C* tales que ellas y sus derivadas hasta

el orden k tienden a cero en el infinito, con norma definida por

_ < fe%
lulley, = max 10%ull oo

S(R™) espacio de Schwartz sobre R™.

S'(R™) espacio de las distribuciones temperadas sobre R".



» LP(R") espacio de Lebesgue en R" de orden p, 1 < p < 0.
» ||-||;» norma en LP(R™).

. L}

oe(R™) = {f R — R: /K |f| < ooV compacto K en R"}.

» L°°(R™) espacio de las funciones medibles esencialmente acotadas en R™.
» |||l ~ norma en L®(R").

= YV — X, Y estd continua y densamente incluido en X.

= J*® potencial de Bessel de orden s, E(&) =(1+ \5!2)8/2 u(§).

» H*(R™) = J*L?(R") espacio de Sobolev de orden s con base en L?.
1, = I7°()]l 2 norma en H*(R")

= (-, -)s producto interno en H*(R").

» YV = H%(R) x H*"(R) espacio producto de H*(R) por H*™(R).

w (-, )ys = (-, )s + (-, )s41 producto interno en Y.

2 2 1/2
yo = (ML +11-1541) " norma en Y.

» [A, B] = AB — BA conmutador de los operadores A y B. Asi,
[J°, flg = J*°(fg) — fJ°g, en donde f es considerado como un operador de

multiplicacion.

Observacién. Cuando n = 1 escribiremos C*, C* S, &', LP, H*, etc, en vez de

C*(R), CE (R), S(R), S'(R), L*(R), H*(R), etc.



Capitulo 1

El problema lineal

Consideremos el problema lineal asociado a (1.7),

([ (1= 82)0u + 00 — adPv = 0
(1=2)0w+ 0u=0
u

el cual escribiremos en la forma

LoU(t)+ MU(t) =0
U(0) = (ug,v) = ®

donde L es el operador definido por

LU = (u— &?u,v — 0%v), U= (u,v) €Y".
Despejando 0,U(t) formalmente en la ecuacién dada en (1.1), se tiene

QU(t) = —L ' MU(¢)
U(0) = @

cuya solucion formal es

Ut) = e Mo,

Para justificar la tltima igualdad, debemos analizar el operador L~'M.



14 El Problema Lineal

Teorema 1.1. Si s € R, entonces L : Y — Y72 es un operador lineal biyectivo

y para todo V € Y572

L'V(z) = (J u, J %) (z) (1.3)
donde
1
J 20 = ——(K x ¢)(z) para cualquier o € H*™>
@ \/%( ©)(@) p quier ¢
Y

zﬁa:
\/27r / 14 52
Ademds, K € L' N L.

Demostracion. La linealidad del operador L es inmediata. Probemos que LU €
Y*~2. En efecto, sea U = (u,v) € Y* con s € R. Como Y* — Y* 2 y el operador

0, Y51 — Y52 es acotado, tenemos

VLUIGw- = |2l + (|70l = llull2 + lloll2, = 1U]

2
ve < 00,

entonces R(L) C Y*2 y el operador L es inyectivo por tratarse de un operador
isométrico.

Probemos que dado V' = (u,v) € Y* 2 existe U = (u1,v1) € Y* tal que LU = V.
En efecto, de (J?uy, J?v;) = (u,v), se tiene que J?u; = u y J?v; = v. Como J* es
un operador biyectivo, U = (uy,v1) = (J2u, J 2v).

Luego, aplicando la transformada de Fourier respecto de la variable espacial, se

tiene

LV(E) = ( La(e), — 6(5))

1+&2 1+¢&2

- ((e) 0 (12 "0

= \/12_7T (K* u, K *v) (€)- (1.4)

Veamos que U € Y?*. Por la definicién de norma en Y*® tenemos

2 2 2
Il = [lulls—g + vlls=y = I, v)[[y-e < o0

Vo = 172l 4 1720

s+1
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Usando la definicion de K, es claro que

1 g T
|K(x)|§m/RH§2_ "

Abora,
/R|K(x)| dx:AS1|K(a:)\ d:v—l—/wbl][((xﬂ da

donde la primera integral del segundo miembro existe.
De la definicién de K se tiene que para z = 0, K(0) = \/g Luego, para un x # 0,

integrando por partes obtenemos

K(x) =

, 1
|£\lin+1oo V21 Lx (1+&2)  22(1+¢€2)?

1 ven 2—652)
+x2\/ﬁ/Re (—(1+§2)3 dg ,

donde lim wu(&)v(€) se define como

eifx Qfezﬁx :|

[€] =400
Jim u(©)o(€) = lim [u(€)v() — u(-E)v(~£)]
Entonces,
, ¢ 2C|¢] ] C [|2-6¢
(K@) =< |§|1L%Lx1(1+52>+x2(1+52)2 +x2/R irerl®
_ O []2-6&
= o L aTer
< g ;d§<£<+oo
S 2 R(1+£2>2 22 :
De donde,

/ |K(x)|dx§0/ d—§<+oo
|z[>1 lz|>1 T

Por consiguiente, K € L' N L.

En conclusidn, existe L™ : Y572 — Y* tal que

L'V (z) = (K xu, K xv) (x)




16 El Problema Lineal

Teorema 1.2. Si s € R, el operador lineal L=10, : Y — Y1 es acotado, es

decir, existe C > 0 tal que |L710,U ||y < C||U|

ys para todo U € Y.

Demostracion. Si U = (u,v) € Y*®, entonces

2 2

1200 = 200 20,0)
= HJ_2830UH§+1 + HJ_Q(%UHZQ
< ullZ+ Il = U1
como queriamos demostrar. O

Consideremos ahora el operador M definido por

D(M)=Y*, se€R

( (1.5)
MU = (0,v — ad3v,0,u), U = (u,v) € Y*.

Notemos que el rango del operador lineal M esta contenido en Y *72.

Teorema 1.3. El operador —L M : Y* — Y® con s € R, genera un grupo
fuertemente continuo {W(t)},5, sobre Y* tal que para todo t > 0 y para todo
U= (u,v) € Y?,

T - | ( SHOESO AT -5 ) ( e ) w6
TOIMORER0) st +s- ) \ 59
en donde B(€) = /1 + a&2? y SE(t) se definen como
SO0 = ¢ OuE) on A = Loz

Ademds, cualquiera sea U(0) = ® € Y la funcion W(-)® : [0, 00[—> Y es la dnica

solucion del problema de valor inicial (1.1), esto es, U(x,t) = W(t)®(z) y

WOl sy < Ma
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Demostracion. Sea U = (u,v) € Y*, entonces por la definicién del operador M y el

teorema (1.2) tenemos

HL‘lMU’ = H[fldC (v— a@iv,u)’ 2

YS

2
ys

< H (v — a@iv, u)| 3/5*1

De la definicién de norma en Y*~! y sus propiedades obtenemos

_ 2 2 2
127 MU|y. < o= adzof|,_, + llul;
2 2 2 2
< ollio + a® olli + 20 [9avlli_y + [l
2 2 2 2
< vl + e ol + 20 ol + llull;

IN

(1+a) (lull; + vl5.) = CallUly

Por lo tanto, el operador L='M es acotado, entonces es el generador de un grupo
fuertemente continuo {W(t)},-, sobre Y.

Definido L~! M, nuestro problema lineal (1.1) queda como

OU(t)=—L"'MU(t) = —L ' (0,v — adiv, d,u)
U0)=2.

(PL)

Para resolver este problema de valor inicial usaremos la definicion del operador
(1.3) y tomaremos la transformada de Fourier en la variable espacial, obteniendo

asi un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en t,

00 @(6.0),3(6.0) = ~ g5 (0 — 0020, 0.0 (6.0)
U(€0) = ®(¢).

Equivalentemente,
A0 (E.0) = 1 AT (E 1 o
U(,0) = 2(¢)
donde
- 0 B2 ~ (&t
A(6) £ A6 be.t) u(é,t) v

BTSN T (€, 1)
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Los valores propios de iA(£) son iA*(€) con
£

M) = rfzﬁ (€)
y los vectores propios asociados son
o= ") o=

respectivamente. Luego, la solucién del sistema (1.7) es
U 1) ="M O a(¢) = Pe’t P71 O(S)

donde P es la matriz de los vectores propios y e’ es la matriz diagonal que tiene por

elementos las funciones e'*** con i A los autovalores de iA. De este modo U (&,1)
es igual a
X Gy itA(©) —B(8) (ez’t)\+(£) _ em—(ﬁ)) 3
ﬁé) (eit/\+(5) — e“)‘_(f)) AT itA(€) o (§)

Definiendo S*(t)v(€) = €2 © y(€), obtenemos el grupo fuertemente continuo

dado por (1.6). Ahora, analicemos de que tipo es el grupo

L = VO = o) +||v<>||5+1
< 3 ] 0+e) () + 28018 ) d

ey (% GO +21(0) ) d

Como (a + b)? < 2(a® + b*) para todo a,b € R, tenemos

<9 /R (14€2)° 2@ +26%(€) [M(E)?) de

r2 [ 1) (g 1BOF + 20O ) de
51~ 1+¢&2
L[ are)iaer (1+ s )
2
+4/R(1+€2)3+1 |50(8))? <11J:LO§2 +1) 3

W (1) @]

W ()2

IN
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Como el valor de o es un nimero real positivo fijo,

1+ &2 1
17 +0§§2 si+y
' 1+ ag?
Mare s
Luego,
W)y < Mo [|®]y-

con M, =2 1—}—%.






Capitulo 2

El problema local

En este capitulo demostraremos la existencia, unicidad y dependencia continua
de la solucién local en Y* para s > 1 del problema de valor inicial (2.1)
(1 —02)0u + Opv + uPOpu — adv =0
(1= 02)0w + dpu + 0y (wv?) =0
u

el cual escribimos
LoU(t) + MU(t) + 0, F(U(t)) =0 2.1)
U(O) = (UO,U()) = (I),

donde L y M son los operadores definidos en (1.2) y (1.5) respectivamente, y

FU(t) = (M u(t)vp(t)) .

p+1"7

Seguiremos las ideas de Benjamin, Bona y Mahony y usaremos el teorema del
punto fijo para mostrar que la ecuacién integral asociada a (2.1) tiene solucién si el
dato inicial Uy € Y*, con s > 1

Diremos que un problema de valor inicial esta localmente bien formulado en el

siguiente sentido [15]

Definicién 2.1. Sean X, Y espacios de Banach con' Y — X, Ty € ]0,+o00[ y
F:[0,Ty] x Y — X una funcion. Diremos que el problema de Cauchy
du(t) = F(t,u(t)) € X,

w(0) = ¢ €Y, 22)



29 El Problema Local

es localmente bien formulado en'Y si

a) Eziste T € ]0,To] y una funcion U € C([0,T]:Y) tal que u(0) = ¢ y la

ecuacion diferencial satisface

u(t + h) —u(t)

lim

= 07
h—0

X

— F(t, u(t))

donde las derivadas ent = 0 yt = T se calculan a la derecha y izquierda

respectivamente.
b) El problema (2.2) tiene solucién tinica en C ([0,T]:Y),

¢) La aplicacion ¢ — wu es continua. Mds precisamente, sean ¢, € Y, n € N
Y P € Y, tales que ¢y, RN Do Y Uy € C ([O,Tn] : Y) las correspondientes

soluciones del problema (2.2). Sea T € ]0,T[. Entonces la soluciones u,

pueden ser extendidas al intervalo [0, T] para todo n suficientemente grande y

lim sup [Jua (£) — u(8)]ly = 0.
n—00 0.7]
Notemos que en nuestra definicién de buena formulacién local:

1. Y — X, esto es, Y esta continua y densamente incluido en X, de donde se

tiene que existe una constante C' tal que

|v]lx <C |lv|ly, paratodowv e Y.
2. La solucién del problema (2.2) debe permanecer en Y para todo valor de

te0,7].

2.1. La ecuacion integral asociada
Notemos que si U es solucién de (2.1), definiendo

G(r)=W(t—7)U(r)
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donde {W (t)},-, es el grupo fuertemente continuo generado por —L~*M. Derivando

respecto de 7 obtenemos

%(T) = —0,W({t—7)U(r)+W(t—7)0.U(r)

= W(t—7)L'MU(T)
+W(t—7)[-L"MU(r) — L7'0,F(U(1))]
= —W(t—7)L'0,F(U(1)),
integrando desde 0 hasta ¢, tenemos
G(t) — G(0) = — /Ot W(t—7)L'0,F(U(T))dr .
Como G(0) = W (t)® y G(t) = U(t), entonces U es solucién de la ecuacién integral
Ut) =Wt — /Ot W(t—7)L7'0,F(U(7))dr. (EI)

Por lo tanto, toda solucién del problema (2.1) es solucién de la ecuacién (EI).
Nos interesa saber si toda solucién de (EI) es solucién de (2.1); para responder esta

pregunta aplicaremos el teorema del punto fijo de Banach.

Teorema 2.2. Sea ® € Y* con s > 1, entonces evisten T = T (||®]

Ys) >0y
Ue C ([O,ﬂ : Ys) unica solucion real de la ecuacion integral (EI).

Demostracion. Sea ® € Y* dado, con s > 1, & £ 0y T > 0. Definimos el espacio

métrico

E(T) = {V e C([0,T]:Y?): tg[%%] |V (t) — W(t)P| v S | D] YS}

con la métrica

d(U,V) = sup |U(t) = V(1)

te[0,7

ys -
Se prueba que (£(T'),d) es un espacio métrico completo. Para U € E(T), defini-
mos la aplicacién © por

(OU)(t) = W (t)® — /0 Wt - Lo FU ) dr, te0.T]. (23)

Definido el espacio (£(7'), d) y la aplicacién O, tenemos las siguientes propiedades

de la aplicacién © definida sobre £(T').
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1. Cualesquiera sea T > 0, la aplicacion OU tiene rango R(OU) contenido en

Ys.

En efecto, si @ € Y* entonces W (t)® € Y* pues Y* es el dominio del operador
—L7'M. Por otro lado, como (u(t),v(t)) € Y*y H* es un élgebra de Banach
para s > 1, tenemos que F(U(7)) € Y¥ !y L7109, F(U(7)) € Y*; por lo tanto,
W(t —7)L'9,F(U(r)) € Y*. De ahi que /t W(t — 1)L Y0, F(U(r)) dr € Y*

0
y por lo tanto ©OU(t) € Y* cualquiera sea t € [0, 7.

. Cualesquiera sea T > 0, OU € C([0,T] : Y®) para todo U € E(T). En efecto,

para to €]0, 7], supongamos que t < ¢,

|OU(t) = OU(to)lly. < [W(H)® —W(to)®]y-

t
+/
0

+ |t —to| sup HW(t — T)L_laxF(U(T))’

t<1<tg

dr

YS

[W(t ) = Wt — T)} L‘18$F(U(T))‘

(2.4)

Ys*®

Por la continuidad de la aplicacién W (-)® : [0, co[— Y*, el primer sumando

del segundo miembro de (2.4) converge a cero cuando t — ;.

Para el segundo sumando de (2.4) hagamos
h=—tty y fulr) = |W(=h-+to—7) = Wt —7)| L0, F(U(r)).

+
Sit — t, entonces h — 07 y por la continuidad fuerte del grupo f "0

con f; medibles. Ademas,

[/n(7)]

yo < 2M, ||[L7'0, F(U(7))]

vs = 9(7),

donde M, > 1y g(7) es integrable, pues s > 1/2 y H* < CY. Luego, por el
teorema de la convergencia dominada de Lebesgue ([14], pag. 54) el segundo

sumando de (2.4) converge a cero cuando t — ;.

El ultimo sumando converge trivialmente a cero cuando ¢ — ;. Esto nos

demuestra la continuidad de OU a la izquierda de t,.
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La continuidad de ©U a la derecha de t; se prueba de forma similar.

3. Existe Ty €]0,T] con Ty = Ty (||®|lys) > 0 tal que la aplicacion © definida
sobre E(Ty) tiene rango R(O) contenido en E(Tp).

Sea U € £(T), entonces para 0 <t < Ty por el teorema 1.2

|eU(t) — W (t)®|

ve dr

vs < /0||W(t—T)L_18$F(U(T))|

< M, /0 IEUE) yoer dr (2.5)

Como H?® es un algebra de Banach para s > %, tenemos

1 p+1 D
[FU(T)[lys-r < P | ()|, + lJu(r)oP ()],
Os,p p+1 D
S i HluIE™ + 4+ 1) ulD)ll, o()IE]

y por la definicién del espacio E(T")

[u(T)lls < Uy < UT) = W)@y + [[W(T)2lly
< 2M, |||

vs, VT €1[0,T]. (2.6)
Del mismo modo

[o()lls < 2Ma |[®]

vs, VT €10,T], (2.7)

entonces

p+2
o1 S Csp | —— ) (2M, ||
v 20 (253 0 0

Luego, en (2.5) resulta que para todo t € [0, 7]

p+1

1FU(7)]

ye)

2
10U(t) = W)y < Cap (p—j: 1) ME |l T[]y
p

Como

2
Cop (%) 2P NPH2 @2, T — 0 cuando T — 0.
p

Por la definicién de limite, se sigue la existencia de algin Ty = Tp (|| D]

vs) tal
que

ye) (2.8)
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. Eziste T € [0,Ty] conT = T (|||

donde la funcién §; : Rt — R se define como

p+1

(Sl(x) = C’&p (p+ 2) M£+2 2p+1 ” .

De ahi que,
sup [|OU(t) = W (t)®ly. < [Py

0<t<Typ

De donde R(©) C E(Ty).

0:€& (T) — & (T) es una contraccion.

Para U = (uy,v1) y V = (ug,v2) € E(Tp) tenemos

1©U)®) = (OV)(®)]ly

dr

Ys

SA@AHE%quv»—FwwM\
A /0 IF(V(7)) = FU) |y dr.

Ahora,

[EV(T)=EUT))lyss

< Ll ) - )], e () () a7,

Considerando las estimaciones dadas por (2.6) y (2.7), se tiene

(A CRRT A Col N AN GRS CL R

< Copllua(7) = ualr ||ZIIU1 N Nz ()

IN

Cop llun(r) = ua(7)ll, Z (2M, || @]

< Cyplp+1) (2Ma\|‘1>||w) 1U(T) =V(T)llys -

Y@

vs) > 0 tal que la aplicacion

(2.9)

(2.10)
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y calculando el segundo sumando de (2.9),
lua ()07 (7) = wa(T)vy(7)

= Nua ()7 (7) = ua(T) 5 (7) + v (r)ur () — v3(T)ua (7)l,

kSRS
—

< Copllon(m) = va(m)ll, D Ioa (DI Moo (7) I llua ()]

[en]

||U2(T)||§

—-®

J
+ Csp |lua(T) — ui(7)
p

< Capllva(m) —wa()ll, ) (2Ma [ @]

yo)

ye)”

y ) NUT) = V() llys - (2.11)

[en]

J
+ Cop lua(r) = ua(7)]], (2Mas || @]

< Cspp(2M, || P

Por lo tanto, sustituyendo (2.10) y (2.11) en (2.9), obtenemos que para todo
T E [07 TD]

IF(V (7)) = F(U(T)lyer < Csp (p+ 1) @Ma || @]y )" d(U V) (2.12)
de donde, para todo 7 € [0, Tp)

1OU () — OV (#)lly- < Cop MIT(p+1) (2P|

vl td(U, V).
Por consiguiente,
d(eU,0V) < C,, M* 1 (p+1)(2 |@ly)" To d(U, V).

Como

Coplp + )M (2]|2]

vs)F Ty — 0 cuando Ty — 0

de la definicién de limite, se sigue que existe T' =T (||®]|,-) tal que

0<T <Ty<d=20(®P].) (2.13)

donde la funcién ds : Rt — R se define como

1

do(z) = .
2(7) Cyp (p+1) MET! 20 7
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De (2.8) y (2.13) notamos que los valores 0, (|||

y+) ¥ 02 (|| @]

para Ty con T < Ty. Por tanto, para probar la existencia de algin 7 > 0 tal

ys) son cotas

que O sea una contracciéon en £ (T) basta tomar

0<T<T="T(|®

YS) ’
donde la funcién T : R — R se define como

T(z) = min {6, (x), &(z) } (2.14)

. Euistencia de la solucién de la ecuacion integral (EI) en C ([0,T]:Y?).

Por el teorema del punto fijo de Banach, existe una tnica U € & (T) C

C ([O,_] : YS) tal que OU = U, es decir,
W(t)® — /t W(t—7)L7'0,F(U(r))dr =U(t) Vte|[0,T].

Es claro que la unicidad vale solamente en € (T) y no en C ([0,7] : Y*).

. Unicidad de la solucion de la ecuacion integral (EI) en C ([0,_] : Ys).

Sean U = (uy,v1) y V = (ug,vy) soluciones de la ecuacién integral (EI) en
C ([O,TU] ; YS) y C ([O,TV] : Ys) respectivamente. Con 7' = min {TU,TV}
se tiene que U, V € C' ([0,T]: Y*) y

(KQ:MKWb—/%V@—ﬂL1@FWﬁﬂdr,

xaw:vww¢—/ﬂva—ﬂL1@Fwwwd@

para todo t € [0, T] . De la propiedad del operador L~'0, dada por el teorema
1.2 y como el grupo W (t) es de tipo (M,,0), tenemos

1U@) =V O)llys §<ﬂﬂx]€ [E(V(T)) = FU@)llys dr. (2.15)

Ahora, como H® es un algebra de Banach,
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IE(V (7)) = F(U(T)ll s
< +1 HUPH@—) - “gH(T)”s
+ Jlua(7)or (1) — ua(r ) v(7) + v3(T)ua (1) — v3(T)ua (7)]],
< S fun(r) — ua(7)ll, ZHul WE s (T
+ Cs [[of(7) — v3(7 )|| ||U1( IR
+ Cs [Jur(r) = ua (1), 103 (7)1,
< 222 lua(7) — ua(7)l, ZHUl NS [fuz (7)1
+ Csp l[oa(7) = va(7) |l ZH’U WE™ Moa (I [l (7,
+ Csp llua(T) —wa (7 )Hsllvz( 11
Como (uy(7),v1(7)), (ua(7),v2(7)) € Y* para todo 7 € [0,T] consideremos
N = méx { sup us() [, sup (), b para i =1,2
[0,7] [0,1]
de donde, para todo 7 € [O,T} tenemos
IF(V (7)) = F(U(T)lyer < Cspp+2) N” |U(T) = V(T)lly.  (2.16)
Luego, sustituyendo la desigualdad anterior en (2.15),
t
1U(#) =VD)llys < Cop Ma (p+2) N”/O [U(T) =V (")lly. dr

y usando la desigualdad de Gronwall se tiene

|U(t) = V@)l

Entonces U(t) = V/(t) para todo t € [0,T].

Por lo tanto el teorema queda demostrado.

Ve <0 ecs,pMa(p+2)NPt’ Vie [O,T] '
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2.2. Existencia y unicidad de la solucién local

Probada la existencia y unicidad de la solucién de la ecuacién integral (EI),

mostraremos que tal solucién es también solucién del problema de valor inicial (2.1).

Teorema 2.3. Sea ® € Y* con s > 1. Entonces, existen T =T (||®|
funcién U € C* ([0,T] : Y*) solucidn del problema (2.1).

vs) >0y una

Demostracion. Dado ® € Y*, consideremos

Ut)=W(t)d — /t W(t— 1)L 0, F(U(T))dr.

t
Hagamos UL(t) = W(t)® y Up(t) = / W(t — 1)L '0,F(U(7))dr. Luego, por el
0

teorema 1.3, UL(t) es solucién del problema lineal
LOUL(t) + MUL(t) = 0
UL(0) = .
y demostraremos que Up(t) es solucién de
LoUp(t) + MUp(t) — 0, F(U(t)) =0
Up(0) = 0.
En efecto, es claro que Up(0) = 0. Sea h > 0, entonces

Up(t+h) — Up(t)
h

% /0 (W(t+h—7)—W(t—7)|L7'9,F(U(r))dr

1 t+h
+ 7 / W(t+h—71)L7'0,F(U(T))dr
t

Usando la definicién de grupo se tiene

Up(t+h)—Up(t)  W(h

) —
h h
t+h

1
h i

W(t—71)L'0,F(U(r))dr

S—

+ W(t+h—71)L 0, F(U(T))dr.
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Tomando el limite cuando h — 07, usando la definicién de generador de un grupo
y el teorema del valor medio para integrales de Bochner [13] en el intervalo [t,t + h]

con ¢, € [t,t + hl, resulta
o0 Up(t) = —L‘lM/tW(t — 7))L 'O, F(U(7))dr + L™'0,F(U(t))
= —L‘lMUfa(t) + L7P0, F(U(t)).
Para h < 0, procediendo de manera similar, se obtiene que
O, Up(t) = =L 'MUp(t) + L0, F(U(2)).
Entonces, 9; Up(t) = 0,7 Up(t), asi que
OUp(t) = —L'MUp(t) + L0, F(U(t)).
Por lo tanto, Up es solucion de la ecuacion
LoUp (t) + MUp (t) — 0, F (U (t)) = 0.
Ahora, probaremos que U = Uy, — Up es solucién de (2.1). En efecto, tenemos
LoU(t) = LoUL(t) — Lo,Up(t)

= —MUL(t) + MUp(t) — 0, F(U(t))
= —MU(t) — 8, F(U(t)).

Ademas U(0) = UL(0) — Up(0) = &.

Veamos que U € C ([O,T] : YS) con U € C ([O,T} : YS). En efecto, por lo
mostrado en el item 2 de la prueba del teorema 2.2 y la forma como se define la
aplicacion ©U = U, tenemos que U € C ([O,T] ; YS). Por otro lado, dado que U es

solucién de la ecuacién diferencial en (2.1), tenemos
OU(t) =L 'MU(t) — L7'0,F(U(t))

y hemos mostrado en el item 1 de la prueba del teorema 2.2 que —L™'MU(t) €
Y¥R)y —L7'0,F(U(t)) € Y, lo cual nos indica que 9;U(t) € Y*. Por el Teorema
de Inmersion de Sobolev, se cumple Y* — C,, de ahi que 0,U € C ([O, T : YS). n
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La unicidad de la solucién local del problema (2.1) serd una consecuencia inme-

diata de la unicidad de la solucién de la ecuacién integral (EI).

Teorema 2.4. Sea ® € Y*, con s > 1. Entonces evisten T = T (||®]
UeC([0,T]:Y*®), solucidn inica de (2.1).

Y5)>0y

Demostracion. Por el Teorema 2.3 se tiene que la solucion tunica de la ecua-
cién integral (EI) en C ([0,Ty]:Y*) es también solucién del problema (2.1) en
C ([0,Ty] : Y*). Ahora, sea V otra solucién de (2.1) en C ([0,Ty]:Y*) tal que
U(0) = ® = V(0). Luego,

U(t) = W(t)d — / t W(t — 1)L 8,F(U(r)) dr V't e [0,Ty]

V(t) =W () — /t W(t—7)L'0,F(V(r))dr Yte|0,Ty]

y por el item 6 del teorema 2.2, tenemos que la solucion del problema de valor inicial

(2.1) es tnica en C ([0,T] : Y*), donde T =Ty = Ty Esto es,

U(t) =V (t) paratodot € [0,T]

2.3. Dependencia continua de la soluciéon local

respecto del dato inicial

En general, las soluciones a problemas que surgen de la fisica, ingenierias, bio-
logia, etc. se obtienen haciendo pruebas en laboratorio o haciendo uso del calculo
numeérico, lo cual nos conlleva a una solucion aproximada del problema que se esta
modelando. Entonces, es natural preguntarse si pequenas perturbaciones en el dato
inicial ocasionan también pequenas variaciones en la solucién del problema de valor

inicial.
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Teorema 2.5. Sean &,V € Y® con s > 1. Entonces, existen T > 0 y U,V €
C([0,T]:Y?) soluciones de (2.1) tales que U(0) =@, V(0) =V y

\U(t) — V()] vs €91 para todo t € [0,T]. (2.17)

ys <@ =7

Demostracién. Debido al teorema 2.3, existen T > 0y Ty > 0 tales que U €
C([0,Ts]:Y*) y VeC(0,Ty]:Y?) satisfacen

Ut)y=W(t)® — /t W(t—71)L'0,F(U(r))dr

V(t) =W (t)¥ — /t W(t—7)L'0,F(V(r))dr

para todo ¢ € [0, T, siendo 7' = min {Ts, Ty }. Entonces,

|U(t) = V()]

Ys

< Mo [|@ — V|

ys T M“/o IF(V (1)) = F(U(T))|lys dr (2.18)

Como (uy(7),v1(7)), (ua(7),v2(7)) € Y* para todo 7 € [0,T] consideremos

N = max < sup ||u;(7) ||, ,sup ||vi(7)||, p parai=1,2.
[0,7] (0,7

Luego, procediendo como en (2.16) se tiene que para todo 7 € [O,T]
[E(V (7)) = F(U(T)llysr < Cop(p+2) N [U(T) = VI(T)ly-
Luego, sustituyendo la desigualdad anterior en (2.18),

1U(t) = V()]

o < M@

Ys

t
Oy Mo (p+2) N7 / \U(r) = V()lly. dr
0

y usando la desigualdad de Gronwall se tiene (2.17). O
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Teorema 2.6. La aplicacion ® € Y* — U € C ([O,f] : YS> con s > 1 es conti-
nua, esto es, si U € C ([O,f] : YS) y para cadan € N, U, € C <[0,Tn] : Y5> son
soluciones de (2.1) con U(0) = @, y U, (0) = ®,, respectivamente, y si ¢, 5 @ con
neNyT €]o, TV[ Entonces las soluciones U, estdan definidas en [O,ﬂ para todo n
suficientemente grande y

lfm sup ||U(t) = U(?)]

n—oo [O,T]

e =0, (2.19)

Demostracién. Ya que la funcién T dada por (2.17) es una funcién continua de

1®|lys v O REN ®, entonces dado £ > 0 existe N > 0 tal que para cualquier n > N

T (1®ully) = T (I1®]ly.)] <e,
esto es,
T (|2lly.) = < T (1®ally.) < T (I2[ly.) +e.
De ahi que,
T([®]ly.) < T (|®]ly.) < T (|®ully.) +&, ¥Vn>N.
Luego, T (|| ®]|y+) < T (||®,| vs) para cualquier n > N. Por lo tanto, U,, esta definida

en [0,7) para todo n > N.
Como U, y U estén definidas en [0, T] para n suficientemente grande, es decir, para

todon > N, U, € C ([0,T] : Y*) podemos aplicar el teorema (2.5) y obtener

UL (1) — U(t)] ve €T V>N Vitelo,T)

yo <@, - @

de donde se sigue que

sup [|[Un(t) — U(1)|

(0,7

CcT
ys €, Yn>N

ye < @0 — @

y tomando el limite cuando n — oo, obtenemos (2.19). O



Capitulo 3

El problema global

En este capitulo, demostraremos que la solucién hallada en el capitulo anterior

puede extenderse a una solucién global inica U € C ([0, +oo[: Y*) con s > 2 y para

ello seguimos las ideas de Bisognin y Perla Menzala [8] con las de Iorio [15].

Diremos que un problema tiene solucién global tinica, en el siguiente sentido.

Definicién 3.1. Sean X, Y espacios de Banach con Y — X y F: Y — X una

funcion. Diremos que el problema

owu(t) = F(u(t)) € X,
u(0)=¢ €Y,

tiene solucion global inica u € C ([0, +o00[:Y) si u(0) =¢ y

lim u(t+ h) — u(t)
h—0

— F(u(t))|]| =0 Vtel0,+o0],

X

donde las derivada ent =0 se calcula por la derecha.

La existencia de la solucion local del problema

(

(1 — 02)0yu + O,v + uPdpu — adv = 0
(1 —02)0w + Opu + O, (uvP) =0
u

\

(3.1)

(3.2)

nos garantiza la existencia de un intervalo maximal [0,73[ donde la solucién

U(z,t) = (u(x,t),v(z,t)) existe y es unica. La existencia de la solucién global del
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problema de valor inicial (3.2) serd el resultado de combinar un estimado a priori

para [|U(t)]

ys con el siguiente principio.

Principio de extensién
Sean € Y° y
Ty =sup{T > 0: existe U : [0,7] — Y* solucién tnica de (3.2) }.
Entonces,

i Ti=00 6

ii. Ty < oo y por lo tanto lim |U(t)||y. = +00. En este caso, decimos que la
=T~

solucién de (3.2) explota en tiempo finito.

3.1. Estimado a priori

Probaremos que ii. no puede suceder, es decir, vamos a probar que T§ = 0o y

para ello necesitamos de la siguiente proposicion.

Proposicién 3.2. Sean Uy = & € Y* con s > 2 y U : [0,T3[— Y* la solucion
unica del problema de valor inicial (3.2) obtenida en el teorema 2.4. Sip > 1,

entonces

U @)

ys < C |[Uo|

t

vs €D (/ g(T) d7'> Vitelo,Ts] (3.3)
0

donde, para U = (u,v) tenemos

—1 p -1
g(r) = 4+l 100l + [0l + (14 2) Nl sl

+lJull o [J0]17 -
Demostracién. En efecto, aplicando el operador J=2 = (1 —92)™", ¢l sistema (3.2)
puede ser escrito como
Ou+ J 200 + J 2 (uPdpu) — ad 2020 =0
O + J20,u + J 20, (uwwP) =0 .
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Luego,

%@ 1T = (UE), 0U 1))y« = (u, 0u), + (v, ),

= —(J7 M, Js_lamv>L2 —(J 7, I (upﬁxu)>L2

+ a (S, JT00) , + (JP0,0, JPu) o 4 (J*0pv, T (ua?))
= — (], Js_18x1)>L2 —Iﬁ (J~tu, JouP Ty,

—a (S Opu, T O20) , — (JP0p, Jou)

+ (SO0, J* (uP)) 2

Usando la siguiente igualdad sobre conmutadores
JE(fPO,f) = [J°, f7] Ouf + fPT0uf
se tiene

30 1U())]

ve = — (I, 00, — (I e [T ] O,u)
— <J8’1u, usz’l&,;u>L2 -« <Jsflazu, J8’18§U>L2
— (S0, Ju) 2 + (SO0, J° (wv?)) ;- . (3.4)

Ahora estimaremos cada término del segundo miembro de (3.4). Usando los
resultados sobre conmutadores de la proposicién A.10, la desigualdad de Holder, in-
tegracion por partes, ||/~ dull 2 < ull,, |70 2 < C lullf< flull, v 18:u7]| o <

p HUHIE;} |0sul|; , tenemos

(I, I 00) | < |7 e |77 000

=l ol < Nl flof (3:5)

s+1
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(T, [T wP) D) | < (1P| o [T, 0] O]

< ully—y (1020l oo || T°7200ul] o + || 75 0| 2 10zull oo )

< ullyzy (2 lellz= 10ull oo lully—y + 11—y 11020 1o )

< Cullb 10aull poo Nl (3.6)
(a0, = (0, (7))

1

= 5|(wo. (7))

D _ 12
< S el 1l e [T |

P _
= 5l 10l o flullys (3.7)

a(J* 1 0u, —J510%) 1,
L
< ‘04 (Opu,v — 8§U>8_1‘ + | (Opu, v), 4|

= ‘oz <8$u, J2U>S_1 + |04 (u, 8:BU>5—1|

= | (u,0pv),| + ‘a (u,&rws_l}

< allull vl +edlul ol (3.8)

[(S°0pv, Jou) 2] < [|0pv]l [Jull < Jlull, o] (3.9)

s+1
[(J*0p0, J* (uv?)) 12|
= [(J°0.v, [J°, vP] u) o] + [(J° 00, VP Jou) ;2|
< 1750l I, 0 ll s + [T, 07 7°0,0)
< ol (1907 [ ] o+ 107 )
+ [(JPu, 0P T 0,0) 12|

pero usando la desigualdad de Cauchy-Schwartz

(5w, 0P J50,0) 12| = (U7, JuJ?00) 12| < ||VP]] poo | T5 0000 ]| 11

IN

[071] oo [17°0 0]l 2 |/l 2

IN

1071 oo 0l g3 Il
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entonces

(SO0, J* (uv?)) 2|

< ollyy (0 1252 1000l e el =y + T2l 101l Hull )

0] oo 10l ggy Nl

IN

P 0l 1000l oo etlly—y 0l gy + el e N0l 101150

+ vl [lull 0]l o4e (3.10)

Luego, usando todos los estimados obtenidos en (3.5) al (3.10) se tiene que (3.4) es

equivalente a

ST < [wm ollygr + Tl 9l ool

2l uul o ull? + 3 el ol

[l 1000l e lllyy ol

S P e e R (T I e

< [ (44 p oI 100l e + ol Dl ol
(14 )l N0l e el

el e Nl N2 |

Esto es,
LTy < C o) IUDy- (3.11)

donde g esta definida como en la proposicién 3.2.

Finalmente, integrando a (3.11) desde 0 hasta ¢t < Tj se tiene que

)| w+claﬂwmu

y aplicando la desigualdad de Gronwall se obtiene (3.3). O

s dt

ys < [[Uo]

3.2. Extension de la solucion

Ahora supongamos que Tj < oo. Por la proposicién anterior, ||U(t)|

sobre [0, T§[.

ys €s acotada
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Afirmamos que existe ¥ € Y* tal que 1im U(t) = U. En efecto, sean ¢ y h tales

.
t—Tg

que t, t+ h € [0, T3], entonces

|U(t+h) = U(1)]

ve <[[[W(t+h) — W)

Ys

t+h
+/ |W(t+h—71)L7'0,F(U(T))|,. dr

YS

W(h) — 1] /0 Wt — 1)L \0,F(U(r)) dr

|

Ys

Luego, ||U(t+ h) — U(t)]

ys — 0, cuando h — 0, para cualquier ¢t € [0,73] . En
consecuencia, la aplicacién t € [0, Tg[—— U(t) € Y*® es continua uniformemente
en [0,73], ademds, por el criterio de Cauchy ([25], Cap. VII, teorema 1.2) existe
t H;I*l_U (), y por lo tanto la aplicacién puede ser extendida continuamente al inter-
—lg

valo [0, T3]

Ahora consideremos el siguiente problema de valor inicial

LOV(t) + MV(t) + 8, F(V(t)) = 0
V(0)=U(Ty) =V .

(3.12)

Por el teorema (2.5), existe T > 0y V € C ([0,T]:Y*) tnica solucién de (3.12).

Definimos
~ U(z,t), 0<t< Ty

Uz, t) = _
Vet —T3), To<t<Ti+T

Notemos que U(0) = ® y ﬁ(Tg) =V(0) =U(T3). Ademas, cuando 0 < t < T}
LO,U(t) + MU(t) + 9, F(U(t)) = 0.

yparaTy <t <Tp+T

LU (t) + MU(t) + 0, F(U(t))

= LOV(t—Tg) + MV (t —Tg) + 0. F(V(t —T))
= LV (r)+ MV(r)+0,F(V(r) =0
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pues r = t — T € [0,T]. Ahora analicemos la diferenciabilidad de U en T3. Para

h >0 tal que T — h € [0,T5[, tenemos

U(Ty) - U(Ty —h)  U(T3) — U(Ts — h)

h h

(—WW — I) W (T; — h)®

/ W(T: — 7)L-'0, F(U () dr

/0 (W (T

N LUEES
W(h)—1 [Te=h

blr—\ bIH

) =W (T —h— T)}L_l({?xF(U(T)) dr

wo_ MV (TE - c)[;L‘lﬁxF(U(c))

=

W(Tg —h—7)L7'0,F(U(T)) dr

== ==

S—

en donde ¢ = c(h) € [T§ — h,T§]. Asi

d ~ . . UTy)-UT;—h)
EU(T‘D)_hEI(I)L h

= L 'MW(TH)® — L0, F(U(Ty))
T
+L1M/ CW(TE = )L 0, F(U () dr
0

= —L7'MU(TE) — L0, F(U(Ty)).
Sigue que 9; U(T}) existe y que

LO;U(TyE) + MU(Ty) + 0, F(U(Ty)) = 0.
De manera andloga, para h > 0 tal que Ty + h €|Ts, Tg + T, se tiene

U(Ty+h)—U(Ty) _ V(h)—V(0)

h - h
- __/ W(h— 1)L 0, F(V (7)) dr + W<h)U(Ti) — UlZs)
= —W(h—dL'0,F(V(d))+ (W) U(Ty)

(3.13)
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en donde d = d(h) € [0, h]. Asi

%5(%’5) = —L'0,F(U(TL)) — L™ 'MU(TE) (3.14)

lo que muestra que ;" U (T3) existe y que
LOjU(TE) + MU(TE) + 0, F(U(T3)) = 0.

Por tanto, de (3.13) y (3.14) tenemos que U es diferenciable en Tsy
LU (Ty) + MU(TE) + 0, F(U(Ty)) = 0.

Esto prueba que U puede ser extendida como solucién de (3.2) al intervalo [0, T +
T] lo que contradice la definicién de Tj. Procediendo de manera similar, podemos
extender la solucién del problema (3.2) a cualquier intervalo de tiempo [0,7] en un

nimero finito de pasos.

Teorema 3.3. Sea Uy =® € Y* con s > 2. Entonces, existe U € C* ([0, +o0] : Y*)

solucion unica del problema (3.2).



Capitulo 4
Comportamiento asintético de la

solucion global

Demostrada la existencia global de la solucién (u(z,t),v(x,t)) del problema

La,U(t) + MU(t) + 9,F(U(t)) = 0
U(O) = (Uo,U()) =0

, (4.1)

mostraremos como en norma L, u(x,t) y v(z,t) varfan con el tiempo y el teorema
4.6 establece que la solucién de (4.1) con dato inicial pequeno, decaen en el infinito
para ciertos valores de p, para ello, seguimos la ideas del trabajo de Bisognin [5] y
por ende las proposiciones A.11 y A.12 son muy importantes para lograr nuestro

objetivo.

4.1. Comportamiento asintético de la solucién del
problema lineal

Consideremos el problema lineal

(1—0%)0u+ 0w — ad?v =0
(

1— 3020w+ d,u=0
20w+ Oz (4.2)

I~

(0)
v(0)

Ug
Vo

\
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donde 0 < o< 1/2,z€Ryt>0.

Por el teorema 1.3 se tiene que U(z,t) = W (t)Uy(z). Esto es, via transformada

. u(§,t)
de Fourier, R esta dada por
v(€, )
1 G (E) | it (©) ) <€it)\+(§) _ eitk(&)) 7€)
ﬁgl) (eit)\+(§) _ eitA‘(£)> GIAT() | itA= () 5 (€)
donde
+£
8O = VIFal vy N = T80 (1.3
son los autovalores de la matriz
—¢ [0 B%9)

1+ &2 1 0

Luego, podemos escribir la solucién del problema (4.2) como

1 L L
u(x,t) = €T HIAT(E) 7o (e e 4 / ST (E) > ()4

—/maﬁmw@@@%+/ma¢”“@%@%
R R

(4.4)
y
1 L ieavinho ~
et = g | [ e O mou
L i ©g (0\g
+/Rﬁ(f)€ o (&) dE
i€+t AT (€) iEx+itA~ (&)
+Ae m@ﬂ6+46 G (€)de (4.5)

Tenemos las siguientes propiedades para los autovalores A*.

Proposicion 4.1.
1. M\* son funciones de clase C* para todo € y 0 < o < %

2. \*t tiene 3 puntos de inflexion no degenerados.
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Demostracion. En efecto, como 0 < o < %, es facil probar que A\* € C*. Calculando

la segunda derivada de \* tenemos

+£ [Ba(l — 2a)&* + 2((a — 5/2)% — 21/4)E% + 3(a — 2)]
(1+€2)%(1+ ag?)>

y hallando los valores de £ para los cuales la segunda derivada se hace cero o no

(V)"(€) =

existe, obtenemos

& = 0
@\/a?—&iaﬂ—\/(a2+10a+1)(a—1)2
3

al(—1+ 2a)

§ =

V3 a2 —=5a+1—/(a?+10a + 1)(a — 1)2
3 a(—1+ 2a)

&=

Calculando la tercera derivada

+240°5€05(—1 + €2) — 6(1 — 662 + £4)
(1+&)4(1 + ag2)?

(A5)"(§) =

i—12a2§4(5 — 662 4 &Y + 3a(1 — 11€% + 31&* — 5¢9)
(1+€2)4(1 +ag?)?

y evaludndola en &; tenemos que (A¥)"”(&;) # 0 para i = 1,2, 3. Por lo tanto, &, &

y & son puntos de inflexién no degenerados para \*. O]

Proposicién 4.2. Existe C € R" tal que
|(A5)"(©)| = C|¢]™" para valores grandes de &
Demostracion. En efecto, sea g una funcién definida por

€ - 1 B +(1 4 £2)3(1 + a?)?
TS ZE05)€) ~ & Ba(l —20)¢" + 2(? — ba + )& + 3(a — 2)]

Como lim ¢g(§) =L = , se tiene que

£—00 3(1 —2a)

para e = L > 0, existe M > 0 tal que |g(§) — L| < e para § > M
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de donde |g(&)| < 2L. Luego, existe C' > 0 tal que

Cle ™ < |(A5)"(€)| para |¢| > M. O

Los siguientes lemas seran de mucha utilidad en la demostracién del comporta-

miento asintético de la solucién del problema lineal.

Lema 4.3 (DE VAN DER CORPUT). Sea f € C*(R) una funcidn cdncava o conveza

en el intervalo [a,b] con —oco < a < b < +o00, entonces

b .
/ G g

Demostracion. Ver [?] O

NI

[a,b]

<a{ni eI} s ) A0 e o

Lema 4.4. Sea \* definido como en (4.3) yn > 0. Entonces para r suficientemente

grande tenemos

sup ’/ e tE(O)+0¢] dg‘ <C (f" 4 t7%r2>

—o0<0<oo

donde C' es una constante positiva (independiente de r y ).

Demostracion. Sean &, & y & los puntos de inflexiéon de A\ = \*. Para j = 1,2, 3,
sea r > 0 suficientemente grande tal que ; €] —r, 7y € > 0 suficientemente pequefio
tal que [§; —¢e,& +¢[C] —r, 7] .

Consideremos el conjunto
B, = {f €] —r,r[ tal que | —¢&;| > ¢ para j = 1,2,3}.
Calculemos la integral

—r e |—r,r[—Be

Sea f(§) = (&) +0&, entonces f(§) = A'(€). De la definicién de punto de inflexién,

en cada intervalo de B. tenemos que f”(§) # 0 y que f es céncava o convexa.
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Estimaremos I; usando el lema de Van der Corput.

3 =
Ll < 4<¢t min |f” } +4{t min " } +
nl < a{e i 176 min_ 1€

ofe mn ol afean o} @
Calculemos el primer sumando de (4.7). Como f € C*, f"(—r) # 0, f"(&) =0y
eligiendo ¢ lo suficientemente pequeno, se tiene que el minimo de f” en [—r,& — €]
ocurre en uno de los extremos del intervalo. Por lo tanto, usando (4.2) y eligiendo r

lo suficientemente grande se tiene

t min_ |f"()] =t min{|f"(=r)|,[f"(& =)} = Ctr~".

[77"’&1 75}

Luego,

S

4{15 min |f”(§)\}_ <Ct e

[—7’751—5]
Como |£]_4 > r~* para todo £ €] — r,r[, la prueba para los demas sumandos es

analoga. Por consiguiente, se sigue que
| < Ct 22 (4.8)

Ahora, estimemos I en (4.6), donde

3 3
I, = / eit () d¢ = Z/ eIt F() d¢ = Z]j
|=rr[—Be =1 [€—¢&jl<e j=1

Estimemos I;, j = 1,2, 3. Para t suficientemente grande, esto es, para t > T' separe-

mos la integral

1€—¢;51<e |§—&5]<t™n tT<|g—¢jl<e

Hagamos £ — §; = s en ;3 para obtener

/ SHEHE) g
|s|<t=n

Usando el lema (4.3) estimemos I, como sigue

Ly = < ot (4.10)

D=

pa<afe i iren (111)

t=n<|E—Ej|<e
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En la vecindad de cada punto &; para j = 1,2, 3, la funcién f”(£) tiene una expansion

en serie de Taylor
FUE) = f7(&)(E = &) + R(S)

1
donde R(§) = 5f<4)(6j>(£ — &;)? para algin 6; entre &; y £. Por consiguiente, en la

misma vecindad

" n 1
@1z (1@ - 5 1196 - ) I - ¢l (4.12)
. R . - :
Como Shr? W = 0, para 0 > 0 suficientemente pequeno, existe o; > 0 tal que
—&j — j
para | — ;| < d; se tiene
1
316 le- gl <0

Luego, en (4.12)
O = (17 - 8) I — &

Tomando 0 < § < 1131’23 |f"(&;)], obtenemos que existe C' > 0 tal que
I

If"(&)] = C|€ —¢&;| para € tan cerca a &;.

Se sigue que,

min |f"(§)| > Ct" para j = 1,2, 3. (4.13)

t<|E—E;5]<e

Combinando (4.13) con (4.11),

| <4Ct 23 (4.14)
Reemplazando y operando (4.8), (4.10) y (4.14) en (4.6) obtenemos,
HE ‘/ e tAO+0¢] dg’ <C (t—" Ft'T 4 t—%r2>
Se sabe que AT = —\~, por lo tanto, AT y A\~ tienen los mismos puntos de inflexién.

Luego, el resultado anterior también es valido si consideramos f(§) = A7(&) + 0.

Por tanto, el lema 4.4 queda probado. O
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Teorema 4.5. Sea (ug,v9) € Y*N(L' X L'). Entonces, la solucion (u(z,t),v(z,t)) =
W (t)Uo(x) del problema lineal (4.2) satisface:

1-2s
Ju@®)ll < C (luollpr + lvoll r + lluoll, + llvollypy) (1 +2)ss+s

—1-2s
WOl < C (luollr + llvollzr + luoll, + [lvoll4y) (1 +2) 55

para todo t suficientemente grande, donde C' es una constante positiva independiente

de x yt.

Demostracion. De (4.4) y (4.5) tenemos que

u(z,t) = ﬁ [/R eit[/\+(f)+9£]%(§)d€ + /Re”[’\(f)wﬂﬂ})(f)df
_/ B(E) O G (¢)de + / B(E) e O+ g, (é)dﬁ} (4.15)
R
y
. 1 ipr©r0g ~
vt = S e UR B(O)" ()&t
L inereg - O +0E
+/RB(£)e Uo(f)df+/R S (6) de
+/Reit[)\ (& +6’§] <§> d§:| (416)
donde 0 = %

Ahora, sean r; > 0 y 7o > 0 los cuales seran elegidos mas tarde y separemos las

integrales dadas en(4.15) en 2 partes, tal que
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Ju(, )]

IN

/ It T (©)+0¢] 7 wo(€)de| +
&<

/ It T (©)+0¢] 7 o (€)de
[§]>r1

1
2v2m

_|_/ MO0 TE () de | +
€l <

/ N OO0 5 () dg
|&]>72

i / BO M O Ig (¢)de| +
€1<r1

/5 IGETOT

+ /g B0 6 + /I£ i B(E)e”“(@*oﬂ%(@d&]
= 2\}%(11+Ig+[3+]4+[5+[6+17+18) (4.17)

Estimemos la integral I en (4.17)

L<cC /I£ @) =0 /|£ ) ) de

Usando la desigualdad de Holder tenemos

L<C ( [+ i aor ds) " ( A el ds) -

Como existe C' tal que (1 + |£])?* < C(1+ [€]°)® y para s > 1/2 la integral

/°° e /°° du
. —(1+€>25 = " u2 Converge

tenemos
B < Clul, [ st }
< C(1+m)73 5 Jluoll, (4.18)
De igual manera,
L<Cr? Jul,. (4.19)

Estimemos la integral /g en (4.17)

I < C V14ag? (T4 €)1+ [g)) ™ ao(6)] de

[§]>r1

< CHUOHS—‘,-]. {/ﬂ (1+a§2)(1+|5|>—25—2 de 2
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Como 0 < o < 3, entonces 1 + o &2 < (1 + |{[)? y para s > 3

C ol ( [ asie ds)
[§]>71
—2s+1

1
S C||UO||5+1 [23 1(1 +T1)1 25} ’ S CTl

Ig

IN

1ol 51 (4.20)

De igual manera,
—2s+1

Is < Cry ol - (4.21)
71 1
Ahora estimemos [;. Como / —dx diverge para m > 1, no podemos proceder
0

x
it(w 1*352)
&%/ entonces

de la forma anterior. Sea h(&,t) = e (€) =

]120

/R T (ER(E, D (€) ds‘

= C

/R € [(garh)” (- 8) % o] " (€) df'
= O |[(arh)” (1) o] (@)

donde yjs es la funcién caracteristica del conjunto M = {¢ : |¢] < r1}. Como

(XMh)V € L™ pues r; < 00 y ug € L', por la desigualdad de Young deducimos que
L < C [(xah)” #uo| e < C (| Ocrh)” (o) || o N0l 2 (4.22)
Ademas,
an 0] = | = [ e tanonen d
V2m Jr
1 )
/ezt[/\+(§)+6§]XM(§) df‘
R

donde 6 = % Usando el lema 4.4 obtenemos

V2r

}(XMh)v (.T,t)‘ < sup ‘/ lt[/\JF (&)+0¢] dg‘
27T —c0<h<00
< C (t"“ Lt +t_§r1> .

Por consiguiente, usando (4.22) deducimos que

L<C (t—m s t—%rf) o] - (4.23)
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Similarmente,

L<C (rm It f%rg) o] 1 - (4.24)
Por ltimo, estimemos la integral I
L= C | [t /TTag (o 0
R
, v A
= o | [ (50 xrtnt.0) ru] @
R

= ¢ ||(30) xrnt.0) s @ (1.25)

Como

(56 nt0) @

SC/ V14 af? dé < o

\Y
pues 71 < 00, se tiene que <ﬁ (+) XMh) € L*>. Aplicando la desigualdad de Young
en (4.25),

[voll 1 - (4.26)
LCX)

< (56 ntont )

Ademas, usando el lema 4.4

/T1 et AT (€)+6¢] df‘

—r1

‘(6(.) XMh)V(I,t)‘ < ofier

< Cy/1412 (t_m +t +t‘%rf) .
Por consiguiente, usando (4.26) deducimos que
,<C(1+mr) (t—m Ftt 4 t—%rf) lvoll 1 - (4.27)
Similarmente,
I < C (1471 (t—m I t—%rg) lvoll - (4.28)

De (4.18),(4.19),(4.20),(4.21),(4.23),(4.24),(4.27) y (4.28) se concluye que para

r1 y ro grandes
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ula, 1)
< O )WMUHMMJ
+cm@m+ 213 (luoll s + leoll )
25+ 2s+1
£ (ol + oolln) +Cr * (luoll, + ol p0)
< o(ntm e nt™ it ) (1Woll s + 1Wolly-)

)

s+1
+C (rat ™ 4t b g+ ) (ol + 1Ully

Ahora, elijamos r; = tﬁ, m = % para que el lema 4.4 sea valido para t > T}
y ry = tﬁ, N = % para que el mismo lema sea valido para t > T5. Tomando

T =méx{Ty, Tz} y para t > T tenemos
[u(e, )] < C (55 + 375 + 4355 ) ([Tl 1,00 + 1ol
De donde

1-2s
Dl < € (8558 ) (100l 1z + o]

YS) para s > 2
De las desigualdad anterior también se tiene que para t > T

ve) -

lul, )l e < C (10ollrypr + 100

Luego,

—142s
(14655 a8 < € (100ll g1 + 1oly-) (4.29)

Como para a > 0, existe C, > 0 tal que para todo t > 0 se tiene (1+¢)* < C,(1+¢),
la desigualdad (4.29) prueba que para todo t > T'

-, Dll e < € (Wollagn + 1Wolly ) (1+ )5 (4.30)

Ahora, estimemos la norma ||v(-, )| «. Separemos la integrales dadas en(4.16)

en 2 partes, tal que
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C [
SitIA~ (€)+0¢
_ d
* /mgm B W+

+ / lt[/\Jr( )+9§ (5) d§
|€]<r

v(z,1)|

IN

et (©)+0¢]
/ ———— up(§) d§
[§1<r

Gt (§)+0€]
—— (&) d
B i /M sy 5‘

o
/|£|>rz G ug(§) d§

/§| T EOF0E] 5o (£) dg
>ry

O8] Gy (6) de| + e O0 G (€) dg

|>7‘2

|

= C(Tl+72+73+T4—|—T5—|—76—|—77+78) (431)

13 13

[<ra

Por (4.23), (4.24) y procediendo como en (4.18) y (4.19), con s > —1/2, se tiene

I, < c(t-m 2 1+t—%r§) voll . (4.32)
I; < C(t " 2r2> llvol| 1 (4.33)
Ip < Cr * HUOHSH (4.34)
— —2s—1
Ts < Crt ol (4.35)

respectivamente.
Luego, para la estimaciéon de las integrales I; y Is, considerando que (1 +
ag?)” 3 <1 para todo £ € R y procediendo de manera similar como en la esti-

macion de 5, tenemos

I, <C (fm Tty f%rf) ol . (4.36)

33 [l (4.37)

I;<C (t‘”2

Ahora, estimemos I

1 C d
2 < §|>T1\/m +‘€| ( +|£|) | ()| 5

1 R
< Clull, || ramer i i
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Como existe C, > 0 tal que (1 + a&?)™! < C,(1+ |¢])? para todo ¢ € R, dado

que s > 2
3
Bl ([ i)
|€]>71
%
< C 1 1—28
< €l |55+
—2s5—1 —2s5—
< C(l+m)73 < Ot full, (4.38)
Similarmente,
T.<Cr t u, (4.39)

Desde las expresiones (4.32) hasta (4.39) se concluye que para r; y ro grandes

w(a, )] < C(t moy
+C (t—m

“312) (luoll s + lleoll )

% 17502 (luoll s+ lleoll 1)

25— 2s—1
+Cr * (HUOII +||"00H3+1)+CT2 * (lluolls + flvoll44)

:)
)

Ahora, eligiendo | = ry = tﬁ, m =1 = % para que el lema 4.4 sea valido

IN

C<t m"”t E +t 27"1"’7‘1 Cr ><||U0|IL1><L1+||UU

+C (t—m

Crtid g ) (Ul + 10l

para t > T, tenemos

v(z,t)] < C (t—% 1 toate H%ﬁ?{&) (0ol 1 11 + 1Uo

ve)

De donde

—2s5—1
00, )l < C (575 ) (0ol g + [1Ully-) para s > 2

De la desigualdad anterior también se tiene que parat > Ty s > —1/2

[o( )l e < C (100l ipr + 1T0lly-)

Luego,

142
(14655 o Dll e < C (W00l 1p + 10ly) (4.40)
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Por lo tanto, para todo t > T

—1-2s
[oC )| e < C ([Tl rscpr + [1Tolly) (1 + 1) 55 (4.41)

Considerando que la buena formulacién global del problema (4.1) se obtuvo para

s > 2, la prueba del teorema se sigue de (4.30) y (4.41). O

4.2. Comportamiento asintético de la solucién del

problema no lineal

Teorema 4.6. Sea (ug,vo) € Y*N (L' x L') y p un entero positivo, p > p(s) donde

la funcion p se define como
6s + 6

-1
p(s) Ly

Entonces, si ||ug|| 14 |[voll o4 |lwo | 4 voll,q es suficientemente pequenio, la solucion

global (u(zx,t),v(x,t)) del problema (4.1) satisface:
u(t)| e < C(1+t)50

[0(t)]| e < C(1 +1t) 570

para todo t suficientemente grande, donde C' es una constante positiva independiente

de x yt.

Demostracion. En la seccién anterior, U(x,t) = W (t)Uy(z) denoté la solucién del
problema lineal (4.2) donde W (t) es el semigrupo generado por —L~'M. Ademds,

en el capitulo 2 se probd que la solucion de la ecuaciéon no homogénea
U (t)+ L 'MU (t) = —L7'0,F (U (1))
satisface la ecuacion integral

Uz, t) = W(t)Up(z) — /O t W(t — 1)L, F(U(r)) dr (4.42)
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donde

Del teorema 1.1 se tiene que

_— 1 —

L9, F(U(7)) = ngazF(U(T)) = 5 (61(6,1),92(€, 1))

donde

gl(xu t) = upazru y 92(x7t) = 8$(ul}p).

Luego, haciendo uso del teorema 1.3, se tiene que la solucién U = (u, v) del problema

no lineal se puede escribir como

unt) = #ﬂ[/ﬂf“w’wﬂﬂf)df+ [ e @i e
_/6(5)61'15[)\'*'( +95] df+/5 oIt (O)+6¢] S(€)de
R

t
i(t—T ]' A~
- / / TN O 5 G (€ 1) dr
0 R

~+

|
c\ﬁc\
%\%\%\

) — 1
i(t—7)[A7(§)+0¢]
e 1_1_5291(5 ,0)dE dr

i(t—1 1
B(€)etTINT(©)+0¢]

ng}(f, t)d¢ dr

B(&)elt=IN(©)+0¢] rgzg\z

+

(€)de dr (4.43)
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y
—1 +
v(x,t) = 1 [/ — PO G (6)d
L i ()+0g ~
+ [ ——e to(€)d
2 B(9) o(ex
+ [ PO (¢)ag + / e O+l (€)de
R R
n ' 1 ei(tff)[)\_"(f)Jrag];g\l(g t)d¢ dr
o Ja B Lrem
e 1
_ ez(t—T)[A (&)+06¢] 0 ,t d€ dr
/O/Mf) Eri
t
A 1
B i(t-r)AHE)+08 L~
/0 /R ¢ o (Ode dr
t
, . 1
_ i(t—) A7 (§)+6¢]
/0 /R ’ T @ PlE)de dr (4-44)

1 —_—
donde m@(f,t) =K xgi(z,t) i=1,2.
Afirmamos que g;(-,t) € L? para cada t > 0, i = 1,2. En efecto, para g(-,t)
tenemos

/ g1 (2, 0)[* dr = / P B,ul? dz < ||l BpulZa < +oo
R R

y para gs(-,t) se tiene

/|g2(x,t)|2da: < C’(/ |uvp_18zv‘2dx+/|vp8zu|2dx)
R

2(p—1)
< O (I Nl 0202 + ol 10su )
< +00.
Por lo tanto la afirmacion queda probada y con ello garantizamos la existencia de

la transformada de Fourier y la transformada de Fourier inversa en L? de g; y ¢s.

Ahora, definamos

alt) = sup {(lu(r)ll o + 00| e) (L) 525 (), + o ()l }

T€[0,t]

Afirmamos que existe C' > 0 tal que

a(t) < C(luoll s + llvoll s + luoll, + looll 1y + 7). (445)
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En efecto, para probar la afirmacion, estimaremos cada término de la definicién de

q(t). Por el teorema 4.5, en (4.43) se tiene
1-2s
[ule < C(luoll + eollps + ol + ool ) (1 + )5
[ (K * ll + 1K+ el + 1+l
0
K gally ) (1 7 = w)5 dw (4.46)

siempre que K x g, € L'NH® y K x g, € L' N H**'. En efecto, por el teorema 1.1

se tiene que K € L' N L* y haciendo uso de la desigualdad de Young tenemos
1K * gr(@)llr < 1K gl ull 2 18ull 2 = 1K) ol [l

Ya que s > 2, de la definicién de ¢(t) obtenemos

1K * g1 ()| 0 < € (1 +w)smss 00t (¢), (4.47)
1K« g, = | FTE =g,
_ H(1+(.)2)5/2 (1+1<,>2>971(w) p
= gy < JluP*], - (4.48)

Como s—1 > 1, aplicando varias veces la proposicion A.10 y el teorema de inmersion

de Sobolev

|, = || Y], < Cllullfe lfull,
= Cllull5= ull, fully_, »
de donde
1K # g1 (w)[|, < C (14 w)sss @ Dgptl(p). (4.49)
1K * g2()|l 1
< | (100 (ut?) ] 1
—1 —1
< K| (ollZ2 ol 18sel 12 + [[ol5 118x0]] 2 full )
—1 —1
< C (Il ol ull, + ol ol full) -
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Ya que s > 2, de la definicién de ¢(t) obtenemos
|5 % ga(w) | < C (14 w) oD (2). (4.50)

Procediendo como en (4.48), teniendo en cuenta la proposicién A.10 y el teorema

de inmersion de Sobolev

1K % go(@)lypy < Cllue?|l, = [1J° (we?)]]
< C(llull g 1707 2 + [7ull 2 [[07)] )
< O (Jlully Iol5= oll, + [l ol flol,)
de donde
1K ga()l,,y < C (1 +w)sa P=DgrtL (), (4.51)

De (4.47), (4.49), (4.50) y (4.51), (4.46) queda como

1-2s
el < C(uollpr + ool + ol + ol ) (1+ 1)

0

Notemos que para s > 2, el rango de la funcién p definida por p(s) =4 + zs% es el

intervalo |4, 7]. Luego, como p > p(s) y usando la proposiciéon A.12 con 1 = ag =

2s—1 a1 = 2s—1
65+6> <1 — 6516

(p — 1), tenemos

1-2s

/ (1+w)os6 P D (1 4 7 — w)as6 dw < C (1 + 7) 0556,
0
Por lo tanto, de la desigualdad (4.52), se sigue que

251
()8 () < O laollpn + ool + uoll, + eollyyy +(8)). (453)

Ahora, estimemos ||v]|;. Por el teorema 4.5, en (4.44) se tiene

—1-—2s

o < €Il + ool + lal, + ool )1+ 7) 3
[l + 1K 5 ol + 1+ il
0

K 5 gall gy ) (147 = w) 55 du
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y por las desigualdades (4.47), (4.49), (4.50) y (4.51), la desigualdad anterior queda

CcOo1mo

—1-—2s
()l < C (ol + llvoll o + lluoll, + lJvoll4y) (1 +7) 5050

0

Como p > p(s), usando la proposicién A.12 con 1 = ag = é;fg y oy = ézjré (p—1),

tenemos

—1-2s

/ (1 + w)e 8P (1 4 7 — w) 5t dw < C (14 7) 56 .
0
Por lo tanto, de (4.54) se sigue que

2541
(L+7) 850 [lo(T)]] oo SC(HUOHLl+Hvollu+||uO||s+Hvo||s+1 +q”“(t)>- (4.55)

Ahora, estimemos [|u(7)]|,. En efecto, de (4.43) se tiene

lu()lls < C (luoll, + volls41) +/0 (1K gr (@)l + 1B g2 (@) | 4.1) deo.
Considerando (4.49) y (4.51), la desigualdad anterior queda como

lu(™)|l, < C (Jluoll, + [lvollyr) +C (/ (1 + w)sere 1) dw) #H(1).
0

—1
+6

Como p > p(s), se tiene que gz (p —1) > 1y por lo tanto, la integral
/ (1 + w) & P~ dyy
0
es convergente. Luego,

lu()ll, < € (luoll, + lluolliy + (1)) - (4.56)

Por 1ltimo, estimemos [[v(7)||,, ;. En efecto, de (4.44) se tiene

ol < € (luoll, + ol
T / (1K % g1 (@), + 1K * ga(@)],,) dev
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y por consiguiente, la estimacién de [[v(7)[|,,; es la misma que la de [Ju(7)]|,, esto

s

es,
ol < € (luoll, + ol +a7(1) (457)

Teniendo en cuenta que 2s — 1 < 2s + 1, sumamos desigualdades (4.53), (4.55),
(4.56) y (4.57), obteniendo

(14 7)55 (Ju(m)ll e + [0 ) + ), + 0Tl

< C (Jluollx + llvoll r + lluoll, + llvoll 4y + ¢ (1)) -

Tomando el supremo en [0, ¢], la afirmacién dada por (4.45) queda probada.
Finalmente, la prueba del teorema se sigue inmediatamente de ésta afirmacién,

para ello debemos verificar las hipdtesis de la proposicion A.11. En efecto,

9(0) = [luoll oo + llvoll oo + lluolls + llvoll 4y
2 (luoll, + lluoll1)

< 2( ol + leoll s + ol + ol )

IA

N

Tomando ag = 2( Juolls + leolls + lluoll, + vollys ), 01 = € B = p+ 1y

0 = ——L— tal que
C?(p+1) P

luoll 1 + [Jvoll 1 =+ [luoll, + llvollyyy <0

se tiene que las hipotesis de la proposicion A.11 se verifican y de ahi se sigue que

<o (52

(1+ )55 [Ju(t)]| e < q(t) < C

q(t) es acotado y

y por lo tanto

(1+ )55 [Ju(t) o < q(t) < C

como queriamos demostrar. O



Capitulo 5

El problema local revisado

En este capitulo consideramos el problema (1.7) con p = 1, es decir:

[ (1= 02)00f + Dug + FO.F — adPg =0
— 9> =
f(O) = fo
9(0) = go

donde 0 < o < 3, f = f(,t) y g = g (=, ) son funciones de valor real con z € R
y t > 0. Notemos que en este caso el sistema del problema de valor inicial (5.1) es
el sistema de Bona-Smith. Ademas, demostraremos la existencia y unicidad de la
solucién mild en Y* para s > 0 del problema de valor inicial dado por (5.1).
Diremos que un problema de valor inicial tiene solucion mild en el siguiente

sentido [23].

Definicién 5.1. Sea —L~'M el generador del grupo fuertemente continuo W(t).
Sea Uy = (ug,v9) € Y y L7'0,F(U) € Y*. La funcién U € C([0,T] : Y*) dada por
U(t) =W(t)Uy — /t W(t—7)L'0,F(U(T))dr. 0<t<T,

0
es la solucion mild del problema de valor inicial no homogéneo

oU(t)=—-L"'MU(t)— L7*'0,F(U(t)) ¢t>0
U(0) = (uo, vo)

en [0,T] y donde L™'0,F(U) : [0,T] — Y*.
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5.1. El problema equivalente

Tomando la transformada de Fourier con respecto a x, las ecuaciones del sistema

(5.1) pueden ser escritas como

) f ) iae f ©) <s>+1i—52 O ) =0
() 3(€) +E\ Fg(9)

2
donde A(£) = %52 ((1) 1+0a€ )

<«

En base a los vectores propios hallados en el teorema 1.3 del capitulo 1, consi-

deremos el cambio de variables

£y [ a- ad)? (1 — ad?)'/? u
g N 1 -1 v

f=Jdulut+v) vy g=u—v (5.2)

Esto es,

~

donde Jo = (1—ad?)'"* 0 Jof(€) = BE)F(E) con B(€) = 1+ ag?.
Con este cambio, trabajamos las ecuaciones dadas en (5.1)

{ (1= 02)0hJa(u+ ) + O (1 — v) — ad3(u — v) + L, f2 = 0 5

(1 =020, (u—v) + OpJo(u+v) + 0:(fg) =0

Aplicando el operador J, a la segunda ecuacién, sumando y restando las ecuaciones
que resultan, obtenemos

(

2(1 — 020y Jgu + Op(u — v) — ad2(u — v) + O J2(u + v)
+ 300 f% + Ja[0a(fg)] = 0

21 — 82)Dy v + Dot — v) — ad(u — v) — Dy T2 (u + v)
+302f* = Ja[02(fg)] = 0

(5.4)
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Pero,

Op(u —v) — ad?(u —v) + 0, J(u +v) = 20, u
y del mismo modo

Op(u —v) — ad?(u —v) — 0,2 (u +v) = —20,J%v.
Luego, en (5.4) resulta

(1= 92)0Jou + 0 J2u + 30,12 + 2 Ju[0,(f9)] = 0

(1= 02)0Jov — 0pJ20 + 10: 1 — 5Jal0:(f9)] = 0,

Por lo tanto, el problema de valor inicial equivalente con (5.1) con el cambio de

variables dado en (5.2) es
Ou+ Au+ Fy(u,v) =0
O — Av + Fy(u,v) =0
u(0) = wug
v(0) = vy

\
en donde los operadores A, F; y F5 se definen como

Au=(1-09?)"10,J.u
(1- a§>—1ax{J(;l[Ja<u )2 4 2(u — ) - Ja(u+ v)} (5.6)
(1- ag)*lax{ng[Ja(u )2 — 2w — ) - Ja(u+ v)}

Fl(u>v) = i
FQ(U7U) = i

Proposicién 5.2. (fo,g0) € H® x H*™! si y solo si (ug,v9) € H™' x H*t

Demostracion. De (5.2) se tiene que ug = 5(J; ' fo+ g0) v vo = 3(J3"fo — 9o)-

Luego,
1, _ 1, _ 1
[uollyy = 3 3" fo + 90H5+1 =5 ||Ja1f0HS+1 +3 g0l 541
1
< Cullhll, + 3ol < .
Por tanto, ug € H**!. Del mismo modo, vy € H**1.
Para el reciproco,
1foll, = [[Ja(uo + vo)ls < Callug + voll 44y

< Ca(||u0||s+1 + HUOHS+1) < 0.
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1g0lls41 = llwo = voll 1 < Nluollsyr + llvollsyy < 00 -

La importancia de la proposicién anterior radica en que si el problema (5.5) es
localmente bien formulado en H*™' x H*™! para s > 0, entonces el problema (5.1)

es localmente bien formulado en H® x H**! para s > 0.

Teorema 5.3. El operador A : H*' — H*™! con s € R genera un grupo fuerte-

mente continuo {e'},cr de operadores unitarios sobre H**', y para cada v € H**,

—

ety (&) = B+ (1Hal®) 2t 5 ) (5.7)

Ademds, cualquiera sea u(0) = ug € H**' la funcion eV 4uq : [0, 00[— H**! es la

solucion unica del problema de valor inicial lineal asociado a (5.5)

Demostracion. Demostraremos que el operador A es acotado. Sea u € H*™!, enton-

ces
. 2
JAuly = (|77 20, Juulg = || (1 + €37 €01 + ag®) b

s+1 0

Como & < (1 + &£2)Y2 y existe C, > 0 tal que (1 + a€?) < C,(1 + £2), tenemos que

s+1 _

2
A+e)Fa| = Calull, < +o

2
lAullsy < Ca

Luego, A es un operador acotado. Por lo tanto, A es el generador de un grupo
fuertemente continuo {e*4},cr sobre H*+1,

Para demostrar (5.7), procedemos como en el capitulo 1, obteniendo

~ i 2\—1 af2)1/2¢ ~
u(e,t) = €+ 7 (14ag?) /=t () .

Definiendo

@L(f) — €i§(1+§2)71(1+o¢52)1/2t a(g)

obtenemos el grupo fuertemente continuo dado por (5.7).

Ahora, probemos que el semigrupo {e!4};>¢ es unitario. En efecto,
etuto,. = [+

R
= [asertaeor d = Jul.

6i§(1+52)71(1+a§2)1/2t a(g’ t) 2 d¢
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y por consiguiente, el teorema queda probado. O

Las proposiciones siguientes son de mucha ayuda para mejorar los resultados

locales obtenidos en el capitulo 2.

Proposicién 5.4. Sea f € H* yge H" con s >0 yr > 1/2. Entonces fg € H® y

IFally < Crs [ £11, 1191l

Demostracion. En efecto, por la desigualdad de Young

I£9ll, = | o e i (5.8)

7], <|
L2

Ahora, por la desigualdad de Holder

Al = [ fae)ds - / L+ ) 0] 1 e

< loll ([ e d§>

y como 7 > 1/2/ la integral
1
¢
[arer

91l < Cllgll,

es convergente. Entonces

Reemplazando esta ultima desigualdad en (5.8), se tiene lo que querfamos demostrar.

O

Proposiciéon 5.5. Ezxiste una constante C' tal que se tienen las siguientes desigual-

dades:
L[ fally <€ N1 Fllo llallo si —1<s<-1/2
2. f9lls < C M1l @ssrya l9ll@srayjas s —1/2 <5 <0,
3 MFglly < C Nl Ngllorr 510 <s<1/2.

4 fglls < C ULl Mgl sis>1/2,
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Demostracion.

1. Lo probaremos por dualidad. Ya que el dual de H® es isométricamente isomorfo

/ngso dx

Como 1/2 < —s < 1y por el teorema de inmersién de Sobolev, H™* esta con-

a H~* para cada s € R,

Ifglly = sup
Il <1

tenido continuamente en L*™. Luego

/ngso dx

de donde, [|fgll, < C [fllo llgllo-

< llell< 1710 lgllo < Nl s Wl fllo gllo < C 1o lgllo -

2. De igual forma,

Ifglly = sup
lel_,<1

—s=

/ngso dx

Como 0 < —s < 1/2. Para —s = 1/2, se sabe que H'/? C L% para q € [2, 400

y para 0 < —s < 1/2, por el teorema A.6 tenemos que H~° < LT, Ademas,

1-2s 1+4+2s
2 2

la desigualdad de Holder

’ . —1 1
son numeros conjugados, esto es, (ﬁ) + (1+223) =1, y por

[ fopds| < Cligl,z, I,
< (==, o= ) T el
< U, s gl Nl

Luego, usando otra vez el teorema A.6, se tiene que H®@stD/4 y [4/(1=25)

/ngso dx

y por lo tanto la prueba queda completa.

entonces

<C|f

2541 ||| 221 [|o]
1 (|9l 2 [l

3. Considerando py = p3 =p =2y p; = py = +00 en la proposicién A.10

Ifglls < CU e 17791l 2 + 17 F 1l 22 9l oe)
< C(fllz Nglls + 1AN Mgl 2o )
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y por el teorema de inmersién de Sobolev

Ifglle < C UL Nglls + A1 Ngll)
C (If or N9l + N o Mgl i)
C (I1F i1 gl 1)

IA

IN

4. Es un resultado cldsico ya que H*(R™) es un dlgebra de Banach para s > n/2

respecto a la operacién multiplicacién y aqui n = 1.

Como consecuencia de la proposicion anterior se tiene

Proposicion 5.6. Para s > —1 se tiene

1fglls < CUA s Ngllors

Demostracion. Si —1 < s < —1/2, entonces 0 < s+1<1/2y

IFally < € W fllo llgllo < € N fllsyr l19llss -

: 2541 _ 1
Si—1/2<s<0,entonces 1/2<s+1<1,0< 22 <1y

IFalls < C N fll@srryzall9ll@ssrysa < € M llsa lglloia -

Para 0 < s < 1/2, ya se tiene el resultado deseado y para s > 1/2, la desigualdad
dada por la proposicion es consecuencia de que los espacios de Sobolev son un élgebra

de Banach y de la inclusion continua de los espacios de Sobolev, es decir,

IFally < ClIfl gl < CNA s lgllsra
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5.2. Las ecuaciones integrales asociadas

Notemos que si (u, v) es solucién de (5.5), como en el capitulo 2, (u,v) es solucién

del sistema de ecuaciones integrales

(

¢
u(t) = e Ay — / e AR (u,v) (1) dr
0

t
v(t) = ety — / AR, (u, v) (1) dT |
0

\

donde F y F» se definen como en (5.6):

Fi(u,0) = }1(1 )70 a0 42— ) ot )}
Fy(u,v) = }1(1 =370, T2 a0 20w~ 0) - Jo(u+v) )

Nos interesard saber si (5.9) tiene solucién, pues ella sera solucién mild de (5.5).
Para esto, aplicaremos el teorema del punto fijo de Banach.

Dado s € R, T' > 0 representamos
Xt = ([o,1): H**)®
y definimos el espacio

E(T) = {(u,0) € X5 ()L xzor <2 (fuoll oy + eoll, 1) }

con norma definida por

2
Xy = (Sup {HU(t)HsH}> + (SUP {Hv(t)llm})
te[0,T] t€[0,T]

o cualquier norma equivalente segin convenga y con métrica

2

1w, v)]

d ((u1,v1), (up, v2)) = || (u1, 01) — (2, v2)| s

(E(T),d) es un espacio métrico completo. Para (u,v) € £(T), definimos la aplicacién
U =V, x ¥, por
U(u,v) = (Vy(u,v), Us(u,v))
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con

(

Uy (u,v)(t) = e Mg — /0 e CDAR (u,v) (1) dr
< te0,7T] (5.10)

t
Wy (u,v)(t) = ety — / e(t’T)AFg(u, v)(7)dr
0

(
Notemos que Fi(0,0) = F»(0,0) =0
Probaremos que se tienen las hipdtesis necesarias para aplicar el teorema del

punto fijo.

Proposicién 5.7. Cualesquiera sean T > 0 y s > 0, la aplicacion V(u,v) tiene

rango R (V(u,v)) contenido en H*™' x H*TL.

Demostracidn. Si (ug,vo) € H**' x H*™ entonces (e ug, e'vg) € H* x H*H
pues H*™! es el dominio del operador +A. Por otro lado, como (u(t),v(t)) € H*™ x

H**1 y teniendo en cuenta las definiciones de Fy y F, dadas por (5.6), se tiene que

1
J o (u+ )2 2(u—v) - Jo(u+v) € H® para s > 5

«

donde se usa el hecho de que H" es un algebra de Banach para r > %

Para 0 < s < % y por las proposiciones 5.4 y 5.5 se tiene que

T Ja(u+0)]? € H, 2(u—0) - Jo(u+v) € H,

«

respectivamente.

Luego, para s > 0, Fj(u,v) € H*"' i = 1,2. De aqui que, e~ *"DAF (u,v)(1) €
H*™ con lo cual /t e~ CDAR (u,v) (1) dr € H**! y porlo tanto, ¥y (u, v)(t) € H*
cualquiera sea t € TO, T).

De igual manera, Wy(u,v)(t) € H*™! cualquiera sea t € [0, 7. O

Proposicién 5.8. Cualesquiera sean T > 0 y s > 0, ¥(u,v) € X;l“ para todo
(u,v) € E(T).
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Demostracién. Probaremos que Wi(u,v) € C([0,T]: H**'). La prueba para

Uy (u,v) es andloga. En efecto, para ty €]0, 7] supongamos que t < tg

193 () (1) = W, 0)(to) [y < [l o — e Mug

t

+ / || = e i, v)(r)||ar
0 s+1
to

+ / le @ 4R w, 0)(7)].,, dr
t

Luego,
101w, 0) (8) = Wi (u, 0)(to)l oy < |Je™ug — el

t

+/ H [e’(t’T)A — e’(tO’T)A] Fi(u,v)(7) dr
0 s+1

+ |t —to| sup He’(tO’T)AFl(u,’u)(r)HsH.

t<t<tp

(5.11)

(5.12)

Por la continuidad de la aplicacién e~ : [0, co[— H*!, el primer sumando del

segundo miembro de (5.12) converge a cero cuando t — t; .

En el teorema 5.3 se prob6 que el operador £ A es acotado y que genera el semigrupo

de operadores lineales y acotados {e**4},5q sobre H**! y que para para f € H*'!

(Con WV W) ey

Entonces, para el segundo sumando de (5.12),

[e*(t*T)A — e*(tO*T)A} Fi(u,v)(7)

s+1

< H [ef(th)A _ ef(tofT)Ai| H

B LYCRO TG

Ahora, sean

h=—t+ty y fulr) = [e_(_hHO_T)A — e DA By (u,v)(7).
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+
Sit — t, entonces h — 0% y por la continuidad fuerte del semigrupo fi, "2%70 con

frn medibles. Ademas,

(D1 < 201 F(u, 0)(7) ]|y = 9(7)

donde g(7) es integrable, pues s + 1 > 1/2 y H**! — C* . Luego, por el teorema
de la convergencia dominada de Lebesgue, el segundo sumando de (5.12) converge a
cero cuando ¢t — ¢, . El ultimo sumando converge trivialmente a cero cuando ¢ — ¢ .
Esto nos demuestra la continuidad de ¥, (u,v) a la izquierda de to. La continuidad

a la derecha de t; se prueba de manera similar. O

Proposicién 5.9. Euiste Ty €]0,T] con Ty = Tp (||uollyy, » [[voll,y,) tal que la apli-
cacion WV definida sobre E(Tp) tiene rango R(V) contenido en E(Tp).

Demostracion. Sea (u,v) € E(T), entonces para 0 <t <T

W 0lyeen < s {0 ) Ol + 00) O} (13
€ )

Luego, usando (5.10)
¢
)l < el [ B

t
= Jugllyy + / |Fy(u, o) (7)., dr (5.14)

donde

13 (u, 0) ()] 40

= 110 {2 Wl + ) + 2= ) - Juu0)} ()]

< I atu+ 0P, + 5 1w =) T+ 0O,
< ColVatut PO, + 5 =) Jawt o)1,

2

Haciendo uso de las proposiciones 5.4 y 5.6
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[1F3 (u, 0) (7)1

IN

Ca [[Ja(u+ o) (T)II; + Cs lu(r) = 0(7)l| 1y [1a(u + ) (7],

IA

Ca l[u(r) + 0(T)[ 3oy + Csallul(r) = o) oy u(r) +0(7)]| 44

< Coa ()1 + 0lii1)” < Coa (la(D)Ze + o)1)

y como (u,v) € E(T'), por la definicién del espacio £(T), se tiene
2
173 (1, ) (7)1 < Cia (0]l + Ilvolliy)™ V7 € (0,77

Luego, en (5.14) resulta

2
1W1(u, 0) ()] 41 < Huolloy + Coa (lluollyy + llvollyy)™ T V't € 0,77,

De igual modo,

2
12w, 0) (B)]] 41 < Hluolloy + Coa (lluollyy + llvollyy)™ T V€ 0,77,

De ahi que, para todo t € [0, 7T tenemos

10 (, 0) () oy + [ W2lw, )l < Mol +llvollipy

2
+ Coa (luoll gy + lloll1)" T

Como

Cs.a (HuOHS+1 + HUOHSH) T — 0 cuando T — 0"

(5.15)

tomando en la definicién de limite, ¢ = 1, se sigue la existencia de algin T, =

To (lluoll s - [lvoll,4q) tal que
0<To<T <4 =0 (HuOHerl + HUOHSH)

donde la funcién 6; : Rt — R se define como

De donde,

(5.16)

193 (s ) ()] + 120, ) (Ol < 2 (Juoll sy + llvoll, 1) ¥t € [0,T0].
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Por lo tanto,

S {19, 0) ()]0 + 12 (0, 0) ()]} < 2 ([wollggy + vollyys) -
€10,10

Estos es, R(V) C E(Tp). O

Proposicién 5.10. Eziste T € [0,Ty] con T = T (Jluo|l,sy » [lvolly4r) tal que la

aplicacion W : E(T) — E(T) es una contraccion.

Demostracion. Sean (uy,vy), (ug,ve) € E(Tp)

19 (i, v1) = Uz, v2) g

H( (w1, v1)=¥q (ug, v2), Ua(uy, Ul)—\IJQ(UQ,’UQ))‘ o (5.17)
Luego, usando (5.10)
[y (ur, v1) () — Wi (uz, v2) ()[4,
| VA, 0)(0) = R, )] dr (5.18)

Ahora,

[ £ (ur, 01)(7) — Fi(ug, va)(7) |44y

< 1 (b e = g s

21— 1) ol + 1) = 2y — 13) - Julu + 02)) (7)

S

IA

1 (It + 0P () = Ul + 0P,
+ 2 |[[(w1 — ug + v —v1) - Jo(ur +01)] ()]
+2|[(ug = v2) - Jo(ur +v1) — (ug — va) - Jo(ug + v2)] (T)||s>

Usando la identidad de diferencia de cuadrados y las proposiciones 5.4 y 5.6 pues

s—1> -1
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[ F3 (ur, 01)(7) — Fu(ug, va)(7) |44y

< (‘|(u1_u2)(7—)Hs+l + H(Ul—vz)(T)HsH) ’|(U1+Ul+u2+7}2)(7)Hs+1

+ o

NN =

[(ur = u2)(7) |4y + (02 = U1)(T)||5+1) [[(ur +01) ()]l 441

s = ) (D) (= 12) (D)l + Nox = 22)(D)l1 )

+

Como (uy,v1), (ug,v2) € E(Tp), por la definicion del espacio £(Tpy) y para todo
T E [O7T0]

VE (i) 241 + les(o)l2)
V2 | (wi(7), vi (7)) Xz

2\/5 (HUOHS+l + HUOHS+1) para Z — 172

IN

i (7) 4+ vi(T) || 41

IN

IN

(1 = ) (Pl + o1 = )y < (w1, 00), (3, 02))
Luego, para todo 7 € [0, Tp)
[ F7 (ur, v1)(7) — Fi(uz, v2)(7)|] 444

<C (HuOHs+1 + ||U0Hs+1) d((ul,vl), (ug, U2)>

De la desigualdad anterior, para todo t € [0, Tp], (5.18) queda como

Wy (ur, v1)(t) — Wr(uz, v2)(E)| 541
< C (leollass + ol ) £ (w1, 00), (2, 00)) (5.19)

De igual forma, para todo ¢ € [0, Tp|

[V (ur, v1)(t) — Wa(ug, v2) ()44,

< O (ol oy + Neoll o) £ 0 (). (12, 02) (5.20)
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Tomando el supremo sobre [0, Tp] en (5.19) y (5.20), (5.17) queda como

d(\l/(ul,vl), ‘1’(U2,U2)) < O (luollgsy + llvolls41) To d((ul,vl), (U2,U2)>

Ya que

C (||u0]|8+1 + ||vo||5+1) Ty — 0 cuando Ty — 0"

tomando, ¢ = 1, en la definicién de limite, se tiene la existencia de T =

T (HU0||5+1 ) ||U0||5+1) tal que
0<T < Ty <=0 (Juoll, s + llvoll,) (5.21)

donde la funcién ds : Rt — R se define como

1

da(z) = o

De (5.16) y (5.21), notemos que los valores & (||uolly,; + [lvollsy) ¥
82 (|luolly41 + lvoll,4q) son cotas para Ty con T < Tp. Por tanto, para probar

la existencia de algtin T > 0 tal que ¥ sea una contraccién en &(T), basta tomar
0<T <T =T (Jluollysy + lvollss1)
donde la funcién T : RT —s R se define como T'(z) = min {6, (z), d2(z)} . O

Proposicién 5.11. Sea (ug,vo) € H**! x H** con s > 0. Entonces, evisten T =
T (Jluollysq » lvollyyy) >0y (u,v) € C([0,T7] : Hs+1)2 tal que (u,v) es solucion unica

real del sistema de ecuaciones integrales (5.9).

Demostracion. De la proposicién (5.10) y por el teorema del punto fijo de Banach,
existe una tnica (u,v) € E(T) C C ([0, T] : Hs+1)2 tal que ¥ (u,v) = (u,v), es decir,

(

t
u(t) = e~y — / e UDAR (u, v) (1) dT
0

t
v(t) = ey —/ AR (u,v) (1) dr Yt e [0,T).
0

\
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Es claro que obtenemos solo existencia local de la solucion del sistema de ecuaciones
integrales (5.9), pues la unicidad vale solamente en £(T) y no en C ([0, T):H 3“)2.

Ahora, probemos la unicidad. Supongamos que (u1,v;) también es solucién del sis-
tema de ecuaciones integrales (5.9) en C ([0,T7] : HSH)Z. Asi, (u,v) y (ug,v1) €
C ([0,T5) : HS+1)2 con Ty = min {T, T} y para todo t € [0,T5)]

¢
u(t) = e Ay — / e AR (u,v) (1) dr
0

t
v(t) = ety — / AR (u,v) (1) dr
0

t
uy(t) = e g — / 6_(t_T)AF1(u17 v1)(7)dr
0
t
v1(t) = ey — / e(t_T)AFQ(Ula v1)(7) dr
0

Entonces, para todo t € [0, 7]

[u(t) = ur ()] 4 S/O £ (u, 0)(7) = Fy(u, 01)(7) ] 4y dT

) (5.22)
[o(t) = v1(t)]] 541 < /0 [1Fy(u, v)(7) = Fi(uy, vr)(7) g4y d7

A

donde hemos usado el hecho de que el semigrupo e**4 es unitario.

En la prueba de la proposicién anterior se probo que

[ 1 (w, 0)(7) = Fi(ug, 00)(7) |44y

1

< (=)@l + e =)@l )

(wrvrurson) (D)l #21e0) (Dl 2 1 -00) (7))

Como (u(7),v(7)) y (ui(7),v1(7)) € H*F'x H**! para todo 7 € [0, T’5], consideremos

N = sup {[Ju()llspr s W) grr s lua () gpr s lon()lop }
te[0,T2]

Luego, para todo 7 € [0, T] tenemos
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[F3 (w, v)(7) = Fy(ug, va)(7) |4y

<3N (1w = ) ()l + 10 = 02) (D)) (5.23)

De igual forma, para todo 7 € [0, 7]

[ F2(u, v)(7) = Fa(ur, v1)(7) |44y

<3N (1@ =) (D)l + 10 = 00)( )1 ) (5.24)

Haciendo uso de las desigualdades (5.23) y (5.24) en (5.22), se tiene

[u(t) = ur ()l 4y + llo() =1 (@) 514

< 6N [ (utr) = (Dl + o) = (D))
y usando la desigualdad de Gronwall
lu(t) = wa(t)ll gy + l0(t) = v2(B)]l 1y <O V€ [0, T].
Entonces, para todo ¢t € [0, T, u(t) = uy(t) y (v(t) =v1(t) con To =T, =T O

Como consecuencia de la proposicion anterior y de la proposicién 5.2 tenemos

Teorema 5.12. Sea (fo,90) € Y° con s > 0. Entonces, exvisten T =
T (1(fo, 90)lly=) > 0 y una funcién (f,g) € C([0,T): YS)2 tal que (f,q) es solu-
cion mild del problema (5.1).







Apéndice A

Resultados Preliminares

Para introducirse en el mundo de las ecuaciones en derivadas parciales de evo-
lucién no lineales se necesita de conocimientos previos de transformada de Fourier,
distribuciones temperadas, espacios de Sobolev, etc. Abarcar todos estos temas no
es el objetivo de este trabajo, por ello sélo enunciaremos algunas definiciones y

propiedades basicas de estos temas.

Teorema A.1 (DESIGUALDAD DE YOUNG GENERALIZADA). Sean 1 < p,q,r < o0

tales que 213 + é =1+1. Siue LP(R") yv e LY(R"), entonces uxv € L"(R") y
lw s vl| o < Nlull po N[0l 2o -

Demostracion. Ver [14], pag. 241. O

Definicién A.2. El espacio de Sobolev de orden s € R de tipo L* es el conjunto
H*(R™), definido por

HYR") = {ueS'[R"): Jue L*R")},
con la norma |||, definida como

) 1/2
fall = 17l = ([ (6P @) ac)

Ademds, H°(R") = L*(R").
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Teorema A.3.
i) Si0 < s < sy entonces H2(R") — H* (R™) continua y densamente. Ademds

Vu € H*(R") : ull,, < ull,, -

s —

En particular, los elementos de H*(R™) para s > 0 son funciones medibles,

mdas precisamente, son distribuciones temperadas que provienen de funciones

en L*(R").

it) H*(R™) es un espacio de Hilbert separable con el producto interno definido para

todo u,v € H*(R™) por

(), = (7% %) = [ (L [€P)" @) T e

n

Es decir, via la transformada de Fourier
H*(R") = L (R" (14 )’ d§> .
iii) Para todo s € R el espacio S(R™) es denso en H*(R").
) Sisy <s<sycons=(1—0)s3+0syy0€l0,1], entonces

1-6 0
lully < lJulls, ™ lTulls, -

Demostracion. Ver [16], pag. 337. O

Teorema A.4 (DE INMERSION DE SOBOLEV). Sis > 5 +k entonces H*(R"™) estd con-
tenido continuamente en el espacio C* (R™) de las funciones con k derivadas conti-

nuas que se anulan en el infinito, y
[uller, < Csllull, -
en donde

ey, = méts 10"l -
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Demostracion. Ver [18], pag. 45. O
En consecuencia, sin =1y s > % + k,
lull e < Csllully, 100ull e < Csllully, [|0ul oo < Cslull,, -

Proposicién A.5. Para cualquier s € R y para todo o € N", 9% : H*(R") —

H*71(R™) es un operador lineal acotado, vy

||aau||s—|o¢\ < ”uHs
2
Teorema A.6. Si s €0, 5[ entonces H*(R") — LP(R") con p = n2 , es decir,
n—2s
1 1
s=n (5 — —). Ademds, para f € H*(R"), s €]0, 3],
p
1l < Cos 1Dl < C Al
donde
s s/2 s v
D f = (= 8" f = (€l F)
Demostracion. Ver [18], pag. 47. O

Teorema A.7 (ALGEBRA DE BaNach). Si s > 5 entonces H*(R") es un algebra

respecto al producto de funciones, es decir, uv € H*(R"™) siempre que u,v € H*(R"),

Y
luvlly < Cs flull, flvl, -

Demostracion. Ver [18], pag. 48. ]

Proposiciéon A.8. El dual topolégico de H*(R™), es isométricamente isomorfo a

H=*(R™) para cada s € R,
Demostracion. Ver [14], pag. 302. ]

Proposiciéon A.9 (DEeSIGUALDAD DE GRONWALL). Sean k € L'([a,b]), k > 0 y

f,g € C(la,b]) tales que

P <o)+ [ KOS dr, o<t
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entonces

t
£(t) < g(t) + / S(Pk(r) S HOW G <y <
En particular, si g es creciente, entonces se tiene

Ft) < gt) elaMdr g <4 <p,

Proposicién A.10. Sea f,g € S(R"), s > 0y 1 < p < oo. Entonces, existe
C = C(s,n,p) >0 tal que

||J5(f9)||Lp < C(Hf”LPl ||J89||LP2 + ”JSfHLp?, ||9||Lp4)

1177 gl o < C QSN pon 77 9] pon + 1T F Il s N9l 1)

donde po, p3 €]1,00[ y p1,ps4 son tales que pil + piz = % = pig pi4.

Demostracion. Ver [?]. O

Proposiciéon A.11. Sean «ag, aq, 51 > 0 que satisfacen

agtar = =21, a0>p61 6aq > B

010261 SiO[lzl, 041251 Si()éozl.

Entonces, tenemos

t
sup / (1+1) (1 +t—5)7(1+s) " ds < +o0.
0

0<t<+0

Demostracion. Ver [?]. O

Proposiciéon A.12. Sea q una funcion continua de valor real y no negativa tal que

existen constantes positivas ag, oy y [y tales que

q(t) < ap+ a1¢™ (t)



Apéndice 85

para cualquier t en un intervalo que contiene a t =0, donde 5 > 1. Si q(0) < ap y
o™ < (1= 5r7)
entonces q es acotado en el mismo intervalo y
q(t) < g (1 —51_1) )
Demostracion. Ver [26]. O

Definicién A.13. Un semigrupo fuertemente continuo de operadores lineales aco-

tados sobre un espacio de Banach X es una familia {W (t)}+>0 tal que
i) Vt>0:W(t) e LX),
ii) W(0) = I, el operador identidad sobre X,
iii) Vs, t >0: W(s+1t)=W(s)W(t), y
w) para cada x € X fijo, W(-)x : [0, +oo[— X es continua.

Teorema A.14. Si {W(t)}i>0 es un semigrupo sobre X, existen M > 1 yw > 0
tales que

VE> 0 W ()|l pxy < Me™.
Demostracion. Ver [23], pag. 4. O

Definicién A.15. El generador de un semigrupo {W (t)}i>o sobre X es la aplicacion

A:D(A) C X — X definida por

D(A) = {x € X : lim % existe }

t—0t

Az = 0 W ()=

Teorema A.16. Si A es el generador del semigrupo {W (t) }1>0 sobre X, entonces
para todo x € D(A) tenemos que W (t)x € D(A) para todo t > 0, y

oW (t)x = AW (t)x = W(t)Ax.
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Demostracion. Ver [23], pag. 4. O

Teorema A.17. Sean X e Y dos espacios de Banach. Si A:Y C X — X es el

generador del semigrupo {W(t)}i>o sobre X, entonces para todo ug € Y la funcion
u: [0, 00— Y,

definida por
u(t) = W(t)uo,

es la inica solucion del problema de Cauchy lineal

Owu(t) = Au(t), t >0

u(0) = ug.
Ademas,
u € C ([0, +o0: Y) N C* ([0, +o0[: X).
Demostracion. Ver [23], pag. 104. O

Observacion. Si en la definicién A.13, 1) y iii) se verifican para todo s, t € Ry eniv),
el dominio de la aplicacién W (-)x es el conjunto de los ntimeros reales, la familia
{W(t)}+er define un grupo fuertemente continuo de operadores lineales acotados
sobre un espacio de Banach X. En este caso decimos que el grupo {W (t)}icr es de

tipo (M, w) si existen M > 1y w > 0 tales que
VEeR W ()]l gy < MeM.

Por otro lado, en la definicién A.15, el limite se toma cuando ¢ — 0 y los teoremas

A.16 y A.17 son validos para todo t € R.
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