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LA RELACION DINERO-PRODUCTO, BRECHA DEL PRODUCTOE
INFLACION SUBYACENTE: UNA INTRODUCCION A LA TEORIA DE
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Erick Lahura

RESUMEN

El objetivo del presente trabgo es introducir la teoria de wavelets y agunas de sus
aplicaciones (potenciales) en & andisis empirico de variables y relaciones macroeconémicas.
Para tal efecto, se presentan las caracteristicas bésicas de la teoria de wavelets y tres
aplicaciones utilizando informacidon para la economia peruana: (1) un andisis de la relacion
de causalidad en € sentido de Granger entre e dinero y € producto redl; y dos propuestas de
medidas dternativas para la medicion de (2) la brecha del producto (output gap), y (3) la
inflacion subyacente (core inflation). Los resultados para € caso peruano muestran
potenciales ventgias de uso de funciones wavelets como complemento de las herramientas
econométricas convencionales para € andlisis de series de tiempo no estacionarias. Ademas,
esta evidencia es consistente con la de investigaciones que utilizan evidencia a nive

internacional.

ABSTRACT

This paper is intended to introduce the theory of wavelets and some (potential)
applications to the empiricd anayss of macroeconomic variables and relationships. The
basics of wavelets and three gplications using Peruvian data are presented for this purpose:
(1) an anadysis of money-output causal relationship in the sense of Granger, and two
proposals of dternatives measures of (2) output gap, and (3) core inflation. The Peruvian
evidence supports potential advantages of using wavelets as a compliment of standard
econometric techniques for analyzing non-stationary time series. Furthermore, the results are

in line with those from investigations using international evidence.



LA RELACION DINERO-PRODUCTO, BRECHA DEL PRODUCTO E
INFLACION SUBYACENTE: UNA INTRODUCCION A LA TEORIA DE
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Erick Lahura®

1. INTRODUCCION

El objetivo del presente trabgjo es introducir la teoria de wavelets y algunas de sus
aplicaciones (potenciales) en d andlisis empirico de variables y relaciones macroeconémicas,
linea de investigacion iniciada por Ramsey y Lampart (1998). Para tal efecto, se presentan
las caracteristicas basicas de la teoria de wavelets y tres aplicaciones utilizando informacion
para la economia peruana. (1) & andiss de la rdacion de causdlidad en € sentido de
Granger entre € dinero y @ producto redl; y dos propuestas de medidas dternativas para la
medicion de (2) la brecha del producto (output gap), y (3) la inflacion subyacente (core
inflation).

Los resultados muestran potenciales ventgias del uso de funciones wavelets como
complemento de las herramientas econométricas para € andiss de series de tiempo no
estacionarias. En particular, se encuentra evidencia que (1) la relacién de causdidad en €
sentido de Granger entre dinero y producto no es Unica, sino que depende de la escaa
tempora (asociado a ciertas frecuencias) andizada, resultados consistentes con la de otras
investigaciones que Utilizan evidencia internaciona (Chew 2001 y Gencay et a. 2002), y (2)
las medidas de brecha de producto e inflacion subyacente propuestas son consistentes con
consideraciones tedricas y hechos importantes observados en la economia peruana, quedando
como agenda de investigacion futura e desarrollo de pruebas econométricas robustas para

consolidar esta evidencia preliminar.

Este trabajo forma parte de una agenda de investigacion sobre las potenciales aplicaciones de la
teoria de wavelets al andlisis macroecondmico iniciada en abril de 2002 por e autor, mientras
cursaba sus estudios de Maestria en Mateméticas Puras en la Pontificia Universidad Catdlica del
Per(. La teoriay resultados presentados se basan principalmente en su Tesis de Licenciatura en
Economia.

Profesor del Departamento de Economia de la Pontificia Universidad Catélica del Peru. El autor
agradece los comentarios y sugerencias de Maximo Vega Centeno (Economia-PUCP), Fernando
Vasquez (BCRP), Rafael Herrada (BCRP) y Marco Vega (BCRP), asi como e apoyo brindado
por Algiandro Ortiz (Matemédticas-PUCP), Loretta Gasco (Mateméticas-PUCP) y Hugo Perea
(BCRP). Asimismo, agradece a Donita Rodriguez Zegarra (PUCP) por su excelente labor como
asistente de investigacion.



El trabgjo esta organizado en Sete secciones. En la seccion 2 ¥la mas extensa¥s se
presenta a nivel de introduccién la teoria de wavelets y su uso para € andisis multiresolucion
de sefiales. En la seccion 3 se discuten algunas cuestiones précticas sobre e uso de las
wavelets para € andisis multiresolucion de series de tiempo, como por gemplo las
caracteristicas que deberia presentar la wavelet elegida o la muestra a utilizar. En la seccion 4
se presenta una aplicacion de la teoria de wavelets ad andlisis de la relacion de causalidad en
el sentido de Granger entre € dinero y e producto, utilizando informacion para € caso
peruano. En la seccion 5 se plantea d uso de las wavelets para la construccion de indicadores
aternativos de producto de tendencia, brecha del producto e inflacién subyacente a partir del
andisis multiresolucion de las series PBl red e inflacion para la economia peruana
Findmente, en la seccion 6 se presentan las principaes conclusiones de trabgo y una
posible agenda de investigacion futura.

2. UNA INTRODUCC[ON A LA TEORIA DE WAVELETS Y EL ANALISIS
MULTIRESOLUCION?®

Las wavelets pueden ser comparadas con una camara muy sofisticada, cuyos lentes
proporcionan una vista panoramica de toda una ciudad y, a la vez, permiten observar detalles
como los &boles, las casas y la forma de las ventanas, puertas y cerraduras’. De esta manera,
las wavelets permiten andizar € “todo” y sus “componentes’ (o “detalles’). Una
caracteristica interesante de la informacion que proporcionan las wavelets es que muchas
veces es posible reconstruir € “todo” a partir de una suma simple de los componentes, |o

cua se denomina formamente andlisis multiresolucion.

Ramsey y Lampart (1998) proponen e uso de las wavelets para descomponer series
de tiempo macroecondmicas en componentes asociados a diferentes escalas temporaes
(andisis multiresolucion), y de esta manera tener una vison mas “detalada’ de las series de
tiempo y de las posibles relaciones entre ellas. De esta manera, |as wavelets se congtituyen en
filtros (no linedles y no paraméricos) pues permiten extraer informacion asociada a
diferentes escalas temporaes (y frecuencias). Entre los trabajos mas importantes en esta linea
de investigacion figuran Chew (2001) y Gencay et a. (2002).

Esta seccidn y la siguiente se basan en Daubechies (1992), Gencay, et. a. (2002), Kaiser (1994),
Misiti, et. a. (2002), Ogden (1997), Ramsey y Lampart (1998b) y Schieicher (2002).
Esta analogia recoge la que establece Schleicher, 2002.
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En esta seccion ¥la més extensa del documento¥. se presenta de manera
introductoria la teoria basica de wavelets y su uso para @ andisis multiresolucion de series
temporaes, basado en la denominada transformada de Wavelet (TW). El principal resultado
de esta seccidén consiste en mostrar € uso de wavelets como un filtro, a hacer posible la
descomposicion de una serie de tiempo en diferentes escalas temporales, que son
componentes de la serie asociadas a movimientos ciclicos de diferente duracion tempord y
diferente contenido frecuencial. Esta descomposicion se logra a través del andisis
multiresolucion asociado a las wavelets. De esta manera, se tiene que las wavelets funcionan
como filtros (no lineales) para series de tiempo, los cuaes permiten extraer componentes que
contienen informacion en @ dominio del tiempo y en & dominio de la frecuencia, éta Ultima

expresada en términos de escalas.

Para €ello, en la seccion 2.1 presenta una breve descripcion de la transformada de
Fourier (TF), la transformada de Fourier por ventanas (TFV) y la transformada de Wavelet
(TW), instrumentos matematicos utilizados para € andiss de una serie de tiempo en €
dominio de la frecuencia y del tiempo de manera Smulténea”. Debido a las semejanzas que
guarda la TFV y la TW, en la seccién 2.2 se presentan las ideas principales de la
transformada de Fourier y en la seccidn 2.3 las correspondientes a la transformada de Fourier
por ventanas. En la seccion 2.4 se presentan y discuten, a nivel introductorio, los conceptos
de funcion wavelet y transformada de wavelet, asi como las principdes semeganzas y
diferencias entre la TW y la TFV. En la seccion 2.5 se presenta la definicion de andlisis
multiresolucion de una sefid y su relacion con la transformada de wavelet; especificamente,
se muestra que S existe un andlisis multiresolucion para una sefid, entonces ésta puede
descomponerse en elementos que dependen de dos tipos de funciones wavelets. una wavelet
padre, que recoge componentes tendenciales de la sefid, y una wavelet madre, a partir de la

cual se recogen movimientos ciclicos asociados a diferentes escal as temporales.

2.1 Andiss en d Dominio dal Tiempo v la Frecuencia

En muchas ocasiones, d andlisis de una sefid cuaquiera involucra € estudio de los
posibles componentes frecuenciaes localizados en € tiempo. Las partituras de una cancion
congtituyen un gemplo (Daubechies 1992: 1) de la localizacién tempora de frecuencias. bs

La transformada de Fourier solamente permite analizar una sefid en el dominio de la frecuencia,
COMo se mostrara més adelante.



notas musicales indican al musico que nota (informacion frecuencial) tocar en cada momento

(informacion tempord).

El andisis de una serie de tiempo puede redizarse en dos dominios diferentes. €
tiempo y la frecuencia. Asi, por gemplo, S se considera una serie de tiempo representada por

el siguiente proceso estocastico estacionario:

2.2) Y, =b, +byY, ; +e , donde e, ~iid (0,s2) , |b, |<1

denominado proceso autorregresivo estacionario de orden 1 o AR(1), o en términos de la

solucion de la ecuacion (2.1):

bO

2.2 Y, =
( ) t 1_ b

¥
6 .
j
+a bie
1 =0

El andiss de lasefid Y, end dominio del tiempo implica, por gemplo, € estudio de
larelacion entre Y, e Y, ; a través de las autocovarianzas g; = Cov(Y,,Y, ;). El andissen

el dominio del tiempo se caracteriza porque permite obtener una buena resolucion temporal;
es decir, permite extragr informacion de la sefid en cada instante e intervalo de tiempo. Sin
embargo, no es posible obtener informacion sobre las posibles frecuencias que pueden existir
en la sefial. Estas caracteristicas del andlisis en € dominio del tiempo se ilustran en la Figura
1. en & ge dd tiempo, la sefia puede andizarse detdladamente (ineas verticales), mientras
gue en € ge de la frecuencia, no se obtiene ninguna informacion detallada; en otras palabras,

se obtiene una buena resolucién tempora pero no frecuencial.



Figura 1: Analisis en e dominio del tiempo

FRECUENCIA

TIEMPO
Fuente: Gencay y Otros (2002), p. 98.

El andiss de Y, en e dominio de las frecuencias, denominado analisis espectral,

implicaque Y, puede representarse como la suma de funciones seno y coseno:

p p
(23) Y =89 + () cos(jt)dj + p(i)sen(jt)dj

p p
0 en términos discretos:
_1 3 . b .
(2-4) Yt —an+a_.1[ajCOS(JX)+ jsen(lx)]
]_

donde j representa una frecuencia particular. El andliss en & dominio de la frecuencia
consiste en determinar la existencia e importancia de las diferentes frecuencias (asociadas a
movimientos ciclicos de la sefid) en la explicacion del comportamiento de Y. La
transformada de Fourier (TF) es € instrumento matematico més adecuado para extraer
informacion sobre € contenido frecuenciad de una sefid f (t), sn embargo, no permite

obtener una buena resolucién temporal.



En la Figura 2 se iludra la idea de la transformada de Fourier: permite obtener una
buena resolucion frecuencia (lineal horizontales), mas no asi una buena resolucion temporal

(no hay lineas verticales):

Figura 2: Analisisen el dominio de la frecuencia
y transformada de Fourier

A

FRECUENCIA

TIEMPO
Fuente: Gencay y Otros (2002), p. 98.

Sn embargo, en muchas ocasiones es importante identificar adecuadamente las
diferentes frecuencias que pueden existir en un instante o intervalo de tiempo dado, es decir,
contar una buena resolucion temporal y frecuencial. En este caso, la transformada de
Fourier por ventanas (TFV) es una herramienta que supera a la transformada de Fourier, la
cua consiste en aplicar la TF a ‘pedazos’ o “ventanas’ de la sefid con la misma longitud
tempord; de esta forma, la TFV permite obtener una meor resolucion tempora del
contenido frecuencid de una sefid, pero para intervalos de tiempo smilares. La Figura 3
ilustra esta idea, donde para intervalos de tiempo de igua tamafio (determinados por las
lineas verticaes), la TFV permite obtener informacion sobre € contenido frecuencia (lineas

horizontales).



Figura 3: Transformada de Fourier por Ventanas

A

FRECUENCIA

TIEMPO
Fuente: Gencay y Otros (2002), p. 98.

S bien es cierto que la TFV permite localizar en € tiempo la informacion frecuencial
y a la vez locdizar la informacién temporal en € dominio de la frecuencia, existe un limite
para esta resolucion tiempo-frecuencia smultanea. Este limite estd determinado por €
tamafio de la ventana que se escoja § se €lige una ventana amplia (angosta) en € dominio
del tiempo entonces esto implicara que la ventana sea angosta (amplia) en € dominio de la
frecuencia®. As, de manera andoga a principio de incertidumbre de Heisenberg’, es dificil
alcanzar una buena resolucion frecuencial y temporal simultineamente a través de la
TRV, pues exige un limite de resolucién tiempo-frecuencia; en particular, una vez fijado €
tamafio temporal de la ventana, la TFV no puede capturar eventos que pueden aparecer a
interior de cada ventana.

En este contexto, la transformada de Wavelets (TW) surge como una aternativa a la
Transformada de Fourier por Ventanas. Al igua que la TRV, la TW también posee una buena
resolucion temporal y frecuencial. Sin embargo, la “ventana’ en la cual se basa, denominada
wavelet, no tiene un tamafio ni forma “fijos’, sno que va cambiando de acuerdo a tipo de

informacién que se desee obtener. Especificamente, cuando se andiza € contenido de bga

6 Dado esto, la TF es un caso particular de la TFV cuando la ventana tiene una amplitud temporal

igual atodo € periodo analizado; asi, a medida que la amplitud de la ventana sea mas pequefia,
se mejora laresolucién temporal de la sefial. Ver Odgen, Ibid, op. cit., pagina 74.

En 1927, Werner Heisenberg introduce en la fisica tedrica € principio de indeterminacién o
incertidumbre, posteriormente conocido como principio de Heisenberg, por € cua recibi6 €
premio Nobel de Fisica en 1932. Este principio establece que es fisicamente imposible medir
simultaneamente la posicion exactay € momento exacto de una particula.
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frecuencia de una sefid, la ventana wavelet se “amplia’ o “dilata’ en d tiempo, lo cua es
consistente con € hecho que los fendmenos de bga frecuencia se desarrollan a lo largo
periodos de tiempo prolongados. Del mismo modo, cuando se andiza fendmenos de ata

frecuencia, la ventana wavelet se contrag, capturando de esta manera fendmenos que se

desarrollan alo largo de periodos cortos de tiempo.

Figura 4. Latransformada de Wavel et

FRECUENCIA

TIEMPO
Fuente: Gencay y Otros (2002), p. 98.

Como se ilustra en k| Figura 4, la TW permite obtener una buena resolucion temporal
a andizar frecuencias dtas (lineas verticdes), mientras que la resolucién tempora

disminuye cuando se andizan bgas frecuencias, pero se megora la resoluciéon frecuencia
(Iineas horizontales).

De esta manera, S hien es cierto no se ha incumplido € andlogo a principio de
Heisenberg (pues a mayor resolucion frecuencial, menor resolucion temporal y viceversa), lo
que se logra con la TW es aprovechar que los movimientos de baja frecuencia estén

usualmente asociados a periodos de tiempo prolongados, y movimientos de alta frecuencia
a periodos cortos de tiempo.

Ademés de lograr una buena locaizacion de la informacion de una sefid en €
dominio del tiempo y de la frecuencia, otra caracteristica importante de la TW es que permite

descomponer ortogonalmente una sefid, donde los componentes estan asociados a
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diferentes escalasy periodos de tiempc®, que se denominarén escalas temporales. De esta
forma, como se verd mas adelante, la TW de una sefid es un instrumento importante para la
construccion aproximaciones de la misma con diferentes niveles de resolucion frecuencial y
temporal, las que ademas permiten obtener una reconstruccion total de la sefid. A este

proceso de congtruccion de aproximaciones sucesivas se le denomina Analisis

Multiresolucion (AMR). Especificamente, la TW permite expresar una sefial f (t) como:

(25) ft)=S,+D,+D, ,+...+D,

El t'rmino S; de la expresion (2.5) representa el componente de tendencia suave de
la sefid origina, que captura los movimientos de la serie que se desarrollan a lo largo de
periodos de tiempo prolongados, asociados principamente a las frecuencias mas bgjas
contenidas en la sefid. Los términos D ; dela expresion (2.5) representan componentes
asociados a diferentes escalas (y frecuencias): para valores pequefios (grandes) de j, los
componentes D; capturan movimientos que se desarollan en periodos de tiempo

relativamente cortos (largos), asociados usua mente a movimientos de ata (baja) frecuencia.

Estas caracteristicas que presenta la TW hace que supere en una gran cantidad de

casos ala TRV, especificamente se tiene que la TW:

() Permite una meor locdizacion temporad de las frecuencias de una sefial, pues la
wavelet se adapta (dilatdndose y tradadandose) para capturar eventos no
estacionarios de una serie de tiempo, como quiebres, outliers, entre otros, y eventos

estacionarios.

(b) Permite redizar un andliss multiresducion de la sefid, expresdndola como una suma
de componentes ortogonales, cada uno de los cuades esta asociado a diferentes

frecuencias (escalas temporales) y periodos de tiempo.

Es importante mencionar que la TW depende de dos parametros. un parametro de escala (que
mide la “longitud” de la ventana “wavelet” y que esta relacionado a la informacion frecuencial)
y uno de posicién tempora (que determina la ubicacion de la “wavelet”). Esto se analiza mas
adelante,
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En las siguientes secciones se presenta la teoria bésica de series de Fourier,
Transformada de Fourier (TF), Transformada de Fourier por Ventanas (TFV), wavelets y
Transformada de Wavelet (TW).

2.2. La Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es una de las herramientas mas importantes para €
andliss espectrd de una sefid. En las siguientes secciones se presentan los principaes
conceptos y resultados que permitiran entender e uso en € andisis espectra de una sefial:
serie de Fourier, transformada de Fourier y transformada de Fourier por ventanas. Para los
lectores no familiarizados con los conceptos e instrumentos mateméticos del andisis

espectral, se recomiendarevisar € Anexo 1 para seguir adecuadamente el resto del capitulo.
2.2.1. Seriesde Fourier

Una serie de Fourier es la representacion de una funcion periodica en € dominio de
la frecuencia; es decir, permite expresar una funcion periddica como la suma de funciones
senos y cosenos, asociadas a diferentes frecuencias. En d siglo XIX, € fisico Jean-Baptiste
Fourier mostré que existen muchas clases de funciones que pueden ser representadas de esta

manera’.

= Series de Fourier con coeficientes reales

La serie de Fourier con coeficientes reales de una funcion f periddica en €

intervalo [- p,+p] , esta dada por:

¥
(2.6) f (x) = [a;cos(jx) +b;sen(jX)]
i=0

®  En adelante, se andizarén solamente funciones definidas en  intervalo [- p,+p] . Esto no es

una limitacion, pues s la funcién a analizar h est4 definida en un intervalo con limites finitos,
entonces puede ser transformada en  utilizando la  siguiente  férmula
f(x)=h2px/(b- a)- (a+b)p/(b- a)]
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o, dternativamente, haciendo 2a, = K;:

¥
2.7) f(x):%ko+§‘[ajcos(jx)+bjsen(jx)]
j=1

As, la serie de Fourier de f (X), con coeficientes redes, es una combinacion linea
de funciones seno, coseno y una funcién constante, {sen(j-),cos(j-),h(-) =ctg, para
j =1 2,3.... Sin embargo, una funcién también puede ser aproximada adecuadamente en €

sentido L? por una suma finita de la forma™:

J
@9 $09=2k+ & la;cos(j) +bysen(jx]

=1

Mateméticamente, {sen(j-),cos(j-),h(-) =ctg forman una base para € espacio de
funciones periddicas en d intervdo [-p,+p], y también para funciones cuadrado
integrables™ definidas en & mismo intervalo, que se denotan por L2[- p,+p]; esto significa
que la serie de Fourier de f(X) es una buena representacion de una funcién cuadrado

integrable.

Los coeficientes de la serie de Fourier determinan la importancia de las diferentes
frecuencias en € comportamiento de la sefid. Para cacular los coeficientes de la

representacion (2.8), se utiliza € producto interno entre la funcion f y las funciones base

sen(j-) y cos(j-), delasiguiente manera:

1 1P
(29 Ko =—< f,cos(0-) >=— Of (X)dx
p P

+p
(2.10) a; :%< f,cos(j-) >:% Of (X)cos(jx)dx | =0,1,2 3...
-p

+p
(211) b; =%< f,Sen(j-)>=% Of ()sen(jx)dx j=1,2,3...
-p

10
11

Ver definicion en @ Anexo 1.
Ver definicion en @ Anexo 1.
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S s tiene una funcion periddica en un intervao [- L,L], haciendo & cambio de
varidbles x =px'/L y dx =pdx'/L , se puede pasar de un intervao de integracion [- p,p] a
[- L,L]. Con esto, la serie de Fourier de f (x') estadada por:
aejp o aej px' dl

1 5 é
(2.12) f(X)= ko +3 aa costan2 o
20 j=18a‘ e e 4

Los coeficientes de (2.12) estén dados por |as siguientes expresiones.

1 +L
(2.13) ko === Of (x)dx

L -L

1% ae X0
(2.14) a; IC\)f(X)C Jp —dx

-L

1'% X'6

(215 b, E(‘)f(x)senaap O

-

Dadas edtas expresiones, se dice que los coeficientes a; y b; miden € contenido
frecuencial de la funcion f a un nivel de resolucion frecuencid | ; es decir, miden la
importancia de las funciones de frecuencia j en la sefial analizada. En generd, €
coeficiente @; mide la importancia de una frecuencia menor que € coeficiente a;,; pues,
para un intervalo dado, sen((j +1)x) tiene mayor frecuencia que sen(jX). La Figura 5

ilustra esta idea utilizando como gemplo las funciones sen(x) , sen(2x) y sen(5x):

14



Figura 5: Funciones seno con diferentes frecuencias

15

0,5
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|—sen0(x) —=—seno(2x) — - seno(5x) |

-0,5

-15

Fuente: Elaboracién propia.

» Series de Fourier con coeficientes complegos

Dada una funcién periodica f (X), su serie de Fourier en términos de coeficientes

complejos esta dada por la siguiente expresion:

W
(2.16) f(x)= g Ael*
j=-¥

paralacual, los coeficientes A; se obtienen a partir de:

+p
(2.17) A :2_1p Of (¥)[cos( jx) - isen( jx)]dx
-p
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donde:

*+p

:i (‘)f (X)[cos(jx) +isen(jx)]dx <O

i2

i1 *p .
(2.18) A= | Of (x)dx j=0

i2
: +(Io)f (X)[cos( jx) - 1sen(jxX)]dx >0

Para el caso que f sea una funcion periddicaen € intervalo [- L/2,+L /2], laserie

de Fourier de f y sus correspondientes coeficientes compleos estan dados por:

+¥ o
(2.19) f(x)= g Ae®@ixb
j=¥

1+L/2 ) .
(2.20) Aj :I (‘)f (X)e-I(ZPJX/L)dX
-L/2

2.2.2. Transformada de Fourier Continua

La transformada de Fourier (TF) es la representacion en € dominio de la frecuencia
de funciones que no necesariamente son periddicas. En este sentido, la TF es una
generaizacion de las series de Fourier complgas cuando € limite del intervalo donde la

funcidn es periddicatiende d infinito (L ® ¥ ).

Formamente, la transformada Fourier continua de una funcion f ()T L*(R),

denotada por (T" f)(j), es una funcién que depende de la frecuencia | y que se define

COomo:
+¥ . . +¥
(221) (TEf)(i)° Of (e '?Piidt = )f (t) [cos(2p jit) - isen(2pjt)]dt
-¥ -¥
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S se glica la férmula (2.21) a la misma transformada de Fourier (T© f)(j), se

obtiene;

+¥
2.22) fO)= TFf)(j)e'?P I

-¥

Estos resultados muestran dos propiedades importantes de la transformada de
Fourier:

(1) Propiedad Ciclica; cuando f (x) esunafuncién par de x, setieneque f (x) = f(t).

(2) Propiedad Reciproca; si (T" f)(j) es la transformada de Fourier de f (t), entonces

f (t) eslatransformada de Fourier de (T f)(j).

Estas propiedades son imperfectas, pues cuando f(t) es una funcion impar,
f(x)=f(-t). Asi, se tiene que en general  f (x) = f(-t), sin importar que f (t) seaimpar
0 par. A partir de estas propiedades, se tiene que la representacion de Fourier de una

funcion f (t) estéddada por las siguientes ecuaciones:

+¥
(2.23) (TEf)i)°e oft)e'?Pitdt

-¥

+¥
24 f()= TFH)(j)E?Pitg
-¥

La ecuacion (2.23) se denomina transformada de Fourier de f(t) o ecuacion de
andlisis, pues proporciona informacién sobre la importancia de cada frecuencia j en €
comportamiento de la sefid f (t) . La ecuacion (2.24) se denomina transformada inversa de
Fourier de f(t) o ecuacion de sintesis, pues permite representar a f (t) como una suma

ponderada de funciones seno y coseno complgas, donde los ponderadores son las
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transformadas de Fourier (TF f)(j). Estas dos ecuaciones estdn relacionadas de manera

simultanea, como lo establece el teorema de la Integral de Fourier™,

» Formulade Parseva
La férmula de Parseval establece la existencia de una relacidn entre funciones y sus
respectivas transformadas de Fourier. En particular, establece una relacion entre la energia
total y @ espectro de poder de una funcion. Por un lado, la energia total de una funcion

f (t), se define como:

(2.25) +(‘jf ()] dt

mientras que su espectro de poder (power spectrum):

226) [T DI

Dadas estas definiciones, s f y g son funciones cuadrado integrables, la formula

de Parseval establece la siguiente relacion:

(2.27) <f,g>=<TFf,TFg>

0, dternativamente:

+¥ +p
(229) g fald= gIUTOHDITY | di
Y] -p

2.2.3. Transformada de Fourier discreta.

La srie de Fourier y la transformada de Fourier pueden considerarse como medidas
del contenido frecuencial de funciones que pueden ser descritas a través de una expresion
anditica, pues implican € uso de expresones con integrdes. Sin embargo, en las
golicaciones usuamente se necesita cacular la serie de Fourier y la transformada de Fourier

de sucesiones. Paratal fin, se utilizala transformada de Fourier discreta

2 En el anexo 1 se presenta una version del enunciado del Teorema de la Integral de Fourier.
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Sea f(t) una sucesion finita de vaores{x;} , td que la sucesién es estacionaria; la

representacion de Fourier de f (t) esta dada por las siguientes ecuaciones:

N-1 o
(2.29) X(j)°ié‘xte"2p“”\' ,j=01..,N-1
Nt=0
N-1 o
(2.30) X, = g X(j)e'2PitN ,t=0,1,...,N-1
k=0

En este caso, laenergia total de la sefial{ x,} , esta dada por:

N
@3)  alxl
t=0

mientras que su espectro de poder (power spectrum) por:
23  IX()P

De esta manera, la férmula de Parseval establece la siguiente relacion entre la energia

total y € espectro de poder de una sucesion finita { X} :

NO-l 2 1 No-l . 2
(233) alxl=galx()l
t=0 k=0

2.2.4. Usosy limitaciones del analisis de Fourier

Uno de los principades usos dd andliss de Fourier es la identificacion de los
diferentes componentes frecuenciales de una serie de tiempo integrada de orden cero o
estacionaria. Debido a que una serie estacionaria no cambia mucho a lo largo dd tiempo,
Sino que preserva sus caracteristicas, € andlisis espectral de una serie estacionaria a través de
la transformada de Fourier es adecuado. Esto se explica porque la transformada de Fourier se
basa en funciones seno y coseno, las cuales se comportan de la misma manera a lo largo del

dominio sobre € cua se definen, y no estan asociadas a un punto especifico del mismo.
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Uno de los instrumentos més utilizados que se deriva del andisis de Fourier es €
grafico del espectro de poder, € cud permite identificar la importancia relativa de cada uno
de los componentes frecuenciales de la sefial analizada. Para ilustrar su uso, se construy6 una
seflal compuesta por un término de perturbacion u y tres funciones seno con frecuencias 50,
120y 200:

(2.34) Y, = sen(2p50t) + sen(2pl20t) + sen(2p200t) +u

a partir de la cua se generaron 600 observaciones (t =1, ..., 600). La Figura 6 muestra €
gréfico del espectro de poder™ para la sefid Y,, donde se observa que las frecuencias mas

importantes de la sefid son 50, 120 y 200, como era de esperarse.

Una de las principales limitaciones del andliss de Fourier es que no permite
identificar € momento en € que sucedié algin evento particular. Asi, s la sefid presenta
componentes no estacionarios como tendencias, quiebres, inicio y findizacion de eventos,
entre otros, € analisis espectral de la sefid a través de la transformada de Fourier no puede
identificarlos. Esto se explica porque la importancia de cada frecuencia en una sefid que se
obtiene a partir de la transformada de Fourier no estéa asociada a un punto especifico del
tiempo (no puede ser locdizada en € tiempo), sino que es un promedio a lo largo de toda la
sefial, dado que las funciones que constituyen la representacion de Fourier de una sefid son

ondas que van de menos a mas infinito con la misma frecuencia j .

¥ El espectro de poder muestra la importancia de cada frecuencia en la serie a partir de la

transformada de Fourier.
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Figura 6: Espectro de poder de la sefial y;
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Fuente: Elaboracion propia.

Para ilustrar esta limitacion del andlisis de Fourier, se modifico la sefid representada

por (2.34), haciendo que sen(2p120t) solo searelevante parae periodo 200-400:

(2.35) Y, = sen(2p50t) + sen(2p120t) + z(t) +u

donde:

isen(2pl20t) O£t <200 400<t £ 600
(2.36) Z(t) =
1 0 200£t £400

La Figura 7 muestra € espectro de poder de la sefid representada por (2.36), donde
se puede observar que las frecuencias 50, 120 y 200 siguen siendo las mas importantes, pero
no es posble distinguir que sen(2p120t) solo es importante para un intervao de tiempo
determinado.
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Figura 7. Espectro de poder de la sefial modificada y;
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Fuente: Elaboracion propia.

De esta forma, s bien es cierto que la transformada de Fourier permite andizar €
contenido frecuencial de una sefid (es decir, tiene una buena resolucion temporal), esta
transformada es limitada pues no permite localizar temporalmente el contenido frecuencial.
Esto significa que la TF no es aplicable a funciones cuyo contenido frecuencial cambia en €

tiempo, es decir, sefides no estacionarias.

2.3. Transformada de Fourier por Ventanas

En muchas ocasiones es importante identificar las diferentes frecuencias que pueden
exigir en un ingtante o intervalo de tiempo dado, es decir, contar una buena resolucion
temporal y frecuencial. La transformada de Gabor o Fourier por ventanas (TFV) es una
modificacion de la transformada de Fourier que supera su resolucion tempora. La TFV
consiste en aplicar la TF a “pedazos’ o “ventanas’ de la sefid con la misma longitud
temporal, obteniéndose de esta forma una meor resolucion temporad del contenido
frecuencia de una sefid, pero para intervalos de tiempo similares. La Figura 8 ilustra esta
idea, donde para intervalos de tiempo de igua tamafio (lineas verticales), la TFV permite

obtener informacion sobre e contenido frecuencia (lineas horizontales).



Figura 8: Transformada de Fourier por Ventanas

A

FRECUENCIA

T ]

|Ventana 1 |Ventana 2 |Ventana 3 |Ventana 4 |

Fuente: Elaboracion propia, sobre la base de Gencay y otros (2002), p. 98..

La “ventana’ se representa por una funcion g(t), la cua estd definida para un

“pedazo” de la funcion. S se multiplica la sefid  f (t) por la ventana, se obtiene f (t)g(t),
expresion para la cual puede cacularse su transformada de Fourier. S se repite esta

operacion para versiones trasladadas de la ventana, g(t- <), se obtiene la transformada de

Fourier por ventanas.

2.3.1. Caso Continuo

La transformada de Fourier por ventanas continuas es una funcion que depende de la

frecuencia w y de tiempo t, que se define de la siguiente forma:

(2.37) TV ) (wt)= ¢ f(s) g(s-t) e'"°ds
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donde g(s) es la ventana®®. Dada su naturaleza, la TVF es una técnica de locdizacion de una

sefid en € tiempo y la frecuencia. Al igua que en d caso de la transformada de Fourier,

también existe una transformada de Fourier por ventanas inversa.

2.3.2. Caso Discreto

Laversion discreta de la transformada de Fourier por ventanas esta dada por:
(2.38) Ton () =¢f(9)g(s- nty)e” ™ >ds
donde n y m toman valores enteros, ademas, t, y w, toman valores fijos postivos. Como

se puede apreciar, la TFV discreta se obtiene a partir de la TFV continua haciendo que t y w

tomen valoresdiscretos: t =nt, y W= mw,.

Figura 9: La Transformada de Fourier por Ventanas

Jilgity = fierg-0)

glf—£)

Fuente: Elaboracion propia, basada en Daubechies (1992), pagina 2.

4 Existen diversas posibilidades para la forma de la funcién ventana g; sin embargo, una de las
funciones més utilizadas para este fin es la funcion gausiana.

24



La Figura 9 ilustra la naturaleza de la TFV: para un n fijo, la funcion vanv(f) esta
determinada por los coeficientes de Fourier de f (Jg(>* nt,); a cambiar € valor de n, se

trasladan los pedazos de la funcion en miltiplos de t,, y de esta forma se puede andizar €

contenido frecuencia detodalaserid f .

2.3.3. Usosy limitaciones de la transformada de Fourier por ventanas

El andisis de una sefid a través de la transformada de Fourier por ventanas permite
meorar la resolucion temporal del contenido frecuencia de la sefid para ciertos intervaos de
tiempo, cuyo tamafio esta determinado por € tamafio de la “ventana’ que se define. De esta
manera, la TFV es (til para andizar sefides cuyo contenido frecuencial cambia de ventana en

ventana.

Sin embargo, a pesar de que la TFV permite locdizar en € tiempo la informacion
frecuencial y a la vez locdizar la informacion tempora en e dominio de la frecuencia, existe
un limite para esta resolucion tiempo-frecuencia simultanea. Este limite esta determinado por
el tamafio de la ventana que se escga S se dige una ventana amplia (angosta) en € dominio
de tiempo, esto implicard que la ventana sea angosta (amplia) en & dominio de la
frecuencia™. Asi, de manera andoga a principio de incertidumbre de Heisenberg, es dificil
alcanzar una buena resolucion frecuencial y temporal simultineamente a través de la
TRV, pues existe un limite de resolucion tiempo-frecuencia Ademas, dado que una vez que
se define @ “tamafio” de la ventana éste se mantiene “fijo”, la TFV no puede identificar

cuaquier tipo de comportamiento no estacionario a interior de cada ventana.

En general, es posible definir un “patron” deseable para las posbles formas de las
ventanas. Por un lado, para € andlisis de las frecuencias bajas de una sefial, es deseable una
ventana ancha en d tiempo, pues los movimientos de baja frecuencia usualmente estan
asociados a periodos prolongados de tiempo. Por otro lado, para € andliss de las
frecuencias dtas de una sefid, es deseable una ventana angosta en € tiempo, pues los
movimientos de alta frecuencia usualmente estan asociados a periodos cortos de tiempo. S

las ventanas tienen esta flexibilidad, entonces es posible obtener una meor resolucion

*  Dado esto, la TF es un caso particular de la TFV cuando la ventana tiene una amplitud temporal

igual atodo € periodo analizado; asi, a medida que la amplitud de la ventana sea mas pequefia,
se mejora la resolucion temporal de la sefial. Ver Odgen, Ibid, op. cit., pagina 74.
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temporal y frecuencial con la TW que con la TFV. Como se muestra en la siguiente seccion,
si las ventanas son representadas por funciones denominadas wavelets, entonces es posible
obtener ese patron deseable.

24, La Transformada de Wavel et

La teoria de wavelets nace formalmente como teoria matemética a mediados de los
afios ochenta; sin embargo, en la préctica ha ddo utilizada desde inicios de sglo,
especidmente en la ingenieria. Sus antecedentes matematicos se remontan a andlisis de las
frecuencias desarrollado por Joseph Fourier en € siglo diecinueve. La primera vez que se
utilizé la palabra wavelet fue en 1910 en la tesis de Alfred Haar, pero no fue sino hasta 1984
en que Alex Grossman y Jean Morlet establecieron e concepto de “wavelets’ en su forma
tedrica presente. Los principales agoritmos utilizados en @ andisis de wavelets provienen
del trabajo de 1988 de Stephane Mallat™®.

La transformada de Wavelet (TW) permite describir una sefid en € tiempo y en la
frecuencia de manera smilar a la TFV, pero con agunas diferencias importantes que en
muchos casos la hace superior. Las principales propiedades de las wavelets que son Utiles

parael andisis econométrico de series de tiempo son:

(a) Pueden ser usadas en el andlisis de series no estacionarias.
(b) Permiten locdlizar en e tiempo fendmenos especificos.

(c) Permiten obtener una buena apraximacion de la sefid origind.

Para entender la naturaleza de la TW y sus diferencias respecto de la TFV, es

importante establecer la definicion y caracteristicas de las denominadas funciones wavel ets.

2.4.1. Definicion de Wavel et

Una wavelet y (t) es una funcién que depende del tiempo y que presenta dos

propiedades. (1) condicion de admisibilidad; y (2) energia unitaria.

% Migiti, et. a., 2002.

26



= Condiciéon de Admisibilidad
Sea y (t) una funcion y (Ty)(j) su transformada de Fourier. Se dice que Y (t)

cumple con la condicion de admisibilidad si:

+¥ .
@3 c, = Wy <1y

y j

0

Esta condicion asegura que la transformada de Fourier de y (t) se acerca

rapidamente a cero cuando la frecuencia tiende a cero, es decir:

(2:40) lim  (Ty)(j)=0
j®0

Para garantizar que se cumpla la condicion de admisibilidad, es necesario que la
transformada de Fourier de la funcion y (t) se anule en la frecuencia cero, (Ty )(0) =0, lo

cual esequivaente a

+¥

(2.41) &y (Hdt =0
-¥

La expreson (2.41) implica que la funcion y (t) a menos presenta un movimiento

ciclico; es decir a menos una vez pasa una de un valor positivo a uno negativo.

* Energia Unitaria
La energia de unafuncion f , cuyo dominio es € intervalo [a,b], se define como la

integral del cuadrado de lafuncion sobre su dominio, es decir:
b 2
(2.42) Of (0| dx

Dado esto, se dice que la energiade unafuncién y (t) esunitarias:

+¥
(2.43) gy dt=1

-¥
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Ejemplos de Wavelets

Una de las wavelets més conocidas en la literatura es la wavelet de Haar, la cual se

define como:

i1 0£x<05
@44  y()={-1 05£x<1
10 otrocaso

y cuya forma se muestra en la Figura 10. En genera, y como se puede apreciar a partir del
gréfico de la wavelet de Haar, la condiciéon de admishilidad y la de energia unitaria
determinan la forma de una wavelet: todas las desviaciones respecto del origen se cancelan,

lo cua implica que unawavelet toma la forma de una onda.

Figura 10: La wavelet de Haar

Fuente: Elaboracién propia.

Un segundo g emplo eslawavel et de Morlet, que se define como:

Siwgto-t2/2

(2.45) y " (t) = e

1
—€
V2p

donde i =+/- 1y w, es la frecuencia central de la wavelet. La Figura 11 muestra la forma

de lawavelet de Morlet.
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Figura 11: Ejemplos de Wavelets
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Fuente: Elaboracion propia

Otro gemplo conocido es la wavelet sombrero mexicano, definida como la segunda

derivada de la funcién gausiana:

246)  yMe@) =(1- t2)e 2

Su nombre proviene de la forma de la onda que genera, la cua es smilar a un

sombrero mexicano, como se muestra en laFigura 11.

2.4.2. Familias de Wavel et

A partir de una wavelet y (t) es posible generar una familia de funciones wavelet,

dilatando y trasladando y (t) :

1 a-bo

2.4 aby=_—_
(247) y (1) Jayga a

El pardmetro a se denomina factor de escala o dilatacion, € cual expande € rango
de la wavedet; asi, cuando a es grande, la wavelet es una onda que se completa en un

intervalo més amplio. El pardmetro b se denomina factor de traslacién, € cua mueve €

rango de y en U unidades hacia la derecha. Asi, dilatando y tradadando una wavelet y

es posble generar una familia de funciones wavelet y b asociadas cada una a una escala
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y una ubicacion tempora particulares. Cuando sucede esto, la wavelet y se denomina
wavelet madre. S la dilatacién y tradacion de una wavelet se hace a partir de valores
discretos de a y b, como por gemplo a = ag y b= nboaé , Se tiene que cada elemento de

lafamilia de wavelet esta dado por:

& kbyag
al é ag

(2.48) Yik =

Q- l-o:

o dternativamente:

(249 vy, =3 %y (adt- kiy)

donde j y K toman valores enteros, a, >1y b, >0. Los vaoresde j determinarén la

amplitud de lawavelet y € factor de tradacion de las mismas:

(@) Las wavelets angostas o0 de escalas pequefias (usualmente asociadas a frecuencias

altas) corresponden a valores pequefios de |, lo cua implica que para cubrir todo €

rango tempora sobre € que se define la sefial, se tradadan a interval os pequefios.

(b) Las wavelets méas amplias o de escalas grandes (usualmente asociadas a frecuencias

bajas) estan asociadas a valores grandes de |, lo cud implica que para cubrir todo €

rango temporal sobre e que se define la sefid, se tradadan aintervalos mas grandes.



La Figura 12 muestra € comportamiento de una familia de wavelets de diferentes

escalas.

Figura 12: Dilatacion y traslacion de una wavel et

Fuente: Elaboracion propia

La familia de wavelet més smple y conocida es la familia de wavelets de Haar, la
cud se obtiene dilatando la wavelet madre Haar utilizando el factor de escala a = 2! y se

tradadandola con e parametro b= k2! ;

(250) Y ma(¥)=212y (277 x- k)

De esta manera, la familia de wavelets generadas por la wavelet de Haar, puede

definirse forma mente como:
(2.51) H={y (¥, jTZ U ki Z

El subindice | dilata cada wavelet; asi, a mayor (menor) |, la funcion wavelet se

expande (se contrae), como se muestra en la Figura 13:

31



Figura 13: Dilataciones de la wavelet de Haar
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Fuente: Elaboracion Propia

El subindice k traslada la funcién; asi, valores mayores de k hacen que la funcion
se tradade hacia la derecha, como se muestra en la Figura 14:

Figura 14: Traslaciones de la wavelet de Haar.
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La Figura 15 muestra como las wavelets angostas generadas por la wavelet madre de

Haar (asociadas a frecuencias atas y vaores pequefios de |) se tradadan a intervalos

pequerios para cubrir todo € rango tempora sobre @ que se define la sefial, mientras que las

wavelets anchas de Haar (asociadas a frecuencias bgjas y valores grandes de | ), se tradadan

aintervalos mas grandes.

Figura 15: Dilatacionesy Traslaciones de la wavelet de Haar.
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LaFigura 16 muestra algunos de los miembros de la familia de wavelets de Haar:

Figura 16: Familia de Haar
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Fuente: Elaboracién propia.

La familia de wavelets de Haar es importante en la literatura de wavelets porque
constituyen una base ortonormal para cualquier funcién cuadrado integrable. Esto significa
gue cualquier funcion cuadrado integrable puede ser expresada como la suma (ortogonal) de

funciones wavelets dilatadas y trad adadas.

Ademas, de las wavelets de Haar, Morlet y Mexicana, existen otras familias de
wavelets, entre las cuales destacan: Daubechies, Symlets, Coiflets, Biortogona, Meyer,
Gausiana y Shanon. Las propiedades de cada una de estas seran presentadas en la seccion
2.6.

2.4.3. Transformada de Wavelet Continua

De manera similar a la transformada de Fourier por Ventanas (TFV), la ransformada
de wavelet (TW) posee una buena resolucion temporal y frecuencid Sin embargo, la
“ventana’ en la cua se basa, denominada wavelet, no tiene un tamafio ni forma “fijos’, sino
gue va cambiando de acuerdo a tipo de informacidon que se desee obtener. Especificamente,

cuando se andiza € contenido de bga frecuencia de una sefid, la ventana wavelet se
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“amplia’ o “dilata’ en € tiempo, lo cua es consistente con € hecho que los fendmenos de
bgja frecuencia se desarrollan a lo largo periodos de tiempo prolongados. Del mismo modo,
cuando se analiza fendmenos de ata frecuencia, la ventana wavelet se contrae, capturando de

esta manera fendmenos que se desarrollan alo largo de periodos cortos de tiempo.

Como <e ilustra en la Figura 17, la TW permite obtener una buena resolucion
temporal a andizar frecuencias dtas (lineas verticaes), mientras que la resolucion tempora
disminuye cuando se andizan bgjas frecuencias, pero se mejora la resolucion frecuencia. De
esta manera, s bien es cierto no se ta incumplido € andogo a principio de Heisenberg (pues
a mayor resolucion frecuencia, menor resolucion temporal y viceversa), 1o que se logra con
la TW es aprovechar que los movimientos de baja frecuencia estén usualmente asociados a
periodos de tiempo prolongados, y movimientos de alta frecuencia a periodos cortos de

tiempo.

Figura 17: La transformada de Wavel et

FRECUENCIA

TIEMPO
Fuente: Gencay y Otros (2002), p. 98.

Formamente, la transformada de Wavelet continua (TWC) de unafuncion f (t) se

define como la proyeccion de f (t) sobre un conjunto de funciones wavelet y 2 (t) :



+¥
(252) (TYy)(ab) = of ©)y *°(t)ct

-¥

donde:
2 A-bo
(253) ab t) = il2 8- 1o
y **(t) =|q Yoo

Dado que los coeficientes de la transformada de wavelet dependen del factor de
escala a, y de factor de tradacion b, cada uno de €los proporcionara informacion de la
sefid relacionada a la escala y a su ubicacion temporal. Como funcion de b en un valor fijo
a, la TW representa € detalle contenido en la sefid  f (b) en la escala a. La TWC permite
obtener una buena localizacion de la sefid en @ dominio del tiempo y de la frecuencia, pues

laventana y toma diferentes formas que dependen del factor de escdla a (asociado a ciertas

frecuencias) y del factor detraslacion b. Por un lado:

() Vaores grandes del parametro de escala a estan asociados usuamente a frecuencias

bajas (valores grandes de ). Asi, a mayor escala de y ab (wavelets mas anchas),

menor frecuencia.

(b) Vaores pequefios del pardmetro de escdla a estdn asociados usuamente a

b

frecuencias altas (valores pequefios de j ). Asi, a menores escalas de y *° o escalas

mas finas (wavel ets mas angostas), mayor frecuencia.

Por otro lado, s € pardmetro de tradacion b cambia, se mueve € centro de
locdizacion temporal. De esta forma, la TWC proporciona una descripcion de una sefia en €
dominio de la frecuencia y dd tiempo, pero en términos de escalas y tiempo, lo cud se

denomina andisis escala-tiempo o escalas temporales.

La expresion de la transformada de wavelet ¥ cuya forma es analoga a la ecuacion de

andlisis de la representacion de Fourier de una sefialP. permite andizar la sefial en términos
de un factor de escala (asociada a diferentes frecuencias) y uno de ubicacion temporal.

Ademas, bgjo e supuesto de que Yy es una wavelet (en particular, S cumple la condicion de
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admisibilidad), es posible reconstruir la sefid origind a partir de los coeficientes wavelet, a

través de una expresion analoga a la ecuacion de sintesis de la representacion de Fourier de

una sefid:
1 ds
(254) f(t) = - 0 OT"y)(a,b)y *° (t)dU?
Y o0-¥

Una propiedad muy importante de la transformada de wavelet es que permite
descomponer y reconstruir perfectamente una sefid representada por una funcién cuadrado

integrable.
2.4.4. Transformada de Wavelet Discreta

La transformada de wavelet continua (TWC) es una funcion de dos pardmetros (a,b)

y, por lo tanto, contiene mucha informacion redundante cuando se andiza la funcién que
representa a la sefid. Sin embargo, s sdlo se considera un nimero finito de coeficientes de la
TWC, se obtiene la denominada transformada de Wavelet Discreta (TWD), definida como:

+¥

(2.55) T (f) = of @y ., (O)dt

donde:

(2.56) gt' kbyag

3

Q- -0:

0 = 1
yj,k()_\/%y

La ecuacion (2.56) representa una version discreta de (2.53), donde a = aoj y

b= kaoj b, . Reemplazando (2.56) en (2.55), se obtiene:
(57 T (f)=a, 3¢ F(y ('t - kiy)dt

De esta manera, la TWD permite obtener una localizacion de la sefid en & dominio
dd tiempo y de la frecuencia (en términos de escadas), utilizando solamente dilataciones y

trad aciones finitas de |as funciones wavel ets.
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2.4.5. Semegjanzasy Diferencias entre TWy TFV

La principal semegjanza entre TW y TFV es que ambas proyectan una sefial sobre un
conjunto de componentes ortonormales. funciones trigonométricas en € caso de TFV y
wavelets en € caso de TW. De esta manera, la TFV y TW estén definidas como productos
internos de una sefid  f con una familia de funciones (que conforman una base ortonormal)

indexadas por dos indices. Parad caso dela TFV:

(2.58) (TY £)(w,t) = ¢ f(s)g"" (s)ds

la expresion (3.58) representa una funcidn esta indexada a una frecuencia W y un momento

t, y d producto interno esta definido paralasefid f y lafuncién:

(2590  g"'(s)=e"'"g(s- 1)

De esta forma, la TFV permite obtener la proyeccion de una sefid sobre un conjunto

de componentes ortonormales. Para el caso dela TW:

+¥
(2.60) (TYy)(ab) = Bf )y *°(t)dt

¥

la funcién estd indexada a una escala a y una ubicacion tempora b, y € producto interno

esta definido paralasefid f y lafuncion:

- - bo
(2.61) ab 1y =g Y2 0
y () =[d i

En estos casos, se asume que g(:) y Yy () son funciones reales'.

La principal diferencia entre la TFV y TW radica en la forma de las funciones y &°

y g"*. Por un lado, las funciones de la forma g"' depende de la misma funcion envolvente

o ventana, g, tradadada hacia la ubicacion temporal adecuada y “rellenas’ con oscilaciones

" Aunque estas funciones podrian ser complejas, en cuyo caso deberfan introducirse las

conjugadas compl gjas respectivas.

38



de dta frecuencia De esta manera, todas las funciones g*' tienen @ mismo “ancho’

independientemente del valor de w; laFigura17ailustra estaidea

Figura 17a: Ventanadela TFV

A

2(x)

L =€—éw: g(x—.ﬁ)

¥
r

-+
.-""I‘

RVAIVE VAR

Fuente: Elaboracion propia.

Por otro lado, las funciones wavelet y b tienen una amplitud temporal que se adapta

a su frecuencia; en particular, una wavelet 'y 3P con un factor de escala pequefia se asocia

b

usuamente a componentes de ata frecuencia, mientras que una wavelet y *° con un factor

de escala grande se asocia usuamente a componentes de baja frecuencia es muy angosta

asociada a bajas frecuencias. Esto se puede observar en la Figura 17b.
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Figura 17b: Dilatacién y Traslacion de una Wavel et

\};M
a1

Fiz) 530

VIVl 1Y

a >l
<0

Fuente: Elaboracién propia.

Dadas estas caracteristicas, s el componente frecuencia de la sefid que se desea
andizar cambia en e tiempo (es decir, S la sefid es no estacionaria), se tiene que las
wavelets permiten obtener una mejor representacion de la sefial que la transformada de
Fourier por ventanas. Esto se explica por la capacidad que tienen las wavelets para adaptar su
forma %.a través de dilataciones y tradaciones¥s a las caracteristicas de la sefid; de esta
forma, la TW puede capturar caracteristicas de una sefid que son particulares a un tiempo y

frecuencia especificos.

Usudmente se tiende a afirmar que la escala y la frecuencia son conceptos
similares. En general, no existe un vinculo directo entre escala y frecuencia (Priestley,
1996), sno solamente una conexion intuitiva y muy indirecta. En particular, la relacion entre
escala y frecuencia es interpretable s la sefid es estacionaria. Solamente en e caso mas
simple se cumple que las wavelets de escalas grandes (pequefias) corresponden solamente a
bajas (atas) frecuencias, lo cua se asocia a hecho que la deteccion de bagas frecuencias
requiere componentes que abarquen un periodo tempora amplio o escalas grandes (algo que
se ha mencionado a lo largo de este capitulo). Dado esto, ago que se podria afirmar es que
en cada escala, o que se extrae son aguellos componentes de los datos que son muy

importantes en dicha escala.



2.4.6. Wavelets Discretas y Bases Ortonormales

Para agunas funciones wavelet y y valores especificos de a, y b,, esposble que
la familia de wavelets {y ik(X), K, il Z} congtituya una base ortonormal para €l espacio
de las funciones L?(R). En particular, para a, =2y h =1, existen wavelets y taes que la
familia de wavedets y j,k(t)=2'”2y (2't- k) condituye una base ortonormal para

L%(A). El gemplo clésico de este tipo de familia de wavelets es la familia de wavelets de

Haar. 18

25. El Andliss Multiresolucion (AMR)

En esta seccidon se presenta la definicion de Andisis Multiresolucion de una sefid y
su relacion con las transformadas de wavelets. Especificamente, se muestra que s existe un
andlisis multiresolucion para una sefid, entonces ésta puede descomponerse en eementos
que dependen de dos tipos de funciones wavelets. una wavelet padre, que recoge
componentes tendenciales o suaves de la sefia, y una wavelet madre, a partir de la aa se
recogen movimientos ciclicos asociados a diferentes escalas temporales. En particular, estas
funciones wavelets que permiten redizar un andisis multiresolucién condituyen una base

ortonormal para las funciones cuadrado integrables.

2.5.1. Definicion de Andlisis Multiresolucion o AMR

El Andiss Multireolucion (AMR) o Aproximacion Multiresolucion, es la

formalizacion matemética de la idea de obtener aproximaciones sucesivas de una sefial:

...,S ’SJ-l’SJ-Z""

tales que cada aproximacion sea una mejor representacion de la sefid origina; asi, S;_;
denota una mejor aproximacion de la sefil que S;. Esta idea se entiende facilmente en un

contexto donde la sefid es una imagen, donde muchas veces es importante obtener 1a mayor

nitidez o resolucion posible.

8 Lademostracion de este resultado puede encontrarse en Daubechies (1992), paginas 10-13.
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Las diferencias entre las diferentes aproximaciones sucesivas de una sefial se

denominan detalles:
Dado esto, se tiene que una aproximacion puede expresarse como la suma de una
aproximacion con menor resolucion més un detalle adiciond:
(263) S;.1 =S +D;

En general, s S es la meor gproximacion (la que posee meor resolucion) de la

sefiad f (t), entonces:

(269 f®=S+D

Dada la existencia de las aproximaciones multiresolucion, es posible expresar cada
una de elas como la suma de una aproximacion con menor resolucion y un detale, de la

siguiente manera:

S =S, +D,
S, =53+ D;
Si.1=5; +D;j

Sj2 =51+ Dj

lo cual puede verse através del siguiente esquema:
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De esta manera, d andlisis multiresolucion permite expresar una sefid  f (t) como la

suma (ortogonal) de una aproximacion inicial Sy y de diferentes detalles:

lo cua puede ser representado através del siguiente arbol:

sefial

s,

<t

O
N

2.5.2. Analisis Multiresolucién y Wavelets.

Uno de los resultados importantes de la teoria de wavelets es la existencia de una
correspondencia entre € andliss multiresolucion de una sefid y una familia de wavelets.

Especificamente, se tiene que s exite un andiss multiresolucion para una sefid

representada por una funcion cuadrado integrable, entonces es posible expresar S; y D; en

funcién de dos familias de waveets. Por un lado, los detalles DJ- :

(2.66) D=8 d;,y«® L j=12..,3-1
k

representan los componentes de la sefid asociados a escalas menores a J. Formalmente,

estos detalles se obtienen a partir de las transformadas de wavelet discreta, las cuales son
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proyecciones de la sefid sobre una familia de wavelets y () generada a partir de
tradaciones y dilataciones de una wavelet madre Yy , utilizando un factor de tradacion
k=012.. y uno de dilaacion a=2' , con j=1,23 .... Por otro lado, la

aproximacion S

(2.67) S = é Syxf k()
k

representa € componente de la sefid asociado a la mayor escala de la sefid  J . Formalmente,

este componente se obtiene a partir de la transformada de wavelet discreta, la cua es la
proyeccion de la sefid sobre una familia de wavelets f;, (1) generada a partir de
tradaciones de nivel de dilatacion J de una wavelet f utilizando € mismo factor k. La

wavelet f se denominawavelet padre, lacua se caracteriza por:

+¥
(2.69) g ®dt=1

-¥

La wavelet padre se usa para capturar los componentes tendenciales suaves
usuamente asociados a baas frecuencias, 1o cua requiere que la wavelet sea amplia en €
tiempo; la wavelet madre se usa para capturar componentes asociados a escalas menores, que

corresponden en genera a frecuencias més atas que las de los componentes tendenciales. En

otras palabras, S; representa los componentes tendencides de la serie, asociado a

movimientos de larga duracion o mayor escala temporal, mientras que los detalles

D,;,Dy.4,...,D;,...,D; representan las desviaciones de esta tendencia, asociados a

j y oo
movimientos de corta duracion o menor escala. De esta forma, se tiene que la sefid puede ser

expresada como:

(269) f(t)= é Syxf k(@) + é dyy k) + é dy kY o+ 4 é dy Y 1k ()
K k K K

donde J denota la escala de la wavelet. Las escalas grandes (valores grandes de | ) estan
relacionadas a niveles altos de dilatacion de las wavelets, las cuaes contienen movimientos

suaves ¥:0 e larga duracion¥s y de baja frecuencia de f (t) ; las escalas pequefias (valores
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pequefios de | ) estén relacionadas a niveles bajos de dilatacion, usados para variaciones de
menor duracion y de mayor frecuencia. A esta descomposicion de lasefid f (t) en diferentes

escalas temporales (asociadas a diferentes frecuencias), se denomina descomposicion tiempo

escala o escala temporal, y puede denotarse como:

270  {S,,D,,D,,,....D}

El detdle 1 (escada 1) contiene informacion de los movimientos de la sefid que se

producen entre 2' y 22 periodos temporales, movimientos de corta duracion tempora que
pueden estar asociados a movimientos de alta frecuencia. En genera, € detdle | contiene
informacion de la sefial asociada a movimientos que van de 2! hasta 2!*? periodos. Asi, los
detdles més grandes (escalas mayores), contienen informacién de movimientos de larga
duracion, usuamente asociados a movimientos de bga frecuencia. Esta descomposicion en

escalas que son potencia de 2 se denomina andlisis multiresolucion diédico.

Esta descomposicion en escalas temporales hace a las wavelets comparables auna
camara con lentes de gran acance: permiten obtener una vision generd de todo € paisge
(componente suavizado) y, a la vez, permiten redizar acercamientos tales que es posible
identificar caracteristicas particulares o detales que a smple vista no son perceptibles
(detalles). Este es uno de los resultados més importantes que seran utilizados en las

aplicaciones alas variables y relaciones macroecondémicas de las wavelets.

3. CUESTIONES PRACTICAS SOBRE EL USO DE WAVELETS

En esta seccion se discuten algunas cuestiones précticas sobre € uso de las wavelets
para € andiss multiresolucion de series de tiempo, como por gemplo las caracteristicas que

deberia presentar lawavelet elegida o la muestra a utilizar.

Existen muchas familias de wavelets, cada una con diferentes propiedades. En €
manua del Matlab se pueden encontrar hasta 15 familias, entre las que destacan: Haar (haar),
Daubechies (dbN), Symlets (symN), Coiflets (coifN), Biortogona (bioNr.Nd), Meyer
(meyr), Mexicana (mexh), Morlet (morl), entre otras.



3.1 Propiedades deseables en una familia de wavel ets

La tabla 1 muestra algunas propiedades de las principales familias de wavelets. En las

aplicaciones, |as propiedades que se buscan en una familia de wavelet son las siguientes:

(1) Ortonormalidad. S los elementos de la familia de wavelets conforman una base
ortogonad y ademés poseen una norma unitaria (es decir, conforman una base
ortonormal), entonces se asegura que los coeficientes empiricos sean

independientes'.

(2) Soporte Compacto. Es importante que € soporte de la funcion wavelet sea compacto
pues muchas veces los datos muestrales (finitos) son transformados de tal forma que

toman valores en e intervalo [0,1]%.

(3) Simetria. Si la wavelet madre es simétrica, ser4 posible asociar directamente cada

punto del tiempo de los detalles con la serie original.

19

Odgen, pagina 25 y capitulo 7.
%% Odgen (1997), pagina 25.



Tabla 1: Algunas propiedades de las familias de wavel ets mas importantes.

PROPIEDAD

mor|

meyr

haar

dbN

symN

coifN

bior Nr.Nd

Infinitamente regular

X

Regularidad arbitraria

Ortogonal y de soporte compacto

Biortogonal y de soporte compacto

Simétrica

Asimétrica

Casi simétrica

NUmero arbitrario de momentos
gue se desvanecen

x

Momentos que se desvanecen
para f

Existenciade f

Andlisis ortogonal

Andlisis Biortogona

Reconstruccion exacta

X PX X IX

Filtros FIR

Transformada continua

x

Transformada discreta

Algoritmo répido

XX PXIX[IXPX XX

XX PXIX[IXPX XX

XPX PXIX[IXPX XX

XIX IXIX|IXPXIXIX] X

XAIX X XXX

Expresion explicita

X

X

x

Fuente: Elaboracion propia, basada en Misiti y Otros (2002), p. 6-80 y 6-81.

(4) Momentos que se anulan. Sediceque y (t) tiene P momentos que anulan Si:

(tPy(d=0 P=0,1,.

P-1

Lo deseable serd que la wavelet posea un nimero alto de momentos que se anulan.

Esto se explica porque a mayor nimero de momentos que se anulan, la longitud de

los filtros wavelets es mayor. La longitud de los filtros wavelet determinan las

siguientes caracteristicas:

(@) Mientras mayor sea la longitud de los filtros wavelet, mgor sera su gproximacion a

un filtro de paso ided, definido como un filtro que aida las caracteristicas

frecuenciales para interval os especificos de frecuencia

21

Una buena presentacion de la transformada de wavelet como un filtro y de los conceptos
importantes para estudiar filtros lineales y no lineales puede encontrarse en Gencay, et. Al.

(2002).
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(b) Mientras mayor sea la longitud de los filtros, estos generaran vectores de coeficientes
wavelets estacionarios para procesos estocdsticos con dto grado de no
estacionari edad.

(c) Mientras mayor sea la longitud del filtro wavelet, ésta tendra un comportamiento mas
suavizado. Sin embargo, es importante notar que s la wavelet elegida tiene una
forma suave en genera, la menor o mayor longitud no generara diferencias

sgnificativas.

(5 Existencia de una wavelet padre. Es importante que la wavelet madre posea una
wavelet padre asociada para que sea factible & andisis multiresolucion. De esta
forma, € andisis de una sefid a través de wavelets permitira obtener informacion

sobre frecuencias altas (wavelet madre) y bajas (wavelet padre)®.

(6) Analisis Ortogonal. La familia de wavelets debe ser tal que sea factible redizar un
andisis multiresolucion en términos de componentes ortogonales, asi, la suma smple

de dlos permita recongtruir la sefial origina de manera adecuada.

3.2 Algunos problemas préacticos.

Las funciones wavelets se usan para representar la informacién contenida una sefial,
y para elo debe replicar sus caracteristicas subyacentes. Asi, por gemplo, s los datos
tuvieran la apariencia de ser una suma de funciones escalera, entonces seria adecuado usar la
wavelet de Haar; mientras que s los datos son suaves, entonces se deberia usar una wavelet

con una longitud mayor.

Una pregunta importante es, ¢cuantos datos necesitamos para realizar una

filtracion utilizando wavelets? El supuesto sobre d cud se redliza € andisis multiresolucion

es que e tamafio de muestra N tiene que ser una potencia de dos, es decir N =2’ . Sin
embargo, no necesariamente tiene que ser igua ad nimero de detdles, sino que puede ser
menor. Sin embargo, existe la posbilidad de aplicar la Transformacion de wavelet Discreta

Estacionaria, que es aplicable a cualquier tamafio de muestra (Gengay et ., 2002).

22 Gencay, et. al. (2002); pagina 114.
®  Gencay, et. al., paginas 106-117 es una buena presentacion de estas ideas en términos de filtros
discretos.
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Figura 19: Andlisis Multiresolucion del logaritmo del PBI real.
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Un problema préctico asociado a andisis multiresolucion es que éste se basa en €
andisis de escaas definidas para periodos de tiempo que son potencia de 2 (andisis diadico).
Sin embargo, las estructuras econdmicas no necesariamente se reflgan en periodos de tiempo
cuya duracion sea potencia de 2 (2, 4, 8, 16, 32,64, 128 periodos etc.). Pollock (2003)

propone una solucion a este problema que actualmente sigue investigando.

3.3 Aplicacion de AMR a una serie de tiempo no estacionaria.

La Figura 19 muedtra la aplicacion del andiss multiresolucion a logaritmo de la
serie mensua del PBI red desestacionalizado (LPBISA), € cua se ha aproximado através
de un componente suave (A5 LPBISA) y cinco detdles (D1 LPBISA, . .., D5 LPBISA).

Para esto se utilizd la wavelet madre Symlet(12) con =5

y su correspondiente wavelet
padre. Los detdles de la serie origina presentan movimientos de diferente duracion
tempord; asi, € detalle 1 (D1 LPBISA) asociado a la escaa 1 presenta movimientos corta
duracion temporal (de 2 a 4 meses), mientras que € detalle cinco (D5 LPBISA) asociado a

la escala cinco presenta movimientos de larga duracion (de 32 a 64 meses).

4. APLICACION: LA RELACION DINERO-PRODUCTO Y CAUSALIDAD EN
EL SENTIDO DE GRANGER

En esta seccion se presenta una aplicacion de la teoria de wavelets a andlisis de la
relacion de causalidad en @ sentido de Granger entre € dinero 'y € producto, propuesta por
primera vez por Ramsey y Lampart (1998), y posteriormente replicada por Chew (2001) y
Gencay et a. (2002).

Uno de los conceptos mas utilizados para € andisis de causalidad empirica entre
variables econémicas es € de causalidad en el sentido de Granger (Granger 1969), € cual
se basa en € supuesto de que la variable “causa’ se mueve antes que la variable “respuesta’,
lo que implica una secuencididad causa-efecto. Especificamente, dadas dos variables X e Y,
s X causaen € sentido de Granger a Y solamente se puede afirmar que los movimientos de X
permitirdn predecir estadisticamente los movimientos de Y, més no se puede decir
necesariamente que X cause a Y en d sentido de que X reamente influya en €
comportamiento de Y. Sin embargo, Engle et a. (1983), muestran la importancia del

concepto de causalidad en € sentido de Granger para determinar S una serie de tiempo es
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fuertemente exdgena, en € sentido que esta pueda ser utilizada para predecir €

comportamiento futuro de otra.

Uno de los resultados que se desprende de la teoria de wavelets y que Ramsey y
Lampart (19984,1998b) utilizan como insrumento complementario de la econometria
convencional de series de tiempo es € denominado andlisis multiresolucion (AMR) de
series econdmicas a través del uso de funciones wavelets. Asi, de manera dternativa a que
se denominara “enfoque tradicional”, € andisis de la relacion de causdidad en @ sentido de
Granger puede llevarse a cabo considerando la informacidon contenida en cada uno de los

detdles ddl andisis multiresolucion de la series.

41. El enfoque tradiciona

Tradiciondmente, la relacion de causalidad entre dinero y producto ha sido estudiada
empiricamente desde tres perspectivas. (1) € grado de prediccion entre variables nominaes 'y
readles a través dd andisis de una sola ecuacion, (2) la existencia de relaciones estructurales
significativas entre dlas, a través dal andliss de modelos VAR reducidos y estructuraes, y
(3) la exigtencia de una relacion de largo plazo, a través del andlisis de un vector de
cointegracion y € modelo de correccion de errores asociado. En e caso (1), la relacion se
andliza en un contexto de corto plazo, mientras que en los casos (2) y (3) se andiza

considerando € cortoy € largo plazo.

Empiricamente @ largo plazo se asocia a comportamiento tendencial de una serie,
mientras que € corto plazo se asocia d comportamiento ciclico de la misma, medido como la
diferencia entre la serie observada y la tendencia (que se denomina brecha de una serie). En
términos de cointegracion (Engle y Granger, 1987), la relacion de largo plazo entre las series
estaria determinada por € comportamiento de las tendencias estocasticas de las series (que se
reflgaria en e denominado vector de cointegracion), mientras que € comportamiento de
corto plazo estaria determinado por las primeras diferencias de las series y las posibles

desviaciones de sus trayectorias respecto de la relacion de largo plazo.
Estas formas de andizar empiricamente la relacion de causdlidad entre variables

econdmicas presentan algunos problemas potenciales. En primer lugar, las dternativas (1) y

(2) asumen que las series son estacionarias, |0 cual no es una caracteristica de las series de
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tiempo macroeconémicas, por lo que se utiliza una transformacion estacionaria de las series
originades. la primera diferencia o la brecha. Para € caso de la dternativa (3), parte del
andlisis de causdlidad entre series no estacionarias se basa en las primeras diferencias de las
mismas. Asi, un problema consiste en que las series son no estacionarias, y que al utilizar
transformaciones estacionarias de las mismas podria eliminarse informacion importante para

determinar la relacion de causalidad empirica entre las series.

En paticular, a andizar las brechas de las series (desviaciones de la tendencia o de
la trayectoria de largo plazo) o las primeras diferencias de las series, la ausencia de relacion
de causdidad entre las brechas o las primeras diferencias podria explicarse por la existencia
de causdidad entre los diferentes componentes de las series y no entre ellas, con lo cua se
tendria la posibilidad de diferentes relaciones de causdidad (una para cada componente de

las brechas).

42 Enfogue Alternativo: Wavedets y Andisis Multiresolucion

Como se desprende de la literatura sobre @ andlisis tradicional de la relacion de
causalidad empirica entre & dinero y € nived de actividad, no es posble establecer
claramente la direccion de la causdidad, d menos en @ corto plazo®. Una posble
explicaciéon de la ausencia de un consenso en los resultados tedricos y empiricos consiste en
que @ andiss basado en € corto y largo plazo (empiricamente asociados a horizontes
temporales de corta y larga duracion, respectivamente), no estaria rescatando la posible
relacion de causdidad entre dinero y nivel de actividad. Como lo afirman Ramsey y Lampart
(1998b), desde los inicios de la teoria econdmica como disciplina independiente, muchos
economistas han afirmado que e proceso de decison econdmica involucra diferentes
periodos de tiempo, por lo cuad la relacion de causalidad entre variables econdmicas podria

cambiar a analizar diferentes horizontes temporales.

Marshall, Edgeworth, Schumpeter, Hicks, and others of the period realized that there
wer e mor e time periods involved in economic decision making, but pedagogical advantages
of just two periods dominated the relevance of many periods. In any event, it was recognized
early in the profession that the time period of analysis, or as we would now term the matter,

the timescale of analysis, is very important for determining those aspects of decision making

# B. Hayo (1998) presenta una buena revision de la literatura hasta esa fecha.
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that are relatively more important and those that are less important. (Ramsey y Lampart
1998: 49)

Como se ha mostrado, las funciones wavelets permiten descomponer las series
econdémicas en diferentes detalles asociados a diferentes escalas tempor ales, capturando en
cada uno de ellos movimientos ciclicos asociados a diferentes frecuencias, lo cuad se
denomina andlisis multiresolucion. De esta forma, € estudio empirico de las relaciones
econdmicas puede redizarse andlizando por separado los diferentes componentes o detales

de las series que usua mente estan agrupados en una brecha o en las primeras diferencias.

Ramsey y Lampart (1998a y 1998b) aplicaron esta metodologia a andiss de
relaciones entre variables econdmicas, encontrando resultados que la econometria de series
de tiempo estandar no permitia acanzar. Por un lado, muestran que es posible andizar
diferentes niveles de relacion entre consumo e ingreso, en términos de diferentes escaas
temporaes, y que € efecto del ingreso sobre e consumo cambia en cada escala temporal
(Ramsey y Lampart 1998a). Por otro lado, andizan la causdlidad en e sentido de Granger
entre dinero e ingreso entre los diferentes detalles de las series (asociados a diferentes escalas
temporales), y encuentran que la relacion de causalidad empirica cambia con la escala
temporal analizada (Ramsey y Lampart 1998b). Chew (2001), redliza e mismo andisis de
Ramsey y Lampart (1998a), utilizando informacion de dinero e ingreso de paises de la Unidn

Europea, llegando a resultados similares.

De esta manera, @ uso de wavelets y del andlisis multiresolucion asociado parece
proporcionar una aternativa para andizar empiricamente las relaciones de causdidad en €
sentido de Granger entre variables econdmicas, pues como o han mostrado Ramsey y
Lampart (1998a y 1998b), es posble encontrar evidencia a favor de que la relacién entre
variables econdémicas sea Unica y que involucre diferentes horizontes temporades. En
términos de la relacion entre dinero y nivel de actividad, esta posbilidad de diferentes
relaciones de causdidad en e sentido de Granger proporcionaria informacion relevante sobre
aspectos de politica monetaria; en particular, como lo muestran Ramsey y Lampart (1998b) y
Chew (2001), es mas probable que movimientos en la cantidad de dinero de muy corta
duracion (de 2 a 4 meses, por gemplo), sean respuesta a movimientos similares del nivel de

actividad, mientras que movimientos en la cantidad de dinero de mayor duracién (de 4 a 8



meses, por gemplo), estén orientados a afectar de alguna manera e comportamiento del
nivel de actividad.

La principa caracteristica dd AMR es que permite descomponer una serie de tiempo
(estacionaria 0 no estacionaria), en un componente tendencial suave (que depende de una
wavelet padre) y diferentes componentes estacionarios o detales (que depende de una
wavelet madre) de diferente duracion temporal o escalas temporales, asociados a diferentes
frecuencias. Una caracteristica adiciond es que la suma smple de los detdles y de
componente suavizado permite reconstruir la serie origind. De esta forma, la teoria de
wavelets proporciona un método de filtracion de series de tiempo, donde € componente
ciclico o estacionario asociado no es Unico, Sho que su nimero depende del grado de

suavizamiento del componente tendencial.

Dada esta caracterigtica, d andlisis empirico de la causalidad en € sentido de Granger
entre dos (0 més variables) puede redizarse entre los diferentes detalles de las series y no
solamente entre las series en niveles (en caso sean estacionarias) 0 entre las primeras
diferencias (0 la brecha de las mismas, o alguna transformacién que sea estacionaria). Asi, €
uso dd AMR de una sefid implica € uso de diferentes modelos de vectores autorregresivos o
VAR para cada detalle de las series. Especificamente, s se desea andizar la relacion de
causalidad entre dos variables X e Y, € andlisis de causdidad en € sentido de Granger entre

los detalles 1 de las seriesimplica d uso del siguiente sistema:

Yi(Dy) =a11(D1)Y:.1(Dy) +a15(Dy)Ye o(Dy) +... + a1, (Dy) Y., (Dy)
+011(D1) X(.1(Dy) +by5(Dy) X4 (Dy) +... + by (D) X p(Dy) + vy

X (Dy) =a,1(D1)Y.1(Dy) +@5,(D1)Y;.2(Dy) *+... +@,,(Dy)Y. (D))
+0,1(D1) Xi.1(Dy) +b2p(Dy) X1 (Dy) +... +b, o (Dy) X p(Dy) + vy,

donde, por gemplo, a;,(D;) es un pardmetro que representa e efecto del rezago p del
detdle 1 o D, de lavariable Y (denotada por Y, ,(D,)), sobre e vaor del detdle 10 D,
de Y ent (denotadapor Y, (D,)). Para€ detale 2:

Yi(D2) =a11(D3)Yi1(D3) +@15(D5)Y; 2 (Dy) +... + a4, (Dy)Y, (D)
+b11(D;) X;. 1(D;) +b1p(Dy) Xi.1(Dy) +... 015 (D) X p (D) + Wy
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Xi(Dy) =a1(D3)Y.1(Dy) +a5,(D,)Y,2(Dy) +...+a,,(D,)Y,. p(D,)

+0,1(D2) X(.1(D3) +b(D) Xy 1(Dy) +... +b,, (D) Xy (D3) + Vi

y, en general, para e detalej:

Yi(Dj) =a11(Dj)Y.1(Dj) +a1,(Dj)Y.2(Dj) +... +a;,(D,)Y,. , (D;)

+011(D)X1(Dj) +b15(D) X 1(Dj) +... + by o (D) Xy p (D)) + Vg

Xi(Dj) =a,1(D;j)Y.1(Dj) +a,(Dj)Y. 2(Dj,) ... +a,,(D))Y. , (D))

+05,(D)X.1(Dj) +bo (D) X 1(Dj) +... + by (D) X, (D) + vy

Este grupo de modelos VAR sobre los cudes se basa € andlisis de causalidad en €

sentido de Granger entre dos variables X e Y muestra las siguientes ventgjas del AMR de

series temporales respecto del andisis econométrico tradicional:

(@ EIl AMR permite aprovechar la informacién contenida en las diferentes escaas

()

temporaes de la sefid. De esta forma, para € caso de dos series X e Y, la causdidad
ya no se andiza solo para los niveles (0 las primeras diferencias), Sno para cada par
de detalles o0 escalas. Dado esto, € AMR haria posible verificar la hipotesis de que las
relaciones entre variables econdmicas ¥.en téminos de prediccion¥s pueden
cambiar de sentido si se analizan diferentes escalas temporales. Como lo sugieren
Ramsey y Lampart (1998b), la idea central es que las decisiones econémicas muchas

veces involucran horizontes temporales con diferente duracion.

El AMR puede aplicarse a cualquier tipo de serie tempord, sea 0 no estacionaria,
presente 0 no quiebres. Dado que los detalles que se obtienen de cada serie son
estacionarios, es posible aplicar directamente e contraste de causalidad en € sentido
de Granger entre series no estacionarias, andizando los detales de las mismas. En
general, las wavelet se caracterizan por capturar |0s componentes no estacionarios y

estacionales contenidos en las series.

Dadas estas ventgas del andliss multiresolucion a través del uso de wavelets, es

posible evduar la hipétesis de que la relacion de causalidad entre dinero (medido a través de

algun agregado monetario relevante) e ingreso (medido a través de algun indicador del nivel

de actividad econdmica) puede cambiar S se consideran diferentes horizontes temporales. en
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periodos cortos (escalas pequefias), los movimientos en d nivel de actividad podrian
preceder a los de la cantidad de dinero, mientras que en periodos de mediana duracion
(escalas mayores), los movimientos del dinero podrian preceder a los movimientos dd nivel
de actividad, mientras que en periodos mayor duraciéon (escalas grandes), podria observarse
una doble relacion. De esta manera, € uso de wavelets para redlizar un andisis
multiresolucion  series de tiempo se congituye en un complemento potencid de la

econometria de series de tiempo.

43. Datos

Para andizar la relacién empirica entre @ dinero y @ producto tomando como criterio
bésico la posible existencia de causdidad en € sentido de Granger, se utilizé la informacion
disponible en la base de datos mensual dedd BCRP, para € periodo mayo 1992 - diciembre
2002. De esta forma que se utilizd una muestra cuyo tamafio es potencia de 2 (en este caso n
=128=2") para redizar la descomposicion de las series a través del uso de funciones
wavelets™. Sin embargo, € andlisis se redliz6 utilizando la descomposicion de las series para
el periodo enero 1993 - diciembre 2001, caracterizado por un esguema de politica monetaria

con anclanominal, donde € ancla o metaintermedia erala emision pri maiaZ®.

Para aproximar empiricamente la variable dinero, se €ligieron cinco agregados
monetarios nominales. emison primaria promedio del mes, circulante en moneda naciond,
dinero en moneda naciond, liquidez en moneda naciond y liquidez en moneda extranjera
(expresada en soles). El agregado monetario dinero estd compuesto por € circulante y los
depdsitos a la vigta; la liquidez en moneda naciona por @ dinero en moneda naciond més los
depositos de ahorro, plazo y otros vaores denominados en moneda naciond; la liquidez en
moneda extranjera por los depdsitos a la vista, ahorro, plazo y otros vaores denominados en
moneda extranjera. El producto fue aproximado a través del Producto Bruto Interno rea a
soles de 1994. Finalmente, para aproximar la variable rivel de precios, se utilizé € indice de

precios a consumidor (IPC).

> Dado que lafiltracion de las series a través de wavelets ha considerado 20 periodos adicionalesa

los analizados (12 previos y ocho posteriores), esto ayuda a eliminar posibles problemas en los
extremos de cada una de las series filtradas.

A partir de enero de 2002 la politica monetaria sigue un esquema de inflacion objetivo (inflation
targeting), donde la meta intermedia es un nivel de inflacion.

26
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Las series fueron desestacionaizadas® y se utilizaron en logaritmos. Por un lado, e
andlisis de las series a través del enfoque tradicional se basd en los logaritmos de las series en
niveles y en primeras diferencias, ademas de sus brechas. Por otro lado, para € enfoque de

wavelets se filtraron los logaritmos de las series utilizando la funcion wavelet Symmlet.

Para redlizar € contraste de causalidad en e sentido de Granger siguiendo € enfoque
tradicional, se utilizd  estadistico ¢® sobre los coeficientes respectivos de un VAR cuyas

variables son € PBI (nominal o red) y los diferentes agregados monetarios. Para la eleccién
del nimero de rezagos optimos del modelo VAR, solo se consderaron aquellos modelos
VAR edtables y que no presentaban algin patrén de autocorrelacion significativo en los
resduos. De esta forma, se buscé que € patrén de autocorrelacion capture toda la dinamica
que podria existir en ¢ sstema ademés del dinero y nivel de actividad. La eleccién find de
modelo se redlizO a través de los contrastes tradicionales de determinacion del nimero de
rezagos Optimo: Akaike, Schwarz, Error de Prediccion Find, Hannan - Quinn y Ratio de

Verosmilitud.

44, Enfoque Tradicional: Evidencia Empirica

El primer paso fue andlizar la hipétesis de existencia de raiz unitaria en las series. Las
pruebas ADF y Phillip Perron mostraron que no es posible rechazar la hipotesis de raiz
unitaria. Dado esto, se procedio a aplicar las pruebas de Zivot y Andrews (1992) y Perron
(1997), para evauar la poshilidad de que las series sean estacionarias con quiebre; los
resultados mostraron evidencia a favor de la hip6tesis de raiz unitaria De esta manera, se
concluyé que los logaritmos de las series en niveles son no estacionarios e integrados de
orden 1. Dado este resultado, € enfoque tradicional consiste en andlizar la causalidad en €
sentido de Granger usando las primeras diferencias de las series, las brechas de las mismas o,
en caso exista un vector de cointegracion, usando un Modelo de Correccion de Errores
(MCE).

2" |as wavelets pueden capturar los componentes estacionales de las series. Sin embargo, se opt6

por trabajar con las series desestacionalizadas para poder comparar los resultados del andlisis
utilizando la econometria tradicional con el enfoque aternativo usando wavelets.
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Para evaluar la existencia de vectores de cointegracion de las series, se utilizaron las
metodologias de Engle y Granger (1987) y la de Johansen (1991,1995)%. Ambas
metodologias muestran evidencia a favor de vectores de cointegracion a 1 y 5 por ciento de
significancia, entre los diferentes agregados monetarios y € producto rea. Debido a esto, se
procedié a redizar d andisis de causalidad en @ sentido de Granger bgo @ supuesto de la
exigencia de un vector de cointegracion y un modelo de correccion de errores

correspondiente.

Para la muestra andlizada, la existencia de una relacion de cointegracion entre e
producto y los diferentes agregados monetarios en moneda nacional solamente se presenta
bajo los siguientes supuestos. (a) no existe tendencia deterministica en los datos, (b) € vector
de cointegracion no presenta intercepto ni tendencia, y (c) € modelo de correccion de errores
no pesenta intercepto. La existencia de una relacién de cointegracion entre € producto y la
liquidez en moneda extranjera se presenta bajo los mismos supuestos, excepto € (b), pues en
este caso fue necesario asumir que e vector de cointegracion presenta intercepto pero no

tendencia.

La Tabla 2 muestra los resultados del andlisis de causalidad en d sentido de Granger
en un contexto de cointegracion, en donde € producto causa en € sentido de Granger a todos
los agregados monetarios considerando las primeras diferencias, excepto para la emisén y la
liquidez en moneda extranjera. Por un lado, la emision y € producto se causan mutuamente
en niveles, por 1o que muestran evidencia de ser ambas endogenas. Por otro lado, se tiene que
el PBl es débilmente exdgeno a considerar € agregado monetario dinero. En € caso de
circulante y liquidez en moneda naciond, existe evidencia de que & PBIl es fuertemente
exogeno. Findmente, solo & agregado monetario liquidez en moneda extranjera es

débilmente exdgeno.

?  En el caso del andlisis de relaciones bivariadas entre cada agregado monetario con el producto,

los resultados proporcionados por la metodologia de Engle y Granger fueron similares alos dela
metodol ogia de Johansen, por lo cual la presentacion de los resultados se basd en los estadisticos
obtenidos por esta Ultima metodologia.
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Tabla 2

COINTEGRACION Y CAUSALIDAD A LA GRANGER:
1993:01 - 2001:12

Hipotesis VEC Niveles
Nula
PBIR no causa BASE 0.4618 Si
BASE no causa PBIR 0.0592 SI
Rezagos 12 L2
PBIR no causa CIR 0.0164 Si
CIR no causa PBIR 0.0651 NO
Rezagos 14 14
PBIR no causa DIN 0.0060 Si
DIN no causa PBIR 0.0472 NO
[Rezagos 14 14
PBIR no causa LIQMN 0.0000 Si
LIQMN no causa PBIR 0.0645 NO
Rezagos 24 24
PBIR no causa LIQME 0.5739 NO
LIQME no causa PBIR 0.1010 Si
Rezagos 21 21

1/ En todos los casos, existe un vector de cointegracién al 1% y 5%
de significancia, excepto para el modelo con circulante (solo al 5%).

Fuente: Elaboracién propia.

Edtos resultados deben ser considerados con cautela, pues los supuestos bago los
cuaes se han obtenido no son consistentes con la naturaleza de los datos. En particular, €
supuesto de ausencia de tendencias deterministicas en los datos no es adecuado,
especidmente para los agregados monetarios. Asimismo, solamente cuando las series tienen
media cero los supuestos (a), (b) y (c) son relevantes. Debido a esto, se procedio a la
blsgueda de vectores de cointegracion con supuestos consistentes con la naturaleza de los
datos (en particular la presencia de tendencias deterministicas); s embargo, en todos los
casos no fue posible encontrar vectores de cointegracion. Esto tampoco fue posible

considerando la relacion entre cada agregado monetario, €l PBI real y € deflactor del PBI.

Considerando los resultados arriba mencionados, se procedié a redizar € contraste
de causdidad en € sentido de Granger utilizando las primeras diferencias de los logaritmos
de las series y las brechas de las mismas. Los resultados del andlisis de los agregados

monetariosy € PBI real se muestran en laTabla 3.
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Tabla 3

SERIES ESTACIONARIAS Y CAUSALIDAD A LA GRANGER:
1993:01 - 2001:12

Hipotesis Primeras Brechas
Nula Diferencias HP
PBIR no causa BASE 0.0082 0.0812
BASE no causa PBIR 0.3290 0.4044
Rezagos 4 6"
PBIR no causa CIR 0.0181 0.0899
CIR no causa PBIR 0.1046 0.0001
Rezagos 14" 22
PBIR no causa DIN 0.0092 0.1350
DIN no causa PBIR 0.0339 0.0017
Rezagos 20 21
PBIR no causa LIQMN 0.3630 0.0467
LIQMN no causa PBIR 0.0221 0.0945
Rezagos L 21
PBIR no causa LIQME 0.4795 0.4172
LIQME no causa PBIR 0.0029 0.0145
Rezagos 24 26

1/ Autocorrelacion de primer orden.

Fuente: Elaboracién propia.

Para e caso de las primeras diferencias de los logaritmos de las series (tasas de
crecimiento), se concluye que € producto causa en € sentido de Granger a dinero cuando
éste se mide como base, circulante, o circulante més depositos vista (dinero); la causalidad se
revierte cuando se consideran los agregados monetarios mas amplios, tanto en moneda
nacional como en moneda extranjera. Para €l caso de las brechas, € dinero causa en €
sentido de Granger d producto cuando se utiliza € circulante, circulante més depdsitos vista
(dinero) y liquidez en moneda extranjera; @ Unico caso donde € producto causa en € sentido
de Granger a dinero es cuando se mide como liquidez en moneda extranjera; cuando se
considera la base, no se puede concluir nada acerca de la existencia de causaidad en e

sentido de Granger.

En resumen, los resultados no muestran claramente la existencia de una relacion de

causadidad en d sentido de Granger entre e producto y los diferentes agregados monetarios,



tanto en moneda nacional como extranjera. Estos resultados son similares a los que se
obtienen incluyendo e deflactor del PBI real®.

45, Enfoque Alternativo: Evidencia Empirica

Como dternativa a enfoque tradiciona, se rediz6 € andiss de causdidad en €
sentido de Granger entre producto y los diferentes agregados monetarios, a través dd andlisis
multiresolucion de las series utilizando wavelets. Especificamente, las series fueron filtradas
usando la funcién wavelet madre denominada Symmlet de orden 12 (Syml12) 3.y la wavelet
padre asociada¥s caracterizada por ser ortonormal, de soporte compacto y cas smétrica. Se
eligio una longitud de 12 para d filtro wavelet Symmlet, para que de esta forma la wavelet

presente buenas propiedades en términos de regul aridad™.

El andiss multiresolucion se redizd consderando 6 detalles para cada serie
D,,D,,D;D,,Dg, Dy y un componente suavizado Sg;. El detalle D, contiene informacion
de movimientos de la serie (usualmente de alta frecuencia) que ocurren entre 2 = 2y 2 =4

meses, & detale D, movimientos de la serie entre 2 = 4 'y 2 = 8 meses, e detdle D,
movimientos de la serie entre 2= 8y 7 = 16 meses, . . ., d detdle D, movimientos de la

serieentre =64y 2’ = 128 meses.

Considerando los resultados del enfoque tradicional, donde no se encontré evidencia
a favor de la exigencia de una relacion de largo plazo entre € producto rea y € dinero
nomind, la relacién de causdlidad en & sentido de Granger se andiz6 considerando una
relacion de corto plazo entre dinero y PBI real. Por elo, € andliss de causdidad en €
sentido de Granger se realizo a través de un modelo de vectores autorregresivos o VAR sin

restricciones.

La Tabla 4 presenta los resultados de la prueba de causdidad en € sentido de

Granger entre diferentes agregados monetarios nominales y e PBI rea (relacion de corto

?  Sin embargo, es posible que exista una relacion de largo plazo entre algunos componentes no

estacionarios de la series, |0 cua se denomina cointegracion oculta (Granger y Y oon, 2002). En
un trabajo proximo a ser culminado, € autor vincula € uso de wavelets y € concepto de
cointegracion oculta y encuentra la existencia de cointegracion entre algunos componentes del
andlisis multiresolucién de las series.
Ver en la seccién 2 la discusion sobre las propiedades deseables de una wavelet para su
aplicacion a analisis multiresolucion.
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plazo), utilizando cada uno de los detadles de las series obtenidos a partir ded AMR de las

mismas.
Tabla4
CAUSALIDAD A LA GRANGER USANDO WAVELETS: 1993:01 - 2001:12
(Series mensuales con ajuste estacional)
Hipétesis D1 D2 D3 D4 D5 D6
Nula (2ad4m) 1 (4a8m) | (8al16m)i(16a32mIl(32a64mIl64a128m.

PBIR no causa BASE 0.0157 0.0138 0.2558 0.0005 0.3396
BASE no causa PBIR 0.7242 0.0119 0.3445 0.0000 0.0018 INESTABLE
Rezagos 16 23 9 18 19
Autocorrelacion NO NO Sl NO NO
PBIR no causa CIR 0.0000 0.0000 0.0020 0.0017 0.0000
CIR no causa PBIR 0.2075 0.2754 0.0079 0.0000 0.0000 INESTABLE
Rezagos 13 22 23 18 27
Autocorrelaciéon NO NO Sl NO NO
PBIR no causa DIN 0.0472 0.3146 0.0032 0.0000 0.0000 0.1856
DIN no causa PBIR 0.9915 0.0004 0.2547 0.0000 0.0000 0.0000
Rezagos 23 18 13 23 23 9
Autocorrelacion NO NO Sl NO NO Sl
PBIR no causa LIOMN 0.0007 0.0289 0.2545 0.1518 0.3431 0.0000
LIQMN no causa PBIR 0.6918 0.2427 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
Rezagos 29 20 13 20 13 20
Autocorrelacion NO NO Sl NO Sl NO
PBIR no causa LIQME 0.0206 0.5486 0.0258 0.0001 0.1929 0.0001
LIQME no causa PBIR 0.9991 0.2839 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000
Rezagos 10 14 5 26 6 20
Autocorrelacion S| Sl Sl NO Sl NO

Fuente: Elaboracion propia.

Se puede observar que la relacion de causalidad entre las variables dinero (medido a
través de los diferentes agregados monetarios) y € producto (medido a través del PBI real)
no es unica y que cambia con la escala temporal analizada; sin embargo, € cambio en la
relacion de causdidad difiere entre agregados monetarios. Estos resultados se pueden

resumir de la siguiente manera:

(1) Para todos los agregados monetarios, se tiene que € producto causa en € sentido de
Granger d dinero cuando se andiza € detdle 1, que contiene movimientos de 2 a 4

meses de las series (escala l).

(2 Al andizar los diguientes detalles (escalas mayores), la causdidad cambia,
observandose causalidad unidireccional de dinero a producto y viceversa, doble

causalidad y ausencia de causalidad.
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(3) El caso mas interesante es del agregado monetario dinero, definido como la suma de
circulante mas depésitos a la vista En este caso, se tiene que a considerar
movimientos de 2 a 4 meses (escala 1), € producto causa en € sentido de Granger d
dinero; para movimientos de 4 a 8 meses (escaa 2), la causdidad se revierte y €
dinero causa en € sentido de Granger a producto; para movimientos de 8 a 16 meses
(escala 3), nuevamente e producto causa en e sentido de Granger a dinero™;
finAlmente, al considerar movimientos de mayor duracion (escalas 4 y 5), se tiene que

existe doble causalidad entre producto y dinero™.

De esta manera, a diferencia del enfoque tradiciona, @ enfoque dternativo a través
del uso de wavees y d andiss multiresolucion permiten establecer la existencia de
causaidad en e sentido de Granger en diferentes direcciones, dependiendo de las escalas de
tiempo consideradas y del agregado monetario®. Especificamente, € uso de wavelets
permite encontrar evidencia a favor del uso de los agregados monetarios como predictores

del comportamiento del producto red.

5. PRODUCTO DE TENDENCIA, BRECHA DEL PRODUCTO E INFLACION
SUBYACENTE: OTRASPOSIBLESAPLICACIONES.

Como se ha mostrado, una serie de tiempo macroecondmica puede ser filtrada
mediante € uso de funciones wavelets, dando origen a un andisis multiresolucién que
permite expresar una serie en componentes ortogonales asociados a diferentes escalas y
frecuencias. Dado esto, ¢qué tipo de informacién podria extraerse del  andisis
multiresolucion del PBI red? ¢y dd andliss multiresolucion de la inflacion tota? En esta
seccion, se plantea € uso potencial de las wavelets para la construccion de indicadores
dternativos de producto de tendencia, brecha del producto e inflacion subyacente a partir del

andlisis multiresolucion de las series PBI red e inflacion.

¥t Aunque en este caso, existe autocorrelacion generada por un proceso autorregresivo de orden 4,

donde solo los rezagos 2 y 4 son significativos.

Este resultado estd en la linea de la evidencia presentada por Ramsey y Lampart (1998b), Chew
(2001) y Gencay, et. a. (2002).

Esta diversidad de relaciones de causalidad en € sentido de Granger también se obtiene cuando
seincluye en d andisis € nivel de precios.

32

33

63



5.1 Producto de Tendenciay Brecha del Producto

La brecha del producto es un concepto econémico que hace referencia a componente
de demanda agregada del nivel de actividad econdmica. Especificamente, la brecha de

producto se define como:

PBI real - PBI potencial
PBI potencial

Brecha =

de donde se desprende que es un indicador de presion de demanda, a medir el exceso de
demanda respecto del nivel de produccion potenciad de la economia. Cuando € PBI potencia
se aproxima a través de una tendencia obtenida con filtros estadisticos, la brecha del producto

se define en términos de un PBI de tendencia:

_ PBI real - PBI tendencia
PBI tendencia

Brecha

La brecha dd producto es un elemento importante para la toma de decisiones de
politica econdmica, pues permite determinar s la economia estd en recesidon (brecha
negativa) o expanson (brecha positivd). En términos de una curva de Phillips, la brecha
proporciona informacion sobre la existencia de presiones inflacionarias (brecha positiva) o

deflacionarias (brecha negativa).

Galegos y Jonson (2001), utilizan funciones wavelets para estimar € PBl de
tendencia y la brecha de producto asociada; sn embargo, los autores no consideran
satisfactorio sus resultados debido a que la serie de producto de tendencia que obtienen se

parece mucho a producto observado.

Considerando este resultado, y dado que no ha sido posible encontrar en la literatura
el uso de wavelets en la construccion de un indicador de brecha del producto, en € presente
trabgo se plantea redizar un andiss multiresolucion de la serie del PBI red (incluso sin
guste estaciona) y determinar ¥ tomando en cuenta criterios econémicos y especificos a la
economia andizada¥s cudes de los detdles ciclicos deberian ser considerados como parte

de ciclo econdmico, cudes como movimientos transtorios y estacionales, y cudes como



parte de los movimientos tendenciales (los cuaes son representados principamente por €

componente suavizado del andisis multiresolucion) .

Para ilustrar estas ideas, se rediz6 un andisis multiresolucion de la serie trimestral
del PBI rea®, desde d segundo trimestre de 1990 hasta € cuarto trimestre del 2003. La
descomposicion de la serie se muestra en la Figura 20. Los criterios que se consideraron para

la construccion del producto e tendenciay la brecha fueron los siguientes:

(@) Burns y Mitchell (1946), plantearon que los ciclos econdmicos estan compuestos por
fluctuaciones con un periodo de 6 a 32 trimestres. Siguiendo este criterio, Baxter &
King (1999) sugieren la extraccion de fluctuaciones de 2 a 8 afios para obtener una
buena representacion de los ciclos econdmicos. Dado esto, € primer criterio consiste
en incluir en la brecha dd producto movimientos ciclicos entre 2 (8 trimestres) y 8

anos (32 trimestres).

¥ Aparentemente, Gallego y Jonson no hacen esto, y por elo e suavizamiento que obtienen (que

seria el PBI de tendencia), es muy parecido a PBI observado.

% Paraesto se uso lawavelet madre Symlet(12).
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Figura 20: Andlisis Multiresolucion del logaritmo del PBI real trimestral:
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— Detalle 4

Fuente: Elaboracién propia.

— Detalle 5

(b) El andlisis de una serie de PBI rea con guste estaciona puede estar sesgado s €
proceso de desestaciondizacion elimina parcid o totamente algin componente
ciclico importante. Dado esto, un segundo criterio consiste andizar a serie de PBI

rea sin gjuste estacional.



Asi, bajo los criterios establecidos se tiene que:
() La brecha deberia incorporar solamente € detale 3 (movimientos ciclicos de 8 a 16
trimestres) y € detalle 4 (movimientos ciclicos de 16 a 32 trimestres). De esta

manera, la brecha seria como se muestra en la Figura 21.

Figura 21:

| Brecha del PBI Real usando Wavelets |
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Es importante observar que esta brecha es consistente con la evolucion de la
economia peruana desde inicios de los afios 90's. En particular, la brecha dd producto
obtenida a través de wavelets reflgja las expansiones de la economia experimentadas a
mediados de 1991, 1994-1995, 1999-2000 y 2002

(b) Los componentes estacionales estarian capturados principamente por € detale 1
(movimientos ciclicos de 2 a 4 trimedtres), y en menor medida por € detale 2
(movimientos ciclicos de 4 a 8 trimestres). La Figura 22 muestra esta serie que

contiene los componentes estacionales mas importantes.
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Figura 22:

Componentes estacionales del PBI Real
obtenidos a través de Wavelets
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(c) El producto de tendencia estaria compuesto por € suavizamiento y € detdle 5, que
equivdle a suavizamiento de un andiss multiresolucion de la serie considerando

s0l0 4 detalles, como se muestra en laFigura 23.

Figura 23:

Productode Tendenciaobtenido con Wavelets
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La Figura 24 compara la brecha del producto obtenida a través del uso de wavelets y
la obtenida con @ conocido filtro Hodrick-Prescott (HP). Las brechas presentan en general el

mismo comportamiento; sin embargo, en algunos periodos la brecha obtenida con wavelets



indica que la economia et en expansion, mientras que la brecha obtenida con € filtro HP
indica que esta en recesion, y viceversa, especidmente durante 1996 y 1997. Esta figura
permite observar que la brecha obtenida a través de wavelets es suave a pesar que se ha
considerado a serie sin gjuste estacional, 1o cua no ocurre con la brecha obtenida a través del

filtro HP: la brecha es muy errética cuando se utiliza la serie sin gjuste estacional.

Sin embargo, para determinar la superioridad dd uso de wavelets en la construccién
de indicadores de PBI de tendencia y brecha de producto frente a otros filtros univariados -e
inclusve multivariados como & VAR esructurd o € filtro de Kaman multivariado- es

necesario un andisis més riguroso, estadisticay econdémicamente.

Figura 24: Comparacion de brechas del producto.

PBI Realcon ajuste estacional y Brechas del Producto: PBI Real sin ajuste estacional y Brechas del Producto:
Wavelets y Hodrick-Prescott Wavelets y Hodrick-Prescott
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Fuente: Elaboracién propia

5.2. Inflacion Tota v Subyacente

La inflacion total se define usualmente como la tasa de crecimiento un indice de
precios representativo de la economia que incluye los precios de los bienes més importantes
para los consumidores. Este indice se denomina indice de precios al consumidor (IPC). Una
caracteristica del IPC es que incluye precios con diferente variabilidad, por lo que en la
préctica € indice se descompone en dos. (a) IPC subyacente que incluye los precios con

menor variabilidad, y (b) IPC no subyacente, que incluye los precios con mucha variabilidad.
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De esa forma, ademéds de la inflacion total, se cuenta con dos medidas adicionales de

variacion de precios: inflacion subyacente o core inflation y lainflacion no subyacente.

Tedricamente, la inflacion presenta un componente persistente (poco volail) y uno
trangtorio (més voldil). Por un lado, el componente persistente de la inflacion es
incorporado usualmente en las expectativas de los agentes, por |0 que no necesariamente es
perjudicial para la actividad econdmica (Friedman, 1963). Por otro lado, € componente
trangtorio de la inflacion usuamente es no anticipado, y por lo tanto tendria mayores efectos
negativos. Bgo estas consideraciones, Quah y Vahey (1995) definen la inflacion subyacente
como € componente de la inflacion que no tiene efectos de mediano y largo plazo sobre €
producto real. En este sentido, bgjo la hiptess de expectativas raciondes, la inflacion
subyacente puede ser agproximada por la inflacion tota observada excluyendo de ela
movimientos transitorios que usualmente son inesperados y por tanto tienen impacto sobre €
nivel de actividad redl.

Bgo estas consideraciones, se tiene que la inflacion subyacente es un indicador de
politica importante, pues reflga las expectativas de los agentes. Asi, en términos de politica
monetaria Y2y especiamente bgjo un régimen de metas explicitas de inflacion o inflation
targeting¥s la variable relevante ante la cua deberia reaccionar un banco centra es la
inflacion subyacente, pues esta asociado principalmente a consideraciones de demanda y no

de oferta (como en e caso de lainflacion no subyacente).

En la practica la congtruccién de los indices depende de la decison de los
especidlistas para determinar los precios con mayor y menor volatlidad, 1o cua puede
cambiar cada cierto tiempo. Sin embargo, es posble determinar los componentes
subyacentes econométricamente considerando los efectos de corto y largo plazo de la

inflacion sobre € producto redl, por gemplo através de un VAR estructurd.

Gencay, et a. (2002), propone € uso de wavelets para la construccion de una serie de
inflacion subyacente. Especificamente, sefida como indicador de inflacion subyacente €
suavizamiento del andiss multiresolucion de la serie inflacion. En € presente trabgo, se
retoma y enriquece esta idea, y se propone una medida de inflacion subyacente atendiendo a

su definicion. Para ilustrar esta propuesta, se rediz6 un andlisis multiresolucion de la serie
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trimestral de la inflacion totd del indice de precios d consumidor®, desde el primer trimestre
de 1988 hasta € cuarto trimestre del 2003. La descomposicion de la serie para la muestra
1993-2003 se muestra en la Figura 25°".

Figura 25: Analisis Multiresolucién de la Inflacion Total trimestral:
1993-2003.
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Fuente: Elaboracion propia.

36

. Para esto se uso la wavelet madre Symlet(12).

Se ha reducido |la muestra para efecto de vizuaizacién de los gréficos.
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La construccion de la inflacién subyacente considerd toda la serie de inflacion menos
los detalles 1 y 2, que son los que contienen movimientos asociados a atas frecuencias. De
esta manera, se recoge la definicion de inflacion subyacente propuesta por Quah y Vahey
(1995), pues solamente se consideran novimientos de mayor escala y baja frecuencia de la

inflacion, es decir movimientos suaves asociados a factores de demanda, principal mente.

Los resultados muestran una serie de inflacion subyacente que captura caracteristicas
importantes asociadas a las pesiones de demanda convencionaes que se han observado en la
economia peruana. Por un lado, la Figura 26 compara la inflacion total y la medida de
inflacion subyacente propuesta, donde se observa una inflacion con un comportamiento

suave, pero que no necesariamente coincide con € de lainflacion total.

Figura 26: Analisis Multiresolucion de la Inflacion Total Trimestral:
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Por otro lado, la Figura 27 compara las series de inflacion subyacente y brecha del
producto, obtenidas utilizando wavelets, donde se puede observar que la inflacion subyacente
recoge las presiones de demanda positivas observadas en d afio 1994 (inflacion positiva) y

las presiones de demanda negativas del 2001 (inflacion negativa).

Figura 27: Brecha del Producto e Inflacion Subyacente.

Brechae Inflacion Subyacente usando wavelets: 1994-1999 | | Brechae Inflacion Subyacente usandowavelets: 20002003
.10 .03

.024
.051

N as
DN - Dt

-.054

-.014

-0t
1994 1995 1996 1997 1998 1999

'02 T T T T T T T T T T T T T T
00:1 00:3 01:1 01:3 02:1 02:3 031 03:3

|— Brecha — Inflacion Subyacente | — Brecha — Inflacién Subyacente

Fuente: Elaboracion Propia

Al igud que en e caso de la medida de brecha de producto propuesta, para
determinar la superioridad del uso de wavelets en la construccion de indicadores de inflacion
subyacente frente a otras dternativas es necesario un andlisis estadistico y econdmico mas
riguroso, ademéds de la consstencia con algunos hechos edtlizados que aqui se han

mencionado.

6. CONCLUSIONES

El objetivo del presente trabgo es introducir la teoria de wavelets y su uso potencia
en e andliss empirico de variables y relaciones macroecondmicas, iniciado por Ramsey y
Lampart (1998). Para tal efecto, se han presentado las consideraciones bésicas de la teoria de
wavelets y tres aplicaciones utilizando informacion para la economia peruana: (1) € andisis
de la relacion de causdlidad dinero-producto en términos de prediccién, y dos propuestas de
medidas aternativas para la medicion de (2) la brecha del producto (utput gap), y (3) la

inflacion subyacente (core inflation).
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Por un lado, los resultados del andlisis empirico analogo a aplicado por Ramsey y

Lampart (1998b), Chew (2001) y Gencay (2002), muestran que para el caso peruano:

@)

@

©)

Exise causdidad en € sentido de Granger entre € producto rea y los diferentes
agregados monetarios considerados, que ésta no es Unica y depende de la escaa

temporal analizada.

El caso més interesante es del agregado monetario dinero, definido como la suma de
circulante mas depositos a la vista. En este caso, se tiene que a considerar
movimientos de 2 a 4 meses (escala 1), € producto causa en € sentido de Granger a
dinero; para movimientos de 4 a 8 meses (escaa 2), la causdidad se revierte y d
dinero causa en € sentido de Granger a producto; para movimientos de 8 a 16 meses
(escala 3), nuevamente € producto causa en e sentido de Granger a dinero;
finAmente, d considerar movimientos de mayor duracion (escalas 4 y 5), se tiene

gue existe doble causalidad entre producto y dinero.

Congderando los resultados obtenidos a partir del uso de wavelets y de andisis
multiresolucion, se propone como parte de una agenda de investigacion futura €
estudio de la factibilidad de su uso para andizar la dindmica de la economia a través
de un modelo VAR estructural. Dadas las caracteristicas del andlisis multiresolucion,
esto podria resolver problemas asociados al impacto de choques monetarios sobre €
nivel de actividad § se andizaran los diferentes detadles de las series y no

simplemente las primeras diferencias.

En segundo lugar, las propuestas de construccién de indicadores dternativos de

producto de tendencia, brecha del producto e inflacion subyacente muestran la posibilidad de

aprovechar la informacion proporcionada por € uso de las waveets en d andliss

multiresolucion de series de tiempo no estacionarias y con componentes estacionales. En

particular, para e caso peruano la aplicacion de las wavelets ha permitido construir:

(1)

Un producto de tendencia y una brecha del producto que reflgjan caracteristicas
importantes observadas desde inicios de los afios noventa Sin embargo, para

determinar la superioridad del uso de wavelets en la construccion de indicadores de

PBI de tendencia y brecha de producto frente a otros filtros univariados ¥ e inclusive
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multivariados como @ VAR estructural o d filtro de Kdman multivariado¥s es

necesario un andisis més riguroso, estadisticay econdémicamente.

(2) Una serie de inflacion subyacente que captura caracteristicas importantes asociadas a
las presiones de demanda convencionades que se han observado en la economia
peruana, en particular, esta serie rescata las presiones de demanda positivas
observadas en € afio 1994 (inflacion positiva) y las presiones de demanda negativas
de 2001 (inflacion negativa). Sin embargo, a igua que en € caso de la brecha de
producto propuesta, la superioridad del uso de wavelets en la construccion de
indicadores de inflacion subyacente frente a otras aternativas dependerd de un
adecuado andlisis estadistico y econdmico, ademas de la consistencia con agunos

hechos etilizados que aqui se han mencionado.

Findmente, y consderando posbilidades de megorar & uso de las funciones
wavelets, seria importante estudiar la posbilidad de redizar un andisis multiresolucién que
no dependa de escalas que sean potencias de dos (andisis multiresolucion diadico) sno un
nimero arbitrario, permitiendo de esta manera una meor descripcion de los datos
econémicos. Pollock (2003) es & primer trabgo en esta linea de investigacion para

aplicaciones ala economia.
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ANEXOS
ANEXO 1: CONCEPTOS Y RESULTADOS MATEMATICOS IMPORTANTES
Preliminares Mateméticos

» NUmeros Imaginarios y Complejos

El ndmero imaginario i se define como aguel nimero que satisface la ecuacion

x? =-1; esdecir, i :«/j..Ademé\s,setienequei2 =-1ly (-i)*=-1

Un namero complgjo se define como la suma de un nimero red y un nimero

imaginario:

Zz=a+hi

donde a y b son nimeros reales. Esta representacion de un nimero complejo de denomina
representacion cartesiana o rectangular. Sin embargo, también existe la denominada

representacion polar de un nimero compleo, dada por la siguiente expresion:

z = R[cog(q) +isen(q)]

donde R es d modulo dd nimero complgoy ( es € angulo o fase de z. La relacion de

Euler establece que:
e9=cog(q) +isen(q) y e ' =cos(g)- isen(q)
y de maneramas generdl:
Re'? = R[cog(q) +isen(q)] y Re ' = R[cos(q) - isen(q)]
Asi, através de larelacion de Euler setiene que:
a+ib = R[cos(q) +isen(q)]

[a+ib]® = R® [cos(q) +isen(q)]
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= Funciones Periddicas
Una funcion f(t) es periddica s existe una constante T >0 ta que
f(t+T)=f(t), paratodo ty t+T en & dominio de f (t). A la constante T se le denomina
periodo de la funcion. Entre las propiedades més importantes de las funciones periddicas se

tiene

(@) La suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones de periodo T también es
periddica.
(b) S s conoce d comportamiento de la funcion en d intervado

T=[a-T/2,a+T/2], entonces es posble conocer € comportamiento de la

funcion en toda la recta, debido a su naturaleza periddica

» Funciones Cuadrado Integrables

Unafuncion f es cuadrado integrable en € intervalo [a,b] (pertenece al espacio de

las funciones cuadrado integrables en € intervalo [a,b] ) si:

b
Of 2(xdx< ¥
a

y se denota como f 1 L?[a,b]. En genera, una funcién f es cuadrado integrable en e
intervalo (- ¥,+¥) (pertenece a espacio de las funciones cuadrado integrables en el
intervalo (- ¥,+¥)) g:

+¥

Of (X dx < ¥
-¥

y sedenotacomo f1 L?[-¥,+¥]o f1 L?R].

= Aproximacion en e sentido L2

¥
Se dice que la expresion Ea0+é[ajcos(jx)+bjsen(jx)] es una buena
=

aproximacion de unafuncién f (x) en el sentido L? s se cumple que:



7 2
+pe

pe @ X . ey
OEf (X) - §§a° +al[ajcos(1x)+bjsen(jx)]é.g dx=0
-p j=

* Producto Interno y Norma en L?
El producto interno de dos funciones se define como:
<f,g>=f(x)g(x)dx

donde los limites de integracion estén definidos adecuadamente en la recta numérica. Dado
esto, la norma L? de una funcién se define como:

Ifli=y< £, f>=/of (x)dx

» Funciones Pares e Impares

Sedice que unafuncién f (x) esunafuncion par dex si:
fx)=1(-x
y es unafuncion impar de x S:
f(x)=-f(-x)

Una funcidn que no es par ni impar, puede ser escrita como la suma de una funcién

par y unafuncion impar.

= Egpacio de Funcionesy Bases
Un espacio es un conjunto cuyos elementos poseen ciertas propiedades de adicion. Es

un concepto muy genera, por lo cua usualmente se asocia a otras cosas. Un gemplo de
espacio es e denominado espacio vectoria, cuyas caracteristicas principales son dos.

(a) Adicion: lasuma de dos elementos del espacio pertenece a espacio.

(b) Multiplicacion escdar: la multiplicacion de cuaquier elemento del espacio por un
escalar da como resultado un elemento del espacio.
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El espacio de funciones es un espacio vectoria (topoldgico) cuyos eementos son
funciones; por lo tanto, es un conjunto de funciones que es completo y cerrado kgo adicion y

multiplicacion escalar.

El subespacio generado por los vectoresvy u esd conjunto:
span={av+bu,al RbT R}
En particular, se dice que un conjunto de funciones {f;, f,,..., f,} genera un

espacio vectoria V s cada funcion g de V puede expresarse como combinacion linea de

fi, f5,..., f,, esdecir:

g=a,f,+a,f,+...+a,f,

Una coleccion de funciones { f;, f,,..., f,} formaunabase parael espacio V si:

(@) Las funciones son lineamente independientes, esto significa que solamente cuando

todos los a; son nulos se cumple que:

O=a,f,+a,f,+...+a,f,

(b) Lasfunciones{f,, f,,..., f,} generan e espacio V.
De esta forma, s { f;, f,,..., f,} formauna base para & espacio de funciones, esto
significaque cuaquier funcién h del espacio puede ser escrita de manera inica como:

h=a,f +a,f,+...+a,f,

Unabase de funciones { f,, f,,..., .} se denomina base ortogonal s:

+¥
Ofi(¥ f;(x) dx=0 paratodo i diferentede | .
-¥
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S ademés de ser ortogona se tiene que cada f; tiene norma unitaria, es decir,

|| f; =1, sedice que labase es ortonormal (ortogona y norma unitaria).

» Teoremade lalntegra de Fourier
Este teorema establece la existencia de una relacion entre la transformada de Fourier
(TF£)(j) y la transformada inversa de Fourier de una sefid f (t), de manera smultanea

Especificamente, S se cumple que:

+¥
(@) Laintegrd (j f(t)|dt existe.
-¥

(b) Las posiblesdiscontinuidadesde f (t) son finitas.

entonces.
g U
f0° geof (e 2P idige 2itg
¥ By 9]

s f(t) escontinua pero s f (t) es dscontinua en un ndmero finito de puntos, se cumple

que:

+

1 . ) e
E[f(t y+ft)° oe
-y B

w«

5H¥ AU ) I
of (V) e"2p“dtge'2p”dj
¥ b

Il. Andliss Multiresolucion

Un Andisis Multiresolucion (AMR) consste en una sucesién de aproximaciones

sucesivas de espacios V, ,1 Z. De manera més precisa, un AMR del espacio de las funciones
reales cuadrado integrables, L*(A), esta formado por una sucesién de subespacios cerrados

(V;) ji 2 que satisfacen las siguientes propiedades:

@) ...T Vol VT Vol VT V,I ...



@ v, ={d

2

@ Uv, =L%(A)

iz

@ fTv,0 f2)TV,

G STl Vyb f0<n)iV,,"nl Z

6 $f1V, td que d conjunto {f Oyn,nT Z} congtituye una base ortonormal para

V,, donde:

fO,n :f(x' n)
m

fm,n(x)=2_7f(2'mx- n) "mnl ?
donde f se denomina usualmente “funcion escala’.

S se denota por P, € operador de proyeccion ortogonal en e espacio V,, entonces

la propiedad (3):

asegura que para toda lafuncién " f"T L*(A) se cumple que:

limP, f = f

j®¥

Existen muchas sucesiones de espacios que satisfacen las propiedades (1), (2) y (3),
peo que no esén asociadas ad andisis multiresolucion. La naturdeza dd  andlisis

multiresolucion esta determinada por la propiedad (4):

fTv,0 f2)1V,



Esto significa que todos los subespacios V; son versiones a “diferentes escalas’ del

subespacio central V,,. La propiedad (6) y la propiedad (4) implican que:

{f ol 2} "nl 2

es una base ortonormal para V; . La propiedad (5):

SfTv,p feenmiV,,"nl Z

implica % dada la propiedad (4)%4 que:

Sfiv,p f(x2'niv,, "nlz

Un gemplo conocido en la literatura es e Andisis Multiresolucion de Haar, asociado
a una wavelet madre y padre de Haar. Este AMR esta dado por conjunto de subespacios V

definidos por:

V, :{fT L*(A);" kT Z; f :constante}

2ik,27 (k+1)

los cudes satisfacen las propiedades (1)-(5). Ademas, una eleccién posible para f esla

funcion indicadora para e intervalo [0,1] :

SO0E£xEL

i1l
T =i
i otro caso

[I. Bases Wavelets Ortonormalesy Andisis Multiresolucion

En la literatura de Wavelets existe un teorema muy importante que establece una
correspondencia entre e Andlisis Resolucién. La demostracion puede revisarse en Daubechis
(1992, p. 129-135).



El enunciado del teorema es como sigue: “Si una sucesion de subespacios cerrados
(V;)i-en € espacio L?(A) satisface las condiciones (1)—(6), entonces existe una base

wavelet ortonormal {Yj’k; i k1 Z} para L2(A), ta que:

P.f=Pf+<fY, >Y,,
k

Una posibilidad para construir lawavelet Y es:

Y (X) = é. (_ 1)nh n+lf -1,n

Y (X) =428 (- D"h . 2x- n)

donde f eslafunciéon escdadd andlisis multiresolucion”.

Un resultado conocido en la literatura de wavelets es que es para € gemplo ded
andisis multiresolucion de Haar, la wavelet “madre” Y es la funcion Haar. Es importante

destacar que cuando se demuestra que una familia de Wavelets congtituye una base
ortonormal paral?(A), se tiene que cada aproximacion de la sefid f puede expresarse

como la suma de una aproximacion menos finay una funcion de detalle:
PIf=pP/f+g

donde la funcion detdle g', representa P!''f - P/f, la diferencia entre dos

aproximaeciones. El teorema establece que ¢! puede expresarse en términos wavelets

dilatadas y tradadas:

P f=Pf+Q <f,Y; >Y,
k



Esta descomposicién puede extenderse recursivamente:

I=jo k

. -1
P*f=Pef+d §<f,Y. >V,

I=jo k

Con esto, se tiene que es posible construir gproximaciones con mayores niveles de
resolucion que son combinaciones linedles de dilataciones y tradaciones de una funcion

escada f, donde las diferencias entre aproximaciones se expresan como combinaciones

lineales de dilataciones y tradaciones de una funcién wavelet y .
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ANEXO 2: Andlisis multiresolucion de las series.

Base Monetaria
8.8 8.8
8.6 4 8.6 4
8.4 4 8.4
8.2 4 8.2+
8.0 4 8.0
7.8 4 7.84
7.6 7.6+
7.4 4 7.44
7.2 -1 T 7.24H+r-rrrr—rr—rrrrr
93 94 95 96 97 98 99 00 01 93 94 95 96 97 98 99
LBASESA —— LBASESA_A6
.03 .016
.0124
.02 4
.008+
.01 4 .0044
.0004
.00
-.0044
-.01 4 -.0084
-.0124
-.02 4
-.0164
-.03 ++r—r—rrrr—rrrr—r—rrrrrrrr T - 020 r—+—r1rrr-rrr—r—rr—rrrrr T
94 96 97 98 99 00 01 93 94 95 96 97 98 99
LBASESA_D1 LBASESA D2
.02 .12
.01 1 .08+
.00 .044
-.01 4 .004
-.02 4 -.044
-.03 T T T T T T T T -.08 T T T T T T T T
93 94 95 96 97 98 99 00 01 93 94 95 96 97 98 99 00 01
LBASESA_D3 LBASESA D4
.08 .20
.06 4 .154
.04 + .104
.02 4 .054
.00 4 .004
-.02 4 -.054
-.04 4 -.104
-.06 +—r—rrrr—rrrr—rrrrrrrr T - 154-—r-rrrr-rr—r—rrrr-rr-rrrr-rrer e
94 96 97 98 99 00 01 93 94 95 96 97 98 99

LBASESA_D5

LBASESA D6



Circulante

8.8

8.4 4

8.0

7.6

7.2 4

6.8

93 94 95 96 97 98 99 0o 01

LCIRSA

.08

-.06 ++—+—rrrr—rrr—r—rrrr—r T
93 94 95 96 97 98 99 00 01
—— LCIRSA D1
.03
.02
.01
.00
-.01
-.02
-.03
--04 T T T T T T T T
93 94 95 96 97 98 99 00 01
—— LCIRSA D3
12
.08
.04
.00
-.04 ]
-.08

L RLEE B0 o B e e B B e
93

94 95 96 97 98 99 00 01

—— LCIRSA_D5
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8.6
8.4
8.24
8.0+
7.84
7.64
7.44
7.24
7.04r—r—rrr—rrrrrrrrr
93 94 95 96 97 98 99 00 01
.05
.044
.034
.024
.014
.004
-.014
-.024
-.034
- 4
O T o5 oe o7 o5 55 o0 o
.10.
.08+
.064
.044
.024
.004
-.02+4
-.044
-.06 r r r r r r r r
93 94 95 96 97 98 99 00 01
3
.24
A4
.04
-1
-2

93 94 95 96 97 98 99 00

—— LCIRSA_D6



9.2

8.8

8.4 4

8.0 4

7.6 4

7.2

.05

Dinero

=03 ++—rrrrr T T
96 97 98 99 00 01
LDINSA D1
.03
.02
.01
.00
-.01 4
-.02
-.03
-.04 T T T T T T T T
93 94 95 96 97 98 99 00 01
—— LDINSA D3

15
.10
.05
.00
-.05

-.10 1 — T

9 96 97 98 99 00 01

—— LDINSA_DS

9.0

8.8

8.6

8.4

8.2

8.0

7.8

7.6

7.4

LDINSA_A6

.03
.02
.014
.004
-.014
-.024

-.034

*|

-.04

94 95 96 97

LDINSA_D2

98

.12,

.084

.04+

.00

-.044

-.08

LDINSA_D4

96 97 98 00

LDINSA_D6



Liquidez en moneda naciond

10.0

9.6 4

9.2

8.8

8.4 ]

8.0

7.6 4T T T T
93 94 95 96 97 98 99 00 01

LLIQMNSA

.04

.03

.02

.01

.00

-01

-02

-.03 ++—+-rrr-r—rr—r—rr—rrrrrrrrr T
93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LLIQUNSA_D1

.03

.02

.01

.00

-01

-02

-03 T T T T T T T T
93 94 95 96 97 98 99 00 O1

—— LLIQMNSA_D3

15

.10

.05

.00

-05

-10 R R

SRLURLI B e B B e B e B
93

94 95 96 97 98 99 00 01

—— LLIQMNSA_D5

91

10.0
9.6
9.2
8.8
8.4
8.0 Fr—rrrr T
94 95 96 97 98 99 00 O1
LLIQMNSA_A6
.03
.02
.01
.00
-.01
-.02
-3 4+-r—+r-rrrr—rr—r—rrr-rrr-rr e
93 94 95 96 97 98 99 00 O1
—— LLIQMNSA_D?2
.10
.08
.06
.04
.02
.00
-.024
-.04
—06 T T T T T T T T
93 94 95 96 97 98 99 00 O
—— LLIQMNSA_D4
3
2
1
0
-1
-2 T

93 ' 94 |95 '96 ' 97 ' 98 ' 99 ' 00 ' OL

—— LLIQMNSA_D6



9.2

Liguidez en moneda extranjera

9.0

8.8 4

8.6 4

8.4 4

8.2 4

8.0

S

7.8

.025

93 94 95 96 97 98 99 00 01

LLIQMESA

.020

.015

.010

.005

.000

.005

.010
.015

.016

e

93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LLIQMESA_D1

.012 4

.008 -

.004

.000

.004 4

.008

.012

.08

93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LLIQMESA_D3

.06

.04 1

.02 4

.00

-.02

-.04 {

-.06

-.08

93 94 95 96 97 98 9 00 01

—— LLIQMESA_D5

9.4

9.24

9.04

8.8

8.64

8.4

8.2+

——

8.0

.02

LRI LR B L L L L L S B
00 01

93 94 95 96 97 98 99

LLIQMESA_A6

.014

.00

-.014

-.024

/W\WWW

-.03

.08

93 94 95 96 97 98 9 00 01

—— LLIQMESA_D2

©

.06

.044

.02

.00

-.024

o~

-.04

.15

93 94 95 96 97 98 99 00 Ol

©

—— LLIQMESA_D4

.10

.05

.00

-.054

-.10

93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LLIQMESA_D6




PBI rea

9.3

9.2
9.1+
9.0
8.9+

88 4T T
93 94 95 96 97 98 99 00 01
LPBIR94SA
.04,
.03
.02
.01
.
.00
-.01
-.02
-.03
-.04
-.054+—+-rrr—r-rr-r—r—rr—rr—rr—re e
93 94 95 9 97 98 99 00 O1
—— LPBIR%4_D1
.06
.04
.02
.00
-.02]
-.04
-06 T T T T T T T T
93 94 95 96 97 98 99 00 01
—— LPBIR94_D3
.04
.03
.02
.01
.00
-.014
-.024
-8 4++—+r-rrr—r—rr——rrrr—rr—rrr e

93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LPBIR94_D5

9.3

9.2 4

9.1

9.0 4

N

8.9

.06

93 94 95 96 97 98 99 0o 01

LPBIR94_A6

.04 4

.02 o

.00 o

-.024

-.04 4

-.06

?

-.08

.03

93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LPBIR94_D2

.02 4

.014

.00 o

-.014

-.02

=|

.08

93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LPBIR94_D4

.06 4

.04 o

.02 o

.00 4

-.024

-.04

93 94 95 96 97 98 99 00 01

—— LPBIR94_D6



5.2

Deflactor del PBI

5.0 4

4.8

4.6 4

4.4 4

4.2 4

5
N

4.0

.008

93 94 95 96 97 98 29 00 01

LDEFLACTOR

.004

.000

-.004 4

-.008

.015

.010 4

.005 4

.000

-.015

12

-.005 4
-.0104

—— LDEFLACTOR_D1

—— LDEFLACTOR_D3

.08

.04 1

.00 4

-.044

-.08

T
’

93 94 9 96 97 98 99 00 01

—— LDEFLACTOR_DS5

5.1

5.0
4.9
4.8 4
47
4.6 -
4.5
4.4 ]
4.3
42

.008

93 94 95 96 97 98 929 00 01

—— LDEFLACTOR_A6

.006

.004

.002

.000 -

-.002 4

-.004 4

-.006 4

-.008

93 94 95 96 97 98 9% 00 @ oL

—— LDEFLACTOR_D2

.10

.08

.06

.04 4

.02

.00

-.02 {

]

-.04

.16

93 94 95 96 97 98 99 00 Ol

—— LDEFLACTOR_D4

.12 4

.08

.04 4

.00

-.04 4

-.08

9 ' 97 ' 98 ' 99 ' 00 ' OL

93 94 95

—— LDEFLACTOR_D6




