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Una introduccion a las bases de Grobner y algunas de sus
aplicaciones

Philippe Gimenez

1. Introduccion

Estas notas pretenden ofrecer una introduccién elemental a la teoria de bases de
Grobner y presentar algunas de sus aplicaciones. Son las notas del curso impartido durante
la VI Escuela Doctoral Intercontinental de Mateméticas PUPC-UVA en mayo de 2013 y
quiero, antes de nada, agradecer a sus organizadores la invitacién y la oportunidad de
participar en un proyecto tan bonito que me permitid, sin salir de casa, interactuar con
estudiantes y profesores de Valladolid pero también de Lima en Perid, de Belo Horizonte
en Brasil, de México D.F. y de Cuernavaca en México. Un agradecimiento muy especial a
Francisco por su paciencia en la espera de estas notas y su constante apoyo y animo para

que lleguen a ver la luz.

En los anos 60, Bruno Buchberger y Heisuke Hironaka introdujeron independientemen-
te nuevos algoritmos para manipular sistemas de ecuaciones polinomiales que desemboca-
ron en la creacién de la teoria de bases de Grobner, también llamadas bases estandar en

un contexto local. Empezaremos ilustrando nuestro propésito con un problema.

El problema de pertenencia

Tomamos una lista de m polinomios en n indeterminadas con coeficientes en un cuerpo
K arbitrario, fi1,...,fm € A == Klz1,...,2y,], y nos preguntamos cémo determinar de
manera sistemadtica si otro polinomio f de A pertenece o no al ideal I de A generado por

f1,---, fm. La pregunta es por tanto la siguiente:
;, Existen q1,...,qm € Atalesque f=qif1 + + gmfm? (1)

Desde un punto de visto geométrico, esto es lo mismo que preguntarse si, dada una variedad
algebraica V(fi,..., fm) C A}, estd contenida o no en la hipersuperficie V(f). Podemos
ademsds ir un poco mas lejos en la pregunta anterior y pedir, si la respuesta es positiva, como
determinar unos polinomios qi, . .., ¢, € A que cumplan la igualdad f = ¢1 fi+- -+ @m fm-

Hay un contexto en el que sabemos facilmente contestar a la pregunta (1). Es el caso
de una sola variable x, es decir cuando n = 1. En este caso el método que todos conocemos

para contestar es el siguiente:
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1. Como K|[z]| es un dominio de ideales principales, sabemos que existe g € I tal que
I = (g). Ademds, sabemos quién es g y cémo encontrarlo: g es el maximo divisor
comun de fi,..., fm, g = mcd(f1,..., fm), ¥y se determina usando de algoritmo de
Euclides. Este primer paso del método consiste en cambiar el sistema de generadores
de I por otro mejor, es decir pasar de {f1,..., fm} a{g} con I = (f1,..., fm) = (9).
El segundo sistema de generadores del ideal I es claramente mejor ya que pasamos de
un nimero arbitrariamente grande de generadores a un tnico generador, y ademas

éste es de grado menor que el grado de los generadores originales.

2. El segundo paso es ahora sencillo. Basta con dividir el polinomio f por g para obtener
una expresion de la forma f = qg+ r con ¢q,r € K|[z] tales que f € I = (g) si y sélo
si r = 0. Esto proporciona una respuesta efectiva al problema planteado en (1) en el

cason = 1.

Obviamente este método falla por todas partes cuando tenemos més variables. En
efecto, sabemos que si n > 2, K[x1,...,2,] no es un dominio de ideales principales por lo
que falla la clave del primer paso. Por otra parte, el algoritmo de divisién en n variables
(que recordaremos en la seccién 2) no goza, para n > 2, de las buenas propiedades que
tiene cuando n =1 (la unicidad del resto) para asegurar que un elemento pertenece a un

ideal si y solo si el resto de su divisiéon por los generadores del ideal es nulo.

Sin embargo, podremos responder a la pregunta (1) en general recuperando la esencia
del método anterior usando las bases de Grobner. Empezaremos cambiando los generadores
del ideal I, sustituyendo {f1,...,fm} por G = {g1,...,4:}, una base de Grobner de I,
que serd mejor en un sentido menos obvio que el caso de una variable. En efecto, ahora
tanto el nimero de elementos como el grado de estos elementos pueden crecer (y lo hardn
en general) pero dividiendo un polinomio f arbitrario por los elementos de G podremos
contestar a la pregunta (1) de la manera siguiente: f € I = (f1,..., fm) = (91,.-.,9t) sl y

sélo si el resto de su divisién por los elementos de G es nulo.

Estructura de estas notas

Dividiremos el contenido de estas notas en 3 partes tedricas que completaremos con
una seccion de problemas, muchos de ellos elementales. En la primera parte introducire-
mos los érdenos monomiales y las bases de Grobner y daremos sus propiedades basicas.
En la segunda, desvelaremos las herramientas ligadas a las bases de Grobner, en parti-
cular el algoritmo de Buchberger que nos permitird construirlas. En la tercera seccién,

propondremos algunas aplicaciones de las bases de Grobner. Elegi aqui entre las muchas
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posibilidades simplemente siguiendo mi gusto personal y por esta razén, muchas de ellas
se sitiian en el ambito del algebra conmutativa. Pero cabe destacar que existen hoy en dia

multitud de aplicaciones en otras areas de las matematicas.
Comentarios sobre las referencias bibliograficas

En estas notas no incluiremos todas las demostraciones, ya que existen libros que las
recogen, las sustituiremos por referencias, intentando siempre que éstas sean adaptadas al
nivel de este curso. Personalmente, creo que la referencia para una buena introduccién a
las bases de Grobner es el libro de Cox, Little y O’Shea, [5], pues es un manual estupendo
para dar clase y también un apoyo sélido para los que, como yo, usan las bases de Grobner
como una herramienta en su investigacién. Lo mismo ocurre con el segundo libro de los
mismos autores [6], donde se generalizan los conceptos para médulos y se presentan apli-
caciones mds avanzadas. Existen otros magnificos libros de texto como los ya clésicos [2]
y [10] (capitulo 15), o los recientes [12] y [9]. Cabe destacar también las excelentes notas
sin publicar de Monique Lejeune-Jalabert [17] que aportan un punto de vista distinto y
contienen resultados que no encontraremos en las demds referencias. También quiero ci-
tar aqui el survey de Bayer y Mumford [3], una referencia clésica que ha impulsado en
su momento la investigacion en el campo de la geometria algebraica computacional. Y el
magnifico libro de Wolmer Vasconcelos [19], que aporta la visién del prestigioso algebrista

sobre aspectos computacionales en algebra conmutativa y en geometria algebraica.

Nota sobre los programas especializados y sus manuales

Ademas de su interés tedrico, las bases de Grobner presentan un interés practico. En
efecto, la implementacion de los algoritmos para construir bases de Grobner las ha con-
vertido en una herramienta muy cémoda para tratar ejemplos no triviales. Hoy en dia,
es dificil imaginar trabajar en algebra conmutativa y en geometria algebraica sin usar un
ordenador para tratar algin ejemplo que nos llevaria mucho trabajo a mano, o simplemen-
te para poner a prueba una conjetura. Existen tres programas especializados en célculos
polinomiales. Todos llevan implementados muchos de los algoritmos que involucran las
bases de Grobner y comparten que son de libre distribucién, que han sido creados y desa-
rrollados por matemaéticos de primer nivel, y que siguen desarrollandose e incorporando
resultados nuevos: COCOA [1], desarrollado en la universidad de Génova (Italia), SIN-
GULAR [7], desarrollado en la universidad de Kaiserslautern (Alemania), y MACAULAY2!

1El los afios 90, Dave Bayer y Mike Stillman desarrollaron el primer programa para trabajar con bases
de Grobner, MACAULAY. Este programa, que ha dejado de desarrollarse y fué sustituido por Macaulay2,
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[13], desarrollado en las universidades de Illinois y Cornell (USA). Para cada uno de estos
programas encontraremos, aparte de su sistema de ayuda y manual online incorporados,
unos libros de texto escritos por los propios creadores del programa, y que proponen una
introduccién al dlgebra conmutativa y a la geometria algebraica haciendo uso de su pro-
grama. Todos ponen hicapié en los métodos computacionales de ambas dreas. Asi tenemos
[16] para CoCoA, [14] y [8] para Singular y [11] para Macaulay2. También puede resultar
interesante observar como estos programas se usan en la actualidad en temas concretos
de investigacién. Por ejemplo, en el recientemente publicado [4] encontraremos las notas
de tres cursos avanzados sobre temas de actualidad impartidos en una escuela doctoral y
donde la parte tedrica de cada curso se complementa con un tutorial con alguno de estos

tres programas.
En estas notas utilizaremos SINGULAR para resolver algunos problemas por lo que
ofreceremos una pequena introducciéon al manejo de este programa en la seccion 3.4.
Notaciones

A lo largo de estas notas manejaremos las siguientes notaciones:

» A= K]Jz1,...,2,) siendo K un cuerpo a priori arbitrario;

= un monomio de A se denotard por x*: para a = (o, ..., 0p) € N, x* = a{* - - - afm.

El grado del monomio x* de A es degx® = |a| = Y 1, a5
= dados dos monomios x*,x% € A, x*| x? significa que x® divide x?;

= dado un polinomio f € A, el soporte de f, denotado por supp (f), es el conjun-

to de los monomios que forman el polinomio f, es decir que si f = Y aaX®,
supp (f) = {x%/ an # 0}. Si f = 0 entonces supp (f) = 0;

= dados m polinomios de A, fi,..., fm, denotaremos por (fi,..., fm,) al ideal de A

engendrado por estos polinomios;

= dado un ideal I de A, V(I) C A es la variedad algebraica afin formada por los
puntos en los que se anulan todos los polinomios de I;

todavia se puede descargar en http://www.math.columbia.edu/ bayer/Macaulay/. Muchos de los que
aprendimos a manipular bases de Grébner con este sencillo programa le seguimos teniendo mucho carifio.
Y algunos siguen usdndolo ya que, aunque haga menos que los demds, lo que hace lo hace perfectamente
y de manera muy sencilla.
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= dado un subconjunto V' de A%, I(V) es el ideal de A formado por los polinomios

que se anulan en todos los puntos de V.

Prerequisitos

Este curso pretende ser elemental y autocontenido pero requiere conocimientos basicos
en algebra conmutativa y en geometria algebraica: los conceptos de ideal en un anillo de
polinomios en varias variables con coeficientes en un cuerpo, de variedad algebraica afin y
proyectiva y de ideal de una variedad algebraica, y los teoremas de la base y de los ceros

de Hilbert que, en nuestro contexto, se pueden enunciar de la siguiente manera:

Teorema 1 (Teorema de la base de Hilbert). El anillo A = K[x1,...,x,] es noetheriano,

es decir, satisface cualquiera de las dos condiciones equivalentes siguientes:

1. Todo ideal de A es finitamente generado.
2. Toda cadena ascendente de ideales de A estabiliza.

Teorema 2 (Teorema de los ceros de Hilbert). Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado,

para todo ideal I de K[z1,...,xy], se tiene:

= (versién débil) V=0 = 1I=();

= (versién fuerte) () = I

Los teoremas 1 y 2 pueden demostrarse usando bases de Grobner por lo que no es
estrictamente necesario suponerlos conocidos (véase, por ejemplo, los capitulos 2.5 y 4.1

de [5] respectivamente). Sin embargo, preferimos suponerlos conocidos para agilizar estas

notas.

También supondremos conocidos los ideales monomiales, su definicién (un ideal de A
es monomial si estd engendrado por un conjunto, posiblemente infinito, de monomios) y

sus propiedades elementales:

Proposicién 3. Sea I es un ideal monomial de A.

1. ([5, Lemma 2, p. 67]). Dado M un conjunto de monomios generadores de I, un

monomio x* de A pertenece a I si y sélo si es maltiplo de un elemento de M.

2. ([5, Exercice 8, p. 71], [12, Prop. 1.11]). I admite un dnico sistema minimal de

generadores formado por monomios (y éste es finito).
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2. Definiciones y propiedades basicas

2.1. Ordenes monomiales

Como veremos en la seccién 2.2, el principio del algoritmo de divisién sobre
A = Klx1,...,x,] es el mismo que con una variable. Podemos resumirlo de manera gro-
sera de la siguiente manera: restando un multiplo del divisor, haremos bajar el término
de mayor grado hasta que no podamos hacerlo mas y entonces tendremos el cociente y el
resto que buscamos. Por tanto lo primero que tenemos que hacer es ordenar de mayor a

menor los monomios del polinomio que queremos dividir y los del divisor.

Este problema no se plantea para una variable ya que el orden es heredado del orden
natural sobre los enteros (los exponentes de los monomios). Pero cuando tenemos varias
variables, sabemos que no hay una manera unica de ordenar los monomios. Claramente
la relacién de orden > sobre el conjunto de los monomios de A que necesitamos para la
division tiene que ser total para ordenar los monomios de mayor a menor sin ninguna
ambiguedad. Ademads tiene que ser compatible con el producto, es decir satisfacer que
dados 3 monomios x%,x°, x7 de A, si x* > x? entonces x*x? > x°x7 para garantizar
que al restar un miltiplo del divisor, el término mayor del resto parcial obtenido sea
més pequeilo que el que tenfamos en el paso anterior (imaginamos facilmente el caos en
la divisién si esta propiedad no se diera: al restar un multiplo del divisor para cancelar
el término de mayor grado, la multiplicacién podria producir un monomio mayor y por
tanto habriamos empeorado la situacién en lugar de mejorarla). Finalmente, dadas las dos
condiciones anteriores, es necesario que toda sucesion decreciente de monomios estabilice

para garantizar que el algoritmo de divisién termine. Esto nos lleva a la definicién siguiente:

Definicién 4. Una relacién de orden > sobre el conjunto de los monomios de A es un

orden monomial si es
1. total,
2. compatible con el producto, es decir: Vx®, x5, x7 € 4, x* > x8 = x*x7 > x%x7, y

3. sies un buen orden, es decir si todo subconjunto no vacio de monomios de A tiene

minimo.

La ultima condicién en la definicién anterior es equivalente a la que queriamos: toda
sucesion decreciente de monomios de A estabiliza. Es muy facil demostrar el contrarecipro-

co de esta equivalencia (ver [5, Lemma 2, p.53]). Ademds, si suponemos que se cumplen
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las dos primeras condiciones (es decir que la relacién de orden es total y compatible con

el producto) la tercera condicién es equivalente a otras tres condiciones:

Proposicién 5. Si > es una relacion de orden sobre el conjunto de los monomios de A
que cumple las condiciones 1 y 2 de la definicion 4, entonces las siguientes propiedades

son equivalentes:

1. > es un buen orden;
2.Vx*e A/ x*#1,x*>1;
3. Vi, 1<i<n,xz;>1;

4.V x%xP e A ) x> 4%, x¥xP = xP > x~.

Demostracion. La demostracion es sencilla. Para 1 = 3 usaremos el contrareciproco, 3 = 2
se demuestra por induccién sobre deg a, 2 = 4 es directo y facil, y 4 = 1 se obtiene usando

el teorema 1 (propiedad 1) y la proposicién 3 (propiedad 1). O

Nota 6. Dado que aqui sélo vamos a trabajar con polinomios, hemos seguido la termi-
nologia usual en este contexto. Por ejemplo, la definicién de orden monomial que damos
en la definicién 4 coincide con [5, Definition 1, p. 53] y [12, Definition 2.1]. Sin embargo,
no coincide con [14, Definition 1.2.1] donde sélo se exigen las propiedades 1 y 2 de la
definicién 4 para definir un orden monomial. Cuando también se cumple la propiedad 3
de la definicién 4 (es decir, por la proposicién 5, cuando ademds para todo x* € A tal que
x% £ 1 se tiene x* > 1), se habla en [14] de orden monomial global, en contraposicién con
la nocién de orden monomial local que es aquel que cumple las condiciones 1 y 2 de la
definicién 4 y tal que, para todo x* € A con x* # 1, se tiene x* < 1 (véase [14, Definition
1.2.4]). La nocién de orden monomial local es necesaria para manipular series formales ya
que, en lugar de trabajar mirando el término mayor de un polinomio, se trabaja mirando
el término més pequeno de la serie. Alli aparece la diferencia entre las standard bases de
Hironaka y las Grébner bases de Buchberger. Como en estas notas sélo trabajaremos con

polinomios, nos limitamos a los ordenes monomiales globales.
Los tres ejemplos clédsicos de 6rdenes monomiales son los siguientes:

1. El orden lexicografico (lex):

%P >jop X* <= la primera componente no nula del vector § — o es positiva.
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2. El orden lexicografico graduado (glez):

xP > glex X <= [deg xP > degx®] 6 [deg xP = degx® y xP >en x%].

3. El orden lexicografico inverso graduado (grevlex):

5 o [degx® > degx®] 6 [degx® = degx® y la tltima componente
X >grcvlew X .
no nula del vector 3 — « es negativa].

Es un ejercicio facil de demostrar que cada una de estas relaciones de orden cumple
las 2 primeras condiciones de la definicién 4 y la tercera de la proposiciéon 5 y que por
tanto son 6rdenes monomiales. Existen muchas otras formas de definir 6rdenes monomiales

(véase, por ejemplo, el orden producto definido en la seccién 5, ejercicio 2).

De manera general, calificaremos un orden monomial como graduado cuando orde-
na los monomios primero por su grado total (como glez y grevlez). Dado un orden mo-
nomial no graduado (por ejemplo lex), se le puede siempre asociar un orden monomial
graduado ordenando los monomios primero por su grado total y luego con el orden mono-
mial propuesto para desempatar los monomios de mismo grado. Otra variante seria hacer
lo mismo pero dando pesos distintos a las variables, es decir sustituyendo en la defini-
cién de glex, de grevlex, o de cualquier orden graduado, el grado total de los monomios
(degx® = >""" ; a;) por un orden pesado (degy,x“ = > | w;cy para unos pesos w; dados).
Asi se definen los llamados drdenes pesados.

Observamos que el orden lexicografico inverso no graduado no es un orden monomial
segtin nuestra definiciéon 4. Es facil comprobar que es una relacién de orden total com-
patible con el producto pero que no es un buen orden (serfa un orden monomial local
en el sentido de [14]). Con esta observacién vemos claramente que la diferencia entre el
orden lexicografico y el orden lexicogréfico inverso no es simplemente una reordenacién de
las variables (un error frecuente cuando se empieza a manejar estos conceptos). Son dos

ordénes radicalmente distintos tal como observaremos més adelante.

Nota 7. Se puede usar una matriz inversible n x n con entradas enteras M para definir
una relaciéon de orden sobre el conjunto de los monomios de A de la manera siguiente:
x5 >y x® = X8 >ler xM'@  Un resultado de Robbiano (1985) demuestra que toda
relacién de orden total sobre el conjunto de los monomios de A que sea compatible con el
producto se puede obtener de esta manera; véase [14, Remark 1.2.7]. En particular, todo

orden monomial tal como lo hemos definido en la definicién 4 es de esta forma.?

2En este sentido, todos los 6rdenes monomiales pueden considerarse equivalentes tal como lo ob-
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Definicién 8. Fijado un orden monomial > sobre A y dado un polinomio

f=>,a.x* € A no nulo, utilizaremos las siguientes nociones:

= el monomio inicial de f, denotado por in(f), es el mayor de los monomios que

forman el polinomio f (con respecto al orden > elegido), es decir:
in(f) = max{x®/ aq # 0} = méx{x*/ x* € supp (f) };

= el coeficiente dominante de f es el elemento de K que acompaifia in (f), es decir aq
siin (f) = x%, y el término dominante de f, denotado por 1t (f), es el producto de

su coeficiente dominante por su monomio inicial.

Por ejemplo, si f = x?yz? + 22y — Ty*z € Q[x,y,2] v si fijamos sobre Q[z,y, 2] el
orden lexicografico inverso graduado, entonces el monomio inicial de f es in (f) = y*z. Sus

coeficiente y término dominantes son —7 y 1t (f) = —7y*z respectivamente.

2.2. El algoritmo de divisién sobre K[z, ..., z,]

Una vez fijado un orden monomial sobre A, ya podemos plantear un algoritmo de divi-
sién muy parecido al que conocemos con una variable. Empezamos ordenando de mayor a
menor los monomios que forman los polinomios implicados y aplicamos el mismo principio
que con una variable: un paso del algortimo consistird en restar al resto parcial obtenido
hasta el momento un miltiplo del divisor para que baje estrictamente el monomio inicial
y asi obtener el siguiente resto parcial. Y terminaremos la divisién cuando no podamos

hacer nada mads. Las diferencias principales con el caso de una variable son las siguientes:

= Si pensamos aqui en el problema de pertenencia planteado en la introduccién, dado
que el anillo A no es un dominio de ideales principales si n > 2, necesitaremos poder
dividir un polinomio f € A no sélo por un polinomio sino por una lista (a priori
ordenada) de polinomios, [f1,..., fm]. Esto no es ningin problema. Primero mira-
remos si el resto parcial de la divisién se divide por in (f1). Si es el caso, restaremos
el miltiplo conveniente de f; para que baje el monomio inicial y obtendremos el
siguiente resto parcial. En caso contrario, probaremos con los siguientes elementos
de la lista. Iremos contruyendo de esta manera los cocientes relativos a los distintos

polinomios de la lista de divisores.

serv6 José Manuel Aroca durante el curso. Sin embargo veremos en la seccién 4 que los 6rdenes monomiales
se comportan de manera muy distinta y usaremos algunos, y otros no, para resolver ciertos problemas (por
ejemplo el problema de eliminacién de variables).
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= Cuando encontramos que el monomio inicial del resto parcial no se divide por ninguno
de las monomios iniciales de la lista [fi,..., fiu], la divisién no tiene porque haber
terminado. En efecto, algiin monomio méas pequeno que el monomio inicial podria
dividirse por alguno de los términos iniciales de nuestra lista, digamos in (f;). Si eso
pasa, queremos restar de nuevo un multiplo de f; para que baje este término. Es
una situacién que no podfa darse con una variable (jporque? dejo esta pregunta
facil como ejercicio). De nuevo esto no es ningin problema: construiremos el resto
poco a poco, almacenando el término dominante del resto parcial cuando éste no
se divide por ninguno de los monomios iniciales de nuestra lista y seguiremos con

nuestra divisién. Esta habra terminado cuando lleguemos a un resto parcial nulo.

Estas observaciones nos llevan de manera natural al siguiente algoritmo:

Algoritmo 9 (Algoritmo de divisién). Para dividir el polinomio f € A por la lista orde-
nada de polinomios [f1,..., fm] aplicaremos el siguiente algoritmo que hemos escrito en

pseudocddigo en la columna de la izquierda y comentado en la columna de la derecha:

Input: f, f1,..., fm Los datos de entrada son los polinomios f, f1,..., fm-

Output: g1, ., Gm, " Obtendremos como salida los cocientes qi,...,qm y el resto 7.

@ =0;...5¢mn :=0;7r:=0 Inicializamos cocientes y resto a 0.

p=f La variable p es el resto parcial que inicializamos a f.

WHILE p # 0 DO Terminaremos la divisién cuando el resto parcial serd nulo.
i:=1d:=0 Inicializamos las 2 variables auxiliares i y d

WHILE i <m AND d =0 DO que son las que nos permitiran salir de este bucle WHILE.

IF in(f;)|in (p) THEN Si el monomio inicial de f; divide a p, entonces
¢ = q; + 1t (p)/16 (f2) modificamos el cociente correspondiente a f;,
pi=p— t(p)/1t(f))fi restamos a p el miltiplo de f; que elimina su monomio inicial,
d:=1 y salimos del bucle: hemos realizado un paso de la divisién.
ELSE Si el monomio inicial de f; no divide a p,
ii=1+1 probamos con el siguiente de la lista.
IF d =0 THEN Si aqui d = 0, entonces in (f1) fin(p),...,in(fm) fin(p).
p:=p—1t(p) En este caso, quitamos 1t (p) del resto parcial,
ri=r+1t (p) lo guardamos en el resto,

y seguimos con la divisién volviendo al inicio del bucle.

Cuando el algoritmo acaba, las variables g1, ..., ¢n, contienen los cocientes y el resto de
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la divisién.

Si p es el resto parcial en un paso dado de la divisién, pueden ocurrir dos cosas:

= 6 bien in (p) se divide por uno de los monomios iniciales de los divisores. En este
caso, si f; es el primer elemento de la lista ordenada [fi,..., fi,] cuyo monomio
inicial divide a in (p), modificamos el cociente ¢; y le restamos a p un multiplo de f;

(precisamente el multiplo de f; que cancela el término dominante de p);

= 6 bien in (p) no se divide por ninguno de los monomios iniciales de los divisores. En

este caso, le restamos a p su término dominante y se lo anadimos al resto r.
Es facil comprobar que en ambos casos, ocurre lo siguiente:

1. el monomio inicial del resto parcial baja (estrictamente) en cada paso del algoritmo
de divisién (6 bien porque le hemos restado un multiplo de un elemento de la lista

de divisores, 6 bien porque le hemos restado su término dominante), y

2. en cada paso de la division, si p es el resto parcial en este paso, se cumple la igualdad:

f=afi+Fanfmt+r+p.

Como consecuencia de 1, y usando que nuestro orden monomial es un buen orden,
obtenemos que el algoritmo de divisién termina, es decir que llegamos siempre en un
numero finito de pasos a p = 0. Y por 2 concluimos que cuando el algoritmo ha terminado,
hemos llegado a expresar f de la manera descrita en el siguiente resultado que queda, por

tanto, demostrado:

Teorema 10. Fijado un orden monomial > sobre A y dados f, fi,..., fm € A no nulos,

ezisten polinomios qi,...,qm,r € A tales que
f=ah+ - +anfm+r
y satisfaciendo las dos propiedades siguientes:
1. Vx* € supp (r), x* ¢ (in (f1),...,in(fm));
2.Vie{l,....,m}/ q#0, in(f) >in(qfi)-
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Ejemplo 11. En Qlz,y, z] con el orden lexicografico inverso graduado, si aplicamos el
algoritmo 9 a los polinomios f = x2y%23 + 2ty + 1322 + xy2?, fi = ay — 22, fo = 2% — yz,

fz= y3 — IZZ, obtenemos que
f=afit+taeft+aeafs+r
para q1 = a2 +y2® + a8 + 22+ 22 p=at g3 =22 yr =y bt 420

Observamos que, a diferencia del caso de una variable, no hemos hablado de unicidad
de los cocientes y del resto en el teorema 10. De hecho no la hay como podemos observar

24323, vemos que in (f) no sélo se divide por

volviendo al ejemplo 11. Como in (f) = z
in (f1) = xy sino que también es miltiplo de in (f2) = 22 y de in (f3) = y°. Es por tanto
facil imaginar que el resultado de la divisién serd distinto si en el primer paso de la division,
en lugar de restar a f un multiplo de f1, empezamos restando un multiplo de f2 o de f3.

Se podria por ejemplo llegar, en este ejemplo, a la expresién
f=afi+af+af+r
para ¢ = 28+ 22 ¢f = 323 + 2%y + y?2, ¢ = y2t + 222, ¢ = 28 + 2221 + 24, que también
cumplen las condiciones del teorema 10.
Esto nos lleva a la siguiente definicién que resultara de interés en el teorema 22.

Definicién 12. Dados una lista de polinomios F = {fi,..., fim} de A y otro polinomio

f, si existe una expresion de la forma

f=ah+.. . +anfm+r

con qi, ..., q¢m,r € A que cumpla las condiciones 1 y 2 del teorema 10, se dice que r es una
reduccion de f mddulo F o que f se reduce a r médulo F. Cuando esto ocurre, usaremos
la notacién f —r 7. Estd claro que el resto de la divisién de f por los elementos de F
obtenido aplicando el algoritmo 9 es una reduccion de f médulo F pero en general no es

la inica.

Nota 13. La no unicidad del resto en el teorema 10 impide usar directamente el algo-
ritmo de divisién para resolver el problema de pertenencia planteado en la introduccion.
Obviamente si encontramos un resto nulo al dividir f por fi,..., fi, podemos concluir que
fel=_(f,--.,fm) C A. Perosir # 0, no podemos concluir nada por culpa de la no
unicidad del resto. En efecto, basta con tomar un ejemplo en el que encontremos dos restos
distintos 7, 7 cumpliendo el resultado del teorema 10 (como en el ejemplo 11). Entonces
claramente tendremos que r — 1’ € I pero el resto de la divisién de r — 7/ por fi,..., fm

es 7 — 1’ # 0. Las bases de Grobner permitirdn justamente solucionar este problema.
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2.3. Bases de Grobner

Empezamos definiendo el concepto de ideal inicial de un ideal.

Definicién 14. Fijamos un orden monomial > sobre A. Dado un ideal I de A no nulo, el
ideal inicial de I respecto del orden monomial >, denotado por in (I)3, es el ideal monomial

engendrado por los monomios iniciales de todos los elementos de I, es decir
in(l)=({in(f)/ fel}).

Claramente si tenemos un sistema de generadores {f1, ..., fi,} de unideal I de A, no es
cierto en general que in (I) esté engendrado por los monomios iniciales de estos elementos.
Basta con volver al ejemplo mencionado en la nota 13 para ver que el elemento 7 — 7/
(# 0), que pertenece al ideal I = (f1,..., fm), satisface que ninguno de sus monomios, y
en particular su monomio inicial, pertenece al ideal (in (f1),...,in (f,)) por lo que hemos

encontrado un elemento de I cuyo monomio inicial no pertenece a (in (f1),...,in (fim)).

Esto nos lleva a la siguiente definicién.

Definicién 15. Una base de Grébner de un ideal no nulo I de A respecto de un orden
monomial > es un subconjunto finito de elementos de I, G = {g1, ..., g}, cuyos monomios

iniciales generan in (I), es decir tales que
in(I) = (in(g1),...,in(g))-

Por el Teorema de la Base de Hilbert (propiedad 1 del teorema 1), todo ideal no nulo
I de A admite una base de Grébner?

Observamos que en la definicién 15, no pedimos que G sea un sistema de generadores
del ideal I ya que con esta definicién, aparentemente més débil, se obtiene que I estd en-
gendrado por G:

3El ideal inicial depende claramente del orden monomial elegido. Cuando la notacién in (I) resulte
confusa, usaremos la notacién in > (1).

4Lo que necesitamos aqui es un resultado més debil, el Lema de Dickson, que viene a ser la propiedad
1 del teorema 1 para ideales monomiales y se demuestra directamente por induccién sobre el niimero n
de variables de A; véase [5, Section 2.4]. Entonces el teorema 1 viene a ser consecuencia inmediata del
teorema 16 que demostramos a continuacién. Observamos por tanto que no era necesario suponer conocido
el Teorema de la Base de Hilbert ya que las bases de Grobner nos permiten deducir este resultado del Lema
de Dickson. Segun Eisenbud ([10, Exercice 15.15]), esta demostracién del Teorema de la Base de Hilbert
estd inspirada en la prueba dada por Gordan en 1900 que podria considerarse como el primer uso de la

nocién de ideal inicial.
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Teorema 16. Toda base de Gréibner de I es un sistema de generadores de I.

Demostracion. Si G = {g1,...,g:} es una base de Grobner de un ideal I de A no nulo,
estd claro que (G), el ideal engendrado por los elementos de G, estd contenido en I, (G) C 1.
Para ver la otra inclusién, tomamos un elemento f de I arbitrario y lo dividimos por los
elementos de G. Obtenemos que f = q1g1 + - - - + ¢+g¢+ +r para unos polinomios q, ..., g, 7
de A tales que, para todo monomio x* de supp (r), x* ¢ (in(g1),...,in(g:)) pero este
ideal monomial coincide con in (I) ya que G es una base de Grébner de I. Esto implica
que si r # 0, in(r) ¢ in (), una contradiccién ya que r = f — (qug1 + - - + qugt) € I. Por
lo concluimos que r = 0, y por tanto f € (G). O

Véamos ahora que la no unicidad del resto en la divisién de un polinomio f de A por

una lista de polinomios de A desaparece cuando esta lista es una base de Grobner:

Proposicién 17. Supongamos que G = {g1,...,g:} es una base de Grébner de un ideal I
de A respecto de un orden monomial fijo sobre A. Entonces, para todo polinomio f de A,

existen dos polinomios q y r de A, inicos, tales que:
< f=q+r,
mgel,
» VX € supp (r), x* ¢ (in(g1),...,in(g:)).

Demostracion. La existencia es consecuencia directa del teorema 10: si dividimos f por los
elementos de G, obtenemos ¢qi,...,q,r € A tales que f = q1g1+- -+ qge +7 y si tomamos
q=qig1 + -+ qg:, los polinomios ¢ y » cumplen las condiciones de la proposicién.
Para la unicidad, supongamos que f = ¢+r = ¢ +71' paraq,¢’,r,7”’ € Aconq,¢ €I y
r,’  cumpliendo la  tercera  condicién de la  proposicién. Entonces
r—r' =¢ —qé€lyportanto in(r— ') € in(I). Si r — ' # 0, el monomio in (r — ')
tiene que pertenecer al ideal (in(g1),...,in(g:)) ya que G es una base de Grébner de 1.
Pero in (r — 7') € supp (1) U supp (r’) lo cual contradice que tanto r como r’ cumplen la

tercera condicién de la proposicién por lo 7 — ' =0, y por tanto r =7y ¢ =¢'. O
Observamos que con este resultado ya tenemos resuelto el problema de pertenencia:

Corolario 18. Si G = {g1,..., g1} es una base de Gréobner de un ideal I de A respecto de

un orden monomial fijo sobre A y f es un polinomio de A, tenemos que
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f €l < el resto de la division de f por los elementos de G es nulo.

Demostracion. Como I = (G) por el teorema 16, la implicacién (<) es cierta. Reciproca-
mente, si f € I, entonces para ¢ = f y r = 0 tenemos dos polinomios ¢, € A que cumplen
las condiciones de la proposicién 17. Como ya hemos observado que la divisién de f por
los elementos de G proporciona también dos polinomios que cumplen las condiciones, por

unicidad obtenemos el resultado. O

Para que el resultado anterior sea efectivo, nos queda determinar si un conjunto de
generadores de un ideal es 0 no una base de Grébner, y en caso de que no lo sea, construir
una base de Grobner a partir del sistema de generadores dado. Estos dos problemas se

resuelven en el siguiente capitulo.

3. Herramientas para trabajar con bases de Grobner

3.1. El criterio de Buchberger

Lo primero que necesitamos es un criterio para determinar si un subconjunto finito
G ={g1,-..,9t} de un ideal I de A es o no una base de Grobner de I respecto de un
orden monomial > dado. El criterio de Buchberger proporciona tal criterio pero antes
de enunciarlo, veamos en dos ejemplos que dicho criterio surge de manera muy natural
al querer comprobar si un sistema de generadores dado es o no una base de Grobner
utilizando la definicién (de momento no tenemos otra herramienta entre las manos para

hacerlo).

Ejemplo 19. En Q[z,y], fijamos el orden lexicografico (lex) y consideramos dos polino-
mios, f1 = xy — 1, fo = 4? — 1, el ideal I que generan, I = (f1, f2), y nos preguntamos si
{f1, f2} es una base de Grobuer de I para el orden lez, es decir si in (I) = J siendo J el
ideal J = (in (f1),in (f2)) = (zy,%?). Si tomamos cualquier miltiplo de f;, obtendremos
un elemento de I cuyo monomio inicial pertenece a J. Lo mismo ocurre con cualquier
multiplo de fa, o con cualquier combinacién de fi y fa, q1f1 + g2.f2, cuyo monomio inicial
sea in (q1 f1) o in(gz2f2). Por tanto la unica forma en nuestro contexto de obtener un ele-
mento de I cuyo monomio inicial no pertenezca a J es tomar una combinacién q; f1 + g2 f2
de f1y f2 tal que in(q1f1 + g2f2) # in(q1f1) ¥ in(a1fi + q2f2) # in(g2f2). Para ello es
necesario que los términos dominantes de q; f1 y g2 f2 se cancelen al sumarse. La combina-
ciéon mas econémica en este sentido consiste en elegir ¢q; = X V@2 = —L donde

It (f1) It (f2)
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x7 es el méaximo divisor comin (m.c.d.) de in(f1) e in(f2), es decir ¢1 =y y ¢2 = —x.
Obtenemos de esta manera el elemento yf; — zfo = x —y de I cuyo monomio inicial es
z. Como z ¢ J, se incumple la definicién 15 y concluimos que {fi, f2} no es una base de
Grobner de I para el orden lex.

Ejemplo 20. Consideramos ahora los dos polinomios fi =z +2y fo =y —z de Q[z,y, 2]
y de nuevo nos preguntamos si {fi, fa} es una base de Grébner de I = (f1, f2) para el
orden lez, es decir si in (I) = J con J = (in(f1),in (f2)) = (z,y). Aplicando exactamente
la misma idea que en el ejemplo anterior, obtenemos la combinacién yf; — zfo = xz + yz
pero ahora el monomio inicial de este elemento de I es xz que si pertenece a J. Esto no
demuestra que {f1, fo} sea una base de Grébuner de I para el orden lex ya que otra com-
binacién de f1 y fo podria proporcionar un elemento cuyo monomio inicial no pertenezca
a J. Por ejemplo podriamos dividir el elemento zz + yz de I que hemos obtenido por
{f1, f2} para ver si el resto es nulo o no. Si no es nulo, ya tendr{amos el elemento de I que
buscamos. Al realizar la divisién obtenemos que zz + yz = zf1 + zf2 y el resto es nulo.
De momento esto tampoco nos permite concluir que {f1, fo} sea una base de Grobner,
pero ya se nos agotan las ideas para encontrar un elemento de I cuyo monomio inicial no
pertenezca a J. De hecho el criterio de Buchberger nos dirda que si de esta manera no lo
hemos encontrado, entonces no lo hay, y esto nos permitird concluir que {f1, f2} si es una

base de Grobner de I para el orden lex.

La siguiente definicién intenta formalizar la idea introducida en los ejemplos anteriores.

Definicién 21. Fijamos un orden monomial > sobre A. Dados f,g dos polinomios no
nulos de A, si x7 es el m.c.d. de in(f) e in(g), el S-polinomio de f y g es la siguiente
combinacién de f y g¢:

x f—

x7 x7
S(1.9) = R Xg.

) It (g)
Las combinaciones de fj y f2 construidas en los dos ejemplos anteriores son justamente
los S-polinomios de f; y fa. El S-polinomio de dos polinomios f y g es la combinacién de
estos dos polinomios que produce una cancelaciéon de los términos dominantes, es decir:
x7 x7

w < =G

Podemos ahora enunciar el criterio de Buchberger.

Vfige A in(5(f,9)) <in(

X g) .

Teorema 22. Fijamos sobre A un orden monomial > y consideramos un ideal

I=(q1,...,9t) de A. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:
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1. G={g1,...,9t} es una base de Grobner de I respecto del orden >;
2. Vi,j,1<i<j<t, el resto de la division de S(fi, fj) por los elementos de G es 0;

3. V4,5, 1<i<j<t, S(fi, ;) =g 0 (ver la definicion 12).

Demostracion. La prueba es algo técnica pero facil; véase, por ejemplo, [5, Thm. 6 p. 82,
Thm. 3 p. 101] o [12, Thm. 2.14]. O

Ejemplo 23. Si volvemos ahora al ejemplo 20, el teorema 22 nos permite afirmar que
{f1, f2} es una base de Grobner del ideal I = (f1, f2) para el orden lex.

3.2. El algoritmo de Buchberger

Usando el criterio de Buchberger, se obtiene facilmente un algoritmo para comprobar
si un sistema de generadores dado es o no una base de Grobner y, si no lo es, para construir

una a partir de este sistema de generadores.

Algoritmo 24 (Algoritmo de Buchberger). Dado un sistema de generadores {f1, ..., fm}
de un ideal I de A, para determinar si es una base de Grobner de I (para un orden
monomial dado) y, si no lo es, obtener a partir de él una base de Grébner G = {g1,..., 9t}
de I, aplicaremos el siguiente algoritmo que hemos escrito en pseudocddigo en la columna

de la izquierda y comentado en la columna de la derecha:

Input: f1,..., fm Los datos de entrada son los polinomios que generan I.
Output: G = {g1,...,9:} Obtendremos como salida una base de Grébner de I.
G:={f1,.--, fm} Inicializamos la variable G con los generadores originales.
REPEAT Repetimos el bucle siguiente:
G =g - guardamos lo que tenemos en G en la variable auxiliar G,
FOR each pair {p,q}, p # ¢ in G DO - para cada par de elementos distintos de G, calculamos
S :=rem(S(p,q),9) el resto de la divisién de su S-polinomio por G, y
IF S# 0 THEN G :=GU{S} - si es no nulo, lo anadimos a la lista G,
UNTIL G =G’ hasta que no encontremos ningin elemento nuevo.
g Si G no crece en el bucle anterior, es una base de Grébner
(por el criterio de Buchberger).

Cada vez que encontramos un resto no nulo al dividir el S-polinomio de dos elementos

distintos de G por los elementos de G, lo anadimos a G por lo que el ideal monomial
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(in(g), g € G) crece estrictamente. Por el teorema 1 (propiedad 2), podemos afirmar que
el algoritmo termina ya que esta cadena ascendente de ideales monomiales tiene que esta-
bilizar. Y por el criterio de Buchberger (teorema 22), cuando el algoritmo ha terminado,
tenemos en G una base de Grobner del ideal I que contiene nuestro sistema de generadores

original (s6lo hemos afnadido elementos, no hemos quitado ninguno).

Ejemplo 25. Podemos ahora volver al ejemplo 19 donde {f1, fo} no era una base de
Grobner de I para el orden lex. El primer paso del algoritmo produce el elemento
f3 =x—y € I que agregamos al conjunto de generadores para obtener G = {f1, fa, f3}. Si
seguimos aplicando el algoritmo, vemos que S(f1, f3) = fi—yfs = y>—1 = fa por lo que el
resto de su division por los elementos de G es cero. Finalmente,
S(f2, f3) = xfs — y’fs = —x + ¢® y la divisién de este polinomio por los elementos
de G es —x + ¢ = — f3 + yfo. De nuevo el resto es nulo por lo que concluimos, aplicando
el teorema 22, que G = {f1, f2, f3} es una base de Grobner del ideal I = (fi, f2) para el

orden lex.

3.3. El problema de la unicidad

Observamos que en una base de Grobner G de un ideal I C A respecto de un orden
monomial > dado, pueden sobrar claramente algunos elementos si los monomios iniciales
de los elementos de G no generan in (/) minimalmente, algo que no hemos pedido en
la definicién 15. Podemos por tanto mejorar nuestra definicién pidiendo esta condicién

adicional.

Definicién 26. Fijamos sobre A un orden monomial >. Una base de Grobner
G =A{9g1,---,9:} deunideal I de A es minimal si los monomio iniciales de los elementos de
G generan el ideal in (I) minimalmente, es decir si, ademds de la condicién en la definicién

15 se pide que

Vie{l...t}, in(g) ¢ (n(g).....in(g)....in(g). 2)

Se suele pedir ademds que los elementos de G sean polinomio unitarios, es decir que su

coeficiente dominante sea 1.

Es facil ver que, en cualquier base de Grébner, suprimiendo todos los elementos cu-
yos monomios iniciales sobran para generar in (/) y normalizando los elementos que nos

quedan, obtendremos una base de Grébner minimal.
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Ejemplo 27. Vemos que en la base de Grobner {f1, f2, f3} obtenida en el ejemplo 25, el
elemento f; sobra ya que in (I) = (zy, 4> z) = (y2, x) por lo podemos afirmar que {fa, f3}

es una base de Grébner minimal del ideal I para el orden lex.

Nota 28. Por la propiedad 2 en la proposicién 3, observamos que, fijado un orden mo-
nomial > sobre A, todas las bases de Grobner minimales de un ideal I respecto de >
tendran el mismo nimero de elementos. Es més, los términos dominantes de los elementos
de una base de Grobner minimal respecto de > son idénticos en todas ellas. Pero atn asfi,
no tenemos unicidad. En el ejemplo 27, {f2, f3} v {f2, f3 + f2} son dos bases de Grobner
minimales del ideal I para el orden lez.

Para obtener un objeto unico, exigiremos una condiciéon maés fuerte.

Definicién 29. Fijamos sobre A un orden monomial >. Una base de Grdbner
G ={91,-..,g:} de un ideal I de A es reducida si el coeficiente dominante de cada elemento

de G es 1, y si ademaés
Vie{l,...,t}, Vx* €supp(gi), x* ¢ (in(q1),...,in(gi),...,in(gs))- (3)

La diferencia entre las nociones de base de Grobner minimal y reducida es que la
condicién x* ¢ (in(g1), ..., m(/g\z) ...,in(g¢)) se exige sélo para el monomio x* = in (g;)
para la primera, y para todos los monomios del soporte de g; (en particular para su
monomio inicial) para la segunda. En particular, toda base de Grobner reducida es minimal
pero la reciproca no es cierta. Volviendo de nuevo al ejemplo 27, entre las dos bases de

Grobner minimales { fo, f3} v {f2, f3 + f2} de I, s6lo la primera es reducida.

Con esta definicién, ya obtenemos unicidad:

Teorema 30. Todo ideal no nulo I de A admite una inica base de Grébner reducida

respecto de un orden monomial > fijo de A.

Demostracion. Fijamos el orden monomial > sobre A. Como ya hemos observado, todo
ideal I de A admite una base de Grébner respecto de >, y de ésta siempre podemos extraer
una base de Grobner minimal, G = {g1, ..., g:}. Entonces, por la propiedad (2), para todo
i € {1,...,t}, si dividimos g; por los elementos de {g1,...,i,-..,9:}, obtendremos un
resto r; tal que in(g;) = in(r;) y como r; € I, obtenemos que {ri,...,r;} también es
una base de Grobner minimal de I. Pero cumple ademds la propiedad (3) por lo que es

reducida, y esto justifica la existencia de una base de Grébner reducida.
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Supongamos ahora que tenemos dos bases de Grobner reducidas G y G’ de I respecto
del mismo orden monomial >. Como ambas son minimales, tienen el mismo nimero de
elementos y ademas los monomios iniciales de ambas coinciden, es decir que, reordenando
los elementos, podemos suponer que G = {g1,...,9:}, ¢' = {¢},-.., 4.} y para todo i €
{1,...,t},in(g;) = in(g}). Pero g; y g son dos polinomios unitarios con el mismo monomio
inicial por lo que al hacer la diferencia, se cancelan los dos términos dominantes. Esto
implica que para todo monomio x® del soporte de g; — g}, tenemos que x* es estrictamente
mds pequefio que in(g;) = in(gj) y por tanto no se divide por este monomio por la
propiedad 4 de la proposicién 5. Pero tampoco se divide por los demas generadores del
ideal in (I) por la propiedad (3) por lo que tenemos que x* ¢ in (1) lo cual es imposible si
gi — g, € I. Concluimos por tanto que supp (g; — g;) = 0 o, lo que es lo mismo, que g; = g..

Esto justifica la unicidad de la base de Grobner reducida respecto de >. O

La primera parte de la prueba del resultado anterior nos dice también cémo construir
la base de Grébner reducida de un ideal I dado cuando tenemos una base de Grobner.
Primero suprimimos los elementos superfluos (simplemente quitando los elementos cuyo
monomio inicial no pertenece al sistema minimal de generadores monomiales de in (I),
es decir que es miultiplo del monomio inicial de otro elemento tal como lo hicimos en el
ejemplo 27) y normalizamos los demés elementos (dividiendo por su coeficiente dominante)
para obtener una base de Grébner minimal. Luego reducimos cada elemento de la base
de Grobner minimal asi obtenida por los demés elementos, por ejemplo sustituyendo cada

elemento por su resto en la divisién por los demés elementos.

Nota 31. Observamos que la unicidad de la base de Grobner reducida permite contestar

a la siguiente pregunta: dados dos ideales I y J de A,
(. cémo determinar si [ = J? (4)

Eligiendo un orden monomial > sobre A, la unicidad en el teorema 30 nos permite afirmar
que I = J siy sblo si sus bases de Grobner reducidas respecto de > coinciden. Esto
proporciona un método efectivo para contestar a la pregunta (4). También podriamos
usar la solucién que hemos dado al problema de pertenencia para contestar a esta pregunta
pero este método serfa menos eficiente. Veremos en la seccién 4.3 una tercera forma de
contestar a (4) que nos permitird detectar, en caso de que los dos ideales no coincidan, si

uno esta contenido en el otro.

Por supuesto, si cambiamos el orden monomial sobre A, puede que la base de Grobner

reducida del I cambie. Sin embargo, se puede demostrar que el nimero de ideales iniciales
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distintos de T es finito aunque tengamos infinitos 6rdenes monomiales distintos sobre A (si
n > 2); véase [18, Theorem 1.2]. Esto permite garantizar que cualquier ideal I de A admite
un subconjunto finito que es una base de Grobner respecto de cualquier orden monomial.

Esto lleva a la siguiente definicion:

Definicién 32. Una base de Grébner universal de un ideal no nulo I de A es un sub-
conjunto finito de elementos de I que es una base de Grébner de I respecto de cualquier

orden monomial sobre A.

3.4. El programa SINGULAR

Presentamos aqui una muy breve introduccién al programa SINGULAR ([7]) ya que
utilizaremos este programa en la seccién 4 para resolver, en algunos ejemplos, varios de

los problemas alli planteados.

Lo primero absolutamente fundamental es saber cémo pedir ayuda utilizando el manual

online del programa. Este se abre en una ventana emergente asi:

> help;

Resultardn de especial utilidad el indice (Table of contents) y el indice alfabético (Indez).
No explicaremos en estas notas como se usan los comandos de SINGULAR que manejaremos.
Dejamos al lector usar la ayuda del programa mientras va realizando la parte practica del
curso (en particular en la seccién 4).

Empezaremos definiendo el anillo de polinomios en el que estaremos trabajando. En
SINGULAR el anillo de polinomios K|[z1, ..., x,] se define dando la caracterfstica del cuerpo
K, las variables x1,...,Z,, y el orden monomial que fijamos. Si cambiamos el orden mo-
nomial, cambiaremos de anillo para SINGULAR. Definimos por ejemplo el anillo Q[z, y, 2]

con el orden grevler al que llamamos A de la manera siguiente:

> ring A=0, (x,y,z),dp;

Los 6rdenes lex, glex 'y grevlex se codifican en SINGULAR con 1p, Dp y dp respectivamente.

Recomiendo usar el manual online para ver como definir otros érdenes monomiales, por
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ejemplo un orden producto o un orden pesado. En SINGULAR también se pueden definir
ordenes locales.
Luego podemos definir un polinomio o un ideal. Definamos por ejemplo el polinomio

229323 + 4322 — 2ty — xyz? de A al que llamanos P:

> poly P=x2y3z3+y3z2-x4y-xyz2;

Si le preguntamos a continuacion lo que contiene la variable P nos contestara:

> Py
x2y3z3-x4y+y3z2-xyz2

Observamos que ha reordenado los monomios del soporte de nuestro polinomio de mayor
a menor usando el orden monomial que hemos definido sobre el anillo A, en este caso el

grevlex.

Si queremos reordenar los monomios del polinomio usando otro orden monomial, por
ejemplo lex y glex, podemos cambiar de anillo. Los objetos definidos en un anillo no estén
definidos en otro anillo pero podemos pasarlos de uno a otro (habiendo definido previa-
mente ambos anillos) usando el comando imap que define la aplicacién identidad entre un
anillo previamente definido y el anillo en el que nos encontramos en este momento. Por
ejemplo podemos definir el anillo Q[z, y, z] dotado ahora del orden lex, al que llamaremos
A2 (no podemos llamarlo de nuevo A ya que si lo hacemos destruiremos el anillo A pre-
viamente definido y con el todos los objetos alli definidos), e importar desde el anillo A el

polinomio P al que seguimos llamando P (también podriamos cambiarle el nombre):

> ring B=0, (x,y,2z),1p;
> poly P=imap(4,P);

> Py
-x4y+x2y3z3-xyz2+y322

El anillo en el que se trabajara es el dltimo que hemos definido. Si queremos volver a

un anillo previamente definido haremos lo siguiente:
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> setring A;
> P;
x2y3z3-x4y+y3z2-xyz2

Podemos ahora definir en el anillo A el ideal I generado por los polinomios fi, fo y
f3 del ejemplo 11 y pedir una base de Grobner. Existen dos comandos para calcular una
base de Grobner, std y groebner. La diferencia entre los dos es el método empleado
para el célculo; véase el manual online para entender esta diferencia. En los ejemplos
que trataremos en estas notas, usaremos indistintamente cualquiera de los dos comandos.
Cabe observar que el resultado que nos proporciona SINGULAR no tiene porque ser la
base de Grobner reducida (puede serlo o no). Para forzar que el resultado del cdlculo
obtenido usando std o groebner sea la base de Grébner reducida usando el comando

option(redSB):

> option(redSB);

> ideal I=xy-z2,x2-yz,y3-xz2;
> ideal sI=std(I);

> sI;

sI[1]=xy-z2

sI[2]=x2-yz

sI[3]=y2z-xz2

sI[4]=y3-xz2

sI[5]=yz3-z4

sI[6]=xz3-z4

Obviamente los ideales I y sI definidos en el ejemplo anterior son idénticos, cambia sim-

plemente el sistema de generadores.

Con estas indicaciones bésicas ya podemos empezar a manejar el programa y resolver,
por ejemplo, algunos de los ejercicios propuestos en la seccion 5. Iremos descubriendo mas
funciones interesantes en la secciéon 4 pero el lector ya puede ir experimentando solo y

trabajar con sus ejemplos favoritos.
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4. Aplicaciones

Ya hemos visto como usar las bases de Grobner para resolver el problema de pertenencia
(corolario 18) y para determinar si dos ideales polinomiales coinciden o no (nota 31).

Veremos en esta seccién otros problemas que podemos resolver utilizdndolas.

4.1. Eliminacién de variables, ecuaciones implicitas

El orden lex es conocido por ser bastante malo desde un punto de visto computacional.
Construir una base de Grobner para este orden cuesta en general més que para otro orden
monomial, por ejemplo el grevlex. En esta secciéon veremos que el orden lex también tiene
una propiedad que lo hace valido para un problema que no es nada trivial desde un punto
de vista computacional y que aporta mucha informacién acerca del ideal (y de la variedad
algebraica asociada), el problema de eliminacion de variables®: dados un ideal I de A y
un entero ¢, 1 < ¢ < n, jcémo determinar de manera efectiva un sistema de generadores
del ideal I N K[xp41,...,2y] a partir de un sistema de generadores de I? Empezamos
definiendo el tipo de érdenes monomiales que permitirdn contestar a esta pregunta usando

las bases de Grobner.

Definicién 33. Un orden monomial > sobre A es un orden de eliminacidn para las ¢

primeras variables (1 < £ < n) si, para todo par de monomios x*,x? de A,
xo‘¢(zl,...,xg)yxﬁe(xl,...,a:g) = x7 >x°. (5)

Como consecuencia directa de la definicién tenemos que si > es un orden de eliminacién

para las £ primeras variables, para todo polinomio f de A, tenemos que
in(f) € Klrgr,..o on] = fEK[vpa,... 2] (6)
Veamos algunos ejemplos de orden de eliminacién:

= El orden lex es un orden de eliminacién para las ¢ primeras variables para todo /,
1</l <n.

5El famoso poema de Abhyankar Eliminate, eliminate, eliminate, es una respuesta a

Eliminate the eliminators of elimination theory
los detractores de los métodos constructivos en geometria algebraica como A. Weil que predicaba por la

eliminacién de la Teorfa de Eliminacién en geometria algebraica; véase [10, p. 310] para esta nota histérica.
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= Un orden graduado (por ejemplo glex o grevlexr) nunca es un orden de eliminacién
ya que cualquier par de monomios x%,x? de A con degx® > degx? incumplird la

propiedad (5).
= El orden producto definido en el ejercicio 2 de la seccién 5 es un orden de eliminacién.

= El orden de eliminacién de Bayer y Stillman estd definido de la manera siguiente:

4 14 4 L
Xﬂ >BS x% = [Z Bz > Zal] 6 [Z BZ = Z()‘i y Xﬁ >grevlex Xa] .
i=1 i=1 i=1 i=1
Es fécil justificar se define de esta manera un orden monomial, y que es de eliminacién

para las £ primeras variables.

Los 6rdenes de eliminacién juegan un papel importante en el problema de eliminacién

de variables antes planteado por el resultado siguiente:

Teorema 34. Sean I un ideal de A y >y un orden de eliminacion sobre A para las ¢
primeras variables con 1 < £ < n. Si G es una base de Gribner de I para el orden >y,
entonces G N K[Tyt1,...,%,) €s una base de Grobner de I N K[xpi1, ..., %] para el orden

inducido por >y sobre K[xpi1,...,Ty].

Este resultado proporciona una respuesta al problema de eliminacién de variables ya
que el conjunto G es finito y es por tanto muy facil determinar G N K[xpi1,...,Ty,] que es,

por los teoremas 34 y 16, un sistema de generadores del ideal I N K[zpy1, ..., Zy].

Demostracion. Sean Gy = {g1,...,gr} el subconjunto de G formado por los elementos que
no involucran las ¢ primeras variables, es decir G; = G N K[zy41,...,%xs), ¥ G2 el subcon-
junto de G formado por los demds elementos de G. Estéd claro que G; es un subconjunto
finito de Iy := I N K[zp41,...,2,) v vamos a demostrar que es una base de Grobner de
I; respecto del orden orden inducido por >, sobre K[zsy1,...,2y], s decir, por la defi-
nicién 15, que in (I;) = (in(g1),...,in(g,)). Observamos primero que para todo f € Ga,
in(f) ¢ K[xes1,- .., xy] por la propiedad (6) antes mencionada, es decir que los monomios
iniciales de los elementos de Go involucran todos al menos una de las ¢ primeras variables.
Si tomamos por tanto un elemento g € Iy, como su monomial inicial no involucra ninguna
de las ¢ primeras variables, no puede ser multiplo del monomio inicial de un elemento de
Ga, y como in (g) € in(I), tiene que ser miltiplo del monomio inicial de algiin elemento
de G;. Esto justifica que in (I;) C (in(g1),...,in(gr)) y como la otra inclusién es trivial,

el resultado queda demostrado. O
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Ejemplo 35. Consideramos el ideal I = (zy? — 2z + y, 2y — 2,2y — yz*) de Q[z,y, 2].

Podemos calcular la base de Grébner reducida de I para el orden lez usando SINGULARS.

option(redSB);

>
> ring A1=0,(x,y,2),1lp;
> ideal I=xy2-xz+y,Xy-z,Xy-yz4;
> groebner(I);

_[11=2z9-z2-z
_[2]=y+28-2z7+z6-2z5-z
_[3]=xz-25

Como el orden lex es un orden de eliminacién tanto para la primera variable como para las
dos primeras, de este cilculo de base de Grobner deducimos que I NQ[z] = (27 — 22 — 2)
e INQ[y, 2] = (y+ 28 — 27+ 25 - 25 — 2,29 — 22 — 2). Podrfamos haber obtenido esta
informacién usando el comando eliminate de SINGULAR que elimina las variables que le
indiquemos (damos el producto de las variables que queremos eliminar). De esta manera

dejamos el programa seleccionar el mismo el orden de eliminacién que estime mejor.

> eliminate(I,x*y);
_[11=2z9-z2-z

> eliminate(I,x);
_[11=29-z2-z
_[2]=y+28-27+26-25-2

La eliminacion de variables resultard muy ttil en algunas de las aplicaciones que presen-
taremos en las préximas secciones. También se utiliza para encontrar ecuaciones implicitas
de variedades algebraicas definidas parametricamente. Véamos un ejemplo
([10, p. 308]): si consideramos el subconjunto C de P% formado por todos los puntos de
la forma (s® : s2t + st? : t3) para (s : t) € P§, estd claramente contenido en la variedad
algebraica V(I) definida por el ideal I formado por todos los polinomios homogéneos F de
Clx,y, 2] tales que F(s>, st + st?,13) es identicamente nulo. De hecho V(1) es la variedad
algebraica mds pequeiia que contiene a C, y ¢ : P& — P2, (s : ¢) = (5% : s%t + st? : 3)

STniciamos aqui una nueva sesién de trabajo con SINGULAR que terminard al final de la seccién 4. Se
iran definiendo anillos e ideales que podran ser utilizados en distintas partes de esta seccién.
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es una parametrizacién de la variedad V(I). Determinar el ideal I, que en nuestro caso es
principal, no es un problema facil desde el punto de vista computacional. Consiste en pasar
de una descripciéon paramétrica de nuestra variedad a sus ecuaciones implicitas. Pero el
ideal I no es més que la interseccién del ideal (z — 53,y — %t — st?, z — t3) C C[z, v, 2, 5, 1]
con el subanillo C[z,y, 2] y por tanto I = (x — s%,y — s%t — st2, z — t3) N C[x, y, 2] se puede

determinar eliminando variables.

> ring A2=0, (x,y,2,s,t),dp;
> ideal I=x-s3,y-s2t-st2,z-t3;
> eliminate(I,s*t);

_[1]1=y3-x2z-3xyz-xz2

El problema de encontrar las ecuaciones implicitas puede complicarse mucho cuando el
ideal I de las ecuaciones implicitas no es principal pero se realiza bien en ejemplos ra-
zonables eliminando variables. Veamos otro ejemplo: si consideramos la curva monomial
affn definida de manera paramétrica por C = {(t3,¢7,t'1, 13, t17) € AY, t € Q}, su ideal
de definicién es el ideal I de Q[zy,...,z5] engendrado por los polinomios z3z4 — x5,
Toxy — T1T5, 32% — xr1r3, 322 — 1’%1‘5, 333 — X1T475, 32232:2;, — 1‘1.17?1, 32%323 — s, 32%322 — X4,

23w5 — 22, adzy — 23, 28 — 2223, Se obtiene de la siguiente manera:

> ring A3=0, (x(1..5),t),dp;
> ideal I=x(1)-t3,x(2)-t7,x(3)-t11,x(4)-t13,x(5)-t17;
> eliminate(I,t);
_[11=x(3)*x(4)-x(2) *x(5)
_[2]1=x(2)*x(4)-x (1) *x(5)
_[3]1=x(2)"2-x(1)*x(3)
_[4]1=x(4)"3-x(3)~2xx(5)
_[51=x(3)"3-x(1)*x(4)*x(5)
_[61=x(2)*x(3)"2-x(1)*x(4) "2
_[71=x(1) ~2*x(3)-x(5)
_[8]=x(1)"2*x(2)-x(4)
_[91=x(1)"3*x(5)-x(4)"2
_[10]=x(1)"3*x(4)-x(3) "2
_[111=x(1)"6-x(2) *x(3)
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4.2. Interseccién de ideales

La eliminacién de variables también resultara util para otros problemas, por ejemplo
para determinar la interseccién de dos ideales I y J de A. Introducimos una nueva variable
t y consideramos dos subconjuntos de A[t], tI = {tf/ fe I}y (1-t)I ={(1-t)f/ f € I}.

Son dos ideales de At] y tenemos que

INJ=@I+1-t)J)NA. (7)

En efecto, todo polinomio f de INJ puede verse como un elemento de A[t] que no involucra
la variable t. Como f = tf + (1 —t)f, usando que f € I y que f € J, obtenemos que
fetl+ (1 —t)J porloquelINndcC (tI+(1—1t)J)N A. Reciprocamente, tomemos un
polinomio f € A[t] que pertenezca a tI + (1 — t).J y no involucre la variable ¢: existen
q € L.A[t] y q2 € J.A[t] tales que f = tq1 + (1 — t)go. Sustituimos ahora ¢ por 1 en esta
igualdad. Como f no involucra ¢, en el lado izquierdo obtenemos f y concluimos que f
coincide con el polinomio obtenido al sustituir ¢ por 1 en ¢; € I.A[t] por lo que f € I.

Sustituyendo ahora ¢ por 0 obtenemos que f € J y queda justificada la otra inclusion.

La propiedad (7) permite determinar un sistema de generadores de I N.J simplemente

introduciendo una nueva variable ¢ y eliminando ¢ del ideal tI + (1 —t)J.

Apliquemos este método en un ejemplo facil que podemos tratar a mano. Todos sabe-
mos que si consideramos los dos ideales principales I = (z) e J = (y) de K[z, y], entonces
INJ = (ay). Para aplicar el método anterior para confirmar este resultado, conside-
ramos el ideal tI + (1 — t)J de K[t,z,y] que no es més que el ideal L = (tx,y — ty).
Tenemos que calcular una base de Grobner de L para un orden de eliminaciéon para la
primera variable, t. Elegimos el orden lex. El S-polinomio de fi =tz y fo = y — ty es
f3=S(f1, f2) = yf1 + xfo = xy que anadimos a nuestra base de Grobner ya que zy no es
muiltiplo ni de tx, ni de ty. Finalmente, S(fi,fs) = wyfi — tfs = 0y
S(f2, f3) = —xfa —tfs = —xy —, 0, por lo que {tz,ty — y,zy} es la base de Grobner
reducida de L respecto del orden lez. Por (7) y el teorema 34, I N J = (zy).

Usaremos ahora SINGULAR en un ejemplo donde no es tan ficil determinar el resultado

a mano sin usar un ordenador.
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> ring A4=0, (x,y),dp;

> ideal I=x2+y3-1,x-xy+3; ideal J=x2y-1;
> ring A5=0, (x,y,t),dp;

> ideal I=imap(A4,I); ideal J=imap(A4,J);
> ideal L=t*I+(1-t)*J;

> eliminate(L,t);
_[1]1=x3y2-x3y-3x2y-xy+x+3
_[2]=x2y4+x4y-x2y-y3-x2+1
_[31=xby+3x2y3+3x2y2-x3+3x2y-3y2-3y-3

SINGULAR tiene un comando, intersect, que permite calcular la interseccién de ideales

directamente.

> setring A4;

> intersect(I,J);
_[1]=x3y2-x3y-3x2y-xy+x+3
_[2]=x2y4+x4y-x2y-y3-x2+1
_[3]=x5y+3x2y3+3x2y2-x3+3x2y-3y2-3y-3

Véamos ahora que la interseccién (y por tanto la eliminacién de variables) permite
construir el maximo divisor comin (m.c.d.) y el minimo comin miltiplo (m.c.m.) de dos

polinomios en varias variables.

Dados dos polinomios no nulos f y g de A, se demuestra (usando que A es un dominio
de factorizacién tinica) que existe un tinico polinomio unitario” de A que sea divisor comin
a f y g y multiplo de cualquier otro divisor comin a f y g. Es el maximo divisor comin
de fy gy lo denotaremos por med(f, g). También existe un dnico polinomio unitario de
A que sea miltiplo comin a f y g y divisor de cualquier otro multiplo comtin a f y g,
el minimo comin miltiplo de f y ¢g denotado por mem(f, g). La relacién entre estos dos
polinomios es la siguiente (véase, por ejemplo, [5, Prop. 14, p.187]): existe una constante
a de K no nula (el producto de los coeficientes dominantes de f y g) tal que

fxg=axmed(f,g) x mem(f,g). (8)

Si no queremos que esta definicién dependa de un orden monomial sobre A, tenemos que quitar la

condicién ‘unitario’. La unicidad, tanto del m.c.d. como del m.c.m., es entonces médulo el producto por
constantes no nulas.
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Ademas, si tomamos ahora dos ideales principales (f) y (g) de A, tenemos que (f) N (g)

también es principal y

(f) N (g) = (mem(f,9)) - 9)

Combinando (8) y (9), y dado que sabemos determinar la interseccién de dos ideales,

tenemos un método para calcular el m.c.d. y el m.c.m. de dos polinomios de A.

> poly f=x3-x2y-3x2+xy-y2-3y; ideal ff=f;
> poly g=x3y+xy2+2x2+2y; ideal gg=g;
> ideal MCM=intersect(ff,gg);
> MCM;
MCM[1]=x4y-x3y2-3x3y+x2y2-xy3+2x3-2x2y-3xy2-6x2+2xy-2y2-6y
> fig/MCM[1];

x2+y

De nuevo, hay comandos de SINGULAR que calculan directamente el m.c.d y el m.c.m,
gcd v lem respectivamente, usando métodos més eficientes que el que hemos presentado
aqui. Observamos que el comando lcm no forma parte de los comandos del nicleo de

SINGULAR. Estd en la libreria poly.lib que tenemos por tanto que cargar.

> ged(f,g);

x2+y

> LIB "poly.lib";

> lem(f,g);
x4y-x3y2-3x3y+x2y2-xy3+2x3-2x2y-3xy2-6x2+2xy-2y2-6y

4.3. Cociente de dos ideales

Otra operacién entre ideales que es importante tanto en algebra conmutativa como en
geometria algebraica, es el cociente.
Definicién 36. Dados dos ideales -I- y J de A, el siguiente subconjunto de A,
I:J={feA/ fgelVgelJ}

es un ideal de A llamado el cociente de I por J. Esta formado por todos los elementos de

A que llevan, por el producto, a todo J dentro de I.
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La interpretacién geométrica de esta operacion viene reflejada en el siguiente resultado
([5, Cor. 8 p. 193]): si V' 'y W son dos variedades algebraicas afines, I(V\W) = I(V) : I(W).

Uno de los usos importantes de esta operacion es que permite determinar si un ideal

estd o no contenido en otro. En efecto, para todo par de ideales I, J de A, se tiene que
JCI «—= I:J=(1). (10)

Nos preguntamos ahora cémo construir el cociente de dos ideales I y J de A. Lo
primero que observamos es que, usando que ya sabemos calcular la interseccion de ideales,
el problema se reduce al caso en el que J es principal usando que si conocemos un sistema

de generadores de J, {g1,...,9:}, entonces

t
Ii(gyng) =1 (9)- (11)
i=1
Y el célculo del cociente cuando el segundo ideal es principal se realiza usando el siguiente

resultado:

Proposicién 37. Dados un ideal I y un polinomio g de A, si I N (g) = (h1,...,hs)

entonces necesariamente cada h; es un maltiplo de g, y

Demostracion. Estd claro que cada generador de TN (g) es multiplo de g ya que pertenece

a (g). Como cada elemento del conjunto de polinomios {%1, e %} multiplicado por g
%,...,%) C I : (g). Reciprocamente, si

tomamos un polinomio f en I : (g), entonces fg € I y como también fg € (g), fg es una

proporciona un elemento de I, tenemos que (
combinacion de hy, ..., hs. Simplificando por g obtenemos el resultado. O

En el siguiente ejemplo calculamos I : J para los ideales I = (22 + 2, zy + 32 + 2, 22 —
Y3 =2z, 4+ 32+ 22) vy J = (2 + z,ay + 9% + 2,2 — y2) de Q[x, y, 2]. Dado que los
dos primeros generadores de J, g1 y g2, son también generadores de I, por (10) tenemos
que I : (g1) =1 : (g92) = (1) y por tanto aplicando (11) deducimos que I : J =1 : (g3).
Determinamos este cociente usando SINGULAR y aplicando la proposicién 37, y terminamos
comprobando nuestro resultado con el comando quotient que determina el cociente de

dos ideales:
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> ring A6=0, (x,y,z),dp;

> ideal I=x2+z,xy+y2+z,xz-y3-2yz,y4+3y2z+z2;
> ideal J=x2+z,xy+y2+z,x3-yz;

> ideal Q=intersect(I,J[3]);

> Q;
Q[1]=x4y+x3y2+x3z-xy2z-y3z-yz2
Q[2]=x5+x3z-x2yz-yz2
Q[31=x3y3-x4z+2x3yz-y4z+xyz2-2y222
> Q/J[31;

_[1,1]=xy+y2+z

_[1,2]=x2+z

_[1,3]=y3-xz+2yz

> quotient(I,J);

_[1]=xy+y2+z

_[2]=x2+z

_[3]=y3-xz+2yz

4.4. El problema de pertenencia al radical

Un problema maés facil que el célculo del radical de un ideal es el problema de per-
tenencia al radical: dados un ideal I de A y un polinomio f de A, jcémo determinar si
f € V/I? Por supuesto si sabemos construir v/I, podemos responder usando la solucién
que hemos dado al problema de pertenencia, pero el siguiente resultado permite contestar

a la pregunta sin construir el radical de I:

Proposicién 38. Dados un ideal I C A y un polinomio f € A, tomamos una nueva
indeterminada w y consideramos el ideal I de Alw] engendrado por I y por el polinomio
1—wf, es decir I = I.A[w] 4+ (1 — wf). Las tres propiedades siguientes son equivalentes:

1. feI;

2. 1el;

8. {1} es la base de Grébner reducida de I respecto de un orden monomial arbitrario
sobre Aw].

Demostracion. Esta claro que 2 y 3 son equivalentes. Para la equivalencia de 1 y 2, véase

por ejemplo [5, Prop. 8, p.176]. Observamos que esta prueba utiliza el teorema 2 pero
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que el resultado es cierto sobre un cuerpo arbitrario (se pasa al cierre algebraico para la
demostracién). Para otra demostracién que relaciona el problema de pertenencia al radical

con la construccién de la saturacién I : f*°, véase [12, Prop. 3.7]. O

Tlustraremos el método anterior con un ejemplo sencillo. En Qlz,y, 2], consideramos
el ideal monomial I = (23 22y, y32,9%27, xyz). En este caso, es facil demostrar que
VI = (x,yz) por lo que © € VI 'y z ¢ VI. Lo comprobaremos ahora con SINGULAR

usando el método anterior.

> ideal L=x3,x2y,y3z,y2z7,Xyz;
> ring A7=0, (x,y,z,w),dp;
> ideal I=imap(A6,L);
> ideal J=I,1-w*x;

> groebner(J);

_[11=1

> ideal K=I,1-w*z;

> groebner(K) ;

_[1]=zw-1

_[2]=y2

_[3]=xy

_[4]1=x3

En la libreria primdec.1ib de SINGULAR encontraremos la implementacién de varios
algoritmos para la construcciéon de una descomposicién primaria y del radical de un ideal
polinomial. Estos algoritmos son méas avanzados y exceden el contenido de este curso.
Podemos usar el sencillo ejemplo anterior para ver como funciona el comando radical de

la libreria primdec.lib y veremos en la seccién 5 un problema menos trivial.

> setring A6;

> LIB "primdec.lib";
> radical(L);

_[1]=x

_[2]=yz
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4.5. Primeras sicigias, sistemas minimales de generadores

Veamos de pasada una aplicacion muy potente de las bases de Grébner en dlgebra

conmutativa: el cdlculo de sicigias.

Definicién 39. Dado un conjunto F = {fi,..., fm} de polinomios distintos de A, una

sicigia de F es una relacion polinomial lineal entre los elementos de F, es decir una relacién

q1f1+"'+mem:0 (12)
con qi,-...,qm € A. Una sicigia se suele representar en forma vectorial, es decir que la
sicigia de F correspondiente a la relacién (12) serd el vector s = (q1,...,qm)t € A™. El

problema de describir las sicigias de F consiste en encontrar todas las relaciones de este
tipo entre los elementos de F. Se demuestra que el conjunto de todas las sicigias de F,
denotado por Sic(F), es un submddulo finitamente generado de A™. Describir por tanto
las sicigias de F consiste en dar un conjunto finito de generadores del submédulo Sic(F)
de A™, es decir un niimero finito de relaciones del tipo (12) tal que cualquier otra relacién

sea una combinacién A-lineal de estas relaciones.

Nota 40. 1. En lugar de hablar de sicigias del conjunto de polinomios F se suele
hablar de sicigias del ideal I de A engendrado por F pero esto es un abuso ya que las
sicigias dependen (y mucho) del sistema de generadores elegido. Como no entraremos
en los detalles de lo que es invariante para el ideal I (cuando I es homogéneo, o
graduado respecto de alguna graduacién), hablaremos aqui de sicigias de un conjunto

de polinomios.

2. Cuando tenemos més de dos polinomios, siempre hay sicigias no triviales, es decir
que Sic(F) nunca es el médulo nulo si m > 2. En efecto, al menos siempre tenemos

las llamadas relaciones de Koszul que son aquellas de la forma g;; f; + ¢;: f; = 0 para

qij = f; v ¢ji = — fi-

Saber describir las sicigias permite, por ejemplo, determinar si un sistema de generado-
res F ={fi,..., fm} de un ideal I de A es o no minimal. En efecto si F no es minimal, al
menos uno de los elementos de F, digamos f;, se expresa como combinacién de los demas.
Esta relacién proporciona un elemento de Sic(F) que es un vector cuya i-ésima coordenada
es una constante no nula. Una sicigia con esta propiedad tiene por tanto que aparecer en

cualquier sistema de generadores del médulo Sic(F). Reciprocamente, si existe tal sicigia,
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esté claro que el sistema de generadores F no es minimal ya que esta sicigia proporciona

una relaciéon que expresa f; en funcién de los demds elementos de F.

Un importante resultado que presentaremos a continuacién dice que cuando tenemos
una base de Grobner G = {g1,...,g:} respecto de un orden monomial arbitrario, entonces

podemos describir Sic(G) sin esfuerzo adicional.

Si G es una base de Grobner del ideal I de A engendrado por G, por el criterio de
Buchberger tenemos que para todo 4,5 con 1 < i < j < ¢, el S-polinomio de g; y gj,
S(gi,gj), se expresa en funcién de los elementos de G con una relacién como las descritas
en la definicién 12 y con r = 0. Como por otra parte, S(g;, g;) es una combinacién de g; y
gj, cada propiedad S(g;, g;) —g 0 proporciona una sicigia no trivial de G que denotaremos
por s;;.

Véamos un ejemplo sencillo para ilustrar esta relacién entre reducciéon a cero de los
S-polinomios y sicigia. En el ejemplo 25, hemos visto que G = {f1, fa, f3} es una base de
Grébner del ideal I de Q[x,y] engendrado por fi = ay — 1, fo=¢> — 1y fs =2 —y
respecto del orden lex. Para ello hemos reducido cada S-polinomio de la manera siguiente:

» S(f1, f2) = yfi — xf2 se reduce a cero médulo G ya que S(f1, fo) =x —y = fs,
= S(fi,f3)=f1—yfs =g 0yaque S(fi,f3) =¢> =1 = fa, ¥
v S(fa, f3) = xfo—y*f3 =g 0 ya que S(fo, f3) = —x + 4> = —f3 +yfo.

Las sicigias no triviales de G obtenidas a partir de estas tres reducciones son

y 1 0
sie=| —z [, s13=]| -1 | ysa= zT—y . (13)
-1 -y -2 +1
Observamos que la primera (también la segunda) de estas sicigias tiene alguna entrada
constante no nula lo cual confirma que G no genera I minimalmente, cosa que ya sabiamos
ya que I = (f1, f2).
El siguiente resultado nos dice que las sicigias s;; obtenidas de esta manera nos per-

miten obtener todas las sicigias de G:

Teorema 41. Si G = {g1,...,9:} es una base de Grobner del ideal I de A engendrado por
G y si, para todo i,j con 1 < i < j <t, denotamos por s;; la sicigia de G obtenida a partir
de la reduccion S(gi, g;) —¢ 0 tal como lo hemos explicado antes, entonces el A-mddulo
Sic(G) C A™ estd engendrado por {s;;; 1 <i<j <t}
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Para una demostracién de este resultado, nos referimos a [6, Chapter 5.3, Thm. 3.2].

Pero la pregunta original no era esta. Nos gustarfa, dado F = {fi,..., fin} que no sea
necesariamente una base de Grobner del ideal I de A engendrado por F, poder describir
Sic(F). Esto también se puede hacer, calculando primero una base de Grobner G de I
respecto de un orden monomial arbitrario, aplicando luego el teorema 41 para describir
Sic(G), y finalmente volviendo al sistema de generadores original para encontrar sus sici-
gias, Sic(F). No entraremos en los detalles de este método, pero se puede encontrar en
[6, Chapter 5.3, Prop. 3.8]. Este método esta implementado en SINGULAR y veremos ahora

en un ejemplo como utilizar el comando syz (de la palabra en inglés syzygy para sicigia):

> setring A4;
> poly fl=xy-1; poly f2=y2-1; poly f3=x-y;
> ideal L=f1,f2,£f3;
> ideal M=£f1,f2;
> print(syz(L));
-1y,

1, x,

y, 1
> print(syz(M)) ;
-y2+1,

xy-1

Observamos que cuando solicitamos print (syz (L)), SINGULAR sélo nos da dos de los tres
generadores de Sic(G) que hemos encontrado en (13). Las dos sicigias proporcionadas por
SINGULAR son —s$13 ¥ —S12. La razon es que el tercer generador dado por el teorema 41
es, en este ejemplo, supérfluo ya que so3 = ysi3 — s12. Por alguna razén, SINGULAR lo ha
eliminado. La respuesta es por tanto la misma que la que habiamos encontrado a mano
en (13).

Terminaremos esta seccién diciendo que las nociones de orden monomial y de base
de Grobner se generalizan facilmente de ideales a mddulos. Esto nos permite, una vez
determinado el médulo Sic(F) como antes, de calcular una base de Grébner de este médulo
y, aplicando el resultado anédlogo al teorema 41 para médulos, de determinar las sicigias de
Sic(F), es decir las llamadas segundas sicigias de F, y asi sucesivamente. Se llega de esta
manera a la construcciéon de una resolucién libre del ideal de partida e incluso se puede,

usando bases de Grébner, dar una prueba constructiva del famoso Teorema de las Sicigias
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de Hilbert. La demostracién requiere un teorema de Schreyer que viene, esencialmente, a
definir un orden monomial apropiado al célculo de sicigias; véase por ejemplo [10, Chapter
15]. Nos referimos a [6] y [12] para un tratamiento exhaustivo de las bases de Grébner

para médulos y la construccién de resoluciones de A-mdédulos finitamente generados.

4.6. Coloracién de grafos, resolucion de sudokus

Presentaremos ahora una curiosa aplicacién de las bases de Grobner, mas alejada
de las areas del dlgebra conmutativa y de la geometria algebraica, y que se situa mas
bien en el ambito de la combinatoria. Se trata del problema de la coloracién de grafos.
Los resultados que presentamos aqui, y muchos mas, se pueden encontrar en el precioso
articulo de Hillar y Windfeldt [15]. Estos resultados no pretenden ser més eficientes que
los métodos combinatorios para resolver este tipo de problemas, aunque pueden llegar a
serlo, pero son, como poco, muy curiosos ya que ofrecen un puente mas entre el algebra

conmutativa y la combinatoria.

Empezaremos introduciendo las nociones necesarias para enunciar los problemas que
aqui nos planteamos. Dado un grafo G (simple y no dirigido) con n vértices, denotamos por
V ={1,...,n} el conjunto de sus vértices y por E el conjunto de sus aristas. Denotaremos
por (i,7) la arista entre los vértices ¢ y j. Tomando un conjunto de k colores, Cy =
{c1,..., ¢}, con 1 < k < n, diremos que G es k-coloreable si se puede pintar cada vértice
de G de un color de C}, de manera que dos vértices de G adjacentes (es decir unido por una
arista de G) no tengan el mismo color. Dicho de otra manera, G es k-coloreable si podemos

definir una aplicacién v : V' — Cj tal que, para toda arista (i,j) € E, v(i) # v(j).

(P1) El primer problema que nos planteamos es determinar, usando bases de Grobner,

cuando G es k-coloreable.

(P2) Elsegundo consiste en tomar ahora un grafo k-coloreable G y determinar si existe una
tnica manera de colorear G con k colores. Por supuesto, la unicidad que planteamos
aqui es médulo permutacién de los colores, es decir que si s6lo permutamos los

colores, consideraremos que estamos hablando de la misma k-coloracién de G.

El tratamiento algebraico de este problema requiere introducir un cuerpo K que supo-
nemos algebraicamente cerrado y cuya caracteristica no divida a k. En A = K{z1,..., 2],

consideramos entonces el ideal I, siguiente:
Igr=(zF-1;ieVv)+ (xf_1 + xf_%]- +- 4 xix;?_? + x;?_l ; (1,7) € E).
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Vamos a justificar primero que si Ig; # (1), es decir si V(Ig) # 0 por el teorema
2, Ig i, es un ideal 0-dimensional, es decir que V(I ) estd formado por un nimero finito
de puntos de A%. Podriamos hacer incluido en la seccién 4 de estas notas un apartado
sobre ideales 0-dimensionales y bases de Grobner. Preferimos referirnos a los estupendos

[5, Chapter 5.3] y [12, Chapter 3.3], y recordar lo fundamental en el siguiente resultado:

Teorema 42. Si K es un cuerpo algebraicamente cerrado e I es un ideal propio de A

(I # (1)), las siguientes propiedades son equivalentes:

1. I es 0-dimensional;
2. A/I es un K-espacio vectorial de dimension finita;

3. Fijado un orden monomial arbitrario >, el conjunto de los monomios de A que no

pertenecen a in (I) es finito;

4. Fijado un orden monomial arbitrario >, en cualquier base de Grobner G de I respecto
de >, y para todo i, 1 < i < n, eziste un elemento de G cuyo monomio inicial sea

una potencia de x;.

Nota 43. La equivalencia entre 2 y 3 en el resultado anterior se deduce de un resultado
mas preciso ([5, Prop. 4, Chapter 5.3]): para cualquier ideal I de A, el conjunto de las
imégenes en A/I de los monomios de A que no pertenecen a in (I) forma una base del

K-espacio vectorial A/I.

Volvemos ahora al ideal I . La primera parte de sus generadores, {mf —1; i eV},
nos permite afirmar, usando la propiedad 4 del teorema 42, que I es 0-dimensional.
La relacién entre el ideal I, y los problemas (P1) y (P2) planteados al principio de esta
seccién estd reflejada en los dos resultados siguientes que recogen parcialmente el contenido
de los teoremas 1.1 y 1.9 de [15].

Teorema 44 (grafos k-coloreables). Las propiedades siguientes son equivalentes:

1. G no es k-coloreable;
2. V(Ig,k) =0;
3. Igr=(1);

4. {1} es la base de Grébner reducida de Ig \, respecto de cualquier orden monomial.
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Teorema 45 (unicidad de la k-coloracién). Si Ig # (1), G es k-coloreable y las propie-

dades siguientes son equivalentes:

1. G es k-coloreable de manera unica;
2. la dimension de A/Ig ) como K-espacio vectorial es k!;

3. el nimero de monomios de A que no pertenece a in(Igy), el ideal inicial de Ig

respecto de un orden monomial arbitrario, es k!.

Tlustraremos el uso de estos resultados con unos ejemplos sencillos. Consideramos
dos grafos cuyo conjunto de vértices es {1,2,3}: el grafo Gy cuyo conjunto de aristas es
{(1,2),(2,3)} (path, camino), y el grafo Go cuyo conjunto de aristas es {(1,2),(2,3),(1,3)}
(3-ciclo). Estd claro que Gy es 2-coloreable mientras G no lo es (requiere 3 colores). Com-

probamos estas propiedades aplicando la propiedad 4 del teorema 44:

> setring A6;

> ideal IG12=x"2-1,y"2-1,z"2-1,x+y,y+z;

> groebner(IG12);

_[1]=y+z

_[2]=x-z

_[3]=z2-1

> ideal IG22=x"2-1,y"2-1,z"2-1,x+y,y+z,x+z;
> groebner (IG22);

_[11=1

Esté claro ademds que G es unicamente 2-coloreable. De nuevo vamos a comprobarlo
usando el teorema 45. El comando lead nos permite obtener que in (I, 2) = (,y, 22) por
lo que {1, z} es el conjunto de los monomios de Q[z, y, 2] que no pertenecen a in (I, 2). Por

la propiedad 3 del teorema 45 deducimos que efectivamente G; es unicamente 2-coloreable.

> lead(groebner(IG12));
_[11=y

_[2]=x

_[3]1=22

175



PHILIPPE GIMENEZ

Si consideramos ahora un tercer grafo, G3, cuyos conjuntos de vértices y aristas sean
{1,2,3,4} y {(1,2),(2,3),(3,4)} respectivamente, también es unicamente 2-coloreable.

Ademss es 3-coloreable pero no lo es de manera unica.

> setring A7;

> ideal IG32=x"2-1,y72-1,z"2-1,w"2-1,x+y,y+z,z+w;
> ideal sIG32=groebner(IG32);

> lead(sIG32);

_[1]==z

_[2]=y

_[3]=x

_[4]=w2

> vdim(sIG32);

ideal sIG33=groebner(IG33);
lead(sIG33);

_[1]1=z2

_[2]=y2

_[31=x2

_[4]1=w3

> vdim(sIG33);

24

2
> ideal IG33=x"3-1,y73-1,z73-1,w"3-1,x"2+xy+y 2,y 2+yz+z"2,z " 2+zZw+w"2;
>
>

Observamos el uso del comando vdim que cuenta el nimero de monomios de A que no
estdn en in (I) y determina por tanto, tal como lo hemos observado en la nota 43, la

dimensién de A/I como K-espacio vectorial.

Vedmos ahora un ejemplo més complejo para el cual la respuesta a los problemas (P1)
y (P2) no es tan evidente. Se trata del grafo G con 12 vértices y 23 aristas pintado en [15,
Fig. 1]. El ideal I 3 tiene por tanto 35 generadores y el siguiente calculo permite afirmar

que G es unicamente 3-coloreable.
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> ring A8=0,x(1..12),dp;

> ideal I=x(1)"3-1,x(2)"3-1,x(3)"3-1,x(4)"3-1,x(5)"3-1,x(6)"3-1,
x(7)"3-1,x(8)"3-1,x(9)"3-1,x(10) "3-1,x(11)"3-1,x(12) "3-1,

(x(D+x(2)) "2-x(1)*x(2), (x (1) +x(6)) "2-x (1) *x(6) , (x (1) +x(12)) "2-x(1) *x(12),
(x(1)+x(4)) "2-x(1)*x(4) , (x(2)+x(5)) "2-x(2) *x(5) , (x(2) +x (7)) "2-x(2) *x(7) ,
(x(2)+x(3)) "2-x(2)*x(3) , (x(3)+x(8)) "2-x(3)*x(8) , (x(3)+x(10)) "2-x(3) *x(10) ,
(x(4)+x(9)) "2-x(4)*x(9) , (x(4)+x(11)) "2-x(4) *x(11) , (x(5)+x(6) ) “2-x(5) *x(6) ,
(x(6)+x (7)) "2-x(6)*x(7) , (x(7)+x(8)) "2-x(7) *x(8) , (x(8)+x(9)) "2-x(8) *x(9) ,
(x(9)+x(10)) "2-x(9) *x(10) , (x(10)+x(11)) "2-x(10) *x(11),

(x(11)+x(12)) "2-x(11)*x(12) , (x(12)+x(5)) "2-x(12) *x (5) , (x(5)+x(9)) ~2-x(5) *x(9) ,
(x(6)+x(10)) ~2-x(6) *x(10) , (x(7)+x(11)) ~2-x(7T) *x(11) , (x(8) +x(12) ) "2-x(8) *x (12) ;
> ideal gI=groebner(I);

> gl;

gI[1]1=x(10)+x(11)+x(12)

gI[2]=x(9)-x(11)

gI[3]=x(8)+x(11)+x(12)

gI[4]1=x(7)-x(12)

gI[6]=x(6)-x(11)

gIl6]=x(5)+x(11)+x(12)

gl [7]=x(4)-x(12)

gI[8]=x(3)-x(12)

gI[91=x(2)-x(11)

gI[10]=x(D+x(11)+x(12)

gI[11]=x(11) "2+x(11) *x (12) +x(12) "2

gI[12]=x(12)"3-1

> vdim(gI);

6

Podriamos haber planteado un tercer problema sobre coloracién de grafos que también

se puede puede resolver con bases de Grobner pero que no abordaremos aqui:

(P3) Si tomamos un grafo k-coloreable y damos una k-coloracién parcial (es decir que

pintamos algunos de sus vértices), jcémo determinar si existe una dnica k-coloracién

compatible con esta k-coloracién parcial? Y si es el caso, jcomo determinarla?

Curiosamente, este iltimo problema esta relacionado con el problema de la resolucién

de un sudoku. En efecto, a la tabla vacia 9 x 9 de un sudoku, podemos asociarle un grafo G
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con 81 vértices (uno por cada celda de la tabla) donde traduciremos las reglas del sudoku
con las aristas de G5: ponemos una arista entre dos vértices de G5 cuando estos vértices
corresponden a dos celdas de la tabla que no pueden recibir el mismo ntmero, es decir las
celdas situadas en una misma fila, una misma columna, o una misma subtabla 3 x 3 (de
las 9 subtablas destacadas en un sudoku). Hecha esta asociacién entre la tabla vacia de
un sudoku y este grafo G, vemos que un sudoku resuelto corresponde a una coloraciéon de
G con 9 colores, los nimeros entre 1 y 9. Visto de esta manera, esta claro que el grafo G
es 9-coloreable (porque existen sudokus resueltos que cumplen las reglas) y que no lo es
de manera tnica (porque existen varios sudokus resueltos cumpliendo las reglas, de hecho
existen muchos y por eso varios periédicos pueden proponer cada dfa resolver alguno!).
Estas dos propiedades de G se podrian verificar usando SINGULAR y los teoremas 44 y 45
(dejamos este ejercicio para quién tenga la paciencia de introducir el ideal I, 9 en SIN-
GULAR!). Resolver un sudoku es por tanto equivalente a encontrar, dada una 9-coloracién
parcial del grafo G, una coloracién total de G5 que sea compatible. Un sudoku estara bien
planteado, es decir tendra una solucién tnica, cuando la correspondiente coloracién par-
cial de G4 proporciona una unica 9-coloracién de G5 compatible. Y reconocemos aqui el
problema (P3) antes planteado. Por supuesto, las bases de Grobner no proporcionan una
manera eficiente de resolver sudokus pero no deja de ser una aplicacién curiosa, bonita e

inesperada.

5. Ejercicios
Ordenes monomiales

Ejercicio 1.— Ordena los monomios de los siguientes polinomios de mayor a menor
para el orden lexicografico (lex), para el orden lexicogréfico graduado (glex) y para el orden

lexicografico inverso graduado (grevlex). Verifica luego tu respuesta usando SINGULAR.

1. 22y + 3z + 4y? € K|z, y];

2. $2y323 — $4y + y322 - xyZQ € K[.’L‘, Y, 'Z]‘

Ejercicio 2.— (orden producto) Consideramos dos grupos de variables, x = {x1,...,z,}
ey ={vyi,...,Um} v el anillo de polinomios A := K[Z1,...,Zn, Y1, .-, Ym]- S > es un
orden monomial sobre K[z1,...,z,] y >, un orden monomial sobre K[y1,...,ym), defi-

nimos la siguiente relacién >, entre monomios de A: dados dos monomios x%, x? en las
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variables x y dos monomios y7,y% en las variables y,

. 7

xﬂy‘s Spr Xy = [xﬁ >, XY 6 [xY = xP e y‘S >, y7]
1. Prueba que >, es un orden monomial sobre A (llamado orden producto).

2. Justifica que si M es un monomio de A solo en las variables y y si NV es un monomio
de A donde aparece al menos una de las variables x, entonces N >,. M, es decir

que >, es un orden de eliminacién sobre A para las n primeras variables.

3. Prueba que si los érdenes >, y >, son los érdenes lexicogréficos sobre Kz1,. .., 2y]

y K[y1,...,ym| respectivamente, entonces >, es el orden lexicogréfico sobre A.

4. Observa como se puede generalizar la definicién de orden producto anterior con mas

de dos grupos de variables.

5. Justifica que el orden lexicografico sobre K[x1,...,2,] es un orden producto con n

grupos de variables.

Ejercicio 3.— (orden matricial) Por la nota 7, cualquier orden monomial es un orden
matricial, es decir que es de la forma >j; para alguna matriz M inversible, n x n y
con entradas enteras (siendo n el nimero de variables en el anillo de polinomios en el
que estamos trabajando). Determina matrices My, My y My tales que (>ie) = (>ar),
(>gtez) = (>Mz) ¥ (Sgreviez) = (>m3). Si consideramos ahora el orden producto >,
definido en el ejercicio anterior, expresa la matriz (n +m) X (n+m) asociada a este orden

en funcién de las matrices definiendo los ordenes >, y >,.

Algoritmo de divisién en varias variables

Ejercicio 4.— Fijamos sobre Qz,y,z] el orden greviex. Divide el polinomio
=223 + 2ty + 4322 + wy2? € Q[z, v, 2] por la lista ordenada de polinomios [f1, fa, f3]
con fi = axy — 2%, fo = 22 —yz, f3 = > — 2% (ejemplo 11). Repite el ejercicio con la lista
[f3, f1, f2]. Verifica tu respuesta con SINGULAR.

Primeros pasos con bases de Grébner

Ejercicio 5.— Demuestra (directamente usando la definicién) que el conjunto de po-
linomios {z + z,y — 2z} C Q[x, y, 2] es una base de Grobner del ideal I que genera para el

orden lez.
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Ejercicio 6.— Deduce del Ejercicio 4 que {fi, f2, f3} no es una base de Grobner del
ideal I = (f1, fo, f3) para el orden grevlez.

Criterio y algoritmo de Buchberger

Ejercicio 7.— Determina la base de Grobner reducida del ideal I = (fi, fa, f3) para
el orden greviexr siendo f1, f2, f3 los polinomios definidos en el ejemplo 11. Verifica tu
respuesta con SINGULAR.

Ejercicio 8.— Fijamos un orden monomial > sobre A = KJz1,...,2,]). Dado un
conjunto finito de polinomios G de A, si tenemos dos elementos f y g de G tales que
med(in (f),in(g)) = 1, demuestra que entonces S(f,g) —¢ 0. Observa que esto puede
simplificar bastante las cosas a la hora de aplicar el criterio de Buchberger para compro-
bar si un conjunto de generadores finito de un ideal dado es o no una base de Grobner.

Vuelve ahora al ejercicio 5 y da una respuesta inmediata a la pregunta alli planteada.

Ejercicio 9.— Para todo entero ¢ > 1, consideramos el conjunto G = {T‘i —1,...,25 -1}
y sea I el ideal de A engendrado por G. Demuestra que G es una base de Grobner universal
de I.

Bases de Grébner de ideales monomiales y binomiales

Ejercicio 10.— Sea M un ideal monomial de A := K[x1,...,x;,] arbitrario.

1. Demuestra la propiedad 2 de la proposicion 3, es decir que M admite un unico
sistema minimal de generadores formado por monomios, M, y que M es la base de

Grobner reducida de M respecto de cualquier orden monomial sobre A.

2. Proporciona un método eficiente para determinar si un ideal es 0 no monomial y
determina usando SINGULAR cual de los 2 ideales de Q[z, y, z] siguientes es monomial:

o T = (a0yTz + aByB2t, aby323 + 2¥y23, a0yB22 + 2y, 2Tyz2);

o J = (@5yT2 + aByBat, 20y323 4 a8y25, a8y822 4 adyBat 2Ty22).

Ejercicio 11.— Se dice que un ideal I de Klx1,...,x,] es binomial si admite un

sistema de generadores formado por diferencias de monomios. Probar que, dado un érden
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monomial arbitrario, la base de Grobner reducida de un ideal binomial es binomial (es

decir que estd formada por diferencias de monomios).

Primeras aplicaciones en dlgebra conmutativa y geometria algebraica

Ejercicio 12.— (comparacién de dos ideales en un anillo de polinomios) Consideramos
los dos ideales I y J de Q[z, v, #] siguientes:

I = (@®+z0y+9°+2,02—y> —2yz, 9% + 3922 + 22),
(@ + z, 3y + y? + z,2% — y2).

Compara estos dos ideales usando SINGULAR, es decir determina cual de las siguientes

afirmaciones es cierta (si es que algunaloes): I C J, JC I, I =J.

Ejercicio 13.— (ecuaciones implicitas) Consideramos el siguiente conjunto C de puntos
de Q3:
C:={tt%t) cQ® teqQ}.

Denotamos por I := I(C') al ideal formado por todos los polinomios de A := Q[z,y, 2] que

se anulan en todos los puntos de C.
1. Justifica que (y — 22,2 — 23) C I.
2. Prueba que todo polinomio f € Q[z,y, 2] se escribe de la forma

f=hi(y—2%) +he.(z —2%) +r

con hi, hy € Qz,y,2] vy r € Q[z]. Deduce que I = (y — 22,z — 23).

Ejercicio 14.— (pertenencia al radical) Utiliza SINGULAR y la proposicién 38 para de-
mostrar que los ideales I y J dados a continuacion son distintos pero tienen el mismo radi-
cal: I = (2222 4+ 28 a2t 4+ 22222 4+ 28 y%r — 2922 4+ 2B2%y + 4d),
J = (222 + 2%,y2? — 23, 2%y — 222yt — 23 0t — 232,20 + 24 25 — 2%). Comprueba el
resultado calculando el radical de ambos ideales con el comando radical de la libreria

primdec.lib de SINGULAR.
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