
Capítulo 2 

Introducción al álgebra lineal 

2.1 Matrices. Sistemas de ecuaciones lineales 

Definición 2.1 Una matriz de orden m x n es un arreglo rectangular de mn números 
acomodados o dispuestos en m filas y n columas. 

a11 a12 a13 a¡n 

a21 a22 a23 a2n 

A= a31 a32 a33 a3n 

aln1 a1n2 a.,3 a.m.n 

Los elementos a11, ... , amn E ~ , y se conocen como las entradas de la 
matriz A; el elemento de A ubicado en la intersección de la i-ésima fila y la 
j-ésima columna se denota por aij. La matriz A se denota brevemente por 
A = [ai.il· La i-ésima fila de A se denota por A(i) = [ail, ... , ain] y puede 
considerarse como un vector de, la j-ésima columna de A se representa por 

[ 

a1
7 l 

a,~,J 
y puede considerarse como un vector de ~m 

Las matrices se denotan por letras mayúsculas A, B, C, ... ,etc. 

Observación 2.1 Si m= n,se dice que la matriz es cuadrada. 

En lo que sigue una matriz de m filas y n columnas será denotada por Amxn = [a;j] o 
simplemente por A. 

Ejemplo 2.1 

es una matriz de orden 2 x 4 y 

es una matriz cuadrada de orden 3. 
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Definición 2.2 (Igualdad de matrices). Dos matrices A y B del mismo 01·den son iguales 
si todos sus elementos correspondientes son ·iguales. En tal caso se usa la notación A= B. 

En símbolo: 
Dos matrices A= [a;.i] y B = [bij], del mismo tamaño, son iguales si y solo si a;.i = b;.i, 

para cada 1 :::; i :::; m, 1 :::; j :::; n. 
Denotemos por Mmn(~) el conjunto de matrices de orden m x n sobre R 

2.1.1 Adición de matrices 

Sean A= [aij] y B = [b;j] dos matrices en Mmn(~), entonces 

2.1.2 Multiplicación de un escalar por una matriz 

El producto de un escalar k por una matriz A es otra matriz kA la cual se obtiene 
multiplicando cada elemento de A por k. 

k. A= k.[a;j] = [ka;:i], k E~. 

Por ejemplo, si k es un escalar y A = entonces 
[ 

a11 a12 a¡3 ] 

a21 a22 a23 

Propiedades 

Para A, B y C matrices ele orden m x n cualesquiera y para r, s E ~. se cumplen 

l. r(A-1-B)=rA-t-TB 

2. (T-1-s)A=TA-t-sA 

3. T(sA) = (Ts)A 

4. lA= A. 

2.1.3 Multiplicación de matrices 

El producto de dos matrices no está definida de manera obvia; esto es, el producto de dos 
matrices no se obtiene multiplicando sus componentes correspondientes. 

Antes de definir la multiplicación matricial, se requiere una definición previa. 

Definición 2.3 Sea A= [ a11 a12 · · · a1n ] una matriz o vector fila n-dimensional 
y sea 
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una matriz o vector columna n-dimensional. Entonces el producto, AB, de A y B está 
dado por 

AB [ an a12 . . . a¡n ] 

bnl 

anbn + a12~1 + ... + a¡nbnl 

Obsérvese que el producto de un vector fila y un vector columna no se puede definir 
a menos que sean de tamaños compatibles. Además, el vector fila debe escribirse a la 
izquierda. 

Ejemplo 2.2 El prod~to dd ~ [ 3 2 5 ] Y B ~ [ n ~ 
AB~[3 2 5] [~] ~3(4)+2(3)+5(2)~12+6+10~28. 

Usando la definición de un vector fila por un vector columna se puede definir la mul­
tiplicación matricial. 

Definición 2.4 Dadas las matrices 

A= [a.;j] de orden m x ~ 

y 
B = [b;j] de orden~ x n¡ 

el producto A x B, en ese orden, es la matriz C = [Cij] de orden m x n cuya componente 

n 

Cij := Laikbkj, 
k=l 

es el producto de la fila i de A y la columna j de B. 

Ejemplo 2.3 Determinar el elemento de la segunda .fila y la tercera columna del producto 

ABdelM=tri=A~[~ i]yB~[i:; a 
Solución El elemento a determinar, c23, se obtiene multiplicando la fila 2 de A por la 

columna 3 de B. 

C23 = [ 2 5 ] [ i ] = 2.2 + 5.1 = 9. 

Ejemplo 2.4 Calcular el producto AB = C donde 

[ 
2 1 

A2x3 = 4 _ 5 
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Solución La matriz producto e es de orden 2 x 2, esto es, tiene 4 elementos. 

cu =(fila 1 de A)x(columna 1 de B) = 2 (3) + 1 (2) + ( -3)1 = 5 
c12 =(fila 1 de A)x(columna 2 de B) = 2(-1) + 1 (4) + (-3)5 = -13 
c21 = (fila 2 de A) x (columna 1 de B) = 4 (3) + ( -5)2 + 1 (1) = 3 
c22 =(fila 2 de A)x(columna 2 de B) = 4( -1) + ( -5)4 + 1 (5) = -19 

. [ Cl! C¡2 ] [ 5 -13 ] De lo antenor se concluye que e= C2! C22 = 3 -19 . 

Observación 2.2 Dadas dos matrices, por ejemplo, Aaxa y Bax4 es posible efectuar 
AB = eax4,debido a que sus tamaños son compatibles, es decir, el número de colum­
nas de A es igual al número de filas de B; sin embaryo, no es posible calcular EA. 

Ejemplo 2.5 Hallar· todas las matrices cuadradas A de orden 2 x 2 que conmutan con 
la matriz 

Solución 

Sea A = [ ~ ~ ] . Entonces AB = BA 

[ ~ ~ ][ ~ ~1] [ ~ ~1 ][ ~ ~] 

de donde 

[ 
a+ 2b -b ] 
e+ 2d -d [ 2a a__ e 2b ~ d ] 

{ 

a+ 2b =a .. · {1) 
-b = b .. . (2) => b = o 
e+ 2d = 2a - e· · · (3) 

-d=2b-d· .. (4) 

De (3) : e+ 2d = 2a- e=> d = a - e 

A = [ ~ ~ ] = [ ~ a ~ e ] , a, e E R 

2.1.4 Matrices especiales 

l. Matriz diagonal. Es la matriz cuadrada Anxn = [ai.i] definida por 

en donde >..; E IR. 

Es decir 

.. -{ >.;sii=j 
a¡1 - O si i =1= j 

>.1 O O O 
o >.2 o o 

A= O O >.a O 

O O O An 

Es decir, los valores >.i se ubican en la diagonal principal. 
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2. Matriz identidad.- Llamada también matriz unidad, es un caso particular de ma­
triz diagonal, en la cual los elementos de la diagonal principal son iguales a l. Se 
representa por In o simplemente por J. 

1 o o o 
o 1 o o 

J= o o 1 o 

o o o 1 

Propiedad fundamental 
A·J=J·A=A 

3. Matriz triangular superior.- Es la matriz cuadrada que verifica Uij =O, Vi> j. 

Ejemplo 2.6 
an a12 a13 a14 .,. l o a22 a23 a24 U25 

A= o o a33 a34 a35 , 
o o o a44 a45 
o o o o a 55 

es una matriz triangular superior. 

4. Matriz inversa Sea A una matriz cuadrada de orden n . Se dice que A es invertible 
si existe una matriz cuadrada E de orden n tal que: AE =EA= J. 

E se llama inversa de A y se denota por E= A-1 

A se llama inversa de E y se denota por A= E-1 

'"emplo 2.7Si A ~ [ ¡ i ¡] Y B ~ [ + 
por lo que E= A- 1 

1 
2 
o 
-1 
4 

-1 l 2 
1 

-1 
4 

entonces AE = EA= J, 

Los métodos para determinar la inversa de una matriz se verán más adelante, sin 
embargo se debe tener en cuenta que no toda matriz cuadrada A es inversible. 

Propiedades 
Supongamos que existen las inversas de A y E, entonces se cumplen 

2. (A-1)-1 =A 

3. (AE)- 1 = E-1 A-1 

4. (kA)- 1 = iA-1, k# O (k escalar) 

2.1.5 Transformaciones elementales con las filas de una matriz 

Son operaciones con matrices que no modifican ni su orden ni su rango. Son transforma­
ciones elementales las siguientes. 

l. El intercambio de la fila i y la fila j. Se denota por /i_¡. 
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2. El producto ele todos los elementos ele la fila i por una constante k i" O.Se denota 
por kfi. 

3. La suma ele los elementos ele la fila i con los correspondientes ele la fila j multiplicados 
por una constante k i" O. Se denota por j; + kfj· 

2.1.6 Rango de una matriz 

El rango ele una matriz Am:cn es el número real r si el determinante de al menos uno ele 
sus menores cuadrados ele orden r es distinto ele cero,sienclo nulos los correspondientes a 
todos los menores cuadrados ele orden T + 1, si es que existen. 

Definición 2.5 El mngo de A = [~1 !2 436] es igual a 2, ya que el determinante de 

[ ~ ~ ] es distinto de cero, 

siendo IAI =O. En Tealidad, el cálculo del mngo de una matriz mediante la definición 
anterioT' puede ser rrmy laborioso si aumenta el oTden de la matriz, de ahí que es con­
veniente encontmr algún método que simpl~fique estos cálculos, para lo cual es necesaTio 
conocer los siguientes conceptos. 

2.1. 7 Matrices Equivalentes 

Dos matrices A y B se llaman equivalentes,lo que se denota por A "' B, si una ele ellas 
se obtiene a partir de la otra mediante un número finito de transformaciones elementales 
filas. 

Propiedad 1 Las matrices equivalentes tienen el mismo orden y el mismo rango. 

Ejemplo 2.9 A partir· de la matriz A = [ ~ ~ ~ : ] se puede obtener la matriz 
1 2 6 7 

B = [ ~ ~ ~ ~3] mediante dos transformaciones elementales: h - 2ft y h - ft 
o o 5 3 

por lo que A"' B y rango(A) = rango(B). 

2.1.8 Matriz escalonada 

Una matriz está en su .forma escalonada si verifica las siguientes condiciones: 

l. La primera componente distinta de cero de cualquier fila no nula es []. 

2. Todas las componentes que se encuentran debajo de [] son iguales a cero. 

3. El número de ceros que preceden a[] aumenta conforme las filas aumentan. 
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4. Todas la:> filas nulas (si en caso existen) se ubican en la parte inferior ele la matriz. 

Observación 2.3 Si en la segunda condición además se ve1'ijica que las componentes 
que se encuentran sobre [] son ceros, entonces se dice que la matriz está en s·u fo¡ma 
escalonada reducida. 

[ ~ 
o n u 

o ¡ l [: 
1 2 n, 1 

Ejemplo 2.10 A 1 ,B o e o 1 
o o o o 

[ ¡ 1 !] cambio la matriz D = o no está en la forma escalonada. 
1 

Propiedad 2 Toda matriz A puede reducirse a una forma escalonada, mediante transfor­
maciones elementales por filas. 

Ejemplo 2.11 &duci' lo motrn A~ [ ¡ 5 10 
6 4 
3 4 'i l a la forma escalonada. 

Solución 

Operaciones: 1) !12 : [ ~ ~ :a 2°5]2) !!1 Y th : [ ~ ~ ~ ~ ] 
034 o 0340 

3)/3- 3/2: [ ~ ~ ~ ~ l 4) -,} h : B = [ ~ i ~ ~ ]· 
o o -2 -15 o o 1 1! 

En la última matriz el rango se puede calcular directamente. Basta observar que 
1 3 2 
O 1 2 =/=O, por lo que rango( E) = 3. Además como A y B son matrices equivalentes, 
o o 1 

se concluye que rango(A) = 3. Este procedimiento se puede generalizar a todo tipo de 
matrices, obteniéndose la siguiente. 

Propiedad 3 El rango de una matriz A es igual al número de filas no nulas de cualquier 
matriz escalonada B equivalente a A. 

Ejemplo 2.12 Hallar el rango de la matriz A= 2 4 3 5 [ 
1 2 -1 4] 
1 2 -6 7 

;20~:~:~ ;,r~~:r~ s[e rc~lon~ 1la !;tlri~ :~:i~~:::r:an¡st1ac~~es ~~eml :tales filas. 

o o -5 3 o o f,3 

fa - h : B = [ ~ ~ ~ 1 ~3 ]. 
o o o o 

La matriz B tiene dos filas no nulas y es equivalente a A, de donde se concluye que 
rango(A) = 2. 
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2.1.9 Sistemas de ecuaciones lineales 

En álgebra se han estudiado sistemas de ecuaciones de la forma 

{ 

2x - 5y + 3::: = 4 
X+ 7y-;:; = -2 
3x- 4y + 6::: =O { 

XI - 2X2 + X3 + X4 = 1 
, X¡ - 2X2 + X3 - X4 = -1 

x1 - 2x2 + X3 + 5x4 = 5 

Ahora, tales sistemas pueden escribirse en forma matricial. El primer sistema es equiva­
lente a 

A3x3 · X3xl = B3xl 

El segundo sistema se puede representar mediante 

[ ¡ -2 
-2 1 
-2 1 

A3x4 · X4xl = B3xl· 

Estos casos particulares se pueden generalizar a sistemas de m ecuaciones con n 
variables (incógnitas), en tal caso se usará la notación Amxn ·Xnxl = Brnxl o simplemente 
AX=B. 

Notar que en esta representación A es la matriz de los coeficientes, X es la matriz de 
las variables y B es la matriz de los términos independientes del sistema. La resolución 
de sistemas escritos en su forma matricial, exige el uso de la matriz ampliada del sistema, 
la cual se representa por [ A B ]. 

Ejemplo 2.13 La mah'iz ampliada del primer· sistema es 

[ 
2 -5 3 4] 
1 7 -1 -2 . 
3 --:4 6 o 

Observar que cada una de las .filas de la matriz anterior es una representación abreviada 
de dicho sistema; pam leer la ecuación de una fila basta con añadir apropiadamente las 
incógnitas y los signos +, -, =. 

Sistema de m ecuaciones lineales con n incógnitas. 

El objetivo general de este tema es discutir y resolver sistemas de ecuaciones lineales, 
haciendo abstracción del tipo de problemas que origina su planteamiento. 

Discutir un sistema consiste en averiguar si tiene o no tiene solución y, en caso de 
tenerla, saber si es única o si no lo es. 

Resolver un sistema es calcular su solución (o soluciones). 
Los casos más sencillos (2 ecuaciones con 2 incógnitas, 3 ecuaciones con 3 incógnitas, 

... ). Aquí, analizaremos el caso general: número arbitrario de ecuaciones y número de 
incógnitas. 
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Definición 2.6 Un Sistema de m ecuaciones con n incógnitas ,es : 

{ 

anx¡ + a¡zXz + ... + a¡.,x., = b¡ 

..... ~~~~~ -~- ~~~~~-~-: ·. ·. ~ -~~.".~'.' -~- ~~ ..... 
am¡X¡ + amzXz + ... + a-mnXn = b.,., 

donde, 
XJ son las incógnitas, (j = 1, 2, ... , n). 
a;json los coeficientes, (i = 1, 2, ... , m)(j = 1, 2, ... , n). 
b; son los términos independientes, ( i = 1, 2, ... , m). 

Los números m y n son enteros positivos : m > n, m = n ó m < n. 
Los escalares a;iy b; son números reales. 
El escalar a;.ies el coeficiente de XJ en la i-ésima ecuación. 
Cuando n es pequeño, es usual designar a las incógnitas con las letras x, y, z, t, ........ . 
Obsérvese que el número de ecuaciones no tiene por qué ser igual al número de incóg-

nitas. 
Cuando b;=O para todo i, el sistema se llama homogéneo. 

Definición 2. 7 Una Solución de un sistema es una n-upla (el. cz, ... , e,) de números 
reales que satisface a todas las ecuaciones . 

{ 

anx1 + a¡zxz + ... + a¡.,x., = b¡ 

. . . . . ~~~~~.~.~~~~~.~. ·.:: ~ .~~.~~.~~.~. ~~ ..... 
am¡X¡ + amzXz + ... + a-mnXn = b.,. 

Es decir, 

{ 

anc¡ + a¡zcz + ... + a¡.,Cn = b¡ 

' ' , , .. ~2·J·C·¡· ~ ~~~~~ .~. ·. ·. ·. ~ ~-~~.~". ~ -~2 ... , .. 
aml C¡ + amzCz + ... + amnCn = brn 

Definición 2.8 El sistema(*) se llama compatible si admite por lo menos una solución, 
y se denomina incompatible en caso contra1'io. 

Un sistema compatible se llama determinado si admite solamente una solución, y se 
llama indeterminado si tiene infinitas soluciones. 

Observación 2.4 Es evidente que todo sistema homogéneo es compatible ya que por lo 
menos admite la solución (0, O,· · · , O), llamada solución trivial. 

2.1.10 Método de Gauss-Jordan. 

Para resolver sistemas de ecuaciones usamos el método de Gauss-Jordan. Este se sustenta 
en el uso de la matriz ampliada sustituyéndose la matriz A por una matriz escalonada 
reducida equivalente, e, aplicando transformaciones elementales de fila. 

Ejemplo 2.14 Resolver el sistema 

{ 

x+2y+z=2 
3x +y- 2z = 1 
4x- 3y- z = 3 
2x + 4y + 2z = 4 
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Solución. La matriz ampliada 

[ l 2 1 

n [ ¡ 
2 1 _; l [A B]= 

1 -2 -5 -5 
-3 -1 -11 -5 -5 

4 2 o o o 

~¡¡ 
2 1 

-n ¡¡ 2 

~ l [ ¡ 
2 1 

Il 
1 1 1 1 1 1 

-11 -5 o 6 o 1 
o o o o o o 

[ ¡ o -1 

n [! 
o o 

n 1 1 1 o 
o 1 o 1 
o o o o 

Por consiguiente el sistema tiene por solución: 

X¡= 2 
X2 = 0 
X3 = 1 

En la matriz terminal del sistema se observa que rango [A B] = rango [A] = 3 = 
número de variables (n = 3), concluyéndose que el sistema tiene solución única. En general 
la solución ele un sistema ele ecuaciones depende de la relación existente entre el rango ele 
la matriz ampliada y el rango de la matriz de los coeficientes, la cual es consecuencia ele la 
definición de matrices equivalentes. Antes de enunciar la relación mencionada es oportuno 
conocer lo siguiente. 

Definición 2. 9 El sistema AX = B se llama compatible si admite por lo menos una 
solución, y se denomina incompatible en caso contmrio. 

Definición 2.10 Un sistema compatible puede tener solución única {sistema determi­
nado) o infinitas soluciones (sistema indeterminado). 

Definición 2.11 El sistema AX = B se llama homogéneo, cuando B =O= matriz nula. 

Observación 2.5 Todo sistema homogéneo es compatible ya que admite por lo menos la 
solución: X¡ = x2 = · · · = x, =O, llamada soluc-ión trivial (ST ). 

Corno se anotó anteriormente, existen resultados que simplifican la resolución de sis­
temas ele ecuaciones lineales, los cuales se pueden resumir en la siguiente. 
Propiedad Si Amxn·Xuxl = Bmxl es un sistema m de ecuaciones con n incógnitas, 
entonces 

l. La condición necesaria y suficiente para que el sistema sea compatible es que rango [A B] = 
rango[A]. 

2. Si rango [A B] = rango [A] = n =número de incógnitas, entonces el sistema tiene 
solución única. 

3. Si rango [A B] =rango [A] = r < n, entonces el sistema tiene infinitas soluciones. En 
este caso se pueden elegir n-r variables libres a las cuales se les llama parámetros. Al 
asignar valores arbitrarios a estas n- r incógnitas, las otras r quedan perfectamente 
determinadas. 
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4. La concl1ción necesaria y suficiente para que el sistema sea incompatible es que 
r-ango [A B] # r-ango [A] . 

Ejemplo 2.15 Resolver el sistema 

{ 

X¡ - 2X2 + X3 + X4 = 1 
X¡ - 2x2 + X3 - X4 = -1 
x¡ - 2x2 + X3 + 5x4 = 5 

Solución.Se considera la matriz ampliada del sistema 

la que debe escalonarse. 

-2 1 
-2 1 
-2 1 

1 
-1 
5 

-2 
-2 
-2 

1 
-1 
5 

~1 l ~ ¡, - ¡, y¡, - ¡, • [ ¡ -2 1 
o o 
o o 

-2 
,¡ 

-1 1 [ 1 -2 1 1 
--hy-h: o o o 1 
2 4 o o o 1 

1 l [ 1 -2 1 1 1 l 1 ~ h-h: o o o 1 1 . 
1 o o o o o 

·~ 

' 

Se observa que rango[A B] = 2 =rango[ A] < n = 4. Según la propiedad anterior el sistema 
tiene infinitas soluciones con n- r = 2 parámetros. La última matriz se puede leer de la 
siguiente manera: X¡ -2x2+x3+x4 = 1 , X4 = 1, O= O, de donde se tiene X¡ -2x2+x3 =O. 
En esta ecuación se pueden tomar como parámetros x2 = s y X3 = t, obteniéndose 
x 1 = 2s- t. Las soluciones del sistema se pueden expresar como 

X¡ = 2s- t, X2 =S, x3 = t, X4 = 1, 

con s y t números reales. 

Ejemplo 2.16 Resolver el sistema 

u + 4y ::; + 3w 10 

+ y 7::; 22 

+ 8y + 4::; 8w 3 

+ 17y 5::; + l3w 44 

Solución. La matriz ampliada del sistema es 

[ ¡ 4 -1 3 

10] [AB]= 
1 -7 o 22 
8 4 -8 3 
17 -5 13 44 

Escalonando la matriz anterior se obtienen las siguientes matrices 

[ 
~ !3 =! ~3 ~~ l [ ~ ~ -;1 ~ ~~ l 
o 4 5 -11 -7 o 4 5 -11 -7 
o -3 o -2 -6 o -3 o -2 -6 
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[ ~ 
4 -1 ') 

JO l [ ¡ 4 -l :.J 

w l '-' 

1 2 -4 1 2 -4 
o -3 -15 

_;8 
o 1 5 -3 

o 6 1 o 6 1 -18 

' [ ¡ 4 -1 3 

lO l [ 1 
4 -1 3 

lO] 1 2 1 -4 ~ o 1 2 1 -4 
o 1 5 -3 o o 1 5 -3 
o o -24 o o o o 1 o 

Se deduce que mngo [A B] = mngo [A] = 4 =número de incógnitas, por lo que el 
sistema tiene solución única. Tal solución se obtiene leyendo la última matriz, obteniéndose 

X= -1 y=2 ;;;= -3 w=O 

Ejemplo 2.17 La Te:ms Electronics Inc. {TE!) produce tres modelos de computadoras: 
1, 2 y 3. Como par·te del proceso de elaboración, estos productos pasan por la planta 
técnica de la empn;sa y se emplean 30, 12 y 36 minutos por unidad de los modelos 1, 2 
y 3, Tespect-ivamente. Se sabe que, durante el mes, en total se emplearon 116 horas para 
el Tespectivo chequeo técnico de las computadoras.En el proceso de ensamblaje de estos 
productos se Tequirieron en total 740 horas durante ese mes. Se empleó una hora para 
ensamblar cada computadora del modelo 1 y cuatro horas para ensamblar cada computadora 
del modelo 2 y del modelo 3.¿Cuántas unidades de cada modelo produjo la empresa si 
obtuvo una utilidad mensual de 37 500 dólares, sabiendo que las ganancias obtenidas 
por la venta de los modelos 1, 2 y 3 fueron de 200, 50 y 100 dólares por cada unidad, 
respectivamente? Resolver el problema empleando el método de eliminación gaussiana. 

Solución 
Sean las cantidades de computadoras, x, y,;;; de los modelos 1, 2 y 3 respectivamente, 

entonces de los datos se obtiene el sistema: 

{ 

O, 5x +O, 2y +O, 6::: = 116 
X + 4y + 4;;; = 7 40 
200x + 50y + 100::: = 37500 

La matriz ampliada, después de multiplicar por 10 la primera fila y luego, permutar la 
primera fila con la segunda, es 

740 l 1160 
3750 

Después de las operaciones elementales sobre las filas de la matriz ampliada, resulta 

[ 

1 4 4 
o 1 ~ 
o o 1 

740 l 1~0 

40 

Y sustituyendo, se obtiene ;;; = 40, y = 110, x = 140. 

Ejemplo 2.18 Micaela desea cubriT sus requerimientos vitamínicos semanales de exacta­
mente 13 unidades de vitamina A, 22 de vitamina By 31 de vitamina C. Existen disponibles 
tres maTeas de cápsulas vitamínicas en el mercado. La. marca. I contiene 1 unidad de cada 
una de las vitaminas A, By C po1' cápsula.¡ la marca. JI contiene 1 unidad de vitamina. A, 
2 de By 3 de C, y la. marca JI! contiene 4 unidades de A, 7 de By 10 de C. 
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Si las cápsul.as de la mm·ca I cuestan 50 céntimos cada una, las de la mar·ca JI cuestan 
10 céntimos cada una y las de la ma·rca III, 2 soles cada ·una, ¿qué combinac·ión de cápsulas 
de las marcas I, JI y III producirá exactamente las unidades de vitaminas deseadas y le 
ocasionará menor· gasto semanal a Mica•''a? Emplear eliminación gaussiana. 

Solución. Sean: 
x = número de cápsulas de la marca I 
y = número de cápsulas de la marca II 
::: = número de cápsulas de la marca III 

{ 

X +y+ 4::: = 13 
X+ 2y + 7::: = 22 

X + 3y + 10::: = 31 

Resolviendo usando el método de Gauss Jordan 

[ 

1 1 4 13] [ 1 
1 2 7 12 -> o 
1 3 10 22 o 

El sistema equivalente es 

{ 

X +y+ 4::: = 13 
y+ 3::: = 9 

El sistema es consistente con más de una solución 

1 4 
1 3 
o o ~] 

Si ::: = t, entonces y = 9- 3t, reemplazando en la ecuación x +y+ 4::: = 13 obtenemos 
X= 4 -t 
Soluciones posibles: 

X y ::: Costo= O, 5x + O, 7y + 2::: 

4 9 o 8,3 soles 
3 6 1 7,9 soles 
2 3 2 7,1 soles 
1 o 3 6,5 soles 

El costo es mínimo cuando x = 1 ,y = O,::: = 3. 

Ejemplo 2.19 En la siguiente figura se ilustm una red de calles y los números indican la 
cantidad de 

autos por hora que salen o entmn (según sea el sentido de las .fiechas) de las 
intersecciones. Así por ejemplo, en una de las intersecciones, en una hora, ingr·esan 
x¡ y x2autos y salen 400 autos por una de las calles y 400 por otra. 

200 .400 

300 .t¡ 400 

x4 x2 

so o X;) 600 
300 '~)00 
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Solución 
(a) Sistema por resolver: 

{ 

X¡+ X4 = 500 
X¡+ X2 = 800 
X3 + X4 = 800 
X2 + X3 = 1100 

(b) Planteando la matriz y realizando las operaciones filas elementales: 

[ 

1 o o 1 
1 1 o o 
o o 1 1 
o 1 1 o 

500 l 800 
800 
1100 

[ 

1 o o 1 500 l 
~ o 1 1 o 1100 

0011800 
0011800 

de donde resulta un sistema con infinitas soluciones de la forma: 

X3 800- X4 

x2 x4. + 300 

X¡ 500- X4 

con .1:4 2: O y entero. 

Ejemplo 2.20 La ecuación lineal ax +by+ e::;= d en las variables x, y y::; corresponde 
a la ecuación de un plano en un sistema coordenado tridimensional. Es posible que dados 
tres planos, estos: 

Se corten solo en un punto: Se corten en infinitos puntos: No se corten 

·. 

:. ; 

Considerando los planos : 
11'¡ : 2x- 3y + 5::; = 1 

11'2 : X - 4y + 3::; = -4 

11'3 : x - 3y + e::; = -6 

Ser!alar si es posible encontrar valores para e de modo que los planos no se corten. 
Señalar· si es posible encontrar valores para e de modo que los planos se corten en un 

único punto. 
Señalar si es posible encontrar valores para e de modo que los planos se corten en 

infinitos puntos. 

Solución 
Realizando operaciones fila elementales, se obtiene: 

3 
c-3 

14 - 2c 

-4] -2 
19 

Para que los planos no se corten, basta exigir que 14 - 5c =O , e= 14/5. 
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Para que el sistema tenga solución única, basta exigir 14- 5c #O, e# 14/5 
Y no es posible hallar valores de e para los que el sistema tiene infinitas soluciones 

pues eso implicaría que e= 14/5 y 
19 =o. 

Ejemplo 2.21 Un proveedor· de productos para el campo tiene cuatro tipos de fertilizantes 
A, B, C y D que tienen contenidos de nitrógeno de 30%, 20%, 15% y 60% respectivamente. 
Se ha planeado mezclarlas para obtener 700 kg. de fertilizante con un contenido de ni­
trógeno de 30%. Esta mezcla debe contener 100 kg. más del tipo C que del tipo B y 
además la cantidad que intervenga del tipo A debe ser exactamente igual a la suma de las 
cantidades de los tipos C y D con el doble del tipo B. H alZar por métodos matriciales la 
cantidad de kg. que se deben usar por cada tipo. 

Solución.Sean 
x : cantidad de kg. a emplearse del tipo A. 
y : cantidad de kg. a emplearse del tipo B. 

::; : cantidad de kg. a emplearse del tipo C. 
t : cantidad de kg. a emplearse del tipo D. 
De las condiciones del problema se forma el siguiente sistema 

{ 

X +y + ::; + t = 700, 
0.3x + 0.2y + 0.15::; + 0.6t = 210, 

y-::; = -100, 
X- 2y-::; - t = 0. 

En la segunda ecuación, tener en cuenta que se trabaja con porcentajes(30% de 
700=210) 

La tercera ecuación es consecuencia de ::; = y + 100 y la cuarta es consecuencia de 
X= 2y+::; +t. 

Se forma la matriz ampliada del sistema y se escalona mediante transformaciones 
elementales filas. 

[ 0;3 

1 1 1 
700 l [ 1 

1 1 1 
700 l 0.2 0.15 0.6 210 o -1 -1.5 3 
-~00 1 -1 o -~00 ~ ~ 1 -1 o 

-2 -1 -1 -3 -2 -2 -700 

[ ¡ 1 1 1 
700 l [ ¡ 1 1 1 

700 l 1 -1 o -~00 1 -1 o -100 
-1 -1.5 3 o -2.5 3 -100 
-3 -2 -2 -700 o -3 -1 -200 

[ 1 1 
1 1 

700 l -[¡ 1 
1 700 l o 1 -1 o -100 1 -1 o -100 

o o 1 -6 40 o 1 - 6 40 5 ~8 -800 o o -5 -2 -1000 o o 

-[ ¡ 1 1 1 
700 l 1 -1 o -100 

o 1 -6 40 5 
o o 1 100 

De donde se obtiene que t = 100, ::; = 160, y = 60, :r = 380. 
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2.2 Determinantes 

Los determinantes de las matrices pueden ser considerados como funciones que cumplen 
cuatro propiedades básicas. En este capítulo veremos que cualquier función del álgebra de 
matrices cuadradas Mn (K)( en el cuerpo K que cumpla dichas propiedades es necesari­
amente la función determinante. Nuestra primera lección esta dedicada al estudio de las 
propiedades básicas. 

Definición 2.12 Sea V ·un espacio vectorial sobre un cuerpo K, una función multilineal 
de m argumentos sobre el espacio V es 1ma función 

D:Vx .. ·xV->K 
'---..-----' 

m-veces 

que es lineal en cada aryumento, es decir, D satisface las siguientes 
condiciones: 
a)D(vt, ... ,vi+ tL.i, ... ,v.m) = D(v1, ... , Vi, ... ,v.,n) + D(vb ... , Ui, ... , v.m), 
pam cada 1 :::; i :::; m. 
b)D(vl,··· ,a.vi,··· ,v.,) =a.D(v¡, ... ,vi,··· ,v.rn), 
pam cada 1 ::; i ::; m. 

e) D es altC'rnada si D cumple la siguiente condición: 

D(vi, ... , v;, v;, ... , Vm) =O 

pam cada 1 ::; i :::; m-1. Es decir, D es alternada si D se anula cuando dos aryumentos 
consecutivos 

coinciden. 
Sea D una .función multilineal alternada de m argumentos sobre un espacio V. En-

tonces se puede demostrar faC'ilmente que D satisface las siguientes propiedades. 
d)Si se intercambian dos aryumentos de D el signo cambia, es decir, 
D(v1, ... ,vi, ... ,Vj, ... ,v.m) = -D(v¡, ... ,vj, ... ,Vi, ... ,vm.), 
para cualquie1· pa1· i f= j. 
e) Si existe un par i f= j tal que Vi = Vj, entonces 
D(v¡, ... ,Vi,··· ,Vj, ... ,v.m.) =0 
.f) Si a un argumento le sumamos otro multiplicado por un escalar, entonces el valor 

de la función D no cambia. Es decir, 

D (VI' . . . ' V; + a . Vj' ... ' Vm) = D (VI' . . . ' v.¿' ... ' V m)' 
para cada par i f= j y cada escalar a E K. 
g) Si un myumento de D es nulo, entonces D se anula, es decir, 
D(v1, ... ,v;, ... ,O, ... ,vm) =0. 

Cada fila de una matriz cuadrada A E M.,(K) puede considerarse como un vector de 
K 11 de tal forma que podemos definir funciones multilineales de Mu(K) en K. 
Según la Proposición de la lección anterior, cada función multilineal alternada D : M.,(K) ---> 

J( queda completamente determinada por su acción sobre los vectores de una base. Esto 
permite definir el concepto de función determinante de la siguiente manera. 

Sea Mu(K) el álgebra de matrices cuadradas de tamaño n 2: 1 y sea 
X = { ei, ... , e11 } la base canónica de K". Se define la función determinante 
como la única función multilineal alternada 

det : Mu(K)---> K 
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que satisface la condición det(e1, ... , e") = 1, es decir, clet(E) = 1, donde 
E es la matriz idéntica ele orden n. 

Si A = [aij] E M,(K) , entonces cada fila A(i) ele A puede expresarse en la 
forma A(i) =a;¡. e¡+···+ a.¡n. en y, ele acuerdo a la prueba ele la Proposición 
, necesariamente se tiene que 

clet(A) = [L¡ES signo(f)a1¡(l)a2f(2) · · · a11¡ (n)] det(e¡, ... , e.,), 

es decir, 

donde S es el conjunto ele funciones biyectivas ele { 1, 2, ... , n} en si mismo. 
El signo ele la función f fue definido en al prueba ele la Proposición . Cualquier 
función multilineal alternada D de Mn(K) en K tal que D(E) = 1 coincide 
con la definición anterior ele la función det. 

Sea 

A partir de la clefinicón de la función clet demuestre que 

Teniendo en cuenta que la función determinante es multilineal y alternada respecto de 
sus filas, entonces tiene las propiedades que se enuncian a continuación. Sea A una matriz 
cuadrada ele orden n 2: l. 

a) 

det A(i) + 1L; = det(A) + det u; 

A(n) A(n) 

donde u; E J("'. 
b) 

det a.A(i) =a detA. 

A(n) 

par i # j tal que A(i) = Aw, entonces det(A) =O. 

De donde~ 
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Ac;> Acn 
det =- det 

Au¡ A(i) 

para cada par i cJ j. 
e) 

det 

para cada par i cJ j. 
f) 

det 

= det(A), 

o =0. 

Además ele las propiedades anteriores se tienen las siguientes. 
g) La matriz A se dice que es triangular superior si a;j = O para i > j, es 

decir, A tiene el siguiente aspecto 

Si A es una matriz triangular superior, entonces det(A) = an · · · a.,.,, es 
decir, el determinante de A es el producto de los elementos de la diagonal. 

h) clet(AB) = clet(A) det(B). 
i) Si A es una matriz invertible, entonces det(A) cJ O, y además, det(A- 1) = 

(det(A))- 1. 

j) Si A es similar a B, entonces det(A) = det(B). 
k) Sea T : V --> V una transformación lineal de un espacio de dimensión 

finita n :::: l. Entonces el determinante de T se define como el determinante de 
la matriz de T en cualquier base (véase en el próximo Capítulo ) . 

1) det(At) = det(A). 
Determinante de Vandermonde. Sean x1, ... , x.,. E K, entonces 
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det 

X¡ 
2 X¡ 

n-l 
X¡ 

1 

n-1 
x2 

Sea A una matriz de orden n , B una matriz de orden m y e un matriz de 
orden n x m. Entonces 

det [ ~ ~ ] = det(A) det(B). 

Sea A, B y e como en el ejercicio anterior. Entonces 

det [ ~ ~ ] = ( -1)111
" det(A) det(B). 

La teoría de determinantes puede ser emprendida por medio de los llamados menores 
de una matriz. La definición de una nueva función det en este caso se hace por inducción 
sobre el tamaño de las matrices. 

Definimos 

det¡: M¡(K)-> K 
[a]~-> det1(a) =a 

det2 : M2(K) _, K 

[ 
all a¡2 ] ~---> auDet¡[a22] - a2¡Det¡[a12] 
a21 a22 

= aua22- a21a12· 

La función det,_¡ : M,_¡(K) -> K se supone definida y queremos con­
struir la función 

det = det11 : Mn(K) ->K . 

Sea A = [a;.i] E M~~.(K), para el elemento a;.i definimos la matriz A;j E 
Mn-1(K) suprimiendo la i-ésima fila y la j-ésirna columna de A, es decir, 

a11 ai.i-1 a1j+l a¡n 

A;.i = Ui-11 ai--1.i-1 a·i-lj+l ai-In 

ai+!l a-i+l.i-1 Ui+lj+l Ui+In 

a.,.¡ a.,,..i-1 a":i+l a., u,. 

La imagen de Ai.i a través de la función det n-1 se conoce como el menor 
del elemento ai.i y se denota por M;j, es decir, 

det se define entonces por 
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det es una función multilineal alternada 80bre las filas de las matrices de 
orden n que cumple además la condición det(E) =l. 

Se dice que la fórmula (1) define la función determinante por los menores de 
la primera columna, adaptando esta fórmula a cualquier otra columna se puede 
probar también la proposición anterior, además, como det(A'~') = det(A), en­
tonces se tienen las siguientes igualdades: 

para cada 1 :S i, j :S n. Estas fórmulas pueden usarse para probar la regla 
de Crammer que estudiaremos enseguida. 

Sea A = [a;¡] una matriz de orden n, se define la matriz de cofactor de A 
por 

Cof(A) = [(-1)i+iM;¡]. 

La regla de Crammer está entonces dada por el siguiente teorema. 

Teorema 2.1 Sea A una matriz cuadmda de orden n ~ l. Entonces, 

ACof(A)"' = [ de~A) 0
. ~ l = Cof(A)'~'A. 

O O det(A) 

Una consecuencia importante de este útil teorema es el siguiente corolario. 
Sea A una matriz de orden n ~ l. Entonces, A es invertible si y solo si 

det(A) =F O. En tal caso, A- 1 = (det(A))- 1Co/(A)'i'. 

Ejemplo 2.22 Hallar el valor de x tales que 

det ( 
4 3 2 1 

o, l 
l ¡ 

2 o o 

m~dotl1 
2 3 4 

~ l 3 2 1 o 4 o o 1 2 3 
o o o -1 -2 3 4x 5 o 1 2 
o o -1 -2 -3 5 4 3 o o 1 
o o o -3 -4 4 o 6 o o 2 

Solución 
Primera forma: 

4 3 2 1 

~1 l X 2 o o 

! l 3 2 1 o 5 4 o o 
det o o o -1 -2 2 3 4x 5 

o o -1 -2 -3 6 5 4 3 
o o o --3 -4 3 4 o 6 

4x + 25 31 8x +4 13 14 
3x+9 13 4x -1 -1 
-12 -13 -4 -15 -16 = 16 (9x + 1)(2x- 5) =O, 
-23 -25 -4x -8 -29 -31 
-30 -31 -12 -33 -34 

la Solución es: x = -!, x = ~ 
Segunda forma: 

4 3 2 1 o X 2 o o o 
3 2 1 o -1 5 4 o o o 
o o o -1 -2 2 3 4x 5 6 =0 
o o -1 -2 -3 6 5 4 3 2 
o o o -3 -4 3 4 o 6 7 
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4 3 2 1 o 
2 1 o -1 3 2 1 o 

3 2 1 o -1 
o o o -1 -2 =4 

o o -1 -2 
-3 

o o -1 -2 

o o -1 -2 -3 
o -1 -2 -3 o -1 -2 -3 

o o o -3 -4 
o o -3 -4 o o -3 -4 

2 1 o -1 o -1 -2 o o -1 -2 
o -1 -2 -3 =2 -1 -2 -3 

o o -3 -4 o -3 -4 

= 2(-1)(-1) 1 =~ -21 
-4 = 2 ( -1)( -1)( -2) = -4 

3 2 1 o o -1 -2 o o -1 -2 
=3(-1)(-1)1 

-1 -21 o -1 -2 -3 =3 -1 -2 -3 
-3 -4 

o o -3 -4 o -3 -4 

= 3(-1)(-1)(-2) = -6 

d•t ( 

4 3 2 1 

~i l) ~ 4 ( -4H Hl ~ 2 

3 2 1 o 
o o o -1 
o o -1 -2 
o o o -3 

X 2 o o o 
4 o o o 5 o o o 

5 4 o o o 
3 4x 5 6 2 4x 5 6 

2 3 4x 5 6 =X 
5 4 3 2 

-2 
6 4 3 2 

6 5 4 3 2 
3 4 o 6 7 

4 o 6 7 3 o 6 7 

4x 5 6 4x 5 6 
=4x 4 3 2 -2.5 4 3 2 

o 6 7 o 6 7 
= 4x (36x + 4) -10 (36x + 4) = (4x -10) (36x + 4) 

2 ( 4x - 10)(36x + 4) = O ===> x = - ~, x = ~. 

Ejemplo 2.23 Calcular el determinante de A = [ ~1 =; k~ 2 
] 

-k k2 +k- 3 

Solución 
1 -2 k+ 2 

detA = 2 -3 2k 
1 -k k2 +k- 3 

det A= 1.1 =~ k2 }~- 31 + 21 ~ k2 +2~- 31 +(k+ 2) 1 ~ =~ 1 

det A= -k2 - 3k + 9 + 2 (2k2 - 6) +(k+ 2) (3- 2k) = k2 - 4k + 3 =(k- 1) (k- 3) 

Ejemplo 2.24 Dado el sistema de ecuaciones lineales en las variables x, y,;; : 

{ 

X - 2y + (k+ 2);; 5 
2x - 3y + 2k;; 8 
X - ky + (k2 +k- 3);; 3k 

Hallar todos los valores de k E lR pam que dicho sistema : 
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(a) tenga una única solución 
( b) tenga infinitas sohtciones. 
(c)no tenga solución 

Solución 
Trabajando en la matriz ampliada: 

[ ; =~ k~ 2 ~ l F2 <----> F2 - 2F¡ 
1 -k k2 + k - 3 3k F3 <----> F3 - F¡ 

[ 
~ ~2 

k ~4 2 ~2 l F3- (2- k)F2 
o 2 - k k2 - 5 3k - 5 

-4 -2 
[ 

001 ~2 k~/ ~2 l [ 001 -012 
o k2 - 4k + 3 k - 1 

k+2 5 l 
(k- 1)(k- 3) (k- 1) 

{ 

X- 2y + (k+ 2)::; = 5 
{===;> y- 4::; = -2 

(k·- 3) (k -1)::; =(k -1) 
(a)Si k# 1 y k fe 3, el sistema tiene soluc.ión única. 

C.S. = { (x,y,::;) = (.,~ 3 , - 2 ~:=~0 , .,~3 ) :k# 1, k# 3}. 

([b)r ~~errJ4 tie~~ inlfi:s{solucione: ~:Y: 1~::; = 5 
o o o o y- 4::; = -2 -----+y = -2 + 4::; 

De : x- 2y + 3::; = 5-----+ x = 2y- 3.:: + 5 = 2 ( -2 + 4::;)- 3::; + 5 = 1 + 5::; 
C.S. = {(x,y,::;) = (1 + 5::;, -2 +4::;,::;):::; E JR.}. 
(c)El sistema no tiene solución si k= 3, pues 

[ 
~ ~2 ~4 ~2] ==}o= -2. 
o o o 2 

Otra forma: Sea 
Si clet A = (k- 1) (k- 3) fe O ==? k fe 1 y k fe 3.Entonces el sistema tiene solución 

única. 
Si c!et A = O =;. k = 1 o k = 3. 

S[i r ==y ; ~ l F2 <----> F2- 2F¡ 

1 
_

1 
_

1 3 
F3 <----> F3 - F¡ 

[ ¡ -2 l: ~;] F, ~ F,- F, -

[ ¡ ~2 ~4 ~2 ] = {y -4o: -_;v-":.';: ~2+4o 
De : x - 2y + 3::; = 5 ---.. x = 2y - 3::; + 5 = 2 (-2 + 4::;) - 3::; + 5 = 1 + 5::; 
C.S. = {(x,y,::;) = (1 + 5::;, -2 + 4::;,::;):::; E JR.}. 

S[i r ==Y ~ ~ ~ l F2 <----> F2 _ 2F¡ 
1 -3 9 9 9 F.1 <----> F3 - F¡ 
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[ ¡ ~: ~4 ~2] F, ~ F, +F, -

[ ¡ ~2 ~· ~2]- o ~ -2 
El sistema no tiene solución. 

Ejemplo 2.25 Sea A= [ ~ ! ~ ~ ] 
a3 a 2 a 1 

(a) Hallar todos los valores de a paro las cuales existe A - 1 . 

(b)Calcular A-1. 

(c)Hallar la inversa de 

Solución 
(a)Existe A-1si detA i= O 

1 o o o 

[ ~ ~ 
2 V2 

2vl2 2 

o o l o o 
1 o 

vÍ21 

IAI = a 1 O O 1 a2 a 1 O = · 
100 1101 a 1 O =l. =1 
2 1 a 1 

a3 a 2 a 1 
a a 

(b) [ :, 

o o o 1 
o 00] 1 o o o 1 O O F2 <------> F2 - aF1 

a 1 o o O 1 O F3 <------> F3 - a2 F1 ~ 
a3 a2 a 1 O O O 1 F4 <------> F3 - a

3 
F1 

[ ~ 
o o o 1 

o 00] 1 o o -a 1 O O F3 <------> F3 - aF2 
a 1 o -a2 o 1 O F4 <--+ F4- a2F2 
a2 a 1 -a3 o o 1 

¡¡ o o o 1 o 00] 1 o o -a 1 o o 
o o o -a 1 ~ F4 <------> F4 - aF3 

O a 1 o -a2 o 

¡¡ o o o 1 o o 

n 1 o o -a 1 o 
o 1 o o -a 
o o 1 o o -a 

[ 1 

o o 

~ l -a 1 o 
Por tanto, A- 1 = ~ -a 1 

o -a 

[ 1 

o o 

~ l -V2 1 o 
(c)Si a= J2, entonces A-1 = ~ -V2 1 

o -V2 
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Ejemplo 2.26 Sabiendo que 

Hallar m. 

Solución 

X 1 0 0 
3 X 2 0 
0 2 X 3 
0 0 1 X 

= (x"'- 1) (x"'- 3m) 

X 1 0 0 
3 X 2 0 

Sea IAI = O 2 x 3 = x 

X 2 0 3 2 0 
2 X 3 -1 0 X 3 
0 1 X 0 1 X 

0 0 1 X 

IAI = x ( x.l ~ ! 1- 21 ~ ! 1) - ( 31 ~ ! 1- 21 ~ ; 1) : O 

IAI=x(x(x2 -3)-2(2x))-(3(x2 -3)-2(0)): x3 -7x 
IAI = x(x3

- 7x)- (3x2 - 9) = x 4
- 10x2 + 9 = (x- l)(x + 3)(x- 3)(x + 1) 

IAI = (x2 - 1) (x2 - 32) ,de donde m= 2 

a2 (a+1f (a+2)2 

Ejemplo 2.27 Sabiendo que b2 (b + 1)2 (b + 2)2 =k (a- b) (a- e) (b-e) 
c2 (c+1)2 (c+2)2 

Hallar el valor de k. 

Solución 
a2 (a+1)2 (a+2)2 a2 2a+1 4(a+1) a2 2a+1 a+1 

.6.= b2 (b+1)2 (b+2)2 b2 2b+1 4(b+1) =4 b2 2b+1 b+1 
c2 (c+1)2 (c+2)2 c2 2c+1 4(c+1) c2 2c+1 c+1 

a2 2a + 1 a + 1 a 2 2a + 1 a + 1 
.6.=4 b2 -a2 2(b-a) b-a =4(b-a)(c-a) b+a 2 1 

c2 -a2 2(c-a) c-a c+a 2 1 
.6. = 4 (b- a) (e- a) [a2(0)- (2a + 1) (b-e)+ 2 (a+ 1) (b-e)] 
.6. = 4(b- e) (a- e) (a- b), de donde k= 4. 

Ejemplo 2.28 Sea la matriz 

Demostmr que pam todo x E lR! la matriz A tiene inversa y hallar dicha matriz. 

Solución 
Puesto que: 

1 0 X 

1 "'2 -X -:r = 1 el O, entonces A tiene inversa para todo x E R. 
o o 1 

Usando el método de Gauss -Jordan: 

[ 
!x ~ -4: ~ ~ ~ l F2 <----> F2- xF1 ~ 
o o 1 o o 1 
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[ ¡ o X 1 o 

~ l p. p. ,.2 p. 
1 ;r;2 

X 1 2+----> 2-2 3 
2 F1 +----+ F1 - xF3 o 1 o o 

[ ¡ o o 1 o 
-X l [ J 

o -X 

l 1 o X 1 f .Por tanto, A-1 
= ~ 1 :t:2 

-2 
o 1 o o o 1 

Ejercicios Propuestos:Matrices y determinantes 

l. Hallar todas las matrices cuadradas de orden 2, tales que: 

(a) Sus cuadrados son iguales a la matriz identidad 

(b) Sus cubos son iguales a la matriz nula. 

2. Sea E¡x1 la matriz de orden m x n que contiene 1 en el lugar pq-ésimo, y el número 
cero en los demás lugares. 

(a) Obtenga las matrices En, E12, E21, E22 todas ellas de orden 2 x 2 

(b) Exprese la matriz A= [ ~2 ~ ] como una suma 

aEn + bE12 + cE21 + dE22, 

donde a, b, e y d son escalares apropiados. 

3. Si A= (a.;,i] 4 x 5 es una matriz tal que la suma de los elementos de la diagonal principal 
de At ·A es O. Halle la matriz A. 

4. Dadas las matrices 

[

a 2 3] 
A= 5 O 6 

6 7 d 
,B= ' C= 

Hallar a, b, d, e y la matriz X, sabiendo que AX =EX+ I y XC= J. 

5. Hallar la matriz inversa ele A en los siguientes casos: 

(a) A= [ ~ ~ ] , A= [ ; ~ ], donde ad- be# O 

(b) A~ [ ~¡ ~¡ ~ l 
6. Hallar la matriz incógnita X a partir de la siguiente ecuación 

[ 
2 1 ] . X. [ -3 2 ] = [ -2 4 ] 
3 2 5 -3 3 -1 

7. Se sabe que A es una matriz cuadrada tal que A" =O. Demuestre que (I- A)-1 = 
I +A+ A2 + A3 + ... + A"- 1

. 
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8. Dacias las matrices 

[ ¡ 1 ¡ l B~[¡ o ¡ l A= 
1 1 2 1 
o 1 1 2 
o o o 1 

tales que A.X = B, hallar la matriz X. 

9. Considerar la matriz A = l ~ -~ ] · 
(a) Determinar la matriz B = A2 - 2A 

(b) Determinar los valores de A para que la matriz B tiene inversa. 

(e) Calcular B -· 1 para A = l. 

10. Dada la matriz A = [ ~ ~~ ~ ] , donde m E IR. 
-1 o -1 

(a) Determinar para qué valores de m la matriz A tiene inversa. 

(b) para m = 1, resolver el sistema de ecuaciones lineales : A.X = B, con B 

[H 

[ 

4 3 

11. Si A= ~ ! 
8 1 

2 
o 

-1 
1 

~ ] , calcule el determinante de A. 

-5 

12. Dada la matriz A= [a;.iJ de orden 4, tal que: 

Ckij = { ij + 2 
ij- 2 

Calcular el determinante de A. 

Encontrar, si existe, la inversa de A. 

13. Sean las matrices 

sí i ~ j 
si i < j 

(a) Hallar la matriz AB'~', donde B'l' indica la matriz transpuesta de B.¿Es in­
versible? 

(b) cruo .. ],.· M~ [ ~ l "'" VN]fiq>m la ~"aóón (AH'.+ C).M ~E. 
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r 1+x 

14. Si A=, l 1 
2 

-2x 

1+x 1+x 
1 2- 2x 

1- 2x 2- 2x 
1-2x 2-2:r ~ l 

(a) Halle los valores de x para los cuales IAI =O. 

(b) ¿Para qué valores de x, A es inversible? 

15. Dada la matrices : A = [ 2:: ~ ! ~ ] , B = 
4x + 4 2 6 [ 

3y + 5 7 12] 
2y + 3 3 6 
3y + 4 2 6 

(a) Calcular el determinante de la matriz 3A y obtener el valor de x para que dicho 
determinante sea 162. 

(b) Demostrar que la matriz B no tiene inversa. 

a b e 
16. Si 5 O 10 = 1, calcular el valor del siguiente determinante ; 

1 1 1 
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2.3 Espacio vectorial 

Definición 2.13 Un espacio vectorial sobr-e un cuerpo K {los elementos de K se llamarán 
escalares) es un conjunto V{cuyos elementos se llamar·án vectores) dotados de dos opera­
ciones. una de ellas interna {adición): 

+ KxV->V 

(u,v) ,_. 1t+v 

respecto de la que V es un grupo conmutativo. 
Una Operación externa, multiplicación por un escalar 

KxV---> V 

(a, v) ,_. a.v 

que verifican los siguientes axiomas: 
Pam cualesqu·iera escalares r, s E K y cualesquiera vectores u, v E V. 
Adición: 
Conmutativa. u+ v = v +u 
Asocúüiva.u + (v + w) =(u+ v) + w 
Elemento neut1·o de la adición. 1t + e = e + u = u 
Elemento opuesto de la ad·ición.u +u* =u*+ u= e 
Multiplicac·ión por un escalar: 
r.(u + v) = r.1t + r.v 
(r + s).v = r.v + s.v 
(rs).v = r.(s.v) 
l.v = v 

Es costumbre denotar el espacio vectorial (V,+,·, IR) simplemente por V; también se 
dice que V es un K-espacio vectorial. 

Ejemplo 2.29 El plano cartesiano IR2 de puntos de la forma (x,y) con x, y E IR, es un 
espacio vectorial r·eal resp1..-fo de las siguientes 

operaciones: 

(x¡,y¡) + (x2, Y2) 

r·.(x, y) 
(x¡ + x2,Y1 + Y2) 

(rx,ry) 

El conjunto IR" con la relación de igualdad y las operaciones de adición de vectores y 
multiplicación de vectores por números reales. En IR"' definimos una relación de igualdad 
y dos operaciones: 

Igualdad de vectoTes. Si A = (a¡, ... , an) y B = (b¡, ... , b.,) son vectores en IR"', entonces 

A= B '**a; = b; para todo i = 1, ... , n 

Adición de vector·es. Si A = (a¡, ... , an) y B = (b¡, ... , bn) son vectores en !Rn, entonces 

A + B = (a¡ + b¡, ... , an + bn) . 

Multiplicación de vectoTes por escalares. Sin es un número real y A = (a1 , ... , an) es 
un vector en !Rn, entonces 

nA= (na¡, ... , na,). 
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Proposición 2.1 El conjunto ~nse llama espacio vectorialr'eal n-dimensional: 
l.VA, BE IR., se cumple que A+ BE~~~. 
2.VA, BE IR'~~, A+ B = B +A. 
3.VA, B, CE IR", A+ (B + C) =(A+ B) +C. 

Proposición 2.2 4.:J!e E IR", VA E JR'": 

El elemento e de JR'", llamado vector cero, está dado por 

e=(O, ... ,O). 

5.VA E IR", 3! (-A) E IR": 
A+ (-A)= e. 

El vector -A, llamado opuesto de A, es 

-A= (-I)A. 

6.VA E IR", Va E IR, aA E IR". 
'l. VA E IR", Va, (3 E IR, (a+ (3) A= aA + (3A. 
8.VA,B E IR11

, Va E IR, a (A+ B) = aA + aB. 
9.VA E IR", Va, (3 E IR, a ((3A) = (a(3) A. 
10.VA E~" : IA =A. 

Ejemplo 2.30 El conjunto R(x) de polinomios reales en la indeterminada x con las opera­
ciones habituales de adici6n y multiplicaci6n de real por polinomio, es un espacio vectorial 
real. 

Si cambiamos IR por un cuerpo cualquiera 1{ obtenemos el K-espacio vec-
torial K [x] de polinomios con coeficientes en K. 

Ejemplo 2.31 Sea Mmn(IR) el conjunto de matrices de orden m x n sobre IR con las 
operaciones usuales de adici6n y multiplicaci6n de de matriz por escalar conforma un 
espacio vectorial sobre los reales. 

Ejemplo 2.32 Sea S un conjunto no vacío en IR. El conjunto IR8 de todas las funciones 
de S en IR es un espacio vectorial r·eal bajo .las siguientes operac·iones: 

(.f + g)(x) 

(r.f)(x) 

f(x)+g(x) 

rf(x) 

Ejemplo 2.33 Ejemplo 2.34 Ejemplo 2.35 El espacio vectorial IR [t] 

Define una estructura de 

Ejemplo 2.36 Ejemplo 2.31 espacio vectorial en el conjunto IR [t] de polinomios en t 
con coeficientes en IR. 

Soluión. Si p(t) = ao + a1t + · · · + a,.t11 and q(t) = bo + b1t + · · · + bnt" son dos 
polinomios en IR [t] , entonces las definiciones: 

p(t) + q(t) = (ao + bo) +(al+ b1)t +···+(a.,+ b11 )tr' 
ap(t) = aao + aa1t + · · · + aa,.t'" 

o =0 

proporcionan la estructura del espacio vectorial deseado.+ 
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Ejemplo 2.38 Algunos ejemplos de espacios vectoriales son los siguientes: 
( a)El espacio vcctor"ial t'l'ivial es el conjunto V ={0 ). con respecto a cualquier 
{b )Los conj'untos de polinomios Q(xj, 'R.(xj y <C(xj son espacios vectoriales con 
cuerpo de escalar·es, respectivamente, Q, 'R. y <C. 

Proposición 2.3 Si V es un espacio vectorial sobre un cuerpo K, se tienen las siguientes: 
l.Si ru =O entonces r =O o u= O. 
2.( -T)V = T( -v) = -1"V. 

Subespacio vectorial 

Dados un V sobre un cuerpo K y un subconjunto no vacío S ele V, resulta interesante 
preguntarse si S bajo la misma adición ele vectores y la misma acción ele escalares sobre 
vectores, conforma un espacio vectorial sobre K. En caso afirmativo, se dice que S es un 
Subespacio del espacio V. Esta relación se denota por S ~ V. Según esta definición, si 
deseamos establecer que S :S: V deberíamos verificar el cumplimiento cuatro axiomas para 
la adición de vectores y cuatro axiomas para la acción de escalares sobre vectores. Sin 
embargo, solo es necesario verificar el cumplimiento ele dos condiciones, como lo muestra 
la siguiente 
proposición. 

Proposición 2.4 Un subconjunto W no vacío de V se dice un subespacio de él si W con 
las operaciones de suma y producto por un escalar· Teal es un espacio vector"ial. Para probar 
que W es 1m subespacio vector"ial de V solo es suficiente verificar que se satisfacen las dos 
leyes de claus1tra, esto es: 

Si v,w en W entonces v+w en W y si..\. E 'R. entonces ..\.w E W. 

Ejemplo 2.39 En el plano cartesiano el subconjunto S= {(x, y), IY = mx }, donde m E 'R. 
es una constante, Tepresenta una recta que pasa po1· el origen y conforma un subespacio 
de 'R.2 . 

Ejemplo 2.40 En el espacio de polinomios reales el subconjunto 'R.n [x] de polinomios de 
grado :S: n conforma un subespacio. 

Ejemplo 2.41 En el espacio de funciones de 'R. en 'R. la colección de funciones continuas 
de 'R. en 'R. conforma un subespacio. Se tienen dos subespacios notables: C'(a,b) confor­
mado por todas las funciones de (a, b) en 'R. cuyas pr"imeras n der"ivadas son continuas, y 
COO (a, b) constituido por las funciones de 'R. en 'R. para las cuales las derivadas de cualquier 
01·den son continuas. Similarmente, se tienen los subespacios C'(a,b) y COO(a,b) de C(R). 
También, en el espacio de sucesiones reales la colección de sucesiones convergentes es un 
subespacio. Una sucesión (a,.) se dice que es polinómica si existe un entero positivo m 
tal que a11 =0 para cada n?_m. Es claro que el conjunto de sucesiones polinómica es un 
subespacio del espacio de sucesiones convergentes. 

Ejemplo 2.42 En cada espacio vector"ial V se tienen dos subespacios propios: 0={0} y 
V. 

Proposición 2.5 La intersección de dos subespacios es un subespacio. Más genemlmente, 
la intersección de cualquier familia no vacíaa de subespacios de un espacio vector"ial es un 
subespacio. 

Definición 2.14 Sea V un espacio vectorial y S un subconjunto no vacío de V; nótese 
que el subespacio más pequeño de V que contiene a S es la intersección de todos los 
subespacios de V que contienen a S. Este subespacio se denota por < S > y se conoce 
como el subespacio generado por S. 
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A continuhción veremos que < S > puede describirse en términos de combinaciones 
lineales de elementos de S. Sean VI, vz, ... , Vn elementos del espacio V, una combinación 
lineal de estos elementos es un vector v E V de la forma v = a¡.V¡ + · · · + an.Vn, donde 
a¡, ... , an son escalares del cuerpo K. Se puede entonces afirmar lo siguiente. 

Proposición 2.6 Sea V un espacio vectorial sobre el cuerpo K y sea S un subconjunto no 
vacío de V. Entonces < S > coincide con el conjunto de todas las posibles combinaciones 
lineales realizadas con elementos de S. 
Más exactamente, 

Esta presentación permite identificar a < S > como la envolvente lineal de S. Si 
S = {VI, ... , v.,.} es finito, entonces 

<S>= ü::=;=l .X;.v; 1 .X; E K}. 

En cada espacio vectorial existen ciertos subconjuntos conocidos como bases; la im­
portancia de estos subconjuntos radica en que cada elemento del espacio puede ser repre­
sentado de manera única a través de sus elementos. El propósito de la presente lección es 
explicar en detalle la noción de base, la cual es fundamental en álgebra lineal. 

Ejemplo 2.43 Analizar si el subconjunto 

H = { (x, y, z) E JR3 
: x + 2y + 3z = 0} 

es un subespacio vectorial de JR3 con las operaciones usuales de la adición y multipli­
cación por un escalar. 

Solución 
Como (O, O, O) E H : O+ 2.0 + 3.0 =O, H i= cf>. 
i) Sean u= (x 11 y¡, z1), v = (xz, yz, zz) EH, entonces 

Luego, 

Por tanto u + v E H 

x 1 + 2y¡ + 3z¡ + xz + 2yz + 3 + zz 

0+0=0 

ii)Sea u= (x, y, z) EH, y sea e E lR entonces 

cu =(ex, cy, cz) 

Luego, 

(ex)+ 2 (cy) + 3 (cz) 

Por tanto cu E H. 
H es un subespacio vectorial de JR3 . 
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Ejemplo 2.44 Sea V = P3(IR), el conjunto de los polinomios de grado ::; 3, con coefi­
cientes reales, con las operaciones usuales de adición de polinomios y multiplicación de 
polinomios por un número r·eal.Demostrar q·ue el conjunto 

W = {p(x) E V: p(x) = ax3 + bx2 +(a+ b)x + 2b, a,b E IR}, 

es un subespacio vectorial de V. 

Solución 
W i rp, pues O(x) E W: O(x) = Ox3 + Ox2 +(O+ O)x + 2 (O) 
(i) Sean p(x), q(x) E W entonces 

p(x) ax3 + bx2 +(a+ b)x + 2b, a, bE R 

q(x) a'x3 + b'x2 +(a'+ b')x + 2b1
, a', b' E R 

Luego, 

p(x) + q(x) (a+ a') x 3 + (b + b') x2 +(a+ a'+ b + b')x + 2 (b + b'), a, b, a', b1 
E R 

===} p(x) + q(x) E W 

(ii)Sea ,\ E IR entonces (>.p)(x) = ,\p(x) = ,\ (ax3 + bx2 +(a+ b)x + 2b) = >.ax3 + 
,\bx2 +(,\a+ .\b)x + 2 (.\b) 

===} (.\p)(x) E W 

Ejemplo 2.45 Sea IR3 el espacio vectorial con las opemciones usuales. Analizar si los 
siguientes conjuntos son subespaC'ios vecto1'iales de IR3 . 

(a) S= {u= (x,y,::) E IR3 : x =y=.:}. 
(b)T ={u= (x,y,::) E R3 ::: = x 2 +y2}. 

Solución 
(a) S# rp, pues (0, O, O) E S: O= O= O 
(R1) Sean u= (xl, Yl, ::1), v = (x2, Y2, ::2) E S entonces u = (x1, x1, x1), v = (x2, x2, x2) ===} 

u+v = (x1 +x2,x1 +x2,x1 +x2) E S 
(R2)Sean u= (x, y,::) E S y Sea,\ E R entonces u= (x, x, x) 
A1t = (>.x, >.x, >.x) E S 
Por tanto S es un subespacio vectorial de IR3 . 

(b)T # 4>, pues (0,0,0) E S: O= 02 + 02 

(R1) Sean u= (xl>y1,::l),v = (x2,Y2,::2) E T entonces ::1 = x~ +y?, ::2 = x~ +y~ 
Entonces u+ v = (x1 + x2, Yl + Y2, ::1 + ::2) 
:::1+:::2 =XI +YI +x~ +y~# (xl + xd + (Yl + Y2)

2 
= (x~ + Yf +X~+ +yn +2xlX2 + 

+2YlY2 
Por ejemplo: 
(R1)Sean u= (1, 1, 2), v = ( -1, -1, 2) E T ===:-u +v = (0, O, 4) f/: T, pues 4 i 02 + 02 

o 
(R2)Sean u = (1, 1, 2) E T y Sea ,\ = 2 entonces ,\u = 2u = (2, 2, 4) rf. T , pues 

4 i 22 + 22 
Por tanto T no es un subespacio vectorial de IR3 . 

Ejemplo 2.46 Analizar si los siguientes subconjuntos del espacio vectorial V (con las 
operaciones usuales) son subespacios. 

(a) S= {A= (aij) 2 x 2 E V: au + a22 =O}, 
donde V = M2x2 , es el conjunto de todas las matrices cuadmdas de o1·den 2 x 2. 
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(b) T ={fE V: :Jk :2: O; IJ (t)l :S: k, Vt E JR}, 
donde V, es el conjunto de las funciones f : lR ----> R. 

Solución 
(a) S# rp, pues (0, O, O) E S. 
(Rl) A= (ai:i) 2x2 , B = (bi:ihx 2 E S entonces an + a22 =O, bu+ b22 =O=? 
A+ B = (aij + bi.i) 2 x2 
( au +bu)+ (a22 + b22) = (an + a22) + (bn + b22) =O 
Por tanto, A+ B E S. 
(R2)Sea A= (Ui:i)2x2 E S y Sea>. E lR entonces au + a22 =O 
>.A= (>.ai:i )2x2 
>.au + >.a22 = >. (an + a22) =O 
Por tanto, >.A E S. 
Por tanto S es un subespacio vectorial de V, 

(b) T # rp, pues f =O E T. 
(Rl) Sean f,g E T: existen k¡ :2: O, k2 :2: O tales que lf (t)l::; k¡, Vt E JR, 
lg(t)l:::; k2, Vt E R 
Luego, l! (t) + g (t)l:::; lf (t)l + lg (t)l :S: k¡+ k2 =k, 
existe un k > O : lf (t) + g (t)l ::; k, Vt E JR. 
Por tanto, f + g E T. 
(R2)Sea fE T y sea>. E lR entonces :Jk :2: O; lf (t)l :S: k, Vt E R 
1(>.!) (t)l = 1>-llf (t)l :S: 1>-1 k= k'=* :Jk' :2: O; 1(>.!) (t)l :S: k', Vt E R 
Luego, >.jET. 
Por tanto T es un subespacio vectorial de V. 

Ejercicios propuestos:Espacios vectoriales y subespacios vectoriales 

l. Sea M2x2 el conjunto de las matrices reales de orden 2 x 2. Si A, B E M2x2 y 
a E R, se definen las operaciones EB y 0 del siguiente modo. 

AEBB 
a0A 

AB (producto usual de matrices) 

aA (producto usual de un escalar por una matriz) 

Determinar, justificando su respuesta, cuales de los 10 axiomas de espacio vectorial 
se cumplen para estas operaciones. 

2. Demostrar que R2 es un espacio vectorial real con la adición definida por 

y la multiplicación por un escalar definida por 

3. Sea V= {(e"',e11): x,y E R} provisto de las operaciones siguientes: 

( e"'l ' fiY! ) EJ1 ( e"'Z ' fiYZ ) 

a0 (e'",e11 ) 

(e:~:¡ +:~:2, eYl +u2) 

(en;,;' e':t.Y) 

Demostrar que V con estas operaciones es un espacio vectorial real. 

4. En los siguientes casos determinar si el conjunto dado es o no un espacio vectorial. 
si no lo es, enuncie los axiomas que no se cumplen 
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(a) E= { (x,y, :::) E ~a, tal que x =y=::;} con las operaciones usuales de adición 
de vectores y multiplicación de un vector por un escalar. 

(b) F = f : f es una función cuyo dominio es ~ y su rango es un subconjunto de 
~ con las operaciones usuales de adición de funciones y multiplicación de una 
función por un escalar. 

(e) E = P~~., el conjunto de los polinomios de grado :S n, con coeficientes reales, con 
las operaciones usuales de adición ele polinomios y multiplicación de polinomios 
por un número real 

5. Sea E = C [0, 1] el conjunto de las funciones f : [0, 1] --> ~' tales que f es continua 
en [0, 1] 

(a) Verificar que E con las operaciones usuales de adición y multiplicación de fun­
ciones por un número real, es un espacio vectorial 

(b) Si se consideran 

F'¡ ={!E E: f (O)= f (1) =O}, F2 ={!E E: f (O) = 2} 

Analizar si F¡ y F'2 son subespacios de E. 

6. Determinar, justificando su respuesta, cuáles de los siguientes subconjuntos son sube­
spacios vectoriales de los espacios vectoriales que los contienen. 
(Asumimos que son espacios vectoriales bajos las operaciones usuales) 

(a) lh = {(x,y) E ~2 : x 2 -y2 =O} 

(b) H2={(:r;-2y,x,2y,-y)E~L x,yE~} 

(e) lh={(x,y)E~2 : max{x,y}=x} 

(el) l14={(x,y,:z:--y)E~L x,yE~} 

(e) lh = {(x,y,:::) E ~3 : x es racional} 

(f) Ha= {A E M2x2: tr(A) =O} 

(g) H7 ={pE P3 : p(:z;J = a2:r 2 + a¡x + ao, a2, a1: ao E~ y a¡ i= O} 

(h) H8 ={pE P2: p(x) = a2x2 + a¡x + ao, a2,a¡,ao E~ y a2a1 =O} 

7. Sean F1 = {v = (:~:,x,x), x E~} y F'2 = {w = (x,y,O); x, y E~}. Demostrar que 
F'¡ y F'2 son subespacios de ~3 . 

8. Sean S y T dos subespacios de Ull espacio vectorial V. Definimos el conjunto 

S + T = {V E V : V = S + t ' S E S y t E 1'} 

El conjunto S+ T se llama suma de los subespacios S y T. Pruebe que S+ T es un 
subespacio ele V. 

Hallar e identificar la suma ele los subespacios ele ~3 . 

S {(t,2t,3t) E ~3 : tE~} 
T {(3s, 2s, -5s) E ~3 : sE~} 

9. Responder con verdadero o falso 

(a) El conjunto X formado por los vectores v = (x,y,:::) tales que::;= 3x, x = 2y, 
es un subespacio de ~3 . 
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(b) El conjunto Y formado por los vectores v = (x,y,z) tales que xy =O, es un 
sub espacio de ~3 . 

(e) El conjunto L formado por los vectores v = (x, 2x, 3x, ... , nx), es un subespacio 
de ~n. 
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2.3.1 Bases y dimensión del espacio vectorial 

Definición 2.15 Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y S un subconjunto no 
vacío de V, se dice que S genera V si la envolvente lineal de S coincide con V, es decir, 
< S > = V. El espacio V se dice finitamente generado si existe en V un subconjunto 
finito S de generadores. 

Definición 2.16 Sea X = { x1, ... , x 11 } un subconjunto finito de V, se dice que X es un 
conjunto de vectores linealmente independientes (L I) si la única combinación lineal nula 
con los elementos de X es a través de escalares nulos. Más exactamente, los vectores de 
X son linealmente independientes si para cualesquiem escalares Á1, ... , Án E K se cumple 
que 

n 

L Á;. x.¿ =O <=? Á; = O, 1 ::; i ::; n. 
i=l 

Por definición asumimos que el conjunto vacío es L l. Un subconjunto cualquiera X de 
V es LI si cada subconjunto finito de X es LI. X es linealmente dependiente (LD) si no 
es L l. 

La siguiente proposición reune algunas propiedades básicas sobre dependencia e inde­
pendencia lineaL 

Proposición 2. 7 Sea V un K-espacio y rp # V . Entonces 
(a) S es LD si y solo si existe x E S tal que x E< S>, donde S= S- {x}. 
(b) Si O E S entonces S es LD. 
(e) Si S es L 1 entonces cada subconjunto de S es L J. 
( d} Si S es .finito con n ;::: O elementos, entonces cada conjunto de n + 1 elementos de 

<S> esLD. 

Ejereicios 

1. Demuestre que en el espacio de funciones el conjunto (3 = {e'~~'" J n E N} es L l. 

2. Demuestre que dos vectores de JR2 son L D si y solo si pertenecen a misma recta que 
pasa por el origen. 

Ya estamos en capacidad de presentar la noción de base. (3 e V es una base para V si 
se cumplen dos condiciones: 

(a)< (3 >=V 
(b) (3 es L l. 

Ejemplo 2.4 7 En JR" los vectores 

e; = (0, ... , 1, ... , O), 

constituyen la llamada base canónica (1 se encuentm en la i-ésima entrada de la n­
upla). Cambiando lR por cualquier cuerpo J( obtenemos la base canónica de Kn. 

Ejemplo 2.48 En el espacio de polinomios el conjunto de polinomios {1,x,x2 ,x3 , ... } 

constituye su ba.se canónica. En el subespacio de polinomios de grado ::; n la base canónica 
es { 1, x, x 2 , x3 , ... , x"'}. 

Ejemplo 2.49 En el espacio M2x2(JR) el espacio de matrices reales 2 x 2 se tiene la 
siguiente base canónica: 
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Ejemplo 2.50 En el espacio de sucesiones reales la colecC'ión de sucesiones 

e; = (0, ... , 1 , ... , o, ... ) , i :::: 1 

conforman la base canónica para el subespacio de sucesiones polinómicas. 

Ejemplo 2.51 El conjunto rp es, por definición, la única base del espacio nulo O= {0}. 

Terminamos esta lección con una de las principales caracterizaciones del concepto de 
base. 

Proposición 2.8 Sea V un R-espacio y (3 un subconjunto no vacío de V. (3 es una base 
de V si y solo si cada elemento v E V tiene una repr-esentación única (salvo sumandos 
nulos) como combinación lineal de elementos de (3 en la forma: 

V= )'l.Vl + · · · + Xn. Vn, A; E K, v; E (3, 1 :S i :S n. 

Ejemplo 2.52 Determine los valores de e E R para que el siguiente conjunto de vector-es, 

S= {u= (1, -1,2) ,v = (2,3, 1) ,w = (4,c,5)} 

del espacio vectorial R3 , sea linealmente dependiente. 

Solución. 

det ( ~1 3 e = 3c- 3 =O, de donde e= l. 
2 4) 
1 5 

Ejemplo 2.53 En el espac·io de polinomios de grado menor o igual que 3, P3.Analizar 
si el conjunto dado de vectores T = {p¡, P2, p3, p4}. donde Pl (x) = x3, P2 (x) = (x - 1)3

, 

p3 (x) = (x- 2) 3
, p4 (x) = 1 + x 3 , es linealmente dependiente o linealmente 

Solución. 
Considere la ecuación c¡p¡ ( x) + c2P2 ( x) + c3p3 ( x) = O 
expandiendo la ecuación 

se tiene que el sistema de ecuaciones resultante está dado por: 

{ 

le¡ + lc2 + lc3 = O 
Oc¡ - 3c2 - 6c3 = O 
Oc¡+ 3c2 + 12c3 =O 
Oc¡ - lc2 - 8c2 = O 

La matriz aumentada en su forma original y en los sucesivos pasos de escalonamiento 
están dadas por 

[ ~ ~3 f~ ~ ]___. [ ~ J3 i6 ~ ]___. [ ~ i A ~ ] 
o -1 -8 o o 3 12 o o o -12 o 

Evidentemente, el sistema de ecuaciones tiene una única solución, la trivial, y el con­
junto formado por {p¡(x),p2(x),p3(x)} es linealmente independiente. 
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Ejemplo 2.54 Si B = {v¡,v2. · · · .vn} es una base para un espacio vectorial V. Analizar 
para qv.e valores de n E N, 

es una base de V. 

Solución. Si 

(.\¡ + An) V¡ + (.\¡ + .\2) V2 + (.\2 + .\3) V3 + · · · + (.\,._¡ + An) Vn =O 

.\1 = -An, .\2 = An., · · · , >-n-1 = ( -1t'-1 >-n, .\,_¡ = -.\, 

De donde se tiene que n es un número par natural. 

Ejemplo 2.55 En JR3 , sean los subconjuntos 

S {(1,2,0),(1,0,1)} 

]" {(1,2,0),(2,0,2) ,(3,2,2)} 

(a)Demostrar que los subespaC'ios generados por S y 1" son iguales.Es decir,(S) = (1"). 
(b)Rep1'esentar· gmf¡:camente el subespacio hallado en la parte (a) y hallar una base de 

dicho subespa cio. 

Solución. 
(a) (S) = { (x, y, z) E JR3 : (x, y, z) = t (1, 2, O)+ T (1, O, 1); t, rE lR}, 
Se ol'Jscrva que (3, 2, 2) = (1, 2, O)+ 2 (1,0,1); 
(1") = { (x, y, z) E JR3 : (x, y, z) = t (1, 2, O)+ r (1, O, 1); t, r E lR} 
De donde (S) = (1") . 
(b) (S), (1") representan planos que pasan por el origen de cooordenadas. 
(S)= {(x,y,z) E JR3 : (x,y,;:;). (1,2,0) x (1,0,1) = 0} 
(S) = { (x, y, z) E JR3 : (x, y,;:;) · (2, -1, -2) =O} 
(S)= {(x,y,z) E JR3 : 2x -y- 2;:; =O} 
Sea v = (x, y, z) E (S) : 2x- y- 2z =O==> y= 2x- 2;:; 
(S)= {(x,y,z) = (x,2x- 2;:;,;;) = x(1,2,0) +z(O, -2, 1): x,;:; E JR} 
(S) = ( { (1, 2, O), (0, -2, 1)}), además (1, 2, O) y (0, -2, 1) son linealmente independi-

entes. 
!3(s) = {(1, 2, O), (0, -2, 1)} es una base para (S). 

Ejemplo 2.56 Sea V = P2 el espacio vector-ial de todos los poliniomios de grado :::; 2. 
Considere S= {p¡ (x) ,p2 (x) ,p3 (x)}, donde p¡ (x) = 1, P2 (x) = 1 + x, P3 (x) = 

(1 + x) 2 .Analizar si S es una base de P2. 

Solución 
(i) S es linealmente independiente 
Si 

C¡p¡ (x) + C2P2 (x) +capa (x) 0 

C¡ (1) + C2 (1 + x) + C3 (1 + x) 2 0 

C3X2 + ( +c2 + 2ca) X + C¡ + C2 + C3 0 
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{ 

e3 = 0 
e2 + 2e3 =O 

e1 + e2 + e3 =O 
Trabajando en la matriz ampliada: 

[ ~ : ¡ n f\ ~ F, ~ [ ¡ ¿ ; ! l F, ~ IH (-2)H 

[! i ~!] F,~F,+(-!)F, ~ [! i ¡ !] 
===} { ~~: ~ 

e3 = 0 
Por tanto S es linealmente independiente. 
(ii) S Generan P2 
Sea p ( x) = ax2 + bx + e E P2, entonces existen escalares el> e2, e3 tales que 

p(x) = e1P1 (x) + e2P2 (x) + e3p3 (x) 

ax2 + bx +e 

ax2 + bx +e 

e1 (1) +e2 (1 +x) + e3 (1 + x) 2 

e3X2 + ( +e2 + 2e3) X+ e1 + e2 + e3 

{ 

e3 =a 
e2 + 2e3 = b 

e1 + e2 + e3 =e 

rrrrrr::::pl~n i; n F,~Fd(-,)F, ~ 
[! i ~ :--2a l H~F,+(-l)F, ~[! i ¡:=~al F,~F>+(-!)F,~ 
[ 

1 O O e- a- (b- 2a) =a- b +e l { e1- a- b +e 
O 1 O b - 2a ===> e2-= b - 2a 
001a e3=a 

Luego S genera P2. 
Por tanto S es una base de P2. 

Dimensión de un espacio vectorial 

En esta lección discutiremos los siguientes aspectos relativos a las bases: existencia, 
unicidad y cardinalidad (=cantidad de elementos). Comenzamos con el siguiente teorema 
sobre existencia de bases en cualquier espacio vectorial. La prueba de este teorema se apoya 
en el Lema de Zorn (axioma de elección), el cual representa uno de los supuestos básicos 
de la teoría clasica de conjuntos. El lector no interesado en la prueba puede simplemente 
asumir el Teorema 1 como un axioma. 

Teorema 2.2 Todo espacio vectorial posee al menos una base. 

Con respecto a la unicidad de las bases podemos decir que, en general, un 
espacio vectorial tiene infinitas bases. Pensemos por ejemplo que el espacio 
V es no nulo (si V es nulo su única base es 0 ); si (3 es una base cualquiera 
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de V y v es un elemento de ,6, entonces cambiando v por >.:u en (3, con cada 
>. E 1\ -- {0}, obtendremos ba~es diferentes en V. Cuando !{ es infinito esta 
colección de bases es infinita. En realidad, el ünico espado con base ünica es 
el espacio nulo. 

Mucho más interesante que la pregunta sobre la unicidad de las bases es el problema 
sobre el tamaño de éstas. Las siguientes proposicione:; constituyen la prueba del Teorema 
2 que enunciaremos más adelante. 

Proposición 2.9 Si 1m espacio vectorial V posee una base finita, entonces todas sus bases 
son finitas. 

La proposición anterior permite cla~ificar los espacios vectoriales en dos categorías: los 
de bases finitas y los de bases infinitas. 

Proposición 2.10 Sea V -un espacio vecto·l'ial con bases finitas fJ ={u¡, ... ,tLn.}. {JI= 
{v¡ .... , V-m}· Entonces n = rn. 

Proposición 2.11 Sea V un espac·io vectorial con bases ir~(initas ¡3 y 81
• Entonces 

card (fJ) = car·d (fJt). 

Para cada espacio vectorial V se cumple que todas las bases tienen la misma cardinal­
idad. 

El teorema anterior permite definir la noción de dimensión en un espacio vectorial 
V como el número de elementos que forma cualquiera de sus bases ; denotaremos este 
invariante de V por dim/\(V), o simplemente por dim(V), es claro por el contexto sobre 
que cuerpo estamos trabajando. Si V es de bases infinitas diremos que V es de dimensión 
infinita. Si ¡3 es un subconjunto de V, definimos el m.ngo de X, como la dimensión de la 
envolvente lineal de X, es decir, rank¡.;(X) = dimg <X >. 

Ejemplo 2.57 dim(JR") = n 

Ejemplo 2.58 El espacio de los pol·ínomios es de dimens-ión infinita. 

Ejemplo 2.59 dim(P11 ) = n + 1 

Ejemplo 2.60 dim(O) =O. 

Ejercicio.Demuestre que si un espacio vectorial V posee un subconjunto 
infinito L 1, entonces V es de dimensión infinita. 

Algunas propiedades interesantes relativas a espacios de dimensión finita se presentan 
a continuación. 

Proposición 2.12 Sea V un K-espacio vectorial de dimensión n 2: l. Entonces, 
(a) Cada conjunto de n elementos L I de V conforman una base. 
(b) Cada conjunto den generadores de V conforman ·una base de V. 
(e) Sea m < n y sean V¡, ... , Vm vectores L I de V. Entonces es posible encontrar 

vectores Vm.+l, ... , Vn en V tales que {V¡, ... , v," Vm+l, ... , vn} es una base de V. 
( d) Sea S un subespacio de V. Entonces, cada base de S puede extender·se hasta una 

base de V. En particular, dim(S) S:: clim(V). 
(e) Sean x 1, ... ,x,, elementos cualesquiera de V y S su envolvente lineal. Entonces, 

dim(S) coincide con el mó:rirno númem de vecto1·es L I encontmdos en la colección V¡, ... , v,_ 
de vectores dados. 
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Ejerciciüs Propuestos:Bases y dimensión de espacios vectoriales 

l. Determinar si el conjunto de vectores dado genera el espacio vectorial 

(a) En R2, u= (1, 1), v = (2, 1) 

(b) En R3 , tt = (1, -1,2), v = (1, 1,2), w = (0,0, 1) 

(e) En P2, p¡ (x) = 1- x, P2 (x) = 3- x 2, P3 (x) = x 

2. Analizar si el conjunto dado de vectores es linealmente dependiente o linealmente 
independiente 

(a) En R2, u= (1, 2), v = ( -1, -3) 
(b) En R3 , u= (1, 1, 1), v = (1,2, 1) ,w = (2,1,2) 

(e) En R, u= (1, O, 1), v = (0, 1, 1), w = (1, 1, O) 

(d) EnR4,u¡=(1,-2,1,1), u2=(3,0,2,-2),ua=(0,4,-1,1), u4=(5,0,3,1) 

(e) En E = C [O, 1] el conjunto de las funciones f : [0, 1] -+ R, tales que f es 
continua en [0, 1], f (x) =sin (x), g (x) = cos x. 

3. Determinar si el conjunto de vectores dado es una base del espacio vectorial dado 

(a) En R2, 8={(1,1), (-1,1)}. En caso afirmativo expresar cada uno de los 
vectores e¡ = (1, O) y e2 = (0, 1) corno combinación lineal de los elementos de 
esta base 

(b) EnR2 , F={u=(x,y)ER:2x+y=0}, B={(l,-2)} 

(e) EnR2, F={u=(x,y)ER:2x+y=O}, 8={(1,-2), (-5,10)} 

(d) En Pa : B = {PI.P2,P3,P4}, donde p¡ (x) = 1, P2 (x) = 1 + x, P3 (x) = 1 + x2, 
P4 (x) = 1+x3 . En caso afirmativo expresar el polinomio p (x) = 2x3 +3x2-x+1 
como combinación lineal de los elementos de esta base 

4. Demostrar que el conjunto solución { e'"
2

, xe'"
2

, x2e'"
2

} es linealmente independiente 
en C(R), el conjunto de las funciones f: R-+ R, tal que fes continua. 

5. Analizar la dependencia lineal de los polinomios p¡,P2.P3 E P3 dados por 

p¡ (x) 

P2 (x) 

P3 (x) 

1- 2x + x2 + x 3 

-5- 2x- 9x2 + 7x3 

2- x + 3x2
- x 3 

y hallar una base y la dimensión del espacio generado por ellos. 

6. Dadas las matrices 

hallar el valor de a para que A4 esté en el subespacio generado por A¡, A2 y Aa. 

7. Dados los vectores (k, 1, O), (1, k- 1, k), (1 +k, 1, k) de R3 . 

(a) ¿Para cuáles valores de k estos vectores forman una base de IR?.a?. 

(b) ¿Para cuáles valores de k estos vectores generan subespacios propios de IR?.3? .Hallar 
dichos subespacios mostrando un conjunto generador para cada uno. 
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8. Dados los vectores v¡ = (1,2,-2,1),v2 = (2,-1,1,2) y v3 = (1,-3,-1,3) de JR.4 , 

hallar una base para el subespacio 

H = { v E JR.4 
: v es ortogonal a los tres vectores dados}. 

9. Dado 

H = {(x,y,.::,w) E JR.4 : x +y+.::+ w = Oi\x + 2y + 3.:: + 4w = 0}. 

(a) Demostrar que H es un subespacio de JR.4 • 

(b) Hallar una base para H. 

10. Dada la matriz A= ( ~ ~ ) ,sea H el conjunto de M2x2 formado por todas las 

matrices X tales que AX = X A. 

(a) Demostrar que Hes un subespacio de Mzx2· 

(b) Hallar, justificando su respuesta, una base para H. 

11. Sea B = { u¡,u2, u 3, u4} una base del espacio vectorial V de dimensión 4.Dados 

V¡ 2u¡ + 3uz + u3 - U4 

vz u¡+ 2u2 

V3 U¡ - U3 + 3u4 

V4 U4 

analizar si el conjunto E¡= {v¡,vz,v3,v4} es una base de V. 

12. Hallar una base del siguiente subespacio 

13. Sea E = Mrnxn el conjunto de todas las matrices de orden m x n con elementos 
reales. Si la suma de matrices y la multiplicación de una matriz por un escalar son 
las usuales, se comprueba que Mmxn es un espacio vectorial 

Determinar si el siguiente conjunto de vectores es una base de Mzx2 

( ~ ~ ). ( ~ ~ ) , ( ~ ~ ). ( ~ ~ } donde abcd # O 

14. Hallar una base para 

{ 
3• X y .:; } (a) E= v = (x, y,.::) E IR. : 3 = ¡ = 5 

(b) E= {v = (x,y,.::) E JR.3 : x + 2y- 3.:; = 0} 

(e) E= {v = (x,y,.::,w) E R4 : ax +by+ c.::+ dw = 0}, donde abcd #O 

Norberto Chau 
Lima, 23 de enero de 2012 
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2.3.2 Vectores de coordenadas 

Con el fin ele ser capaz de enlazar el álgebra lineal con el álgebra de matrices, tenemos 
que encontrar una manera de representar los vectores numéricamente. Esto se puede 
hacer eligiendo una base para un espacio determinado y por escrito cada vector como una 
combinación única lineal de vectores de la base. Los coeficientes que surgen ele esta manera 
son los escalares necesario. 

Sea V un espacio vectorial n-dimensional sobre un campo k, sea S= { v¡, ... , vn} una 
base de V, y sea x E V. Entonces x se puede escribir únicamente en la forma 

x = a¡v1 + · · · + a.,v., 

en relación con la base S. Por lo tanto, tienen un mapeo invertible V -> kn. que asocia 
a cada vector x E V un vector columna única 

[ 

a¡ l [x]s = 

a" 

determines a unique linear combination fJs = h v¡ + · · · + b.,v11 E V. 

conocido como el vector de coordenadas ele x con respecto a la base de S. Por el 
contrario, cada vector columna 

y = [ b¡ l E !k" 

bll 

determina una única combinación lineal Ys = b¡v¡-+ · · · + b11 vn E V. 

Definición 2.17 La aplicación x -> [x]s que asigna a cada vector· x E V el vector· de 
coo·rdenadas [x]s E k" es la aplicación de coordenadas de V a k" determinado poT la base 
S para V. 

Definición 2.18 La aplicación y -> Ys que asigna a cada vector columna y E k" la 
combinación lineal Ys E V es la aplicación combinación lineal ele coordenadas de k" en V 
determinado por la base S para V. 

Teorema 2.3 Teorema de aplicación de coor,denadas )Las aplicaciones x _, [x]s y y -> 

Ys son 'irwer·sos el uno del otm. 

Prueba. Los cálculos necesarios para demostrar este teorema es trivial. Por definición, 

[ 

a¡ l x = a¡v¡ + · · · + a 11Vn-> [x]s = 
a, 

=Y-> Ys = a¡v¡ + · · · + a,v., = x 

y 

[ 

a¡ l y= 

a, 

-> Ys = a¡v¡ + · · · + a.,v~~.-> [:Ysls = =y. 

Por lo tanto, las aplicaciones de coordenadas son inversos el uno del otro. • 
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Las aplicaciones combinación lineal de coordenadas, son útiles porque son inversos el 
Lmo del otro, y porque preservan la suma de vectores y la multiplicación por un escalar en 
el sentido del siguiente teorema. 

Teorema 2.4 Las aplicaciones de coo1·denadas x -> [x]s de V a kn tiene la propiedad que 
[x + Y]s = [x]s + [y]s y que [ax]s = a[x]s. 

Prueba. Sean x = a¡v¡ + · · · + a,.v,. y y= b¡v¡ + · · · + b.11y, son dos vectores en V 
y sea x +y= (a¡+ b¡)v¡ + · · · + (an + bn)vn su suma. Entonces 

Además , para cualquier escalar a E k, 

ax =a( a¡ V¡+···+ a11 v,.) = (aa¡)v¡ + · · · + (aa,.)vn, 

de modo que 

[ax[s ~ [ :: ] ~ {: ] ~ a[x[s. 

Por lo tanto la aplicación de coordenadas preserva la suma de vectores y la multipli­
cación escalar. • 

Una aplicación entre dos espacios vectoriales con las propiedades descritas en el teorema 
anterior se llama una 'Il·ansformación lineal 

La pregunta obvia es ¿qué relación existe entre los vectores de coordenadas [x]s y [x]s• 
ele un vector dado x con respecto a dos bases distintas S y S' de V. La respuesta resulta 
a ser bastante simple. 

Si escribimos los vectores base v 1, ... , vn en S como combinaciones lineales de los 
vectores basicos en la base S', se obtiene 

V¡ C!lJ W¡ + · · · + a¡11Wn 

Vn C!nJ W¡ + ... + annWn 

Los vectores de coordenadas de v¡, ... , Vn en la base S', por lo tanto 

[v¡]s• = [vn]s• = · 
[ 

a,¡ l 
a:"' 

Sea 

P = [[v¡J.<;• · · · [v,.Js,J = [ ::: ::: l 
la matriz cuyas columnas son los vectores de coordenadas. Entonces, por construcción, 

p [x]..,. = [x]s, . 
Si escribimos los vectores base w¡, ... , wn en S' como combinaciones lineales de los 

vectores de la base S, obtenemos 
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W¡ bu V¡ + · · · + brnVn 

Wn bnl V¡ + · · · + bnnVn 

Los vectores de coordenadas de w 1 , ... , w., en la base, por lo tanto 

[ 

bu l [w¡] = : 

b¡., 
[ 

b~:¡.J.l [wn] = 

bnn 

Sea 

[ 

bu 

Q = [[w¡Js · · · [wn]s] = : 

b¡n 

la matriz cuyas columnas son los vectores de coordenadas de la base de vectores w; 
determinado por la base S, entonces, por construcción, Q [x]..,, = [x]..,. Es fácil comprobar 
que Q = p-l 

El siguiente teorema resume los resultados de estos cálculos. 

Teorema 2.5 (Teorema de cambio de base )Sea V un espacio vectorial n-dimensional 
sobre un campo k.Sea S= {v¡, ... ,xn} y 

S'= {w¡, ... , wn} dos bases de V, y sea x un vector en V con vectores de coordenadas 
[x]s y [xb·,.Entonces 

existe una matriz P invertible para el cual P[x]s = [x]s' y p- 1 [x]s·, = [x]s. 

Prueba. Sea x = a¡v¡ +· · ·+anVn cualquier vector en V, escrito como una combinación 
lineal de la base de S. Por el hecho de que la aplicación de coordenadas x---> [x]s• conserva 
vector Además de la multiplicación y escalar se deduce que 

[x]8 , [a¡ V¡+···+ O.nVn]..,., =a¡ [vrJ..,., + · · · + O.n [vnJ.'i' 

[[v¡J..,., ... [vnJ.<;,] [ 7.] = [[vr] 8 , .. · [vn] 8 ,] [x]s = P [x]s 

a., 

Por el contrario, y = b¡w¡ + · · · + bnwn cualquier vector en V, escrito como una 
combinación lineal de la base S'. Del hecho de que la función de coordenadas y ---> [y]8 
preserva la suma de vectores y la multiplicación escalar se deduce que 

[y] 8 [b¡w¡ + · · · + bnwn]s = b¡ [w¡J.'i + · · · + bn [w11 ] 8 

[[wr] 8 ... [wn]sl [ b:¡ ] = [[w¡Js · · · [wn]s] [y].,,., = Q [y J.~·· 
bn 

Esto quiere decir que Q = p- 1 . • 

Las matrices P y p-l juegan un papel importante en el estudio de las transformaciones 
lineales. Por lo tanto, dado un nombre especial. 

Definición 2.19 Las matrices n x n P y p-I con la p1'0piedad que P[x]s = [x]s• y 
p-1[x]s• = [x]s son el cambio de base }matrices de la. base S a la base de St y de la base 
S' a la base S, respectivamente. 
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Ejemplo 2.61 UnMatriz general de Cambio de Base de R2 . 

Sea x un vector en R2, y sea S= {v1, v2} y S'= {wl> w2} dos bases de R2 .. Entonces 
x = a1v1 + a2v2 = b¡w1 + b2w2.Por lo tanto 

[x]s = [ :~ ] and [x]s' = [ ~~ ] . 

Escribimos S en términos de S'y S' en términos de S, se obtienen dos sistemas de 
ecuaciones: 

y 

{ 
v1 = en w1 + c12w2 
V2 = C21W1 + C22W2 

y { 
W1 = du V1 + d12V2 
W2 = d21 V1 + d22V2 

En la notación de matriz-vector, estos sistemas toman la forma 

[x] ~· = [ cu c12 ] [x] '>' 
' C21 C22 ' 

and [ 
du d12 ] [x],, = d d [x],. • 21 22 • 

Por sustitución, obtenemos 

y 

[x] '>' = [ ddu dd12 ] [ cu c12 ] [x] S'' . 
' 21 22 C21 C22 ' 

Dado que estas ecuaciones son válidas para todos x E R2, se sigue que 

[ ~ o ] = [ cu 
1 C21 1 

c12 ] [ du 
C22 d21 

d12 ] 
d22 

[ ~ O J = [ dn 
1 d21 

d12 ] [ cu 
d22 C2J 

c12 ] . 
c22 

Por tanto 

c12 ] = [ du r1 p = [ cu d12 
c21 C22 d21 d22 

y 

Q = [ dn d12 ] = [ cu c12 ] -
1 

d21 d22 C21 C22 

Esto nos dice que las dos bases de S y Stestán conectados por las matrices invertible P y 
q .• 

Ejemplo 2.62 Un especial Cambio de base para la matriz para R2 . 

Sea S = { v1 = [ ~ ] , v2 = [ ! ]} y S' = { w1 = [ ~ ] , w2 = [ ~ ]} son dos bases 

para R2 • 

Entonces 
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y 

y 

{ 
1 = p+ 3q . 
0 

= 2p + 4q , la solución es: {q = l,p = -2} 

Así P = [ ~ ~ ] y Q = [ -~ -~ ] . 
Se sigue que 

PQ = [ -~ -~ ] [ ~ ~ ] = [ ~ ~ ] 

QP = [ ~ ~ ][ -~ -~ ] = [ ~ ~ ] . 
Además, 

p [ ~] [; ~][~] [ ; ] 
p [ ~] [~ ~][~] [ ~ ] 

y 

Q [;] [ -~ -1 ][;] [ ~ ] 
Q[~] [ -~ -1 ] [ ~ ] = [ ~ ] . 

Como podemos ver, la matriz Pes la matriz de cambio de base ele S a S', y su inverso 
Q es la matriz ele cambio de base de S' a S. 

Ejemplo 2.63 Un cambio de coordenadas en JR3 . 

Convertir los vectores de la base de 

S ~ { v. ~ [ ¡ l ' v, ~ [ ¡ l 'v, ~ [ ~ l } 
a vectores coordenadas en la base 

utilizar el resultado para la construcción de una matriz ele cambio de base ele S a S'. 
Solución 
Comenzamos calculando el vector de coordenadas [v1J..,.,. 

an [ ~ ] + a12 [ ~ ] + a13 [ ~ ] = [ ~:~! ~:~ ] 
1 O 1 an + a¡3 

Por tanto 

[ ¡ l ~ an [ : l + an [ ¡ l +a, [ ~ l r 
a¡2 + a¡3] 
all + a12 . 

f'¡¡ + a¡3 
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y 

{ 

1 = a12 + a13 

Ahora resolvemos el sistema 2 = au + a12 

3 = an + a13 

la solución es : {a u = 2, a12 = O, a13 = 1}. 

[ 1 l [ a12 + a13] [ 2] Por tanto[v1]8 , = 2 = au + a12 = O . 
3 8 , a u + a13 1 

Al repetir los pasos anteriores para v 2 y v3, se obtiene 

[v,[,, ~ [ : L ~ "" [ : l + a, [ ~ l + a, [ ~ l Lll 
[v3]s, = [ ~ ] = a31 [ ~ ] + a32 [ ~ ] + a33 [ ~ ] = [ ::~ : ::: ] = [ ~ ] 

1 8 , 1 O . 1 a31 + a33 1 

Con estos resultados, podemos construir el cambio de base de la matriz P de S a S'. 

Como era de esperar, 

[2 1 o] [1] [2] 
P[v1]8 = ~ -J ~ ~ ~ = [v1]8 , 

[ ~ 
1 

nrn [Jj l P[v2].9 = t = [v2] 8 , t 
-2 

[ ~ 
1 nm m P[v3].9 = í = [v3J.~.,. í 

-2 

A continuación, utilizamos p-1, la matriz de cambio de base de S' de S, para revertir 

esto¡'tT: ]_
1 

[ ~ -;! ~ l 
1 -2 1 -! ~ 1 

Como era de esperar, 

[ Jl 
1 

:J m [ ~ l ~ [v,[, p-1 [v1]s, = 
-2 
2 
3 
2 

[ ' 1 

n r J~ 1 m -1 2 -2 
P [v2].,, = ~! 2 = [v2] 8 3 

2 
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~1 [ ! -! 
P [v3J.<;, = ~l ~ 

2 2 

Con esto se completa el cambio deseado de las coordenadas. 

2.4 'fransformaciones Lineales 

Definición 2.20 Sean V y W dos espacios vecto·riales sobTe un mismo cuerpo J(; una 
transformación lineal de V en W es 1ma función T : V -> W que satisface dos condiciones: 

(a)T(u + v) 

(b)T(.>..v) 

T(u) + T(v) 

.>..T(v) 

para cualesqv.iem vectoTes u, v E V y cualqU'ÍeT escalaT A E J(. Se dice también r¡ue T 
es un operadoT lineal de V en W, o 

que T es una función K -lineal de V en W. 

Ejemplo 2.64 La .fundón T: ~3 --> ~2 definida poT T(x, y, z) ~~ (2x, 2y) es una tmns­
.formación lineal. 

Ejemplo 2.65 La integmción puede considemrse como ·un opemdoT lineal S del espac·io 
C(R) (o c{a,b)) en~: 

S(f) = j .f (:x:)dx + e con e= O 

Ejemplo 2.66 Dados dos espacios vector·iales V y W, la. función nula. 

O V->W 

x >----> O(x) =O 

es una trans.foTmación lineal, denominada la tmns.formación nula. 

Ejemplo 2.67 De igual ma.nem, la función idéntidad 

Iv V_, V 

1t >----> Iv(u) =u 

es también una tmns.formación lineal, y se le conoce como la idéntidad de V. 

Ejemplo 2.68 Sea a E ~ un real fijo y el espacio de polinomios reales, entonces la .función 

T ~[x]--> ~ 

p(x) >--> p(a) 

es una transfoTmación lineal. 

2.4.1 Núcleo e Imagen 

Definición 2.21 Sea T : V -> W una trans.fomwción lineal de V en W ¡ se define el 
núcleo de T como 

N(T) ={vE V IT(v) = 0}. 
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Nótese que N (T) es un S1tbespaC'io de V. Por· otro lado, se define la imagen de T 
como 

Irn(T) = {w E W lw = T(v), para algún vE V}; 

Im(T) es un subespacio de W. Si A es un subespacio de V y Bes un subespacio de 
~V, entonces los conjuntos 

T(A)={T(a)iaEA} 
r- 1(B) ={vE V IT(v) E B} 

son subespacios de W y V respectivamente. 

Observación 2.6 Obsérvese que N (T) = r-1(0), e Im(T) = T (V). La dimensión del 
espacio imagen Im(T) se conoce como el rango de la transformación T, y la denotamos 
por· rank (T). 

Ejemplo 2.69 Consideremos la función T definida porT: Pn---> IR2n [x] 
p(x) = ao + a¡x + · · · + a-,.x" ....... a0 + a1x 2 + · · · + a,x2n. 

T es una transformación lineal con núcleo O y rank (T) = n + l. 

Ejemplo 2.70 En el espacio V de las c(a,b)sucesiones reales convergentes la función T 
definida por 

T({x,})={a-x,}, donde a= !im {x,} 
1/.--+CXJ 

es una transformación lineal cuyo núcleo es el espacio de las sucesiones constantes y 
cuya imagen es el espacio de las sucesiones de límite O.Además, la sucesión constante 1 
es una base de N(T) y, por otro lado, las sucesiones 

S¡ ={1,0,0, ... } 

S2 = {0, 1,0, ... } 

S3 = {0,0, 1, ... } 

son linealmente independientes, con lo cual !m (T) y V son espacios de dimensión 
infinita. 

A continuación presentamos y probamos uno de los teoremas básicos del álgebra lineal. 

Teorema 2.6 Sea V un espacio de dimensión finita n 2: 1 y sea T : V ---> W una 
tran.formac-ión lineal. Entonces 

dim(V) = dim N (T) + dimlm(T) 

El siguiente teorema muestra que una transformación lineal queda completamente 
determinada por su acción sobre los vectores de una base. En otras palabras, para definir 
una transformación lineal basta conocer las imágenes de los vectores de una base. 

Teorema 2. 7 Sean V y W dos K -espacios, (3 una base de V y r.p : (3 ---> W una función. 
Entonces existe una única transformación lineal T : V ---> W que extiende a t, es decir, 
T(v) = r.p(v), pam cada vE (3. 
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Ejemplo 2.'{1 Sea 

{ 
2x -y+;;= O e· · x+y+2;; =O 

una recta en JR:3 .Si P es un punto de JR:3, el simétrico de P respecto a la recta e es el 
punto Pt E JR:3 tal que, el segmento P PI interseca perpendicularmente a la recta e en el 
punto M (M es el, puntomedio de PP).Sea 

T : JR:3 __, JR:3 

la transformación lineal definida por 

T (P) PI (PI es simétrico de P respecto a e) 

T (P) Psi PE e 

Ejemplo 2.72 (a)Hallar el núcleo y la imagen de T. 
(b)Determinar una base para el núcleo y una base para la imagen de T. 

Solución 
(a) e. { 2x- y+;;= o ... (1) 

. X +y + 2;; = 0 · · · (2) 
Sumando (1) y (2) :3x + 3;; =O===:.;;= -x. Luego y= 2x +;; = 2x- x = x 
Parametrizando : sea x = t, de donde y= t,;; = -t 

e: P = t(1, 1, -1),t E R 

P(x,y,z) 

A(1,1,·1) 

M 

p• 

Sea M E e, entonces existe untE R tal que M= (t, t, -t).Luego, 
---> 
MP = P- M= (x,y,;;)- (t,t, -t) = (x- t,y- t,;; + t) 
---> ---> ---> 
MP ..Le===:. MP ..LA= (1, 1, -1) ===;. MP ·A= O 
(x - t, y - t, t + ;;) · (1, 1, -1) =O===} x - 3t +y -;; = O===:. 

x+y-;; 
x - 3t + y - ;; = O ===} t = 

3 
. Luego, 

M= (X+ y-;; X+ y-;; X+ y-;;) 
3 , 3 , 3 

Como Mes punto medio PPse tiene ''!V= M, de donde P= 2M- P 

p 
(

x+y-;; x+y-;; x+y-;;) _ 
2 3 ' 3 ' 3 -(x,y,~) 

p 
(

-x + 2y- 2;; 2x- y- 2;; -2x- 2y- ;;) 
3 , 3 , 3 

Sea 
T: JR:3 __, JR:3 
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la transformación lineal definida por 

T(P) 

T(x,y,::.) 

JY (P' es simétrico de P respecto a .e) 

(
.=.x+2y-2z 2x-y-2:; -2x-2y-:;) 

3 ' 3 ' 3 

(b)El núcleo de T está formado por los puntos P = (x,y,::) E JR3 tales que 

T( -)=(-x+2y-2:; 2x-y-2:; -2x-2y-:;)=(OOO) 
x, y,- 3 ' 3 ' 3 ' ' 

de donde 

{ 

-x+2y-~::_:=O 
2x -y- 2-- O , 

-2x -2y-:; =0 

la Solución es:[x = O, y = O,:; = O] . 
Por tanto Nu(T) = {(x,y,::) = (0,0,0)}. 
La imagen de 1' está formado por los puntos 

P' 1 

3 (-x+ 2y- 2::,2x -y- 2::,2x -y- 2::) ;x,y,:; E IR 

P' 1 1 1 x3 ( -1, 2, -2) + Y3 (2, -1, -2) + ::3 ( -2, -2, -1) 

Por tanto Im(T) = { P' = x~ (-1,2, -2) +y~(2, -1,-2) + z~ (-2,-2,-1)} 

Im(T) =gen {( -1, 2, -2), (2, -1, -2), ( -2, -2, -1)}. 
f3tm'l" = {( -1, 2, -2), (2, -1, -2), ( -2, -2, -1)} es l.i 

C¡ (-1, 2, -2) +c(2, -1, -2) + C3 (-2, -2, -1) 

(2c- e¡ - 2c3, 2c¡ -e- 2c3, -2c- 2c¡ - c3) 

{ 

2c - e¡ - 2c3 = O 
2c¡ - e - 2c3 = O , 

- 2c - 2c¡ - c3 = O 

la Solución es: e¡ = O, c2 = O, CJ = O 

Ejemplo 2. 73 Sea 
T : JR4 ____, JR3 

la transformación lineal definida por 

(0,0,0,0) 
(0,0,0,0) 

T(x,y,::,w) = (x + z,x +Y-:::- 2w, -2x -y+ 2w) 

(a) Encontm· la matriz asociada de T. 
(b)Hallm· la dimensión de la imagen de T . 

Solución 
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(a)La matriz asociada de Tes 

T(e1 ) = (1, 1, -2) 
T(e2) =(O, 1, -1) 
T(e3) = (1, -1,0) 
T(e4) = (0, -2, 2) 

Ar = [ i ~ -0\ ~22] --2 -1 

(b)Sea w = T (x, y,::;)= (x + ::;,x +y-::;- 2w, -2x- y+ 2w) E Im(T) entonces 
w =X (1, 1, -2) +y (0, 1, -1) +::; (1, -1, O)+ w (O, -2, 2) 
w = x(1, 1, -2) +(y- 2w) (0, 1, -1) + ::;(1, -1,0) ;x,y,::; E IR 

1 o 1 
Como 1 1 -1 =0,entonceslosvectores(1,1,-2),(0,1,-1),(1,-1,0)son 

-2 -1 o 
linealmente dependientes. 

Luego, (1, 1, -2) y (0, 1, -1) son linealmente independientes. 
Im(T) = ({(1, 1, -2), (0, 1, -1)}), de donde dimlm(T) = 2 

Ejemplo 2.74 Sea T: IR3 ----+ IR3 una transformación lineal dada por 

T(x,y,::;) = (Ax +y+ z,Ax +y, y+ z) 

Determinar el valor de A para que el núcleo de T tenga dimensión 1 y para dicho valor 
de A, hallar una base para la imagen de T. 

Solución 

T(x,y,o)~A¡n ~ [~ ¡ n [~] 
A 1 J 

Como IAI = A 1 O = A 
o 1 1 

núdoodeT [~ ¡ ¡j m~ m 
Si IAI =A i= O, entonces núcleo de T = {(0,0,0)} ==? dimNu(T) =O 

S[i te¡ =tlen;:n: :c:oF~e: s[e tr :~ ~ l {=> { y+:~ O 

o 1 1 o o o o o y 
De: y+z=O---+z=O 
Nu(T) = {(x, O, O) : x E IR}= ((1, O, O)), de donde di m Nu(T) = 1 
Sea w = T (x, y,::;) =(y+::;, y, y+ z) E Im(T) entonces 
w =y (1, 1, 1) +::; (1, O, 1); y,::; E IR 
Im(T) = {(1, 1, 1), (1,0, 1)} 
Luego, (1, 1, 1) y (1, O, 1) son linealmente independientes. Por tanto, 
,Blm(T\ = {(1, 1, 1), (1,0, 1)} es una ba~~ para la imagen de T. 
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Operaciones con Transformaciones Lineales En esta lección mostraremos que el 
conjunto d() todas la,; transformaciones lineales entre dos K-espacios V y vV es un K­
espacio. Veremos además que cuando V = vV dicho conjunto es una K-álgebra. 

Denotemos por L( V, vV) el conjunto de todas las transformaciones lineales del espacio 
V en el espacio ~V. 

L 1, (V, W) adquiere estructura de espacio vectorial respecto de las siguientes opera­
cwnes: 

Para T1, T2 E LK (V, Tl') y vE V se define la suma por 

La acción de producto por un escalar sobre transformaciones viene dada 
por 

(r.T) (v) = T.T(v) 

donde r E K y T E LK (V, W). Nótese que el cero de L1< (V, W) es la 
transformación nula y la opuesta de T E L K (V, W) es la transformación - T 
definida por 

( -T )(v) = -T (v). 

L J< (V, W) se conoce también corno el espacio de operadoTes lineales de V 
en W. 

Además de las dos operaciones definidas anteriormente, podemos considerar la com­
posición de transformaciones lineales corno una tercera operación. 

En efecto, sean T : V -, W y S : Z -, U dos transformaciones 
lineales de tal manera que se cumpla la condición habitual ele compatibilidad: 
I m(T) S: Z. Entonces la función compuesta S T definida para cada v E V' 
por 

(ST)(v) = S(T(v)) 

es una transformación lineal. 

Las tres operaciones introducidas gozan de las siguientes propiedades algebraicas. 

Sean T, T1, T2, T:; transformaciones lineales compatibles para las opera­
ciones indicadas. Entonces 

(T1T2)T3 = T1(T2T3) 
T(T1 +T2) = TT1 +TT2 
(T1 + T2)T = T1 T + T 2T 

a.(T1T2) = (a.T1)T2 = T1(a.T2), a E K 
IT=T=TI, 

donde I es la transformación idéntica respectiva. 

De acuerdo a la discusión anterior, el espacio Ll{ (V, V) , de transformaciones lineales 
ele V en si mismo, viene dotado ele tres operaciones: suma de vectores, producto ele 
escalares por vectores y producto entre vectores. Resulta entonces que L/\ (V ) es un 
álgebra sobre el cuerpo K, en el sentido ele la siguiente definición. 
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Definición 2.2'J Sea A un espacio vectorial sob1·c un cuerpo K, se d·ice que A es un 
álgebra sobre [( , o también que A es una K -álgebra, sí en A está dcfinído 1m pmducto 
entre vectores que cumple las siguientes condiciones: 

(v¡v2)v3 

v(v¡ + v2) 

(v¡ + v2)v 

.\.(v¡ v2) 

1v 

v¡(v2v3) 

VV¡ + VV2 

V¡ V+ V 2V 

(.\.V¡) V2 =V¡(.\. v2), ,\E K 

v = v1, 

donde v, VI, v2, v3 E A, a E K y 1 es el elemento neutm del producto de vecto·rcs. 

En lo siguiente presentamos el concepto de isomorfismo para grupos y anillos; en esta 
lección mostraremos la importancia de esta noción para el caso ele los espacios vectoriales. 

Definición 2.23 Una transformación lineal T : V--> vV es ínyectíva si para cualesquiera 
elementos u, v E V se cumple que: 

T(u) = T(v) ===?u= v. 

T se dice sobreycctiva si Im(T) = W. 

Proposición 2.13 Si T : V ----+ ~V es una transformación lineal, entonces las S'iguícntes 
condiciones son equivalentes: 

1 .T es ínyectíva. 
2.N(T) =O. 
3.Si V¡, ... , v, son vectores L I de V, entonces T ( v¡), ... , T ( v,) son vectm·es L. l. de 

Im(T). 
4.Si (3 es una base de V, entonces T((3) es una base de Im(T). 

En particular, si V y W son espacios de dimensión finita n -2' 1, entonces 
T es inyectiva si y solo si T es sobreyectiva. 

Definición 2.24 Se dice que T es biyectiva sí T es ínyectiva y sobTcyecti·ua. Dos K­
espacios V y W se dicen isomorfos si existe una transfmmación lineal biyectíva T de V 
en W. Esta relac·ión entre V y W se denota por V ~ W. 

Siendo T biyectiva, existe la función inversa de T definida por 

r-1 :W---.V 

r-1(w) =V{==} T(v) = w 

donde w E W y v E V. Es obvio que T -l es también una tranforrnación 
lineal y cumple las siguientes condiciones: 

T T -l = I identica, T -IT = I identica 

Nótese que T -l es la única transformación de vV en V que cumple estas 
identidades, y se le conoce corno la inversa de T. Hemos visto entonces que una 
transformación lineal biyectiva tiene inversa, ésta es única y viene c~tracterizarla 
por las identidades anteriores. 
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\'óiese c¡ue la rclacíc'>Il "~cr i~omorfo'' <~o; una n~lacic'm el<; equiYah~ncia Cll la 
colección ele todos los K-espacio~. E~ tmnbih1 clan> <JII<' la composÍCÍ<Íil dt• do~ 
isomorfismos es uuevamente un isomorfismo. Un i:;urnorfbmo 1' de un c~,;¡mcio 
V en sí mismo se denomina un autornorfismu <l<• ¡-·. L;¡ colección dt· todos 
los aut.omorfismos de un espaciu V se denota por c\ut. 1,·(1í). Se tiene <mtone<'.S 
inmediatamente el siguiente resultado. 

Sí V es un !{-espacio, entonc<:s Jlv:t¡dV) es un grupo respecto de la composicióu clr' 
t mnsfonnaciones con elemento neutro 11 · . 

U na consecuencia inmediata de la Proposición anterior es el siguiente corolario. 

Corolario 2.8 Sr.a T : V --.. V ·u.na tm:n8,{onnación l'inrol de -an espacio V dE dimens-ión 
.finita n 2: l. Entonces lo.s siguicn/.ts co!ldicioncs son equivalentes: 

l.T es inycctivo. 

2.N(T) =O 
3. T es sob¡·cyectiva 

4.ra.nMTJ.=n 
.5.T es un o:u.tom.or:fismo. 

2.4.2 Matrices y transformaciones lincaJcs 

En este capítulo, usted también aprenderá que toda~ las nmt.riees dei.enninan las transfor­
maciones lírwales. Usted tambíón aprenderá ccímo representar transformaciones lineales 
de matrices y estudiar la conexión entre dífereutes matrices que representan la misma 
transformacióll lineal. Estas mntrices se denominan matrices similares. 

Usted aprenderá que las matrices similares estún viuculados a travós invertibl<• d<• 
cambio de base de matrices. 

LaR matrices de lm; transformaciones lineales 

Sea V uu espacio n-dímcmsíonul y Hi es un espacio vectmial m-dimensional sobre los mismo 
campo k. Entonces sabemos de teorema de isomorfismo qure en relacíém con una bn::;e fija 
de S ele V, el espacio V ~:s isomorfo a k", y en rclaci<Jn co11 nna base fija S' ele IV, el IV 
es isomorfo al espacio A:"'. En relación con estos isoiiwrlisrnos, por lo tanto, cada vector 
x E F corresponde a llll único vector ele coordenadas [x] 8 E lk:'", y cada vector T(:¡;) E T V 
corresponde a un único vector de coordenadas ['T(xlJ.'i'. En esta sPccic5n, vamos a utilir,ar 
tales isomorfismos para rcpn)sentar a cada transfonnacic5u lineal T : V --~~• 11\l por nna 
transformación de matriz [TJ:~:, :k" --• k'" ele motlo que [T)~, [xJ 8 = ['T(x)J.<;'· La matriz 

[T]~, se llama la ma/1"1:: de T en las bases ele S y S'. Dif<~n~utns bases S y el rendimiento 
de diferentes matrices S'. 

Definición 2.25 La ma.tr'iz de v.na tmnsf'ormación lineal T : A:" --> k'" en la base S = 

{v1, ... , vn} pam. k" y la ba .. se S' pa·m k"' es la 

rno.h·iz 

A= [TJ:~, =' [['T(vl)J.,,., [T(v 11 )J.<,.,] 

C1tyas columnas son Los vccto¡·u; de comdcnadas [T(v;)J..,., en la base S' de la únugen 

T(v;) de lo. base de vccton:s v; E S. 

Definición 2.2{) Si T: Á: 11 
--t km es u.na transfo'!'1rw.cü5n lineal y si E es la basl; cstandar· 

pam k" y E' la base cstanda:rd pam k'". entonces la m.atriz 
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es la matriz ~:stándm· de T. 

Teorema 2.9 ( temTma de representación de la matriz). Si A es la matriz de una. trans­
formación lineal T: k"--> km en la. bases S y St, entonces [T(x)J.,,., =A [x] 8 . 

Prueba. Sea S = { v 1 , ... , v,} , y supongamos que x = a¡ v 1 + · · · +o., v., es cualquier 
vector en k". Entonces, el vector de coordenadas de x en la ba::;e S es 

[xJs = [ 7]. 
a.n 

Por lo tanto 

[T(x)]8 , [T(a¡V¡ + · · · + C!nVn)J..,., 

a¡ [T(v¡)J..,., + · · · + 0.11 [T(xn)J..,., 

[[T(v¡)J..,., · · · [T(v,)J..,.,] [ ~1 
] 

e:, 
= A[xJ.,. • 

Ejemplo 2. 75 La transfmmación identidad corno una matriz de cambio de base. 
Sea I : k" -> k" es la. transformación ·identidad de un espacio vectorial V sob1·e un 

campo k, and let S={v¡, ... ,v} y S'={w¡, ... ,wn} son dos bases k"'. Entonces po1· 
definición, 

[IJZ, = [[J(v¡)] 8 , · · · [J(v,.,)J.,,] = [[v¡J.,, · · · [vnJ..,.,] =PE k"xn 

es la matriz de cambio de bases S a S', y 

[J]f = [[J(w¡)Js · · · [J(wn)]sJ = [[w¡J., · · · [w,.] 8 ] = Q E lk"x" 

es la matriz de cambio de bases S' a S. 

Ejemplo 2. 76 La transformación identidad corno la mat1·iz identidad 

Ejemplo 2. 77 . 

Probar que la transformación identidad I : k" -> k" es representada por una matriz 
identidad In, provista de las bases S y S' es la base estanelár ele E = {e¡, ... , e,} para k" 
definida anteriormente. 

Solución. Por teorema de representación de la matriz, 

[J]¡~ = [[J(e¡)],.; · · · [J(e,)],]. 

Pero [J (e.¿) J 1.; = e; para todo 1 ::; i ::; n. Entonces 

[J]~:: =[e¡ · · · e 11 ] = J, E knxn. 

Esto demuestra que la matriz de identidad representa la transformación ele la identidad, 
siempre que la base e::;tándar que se elija, tanto para el dominio y d codominio de J. 

Ejemplo 2. 78 Una mah·i:; de 'Una tmnsforrnación lineal 
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Ejemplo 2. 79 T : IR'.2 
--> JR2 . 

Sea 

y 

S= {V¡= [ ~ ] , v2 = [ -~ ]} 

S' = {e¡ = [ ~ ] , e2 = [ ~ ]} 

dos bases para JR2 .Encontrar la matriz [T]~:, representante a la transformación lineal T : 
JR2 -. JR2 definida por 

T ( [ ~ ]) = [ ~~ ~ ~y ] . 

Solución. Calc:ulando los valores de Ten la base S. 

T(v¡) 

Por tanto 

[T(vi)].c;, = [ ~ ] y [T(v2)].'~' = [ =~ ] . 
Esto significa que 

S [ 2 -4 ] A = [TJ.'i' = 3 -2 . 

Vamos a verificar que A [x] 8 nos da los valores esperados mediante el cálculo de A [vi]s 
y A[v2].c;. 

Si x = [ ~ ] , entonces 

[x]8 =a [ ~ ] + b [ -~ ] = [ ~ ] . 

Por tanto 

A [xJ.'i = [ ~ =~ ] [ ~ ] = [ ~ ] = [T (x)Js.,. 

Si x = [ -~ ] , entonces 

Por tanto 

Por lo tanto, representa la transformación lineal T en las bases S y S'. 
Es importante señalar que en la especificación de las bases S= { v¡, x2} y S'= {e¡, e2} 

en el ejemplo anterior, se supone que las bases se ordenan . Esto significa que V¡ viene 
antes ele v2 en S y e¡ antes de e2 en S'. Si cambiamos el orden de los vectores en S y T 

119 



representan Fn las bases de S"= {v2, v¡} y S', por ejemplo, entonces 

8" [ -4 2 ] 
[TJ.'i' = -2 3 . 

Ejemplo 2.80 Una Matriz de una transformación lineal T: JR?.:l -~ JR?.2 

Sea 

la base para IR?.3 y 

la base pam IR?.2 . Encontr-ar la matr'iz [TJ:~:, que repr-esenta la transfor7nación lineal 
T : JR?.3 -. JR?.2 definida por 

= [ 3x + 2y - 4.: ] . 
x- 5y + 3z 

Solución.Por definición, 

Calculando los vectores coordenadas [T (w¡)J..,.,, [T (w2¡)J.'I', y[T (w3)].'1'. 

T(w,) T ( [ :]) 

T(w,) T ([m 
1'(w,) ~ T ([m [ i] . 

Luego ahora calculamos los vectores coordenadas [T (w¡)J.'i', [T (w21)]..,.,, y [T (w3)]..,.,. 

[T(w¡)J..,.,= [ _i L =au¡+bu2=a[ ~] +b[;] = [ 3:-:
2
:b] 

{ 
1 =a+ 2b . , 

-l= 3a+ 5b ,lasoluc10neA~: {b=4,a=-7} 

Por tanto [T(w¡)J.'I' = [ -~]. 

[ 5 ] [ 1 ] [ 2 ] [ a + 2b ] [T(w2)J.'i' = -4 S' = au¡ + bu2 =a 3 + b 5 = 3a + 5b 

{ -~: ~: :~b , la solución es: {a= -33, b = 19} 

[ 
-33 ] Por tanto [T(w2)].'1' = 

19 
. 

[T(w3)]..,., = [ ~ L = au¡ + bu2 =a [ ~ ] -t- b [ ; ] = [ ;~ :~ 2:b ] 
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{ 
3 =~ a + 2b . , . 
1

_
3 5

b ,lasolucwnes: {a=-L3,b=8} 
- a-1 

Por tanto [T(w:1)J.,,., =, [ -l~ ] . 

Esto significa c¡ue 

Ejercicios Propuestos :Transformaciones lineales 

l. Analizar si las siguientes transformaciones de V a W son lineales o uo 

(a) 

(b) 

(e) 

T: R3--... H.2, 

T: n.2--... H.2, 

T:H.3--.R2, 

T(:G,y,;;) = (x,y) 

T(x,y) = (x2 ,y2 ) 

T(x,y,::;) = (O,y) 

(d) T:R"--.H., T(xJ, ... ,:r11 )=XJ-/- ... -/-Xn 

(e) T:H.--.R", T(x)~~(x, ... ,x) 

(f) T: P2 --> P¡, T (ao + a1:r: + a2x2) =a¡+ a2x 

(g) T:C[O,l]·-->C[O,l], T(f(x))=f(x)-1-l 

2. Si T: R 2 ·-> R 2
, está dada por T(x,y) = (-x, -y); describir T geométricamente 

3. Suponga e¡ u e el vector v = (x, y) en el plano XY se rota un ángulo e en sentido 
antihorario, obteniéndose el vector v' = (x', y'). 

(a) Justificar que 

{ 

X
1 = X COS 0 - y sin (} 

y'= xsinO +y cose 
La transformación lineal T : R 2 --... R 2, defiuida por T (x, y) 
denomina transformación de rotación y la matriz 

Ao = ( c?se -sinO) 
sm e cose 

se denomina matriz ele rotación (asociada a la transformación T) 

(x',y') se 

(b) 
7r 

¿Qué sucede con el vector v = ( -3, 4) si se le rota un ángulo de G en sentido 

antihorario'~ 

4. Determinar la expresión del operador lineal T : R 2 --... R 2 , sabiendo c¡ue, para todo 
v = (x,y), el segmento de recta determinado por v y T(v) = (x',y') es horizontal 
y tiene su punto medio en la recta y = x. ¿Cuál es la imagen del eje Y por la 
transformación 7''1 

5. Sea T : V --... W una transformación lineal. Responder con verdadero o falso 

(a) Si vE V es tal que T (v) =O, entonces v =O 

(b) Si T ( w) = T (u) + T ( v), entonces w = 1t + v 

(e) Si ves combinación lineal de u¡, ... ,1t111 , entonces T(v) es combinación lineal 
de T(1t1 ), ... ,T(u,) 
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6. Proporcionar un ejemplo de una transformación lineal T : V ---t W tal que 

(a) Si B = { v1, ... , v,.} es una base de V, entonces el conjunto {T (u1) , ... , T ('urn)} 
es L.I 

(b) Si B = {v1, ... , v,} es una base de V, entonces el conjunto {T ('u1), ... , T (um)} 
es L.D 

7. Sea T : JR(3 ---> IR3 la transformación lineal definida por: 

T(u) =Proyección ortogonal de u sobre v = ( -2, 1, 3). 

(a) Hallar una fórmula para T. 

(b) Encontrar una base para el núcleo de T y una base para la imagen de T. 

8. Considere M3x3, el espacio de matrices 3 x 3 y sea la aplicación 

T: M3x3--> M3x3 

definida por 
T(A) =A+ At, donde A E M3x3 

(a) Demuestre que T es una transformación lineal. 

(b) Halle el núcleo de T. 

9. Sea M : x-y-;; = O, un plano en 1R3 .Si p es un punto de 1R3 , el simétrico de p respecto 
al plano M es el punto pi E IR(:¡ tal que, el segmento p¡f interseca perpendicularmente 
al plano M en el punto Q (Q es el,punto medio de pp).Sea 

la transformación lineal definida por 

T(p) 

T(p) 

¡f (p1 es simétrico de p respecto a M) 

psipEM 

(a) Halle la matriz que representa a T. 

(b) Determinar el núcleo de T. 

2.5 Valores y Vectores Propio 

En la sección anterior vimos que cada transformación lineal T ele un espacio de dimensión 
finita n 2': 1 se puede representar por medio de una matriz A de orden n, la cual permite 
conocer propiedades ele la transformación T, por ejemplo, es claw qne T es invertible 
si y solo si clet(A) =J O . Si la matriz A tiene un aspecto sencillo es muy fácil obtener 
información de T a partir de ella. La forma más simple que puede tener una matriz es la 
forma diagonal. En este capítulo estudiaremos criterios para diagonalizar matrices. 
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2.5.1 Valores y Vectores Propio 

Definición 2.27 Sea T V --> V una tmnsfrwmación de un K-espacio V , un esca,lar 
a Ec J( sr: dice que es un valor propio de la t7-ansfonnaC'ión T si existe un vectm· no 
nulo v E: V tal que T(v) = .\. v. En tal caso se dice que v es un vector propio de T 
pe1·tenu:icntc al valoT pmpio a. Nótese que un vector propio solo puede ser asociado a un 
solo vo.lo'l· pmpio. 

Ejemplo 2.81 Pa:m.la tnmsfamwción linealT: R 2 --> R 2 definida. po-rT(x, y)= (2x,3y), 
.\ = 2 es un valo·r pmpio con vccto'!· pmpio ( 6, O); .\ = 3 es también un val01· pmpio de T 
con vecto·r pmpio (O, --2). 

Definición 2.28 Sea. T: V-> V <ma. tran4orma.ción l-ineal y a E J{ , el cor(junto 

E>..= {vE V !T(v) = .\ .v} 

es un subespacio de V ; nótese q·ne E>. f O si y solo si E>. es un valor propio de T, en 
tal caso E>.. se denomina el espacio propio de T correspondiente al valor propio .\. 

Ejemplo 2.82 Sea D el operadoT de1'ivac·ión definido sobre el espacio de funciones reales 
cnya.s derivadas de cualquier o'f'den e:risten, y sea .\ E JR, entonces E(.\) = {e e"·" 1 e E JR}. 

Ejemplo 2.8:! B:ristcn tra.ns.fonnaciones lineales sin valor·es pmpios, es deci1·, E(.\) = O 
, para cada.\ E K. En efecto, la t-ran.~f(wma.ción T: JR2 --> JR2 definida por 

T(x,y) =(y, -x) 

no tiene valo-res ]J1Vpios. 

Proposición 2.11 Sea T : V -> V una transfo-rmación linea.[ de un espacio V . Sean 
a¡, ...• a,. valo.,·cs pTopios diferentes con vecto1·es pmpios V¡, ... , v.,., respect·ivamente. En­
tonces v 1 , ... , v,. son L l. En pa'l'ficular, si V es de dimensión finita n 2: 1, entonces T 
tiene a lo sumo n val01·es pmpios d~f'erentcs. Si T tiene e:r;a.ctamente n valo-res p-ropios 
d~f'en:ntcs, entonces {v¡, ... ,v,} es mw base de V. 

Demostración. Ejercicio. 
El recíproco de la proposición anterior no es siempre cierto, por ejemplo, si 

T = Iv, cualquier base de V pertenece a 1, c¡ue es el único valor propio de Iv. 

Ejemplo 2.81 SP.a K[x] el conjunto de polinomios con coeficientes en el cu.eJ]JO K, y sea 
T: V--> V una t-ransformación lineal. Entonces pam cada polinomio p(x) E K[x] se tiene 
que p(T) es una tmnsfm"rnación lineal de V en V, además si a E K es ·un valor pmpio de 
T con vecto1· pmpio v, entonces p(.\) es un valor propio de p(T) con vector pmpio v. En 
tal caso, E(.\)<:::; N(p(T)) si a es raíz de p(x), y E(.\)<:::; Im(p(T)) si.\ no es raíz de p(x). 

2.5.2 Polinomio Característico 

En la seción anterior definirnos la teoría ele determinantes para matrices con entradas 
en un cuerpo, sin embargo la invertibiliclad ele los elementos del cuerpo no fue usada en 
la construcción. Esto indica que se puede desarrollar la teoría de determinantes para 
matrices con entradas en un anillo conmutativo, por ejemplo, con entradas polinómicas. 
Esta observación nos permite definir un invariante muy importante ele una transformación 
lineal de un espacio df) dimensión finita: su polinomio característico. Comencemos por 
definir el polinomio característico ele una matriz cuadrada. 
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Sea A = [ai.iJuna matriz cuadrada de orden n:;: 1 sobre un cuerpo K. Se 
define el polinomio camcterístico de A por 

p,,(-\) , dot(A · M) ~ det [ 

a,¡ 

a1n 1 a¿,,¡ 

a,,,-..\ 

Nótese que efectivamente p1¡(x) E K[x]. Se puede probar facilmente que 
para p_;¡(x) se tienen las siguientes propiedades: 

a) P!l(x) es un polinomio de grado n. 
b) Siendo ]Ji\ ( x) = ]JO + p¡ x + · · · +Pu--l xn-l + p.,x", entonces se tiene que 

Po= ( -1)" det(A), Pn--1 = -(au + · · · + ann) Y Pn =l. 
e) Matrices similares tienen el mismo polinomio característico. El recíproco 

de esta afirmación no es siempre cierto, como lo ilustran las matrices 

d) Sea T : V -> V una transformación lineal ele un espacio V de dimen­
sión finita n :;: l. Entonces se define el polinirno característico de T como el 
polinomio característico de la matriz de T en cualquier base, y se denota por 
pr(x). En otras palabras, el polinomio característico de Tes un invariante de 
T que no dep<mde de la base elegida en V, y se tiene que p·r(x) = PA(:r), done!<~ 
A= mx.(T) y X es cualquier base ele V. 

El polinomio característico es un instrumento para determinar los valores 
propios de una transformación lineal. 

Sea T : V --> V una transformación lineal de un espacio V ele dimensión finita n :;: 
y sea a E K. Entonces, a es un valor propio de T si y solo si a es raíz del poliuomio 
característico de T, es decir, vr(a) =O. 

Insistimos en que este resultado es válido para valores a E K. Podría ocurrir que las 
raíces del polinomio característico no pertenecieran al cuerpo K, por ejemplo, en el caso 
en que K sea el cuerpo ele números reales y todas las raíces de Ji'r(x) fueran c:ornpl<~jas , 
entonces no tendríamos valores propios. 

Un cuerpo J{ se dice algebmicarnentc ccrmdo si todas las raíces ele todos sus polinomios 
pertenecen a J(, por ejemplo, el cuerpo C de números complejos es alr-;ebraicamente cer­
rado, en cambio, el cuerpo IR; de números reales no lo es. 

Corolario 2.10 Sea J( un c1te1po algebmicarnente cerrado ¡¡sea T : V -> V una tmns­
formaC'ión lineal lj,el J( -espacio V de dünrnsión .finüa n :;: l. Entoncr·s. T tiene n valores 
pmpios (no necesariamente di,fencntes) correspondientes a las n míces de su polinomio 
camcterística. 

Sea A una matriz cuadrada de orden n :;: 1, un elemento ..\ E ]{ se dice que es un 
valor propio ele A si existe una matriz cohunna no nula u = (u¡, .. . , u,,)'" E K 11 tal que 
Au = ..\.u . La teoría ele valores y vectores propios para matrices c.-:tñ relacionada de 
manera obvia con la conespondiente teoría para transformaciones lineales. 
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Corolario 2.11 Seo T : V -• V ·una tnmsfonnac'ión lineal de un [{-espacio V de dimen­
sión finita n 2:: l, Sm ,13 == {v¡, ... , v,} una base de V , A= m¡¡(T) y .A E K. Entonces, 
,\ es v.n valor ¡nvpio de T si y solo si ,\ es un valoT pmpio de A. ]\;fas exactamente, 
u = u 1 . v¡ + · · · + 1t, . v,., es v.n vectm· p·ropio de T pe·rteneciente al valor· propio a si y solo 
si u ~- (u¡, ... , u,)"' es un vecto·r pmpio de A per·tcneciente al valoT pTopio ,\, 

2.5.3 Matrin)s DiagonaJbmbles 

Sea A =~ [a;,i] una matriz de orden n 2:: l, Se dice que A es una matriz 
diagonal si a¡J = O para i f j. Sea T : V ---> V una transformación lineal 
d() un espacio V de dimensión finita n 2:: l, Se dice que T es cliagonalizable 
~i existe una base ,13 en V tal que es una matriz diagonaL Una matriz A de 
orden n 2:: 1 se dice que es cliagonalizable si A es similar a una matriz diagonal. 
Teniendo en cuenta que matrices que representen la misma transformación 
lineal son similares, se tiene el siguiente resultado. 

Proposición 2.15 Sea T : V ---> V una tmnsformación lineal de un espac·io V de dimen­
sión finita. n 2:: 1 y sea ,13 una base c1wlquiem de V. Entonces, T es diagonalizable si y 
solo si rnx(T) es diagonalizable. 

En términos ele vectores propios se tiene el siguiente criterio obvio de diag­
onalización. 

Teorema 2.12 Sea T : V ---> V una t·ransformación lineal de un espacio V de dimensión 
.fin'ita n 2:: l. T es diagonalizable si y solo si V tiene una base constituida poT vector·es 
pmpios. 

Según la proposición y el corolario se tiene el siguiente corolario. 

Corolario 2.13 Sea A una matr·'iz c·uadmda de OTden n 2:: l. Entonces, 
a} A es d·iagonalizable s'i y solo si A tiene n vectores pmpios L l. 
ú) Si A tiene n valores propios d~fcrentes, entonces A es diagonalizable. 

El recíproco de la parte b) del corolario anterior no siempre se cumple: la 
matriz idéntica E etl diagonal, sin embargo sus n valores propios coinciden y 

son iguales a l. 

Proposición 2.16 Sea T : V ---> V una tmnsfor·mación lineal de un espacio V de 
dimensión .fin'ita n 2:: l. Sean A¡, . , . , ,\,. los valores pmpios d~ferentes pam T, 1 ~ 
r· ~ n, y E(,\¡), , , . , E( A,.) lossubespacios pTopios correspond·ientes. Entonces, la suma 
E(,\¡) + ···+E(>.,) es diTecta. En consecuencia, 

clim(E(,\¡) EB · · · EB E(>.,.))= clim(E(,\¡)) + · · · + clim(E(,\,.) ). 

Podemos probar ahora un criterio de cliagonalización en términos del poli­
nomio característico y ele los espacios propios. 

Teorema 2.14 Sea T : V ---> V una tmnsfornw.ción lineal de un espacio V de dimen­
sión .finita n 2:: l. Sean ,\¡, . , , , ,\.,. los valo·res pmpios &~fer-entes pam 1', 1 ~ r ~ n, 
¡¡ E(,\¡), , , . , E(,\.,.) los s1tbespacios pmpios correspondientes. Entonces, las siguientes 
condiciones son equivalentes: 

a) T es diagonalizable. 
b} El polinomio mmcterístico de T es de la fonna 
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donde d; = di;n(E(.\,)), 1 :Si :Sr. 
e) dim(V) = clim(E(.\J)) + · · · + dim(E(.\,)). 
d} V= E(.\J) ED · · · EB E(.\,). 

Ejemplo 2.85 Encontmr los valon:s y vectores propios de la mah·iz 

Solución 

[ 

1- .\ 

det (A- .\I) = clet ! 

[ 

1 2 
A= 1 O 

4 --4 

~.\ ~1 l 
-4 5-.\ 

~1 l 
5 

[ 
-.\ 1 ] . [ 1 1 ] [ 1 p(.\)=(1-/\)clet _ 4 5

_.\ -2det 4 5 -.\. -det 4 
Ji(.\)= (1- .\) (>.2 - 5.\ + 4)- 2 ((5- .\)- 4)- ( -4 + 4.\) 
p(.\) = (1-.\) (.\2 -5.\+4) -2(1-.\)+4(1-.\) 
p (.\) = (1 -- .\) ( .\2 

- 5.\ + 4) + 2 (1 - .\) 
p (.\) = (1- .\) (.\2

- 5.\ + 6) 
p(.\) =- (.\ -1) (.\- 2) (.\- 3) 
Por lo tanto los valores propios ele A son .\ = 1, .\ = 2, .\ = 3 

-.\ ] 
-4 

Para determinar un vector propio v = (x, y, z) asociado con.\= l, formamos el sistema 

(A- .\I) V= o 

[: :! !1 ~ l 1 o l -1 o 
4 o 

[ ~1 -~1 -01 000 l _ <==;> { X - y + Z = 0 ===? X = y - Z = y - 2y = -y 
2y - z = o ===? z = 2y 

Los vectores propios buscados son :v = (x, y, z) = (-y, y, 2y), y E lR. 
Análogamente, los vectores propios v = (x,y,z) correspondientes a.\= 2 se obtienen 

a partir de 
(A- .\I) v = 0 

[ 
-411 ~2 ~1 ~ l 

-4 3 o 

[ 
oo1 ~42 -~1 o~ l <==> { x- 2y + z = ~ :=> x =:Y_- 4y = -2y 

- 4y - - - o ===? - - 4¡¡ 

Los vectores buscados son :v = (x,¡¡,z) = (-2y,y,4y) = y(-2, 1,4), y E R 
Los vectores propios v = (:r, y,.~) correspondientes a.\= 3 se obtienen a partir de 

(A-· .\I) V= o 
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[ 
--412 ~3 ~1 ~ l /<'~--:.!) [ ~2 ~3 ~1 

-4 2 o 4 -4 2 

[ 
00
1 =! ~ ~ l 1·3'='.1:~21·2 [ ~ =! ~ ~ l 

8 -2 o o o o o 
~ { X - 3y -t- :;; = 0 ==? X = 3y - 4y = -y 

-4y + :.; = o ==? :.; = 4y 
Los vectores propios buscados son :v = (x, y,:::)= (-y, y, 4y) =y ( -1, 1, 4), y E R. 

Ejemplo 2.86 Sea T : R3 --+ R 3 una transformación lineal con matriz asociada A tal 
que 

(a)Hallm·los val01·es propios ,\.,,.\.2,.\.3 de A. 
(b)Sean (1,0,1),(1,2,1),(-1,2,0) vectores propios C01Tespondientes a ,\.,,.\.2,.\.3 re­

spectivamente con .\., < .\.2 < .\.3. Calcular T (1, O, 1), T (1, 2, 1) y T ( -1, 2, O). 
(c)HallaTT(x,y,::), para todo (x,y,::) E R3 . 

Solución 
(a)Sea p(.\.) = [A- M[= .\.3 - 2.\.2 - ,\. + 2 = (.\.- 1) (,\.- 2) (.\. + 1) 
p(.\.) = (.\.- 1) (.\.- 2) (.\. + 1) =O==?,\., = -1, .\.2 = 1, .\.3 = 2 son los valores propios 

de A. 
(b)Los vectores propios T (v) = .\.v 
T(v¡) = T (1, O, 1) = -1 (1, O, 1) = ( -1, O, -1) 
T(v2) = T (1, 2, 1) = 1 (1, 2, 1) = (1, 2, 1) 
T(v3) = T ( -1, 2, O)= 2 ( -1, 2,0) = ( -2,4, O) 
(c)Sea (x, y,::) =a (1, O, 1) + ,6 (1, 2, 1) + ¡ ( -1, 2, O) 

{ 

x=a+,B-¡ 
y_=_2f3 + 2¡ ==?a= 2:.;- iY- x,,B = x + iY- ::,¡ =:::- x 
---a-t-,6 

Luego, 

Por tanto, 

T(x,y,::) 

T(x,y,::) 

T(x,y,::) 

aT (1, O, 1) + (3T (1, 2, 1) + ¡T ( -1, 2, O) 

a ( -1, O, -1) + (3 (1, 2, 1) + ¡ ( -2, 4, O) 

((3 - a - 2¡, 2,6 + 4¡, (3 - a) 

T(x,y,:.; = (4x +y- 5::,y- 2x + 2::,2x +y- 3::) 

Ejercicios Propuestos:Valores propios y vectores propios 

l. Hallar el polinomio característico, los valores propios y vectores propios de cada 
matriz: 
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(b) [ ~ : n (e) [ ~ ~ ~ l 
3 3 4 

(e)[~~~ ~l;úcfO O O a O 
O O O a 

2. Suponga que la matriz A tiene valores propios A¡, A2, A3, · · · , Ak-

(a) Demostrar que los Yalores propios de At son A¡, A2, A3, · · · , Ak. 

(b) Demostrar que los valores propios de a A son a A¡, CtA2, a A:;,·· · , a Ak­

(c) Demostrar que A-· 1existe si y sólo si A¡, A2, A3, · · · , Ak =f O. 

( d) Si A- 1existe, demostrar que los valores propios de A--l son Ai-l, A2 1 , A:1-J, · · · , 
Ah~ l. 

(e) Demostrar que la matriz A- ni tiene valores propios A¡ - n, A2 - ct, A3 -
a,··· ,A1, -a. 

(f) Demostrar que si A es una matriz diagonal, entonces los valores propios de A 
son las componentes de la diagonal principal. 

3. Si A y B son matrices semejantes de orden n x n.Demostrar que A y B tienen los 
mismos valores propios. 

Nota. Dos matrices A y B de orden n x n, son semejantes si existe una matriz 
invertible C de orden n X n tal que 

B = c-1AC. 

4. Determinar si las siguientes matrices son diagonalizables. En caso afirmativo encon­
trar una matriz que diagonalice: 

A= [ ~ -~ ~ l 
-1 -3 3 

B= [ ~ ~ ~ !] 
o o 1 -2 
o o o 2 

5. Determinar los valores y vectores propios del operador derivación sobre el espacio 
n-polinomios. ¿ Es este operador cliagonalizable ? 

6. Sean A y B matrices cuadradas ele orden n 2': 1 y m 2': 1, respectivamente. Demostra 
que el polinomio característico ele la matriz 

es Pll(x)p¡¡(x). 

7. Sea A una matriz ele orden n 2': 1 y p(x) un polinomio cualquiera. Demostrar que si 
A es diagonalizable, entonces p(A) es diagonalizablc. 

8. Sea A= [a;_¡] una matriz de orden n? 1 tal que L,_f=l a;j = 1 para cada 1 :S: i ::;: n. 

Demostrar que 1 es un valor propio ele A. 
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Funciones vectoriales de variables 
real 

2.6 Introducción 

Este capítulo está compuesto por cuatro secciones, en la primera introducimos el concepto 
de bola abierta y a partir de él llegamos a los conceptos básicos de la topología en IR"' como 
son: punto interior, conjunto abierto, punto adherente, punto de acumulación,conjunto 
cerrado, frontera ele un conjunto y conjunto acotado. 

En la segunda ~ección introducimos la noción ele curva en IR'", y los conceptos de 
continuidad, derivabilidacl e integración ele funciones vectoriales. Presentamos los teoremas 
fundamentales del cálculo para funciones vectoriales e introducimos los conceptos ele vector 
tangente y vector normal. Finalmente introducimos el concepto de plano osculador. 

En la tercera sec('ión introducimos el concepto ele longitud de arco, función longitud 
ele arco y curvatura ele una curva. 

La cuarta seccióu está dedicada a presentar un ejemplo ele las ideas anteriores a la 
teoría newtoniana de la gravitación: A partir ele las leyes ele Newton mostramos cómo se 
deducen las leyes de Kepler. 

Cada sección tiene un grupo de problemas que el estudiante debe resolver. Adicional­
mente hemos incluíclo en cada sección 

2. 7 Topologia en lR11 

Uno ele los conceptos que podemos iniciar es la definición de bola abierta. Concretamente 
tenemos: 

Definición 2.29 El conjunto 

B(Q,T)={PER", IIP-Qii<T} 

se llama la bola abierta de centm Q y mdio T. 

Con la ayuda de la definición anterior introducimos los siguientes conceptos: 

Definición 2.30 1. Punto interior: Sea S un subconjunto de R". Un vector PE S se 
dice un punto inte1'io1· a S si existe una B(P,T) tal que B(P,T) e S. 

El conjunto de puntos interiores es denotado poT so. Es claro que S 0 e S. 
Po1· ejemplo, todos los puntos de la bola B(P, T) son puntos interiores de ella. 
2. Conjunto abierto: Un conjunto S e R" se llama un conjunto abierto de R" si 

todos S'US puntos son puntos ·inteTiores. Esto es S = so. 
Por- ejemplo, la bola B(Q, T) es un subconjunto abieTto de R", todo el espacio R., es 

un conjunto abierto de R", así mismo, el conjunto <1> es un conjunto abieTto de R"'. 
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Es ímpoT"tant< observar que estamos diciendo que wt conjunto es abier·to de otro. Esto 
q1tíere deciT que ·un conj1mto A puede ser ·un abier·to de Q más no ·an abie'f'fo de P. Por 
ejemplo: el intavalo (0, 1) es u.n abierto de R más no es un abier·to de R", n 2 2. 

3. Punto adherente: Decimos que P E R" es un punto adherente de un subconju.nt.o 
S de R" si pam todo E> o, B(P,e) ns f <1>. 

El conjunto de puntos adheTentes de S lo denotamos con s: 
Es claro, de lo definición de punto adher-ente, que S e S. Por· ejemplo, el conjunto 

{ Z E R", 11 Z - X 11 ::; r} está foT7nodo por· puntos odhe·rentes de B ( Q, r). 
Dentm del conjunto de puntos adherentes están los puntos de acumulación. 
4. Puntos de acumulación: Decimos que PE R" es un punto de acumulación de 

un subconjunto S de R." si pam todo e > O, B ( P, e) posee infinitos puntos de S. 
Los puntos de acumulación de S son denotados con S'. Es elaTo que S' e S. 
Por ejemplo, el conjunto {t,n = 1,2 ... } e R. tiene como único punto de acumulación 

al punto O. 
5. Conjuntos Cerrados: Un conjunto S de R." se dice ccr·ra.do en R." si S= s: 
El ejemplo más clásico de conj1mto cerrado es 

B(Q,r) ={PE R", IIQ- Pll::; r}. 

Debemos advertir· que los conceptos cen·ado y abierto no son contmrios. Un conjnnto 
p·uede se·r al mismo t·icmpo abierto y ccnndo, por ejemplo R" y <1> son conjuntos abiertos 
y cer·Tados, o también, no ser ni abíer·to ni cermdo, por· ejemplo el conjunto de números 
mcionales Q no es ni obier·to ni cermdo de R. 

Nota: Cuando u.na colección T de subconjuntos de R" contiene al mismo R.", al 
conjunto <1> y satisface que la unión arbitraria y la interesción finita de elementos 
de T es un elemento de T, decimos que dicha colección es una topología.. Po1· ejemplo, 
la. familia de conjuntos abíeTtos de R." es uno topolog-ía de él. 

6. Punto frontera: Sea S ·an subconjunto de R". Decimos IJ'UC Z E R" es un vu.nto 
frontera de S sí toda bola abierto B(Z, e) contiene p1mtos de S y puntos de S". 

El conjunto de todos los puntos frontem de S lo denotamos cómo as. Es clar-o que 
as= S n (R" = 8). PoT lo tanto as es cen·o.do de R". 

PoT ejemplo, 
oB(Q,T) ={PE R", IIP- Qll = r-} 

'l. Conjunto acotado: Un S1tbconjunto S de R" se dice acotado si e:I:'iste B (0), 1·) 
tal q·ue S e;: B (8, r-). 

Los subconjuntos de lit" que son cerrados y acotados se llaman compactos. Estos tienen 
la propiedad que todo subconjunto infinito de ellos poseé un punto de acumulación en él. 
La prueba de esta importante propiedad se sale ele los propósitos de ~~ste curso. Ella s.: 
basa en un célebre resultado conocido corno el Teorema de Heine.Borel que afirma: 

Definición 2.31 Si e es una colección de conjuntos a.biP.1'tosllt" tal q·ne su nnión contiene 
a un .mbconjunto e de IR:." q1LC es ce-rrado y acotado, entonses e:úste. 1ma. su.bcoleccú)n finita 
de e cu.ya unión también contiene a A. 

Para s11 prueba referimos al lector a cualquier texto de Análisis Matemático. 
La definición ele límite para funciones de varias variables es similar a aq11ólla para 

funciones de una variable, pero con la salvedad de q11e los entornos tomados alrededor 
del punto donde querernos encontrar el límite serán ahora discos o bolas, de acuerdo a la 
dimensión del espacio de las variables. 

Mientras que en funciones de una variable hay sólo dos maneras de acercarnos H nn 
punto del dominio ---por derecha y por izquierda- . en funciones de varias variables hay 
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infinitos caminos para acercarse a un punto del plano de las variables. Para que exista un 
límite, el mismo debe ser igual para todos los posibles acercamientos. 

Igual que en funciones ele una variable, para que una función ele varias variables sea 
continua en un punto debe estar definida en el mismo, debe tener límite en él y el valor ele 
la función debe ser igual al del límite. Si una función es combinación de otras continuas, 
será también continua excepto en aquellos puntos donde no esté definida. 

l~jemplo 2.87 Conjuntos abiertos. Mostrar que el siguiente conjunto del plano es abierto: 

S1 = {(x,y) 1 -1 < x < 1,-1 <y< 1} 

Solución.En el plano, un conjunto es abierto cuando dado un elemento (x; y) perteneciente 
al conjunto es posible trazar un disco alrededor de dicho punto tal que todos los elementos 
del disco pertenecen al conjunto. 

En el caso de nuestro problema, tenemos que cualquier punto (xo; Yo) perteneciente 
al conjunto estará a una cierta distancia de cada uno de los cuatro bordes, no pudiendo 
estar exactamente sobre los mismos dado que las desigualdades son estrictas. 

En esas condiciones, para seleccionar un t5 tal que todos los puntos en un disco de radio 
t5 pertenezcan al conjunto, basta tomar: 

t5 < mín{(xo + 1), (1- :r:o), (yo+ 1), (1- yo)} 
Esto es, t5 debe ser menor que la menor distancia del punto a los bordes. De esa 

manera, tendremos que para cualquier punto (x; y) del disco se verificará: 

X > XO =} X - Xo < Ó < 1 - Xo =} X < 1 
X < Xo =} Xo ·- X < Ó < XO + 1 =} X > -1 
> Yo =? Y - Yo < t5 < 1 -Yo =? y < 1 
Y< Yo=? Yo- Y< t5 <Yo+ 1 =?y> -1 

Esto es, cualquier punto dentro del disco cumplirán las cuatro condiciones requeridas para 
que pertenezca al conjunto S1. Por ende, el conjunto es abierto. 

2.8 Función vectorial de variable real 

Definición 2.32 Una aplicación F: I e R--> R''", donde I es un subconjunto de R se 
llama 1m a función vectorial. Puesto que para cada t E I, F( t) E R", entonces 

F(t) = (.fl(t), h(t), ... , fn(t)) 

donde las funciones co01·denadas o componentes de F son 

f,;: IcR----. R 
X 1--> fk(t). ,k= 1,2, ... n 

es la k-ésirna componente o co01·denada del vector F(t) . ., 
Así, pam todo tE V (F) := n V (fk) 

k=l 

La8 funciones fk : I C: R -• R, k = 1, 2, ... n son las funciones componentes de F. Es 
por ello que todas las propiedades de F, como veremos, reposan en las propiedades de las 
funciones componentes. 

Ejemplo 2.88 1. F(t) = P + tA, t E R, P y A vect01·es fijos de R" es 1ma función 
vectoTial que r·epr·escnta ww recta en n.·". 
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2. F(t) = (cost,sent), tER es una función vectorial qu.e rep-resenta nna c-ircm~feT­
encia de centm cem y radio uno en R 2 . 

3. F(t) = (t, t 2), tE H. es una .función vectorial qu.c 1'epn;scnta u.na pa·rábola 

La imagen F(I) es un subconjunto de H." y determina una curva en él. Es claro 
que una curva en H." puede estár determinada por diferentes funciones vectoriales, por 
ejemplo: a(t) = (t,t2

), t ~O y f3(t) = (t 2,t4), definen la misma curva en R 2
. No 

obstante, aunque es un abuso, para simplificar la escritura, ident~ficarcmos la curva con 
la función que la define. 

Operaciónes algebraicas con funciones vectoriales: 

Definición 2.33 Si F y G son funciones vectoriales con rangos en R" y dominios 1J (F) 
y 1J ( G) en H., entonces F + G, F.G y F x G son funciones con dominio D (F) n 1J ( G) y 
·reglas de con'espondenc-ias : 

1. (F ± G)(t) = F(t) ± G(t) 
2. (F.G) (t) = F(t).G(t) 
3. (F x G)(t) = F(t) x G(t) (de.fin·idas solamente sin= 3). 
Si F es una función vector'ial y 1> : 1J ( 1>) e R -> R es ww .fu:nC'ión real de vmia.ble 

r·eal, entonces la .fúnción rj>.F está de_finida como sigue : 
(rj>F)(t) = rj>(t)F(t), D4,F = 1J (1>) n 1J (F). 
Además, si la función vectorial F : 1J ( F) <;:; H. --+ Rn y la función escalar· r/' : 1J ( 1>) e 

H.--+ R tales qv.e n(rjJ) n D(F) i= 0, donde 

D¡.·0 ,¡, = {tE 1J (1>) : 1> (t) E 1J (F)} 

y r·egla de correspondenc·ia 
(F o rjJ) (t) = F (1> (t)), 

se denomina compos-ición de las funciones rjJ y F en ese orden. 

2.9 Límite de funciones vectoriales 

En esta sección extenderemos el concepto ele límite de una función real ele una variable 
real a las funciones vectoriales de una variable real.Las funcione,; F que se consideran en 
esta sección tienen dominio 1J (F) e H. y rango ra.n(F) e R". 

Cualquier límite debe definirse en puntos ele acumulación del dominio de una función. 
Un punto de acumulación to ele 1J (F) es un punto de n.n (que puede pertenecer o 

no a 1J (F)) que tiene la propiedad ele que tan cerca corno se quiera de él, deben existir 
puntos t (i= t 0 ) de 1J (F). 

En cada tmo de los límites siguientes, será un punto de acnnmlación de los dominios 
correspondientes. 

La siguiente definición es la formalización del hecho intuitivo: el límite de F en toes L, 
si como sea que se torne t E 1J (F) "muy cerca" ele to, entonces F (t) estará "muy cerca" 
de L. 

Definición 2.34 Sea F: 1J (F) e R--+ R"1mafu.nción vectorial y sea to E D (F).Entonces 
se dice que el, vector L = (l1, l2, l3, · · · , l,) es cll[mite de la función F en to y escribimos 
si dado E > O, existe un número r5 > O tal que siempre que to esté en el dominio de F y 

O< !t- tal < r5 

entonces 
IIF (t)- Lll <E. 
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Al aplicar la definición para demostra1' que lim F (t) = L, debemos demostrar que: 
t--~1-o 

Dado E> O, .3S > 0: tE D (F) 1\ O< Jt- tal <S=> JJJ (t)- LJJ <E. 

Lo que se requiere es mostrar cómo se elegirá S > O para un E > O dado cualquiera. Es 
decir, debernos dar una regla 

para la selección de S > O en términos de E > O. 
La desigualdad O < Jt- tol en la definición implica que t i to. Nosotros excluimos 

t = to para ser capaces de considerar el límite de F en to cuando no está definido. F (to). 
En esta sección, siempre que hablemos del límite ele una función F en t0 , supondremos 

que toes un punto de acumulación del dominio de F. Sito no es un punto de acumulación 
del dominio ele F, entonces el límite de f en to no es único. 

Observación. 
Así pues, decimos que lim F (t) = L si para cada vecindad B (L; E) ele L hay una 

l--+to 

vecindad B' (to; S) = B (to; S) \ { to} de t0 tal que F (to) E B (L; E); siempre que t E 
D (F) n B' (to; S) . 

Teorema 2.15 Sea F = (!¡, h, ... , f,.): D (F) e R-> R" una función vectorial ,y to es 
un punto de ac·umulación de D (F). Entonces lim F (t) = L = (l¡, l2, l3, · · · , 1,) E Rn si 

1.--+lo 

y sólo si lim ¡.,· (t) = l¡, ,pa·ra k = 1, 2, ... n. 
l-+lu 

Demostración. 
Si lirn F (t) = L = (l¡, l2, l3, · · · , ln) entonces para cualquier E > O, existe un número 

1·-tlo 

8 > O tal que siempre que t esté en el dominio ele F y 

O< Jt- tol <S 

entonces 
JJF (t)- LJJ = JJ(J¡ (t) -1¡, h (t)- l2, · · · , fn (t)- ln)JJ <E. 

Como: lh (t)- lkl :S: IJF (t)- LJJ, para k= 1, 2, ... n. 
De donde,Jh (t)- z .. ¡ < E,para k = 1, 2, ... n, siempre que testé en el dominio de fk. 

Esto muestra que lim F (t) = L implica limA (t) =lb para k= 1, 2, ... n. 
t-~to l-~1-u 

Recíprocamente, si limA (t) = lk ,para k = 1, 2, ... n, entonces para cualquier E > O, 
t-+to 

existe un número Ó¡, > O tal que siempre que t esté en el dominio de A y 

JJF (t) -- LJJ = JJ(J¡ (t) -l¡, f2 (t) -12,'' · , fn (t) -ln)JJ <E. 

o< Jt- tol < sk 

se tiene lA (t)- lkl < ~,para k= 1, 2, ... n. 
vn 

Tomando S= min {Sk: k= 1, 2, ... n} tenemos, si O< Jt- tol <S., siempre que testé 
en el dominio de F : 

es tlecir, que lirn F (t) =L. 
l-+t.o 
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El teorema anterior nos dice que si existe el límite: 

lim F (t) = ( lim h (t), lim h (t), · · · , lim In (t)) . 
l__.____,lo l-----"''-o t-to /.-+lo 

El límite de una función vectorial F puede, por tanto, calcularse con los límites de 
funciones reales componentes lk ,para k = 1, 2, ... n.Por ejemplo, 

lim (sen t, tan t, t) 
(---+!!.. 

4 
( lirn sen t, lirn tan t, lirn t) 
t,-~ t.-~ t-¡ 

( v'2 1 ~). 2 , '4 

Usando el teorema anterior, podernos probar fácilmente el siguiente teorema. 

Teorema 2.16 Si F y G son funciones vectoriales de una var·iable 1'eal tales que 
lim F(t) = L y lim G(t) =M 

1.-+lo l-----'>lo 

y to es un punto de acum·ulación de V (F) n V (G) ,entonces 
l.lirn [F(t) + G(t)] = lim F(t) +. lim G(t) = L +M, 

t.-to 1.---+l.o t----+lo 

2.lirn [F(t) · G(t)] = lim F(t) · lim G(t) = L ·M, y 
l-+lo l-+lo l-+to 

3.1im [F (t) x G (t)] = lirn F (t) x lim G (t) = L x M (solamente para R 3 ). 
t-+t,o l--+lu l-+lo 

Demostración. 
Probaremos (l).Las pruebas de las otras propiedades son análogas. Si F = (h, /2, ... ,In) 

Y G = (91, 92, ... , 9n), 

lirn [F (t) + G (t)] 
t-to 

lim [(ft + 91) (t), (h + 92) (t), ... ,Un+ 9n) (t) )] 
1.---tl.o 

e~~ h (t) + lT,~ 9 (t), ,I_!_.rru h (t) + ,I_!_.rru 92 (t), · · · , ,12;¡~ In (t) + ,I_!_.rru 9n (t)) 

( lirn h (t), lim h (t), · · ·, lim In (t)) + (lim 9(t), lim 92 (t), · · ·, lim g., (t)) 
t.-+to l---+lo 1.---+l.o 1.-+l.o 1.-----;lo l---+lo 

lim [F (t) + G (t)] 
t-to 

lim F(t) + lim G(t). 
t.-+f,o l---+to 

Teorema 2.17 Si F es una función vectorial y rj> es una función real de variable real y 
lim F(t) = L y iim rj>(t) = r 
t-+lo /.-+tu 

y to es un punto de acumulación de V 1,F,entonces 

lim rj>F(t) = lim rj>(t) lim G (t) = r'L 
t.-+to 1.-+t,o /.-+f.o 

Demostración. 
Si F = (h, /2, ... , ln),entonces 
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lim [F (t) +e (t)] 
1.-•lu 

(,1~;¡~ ( 0J1) ( t), ,1~~ ( r/>h) (t)," · , /~~~ ( r/>fn) (t)) 

e~:;~, r¡) (tJ E;;~ J¡ (tJ, ,!_i:1:, r¡, (t) i~:;~ 12 (tJ, ... , ~~~ 1) (tJ l~% ¡, (t)) 

l2:¡:, 1> (t) e~~¡~ J¡ (t) 'l~~~ h (t), ... , i~~~ fn (t)) 

lim 1> (t) lime (t). 
t--.lo l-----4/o 
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2.10 Continuidad de funciones vectoriales 

Definición 2.35 Sea F : V (F) e R -> R una . .f<mción vector·ial. Decimos qne F es 
continua en to de V (F) , si 

lim F (t) = F (to). 
/,-~Lo 

Es equ·ivalente a dec·iT: dado E > O, existe un número o > O tal que siempTc que t E 

V(F) y 
it- tal< o 

entonces 
IIF (t)- F (to)ll <E. 

Si to no es un punto de acumulación de V (F), entonces F es continua en ta,pues en 
este caso hay un o> O tal que to es el único punto ele V (F) n ]to-o, to +o[, y entonces, 
para cualquier E > O se tiene IIF (t) - F (to) 11 < E 

siempre que to E V (F) n ]to -o, to +o[. 
Sito es un punto ele acumulación ele V (F), entonces la definición es equivalente a: 
F es continua en el punto to de V (F), si 

lim F (t) = F (to). 
f-~lo 

El siguiente teorema es inmediato. 

Teorema 2.18 Sea F = (h, h, ... ,f.,) : V (F) e R _, R" ·¡ma función vectm·ial En­
tonces F es continua en a si y sólo si las .frmcioncs componentes .f¡, h, ... , f, de F son 
continuas en ta. 

Demostración. 
Si to no es un punto de acumulación de V (F), entonces la prueba es inmediata, basta 

ver que V (h) =V (F), para k= 1, 2, ... n. 
Supongamos que to es un punto de acumulación de V (F),según teorema, 
lim F (t) = F (to) si y sólo si lim .fk (t) = .h (to) ,para k = 1, 2, ... n.Lo que completa 
~~ ~~ 

la prueba. 

Teorema 2.19 Sean F : V (F) e;;: R -> R" y G : 1) ( G) e;;: R _, R" dos .funciones 
continuas en el número to E V (F) n V ( G), entonces: 

1.F + G es continua en to. 
2.F · G es continua en to. 
3.F x G es contirma en to. 
4.Si rjJ es rma función escalaT, rf¡Fes continua en toE V</>/·"· 

Demostración. 
Probaremos la primera afirmación, dejando el resto como un ejercicio para el estudi­

ante. Ya que F y G son continuas en to, tenemos 

lirn F (t) = F (to) 
l-tlo 

y 
lirn G (t) = G (to). 
t---do 

Sito no es nn punto de acumulación de V (F + G), entonces F + G es continuas en to. 
Si toes un punto de acumulación de V (F + G) .entonces toes un punto de acumulación 

ele V (F) y V (G), 
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Por lo tanto, por teorema, 

lim [F (t) + G (t)] = lim F (t) + lim G (t) = F (to) + G (to). 
f,.__...¡,lo t--.f,o 1,-~f,o 

Lo cual demuestra que F + G es continua en to. 

Ejemplo 2.89 Sea 

f(t) = ' /.-1 ' /.-1 
{ 

(
ef--1 ,t-1_1 .ll!!l) 

(1, 1, 2) 

Analizar si f es continua en t = l. 

Solución. 
Como lim1_ 1 et-l = 1 
l. ,t-1_1 1 ¡· 2ln/. 2 
lmt~1 -----¡;=¡- = ' lmt.-•1 t=f = 

lim (é-1 ,•-1-1 .ll!!l) = /(1) 
/~1 ' t-1 ' /.-1 . 

Por tanto , f es continua en l. 

Ejemplo 2.90 Sea la función f definida por 

{ 

( 1 In (1 + t) _ 1) - t -e 
' t ' 

f (t) = (1,1,-1) 

( 
~ sin

2 
t _2_t -) 

v ~ - t-' t2 ' 1 - e2t. 

Analiza1· si f es continua en t = O. 

Solución. 
Para t >O: 

t= 1 

t i- 1 

> o 
o 

< o 

lim f (t) 
t. ~o-

(l
. 

1 1
. In (1 + t) 

1
. _ t) 

1m - t, 1m , 1m -e 
t~o t~o t t~o 

Para t <O: 

lim f (t) 
t. --.o-

(1, lim -
1

1 
, -1) = (1, 1, -1) 

t.~o +t 

. r:;--.::; . sin2 t . 
( hm v 1 - t 2 , hm --, hm 

t ~ o- t - o- t t ~o-

(1, 1, t ~~- 2e~2t) = (1, 1, 2) 

Puesto que lim f (t) i- lim f (t) entonces no existe lim f (t) Por tanto, f no es 
t. -+O+ " -o- t --. o 

continua en t = O 

2.11 Gurvas en Rn 

Definición 2.36 Sea a : I e R --> R'" una función vectorial continua, definida en un 
intervalo I como dominio. A a se le llama camino o trayectoria o parametrización. 

La imagen del camino a se le llama curva en Rn.Es decir, 
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Denotanorn<JS la curva por· e 11 d'iTernos que e es dccr·ita p01' a 

C :={PE R": P = a(t), tE I} 

Así, e: p = a(t), tE I Se le llama ecuación vectorial de la ClL11Ja c. 

En la gráfica de la curva descrita por una función continua, no puede tener interrup-
ciones. 

Ecuación paramétricas de C 
Sea C la curva descrita por el camino a : I e R -> R". 
Si p = (xl, X2, ... , x.,) E e: p = a(t), tE I 
y a= (a1,a2,·· ·,a.,) entonces (x¡,x2,··· ,xu) = (a1(t),a2(t),· ·· ,a,(t)), de donde 

{ 

~~: :~~~\ tE I 
C: 

x, =: a.,(t) 

Se le llama ecuaciones pamrnétTicas de la curva C. 

Observación 2. 7 1. La cwrva en el espacio puede ser· expr·esada o bien por una ec·uación 
vectorial, o bien poT las ecuaciones pammétTicas, o bien mediante dos ecuaciones. 

2. Si eliminarnos el pa·rárnctm t de las ecuaciones 

{ 

x = x(t) 
C: y=y(t) 

z = z(t) 
tE I; 

y obtenernos dos ecuaciones qu.e ·relacionan x, y, z, Tealizamos el paso de las cuTvas 
dadas por el pmced'irniento pamrnétr·ico a las curuas expiTsadas por· la inter·secc'ión de dos 
superficies. Recípmcamente, si ponemos x = qJ(t) (donde rj> es una función arbitmTia) y 
hallarnos y, z como funciones de t de las ecuaciones 

e:{ E(rj>(t),y,z)=O 
F(rj>(t),y,z) =O 

Tealizamos el paso de las curvas expresadas poT la inte·rsecc'ión de dos superficies a las 
curvas dadas por el pmced'irniento pammétrico. 

Ejemplo 2.91 Sea 

Verificar q·ue F( t) es una pammetrización de alq1ma curo a r. 

Solución. 
/. 

h(t) = t, h(t) = vT=:rt, h(t) = j esenudu 

o 

son continuas en I = ] -oo, ~] . 

Observación 2.8 Proyección de una curva sobre un plano coordenado 
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Sea la curva e,definida pm· el sistema de ecuaciones 

e· { E(x,y,z)=0 .. ·(1) 
· F(x,y,z) =0 .. ·(2) 

La super:ficie cilíndrica de generat'l'iccs pamlelas al eje Z, y de dinxtriz e, se llama 
cüindro pmyectantc con d plano de e sobre el plano X Y. Su ecuación es de l'ipo f ( x, y) = O 
y se obtiene eliminando ;; entre ( 1) y (2). 

La inter·sección del cilindm p-royectante con el plano de ecuación ;; = O, es la pmyección 
de e sob·re el plano XY. Osea, 

f'=Proyxye: { f(x,y) =O .. ·(I) 
;; =o". (2) 

Pam obtener· la pmyección de e sobr'e el plano YZ hay que eliminar X entre (1) y (2) 
y cortar· el cilindrv proyectante con el plano de ecuación x = O. 

Ejemplo 2.92 Sea la curva 

r : { (x - 2)2 + (y- 2)2 + ;;2 
x+ y 

8 
4 

a)Halla.r· la pr·oyección ortogonal e de la CU'I'Va f' sobr"C el plano XZ. 
b)Pammetr·izar la curvar en función de senos y cosenos, indicando el dominio del 

pa·rámetm. 

Solución. 
Sean las ecuaciones: 

{ 
(x- 2)2 +(y- 2)2 + ;;2 = 8 ......... (1) 

X+ y= 4......................... . (2) 
Proyectando la curva f' sobre el plano X Z : Eliminando la variable "y". 
Despejando la variable "y" ele la ecuación (1) : 

y = 4- X ....... (3) 

Reemplazando (3) en (1): 
(x- 2)2 + [(4- x)- 2]2 + ;;2 = 8 ==? 2 (x- 2)2 + ;;2 = 8 
e:= Proyx,)': 

Paramctrbmndo la elipse: 

{ 
x=2+2cost 

;; = 2v'2sint; tE [O, 21r] , "y" en (3): y= 4- (2 + 2cost) = 2- 2cost 

Así, la parametrización pedida es: 

{ 

x=2+2cost 
e: y=2-2cost 

;; = 2}2sint 
t E [0, 27r] 

{ 
xyz 

Ejemplo 2.93 Hacer un esbozo de la cw-ua -- : 2 2 2 
X +y -j--:; 
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Soluci6n. 
Es inmediata. 

Elemplo 2.94 Dada la curua a> O e . { 
x2 + y2 + z2 a2 

" . x2 + y2 - ay O ' . 
Parametriza¡· la cm'Va e en t~rminos de senos y cosenos, indicando su dominio. 

Solución. 
Sean las ecuaciones: 

,z >O, a> O 

Parametrizando la curva e: 

a 2a { 

x=~cost 

y= 2 + 2 sin t 
, tE [0, 27r] 

Luego, en x 2 + y2 + z2 = a2 : 

:; = .ja2 -- x2- y2 = vra-2-_-'-(-~-C-.0-S_t_)-;:2---(-~-+-~-S-il_l_t_)-;;-2 

/, a 2 a2 a2 a 2 -
-~ = V a 2 - 4 cos2 t - 4 - 2 sin t - 4 sin2 t 

z= lf- rsint 

Así, la paran(1:trizaei:n p:dida esf a
2 

a 
2 

) 

Sea n(t) = 2 cos t, 2 + 2 sin t, V 'i - 2 sin t , tE [O, 27r]. 

Ejemplo 2.95 (a)Dada la superficie S: x 2 +(y- 2) 2 = :;2 . 

Hace1· un esbozo de la gráfica de S, mostmndo las tmzas y las secciones tmnsversales 
correspondientes a los planos: z = 2 , z = -2. 

(b)Pammetrizm· la curua e interse.cci6n de la supe1:{icie S con el plano y= 3z, : 2: O. 

Solución. 
(a)Sea S: x2 +(y- 2)2 = z2 . 

Intesecciones de S con los planos coordenados: 

{ 
(y- 2)2- ~2 

AlplanoYZ,Tyx:=SnP.,·x: x- 0 { 
y--

==> Tyx: x-

{ 

_2 2 4 
Al plano X Z, Txx := sn 'Pxx : - -X y o Hipérbola con eje focal z 
Al plano XY, Txy := Sn 'Pxy : z == O,se tiene el vértice del cono V= (0, 2, O). 
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Secciones transversales planas : 

{ 

x 2 +(y- 2)2 
Al plano z = 2, f2 := Sn P: •=2: z 

- - ·- . { x2 +(y- 2)2 
Al plano- - -2, r --2 .- Sn P z=- 2 . 

;; 

5 S 

(b)Sea C: { x
2 
+ (y - 2)

2 

y 3:: 
Proyectando sobre el plano XY. 

4 
2 

4 
-2 

2 ( 2 y
2 

2 8y
2 

2 8 ( 2 9 81) 9 :r + y- 2) = - ==> :r + - - 4y + 4 =O==> x + - y - -y+ - = -4 + -
9 9 9 2 16 2 

9 l 

8 9 2 1 x 2 

==> x2 + 9 (Y- 2) = 2 ==> ! + - =l. 

2 16 

Parametrizando la curva C : 

{ 

x = ~ cost 
!) 3 . , t E [0, 211') 

y=¡+;¡ sm t 

V 3 1 . 
Luego, en ::; = '3 : : = 4 + ;¡ sm t 

Así, la paramet.rización pedida es: 

(
1 93. 31.) Sea n(t) = J2 cost, ;¡ + 4 sm t, ;¡ + ¡ sm t , tE [0, 211') . 
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2.12 Derivabilidad de funciones vectoriales 

Definición 2.37 Sea F : I e H. ---+ n.n una función vectorial. La clerivncla ele F es una 
función vectorial F' cuya regla de corr·espondencia es 

F'(t) = lirn F(t + h)- F(t) (*) 
h->0 h 

y cuyo dominio es el intervalo I para lo cual el límite existe. 

Si t es un número en el dominio de F', entonces se dice que F es diferenciable en t. 

Interpretación geométrica de la derivada de una función vectorial 

Sea Cuna curva descrita por la función F cuyo dominio es J. Si t y t + h están en I 
(h =/= 0). 

Si los puntos P y Q tienen vectores de posición F(t) y F(t+h), entonces PQ representa 
al vector F(t + h) - F(t) que, por tanto, se considera corno nn vector secante. Si h > O , 

el vector ~ [F(t + h)- F(t)] es un vector paralelo al vector F(t + h)- F(t) que tienen la 

misma dirección. 

Si Fes diferenciable en t y F(t) =/=O, entonces la dirección del vector~ [F(t + h)- F(t)] 

se aproxima a In dirección del vector F'(t) cuando h tiende a cero, puesto qne 

F'(t) = lirn F(t + h)- F(tl_ 
h->0 h 

Teorema 2.20 Sea F = (fr, !2, ... , fn) : I e R---+ R"' una .fu.nción vecto·rial. Entonces 
F es derivable en a E I si y sólo si las funciones componentes f¡, h, ... , fn de F son 
derivables en a. 

Demostración. 

F'(t) 1' F(t + h)- F(t) 
h~ h 

F'(t) lim (f¡(t + h)- f¡(t) h(t + h)- h(t) ... fn(t + h)- J~~.(t)) 
h->0 h ' . h ' ' h . 

existe si y sólo si cada uno de los límites 

r h(t + h)- !k(t) 
"~~ h 

(k= 1,2, · · · ,n) existe. 
Esto prueba que el dominio de F' es la intersección de !1', fz', ... , !,'.Si t E D ( F') 

entonces,usando nuevamente el teorema 
concluirnos que 

F'(t) = (j¡'(t), i2'(t), ... , ¡;,(t)); 

es decir, que 
F' =(!¡',N, ... ,.(,). 

Recta tangente a una curva 
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Sea e : P = ct(t), t E I una curva descrita por una función et : J e R--> R 11 y si a'(t) 
existe y es distinta de cero, entonces a' ( t) se le llama vector' tangente( o vector velocidad) 
a la cmva e en el punto cr(t) .Además la rectaL que pasa por a(t) y tiene por dirección el 
vector tangente a' ( t) se llama r'ecta tangente a la cm'va e en el punto a( t), cuya ecuación 
es dada por 

L: P = a(t) + .\a'(t), .\E R. 

Algunos teoremas sobre derivada 

Definición 2.38 J.Se dice que un a.función es d~fernciable en un punto si la derivada de 
la función existe en tal punto. 

2.La .fimción F es difeTenc-iable sobre el intervalo abierto ]a, b[ si F es d~feTenciable en 
cada punto del intervalo ]a, b[. 

3.La función F es d4erenciable sobre el inter"Valo [a, b] si F es d~ferenciable en cada 
punto del intervalo ]a, b[ y si existen las derivadas latemles en los puntos extr'emos: 

F' ( ) r F(a + h)- F(a) 
+a=h_!!g~ h · 

y 

F~(b) = lim F(b+h) -F(b). 
f¡--;Q- h 

El siguiente teorema relaciona la continuidad y diferenciabilidad sobre un intervalo. 

T'eorema 2.21 Si lo. función F es d-~ferendable sobre el intervalo J , entonces F es con­
tinuo. sobre J. 

Demostración. 
Es una consecuencia inmediata de las definiciones de continuidad y diferenciabilidad 

sobre un intervalo. 

Teorema 2.22 La de·r·ivación de funciones vectoriales satisface las siguientes propiedades: 
l.(F + G)' = F' + G'. 
2. (rj>.F)' = rj/.F + rj>.F', con rjJ: R--> R. 
3.(F · G)' = (F' · G) + (F · G'). 
4. (F X G)' = F' X G + F X G'. 
S.(F o rj!)' = rp'.F'(r/!), con r/J: R--> R. 

Como consecuencia ele la propiedad 3. anterior tenemos el siguiente 

Teorema 2.23 Sea F ·una .función vectorial definida en algún inter·valo J. Si ffF(t)ff =e, 
pam todo t, entonces 

F(t) l_ F'(t) =O, pam todo tE J. 

Demostración. 
Si ffF(t)lf =e, para todo tE !,entonces F(t) · F(t) = c2 . 

Aplicando la derivada miembro a miembro: 
D 1. (F(t) · F(t)) = D 1 (c2), para todo tE I 
F'(t) · F(t) + F(t) · F'(t) =O, para todo tE I 
F'(t) · F(t) =O, para todo tE I 
F(t) l_ F'(t) =O, para todo tE l. 
El Teorema nos dice que el vector posición de la curva y su vecror tangente son per­

pendiculares para todo valor t. 
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Ejemplo 2.9J Dada la curva e : 2~ + x
2 

+y - 3
4 

O ; ;; :0:: O. 
{ 

- 2 2 o 
x+ y+z-

(a)Pammctrizar, indicando el dominio de la pammetrización. 
(b)Las r-ectas tangentes a la C1!r1Ja e C01tan al plano p : :e -y = o en una c·arva D. 

Hallm· la pammetrización pam D. 

Solución 
(a)e: { ::+x2+y2-3 

-2x- 2y + 4 

===? { (x- 1)
2 
+(y- 1)

2 

2x +2y +;; +4 
Parametrizando la curva e: 
{

x=1+costt [0 2 ] 
y = 1 + sin t ' E ' 7l' 

Luego, en 2x + 2y + ;; = O : 

1 
o 

-2x- 2y + 4 + x 2 + y 2 - 3 
2x + 2y +;; -4 

;; = -2x- 2y + 4 = -2 (1 + cos t) - 2 (1 +sin t) + 4 = -2 cos t - 2 sin t 
Pero;; :0:: O===? cost + sint::::; O===? tE [~, ?¡) 
Así, la parametrización pedida es: 
Sea a(t) = (1 + cost, 1 + sint, -2cost- 2sint), tE [3

4rr, ?¡). 
(b)Como a'(t) = (-sin t, cos t, 2 sin t- 2 cos t) 
Sea la recta tangente a la curva C en en el punto P = a(t). 
e: P = a(t) + mt(t); rE lR 

o 
o 

e: P = (1 +cost, 1 +sint,-2cost- 2sint) + r(-sint,cost,2sint- 2cost);r E lR: 
e : P = ( cos t - 7' sin t + 1, sin t + r· cos t + 1, 2r· sin t - 2r cos t - 2 sin t - 2 cos t) ; r E lR 
D := en P : cos t - r· sin t + 1 - (sin t + r cos t + 1) = O, de donde 

V { 

cos t- sin t 
7"=---...,---

cost+sint 

x = cost- (cost-s~nt) sint + 1 
cosL+smt 

y =sin t + (cost-s~n t) cos t + 1 
cost+smt 

;; = 2 (cust-sinl.) (sint- cost)- 2sint- 2cost 
cost+smt 

· tE) !!1!: 7II_ [ ' 4 , 4 • 

Ejemplo 2.97 Sea S el pamboloide elíptico, en el primer octante, de ecuación 

Sean C1, la intersección de S con el plano X Z ; e2 parte de la intersección de S con el 
plano Y Z q1te está comprendida entr·e el origen de coordenadas y el punto A (O, 2, 4); 
y Ca el segmento de recta que une el punto A y el punto B, donde su vector tangente a 
C2,es pamlelo al plano P : x- 6y +;;- 1 =O. 

(a) Parametrizar cada una de las C'Urvas C1, C2 y C3 . 

(b)Hallar ·una función F(u) que pammetrice a la curva C formada por la re·unión de 
C1,C2 y C3. 

Solución. 

(a)Sea C1:=Sn XZ: { ;; 
y 

Parametrizando C1 : 
Sea x = t entonces ;; = t2 .Así, 
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Sea e2:=Sn YZ: { ,: 
X 

Parametrizando e2 : 
Sea y = T entonces :;; = r 2 , Así 
e2: .F2(t) = (O,r,r·2); T ~O 

Como (0, o, O) E e2 entonces existe un To ~ o tal que (0, o, O) = F2(ro) = (0, r,, r?,)' 
entonces To =o y también como A(0,2,4) E e2, existe un r·, ~o tal que (0,2,4) = 
F2 ( 1·,) = (0, 7'¡, r'i) , ele donde T1 = 2. Así, 

e2: F2(T) = (O,r,T2); 0 :Sr :S 2. 
Para el segmento e3 := AB 
Sea B el punto donde su vector tangente a e2 es paralelo al plano p : X- 6y +:;; -1 = o. 
Es clecir:B = F2 (r·o) = (o, To, r~) E e2 tal que F~(r·o)l_N ' donde N (1, -6, 1) es el 

vector normal del plano y F~(ro) = (0, 1, 2r0 ). 

Así FHro), N= O{=} (O, 1, 2r0 ) • (1, -6, 1) =O 
===} -6 + 2r·0 = O ===> r0 = 3. 

Por tanto, B = F(ro = 3) = (O, 3, 9) 
Así, e3 : p =A+ S (B -A); o :S S :S 1 

e3 : P = (o, 2, 4) + 8 (o, 1, 5); o::::: s::::: 1 
e3:P=(0,2+s,4+5s); 0:Ss:S1 

(b )Sea e := e 1 u e 2 u e3 la curva descrita por la función vectorial: 

u<O 
0:Su:S2 

2:Su:S3 

2.13 Curvas parametrizadas por parametrizaciones regulares 

La parametrización a : I C R -> R" es una paramet1'izadón regular, si a es de clase 
e 1 (es decir, a es diferenciable en I y a 1 es continua en I ) ,y a' ( t) =/= O, para todo t E I. 

Decimos que una curva e es regular en I, si existe una parametrización Teg-ular en J. 
Decimos que una curva e es Tegular a tmzos en el intervalo I = [a; b] , si [a; b] puede 

descomponerse en un número finito de subintervalos en cada uno de los cúales el camino 
es regular. 

Ejemplo 2.98 Pam la c·urva r, parametrizada por la función F (t) = (t2 , 2t, t 2), tE R. 
a)Hallar la ecuación de la recta tangente a r en cada punto F (t). 
b )Hallar· los val01·es de t que tienen la siguiente pmpiedad: "La recta tangente a r en 

el punto F (t) es tangente a ln esfem 

Solución. 
a)la ecuación de la recta tangente aren el punto F(t) es 

.C: P = (t2,2t,t2) + r(t, l,t) ,rE R. 

b)Para que una recta sea tangente a la esfera, la distancia del centro e (0, O, O) de la 
esfera a la recta L debe ser igual al radio de la esfera.Así, tenemos la ecuación: 

r 
IIF(t) X F'(t)ll ll(t2 ,2t,t2

) X (t,1,tJII 
-IIF'(t-)1-1 - {=} ll(t, 1,, t)ll = 

2 

lli!:2. o, -t2) 11 = 2 ===} t2 V2 = 2 ===} t4 - 4t2 - 2 = o 
ll(t,l,t)ll J2t2+1 
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Resolviendo r,sta ecuación se encuentra t = :l:J2-:_-;:--:J6_ 

{ 
x 2 + y2 + 4-2 -4-- 9 =O Ejemplo 2.99 Sea la wrva r: . -

2 
-
1 

, z 2 O 
y= z-t-

a)Hallar una pamrneh·ización para r en términos de senos y cosenos, indicando el 
dominio del par·árnetro. 

b)Analizar- si la pamrnetrización hallada en la par-te (a), es r-egular. 

c}Sean P = ( 2, J2 + 1, ~) E r y Q el punto de intersección de la recta tangente a 

r en P con el plano x = O.Pamrnetrizar- el segmento PQ. 

Solución. 

{ 
x 2 + y 2 + 4,:;2 - 4,:; - 9 = O 

a)r: 2 1 ,z 2 o y= z+ 

r ·. { x 2 + (2z + 1)
2 + 4z2

- 4z- 9 =O 
,z 2 o 

y= 2z + 1 

{ 

~2 + z2 = 1 r: s ,z20. 
y= 2z + 1 

Parametrizando C : 
Usando como parámetro el ángulo central t. Sean : 

x = 2J2 cos t , ,:; = sin t 
ReemplazHJldu en d plauu y ~ 2: ·t· l, ~e tiene !J ~- 2 t;[!l t + 1 

Así, 

{ 

x = 2J2cost 
r : z = sin t ; t E [O, 1r] 

y=2sint-t-1 

b)r: F(t) = (2J2cost, 2sint + 1,sint,) tE [0,1r]. 
Existe F'(t) = (-2-/2sint,2cost,cost) tE ]0,1r[ y además F' es continua ]0,1r[. 
IIF'(t)il = II(-2J2sint,2cost,cost)ll = V5cos2 t-t-8sin2 t = ,/l-t-3sirh =/=O, 

entonces F'(t) =JO. Por tanto, Fes regular. 
c)Sea r : F(t) = (2J2 cos t, 2 sin t + 1, sin t,) , t E [0, 1r] 
~ F'(t) = (-2J2sint,2cost,cost); tE ]0,1r[. 
Sea[, la recta tangente a la curvar en en el punto F(t), 

[, P=F(t)-t-r·F'(t):rER 

[, P= (2J2cost,2sint-t-1,sint,)+r(-2J2sint,2cost,cost) ;r·ER 

[, P = ( 2 (e os t) J2 - 2J2r sin t, 2 sin t + 1 + 2r cos t, sin t + r cos t) ;r- E H 

Como el punto P = ( 2, J2 + 1, ~) E r entonces existe untE JO, 1r[ tal que 

7r 
de donde t = ¡. 

(2,J2-t- 1, ~) = F(t) = (2V2cost,2sint+ l,sint), 
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Así, F(¡)= (2, J2 + 1, '?) ,F'(¡)= ( -2, )2, '?). 

L:P= (2,/2+1, ~i)+1·(-2,J2,'7) =(-2r+2,J2+7·J2+1,~J2+~rJ2), 
{ Q} :=Ln XY: .T = --2r + 2 = O,de donde r = l. Así, Q = (0, 2J2 + 1, J2). 
Parametrizando el segmento PQ 
Así,PQ:P*=P+t(Q-P); 0:St:S1 

PQ: P* = ( 2, J2 + 1, ~) + t [ (0, 2J2 + 1, J2)- ( 2, J2 + 1, '?)] ; O:::; t:::; 1 : 

PQ: P* = (2,J2+ 1, '?) +t ( -2,)2, '?);O :S t ::S 1 

PQ : P* = ( 2 - 2t, J2 + 1 + tJ2, '7 + '7 t ) ; O ::S t :S l. 

Ejemplo 2.100 Sea la. curva. 

r { ,y::: 2 o 
1 

(a) Pa.mrnetriza.r la. curva. I' en términos de senos y cosenos, indicando su dominio del 
parámetm. 

(b)Hallar la nxta tangente L a la CU7'1Ja r q·ue interseca al plano p: 3x + 2y- 2,:; =o 
en el punto Q = (O, 2, 2). 

y 

Solución. 
(a)Parametrizando I' : 
Utiando corno parámetro el ángulo central t. Sean : 

x = cos t , y = 2 sin t, t E (0, 211']. 

-2 
Reemplazando en la superficie x 2 + ~ = 1, se tiene ,:; = 2 sin t, puesto que y::: 2 O. 
Así, 

{ 

x=cost 
I' : y = 2 s~n t , t E (0, 211'] . 

y= 2smt 

(b) I': F(t) = (cost, 2sin t, 2sin t, ), tE (0, 211']. 
Sea L la recta tangente a la curva I' en en el punto F(t), 

L P = F(t) + rF'(t) ; rE R 

L P = ( cos t, 2 sin t, 2 sin t) +1· (-sin t, 2 cos t, 2 cos t) ; r E R 

L P = ( cos t - r sin t, 2 sin t + 21· cos t, 2 sin t + 2r cos t) ;r E R 

{Q}:=LnP: 
Sea Q E L, entonces existe un t E (0, 211'] tal que 

Q = ( cos t - r sin t, 2 sin t + 21· cos t, 2 sin t + 21· e os t) 
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(J E P : 3 (:;os t - r sin t) + 2 (2 sin t + 2r cos t) - 2 (2 sin t + 2r cos t) = O, 

cos t 
cos t - r· sin t = O -=? r = -.-, t =1 O, 1r. 

smt 

Luego, 

( 2 2) 7r (0, 2, 2) = o, -. -t, -. -t ==} t = -2. 
sm sm 

Así, C: P = (0,2,2) +r(-1,0,0) ;rE R. 

Ejemplo 2.101 Sea r la intersección de la superficie S : ( 4 -y )2 
= ::2 + 4x2 , O :S y :S 4 

con los planos coordenados en el primer octante trazada en sentido antihorario vista desde 
el origen de coordenadas. Pamrnetr'izm· r. 

Solución. 
la curva pedida es, r = rl u r2 u r3, 

{
y 4-2x 

Sea r 1 :=Sn XY: ,:: O ;O :S y :S 4, 

de esta manera una parametrización de ella es 
Parametrizando r1 : 
Sea y = 4t .Así, 

e 1 : F1(t) = (2- 2t,4t,O) ;O :S t :S 1 

Sea r2:=Sn YZ: { ,:: 
X 

4-y 
0 ;x ~O, y~ O 

Parametrizando r2 : 
Sea y = 4t entonces ,:: = 4- 4t. 
Así, 

e2: F2(t) = (0,4t,4- 4t) ; o :s; t :s; 1. 

{ 
16 

Sea r3:=SnX Z : y 
,::2 + 4x2 

0 
;x ~ O,z ~O 

Parametrizando r 3 : 

Sea x = t entonces ,:: = Vl6 - 4t2 ; 16 - 4t2 ~ O de donde O :S t :S 2 
Así, 

r3 : F3(t) = (t, o, v'16- 4t2) o :s; t :s; 2. 

Luego, la curva pedida es, r = r1 U r2 u r3, 

F(u)=: (0,4u-4),-4u+8) 
{ 

(2- 2u,4u,O) 

(u-2,0,2y'u(-u+4)) 

0:S1t:Sl 
1:Su:S2 

2:Su:S4 

Ejemplo 2.102 Sea la CU7'Va e que r·esulta de inter·secar las super:ficies 

Hallar una pammetrización de e, en términos de senos y cosenos. 

Solución 

{ 

x2 -1- y2-,:: = 7 ... (1) 
r : x2 + 8x - 2y + ,:: = o ... (2) 

Sumando (1) y (2) resulta 2x2 + 8x + y2 - 2y = 7. Completando cuadrado resulta 
2 (x2 + 4x + 4) + (y2

- 2y + 1) = 7 + 8 + 1 
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2(x + 2) 2 +(y -1)2 
= 16 

2 2 (x+2)' (y-1) ----.- + -----.- = 1· .. (3). 
(2v2/ (4)

2 

Por tanto, 

Parametrizando la curva r : 

{ 

x=-2+2v2cost 
r : y = 1 + 4 sin t , t E [0, 27r] 

2 2 
z=(-2+2vf2cost) +(1+4sint) +7 

{ 

x = -2 + 2vf2cost 
r: y=1+4sint 

.:; = 8cos2 t- SV2cost + 16sin2 t + Ssint + 5 
, t E [0, 27r] . 

( 
1 1 t2) Ejemplo 2.10:J Dada la curvar: a(t) = t2 cos( 2 ), t2 sen( 2 ), - , O< t < l. 

. t t 2 
(a)Demostm·r que la cur·ua r está contenida en un cono elíptico(Ecuación de la 

x2 y2 .::2 
fo·¡·rna : a2 + T} - c2 =O ). 

(b)AnalizaT si a es r-egulm·. 

Solución. 
(a)Sea P(x, y,.::) un punto arbitrario de r, entonces 

1 ' 1 t 2 

x = t2cos(fi), y= t2 sen(f2),.:; = 2' 
Luego, 

x 2 + y2 = t1 cos2 (~) + t4 sen2(lz) = t 4 , pero: t2 = 2.:; 

Por tanto, P((x,y, .::) E S: x 2 + y2 = 4.::2 . 

(b)a'(t) = (2tcosf¡ + isenfr,2tsenfr- ~ cosfr,t), para todo tE ]0, 1[. 

Es claro que 

a'(t) = ( 2t cos fr + f sen fr, 2tsen fr - ~ cos fr, t) 
es una función continua en]O, 1 [. 

Como lln'(tJII = frz + ~ + t2 =JO, para todo tE ]0, l[.Entonces a'(t) =JO, para todo 

tE jO, 1[. 
Por tanto es a es regular. 

{ 

x2 .:;2 

Ejemplo 2.104 Sea la CUTVa r: a2 + b2 = 1 

.:; = 2by 
donde a y b son constantes positivas tales que a+ b = 2. 
Hallar· los valores de a y b para los cuales la proyección de r sobre el plano XY sea 

una cir·cunfcrencia e 
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Ree{scr~?Jeudo el sistema anterior se obtiene 
d' 2 - + 4y' = 1 r: a2 

,:; = 2by 

e { 

C es una circunferencia si a = ~. Luego, b = ~. 

Ejemplo 2.105 la curva r: ~ 
{ 

(x2 + y2 + _2 _ 2) 2 

y 

(a) Probar q1te la CU1'Va r se puede rep·resentar por : 

y 
o 
v'3x ,x;:::O. 

(b)Parametrizm· la C'U7'Va r en términos de senos y cosenos, indicando su dominio del 
pa?'ámetm. 

(c)Analizar si la pararnetrización hallada en (b) es ¡·egular. 

Solución. 

( )S 1 . { (:¡:2 + y2 + ,:;2- 2)2 = 4(1- ;:;2) ........ (1) >o 
a ean as ecuaciOnes: 10 ( ) , x _ . 

y = v3x ............ 2 
Proyectando la curvar sobre el plano XZ: Eliminando la variable "y"­
Reemplazando (2) en (1) : 

(x2+(v'3x)2+;:;2-2r =4(1-z2J =* 
2 

( 4x2 + :::2 - 2) = 4- 4:::2 ==;> 

16x4 - 16x2 - 4:::2 + :::4 + 8x2:::2 + 4 = 4-4:::2 ==;> 

16x4 - 16x2 + :::4 + Sx2;:; 2 =O ==;> 

;:;4 + Sx2;:;2 + 16x4 = 16x2 ==? 
2 

(::: 2 + 4x2) = 16x2 ==;> :::2 + 4x2 = 4x, x 2: O. 
Así, 

o 
v'3x ,x >O. 

(b) 

[' { i X - ~) 2 + ,:;2 = 1 
(~) 2 ,x 2: o. 

y= v3x 
Parametrizando la curva r: 

{ 
x = ~ + 1 cos t t E [0 2n] 

;:; =sen t ' ' 

Luego, en (2): y= Yf + Yf cost 
Así, la parametrización pedida es: 

{ 

x=1+1cost 
. --~ .{:l. r. y- :z+ :¡:cost 

z =sen t 
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(c)Sea rt(t) = O+~ co~ t. -1 + -~ª eos t, sen t) , tE [0, 211]. 

Así : c/(t) == (-~sin t, -cl,f sin t, eos t) , tE [0, 211]. 

Existe r/(t). tE [0, 211] y además a' es continua [0, 211], pues sus funciones coordenadas 
son contin;ms en [0, 211]. 

Además, 1/ct' ( t) 11 == ~-l=t~ ~ s~~2f + cos2 t = ~t::¡_ cos2 t = 1 f O , entonces 

a'(t) cJ O.Por tauto, a es regular . 

.Ejemplo 2.1 Of) Desde el punto Jl (0, 4, -2) se trazan r·cctas que pasan por p·untos de la 
Tecla 

L : X +y = 2, .:; = o 

y q·ue inter·secan al cilindm S : x2 + y2 = 4 en una cu·¡-va r. 
(a.)Pammetrúa·r r, indicando el dominio de la pamrnetrización. 
(b)¿Es I' r·cgu[a.T con la pammehización elegida en (a)?Just·(ficar-. 

Solución. 
(a)Descle el punto A (0, 4, -2), consideremos la recta AQP, en la recta L y P en el 

cilindro S. 
----> 

Entonces q = (x, 2- :e, O) =-=? Aq = Q-A = (x, 2- x, 0)-(0, 4, -2) = (x, -x- 2, 2). 
Luego, 

L: P =A+ tAQ ==(O, 4, --2) + t (x, -:r -· 2, 2) = (t:z:, 4- 2t- tx, 2t- 2), tE 1R 

Si 1t = t:r, v = 11 - 2t -- tx y w = 2t --- 2 entonces 

u+ v + w = (tx) + (4- 2t- tx) + (2t- 2) = 2 

Luego P pertenece al plano: u+ v + w = 2. 
Otra forma: sean B == (2, O, O) y e= (0, 2, O) puntos de _c. Luego 

AB = B- A= (2,0,0) -· (0,'1, -2) = (2, -4,2) 

Jfc =e- A= (0, 2, OJ - (0, 4, --2) =~ (0, -2, 2), y la normal al plano es 

N= AB X AC = (2, -4,2) X (0, -2,2) = (-4, -4, -4) = -4(1, 1, 1)' 
La ecuación del plano es : 

P: (P - AJ. (itn x Xc) =o=? P: (x-o, Y- 4,::: + 2). (1, 1, 1) =o, 

En consecuencia 

Paramctri;mnclo 

p: X +y+.:;= 2. 

x = 2cost 

4 
2 

y = 2 sin t , t E [0, 211] r { 
.: = 2 - x - y = 2 - 2 cos t - 2 sin t 

(b)--: n(t) = (2cost, 2sint, 2- 2cost- 2sin t), tE [0,211] 
Existe a'(t) = ( -2sin t, 2 cos t, 2sin t- 2 cos t) 
a' es continua para tE [0, 211]. 

lin'(t) 11 = 11( -2sin t, 2 cos t, 2 sin t- 2 costJII = /(-2sin t) 2 + (2 cost) 2 + (2 sin t- 2 cos t) 2 
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lla:'(t)ll = ~--Efsmtc:os t = vts=-4sin 2t 1 O,para tE [0, 21r] , pues 4 :S: 8- 4 sin 2t :S: 
12. 

Así, a:'(t) 1 O,para tE [0, 271-J. 
Por tanto - regular con la paramctrización elegida en (a) 

2.14 Vectores unitarios: tangente, normal y binormal 

Sea e : P = o:(t), tE 1 una curva regular en I, descrita por una función a:: I e R-> R" 

Definición 2.39 El vector tangente 1mitaria en el punto a:(t) de la curva e, se define pm·: 

a:' ( t) 
T(t) := lla:'(t)ll 

Observación 2.9 Corno IIT(t)ll = 1, para todo t E I y por teo·rema anterior· se deduce 
que :T(t) _l T'(t), para todo tE/. 

Definición 2.40 Si suponernos que la función T(t) es der·ivable y T'"(t) 1 O, entonces 
podernos definir· el vector normal unitario a la cur-va e en el punto u(t), por·: 

Así, IIN(t)ll = 1, para todo tE 1 

T(t) 
N(t) := IIT'(t)ll 

Observación 2.10 Como T(t) x N(t) j_ T(t) y T(t) x N(t) j_ N(t), entonces 

IIT(t) x N(t)ll = IIT(t)IIIIN(t)llsen G) = 1, 

Definición 2.41 El vector binormal unitario a la cur·va e en el punto o:(t), se denota y 
se define por : 

B(t) := T(t) x N(t). 

Observación 2.11 El Plano Oswlado·r: 
El par· de vectores T(t) y N(t) definen un plano,en cualq1tier ¡mnto u(t) de la curva 

e, así la ec1ta.Ción del plano que pasa por o:(t) de la cu·rva e y es generado por· los vecto·res 
T(t) y N(t) es dado por: 

P: (P- a:(t)) · B(t) =O 

Este plano es conocido como el plano osculador· a la curva e en el punto a:(t). La 
característica de este plano consiste en que es el plano que mejor apToxima a la curva en el 
punto a:(t). Esto quiere decir que si tornamos tres puntos distintos de la curva que puedan 
determinar un plano y hacemos que esos tres puntos se aproximen a a:(t) entonces esos 
planos se aproximan al plano P (t). 

Observación 2.12 Es fácil ver que los vector·es velocidad V(t) = d(t) y aceler-ación 
A(t) = a:11 (t) del punto o:(t) se encuentr-an en el plano osculador. En efecto, un cálcnlo 
sencillo nos muestra que 

A(t) = v'(t)T(t) + lla:'(t)IIIIT'(t)ll N(t), 

en donde v(t) = IIF'(tJII-
La componente v'(t) se llama la componente tangencial de la aceler-ación y lla:'(t) IIIIT'(t) 11 

la componente normal. 
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Si ¡wnsarnos en una partícula que se nme\'C a lo largo ele la curva que describe la 
ima¡;en de una función Vf)Ctorial n, entonces n(t) es el vector que miele la posición de la 
partícula, « 1 

( t) será el vector velocidad y n" ( t) será el vector aceleración. Es costumbre 
nombrar, entonces, n'(t) ~e VU), vector velocidad y n"(t) = A(t), vector aceleración. 
Además denotaremos v(t) e~ IIV(t)ll qne representa la rapidez de la partícula, así mismo 

denotaremos a(t) = lln"(tJII-

Ejemplo 2.107 Sea la C'/L/1)(J. r definida por la fu.nción vectorial F definida pot• 

{ 

( 2 e os ( t · } ) , sin 2 ( t - ~), 1r - t) 
F(t.) ~~ (0,0,0) 

( -2cos(~ -· t),sin2(~- t),n- t) 

o ::; 

'/[' < 

(a)Hallar· F'(t), ·indicando su dom·in·io. 
(b)AnalizaT si Fes una pammef1·ización Tegular en [0,2rr]. 
(c)Hallm· el plano osculadoT de la C'/!1"11!1 r en el ¡nmto ( J'2, 1, ~) . 

Solución. 
(a) F' (t) =, { ( ~2si~l(t- ~), 2cos ~(t; ~ ), -1) 

( -2sm ( 2n- t), -2cos2 h·n- t), -1) 
Entonces, Fes derivable en [0, n[ U ]rr, 2rr]. 
Hallando la derivada en t = rr. 

o 
< 

1~1 ( _) _ 1. F(t)- F(n) _ l' (2cos{l-~) sin2(t-~) Jr-1.) 
' 'lf' - II!l -------- - !Ill --~. - . 

l --+1f-" t -- 1f l -·-~-7r- t,--7r , l,~rr 't-7r 

Aplicando L'hospital en cada componente 

. 2cos(t-}) 
lnn ------

t. -~7T- t -- 1r 

lirn ~in2(t-~) 
{, _,,, t- 1f 

Así,F'(rr-)=(-2, 2,-1). 

lim -2sin(t-~)=-2, 
1-•Jr~ 2 

lim 2cos2(t-~)=-2. 
t~Jr' 2 

< '/[' 
'/[' 

::; 2Jr 

< '/[' 
:S: 2rr 

F' (rr+) = lim nt)- F(!r'J = lim (-2cos('ª:f- t), sin2('ª:f- t), rr- t). 
t. -~rr·• t - 7r 1. ->Jr+ t ·- 'lf' t - 'lf' t - 'lf' 

Aplicando !}hospital en cada componente 

. -2cos(~- t) hm __ , _______ _ 
1 .. .... + t - '/[' 

lirn -2 sin(~ - t) = -2, 
{, ->Jr~ 2 

. sin2(~- t) 
hm ----'---

t.~rr' t -1[' 
lim -2cos2(

3
"- t) = 2. 

{, ·•Jr' 2 

Así, F' (rr+J = (-2,2, -1). 
Como las derivadas laterales son distintas , entonces no existe la derivada ele F en 

t = rr. Luego el dominio de la derivada es, Dom (F') = [0, n[ U Jn, 2n]. 
(b) F no es regular en [0, 2n] porque F no es derivable en t = rr. 

(c)Como F(
3
: )= ( )2, 1, ~) 

'( 3rr) ( . ( 3rr " 3n " ) ( rr· ) F -¡ = -2sm-¡ -- 2 ),2cos2(-4-- 2 ),-1 = -v2,0,-l 

F"(t) = (-2cos(t- ~),--•lsin2(t-- ~),O) 
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11 ( 3rr) / ( 3rr n) . ( 3rr n) ) ( "" O) F 4 =\-2cos 4 - 2 ,-4sm2 4 - 2 ,0 = -v2,-4, 

F'(¡) x F"(¡) = (-J2,0,-l) x (-J2,-4,0) = (-4,yÍ2,4/2) 

B( ~) 11 ( -4, J2, 4vÍ2) . 
37f 

Hallando la ecuación del plano osculaclor en el punto Q = F( 4 ) E - : 

37f 37f 
P: B(-) · (P- F(- )) =O-> 

4 4 
P: (-4, J2,4J2) · (x- J2,y -l,z- ~)=O 
-> P : 4x - J2y - 4yÍ2,:; + 3yÍ2 - J2rr = O. 

Ejemplo 2.108 Dada la curva 

e:{ x 2 - 2y + 2,:; 
x2 + y2- 4y 

o 
o 

(a)Pamrnetr·izar la curva e en términos de senos y cosenos, indicando su respectivo 
dominio. 

(b)Hallar los vectores unüm'ios T(t), B(t) y N(t) en el punto Q, no n·ulo de la curva 
e, donde el vector tangente es pamlela a la recta 

.c:{y =o 
,:; = o 

(c)Halla·r la cw·vatv:ra k(t) de la CUT1Ja e y la ec'Uación del plano osculadm· en el p'Unto 
Q hallado en (b). 

Solución. 
(a) 

e:{ 2z = 2y- x 2 

x2 + (y - 2) 2 = 4 

Parametrizando la curva e : 

{ 
x=2cost 

y=2+2sent 
, t E [0, 27r] 

Reemplazando en el plano 2,:; = 2y- x2 , se tiene 2.:: = 2 (2 + 2 sen t) - 4 cos2 t ===;. :; = 

2 + 2 sin t - 2 cos2 t 
Así, 

e { ~ 
2 cost 
2 + 2 sin t ; t E [0, 27r] 
2 + 2 sin t - 2 cos2 t 

(b)a(t) = (2eost,2 + 2sint,2 + 2sint- 2cos2 t) ;tE [0,21r] 
===;. a'(t) = ( -2 sin t, 2 cos t, 2 cos t + 2sin2t) ; t E [O, 2rr] 
a 11 (t) = ( -2 cos t, -2 sin t, -2 sin t + 4 cos 2t) 
Como el punto Q =a(t) E e, entonces existe un r· E R tal que 

. . 7f~ 
(2 cost, 2 + 2sm t, 2 + 2 sm t- 2 cos2 t) = (r, O, O) , de donde t = 2, 2 . 
Así 

; 37T 
a(--)= (0, 2, 2), a(- )e= (0, O, O) (se descarta) 

2 2 
a'(~)= (-2,0,0). 
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"( 7T ( • ct 2) = 0,-2,-~6) 

1f íT 
a/(2) x n"(:2) = (-2,0,0) x (0, --2, -6) = (0, -12,4) 

11 a'(t) X n"(t) 11== 4yiÍQ 
B(t) "= ,;to (0, 1, 3) 

a'(_:¡:) 7T . 2 (-2,0,0) 
T( 2) = ~d(;JTI = fiT=2, O, O) 11 = ( - 1, O, O) 

a'(_:¡:) x e/'(_:¡:) 
7T 2 2 1 ' 

B(-2 ) =-~-~--(11-) --¡¡c-

11 

= vTii(0,-3,1) 11 (0,3,-1). 
a 1 - x a"(-) . 2 2 

7T 7T ,7T 1 1 
N(2) = B(2) X 1 (2) = VlO (0, -3, 1) X (-1,0,0) = y10 (0,-1, -3). 

7T lla' G) x ci'(~JII 4/TI) v'IB 
(c)k(2) = lla' G)ll3 = (2)3 = -2 . 

Hallando la ecuación del plano osc:ulador en el punto Q E C : 
7T 7T 

7T: B(2) · (P- a(2)) =O-> 11: (0,3,-1) · (x,y- 2,.:;- 2) = () 
--> 7T : 3y - .: - 4 =o. 
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2.14..1 Int< graeión 

La integmcijn de fnnciones vectoriales la definirnos así: 

1~ (Jh Jh ) F(t)dt = .fl(t)dt, ... , f,(t)dt . 
l. (/, (J 

Como en el caso ele funciones de variable y valor real, tenemos acá los teoremas funda­
mentales del cálculo que enunciaremos sin demostración pues ésta sigue los mismos pasos 
que la que conocemos en los primeros cursos ele cálculo. 

'l'corerna 2.24 {Primer Teorema Fundamental del Cálculo). Sea F: [a, b] --+ R" 
cont'irma y sea e E [a, b] . Entonces la .función 

G(:r) = j' F(t)dt 

cumple que G'(x) = F(:c). 

'l'eorema 2.25 (Segundo Teorema .Fundamental del Cálculo). Supongamos q·ue 
F' es continua en (a, b). Entonces pam. cada e, x E (a, b) tenemos q1te 

F(J:) = F(c) + [ F'(t)dt. 

2.11 .. 2 El Phmo Osculador 

Sea F : [a, b] ·--+ H:3 una aplicación derivable y supongamos que F'(t) cJ O. Entonces el 
vector 

, F'(t) 
T(t) = IIF'(t)lí 

es el vector tangente unitario ele la curva en el punto F(t). Si además suponemos que la 
función T(t) es derivable y T'(t) f O, entonces podernos definir el vector normal unitario 
a la curva en el punto F(t), así: 

T'(t) 
N(t) = .IIT'(t)ll 

Puesto que T(t) es unitario, entonces (T(t), N(t)) = O. Este par de vectores definen 
un plano, así: 

P (t) = {X(t) = F(t,) + sT(t) + rN(t), r, sER}. 

Este plano es conocido como el plano osculador a la curva en el punto F( t). La 
característica de este plano consiste en que es el plano que mejor apro.rima a la curva 

en el punto F(t). Esto quiere decir que si tomamos tres puntos distintos ele la cmva que 
puedan determinar un plano y hacemos que esos tres puntos se aproximen a F(t) entonces 
esos planos se aproximan al plano P (t). 

Es fácil ver que los vectores velocidad V(t) = F'(t) y aceleración A(t) = F"(t) del 
punto F(t) se encuentran en el plano osculaclor. En efecto, un cálculo sencillo nos muestra 
que 

A(t) = v'(t)T(t) + IIF'(tJIIIIT'(tJII N(t), 

en donde v( t) = IIF' ( t) 11 . 
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La componente v'(t) ~e llama la componente tangencial de la aceleración y IIF'(t) IIIIT'(t) 11 
la componente normal. 

A manera de ejemplo, consideremos la curva F (t) =( cos t, sen t, t), t E R. Esta curva 
representa una hélice ascendente. 

ObsetTamos que 

IIF' (t)ll = J2 
IIT'(t)ll =y¡. 

l·''(t) _ T ( ·) _ 1 ( · • 1) ][7~- t - v'2 -smt,cost, 
'I''S!l_ -- - ' . fi"(t.)ll -N (t) - (- cos t,- S!Il t, O) 

Por lo tanto v' ( t) = O y la aceleración será 

A(t) = N(t) = (-cost,-sint,O). 

Esto es, la aceleración permanece en el plano X; Y y en la dirección opuesta a la 
proyección, sobre el plano X; Y, del movimiento F (t). Esto nos dice que la aceleración es 
centrípeta. 

2.14.3 Longitud de arco y curvatura 

Para poder comprender mejor algunas otras propiedades de las curvas es necesario mirarlas 
corno dependientes ele una variable que mida la longitud de arco. Así, por ejemplo, le 
daremos un significado físico a la velocidad más acorde con el concepto que de ella tenernos. 

Sea F : [a, b] -> R" una curva y tomemos /':,= {to =a, t 1 , .. t 11 = b} una partición 
del irJt<)rvalo [a, b]. Denotemos con IT( /':,) el polígono ele segmentos de recta que definen 
F(to), ... , F(t,). 

Sea: 

n 

IIT(/':,)1 = ¿ IIF(tk)- F(tk-1)11 
k=l 

la longitud de dicho polígono. Tenernos, entonces, la siguiente 

Definición 2.42 Decimos que la curva definida por F : [a, b] -> R" es rcct~ficable si 
existe nna constante M> O tal que IH(/':,)1::; M, pam toda par·tición /':,de [a,b]. 

Ahora, si la curva es rectificable, al número 

A( a, b, F) = sup IH(!':,)I, 
pE6 

en donde /':, denota el conjunto de todas las particiones del intervalo [a, b], lo llamarnos 
la longitud ele la curva. 

Los consecuencias más importantes son: 
l. Para todo e E [a, bJ se tiene que 

A( a, b, F) = A(a, e, F) +A( e, b, F). 

2. A(a,b.F)=J;:'IIF'(t)lldt. 
La propiedad l. se deduce ele lo anterior. Para ver 2. procedernos de la siguiente 

fmma: Por el teorema del valor medio tenemos que 

en donde O_¡k E (t,, tk -1 ). Entonces 
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III(p)j = 2~~
1

=1 IIF(tk)- F(tk--dll 
= 2~Z=1 ll(t'" -- t,,_¡) (f;({iu,), ... f:,(o,k))ll 
= I:Z=1It.,- t,_¡jjj(ff(Olk), ... f:,(Ond)ll· 

Si en expresión anterior tomamos el sup en ambos miembros obsmvamos que el miem­
bro izquierdo se transforma en A( a, b, F) y el miembro derecho se transforma en J:' IIF' (t) 11 dt. 

Como una aplicación de la propiedad 2. consideremos la curva 

F(t)=(nost,rsent), tE[O,O]. 

Entonces A(O, O, F) = rO. Este resultado lo conocemos desde nuestros cursos elemen­
tales de geometría. 

2.14.4 Función longitud de arco 

Definición 2.43 La .f1mción s(t) =A( a, t, F), tE [a, b] se denomina la función longitud 
de arco. 

La función .s(t) mide la longitud de la curva desde el punto F(a) hasta el punto F(t). 
Sus propiedades más importantes son: 

l. s(t) es estrictamente creciente. 
2. s'(t) = IIF'(t)ll· 
La propiedad 2. nos dice que la rapidez, en el instante t, de un movil que se desplaza 

por una curva se mide como la derivada de la función desplazamiento. Esto coincide con 
la idea de velocidad que veíamos en Imestros primeros cursos de Física. 

Es fácil ver que 
l. Si F(t) = (t,f(t)), tE [a,ú], entonces 

Este resultado ya lo conocíamos como una aplicación de la integral definida. 

2. Si las curvas F y G satisfacen que G(t) 
u' (t) #O, entonces 

F(u(t)), en donde u [c,d] --> R. 

La propiedad 2. anterior nos dice que la longitud de arco se preserva después de hacer 
reparametrizaciones de la curva. O desde el punto de vista de la mecánica clásica: Aunque 
recorramos un camino a diferentes velocidades su longitud no cambia. 

Ejemplo 2.109 Sea F (t) = (t, t 2), t E R. y sea u (t) = t 2, t E [0, 2]. Entonces la 
.f1mción vectorial G ( t) = F (u ( t)) = ( t 2 , t4 ) satisface: 

Ejemplo 2.110 La curva -- es pammetrizada. por la función 

F(t) = (sin2t, 1- cos2t,2ln(cost)), tE [~, iJ. 
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HallaT la longitud del ano de la C'UTVa - compTendido entTe el punto ( 1, 1, 2ln ~) y el 

Punto ( vÍ3 I 2ln ~). 
2 '2' 2 

Solución. 
Sea F(t) = (sin2t, 1- cos2t,2ln(cost)), tE[~, iJ. Entonces, se tienen: 

F '(t) = (2 cos 2t, 2 sin2t, -2 tan t) 
IIF'(t)ii = J(2 cos 2t)"2 --:-+'-;;2,---s:-in--::;2""t)*2 --:-+-7(--~2 .,-ta-n-:;t)"'2 = v' 4 + 4 tan2 t = 2 sec t 

Como el punto (~· v;,2ln ~) E -:Po= F(to) ==> to =~·Similarmente, el 

punto O·~' 2Jn ~) E-: P1 = F(t1) ==> t1 = ¡. 

7l' 

/¡ 3 

[, jiiF'(tJIIdt= /2sectdt=2(Jn(sect+tant)]lt 
to · 7l' 

4 

[, 2 [In (seci + tani)- In (sec¡ +tan -i) J 

[, 2 [in ( V3 + 2) - In ( v'2 + 1) J 

Por lo tanto,[, = 2 [In ( vÍ3 + 2) -In ( v'2 + 1)] . 

Ejemplo 2.111 Si la wrva r: (3(t) = (2t,3sen(2t),3cos(2t)), t 2: O (tiempo), es 
la tmyector·ia de una pa.Ttícula, en qué punto de r dicha panícula habTá recorrido una 

distancia de .ijº1l' unidades. 

Solución. 
,B'(t) = (2,Gcos(2t), -6sen(2t)), t 2: O 

11!3' ( t) 11 = v'4o 

Sea t0 el tiempo recorrido para que s(t0 ) = v;o 7r , entonces 

lo lo y'IO 
s(to) = j llf3'(tlll dt = j J4Qdt = 40to ==> 40to = ;o 7l', de donde to = ~' 

o o 

(

7!' 3vÍ3 3) por tanto el punto es :3' -
2
-, 2 . 

2.14 .. 5 Curvatura de una curva 

La curvatma ele una curva en el instante t es un número que expresa la magnitud del 
cambio de su vector tangente con respecto a la longitud de arco. 

Concretamente tenemos: Sea T(t) = 11 :::;~~ el vector tangente unitario de una curva 
en el tiempo t. Entonces tenemos: 
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- !({' dt. 
- ·-;u·J.-;; 
= -/-T'(t) "(1.) 

= ;,}um¡ T'(t) 
'1''(1.)11 

= lif"'(l. 1 N(t). 

Definimos la curvatura de la curva en el tiempo t como 

IIT'(t)ll 
K(t) = IIF'(t)ll' 

Vemos que K(t) es la norma de un vector que tiene la misma dirección del vector 
normal unitario. Si este número es muy grande nos indica que la curva se tuer·ce mucho en 
trayectos muy cortos y si es pequeño nos indica que la curva se tuerce poco. Por ejemplo, 
consideremos la recta F(t) = P + tA, tE (a, b]. Vemos entonces que T(t) es constante y 
por lo tanto ',5~' = O. Así que K(t) =O. Esto es: la linea recta no tiene ninguna tendencia 
a torcerse. Ahora, consideremos la curva F(t) = (r cos t, r sen t), t E [0, 27r]. Un cálculo 
nos dice que K(t) = ~· Si r es pequeño la circunferencia se tuerce demasiado en cortos 
trayectos. 

Ejemplo 2.112 La CU1'Va e es pamrnctr'izada por la .función 

F(t) = (t- sint, 1- cost,4sin ~);tE [0,1r]. 

Hallar· la longitud del ar·co de la curva e comprendido desde el punto ( ~; 2 , 1, J2) 
hasta el punto (1r, 2, 4). 

Solución. 

Sea F'(t) = ( 1 - cost, sin t, 2 cos ~) 

IIF'(t)ll = ( 1- cos t)2 +(sin t)2 + (2 cos ~ r = f- 2 cos t + 4cos2 ~ 
IIF'(t)ll = 4sin2 ! + 4cos2 ! = 2. 

2 2 

Como el punto (7r; 2 , 1,)2) E e: Po= F(to) ==? to = ~· 
Similarmente, el punto (1r, 2, 4) E e: P¡ = F(t¡) ==? t¡ = 1r. 

2 

Por lo tanto, L = 1r. 

Ejemplo 2.113 Dada la curva ( descrita poT la pamrnctrización F(t) (acost,c-
e sin t, b cos t), t E JO, 1r], donde a > b > O y e = JUI + b2. 

a) Calcular la C1trvatura de ( en cualquier punto de la cm·ua . 
b)Deterrninm· el plano osculadoT de la cuTva ( en el punto donde la recta tangente es 

pamlela al plano X Z. 
c)Las r·ectas tangentes a la curva ( cor·tan al plano XY en una c·uTva B. Hallar las 

ecuaciones pamrnétTicas pam B. 
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Solución. 
a)Sea F(t) = (a cos t, e- e sin t, b eos t), entonces 
F' (t) = (-a sin t, -ecos t, -bsin t) 
F"(t) = (-acost,esint,-bcost) 
F'(t)xF"(l) = e(ú, O, -a) 

IIF'Ctlll =e 

JjF'(t) x F"(t)JJ = c2 

IIF'(t) X F"(t)ll 1 
Así, k(t) = -lfF'(t)ll3 - = ~· 

b)La derivada de F es paralela al vector j = (0, 1, 0), entonces se tiene cos t = O,de 
7r 

donde t = 2. 
Así el punto P = (0, O, O) y el plano osculador es : 

P: (x, y, z).(b, O, -a) =O, 

de donde 

P:bx-.az=O 

e)Las rectas tangentes a la curva ( en cualquier punto es: 

{ 

x = a cos t - .X a sin t 
y= e- csin t- c.Xcost; .X E R 

,:; = b cos t - .Xb sin t 

Reemplazando en la ecuación del plano XY : ,:; = O 
Resulta que .X= cos t/ sin t = cot t. 
Así la curva B, está dada por las ecuaciones paramétricas : 

{ 

x=O 
y = e( 1 - ese t); O < t < 1r 

z=O 

Ejemplo 2.114 Sea F(t) = (ln(t- 1), t,
2
.;}, 2t2 + 2) . 

(a) Dar el dominio de la función F. 
(b)Hallm· el punto o los puntos de la CUT'Va r desc1'ita por· F donde la recta que pasa 

por el punto (-2, -1, -6) 
es tangentF: a la C1JT1Ja r. 

Solución. 
(a) F(t) = (ln(t- 1), 1

1

2
;}. 2t2 + 2) = (ln(t- 1), t- 1, 2t2 + 2), t > l. 

Dominio de F = ]1; +oo[. 
( b) Hallando el punto de tangencia. 
Sea r: F(t) = (ln(t- 1), t- 1, 2t2 + 2), t > 1. 

=>F'(t)= c~ 1 ,1,4t) ;t>l. 
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Sea I: la r<xta tangente a la curvar en en el punto F(t), 

P = F(t) + rF'(t) ; rE R 

P = (!n(t-1),t -1,2t2 + 2) +r (t ~ 
1

, 1,4t) ;TE R,t > 1 

P = (ln(t- 1) + _T_' t- 1 + r, 2t2 + 2 + 4r·t) ;TE R,t > 1 
t -1 

Como el punto?= (-2, -1, -6) E rentoncesexisteun tE ]1; +oo[ talque (-2, -1, -6) = 

F(t) = (ln(t- 1) + t ~ 
1

, t- 1 + r, 2t2 + 2 + 4rt). de donde 

{ 

-2 = ln(t- 1) + t ~ 
1 

... (1) 

t-1+r=-1 ... (2) 
2t2 + 2 + 4rt = --6 ... (3) 

Reenplazando (2) en (3) : -6 = 2t2 + 2 + 4 ( -t) t 
=? 2t2 = 8 =? t = ±2, de donde t = 2. Así, Q = (0, 1, 10) . 

Ejemplo 2.115 Dada la CUTVa r : a(t) = (t, ln(sec t), 3), o ::; t ::; ~, hallaT la longit'Ud de 

la CUTVa r comprendido entTe el punto R (0, o, 3) y el punto Q e¡, In V2, 3) . 

Solución. 
Sea a(t) = (t,ln(sect),3),0::; t::; ~.Entonces, se tienen: 
a '(t) = (1, tan t, O), lle1'(t)ll = sec t. 
Como el punto R (0, O, 3) E - : R = a(to) =? to = O.Similarmente, el punto 

Q (¡,InJ2,3) E-: Q = a(t1) =? t1 = ¡. 
7f 

l¡ 4 

I: J IIF '(tlll dt = J sect dt 

!.o O 

I: = [Inlsec t +tan tiJ~:tf = ln(1 + J2) 

Por lo tanto,C(-) = ln(1 + J2). 

{ 
x2- Y~ 

Ejemplo 2.116 Sea la wr'Va C : 

(a)PamrnetTizar C. 
y 

(b)Hallar el plano osculadoT P en los puntos de C donde el plano P es pamlela a la 
recta I:: P = (0, t, -t), tE R. 

Solución. 
(a)Parametrizanclo la curva C: 
Sea x = t -> y = t2 -> ::: = t2 - t3 . 

Así, a(t) = (t, t2
, t2

- t3 ), tE R. 
(b) a'(t) = (1, 2t, 2t- 3t2), 
0<

11 (t) = (0, 2, 2- 6t) 
a'(t) X e1

11 (t) = (1, 2t, 2t- 3t2 ) X (0, 2, 2- 6t) e= ( -6t2 , 6t- 2, 2) = 2( -3t2 , 3t -- 1, 1) 
B(t) 11 a'(t) X a"(t) -> B(t) 11 ( -3t2 , 3t- l. 1) 
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Por condición : existe un punto Q = a(t) E e tales que 
Po,-IIL <==? B(t) j_ (0, 1, -1) ==? ( -3t2 , 3t- 1, 1) · (0, 1, -1) =O==? t = l 
Así, Q = aa) = (~, ~, tr). 
Luego, hallando la ecuación del plano osculaclor en el punto Q E e, 
a'(1) x a"(¡)= 2(34

, 1, 1) 11 (4, --3, -3) 
Po.-~:: (P- aW) · BW =O==? (x- ¡,y-~' z- -f¡) · (4, --3, -3) =O. 
Por tanto, la ecuación del plano osculador en el punto Q E e es, 

Posr: : 36x- 27y- 27:;- 8 =O 

Ejemplo 2.117 Dada la cur11a 

16 
2y 

(a)Parametriza·r e, indicando el dominio de la. parametrización. 
(b)Hallar los vectores unitar·ios 1'(t), B(t) y N(t) en el vunto (4, O, O). 

Solución. 
(a)Parametrizanclo e : 
Sea: 

X = 
2t 
4- t 2 

Reemplazando en zy!X = 2y, se tiene 

y= tv'4- t2, -2::; t::; 2 

Así,-: a(t) = ("!- t 2
, ~J,1- t2,2t), -2::; t::; 2. 

( '( ) - ( 1 [ ~ ( -2t )] ) - ( 4- 2t
2 

) b)n t- -2t, 2 v4-t-+t 
2
v'4-t2 ,2 - -2t,J

4
-t2,2 

===;. a'(O) = (0, 2, 2) = 2 (0, 1, 1) 

y"(t) = -!h ( 
4;_2t~-) = [-4t)4- t2

- (4- 2t2
) ( ~)] 

v4--t2 2v4-t-

y"(t) == 2t (t
2

- ~) 
(4- t2)2 

a"(t) = -2,- 3 ,O ===;. a"(O) = (-2,0,0) 
( 

2t (t2 
-- 6) ) 

(4- t2)21 

lla'(Olll = 11(0, 2, 2)11 == /;-(0-)2_+_2_2 +-(2-)2 = 2v'2 

a' (O) 2 (0, 1, 1) ( 1 1 ) 
1'(0) ~ lla' (O) 1( -- 2v'2 ===*' 1'(0) = O, y'2' ../2 
a'(O) x a"(O) = (0,2,2) x (--2,0,0) = (0,-4,4) 
11 a'(O) x a"(O) 11= 11(0,-4,4)11 =4v'2 

a' (O) x a"(O) (0, -4, 4) ( 1 1 ) 

B(O) = lla' (O) x a"(O) 11 = 4v'2 = O,- v'2' v'2 

N(O) = B(O) x T(O) = (O,-h' h) x ( 0, h' -J-2) 
N(O) = (-1,0,0). 

Ejemplo 2.118 Una partícula se desplaza en R 3 según la trayectoria 

e: a(t) = (x(t),y(t),z(t)),t E Jo,~[, 
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en el instante t = !f la posición de la pm'tícula es Po = (In ( Yf) , In ( ~) , -~'-'!.) 1J tiene 

velocidad V(1 = ( -1. 1, J2) . En cada instante, lo. aceleración de la pu.r·tículo. es 

A (t) = (- sec2 t,- csc:2 t, O). 

Hallar: 
(a) a(t). 
(b)Los vectores unitarios T(%),B(!f) y N(%) en la curva C. 
(c)La curvatura k(t) en c1talquier punto F(t) de la tr-ayectoria. 

Solución. 
(a)La aceleración de la partícula es 

a"(t) = A(t) = (-sec2 t, -esc:2 t,O) 

La velocidad de la partícula es 

a' (t) = V (t) = (.! - sec2 t dt, J -csc2 tdt,.! Odt) 

a' (t) = (-tan t + Cr, cot t + C2, C3 ). 

Como Va= ( -1, 1, J2) =a' Ci) = (-tan¡+ C¡, cot ¡ + c2, c3), 

ele donde C1 = O, C2 = O y C3 = J2. 
a'(t) = (-tan t, cot t, J2). 
La trayectoria de la partícula es 

a (t) = (.! -tan t dt,.! c:ot tdt,.! J2dt) = (In :;en t + D¡, In CúS t + D2, v2t + D3) 

Como Po = a (¡) = (In sen ¡ + D1, In cos ¡ + Dz, J2t + D3). 
de donde D 1 = O, Dz = O y D3 = O. 
Así, a (t) = (In sen t, In c:ost, J2t), tE )0, I[. 
(b)a'(¡) = (-1,1,J2),1/a'(¡)l/ = l/(-1,1,v'2)1/ =2, 

7r a' G) (-1 1 J2) 
T(¡)=l/a'(¡)JJ= 2'2'2 

a"(~) = (- sec2 ~ - csc2 ~ o) = (-2 '-2 O) 4 ' 4, 4, , , 

a'(¡) x a"(¡)= ( -1, 1, J2) x ( -2, -2, O)= (2J2, -2J2, 4) = 2 (J2, -J2, 2) 

//a'(¡) x a"(¡)JJ = II(2J2, -2J2,4)11 = v'32 = 4v'2 

B("!_) = a ¡ X a ¡ = (2v'2,-2v2,4) = ~ -~ J2 '(7r) "(7r) ( ) 

4 J/a' (¡) x a"(¡)JJ 4J2 2' 2' 2 

N("!_)= B("!_) x T("!_) = (~ -~ J2) x (-~ ~ J2) = (- J2 - J2 o). 
4 4 4 2' 2' 2 2' 2' 2 4 , 4 , 

(e) 
a'(t) = (-tant,cott,v'2), 
lla'(t)JI = 11(-tant,cott, J2)11 = v'tan2 t + cot2 t + 2 = v'sec2t + csc2 t 

1 (1 1 /_1___ 2 2 

a (t) =V ;:os2t + scn2t = V~tcos2t = /sen2t/ = sen2t' 
d(t) x a"(t) = (-tan t, cot t, v'2) x (- sec2 t,- csc2 t, O) 
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o:'(t) x c/'(t) = ( J2 csc2 t, -J2sec2 t, tan t csc2 t + cot tsec2 t) 

IJn'(t) x 0"(t)jj2 

jjn'(t) x a"(t)jj
2 

jja'(t) x a"(t)jj
2 

iJn'(t) x a"(t)jj2 

jja'(t) x d'(t)jj
2 

jj1/(t) x a"(t)jj 

11 ( J2 csc2 t, -J2 see2 t, tan t esc2 t + cot t sec2 t) 11

2 

2 ese~ t + 2 sec4 t + tan2 t csc4 t + cot2 t sec4 t + 2 tan t csc2 t cot t sec2 t 

2 2 1 1 2 
;;-~:Jt + cos4 t + sen 2 t cos2 t + sen 2 t cos2 t + sen 2 t cos2 t 

2 2 4 
sen4 t + cos4 t + sen2tcos2t 

( 
1 1 ) 

2 
( 1 ) 

2 
32 2 

sen2 t + cos2 t = 
2 

sen2 t cos2 t = sen2 2t 

4)2 
sen 2t 

4)2 
Así k(t = IJC>'(t) x a"(t)ii = 

' ) iia'(t)JI 3 
- J2 
sen 2t 3 = 2 sen2 2t. 

[se~ 2t] 

Ejemplo 2.119 Una par'tíc'Ula se Tn'UCVC en R 3 según la trayectoria e: F (t) = (x (t) 'y (t) 'z (t)), 
partiendo del p'Unto Po (1, 1, O) en el instante t = O. En cada instante t 2: O la velocidad 
de la partíc'Ula es 

(a)Halla·r la traycctoTia F (t), 
(b) Calc'Ula·r la curvatura k(t) y la torsión T (t) de la trayectoria en el instante cuando 

t =o. 
(c)Hallar las componentes tangencial a'f'(t) y normal aN(t) de la aceleración 

en el p'Unto F (O). 

Sugerencia. Usar las fórmulas : 

k(t) = IIF '(t) X F "(t)ii 

IIF '(t)il
3 

(F '(t) x F "(t)) · F '"(t) 
T ( t) = -'-------'¡¡ F-'--1 (-t )-x-F"--"-'-11-( t-) ¡"¡2 --'--'-

p" (t) · T(t) o 

p" (t) · N(t) o 

a·r(t) = s"(t) = dd
2

2

8 
, donde s'(t) = ds = jjF '(t)jj 

t & 
aN(t) = s'(t) jjT '(t)jj = k(t) [s'(t)]

2 

Solución. 
(a)la velocidad de la partícula es 

F'(t)=V(t)=(é,-e-1,J2) ;t2:0 

F(t) = (e1 + C¡,e-1 + C2,J2t + C3). 
Como Po (1, 1, O)= F (O) = (e0 + C1, e-0 + C2, J2 (O)+ C3), 
ele donde C¡ = O, C2 = O y C3 = O. 
Así, F(t) = (ei,c- 1, J2t); t 2: O. 
(b) F '(t) = ( e1

, -e 1
, J2) ,JJF '(t)Ji = e1 + e- 1 entonces F '(O) = (1, -1, J2), 

IIF '(O)Ii = 2. 
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p" (t) = (el,c- 1,0) ==> p" (O)= (1, 1,0). 
F "' (t) =(e', -e-1,0) ==> F"' (O)= (1, -1,0). 
F '(t) x F "(t) = ( j2e- 1, j2e1, 2). 
Ahora en t =O : F '(O) x F "(O) = ( -/2,/2, 2), IJF'(O) x F"(O)II = 2/2. 

Así k(O) = IJF '(O) x F "(0)11 = 2/2 = 2/2 
' IJF '(OJII 3 [2] 3 4 

Ahora, (F '(t) x F "(t)) · F '"(t) = ( -J2e-1, /2e1
, 2) · ( é, -e-1, 0) = -2/2. 

' (F '(O) X F "(O)). F 111 (0) --2/2 -v'2 
Asi, T (O)= IIF '(O) x F "(0)112 = (2v'2)2 = ~4~ 
(e) 

F'(O) (1,-1,/2) (1 1 v'2) 
T(O) = IIF '(0)11 = 2 = 2' -2,2 ' 

F'(O) X F"(O) ( -v'2, v'2, 2) ( 1 1 j2) 
B(O) = IIF'(O) x F"(O)II = 2v'2 = -2, 2' 2 .Luego, 

N(O) = B(O) x T(O) = ( -~,~' ~) x 0,-~, ~) = (~'~,o). 
Ahora, 
aT(O) = F" (O) · T(O) = (1, 1, O) · (1, -1, vf2) =O. 

" ( v'2 v'2 ) /i) aN(t)=F (O)·N(0)=(1,1,0)· 2'2'0 =v2. 

Aplicaciones a la gravitación 

En esta sección estudiaremos una aplicación de las curvas en R 2 al movimiento 
planetario. Sea a: [a,b] --t R2 una función vectorial. Los puntos (x,y) E Jm(ct) lo 

podemos poner en coordenadas polares y así la curva puede ser puesta cómo 

(x, y) = r( cos B, sene), 

en donde r mide la distancia del punto (x,y) al origen. Es claro que tanto r corno(} 
dependen del tiempo t. 

Denotemos con Ur = (cosB, sen e). Entonces nuestra curva la podemos escribir 
como a(t) = r.U,.. También, denotemos con 

dUr 
Uo = --;¡e = ( -senB, cose). 

Es claro que Ur y Uo son vectores unitarios y perpendiculares, además Ur = -;;i/". 
Ahora, 

( 
da dr dU,. 

V t) = -d = -d .U,.+r-d . 
t t ,t 

Hacemos uso de la regla de la cadena y obtenemos que 

dU,. _ de dU,. _ di} U 
dt - dt--;¡¡ - dt O· 

Combinando estas dos última expresiones obtenernos 
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De la misma forma la aceleración también la podemos expresar como una combinación 
lineal de Ur- y Uo, así: 

[d2r (do)2] U [ t1
2

1J 2dr- dO] U A(t) = di'!- r di r + rdt'! + di di O· 

Si suponemos que una estrella de masa M atrae a un planeta de masa m, la fuerza de 
atracción la podemos expresar así: 

F = f,.u,. + foUo. 

De otra parte, la segunda ley de Newton nos dice que F(t) = mA(t). De lo anterior 
obtenemos: 

f = m¡d2r-r(!l!l.)2l r di:r dt 

t ,{Jo 2<1r dO 
JO = m r;¡¡:r + d[d[ · 

Dentro de las hipótesis que hizo , con respecto al movimiento planetario, está aquella 
que afirma que la fuerza de atracción, de la estrella al planeta, se ejerce en la dirección del 
planeta hacia la estrella. Esto es, en la dirección de -Ur. Entonces la componente fo =O. 
Esto es, 

d2() dr d() 
1• dt2 + 2 dt dt = o. 

Si multiplicamos por r vemos que se transforma en 

d (r2!l!l.) __ ,_lt_ =0 
dt 

De lo anterior se deduce que 

r2d() = h, 
dt 

en donde h es una constante. Pero si suponemos que el movimiento del planeta es 
un giro en sentido contrario al las manecillas del reloj podemos concluir que ()(t) es una 
función creciente y por lo tanto !flt > O. Así, nuestra constante h es positiva. 

Sabemos que el área que barre el radio vector R cuando el planeta se desplaza de un 
tiempo t¡ a un tiempo t2 viene expresada por la fórmula 

~ 1t2 r2d(). 
2 !t dt 

De lo expuesto anteriormente obtenemos que 

- r 2- = -h(t2- t¡). 11"2 
d() 1 

2 tt dt 2 

Esta expresión confirma la segunda Ley de Kepler que dice: Las áreas barridas por el 
mdio vector desde el sol a un planeta son proporcionales al tiempo. 

La ley de gravitación universal de Newton establece que 

f 
_ G.M.m _ -km ,. - __ r_2_ - ---;:2' 

en donde G es la constante de gravitación universal. De lo anterior obtenemos la ley 
que rige el movimiento planetario en la menínica newtoniana: 
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á2
r· (d0) 2 -k 

dt2 - r(t) dt = ---;:2 · 

Si hacemos el cambio de variable;:;= ~y hacemos uso de loa anterior, es fácil observar 
que 

d2r - h2_2~;:; 
dt2 - - ~ d(J2 . 

Remplazamos en lo anterior obtenemos: 

La solución general es 

k ;:; = asenO + /3 cosO+ 112 . 

Pm·a obtener infmmación de lo anterior debemos hacer algunas simplificaciones. Podemos 
suponer, por ejemplo, que para O = O la distanciar· del planeta a la estrella es mínima 
o lo que es lo mimo ;:; es máximo. Esto significa que podemos suponer que ;;'(O) = O y 
;:;

11(0) > O. entonces se deduce que 01 =O y (3 >O. La solución tomará la forma 

k 
;:;=f3cos0+ h2 . 

Si en lo anterior cambiamos ;:; por -f, aquella se tram;fu;·r,;;, u1 

pE 
'/" = -c--':=::-------:-

1 +E cosO' 

en donde p = f¡ y E = ~. Este ·.número E se llama la excentricidad de la cónica 
definida anteriormente. 

Puesto que el movimiento del planeta alrededor de la estrella P-S cerrado, dedujo que la 
cónica anterior debe ser una elipse. Con ello confirmó la primera ley de Kepler que dice: 
Los planetas describen órbitas elípticas en uno de cuyos focos está el sol. 

Ejercicios Propuestos:Curvas y sus aplicaciones 

l. Dada la curva 
r : { X2 + y2 + .:;2 = 4( X + y) 

x+y=4 

Hallar las ecuaciones paramétricas der. 

2. Sea la curva 

(a) Hallar una parametrización parar. 

(b) Hacer un esbozo de la curva r considerándola como intersección de dos super­
ficies. 

3. La parábola 
x 2 = 8(y- 4), ;:; =O 
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es la proyección ortogonal de una curva C que se encuentra en la esfera con centro 
(0, 4, 5) y radio 3. Hallar las ecuaciones paramétricas y graficar la curva C. 

4. Sea C la curva 

{ 
x2 + y2 + z2 

- 6z = O 
e: 3 o x-z+ = 

(a) Verificar que la proyección ortogonal de C sobre el plano XY es una elipse. 

(b) Hallar el vector tangente en cualquier punto de la curva P (x, y, z) tal que y> O. 

5. Hallar una representación paramétrica de una curva que se encuentra en el cilindro 
de ecuación 

y tal que en cualquier punto P de la curva, el ángulo entre el eje Y y la tangente es 
igual al ángulo entre el radio vector P y la tangente. 

6. Hallar sobre la curv<t r con ecuaciones paramétricas 

y= !n(t + 2) 
t + 1 

Z=t-1 

los puntos donde su recta tangente pasa por el centro de la esfera 

7. Demostrar que la curva C descrita por a: (t) = (a.ét cost, aét sin t, cét) está sobre 
un cono de revolución. 

8. Sean las curvas 

C1 : F(t) = e1(cost, sent, 1), O~ t ~ 21r, C2 : G(t) = (t + 1, t2 , t + 1) 

¿En cuánto debe incrementarse t para que la longitud de arco de C1 se incremente 
en (e - 1) y3 desde el instante en que c2 interseca a el?. 

9. Una partícula que se mueve en el espacio describe una curva C, con vector de posición 

2 
a:(t) = (t, -,ln(t2

)), t >O y ten segundos. 
t 

¿En cuánto tiempo recorrerá una longitud de arco de la curva C igual a 9 unidades, 
desde el punto Po donde la recta tangente a la curva descrita por a: pasa por el 
punto (4,0,2+ln4)?. 

10. Sea la función F(t) = (t -In t, tan(1rt), J2t- t2) 

(a) Hallar el intervalo más grande (del dominio de F)para el cual F es la parame­
trización de una curva en R 3·. 

(b) Analizar si Fes regular en el intervalo hallado en la parte (a). 

(e) Si r es una curva regular descrita por F , de la parte (b) , hallar ecuaciones 
paramétricas de la curva e que resulta ele intersecar las rectas tangentes a r 
con el plano X Z. 
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11. Sea 
r: a(t) = (3t2

- 5, -t + 5, 3t2 + 5), tER 

(a) Hallar los puntos P 1 y P2 de r tales que la curvatura de r toma su valor máximo 
en P1 y un vector tangente a r en P2 es paralelo al vector ( 6, -1, 6). 

(b) Hallar la longitud de arco de r desde P1 hasta P2. 

12. Una curvar es descrita por la parametrización F(t) = (2t, e1, e- 1
), tE R. 

(a) Hallar los vectores unitarios T, N y B en el punto (0, 1, 1). 

(b) ¿Existe en la curva un punto donde su plano osculador tiene como normal 
al vector (\1'2,-1,2)?. En caso afirmativo, hallar la ecuación de dicho plano 
osculador. 

13. La curva C es parametrizada por la función F( t) = (sin t, cos t, In sec t), t E J- ~, ~ (. 
Hallar: 

(a) La curvatura k(t) en cualquier punto F(t) de la curva. 

(b) La longitud del arco de la curva comprendido entre el punto F(~) y el punto 

donde la curvatura tiene valor \1'2. 

14. Una partícula se mueve por el espacio con velocidad 

Hallar la aceleración partícula en el instante, distinto de O, en que su rapidez coincide 
con el módulo de su aceleración. 
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Funciones de varias variables 

2.15 Introducción.Función de varias variables 

Definición 2.44 Una función f : D (f) <::;; rn;n ----. lR de n variables es ·una regla que 
asocia a cada n-upla de números r·eales (x¡, ,,, x,) de algún subconjunto D (f) un único 
númcTo real f(x¡, ,.,xn), 

Observación 2.13 La función f definida sobre D (!) con valores en lR se representa por 

J : D (f) <::;; JR"' ----> JR 
(x¡, ,,,x,) ,__. w = f ((x¡, ... ,x11 )), 

y se dice que 

w = f(x¡, ,,, x,) 
11) 

regla de con·espondencia de f 
imagen de P mediante f (variable dependiente) 

(x¡, ,,,xu.) preimagen de w mediante f (variables independientes - argumento de f) 

El conjunto D (f) se denomina dominio de f , 
El conjunto de números reales f(x¡, ,,,x11 ) se denomina rango o imagen de J,, 

R(f) = {f(x¡, ... ,xn): (x¡, ,,,x.,) E D(f)} <::;; JR;, 

En lo que sigue en adelante consideramos ejemplos de funciones de dos o tres variables 
independientes, 

Ejemplo 2.120 (Encontrando un dominio). Encontmr el dominio de definición de 
función 

·- xy 
f(x,y) = -2--2. 

X +y 

Solución. Se trata de encontrar aquellas parejas de números (x,y), para las cuales 
tiene sentido la fórmula dada para f(x,y), Es decir, ¿qué valores pueden darse a x e 
y,de manera que al realizar las operaciones indicadas en la fórmula se obtenga un valor 
numérico y no tropecemos con una operación imposible? 

Es evidente que, en este caso, el dominio de la función es todo el espacio JR2 excepto el 
origen de coordenadas, es decir, D (!) = JR2"' {(0, 0)}, pues la fórmula puede ser calculada 
para cualquier pareja de números reales, salvo para la pareja (0,0), 

Ejemplo 2.121 (Representando un dominio).Encontmr· el dominio de las siguientes fun­
ciones y Tepresentar su gráfico: 

x2 + y2 
l,f(x,y)= ~ 

yx- y2 

Jx2+y2- 4 
2.f(x,y) = -'-----=---

y 
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y 
3.f(x, y)= )36 4 .2 9 2 -2 

- X - y -~ 
4./(x,y) = lnxy 
S.f(x, y) = arcsin{x +y) 

Solución 
l.Para que la raüz cuadrada y'x- y2 esté definida, el radicando no puede ser negativo, 

luego x - y 2 2: O, pero, al estar en el denominador, ha de ser distinto de cero, x - y2 i= O. 
En consecuencia, x - y 2 > O. 

V(!)= {(x,y) E IR!2 : x > y2
} 

Luego el dominio de la función coincide con el interior de la parábola, excluido el 
contorno. 

x2 + y2 
Dominio de la función : f ( x, y) = ---.,===== 

Jxy -y2 

? !( ) - Jx2 + y2- 4 
-· x,y -

y 
Para que la raíz cuadrada esté definida, el radicando no puede ser negativo, luego 

x2 + y2 - 4 2: O. Ahora bien, al estar y 
en el denominador, no puede ser cero, y i= O. En consecuencia, 

Exterior de la circunferencia de centro el Origen y radio 2, incluido el contorno y 
excluido el eje OY. Los puntos (0,2) y (O, -2) quedan excluidos. 
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y 
3.f(x, y) = j36- 4x2- 9y2- z2 

{ 
x2 y2 .:;2 } 

V(.f)= (x,y,z)ER.J:g-+-¡-+
36 

< 1 

El dominio es el interior del elipsoide con centro el Origen y eje mayor el eje Z, excluido 
el contorno. 

4.f(x,y) = lnxy 

xy > O ==? (x > O 1\ y > O) o (x < O 1\ y < O) 

V(!) = {(x,y) E ~2 : (x > 01\y >O) o (x < 01\y < O)} 

Es decir, el dominio está formado por el primer y el tercer cuadrante, excluidos Jos ejes 
de coordenadas. 

5./(x,y) = arcsin(x +y) 
esto significa que :r: + y es el seno de un ángulo. Para que x + y pueda ser el seno de 

un ángulo ha de estar comprendido 
entre 1 y -1, -1 ::; x +y::; l. En consecuencia 

-1 ::; X+ y::; 1 ==?-X- 1 ::; X+ y::; 1- X 
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El dominio es la franja comprendida entre las 

rectas y = 1- x , y= -1- x, incluidas ambas rectas. 

2.15.1 Operaciones con funciones de varias variables 

Definición 2.45 Sean f : V(!) ~ ~n ----+ ~ y g : V (g) ~ ~n ----+ ~ dos .funciones tales 
que V= V(!) n V (g) =/= 0. Entonces se definen: 

l.La función suma de f y g, 

f + g : V ~ ~~~ ----+ ~ 

por 
(! + g) (P) = f(P) + g(P). 

2.La .función producto de f y g, 

f g : V ~ ~r• ----+ ~ 

por 
fg (P) = f (P) · g (P). 

3.La función cociente de f sobre g, 

por 
[_ (P) _ f (P) 
g - g (P)' 

donde [ = {x E V: g (P) =/= 0}. 

Las funciones de varias variables se pueden combinar de la misma forma que las fun­
ciones de una sola variable. Por tanto se pueden sumar, restar, multiplicar, dividir, etc. 

Definición 2.46 (Composición de funciones). Dada la función f : V(!) ~ ~" ----+ 

~ definida en el conjunto V (!)de ~" y la .función 'P : D ( 'P) ~ ~ ---+ ~ definida en 
el conjunto V(cp)de ~.cuyo rango está contenido en V(!) (es decir, f(Dcp) ~ D(¡p), 
entonces se puede .formar la composición de 'P con f, que representamos por 'P o f : 
V ( 'P o !) ~ ~~~ ----+ ~ donde 

V(¡pof)={PEV(f):f(p)EV(cp)} 

174 



y regla de correspondencia 
('Po f) (P) = 'P (! (P)). 

Ejemplo 2.122 Hallar la función compuesta de la funcióon f(x,y) 
función ¡p(t) = ,ji 

y- x2 con la 

Solución. Para poder componer, la función f tiene que actuar primero, y después la 
¡p.En efecto, en esquema, resulta 

f(x, y) = xy- x 2y 
¡p(t) =,ji 

~n 

(x,y) 

de donde, la composición buscada, será: 

f __, 

h(t) = (¡pof)x,y) = (¡p)(f(x,y)) =¡p(y-x2 ) = Jy-x2 

;; 

Observe que la función resultante de la composición solamente estará definida para 
aquellos puntos (x, y)en los cuales se cumpla que y- x 2 ::::O, es decir, 

D(h) = V(¡pof) = {(x,y) E ~2 : y:;::: x 2 } 

2.15.2 Gráfica de una función de dos variables 

Definición 2.47 Sea f : A --t B definida por w = f (u), el grafo de f es el subconjunto 
de A x B denotado g (!) y definido por 

y(!)= {(1¿, f (u)) E A x B: u E A}. 

Observación 2.14 1.La representación gráfica del grafo de una función se denomina grá­
fica de la función. 

2. Si f : V (!) <;; ~~~ --t ~ es una función real de variable vectorial, para obtener la 
gráfica de la función en el espacio ~n dibujamos 

w = f (u) con u E V(!). 

3. Dada la gráfica de una función f, 

Para determinar \ se proyecta ortogonalmente la gráfica sobre \ 

V(!) el espacio ~n 
R(f) el eje vertical 

Así, 
V(!)= O y R(f) = [c,d]. 

Definición 2.48 Sea f : V(!) <;; ~~~ --t ~ es una función real de variable vector­
ial. Definimos la gráfica de la función f como el subconjunto del espacio ~n+l que consta 
de todos los puntos ((x¡, x2, ... , x,), w) en ~n+l tales que 

w = f(x¡, x2, ... , x,), pam (x¡, x2, ... , x,., w) en V (!).Es decir, 

En el caso de n = 1: 
Funciones de una variable. La gráfica de una función de una variable, por lo 

general, es una curva en el plano. 
Un punto (x, y) del plano para e»Üu situado en la gráfica ha de cumplir dos condiciones: 

en primer lugar, que su primera coordenada, x,esté en el dominio ele la función, x E D (!); 
y en segundo lugar, que su segunda coordenada, y, sea la imagen, 
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mediante la función de la primera, es decir, y= f(x). En base a esto, los puntos (x,y) 
de la gráfica se pueden expresar de la forma (x,f(x)).Es decir, 

9(!) = {(x,y) E JR;2 : y= f(x),x E D(.f)} 

o bien, de manera esquemática, 

(x,y) E 9(!) {=} {x E D(f): y= f(x)} 

Funciones de dos variable. La g¡·áfica de una función de dos variables f(x, y) es el 
conjunto de puntos del espacio (x, y,.:::) pam los cuales se tiene que 
.::: = f(x,y), (x,y) E D(f). 

9 (!) = {(x, y,.:::) E R3 :.::: = f(x, y), (x, y) E D (!)} 

Es decir, 
(x,y,.:::) E 9(!) ~.::: = f(x,y),(x,y) E D(f) 

La gráfica de una función de dos variables será una superficie en el espacio. La proyec­
ción de la gráfica sobre el plano horizontal coincide con el dominio de la función. 

Definición 2.49 Sea f : rl <:;; R" _, R y sea k E R. Entonces el conjunto de nivel del 
valor k se define como todos los puntos P E rl tales que f(P) = k.Se denota por 

r., :={PE rl: f(P) =k, k E JR;} 

Ejemplo 2.123 Dada f(x,y) = x 2 +y2 .EsbozarS la gráfica de f, hallando y gra.ficando 
las inte1·secciones de S con los planos coordenados (trazas) y las curvas de nivel 

Solución. 
Dorn(f) = R2 

rk={(x,y)ER2 :f(x,y)=k} parakER. 

Las curvas de nivel de valor k : 

x2 y2 x2 y2 
rk : 9 + 4 = k ==? rk : 2 + 2 = 1, k > o 

(3vik) (2vik) 
Si k> O, vemos que son elipses, de centro V (0, O), con eje mayor el eje X. 
ro : es el punto (0, 0). 
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·8 

-4 _, 
_, 

-6 

Las trazas a los planos coordenados(intersección de la gráfica de f con los planos 
coordenados Px 7. y Pv x). 

Txx :: = G1·(!) n Pxz := { (x, y , z) E R 3 
:. = = % , y =O }es una parábola. 

Ty;;; := GT(f) n T-'y z := { (x, y,;;) E R 3 :;; = U:x =O }es una parábola. 

La gráfica de f , usando las trazas y las curvas de nivel es : 

10 10 

Ejemplo 2.124 Dada la función f(x ,y) = vY -x2 . 

a)Hallar- y gm.ficm· el dominio de f. 
b )Esbozar- la gráfica de f , hallando y gmficando las inter-secciones de S con los planos 

cooTdenados ( tmzas) y las cur-vas de nivel 

rk = {(x , y) E IR2
: f (x ,y) = k} pam k= 0, 1, 2. 

Solución. 
a)D(f) = {(x,y) E JR2 : y 2': x 2 } 
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_, 
-2 - 1 

-1 

-2 

_, 

b)Las curvas de nivel de valor k: 

rk = {(x,y) E D(f) : f (x,y) =k} para k E R 

rk: Jy- x 2 =k{=} rk: y= x 2 + k 2
. 

Si k 2: O, vemos que son parábolas, de vértice V (0, k 2 ) , se abre hacia el eje positivo 
de Y. 

ro:y=x2
. 

rl : y= x 2 + 1 
r2 : y= x 2 + 4 
Las trazas a los planos coordenados(intersección de la gráfica de f con los planos 

coordenados Pxz y Pyz). 
Txz :no existe 
Tyz := GT(f) n Pyz := { (x, y , z) E R 3 : z = .¡y , X =o } o 

\ 
\ 

· -1" 

_, - 2 -1 

&~ 6 5 
-1 
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La gráfica de f, usando las trazas y las curvas de nivel es : 

Ejemplo 2.125 Grafica¡· la .función:f(x, y)= x +y- 3 

Solución. El dominio de la función es D(f) = R2 . 

Para representar la función ponemos.: en vez de f(x, y),de donde se tiene: .: = x+y-3, 
es la ecuación de un plano eu el espacio. 

Para visualizar el plano en el espacio representamos el triángulo formado por los tres 
puntos en los que el plano corta a los ejes de coordenadas. 

Para hallar las coordenadas de un punto de un plano se dan valores arbitrarios a dos 
de las variables y se calcula el tercer valor a partir de la ecuaci 'on del plano. En nuestro 
caso, se da el valor cero a dos de las variables y se calcula el valor correspondiente de 

la otra variable: 
X y .: 

o o -3 
3 o o 
o 3 o 

Las curvas de nivel de valor k : 

rk {(x,y)ED(f)=R2 :f(x,y)=k} parakER 

rk x +y- 3 =k {==> rk : x +y = k+ 3 

rk {(x,y)ER2 :x+y=k+3}cR2. 

Para k E R, vemos que es una familia de rectas. 

ro X +y= 3 

r1 x +y= 4 

r2 x+y=5 

Las trazas a los planos coordenados(intersección de la gráfica de f con los planos 
coordenados Pxx y Pvx). 

Txx := G1·(!) n Pxx := { (x, y,.::) E R3 : .: = x- 3 , y =O } es una recta. 
Tvx := Gr(f) n Pvx := { (x, y,.:) E R3 :.:=y- 3, x =O } es una recta. 
La gráfica de f , usando las trazas y las curvas de nivel es : 
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' 
)-, 

Ejemplo 2.126 Dada la función 

x2 
f (X,1J) = -. 

y 

Esbozar S la gráfica de f, hallando y .IJI'Il]icrmdo la.~ ·itt.tc1·seccíones de S con los planos 
cnonlenados ( tm::a.s) y la.Y c·u1·vrLS de nivel 

N.,= {(x,y) E ll2 : f (x,y) =k} pam k= -1,0, l. 

Solución. 
Dom(f) = ll2 - { (x, y) E R2 :y =O } 
Las curvas ele nivel de valor k: 

:¡·'J. 
rv~. · ..:...._ -- k {==} r" · :~· 2 - ky . '. y -- .. ' - . 

Si k i' O, vernos que son parábolas, de vértice 11 (0, O), sin el origen de coordenadas. 
N_¡ : :1'

2 =-y, y f O 
No : x = O, y t O, el eje Y sin el origen. 
N¡ : x 2 =y, y f- O 
Las trazas a los planos coordenados(iuterseccicín de la gráfica de f con los planos 

coordenados 'Px x y 'Py x) son: 
Tx x :no existe 
1:v:Y := G1'(f) n'Pxz := {(:1:,y,::) E R 3 : ~=O, x =O}= {(O,y,O): y f- O}. 
Tyx := G1'(!) n 'Pyz := { (x, y,.:) E ll3 : x =O , :: =O } = {(0, y, O) :y f- O }. 

... .J 

5 5 
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La gráfica de f , usando las trazas y las curvas de nivel es : 

_1 ----

·-- l . ··-.. .-· 
...... ~·· 
' . ' 

Observación 2.15 La ecuación del plano se generaliza al espacio de n dimensiones me­
diante lo que se denomina hiperplano. Asi, tenemos las siguientes representaciones: 

f(x) = ax + b Recta en el plano 
f(x, y)= ax +by+ e Plano en el espacio 
f(xl> ---,Xr,) = a1x1 + a2x2+ · · · +anXn + b Hiperplano en JR"+l 

2.16 Límites 

Una aplicación f: R"---+ Rrn, n, m 2: 2, la denominamos campo vectorial. 
En el caso en que m = 1 la denominamos campo escalar. 

Cualquier límite debe definirse en puntos de acumulación del dominio de una función. 
Un punto de acumulación Po de dom(f) es un punto de R" (que puede pertenecer o 

no a darn(f)) que tiene la propiedad de que tan cerca como se quiera de él, deben existir 
puntos P (/=Po) de darn(f). 

Cuando consideramos funciones de una sola variable el concepto de límite 
está referido a la aproximación que hacemos a un punto ya sea por la derecha o 
por la izquierda. En el caso de campos vectoriales la aproximación a un punto 
puede hacerse por infinitos caminos. Iniciemos con unos ejemplos: 

f(x,y) = { 1l'!u2 s~ (x,y) /= (0,0) 
O s¡(x,y)=(O,O). 

Si dejamos una variable, por ejemplo x, fija vemos que f(x,y) se aproxima 
a O cuando y se aproxima a O. Pero si tomamos la recta x = y entonces 
f(x, y) = ~ y, aunque (x, y) se aproxime a (0, 0), no se tiene que f(x, y) se 
aproxime a O. 

La siguiente definición es la formalización del hecho intuitivo: el límite de f en Po es 
l , si corno sea que se torne P E dom(f) "muy cerca" de Po , entonces f(P) estará "muy 
cerca" de l . 

Definición 2.50 Se dice que el número r-eall es el limite de f en P0 , si para cada E > O 
que se considere existe un ó > O (por lo general, ó depende de e y de Po) tal que: 

Si PE dom(f),O < IIP- Poli< ó ==? lf (P) -11 <e 
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En este caso escribimos: lim f (P) =l. 
P---.---.-......1-'o 

Definición 2.51 (Límite de una función en un punto en el plano). Sea f una 
.función de dos variables definida en un disco abierto centrado en (x0, Yo), excepto quizas 
en el punto (xo, yo). Entonces, 

lim f(x,y) = l 
(x,y)---+(xo,yo) 

si y sólo si para cada E: > O existe un correspondiente ó > O tal que lf ( x, y) - 11 < E:, 

siempre que 
0 < V17

( x---X--.,0 )"2 -+-:(~y---Y-0 )"'2 < Ó. . 

Gráficamente, esta definición de límite significa que para un punto cualquiera (x, y) 
situado en el disco de radio ó, el valor f ( x, y) está comprendido entre L - E: y L + E:. 

Hay que tener en cuenta que para que exista el límite todos !os puntos del entorno 
tienen que tener su imagen aproximadamente a la misma altura (entre L - E: y L + E:). 

Si unos puntos del entorno se aproximan a un valor y otros a otros, entonces el límite no 
existe. 

En la definición de límite, el punto en cuestión no cuenta. Es decir, da igual cuál 
sea el valor de f(xo, Yo), incluso da igual que no exista dicho valor. Al poner O < ó nos 
estamos ocupando de todos los puntos del el-entorno, salvo del centro. No obstante, hay 
que advertir que en el cálculo de límites de funciones continuas dicho valor sí que adquiere 
gran importancia. 

Esto es lo que no sucede en el ejemplo anterior, podemos tener puntos (x,y) E R 2 

tales que ll(x, y)- (0, 0)11 sea muy pequeña y no obstante i.f(x, y)- 01 = l 
A partir de la definición se pueden demostrar teoremas similares a los teoremas sobre 

límites conocidos de las funciones del Cálculo. 

2.16.1 Propiedades de límites de función vectorial 

Proposición 2.17 Si fes una .función de R" a R tales que limp_, Po f (P), y limp_, /'o g (P) 
existen y si Po es un punto de acumulación de V (!) n V (g), entonces 

1. limp_, Po {.f (P) + g (P)} = limp_, Po f (P) + limp_, f'o g (P) 
2. !imp_, l'o >.f (P) = Alimp_, I'o f (P) 
3. limp_, f'o f (P) .g (P) = (limp_, Po f (P))(!imp_, ¡•0 g (P)) 

4 !. fJ.f3. limp_ Po f(P) . ¡· (P) _¡_ O 
. lmj•_, Po g(/') = limp- Po g(l'), sz lmp_, l'o g r . 

Omitimos la prueba de esta proposición, ya que es la misma que la ele la proposición 
correspondiente para funciones de R en R. 

Ejemplo 2.127 Demostrar, usando la definición, que: 

lim y2 - xy = 3. 
(:c,y)---+(2,-1) 

Solución. 
Dado E> O existe un ó >O tal que si para todo (x, y) E R 2 y O< .j(x- 2) +(y+ 1)2 < 

ó ==? jy2 - xy- 3~ <E . 
Expresamos jy - xy- 3j en términos de jx- 21 y IY + 1j. 
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Si O< J(x- 2) +(y+ 1)2 < 8, entonces lx- 21 < 8 y IY + 11 < 8. 

IY2
- xy- 31 [(y+ 1)- 1]2

- [(x- 2) + 2] [[(y+ 1)- 1]]- 31 

[(y+ 1)2
- 2(y + 1) + 1] - [(x- 2)(y + 1)- (x- 2) + 2(y + 1)- 2]- 31 

(y+ 1)2 - 2(y + 1)- (x- 2)(y + 1) + (x- 2) + 2(y + 1)1· 
IY2

·- xy- 31 :::; IY + 11
2 

+ 2ly + 11 + lx- 2IIY + 11 + lx- 21 + 2ly + 11 

Para simplificar esta expresión podemos restringir la elección de 8 de modo que 
8:::; l.Entonces, lx- 21 < 1 y IY + 11 < 1 y 

IY 2 
- xy- 31 < 8 + 28 +8 + 8 + 28 = 78. 

Por lo tanto, si elegimos 8 =mín{ 1, ~}, 

siempre que O< J(x- 2) +(y+ 1)2 < 8. Lo que prueba lo pedido. 

Ejemplo 2.128 Usando la definición de límite, probar que: 

lim x2 + y2 = O. 
(J,y)~(o,o) lxl + IYI 

Solución. 
D(f) = R 2

- {(0,0)}. 
Por demostrar que 

VE >0, :J8>0:(x,y)ED(f) /\0<)x2 +y2 <8=>1~~:r:~l< E 

Observemos que : 

De O < J x2 + y2 < 8 se tiene: 

lxl :::; ,jx2 +y2 < 8 ==> lxl < 8 
IYI :::; V x2 + y2 < 8 ==> IY 1 < 8 
lxl :::; lxl + IYI ' IYI:::; lxl + IYI ;Vx,y E R 

Dado E > O tenemos 

Por tanto, basta elegir 8 = %. 
Proposición 2.18 Si f es una .función de R" a R tal que !imp~ p0 f (P) = l , cp es una 
función continua en l , y Po es un punto de acumulación de V ( cp o f), entonces 

lim cp (! (P)) = cp (l). 
JJ____.Po 

Prueba. 
La prueba es la misma que la prueba de la proposición correspondiente para funciones 

de R en R. 
Tomemos E > O. Como cp es una función contínua en 1, existe un número 8 > O tal que: 
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lrp(y)-rp(l)l<csiempreque yEV(rp) y ly-li<O". 

Como limp_, Po f (P) = l,existe un número t5 >O (por lo general, t5 depende de e y de 
Po) tal que: 

Si PE V(!), O< IIP- Poli< t5 ==} lf (P) -11 <O' 

Si PE V (rp o f) y O< IIP- Poli < t5, entonces lf (P) -11 <O' y I'P (f (P))- 'P (f (1))1 < 
c. 

Esto prueba que lim rp (J (P)) = <p (l). 
p---¡.J">o 

Proposición 2.19 {El teorema del emparedado) 
Si f y g son funciones de R" a R tales que si existe una bola abierta B (Po; r·) tales 

que 
{i) g(P):::; f(P):::; h(P) paro todo PE (B(Po;r) \{Po}) nV(fng) 
{ii) lim g (P) = lim h (P) = l, 

P---+ Po P---+ Po 
entonces lim f (P) existe y 

P--+Po 

2.16.2 Limites restringidos 

lim f (P) =l. 
P---+Po 

Cuando existe lim f (P) = l, cualquiera que sea la forma en que ¡;e tome PE dom (!), 
P---+lb 

próximo a Po, siempre se tendrá f(P) próximo a l. Fijada una tal forma, tenemos lo que 
se llama un límite restringido de la función f en Po. 

Por lo general, las formas que se toman son curvas r, contenidas en el dominio ele la 
función f, para las cuales Po es un punto ele acumulación. 

Escribimos lirn f (P) = l, para un tal límite restringido. 
P---+Po 

PET 

El siguiente teorema es claro a partir ele la definición ele límite. 

Teorema 2.26 Si lim f (P) = l, entonces para cualquier· cur'Va r, en el dominio de la 
/)--+Po 

función f y tal que Po es un punto de acumulación de ella, se tiene: lim f (P) = l. 
P---+l'o 

PEr 

Nota. El teorema sólo es útil para demostrar que lim f (P) no existe: 
P---+1-'o 

(i)Mostrando que un cierto límite restringido no existe, o, en su defecto, 
(ii)Hallando dos límites restringidos diferentes. 
Inexistencia de límites 
Cuando no sepamos calcular un límite, intentaremos demostrar que dicho límite no 

existe. Esto lo podernos hacer por dos métodos: 
Mediante los límites restringidos. 
Mediante los límites iterados. 

Límites iterados 
Para el cálculo de límites ele funciones de varias variables es necesario hacer 

uso de los conocimientos que tenernos de límites de funciones de una sola 
variable. Por ejemplo: Si querernos calcular 

lim f(x,y) 
(:~:,y)-> (a,/J) 
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estamos tentados a calcularlo primero buscando ellim"'~ a. f(x, y), dejando 
la variable y fija, y al resultado que obtenemos le aplicamos limy~ ¡, . Esto es, 
calculamos 

o también 

,E.m" {:J!__.m
1
, f(x, y)} 

Estos límites los llamamos límites iterados. Desafortunadamente éstos no 
nos lleva siempre a feliz término. En general tenemos que 

lim(,;,y)~ (a,/!) f(x,y) 
# limy~ b {limx~ a f(x, y)} 
# lim,"- a {limy- ¡, f(x, y)}. 

Inclusive, podemos tener que 

y no obstante 

lim f(x,y) # lim { lim f(x,y)}. 
(:~:,y)- (a,b) y- b ,,_ a. 

Veamos algunos ejemplos: Consideremos la función 

Nótese que 

Yl~:n0 {}!_.m
0

f(x,y)} = }!_.m
0 

{J!_.m
0

f(x,y)} =O. 

Ahora, cuando tomamos x = y vemos que f ( x, y) = 1 y cuando y = 2x 
vemos que 

x2 
f (x, y) = 4 4x2 + 1 

Esto nos indica que lim(x,¡¡)~ (O,O) f(x, y) no existe debido a que si (x, y) --> 

(0, O) por la recta x =y, entonces f(x, y) --> l. Y si (x, y).:.... (O, O) por la recta 
y = 2x,entonces f ( x, y) --> O 

O más extraño aún, podemos tener que 

}!_.mb {J!_.~J(x,y)} # }!_.~, {J~J(x,y)} 
y no obstante lim(x,¡¡)- (a,b) f(x,y) existe. Por ejemplo 

f(x, y) = { xsen (t) s~ y #O 
0 Sl y= 0. 

En este caso, puesto que lf(x,y)J = lxsentl::; Jxl, tenemos que 
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lim f(x,y) =O 
(:r,u)~ (0.0) 

y 

lim { lim f ( x, y)} =/= lim { lim f ( x, y)} , 
y___,. o ;/;-- o :r:---t o u- o 

el primer límite es cero y el segundo simplemente no existe. 
Ahora, Cuando, entonces, tenemos que 

lim J(x,y) = lim { .. ,.l_!_.m,,f(x,y)} = ..•. 1~1,, {.,~i__.m1,f(x,y)} ? 
(>:,:y)-> (n,iJ) y-> ¡, ~ ,~ 

Sólo si: 
l. lim(:r:,y)-> (aJ1) f(x,y) existe y 
2. Los límites iterados existen y son iguales. 
De los ejemplos anteriores concluímos que no hay métodos segnros para 

calcular el límite de una función de varias variables. El uso de los límites 
iteredados nos puede servir para sospecha¡· quien puede ser el posible límite de 
la función. Sólamente la definición es la que nos da la certeza de la existencia 
del límite de la función. 

Límites restringidos 

Aunque la definición de límite de funciones de dos variables va en total paralelismo con 
la definición de límite de funciones de una sola variable, existe una diferencia fundamental 
a la hora de determinar la existencia ele un límite. En una variable, la existencia del 
límite, es equivalente a la coincidencia de los límite laterales. Es decir, para determinar si 
una función de una variable tiene límite en un punto determinado, solamente necesitamos 
comprobar qué ocurre al aproximarnos por dos direcciones -por la izquierda y por la 
derecha-. Si la función tiene el mismo límite por la izquierda y por la derecha podemos 
concluir que el límite existe. Si embargo, en dos variables esto no es así 

En dos variables, en principio, no tiene sentido hablar del límites laterales ¿qué sig­
nifican derecha e izquierda en el plano?, por eso hablarnos de límites ¡·est1ingidos, ya 
que, en dos variables existen infinitos caminos para acercarnos al punto, es más, podemos 
acercarnos siguiendo un camino recto o un camino curvo. Es decir, al escribir 

(x, y) ----> (xo, Yo) 

entendemos que el punto (x, y)se aproxima al punto (xo, yo) en cualquier dirección. Y, 
para que exista el límite, los límites siguiendo todas las direcciones o trayectorias tienen 
que coincidir. La exigencia ele la definición a todos los puntos del disco o entorno significa 
todas las posibles formas de aproximarse. En consecuencia, para ver que una función no 
tiene límite en un punto se siguen varios caminos de aproximación al punto y si la función 
tiene un límite distinto por cada camino, entonces el límite "doble" no existe. El problema 
será determinar si existe un camino que conduce a otra parte. En la práctica los caminos 
que se suelen seguir son rectas y parábolas. (El camino por rectas se sigue cuando las 
potencias del denominador son del mismo grado, y el camino por parábolas cuando son de 
distinto grado, intentando igualar los grados). No debe olvidarse que la recta ha de pasar 
por el punto en cuestión, es decir su ecuación ha de ser y- Yo = rn(x- xo). 

Ejemplo 2.129 Analiza·r si los sig'Uientes Um'ites e:L'isten. Just'dicar su ·resp'Ucsta. 
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. x3 _ y2 
a) . hm -.-3--

(:r:.¡¡)-•(O,O) X + y 

b) lim x(:c-2) 
(x.y)~(2,-3) Y + 3 

Solución. 
a)Tomando límites restringidos a los caminos e : y= mx3 . Entonces 

x 3 - y 2 x 3 - (mx3
)

2 
1- m2x3 1 

lim --- = lim = lim -
(:,;,¡1)~(o.o) x3 +y :e-o x3 + mx3 x~o m+ 1 - m+ 1 · 

(:c,y)EC 

Para m = O, el límite es 1 

Para m = 1 el lí;ite 
2
es ~. 

Así, lim x 
3

- y no existe, pues dos límites restringidos son distintos. 
(:c,y)-(0,0) X +y 

b)Tomando límites restringidos a los caminos e : y+ 3 =m (x- 2). Entonces 
lim x(x -2) = lim x(x- 2) = lim !!?_ = !, 

(:~:,y)~(2,-3) y + 3 x~2 m (x - 2) :c~2 m m 
(:~:,y)EC 

Para m= 1, el límite es 2. 
Para m = 2, el límite es l. 

x (x- 2) 
Así, lim 

3 
no existe, pues dos límites restringidos son distintos. 

(:c,¡¡)~(2,-3) Y + 

xy2~ 
Ejemplo 2.130 Demostrar que lim 2 2- _2 =O. 

(x,y,z)~(o,O,O) X +y +-
Solución. 
Observemos que: y2 ~ x2 + y2 + :::.2, Vx, y,;; E R, 

0<1 2 xy:;; 2 1< 2 y: lx:::.l<lx:::.l, (x,y,:::.)#(O,O,O). 
- X + y + ;; - X + y + ;;2 -

Como lim lx:::.l = O. Por el Teorema del Sandwich, resulta 
(:c,y.z)-(0.0.0) 

. 1 xy2;; 1 hm 2 2 -2 =O. 
(:c,y,z)-(0,0,0) X +Y +-

. xy2;; 
Luego, hm 2 2 _2 = O. 

(:&,1/,Z)-(0,0,0) X +y +-

In [ (x2 + y2 + 1)2x] 
Ejemplo 2.131 Demostrar que . lim 2 2 =O. 

(:c,y)~(O,O) X +y 
Sugerencia. Usar la desigualdad: In(;;+ 1) ~;; ; ;; ~O. 

Solución.Observemos que: In (x2 +y2 + 1) ~ x2 +y2;Vx,y E R, 

o ~ In[{x2+y2+1)2"'] =12x ln(x2+y2+1)1 
x2 + y2 x2 + y2 

o ~ 
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Como lim 2lxl = O.Por el Teorema del Sandwich, resulta 
(x,y)~4(0,0) 

lim 
(x,y)->(0,0) 

xy-x-y+1 
Ejemplo 2.132 Usando la definición de límite probar que lim -11=;;=~=;¡==::~==:c==:: (:~:,y)-->(1,1) y x2 + y2 - 2x - 2y + 2 
o. 

Solución. 
D(f) = R 2 - {(1, 1)}. 
Por demostrar que :dado E > O , 3 6 > O : 

(x, y) E D(f) A o< /ex- 1)2 +(y- 1)2 < 6 ==* (x-
1
) (y-

1
) -o < E /ex- 1)2 +(y- 1)2 

Análisis preliminar : 
Observemos que : 

De O< V(x- 1)2 +(y- 1)2 < 6 se tiene: 

IY- 1 1 ::; /ex - 1)2 
+(y- 1)2 < 6 ==* IY- 1 1 < 6. 

Dado E > O tenernos 

(x- 1) (y- 1) = l(x- 1)l IY- 1 1 ::; IY- 11 < 6. 

/ex- 1)2 
+(y- 1)2 /ex- 1)2 

+(Y- 1)2 

Por tanto, basta elegir 6 =E . 

Ejemplo 2.133 (a)Demostrar que el (0, O) es un punto de acumulación de la curva r 
c1tya ecuación es 

X = 
4 

- J1if+Y4 ; Y =/= 0. 
y 

Sugerencia.Basta demostrar que lim x = O. 
lj-JoÜ 

x4y2 
(b) Usa·r la parte (a) para demostrar que lim 2 no existe. 

(:r.,:v)->(0,0) (8x + y3) 

Solución. 

( ) l
. 4- )16 + y4 l' 16- (16 + y4) y3 

a 1m = 1m = lim = O 
y->0 y IJ-->0 y ( 4 + )16 + y4) u~o 4 + )16 + y4 · 

Tomando límite restringido al camino C : y = O. Entonces 
x4y2 O 

lim 
2 

= lim --2 = O. 
(:v,y)->(0,0) (8x + y3) :~:->0 (8x) 

(:~:,y)EC 
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(b)Considerando la curvar de la parte (a), 

X 

x4y2 
lim 2 (:c,y)-(0,0) (8x + y3) 

(:~:,y)EC 
4 2 

Así, lim x y 2 no existe, pues dos límites restringidos son distintos. 
(:~: ,y)-->(0,0) (8x + y3) 

Ejemplo 2.134 (Calculando límites direccionales). Probar que el siguiente límite 
no existe. 

lim ~. 
(:c,y)->(O ,O) .x 2 + y 2 

Solución. 
Tornando límites restringidos a los caminos e: ={(x,y) E B,. (0,0): y= mx}, 
nos acercarnos al origen a través de la recta y= mx.Entonces 

l
. xy 

1
. x(mx) 

1
. m 1n 

1m --- - 1m - 1m --- - ---
(x,y)-->(0,0) x2 + y2 - :c-->0 x2 + m2x2 - x-->0 1 + m2 - 1 + m2 · 

(x,y)EC 

Para m = O, el límite es O 

Para m = 1 el límite es ~. 
Así, lirn ~ no existe, pues dos límites restringidos son distintos. 

(:~:,y)-(0,0) X +y 

Ejemplo 2.135 Demostrar que el siguiente límite no existe 

y2 
lim --

(x,v)--(O,O) X + y 2 

Solución 
Tomando límites restringidos a los caminos e : = { (x, y) E B,. (0, O) : X= my2}, 
nos acercarnos al origen a través de trayectorias parabólicas x = my2. Entonces 

l. y2 l' y2 1' 1 1 Jm ----- = Jm = lffi ~~---
(;¡:,y)-(0,0) x + y 2 "'-o m 2y4 + y 2 ,,_,o m 2y 2 + 1 m 

(:~:,y)EC 
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Para m= 1, el límite es 1 
1 

Para m = 2 el límite es 2. 

A ' l' y
2 

• t d l' . t . . 1 d' t' t s1, HU ---
2 

no ex1s e, pues os Imites res nng1c os son JS m os. 
(:~:,y)~(o,o) x +y 

Ejemplo 2.136 Demostm1· que el siguiente límite no existe. 

2x2y 
lim ---

(x,11)~(o,o) x4 + y 2 

Solución 
Tomando límites restringidos a Jos caminos 

e:= {(x,y) E Br(O,O): y= mx2}, 

nos acercamos al origen a través de trayectorias parabólicas y = rnx2 .Entonces 
2x2y 2x2 ( mx2) 2m2x4 2m2 2m2 

Jim --- = lim = lim = lim --- = ---. 
(:t:,u)~(o,o) x4 + y2 :r.~o x4 + (mx2)2 :c~o x4 + m2x4 :c~o 1 + m 2 1 + m 2 

(x,y)EC 

Para m = O, el límite es O 
Para m = 1 el límite es l. 

A Í l. 
2x

2
y · t d l' · t · · l ¡· t' s , 1m -

4
--

2 
no ex1s e, pues os 1m1tes res rmgK os son e 1s mtos. 

(:~:, 11 )~(o,o) x +y 

Ejemplo 2.137 Demostrar que el siguiente límite no existe 

Solución 

lim 
(:r.,y)~( -5,-2) 

x (x- 5) 
y+2 

Tomando límites restringidos a los caminos 

e : = { (X, y) E B1. ( 5, -2) : y + 2 = m ( x - 5)} , 

nos acercamos al punto (5, -2) a través de de la recta y+ 2 =m (x- 5) .Entonces 

lim x (x- 5) = lim x (x- 5) = lim ..::_ = ~-
(x.u)~(-5,-2) y+ 2 :c~5 m (x- 5) :c~5 m m 

(:~:,y)EC 

Para m = 1, el límite es 5 
Para m= 2 el límite es l 
Así, lim x (x- 5) no existe, pues dos límites restringidos son distintos. 

(:t:,y)~(-5,-2) y+ 2 

Ejemplo 2.138 Demostrar que no existe el siguiente límite 

( 1) 5 

l
. x-
Im 3 . 

(x,y)~(l,O) y3 +y (x- 1) 

Solución. Tomando límites restringidos a los caminos e: = { (x, y) E Br (1, O) :y= m (x- 1)2 

nos acercamos al punto (1, O) a través de trayectorias parabólicas y= m (x- 1)2 .Entonces 

L l
. (x - 1)5 

llll 3 
(:c,y)~(!,O) y3 +y (x- 1) 

C¡;,y)EC 

. (x-1)5 

= hm 6 " 
.Hlm3(x-1) +m(:r-1)" 

L l
. 1 1 
lm ---;,..-;--~--

:r-~1 m3 (x- 1) +m m 
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Para m= 1, el límite es l. 

Para m = 2, el límite es ~. 
(x- 1)5 

Por lo tanto, lim 3 no existe, pues dos límites restringidos son dis-
(:~:,y)-->(1,0) y3 +y (x- 1) 

tintos. 

Ejemplo 2.139 Demostrar que el siguiente límite no existe. 

3x2- y2 
lim 2 2 

(:~:,y)-->(0,0} X + 3y 

Solución 
Tomando límites restringidos a los caminos 

C := {(x,y) E Br (0,0): y= mx}, 

nos acercamos al origen a través de rectas y = mx. Entonces 

l. 32"-y~ 1. 3x2 - (mx)
2 

1. 3-m2 3-m2 

Jm = Jm = Jm . 
(.7:,!J}-->(O.O) '" +311 :r:-->0 x2 + 3 (mx) 2 :v-->0 1 +3m2 1 +3m2 

(:v,y)EC 

Para m = O, el límite es 3 
Para m = 1 el límite es!. 

3 2 2 
Así, lim .J+~·~ 2 no existe, pues dos límites restringidos son distintos. 

(:q¡)-->(0,0), .1 

Ejemplo 2.140 Demostrar que el siguiente límite no existe. 

l
. xy2 
Jm ---

(x,y)-•(0,0) x 2 + y 2 

Solución 
En este ejemplo ilustraremos el uso de las coordenadas polares: Si hacemos el cambio 

de variables x = r·cosB, y= r sen(} 
obtenemos 

xy2 2 
-

2
--

2 
= rcosBsen B. 

X +y 

Puesto que jr cos Bsen2Bj :=:; r y r _, O si y sólo si (x, y) _, (0, O), deducimos 
que por el Teorema del Sandwich, resulta 

2 
lim __3}j__ = O. 

(a:,11)->(0,o) x2 + y2 

Ejemplo 2.141 Dada la función f : R 2 _, R, definida por 

{ 

x3 _ y3 

f(x,y)= ~' 
si xy =1- O 

si xy O 

Analizar la existencia del límite lim f ( x, y). 
(x,¡¡)-->(u,b) 

Solución. 
·Cuando (a, b) es tal que a =1- O y b =1- O, entonces 

. . x3-y3 a3-b3 
hm f(x,y) = hm --- = --

(:r:,y)-->(n,b) (:~:,¡¡)-->(n,b) xy ab 
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(o por cociq1tes de límites). 
·Cuando (ú, b) es tal que b #O, entonces 

x3- b3 
lim f(x,y) = lim f(x,b) = lim --b- = ±oo. 

(,;,y)->(O,iJ) :~:->0 :r:->0 X 

·Cuando (a, O) es tal que a# O, entonces 
a3 _ y3 

lim f(x,y) = lim f(a,y) = lim --- = ±oo. 
(x,y)-.(u,O) y->0 y_,o ay 
·Cuando (a, b) = (0, O) tenemos que al evaluar dicho límites por el camino 
e : y = mx2 ,entonces 

x3- ('mx2)3 x3- m2x6 
lim f(x,y) = lim f(x,mx2 ) = lim --,-"--=-'- = lim ---;;--

(:~:,11)_,(0,0) (:¡;,¡1)_,(0,0) x_,o x (mx2) :r_,o mx3 
(:r:,y)EC 

Luego el límite dado no existe, por depender de m. 

2.17 Continuidad de funciones de varias variables 

m 

Definición 2.52 Una .función .f es continua en Po si se cumple lim f (P) = f (Po). 
P--+/h 

Proposición 2.20 Si las funciones f y g son .funciones de R" a R continuas en Po,entonces 
f ± g, fg y{¡ (siempre que g (Po) #O) son continuas en Po. 

Proposición 2.21 Si f es una función de R" a R continua en Po y'{! es una función de 
R en R continua que es continua en f (Po) , entonces '{!o f es continua en Po. 

Demostración. 
Si Po no es un punto de acumulación de V ('{!o!), entonces '{!o f es continua en Po.Si 

Po es un punto de acumulación de V ('{!o!) ,entonces, como V ('{!o !) e V(!) , Po debe 
ser un punto de acumulación de V(!) y lim f (P) = f (Po). 

1'--->l'o 
Luego de acuerdo con el teorema de límite 

lim ('.f! o!) (P) ='{!(!(Po)) = ('.f! o f) (Po). 
¡)............_..Po 

Definición 2.53 Una función f es continua si es continua en cada punto de su dominio. 

Proposición 2.22 Las funciones polinómicas y las funciones mcionales son funciones 
continuas (en sus respectivos dominios). 

Ejemplo 2.142 Dada la .función f : R 2 ___.. R, definida por 

si (x, y) # (O, O) 

si (x,y) (0,0) 

Analizar si f es continua en (0, 0). 

Solución. 
Tomando límites restringidos a diferentes caminos, resulta 

2xy 
lim =O 

(:~:,y)->(O,o) J 4x2 + 3y4 

Observemos que: 
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O< 1 2xy_l < ~ iYi < iYi , (x, y) =1- (0, O). 
- ~ + 3y4 - J 4x2 + 3y4 -

Como lim ivi = O.Por el Teorema del Sandwich, resulta 
(:~:,y)-~(0,0) 

l. 1 2xy 1 O liT! -
(:q¡)-->(O.o) J 4x2 + 3y4 -

2xy . 
Luego, lim .¡; . = O = f (0, O) . Por lo tanto, f es contmua en (0, O). 

(:r:,¡¡)-->(0,0) 4x2 + 3y4 

Ejemplo 2.143 Sea la función f : R 2 --> R, definida por 

si (x,y) =f- (0,2) 

si (x,y) (0,2) 

Analizar· la. continuidad de las .func·ión f en (0, 2). 

Solución. 
Tomando límitc8 restringidos a los caminos C: ={(x,y) E Br (0, O): y- 2 = mx}, 

lim _x_0!__-_2)-
2 

= lim x(mx) 
2 

= lim . mx
2 

= lim ~ = ~. 
(:~:.y)-,(0,0) x2 +(y- 2) · :~:-->0 x2 + (mx) .~:-~o x 2 (1 + m 2) :r:-->0 1 + m2 1 + m2 

(:~:,y)EC 

Para m = O, el límite es O 

Para m = 2, el límite es ~. 
, . X (y- 2) 

As1, hrn 2 no existe, pues dos límites restringidos son distintos. Por 
(:,;,¡¡)-•(0,0) x2 + (y - 2) 

lo tanto, f no es continua en (0, 2) 

Ejemplo 2.144 Dada la función f : R 2 --> H., definida po·r 

{ 

sin2(x +y) , 
f(x,y)= jx2+y2 

o 
si (x, y) =f- (O, O) 

si (x,y) (0,0) 

(a)Demostmr que fes continua en R 2 - {(0,0)}. 
(b)Demostmr que f es continua en (0, 0). 
Sugerencia: Use la desigualdad 

isin ti :::; i ti , para todo t. 

Solución. 
(a)Para (x,y) =f- {(0,0)}. 
g(x, y) = sin2(x +y) es continua, pues es composición de funciones continuas. 
h(x, y)= ,fx2 + y 2 e~ continua, pues es composición de funciones continuas. 

Puesto que h(x, y) =f- (0, 0), se concluye que f = tes continua en R 2 - {(0, O)}. 

(bJPara (x, y) = (0, O) : 
Observemos que: Vx, y E R 
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O < lsin(x+y)l ~ lx+yl 

=> O~ lsin(x + Y)l
2 ~ lx + Yl

2 ~ (lxl + IYI)
2 

=> O~ lsin(x + Y)l
2 ~ lxl

2 
+ IYI

2 
+ 2lxiiYI 

O < 1 sin2(x +y) 1 < lsin(x + y)l
2 < (1:r:l

2 
+ IYI

2 
+ 2lxiiYI) _ < 

J x2 + y2 - J x2 + y2 - J x2 + y2 -

O < lsin2(x +y) 1 < ___ lxl_ ·lxl + lvl- ·lvl + 2 lxl ·lvl 
J x2 + y2 - Jx2+ y2 .¡72 + y2 Jx2 + y2 

O ~ ~~-~(x +y) 1 ~ lxl + IYI + 2lvl = lxl + 3lyl , (x,y) f (0,0) 
x2 + y2 

Como lim (lxl + 3lyl) =O. Por el Teorema del Sandwich, resulta 
(•r.y) ---(0.0) 

lim 1 sin?.(x +y) 1- O 
¡,,,!i)~(o.o) Jx2 +y?. -

sin2 (x+y) . 
Luego, lim ~ =O. Por lo tanto, fes contmua (O, 0). 

(:~:,y) --·{0,0) V x2 + y2 

Ejemplo 2.145 Demostrar· que no existe el siguiente límite 

2 

l
. X y 
nn 

(01:,y)~(o.o) 4x4 - 3x2y + y 2 

Solución. 
Tomando límites restringidos a los caminos C : y = mx2 .Entonces 

. x2y . x2 (mx2) 
lun 

2
=hm , 2 (;J;,:q)~{O,Q) 4X4 - 3x2y +Y or~O 4X4- 3x2 (mx2) + (mx2) 

(.1:,y)EC 

mx4 m 
= lim ------- = . 

:1HO x4 (4- 3m+ m2) 4 -3m+ m 2 

Para m = O, el límite es O 
1 

Para m = 1 el límite es 2. 
, . x2y 

As1, lun 4 2 2 (•~'.Y)~(o,o) 4x - 3x y+ y 

Ejemplo 2.146 Dada la .{1mción f : R 2 
-> R, definida poT 

{ 

6x3 + xy2 

f (x,y) = 3x2 +y2' 
O , si 

s·i (x, y) 

(x,y) 

Analiza·r la continuidad de las función f en (O, O). 

Solución 
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Es suficiente demostrar que el límite 

6 3 2 
lim x + xy =O= f (0, O) 

(:¡;,y)->(0,0) 3x2 + y2 

Observemos que: 

1

6x3 + xy21 3x2 y2 
o::; 

3 
2 2 ::;2

3 
2 2 lxl+

3 2 2 lxl:o;3lxl, (x,y)#(O,O). 
X +y X +y X +y 

Como lim 3lxl =O. Por el Teorema del Sandwich, resulta 
(:r:,y)->(0,0) 

6x3 + xy2 
Luego, lim 

(o:,¡¡)->(O,O) 3x2 + y2 

tanto, f es continua en (0, O). 

lim =O 
1

6x3 +xy21 
(:r:,y)->(0,0) 3x2 + y2 

, 6x3 + xy2 

= O. Por lo tanto, hm 
3 2 2 = f (0, 0). Por lo 

(:r.,y)->(0,0) X +y 
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2.18 Difuenciacion funciones de varias 

Derivada direccional de un campo escalar 

Definiremos el concepto de derivada en campos escalares para luego generalizar a campos 
vectoriales. 
Sea f : !1 e rn¡n -+IR. un campo escalar, y sea PE !1. Deseamos estudiar la variación 

de f cuando nos movemos desde P hasta un punto próximo. 

Teorema 2.27 Supongamos que f'(X +tY, Y) existe para todo tE [0, 1]. Entonces existe 
BE (0, 1) tal que 

f(X +Y)- f(X) = j'(X +BY, Y) 

Demostración: Es suficiente aplicar el Teorema del valor medio a la función g(t) = 

f(X + tY), tE [0, 1]. 

Definición 2.54 Dado un campo escalar f : !1 e rn¡n -+ !R.;P E !1, sea U un vector 
unitario de rn¡n, se llama derivada direccional de f en P según el vector unitario U y se 
denota y se define por 

Duf (P) = 8j(P) = lim f(P +hU)- f(P) 
au h~o h 

Interpretación geométrica 

Consideremos la recta L = { Q : Q = P + tU, t E R} 
que pasa por el punto P y tiene de vector director el vector unitario U .Sea la función 

g(t) := f(P +tU). 

aj(P +tU) 
Si una de las dos derivadas gt(t) o au existen, entonces también existe la 

otra y coinciden: 
En pm·ticular cuando t = O tenemos 

gt(O) = a~c;) = Duf (P) 

Luego la derivada direccional D,J (P) no es más que g'(O) pendiente de la recta tan­
gente a la curva en el punto (P, f(P) que resulta de cortar la superficie por el plano 
perpendicular al plano ;; = O que contiene a la recta L. 

Definición 2.55 Sea f : !1 e rn¡n -+ IR. un campo escalar, sea P E !1 si {e¡, e2, ... ,en) 
es la base canónica de rn¡n a la derivada, si existe, de f en P según la dirección ej para 
j = 1, 2, ... , n se le llama derivada parcial con respecto a la variable Xj se representa 

a¡ -a (x¡, ... ,xn) 
Xj 

Consecuencia. 

a¡ (P) = gt(O) = lim g(t)- g(O) 
aej t~o t 

l
. f(P + tei)- f(P) ¡m . 
t~o h 
r f(x¡, · ·., Xj-1, Xj + t, Xj+l, ... , Xn) - f(x¡, ... , Xj-1, Xj, Xj+l, ... , Xn) 
t~ h 

Hallar la derivada parcial respecto a la variable Xj equivale a derivar la función 
g : n e rn¡n -+ IR. que resulta de considerar en J(P),la componente x.i corno variable y las 
restantes corno constantes. 
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Observación 2.16 El simbolo Dkf(X) se llama la derivada parcial con respecto a la 
variable x.,. También se usan las siguientes notaciones para la derivada parcial: 

a¡(P) 
Dkf(P) = -"'- = f"k(P). 

VXk 

Estas notaciones las usaremos indistintamente. 

Definición 2.56 Sea f : !1 C IR11 -> IR y P E !1. Se llama gradiente de f en P y se 
representa \1 f(P) al vector 

(
a¡ a¡ a¡ ) \lf(P) = .,--- (P), .,--- (P), ... , .,- (P) 
vX¡ vX2 vXn 

cuyas componentes son las derivadas parciales de f en P 

Ejemplo 2.147 Dada la función 

si (x, y) # (O, O) 

si (x, y) = (0, O) 

(a)Calcular la función~~ (x,y) especificando su dominio. 

(b)Demostrar que fes diferenciable en (0,0). 

Solución. 
(a)Para (x,y) # (0,0): 
a¡ y5- 2x4y- 7x2y3 
ax(x,y)= (x2+y2) 2 

(0
2

- 2.h
2

) 

a¡ (0, O)= lim f(h, O)- f(O, O) = lim h.O h2 + 02 = limO= O. 
ax IHO h h-40 h h-40 

a¡(x,y)= (x 2+y2)2 , si (x,y)#(O,O) 
{ 

y5- 2x4y- 7x2y3 

ax O , si (x,y) = (0,0) 

(b)De la parte (a), se tiene~~ (0,0) =O. 

oh (h2- 2.02) 
a¡ (O, O)= lim f(O, h)- f(O, O) = lim . 02 + h2 

= limO= O. 
Oy h-40 h h-40 h h-40 

Para probar que f sea diferenciable en (O, O) bastará demostrar que L = O. 

L 

L 

L 
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Observemos que: 

ihi ~ Vh2 + k2 , iki ~ Vh2 + k2,Vh, k E R 

1 

hk (k2
- 2h2) 1 lhl k2 lkl h2 

o~ .Jh2 + k2 (h2 + k2) ~ .Jh2 + k2 h2 + k2 iki + 2 .Jli2+k2 h2 + k2 ihi ~ iki + 2lhl, 

(h, k) #- (0, 0). 
Como lim (ikl + 2lhl) =O. Por el Teorema del Sandwich, resulta 

(h,k)~(O,O) 

2.18.1 Diferencial de un campo escalar. Plano tangente 

Hemos visto como la existencia de derivadas direccionales no aseguran la continuidad de 
la función, hagamos un análisis de la situación. 

En funciones reales de variable real f : I e ffi. -> ffi. las únicas derivadas direccionales 
que existen son la derivada por la izquierda y por la derecha y ya sabemos que la simple 
existencia de estas no aseguran la continuidad de f. La existencia de derivada equivale a 
que f(x) posea recta tangente en x =a. 

O lo que es lo mismo: 

lim f(x)- f(a) =!'(a) 
~r:--+o. x-a 

Como lim f'(a) = f'(a),se puede reescribir la ecuación anterior corno 
~I:--+a 

l
o f(x)- f(a) 
!ID .;_:__:____:_-'----"-

:¡:-~ou X -a lim !'(a) 
:J;--+u. 

l~, [f(x; =~(a)- ¡'(a)] =O 

lim f(x)- !(a)- f !(a) (x-a) = 
0 

:.r:--+a. x-a 

lirn f(x)- r (x; a) =O, donde r (x; a) = f(a) + f !(a) (x-a) 
:•:--a. x-a 

r ( x; a) es la mejor aproximación lineal a f ( x) en x = a 
Si f : O e ffi.2 _, ffi. , el hecho de que existan las derivadas direccionales en (x0 , Yo) 

obliga a la existencia de rectas tangentes a f(x,y) en (xo,yo) pero esto no garantiza el 
comportamiento suave de la superficie, lo que si puede hacer es la existencia del plano 
tangente a la superficie;;= f(x,y) en (xo,Yo).Ese plano tangente tendrá de ecuación: 

;; = a(x - xo) + b(y -Yo)+ e 
Como pasa por (xo, Yo, f(xo, Yo)) es e= f(xo, Yo) 
;; = a(x - xo) + b(y -Yo) + f(xo, yo) 
Por ser plano tangente a f(x,y) en (xo,yo) debe tener las mismas derivadas direc­

cionales que f en (xo, yo), en particular las mismas derivadas parciales: 
aj(xo,yo) = az(xo,yo) =a a¡(xo,Yo) = az(xo,Yo) = b 

ax ax ' ay ay 
Luego el plano tangente deberá ser: 

__ a¡(xo,yo)( ) + aj(xo,yo)( ) + !(. ) 
- - a X - xo a y - Yo xo' Yo 

X y 
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Este es el candidato para ser el plano tangente, pero para que efectivamente lo sea 
debe ser la mejor aproximación lineal a f. 

lim if(x,y)- zl =O 
(:r,y)-•(:~:o,Yo) ll(x,y)- (xo,Yo)ll 

que equivale a : 

1/( ) !( ) of(xo,Yo)( ) of(xo,Yo)( )1 x, y - xo, Yo - x - xo - y -Yo 
lim ox ()y =O 

(:c,y)~(:r.o,uo) ll(x,y)- (xo,Yo)ii 

Usando el hecho de que 

of(xo,Yo)( )+of(xo,yo)( )+f( ) OX X-Xo ()y y-yo Xo,yo 

(
of(xo,Yo) of(xo,Yo)). (( ) _ ( )) 

ox , ()y x,y xo,yo 

Vf(xo,yo) · ((x,y)- (xo,Yo)) 

Obtenemos la siguiente condición: 

lim if(x,y)- f(xo,Yo)- Vf(xo,Yo) · ((x,y)- (xo,Yo))i = 
0 

(:r,y)-•(:~:o,Yo) ll(x, Y)- (xo, Yo)ll 
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2.18.2 Regla de la Cadena 

Se8 f :S----> R, donde S es un conjunto abierto de R". Sea¡: [a, b] ----> S 
una función vectorial cuya imagen determina una curva en S. Entonces f o ¡ 
determina una función del intervalo [a, b] al conjunto R. Si ambas funciones 
son cliferenciables entonces tenemos la siguiente expresión conocida como regla 
ele la cadena. 

(.f o¡)' (t) = (V.f(¡(t)),¡'(t)). (1) 

Para ver (1) es suficiente calcular g'(t), donde g(t) = (.f o¡)(t), y hacer uso 
ele la fórmula ele diferenciación. 

En efecto, llamemos g(t) = (.f o¡) (t). Sabemos que 

g(t + h)- g(t) = g'(t)h + o(h). 

Para ver quien es g'(t) procedemos así: Sea Y= ¡(t + h)- ¡(t). Entonces: 

g(t + h)- g(t) (.f o ¡)(t + h)- (.f o ¡)(t) 
f(¡(t) +Y)- f(¡(t)) 
f'(¡(t))(Y) + o(IIYII) 
(Vf(¡(t)),¡(t + h)- ¡(t)) + o(IIYIIl 
(V/( ¡(t)), h¡'(t) +o¡ (h)) + o(IIYII) 
(Vf(¡(t)),¡'(t)) h + (V/(¡(t)),o¡(h)) + o(IIYII) 
(Vf(¡(t)),¡'(t)) h + o2(h), 

en donde o2(h) = (V f(¡(t) ), o¡ (h))+o(IIYII). Dejamos que el lector verifique 
que "2f,"l ----> O si h----> O. Concluímos, entonces, la validez de (1) 

Como una aplicación ele (1) tenemos el siguiente ejemplo. Supongamos c¡ue 
el campo escalar f ( x, y) es tal que cada una ele sus variables x e y son funciones 
de una variable t, ésto es, x = x(t) e y= y(t). Entonces f(x,y) = F(t). La 
expresión (1) nos dice que 

F'(t) = a fa(x, y) x'(t) + a fa(x, y) y' (t). 
X y 

Otra manera sugestiva ele escribir (3.4.2) es la siguiente: 

'() _ a¡(x,y)dx a¡(x,y)dy 
F t - ax dt + ay dt . 

Por ejemplo: Sea f(x,y) = x 2 +y2 y supongamos que x(t) =te y(t) = t2 . 

Entonces F'(t) = 2t.l + 2t2 .2t = 4t3 + 2t. 

Teorema 2.28 f: n e IR:.n ____,IR:. una .función de clase C 1 (D) .Considere el conjunto de 
nivel 

S={PED:f(P)=k}. 

tales que Po E S con f(Po) =k .Entonces V f (Po) es normal al conjunto de nivel S. 
En el siguiente sentido: 

si u es el vector tangente en t=O de una CU1'Va r : P = et (t), t E J, I algún intervalo 
de la recta real, en S con et ( to) = Po, entonces V f (Po) es ortogonal al vecto1' u. 

Prueba. 
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Sea la curva f :P = a (t), t E !,tales que \7 f (a (t)) = k. Sea u como la 
hipótesis, entonces u= a' (to). Aplicando la regla de la cadena: fh.J (a (t)) = 

-:ftk =o, 

O=~~ (a (t)) lt=ro= 'Vf (Po)· a' (to) = \7 f (Po)· u, 

es decir, u es ortogonal a \7 f (Po). 

Definición 2.57 Sea f : n e IR.3 -+ IR. una .función de clase C 1 (0). Considere la 
superficie 

S= { P = (x, y,.:) E O : f(P) = k}. 

si \7 f (Po) ¡.O. Así el plano tangente tangente de S en un punto Po es, 

'P := {P = (x,y,.:) E IR.3 : 'Vf (xo,yo,zo). (x- xo,Y- Yo,.:- .:o)= O}. 

Observación 2.17 Sea f : n e IR.2 -+ IR. una función de clase C 1 (O.). Considere la 
gráfica de f : 

Q(f) = {(x,y,.:) E IR.3 :.: = f(x,y) ,(x,y) E 0.}. 

Sea 
F(x,y,.:) = f(x,y)-.: =O 

Entonces el plano tangente de la gráfica de f en un punto Po E S = g (!) con 

r1F( _) _ (8f(xo,yo) 8f(xo,yo) _ 1) 
V XO,Y0,-0 - ax , 8y ! 

está definido por la ecuación : 

'P 

'P 

'P 

'Vf(xo,yo,zo). (x- Xo,Y -yo,.:- .:o)= O 

(
8f(xo,Yo) 8f(xo,yo) _ 1) ( _ _ -_-)_o 

ax , By , . X xo, Y Yo,- -o -

-j( )+8f(xo,Yo)( )+8f(xo,yo)( ) .: - xo, Yo ax X - xo 8y Y - Yo . 

Ya estamos en condiciones de definir cuando un campo escalar es diferenciable. 

Ejemplo 2.148 Sea la superficie S: 6x 2 - y2 - .:2 + 4 =O. 
(a)Dernostrar que el plano tangente a S en el punto Po = (xo,Yo,.:o) E S es 'P : 

6xox - YoY - .:o.: + 4 = O. 
(b)Hallar las ecuaciones cartesianas de todos los planos tangentes a S que contienen a 

la recta 

C: . { 
y =4 

.: + 2x =O 

Solución. 
(a)Llarnemos al punto de tangencia Po= (xo, yo, .:o) E S. Entonces se tiene que 

6x5- Y5- z5 + 4 =O······ (1) 

Sea F(x, y,.:)= 6x2 - y2 - .:2 + 4, entonces el vector normal al plano tangente será 

\7 F(x, y,:.:) = (12xo, -2yo, -2.::o) 

201 



La ecuac.ón del plano Lngente a la superficie S en el punto Po (xo, yo, zo) es: 

P (x - xo, y- Yo, z- zo) · (12xo, -2yo, -2zo) =O 

p 12xo- 2yoy- 2zoz- 2 (6x6- Y5- .-:5) =o 

P 6xox - YoY - zoz + 4 = O· · · · · · (2) 

(b)Parametrizando la recta[,: x = t , tER 
{ 

y =4 

,:; = -2t 
[, : P = (t, 4, -2t) , t E R. 
Sea A = (1, O, -2) el vector de dirección de la recta[, y como [, e P entonces 
VF(Po) ..lA=> \?F(Po)·A = 0=> (12xo, -2yo, -2zo)·(l,O, -2) =O =>12xo+4zo = 

O, y obtenemos 
zo = -3xo · · · · · · (3) . 

El punto (0, 4, O) E P : 6xox - YOY - zoz + 4 = O entonces -4yo + 4 = O, de donde 
Yo= 1 .. · (4). 

Reemplazando (3) y (4) en (1): 6x6- (1)2 -(-3xo)2 +4 =O, resulta x5 = 1,de donde 
xo = ±l.Luego, zo = ::¡:3. 

Así, los puntos de tangencias son :Po (1, 1, -3) y Pó ( -1, 1, 3). 
La ecuación del plano tangente a la superficie S en los puntosP0 (1, 1, -3) y P¿ ( -1, 1, 3) 

son: 

P 6x - y + 3z + 4 = O , 

P' 6x + y + 3z - 4 = O . 

4x 
Ejemplo 2.149 Sean S la gráfica de f(x,y) = -

2
--

2 
, (x,y) #(O, O) y P el plano 

X +y 
tangente a S en el punto (a, b, 2) de S, ubicado en el plano z = 2. Hallar la relación entre 
a y b para que la intersección de P con el eje Y sea (0, 1, 0). 

Solución. 
of X y) = ~ (~) = 4y

2
- 4x

2 
of (x y = .!}_ (~) =- Sxy 

OX ( ' ox x2 + y2 (x2 + y2) 2' oy ' ) oy x2 + y2 (x2 + y2)2 
4a 

Pero f (a,b) = ~b2 = 2 de donde 2a = a2 + b2. 
a + 

Sea Po= (a,b, f (a,b)) = (a,b,2). 
Entonces el vector normal al plano tangente en el punto (a, b, 2) de S es 

N 

y la ecuación del plano tangente a la gráfica de f en el punto (a, b, 2) es: 

P (x-a, y- b, z- 2) · ( ~: - 1, -~b, -1) =O 

P (x-a) ( ~: - 1) -(y- b) ~ - (z - 2) =O. 
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( ~ ) ~ ~ ~ Pero (0, 1, O) E P : (O- a) - - 1 - (1- b) -- -(O- 2) =O ===? --+a- - + 
a2 a a a 

2b2 + 2 =o 
a 

(
b2 

) 2b 2b 
===? - + a - - + 2 = O ===? 2 - - + 2 = O ===? b = 2a. 

a a a 

Ejemplo 2.150 Dada la función f : R 2 --> R, definida por 

f (x, y) =X tP (;3 ) ; X > 0 

donde 
tf¡: JO, +oo[ --> R , 

es una función real d~ferenciable, de variable real tales que 

tf¡(1) = 5 y <P'(1) = l. 

(a)Hallar la ecuación cartesiana del plano tangente a la gráfica :; = f (x, y) en el 
punto (1,1, f (1,1)). 

(b)Si tf¡(t) = él-l, determinar los puntos de la superficie donde el plano tangente a 
la gráfica :; = .f ( x, y) es perpendicular 

al plano YZ. 

Solución. 
(a)Sea F(x,y,:;) = .f (x,y)-:; = x <P (;3 )-:; =O 

aF(x,y,:;) = tP (y)+ xtf¡' (_]!___).y (-3x
2

) = tP (_]!___) _ 3y <P' (_]!___) 
ax :r3 x3 x6 x3 x3 x3 

aF(x,y,;:;) = _!_ <P' (_]!___) 
ay x2 x3 

aF(x, y,;:;) = -l. 
az 

Pero f (1, 1) = 1 tf¡ (r1
3) = tf¡(1) = 5. 

Sea 
Luego,: 

aF(~~1, 5) = tP ( 1~) - 3i!) <P' ( 113) = tfl(1)- 3 tfl'(1) = 5- 3(1) = 2 

aF(1, 1, 5) = _!_ (¡/ (_!_) = tfl'( 1) = 1 
ay 12 13 

Así: V'F(2,8,4) = (2,1,-1) 

Ahora, la ecuación del plano tangente a S : F(x, y,;:;) = x tf¡ (;3) -:;=O en el punto 

Po = (1, 1, 5) E S , es : 
'P : (P- Po) ·V' F(1, 1, 5) =O 

'P : 2(x- 1) +(y- 1)- (;;- 5) =O 

'P : 2x + y - ;:; + 2 = O 

(b)Sea Po= (xo, yo, ::o) E S :F(x, y,::)= x tf¡ (;3) -:;=O 
Luego, como tal que 

P l_ YZ~V'F(Po)l_(1,0,0)~V'F(Po) · (1,0,0) =O 
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(
aF(P0 ) aF(Po) aF(Po)). ( O O)= O aF(Po) =O 

{==> ax ' ay ' a::: 
1• ' {==> ax 

{==>rf¡ (Yo)_ 3y 1>' (Y?)= O. 
X~ X~ xJ 

Puesto que rj>(t) = ét-1, rf>'(t) = 6 ét-1 = 6rj>(t) 

_¡,(Yo) ..¡, ( 1 ) G(_l_)-·1 --~ O ::; = Xo<v x~ = xo"' 18 = xo.e '" = xoe ';:r:o > 

{ 
x3 2 } Por lo tanto, los puntos de la superficie son: (xo, l~, xoe·- 3) : xo > O . 

Ejemplo 2.151 Hallar· el va.loT de la. constante e tal que en todo punto de inter·sección de 
las dos supeTficies csfér"iras 

los planos tangentes cor·respondientes sean pe·rpendicula.Tes uno o.l ntm. 

Solución 
Podemos escribir ambas esferas como F1(x; y; ::;) = 3 y F2(x; y; ::;) = 1, respectiva­

mente. Los vectores normales a los planos tangentes correspondientes serán los gradientes 
de F1 y F2 . Sabemos que deben ser perpendiculares y por lo tanto su producto interno 
debe ser nulo. 

\7 F1 = (2(x -e), 2y, 2:::) } _ 2 2 _2 _ 
\7F

2
=(2x, 2(y- 1), 2::;) =>\lF1·\lF2-4x -4xc+4y -4y+4~ -0=> 

=> x 2 - xc + y2 -y+ :::2 =O=> x2 -xc-y+ 3- (x - c) 2 =O 

Esta última es: xc - y + 3 - c2 = O 
Ahora maniobramos algebraicamente despejando :::2 de las ecuaciones de ambas esferas: 

:::
2 = 3- (x - c) 2 

- y2 
} 2 2 2 2 

_2 _ 1 2 ( 1)2 * 3- (x-e) -y = 1- x -(y- 1) => 
~--x-y-

* 3- x2 + 2xc- c2 - y2 = 1- x2 - y2 + 2y- 1 => 3 + 2xc- c2 = 2y =>y=~+ xc -1c2 

Introduciendo esto en la ecuación xc -y+ 3 - c2 = O tenemos: 

xc- ~ - xc + ~c2 + 3- c2 =O=> ~ - ~c2 =O=> e= ±v'3. 
2 2 2 2 

Ejemplo 2.152 Sea. f :O e JRn -t JR, Po E O; decimos que f es difenmciable en Po si: 
{i)existen las deTiva.das paTciales de .f en Po y 

( 
.. )L _ 1. if(P + H) - f(P) - \7 .f(P) · Hl _O 
u - ~~~~) IIHI! -
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Al vector '\lf(Po) se le llama diferencial de f en Po y se representa Df(Po). 
El grán inconveniente de la derivada débil que introdujimos en la sección dos consiste 

en que ella no implica continuidad. Para subsanar esa debilidad introduciremos, ahora, la 
noción de derivada fuerte o derivada de Frechet. 

Definición 2.58 Sea f : JR:.n --> IR:. un campo escalar. Decimos que f es fuertemente 
diferenciable en P E R" si existe una tronsformación lineal Tr : IR:." --> IR:. tal que paro 
todo H E Rn se tiene que 

f(P + H) - f(P) = Tr(H) + r(P, IIHII), 

en donde r(p IIHII) es tal que ll·m lr'(P,IIHIIJI _O ' . u-. 0 llllll - . 

La tronsformación lineal Tp se le llama la diferencial fuerte de f en el punto 
P. Es costumbre denotar Tp = f'(P). 

Lo primero que debemos advertir de la definición anterior es que si la fun­
ción f es fuertemente diferenciable en P entonces es débilmente diferenciable 
en P y las dos derivadas coinciden. Esto es 

f' (P, H) = f' (P) (H), 

para todo H E IR:.11 

También advertimos de la definición (3.3.1) que si f es fuertemente difer­
enciable en P entonces la función f es continuia en P. Sólo es suficiente tener 
en cuenta que la tronsformación lineal Tp es siempre una función continua y 
Tp(O) =O. Además, de la caracterización que hicimos de r(P, IIHII) concluímos 
que r(P, IIHII) --> O cuando H--> O. 

Ahora, sea HE R". Entonces H = L~=l hkek donde {e¡, ... , en} representa 
la base canónica de Rn. Esto es, ek = (0, O ... , 1, O, ... 0) donde el 1 aparece en el 
lugar k-ésimo. Por la linealidad de Tp = f'(P) obtenemos: 

f'(P)(H) = f'(P)(LZ= 1 hkek) 
= ¿z=l hkf'(P)(ek) 
= LZ=1 hkf'(P, ek) 
= LZ=l hkDkf(P). 

Esto es, podemos expresar la diferencial fuerte en términos de las derivadas 
parciales de f. En resumen tenemos 

n 

!' (P)(H) = L hkDkf(P). 
k=l 

Si denotamos 'V f(P) = (Dd(P), ... , D,.J(P)) E JR:.n la expresión anterior 
toma la siguiente forma: 

!' (P)(Y) = ('V f(P), Y) . 

Esto quiere decir que la diferencial fuerte, o simplemente la diferencial, de 
ahora en adelante, de f en P, !'(P), la podemos representar por medio del 
vector 

'V f(P) = (D¡f(P), ... , D,.J(P)) E IR:.". 

Este vector es conocido como el gradiente de f en P. 
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Es muy importante tener una fórmula anterior nos permita calcular la difer­
ecial de un campo escalar, pero la pregunta crucial de esta sección es: Cuando 
un campo escalar es diferenciable ? La respuesta la tenemos en el siguiente 

Teorema 2.29 f: R" ---> ~ es d~ferenciable en P, ésto es, existe ¡t(P), si las derivadas 
parciales Dkf, k = 1, 2 ... , n, existen en alguna bola B(P, r) y son continuas en P. 

Demostración: Sea HE B(P, r). Denotemos con Hk = L:~=l hje¡, además, 
H = Hn y Ho =O. Ahora, obsevemos que 

n 

f(P + H)- f(P) = L {f(P + H¡)- f(P + H¡-J)} 
j=l 

nos dice que 

en donde C¡ es un vector que se encuentra en el segmento que une a los 
vectores P + H¡ y P + H¡_¡. Y cuando H ---> O entonces Cj ---> P. De lo 
anterior obtenemos: 

f(P +JI) - f(P) L:'j~ 1 hjDjf(P) 
+ L:j'=1 hj {Djf(C¡)- D¡/(P)}. 

Denotemos con 

n 

r(P, I[HII) = L h¡ {D¡/(C¡)- Djf(P)} . 
.i=l 

Puesto que las derivadas parciales Dj/, j = 1, 2, ... , n, son continuas en 

B(P, r) es fácil ver que 1,. 1

1 ''}¡~
1 1 )1 ---> O cuando IIHII ---> O. De lo anterior 

deducimos que 

n 

!'(P)(H) = Lh¡Dj/(P) = (Vf(P),H) 
j=l 

Ejemplo 2.153 Sea f: ~n---> ~definido como f (P) = IIPif. Calculamos Vf (P). 
Solución. La fórmula (3.3.3) nos dice que 

!' (P) (H) = (V f (X), H) 

También sabemos que 

f' (X) (Y) = f' (X, Y) = 2 (X, Y) . 

Por lo tanto obtenemos que V f (P) = 2P. 

Ejemplo 2.154 Sea f (x, y, z) = xy + yz + zx. Calculamos f' (a, b, e) (m, n, r). 
Solución. La fórmula anterior nos dice que 

f' (a, b, e) (m, n, r) = (V f (a, b, e), (m, n, r)) 

Ahom, 
V f (a, b, e) = (D¡f (a, b, e), D2f (a, b, e), D3j (a, b, e)) 

= ( b + e, a + e, b + a) . 
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Por· lo tanto 
f'(a,b,c)(m,n,r) = ((b+c,a+c,b+a),(m,n,r)) 

= mb + me + na + nc + rb + m 

2.18.3 Diferenciabilidad y continuidad 

Teorema 2.30 Sea f : O e IR" -> IR Po E O si f es diferenciable en Po, entonces f es 
continua en Po. 

2.18.4 Diferencial de campos escalares 

Propiedades de la diferencial 

Teorema 2.31 Sean los campos escalares f : O e IR"' -> IR y g : O e IRn -> IR, y sea 
).. E R Entonces: 

1.D[>.f(P)J = >.D f(P) 
2.D[f(P) + g(P)] = Df(x) + Dg(x) 
3.D[f(P).g(P)] = [Df(P)]g(P) + f(P)[Dg(P)] 

lJ.I'l _ Df(P)g(P)- f(P)Dg(P) . . 
4.D[9(7')]- [g(P)J2 ,szempre que g(P) i O 

Condición suficiente de diferenciabilidad 

Lema 2.1 Sea f : IR" -----> IR a E R'", a = (a1, a2,, a,.) supongamos que existen todas 
las derivadas parciales de f en una bola B(a, r) ,sea b = (b1 , b2,, b,) E B(a, r) , llamemos 
x; = (b¡, b2, ... , ai+l• ... , bn) entonces el segmento de IRn , l; = [x;_¡, x;] para i = 1, 2, , 
n están en B(a, r) y existen e¿ E int(I;) tales que: 

a¡ (e¡) a¡ (c2) a¡ (e,.) 
f(b)- f(a) = -a--(b1- a¡)+ -a--(b2- a2) + ... + -a--(bn- a,) 

X¡ ~ X11 

Este lema es el equivalente en varias variables del Teorema del Valor Medio para 
funciones reales de variable real, es necesario para probar el siguiente teorema. 

Teorema 2.32 Sea f : O e IR" ->IR . Si existen todas las derivadas parciales en una bola 
abierta B(Po, r) y al menos n- 1 de ellas son continua en Po , entonces fes d~ferenciable 
en Po. El recíproco es falso. 

Ejemplo 2.155 Probar· que la función 

.f(x,y) = { 
(x2 +y2 )sen (:,2~112 ), si (x,y) i (0,0) 

O , si (x,y)=(O,O) 

es d~ferenciable en (0, O) pero sin embargo no verifica las condiciones suficientes de 
di.ferenciabilidad del teorema anterior. 

Solución.Se deja al lector. 
Ejercicios Propuestos : Función real de variable vectorial 

LIMITES 

2 4 2 
l. (a) Analizar si el siguiente límite existe lim x 

2
- y ~ . 

(:~:,y)~(O,O) X +y 
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(b) Sea,1 f(x,y) y g(x,y) dos funciones positivas para todo (x,y) E R 2 tal que 

lim f(x,y) =0. 
(:r,y)-->(O,O) g(x, y) 

Demuestre que existe un 8 > O tal que si J x 2 + y2 < 8 , entonces f ( x, y) 
< !g(x,y). 

2. Si existen calcular los siguientes límites.Justificar su respuesta. 

2x2- y2 
(a) lim 

(x,¡¡)-->(0,0) x2 + 2y2 

x2 _ y2 
(b) lim ~· 

(,:,y)-->(0,0) y x2 + y2 

3. Demostrar que 

l
. 2x2 + 3xy + 4y2 

• 
(a) 1m no ex1ste. 

(x,y)-->(0,0) 3x2 + 5y2 

(b) lim xysin (::;) =O. 
(:q¡.z )-->(0,0,0) xy 

ln [ ( x2 + y2 + 1) 2:v J 
4. Demostrar que lim 2 2 = O. 

(,;,y)-->(0,0) X +y 

Sugerencia. Usar la desigualdad : In(::;+ 1) S::; ; ::; :0:: O. 

5 U d l d fi . 'ó d l' . b l' xy - x -y + 1 O . san o a e mc1 n e 1m1te pro ar que 1m = . 
(x;¡¡)-->(1,1) Jx2 + y2- 2x- 2y + 2 

CONTINUIDAD 

6. Analizar la continuidad de la función f en el punto (0, O) : 

{ x'y si (x,y) =!= (0,0) 
f(x,y) = x6 +t , 

, si (x,y) (0,0) 

7. Demostrar que la función f : R 2 -> R definida por 

f(x,y) ~ { 
sin2 x sin y 

si (x,y) =!= (0,0) x2 +y2 
, 

o , si (x, y) (0, O) 

(a) Es continua en (x,y) =/=(O, O); 

(b) Es continua en (0, O) . 

8. Dada la función f : R 2 -> R, definida por 

f (x,y) = { 
xy4 + 3x3y2 + x5 

si (x,y) =!= (O, O) x4 + y4 
, 

1 si (x,y) (O, O) 

(a) Probar que fes continua en (x, y)=/= (0, 0). 
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(b) Analizar si fes continua en (0,0). 

9. Analizar la continuidad en el punto (0, 2) para la función: 

f(x,y)= -x- s~ (x,y)#(0,2) 
{ 

sin (xy) . 

2 SI (x, y) = (0, 2). 

DERIVADAS PARCIALES, GRADIENTE, DERIVADA DIRECCIONAL 

10. Analizar la continuidad de la función f en cada (x, y) de R 2y la existencia de~~ (0, O) 

si f: R 2 -+ R definida por 

x2- 3y2 
si (x, y) 

Jx2 +y2 ' 
O si (x,y) 

(0,0) 

(0,0) 

11. Hallar un ángulo formado por la tangente a la curva x = t, y = t2, ;; = 2t3 y 
la normal del plano tangente a la superficie ;; = x2 + 3y2 - 2xy, en el punto de 
intersección de la curva con la superficie. 

12. Dada la función 
j(x,y) = vx(x-y) 

(a) Graficar su dominio. 

(b) Si (a, b) satisface a (a- b) =O, hallar todos los vectores unitarios U= (u¡, u2) 
para los cuales existe D 11j (a, b). 

13. Hallar las derivadas parciales en el punto (0, O) y la derivada direccional en ese punto, 

en la dirección u = ( 4 , ! ) para la función 

(0,0) 

(O, O) 

DIFERENCIABILIDAD Y PROPIEDADES DE LA DERIVADA 

14. Usando la definición ele función diferenciable, demostrar que la función 

es diferenciable en (0, 0). 

15. Usando la definición de función diferenciable , demostrar que la función 

f(x,y) ~ { 

x2y2 
si (x,y) # (0, O) 

lxl+ IYI ' 
o si (x,y) (0,0) 

es cliferenciable en (0, 0). 
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16. Demostar que la funciÓn f (x, y)= f1Xy no es diferenciable en (O, O) pero es continua 
allí. 

17. Sean f y g funciones diferenciables en R 3 . Deducir las siguientes fórmulas: 

(a) 'il (fg) = f'ilg + g'il f 

(b) '11(1.) = g'ilf-f'ilg,sigiO 
g g2 

1 

18. Si f : R -> R es diferenciable y F (x, y, z) = f (r), donde r = (x2 + y2 + z2 ) 2, 

demuestre que 11'11 Fll = lf '1· 

19. Si f : R -> R es diferenciable y u = xy f ( x ~y), demostar que u satisface una 

ecuación diferencial de la forma: x2u,- y2uy = G (x, y) u. Hallar la función G. 

20. Sea la función f : R 2 --. R, definida por 

si (x, y) 

si (x,y) 

( ) H ll l f . a f a f . ¿· d d . . a a ar as unCIOnes ax y ay ,m !Can O SU Ollllll!OS. 

(0,0) 

(0, O) 

(b) Analizar la continuidad de las funciones 
0 f y 

0 f en todo punto de R2 . 
OX [Jy 

(e) ¿Es fes diferenciable en todo punto de R 2? . .Justifiqnc su respuesta. 

21. Dada la función f: R 2 --. R, definida por 

f(x, y) = xyJx2 + y2 

. a¡ a¡ 
(a) Hallar las funcwnes ax y ay en R 2

. 

(b) Demostrar que la función fes diferenciable en (x,y) i (0,0). 

DERIVADA DIRECCIONAL ,MÁXIMO CRECIMIENTO Y DECREC­
IMIENTO 

22. Dada la función:;= f(x,y) donde:;= Jx2- y2 + {/x2- y2. 

(a) Sea g(x, y, z) = f(x, y)- z.Hallar el vector gradiente de g(x, y,-~) en los puntos 
(x,y,z) i (0,0,0). 

(b) Hallar la derivada direccional de f en el punto ( 4, 3) en una de las direcciones 
del vector tangente a la curva 

{ 
X+ 5 = y2 

r: z =O 

23. Sea f : R 2 
-> Runa función diferenciable en (1, 1) con Df (1, 1) i (O,O).Si la 

derivada direccional de f en (1, 1) alcanza su valor mínimo -2.;I0 según el vector 

( vh , }ro) . Calcular la derivada direccional de f en ( 1 , 1) según el vector ( Y,f, ~) . 
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24. Sea f: R 2
--> Runa función diferenciable en Po E R 2 , u=(~,~) y v = (/:¡, H) dos 

valores tales que D,d (Po) = 1 y Dvf (Po) = 2. 

(a) Calcular \Jf (Po). 

(b) Demostrar que para todos los vectores W = (p, q) unitarios tales que D 11J (Po) = 
O, se cumple p = mq, para cierta constante m.Encontrar la constante m. 

25. Sea la función f(x, y,:;) = ijxy- :;2, 

(a) Demostrar que si xy- :;2 i= O entonces Duf (x, y,:;) existe para todo vector 
unitario u E R 3 . 

(b) ¿Para qué puntos (xo, Yo, zo) tales que XoYo- .:5 =O existe ~~ (xo, Yo, zo)?. 

(e) Hallar todos los u = (u¡, u2, O) unitarios par los cuales existe D,d (O, O, O) . 

26. Sea f : R 2 --> R diferenciable en el punto (0, O) tal que \7 f (0, O) i= (O, O) .Si u = 
(a, b) es un vector unitario tal que D,f (0, O) = 2.Analizar el valor de las siguientes 
afirmaciones, justificando en cada caso su respuesta 

(a) u y \7 f (0, O) son ortogonales 

(b) lim f (ta, tb)- f (a, b) = 2 
t.~o t 

(e) IIVf(O,O)II ~ 2 

(d) Existe ellim f(x,y). 
(>:,y)~(o,o) 

27. El potencial eléctrico V en cualquier punto ( x, y) del plano se puede calcular con la 
función 

V (x, y)= e-"' cos (2y), 

donde V está dado en voltios y las distancias se miden en pies. 

(a) Calcular la tasa de variación de V en el punto ( 1, ¡), en la dsirección del vector 

(1, 1) . 

(b) Interpretar el número obtenido en (a) , en el contexto físico presentado. 

(e) Determinar en que dirección se obtiene la máxima tasa de variación de V en el 

punto (1, ¡) .¿Cuál es el valor?. 

28. Dada la función f ( x, y) = x2 + cos ( x + y) - ::2 , hallar la derivada direccional de f 
en el punto Q (1, -1, 1) y en la dirección de una normal al plano tangente en Q de 
una superficie de nivel de f. 

29. Hallar la ecuación de la recta tangente a la gráfica de la función f (x, y) = xy- y2 

en el punto (3, -1,! (3, -1)), en la dirección de máximo crecimiento de f. 
PLANO TANGENTE 

30. Hallar la ecuación cartesiana del plano tangente o los planos tangentes a la gráfica 
de la función: 

f(x,y) = 3 + 3x2 +(y- 2)2 

que contiene a la recta e :X= 1, z =O.¿ Cuántos de tales planos existen? 
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31. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie ::; = x 3 - 3x2 - x +In (y2 ) + 3, 

si este plano contiene a la recta 

L: X= 2 ' y= t, ::; = -1- 2t j tE R. 

32. Sea la superficie S:::; =In (xy::;) .Hallar la ecuación cartesiana del plano tangente a 
la superficie S en el punto (e, 1, 1). 

33. Hallar la ecuación del plano tangente a la superficie 

ln(x
2 +y2

) (Y) S : ::; = 2x - 3y + 
2 

+ 5 arctan ;; ; x f- O, 

en el punto (1, O, 2) de su gráfica. 

34. Sea f la función definida por f(x, y) = x + y2 . 

(a) Hallar, simplificando al máximo, la ecuación cartesiana del plano tangente a su 
gráfica en cualquier punto ( xo, yo, ::;o) , donde :::o = xo + y¡j. 

(b) Hallar todos los planos de la parte (a) que forman con los planos coordenados 
un tetraedro de volumen iu3 . 
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2.18.5 Derivadas parciales de órdenes superiores 

Derivadas parciales de segundo orden 

Las derivadas parciales de una función de dos variables f(x, y), son, a su vez, funciones 
de dos variables, fx(x, y), fy(x, y) y, por lo tanto, podemos obtener de ellas, nuevamente, 
sus derivadas parciales. Llamadas derivadas parciales de segundo orden. Así, resultan las 
siguientes cuatro derivadas parciales de segundo orden: 

{} ({}f) {} (f}f) {} (f}f) {} ({}f) 
fJx fJx ' f}x fJy ' {}y f}x ' {}y {}y 
Para simplificar los paréntesis usaremos la siguiente notación: 

{} (f}f) (fx)x = fxx = fJx fJx = D¡(Dd) = Dnf 

{} (f}f) (!y),= fyx = fJx fJy = D¡(D2!) = D12f 

{} (f}f) -(fx)y = fxy = {}y f}x = D2(Dd)-D2d 

- {} ({}f) (fy) 11 = fyy- {}y fJy = D2(D2!) = D22f 

Ejemplo 2.156 Hallar las derivadas parciales de segundo orden de la función 

f(x,y) = sen(x2y) 

Solución. 
fx = 2xycos(x2y) 
fxx = (Jx)x = 2ycos(x2y) + 2xy(-2xysen(x2y)) = 2ycos(x2y)- 4x2y2sen(x2y) 
fxy = (fx)y = 2xcos(x2y) + 2xy(-x2sen(x2y)) = 2xcos(x2y)- 2x3ysen(x2y) 
fy = x 2 cos(x2y) 
fyx = (fy)x = 2xcos(x2y) + x 2( -2xysen(x2y)) = 2xcos(x2y)- 2x3ysen(x2y) 
fyy = (fy)y = x2( -x2sen(x2y)) = -x4sen(x2y) 
Derivadas parciales mixtas. 
Las derivadas parciales fxy, fyx, se llaman derivadas parciales mixtas o cruzadas y 

cuando son continuas coinciden. 

Teorema 2.33 (Igualdad de las derivadas parciales cruzadas). Si fes una fun­
ción de dos variables x e y y tal que f, .fx, fy, fxy, fyx son continuas en una región abierta 
n, entonces se tiene que las derivadas parciales cruzadas coinciden para cada (x, y) den, 

fxy(x,y) = fyx(x,y) 

Este teorema se llama Teorema de Schwartz, y puede enunciarse en términos más 
restrictivo de la siguiente forma 

Teorema 2.34 Sea fyx : V ~ IR2 -. IR una función definida en el abierto V de IR2 • Si 
las derivadas parciales 

fxy :V ~ IR2 -. IR y fyx :V ~ IR2 -. IR existen y son funciones continuas en V, 
entonces 

fxy = fyx 

El teorema de Schwartz también puede enunciarse en los siguientes términos: Si 
fx, fx, fy, fxy, fyx son continuas en un entorno del punto (xo, Yo), entonces existe 
fyx(xo,yo) y se verifica fyx(xo,Yo) = fxy(xo,Yo). 
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Ejemplo 2.157 HallaT las deTivadas paTciales de segundo or-den de la func·ión 

.f(x,y) = x2ye'"2+Y2. 

Solución. 
fx = 2xye"'2 +·'~' + x 2y(2xe'"

2
+Y

2
) = (2x3y + 2xy)e'"

2
+Y

2 

fxx = (6x2y + 2y)e'"
2
+tP + (2x3y + 2xy)(2xe"'

2
+!1') = (4x4y + 10x2y + 2y)e'"

2
+Y

2 

fxy = (2x3 + 2x)e"'
2

+Y
2 + (2x3y + 2xy)(2ye'"

2
+!P) = (4x3y 2 + 2x3 + 4xy2 + 2x)e·"2+Y2 

fy = x2e'"2+y2 + x2y~2ye"'2+y2) = (2x2y2 + x2)ex +112 

fyx = (4xy2 + 2x)e"' +Y
2 + (2x2y2 + x2)(2xe"' +Y

2
) = (4x3y2 + 2x3 + 4xy2 + 2x)ex

2
+Y

2 

fyy = 4x2ye"'2+y2 + (2x2y2 + x2) (2yex2+y2) = (4x2y3 + 6x2y)e'"2+y2 

También tenemos derivadas de orden superior. Por ejemplo denotamos con 

y es llamada la derivada parcial de orden dos. Otra notación para tal 
n2 r/ P\ ')2 f ~Y) 

derivada parcial es~· También, Djj(f(P) la notamos cómo 'iJ:r . 
. 1 

Es importante preguntarse bajo qué condiciones 

82 f(P) 82/(P) 
8x:i8xk = 8xk8Xj · 

En términos generales ésto no es cierto. Por ejemplo la función 

f(x,y)={ xy~~:;::if~ si(x,y)f(O,O) 
O si (x,y) = (0,0) 

cumple que D2¡f(O, O) = -1 y D¡2f(O, O) = l. La razón de esta diferencia 
estriba en que D21f(x, y) y D2d(x, y) no son continuas en el origen. Tenemos 
el siguiente 

Teorema 2.35 Sí las der-ivadas par-ciales Dlf, D2f, D2d y D¡2f son continuas en un 
punto (a, b) de un abier-to S e R2 entonces 

D¡2f(a, b) = D2¡f(a, b). 

Demostración: Consideremos la siguiente expresión 

h(x,y) = f(a+x,b+y)- f(a+x,b)- f(a,b-f-y) + f(a,b). 

Si llamamos g(x) = f(x, b +y)- f(x, b) vemos que 

h(x, y) = g(a + x)- g(a). 

Aplicamos el teoremi! del valor medio obtenemos 

g(a + x)- g(a) = xg'(z), 

con z entre a + x y a. Ahora, 

g'(z) = D¡f(z,b+y)- D¡f(z,b) 

y se transforma en 

h(x, y) = x {Dd(z, b +y)- D¡f(z, b)}, 
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Aplicamos de nuevo el teorema del valor medio y obtenemos 

h(x,y) = xyD2¡f(z,w), 

en donde w está entre by b +y. 
Aplicamos el mismo procedimiento a la función 

s(y) = f(a + x, y)- f(a, y) 

y obtenemos 

h(x,y) = xyD12!(z',w'). 

De lo expuesto anteriormente se tiene que 

Si hacemos tender (x,y) hacia (0,0) entonces (;;',w')---+ (a,b) y (z,w)---+ 
(a, b). La hipótesis de continuidad nos asegura que 

Ejemplo 2.158 Dada la función 

{ 
x 2sen (J!..x) f(x,y)= 

0 

si x ;6 O 

si x =O 

(a) Calcular las funciones ~~ (x, y),~; (x, y) especificando sti dominios respectivos. 

f:P! f:P! 
(b)Hallar E= éJxay (0, O) - ayax (0, 0). 

Solución. 
(a)Para x ;6 O 

, "(2·(Y)) 
a¡ u x sm - (Y) (Y) 
ax(x,y) = ax x = 2xsin ~ -ycos ~ 

a¡ a(x2~n(J!..)) (Y) 
Oy(x,y)= ay X =XCOS ~ 
Para x =O 

a¡ (0, y)= lim f(h, y)- f(O, y) = lim h
2 
sin(*) = lim hsin (J!..h) =O, 

ax h-->0 h h-->0 h h-->0 
ya que 

O~ O~ lhsin (*) 1 ~ lhl, h #O. 

Como lim lhl = O,por el teorema del sandwich, resulta que lim hsin (J!..h) =O 
h-->0 h-->0 

a¡ (O, y)= lim f(O,y + h)- f(O,y) = lim Q =limO= O. 
()y h-->0 h h-->0 h h-->0 

a¡( )- { 2xsin(J!..) -ycos(J!..) , si x;60 
.,-- X,y - X X 
ux O si x =O 

~(x,y)={ xcos CD 
o 

si x ;6 O 

si x =0 
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a¡ a¡ (o) a2¡ a(O+h,O)-a(O,O) hcos h 
(b) -a " (O, O)= lim Y h Y = lim --

1
-- = 1 

xuy h~O h~O ¿ 

a¡ a¡ 
a2¡ - . ax(O,O+h)- ax(O,O)- . O--a a (0, O) - hm h - hm -h - O. y X h~O h~O 

a2¡ a2¡ 
E= axay (O, O)- ayax (0, O)= l. 

Ejemplo 2.159 La propagación del sonido se estudia mediante la ecuación diferencial 

a2u- 2 a2u 
8t2 -e 8x2' 

donde u(x, t) es una función diferenciable en dos variables. 
Probar que u(x, t) = Asin(x- ct) ; A, e E R es solución de la ecuación d~ferencial. 

Solución 
8u 82u . 
at (x, t) = -cAcos(x- ct), ot2 (x, t) = -c2Asm(x- ct) ... (1) 

8u a2u o 

ox (x, t) =A cos(x- ct) , ox2 (x, t) = -Asm(x- ct) ... (2) 

82u 82u 
De (1) y (2) resulta: ot2 (x, t) = -c2 Asin(x- ct) = c2 ox2 (x, t). 

Derivada y continuidad 

La debilidad de la derivada de Gateaux o derivada débil consite en que ella 
no implica la continuidad de la función. Consideremos la función 

f(x,y) = { x:f'~:4 S~ (x,y) f (0,0) 
O si(x,y)=(O,O). 

Es fácil ver que f tiene derivada débil en (O, O) y en la dirección de cualquier 
vector P = (a, b). En efecto, un cálculo sencillo nos dice que 

!'[(O, O), P] = a s~ a r 
{ 

¡,2 o ...J. o 
0 SI a= 0. 

Pero la función no es continua en (0,0). En efecto, hacemos x = y 2 , obser­
vamos que f(x,y) =~·Para puntos (x,y) próximos a (0,0) no tenemos que 
f (x,y) sea próximo a O. 

Ejemplo 2.160 Dada la función 

si (x, y) f (O, O) 

si (x,y) = (0,0) 

Analizar la derivada direccional de f en el punto (0, 0), en la dirección v = (a, b) f 
(0,0) según los valores de a E R+. 
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l. 

Solución. 
Consideremos u= (a, b) E R 2 unitario, por lo tanto , Jlvll = v'a2 + b2 = 1 ~ a2 + b2 = 

Luego, 

D,J(O,O) 

D,J(O,O) 

D,f(O,O) 

lim /((0 + ta, o+ tb))- f(O, O) = lim f(ta, tb) 
t--->0 t t--->0 t 

( (ta) 2-(tb)2)" 

l
. (ta) 2+(tb)2 
1m = lim --'--'---"--

t--->0 t t--->0 

lim t2a-3 ( a2 - b2) = { 
t--->0 

No existe 

si a 

si a > 
< si a 

Ejemplo 2.161 Analizar la diferenciabilidad de la/unción f(x,y) = ~y2 . 

Solución. 
í:Jf y2 
í:Jx(x,y) = 3x2f3' x #O 

~;(x,y)=2\!Xy, (x,y)ER2
. 

Como las derivadas parciales~~ y~; existen, y son continuas en R 2-{ (x, y) E R 2 : x # 0}, 

pues son funciones elementales las cuales son continuas en R 2 - {(x,y) E R 2 : x # 0}. 
Entonces por el teorema de condición suficiente se tiene que f es diferenciable en R 2 -

{ (x, y) E R2 : x #O}. 
Para x =O: 
í:Jf (O, y)= lim f(h,y)- /(0,0) = lim VJi y2 = lim y:= { O si y O 
í:Jx h--->0 h ¡,_,o h ¡,_,o ha No existe, si y # O 
Por lo tanto 

í:Jf { í:Jx (x,y) = 

y2 
3x2/3 ' si x ,¡. O 

O , si x=y=O 

Analizando la diferenciabilidad en (0, 0). 
í:Jf í:Jf 

En (0, O), tenemos í:Jx (O, O) =O, í:Jx (O, O) =O 
Usamos la definición de diferenciablilidad, 

( í) Existe ~~(O, O) = O, ~~ (0, O) = O. 

( 
.. ) L 

1
. !(h,k)- /(0,0)- !x(O,O) h- fv(O,O) k 

n = 1m 
(h,A:)--->(0,0) v"Ji2+k2 

L = lim f(h, k) lim VJik
2 

=O 
(h,A:)--->(0,0) v'h2 + k2 (h,A:)--->{0,0) v'h2 + k2 

Observemos que: 

lkl::; Vh2 + k2, Vh,k E R 

Puesto que, 
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Como lim 11 ViiJ!kl =O. Por el Teorema del Sandwich, resulta 
(hJ.)~(O,O) 

L = lim f(h,k) =O. 
(h,k)~(o,o) yfh2 + k2 

La función fes diferenciable en (R2
""' {(x,y) E R 2

: X=!= o}) u {(0,0)}. 

Ejemplo 2.162 Sea 
500 

T(x,y,::) = 2 2 2 ' 
X +y +z 

la temperat1tra en el punto ( x, y, ;; ) . 
(a)Hallar la razón de cambio de T en el punto (2, 3, 3) y en la dirección del vector 

(3, 1, 1). 
(b)Estando en el punto (2, 3, 3)¿en que dirección se incrementa mas rápidamente la 

temperatura?. 
(e)¿ Cuál es el valor de la razón de cambio máxima de T en el punto (2, 3, 3)? 

Solución. 
(a) 

f (X Y -) 1000:~: --> f (2 3 3)-- 2000 - _500 
:r ' ' '~ = (:~:2+y2+z2)2 "' ' ' - (22)2 - 121 

f ( ) 1000v f (2 3 3) _ 3000 _ 750 
Y x, y,;; = (:r2+y2+z2)2 --> '1' ' ' - - (22)2 - -121 

f ( -) _ _ 1000z __, f (2 3 3) __ 3000 ___ 750 
z x, y,~ - (:¡:2+y2+z2)2 z ' ' - (22}1 - 121 

"'f(2 3 3) ( 500 750 750) 250 (2 3 3) 
V l l = - 121' - 121' - 121 = - 121 ' ' ' 

- (3,1,1) - 1 (3 1 1) 
V - lf(3,T,I)ll - y'TI ' ' 

Luego f 1, fu, fz son continuas en el punto (2, 3, 3) .Por el teorema de la condición sufi-
ciente f es diferenciable en(2, 3, 3). Luego, por teorema se tiene que: 

Duf(2,3,3) = V'f(2,3,3)·v = (-~g~,-i~~~-i~~)·(frvTI, -frvTI, -/rvTI) = -i~~~y'IT 
(b)Se incrementa mas en la dirección del V' !(2, 3, 3)/ / ( -2, -3, -3). 
(e) El valor de la razón de cambio máxima de T es : 11 V' f ( 2, 3, 3) 11 = i~~ v'22 

Ejemplo 2.163 Sea 
x2 y2 ::2 

f(x,y,::) = 2 + b2 + 2' a e 
donde a, b, e son constantes positivas. Hallar los puntos P, donde la derivada direccional 

máxima de f es igual a 1, sabiendo que dicho valor lo alcanza en la dirección de la recta 
e: x =y=::. 

Solución. 
Parametrizando la recta e: X= t, tER se tiene e: p = t (l, 1, 1) ' tE R. 

a¡ ( ) 2x a¡ ) 2y a¡ ( ) 2:: . . 
Como -a x, y,:: = 2 , -a (x, y,:: = b2 , -a x, y,:: = 2 existen y son contm-

x a y ;; e 
uas.Por el teorema de la condición suficiente f es diferenciable en R 3 .Por teorema , existe 
D, f(x, y,::) en cualquier dirección unitaria u.Por propiedad se tiene: 

D,f(x,y,::) = V'f(x,y,::) ·u 
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Considere el punto Po= (x0 , y0 , zo) E R 3.Entmices V/( Po) [[ (1, 1, 1), entonces existe 
un.\ E R tal que V/( Po)= .\(1, 1, 1) 

de donde se tiene 

El valor de la razón de cambio máxima de fes : [[V /(Po) [[ = 

xo = 
1 c2 

zo=±--v'32 

Ejemplo 2.164 Dadala.funciónf (x,y)=e'"seny+éYsenx. Hallar 

(a)La derivada direcC'ional de f en (0, O) en la dirección del vector ( ~' ~) . 
(b)Un vector unitario U para el cual Du f (0,0) =O. 

Solución. 

(a)Como ~! (x,y) = e'"seny + eYcosx, ~! (x,y) = e'"cosy + eYsenx existen ison 
uX uy 

continuas( pues, las funciones exponenciales y trigonométricas sen, cos son continuas en 
R 2 ) .Por el teorema de la condición suficiente fes diferenciable en R 2 .Por teorema , existe 
D, f(x,y,z) en cualquier vector unitario u. Por propiedad se tiene: 

Duf(x,y) = Vf(x,y) ·u 

Vf(x,y) = (~~(x,y), ~~(x,y)) =(e'" sen y+ ell cosx,e"' cosy + eYsenx), 

Así, V/(0, O) = ( :xf (0, O),~~ (0, O)) = (1, 1). 

D"/(0, O) =V /(0, O)· u= (1, 1) · ( )2, )2) = J2 
(b)Consideremos U = (a, b) E R 2 unitario, por lo tanto , [[U[[ = va2 + b2 = 1 {o} 

a2 + b2 = 1 .. · (1) 
Duf(O,O) = V/(0,0) ·U= (1, 1) · (a,b) =a+ b =O===} b =-a··· (2). 

. 1 
Reenplazando (2) en (1) ,se tiene : a 2 + a2 = 1, a= ± J2 

Por tanto los vectores pedidos son:{ ( ~, -~), ( -~, ~)}. 

Ejemplo 2.165 Si f : R"' -> R es una función de clase C1• 

(a)Demostrar que f : R"-> R decrece más rapido en el punto PE R", en direc­
ción opuesta al vectoT gradiente Vf(P). 

( b) Usando la parte (a) , encontrar la dirección en que la función f ( x, y) = x4y - x2y3 

disminuye con más rapidez en el punto P (2, -3) . 

Solución. 
(a)Sea u el vector unitario y como fes una función diferenciable ,entonces la razón 

de cambio de f en la dirección u es : 

D,J (P) = V f(P) ·u= [[V /(P)[[[[u[[ cose = [[V /(P)If cose, 
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donde(} es el ángulo entre u y \lf(P). Puesto que -1::; cos(J::; 1 se tiene que 

-[['Vf(P)[[::; [['Vf(P)[[ cos(J::; [['Vf(P)[[, 
'----v------' 

Du f(F) 

entonces esta es mínima cuando (} = 1r; esto es , cuando u y \1 f(P) son paralelos y de 
sentido opuestos. 

(
a¡ a¡ ) (b) \1 f(x, y) = ox (x, y), oy (x, y) = (4x 3

- 2xy3
, x4

- 3x2y2
)' entonces f decrece 

más rapido en el punto P (2, -3), en dirección opuesta al vector gradiente \lf(P). Es decir, 
u= -\lf (2, -3) =- (12, -92) = ( -12, 92) o 

Ejemplo 2.166 Sea S una superficie con ecuación::;= g(x,y), donde::;> O satisface la 
ecuación 

x3 + 4xy::; - y3 + ::;3 = 2. 

Si (1, -1) está en el dominio de g, hallar la ecuación del plano tangente a S en el 
punto (1, -1,g(1, -1)). 

Solución. 
Sea F(x, y,::;) = x3 + 4xyz- y3 + ::;3 = 2 
oF(x,y,z) 3 2 4 _..:._;,..::...;_...:_=X+ y::; 

ox 
oF(x, y,::;) = 4x::; - 3y2 

oy 
oF(x,y,z) 3 2 4 o::; = ::; + xy. 
Sean g (1, -1) =e y Po = (1, -1, g(1, -1)) = (1, -1, e) E S : 1 - 4c + 1 + c3 = 2 
==?e (c2 - 4) =O, de donde e= O o e= ±2.Por tanto e= 2. 
Asl, \1 F (1, -1, 2) = ( -5, 5, 8) 
Ahora, la ecuación del plano tamgente a S en el punto Po= (1, -1, 2) E S , es : 

P (P-Po)·'VF(1,-1,2)=0 

P -5(x- 1) + 5(y + 1) + 8(::;- 2) =O 

P 5x - 5y - 8::; + 6 = O. 

Ejemplo 2.167 Sean f : R 2 
---> R una función, U = (!, 4), V = (4, !), W = (0, 1) 

vectores de R 2 tales que Du f (1, 1) = 2, Dv f (1, 1) =O, Dw f (1, 1) =l. 
(a)¿Es f diferenciable en (1, 1)? Justificar su respuesta. 
( b) ¿Si f : R 2 ---> R es una función tal que \7 f (Po) existe, entonces f es d~ferenciable 

en Po?. Justificar su respuesta. 

Solución. 
(a)Si f es diferenciable en (1, 1), entonces V vector unitario A, se tiene DA! (1, 1) = 

'Vf(1,1)·A 

(
a¡ a¡ ) Sea \1 f(x, y) = ox (x, y), oy (x, y) =(a, b), 

Du/(1, 1) = 'V/(1, 1) ·U= (a,b) · (!, 4) =!a+ !bJ3 = 2 ==?a= 4- bvÍ3 · · · (1). 

Dv f (1, 1) = \1 /(1, 1) ·V= (a, b) · (4, !) = !aJ3 + !b =O==? b = -aJ3 .. · (2). 
Resolviendo (1) y (2), resulta a= 4 + 3a, a= -2, b = 2J3 
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Con estos datos se tiene Dw f (1, 1) = V !(1, 1) · W = (a, b) ·(O, 1) = b = 2yÍ3 lo que 
contradice al tercer dato.Dw f (1, 1) =l. 

Por lo tanto f no es diferenciable en ( 1, 1) . 
(b)Es Falso. Por ejemplo, considere la función f : R 2 ~ R, definida por 

{ 

xy 

f(x,y) = x2 + t si (x,y) # (0,0) 

si (x,y) (0,0) 

Entonces se tiene 
fJ! (O O)_ r f(t, O)- f(O, O) _O of (O O) _ r f(O, t)- f(O, O) _O L . 
fJ; ' - ¿_1.16 t - ' 0y ' - ~~IJ t - . uego eXISte 

V !(0, O) = (0, 0). 
Pero f no es continua en (0, O), pues lim 

2 
xy 

2 
no existe. Por tanto f no 

(:r:,y)~(O,O) X +y 
es difcrcnciable en (0, 0). 

Otro ejemplo, considere la función f : R 2 ~ R, definida por 

{ 

xy , si (x,y) # (0,0) 
f(x, y) = Jx2 + y2 

O , si (x,y) (0,0) 

Entonces se tiene 
~~ (0, O) = lim .f(t, O)- f(O, O) =O,~~ (0, O) = lim f(O, t)- f(O, O) = O.Luego existe 
ux t.-o t uy t.~o t 

Vf(O,O) = (0,0). 
Usarnos la definición ele diferenciablilidad, 

(i) Existe ~~ (0, O) =O,~~ (0, O) =O. 

( 
.. ) L 

1
. f(h,k)- f(O,O)- f¡;(O,O) h- f,1(0,0) k 

tt = nn . 
(h,k)-•(0,0) y'h2 + k2 
. f(h,k) . hk 

L = hm --- = hm ---
(h,k)~(o,o) Jh2 + k2 (h.k)~(o.o) h2 + k2 

Por tanto .f no es diferenciable en (0, 0), pues lim 
12 

hk 
2 

no existe. 
(h,~:)~(O,O) t + k 

Ejemplo 2.168 Dada la función 

si (x,y)=fo(O,O) 

si (x, y) = (0, O) 

. a¡ a¡ 
(a)Hallar a de manera que extstan .,--- (0, O),.,--- (0, O). 

uX uy 

(b)Si a= 1, analizar si la función ~~ es continua en (0, 0). 

(c)Hallar a de manera que f sea d·iferenciable en el punto (0, O). 

(d)Sea g(x, y) = (x2 - y2 ) f (x, y) y a = -~ .Hallm· todos los vectores unitarios 

u= (u 1 , u2 ) E R 2 tales que D 11g (0, O) 
existen. 

Solución. 

(h2+02)" ( 1 ) 
fJ! f(l O) f(O O) sen (h2 + 02)" 

(a)- (0, O)= lim L, - ' = lim ----------:---'-"-----'-----'---
fJx 11~o h h~o h 
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a¡ (0, O) = lim h2"-1 sen (-
1
-) 

ax h~o h2a 
Observemos que: 

isen (B)I :S 1, VB E R 

Se tiene 

O :S lh2a-1 sen ( h!") 1 :S lhl2a-1 'h =f O 

Como lim lhl2"-1 =O, para 2a- 1 >O, a> !.Por el Teorema del Sandwich, 
(h,k)~(o,o) 

resulta 

lim h2o-l sen - = O. 
1 

( 1 ) 1 (h,k)-+(0,0) h2<> 

Luego, existe ~~ (0, O) si a> !· 
Similarmente se puede ver que: 

(h2
)" sen (+.) 

a¡ (O, O)= lim f(O, h)- f(O, O) = lim (h ) 
ay h~o h h~o h 

a¡ (O O)= lim h2"-1 sen (-
1
-) =O. 

8y ' h~o h2" 
(b)Si a= 1 : 
Para (x, y) =f (0, O) : 

a¡ a ( (x2 + y2) sin c2! y2)) 
ax(x,y) = ax =2xsin(~) 

X +y 

si (x, y) =f (0, O) ~; ~ x, y) = { 2x sin ( x2 ! y2 ) - x2 ~ y2 cos ( x2 ! y2 ) • 
ax O , si (x,y)=(O,O) 

Pero aa¡ no es continua en (0,0), ya que no existe lim aa¡ (x,y). 
x (.c,y)~(o,o) x 

Esto último lo podemos justificar de la siguiente forma: 

Cuando lim 2x sin (~) =O, pero no existe lim ~ cos (~) , 
(x;y)-+(0,0) X +y (:r:,¡¡)-+(0,0) X +y X +y 

ya que por ejemplo si hacemos el camino e : y = x,no existe lim _! cos ( 2\) . 
x~Ox X 

1 
Este último lo podemos ver tomando la sucesión Xn = ¡;;;;;;, x 11 ----> O y 

2ymr 

lim _!_ cos (~) = lim 2,¡:iíicos (2mr) = oo. 
Xn---+0 Xn 2xn ;r;n--+0 

Por tanto, ~~ no es continua en (0, O) 

(c)Por parte (a), se tienen que existen ~~ (0, O),~~ (0, O) si a> !· 

Falta ver: 

L = lim lf(h, k)- f(O, O)- V f (0, O) .(h, k)l lim 1 (h
2 
+ k

2
)" sen (ch2: k2)" 

(h,k)~(o,o) Jh2 + k2 (h,k)~(o.o¡ Jh2 + k2 

. 1 ( 2 2) a-l ( 1 ) 1 L = hm h + k 2 sen (h2 k 2 )" = 1 
(h,k)~(o,o) + 

Observemos que: 
isen (B)I :S 1, VB E R 
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Se tiene 

1 

Como lim lh2 + k2 1"-2 =O, para a-! > O, a > ! .Por el Teorema del Sandwich, 
(h,k)-(0,0) 

resulta 

. 1 ( 2 2) <>- ~ ( 1 ) 1 hm h + k sen (h2 k2 )" = O. 
(h,k)~(o,o) + 

Por lo tanto, f no es diferenciable en (0, 0), si a > ! 
1 

(d)Para a= - 2 : 
D,J(O, O)= lim g(hu1, hu2)- g(O, O) 

h.-40 h 

(<hu¡)
2

- (hud) (<hud + (hu2)
2r 

D,f(O, O)= lim h 
h.........,Q 

sen( 2
1 

2 ") ((hu¡) +(hu2) ) 

h2 (u2 - u2) h20 sen (_2_) 
1 2 f¡2a ( 1 ) 

D,J(O, O) = lim = lim ( ui -u~) h2"+1 sen - = 
h ..... o h ¡,_.o f¡2a 

D 11!(0, O) = lim {1ti -u~) h2"+1 sen (h
1
2 ) .Por lo tanto, 

h.........,O 0 

D f ( ) _ { O, si u2 = ±u1 
11 x, y - no existe , si u2 of ±u

1 

La D,J(O, O) existe si y sólo si si u2 = ±u¡,como u = (u, u2) E R 2 unitario, por 

lo tanto llull = Ju2 + u2 = 1 <* u2 + u2 = 1 <* 2u2 = 1 <* u¡ = ±-
1
- entonces ' 1 2 1 2 1 v'2 

11 11 1111 11 
u2 = ± J2v'2.Por lo tanto, (v'2' y'2),(- 0 ,- y'2).(y'2,- v'2) y(- v'2' v'2) son los 

vectores pedidos. 

Ejemplo 2.169 Dada lafunci6n f (x, y)= y2y'X, x 2: O.Demostrar que si x >O entonces 
existe Duf ( x, y) para todo vector unitario u E R 2 • 

Solución. 

f:,(x,y) = 6,x o/ O 
/y(x,y) = 2yy'x 

Luego f:r., /y son continuas en D = {(x, y) E R 2 : x > 0}. Por el teorema de la condición 
suficiente fes diferenciable en D. Por tanto para cada punto (x, y) E D, existen todas las 
derivadas parciales y en cualquier dirección unitaria u E R 2. 

Ejemplo 2.170 Dada la función f (x,y) = arctan (,,2~;,2 ) + x2y,(x,y) of (0,0). Sean 
S la gráfica de f y el plano P : x - y = O. Verificar que el vector tangente a la curva 
r :=S n P, es ortogonal al vector gradiente a S en el punto Po= (1, 1, /(1, 1)). 

Solución. 
/(1, 1) = ¡ + 1 
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Definamos S: g(x,y,z) = arctan (x2~Y2 ) +x2y- ;;, entonces 

\lg(x, y, z) = (fx(x, y), f1J(x, y), -1), V'g(1, 1, ¡ + 1) = (2, ~' -1). 

. { ;; = arctan (. Zx ) + x 2y Parametnzando la curva r := S n p : .c
2

+Y
2 

x-y=O 

Sea x = t ,se tiene y= t entonces;;= arctan (t2~t2 ) + t 3 = arctan (-t) + t\ t #O. 

Así, r: o:(t) = (t, t, arctan (}) + t3), tE ]0, +oo[, 

entonces o:'(t) = ( 1, 1, 3t2 - ~),luego o:'(1) = (1, 1, ~). 
Ahora, 
\lg(Po) · o:'(1) = (2, ~' -1) · (1, 1, ~) = 2 +~-~=O. Por tanto, \lg(Po)j_ o:'(1). 

Ejemplo 2.171 Dada la función f (x, y) = arctan (:i;é) + x 2y, (x, y) # (0, O). Sean 
S la gráfica de f y el plano P : x - y = O. Verificar que el vector tangente a la curva 
r :=S n P, es ortogonal al vector gradiente a S en el punto Po= (1, 1, f(1, 1)). 

Solución. 

fx(x,y) = [Fx,x #O 

fy(x,y) = 2yvfX 

Luego fx,fv son continuas en D = {(x,y) E R 2 : x > O}.Por el teorema de la condición 
suficiente fes diferenciable en D. Por tanto para cada punto (x,y) E D,existen todas las 
derivadas parciales y en cualquier dirección unitaria u E R 2 . 

f(1, 1) = ¡ + 1 

Definamos S : g(x, y, z) = arctan ( ,2~Y2 ) + x 2y- z, entonces 

\lg(x, y,;;) = (f,(x, y),Jy(x, y), -1), V'g(1, 1, ¡ + 1) = (2, ~' -1). 

{ 
z = arctan ( Zx ) + x2y 

Parametrizando la curvar:= S n P: x
2+v2 

x-y=O 

Sea x = t, se tiene y = t entonces ;; = arctan ( t 2~t2 ) + t 3 = arctan (f) + t 3
, t #O. 

Así, r: o:(t) = (t, t, arctan (f) + t3
), tE JO, +oo[, 

entonces o:'(t) = ( 1, 1, 3t2
- ~), luego o:'(1) = (1, 1, ~) 

Ahora, 
\lg(Pa) · o:'(1) = (2, !, -1) · (1, 1, ~) = 2 + ~ - ~ =O. Por tanto, \lg(Po)j_ o:'(1). 

Ejemplo 2.172 Sea la función f : R 2 --> R definida por 

f (x,y) = ~ 

(a)Hallar las función ~~ ,indicando su dominio. 

(b)Hallar todos los vectores unitarios U = (ul'uJ E R 2 para los cuales existe Du 
f (0, O). 
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(c)Hallar· la ecuación del plano tangente a la gráfica de la función ~~ en el punto 

correspondiente a x = 8, y = l. 

Solución. 

(a)Se tiene que a¡ (x,y) = ~ 3 {L2 ; si X i= o. 
ax 3 y ;;2 

S
. _O. a¡(O ) _ 1. f(h,y)- f(O,y) _ ¡· ijY 
1 x- . -a ,y - un h - 1m-2 , 

X h-->0 h-->0 h 3 
solamente existe la derivada parcial cuando y = O. 
Entonces tenemos : 

si x f- O a¡ { 
1 3!L 

ax(x,yJ= 3 V~' 
si x =y=O 

(b)Consideremos U = (u~' u2) E R 2 unitario, por lo tanto , I!UII = .Jui +u~ = 1 <=? 

ui +u;= 1 ... (1) 
/(0, O) = WJl =O. 
Luego 

Duf (0, O) 

Duf (0,0) 

El límite existe si y sólo si 

Si u 1 =O. En (1) : ui +u; = 1 <=? 02 +u; = 1 <=? u2 = ±l.Así, u= (0, ±1). 
Si u 2 = O.En (1): ui +u;= 1 <=?u;+ 02 = 1 <=? u1 = ±l.Así, u= (±1,0). 
Por lo tanto, (0, -1) ,(0, 1), ( -1, O) y (1, O) son los vectores pedidos. 

a¡ { 1 3~ 
(c)Tenemosg(x,y)= ax(x,y)= 3 V~' si x 

si x 

( ) 
1 3rr 1 . 

entonces g 8, 1 = J y 82' = 
12

. Se tiene que 

ag 2 3/Y ag 1 3!I 
8x(x,y) = --gy-;s y 8y(x,y) = 9VX2.J?' 

Entonces el vector normal al plano tangente es 

f.O 
=y=O 

(
8g ag ) ( 1 1 ) N= ax(8,1),ay(8,1),-1 = -

144
,

36
,-1 11(-1,4,-144) 
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y la ecuac:ón del plano tangente a la gráfica de ~~ en el punto ( 8, 1, 
1
1
2

) es 

P: (x- S, y -1,;;-
1
1
2

) · (-1,4, -144) =O. 

Es decir, 
p : 4y - X - 144.:; + 16 = 0. 

Ejercicios Propuestos:Derivadas de orden superior 

l. Si u (x, y, z) = Jx2 + y2 + z2, encontrar la constante a tal que para todo 

(x,y,z) E R 3 - {(0,0,0)} se cumple 

a 
U:cx + Uyy + Uzz = -;¡· 

2. Si z = x f (x +y) +y g (x +y) ,donde f y g tienen derivadas continuas de segundo 
orden, probar que 

fj2z a2z a2 z 
-¡¡;y. - 2a;;ay + 8y2 =o. 

3. Sea f (x, y, z) = g (r), r = Jx2 + y2 + z2.Hallar 

(a) fxx + /yy + fzz· 

(b) La función g más general tal que fxx + /yy + fzz =O. 

a2¡ 
4. Si f es una función de x verificando la ecuación ax2 + >.2 f (x) = O y g es una 

función de t que satisface la ecuación 

Demostrar que la función u= f (x) g(t) satisface la ecuación 

82u 2a2u 
at2 -a ax2 =o. 

5. Sea u : R 2 -+ R, una función de clase C2 en R 2. Demostrar que u es de la forma 

f ( ) ( ) . & 1 . a2u au au o 
U = X g y <===? U sahs1aCe a ecuaCIÓn: U axay - ax 8y = · 

Sugerencia: Para demostrar ( <===) calcular a~
2

:m siendo V = In u. 
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2.19 Máximos y Mínimos 

2.19.1 Máximos y Mínimos sin restricciones 

La función 

f(x,y) = 1-x2 -y2 

alcanza en en (0, O) su máximo valor. Es claro que 

f(x,y)::; f(O,O) = 1, 

para todo (x,y) E R 2. Un cálculo sencillo nos indica que 

V' !(0, O) = (0, 0). 

Análogamente, 

f(x,y) = 1 + x2 +y2 

alcanza en (0, O) su mínimo valor, ésto es f(x, y) ::=: f(O, O) = l. En este 
caso también V' f(O, O) = (0, 0). Tenemos, entonces la siguiente 

Definición 2.59 Sea f : O e ~" ...... ~' en donde O es un conjunto abierto de ~n. 
(a)Decimos que Po E O es un punto máximo local o máximo relativo de f si existe 

una bola B(Po, r) e O tal que f(Po) :::: f(P), para todo PE B(Po, r). 
{b)Decimos que Po E O es un punto mínimo local o mínimo relativo de f si existe 

una bola B(Po, r) e O tal que f(Po) ::; f(P), para todo P E O. 
{c)Decimos que Po E O es un punto máximo global o máximo absoluto de f tal que 

f(Po) ::; f(P), para todo PE O. 
{ d)Decimos que Po E O es un punto máximo global o máximo absoluto de f tal que 

f(Po) ::; f(P), para todo PE O. 
{e)Decimos que f tiene extremo relativo en el punto Po E !1 si f tiene un máximo o 

mínimo relativo en Po. 
existe una bola B(Po, r) e O tal que f(Po) ::; f(P), para todo PE !1. 

Definición 2.60 Sea f : O e ~n ---> ~. Se dice que f tiene punto crítico en Po E O si V' 

f(Po) =O o no existe algunas derivadas parciales ~~ (Po) {Po es un punto singular). 
UXj 

Definición 2.61 Decimos que f tiene un punto Po de ensilladura al punto crítico interior 
de O que no es ni máximo ni mínimo local.En términos generales, Po es un punto de süla 
si para todo r >O existen puntos P, Q E B(Po, r) tales que f(P) > f(Po) y f(Q) <!(Po). 

Definición 2.62 Sea f :O e Rn ...... R. Se dice que f tiene punto crítico en Po En si V' 

f(Po) =O o no existe algunas derivadas parciales ~~ (Po) {Po es un punto singular). 
uXj 

Definición 2.63 Decimos que f tiene un punto Po de ensilladura al punto crítico interior 
de O que no es ni máximo ni mínimo local. En términos generales, Po es un punto de süla 
si para todo r >O existen puntos P, Q E B(Po, r) tales que f(P) > f(Po) y f(Q) <!(Po). 
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Teorema 2.36 Condiciones necesarias para valores extremos 
La función f : D(f) e ~n ---. ~ tiene valor ext?·emo local o absoluto en un punto Po 

de O si Po es: 
(a) Un punto crítico de f. 
(b) Un punto frontera de O. Es decir, Po E ao. 

Demostración 
Supongamos que Po pertenece al dominio de j. Si el punto Po rf:_ ao , 

entonces debe pertenecer al interior del dominio y si en Po todas las derivadas 

parciales aa¡ (Po) existen, entonces existe V' f(Po). Por otro lado, si Po no 
Xj 

es un punto crítico de f , entonces V' f(Po) # O, por lo que f tiene derivada 
direccional negativa en la dirección de -V' f(Po); es decir, f crece si nos 
movemos desde Po en una dirección y decrece si nos movemos en la dirección 
opuesta por consiguiente, f no puede tener un valor máximo ni mínimo en Po. 
Por tanto, todo punto donde se produzca un valor extremo debe ser un punto 
crítico de f o un punto frontera de f. 

Teorema 2.37 Condiciones suficientes para la existencia de valores extremos 
Si f : K e ~n ---. ~' es continua en un conjunto cerrado y acotado K en ~n .Entoces f 

alcanza valores máximos y mínimos absolutos. 

Ejemplo 2.173 Analizar si la función f: ~2 ---. ~ tiene valores extremos 

f(x,y) = xy. 

Solución 

Determinación de los puntos críticos: 

a¡ 
ax(x,y)=y 
a¡ 

{

ay ~~,y)= x 

f (x, y)= O <=> { y= O ... (1) 
1 ( ) - o y = o ... (2) 
ay x,y -

Así, los puntos críticos son: 
P.e= {(o,o)}. 

Analizando en (0, O) :f(O, O) = O. 
Observemos que en este caso V' f(O, O) = (0, O) y no obstante el punto (O, O) no es de 

máximo ni de mínimo. Observe que f(x, y) > O para x > O y y > O como también para 
x < O y y < O. En cambio, para x < O y y > O, como también para x > O y y < O, vemos 
que f(x,y) <O. Esto nos indica que (0,0) no es máximo ni mínimo. 

Por otro lado: 
Considerando el camino el := {(x, y) E Br(O, O) :y= X}, se tiene que 
g(x) = f(x,x) = x2 ~O= f(O,O) 
la función f tiene, en (0,0), un punto mínimo en el. 
Considerando el camino e2 := {(x,y) E Br(O,O): y= -x}, se tiene que 
g(x) = f(x, -x) = -x2 ::; O= f (0, O) 
la función f tiene, en (0, 0), un punto máximo en el. 
En este caso decimos que (0, O) es un punto silla. 
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Ejemplo 2.174 Sea f : !1 e Rn -+ R y Po E !1 tal que existen y son continuas 

las derivadas parciales de segundo orden 8,~
2

~x; para todo i,j = 1, ... ,n en B(Po,r). 
Entonces se define la matriz hessiana de f en Po E !1 como 

( 

(]2 !(Po) 

--aT 
H¡(Po) = ~ 

a
2

f(Po) ) 

OX¡~Xn ( 02 f ) 
. = --(Po) . 
· 8x-8x.· 

iP !(Po) 
OXnOX¡ 

82 !(Po) • 1 

~ n 

Por el teorema de Schwartz, la matriz hessiana es simétrica.Llamaremos hessiano de 
f en Po al determinante de la matriz hessiana. 

En términos generales, P es un punto de silla si en toda bola B(P, r) encontramos 
puntos Q tales que f(Q) > f(A) y otros para los cuales f(Q) < f(P). 

Los puntos P tales que \1 f(P) =O se llaman puntos críticos o estacionarios. 
Vamos, ahora, a obtener un resultado que nos permita clasificar los puntos estacionar­

ios. Antes de ello introduciremos la siguiente notación: La matriz 

(D;j/(P)) =H¡{P), 

de orden n x n, se llama la matriz hessiana de f en Po. Es fácil ver que, para 
H = (h¡, h2, ... , hn), 

n n 

(H¡(Po)H,H) = LLD;j!{P0 )h;h.i . 
.i= i=l 

Nuestro principal resultado es el siguiente: 

Teorema 2.38 (Fórmula de Taylor de segundo orden) Supongamos que f tiene 
derivadas parciales de segundo orden continuas en B(P, 1'). Entonces 

f(P + H)- f(H) = (\lf(P), H) + f¡ (H¡(P)H, H) +o (11HII 2
). 

Demostración: Sea g(t) = f(P + tH). Puesto que f tiene derivadas 
parciales de segundo orden continuas la función g admite un desarrollo de 
Taylor de orden dos en el intervalo [O, 1] . Esto es, 

1 
g(1)- g(O) = g'(O) + 2fg11 (s), 

para algún sE (0, 1). 
Ahora, 

n 

g'(s) = (\lf(P+sH),H) = LD.if(P+sH)Yj· 
j=l 

Entonces 

en donde H = (h¡, h2, ... , hn.)· 
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Ahora, sea 

h(s) = ({H¡(P + sY)- H¡(A)} H, H). 

Entonces, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz obtenemos 

lh(s)l S: IIH¡(P + sH)- H¡(P)IIIIHII2
. 

Como f tiene derivadas parciales de segundo orden continuas tenemos que 

lh(s)l -> O cuando H-> O. 
IIHII2 

Esto es, h = o (11HI1 2
). Para terminar sólo nos resta remplazarla a g"(s) 

por (H¡(P)H, H) + h(s) y obtenemos inmediatamente. 
Si las derivadas parciales de segundo orden son continuas entonces 

y la matriz H¡(P) es simétrica. Podemos, entonces, hacer un cambio de 
variable que nos permita presentar la matriz en forma diagonal. Sabemos que 
en esa diagonal aparecerán los valores propios de la matriz hessiana, digamos 
que son: A¡, ... , A.,. Es así cómo la forma cuadrática~ (H¡(P)H, H) la podemos 
escribir cómo 

1 1 n 

2f (H¡(P)H,H) = 2f L>.i.hT 
i=l 

(3.7.6) 

Clasificación de los Puntos Críticos 
Supongamos que P es un punto crítico, o estacionario, de j, entonces 

V j(A) =O. Por lo tanto, obtenemos 

1 n 

f(P + H)- f(P) = 2f L >.i.hT +o (11HII 2
), 

•=1 

y observamos que el signo de f(P + H)- f(P), para H muy pequeño, es 
el signo de la forma cuadrática ¿;~1 >.i.hT. Deducimos entonces que 

l. Si los valores propios A¡, .. ;,>., de la matriz hessiana en A son todos 
positivos, el punto A es mínimo. 

2. Si los valores propios son todos negativos, el punto A es máximo. 
3. Si los valores propios son unos negativos y otros positivos, el punto A 

es silla. 
4. Si por lo menos uno de los valores propios es cero, el criterio de los 

valores propios no decide. 

Observación 
Es evidente que la matriz Hessiana es efectivamente simétrica. La matriz 

Hessiana agrupa de forma ordenada todas las derivadas parciales de orden 
dos de una función. Igual que en el caso de una variable exigimos que la 
segunda derivada sea positiva o negativa para garantizar la existencia de un 
máximo o mínimo, aquí exigiremos que la matriz Hessiana sea definida positiva 
o negativa. Definamos primeramente lo que entendemos por matriz definida 
positiva o negativa. 
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Definición 2.64 Dada una matriz cuadrada A= (a.;J).nxn E Mn, decimos que A es 
( i) definida positiva si todos sus valores propios son números reales positivos, 
( ii) definida negativa si todos sus valores propios son números reales negativos. 

Es evidente que, una vez que conozcamos la función f y el punto P, podremos calcular 
Hess(f) (p) que será una matriz para la cual podremos estudiar sus valores propios y 
determinar si es definida positiva o negativa. En la siguiente propiedad vemos cómo los 
conceptos de matriz definida positiva y negativa convierten a la matriz hessiana en el 
análogo en varias variables de la segunda derivada. 

Proposición 2.23 Dada f: O e JR"-> lR y Po En supongamos que en una caja abierta 
que contiene al punto p existen y son continuas todas las derivadas parciales de segundo 
orden de f. Supongamos también que 

Entonces: 

aaj (Po)=O,Vj=1, ... ,n. 
Xj 

( i) Si la mat1'iz H ess (f) (Po) es definida positiva, en el punto Po ,j alcanza un mínimo 
relativo. 

( ii)Si la matriz Hess(f) (Po es definida negativa, en el punto Po, f alcanza un máximo 
relativo. 

En la práctica resulta útil la siguiente propiedad que permite estudiar si una matriz es 
definida positiva o negativa sin necesidad de calcular sus valores propios. 

Proposición 2.24 (Clasificación mediante menores principales). Dada la matriz cuadrada 
A= (a.;j)nxn E Mn, llamamos menores principales de A a los determinantes 

' ... '>., = IAI . 

Entonces se verifica que 
(1)A es definida positiva<===> Ai >O, Vi= 1, ... ,n. 
(2)A es definida negativa<===> (-1)i>.; >O, Vi= 1, ... ,n. 

Ilustremos lo anterior con un ejemplo. 

Ejemplo 2.175 Consideremos la función f : JR2 -> lR 

f (x, y) = 1 - x2 - y2 

Hallar los puntos críticos f y analizar su naturaleza. 

Solución 
Es claro que V f (x, y) = ( -2x, -2y). Por lo tanto el punto crítico de f es el vector 

(0, O). Por otra parte, la matriz hessiana de f en (O, O) es 

H¡(O,O) = ( DDuff((OO,OO)) DD¡2ff((OO,OO))) = ( -20 -02)' 
21 ' 22 ' 

cuyos valores propios son >.1 = -2 y >.2 = -2. Entonces, como los valores propios 
son negativos, (0, O) es un punto máximo. 
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Ejemplo 2.176 Consideremos la .función f: JR;2 ---> JR; de.fln·ida poT 

f ( x, y) = x3 - 3xy2 

tiene en (0, O) un punto critico. Los valor·es pmvios de la rruLtr·iz hessiana H ¡ (0, O) son 
iguales a O. Es .fácil 

ver· que (0, O) es un punto de silla. 

Ejemplo 2.177 Sea la .función .f : JR;2 ---> JR; definida por· 

tiene en (0, O) un punto critico. Los valores pmpios de la matriz hessiana H¡ (0, O) son 
iguales a O. Es .fácil veT que (0, O) es un punto mínimo. 

Ejemplo 2.178 Sea la función .f : JR;2 -> JR; 

El sig1tiente ejemplo nos muestm cómo una func·ión puede tener, en un punto A, ·un 
mínimo cuando rcstTingimos la función a cualquier Tccta que pasa por él y no obstante el 
p1mto P es silla .. 

Si hacernos y= mx, vemos que f(x,mx) = m 2x 2 + 3x4 - 3mx3 tiene en x =O un 
punto de rnínirno. Esto es, sobTe la recta y = mx la .función f tiene en (O, O) un punto de 
mínimo. También, sobre la recta x =O la función tiene en (O, O) ·un punto de rní:nimo. No 
obstante podernos encontmT puntos (x, y) en cualquier vecindad de (0, O) pam los cuales 
.f(x, y) >O y otTos tales q1te f(x, y) <O. 

Ejemplo 2.179 HallaT los puntos criticas de la .función 

y analizar su natumleza. 

Solución. 
Determinación de los puntos críticos: 
a.r a (x3

- 2y2
- 2y4 + 3x2y) . 

ax (x, Y) = ax == Gxy + 3x2 
= 3:r: (x + 2y) 

a¡ a (x3
- 2y2

- 2y4 + 3x2y) . 

{

&y i~' ~~' :) ~ 0 { ~X (x+ 2y) ~: ,~,~~ 
4

y-8y' 

J (x, y) = 0 {o} 3x2 
- 4y- 8y3 =O··· (2) 

ay 

{ 

X= 0V X= -2y 
3x2 - 4y - 8y3 = O 

Resolviendo el sistema: 

De·{ x = 
0 

,se tiene -4y- 8y3 =O , 4y(1 + 2y2 ) =O===? y = O.Así, 
· 3x2 -- 4y - 8y3 = O 

(0,0). 

De:{ 2 x = -
2
y3 , se tiene 3(-2y)2

- 4y- 8y3 =O, 12y2 - 4y- 8y3 =O: 
3x - 4y- 8y =O 

-4y (2y- 1) (y- 1) =O, entonces las soluciones ele esta ecuación son y= OVy =~V y= 1, 
con los correspondientes puntos (O, O) , ( -1, ~) , (-2, 1) . 
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Así, los puntos críticos son: 

P.e= {(o, o), ( -1, D, (-2, 1)}. 

Ahora: 
Para clasificar los puntos críticos, calculamos las derivadas parciales de segundo orden 
()2 f a (6xy + 3x2) 
ax2 (x,y) = ax = 6x + 6y 
a2 f a (3x2 

- 4y- 8y3
) 

ay2 (x,y) = . 8y = -24y2
- 4 

a2 f a (3x2 - 4y - 8y3) 
axay (x,y) = ax = 6X 

1Hf(x,y)i=l6x+6y 6x 1 
6x -24y2 - 4 

Luego 
' 

P.C:(x,y) 
a''f a• f (x,y) a•f(x,y) 

DetHf(x,y) Conclusión ax2 (x, y) a'!/2 ax8'!1 
(0, O) o -4 o o Falla el criterio. 

( -1, ~) -3 -10 -6 -6 Silla 
( -2, 1) -6 -28 -12 -24 Máx. Rel. 

Analizando en (0, O) :f(O, O) = O. 
Considerando el camino C := {(x,y) E Br(O,O): y= 0}, se tiene que 
g(x) = f(x,O) = x3 

Aplicando el criterio de la primera derivada: 
g'(x) = 3x2 

g'(x) =O entonces xo =O es punto crítico de f. 
g"(x) = 6x 
g"(O) =O 
gm(x) = 6 entonces gm(O) = 6 i- O. 
Entonces xo = O es un punto de inflexión. 
Luego,(O, O) es un punto silla. 

Ejemplo 2.180 Hallar los puntos críticos de la función 

y analizar su naturaleza. 

Solución. 
Determinación de los puntos críticos: 

a~ (x, y) = e2"'+3Y (16x2 - 12xy + 6y2 + 16x- 6y) 

~ (x, y) = e2'"+3JI (24x2
- 18xy + 9y2 - 6x + 6y) 

{ 

~~ (x,y) =O { 2 (8x2 - 6xy + 3y2) + 16x- 6y =O··· (1) · · · (multiplicando por 3) 
?.!_ (x, y) = 0 <=> 3 (8x2 

- 6xy + 3y2
) - 6x + 6y =O··· (2) · · · ( multiplicando por - 2) 

ay 

{ 
6 (8x2 - 6xy + 3y2) + 48x- 18y =O 
-6 (8x2 - 6xy + 3y2) 12x - 12y =O ' 

Sumando ambas ecuaciones resulta: y = 2x. 

Reemplazando (1) : 6 ( 8x2 - 6x (2x) + 3 (2x)2
) + 48x- 18 (2x) = O,resulta: 
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1 
4x (4x + 1) = O,entonces :¡;=O o x = -¡· 
Si x =O, en (1) ,resulta 16(W -12 (O)y+6y2 + 16(0) -6y =O=> 6y (y- 1) =O=> 

y=Ooy=l. 
Así, los puntose son (0, O) y (0, 1). 

Si x =-~,en (1), 16 ( -~) 
2 

-12 ( -D y+ 6y2 + 16 ( -D -6y =O 

2 1 => 6y - 3y- 3 =O, entonces y= 1 o y= -2. 

e2"'+3
!1 (24x2

- 18xy + 9y2
- 6x + 6y). Así, los punto son ( -~, 1) y ( -~, -~). 

Por lo tanto los P.C. son: 

Ahora: 
Calculamos las derivadas parciales de segundo orden 

a
2 

f (x, y) = e2'1'+3Y (32x2 - 24xy + 12y2 + 64x- 24y + 16) 
ax2 

:; (x, y) = e21'+3
!1 (72x2

- 54xy + 27y2 - 36x + 36y + 6) 

a
a

2
af (x, y) = e2:r:-t<ly ( 48x2 - 36xy + 18y2 + 36x- 6y - 6) . 

X y 
Luego, 

az¡ az¡ (x,y) az¡(x,y) 
P.C:(x,y) ax2(x,y) ay2 axay 

Det(x, y) 

(0, O) 16 6 -6 + 

( -~,-D 23e-2 42e- 2 ª}e-2 + 

(0, 1) 28e3 69e3 9e1 + 

( -~, 1} -4e~ 
5 

9e% 96e2 -

--'-----

Ejemplo 2.181 Halla·r los puntos c·ríticos de 

--
Conclusión 

Máx. Rel. 

Mín. Rel. 

Mín. Rel. 

Punto silla. 

y analizar si en ellos hay máximo relativo, mínimo relativo ó punto silla. 

Solución. 
Determinación de los puntos críticos: 
a f 2x -2x(x2 + y2) 2 

ax (x,y) = 1 + (x2 +y2)2- 2x = 1 + (x2 +y2)2 
a¡ 2v 
ay (x,y) = T+(x2+-y2)2 

{ 

a¡ (x y) =O { _:::-_3x(1:2_+ Y_2)2 =O, .. (1) 

§] (x: y) = 0 <=? 1 ~x2 !}1~2)~--,-.,. (
2

) 
ay 1 + (x2 + y2)2 

Así, (0, 0). 
Por lo tanto los P.C. son : 

P.C={(O.O)}. 
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P.C:(x,y) 
()<J a~¡ (x,y) ()<J (x,y) 

Det(x,y) 8x2(x,y) &¡¡2 8x8y 
(0,0) o 2 o o 

Analizando en (O, O) :/(0, O) = O. 
Considerando el camino e : y= O en B ((0, 0), r) se tiene que 
g(x) = f(x,O) = arctan(x2)- x 2 

Aplicando el criterio de la primera derivada: 

1 
2x 2x5 

g (x) = 1 + x4 - 2x = -1 + x4 

2x5 
g1(x) =O~ --- =O===} x =O. 

1 + x 4 

Entonces g(O) es un máximo relativo. 
Considerando el camino e : X= o en B ((0, 0), r) se tiene que 
h(y) = f(O, y) = arctan(y2 ) 

Aplicando el criterio de la primera derivada: 

h'( )=~ y 1 + y4 

h'(y) =o~ ~ =o===} y= o. 
1 + x4 

Entonces h(O) es un mínimo relativo. 
Luego,(O, O) es un punto silla. 

2.19.2 Multiplicadores de Lagrange 

Conclusión 

Falla el criterio. 

En esta sección estudiaremos un método, el método de los multiplicadores 
de Lagrange, para estudiar la existencia de extremos (máximos y mínimos) 
de funciones que estan sometidos a restricciones. Por ejemplo, la distancia 
al origen de la recta y = x + 1 es un problema que consite en hallar un 
mínimo bajo una restricción. Esto es, debemos minimizar la función distancia 
f(x, y) = Jx2 + y2 bajo la condición y - x - 1 = O. Este problema es de 
fácil resolución si remplazamos la variable y= x + 1 en la función f(x, y). El 
problema queda reducido a un problema de mínimos de una función de una 
sola variable. 

No siempre es posible reducir un problema de extremos condicionados a un 
problema de máximos o mínimos de una sola variable. El siguiente teorema 
nos proporciona una condición necesaria para que Po E R" sea un extremo 
condicionado de una función f. 

Teorema 2.39 Sean f : O e lRn -> lR una función de clase C 1 (O) . Considere el conjunto 
de nivel 

S= {PE O: g(P) =k}, 

tales que Po E O con g(Po) =k y 'Vf(Po) i= O. Si fs: SnO e lRn-> lR tiene un 
valor extr-emo relativo en S, en Po , existe un número real >. tal que 

'Vf(Po) = .X'Vg(Po) · · · (1) 
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Demostración 
El Teorema exige, para su demostración, herramientas más avanzadas de análisis 

matemático y no la haremos aquí en su forma más general. No obstante podemos propor­
cionar ahora una prueba para el teorema para el caso particular en que 

f : !1 e JR:.3 -> JR:. es una función de dos variables y la condición g(Po) =O determina 
una curva r que podemos parametrizar como P = a (t), t E I, I algún intervalo de la 
recta real. 

Supongamos que en Po = a (to), para algún to E I, a' (to) es un vector tangente a S 
en Po; -{f¡g (a (t)) = -{f¡k =O, y por la regla de la cadena 

:tg(a(t)) lt-=o= \lg(Po) ·a'(to), 

de modo que \7 g (Po) ·a' (to) =O; es decir, a' (to) es ortogonal a \7 g (Po). 
Si la función fs : Snn e JR:."-> JR:. tiene un valor extremo relativo en S, en Po entonces 

f (a ( t)) tiene un valor extremo relativo en t = to la función f alcanza un valor extremo: 
un máximo o un mínimo. Entonces la función 

h(t) = f(a(t)),t E I 

tendrá en to un máximo o un mínimo y por lo tanto dhJ~o) = O. De la expresión anterior 
conseguirnos, por la regla de la cadena, que 

dh (to) , 
O=--;¡¡-- = \7 f (a (to)) ·a (to) 

Así, el vector \7 f (a ( t)) es ortogonal a la tangente de toda curva en S y también es 
ortogonal al espacio tangente a S en Po .Corno el espacio perpendicular al espacio tangente 
es una recta, se tiene que \lf(Po) y \lg(Po) son paralelos. Puesto que \lf(Po) 1 O se 
sigue que \7 f (Po) es múltiplo de \7 g (Po). Esto prueba el Teorema. 

Observación 2.18 Al usar el método de M1dtiplicadores de Lagrange, se debe hallar un 
punto Po y un escalar real .\ tal que 

V'f(Po) = .\\lg(Po). 

La ecuación {1) se dice que las derivadas parciales de f son proporcionales a las derivadas 
parciales de g.Hallar los puntos Po que cumple {l),es decir, resolver el sistemas de ecua-
ciones : 

(2) 

a f ag 
,...-- (xt, ... , Xn) = >.,...-- (xt, ... , Xn) 
uXn uXn 

g(x¡, ... ,xn) =k 

Teorema 2.40 {Multiplicadores de Lagrange ). Sea f : !1 e m:.n -> JR:. funciones 
de clase C1 (!1). Sean y g1 , ... . gm : !1 e m:.n _, JR:., m < n, funciones de clase C1 (!1). 
S1tpongamos que Po E !1 es un extremo de f bajo la condición que 

PoES={PEJR:.n, gi(P)=O para i=1,2 ... m}. 

Si el conjunto {V'gi(Po), i = 1, 2, ... m} es linealmente independiente, entonces existen 
.\¡, .\2, ... >.m, números reales, llamados los multiplicadores, tales que 
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m 

\lf(Po) = L.\;\lgi(Po). 
i=l 

El Teorema nos proporciona una condición necesaria y no suficiente para 
la existencia de extremos condicionados. No nos proporciona información so­
bre la clase de extremo en cuestión, sólo con otras consideraciones, físicas o 
geométricas, debemos decidir si el punto Po es de máximo o de mínimo condi­
cionado. El método exige resolver un sistema de m+ n ecuaciones, cuales son 
las que se derivan de (3.8.1) más las condiciones g;(P) =O para i = 1, 2 ... m, 
con m+ n incógnitas, cuales son las n componentes de Po más los m multipli­
cadores. 

Ejemplo 2.182 Sea la función 

f(x,y, :;) = x2 + y2, 

ésto es, la distancia al cuadrado de un punto (x, y,:;) al eje:;, bajo la condición que el 
punto de mínimo ( x, y, :; ) satisfaga las ecuaciones 

:; =0 
;;2-(y-1)2 =0. 

ésto es, la distancia al cuadrado de un punto (x,y,z) al eje;;, bajo la 
condición que el punto de mínimo (x,y,z) satisfaga las ecuaciones.Esto es, 

g1(x,y,z) =:;=O 
g2(x,y,z) =.:2 -(y-1)2 =0. 

Observemos que el punto (0, 1, O) es un extremo condicionado tal que 

\7g2(0,1,0) =(0,0,0) 
\7g¡(0,1,0) =(0,0,1) 

y \1 f(O, 1, O) = (0, 2, O). Por lo tanto no se satisface (3.8.1). 
Veamos un ejemplo del uso de los multiplicadores de Lagrange 

Ejemplo 2.183 Deseamos calcular la distancia del origen (O, O, O) al plano cuya ecuación 
es x +y+:; = l. El objetivo es hallar un punto (xo, Yo, zo) que satisfaga la ecuación del 
plano y que sea un punto de mínimo de la! función distancia de un punto al origen. Esta 
función distancia la podemos tomar como 

y la restricción g (x, y,:;) = x +y+:;- 1 =O. Realmente la función distancia al origen 
que debemos tomar es h ( x, y, :; ) = J x 2 + y2 + ;;2, pero es claro que los extremos de h son 
los mismos de f y con ésta última los calculas se simplifican. 

En este caso sólo hay una restrición, los puntos de mínimo de f condiciona­
dos a la restrición g = O deben satisfacer el sistema 

\lf (x, y,:;)= .\\lg (x,y, z). 

El sistema: 
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2x = .\ 

2y = .\ 

2z = .\ 

x+y+z =1 

Resolvemos el sistema anterior y encontramos que 

.\ =i 
X =~ 
y =~ 
z =3 

Entonces el punto (l, l, l) debe ser el punto que minimiza a f sujeto a la 

condición g =O. Deducimos que la distancia del plano al origen es 4. 
Ejemplo 2.184 Calcular el área del máximo paralelogramo que se puede inscribir en la 
circunferencia cuya ecuación es x 2 + y2 = l. 

Solución. 
Podemos suponer que los vértices del paralelogramo son: (x, y), (x, -y), ( -x, -y) 

y ( -x, y). Entonces la función de área que debemos maximizar es f (x, y)= 4xy 
y la resticción que de imponemos es g (x, y) = x 2 + y2 - 1 = O. Puesto que 
sólo hay una restricción el Teorema nos dice que 

"'ilf(x,y) = X\i'g(x,y) 

Por lo tanto debemos resolver el siguiente sistema 

4y = 2.\x 
4x = 2.\y 

x2 +y2 -1 =O 

... (1) 

... (2) 

... (3) 

Si eliminamos x de las ecuaciones 1) y 2) obtenemos que 

y ( 4- .\2
) =o 

Esta ecuación implica que y = O o 4 - .\2 = O. Ahora si y = O tendríamos 
que concluir de las ecuaciones a) y b) que x = O y y = O, lo que contradice 
la ecuación e). Es así cómo debemos concluir que .\ = ±2. Si tomamos el 
caso.\ = 2 obtenemos de las ecuaciones a) y b) que x =y. Y si tomamos el 
caso.\ = -2 obtenemos que x = -y. En ambos casos la ecuación e) nos dice 

2x2 = 1, ésto es, x = ±~. Por lo tanto los cuatro vértices del paralelogramo 

serán(±~,±~). 
Esto nos indica que el valor extremo de f (x, y) bajo la restricción g (x, y)= 

O debe ser 4~ ~ = 2. Por consideraciones geométricas debemos concluir que 
este valor es máximo. 

Ejemplo 2.185 (a) Usando el método de Multiplicadores de Lagrange, demostrar que 
el valor máximo de x2y2z2 (x, y, z > O), sobre la 

esfera x2 + y2 + z2 = a2 , (a> O), es 
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(b) Usar la pm·te (a) para demostrar que para números no negativos x, y,::; se cumple 

1 

( )3 X+ y+::; 
xy::; :S 3 . 

Solución. 
(a)Sea 

Sujeto a la restricción 

Puesto que: 

Usando Multiplicadores de Lagrange, existe un escalar >. tales que: 

\lf(x,y,::;) = >.Vg(x,y,::;) 

... (1) 

... (2) 

... (3) 

... (4) 

El valor x 2y2 ::;2 que se obtuvo es : ( ~2 ) 
3 

Dicho valor es máximo(el mínimo ocurre cuando las variables x,y o::; es cero)Si no 
fuera así, deberá hacer otros puntos críticos, pues x 2y 2 ::;2 alcanza su máximo y mínimo en 
la esfera x 2 + y2 + ::;2 = a 2 . 

( b )Se deja al lector. 

Ejemplo 2.186 (a)Suponga que x, y,::; son positivas. Usando Multiplicadores de Lagrange, 
minimizar la función 

f(x, y,::;) = x +y+::; , sujeta a la restricción xy::; = l. 

Ejemplo 2.187 (b)Aplicar el resultado del inciso (a) para deducir la desigualdad 

3/0 a+b+c 
vaoc :S 

3 
, donde a,b,c >O. 

Solución. 
(a)Sean x >O, y> O,::;> O 

Puesto que: 

Función objetivo: Minimizar f (x, y,::;) = x +y+::; 
Sujeto a la restricción 
g(x,y,::;) = xy:; = 1 

\lf(x,y) (
of(x,y,::;) of(x,y,:;) of(x,y,::;)) = (1 1 1) 

ox ' oy ' o::; ' ' 

\lg(x,y) (
og(x,y,:;) og(x,y,::;) og(x,y,::;))- ( - - ) 

OX ' oy ' o:; - Y-,X-,XY 
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Usando Multiplicadores de Lagrange , existe un escalar A tal que 

"ilf(x,y,::;) = A"ilg(x,y,::;) 

Of(x, y,::;) /lg(x, y,::;) 
8x 8x 

8f(x, y,::;) A 8g(x, y,::;) 
8y 8y 

8f(x,y,::;) A8g(x,y,::;) 
8::; 8::; 

{=} { ~ 
xy::; 

xy::; 1 
Como x > O, y > O, ::; > O entonces A =!= O. 
De (1) y (2) :y::;= x::;.Entonces se deduce :y= x · · · (5). 
De (2) y (3) : x::; = xy.Entonces se deduce :::; =y··· (6). 
Luego x = y = ::;, 
En (4) :xy::; = 1 ==} x3 = 1 ==} x =y=::;= l. 

A(y::;) ... (1) 
A(x::;) · · · (2) 
A(xy) · · · (3) 
1 ... (4) 

Así, el punto es: (1, 1, 1). Luego el valor mínimo de f es:f (1, 1, 1) = 3. 
Por tanto 3 ~ f (x, y,::;), 'V(x, y,::;) E IR.3; x, y,::; >O 
(b)Por (a) se tiene:f (x, y,::;) = x +y+::; 2: 3 , 'V(x, y,::;) E IR.3 ; x, y,::;> O. 
Considerando : 

Luego, 

3 ·< 

a b e 
X= VcibC'y = VcibC'::; = 0ibC 

a b e abe 
xy-- ------ -- - 1 

~ - 0lbC 0lbC 0ibC - abe -

a b e a+b+c 
x+y+::;= 3~+ 3~+ 3~ = 3~ 

yabc vabc vabc vabc 
3¡;- a+ b+ e 
v aoc ::::; 

3 
; a, b, e > O. 

Ejemplo 2.188 Usando el método de Multiplicadores de Lagrange, hallar los valores 
máximos y mínimos del producto de tres números reales x, y,::; sí la suma de estos números 
debe ser cero y la suma de sus cuadrados debe ser 3. 

Solución. 
Sea: 

f(x, y,::;) = xy::; 

Sujeto a las restricciones 

g(x, y,::;) = x +y+::;= O , h(x, y,::;)= x 2 + y2 + ::;2 = 3 

Puesto que: 

"ilf(x, y,::;)= (y::;, x::;, xy), "ilg(x, y,::;) = (1, 1, 1) y "ilh(x, y,::;)= (2x, 2y, 2::;) 

Usando el método de Multiplicadores de Lagrange , existen escalares A y JL tales que: 

"ilf(x,y,::;) = A"ilg(x,y,::;) + JL"ilh(x,y,::;) 
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{ 

yz A 
xz A 

~ xy A 
x+y+z O 
x2 + y2 + z2 3 

+ ¡_t (2x) 
+ f-t (2y) 
+ ¡_t (2z) 

... (1) 

... (2) 

... (3) 

... (4) 

... (5) 

De (1)- (2): (y- x) z = -2¡_t (y- x). Entonces se deduce: y= x V z = -2¡_t · · · (6). 
(I) Si y= X: 

En (4),x +y+ z =O=> x + x + z =O=> z = -2x. 

En (5), x 2 + y2 + z2 = 3 => x 2 + x 2 + ( -2x)2 = 3 => 6x2 = 3 => x = Jz,- Jz , 
1 1 

entonces y = ../2, - ../2 y 

z =- ~,~,respectivamente. Por lo tanto los puntos son: P1 ( Jz, Jz,-~) y 

p2(-Jz,-Jz,~)· 
(II) Si z = -2¡_t : 
En (3),xy =A+ ¡_t(2z) =>,xy =A- :::2 =>A= xy+::2. 
En (1),y;; =A+ ¡_t(2x) => yz = xy + z2 - zx => z 2

- ::(x+y) + xy =O=> 
(z- x) (z- y)= O=> z = x o z =y .. 

(III)Si;; =X: 

En (4),x +y+ z =O=> x +y+ x =O=? y= -2x. 
1 1 2 2 

En (5), x 2 + ( -2x)2 + x 2 = 3 => 6x2 = 3 => x = ../2'- ../2 , entonces y=- ../2' ../2 
y 

;; = Jz,- Jz, respectivamente. Por lo tanto los puntos son: P3 ( Jz,-~' Jz) y 

( 
1 2 1 ) 

p4 - ../2' ../2'- ../2 . 
(/V)Si:; =y: 
En (4),x +y+;;= O=> x +y+ y= O=> x = -2y. 

1 1 2 2 
En (5), ( -2y)2 + y2 + y2 = 3 => 6y2 = 3 =>y= y'2'- ../2 , entonces x =-../2' ../2 

y 

1 1 . ( 2 1 1) z = \1'2'- y'2' respectivamente. Por lo tanto los puntos son: Ps - ../2' ../2' ../2 y 

( 
2 1 1 ) 

p6 ../2'- ../2'- ../2 . 
Evaluando f(x, y, z) en los 6 puntos críticos hallados, el producto de tres números 

reales x, y, z resultan 
1 

f (P¡) = f (P3) = f (Ps) = - ../2' 
1 

f (P2). = f (P4). = f (P6) = ..¡'2' 
1 

Entonces !Atn:r: = ../2 · 

2.20 Derivación Implícita 

Las superficies en R3 se representan por medio de expresiones del tipo F(x, y,:::) =O. Por 
ejemplo, x2 + y2 + :::2 - 1 = O representa la superficie de una esfera de centro en el origen 
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y radio l. Algunas veces es posible despejar una de las variables en términos de las otras 
dos, por ejemplo, en el caso de la esfera podemos hacer 

z = J¡- x2- y2 o z =-JI- x2- y2. 

Pero en general ésto no es posible. Consideremos por ejemplo la ecuación 
sen xyz + e"'11z = O, no es posible despejar una variable en términos de las otras 
dos. 

No obstante supongamos que de la ecuación F(x, y, z) = O podemos de­
spejar, implícitamente, a z en términos de x, y. Esto es, supongamos que 
::; = f(x,y). Tenemos entonces que 

F[x, y, f(x, y)] =O. 

Si llamamos g(x,y) = F[x,y,J(x,y)J entonces g(x,y) =O y por lo tanto 
sus derivadas parciales son iguales a cero. Si usamos la regla de la cadena 
obtenemos 

Esto es, 

O= fJ,q(x,y) 
~ f)x , 

o-~ - {}y 

( ) ( )a¡¡xv) 
= D¡F x,y,z + DaF x,y, z "JJ:c' 

D F( ) + D F( )!!iJ:5J!. = 2 x,y,z 3 x,y,z Uy ·. 

Si DaF(x, y, z) #O obtenemos 

Vemos entonces que aunque no conocemos una expresión exacta de z en 
términos de x e y sí podemos conocer sus derivadas parciales. En el ejemplo 
cosxyz + exyz =O procemos así: 

{Jz 
{Jx 

iJz 
i}y 

siempre que -xysen(xy:;) + xyexyz #O. 

La anterior discusión puede generalizarse a más variables, por ejemplo, si 
tenemos F(x¡, x2, ... xn) =O podemos obtener derivadas parciales implícitas de 
Xn como funcion de las variables X¡, ... , Xn-1 . Tendremos, entonces, fórmulas 
del siguiente tipo 

DkF 
Dkxn =-Dn.F' k= 1.2 ... ,n- 1, 

siempre que DnF # O. 
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La derivación implícita nos sirve para el cálculo de curvas definidas im­
plícitamente. Sean F(x, y,:::) = O y G(x, y,:::) = O dos superficies. Su in­
tersección determina una curva y aunque no esté determinada explícitamente 
podemos obtener alguna información si suponemos, por ejemplo, que x = x(:::) 
e y = y(:::), con ::; perteneciendo a algún intervalo l. Usamos la regla de la 
cadena como en (3.6.1) y obtenemos 

-D3F = D1F.x'(:::) + D2F.y'(:::) 
-D3G = D1G.x'(:::) + D2G.y'(:::) 

Para aquellos puntos en los que el discriminante del sistema anterior no se 
anule podemos obtener fórmulas para x'(:::) y y'(:::), así: 

I

-D3F D2F 1 

x'(:::) = -D3G D2G 

1 

D1F D2F 1 

D1G D2G 

1 

D1F -D3F 1 

y'(:::) = DrG -D3G 

1 

D1F D2F 1 
D1G D2G 

Es así cómo podemos conocer el vector tangente a la curva en cada punto 
::: E J, y por lo tanto determinar la curva intersección de las dos superficies 
siempre y cuando conozcamos un punto que se encuentre en la intersección de 
las dos superficies. 

Ejemplo 2.189 Consideremos las superficies 

F (x, y,:::) = x +y+:::= O 

G (x, y,:::) = 2x +y+::;- 1 =O 

Ejemplo 2.190 Un cálculo sencillo nos dice que 

obtenemos que 

Por lo tanto 

D1F(x,y,:::) = 1 

D2F(x,y,z) = 1 

D3F(x,y,z) = 1 

D1G(x,y,z) = 2 

D2G(x,y,z) = 1 

D3G(x,y,z) = 1 

x' (z) =O 

y'(z) = -1 

x (z) =e 

y(:::)= -z+d, 
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en donde e, d son constantes que debemos determinar. 
De lo anterior obtenemos que x = l. Esto es, x (z) =e= l. Entonces la intersección 

de las dos superficies está determinada por el conjunto{(!,-;;+ d, z), ;; E R}, 
en donde d debe ser determinada. Ahora, para ;; = O el punto (1, d, O) que está en la 

intersección de las dos superficies es aquel para el cual d =-l. Por lo tanto, la intersección 
de las dos superficies es el conjunto 

{(1, -;; + -1,::), ;; E R}, 

ésto es, la recta 
{(1,-1,0)+::(0,-1,1), zER}. 

Ejecicios propuestos: Valores extremos 

l. Estudiar la naturaleza de los puntos críticos de las siguientes funciones 

(a) f (x, y) = 3x2y2 + y3 - 3x2 - 3y2 + 2. 

(b) f (x,y) = (x3- y2) e x2~·2. 
(e) f (x, y) = x3 + y3 - 18xy. 

( d) f ( x, y) = x4 + y4 - 2x2 - 2y2 + 4xy. 

(e) f(x,y)=xy(l-x 2 -y2). 

1 3 
(f) f (x,y) = 3xy lx- Yi · 
(g) f (x, y) = 4xy2 - xy3 - 2x2y2 . 

(h) f (x, y) = y3
- y- x4

- 3x2 + 2. 

(i) f (x, y)= x3 - 2y2 - 2y4 + 3x2y 

2. Dada la función f (x, y) = In (1 + x 2 + y2) - j¿" ~dt , determinar si f tiene 
extremos relativos. 

3. Seaf(x,y)=a [2xy+y2 +x2y+cos(x+y)]+x2 (a2 -y), a#O. 

(a) Hallar los valores de a para los cuales f tiene un mínimo relativo en (0, O). 

(b) ¿Para qué valores de a, f tiene un punto de silla? 

4. El plano x-y+ z =O corta al cilindro x2 + y2 - 8 =O en una elipse E:. Hallar los 
puntos de E: más cercanos al origen y el punto de E: más alejado del origen. 

5. Usando los Multiplicadores de Lagrange, hallar los puntos de la superficie ::2 

xy- ::2 + 4 más próximos al punto P (1, 1, 1). 

6. Encontrar los extremos relativos de la función f (x, y, z) = x + z en la esfera 

7. Hallar todos los puntos de la esfera E: :. x2 + y2 + ::2 = 4, donde la función 

alcanza sus valores máximo y mínimo, sabiendo que dichos valores son no nulos. 
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