
CAP. 2 

:J:NTEC3RAC:J:ON POR PARTES E 

:J:NTEC3RAC::J:ON POR SUBT:J:TUC::J:ON 





1. INTESRACIDN POR PARTES 

TECIREt'IA 

Sean u m u(x) y v m v(x) dos funciones diferenciables. 
Entonces pe cumple 

1 J udv a uv - J vdu 1 

PRUEBA 

La diferencial del producto de funciones u.v. es 

d(uv) = udv + vdu • 

Luego udv s d(uv) - vdu e integrando 

Judv • Jd(uv)-J vdu • uv +C- Jvdu pues Jd(uv) =uv +C) 

• uv- Jvdu ( la constante C es sumada a la constante 

de la inte~ral indefinida Jrvdu, dando lugar a otra constante ) • 

Así, hemos probado que J udv • uv - Jvdu . 1 
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INTEGRACION POR PARTES 

EJIHIIPlC 1 Hallar J x ln x dx • 

Solución Sean u • ln x y dv .. x dx. 

Luego du 
1 

v•Jdv• Jx dx 
x2 =-- .. -r X 

Aplicando J udv • uv - Jvdu , resulta 

f x
2 J x 2 

1 x ln xdx • (ln x)(-2-)- z- ( x-> dx 

EJ•mplc 2 Integrando por partes calcular J x cos nx dx y verificar 

la respuesta mediante diferenciación 

Solución Sean 

Luego du • dx 

TeneiiDs entonces 

Jx cos nx dx 

V•rificación 

u = x, dv = cos nx dx. 

y V = fdv .. f cos nx dx • 

= J udv uv-J vdu • 
x sen nx 

n 

x sen nx 
n + cos nx 

n2 
+e • 

sen nx 
n 

-f .sen nx dx n 

_d_ ( x sen nx + 
dx n 

cos nx 
n2 + e> .. sen nx + nx cos nx 

n n 
n sen nx 

n 

x cos nx • función integrando. 



INTEGRACION POR PARTES ••• CAP.2 

Ejemplo 3 f x¡, 

Encontrar e 4 cos wx dx y verificar la respuesta mediante diferen 

ciación de la s0lución hallada. 

Solución 

I -- Jex¡4 cos n x dx X/4 sen nx J /h. e TI - -¡¡:;;-- sen w x dx ( 1 ) 

""" 
( toMando u = e 4 , dv = cos n x dx) 

X/4 cos TIX Jex¡,. 
- e 

11 
+ 411 cos nx dx 

x¡4 
Pero fe x¡4 sen nx dx 

( tomando u = e , dv sen n x dx) 

+...!... 
4:11 

(2) 

Sustituyendo (2) en (l) 

I 

I 

di 
'dx'" 

ex¡4 
x¡, 

sen TI x 1 e 4 e os TIX + I ) rn<- ""4'Ti"" TI 1T 
y despejando I 

4 ex¡4 
~4TI sen TIX + cos "Xl + e 

16n 2 + 1 

ex¡4 (4n sen ~x + cos ~x) + 4 ex/4 (4TI 2 cos nx- nsen TIX) 

16 TT
2 + 1 16 11

2 + 1 

e os n x dx . 
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INTEGRACION POR PARTES 

Ejemplo 4 Hallar 

Solución I Jsec3 x dx "' sec x. tan x - Jdec x tan2 x dx 

( tomando u •sec x y dv • sec2 x dx, 
V "' tan X ) 

sec x • tan x - f sec x ( sec2 x - l)dx 

2! sec x • tan x + J sec x dx 

I = + sec x • tan x + + ln 1 sec x + tan x 1 + e . 

2. INTEGRACION PO~ SUSTITUCION O POR CAMBIO DE VARIABLE 

Si x=~(t) es una función diferenciable, entonces 

Jf(x)dx = Jf(~(t)) ~'(t)dt 

Not;a 

1. La igualdad a que se alude en esta fórmula se verifica en los 
puntos x,t tales que x = ~(t). Explícitamente~ si 

F(x) Jf(x)dx y G(t) = Jf(~(t))~'(t)dt 

entonces F(x) = G(t) siempre que X = 4>(t) • 

2. Para calcular J f(x)dx, cuando se efectúa el cambio de varia 

ble x = 4>(t) , se procede de la siguiente manera: 

a) se encuentra la integral G(t) = Jf(4>(t))4>'(t)dt 

b) se expresa 
za lj¡(x) 

e) finalmente, 

t = w(x) como una función de x, 
en la integral encontrada en a) 

Jf(x)dx = C(~(x)) . 

y se reempl!!_ 



INTEGRACIOO POR PARTES ••• CAP.2 

Pru~• d•l T.ar ... 

Sea F(x) • J f (x)dx y definamos G(t) • F(fji(t)) (1) 

!'robaremos que 
f (. ( t)) 4>' ( t) • 

G(t) es la integral indefinida de la función 
esto es, que se cumple 

~(t) • f(fjl(t))fji'(t) 
dt 

(2) 

o equivalentemente G(t) •· f f(fjl(t))fjl' (t)dt (3) 

En efecto,se tiene 
dG d dF 
'dt(t) • dt F(fji(t)) • dt(x) (x =fjl(t)) 

dF dx 
• dx • dt (regla de la cadena) 

f(x). 4>' (t) [ p.1es ~~u f(x) ya que 

F(x) Jf(x)dx, y ~~=fjl'(t)J 
f(ljl(t)). ljl'(t), lo cual demuestra (2) . 

Para concluir, si X • ¡p (t) tenemos 

J f(x)dx . F(x) F(ljl(t)) 

G(t) (por (l)) 

= Jf(<P(t))~' (t)dt (por (3)). 

1 

Ej•mplo 1 Hallar 1 " f X /;::-2 dx. 

Solución Sea t - ~- Luego X = t
2 +2 y dx 2t dt. 

Entonces 

1 2 J(c2+2)t(2t clt) E J(2t" + 4t 2 )dt a }t5 + 1r) +e O 

y sustituyendo t 

1 • 
2 5¡ 4 36. 
s(x-2) 2 + )(x-2) +e. 
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FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLE 

dx 1 Hallar I 
1 x2- 4 

efectuando la sustitución x•-
t 

Solución 

Tenemos 

CAsal. K>2 Tenemos 
1 

dx • 
dt 

Luego x=-t , t2 

dt 

J -~ I = ---

! ;er-; 
( 

J- dt 

h -4t2 

de X > 2 se tiene t >O y .f5i0 .. _l./l-4t2 
t t 

Por lo tanto, I 1 J d(2t) 
-2 /¡ -(2t)2 

= + are cos (2t) + e 

1 
"-2- are cos <.2..>+ e 

Jx du 

- /1-u2 

si x > 2 . 

( se usó • are cos(u) + C ) 

CAso 2. K < -2 Tenemos -x < 2 y haciendo el cambio de variable 

y = -x 

I = 

En resumen 

se tiene 

f -d~ 
(-y) 1( -y )2 - 4 fy 

1 2 
--are cos(--) + e 

? y 

1 
cos(- -

2
-) + c. - 2- are 

1 
-2-

1 
2 

are 

are 

X 

cos < .2....) + e 
X 

cos(- .L) + e 
X 

o en forma abreviada 

I 
1 2 
~are cos( -...:lx;..,..l -) + C 

d~ con y > 2, 
1 y 2 - 4 

( por el caso (1) ) 

sí X > 2 

si X< -2· 

si 



J'lft'BOMCI~ POR l'ARTB'il , , . CAP.2 

A menudo ea posible realizar el cilculo de una integral efectuando ~aa 
.a.tituci6a tr~Etrlca lo que da lugar a ura integral ~ue conti~ 
ne funciones trigonomftticaa. 

1. Le inteerel canti~• •1 radical vf~- x2
, • >o. 

Entonces se hace la sustitución x • a coa t y /a2
- .,?- •a sent. 

2. La inteerel canti~• •1 radical .J.-.i - e2
, • > o. 

Entonces se hace la sustitución x • a sec t y / .J - a2 • a tan t. 

3. Le int.;rel canti•n• •1 radical ~J + a2 
, • > o. 

Entooces ae hace la sustitución x • a tan t y fx 2 -+ a2 
• a sec t • 

Note 

Sobr• le sustituci6n trigona.ftrice pera •1 cesovfx1
- i 

Cuando se hace una sustitución trigonométrica del tipo 2, se procede de 
la siguiente manera: 

y 

(1) se encuentra la inte~ral cuando x >a 

(2) se encuentra la integral cuando x <-a , 
hace el cambio de variable y • -x, y asi 
la integral se reduce al caso anterior; 

para lo cual se 
el ctilculo de 

la integral resultante se compone entonces de dos integr~ 
les, una para el intervalo x >a y otra para el inter­
valo x < -a. (Ver ej . 2 ) . No obstante, a vecEs estas 
dos integrales pueden resultar i.guales y dar una sola ex­
presión para la integral buscada. (Ver ej. 3) • 
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EJ.-plo 1 

Soluc16n 

SUSTITUCIONES TRIGOHOMETRICAS 

Mediante sustituciones trigono~tricaa hallar 

1 • J x 3 
dx 

h- x 2 

Sea X • 13 coa t. Luego ~ • 13 se!'. t, dx • - 13 sen t dt 

1 - f( /J coa t) 3 
(- 13 sen t dt) • _3 {) J coss t dt 

13 sen t 

-3 13 J (1 - sen 2 t) coa t dt 

-3 13 feos t dt + 3 13 J sen2 t d(sen t) 

-3 13 sen t - 13 sen 3 
t +e , 

y sustituyendo sen t • /3""="XT 
13 

I +e ' 

r:;:----; x2 ~ 
-2 >'3 - x- - T" 1 - x- + e 

( 2 
3
/2 2) ,r---"2 ) (pues 3- x ) • (3- x r]- x . 

Calcular a> O. 

Solución 

Casol.JC)a. Sea x • a sec t. ( 1 ) 

Luego dx = a sec t tan t dt . 

Se tiene entonces 

I = J a sec t tan t dt J cos2 t dt . 
7 a 3 se e 3 t a tan t 

_1 f< 1 + e os 2t 
) dt _t_. + sen 2t +e 2 = 

al 2a3 4a3 

_t_ + sen t cos t + e . ( 2 ) 
2a3 2a3 • 



INTEGRACtON POR PARTES ••• 

Ahora debemos despejar 

De (l) se tiene 

y sustituyendo en (2) 

I • .....!... are sec xa + 
2a3 

t de la ecuación (1) y reemplaza~ en (2). 

x a ~ 
t • arcsec7, cost•x• sent • x 

si x >a. 

CAP.2 

Caso 2. x < -a. Entonces -x> a, 
y> a, y 

y haciendo el cambio de vari~ 
ble y • -x se cumple 

I z 

(por el ceso (1), ya que y > a) 

= -
1
- are sec ( -.!..) + 

2a3 a 
si x<-a. 

EjltftiPlO 3 Probar la formula J dx • ln 1 x + / x2 - a2 
1 + c. 

/ x 2
- a 2 

Solución 

Caso 1. 1( > a. Sea 

Luego /x2 - a2 " a tan 

y J dx 
/ x2 - a2 

X • a sec t. 

t, dx = a sec t 

J a sec t tan t dt 
a tan t 

1n 1 se e t + tan t 1 + C 

.!...+ 
a a 

tan t dt, 

fsec t dt 

si x >a 

donde C1 = C-lna • 
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Caso 2. K < -a. 
y = -x, se tiene 

f dx 

/ x2 
- a2 

SU5T~UCIONES TRIGONOMETRICAS 

Entonces -x >a y haciendo el cambio de variable 
y> a y 

- ln !Y + ll - a2 1 .,. e 
( por el caso (1)) 

- ln 1 -x + lx2 
- i 1 + e 

lnl---===-
-x + /x2 

- a2 
+ e 

(racionalizando) 

1n 1 x + /x2- a2 1 + C¡ • ai x <-a , 
donde C¡ • C- ln a2 

Resumiendo, en ambos casos se tiene 

lnlx+~l+c. 

Ejemplo 4 

Solución 

Sea x = a tan t. Luego se tiene / x 2 + a2 • a sec t, 

dx • a sec2 t dt . 

f 1'"22"" 2 J 3 • a2 [ sec t tan t + lnl sec t
2
+tan ti]+!-: .¡ x'+a • dx = a se e t dt -

y reemplazando 

wer ej. 4, pág.Sl) 

tan t y sec t 

xfx~ 
2 

+ lnlx +~1 
2 + c. 



INTEGRACION POR PARTES ••• CAP.2 

3. PRDBLEI'IAS REstEL TOS 

3.1 Intearacián par part-

PRDBLEI'IA 1 Integrando por partes calcular 1 • Jare tanx dx. 

BOLUCION Sean u • are tan x y dv • dx, v = x. Se tiene 

1 - x are tan x -J~ 
1 +x-2 

1 J d(l +x
2

) • xaretanx --
2 1 + x2 

x are tan x - ~ ln (1 + x 2
) + C. 

PRDBLEI'IA 2 Hallar 1 = J -7- dx. 

SOLUCION 

J xe-xdx • x(-e-x)- J(-e-X)dx 1 - (tomando u= x, 

dv =e-x d,Q 

- X e-X - e-x + C • - 2.:!:L +e X • e 

PRDBLEI'IA 3· Hallar 1 J ln x dx • 

SOLUCION 

1 • X ln X -fd: (tornando u= lnx y dv=dx, v=x) 

xlnx -lnx+C (x-1) ln X + C, 
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3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PRDBLEt1A 4 Calcular I "' r (x2 + 2x + 3) cos 2x dx. 
J 

SDLUCIDN Tenemos 

I •x2+ 2x + 3) sen 2x _ J(2x+2)sen 2x d 
' 2 2 X 

2 sen2x, 
(tornando u =x +2x+3 y dv= cos 2x dx, V"'---z-~ 

Cu.lcularnos la última integral 

J(x+l)sen 2x dx ., (x+ 1) (-e os 2x) •. J ( -cos 2x) dx 
2 2 

(tomando u= x+l y dv= sen2xdx, 

(x+l)2cos 2x ++feos 2x dx 

(x+l)cos2x 1 
2 +4sen 2x +c. 

Luego I (x2 + 2x + })sen 2x + (x+l)cos 2x -~ + e 
2 2 4 

(2x2 + 4x + S)sen 2x + (x+l )con 2x 
2 + c. 

PROBLEMA :5 Calcular I J ln (x + ./1+";1 ) dx . 

SOLUCIDN 

I x In (x + ~ ) - J ;6- dx 
l+x2 

(tornando u= ln(x+ /i+X!" ) y dv= dx, entonces V"' x, 

du 

Luego I"' x ln(x + ~) l"i""+7 + e . 
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INT:;:GRACION POR PARTES ••• 

PROBLEMA b 

Calcular 1 • J(x2 
- 2x + 5 )e-x dx. 

SOLUCION 

1 = (x 2 -2x + 5)(-e-x)- (2Y - 2)dx 

(tomando u= x 2 -2x+5 y dv = e-'Xdx, 

Calculamos la segunda integral 

(2x-2) (-e-x) - J (-e-x) 2 dx 

-x v =-e 

CAP.2 

Je-x (2x- 2)dx 

(tomando u= 2x-2 y dv: e-x dx) 

Luego 1 

PROBLEMA 7 

SOLUCIDN 

1 .. 

= - 2x e-x + e . 

Encontrar 1 

(tomando u= ¡(
2 y dv = x dx 2 

(x2 + i) 
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PROBLEMIIS RESUELTOS 

PROBLEI1A 8 

Hallar I s f ax e cos bx dx • 

SOLUCION 

I 
eax sen bx 

b f ax e sen bx dx 

(tomando U"' eax y dv= sen bxdx, v•- se~bx) 
Pero 

Jeax sen bx dx 
e8 x(-cos bx) 

b 
- ~ J.ax (- cos bx)dY. 

Y dvz senbx dx·, v= ~) 

Luego I = 

de donde I 

PROBLEI1A 9 

(tomando u= eax 

eax cos bx 
b 

+.!. I 
b 

eax sen bx 
b 

a i 
+ -¡; lx cos bx - TI I 

eax 
---:~-:-( b sen bx + a cos bx) + C. 

a2 + tl 

Hallar dx . 

SOLUCION Tomarnos u = x2 y dv s x /1 + 2x2 dx 

I 

1 
V= 6 (1 +2~)% 

x 2 ~1+2Jtl% -+ J(!+2Jt)
3

h xdx 6 

(3x2 - q (1 + 2Jtl% 
30 

+ c. 

- b 



INTEGRACION l'OR PARl'ES ••• CAP.2 

PROBI...Et1A 1 O 

Encontrar I • f x2dx 
_(_x __ c_o_s_x~~-~s-e_n __ x_) __ 2 

BOLUCIDN Observemos que 

d (x cos x ~ sen x) = (cos x - x sen x - cos x )dx -x sen x dx 

Luego tomando dv • ----~x~s~e~n~x~-----­

fx cosx- senx) 2 

v•-----"--- tenernos 
x cos x - sen x 

I f x x senx dx 
~ (x e os x - sen x)l 

dx , 

{sen x - x cos x) dx X -sen x X cos X - sen X - f (x cos x - sen x) sen2x 

PROBLEMA 11 

SOLUCION 

X 

sen x (x cos x - sen x) 

Hallar 

~ 

De sen~ x = 

I 

1 ... cos 2x 
2 

- COt X + C 

tenemos 

I + J (x 2 - x 2 cos 2x)dx 

Calculamos la segunda integral 

x3 1 J = -
6
-- 2 x 2 cos 2x dx. 

J x2 cos 2x dx 

Luego I • 
x3 
6-

x3 -6-

x2 sen 2x 
2 

x2 sen 2x 
2 

x2 sen 2x 
2 

x:?sen 2x 
4 

(2x2 - 1) 
8 

Jx sen 2x dx 

_ [ - x c
2
os 2x + J co~ 2x 

+ x cos 2x 
2 

sen 2x 
4 + e . 

x cos 2x sen 2x +e 4 + --8-

sen 2x x cos 2x +e 
4 

dx J 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI1P. 12 Encontrar I = J x ex sen x dx • 

SOLUCION 

I = - x ex cos x + (e + x e )cos x dx f X X 

(tomando u x ex y dv = sen x dx; v : -cos w 

X 
-X e COS X + ( (ex+x ex) sen x -

(tomando 

f(2ex + xex) senx dx) 

u 2 ex+ x ex , dv • cos x dx ) • 

ex(sen x + x sen x - x cus x) - 2 J ex sen x dx - 1 

Luego I = fex (senx + x senx - x cosx)- J exsenx dx 

Ahora ca lculamos la segunda integral 

- excos x + J excos x dx 

f ex sen x 

- excosx + [exsenx - Jexsenx dx] 

Jex sen x dx 

de donde 
1 X 

dx = 2 e (sen X - COS X) + C, 

y sustituyendo en (1) resulta 

1 X 
Te (x senx - x cosx + cusx) +C. 

PROBLEI1A 13 tlallar 1 

SOLUCION 

I = f X X 
X + 2 sen"'f COSz 

----------~----~dx 

2 ce>s 2 Í 

+ sen x dx 
+ COS X 

= + J x sec
2 t dx + J tanfdx 

x tan ~ - j tan ~ dx + J tan ~ dx 
X 

X tan T +e . 

( 1 ) 



PROBLEI'IA 14 

SOLUCION 

I 

INTEGRACION POR PARTES ••• 

Calcular 1 =fx cos x dx • 
st!n 2x 

-se: x T f se:x x 

(tornando u • x y dx "' cos x dx 

sen2x 

- x cosec x + 1n lcosec x - cot x 1 + C. 

NOTA cosec x - cot x = 

PROBLEI'IA 1:5 Encontrar 

1 - COS X 

sen x 

BDI...UCION Tenernos u ~ 1n 2x dv 

sen x 
+ COS X 

dx , V = X 

X tan2. 

Se tiene 1 x 1n 2x - !2 lnx.~ x 

t'ero por e! problema ( 3) J 1n x dx 

dx = X ln2x - 2 f 1n X dx 

(x - 1) lnx + C. 

Luego l= xln2 x -2(x-l)lnx+C. 

PROBLEMA 16 Calcular 1 /sen (lnx)dx. 

SOLUCION 

1 = x sen(lnx) -J cos~lnx) x dx (tomando u sen (lnx), 

y calculando la segunda integral 

dx 

V 

dv 

Jcos(lnx)dx = x cos(1nx) + J sen(~x)x 
(tomando u = cos (ln x), dv 

Lue¡,¡o I = x sen(lnx) - x cos(lnx) - I, 

de donde I ·flsen(klx)- cos(lnx)) + C 

CAP.2 

- ____!._) 
sen x 

dx ) 

dx) 
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PROBLE11A 17 

Encontrar I 

Pero 

Luego I 

PROBLEMA 18 

SOLUCION 

Luego I 

70 

PROBL~ RESUELTOS 

) Ox 2 )dx 

(tomando u • x 3 y dv • ¡;xAdx, v = -3é~) 

Hallar I f are cot IX d rx x. 

Hagamos el cambio de variable /:K= t, x = t 2 y dx 2t dx. 

J are ~ot t (2t dt) = 2Jarc cot t dt 

2(tarccott -~(~tdtl 
(tomando u= arccot t, dv = dt) 

2 (t arccot t +f ln(l+t 2 )] +e 

2 rx arccot rx + ln (l+x) +e. 



I .NTEGRACION POR PARTES ••• 

PROBLEMA 19 

Encontrar I • f.ec 5x dx. 

SOLUCION 

Tomamos y v = tan x . 

Luego I ,. sec3x tan x - J (tan x) (3 sec 2x) sec x tan x dx 

sec 3x tan x - 3 f tan 2x sec 3x dx 

sec 3x tan x - 3 J (sec2 x - 1)sec 3x dx 

= sec3x tan x - 3 I + 3 J sec 3x dx , 

y despejando I 

I "'-} sec3x . tanx + ~ J sec 3x dx. 

CAP.2 

Pero fsee 3x dx = I seex. tanx +} ln \seex + tanx\ + C 

(verej.4, pág51)· 

y por lo tanto 

1 3 
I = 8 sec x • tan x.(2 see 2x + 3) + 8 ln \ sec x + tan x \ + C • 

PROBLEMA 20 Calcular I = J are senx dx. 

SOLUCION 

I x are sen x -

1 
x are sen x + 2 

!~X 11- x2 
dx 

u = are sen x , dv dx ) 
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PROBLEMAS RZSUELTOS 

PROBLEMA 21 Calcular I • J x are sen x dx • 

SOLUCION Hagamos el cambio de variable t • are sen x. Luego 
x = sen t, dx = cos t dx y 

1 J t sen t cos t dt • i J t sen 

f ( cos 2t . 
- --2-J 

2t dt 

~ 

l 
2 [t(- ~.2!) 

2 

t cos 2 t +~~ ---4- 8 

t 
(i -¡ - 2 sen 2 t) + 

dtl 

(tomando u • t, dv • sen2t dt, v • 

+ e 

sen t cos t +e 4 

are sen x + ¡ ~xz + e . 

PROBLEMA 22 Calcular 

_ cot 2t) 
2 

SOLUCION 

I x tan x- f tanx d;t (tomando u ''X, dv• sec 2x dx, v• tanx) 

X tan X - ~ lsec xl + C • 

PROBLEMA 23 Hallar 

SOLUCION Hagamos la sustitución r- rx. X • t 2 , dx • 2t dt. 

Luego I • 2 J tet dt - 2 [tet - [ •'"1 
tor.tando u- t, dv•etdt, v • e t) 

t ,_ rx 
e(t-l)e +e- 2(~x-l)e +e. 



INTEGRACION POR PARTES ••• CAP.2 

PROBLEI'IA 24 Calcular I • J x 2sen hx dx. 

SOLUCION 

I .. x2 cos hx - 2 Jx cos hx dx 

(tomando u= x 2 , dv =sen hx dx , v = cos hx) 

= x2 cos hx - 2 [ x sen hx - f sen hx dx] 

(tomando u • x , dv = cos hx dx, v =sen hx) 

x2 e os hx - 2x sen hx + 2 cos hx + e 

(x 2 + 2) cos hx - 2x sen hx + e . 

PROBLEI'IA ~ J 1-x 
Hallar I = x ln ""f'+"'i" dx 

SOLUCION Tenemos 

J x ln (1- x)dx - J x ln (1 + x)dx 

[_¿ ln (1 - x) - J x2 • -dx J [x2 ln (1 + x) 
2 2 1- x] [2 

_¿ ln ..!....:..!. + .l. ¡· x
2 

dx + ..!.. J x2 dx 
2 1+x 2 1-x 2 1+x 

J x2dx = f -(1-x2) + 1 dx f(l+x)dx + ¡~ 
1-x 1-x 1-x 

I 

-¡~.~] 
2 1 +X 

Pero 

x2 
- ln (1 - x) + el - X -z-

Jx2dx = J -(l-x2)+1 J (1-x)dx J dx y dx = - + -¡-:j:7 1+x 1+x 

x2 
+ ln (1 + x) + e2 - X +T 

por lo tanto, I 
x2 - 1 

ln 
1- X 

- x + e • y --2- T+"i" 
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PROBLEMM RESUELTOS 

PROBLEMA 26 Hallar I • f are sen IX dx • 
¡¡-:--;z 

SOLUCION Hagamos la sustitución t • are sen IX. 

Luego sen t • IX, lf':"X 2 e os t , x = ser?- t, dx = 2 sen t eos t dt. 

Se tiene entonces 

I eos t = 2 t sen t dt J 2t sen t eos t dt J 
2 [- t eot t + f cos t dt] • - 2t eos t + 2 sen t + e • 

Finalmente, I • -2 are sen/;.. ¡¡-:-; + 2/i + e • 

3.2 lnt-vracidn por su•titución 

PROBLEMA 1 Hallar I • J xdx 

rx+ 1 

SOLUCION Hagamos t =rx+T Luego x = ¿_ 1 

I J 2(t2-t1)tdt 2 f (t2- 1) dt 

...3.. t
3

- 2t + e 
3 
2 l¡ 

3 (x+1l' 2 

PROBLEMA 2 Calcular J dx I= ~ 
1 + IX 

SOLUCION Hagamos t= 1+/X Luego x= (t-1) 2 

I f 2(t t- 1)dt = 2 f dt - 2 fdtt 2t -

2(1+ !;.) -2ln(1+ !;.) + e 

2 rx - 2 1n o+ rx, ... e¡ 

y dx=2tdt 

y dx=2(t-1)dt . 

2 lnt+e. 



IN'l'EGRACIC»f POR PARTES ••• CAP.2 

PRO&..aiA 3 Calcular I • J coa x dx haciendo t • sen x. 
h + aeí/- x 

BOLUCION Tenemos dt • cos x dx. 

I ·f dt 
Luego 

¡¡-:¡:-;r 

- ln lt+ ~1+ e 

.. ln lsen x + /1 + sen 2x 1 + e . 

PROBLEM 4 Hallar I • dx • 

BOLUCION Hagamos y • ~ 

Luego ex • y~- 1, x •ln(y2- 1), dx =~ 
y2 -1 

Tenemos entonces 

I = f <:r:2 - 1)2 2;t 
dy = 2 

y (y2 - 1) 
f (y2 - 1) dy 

2 2 
- - y3 - 2y + e = -y(y2 -

3 3 
3) + e 

~ V ex + 1'. (eX - 2) + e 

PROBLEM :5 Calcular I f1 +X 
- 1 + rx dx. 

SOLUCION Sea t = 1 + IX. Luego X (t- 1) 2 y 

Entonces 

dx • 2(t- l)dt. 

1 - f 1 + (~- 1 ) 2 2(t-1)dt = 2 f (t 2 - 3t + 4 -f)dt 
- 2..t3- 3t 2 + St- 4lht+ e 

3 

- fo+ IX>3-30+ ~;Z)2+so+ /X)-4lnO+ IX>+c 

~ + R - X + 4 IX - 4 ln (1 + /X) + C¡ 
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PROBJ.EMAS RESUELTOS 

PROBLEI'IA 6 Hallar J dx 
1 = -r¡ (:=x=-li=#):;:(x~-~b ):=-

SOLUCION Completando cuadrados 

(x-a) (x-b) x 2 - (a+b)x + ab • 

(X _ ~)2 _ a-b )2 
2 <--z 

donde 
a+b 

t = X - -,- y 
a-b 

A"' -2- dt = dx. Enlonces 

I f dt 

/t2- A2 
1n 1 t + 1 t 2 - A2 1 + e 

1 
a+b 1 ]n X- -

2
- + /(x-a) (x-b) + C, 

PROBLE!'iA 7 Calcular I = J 125 - 9x2 dx. 

SOLUCION Hagamos 3x S cos t, 125- sx2 • 5 sent y 

5 
dx " - 3 sen t d t. Luego 

I 25 J - -
3
- sen2 t dt = _ 2; J 1 - c~s 2t dt 

25 25 25 25 - 6 e + 12 sen 2t + e = - T t + T sen t cos t + e 

25 cos ~ + 2i 125 - 9x2 + e . - 6 are 5 2 

PROBLEI'IA 8 Hallar la siguiente integral 

SOLUCION Sea t = are tan x. 

Luego X = tan t, 1 + ,¿. = sec2 t y 

Se tiene entonces 

f are tan x J t dt 
t2 

dx T+ e 
+~ 

= 

J are tan x dx • 
+ X~ 

dx • sec2 t dt 

1 
T(arc tan xf +e • 



PROIILEM 9 

BOLUCIDN 

I • f 

INTEGRACION pOR "'ARTES • •• 

Hallar I • J sec x dx. 

aec x(aec x + tan x) 
aec x + tan x 

c!x 

CAP.2 

Sea u • sec x + tan x Luego du • sec x(tan x + sec x)dx y pelE' ln tanto 

I - J :u - ln 1 u 1 + e - lr. lsec X + tan X 1 + c. 

PROBLEI'IA 1 O Hallar I • J secS x tan S x dx. 

BOL.UCIDN 

I • J. sec4 x tarl+ :.< sec x tan x dx 

J sec4 x(sec 2 x - 1)
2 sec x tan x dx. 

Sea u .. sec ::. Luego du• sec x tan x dx y se tiene 

J 4 2 2 J e 6 4 u9 2 7 J> I • u (u -1) du "' (u -2u +u )du =9-Tu +5+C 

sec!' x ( sec; x 1. sec 2 ..!. ) C 7 ~ + S + ' 

PROBLE1'1A 11 Calcular I • J dx 

X /4- ln2 
X 

SOL.UCION Sea t = ln x . Luego dt = ..!UL. y 
X 

I . f dt t +C are sen 2 
/4 - t2 

are sen ( l!!..2L.) 
2 + c. 

n 
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PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 12 Encontrar 

SOL.UCION 

1 J sec
2 

x dx I = bz _ __:::.;(:.;;;..a....:.:~;;_~)2-
+ b tan x 

Sea 
a 

t =¡;tan x. Luego dt • .!.. sec 2 x dx 
b 

y se tiene 

I f .!!. dt 
1 a 

7 ~ -
1-f .....!!l._ • a

1
b are tan t + C 

ab 1 + t2 

1 a -;b are tan ( b tan x) + C. 

PROBLEMA 13 Hallar f dx 
r- ---

[ l + { l+x J 1/2 

SOLUCION Sea t = + {1 +x • 

Lue¡;o X = ( t -1 ) 2 
- 1 y dx = 2(t-l)dt. 

Se tiene entonces 

I 2 f ( t 1tz_ t _112 ) dt 

4 11: 
- t 2 (t-3) -+ e 3 

4 3¡2 1¡ 
3 t' - 4t 2 + e 

-t ( 1 + ll+X ) 
1
h . ( { l+x - 2 ) + C. 

PROBLEMA 14 Calcular x dx • ¡¡:-;¿o 

SOLUCION Sea t .. x 2
, dt., 2xdx. Luego 

I • l. are· sen t + C • ,¡.are sen x 2 +C. 2 L. 



PROBLEI'IA 1:5 

BOL.UCIDN 

INTEGRACION POR PARTES ••• 

Calcular f dx 
I = -1~­

+ cos 8x 

I "" f dx 

2 cos 2 4x 
= -}-J sec 24xdx = + J sec

2 
4x d(4x) 

1 
4x +C. atan 

PROBLEt1A 16 Hallar I = f dx 

SOLUCION Sea t = 3+ ll+2x . 

Luego 2x (t-3) 2
- 1 y dx = (t-3)dt. 

Se tiene entonces 

I f (t-3t)dt t-31nt+C 

/T+2X - 3 ln (3 + /T+2X ) + C1 • 

PROBLEMA 1 7 Hallar I 

SOLUCION Sea t=~' y 3x2 dx = 2 t d t . 

Luego 

+ c. 

CAP.2 
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3 PROBL~ RESUEL~OS 

PROBLEMA 18 Calcular I 

SOLUCION Sea x = a tan t, dx a sec 2 t dt. Luego 

I 7 J se~\ = 7 J cos t dt + e 

PROBLEMA 19 Calcular I= f ¡y:-::¡ .¡-;--:¡:-r-
dx 
7 

SOLUCION 

PASO 1 Hagamos 
1 

t =- En tunees 
1 

X=-
t 

y dt dx 
- ?· Luego 

X 

I = - f j ~: ~ dt . 

PASO 2 Hagamos t = cos u. Entonces dt - sen u du. 

I -f f1::t dt =f/1- cos u IT+t 1 + cos u 

2 J tan ~ sen ~ . cos ~ du 

sen u du 

2 J sen
2 ~ du 

J (1 - cos u) du 

jx2x; 

are cos t -~ +C u - sen u + e 

are cos + c. 
X 

PROBLEMA 20 Calcular I 

SOLUClON Sea Luego dx = 2t dt y 

2 f (l~t 2 ) + t
2 

dt 2Jt- 2dt 
t2 (l-t2) 

I 

A- + 1n 1 - 2 e 1 
+ 2 • + ln j ~ ~~ 1 + e +IX 

- v'x 
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INTEGRACION POR PARTES ••• CAP.2 

PROLEt1A 21 Hallar 
I • f dx 

I-IX+1 

BOLUCIDN Sea t • ./-IX + 1 • Luego 
dx • 4(t 2

- 1)t dt. y por tanto 

f 4t3 
I • 4 (t 2 -1)dx • - 3-- 4t +C 

PROLEI'IA 22 Encontrar J x dx 
[ 1 + x2 + (1 + x2) ~/2 1 l/z 

BOLUCION 

Sea t • 1 + x 2
• Luego dt = 2x dx y 

I • + f t i/2(1 +~ 1/2) 1/2 

Haciendo ahora t 
1
/
2 =u y dt = 2 u du se tiene 

I • 

PROBLEI'IA 23 Calcular I f dx 

.¡x(l- x) 

SOL.UCION 

Completando cuadrados x{l- x) x- x2 1 (x- -})2 = -¡;-

Hagamos 1 
t•x-T. Luego dt" dx y 

I f dt t e . . are sen (.¡) + 

Ji- t2 T 

• are sen (2t) + C • are sen (2x-1) +C. 
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PRCBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 24 Aplicando sustitución trigonométrica encontrar las si-
guientes integrales 

(1) (2) f~dx x / x2 - 1 

SOLUCION 

U) Hagamos x = cos t , 1- x 2 • sen t y dx = -sen t dt. Luego 

(2) 

f cos 2 t sen t dt 
sen t 

t sen 2t t -z--4- +e "'-T-

1 
-Tarccosx-

XI~ 
2 

sen t cos t 
2 

+ e 

=f 
+ e 

1+ cos 2t dt 
2 

Caso 1. K >l. 
dxz sec t tan t dt. 

Hagamos x = se e t , 
Lue11;o 

w:-T =tan t y 

fx~ = f sec t tan t dt 
sec t tan t 

are sec. x + e, 

Caso 2. K <•1. 

f dx 
_x_/_x.;;.2;;.. __ 1 

Hfagamos :: -x. 

ti~ 

= t + e 

cuando x >l. 

Luego t> 1 y 

= are sec t +e (por el CéBJ 1). 

are sec (-x) + e , cuando x <-1. 



INTEGRACION POR PARl'ES ••• CAP.2 

4 Prabl ... • Prapu-~as 

PROBLEMA 1 

PROBLEI'IA 2 

PROBLEI'IA 3 

PROBLEI'IA 4 

Calcular J x sen x coa x dx. 

Rp~a. 

Hallar 

Rp~a. 

-x coa 2x + .. sen2x 
8 +c • 

Hallar J ~ dX • 
-~~ 

Hágase t • ~ • 

Rp~a. 4 are tan ~- 1(3+x)(l-x) +C. 

Integrando por sustitución calcular 

I x 2 (x+3) 11 dx. 

Hágase t = x+3, x = t-3 y dx dt. 

Rpta. J:!ill1 ~ 6(x+3) 13 3(x+3) 12 

14 - 13 +--4-+ c. 
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PROBL.EI1A l5 

PROBLEMA 6 

84 

PROBLEMAS PROPUE!)TOS 

Calcular f sen 3 x 

-{ COS X 

dx. 

2 T (cos 2 x-5) +C. 

Calcular J X 

.,f;2¡l 
dx. 

Considérese x = tan t, 

dx a sec 2 t dt. 

Rpta. · ..¡ x· + 1 + ~ 1n 1 J'x2 + 1x - 1 1 + C. 


