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1. INTEGRACION POR PARTES

TEOREMA

Sean u = u(x) y v = v(x) dos funciones diferenciables.

Entonces se cumple
fudv=uv-fvdu .

PRUEBA
La diferencial del producto de funciones u.v. es

d(uv) = udv + vdu .

luego udv = d(uv) - vdu , e integrando
fxdv = jd(uv) - | vdu = uv +C -jvdu ( pues fd(uv) =uv +C)
= uv-fvdu ( la constante C es sumada a la constante

de la integral indefinida fvdu, dando lugar a otra constante ).

Asi, hemos probado que fudv = uv -fvdu s ]
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INTEGRACION POR PARTES

Ejemplo 1 Hallar fx In x dx .

Solucién Sean u = ln x dv = x dx .

2
Luego du=+, fdv-fxdx= .

Aplicando fudv = uv - fvdu » resulta

4 x2 1
X 1n xdx = (In x)( 7 )-f—r(—x-)dx

2 2
=—¥-1nx-—’l:—+c.

Ejemplo 2 Integrando por partes calcular fx cos nx dx y verificar

la respuesta mediante diferenciacidn

Solucidon Sean u = dv = cos nx dx.

Luego du = dx fdv =fcos nx dx ’ﬁn_n_x__

Tenemps entonces

X sen nx sen nx
fxcosnxdx=fudv=uv-fvdu= = —f = dx

X sen nx COS nX

Verificacidn

d X en n nx ¢ n sennx
( sen nx . _cos nx HC) = s X, , DX cos nx _ L
dx n n? n n n

= x cos nx = funcidn integrando.
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Ejemplo 3

X
Encontrar e g cos mx dx y verificar la respuesta mediante diferen

ciacidn de la sclucidn hallada.

Solucidn
X/, X/ Xk
I = e™ cos nxdx=e"-ser:‘#-- ZT_ sen nx dx (1)
TT
( tomando u L‘, dv = cos mx dx)
Pero e " senmwx dx = x/" Los TX. 7o cos mx dx
( tomando u , dv = sen mx dx)
X/
4
P - COS TX +L 2)
T A
Sustituyendo (2) en (1)
X}, senm x 1 eX/L‘ cos TX I. .
I S bl e e -, y despejando I
x
1 = Ae/“ (471 sen "x + cos ©x) rc
1612 + 1
Verificacion
%l A
di, _ _eX(4m sennx + cosmx)  4e (472 cos 1x - msen wx)
" 1677 + 1 167 + 1
X
= e/l' cos mx dx .
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Ejemplo 4 Hallar I-= fsec3 x dx .

Solucién 1 fsec’x dx = sec x.tan x - fsec x tan? x dx

( tomando u=sec x y dv = sec® x dx,

v =tan x )

secx.tanx—JAsecx(sec2 x - Ddx ,
21 = secx.tanx+fsecxdx

1= —%—secx.tanx+1l—ln|secx+tanx +C.

2. INTEGRACION POR SUSTITUCION O POR CAMBIO DE VARIABLE
2.1 Teorema. Formula del cambio de variable

Si x =¢(t) es una funcidn diferenciable, entonces

ff(x)dx = ff(d)(t)) ¢'(t)de

Nota

1. La igualdad a que se alude en esta fdrmula se verifica en 1los
puntos x,t tales que x = ¢(t) . Explicitamente, si

F(x) = ff(x)dx y G(t) = ff(¢(t))¢'(t)dt

entonces F(x) = G(t) siempre que x = ¢(t) .

2. Para calcular ff(x)dx, cuando se efect@ia el cambio de varia
ble x = ¢(t) , se procede de la siguiente manera:

a) ce encuentra la integral G(t) = ff(d’(t))‘b'(t)dt :

b) se expresa t = P(x) como una funcidn de x, y se reempla
za P(x) en la integral encontrada en a) ;

e) finalmente, ff(x)dx = C(P(x))



INTEGRACION POR PARTES ... CAP.2

Prusba del Teorema
Sea F(x) = ff(x)dx y definamos G(t) = F(p(r)) . (1)

Probaremos que G(t) es la integral indefinida de la funcidn
£(4(t)) ¢' (), esto es, que se cumple

@) = £0e(© (2)

o equivalentemente G(t) -'ff(¢(t))¢'(t)dt (3)
En efecto,se tiene  S3(t) = == F(4(t)) = IE(x) (x =6(t))
- EL& (regla de la cadena)

= f(x).¢'(r) |rpues%-£= f(x) ya que
F(x) = ff(x)dx, y g—’:—w‘(t)]

= f(p(t)).e"(t), lo cual demuestra (2).
Para concluir, si x = ¢(t) tenemos
ff(X)dx = F(x) = F(@())
= G(t) (por (1))
=.ff(¢»(t))®'(t)dt (por (3)).
[ ]

Ejemplo 1 Hallar 1 = fx/x-z dx.

Solucidn Sea t=+x-2. Luego x = t’42 y dx = 2t dt.

Entonces

1 = f(t2+2)t(2t dt) = f(z:“+&t2)dc = %:5+%c3+c,

y sustituyendo t

1

5 3
1= 2ty baen® s,
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2.1 FORMULA DEL CAMBIO DE VARIABLE

Ejemplo 2
Hallar I-= f g% efectuando la sustitucidn x = e

x v x%- 4 5
Solucion
Tenemos

1 dt
Caso 1. x > 2 Tenemos % m—— dx=——5-. Luego
t
__dt
1 =f - - f_ —t
R /1 -4¢2
t 2
o 1 1
(de x>2 se tiene t>0 y ‘/?-a = T/l—&:z )
1 d(2t) 1
Por lo tanto, I=- —f-—-—-—-— = == arc cos (2t) + C
- /1-(2¢e)? g
1 2 ;
=Tarccos(—;—)+c si x >2 .,
2 du
( se usd -f = arc cos{u) + C)
v 1-u?

Caso 2. x < -2 Tenemos -x < 2 y haciendo el cambio de variable

y = -x se tiene
~dy dy
I= f = con y > 2,
/-y 2= 4 y /y2 -4
- -—;—- arc cos(—;—)+ C ( por el caso (1) )

1 2
—5— arc cos (- -x—)+ C.

En resumen

arc cos(-%-) + C si x > 2

arc cos(- -i—-) + C si x < =2

o en forma abreviada

_ 1 2 z 2
1 = > arc cos(—m—)+c si x¢ > 2
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2.2 Sustituciones Trigonnmétricas

A menudo es posible realizar el cdlculo de una integral efectuando una
sustitucién trigomométrica lo que da lugar a ura integral jue contie
ne funciones trigonométricas.

1. La integral contiene el radical va' - x’*, a > o.

Entonces se hace la sustitucidn x = a cost y Ya’- ¥ = a sent.

2. La integral contiene el radical /¥ - a’, a > O.

Entonces se hace la sustitucidn x =a sect y v ¥-a® = a tant.

3. La integral contiene el radical /¥ + &, a > O.

Entonces se hace la sustituddn x=a tant y vVx°+a’ =asect.

Nota

Sobre la sustitucién trigonométrica para el casoVx’- &

Cuando se hace una sustitucidn trigonométrica del tipo 2, se procede de
la siguiente manera:

1) se encuentra la integral cuando x>a ;

(2) <se encuentra la integral cuando x<-a, para lo cual se
hace el cambio de variable y =-x,y asi el cdlculo de
la integral se reduce al caso anterior;

y (3 la integral resultante se compone entonces de dos integra
les, wuna para el intervalo x>a y otra para el inter-
valo x<-a. (Ver ej.2). No obstante, a veces estas
dos integrales pueden resultar iguales y dar una sola ex-
presidn para la integral buscada. (Ver ej.3).
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2.2 SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Ejemplo 1 Mediante sustituciones trigonométricas hallar

x® dx

V3 - x? )

I

Solucién
Sea x = 3 cost. Luego V/3-x% = /3 gen t, dx = - /3 sentdt

I e f(v’g cos t)¥(- /3 sen t dt) = -3/3 fcosstdt
VY3 sen t

= -3f:i_f(l—senzt)costdt

= —3/§_fcostdt+3/3_ fsen’td(sent)

= -3/3 sent-v3 sen®t+cC,

-
y sustituyendo sen t = E

V3
3
I = -3 /3-x2 +—;--(3-x2)/2 +C

2
= -2 /3-x2 -F3/1-x* +c

3 p——
( pues (3-x2)/2= 3-x%) V3-x

dx
Ejemplo 2 Calcular I = f———-—-— s a>0.
x* /x? - a

Solucion
Caso 1. x > a. Sea x = a sec t. (1)
Luego dx = a sect tan tdt .

Se tiene entonces

a sect ta 1
1 = f nt dc = - f cos? tdt
a’ secl®t a tant a

. 13 (l+c¢2)52t Ve, t3+sen32': +C
a 2a 4a
t sent cost
= + + .
™ T c (2)
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INTEGRACTON POR PARTES ... CAP.2

Ahora debemos despejar t de la ecuacidén (1) y reemplazaris en (2).

; /2 = al
De (1) se tiene t = a:csec-’t;-, cost--?;, gent i

y sustituyendo en (2)

.4 xz- az

X «
arc sec=— 4 ——————— 8i x>a.
3 a 2.2
2a‘x

I=

Caso 2. % < —a. Entonces -x>a, y haciendo el cambio de varia
ble y = -x se cunple vy>a, y

I = ~ dy dy

(v V(&P -a y? v/ y? - a?
.—Y__-—-'

= -—ng-arcsec L4 (por el caso (1), ya que y>a)

2a% y?
2 P)
= 23arc sec (-f:—) + /xzzza si x<-a.
a a®x
Ejemplo 3 Probar la férmula dx =In|x +/x* -a® | + C.
/%2 - a?

Solucidn

Caso 1. x > a. Sea x = a sec t.

Luego = g tan t, dx = a sect tant dt,
- a sect tant dt = sEe £t
a tant

Injsec t +tan t |+ C

!+C, si x>a

lnlx+»’x"’-a2|+cl donde Cy=C-1Ina .



2.2 SUSTITUCIONES TRIGONOMETRICAS

Caso 2. x < —a. Entonces -x>a y haciendo el cambio de variable
y = -X, se tiene y>a y

’
-l = -J—-—z—,__d=-1nly+¢y2—a2|-rc
y -a ( por el caso (1))

= -In|-x+/x?-a| +¢C

- ln‘ 1 I + C
-x + /%% - a?
/o2 - 2
- T x + xz a l +C, (raciounalizando)
a

= In|x+/x*-a%|+ ¢, , 3i x<-a,

donde €, = C- Ina?

Resumiendo, en ambos casos se tiene

—_— . ;| x+ Vx?-a?|+cC.

2 = a2

3
Ejemplo 4 Ha)lar .] Y x2+ a®  dx.

Solucidn

Sea X = a tan t. Luego se tiene Vx2+ a! = asec t,

dx = asec? t dt .

f/x2+a2 dind | aednie = & [sec tztan t +]n|sect+tant|]+c

2
wer ej. 4, péag.51)

y reemplazando tan t y sect

+ C.

x./1-<2+az & Inlx +vVx* +a°|
2 2
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INTEGRACION POR PARTES ... CAP.2

3. PROBLEMAS RESUELTOS
3.1 Integracién por partes

PROBLEMA 1 Integrando por partes calcular I = farc tanx dx.

SOLUCION Sean u=arc tan x y dv = dx, = x. Se tiene

I = X arc tan x - kdx = X arc tanx ——;— d(1+X)
142 1+

= X arc canx-—;-ln(1+xz)+C.

PROBLEMA 2 Hallar 1 = f :x dx.
SOLUCION

I = ‘f‘xe'x dx = x(-e7X) - f(—e'x)dx (tomando u=x,

dv=e Xd»
- smgBoe®ag m = A,
X
PROBLEMA 3. Hallar I = fln x dx .
SOLUCION
dx
I = xIlnx -f-—x— (tomando u=Ilnx y dv=dx, v=x)

= xInx -Inx+C = (x-1)Inx + C.



PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 4 Calcular I = f (x2 +2x + 3) cos 2x dx.

SOLUCION Tenemos

I = wf4x o+ 3) BN 2 f____zz__(zxn gen 2%,

(tomando u =x*+2x%3 y dv= cos 2xdx, v=—3s%ﬁ).

Calculamos la Gltima integral

f(x+1)sen 2x dx = (x+1) (-°°52 2x) __f(‘cosz 2%) 4y

(tomando u = x+1 y dv=sen2xdx, v=-c—°%-2—x§

= -—Ml 2(:0st +%~fcos 2x dx

= - ____l___(x+1 ;08 L +%sen 2x + c.

2
Luego = B +2x ; 3)sen 2x (x+1)c20s 2x sen4 2x | ¢

o (2% + 4x + 5)sen 2x

A +

+ C.

(x+1)cos 2x
2

PROBLEMA S Calcular T = fln (x +/1+% )dx .

SOLUCION

I = xIn{x+ v1+x° ) f ’——1.,.,(2 dx

(tomando u= In(x+ /1+x! ) y dv=dx, entonces v=x,

L+

i V1 +x? dx

U = = § = m—————— )
x +/1+% /142

Luego I= xIn(x+ V1+x2) - Y1+x? +C.
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PROBLEMA &
Calcular 1 = f(xz -2x + 5)e™® dx.

SOLUCION

I = x?-2x+5)(~e%)~ f(-e_x) (2r - 2)dx
(tomando u=x?-2x+5 y dv = edxdx, v=-e

Calculamos la segunda integral

fe_x (2x - 2)dx (2x-2) (e %) - f(_e—x) 2 dx

(tomando u=2x-2 y dv=e dx)
Luego I = -x*+5)e* + C.

= - 2xe ¥ +C.

3
PROBLEMA 7  Encontrar I = f —
(x* +a%)

SOLUCION
2
5 X +f 2xdx2
2(x% +a%) 2(x2+3a)
dx -1
(tomando us= £ dv =—2 , v=
y (x2 +az)T 203 + &)
= = .1 + %ln(x2+a2)+C.
2(x* +a?)
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 8
Hallar I = feax cos bx dx .

SOLUCION
e?* sen bx a ax
I = - - e sen bx dx
b b
(tomando u = 3% y dv=sen bxdx, v=- setl\)bx)
Pero
ax
ﬁax sen bx dx = _e__(_Tc)w __;_‘f;ax (- cos bx)dx
(tomando u= ™ y dv=senbxdx; v=- c_osbl)
ax
_ _ _& " cos bx a
= b g 1
eax sen bx a ax a’
Luego I-= —_— +T)3e cosbx-?‘I
ax
de donde I = -——2——2-(b sen bx + a cos bx) + C.
a~ +b

PROBLEMA 9 Hallar 1 = fx3 1+ 2 dx .

SOLUCION Tomamos u=x y dv=x A+2x dx ,

x2 (142:8) % - (1+ 21(2)5/2
6

2 _ %
(3%% - 1) (1 +24)
30
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PROBLEMA 10
2
Encontrar I = ol .
(x cosx - senx)?
SOLUCION Observemos que
d(x cosx - senx) = (cosx - xsenx - cosx )dx = -x senx dx
Luego tomando u = » dv = X oenX dx ,
sen x 2
(x cosx - sen x)
1
V * e———  tenemos
X CO8X - senx
1 = X x_senx dx
senx = (x cosx - senx)‘
= se:x X cos*{l =Sy {genx - x _cos x) dx
: (x cosx - sen x) sen4x
= = - cotx + C
sen X (X cOsSX - senx) *
PROBLEMA 11 Hallar I = x2 sen?x dx.
SOLUCION De sen‘x = —1-:-9—;-’-8-—-2—)(— tenemos
1 = — (x2 - x2cos 2x)dx = La-—-l— x2 cos 2x dx
2 [3 2 2
Calculamos la segunda integral
2 x2 sen 2x
X cos 2x dx = g X sen 2x dx
x2 sen 2x | == cos 2X cos 2X
2
2
X* sen 2x X COS 2X sen 2x
2 + ) % +C.
3 %en 2 2 2
X x%en 2x X _cos 2X sen 2x
Luego I & % - 7 + 3 +:C
__)53__ (2x2 - 1) sen2x _ X cos2x &
6 8 4 . :

67



PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 12 Encontrar I = xeX senx dx .
SOLUCION
I=-xe'cosx + (ex+xex)cosx dx
x

(tomando u = xe  y dv = senx dxj; v =-cos X

x x bs x
= -xe cosx + [(e"™+xe") sen x - (2ex+xe ) senx dx ]

(tomando u = e~ +xe’ , dv = cos x dx ).

= ex(senx + x senx - X cosx) - 2 e* senx dx - I
1 x X
Luego 1 = 7€ (senx + X senx — X COSX ) — e " senx dx . (1)

Ahora calculamos la segunda integral

X X X
e"senxdx = - e cosx + e” cos x dx
X X X
=-¢e cosx +le senx - e sen x dx]
X 1 x
de donde e’ sen X dx=—2-e (senx -~ cosx) + C,

y sustituyendo en (1) resulta

L = —;-ex (x senx - X cosXx + cosx) + C.

PROBLEMA 13 Hallar T = [ X% S€HX

1 + cosx
SOLUCION
3 2 = x
X sen- cosy
I-= = dx
2 cos? 5
= —;— X secz-x‘r dx + tan-)z-c-dx

"

i

X X
xtanl— ‘] tan-%(-dx+ taanx = xtanT +C.
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PROBLEMA 14 Calcular 1 = |-XS08X g4y .

sen?x
SOLUCION
X dx
I = = e———
sen X sen x
(tomando u =x y dx =M, v
sen?x
= - x cosecx + In lcosecx & cotxl + C.
NOTA cosec X - cotx = LO6R, = SR X . = tan—s.
senx 1 + cos x 2
PROBLEMA 13 Encontrar I= 1n? x dx .
SOLUCION Tenemos u = In2x , dv=dx , v =x
Se tiene I = x In2x - 21nx.;!(-xdx= xlnzx—Zflnxdx
Pero por el problema (3) Inx dx = (x - 1) lnx + C.
Luego T = xm?x - 2(x-1) Inx +C .
PROBLEMA 16 Calcular 1 = sen (Inx)dx.
SOLUCION
I= x sen(lnx) - E’.ﬂ;‘.’ﬁx dx (tomando u = sen(Inx),

y calculando la segunda integral

sen (Inx)x
X

cos(Inx)dx = x cos(inx) + dx

dv

(tomando u = cos(lnx), dv

Luego I = x sen(Inx) - x cos(lnx) -~ I ,

de donde 1 =-’25-[sen(h x) - cos(hx)] +C .

CAP.2

]

dx )

dx)
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 17

Encontrar I= fx:'] Exb dx

SOLUCION
x3 (=388 ) - f(_3;)c/3 ) (3x2)dx

(tomando u = x3 y dv = Exbdx, v =-3e.xé)
= - 33 4+ 9 ng’%dx

Pero fxz?%dx = x? (-—35”3) - f(—35""3)(2x)dx = -3x2e*h + 6 fxzﬂ’dx

~3x26 P 4 6[x(-3eP) - f (-3¢ ™8 yax]

I

-2~ 18xe™3- 54 &Y 4+ .

Luego I = - Be_x/3 [X3 + 9)(2 + S,AX +162] +¢C.
PROBLEMA 18 Hallar 1 = arc cot /x
3

SOLUCION Hagamos el cambio de variable /X =1t, x=1t2y dx = 2t dx.

f—éﬂ—:ﬁt——t- (2t dt) = Zfarc cott dt

2 (t arc cott - f(—ﬁ_l-gﬁ t dt]

(tomando u = arccot t, dv = dt)

Luego I

2 [t arccot t +-;_—ln(1+t2)] +C

= 2/ arccotVx + m(1+x) +C .
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PROBLEMA 19
Encontrar I= secSx dx.
SOLUCION

Tomamos u = sec’x y dv = sec?x dx, v = tanx .

Luego 1 = sec3x tanx - (tanx) (3 sec?x) secx tanx dx

2

= sec®x tanx - 3 tanZx sec3x dx

= sec3x tan x - 3 (sec?x - 1)sec3x dx

= sec3x tanx - 31 + 3 secdx dx N

y despejando I

| 3 3 3
I A sec’x . tanx +2;- sec”x dx.

1
Pero sec3x dx = -;- secx. tanx + 7 In lsecx + tanx] + C
(ver ej. 4, pag 51)°

y por lo tanto

I =% secx . tanx.(2 sec?x + 3) +%]n|secx + tanx| +C.

PROBLEMA 20 Caléular I= arc senx dx.
SOLUCION
X
I = x arcsenx - dx
/1 -x2
(tomando u = arcsenx , dv = dx )
-
=xarcsenx+—;- (1 - x2) /zd(l—xz)

1
= x arcsenx + (1 - x2) /2+C
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 21 Calcular I= fx arc sen x dx .

SOLUCION Hagamos el cambio de variable t = arc sen x. Luego
X = sen t, dx = cos t dx y

ft sent cost dt = -% ft sen 2t dt

1 cos 2t cos 2t.
g -5 - f (= ===] @]

—
L}

(tomando u = t, dv = gsen2t dt , v = - cot22c)

sent cost
4

—%(1-25en2t)+ +C

o0y?
-—Q—ﬁgl(~l arc sen x +% T -x¢ +C.

PROBLEMA 22 Calcular I = fx sec?y dx.

SOLUCION
I = x tan x - f tanx d« (tomando u = x, dv=sec?x dx, v=tanx)
=xtanx—1n}secx[+C.
PROBLEMA 23 Hallar I = f"& .

SOLUCION Hagamos la sustitucidn t=vx, x=t2, dx=2t dt.

Luego I = 2 ftetdt = 2[tet - etdt]

tonando u=t, dv=e' dt 5 v=et)

= e(t-—l)et +C= 2(/)_(-1)e/; +C.
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PROBLEMA 24 Calcular I = f x2gen hx dx.

SOLUCION

I = x?coshx - 2 x cos hx dx

(tomando u=x2, dv=senhx dx, v=coshx)

= x2 coshx - 2 [x senhx - sen hx dx]
(tomando u=x, dv=cos hx dx, v=sen hx)
= x2 coshx - 2x senhx + 2 coshx + C

= (x%2 +2) coshx - 2x senhx + C .

1-x
1+x % =

PROBLEMA 23 Hallar 1 =fx In

SOLUCION Tenemos

fx In (1 - x)dx - fx In (1 + x)dx
| 2 2 2 2

X %€ -dx X X dx
I_zl“(l’X)'le-x]' E’z‘k‘““‘)‘f"i‘ m]
2 " &2 2
_ X l-x 1 x<dx 1 X< dx
=TT YT | T +7f'rw

2 2
x“dx ~(1-x) + 1 _ dx
Pero‘f‘l_x f T dx = - f(1+x)dx+f1_x

x2
=—X-T -In(l-x) +C

2 2
x“dx _ -(1~-x“) + 1 _ _ dx
y l+x_f T+x dx = f(l x)dx + 1+x

22
= X Fy +In (1+x) + Cy .

=
L)

x2 -1 1 -x

y por lo tanto, 1= 5 . In 1+x-x+C.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 26 Hallar 1= |-2ESsen e,

Yl-x
SOLUCION Hagamos la sustitucién t = arcsen /x.
Luego sent = /;, Y1-x = cost, x=set, dx=2 sentcostdt.

Se tiene entonces

I = f 2t gsent cost dt =2ftsentdt
cos t

2[~-t cott + cost dt] = - 2t cost + 2sent +C .

Finalmente, I = -2 arc sen'x . Yl-x +2Vx +¢C .

Integracidn por sustitucidn

PROBLEMA 1 Hallar 1= | —28%X
v+ 1

SOLUCION Hagamos t=/x+I . Luego x= -1 y dx=2¢dt

I = f.z_(_tz_'tl_)__tdt_=zf(t2_1)dc

2:.3
5t 2t + C

3

) b
—%— (x+1) % = 2(x+1) /2+ G.

PROBLEMA 2 Calcular 1 =f—-d"—
1+ /x
2

SOLUCION Hagamos t=1+vVx . Luego x= (t-1)2 y dx=2(t-1)dt.

1 = tht‘_l.?it_=zfdt_2fd—:.= 2t - 21Int +C .

201+ /%) - 21+ V%) +¢C

2/ -2+ Vx) + ¢



INTEGRACION POR PARTES ... CAP.2

PROBLEMA 3 Calcular I = cosx dx haciendo t = sen x,
/1+ser? x

SOLUCION Tenemos dt = cos x dx.

dt
Luego 1= r———
/T+t?

= n lt+ AFF1l+ C

= In lsenx + /1+senle+C.

2X
PROBLEMA 4 Hallar 1 = £ dx .
veX + 1
e™ + 1

SOLUCION Hagamos y =

Luego exsyz—l, x =In(y2 - 1), dx = -ALdy
2
y¢ -1

Tenemos entonces

2 _ 2
yiy2 - 1

2y3-2y+C=%y(yz«3)+C

3
2
—3-Yex+1.(ex—2)+c.

PROBLEMA 5 Calcular I =jl—l—+—x' dx.
1+ /%

SOLUCION Sea t =1+ /x. Luego x = (t-1)2 y dx = 2(t - 1)dt.

Entonces

2
1 .f_.__l*‘(;'” . 2(t - Dt = 2f<c2-3: +4-Lya

= %—t3-3t2+8t—41ht+c
- -§-(1+ G - 304 B +80+ ) -l B €

=-§-/§’—x+4/§ -4m 1+ /X)) +¢

75



PROBILEMAS RESUELTOS

dx
PRUOBLEMA & Hallar I = ————
f V(x-a) (x-b)

SOLUCION Completando cuadrados

(x-a)(x-b) = x2-(a+tb)x + ab = (x - g;-_b)z - (%)2 + ab
= atb 2 a-b 2 2 2
x——z—)-(T) = t4- A%,
donde t=x - é%b- y A= %l-’- s dt = dx. Entonces
1= [|—S5 " o mle+ /22-82 |+ c
t2 - A2
= ln|x—%£+ Y (x-a) (x=b) |+ C.
PROBLEMA 7 Calcular 1 = f\/ 25 - 9x%  dx.
SOLUCION Hagamos 3x = 5 cos t, V25-9x = 5 sent y
dx = —% sen t dt. Luego
e
= ——zf-?-c +%sen2t+c =—26—5t+ -%S-sentCOSt+C
= ——zgs-arc cos-3?x-+%- /25 - 9x2 + ¢ .
PROBLEMA 8 Hallar la siguiente integral f AIE PALE gx .
1 +x
SOLUCION Sea t = arc tan x.
Luego X = tan t, 1 +x = sec? ¢t y dx = sec? t dt .

Se tiene entonces

2
fde t dt =—;—-+C=-;--(arctanx)2 + C .
1+ %2



INTEGRACION POR PARTES ...

CAP.2
PROBLEMA 9 Hallar I= sec x dx.
SOLUCION
I = sec x(sec x + tan x) ax
sec x + tan X
Sea u = gec x + tan x . Luego du = sec x(tanx + sec x)dx ypor 1In tanto

I = %- 1n|u|+C-= ln]secx+tanx|+C.

PROBLEMA 10 Hallar I = sec’ x tan® x dx.
SOLUCION
I = sec x tar'x sec x tanx dx

= sec” x(sec? x - 1)2 sec x tan x dx.
Sea u = sec . Luego du= secx tanx dx y se tiene
2 9
1 = u"(uz—l) du = (u8—2u6+u"')du =“--2-u7+£+c
97 5
- secsx(.ﬂ)}--.z_sezv-}.l)-f-c
9 g s 5
PROBLEMA 11 Calcular I = M

x /6 - In? x

In x . Luego dt = S y

X

SOLUCION Sea t

N PR T

= arc sen% +C
4 - 2

= arc sen ( lnzx ) + C,
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 12 Encontrar 1 = ( dx .
J a? sen? x + b2 cos? x
SOLUCION
I = 1 sec? x dx
b2 1+ (% tan x )
a a 2 5
Sea t=v tan x. Luego dt = T sec” x dx y se tiene
b
= dt
I=—12- - = -—l-b- g =—lb-arctant+c
b 1+1t2 a 1+ ¢ 2
1 a
= oy arc tan (?tan x) + C.
dx
PROBLEMA 13 Hallar I = T
[1+ /T |2
SOLUCION Sea t =1+ Vi+x .
Luego x = (t-1)% -1 y dx = 2(t=-1)dt.
Se tiene entonces
- _1
= 2(t }zdt ( t 2 ) dt
¢ /2
3
= T I =—§-/2(:3)+c

(1+ TR 2 (/T -2) + ¢

PROBLEMA 14 Calcular I = f b dx .
/1 -t
SOLUCION Sea t=x°, dt = 2xdx. Luego
1 dt 1 ’ 1 2
T = i ——— = e=agrcsent +C = arc sen x° + C.
2 i 2 7



INTEGRACION POR PARTES ... CAP.2

PROBLEMA 15  Calcular i = dx
1 + cos 8x

SOLUCION

I = gz = -l- sec?4xdx = L sec? 4x d(4x)
2 2 8
2 cos” 4x

1
= 8tanln(+C.

PROBLEMA 16 Hallar I = f_dx__
3 + v/ 142x

SOLUCION Sea t = 3+/1+42x .

Luego 2x = (£-3)2 -1 y dx = (t-3)dt.

Se tiene entonces

I = ‘I‘.LEZ%%QE_ = t -3Int+C

Y1+2x -3 In(3 + /Y1 +2x )+ C

PROBLEMA 17 Hallar 1 = fx5/1+x3 dx.

SOLUCION  Sea t = /1+x> 3= t2-1 y 3x? dx = 2tdt .

Luego

I = ®V1+x3 . x%dx

f(tz - 1) t2dt = —g-f (t" - t?2)dt

]
wjr

= s o 2

—15t 9t+C

= .2_ 3 VZ 2 3 yz
—15(1+x) -9(l+x) + C.
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 18  Calcular I = dx
(aZ + x2) /2
SOLUCION Sea ¥ = a tan t, dx = a sec? t dt. Luego
- 1 de 1 sen t
I = = P ——az cos t dt 2 + C
= X - +C
a?V/x? + a?
FROBLEMA 19  Calcular 1= | /X=1 &
x + 1 X
SOLUCION
: 1 1 dx
PASO 1 Hagamos t =% Entonces x iy y dt = - R Luego
/f 1-t
b= -f 1+t 98 -
PASO 2 Hagamos t = cos u. Entonces dt = - sen u du.
fi-t /1-cos u
I _—f I+t o -f l1+cos u REH @ B
= 2 tan-lzi--sen—‘z“--cos%du = 2 senz-‘-zl-du

PROBLEMA 20

SOLUCION

T
fl
[

(1l —-cosu)du = u-senu+C =

arc cos t —¥Y1-t? +C

arc cos -—1- - = ; ] + C
X x
Calcular I =
3 B
x/z x/2
Sea x = t? Luego dx = 2t dt y
2 2 _
dt = 2 (1_t)_._+_t. dt = 2 t ?'dt + 2 ..it_z..
t2(1-t2) 2 (1-t2) 1-t
= -2t 4 2.In -—-i‘:§|+c = - 2_+1n|1+‘/f +C.
/x 1 - vx




INTEGRACION POR PARTES ... CAP.2

PROBLEMA 21 Hallar

dx
Yox +1

SOLUCION Sea t= /v%x +1. Luego x = (t2-1)?

y
dx = 4(t%- 1)t dt, y por tanto

3 3 3
I = af(czfl)dx --%t——bt+c = -43-(,/?6 +1)/2—4(|/>T +D24c,

x_dx .
[1+x2+(1+x2)/2]]72

PROBLEMA 22 Encontrar f

SOLUCION

Sca t =1 + x2  Luego dt = 2xdx vy

I = —].'_f dt
2 1/2(1 & t‘/z) 1

1
Haciendo ahora 2=y y dt = 2udu se tiene

2udu 1,
1 s = 2(1+uw)? +¢C
Tfu(l+u) f (1+u) Qem?

= 2a+eyy ¢ - 241+ YT+ +cC.

dx
PROBLEMA 23 Calcular I = e
f Yx(1-x)
SOLUCION
Completando cuadrados x{l-x) = x-x2 = -%-— (x-%--)2

Hagamos t = x -% + Luego dt=dx y

f——dt—-— = arcsen (.‘%‘) + C
12 7
Z t 2

= arcsen (2t) + C = arcsen (2x-1) + C.

81
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 24 Aplicando sustitucidn trigonométrica encontrar las si-
guientes integrales

2
(1) X dx 2) —_—

J1- x2 xvV x2 -1

SOLUCION
(1) Hagamos x = cost, 1-x2 = gsent y dx = -sentdt. Luego
2 2
x“ dx i cos‘t sent dt _ _ cosk b 1+ cos 2t at
o2 sen t 2
t sen2t t sent cost
=-7" T4 o tC =-3 7 =B
1 x V1 - x2
= - tarccos X - e * €
(2) Caso 1. x > 1. Hagamos x=sect, vx?-1 =tant y
dx=sect tan t dt. Luego
dx - sect tan t dt - dt =t + C
% /;(z_—l- sect tant
= arcsec.x + C, cuando x> 1.

Caso 2. x <-1. Hagamos t=-x. Luego t>1 y

= arc gec t +C (por el caso 1).
x / Z -

= arc sec(-x) + C , cuando x<-1.




INTEGRACION POR PARTES ... CaP.2

Problemas Propuestos

PROBLEMA 1 Calcular f x senx cos x dx.

Rpta. -X cos 2X + sen 2x

A ) + C.

PROBLEMA 2 Hallar I3xcosx dx.

Rpta. 3x(senx + In3,cosx)

> + C.
1+ (In 3)
PROBLEMA 3 Hallar j 3+ x
Sugerencia  Higase t = 13:’:

Rpta. 4 arc tan / it: - Y(3+x)(1-x) +C.

PROBLEMA 4 Integrando por sustitucidn calcular
fxz (x+3)! ax.

Sugerencia Higase t=x+3, x = t-3 y dx = dt.

Gt 6 x4+ 3 (x#3) "
Rpba. =2 A T



PROBLEMA 5

PROBLEMA &

Sugerencia

PROBLEMAS PROPUESTOS

3
Calcular f______sen = dx.
¥ cos x

Rpta. _2._?._ “‘3‘-’5* (cos® x-5) + C.

dx.

/o2
Calcular J —l(-iL

X

Considérese x = tan t,

dx = sec?t dt.

Rpta. Yx’+1 + I

+ C.



