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Introduccion a la Logica
busca familiarizar al lector con el
manejo de los conceptos basicos de
la logica proposicional y cuanti-
ficacional, relacionando en estas
dos partes los aspectos semanticos
y sintacticos. La primera parte del
texto, desarrollada por el profesor
Oscar Trelles Montero, contiene la
vinculacion del lenguaje simbolico
con los lenguajes naturales, tanto
en la logica proposicional como en
la l6gica cuantificacional. El instru-
mento de la decision usado en esta
parte es el metodo de los diagramas
semanticos. La segunda parte, ex-
puesta por el profesor Didgenes
Rosales Papa, aborda el método de
la deduccién natural, con el objeto
de demostrar las principales formu-
las validas de la logica proposicio-
nal y cuantificacional.

Los autores gozan de una

amplia experiencia en la ensenanza
universitaria. Oscar Trelles es do-
cente desde 1980 en la Pontificia
Universidad Catolica del Peru, don-
de estudio Filosofia y Matematica.
Tiene en preparacion un texto sobre
Logica Modal y ha publicado articu-
los sobre filosofia de la logica.
Diogenes Rosales ha sido profesor
en la Universidad Nacional de San
Marcos (1968-1998) y en la Univer-
sidad Catolica desde 1970. Estudio
filosofia en la UNMSM y en la
PUCP; es autor de Introduccion a la
Logica (Lima: Amaru, 1994), Logica
(UNMSM, 1996) y de articulos
sobre filosofia de la logica.

Esta segunda edicion de
Introduccion a la Logica que pre-
sentamos a los lectores ha sido de-
bidamente revisada y corregida, asi
como se ha procurado hacer mas
clarala exposicion de los temas.
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PROLOGO A LA
PRIMERA EDICION

El libro intenta conducir al lector, en una primera aproximacion, a los
temas centrales de la I6gica. Después del redescubrimiento, antes de
empezar el siglo, de la capacidad de explorar nuevos campos y aplicar
nuevos métodos en la investigacion l6gica, esta ciencia ha crecido en
muchas direcciones. Sin pretender negar, en nada, la multitud de vectores
diferentes en los que actualmente se desarrolla la Iégica, creemos que un
campo continda siendo basico: la l6gica de primer orden. En el libro
apuntamos a introducir al lector en ella a través del cumplimiento de dos
objetivos: por un lado, la presentaciéon de las nociones mas importantes
de la I6gica proposicional y cuantificacional; y, por otro, la familiarizacion
con algunos métodos y conceptos corrientes hoy en dia. No pretendemos
cubrir toda la I6gica de primer orden, sino aproximarnos a ella por dentro
a través de sus temas mas elementales.

Al concebir el libro hemos privilegiado los aspectos metodolégicos
compatibles con su nivel introductorio, con este fin hemos dividido el libro
en dos partes: una semadntica (capitulos I al VII) y otra sintactica (capitulos
Vil y IX), de modo tal que en cada una se cubran los mismos temas, l6gica
proposicional y cuantificacién uniforme, con los enfoques distintos propios
de cada parte. La primera parte estuvo a cargo de Oscar Trelles y, la
segunda, de Di6égenes Rosales.

La parte uno, la que presenta los aspectos semanticos, se divide a su
vez en dos partes; en ambas se utiliza el método de los diagramas o
arboles semanticos. Hemos elegido este método debido a que la expe-
riencia docente nos ha mostrado que permite desmecanizar la aproxima-
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cién a las consideraciones semanticas por parte del lector, comparado con
el mas tradicional de las tablas de verdad; y, por otro lado, al ser aplicable
tanto a la parte proposicional como a la cuantificacional, brinda unidad a
toda la primera parte (en el apéndice se esboza su aplicacién a la dltima
parte del libro).

Al colocar el tratamiento semaéntico al inicio del libro y darle especial
énfasis nos hemos guiado, fundamentalmente, por nuestra experiencia en
el dictado del curso introductorio en los Estudios Generales de la Univer-
sidad Catdlica. En general, la presentaciéon simbdlica de la l6gica, propia
de nuestro siglo, su caracter “matemaético”, puede hacer, en especial para
lectores no acostumbrados al quehacer matematico, que lo especifico de
la l6gica —la transmision de la verdad— se reduzca a un segundo plano o
pase totalmente desapercibido, llegandose a confundir la I6gica con una
disciplina matematica mas. El emplear métodos matematicos en fisica no
convierte a la fisica en un capitulo de la matemaética. Del mismo modo,
la l6gica no puede renunciar a su tema: la exploracién formal de la verdad,
investigacion que se enriquece con los horizontes que le permite abordar
el empleo de nuevos métodos, pero distinta de sus métodos. El enfoque
semantico, al dar significado a férmulas abstractas y resaltar el problema
del sentido del manejo de cadenas de simbolos casi algebraicos, permite
al lector entender que ése, y no otro, es el problema que anima y orienta
el quehacer l6gico. Marca el caracter de disciplina afin a la filosofia y a la
preocupacién mas general, no sélo formal, por la verdad propia de los
seres humanos.

El orden seguido en la exposicién de la primera parte es el siguiente:
en la parte proposicional primero presentamos el lenguaje simbélico que
se utilizard, después lo interpretamos en términos de su capacidad para
manejar los valores de verdad. Es decir, hasta aqui se trata de una aproxi-
macion bastante abstracta al tema, y sélo en el tercer capitulo abordamos
su vinculacién con los lenguajes naturales; recién ahi aparece el puente
con el quehacer cotidiano del hombre. Este vinculo se presenta como un
problema de traduccién, o de adecuacion de los conceptos desarrollados
en los primeros capitulos para recoger algunos aspectos de nuestro que-
hacer cotidiano. No hemos querido seguir el camino mas comdn, partir de
algunos aspectos del lenguaje natural para ir hacia la l6gica matematica
por una suerte de “abstraccién” o reduccién, pues este camino puede
dejar la impresién de que la unica l6gica “real” es aquella que hemos
abstraido. Nuestra presentacién, de un esquema légico previo y la bus-
queda de su adecuacién a ciertas formas de razonamiento “natural”, es-
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peramos que deje al lector dispuesto a aceptar otras formas légicas po-
sibles, que puedan servir de modelo para algunas actividades de la razén
y sean distintas de las presentadas, asimismo debe dejarlo preparado para
reconocer los limites de este tipo de tratamiento formal. Pues, es sin duda
un tema central, en qué medida tal o cual forma l6gica es mas apropiada
o es la Unica apropiada. No corresponde discutirlo en un nivel introductorio,
pues pocas herramientas se tendrian para valorar las distintas posiciones,
pero si es importante que quede abierto el problema. Luego, presentamos
las nociones de consecuencia semadantica, implicacién y equivalencia
proposicional resaltando su interrelacién y terminamos mostrando su
aplicacién a algunas inferencias concretas. El segundo tramo de la parte
semantica aborda la l6gica cuantificacional en su nivel méas elemental, la
cuantificacién uniforme, repite sin entrar en muchos detalles el orden de
presentacion de la parte proposicional y termina con la discusién de los
supuestos existenciales en las inferencias clasicas de la l6gica aristotélica,
lo que constituye un excelente campo para probar las bondades de los
diagramas semanticos.

El libro en su totalidad consta, como ya sefialamos, de dos partes. La
segunda, la sintactica, presenta un sistema de deduccién, un método
infalible para generar cadenas de simbolos que interpretadas son validas.
No se puede dudar hoy en dia de la importancia sustantiva del tratamiento
sintactico, en el que vive el espiritu del calculus ratiocinator leibniziano, y
donde mejor se pueden apreciar las potencialidades de la matematizacién
en légica. La necesidad de cubrir ambos temas en un nivel introductorio
Yy en un curso semestral, para el cual se ha pensado el libro, obligan a
limitar los temas y la amplitud de la discusién de los que aqui se presen-
tan. No pretendemos agotar un tema, sino introducirnos en é€l. Asi, los
interesantes problemas de la metateoria, la discusién de la adecuacién
entre el tratamiento sintactico y semantico presentados, o los limites te6-
ricos de cada uno no se tratan en el libro.

La parte dedicada a la deduccion, capitulos VIII y [X, trata el problema
en dos momentos. En el primero, presentamos el método de deduccién
natural en la lI6gica proposicional; hacemos hincapié en la distincién entre
reglas de inferencia primitivas y derivadas; y, al final, afadimos varias
reglas “adicionales” para facilitar las deducciones. Asi, se espera haber
conciliado un interés mds tedrico con la necesidad de lograr en el princi-
piante un sentimiento de comodidad al manejar un sistema formal. El
ultimo capitulo presenta el sistema ampliado para el manejo de los
cuantificadores, centra su atencién en el cuidado que debe tenerse de las
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restricciones en algunas reglas y, nuevamente, presenta un sistema redu-
cido y uno ampliado de reglas. No hemos abundado en el tratamiento de
muchas de las leyes del nivel cuantificacional, pues hemos juzgado mds
pedagdégico centrar la atencién del lector en el manejo de los cuantificadores
y su interrelacién con la negacion. Hemos anadido un apéndice para
mostrar los vinculos entre el sistema de diagramas semanticos y la deduc-
cién natural, preparando de este modo el camino para el empleo de los
diagramas sintacticos, cuya principal ventaja estriba en su absoluto para-
lelismo con los diagramas semanticos.

La idea de utilizar el método de los diagramas semanticos en el curso
mientras lo dictamos juntos en la Universidad Catélica pertenece a nuestro
amigo y colega Carlos Cifuentes, hoy en el Brasil; su perseverancia y
entusiasmo nos abrieron los ojos a las ventajas del mismo. No queremos
dejar de manifestarle nuestro reconocimiento. En toda la redaccién con-
tamos con la inapreciable colaboracién de los asistentes del curso y Juan
Montealegre y Miguel Fuentes, quienes al inicio tuvieron a su cuidado sélo
la confeccién de los ejercicios asi como su solucién, los que creemos
enriquecen notablemente el texto. Mas adelante, no sélo se limitaron a
estos aspectos sino que se convirtieron, cada vez mas, en inapreciables
criticos y ayudantes: agudos, implacables e ingeniosos frente a las dificul-
tades; su influencia estd presente en todo el texto. No obstante, la pre-
sentacién que seguimos aca es obra nuestra y, desafortunadamente, no
podemos descargar en ninguno de ellos la responsabilidad que nos cabe
por sus errores u omisiones. Desde que surgié la idea de confeccionar un
texto para el curso introductorio contamos con el apoyo, no sélo material
‘sino moral, del Departamento de Humanidades de la Universidad a través
de su Jefe el Dr. Salomén Lerner, deseamos manifestarle nuestra profunda
gratitud. Por dltimo, ;qué decir de nuestros alumnos que durante varios
semestres “sufrieron” los primeros borradores y tanteos del texto? Lo que
nos ensefaron, y esperamos haber aprendido, es més de lo que podemos
agradecerles. Fueron y son causa eficiente y dltima de este libro.

Lima, junio de 1988

Oscar TreLLes M. y Diégenes RosaLes P.
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En esta edicion hemos corregido los errores de la primera; errores
que una mala pasada electrénica al momento de imprimir generé en
demasia. Hemos mantenido el texto con pequefios afiadidos o aclaracio-
nes que nos parecian necesarios, pero sin cambiar el sentido. Asi, en lo
fundamental se trata del mismo libro.

Deseamos agradecer a Monica Cabrera, Henry Galecio, Hugo Melo,
Eliana Mory, Milagros Orbegoso, Rocio Reategui, Rosa Ana Rojas, Marco
Sano y Ruth Zea, quienes tuvieron la ingrata tarea de revisar el texto y nos
han permitido corregir mdltiples errores. De manera muy especial desea-
mos agradecer a Estrella Guerra, miembro del fondo editorial, por su
especial dedicaciéon para lograr esta segunda edicién. Sin embargo, los
errores que quedan son de nuestra entera responsabilidad.

Lima, setiembre de 1999

Los AUTORES






i
CONCEPTOS BASICOS

Normalmente, deberiamos empezar con una breve definicién de lo
que es la légica. Pero, definir qué es la lI6gica en tres lineas es una tarea
imposible e indtil para nosotros. Imposible, pues con una historia que parte
por lo menos desde Aristételes hace unos 2,500 afios y con un desarrollo
actual que invade y reexamina campos nuevos y antiguos con nuevas pre-
guntas y métodos, se presenta como practicamente imposible encontrar
un grupo de palabras que quepa en tres lineas, abarque todo lo hecho en
25 siglos y sea capaz de incluir los desarrollos del futuro. Indtil, pues si
existieran esas tres lineas sélo le dirian algo a quien ya tuviese una forma-
cién légica y casi nada al que inicia su exploracién. Més bien, trataremos, a
través del trabajo en un area elemental pero basica de la l6gica, de forjar-
nos una idea de lo que es, de las areas de investigacién que incorpora y de
los puntos de vista que adopta. Esperamos que al final el lector haga suyos
algunos resultados que le puedan servir, que valore el rigor de la aproxi-
macion légica y logre uno que se adapte a su quehacer, y, sobre todo, que
incorpore las ventajas de la aproximacién formal.

Bosquejamos y desarrollamos a lo largo del libro la llamada ‘I6gica
de primer orden monadica’, que es un campo, en general, no polémico
de la misma y aceptado universalmente como los cimientos o, por lo
menos, los conocimientos minimos para adentrarse en otros.

1. LA LOGICA COMO TEORIA DE LA INFERENCIA

Desde su origen como disciplina, la l6gica esta relacionada al tema
de la transmisién de la verdad entre proposiciones. La consideracién de
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un ejemplo aclarara lo dicho. Imaginemos un juicio en el que se imputa
al acusado un crimen. Asumamos que los hechos que lo rodean, o mejor
dicho, lo que se dice de los sucesos que lo rodean son aceptados tanto
por el fiscal como por el abogado defensor. En sus alegatos ambos se
refieren y utilizan los mismos conocimientos de la situacién, pero uno
concluye que el acusado es culpable y el otro que es inocente. No hay
testigos, por ello la verdad del afirmar la inocencia o la culpabilidad reposa
totalmente, no en la comprobacién directa de su realizacién o no por parte
del acusado, sino en si su participacion o no en el crimen se desprende
de la verdad de los hechos conocidos relativos al crimen. En qué medida
lo que se afirma de los hechos sostiene la verdad de la acusacién o de
la defensa?

Como légicos nos diferenciamos del detective asignado al caso en
que nos interesa la “correccién” de los alegatos para concluir en la ino-
cencia o culpabilidad, mientras que al detective, al margen de los alega-
tos, le interesa descubrir qué fue lo que ocurrié.

La l6gica persigue asir de modo firme esta capacidad, peculiar, que
tiene la conclusién de una deduccién bien hecha, de ser verdadera, no per
se, sino por su dependencia de los puntos que intervienen en el razona-
miento. Por decirlo de alguna manera, nos interesan las leyes de la heren-
cia de la verdad: cémo la verdad de las premisas pasa a la conclusién. Asi
como en genética, al estudiar las leyes de la herencia de los seres vivos,
se postula unos entes, los “genes” transmisores de las caracteristicas de
vida; asi nosotros requerimos de unos entes que sean portadores de la
verdad (o falsedad). Los llamamos generalmente ‘proposiciones’, en oca-
siones enunciados; y en ambos casos normalmente los asociamos con
oraciones afirmativas o negativas.

La l6gica no es una ciencia como las otras, en el sentido de que no
estd interesada en averiguar qué proposiciones referidas al mundo son
verdaderas o falsas. Su interés se dirige, méas bien, a estudiar en qué casos
la verdad de unos ‘enunciados’ o proposiciones se traslada a otros enun-
ciados o proposiciones diferentes. Por esto la l6gica, como las matema-
ticas, no tiene por objeto algiin aspecto del mundo factico, como si lo
tienen la zoologia o la mineralogia. No se ocupa de los hechos, ni siquiera
de aquéllos ligados al hombre como lo hacen la historia o la antropologia.
Asi pues, si el mundo puede considerarse compuesto de cosas, hechos u
acontecimientos, poco nos importara en este contexto.
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La légica opera, por asi decirlo, al interior de toda ciencia. Una ciencia
no es un amasijo de proposiciones u oraciones ciertas o aceptadas, mas
bien es un conjunto ordenado de tales proposiciones. Ordenado no sélo
por las materias que estudia, por el orden que encuentra o cree encontrar
en su campo de estudio, sino también por el orden de dependencia légica
que reina entre sus proposiciones.

Las diferentes ciencias que estudian el mundo, en realidad no se
ocupan de €l en su totalidad. Cada ciencia recorta en la realidad un
aspecto al que se aboca. Por ejemplo, la universidad puede estudiarse
desde distintos puntos de vista: para la sociologia sera una institucién con
determinadas caracteristicas; al derecho interesara su estatuto juridico; a
la historia, su aparicién y desarrollo; a la pedagogia, su posibilidad de
transmitir conocimientos, etc. Del mismo modo la Iégica, en tanto ciencia,
necesita recortar algun aspecto de la realidad que se constituya como su
objeto de estudio. La l6gica busca dentro del discurso cientifico, o mas
generalmente en el lenguaje que rodea a todas las diferentes actividades
humanas, algunos aspectos: los relacionados con procesos inferenciales.
Es decir, aquellos que involucran el proceso de transmisién de la verdad
de una expresién a otra.

Aristételes decia: “El razonamiento es un argumento en el que esta-
blecidas de antemano unas cosas determinadas, otras cosas distintas de
ellas se siguen en virtud de ellas necesariamente” (Tépicos A 1,100a).
Analicemos esta cita, pues en ella encontraremos lo esencial para empezar
a hacernos una idea de lo que es la légica:

a. “...establecidas de antemano unas cosas determinadas...”, es decir,
al razonar partimos de algo dado; algo cuya verdad es anterior o
extrafia al razonamiento. Un razonamiento parte aceptando determi-
nados puntos de partida.

b. “...otras cosas distintas de ellas se siguen en virtud de ellas necesa-
riamente”. Se generan nuevas proposiciones cuya verdad es fruto del
“razonamiento”. Es este nexo necesario entre los puntos de partida
y la conclusién —que ahora preferimos llamar ‘relacién de consecuen-
cia légica’ y, en contextos introductorios como el nuestro, ‘inferencia’™~
lo que es materia de los estudios l6gicos desde hace mas de 2,000
anos.

Hay que tener cuidado con el lenguaje que emplea el fundador de
la I6gica. Cuando habla de razonamientos no debe pensarse que la Iégica
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los estudia como lo hace la psicologia, que se interesa por ellos en tanto
procesos que ocurren de determinada manera en algunas especies anima-
les. No nos interesa en cuanto proceso factico que ocurre en un ser
inteligente, sino en la medida en que de la verdad de unas proposiciones
podemos afirmar la verdad de una distinta con necesidad, al margen de
cémo se realice el proceso en la mente. Por eso, también, es preferible
hablar de inferencia.

Para nosotros el problema central de la l6gica se tratara en una de
sus facetas: la del razonamiento deductivo o razonamiento inferencial
deductivo. Dejamos de lado, por ejemplo, el estudio de los procesos
inductivos. Lo lejos que se ha avanzado en el andlisis de la deduccién hace
que sea dificil ver la conexién de algunos temas de investigacién logica
actual con su lejano origen.

No hablaremos de inferencia deductiva, sino sélo de inferencia a
secas. Veamos algunos ejemplos de inferencias:

O estudiamos o desaprobamos el curso.
No estudiamos.
Luego, desaprobamos el curso.

O la invito al cine o a contemplar la puesta del sol.
No la invito al cine.
Luego, la invito a contemplar la puesta del sol.

Que la dltima proposicion se sigue de las dos anteriores en cada
ejemplo es obvio sin necesidad de estudiar l6gica; como que 1+1=2 no
es un secreto que sélo comparten los matematicos. Si nos detenemos un
momento a compararlas vemos que tienen una forma similar:

O (proposicién 1) o (proposicién 2).
No (proposicion 1).
Luego, (proposicién 2).

Basta considerar esta forma general para intuir que al reemplazar los
mismos paréntesis, en los mismos lugares, por cualesquiera otras oraciones
que expresen proposiciones, llegamos a construir argumentos concretos
correctos. La I6gica no estudia cada inferencia concreta, sino que gana gene-
ralidad contemplando exclusivamente la forma de las mismas. Desde
Aristételes, la I6gica occidental esta signada por esta preeminencia de lo
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formal. En el siglo pasado, por influencia del desarrollo de las matematicas,
l6gicos como Boole y Frege se dan cuenta de que, para poder considerar los
aspectos formales que interesan a la I6gica, es necesario ademads prescindir
del lenguaje normal y buscar uno en el que sélo se expresan estos aspectos,
los formales. En otras palabras, construir un lenguaje artificial para uso de la
I6gica. Al hacerlo se traté de que los aspectos formales de interés que se
presentan en los lenguajes naturales (castellano, inglés, francés, etc.) pudie-
ran traducirse a este nuevo lenguaje, dando asi, especial importancia a los
aspectos sintacticos. Esto se logra construyendo un lenguaje simbdlico pare-
cido al del adlgebra, de lo que nos ocuparemos en el siguiente capitulo.

2. EL CONCEPTO DE PROPOSICION

Frege, principal inventor de los lenguajes simbdlicos I6gicos, dice lo
siguiente en su articulo “Sobre la justificacion cientifica de una concep-
tografia” (llamaba ‘conceptografia’ al lenguaje artificial que debia utilizar la
légica): “Los defectos sefialados tienen su causa en cierta deleznabilidad
e inestabilidad del lenguaje que, por otra parte, es condicién de su mul-
tiple utilidad y su capacidad de desarrollo. En este respecto el lenguaje
puede ser comparado con la mano, la cual no basta, a pesar de su capa-
cidad, para acomodarse a las mdas diversas tareas. Producimos manos
artificiales, herramientas para fines especificos que trabajan con una exac-
titud que la mano no lograria” (Frege [41t, p- 212).

Asi como cada herramienta busca imitar alguna de las funciones de
la mano descartando otras, nuestro lenguaje simbdlico tendra como ob-
jetivo reflejar el nexo entre la verdad de unas oraciones y la de otras.
Debemos excluir de él algunas partes del lenguaje natural. Por un lado,
hay expresiones ajenas al calificativo de verdaderas o falsas (como las
preguntas o las exclamaciones) y, por tanto, al interés de la I6gica; y, por
otro, aun suponiendo que lograramos aislarlas, su manejo resultaria dificil.
Es necesario no sélo excluir las expresiones no aseverativas (ni verdaderas
ni falsas), sino también construir un lenguaje artificial en el que sélo se
refleje la articulacién que las oraciones mismas tienen entre si en virtud del
hecho que son verdaderas o falsas. Me explico: no interesa la materia o

1 El ndmero entre corchetes, [4], remite a la numeracién de la bibliografia al final del
libro.
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tema del que trata la oracién, no nos interesa saber de qué habla, sino sélo
si es posible calificarla de verdadera o falsa.

Sélo nos interesa del lenguaje aquellas partes que se relacionan con
los valores de verdad. En el castellano, por ejemplo, encontramos formas
como las exclamaciones y las érdenes que no se relacionan con dichos
conceptos; un ruego no es ni verdadero ni falso. En realidad no son las
formas linglisticas, las oraciones aseverativas, las que nos interesan, sino
las proposiciones, y con este término designamos a toda expresion lingiiis-
tica susceptible de ser calificada de verdadera o falsa.

Si la definicién anterior estuviera completa, uno podria preguntarse
(para qué el término ‘proposicién’?, ;no basta acaso con el término ‘ora-
cién aseverativa'?

Una de las ventajas de las proposiciones es que oraciones que per-
tenecen a distintos idiomas, y que por tanto son distintas, puede consi-
derarse que expresan la misma proposicién. Por ejemplo, si una persona
bilinglie dice: ‘Llueve o il pleut’, ;cémo consideramos su expresion si
queremos formalizarla? Como:

‘(proposicién 1) o (proposicién 1)’
0 como:
‘(proposicién 1) o (proposicién 2)’.

La primera, que bien podria recoger la intencién del hablante, sélo
la permite la distincién entre proposicién y oracién. Esto nos lleva a
postular entes nuevos que son las proposiciones. No son las oraciones
aseverativas, sino que son expresadas o significadas por ellas. Asi, por
proposicion entenderemos lo significado por expresiones lingiiisticas sus-
ceptibles de ser calificadas de verdaderas o falsas.

En lo anterior hemos supuesto la validez de la traduccion de una
lengua a otra, al igualar el significado de ‘llueve’ con ‘il pleut’. Si no se
acepta que tal cosa ocurra, como lo hace QuineZ, se pierde parte de los
argumentos para postular proposiciones. Pero el asunto no es tan grave,

2 Véase [91].
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al fin y al cabo, porque nuestro trabajo, que estard fundamentalmente en
un nivel formal y simbélico, se adapta a cualesquiera de las teorias.

Es importante recalcar que aun en oraciones interrogativas pueden
expresarse afirmaciones, de acuerdo con el contexto. Por ejemplo, decirle
a un acompafante a la salida de un cine: ‘;No fue estupenda la pelicula?’
es una manera de comunicarle nuestra impresién de que la pelicula fue
estupenda. Lo mismo ocurre con algunas exclamaciones, que en general
no expresan proposiciones.

Ejercicios

1. Determine cudles de las siguientes oraciones expresan proposiciones.
Justifique su respuesta.

moan o

Jdpiter gira en torno al Sol.

32 442 > 52

Cada paso del teorema de Pitagoras.
No pise el césped.

iViva el curso de Légica!

{Qué hora es?

2. (Cuantas proposiciones distintas reconoce en la siguiente lista?

angop

El calor dilata los cuerpos.

San Martin nacié en Argentina.

Los cuerpos son dilatados por el calor.

El Santo de la Espada naci6é en la Tierra de los Gauchos.

3. ¢Cudles de las siguientes expresiones representan proposiciones?

aooTe

Solucién:

Manana habrda un combate.

Hay vida en la nebulosa de Andréomeda.
Todos los hombres son mortales.

Esta oracién es falsa.

1. Las expresiones ‘Jupiter gira en torno al Sol’ y ‘32 + 42 > 52' signi-
fican, expresan, o representan proposiciones porque son susceptibles
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de ser calificadas de verdaderas o falsas, mientras que la frase ‘Cada
paso del teorema de Pitdgoras’ no expresa una proposicién ya que
no podemos asignarle un valor de verdad. En el mismo sentido, ‘No
pise el césped’, ‘jViva el curso de Légical’ y ‘¢Qué hora es?’, si bien
son oraciones, no representan proposiciones, puesto que su funcién
es expresar una orden o una exclamacion.

Ya que las proposiciones no son oraciones declarativas o aseverativas
sino lo expresado o significado por ellas, hay dos proposiciones. (a)
y (c) representan la misma proposicién, asi como (b) y (d).

Las tres primeras oraciones expresan proposiciones aunque no ten-
gan, al escribir estas lineas, un valor de verdad conocido. En ‘Mafana
habra un combate’ el valor de verdad quedara fijado manana, mien-
tras que dependera de los avances cientificos el momento en que
conozcamos el valor de verdad de ‘Hay vida en la nebulosa de
Andrémeda’. Del mismo modo (c) expresa una proposicion.

Respecto de la ultima, ;qué opina?, ;es verdadera o es falsa?

NIVELES DEL LENGUAJE

Probablemente el dltimo ejercicio habra causado cierto desasosiego

en el lector. Vamos a introducir ahora algunas distinciones cuyo objetivo
final es hacer desaparecer ésas y otras dificultades.

3.1. Uso y mencidén

En:

La tiza es blanca.

la palabra ‘tiza’ designa un objeto. En cambio, en:

Tiza es un sustantivo.

la palabra ‘tiza’ se autorefiere. En el primer caso usamos la palabra para
referirnos a un objeto diferente de ella, en lo que constituye su empleo
mas comun. En el segundo, para mencionar a la palabra misma. Por una
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cuestién de buen orden, que evite confusiones, debe distinguirse explici-
tamente entre ambos casos . En el primero, se dice que se usa la palabra;
en el segundo, que se la menciona. Usar una palabra es utilizarla para
designar cosas distintas de ella misma; mencionar una palabra con ella misma
es emplearla para designarse ella misma. Para distinguir los dos empleos de
la misma palabra en el lenguaje escrito convendremos en usar comillas
(simplemente anotaremos que una palabra puede ser mencionada por
otras, como cuando la deletreamos). Asi, una palabra o frase entre comi-
llas se menciona. Ejemplos de proposiciones verdaderas son las expresa-
das por:

Lima es més grande que Arequipa.
‘Lima’ es mas chico que ‘Arequipa’.
‘¢Qué hora es?’ es una oracién interrogativa.

3.2. Lenguaje y metalenguaje

En algunos casos se construyen lenguajes artificiales en los que se
prohibe la mencién dentro del lenguaje; eso haremos nosotros. Al interior
de esos lenguajes no podemos referirnos a sus palabras. Para hablar de
una palabra de esos lenguajes recurrimos a un lenguaje distinto, llamado
‘metalenguaje’, desde el cual podemos mencionar las palabras del prime-
ro. Al segundo se lo llama ‘el metalenguaje del primero’ (que a su vez se
llama ‘lenguaje-objeto’). Asi, dado un lenguaje, si deseamos referirnos a
él lo haremos desde su metalenguaje.

Por el convenio anterior (diferenciar uso de mencién), para referirnos
a una palabra desde el metalenguaje lo haremos encerrandola entre co-
millas (* ’). Las expresiones iniciales se convierten en:

La tiza es blanca.
‘Tiza' es un sustantivo.

Y podemos afirmar con correccion que si ‘La tiza es blanca’ es una
oracion del lenguaje L, entonces la oracién ‘ ‘Tiza' es un sustantivo’ per-
tenece al metalenguaje de L.

En resumen, podemos decir que en el lenguaje simbdlico, por cons-
truir, las palabras del lenguaje se usan, y en el metalenguaje se mencionan
(lo que no debe entenderse como que en el metalenguaje todas las pa-
labras s6lo se mencionan). Como se ve en el caso de ‘tiza’ una misma
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palabra puede emplearse para cumplir las dos funciones de uso y men-
cién. Generalmente el contexto permite distinguir en qué caso se esta.
Pero nosotros, como ya dijimos, reforzaremos el contexto con comillas.
Esta practica la aplicaremos sobre todo en los primeros capitulos; luego
el contexto marcard la distincién, a veces escribiendo la oracién en una
linea distinta, otras cambiando el tipo de letra.

Veamos un argumento falaz que se construye por no hacer las dis-
tinciones correspondientes:

Todos sabemos que es verdad que ‘3 es el exponente de 23’ y que
‘23 = 8. Utilizando el principio de sustitucién de iguales, podemos
concluir que ‘3 es el exponente de 8'.

El error estd en que es falso decir ‘3 es el exponente de 23, pues
lo correcto es ‘ ‘3’ es el exponente de ‘23’ ’, y como ‘ ‘23’ = 8 (porque
‘23" y ‘8’ son signos distintos) no hay lugar a utilizar el principio de
sustitucion de iguales.

Si generalizamos lo anterior podemos considerar varios niveles de
lenguaje. Desde un nivel O hasta un nivel n, siendo el lenguaje de nivel
n el metalenguaje del lenguaje de nivel n-1.

Imaginemos la siguiente situacién: una clase en la que los estu-
diantes hablan espaiiol y se estad estudiando inglés; en ella el profesor
se explica en castellano. En esa misma clase se toma como modelo un
didlogo entre una profesora de habla inglesa y un grupo de alumnos
de habla inglesa a los que ella esta ensefiando griego. En ese contexto,
el griego esta en el nivel O, el inglés en el nivel 1 y el castellano en
el 2.

Es totalmente factible que haya varios niveles de lenguaje. Ante
esta profusion de niveles podemos preguntarnos si son indispensables
o no. (Puede una palabra de nivel n aplicarse a si misma o requerimos
de su correspondiente nivel n+1? Si queremos formalizar el lenguaje
del nivel n necesitaremos el nivel n+1, pero si el lenguaje n no va a
ser formalizado, ni se va a usar para exponer la teoria que nos interesa,
entonces podemos dejarlo en absoluta libertad y emplear un lenguaje
natural. En nuestro caso el castellano cumplird ese rol. Vamos a desa-
rrollar un lenguaje simbdlico que serd el lenguaje-objeto (nivel 0) y
utilizaremos el castellano como su metalenguaje (nivel 1).
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3.3. El concepto de verdad

En la seccién anterior vimos la importancia de distinguir entre lengua-
je y metalenguaje, no veremos sus implicaciones a la hora de hablar de
la nocién de verdad (falsedad), sino sélo su aplicacién. Asi, pues, consi-
deramos que la discusién del tema de la verdad, si bien es de importancia
crucial en légica, rebasa el marco de una introduccion.

La definicién clasica de verdad pertenece a Aristételes, quien escri-
bié: “Decir de lo que es que no es, o de lo que no es que es, es falso,
mientras que decir de lo que es que es, o de lo que no es que no es, €s
verdadero” (Metafisica F, 1011b26). En general, se acepta que hay que
salvar en lo posible lo dicho por el Estagirita, modernizadndolo. Quien se
abocé a esta tarea en el presente siglo fue Tarski, estableciendo, entre
otras cosas, un paradigma muy sencillo para el empleo de la palabra
‘verdad’ (‘falsedad’):

‘La tiza es blanca’ es verdadera si y sélo si la tiza es blanca.

Es decir, verdad y falsedad sélo se expresan en el metalenguaje de
las oraciones a las que se aplican. De este modo consideraremos mal
construidas expresiones como °‘Esta oracién es falsa’, por no expresar
proposiciones; ya que ‘falso’ y ‘verdadero’ pertenecen al metalenguaje.
Entiéndase, si lo que se desea es enunciar una proposicién, dicha expre-
sién esta mal construida; pero como oracién, que no expresa una propo-
sicién, es impecable.

No debe ocultarse que la nocién de verdad es de las mas discutidas
en filosofia. Por ello nosotros sélo retendremos la restriccién sobre su uso:
la verdad o falsedad de una proposicion debe formularse en el metalenguaje,
sin profundizar mas.

Ejercicios

1.  Coloque en cada uno de los siguientes casos las comillas necesarias
para indicar las expresiones que se mencionan.

a. El nombre de Maria es hebreo y bonito.

b. El nombre Maria es hebreo y bonito.
Cc. Arturo es el nombre de uno de los hermanos de Juan. Sin
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embargo, si Arturo fuera hermano de Pedro, entonces Juan y
Pedro serian hermanos.

En las ecuaciones, la incégnita se indica con una x.

e. Rontgen accidentalmente descubrié los rayos x.

a

2.  Delimite los niveles del lenguaje en cada caso.

a. La nieve es blanca consta de cuatro palabras.

b. La oracién la nieve es blanca consta de cuatro palabras expresa una
proposicion.

c. La proposicién la oracién la nieve es blanca consta de cuatro pala-
bras expresa una proposicién es verdadera.

d. Enlapéagina 187, donde dice fe de erritas debe decir fe de erratas.

Solucion:

1. En la primera oracién se trata de un objeto cuyo nombre es ‘Maria’,
es decir, una persona. En la segunda, de un objeto cuyo nombre es
“Maria” (note la doble comilla), o sea, una palabra. En el primer caso
la palabra ‘Maria’ se usa; en el segundo, se menciona. Esta diferencia
la marcamos con comillas:

a. El nombre de Maria es hebreo y bonito.

b. El nombre ‘Maria’ es hebreo y bonito.

Por los mismos motivos ponemos coi‘nilla.s en (c) y (d), mas no en (e):

c. ‘Arturo’ es el nombre de uno de los hermanos de Juan. Sin
embargo, si Arturo fuera hermano de Pedro, entonces Juan y
Pedro serian hermanos.

d. En las ecuaciones, la incognita se indica con una ‘x’.

e. Rontgen accidentalmente descubri6 los rayos x.

2.  Analicemos cada caso:

a. Las palabras ‘La nieve es blanca’ se refieren a un hecho de la
realidad y, por tanto, se encuentran en el nivel O (NO), pero

‘consta de cuatro palabras’ no habla de la realidad, sino del
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lenguaje O, por tanto se encuentra en el nivel 1 (N1). Podemos
ayudarnos con el siguiente esquema:

NO: La nieve es blanca.
N R consta de cuatro palabras.

b. En este caso tenemos tres niveles:

NO: La nieve es blanca.
N1: ~-emmmeee- consta de cuatro palabras.
N2: La oraciéon ---------- expresa una proposicion.

Lo que también podemos marcar con comillas: La oracion * ‘la
nieve es blanca’ consta de cuatro palabras’ expresa una propo-
sicién.

c. Ahora tenemos un nivel maés:
N3: La proposicién ---------- es verdadera.

d. En este caso tenemos el siguiente esquema:

NO: fe de erritas; fe de erratas
N1: En la pagina 187, donde dice ---------- debe decir ---------- .

4. SINTAXIS Y SEMANTICA. LENGUAJE FORMAL Y LENGUAJE SIMBOLICO

Necesitamos todavia establecer algunas nociones de nuestro vo-
cabulario. Siendo nuestro deseo construir un lenguaje artificial, recor-
demos los conceptos de sintaxis y semantica.

La sintaxis de un lenguaje se ocupa del estudio de los signos con
prescindencia de su significado, como en ““Maria va al cine o Maria se
queda en casa’, es un enunciado disyuntivo’. La semantica, en cambio,
se ocupa de la relacién entre los signos y lo designado por ellos:
“Maria va al cine o Maria se queda en casa’ es un enunciado verda-
dero’.

Por otro lado, entenderemos por lenguaje formal, un lenguaje
natural en el que se relievan sélo los aspectos que interesan para
determinado estudio, en nuestro caso la forma lIégica, y se prescinde
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del resto de significados que la acomparfian. Veamos un ejemplo:

Si todos los hombres son mortales
y ningin angel es mortal,
entonces ningin hombre es angel.

Que estamos frente a una afirmacién, que es verdadera por su estruc-
tura, es bastante evidente. Y si deseamos resaltar esto, es decir, poner de
manifiesto su forma, prescindimos de algunas palabras que no le hacen a
la forma:

Si todos los H son M
y ningin A es M,
entonces ningin H es A.

quedandonos sélo con los términos que establecen la forma I6gica de
la expresién. Lo que hemos hecho es eliminar los términos categorema-
ticos, es decir, aquéllos que por si solos significan algo, y mantener los
sincategorematicos, aquéllos que requieren de la compaiiia de otro
categoremadtico al emplearse, y en los que reside la “fuerza” I6gica del
argumento.

Si deseamos alejarnos ain mas de los lenguajes naturales para
evitar al maximo la imprecisién que los caracteriza, tenemos que des-
prendernos también de los términos sincategorematicos. Es decir, que-
darnos sin lenguaje o, mejor dicho, construir uno artificial, definiendo de
forma muy precisa los signos que emplearemos. En otras palabras,
construir lo que llamaremos un lenguaje simbélico, lo que haremos al
inicio del siguiente capitulo. Utilizando, nuevamente, una imagen de
Frege: los lenguajes naturales son como el ojo humano, instrumento de
gran fineza y versatilidad, mucho maés rico en usos que un telescopio,
pero para determinados fines requerimos del telescopio; del mismo
modo, para estudiar los temas de la l6gica requerimos de un lenguaje
simbélico.

5. EJERCICIOS PROPUESTOS

1.  Determine cuédles de las siguientes expresiones representan propo-
siciones.
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1.3.
1.4.

1.5.
1:6:
1.2,
1.8.
1.9.

1.12
1:13%

1,15:

b

1.20.
1.21.

1.22.
1.23.
1.24.
1.25;
1.26.
1.27.
1.28.
1.29;
1.30.

2.1.
2.2

.16.
% 5
.18.

Viena es la capital de Austria.

Los personajes Isaac y Tracy de la pelicula Manhattan de Woody
Allen.

Puentecito dormido sobre la herida de una quebrada.

Penélope con su bolso de piel marrén y sus zapatos de tacén y
su vestido de domingo.

Prohibido fumar en el salén.

Trdeme un vaso con agua.

iEurekal

iTanto amor, y no poder nada contra la muertel

iOh, mas dura que el marmol, méas helada que nieve, Galatea!
Pobre del cantor que en esta vida no arriesgue su cuerda por no
arriesgar su vida.

¢Soy yo acaso el guardian de mi hermano?

sen (X + y) sen X cos y + €Os X sen y

Joan Manuel prefiere el rostro de una muchacha a toda la Pina-
coteca Nacional.

La luz del Sol tarda 8 minutos y 20 segundos en llegar a la Tierra.
Una manzana roja sobre la yerba verde es una manzana roja sobre
la yerba verde.

El craneo consta de ocho huesos.

Las estrellas Alfa tienen mayor brillo que las estrellas Beta.
Cada célula del hombre tiene 46 cromosomas.

El nimero de diputados es de ciento ochenta.

Martin Luther King recibi6é el Premio Nobel de la Paz en 1964,
Las crepitaciones de algin pan que en la puerta del horno se nos
quema.

Cada loco con su tema.

Silencio: Hospital.

iY dale U!

Sefor Ministro de Salud; ;qué hacer?

La marihuana es una droga que genera dependencia.

90% de los que han usado cocaina han tratado de dejarla.

Las ballenas azules estan en peligro de extincion.

Ningtin camaleén es idéntico a si mismo.

Todos los cisnes son blancos.

¢Cuantas proposiciones distintas reconoce en la siguiente lista?

Cae agua de las nubes. 2.6. Feliz Navidad.
Llueve. 2.7. Merry Christmas.
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2.3,
2.4,
2.5,

3.1,
3.2

3.3

3.4,
3.5.

4.1.

4.2.
4.3.
4.4,
4.5,
4.6.
4.7.
4.8.
49

4.10.

4.11.
4.12.

4.13.
4.14.

4.15.
4.16.
4.117.

30

It's raining. 2.8. Frohliche Weihnachten.
Es regnet. 29. Joyeux Noel.
Il pleut. 2.10. Buon Natale.

Encuentre situaciones en las que las siguientes oraciones expresen
proposiciones.

Me gustaria tomar una taza de café caliente.

¢No sabias que Colén llegé al continente americano recién en su
tercer viaje?

¢Te das cuenta de que estamos muy retrasados para cumplir con
el cronograma?

¢Acaso el castellano tiene dos letras mudas?

ijLa ballena habia sido un mamifero!

Indique en cada uno de los siguientes casos las palabras que
deben llevar comillas para distinguir entre el uso y la mencién.

Todos los ratones comen queso. Todo queso es bisilabo. Luego,
todos los ratones comen bisilabos.

Russell es coautor de Principia Mathematica.

Russell es un apellido inglés y tiene siete letras.

En la palabra istmo la t no se pronuncia.

Se ha roto mi regla T.

A las cinco Jaime servira el té.

Te es una palabra monosilaba.

El Istmo de Panama tiene la forma de una S.

En ndmeros romanos L significa cincuenta y T, ciento setenta.
Los nifios van con sus guardapolvos blancos a la escuelita para
aprender el ABC.

¢Cudl es el significado de comprometido?

Si el nombre es arquetipo de la cosa y en las letras Rosa esta la
Rosa y todo el Nilo en la palabra Nilo, habra un terrible nombre
que cifre la esencia de Dios.

Cien afos de soledad tiene 351 paginas.

El titulo Cien afios de soledad es el mas adecuado, puesto que
narra la historia de una familia que a lo largo de un siglo vive sin
amor.

3/, s un ndmero racional.

El denominador de 3/, es un midiltiplo de 2.

La letra m mindscula significa metro.
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4.18.
4.19.

5.1.
5.2,
5.3.
5.4.

5.5.

6.1
0.2,
6.3.
6.4.
6.5.

6.6.

Ol

6.8.
6.9.

7.

Si Roxana no aprueba el curso, tomara DDT.
Los latinos escribian 500 con una [ y una C vuelta al revés, las
cuales con el tiempo se juntaron y formaron la D.

Indique en cada caso qué frases se usan y cudles se mencionan.

Enrique firma asi: Tu amigo Kike.

A U B se lee el conjunto A unién el conjunto B.

El orden de las palabras en seamoslo somos libres siempre no es
el mismo que en el comienzo del Himno Nacional.

Llamamos a Roma, la ciudad eterna; al leén, el rey de los animales
y, a Ricardo Palma, el bibliotecario mendigo.

No todo el que me dice jSenor! jSefior! entrara en el reino de los
cielos.

Delimite los niveles del lenguaje en cada uno de los siguientes
Casos.

Todo es segun el cristal con que se mire ha dicho Campoamor,
escribe Bryce.

Borges ha escrito el Jugador de ajedrez es prisionero de otro
tablero de negras noches y de blancos dias revela Omar.

La Constitucién garantiza que toda persona es considerada ino-
cente mientras no se haya declarado judicialmente su responsa-
bilidad.

El padre Valverde grité jSantiago!

Es verdadero que el pulmén izquierdo tiene tres lI6bulos es falso.
En la pagina 11, linea 8, donde dice reaccionario debe decir re-
volucionario.

Camino de Moscu, hay una piedra en uno de cuyos lados se lee
Napoleén Bonaparte pasé por aqui en 1812 con 400,000 hom-
bres; en el lado opuesto se ha grabado otra inscripcién Napoleén
Bonaparte pasé por aqui en 1812 con 9,000 hombres.

Serrat se refiere a los nifios llaméandolos esos locos bajitos.

Un dia Jesus, sonriendo mucho, le dijo tu te llamaras desde hoy
Marcelino, Pan y Vino.

Responda:

Que una férmula denote un nimero, es una propiedad sintdctica
o semantica de la férmula?
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12

1.3,

7.4.

1.5.

32

Que una férmula sea falsa, ¢jes una propiedad sintactica o
semantica de la férmula?

Que una férmula pueda descomponerse en dos subférmulas,
¢es una propiedad sintdctica o semantica de la férmula?

Que un enunciado pueda descomponerse en una oracién prin-
cipal y una oracién subordinada, jes una propiedad sintactica o
semadntica del enunciado?

Que una palabra sea anténima de otra, jes una propiedad
sintactica o semantica de dicha palabra?



LOGICA PROPOSICIONAL:
ASPECTOS SEMANTICOS

1. EL LENGUAJE SIMBOLICO DE LA LOGICA PROPOSICIONAL

Estudiaremos en esta seccién, de manera formal y simbdlica, la I6gica
proposicional en lo relativo a su semantica. Tratar la semantica de las
proposiciones desde un punto de vista I6gico significa, por ahora, ocupar-
se exclusivamente de si son verdaderas o falsas. Es decir, buscar sélo su
“significado 16gico”. No nos interesa su referencia concreta al mundo,
dejamos de lado lo que usualmente se denomina ‘su significado’; sélo
nos interesan sus valores de verdad. Para lograr esto, vale decir, concen-
trarnos en los valores de verdad y dejar de lado el contenido de las
proposiciones, es conveniente, como ya hemos visto, disponer de un
lenguaje simbdlico. Un lenguaje en el que los “contenidos” no figuren. En
este momento no disponemos de un lenguaje asi, por lo que vamos a
construirlo, se trata pues de un lenguaje artificial. Primero debemos dar
una presentacion sintactica del lenguaje, para luego tener aquello que
queremos interpretar.

1.1. Presentacion sintactica del lenguaje proposicional (LP)

Vamos a presentar los aspectos materiales de nuestro lenguaje, que
es fundamentalmente escrito. Para esto emplearemos como lenguaje de
nivel mas elevado el espafiol que permanecerd no formalizado. El espaiiol
serd el metalenguaje del lenguaje-objeto constituido por el lenguaje sim-
bélico que vamos a construir. Vamos a presentar una serie de signos y a
decir cémo pueden combinarse entre si con correccion. Por tanto, hay que
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presentar primero todos los signos (los llamaremos ‘simbolos primitivos’)
y, luego, decir qué cadenas de ellos estan correctamente formadas y cémo
construirlas (son las reglas de formacion).

1.1.1. Simbolos primitivos

a) Simbolos proposicionales: ‘p’, ‘q’, ‘T, ‘s, ‘t’,...
b) Conectores l6gicos: ‘~’, ‘/\’, /', ‘=, ‘<’
c¢) Simbolos auxiliares: ‘(’,*), ‘I', ‘T, ‘', },

LI

Algunas aclaraciones son necesarias:

1) Consideramos que tenemos infinitas proposiciones. Para esto, si nos
faltan letras, utilizaremos subindices, ejemplo: ‘p,’, ‘p,’, etc.

2) A los cinco conectores l6gicos se los conoce con un nombre y se les
asigna una lectura que permite vocalizarlos. Asi, ‘~’ se llama ‘nega-
cion’ y se lee ‘no’; luego ‘~p’ se leerd ‘no p’. /\’ se llama ‘conjuncién’
yselee'y’; ‘p/Aq seleerd ‘pyq’. “\/' tiene por nombre ‘disyuncién’
y se lee ‘0’; luego ‘p \/ q' se leerd ‘p o q’. ‘=’ es el condicional y
su lectura es ‘si... entonces...’; de ahi que ‘p — q’ se lea ‘si p
entonces q'. ‘<>’ se llama ‘bicondicional’ y se lee ‘si y sélo si’; luego,
‘P <> q’ se leerd ‘p si y sélo si q'. Por dltimo, a la negacion se la llama
‘conector monadico’ y a los otros, ‘conectores diddicos’, debido a
que la primera afecta a una proposicién y los segundos, a dos.

3) Los simbolos auxiliares cumplen la funcién de los signos de puntua-
cién. Son los archiconocidos paréntesis, corchetes y llaves, a los que
hemos afadido un punto. El empleo de este tltimo serd explicado
mas adelante.

4) Nuestro metalenguaje contendra al lenguaje-objeto. Este punto de
vista nos evitara el uso excesivo de comillas. Ademas, como es
practica comun, cuando no sean indispensables, reemplazaremos las
comillas de un texto destacindolo del que lo rodea, ya sea separan-
dolo o utilizando otro tipo de letra.

Nos toca ahora dar las reglas que permitan combinar correctamente
estos simbolos, para esto necesitamos referirnos de manera genérica a las
cadenas que formemos con ellos. Con este fin emplearemos las primeras
letras mayusculas del alfabeto espariol: ‘A’, ‘B’, ‘C’, etc. Asi ‘A’ pertenece
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a nuestro metalenguaje y designa cualquier cadena de signos del lenguaje
proposicional; a estas cadenas las llamamos ‘férmulas’. En nuestro
metalenguaje tienen cabida todos los signos del lenguaje, por tanto ‘A<>B’
es una expresion del metalenguaje que designa cualquier férmula del
lenguaje proposicional resultado de colocar el signo ‘—’ entre dos cade-
nas de signos.

1.1.2. Reglas de formacion

Estas reglas de formacién (RF) permiten distinguir entre las férmulas
bien formadas (FBF) y las mal formadas (FMF), y constituyen las reglas
sintacticas de nuestro lenguaje.

a. Todo simbolo proposicional es una FBF.
b. Si A es FBF, entonces ~A también lo es.
c. Si Ay B son FBF, entonces

1. (A /A B) también lo es.
2. (A v B) también lo es.
3. (A — B) también lo es.
4. (A < B) también lo es.

d. Una férmula es una FBF si y sélo si es el resultado de la aplicacién
de las reglas anteriores un nimero finito de veces.

NOTA: En la practica suprimiremos los paréntesis mdas externos de
una férmula por no ser indispensables. Ademds, de ahora en adelante,
usaremos la palabra ‘férmula’ para referirnos a FBF, y reservaremos el
empleo de las metavariables A, B, C,... para FBF cualesquiera.

Veamos algunos casos:

P, g, t, t;3 son FBF por la regla de formacién a (RFa). En cambio, \/,
/\ 'y \/— no son FBF.

(q — p) es una FBF que escribiremos como ‘q — p’ para evitar el uso
excesivo de paréntesis, lo mismo para los casos similares en que los
paréntesis son totalmente externos.

PV g, p < tson FBF y por tanto las siguientes que se forman
utilizdndolas también lo son: ~(p \/ q), (P Vv @) N\ (p = 1),
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~pva A<t [~(p\Vvq — (p < t) En este dltimo caso, a
diferencia del pendltimo, los corchetes son innecesarios, pues siempre
interpretaremos que el alcance de la negacion es sélo para la primera FBF
que tiene a continuacién. Por lo que basta escribir ‘~(p \/ q) — (p < t).

Para aligerar la escritura, reduciremos lo mas posible el nimero de
los paréntesis. Para esto, establecemos que pondremos entre puntos a los
conectores diadicos que deseamos que primen. Asi,

Ilp v (~pAQql—(qVt) < p podrd escribirse

[pvpAql—I(q\Vt).<=. p. Los dos puntos alrededor de ‘<=’ evitan
que su jerarquia se “confunda” con la del condicional. Hay que precisar
que el alcance de los puntos no sale fuera de los paréntesis, corchetes y
llaves que los encierran. Tomando en cuenta todo lo dicho llegamos a:

P-V.-~pAq = (qVt).<.p

El lector en cada caso debe buscar un juicioso empleo de los puntos
que aligere la escritura de las férmulas, sin caer en un uso excesivo que
produce férmulas dificiles de leer.

1.1.3. Arboles sinticticos o de construccién

Frente a una cadena de signos siempre cabe la pregunta de si se trata
de una FBF o no. Para disolver las dudas lo conveniente es ir desmontan-
dola paso a paso para descubrir cémo fue construida, y de ese modo
verificar si se respetaron las RF o no. Por ejemplo analicemos:

=gV t] = (p ==q) A ~1] =+ ~(pesq) > =8

Por los puntos que lleva, el conector mas importante es el dltimo
condicional, asi nuestra férmula es la unién de:

HU~qvt)—=(p—=q) A ~11 = ~p < q)y ‘~s’ por medio de ‘=’

de acuerdo con la RFc3. Y serd una FBF si lo son sus componentes, por
lo que cada uno de ellos debe analizarse. ‘~s’ proviene de poner ‘~’
delante de ‘s’ segtn RFb. Y es una FBF porque de acuerdo con RFa ‘s’ lo

€s.

f~qwvt)—=(p—q) . /\. ~11 = ~(p <> q) proviene por RFc3 de la
unién de ‘[(~q v/ t) = (p = q) ./\. ~1' y de ‘~(p < q)’, por lo que sera
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una FBF si sus partes lo son.

‘~(p == q)’ viene de negar ‘p <> q' por RFb, y esta dltima de ‘p’ y
‘q’ por RFc4, como ‘p’ y ‘q’ son FBF por RFa, ‘~(p <> q)’ es una FBF.

‘~qvt)—= (p—=>q A ~r debe venirde ‘(~q\/t) > (p—=>q)y
‘~r’ por RFcl. ‘~r" se construye de la FBF ‘r' por RFb, y es FBF.

‘(~qvt)—=(p—=>q) vienede ‘~q\/t' y ‘p—q por RFc3. ‘~q\/ t' se
formé con ‘~q' y ‘t’ por RFc2 y ‘t’ es FBF, ‘~q’ de la FBF ‘q’ por RFb. ‘p — q’
se compone de las FBF ‘p’ y ‘q’ por RFc3.

Asi de este modo largo y tedioso comprobamos que nuestra férmula
proviene de FBF siguiendo las RF. Un dispositivo mas comodo y préactico
para hacer lo mismo es el siguiente diagrama de arbol:

1) [ (~qvt) = (p—>q) A ~r] = ~(p<>q) .—. ~s (c3)
AN
[ 1
[ (~qvt) = (p—q) A. ~r I;- ~(p<>q) (c3) ~[s (b)
[ 1
(~qvt) = (p—>q) A. ~r (cl) ~(p=q) (b) s (a)
& I
| |
(~qvt) = (p—>q) (c3) ~r (b) p<q (c4)
~qvt (c2) p—q (c3) r (a) p @ q@)
I_A—I
~q (b) t@ p(@ q (a
|
q @

Se aprecia en el arbol cémo se genera la férmula de la punta de las
ramas hacia la estructura central (de abajo hacia arriba) a partir de FBF y
utilizando sélo RF, que se sefialan en cada paso. Veamos otros casos:
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2) (p—=~q) Vv ~(~q =1 - (p N\ ~q) (c)
[ 1
Pp—=~qV ~(~q—=r1 () P\ ~q ()
r & | ——
p—=>~q(c ~(~q—=r1)(b) p (a) ~q (b)
—— I |
p (a) ~q (b)) ~q—r(0 q (a)
| N

q (@ ~q (b) r (a)
|
q (a)

Nuevamente se trata de una FBF. Veamos otra:

3) (~q v t) v ~r —p) s ~(.1) ()
[ 1
~(qvt)V-~r—=p? ~(.t) (b)

En la parte izquierda falta indicar la jerarquia de operadores, por lo
que no podemos saber que férmulas se han unido. En este punto se ha
violado la regla de formacién (c) 6 (d) por lo que no se trata de una FBF.
Asumamos que se traté de un error de imprenta que subsanamos:

3) (~,q V)V~ .= p) .= ~() (0
A

I |
(~,qVHV~r.=.p© ~) (b)

I—A_I |

~(qvt)v-~r(@ p@ A2
AN

| : |
~q Vv t(Q ~r (b)

—N = |
~q |(b) t (a) r(a)
q (a)

Hemos marcado todas las férmulas mal formadas finales con ‘?’, su
presencia indica obviamente que no era una férmula bien formada la que
acabamos de analizar. Sin embargo, debe notarse que en alguna rama
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puede llegarse a FBF. Una férmula se considera bien formada si y sélo si
no presenta ninguna rama con ‘?".

Utilizando los diagramas de construccién de férmulas podemos de-
finir la nocién de sub-férmula: una sub-férmula de una FBF es cualquiera
de las férmulas que aparecen en el diagrama de construccién, incluida la
propia férmula. En el caso 2 anterior son sub-férmulas de
(p—= ~q) V ~(~q =1 .—. (p /\ ~q) las siguientes: (p = ~q) \/ ~(~q —
N~ pA-q, p=-~qV-{=q=1),p A, p=>-q, ~(~q—=1)
p, ~4, ~q —> 1, q y r (hemos eliminado las repetidas).

Ejercicios

1. Escriba las siguientes férmulas omitiendo los signos de puntuacién
innecesarios.

a {[~p—=l Ai~lpvq < (P Al
b. {I[q < pl Al(~() < pl} = {p <= [g A (-]

2. ¢Cudles de las siguientes son FBF? Justifique su respuesta con un
diagrama en arbol.

a. ~(p A\ q) < (~r\/ ~q)
p—=>IrA\~q— ~n]l
c. (Peqvgen—=(pP=<r

=

3. Reescriba usando el mayor nimero posible de puntos auxiliares.
a (P—=qgQAN([r—s)

b. (PAq—={~rVv (< ~q]< ~p

¢ pAlg=~l~rA(p—=q)VvIl

d. ~[pA~)—=qVvir<pviq-—=r < ~pl
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Solucion:
1 a.
b.
2 @
b.

Recordemos que en la practica suprimiremos los signos de pun-
tuacién mas externos de una férmula, siempre que no se pierda
la jerarquia; asi como los que afectan sélo a los signos
proposicionales. De este modo resulta:

[~p = QI N {~I(p v q < (p A QI y luego
~p=q NA~[pVva<(PAql

De acuerdo con lo anterior y recordando que ~(A) se escribira

‘~A’ s6lo en el caso en que A sea una simbolo proposicional o
una negacion, se tiene:

[qe pl \AN[~r<pl} = {p—=Iq/ ~r}

Ningun otro signo se puede suprimir sin perder la jerarquia, por
ejemplo en:

{lq = pl A [-r == pl} = p—>]q A~]
no se puede determinar cudl de los dos condicionales tiene

mayor jerarquia. Lo que si podemos, y es recomendable, es
“bajar” el nivel de los signos de puntuacion:

e p) A=r<pl—=Ip—= (@A~

Es una FBF como lo muestra el siguiente arbol:

~pPpANq <= (~rv ~q (0
M

[ 1
~(p /l\ q) (o ~r\/ ~q (c)

I—A—W
P/Aq() ~r(b)  ~q (b)

P | |
p (a) q@ r() q (a)

Del mismo modo se encontrard que se trata de una FBF.
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¢) No es FBF. Hagamos el diagrama:

P<qvqgq<rn—=(pP<ril(
AN

| I
peqVvqer? per©

I'"—A—_—l
p (a) r (a)

a. Utilizando puntos auxiliares:
p—=q.\.tr—=s

b. Notemos que si escribimos:
PAq .= {[~rVv (p < ~q)] < ~p}

en el condicional hay mayor jerarquia debido a los puntos. Lo
que también permite:

PAq.—=. [~rV(p< ~q] < ~p
Si ahora suprimimos los corchetes:
PAQ.=. ~rV (p < ~q < ~p

perdemos la jerarquia del bicondicional. Y no es una solucién
escribir:

PAQq.~.~ry{p<* ~q) .« ~p

pues el primer condicional pierde su jerarquia. Esto nos obliga
a usar mas puntos auxiliares:

P q e aTY (P ~q) = ~p

Por un razonamiento anédlogo se llega a:

PAQ .= ~T.\.p< ~q:<: ~p
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c. Siuna negacion afecta un paréntesis, corchete o llave, no pode-
mos suprimirlos, pues los puntos auxiliares no afectan conectores
monddicos. Entonces:

PA.qQ—= ~~r./\.p—=>q:\/:T)
d. La respuesta es:

~PA~r.—=.q) T pi\:q—T.< ~p

Recordemos que fuera de estos ejercicios no usaremos mas de
un punto.

1.2. Esquemas de féormulas

Hemos visto que la manera general de designar a las diferentes
férmulas de nuestro lenguaje es por medio de las letras ‘A’, ‘B’, ‘C’, etc.
Pero, ademads, han aparecido las siguientes notaciones: ‘A — B’, ‘~A’,
‘A /\ B’, entre otras. En estos casos nos referimos a férmulas en las que

se pone de relieve su conector principal, asi ‘A — B’ se refiere indistin-
tamente a cualquiera de las siguientes férmulas:

P—q

P—P

(PVva—s,

P—=qgqADVviEtN~q) .= (p—=q./\1), etc.

Todas férmulas en las que el condicional es el conector principal.

Habra observado el lector que ‘p — p’ corresponde tanto a ‘A — B’
como a ‘A — A’. Esto se debe a que tanto ‘A’ como ‘B’ designan cualquier
férmula y, por lo tanto, férmulas no necesariamente distintas entre si.
Cada expresién de esta notaciéon genérica se denomina esquema de fér-
mula. Sirve, no sélo para resaltar el conector principal, sino también los
secundarios, i.e. ‘A — (B \/ C) ./A. A’ se ejemplifica por:

p—=>@vn.Ap

p—=pPvVvp Ap
~p—=rv-~nyvI—=ql.A ~p,etc
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Pero no se ejemplifica por:

p—=({PVpP
~p > rvy-DVvVIr—>qlA-s

Debe notarse que A, B, C no pertenecen a LP sino a su metalenguaje,

en este caso el castellano.

Ejercicios

1.

Escriba dos férmulas que correspondan al siguiente esquema.

A — (B /A ~A)

2.  Encuentre el esquema comun a las siguientes férmulas.

a. PVr—=~qQV-~pPvVvrn

b. ~p = ~(p N/ ~q] N ~~P

C. (~q A\ ~1) = ~1r /. ~(~q /\ ~1)

3. ¢Es la férmula ‘[~(p < q) = ~(p .—. q = ~1)] VV (P <= q)" una

realizacién del esquema encontrado antes?

Solucién:

1.  Puesto que las metavariables A, B, C,... representan cualquier férmu-
la, si Aes ‘p’yBes ‘q\yr entonces ‘p — (q \/ r./\. ~p)’ es una
realizaciéon del esquema dado. De la misma manera, la férmula
‘qAr.—=. (/A1) A ~(q /1) es una instancia del mismo esquema
tomando A y B como ‘q A r.

2. Notemos que en las férmulas dadas la disyuncién es el operador prin-

cipal, por lo que el esquema buscado es de la forma: (...) v (--).
En las subférmulas a la derecha de la disyuncién se repite la nega-
cion que también formara parte del esquema. Ademas, como la ne-
gacion afecta a subférmulas que no tienen conectivos en comdn, la
metavariable A las representara: (...) \v ~A. En la parte izquierda de
la disyuncién se repite el condicional como conector principal, lo
esquematizamos asi: (...) = (---) .\/. ~A. En los tres casos (---) co-
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rresponde a una negacion, y (...) repite, en cada caso, lo que co-
rresponde a A. Llegamos a:

A > =B Aj. <A

Obsérvese que también es posible: A — B .\/. ~A, aunque con menor
detalle.

3. No, ¢por qué?

2. INTERPRETACION SEMANTICA DE LP

2.1. Las proposiciones simples y compuestas

Hemos dicho que las proposiciones se caracterizan por ser verdade-
ras o falsas. Ejemplos de oraciones que expresan o significan proposicio-
nes son:

La nieve es blanca.

La nieve no es blanca.

La sangre es roja.

La nieve es blanca y la sangre es roja.

B WN =

El primer y el segundo ejemplo tienen mucho en comun, aunque
difieren sustancialmente en sus valores de verdad, ya que si uno es ver-
dadero el otro es falso y viceversa. Son proposiciones contradictorias, una
es la negacion de la otra, la segunda puede formarse a partir de la primera
negandola. La cuarta se forma uniendo 1 y 3 con una conjuncién. Y es
claro que, a pesar de ser 4 una proposicién por derecho propio, su verdad
depende de alguna manera de la verdad de 1 y 3. Podemos decir que 4
es verdadera s6lo si 1 y 3 lo son. Estos ejemplos muestran cémo a. partir
de proposiciones podemos formar otras cuyos valores de verdad depen-
den exclusivamente de las primeras. Este proceso de formacién, que en
el espafol logramos con ‘no’, ‘y’ y otras palabras similares, en el que el
valor de verdad de la proposicién compuesta es funcién de los valores de
verdad de las proposiciones componentes, es reflejado en LP con los
llamados ‘conectores l6gicos proposicionales’.

Vamos a estudiar el significado de los conectores I6gicos. Para esto
es indispensable distinguir entre proposiciones simples o atémicas y pro-
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posiciones compuestas o moleculares. Las simples son aquéllas en las que
no intervienen conectores légicos en su formacion; las compuestas, el

resto.

Vale la pena discutir sucintamente esta caracterizacion de las propo-
siciones simples. Es negativa; se las reconoce por la ausencia de conectores
y no por su presencia, lo que plantea algunos problemas. Dadas: ‘La
moneda es inestable’ y ‘La moneda es estable’, jcudl es la proposicién
simple y cudl la compuesta? El prefijo ‘in-" probablemente nos hara elegir
la dltima como simple, pero esta eleccién se basa mas en la estructura del
lenguaje que en motivos légicos. Si estamos hablando de una manzana
que acabamos de probar, ‘Esta manzana es buena’ y ‘Esta manzana es
mala’ son contradictorias sin lugar a dudas, pero ;cémo decidir cudl lleva
la negacion? Esta arbitrariedad que ocurre, a veces, en los lenguajes na-
turales resalta el hecho que en ellos la decision de qué proposiciones son
simples y cudles compuestas es relativa; es decir, parte de una base mas
o menos arbitraria. Pero una vez elegidas las simples, las compuestas se
reconocen automaticamente.

Los lenguajes simbdlicos tienen la ventaja de que no ofrecen esa am-
bigliedad. Las simples son las que hemos llamado ‘simbolos proposicionales’:
‘P, ‘q’, T, etc. Ademas, en el lenguaje simbdlico que hemos construido sélo
aparecen conectores légicos, aparte de los signos de puntuacién; mientras
que en un lenguaje natural aparecen miles de términos que no son conectores
I6gicos, peor aun, los que sirven de conectores I6gicos cumplen otras fun-
ciones, como veremos cuando nos ocupemos de los lenguajes naturales. Por
esto presentaremos a los conectores l6gicos en su rol semantico en nuestro

lenguaje simbdlico y, sélo después, los buscaremos en el espanol.

2.2. Semantica del lenguaje simbélico proposicional
En la discusiéon que sigue ‘proposicién’ significa proposicion atémica
o simple. Sabemos ya que una determinada proposicion es verdadera si

ocurre lo que enuncia:

‘San Martin independizé al Perd’ es verdadera si y sélo si San Martin
independizé al Perd.
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Con esta base es facil inferir lo que ocurre con la falsedad. Asi, dada
una proposicion, ésta serd verdadera si el mundo esta en un estado tal que
ocurre lo que enuncia y sera falsa si el estado del mundo es diferente. Para
juzgar si una proposicién es verdadera o falsa sélo nos interesan dos
estados posibles del mundo con respecto a dicha proposicién. Uno en que
es verdadera, el estado del mundo es tal que acontece lo enunciado; y
otro en el que es falsa, el mundo se halla en un estado en que no se da
lo descrito por la proposicion. Abreviaremos ‘estados posibles del mundo’
por ‘EPM’,

Si consideramos dos proposiciones, por decir ‘p’ y ‘q’, tenemos que
considerar dos EPM para determinar los valores de verdad de cada una.
Si deseamos considerar las diferentes combinaciones de valores de verdad
que pueden ocurrir tenemos:

1. ‘p’ verdadero y ‘q’ verdadero.
2. ‘p’ verdadero y ‘q’ falso.
3. ‘p’ falso y ‘q’ verdadero.
4. ‘p’ falso y ‘q’ falso.

Lo que acostumbraremos abreviar de la siguiente manera:

Vipl y Vgl
Vipl y Flql
Flpl y VIq]
Flpl y Fiql

i B

Es decir, que debemos interesarnos por cuatro EPM distintos cuando
queremos encontrar los valores de verdad de dos proposiciones combi-
nadas. Podemos considerar que cada uno de esos casos distingue un
estado del mundo y que por lo tanto constituye una descripcién de un
estado del mundo, con dos proposiciones.

Dada una expresion A cualquiera en nuestro lenguaje también cabe
que sea verdadera o falsa de acuerdo con el EPM que ocurra. Pero encon-
traremos proposiciones compuestas que sélo son verdaderas o sélo son
falsas, al margen del EPM en que se esté.

En nuestra semantica buscamos seguir el llamado principio de
composicionalidad de Frege que establece que el significado lI6gico (= valor

de verdad) de una proposicién compuesta depende del significado I6gico
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de las partes que la componen. Mostraremos que la verdad o falsedad de
una proposicién compuesta depende de las simples que la componen, y
de los conectores que en ellas aparezcan. Esto hace que los estados del
mundo, que nos interesan para establecer la verdad o falsedad de nuestras
férmulas, queden descritos a partir de las proposiciones simples que
aparecen en las férmulas.

Ademas del principio fregueano, el lector debe saber que hay tres
principios basicos que rigen nuestra semantica: (1) El de identidad, cada
cosa es igual a si misma, sin el cual no podriamos asignar un valor de
verdad a una proposicién determinada en un EPM dado. Este es un prin-
cipio tan general que no deberiamos ni mencionarlo, esta en la base de
toda la realidad. Lo mencionamos porque deseamos diferenciarlo de una
ley que tiene su nombre. (2) El de bivalencia, por el que sélo se consideran
dos valores de verdad (verdadero y falso), también conocido como el
principio del tercero excluido. (3) El principio de no-contradiccién, una
proposicién no puede tener ambos valores de verdad al mismo tiempo.

Estos principios no deben confundirse con las férmulas de nuestro
lenguaje que tienen las formas:

A — A (llamada ‘ley de identidad proposicional’)
A \/ ~A (llamada ‘ley del tercio excluso’)
~(A N\ ~A) (llamada ‘ley de no contradiccién’)

Ejercicios

1. Determine cuéles de las siguientes son proposiciones simples y cuéles
compuestas.

Mafalda tomé sopa o helado.
Si los hombres son mortales entonces la especie esta en extincion.
Los marineros besan y se van.

El Principito no podia comprender a la gente adulta.

Sal y Pimienta son hermanos.

Dime muchacha si no es mejor caminar hacia la muerte distraido.

e Qn De

2.  ¢Cuantos “casos” distintos se presentan al considerar tres proposi-
ciones atémicas? Describalos con la notacién abreviada empleada en
el orden ‘p’, ‘q’, y luego ‘r.
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3.  ¢Cuantos EPM distintos se presentan al considerar cuatro proposicio-
nes atémicas? Describalos con la notacion abreviada empleada en el
orden alfabético.

4.  ;Cuantos EPM se presentan en general al considerar n proposicio-
nes?

Solucion:

1. La primera expresién ‘Mafalda tomé sopa o helado’ puede descom-
ponerse en dos proposiciones simples: ‘Mafalda tomé sopa’ y ‘Mafalda
tomé helado’, por lo tanto es una proposicién compuesta. Lo mismo
ocurre con (b) y (c).

En la oracién ‘El Principito no podia comprender a la gente adulta’
interviene la negacién como conector l6gico, por este motivo se trata
también de una proposicién compuesta.

La oracién ‘Sal y Pimienta son hermanos’ expresa una proposicion
simple porque no tiene sentido descomponerla en ‘Sal es hermano’
y ‘Pimienta es hermano’, pues éstas no dan lugar a proposiciones
simples. Si la descomponemos en ‘Sal es hermano de Pimienta’ y
‘Pimienta es hermano de Sal’, en realidad no hemos desarmado la
expresion original porque las tres tienen el mismo sentido y expresan

- una Unica proposicién.

El lector, seguramente ya se habra percatado de que (f) no es una
proposicién sino una sugerencia.

2. Cada valor de ‘q’ puede asociarse a los dos valores de verdad de ‘r,
obteniéndose cuatro combinaciones. Cada una de éstas se puede
combinar con cada uno de los dos valores de verdad de ‘p’ llegan-
dose a ocho combinaciones: 2 x 2 x 2 = 23 = 8.
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Las combinaciones son:

1. VIpl, VIgl, VIr
2. VIpl, Viql, FIr
3. Vipl, Fiql, VI
4. VIpl, Flql, FIr
5. Flpl, VIql, VIi]
6. Fipl, Viql, FIr
7. Flpl, Flql, VIr
8. Flpl, Flql, FIr

3. En este caso se tiene, por un razonamiento analogo al anterior, 16
EPM distintos. Es decir, 2 x 2 x 2 x 2 = 24 = 16. Describalos en el
orden alfabético.

4. En general, el nimero de EPM que se puede distinguir con n pro-
posiciones simples distintas es:

ZX 2 XX L=21
n veces

La prueba requiere el uso de induccién matematica.

3. LOS CONECTORES LOGICOS

3.1. La negacion y la conjuncién

Nuestra semaéntica es muy pobre; una proposicion sélo posee dos
posibles valores de verdad: verdad y falsedad. Esto vale para toda pro-
posicién simple o compuesta. Sin embargo, conocido el valor de verdad
de una proposicién simple podemos hallar el de todas las proposiciones
compuestas formadas exclusivamente con ella. Y lo mismo ocurre con las
expresiones en que intervienen varias proposiciones simples. Primero
estudiaremos el conector negacion que sélo utiliza una proposicién (una
sola vez) para formar una compuesta.
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3.1.1. La negacion

‘~p’ es un ejemplo de proposicién compuesta formada por un conector,
la negacién, que sélo utiliza una proposicion simple. Es el Gnico conector
monddico de nuestro lenguaje. Y su interpretacion es obvia: la proposicién
compuesta tiene el valor contrario que la proposicién simple que la forma.
Esta regla semantica puede resumirse de dos formas:

1. VI[~p] F[~p]

FIpl Vipl

Es decir, ‘~p’ es verdadero en el EPM en que ‘p’ es falso y ‘~p’ es
falso en el EPM en que ‘p’ es verdadero. Esta disposicién de la informacion
es la que utilizan los diagramas semanticos. Otra manera de resumirlo es
a través de la disposicion en tablas de verdad:

2. p| ~p
V[ F
F| Vv

en la que cada linea debajo de la raya horizontal sefala qué ocurre con
‘~p’ dado el valor de ‘p'.

El lector que recuerde algunas de las férmulas que pueden aparecer
en nuestro lenguaje sabe que la negacién no sélo forma nuevas propo-
siciones a partir de proposiciones simples, sino que también lo hace a
partir de proposiciones compuestas. Por ejemplo, a partir de p — q’
puedo formar ‘~(p — q)’, esto y el hecho de que debo poder interpretar
‘~q’ también (y no sélo ‘~p’), nos muestra que nuestra caracterizacién de
la negacién debe generalizarse de ‘~p’ a su empleo con cualquier férmula.
En general, debemos poder interpretar una férmula negada cualquiera ~A.
Asi rectificamos:

1. VI[~A] F[~A] 2. Al ~A
V| F
F| V

FIA] VIA]
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En ambos casos se rescata lo sustantivo: la negacién modifica el valor
de verdad de la férmula negada. Pero mientras A no sea una proposicién
simple, no llegaremos a determinar un EPM.

3.1.2. La conjuncion

PAG, ‘~p/A\q, (~p—q) N\ (r\~s) son todas férmulas conjuntivas,
su esquema genérico es A /\ B. La conjuncién establece la verdad de ellas
sélo si las dos férmulas que la componen son verdaderas, es falsa en todo
otro caso. Es decir, basta que uno de los componentes de la conjuncién
sea falso para que la conjuncién lo sea. Resumiendo:

1. VIA A B] FIA A B] 2. AB| AAB
VvV vV
VIA] FIA] FIB] VF F
V[B] FV F
FF F

Leamos (1) La primera parte nos dice que si la proposicién represen-
tada por A /\ B es verdadera, las expresiones representadas por Ay B lo
son. Dice esto poniendo V[A /\ B] encima de V[A] y de V[B]. La segunda '
parte, en cambio, dice que si A /\ B es falsa, basta que lo sea A o B. Dice
esto poniendo F[A /\ B] y debajo las dos posibilidades (F[A] o F[B]) como
dos ramas, cada rama representa uno de los casos. N6tese que en el caso
FIA] nada se dice sobre el valor de verdad de B; y lo mismo ocurre en
la rama F[B], A puede tener cualquier valor de verdad. En particular,
ninguna de las ramas se opone a que tanto A como B sean falsas.

En (2) se presenta lo que ocurre en cada uno de los 4 casos posibles.
Cada linea describe el valor que toma la conjuncién conocidos los valores
de verdad de sus componentes.

La diferencia entre estos dos modos de definir a los conectores 16-
gicos estriba en que en (1), regla del diagrama semantico, a partir del valor
de la conjuncién se llega a los de sus componentes, en cambio en (2),
regla de la tabla de verdad, dados los valores de verdad de los componen-
tes se establece el de la conjuncién. El lector debe tener en cuenta que
ambos son equivalentes.

Veamos dos ejemplos:
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52

Encontrar los diferentes valores de verdad de ‘~p A q' y
‘~p A q) /A r por los dos sistemas.

Empezaremos por el sistema més conocido, las tablas de verdad. La
tabla de verdad de la primera férmula es:

Pa| ~pPANq
VV| F F
VF| F F
FV| V V
FF V F

¢Cémo se ha construido la tabla? Primero se construye el esquema
de la misma en funcién del nimero de proposiciones atémicas que
aparecen:

pPa| ~pAq
VvV
VF
FV
FF

Luego debe determinarse la estructura de la férmula a evaluar, en
este caso, es una conjuncién: A /A B. En ella B es ‘q’ por tanto
tenemos su valor de verdad para cada caso (para cada linea, o para
cada EPM lo que usted prefiera) en la parte izquierda de la tabla. A
es ‘~p’, y no conocemos sus valores de verdad en cada caso. Como
necesitamos conocer los valores de verdad de A y B en cada EPM
para calcular los de la conjuncién, nuestra primera tarea consiste en
evaluar A. Ya que A es de la forma ~C, donde C reemplaza a una
proposicion simple ‘p’ cuyos valores de verdad se conocen, pode-
mos evaluar A. Y procedemos a hacerlo:

pal ~PAq
VV]| F
VF| F
FV | V
FF | Vv
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Conocidos los valores de verdad de ‘~p’ y ‘q’, es facil “calcular” los
de la férmula en su totalidad colocandolos para cada EPM bajo el
conector mas importante (/\):

pa | ~pAq
VV [ F F
VF | F F
FV | V V
FF | V F

La segunda férmula ‘~(p /\ q) /A r’ tiene la forma A /A B donde B es
‘I y A posee la estructura ~C siendo C una conjuncién de proposi-
ciones simples. Escribamos primero la forma de la tabla:

par | ~pAqg Ar
VVV
VVF
VFV
VFF
FVV

= =1 M=
mm <
m<mn

Hecho esto procedemos paso a paso, calculamos ‘p A\ q':

pqar| ~PAq Ar
VVV
VVF
VFV
VFF
FVV

Mmoo oo <L

oo
I
"'I<'|'I
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luego su negacién:

ANg) AN

A
e

pqr
VVV
VVE
VEV
VEF
FVV

<SS C g™
Mmoo < <

= .
-
m<

y, por ultimo, el conector méas importante en la férmula:

pqr| ~PpAq@QATr
VVV V F
VVF

VFV

_,.,
<
<

o L G el &L T

- ™
o<
m <

con lo que tenemos el valor de verdad de la férmula en cada EPM.

En resumen, planteada la forma de la tabla se procede a evaluar los
conectores en los que se conoce el valor de las proposiciones que unen
(al comienzo siempre son conectores con proposiciones simples). Luego,
se hace lo mismo con aquellos cuyos componentes ya han sido evaluados,
y asi sucesivamente hasta llegar al conector principal.

Sélo nos falta ver cémo se encuentra la forma de la tabla. En las
paginas anteriores tiene el lector ejemplos para férmulas con 1, 2 y 3
proposiciones atémicas. Reflexione sobre ellas y resuelva el caso para 4
y 5 proposiciones simples (vea los ejercicios resueltos). Debe tener cuida-
do en respetar el orden alfabético de las variables proposicionales de
izquierda a derecha, porque es el que seguiremos siempre.

Evaluemos ahora las mismas férmulas con el método de los diagramas
semanticos. Este sistema nos permite elegir entre dos puntos de partida
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diferentes: el primero, suponiendo verdadera la férmula, nos dird en qué
EPM lo es; el segundo, suponiendo falsa la férmula, nos dird cudndo es
falsa. Empecemos suponiéndola verdadera:

VI~p A q] (1)
! La férmula (1) es conjuntiva; aplica-
mos la regla V[A /\ Bl
VI~pl (2)
VIq]
| Aplicamos la regla V[~A] a la férmu-
la (2).
FIp]

El diagrama termina ahi pues las tnicas férmulas no analizadas son
proposiciones simples, y una férmula compuesta sélo se analiza una vez.
El diagrama consta de una sola rama, en ella, entre otras, se dice F[p] y
VIq]; es decir, que la férmula es verdadera en el EPM en que ‘p’ es falso
y ‘q’ verdadero. Si se examina la tabla de verdad para esta férmula
veremos que hemos llegado al mismo resultado. Con el diagrama sabe-
mos que de los cuatro EPM posibles relativos a nuestra férmula con dos
proposiciones simples, ésta es verdadera sélo en el tercero. Su tabla de
verdad debe ser: FFVF, supuesto el convenio de respetar el orden alfabético
al confeccionar la tabla.

En el caso anterior tuvimos la suerte de que la férmula no se abriese
en mas de una rama, lo que es usual; y, sobre todo, que en la rama se
describiese un tnico EPM. Generalmente, una rama puede esconder infor-
macién acerca de mdas de un EPM. Veamos lo que ocurre con la misma
férmula partiendo de su falsedad:

FI~p N\ ql (1)
A
I —
(2) F[~p] FIql
| La primera rama (férmula con el
VIpl nimero 2) tiene todavia que anali-
zarse con la regla F[~Al.

Aplicamos la regla F[A /\ B] que se
descompone en dos ramas.

Nuestro diagrama nos ofrece dos casos en que la férmula puede ser
falsa: cuando ‘p’ es verdadero (rama 1) 0 cuando ‘q’ es falso (rama 2)
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Noétese que ninguna de las ramas describe un EPM. Sabemos que hay 4
EPM para esta férmula, ;cudles son aquéllos en que es falsa? Necesitamos
analizar la informacién de cada rama. La primera nos dice cuando V[p] y
esto ocurre tanto si ‘q’ es verdadero cuanto si es falso; por tanto, la
primera rama resume los EPM V[p] con V[ql, y V[p] con F[ql; es decir, los
EPM 1 y 2. La segunda rama al contemplar sélo F[q] se refiere a los EPM
2 (VIpl y Fiql) y 4 (FIp] y FIgl). Juntando la informacién de ambas ramas
tenemos que ‘~p /A q’ es falsa en los EPM 1, 2 y 4. Sus valores de verdad,
como era de esperar, son FFVF. Una forma mas cémoda de efectuar lo
anterior es poner a continuacién del diagrama semantico lo siguiente:

Analisis de ramas EPM

1. Vipl, - 1,2

2. ---, FIql 2,4
1,2,4: FFVF

Las lineas punteadas recuerdan que falta informacién en la rama
acerca de una de las proposiciones y conviene ponerlas en el lugar en que
deberia aparecer la proposicién. A la derecha de la rama se escriben los
EPM que corresponden. Notard el lector que el orden de los EPM es el
mismo que se establecié al hacer las tablas de verdad. Por tltimo, debajo,
resumimos la informacién y damos los valores de verdad de la férmula.

Deseamos en forma muy especial que el lector note en todos los
diagramas semadnticos (DS) presentados, los nimeros que acompafian a
las férmulas (no a las férmulas atémicas, por cierto). El propdsito de esa
numeracién es indicar en qué orden se han ido analizando las férmulas en
el diagrama, permitiendo que cualquier persona reconstruya el procedi-
miento. Es fundamental que el lector respete esta costumbre al efectuar
un DS. Hasta ahora puede no parecer muy importante hacerlo, pero mas
adelante veremos diagramas mdas complicados por la cantidad de pasos
donde, ademas, férmulas que aparecen en las primeras lineas son anali-
zadas después de otras que estdn en las dltimas.

En general, en cada paso del DS es facil darse cuenta de qué regla

se aplica, por lo que no es necesario decirlo en el diagrama. Veamoslo con
la otra férmula.

56



2 / LOGICA PROPOSICIONAL: ASPECTOS SEMANTICOS

VI~(p /i\ q At (1)
VI~(p N\ q)] (2)
VIr]
|
Flp /\ ql (3)
Ay
FIp] Flql
Anadlisis de ramas EPM
1. FIpl, ---, VIrl 5.7
2. ---, Flql, VIrl T
3,5,7: FFVF VFVF

Nuevamente, los EPM involucrados en cada rama se reconocen y
numeran con el mismo orden que tendrian en la tabla de verdad. Para
evitar dudas escribimos, por tltima vez, dicho orden numerandolo para los
tres casos mas usuales:

p| EPM pq| EPM pqr | EPM
V|1 VVv| i VVV|1
F| 2 VF| 2 VVF| 2
FV| 3 VFV]| 3
FF| 4 VFF| 4
FVV|S5
FVF| 6
FFV|7
FFF|8
Ejercicios
1. Usando DS reconstruya la tabla de verdad (encuentre los valores de
verdad) de: :

~[~(~r ApP) A (~p A ~q)] A ~(~p A q)

2: Si A — B tiene la misma tabla de verdad que ~(A /\ ~B), encuentre
las reglas de los DS de A — B.
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3.  Usando el ejercicio anterior encuentre, por DS, los EPM en los que
es falsa:

PA~r.—. . ~(qAT)—q
Solucion:

1.  Si suponemos falsa la férmula, el DS nos dira al final en qué EPM es
falsa:

FI ~[~(~r A p) A (~p A ~@)] A ~(~p A q)] (1)
AN

[ 1
V[ ~(~r A\ p) /l\ (~p A~@)] )  VI-p /l\ ql (5)

F[l~r /\ pl (4) FIp]
V[~p /I\ ~ql (3) Viql
FIpl
Flql
l_/\_l
Virl  Fip]

Notara el lector que, tratdndose de un ejercicio, muchos pasos han
sido suprimidos.

Analisis de ramas EPM
1. Fipl, Fiql, VIr] 7
2. Flpl, Flql, - 7,8
3- F[p]: V[Cﬂ, ol &
5,6,7,8: VVVV FFFF

2. Si A— By ~(A /\~B) tienen la misma tabla de verdad, también
tendran los mismos DS. Aclaremos: tendrdn los mismos DS, no en
tanto igual gréfico, sino en tanto andlisis de sus ramas (;por qué?);
de esta manera:
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VIA T B (1)

VI~(A /|\ ~B)] (2)

FIA A ~B] (3)
I—/\_~I

F[A] VIB]

En resumen:

VIA — B]
I—_A_I

FIA]  VIB]

Del mismo modo se halla:

F[A — B]

VIA]
F[B]

Supongamos que la férmula es falsa y apliquemos el resultado ante-
rior:

FIp A~r.—=. ~(qA 1) —>q] (1)
VIp A\ ~1] (3)
Fi~@@ A 1) — ql (2)
Fig A 1] (4)
Fql
VIp]
FIr]

Flql  Fr

Né6tese que en el DS nos ahorramos las rayas verticales, de ahora en
adelante sélo sefalaremos las bifurcaciones de ramas.

Anadlisis de ramas EPM
1. VIpl, Flql, Fr] 2
2. VIpl, Fiql, Firl 2
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La férmula es falsa en el EPM cuya descripcion es: V[p], VIql, Frl.
Nétese que si bien hay dos ramas, ambas refieren al mismo EPM.

3.2. La disyuncion. Algunas propiedades

Es un conector que privilegia la verdad de las férmulas que liga,
dicho en términos mas formales: es verdadero siempre que lo sea una de
las férmulas que une y, por tanto, sélo es falso si las dos férmulas que une
lo son. Esquematicamente:

1.  VIA vV BI FIA \/ B] 2. AB| AyB

J
VIAl  VIB]  FIA]
FIB]

La disyuncién se asemeja a la conjuncién, en cuanto sus valores de
verdad son tres iguales y uno diferente; pero se distingue en que en la
conjuncién se impone la falsedad de los componentes. Sin embargo, esta
semejanza nos hace esperar que se comporten formalmente, en algunos
aspectos, del mismo modo, pues ambas son idempotentes, conmutativas y
asociativas. Veamos en detalle cada una de estas caracteristicas:

El que a una operacién se la llame ‘idempotente’, se usa en mate-
maticas para indicar que ella no modifica aquello a lo que se aplica. No
hay ejemplos evidentes en la aritmética elemental; pero si en la teoria de
conjuntos, donde tanto la reunién como la interseccién de conjuntos son
operaciones idempotentes. En nuestro caso la idempotencia se da:

A N\ A es lo mismo que A
A \/ A es lo mismo que A

No decimos que ‘p \/ p’ es lo mismo que ‘p’, sino que lo genera-
lizamos para cualquier proposicion, incluidas las compuestas. “Es lo mis-
mo” quiere decir que tienen iguales valores de verdad; la diferencia
sintactica entre A \/ A y A no se refleja en una diferencia semantica, son
expresiones sinénimas, por asi decirlo. Para probarlo analizaremos cuando
es verdadera o falsa cada una de las expresiones complejas, por ejemplo:
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VIA v A] F[A v/ A]

=y |

VIA] VIA] FIA]
FIA]

es decir, la disyuncién es verdadera cuando lo es A y es falsa cuando lo
es A, las reciprocas son inmediatas lo que completa la prueba. Puede
(debe) probarse lo mismo para la conjuncién.

La conmutatividad expresa que, desde un punto de vista semantico,
no interesa el orden en que aparecen las férmulas que intervienen en la

conjuncién y en la disyuncion:

A \/ B tiene los mismos valores de verdad que B \v A
A /\ B tiene los mismos valores de verdad que B /A A

Afirmaciones que podemos probar, por ejemplo, del modo siguiente:

AB| AAB| BAA
VvV v Vv
VF F F
FV F F
FF F F

La disyuncién tiene la misma propiedad, como debe comprobarlo el
lector. Por dltimo, la asociatividad establece la igualdad semantica de:

AANBANCQYAAB AC
AvBvQy(AvBvC

Probemos uno de los casos:

VIA /|\ (BNAQO]I(1) FIA Q (B A\ Q)] (1)
[ ]
VIA] FIA] FIB A C] (2)
VIB A C] (2) ey
! FIBI  FIC]
VIB]
VIC]
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Es verdadera si lo son las tres férmulas que aparecen y falsa cuando
por lo menos una lo es, y lo mismo ocurre con:

V[(A N\ B) 1\ cl (1) FILA A B) A €T (1)
3 1
VIA /\ B] (2) FIA N B] (2) FIC]
VIC] ——
r FIA] FIB]
VIA]
VIB]

lo que cierra la prueba. La asociatividad permite ahorrar paréntesis al
escribir férmulas para su andlisis semantico, pues en p A q A r' y
‘P V q VI puede asumirse la jerarquia que se desee; los paréntesis son
innecesarios. Las consideraremos FBF a partir de ahora, asi como todas
aquellas generadas por los esquemas de férmulas estudiados. La
asociatividad puede generalizarse para n férmulas, por lo que aceptare-
mos como FBF a: A; A A, Ao AN ALy a: Ay Ay V... V A, 0 mejor
dicho a todas sus instancias. Igualmente ahorraremos tiempo establecien-
do desde esta linea en adelante el libre uso de la conmutatividad y la
idempotencia establecidas en los andlisis semanticos.

Probablemente, el lector habra escuchado hablar de la ley de Ia doble
negacién que no es mas que la sinonimia l6gica entre ‘~~A’ y ‘A’. Su
validez es facil de comprobar debido a que la negacién alterna los valores
de verdad, por lo que la segunda negacién anula el efecto de la negacién
que la precede. Utilizaremos esta ley de ahora en adelante.

Veamos un ejemplo de aplicacion de estas propiedades de los conectores

analizando la verdad de ‘~~(~~~~p \/ ~q \/ ~~~~~ r) /\ ~~~p’:
¥ [rafsmmpyNjiong W ssomio n A ~~~pl (1)
I
Vsl Ny e N anisies Nl
VI~~~pl (2)

Hasta aqui no hay ninguna dificultad especial en el diagrama; pero
si ahora deseamos continuar trabajando con la férmula (2), podemos
ahorrarnos esfuerzos aplicando la ley de la doble negacién y después
seguir con la férmula de la segunda linea, obteniendo:
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A s B AR N A ~~~pl (1)
VI~~(~~~~p \[/ ~q \/ ~ 0l (4)
V[~~~p] (2)
V[~|P] (3)
FIp]
T S

Para leer el diagrama debe recordar el lector que los ndmeros no
indican el orden en que aparecieron las férmulas, sino aquel en que han
sido utilizadas de acuerdo con las reglas de los diagramas semanticos.
¢Cémo trabajar con (5)? Hay tres caminos: el primero, asumir como mas
importante la primera disyuncién; el segundo, hacerlo con la segunda
disyuncién y el tercero, que seguiremos, trabajar con ambas al mismo
tiempo:

V fprdormeecrP Syfnl] Nffimommnoees ) N\ ~~~pl (1)
VI~~(~~~~p V ~q V ~~~~~ 0l (4)
V[~~~pl (2)

VI~pl (3)

FIp]

VIS g N rrsisscns 1 (5)
|
I ! 1
V[~~~~p] VI~dl b { ]

Obtenemos asi, en un solo paso, las tres ramas que hubiésemos
obtenido con los caminos primero y segundo en dos pasos. Seguimos con
lo que queda aplicando doble negacién y las reglas usuales:

V[~~~p] (2)
VI~p] (3)
FIp]
V[~~~~p V ~c! \/ 11 (5)
[ ] |
V[~~~~p] (6) VI~ql (7) V[~~~ 1] (8)
Vip] Flql FIr]
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Note el lector lo que se ha hecho en los pasos (6) y (8), aplicando
dos veces la doble negacién. Lo mismo hubiese sido preferible hacer al
inicio del diagrama. Es decir, propuesta la férmula, iniciar el diagrama con
la férmula simplificada:

Vip v ~q v ~1) A\ ~p] (1)
Vip v ~q Vv ~11 (3)
VI~pl (2)

FIP]
|

[ I |
Vipl VI~ql (4) VI~1] (5)
Flql Flr]

con idénticos resultados en menos pasos.

El diagrama presenta, ademas un hecho singular muy importante en
la primera rama, que vamos a descubrir al analizarla:

Andlisis de ramas EPM
1 F[p]: V[p]! " . 2?
2. Fpl,— Fql, — 78
3. FIpl,---, ---, F1l 6,8

6,7,8: FFFF FVWV

La primera rama contiene la afirmacién que ‘p’ es verdadera y falsa
al mismo tiempo. ¢Qué significa esta violacién del principio de no-contra-
diccién que supuestamente gobierna nuestra semdntica? Simplemente que
no es viable, esa rama no conduce a un EPM en que la férmula sea
verdadera. Puede alterarnos el que un DS nos conduzca a aparentes ca-
llejones sin salida y hacernos desconfiar del método; pero si reflexionamos
sobre el sentido de los DS, veremos que era de esperar y, mas aun, es
deseable. Los DS, buscan encontrar los casos (EPM) en que la hipétesis de
partida se cumple y asi van contruyendo las posibles alternativas (ramas)
en que puede ocurrir; si una de ellas no es viable deben advertirlo. La
forma como un DS nos indica que una rama no conduce a un EPM en el
que se cumpla la hipétesis es presentando una contradiccién; es decir,
poniendo en la rama F[A] y V[A] en cualquier orden. De ahora en adelante
aquellas ramas en que se presenten contradicciones las “cerraremos” po-
niendo ‘===’. Esto quiere decir que no interesan para el analisis.
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Veamos otro caso:

Fi~p A q) Vv (p A Q) }/\\ (@ A\ ~q)l (1)
1 |
Fi~(p A q) v (p A Q) (2) Fig /\ ~ql (4)
I ——y
Fi~(p N q) (3) FIql Fl~ql (5)
FIp /\ ql VIql
Vip A dl
Andlisis de ramas EPM
1. ---, Fiq] 2,4
2. --—-, V[ql 1,3
1,2,3,4: FFFF

Noétese que la rama cerrada ni siquiera cuenta como primera rama
para el andlisis, simplemente se ignora.

Ejercicios

1.  Mediante un andlisis por DS, describa los EPM en que son falsas:
a AP A ) AT V. PA(~qA~D]IA[~(q VD) A ~~~p]
b. ~mmp N\~ N\ (~~q \/ ~T) N\ ~~~q

c. [(~~q A ~1)\/ ~~~(q N\ ~~~D] N\ ~~(p N\ ~q]

2.  Demuestre la propiedad asociativa de la disyuncién.
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Solucion:

%

Aplicaremos doble negacién, asociatividad e idempotencia para sim-
plificar los DS.

(a)
Fl~~[~~(pA~~~q) A 1 .\/. p A (~q/\~~1)] A [~(qyr) A~~~p]] (1)
Fll(pA~a) A r .. p A (~qAD] A [~(qvr) A ~pll (2)
Fllp A (~q/\r) .. p A (~g/A\1)] N [~(qvr) /A ~pll (3) Por asoc.
Flp /\ (~g/\r) />\ ~(qyr )\ ~pl (4) Por idemp.
[ 1
FIp A ~q A 1 (5) Fl~(qvr) N ~pl (7)
I f 1 A
Tl el () M Viqurl (8) Vipl
VIq] Viq] VIr]
1 2 3 4 5 6

Hemos numerado las ramas como ayuda.

Andlisis de ramas EPM

1. Flpl, -, -- 5,6,7,8
2. --—, V[ql, -- 1,2,5,6
3. -, -, FIr 2,46,8
4, -, V[ql, --- 1:2:56
5. -—, -, VI 1,3,5,7
6. NPl ==y o= 1,234

1,2,3,4,5,6,7,8

La férmula es falsa en todos los EPM.

b. Procediendo en forma andloga se encontrard que la férmula es
falsa en las siguientes ramas:

VIpl, Flql, VIr
VIpl, VIdl,
-, Flql, VIr
-, VIql, VI

BwWwN =
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Usted puede haber encontrado la misma informacién en otra
configuracién de las ramas. Verifiquelo encontrando los EPM en
cada caso.

c. Llegara a que es falsa en las ramas:

1. --—-, VIql, Frl
2. Hpl oy
3. ==, Vgl ==

Complete las descripciones.

2. Tenemos que probar que A v/ (B \v C) equivale a (A \/ B) v C:

FIA v (B v Q)] (1) FI(A v B) v €] (1)
FIA] FIA v/ B] (2)

F[B v CI] (2) FIC]

F[B] FIA]

FIC] F[B]

La primera férmula es falsa siempre que lo son las férmulas A, B y
C, y s6lo en ese caso; la segunda férmula también es falsa en el
mismo caso, de ahi que son equivalentes. Luego, la disyuncién es
asociativa.

3.3. El condicional y el bicondicional

Procederemos a definir rdpidamente los otros conectores de nuestro
lenguaje con los dos métodos que disponemos para hacerlo.

3.3.1. EI condicional
A este conector se le asignan los siguientes valores de verdad: A—B

es verdadero en todos los casos, salvo cuando el antecedente (A) es
verdadero y el consecuente (B) falso.
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1. VIA — Bl F[A — B] 2. AB| A—B
| VV v
FIA]  VIBI VIA] VF F
FIB] FV vV
FF vV

En el condicional lo que se desea poner de manifiesto es que si el
antecedente es verdadero y el consecuente falso, el condicional es falso.
En todos los otros casos es verdadero, aun si el antecedente y el conse-
cuente son falsos.

En general, es maés fécil recordar las definiciones de los caracteres por
sus singularidades; asi, podemos resumir la conjuncién como el conector
que so6lo es verdadero si lo son sus dos componentes, la disyuncién como
aquél que sélo es falso si lo son sus dos componentes, el condicional
como aquél que sélo es falso si el primer componente es verdadero y el
segundo falso.

Si bien el condicional tiene tres valores de verdad iguales (es verda-
dero en tres de los cuatro casos) se distingue de la conjuncién y de la
disyuncién en que éstos no estdn juntos en la tabla de verdad, asi no
deben de esperarse las mismas propiedades. Por ejemplo, la idempotencia
no se cumple:

El DS nos dice que una férmula con la estructura A — A no puede
ser falsa; mientras que una férmula cualquiera, por ejemplo ‘p’, bien puede
ser falsa; lo que establece que A — A y A no tienen los mismos valores
de verdad necesariamente. Tampoco cumple el condicional la conmutativi-
dad ni la asociatividad.

3.3.2. El bicondicional

Se define como el conector que sélo es verdadero si sus dos com-
ponentes tienen igual valor de verdad (ambos verdaderos o ambos falsos),
luego es falso en los otros dos casos en que difieren sus valores de
verdad. Precisemos nuestra definicion:
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1. Por tablas de verdad.

AB| A<B
VvV Vv
VF F
FV F
FF Vv

2. Por diagramas semanticos.

VIA <= B] F[A <> B]
Y

VIA] FIA] VIA] F[A]

VIBI F[B] FIB]  VIBI]

De la inspeccién ocular, mds algo de imaginacion geométrica, puede
apreciarse una cierta simetria en los valores de verdad del bicondicional
respecto de sus componentes. Simetria que parece sugerir algunas pro-
piedades como la conmutatividad. ;Sera idempotente, conmutativo o
asociativo? Por otro lado, su nombre ‘bicondicional’ sugiere una relacién
especial con el condicional. ¢Cuél? Con las herramientas que poseemos
podemos responder a éstas y otras preguntas que se nos ocurran.

Veamos la idempotencia, ¢desde el punto de vista semantico es lo
mismo A <> A que A, es decir, tienen los mismos valores de verdad?
Apliquemos una de nuestras herramientas:

FIA <= A]
—N—

VIA] F[A]
FIA]  VIA]

Nuevamente un resultado curioso, las férmulas del tipo A <= A no
pueden ser falsas. Obviamente no hay idempotencia, pues A si puede
serlo. Examinemos la conmutatividad por tablas de verdad:
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AB| A< B versus| B < A
VvV ' \Y
VF F F
FV F F
FF Vv \'%

La respuesta es que es conmutativa. Veamos ahora la asociatividad:

VIA = B) = (] (1) VIA < (B < Q)] (1)
] 1 r—/\—l
(2) VIA < B] FIA < B] (3) VIA] FIA]
VIC] FIC] (2) VB < ] FIB < C] (3)

—\— — —— —\—
VIA] FIA] VIA] FIA] VI[B] FIB] V[B] F[B]
VIBI] F[B] F[B] VI[BI] VIC] FIC] FIC] VIC]

1 2 3 4 i ii ii iv

Andlisis de ramas (ordenadas para resaltar las iguales)

1. VIAL VI[B], VIC] i)  VIAL VIB], VIC]
2. F[A], F[B], VIC] iv) F[Al, F[B], VIC]
3. VIA] F[B], FIC] ii)  VIAL F[B], FIC]
4, F[Al, VIB], FIC] iii)  F[Al, VIB], FIC]

Como se aprecia, los valores de verdad de las férmulas son los
mismos para los mismos valores de verdad de los componentes. Tal vez
el lector tenga alguna duda y se pregunte: ;no debemos examinar los
mismos esquemas a partir de su falsedad? Puede hacerse y los resultados
confirmaréan los anteriores; pero no es necesario porque al considerar sélo
dos valores de verdad, si conocemos los casos en que se produce uno
(verdad), conocemos por ausencia aquellos en que aparece el otro (falso).
Nos falta responder a la pregunta acerca del nombre: ;esconde dos con-
dicionales el bicondicional? La respuesta es si, en el siguiente sentido:
A <> B tiene los mismos valores de verdad que A - B .A. B —= A. Lo
que de paso permite entender la eleccién del simbolo ‘<>’. Probemos la
afirmacioén:
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VIA < B] V[A—»B./l\.s—sAl
VIA] F[A] VIA — B] (1)
VIB] FIB] VIB — A] (2)
AN
[ 1
FIA] V[B]

!_/\_l I_/\_I
FIBI  VIAI  F[B] VIA]

A simple vista se aprecia la igualdad de los valores de verdad.

Con esto hemos definido la semadntica de nuestros operadores y de
paso nos hemos adiestrado en la técnica de los DS. Ademas, hemos
demostrado algunas propiedades semanticas de los operadores que resu-
mimos:

Negacioén: ~~A equivale a A

Disyuncién y conjuncioén: idempotentes, conmutativas y
asociativas.

Bicondicional: conmutativo y asociativo.

Estas propiedades se pueden usar para simplificar los DS cuando se
juzgue necesario.

Ejercicios
1. Encuentre por DS los EPM en que son verdaderas:
a (~qyv-~n—=>~q.—>pA-r

~~-pA~q \V.PA(~pV Q] = ~p Vg
¢. ~p—=@@—=n.—p—>q—=(p-—>r]

2
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Solucion:
a.
VI(~q v ~1) = ~q -;\*- p A~ (1)
| ]
Fl(~q v ~1) = ~q] (3) Vip A ~1] (2)
VI~q v ~1 (4) VIpl
Viql FIr]
2
Flql F[r]
—4—3 -4 1
Anaélisis de ramas EPM
1. -, VIql, FIrl 2,6
2. Vpl, - FIr] 2,4
2,4,6
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Las descripciones de estados pedidas son los EPM 1 y 4.

VI-lp—=>(@—=n1n .= (p—>q —=(p—=1l
Fip—=(@—=10 .= (p—>q —=(p—rnl
VIp = (@ = nl (4)

Filp = q) = (p = 0l (2)

VIp = ql (5)

Flp — 11 3)

VIp]
F[r]

(1)

VIq = 1] (6)
l_/\_\
FIp] VId]

— A

Flql

Flpl

Como el DS queda cerrado, ninguna rama es viable. La férmula nunca
sera verdadera.
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4. CLASIFICACION DE FORMULAS

Nos hemos topado con férmulas que son verdaderas siempre, es decir,
en cualquier EPM. Otras que son siempre falsas y unas que adoptan valores
de verdad diferentes en los distintos EPM. Las llamaremos férmulas
tautolégicas, contradictorias y contingentes, respectivamente. Ademas, utili-
zaremos el signo ‘ F * antepuesto para las tautologias y, el mismo simbolo
tarjado, ‘,}é ’ para las no tautolégicas (contradictorias y contingentes). Asi:

Fp—p, Ep A ~p y KEpP—q

dicen que ‘p — p’ es una tautologia y que tanto ‘p /\ '—ap’ como ‘p = q’
no lo son. En otros casos, aparecerdn expresiones como ‘L \/ A’ o
‘T /\ B’ que presentan, la primera una contradiccién-disyuncién-A y la
_ segunda una tautologia-conjuncién-cualquier férmula B. Los simbolos ‘L’
y ‘T’ son, para nosotros, esquemas de férmulas contradictorias y tautolégicas,
respectivamente.

Con las definiciones dadas por diagramas semanticos para cada
- conector podemos llegar a determinar a qué tipo pertenece cada férmula.
Para esto, necesitamos aplicar las reglas de los DS sucesivamente al conector
maés importante de la férmula. Veamos cémo podemos hacerlo con la
formula: ‘(p A. p — 1) Vv (r /A q)’. Iniciemos el proceso suponiendo
verdadera la férmula.

VIlp A.p =1 Vv (rAQql
FAN

| |
(1) VI[p A p — 1] Vir A\ ql

No es necesario poner (1) junto a la primera férmula, pues ésta es
siempre la primera a la que se aplican las reglas de los DS, en cambio, de
las dos férmulas a que da origen si necesitamos decir cudl es la que se
va a tratar primero, y a €sa le asignamos el nimero (1). A la otra no le
asignamos el nimero (2) pues todavia no hemos decidido si sera la si-
guiente en ser tratada:

Vip A. p—1) N r A\ q)l
| 1
(1) VIp A p = 1] VIr A qi*
VIpl
Vip = 1]
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Podemos continuar con cualquiera de las dos férmulas que hemos
marcado con un *, la decisién es nuestra. Lo que no podemos hacer més
es trabajar con la férmula (1) ya analizada o con V[p] que afirma la verdad
de una proposicién atémica.

Vip A.p—r1) Vv I(rAql
AN

| |
(1) Vp A p =1l VIr A ql (3)

Vipl Vir]
(2) VIp = 1] VIql
% 2
FIpl VIr]

=== 1

Observara el lector que hemos numerado las ramas abiertas de iz-
quierda a derecha; esto no es indispensable por cuanto esa numeracién
es Unica, de acuerdo con lo que ya habiamos convenido. Sin embargo,
como los DS pueden tener muchas ramas abiertas es cémodo colocarla
para poder seguir el andlisis de ramas que sigue, por eso lo haremos de
ahora en adelante siempre que se siga un andlisis de ramas.

VIp A p =1 Vv (A ql
A
I |
(1) VIp A p = 1] VIr A ql (3)
VIpl Virl
(2) VIp = 1] VIql
—— 2
Fpl VIr]
=== 1
Andlisis de ramas EPM
1. V[p]’ it VIr} 1!3
2. -, VIql, VI 1,5
1,3,5: VFVF VFFF

Vemos que la férmula sélo es verdadera en tres EPM de los ocho que
involucra, por tanto se trata de una férmula contingente o contingencia.

Examinemos ahora la férmula:
[pP—=@VvDlAllqv ) —=plA[~p<(qVvIl

Podemos partir, suponiendo su falsedad.
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Fip =@V DA @VD=p.A ~p<(qyV0l

| |
(1) Fip = (q v 1l 3) Fllqv r—pl Fl~p<(qVv (5

Vipl (4) VIq v/ 11 (6) VI~pl Fl~p] (8)
(2) Fiq v/ 11 FIp] (7) Fig v 11 VIq v/ 11 (9)
I TP I J
Flql Viql VIr] FIpl VIpI
F[r] 2 3 | ,—/\—I
1 Flql VIql VIr]
F[r] 5 6
Vi)
Anadlisis de ramas EPM
1. VIpl, FIgl, F[rl 4
2. Fpl, VIiql, --- 5,6
3. Fpl, ---, VIr 5,7
4. Flpl, Fiql, Fir] 8
5. Vipl, Vlql, --- 1,2
6. ViIpl, -, VIl 1,3

1,2,3,4,5,6,7,8: FFFF FFFF

Se trata de una férmula contradictoria. Averiglie el lector qué hubiese

ocurrido si empezaba suponiendo la verdad de la férmula.

Los DS pueden ser largos; sin embargo, algunos consejos practicos

pueden acortarlos. Los daremos en el préximo capitulo después de que
los ejercicios de esta seccion familiaricen al lector con los DS.

Ejercicios

1,

<

Determine si es tautolégica, contingente o contradictoria cada una
de las siguientes férmulas.

~[{=T = p} I\ q AJ; ~pi—rii]
~p = ~(qA1).NA(r— ~q V ~p
~p . q —>~f) = T\ P) S ~g e ~pyn)

Demuestre que la siguiente férmula es contradictoria.
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(p—=~a) A(@APIAT .= ~pAqQ A~[~pVq —s.—> ~q
— (~r /\ s)]

3. Demuestre que la siguiente férmula es tautolégica.
(~p = =q <>, q~> p) .=, =q = (=p <= ~q .=».q > p).
4, Pruebe que las siguientes férmulas ‘(q A1) = p .\/. (@ = ~r .\/. p)’
y ‘~(r .—. ~q \/ p)’ no son verdaderas a la vez.
5. Pruebe que cada vez que ‘p — q ./\. r — s’ es verdadera entonces
‘~q \/ ~s .—>. ~p \/ ~I' también lo es.
Solucioén:
1a) FI~[(~r = p) A q /. ~p = ~1]]
VI(~r = p) A q L ~r1 (1)
I I
Vi(~r = p) A ql (2) N=p =] {4)
I ey
V[~r = p] 3) VIp] FIr]
VIql 3 4
I—Aﬁ
VIr] VIp]
1 Z
Anadlisis de ramas EPM
1. --—-, Viqgl, VI 1,5
2. Vipl, VIql, - 1,2
3. VIpl —; -~ 1,2,3,4
4, -, -, il 24,68
1,2,3,4,5,6,8: FFFF FFVF
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5.

<[

12,

B (b) Fl~p—=~(q@AT1).v. (= ~q) Vv ~p]
Fl~p = ~(g A 0] (1)
Fi(r = ~q) v ~pl (2)
Fpl
FI~(q A 1l
FIr — ~ql
Vipl

Lo que nos dice que la férmula es una tautologia (no puede ser falsa).
c. Férmula contradictoria.

Lo mas préactico es empezar suponiendo que la férmula es verdadera.
Suponer que la férmula es falsa.

Basta probar que la conjuncién de las dos es una contradiccién (¢Por
qué?).

Pruebe que la siguiente férmula es una tautologia.

P=qANT—>8 (g5 ~py i)

EJERCICIOS PROPUESTOS
Dada la siguiente férmula: r A (p v q) A (r = p) .—. q

¢Cuantos estados posibles del mundo determina dicha proposicién
compuesta?

Encuentre, mediante diagramas semanticos, las descripciones de
estados en las que es falsa la férmula.

Encuentre las descripciones de estados en las que es verdadera la
férmula: [p < (r A ~q)] A ~(~p — r). Con este dato construya su
tabla de verdad.

Construya la tabla de verdad de las siguientes férmula por el método
de DS. Luego, sefiale los EPM donde las férmulas son falsas.
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3.1.
3.2
3.3
3.4.
3:5.
3.6.
3.
3.8.
3.9.
3.10.

4.1.
4.2.
4.3,
4.4,
4.5,
4.6.
4.7.
4.8.
4.9.
4.10.

A)
B)
Q)
D)
E)

6.1.
6.2.
6.3.
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PpeqgVv~p—-~9
PVaAAEpVAa

(p <> g N\ (~p < ~q)
PVAANP—=DAN(@Q@—=1 .~
(p=+~q .= ~1) = ~lp A~(q ==1)]

[~p < ~q) A p .—. q\V ~pl
~p=gANA(~pes)A(qVvn.—.pVvr
p.-—. ~qAIrv~qVp)l

(~~~p A ~~q) VV (@ /\ ~p)

PV ~q VDA ~p N ~q N\ ~r

Determine si es tautoldgica, contradictoria o contingente cada una
de las siguientes férmulas.

PVaAAPVD.—~pVE@AD

[[p—=~q Al~r . ~s\/ Q] > (s\~1) > ~p

Pva A (PN g ->8 s Tysyt

p—~Iq.—= .= ~pv~q—=>plVv{E.<pA-~q

~p > QP AgA ~(~r \s)

PA~qV~1.e. (r\A~q.—. ~p)
PAq.—=.q—=~—>~~pAQq)
[(n/~t)—=(q—=~p)I\r<>s)/N(qyDNAIp—~(q—=D]\~(u—>t) .—. ~q\/~p
~p =+ ~q) > (q 1 .~ p\ ~q

(prer gl P lgen ) o= T p

Si la férmula ‘p = ~q .—. ~q — r’ es falsa, ;cudles de las siguientes
afirmaciones son siempre ciertas?

V(p)
V(q)
V(r)
F(p)
F(q)

Si la férmula ‘~(p A\ q) .\v/. (r = ~q) /A p’ es falsa, jcudles de las
siguientes férmulas son falsas?

~(r /\ ...q) . p = q
~(s\ ~t.—=. ~q = ~1)
s—=(t.—. ~u—q)
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10.

11.

12Z.

13.

14.

Si la proposicién ‘q = r .\/. ~s = ~q es falsay ‘s < ~p’ es
verdadera, halle el valor de verdad de:

~pAS)V(t<~q) .« (@q=>s)N\({t—=1

Si de la conjuncién de la férmula ‘~(p — q) /\ (@ <= ~p)’ con una
cierta férmula A resulta una férmula contradictoria, jcudles de las
siguientes férmulas pueden sustituir a la férmula A?

a) P<q d ~p.—.r1~s

b) p—q e) ~qvr.—>. ~(s A ~p)

A @A~p)~pPA~q) -~p

Si en el esquema de férmulas ~(B \/ A) .—. ~A — ~B se reemplaza
A por una férmula tautolégica, ;como queda el esquema?

Describa los EPM que invalidan el siguiente argumento:
(pr=wug) Ale~—»s). % {p W -»s

Verifique por diagramas semanticos que si en una férmula ninguna
de su variables se repite, dicha férmula es contingente.

Dado el operador barra de Nicod (simbolo ‘1’) definido del modo
siguiente:

A B tiene la misma tabla de verdad que ~(A /\ B)

Encuentre las reglas de los diagramas semanticos que corresponden
al operador de Nicod.

A partir del ejercicio anterior, encuentre por DS la tabla de verdad
de: ~[s—=~1) | ~(g I )l I (r| q.l.~s)

Pruebe por diagramas semanticos que:
a p—=(@Ar.— (p—=q.— p—r) es tautolégica.
b) 'p< q.<. (pVv g \~(p/\ q) es contradictoria.

o ‘~(pVv-~nNyr—q.<. ~p < ~q no pueden ser verdaderas a
la vez.
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SIMBOLIZACION Y APLICACIONES

En este capitulo vamos a ocuparnos de las aplicaciones que se pue-
den dar a lo que hemos visto, para esto buscaremos tender un puente
entre la I6gica altamente abstracta que hemos construido y el lenguaje que
empleamos a diario. Nuestro primer tema es por lo tanto la simbolizacion,
que es propiamente el proceso de traducir una expresién de un lenguaje
natural, en nuestro caso el castellano, a uno simbdlico (LP). Con esto
podremos aplicar los resultados que obtengamos a procesos “reales” de
inferencias deductivas llevadas a cabo en castellano.

Después, mostraremos algunas aplicaciones de las definiciones de los
conectores que permiten encontrar férmulas que expresan un “significa-
do” previamente establecido y obtendremos como subproducto, una for-
ma de definir los conectores entre si. Tema que de ser desarrollado per-
mitird reducir el nimero de los mismos.

1. SIMBOLIZACION

Dice un viejo refran italiano “traduttore traditore” (un traductor es un
traidor). Mas recientemente, Quine ha sostenido la Indeterminacién de las
traducciones; es decir, dados dos lenguajes: la imposibilidad de encontrar
la “Traduccién” con ‘T" mayuscula. Tenemos pues un trabajo delicado. De
hecho vamos a perder mucho al pasar de un lenguaje natural al
proposicional, seria por tanto apropiado saber qué deseamos conservar.

Nuestro lenguaje simbélico sélo “significa” verdad o falsedad, no es
capaz de mas significados. Las proposiciones s6lo pueden interrelacionarse
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veritativo-funcionalmente con los conectores que conocemos. Esto nos
deja una tarea simple, pero muy dificil de lograr: reducir una expresién
exclusivamente a las relaciones entre proposiciones; es decir, sélo a las
relaciones entre los valores de verdad. En general, el contexto en que se
efectden las traducciones serd muy importante para la correccién de las
mismas, pero fijar un contexto, o el contexto que interesa, no es una labor
mecanica. Sélo la practica permitird al lector desarrollar la habilidad para
reconocer lo que es pertinente en la traduccién de lo accesorio. Conside-
ramos tan importante reconocer lo que captura la traduccién, como el ser
conscientes de la cantidad de informacién que se deja de lado.

1.1. La estructura formal

LP esta formado por proposiciones atémicas y conectores. Si desea-
mos traducir del espafiol a LP, debemos reconocer primero que nada: qué
tomaremos como proposiciones. De las oraciones que aparezcan en un
determinado discurso, ;cudles son proposiciones?, o mejor dicho, jcuéles
significan proposiciones y cuantas? Como siempre trataremos el tema a
partir de ejemplos.

Empezaremos reconociendo en algunas afirmaciones y en algunos
razonamientos deductivos sus componentes proposicionales mas simples.

Ejemplo (1): Si todo hombre es mortal y Sécrates es hombre, enton-
ces Socrates es mortal.

En la afirmacién reconocemos tres oraciones distintas que son buenas
candidatas para ser tomadas como representantes de proposiciones.

Todo hombre es mortal.
Soécrates es hombre.
Sécrates es mortal.

Es importante sefalar algo que por obvio puede olvidarse: ‘todo
hombre’, ‘Sécrates’, ‘Sécrates es’ o ‘es hombre’ no pueden tomarse como
representantes proposicionales, pues no puede calificarse de verdadera o
falsa a ninguna de esas expresiones y lo mismo ocurre con ‘si’ o ‘y’. Hecho
esto, es decir, con el reconocimiento de las proposiciones que aparecen
(via la identificacién de las oraciones declarativas que las expresan), po-
demos asumir que existe un tratamiento proposicional para el texto. Lo
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adecuado o inadecuado que éste puede ser para cada caso es otro’ pro-
blema que deslindaremos mads adelante al estudiar la I6gica cuantificacional.

Por ahora nos interesa que el lector se acostumbre a reconocer las
distintas proposiciones que aparecen en un razonamiento para que reem-
plazandolas por las letras ‘p’, 'q’, ‘r’, de acuerdo con el orden en que
aparecen, se ponga de manifiesto lo que llamaremos la estructura formal
del razonamiento. Nos acostumbraremos entonces a seguir el siguiente
procedimiento:

1. Establecer cudles son las proposiciones que aparecen y asignarle a la
primera la letra ‘p’, a la segunda ‘q’, etc. Asi, en el ejemplo:

p: Todo hombre es mortal.
q: Sécrates es hombre.
r: Sécrates es mortal.

2. Poner de manifiesto la estructura formal, en este caso para ser mas
precisos la estructura proposicional, del texto que se analice. Para
esto hay que reemplazar en el texto las proposiciones por las letras
que las representan. De esta manera tenemos:

Si p y q entonces r.

Los pasos anteriores son esenciales para una correcta simbolizacion
y distan mucho de ser mecanicos pues hay situaciones en que el recono-
cimiento de las proposiciones se complica.

El primer paso captura un razonamiento dentro de la l6gica
proposicional, si no encontramos nada que sea una proposicién, mal
podremos traducirlo a LP. El segundo paso busca poner al descubierto,
prescindiendo de los significados, las relaciones que se establecen entre
las proposiciones que hemos encontrado.

En el segundo paso, si las relaciones entre las proposiciones son
respecto de su ser verdaderas o falsas y buscan obtener una nueva pro-
posicién mas compleja cuyo valor de verdad depende del valor de verdad
de las que la conforman, entonces es razonable pensar que a las distintas
conexiones que aparecen entre las proposiciones les conviene alguno de
los conectores interproposicionales de LP, con lo que se completaria la
traduccion. Pero ésta, la ultima etapa, solo puede resultar si llevamos a
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cabo la primera y, sobre todo, no puede rebasar los limites que la primera
etapa establezca. Vedmoslo con otros casos:

Ejemplo (2): O el puntero izquierdo no se adelanta, o baja un
mediocampista y el centro delantero no queda libre de marcacion.
Pero no ocurre que, si los marcadores de punta no suben, entonces
el puntero izquierdo no sube. Por lo tanto, se retrasa un mediocampista
y los contrarios presionan al equipo, ya que si el centro delantero no
se desmarca y los defensas laterales no se adelantan, entonces los
contrarios presionardn al equipo.

Ademas de largo, el ejemplo presenta un sinnimero de oraciones
aseverativas distintas, algunas de las cuales parecen “juntarse” en una
misma “familia significativa”, veamoslas:

Grupo 1: ‘El puntero izquierdo no se adelanta’, ‘El puntero izquierdo
no sube’.

Grupo 2: ‘Baja un mediocampista’, ‘Se retrasa un mediocampista’.

Grupo 3: ‘El centro delantero no queda libre de marcacién’, ‘El cen-
tro delantero no se desmarca’

Grupo 4: ‘Los marcadores de punta no suben’, ‘Los defensas latera-
les no se adelantan’.

Grupo 5: ‘Los contrarios presionan el equipo’, ‘Los contrarios presio-
naran al equipo’.

Quien no sepa de fitbol sin lugar a dudas protestard por nuestra
agrupacion y probablemente, con mucha mayor fuerza respecto del grupo
4. Asumiremos que todos sabemos algo de fiitbol y por lo tanto nos
damos cuenta de que ‘marcador de punta’ y ‘defensa lateral’ es lo mismo,
que ‘subir’ y ‘adelantarse’ también, y que lo mismo ocurre con ‘bajar’ y
‘retrasarse’, ‘quedar libre de marcacién’ y ‘desmarcarse’.

Deseamos manifestar con esto que es imprescindible asumir un marco
dentro del cual se llevarda a cabo la traduccién. Asi nuestros grupos po-
demos reducirlos, tomando sélo un exponente de cada uno (porque asu-
mimos que todos dicen lo mismo en el grupo, son oraciones sinénimas).
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Grupo 1: El puntero izquierdo no se adelanta.

Grupo 2: Baja un mediocampista.

Grupo 3: El centro delantero no se desmarca.

Grupo 4: Los marcadores de punta no suben.

Grupo 5: Los contrarios presionan al equipo.

Aparece ahora una dificultad que se relaciona méas con las propieda-
des légicas de una proposicién que con el reconocimiento de la oracién
que la significa. Fij€monos en los grupos 1, 3 y 4. Dijimos que buscibamos
las proposiciones simples o atémicas por traducir que aparecen en el
razonamiento y sabemos que toda proposicion puede ser negada. ;De
cudles serian las negaciones estas oraciones? Las mas simples, sin duda,
son:

Grupo 1: El puntero izquierdo se adelanta.

Grupo 2: El centro delantero se desmarca.

Grupo 4: Los marcadores de punta suben.

Por lo tanto, los candidatos para representar a las proposiciones
atémicas son: ‘

p: El puntero izquierdo se adelanta.
q: Baja un mediocampista.

r: El centro delantero se desmarca.
s: Los marcadores de punta suben.
t: Los contrarios presionan al equipo.

Y la estructura formal se puede representar como:

O no p, o q y no r. Pero no ocurre que, si no s, entonces no p.
Por lo tanto, q y t, ya que si no r y no s, entonces t.

Y reemplazando los puntos por varas ladeadas ‘/’ y cambios de linea
tenemos:
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Onop,oqynor/
Pero, no ocurre que, si no s, entonces no p /
Por lo tanto, q y t, ya que si no r y no s, entonces t.

Lo que permite apreciar mas ordenadamente la estructura formal.

Ejemplo (3): Si Gamarra manda atacar a los lanceros, la artilleria hara
fuego y los infantes pasaran a la retaguardia. En caso de que mande
atacar a los lanceros, la infanteria deberd abrir fuego. Luego, si los
infantes no pasan a la retaguardia, abriran fuego.

El primer problema consiste en reconocer el nimero de proposicio-
nes involucradas. Un primer listado podria estar casi conformado sélo por
las oraciones presentes:

. Gamarra manda atacar a los lanceros.
La artilleria hace fuego.

Los infantes pasan a la retaguardia.
Manda atacar a los lanceros.

La infanteria deberd abrir fuego.

Los infantes pasan a la retaguardia.
Los infantes abren fuego.

NOURWN =

Basta ver la lista anterior para darse cuenta de que no hemos reco-
nocido las proposiciones, sino las oraciones (ligeramente reformuladas)
que aparecen. Ya sabemos que una o mas oraciones pueden expresar la
misma proposicién, por lo que debemos pasar a enumerarlas. La Unica
dificultad real estd en darse cuenta de que, dentro del contexto, (5) y (7)
son la misma, con lo que tenemos:

p: Gamarra manda atacar a los lanceros.
q: La artilleria hace fuego.

r: Los infantes pasan a la retaguardia.
s: La infanteria debe abrir fuego.

Dadas las proposiciones o las letras que se usardn para cada una,
necesitamos luego reconocer los conectores involucrados, para lo cual es
conveniente reemplazar en el texto las oraciones por las letras
proposicionales que las representan, obteniendo la estructura formal:
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Sip.qyr/
En caso de que p, s /
Luego, si no r, s.

Para poder completar la traduccion (simbolizacién) necesitamos de-

cidir qué conectores reemplazaran a los elementos del espafiol que toda-
via quedan. ;Cémo quitar los puntos seguidos, los ‘luego’, los ‘si’, los ‘no’
etc.? Para esto examinaremos cada caso por separado.

1.2. Negacién

Lo primero en una traduccion es determinar qué oraciones aseverativas

se tomardn como representantes de proposiciones atémicas y se reempla-
zardn por ‘p’, ‘q’, ‘r, etc. Como ya nos hemos ocupado del tema, no
insistiremos en €l para dedicarnos a los conectores, en especial a la ne-
gacion.

1

En ‘Marta no llegé tarde anoche’, es bastante facil reconocer que
‘Marta llegé tarde anoche’ esta negada. Asi, para proceder ordena-
damente escribimos:

p: Marta llegé tarde anoche.

Lo que significa que la letra ‘p’ reemplazara a la proposicién enun-
ciada por la oracién que la sigue.

La simbolizacién es: ~p

No es el caso de que San Martin pospusiese los intereses peruanos
a los argentinos.

p: San Martin pospuso los intereses peruanos a los argentinos.
Simbolizacién: ~p
Con la negacién de proposiciones atémicas el asunto parece sencillo.

Se trata de averiguar si se cambia el valor de verdad de una propo-
sicién.
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‘No, no pude llegar a tiempo’. Reconocemos de inmediato la oracién
que expresa una proposicién atémica en ‘Pude llegar a tiempo’.

p: Yo pude llegar a tiempo.

No parece razonable dudar de que en castellano ‘no’ corresponde a
nuestra negacioén légica. Como en este ejemplo hay dos ‘no’ segui-
dos, llegamos a ‘~~p’. ¢Es correcta nuestra respuesta? Hemos visto
antes que en LP ‘p’ es un sinénimo de ‘~~p’. Si hemos traducido
bien, la afirmacién original corresponderia a la de ‘Pude llegar a
tiempo’, salvo por el “color retérico”. Cualquier hablante se da cuenta
de que no es asi: sélo hay una Unica negacién légica contenida en
una redundancia estilistica.

La simbolizacién es: ~p

Pero no pasemos tan rdpido el reconocer la presencia de una propo-
sicién en ‘Yo pude llegar a tiempo’. Esta oracion puede ser verdadera
cuando la dice Diégenes y falsa en la boca de Oscar, mas aun Miguel
puede pronunciarla en una ocasién con verdad y en otra, con false-
dad. ;No hay algo parecido en ella a lo que ocurria con ‘Esta oracién
es falsa’?, o, por lo menos, frente a la imposibilidad de atribuirle un
unico valor de verdad, ;no deberiamos excluirla de las oraciones que
enuncian proposiciones? En realidad, lo que ocurre es que en un
contexto fijo si tiene un valor de verdad tnico; es decir, un significado
preciso. En otro contexto, con otros referentes, bien puede corres-
ponderle otro significado.

Para simbolizar una proposicién con toda correccién tenemos que
“llenarla” con el significado que pertenece a su contexto, liberandola
de la necesidad de recurrir al contexto para entenderla. Asi, podemos
transformarla en: ‘Jjuan Montealegre no pudo llegar a tiempo a dictar
la practica de Légica el 7 de setiembre a las 8:00 horas’. La oracién
incorpora dentro de si su contexto descontextualizindose, se
independiza del momento y lugar en que se la profiere, se torna en
una oracién eterna como las llama Quine3. Este es el mecanismo que
nos permite fijar la proposicién significada por la oracién, salvando el
problema de atribuirle un unico valor de verdad. En lo que sigue

Véase [91].
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debe darse por sentado que lo que simbolizamos es la proposicién
enunciada por la oracién eterna correspondiente.

‘No pude no mirarla’. En este caso la proposicién simple corresponde
a ‘Pude mirarla’ y los dos ‘no’ si son relevantes:

p: Yo pude mirarla.
Simbolizacién: ~~p

No seria correcto escribir como simbolizacién sélo ‘p’, por cuanto en
esta etapa se trata de buscar sélo la forma I6gica de la expresién. Cla-
ro que a continuacién podemos manifestar que ‘~~p’ es lo mismo que
‘P’ en lo que respecta a su valor semantico. Y sin embargo, en castella-
no, cada una tiene un sabor diferente que se pierde al simbolizar.

Un caso interesante lo presenta la oracién: ‘Sécrates no es analfabe-
to’. ¢Cudl es la proposiciéon simple?, ; ‘Sécrates es alfabeto’ o ‘Sécrates
es analfabeto’? En los casos como el que estamos examinando, en
que es claro que ‘analfabeto’ es sinénimo de ‘no-alfabeto’, tomare-
mos como simple a ‘alfabeto’. Asi:

p: Sécrates es alfabeto.
Simbolizacién: ~~p

No debe ocultarse que esto no siempre es posible; por ejemplo, la
pareja de anténimos ‘himedo’-‘seco’ que son uno la negacién del
otro, no nos impone cuél debe tomarse como simple y cual como la
negacion del otro. En estos casos el fijar la proposicién simple queda
librado a nuestro arbitrio. Para buscar cierto orden en el libro conven-
dremos, en estos casos, en que aquel que se presenta primero es el
simple.

Muchas otras palabras o expresiones de nuestra lengua pueden ex-
presar negaciones: ‘jamds’, ‘es falso que’, ‘es imposible que’, ‘nunca’,

etc., de acuerdo con el contexto.

‘Es falso que él nunca haya tenido miedo’ se simboliza:
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p: El ha tenido miedo
Simbolizacién: ~~p

7. Otro problema es que la misma estructura aparente no siempre cumple
las mismas funciones l6gicas. Consideremos las parejas de proposi-
ciones:

Al: Sécrates es mortal y A2: Sécrates no es mortal.

B1: Todos los hombres son mortales y B2: Todos los hombres no son
mortales.

C1: Algunos hombres son mortales y C2: Algunos hombres no son
mortales.

Debe ser claro, a estas alturas, que A2 es la negacion de Al. Lo que
hemos hecho es negar el verbo ‘ser’, aparentemente lo mismo ocurre
con las otras parejas B y C. Sin embargo, de la falsedad de B1 no se
sigue la verdad de B2, como esperariamos si uno negase al otro. De
la falsedad de B1 sigue la verdad de C2. Basta que un hombre no sea
mortal, (no necesariamente todos) para contradecir B1. Reflexione el
lector y explique cémo es que B1 es la negacion de C2 y cémo B2
lo es de C1. En estos casos, ademads se repite el problema de elegir
cudl es la proposicién simple y cudl la que lleva la negacién. Este tipo
de estructuras formales, llamadas ‘proposiciones categéricas’, seran
analizadas con mayor detalle en el capitulo VI.

1.3. Conjuncién

La conjuncién ‘/\" aparece en el castellano, usualmente como ‘y’. Por
ejemplo en ‘San Martin y Bolivar estuvieron en Guayaquil’ tenemos una
forma compacta de decir ‘San Martin estuvo en Guayaquil y Bolivar estuvo
en Guayaquil’, forma en la que se aprecian mejor las dos oraciones que
une ‘y’. Que esta ‘y’ corresponda a nuestra ‘/\’ se sigue sélo de entender
que la frase anterior es verdadera en el caso de que San Martin haya
estado en Guayaquil y que Bolivar también, y falsa en todo otro caso. Asi
podemos escribir:

p: San Martin estuvo en Guayaquil.
q: Bolivar estuvo en Guayaquil.
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Simbolizacién: p /\ q

Vale la pena adoptar explicitamente el siguiente convenio: a la pri-
mera oracién que aparezca al leer (y que exprese una proposicion) le
asignaremos la letra ‘p’; a la segunda, ‘q’; a la tercera, r', y asi sucesiva-
mente, respetando el orden alfabético salvo con la uve (‘v') que puede
confundirse con la disyuncién, por lo que la omitimos.

Debe notarse que la ‘y’ castellana cumple otro tipo de funciones
ademés de las veritativo-funcionales, como en los casos de ‘Lo traicioné
y se arrepintié’ versus ‘Se arrepintié y lo traicioné’ que se simbolizan por
‘P/AQqQ’y ‘q/\ p’, respectivamente; sabemos que tienen igual significado
en LP, con lo que se pierde la idea de orden temporal que separa los dos
casos en el lenguaje natural.

No toda ‘y’ cumple las veces de una conjuncién entre proposiciones,
por ejemplo: ‘Santa Cruz y Salaverry eran enemigos’ no puede descom-
ponerse en ‘Santa Cruz era enemigo’ y ‘Salaverry era enemigo’. No debe
perderse de vista que traducimos ‘y’ sélo si une oraciones aseverativas
para formar otra a partir de ellas.

Otras formas lingtisticas en las que puede formularse una conjuncién
légica son: ‘pero’, ‘aunque’, ‘sin embargo’, ‘a pesar de que’, ‘a la vez que’,
‘ademas’, ‘no obstante’, etc. Adicionalmente, hay que contar a los puntos.
En muchos casos los puntos seguidos se utilizan para unir proposiciones,
y deben entenderse como conjunciones; sobre todo si no los acompana
alguna particula que les asigne un sentido especifico.

1. Maria ama a Juan; pero Juan, a Rosa.
p: Maria ama a Juan.
q: Juan ama a Rosa. (Observe la repeticion de ‘ama’ omitida en el

discurso).

Simbolizacién: p /A q (Se pierde lo tragico de este ‘pero’, pero se
conservan los valores de verdad).

2. Dario tiene vocacién de filésofo aunque no aprecie mucho a los
griegos. '

p: Dario tiene vocacion de fil6sofo.
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q: Dario aprecia mucho a los griegos.
Simbolizacién: p /\ ~q

No debe olvidarse que en estos casos traducimos por ‘/\' porque
suponemos que la intencién es que la proposicion afirmada sea
verdadera en el Unico caso en que sus componentes lo sean. Con-
sideraciones ajenas a su verdad o falsedad no intervienen.

Algunas formas del lenguaje pueden “contener” mas de un conector.
En ‘Alfonso Ugarte ni corrié frente al enemigo ni se entregé’ la forma

‘ni... ni..." encierra dos negaciones y una conjuncion:

p: Alfonso Ugarte corrié frente al enemigo.
q: Alfonso Ugarte se entregé al enemigo.

Simbolizacién: ~p /A ~q

1.4. Disyuncién

Con la disyuncién ocurre un fenémeno bastante curioso. Apreciémos-

lo en unos ejemplos:

; A

Los alumnos o los profesores de la universidad tienen acceso a la
biblioteca.

Los que compren diez discos tienen derecho a un descuento de 10%
O a un vale por un monto equivalente para otra compra.

Simbolicemos primero las proposiciones:

p: Los alumnos de la universidad tiene acceso a la biblioteca.
q: Los profesores tienen acceso a la biblioteca.
r: Los que compren diez discos tienen derecho a un descuento de

10%.
s: Los que compren diez discos tiene derecho a un vale por 10% del

valor total para otra compra.

Noétese que por tratarse de un mismo contexto es necesario emplear

letras distintas para los dos ejemplos, si no lo hiciéramos asi confundiria-
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mos las referencias de uno con las del otro. En el primer ejemplo, es claro
que un profesor que es alumno al mismo tiempo tiene derecho a pedir
libros en la biblioteca. ‘p o q' s6lo es falsa si tanto ‘p” como ‘q’ lo son,
y verdadera en los otros tres casos. En cambio, en ‘r 0 s’ no se admite
utilizar el descuento y recibir un vale: es falsa si ‘r' y ‘s’ son verdaderas
a la vez. La misma ‘o’ cumple funciones distintas, en el primer caso
coincide con “\/’, disyuncién débil; en el segundo, con la negacién del
bicondicional, llamada ‘disyuncién fuerte’.

Se acostumbra distinguir entre disyuncién débil (o disyuncién a secas)
y disyuncion fuerte. En LP no tenemos ningln signo especial para la
segunda, pues existen parafrasis como ‘r o s, y no ambas’, simbélicamente
‘rv s ./\. ~(r A's)’, o también ‘~(r <= s)’. En general basta con traducir
por /', y asi lo haremos. Suponemos en el libro, salvo mencién expresa
en contra, que todas las disyunciones son débiles.

Esta costumbre, de considerar sélo la disyuncién débil, proviene del
hecho de que en matemdticas, probablemente la primera ciencia en em-
plear explicitamente un lenguaje l6gico simbdlico, basta con la disyuncién
débil. Ademads, en castellano, es posible sostener que la ‘o’ es débil y es
el contexto en que se emplea el que la convierte en fuerte. Asi, la disyuncién
exclusiva provendria del contexto en que aparece, justamente de aquello
que dejamos de lado en nuestro andlisis?. Es decir, reconocemos una
disyuncién fuerte en el ejemplo (2) porque sabemos cémo funcionan los
descuentos promocionales. La disyuncién exclusiva corresponde mas a
una construccién con ‘a menos que’ que a una con ‘o’.

Asi, simbolizamos ‘Necesito conseguir el préstamo o sacarme la lo-
teria’ como ‘p \/ q’. Caso en el que *\/’ estd ampliamente justificado, pues,
si ocurren ambos hechos, mis necesidades quedaran satisfechas. Lo mismo
para ‘Lolita se casard con Pedro o con Juan’, sin que sea necesario asumir
que Lolita esta dispuesta a ser bigama.

4 Veéase Gamut [49], pp. 32-33.
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Ejercicios

Simbolice los siguientes enunciados senalando las variables
proposicionales.

a. En las obras de Shakespeare se exhiben amplios conocimientos de
musica y de derecho.

b. O la sustancia es un acido, o es un dlcali.

C. No es el caso de que Bolivar haya nacido en Colombia y San Martin
haya muerto en Chile.

d.  Ni todo texto literario es ficcional, ni todo texto ficcional es literario.

e. O Hansel y Gretel regresaron a su casa, o las avecillas del bosque
se comieron las migas del camino.

Solucion:

a. Identifiquemos primero las proposiciones atémicas que expresa este
enunciado:
p: En las obras de Shakespeare se exhiben amplios conocimientos de

musica.
q: En las obras de Shakespeare se exhiben amplios conocimientos de
derecho.

Reemplacemos estas letras proposicionales en el enunciado:
PYaq.
Por tanto, la simbolizacién sera ‘p /\ q'.

b. p: La sustancia es un acido.
q: La sustancia es un dlcali.
Al emplear las variables en el enunciado, nos quedamos con la es-
tructura formal: ‘o p o q'. Entonces la simbolizacién que le correspon-
dees: p\Vvq.

c. p: Bolivar ha nacido en Colombia.
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q: San Martin ha muerto en Chile.

La estructura formal es: ‘No es el caso de que py q'.
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En general, la expresién ‘no es el caso de que’ niega estructuras
complejas. La simbolizacién que corresponde es:

~(p A q)
Los simbolos proposicionales son:

p: Todo texto literario es ficcional.
q: Todo texto ficcional es literario.

La estructura formal: ‘Ni p ni q'.

Gramaticalmente la expresién ‘ni... ni...” es una conjuncién copulativa
negativa equivalente a decir ‘no... y no..."; por esto simbolizamos
(NP /\ Nq,-

Las constantes proposicionales a emplear son:

p: Hansel regres6 a su casa.

q: Gretel regres6 a su casa.

r: Las avecillas del bosque se comieron las migas del camino.

El esquema formal es: ‘0o p y q, o r’, donde la coma divide en dos
el enunciado, por lo que la simbolizacién es: ‘p A q .\/. I’

1.5. Condicional

Los equivalentes lingtisticos de este conector diddico son los que

mas dificultades ofrecen porque, en general, aparece en un contexto de
causa-efecto que obviamente LP no puede recoger, ya que sélo es capaz
de expresar verdad o falsedad. Veamos las dificultades con un ejemplo:

1.

Si llueve entonces la cosecha serd abundante.

p: Llueve.
q: La cosecha serda abundante.

El problema estriba en el ‘si... entonces...’. Algunos hechos son
faciles de aceptar:
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- Si ‘llueve’ y ‘la cosecha es abundante’ son verdaderos, toda la
expresion lo es.

—  Si ‘llueve’ es verdadero y la cosecha no es abundante, es decir,
‘q’ es falso, toda la afirmacion es falsa.

Pero, ¢qué ocurre en los otros dos EPM?

— No llueve y la cosecha es abundante.
— Ni llueve ni la cosecha es abundante.

Es opinién, que los autores comparten, que en la mayoria de los
casos, éstos no forman parte del horizonte del hablante que formula
la oracién; en otras palabras, en los lenguajes naturales no se dan
exclusivamente funciones de verdad (no se contemplan todos los
casos) sino relaciones de verdad (lo dicho contempla sélo algunos
casos). Pero como sea que debemos traducir a funciones de verdad
(LP), necesitamos forzar la expresion para que contemple los EPM 3
y 4. Asi, aceptaremos que en 3 la proposicién es verdadera y en 4
lo mismo. El caso 3 es duro de aceptar porque suponemos una
causalidad entre el llover y obtener buenas cosechas; pero al hacer
esto estamos tomando en cuenta los hechos facticos, nos estamos
fijando en el contenido de la afirmacién y no sélo en su aspecto
formal. Pero el aspecto formal de la expresion es el unico que nos
interesa, por lo que la simbolizacién arroja: ‘p <= q'. Para entender
nuestro “desprecio” por el contenido de lo afirmado, veamos el caso:

‘Si 2+2=4 entonces la cosecha serd abundante’ con el tnico cambio
de:

p: 2+2=4

Se simboliza por ‘p — q'.

Otras formas tras las que podemos reconocer un condicional son:
Dado que hoy es viernes, mafana serd sabado.

p: Hoy es viernes.
q: Mafnana es sabado.

Simbolizacién: p —= q
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4. Hoy es sabado dado que ayer fue viernes.

p: Hoy es sdbado.
q: Ayer fue viernes.

Simbolizacién: q — p

Notese, en el dltimo ejemplo, que al simbolizar se invierte el orden
de aparicién de las proposiciones. Puede apreciarse que la traduccién
es correcta considerando el caso en que el condicional es falso (EPM
3). La afirmacién es falsa si ayer fue viernes y hoy no es sibado. El
lector replicard que tal cosa no es posible en el mundo y nosotros
nuevamente le diremos que nos interesamos por las relaciones for-
males entre las proposiciones y no por su contenido de “realidad”.
Si adn le molesta nuestra afirmacién, considere ‘Hoy es domingo
dado que ayer fue viernes’'.

Otras expresiones pueden dar lugar a condicionales directos, es decir
aquellos que presentan primero el antecedente y luego el consecuente
son:

‘Si... entonces...’,

Sl

. luego...’,

. por lo tanto...’,

. de ahi que...’,

. es condicién suficiente...’,
. se sigue que...’,

. s6lo si...’, etc.

Algunas de las expresiones condicionales en las que el consecuente
ocupa el primer lugar aparecen en:

. es condicién necesaria...’,

Y Sk

. siempre que...’,

. ya que...’,

. puesto que...’,
.. porque...’,

. cuando...’,

. toda vez que...’, etc.
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No debe olvidar el lector que todas estas enumeraciones ni son
completas ni son exactas. En estos temas no hay recetas.

Cuando uno se topa por primera vez con el condicional, también lla-
mado ‘condicional material’ o ‘implicacién material’, uno no puede des-
prenderse de una sensacién de insatisfaccién. ;Por qué forzar el lenguaje
encasillandolo en un condicional? ;Por qué presentarlo como un conector
importante si no parece corresponder a una expresion propia de los len-
guajes naturales? Tiene bastante razén quien piensa asi, la razén de pre-
sentar al condicional como un conector importante radica en el rol que
juega dentro de la teoria l6gica. Veremos més adelante que el condicional,
mas que corresponder a una (o unas) particula del castellano, se asocia con
la idea de consecuencia l6gica. Es un conector que aparece de manera
“natural” dentro de la formalizacién de la idea de fuerza l6gica de un razo-
namiento.

Eso en cuanto a su importancia. Respecto a su tabla de verdad tal vez
se vea mas clara en el siguiente ejemplo tomado de Gamut5:

Todos los nimeros que terminan en O son divisibles por 5.
que normalmente entendemos como:

Para todo nimero x se cumple que si x termina en O, entonces x es
divisible por 5.

Esa expresion podemos todavia escribirla como:

Para todo nimero x se cumple que (x termina en O — x es divisible
por 5).

donde el condicional debe ser verdadero para todo numero. Por
ejemplo, si x=100 vemos que el condicional es verdadero y esto cuando
tanto su antecedente como su consecuente lo son. Lo mismo ocurre para
90, 1010, etc.

Pero la expresion debe valer para todo nimero entero, también para
x=3. En ese caso el antecedente y el consecuente son falsos. Asi, vemos
que no es tan artificial aceptar que un condicional con antecedente falso
y consecuente falso es verdadero.

5 Veéase Gamut [49], p. 34.
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Consideremos ahora el caso x=55, es decir, un nimero que termina

en 5. El condicional es verdadero y tenemos antecedente falso y conse-
cuente verdadero. Con esto esperamos que el lector ya no encuentre tan
insdlita la tabla del condicional. No s6lo en las matemaéticas encontramos
ejemplos claros, analice el lector lo siguiente:

Para todo animal se cumple que si es mamifero entonces respira.

Ejercicios

Simbolice:

Si la aguja de la brijula gira, entonces ha variado el campo magné-
tico.

2. Sino es el caso de que no salga el sol y haga frio, llovera.

3. No es el caso de que si no sale el sol y hace frio, llovera.

4. Si el motor funciona, entonces si la pista esta libre, Marcos volara el
aeroplano.

5. No es el caso de que llueva o haga viento, cuando ha terminado el
invierno.

6. Diego no fuma si hace deporte y ahorra dinero si no fuma.

7. El juez no es justo ni competente, puesto que es falso que haya
consultado con los peritos.

8.  Si se produce una violacién constitucional, los jueces del Tribunal de
Garantias Constitucionales la condenaréan si gozan de independencia.

Solucioén:

. p—gq

2. Las proposiciones son:

p: El sol sale.
q: Hace frio.
r: Llueve,

Si sustituimos en el ejercicio, nos quedamos con: ‘si no es el caso que
de no p y q, r'. Notemos que se trata de un condicional y que ‘no
es el caso de que’ afecta, por lo general, proposiciones moleculares:
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Si [noes elcasode que (nopyql, r.
~~pAq) —>r
Con las mismas proposiciones que en el ejercicio anterior:

No es el caso de que si py q, r.
No es el caso de que [si (~p /\ q), 1.

~l~p A q) =1
Tenemos un esquema estructural con dos condicionales:

Si p, entonces si q, .
Si p, entonces (si q, ).

‘P .—. q — r es la simbolizacién que corresponde.

Reemplazando las oraciones aseverativas tenemos: ‘no es el caso de
que p o q, cuando r'. Si nos damos cuenta de que ‘cuando’ estipula
la condicién como lo haria un ‘si’, obtenemos:

Cuando r, no es el caso de que p o q.

r—~pvaq

‘No p si q, y rsinop’ es la forma del enunciado que ordenado da:
‘Si g no p, ysinopr. Porlo que simbolizamos:

(q—>~p) Nl=p—=1)

Formalmente: ‘no p ni q, puesto que es falso que r'.

En simbolos: ~r .—. ~p A ~q

Una vez que se ha hallado la forma ‘si p, q si ', apreciamos que la
coma nos indica la jerarquia de los condicionales a la vez que forma

parte de la formulacién del primero.

P> I —>q



3 / SIMBOLIZACION Y APLICACIONES

1.6. Bicondicional

Este conector, como hemos visto, recoge aquellos casos en que se

desea equiparar los valores de verdad de dos proposiciones.

1

La cultura Chavin constituye un horizonte si y sélo si su influencia se
extiende por casi todo el territorio peruano.

p: La cultura Chavin constituye un horizonte.
q: La influencia de la cultura Chavin se extiende por casi todo el
territorio peruano.

Simbolizacién: p < q

Para que un ndmero entero n sea divisible por 6 es condicién nece-
saria y suficiente que lo sea por 2 y por 3.

p: Un nimero entero n es divisible por 6.
q: Un ndmero entero n es divisible por 2.
r: Un nimero entero n es divisible por 3.

Simbolizacién : p <> (q A1)

Juan tiene derecho a votar cuando y sélo cuando esta inscrito en el
registro electoral.

p: Juan tiene derecho a votar.
q: Juan esta inscrito en el registro electoral.

Simbolizacién: p <= q

Generalmente se presentan expresiones mas complejas que las que

hemos considerado hasta ahora. En los ejercicios desarrollados y en la
siguiente seccidn se proporcionan algunos ejemplos.

Ejercicios

Simbolice los enunciados:

La primavera entraba al jardin del gigante si y sélo si los nifios
podian jugar en su jardin.
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2. Arturo es un gran ‘jugador de ajedrez porque y sélo porque domina
la deduccién légica, sin embargo ha perdido el campeonato.

3.  Jorge construird un segundo piso cuando y sélo cuando el banco le
acepte la hipoteca, ya que €l es el duefio de la casa.

Solucidn:

1. pegq

2. peqg AN

3. i preg

2. APLICACIONES VARIAS

2.1. Simbolizar y encontrar los valores de verdad

Veamos, aprovechando los ejemplos vistos al comenzar el capitulo

(apartado 1.1), algunos casos de simbolizaciones méds complejas y los
valores de verdad de la férmula resultante.
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Simbolizar: “O el puntero izquierdo no se adelanta, o baja un
mediocampista y el centro delantero no queda libre de marcacién.
Pero, no ocurre que, si los marcadores de punta no suben, entonces
el puntero izquierdo no sube. Por lo tanto, se retrasa un mediocampista
y los contrarios presionan al equipo, ya que si el centro delantero no
se desmarca y los defensas laterales no se adelantan, entonces los
contrarios presionaran al equipo.”

Donde:

p: El puntero izquierdo se adelanta.
q: Baja un mediocampista.

r: El centro delantero se desmarca.
s: Los marcadores de punta suben.
t: Los contrarios presionan al equipo.

Con estructura formal:

Onop,oqynor/
Pero, no ocurre que si no s, entonces no p /
Por lo tanto, q y t, ya que si no r y no s, entonces t.
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Con lo visto acerca de los conectores, podemos iniciar la tercera y
dltima etapa de la simbolizacién paso a paso.

~p N qN\-~r/
Pero, no ocurre que ~s — ~p /
Por lo tanto, q A t, ya que ~r A ~s .—. t

En la segunda linea, el ‘no ocurre’ niega el condicional, y en la
tercera, el ‘ya que’ anuncia el antecedente de ‘q /\ t’:

~pN.-q/N\~r/
Pero, ~(~s —= ~p) /
Por lo tanto, (~r A ~s .—=. t) = (q N\ 1)

El ‘por lo tanto’ anuncia la conclusion de todo el razonamiento, del
cual las dos lineas anteriores son las premisas. El ‘pero’ de la segunda
linea refuerza la idea de que se trata de la segunda premisa, un hecho
que se “adiciona” al primero para presentar la conclusién. La conjun-
cién de las premisas constituye el antecedente de un condicional
—el principal- que tiene por consecuente la conclusién (al tratar el
tema de la consecuencia semadntica justificaremos el por qué puede
reducirse un razonamiento complejo a una sola proposicién):

(~p V. qA~1) N\ ~(~s = ~p) .—=. (~1 /\ ~s .—=. 1) = (q N\ 1)
es la simbolizacién buscada.

Simbolizar y hallar los valores de verdad: ‘Si Gamarra manda atacar
a los lanceros, la artilleria hard fuego y los infantes pasardan a la
retaguardia. En caso de que mande atacar a los lanceros, la infanteria
debera abrir fuego. Luego, si los infantes no pasan a la retaguardia,
abrirdn fuego.’

p: Gamarra manda atacar a los lanceros.
q: La artilleria hace fuego.

r: Los infantes pasan a la retaguardia.
s: La infanteria debe abrir fuego.

Sip.qyr/
En caso de que p, s /
Luego, si no r, s.
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En la primera frase la ‘,” reemplaza a un ‘entonces’, y lo mismo
sucede en la dltima (mas las conjunciones y negaciones obvias) ob-
tenemos:

p — (q /A r) / En caso de que p, s / Luego, (~r — s).

La segunda esconde un condicional también, lo que puede apreciarse
del hecho de que la verdad de ‘p’ y la falsedad de ‘s’ la hacen falsa.

p—= (/A1 /p—=s/Luego, (~r — s).

Las dos primeras frases establecen condiciones que se afirman simul-
tdneamente como en la conjuncidn:

[p—=@ADIA(p—s)/ Luego, (~r — s).

El ‘luego’ después del punto dice que dadas las anteriores no puede
ocurrir que lo que sigue sea falso; por lo tanto, se trata de un con-
dicional, y como presenta la conclusién que sigue de todo lo anterior,
se trata del conector principal; se simbolizara:

P=@ADANA(@P—=s) .= ~r—=>s.

Los valores de verdad los buscaremos con un DS. Al iniciarlo, somos
libres de escoger entre suponer que la férmula es verdadera o falsa.
Los ejercicios anteriores deben haber convencido al lector de que un
DS que se ramifica mucho es mas trabajoso que uno que no lo hace.
Como se trata de una férmula condicional conviene empezar supo-
niéndola falsa. Esta estrategia, centrada en el primer paso, no es siem-
pre la que ofrece diagramas més simples, pero por lo general asi es.
Resumiendo: conviene iniciar el diagrama con un supuesto que evite
la bifurcacién de ramas:
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Flp — (q ADIA (P =) = ~r— s
Vilp = (@ A DI A (p —s)(1)
Fl~r — s] (2)
Vip = (q A 1)l (4)
Vip — s] (3)
FIrl
F[s]
[ /X ]
FIp] VIs]
— =,
FpI Vig A 1] (5)
1 Viql
VIr]
Anadlisis de ramas EPM
1. FIpl, ----, Fir], FIs] 12,16
12,16: VWVV VWVWV VVVF VVVF

Nétese el orden de ejecucién del diagrama: primero evitando trabajar
con las férmulas que se ramifican y, cuando no es posible, buscando
aquéllas que cierren una de las ramas; claro que nada de esto es obli-
gatorio y siempre interviene el “gusto” personal. Por ultimo, es conve-
niente numerar explicitamente las ramas abiertas.

Si el calor dilata los cuerpos aunque no sean de metal entonces
el calor dilata los metales. Ya que, si los cuerpos son dilatados por
el calor, entonces si los cuerpos son de metal, los metales son dila-
tados por el calor.

Proposiciones:

p: El calor dilata los cuerpos.
q: Los cuerpos son de metal.
r: El calor dilata los metales.

Esquema:

Si p aunque no q entonces r /
Ya que, si p, entonces si q, .
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Veamos primero la estructura fundamental: A ya que B. Sera falsa si
se da B y no se da A. Su forma Iégica es: B — A.

(Si p, entonces si q, r) — (si p aunque no q entonces r).

El primer paréntesis contiene dos condicionales de los cuales el se-
gundo es el consecuente del principal y el otro paréntesis, un condicional
con antecedente ‘p aunque no q'.

(p .—. q —= 1) — (p aunque ~q .—>. 1)

‘P aunque ~q’ nos dice que las dos cosas ocurren simultaneamente;
ademas que se oponen de algin modo, lo que no nos interesa, por lo que
traducimos con ‘/\’.

p.-—.q—=10—=pP~AN~q.—>.1

El término ‘aunque’ se presta bastante bien para observar las dificul-
tades inherentes a toda simbolizacién. ‘Te visitaré aunque llueva’. ;Cémo
entenderlo? En el sentido de ‘Te visitaré, llueva o no llueva’ o simplemente
como ‘Te visitaré y llueve’; es decir: ‘p /\ (q v ~q)’ o ‘p /\ ¢’. La dltima
tenderia a estandarizar la traduccion del ‘aunque’ como ‘/\'; la primera
reforzaria la idea de fuerza del ‘te visitaré’, pues ‘p /\ (q \/ ~q)’ tiene los
mismos valores de verdad de ‘p’; pero si simbolizamos sélo por ‘p’ nos
parece perder algo. Probablemente se recoja mejor este caso con moda-
lidades: ‘necesariamente te visitaré’, pero la I6gica modal escapa a nuestro
tema. ‘Te visitaré aunque llueve’ si se traduce claramente por ‘p /A q'. No
es, pues, una labor mecanica la de simbolizar, probablemente es la mas
dificil e interesante de todos los temas que tocamos.

Regresemos a nuestros valores de verdad:
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Filp .. q—=1—=(p/A~q.—. 1]
Vip .—=.q—1] (4
Fip A ~q .—. 1] (1)

Vip A ~ql (2)
FIr]
Vipl
VI~ql (3)
Flql

Fipl  Viq =1

Cortamos aqui el esquema por suponer llegado el final de la pagina,
hecho que alguna vez puede ocurrirle al lector. En estos casos conviene
sefialar con ndmeros, o cualquier otra marca inequivoca, las ramas que
deben continuar. Al iniciar la nueva pagina conviene empezar con las
marcas en cuestién, y poner debajo de ellas las afirmaciones respecto de
proposiciones simples a que se haya llegado en cada rama (en nuestro

caso V[pl, FIq] y FIr]). Seguimos, pues, en pagina “nueva”:

1.

i
VIp]
Flql
FIr]
l_'—_/\'——l
Flql VIl

1 ===

Andlisis de ramas EPM

VIpl, Flql, FIr] 4: VVVF VWW

Ejercicios

1.  Simbolice y determine si la férmula resultante es una tautologia.

‘Si el testigo dice la verdad, entonces el asesino hizo tres disparos;
ademas, el revolver tenia cinco balas. Si el revélver tenia cinco balas,
el asesino hizo sélo un disparo y no tres. Entonces, el testigo no ha

dicho la verdad.’
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2. Demuestre que cada vez que es verdad: ‘Miguel tomdé un microbus
o un taxi. Si tomé un micro o camind, llegd tarde y se perdié la
reunién’, también lo es ‘Miguel llegé tarde si no tomé un taxi’.

Solucién

1
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Consideremos:

p: El testigo dice la verdad.

q: El asesino hizo tres disparos.

r: El revélver tenia cinco balas.

s: El asesino hizo sélo un disparo.

El esquema formal que obtenemos es:

Si p, entonces q; ademads, r / Sir, s y no q / entonces, no p.
La simbolizacién es:

P—=QQ NI A([r.—. sN\~q) .—. ~p

Y suponiendo falsa la férmula, después del primer desarrollo, se llega
a:

VIp - ql (3)
VIr]

Vir .—. s A ~q] (1)
VIp]
AN

! 1
F[r] VIs A\ ~ql (2)

Vis]
Flql

l_/\_\

FIp] VId]

Luego, la férmula resultante es una tautologia.
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Sea:

p: Miguel tom6 un microbus.
q: Miguel tomé un taxi.

r: Miguel caminé.

s: Miguel llegé tarde.

t: Miguel se perdié la reunion.

Debemos probar que cada vez que es verdadera:
PVaOAPVI.— sAY

también lo es: ‘~q — s’. Para esto es suficiente probar por DS que:
FPVvaAaAPVTI.—~.sAtY .= (~q—5s)

¢Hay otra forma de probarlo? (Sugerencia: examine EPM comunes a
la féormula de las premisas y a la de la conclusién).

2.2. Valores de verdad y descripciones de EPM

Veamos ahora cémo dados los valores de verdad de una férmula

podemos encontrar en qué estados del mundo ella es verdadera o falsa.
Estos ejercicios estdn destinados a mostrar cémo los conectores
proposicionales estdn vinculados entre si. Este vinculo se aclarara al ver
cémo los conectores “significan” EPM.

&

Dada la férmula A cuyos valores de verdad son: VVVF FFVV, describir
los EPM en que la férmula es falsa.

Como nos dan ocho valores de verdad se trata de una férmula con
tres variables proposicionales, llamémoslas ‘p’,’q’ y ‘r’. La férmula es
falsa en los EPM 4, 5 y 6 que de acuerdo con nuestros usos se

describen por:

4: VIpl, Fiql y Frl,
5: Flpl, VIql y VIrl, y
6: FIpl, VIql y FIrl.
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2.3. Negacion con conjuncion o disyuncion y EPM

110

Consideremos algunos casos:

¢En qué EPM es verdadera ‘p /A q'? En este caso conocemos la
respuesta: en el EPM en que tanto ‘p’ como ‘q’ lo son; es decir, V[p]

y VIql.

¢En qué EPM es verdadera ‘p A g /A r'? No vale la pena hacer un
diagrama para responder en V[p], VIql y VIrl.

En qué EPM es verdadera ‘p /\ ~q'? Nuevamente ya debemos poder
reconocer que en: V[p] y Fl[ql.

‘~p A q /\ ~r es verdadera en F[p], VIq] y FIrl.

Una revision de estos casos nos debe convencer de que las férmulas
compuestas por conjunciones de proposiciones simples negadas o no,
s6lo son verdaderas en un unico EPM (no lo demostraremos). Las
llamaremos ‘conjunciones bésicas’. Ese EPM es aquel en que las pro-
posiciones no negadas son verdaderas y las negadas falsas. Asi:

‘PAqQATAs/AtA~U esverdadera sélo en el EPM 32 de los 64
que constituyen su horizonte.

Una de las férmulas que tienen por valores de verdad:
FFFF FFFF VFFF FFFF

es ‘~p A q A r/\s. Fijese en que no afirmamos que sea la Unica
férmula.

En resumen, siempre podemos construir una férmula que tenga un
tnico V y si la negamos, tenemos una férmula con un tnico F.

Sin embargo sabemos que son comunes las férmulas con varios valores
de verdad iguales y no sélo un tnico V o F. Trataremos de enfren-
tarnos con ellas.

¢En qué EPM es verdadera ‘p A ~q .\/. ~p /\ ~q'? Sabemos que la
disyuncién preserva los valores de verdad y que ‘p /A ~q’ es verda-
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dera en el EPM 2 y ‘~p /A ~q" en el EPM 4. De estas dos conside-
raciones obtenemos la respuesta: se trata de una férmula verdadera
en los EPM 2 y 4.

8. Buscaremos una férmula cuya tabla de verdad sea FFFV VVFE. La
férmula consta de tres variables proposicionales. Enfoquemos el pro-
blema por partes. Primero buscaremos una férmula con un dnico V
en la cuarta posicién (FFFV FFFF), como ya sabemos un caso es
‘P A\ ~q /A ~r'. En segundo lugar, una férmula con un dnico V en
quinto lugar: ‘~p /\ q /\ r’. Por dltimo, una con un tnico V en sexto
lugar: ‘~p A\ q A\ ~r’. Tenemos asi los componentes de la férmula
pedida originalmente, ahora el problema se reduce a unirlos adecua-
damente, es decir, preservando los valores V. El conector que realiza
esa tarea es la disyuncién y a €l recurrimos:

PA~gQA~t N.~pAGQATN.~pANAgQAN~T
es una de las posibles respuestas.

Las férmulas compuestas por disyunciones de conjunciones basicas,
llamadas ‘formas normales disyuntivas’ (FND), son verdaderas en todos los
EPM en que lo son sus conjunciones bdsicas componentes.

También es cémodo este método para encontrar ejemplos de férmu-
las donde abundan los valores V, sin que necesariamente obtengamos una
férmula extremadamente larga. Por ejemplo busquemos una férmula con
los valores de verdad: VVVV VVVV VVWVWV VVVF. Si aplicamos el método
anterior directamente esperariamos una férmula con 15 disyuntos. Pero
bien podemos considerar que la férmula pedida A es la negacién de una
férmula ~A con valores de verdad FFFF FFFF FFFF FFFV. Y ~A se obtiene
como ‘~p N\ ~q N\ ~r /A ~s’, con lo que A seria ‘~(~p /A ~q /A ~r A\ ~s)’.
Que puede leerse como: ‘no es el caso de que ()’ o ‘es falso que ( ).

Un modo radicalmente distinto se obtiene intercambiando el rol de
los valores de verdad. Es decir, fijandonos en los casos en que la férmula
es falsa, en lugar de aquellos en que es verdadera. Asi, conjunciones y
disyunciones intercambian sus roles al resolver este tipo de problemas.
Por ejemplo: ‘p \/ q' tiene los valores VVVF; ‘p \v ~q', VWFV; ‘~p Vv ¢,
VFVV, etc. Dejamos al lector explorar este camino, en el que se privilegia
los valores F, y reflexionar ante la curiosa relacion que existe entre la
conjuncién y la disyuncién, usualmente llamada’‘dualidad.’
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2.4. Interdefinicion de conectores

Ya que todos los conectores l6gicos se definen por sus valores de
verdad, pueden ser reemplazados por otros; es decir, una férmula condi-
cional puede reemplazarse por una que sélo contenga negacién Yy,

disyuncién o conjuncién. Hagamoslo, mostremos que sélo con ‘~' y /'
podemos tener la misma capacidad expresiva que con todos los otros
conectores.

La conjuncién A /A B, cuyos valores de verdad son VVVF, puede
obtenerse como ~(~A \/ ~B).

A — B obtendra la misma interpretacion que ~A \/ B.

A < B se puede escribir como A — B .A. B — A, es decir como:

~[={A—> B) /B ~ All
y cada condicional traducido da:

~[~(~A Vv B) vV ~(~B v/ A)]

Lo mismo puede hacerse con la negacién y la conjuncién.

Mas aun, hay un conector ‘|’, llamado ‘barra’, que puede leerse ‘o
no A o no B’ y cuyos valores de verdad son: FVVV. Con el que se logra
expresar la negacion y la disyuncién, con lo que él solo puede reemplazar
a todos los conectores. Lo mismo ocurre con el conector ‘|’, llamado
‘flecha’, ‘ni A ni B’, cuyos valores de verdad son: FFFV. Asi, ‘~p’ y ‘plp’,
y'PpAQqQy‘plg.l. plq tienen iguales valores de verdad.

Ejercicios

1. Silaférmula A tiene la siguiente tabla: VVVF FVVV, describa los EPM
en que es falsa.

2.  Halle los valores de verdad de las siguientes férmulas exclusivamen-
te sobre la base de la informacién que explicitamente manifiestan.

a PA~qADVEPAQA~D)V (~p AN~q /A ~r)
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b. PAAADV(~pAQV ~r
c. pv-qvVvr
d. =p A gAs) A Speg Non) Nelp A =q =)
e. ~PpNA~gqA~DN~~pAQqQ N ~r
f. p/AN~q/N\-~r
3. Encuentre por diagramas semdnticos la forma normal disyuntiva (FND)
de las férmulas:
a. PVvqg.—=rAs)N\(~q < ~p ./\. ~s)
b IN(rvalIA(Q@er.— ~q) .—.p
4. Dados los siguientes esquemas de férmulas:
~Cy N ~C Al N\ ~C
donde Ci (1= i =< n) es una conjuncién bésica, halle por medio de DS
férmulas con dicho esquema y que tengan los mismos valores de
verdad que:
a P2~ QAFr—=>~svq . > EA~)—>~p
b. [(~pA~q) = (~r\V~sIN[~tVvaV(s—=DINLtAsA~(pVq]
5. Si‘p | q equivale a la expresién ‘ni p, ni ¢,
a. Obtener las reglas de los DS para |.
b.  Clasificar la siguiente férmula:
Plpl@lia.d.@lalp
Solucion:

1

v ¥

La férmula A tiene tres variables proposicionales ‘p’, ‘q’ y r’. Las
descripciones de estados (DE) pedidas son:

EPM DE
4 VIpl, Fiql, Flr]
5 Fpl, VIql, VIr]
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2. a. Recordemos que las FND son verdaderas en todos los EPM en
que lo son las conjunciones béasicas componentes, de esta manera
la férmula:

PA~qADV (~pANqQA~D)V (~p AN~q A~

es verdadera en cada uno de los EPM siguientes:

Informacién EPM
I. pA~qATr VIpLFIql.VIr] 3
2. ~pAqA-~r FIpL.VIqLFIr] 6
3. ~pA~qA-~r FIpL.FIqL.FIr] 8
3,6,8: FFVF FVFV

b. Si bien la férmula no es una FND en forma canédnica, se puede
proceder de manera similar a la anterior.

Informacién (no son DE) EPM

1. pAgAr VIpl,VIql VIl 1
2. ~-pAq Flpl, VIql,--- 5,6
3. ~r -, --—, FIrl 2,468
1,2,4,5,6,8: VVFV VVFV

Notemos que la FND en forma canénica seria:

pAGAr /. pAQA~T /L pA~gA~T /. ~pAGAT /. ~pAGA-~T /. ~pA~g/A~T
c. Del mismo modo se obtiene VVVV VFVV.
d. Las férmulas compuestas por conjunciones de negaciones de

conjunciones bésicas son falsas en los EPM en que son verda-
deras las conjunciones bésicas (¢por qué?). Asi:

Informacion (DE falsos) EPM

. pAgqA-~r Vipl, Viql, FIrl 2
2. pA~qA~r Vipl, Fiql, il 4
3. ~pA~qA~r Flpl, Fiql, FIl 8
2,4,8: VFVF VVVF
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e. Por procedimientos andlogos a los de (b) y (c), primero acomo-
demos la estructura de la férmula para que determine los EPM
falsos, esto es, una cadena de bloques de conjunciones negadas:

~(p A ~q A ~f) A ~(~p /A q) A ~(r) con tabla: FVFF FFFV.

f.  FFFV FFFFE

En cada caso es suficiente conocer los EPM en que la férmula es
verdadera (¢por qué?).

(@ VIpvq.—rAs)A(~q< ~p A ~s)]
VIp v q.—. r/\s](2)
Vi~q < ~p /. ~s] (1)
VI~q <> ~p] (5)
F[s]
[ A 1
FIp v ql (4) VIr A s] (3)
Flpl VIr]
Flql VI[s]

Flql Viq]
FIpl Vipl

Anadlisis de ramas DE

1. FIpl, Flql, ----, FIs] Fpl, Flql, VIrl, Fs]
Fpl, Flql, FIr], Fis]

Y la FND buscada es:
(~p N~g A1 /N ~8)\/ (~p N\ ~q /A ~r/\ ~s)

b. Si bien debemos encontrar los EPM en que la férmula es verda-
dera, en este caso lo més practico es desarrollar el DS partiendo
de la falsedad para evitar ramificaciones:
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Flr A (~r v @1 A (q < 1 .=. ~q) .—. p} (1)
VIt A(~r vy @1 A (q <= r.—. ~q)} (2)
FIpl
VIr]
V[~r v/ ql (3)
Viq < r .~ ~q] (4)
| A |
Flr] Vgl
=== | A 1
Flq < 1] (5) Flql
VIql Flql
FIr] VIr]

La férmula es siempre verdadera, su FND tiene las 16 descrip-
ciones de estados. Como la férmula es una tautologia, cualquier
férmula del tipo:

Av-~AvB

satisface la condicién. Por ejemplo: (p Aq A1) v/ ~(p AN q /).
Debe quedar claro que la suposicién inicial para el desarrollo de
un DS depende de la férmula particular y no se puede dar una
regla simple que contemple todos los casos. El lector debera

desarrollar un olfato “semaéntico”. Por ejemplo, para la siguiente
férmula condicional es més conveniente suponerla verdadera:

p=>~r=Irvig<ern.v.Ar.— ~ql

4. Ahora serd necesario describir los estados en que las férmulas son
falsas. -

a. Conviene empezar con la falsedad de la férmula, lo que arroja:
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Fi(p = ~q) A {~r .=, ~s \/q) .. (s A ~1) = p]
Vip = ~ql (2)
V[~r .—=. ~s\/ ql (3)

Vs /A ~r] (1)
Vipl
V[s]
Flr]
A

I 1
VIr] VI~s v/ ql (4)
. I'—A—‘\
Fis] Vid]

La férmula es una tautologia, ;cudl serd la respuesta?

b)
VIl(~pA~q) = (~rv~s)] N\ [~(tva) Vv (s = D] A [ths N ~(pvq)l)
VI~p A ~q .=. ~r \/ ~s] (5)

VI~(t\v/ q) Vv (s = 1l (2)

VIt]
VI[s]
FIp v 4l (1)
FIpl
Flql
[ A [
F[t \/ ql (3) Vs Kﬂ-r] (4)
FIt] . ]
Flql F[s] VIr]

—— AN

| |
Fl~p N\ ~ql (6) VI~r \/ ~s] (7)

—Nh—

VIl  ViQ  Fid Fs]

Siendo una férmula contradictoria, ¢cudl es la respuesta? Obser-
ve que una férmula con los mismos valores de verdad seria:

PAGQANATASAYOANA~PANgQATASAL
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A | By ~A A ~B tendran las mismas reglas semanticas.

VIA | B] (1) FIA | B] (1)
VI~A N\ ~B] (2) FI~A /\ ~B] (2)
| !_A—I
FIA] VIA] VIB]
FIB]

En resumen,

VIA | BJ] (1) FIA | B] (1)
| !_A—I
FIA] VIA] V[B]
FIBI

Empezaremos suponiendo la verdad de la férmula.

VIpIpl@ia.d-@@laqpl (1)
Fiipip d @l (2
Fl(q | /fl) | pl (5)

| |
Viplpl(3) Viq | ql (4)

FIpl Flql
FIpl Flql
r—/\'—l I & 1
Vig | ql (6) Vipl Vg | ql (7) VIpl
Flql === Flql 3
Flql Flq]
1 2
Andlisis de ramas EPM
1. Flpl, FIql 4
2. --—-, F[ql 24
3. VIpl,FIq] 2
2,4: FVFV

La férmula es contingente.
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3.

3.1.

I

1.1.

1.2.

1.3.

1.4.
1.5:

1.6.

2.1
2.2,

2.3

24,

2.5.

2.6.
2.7,

2.8.

2.9,

2.10.

2:42.

EJERCICIOS PROPUESTOS

Simbolizacion
¢Cudles de las expresiones siguientes son conectores proposicionales?

‘No es el caso de que’ en la oracién ‘No es el caso de que los
alumnos garabateen los libros’.

“....58i....7 en la oracién ‘Japon se rendiria si Roosevelt ordenara el
lanzamiento de una bomba atémica sobre Hiroshima’'.
‘...Si...." en la oracién ‘Sécrates quiere saber si el ordculo de Delfos

ha respondido a Platén’.

‘Entonces’ en la oracién ‘En aquel entonces el cine era mudo’.
‘Luego’ en la oracién ‘En las practicas calificadas Luld sacé 10, luego
09 y después 08'.

‘O’ en la oracién °‘Eliana me dird que si o me dird que no’.

Simbolice los siguientes enunciados sefialando las proposiciones.

No es el caso de que Marylin sea rubia y Rafaella sea pelirroja.
Max comprara un libro o un disco, si Dora le cancela la deuda
pendiente.

Nerén se rompera una pierna si salta, pero moriria con quemaduras
si no salta.

Los venados sobrevivirdn si y sélo si los leones no los alcanzan, sin
embargo los leones sobreviven si y sélo si los venados sobreviven.
O las pirdamides fueron construidas por los faraones y por los arqui-
tectos, o fueron construidas por los esclavos.

O Carla estudia teatro y ballet, o Carla practica aerébicos si es modelo.
Ni los nifios juegan ni van al zoolégico, si Barranco o San Miguel no
tienen parques.

O la enfermedad es transmisible o no, sin embargo no es el caso que
exista una vacuna o una epidemia.

Si Liliana presiona el botén rojo de la grabadora, entonces grabara
la conferencia si el aparato tiene pilas.

Si no es el caso de que la temperatura baje o amanezca nublado,
hard un dia caluroso.

. No es el caso que si la temperatura baja o amanece nublado, hara

un dia caluroso.
Si la farmacia esta de turno, entonces si Diana lleva la receta, el
farmacéutico preparard la medicina.

119



O. TRELLES y D. ROSALES

2:13.

2.14,

2.15.

216,

217

2.18.

2.19.

2.20.

3.2.

3.1.
3.2,

120

O Miriam enciende el televisor o si sabe tocar guitarra compondra
una melodia.

Pablo firmara la letra si no tiene dinero, puesto que necesita comprar
el repuesto.

Tatiana bosteza si y sélo si ayer se acosté tarde, ya que Tatiana tiene
suefio.

En la montafia hay fuego puesto que alli hay humo, cada vez que
el clima es muy seco y la temperatura es muy alta.

Si USA construyera un submarino atémico Trident menos de los 25
programados y la URSS construyera un submarino atémico Tifén -
menos, se podria alfabetizar todo el mundo.

No hay anchovetas en el mar puesto que no es el caso de que
abunde el plancton o no ocurra el fenémeno del Nifio. Ademas,
ocurre el fenémeno del Nifio de ahi que o abunda el plancton o no
hay anchovetas en el mar.

Si Romeo sonrie, entonces Julieta lo acepta si Romeo se le declara.
Pero sonrie si y sélo si Julieta lo acepta. De ahi que Romeo no se
declara a Julieta dado que no sonrie.

Si el sol brilla, las aves cantan si silba el viento. Ni silba el viento ni
es el caso de que el sol brille o el cielo sea azul. Luego, las aves
cantan si y sélo si el sol brilla, pero el cielo no es azul.

Aplicaciones varias
Si la férmula A (p,q,r) tiene la siguiente tabla: VVVF VVVF, describa
los estados posibles del mundo en los que dicha férmula es falsa.

Encuentre una férmula equivalente a A, con este dato.

Halle una férmula que corresponda a cada tabla de verdad.

a) VFFF FFFF e) VVVV VVFF

b) VFFF VFFF e) FFFF FFFF

c) VVVV VWW g) FFVV VWVV VWVWV VVVF
d) VVFV VWV

Halle la tabla de verdad de las siguientes férmulas sobre la base de
la informacién que explicitamente manifiestan:

PAGQADVPEPAgQA~DVPA~qAI)
PAGQADV (~pA~qA~D)VI(qQAN~D
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3.4.
3.5.
3.6.
- 5 8
3.8.

(~pA~qADV(~pADVDP

PVAV-r

PN\ @A 1) Aef-p N~ Nt) AA~-p N~q AT)
~p AN~q N\ ~1) A ~(~p A q) N\ ~q

pA~q/-~r

Halle férmulas que tengan tablas de verdad iguales a la disyuncion,
condicional y bicondicional construidas s6lo sobre la base de conjun-

ciones y negaciones.
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CONSECUENCIA SEMANTICA

1. CONSECUENCIA SEMANTICA

1.1. Generalidades

Al inicio del libro dijimos que la nocién central que nos ocuparia es
la de inferencia deductiva o razonamiento deductivo; pero, si bien hemos
avanzado, sélo nos hemos ocupado de averiguar cudndo una proposicion
compuesta es verdadera o falsa y para nada de la conexién que puede
haber entre una o muchas premisas y la conclusién de un razonamiento.
Esto fue necesario porque nos permitié dos cosas: primero, dominar un
método, los diagramas semaénticos, que determina el valor de verdad de
una proposicién compuesta a partir de las simples que la forman; segun-
do, nos acostumbré a traducir a LP expresiones de un lenguaje natural,
tomando en cuenta sélo su forma légica y prescindiendo de su contenido
material. Con estas herramientas y buenas costumbres, vamos a dar ahora
un paso mas en la direccién que conduce al tratamiento formal de los
razonamientos deductivos. No de todos los razonamientos deductivos,
por ahora, sino de aquellos que se sustentan exclusivamente en relaciones
veritativo-funcionales entre proposiciones.

Para abordar nuestro tema necesitamos primero fijar el molde formal
dentro del que analizaremos la “transmisién” de verdad entre proposicio-
nes. Es decir, ;c6mo o con qué reflejaremos en nuestro lenguaje artificial
un razonamiento deductivo? Sin darnos cuenta ya lo hemos visto en un
caso particular:
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FPV~P

que nos dice: la expresién ‘p \/ ~p’ es verdadera en todos los EPM. Bien
podriamos aceptar que se nos dice que ‘p \/ ~p’ hereda su verdad de
ninguna premisa, o de un conjunto vacio de premisas:

OFP V ~P-

El simbolo ‘F’ sirve para designar la relacién de consecuencia seméntica
entre proposiciones, que es la que corresponde en el nivel formal (de este
libro) a la de razonamiento deductivo, de una manera que iremos preci-
sando. Un ejemplo de una inferencia correcta patente es la que afirma que
la verdad de una proposicién se sigue de ella misma. Es decir que, por
ejemplo, ‘Estudiar l6gica es entretenidisimo’ es la conclusién vdlida de la
premisa ‘Estudiar l6gica es entretenidisimo’. Esto lo reflejamos con:

PEP
donde p: Estudiar I6gica es entretenidisimo.

La notacién establece que ‘p’ es consecuencia seméantica de si mis-
ma. El lector seguramente ha confirmado con este ejemplo una duda que
tal vez lo haya asaltado antes, lo correcto es escribir entre comillas las
férmulas que une el simbolo ‘" y tiene razén. Pero es costumbre exten-
dida darlas por implicitas para no cargarnos de gran cantidad de comillas,
del mismo modo como hemos evitado el uso excesivo de paréntesis.
Hecha esta aclaracién, regresemos al tema de la consecuencia semantica.

Lo que deseamos poner de manifiesto es que de un conjunto de
premisas I' (eventualmente vacio) se sigue, si son verdaderas, una conclu-
sién que también tiene que serlo. Lo que no deseamos que ocurra es que
una proposicién falsa se siga “correctamente” de premisas verdaderas. Asi
definimos:

Consecuencia semantica: Una proposicién es consecuencia semadntica
de un conjunto de proposiciones I'" si es verdadera en cada uno de los
casos en que son verdaderas todas las proposiciones del conjunto I'.

Es decir, si las premisas (las proposiciones de I') son verdaderas, la
conclusién no puede ser falsa. O también, una proposicion A es conse-
cuencia semantica de un conjunto de proposiciones I si y s6lo si no hay
un EPM en el que A sea falso y todas las proposiciones de I" verdaderas.
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‘Que ‘ F p\/ ~p’ es una afirmacién bien establecida lo prueba el hecho
de que siendo ‘p \/ ~p’ siempre verdadera, no puede darse el caso de que
sea falsa. Es mas, esto no sélo cuando no hay premisas sino con cualquier
premisa, como en:

qFPV-~P

que cumple con la definicién. Pues, cada vez que su premisa es verdadera,
la conclusién, que siempre lo es, es verdadera. Mas todavia podemos
escribir con verdad:

C|,l'.5|=PV""P

Y en general, I' F T, para cualquier conjunto I" de proposiciones.

Es necesario hacer una aclaracién acerca de algunos usos propios de
los 16gicos, més que de la I6gica, respecto de expresiones en que aparece
‘F.SiT={p, p = (~r /A 1), p = (q — p)}, por ejemplo, y A se reemplaza
por ‘p A t', TEA no se escribe como:

p.p—=(~=rAt),p—(q—p}E'PALt, nicomo:
P, P2 (~=rAY,p—=>(q—p) F'p A t', sino como:
p.p—=>(~r\t),p—=(q—p)Ep A\t simplemente.

Es decir, se busca un ahorro considerable de simbolos. También es
costumbre que seguiremos: llamar a las proposiciones de I" ‘las premisas’
de la conclusién y entender por ‘conclusién’ a A.

Otro modo usual y cédmodo de hablar, es decir, que C es la conse-
cuencia semaéntica de las proposiciones Pl’ Py,..., Pn, donde se busca
poner de relieve los términos ‘premisa’ y ‘conclusién’, empleando sus
primeras letras.

Regresemos a nuestra relacion de consecuencia semantica y veamos
a través de ejemplos su significado. Consideremos tres premisas y una
conclusién tales que entre todas sélo aparezcan tres proposiciones sim-
ples. En este caso las relaciones de V o F entre ellas se reducen a con-
siderar ocho EPM, supongamos ademés que conocemos lo que ocurre en
cada uno de esos ocho EPM:
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EPM: 12 34 56 78
P,) W FF W FF
P,) VF VF VF VF
P) VF FFVF VF
0 W VF W VF

;Podemos afirmar que hay consecuencia semantica entre las premisas
y la conclusién propuesta? Veamos caso por caso. En el EPM 1 no hay
problemas puesto que C es verdadera y lo mismo se puede decir de los
EPMs 2, 3, 5, 6 y 7. Pero hay dos EPM, el 4 y el 8, en que C es falsa:
como en esos casos las premisas son falsas, no se infringe la definicién de
consecuencia semantica, pues no ocurre que las premisas sean verdaderas
y la conclusién falsa.

Modifiquemos algo el ejemplo cambiando las premisas y la conclu-
sién (EPM 2, 7 y 8):

EPM: 12 34 56 78
Py W FF W FF
P,) VE VF VF VF
P3) VE FF VF VF
Q) VE VF W RV

Examinemos los cambios. En el EPM 2 una de las premisas es verdade-
ra (la primera) y la conclusion falsa, ;hemos perdido la relaciéon de consecuen-
cia semantica? De acuerdo con la definicién dada, en tanto las premisas no
sean todas verdaderas y la conclusion falsa no se pierde la relacion. El mis-
mo razonamiento se aplica al EPM 7, sin importar, en este caso, que la “ma-
yoria” de las premisas sean verdaderas y la conclusién falsa; basta que una
premisa sea falsa cuando lo es la conclusion, para que se mantenga la rela-
cién de consecuencia semantica. El dltimo caso, en que la conclusién es
verdadera mientras todas las premisas son falsas, tampoco escapa a la defi-
nicién, por lo que en este segundo ejemplo hay consecuencia semantica como
en el primero.

En cambio, en:

EPM: 12 34 56 78
P,) W FF W FF
P,) VF VF VF VF
P3) VF FF VF VF
Q) VF VF VRV
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no hay consecuencia semantica, pues en el EPM 5 las premisas son ver-
daderas y la “conclusién” falsa. Fijese bien el lector que basta un EPM en
el que se incumpla la consecuencia semantica para invalidar la relacion.

Algunos hechos interesantes acerca de esta relacién entre proposi-
ciones que se cumplen para cualquier A y B son:

1. TFET
2. LlEA
3. AFA
4. SiTFA y A F B, entonces I'FB.

Veamos en detalle la 2 y la 4, ya que la 1 la hemos examinado al
inicio del paragrafo, y la 3 es bastante evidente. La 2 afirma que una
férmula contradictoria, es decir siempre falsa, tiene como consecuencia
semantica a cualquier férmula. Que esto es verdad se sigue de la defini-
cién de consecuencia semaéntica y del hecho de que la férmula L no tiene
el valor de verdad V en ningtin EPM.

Podria parecer a primera vista que las férmulas contradictorias son muy
dtiles puesto que tienen como consecuencia a cualquier férmula. Son una
especie de axioma ideal del cual se sigue cualquier afirmacion, casi una fér-
mula filosofal, pero no es asi. Como produce cualquier cosa, no todo lo que
genera es oro. Al tener una férmula contradictoria como consecuencia
semantica cualquier férmula, no permite estar seguro de si esta dltima es
tautolégica, contingente o contradictoria. Por esto, una teoria en la que se
descubre una contradiccion se abandona, pues con ella puede “explicarse”
todo, tanto lo que realmente ocurre, como lo que no ocurre.

La 4, conocida como ‘propiedad transitiva’ de la consecuencia
semantica, puede probarse facilmente por el absurdo:

Si suponemos que no ocurre T'FB y que si se dan TFA y AFB,
tendriamos para algun EPM que B es falsa y todas las férmulas de I
verdaderas en ese estado. En ese mismo estado, como I" FA, A seria
verdadera y lo mismo B, pues A B. Pero en un EPM no puede ocurrir
que una férmula sea verdadera y falsa al mismo tiempo. Luego I' EB.

La transitividad de la consecuencia seméntica es ttil en la medida en
que evita tener que probar que se da la relacién en los casos en que se
cumplen los supuestos.
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Hemos visto qué es la consecuencia seméantica'y alguna de sus pro-

piedades, ya es tiempo de que bajemos un tanto a terrenos mas practicos
si es que los hay en nuestro tema. Estudiemos el problema mas simple,
pero vital, del reconocimiento de la relacién de consecuencia semantica
entre un conjunto de proposiciones dado y una proposicion determinada.

Si deseamos averiguar si podemos afirmar o no que ‘q’ es conse-

cuencia semantica de ‘p \v q’ y ‘~p’, debemos efectuar un anélisis de la
relacion entre las “premisas” y la conclusion que puede llevarse a cabo por
dos vias:

Determinar en qué EPM las “premisas” (‘p \/ q' y ‘~p’) son simulta-
neamente verdaderas y verificar sélo en esos EPM lo que ocurre con
la “conclusién” (‘q’). Si en esos EPM la conclusién es verdadera, hay
consecuencia semantica; si en por lo menos uno no es verdadera, no
se da la relacién.

Determinar en qué EPM es falsa la conclusion y ver lo que ocurre con
las premisas en esos EPM. Si todas las premisas son verdaderas en
uno de los EPM, entonces no hay consecuencia semantica; pero si
por lo menos una de ellas (no necesariamente la misma) es falsa en
cada uno de los EPM hay consecuencia semantica.

Apliquemos estos caminos al caso propuesto y al final veremos que

existe un tercer enfoque que resume los anteriores:
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Preguntar en qué EPM son verdaderas simultdneamente ‘p \/ q' y
‘~p’ es lo mismo que preguntar por los EPM en que ‘p \/ q ./\. ~p’
es verdadera (fijese en el uso de ‘/\" para unir las premisas). Hay que
considerar un maximo de cuatro EPM. La conjuncién es verdadera
s6lo si los dos términos lo son. En el ejemplo, ‘p \v q s6lo es
verdadera en los EPM 1, 2y 3, y ‘~p’ en los EPM 3 y 4. Asi, el EPM
en que las premisas son todas verdaderas es unico: el 3. Sélo nece-
sitamos preocuparnos por ‘q’ en el EPM 3, en el que es V. Por lo
tanto, hay consecuencia semaéntica.

Si partimos del examen de la falsedad de ‘q’, nos circunscribimos a
los EPM 2y 4. ‘~p’ es falsaen 2y ‘p \/ q" en 4, por lo que hay
consecuencia semantica (ambas no tienen necesariamente que ser F
en los mismos EPM).
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Si suponemos ahora un caso mas general'donde deseamos decidir si
las premisas A, B tienen por consecuencia semantica a C de acuerdo con
los andlisis anteriores, la respuesta es negativa en un dnico caso:

A /\ B es verdadero y C falso.

Y esto puede reflejarse en nuestro lenguaje con el condicional, conector
que se caracteriza, justamente, por ser falso sélo cuando es verdadero su
antecedente y falso su consecuente. Es decir, que preguntarse si A, B F C
existe es preguntarse por la validez de FA A B .—. C. Esperamos que el
lector vea con claridad la generalizaci6n a un conjunto cualquiera de
premisas (la demostracién utiliza induccién matemética):

Pys Pyiviis Py P C sl yS6lo st FPy APy Ao A Py . C.

En nuestro ejemplo bastaba averiguar si ‘(p \/ q) /A ~p .—. q’ era una
tautologia.

Ejercicios

1. Pruebe por DS que ‘p /A ~I' es consecuencia semantica de las premisas
‘Nq — p?, ‘s —_— Nr! y i~q ,/\ 5'.

Z. Determine si la conclusién ‘~(~r /A q) — p’ es consecuencia semantica
de las premisas ‘~(~p \/ ~q), ‘"~r\/ ~s'y ‘p = r.

3. Dadas las siguientes tablas de verdad de las proposiciones Py, P,,
P,y C:
3

P{) VVVF VFVF VVVF VVWV
P;) FVWV VFVF FVVF  VFVF
P3) VFFF VFFV VFVWW FFVVW
C ) VFFF VFFF VFVF VFVF

a. Digasi Py, Py, Py C.

b. Si C fuese contradictoria, ;qué columnas de valores de verdad
(EPM) alteraria usted para que fuese consecuencia semantica?

c. Introduzca usted pequefias modificaciones al azar en los valores
de verdad y analice si se mantiene o no la relacién F.
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Solucion:

1. Determinaremos los EPM en que las premisas son verdaderas (su
conjuncién verdadera), para lo cual partiremos en el DS de la hipé-
tesis de verdad.

VI(~q = p) N\ (s = ~1) N\ ~q N\s]
VI~q = p] (3)
V[s = ~1] (2)
VI~ql (1)
VIs]
Flql

Anadlisis de ramas EPM
1. VIpl, Figl, FIrl, VIs] |

(Cémo es la conclusion en el EPM 7?, es decir, ;qué ocurre con la
conclusién en el EPM en que las premisas son verdaderas?

pqrslp/\~r
VFFV| VvV

La conclusién no es falsa, entonces es consecuencia semantica del
conjunto de premisas.

2. Determinaremos en qué EPM la conclusién es falsa.
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FI~(~r A\ q) = pl
VI~(~r A q) (1)
FIp]
FI~r A ql (2)
Vir] Fiql
1 2
Andlisis de ramas EPM (En el problema hay cuatro
variables)
1. Flpl, ----, VIr], ---- 9,10,13,14
2. Flpl, Flql, ----, ---- 13,14,15,16
9,10,13,14,15,16

Si en estos EPM por lo menos una premisa es falsa, hay consecuencia
semaéntica. Esto podemos verlo sin necesidad de hacer nuevos DS del
modo siguiente:

pqrs| ~~pv-~q | ~rv-s p=*r
FVVV]|F F Vv
FVVF| F % %
FFVV|F F vV
FFVF|F \Y %
FFFV|F vV %
FFFF|F % \

Lo que prueba que hay consecuencia semantica.

a. Las premisas son verdaderas en las columnas (EPM) 5, 11 y 15,
y la conclusién también, por lo que hay consecuencia semaéntica.

b. Enlas columnas 5, 11 y 15 hay que colocar algtin F en cualquier
linea.

c. A cargo del lector.

1.2. Implicacion

La implicacién es un caso particular de la consecuencia semantica.

Diremos que A implica a B si B es consecuencia semadntica de A. Es decir,
se trata de la relacién de consecuencia semaéntica con una sola premisa.
Por ejemplo, ‘p A q’ implica a ‘q/\ p’, pues p A qF q /\ p, como se prueba
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‘con el andlisis por diagramas semaénticos que hicimos en el capitulo II, al
probar la conmutatividad de la conjuncion.

Si bien en nuestra presentacion la implicacion sigue a la consecuencia
semadantica como caso particular, la hemos podido tomar como primera y
presentar la consecuencia semantica como una generalizacién de la mis-
ma. Lo importante, que debe estar siempre presente en nosotros, es su
intima vinculacién. Tanto es asi que bien puede uno prescindir de la
relacién de consecuencia seméntica sustituyéndola por la de implicacion,
pues ocurre que:

A, B,..., FFGsiy sélosi A/AB A ... A F implica a G.

Es decir, I'F G si y s6lo si la conjuncién de los elementos de I' implica
a G. A esta relacién se aplica pues todo lo dicho acerca de la consecuencia
semantica, en especial los métodos o caminos de que disponemos para
reconocer si hay o no hay implicacién entre dos proposiciones.

Ejemplo, ¢implica ‘p = q ./\. p’ a ‘q’? Necesitamos ver si
‘‘lP = q /A p.—. q es una tautologia.

Filp > q Ap.—. ql
Vip — ql (1)
Vipl
Flq]

I_/\_l
FIp] Vidl

Lo que prueba que si hay implicacién. Debe notarse que si A implica a
B, no necesariamente B implica a A. En nuestro caso ‘q’ no implica ‘(p — q)
/\ p’. Pero hay casos en que si ocurre la mutua implicacién.

Entre las principales propiedades de la implicacién, conocidas como
leyes de la implicacién, contamos con:

1. Toda proposicién siempre verdadera (tautologia) es implicada por
cualquier proposicion: AFT.

2. Toda proposicién siempre falsa (contradiccion) implica a cualquier
proposicion: L FA.

3. Toda proposicién se implica a si misma: AEA.
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4. La implicacién es una relacién transitiva: si AEB y BFC, entonces
AEC.

Todas ellas no son mds que casos particulares o repeticiones de las
propiedades vistas con la consecuencia semantica.

Ejercicios

1 5 Pruebe las siguientes implicaciones.

a. (=9 NpFq (Modus Ponens o eliminacién de —)
b. (p—=q9 ANA~qF~p (Modus Tollens)

c. (PVvaAN-~pkEq (Silogismo disyuntivo)

d. P\ qkEq (Simplificacién o eliminacién de /\)
e. pEFpvVva (Adicién o introduccién de \/)

f. (pva) A (p—=1) A (q—rr)|=r (Eliminacién de \/)

g JLlFp—+q

h. p—~qFT

2. Responda:

a. Si AFT, ses A una tautologia?
b. SiTFA, ¢es A una Tautologia?
‘o Idem con 1.

Solucion:

1. Probaremos por DS que los condicionales asociados son tautolégicos.

a. Esta desarrollado en el texto.

(b) Filp =9 A ~q .—. ~pl
VIp = ql (1)
Flql
VIp]

FIp] Viql

Ejemplo del esquema implicativo Modus Tollendo Tollens.
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(©) Fiip v a A ~p.—. ql
VIp v ql (1)
FIp]
Fql

———
Vip] VIq]

Ejemplo de silogismo disyuntivo.

(d) FiIp A q.—. ql
VIp]
Viql
Flql

El hecho de que una conjuncién de proposiciones implique a cual-
quiera de ellas recibe tradicionalmente el nombre de ‘simplificacién’,
y, como veremos mds adelante, en la deduccién natural ‘eliminacién
de la conjuncién’.

(e) Flp .—. p Vv dl
VIpl

Fip v ql (1)
Fpl
Flql

El hecho que una proposicién implique a su disyuncién con cualquier
otra proposicién se llama tradicionalmente ‘adicién’ y en deduccién
natural ‘introduccién de la disyuncién’.
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-

) ApvaA(pP—=0AQq—=0.—1
Vip v 4l (3)
Vip = 1l (1)
Vig — 11 (2)
FIr]
| A |
FIp] VIr]
5 -
Flq] VIr]
I_/\_| e
Vip] Viql

Ejemplifica el hecho que si en una disyuncién cada una de las alter-
nativas tiene el mismo consecuente, el consecuente es implicado. En
deduccién natural la llamaremos ‘eliminacion de la disyuncion’.

(8 ML -~ p—>ql
VL]

Flp —= ql

El afirmar como verdadera una contradiccién cierra el diagrama.

(h) FiIp > q.—.T]
VIp—ql
FIT]

El afirmar la falsedad de una tautologia constituye la contradiccién
que cierra el diagrama.

a. Como cualquier férmula implica una tautologia, A no tiene por
qué serlo.

b. Si, A tiene que ser verdadera en todos los EPM.
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1.3. Equivalencia

Dijimos en un péarrafo anterior que no era necesario, pero podia
ocurrir, que A implicase a B y que B implicase a A. En estos casos se dice
que A equivale a B y escribimos A =~ B. En el capitulo Il establecimos que
algunas férmulas como p AqQ'y ‘qAPp, pvVqy‘qvp o'~~pyp
tenian el mismo significado y utilizamos el término ‘equivale’ de un modo
no técnico; ahora podemos darle su real significado.

Una reflexién rapida sobre la doble implicacién con que hemos de-
finido la equivalencia muestra que A equivale a B si y sélo si A y B tienen
siempre los mismos valores de verdad. Y ése fue el camino que seguimos
al probar, de modo general, que A \/ B equivalia a B \/ A. Si, por ejemplo,
deseamos saber si ‘p — q’ equivale a ‘~q — ~p’, necesitamos comprobar
que son tautologias:

Prq.~q>~py'~q>~p.2p—>q,

Recordando que el bicondicional se puede expresar a través de dos
condicionales, bastara probar que:

Fp—=>q.e.~q—>~p
En general: A equivale a B (A ~ B) si y s6lo si F A < B.

Algunas leyes de la equivalencia son:

-
.

La equivalencia es una relacién reflexiva: A = A.

2. La equivalencia es una relacion transitiva: si A = B y B = C entonces
A=C

3. La equivalencia es una relaciéon simétrica: si A = B, entonces B = A.

4. Todas las férmulas siempre verdaderas se equivalen entre si. Lo mismo

para las siempre falsas.

La ley 1 es consecuencia de la reflexividad de la implicacién. La ley
2 se obtiene de la misma propiedad en la implicacién, pues si A equivale
aByBaC, tenemos: AFB y BFA, y BFC y CFB con lo que se obtiene
AFCy CFA. La ley 3 se cumple pues AFB y BFA es lo mismo que
BEA y AFB. La ley 4 se aprecia mejor no de la definicién en términos
de la implicacion sino en términos del bicondicional: A = B si y sélo si
EA <> B. Esta dltima propiedad es la que nos garantiza que al dividir las
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férmulas en tautolégicas, contradictorias y contingentes realmente las es-
tabamos clasificando.

Hay un resultado interesante de la ley 4 respecto de los llamados prin-
cipios I6gicos clasicos, cuando se los formula como leyes de la I6gica
proposicional: el tercio excluso A \/ ~A, el de no contradiccién ~(A /A ~A) y
el de identidad A — A. Durante mucho tiempo se los tuvo como columnas
del pensamiento légico. Y si bien es cierto que pueden expresar cosas distin-
tas, pues siendo diferentes sintacticamente se les puede dar diferentes inter-
pretaciones, en nuestro horizonte semantico de {V, F} son equivalentes, dicen
lo mismo. Es decir, dado uno, los otros no aportan nada nuevo. Y es asi, pues
nuestro lenguaje artificial con una sintaxis y una semantica construidas se ha
hecho con tal fin, como ya lo hemos mencionado en el capitulo Il. Antes (un
antes tedrico) de construir LP se asumié que una proposicion tendria uno y
s6lo uno de los dos valores V o F, lo que recoge los principios del tercio
excluso y de no contradiccién. El principio de identidad es més universal y lo
recoge muy pobremente la l6gica proposicional. S6lo mencionaremos que
existen otras l6gicas construidas con patrones diferentes.

En el fondo, estas cuatro leyes de la equivalencia no difieren de
manera sustantiva de las de la implicacién y, salvo tal vez la 3, hubiésemos
podido no mencionarlas sin menoscabo mayor para el lector. Presentamos,
ahora, otras que también llamaremos por comodidad ‘leyes de la equiva-
lencia’; pero que propiamente deberian llamarse algo asi como ‘leyes de
equivalencias de conjunciones y disyunciones con férmulas no contingen-
tes’. Estas si son novedosas y muy Utiles para acortar expresiones largas
o para su rapida evaluacién:

5. TAA=A. En particular en LP: F T A\ A .<>. A.
6. Ly A=A, En particular en LP: | L \/ A .<. A.
7. TVvA=T En particular en LP: F Ty A .. T.

8 LANA=L En particular en LP: F L A\ A .<. L.

Todas se basan en que en la conjuncién predomina la falsedad y en
la disyuncién, la verdad.

Por dltimo, no podemos dejar de mencionar una ley muy importante
la ley de sustitucion por equivalentes:

9. Si A equivale a B y A aparece en la féormula C (una o més veces), al
sustituir A por B en C (una o més veces) se obtiene una férmula D
equivalente a C.
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Para entenderla es cémodo presentar un ejemplo:

‘~p Vv q equivale a ‘p — q’ (son nuestras A y B). Tomemos como

ejemplodeCa‘(~pvq./\.p—=1) < (~p\V q.—>. t). En C aparece A
(‘~p Vv q’) dos veces, podemos reemplazarla por su equivalente B
(‘P — q') y la férmula que obtengamos sera equivalente a C. O sea que:

~pvag/A\p—=r1<(p—>q.— 1
Pp—=qAp—=2re(-pyq.—~ )y
pPa>q.Ap=>N=p—=q.% 10

son todas equivalentes a C y, por lo tanto, entre si.

Ejercicios

1,

a.
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Demuestre las siguientes equivalencias notables.

Distributividad (de conjuncién en disyuncién y de disyuncién en
conjuncion):

AABYVC~(AAB)\V(AAQ
AVBAC=(AVYV B A(AYVO

De Morgan:

~(A AB) ~ ~A \/ ~B
AB N BY melk S~B

Definiciones (condicional en disyuncién y bicondicional):

A—-B=~AVvVB
A< B=~(A—=B AB—A)

Demuestre: ~q = p = ~p — q usando las leyes de la equivalencia
y las equivalencias notables.

Reconstruya la tabla de verdad de p \/ (q /A ~p) usando las equiva-
lencias notables y las leyes de la equivalencia.
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Solucion:

2 Puesto que ~q — p = ~~q Vv p de acuerdo con la definicién y
~~q = q, utilizando la ley de sustitucién por equivalentes se tiene
~~q \V P = q V p; luego, por la transitividad de la equivalencia
~q —=>p=q\ p. Porotro lado, q \y p = p \v q y por sustitucién
de equivalentes: p \/ q = ~~p \/ q, asi como por definicién:
~~p \/ q = ~p —> q. Finalmente, ~q — p = ~p — q. Podemos, y asi
se acostumbra, resumir todo lo anterior de la siguiente forma:

~q — p Hipotesis de partida

~~q \/ p Definicién en 1

qVv p Doble negacion y sustitucion en 2
PVq Conmutatividad en 3

~~p \/ q Doble negacién y sustitucién en 4
~p —= q Definicién en 5

U WN =

3. Procediendo como en el ejercicio anterior:

PV(QA~p) Hipétesis
(PVvaA\Vv~p) Distribucion
PVaAAT ¢ ?

PVAq &7

e L e | Doble negacién
~(~p N\ ~q) De Morgan

U bk WN—=

En 6 se aprecia que la tabla es VVVFE. El lector debe resolver las
interrogaciones.

2. LAS INFERENCIAS

2.1. Generalidades

Abordaremos ahora, aunque sea parcialmente, el tema de los razo-
namientos deductivos. Es costumbre en nuestro enfoque formal llamarlos
‘inferencias’. No nos interesa los distintos tipos de inferencias por la ma-
teria de que se ocupan, pues al formalizarlos la materia desaparece, sino
en tanto son formalmente correctos o no. Por lo tanto, necesitamos aclarar
qué entendemos por inferencia correcta o “bien hecha”, en nuestra jerga
inferencia valida:
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Es un conjunto de proposiciones tales que una de ellas llamada
‘conclusién’ debe ser consecuencia semantica de las otras llamadas
‘premisas’. O, lo que es lo mismo, que la conclusién debe estar
implicada por la conjuncién de las premisas.

Cuando esto no ocurre hablamos de inferencia invalida. Es también
corriente utilizar como sinénimos: razonamiento correcto o incorrecto.

La “gran” (por tratar de encontrar una) diferencia entre el concepto
de consecuencia semadntica y el de inferencia estd en que una inferencia

requiere de una premisa por lo menos.

Asi podemos decir, dado Py, P,...., P, F C, que:

=10, 1, 2w si se trata de una consecuencia semantica,
n=1, 2; 3. si se trata de una inferencia y
n=1 si se trata de una implicacion.

Otra cosa es discutir si nuestra nocién de consecuencia semantica
agota o recoge todas las acepciones que en la vida diaria o en las dife-
rentes ciencias damos a ‘razonamiento deductivo’. Nos referimos a si
formalmente no podria mejorarse nuestro aparato conceptual para incluir
otros valores de verdad, o valores de verdad “difusos”, o modalidades,
o normas, o aspectos temporales. En realidad, todos estos temas estan en
plena exploracién hoy en dia por l6gicos muy notables®, pero siempre
sigue siendo una especie de base minima o punto de referencia comdun,
el enfoque que aqui presentamos (aunque no sea mas que para criticarlo).
Ademas, cabe mencionar las aproximaciones psicolégicas al tema, sobre
todo por el auge de la psicologia cognitiva; pero esto si no es légica. Asi
como la discusién en torno a los aspectos formales de la inferencia juri-
dica’.

2.2. Verdad vs. validez
Debe notarse que si afirmamos que una determinada inferencia es

vélida, no por eso su conclusion debe ser verdadera. Por lo ya visto acerca
de la consecuencia semantica sabemos, por ejemplo, que si una de las

6 Véanse los apéndices de Deaiio [36] y Alchourrén [4].
7 Veéase Schreiber [105].
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premisas es contradictoria, la inferencia es vélida y la conclusién puede ser
falsa.

En segundo lugar, debe quedar claro que verdad (falsedad) se aplican
s6lo a proposiciones y una inferencia no es una proposicién sino una
relacién entre proposiciones.

Tercero, puede ocurrir que la inferencia sea invalida, y que tanto las
premisas como la conclusién sean verdaderas en un EPM. Un ejemplo es:
‘Las manzanas son comestibles ya que el Sol sale por el este’. Todas las
proposiciones de este sencillo razonamiento son verdaderas, pero si lo
analizamos I6gicamente es obvio que no se tiene q p y que, por tanto,
la inferencia es invalida.

Por otro lado hay si una curiosa relacién entre verdad y validez: si una
inferencia es valida y sus premisas son verdaderas, entonces la conclusién
es verdadera. En este caso, inferencia valida y premisas verdaderas, no se
requiere verificar la verdad de la conclusién, pues lo es por necesidad.

2.3. Analisis de la validez de una inferencia

Para analizar una inferencia formulada en un lenguaje natural es ne-
cesario primero distinguir la conclusién de las premisas. Esto, que es
totalmente obvio, no siempre es fécil, y requiere cierta destreza. En se-
gundo lugar, deben traducirse a notacién simbdlica tanto las premisas
como la conclusién (normalmente ésta es la parte mas delicada de todo
el andlisis). Hecho esto, debe demostrarse que la conclusién es consecuen-
cia semdantica de las premisas, demostraciéon que puede seguir varios
caminos; veamos:

Sean P, P, y P3 las premisas (la generalizacién para mas o menos
premisas debe hacerla el lector) y C la conclusién. Podemos probar que
Py, P, P3 EC o que la férmula (Py A\ P, /\ P3) implica a C; ambas pruebas
son equivalentes. En la practica, o probamos:

1. queP; A\ P, /A P3.—. Ces una tautologia (por lo menos en la I6gica
proposicional), o probamos:

2. que en los EPM en los que P; A\ P, /\ P3 es verdadera C también lo
es, o, por ultimo, probamos:
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3. que en los EPM en que C es falsa también lo es una de las premisas
por lo menos.

En los capitulos siguientes estudiaremos técnicas mas sofisticadas
que permiten analizar razonamientos que la l6gica proposicional no logra
captar. Es decir, razonamientos cuya validez reside en “cosas” distintas de
los conectores veritativo-funcionales que hasta aqui hemos visto. Por lo
que es importante resaltar que si con las herramientas actuales no proba-
mos la validez de un razonamiento, lo tinico que establecemos es que no
es veritativo-funcionalmente vélido. Con herramientas mas finas podria-
mos darnos cuenta de su validez. En otras palabras, la prueba de validez
proposicional es una prueba de validez, su ausencia no es una prueba de
invalidez, salvo para la I6gica proposicional. Un ejemplo sencillo lo tene-
mos con ‘si todos los hombres son mortales y Sécrates es hombre, debe
seguirse que Sécrates es mortal’. En LP se simboliza como p, q 1, que no
refleja la validez del razonamiento.

Ejercicios
1.  Analice la validez de las siguientes inferencias.
a. Los helados son caros si y sélo si no se venden en las fiestas o no

se venden en las playas. Si hace mucho frio, entonces los helados
son caros. Sin embargo, si los helados no son dulces, entonces no
se venden en las fiestas. Pero, no es el caso de que no haga mucho
frio y los helados sean dulces. Por lo tanto, los helados no se venden
en las fiestas, a menos que no se vendan en las playas.

b.  SiJosefina mueve el caballo blanco, deja sin defensa a su torre; pero
si no mueve el caballo blanco, entonces no podra adelantar su alfil.
Josefina podra adelantar su alfil si Milagros mueve su reina. Por
consiguiente, si Josefina no deja sin defensa a su torre, Milagros no
ha movido su reina.

c Al paciente debe administrarsele penicilina. Si es alérgico a la peni-
cilina, entonces al paciente no se le debe administrar penicilina. Pero
el paciente es alérgico a la penicilina. Luego, al paciente debe
administrarsele ampicilina.

d. Rolando viajara al norte, si y sélo si es un delegado estudiantil y no
tiene examenes en la universidad. Si Rolando no viaja al norte,
entonces si no es un delegado estudiantil, no representara a los
estudiantes en el congreso. Rolando tiene examenes en la universi-
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dad, ademads no representara a los estudiantes en el congreso. En
consecuencia, representaré a los estudiantes en el congreso si y sélo
si es un delegado estudiantil.

Si la “U” gana este partido, entonces gana la serie y la copa; sin
embargo, si la “U” empata este partido, Alianza gana la serie si le
gana al Boys. Alianza le gand al Boys a la vez que la “U” gané el
partido. De manera que no es el caso de que la “U” perdiera el partido
Yy no ganara la copa.

Si la palabra horizontal tiene siete letras, entonces si la primera letra
no es ‘R, la respuesta es ‘NATALIA’. Si la respuesta es ‘NATALIA’,
Miguel ha terminado el geniograma. Si la palabra vertical es ‘ELIANA’,
entonces la primera letra no es ‘R’. Ademas, la palabra horizontal
tiene siete letras. Por consiguiente, si la palabra vertical es ‘ELIANA’,
Miguel ha terminado el geniograma.

Existe violencia, si se priva a las personas del derecho a desarrollar
sus capacidades personales y existe en la sociedad un estado que
pretende suplantar al individuo. No obstante, en nuestra sociedad
existe un estado que pretende suplantar al individuo. Por lo tanto,
es imposible que si se priva a alguien del derecho a desarrollar sus
capacidades personales, entonces no exista violencia.

Demuestre que el siguiente conjunto de premisas implica a cual-
quier conclusion.

‘Si pago el alquiler, no me quedara dinero. Puedo ir al baile sélo si
me queda dinero. Si no voy al baile, me sentiré solo. Pero si no pago
el alquiler, no me dejaran salir de casa, y si no me dejan salir, no
puedo ir al baile. No obstante, no es cierto que si no pago el alquiler,
me sentiré solo. O pago el alquiler o no lo pago. Luego,...’

Demuestre la validez de cada una de las siguientes inferencias:

P) p— ~(~q\s)
Py) (~s \/ 1) =t

P3) z A p

Py ~t <= w) /- ~(~wV ~q)

Pl Pp=*g—~N

o) g~ (o %.8)

P3) rvs)—=t

Py) =t =e.-a) /o p—=t
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P) ~p—=(s—1)

P2 (Ww—=2)—={r—=q

P3) ~(p Vv q)
PY)wez/: s < (~r/\s)

Determine por DS cudl es la proposicién simple que se debe con-
siderar como tercera premisa para que la siguiente inferencia sea
valida. ;Es tnica la respuesta?

P)p—(@AD
P)) (~s v/ t) = p
P3) cooee/

¢Qué ocurriria si definiésemos la relacion de consecuencia semaéntica
con un conector & diferente de —? Es decir, si definiésemos:

Pys Posers: Py [FC 81980610 51 P/X Py Mo X Pyl G

Solucion:
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a. Sean:

: Los helados son caros.

: Los helados se venden en las fiestas.
Los helados se venden en las playas.
Hace mucho frio.

Los helados son dulces.

owoa9o

Entonces la simbolizacién, separadas las premisas de la conclu-
sién, es:

P) pe(~qv -~

P;) s—=p
Py) ~(~sAt) /. ~qV ~r

Es comun separar la conclusién de la tltima premisa con /.." o
con ‘//..".

Veremos si es tautolégico el condicional:
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Fl(p.<>.~q\/~0) A (s—p) A (~t—=~q) A ~(~s/At) .=>. ~q\/~1]
VIp .«>. ~q v ~1] (6)
V[s = p] (5)
VI~t = ~ql (2)
V[~(~s A t)] (3)
Fl~q v ~11 (1)
A
A
VIql
VIl
VIt] Flql
Fl~s A t] (4)
VIs] FIt]
ey e
F[s] VIp]
VIpl FIpl
VI~q \/ ~1 (7) ===
I—Aﬁ
Flqal FIr]

La inferencia es valida.

Inferencia valida. (p = q) A\ (~p = ~1), s = rk~q — ~s.
Inferencia valida. p, q — ~p, qFr.

Se simboliza por:

P)) p<(q/A~n

Pz) =R = {~C| - ~s)

P3) r/\ ~s /5. s < q

Buscaremos los EPM en que las premisas son verdaderas para
ver qué ocurre en ellos con la conclusion.
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VIp < (@ A\ ~r) N\ ~p = (~q = ~s) ./\. 1 /\ ~§]
VIp <= (@ A ~nl (2)
V[~p = (~q = ~s)] (4)

Vir A ~s] (1)
VIr]
F[s]
[ & |
Vip] FIpl
Vig N ~1] (3) Fig /\ ~r] (5)
VIq] |
Fr]
=== VIpl VI~q :- ~s] (6)
i I 1
Flql VIr]
VIq] F[s]  VIq] F[s]
— 1 Z 3
Andlisis de ramas EPM
1. FIpl, Flql, VIrl, F[s] 14
2. Flpl, VIql, VIrl, Fs] 10
3. FIpl, ----, VIrl, Fs] 10,14
10,14

La inferencia es invalida, pues la conclusién es falsa en el

EPM 10.

e. Vaida.[p—=(qQADIA[s—=(u—=1t],sApE~~p/-~n.

f. Villda.p—=(q =1, r =512~ ppt—=5
g. Invdlida. q A r.—. p, rE~(q— ~p).

Demuestre que las premisas son contradictorias.

Se prueba por DS.

Supongamos la inferencia-valida, entonces:
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1%,

1.2,

1:3.

1.4.

1.5,
1.6.

p—)(q/\r),(~5\,lt}—-*p,P3|=r
Es decir, FIp > (@A DI A~s\Vvt)—=plAP;.—.r

Si hacemos un DS partiendo de F, este debe cerrarse.

Fip = (@A DA~ v t)—=plA\P3.— 1} (1)
VIp = (@ ANl (2)
Vi(~s v t) = pl (4)

VIP;]
FIr]
I A 1
Flp] VIg A 1] (3)
Fl~s \/ t] Vipl VIq]
VIs] === Vir]

FIt] ===

En la rama abierta el valor de verdad de P es diferente del de p, r
y t. Luego, podemos tomar P3 como cualquiera de ellos. En cambio,
‘s’ no es una respuesta (¢por qué?).

Por ejemplo, ¢tomaria por & a la disyuncién? ;Al bicondicional? ;A
otro? Piense en los pros y los contras para cada uno.

EJERCICIOS DE REPASO
Dadas las siguientes expresiones:

Si en el curso de Légica hay 415 alumnos, entonces por lo menos
50 estudiantes celebran el mismo dia su cumpleanios.

Si eres vida, jpor qué me das la muerte? Si eres muerte, jpor qué
me das la vida?

Marcos corre tras el éxito, es un hombre préctico, y reside en un
piso céntrico regando flores de plastico y pendiente del teléfono.
La feria del Senor de los Milagros en homenaje al sesquicentenario
de las batallas de Junin y Ayacucho.

El Principito no podia comprender a las personas adultas.

Julio Iglesias y José Luis Rodriguez se odian a muerte.
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2.1

2.2.

Z.3:

2.4,

2.5,

2.6.

D
)
1)
V)
V)
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¢Cuéantas son proposiciones simples?

A) O B) 1 C 2 D) 3 E) 4

/Cuantas de las siguientes expresiones deben llevar comillas para
distinguir los niveles del lenguaje?

Uno de mi calle me ha dicho que tiene un amigo que dice conocer
a un tipo que un dia fue feliz.

Coémo quieres que te quiera si quien quiero que me quiera no me
quiere como quiero que me quiera.

Y ahora tratar de conquistar, con vano afan, este tiempo perdido, que
nos deja vencidos sin poder conocer eso que llaman amor para Vvivir.
Pongo el pie en mi pais: vuelo en alma y vuelvo en hueso a encon-
trar la patria herida al fin del dltimo verso, vuelvo sin humillarme sin
pedir perddn ni olvido.

iGracias a la vida que me ha dado tanto! Me ha dado el sonido y
el abecedario; con é€l, las palabras que pienso y declaro: madre, amigo,
hermano y luz, alumbrando la ruta del alma del que estoy amando.
Le sonrié con los ojos llenitos de ayer: no era asi su cara y su piel.
Le dijo td no eres quien yo espero. Y se quedé con su bolso de piel
marrén y sus zapatitos de tacén sentada en la estacién.

A) 2 B) 3 Q 4 D) 5 E) 6
No es un esquema de férmula:

~A

T T
~[A N ~(A N ~A)]

(A = B) A (B\/ B)
PV -~p

A) 1 B) V o m D) IV E)

¢En cuéntas lineas de la tabla de verdad es falsa la siguiente férmu-
la?

PAGQA~DV (P A~qAD VP AgA-~D)
A) O B) 1 € 2 D) 3 E) Ninguna de las anteriores
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A)
B)
Q)

E)

A)
B)
Q)
D)
E)

Si unimos las proposiciones: ‘Los canguros son marsupiales’ y ‘Los
osos son plantigrados’ con cada una de las siguientes estructuras,
¢cuantas de ellas se simbolizaran con una conjuncién logica?

5:1; a la vez que

52. _ _ puesto que

53. ____ sin embargo

5.4. cada vez que

5.5. Ni ni

5.6 no obstante

A) 2 B) 3 C 4 D) 5 E) 6

La féormula ‘(p — ~q) — (r — ~p)’ corresponde a la simbolizacién de:

r de ahi que no p, dado que no q si p.

No q puesto que p, por tanto si r, no p.

No p es condicién necesaria de 1, ya que p es condicion suficiente
de no q.

Si p, no q; luego de r se sigue no p.

Todas las estructuras anteriores

La simbolizacién de: ‘El papel de tornasol no se vuelve rojo si no
es el caso de que la solucién sea un dcido o no sea un dlcali; si y
s6lo si, la solucién es un alcali, de ahi que el papel de tornasol no
se vuelva rojo o la solucion sea un acido.’ (p: El papel de tornasol
se vuelve rojo; q: La solucién es un acido; r: La solucién es un dlcali)
es:

(~(qVvn-p.e.pPVvg->r
(~qV~nN—->p.c(~pVq —>r
~qVvrn-=-~p.e.r=(~pVa
~(qV~1)=>~p.r—=(~pVq
Ninguna de las anteriores

En una hoja de papel se presenta el siguiente diagrama semantico.

Si la pédgina ha sido dafiada por el agua y la férmula A es ilegible,
la férmula A puede ser:
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VIp & ql (2)
VIr A ~ql (1)
FIAL (3)
V(Ir]
Flq]
[ A 1
VIp] FIp]
VIq] Flql
= I_A_I
F[r] F[s]
) ~(r~s)
) ~res
I r A s
V) ~r = s
V) ~r\/ ~s
A) Solo il
B) Solo IV
C) Soélo V
D) Saélo Il y IV
E) Ninguna de las anteriores
9. Dado el siguiente conjunto de premisas:

Py) ~sVv~(qVi
P)) ~(p AT .—>. ~5)
Py) ~tek

se infiere:

) p— (ke ~q)

M p V(=g ~s)
) r = (s & k)

A) Sdlo 1

B) Soio II

C) Solo 1l

D) I, Iyl

E) Ninguna de las anteriores
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10. El siguiente diagrama semantico analiza la validez de una inferencia

cuyas premisas son______y la conclusién es
Vidl
F[r]
el Yy
VIp] FIp]
Viql Flql
Flp] VIr]
D ~pvr
I q-—=r
p<q
V) ~q = ~r
A)lyll -1
B) lyIV-I
Olyll-Iv

D)lylil-1l
E) Ninguna de las anteriores

11. La siguiente férmula, después de aplicar diagramas semanticos, tie-
ne por tabla de verdad—— y por tanto es

~(qep.—=.r\V~p) < ~p.\V.s = ~1]

A)  VVVV VVWV VWV VWV, tautolégica.
B) FVVW FVW VWWV VWV, contingente.
Q) ~(A), contradictoria.

D) ~(B). contingente.

E) Ninguna de las anteriores

12. Dadas las siguientes férmulas, ¢cudntas son implicadas por cualquier
férmula?

12.1.p = q . ~q = -p

12.2. ~[p —= (~s .—. ~q — ~1)]
123.pAq .= (t=1) = (s \ ~w)
124. (p <= q) <= (~r <> ~5)

125. ~[p <= ~p /. (~q = ~1) A s] N\ ~s
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13.

A)
B)
Q
D)
E)

14,

)
1)
1lI)

A)
B)
Q)
D)
E)

15.

152

126.pANq.—.n—=(p.—».q—=1
A) 1 B) 2 Q) 3 D) 4 E) 5

Donald y Daisy viven en su casa de Disneylandia con sus sobrinos
Hugo, Paco y Luis.

13.1. Paco y Luis juegan cartas siempre que lo hace Hugo.

13.2. Hugo o su tio juegan cartas.

13.3. No es el caso de que Luis o Daisy estén jugando cartas.

13.4. Si Paco o Hugo estan jugando cartas, entonces o Luis o Daisy
juegan también. :

¢Quiénes estan jugando cartas?

Donald debe estar jugando un solitario.
Sélo Donald y Paco estan jugando cartas.
Sélo los sobrinos estdan jugando cartas.
Sélo Donald y Daisy juegan cartas.

Nadie esta jugando cartas.

En la lI6gica proposicional, si se cierran todas las ramas en un diagrama
semdntico, entonces la férmula analizada es:

Tautolégica
Consistente
Contradictoria

Sélo |
Sélo 1l
Solo 1l
Iyl
Ioll

Cuéntas de las siguientes afirmaciones son verdaderas?

15.1. T <= A equivale a A.
15.2. A <= A equivale a ~A.
15.3. A <= B equivale a B.
15.4. T <= B equivale a ~B.
15.5. A <= A equivale a A.

A) 1 B) 2 C 3 D) 4 E) 5



V

LOGICA CUANTIFICACIONAL:
INTRODUCCION

1. EL LENGUAJE DE LA LOGICA CUANTIFICACIONAL MONADICA (LC)

1.1. Los simbolos de LC

Como hicimos para LP, vamos a presentar el lenguaje LC que nos ser-
vird para explorar, por primera vez, la Iégica cuantificacional. Tratamos de
no desaprovechar lo que ya hemos adquirido acerca de la légica pro-
posicional, por esto, buscaremos ampliar LP, mas que reemplazarlo por un
lenguaje totalmente distinto. De paso, esto resaltara la preeminencia 16gi-
ca de los aspectos veritativo-funcionales sobre los cuantificacionales, al to-
marlos como una base indispensable. No vamos a desarrollar todos los as-
pectos de la I6gica cuantificacional o, como también se la llama, ‘Logica de
predicados’, sino sélo los mas elementales. Nos ocuparemos de lo que se
conoce como teoria cuantificacional de primer orden monédica uniforme.

1.1.1. Simbolos primitivos

a. Simbolos proposicionales: ‘p’, ‘q’, r,...
b. Conectores légicos: ‘~', ‘/\', e

c. Simbolos auxiliares: ‘(’,’)’, ‘T, ‘T, I,V .
Hasta aqui lo que teniamos en LP.

d. \Variables individuales: X', ‘y’, ‘Z’,...
e) Constantes individuales: ‘a’, ‘b’, ‘c,...



O. TRELLES y D. ROSALES

f. Predicados monadicos: ‘F’, ‘G’, ‘H,...
g. Cuantificadores: (V_)", ‘(3_)’

Notas:

Necesitamos algunos acuerdos acerca de cémo nombraremos desde
nuestro metalenguaje las nuevas categorias de simbolos. Utilizare-
mos la letra griega ‘o’ (alfa) para referirnos indistintamente a variables
individuales y constantes individuales, ‘R’ (beta) para referirnos exclu-
sivamente a variables individuales, ‘y’ (gama) para constantes indivi-
duales y ¢’ (psi), ‘0’ (theta) y ‘A’ (lambda) para predicados (més
generalmente FBF con una variable libre). ‘A’, ‘B’, ‘C’, etc. seguiran
designando cualquier FBF.

Los cuantificadores son dos, el universal y el particular o existencial.
El espacio en blanco que se ha dejado en cada uno debe ser ocupado
por una variable individual: (VB), (3B). Es decir que en LC apareceran
como: ‘(¥x)’, (Vy)', (Ix)’, ‘(Jz)’, etc. Los paréntesis que aparecen en
los cuantificadores no deben tomarse como simbolos auxiliares sino
como parte del simbolo que forma el cuantificador. Los leeremos
como ‘para todo B’ y ‘existe por lo menos un B tal que’; de este
modo ‘(Vx)(Fx)' se lee como ‘para todo x efe x’ y ‘(Ix)(Fx)’ como
‘existe por lo menos un x tal que efe x'.

Se acostumbra llamar a las variables individuales ‘variables’ y a las
constantes individuales ‘constantes’ o ‘individuos’.

1.1.2. Reglas de formacion
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Todo simbolo proposicional es una FBF.

Todo predicado seguido de una variable o de una constante es una
FBF. Es decir, toda expresién del tipo ya es una FBF.

Si A es una FBF entonces ~A también lo es.

Si A y B son FBF, entonces:

(A /\ B) también lo es.
(A v/ B) también lo es.
(A — B) también lo es.
(A <= B) también lo es.
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Si A es una FBF:

1.  (VBR)(A) también lo es.
2. (3B)(A) también lo es.

Una férmula es una FBF si y sélo si es el resultado de la aplicacién
de las reglas anteriores un ndmero finito de veces.

Vale la pena comentar algunos detalles:

Si tomamos los simbolos de las categorias a), b) y ¢) mas las reglas
de formacién (a), (c), (d) y (f) tenemos LP.

Lo tipico de LC reside en los simbolos (d), (e), (f) y (g) asi como las
RF (b) y (e), son los que debemos asimilar a nuestro vocabulario y
aprender a usarlos.

! o DR TP |

x', ‘@, ‘27 o ‘c no son FBF, ni ninguna serie o combinacién de
variables y constantes como ‘xa’, ‘abc’, etc.

La RFb nos dice qué secuencias como ‘Fa’, ‘Fx’, ‘Gz’, ‘Hy’, ‘Fz’, ‘Hc
son FBF, en cambio, ‘Hxy’, ‘FH’, ‘F(x)’, ‘F’, ‘aGc’, ‘Fp’ no lo son en LC.

En LC son FBF las siguientes: ‘~Fc’, ‘Hx A\ ~Gx’, ‘Hz — (Gz /\ Gx)’,
‘~(Hx <= Gx)’, ‘~p A Hx’, ‘~(Gx — q)’ y todas las que resulten de
combinar las RF (a), (b), (c) y (d).

De acuerdo con la RFe los cuantificadores se colocan delante de las
FBFs, asi: ‘(Vx)(Hx)’, ‘(y)(Hy — ~Gy)’ o ‘(Vx)(Fx A ~Gx)’ son FBF y,
en general, los utilizamos delante de expresiones donde aparecen las
variables que cuantifican.

También son FBF todas las que hemos citado en 5 antecedidas de un
cuantificador: ‘(Vx)(~Fc)’, ‘(Vy)(Hx N\ ~Gx)’, ‘(Vx)(Hz .—. Gz N\ Gx)’,
‘(Vz)[~(Hx <= X)I, (VX)(~p \ Hx)’, ‘(VX)[~(Gx — q)]’. También serdan
FBF sus uniones veritativo-funcionales, como:

(Vx)(Hx) — (Vx)(Fx /\ ~Gx)’.

Hay que notar que expresiones con mas de un cuantificador, donde
uno de los cuantificadores estd bajo la jerarquia o alcance de otro,
también son FBF, aunque nosotros no abordaremos su tratamiento
(escapan a la llamada ‘cuantificacién uniforme’). Son ejemplos:

155



O. TRELLES y D. ROSALES

(VX)[Hx N\ ~Gx .—. (Jy) (Hy)I',
(Vx)3y)(Hx <= Gy)',
(Vx)(Vy)(Hx < Gz)',
‘@)@ v a)

y todas las que se le ocurran a la fértil imaginacién de los lectores,
siempre y cuando respeten las RF.

9. Decimos que el campo l6gico del que nos ocuparemos es monddico,
pues no contemplamos la posibilidad de que una letra predicativa sea
seguida por mds de una constante o una variable.

1.2. Esquemas de formulas

Al enriquecer nuestro lenguaje, el alcance de nuestras metavariables
se ha ampliado inmensamente. ‘A’ puede ahora designar una férmula con
los nuevos simbolos, como ‘(Vx)(Fx \v Hx .—. Gx)’, tanto como
‘P V q .—=. 1 ouna combinacién de ambos que sea FBF. Puede parecernos
que nuestra libertad expresiva se ha ampliado cuando en realidad hay que
tener cuidado, pues lo ampliado es nuestra potencia expresiva y ha dis-
minuido nuestra libertad. Si consideramos (Ya))(A), (VYB)(A) o (Vy)(A), pa-
recen esquemas de férmulas distintos, pues el primero tiene entre sus
instancias a ‘(Vx)(Hx)’ y ‘(Va)(Ha)’, el segundo a ‘(Vx)(Hx)’ y el tercero a
‘(Ya)(Ha)’. Pero como ‘(Va)(Ha)’ no esta bien formado pues sélo se cuan-
tifica con variables, en realidad ‘(Vy)(A)’ no es un esquema de férmula y
la expresion ‘(Ya)(A)' debe manejarse con pinzas ya que puede dar lugar
tanto a FBF como a férmulas mal formadas.

Dicho lo anterior, A \/ B .—. C puede instanciarse como ‘p\/ q .—. Fx’,
Y(Vx)(Fx) \/ (Vx)(Gx) .—. p’, ‘P \V ~p .—. (Ix)(Hx)’, pero no como ‘(Vx)(Fx \/
Gx) .—. (Ix)(Gx)’ ni como ‘(@x)(p \/ Fx .—. Gx)’, para no perder jerarquias.

1.3. Alcance de los cuantificadores

El tema del alcance de los cuantificadores es, por decirlo de algun
modo, el de su jerarquia. Nos enfrenta con la pregunta: ;en qué difieren
‘(3x)(Fx) v Gx A, HX y ‘(3x)(Fx \y Gx) ./A\. Hx’? En la primera tenemos
un esquema del tipo A \/ B ./\. C, en la segunda del tipo (3B)(A) /\ B. Es
decir, en la primera el alcance del cuantificador existencial no llega hasta
‘Gx’; en la segunda, si.
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(Cémo determinar el alcance de un cuantificador? La respuesta es
simplisima: como el de una negacién. Podemos imaginar que el
cuantificador, universal o existencial, es reemplazado por una negacién y
su alcance serd el de la negacién. En otros términos, un cuantificador
alcanza o cuantifica la primera FBF que le sigue. Asi, ‘(Ix)(Fx)’ alcanza a
‘(Fx)’, en cambio, en ‘(Ix)(Fx \v/ Gx)' no ocurre eso, pues ‘(FX’ no es una
FBF (falta cerrar paréntesis). En ‘(3x)(Fx \/ Gx)’ la primera férmula que sigue
es ‘(Fx \v Gx)’, por lo que toda ella cae bajo el alcance del existencial.

La definicién anterior nos permite un nuevo ahorro de paréntesis,
pues ‘(Ax)(Fx)’ y ‘(Vx)(Fx) \v Gx’ pueden escribirse como ‘(Ax)Fx’ y
‘(Vx)Fx \/ Gx’ sin peligro de confusién, tal como hicimos con la negacién.
En cambio, en ‘(Vx)(Fx \v Gx)’ si quitamos los segundos paréntesis cam-
biamos la estructura: de una estructura universal pasaria a una disyuntiva.

Es necesario, en conexién con lo anterior, aclarar lo que se entiende
por variables ligadas y libres. Se dice que una variable que aparece en un
cuantificador esta ligada en todas sus apariciones en la férmula que cae
bajo su alcance. La aparicién de la variable en el cuantificador también se
considera ligada. En caso contrario se dice que la variable esta libre. Asi,
en:

(Vx)(Fx v Gx A\ Hy)
las tres primeras ‘x’ estdn ligadas e ‘y’ esté libre; en:
(Vx)Fx v Gx /\ Hy

las dos primeras apariciones de ‘x’ estédn ligadas, la tercera libre e 'y’ esta
libre (en una férmula una variable puede estar ligada y libre). En:

(Vx)(Fx \/ Gx) A (3x)(Gx A Hy)

todas las ‘X’ estan ligadas, con la diferencia que la dltima lo esta por un
cuantificador, el existencial, distinto del universal que liga las primeras.

Una férmula con, por lo menos, una variable libre se llama férmula
abierta. Si todas sus variables estdn ligadas, formula cerradaS.

8 En lo sucesivo, los esquemas de férmulas que enuncian reglas y definiciones deberan
interpretarse como esquemas de férmulas cerradas.
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Ejercicios

L

Por medio de un diagrama de arbol determine cudles de las siguien-
tes son férmulas bien formadas del lenguaje LC.

a.  (Ax)(Vy)(Rx — Sxy)

b. ~(VX)(Rx — Sy) v (Vx)(Hx — My)

G (VX)Rx — [~Sx A ~(Ix)~(Vy)Ha]

d. (@x)(Ha v/ Fa) N\ ~p .\v. (@x)(Vy)(Px — Hy)

2 Elabore férmulas que corresponden al siguiente esquema.
[A < (BN ~B)] = ~A

3 Encuentre un esquema comun a las siguientes férmulas:

a. (VY)I(Sx — Rx) = ~(Ix)~ Sx] — (Ix)~Sx

b. (VX)(Rx = ~q) —= q

C. (VX)[~(Ax)Fa — ~~(Vx)Fx] — ~(Vx)Fx

4.  ¢En cudles de sus apariciones esta libre x y en cudles esta ligada?

a. (Vy)(Rx <> Sy .<>. Ry <> Sa)

b. Rz — ~(Vx)(Vy)(Rx — Sy .A. Fa)

c.  (Vx)Rx = (Vy)Ry — Sy)

d. (VY)I(Fx <= Hy) — Fx] = (Vx)(Gz .A. Fx = Gy)

Solucién

1
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a. Tenemos el siguiente diagrama:

(@x)(Vy)(Rx — Sxy) (e2)

(Vy)(Rx — Sxy) (el)
I
Rx — Sxy (d3)

VAN
[ 1

Rx (b) Sxy ?

I__Aﬁ

R X
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d.

Luego, por RFf, no es una férmula bien formada en LC.

Podemos decir que si es una FBF, pues se tiene el siguiente
diagrama de arbol:

~(Vx)(Rx — Sy) v/ (Vx)(Hx — My) (d2)
A

~(V)Rx = Sy) (c])  (¥x)(Hx = My) (el)

(VX)(Rx — Sy) (el) Hx — My (d3)

I EEmu—

Rx — Sy (d3) Hx (b) My (b)
ke sy
Rx (b) Sy (b) H x My
5
R X S y
Si.
Si.

Un ejemplo es: [(Vx)Fx <= (p A\ ~p)] = ~(Vx)Fx.
Es evidente que el esquema solicitado es:

(VR(A — ~B) = B

d.

En la férmula ‘(Vy)(Rx <= Sy .<>. Ry <> Sa)’ el alcance del
cuantificador ‘(Vy)’ es ‘Rx — Sy .<>. Ry <> Sa’; la variable ‘x’
aparece (ocurre) libre, y la variable ‘y’ ocurre ligada.

‘Rz — ~(Vx)(Vy)(Rx — Sy ./\. Fa)’ es una férmula en la cual todas
las ocurrencias de ‘x’ e y’ estan ligadas; mientras que ‘z’ ocurre
libre. El alcance de ‘(Vx)’ es ‘(Vy)(Rx — Sy ./\. Fa)’, y el de ‘(Vy)’
es ‘Rx — Sy .A. Fa'.

Todas las variables estédn ligadas; se trata de una férmula cerra-
da.

“(Vy)I(Fx < Hy) = Fx ] = (Vx)(Gz ./\. Fx = Gy)’ es una férmula
en la cual ‘y’ ocurre ligada dos veces y libre una vez, ‘x’ ocurre
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- libre dos veces y ligada dos veces. El alcance de ‘(Vy)' es
‘Fx <= Hy .—. Fx’, el de ‘(Vx)' es ‘Gz ./\. Fx — Gy'.

Las férmulas (a), (b) y (d) son abiertas porque en ellas alguna variable
aparece libre alguna vez.

SEMANTICA DE LC

Para darle un significado a LC, necesitamos enriquecer considerable-

mente nuestro horizonte de significados: a los valores de verdad afadi-
remos conjuntos o clases. Los términos ‘conjunto’ y ‘clase’ los usamos
como sinénimos, prefiriendo ‘conjunfo' pues suponemos una mayor fami-
liaridad del lector con éste. Las férmulas cuantificadas las interpretaremos
con ayuda de conjuntos del modo que establecemos a continuacién:
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Necesitamos, ademas de los valores de verdad {V, F}, de un conjunto
U, que llamaremos ‘el universo del discurso’, cuyas caracteristicas
iremos precisando.

Las constantes de individuo ‘a’, ‘b’, ‘c’, etc. se interpretan como
designando elementos fijos o determinados del conjunto U. Estos
podrian ser el mismo elemento, es decir, ‘a’ y ‘b’ designar al mismo
individuo.

Las variables de individuo ‘x’, 'y’, ‘Z’, etc. se interpretan designando
de manera ambigua elementos del conjunto U. Es decir, refiriéndose
indistintamente, sin mencionarlos de manera especifica, a elementos
de U.

Los predicados se interpretan como nombres de subconjuntos de U.

Y los cuantificadores refiriéndose a todos los elementos de U, el
universal, o a alguno de los elementos de U, el particular.

A modo de ejemplo, asumamos que:

{Socrates, Platén, Aristételes)
{Socrates, Platén}

{Platén, Aristoteles)
{Socrates, Platén, Aristételes)

= ol flhe B e
o
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Intuitivamente, el universo de nuestro discurso (U) son los grandes
filésofos griegos; dentro de ese universo tenemos a los maestros de un
gran filésofo griego (F), a los discipulos de un gran fil6sofo griego (G), y
a filésofos que han tenido gran influencia.

(Vx)Fx" significa que todo elemento de U es elemento de F, lo que
es falso en nuestro universo. Nétese que si eligi€semos en el mismo
universo otra asignacién para F (por ejemplo, la que le ha correspondido
a H), seria verdadera la afirmacion.

‘(3x)(Fx A Gx)’ dice que algin elemento de U esti en Fy en G, lo
que es cierto (Platén). Es un ejemplo de una proposicién verdadera.

Nos falta designar referentes para nuestras constantes:
a:  Socrates

Platén
c:  Aristoteles

g

con lo que ‘Fa’ es verdadera y ‘Fc’ falsa.

Relacionados asi los términos de nuestro lenguaje y los elementos y
subconjuntos de un conjunto cualquiera, podemos atribuir significado o
valores de verdad a nuestras FBF.

‘Fa’ requiere, para su interpretacién, dar un conjunto U sobre el que
se “entienda”, especificar qué subconjunto de U nombra ‘F’ y, por dltimo,
el elemento de U referido por ‘a’. Con estos requisitos, interpretamos que
‘Fa’ dice que el elemento ‘a’ pertenece al subconjunto F. Por ejemplo, si
U={1,2,3}, F={1,2} y a=1. ‘Fa’ dice lo mismo que ‘1 € {1,2}. Si, en cambio,
interpretamos ‘a’ como refiriéndose a 3 en vez de 2, tenemos 3 € (1,2}
como la interpretaciéon de ‘Fa’. De este modo, se aprecia la aparicion de
los valores de verdad condicionada por la interpretacién que esté en
juego. En la primera interpretacion, ‘Fa’ es verdadera; en la segunda, falsa.

Dados U=(1,2,3} y F={1,2}, ‘FX’ no conduce a ninguna afirmacién
verdadera o falsa, pues no precisa cuéles de los elementos de U pertene-
cen al subconjunto F. Mas adelante estableceremos un convenio para lidiar
con férmulas abiertas.
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En general, (Vx)Fx’ dice que todo elemento de U es elemento de F,
y ‘(3x)Fx’ que hay por lo menos un elemento de U que esta en F. Estas
dos férmulas, a diferencia de la anterior, si son V o F.

2.1. Universos finitos

Trabajemos por un momento con conjuntos U que tengan un ndmero
finito de elementos. Al designar los elementos de U, lo haremos utilizando
las constantes de nuestro lenguaje, de modo que ya no sea necesario
especificarlo.

Empecemos por los méas simples: U={a}, un conjunto con un tnico
elemento que llamaremos ‘a’. ;Cémo interpretamos ahi ‘(Vx)Fx’ y ‘(Ix)Fx’?
En la primera se afirma que todo elemento del universo del discurso (de
U) es elemento del subconjunto F. Ya que sélo tenemos un elemento en
U, afirma que él esta en F, como lo hace ‘Fa’. Lo mismo ocurre con ‘(3x)Fx’.
En resumen:

~ Si U={a}, entonces:

(Vx)Fx se reduce a Fa.
(3x)Fx se reduce a Fa.

Curiosamente se tiene que no hay distincién entre un cuantificador y
otro en un universo con un unico elemento.

Si ahora tomamos un universo con dos elementos, U={a,b}, en él
(Vx)Fx’ dice que cualquier elemento tiene la propiedad de pertenecer al
conjunto F o que de cualquier elemento se puede predicar que pertenece
a F. Asi, (Vx)Fx’ afirma lo mismo que ‘Fa /\ Fb’. En cambio, ‘(3x)Fx’, al no
especificar mas que uno por lo menos como perteneciendo a F, sin des-
cartar que los dos elementos pertenezcan a F, debe traducirse por
‘Fa v Fb’. Resumiendo:

Si U={a,b}, entonces:

(Vx)Fx: Fa /\ Fb
(Ix)Fx: Fa \/ Fb

No se requiere de mucha imaginacion para percibir que:
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Si U={a,b,c}, entonces:

(Vx)Fx: Fa A Fb /\ Fc
(Ix)Fx: Fa v/ Fb v Fc

y, en general, cuando U=y, y,, ..., Y,}, se tiene:

(VBYWB: Yy A vy N oo Ay,
EBYYB:  Yyy VV Yy Ve VY,

Sélo nos queda preguntar por el caso raro, pero posible, en que U=¢;
es decir, el caso en que no hablamos de nada, pues el horizonte de
nuestro discurso no tiene objetos a los que referirnos. Es claro que afirmar
que existe por lo menos un elemento que esta en F es falso, que ‘(Ix)Fx’
es falso, y esto puede ser aceptado sin dificultad. Pero, jqué hacer con
(Vx)Fx? Convendremos que es verdadero siempre en un universo vacio.
Pues, si fuese falso, tendria que haber en U un elemento que no estuviese
en F y, siendo U vacio, no hay tal elemento.

Si U={ }, entonces:

(VB)yR es verdadero.
(AByYRB es falso.

Asi, en universos con mas de un elemento para analizar la verdad o
falsedad de lo que ocurre con una expresion cuantificada, requerimos
saber cudl es el subconjunto F del que se habla. Si en los casos que hemos
visto (con uno hasta tres elementos), el lector se dedica a definir distintos
subconjuntos F (eventualmente vacios), verd que los valores de verdad
que se pueden asignar a expresiones cuantificadas, una vez interpretadas,
son calculables, pues las hemos reducido a conjunciones o disyunciones.
Por ejemplo:

1.  ¢Qué valor de verdad tendra ‘(Ix)Fx — (Vx)Fx’ si U={a,b,c}?

Por lo visto, se tiene que:

(Ix)Fx: Fa \s/ Fb \/ Fc
(VX)Fx: Fa A\ Fb /\ Fc

Asi que si reemplazamos en el DS:
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FI(@x)Fx — (Vx)Fx]
F[Fa \s/ Fb \y Fc .—. Fa A\ Fb A Fc] (1)
V[Fa \v Fb \/ Fc] (2)
F[Fa /\ f\b A Fc]

| |
V[Fa] VI[Fb] VI[Fc]

[ II\ | | /l\ | I 1\ 1
F[Fa] F[Fb] F[Fc] F[Fa] F[Fb] F[Fc] FFa] F[Fb] FIFc]
=== 1 2 3 === 4 5 6 ===

Para efectuar un andlisis de las ramas debe tomarse en cuenta que
‘Fa’, ‘Fb’ y ‘FC’ son proposiciones simples.

Andlisis de ramas EPM
1. V[Fa], F[Fb], ---- 3.4
2. VI[Fa]l, ----, F[Fc] 2,4
3. F[Fa], VI[Fb], ---- 5,6
4. ----, VI[Fb], F[Fc] 2,6
5. F[Fa], ----, V][Fc] 5,7
6. ----, F[Fb], V[Fc] 3,7
2,3,4,5,6,7

Es decir, la férmula es verdadera sélo si F={a,b,c} o si F=¢ que equi-
valen a los EPM 1 y 8; cualquier otra interpretacién posible de F en
U hace falsa la férmula. Y posee valores de verdad, porque siendo
un universo finito, los EPM son finitos, y éstos son: VFFF FFFV.

¢Qué valor de verdad tendra ‘(Vx)Fx — (Ix)(Gx \/ Fx)’, si U={a,b}?

(Vx)Fx: Fa /\ Fb
(3x)(Gx v/ Fx): (Ga \/ Fa) \/ (Gb \/ Fb),

o simplemente Ga v/ Fa \v Gb v/ Fb.
En resumen:
Fa N\ Fb .—. Ga vy Fa vy Gb v/ Fb.

Como en cada caso tenemos una proposiciéon simple (Fa, Fb, Ga y
Gb), por DS podemos resolverlo:
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F[Fa /A Fb .—. Ga vy Fa \y Gb \v Fb] (1)
V[Fa]
VI[Fb]

F[Ga v/ Fa v Gb v/ Fb] (2)

FIGa]
F[Fa]
FIGb]

F[Fb]

El DS se cierra pues no es posible concebir un EPM en que sea
verdadero y falso que a € F. Luego, se trata de una expresion siempre
verdadera y, como no hemos necesitado afadir nada nuevo a nuestras
reglas de DS veritativo-funcionales, se trata de una tautologia. Pareceria
que los cuantificadores son cémodas abreviaciones de conjunciones y
disyunciones que no aportan nada sustantivamente nuevo, y no es asi. Lo
que ocurre es que nos hemos limitado a trabajar con universos finitos; en
un universo infinito ya no tienen sentido las traducciones conjuntivas o
disyuntivas hechas.

Una aclaracién importante es que, salvo aviso expreso contrario, nunca
consideraremos universos de discurso vacios. Pues son triviales, en el sen-
tido de que toda afirmacién universal es verdadera y toda existencial falsa.

Con1 lo anterior, para universos finitos se tiene que todo cuantificador
universal es un conjunto de conjunciones y todo existencial un conjunto
de disyunciones. Es decir, los cuantificadores son accesorios, no enrique-
cen en nada nuestra capacidad de andlisis. Pues si deseamos ser todavia
mas radicales en nuestro rechazo de la necesidad de una I6gica distinta
de la proposicional, basta darse cuenta de que hay que simbolizar:

Pi: Faq, py: Fay,..., p: Fa,
dq: Gay qp: Gay,..., q,: Ga,
v Bhe

y reducir todo a la légica proposicional. Desafortunadamente una conjun-
cién o disyuncién de infinitos términos no tiene sentido en la I6gica veritativo-
funcional. Por esto, lo propiamente nuevo de la Iégica cuantificacional apa-
rece recién cuando consideramos universos infinitos.
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Ejercicios

L:

Interpretar en un universo de dos elementos las siguientes férmulas:

a. (Vx)(Fx — Gx)

b. (Vx)Fx — (3x)~Gx

c. ~(Ax)(Fx = Gx)

2.  Mediante diagramas semanticos determine si las siguientes férmulas
son verdaderas en un universo de dos elementos.

a. (@x)(Fx N\ Gx) — [(Vx)Fx A (Vx)Gx]

b. (Vx)(Fx — Gx) A Fc .—. (3x)(Fx A\ Gx)

& (VX)(Mx <> Ix) N\ (VX)(Rx = ~Mx) .—. (Vx)(Rx = ~Ix)

3. En U={1,2,3,4}, determine el valor de verdad de las siguientes for-
mulas.

a. @Ax)x + 4 = 5)

b. (¥X)(x + 4 =5)

¢ ()x>2)—=@Gyy>1

Solucion

1. Supongamos que U= {a,b} es el universo, entonces tenemos:
a. (Vx)(Fx — Gx): (Fa — Ga) N\ (Fb — Gb)
b. (Vx)Fx — (Ix)~Gx: Fa A Fb .—. ~Ga \/ ~Gb
c. ~(@x)(Fx — Gx): ~[(Fa — Ga) \/ (Fb — Gb)]

2. Resolveremos el ejercicio (a). Supongamos, como antes, que U={a,b}.
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Luego, tendriamos lo siguiente:
(3Ax)(Fx\Gx).—.(VX)Fx/\(Vx)Cx: (Fa/\Ga)\/(Fb/\Gb).—.(Fa/\Fb)/\(Ga/\Gb)

Por lo tanto:
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VIEX)(Fx A Gx) .—. (Yx)Fx A (Vx)Gx] (1)
V[(Fa /\ Ga) \/ (Fb A Gb) .—. (Fa A Fb) A (Ga A Gb)] (2)
AN
[ ]
F[(Fa A Ga) \/ (Fb A Gb)] (4) V[Fa A Fb A Ga A Gb] (3)
F[ Fa A Gal (5) V[Fa
F[ Fb A Gb] (6) VIFb]
: A | V[Ga]
F[Fa] F[Gal VIGb]
F[Fb] FIGb]  F[Fb] FIGb]

¢Es la férmula verdadera o no?
a. Consideremos Px: x+4=5, entonces tendriamos:
(@x)Px: Py \/ P, \/ P3\/ Py
La interpretacién que obtenemos es:
(Ix)(x+4=5): (1+4=5) \/ (2+4=5) \/ (3+4=5) v (4+4=5)
que es verdadera.
b. (VX)(x+4=5): (1+4=5) /\ (2Z+4=5) /\ (3+4=5) /\ (4+4=5), falsa.

c. Verdadera.

2.2. Universos infinitos

Antes de empezar aclaremos que lo que se cumple en universos

infinitos también se da en universos finitos. Sélo excluimos de lo que
vamos a decir al universo vacio.

2.2.1. El cuantificador universal

Expresaremos las reglas semanticas que gobiernan a nuestros

cuantificadores por medio de reglas de diagramas semanticos:
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vuvlmwsl FI(VB)YR]
|

Viyal Flyyl
(y no aparece antes)

Asi presentadas pueden parecer un tanto cripticas las reglas del
universal y necesitan aclararse. Ademads, aparece en el caso de la falsedad
del universal una restriccién que no hemos justificado ni explicado.

a. Verdad del universal

Tomemos un universo del discurso U cualquiera, no vacio, y en él
afirmemos que es verdad (Vx)Gx'. Esto quiere decir que para cualquier
elemento del universo se cumple que pertenece a G o que tiene la pro-
piedad G; si se prefiere pensar en términos de propiedades: son verda-
deros ‘Ga’, ‘Gb’, ‘Gc’, etc.; y ademas podemos considerar como verdad
‘Gx’, ‘Gy’, ‘Gz’, etc., por cuanto hemos dicho que los consideramos como
expresiones que refieren ambiguamente a cualquier elemento de U. Ya
que considerar verdadera o falsa una expresién abierta, que no precisa con
claridad los elementos del universo a los que se refiere, es chocante,
vamos a convenir que cuando se mencionan los valores de verdad de
cualquier formula abierta, se esta hablando de la cerradura universal que le
corresponde. Por ejemplo, decir que ‘Gx’ es verdadera propiamente se
refiere a (Vx)Gx’, y no a ‘(Ix)Gx’; del mismo modo, si calificamos de falsa
a ‘Fx — Hx’ nos referimos a ‘(Vx)(Fx — Hx)'.

En términos practicos, V[Ga] supone V[Ga], V[Gb], V[Gc], etc. y con-
tradice cualquiera de las siguientes: ‘F[Gal’, ‘FIGb]’, ‘FIGc]’, [...]

En un diagrama si se pudiese mantener todo el desarrollo a nivel de
la metavariable ., se simplificaria muchisimo la dificultad del mismo; des-
graciadamente, como veremos al tratar la falsedad del universal, esto no
es posible. Pero por ahora, veamos un ejemplo donde sélo utilicemos la
verdad de universales:

Ejemplo (1): Averiguar si (Vx)(Gx .—. Gx \/ Hx)' es verdadera.

Discutiremos primero la mecanica de la prueba y luego su interpre-
tacion:

VI(Vx)(Gx .—. Gx v HX)] (1)
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de acuerdo con la regla, esto supone que es V para cualquier a € U
V[Ga .—. Ga vy Hal (2)

como a es un elemento de U, ‘Ga’ y ‘Ha'" son “proposiciones”, con mayor
propiedad, formas de proposiciones atémicas; por lo que pueden tratarse
como tales y seguir, a partir de ahora, el DS con las reglas de manejo de
los conectores veritativo-funcionales:

FAN

1 |
FIGa] V[Ga \/ Ha] (3)

V[Gal] V[Hal]

En este caso, hemos mantenido el DS con ‘a’, pero también hubié-
semos podido desarrollarlo reemplazando ‘o’ por alguno de los nombres
de un individuo especifico, como pasamos a mostrarlo:

VI(Vx)(Gx .—. Gx \/ Hx)] (1)

V[Ga .—. Ga v/ Ha] (2)

AN
[ 1

F[Ga] V[Ga \/ Ha] (3)

I_/\_|

V[Ga] V[Ha]

El desarrollo del primero, que llamaremos en o o desarrollo general,
se distingue del segundo, que llamaremos en a o desarrollo particular, por
abarcar el universo del discurso. Tratemos de “leerlos” para apreciar la
mayor o menor generalidad de cada uno.

El desarrollo en a nos conduce a tres ramas abiertas, tres “situacio-
nes”, tres interpretaciones en las que el enunciado puede ser verdadero
dado un universo del discurso cualquiera:

En la primera rama, se nos dice que el enunciado es verdadero si en
el universo de que se trata, ‘Ga’ es falso. Esto es, si por lo menos hay
un individuo que no estda en G o G=U.

En la segunda rama, se afirma que el enunciado es verdadero si en el
universo en cuestion, todo individuo posee la propiedad G, en otras
palabras, si G=U.
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En la tercera rama, se establece la verdad de la proposicién si cual-
quier individuo esta en H: si H=U.

En un DS varias ramas abiertas significan distintas condiciones que
deben cumplirse, alternativamente, para la verificaciéon de la hipétesis de
partida. Resulta que entre las ramas 1 y 2 se cubren todas las posibilidades
de interpretacion dado un universo cualquiera. Pues, en un universo se
cumplird una de dos: U=G o U=G. Poco o nada anade H.

La lectura cuidadosa de las ramas nos permite concluir que estamos
frente a un enunciado que seré verdadero en cualquier universo (no vacio),
lo que usualmente se llama férmula valida o ley l6gica.

Tratemos ahora de “leer” el desarrollo particular (segundo diagrama)
en ‘a’. Llegamos por consideraciones andlogas a que:

Rama 1: a no es elemento de G.
Rama 2: a es elemento de G.
Rama 3: a es elemento de H.

Razonando como lo hicimos para ‘a’, nos damos cuenta de que todas
las posibilidades referentes al individuo ‘a, han sido cubiertas. En cualquier
universo, el enunciado sera verdadero de un individuo por lo menos.

Lo que es dificil, es ver en este desarrollo que se trata de una ley
légica, pues sélo logramos, explicitamente, enunciados acerca de un in-
dividuo: a. Y, ¢qué pasa con b?, ;con c?, ;con el resto de individuos de
U? Se requiere mucha atencién para darse cuenta de que si hubiésemos
elegido otro individuo, cualquiera que fuese, obtendriamos el mismo re-
sultado. Y, por tanto, es un enunciado verdadero en cualquier universo,
con cualquier interpretacion: una férmula valida.

Esperamos que las consideraciones anteriores hayan cimentado en el
lector la idea de la superioridad de desarrollar un DS en a, es decir, con la
mayor generalidad posible. Nuestra situacién seria privilegiada si pudiése-
mos hacerlo siempre. Por desgracia, esto no es posible, ni siquiera al nivel
elemental de l6gica que estudiamos. Consideraciones en torno al caso de
falsedad del cuantificador universal lo mostraran.
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b. Falsedad del universal

En cualquier universo no vacio, afirmar que es falso que todo indi-
viduo posea una propiedad (por ejemplo: F[(Vx)Gx]) es lo mismo que
decir de por lo menos un elemento que no la posee. Basta que Sécrates
no sea mortal para concluir que ‘Todos son mortales’ es falso en el uni-
verso de los hombres. Una afirmacién universal es falsa si un elemento
concreto no tiene la propiedad que se le atribuye. ;Qué elemento? No lo
sabemos a priori. Sabemos que hay por lo menos uno que no tiene la
propiedad. Y, lo que es muy importante, tampoco sabemos qué ocurre
con todos los elementos, puede que nadie la posea o puede que algunos
si. Si, en nuestro ejemplo, Todos son mortales’ es falso, no podemos
concluir la verdad de ‘Todos son inmortales’, pues no es una la negacién
de la otra (no son contradictorias).

Por eso, en los diagramas semanticos para pasar de F[(Vx)Gx] a FIGy],
y debe ser un individuo que no necesariamente conocemos. Sabemos que
hay uno, pero no podemos determinarlo de antemano. Por eso, porque
no podemos determinarlo de antemano, no debe ser uno que haya apa-
recido antes en la rama considerada, pues s6lo sabemos que de un ele-
mento se cumple F[Gy]. Seria arbitrario afirmar que tenga que ser uno que
ya ha sido mencionado, uno que previamente ya hayamos elegido como
poseyendo alguna propiedad. En términos précticos, conviene reemplazar
‘Y’ por ‘a’ la primera vez, por ‘b’ la segunda, etc. Veamos unos ejemplos:

Ejemplo (2): Preguntémonos si ‘(Vx)(Gx .—. Gx \/ Hx)’ puede ser
falso:

FI(Vx)(Gx .—. Gx \v Hx)] (1)
FIGa .—. Ga \/ Ha] (2)
V[Ga]
F[Ga v Ha] (3)
F[Ga]
F[Ha]

Vemos que el DS se cierra; concluimos que no puede ser falso.
Nuestra conclusién no depende de haber elegido un individuo en lugar de
otro, pues el elemento ‘a’ que figura fue elegido arbitrariamente. Lo mis-
mo ocurrird con cualquier otro que se elija.
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Ejemplo (3): Examinemos ‘(Vx)Gx — (VYx)Gx’, que obviamente debe
ser siempre verdadera.

FI(Vx)Gx — (Vx)Gx] (1)
VI(Vx)Cx]
FI(VX)Gx]

En este punto, debemos elegir cémo seguir el DS: una de las expresio-
nes se refiere a cualquier elemento del universo (V[(Vx)Gx]), la otra a uno
del cual lo dnico que sabemos es que existe (F[(Vx)Gx]). Como no desea-
mos prejuzgar qué elemento particular falsea ‘(Vx)Gx’, debemos elegir
primero con total libertad un elemento que lo haga. Asi, lo correcto es:

FI(VXx)(Gx) — (Vx)Gx] (1)
V[(Vx)Gx]
FI(VX)Gx] (2)

FIGa]

Para que todo el DS se efectie en el mismo nivel, evitando confu-
siones o malinterpretaciones que puedan surgir, debe respetarse lo si-
guiente: si en el DS aparecen individuos especificos, todo el DS debe
manejarse sobre esos individuos especificos.

FI(Vx)(Gx) — (Vx)Gx] (1)
VI(VX)Gx] (3)
FI(VX)Gx] (2)

FIGa]
VIGa]

¢. Problemas operativos

Ya debe ser claro que el manejo de los DS cuantificacionales no es
tan mecanico como el manejo de los proposicionales. Para evitar errores
deben respetarse algunas reglas operativas, que por ahora podemos for-
mular refiriéndonos al cuantificador universal.

Regla operativa 1. Dejar los cuantificadores al dltimo. Es decir, desa-
rrollar el DS resolviendo primero todos los conectores veritativo-
funcionales y, sélo cuando se haya terminado con ellos (ya no quede
ninguno por desarrollar), trabajar con los cuantificadores.
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Ejemplo (4):

FI(VX)Gx .—. (Vx)Gx \/ (Vx)Hx] (1)
V[(Vx)Gx]
FI(Vx)Gx \/ (Vx)Hx] (2)
FI(Vx)Gx]
FI(Vx)Hx]

Esta correctamente desarrollado, mal desarrollado estaria si eligi€semos
la secuencia:

FI(VX)Gx .—. (VX)Gx \/ (VX)Hx] (1)
VI(VX)Gx] (2)
FI(Vx)Gx \/ (Vx)Hx]
V[Ga], etc.

Regla operativa 2. Cuando en un DS se llega al momento en que hay
que desarrollar los cuantificadores, deben desarrollarse primero aque-
llos que obligan a suponer la existencia de un individuo particular
(por ejemplo, F[(Vx)Gx]), eligiendo un individuo que no haya apare-
cido antes y dejando los desarrollos que podrian ser generales para
después.

Ejemplo (5):

FI(VX)Gx .—. (Vx)Gx \/ (Vx)Hx] (1)
VI(Vx)Gx]
FI(VX)Gx \/ (Vx)Hx] (2)
FI(VX)Gx] (3)
FI(Vx)Hx] (4)
F[Ga]
F[Hb]

O también:
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Ejemplo (6):

FI(VX)Gx .—>. (Vx)Gx \/ (Vx)Hx] (1)
VI(Vx)Gx]
FI(VX)Gx \/ (VX)Hx] (2)
FI(VX)Gx]  (4)
FI(VX)Hx] (3)
F[Ha]
FIGb]

Nétese que conviene elegir los individuos siguiendo el orden alfabético.
Malos desarrollos serén los siguientes:

Ejemplo (7):

FI(VX)Gx .—. (VX)Gx \/ (Vx)Hx] (1)
VI(Vx)Gx]
FI(Vx)Gx \/ (VX)Hx] (2)
FI(Vx)Gx] (4)
FI(Vx)Hx] (3)
F[Ha]
FIGal ERROR

Pues se elige en F[Ga] un elemento determinado (que aparece antes)
cuando debiese ser arbitrario. Es un elemento determinado pues ya sabe-
mos de él que no tiene la propiedad H (por F[Ha] ). También esta mal:

Ejemplo (8):

FI(Vx)Gx .—. (Vx)Gx \/ (VX)Hx] (1)
VI(VX)Gx] (3)
FI(Vx)Gx \/ (VX)Hx] (2)
FI(Vx)Gx]
FI(Vx)Hx]
VI[Gal] ERROR

Pues se estaria trabajando con el desarrollo de un cuantificador que
no supone la existencia de un individuo antes que con los que si la
suponen.
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Regla operativa 3. Si en un DS se han desarrollado cuantificadores que
suponen la existencia de algun individuo, los cuantificadores de desa-
rrollo general (V[(Vx)Gx]) deben desarrollarse para cada uno de los
individuos que han aparecido.

Ejemplo (9):

FI(VX)Gx .—>. (Vx)Gx \/ (Vx)Hx] (1)
VI(Vx)Gx] (5)
FI(VX)Gx \/ (Vx)HX] (2)
FI(VX)Gx] (3)
FI(VX)HX] (4)
FIGal
F[Hb]
V[Ga]
VIGb]

Este desarrollo en cada individuo es necesario, pues hemos visto que
‘V[yal' contradice cualquier expresién del tipo ‘F[yyl' y es necesario
explicitarlo en el DS.

Regla operativa 4. Si en un DS sélo aparecen cuantificadores que
tienen un desarrollo general, debe mantenerse el DS a nivel de a.

Ejemplo (10):
VI(Vx)Gx Py (Vx)Gx] (1)
I 1
(2) FI(Vx)Gx] VI(Vx)Gx] (3)
F[Ga] V[Ga]
1 2

Este dltimo ejemplo manifiesta, ademads, que cada rama es indepen-
diente.

Hagamos el andlisis de sus ramas abiertas:

1.  F[Ga]. El andlisis de cada rama no se traduce mecdnicamente en
términos de EPM como en la Iégica proposicional. Lo que nos dice
esta rama debemos entenderlo como que la expresion es verdadera,
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segun la rama 1, cuando un elemento a de U no esta en G, es decir,
cuando G es distinto de U: G=U.

2. V[Ga]. La rama 2 nos dice que el supuesto de verdad del que se
partié se cumple cuando todo individuo estd en G, es decir, cuando
G=U.

Asi, la férmula es verdadera en todos los casos posibles, o cuando
G=U (rama 2) o cuando G=U (rama 1).

Notara el lector que si bien el andlisis de ramas es mas interesante
ahora, porque nos indica “modelos” de verdad o falsedad mas complejos
que los simples EPM, no es totalmente mecanica la labor de “leer” las
ramas abiertas. Esto, sumado a la complejidad que supone el acostumbrar-
se al manejo de las reglas operativas, hace que, en lo que respecta a los
objetivos de un curso introductorio, baste con usar los DS para decidir si
una férmula es vélida o no. Es decir, s6lo haremos DS que partan del
supuesto de falsedad, y no haremos el andlisis de las ramas abiertas que
puedan aparecer, pero si sugerimos que se trate de interpretarlas.

Las férmulas que tienen especial relevancia légica, llamadas por
muchos leyes légicas o formulas validas, son aquellas que son verdaderas
en cualquier interpretacién, para las que no hay una interpretacién en la
que sean falsas. Son férmulas verdaderas en todo U=¢$. Un ejemplo es
(VxX)Fx — (Vx)FX'. Las seguiremos escribiendo:

EF (Vx)Fx — (Vx)Fx

En la I6gica proposicional, a las férmulas siempre verdaderas se acos-
tumbra llamarlas ‘tautologias’ para recalcar que su verdad depende exclu-
sivamente de los conectores veritativo-funcionales. Como en la légica
cuantificacional pueden aparecer expresiones cuya verdad no dependa
s6lo de los conectores de verdad, no podemos llamarlas ‘tautologias’, y
se acostumbra llamarlas ‘férmulas vélidas’. Claramente, el ejemplo que
hemos dado es una férmula vélida y una tautologia, pues se reduce a
A — A. Veamos uno que no proviene de una tautologia:
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Ejemplo (11): F (¥x)Gx — ~(Vx)~Gx. Prueba:

FI(VX)Gx — ~(Vx)~Gx]
VI(VX)Gx] (2)
F[~(¥x)~Gx] (1)
VI(Vx)~Gx] (3)
VIGal]
V[~Ga] (4)
F[Ga]

Lo que prueba su validez. Que no es una tautologia se sigue de la
necesidad de interpretar los conectores y los cuantificadores para que

cierre el DS.

Ejemplo (12): ¢Sera valida ‘(Vx)Gx \/ (Vx)Hx \/ (Vx) Jx’?

FI(VX)Gx \/ (Vx)Hx \/ (Vx) Jx]
FI(VX)Gx] (1)
FI(VX)Hx] (2)
FI(Vx) Jx] (3)
FIGa]
F[Hb]
Fljcl

No cierra el DS, por lo que es invdlida; no es una ley légica.

Mas que sobre el resultado, queremos llamar la atencién sobre el
procedimiento: la misma constante no se repite, se usa ‘a’ la primera vez,
‘b’ la segunda y ‘c’ la tercera, tal como indica la regla de los DS con ‘y’.
Si hubiésemos elegido otro orden para examinar nuestras férmulas, ten-
driamos el mismo resultado.
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Ejemplo (13): ¢Es valida ‘(Vx)Fx \/ (Vx)Hx ./A. (Vx)Hx \/ (Vx)Gx'?

FI(VX)Fx \/ (Vx)Hx /A, (Vx)Hx v (VX)Gx] (1)
A
[ |
(2) FI(Vx)Fx v (Vx)Hx] FI(Vx)Hx \/ (Vx)Gx] (5)

(3) FI(Vx)Fx] FI(Vx)Hx] (6)

(4) FI(Vx)Hx] FI(VX)Gx] (7)
F[Fa] F[Ha]
F[Hb] FIGb]

No es valida. Nuevamente nos interesa mas que el lector se fije en
la independencia de las ramas. En la segunda rama, se pueden usar cons-
tantes que han aparecido en otra rama, lo que no se puede es repetir
constantes que aparecen en la misma rama.

2.2.2. El cuantificador existencial

Las reglas del cuantificador existencial son:

VIER)R] FI(ER)R]

I |
Viyy] Flpa]

(y no aparece antes)

Una lectura de las reglas de DS que gobiernan al cuantificador
existencial permite distinguir dos tipos: una regla “general” (la falsedad)
en o y otra particular (la verdad) en y. Cuando estudiamos el cuantificador
universal también se presentaron estos dos tipos de reglas: una en o y otra
en y, s6lo que invertidas con respecto a las del existencial.

El manejo de DS con cuantificadores existenciales no ofrece ningtn
problema nuevo respecto al cuantificador universal, por eso recomenda-
mos al lector que antes de seguir revise las reglas del universal. Al hacerlo
debera notar lo que es propio de una regla en o y lo que es propio de
una regla en y, mas que reparar si la regla se refiere a la verdad o falsedad
del cuantificador.
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Veamos con un ejemplo lo que dicen las reglas relativas al existencial:

V[(Ix)Gx] FI(3x)Gx]
1 |
V[Ga] F[Ga]
(‘a’” no aparece antes)

La primera, referida a la verdad del existencial, nos dice que si ocurre
que es verdad en un determinado universo, entonces hay por lo menos
un individuo que tiene la propiedad F. Debemos notar que no nos da
ninguna pista para decidir qué individuo es, ni si son muchos o todos. Por
eso, al eliminar el cuantificador, aparece ‘a’ con la nota de que no debe
haber sido mencionada antes. Al eliminar el cuantificador existencial po-
demos reemplazarlo por un individuo, al que designaremos con alguna de
nuestras constantes (‘a’, ‘b’, ‘c’, etc.). Cada vez que hagamos esto, debe-
mos emplear una constante nueva dentro de una misma rama. Que la
constante sea distinta en cada rama es un requisito dado por el hecho de
que cada rama nos lleva a construir una interpretacién en la que se cumple
la hipétesis de partida; si en una interpretacion, por ejemplo, el individuo
designado por ‘a’ ya tiene propiedades que se le atribuyen, no tenemos
motivos suficientes para asegurar que se sigue hablando de él. El siguiente
ejemplo debe aclararlo:

Ejemplo (1):

FI~(3x)Gx v ~(@x)Hx] (1)
FI~(3x)Gx] (2)
FI~(3x)Hx] (3)
VI(3x)Gx]
V[(3x)Hx]

Llegamos a que, para que se cumpla la hipétesis, es necesario que
en algin universo del discurso elegido sean simultineamente verdaderas
V[(Ix)Gx] y VI(Ax)Hx]. Es decir, debe haber un individuo que posea la
propiedad G y debe haber un individuo que posea la propiedad H. Supon-
gamos, para ser mds concretos, que se trata de seres humanos donde los
G son los glotones y los H, los hacendosos. Se nos dice que hay por lo
menos un glotén y por lo menos un hacendoso entre los humanos. Si
continudsemos nuestro diagrama asi:
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VI[Ga]
V[Ha]

Lo que estariamos suponiendo es que si sabemos que hay un glotén y
un hacendoso, entonces son la misma persona; cuando es obvio que puede
cumplirse V[(3x)Gx] y V[(Ix)Hx] siendo personas diferentes las que tienen las
propiedades en cuestién. Si utilizamos dos constantes distintas, dos nombres
distintos, quedan abiertas las dos posibilidades, pues eventualmente ambos
nombres pueden referirse al mismo individuo. Por eso, para no introducir
informacién que no poseemos en el diagrama (que se trate del mismo indi-
viduo), la continuacién correcta es:

V[Ga]
V[HD]

Ejemplo (2):

FI~(3x)Gx \/ ~(3x)Hx] (1)
FI~@x)Gx] (2)
FI~(Ax)Hx] (3)
VIEx)Gx] (4)
VI@x)Hx] (5)

VIGa]
V[Hb]

Y al quedar abierta la rama sabemos que la férmula no es una ins-
tancia de una ley légica.

En cambio, suponer que es falsa una afirmacién existencial en reali-
dad constituye una afirmacién que alcanza a todo el universo del discurso.
FI(3x)Gx] afirma, siguiendo con nuestro ejemplo, que es falso que haya
seres humanos glotones; se esta diciendo de todas las personas que no
tienen la virtud de la glotoneria. Por tanto, es una afirmacién “general”
acerca de todos y que, justamente, no supone ningtn individuo glotén.
Por eso, el siguiente ejemplo se desarrolla de la siguiente manera:
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Ejemplo 3)-

F[(3x)Gx v/ (3x)Hx] (1)
FI(@x)Gx] (2)
F[(@x)Hx] (3)
FIGa]

F[Ha

Si nos topamos con un DS que tiene una regla con desarrollo general
y una con desarrollo particular o individual, debemos manejarnos a nivel
individual. El anélisis se lleva a cabo sobre los individuos cuya existencia
€es necesaria.

Ejemplo (4):
FI(@x)Gx v ~(@x)Hx] (1)
FI@x)Gx] (4)
FI~(@x)Hx] (2)
VI(@x)Hx] (3)
V[Ha]
F[Ga]

No lo hemos dicho, pero seguramente el lector se ha percatado de
que lo que estamos siguiendo son las reglas operativas que presentamos
con el cuantificador universal.

2.2.3. Diagramas semanticos con cuantificadores

Resumamos lo visto agrupando nuestras reglas en funcién de si su
desarrollo es general o particular:

Generales Particulares
VI(VB)B] FI(VB)yR]
V[1||Ja] F[ulw]
F[(affl')ll)ﬁ] VI(3R)R]
Flya] V[I[PYI
(y no debe aparecer antes)
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Con las reglas operativas:

Regla operativa 1. Dejar el desarrollo de los cuantificadores para el final.
Es decir, desarrollar el DS resolviendo primero todos los conectores veri-
tativo-funcionales que tengan mayor jerarquia que los cuantificadores
o que puedan desarrollarse antes, y sélo cuando se haya terminado con
ellos (ya no quede ninguno por desarrollar) trabajar con los cuanti-
ficadores.

Regla operativa 2. Cuando en un DS se llega al momento en que hay
que desarrollar los cuantificadores, hay que trabajar primero los
cuantificadores con desarrollo particular sin repetir los individuos en la
misma rama. Es decir, debe desarrollarse primero aquellos que obli-
gan a suponer la existencia de un individuo particular (F[(Vx)Gx] o
VI(Ix)Gx]) eligiendo uno que no haya aparecido antes.

Regla operativa 3. Si en una rama de un DS aparecen una o mas
expresiones sobre individuos, los cuantificadores con desarrollo gene-
ral deben trabajarse para cada uno de los individuos que aparecen en
la rama. Es decir, si en un DS se han desarrollado cuantificadores que
suponen la existencia de algin individuo, los cuantificadores de
desarrollo general (V[(Vx)Gx] y F[(3x)Gx]) deben desarrollarse para
cada uno de los individuos mencionados.

Regla operativa 4. Si en un DS sélo aparecen cuantificadores que tienen
un desarrollo general, debe desarrollarse el DS en c.

Veremos algunos ejemplos en los que se aplicaran tanto las reglas de

los DS, como las operativas. Al final daremos un ejemplo que esperamos
aclare la necesidad de la regla operativa 3 que no hemos justificado
suficientemente.
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Ejemplo (1): Analizar ‘(Ix)Fx — (Vx)Fx'.

Como ya dijimos sélo trabajaremos a partir de la hipétesis de false-
dad. En otras palabras sélo nos interesaremos en buscar contra-
ejemplos.
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FI(Ax)Fx — (Vx)Fx] (1)
VI(3x)Fx] (2)
FI(Vx)Fx] (3)

VI[Fa]
FIFb]

No se trata de una ley I6gica. Note el lector lo importante de respetar
el que ‘y' se instancia por letras diferentes en la misma rama; si no lo
hubiésemos hecho asi, tendriamos en la dltima linea ‘F[Fa]’ que cerraba el
DS, llevandonos al error de considerar ‘(Ix)Fx — (Vx)Fx' una férmula
vélida.

Ejemplo (2): Confirmar la validez de ‘(Vx)Hx <> ~(3x)~Hx'.

F[(Vx)Hx -t/—:: ~(Ix)~Hx]
I !

(2) VI(Vx)Hx] FI(VX)Hx] (4)

(1) VI(Ex)~Hx] FI@x)~Hx] (5)

(3) VI~Ha] F[Ha]
V[Ha] Fl~Ha] (6)
F[Ha] V[Ha]

Es valida.

Hemos empleado como sinénimos las expresiones ‘féormula valida® y
‘ley légica’, ahora las diferenciaremos. Conservamos para la primera su
significado, pero la segunda la reservaremos para los esquemas de férmu-
las vélidos. Asi, el lector puede probar que:

~(ARWYB <= (VB)~yRB y (VRYR < ~(3B)~yB

son leyes, usualmente conocidas con el nombre de ‘leyes de intercambio
de negacién y cuantificador’, en unos casos, o de interdefinicion de
cuantificadores, en otros.

Ejemplo (3): Analizar la siguiente férmula:

(@x)(Hx N Gx) /A @x)N(Gx N\ ~Fx) .—. ~(Vx)(Hx — Fx)
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FI(Ax)(Hx A Gx) A (3x)(Gx A ~Fx) .—. ~(¥x)(Hx — Fx)] (1)
VIAx)(Hx A Gx)]  (3)
VIEAX)(Gx A ~FX)]  (4)
FI~(Vx)(Hx — Fx)] (2)
VI(Vx)(Hx — Fx)] (5)

V[Ha A Ga] (6)
VIGb A ~Fb] (7)
V[Ha — Fa] (8)
VIHb — Fb] (9)
V[Ha]
VI[Ga]
VI[Gb]
F[Fb]
[ o 1
F[Ha] V[Fa]
=== et

F[Hb] VIFb]

que prueba que no es una instancia de una ley l6gica. Si no se hubiese
respetado la regla operativa 3 en el paso (5), tendriamos:

FI(3x)(Hx A Gx) /A (@x)(Gx A\ ~Fx) .—. ~(Vx)(Hx —=Fx)] (1)
VI(@x)(Hx A Gx)]  (3)
VI(@x)(Gx N\ ~Fx)]  (4)
F[~(Vx)(Hx — Fx)] (2)
VI(Vx)(Hx — Fx)] (5)

V[Ha N\ Ga] (6)
VIGb A ~Fb] (7)
V[Ha — Fa] (8)

V[Ha]

V[Ga]

VIGb]

FIFb]
I'_/\_I

F[Hal V[Fa]

Pues, obviamente F[Ha] contradice V[Ha] y lo mismo ocurre con F[Fb]
y VIFa]. No observar la regla operativa 3 puede, en muchos casos, hacer-

nos caer en error.
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Para hacer mas intuitivo el ejemplo, el lector puede tomar como
universo del discurso el de los seres humanos, por H a los honestos, por
G a los glotones y por F a los felices, con lo que nuestra férmula recogeria
el razonamiento:

Hay honestos glotones
y hay glotones infelices.
Por lo tanto, no todos los honestos son felices.

que a todas luces es incorrecto.

Ejercicios
1.  Demuestre por DS la validez de las siguientes férmulas.

(Vx)(Mx — Px) N\ (Vx)(Sx = Mx) .—. (Vx)(Sx — Px)

(Vx)(Hx .—. Lx A ~Ix) A (x)(Ax /A Nx A\ Hx) .—. (@x)(Ax N\ ~Ix)
(Vx)(Kx—=Lx) /\ (3x)(Kx/\AMx) /A (VX)(Lx A Mx .—. Nx) .—. (Ix)(Kx/\Nx)
(Vx)(Fx — Gx) N\ Fc .—. (@x)(Fx /\ Gx)

[(VX)Fx — (@x)(Gx A Hx)] N\ (Vx)(Fx = ~Hx) .—. (Ix)~Fx

(VX)(Hx Vv Lx .—. Ix) A\ (Vx)(~Ax — ~Nx) /A @x)(~Ax /A Lx) .—.
(Ix)(Hx /A Nx) — (Ix)(Ix /\ Ax)

g. (Vx)(Fx \/ Gx .—. Hx) A\ (@xX)(Mx A ~Hx) .—. @x)(Sx /A Px) —=
(Ix)(Mx N\ ~Gx)

moo0 T

Solucién:

Probaremos cada caso por DS:

(a) VI(Vx)(Mx — Px)] (2)
VI(Vx)(Sx — Mx)] (3)
FI(Vx)(Sx — Px)] (1)
F[Sa — Pa] (4)
V[Ma — Pa] (5)
V[Sa — Ma] (6)
VISa]
F[Pa]
1 & l
FIMa] V[Pa]

F[Sa] VIMa]
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Luego, es vaélida.

(b) VI(Vx)(Hx .—. Lx N\ ~IX)] (2)
V[(@x)(Ax /A Nx /A Hx)] (1)
FIE@x)(Ax N\ ~Ix)]  (3)
V[Aa A Na /A Ha] (4)
V[Ha .—. La A ~la] (5)
F[Aa N~ la] (7)

V[Aa]
V[Na]
V[Ha]
I i 1
F[Ha] V[La /\ ~la] (6)
=== VILa]
F[la]
I—_'A_l

F[Aa] V[la]

(c) VI(Vx)(Kx — Lx)] (2)
VIEx)(Kx A Mx)] (1)
VI(VX)(Lx A Mx .—. Nx)] (3)
FI@x)(Kx A Nx)]  (4)
V[Ka A Ma] (5)
V[Ka —La] (6)
V[LaAMa .—. Na] (8)
F[Ka A Na] (7)
VIKal
V[Ma]
VIKal
V[Ma]
[ A |
F[Ka] V[La]
e | A |
FIKal F[Na]
AN

FI[La /A Ma] (9) VINa]
——

F[La] FIMa]
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(d) VI(Vx)(Fx — Gx)] (1)
VIFd]
FIEAx)(Fx A Gx)]  (2)
VIFc = Gd] (3)
FIFc f\\ G (4)

|
F[Fc] VIGc]

=== l—/\—l
F[Fc] F[Gc]
(e) VI(Vx)Fx — (Ix)(Gx A\ Hx)] (1)

VI(Vx)(Fx — ~Hx)] (8)
FI(E@x)~Fx]  (5)
A

[ I
FI(Vx)Fx] (2) VI(Ex)(Gx A Hx)] (3)

F[Fa] V[Ga /\ Ha] (4)
F[~Fa] (6) V[Ga]
VI[Fa] V[Ha]
=== F[~Fa] (7)
V[Fa]
V[Fa — ~Ha] (9)
l_/\_l
F[Fa] F[Ha]

(Por qué se puede repetir o usar la letra ‘a’ en el paso (2) y en el
paso 3, sin violar la regla operativa (3)?
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(f) VI(Vx)(Hx v Lx .—. Ix)] (4)
VI(Vx)(~Ax — ~Nx)] (5)
VI(@x)(~Ax A Lx)] (2)
FI(@x)(Hx A Nx) — (Ix)(Ix A Ax)]
VI(@x)(Hx /A Nx) (3)
F[ 3@x)(Ix A\ Ax)] (6)
V[~Aa A La] (7)
V[Hb /A Nb] (8)
V[Ha v/ La .—. la]
V[Hb v/ Lb .—. Ib] (12)
V[~Aa — ~Na] (9)
V[~Ab — ~Nb] (10)
F[la /\ Aa]
F[Ib A\ Ab] (11)

|

(1

F[Aa]
V[La}
V[Hb]
VINb]
[ A 1
V[Aa] FINa]
== I B 1
VIAD] FIN
I s 1 ==
F[Ib] F[AD]
[ A | ===
(13) F[HDb \/ Lb] VIIb]
F[Hb]
FILb]

)

188




5 / LOGICA CUANTIFICACIONAL: INTRODUCCION

(8 VI(Vx)(Fx \v Gx .—. Hx)] (4)
VI(Ex)(Mx A\ ~Hx)] (2)
FI(@x)(Sx A Px) = (Ax)(Mx N ~Gx)] (1)
VIEx)(Sx A Px)]  (3)
FI(@x)(Mx A ~Gx)] (5)
VIMa A ~Ha] (6)
VISb A Pb] (7)
V[Fa \y Ga .—. Ha] (9)
VIFb \/ Gb .. Hb]
FIMa /\ ~Ga] (8)
FIMb A ~Gb]
V[Ma]
F[Ha]
VISb]
VIPb]
A

[ 1
FIMa] VI[Gal
== [ A ]

(10) FFa \/ Ga] V[Ha]
F[Fa] ===
FIGal

EJERCICIOS PROPUESTOS

Determine por diagramas de arbol, cudles de las siguientes son
férmulas bien formadas de LC.

1.1, ~(Vx)Fx A\ ~(Ix)Fx

1.2.  (3x)(Fx /\ ~Gx)

1.3. (Ix)Ha \y Hb N\ ~p

1.4, (@x)(VX)ICx — (Vy)Cyl

1.5. (3x)(Vy)(Px — Hy)

1.6. bCm N (F)(3x)Fx

1.7. ~(3x)~Gx \v ~Gb

1.8. ~(Vx)~(3x)Gc

1.9. ~x = ~R N\ (VX)G

1.10. (Vx)(Sx <= Px)

1.11. (VX)(Fx <= Gy) .<>. Qy)(Vx)(Fy \v Gx) A p — ~Ha
1.12. (Vx)(3x .—. Gx \v Hy) N (Vx)3y)Fxy .—. (3y)Ey
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1.13. (Vy)p <= (Ix)3Ty)Gz N Fa
1.14. (Ja)Fx — (Fx)Gx
1.15. (Ax)(Px v Qx .—. Rx)

Determine, en las siguientes férmulas, el alcance de los cuantifica-
dores, asi como las variables libres y ligadas. ;Son férmulas abiertas
o cerradas?

2.1. (VX)[Fx — (y)(Fy A\ Hx)]

2.2. Fx — ~Gx .\/. (y)Gx N\ ~Gy

2.3. (Ax)Ha A (Ay)(Fx /A Hz) .<=. p

2.4. (Ax)(p v Hx) .—. (Ax)p Vv (@x)Hx

2.5. (Vx)(Vy)(Vz)(Fx .—. Gy /A Hz) — (Fx .—. Gy /\ Hz)

Elabore tres férmulas que correspondan al siguiente esquema.
(VB)(yb — 6B) — ~(IB)(A N ~6y)

Elimine los cuantificadores en un universo de tres elementos,
U={a,b,c}.

4.1. (Vx)Gx <> (Ix)~Fx

4.2. (Vy) Gy — ~Fy)

4.3. ~(Vx)(Mx = ~Hx)

4.4. (Ax)Fx — (Vx)(Gx — ~Fx)
4.5. @x)(Px N\ Ax N\ Zx)

Mediante diagramas semaénticos determine si las siguientes férmulas
son verdaderas en un universo de dos elementos.

5.1. (Vx)Fx /A (Vx)Gx .—. (Ax)(Fx A\ Gx)
5.2. (VX)(Fx — Gx) /\ Fc .—. (Ix)(Fx N\ Gx)
5.3. (Vx)Fx A (Ax)Gx .—. (Ix)(Fx /A Gx)

Determine por diagramas seménticos la validez de las inferencias
que a continuacién se indican.

6.1. (Vx)(Bx — Ax), (Vx)(Ax — ~Cx), (Ix)(Cx A Bx) KVx)~(Bx — Cx)
6.2. (Vx)(Cx— Ax), (VX)(Rx = ~Lx), (Vx)(Ox — Tx} (Ix)~Ax — (Ix)~Cx
6.3. (VX)(Px <= Qx) F (Vx)Px < (Vx)Qx

6.4. (Vx)(Px = Qx) F (3x)Px — (Ix)Qx
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6.5. (Vx)Fx \/ (Vx)Gx HVx)(Fx \/ Gx)

6.6. (Vx)Ax /\ (Yx)Bx N\ (VX)(Ax — Cx) /.. (Ix)Ax A (Ix)(Bx /\ Cx)

6.7. (VX)(Fx .—. Gx A Hx), (Ax)(Fx A Kx) /.. (@x)(Kx /\ Hx)

6.8. (Vx)(Px ./\. ~Qx = Rx), (Ix)(Px = Rx) /.. (Ix)(~Qx <> Rx)

6.9. (Vx)(Px \y Qx .—>. ~Rx) N\ (Ax)(Qx A Lx) /.. (IX)[Sx N ~(Px \y Qx)]

6.10.(Vx)(Px = Qx ./\. Rx = Sx), (Vx)[Qx \/ Rx .—. (Tx .—. Ux =Tx) —
(Px A RQTF (Vy)(Py < Qy)

6.11.(3x) Ax — (Vx)(Mx—Ox), (Ix)Rx—>(Ix)Mx [ (Ix)(Ax/\Rx) — (Ix)Ox

6.12.(Vx)(Ax .—. Bx \/ Cx), (Vx)Dx — (Ix)(Bx /\ Cx), (Vx)(~Dx — Ax)
F(Vx)~Cx — (Ix)Bx
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VI
SIMBOLIZACION

Veremos ahora cémo traducir expresiones del espaiiol a LC. Si ya era
dificil encontrar en LP equivalentes plenamente satisfactorios al espafiol,
en LC este fenémeno se acentia y, al mismo tiempo, disminuye. Se
acentda por cuanto ahora se considera la estructura interna de las propo-
siciones y no sélo la conexién externa entre ellas. No siempre se percibe
a primera vista la forma légica de una proposicién, por lo que podemos
alejarnos mucho de su estructura aparente al efectuar la simbolizacién. Por
otro lado, disminuye en tanto y cuanto la riqueza de la comunicacién en
los lenguajes naturales se basa fundamentalmente en la estructura interna
de las proposiciones, y LC permite acercarnos a la misma. Si cabe la
expresion, cada vez es menos mecanica la traduccion.

1. LA ESTRUCTURA FORMAL

Al iniciar la discusién de la simbolizacién en LP hicimos hincapié en
la necesidad de reconocer, antes que nada, la presencia de proposiciones,
luego en determinar la forma en que estaban unidas.

Para traducir una expresién a LC necesitamos no sélo reconocer la
presencia de proposiciones conectadas veritativo-funcionalmente, sino
también reconocer un universo del lenguaje y, dentro de éste, subconjuntos
que se relacionan. Ya no nos preocuparemos por el reconocimiento de la
estructura formal proposicional, la damos por sabida. Nuestro esfuerzo se
dirigird a resaltar las propiedades que en un universo supuesto delimitan
conjuntos, y las relaciones que entre éstos colaboran a establecer la co-
nexién légica entre premisas y conclusion.
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LC aportaba a nuestro nivel de andlisis ‘la referencia a individuos
dentro de un universo dado y recogia las relaciones que podian darse
entre conjuntos de tales individuos. En una lengua natural, como el espa-
nol, también se presentan estas caracteristicas. Usualmente, todo discurso
supone que se hable de “cosas” u “objetos”, éstos pueden variar mucho
de un contexto a otro; pero a nosotros no nos interesa su realidad ma-
terial, por lo que nos basta con que puedan reunirse en un gran conjunto
de individuos. De dos formas podemos referirnos a los individuos: indi-
vidualmente, con nombres propios (nosotros no nos ocuparemos de otras
formas llamadas ‘descripciones definidas’ o ‘términos funcionales’), o en
grupos, a través de los términos generales o comunes. Tenemos, pues,
que reconocer en primer lugar a los nombres propios y luego a los co-
munes (los que se refieren a conjuntos de individuos).

Reconocer un nombre propio no ofrece dificultades, pero reconocer
uno comtn si. La dificultad de los comunes, que como imaginara el lector
corresponderdn a nuestras letras predicativas, estriba en las diferentes
maneras en que pueden agruparse. Por ejemplo, cuando decimos: ‘los ti-
gres de Bengala’, ;deseamos referirnos a los dos conjuntos: el de los tigres
y el de los bengalis, o sélo al conjunto de animales que llamamos ‘tigres de
Bengala’?

Los lectores que conocen la teoria de conjuntos pensardn que el
problema es irrelevante, pues si ocurre que A, B y C son conjuntos, para
los que vale: (A N B)=C, da lo mismo hablar del conjunto A N B, que del
conjunto C. Y tienen razén. El problema no es teérico sino practico. Al
traducir, es conveniente recoger sélo lo pertinente para el razonamiento
que se desea analizar. Si nos cargamos de demasiados conjuntos, se
complica el andlisis, pues para cada uno utilizaremos una letra predicativa
vy, ademas, cada uno tendrd relaciones con algunos de los otros que
debemos recoger. Por otro lado, una fuente de incertidumbre al elegir el
nimero de conjuntos involucrados en una simbolizacién proviene de la
tendencia a referirnos con palabras distintas a las mismas cosas. Lo que
es una virtud estilistica se convierte en una fuente de dolores de cabeza
para quien desea extraer la forma légica de un texto.

Ejemplo (1): ‘Todos los ciudadanos peruanos son mayores de 18
anos. Algunos ciudadanos peruanos son mujeres. Por lo tanto, algu-
nas personas mayores de 18 anos son mujeres.

La conclusién se sigue vélidamente de las premisas.
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Posibles candidatos para conjuntos son:

El de los ciudadanos

El de los peruanos

El de los mayores de 18 afios
El de las mujeres

El de las personas

Como es bastante obvio que estamos tratando con personas, pode-
mos tomarlo como universo del discurso y obviarlo. Al hacer esto, asumi-
mos que todos los conjuntos son subconjuntos del conjunto de las per-
sonas.

¢Es necesario distinguir entre los ciudadanos y los peruanos? En el
texto no lo parece, pues en ningtn lugar se hace alusién a alguno de ellos
por separado. Las dos caracteristicas, el ser peruano y el ser ciudadano,
intervienen en el razonamiento como una sola: delimitando el conjunto de
los ciudadanos peruanos. Asi, reducimos el nimero de propiedades ba-
sicas que actian en el razonamiento y nos quedamos con tres conjuntos:

F: El de los ciudadanos peruanos
G: El de los mayores de 18 aios
H: El de las mujeres

Y asociando a cada uno una letra predicativa, en orden alfabético,
nuestro razonamiento se empieza a traducir a:

Todos los F son G. Algunos F son H. Por lo tanto, algunos G son H.

'Ejemplo (2): Todo limefio es ciudadano peruano. Algunos peruanos
son residentes de América del Norte. Por lo tanto, algunos limefios
son residentes de América del Norte.

El razonamiento es incorrecto, y en €l explicitamente intervienen por
separado el conjunto de los peruanos y el de los ciudadanos. Aso-
ciemos cada conjunto con una letra:

L: Limefios

C: Ciudadanos

P: Peruanos

R: Residentes de América del Norte
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siguiendo la costumbre méas comoda de usar una mayutscula que sea inicial
de las palabras que designan a los conjuntos. Al hacer esto, implicitamente
estamos ampliando LC maés de lo teéricamente permitido, pero como este
uso es muy comodo, lo aceptaremos. No siempre es posible hacerlo, pues
dos palabras distintas con la misma inicial que, ademas, sean verdaderas
de cosas distintas, pueden aparecer en un mismo texto. Nuestro razona-
miento queda:

Todo L es C y P. Algunos P son R. Por lo tanto, algunos L son R.

Al escribir el parrafo anterior, ya hemos empezado a poner de ma-
nifiesto las relaciones entre los conjuntos o propiedades. Al escribir ‘C y
P’ configuramos la vinculacién entre los C y los P de un modo distinto que,
por ejemplo, con ‘C o P'. Para terminar de poner de manifiesto la estruc-
tura formal cuantificacional, necesitamos reconocer todas las interrelaciones
entre las letras predicativas. Pero esto no es tan facil, pues aparecen de
formas muy diversas. En la siguiente seccién estudiaremos, si no las mas
simples, si las mas comunes.

2. LAS PROPOSICIONES CATEGORICAS TIPICAS

El anédlisis de razonamientos en los que intervienen cuantificadores
acompana al nacimiento de la légica. Es Aristételes, justamente, el prime-
ro en elaborar una teoria en torno a un tipo de proposiciones con
cuantificadores, de modo tan “perfecto”, que fue un paradigma conside-
rado insuperable, en lo fundamental, por muchos (Kant, entre otros) du-
rante mas de 2,000 afios®. Veremos que en un sentido tenian razén. La
I6gica aristotélica se organiz6, después de Aristételes, en un corpus muy
completo; su traduccién del griego al latin acercé su andlisis de las pro-
posiciones a nuestras lenguas y, al mismo tiempo, probablemente lo trans-
formé. Es discutible y nosotros sélo lo mencionamos, si interpretamos las
mismas proposiciones y del mismo modo como lo hacia Aristételes (la
discusion puede verse en Lukasiewicz!0). Supondremos que si lo hacemos
como €l y atribuiremos las discrepancias a fallas de la I6gica aristotélica y
no al hecho de enfrentar problemas distintos.

9 Véase Bochenski [18] o a Blanché [16].
10 Véase Lukasiewicz [70].
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De entre los distintos tipos de proposiciones traducibles a LC nos
interesaremos por las llamadas proposiciones categéricas de forma tipica,
que son cuatro: la universal afirmativa, la universal negativa, la particular
afirmativa y la particular negativa. Los medievales, con mucho sentido
préactico, las rebautizaron como A, E, I, O, y en torno a ellas se desarroll6
la teoria del silogismo, tomada como sinénimo de légica en algunos
circulos poco informados. A partir de ahora usaremos esas cuatro vocales
mayusculas:

A: Universal afirmativa
E: Universal negativa
I: Particular afirmativa
O: Particular negativa

El origen de las letras parece encontrarse en las letras de las palabras
latinas ‘Afflrmo’ y ‘nEgO’.

Una proposicién tipo A en forma tipica es:

Todos los ministerios son entes burocraticos.
que nosotros entenderemos como:

Toda cosa, si es un ministerio, es un ente burocratico.

En términos conjuntistas, todo elemento del primer conjunto perte-
nece al segundo. Esquematizando: Todo M es B . O para evitar confusio-
nes en el empleo de la letra ‘B’ como clase y como metavariable:

Todo F es G.

Y simbolizamos: (Vx)(Fx — Gx)

Hemos mencionado ‘en forma tipica’, pues en espanol, entre otras
formas, puede aparecer como:

Los ministerios son entes burocraticos.

Si es un ministerio, es un ente burocratico.

Sélo los entes burocraticos son ministerios.

Cada vez que algo es un ministerio se convierte en un ente burocratico.
Los ministerios sélo son entes burocréticos.
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Y seguramente al lector se le deben ocurrir muchas otras que equi-
valen a las anteriores.

Las proposiciones tipo E tienen como forma tipica:

Ningin reglamento es generador de desarrollo.
que entendemos como:

Toda cosa, si es un reglamento, no es generadora de desarrollo.

Es decir, ninglin elemento del conjunto de las cosas que son regla-
mentos pertenece al conjunto de las cosas que generan desarrollo. Esque-
maticamente:

Ningun F es G.

simbolizado como: (Vx)(Fx — ~Gx)

En espaiol, encontramos las formas:

Los reglamentos son no generadores de desarrollo.
Nada es a la vez un reglamento y generador de desarrollo.

Una proposicién tipo | en forma tipica es:
Algunos politicos son estatistas.

Su lectura es: ‘Por lo menos una cosa es politico y estatista’. Es
importante recalcar que no decimos: la mayoria, la minoria, el 10% o unos
dos politicos son estatistas. Entenderemos ‘algin’ o ‘algunos’ como ‘hay
por lo menos uno’. Si son todos, muchos o pocos los politicos estatistas,
no esta precisado en la proposiciéon, en ese sentido es ambigua. Sélo
aclara que el conjunto de los politicos no es vacio. El esquema que le
corresponde es:

Algin F es G.
y la simbolizacién: (Ix)(Fx /\ Gx)

En espafiol, pueden aparecer las formas:
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Hay politicos estatistas.
Existen politicos estatistas.
Un ejemplo de proposicién tipo O en forma tipica es:

Algunos politicos no son fanéticos.

es decir, hay por lo menos una cosa que es un politico y no es fanatica.
Nuevamente debemos recalcar que sélo entendemos ‘hay por lo menos
una’. Formalmente:

Alguin F no es G.
y simbolizada: (Ix)(Fx /\ ~Gx)
Son usuales las oraciones sinénimas:

Hay politicos no fanéticos.
Existen politicos que no son fanéticos.

De muchas maneras pueden interpretarse estas proposiciones, como
estableciendo relaciones entre clases, o como estableciendo relaciones
entre propiedades. Trabajaremos bajo el supuesto general, y no siempre
cierto!9, que toda propiedad define un conjunto: el conjunto de los objetos
de los que la propiedad se predica con verdad. Por tanto, cualquiera de
las dos interpretaciones nos acomodara y las usaremos alternativamente,
confiados en que cualquiera de ellas es traducible a la otra.

Tradicionalmente, en la llamada ‘I6gica aristotélica’, se acostumbraba
considerar proposiciones donde aparecen nombres propios como categoé-
ricas atipicas, por el expediente de tratarlos como una propiedad. Por
ejemplo, en ‘Sécrates es analfabeto’ se interpreta que menciona algo asi
como la socratidad. La socratidad reemplaza a Sécrates; el objeto referido
por el nombre propio se toma como un conjunto unitario y la proposicién
se lee: ‘Todo Sécrates es analfabeto’. Nuestro lenguaje posee constantes
de individuo, por lo que no necesitamos postular este tipo de propieda-
des. Asi, sin transformar los nombres propios en predicados, ‘Sécrates es
mortal’ se simboliza por ‘Fa’, con ‘F por ‘mortal’ y ‘a’ por ‘Sécrates’.

T Que no es cierta esta propiedad lo muestra la construccién de la paradoja de Russell.
Véase en la bibliografia [49].
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3. OTRAS PROPOSICIONES

Muchos otros tipos de proposiciones pueden ser tratados por el nivel
de l6gica que estamos explorando. Ya hemos citado y visto algunas, las
tipicas También las atipicas, aquéllas que no tienen la forma ‘Todos ... son

', ‘Ningtin(a) ... es ---’, ‘Alglin(a,0,as,os) ... es(son) ---’ o ‘Algun(a,0,as,os)
. no es(son) --—’, son simbolizables como las tipicas con los esquemas
vistos.

Dentro de las atipicas hay que considerar aquéllas como ‘Todos los
hombres son implumes’, donde para simbolizar podemos elegir ‘Hx’ para
‘x es un hombre’ y ‘Gx’ para x tiene plumas’ (nétese que tomamos
‘implume’ como ‘no plumifero’). Obtenemos como simbolizacién:
(Vx)(Hx — ~Gx)’. Si comparamos la simbolizacién con la que se obtendria
de una proposicién tipo E, nos damos cuenta de que podemos expresarla
como ‘ningtin hombre es plumifero’. Estos “juegos” entre proposiciones,
atipicas en una forma y tipicas en otra, son muy conocidos desde tiempos
muy antiguos; nosotros examinaremos algunos en el capitulo siguiente.
Otras proposiciones interesantes presentan sujetos o predicados com-
puestos. Por ejemplo:

Los tradicionalistas y los fanéticos estan seguros de sus creencias.
Que no debe entenderse como:

Toda persona si es tradicionalista y fandtica es una persona que esta
segura de sus creencias.

Pues no queremos decir que sélo el que retne las condiciones de ser
tradicionalista y fandtico pierde la capacidad de dudar, sino que tanto los
tradicionalistas como los fanaticos poseen la seguridad en cuestion. La
paréfrasis es:

Toda persona si es tradicionalista o fanatica es una persona que esta
segura de sus ideas.

y su simbolizacién: (Vx)(Fx \/ Gx .—. Hx). Muy distinta de la que hubié-
semos obtenido de la primera lectura: (Vx)(Fx /A Gx .—. Hx).

El anterior es un caso ejemplar para apreciar la diferencia entre el 'y’
del lenguaje natural y la conjuncién de LC. Este es un buen ejemplo de
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lo que dijimos al iniciar el capitulo: la forma légica se diferencia de la
gramatical. Mientras que ‘Los fil6sofos son parcos e introvertidos’, con las
convenciones: '

x es filésofo: Fx
x es parco: Gx
x es introvertido: Hx

origina: (Vx)(Fx .—. Gx /\ Hx).

Ejercicios
Simbolice cuantificacionalmente:

Todas las secretarias son pelirrojas.

Ningun alcali es acido.

Algunos profesores son poliglotas.

Algunos vertebrados no son mamiferos.

Todos los problemas no son insolubles.

Todas las mujeres no son sinceras.

Las colegialas son romanticas.

Las estrellas brillan.

Los timbales y las campanas son instrumentos de percusion.

Los fisicos y los astrénomos son cientificos.

Ningin payaso que sea equilibrista es timido.

Ninguna mujer indiscreta puede ser secretaria.

Ningun filésofo es fanatico del fiitbol o del box.

No existen envidiosos que no sean infelices.

No es el caso de que algunos caballos no sean equinos y mamiferos.

Ningun insecto es vertebrado. Por lo tanto, algunos no insectos no

son invertebrados.

Todas las aleaciones de cobre son metales, pero ningtn metal es no

conductor. Luego, todas las aleaciones de cobre son conductores.

18. Todos los arequipefios son peruanos y Melgar es arequipefio. Luego,
Melgar es peruano. ’

19. Ninguna muchacha es bella si se maquilla.

20. Algunos alumnos aprobaran el curso si estudian.

SOPNOUBEWN =
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Solucién:

1-4

1

5-6.

T

202

Los cuatro primeros ejercicios no ofrecen mayor problema:

Sx: x es secretaria

Px: x es pelirroja (Vx)(Sx — Px)
Ax: x es Alcali
Bx: x es &cido (Vx)(Ax — ~Bx)

Px: x es profesor
Qx: x es poliglota (Ix)(Px N\ Qx)

Vx: x es vertebrado
Mx: x es mamifero (Ix)(Vx /A ~Mx)

Notemos que, al simbolizar, cada predicado diferente debe llevar una
letra diferente y que es comodo utilizar la primera letra de la palabra

en que aparece.

Las proposiciones cuantificacionales universales que niegan el verbo
copulativo (el que une los dos predicados de la proposicién) se

simbolizan con una negacién delante del cuantificador. Asi:
‘Todos los S no son P’ se traduce por ‘~(Vx)(Sx — Px)’
Entonces, la simbolizacién sera:

Px: x es un problema
Sx: x es soluble ~(Vx)(Px — ~Sx)

Mx: x es una mujer
Sx: x es sincera ~(Vx)(Mx — Sx)

En espafiol, las oraciones que empiezan con un articulo se refieren a
totalidades, por lo que corresponde simbolizarlas con un universal:

‘Los S son P’ se simboliza por ‘(Vx)(Sx — Px)’

Cx: x es una colegiala _
Rx: x es romantica (Vx)(Cx — Rx)
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8. Ex: x es una estrella
Bx: x brilla (Vx)(Ex — Bx)

9-13.La 'y’ del lenguaje natural en el antecedente de una proposicion de
tipo universal se simboliza con una disyuncién. Se utilizara una con-
juncién cuando el antecedente conste de dos predicados que deban
cumplirse conjuntamente.

9. Tx: x es un timbal
Cx: X es una campana
Ix: x es un instrumento de percusién (Vx)(Tx \v Cx .—. Ix)

10. Fx: x es fisico
AXx: X es astrénomo
Cx: x es cientifico (Vx)(Fx v Ax .—. Cx)

11. Px: x es un payaso
Qx: x es equilibrista
Tx: x es timido (Vx)(Px A Qx .—. ~Tx)

12. Mx: x es una mujer
Dx: x es discreta
Sx: x puede ser secretaria (VX)(Mx /A ~Dx .—. ~Sx)

13. Fx: x es filésofo
Sx: x es fanatico del fitbol
Bx: x es fanatico del box (Vx)[Fx — ~(Sx \/ Bx)]

14-18. En estas simbolizaciones aparecen proposiciones en las que la je-
rarquia principal no la tiene un cuantificador:

14. Ex: x es envidioso
Fx: x es feliz - ~(@x)(Ex /\ ~~Fx)

15. Cx: x es caballo
Ex: x es equino

Mx: x es mamifero ~(AX)[Cx N ~(Ex A\ Mx)]

16. Ix: x es insecto
Vx: x es vertebrado (Vx)(Ix = ~Vx) — (Ix)(~Ix /\ ~~Vx)
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17. Ax: x es una aleacién de cobre
Mx: x es un metal
Cx: x es conductor
(VX)(Ax — Mx) N (VX)(Mx — ~~Cx) .—. (Vx)(Ax — Cx)

18. Ax: x es arequipefio
a : Melgar
Px: x es peruano (Vx)(Ax — Px) \ Aa .—. Pa

19-20. En las siguientes proposiciones, el condicional que aparece al final
afecta sélo al segundo término de las mismas:

19. Mx: x es muchacha
Bx: x es bella
Fx: x se maquilla (Vx)[Mx — (Fx — ~Bx)]

20. Ax: x es alumno

Cx: x aprobara el curso
Ex: x estudia (IX)[Ax A (Ex — Cx)]

4. CONSECUENCIA SEMANTICA E INFERENCIAS

Anteriormente hemos definido la consecuencia seméntica en la l6gica
proposicional. Ahora deseamos extender la nocién para englobar a la
lI6gica cuantificacional. Perderemos algunas caracteristicas de la légica
veritativo-funcional, pero ganaremos amplitud en cuanto a la aplicacién de
los conceptos. Al tratar la semantica de LC notamos que las férmulas
abiertas eran un tanto renuentes al calificativo de verdad (falsedad), para
no entrar en las complejidades que supone su semantica, quedamos en
referirnos a ellas desde un punto de vista semantico, considerandolas
cerradas por un cuantificador universal. Asi, sélo trabajaremos con férmu-
las cerradas y nuestra definicion queda:

Decimos que un conjunto de férmulas cerradas tiene como conse-
cuencia semantica a la férmula cerrada A si y sélo si no hay una
interpretacion de LC que haga verdaderas a todas las férmulas de I’
y falsa a A.

Seguramente ha percibido el lector que lo tnico que hemos perdido
es la nocién EPM, pues en LP, una férmula como ‘(Vx)(Fx — Gx)’ da origen
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a dos EPM, aquél en que es verdadera y aquél en que es falsa, pero dentro
de cada uno de ellos caben distintas interpretaciones. Por ejemplo, esa
férmula es verdadera, dado un universo U, tanto si ocurre que el conjunto
F es un subconjunto propio de G, cuanto si F=G o si F=¢. Cada caso merece
atencion especial y genera sus propias consecuencias. Probablemente el
lector vea esto con mayor claridad cuando analicemos el llamado ‘proble-
ma del contenido existencial’ en las inferencias de la I6gica aristotélica. Lo
que nos interesa poner de relieve es que en LC el analisis de EPM es muy
pobre y no cubre nuestras necesidades. Ademas de valores de verdad,
necesitamos universos con una estructura de subconjuntos en los que se
interpretan nuestras férmulas.

La definicién que tenemos de consecuencia semantica mantiene vi-
gente el hecho:

Pgs Poivesy P3EC 81l y s0lo s (Py APy A .o APy} = C

Lo que nos permite usar los DS para averiguar si se da o no la
relacién de consecuencia seméntica entre férmulas de LC.

Con la definicién de consecuencia semantica recuperamos de modo
automatico las que dependen de ella (referidas a férmulas cerradas):

Implicacién: Una férmula A implica a otra B en LC si B es la conse-
cuencia semantica de A.

Equivalencia: A equivale a B(A = B) si y sélo si A y B se implican
mutuamente. En especial, A =~ B si y sélo si F A < B.

Sus propiedades se mantienen. Una ley de sustitucion por equivalen-
tes vale en LC. Pero requiere contemplar una gama de distinciones que
no aparecen en la ley de sustitucién de LP. No formularemos las modifi-
caciones que permitan su empleo en todas las posibles férmulas de LC,
pues sélo la emplearemos en sus propiedades relativas a los conectores
veritativos y no a los cuantificadores. No nos detendremos en ella.

Inferencia valida: Un conjunto, no vacio, I' de proposiciones tiene
como conclusién viélida a la proposicién C si y sélo si TFC.

En el capitulo siguiente, trataremos algunas inferencias, llamadas
‘clasicas’, por provenir del mismo Aristételes; antes de terminar deseamos
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que el lector vuelva a considerar las siguientes equivalencias, ya presen-
tadas anteriormente:

(VBB ~ ~(FB)-pB
@BYYB ~ ~(VR)~pR
~(VBYYR ~ (3B)~yB
~(ABYYB ~ (VB)-pB

W=

Las dos primeras pueden llamarse con toda propiedad ‘leyes de
definicién de los cuantificadores’ y nos muestran su intima relacién; las dos
dltimas, ‘leyes de intercambio de negacién y cuantificador’. En realidad, en
nuestro sistema, las cuatro constituyen distintas formas de la “misma” ley
. Probaremos la primera por DS:

FI(VB)yB 5 ~(3B)~yB] (1)

[ [

(5)  VI(VB)YR] FI(VBYB] (7)
(2) F[~(3B)~yB] VI[~(3B)~yB] (6)
(3) VIER)~yR] F[ (3B)~yB] (8)
(4) Vi~ya] Flya]
Flya] Fl~pa] (9)
V[yal Vyal

El cierre de todas las ramas del DS prueba la primera ley. Las otras
pueden probarse por DS o con un adecuado empleo de la primera ley y
la doble negacion, lo mostramos probando la dltima: ~@AR)YB = (VB)~yB.
En la prueba emplearemos algunas propiedades de la equivalencia, como
la conmutatividad y la sustitucién por equivalentes.

1. (VR)~yB Hipétesis de partida
2. ~(3AR)~~yR Ley 1 en 1
3. ~(3ABwB Doble negacién y sustitucién en 1

Por la transitividad de la equivalencia se prueba que los pasos (1) y
(3) son equivalentes.

Hemos formulado las leyes anteriores en el metalenguaje para poder

emplearlas con toda libertad en distintos tipos de férmulas, a modo de
ejemplos o instancias tenemos:
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(Vx)Fx = ~(Ix)~Fx (definicién del universal)
(Vx)(Fx = ~Gx) = ~(Ix)~(Fx — ~Gx) (definicion del universal)
(Fx)~(Fx N\ Gx) = ~(Vx)(Fx /\ Gx) (ley de intercambio), etc.

En el siguiente capitulo examinaremos las inferencias mas “popula-

res” de la légica aristotélica.

Ejercicios

Demostre la validez de las siguientes férmulas.

a. (Vx)(Fx A Gx) .<=. (VX)Fx /\ (VXx)Gx

b. (Fx)(Fx v Gx) .<>. (AX)Fx \/ (Ix)Gx

C. (Vx)Fx v (YX)Gx .—. (Vx)(Fx v Gx)

d. (Ix)(Fx A\ Gx) .—. (Ax)Fx A (Tx)Gx

2. Determine la validez de las siguientes inferencias.

a. Todos los atletas son musculosos. Carlos no es musculoso. Por lo
tanto, Carlos no es un atleta.

b. Todos los profesores son instruidos. Todos los profesores instruidos
son sabios. Luego, todos los profesores son sabios instruidos.

C. Algunos médicos son impacientes, puesto que todos los médicos
son pacientes y ninguna persona impaciente es médico.

Solucién

1

Resolveremos (a) y (c)

(@) FI(Vx)(Fx /\ Gx) e: (Vx)Fx /A (Vx)Gx] (1)
| |
VI(Vx)(Fx /A x (10) FI(Vx)(Fx A\ Gx)] (3)
FI(Vx)Fx A (Vx)Gx)] (7) VI(Vx)Fx N (VXx)Gx] (2)
VI(VX)Fx]  (4)
(8) FI(VX)FX]  FI(VX)GX] (9) VI(VX)Gx] (5)
F[Fa] FIGa] F[Fa N\ Ga] (6
(11)V[Fa A Ga] V[Fa A Ga] (12) VIFa]
V[Fa]l VI[Fa] V[Ga]
V[Ga] V[Ga] Py
- . F[Fa] FIGa]
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(@ FIVXFx v/ (VX)Gx .—. (Vx)(Fx \/ Gx)] (1)

VI(VX)Fx \/ (YX)Gx] (2)
FI(Vx)( Fx v Gx)1 (3)

| 1
(4) VI(VX)Fx] VI(VX)Gx]  (6)

(5) F[Fa \/ Ga] F[Fa \/ Ga] (7)
VI[Fa] VI[Ga]
FIFa] F[Fa]
F[Ga] F[Ga]

La simbolizacién de las premisas y la conclusion es:

Ax: x es atleta
Mx: x es musculoso
c: Carlos

(Vx)(Ax — Mx), ~McEF~Ac
Inferencia valida.

En este caso se encontrara:

(Vx)(Px — Ix), (Vx)(Px /\ Ix .—. Sx) (VX)(Px .—. Sx \/ Ix)
Inferencia valida.

El diagrama correspondiente es:

FI(Vx)(Mx — Px) \/ (Vx)(~Px — ~Mx) .—. (Ix)(Mx AN ~Px)] (1)

VI(Vx)(Mx — Px)] (2)

VI(Vx)(~Px — ~Mx)] (3)

FIE@x)(Mx /\ ~Px)] (4)
V[Ma. — Pa] (5)
V[~Pa —=~Ma] (7)
FIMa /\ ~Pa] (6)

[ A 1
FIMa] VI[Pa]

AN | /\

I 1 1
FIMa] V[Pa] FIMa] V[Pa]

V[Pa] F[Ma] V[Pa] F[Ma] V[Pa]l  F[Ma] V[Pa]  F[Ma]
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5’

La inferencia es invélida. Antes de desarrollar el paso (7) se hubiese
podido concluir que la inferencia era invélida, pues dicho paso no
afadia nada nuevo. ;Qué propiedad era necesario recordar?

EJERCICIOS PROPUESTOS

Simbolice cuantificacionalmente sefalando los predicados.

1.1:
1.2,
1.3:
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.
1:10.
= 1
A2,
A3
.14,
15,
.16.
AT,
.18.

T T T S ey

1.19.
1.20.
1.21.
1. 22
123
1.24.
1.25.
1.26.

Todos los estudiantes aman los libros.

Algunas férmulas son de segundo grado.

Algunos conjuntos no son vacios.

Algunos desconocidos son héroes.

Todos los muebles estan descoloridos.

Algunos abrigos no son impermeables.

Todos los vertebrados no son aves.

Ningtin anfibio es batracio.

Todos los liquidos no son aceites.

Ninguna tela es de arafa.

Los amigos son leales.

Las substancias no son téxicas.

Todos los flacos y los gordos son comicos.

Ningln peruano y brasilefio es europeo.

Todos los triangulos y pentagonos son poligonos.

Las actrices y los cantantes de 6pera son histéricos.

No existen incultos que sean musicos o quimicos.

No es el caso de que ningln infiel sea desafortunado o des-
honesto.

Todos los trabajadores son dependientes; luego, algunos tra-
bajadores no son independientes.

Algunos desobedientes son militares ya que algunos militares
no son obedientes.

Algunos catalizadores son vitaminas si todos los catalizadores
ocasionan una reaccién quimica.

Todo lo que le gusta a Roberto Carlos, o es inmoral o es ilegal
o engorda.

No hay historia de piratas que tenga un final feliz.

Las mujeres son amables.

Todos los deportistas no son campeones.

Es posible que ningtn estudiante de la promocién obtenga el
titulo profesional.
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Simbolice cuantificacionalmente:

Z.1.
ZiZ,
23,
24,
2.5.

2.6.

2.7.

2.8.
z9.
Z:10.

Las piramides y los sarcéfagos son egipcios o asirios.

La columna o su base es ddrica o jonica.

Algunos aviones no son bimotores y trimotores.

Las frutas y las verduras son ricas y nutritivas.

Ningun cristiano o mahometano es ateo. Marx era ateo. Lue-
go, Marx no era mahometano.

Todo miembro de la municipalidad vive dentro de los limites
de la ciudad de Lima. El sefior Riva Agtliero no vive dentro de
los limites de la ciudad de Lima. Luego, el sefior Riva Agliero
no es un miembro de la municipalidad.

No hay atletas que sean lentos. En consecuencia, ningin hom-
bre lento es maratonista puesto que todos los maratonistas
son atletas.

Todos los miusicos son romdanticos si son poetas.

Algunas personas no morirdn de cancer si no fuman.
Algunos alumnos tendran crisis de ansiedad si llevan mas de
diez cursos.

Analice la validez de las siguiente inferencias.

3.1

3.2,

3.3,

3.4.

3.5.

3.6.

37,

3.8.

3.9,

Ninguna paralela es perpendicular; luego, ninguna perpendi-
cular es paralela.

Algunos hombres no son alfabetos; por lo tanto, algunos anal-
fabetos son hombres.

Si todos los amigos son leales, entonces ningun desleal es un
amigo.

Algunas personas felices no son analfabetas; luego, algunas
personas analfabetas no son felices.

Todas las personas afortunadas son felices; por tanto, todas las
personas infelices son desafortunadas.

Ningun participante en el concurso esta preocupado; luego,
algunas personas despreocupadas participan en el concurso.
Algunas personas interesadas no son amigas, si todos los
amigos son desinteresados.

Ninguna figura geométrica es irregular; luego, algunas figuras
regulares son geométricas.

Todas las personas desordenadas son impuntuales; luego, al-
gunas personas puntuales son ordenadas.
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3.10. Algunas lecturas comprensibles no son coherentes; luego,
algunas lecturas incoherentes no son incomprensibles.

Demuestre la validez de las siguientes inferencias.

4.1. Todos los turistas son derrochadores e incomprensibles. Ade-
mads, algunos turistas son belgas. Por lo tanto, algunos belgas
son incomprensibles.

4.2. Los fisicos y los quimicos son cientificos. Algunos alquimistas
no son cientificos. Por lo tanto, si existe una sustancia que es
la piedra filosofal, entonces algunos alquimistas no son quimi-
Cos.

4.3. Todos los hombres son mortales y Sécrates es hombre. Luego,
Sécrates es mortal.

4.4. Existen osos. Todos los osos son plantigrados. Luego, algunos
osos son plantigrados.

4.5. Todos los murciélagos son quirépteros. Ningin pingtiino vue-
la. Todos los quirépteros vuelan. Por tanto, todos los murcié-
lagos vuelan a la vez que ningun pinglino es un quiréptero.

Pruebe que son equivalentes:

5.1. Los que no aman a las mujeres no aman la vida, porque los
que aman la vida aman a las mujeres.
5.2. No todos aman a las mujeres.

Demuestre que la proposicion ‘Algunas circunstancias de la vida
diaria no son hechos légicos’ es consecuencia semantica de las si-
guientes premisas: ‘Algunos asuntos incomprensibles para el cora-
z6n de una mujer son circunstancias de la vida diaria. Ningin asunto
incomprensible para el corazén de una mujer es examinado por los
filésofos. Los hechos l6gicos son problemas que tienen un razona-
miento riguroso. Ademas, todos los problemas que tienen un razo-
namiento riguroso son examinados por los filésofos.’
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VIl
INFERENCIAS CLASICAS

1. EL CUADRO DE OPOSICION

Se llama ‘cuadro o cuadrado de oposicién’ a una disposicién espacial
de ciertas proposiciones que guardan entre si determinadas relaciones. Se
utiliza esta disposicién cuando las relaciones entre las proposiciones pue-
den presentarse, razonablemente bien, como las relaciones que existen
entre los cuatro vértices de un cuadrado, formando lo que llamamos ‘un
cuadro de inferencias’. Si consideramos que tienen primacia las relaciones
de “oposicién”, tenemos el cuadro de oposicién. El mas famoso, proba-
blemente, es el cuadro de Boecio, que en realidad no es de él sino que
se le atribuy6é en la Edad Media. En este cuadro se pretende resumir las
interrelaciones entre las proposiciones A, E, 1 y O de la Iégica aristotélica.
Desafortunadamente, se presentan problemas muy serios al analizarlo.

Veremos primero lo que llamamos cuadro de oposicién contempora-
neo para familiarizarnos con la terminologia, de modo tal que al estudiar
el cuadro de Boecio podamos fijarnos en sus problemas sin vernos per-
turbados por su terminologia.

Las proposiciones mas simples cuantificadas en nuestro sistema son
del tipo:

un cuantificador + un predicado + la variable cuantificada

Si ademas consideramos la posibilidad del atributo negado, genera-
mos cuatro proposiciones cuyos esquemas son:
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(YRR, (VB)~yB', (VBB 'y (VB)~yB’

con las que se forma el siguiente cuadro:

(VBYYR CONTRARIA (VB)~yB

S C s

u fe) a u

b n i b

a t r a

| r o |

t a t t

e d C e

E i r

n d c n

a a t a

c r o C

i t r i

6 n | (e}

n o a n
ERyBR ¢ SUBCONTRARIA (AB)~ B

En este cuadro, se busca resumir las inferencias vélidas que pueden
establecerse entre las proposiciones mas simples con cuantificadores uni-
versales y existenciales combinados con una propiedad afirmada o nega-
da, en un universo no vacio. Veamos cada una de estas inferencias.

Dos proposiciones se llaman contrarias, o estdn en la relacién de
contrariedad, si y sélo si la verdad de una obliga a la falsedad de la otra.
Nada se dice respecto de lo que se sigue de la falsedad de una de ellas.
Esto podemos resumirlo diciendo que cada una de ellas implica la nega-
cion de la otra:

(VBB F ~(VB)~yB y (VB)~yB [ ~(VR)YB

Es decir, tenemos las leyes l6gicas:

F (VBB — ~(VB)~yB y F (VB)~yR — ~(B)yk

Tenemos asi que, entre dos proposiciones de este tipo, como son:

(Vx) Fx' y (Vx) ~Fx’, existe la relacién de contrariedad. Probaremos que
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las implicaciones son verdaderas en todo universo con cualquier interpre-
tacion mostrando que su falsedad conduce a modelos contradictorios.

F [(VBWYB — ~(VB)~yB]
VI(VB)WR] (2)
F[~(VB)~yB] (1)
VI(VB)~ypB] (3)

Vya]
Vi~ya] (4)
Flya]

Lo que prueba la validez de: k (VB)YR — ~(VB)~yBR, de modo seme-
jante se procede con la otra ley. El lector apreciara que tras esta ley se
esconde la inferencia: (VBB F ~(VB)~yR. Algo similar ocurre con las
otras relaciones por lo que se habla de cuadro de inferencias y no de
cuadro de leyes.

La subalternacién: Dos proposiciones se encuentran en la relacién de
subalternacion si y sélo si una proposicién universal (llamada ‘subalternante’)
implica a la proposicién existencial correspondiente (llamada ‘subalterna’).
En simbolos:

F (VBB — @RWR y F (VR)~yB — (AR)~yB

Comprobemos la primera:

FI(VB)YYR — (ABB] (1)
VI(VR)B] (2)
FI(E@BYB] (3)

Viyal
Flya]

Lo que prueba la validez de la férmula. El lector debe notar que
también puede enunciarse la subalternacién como: de la falsedad de la
subalterna se sigue la falsedad de la subalternante. Esto se obtiene por
aplicacion de contraposicién:

A—->B=~~B—~A
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al enunciado anterior. La segunda prueba de la férmula se sugiere como
ejercicio.

La subcontrariedad. Dos proposiciones categéricas se llaman

‘subcontrarias’ si y sélo si de la negacién de una se sigue la otra. Lo que
en nuestro cuadro ocurre entre las existenciales, en simbolos:

F~@R)p8 — @B)~yB y F~@EB) ~yB — (FB)YB

Por equivalencias elementales se tiene:

F @RYB — ER)~yB y F(EB)~ypR — (IB)YBR

Es decir, dos proposiciones son subcontrarias si (1) una por lo menos
es siempre verdadera, o (2) su disyuncién es siempre verdadera, o (3) no

son falsas a la vez.

Utilicemos DS con la segunda:

FI~ @ B) ~p B — (3 B) ¢y B] (1)
VI~(3 B) ~p B] (2)
FIE B) ¢ B] (3)
FI3 B) ~y B] (4)
Fly o]
Fl[~p a] (5)
Viy a]

Para variar, dejamos la prueba de la otra férmula al cuidado del lector.
La dltima, y la méas importante, es la relacién de contradictoriedad:
Dos proposiciones (de cualquier tipo) se llaman ‘contradictorias’ si y sélo

si una es la negacioén de la otra. En nuestro caso, dadas las proposiciones
que consideramos, tenemos:

F(VBYB < ~@B)~yB y [ (VR)~yB < ~(FB)YB
F~(VBYB < @B)~yB y  F~(VB)~yB < AR)YB

que sabemos ciertas, pues son las que rigen la relacion entre la ‘~’ y los
cuantificadores.
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2. EL CUADRO DE OPOSICION CLASICO

Histéricamente el cuadro de oposicién mas famoso fue el de Boecio
que, se suponia, describia las relaciones entre las cuatro proposiciones
categodricas de la l6gica aristotélica: A, E, 1 y O.

A CONTRARIA E
s € s
u o a u
b n i b
a t r a
I I o 1
t a t t
e d (@ e
r i r
n d € n
a a t a
C r o c
i t r i
o] n i 6
n o a n
I c SUBCONTRARIA (o]

Parece, a primera vista, que todas estas inferencias son validas. Por
ejemplo, si pensamos en una subalternacién (FA — ) del tipo:‘Si todos
los hombres son mortales, entonces algunos hombres son mortales’. La
conclusién parece seguir de la premisa. Sin embargo, al utilizar los DS
encontramos:

FI(VX)(Hx — Gx) = (Vx)(Hx A\ Gx)] (1)
VI(Vx)(Hx — Gx)] (2)
FIEx)(Hx A\ G)I (3)
V[Ha — Ga] (4)
F[Ha ﬁ\\ Ga] (5)
l |
F[Ha] V[Ga]

I_/\_\ J—A—\
F[Ha] FIGal F[Hal FIGal]

217



O. TRELLES y D. ROSALES

Es decir, existen modelos en los que la férmula puede ser falsa.
Luego, la subalternacién entre proposiciones del tipo A—l no es una
inferencia valida (queda al lector probar la no validez de las inferencias de
contrariedad, subcontrariedad y subalternacién). Nosotros probaremos la
validez de las relaciones de contradictoriedad:

FAe~O y FEe -l

FI(VB)(WB — 68B) i ~@B)(YB N ~6B)] (1)
| [
(4) VI(VB)yB — 6B)] FI(YB)(ypB — 6B)] (8)
(2) FI~(@EB)pB /\ ~68)] VI~@R) (B /\ ~0B)] (7)
(3) VIER)WB N\ ~6B)] FIEB)(B /N ~BB)] (9)
(5) VI[ya /\ ~0a] Flya — Ba] (10)
(6) V[ypa — 0a] Flya /\ ~Ba] (11)
Viypal Vipal
F[0a] F[6a]
Flya] V[6a] Flypa] V[6a]

Del mismo modo se prueba: E < ~I.

Una notacién cémoda es la siguiente: ‘MaP’ es una proposicién de
tipo A con término sujeto ‘M’ y término predicado ‘P’, es decir: ‘Todo M
es P’. Con la misma idea, ‘SoP’ es ‘Algtn S no es P’, y de modo semejante
para proposiciones E: MeP e I: MiP.

Ejercicios

1. Halle la contraria de la subalternante de la subcontraria de la con-
tradictoria de ‘todos los sonetos son poemas’.

2.  Determine la validez de las siguientes inferencias.
A. Es falso que ningln virus sea un protozoario si algunos virus son
protozoarios.

B.  Algunos metales son maleables, puesto que algunos metales no son
maleables.
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3.  Si la conclusién de una inferencia vélida es la contradictoria de la
subcontraria de la subalterna de la contraria de ‘Todos los S son P,
y una de las premisas es tal que la contradictoria de la subalterna
de su contraria es ‘ningtn P es S’, determine si la otra premisa es
‘Algunos S no son P'.

Solucién:

1. Contraria SeP (Ninguin soneto es un poema)

Subalternante a
Subcontraria i
Contradictoria o
de: SaP (Todos los sonetos son poemas)

2. Sdlo a es una inferencia valida.

3. Premisa 1 Conclusion
Contradictoria ~ PeS (Ningtin P es S)  Contradictoria e
Subalterna i Subcontraria i
Contraria a Subalterna o
de: PeS Contraria e

de: SaP

Es facil ver que la conclusion resulta ser SeP, y la primera premisa es
PeS. Luego, tenemos la inferencia:

PeS
SoP /.. SeP
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Construimos el siguiente diagrama:

FI(YX)(Px = ~Sx) /A (@x)(Sx A ~Px) .—. (Vx)(Sx — ~Px)]
VI(Vx)(Px — ~Sx)] (3)
VI(@x)(Sx /A ~Px)] (1)
FI(VX)(Sx — ~Px)] (2)

V[Sa /\ ~Pa] (4)
FISb — ~Pb] (5)
V[Pa — ~Sa] (6)
VI[Pb — ~Sb] (7)
VI[Sa]
F[Pa]
VI[Sb]
V[Pb]
I 3 !
F[Pa] F[Sa]

F[Pb] F[Sb]

Luego, se trata de una inferencia vélida.

EL CONTENIDO EXISTENCIAL

Si revisamos algunos tratados clasicos, vemos que se aceptaban como

vélidas todas las inferencias del cuadro de Boecio. Es mas, el ejemplo de
subalternacién que presentamos (Todos los H son M; luego, algin H es
M) nos parecié valido a primera vista. Todo esto hace que valga la pena
examinar méas de cerca la invalidez encontrada, para tratar de hallar alguna

explicacion.

Al hacer el DS de A — | quedaron tres ramas abiertas:

1.  F[Ha]
2. F[Ha] y FIGa]
3. F[Haol y VIGa]

Las tres tienen en comun el que se afirma la falsedad de ‘Ho'. Afirmar

la falsedad de ‘Ha’ es lo mismo que decir que el atributo H no es poseido

por el objeto al que alude ‘o’ y, como o es un individuo cualquiera, el

220



7 / INFERENCIAS CLASICAS

atributo o predicado H no es verdadero de ningtn elemento del universo.
En resumen, decir que ‘Ha' es falsa (F[Ha]) equivale a decir que ‘(3x)Hx’
es falsa. Nuestro DS sefiala que A — | es falsa en el caso en que es falsa
‘(Ix)Hx’. En nuestro ejemplo de hombres y mortales, como no pensamos
en la posibilidad de que no haya hombres, no nos percatamos de la falla
formal en el razonamiento. Generalmente nos referimos a predicados que
son verdaderos de algunos elementos del universo, pero este supuesto
existencial no se refleja en nuestra simbolizacién:

(Vx)(Hx — Gx) o ¥ (Ix)(Hx A Gx)

Si deseamos trabajar con el supuesto del contenido existencial, debe-
mos afadirlo explicitamente:

(Vx)(Hx — Gx), (3x) Hx F @x)(Hx N\ Gx)

Veamos que ahora la subalternacién es valida:

FI(Vx)(Hx — Gx) N (3x)Hx .—. (Ix)(Hx A\ Gx)] (1)
VI(Vx)(Hx—Gx)] (3)
VI(3@x)Hx] (2)
FI(@x)(Hx A Gx)] (4)
V[Ha]
V[Ha — Ga] (5)
F[Ha Q Ga] (6)

! l
F[Ha] VIGa]

F[Ha] F[Ga]

Si el lector encontré que la subcontrariedad, la contrariedad y
E — | eran invalidas, revisando sus DS debe encontrar cudl es la hipétesis
existencial que hay que afadir como premisa, en cada caso, para obtener
inferencias vélidas.

Debe aclararse que cuando se habla de premisa existencial se entien-
de una del tipo:

(AB)YB o (AB)~YR, donde ¢ es una letra de
predicado.
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Y no cualquier proposicién que empiece con un cuantificador

existencial. Si aceptdcemos que se anada una premisa existencial cualquie-
ra, la solucién seria trivial, pues:

(Ix)(Fx A\ ~Fx)

anadido como premisa adicional a una inferencia invélida siempre la va-
lidard4, porque se trata de una premisa siempre falsa.

Ejercicios

{

Encuentre, si la hay, una hipétesis existencial que valide las siguien-
tes inferencias.

a. Ningun insecto es invertebrado. Por eso, algunos no insectos no son
vertebrados.

b. Todos los protestantes son personas felices. Por lo tanto, existen no
protestantes irreligiosos, ya que ningtn religioso es infeliz.

& Ningun obrero desocupado es millonario, por lo tanto, algunos mi-
llonarios no son obreros ocupados.

Solucion:

1.
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a. Tomando: Ix: x es insecto

Vx: x es vertebrado

La simbolizacién es:

(Vx)(Ix = ~~Vx) /.. (IxX)(~Ix /\ ~Vx)

El diagrama queda:

FI(Vx)(Ix = Vx) — (3x)(~Ix N\ ~Vx)]
VI(Vx)(Ix = Vx)] (2)
FI@E@x)(~Ix A ~Vx)] (1)

Fl~loa N\ ~Va] (4)

Vlla — Va] (3)
[ & 1
Flla] V[Val]
V[la] V[Va] V[la] V[Va]
=== I 2. 3
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Analisis de ramas

1. V[Val, Flla]
2. V[Va], V[la]
3. VPa], ----

Luego, la premisa buscada es: (Ix)~Vx.
b. En este caso, la premisa es: (Ix)~Fx.

c. No hay hipétesis existencial (tal como la hemos definido noso-
tros) que la valide.

4. SILOGISMOS

Aplicaremos ahora los DS al andlisis de los silogismos. Los silogismos
fueron estudiados primero por Aristételes. Se caracterizan por constar de
dos premisas y una conclusién, todas las cuales son proposiciones cate-
goricas (A, E, I, O). Estas tres proposiciones (dos premisas + una conclu-
sién) contienen sélo tres predicados en total, de los cuales uno aparece
en ambas premisas y se llama término medio (lo denotaremos con M); los
otros dos aparecen cada uno en una de las premisas y en la conclusién.
La estructura es:

Premisa mayor M -P
Premisa menor S-M
Conclusién S-P

El término que aparece como predicado gramatical de la conclusién
se llama término mayor (P), el que es el sujeto de la conclusién es el
término menor (S). Se dice que un silogismo esta ordenado en forma tipica
si se presenta primero la premisa mayor, luego la menor y, por ultimo, la
conclusion. La posicion del término medio en las premisas puede variar
dando lugar a las llamadas cuatro figuras:

1 11 Il v
M -P P-M M - P P-M
S-M S-M M-S M-S
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Como en cada premisa o conclusién puede aparecer una proposicién
A, E, I u O tenemos, para cada figura:

X Posibles premisas mayores
X Posibles premisas menores
Posibles conclusiones
Posibles silogismos distintos en una figura

Rl
Bk b b

Lo que arroja 256 silogismos distintos en total. En realidad, 256
modos distintos de silogismos, ya que consideramos que lo que los dis-
tingue es el tipo de proposicién categérica que aparece y no la oracién
concreta. Se estila hablar de modos y a denominar cada uno de éstos con
el tipo de proposiciones que intervienen en €l. Un silogismo queda per-
fectamente identificado si conocemos su modo y figura. Por ejemplo, un
silogismo AEE-IV (Premisa mayor A, premisa menor E, conclusién E de
cuarta figura) es:

Todos los perros son mamiferos.
Ningin mamifero es reptil.
Luego, ningun reptil es perro.

De los posibles 256 modos, algunos son vdlidos y otros no. De entre
los invélidos podemos distinguir dos grupos: los que se tornan validos al
aumentarles una idnica premisa existencial y los que no se validan con
dicho procedimiento. Debe notarse que se trata de premisas existenciales
simples (las que se indicaron en el parrafo anterior) Unicas, pues trivial-
mente puede tornarse valido todo silogismo con las premisas
‘(Ix)Hx N\ ~(Fx)Hx’, mas aun, cualquier inferencia. Pasemos a ver algunos
ejemplos:

Ejemplo (1): Silogismo EIO-III.

(Vx)(Mx — ~Px)
(Ax)(Mx /A Sx) /.. (Ax)(Sx A\ ~Px)
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Veamos su validez:

FI(Vx)(Mx — ~Px) A (Ix)(Mx /A Sx) .—. (Ix)(Sx /\ ~Px)]
VI(Vx)(Mx — ~Px)] (5)
VI(Ex)(Mx A Sx)] (1)
FI@x)(Sx A ~Px)]  (3)
VIMa A Sal (2)
V[Ma]
V[Sa]
F[Sa /\ ~Pa] (4)
| A 1
F[Sa] V[Pa]
=== V[Ma — ~Pa] (6)

F[Ma] F[Pa]

Con lo que tenemos un ejemplo de silogismo valido.
Ejemplo (2): Silogismo AAI-L.

(Vx)(Mx — Px)
(VX)(Sx = Mx) /.. (Ax)(Sx A Px)

Analicémoslo:

FIVX)(Mx — Px) /A (VX)(Sx — Mx) .—. (Ix)(Sx /A Px)]

[(Vx)(Mx — Px)] (1)
VI(Vx)(Sx — Mx)] (2)
FI(@x)(Sx A Px)] (3)

VIMa. — Pa] (4)

VISa. — Ma] (5)

FISa N\ Pal  (6)

A

| |
FIMa] V[Pal]
f 4 1 I A |
F[Sa] VIMal] F[Sa] V[Ma]
——N— === y_/\ﬁ ,——/\—|
F[Sal F[Po] F[Sa] FI[Pal F[Sa] F[Pal
1 2 3 === 4 ——
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El silogismo es invélido. Veamos qué ocurre en las ramas que no se

cierran:
1. F[Ma], F[Sal, ----
2. FlMal, F[Sa], F[Pa]
3. - F[Sal, VI[Pa]
4, V[Ma], F[Sal, VI[Pa]

Inmediatamente se observa que F[Sc] es comun a todos los casos en

que el silogismo es invélido y F[Sa] quiere decir ‘F[(3x)Sx]’. Por tanto,
anadamos su contradictoria V[(3x)Sx] como premisa y evitaremos la po-
sibilidad de que sean verdaderas las premisas y falsa la conclusién, al
interpretarlo en un universo donde el predicado ‘S’ sea falso de todos los
individuos. Compruebe el lector que:

(Ix)Sx
(Vx)(Mx — Px)
(Vx)(Sx — Mx) /.. (Ix)(Sx /A Px) es una inferencia valida.

Ejemplo (3): Veamos un silogismo EEO-III invélido, inmune a la tera-
pia existencial.

(Vx)(Mx — ~Px)
(Vx)(Mx — ~Sx) /.. (Ix)(Sx /N ~Px)

I A 1
FIMa] FIPa]
[ A 1 [ i |
F[Sa] V[Pa] FISa] V[Pa]
!—A—l I_/\—\ r_/\—l ===
FIMa] FISa] F[Ma] FISa] FIMa] FISal
1 2 3 4 5 6

FI(Vx)(Mx — ~Px) A (Yx)(Mx — ~Sx) .—. (Ix)(Sx /\ ~Px)]
VI(Vx)(Mx — ~Px)] (1)
VI(Vx)(Mx — ~Sx)] (2)
F[(@x)(Sx A ~Px)] (3)
VIMa. — ~Pa] (4)
VI[Ma — ~Sa] (6)
FISa A ~Pa] (5)
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Las ramas que permanecen abiertas son:

FIMal, F[Sal, ----
FIMa], F[Sa], ----
FIMal, -,  V[Pal
FIMal, F[Sal, VIPal
FIMal, FISal, FIPo]
-, FISal, FIPa]

OUAWN =

Como puede verse, los casos en que la férmula que corresponde a
nuestro silogismo es falsa no tienen ninguna caracteristica comun. Luego,
no es cuestién de descartar esa posibilidad afadiendo una hipétesis
existencial simple. El silogismo no tiene cura existencial.

En esta primera parte del libro, nos hemos ocupado de los aspectos
semanticos de la l6gica elemental, es decir, de los temas vinculados con
la verdad y la falsedad. En la segunda parte, nos abocaremos a los estu-
dios de los aspectos sintacticos de la misma regién de la Iégica (propo-
siciones y cuantificacién uniforme). C6mo puede uno aproximarse a temas
lé6gicos sin vincularse a la verdad y la falsedad es lo que desarrollaremos
en los siguientes capitulos. Aprovecharemos, en especial la parte
cuantificacional, para mostrar otras inferencias (no clasicas) que pueden
realizarse en la légica cuantificacional.

Ejercicios
1.  Determine el modo y la figura de los siguientes silogismos.

a. Algunas muchachas no creen en el amor, puesto que todas las
colegialas creen en el amor y algunas muchachas son colegialas.

b.  Todas las estrellas son astros. Ningtin cometa es una estrella. Luego,
algunos astros no son cometas.

Z ¢Es vdlido un silogismo EAO-III? Si no es vélido, ;es posible usar el
contenido existencial?

3. ¢Qué se puede concluir validamente, dadas las siguientes premisas
de un silogismo?

Ninguna persona necesaria serd olvidada.
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Algunos profesores son personas necesarias.
Luego,...

Solucion:

1

228

a. Luego de simbolizar se tiene:

(Vx)(Cx — Ax)
(Ax)(Mx A Cx) /.. (@x)(Mx N\ ~Ax)

Por lo tanto, el silogismo es del modo AIO y de la primera
figura, lo que abreviadamente escribimos: AlIO-I.

b. Es posible que respondiera AEO-I, sin embargo debe tener pre-
sente el lector que antes de clasificar el silogismo debe ordenar-

lo, escribiéndolo de acuerdo con la siguiente estructura:

- Premisa mayor
—  Premisa menor /... conclusién

La respuesta correcta es EAO-IV.
Silogismo:

(Vx)(Mx — ~Px)
(Vx)(Mx — Sx) /.. (IAx)(Sx /\ ~Px)

FI(Vx)(Mx — ~Px) N\ (Vx)(Mx — Sx) .—. (Ix)(Sx /\ ~Px)]
VI(Vx)(Mx — ~Px)] (1)
VI(Vx)(Mx — Sx)] (2)
FI(3x)(Sx A\ ~Px)] (3)
V[Ma — ~Pa] (6)
VIMa. — Sa] (5)
F[Sa N ~Pa] (4)

[ d 1
FISo] VIPa]
[ A\ 1
FIMo]  VISa] FIMod] VISal
e —— I de—
FIMo] FIPo] FIMa] FIPal  F[Mal] FPa]
1 2 3 v 4 -
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5.

1

Por lo tanto, el silogismo es invdlido. Veamos si es posible aplicar el
contenido existencial.

Ramas que no se cierran:

FIMal, FISal, ----

FIMa], FiSal, F[Pa]
FIMa], ----, VIPal
FIMal, VISal, VIPal

W -

Como F[Ma] se repite, entonces la premisa existencial buscada es
(Ix)Mx. Verifique que:

(Ix)Mx
(Vx)(Mx — ~Px)
(Vx)(Mx — Sx) /.. (Ix)(Sx /\ ~Px) es una inferencia valida.

La conclusién en un silogismo tipico tiene como sujeto el término
que aparece en la premisa menor, y como predicado el término que
aparece en la premisa mayor.

Ne O
Pi N
P? O

La conclusién puede ser PaO, PeO, PiO o PoO. Después de aplicar
DS, la consecuencia vélida es ‘Algunos profesores no seran olvida-

dos’.

EJERCICIOS PROPUESTOS
En el cuadro de la oposicién:

1.1. Hallar la contraria de la subalternante de la subcontraria de
‘algunos sintomas han sido analizados’.

1.2. Halle la subalternante de la subcontraria de la subalterna de la
contradictoria de la subcontraria de ‘Algunos métodos no son
exactos’.
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Si la contraria de la subalternante de la contradictoria de la

. subalternante de la subcontraria de una proposicién determinada es

‘todos los alumnos podran realizar este ejercicio’, entonces la pro-
posicién en cuestion es de la forma:

A) A B) E O 1 D) O

Determine la validez de las férmulas y esquemas de férmulas que
a continuacion se indican.

3.1 (VB) ~p B — (AR)~yB
3.2 ~(@RYYB — (AR)~yB
3.3 ~(SaP) <> (SoP)

3.4 (SeP) <> ~(SiP)

3.5 ~(SeP) <> (SiP)

Demuestre que las siguientes inferencias no son vdlidas. Luego,
encuentre la premisa existencial que haga vélida la nueva inferencia.

4.1. Ningun esclavo es feliz; por tanto, algunos infelices son escla-
VOs.

4.2. Todas las tizas son rocas calcareas, de modo que algunas rocas
calcareas son tizas.

4.3. Ninguna consonante nasal es fricativa, entonces algunas con-
sonantes fricativas no son nasales.

4.4. Todas las esdrdjulas llevan tilde; luego, algunas palabras que
no llevan tilde no son esdrujulas.

4.5. Ninguna persona disciplinada es desordenada, entonces algu-
nos desordenados no son disciplinados.

4.6. Ningun hombre es inmortal; luego, algunos hombres no son
inmortales.

4.7. Todos los dinosaurios son fésiles y algunos reptiles eran
dinosaurios; por tanto, algunos fésiles eran reptiles.

4.8. Todas las personas felices sonrien; por lo tanto, existen perso-
nas que no sonrien y no son deportistas, ya que ningun de-
portista es infeliz.

4.9. Todos los que mueren por sobredosis son adictos. Los adictos
comenzaron a drogarse por una invitacion de sus conocidos.
De manera que algunos que comenzaron a drogarse por invi-
taciéon de sus conocidos morirdn por sobredosis.

4.10. Los que ignoran los hechos pueden equivocarse. Nadie que
sea verdaderamente objetivo en su enfoque puede equivocar-
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se. Por consiguiente, ninguno que ignore los hechos es verda-
deramente objetivo en su enfoque.

Encuentre la premisa existencial que haga vélida cada una de las
siguientes inferencias.

5.1.(Vx)(Hx — Mx) /.. (Ix)(Hx /\ Mx)

5.2.(Vx)(Sx — Mx) /\ (YX)(Mx — Px) /.. (Ix)(Sx /\ Px)

5.3.(Vx)(Fx — Gx) N (Vx)(Gx — ~Hx) /.. (Ix)(Fx /\ ~Hx)

5.4.(Vx)(Mx — Ix) A\ (Vx)(Ix — Gx) /\ (Vx)(Gx — Ux)/..(Ix)(~Ux A
~Mx)

Determine el modo y la figura de los siguientes silogismos.

6.1.Todos los que votan en las elecciones son peruanos. Ninguno
que vota en las elecciones es menor de edad. Luego, algunos
menores de edad son peruanos.

6.2.Ninguna de las personas que estuvo en el baile fue al aeropuer-
to. Ninguna persona que fue al aeropuerto vio el programa
politico. Por tanto, ninguna persona que vio el programa politico
estuvo en el baile.

6.3.Todos los enfermos de la sala E del hospital son ancianos. Nin-
gun paciente anémico es un enfermo de la sala E del hospital.
Luego, algunos pacientes anémicos son ancianos.

6.4.Todos los alumnos leen alemén. Ninguno que lee aleman es
analfabeto. Por tanto, algunos alumnos no son analfabetos.

Si: AB
o
EF

es un silogismo tipico, jcudles de las siguientes afirmaciones son
verdaderas?

Si A=C, entonces B=F y D=E.
Si B=C, entonces A=F o D=E.
Si B=D, entonces A=E o C=F.
Si B=F, entonces el silogismo es de la primera o tercera figura.
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11.

12.

)
)]
)]
V)

232

Cudles de los siguientes silogismos son validos?

a) EAE-I e) AlA-I i) AIO-I
b) IAI-IV f) IEO-II j)  EOO-II
c) IAI g) AEI-I k) 100-IV
d) OAO-II h) AIO-I ) AEE-IV

¢En cuantas figuras es valido el modo EAO?
A) O B) 1 Q 2 D) .3 E) 4

Si un silogismo categérico tipico vélido tiene como conclusién ‘Nin-
gun camaledén es un cocodrilo’ y una de sus premisas es ‘Todos los
camaleones son saurios’, entonces la otra premisa es:

A) Todos los saurios son cocodrilos.
B) Todos los cocodrilos son saurios.
C) Ningin saurio es un camaleén.
D) Ningun camaleén es un saurio.
E) Ningun cocodrilo es un saurio.

¢{Qué se puede concluir, dadas las siguientes premisas de un silogismo
tipico?

11.1. Todos los cirujanos son médicos. Todos los cardiélogos son
cirujanos. Luego,...

11.2. Todos los mamiferos son vertebrados. Algunos mamiferos son
acuaticos. Luego,...

11.3. Todos los sonetos son poesias. Algunos articulos periodisticos
no son poesias. Luego,...

11.4. Todos los planetas son cuerpos celestes. Ninguin planeta tiene
luz propia. Luego,...

Para obtener una inferencia valida al analizar la validez del silogismo
tipico de la segunda figura del modo EAO, por diagramas semanticos,
se tiene que introducir como hipétesis existencial:

~(Vx)Sx
(Ix)Mx
(Ix)~Sx
(Ix)Sx
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A)
B)
Q)
D)
E)

6.

7

A)
B)
@)
D)
E)

A)
B)
Q)
D)
E)

A)
B)

Solo 1l
Sélo Il
Solo IV
loll
lo IV

EJERCICIOS DE REPASO

Los predicados que corresponden a las variables libres en la férmula:
(Vz)(Ay — Mx) N ~[(Vx)Ux — Ox] .—=. (Ix)Ry \/ Ya:
son:

MORY
MOR
MY
MRY
AMOR

Una alumna del curso queria saber el teléfono de su Jefe de Practicas.
El coordinador le contesté que si las formas A, E, | y O son los
ndmeros 1, 2, 3 y 4, respectivamente, y una forma no tipica equi-
vale a cero, entonces el nimero del teléfono es:

(3Ax)(Sx /\ ~Px), (Ax)(Sx /\ Px), (Vx)(Sx — ~Px), (Ix)(Sx /\ ~Px),
(Ix)(Sx N\ ~Px), (Vx)(Sx — Px), (Ix)(Sx \/ Px)

Entonces ella llamé al:

432-44-10
432-04-11
423-00-10
432-04-12
Ella buscé en la guia.

Considerando que las siguientes afirmaciones se refieren a universos
vacios, entonces la expresién falsa es:

Los unicornios son azules.
Las sirenas encantan con sus canciones.
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Q)
D)
E)

A)
B)
Q)
D)
E)

)
1)}
1)
Iv)

A)
B)
Q)
D)
E)

A)
B)
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Todos los marcianos manejan platillos si tienen brevete.
Existe Santa Claus.
Los castores construyen diques.

Dado el universo U={a,b,c}, traduzca la siguiente expresioén utilizan-
do cuantificadores.

~Fa \/ ~Fb \v ~Fc .—. Ga A\ Gb /\ Gc

~(Ax)Fx — (Vx)Gx
(Vx)Fx — (Ix)Gx
(Ax)~Fx — (Vx)Gx
(Vx)~Fx — (Ix)Gx
(Vx)(~Fx — Gx)

Dado el operador ‘<’ definido como (A < B) =4 (B = A), ¢Cuantas
de las siguientes férmulas son vélidas en todo universo?

| (Ix)Fx < ~(Vx)Fx

~(Vx)~Fx < (Ix)Fx
e (AX)~~Fx — ~(Vx)~Fx
Fa < (Vy)Fy

A) O B) 1 C 2 D) 3 E) 4
La afirmacién equivalente a “No todos son infelices” es:

Todos son felices.
Ninguno es feliz.
Algunos son felices.
Algunos son infelices.
Algunos no son felices.

Usted, que es abogado, en el juicio por el asesinato del profesor de
Légica ha probado que ‘Ninguno de los estudiantes tiene antece-
dentes penales’ (premisa 1). Para demostrar que ‘Ninguno de los
estudiantes es uno de los asesinos’ (conclusién), debera probar ante
el tribunal, ademas, que:

Todos los que tienen antecedentes penales son asesinos.
Algunos que tienen antecedentes penales son asesinos.
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C) Todos los estudiantes no tienen antecedentes penales.
D) Todos los asesinos tienen antecedentes penales.
E) Ninguna de las anteriores.
8.  Sidespués de eliminar los cuantificadores, el diagrama semantico de
una inferencia presenta los siguientes pasos:
V[Fb A Gb]
F[Hc — ~Gc]
V[Fb N ~Hb]
V[Fc N\ ~Hc]
Entonces la inferencia cuantificacional es:
A)  (AX[~(Hx — ~Gx) N (Fx N\ ~Hx)] F @x)(Fx A\ Gx A Fx /A ~Hx)
B) (Vx)(Fx N\ ~Hx), (3x)(Fx N\ Gx) E ~(3@x)(Hx — ~Gx)
0O  (Ax)~(Hx — ~Gx), @Ax)(Fx N\ Gx) E (Vx)(Fx A\ ~Hx)
D) ~(3@x)~(Fx N\ ~Hx), (@x)(Fx N\ Gx) F (Vx)(Hx — ~Gx)
E) Ninguna de las anteriores.
9. SiA, B, C, D, EyF son términos no necesariamente distintos entre
siy:
AB
o
EF
es un silogismo tipico de la cuarta figura, entonces:
BE DB
i i
DA vy EA
son silogismos de la ____ y la figuras, respectivamente
A) -
B) I
C) V-
D) IV-I
E) Ninguna de las anteriores.
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10.

B)
@)
D)
E)

11.

A)
B)
@)
D)
E)

12Z.

)
I
1)

A)
B)
Q)
D)
E)
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‘Si todos los canguros son marsupiales, entonces algunos canguros
son marsupiales’ es una inferencia siempre que -

vélida-algunos sean marsupiales.
vélida-algunos no sean marsupiales.
invalida-haya canguros.

valida-haya canguros.

Ninguna de las anteriores.

La premisa existencial que hace vdlida la inferencia que corresponde
al siguiente diagrama semantico es:

AN
[ 1

V(Ma) V(Ho)

V(Ma) F(Ha) V(Ma) F(Ha)

~(Vx)Mx

(Vx)~Mx

(Vx)~Mx

~(Vx)~Mx

Mas de una es correcta.

Si la conclusién de un silogismo es la subalterna de la contraria de la
contradictoria de la subcontraria de la subalterna de la contraria de ‘Nin-
gin empleado de correo es mujer’, y las premisas son ‘Ninguna emplea-
da de correo es amable’ y ‘Todas las mujeres son amables’. La premisa
existencial que lo vdlida es:

Existen empleados de correo.
Existen mujeres.
Existen (personas) amables.

Sélo |
Sélo I
Sélo lII
[oll
Ninguna
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13

14.

A)
B)
0O
D)
E)

I5;

A)
B)
)
D)
E)

¢En cuantas figuras es valido el modo EIO?
A) O B) 1 L 2 D) 3 E) 4
Dadas las siguientes premisas de un silogismo:

‘Algunos investigadores son progresistas’
‘Algunos progresistas son catedraticos’

¢Cuél deberia ser su conclusién para que sea valido?

Todos los catedraticos son investigadores.
Ningun investigador es catedratico.
Algunos catedraticos son investigadores.
Algunos investigadores son catedraticos.
Ninguna de las anteriores.

Como sabemos que usted desea pasar una Feliz Navidad, le suge-
rimos marcar como respuesta la letra que corresponde a un enun-
ciado categérico universal negativo:

iFeliz Navidad!

Merry Christmas!
Joyeux Noel!

Buon Natale!
Frohliche weihnachten!
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VI

EL SISTEMA DE DEDUCCION NATURAL
PROPOSICIONAL

i. INTRODUCCION

En la primera parte del libro nos abocamos a presentar un lenguaje
simbdlico (proposicional y luego cuantificacional), a construirle una semaéntica
o interpretacién y a buscar las conexiones con algunos aspectos del que-
hacer humano (inferencias deductivas). Si nuestros propésitos han sido
logrados, la necesidad o, al menos, el interés y justificacion de esta segun-
da parte deben ser claros. Una vez introducidos los lenguajes simbdlicos,
podemos preguntarnos si no son susceptibles de manipularse como un
célculo algebraico. Si esto es posible, un manejo mas mecénico, traducible
al lenguaje de una computadora, por ejemplo, representaria una conside-
rable ganancia. Tendriamos, ademads, un modo de generar férmulas vélidas
Yy no sélo un modo de reconocer que una férmula ya dada lo es.

Esta idea sugerida por Leibniz fue plasmada por Frege el siglo pasa-
do, y presentada de modo maés acabado y accesible por Russell y Whitehead
en Principia Mathematica. Después han aparecido innumerables presenta-
ciones de estos calculos para tambi€n innumerables campos que escapan a
nuestro horizonte actual. En estos célculos, se persigue generar férmulas
vdlidas sin preocuparse cada vez de verificar que lo son, por lo tanto de-
ben prescindir de los aspectos semdanticos. No es que prescindan en lo fun-
damental, en lo que los motiva, sino en el trabajo efectivo dentro de ellos
(estas ideas se aclararan en la medida en que el lector maneje uno de ellos).

Los primeros cdlculos que aparecieron seguian la presentacién
axiomatica que se origina con Euclides, luego surgieron los que seguian
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el método llamado ‘de deduccién natural’. Los primeros, los axiométicos,
consisten en un conjunto (normalmente “pequefio”) de férmulas, los axio-
mas, que se toman como puntos de partida convenientes, y un conjunto
de reglas de inferencia que son modos aceptados de transformar los
axiomas. Ambos, axiomas y reglas de inferencia, son lo suficientemente
simples como para garantizar su validez. Asi, en un sistema axiomaético
toda férmula que se genera (teorema) debe provenir sélo de los axiomas
mediante las transformaciones que sus reglas permiten. Hoy en dia se
dispone de muchos sistemas axiomaticos para la légica proposicional. Es
decir, sistemas distintos que generan todas las férmulas validas de esa
l6gica. Decimos que tenemos sistemas distintos no tanto por sus resulta-
dos que son los mismos, sino porque parten de distintos axiomas o
utilizan reglas de inferencia diferentes. Aunque también es cierto que hay
lI6gicas proposicionales distintas.

Los sistemas llamados ‘de deduccion natural’ se diferencian de los
axiomaticos por carecer de axiomas, sélo tienen reglas de inferencia. En
ellos se logra, por ejemplo, dar un conjunto de reglas que permiten
construir todas las férmulas vélidas de la l6gica proposicional (y sélo
éstas). El método de la deduccion natural, llamado también ‘inferencia
natural’ o ‘célculo secuencial’, fue propuesto por Gerhard Gentzen en
1934 y, simultaneamente, aunque de manera independiente, por Stanislav
Jaskowski. En la deduccién natural, casi todas las reglas son reglas de
introduccién y de eliminacién de conectores. En su historia, el método ha
sufrido modificaciones, como las propuestas por Fitch!Z. En los sistemas
tipo Fitch se introduce la nocién de subprueba o prueba subordinada. El
sistema de deduccién natural (DN) que usaremos en esta parte del libro
es de este tipo (modificado en algunos aspectos de acuerdo con la pre-
sentacion de Iseminger!3).

El objetivo del sistema DN es la demostracion de teoremas (del
sistema) que deben ser todas las férmulas validas de la I6gica proposicional
y so6lo éstas (después veremos la parte cuantificacional). A diferencia del
desarrollo de la primera parte, donde las relaciones son estrictamente de
caracter semantico, ahora desarrollaremos demostraciones cuya “validez
formal” se basa en la obediencia de las reglas del sistema, donde lo
semantico poco o nada interesa. Pues, la validez de un teorema del sis-

12 Véase Fitch [43].
13 Veéase Iseminger [62].
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tema esta relacionada exclusivamente con su construccién de acuerdo con
las reglas de este sistema.

1.1. La deduccion formal o derivacion

No sélo nos interesa generar todas las férmulas validas, sino también
buscamos un procedimiento para la obtencién de una consecuencia a
partir de una o mas férmulas denominadas ‘premisas’. El proceso de pasar
de un conjunto de férmulas, en una secuencia finita de pasos donde cada
paso esta justificado por una regla légica del sistema en el que se trabaje,
hasta obtener la férmula deseada como conclusion, se denomina deduc-
cion formal o derivaciéon. En este proceso, no se toma en cuenta la verdad
o falsedad de cada una de las férmulas sino Unicamente la aplicacién de
las reglas del sistema que nos permite obtener una férmula a partir de una
o mas de ellas.

Cuando logramos lo anterior decimos que la conclusién es una con-
secuencia sintictica de las premisas (dentro del sistema en el que se esté
trabajando), y escribimos:

Py, Py .y P FC,

donde Py, P,, ..., P, son las premisas, C la conclusion, y ‘" el simbolo que
indica la consecuencia sintdctica. Si se trata de un teorema, es decir, de una
férmula que se demuestra de cero premisas, escribimos:

LA

En general, de modo similar a la consecuencia semantica deberiamos
escribir:

ol o o

donde I" es el conjunto de premisas (eventualmente vacio). Cuando I' no
es vacio se usa mas el término ‘derivacién’ que ‘deduccién formal’. Asi,
se dice que C se deriva del conjunto de premisas I'.

A continuacién, para aclarar estas ideas, enunciamos una conocida
regla I6gica y un ejemplo de su aplicacion, como si constituyese la regla

de un sistema de deduccion puramente sintactico.
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Regla Modus Ponendo Ponens (MPP) y (ECond.)

A—B
A
B

La regla MPP nos faculta para: de una premisa (féormula) condicional y
de una premisa (féormula) que sea el antecedente de la anterior, concluir la
afirmacién del consecuente. Por ejemplo, si la férmula ‘(p \v q) = (r = s)’
es una premisa de una inferencia y la otra, ‘(p \/ q)’, es la afirmacion del
antecedente de la anterior, entonces se concluye ‘(r — s)’, que es la afir-
macion del consecuente. En lo sucesivo, la deduccién de una férmula a
partir de una o més férmulas se escribird colocando cada férmula una de-
bajo de otra, numeradas secuencialmente. Donde, ademads, cada secuencia
estara justificada por una regla que debe citarse. Nuestro ejemplo quedara:

1. (pvq —(@—s) Premisa
2. pvq Premisa
3. r—s (1,2) MPP

Se puede observar en esta secuencia que 1 y 2 no estén justificadas
por la regla MPP, como ocurre en 3, dado que 1 y 2 son admitidas como
premisas (puntos de partida), y las premisas no se justifican, se declaran.

Una aplicacién conjunta de esta regla sera suficiente para tener una
idea de la complejidad que puede presentarse cuando se tienen varias
reglas en una deduccién formal o derivacién. Como ya hemos dicho lineas
arriba, una derivacién formal consiste en la obtencién de una consecuencia
a partir de una o mas premisas. El siguiente ejemplo es una prueba de
deduccién formal donde se aplica la regla mencionada:

Py p—=>(q—~n)

P q—=p

P3) q /.. ~r

4. p (2,3) MPP
8. q-=»wr (1,4) MPP
6. ~r (3,5) MPP

]

(Es costumbre preceder la conclusién por ‘//.", /.. o s6lo por ‘..’
cuando las premisas se escriben en lineas separadas). En este caso, la
obtencion de ‘~r’ a partir de las férmulas que estan en Py, P, y P3 s un
proceso eminentemente sintactico y formal, donde cada secuencia o paso
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se deduce de una o mas férmulas anteriores al aplicarse una regla, regla
que aparece justificando dicha secuencia con su respectiva abreviatura al
lado derecho. Asi, la secuencia 4 se deduce de 2 y 3 por MPP, 5 se deduce
de 1y 4 por MPP y 6 de 3 y 5 por MPP.

Hay muchas otras reglas l6gicas mas que no hemos enunciado en
este acapite, ya que nuestro objetivo ha sido solamente dar una idea de
lo que es una deduccién formal. Si aumentdsemos un nimero suficiente
de ellas, podriamos llegar a tener un sistema que nos permita obtener
todas las inferencias validas de la l6gica proposicional.

2. RELACION ENTRE CONSECUENCIA SINTACTICA Y CONSECUENCIA
SEMANTICA

La relacién de consecuencia sintactica (| ) se da cuando existe una de-
duccién formal dentro de un sistema deductivo. Sintacticamente, una conse-
cuencia es derivable de cero, una o més premisas por la aplicacién tnicamente
de reglas de inferencia (del sistema).

Por otra parte, la deduccién puede ser considerada desde el punto
de vista semantico. Es decir, dada una relacién de consecuencia sintactica
entre una férmula y un conjunto de premisas, podemos plantearnos el
problema de si también se da la relacion de consecuencia semantica.
Obviamente, este criterio fundamenta la validez no-formal de la deduc-
cién. Es claro que sin decirlo se busca que las reglas sintacticas preserven
la verdad, para que si la conclusién se deriva correctamente de un con-
junto de premisas, entonces es imposible que las premisas sean verdade-
ras y la conclusion falsa.

En un sistema de deduccion formal, como DN, no se trata sélo de
crear un conjunto de reglas para “jugar’, se busca que las reglas estén
hechas de tal modo que donde haya una consecuencia sintdctica haya una
semantica. El gran desideratum leibniziano era lograr un sistema donde
también ocurriese la inversa. Es decir, lograr que a toda consecuencia
semantica le correspondiese una sintadctica. Esto ocurre al nivel de los
campos l6gicos examinados en el texto, desgraciadamente no puede
generalizarse para toda la I6gica (;o felizmente?). Este y otros resultados
limitativos pueden verse en Garrido y su demostracién en Hunter!4.

14 veéanse Garrido [51] y Hunter [61].
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En general:
SiT' | C, entonces T'lF C,
y, en algunos campos:
Si 'l C, entonces T'f C,
como aquéllos que desarrollamos en el texto.

Por esto podemos adelantar algunos resultados que entenderemos
mejor al desarrollar DN. Sabemos que una tautologia es consecuencia
semantica de cualquier conjunto de férmulas, lo que nos permite también
afirmar que una tautologia es derivable de cualquier conjunto de premisas.
De igual modo, podemos afirmar la propiedad transitiva: si A es derivable
de una férmula B y C es derivable de la férmula A, entonces C es derivable
de B, cuya enunciacién semadntica es: si A es consecuencia semantica de
la férmula B y C es consecuencia semantica de A, entonces la férmula C
es consecuencia semantica de B. Asi tenemos que:

'FT y siBFA y Al C, entonces Bf C.

3. EL LENGUAJE PROPOSICIONAL (LP)

Nuestro objetivo es proporcionar un conjunto de reglas sintacticas
(referidas exclusivamente a la forma de las férmulas) que permitan efec-
tuar todas las inferencias que semanticamente son vélidas, y que ademas
permitan deducir de cero premisas las tautologias (ahora llamadas ‘teore-
mas del sistema’). Necesitamos, pues, el mismo lenguaje que el empleado
en el capitulo II; pero, dos consideraciones nos haran modificar ligeramen-
te su presentacién: (1) es bueno que el lector constate que un lenguaje
no tiene una forma dnica de presentarse y (2) en el sistema de deduccién
natural (DN) que desarrollaremos, muchas demostraciones se simplificardn
si aceptamos algunas definiciones.

3.1. Simbolos primitivos

a) Simbolos proposicionales: ‘p’, ‘q’, r, ...

b) Conectores légicos: ‘~' , ‘—
c) Simbolos auxiliares: ‘(, *)’, ‘[, T, ‘1", '},
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3.2. Reglas de formacion

a) Todo simbolo proposicional es una FBF.

b) Si A es una FBF, entonces ~(A) también lo es.

c) Si Ay B son FBF, entonces (A — B) es una FBF. _

d) Una férmula es una FBF si y solo si es el resultado de la aplicacién
de las reglas anteriores un nidmero finito de veces.

El uso de los simbolos auxiliares y la generacién de FBF es el presen-
tado en el cap. Il

3.3. Definiciones

Def. 1: (A /\ B) =def. ~(A — ~B)
Def. 2: (A \/ B) =def. ~A — B
Def. 3: (A <> B) =def. (A = B) A\ (B = A)

En esta parte, se encuentra la “diferencia” respecto del capitulo II. En
sentido estricto, este lenguaje difiere de LP, por ejemplo no tiene los
mismos simbolos primitivos (véase la lista de conectores); pero como
gracias a las definiciones toda FBF de uno lo es del otro y ahora sélo nos
interesa ese aspecto, lo llamaremos también ‘LP’.

4. EL METODO DE DEDUCCION NATURAL (DN)

Los métodos axiomaticos utilizan mecanismos artificiosos, con axio-
mas elegidos méas o menos arbitrariamente, para demostrar que una pro-
posicion es deducible de un conjunto de premisas. Segun Gentzen, el
método axiomadtico no se ajusta al procedimiento seguido cuando se
busca demostrar algo, asi DN se presenta como un sistema mas intuitivo
o natural. Esperamos que al final del capitulo el lector concuerde con esta
tesis.

Ya dijimos que el método de DN que expondremos a continuacion
utiliza pruebas parciales (subpruebas) dentro de las pruebas. Para diferen-
ciarlas usa un conjunto de barras verticales. Las barras sirven para distin-
guir el tipo o nivel de prueba en el que se esta trabajando, hay s6lo una
prueba principal y pueden aparecer una o mas subpruebas o pruebas
subordinadas.
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4.1. Pruebas, subpruebas y barras

En el ejemplo de derivacién presentado en la introduccién (8.1.), las
pruebas se llevaban a cabo en un unico nivel, en el vocabulario de DN este
nivel es el de la prueba principal. Para marcar que una prueba es la
principal, se traza una barra entre los nimeros de los pasos y los pasos
mismos, barra que no debe tener otra a su izquierda. Asi, en DN el
ejemplo tendria el esquema:

Donde los pasos desde las premisas hasta la conclusion tienen que
ser los que autorice DN y, como todavia no sabemos cudntos serdn ne-
cesarios, escribimos ‘n" para el nimero del dltimo; asimismo, no hemos
puesto las justificaciones de ninguno pues todavia no conocemos cuéles
son. En DN se emplea una pequefia raya horizontal para separar las premisas
(hipétesis en el lenguaje de DN) del resto. También convendremos en que
*:” indica en una prueba un nimero de pasos no definido desde cero pasos
hasta n (siempre un ndmero finito).

Si, en cambio, el ejemplo fuera de una subprueba que aparece en un
determinado momento (paso i) de una prueba principal, se presentaria asi:

Bl [P = (g—=-1)
il [a—=P

ki |a

n i

y la prueba principal continuaria. En este caso la subprueba va del paso i has-
ta el paso n, lo que senalaremos diciendo que se trata de la subprueba i-n.
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Debemos senalar, en primer lugar, que para demostrar cualquier
inferencia vélida de la l6gica proposicional trazaremos una barra vertical
y a su derecha, empezando en la parte superior, escribiremos las premisas
una debajo de otra y la conclusién debera aparecer al final de la barra. En
segundo lugar, al lado derecho las férmulas que son admitidas como
premisas serdn justificadas como hipétesis (Hip.), y al lado izquierdo de la
barra se escribrirdn los nimeros que correspondan secuencialmente. Gra-
ficamente se tiene:

1|P, H?p.
2 !’2 Hip.
n En Hip.

o A (Justif.)

P C (Justif.)

En este gréfico, la barra sefiala la prueba principal y, siempre, en todas
las pruebas, la primera barra indicara la prueba principal. Las premisas Py,
P,, ...,P,, son férmulas bien formadas del sistema (FBF), denominadas "hip6-
tesis’ (son los puntos de partida), razén por la cual colocaremos a su derecha
‘Hip.” como justificacién. Adicionalmente estas premisas o hipétesis las se-
nalaremos separdndolas por una pequefa barra horizontal, como aparece
después de la linea ndmero n.

‘A’ es la expresion del conjunto de FBF que aparecerdn secuencialmente
en el espacio reservado por los puntos. Cada una de estas férmulas se deri-
vade Py, P,, ..., P, de acuerdo con las reglas del sistema, por lo que cada
linea estara justificada (Justif.) mediante la abreviatura de la regla de DN uti-
lizada y los nimeros de las lineas de las que se deduce cada paso.

C (conclusién) es la tltima FBF de la prueba y aparece al final de la
barra. Que C sea derivable de Py, P,, ..., P, queda demostrado en la
prueba debidamente justificada y, finalmente, las letras mindsculas que
aparecen al margen izquierdo de la barra indican la secuencia de cada
paso que se ha seguido en la demostracion; para esto los numeraremos
con ndmeros naturales del 1 en adelante empezando con la primera linea.
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En el proceso de la demostracién, dentro de la prueba principal,
pueden aparecer una o mds, segin sea el caso, subpruebas o pruebas
subordinadas originadas o generadas por las reglas de inferencia. Estas
pruebas subordinadas serdn indicadas también por barras verticales a la
derecha de la barra principal, sin sobrepasarla por arriba o por debajo.
Cada subprueba puede tener, eventualmente, una férmula que es admitida
como premisa o hipétesis de la subprueba. En la subprueba pueden em-
plearse las férmulas que estdn en la prueba principal, de acuerdo con lo
permitido por el sistema. A continuacion el grafico nos dara una idea de
las barras subordinadas que indican las subpruebas.

1P, Hip.
2 !’2 Hip.
n|P Hip.

Hip. (generalmente, no siempre)

(Justif.)

(Justif.)

| C (Justif.)

En este caso, la subprueba esta sefialada por la segunda barra vertical
entre los pasos iy k, y a la vez se ha generado una premisa mas, P, ;. Porlo
tanto, en este contexto se ha demostrado que la férmula A, que est4 al final
de la sub-barra, es derivable de P, ; v, si s necesario (como iremos viendo),
también de Py Py vev Py Las férmulas que intervienen en la demostraciéon
se representan con ‘B’ y la justificacién de alguno de los pasos posteriores a
k debera mencionar la subprueba.

Cuando se demuestra un teorema (cualquier férmula vdlida), éste
debe aparecer al final de la barra principal y la prueba principal carecera
de hipdtesis. Pero cualquier subprueba que pueda aparecer en la demos-
tracién, por la aplicacion de las reglas de inferencia de DN, puede tener
hipétesis. A continuacién, un gréfico aclaratorio:
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L.

’ .

h : Li! Hip.

i | fn +2 Hip.

j _ B (Justif.)
k | fn +3 Hip.

| ‘ D (Justif.)
m| A (Justif.)
n T (Justif.)

Este grédfico nos da la idea para demostrar una férmula vdlida, o
teorema del sistema, expresada por T. Las subpruebas que aparecen en el
grafico se generan por la decision de utilizar tal o cual regla de inferencia
en el proceso de la demostracién de T. El paso 1 de la prueba principal
no es una hipétesis.

La nocién de prueba principal es absoluta; pero no asi la de ‘prueba
principal respecto de’, ya que una subprueba puede ser principal respecto
de otra. En este caso, la segunda barra es la prueba subordinada de la
prueba principal que estd entre h y m y demuestra que A es derivable de
P,,1- Pero, esta demostracion ha necesitado hipotéticamente dos
subpruebas (i-j y k-1) y respecto de las cuales es principal. Finalmente, el
teorema quedard demostrado si toda la prueba se ha desarrollado de
acuerdo con las reglas de DN.

Reiterando, la unica barra que necesariamente trazaremos siempre
serd la de la prueba principal. Todas las otras barras, pertenecientes a
subpruebas, las introduciremos sélo si se necesitan.

4.2. Reiteraciones y repeticiones

En la demostracion de inferencias validas o teoremas hay reglas de
inferencia que no generan subpruebas, ni permiten la introduccién o eli-
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minaciéon de un conector. Si en el proceso de la demostracién en una
subprueba se necesitan las férmulas que aparecen en una prueba principal
respecto de ella, podemos trasladar las férmulas que sean necesarias a su
respectiva subprueba. Este proceso lo regula la regla llamada de reitera-
cién, enunciada del modo siguiente:

a. Regla de reiteracion (Reit.)

i A (Justif.)

j A Reit. (i)

Debe recordarse que en una prueba los tres puntos (:) a continuacién
de una prueba indican cualquier nimero finito de pasos, inclusive cero
pasos. Segun esta regla, cualquier férmula que aparezca en una prueba
puede reiterarse en alguna de sus subpruebas. De igual modo, es
intuitivamente vélido repetir una férmula en la misma prueba.

b. Regla de repeticion (Rep.)

i A (Justif.)

j|A Rep. (i)

La necesidad de distinguir las dos reglas se apreciara en la deduccién
cuantificacional. Sin embargo, es importante tener cuidado cuando hay mas
de una subprueba dentro de la misma prueba, es decir, cuando hay més de
una sub-barra que esta bajo el dominio de una barra mayor. En este caso no
se puede aplicar la regla Reit. de una subprueba a otra subprueba, esto es,
no se puede trasladar una férmula de una subprueba a otra subprueba que
tiene el mismo rango. Por ejemplo, si nos remitimos al siguiente grafico:
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1
h| [Poyq Hip.
i l.)n +2 Hip.
j B (Justif.)
k B Hip.
1 D (Justif.)
m| 1A (Justif.)
niT (Justif.)

Podemos observar las dos subpruebas, una i-j y la otra k-1, que pertene-
cen a la primera prueba subordinada. Estas dos subpruebas tienen el mismo
rango. Una férmula de la subprueba de i-j no se puede reiterar en la sub-
prueba de k-I. Es decir, P, ,, por ejemplo, no se puede reiterar en la siguien-
te subprueba que tiene el mismo rango. En cambio, P, { si puede reiterarse
en cualquiera de sus subpruebas.

Hechas estas aclaraciones, a continuacién expondremos el cuerpo del
sistema de deduccién natural proposicional presentando las reglas que
permiten manejar a cada conector.

4.3. Reglas del condicional

En esencia, el método DN consiste en la aplicacién de reglas de
inferencia que permiten obtener uno de los componentes que aparecen
en un paso anterior (reglas de eliminacién) o que permiten colocar un
conector entre férmulas de pasos anteriores (reglas de introduccion).
Algunas de las reglas de los operadores ‘—’ y ‘~’ seran consideradas en
este sistemna como reglas primitivas por ser en LP simbolos primitivos, pero
este tema lo discutiremos en 8.4.5.
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a. Ri1. Eliminacion del condicional (ECond.)

MmilaA—>B (Justif)
il j|A (Justif.)
W|B (i,j) ECond.

Segtin ECond. se deriva el consecuente B de los pasos i (condicional
A — B) y j (A antecedente del condicional i). Esta regla no es otra que
la conocida regla del Modus Ponens. Nétese que los pasos i, j y k no tienen
que ser sucesivos, lo que marcamos incluyendo pasos sin numerar con ‘',
Pero, obviamente, se admite el caso en que lo sean (j=i+1 y k=i+2).
Asimismo, aceptamos la posibilidad de que la férmula condicional (A —
B) se presente después de su antecedente (A), como lo sefialan los nu-
meros entre ‘[ ' a la izquierda. Se podra apreciar la aplicacién de esta
regla en la demostracién de la siguiente inferencia:

Ejemplo (1): p—=q —r
pP—q
r—=p/l.q

En primer lugar, trazaremos una barra vertical, luego colocaremos las
premisas una debajo de la otra, empezando en la parte superior de la barra
y numeradas secuencialmente en el margen izquierdo de la barra. Al final
de ésta, dejando un espacio prudencial para que entren todos los pasos
necesarios, colocaremos la conclusién. Asi, el esquema de nuestra prueba
es:

Ifp—=q —r Hip.

2lp —q Hip.

3[r—=p Hip.
q
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Ahora vamos a demostrar que ‘q’ se deriva de las tres hipotesis
aplicando solamente la regla ECond. Vemos que el paso 2 es la afirmacién
del antecedente de 1, entonces por la regla ECond. derivamos su conse-
cuente, y lo colocamos en el paso 4, como aparece a continuacién:

1{p—=q) —r Hip.

2lp —q Hip.

3[r—=p Hip.

4ir (1,2) ECond.
q

La justificacion de 4 indica que ‘r' se deriva de 1 y 2 por la regla
ECond. Obtenida ‘r’, vemos que esta férmula es la afirmacién del antece-
dente de 3; aplicando ECond. obtenemos ‘p’ (paso 5) e inmediatamente
después la conclusion:

1fp—=q) —r Hip.
2lp = q Hip.
3Ir—=p Hip.
41r (1,2) ECond.
5|p (3,4) ECond.
6|q (2,5) ECond.

Al haber obtenido ‘q’ en la prueba que partia de las hipétesis en
cuestién, hemos demostrado que ‘q’ se deriva de las tres hipétesis y, por
lo tanto, hemos terminado la prueba.

b. R2. Introducciéon del condicional (ICond.)

i |§ Hip
j B (Justif.) Ultimo paso de la subprueba

k|A — B (i-j) ICond.
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Segln esta regla, si se requiere una férmula condicional (A — B) en
una prueba, se puede generar una subprueba (de la prueba donde se requiere
introducir el condicional) en la que se debe derivar B a partir de la Hipétesis
A. Si se demuestra que B se deriva de A aplicando reglas de inferencia
de DN, entonces queda demostrada la validez de la férmula condicional
(A — B) en la prueba a la izquierda. Como en la prueba interviene toda
una subprueba, ésta se justifica de i a j por ICond. (i-j). Nuevamente no
es necesario que k=j+1, aunque es recomendable proceder asi. Es una
condicién de la regla que la subprueba tenga a A como hipétesis dnica
y que el dltimo paso de la misma sea B. A continuacién, un ejemplo ilus-
trativo:

Ejemplo (2): Demostrar |p = q .—>. (@ =1 = (p =)

Para demostrar la validez de esta férmula, necesitamos que ella
aparezca en la dltima linea de una prueba principal que carezca de hipé-
tesis. Construyamos su demostracién paso a paso tratando de mostrar una
manera de construirla. Colocamos al final de la barra vertical lo que que-
remos probar de la siguiente manera:

pP—>q.—>(@—=n—=p-—=r

Trazamos una barra suficientemente larga como para contener toda la
prueba. Ahora aplicaremos las reglas que hemos introducido hasta aqui.
Segun la regla ICond., una férmula condicional al final de la barra debe
proceder de una subprueba, donde el antecedente aparece como Hipé6-
tesis y el consecuente se haya obtenido, utilizando las reglas de DN, al
final de la barra de la prueba subordinada. Asi:

1l |p—q Hip.

q—=n—={p—1
P o, (g = [} iy =]
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Observamos también otra férmula condicional al final de la barra de
la primera subprueba. La regla ICond. nos permite intuir que necesitamos
elaborar otra subprueba dentro de esta prueba subordinada, subprueba en
la que también se repite el proceso, como aparece a continuacién:

1] Ip—*4q Hip.
2 g7 Hip.
3 P Hip.
r
P—r
(g ==1) = (p==i)
P—~q.—~(q—=nD—=(p—1r

Nuestro problema ahora se ha reducido al de derivar ‘r’ en la dltima
subprueba con hipétesis ‘p’. En este caso es necesaria la participaciéon de
las hipétesis que estédn en las secuencias 1 y 2 para derivar ‘r'. Es decir,
‘r' se va a derivar de las hipétesis 1, 2 y 3. Dado que las hipétesis 1 y 2
pertenecen a una prueba distinta de la prueba en la cual estda ‘r’, para
poder efectuar la deduccion trasladaremos estas dos hipétesis a la tercera
subprueba en virtud de la regla de reiteracién.

1| |Ip—=q Hip.
2 lq —=r Hip.
3 p Hip.
4 P—q (1) Reit.
5 q—>r (2) Reit.
r
P—r
SRR
P—q.—. (q—)r)—:(p—;r)

En el diagrama anterior, se puede apreciar la gran ventaja de DN:
permite reducir una prueba a una o mas subpruebas de nivel inferior, en
las que pueden aparecer hipétesis que facilitan la labor.
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Las relaciones que aparecen entre las férmulas que estan en la tercera
subprueba, esto es, en 3, 4 y 5, nos permiten “ver” las reglas que vamos
a aplicar para derivar ‘r'. Como ‘r’ es el consecuente de la férmula 5, para
derivarla necesitamos ‘q’, que es la afirmacién del antecedente de dicha
formula y como ‘q’, podemos obtenerla de 3 y 4 por la regla ECond.
quedara demostrado que ‘r’ se deriva de 3, 4 y 5. Del modo maés natural
justificamos las férmulas que aparecen después de r' por la regla que
permite introducirlas. A continuacién, la demostracién completa:

1] |Ip—q Hip.

2 e =<>F Hip.

3 P Hip.

4 P—q (1) Reit.

5 q=>r (2) Reit.

6 q (3,4) ECond.
7 r (5,6) ECond.
8 p—r (3-7) ICond.
9] (g—=n—=(p—1 (2-8) ICond.
0lp—=>q.—. (gq—=1—=(p —1) (1-9) ICond.

Estos dos ejemplos, (1) y (2), y los ejercicios desarrollados dan una
idea de cémo se puede demostrar inferencias o férmulas validas de la
I6gica proposicional; pero sélo la practica personal permitira el dominio de
las técnijcas involucradas.

En lo sucesivo, las demostraciones las presentaremos ya no mostran-
do su génesis, sino terminadas. Es recomendable que el lector trate de
resolverlas por su cuenta. Veamos otro ejemplo:

Ejemplo (3): Probar |p .—. q —= (r — p).

1] |p Hip.

2|l | |a Hip.

3 r Hip.

4 h:» (1) Reit.

5 r—p (3-4) ICond.
6| |Iq—=(r—=p) (2-5) ICond.
7|p .—=.q —= (r—=p) (1-6) ICond.

En este ejemplo, se puede apreciar que ‘p’ en la secuencia 4 se
deriva dnicamente de la Hipotesis que estd en 1 por la regla Reit. Ademas,
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las hipétesis 2 y 3 no han intervenido en la derivacién de ‘p’. Las otras
secuencias estan justificadas por ICond. que dio origen a las respectivas
subpruebas.

Ejercicios

1.  Efectde las siguientes derivaciones en DN.

1..p—=>q,~qf re—=.p—>r
1.2, =p =g . ¥ == 8), g, ¥ ~*=p} 1—+5

2.  Demuestre los siguientes teoremas.

Z1: PP =0 = {p—* gi—>({p—=>1)
22.tp—~@—=0.~.q—=>(p-—1
23.Fp—=p.—=p—p

Solucién:

1. a. Procediendo de acuerdo con lo sugerido por la conclusién (in-
troduccién de un condicional), tenemos como posible esquema
de la prueba:

1lp —q Hip.
2|~q Hip.
3 r Hip.
* p s r

% =T

Notemos que para intentar obtener el paso (*) podemos abrir
una nueva subprueba en la cual la hipétesis sea ‘p’ y el dltimo
paso sea ‘r’, que justamente es la hipétesis que figura en 3.
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Asi pues:

1|lp = q Hip.

2|~q Hip.

3 |r Hip.

4 ‘R Hip.

5 r Reit. (3)

6| |p—r ICond. (4-5)
7Ir . p—r ICond. (3-6)

Nétese en la prueba que la numeracién que acompafa a cada
justificacién puede colocarse después de mencionar la regla.

b. Procediendo como antes, obtenemos:

1|~p = (q .—=. 1 —5) Hip.

2|q Hip.

3lr—= ~p Hip.

4| | Hip.

5| |[r—= ~p Reit. (3)

6| |~p ECond. (4,5)
7! |~p = (q .—=. 1 —53) Reit. (1)

8 |q.—.r—s ECond. (6,7)
91 Iq Reit. (2)
10| [r—s ECond. (8,9)
11] Is ECond. (4,10)

12lr —= s ICond. (4-11)

2. a. Es inmediata la siguiente demostracién:

1| [p—=(@—n Hip.

2 p—+q Hip.

3| [Ip Hip.

4 P—q Reit. (2)

5 p—=>(q—r Reit. (1)

6 q ECond. (3,4)

i g =*F ECond. (3,5)

8 r ECond. (6,7)

9 p—*r ICond. (3-8)
10] Ip—>q+—=.p—r ICond. (2-9)
Hp—=>(q—=n.—.(p—>q—={pP-—10 ICond. (1-10)
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Es evidente.

Procediendo como antes llegamos a:

1l |[p—=p.—p Hip.

P

(p—>p.—.p)—>p

Para demostrar ‘p’ seria suficiente tener demostrado de alguna
manera el antecedente ‘p — p’; pues por E Cond. con 1 se
obtendria ‘p’. Propongamos la demostracién de ‘p — p’.

b

P—P.— P Hip.

P—>P
p
=P Pl =P

y para probar (*) por la regla de I Cond. tendriamos que abrir
una subprueba de hipétesis ‘p’ y conclusién ‘p’, la cual queda
probada por repeticién. Asi pues:

11 Ip—=*pPp-—> P Hip.

2 P Hip.

! P (2) Rep.

4 |Ip—=p (2-3) ICond.
5| Ip (1,4) ECond.
6[{(p = p .—. p) = p (1-5) ICond.

Como se aprecia, también utilizaremos como parte del nombre
de la regla el simbolo del conectar.
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4.4. Reglas de la negacion (y doble negacién)

Presentaremos ahora las reglas del manejo del operador ‘~’, no sélo
las reglas de introduccién y eliminacién de la negacién simple, sino tam-
bién dos reglas para el manejo de la doble negacién. La razén para pre-
sentar reglas para el manejo de la doble negacién se discutirdn en el
siguiente acapite (8. 4. 5).

a. R3. Eliminacion de la negacion (EN)

Ij1 i B (Justif.)
il j|-B (Justif.)
k |A (i,j) EN

La regla EN dice que si en una prueba se tienen en pasos cualesquie-
ra (i,j), una férmula y su negacién, entonces en un paso posterior (no
necesariamente inmediato) se puede escribir cualquier FBF. Entenderemos,
para evitar repeticiones, que puede aparecer en un paso anterior la nega-
cién y después la férmula que se niega (es lo que dicen [j] e [i]). En
términos semanticos, podriamos decir que, segutn EN, se puede derivar
cualquier férmula, en este caso A, a partir de una contradiccién (B y ~B).

Ejemplo (4):

1] |~p Hip.

Z 8] Hip.

3 'ip (1) Reit.

4 q (2,3) EN

5] Ip = ¢g (2-4) ICond.
6l~p—=(p—q (1-5) ICond.

En este ejemplo, hemos demostrado la validez de la férmula que
aparece en la secuencia 6. La regla EN se ha aplicado en la segunda
subprueba para derivar ‘q’ (secuencia 4) a partir de ‘p’ y ‘~p’ que aparez-
can en las secuencias 2 y 3, respectivamente. La eleccién de las hipétesis
en los pasos 1 y 2 estan sugeridas por la férmula que se desea demostrar
que es la dltima.
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b. R4. Introducciéon de la negacion (IN)

Hip.

[k] j (Justif.)

[i1 k (Justif.) Ultimo paso de la subprueba

I :vA (i-j-k) IN

Si se desea obtener una férmula negada ~A, segun IN se puede
generar una subprueba asumiendo como hipétesis de la subprueba la
férmula A (obsérvese que por lo que ya conocemos de la semdntica de
LP esta férmula es la negacién de ~A). En esta subprueba, debe obtenerse
una contradiccién entre dos pasos para poder aplicar la regla, esto es: dos
férmulas de los tipos B y ~B como aparecen en las secuencias j y k
respectivamente. La obtencién de esta contradiccién en una prueba nos
indica que la validez de ~A ha sido demostrada en la prueba principal
(respecto de la subprueba). En su justificacién se coloca ‘(i-j-k) por IN' que
significa que la prueba estd entre i y la secuencia k, y que los pasos j y
k son uno la negacién del otro. El uso de la regla IN en una demostracién
también se conoce como una prueba por el absurdo. Nuevamente acep-
taremos en la practica que la férmula con el esquema ~B puede aparecer
antes de B, lo que hemos indicado con los nimeros entre corchetes. A
continuacion, un ejemplo donde se aplica la regla IN:

Ejemplo (5):

1| |p—q Hip.

2 ~q Hip.

3 [ |p Hip.

4 pP—q (1) Reit.

5 q (3,4) ECond.
6 ~q (2) Reit.

7 ~p (3-5-6) IN
8| |~q —= ~p (2-7) ICond.
9Ip > q .—. ~q = ~p (1-8) ICond.
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En este ejemplo, hemos demostrado el teorema de transposicion:
I,p--rq,-—-b, ~C =* ~P

En el procedimiento seguido en el ejemplo (5), se puede apreciar que
las hipétesis 1y 2 han sido originadas por la intencién de utilizarlas en ICond.
pero la hipétesis 3 que estd en la tercera subprueba ha sido eriginada por la
regla IN, Sabemos que IN se aplica cuando la férmula es negativay como ‘~p’
es negativay estd al final de la barra de la segunda subprueba, entonces genera
la tercera subprueba con su Hipétesis ‘p’. Aplicando las reglas de inferencia
hasta ahora presentadlas, se ha derivado una contradiccién expresada en 'q’
y ‘~q', como aparecen en las secuencias 5y 6, respectivamente, de la terce-
ra subprueba, La obtencién de esta contradiccién demuestra que ‘~p' es
derivable de la subprueba que se origina en 3, subprueba que esta (por su
rango) someticla a las hipétesis 1y 2, Asi, se justifica la linea 7 con ‘(3-5-6)
IN', Luego, el paso 8 Indica que es derivable de la hipétesis 1 y la sub-
prueba entre 2 y 7 con la justificacién por ICond, Finalmente, se llega a la
férmula 9, que esta al final de la barra principal, basacla en las secuenclas clel
1 al 8 y Justificaca tamblén por la regla ICond.

Vamos a presentar, como nuevas reglas, la Introduccién y la elimina-
clén de la doble negaclén como reglas primitivas para facllitar el trabajo
en DN y por otras razones cque veremos en 8.4.5.

¢. RS, Introduccién de la doble negacién (IDN)

i A (Justif)

1 %aA () IDN

Segun esta regla, a partir de una férmula puedo derivar inmediatamente
su doble negacion, es decir, a partir de una férmula de tipo A puedo derivar
~=~A por IDN.

262



8 / EL SISTEMA DE DEDUCCION NATURAL PROPOSICIONAL

d. RG. Eliminacion de la doble negacion (EDN)

i ;-»-A (Justif.)

ilA (i) EDN

En este caso, EDN nos permite derivar inmediatamente una férmula de
tipo A a partir de ~~A, o desde el punto de vista de buscar una demostracién
de A, nos permite asumir que debemos buscar probar antes ~~A.

Ejemplo (6):

Hip.

Hip.

Hip.

(1) Reit.
(3,4) ECond.
(2) Reit.
(3-5-6) IN
(7) EDN

~q = p (2-8) ICond.
~p—>q.—>. ~q—p (1-9) ICond.

OV ~NOGOU B WN=—

—_—

Nuevamente describiendo el proceso seguido en el ejemplo (6): la for-
mula que se ha demostrado esta en 10, al final de la barra principal. Esta
férmula ha requerido generar la hipétesis que estéd en 1 y la consecuencia que
estd en 9 (en el sentido de buscar su demostracién por ese camino), para
aplicar la regla ICond. originando la primera subprueba. La férmula 9, a su
vez, ha dado origen a la hipétesis que estd en 2 y a la férmula que esta en la
secuencia 8 permitida también por ICond. con lo que se tiene la segunda
subprueba.

La férmula que aparece en 8 no parece poder derivarse de 1y 2. En
casos como éste, es bueno tantear la posibilidad de que 8 se obtenga por
EDN, con lo que suponemos 7, férmula que es la doble negacién de 8. Como
la férmula en 7 es negativa, podemos tratar de probarla por IN, dando origen
a una tercera subprueba, en la que debe buscarse una contradiccién (una
férmula y su negacién). Con las hipétesis con las que en ese momento se
cuenta, derivar las dos férmulas contradictorias es simple.
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Como en los otros casos, la derivacion se genera cde abajo hacla
arriba; pero al final, debe leerse de arriba hacla abajo.

Ejerciclos
1.  Demuestre las reglas Modus Tollens (MT) y Sllogismo Hipotético
(SHP),
11 | 1.2 :
I|[A—=B I[A—=B
] |~B j[B—=C
k|~A MT (1)) k[A = C SHP (SHP) (1,))

2. Efectie las siguientes deducciones.

21.p—~(@Q@—Hq ~r—>~p

22.F (p= ~r.=. p—=>~q) .= P~ (~r = ~q)
23.p—>qQPp p

24 p—=>n—=~t~p—=>0+q ~s—>q —>({t—>~p)

Solucién:

1. La demostracién es:

(1) 1|JA — B Hip. (2) 1|A—=B Hip.
2|~-B Hip. 2|B—-C Hip.
3 A Hip. 31 |A Hip.
4 A — B  Reit. (1) 4] |A =B Reit. (1)
5 B ECond. (3,4) 5| |B ECond. (3,4)
6 ~B Reit. (2) 6| |B—=C Reit. (2)
71~A IN (3-5-6) 7] IC ECond. (5,6)
8IA —=C ICond. (3-7)
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2. (1) En este caso tenemos:

1lp—=(q—=1 Hip.

2|q Hip.

3| |=r Hip.

4 P Hip.

5 p—=(q—7 Reit. (1)

6 q Reit. (2)

7 q-—r ECond. (4,5)
8 r ECond. (6,7)
9 ~T Reit. (3)
10| |[~p IN (4-8-9)
11l~r —= ~p ICond. (3-10)

(2) La demostracién es:

1| |p—=~r.—. p—~q Hip.

2l |Ip Hip.

3 [ |~ Hip.

4 P Hip.

5 ~r Reit. (3)

6 p—~r.—. p—~q Reit. (1)

7 p— ~r ICond. (4-5)
8 P — ~q ECond. (6,7)
9 P Reit. (2)
10 ~q ECond. (8,9)
11 ~r = ~q ICond. (3-10)
12| |p = (~r = ~q) ICond. (2-11)
13|(p—=~r .—. p—>~q) .—. p = (~r = ~q) ICond. (1-12)

Noétese que se puede intercambiar el orden de algunos pasos,
como el 6yel7.

(3) Tenemos que:

Ip—>q9 —p Hip.
2 .:E Hip.
“=p
P
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Para continuar la deduccién, tengamos presente la regla MT
(ejercicio 1a), segun la cual si aparecen una férmula condicional
y la negacién de su consecuente, se puede concluir la negacién
del antecedente. Aplicando esta regla, es claro que de los pasos
1 vy 2 sera posible deducir ‘~(p — q)’, en efecto:

I{p—=>q—p Hip.
2l |~p Hip.
3 =g Hip.
4 (p—=q) —p Reit (1)
5 p ECond. (3,4)
6 ~p Reit. (2)
7 |~(p —q) IN (3-5-6)
e
P

Ahora buscaremos probar ‘p — q':

I[p—~q —p Hip.

2[ |~p Hip.

3 P —>q Hip.

4 (p—~q—>p Reit. (1)

5 P ECond. (3,4)
6 ~p Reit. (2)

7 ~(p —= q) IN (3-5-6)

8 P _ Hip.

9 ~p Reit. (2)
10 q EN (8,9)
1| lp—q ICond. (8-10)
12|~~p IN (2-7-11)
13|p EDN (12)

No dejemos de observar la importancia del paso 12, debido a
la forma de la regla IN. Otra demostracion podria ser la siguien-
te:
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(P >a—=p  Hip.

2 ~p Hip.

3 | Ip Hip.

4| . ~p Reit. (2)

5 q EN (3,4)

6 P—q ICond. (3-5)
4 (p—=q —p Reit. (1)

8 P ECond. (6,7)
9 ~p Rep. (2)
10|~~p IN (2-8-9)
11]|p EDN (10)

d. En este caso se observa que de 1 y 4 se puede deducir
‘~(p — 1), lo que se hace en la primera subprueba del 5 al 8.

1|[(p =1 — ~t Hip.
2{~(p— 1) = q Hip.

3| |~(s—=q) Hip.

4 |t Hip.

5 —r Hip.

6 (p—=1) — ~t Reit. (2)

7 ~t ECond. (5,6)
8 t Reit. (4)

9 ~p = 1) IN (5-7-8)

10 ~p—=1)—>q Reit. (2)

11 q ECond. (9,10)
12 |§ Hip.
13 q Reit. (11)
14 s—q ICond. (12-13)
i5 ~(s —= q) Reit. (3)
16 ~p EN (14,15)
17] It —= ~p ICond. (4-106)
18l~(s = q) = (t = ~p) ICond. (3-17)

¢Puede el lector obtener una prueba que difiera de la nuestra?
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4.5. Reglas primitivas de DN

En la construccion de sistemas deductivos, existe un criterio “estéti-
co” y “econémico” para buscar el menor nimero posible de reglas que
generen todas las férmulas que se pretende demostrar en el sistema. Este
criterio generalmente se opone al pedagégico, pues la disminucién de
reglas obliga a efectuar demostraciones mas largas y ‘artificiosas’. Por otro
lado, un nimero menor de reglas permite controlarlas mejor y evitar que
entre ellas pueda introducirse algin conflicto. En este apartado, sefialare-
mos un conjunto de reglas primitivas para nuestro sistema, probaremos
que ellas generan el resto de reglas; pero dado que el texto busca ser
introductorio, trabajaremos las deducciones o derivaciones utilizando el
mayor numero de reglas compatibles con el objetivo de adiestrar al lector
en estas técnicas.

En el lenguaje LP, presentado en ‘El lenguaje proposicional (LP)’
(8.3.1), los operadores ‘~’ y ‘—’ son simbolos primitivos. Decimos que son
primitivos porque son los Unicos necesarios en el lenguaje, los otros
conectores “\/’, ‘/\’ y ‘>’ se definen a partir de los anteriores. Remitimos
al lector a 3.2.4 para mds detalles. Las reglas de inferencia con respecto
a los dos operadores serdan admitidas como reglas primitivas, es decir, las
Unicas indispensables. Las otras reglas de introduccién y eliminacién que
presentaremos a continuacién seran demostradas aplicindose las defini-
ciones introducidas y las reglas admitidas como primitivas. Mas aun, de
las seis reglas de introduccién y de eliminacién que tenemos podemos
quedarnos con cuatro primitivas: ICond. ECond. IN y EDN. Para esto
necesitamos probar que EN e IDN se derivan de éstas:

EN 1|B Hip.

~B Hip.

~A Hip.

(1) Reit.
~B (2) Reit.
~~A (3-4-5) IN
A (6) EDN

N b WN =
=x)

IDN1]A Hip.

~A Hip.

A (1) Reit.
(3) Rep.
~—A (2-3-4) IN

Ul WwN
1
b
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El resto de reglas que introduciremos se pueden demostrar sélo con
las cuatro primitivas mas las definiciones de cada conector. Las reglas
derivadas son teéricamente innecesarias; pero, como nos interesan con-
sideraciones practicas, usaremos las seis ya presentadas mas las que va-
yamos introduciendo. Adicionalmente, no debemos olvidar nuestras dos
reglas de procedimiento: Reit. y Rep.

5. REGLAS DERIVADAS

5.1. Reglas de la conjuncion

a. R7. Introduccion de la conjuncién (IC)

[j1 i A (Justif.)
[i1 j B (Justif.)
Kk A A B (i,j) IC

La regla IC nos permite derivar la conjuncién de dos férmulas (A /\ B)
a partir de una férmula A y de otra B. El orden en que aparecen las
férmulas A y B no interesa, como lo muestran [i] y [j]. Esta regla también
nos sugiere buscar los dos componentes separadamente si la férmula que
se quiere probar es una conjuncién.

Prueba de IC:

1|A Hip.

2|B Hip.

3| |[A— ~B Hip.

41 (A (1) Reit.

5| |~-B (3,4) ECond.
6| IB (2) Reit.
7|~(A — ~B) (3-5-6) IN
8|ANB (7) Def. Conij.

En esta prueba, se demuestra que (A /\ B) se deriva de las hipé6tesis A
y B que estan en 1 y 2, respectivamente. El paso 8 lo hemos admitido por
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definicién de la conjuncién (Def. 3a.) presentada en (8.3.3) aplicada a la f6r-
mula que esta en 7. No teniamos otro camino para conectar la conjuncién
que deseabamos demostrar con las reglas anteriores. Asi, se trataba de bus-
car una prueba de 7. Dado que 7 es una férmula negativa, IN nos permite
elaborar una subprueba con la hipétesis que aparece en 3. Luego, aplicando
las reglas de inferencia en la respectiva subprueba, se deriva la contradiccién
que estéa expresada en B y ~B, que aparecen en 5 y 6, respectivamente. Esta
contradicciéon demuestra que la férmula que esta en 7 es derivable de las hi-
pétesis 1, 2 y 3, cuya prueba esté entre 3 y 6 justificada por IN. Como 8 se
deriva de 7 por Def. Conj. (Def. 1), queda demostrada a partir de las hipétesis
1y2.

La prueba de B, A |- A /A B sigue el mismo procedimiento. Dejamos
al lector efectuar la demostracion.

b. RS. Eliminacion de la conjuncion (EC)

R8a. R8b.

i|AAB (Justif.) i [AAB  (ustif)

i|a (i) EC B (i) EC

Segin esta regla, de una férmula conjuntiva (A /\ B) se puede derivar
inmediatamente uno cualquiera de los dos miembros de la conjuncién, es
decir, o se puede derivar A por R8a, o se puede derivar B por R8b.

Prueba de EC (R8a.)

1]JAAB Hip.
3[~-A Hip.

a4l |A Hip.

5 Ii (3) Reit.

6 ~B (4,5) EN

7| |A—--B (4-6) ICond.
8| |~(A - -B) (2) Reit.

| (3-7-8) IN
10lA (9) EDN
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Esta prueba muestra que A se deriva de la Hipétesis (A /\ B) que esta
en 1. El procedimiento seguido es, en primer lugar, deducir la férmula que
estd en 2 por Def. Conj. (Def. 3a.). Después hemos tomado como referen-
cia la férmula que esta al final de la barra principal, para admitir que esta
férmula A se deriva de su doble negacién que aparece colocada en la
secuencia 9. La regla IN nos permite elaborar una subprueba a partir de
la férmula que estd en 9. Como IN requiere de dos férmulas contradic-
torias y ya disponemos de 2 (reiterada en 8), buscamos probar 7. Gene-
ramos una segunda subprueba que prueba 7. De este modo queda de-
mostrada la regla EC (R8a). La demostracion de R8b sigue el mismo
procedimiento con una ligera diferencia en la aplicacion de las reglas de
inferencia. Sin necesidad de una explicacién pormenorizada, el lector podra
seguir:

Prueba de EC (R8b):

1JAANB Hip.

2|~(A — ~B) (1) Def. Conj.
3| |= Hip.

4 I_& Hip.

5 ~B (3) Reit.

6| |A— ~B (4-5) ICond.
7] I~(A — ~B) (2) Reit.
8|~~B (3-6-7) IN
9B (8) EDN

A continuacién demostramos algunas férmulas vélidas a manera de
ejemplos, utilizando las reglas introducidas hasta este punto.

Ejemplo (7): F pPp—= g Ap.—(g—=1—=(qANT)

1| [p—=q.Ap Hip.

2 q—r Hip.

3 p—>q./\.p (1) Reit.

4 P—q (3) EC

5 P (3) EC

6 q (4,5) ECond.
7 r (2,6) ECond.
8 q/r (6,7) IC

Ol ([q—=1—=(qA) (2-8) ICond.
0lp—=gq Ap.—=(q—=1—=>(QqANTr (1-9) ICond.
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Ejemplo 8): Fp—=(gqAD.=. (p—=q A —1

1| Ip—= (@A Hip.

2| | |p Hip.

3 p—=(qArD (1) Reit.

4 qANr (2,3) ECond.
5 q (4) EC

6 - q (2-5) ICond.
7 p Hip.

8 p—=(q/ATrn (1) Reit.

9 qAT (7,8) ECond.
10 r (9) EC
11| |p—=r (7-10) ICond.
12l lp—=q/N\.p—=r (6,11) IC
Blp—=@@Ar1rn.— p—=qgAN{p—r1 (1-12) ICond.

Ejercicios

i

Demuestre la validez de ‘~(r = p) N\ ~(s = q) .—. ~p \ ~q’

2. Efectide la siguiente derivacién:
q (~rAp)—=t ({tANqg —=~s ~s—>(s/N\~q), r—=>~p}~p
Solucion:

1.

272

Dejamos al lector completar la siguiente prueba:

i| [t = pP) A~(s = q) Hip.

2| |~(r—= p) (1) EC

31 |~(s = q) (1) EC

4 p | Hip.

5 r Hip.

6 h) (4) Reit.

7 r—=p (5-6) ICond.

8 ~(r —= p) (2) Reit.

9| |~p (4-7-8) IN
10 q Hip.

i ~p N\ ~q

jl~t >p) A~(s »>q) .~ ~p \~q
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2. Esquema de la prueba (buscamos una contradiccién en la subprueba
para emplear IN):

1]|q Hip.
2|(~r A p)—t Hip.
3[t A q) = ~s Hip.
4l~s = (s /\ ~q) Hip.
5(r = ~ Hip.
6 Hip.

i|~p

Observe el lector en 5 y 6 que por MT, es posible obtener ‘~r’. El
lector debe completar la prueba.

5.2. Reglas del bicondicional

Aprovecharemos que el bicondicional lo hemos definido en términos
de condicional y conjuncién (Def. 3) en °‘El lenguaje proposicional (LP)’
8. 3. 3):

(A < B) = Def. (A —=B) A\ (B—A)

para presentarlo inmediatamente a continuacién de la conjuncién. La defini-
cién elegida muestra claramente que requerimos dos condicionales. Asi:

a. R9. Introduccion del bicondicional (IB)

CRil A Hip.

m oj| B (Justif.)
il k | B Hip.
ooy A (Justif.)
m A e- B (i, k-1) 1B
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Segun la regla IB, si se requiere probar una férmula bicondicional
(A <= B) en una prueba (barra), se puede hacer (introducir el bicondicional)
si previamente se tienen dos subpruebas, una de ellas para demostrar que
B es derivable A y la otra para demostrar que A es derivable de B. La
derivabilidad en cada una de estas subpruebas demostrard que (A <> B)
es una férmula vélidamente construida.

Prueba de IB:
1 Ié Hip.
2] IB Hip.
3|1A—B (1-2) ICond.
4 |§ Hip.
5| |IA Hip.
6|B — A (4-5) ICond.
7/(A —= B) AN (B — A) (3,6) IC
8IA <= B (7) Def. Bicond.

Esta prueba nos muestra que la férmula que esté al final de la barra
principal, esto es, la férmula que estd en 8, se deriva de su respectiva
definicién (Def. 3) que aparece en 7; y a la vez 7, por ser una férmula
conjuntiva, se deriva de sus respectivos miembros. Ocurre que estas fér-
mulas —pasos 3 y 6 que son miembros de la conjuncién— se generan cada
una, a partir de sus respectivas subpruebas (por ICond.). En este caso, la
derivabilidad de B a partir de A y de A a partir de B (1-2 y 4-5) son de
las hipétesis del bicondicional. En todos los otros pasos, se puede obser-
var la justificacién respectiva.

b. R10. Eliminacién del bicondicional (EB)

R10a R10b
i A < B (Justif) i A < B (Justif)
j A (Justif.) j B (Justif.)
k B (i,j) EB k A (i,j) EB

La regla EB se conoce también como el Modus Ponens para el
bicondicional. Segun esta regla, de una férmula bicondicional y de la
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afirmacion de uno de sus miembros, se deriva el otro miembro. Las
pruebas de EB se dejan al lector.

A continuacion, algunos ejemplos ilustrativos del uso de las reglas
introducidas hasta ahora.

Ejemplo (9): | p <> ~~p teorema de la doble negacion.

1 Hip.

Z |_E-p (1) IDN

3| |==p Hip.

41 |p (3) EDN
5|p < ~~p (1-2, 3-4) IB

Se puede apreciar en esta demostracién que la férmula bicondicional
ha requerido de dos subpruebas y en cada una de ellas, la justificacion de
las reglas aplicadas pertenece a la doble negacion.

Ejemplo (10): fFp — q .<>. ~q — ~p teorema de transposicién.

Il lp—4 Hip.
2 [~q Hip.
3 p Hip.
4 P—q (1) Reit.
5 q (3,4) ECond.
6 ~q (2) Reit.
7 ~p (3-5-6) IN
8| |~q = ~p (2-7) ICond.
o1 19 — P Hip.
10 P Hip.
11 Hip.
12 ~q — ~p (9) Reit.
13 ~p (11,12) ECond.
14 P (10) Reit.
15 ~~q (11-13-14) IN
16 q (15) EDN
17| |p — q (10-106) ICond.
18|p = q .<=. ~q = ~p (1-8, 9-17) IB

De la prueba anterior, queremos que el lector rescate la técnica se-
guida para derivar ‘~p’ de ‘p = q' y ‘~q’, técnica que se repite al derivar

275



O. TRELLES y D. ROSALES

de ‘~q — ~p’ y p’ la féormula ‘q’ (véanse los ejercicios resueltos).

Ejemplo (11): Fp <= q .<>. q <= p conmutatividad del condicional.

1l |p=gq Hip.

2 q Hip.

3 P<q (1) Reit.

4 P (2,3) EB

5 P Hip.

6 p<eq (1) Reit.

7 q (5,6) EB

8l Ig=p (2-4, 5-7) IB
91 la=rp Hip.

10 Is Hip.

11 q<p (9) Reit.

12 q (10,11) EB
13 q Hip.

14 q=<p (9) Reit.

15 P (13,14) EB
16] |p <= q (10-12, 13-15) IB
17|lp <= q .<>.q < p (1-8, 9-16) IB

Este ejemplo muestra la conmutatividad de la férmula ‘p < q'; debe
ser obvio demostrar en el metalenguaje de nuestro sistema que todo
esquema bicondicional (A <> B) es conmutativo, siguiendo las mismas
pautas.

5.3. Reglas de la disyuncién

La regla de introduccién de la disyuncién es bastante simple y la
damos en las dos versiones que la conmutatividad (véase capitulo 1I) de
la disyuncién nos hace esperar:

a. Ri11 Introduccion de la disyuncion (ID)

Rlla R11b

ila (Justif.) ilB (Justif.)

iAVB (i) ID jA\/B (i) ID
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Asi, en sus dos versiones, la regla ID nos autoriza a derivar (A \/ B)
de A o de B. Es decir, dada una férmula, podemos deducir de ella su
disyuncién con cualquier otra férmula o la de cualquier férmula con ella.

Prueba de ID (R11a):

11A Hip.

2 |-A Hip.

3 A (1) Reit.

4| |IB (2,3) EN

5|~A — B (2-4) ICond.

6|A v B (4) Def. Disy. (Def. 2)

De forma andloga se puede demostrar la otra versién de ID.

b. R12 Eliminacién de la disyuncién (ED)

i A v B (Justif.)
[ j | A Hip.
[m] k| IC (Justif.)
b1 1 | B Hip.
[kl m . C (Justif.)
n C (i, j-k, 1-m) ED

La regla ED nos permite deducir de una disyuncién cualquier férmula
siempre y cuando de cada miembro de la disyuncién se pueda deducir la
férmula en cuestion. El lector debe percatarse de que la férmula C puede,
eventualmente, ser uno de los miembros de la disyuncién, nada lo prohibe.
Por otro lado, deseamos sefialar que el orden de aparicion de las subpruebas
no interesa, por lo que es costumbre bastante extendida, cuando el espa-
cio lo permite, colocar las subpruebas en forma paralela.
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Prueba de ED:
1|JAv B Hip.
2| |A
: Hip.
3] IC
41 |B
: Hip.
5[ IC
6|A = C (2-3) ICond.
7|1B = C (4-5) ICond.
8(~A — B (1) Def. Disy.
9 :C Hip.
10 A Hip.
11 A—=C (6) Reit.
12 C (10,11) ECond.
13 ~C (9) Reit.
14| [~A (10-12-13) IN
15| |~A — B (8) Reit.
16| |B
17| |B—=C
18] IC
19|~~C
20IC

Dejamos al lector la tarea de completar las justificaciones.

Ejemplo (12): Fp v (q Vv 1 .<. (p \VV q) V r asociatividad de la

disyuncién.

La demostracién es simple, pero larga. Es cémodo en estos casos

separarla en sus dos partes:

FPpv@vn.—=(pvagvr
FevaVvr.—=.pvigvn

Haremos la primera y dejaremos la otra al cuidado del lector.
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I lpv@vy Hip.
2 P Hip.

3 PV q (2) ID

4 PVvavr (3) ID

3 qvVvr Hip

6 B Hip.

7 ’Tq: V q (6) ID

8 PVvavr (7) ID

9 |1 Hip.

10 PVvavr (9) ID

11 PVavr (5, 6-8, 9-10) ED
12 Ipvi@vn (1, 2-4, 5-11) ED
13lpv@vn.—~(pva\vr (1-12) ICond.

Note el lector el modo como ED “genera” subpruebas en cantidad.
En el siguiente acapite, introduciremos algunas otras reglas que faciliten
el manejo del sistema acortando las demostraciones. El costo (parece que
todo tiene un costo) estard en la mayor cantidad de reglas que uno tiene
que conocer y manejar. Otro aspecto que deseamos resaltar es la aplica-
cién de ID en el paso 10, donde se introduce una férmula compuesta,
frente a sus otras aplicaciones. Debemos recordar que la férmula que
podemos afadir via ID es realmente cualquiera.

Ejercicios
1. Demostrar las reglas del silogismo disyuntivo.
i Av B i ~A\/ B
joo|-A oA
k |[B (i,j) SD k B (i,j) SD

.58 Demuestre

21. FpVv-~p
22. Fpvq.«=.(p—~q —q
23. tip=>n—=>~AJ-(~pVD—=>q] = ~s—>q—({—>-~p)
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Demuestre las leyes de De Morgan.

3.1.F~(A \/ B) .«>. ~A A\ ~B
3.2.F ~(A A B) .«>. ~A \/ ~B

Efectde las siguientes derivaciones.

41. (s =>t)=>(r—=q, ~pPVaht<esltu<(~-rAu
42.p = ~(~q\Vs) (~s\/ 1) = ~t, z/A\ p, ~t < Ul ~(~u\V ~q)

Solucién:

1=
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Efectuaremos la demostracién sélo en el primer caso. El otro queda
para el lector.

AvB Hip.
~A Hip.
A Hip. 9

~B Hip.
Reit. (2)

A Reit. (3)
~~B IN (4-5-6)
B EDN (7) 10IB  Rep. (9)

571

Hip.

W~ WN =
1
b

111B ED (1, 3-8, 9-10)

Né6tese la posicién de la subprueba 9-10.

a. Tenemos la siguiente demostracion:

1 ~(P \V ~P) Hip.

2 ~p Hip.

3 PV-~P ID (2)

4 ~(P V ~p) Reit. (1)

5 e IN (2-3-4)
6 p EDN (5)
7 PV-~pP ID (6)

8 | ~~(p \/~p) IN (1-1-7)
91pV p EDN (8)

Notese que suponer que se puede probar 7 es un paso clave
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para la demostracion. También es de resaltar la manera de nu-
merar la justificaciéon del paso 8.

En este caso se tiene (dejamos marcadas con ?" algunas reite-
raciones que faltan):

1 PVq Hip.

2 P—q Hip.

3 p Hip. 6 Hip.

4 ’Ta — q Reit.(2) |_CI

5 q ECond. (3,4) 7|9 Rep. (6)

8 q ED (1?, 3-5, 6-7)

9 (p—=>q —q ICond. (2-8)
Supongamos que la prueba sigue en otra pagina...
10| |(p—>q —q
11 ~(P V )

12 q

13 PVA4a
14 ~P Vv q
15 ~q

16 P—q
17 ?

18 ?

19 ~(p —>q)
20 (P4
21 P

22 ?

23 ~(p VvV 9
24 ~P

25 ~P

26 2]

27 ij
28 q
29 P—=>q
30 ~{p —=q)
31 ~~p

32 8]

33 ~~(p Vv q

34 PVq
35IpNtq . p—>g —>9q IB (1-9, 10-34)
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Invitamos al lector a justificar los diferentes pasos de esta de-
mostracién, asi como a estudiar en detalle el origen de los pasos
15, 20 y 24.

c. Proponemos al lector completar y justificar el siguiente esquema
de demostracion:

[(p =1 = ~t] \N[~(~p /1) = d]

=As = q)
t

~(p —=1)
TPVT

~(~p V1
SAEPNST) vy
~P

q
‘-ﬂ
H(s—rq)
t—~p

~(s = q) = (t = ~p)

~q

3. Demostraremos el caso (a) dejaremos las justificaciones y el otro caso
al lector (puede faltar algin paso trivial):
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1l |~(AVB)

2 A

3 AvB

4 ~(A \/ B)

5 ~A

6 B

7 A\v B

8 ~(A v B)

9 ~B

10 ~A N\ ~B

11 |~A N\ ~B

12 A\ B

13 ~A

14 A 17|B
16 B 18IB
19 B
20 ~B
21 ~(A v/ B)
22|~(A v B) .<>. ~A A\ ~B

Ahora que dispone de las reglas de De Morgan (DM), ;puede acortar
la demostracién del ejercicio (2b)
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(@ 1|(s—=t—=(r—q) Hip.

2[~(p Vv q) Hip.

3|t < s Hip.

4 u Hip.

b I3 Hip.

6 s Hip.

7 F < s Reit. (3)

8 t EB (6,7)

9 s =t ICond. (6-8)
10 s—=t)—=(r—q Reit. (1)

11 ri=s (] ECond. (9,10)
12 q ECond. (5,11)
13 q Hip.

14 lB vV q ID (13)

15 ~p V 9 Reit. (2)

16 ~q IN (13-14-15)
17 ~T IN (5-12-16)
18 ~r A\ u IC (4,17)

19 ~r A\ u Hip.
20 u EC (19)

21|u .<>. (~r /\ u) IB (4-18, 19-20)

Proponemos al lector efectuar la demostracién cambiando la férmula
del paso 3 por ‘~t <> ~s'.

b. En este caso, tenemos:

I|p = ~(~q Vv s)
2((~s 1) = ~t
3|z p

4|~t < u

5 '_'-U \ ~q
12| |a

16| |~s

18] |-t

19 u
25 ;-u
26|~(~u v ~q)




8 / EL SISTEMA DE DEDUCCION NATURAL PROPOSICIONAL

Los nimeros después de 5 son una sugerencia, puede que el
lector abrevie o alargue la demostracién.

6. EJERCICIOS PROPUESTOS

Para aquéllos que hayan leido todo el capitulo aclaramos que los
ejercicios de esta seccion deben efectuarse sin emplear las llamadas ‘re-
glas adicionales’.

1.  Efectie las demostraciones siguientes.

Fp—Is.=.r—(q-pl

Fp A\i)—=q % p»ir—+q)
|»~p—>[t-=—*u.—*.(S(—)w)—i(r\/k.—s-.p—rq)]
P == [ o® T==8) e g = [ == ~p.% T—+5)
FIp—=@ADAQ@—=>DAFT—=s) .= (p—>s)
Fp—=q—=G—=t .+ (NAq—>t

Fp~dg =* 0 %@ = @—>p~—>n
Flp—=>p—=-p)—=p

|_

Filp = QYA ~F—=1) . ~Af=—=p)

F~pVvaqg —=(pA~q
FIp—=>~(qvlATVy-~t) .= (sANq)—=(s = ~p)
ABFIrvVY)=>WARIALP VG = (rAs) .= (A ~w) = ~k
A4 b p—=~sVv .= [q<s) =~ < t)] = [~(~s A ~1) = ~p]
15|—~p—’(q/\~f)—3‘(5\/q,—3-.r)-——)p

A6 F(p—=>q—=p.—~ (pVD

A7 P =~ Allr—=q) = ~p] .—. ~p

A8 F (~p = p) —p

L19}F~p—>~q.~.q—p

1.20  ~(p = pP) —> q

121 F(p—>q—=p.—.p

VoONGOLDWN=

ek ek ek bk ek ek Gk ek ek ek ek Gk ek ek ek ek ek ek
[
N o= O

. Derive:

21 p=>rq—=>skpPAqQ—=@IANs)

22 p—=(q.—ret)fp/N~s.—= (qQV-~s)VW
23 (~pva@—=r(~svn—=tl~p—=(tyvw)
24 pyva—=rlkpP—=niAig—>n

25 p=>~qfr=q.~~pAn
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26 rys. = pAqQtATEw —= ~(~p A ~s)
27 rF(@—=0)ANA~r.—=. ~p/N\~r

28 (pv~q) = ~rkr—-~p

29 q-rwn parr—eq F~p Al)

210 p—=>qft (P —=~q — ~p

211 p—>q|~q==-p

212 ~pNQq Fp — ~q

213 p—>~q | ~pAQq)

3. Derive:

31 p=qtp<=(PAQq

32 peqtpP—=q9ANQAPp)

33 peqqerfper

3 peqresftp—=rn<(q—s)

3.5 FP—=(q =1 = ~1—>(q —=~P)

36 F(p—=t)e ~(~res).— (p/A~t) = ~ < 5)
37 ~p<qQF~q—p

38 (P == =q)e={r—=§), L =5} =lq = ~p)

39 tlgq—=nNDA@r—=q) .. st =[r<q) —(t —s)
310 F(p A ~q) = 1 .<>. ~1 = (~q = ~p)

311 FsA(pe g Allres)<ql.—. (p<1
3.12 F(se>~r.<>.~p) <> ~q] N\ (~r=>~q) N\ (~L.<>.5<>~p) \'s .—. ~q<>~p
313 FpvPAP—=DA(Q@—=T1 .—T

31 F(p—=>qQ ANA(r—=s).—. (pvrn—=(qVs)
315 F(~pVv a9 = (p > 9

316 p<nVvV@<es)F T As)—=(qVvPp

31T p Y iF (= p— ty i~ {yn

318 P> A —s) Fl~qV~=5—(~p V=~
319 pvqltr—=p) Vv(s—=q

320 ~pvqtq < (pVa

321 p—=>~(s\V D} ~(~s/\~1) = ~p

4. Pruebe por deduccién natural la validez de:

41 (p—>q) .~ (~p—>q —q

42 (p—=>qVviq—=p)

43 (~q = ~p) = (~p .V. ~q = Qq)

44 (p—q —=p.—>.p

45 (p—=nN—>(~pV-~q .—* ~p \V(r—+~q
46 q<= (Vg .~ ~pVq
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4.7 (pN q) == [ §) ' (g % =5) = (p ~= ~1)]

7. REGLAS ADICIONALES

En esta seccién afadiremos algunas reglas con la finalidad de aligerar
las demostraciones y que el lector se familiarice con un conjunto mas
amplio de reglas de inferencia que puede encontrar en otros contextos.

El problema estriba en decidir qué es un conjunto adecuado de reglas
de inferencia. No todas las posibles, pues entonces el ejercitarse en de-
rivaciones es trivial; se convierte exclusivamente en un problema de
memoria. Por otro lado, muy pocas reglas alargan y hacen pesadas las
demostraciones. Nuestra eleccién estd basada en una cierta “costumbre”.

a. Ri13. Modus Tollens (MT)

1 i A — B (Justif.)
mojl-B (Justif.)
k|~A (i,j) MT

Esta regla ya habia sido presentada en los ejercicios resueltos. En la
aplicacién de la regla puede ocurrir que ~B se presente antes que
(A — B).

Un ejemplo de su aplicacidn nos lo proporciona:
Ejemplo (13): ~p > q,p =L q—>rtr

No parece infundado pensar que la segunda o tercera premisa nos
proporcionarén ‘r’, para lo cual necesitamos romper alguno de los condi-
cionales. Ahora disponemos de dos maneras de romper condicionales:
ECond. y MT. Dada la conclusién pedida y la necesidad de romper con-
dicionales, podemos pensar en un planteamiento con una subprueba para
aplicar IN. Asi:
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~p =>4
p—>r
q—r
~T
P

g st

WV ONGOU A WN -

11]|~~r

Hip.

Hip.

Hip.

Hip.

(2) Reit.
(4,5) MT

(1) Reit.

(3) Reit.
(6,7) ECond.
(8,9) ECond.
(4-4-10) IN
(11) EDN

La prueba es estandar, aunque cabe sefialar que el paso 4 juega un
doble papel en la subprueba 4-10; ya que hace de hipétesis y, al mismo
tiempo, contradice al paso 10.

b. Ri14. Silogismo disyuntivo (SD)

Tiene dos formulaciones:

Ri14a
i A\/ B (Justif.)
j -A (Justif.)
k B (i,j) SD

R14b

—

;l\ V B (Justif.)

;-B (Justif.)

—

k|A (i,j) SD

La prueba de R14a la hemos presentado antes. Un ejemplo de empleo

de SD lo tenemos en la siguiente derivacion:

Ejemplo (14):

~p V q

~T\/ S

~q\/ ~s //: ~p\/ ~T
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Derivacion:

Il~p Vv q Hip.

2l~r\/ s Hip.

3l-qV-~s Hip.

4 ~q Hip.

5 ~PV q (1) Reit.

6 ~p (4,5) SD

7| l-pv-~r (©ID

8 |~s Hip.

) ~T\/ s (2) Reit.
10 ~r (8,9) SD
11 ~p \/ ~T (10) ID
12[~p \/ ~rT (3, 4-7, 8-11) ED

El lector recordard que en el capitulo IV (4.1.3) mencionamos un
principio de sustitucién por equivalentes. El reflejo (nada pélido) de esa ley
en DN sera la regla de intercambio.

Para enunciar la siguiente regla convengamos en la siguiente notacion:

A(B) designa una férmula dentro de la cual aparece una o mds veces
el esquema B. Por ejemplo, si A es ‘(p \v ~q) = [r A (p v ~q)I', entonces
B puede ser ‘p \/ ~q’ que aparece dos veces en A (también podria ser ‘p’
o r).

A(B/C) designa la férmula que resulta de reemplazar el esquema B
por el esquema C, al menos en uno de los lugares en que aparece B. De
modo que en la férmula A(B/C) aparece C por lo menos una vez, bien
puede ocurrir que se haya reemplazado B todas las veces que aparecia,
con lo que A(B/C) puede no contener ya a B.

La expresién B < C afirma que B C y también C}B. Diremos que
se trata de una equivalencia sintactica.
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c. R15. Intercambio (INT)

Si se sabe que B « C, entonces procede:

i A(B) (Justif.)

j A(B/C) (i) INT

Asi como no probamos la sustitucién por equivalentes, tampoco
probaremos esta regla pues nos llevaria mas alla de los limites que nos
hemos impuesto. Para su aplicacién, la regla de intercambio requiere que
previamente se disponga de ciertos “equivalentes”. Nosotros aceptare-
mos los siguientes:

1. A < ~~A Doble negacién (DN)

2. Av By QO <« (A\v B)\v C Asociatividad de la disyuncién (Asoc.)
3. ANBANC <= ANBANC Asociatividad de la conjuncién
(Asoc.)

A v B <& B vy C Conmutatividad de la disyuncién (Conmut.)

A N\ B < B /A C Conmutatividad de la conjuncién (Conmut.)

A — B < ~(A /\ ~B) Definicién del condicional en conjuncién (Def.
Cond.)

A — B < ~A v/ B Definicién del condicional en disyuncién (Def. Cond.)
A < B < (A — B) /A (B — A) Definicién del bicondicional (Def. Bicond.)
~(A N\ B) & ~A v ~B De Morgan (DM)

~(A v B) & ~A N\ ~B De Morgan (DM)

A — B < ~B — ~A Transposicién (Transp.)

.0 e

- = 0 00 N
k=

La lista de “equivalencias” sintacticas (que son verdaderas equivalen-
cias semanticas como puede comprobarse haciendo los respectivos DS) no
es completa, ni siquiera con respecto a las que tradicionalmente se citan;
(en los ejercicios el lector encontrara las que no figuran aca). Al presentar
cada “equivalencia” para intercambio hemos colocado entre paréntesis la
abreviacion que se escribird en la justificacion. Se puede apreciar que
“equivalencias” distintas tienen la misma abreviatura pues, por ejemplo,
no vale la pena diferenciar la asociatividad de la disyuncién de la
asociatividad de la conjuncién por la abreviacién, pues serd obvio cudl se
utiliza.
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Debemos confeccionar pruebas en el metalenguaje de DN que esta-
blezcan cada una de las once “equivalencias” entre esquemas de férmulas
citadas. Para esto debemos demostrar en cada caso que partiendo de
cualquiera de los lados (izquierda o derecha) del simbolo ‘=’ se puede
llegar al otro.

La equivalencia 2 se establece siguiendo el ejemplo 12. Las equiva-
lencias 1, 3, 4 y 5 son triviales. La 8 se sigue de la def.cc de forma
inmediata.

Lo anterior quiere decir que el lector debe efectuar las pruebas con
todo detalle. Nosotros nos ocuparemos de probar 6, 7, 9, 10 y 11 utili-
zando la regla de intercambio (INT).

Definicién del condicional ( Def. Cond.) en conjuncién.

1

Y]

~N oUW

A — B Hip.
A N\ ~B  Hip.
A (2) EC
~B (Z) EC
A—B (1) Reit.
B (3,5)ECond.
~(AA~B) (2-4-6) IN

1|~(A A ~B)

2 |A

3 ~B

4 A

5 A N ~B
6 ~(A A ~B)
7| [~~B

8| IB

9|A - B

Hip.
Hip.

Hip.

(2) Reit.
(3, 4) IC
(1)Reit.
(3-5-6) IN
(7) EDN
(2-8)ICond.

Bastan esas dos pruebas para probar la equivalencia, sélo habria que
anadir una linea.

Definicién de condicional (Def. Cond.) en disyuncion.

1|JA—=B Hip.

2|~~A — B (1) INT DN

3|~A v B (2) Def. Disyunc.+DN
1|~A Vv B Hip.

2|~~A — B (1) Def. Disyunc.
3|[A—B (2) INT DN
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Notard el lector que INT otorga mucha holgura; pues, si'bien la
prueba que de ~~A — B se deriva A — B es trivial sin INT, se alarga
indtilmente. Equivalencias de De Morgan (DM).

Estas reglas recogen la relaciéon entre conjuncién y disyuncién (su
llamada dualidad). Su demostracién, gracias a la regla de intercambio es

bastante corta, sin €sta seria muy larga.

1]~(A A B) Hip.

2|~(A N~~B) (1) INT DN.
3|1A— ~B (2) INT Def. Cond.
4|~A \/~B (3) INT Def. Cond.
1|~A \/~B Hip.

2|A —~B (1) INT Def. Cond.
3|~(A A\ ~~B) (2) INT Def. Cond.
4]~(A /\ B) (3) INT DN

Note el lector que las “equivalencias” se aplican tanto de izquierda
a derecha como de derecha a izquierda (sin alusiones politicas).

La otra forma de DM que presentamos se prueba asi:

1 Hip.

2 ~B Hip.

3 A—B (1) Reit.

4 ~A (2,3) MT
5[~B — ~A (2-4) ICond.

Para la demostracién de la transposicién, tenemos:

~B — ~A Hip.

Hip.

(2) IDN

(1) Reit.

(3, 4 MT
(5) EDN
(2-6) ICond.

NGO Uk WN =
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El manejo de las reglas anteriores nos parece mas que suficiente para
resolver, con relativa facilidad, todas las derivaciones. Veamos un ejemplo,
en el que acortaremos la prueba aplicando la misma regla de intercambio
mas de una vez en un solo paso.

Ejemplo 15:
derivar ~(p —q) —r
s —= (t = u)
{5 misit] = wg
= [/o~r = ~p.
1]|~(p—>q) —r Hip.
25— (t—=u) Hip.
3|(s—=~t) —=~q Hip.
4|~u Hip.
5 T Hip.
6 5— (t—u) (2) Reit.
7 ~U (4) Reit.
8| s Vvi~tvu) (6) INT Def. Cond.
91 [sVv-~thvu (8) INT Asoc.
10 o8 = (7,9) SD
continda...
11 s—~t (10) INT Def. Cond.
12| [(s—=>~t)—~q (3) Reit.
13| |~q (11, 12) ECond.
14| [~(p—=q)—r (1) Reit.
15| [~~(p—q) (5, 14) MT
16| [p—q (15) EDN
17| |~p (13, 16) MT
18| ~r—=~p (5-17) ICond.

Si el lector trata de hacer la derivacién sin las reglas adicionales vera
que se puede, pero por lo menos en el doble de pasos.
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2.1

2.2

23
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EJERCICIOS PROPUESTOS

Demuestre la validez de las siguientes inferencias:

a) pl) p—q
P2) ~q A
p3) ~p —=>s

pa) ~(r <> ~t) //-s
b) pl) (pVvs)—>r

p2) ~(q \V ~s)

p3) t—+q

pd) ~rAN~t)\yp//-s—=p
c pl) (~-rAp)—=t

p2) (t/\q)—= ~s

p3) ~s = (s \ ~q)

p4) p

P5) (r = ~p) //..~q
d. pl) p< ~r

P2) p—=>(sVv 1)

pP3) (t—=2z) N (z = W)

p4) z = q /[ -(~s N\ ~1) > W

Trate de hacerlas sin reglas adicionales.

Demuestre por Deduccién Natural la validez de los siguientes argu-
mentos:

Si hay una violacién de la constitucion, los jueces de la Corte Supre-
ma renunciarian si fuesen demdécratas. Ademas, si hay una violacion
constitucional o usurpacién de poderes, entonces se violan los de-
rechos ciudadanos. Por lo tanto, si se da una violacién constitucional
y los jueces de la Corte Suprema no han renunciado, entonces se
violarédn los derechos ciudadanos y los jueces de la Corte Suprema
no serdn demdcratas.

Si no existe Santa Claus, la navidad es triste y los nifios no sonreiran.
Si los ninos reciben regalos o son felices en su hogar, entonces los
nifos sonreirdn. La navidad es triste aunque no nieve en Diciembre.
Luego, existe Santa Claus, puesto que los nifios son felices en su
hogar y en diciembre no nieva.

Si la hoja tiene nervaduras paralelas, se clasifica como paralelinervadas;
y si la hoja tiene nervaduras como los dedos de una mano, se clasifica
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al)
a2)

a3)

ad)

ab)
ao)

como palmatinervada. Si la hoja tiene forma de punta de flecha, se
clasifica como hoja asaetada; y si tiene forma de punta de lanza,
se clasifica como hoja lanceolada. Por lo tanto, la hoja se clasificara
como palmatinervada y hoja lanceolada, porque la hoja tiene ner-
vaduras como los dedos de la mano y tiene la forma de punta de
lanza.

Si Pamela aumenta azicar a la receta, los nifios la encontraran de-
liciosa pero al abuelo le parecera muy dulce. Si Pamela no aumenta
azucar a la receta, entonces le sobrarad azdcar suficiente para preparar
caramelo. Luego, a Pamela le ha sobrado azicar suficiente para
preparar caramelo si al abuelo no le parece muy dulce la receta.

Encuentre la premisa que falta por diagramas semanticos para que
la inferencia sea vdlida. Después, demuestre que la conclusién se
sigue del conjunto de premisas por Deduccién Natural. ¢Es unica la
respuesta?

pl) r— (s A\ q)
p2) (tv p)—r
pP3) s JSoq

Si son ciertas las siguiente afirmaciones:

Si en la tarde Claudia regresa a la zapateria donde trabaja, habra
ganado el premio a la vendedora estrella.

Claudia recibira un cheque siempre que gane el premio a la vende-
dora estrella.

Si Claudia recibe un cheque, o bien compraréd un par de zapatos que
haga juego con su bolso si en la tarde regresa a la zapateria donde
trabaja, o bien se comprarda un bolso nuevo si en la noche va a la
boutique.

Claudia se comprarad un par de zapatos que haga juego con su bolso
si ella se compra un bolso nuevo.

Ademads, en la tarde regres6 a la zapateria donde trabaja.

Sin embargo, en la noche fue a la boutique.

a) Demostrar por Deduccién Natural que de lo anterior se deduce
que ‘Claudia se va a comprar un par de zapatos que haga juego
con su bolso’.

b) Redacte un argumento explicando este razonamiento guiandose
por los pasos de la deduccién. Por ejemplo:
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Si S: Claudia se comprard un par de zapatos que
haga juego con su bolso.
F: Claudia se compra un bolso nuevo.

y en la derivacién se tiene:

ad) t — s
X) t
x+1) s (4,x) ECond.

entonces la argumentacion del paso x+1 serd: 'Si Claudia se compra
un bolso nuevo, entonces se comprara un par de zapatos que haga
juego con su bolso (4); y ya hemos demostrado que ella se comprara
un bolso nuevo (x); por lo tanto, es cierto que Claudia se comprara un
par de zapatos que haga juego con su bolso (x+1).

En la demostracién por Deduccién Natural —sin reglas adicionales—
de la siguiente inferencia

phyp—=(r—q
P2) (p Vv s) =t/ (pA~q) =t~
No se necesita utilizar la regla:

A) IC B) EC C) ICond. D) EN E) IN

Complete la siguiente prueba.

I|(p v q—=(r A's)
2ls = t

3|~t

4

5[ | ID (4)

6 Reit. (1)

7 ECond. (5,06)
8| |EC (7)

9 Reit. (2)
10 ECond. (8,9)
11| | Reit. (3)
12 IN (4-10-11)
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& Dada la siguiente deduccion:

~p A (p*q) * ~q
~p
(P*q) * ~q
ol
(p*q) * ~q
~q
~(p*q)
~p
(P*q)
~i=q
q
~p A (p*q) * ~q .—. q

¢Cudl es la regla de introduccién y cudl la de eliminacién del asterisco?

297






IX

LOGICA CUANTIFICACIONAL:
El METODO DN

La aplicacién del método DN a la légica cuantificacional incluye sélo
algunas reglas adicionales con respecto a las reglas ya conocidas de DN
en la légica proposicional. El procedimiento que se va a seguir también
es el mismo, sin embargo el sistema de LC es independiente, porque tiene
un lenguaje, reglas y definiciones propias.

1. EL LENGUAJE DE LA LOGICA CUANTIFICACIONAL (LC)

1.1. Simbolos Primitivos

a. Simbolos predicativos: ‘F’, ‘G!’, ‘H!’,..., ‘FZ, ‘G?%’, ‘H?,..., ‘F?’, ‘G>,
‘H?,..., ‘Fv, ‘Gv, ‘H™,....

b. Variables individuales: x, vy, z,...

c. Constantes de individuos: a, b, c,...

d. Operadores: ~, —, (V)

e. Simbolos auxiliares: (, ), [, 1, {, } y los puntos auxiliares.

Aunque ya aparece expuesto en 5.1.1, vale recordar que en el
metalenguaje a las variables individuales y a las constantes de individuos
las designamos con ‘o’. Asi:

o X, ¥.Z a4 b; 6w
‘B’ es el simbolo del metalenguaje para las variables individuales:

R: x, Yy, z,...
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y ‘v’ es el simbolo del metalenguaje para las constantes de individuos:
y: a, b, c,...

Si observamos los operadores, notaremos que aparece una pequeia
linea en el cuantificador universal. La pequefia linea puede ser sustituida
por cualquiera de las variables individuales, de modo que en el metalenguaje
el cuantificador universal es ‘(VB)' y puede expresarse como ‘(Vx)’, (Vy)’,
o como ‘(Vz)' y se leera ‘para todo x’, ‘para todo y’' y ‘para todo z’,
respectivamente, pero de ninguna manera ‘B’ puede ser sustituida por
mas de una variable individual o por una constante. En este sentido sélo
se cuantifican las variables individuales.

Los simbolos de predicado aparecen ahora con un pequefioc nimero
como superindice, llamado ‘ariedad’. Asi, no es el mismo predicado ‘F!’
que ‘F2’,

Los simbolos auxiliares, como los signos de agrupacién y los llama-
dos ‘puntos auxiliares’ (notacién Peano-Russell), se usan para determinar
la jerarquia de los operadores diddicos, como ya aparece expuesto en los
capitulos 1I, V y VIII del presente texto.

1.2. Reglas de formacion

a.  Un simbolo predicativo de ariedad n seguido de a(, a, ..., 0, €s una
FBF (una letra predicativa puede estar seguida de variables individua-
les o constantes de individuos).

Si A es una FBF, entonces ~(A) también es una FBF.

Si A y B son FBF, entonces (A — B) es una FBF.

Si A es una FBF, entonces (VB)(A) es una FBF.

Una férmula es una FBF si y sélo si es el resultado de la aplicacién
de las reglas anteriores un ndmero finito de veces.

0ang

1.2.1. Formulas monadicas y poliadicas

Las reglas de formacién arriba enumeradas nos permiten obtener FBF
de la I6gica cuantificacional en este sistema (nétese que no aparecen letras
proposicionales, ;puede el lector imaginar los cambios necesarios para
incluirlas?). Por ejemplo, segun la regla (RFa) las siguientes férmulas:
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Fix, F2xy, F3xyz, Glx, G2xy, G3xyz, Hlx,..., etc.

son FBF de LC. Cuando una letra predicativa estd seguida sélo de una
variable individual, el predicado se llama ‘monadico’ y la férmula
cuantificacional también se llama monadica. Por ejemplo, son férmulas
cuantificacionales monddicas: Flx, Fly, Flz, Glx, Gly, Hlx,..., etc.

Cuando la letra predicativa estd seguida solamente de dos variables
individuales, la férmula cuantificacional se llama diadica y hablamos de
predicado diadico. Por ejemplo, son férmulas cuantificacionales diadicas:
F2xy, F2yz, G2xy, H2xz, H2xx,..., etc.

Asi como hemos obtenido férmulas monddicas y diddicas, también
podemos obtener férmulas triadicas y asi sucesivamente férmulas n-adicas
o férmulas poliadicas. Generalmente, se introduce el término ‘férmulas
poliddicas’ cuando aparece una letra predicativa seguida por mas de dos
variables individuales. Por ejemplo, son férmulas poliddicas:

F3xyz, G3xyz, H3zxy, GAzyxz, H4yzxy,..., etc.

En la presente exposicién nos limitaremos a usar solamente férmulas
monadicas, por lo que no utilizaremos los superindices.

1.2.2. Simbolos predicativos, variables e individuos

Los simbolos o letras predicativas representardn a términos como
‘griegos’, ‘filésofos’, ‘nimeros pares’, etc., es decir, las letras predicativas
simbolizardn términos que indican una cualidad. Los términos menciona-
dos pueden representarse respectivamente por ‘G, ‘F' y ‘H’. Con la de-
nominacion de variables nos referimos a ‘x’, 'y’ y ‘z’. Estos simbolos
representan individuos desconocidos o no especificos, de alli que pueden
denominarse ‘variables indefinidas’.

Por ejemplo, las expresiones ‘x es griego’, ‘y es filésofo’ o ‘z es un
ndmero par’ son indefinidas, es decir, no son verdaderas ni falsas. Simb6-
licamente vamos a representarlas asi:

Gx, Fy, Hz

si mantenemos la simbolizacién de ‘griegos’ por ‘G, de ‘filésofos’ por ‘F’
y de ‘ndmeros pares’ por ‘H'. Las constantes de individuos ‘a’, ‘b’, °C’, etc.
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simbolizaran nombres propios, por ejemplo, pueden representar a ‘Sécrates’,
‘Platéon’ y ‘18, respectivamente, entonces podemos obtener:

Sécrates es griego.
Platén es filésofo.
18 es un nimero par.

expresiones de las que se puede decir que son proposiciones, porque
podemos hablar de su verdad o falsedad. Simbdlicamente:

‘Ga’, ‘Fb’, ‘Hc'

Las nociones de variables libres y ligadas estdn relacionadas con el
uso del cuantificador. La regla RFd indica que un cuantificador seguido de
cualquier férmula cuantificacional es una FBF. Esta férmula cuantificacional
constituye el alcance o dominio del cuantificador. Por ejemplo:

(VX)Fx, (Vx)(Fy — Gx), (Yy)(Fx .—. Gy — Hy), (Vx)Fx — Gx,..., etc.

son FBF de LC. Una variable es libre en una férmula cuantificacional cuando
no estd bajo el dominio del cuantificador, por ejemplo, cuando la letra de
la variable es distinta de la variable individual cuantificada:

(Vx)Fx — Gx

Fx — Gy

(VX)(Fy — Gx)
(Vx)(Vy)(Fy .—. Fz = Gx)
(VX)Fy .—. ~Hx — (Vz)Fx

ol ol

El cuantificador es un operador monadico, al igual que la negacién,
porque opera solamente hacia la derecha. Asi, en 1 ‘Gx’ no esta bajo el
dominio del cuantificador, por lo tanto ‘X’ es una variable libre. En 2, ‘X’
en ‘FxX’ e ‘y’ en ‘Gy’ son variables libres. En 3, ‘y’ en ‘Fy’ es una variable
libre porque la variable ‘y’ de ‘F’ es distinta de la variable X’ que esta
cuantificada universalmente. En 4, ‘z’ en ‘Fz’ es una variable libre, y en 5,
‘'v'y X en ‘Fy’, ‘~Hx’ y ‘Fx’ son variables libres. Las férmulas
cuantificacionales con variables libres se denominan ‘férmulas abiertas’.
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Una variable esta ligada cuando no esté libre. Ejemplo:

(Vz)Fz

(Vz)(Vx)(Fx — Fz)

(VX)Fx — (Vy)(Gy — Hy)

(VX)[(VZ2)Gz .—. Fx — (Vy)(Fy — Gx)]
(VX)[(Vy)(Fx — (Vz)(Fz — (Vw)Fw .—. Gy))]

Las férmulas cuantificacionales que tienen todas sus variables ligadas

se llaman ‘férmulas cerradas’. En este caso -ejemplos del 6 al 10- todas
las variables estdn ligadas. En LC, las letras predicativas seguidas de cons-
tantes de individuos también son férmulas cerradas, porque dichas férmu--
las se pueden interpretar como verdaderas o falsas, y I6gicamente los
simbolos proposicionales (si se los incluye). Por ejemplo, las siguientes
férmulas son cerradas:

11.
12.
13.
14.

Fa — Fb

(Vx)Fx — Fa

(VX)Fx — (Vy)Fy .—. Fb — Fa
Gb — (Vy)(Fa — Gy)

Las férmulas abiertas pueden cerrarse cuantificindose las variables

libres por medio del cuantificador universal. Este cuantificador debe ante-
ponerse a toda la férmula. Por ejemplo, vamos a cerrar las férmulas abier-
tas que aparecen en los nidmeros del 1 al 4:

15. (Vx)[(Vx)Fx — Gx]
16. (Yy)(Vx)Fx — Gyl
17. (Vy)(¥X)(Fy — Gx)]
18. (Vz)(Vx)(Vy)(Fy .—. Fz = Gx)
Estas férmulas constituyen las clausuras universales de las férmulas
abiertas.

1.3. Definiciones

Def. 1: (A A B) =4t ~(A — ~B)
Def. 2: (A \/ B) =4or ~A — B
Def. 3: (A <> B) =4r (A = B) /A (B = A)
Def. 4: (AB)(A) =4 ~(VR)~(A)
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Estas definiciones seran ttiles basicamente para demostrar las reglas

de inferencia derivadas. Vale recalcar lo que ya se ha dicho en la légica
proposicional, que el método DN se basta de sus reglas para demostrar
cualquier férmula vélida dentro de dicho sistema.

Ejercicios

; ]

Pange

it

o on o

En cada una de las siguientes férmulas abiertas sefiale las variables
libres. Luego, conviértalas en férmulas cerradas.

@y)Fy N Gz)

(IAx)Fx — ~Hx

(Vx)(Hy \/ ~Fx) — Gy

@Ay)Fy v Gx .—. (Vz)~Fz]
(Vx)(Gx — Fy) A\ (y)(Hy A Fx)

Obtenga el equivalente de cada una de las siguientes férmulas apli-
cando las respectivas definiciones de tal modo que cada férmula
tenga sélo operadores primitivos del sistema (incluya letras
proposicionales en el sistema).

~p N\ ~q

~pV(q V ~1)

Fa < (dy)Fy

(3x)(~Hx v Gx) \v Gb

~p V @y)(Fx < Gy) A ~(3@x)Gx

Solucién:

Ik
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Las variables libres en cada una de las siguientes férmulas son como sigue:

En (a) ‘z’ es la variable libre en ‘Gz’.

En (b) ‘X’ es la variable libre en ‘~Hx’.

En (c) 'y’ es la variable libre en ‘Hy' y en ‘Gy’.
En (d) ‘X’ en ‘Gx’ es la variable libre.

En (e) 'y en ‘Fy’ y ‘X’ en ‘Fx’ son variables libres.

Ahora convirtiéndolas en férmulas cerradas, se tiene:

a. (V2)3y)Fy N\ Gz)
b. (YX)[(@x)Fx — ~Hx]
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c. ' (VWI(VX)(Hy \/ ~Fx) = Gy]
d. (Yx)3y)Fy v Gx .—. (Vz)~Fz]
e.  (Vy)Vx)(Gx — Fy) A (Vx)(3y)(Hy /\ Fx)

2. El equivalente de cada una de las férmulas sélo con operadores
primitivos y después de aplicarse las definiciones es:

~{~p —+ q)

P~ (~q — ~I)

~{[Ffa = ~(Vy)~Fy] .—. ~[(Vy)~Fy — Fal}

(Vx)~(Hx — Gx) — Gb

~p = ~(VY)[Fx = Gy .—. ~(Gy — Fx)] .—. ~(Vx)~Gx}

panop

2. REGLAS DE INFERENCIA
A la lista de reglas de inferencia introducidas en LP, vamos a afadir

las reglas de introducciéon y eliminacién de los cuantificadores universal y
existencial.

2.1. Reglas para el cuantificador universal

Las reglas referentes al cuantificador universal son admitidas en este
sistema como reglas primitivas.

a. R1. Eliminacion del cuantificador universal (ECU)

i iVB)’(j}B Hip.

j ik (i) ECU

Segun esta regla, a partir de una férmula que tiene como operador
principal el cuantificador universal, se puede deducir inmediatamente una
férmula donde la letra predicativa puede llevar cualquier variable o cons-
tante de individuos. Por ejemplo, si decimos ‘Todos estin aprobados’
refiriéndonos a los alumnos que estan presentes en un salén de clase,
entonces cualquier individuo arbitrariamente elegido estara aprobado. De
igual modo, si ‘Todo es materia’, entonces cualquier elemento que tene-
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mos del universo de referencia serd materia. En general, qué variable o
qué constante usar en cada caso dependera de lo que se necesite, como
veremos en los ejemplos.

A continuacién demostramos una férmula donde se va a aplicar ECU
y las otras conocidas reglas de LP, aplicadas ahora a FBF de LC.

Ejemplo (1): Demostrar (Vx)(Fx — Gx) /N Fa .—. Ga.

1] [(Vx)(Fx — Gx) /A Fa Hip.

2| [(VX)(Fx — Gx) (1) EC

3| |Fa (1) EC

4| |Fa — Ga (2) ECU

5| 1Ga (3,4) ECond.
61(Vx)(Fx — Gx) /\ Fa .—. Ga (1-5) ICond.

Si apreciamos las secuencias de la demostracion, el procedimiento es
el mismo de LP, con el tnico afiadido de ECU aplicada en el paso 4, donde
al eliminarse el cuantificador universal, ‘a’ ha sido reemplazada por ‘a’,
dado que ‘a’ ya aparece como parte de la premisa. Asi, la férmula de este
ejemplo puede interpretarse como la expresién simbdlica de ‘Todos los
hombres son mortales y Sécrates es hombre; luego, Sécrates es mortal’.
Como se puede ver, ‘Sécrates es hombre’ (Fa) y ‘Sécrates es mortal’ (Ga)
aparecen como instancia de ‘Todos los hombres son mortales’.

Si aparecen dos constantes de individuos en un contexto en el que
hay una generalizacién universal, entonces (es altamente probable que) la
generalizacion universal tendrd que interpretarse para cada constante in-
dividual. Por ejemplo, ‘Si todos los hombres son mortales, y Socrates y
Platén son hombres, entonces Sécrates y Platén son mortales’ (F: Hom-
bres, G: Mortales, a: Sécrates, b: Platén) nos permitird explicar el modo
de eliminar el cuantificador universal para cada constante de individuo. En
primer lugar, su simbolizacion es:

Ejemplo (2): (Vx)(Fx — Gx) N\ (Fa /A Fb) .—. Ga A\ Gb
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Demostracién:

1 (Vx)(Fx — Gx) /A (Fa /\ Fb) Hip.

2 (Vx)(Fx — Gx) (1) EC

3 Fa/\Fb (1) EC

2 Fa = Ga ./\. Fb = Gb (2) ECU

5 Fa — Ga (4) EC

6 Fa (3) EE€

7 Ga (5,6) ECond.
8 Fb — Gb (4) EC

9 Fb (3) EC
10 Gb (8,9) ECond.
11 Ga /\ Gb (7,10) IC
12 | (Vx)(Fx—=Gx) /A (Fa/\Fb) .—. (Ga/AGb) (1-11) ICond.

En la secuencia 4 de esta demostracién se ha aplicado ECU. Se puede
apreciar que nos hemos tomado cierta “libertad” al eliminar el cuantificador
universal para abreviar la prueba. Al aplicar la regla, ‘a’ ha sido reempla-
zada por ‘a’ y por ‘b’, dado que en el argumento se necesitara instanciar
la férmula del paso 2 para cada uno de estos individuos constantes. En
otros términos, la eliminacién del universal ha sido aplicada dos veces en
un paso. '

Ejemplo (3): (Vy)Fy N\ (Vy)(Fy = ~p) .—. p = Ga
Demostracion:

1 [(Vy)FEy A (Vy)(Fy — ~p) Hip.

2 | p Hip.

3 (Vy)Fy N\ (Vy)(Fy — ~p) (1) Reit.

4 (Vy)Fy (3) EC

5 (Vy)(Fy = ~p) (3) EC

6 Fy (4) ECU

7 Fy — ~p (5) ECU

8 ~p (6,7) ECond.

9 Ga (2,8) EN

10 p — Ga (2-9) ICond.

11| (Vy)Fy A (Vy)Fy = ~p) .—. p = Ga (1-10) ICond.

En la demostracion de este ejemplo, al eliminarse el cuantificador, ‘o’
ha sido reemplazada por la variable individual ‘y’, como aparece en las
secuencias 6 y 7 justificadas por ECU.
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Ejemplo (4):- ~(Vx)~Fx — (dy)Hy
~(Vy)~Hy — (Vz)fz
(Ax)Fx /... ~(3z)~Fz

Como el presente ejemplo es una inferencia, para demostrarla por DN
vamos a colocar las premisas una debajo de otra como hipétesis y la
conclusién se colocard al final de la prueba principal. A continuacién,
la derivacion:

1 ~(Vx)~Fx — (dy)Hy Hip.

2 | ~(Vy)~Hy — (Vz)Fz Hip.

3 | (3@xFx Hip.

4 | ~(Vx)~Fx (3) Def. 3

5 | (3y)Hy (1,4) ECond.
6 | ~(Vy)~Hy . (5) Def. 3

7 | (Vz)Fz (2,6) ECond.
8 | ~(Az2)~Fz (7) Def. 3

La particularidad de esta demostracion es el uso de la definicion del
cuantificador (Def. 4), como aparece en las secuencias 4, 6 y 8.

Ejemplo (5):  (Vx)Fx — (Jy)(Hy A ~Gy)

(Vy)(Hy — Gy) .\/. ~(Ix)~Hx N (Vy)Fy
~(Ax)~Fx [//.. ~(Ha — ~Fb)
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Demostracion:
1 (Vx)Fx — (Ay)(Hy /\ ~Gy) Hip.
2 [(Vy)Hy — Gy) .. ~(3x)~Hx A (Vy)Fy Hip.
3 ~(Ix)~Fx Hip.
4 | (Vy)(Hy — Gy) Hip
5 [Ha — ~Fb Hip.
6 ~(Ix)~Fx (3) Reit.
7 (Vx)Fx (6) Def. 3
8 (Vx)Fx — (Jy)(Hy N\ ~Gy) (1) Reit.
9 (3y)(Hy /\ ~Gy) (7,8) ECond.
10 (Vy)Hy — Gy) (4) Reit.
11 ~(3y)~(Hy — Gy) (10) Def. 3
12 ~(3y)(Hy N\ ~Gy) (11) Def. Conj. (Def.1)
13 ~(Ha — ~Fb) (5-9-12) IN
14 ~(Ix)~Hx /N (Vy)Fy Hip.
15 Ha — ~Fb Hip.
16 ~(3x)~Hx /\ (Vy)Fy (14) Reit.
17 ~(3x)~Hx (16) EC
18 (Vx)Hx (17) Def. 3
19 (Vy)Fy (16) EC
20 Ha (18) ECU
Z1 Fb (19) ECU
22 ~Fb (15,21) ECond.
Z3 ~(Ha — ~Fb) (15-21-22) IN
24 |~(Ha — ~Fb) (2,4-13,14-23) ED

La demostracién del ejemplo 5 nos permite apreciar el uso de las
reglas de DN, basicamente la regla ECU (secuencias 20 y 21) y el uso de
las definiciones (secuencias 7, 11, 12 y 18) con las cuales estamos fami-
liarizdndonos.

Antes de presentar la siguiente regla necesitamos definir lo que es
una subprueba marcada: es una subprueba en cuya primera linea a la
izquierda de la barra se pone una variable. Esa variable es la llamada
‘variable marcada’. En general, tenemos:
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Donde la subprueba i-j tiene marcada la variable ‘B’. Esto se hace cuando
se desea dar normas especiales para el empleo de férmulas con la variable
marcada dentro de la subprueba. En nuestro sistema no puede reiterarse
una férmula con la variable marcada libre dentro de la subprueba. Posterior-
mente daremos otras restricciones.

b. R2. Introduccién del cuantificador universal (ICU)

i - B1: (Justif.)
j A (Justif.)
k (VB)(A) (i-) ICU

Segun ICU, cuando la férmula que se requiere introducir tiene como
operador principal al cuantificador universal, se elabora una subprueba con
la variable por cuantificar marcada y, al final de la barra de la subprueba,
debe aparecer sélo la férmula por cuantificar universalmente. No es nece-
sario, aunque sea lo usual, que la férmula A tenga la variable por cuan-
tificar libre. Por dltimo, cabe notar que ésta es la primera subprueba sin
hipétesis que se presenta en el sistema (no que no pueda tener hipétesis,
sino que no las requiere).

En el proceso de la demostracién, solamente puede aplicarse la regla
Reit. de la prueba principal a la subprueba con variable marcada de férmu-
las que tienen ligada la variable marcada. Repetimos: no puede reiterarse,
en la subprueba marcada, una férmula que tenga la variable marcada libre.

A continuacién, algunos ejemplos donde aparece la aplicacién de las
reglas ECU e ICU.

Ejemplo (6): (Vx)Fx — (Vx)(Gx \/ Fx)

Demostracién:
1 Hip.
2 x| (Vx)Fx (1) Reit.
3 Fx (2) ECU
4 Gx v Fx (3) ID
5 (VX)(Gx v/ Fx) (2-4) ICU
6 | (Vx)Fx = (Vx)(Gx v/ Fx) (1-5) ICond.
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Describiendo las reglas aplicadas en la demostracién de este ejemplo,
primero se tiene el uso de ICond. que da origen a la primera subprueba
con su respectiva hipdtesis y su conclusion (secuencias 1 al 5). Como la
férmula que esta al final de la barra de la primera subprueba tiene como
operador principal al cuantificador universal, entonces genera una segunda
subprueba segtn la regla ICU. Esta regla, que busca introducir el
cuantificador ‘(Vx)’, requiere marcar la variable ‘x’, pues es la variable que
se va a cuantificar. Al final de la barra aparece la férmula que se cuantifica.
A esta subprueba con variable marcada, sélo pueden ingresar por la regla
Reit. las formulas que tienen la variable ‘X’ ligada. En este caso, se puede
apreciar en la secuencia 2 la reiteracion de la férmula que estd en 1 donde
‘X’ esta ligada. A continuacion, otros ejemplos.

Ejemplo (7): (Vx)(Fx — Gx)
(Vx)(Gx — Hx) /.. (Vx)(Fx — Hx)

Demostracion:

1 (VX)(Fx — Gx) Hip.

2 | (VX)(Gx — Hx) Hip.

3 X | Fx Hip.

4 (Vx)(Fx — Gx) (1) Reit.

5 (Vx)(Gx — Hx)  (2) Reit.

6 Fx — Gx (4) ECU

7 Gx — Hx (5) ECU

8 Gx (3,6) ECond.
9 Hx (7,8) ECond.
10 Fx — Hx (3-9) ICond.
11 (Vx)(Fx — Hx) (3-10) ICU

En esta demostracion vale la pena resaltar nuevamente que la varia-
ble ‘x’ esta marcada en la primera subprueba, lo que permite que en la
férmula del paso 11 se introduzca como operador principal al cuantificador
universal. Nuevamente, se puede apreciar que las férmulas reiteradas,
secuencias 4 y 5, tienen la variable ‘x’ ligada, a pesar de que la segunda
subprueba no sea marcada. La marca, en la primera subprueba, impide
que a través de ella se reiteren férmulas, de la prueba principal hacia
subpruebas de la subprueba marcada, con esa variable libre.

Ejemplo (8): F (Vx)(Fx /A Gx) <. (Vx)Fx /A (VX)Gx
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Demostracién:

1 [(Wx)(Fx N Gx) Hip.

2 x| (Vx)(Fx A Gx) (1) Reit.

3 Fx /A Gx (2) ECU

4 Fx (3) EC

5 (Vx)Fx (2-4) ICU

6 x| (Vx)(Fx /\ Gx) (1) Reit.

71 Fx|/\ Gx (6) ECU

8 Gx (7) EC
9 [(Vx)Gx (6-8) ICU
10 [(Wx)Fx /A (Vx)Gx (5,9) IC
11](Vx)Fx A (Vx)Gx Hip.
12 x| (Vx)Fx /\ (Vx)Gx (11) Reit.
13 (Vx)Fx (12) EC
14 (Vx)Gx {12) EC
15 Fx (13) ECU
16 Gx (14) ECU
17 Fx /\ Gx (15,16) IC
181(Vx)(Fx N\ Gx) (12-17) ICU
19 (Vx)(Fx /A Gx) .==. (VX)Fx A (Vx)Gx (1-10, 11-18) IB

En este ejemplo se ha demostrado la ley de la distribucién del
cuantificador universal en la conjuncién. Si el lector observa detenidamente
el procedimiento seguido, podra darse cuenta del uso de las reglas ECU
(secuencias 3, 7, 15y 16) e ICU (secuencias 5, 9 y 18). Ademads, vale la
pena destacar nuevamente en la regla ICU la importancia de generar una
subprueba con variable marcada. No reparar en ello puede dar lugar en
muchos casos a resultados engafiosos, como en el siguiente ejemplo:

Ejemplo (9): (VX)(Fx = Gx) /\ Fx .—. (Vx)Gx
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Demostracion:

1] [(¥x)(Fx — Gx) N Fx Hip.

2| |[(Vx)(Fx — Gx) (1} EC

3| |Fx (1) EC

4 x[(Vx)(Fx — Gx) (2) Reit.

5 Fx — Gx (4) ECU

6 Fx (3) Reit. (INCORRECTA)
7 Gx (5,6) ECond.

8| H(Vx)Gx (4-7) Icu

Ol(Vx)(Fx — Gx) N Fx .—. (Vx)Gx (1-8) ICond.

Esta prueba es falaz, porque la férmula que se ha derivado en la
secuencia 6 a partir de 3, es incorrecta, dado que en la segunda subprueba
pueden reiterarse sélo las férmulas que tienen las ‘x’ ligadas. Por lo tanto,
cualquier férmula que pudiera deducirse a partir de los pasos 1 y 2 estd
equivocada. Ademads, podemos afirmar que la férmula del ejemplo (9) es
I6gicamente invalida. En este sentido, vale recordar, una vez maés, que el
método DN sélo demuestra férmulas validas.

Ejemplo (10): ~(3y)Fy — (Vx)Gx
(Vy)~Fy A Ha //.. (Vz)Gz

Demostracion:

1[~(3y)Fy — (Vx)Gx Hip.

2|(Vy)~Fy A\ Ha Hip.

3 z|(Vy)~Fy /\ Ha (2) Reit.

4 ~(Jy)Fy — (Vx)Gx (1) Reit.

5 (Vy)~Fy (3) EC

6 ~(dy)Fy (5) Def. 3 e INT DN
7 (Vx)Gx (4,6) ECond.

8 Gz (7) ECU

91(Vz)Gz (3-8) ICU

En la demostracién de este ejemplo, se puede observar que la deriva-
cién de la férmula que esta en la secuencia 9 ha requerido de una subprueba
marcada con la variable ‘z’. Lo que significa que, en esta subprueba, no pue-
den reiterarse de la prueba principal férmulas con ‘z’ libre. Asimismo, cabe
notar que el paso 6 es el resultado de aplicar al paso 5, primero la definicién
del cuantificador y, luego, el intercambio de un equivalente por DN.
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Ejercicios

1.

Demuestre la validez de las siguientes férmulas por deduccién na-
tural.

a. (Vx)(Fx — Fx)

b. (Vx)(Mx — Hx) .—. (Vx)Mx — (Vx)Hx

C; (Vx)(Px — Qx) /\ (VX)Px .—. (Vx)(Rx — Qx)

d.  (Vx)(Px = Ax) N\ (Vx)(Ax — Zx) .—. (Vx)(Px — Zx)

e. (Vx)(Ex — Lx) N\ (VX)(Lx —= Ix) A Ea .—. la

f. (V)(~Gy —= ~Fy) N\ (Vy)fy .—. (Vy)Gy

s. p — (VX)Gx A (Vx)(Gx — Hx) .—. p — (Vx)Hx

2.  Demuestre por deduccién natural la validez de los siguientes razo-
namientos.

a. Los brontosaurios son dinosaurios. Ningin dinosaurio es un batracio.
Luego, ningtn brontosaurio es un batracio.

b. Los peruanos y los argentinos son sudamericanos. Ningtin canadien-
se es sudamericano. Entonces, ningin canadiense es argentino.

C: Si los hombres son mamiferos, entonces los racionales son
vertebrados. Si todos son racionales, entonces todos son mamiferos.
Por tanto, todos son vertebrados si todos son racionales.

2.4 Todos los estudiantes de filosofia saben griego. Eliana es estudiante
de filosofia. Luego, ella sabe griego.

Solucién:

L
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Presentamos las pruebas:

(@)

1 X .jx Hip.

2 Fx Rep. (1)

3 Fx — Fx ICond. (1-2)
4|(Vx)(Fx — Fx) ICU (1-3)
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(b)

1 | (VX)(Mx — Hx) Hip.

2 | (VX)Mx Hip.

3 x [(Vx)(Mx — Hx) Reit. (1)

4 Mx — Hx ECU (3)

5 (Vx)Mx Reit. (2)

6 Mx ECU (5)

7 Hx ECond. (4,6)

8 (Vx)Hx ICU (3-7)

9 (Vx)Mx — (Vx)Hx ICond. (2-8)
10 [(Vx)(Mx — Hx) .—. (Vx)Mx — (Vx)Hx ICond. (1-9)

(0)

1 (VX)(Px — Qx A (Vx)Px Hip.

2 (Vx)(Px — Qx) EC (1)

3 (Vx)Px EC (1)

4 x| [Rx Hip.

5 (Vx)(Px — Qx) Reit. (2)

6 Px — Qx ECU (5)

7 (Vx)Px Reit. (3)

8 Px ECU (7)

o) Qx ECond. (6-8)
10 Rx — Qx ICond. (4-9)
11 (Vx)(Rx — Qx) ICU (4-10)
12 [(VX)(Px—=Qx)/\(Vx)Px .—. (¥x)(Rx—=Qx) ICond. (1-11)

(d)

1 (VX)(Px—Ax) /\ (Vx)(Ax—Zx) Hip.

2 (Vx)(Px — AX) EC (1)

3 (Vx)(Ax — Zx) EC (1)

4 X | Px Hip.

5 (VX)(Ax — Zx) Reit. (3)

6 Ax — Zx ECU (5)

7 (VX)(Px — Ax) Reit. (2)

8 Px — Ax ECU (7)

o Ax ECond. (4,8)
10 Zx ECond. (6,9)
11 Px — Zx ICond. (4-10)
12 (Vx)(Px — Zx) ICU (4-11)
13 [(VX)(Px—>Ax)/\(VXx)(AXx—>Zx).—.(Vx)(Px—Zx) ICond.(1-12)
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(e)

1 (VX)(Ex—Lx) A (Vx)(Lx—Ix) A Ea Hip.

2 (Vx)(Ex — Lx) EC (1)

3 (Vx)(Lx — Ix) EC (1)

4 Ea EC (1)

5 Ea — La ECU (2)

6 La ECond. (4,5)
7 La — la ECU (3)

8 la ECond. (6,7)
9 [(Vx)(Ex—Lx) A (Vx)(Lx—>Ix) /A Ea .—. la  ICond. (1-8)

(f

1 (Vy)(~Gy — ~Fy) N\ (Vy)Fy Hip.

Z (Vy)(~Gy — ~Fy) EC (1)

3 (Vy)Fy EC (1)

4 y [(Vy)(~Gy — ~Fy) Reit. (2)

5 (Vy)Fy Reit. (3)

6 ~Gy — ~Fy ECU (4)

7 Fy ECU (5)

8 ~G Hip.

9 ~Gy — ~Fy Reit. (6)
10 Fy Reit. (7)
11 ~Fy ECond. (8,9)
12 ~~Gy IN (8-10-11)
13 Gy EDN (12)

14 (Vy)Gy ICU (4-13)

151 (Vy)(~Gy—~Fy) A\ (Vy)Fy .—. (Vy)Gy ICond. (1-14)
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(8)

1 P = (VX)Gx A (Vx)(Gx — Hx) Hip.

2 p — (Vx)Gx EC (1)

3 (Vx)(Gx — Hx) EC (1)

4 P Hip.

5 p — (Vx)Gx Reit. (2)

6 (Vx)Gx ECond. (4,5)
7 x [(Vx)(Gx — Hx) Reit. (3)

8 (Vx)Gx Reit. (6)

9 Gx — Hx ECU (7)
10 Gx ECU (8)
11 Hx ECond. (9,10)
12 (Vx)Hx ICU (7-11)
13 p — (Vx)Hx ICond. (4-12)
14 | p—=(VX)GxXA\(VX)(Gx—Hx).—.p—=(Vx)Hx ICond. (1-13)

Presentamos las simbolizaciones, en unos casos en su forma condi-
cional, en otros como inferencias, ademas de su derivacion:

a. (Vx)(Sx — Dx) N (Vx)(Dx — ~Bx) .—. (Vx)(Sx — ~Bx)

1 | (VXx)(Sx — Dx) /\ (Vx)(Dx — ~Bx) Hip.

z (Vx)(Sx — Dx) EC (1)

3 (Vx)(Dx — ~Bx) EC (1)

4 x| |.Sx Hip.

5 (Vx)(Dx — ~Bx) Reit. (3)

6 Dx — ~Bx ECU (5)

7 (Vx)(Sx — Dx) Reit. (2)

8 Sx — Dx ECU (7)

9 Dx ECond. (4,8)
10 ~Bx ECond. (6,9)
11 Sx — ~Bx ICond. (4-10)
12 (Vx)(Sx — ~Bx) ICU (4-11)
13 1(Vx)(Sx—Dx)/\(Vx)(Dx—~Bx).—.(Vx)(Sx—~Bx) ICond. (1-12)

b. (Vx)(Px \v Ax .—. Sx) N (Vx)(Cx — ~Sx) .—. (Vx)(Cx — ~Ax)
Probaremos:

(Vx)(Px \/ Ax .. Sx) N\ (VX)(Cx — ~Sx) | (Vx)(Cx — ~AXx)
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COVONGOU L WN =~

e e e
b W =

16

(Vx)(Px\/Ax .—. Sx) N\ (Vx)(Cx—>~Sx)

(VX)(Px \v Ax .—>. Sx)

(VX)(Cx — ~Sx)
X Cx

Ax

Sx

Cx

~Ax
Cx — ~Ax
(Vx)(Cx — ~Ax)

[(Vx)(Px \/ Ax .. Sx)
Px \/ Ax .—>. Sx
Px v Ax

(VX)(Cx — ~Sx)
Cx — ~S5x

~Sx -

Hip.

EC (1)

EC (1)

Hip.

Hip.

Reit. (2)

ECU (6)
ID-(5)
ECond. (7,8)
Reit. (3)

ECU (10)
Reit. (4)
ECond. (11,12)
IN (5-9-13)
ICond. (4-14)
ICU (4-15)

C.

(VX)(Hx—>Mx)—>(Vx)(Rx—Vx)./\.(VX)Rx—(Vx)Mx | (Vx)Rx—(Vx)Vx

O O0O~NGOU B WN =

(VX)(Hx—=>Mx)—>(Vx)(Rx—>Vx)./\.(Vx)Rx—>(Vx)Mx
(VX)(Hx = Mx) — (Vx)(Rx — VXx)

(VX)Rx — (Vx)Mx
(VRx

X

X [(Vx)(Hx—=Mx)—(Vx)(Rx—=Vx)

Hx

(VX)Rx — (Vx)Mx

(Vx)Rx
(Vx)Mx
Mx

Hx — Mx

(Vx)Vx

(Vx)Rx — (Vx)Vx

(Vx)(Hx — Mx)
(Vx)(Rx — Vx)
Rx — Vx
(Vx)Rx

Rx

Vx

ICond. (4-18)

Hip.
EC (1)

EC (1)

Hip.

Reit. (1)

Hip.

Reit. (3)

Reit. (4)
ECond. (7,8)
ECU (9)
ICond. (6-10)
ICU (6-11)
ECond. (5,12)
ECU (13)
Reit. (4)

ECU (15)
ECond. (14,16)
ICU (5-17)
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d. (Vx)(Ex — Sx) A Ea .—. Sa

1] |[(¥x)Ex — SX) A Ea Hip.

2 (Vx)(Ex — Sx) EC (1)

3 Ea EC (1)

4 Ea — Sa ECU (2)

5 Sa ECond. (3,4)
6|(¥x)(Ex — Sx) A Ea .—. Sa  ICond. (1-5)

2.2. Reglas para el cuantificador existencial

Las reglas pertinentes para la introduccién y eliminacién del
cuantificador existencial son admitidas en nuestro sistema como reglas
derivadas, por cuanto el operador existencial no es primitivo y, como
tales, cada una de estas reglas se demostraréa.

a. R3. Introduccion del cuantificador existencial (ICE)

i |ya Hip.

j |@snys () ICE

Segln esta regla, de una férmula cuya letra predicativa presenta una
variable individual o una constante de individuo, se puede concluir inme-
diatamente una cuantificacién existencial. Por ejemplo, de ‘Fx’ podemos
concluir ‘(AX)Fx’ y a partir de ‘Fa’ también podemos concluir ‘(3x)Fx’. Es
decir, de ‘x es F' podemos concluir que ‘Existe por lo menos un x, tal que
x es F’; de igual modo, si decimos ‘Sécrates es filésofo’ (a: Sécrates, F:
Filésofos), podemos concluir que ‘Alguien es filésofo” o que ‘Hay por lo
menos uno que es filésofo’.15

15 En realidad, la regla permite el paso de A a (IR)(A), es decir, A por ‘Ya’. No la
presentamos de este modo, porque la ausencia de variable en la férmula por cuan-
tificar afiade dificultad al tema.
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Prueba de ICE:

1|wo Hip.

2 VR)~B Hip.

3 I_—I:JLL (2) ECU
4 Ya (1) Reit.
51~(VB)~yR (2-3-4) IN
61(3B)yR (5) Def. 3

A continuacién, algunos ejemplos donde aparece la aplicacién de la
regla ICE.

Ejemplo (11): (Vx)(Hx — Gx) A Ha .—. (3x)Gx

Demostracion:
1 | (Vx)(Hx — Gx) /A Ha Hip.
2 (Vx)(Hx — Gx) (1) EC
3 Ha (1) EC
4 Ha — Ga (2) ECU
5 Ga (3,4) ECond.
6 (Ix)Gx (5) ICE
7 (¥X)(Hx — Gx) A\ Ha .—. (Ix)Gx (1-6) ICond.

La particularidad de esta demostracion estd en la aplicacion de la
regla ICE que aparece en la secuencia 6, obtenida de la secuencia 5.

Ejemplo (12): (AyY)Hy — (~p — Ga)
~[p Vv ~(Jy)Hy]
Fb — Sx
~p —= Fb //.. (Ax)Sx A (y)Gy

Demostracion:

320



9 / LOGICA CUANTIFICACIONAL: EL METODO DN

1|@y)Hy = (~p — Ga) Hip.

2|~[p v ~(3y)Hy] Hip.

3|Fb — Sx Hip.

4|~p - Fb Hip.

5[~[~p = ~@y)Hyl (2) Def. Disy. (Def. 2)
6|~p /\ (3y)Hy (5) Def. Conij.
7|~p (6) EC

8|Fb (4,7) ECond.
9[Sx (3,8) ECond.
10 |(Ix)Sx (9) ICE
11 |(@y)Hy (6) EC
12|~p — Ga (1,11) ECond.
13|Ga (7,12) ECond.
14|(3y)Gy (13) ICE
15](@3x)Sx N (Jy)Gy (10,14) IC

El objetivo de este ejemplo es mostrar la aplicacion de la regla ICE
que aparece en los pasos 10 y 14.

Ejemplo (13): PV ~(Ix)~Gx
P V ~(Ix)~Gx .—. ~p
~Fa — ~p .—. Fb //.. (Vx)Gx A (Ix)Fy

Demostracién:
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W ONOGOU b WN =

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20

21
22
23

25
26
27
28
29
30
31

p V ~(3x)~Gx

PV ~(3x)~Gx .—. ~p
[~Fa — ~p .—. b

x|p Vv ~(3@x)~Gx

i

p Vv ~(3@x)~Gx

~p
Gx

| ~(Ix)~Gx
(Vx)Gx
Gx

Gx

(Vx)Gx

P
p Vv ~(3x)~Gx

~p
Fx
(3y)Fy

~(Ix)~Gx
PV ~(3x)~Gx

~pP

Fa v/ ~p

~Fa — ~p

~Fa = ~p .—=. b
Fb

(y)Fy

(Qy)Fy

(Vx)Gx A (3y)Fy

PV ~(3x)~Cx .—. ~p

PV ~(@x)~Gx .—>. ~p

PV ~@x)~Gx .—. ~p

Hip.

Hip.

Hip.

(1) Reit.
Hip.

(5) ID

(2) Reit.
(6,7) ECond.
(5,8) EN

Hip.

(10) Def. 3
(11) ECU

(4, 5-9, 10-12) ED
(4-13) ICU
Hip.

(15) ID

(2) Reit.
(16,17) ECond.
(15,18) EN
(19) ICE

Hip.

(21) ID

(2) Reit.
(22,23) ECond.
(24) ID

(25) Def. Disy.
(3) Reit.
(26,27) ECond.
(28) ICE

(1, 15-20, 21-29) ED
(14,30) IC

La demostracion de la validez de la inferencia del ejemplo (13) mues-
tra la aplicacion de las reglas utilizadas en el método DN de la logica
proposicional, mas las cuantificacionales ECU, ICU e ICE.
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b. R4. Eliminacion del cuantificador existencial (ECE)

i iHB}wB (Justif.)

j B |y§ Hip.

k A (Justif.)

1 |A (i, j-k) ECE

La regla ECE genera una subprueba con variable marcada diferente de
las que hemos visto hasta ahora. En la barra de la subprueba marcada se
coloca la subférmula cuantificada por el cuantificador existencial como
hipétesis (paso j) y al final de la barra de la subprueba se ubica la férmula
A que se va a deducir (linea k). En la secuencia I, A es la férmula que se
deriva y, por lo tanto, ésta es la formula que se demuestra. Es importante
recalcar que A es una férmula que no debe tener la variable marcada libre.

La llamada ‘hipétesis (Hip.) de la subprueba’ no tiene la libertad de
otras hipétesis, pues tiene que ser la subférmula de la férmula cuyo
cuantificador existencial deseamos eliminar. Al ver su demostracién, en-
tenderemos las restricciones de la prueba.

Prueba de ECE:

i |EB)yB Hip.

j | BB Hip.

k LT Hip.

1 [(VR)(A) (i-j) ICU
mlA (I) ECU

Las hipétesis de ECE son los pasos i a k. Tal vez no se vea clara la
necesidad de que A no tenga B libre, por lo que pasamos a justificarlo
suponiendo que A tiene a B libre. Por un lado, como la subprueba j-k tiene
a B marcada, B no podria haberse introducido por reiteracion de algun
paso anterior a j en el que estuviese libre. Si proviniese de la reiteracién
de algin paso sin B libre, distinto de j, éste tendria que tener una
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cuantificacién universal y, en ese caso, podriamos obtener el paso m sin
usar ECE, por lo que la restriccién no anula la posibilidad de inferir A. Asi,
lo que se evita con la restriccién es que el paso k sea una repeticién del
paso j o dependa de ese paso. Si no se impidiese esa posibilidad, facil-
mente podria obtenerse ‘(VB)yYR' de ‘(3B)yYR’, lo que obviamente estaria
mal.

Con la presente demostracion completamos las reglas de manejo de
los cuantificadores en DN. Hemos utilizado ICU.y ECU sin demostracion
por ser primitivas en el sistema.

A continuacién, algunos ejemplos ilustrativos sobre el uso de las
reglas mencionadas.

Ejemplo (14): (3x)Fx — (Ix)(Fx v/ Gx)

Demostracion:

1 (Ix)Fx Hip.

2 X |Fx Hip.

3 'E (2) ID

4 Ax)(Fx v Gx) (3) ICE

5 @Ax)(Fx \/ Gx) (1, 2-4) ECE
6|(Ax)Fx — (Ax)(Fx v Gx) (1-5) ICond.

En este ejemplo se puede apreciar el uso de la regla ECE en 1; dicha
regla ha generado una segunda subprueba con variable marcada. Al final
de la barra de esta segunda subprueba se ha colocado la férmula que
deseamos derivar (secuencia 4), luego se obtiene la férmula deseada y la
justificacion de la regla ECE aparece en el paso 5, como se queria demos-
trar a partir de 1.

Ejemplo (15):  (3x)(Fx \v Gx) .<>. (Ix)Fx \/ (Ix)Gx

Demostracion:
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1 (3x)(Fx v Gx) Hip.
2 X |Fx v Gx Hip.
3 [Fx Hip.
4 (Ix)Fx (3) ICE
5 (Ax)Fx v (Ix)Gx (4) ID
6 |Gx. Hip.
7 (Ix)Gx _ (6) ICE
8 (Ax)Fx v (Ix)Gx (7) ID
) (@x)Fx v (Ax)Gx (2, 3-5, 6-8) ED
10 @x)Fx \/ (Ax)Gx (1, 2-9) ECE
11 (Ix)Fx v (Ax)Gx Hip.
12 (Ix)Fx Hip.
13 x| Fx Hip.
14 Fx v Gx (13) ID
15 (Ix)(Fx v Gx) (14) ICE
16 (Ax)(Fx v Gx) (12, 13-15) ECE
17 | (Ix)Gx Hip.
18 x| Gx Hip.
19 Fx v Gx (18) ID
20 (3x)(Fx v Gx) (19) ICE
21 (3x)(Fx v/ Gx) (17, 18-20) ECE
22 (3x)(Fx v/ Gx) (11, 12-16, 17-21) ED
23| (Ax)(Fx v Gx) .<>. (AX)Fx v (3x)Gx (1-10, 11-22) IB

En este caso, hemos demostrado la validez de una férmula
bicondicional (secuencia 23). La demostracién de la primera subprueba es
totalmente independiente de la segunda. A partir de la férmula 1, hemos
aplicado ECE, lo que ha dado origen a una subprueba con variable mar-
cada. En la segunda subprueba, se puede apreciar que la hipétesis es una
férmula disyuntiva y, como tal, por la regla ED da origen a dos subpruebas
(del 12 al 16 y del 17 al 21). En cada una de estas subpruebas, se aplica
la regla ECE.

El ejemplo (15) es la demostracion de la ley de la distribucién del
cuantificador existencial en la disyuncién. Nétese que, segin esta ley, el
cuantificador existencial se distribuye sélo en los operandos de una
disyuncién. Si el lector sigue con cuidado las secuencias de la demostra-
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cién, podra ver la aplicacion de las reglas ECE e ICE, que es el objetivo
que perseguimos con estos ejemplos.

A partir de ahora podemos demostrar cualquier férmula vélida de la
l6gica de primer orden monéadica por el método de la deduccién natural.

Ejemplo (16):  (Vx)Fx < ~(Ix)~Fx

Demostracion:

1 [(VX)Fx Hip.

74 | (Ix)~Fx Hip.

3 X |~Fx Hip.

4 (Vx)Fx (1) Reit.

5 Fx (4) ECU

6 ~(Vx)Fx (3,5) EN

7 ~(Vx)Fx (2, 3-6) ECE
8 (Vx)Fx (1) Reit.

O | ~(Ix)~Fx (2-7-8) IN
10| ~(3x)~Fx Hip.
11 X | ~(Ix)~Fx (10) Reit.
12 ~Fx Hip.
13 ‘@—ufx (12) ICE
14 ~(3Ix)~Fx (11) Reit.
15 ~~Fx (12-13-14) IN
16 Fx (15) DN
17 1(Vx)Fx (11-16) ICU

En el ejemplo anterior hemos seguido en el paso 10 la numeracién
en vez de empezar de nuevo en 1, para evitar confusiones.

Ejercicios

1 Efectie las deducciones siguientes.

a. (Vx)Mx — (Ix)(Mx \/ Hx)

b. (VX)(Fx = Gx) .—. (Vx)Fx — (Ix)Gx

C. ~(Ax)Fx — (Vx)~Fx

d. (Vx)(Fx \/ Gx) .—. (Ix)Fx v/ (Ix)Gx

e. (Vx)Ex N (Vx)(Ex — Lx) A la /A Na .—. (3y)(Ey A Ly) A 32)lz
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c

P angp

P

anop

Demuestre por deduccién natural la validez de los siguientes razo-
namientos.

Es falso que existan analfabetos; luego, todos son alfabetos.

No hay videntes en el salén; luego, todos son invidentes en el salén.
Si todos son careyes, todos son tortugas. Todos son quelonios si
todos son tortugas. Todos son reptiles, ya que todos son quelonios.
Luego, si todos son careyes, entonces algunos son tortugas y algu-
nos quelonios son reptiles.

Todos los que tocan guitarra cantan baladas de amor y Eliana toca
guitarra. Luego, algunos cantan baladas de amor.

Demuestre las siguientes inferencias por deduccién natural.

(@x)(Sx A Px) — (Ix)Sx

(Vx)Fx A (3x)Gx .—. (Ix)(Fx N Gx)

(VX)(Px — Qx) .—. (Ix)Px — (Ix)Qx

(Vx)(Mx — Hx) /A (3x)(Hx v Mx) .—. (3x)Hx

(3x)(p Vv Bx) N (VX)(p = Cx . Bx = Cx) .—. (Ix)Cx

Pruebe por deduccién natural que las siguientes inferencias son
vélidas.

No todos son ordenados si algunos son desordenados.

Si existen felices, entonces no todos son infelices.

O hay arroz o hay ensalada. Por lo tanto, hay arroz o ensalada.
Algunos hombres son felices. Todos los que son felices saben sonreir
y amar. Por tanto, algunos hombres saben amar.

Solucién:

1.

A continuacion, las pruebas. ;Puede el lector imaginar otras posibles
soluciones?

(a)
1 Vx)Mx Hip.
2 Mx ECU (1)
23 Mx v/ Hx ID (2)
4 (Ax)(Mx \/ Hx) ICE (3)
5(Vx)Mx — (Ix)(Mx \/ Hx) ICond. (1-4)
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(b)

1 | (VX)(Fx — Gx) Hip.

2 | (Wx)Fx Hip.

3 (Vx)(Fx — Gx) Reit. (1)

4 Fx — Gx ECU (3)

5 Fx ECU (2)

6 Gx ECond. (4,5)

7 (Ix)Gx ICE (6)

8 (Vx)Fx — (Ix)Gx ICond. (2-7)

O (Vx)(Fx — Gx) .—. (Vx)Fx — (Ix)Gx ICond. (1-8)
()

1 | ~(Ix)Fx Hip.

2 X Fx Hip.

3 I(-Elx)l"x ICE (2)

4 ~(Ix)Fx Reit. (1)

5 ~Fx IN (2-3-4)

6 (Vx)~Fx ICU (2-5)

7 1~(3x)Fx — (Vx)~Fx ICond. (1-6)
(d)

1 |(Vx)(Fx \/ Gx) Hip.

2 Fx v Gx ECU (1)

3 [Fx Hip.

4 (Ix)Fx ICE (3)

5 (IAx)Fx v (AX)Gx ID (4)

6 | Gx Hip.

7 (Ix)Gx ICE (6)

8 (Ax)Fx v/ (Ax)Gx ID (7)

9 (Ax)Fx v/ (Ix)Gx ED (2, 3-5, 6-8)

Ol (Vx)(Fx v Gx) .—. (Ix)Fx \y (Ix)Gx [Cond. (1-9)
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2

(e)

O ONGU A WN =

(Vx)Ex

Ex
Ex — Lx
Lx
Ex N\ Lx

la
(F2)lz

.

(VX)(Ex — Lx)

(3y)Ey A Ly)

(3y)Ey N\ Ly) N (3z)iz
(VX)Ex/\(Vx)(Ex—Lx)/\la/ANa.—>.(Jy)(Ey/ALy)/\(Tz)lz

[(VX)Ex N (VX)(Ex — Lx) /A la /A Na

Hip.

EC (1)
EC (1)
ECU (2)
ECU (3)
ECond. (4,5)
IC (4,6)
ICE (7)
EC (1)
ICE (9)
IC (8,10)

ICond. (1-11)

Presentamos las simbolizaciones y las pruebas correspondientes.

a. ~(Ix)~Ax — (Vx)Ax

ONGOU b WN =

~(Ix)~Ax

X

Ax
(Vx)Ax

~Ax
(Ix)~Ax
~(3x)~Ax

~~AX

~(Ix)~Ax — (Vx)Ax

Hip.
Hip.

ICE (2)
Reit. (1)

IN (2-3-4)

EDN (5)

ICU (2-6)
ICond. (1-7)

b. Note que el lector ya ha sido demostrado en el ejercicio (1b).

- 2l

Equivale a:

(Vx)Cx — (Vx)Tx
(Vx)Tx — (Vx)Qx
(Vx)Qx — (Vx)Rx /.. (VX)Cx .—. (Ix)Tx A (Ix)(Qx N Rx)
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(VX)Cx — (Vx)Tx

1 Hip.
1 [(VX)Tx — (Vx)Qx Hip.
3 [(Vx)Qx — (Vx)Rx Hip.
4 (Vx)Cx Hip.
5 (VX)Cx — (VX)Tx Reit. (1)
6 (Vx)Tx ECond. (4,5)
74 Tx ECU (6)
8 (Ix)Tx ICE (7)
9 (Vx)Tx — (Vx)Qx Reit. (2)
10 (Vx)Qx ECond. (6,9)
14 Qx ECU (10)
12 (Yx)Qx — (Vx)Rx Reit. (3)
13 (Vx)Rx ECond. (10,12)
14 Rx ECU (13)
15 Qx N Rx IC (11,14)
16 (Fx)(Qx /\ Rx) ICE (15)
17 (@x)Tx A (@Ax)(Qx /A Rx) IC (8,16)
18 [(VX)Cx .—. (@Ax)Tx A (IX)(Qx /\ Rx) ICond. (4-17)
d. (Vx)(Gx = &xX) N\ Ge .—. (Ix)Cx
1 (Vx)(Gx — Cx) N\ Ge Hip.
2 (Vx)(Gx — Cx) EC (1)
3 Ge EC (1)
4 Ge — Ce ECU (2)
5 Ce ECond. (3,4)
6 (Ix)Cx ICE (5)
71 (Vx)(Gx — Cx) A\ Ge .—. (Ax)Cx ICond (1-6)
Efectuamos las demostraciones:
(a)
1 (3x)(Sx A Px) Hip.
2 X ‘ Sx A\ Px Hip.
3 Sx EC (2)
4 (Ix)Sx ICE (3)
5 (Ix)Sx ECE (1, 2-4)
6| (@x)(Sx A Px) — (Ix)Sx ICond. (1-5)
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(0

1 (Vx)Fx A (Ix)Gx Hip.

2 (Vx)Fx EC (1)

3 (Ix)Gx EC (1)

4 x |Gx Hip.

5 (Vx)Fx Reit. (2)

6 Fx ECU (5)

7 Fx N\ Gx IC (4,6)

8 (@x)(Fx N Gx) ICE (7)

9 (3x)(Fx N Gx) ECE (3, 4-8)
10 [ (Wx)Fx A (Ax)Gx .—. (Ix)(Fx A Gx) ICond. (1-9)

(©

1 (Vx)(Px — Qx) Hip.

2 (Ix)Px Hip.

3 X |Px Hip.

4 (Vx)(Px — Qx) Reit. (1)

5 Px — Qx ECU (4)

6 Qx ECond. (3,5)
7 (Ix)Qx ICE (6)

8 (Ix)Qx ECE (2, 3-7)
9 (Ax)Px — (Ix)Qx ICond. (2-8)
10 (WX)(Px — Qx) .—. (3x)Px — (Ix)Qx  ICond. (1-9)
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(d)

1 (Vx)(Mx — Hx) A (3x)(Hx \v Mx) Hip.

2 (Vx)(Mx — Hx) EC (1)

3 (IAx)(Hx v/ Mx) EC (1)

4 x |[Hx v Mx Hip.

5 | Hx Hip.

6 (Ix)Hx ICE (5)

7 | Mx Hip.

8 (Vx)(Mx — Hx) Reit. (2)

o) Mx — Hx ECU (8)
10 Hx ECond. (7,9)
11 (Ix)Hx ICE (10)
12 (Ix)Hx ED (4, 5-6, 7-11)
13 (Ix)Hx ECE (3, 4-12)
14 [(Vx)(Mx—Hx)/\(Ix)(Hx\yMx).—.(3x)Hx  ICond. (1-13)

(e)

1 (3Ax)(p Vv Bx) N (Vx)(p = Cx ./A. Bx — Ca) Hip.

2 (@x)(p \/ Bx) EC (1)

3 (Vx)(p = Cx .. Bx — Ca) EC (1)

4 X |p Vv Bx Hip.

5 (Vx)(p — Cx ./\. Bx — Ca) Reit. (3)

6 p—Cx.A Bx —» Ca ECU (5)

7 p — Cx EC (6)

8 Bx — Ca EC (6)

9 P Hip.
10 p — Cx Reit. (7)
11 Cx ECond. (9,10)
12 (3x)Cx ICE (11)
13 | Bx Hip.
14 Bx — Ca Reit. (8)
15 Ca ECond. (13,14)
16 (Ix)Cx ICE (15) :
17 (Ix)Cx ED (4, 9-12, 13-16)
18 (Ix)Cx ECE (2, 4-17)
191(3x)(p v/ BX)/\(Vx)(p—~Cx.N\.Bx—Ca).—.(Ix)Cx [Cond. (1-18)
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(3x)~Ox — ~(Vx)Ox

1 | (Ix)~Ox Hip.

2 x | ~Ox Hip.

3 ‘ij!Ox Hip.

4 Ox ECU (3)

5 ~Ox Reit. (2)

6 ~(Vx)Ox IN (3-4-5)
7 ~(Vx)Ox ECE (1, 2-6)
8 I (@Ax)~Ox — ~(¥x)Ox ICond. (1-7)

(IxX)Fx — ~(Vx)~Fx

1 (Ix)Ex Hip.

2 X Hip.

3 (Vx)~Fx Hip.

4 ’? Reit. (2)

5 ~Fx ECU (3)

6 ~(Vx)~Fx IN (3-4-5)
7 ~(Vx)~Fx ECE (1, 2-6)
8 | (@Ax)Fx — ~(Vx)~Fx ICond. (1-7)

(Ix)Ax v/ (IX)Ex .—. (Ix)(Ax \/ Ex)

1| |@x)Ax v @x)Ex _ Hip.

2 (Ix)Ax Hip.

3 X Hip.

4 ’ﬁx&\/ Ex ID (3)

5 (Ix)(Ax \/ Ex) ICE (4)

6 (Ix)(Ax v/ Ex) ECE (2, 3-5)
7 (Ix)Ex Hip.

8 be Hip.

9 ’?; v Ex ID (8)
10 (Ax)(Ax \/ Ex) ICE (9)
11 (3x)(Ax v/ Ex) ECE (7, 8-10)
12 (Ix)(Ax \/ Ex) ED (1, 2-6,7-11)
13 1(Ax)Ax \/ (Ix)Ex .—>. (Ix)(Ax \/ Ex) ICond. (1-12)
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d. ' Derivaremos: (3x)(Hx/\Fx) A (¥x)(Fx.—.Sx/\AXx) | (3x)(Hx/\AXx)

VWONGGU R WN—

(Ix)(Hx /\ Fx)

(Vx)(Fx .—. Sx N\ Ax)
x | Hx /\ Fx

Hx

Fx

S (X)) (Fx .—. Sx /\ Ax)

Fx .—. Sx /A Ax

Sx N\ Ax

Ax

Hx A Ax

(Ax)(Hx N\ Ax)

(Ix)(Hx A\ Ax)

(@x)(Hx A\ Fx) A (Vx)(Fx .—. Sx N\ Ax)

Hip.

EC (1)

EC (1)

Hip.

EC (4)

EC (4)

Reit. (3)
ECU (7)
ECond. (6,8)
EC (9)

IC (5,10)
ICE (11)
ECE (2, 4-12)

3.

REGLAS ADICIONALES PARA DN

Con la finalidad de evitar un procedimiento extenso en las demos-

traciones, vamos a recordar algunas reglas adicionales vistas en el capitulo
VIII e introducir una nueva que nos permitird en muchos casos abreviar el
nimero de pasos. También utilizaremos las definiciones y leyes légicas
demostradas por DN como reglas de inferencia en las futuras demostra-
ciones.

.

R5. Modus Tollens (MT) (R13 del c.ipitulo VII)

i|]A—=B Hip.
j |=B Hip.
kl~A (i,j) MT

Segun esta regla, si negamos el consecuente de una premisa condi-

cional, se concluye la negacién de su antecedente.

b.

RG. Silogismo disyuntivo (SD) (R14 del capitulo VIII)

RGa)

R6b)
i|lAvB Hip. i|AvB Hip.
j ‘i Hip. i'i Hip.
kB (i,j) SD kl A (i,j) SD
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* Segtn la regla SD, si negamos uno de los miembros de una premisa
disyuntiva, se concluye la afirmacién del otro miembro de la disyuncién.

c. R7. Silogismo hipotético puro (SHP)

i |A — B Hip.
j |B = C Hip.
kIA = C (i,j) SHP

Esta regla se conoce también como la transitividad del condicional.
Segun SHP, se elimina el llamado ‘término medio’ que es el nexo, para
concluir que el antecedente de una de las premisas implica al consecuente
de la otra premisa. En este caso, el nexo es ‘B’ y se concluye que el
antecedente ‘A’ implica al consecuente ‘C’ de la otra premisa. Esta es la
regla afadida a las reglas del capitulo VIIL

Prueba de SHP:

{|A - B Hip.
2[B > C Hip.

3 A Hip.

4 A —B (1) Reit.

5 B (3,4) ECond.
6 B—C (2) Reit.

7 C (5,6) ECond.
8|A = C (3,7) ICond.

A continuacion, algunos ejemplos que muestran la aplicacién de las
reglas mencionadas. En las préximas demostraciones, creemos innecesaria
la descripcién del procedimiento seguido, dado que el lector ya puede
seguir las respectivas secuencias a partir de las justificaciones que apare-
cen en cada paso.

Ejemplo (17): (Vx)(Rx — Gx)
(VX)(Fx — Gx) — (Ix)Hx
(Vx)~Hx /.. ~(¥x)Rx

Demostracion:
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1 [(VX)(Rx — Gx) Hip.

2 [(Vx)(Fx — Gx) — (Ix)Hx Hip.

3 [(Vx)~Hx Hip.

4 [~(Ix)Hx (3) Def. 3
5|~(Vx)(Fx — Gx) (2,4) MT

6| @Ax)~(Fx — Gx) (5) Def. 3

7 @) (Fx N\ ~Gx) (6) Def. Conj.
8 x |[Fx A ~Gx Hip.

9 (Vx)(Rx — Gx) (1) Reit.
10 Rx — Gx (9) ECU
11 ~Gx (8) EC
12 ~Rx (10,11) MT
13 (Ix)~Rx (12) ICE
14 ~(Vx)Rx (13) Def. 3
15| ~(Vx)Rx (7, 8-14) ECE

Ejemplo (18): (VX)Fx \/ (Ix)Gy
(Vz)Hz — (Vy)~Gy
(Vz)(Fx /A Hz) //.. ~(Vx)~Fx

Demostracion:

1[(Vx)Fx v/ (3x)Gy Hip.
2|(Vz)Hz — (Vy)~Gy Hip.
3[(Vz)(Fx /A Hz) Hip.

A1 [(Vx)~Fx Hip.

5 [(Vz)(Fx /\ Hz) (3) Reit.

6 (Vz)Fx /\ (Vz)Hz (5) Dist. CU
7 (Vz)Hz (6) EC

8 (Vz)Hz — (Vy)~Gy (2) Reit.

9 (Vy)~Gy (7,8) ECond.
10 ~(Ix)Gy (9) Def. 3
11 (Vx)Fx \/ (Ix)Gy (1) Reit.
12 (Vx)Fx (10,11) SD
13 Fx (12) ECU
14 ~Fx (4) ECU
15| ~(Vx)~Fx (4-13-14) IN

336




9 / LOGICA CUANTIFICACIONAL: EL METODO DN

Ejemplo (19):  (Vy)Fy — (3x)(Fx \v Gx)
(3z)Hz — (Vy)Fy
~(3Ax)Gx N\ ~(Vz)~Hz [/.. ~(Vx)~Fx

Demostracion:

1 |(Vy)Fy — (Ix)(Fx v Gx) Hip.
2((3z)Hz — (Vy)Fy Hip.

3 [~(@x)Gx N\ ~(Vz)~Hz Hip.
4{@z)Hz — @x)(Fx v Gx) (1,2) SHP
5|~(Vz)~Hz (3) EC
6|(3z)Hz (5) Def. 3
7 [(3x)(Fx v Gx) (4,6) ECond.
8[(Ix)Fx \/ (Ix)Gx (7) Dist. CE
9 [~(Ix)Gx (3) EC
10| (3@x)Fx (8,9) SD
11 1~(Vx)~Fx (10) Def. 3

El lector puede aplicar otras reglas y obtener secuencias diferentes en
cada una de las demostraciones efectuadas, dado que no es el unico
camino a seguir. Esta observacién vale también para cualquier demostra-
cién en este sistema.

Ejercicios

1.  Demuestre la validez de las siguientes por deduccién natural.

a. (Vx)(Hx — Mx) A\ Hd .—. Md

b. (VX)(Hx — Mx) /A Hd .—. (Ix)Mx

o (Vx)(Fx—=Gx) /A (Ix)Fx /A (V) (Hx—=~Fx) A (3x)(~Gx /A ~Hx) .—. (Ix)Gx
d. [(Ax)Hx — (Vx)Fx] N (Vx)(Fx — ~Gx) .—. (Ix)Hx — (Ix)~Cx

e. (Vx)(Sx — Px) — (Ax)(Vx /\ Zx), (Vx)(Mx — Nx) — ~(3x)(Vx /\ Zx)

/o (VX)(Mx — Nx) = ~(Vx)(Sx — Px)

(Vz)Fz — (Vx)Fx

(3z)Fz — (Ix)Fx

(@x)Fx, (Vz)Gz //. Qy)Fy N (3y)Gy

(Vz)(Pz — Rz) N\ (Vx)Px A\ Ry .—. (Vy)Ry

(Vx)(Sx — Mx) N (Vx)Px .—. (Vx)Sx — (Pc /A Sb A\ Ma)
(Vx)Fx /A (VX)Gx A [(Vx)Fx — ~(Vx)Gx] .—. ~(3x)Hx

~ :‘Oq b
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. Fa A (VX)Gx .—. (@x)3y)Fy N (Vy)(Vx)Gx

m.

338

~[(VX)Fx \/ ~(3x)Gx], (VX)Fx \/ ~(3x)Fx, (3x)Hx — (3x)Fx |
(Ax)Kx — (Ax)Hx .—. ~(Ix)Kx

Pruebe por deduccién natural que los siguientes razonamientos son
correctos.

Todo miembro de la Municipalidad vive dentro de los limites de la
ciudad de Lima. El doctor Barrantes no vive dentro de los limites de
la ciudad de Lima. Luego, el doctor Barrantes no es un miembro
de la Municipalidad.

Ningtn silogismo vdlido tiene dos premisas particulares. Algunos
silogismos de este libro son vélidos. Luego, algunos silogismos de
este libro no tienen dos premisas particulares. )

Los médicos y abogados son profesionales si han estudiado en la
universidad. Los profesionales y los boxeadores son respetados.
Luego, los abogados son respetados si han estudiado en la univer-
sidad.

Dada la siguiente demostracion por deduccién natural cuantificacional,
discuta las afirmaciones acerca de ella.

11(3@x)Fx A (Ax)Gx A) Es correcta, aunque se de-

2 [(@x)Fx bia reiterar ‘(Ix)Fx’ antes
de 5.

3 [ (Ax)Gx B) No es correcta porque no

es posible incluir una sub-
prueba marcada dentro de

4 x| Fx otra.
C) No es correcta por los pa-
5 x | Gx sos 8, 9 y 10.
Fx D) No es correcta por el paso
6
7 Fx A\ Gx E) No es correcta por los pa-
8 (Ix)(Fx /\ Gx) sos 4 y 5.
9 (Ax)(Fx A Gx)
10| (Ix)(Fx /\ Gx)
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Solucién:

Daremos las pruebas en casi toda su extension.

1. (a)

(Vx)(Hx — Hx) /A Hd

1 Hip.

2 (Vx)(Hx — Mx) EC (1)

3 Hd EC (1)

4 Hd — Md ECU (2)

5 Md ECond. (3,4)

6 I(Vx)(Hx — Mx) A\ Hd .—. Md ICond. (1-5)
(b)

1 | (Vx)(Hx — Hx) /A Hd Hip.

2 (Vx)(Hx — Mx) EC (1)

3 Hd EC (1)

4 Hd — Md ECU (2)

5 Md ECond. (3,4)

6 (Ix)Mx ICE (5)

71 (Vx)(Hx — Mx) A\ Hd .—. (3x)Mx ICond. (1-6)

()

(VX)(Fx—Gx) /A (3x)Fx A (Vx)(Hx—~Fx) /A (3x)

(~Gx/\~Hx)

(Vx)(Fx — Gx)

(Ix)Fx

(VX)(Hx — ~Fx)

(@x)(~Gx A ~Hx)
x | Fx

(Vx)(Fx — Gx)

Fx — Gx

Gx

(Ix)Gx
(Ix)Gx

(VX)(Fx—Gx) /\ (Ix)Fx A (Vx)(Hx—~Fx) /A (3x)(~Gx/\~Hx).— |

(Ix)Gx

Hip.

EC (1)

EC (1)

EC (1)

EC (1)

Hip.

Reit. (2)
ECU (7)
ECond. (6,8)
ICE (9)

ECE (3, 6-10)

ICond. (1-11)
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1| (@x)Hx — (Vx)Fx A, (Vx)(Fx = ~Gx)  Hip.

2| (@x)Hx — (Vx)Fx EC (1)

31 (Vx)(Fx — ~Gx) EC (1)

4 | (Ix)Hx Hip.

5 1 @x)Hx — (Vx)Fx Reit. (2)

6 (Vx)Fx ECond. (4,5)
7 Fx ECU (6)

8 (Vx)(Fx — ~Gx) Reit. (3)

9 Fx — ~Gx ECU (8)
10 ~Gx ECond. (7,9)
11 (Ix)~Gx ICE (10)
121 (@x)Hx — (Ix)~Gx ICond. (4-11)

(e)

1 [(Vx)(Sx — Px) — (@x)(Vx N\ Zx) Hip.

2 [(VX)(Mx — Nx) = ~(3x)(Vx N\ Zx) Hip.

3 (Vx)(Mx — Nx) Hip.

4 | (VX)(Sx — Px) Hip.

5 (Vx)(Sx — Px) — (Ix)(Vx A\ Zx) Reit. (1)

6 @x)(Vx N\ Zx) ECond. (4,5)

7 (VX)(Mx—=Nx) — ~(Ix)(VXA\ZxX) Reit. (2)

8 (Vx)(Mx — Nx) Reit. (3)

9 ~@Ax)(Vx N\ Zx) ECond. (7,8)
10 ~(Vx)(Sx — Px) IN (4-6-9)
11 (Vx)(Mx — Nx) — ~(Vx)(Sx — Px) ICond. (3-10)

(f

1 Vz)Fz Hip.

2 x [ (V2)Fz Reit. (1)

3 Fx ECU (2)

4 (Vx)Fx ICU (2-3)

51 (Vz)Fz — (Vx)Fx ICond. (1-4)

(8)

1 (Jz)Fz Hip

2 x |Fz Hip.

3 IE()FX ICE (2)

4 (3x)Fx ECE (1,2-3)

51(dz)Fz — (Ix)Fx ICond. (1-4)
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(h)
1 [(Ix)Fx Hip.
2|(V2)Gz Hip.
3 X |h< Hip.
4 (y)Fy ICE (3)
5 |(3y)Fy ECE (1,3-4)
6 |Gy ECU (2)
7 |(3y)Gy ICE (6)
81(3y)Fy N (Jy)Gy IC (5,7)
(i)
1](Vz)(Pz — Rz) Hip.
2 [(Vx)Px Hip.
3 |Ry Hip.
4 y |(Vz)(Pz — Rz) Reit. (1)
5 Py — Ry ECU (4)
6 (Vx)Px Reit. (2)
7 Py ECU (6)
8 Ry ECond. (5,7)
9 |(Vy)Ry ICU (4-8)
)
1 [(Vx)(Sx — Mx) Hip.
2 | (Vx)Px Hip.
3 [(Wx)Sx Hip.
4 (Vx)Px Reit. (2)
5] [Pc ECU (4)
6 Sb ECU (3)
7 Pc /A Sb IC (5,6)
8 (Vx)(Sx — Mx) Reit. (1)
9] Sa — Ma ECU (8)
10 Sa ECU (3)
11 MaECond. (9,10)
12 Pc /A Sb A Ma IC (7,11)
13 |(Vx)Sx — (Pc A\ Sb /A Ma) ICond. (3-12)
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(k)
1 [ (Vx)Fx Hip.
2 |(¥x)Gx Hip.
3| (Vx)Fx — ~(Vx)Gx] Hip.
4 |(@x)Hx Hip.
5 (Vx)Fx Reit. (1)
6 (Vx)Fx — ~(V¥x)Gx Reit. (3)
7 ~(Vx)Gx ECond. (5,6)
8| l(¥x)Gx Reit. (2)
O | ~(IAx)Hx IN (4-7-8)
o también:
1(VX)Fx A (Vx)Gx A [(Vx)Fx — ~(Vx)Gx]  Hip.
2| (Vx)Fx N (Vx)Gx EC (1)
3(Vx)Fx — ~(Vx)Gx EC (1)
4| ~[(Vx)Fx — ~(V¥x)Gx] Def. Conj. (2)
5|~(3x)FXEN (3,4)
)
1|Fa Hip.
2 |(Vx)Gx Hip.
3|(3y)Fy ICE (2)
4 |(Ix)(Iy)Fy ICE (3)
5|y (Vx)Gx Reit. (2)
6 [(Vy)(Vx)Gx ICU (5-5)
7 1@x)3y)Fy N (Vy)(Vx)Gx IC (4,6)
(m)
1 [~[(Vx)Fx \/ ~(Ix)Gx] Hip.
2 [(VX)Fx \/ ~(3x)Fx Hip.
3 |(@x)Hx — (Ix)Fx Hip.
4 1(Ix)Kx — (Ix)Hx Hip.
5[(@x)Kx — (Ix)Fx SHP (3,4)
6 | ~(VX)Fx N ~~(3x)Gx DM (1)
7 | ~(Vx)Fx EC (6)
8 | ~~(Ix)Gx EC (6)
O [~(Ix)Fx SD (2,7)
10 (Ix)Kx Hip.
11 (Ix)Kx — (Ix)Fx Reit. (5)
12 (Ix)Fx ECond. (10,11)
13 ~(3Ix)Fx Reit. (9)
14 | ~(3x)Kx IN (10-12-13)
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Z,

‘a. (Vx)(Mx — Lx) A\ ~Lb .—. ~Mb

1[(Vx)(Mx — Lx) Hip.

2|~Lb Hip.

3 Mb Hip.

4 (Vx)(Mx — Lx) Reit. (1)

5 Mb — Lb ECU (4)

6 Lb ECond. (3,5)
7| I~Lb Reit. (2)
81~Mb IN (3-6-7)

b. (Vx)(Vx — ~Px) A (Ix)(Lx A Vx) .—=. (Ix)(Lx /\ ~Px)

1](Vx)(Vx — ~Px) Hip.

2] (Ax)(Lx /\ Vx) Hip.

3] x |Lx A Vx Hip.

4 Lx EC (3)

5 Vx EC (3)

6 (Vx)(Vx — ~Px) Reit. (1)

7 Vx — ~Px ECU (6)

8 ~Px ECond. (5,7)
9 Lx /\ ~Px IC (4,8)
10 (3x)(Lx /\ ~Px) ICE (4,8)
11] (@x)(Lx A\ ~Px) ECE (2,3-10)

c. (Vx)(Mx\/Ax.— . Vx—Px)/\(Vx)(Px\/Bx.—.Rx).—.(VX)(Ax.—.Vx—Rx)

VONGOUE WN—=

(VX)(Mx \/ Ax .—. Vx — Px)

(Vx)(Px \/ Bx .—>. Rx)

X Ax

Vx

Hip.
Hip.
Hip.
Hip.

(Vx)(Px \/ Bx .—. Rx)
Px \/ Bx .—. Rx
(Vx)(Mx\/Ax.—.Vx—Px)
Mx \/ Ax .—. Vx — Px

Reit. (2)
ECU (5)
Reit. (1)
ECU (7)

Ax Reit. (3)

Mx \/ Ax ID (9)

Vx — Px ECond. (8,10)

Px ECond. (4, 11)

Px \/ Bx ID (12)

Rx ECond. (6, 13)

Vx — Rx ICond. (4-14)
Ax .—. Vx — Rx ICond. (3-15)
(Vx)(Ax .—. Vx — Rx) ICU (3-16)
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4,

1.1.
1.2;
1.3.
1.4.
1.5.
1.6.
1.7.
1.8.
1.9.

e e e e T I S e —y

)
o

i

21

2.2,

2.3

344

.10.
A1
2.
A3
14,
.15,
.16.
7
.18.
.19.
(VX)(x = Gx) A (@x)(Hx A ~Gx) A (VX)(Fx — |x) .—. (Ix)(Hx A ~Fx)

Si bien es posible incluir una subprueba marcada dentro de otra, el
paso 6 no es correcto. Dentro de la subprueba marcada no puede
ingresar ‘Fx’, pues no se cumple la restriccién de la subprueba de
permitir sélo el ingreso de férmulas con variables X’ ligadas.

EJERCICIOS PROPUESTOS
Demuestre la validez de las siguientes férmulas por deduccion natural.

(AX)Fx — (Vx)(Fx — Fx)

(¥x)(Px — Qx) A Pb .—. Qb

(VX)(Rx — Sx) .—. (Vx)Rx — (Vx)Sx

(Vx)(Mx — Nx) A (Vx)Mx .—. (Vx)(Kx — NXx)

(Vx)(Rx.—.Sx—=Tx)/\(Vx)(Rx—=Sx).—.(Vx)(Rx—Tx)

(Vx)Fx \/ (Vx)Gx .—. (Vx)(Fx \/ Gx)

(Vx)(Fx<>Gx) .—. (Vx)Fx <= (Vx)Gx

(Vx)Fx A (Vx)Gx .<=. (Vx)(Fx N\ Gx)

(VX)(Rx — Px) /\ (Vx)(Px — ~Sx) A (Vx)(Rx /A Qx .—. Sx)
—. (VX)(Rx — ~(Px — Qx))

(Vx)Mx — (Ix)(Mx \/ Hx)

(Vx)(Hx — Mx) A\ (Vx)(Mx — Vx) /A Hs .—. Vs

(Vx)(Fx — Gx) N\ (VxX)(Hx — Fx) .—. (Vx)Hx — (Ix)Gx

(IX)Px — ~(Vx)~Px

(Ix)~Px — ~(Vx)Px

(Vx)~Px — ~(Ix)Px

(Fx)(Fx A\ Gx) .—. (Ix)Fx A (Ix)Cx

(Ix)(Hx /A Fx) A (VX)(Fx = ~Gx) .—. (3x)(~Gx /\ Hx)

(Vx)(Gx — ~Hx) /A (Ix)~(Fx — ~Hx) .—. (@x)(Fx v Gx)

(Vx)(Px <= Qx) .—. (Ix)Px < (Ix)Qx

Simbolice y luego demuestre por deduccién natural que los siguien-
tes razonamientos son correctos.

Ningin empleado de correo es amable, sin embargo, las mujeres
son amables. Luego, algunos empleados del correo no son mujeres.
Ninguna paralela es perpendicular. Luego, ninguna perpendicular es
paralela.

Algunos insectos son animales vertebrados. Luego, algunos anima-
les vertebrados son insectos.
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2.4,

2.5,

2.6.

2.7

2.8.

29.

2.10.

2.12.

2:13-.
2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

Todos los muebles estan descoloridos. Luego, ninguna cosa colorida
es un mueble.

Todas las personas afortunadas son felices. Por lo tanto, todas las
personas infelices son desafortunadas.

Algunos militares no son obedientes. Luego, algunos desobedientes
son militares. _

Todos los amigos son desinteresados. Por lo tanto, ninguna persona
interesada es un amigo.

Si ninguna figura geométrica fuera irregular, todas las figuras regu-
lares serian geométricas.

Algunos son puntuales. Las personas desordenadas son impuntuales.
Luego, algunas personas puntuales son ordenadas.

Algunas lecturas comprensibles no son coherentes. Luego, algunas
lecturas incoherentes no son incomprensibles.

. Hay gente que trabaja. Todos los trabajadores son dependientes.

Luego, algunos trabajadores no son independientes.

Ningin material combustible es impermeable. Algunos materiales
combustibles son toéxicos. Luego, algunos materiales permeables
son combustibles.

Algunas tiendas tienen rétulos luminosos. Todos tienen toldos. Lue-
go, algunas que tienen rétulos luminosos tienen toldos.

Todos son irresponsables. Luego, si Juan y Maria se van de viaje,
entonces no son responsables.

Todos los lobos marinos son pinnipedos. Algunos animales de piel
fina son lobos marinos. Por tanto, algunos pinnipedos son animales
de piel fina.

Los balcones de Lima son virreinales o republicanos. El balcén del
Instituto Riva Agliero queda en Lima y no es virreinal. Luego, el
balcén del Instituto Riva Agliero es republicano.

Los incas y los aztecas realizaban sacrificios humanos. Ningtn pueblo
que realice sacrificios humanos o que promueva guerras atémicas es
pacifista. Algunos pueblos democraticos son pacifistas. Luego, algunos
pueblos que no promueven guerras atémicas no son incas.

Los temblores y los terremotos destruyen viviendas y edificios pu-
blicos. El sismo de 1940 en Lima fue un terremoto. Luego, algunas
viviendas han sido destruidas.

Ninguin candidato serd elegido si es liberal o nazi. Al menos un
candidato liberal sera elegido. Todos los candidatos que son politi-
cos se sentirdn decepcionados si no son elegidos. Todo candidato es
un politico. Todos los candidatos socialistas seran elegidos. Por tan-
to, algunos candidatos no se sentirdan decepcionados.
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2.20 Los que viven en el Africa sufren de malaria. Todos los que sufren
de malaria tienen fiebre alta y anemia. Los que viven en la selva son
mordidos por viboras. Tarzdn vive en la selva si vive en el Africa.
Luego, algunos que viven en el Africa son mordidos por viboras y
algunos que tienen anemia viven en el Africa, si Tarzdn vive en el
continente negro.

5.

1:

Las justificaciones de los pasos 2 y 4 de la siguiente demostracion

son:

GUu b WN =
b

~l

13
14

15
16

Reit. (2)
ECU (5)

9

10 Reit. (1)
Rep. (7) 11 ECU (10)

12 EB (9,11)

ED (4,7-8,9-12)
IC (6,13)

ICE (14)

ECE (3, 4-15)

EJERCICIOS DE REPASO

JCuantas de las siguientes demostraciones son correctas?

1)

1)

a4 PVaATr
PVAq
P r
~~p
e
~p r ir
(Pva) N r—=r
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V) PVAq A) 0
p B) 1

q C) 2

P D) 3
PVq-—p E) 4

2.  ;Cuantas reglas distintas de eliminacién se tienen que aplicar para
demostrar por DN la siguiente férmula, sin emplear reglas adiciona-
les?

PVAA(rYV~p).— ~rvq

A) 1 B) 2 Q 3 D) 4 E) O
3. Dados los siguientes argumentos:
1) O llueve o no llueve.

[[) No es el caso de que llueva o no llueva; luego, nieva.
ll) Nieva. Luego, si no nieva, llueve.

se puede demostrar por DN:

a) Solol
b) Solo i
¢ Solo il
d Liym

e) Ninguna de las anteriores

4. Utilizando deduccion natural y aplicando tnicamente Reit., ICond. y
ECond. se puede demostrar:

) P)p—=(q—r
Py) (g 1) ~=* =t
P3) ~t—=>~q /[/ii~s = (p = ~q)

1)} Py)p—>(-r . ~».~q— ~t)
P,) ~q
Py) ~p //p = (~r = ~t)
) Pjrs—~t

347



O. TRELLES y D. ROSALES

P,) g = (=t .—~. pAq)
Py g—=>~s //q—=>(pPANQq

V) Py q
P))r—s //-(~p—=>q)—=r.—= s
A) 0O B) 1 c 2 D) 3 E) 4

5. Utilizando deduccién natural y aplicando dnicamente Reit., ECond.,
ID y ED, se puede demostrar:

1) P =h i) => 1
P)) (~s\v/ 1) =t
P3) ~p //:(t\ UV ~p

) Py p—q
Pz) r—s
P)pvr oqvs

I P) (pAqQ)—r
P))~s [los\/~s

V) P)pvag
Pa) p = =5 /- (~s V1V q

A Lyl

B) Iyl

C LIyl
D) LIlyIV

E) LILIyIV

6. Dadas las siguientes férmulas:

D (=@ A~q. > ~p
m p—=q.—= ~q—=~p
mm ~p.—.p—q

se pueden demostrar por deduccién natural:

Alyl
B) Il'y Il
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Q) [yl
D) I, 1Ty I
E) Ninguna de las anteriores

I ¢En U={a}, cuantas inferencias se pueden demostrar por deduccién
natural?

) ~(Ax)Fx — ~(Vx)Fx
)] (Vx)~Fx — (Ix)~Fx
i  (3x)Fx — (Vx)Fx
V) (Vx)Fx — (Ix)~Fx

A) O B) 1 Q) 2 D) 3 E) 4
8. En el siguiente esquema:
i [A
x |:
A Reit. (i)

A no puede ser:

A) p

B) (Vx)(Fx — Gx)

Q) (Vx)(Fy — Gx)

D) Fx — Gx

E) Ninguna de las anteriores

o. Esta correctamente aplicada la regla de eliminacién del cuantificador
existencial en:

) | (@x)Ax ) |~(@x)Ax ) | @x)Ax
X Iix x L (@x)Ax xli\
I-3x (-Elx}Bx (Ix)Bx
Bx (Ix)Bx (3x)Bx
A) Sdélo |
B) Sdélo I
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C) Solo il
D)L, 1Tyl
E) Ninguna de las anteriores

10. ¢Cuantas deducciones son correctas?

)} 1) 1)

y| |Fy (Vx)Fx Fa
X Fx
Fy Fa
Fy — Fy Fa Fx—Fa
(Vy)(Fy — Fy) (Vx)Fx — Fa (Vx)(Fx — Fa)
Fa — (Vx)(Fx—Fa)
A) Sdlo |
B) Solo Il
C) Sodlo Il
D) I, 1yl

E) Ninguna de las anteriores

11. ¢Cuantas deducciones cuantificacionales son correctas?

)] }fo m| |Fx 1) (Ix)Fb
x |Fb
y| [E y '& 7(1
Fx Fy Fb
Fy—Fx Fx—Fy (Vx)Fb
(Vy)(Fy—Fx) (Vy)(Fx—Fy) (Vx)Fb
Fx—(Vy)(Fy—Fx) Fx—(Vy)(Fx—Fy) (Ix)Fb—(Vx)Fb|
A) Sdélo |
B) Sdélo 1l
C) Sélo il
D) Iyl

E) Ninguna de las anteriores

12. La regla de eliminacién que no se utiliza en la demostracién por DN
de la siguiente inferencia es:

P;) @x)(Mx .\/. Fx N\ ~Fx)
P;) (Vx)(Mx — Hx) // .. (Ix)Hx
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13.

A)
B)
Q)
D)
E)

14,

A) ECU

B) ECE C) EB D) ayb

Del siguiente conjunto de premisas:

P;) ~(Vx)Fx
P,) (VX)(Gx — Fx)

E)

cyd

Por DN se puede demostrar que l6gicamente se deduce:

(Vx)Gx
~(¥x)Gx
(Ix)Gx
~(3x)Gx

Mas de una respuesta es correcta

En la siguiente deduccién natural:

X

(VX)(Cx — Ax .—. (Rx\/Lx) — Ox)
(Fx)(Tx A\ Ax)

(Vx)(Cx — Ax)

| (Ix)Rx

Rx
(VX)(Cx—=Ax.—.(Rx\/Lx)—Ox)
Cx—Ax.—.(Rx v Lx)—0Ox
(Vx)(Cx — Ax)

Cx — Ax

(Rx v Lx) — Ox

Rx v Lx

Ox

(Ix)Ox

(Ix)Ox

Los pasos se justifican
con___hipétesis,___veces
ECU; _ veces ECond.,
__veces ID,____veces ECE
y __veces Reit.

A 523412
B) 5142112
C) 5:2:2-0-1-2
Y 4:1-8-1-1-2

E) 4-3-1-

1-1-2
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15. Sobre la siguiente deduccién se puede afirmar que:

1 (Vx)(Fx — Gx) /\ Fx Hip.

2 (Vx)(Fx — Gx) EC (1)

3 Fx EC 11)

4 X [(Vx)(Fx — Gx) Rep. (2)

5 Fx — Gx ECU (4)

6 Fx Reit, (3)

7 Gx ; ECond. (5,6)
8 (Vx)Gx ICU (4,7)

9 [(Vx)(Fx — Gx) N\ Fx .—. (Vx)Gx ICond. (1-8)

A) Es incorrecta pues la justificacion del paso 4 es Reit. (2).
B) Es incorrecta pues el paso 8 deberia ser ICU (4-7).

C) Es incorrecta pues el paso 3 no es posible.

D) Es incorrecta pues el paso 6 no es posible.

E) a byd
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EL SISTEMA DE DIAGRAMAS SINTACTICOS
(SDS)

1. LOGICA PROPOSICIONAL

1.1. Diagramas semanticos y deduccion natural

En el presente capitulo buscaremos mostrar el paralelismo que existe
entre DN y DS, lo que nos permitird “traducir” todo DS por una prueba
en DN de forma automaética. Dado que las “demostraciones” de DS son
totalmente mecanicas, esto nos asegurara la posibilidad de encontrar una
prueba en DN y, posteriormente, presentar un sistema de deduccién si-
milar a DS que llamaremos ‘sistema de diagramas sintacticos’ (SDS).

Con este fin requerimos las siguientes “equivalencias” sintacticas:

1. A < ~~A Doble negacién

2. ~(ANB) <= -~AvV-~B De Morgan

3. ~AyB) < ~AAN-B De Morgan

4, A —B < ~AVB Def. del condicional

5 ~A—=B) < AAN-B Def. del condicional (negado)
6. (A <= B) < (A /A B) v (~A A\ ~B) Def. del bicondicional

7. ~(A<==B) < (AN-~B)\(~A /\ B) Def. del bicondicional (ne-

gado)
las definiciones y la regla IN, fundamentalmente.

Todas ellas han sido establecidas en el capitulo VIII y aplicadas en los
ejercicios desarrollados o en los propuestos.
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El tema lo presentaremos, como es nuestra costumbre, informalmen-
te con ejemplos. Para entenderlos, se debe recordar que en un DS las
afirmaciones de una misma rama son conjuntivas, es decir, se afirman al
mismo tiempo; mientras que las de dos ramas divergentes son disyuntivas.

Ejemplo (1):
Fp — pl 1 ~(p — p) Hip.
| 7 pA-~p (1) Def. Cond.
VIpl 3 P (2) EC
Fpl 4 ~p (2) EC
=== 5 ~~p = p) (1-3-4) IN
6 P—pP (5) EDN

El paralelismo entre los dos sistemas puede reforzarse con algunos
atajos. Para esto debemos “entender” la negacién del condicional asi:

i A (i) Def. Cond. (negado)
k ~B (i) Def. Cond. (negado)

lo que es facil de probar como regla derivada. Y, si ademas la doble negacién
se aplica de forma automatica, logramos transformar el ejemplo (1) en:

Ejemplo (2):
Flp — pl 1 ~(p — p) Hip.
VIp] 2 P (1) Def. Cond.
FIpl 3 ~p (1) Def. Cond.
=== 4 P—P (1-2-3) IN y EDN

Veamos otro caso de DS que cierra.

Ejemplo (3):
FI~p A ~p)1 (1) 1 ~~(p N\ ~p) Hip.
VIp A~pl (2) 2 pA~p (1) DN
VIpl 3 P (2) EC
Fpl 4 ~p (2) EC
e 5 ~(p N\ ~p) (1-3-4) IN
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Pareceria que una rama cerrada se “traduce” como IN, pero esto sélo
ocurre si el DS tiene una dnica rama. El siguiente ejemplo es algo mads
complejo y el lector debe recordar que la bifurcacién de ramas correspon-
de a una disyuncién.

Ejemplo (4):
Flp <= pl 1] |[~(p < p) Hip.
e (PA~p)V(~p Ap)
VIp] FIpl Z (1)Def. Neg. Bic.
FIp] Vip] 3 p/A~p Hip.
=== === 4 P (3) EC
5 ~p (3) EC
6 P<pP (4,5) EN
7 ~p A\ p Hip.
8 ~p (7) EC
9 P (7) EC
10 P<Pp (8,9) EN
11 PP (2,3-6,7-10) ED
12|lp <= p (1-1-11) IN

Ademas de las dos subpruebas de la disyuncién, DN nos obliga a
buscar “cerrar” la primera subprueba. De este modo, las contradicciones
encontradas en las subpruebas de la disyuncién se utilizan para introducir
en la prueba ‘p <> p’ (pasos 6 y 10), que posteriormente permitird “cerrar”
la subprueba 1-11.

Las siguientes correspondencias entre DS y DN son correspondencias
entre pasos al interior de un diagrama con pasos al interior de una prueba.
Los pasos en DN se justifican facilmente con las reglas que hemos presen-
tado. Al final, obtendremos pautas para la traduccién de todo diagrama
semantico, que partiendo de la falsedad de una férmula valida cierra, en
una prueba por DN de esa férmula.

I I
V[~A] ~A FI~Al ~~A

F[A] ~A VIA] A
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|

VIA A\ Bl ANB F[A /\ B]
|
VIA] A FIA] F[B]
VIB] B
l J
VIA \/ B] Av B FIA \/ B] ~(A \/ B)
I
VIA] VI[B] A|B FIA] ~A
i_|‘ F[B] ~B
I |
VI[A — B] A —B FIA — B] ~(A — B)
[y I;A 'ﬁ I
FIA] V[B] : : VIA] A
FIB] ~B
I
VIA <> B] AHB_ F[A < B] |~(A <= B)
A 1—/% A
VIA] F[A] B VI[A] FIA] ~B
VIB] F[B] FIBI VIB] :
= ~A
~B B

Debe recordarse, ademads, que F[A] en DS se transforma en ~A en DN.

Si estamos probando una tautologia en DS y empezamos con la
hipétesis de falsedad, todas las ramas cierran. Esto mismo en DN equivale
a probar un teorema. ;Qué ocurre en DN? Para responder analicemos las
distintas situaciones, en cuanto al nimero de ramas que se presentan en

el DS.
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a) Una rama unica que cierra. Esquemadticamente:

FIA]

V[-B}
F[B]

donde A es la fdrmuia valida. En DN tendriamos:

~A

B
~B
A por IN

b) Dos ramas que cierran:

FIA]
I_/\_l
VIB] VIC]
F[B] FIC]
En DN:
| ~A
B
~B
A por EN
C
~C
A por EN
A por ED
A por IN
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Aumentar el ndmero de ramas que se cierran sélo conduce a un
mayor nimero de subpruebas, que provienen de disyunciones de ramas,
todas con una contradiccién; lo que permite poner como tltimo paso, por
EN, la férmula que se necesita obtener para contradecir la hipétesis de la
prueba principal relativa (a la izquierda); y asi sucesivamente hasta lograr
por IN establecer el teorema deseado!®.

Obviamente, lo mismo puede hacerse con toda derivacion, pues ya
sabemos que si A, B, C |D entonces se trata de probar |F(AABAC) =D
en esquemas de DN:

de A
B
| C se pasa a

D AABAC.—. D

Con esto tenemos un sistema de traduccion de DS a DN al nivel
proposicional o veritativo-funcional.

Ejemplo (5): Traduciremos a DN el DS del primer ejercicio desarro-
llado de 3.2.1.

Filp = q Ar/A(r.—.s/\~q) .—. ~p] (1)
Vip — (] (4)
VI[r]
VIr .—. s A\ ~ql (2)
VIpl
A

I I
FIr] VIs N\ ~q] 3)
Fiql
I_/\_X

Flp] Vidl

16 Hemos partido de buscar ~A para contradecir A, también se podria buscar derivar
L
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1 ~[{p —~q) ATANA(r.—. sA\~q) .—. ~p] Hip.
Zz P—q (1) Def. Cond. (neg.) y EC
3 r (1) Def. Cond. (neg.) y EC
4 r.—. s\ ~q (1) Def. Cond. (neg.) y EC
5 P (1) Def. Cond. (neg.) y EC
6 ~r \/. s\ ~q (4) Def. Cond.
7 | ~r Hip.
8 r (3) Reit.
9 ~p (7,8) EN (contradira p en la
prueba de la izquierda)
10 s A\ ~q Hip.
11 s (10) EC
12 ~q (10) EC
13 ~PV q (2) Reit. y Def. Cond.
14 |~p Hip.
15 R P (5) Reit.
16 ~p (14,15) EN
17 q Hip.
18 [~q (12) Reit.
19 ~p (17,18) EN
20 ~p (13,14-16, 17-19) ED
21 ~p (6,7-9,10-20) ED
22 | (p—=q)/\I/\(.—.s/\~q).—>.~p (1-5-21) IN y EDN

En el paso 9 elegimos introducir via EN ‘~p’, en lugar de la férmula
del paso 1 como tedricamente habiamos propuesto. La tnica razén es que
la férmula del paso 1 es mas larga y nos parecié mas cémodo elegir ‘~p’.
El lector puede restituirle a la traduccién a DN, si lo desea, su pureza
doctrinal escribiendo la férmula de 1 en el lugar de ‘p’ donde corresponda.
Ademas, cabe sefialar que hemos concentrado en un paso lo que en DN
deberia hacerse en varios para acentuar el paralelismo con el DS.

Esperamos, si no haber probado formalmente, al menos haber mos-
trado que toda tautologia o consecuencia semantica puede traducirse a un
teorema o consecuencia sintdctica en DN.

No hemos probado lo inverso, que toda consecuencia sintictica se
puede traducir a una semantica, pero también se puede demostrar. Todo
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esto nos lleva a proponer el sistema de diagramas sintdcticos tal como lo
presenta Quesada!’. quien a su vez lo toma de R.M Smullyan (First Order
Logic, Berlin, Springer 1980).

1.2. El sistema de diagramas sintacticos (SDS)

Damos a continuacion las reglas de este sistema sintactico. El lector
que nos ha acompafiado en el recorrido por los DS (capitulo II) estara de
acuerdo con nosotros en que SDS consiste basicamente en DS: un DS en
el que se han borrado las afirmaciones de verdad y las de falsedad se han
reemplazado por una negacion.

Reglas de SDS
R1 ~~A
|
A
R2 A ANB R3 ~(A /A B)
| l_/\_\
A ~A ~B
B
R4 AvB R5 ~(A v B)
l—/\—l |
A B ~A
~B
R6 A—B R7 ~(A — B)
I_ﬁ/\*—*l l
~A B A
~B
R8 (A < B) RO ~(A < B)
l—/\—l V—/\—I
A ~A A ~A
B ~B ~B B

17 Véase Quesada [88].
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En este sistema, un teorema se prueba si al aplicarle las reglas a su
negacién todas las ramas se cierran. Y una derivacién A, A,,..., A }FC
es vdlida si |F (A; A A, AN\ A — C es un teorema.

En el SDS, una rama se considera cerrada si aparecen en ella una
férmula A y su negacién ~A, en cualquier orden. Y como en los DS, se

considera una rama todo lo unido por trazos verticales.

Es facil ver que una derivacion puede plantearse directamente asi:

y quedara establecida por el sistema si se cierran todas las ramas.

Probaremos con SDS un teorema y una derivacion. Utilizaremos el
mismo sistema de numeracién de DS, y mencionaremos en los ejemplos
las reglas que justifican cada férmula (esto no es necesario pues la nume-
racién es suficiente guia).

Ejemplo (6): ProbartF (p =) A(gq—=1 .—. (p—=1

~[p—=q A(g—=1 .~ (p—=1)l (1)
P—=qad N(q—=1) R7 3)
....(p —7) R7 (2)

P R7

~r R7
P—q R2 (4)
q-—r R2 (5)

[ /A 1
~p RG q R6
== I AN 1
~q R6 r R6

Ejemplo (7): Efectuar la derivacion:
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P\ S)—>~r

~{s = q)

t—=q

N~y =p [lo.s8—>p

Diagrama:
(p Vv 8) ==~ (7)
~(s = q) (1)
t—q (3)
=ity p (4)
~(s = p) (2)
s R7
~q R7
s R7
~p R7
l A i
~t R6 q R6

M 1
~~(r /A ~t)  R6(5) P R6

rA~t  RI(6) ==

r R2
~t R2
f 3 1
~pVvs) R6 (8 ~r R6
~p R5 -
~s R5

Luego, la derivacion es correcta.

2. LOGICA CUANTIFICACIONAL

2.1. Diagramas semanticos y deduccion natural

Nuevamente necesitamos establecer nexos entre los DS y DN, pero
esta vez en los aspectos cuantificacionales. Para este efecto, considerare-
mos tantos “casos” como lo hicimos en DS. Es decir, diagramas en los que:
(1) aparecen solo cuantificadores universales verdaderos, (2) aparecen
solo universales verdaderos y un particular verdadero, (3) universales ver-
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daderos y mas de un existencial verdadero, (4) sélo existenciales verda-
deros.

Recordando lo visto en la parte A del apéndice, podemos equiparar
o dar igual tratamiento a:

VI(VR)A] en DSy (VR)A en DN,
FI(VR)A] en DS vy ~(VR)Aen DN,
VI@R)A] en DSy (3R)A en DN,
F[(AB)A] en DSy ~(3R)A en DN.

BwN =

Porque las expresiones cuantificadas, mientras no se recurra al inte-
rior de las mismas, reciben el mismo tratamiento seméntico que cualquier
férmula de LP. Es decir, en esta fase no se trabaja con los cuantificadores.
Por otro lado, expresiones sin cuantificadores como ‘Fa’ o ‘Hb’ se com-
portan también como férmulas de LP. En general, asi lo hacen todas las
expresiones atémicas del tipo Yya como ‘Fx’, ‘Gy’, ‘Ha’, o combinaciones
con conectores proposicionales de expresiones atémicas. Asi, el problema
que debemos abordar es el de la supresién de los cuantificadores. Ahora
bien, en DN hemos probado que:

~(ARYB = (VB)~yB y ~(VBYB <« (AB)~yB
Por lo tanto, podemos restringir nuestra atencién a férmulas con
cuantificadores universales no negados y férmulas con cuantificadores

existenciales no negados.

Si s6lo tenemos un cuantificador universal el paralelismo entre:

DS DN
VI(VB)yB] (VBB
| g
pa pa

permite una facil traducciéon de DS a DN. Veamos dos ejemplos:
Ejemplo (8): (VX)Fx F (Ix)Fx vs (VX)Fx | (3x)Fx

que trataremos en su forma: (Vx)Fx | ~(Vx)~Fx vs (Vx)Fx |- ~(Vx)~Fx
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VIVXFX]  (2) 1 | (¥x)Fx (1) Hip
F[~(Vx)~Fx] (1) 2 ~~(Vx)~Fx  (2) Hip.
| 3 (Vx)~Fx (2) EDN
VIVX)~Fx]  (3) 4 ~Fa (3) ECU
V[Fal 5 (Vx)Fx (1) Reit.
V[~Fa] (4) 6 Fa (5) ECU

F[Fal 7 | ~~~(¥x)~Fx (2-4-6) IN
=== 8 | ~(¥x)~Fx (7) EDN

En DS se podia trabajar con a, como recordaré el lector, pero como
a no se puede introducir en DN, hemos preferido elegir una constante ‘a’
que si puede aparecer en DN. Ademas, este cambio no altera en nada el
resultado obtenido en DS. También cabe notar que en DN se altera, en
cierta medida, el orden de los pasos.

En DN, la regla de intercambio de cuantificadores permite cambiar
(3x)’ en términos del universal. En DS, la falsedad de un existencial tiene
las mismas condiciones que la verdad de un universal. Podemos, pues,
recuperar las formas primigenias del modo siguiente: de F[(IB)A] a
FI~(VB)~A] y de alli a V[(VB)~AI.

Veamos el caso 2, un universal (o varios) verdadero y un existencial
verdadero. Este caso en DS da lugar a una restriccion: necesariamente
debe eliminarse el existencial primero eligiendo una constante nueva.
Luego, los universales se eliminan utilizando el mismo individuo. Lo mis-
mo puede hacerse en DN: primero se abre una subprueba de ECE, se
reiteran en ella las férmulas con universales y luego se aplica ECU en la
subprueba. En la subprueba de ECE se reproduce la contradiccion de DS,
con la contradiccion utilizando EN escribimos la férmula que deseamos
obtener con ECE. La diferencia estard en que en DN, en vez de un indi-
viduo, se utilizard la variable que aparece en el cuantificador existencial.

Ejemplo (9):

(Vx)(Mx — Hx), (Vx)Mx |~(3x)~Hx vs (Vx)(Mx — Hx), (Vx)Mx }~(3x)~Hx
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VI(Vx)(Mx — Hx)] (Vx)(Mx—Hx) Hip.
VI(Vx)Mx] (Vx)Mx Hip.
V[(3x)~Hx] | (3x)~Hx Hip.

y |~Hy Hip. (de ECE)
V[~Ha] (Vx)(Mx — Hx) Reit.
V[Ma — Ha] (Vx)Mx Reit.
VIMa] utilizamos ECU y reprodu-

cimos la situaciéon de LP
probando al final:

y sigue veritativo- -
funcionalmente’ ~(Ix)~Hx EN

como en LP ~(dx)~Hx ECE
~(Ix)~Hx IN

El paralelismo es obvio en ambos casos, pues tanto ‘a’ como ‘X’
sufren restricciones equivalentes: uno no puede haber aparecido antes y
el otro se encuentra en una subprueba marcada.

Caso 3. Uno o varios universales verdaderos y mds de un existencial
verdadero. Se trata de repetir el sistema anterior tantas veces como sea
necesario, recordando que:

(IAx)Fx <> (Jy)Fy

Pondremos un ejemplo:

Ejemplo (10):

E (@x)(Fx A Hx) A (3x)(Hx N\ Gx) .—. ~(Vx)~(Gx \/ Fx)

Vs

F @x)(Fx A Hx) A (@x)(Hx A Gx) .—. ~(¥x)~(Gx \/ Fx)

En resumen:
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VI(@x)(Fx /A Hx)] (1) 1 |(3@x)(Fx /A Hx) Hip.
VIE@x)(Hx A Gx)] (2) 2 [(@x)(Hx /A Gx) Hip.
VI(Vx)~(Gx v FX)] (3) 3 [ (Vx)~(Gx \/ Fx) Hip.
V[Fa /\ Ha] 4 x|[FEx A Hx Hip. (exist.)
VIHb A Gb] (4 5 (Vx)~(Gx \/ Fx) (3) Reit.
F[Ga v/ Fa]
FIGb \/ Fb] (5 o x|Hx N Gx Hip. (exist.)
7 (Vx)~(Gx \/ Fx)
V[Hb] 8 ~(Gx v Fx)
V[Gb] 9 Gx
10 ~Gx
FIGb] 11 ~(Vx)~(Gx \/ Fx) EN
FIFDb] 12 ~(Vx)~(Gx v Fx) ECE
=== 13 ~(Vx)~(Gx v/ Fx) ECE
14 [~(Vx)~(Gx v/ Fx) IN

Nétese que no hemos reiterado las hipétesis 1 y 2 para no recargar
innecesariamente la prueba. El lector debe completarla.

Caso 4. Cuando aparecen sélo existenciales verdaderos.

El DS cerrara siempre y cuando cada uno de los existenciales por
separado no pueda ser verdadero de algin elemento del universo.
Por tanto, sélo cerrara si alguno de ellos es falso para todo elemento del
universo, i.e., es de la forma (Ix)(Fx /A ~Fx). Pero este caso es poco
interesante pues todo el problema reside en analizar un UGnico esquema
existencial 18,

Asi, pues, podemos pasar de DS a DN anadiendo:

VI(VBB] (Vx)Fx
| :
V[ypa] Foo ECU
VI(3BnB] (E[I
] :
VIyyl B[R
con y nuevo : F

18 Vease Quine [93], cap. 18 (ley IV)
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10 / SISTEMA DE DIAGRAMAS SINTACTICOS (SDS)

y las transformaciones: -

FI(VB)B] FIEB) yB]

| I
VIEB)~yB] VI(VB)~y8]

2.2. El sistema de diagramas sintacticos (SDS)

Anadiendo las siguientes reglas tenemos un sistema de diagramas
sintacticos de igual alcance que los diagramas semanticos:

R1IO (VBB RI1  ~(VBWB
* -

R1Z (3B RI13  ~@RyyB
w A

donde y esta sujeto a la restriccion de no aparecer antes en la misma rama
del diagrama.

Resumiendo lo visto, para construir un sistema sintactico a partir de

los diagramas semanticos, basta reemplazar la afirmacién de falsedad por
una negacién y borrar la afirmacién de verdad.
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119
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139
140
141
142
144
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VIIL.
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2.2.3. Diagramas semanticos con cuantificadores
Ejercicios
Solucién

Ejercicios propuestos

SIMBOLIZACION

La estructura formal

Las proposiciones categéricas tipicas
Otras proposiciones

Ejercicios

Solucién

Consecuencia semantica e inferencias
Ejercicios

Solucién

Ejercicios propuestos

INFERENCIAS CLASICAS

El cuadro de oposicién
El cuadro de oposicion clasico
Ejercicios

Solucién

El contenido existencial
Ejercicios

Solucién

Silogismos

Ejercicios

Solucién

Ejercicios propuestos
Ejercicios de repaso

EL SISTEMA DE DEDUCCION NATURAL PROPOSICIONAL

Introduccion
1.1. La deduccién formal o derivacién
Relacién entre consecuencia sintactica y consecuencia semantica
El lenguaje proposicional (LP)
3.1. Simbolos primitivos
3.2. Reglas de formacién
3.3. Definiciones
El método de deducciéon natural (DN)
4.1. Pruebas, subpruebas y barras
4.2. Reiteraciones y repeticiones
a. Regla de reiteracion (Reit.)
b. Regla de repeticién (Rep.)
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217
218
219
220
222
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227
228
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233

239
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5.

6.

4.3. Reglas del condicional
a. R1. Eliminacién del condicional (ECond.)
b. R2Z. Introduccién del condicional (ICond.)
Ejercicios
Solucién

4.4. Reglas de la negacién (y doble negacién)
a. R3. Eliminacién de la negacién (EN)
b.  R4. Introduccién de la negacién (IN)

C. R5. Introduccién de la doble negacién (IDN)

d. R6. Eliminacién de la doble negacién (EDN)
Ejercicios
Solucién

4.5. Reglas primitivas de DN

Reglas derivadas

5.1. Reglas de la conjuncién
a. R7. Introduccién de la conjuncién (IC)
b. R8. Eliminacién de la conjuncién (EC)
Ejercicios
Solucién

5.2. Reglas del bicondicional
a. R9O. Introduccién del bicondicional (IB)
b. R10. Eliminacién del bicondicional (EB)

5.3. Reglas de la disyuncion
a. Rl11. Introduccién de la disyuncién (ID)
b. R12. Eliminacién de la disyuncién (ED)
Ejercicios
Solucién

Ejercicios propuestos

Reglas adicionales

a. R13. Modus Tollens (MT)

b.  R14. Silogismo disyuntivo (SD)

C R15. Intercambio (INT)

Ejercicios propuestos

LOGICA CUANTIFICACIONAL: EL METODO DN

El lenguaje de la légica cuantificacional (LC)
1.1. Simbolos primitivos
1.2. Reglas de formacién

1.2.1. Férmulas mondadicas y poliddicas

1.2.2. Simbolos predicativos, variables e individuos

1.3. Definiciones
Ejercicios
Solucién
Reglas de inferencia
2.1. Reglas para el cuantificador universal

251
252
253
257
257
260
260
261
262
263
264
264
268
269
269
269
270
272
272
273
273
274
276
276
277
279

285
287
287
288
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294

299
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304
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a. Rl. Eliminacién del cuantificador universal (ECU)
b. R2. Introduccién del cuantificador universal (ICU)
Ejercicios
Solucién

2.2. Reglas para el cuantificador existencial
a. R3. Introduccién del cuantificador existencial (ICE)
b. R4. Eliminacién del cuantificador existencial (ECE)
Ejercicios
Solucién

Reglas adicionales para DN
a. R5. Modus Tollens (MT)
b. Ré6. Silogismo disyuntivo (SD)
c. R7. Silogismo hipotético puro (SHP)
Ejercicios
Solucién

Ejercicios propuestos

Ejercicios de repaso

EL SISTEMA DE DIAGRAMAS SINTACTICOS (SDS)

Légica proposicional

1.1. Diagramas semdnticos y deduccién natural
1.2. El sistema de diagramas sintacticos (SDS)

Logica cuantificacional

2.1. Diagramas semanticos y deduccién natural
2.2. El sistema de diagramas sintdcticos (SDS)
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