Copituls 8

:1)em'uacio’n Y

3 unciones 5 émenfaéd

8.1 DERIVADA DE UNA FUNCION. Sea y=f(x) una funcién definida en cada
punto del intervalo abierto I. Decimos que f(x) es diferenciable (o derivable) en un
puntox de I siexiste

lim _f_(_x_:_h)_—&ﬂ

h—0 h

af

d

En este caso, dicho limite se designa por —, f ‘(x), —(x) o D, f(x),ysellama la
dx dx

derivada de f(x) en el punto x. Por definicién se tiene entonces que

d , d _ f(x+h)-f(x)
L = i) = L) = Dif(e) = fimg LEXHIE)

Si la derivada f'(x) existe para cada x de I, la funcién f'(x) se llama la derivada de
la funcién f(x); y decimos que f(x) es diferenciable en todo el intervalo I.

El valor de la derivada de y en el punto a se suele denotar con

L@-[Z] - re- v - e,
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8.2 REGLA PARA CALCULAR LA DERIVADA EN UN PUNTO.

De la definicién f(x) = lim ﬂi‘iﬁh)“ﬂ - i [letax)-f(x)
-0 Ax—0 Ax

podemos extraer la siguiente regla para calcular la derivada de f (x) enel punto x.

, donde Ax=h,

Paso 1. Se suma a la variable x un incremento Ax =0,y se calcula el valor f(x+Ax).

Paso 2. Se forma el incremento Ay de la funcién correspondiente al incremento Ax
de la variable x, es decir, se calcula la diferencia Ay = f(x + Ax) - f(x).

Paso 3. Se divide ambos miembros entre el incremento de la variable x
Ay flx+Aax)-f(x)
Ax Ax

Paso4. Secalcula lim ﬁ
Ax—0 Ax

Por definicién, el limite resultante es f'(x), la derivada de f(x) enx.

EJEMPLO. Hallar la derivada de y= 3x% +x-5 enel punto x.

SOLUCION. Escribimos f(x)=3x" +x-5 .

Paso 1. f(x+Ax)=3(x+Ax)* +(x+Ax)-5=3x" +6x.Ax+3(Ax)’ +x+Ax-5

Paso2. Ay=f(x+Ax)-f(x) = [3:»52 +6x.Ax + 3(Ax)’ +3(:+A.7c—5]—[3x2 +x-—5]
= 6x.Ax +3(Ax)’ +Ax.

A
Paso 3. —y=6.1c+3Ax+1.
Ax

Paso4. lim & = 6x+1. Luego —‘-il=6x+1.
dx

Ax-0 Ax

8.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA. Recta tangente a una
curva.

La derivada f'(x) puede ser interpretada como la pendiente de la recta tangente a la
curva y=f(x) en el punto (x,f(x)). En efecto, consideremos un punto P =(x,f(x))
de la gréfica de y=f(x).
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Y A . y = f(x)

1
t
t
1

Ll S

Para un incremento Ax se obtiene el punto @ =(x +Ax, f(x + Ax)) de la grifica de la
curva, y la recta secante S que pasa por P y @ tiene pendiente

By f(x+Ax)-f(x)

Ax Ax

mq

Fijemos el punto P y hagamos que Ax tienda hacia cero. Entonces el punto @ se
aproxima al punto P y la recta secante S, gira al rededor del punto P. Si esta recta

secante S, tiende a una posicién limite 7, entonces consideramos a la recta T como la
recta tangente a la curva en el punto P.

Ahora bien, puesto que el punto P y la pendiente m, determinan completamente a la
recta secante SQ para que ésta se aproxime a una posicién limite, y ya que P estd
fijo, bastard que exista

y tomar este nimero como la pendiente de T.
Con esta discusién procedemos a dar las siguientes definiciones.
Dada la funcién y=f(x), llamamos recta tangente a la curva y=f(x) en x, (oa la
grdfica de f(x) en el punto (xl, f (xl)) alarecta T que cumple las dos condiciones
siguientes:

T pasa por (xl,f(xl)) ,
y T tiene pendiente f'(x,).
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T;l_'_f.(ﬁll=f'(

x“'xl

Es decir, T es la recta cuya ecuacién es x,).

Se llama recta normal a la curva y=f(x) en x, (o a lagrdfica de f(x) en el punto

(xl, f (xl)) alarecta N que cumple las dos condiciones siguientes:

N pasa por (xl,f(xl)) ,

y N es perpendicular a la recta tangente a la curva en el punto (x L f(x 1)) .

Es decir, N tiene pendiente - y su ecuacién es

f xl)

N: J'_f(xx) - _ 1

EJEMPLO. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la pardbola
y= 2x*> - 8x+5 enel punto P, donde la pendiente de la normal es - 1/4.

SOLUCION. Escribimos f(x)=2x-8x+5.
En primer lugar debemos calcular la derivada f'(x).
Paso 1. f(x+Ax) = 2(x + Ax)’ —8(x + Ax)+5
= 2x” +4x.Ax +2(Ax)’ -8x-8Ax +5.
Paso2. Ay=f(x+Ax)-f(x) = [2x2 +4x.Ax+2(Ax) —8x-8Ax + 5] - [2x2 -8x+ 5]

= 4x.Ax +2(Ax)® - 8Ax

Paso 3. —A—y-=4x+2Ax—8.

Ax

' by '
Paso4. f'(x) = lim — = 4x-8. Luego f'(x)=4x-8.

Ax—0 Ax

Hallamos el punto P = (xl, f (xl)) en el cual la recta normal tiene pendiente -1/4:

1
f'(x,)

y f(x)=f(3)=2(3)*-8(3)+5=-1.

=-14 o fr)=4 o 4x,-8=4 o x,=3,
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Luego, la recta tangente a la curvaen P=(3,-1) es

3
=f’(3)=4 o y=4x+7,
x+1

y la recta normal a la curvaen (3,-1) es

y-3 1 1 11
=—— o y=——X4— .
4 4

x+1 4

8.4 PROBLEMAS RESUELTOS.

Hallar las derivadas de las siguientes funciones

PROBLEMA 1.
3
-1 4
1) y:mx+b 2) y=x 3) y_—___é_
) x x
4) y=(Ax+B)(Cx+D) 5 y=x"
SOLUCION.

1) Tenemos y=mx+b, y+Ay=m(x+Ax)+b,

Ay = [m(x+Ax)+b]—[mx+b] = mAx .

Ay
= m, yaque m esconstante.

Luego — = lim
dx Ax—0 Ax
) -1 (x+Ax)3—1
2) Setiene y-= , ytAys=-—"""—".
x x+Ax

(x+ax)’-1 x°-1

Luego Ay=
x+Ax x

x[x3 +3x% Ax +3x(Ax)? +(Ax)® - 1] ~(x+ Aac)(x3 - l)

- x(x + Ax)
2x° . Ax + 3x2(Ax)2 + (A.ac)3 +Ax

x(x + Ax)
Ay 2x° +3x% Ax+x(Ax) +1
y —_— = .

Ax x(x +Ax)
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3)

4)

5)

Tomando limites obtenemos

4
Tenemns y=-—, y+Ay=- 5 -
x (x+ Ax)

v 4 { 4} ) 4[x2—(x+Ax)2]
_(x+Ax)2 L) x*(x +Ax)?

Luego Ay

4[x2—x2-—2x.Ax—(Ax)2] ) 4[2x.Ax+(Ax)2}

x*(x + Ax)? x*(x +Ax)’
Ay  4(2x+Ax) '

Ax x? (x + Ax)? '

Tomando limites resulta

Tenemos y=(Ax+B)(Cx+D), y+Ay = [A(x+Ax)+B] [C(x+Ax)+D] .

Luego Ay = 2ACx.Ax + AC(Ax)? + AD.Ax + BC.Ax

Ay
Ax

2ACx+AC.Ax+ AD + BC .

y

d
Tomando limites se tiene ac A lim ﬂ = 2ACx+ AD + BC .

dx Ax-0 Ax
Tenemos y=x", y+Ay=(x+Ax)" .
y y

Luego
n(n-1)
2

Ay =(x+Ax)"-x" = [x"+ nx""' Ax +

- -1) A -
=nx""' . Ax + n{n )x 2.(A%)? + ...+ nx(Ax)" " + (Ax)"

2
A - -1
by i n(n-])

Ax 2

"2 Ax+...+nx(ax)"? +(ax)" " .

Tomando limites obtenemos

x"2.(Ax) 2+ ...+ nx(Ax)" '+ (Ax)nJ -x

n
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PROBLEMA 2. Hallar la derivadade y=+x .
SOLUCION. Tenemos y=+x, y+Ay= ,/x +Ax .

- A
Luego Ay = Jxrdx -x = (x+Ax)-x _ x
,/x+Ax+J; ‘/x+Ax+«/;

y Ay 1
Ax ,/x+Ax +J;
d A 1 1
Por lo tanto A li A =

m = = .
dx a0 Ax  Jr+dx  2Vx

| o 1
PROBLEMA 3. Sea f(x)={* "3 st x=0

0 six=0
Hallar £'(0) .
SOLUCION. Tenemos x=0, f(0)=0, f(0+Ax)=(Ax)’ sen = .

Ax
Luego Ay = f(0+Ax)-f(0) = (AJc)a.seni
Ax
y L _ (Ax)z.sen—l— .
Ax Ax

Tomando limites cuaando Ax — 0 obtenemos

A 1
£/(0) = lim L = lim (Ax)’.sen— = 0,
Ax—-0 Ax Ax—0 , Ax

1
(Ax)?.sen —
Ax

1
sen —
Ax

Puesto que de <1 se sigue que

Ax >0 .

PROBLEMA 4. Hallar la derivada de la funcién y=tg x.

SOLUCION. Tenemos y=tgx, y+Ay=tg(x+Ax).
-tg A
Luego Ay:tg(x-q-Ax)_tgx:M_i_tgx
1-tg x.tg Ax

2
_ tg x - tg Ax - tg x + tg” x. tg Ax _ tgax (1+tg x)

1-tgx.tg Ax 1-tgx.tg Ax

< (Ax)* >0 cuando
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Ay tgAax  1+tghx

y . .
Ax Ax 1-tgx.tg Ax
Ahora bien lim tgAxr = kim =22% _ 0 _
Ax—0 Ax—>0 cosAx 1
sen Ax
. tgAx . 1
lim g = lim Ax = - =1,
Ax—0  Ax Ax>0 cosAx 1
d A tg A tg?
y por lo tanto D - tim 2 - lim 2% lim _lrtg x|
dx Ax—>0 Ax Ax—>0  Ax ax-0 1-tgx.tg Ax

1+tgZx = sec?x.

PROBLEMA 5. Hallar las rectas tangente y normal a la curva y=senx en el punto
(r,0).

SOLUCION. En primer lugar calculamos la derivada de y =senx

Ay = (y+Ay)-y = sen(x+Ax)-senx = senx.cosAx +senAx.cos Ax —senx
Ay (1-cosAx) senAx
— = —senx —— + COSX . .
Ax Ax Ax
Ahora bien
2
2 Ax Ax
1 cosAx 2 sen ? . sen ?
1 =1 = lim — =01=0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—>0 Q2 éﬁ
2
senAx
y lim = 1.
Ax—>0 x
d A 1-cosAx . senAx
Por lo tanto se tiene 2 - lim 2 o _senx.lim ———"" + cosx. lim
Ax-0 Ax Ax—0 Ax Ax—>0  Ax

- (senx)(0) + (cosx)(1) = cosx .

Asi ﬂ(sxen Xx)=cosx .

dx
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La recta tangente en el punto (7, 0) es

y_Oz——(senx)(n)=cos1t=—1 0 y=-x+m,
x-n
y-0
y la recta normal en el punto (n, 0) es =1 o y=x-mx.
xX-n
. 1
PROBLEMA 6. Hallar las pendientes de las tangentes a las curvas y=—— e
x-1

y =x>-2x+1 en el punto en que se intersecan. jCudl es el dngulo entre estas
tangentes? '

SOLUCION.

(1) Determinamos el punto de interseccion.

Tenemos =x?-2x+1=(x-1)7°,

x-1

dedonde 1=(x-1% y x=2,

1
yporlotanto y=——=1.
2-1

Luego (2, 1) es el punto en el que las dos curvas se intersecan.

(2) Calculamos la derivada de y=

x-1
Ay = 1 1 (x-1)-(x+Ax-1) Ax
(x+Ax)-1 x-1 (x+Ax-1)(x-1) (x+Ax-1)(x-1)
Por lo tanto i( 1 ]: limé‘-}l = - 1 7 -
dx\x-1 Ax-0 Ax (x-1)

(4) Calculamos la derivada de y= x®-2x+1.

Tenemos y= x-2x+1

y+hy = (x+Ax)’ -2 (x+Ax)+ 1
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Ay = [(x+Ax)2 ~2(x+Ax) + 1] - [#* 22+ 1] = 2x.Ax +(Ax)? - 24x

A
Y ox+Ax-2.
Ax
o d; o . Ay
Tomando limites obtenemos —(x -2x + 1) = lim — = 2x-2.
Ax—=0 Ax
(5) Sea m, la pendiente de la tangente de y= en (2, 1).
x-1
d 1
Luego m, =—‘X(2)=— > =-1.
dx (2-1)

Sea m, la pendiente de la tangente de y = x>-2x+2 en (2, 1).

dy

Luego m, = —(2) =2(2)-2=2.

*odx

() Si 0 designa el dngulo comprendido entre las tangentes obtenidas entonces se
cumple
tg 0 = i Skl Ty
1+mm,
-1-(2
y por lo tanto tg0 = —()— =3.
1+(-1)(2)

PROBLEMA 7. Hallar los puntos de la curva y= x® +x donde la recta tangente es
paralela a la recta y=4x.

SOLUCION.
Escribimos y=f(x)= X x.
Buscamos los puntos x, tales que f'(x,)=4 = pendiente delarecta y=4x .
Debemos calcular f'(x):
3
y=x"+x,
y+Ay=(x+Azx)° +(x+Ax),
3 3 2 2 3
Ay =(x+Ax)" +(x +Ax)—(x +x)=3x .Ax +3x(Ax)" +(Ax)” + Ax
Ay

= - 3x% +3x.Ax+(Ax) 2+ 1.
Ax
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Tomando limites cuando Ax —» 0
. LA
f'(x) = lim 2 3?1,
Ax50 Ax

Si x, satisface la condicién f’(x)=0 entonces
tenemos la ecuacién
32l +1=4,

cuyas raices son x, =t1, y los valores de f(x)
correspondientes son

f(1)=(1)3+1=2. para x,;=1

f(-1)=(-1)° +(-1)=-2, para x,=-1.

PROBLEMA 8. Si f(x)=(x-a)g(x) donde g(x) es una funcién continua en a, hallar
f'(a)-

SOLUCION. Tenemos f’(a) = lim flath)-f@) _p, (ath-a) gla+h)-0
h0 h SN h

= lim g(a+h) = lim g(x) = g(a) .

PROBLEMA 9. Si f(x) tiene derivada en el punto @, probar que

won _ 1. flath)-fla-h)
f(a)—}g; oh :

SOLUCION. Tenemos
lim f(a+h)-f(a—h) - lim f(a+h)=f(a)+f(a)-f(a-h) _

h—0 2h h—0 2h
= — lim _______f(a +h)-1f(a) + lim———-————f(a —h)-f(a)
2 h-0 h h—0 -h

é [F(a)+ F'(@)] = f(a) .
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PROBLEMA 10. Sea f(x) una funcién que cumple

a) f(x+y)=f(x).f(y) paratodo x, y, ¥y

b) existe la derivada f'(0) y f(0)=1.

Probar que existe f'(x) paratoda x y que se tiene f'(x)=f"(0).f(x) .
SOLUCION. Tenemos

) = tim LEERE) o AR FR 1Sy b

h—0 h h—0 h h—0

f(x).£'(0) .

f(h) - £(0)
h

[

PROBLEMA 11. Sea f(x) una funcién tal que I f (x)| <x’ para todo x.
Probar que f(x) es diferenciable en 0y que f'(0)=0 .

SOLUCION. Haciendo x=0 en |f(:c)|5x2 obtenemos If(O)I:O y por lo tanto
F(0)=0.

Tenemos f'(0) = lim f_(O_+h)——f(O) = lim f@ -0
h-0 h " =0 R
2
pues OSMSL:"I'—)O,
h h

Asi hemos probado que f'(0)=0.

PROBLEMA 12. Sea f(x) una funcién diferenciable tal que f(x)=f(-x) para todo=x.
Probar que f'(x)=-f"(-x) .

SOLUCION. Tenemos f'(x) = lim ﬁ’_”_h)‘_f(_’ﬂ = lim f(-x-h)-f(-x) .y

h-0 h h—0 h

haciendo k=-h, f'(x) = - lim foxt k’Z‘ fex) _ f(-x) .
k—0
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PROBLEMA 13. Sea f(x) una funcién diferenciable tal que f(x+a)=f(x) para todo
x. Probar que f'(x+a)=f'(x) para todox.

SOLUCION. Tenemos

f(x+h)-f(x)

f'(x+a) = lim flxra+h)-flz+a) = lim = f'(x) .
h—0 h h—0 h

8.5 CONTINUIDAD Y DERIVACION.

TEOREMA. Si f(x) tiene derivada en el punto a, entonces f(x) es continua en tal
punto. Es decir, que se cumple

lim f(x) = f(a) .

PRUEBA. Tenemos f(x)-f(a) = M.(x~a) , si x#a,y
x-a

puesto que lim flx)-f(a)

x—a x—-a

= f'(a) y lim(x-a)=0,

se concluye que lim [f(x) - f(a)] =0, estoes limf(x)=f(a).

EJEMPLO. Demostrar mediante un ejemplo que si f(x) es continua en un punto a,
entonces no siempre f(x) tiene derivada en ese punto.

SOLUCION. Basta considerar la siguiente funcién
-x si x<0
x si x20
Consideramos el punto @ = 0, donde f(0)=0.
Paso 1. la funcion propuesta es continua en 0

lim f(x) = lim -z =0= £(0),
0

0"

y lim f(x) = limx = 0 = f(0),

x—-0" x—0

y por lo tanto, existe lim f(x)=f(0), yasi f(x) es continua en el punto 0.
x—»0
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Paso 2. La funcién propuesta no tiene derivada en O.

En efecto, calculamos los limites laterales

lim —f(0+h)—f(0) = lim @ = lim i

= - 1,
h~0" h ho0" R h—0"
0+h)-f(0
y 1imi+_l_f_(_lzlimﬁ(h_)=lim_]1=1’
h—0" h h—-0* h h-0" h

y como estos limites laterales son distinos se sigue que no existe

L fO+R)-F(0)
h—0 h

1'0).

8.6 DERIVADAS POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA.

DEFINICION. Sea la funcién f(x). Definimos
1) La derivada por la derecha de f(x) en el punto a

f;(a)=:irg f(a+h’2—f(a) ,

si tal limite lateral existe.

2) La derivada por la izquierda de f(x) en el punto a

f'(a)= lim _______f(a +h)-f(a)
- h—0" h ’

si tal limite lateral existe.

Nota. Es una consecuencia inmediata de la definicién de limites laterales que existe la
derivada f'(a) si y solamente si existen y son iguales las derivadas laterales

f!(a) y f!(a). Si se cumplen tales condiciones, entonces se verifica la igualdad
f'(a)=f/(a)=f(a),

es decir que las tres derivadas son iguales.
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EJEMPLO. Sea f(x)=|senx|. Calcular f/(0) y f'(0).
SOLUCION. Tenemos f(0)=|sen0|=0.
f(0+h)-f(0) _ im senh _

L '(0) = li 1 = 1.
uego £.(0) h—lfon' h B0t R
0+h)-f(0 - h
Ytambién  £/(0) = lim JOERZFO) _ pp [senh] , sen
h—0" h h—0" h h—0"~ h
o tim SRy
h—0" h

8.7 PROPIEDADES DE LA DERIVACION.

TEOREMA. Sean u(x) y v(x) dos funciones que poseen derivadas en el punto x. En-
tonces se cumplen las siguientes propiedades

1. Derivada de la suma y diferencia de dos funciones.

——(u+v)=£1—'i+ﬂ y i(u—v)=ﬂ‘--£
de dx dx dx dx

2. Derivada del producto de una funcién por una constante.

d du .
a(cu) = ¢—, ¢ esun nimero real,

dx
3. Derivada del producto de dos funciones. Regla del producto.

4. Derivada del cociente de dos funciones.

v du u dv
d(uy VgoTug d (1 1 dv
Ex_(;)=.~d.x__l;§—dx, si v(x)=0, a(;)=-v—2'z»v(x)*o'

5. Derivada de una potencia de funcion.

de.(u")= nu"’l~%, n=0,+1,%2,...,
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6. Derivada de una raiz de una funcién.

d, 2 131 du
dx(u) —;u = n=0,1,2, ..,
En forma mds general se cumple
7. Derivadade u’.
%(u’) =ru! % , r es un nimero real.

8.8 DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES BASICAS.

1. Derivada de una funcién constante f(x)=c.

—d—(c) =0, ¢ es un numero real.

dx

d d
Ejemplos a) —(3+42)=0, b) —(2n)=0.

dx dx

n d n\ _ n-1 -
2. Derivada de x". -a;(x ) =nx""", n=0, +1, +2, ...
Ejemplos
d, _
a) -di: 1, b) —(l—(x7) = 7x6, c) —(x 3) =-3x7*.
dx dx dx

3. Derivada de una funcién polinomial.
d

— (b +b,% +byx® 4. +b,x") = by +2byx+ .+ nb x""’
dx
Ejemplos

a) —d—(1—2x+4x5)=—2+20x4, b) i(-—x6+4x3+2x)=—6x5+12x2+2.
dx dx
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4. Derivadade ¥x.

d( yn 1 ya
— = = , =123,...
dx( ) " x n
En general se cumple
5. Derivadade x".
d r r-1 -
Zx-(x ) =rx ", donde r es un nimero real .
Ejemplos.
a) —d—(xﬁ) = ﬁ.xﬁ'l, b) i(1153/4) = Ex‘w’1 = Ex'w
dx dx 4 4

d ¥z 3 y2-1 d 3 vz V2
c) ;(x2 —2) = —2—( ? —2) -—'-—(x2 —2) = —2-(x2 - 1) (2x) = 3.74:(Jc2 - 1) .

dx

6. Derivadas de funciones frigonomeétricas.

Sea v=v(x) una funcién diferenciable. Se cumple

L i(senv) = cosv.2 ,

dx
18 i(cosv) = —senv.ﬂ ,
dx
d
L. —(tg v)=sec’ v.—d—v ,
dx dx

Iv. (ctgv)= —coseczu.ﬂ ,

<
Rle B~

dv
(secv)=secv.tgv.— ,
dx

d d
VI. —(cosec v)=—cosecv.ctgv.—v .

b



216

Ejempilos.

d dx
a) —(senx)=cosx pues —=1,

b) %ccs(:c2 —2.'15— 1) = —sen(x2 -2x— 1).5;—(::2 ~2x - 1)

= —sen(x” -2 - 1)(2x - 2) = 2(1-x)sen(x” - 2x-1).

7. Derivada de las funciones exponencial y logaritmo.

d . v d d
L ()= 2, L Liny-1%
dx dx dx v dx
d X X
Ejempilos. a) -—-(e ) =e ,
dx
d( 3 T d 1 55
b) —(e’/—) = eJ—.—(J;) = —e'/_
dx dx 2Vx
d 1 d 2 2
o Lim)ad L) 22,
dx x° dx x x
d) -iln(senx) ! .i-(senx) =ctgx .
dx senx dx
8. Derivada de las funciones hiperbdlicas.
La funcién seno hiperbdlico se define por senhx = ¢ - para cada nimero real x .
2
La funcién coseno hiperbélico se define por coshx = * para cada nimero real.
2
Se cumple
L —d-(senhv)=coshu.ilg , IL —g-(coshv)=senhv.-c—hi .
dx dx dx
Ejemplos.

a) %senh (1+3x2) = cosh(1+3x2)-%(l+3x2) = 6x cosh(1+3x2).
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b) %cosh(xw 4) = senh(x5’ “) . %(xw 4) = %x" 4 senh(xsf ‘).

9. Derivada de las funciones trigonométricas inversas.

I. La funcién arco seno se define por y=arcsenx si y sélo si x=seny, y
1
——n<y<-—m.

2 2
1 dv

Se cumple ~(—i~(arc senv) = =, pl<1
dx J 1-y® dx
II. La funcién arco coseno se define por y=arccosx siysélosi x=cosy,y0<y<m.

Se cumple —z—x-(arc cosv) = _—1-1-_1;;% . JY<1

III. La funcién arco tangente se define por y=arctgx si y sélo si x=tgy, y

——R<y<—m.
2 2
d 1 dv
S le ——(arctg v} = —— . — .
© cump dx( gv) 1+v? dx
IV. La funcién arco cotangente se define por y=arcctgx siy sdlosi x=ctgy,y
0<y<m.
d 1 dv
S 1 —(arccetgv) = ———5 —
© cumpre dx( g ) 1+v? dx
Ejemplos.

a) i(arc sen 2x) = ! .d(2x) .2
dx Ji-22)? dr 1-4a?

b) %arc cos(xa/z) = -—1—.—(x3/2) ==
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d)r ad;(arc cth2x+x2) = —W.%(sz+xz)

1 1+x 1

1+2x+x% [or 42 (1+ac)\[2x+x2

8.9 NOTA. Hemos dado una lista de derivadas de algunas funciones bdsicas en el
andlisis matematico con el propésito de poder hacer uso inmediato de ellas en el cilcu-
lo de derivadas. Gran parte de estas férmulas serén demostradas en los problemas que
siguen. Otras resultardn de la regla de derivacién en cadena y, finalmente, las férmu-
las correspondientes a las funciones exponencial, hiperbélicas y trigonométricas inver-
sas, serdn establecidas como una aplicacién de los resultados de la derivacién de fun-
ciones inversas.

8.10 PROBLEMAS RESUELTOS.
PROBLEMA 1. Derivada de una funciéon constante.

. d
Probar que si u(x)=c es una funcién constante, entonces —(c)=0.
dx

SOLUCION.
' Au O
Tenemos u(x)=c, u(x+Ax)=c, Au=u(x+Ax)-u(x)=c-¢=0, —=—=0,
Ax Ax
. Au -
y por lo tanto —(¢)=lim — = lim 0 = 0.

dx Ax-0 Ax Ax—0

PROBLEMA 2. Derivada de una suma de funciones.

Probar que si u = u(x) y v =v(x) son dos funciones diferenciales en el punto x, entonces

se cumple

d du dv
—W+v) = — + —.

dx dx

SOLUCION. Llamemos w =uw(x)=u(x)+v(x).
Tenemos  w(x +Ax)=u(x+Ax)+v(x +Ax),

y Aw = w(x+Ax)-w(x) = [u(x+Ax)-u(x)] + [v(x+Ax)-v(x)] = Au+Av
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Aw Au Av

Luego =—+—, ytomando limites cuando Ax - 0
Ax Ax Ax
dw . Aw . Au  Av . Au . Av du dv
—=lim —=lim|—+—|= lim — + lim — = — + —,
dx Ax—0 Ax Ax-0| Ax Ax Ax-0 Ax Ax—0 Ax dx dx

d

Por lo tanto —(—i—(u+u) _dw _du + ili

dx dx dx dx

PROBLEMA 3. Derivada del producto de una funcién por una constante.

Si  u=u(x) tiene derivada en el punto x, y ¢ es un numero real, entonces

i(cu) LY

dx dx

SOLUCION. Tenemos

4 (eu) = tim cu(x+Ax) - cu(x) - ¢ lim u(x + Ax) - u(x) _ cid—u-.
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax dx

PROBLEMA 4. Derivada de un producto de funciones. Regla del producto.

Probar que si u=u(x) y v=uv(x) son dos funciones diferenciables en el punto x,

entonces se cumple
dv du

i(u,v) = U+ V—
dx dx dx

SOLUCION. Llamemos  w =uw(x)=u(x).v(x) .
Se tiene w(x+Ax)=u(x+Ax).v(x + Ax)

y Aw

w(x +Ax)-w(x) = u(x + Ax).v(x + Ax) - u(x).v(x)

[u(x + Ax) - u(x)] .v(x + Ax) + u(x)[v(x + Ax) - v(x)].

Luego Aw = Au.v(x + Ax) + u(x).Av
Aw Au Av
= y(x+Ax) + ==
y Ax Ax v(x x) u(x) Ax
Finalmente, haciendo uso de
A du : Av  dv
lm —= = 2% lim v(x + Ax) =v(x) y lim — =

Ax—0 Ax dx Az-0 Ax—0 Ax dx
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dw Aw A
obtenemos 2 - tlim 2 = lim £ lim v(x+Ax)+u(x). im —
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax-0 Ax—0 Ax
S )+ u(x). 2,
dx
y por tanto
dw du dv
—(u.v)= — = —.v+u.—
dx dx  dx dx

PROBLEMA 5. Derivada de una potencia.

Si u=u(x) esuna funcién diferenciable en el punto x, y n=12,3,...

Probar que i(u") = nu
dx

n-1 du
ir .

SOLUCION. Procedemos por induccién sobre n

—i—(u") -i-(u"_l.u) = i(u"'l).u + ﬂ.u""1

it
—_
=
t
=
(3

PROBLEMA 6. Probar que si v=v(x) tiene derivada en el punto x y v(x)=0 ,

d(Yv) 1
entonces se cumple ——— = - —.—.
v® dx
1 1 v(x)-v(x +Ax)

SOLUCION. Tenemos A(l/v) = o(x+ A %) u(x) B u(x + Ax). v(x)

y A(1/v) _ 1 - v(x + Ax) - v(x) .
Ax v(x + Ax).v(x) Ax

Haciendo uso de lim v(x+Ax)=v(x) , y como v(x)#0, aplicando la propiedad de

Ax—0
limite de cociente obtenemos
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.fi_[_l_) _ lim A(Yv) _ Lim |- 1 'v(x+Ax)—v(x)
dx\v 8x50  Ax Ax=0 | y(x + Ax).v(x) Ax
_ 1 ' lim v(x+Ax)~v(x)=__ lziﬂ,
lilim v(x+Ax)].v(x) as0 Az ux)" de
Ax—0
d (1) 1 dv
y por lo tanto —|=|=--—-
dx\v v’ dx

PROBLEMA 7. Derivada de un cociente de funciones.
Probar que si u=u(x) y v=yu(x) tienen derivadas en el punto x, y v(x)= 0, enton-
ces se cumple

Tenemos i[ﬁ) - i[u l) 4wl i(l) u

dx\v dx\ v dx v dx\v
TR
du 1 dv dx dx
il Rl L 2
dx v v® dx v
du dv
d(u v e
Por lo tanto —(—) =M-.
dx\v v

PROBLEMA 8. Derivada de una raiz.
Sea wu=u(x) wuna funcién diferenciable en el punto x. Para cualquier entero

n=123,..., secumple
1

1
dl 21_1 7-ldu
[u]—nu dx
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SOLUCION. Sea v=v(x)=u""(x)=1fu(x) .
Tenemos Av = v(x + Ax)-v(x) = J u(x + Ax) \/u
a" -b"

Empleando la identidad a-b = N 5 5
"t +a" %+ +ab" P+t

con a=%u(x+Ax) y b=fu(x) , obtenemos

Av = {/u(x+Ax) B ’\'/u(x) _ - u(x+Ax);‘2‘(x) —
;’/u(x +Ax)" + g‘/u(x +Ax) Cu(x) +...+ g‘/u(x)
Ax \/u(x +Ax)"” Ju(x +Ax)" 2 u(x) ...+ du(x) )
Ahora bien Lim &% - du uesto que lim u(x + Ax) = u(x)
Ax—0 Ax dx yp q Ax—0 a

n-1
{ -1
tenemos que lim fu(x + Ax)" J lim u(x +Ax } = Yu(x)"
Ax—0 Ax—+0

lim ‘/u (x+ Ax) —2.u(x) = 4{lim u(x + Ax)]n_2. u(x)

Ax—0 Ax—0

= %(x)"’z.u(x) = du(x)""

y asi sucesivamente. Tomando limites en (1) cuando Ax — 0 tenemos,

o w1
dx Ax—0 Ax B nnu(x)n—l : dx ’
1
1 57 du
0 sea* —(u ):-—u S —_—
n dx

PROBLEMA 9. Derivada de una potencia con exponente fraccionario.

Sea u=u(x) una funcién diferenciable en el punto x.

P P
Si p=0,+1,%2,..., y ¢=1,2,3, .., probar que Ed—[uq] Y f_l_'i
X q
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SOLUCION.
Casol: p20.
d d -1 d
Tenemos Z(u”/") = ;[(uv")p] = p(qu)" z(uw)
p-1 1, P _
pu® 1,7 G4 _p,e du
p > & =

Caso2: p<0. Escribimos s=-p>0. Se tiene

d / d, _y d{ 1 1. d; 4
=) ) - 2l - )
2
= — 1 5 3 u’ ﬂ = (Por el caso 1, pues s>0)
(us/q) q ds

PROBLEMA 10. Derivada de una funcién polinomial.

Probar que
dx d 2 n n-1
1) —=1 2) ——(b0+blx+bzx +..+b.x ) = b +2byx+...+nbx" .
dx
SOLUCION.
1) Tenemos dx = lim Ml:—f = lim Ax lim1 =
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ac—0
d(b
2) Tenemos ( 0) =0,
dx
d _1 dx -
ypara m>1, i(bm:c'") = bm——(x'"') = b mx™ = = mb ™"
dx dx dx

d m _
Luego Z(b,,,x )= mb, x™"', param=1,2,..,n.
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Por lo tanto
d d

fl—(bo +bx+byx’ + .. +b,x")
dx dx dx dx dx

n-1

b +2b,x+...+nbx

PROBLEMA 11. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones

t2 ¢
1) y=3x"-2x>+4 2) u=ax"-3bx’ Hv=—t—.
2 7
SOLUCION.
d d
1) Tenemos » . —(3x -2x +4) 15x* —4x .
dx dx
d d
2) Tenemos @& —( 4—3ch5) = 4ax® - 15bx*.
dx dx
dU d t2 t7 1 1 6 6
3) - S o m22t 4 =78 = 4
T dt[ 2+7} 2" "7 ¥

PROBLEMA 12. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones
1) y=x4/3+x—1 2) y=vb®-x*
SOLUCION.

dy_d 4/3 d d 44/31dx 4]/3
l)dx dx( )+dx(x)+7x-(_1) 3 dx+1+0—§x +1

2) Sea u=>b%-x. Tenemos y=ﬁ=uu2.

dy _ d y2\ _ 1 vz_ldu _ 1 2 2 y2 d 2 2
Luego Gy =g ") = 3G =l -F G -+)
11
= -— (—2x) = - d
2 b2_x2 b2_x2

—(By) +—(byx) + —d—(bzxz) +.. +—d—(bnx")
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, . a+bx +cx?
PROBLEMA 13. Derivar la funcién y = ——m8— .
X
SOLUCION. Tenemos
d
L4 = i(g+b+cx] = a—(x'l) + i(b) + cfi
dx ~dx\x dx dx
= (—l)ax‘H—- +0+c = —ax" +¢ = c-;a?
PROBLEMA 14. Diferenciar cada una de las siguientes funciones
1
1) y=§/;+—- 2) y=x42+3x 3)_)/:3—14
Jx x x
SOLUCION.
1 y3  _-y2
1) y=§/;+—= +x .
Jx
dy d d 130 150 1 1
Luego i A —(xvs) + —-(x'm) ==x3 _Zx? o Zx_ 2
dx. dx dx 3 2 3
1.1 11
332 2 x/x
2) Tenemos
ﬂ = i(:c\/2-l-3ac) = E\/2+3:vc + —d—-(\/2+3x).x
dx dx dx dx
d
= J2+3x + xz(\/2+3x) )

Pero +2+3x =Ju =u’?, donde u=2+3x, y por lo tanto

d 1 t-1du 1 —y2 d
a(\/2+3x) = Eua pre §(2+3x) $(2+3x)
11 5__3

2 J2+3x 2V2+3x
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Sustituyendo en (1) obtenemos

d
_y_ - J2—+—3; +x 3 _ 2(2+3x)+3x - 9% +4
dx

2J2+3x  2J2+3x 242+ 8x

2 3 -
y=—-—=2c"-3x"
x x
d d, _ d - N
Luego A 2—(x 1)—3—(x‘4) = -2x2+12x° = --%— +-1—§.
dx dx dx x x

PROBLEMA 15. Calcular la derivada de las siguientes funciones

1
1 Y = pmm—— 8) y=xva®+x?

2

a —X
3
2) y=(1+%) g y=-27t
x a+t
SOLUCION.

2 2
1) Sea u=a”-x" . Tenemos

y = [71;) - (u—ll2)' - —%u"’/z.u' _ _%(az_xz)-a/z(az_xz)'

2) Sea u-=1+ _‘iz_ = 1+ 5x~2. Tenemos
x .

y = (ua) = vl = 3(1+-—2)2(1+ 5x“2)'
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8) Tenemos
dy

- 2 )-

[ 1 1 d
a2 +x2 + x;—az-J.—_:F;x—( 2 +x2)

( 2 2) 2 N 9

5 5 o a +x")+x a? +2x
=vVa’+x +——(2x) = =

, 2 2 2 2 2 2

2va” +x a’ +x a” +x

2 2 d(\/az+x2)x

& &
Q
.
|

u v -uv'
4) Aplicando [—) =—2iu— con u=a-t, v=a+t.
v v

Tenemos

y = (_u_)'= (a+t)(a—t)'—(a-t)(a+t)l

v (a+ t)2
_ —Ha+t)-(a-2) _ 2a
(a+t) (a+t)
a’ +2?
PROBLEMA 16. Derivar la funcién y = 5
. a’ -x

SOLUCION. Tenemos

(a2 - %) %(az +2?) - (0 +2%) L (a2-x?)

dy _ dx
dx (az_xz)z
~ (az—xz)(Zx) - (a2+x2)(—2x) _ 4d%x
- 2\2 T (2 2)?
@) @)

PROBLEMA 17. Calcular la derivadade y=2px.
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SOLUCION. Sea u=px. Tenemos

1
dy d -1
DT (") - 21,2 & 12 du
dx dx 2 dx  u'? dx

—-(Px) =

P
o=

?1

« T

Luego dy L
x

PROBLEMA 18. Calcular la derivada de la funcién y = E\/a2 i
a

SOLUCION. Haciendo u=a’-x*> tenemos
d d(b 1 b d b d
__y.=_(_,/;)=_ au _ 2 (a?
dx dx 2 a\/; dx 2a a .._x dx

que también puede expresarse en la forma siguiente
dy bix
dx a’ y

s 2
al sustituir a -x" =—.

PROBLEMA 19. Hallar la derivada de la funcién y = (a%° - x%°)"".
SOLUCION. Sea u=a%®-x¥® demaneraque y= u¥?.

Tenemos

dy d 3/2_3 wdu_3,/2d 2/3 2/3_3 V3 2_1/3 __l
—=—Jx—(u )——2-u— Eu a-x-(a —x)——y -—x =-3=.

dx dx 2 3 x

3+2
PROBLEMA 20. Derivar la funcién y=3’ rex
3-2x
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SOLUCION. Tenemos
dy d (3+2x)1/3 _ _1_(3+2x)_2/3_¢_1_(3+2x)
dx dx|\3-2x ~ 3(3-2x dx\3-2x

PRGN (3-—2x)%(3+2x) - (3+2x)g;(3—2x)
§(3+2x) (3-2x)

1 (3-20" 12 4 _
3 (3+2x)"° (3-2x)°  (3+2x)"°(3-20)"

PROBLEMA 21. Hallar la derivada de y = (x +2)*yx® + 2.

SOLUCION. Tenemos

% = %[(x+2)2,/x2+2] = -;—i-[(x+2)2] 2+2 4+ %( x2+2).(x+2)2
= 2(x+2)m + 2(x+2)2 _ (x+2)[2(f/2:?)2+x(x+2)]

(x +2) (3x® + 2x + 4)
B Vx? + 2

PROBLEMA 22. Calcular la derivada de y = x>J3 - 4x.

SOLUCION. Tenemos

§ - ST L L

942 942 _
2x +«/§——4x.(2x)= 2x +2x(3 4x)

J3-4x J3-4x

_ 6x-10x’

33—4x )
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PROBLEMA 23. Hallar la derivadade y=ax™ +bx™"™".

SOWCION. 2 _ maz™? + (m+n)bam,

PROBLEMA 24. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

1) y=3x2/3—2:'55/2+3c_2 2) y=x2\/3x2 a b

3 Y= —— =
) 3‘/ x2 x V X

1) i'z = 3i(x2/3) - 21(:55/2) + i(x_z) = 3[—2—):[1/3 - 2(2]1:3/2 - 257
dx dx dx dx 3 2

2x V3 _5x%% _9x7® |

2) Tenemos y= x’ stz = 222 o L

Luego dy i(xm) - 5/3
dx dx 3
3) Tenemos y = e b5 . ax¥? _ b ?
¥«? x
- 4 _
Luego @ _ a d (x'm) bi(x"‘/s) _ 2 s T8
dx dx dx 3 3
) : . 3 2
PROBLEMA 25. Derivar la funcién y = -Z
2x-1 «x

SOLUCION. Tenemos

g d( 1) 4
dx dx\2x-1

i
|
—_——
Do
"
| e
N’
[~
s
—
[
]
|
ot
| ——
1
o
N
i
aw|,_.
N—”’
1
—_—
(%)
81
o
=
N
+
RNIN
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PROBLEMA 26. Hallar la derivada de y= J xevxl+l.

SOLUCION. Tenemos

fll = i\/x+\1x2+1 = —l_i(x+\/x2+1)
dx dx 2\fx+w/x2+1 dx

/2
1
Pero —(-i—(x+\lx2+1)=l+ X L o >
dx Jx2+1 Jx2+1
Y por tanto

dy (x+\)x2+1) ) x+\/;2—-:;

d e ol

20
PROBLEMA 27. Derivar la funcién  y =(1+2x-3x”)

SOLUCION. Tenemos

dy

= —d—(1+2x—3x2)20= 20(1+2x—3x2)19i(1+2x—3x2)
dx dx dx

40(1—3x)(1+2x—3x2)19.

a+bx

c+dx

PROBLEMA 28. Derivar la funcién y =

SOLUCION. Tenemos

dy d(a+bx)= (c+dx)%(a+bx)—(a+bx)gx—(c+dx)

Zx—-—z c+dx (c+dx)2

(c+dx)b - (a+bx)d  bc-ad

(c+d.1c)2 - (c+d:z)2 ’
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-1 4
2(x-2)° x-2

PROBLEMA 29. Hallar la derivadade y =

SOLUCION. Tenemos
-11 4  -11-8(x-2) -8x+5

y = z 2 2
2(x - 2) x-2 2(x - 2) 2(x~-2)

d d
(x-2)> —(-8x+5) - (-8x+5) —(x-2)°
Luego dx dx

N | o

L4
dx (x-2)*

_ _(x-2)[4(x-2)+(Bx+5)]  4x+3
(x-2)* (x-2)°

PROBLEMA 30. Calcular la derivada de y = [ ax_+ ”]

ax" -b

SOLUCION. Tenemos

dy i[ax"+b _ [ax"+b)m_li[ax"+b)
dx  dxlax"-b]  |ax"-b) dxlax"-b
[ (ac" -8) L e +8) - (ox” +8) L (a" -5)
Pero — ~ = 5
dx\ax” -b (ax"—b)
(ax"—b)(nax"_l) —(ax"+b)(nax ) 2abnx™"!
(a" -8)’ (ax" -8)’
y 2abmmc"‘1(aan:"~r-b)"H
Luego i (ax"-—b)m”
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PROBLEMA 31. Hallar la derivada de cada una de la siguientes funciones
1) y=‘x2—4l 2) y=xlx 3) y=3,“x|+x

SOLUCION. Hacemos uso de la identidad |x| = \[Jc_2 .

1) y=|x2—4|="(x2—4)2. Por tanto
gzg{@ijzz,_L_¢qg4y=Eflﬂ
dx dx 2 ’(x2—4)2 dx Ix2—4|

2) y=x|x|=x\/x_2.

Tenemos ﬂ i(x\/—x_z) = Jci\/.vc—2 + \/x_zix- = x—-f—— + \/Jc—2
dx dx dx dc  x?

2
x
Tl = ] = 20

|

Nota. No podemos introducir x directamente bajo el signo radical pues x puede ser
negativo.

3) Tenemos y = 3|x|+x =3Js/;?+x.

V3 -2/3
Luego _‘1{ = i(\/yuc) = l(\/:iﬂc) i(\/x_2+x)
dx dx 3 dx
= ! [ M+q‘
3(+x)"" (2dx?
y3
L1 (el ()
23 =
8(|x| + x) || 3]
o también 111 = l—

dr |«
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Jx2+1 + \/x2>—-1
w/x2+1—\/x2-1 .

PROBLEMA 32. Calcular <Y si y =
d

f_=(J;—+—-J__—) (Jx +1+Jx—) (Jx +1+‘/x 1) (Jx +1- Jx 1)
- [

= ) )

(-]

) i)

y simplificando el numerador

dy 4x

dx (Jx2 + 1) (Jx2 - 1) (Jx2 +1 - 22— 1)2

PROBLEMA 33. Hallar f'(x) si f(x)=(x+1- ]xl)

SOLUCION. Tenemos

o [ | <o

- 2(x+1 - |+) —ﬁ-f]

x+1 x
f'x =2 X + - | — .
y (x) (| ]l | l) \|x+1| —‘li
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3
PROBLEMA 34. Encontrar la derivada de f(x)=(3x +2)* (x2 - 1)21 .

SOLUCION. Tenemos

d(=* -1)" 4
i = (8x+ 2)4 _—_—(x ) + (x2 - 1)2,3 __d(3x +2)
dx dx dx

, 4|2 -y3 2/3
(3x+2) {;(84) 2x] + («*-1) [4(3x+2)3.3]

- 4x(3x+2)* s 4(3x+2)° i

= 3(x—2_1')';7§" + 12(3x+2)3(x2 _1) = W[x(3x+2) + 9(x _1)]
4(3x+2)°(122* + 2x - 9)

= 3(x2 B l)ua

PROBLEMA 35. Sean u=u(x) y v=uy(x) dos funciones diferenciables en el punto s.
Si r y s son dos niimeros racionales, probar que :

d(u’.v’) r-1 s-1 du dv
—_—=u W |r—.v + su.—
dx dx dx
SOLUCION. Tenemos
d(ur.v') d(u') d(v')
= voru —
dx dx dx
r1d s ros-1 dv r-1 a—l( du. dv)
= r — V' rsu T — =u v r—v +su—1|.
dx dx dx

2
PROBLEMA 36. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = ——————
(x*-2x-4)
en el punto (3,2).
y-2 ady

SOLUCION. La ecuacidén de la recta tangente tiene la forma = -d—x—
x-3

(3).
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d
Calculamos hacd en el punto 3.

Tenemos ‘—iz 2 --‘-%—(:c2 -2x— 4)_2 = - 4(x2 -2x - 4)—3 i(xz -2x -~ 4)
dx dx dx

[l

—4(3‘:2 —2x-—4)-3(2x—2).

y-2
x-3

d
Luego —~(3)=16, y por lo tanto =16 o y=16x-46 .
dx

1

1x-6

PROBLEMA 37. Hallar la ecuacién de una recta tangente a la curva y= que

sea perpendicular a la recta 48x-7y+1=0.

SOLUCION. La pendientedelarecta 48x-7y+1=0 es m=48/7.

Luego, la recta tangente tiene pendiente —-7/48 . Buscamos los puntos x; tales que

d : 7
i(xl)bz o)
Tenemos ﬂ = i(7x—6)"’/3 = _ 1(7x—6)'4/3 @
dx dx 3
7 N
De (1) y (2) ~L(rx, ey L
3 48
16 = (7z,-6)"*
= (7.751—6)113
= Tx, -6,

obtenemos x, =2, y(x,) = ¥(2) = . .é ,

Luego, la ecuacién de la recta tangente es
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PROBLEMA 38. Encontrar la ecuacién de la curva y=x> + Ax+ B que es tangente a
larecta y=x enel punto (1, 1).

SOLUCION. Puesto que el punto (1, 1) se encuentra en la curva tenemos una primera
ecuacion
1=(1)*+A()+B o A+B=0 1

Y como larecta y=x, con pendiente 1, es tangente a la curva dada en el punto (1, 1)
se debe cumplir que '

Y 2x+A,en x=1,

pendiente de la recta = —
dx

o sea 1=2(1)+A, A=-1
Luego, de (1) resulta B=1.

PROBLEMA 39. Hallar los puntos en los cuales las tangentes a la curva

«* 2
y=—+—x - — +1, sonparalelasalarecta y=2x+5.
4 3

SOLUCION. Tenemos 2. = 3 +2x% _x.
dx

d
Buscamos los puntos x, tales que —y(xl) = pendientedelarecta y=2x+5
dx

osea x° +2x. -z =2 vy factorizando (x, + (x;, -1)(x,+2) = 0

Luego x,=-1,1, -2, que sustituidos en la ecuacién de la curva dan las ordenadas
y,=¥12 , para x,=-1,
y,=17/12, para x, =1,
¥, =-73 , para x;,=2.

PROBLEMA 40. Hallar la ecuacién de la recta normal a la curva y= Y7+x® enel
punto (5, 2).
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SOLUCION. Tenemos
2x

AT

dy
dx dx

1 2
= —|Tx+x .
5( 4/5

5(7+x%)

2(5 1
) = —, y la ecuacién de la recta normal a la curva dada en

5(7+25)"° 8

Luego ﬂ(5)
dx

el punto (5, 2) es

-2 1
= - & = -8 o y=-8x+42.
5 )
dx
PROBLEMA 41. Dada
ax®’+b i x<1
yx)=y 1

si x>1

[+

Hallar los valores de @ y b de modo que y'(1) exista

SOLUCION. Sean f(x)=az’+b y g(x) -|l|
X|

Para que y'(1) exista se requiere que se cumplan

M f(1)=g(1y (yaquesi y(x) tiene derivadaen x=1, entonces

debe ser continua en ese punto).

an -_(1) - -_( 1).

De (I) obtenemos a()’+b=1 o a+b=1
d
Por otro lado —[- = ——(ax2 +b) = 2ax ,
dx dx
1 1 .
ycomo g(x)=— == si x>1, tenemosque
[l =
dg d (1} 1
dx dx\x x

y por tanto en (I) 2¢(1)=-1 o a=-12, dedonde b=3/2.
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PROBLEMA 42. Sean f(x) y g(x) dos funciones definidas en todo mimero real y
tales que

M) g(x)=xf(x)+1,
@) g(x+y)=2g(x)-8(y)
y 3) limf(x)=1.

x—0

Probar que g'(x) = g(x).

SOLUCION. Tenemos

L a(rean)-g(x) | e()e(sn) - g(x)

g'(x) = (Por la condicién (2))
Ax—0 Ax Ax->0 Ax
- Ax.f(ax)+ 1| - 1

- g(x) tim BB iy (M40 4 ] (Por la condicién (1))
Ar—0 Ax Ax—0 Ax

= g(x).lim f(Ax) = g(x).1 (Por la condicién (3))
Ax—»0

=&(x).

x-1

Yx+2? . f(x+3)®

SOLUCION. Tenemos y=(x- ) (x+2) ¥ (x+ 3%,

PROBLEMA 43. Hallar la derivadade y =

% = Loy V2 (ze2y B (en) ¥

N |

__:.(x-1)‘/2(x+2)-°/3(x+3)‘3’2 —g(x-l)vz(x+2)_2’3(:§+3)'5/2

= (x—1)"/2(x+2)""/3(x+3)'5’2[-;-(x+2)(x+3) - z(x—l)(x+3) - —Z—(x—l)(x+2)]

2 2
- - -5x" -x+24 5x" +x-24
= (-1 (x+2) % (x4 8 [_—-——" s J £ T

3 T 3(- )2 (x+2)P(x+3)%2
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PROBLEMA 44. Hallar el punto de la curva y2 =2x® en el que la tangente es
perpendicular a larecta 4x-3y+2=0.

SOLUCION. Tenemos y=+v 2x° y por tanto

a 1 ~y2 3 3

l:i—(Zxa) 6x® = 2 =2

dx 2 V2’ Y
Buscamos el punto (x,,y,) tal que

[dy] _ 1 322 1
dx Jy-y pendiente de la recta dada ’ Y1 4/3 ’
2

o sea ¥, =-4x;. 1)
Ademads se cumple yf = fo , 2)

pues (x,,y,) pertenece a la gréfica de la curva.
Resolviendo (1) y (2) obtenemos x, =0, 1/8, y también

y,=0 para x, =0, y y =-f para x =%.

1 1 dy(1 3
De donde vemos que solamente el punto [—, - —] cumple l(-—) =—-— .
8 16

8.11 PROBLEMAS PROPUESTOS.

PROBLEMA 1. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones:

3 1 1
a) y = 7 6 5
56(2c-1)"  24(2x-1°  40(2x-1)
b) y = 63t+4t

) y = J(x-1)x(x+1)

@ y = 4{(1ee) - 4o
1

) Y = e
“ \/2bx~—x2




Derivacién y Funciones Elementales 241

PROBLEMA 2. Hallar y(2)+(x-2)y'(2) delafuncién y(x)=v1+ 2x% .

PROBLEMA 3. Probar que las hipérbolas xy=4 , x’ - y2 =5 se intersecan en un
dangulo recto.

PROBLEMA 4. Probar que si (x-a)’ es un factor del polinomio p(x), entonces
p'(a)=0

PROBLEMA 5. Hallar los valores de A y B de modo que la funcién

2 .
x"+1 si x<2

¥(x)= ,
Ax+ B si x>2

Sea derivable en el punto 2.

PROBLEMA 6. Hallar la derivada de la funcién y si vx + \/; =a.

n+l
x -1

x-1

PROBLEMA 7. Derivando la ecuacién 1+x+x>+.. +x" =

Hallar a) 1+2x+3x%+.. +nx"!

b) 1®+2%x+.. +n%"!
PROBLEMA 8. Probar que la ecuacién de una recta tangente a la pardbola y? =4px

es de la forma y=mx+£.
m

PROBLEMA 9. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola

2 2

r_r . 1, y son paralelas alarecta 16y-15x+3=0.

16 25
2y

PROBLEMA 10. Probar que la ecuacién de la recta tangente a la elipse —+>-=1 en
a® b

el punto (x,,y,) es x—‘: + y—‘éy =1.

a b

PROBLEMA 11. Si y(x +1)=x® + 10x + 24, hallar y'(-1).
PROBLEMA 12. Sea y(x)=[x]+x~[x] , donde [x[=n si n<x<n+1. Probar que:

a) y(2)=w b y(2)=

[ SN
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3\/x2 -2x

PROBLEMA 14. Hallar los dngulos que forman -con el eje X, las normales a la curva
y=x- x% enlos puntos cuyas abscisas son x=0, x=1.

PROBLEMA 13. Sea y(x) = . Calcular y'(x).

RESPUESTAS.

LY 1+24t

1 (@) —— b) ——x
(2x-1) ﬁ.3’(t+\/t_)
2
- -b
o —=> -1 @ —x5.3"(1+x3)2 (&) ———2
2J(x - 1)x(x +1) 3

(2bx—x2)
d
g Arr1 5. A=4, B=-3 6. l:-JZ
3 . dx x
1 2 _1 (4] 0
1. — 13 y -2 )ua 14. 135°, 45
2 3y(x2—2x)

8.12 REGLA DE DERIVACION EN CADENA.
TEOREMA. Sean y = y(x), 2 = 2(y) dos funciones tales que

1) y(x) es diferenciable en el punto a, y

2) 2(y) esdiferenciable en el punto y(a).

Entonces la funcién compuesta z = z(y(x)) es diferenciable en el punto a y se cumple

%) = ). 2
dx( ) dy(y(a) -dx(a)

Esta férmula suele expresarse también con las siguientes notaciones

z(y),(x)=z'(y(x)).y'(x), %=%% 0 Dx(z(y))=Dyz.ny
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Prueba de la regla de ia cadena.

Debemos probar que se cumple

lim

h—0

Paso 1. Si h#0 escribimos p(h) =

Se cumple entonces

z(y(a +h)) - 2(y(a))
h

= 2'(y(a)). y'(a).

y(a+h) £ ¥(a) - y(a).

y(a+h) = yla)+ h.y'(a) + h.p(h)

y

m

lim p(h)=0 .
h—0

En efecto, la primera ecuacién resulta de dar comin denominador h y despejar
¥(a+h). Observemos que es vélida ain si h =0, pues entonces ambos miembros son

iguales a y(a) . Por otro lado la segunda ecuacién se deduce como sigue

lim p(h)
h—0 h—0

lim [w - y'(a)} _ jim Y@t -y@) y'(a)

h

h—0 h h—0

= y'(a)-y'(a) = 0.

Paso 2. En forma aniloga, para la funcién z(y) definimos

q(k) =

J“z(b +k)-z(b)

- 2(b), k=0,
? (6)

donde b = y(a)., y se cumple

y

2(b+k)=2(b)+k.2'(b)+kq(k)

Paso 3. Tomando k=h.y'(a)+h.p(h) tenemos

2(y(a+h))=z

lim g(k)=0 . (2)
k>0
(¥(a)+h.y'(a)+h.p(h)) (por (1))
2(b+k) = z(b) + k.2'(b) + kq(k) (por (2))

2(b) + [hy'(a)+h.p(h)].2'(b) + [hy'(a) + . p(h)].q(k)

2(b) + hz'(b).y'(a) + h[p(k) + ¥'(a)-q(k) + p(h)-q(k)] .
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Luego
A2 = S ). y(a) o [otk) v alh)+ ) aK] .
Paso 4. },i_rg [p(h)+y'(a).q(k) + p(h).q(k)] =0 .
En efecto }‘itr(x) p(h)=0, (por (1))
}3’) y'(a).q(k) = y'(a_)-}'iir;q(k) = y'(a)-lgr})q(k) =0
y lim p(h).q(k) = 0

h—-0

Paso 5. Conclusién de la prueba.

Tomando limites en (3), cuando ~ — 0 , tenemos

jim 222D i 2 (p).y0) = #10)-5e) = 20t @)

que es lo que queriamos demostrar.

EJEMPLO. Empleando la regla de la cadena, calcular

_d_y si y=(1+33c—5.1c2)16
dx

SOLUCION. Sea u=1+3x-5x. Tenemos

15
Luego  — = 2. == = 16u'*(3-10x) = 16(1+8x-52") (3-10%)

) 2,15
0 = = 16(3-10x)(1+8x-5z") .
dx
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8.13 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Derivada de la funcion seno.

Sea v=uv(x) una funcién diferenciable en el punto x. Probar que

v
—8€Nnv = CO8V.—

dx
. d
SOLUCION. En primer lugar, probaremos que —senx =cosx. 1)
dx
Tenemos

sen (x+h)~sen x = senx.cos h +sen h.cos x —sen x

~(1-cosh)sen x +senh.cosx = — 2sen2(h/2) .senx +sen h.cosx

Dividiendo entre 2 =0, tenemos

sen(x+h) - senx _ sen (h/2) sen (h/2).sen x + senh .
h h/2
h
y puesto que lim M =1
h-0 h/2

tomando limites cuando A — 0, obtenemos

sen(x+h) ~senx

—d—(sen x) = lim -(1)(0).sen x + (1).cos x = cosx .

h—0 h

El caso general se sigue ahora de la regla de la cadena y (1).

PROBLEMA 2. Derivada de la funcién coseno.

Sea v=v(x) una funcién diferenciable en el punto x. Probar que

v
—Cos8V = —senv.— .

dx dx

SOLUCION. En primer lugar, probaremos que dix-cos x =-senx (1)
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Tenemos

cos(h+x) — cosx = cosx.cosh ~ sen x.sen h —cos x

—(1-cosh)cosx — sen x.senh

~2sen’(h/2).cosx — senh.senx .

Dividiendo entre A =0

cos (x+h) — cos x 2sen’(h/2).cosx senh
= - - -sen x
h h
h/2
= ——se—n(—/—).sen(h/Z).cosx— SN2 senx,
(h/2)
y puesto que lim M—z—) = lim Ee_nﬁ =1
h—0 (h/z) h-0 h
y lim sen(h/2) =0,
h-0
tomando limites cuando A — 0, obtenemos
d h)-
—(cos x) = lim cos(x+h)-cos x = —(1)(0)cos x - (1)sen x = —sen x ,
h—0 h
y esto demuestra (1).

El caso general sigue de la regla de la cadena y de (1)

dv

v
—cosv = —(cosv).— = —senv.— .
dv

PROBLEMA 3. Derivadas de las funciones fangente, colangente, secante y cose-
cante.

Sea v=u(x) una funcién diferenciable en el punto x. Probar que

d d d
1 itgv:seczv __B 2) —ctguv= —coseczv‘——i}-
dx dx

d d d v
3) —secv:secv.tgv.—v 4) —cosecv=-cosecv.ctgv.— .
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SOLUCION.
1) Tenemos
d d
cosv.—(senv) — sen v.—(cosv)
d d | senv dx dx
—t,gv I e— = 2
dx dv\ cosv cos“ v
08 v dv (—senv) v 2 2
COSU.COSU.— —sen v (—s Jp—
) dx dr _ [cos v +sen v] iif.
cos’ v cos® v dx
1 dU 2
= — = secv.—
cos" v dx dx
2) Tenemos
senv. -2 (cos v) 2 (senv)
nv.—(cosv) — cosv.—(senv
d d cosv\
—(ctgv) = — = 5
dx dx senv} sen” v
senv.(-sen v) dv 0sv.cosv. 2 2
(- — -c . .— _
) dx dr _ [sen U + cos v]ﬂ}_
sen’ v sen’v dx
1 dU 2 v
= - 5—-—— = —Cosec v.— .
sen“v dx dx

3) y 4) se establecen en forma andloga. Omitimos los detalles.

PROBLEMA 4. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones

1) y=2sen:c-3<:osx2 2) y=tgac—cl;gi 3)
3 .

SOLUCION.

1) Tenemos

dy
dx

= 2—sgenx - 3icos2x = 2cosx — 3(—senx2).-5;(x2)

2
2cosx+6 xsenx

senx +cosx

senx —cosx
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d d

2) oA —tgx -
dx dx

3 ﬂ=-d_[
dx dx\senx-

2 1 2
sec” x + —cosec
3

senx +Ccosx

d x
—_— ctg‘_
dx 3

)} 23]

2 2
sec x — [—cosec (

J

x

3

|

Ccosx

d
(senx - cosx) L] (senx +cosx) — (senx +cosx)—(senx - cosx)

(senx - cosx)2

(senx - cosx)(cosx -senx) - (senx +cosx)(cosx +senx)

y simplificando

dy

(senx - cosx)’

(sen:c—cosac)2 — (sen x + cosx)® 2

dx

(sen x - cos x)* B (sen x - cos x)°

PROBLEMA 5. Hallar la derivada de las siguientes funciones

1) y-= sen® 5x

3) y =sen2x +

SOLUCION.
1) Hagamos u =
Luego y =

2 3 1 5
2) y=tgx - —tg'x+—tgx
3 5

tgJx .

d
cos 5x.—(5x) = 5cos5x ,

3u®.(5 cos 5x) = 3.sen’5x.(5cos5x) = 15 sen’5x . cos 5x.



Derivacién y Funciones Elementales 249

2) Se tiene
dy d 2d, 3 1d. s
— = —(tgx) - ——(t&’x) + ~ (16"

2

2
= sec'x — —3—(3tg x) (tg x) + E(Stg x) (tg x)

2 2 2 4 2
= sec” x — 2tg"x.sec” x + tg x.sec” x

= sec’x (1—2tg2x+t.g4x) = sec’x (1 tg x)z.

-3) — = i(sen 2x) + —d—(tg J;)
dx dx

8902 \/; .

d 2 d
= cos2x .—(2x) + sec Jxr . — \/; = 2cos2x +
dx ) dx( ) 2Jx

PROBLEMA 6. Hallar la derivadade y= cosec’x +sec” x

SOLUCION. Tenemos
2 - 2 (cosec’s) + {sec’ 1

= 2cosecx.—d—(oosecx) + 2secx.—d—(secx)
dx dx

= 2 cosec x.(-cosec x .ctg x) + 2secx.(secx.tg x)

2 2 cos x senx
= —2cosec x.ctgx+2sec” x.tgx = -2 +2

3 3
sen x cos X

4 4 —(l—sen2 x)2 +sen4x
—-CcOoS X + sen X
=2- = 16.

3 3 3
sen” x . cos” x (2senx.cosx)

_ 16.—1+2sen2x-—sen4x+sen4x _ 16.—1+1—cos2x _ ~16cos2x

(sen 2x)° (sen 2x)® (sen 2x)°
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PROBLEMA 7. Derivar las siguientes funciones

1 1
1) y=senx.sen(x+A) 2) y=sen(senx) 3) y=———cos(5x2)——~cosx2.
' 20 4

SOLUCION.

1) Tenemos

dy
dx

d
senx.—sen (x+ A) + sen(x+A).isenx

= sen x.cos(x + A) + sen(x+ A).cosx = sen(x+x+ A) = sen (2x + A) .

: ly dv
2) Sea v=senx. Tenemos y=senv , —=cosv , — =COSX .
dx

dv
Luego, por la regla de la cadena
dy dy dv
— = —.— = cosv.cosx = ros(senx).cosx .
dx dv dx
d
3) iil = ———.——-—cos(5x2) - =" cosx’
dx 20 dx 4 dx
d o
= ——(-sen (5x° )—- 5x%) ~ =(-sen x%). —(x
L (cson(56)) L (55") - X(sem ") (27

1 1
—xsen(5x2) + —xsenx’ .
2 2

PROBLEMA 8. Calcular la derivada de

1) y=1+tgx 2) y=xsenl (x#0).
l1-tgx -
SOLUCION. )
d
1) ﬂ B i[1+tg-" ) (l—tgx)a(lﬂch)—(1+tgx)gx»(1_tgx)
dx Cix l—tgx (1—tgx)2

(1-tg x)sec’x — (1+tg x)(—Seczx) 2sec’ x

- (1-tg x)° (1- tg x)°
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d d dx
(2) hcd x. ———[senil + sen —1- —_
dx dx x x dx

1 d(l) 1 1 1 1
X C08—.—| —| + Sen— = ——Co8S— + sen— .
x dx\x x x x x

PROBLEMA 9. Hallar la derivada de y =cos’*(¥1-x) .

SOLUCION. Tenemos

Y _ 2 os®(¥1-7) = cos? (YT=7)- L[ cos(¥1==
2 - Lo (fT7%) = 308" ({175 [eon(4T|

3cosz(§/1—_—x).[-sen(m)]§(m)

1
(1-2)*°

sz(ﬂl—x).sen(yl—x).

1 1

PROBLEMA 10. Calcular la derivadade y = 3 .
3cos” x cos x

-3
SOLUCION. Tenemos y = (eosx)” _ (cos x)™
Luego @ _ —]ii(cos ) - —(cos x)™

3 dx

1

= —[—3 (cos x)"].i—cosx - (-1)(cos x)'zicosx

2
1 1 sen x —sen x.cos  x

—(-senx) + ——(-senx) = "
cos” x cos” x cos” x

senx.(l-cos’x 3
. sen” x

4 4 :
cos Xx cos x
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PROBLEMA 11. Derivar y= s/A sen’ x + Beos® x

SOLUCION. Tenemos

L = iJAsen2x+Bcos2x = ! .—‘—i—(Asen2x + Bcoszx) .
dx dx 2JAsen2x + Beos’x dx
Pero

d
i(Asenzx + Bcos® x) = 2Asenx.i(sen x) + 2B cos x .— (cos x)

2Asenx.cosx - 2B cosx.senx

(A-B) sen2x ,
y por tanto
dy (A - B) sen 2x
dx 2JAsen2x + Beos’x

PROBLEMA 12. Hallar la derivada de y =|cos 3x]| .

2
SOLUCION. Haciendo uso de |a|=(a2)l/ tenemos

d 12 1 _ d
L4 = —|cos3x| = _d_(cos2 3x) = —(cosz 3x) 2 cos? 3x
dx dx © dx 2 Tx

_ 1 92 cos 3x d(cos3x) _ 3 sen3x.cos3x 3 sen6x
2y “dx 5 2y
t
PROBLEMA 13. Derivar la funcién gt
1-3cost

SOLUCION. Tenemos

,/1—3cost

dt dt

dx d[ sen®t ] ,/1—300st.-5;(sen3t) —senst.% 1-3cost
(yI-3eost)’



Derivacién y Funciones Elementales 253

Pero el numerador es igual a

d t
1-3cost -3sen2t-£(sen t) - sen’ —(1-8cost)

2,/1 3cost dt

3 sen t.sent
1-3cost.3sen’t.cost - - —————

2 1-3cost

I

senzt
,[1- 3cost

2
sen’ t
= ——— (2cost-6coszt—sen2t)

,/1— 3cost
senzt

,/1—3cost

[2(1— 3 cos t) cos t —sen’ t]

[ 2 V)

3 2
= —. (2cost—5cos t—l)
2
Por tanto
senzt.(2cost-5coszt-1)

&8

3
2 (1-3cost)¥?

PROBLEMA 14. Hallar la derivada de y=sen (cos x° )

~ SOLUCION. Hagamos v =coszx”.

dy
Tenemos y=senv, —=cosv,

dv
% = i—(cosxz) = —sen(xz)--gx-(x) = —2xsenx’.

Luego, por la regla de la cadena

Q = Qii-g = cosv(-—2xsenx2) = —2xsenx2.cos(cosx2).

dx dv dx

ctg2 2x

PROBLEMA 15. Derivar la funcién z = 5

1+x
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SOLUCION. Tenemos

(lqrx‘z)icl;g2 2x - ct:g2 2x~i(1+x2)
- dx dx

E
dx (1+x2)

2

Pero el numerador es igual a
(1 + x2) .2ctg 2x. (—2 cosec’ 2x) - ct:g2 2x . 2x

= -—4(1 + x2) ctg 2x. cosec’ 2x - 2x . ct,g2 2x

=-2ctg 2x. [2 (1+ x2) cosec” 2x + x ctg Zx] .

dz 2ctg 2x . [2 (1+ xz) cosec” 2x + x ctg 2x]
Por tanto —_= -

dx (1+2%)

2

PROBLEMA 16. Derivar las siguientes funciones
A sen Bx - Bcos Ax

1D y= 5 3 2) y=tg55x
A" +B
1 3
3) y=—tg  x-tgx+x
3
SOLUCION.
d d AB
1) @ —2—1—2—[A—sen Bx - B— cosAx-I = —;—— (cos Bx +sen Ax) .
dx  A*+B?| dx dx ] A®+B
2) @ itg55x = 5tg45x.i(tg 5x) = 25tg*5x.sec’5x .
dx dx
dx
3) giv- = l—d—tgax - —d-tgx + — = tg2x.seczx ~sectx +1
dx 3dx dx dx

= tgzx.seczx—tgzx = tg2x.(seczx—1) = tg4x.
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1
PROBLEMA 17. Derivar la funcién y = — cos’x. (8 cos’ x - 5) .
15

SOLUCION.
d 1 d 1 d
a4 = — cos® x.—(3cos2 x - 5) +——-(3cos2 X - 5)-——-cos8 X
dx 15 dx 15

3
= —cos® x.(-sen x)+—-(3cos2 x - 5).cos2 x .(~sen x)
15 15

1
= Zcos® x.sen x.[—2 cos® x —(30052 x - 5)]
5

1
= ——c052x.senx.[—2c032x-3coszx+5}
5

2 2
= CoS x.senx.[l—cos x]

2 3
= COS x.sen x .

PROBLEMA 18. Hallar la derivadade y=3sen x cos” x+sen’ x .

SOLUCION. Tenemos

dy d 2 2 d d 3
— = 3senx—cos  x + 3cos" x —senx + —sen" x
dx dx dx
= ~6sen’x.cosx + 3cos’ x + 3sen’ x. cos x
= :'Zcosac[—senzm:Jrcoas2 x] = 3cosx.cos2x .
. . Ccos x
PROBLEMA 19. Derivar la funcién y = -———5— tectgx.
3sen” x
1 -3
SOLUCION. Tenemos y =-—cosx.(senx)" +ctgx,
3
dy 1 -4 2
— = -—cosx[—3 (sen x)™ cos x] - cosec”x
dx 3

2 2 2
cos” x 1 cos  x—sen” x cos 2x

= 1 z_ 4 = 4_ -
sen"x sen «x sen x sen’ x
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PROBLEMA 20. Dadas las funciones u(x)=1-x y v(x)= 1-sen — , hallar — () .
2 u'(1)

SOLUCION.

=-1

x=1

e (1-x
u(l)—dx(l )

d
v'(l):———(l—sen—n-Ji =-Zcos—x
dx 2/, 2 2

Luego
v'(1)
u'(1)

=0.

PROBLEMA 21. Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones

1) y=senmxsen” x 2) y=(3-5senx)”".
SOLUCION.
d
1) @ _ sen manc.—(sen"l x) + sen” x.—sen mx
dx dx dx

-1 m
msenmx.senm X.Co08sX + msen Xx.cCosmx

-1
msen™ " x.[sen mx.cos x + sen x . cos mx]

msen™ 'x.sen(m+1)x .

2cosx
(3-5sen )8 .

2) gy —2-(3—55enx)*3/5—c—l—(3—5senx) = -
dc 5 dx

PROBLEMA 22. Derivar la funcién y =,jctg x — yJctg A .

d 2
SOWCION, & - 1 @ (ogn) - - 0C®

dx 2,/ctgx dx 2 ctgx'
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sec 2x ‘/ctgzx -1

PROBLEMA 23. Hallar la derivada de la funcién y = 3
cosec x

SOLUCION. Tenemos

COS x
sec 2x Jctg x-1 cos 2x sen x sen® x ’oos x—sen’ x
y = =
sen X

cosec’ x cos 2x

3
sen x

2
sen” x Y 2 sen’x sen’x
= Jcos x—-sen” x ,/cos 2x =
cos 2x cos 2x ,/cos 2x

Luego

&
I
(/2]
3
L]
I

: d[ L ) L 2 (sen’s)
dx | /cos 2x ‘/ s 2x dx

2 2
sen” x 2senx.cosx  sen2rx.cos” x
= ————sen2x + s 73
(cos 2x) (cos 2x)

PROBLEMA 24. Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva y=tg 3x
en el punto (0, 0).

SOLUCION. Tenemos [Q] = [3 sec? Sx] =3.
dx ©=0 x=0

Luego, las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la recta dada en el punto (0, 0)
son

-0 -0 1
24 =3 o .y=3x, y 4 =—= 0 y=-—x,
x-0 x-0 3 3
respectivamente.

PROBLEMA 25. ;Qué dngulo forman las curvas f(x) =
t V2

g(x)=senx en el punto —-,—]?
4 2

n 2

2



SOLUCION. Tenemos

SR IR

2

x 2 dx il

x=—
4

Luego, la tangente a f(x) en el punto dado forma un dngulo de 60° con el eje X, y la

tangente a g(x) en el mismo punto forma un dngulo de 45°. Por tanto, el dngulo
. n V2 0

comprendido entre las dos curvasenel punto |—,— | esde 15°.

4 2

PROBLEMA 26. Hallar todos los puntos en los cuales la recta y=4x es paralela ala
curva y=tgx .

SOLUCION. Buscamos todos los x, tales que

d d R 1
—44,_, = —ltg +,_, 4=sec x, o cosx; =t— .
dx = dx = 2
Luego X =—+nm, n=tl+2,. .
6 .

PROBLEMA 27. Probar que la funcién y=|senx| no es derivable solamente en los
puntos x=nnt, n=0,+1,12,...

SOLUCION.
1. Calculamos la derivada de la funcion.

v s \-¥2 d

ﬁll _‘.i.|senx| = ;d:'c—(sen2 x) = -%(sen x)— ——-(senzx)

dx

sen x.cos x sen x .Cos x

(sen2 x)w | sen x|

Luego, la funcién es derivable en todos los puntos x tales que senx=0 , o sea
cuando x#nm .



Derivacién y Funciones Elementales 259

2. Probaremos que y no es derivableen x=nn.

Calculamos las derivadas laterales

[iy_] (nn) = i |sen(nn+h)|-|sen(mt)| - lim |cos nn .sen k|
dx), B0’ h h=0* h
= lim |se_nh_|_ (Pues cos nr =+1)
h0* h
= lim —nh. =1 .
h—0" h
(ﬂ) (nx) = lim |sen (nx + )| - |sen (nx)| - bim |cos nx .gen k|
dx /_ h-0” h ho” h
- lim |sen k| - Lim _senh _ 1
h-0" h h—0" h

Luego, las derivadas laterales [%] (nn) y (-:xl) (nm) son distintas y por

consiguiente no existe la derivada (&)(nn) .
: dx

PROBLEMA 28. Haciendo uso de la regla de la cadena, hallar

d d d 2
1) Zf(x+a) 2) ;—x—f(ax) 3) Ef(cos(x -1)).

SOLUCION.

1) Sea u=x+a. Tenemos

3) Sea u=cos (xz - 1) . Tenemos
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af = if_’_‘. = f’(cos(xz—1)).%(003(::2—1))

= '(cos (x2 - 1)) .(—sen (x2 - 1)) .2x = —2xsen (::c2 - 1) . f'(cos (x2 - 1)) .

PROBLEMA 30. Sean f(x)= 1 = ¥ g(x)=3senx.
l+x
(1) Hallar la derivada de g(f(x)). (2) Hallar la derivada de f(g(x)).

SOLUCION.

1) Tenemos g(f(x))' = g'(f(x)).f'(x) .
2x
(1+x2)

Pero f'(x) = - 5 g'(x)=38cosx,

y por tanto g'(f(x)) = 8cos(f(x)) = 3cos(1+1x2) .

6x

Luego g(f(x))' = —(1+x2)2 .cos.(1+1x2) .

2) Tenemos f(g(x)) =f (g(x)). &'(x) .

2x
(1+ x2)2 ’

2 g(x) _ 6sen x
(1‘...3(;»‘:)2)2 (1+9 sen’ x)

Pero g'(x)=8cosx, f'(x)=-

y por lo tanto f'(g(x)) = - -

' 2
Luego f(g(x)) = ~—n 2% _

(1+ 9 sen2 x)
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