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PREFACIO 

Este es un libro dirigido a estudiantes universitarios tanto de Ciencias como de Ingeniería. 
La diferencia que a menudo se da, esto es, en ingeniería con preponderancia a las aplicaciones 
. y a la resolución de una gran cantidad de problemas a costa de tratar menos temas y con menor 
profundidad, en cambio, en ciencias se tiende a cubrir un número mayor de temas e insistiendo 
con mayor profundidad en los principios, pero dedicando menos esfuerzo a los problemas y 
aplicaciones prácticas. Una separación o tendencia diferenciadora, en uno u otro sentido, creo 
que es perjudicial e incoveniente en los primeros ciclos, por el contrario, debe buscarse un sano 
equilibrio, para que los estudiantes de ciencias se beneficien con la tendencia a la aplicación 
práctica de los de ingeniería y éstos con una mayor preocupación por los principios, desarro­
llando con suficiente profundidad y amplitud los temas a los cuales se orientan las diversas 
ramas de la ingeniería. 

La resolución de problemas es parte muy importante en el estudio de cualqui~r disciplina 
cientifíca. No debe pensarse que es solo una tarea académica sin mayor trascendencia, por el 
contrario, la solución de problemas es imprescindible para desarrollar el sentido autocrítico y 
la capacidad creativa, ambos necesarios para que el estudiante se pueda enfrentar a las 
numerosas dificultades que le planterará su futura ocupación ya sea profesional o de investi­
gación. Por eso el título Física con ejercicios, las leyes físicas son pocas y las situaciones que 
se nos presentan, muchas veces denominada teoría, solo son soluciones de importantes casos 
particulares. Por supuesto que es absurdo desarrollar una gran cantidad y no variedad de 
problemas, corno también lo es querer aprenderse de memoria las soluciones. Se advierte a los 
estudiantes, muy seriamente, que se desvirtuará todo objetivo si pretende hacerlo y que, a la 
corta o a la larga, lo conducirá inevitablemente al fracaso . 

Las matemátcias necesarias para desarrollar el curso, sin ser elementales, tampoco son de 
muy alto nivel ni se requiere demasiado formalismo, más bien se precisa familiaridad para 
manejar con soltura algunos elementos, corno el manejo de las operaciones fundamentales del 
algebra vectorial, geometría analítica y teoría de funciones, sobre todo derivación e integración, 
así como también las nociones sobre las ecuaciones diferenciales; temas que paralelamente 
deben profundizarse en un curso de análisis matemático. Es poco conocido que Euler fue el 
primero en escribir la segunda ley de Newton en la forma hoy conocida:» Fuerza igual a masa 
por aceleración», es decir, en forma de ecuación diferencial, en el curso estas ecuaciones se 
manejan sin formalismos de un modo intuitivo. En cursos posteriores, además, no hay que dejar 
de lado el enfoque propio de estos tiempos con el cálculo numérico y la utilización, cada vez 
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más popular, de las computadoras, que hacen posible el manejo de ecuaciones que los métodos 
analíticos son poco eficaces. 

La descripción de los fenómenos físicos combina la reflexión teórica con el análisis 
matemático y el método experimental moderno. Consecuentemente, para el desarrollo del 
curso es también indispensable la ejecución paralelea de trabajos experimentales en el 
laboratorio. 

En este volumen 3, primero se desarrollan los conceptos de la elasticidad para luego atacar 
dos importantísimos movimientos: oscilaciones y ondas, y se finaliza presentando una breve 
introducción a la teoría especial de la relatividad de Einstein. Este capítulo, si se prefiere, puede 
dejarse de lado para desarrollarlo al final, después del electromagnetismo, como física 
moderna. 

Son muchas las personas qe han contribuido de un modo o de otro para poder escribir este 
libro, no quisiera omitir a ninguna de ellas. Reconociendo la deuda en que estoy con los autores 
que me han precedido en este campo, doy las gracias a todos los alumnos, profesores, colegas 
y amigos que han hecho posible la edición de este nuevo volumen. 
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9 . 1 I NTRODUCCION. -

En el capítulo VII , se ha analizado el mov imiento y equilibrio de 

un cuerpo rígido , es decir, se asumió que los cuerpos son indefor ­

Qables. Esto no es cierto , es sólo una abstracción que se justi­

fica cuando la presencia de las deformaciones carecen de importan­

cia . 

En este capítulo trataremos sobre los cambios de forma o volufilen 

que se producen en un cuerpo cuando está sometido a la acción de 

fuerzas ex teriores . Estos cambios estan determinados por las fuer 

zas entre sus moléculas . Cuando se aplican fuerzas ex teriores a 

un cuerpo , sus partículas se desplazan has~a que se establece un 

equilibrio entre las fuerzas ex teriores y las fuerzas interiores . 

En estas condiciones , decirnos que tenemos al cuerpo en un estado . 

de deformación . 

Si se retiran las fuerzas ex ternas que causan la deformación , el 

cuerpo puede volver a recuperar totalmente su forma primitiva o 

puede hacerlo solo parcialmente . En el primer caso se dice que el 

cuerpo es perfectamente elástico y en el segundo solo parcialmente 

elástico . 

La propiedad que tienen los cuerpos de recuperar su forma primitiva 

al descargarlos se denomina elasticidad. 

Nosotros, describiremos este comportamiento utilizando cantidades 

macroscópicas medibles directamente , sin analizar el comportamiento 

molecular interno . 

9. 2 TRACCION Y COMPRESION UNIFORME LONGITUDINAL : 

MODULO ELASTICO - LEY DE HOOKE - DEFORMACION LATERAL . 
Consideremos una barra prismática homogéneas, de longitud ~ y sec-

ción transversal A, sometida en sus extremos a fuerzas F iguales 
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F 

y opuestas, como se muestra en la iig . 9 . 1: a) tracción y b) com-

pr E:s iún. 

V7 ; / # ;-( F F 

~ l 1 
t , t.t' t 

(a) 
~ 

(b) 

Fig . 9 . 1- Barra en: a) Tracción y b) Compresión . 

La barra experimenta una deformación longitudinal ~i, la cual, asu 

miremos que siempre es relativamente una pequeña fracción de la 

longitud original . Para muchos materiales se encuentra que , bajo 

las mismas condiciones, esta deformación es igual tanto para trac­

ción como para compresión, en el primer caso la barra se alarga y 

en el segundo se acorta . Por lo tanto, en adelante nos referire -

mos solo a la tracción, pero comprendiendo también a l a compresión . 

Nuestra e xperiencia diaria nos dice que la deformación producida 

dependerá de la fuerza externa aplicada , de las dimensiones geom~ 

tricas de la pieza en particula-y del material que la constituy e . 

Preci sando , ex perimentos de laboratorio nos muestran que el alar­

gamiento longitudinal de la barra mostrada en la fig . 19 . l - a) cuaE 

do s e le some t e a la acción de una fue r za ex terna , dentro de cier -

t o s l í mi tes , presenta un comportami e nto par ti c ul ar. Compor tami.ent.o 

q u e fue pl a n t e ado por pr imera v e z por Rob er t Hooke en 167 8. Cuan­

d o un cuer po presenta el comportamiento que a co n t inuación v amos a 

d e t a llar, se dice que pr esenta un comport amiento elá stico . 

En primer lugar se encuentra que e l estiramiento es proporcional a 

la fuerza aplicada: /J.'i e: F. 

Segundo, el estiramiento depende de la l ongitud de la barra. Consi 

deremos que la barra está constituída por bloques idénticos, uni 

dos extremo a extremo uno a continuación de otro, sobre cada blo -

que actúan las mismas fuerzas y cada una se estirará en igual can-
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tidad . Luego , cada elemento contribuye por igual para obtenerse 

el estiramiento total . Por lo tanto , esta cantidad depende di­

rectamente de la longitud que tiene la barra , esto es : 69.. ª L 

El estiramiento también depende de la sección transversal . Obte -

niendose que , a mayor área menor estiramiento y a menor área ma­

yor estiramiento . Luego , el estir~~ien to de la barra depende in-
1 

versamente del área de su sección transversal : 6t e: -
A 

Hasta aquí hemos considerado todas las cantidades que intervienen , 

las cuales son directamente medibles . Teniéndose la siguiente re 

lación : 
H 

A 

Finalmente, solo nos falta considerar como intervienen las propi~ 

dades internas del material con el cual está hecha l a pieza . T&~ 

bien experimentalmente se encuentra que cada material presenta un 

comportamiento característico representado simplemente por una con~ 

tante de proporcionalidad que permite establecer la igualdad en la 

expresión anterior, esto, para cualquier pieza del mismo material 

y para cualquier carga aplicada, siempre y cuando la deformación 

producida no sea demasiado grande , como hemos asumido desde el ini 

ClO. 

A esta constante se le denomina módulo de Young (Y) o , corno en mu­

chos otros tex tos , mÓdulo de E.lasticidad (E) . Con esta constante 

se tiene la siguiente ecuación para las deformaciones : 

!:Ji = Fi 
YA 

Analicemos un poco más esta expresión, pongamosla en la siguiente 

forma: 

6i F/A 
.Q. y 
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Cada secci6n transversal de la barra esta en equilibrio y la fuer-

za aplicada se distribuye uniformemente sobre el área de la sec 

ci6n recta . Luego, se define el "esfuerzo unitario- s" o simple -

mente esfuerzo, como la fuerza por unidad de área en la secci6n 

recta: 

teniendo como unidad: N/m2 (_kg/crn2 en el sistema técnicos , to-

davía bastante usado en la práctica de este campo). 

Si consideramos a la barra dividida en elementos de igual longitud , 

como hemos mencionado anteriormente, cada uno de ellos se estira la 

misma cantidad . Luego , definimos la "deformaci6n unitaria 

mo el alargamiento de la barra por unidad de longitud : 

M .. 
E= -

t 

E
11

, CO 

Como 6t y t deben expresarse con la misma unidad, esta cantidad E 

es un número adirnensional . Simplemente mide la relaci6n por co­

ciente de dos longitudes . 

Con estas definiciones, la expresi6n anterior de la ecuaci6n de de 

f ormaci6n presenta la siguiente forma : 

E = ~ y 

De modo tal , que con ella , nos liberamos de las características 

geométricas particulares de una determinada pieza . Teniéndose que 

" la deformación unitaria es proporcional al esfuerzo '; relaci6n cuya 

igualdad depende exclusivamente del material , expresada numérica -

mente por el módulo de Young, el cual hay que de terminarlo experi­

mentalmente. 

Despejando el módulo de Young , se tiene : 

Y=~ 
E 

Vemos que, el módulo de Young es la relación del esfuerzo a la de­

formación unitaria . Esto se representa gráficamente en la fig . 9 . 2. 
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Mejor dicho, esta relación de esfuerzo a deformación, es el compo.E_ 

tamiento que presenta un determinado material cuando es sometido a 

experimentación y que nosotros expresamos matematicarnente ,en este 

caso felizmente,con una relación sencilla lineal s = yE . Note que 

este comportamiento macroscópico podría haber sido diferente, la 

natural eza así l o determina dentro de ciertos límites como veremos 

mas ad elante . 

s 

o E 

Fig . 9 .2-Rel a c ión lineal d e e s fuerz o a deformación un i taria s=YE . 
La pendien t e d e l a recta es el módul o d e Young. 

De la expresión planteada , se deduce que el ~ódulo de Young t iene 

las mismas unidades que el esfuer zo , es decir, N/m2 (o kg/cm2
) . 

En el apéndice I , Tab .AI-1 , se dan valores t í picos ce Y para algunos 

ma teriales . Luego , estas cantidades nos especifican las propieda­

des elásticas de un determinado material . Si queremos determinar 

la deformación de una pieza construída con el material escogido , d~ 

bemos recurrir a la ecuación de deformación que incluye las carac­

terísticas geomé t ricas de la pieza dada , esto es : 

Fi 
YA 

Adicionalmente, despejando F, se obtiene : 

F 
YA 

i 
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18 

Si reunimos las características geométricas y del material en una 

sola constante, tal como: 

se tiene : 

k 
YA 

9., 

F k !19-

La constante k se denomina constante de rigidez, teniendo como uni 

dad: N/m. Esta constante se determina experimentalmente para cad~ 

pieza dada y corresponde solo a ella . En el caso de tener una pi~ 

za prismática como la indicada en la fig . 9 . 1, la constante de ri­

gidez de la pieza se puede determinar utilizando la relación arri­

ba encontrada justa~ente para este caso, k = YA/9- . Una pieza con 

un valor k elevado se dice que es rígida, es decir , esta constante 

nos mide la propiedad que tiene de oponerse a ser deformada.p . e . , 

una pieza de acero es elástica pero bastante rígida . 

Es importante resaltar a_quí , que en la practica es relativamente 

simple fabricar piezas para diversos valores de la constante k , tal 

es el caso de los resortes . En ellos , considerados como un todo , se 

mantiene la proporcionalidad directa entre la deformación y la fuer 

za aplicada . Esto , a pesar que no depende intrínsecamente del es ­

fuerzo de tracción o compresión , sino ma s bien de otr o tipo de es ­

fuerzo que estudiaremos a continuación , y por supuesto , depende tam 

bien de las característica s geométricas de su f abr i cación . 

Volv iendo sobr e la expresión de l a f uerz a , s i repr esentamos la de­

formación po r l a distancia x a partir d e la longitud no deformada , 

pieza no cargada , s e tiene : 

F = kx 

Expresión frecuentemente conocida como la Ley de Hooke . En efecto, 

originalmente fue establecida en estos términos , el estiramiento 

de un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza aplicada . 



Esta forma que acabarnos de expresar es apropiada cuando estamos in 

teresados en el tipo de fuerza que actúa sobre una determinada paE._ 

tícula o cuerpo, el cual estamos estudiando . Por eje~lo, la ac­

ción de un resorte sobre él . En este caso decimos que actúa una 

fuerza que matemáticamente es lineal . Esta fuerza ya lo hemos con 

siderado en el capítulo III y nos ex tenderemos más aun eñ el si­

guiente capítulo al estudiar el movimiento oscilatorio . 

En el presente capítulo , más bien , hemos estado interesados en es­

tudiar las características de la deformación de una pieza bajo car 

ga, en el comportamiento que hemos denominado elástico . Tener co­

nocimiento de este fenómeno nos proporcionará una poderosa e indis 

pensable arma que nos permitirá poder enfrentarnos con éxito a una 

amplia variedad de situaciones, p . e .: determinación de la deforma­

ción de una pieza e incluso iniciarnos en la técnica de diseño, d~ 

terminación de l a variación y calculo de esfuerzos en una confi 

guración geométrica de varios elementos, solución de problemas es­

táticamente indeterminados (hiperestáticos) , etc . En la sección 

de problemas se presentan un buen número de ejemplos que contero -

plan estas situaciones, es indispensable que el lector se enfrente 

a ellas y compruebe la solidez de los conocimientos fundamentales 

que ha adquirido sobre la teoría de la elasticidad . 

Para completar nuestro análisis de la deformación producida en una 

barra prismática cuando se le somete a tracción o compresión axial, 

consideremos nuevamente la barra mostrada en la fig . 9 . 1 e identi­

fiquemos las dimensiones de su sección transversal, denominándolas : 

ancho a y espesor b . Ya hemos establecido que cuando se le somete 

a tracción la barra sufre un alargamiento longitudinal . También 

se ha encontrado experimentalmente que al mismo tiempo se presenta 

una contracción lateral que acompaña el estiramiento, teniéndose 

que: la contracción unitaria de lOs lados laterales es directamen­

te proporcional al alargamiento unitario longitudinal. Esta rela­

ción es constante para un mismo material dentro de los límites 
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elas ticos y es conocida como la "Relación de Po is son", que expres~ 

remos en la siguiente forma: 

6.a 
a 

6.b 
b 

M., 
- o T 

Se ha introducido el signo negativo para expresar que un alarga.~ie~ 

to (positivo) longitudinal va acompañado por una contracción (nega­

tivo) transversal, e inversamente, para un acortamiento (negativo) 

longitudinal se tiene una dilatación (positivo) transversal . 

La constante o, llamada módulo de Poisson, es un número adimensinal 

que puede considerarse igual, tanto, para tracción como para compr~ 

sión . 

En el apéndice I, tabla AI . 4, se dan valores típicos de o para alg~ 

nos materiales . 

Debe resaltarse que la determinación directa de esta constante , mi­

diendo la contracción lateral cuando se somete una pieza a tracción, 

es muy difícil , por su pequeñez se requiere equipos de muy alta pr~ 

cisión . Mas bien , se encuentra generalmente mediante ensayos de 

to r sión y relaciones que ex isten entre constante elásticas , que v e­

r emos má s adel an t e , i tem 9 . 7 . 

9 . 3 COMPORTAM IENTO ELASTICO Y PLASTICO DE LOS MATERIALES . -

20 

Los r es ul tado s de lo s exper imentos en los cuales , por med i ción, se 

busca analizar la relación entre el esfuerzo aplicado y la deforma-

ción producida, muestran diferentes tipos de comportamiento para 

diferentes materiales. Esto es familiar ya que si nosotros jalarnos 

acero, caucho, vidrio o plásticos, algunos s e estiran consid erable­

mente mientras que otros apenas . 

En la fig. 9 . 3 se muestran algunos gráficos , esfuerzo vs : deforma­

ción unitaria , para diferentes materiales . 



s s s 

a) Acero b) HiP~ro Forjado c) Caucho 
(o plástico laminado) 

Fig . 9 . 3-Diagramas de Tensión : esfuerzo-deformación (s vs E) -
Ejemplos típicos . El punto A nos señala el límite elástico . 

Se observa que la parte inicial es lineal, el esfuerzo es propor -

cional a la deformación , o sea, obedece la relación de Hooke . Este 

comportamiento termina cerca del llamado límite elástico, hasta el 

cual, si se efectúa una descarga la pieza recobra su longitud ori­

ginal . Pasado este límite se entra en la denominada zona plástica 

del material, a partir de este punto se presenta una deformación 

permanente al retirar la carga. En la fig . 9 .4 se muestran gráficos 

durante la aplicación y remoción de los esfuerzos . 

s s 

e: 
e: Deformación permanente 

(a) 

Fig. 9.4-Graficos de carga y descarga en zonas: 

elástica (a) y plástica (b) 

(b) 
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Otra cantidad importante para un material es el valor máximo del 

esfuerzo , este es conocido como el último esfuerzo o carga de ru_E_ 

tura del material . Pasado este punto , en algunos casos la barra 

continúa alargándose con disminución de la carga , se presenta fi­

nalmente la fractura de la pieza . Hay materiales, corno el hierro 

fundido , que tienen una región plástica muy pequeña de tal forma 

que pasan casi directamente de la zona elástica a la ruptura sin 

deformación . Estos materiales son muy difíciles de cambiar de for 

rna , mientras que hay otros que son fácilmente moldeables . 

Indudablemente que en la naturaleza no existen materiales perf ect~ 

mente elásticos ni tampoco perfectamente plásticos . 

Por otro lado , en general , el comportamiento de los materiales bajo 

esfuerzos de compresión es diferente que cuando está sometido a es 

fuerzos de tensión . Sin embargo , en muchos casos , podernos usar el 

mismo módulo de elasticidad , tanto para tensión corno par a compre -

sión , pero el límite elástico es diferente para la·s regiones de teE_ 

si6n y compresión , como mues tr a la fig . 9 . S(a) . Hay otr os mat er i~ 

les , como es el caso del caucho , que tienen diferencia considera -

ble en estas dos regiones corno muestra la fig . 9 . S(b) . 

Tensión 

E 

B 

compresión 
compr esión 

(b) 

Fig . 9 . 5- Díferentes comportamientos de materiales sometidos a es­
fuer zos de tensión y compresión . Los puntos A y B nos se 
ñalan el límite elástico , respectivamente , para ambas re 
giones y para ambos casos (a) y (b) . 



Teniendo en cuenta los valores del límite elástico y el del Gltimo es 

fuerzo se relaciona la denominada carga de trabajo o de diseño , me­

diante un factor de seguridad . En este factor de seguridad se debe 

tomar en cuentra muchos efectos, como por ejemplo: variaciones en las 

propiedades de los materiales, proceso de fabricación, aproximaciones 

en l a teoría usada para el calculo de esfuerzos , incluso condiciones 

de la carga aplicada (estática o dinámica) , etc . 

Como referencia, para el acero se puede considerar para el límite ela~ 

tico 2,800 x lü5 N/m2 a la tracción y 2,400 x 105 N/nl en compresión, 

como Gltimo esfuerzo 5,000 x 105 N/m2 y como carga de trabajo (diseño) 

1 , 4 00 X 1 ()5 l~ Jr.} . 

9 . 4 ENERGIA DE DEFORMACION .-

Consideremos nuevamente la barra mostrada en la fig . 9 . 1 , sometida a 

tracción o compresión . Durante la deformación gradual bajo la acción 

de una carga, la fuerza exterior aplicada realiza trabajo . Y, este 

trabajo se transforma completa o parcialmente en energía potencial de 

deformación . Si la deformación se lleva a cabo en la zona elástica, 

el trabajo se transforma por completo en energía potencial . Cuando se 

retira gradualmente la carga , la barra sufre una deformación inversa 

y la energía potencial de deformación acumulada en la barra se recup!:_ 

ra totalmente como trabajo exterior . En este trahajo, al actuar el 

sólido deformado corno ~esorte al cesar el esfuerzo que producía la de­

formación , estaremos interesados en el próximo · capítulo de oscilacio-

nes . 

Cuando la deformación pasa del límite elástico, entrando en la zona 

plástica, parte del trabajo realizado se transforma en el calor desa­

rroladci en el cuerpo dtirante la deformación no elástica. S6lo la ener 

gía potencial de deformación se recupera directamente como trabajo ex 

ter ior . 
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Si la muestra es de un material con constante de rigidez k, la ener 

gía potencial U almacenada por la barra durante la deformación en 

una cantidad x , bajo la acción de una fuerza F en la región elásti­

ca (F = kx), será: 

X 

u w J F dv 
o 

Y, la energía por unidad de 

ca de volumen V A9.,, sera : 

l 
u 2 Fx l F X 

u = 2 V A9., A 9., 

X 

k J X dx 
o 

volumen u 

l l s. 
2 SE 

2 y 

l l 
2 

k...-2 
2 

U/V' 

2 

para 

l ., 
2 yC 

Fv 

la barra prisma ti_ 

9 . j ELASTICID.lill VOLUMENTRICA.-
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Consideremos ahora un volumen de material sujeto a un esfuerzo unita 

rio P 0 igual sobre todos los puntos de la superficie . Cuando el es­

fuerzo se incrementa a P, es decir, cuando se somete a una presión 

p = 6P = P - P 0 , el volumen V sufre una disminución 6V . Luego , encoE_ 

tramos experimentalmente que el esfuerzo a presión p es proporcional 

a la deformación volumétrica unitaria 6.V /V , es to es : 

D,V 
p - B V 

Donde la constan t e de proporcionalidad B, lla~ada módulo vollliuetrico , 

depende solamente del ma t erial . El módulo volumétr ico t iene l as di -

mesiones de la pr esión , es t o es , fuerza/área y es aplicable tanto 

para sólidos como par a l í quidos . Los gases tienen un comportamiento 

difer ente que sera consider ado pos t er ior men t e . 

En la expresión planteada se ha introducido el signo menos para ex­

presar que un incremento de la presión produce una reducción del vo 

lumen y viceversa . 

En el apéndice I , Tab . AI . 2 , se dan valores típicos de B para algu­

nos materiales . 



9 . 6 CIZALLADUR.A - ELASTICIDAD TR.i\N SVERSAL. -

Cuando a una barra se le aplican fuerzas iguales , opuesta y paral~ 

lamente próx imas una sección transversal de ella , como se muestra 

en la fig . 9 . 6 , se dice que la barra esta sometida a cizalladura o 

corte . La deformación producida distorsiona la forma de la pieza 

sin modificar sustancialmente su volumen . 

Fig . 9 . 6-Barra sometida a cizalladura o corte . Se aplican fuerzas 
F iguales y opuestas tangencialmente próximas sobre una 
sección transversal de área A. 

Si asumimos una distribución uniforme de la fuerza F sobre el área 

A, definimos el esfuerzo cortante s, como la fuerza tangencial por 

unidad de área, esto es: 

F 
s = A 

Para analizar la deformación , consideremos un elemento aislado y 

en equilibrio bajo la acción de esfuerzos cortantes solamente, es 

decir, sometido a esfuerzo cortante puro, dado que no actúan esfuer 

zos normales sobre sus caras. Tomemos un bloque prismático recto, 

cuya sección transversal cuadrada abcd,de lado ~, se muestra en la 

fig. 9.7(a). Sobre el, actúan dos cuplas iguales y opuestas prod~ 

ciclas por dos pares de fuerzas F distribuidas uniformemente sobre 

sus superficies como se muestra en la misma figura. Luego, el blo 

que está en equilibrio. 
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Fig . ~.7-(a) Bloque sometido a esfuerzo constante puro . 
(b) La diagonal ac se acortará . Y, la secci6h transversal 

coincidente con la diagonal bd , está sometida a com­
presi6n pura . 

(c) La diagonal bd se alargará. Y, la secci6n transversal 
coincidente con la diagonal ac , esta sometida a trac­
ci6n pura . 

Al no existir esfuerzos normales a las caras del bloque , los lados 

no modificarán su longitud en la deformación . Pero las diagonales 

si modificarán su longitud . La diagonal ac se acortará , observe 

que la secci6n transversal , coincidente con la diagonal bd , está 

sometida a compresión pura corno se muestra en la fig . 9 . 7(b). Y, la 

diagonal bd se alargará, en este caso la sección trans ver sal , coiE_ 

cidente con l a diagonal ac, está sometida a tracción pura corno se 

mu estra en l a fig . 9 . 7(c) . 

Luego, el cuadrado ab cd se transforma en un rombo a'b'c'd', rnante- · 

niendo sus centros coinc id entes , como se muestra en l a fig . 9 . 8(a) . 
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(a) (b) 

Fig . 9 . 8- Cambio de forma de un bloque sometido a esfuerzo cortante 
pur o . 
(a) El cuadrado abcd se transforma en el rombo a ' b ' c ' d ', el 

centro O, de ambos , son coincidentes . 
(b) El rombo se ha girado , coincidiendo los lados c ' d ' y cd . 

La distorsión se mide por el ángulo ~ . 



Al producirse la deformación , los ángulos en los v értices v arían , 

antes de la deformación todos eran iguales a 90º , después de la 

deformación en un caso, corno el vértice a , aw~enta y en otro caso , 

c omo e l vér tice b , d isminuye . Este angu l o, pequeiio, nos med i rá la 

d i storsión sufrida por el elemento al someterlo a esfuerzo constan 

te puro. 

Para defin i rla, me j or giremos e l rombo, de forma tal, qu e el l ado 

c'd' co i ncida con e l l ado cd , como se muestra en l a fig . 9 . 8(b) . 

Ya hemos d i ch o que l as l ongitudes de l os l ados no varían , solo va 

rían t odas l as d imensiones parale l as a l as d i ago n a l e s , en ac dis­

mi nuyen y en bd aumentan . 

La defo r ma ció n un i tari a se d ef i ne como l a re l ac i ón d e l desp l aza -

mi en to o (aa') con l a l ongitud t de l lado . Pero, o/tes l a tange~ 

te d e l angulo 9 y, ad iciona l me n te, como l as deformac i ones que con­

s id eramos s on pe queii a s, pod emos tomar l a def ormación p or c orte , co 

mo el á n gulo ~ e x presado e n r adi a n e s . Es to es , 

Como en los casos anteriores , tensión o compresión , esta cantid ad 9 

para la deformación por corte , es un número adimensional . 

Definido el esfuerzo cort ante y la deformación unitaria, cuando se 

somete un material a esfuerzo cortante puro puede establecerse ex ­

perimentalmente la relación existente entre el esfuerzo cortante 

aplicado y la deformación producida . En la fig . 9 . 9 se muestra 

una curva típica del resultado que se ob t ien e , es t e d i agrama es 

análogo al mos t rado en la fig . 9 .3 par a e l caso de tr a cc i ó n . 

Fig . 9 . 9 - Siguiente pagina . 
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s 

Fig . 9 . 9-Cutva típica de esfuerzo cortante-deformaci6n (s vs ~). 
El punto A nos señala el límite elástico . 

Se observa, nueva~ente, que en la parte inicial la relaci6n es li­

neal, esto es, se encuentra que el esfuerzo es proporcional a la 

deformaci6n en la zona elástica . Luego, 

s = e 9 ~ e s 

~ 

Esta constante de proporcionalidad C depende solawente de las pro­

piedades elásticas del material y se le denomina frecuentemente co 

mo m6dulo elástico en corte, o , algunas veces, como m6dulo de rigi_ 

dez, teniendo como dimensiones fuerza/área (N/m2 o kg/cm2
) . En el 

apéndice I, Tab . AI . 3 , se dan valores típicos de C para algunos 

materiales. 

El bloque considerado es muy apropiado para el estudio te6rico de 

la deformaci6n producida por esfuerzo cortante, sin embargo, en la 

practica, es muy difícil poder aplicar uniformemente el esfuerzo 

cortante en sus caras. De igual forma, también lo es, el caso de 

una aplicación directa tangencial del esfuerzo por medio de una ci 

zalla sobre una pieza como la mostrada en la fig . 9 . 6, en este ca­

so , no solo la distribución del esfuerzo cortante no es uniforme , 

si no que, incluso va acompañado de otros esfuerzos normales . 

Mas bien , el esfuerzo cortante puro se tiene generalmente por tor­

sión de un tubo circular como se muestra en la fig . 9 . 10 . La pie-



za está empotrada en un ex tremo y sometida a la acción de una cu-

pla aplicada en el otro ex tremo , en un plano perpendicular al eje 

longitudinal de simetría . Un elemento abcd de la superficie ci­

líndirca, formado por dos generatrices y por dos secciones rectas 

adyacentes , sufre una deformación transformándose en a'b ' c'd ' al 

establecerse e l equilibrio elástico, como se muestra en la fig -

9. lü(a) . Esta deformación es análoga a la considerada anterior 

mente en la fig . 9 . 8(b) . 

I I 
I I 
I I 

I I 
, I / , 

'~ti' ~1:..-,_t f ........ 
d '/ c 1 

/ I . 

I I 
//~///;:E/// .. _J I "' J -;:://_;:///;= l -L - -- -

\ I ' / ' ..... 
....... __ __ 

(a) 

o=Re 

I 
I 
I 
I 
1 
I 
I 

<b! 
' 1""-
1 
I 
I 

///- JIV' =:11 , ..,. W<///.::::;,-// l ____ .... ! 
' / '- _,,, 

(b) 

Fig . 9 . 10-Pieza cilíndrica sometida a torsión . 
(a) El elemento a ' b 'c'd' esta en un estado de equilibrio 

elástico de esfuerzo constante puro . 
(b) Dentro de los límites elásticos se produce una pequ~ 

ña rotación de un ex tremo del tubo respecto del otro . 
e = angulo de torsión. 

Luego, analicemos la relación entre el torque aplicado y la defor­

mación producida al someter a torsión un tubo circular de radio R, 

longitud .l1. y espesor t pequeño, tal como se muestra en la fig.9.10(b)
1 

En particular, encontr emos el módulo elástico de esfuer zo cortante 

del material, en función del torque aplicado, del angulo de tor -

sión producido y de las características geom~tricas de la pieza 
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considerada . 

Manteniendo el extremo inferior fijo, ap licamos un torque T que gl_ 

ra al extremo superior un ángulo e, denominado ángulo de torsión . 

Observando la fig . 9 . lO(b), podemos establecer inmediatamente que 

la deflexión producida es : 

RG 
9, 

El asumir que el espesor t es pequeño permitirá considerar , con 

adecuada aproximación , al esfuerzo cortante, y consecuentemente al 

torque , como cantidades constantes en el espesor . Luego , si el es 

fuerzo cortante s es constante en la sección transversal de área 

2nRt , el torque resistente es s(2nRt)R y por la condición de equl_ 

librio será igual a l torque aplicado T., esto es : 

T = s(2íiRt)R 

de aquí se obtiene e l esfuerzo en función del torque aplicado (co­

nocido) 

s 
2 íi R2 t 

Luego , fina l men te, el modulo en corte es : 

1 

e s 2nR2 t T _e, 

cp R8 
2TIR3 t8 

9, 

En la secc i ón de prob lemas (P . N~ 39 ) , se consid era e l caso de una 

barra circular, en donde el esfuerzo cortante ya no es constante 

en la sección transversal . 

9 . 7 RELACIONES ENTRE CONSTANTES ELASTICAS .-

30 

Las diferentes constantes o módulos elásticos son cantidades que 

están relacionadas . A continuación estableceremos estas relacio­

nes . Encontraremos dos expresiones, una referida al módulo volume 



trico y otra al módulo de corte, ambas en función de los módulos 

de Young y Poisson. Para es to , consideremos los siguientes casos: 

Muestra sometida a una presión uniforme en tr es direcciones pe~ 

pendicular es . 

Consideremos un bloque prismático recto , de dimensiones t, a y b , 

sometido a una presión uniforme p en toda su superficie exterior, 

como se muestra en la fig . 9 . 11 . Al ser la presión uniforme , el 

esfuerzo unitario en cada cara del bloque es el mismo. Los cam -

bios en las dimensiones del bloque dependen no solamente del es -

fuerzo en l a dirección considerada, sino tam~i~n de los esfuerzos 

en las direcciones perpendiculares . a ella . Luego , estos cambios 

pueden obtenerse por superposición de las deformaciones producidas 

p9r l os esfuerzos en tres direcciones independientemente como se 

muestra también en la misma fig . 9 . ll(x , y, z). 

Q. 

/ y 

p 7 
/ 

z 

p 

p 

(+) 

p _-/_~' p - _, __ vr- · 
p 

(x) (y) (z) 

Fig. 9.11-Bloque sometid o a presión uniforme en tres direcciones 
perpendiculares . 
Sup er po sición de las deformaciones producidas por los es 
fuerzos en las tres direcciones (x, y, z) . 
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Tomando corno convención de signos menos para acortamientos y mas 

para alargamientos . Se tiene , 

Deformaciones unitarias producidas por el esfuerzo en la direc -

ción (x ) : 

69.. p 
9., y 

y con la relación de Poisson : 

- o M. =oE_ 
9., y 

6a 
a 

6b - o 69., = o E_ 
b 9., y 

Deformaciones unitarias producidas por el esfuer zo en la direc-

ción ( y ) : 

6b p 
b y 

y con la r elació n de Poisson : 

D.a 
a 

- o 

- o 

6b p 
b = o y 

6b p 
b = o y 

Deformaciones unitarias producidas por el es f uerzo en la direc-

ci6n (z): 

6a _E 
a y 

y con la relación de Poisson: 

6b 
b 

- o 
b.a 

a 
a ..E y 



- o 

Sumando todos los cambios producidos, se tiene : 

. longitud Q.: 

~ ( 1 - 2o) 

ancho a : 

E_ + E_ - E_ p 
(1 2o) E = o o -

a y y y y 

espesor b : 

p p 
+ 

p p 
(1 2o) Eb = o Cí -y y y y 

Las tres expresiones son similares , esto es , debido a que la pre­

sión es uniforme se tiene simetría en las tres direcciones . Luego , 

en este caso, se puede escribir que: 

p 
Eb = - y (1 - 2o) 

Calculemos , ahora, la deformación unitaria volumétrica . 

El volumen total después de la deformación es : 

como : V = iab, se ti~ne : 

l + 6V 
V 

Considerando que las deformaciones unitarias E son pequeñas, al 

efectuar el producto podemos despreciar los términos cuadráticos y 

superiores, quedando : 
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Con las deformaciones encontradas anteriormente, se obtiene: 

6V 
V 

Je 
3 

µ ( l - 2o) 
y 

Relacionando con la expresión de compresibilidad volumétrica: 

p - B t:,V 
V 

Finalmente queda: 

B 
y 

3(1 - 2c) 

Expresión que nos relaciona el módulo de compresibilidad volurnetri 

ca con los módulos de Young y Poisson . 

- Muestra sometida a esfuerzo cortante puro . 

Tomemos nuevamente el mismo bloque considerado en el ítem ante­

rior (9.5) y cuyo análisis de la deformación, sometido a esfuer 

zo cortante puro, se mostró en las figs. 9.7 y 9.8. 

Como se mencionó, la diagonal ac se acortará y la diagonal bd se 

alargara, al estar sometidas a compresión y tracción, respectiv~ 

mente. Para determinar la deformación unitaria de las diag?na­

les, consideremos un elemento prismático sometido a esfuerzos de 

compresión y tracción puros en las dos direcciones de las diago­

nales, perpendiculares entre sí, tal corno se muestra en la fig . 

9 . 12 . Las caras del bloque abcd , que forma parte de el , están 

sometidas a esfuerzo cortante puro , como también se muestra en 

la misma figura . 

Figura en la siguiente página . 
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fig . 9 . 12-Prisma sometido a esfuerzos de compresion y tracción pu­
ros . El elemento abcd está sometido a esfuerzo cortante 
puro . 

Los esfuerzos de compresión y tracción son de igual magnitud , e 

igualmente el de corte . Llamando A al área de las caras laterales 

del elemento ab cd , el ar ea en las diagonal e.s será /2 A. Luego , el 

esfuerzo será : 

/} F 
s = 

.f2 A 

F 

A 
= s 

Al determinar la deformación longitudinal de la diagonal , hay que 

tener en cuenta los efectos de ambos esfuerzos , de tracción y com 

presión en las dos direcciones perpendiculares mediante la rela -

ción de Poisson . Similarmente , como vimos anteriormente para el 

caso de tres dimensiones perpendiculares , considerando los signos 

correspondientes para este caso , se tendrá : 
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AD 
D 

s s 
y + o y 

s 
y (1 + o) 

Por supuesto , para la diagonal ac es un acortamiento y para la otra, 

bd, alargamiento . 

Conociendo la deformación unitaria de la diagonal , podernos determi_ 

nar la deformación 9, definida para el bloque . De la figura 9 . 13 

se pueden obtener fá cilmente las relaciones entre las cantidades 

D, i , 6D y ó . Teniéndose : 

b ó a 
1 

/ / / 
/ 1¿ / / 

// / / ' ó 11'2 6D 
/1) / 9, ¡ 6D 

/ / / 
// 

/ 

// <W Q, 
D 

"/ 
~ 12 

d c 

Fig . 9 . lJ- Deformación del prisma (abcd) . 
Relación entre las cantidades D, t , 6D y ó . 

Luego , la deformación 9 por corte será : 

12 6D 

D// 2 
2 

6D 

D 
2 ~ (1 + o) 

y el módulo de esfuerz o cor tan t e 
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e 

Finalmente queda : 

e 

s 

2 ...§. (1 + o) y 

y 

2(1 + o ) 

Expresión que nos relaciona al módulo de esfuerzo cortante con los 

módulo s de Young y Poisson . 



A P E N D I C E I 

MODULOS ELASTICOS 

Val ores ReÍerenc i ales (Promed i o a prox i mado) 

TABLA AI.l - MO DULO DE YOUNG (Y) 

MATERIAL y . 1010 (N /m2 
) 

Acero 20 

Al uminio 7 

Bronce 9 

Cobre 11 

Níq ue l 2 1 

Plomo 1.5 

Tungsteno 35 

Vidrio 6 

Madera 1 

Nota : Si querernos tener Y en kg/crn2
, tratándose de v alores 

referenciales , podemos tornar corno factor de conv er ­

sión apro x imado io-5
• 
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TABLA AI . 2 MODULO VOLUMETRICO (B) 

MATERIAL B . 10 10 (N/m2
) 

Acero 17 

Aluminio 7 

Bronce 8 

Cobre 14 

Níquel 26 

Plomo l 

Tungsteno 20 

Vidr io 4 

Agua Q.2 

Alcohol o . 1 

Mercurio 2.7 

(Ver nota en Tab . AI . l) 
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TABLA AI.3 - MODULO DE ESfUERLO CORTANTE (C). 

Jo 
MATE RI AL e . 10 o~ /m2 

) 

Acero 8 

Aluminio 2.5 

Bronce 3.5 

Cobre 4 

Níquel 7 . s 

Plomo 0 . 5 

Tungsteno 15 

Vidrio 2 . 3 

Madera 0 .4 

(Ver nota en Tab . AI.l) 
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TABLA Al .4 MODULO DE POISSON (o) 

MATERIAL a 

Vidrio 0 . 24 

Acero 0 . 28 

Níquel 0 . 31 

Aluminio 0 . 33 

Cobre 0 . 35 

Plata 0 . 37 

Plomo 0 . 44 

Caucho o.so 
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P R O B L E M A S 

l . Dos a l ambres del mi smo material e i gual longitud, t i enen diá..uetros 

d iferen tes qu e guardan una re l ación n . ¿Que diferencia de a l arga­

mi ento s t e ndrán ba jo la misma carga? 

El a l argami e n to de l a l ambre d e di ámetro d es : 

69., 
a 

Yn d 2 /4 

4H 

El a l argamie n to d e l a l ambre de di ámetro nd es : 

Lu ego, l a d i fer encia d e a l a r g 2-lu i entos e s : 

4H = 69-, - 69-, = 
a b Y nd 2 

(1 -

2 . Un ascensor es suspendido por un cable de ac e ro . Post e riormente este 

cable es reemplazado por dos cables de acero , cada uno con la misma 

longitud que el original pero con la mitad de su diámetro . Compare 

el alargamiento de estos cables con el del cable original . 

El alargamien t o del cable original es : 

4H 

Ynd 2 / 4 
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Cuando se ponen dos cables se tiene que : 

F ' 

d ' 

F 
2 

d 
2 

y, el alargamiento de cada cable será : 

_F_.Q. 
2 8H 

Y d 2 /16 Ynd 2 

Luego , el alargamiento se duplica : M., 2 21U 1 

3 . Una barra de longitud t , sección A y módulo de elasticidad Y, sufre 

un estiramiento 6 t. ¿Cuánto se comprimirá una barra similar a la an 

terior , pero de longitud : (t + 6.Q.) , cuando se somete a la compresión 

de una fuerza de igual magnitud que la tracción hecha sobre la otra 

barr a? 

6t 

F F 

-;~-.C + M., ______.,.. ~· ~~~~~~~~--r-~~~-----

F o F 

se t i ene: 

F AY 
ÍJ 9., 

9., 

o FU+ M) 

AY 
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4 . Se tienen dos b2rr a s de diferentes dimensiones , pero d el mismo mate­

r i al , u nidos como se muestra en l a f i gura . 

En el extremo B se aplica una fuerza F desconocida y se mide e l des­

plazamiento o, de este e x tremo . 

Determinar los al arga~i entos q ue se pr odu c en en cada una d e l as ba-

r r as . ¿Cuál es l a f u erza ap licad a? 

; ¡ 
~¡------------//1 
;?:~~~~~~~~~~--

~ (h, A¡, "{ ) 

B 

~ o . 

F 

Relación geométrica de las deformaciones : 

(antes) ~ 1 Q, ¡ ~2 

1 

~ 1 

éi 

~ 
¡ 

(después) 
1 

Luego , se tiene : f::.Q,2 éi - Ll.l/.1 

Deformac iones elásticas de cada una de las barras : 

F( ) ' F ( 
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Como la fuerza es igual, de 2Inbas expresiones se obtiene : 

e introduciendo la relación de deformaciones, queda: 

despejando 6f 1 

o ( o 
1 + 

y 6t2 será : 

ó - 6X.1 ó 
ó 

El valor de la fuerza aplicada , se determinará de cualquiera de las 

dos expresiones de deformación elástica , esto es : 

F 

S . N barras diferentes están unidas firmemente , una a continuación . de 

otr a, y el conjunto así formado ~e estir a hasta alc a nzar una longi -

tud total L, may or que la original Lo . 

Determinar la fuerza neces aria . 

Sean las barras : 

( .Q.1 A1 Y1 ) , (t2 A1 Y2) , • • • , ( .Q. A Y ) 
n n n 

Como la fuerza es la misma para todas las barras , el alargamiento de 

cada una es : 
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y la deformación total : 

M .. 
n 

6f1 + 6i2 + ... + 6f 
n 

H 
n 

A y 
n n 

Luego , resolviendo para la fuerza T 

T( _f_1_ + 
Y1 A1 

i 
i2 n ---- + . . . + -Y--A­

Y 2 A2 n n 

T 
I,, Lo 

9,¡ 
+ ~ + 

Y1 A1 Y2 A1 
'"'TI 

YA 
n n 

6 . - Dos barras de longitud ( Í + 6), cada una , áreas A1 y A2 y wÓdulos 

de elasticidad Y1 e Y2, respectivamente, se Cürilprimen hasta introdu­

cirlas entre dos paredes rígidas separadas una distancia t , cowo se 

muestra en l a figura. ¿Cuál será la posición x de la unión de awbas 

barras? 

?! 
-;/­

/ 1/ 

/) I 

¿ 
//. '/ 
-:;:; 
// 
~ 
11! 

1 

A1' Y2 

A1, Y1 
1 

X 

Relaciones geométricas de las deformaciones: 

X = ( ~ + ó) - 6i1 
2 
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Por elasticidad: 

T( !_ + c5) 
2 

T( !_ + c5) 
2 

Luego : 6i1 =2c5 - 6i2 =l6 - 6i1 

Despejando M. 1 

26 

1 + 

Reemplazando en la expresión de x: 

X !_ + 6-( 
2 

26 

1 + 

Finalmente, la distancia pedida es : 

X = !_ + 
2 

7 . Determinar la deformación producida en una barra debido a su peso 

propio . 

¡// .;;:=11 ~/¡/ -;¿;¡¡/ ~ ¡// 
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Características : 

"""T = Peso por unidad de 

longitud . 

y 

A 

i 

módulo de Young . 

sección transversal 

longitud inicial 



8 . 

El elemento diÍerencial dx soporta el peso de la porción de barra que 

est~ bajo de ~l. Si la longitud de esta porción es x, la fuerza que 

actúa sobre el elemento es : 

F = wx 
X 

y su deÍormación sera : 

l'i(dx) 
wxdx 

AY 

Integrando esta expresión encontraremos la deformación total de la 

barra de longitud .L Es to es : 

w 
AY 

J.Q, x d x 

o 

v;:.Q,2 

2AY 

Si llamamos W a l peso total de la barra, con wX. W, podemos escribir : 

1 W.Q, 
2 AY 

Observe por mera comparación , que ésta deformación es igual a la mi­

tad de la deformación que se produciría, como si, el peso estuviera 

concentrado en el extremo inferior . 

Dos barras diferentes estan unidas y colgadas, disposición que se 

muestra en la figura . Determinar cuanto desciende el extremo libre, 

por efecto de sus propios pesos. 

/;1= '/! ~ ///;::: ///~///~ /// 

Nota: Resolver primero el problema anterior P. N~ 7 
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Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el problema anterior 

P . N~ 7 , podemos escribir direct~~ente : 

1 
2 

y la deformación total sera : 

ó _ i _1_ 
A1 Y1 

W1 
-2-

9. Se tienen dos b arras de las siguientes características : 

48 

Barr a ( I >Y, p,i, A 

Barra (II ) >Y, p,f,2A 

Luego , l as barras se cue l gan i ndepend i en temente , s uj etandol a s d e uno 

de sus extremos . 

¿C u á l s e est i ra mas? ¿Cuánto ? 

Poster iormente , en el extremo l ibre inferior se colocan l o s s i guien-

tes p eso s : 

Barra I ) > W 

Barra II) > 2W 

En esta situa ción , ¿ c uál se estira mas? y ¿cuanto? 

Nota : Resolver primero el problema P N~ 7 



Consideremos, en forma genérica, una barra de área A, longitud Q, y 

densidad p , Su peso propio P, será : 

p = p g At 

Su deformación por su propio peso , de acuerdo al resultado obtenido 

en el problema P . N~ 7, será : 

1 PQ. 
2 YA 

2 
1 ~ 
2 y 

Vemos que la deformación 6Q. es independiente del área A . Luego , con 

cluímos que ambas barras , que solo se diferencian en el área , se es ­

tirarán igual cantidad . 

El estiramiento de las barras , debido a los pesos aplicados , serán 

WX­
YA 

WQ. 
YA 

> M.,' (II) 

Vemos que estos estiramientos también son iguales . Luego, el esti­

ramiento total de las dos barras son iguales, con un valor: 

1 ~ 
2 y + 

WQ. 
YA 

10 . El sistema mostrado en la figura está constituído por la barra inde­

formable AC de masa m y por los cables DA, EB y FC de longitudes ini_ 

ciales iguales . Encontrar cuanto se estiran los cables al colgarse 

la barra . Y, ¿cuál es la fuerza en cada cable? 

(Fig . en la siguiente página) 
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D E F T 
2A , Y A, Y 2 A, Y Q. 

A B c 

L/2 L/2 

Sean F1 , F2 y f3 las fuer zas en cada uno de los cables . Como hay si 

metría, el estiramiento 6Q. es igual para los tres cables y las fuer-

zas: Fi f3 · 

D. C.L. 

(1) (2) 

'mg 

Para los cables (1) y (3) se tiene que: 6~ 

y para el cable (2) es : M. 

Como 6Q. es común, se tiene : 

Luego: F1 = 2F2 y también : f3 = 2F2 

(3) 

f 1 9. 
2AY 

Del D.C.L., aplicando la Ley de Newton, en equilibrio estgtico se tie 

ne: F1 + F2 + f3 = mg 

reemplazando los valores de F1 y f3 , queda: 5F2 mg 

obteniendose 
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~ 
5 

2 
S mg 



Utilizando la expresión: 6t 

el estiramiento de los cables es: 69. 

- Comentario . 

mgf 

5AY 

Como mencionamos en la exposición teórica, este es un ejemplo de 

un problema "estáticamente indeterminado 11
• Como hemos visto en 

la solución, la condición de equilibrio vertical, al aplicar la 

Ley de Newton , solo nos da una ecuación , que es insuficiente para 

determinar las tres tensiones desconocidas de los cables . 

De acuerdo a la estática una sola fuerza bastará para mantener a 

la barra en equilibrio vertical, por lo tanto , en este problema se 

tiene una situación "hiperestatica" . 

Los conocimientos que hemos adquirido sobre la teoría de la elasti 

cidad, nos han permitido resolverlo. Considerando las deformacio­

nes elásticas con la simetría geométrica, se pudiero.n obtener las 

dos ecuaciones que faltaban. 

A continuación, en esta sección, encontrará otros ejemplos en los 

cuales tambien se presenta la situación hiperestática . 

11 . Una viga se cuelga por sus extremos de dos barras de igual longitud, 

módulo de Young y densidad, pero de diferentes diámetros(d1 y d1). 

La viga se carga con una fuerza F en la posición mostrada en la fig~ 

ra . La viga es suficientemente rígida para no deformarse por flexión . 

Considerando que el peso propio de la viga, en comparación a la fuer 

za F , es despreciable. Pero no así,los pesos propios de cada una 

de las barras . Encontrar la ~elación x/y para que la viga permane~ 

ca horizontal. 

Fig. en la siguiente pagina. 
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/-:IS-/! / ~/P:? ///:?/// ~/PZ/v ::/F ;:= ///~ /// 3'/V -; /{/. = ///..:::: - , -

di d2 - ¡...___..- ______.,. ~ 

1 ~~ F 

X y -¡ 

Nota : Resolver primero el problema P. N~ 9 . 

X y 

. Equilibrio Rotac i onal : 

L Me = Ü > F1 X = F2 Y > ~ 
y 

La deformaci6n d~ cada barra consta de dos partes: la deformaci6n d~ 

bida a la carga que soporta en su extremo, más l a deformaci6n prod u­

cida por su propio peso . 

En el problema P . N~ 9, hemos visto que para barras que solo / difie­

ren en el área, la deformaci6n que experimentan por su propio peso 

son siempre iguales . Por lo tanto, nos olvidaremos de ella, dado 

que la viga se mantendrá horizontal, cumpliendo con el requerimien­

to del problema. Luego, solo se necesitará que las deformaciones 

producidas por la carga sean iguales. Teniéndose: 

611 
F1 R. 

1 
YA1 

E.1 E.2 E.2 !:,,2 > 
Ai A1 F1 Ai 

6i2 
F21 
YA2 
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Luego , con la relación ob t enida por equilibrio , y en función de los 

diámetros , se obtiene : 

X 

y 
di 
~ 1 

12 . Un peso W se encuentra sujeto entre dos barras de peso propio compa­

rativamente despreciables , ambas tienen las mismas características 

pero de diferente longitud . Los ex tremos de las barras están liga­

dos al peso y a los apoyos , los cuales son indeformables , tal como 

se muestra en la figura . 

Encontrar las reacciones que se producen en los apoyosº 

/// -:3-///;;;JJ/-:::= 

L 

IP'.:;;11/ "3"/// ;:3:// 

D. C. L. Por equilibr io estático , L Fy o, 

se .tiene : 

Ri + Rz - W O 

w 

Por la disposición geométrica dada, tiene que cumplirse que las de­

formaciones de ambas barras sean iguales : 
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y con la . teoría de la elasticidad , podemos escribir : 

Ri 11 
AY 

Luego , resolviendo las ecuaciones encontradas , se obtienen ;R1 y R1 

Wi2 
L 

y, 

Nota: Leer comentario problema ~N~ 10 . 

13 . Un peso W se encuentra sujeto mediante dos barras verticales, como 

se muestra en la figura . 

Los ex tremos de las barras están firmemente ligados al peso y a los 

apoyos . Determinar la fuerza que actúa en cada barra . 

/IJ ;3.¡¡;;<.¡v 

A i , Y1 

1 w 1-· 

Y2 I - - -==.111~/l=Jll"'///~ 

D.C . L . 

w 
Equilibrio Estático: F1 + F1 w 

Relación geométrica de las deformaciones: !::.ir'··= /J.9..2 · 
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º' 

Luego, por elasticidad : 

F1 11 F2 12 

A1Y1 A;Y2 

y, reso l viendo ambas ecuaciones, se obtienen las fuerzas pedidas : 

w 
1 + 1 + 

w 
12 A1 Y1 
i1 . A1 Y2 

14. En e l s is tema mostrado en l a figura, ¿cuanto bajará el peso W respe~ 

to a la posición en la cual el tensor BC no estaba deformado? 
/// 3! /// ~l/ '=./11 

? w //1 
~,--. 
~ ,_ 
!!; r le Al 
¡ 

1 
-, - 1 

Car ac ter Ís tic as : 

La Barra OA es indeformable y de peso propio P . 

El Tensor BC es de peso despreciable , área A y módulo de elastici -

dad Y· 

Equilibrio Rotacional : 2; Mo o 
T 

1 
U - Ft - W2t o (La reacción R en o no 

t 
produce torque) 

i i T - P - 2W o 
p 

w 
T P + 2W 
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Geométricamente, considerando que el giro que se produce es pequeño , 

podemos escribir : 

X 

Por elasticidad , el estiramiento 6i del tensor es : 

luego , 

X 

H 
AY 

2U 
AY 

Finalmente, con el valor obtenido de T , se obtiene : 

2(P + 2W)t 
AY 

15 . En el sistema mostrado en la figura , la barra OE es indeformable y de 

peso P ; los tensores BC y DE son de peso despreciable , área A y módu­

lo de elasticidad Y. 

56 

Encontr ar cuanto bajara el peso W respecto a la posición en l a cual 

los tensores no estaban deformados . 

Determinar la reacción en el pivote O. 

B D 
.,-1/;;=. //! ::=111::::11.1::: //1°3-/1131/~lll;:; ¡f ¿;;¡J 

~ E 
/1/ 
~ 

, 
1. 

IV .. 
~ 

[~ 
e w /// 

& J 
1 



Equilibrio Estático de rotación : z Mo = o, 

T1 t + T2 2Q, - P Q. - W29- o 
T2 

r 1 

T1 + 2T2 - p - 2W o 
• o 

T1 + 2T2 = p + 2W 
p w 

(La reacción R en O no produce torque o rnornen to) 

Relación geométrica de alargamientos: 

Por elasticidad: 

y, 

Resolviendo estas expresiones,se tiene 

2 
(P 2 ) 5 + w 

Luego, el descenso pedido ó será: 

Para determinar la reacción R0 , consideremos la posibilidad que ten­

ga componentes en la dirección horizontal Ro y en la dirección ver­x 
tical Ro , aplicando la condición de equilibrio estático en ambas di 

y 
recciones, se tiene: 

Figura en la sgte. página. 
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D.C.L. 
¿: Fx o > Rºx o 

Ro 
T1 T1

1 
l 

y 
:z F o > Ro + T1 + T2-P-W=O 

L 
y y 

Ro 
X 

Ro (P +W)-(T1 +T2) w y 

Reemplazando en esta expresión los valores de T1 y T2 , arriba obteni-

dos, la reacción pedida R0 = R0 , puesto que R0 O, será: 
y X 

( P + W) - ( f 2 + T 2 ) 
3 

P + W - 2 T2 P + W - ~ (P + 2W) = i P- + W 

1 
S (2P - W) 

16. En el sistema mostrado en la figura, la barra OE es indeformable y 

de peso propio P, pudiendo girar libremente en el extremo O y en el 

otro extremo E cuelga un peso W. Los tensores AC y BD son iguales , 

de peso despreciable, área A y módulo de elasticidad Y. Determinar 

las reacciones RA , RB y el descenso del peso W en el extremo E res­

pecto a la posición en la cual los tensores no estaban deform~dos . 
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Condición de equilibrio: 2: Mº = O 

(La reacción R0 no produce torque) 

O ,..._, _ _ _ __._¡ _R_A----r----'-¡-R_B _ _ ~E 
3 

i RA + U ~ - 2 9..P - 3,HJ = O 

3 
2 P + 3W 

p 
3 ( 2 + W) t 1 RA + 2RB 

Tenemos una situación estática inde-

terminada . 

O Relación geometr ica de alargamiento: 

~ó 
y 

Por e l astic i dad en l os tensores, se tien e: 

y, 

i gu a l and o , co n l a re l a ció n d e d efo r ma c i on es , qu eda: 

> 

r e emplazando en l a ecuación de equ i libr i o y resol v iendo : 

3(f + W) > 
2 

El descenso 6 , será : 

E_ + W) 
2 

3 ( E. + W) s 2 

~ (P + 2W) 
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17 . En e l s istema mostrado en l a fi gura , determinar cuanto desciende el 

peso W, r e specto a la posici6n en la cual las barras v erticales no 

e s tab an def or mad a s. 

La barra horizont al e s rígid a e indeformable y de peso P . Las barras 

vertica les s on de pe so des pre ciable , se cci6n A y m6dulo de el a stici-

d a d Y. 

.::;f" /J l-=:: /; ,;;:/ l/~///;///r.::/,/ =- ///°?/// ~1 

/;¡ 

/1( 

/l.t 
~ 
1:'1_ 

";-, ;.,_/,.,.//- ;;:=--,-/.-, /C3-=--,-/- I /-~-/ -,....~/.'/-=-//.-V~-//_/ __ -:?...,_/.,-V~-., 

Equilibr i o r o t ac i onal : 

t F1 

o o------..-----):-~ ---. 

t L 
j F2 

(La reacci6n R en O no produce torque) 

F1 + F2 = P + 2W 

Como ambas barras se deforman por igual : 

Se tiene: 

Por elasticidad : 
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F P/2 + W 

H 
YA 

(P /2 + W) 1 
AY 



Luego: 

X 
(P + 2W) 1 

AY 

18 . Una barra de longitud L y masa m se encuentra suspendida por un pivo 

te B indeformable y por dos tensores en sus extremos , como se mues -

traen la figura . Los tensores de peso despreciable , son iguales , 

de área A, longitud ! y m6dulo de elasticidad Y, cada uno . 

Determinar el angulo que gira la barra . 

2 
3 L 

P==mg 

? 
-=- L 
3 

l_ L 
3 

1 

! T2 

~H'"T 
/// ,3///;;' ¡1 

--1-

Equilibrio : 

(La reacci6n 

ce torque) 

T1 lL 
3 + T2 

L: M B = O 

en el pivote 

l_ L 
3 

p l_ L 
6 

p 

2 

B no produ-

o 
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Relación geométrica de las deformaciones: 

6.Q.¡ 
2 
J L8 

__!__ L8 
3 

} > 

Por el as ti cid ad : 

6.Q.1 
T1 Q. 

} AY 

> LU1 

6.Q.2 

6t2 
T2 .Q. 

AY 

Reemplazando en la ecuación 

T2 

Luego, 

69.,2 = 

y, finalmente: 

8 

2 

T1 
T2 

de equilibrio: 

p 

10 10 
mo o 

mgt 
10 AY 

3 mgt 
10 AYL 

19 . En el sistema mostrado en la figura, calcular cuanto asciende el ex­

tremo P de la barra indeformable y de peso despreciable , cuando se 

le coloca un peso de 10 Ton . en ese extremo . 

Lo s tirantes son de acero y de 2cm2 de sección cada uno, suponga de­

formaciones pequeñas de tal manera que se puedan hacer las aprox ima­

ciones geométricas apropiadas . 

(Fig . en la sgte . pagina) . 

62 



p 

1 

Sm 
l 3m 

6m 

8A 
4 

sen 
5 

8B 
4 

sen --
152 

p 

Relaciones geométricas de l as deformaciones : 

8e:: = X 

} 
3 

3a ºA > { ºA sx 
3 

ºB 4 x 
6a ºB 

M 
sen 8A > M 

4 3 3 

ºA 
=s- 8 x =TO X 

6B 
sen eB > 6B 4 3 3 -- 4 x -- x 

ºB 152 152 
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Por elasticidad, las Íuer zas en los tirantes para estas d ef ormacio-

nes, serán: 

3 

YA 6A 10 X 
3 

FA LA 
YA s YA So x 

3 
X 

YA 152 

152 
3 

YA Sl x 

El equilibrio estático , ~ M0 = O, proporciona una expresi6n , de la 

cual obtenemos el valor pedido x: 

con 

queda: 

2 X 

X 

3FA sen 8A + 6FB sen 8B = 8F (La reacción R en O no produ­

ce tor que) . 

YA ( 
3 X 3 X 4 + YA ( 

6 X 3 X 4 
8· F X 

5 X 50 52 /52 

¡ F 1 X 104 kg 

y 2 X 106 kg / cm2 

A 2cm 2 

2 X l b 102 ( 
1 1 

) x X + 
8 125 13 /52 

1 
0 . 0595 > 5 . 95 16 .8 

rn X = cm 

20 . En el sistema mostrado en la figura. Calcular cuanto desciende el 

extremo B de la barra horizontal, rígida y de peso despreciable, cuan 

do se le coloca una masa M en ese extremo. 

Las barras inclinadas son iguales, de área A y módulo de elasticidad Y. 

Asuma pequeñas deformaciones, o sea, que se pueden hacer las aproxim~ 

ciones geométricas usuales. 
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3L 

1 

'x 
1 

--- . ,...._ , ._J 

(Por claridad, solo se ha dibujado unas de las barras inclinadas.­

Para arubas es similar) . 

Relaciones geométricas de las deformaciones: 

6La. = X 

3La. o 

sen 45º 

Por elasticidad : 

F = YA 

3112 

} > ó 
X 

2 

> 

YA 

3r/2 

X /2 /) 
22 = ---7;-X 

12 
---x 

4 

YA ---x 
121 
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Equilibrio rotacional :~ M0 O 

F 

u 

F 

1 

1 
1 

1 

1 

1 

1 
____ J 

Mg 

(L a r eacción R en O no prod uce tor que ). 

6L 2F 
12 

3L Mg 2 

Mg F 
12 
- 2-

Re er:iplaza ndo el valor de F , d e spejamos e l valor buscado , x: 

Mg 

X 

YA 
12L 

AY 

/ 2 
- 2- X 

MgL 

2 1 . Se tiene tres cab l es como se muestra en la figura, en un estado sin 

deforma c iones . 

El cab l e vertical de long i tud i tiene area A1 y módulos de elastici­

dad Y1 , Los cables inclinados un ángulo a, son iguales y tienen un 

área A2 y módulo de e l asticidad Y2 cada uno . 

¿Cuánto bajará el punto de unión cuando de ~l se suspende un peso W? 

Asumir que las deformaciones son pequeñas, por tanto, se podrán ha­

cer las aproximaciones apropiadas de uso frecuente . 
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Equilibrio Estático : 

D. C. L. 

L 
T1 + 2T2 cos (! w 

1 
69., << .l } Co ns id erando: >a ;::::::: a' 
[,Q, 1 << ~, 1 

Relaciones geométricas de l as deformaciones unitarias : 

t' S'~ 

} 
COS C! 

> !:,)!, ' !:,)!, 
cos 2 a: ti t 

M,' 65!. cos (! 

Por el as tic id ad : 

Reemplazando estos valores de T1 y T2 en la ecuaci6n de equilibrio , 

se obtiene el descenso pedido : 

A1 Y1 ( 1 + 2 cos3 a) 

67 



68 

- Aclaraciones reÍerentes a las aproximaciones . 

Coillo ilustración , creemos conveniente , en este proble~a , justificar 

con mayor rigurosidad matemática las aproximaciones en las relacio­

nes geométricas utilizadas. 

Sistema no deformado Sistema deformado 

Q, 1 

Para comenzar, observe que el cateto horizontal de los triángulos 

mostrados no varía con la deformación. 

Luego, ap liquemo s Pitagoras a ambos triángulos . 

. En el triángulo deformado : 

(9"' + 6Q.') 2 = (Q. + 69.) 2 +e~ tg a) 2 

Considerando, dentro de los límites elásticos, que: 69. << Q, y 

69.' << Q,' , al elevar al cuadrado, podernos despreciar los términos 

cuadráticos en 69. y 69.' . Teniéndose : 

.En el triángulo no deformado : 

Q, ' 2 Q,2 + (i tg a)2 

.Q, , 2 .Q, 2 (1 + tg2 a) 



Reemp l azando e s ta expres i ón en l a ant er i or, s e ob t i ene : 

.Q. 1 2 
T 2.Q.' 6.Q.' 29_[\.Q. + .Q. 1 2 

.Q.' lit 1 9_/j.Q. 

6.Q. ' 
9_ 

t' 
6.Q. 

Como : cos a. (Ver triangulo no deformado) 

Luego , queda : 6.Q. cos C:: 

Vemos pues , que l a apro ximación geométrica utilizada corresponde a 

una aprox imación al despreciar términos cuadráticos de las deforma-

ciones . 

En la solución apro x imada se planteó esta expresión considerando que 

a.' = ª º En realidad bastaria haber considerado que : cos a.' ~ cos a, 

puesto que geométricamente la relación de deformaciones es : 

/j 9., 1 

69, 
cos a ' 

Luego , si cos'a. = cosa. , se tiene la relación utilizada : 

Adicionalmente, la igualdad de cosenos también se utilizó al estable 

cer el equilibrio estático . Por lo tanto, es conveniente, como ilus 

tración , considerar la expresión exacta del cosa.' en el sistema de­

formado y proceder a su expansión reteniendo solo los términos de 

primer orden . Veamos : 

. En el triangulo deformado se tiene : 

cosa.' = 

o bien : 

cosa ' 

Como , 6 .e. ' < < 1 ' 
6.Q. ' > T' « 1 , por lo tanto podemos expandir o <lesa 

rrollar el binomio de Newton : 
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cos a' 
t 
t' 

(1 -¡-
6t' 

)(1-7+ ... ) 

Limitando la expansión hasta el primer orden: 

cos a' 
9., 
9., r 

M., D..t' 
(l+-)(1-

.Q. 7 

Efectuando y despreciando nuevamente los términos de 2º orden (como: 

M.,' 
x 7 ), queda: 

cos a' 
69.. 6 n 1 

(1 + _., )., 
t - --¡-1 

Consideran.do adicionalmente que el ángulo a no es excesivamente graE_ 

de, se tendrá que las deformaciones unitarias: son 

aproximadamente del mismo orden de magnitud y como están restándose 

en esta expresión se anulan, quedando: 

cos o.' 

, como en el triángulo no deformado se tiene que: 

cos o. 

finalmente obtenemos : 

cos a' :::::: cos a 

Nuevamente vemos que esta aproximación también corresponde 

apro x imación al despreciar términos cuadráticos . 

a una 

Por lo tanto se justifica el haber considerado en el equilibrio está 

tico, en lugar de la e xpresión exacta: 

La ex presión aproximada : 
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Finalmente , observ e que las e x presiones elásticas aplicadas en este 

problema son e x actas , no habiendose considerado ninguna aproximación 

en ellas mismas . Solo se introducen en ellas las apro x imaciones ge~ 

métricas del problema en particular . 

22 . Tres barras de iguales características, pero una de ellas ligeramen­

te mas l arga que l as otras dos se fuerzan para que sus ex tremos li­

bres permanezcan solidariamente juntos , tal como se muestra en la fi 

gura . 

Calcular las fuerzas que actúan en l as barras . 

1 ///=:;///.:;;///¡;::.//,-;:;: h / ::::///-:::: 

Posición inicial Posición final 

Llamando F a la fuerza de compresión que actuará sobre la barra cen­

tral y T a la tensión sobre cada una de las otras dos barras , por 

equilibrio estático se tiene: 

2T = F 

Por elasticidad , podemos escribir: 

. Para la barra central: ~(~ + a) 
F(~ + a) 

AY 

71 

/ 



considerando que : a << t > 6(9., + a) 

. Para las barras laterales : 6(t) 
AY 

Teniéndose 2T F > 6(n 

H 
AY 

Como en la posición final los extremos libres permanecerán solida -

ria.-nente juntos podemos relacionar geométricamente las deformacio -

nes y escribir la siguiente relación entre sus módulos : 

6 (t + a) + 6(t) = a 

Reemplazando los valores encontrados anteriormente : 

H 
AY + F9 ... 

2AY = a >F y T 
a.A.Y 
Ji 

23 . Calcular las fuerzas que actúan en las barras dispuest a s como se 

muestra en la figura (a) . Teniendo en cuenta que antes de unirse 

las tres barras en el punto "O" , la longitud de la barra v ertical era 

ligeramente may or ( t + a) como se muestra en 12 figura (b) . 

o a 

(a) Po sición Final (b) Posición Inicial 
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Equilibrio estático, considerando que las dos barras inclinadas son 

iguales , se tiene: 

T F T 

2T cos o: F ........ (I ) 

o 

Relaciones geométricas de l as deformaciones, considerando a << 9.,: 

I 
1 

\ 

c5 

/ 

' 

cos a 

69., 

cos a 

o 

/ 

----

\ / 
\ / 
\~ 
/ 

/ 

/ 

6(i + a ) + c5 = a 

" / 

" 
/ 

" ::,,/ / 
/ 

/ 
/ 

/ 

c5 

.6.Q. 1 69., 1 

1º 
1 

1 6 ( 9., 
1 

+ a) 

...... ....... ( II) 
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Por elasticidad , teniendo las tres barras igual área A y módulo de 

elasticidad Y, se tiene : 

6 (t + a) FU+ a) 

} AY 
... . (Ill) 

69. 1 
Ti' 
AY 

Resolviendo simultáneamente a las expresiones 1 , 11 y 111,. se obtiene: 

F 
2aAY cos 3 o. 

3 X. +2(1+ a )cos o. 
y T 

aAY 2 cos o. 

O, finalmente, para a < < t: 

F 
2aAY 3 cos o. 

t (l+2co s3 cx) 
y 

'l 

T 
aAY cos- o. 

1 (1 + 2cos 3 o. ) 

Acl araciones referentes a las aproximaciones . 

Nuevamente, como en e l prob l ema P.N.::. 21 , con e l objeto de aclarar, 

just ificaremos matemáticamente l as apr oximaciones geométricas uti-

lizadas . 

e e 

+ M.' 

o a 

(a) Situación deformada (b) Situación no deformada 

Aplicando el Teorema de Pitágoras a los triángulos, 
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Fig (a) 

Fig (b) 
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eliminando el termino 2 
c ' queda: 

Teniendo en consideración que: > { 

!:it' 

ó 

<< t' 

<< Q, 

al elevar al cuadrado los binomios, podemos despreciar los términos 

cuadráticos en 6Q.' y ó, teniéndose: 

Q. '2 + 2.Q, T 6.Q, 1 

Simplificando: 

.Q, 16t1 > 

Expresión que es justamente la aproximación utilizada , como puede 

verse al compararlas· con las expresiones (II), esto es: 

cos (J. 

Por lo tanto , esta aproximación es equivalente a asumir que : 

cos a ~ cos a' ó a ::::::: c.' 

Sin embargo, también corno aclaración, insistamos sobre esta aproxim~ 

ción. 

Consideremos la expresión de cos a , de la fig. (a), se tiene: 

Q. + ó Q, 
(1 + ó 

) (1 
_6 _Q, T )-1 cos a: + 

.Q,' + M.,' Q. ' Q. Q, 1 

teniendo en cuenta que: 

!ü' 
1 

ó 
<< 1 "i' << y 

Q. 
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Expandiendo por el binomio de Newton y reteniendo solamente términos 

de pr irner orden: 

cos a 
6 

(l+ -)(1-
f 

o 
Efectuando y despreciando términos cuadráticos (en productos : 

Q, 
y 69. 

1
) 

Q,' ' 

queda : 

.Q, 
(1 

o f::,Q, 1 

cos a 7 + - T Q, 

Cons id erando ó M. 
del orden de magnitud, que 

9. 
y T' son mismo que se 

restan y son menores que uno , se tiene que: 

cos a 

Por otro lado como, de la fig. (b): 

cos o: ' = 

Luego, fina lmen t e se obtiene: 

cos o. ::::::: cos a' 6 

24 . Ca l cul ar cuánto se comprime el b loque mostrado en l a fi gura, cuando 

se le aplica una fuerza F . Modulo de elastic id ad Y. No considerar 

el peso propio del bloque . 

h 



Deterrainaci6n del área a una distancia x: 

Se ti ene que : 

h 
d 
a 
2 

>d 

a 

b 
h 

a 

a 

y, b = a+ 2d ª"" a + ~ a(l 
X 

h 

Luego , el área transversal de la base a una distanci a X sera: 

A = ab = a2 (1 + ~ ) 
(x) h 

Var iación de l ongitud del elemento dx: 

L'.:i(dx) 
Fdx 

YA(x) 

Luego , la deformación total sera: 

h 
F dx Fh Jh L:ih J 

o Ya
2 

(1 + * Ya2 o 

L:ih 
Fh 

Ya2 

Fdx 

dx 

h +X 

Ln (2) 

Fh h 
-- f Ln(x + h)] 

Ya2 o 

25 . Si se utilizan dos bloques de apoyo como los del problema anterior 

P . N;: 24 , dispuestos como se muestran en la figura , encontrar el deE_ 

plazamiento del extremo libre de la barra , de peso despreciable , ri_ 

gida e indeformable; al aplicársele un peso W en ese mismo extremo . 
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///-=-/// -~/!/-=///~//,,-;;;.. 

L 1 - L 

Nota : Resolver primero el problema anterior P . N~ 24 

Por equilibrio estático : 

L 
o > 

= F2} => { F1 = W 

F2 F2 2W 

f¡ + w 

ü > 2F1 

Por elasticidad, teniendo el resultado del problema anterior P.N~24 

y considerando que ambos bloques son iguales ; 

lih1 
Wh Ln (2) = 

Ya2 

.6h2 2lih1 
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Relación geométrica de las deformaciones: 

. ·r,:=56h, 
1 

l 
Luego : 

5Wh 
Ln ( 2) X 

Ya2 

26 . Una barra , rígida e indeformable , tiene un peso W y longitud 2a. Esta 

suspendida en su punto medio por un tirante de área 4A , longitud 2h y 

módulo de elasticidad Y. En uno de sus extremos se encuentra un tope 

tronco cónico de bases 4A y A, altura h y módulo de elasticidad 2Y. 

En el otro ex tremo se le aplica una fuerza igual al doble del peso de 

la barra. 

Determinar cuanto desciende este extremo . 

Ver figura : 

11-===t'/í;;: /(i:!/// ?/// 

a a 
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Equilibrio estático: 

s R 2W 

a a 

w 

Elasticidad: 

- tirante . . 

2h 

i R 

- tope . }s 
4A 

A 
(y) 

A 

h \ si 
/ 

I 
I 

I 
/ 

\ 
/ \ 

V 

ll(h) 
h 

J 
o 

dy Wh2 

C2h - y ) 2 = Y"A [ 

2= F ::: 

Z M 0 = 

6 (2h) 

o 

o 

> s + 

> s 

sw . 2h 
Y4A 

31~ 

2W 

5Wh 
2YA 

R 

J 
R = 5W 

De la geometría del problema: 

(2h - y) 2 

A(y) = A 

Luego , para el elemento dy : 

6(dy) 
2Wdy 

2YA(y) 

integrando : 

1 h 
- - ] 
2h - y o 

Wh 
2YA 

YA (2h - Y_) 2 

Comparando los valores obtenidos en estas deformaciones , se tiene : 

ll(2h) Sll(h) 
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Luego, geométricamente: 

6(h) X = 2[ 6(h) + St;(h)] - 6 (h) 

116(h) 
11 WA 

X 
ZYA 

X ·o 5 WA X 1 • YA 

27 . Una barra de longitud i , área A, peso Q y modulo de Young Y, gira 

con una velocidad angular w constante sobre una mesa horizontal sin 

fricción y pivoteando libremente en uno de sus extremos alrededor 

de un eje perpendicular a la mesa . Determinar el alargamiento lon­

gitudinal producido. ¿Cual será el esfuerzo máximo? 

El peso por unidad de longitud es: 1- .9_ 
~ 

Debido a la aceleración radial, para el elemento diferencial conside 

rada dx, se tiene una fuerza: 
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La fuerza 

pivote o, 

F 
r 

F 
r 

total 

será : 

Q, 

J 
r 

) ·,W2 

2g 

sobre una sección 

),w 2 AW 2 

xd x 
o o o o 

( r,2 _ r 2 ) 

dF (dm) 2 
w X 

>, AW 2 

- d x )w2 x x d x 
g g 

dF 

transv ersal a una distancia r del 

Q, 

J xd x 
r 

el a l argamien t o de un e l emen to d i f erencial dr , sometido a e s ta fuer-

za F , será : 
r 

o 

6(dr) 

dr 

F d r 
r 
YA 

AW
2 

" --. (Q,-- r 2 )dr 
2gYA 

Luego , para el alargamiento total de la barra , se obtendrá : 

82 

R.. 

f 
o 

F dr 
r 

YA 

>.w2 ~3 
3gYA 

Qw2 i2 

3gYA 

Q, 

J (R.. 2 - r2 )dr 
o 

2 
~(R..3 
2gYA 



La 

Por 

fuer za máxima 

F 
max 

consiguiente, 

s ... 
max 

se 

el 

da para r 

AW
2 

1
2 

2g 

esfuerzo 

F ... 
max 

A 

o, esto es : 

Qw:! 1 

2g 

máximo pedido 

Qw2 1 

2gA 

es : 

28. A la barra del problema anterior, P . N~ 27, considere que ,adicional ­

mente , se le fija en el ex tremo libre un peso puntual P . Determi­

nar la deformación longitudinal total que ex perimenta la barra en 

su movimiento de rotación . 

La deformación inercial por su propia masa , de acuerdo al resultado 

obtenido en el problema anterior , es : 

Para determinar la deformación inercial por la masa concentrada en 

su extremo libre, primero encontraremos la fuerza inercial : 

F rna 

y la deformación sera : 

Finalmente, la deformación total es: 

6t '+ 6.Q." 
Qw2 12 

3gYA 

(P/g w2 .2,)t 
YA 

+ P) 

Pw2 12 

gYA 
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29 . Con relación al problema P . N~ 27, determinar el valor máximo de la 

velocidad angular para un valor dado S0 del esfuerzo unitario de tra 

bajo . Expresar su resultado , wm' en función del peso específico y 

de la barra y en revoluciones por minuto (r . p.m . ) . 

Encontrar también, en este caso , el alargamiento de la pieza . 

Para una velocidad angular w, en el problema anterior , hemos encon­

trado que la fuerza máxima, parar = O, es: 

como : Q 

F 
m 

yAi, en función de y , es : 

F 
m 

Ahora , este valor F se fija por el esfuerzo de trabajo dado So , qu~ 
m 

dando por determinar el valor correspondiente w de la velocidad an­
m 

gular . Es to es : 

y , expresado en r . p .m. 

r . p . m. 

F 
m 

yA9.,2 
-2g w2 > w2 

m m 

30 
w 

TI ffi 

30 
TI 9., 

2gSo -> 
~- w y.e_ - m 

El alargamiento , encontrado también en el pr oblema anterior , es : 

y,en función de y y para el valor wm ' s e ti ene : 
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30 . Determinar la deformación producida en una barra de longitud 1 , área A, 

8Ódulo de Young Y y densidad lineal de masa A, cuando se le imprime 

lon~itudinalmente una aceleración a constante . 

Analizar todas las situaciones posibles en cada uno de los dos ca­

sos : horizontal y vertical . (ver figuras) . Indicar si se alarga o 

se acorta la barra acelerada . 

Horizontal 

- a Horizontal: 

dx 

- F 

X 

á 

Vertical 

F ::\ x a 
X 

L (dx) 

a A 
YA 

aA.xdx 
YA 

1 
J xdx 
o 

1 aH,2 

2 YA 

Si llarnamo s F a la fuer za ex terna aplicad a so hr e l:. barra , con F=),,Q,a 

podemos escribir : 
1 FQ, 

2 YA 

La aceleración á se puede comunicar con la fuerza F, jalando o ernp~j~ 

do la barra . En cada caso se tiene: 

Jalando se alarga 

Empujando F~_¡ __ _ se acorta 
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-+ 
- a vertical : 

86 

La fuerza F necesaria para comunicarle una aceleración a vertical, 

de acuerdo a la 2~ ley de Newton, sera : 

F - mg ma = F m(a + g) U (a + g) 

Como acabamos de encontrar, la deformación producida en una barra 

acelerada en función de la fuerza F aplicada es : ~~ = 1 ~! , donde 

F es el módulo de la fuerza, es decir IFJ . Luego, como verticalmente 

la aceleración a puede ser hacia arriba (positiva) o hacia abajo (n~ 

gativa) ' el módulo de la deformación sera : 

1 H 2 
J (a + g) J 

2 YA 

La aceleración se puede conseguir jalando o empujando la barra . En 

cada caso , según el sentido , se tendrá : 

Para F >u, sentido positivo hacia arriba . 

jalando empujando 

se alarga se acorta 

Para F < O, sentido negativo hacia abajo . 

jalando empujando 

se alarga se acorta 

iF 



Es importante analizar los siguientes casos particulares: 

- si a = ü, se tendrá que F = mg = W. 

La barra se deformara por su propio peso , es decir: 

y se tendrá que : 

suspendida 

se alarga 

1 
2 

t 

wi 
YA 

F=mg 

1 
2 

sostenida 

se acorta 

- Si a = -g, se tendrá que : F = O y la deformación sera nula : 6i=O 

La barra no se alarga ni se acorta,conservando su longitud t. 

Podrí~nos decir que es equivalente a una barra en reposo en au­

sencia de campo gravitatorio. 

3i . Dos barra diferentes se unen mediante una pequeña barra ideal , inde-

formable y de masa despreciable , tal como se muestra en la figura . 

El sistema así formado, se jala del extremo P comunicándole una ace-

leración ~ constante. Determinar la deformación total producida. 

(fi2. en la pag. sgte.) 
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Si se empuja del extremo Q, ¿se acorta o se alarga?, ¿la deforma -

ción producida será la misma anterior?. 

Considere también el caso cuando el sistema solamente se suelta ver 

ticalmente ,descendiendo con la aceleración constante de la gravedad . 

¿Cuál es la deformación en este caso? 

~ ~ 
-r 

D + 
a 

Q (2) (1) p -
¿m, Y2) , i1 , A1 , Y1) (m2 , Q.2 ,A2, 

Nota: Resolver primero el problema anterior. P .N~ 30 

En el problema anterior hemos encontrado la deformación de una sola 

barra, cuando tiene una aceleración . Este es el caso de la barra (2) : 

La barra (1) , además , arrastra concentrada en su otro extremo a la 

barra (2) , luego su deformación sera : 

Y, la deformación total del sistema, en este caso cuando se jala del 

extremo P , será un alargamiento : 

ó 

Si se empuja del extremo Q, se producirá, ahora, un acortamiento. 

La deformación de la barra (1) será: 
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La def ormación de l a bar ra (2) s erá : 

l m1 a t1 --- + 
2 A'l Y2 

Y, el acortamiento total del sistema será : 

ó ' 
1 m1 a1 1 1 
2~1 +2 

Observ e que : " ' .1 O r c5 • La longitud de a cor tamien to cuando se empuja 

es diferente a la de alargamiento cuando se jala . Las expresiones 

difieren en el último término . 

Cuando el sistema se suelta verticalmente , la tierra atrae indivi -

dualmente todas las partículas , comunicándoles por igual la aceler~ 

ción g constante , además , tampoco ninguna barra arrastra o empuja a 

la otra . Luego , el sistema no se deformará , c5 = O. 

32 . Una cierta fuerza se requiere para romper un alambre . ¿Qué fuerza se 

requiere para romper un alambre del mismo material el cual es : 

a) del doble de longitud 

b) el doble en diámetro y de la misma longitud? 

Considere que la fractura se presenta justamente en el límite elás­

tico . 

Corno la fractura se presenta en el límite elástico , se cumple la re­

lación de Hooke, esto es: 

F 
A es proporcional a 

Como ambas piezas son del mismo material, se tendrá : 

a) Cuando la longitud ~ se duplica a 2i, el estiramiento será el do 

ble, pero la fuerza será la misma F. 

b) Cuando el diámetro se duplica a 2d ; el área A es igual a 4A . Para 

conservar la proporcionalidad la fuerza F tiene que ser igual a 

4F . 
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33 . ¿Cual es mas elástico? 

a) Caucho o Acero 

b) Aire o Agua 

Entendiéndose por más elástico el material que con un menor esfuer­

zo presenta una mayor deformaci6n, se tiene: 

a) El caucho es mas elástico que el acero . 

Ver los diagramas de tensi6n mostrados en la Fig . 9 . 3 a) y c). 

b) El aire es mas compresible que el agua . 

34 . ¿Cual es el objeto del refuerzo de acero en un elemento de concreto? 

¿El concreto necesita mayor refuerzo bajo compresi6n o bajo tensi6n? 

El concreto se logra por la uni6n de piedras, arena y cemento . 

El concreto solo puede resistir bien los esfuerzos de compresi6n . 

El objeto del refuerzo de acero es hacerlo resistente a los esfuer­

zos de tracci6n . Por ello , cuando una pieza de concreto va ha ser 

sometida a tracci6n es indispensable el refuerzo de acero . Cuando 

se le somete a compresi6n , el refuerzo de acero se coloca para mej~ 

rar su comportamiento a la compresi6n . 

Cuando el concreto lleva refuerzo de acero se le denomina Concreto 

Arm ado . 

35 . Determinar el diámetro que debe tener un tirante de acero de 2m de 

longitud , para que soporte 2 , 700 kg . 

Ademas , encontrar su alargamiento . Trabajar con los siguientes valo 

res: 

Carga de trabajo del acero 

Módulo de Young del acero 

1,400 kg/cm2 

2 x 106 kg/cm2 

Como se conoce la fuerza que actuara sobre el tirante y la carga 

máxima de trabajo que se nos permite hacerlo trabajar, inmediatamen 
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te se puede encontrar el área mín ima que necesita tener el tirante 

en tales condiciones . Esto es: 

Como : s1 

Corno: A 

F 
A 

> A 

>d 

2' 7 00 = 1. 9 3 crn2 
1,400 

1 . 57 cm 

Pero,como comercialmente las barras de acero se fabrican todavía con 

di~~etros en fracciones de pulgadas, el que más se aproxima por exce 

son es : 

D 
5" 
8 

1 . 59 cm. 

Luego , el alargamiento deberá determinarse con el área correspondieE_ 

te a este diámetro y no al calculado . Teniéndose : 

A 
nD2 

l. 98 2 
-4- cm 

1::,9., 
F9., 2, 7 00 X 200 

0 . 137 
AY 

'2.m 

1.98 X 2 X 106 

36. Un cartel que pesa 200 kg cuelga del sistema mostrado en la figura . 

La barra horizontal es rígida e indeformable, de peso 40 kg y puede 

girar libremente en el extremo O. 

Determinar el diámetro del alambre, el cual pasa por una polea P que 

gira libremente, para una carga máxima de trabajo de 1,400 kg/crn2
• 

Los diámetros disponibles del alambre a usar , en centímetros , son : 

0.1, 0 . 3, 0.5, 0 . 7 y 0 . 9 . 

Teniendo en cuenta que el giro máximo permitido a la barra en el puE_ 

to O es de 0°2' O" (2 minutos), comprobar el diámetro determinado an­

teriormente, o rediseñar, si fuera necesario. El módulo elástico de 

los alambres es de 2 x 106 kg/cm2 
• 

Fig. en la sgte. pagina. 
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p 

A 

T 

W/2 

sena .r;_ / 2 senB 

F I S I C A 

con ejercicios 

rs;s 

Equilibrio , L T 0 = O 

w w 12 ls 
2Q,Q +2 .H 2 3.Q.-2.Q, T 2 -4H 

5 
o 

- 4 /7 
2x40 + 2 x 200 = T(/2 + 5 v5) 

480 
T = - = 150 kg 

3 . 2 
Observe que se tiene un solo ala~ 
bre a través de la polea . Por lo 
tan to, la tensión es la misma a lo 
largo del cable, en ambas ramas. 

Conociendo T y S 0 , el diámetro necesario será : 

T 150 
so = 1400 0 . 107cm2 >d1 = 4

A =0 . 136 >d 
7T 

O. 369 cm . 

Luego , colocaremos un alambre disponible con un diámetro por exceso, 

superior al encontrado, esto es: 

d = 0.5 cm 

Calculemos, ahora, el diámetro necesario, consistente con la deforma 

ción máxima permitida. 
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.Q.¡ 2/2 11, 

i2 2/5 i 

ó1 x1sen 

} 62 x 2 sen 61 U8sena=ie/2 

Xl ne 
~ Q,8/5 

4Q,8 Ó2 = 49,8senB= 
X2 J 

2 
1T 1T e 180 X 60 5400 rad · 

La deformación total del alambre 

es : 

ó = Q,6 c/2 +~ rs) = 3 . 2.Q.e 
J 

Ó = 3.2 
5
:

00 
i = 1.862 X 10-3

Q, 

La longitud total inic i al del 

alambre es : 

212 Q, + 2/5 X. 7 . 3i 

Luego, el diámetro necesario sera : 

A 
TL 150 X 7. 3Q, 

=0 . 294 
óY l. 862 10-3 9, X 2::-· l 06 

X 

4A 
0 . 374 => d 0 .612 cm 

íT 

Considerando los diámetros d ispo­

nibles, por exceso, se tomara: 

d = O. 7cm 

Finalmente , comparando los dos va 

lores obtenidos por tensión y por 

deformación, debemos poner el ma-

yor. Esto es : d = O. 7 cm . 

37 . ¿Que incremento de presión se requiere para disminuir el volumen de 

V m3 de agua en un 0 . 005% ? 

- Por elasticidad volumétrica tenemos: 

b.V 
t.p = - B V 

El módulo de compresibilidad del agua es:B 2 x 109 N/m2 
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La reducción de volumen es : 6V - 0 . 00005 \7 

Luego : 6p - 2 X 109 0 . 00005 V ) 
V 

38 . Un metro cúbico de agua se somete a una presión de 4kg/cm2
• Si 

el módulo de compresibilidad del agua es 0 . 2 x 1010 
N/m2

, ¿cual es 

su vo lumen ? 

Corno se tiene una compresión,el cambio de volumen 1'1V es negativo , 

luego : 

6V 
6p =-B (-- ) 

V 

despejando 1'1V/V y reemplazando valores, teniendo en cuenta la nota 

de la tab , Al. : se tiene : 

4 kg/crn2 1'1V 
V 

1'1P 
B 

O. 2 x 1010 x 10-5 kg/ cm2 

escribiendo: 

V - 1'1V 
V 

1 - 1'1V 
V 

1 - 2 X 10-4 

e1 vo lumen comprimido sera : 

V - /'::,V = V ( l ...,. 2 x l 0-4 ) 

y el volumen pedido, para lm3
' sera: 

V - 1'1V 1 X ( 1 - 2 X 1 Ü-4 ) 
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39 . Al someter a torsión una barra circular , de radio R y longitud ~' 

encontrar el módulo elást i co de esfuerzo cortante del material , en 

función del torque aplicado , del ángulo de torsión producid o y de 

las características geométr i cas de la barra . 

I 
cp· 
I 
I 

I 

I 

/-? ~// -;;;;/// ;::::/// 

' / ' / ...... -- --

1 

c5 

ó' re 
ó Re 

Manteniendo el e x tremo inferior fijo , aplicarnos un torque 1 que 0 1 -
0-

ra el extremo superior un ángulo e, denominado ángulo de torsión . 

Este ángulo es relativamente pequeño dentro de los límites de la zo­

na elástica . 

Consideremos una capa diferencial cilíndrica concéntrica con el eje , 

de radio r y espesor dr , corno se muestra en la figura . 

La deflexión producida es directamente proporcional al radio : 

ó' re > cp ' 
ó' e 

.Q. = r .Q. 

La variación lineal definida por esta expresión , especifica que la 

deflex ión varía desde cero en el centro O, hasta el valor máximo al 

borde exterior: 

ó Re > <P 
ó 
.Q. 
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Luego, podemos escribir: 

R > _ <ji_ 
r <P' 

R 
r 

> cp' 
r 
R 

El esfuerzo cortante no es constante en la sección trasversal. 

Considerando el resultado experimental, expresado por la proporcio­

nalidad elástica, podemos escribir: 

S' C cp' > S' Cr e 
51, 

Esto es, el esfuerzo cortante es directamente proporcional al radio, 

variando linealmente desde cero en el centro O, hasta el valor maxi 

mo al borde exterior : 

s e <ti > s 

Luego , podemos escribir: 

s 
S' >-S­

S' 
R > 
r 

s' r 
R 

s 

Al tener el elemento un espesor diferencial, tomamos S' constante en 

el espesor dr . Como el esfuerzo cortante es la fuerza tangencial 

por unidad de área, multiplicando S' por el área de la sección trans 

versal del elemento dA = 21irdr, nos dará la fuerza tangencial 

dF = S' 2nrdr y el torque sera : dT = rdF = S ' 2nr2 dr . 

Integrando de cero a R, obtendremos el torque total resistente . Y, 

por la condición de equilibrio lo igualamos al torque aplicado T , 

teniendos e : 

T = 
o 

S' r s con 
R 

R 2nS R 2nS R4 1 f s r 2nr2 dr f r 3 dr nR3 S T 
R R R -4- 2 

o o 
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De aquí , se obtiene el esfuerzo en función del torque aplicado : 

s 2T 

Luego, finalmente , el módulo en corte es : 

2 l 

s TIR3 

e 
<P R~ 

i 

40 . Una barra prismática de sección transversal recta A está sometida a 

tensión axial mediante fuerzas F aplicadas en sus extremos . 

Considerando una sección oblícua al eje de la barra y que forma .un 

ángulo 8 con la sección normal al mismo, determinar los esfuerzos nor 

mal y tangencial o cortante en el plano oblícuo considerado. 

F 

En cuales secciones, esto es, para que valores del angulo 8, se pre­

sentan los máximos esfuerzos normal y cortante, y, ¿cuanto valen? 

En la figura se muestra una sección oblícua ab . 

a 

A' F 

b 

El esfuerzo de tracción S en la sección recta A de la barra es: 

s F 
A 
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El área A' de la sección oblicua ab, con ángulo 8, es : 

A' A 
cos e 

La resultante de las fuerzas distribuídas en el área A' , por equili­

brio, es igual a la fuerza aplicada F. Esta fuerza la podemos des­

componer en dos corno se muestra en la figura, teniéndose, las comp~ 

nentes F' normal y F' tangencial a la sección A'. 
n t 

Con valores : 

F ' 
n 

F cos 8 y F1 
t 

F sen 8 

Luego, los esfuerzos pedidos serán : 

. El esfuerzo normal S~, a la sección oblicua de área A', es : 

s l 
n 

F cos 8 
A/cos 8 

F 
A 

cos 2 e S cos 2 e 

El esfuerzo cortante S ' tangente a la sección oblícua de área A', 
t' 

es: 

s l 
t 

F' 
t 

-¡;:t 
F sen 8 
A/cos 8 

F 
A 

sen e cos e 1 -
2
- S sen 28 

y, con máximos: 
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El máximo esfuerzo normal se presenta justamente en la sección rec 

ta, para e = o, con valor s 1 = s 
n " rnax 

El máximo esfuerzo cortante se presenta para secciones oblícuas de 

ángulo e = 45° , con valor: S' 
t " rnax 

l 
2 s. 



41 . Para una barra dada se encuentra experimentalmente los módulos: 

Y = 1011 N/m2 
y 

Determinar los módulos B y a . 

Sabemos que : C 

Luego : 

a =_J_ - 1 
2C 

y 

2(1 +a) 

2 X 4 X 1010' 

TaI1Jbien sabemos que : 

y 
B = 3(1 - 2 o) 

Luego : 

B 2(1 - 0 .2 5) 

C = 4 X 101º N /m2 

- 1 Q.25 

6 . 67 X 101º N/m2 

42 . Un anillo de radio R, sección transversal A y módulo de Young Y, se 

somete a compresión con una fuerza radial uniformemente repartida de 

q N/m. Determinar la deformación radial 6R que experimenta el ani -

llo . 

Primero encontremos la fuerza F 

longitudinal en la circunferencia 

del anillo. Para ello , conside­

remos la mitad del anillo y por 

equilibrio en la dirección verti­

cal, se obtiene : 

:B F 
y 

O=> 2F 

rr/2 

rr/2 
2 J qRd<jlsen<jl 

o 

F = qR b sen<jl d<ji qR 
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y la deformación de un elemento longitudinal dS, será : 

6(ds) 
Fds 
YA 

qR Rdcp 
YA 

qR2 dcp 
YA 

Para determinar la deformación radial, determinemos la relación geo­

métrica que tiene con la deformación del elemento : 

o 

Luego, finalmente, se obtiene : 

6R 
q R2 dcp /YA 

d<P 

d s = R d <P } d s -d ' s = 6 R· d <P 

d 's = (R-6R)dcp 

Pero, como : ds - d ' s 

Queda : 6 (ds) 

qR2 
YA 

ll(ds) 

43. Se desea colgar del techo un peso W, mediante una pieza de sección 

variable Ax, de modo tal, que el esfuerzo de tracción S0 sea siempre 

igual en todas las secciones trasversales de la pieza . 

El peso específico del material es y. 

/// '3-/// ~//3-///~/// === ///5=/// 

L 
100 

Primero calculemos el área A0 , ne 

cesaría en el extremo para que so 

porte el peso W con el valor dado 

S0 , por equilibrio se tiene: 

W > Ao 



Para calcular la variación del área, tomemos un elemento diferencial 

a una distancia x del extremo. 

Al aumentar x en dx, el área A aumenta en dA y la fuerza aumenta en 

S0 dA. Esta fuerza debe ser igual al peso del elemento dx, teniendo 

se: 

dP y A d x > dA 
A 

integrando entre los límites: 

Ax dA 
X 

J 
_:e_ 

J dx 

Aº 
A So o 

~ 
X 

Ln A _)'_ 

So 
X 

Aº o 

Ln X 

_Y_ dx 
Sº 

Ü a X 

{

X > 
A > A0 a A 

X 

con el valor encontrado para Ao, finalmente, se tiene: 

A 
X 

Valores extremos : 

.para : x o > 

.para: x > 

A 
X 

44. En el elemento mostrado en la figura, encontrar la variación del 

área A , a una distancia r del punto de giro O, para que el esfuerzo 
r 

en la pieza sea siempre igual a un valor dado S 0 • Considerar la rota 

ción en un plano horizontal sin fricción. 

El peso específico de la barra es y. Fig. en la siguiente página . 

101 



r 

1 

IA 
1 r 

L 

p w) 

'1 

p 

Primero calculemos el área A0 en 

el extremo , que consistente con 

el valor dado del esfuerzo, es 

necesaria para igualar a la fuer 

za inercial centrífuga del peso 

p . Esto es : 

S0 Ao 
p 

w2 L => Ao 
Pw2 L 

F -
g Sºg 

Calculemos , ahora , el área A . Tomemos un elemento diferencial a 
r 

una distancia x de O. Al aumentar x en dx, el área A disminuy e en 

- dA y la fuer za en - SodA. Esta fuer za debe ser igual a l a fuer za 

inercial centrífuga del elemento dx, de masa dm = 

dF =-'S 0 dA 
yAd x 2 
--w X 

g 
> _ dA 

A 

integrando entre los límites: 
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y w2 
X dx 

g So 

> r 

> Ar 

a 

a 

yAdx Teniéndose : 
g 



Ao 

J 
A r 

Ln Al 

Ln 

dA 
A 

Ao 

A r 

A 
r 

Para : r = i, se obtiene A 
r 

Obteniéndose finalmente: 

A 
r 

1 i 
~ J xdx 
gS o r 

i 
1 2 

1 

yw X 

gSº 2 
r 

A0 , valor que ya determinarnos . 

45. Un tronco de cono de peso específico Y, al tura h y radios de las ba 

ses R y r , está sometido a una fuerza de compresión F. 

z 

Hallar el radio x de la sección menos cargada, es decir de menor com 

presión. Precisar la condición requerida . 

F r Relación geométrica 

(R - r) 
z 

X = r + h 

Teniendo se una variación diferen-
h 

cial: 
X 

dx (R-r) d -> d h 
dx --h- z- z 

(R-r) 
R 

F 
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El peso propio sobre la superficie de radio X 
' 

sera: 

z X X 

J nx2 d z J 
., h nyh J x 2 dx 

nyh p y V y ny x- (R-r) dx (R-r) 3(R-r) X 
o r r 

Tomando como constante : k 
1iyh 

3(R-r) 
, se tiene : P 

X 
k(x3 

- r 3
) 

Luego , la compresión en la superficie de radio x , será : 

s 
X 

F + p 
X 

n x 2 

F + k(x3 
- r 3

) 

iT X 

(x 3 

Para encontrar el radio x en el mínimo, hacernos 
dS 

X 

dx 
O, teniéndose : 

dS 
X 

dx 
1 -[k 
TI 

2 (F kr 3
) ] 

X 

Luego , el radio pedido será : 

X = F 3 
- - r ) k 

O > x
3 2 (F kr ) 

k 

= "3 /6F (R - r) _ 2r3 :.¡ 7T y h 

La condición para que este valor sea mínimo, se requiere que 

d
2 s 

X 
dx2 > O, teniéndose 

6 (F - kr 3
) >O > F > kr3 

TIX 

nyhr3 

3(R-r) 

y,además, debe verificarse que: r ~ x ~ R, con la cual, de la ex­

presión encontrada para x, se obtienen los valores: 

. para x 

. para x 
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r > F = f kr
3 1Tyhr3 

2(R - r) 

R > F = l_ k(R3 + 2r3
) 

2 
nyh (R3 + 2r3

) 

6(R - r) 

-r3) 



Es t o e s : 

ny hr 3 

---~ F 
2(R-r) 

_.-- ny h ( R3 2r 3
) 

~ 6(R - r) 

o bien , en Íunción del peso propio total , para x 

s e tiene : 

3 
2 (R3 - r3) 

F ~ 1 
2 

p R (R3 + 2r3) 

( R3 - r3 ) 
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- INTRODUCCION Y DEFINICIONES . 

- MOVIMIENTO OSCILATORIO ARMONICO SIMPLE. 
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- OSCILADOR AMORTIGUADO. 

- OSCILACIONES FORZADAS. 

- MOVIMIENTO ARMONICO EN DOS DIMENSIONES . 

- MOVIMIENTO OSCILATORIO DE DOS CUERPOS ACOPLADOS. 
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10 . l I NTRODUCCION Y DEFINICIONES . -

Es uno de los mov imientos mas i mport antes de la físic a clasi ~ a , tan 

to teórica como apli cada . 

En general, cualquier movimiento o evento que se repita a interva -

los de t i empo iguales se l e denomina "Periódico" . Cuando observa 

mos el universo en nuestra vida diaria la experiencia muestra que 

nos encontra.i.-nos frecuentemente en un sin número de movimientos pe­

r iódicos . 

Cuando una partícul a reali za un movimiento per iódico de ida y vue l ­

ta sobre l a mi sma trayectoria alrededor del punto de equilibrio , lo 

ll amamos movimiento ''oscilatorio" o 11 vibratorio", que considerare -

Ii10S sinónimos . A un sistema que oscila se le suele ll a..-uar "oscila-

dor" . 

La importancia de este problema radica en el hecho que iguales ecu~ 

ciones matemáticas se presentan en una amplia variedad de problemas 

en Física. En verdad , poco podría.i.11os saber del mundo fís ico sin 

comprender la dinámica de los sistemas osciladores. 

Como ejemplos que pretenden corroborar la presencia permanente de 

las oscilaciones o vibraciones, citaremos los siguientes : 

- En general cualquier cuerpo , corno las ca..-npanas y ta.i.11bores vibran 

al ser golpeados por un objeto corno podernos comprobar por la on­

da sonora que llega a nuestros oídos , al transmitirse su mov imien 

to al aire que los rodea . Es decir , las partículas del aire y 

nuestros tímpanos también vibran. 

- Además de las vibraciones de nuestros tímpanos cuando escuchamos 

o de las vibraciones de nuestras cuerdas vocales en la laringe 

cuando hablamos , hay también otras importantes funciones fisioló­

gicas que implican vibraciones como en los pulmones cuando respi­

ramos y los latidos del corazón. Incluso cuando tenernos frío 
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"titirit~os" 

- Cuando se escucha la radio hay circuitos eléctricos y electróni­

cos , en los emisores y receptores , que oscilán . 

- Los terremotos producen vibraciones en la tierra (o en cualquier 

planeta que se produzcan) que se registran en los sismógrafos y 

que a veces tienen efectos devas tadores . 

El péndulo de un reloj oscila, la cuerda de una guitarra vibra, 

etc. En general toda estructura mecánica cuando se le disturba 

es suceptible de vibrar. 

- Las vibraciones también están presentes en los átomos, el nGcelo , 

las moléculas de un cristal , etc, y también en la astrofísica. 

- Las mareas debidas fund amental men t e a la atracc ión de la Luna, l a 

superficie del mar oscila bajando y subiendo con un período carac 

terís tico. 

- A la lu z que nos permite leer es t a oración corresponde también um 

osci l ación, no mecánica como las citadas en casos anteriores co -

rrespondientes a las vibraciones de las partículas de un cuerpo, 

en este caso corresponden a una oscilación del campo el ectromagn_§_ 

tico . 

- Para finalizar, diremos que la idea dinámica de la oscilación tam 

bien se aplica a contextos muy diversos desde una perspectiva ge­

neral , p . e .: los sistemas económicos muestran una tendencia a os­

cilar con subidas y bajadas de la actividad económica , conocidos 

como ciclos económicos . También puede observarse en el rendimieE_ 

to de los alumnos de un curso , como este de Física General , la 

tendencia a oscilar con subidas y bajadas dél promedio de notas se 

mestral . 
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La característica funda!ílental de las oscilaciones es que el movimien 

to se repite a intervalos de tiempo iguales, es decir periódico . Lue 

go se define: 

El "Per i odo" -¡- de un movimiento oscilator i o es el tiempo 

c u a l e l movimiento se rep i te. 

en el 

Un " Ciclo " , u osci l ación c omp l eta, es el movimiento completo de 

i da y v u e l ta que se real iza en u n period o. 

La 11Fre cu encia" v d e l mov i mi ento oscil a torio es el número de ci­

c l os u osc il aciones que se dan en una un i dad de t i empo . Por lo 

tanto, observarnos qu e l a frecuenc i a es e l recíproco de l período, 

esto es: 

V = 1 
T 

La unid ad de l a frecu e n c i a es e l cic l o p o r s eg u ndo (c/s ,cps, o 

s i mp l eme n te s - 1 ). Es t a unid ad re c ibe e l nombre cie hertz (Hz). 

Fij emos nu e s t ra atención para c omenzar, e n e l mov i mi ento os cilatorio 

d e un a p artícul a de ma sa m que es tá limitada a moverse e n líne a rec­

ta . Es to es , en una dimensión y por lo tan to solo nec es itaremos un a 

coordenada x p ara especificar la posición de la p artícul a e n cu a l­

quier instante (posteriormente incluiremos el mov imiento oscilatorio 

angular y para especificarlo tomaremos una variable angular 8 ) . Asu 

mimos que ex iste p ara la partícula una posición de e quili brio e s ta­

ble y designamos a es te punto como el origen de coord en ad as (x = O) . 

Luego , en este movimiento se denomina : 

"Posición de equilibrio" es la posición en la cual no actúa ningu­

na fuerza neta sobre la partícula . 

" Desplazarniento 11 es la distancia a la que se encuentra la partíc~ 

la desde su posición de equilibr io en cualquier ins t ante . 
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La 11Amplítud 11 A del movimiento oscilatorio es la magnitud del de~ 

plazamíento máximo . Es decir , ya sea el desplazamiento posí tívo 

o negativo se torna siempre positivo, en valor absoluto . 

Sí se saca a la partícula de su posición de equilibrio en cualquier 

dirección y se le libera, una fuerza la jala hacía la posición de 

equilibrio . Esto es, la fuerza trata de reponer a la partícula en 

su posición original de reposo y, por lo tanto, se le denomina 

"Fuerza Restauradora 11
• ConsiderareTilOS que esta fuerza es f uncíón 

solamente del desplazamiento F (x) y en particular una relación mat~ 

máticamente lineal, luego : FR = - kx. La constante de proporciona­

lidad k es una constante positiva que se denomina de "Recuperación11 

y el signo negativo se establece debido a que la fuerza recuperado­

ra siempre está dirigida hacia la posición de equilibrio u origen . 

Como hemos visto en el capítulo anterior este tipo de fuerzas invo­

lucran deformaciones elásticas de cuerpos o dispositivos que obede­

cen la Ley de Hooke . 

En un caso físico real también hay que considerar la presencia de 

fuerzas resistivas que disipan la energía amortiguando el movimien­

to oscilatorio . Aslhuirernos que la "Fuerza Amortiguadora" es direc­

tamente proporcional a la velocidad y opuesta a ella , esto es : 

FA= - bv. El parámetro b es una constante positiva que se denomi­

na de "Dis ipación 11 o 11 Amor tiguai.-nien to 11
• 

Ad icionalrnen te a un oscilador se le puede surninis tr ar energía sorne -

riéndolo o forzándolo mediante la acción de una fuerza externa F(t). 

Para fina li zar esta introducción presentaremos un cuadro resumen de 

las cantidades dinámicas y parámetros físicos que intervienen en la 

solución de los movimientos oscilatorios que estudiaremos a continua 

ción~ 

- x Coordenada o desplazamiento - k Recuperación 

- x Velocidad - b Disipación o Amortig. 

:- m Masa - F ( t) Fuer za Externa 
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lú . ~-, MOVIMIENTO OSCILATOR IO AR.MONICO SIMPLE.-

El termino armónico se aplica en general a las expresiones que con­

tienen terminas con las funciones seno y coseno . Como veremos, un 

movimiento oscilatorio siempre puede ser descrito por estas funcio­

nes y al mas sencillo de estos movimientos se le denomina : movunien 

to oscilatorio armónico sim~le . 

. Oscilación Libre Lineal . -

Para que una partícula ejecute un wOV~uiento oscilatorio armónico 

simple debe estar sometido solo a la acción de una fuerza restau­

radora proporcional a l despl2za.11iento . Si se le comunica .una ener 

g·Ía inicial a la partícula y se le libere., ejecutara un movimiento 

de oscilación libre lineal alrededor de la posición cie equilibrio . 

Después de estudiar detallad~11ente este movimiento consideraremos 

la oscilación libre angu lar . 

El ejemplo, prototipo o modelo, más sencillo de un oscilador armó­

nico s~~ple es el siste2a masa-resorte sujeto a una pared como se 

muestra en la f i g. 1O.1 y teniendo en cu en ta las siguientes id e ali 

zaciones: 

- Pared 

La pared es rígida y está fija en el espacio . 

- Masa 

La partícula esta sometida solo a la acción recuperadora prod2::_ 

cicla por el resorte. No actúa sobre ella ningún otro tipo de 

fuerza, en particular se despreciaran, comparadas con la del 

resorte, las fuerzas amortiguadoras disipativas de fricción con 

el apoyo horizontal y la resistiva viscosa del aire. 

- Resorte 

La masa del resorte es despreciable comparada con la masa de 

la partícula, asumimos que no tiene masa . 

No existen fricciones internas ni externas en el resorte que 
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produzcan acciones disipativ as . 

La relación elástica fuerza vs deformación del resor te es e x ac 

ta.mente lineal , es decir , obedece a la Ley de Hooke . Y, por lo 

tanto , las deformaciones del resorte deben ser relativ amente 

pequeñas para que no se produ z can efectos permanentes y la re­

lación elástica con la fuer z a sea en todo momento estrictamen-

te lineal . 

A pesar que comenz~~os con muchas s~~plificaciones o apro x imaciones , 

corno los as pectos esenciales del problema no se han comprometido , la 

solución de este problema es muy importante y útil pues en muchos ca 

sos r eales esta aproximación puede darnos resultados satisfactorios . 

-?_ k m 
f/ 

a ) ~ 
111 X 

'* (+) 
// o 

b) 

c ) 

Fig . 10 . 1 .- Oscilador armónico simple: Masa-Resorte . 

l 14 

En la posición a) el resorte esta "Relajado", en b) E~ 
tirado y en c) Comprimido . En ambos casos se muestra 
la fuerza que ejerce sobre la masa . 



Si la constante de rigidez elástica del resorte es k y el desplaza­

miento x de la partícula se mide a partir de la posición relajada 

del resorte (sin estirar, ni comprimir), la fuerza restauradora que 

ejerce sobre la partícula es: 

F - kx 

Aplicando la l ey de Newton se obtendrá la ecuación diferenci a l del 

movimiento del oscilador armónico simple . Sustituyendo la Ley de 

Hooke F = -kx en la ecuación de Newton F = ma, horizontalmente se 

tiene: 

m x - kx 

m x o 

k X = Ü 
m 

Como m y k son cantidades constantes características de l sistema en 

este caso particular del oscilador masa-resorte y teniendo en cuen­

ta que en l a ecuación diferencial aparece el cociente entre ellas 

(k/m), podernos definir una nueva cantidad constante: 

2 
W o 

k 
rn 

> 

La conveniencia del radical introducido en esta definición, y su i~ 

terpretación física , la apreciaremos al plantear el desarrollo para 

encontrar la solución de la ecuación diferencial . Sin embargo, es­

tablezcamos ahora dirnensionalrnente su unidad : 

( _N_1 -)1/2 
kg . rn 

kg . rn/s
2 

)1/2 
kg . rn 

y la unidad de w~ será s- 2 la cual multiplicada por x en metros nos 

da m/s 2 ,unidad de aceleración corno lo establece la ecuación de New­

ton ( x = - l x) . 
rn 

Con esta cantidad Wo podemos escribir la ecuación diferencial del 

oscilador con una sola constante. Luego, 
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~ + W~ X Ü 

Resolviendo esta ecuación encontraremos x(t), v(t) y a(t) . 

Esta ecuación corresponde a las lla~adas ecuaciones diferenciales 

ordinarias de segundo orden lineales con coeficientes constantes , 

que se presentan repetidas veces en el estudio de la Física . La 

matemática nos enseña la metodología para encontrar sus soluciones , 

técnica que como extensión presentamos al finalizar este capítulo, 

en el apéndice II . 

Para el caso particular del oscilador armónico simple podemos aquí 

efectuar explícitamente las integrales correspondientes partiendo 

de la aceleración que la ecuación diferencial de Newton establece , 

es to es : 

., 
x - w~ x 

como: 

:.: dv dv dx dv 
dt dx dt dx 

V 

podemos eser ibir: 

dv 2 
V 

dx 
- Wo X 

Separar variables (x y v) e integrar: 

V X 

J V dv w~ J x dx 
Vo Xo 

Estableciendo "condiciones iniciales" a t 

y despejando la velocidad se tiene: 

11 6 

2 

(x~ + ~ ) - x 2 

2 
Wo 

o x 0 y vº, efectuando 



Si definimos para el termino entre paréntesis: 

queda : 

2 
2 , V a 

X 0 T --

2 
Wa 

> 
.., 

A 
V ~ 

Obteniéndose la velocidad en función del desplazamiento , v 

1 
2 

- X 

f ( x ) : 

Note que A tiene dimensión de longitud , lo cual puede muy fácil com 

probarse dimensionalmente de la definición . 

Continuando con el desarrollo de la solución, como v 

dx 
dt 

Separando variables (x-t) e integrando: 

t 
W 0 J d t 

o 

X 

W0 t J 

X 

J 
X o 

dx 

dx 

dx 
dt 

se tiene : 

Para efectuar la integral del segundo miembro cambiemos de variable: 

X A sen e 

con límites de integración: 

e X 
are sen A y 

> dx A cos e de 

are sen ~o 
A 
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teniéndose, 

w0 t 

luego , 

e 
J 
60 

A cos 8 d8 

A/ l-sen 2 e' 

Por lo tanto, como x 

buscada, x = f(t): 

A sen 8, finalmente obtenemos la solución 

y, emplazandola en las expresiones anteriores que tenemos de v(x) y 

a(x), o más fácilmente derivándola consecutivamente dos veces con 

respecto al tiempo, se obtienen v(t) y a(t) : 
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En la fig . 10 . 2 se grafican estas funciones : x(t) , v(t) y a(t) . 

(fig . en la pág . sgte . ) 



X 

2n 
T =­

Wo 

Fig . 10 . 2 . - Gráficas del desplazamiento x , velocidad v , y aceleración a, 
en función del tiempo t, en el movimiento armónico simple . 
Cuando el desplazamiento es máximo, la velocidad es cero y 
la aceleración tiene también un valor máximo pero en sentido 
opuesto al desplazamiento . 
Cuando el desplazamiento es cero , la rapidez es un máximo y 
la aceleración es cero . 
Nota : Solo por consideraciones de dibujo se han tomado esca­

las verticales diferentes para x , v y a . 
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Las cantidades A y 6 0 de acuerdo a las expresiones utilizadas para 

establecerlas , como puede v erse , dependen de las condiciones inicia 

les , es decir de la posici6n inicial x 0 y de la v elocidad inicial 

v 0 • Físicamente podemos decir , de las energías potencial y cinéti­

ca que se le comunica inicialmente al oscilador para luego liberaE._ 

lo y que inicie su mov imiento oscilatorio . Corno la fuerza ejercida 

por el resorte es conservativ a , la energía mecánica total (poten -

cial más cinética) se conserv a durante todo el mov imiento de oscila 

ci6n libre . Más adelante insistiremos con mayor detalle sobre este 

aspecto . 

Es conv eniente y particularmente Gtil resaltar que estas dos canti­

dades ( A y 8 0 ) estan relacionadas trigonométrican:iente y geométric a ­

mente mediante un triá ngulo rectángulo . Esto es : 

/A 2 - .., 
X~ 

Xo 

Ve 

A sen 8 0 > sen Be 
A 

> ( ~ 
Wo 

~ 80 = ar ctg ( X 0 Wo 

Va 

2 2 
A -X 0 

Antes de continuar es indispensab l e que el lector repase y es t udie 

cuid adosamente el c omport&uiento y las características de l as fun­

ciones trigonométricas qu e se presentan al final del presente cap_i 

tulo en el Apéndice I. 

Hemos obtenido que el desplazamiento de la partícula esta expresado 

mediante una función matemática senoidal: 
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Analicemos ahora el significado físico de la constante wo . La fun­

ción trigonométrica que tenemos es periódica en el tiempo (t), sí 

w0 = l el período es 27í y si w0 f. l el período es 2Ti/Wo (v er Apd. I) . 

Luego , como w0 = lk/m , el período (T) del movimiento armónico sím 

ple del oscilador será: 

T = 

y, consecuente la frecuencia (v) estará dada por : 

l 
T 

de modo que , 

Lu ego l a cant i dad w0 difiere de l a frec uencia v solo en un factor 

27í , teni endo corno d i mens i on s-1 y su unid ad s er á e l rad ián /segundo 

(r ad /s) . 

Al argumento de l a f unción trigonométrica, es d ecir a (w 0 t + 8 0 ) , 

se le llama la " Fase" del mov imi ento . Es claro que la deriv ada de 

la fase respecto al tiempo en este caso es i gual a Wo y por ello se 

expresa en radianes por segundo (ver Apd . I ) . 

En un "Diagrama Fasor o Rotor" la fase (w 0 t + 8 0 ) e s el ángulo qu e 

forma , en el instante t , el 11 Fasor 11 o "Rotor" con e l e je hori zontal 

de referencia y la rapidez de giro o v elocidad angular del f asor s~ 

rá w0 , es decir la misma cantidad que tenemos en el mov imiento armó 

nico s i mple (ver Apd . I) . 

Por l o t an to , a la cantidad w0 se le suele llamar "Frecuencia Angu­

lar", s in embar go , debe quedar claro que tanto w0 como v miden la 

mi sma magnitud en dis t intas unidades : w0 en r ad/s y ven c/s . 
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Además, observe que en la solución encontrada del oscilador arm6ni 

co simple la frecuencia del movimiento es única y que la cantidad 

w0 es una constan te que depende solo y exclusivarnente del oscila 

dor dado , es decir , de las características físicas de los elemen -

tos que conforman el sistema : la constante de recuperación k y la 

masa m, e independiente de las condiciones iniciales Cxo y vº). 

Por es o , físicamente nos referimos a ella como la "Frecuencia Natu­

ral del Sistema" . 

El ángulo 8 0 para el instante inicial t = O es la fase inicial del 

movimiento y se le llama la "constante de fase". Y, x 0 =A sen 8º 

es el corres pondiente despla zamiento inicial con respecto a l origen 

de coordenadas x = O. En general al ángulo 8 0 en (w 0 t + 6 0) lo en­

tendemos por "Desfase.je", p.e.: si se tienen dos mo v imientos con di 

ferente constante de fa se decimos que están 11 defasados 11 entre ellos. 

La cantidad A tiene un significado físico sencillo, como : 

/A sen ((.:Jot + 6o) I ~ A se tiene que x,. 
max 

A, es decir, el des plaza-

miento máximo medido desde la posición de equilibrio x = O es igual 

a A . Por lo tanto, decimos que A es l a "Amplitud 11 de l movimiento. 

La constante de fase 80 y la amplitud A de la oscilación, como ha 

quedado claramente establecido anteriormente, dependen de las candi 

ciones iniciales que se le imprimen arbitrariamente a la partícula 

y no se de terminan median te la ecuación ci if er encial . Por eso, tam­

bién reciben el nombre genérico de "constantes arbitrarias" . Mien -

tras que, por otro lado, la frecuencia w0 queda completamente deteE._ 

minada por la ecuación diferencial , siendo una constante que depen­

de solo del sistema oscilador e independiente de las condiciones 

iniciales . 

Esto significa que para un oscilador dado el movimiento de la parti_ 

cula tendrá solo una frecuencia fija e inamobible característica na 

tural, pero en cuanto a fase y amplitud podrán presentarse una gran 
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variedad de mo v imientos que dependerán de las div ersas posibles co~ 

diciones iniciales . Sin embargo , una v ez iniciado el mov imiento la 

partícula oscilará con frecuencia , amplitud y fase constantes , conti 

nuáncio así oientras no se le perturbe . 

Para reforzar estos conceptos y al mismo tiempo fam i liarizarnos con 

l a s ol u c i ón de ecuac i ones d i ferenc i a l es , es conveni ente encontrar 

nu evamente la s oluci ón de l movimien to oscilatorio armónico simp l e a 

partir del anál i sis , ob s ervación y requerimientos que plantean l a 

propia ecuac i ón diferencial , l a so l ución esperada y e l movimiento 

que descr i be . 

Al apli car l a ecuación de New t on hemos encontrado la ecuac i ón dif e-

rencial de l movimi ento : x + w~x O; donde hemos defin i do, para el 

osc il ador dado, l a constan t e k/rn . Esta ecuación d i ferencia l 

estab l ece una re lación entre la func i ón x (t ) y su segunda der i vada 

con res p ecto a l t i empo x (t) , es cribiendol a de l a s i guien te manera : 

.. 2 
X W0 X 

La expresión r equiere que la segunda derivada de l a funci ón sea pr~ 

porcional con signo negativo a la función que buscamos , si endo w~ la 

constante de proporcionalidad . Físicamente , este requerimiento esta 

blece que la aceleración de la partícula sea proporcional y de sentí 

do opuesto a su desplaz~uiento . 

Por otro lado , al observar el mov imiento del oscilador vemos que es 

un movimiento periódico y limitado . Por lo tanto , la f unción x (t) 

que lo descr iba debe cumplir t ambién con es t os r equerimientos . 

Dentro de l a s funcio nes ma t emáticas qu e conocemos las únicas que t ie 

nen las pr opiedades o car ac t erí s ticas par a sa t isfacer todos los re­

querimientos exigi dos , son l a s funciones tr igon6me tr icas seno y cose 

no o alguna combinación de ellas . Luego, es cribamos l a expresión más 

gener al qu e podemos para r epr esen t ar a t od a l a fami l ia de es t as fun-
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ciones (ver Apd. I) : 

X A sen (wt + o) 

Asumamos tentativamente que esta función x(t), con las constantes A, 

w y o todavía desconocidas, es solución de la ecuación diferencial . 

Par a que realmente lo sea, al re emplazar en ella x ( t) y x ( t) debe 

satisfacerla y nos podrá fijar las constantes restringiendo como s~ 

lución a algunos miembros de la familia que representa . Derivando­

la sucesivamente dos veces con respecto al tiempo , tenernos 

X A w cos (wt + o) > X - Aw 2 sen(wt + o) 

sustituyendo en la ecuación diferencial, se tiene: 

Aw2 sen(wt + o) = - w~A sen(wt 6) 

y, simplificando obtenemos que: 

2 w / W = W0 = j; 
1 

con esta condición x (t) es efectivamente solución de la ecuación di­

ferencial y podemos escribir que la solución es: 

X = A sen(wot + o ) 

Note que la familia se ha reducido, solo los miembros que tienen una 

frecuencia angular con valor igual a /k /m son admitidos como solu­

ción . Dado que w0 es una cantidad constante que solo depende de las 

características del oscilador l a llamamos frecuencia natural . La 

partícula de ninguna manera podrá oscilar con otra frecuencia , podr:=. 

mos decir , porque la Ley de Newton así lo exige . 

Las constantes A y o están aún indeterminadas , la ecuación diferen -

cial no las determinan . Esto significa que para cualquier elección 

arbitraria de estas constantes la función propuesta como solución s~ 

tisfacerá la ecuación diferencial , o sea , con la frecuencia de osci­

lación determinada (w 0 ) muchos movimientos diferentes son posibles 

para el oscilador . 
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Realmente esto es característico de una ecuación diferencial de mo 

vifiliento, estas no describen un movimiento único, sino más bien a 

un grupo de posibles movimientos que tienen alguna (o algunas) ca 

racterística en común establecida por los coeficientes de la ecua -

ción diferencial, en este caso, la frecuencia w0 = /k/m , pero que 

difieren en otras (A y 6) . La expresión que describe a todos los 

miembros de la familia que satisfacen la ecuación diferencial se de 

nomina "Solución General" (ver Apd. 11) . 

Para una ecuación diferencial de segundo orden, como lo es la ecua­

ción de movimiento de Newton, la solución general siempre contiene 

dos constantes arbitrarias (n paranº). Pero en un problema físico 

no hay arbitrariedad, estas constantes dependen de la energía inicial 

con la cual se pone en movimiento al oscilador, esto es,dependen de 

las condiciones iniciales dadas x 0 y v 0 • Luego A y 6 deben escoger­

se para que correspondan justamente al problema físico oscilatorio 

particular . 

Determinemos A y ó para la c . i. genérica a t=O; x=x 0 y x 
plazando estos valores en la solución general, se tiene : 

X A sen(wot + 6) > 

X 

V •• o 

Vo 

A sen 6 

Vo, r eern-

resolviendo simul tánearnente ambas expresiones' o mas fácilmente me­

diante la ayuda geométrica de un triángulo rectángulo , se encuentra: 

2 

sen ó 
Xo 

A + ~ A 2 
Wo 

Xo 

Vo/Wo cos o v 0 /Wo ó arctg ( Xo Wo 
A Vo 
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Con estos v alores de A y o , el movimien to particular del oscilador 

queda determinado c ompleLarnente .Por supuesto que estos valores son 

los mismos que establecimos anteriormente (salv o que a ó la denomi 

namos 8º) . 

Para finalizar mostraremos que la constante de fase o nos permite 

escribir también la solución como una combinación lineal de seno y 

coseno de w0 t , (ver Apd . I) , utilizando la identidad trigonométrica 

del seno suma de dos angulso se tiene : 

X Asen(wot + o)=(Acoso)senwot+(Aseno)cos wot=Bsem.iot+Ccoswot 

co n: B A cos 

c A s en 

Luego , l a so l u c ión es: 

X 
Vo 
Wo 

o A 
Vo / wo Vo 

A Wo 

o A 
Xo 

X o 
A 

En real idad esto es una propiedad de las ecuaciones diferencial es 

(ver Apd . I I) . Como sen Wo t y cos w0 t i ndependie n temen te sa t isfacen 

a l a ecuación diferenc i a l , lo cual pueden fáci l men t e comprobar por 

s u stitu ción, para dos constan tes arbi t rarias By C ta~bi en Bsenw
0

t 

y Ccosw
0 

t l a satisfacen -cada 1.mo independientemente y l a solución g~ 

neral es una combinación lineal de amb as , es decir : Bsenwo t + Ccoswº t · 

Las constantes B y C quedan determinadas por las condiciones inicia 

les . 

X = A sen(wot + o) 

* Resumiendo : 

x Bsenw 0 t + Ccosw
0 

t 
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Pasemos ahora a estudiar la energía en este movimiento lineal armó 

nico simple . 

Como hemos v i sto en el ítem 5 . 4 (Pág . 26, vol. 2 ) la fuerza elás­

tica es una fuerza conservativa , luego, dU/dx = - F(x) = kx e inte 

grando, la energía potencial que se obtiene es : 

1 2 
U (x) = 2 kx 

Función que se grafica en la fig. 10 . 3 . 

Para el oscilador hemos obtenido que x=Asen(w 0 t + ó) , luego la ener­

gía potencial en func i ón de l tiempo será : 

teniendo un valor máximo: u 
rn 

1 = 2 k A2 

La energía c iné t i ca, por def i nici6n (ver ítem 5 . 2), es : 

2 K = 2 mv 

Para e l oscil ador hemos obtenido qu e v=A~ 0 cos(w 0 t + ó), l uego: 

1 2 .., .., 
K = 2 kA w:,cos-(w0 t + ó ) 

Con : w~ 
k 

s e tiene : 
m 

K l_ kA 
2 cos 2 (w0 t + ó) K 

ID 
cos 2 (wo t + ó ) 

teniendo un valor máx imo : K l_ kA2 
m 2 

Y, la energía mecánica total E K + U sera : 

E ; kA2 sen2 (w 0 t + ó) + -Í kA cos 2 (w 0 t + ó) 

Valor constante como er a lo esperado , por ser conv ervat i va la ún i ca 

fuerza que actúa sobre la masa , e igual a los valores max imos de 

las energías potencial y cinét i ca . Por lo tanto , 

E constante u 
m 

K 
m 
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U(x) 

E 

X 

o 

Fig . 10.3.- Energía potencial en el movimiento oscilatorio armónico 

simple, como función de la posición o desplazamiento a partir de la 

posición de equilibrio . 

Para una energía mecánica total E, se muestran los valores de U y K 

correspondientes a una posición x. 

Cuando el desplazamiento es máximo la energía cinética es cero (K=O) 

y la energía potencial es máxima (Um = 4- kA 2 =E). En cambio,cuando 

la partícula en su movimiento se encuentra en la posición de equili­

brio (x = O) la energía potencial es cero (U=O) y la energía cinéti­

ca es máxima (K l k.A 2 =E) . 
ID 2 

. OSCILACION LIBRE ANGULAR 

Para que un cuerpo ejecute un movimiento angular oscilatorio armoni 

co simple debe estar sometido solo a la acción de un torque o momen 

to restaurador proporcional al desplazamiento angular . Si se le co 

munica una energía inicial y luego se le libera, ejecutará un movi­

miento de oscilación libre angular alrededor de la posición de equi:_ 

librio . 
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Desde el punto de vista oscilatorio este caso es semejante al que 

acaba~os de tratar, con la diferencia que ahora utilizamos una va 

riable angular para des cribir el mov i miento . Corno veremos a con­

tinuac i ón ambos son matemáticamente idénticos . 

En es t e caso e l proto tipo físico más sencillo es e l sistema denomi 

nado "Péndulo de Tors i ón", que consiste en un cuerpo rígido suspe~ 

dido de su centro de masa por un e j e o alaobre corno se muestra en 

l a Fig . 10 . 4. 

~:. s 
11 

'>--1i--:: 

' ..=c-j/J ;::= ///~/// -=:-;¡ :;¡z /j¡ -=;:1# ?///z=/1/=-

(-) 

º)( 
(+) 

Fig . 10 . 4 . - Péndulo de Torsión . En el sistema mostrado se ha tornado 

cowo cuerpo rígido un disco , pero en general , puede ser cualquier 

otro cuerpo , p . e . : una varilla o una mancuerna (varilla con masas en 

sus ex tremos) . El eje vertical está asegurado firmemente en ambos ex 

tremas , el soporte (s) y el C. M. (o) del disco . Como idealización se 

considera que su masa es despreciable comparada con la del cuerpo . 

Cuando se gira el cuerpo un ángulo e en el plano hori zonta l , el eje 

ver rical se torcerá y ejercerá un tor que o momento recuperador sobr e 

el cuerpo que tiende reponerlo a su posición de equilibr io , y si se 

deja libr e oscilará resultando un mov imiento armóni co simple a ngular. 
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El torque restaurador , para torcimientos relativamente pequeños den 

tro de los límites elásticos como vimos en el ítem S. 9 y P . N~ 39 

del capítulo anterior, es proporcional al ángulo de torsión , o sea 

al desplazamiento angular 6 del cuerpo , de acuerdo a la Ley de Hooke , 

esto es : 

T 0 - K8 

A la constante de proporcionalidad K se le llama de " Torsión" y de­

pende de las propiedades elásticas y características geométricas del 

eje . Esta constante es positiva y el signo negativo establece la "Re 

cuperación angular" hacia la posición de equilibrio u origen . 

Aplicando la ecuación de Newton para rotaciones de un cuerpo rígido 

alrededor de un eje fijo (ver Cap . 7, pág . 165 - Vol 2) : 

Donde , lo es el momento de inercia del cuerpo respec t o al ej e. 

Reempla zando Tº' se t iene : 

lo e - Kél 

lo e + K8 o 

e +~ 
l o 

e o 

l lamando : 

2 K :> !f (JJ o 
1 0 

Wo 

la ecuación diferencial del movimiento es : 

e + w~ e o 

ecuación que matemáticamente es idéntica a la lineal . Luego, la so­

lución angular , armónica simple , será : 

e = e . sen(wo t + o) 
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Do nde 8 es la amplitud angular de la oscilación y c5 la co n stante 

de fase . Cantidades que , corno anteriormente establecimos , depeE_ 

den de las condiciones iniciales a t = O: posición angular 

velocidad angular 8 0 • Note que aquí utili z arnos w0 para denotar 

a la frecuencia angular natural de la oscilación (w 0 = J-k/1 0

1

) y no 

la hemos utilizado para la velocidad angular inicial (é0 ) . Y, el p~ 

ríodo y la frecuencia del movimiento serán : 

2 iT 
T = 

Para un disco , corno en el p éndulo mostrado en la Fig . 10 . 4 , de masa 

M y r adio R, su inercia rota cional o momento de inercia con respecto 

a l eje que pasa por su centro de ma s a, es : 

I l 1"1 R2 
o 2 

Finalmente para terminar , resumai.~os comparativamente las cantidades 

lineales y angulares que intervienen en las oscilaciones armónicas 

simples que acabamos de estudiar . 
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10.3 OSCILADOR ARMONICO CON ACCION EXTERNA CONSTP~TE.-

Analicemos el movimiento que se presenta cuando se tiene un oscila­

dor armónico y la presencia adicional de una acción externa ejerci­

da por una fuerza constante Fo. Si a la partícula se le imprime 

energía inic i al y se la l i bera, ahora, además de la acción restaura 

dora del resorte actúa sobre ella l a fuerza constante Fo. 

;::; k m 
/ // 
-:;;~ __ _, F =-Kx 

K 
t' ' F º (a) 
'-l/ //! 

~ 
/!/ 
..--'.: 

(+) 

1 l j / 
>~< 

F =-k(x +v) k o 1 .l 

""' 
(b) 

1 

-t-1 º-, -----:--y--1,...-- ( + ) 

Fi g. 10 . 5 .- Oscilador armónico masa-r esor te some t ido a la acción ex 

terna de una fuer za constante F 0 • 

En a) el desplaz2.I!lien to de la partícula lo da la coord e 

nada x respecto a la posición o , cuando el resorte está 

relajado (sin deformación elástica) . 

En b) el desplazamiento de la partícula lo da la coorde 

nada y respecto a una posición O' cualquiera, situada 

a una distancia x 0 1 de O. 

En ambos casos se muestr an las fuer zas que actúan hori­

zon talmen t e sobr e.la par t í cula de masa m, (D . C. L, ) . 

Resolvamos pr imer o con respec t o a la posición O, cuando el r esorte 

es t a rel a jado (sin deformación elástica) , como se mues tra en l a f i 

gura 10 .5-a ). La e cuación difer encial del movimiento sera: 

m X - kx + F 0 

m X + kx = Fo 

X + ~ X 
Fo = 

m m 
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como definimos anteriormente, tomando: 

k :> w = ~ 
º v;;; m 

queda , 

X 

El primer miembro de esta ecuación diferencial es idéntico al obteni 

do anteriormente y corresponde al oscilador simple, es decir, a la 

acción del resorte sobre la masa. El segundo miembro aparece por la 

presencia de la fuerza externa al sistema masa-resorte . Por lo tan­

to, deben superponerse a~bas acciones. 

Para el oscilador armónico simple la ecuación diferencial correspon­

diente es x + w~x = O (sin segundo miembro) y su solución , que llama 

remos "complementaria", es : x =A sen (w 0 t + ó) . 
c 

Ahora, debemos buscar una solución de la ecuación diferencial tal 

cual, es decir , correspondiente al segundo miembro en particular que 

tenemos y la denominaremos "Par ticular 11 x . Luego , es ta solución d~ 
p 

be ser tal que satisfaga la ecuación diferencial con el segundo miem 

bro. 

Inspecc i onando la ecuación diferencial que tenemos , en este caso, e l 

segundo miembro es constante (F 0 /m) y la solución que propongamos de 

be ser tal, que multiplicada por w~ y sumada con su segunda derivada 

sea constante . Esto sera así, solo si es constante y cuyo valor de­

bemos determinar . 

Luego, tomemos x = C (x = O) y reemplazemos en la ecuación diferen 
p p 

cial para encontra su valor, se tiene: 

o + w~C = Fo 

m 

e= F 0 /m F ofm ~ 
2 k/m k Wo 
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y la solución particular buscada sera : 

Fa 
X k p 

Finalmente , la solución general es : (ver apénd i ce II ) . 

X X + X c p 

A sen( w0 t + ó) Fº 
X +-k 

Res olvamos ahora con res pecto a una posición arbitraria O' situada a 

una distancia x 0 , de O, corno se muestra en l a fig . 10 . 5- b) . En e s te 

caso la def ormac ión del resorte esta dad2 por : (x 0 , + y ) l uego , la 

ecuación d i ferenc i a l de l mov i miento sera : 

my - k( x 0 , +y) +Fo 

rny + ky Fo - k.>;. º ' 

k ~ k y + ;y = - Xo1 rn m 

+ 
2. Fo 2 y Wa.Y =;--- - Wo Xo1 

Observ&~os que nuevamente el primer miembro de esta ecuación es mate 

maticamente idéntico al obtenido anteriormente y que el segundo miem 
f;' 2 

bro es también constan te , pero igual a ( ~ + w0 x 0 , ) • Luego , la so 
ID 

lución complementaria sera : y =A sen Cwot + ó) y debemos buscar la 
c 

solución particular para el segundo miembro que tenemos . Tornando : 

y = C (y = O) y reemplazando en la ecuaci ón diferencial , se tiene : 
p p 

o + w ~ e !.E_ 
m 

e 

y la s olución particular s erá : 

F 0 /m 

k/m 
- Xo 1 
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y 
p 

x' o 

teniéndose corno solución general : 

y = 

( ) , Fo 
y = A sen w0 t + Ó -:- k - X o 1 

Pero , esta solución se simplifica considerablemente si escogemos COE_ 

venientemente l a referencia o' , juste.mente en la posición de equili­

brio y no en f orma ar b itraria . 

Ca lculeoos l a posición de equilibrio es tático (x ) con respecto a la 
e 

posición O, cuando el resorte esta rel ajado , 

k X 
e 

Fo > X 
e 

Tornando : x = x 
o 1 e 

F º 1 ,.. . ' 1 1 .,.. 
~ , o s terminas constantes ae a so ucion se 

cancel an y so l o queda e l t ermino armónico . 

Luego , l a soluc ión general respe c to a l a posición de equil ibrio será : 

y A sen (w 0 t + 6) 

Teniéndose un movimiento oscilator i o armónico simpl e a l rededor de l a 

posición de equi l i brio. 

Movimiento igual al obtenido en el ítem anterior 10 . 2, pero allí, la 

posición de equilibrio corresponde cuando el resorte está relajado . 

Generalmente ambas se tratan idénticamente refiriéndose con respecto 

a la " posición de equilibrio" puesto que tienen la misma ecuación di 

ferencial, observe que : 

- k(x +y) + F 0 e - Fo - ky +Fo - ky 

Por lo tanto , la fuer za restauradora que actúa sobre la partícula es 
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proporcional a la coordenada-y , medida a partir de la posición de 

equilibrio . Y, la ecuación diferencial del mo vimiento de Newton será 

matemáticamente idéntica , esto es : 

my - ky / 
., 

y + w~y o > y A sen Cwo t + o) 

Por ejemplo, si se tiene un cuerpo de masa m soportado (suspendido o 

apoyado) verticalmente por un resorte (ideal sin masa) de constante 

elástica k en el campo gravitacional uniforme constante g de la tie­

rra, cuando se le ioprime una energía inicial al liberarlo , realiza­

rá un movimiento oscilatorio armónico simple alrededor de la posi -

ción de equilibrio (ver fig . 10 . 6) . 

En este caso, la fuerza constante 

externa al oscilador, que actúa so 

bre la partícula, será: 

Fo mg 

Teniendo como posición de equilibrio 

estático : 
Fo mo 

~ 

X 

y 

F =-k(x +y) .l e ,{r ~-ky 
\*} \_) La solución 

X 
e k k 

mg 

Fig.10.6 Cuerpo suspendido de un 
resorte vertical en un 
campo gr avi tacional con~ 
tante . 
La fuerza restauradora 
es F ky. 

r 
El cuerpo ejecuta un mo 
vimiento armonice simple 
respecto a la posición 
de equilibrio . 

respecto a este punto 

será : 

Y, como y = x - xc, con respecto a 

la posición relajada del resorte, 

la solución será: 

X 
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lú .4 OSCILADOR AMORTIGUADO.-

En el oscilador libre, que hemos considerado en el ítem 10 . 2, el m~ 

virniento oscila.torio de la masa perdura. indefinidamente . En reali­

da.ci, esto es una idealización del vercia.dero ca.so físico, en el cual, 

se tiene la presencia. de fuerzas resistivas cie fricción que disipan 

la energía. a.mor tigua.ncio el movimiento y conf arme tr a.ns curre el tiern 

po van ciisminuyendo hasta desaparecer . 

La fuerza. 2Illortiguadora. es ca.usa.da., a menudo, por la resistencia vis 

cosa que ofrece el aire , , oponiéndose al movimiento de la masa dentro 

de el. La magnitud de esta fuerza depende de la rapidez de la partí 

cula, experiencia que es común para nosotros, p.e., cuando nos des -

plaza.mas en una motocicleta, al aumentar la velocidad sentirnos que 

la resistencia. del aire es mayor. 

En la mayoría cie los casos, la fuerza a.Inortigua.dora puede tornarse co 

rno proporcional a la velocidad y de sentido opuesto a ella . Esto es , 

linealmente : FA - bv = - b~. La constante de proporcionalidad b 

es positiva y cuantifica la disipación o amortigua.miento . Cuando de 

seamos tener un valor determina.do de ella , para tal fin , ha.y que fa-

bricar un dispositivo mecán ico , como lo es un pistón dentro de un 

f luído vis coso, llaraa.do 11 Amor tigua.dor" (recuerde que el re sor te tam 

bien es un dispositivo mecánico para producir una fuerza elástica con 

un valor desea.do de la constante de recuperación k) . 

En la fig . 10 . 7 se muestra un prototipo esquematiza.do de un oscila -

dor amortiguado . 
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/! 
V (+) % l. ~ !\. 

/Y m FR=-kx F =-bx % ,,-\ . A • 
/' 

/(! 
.;::: b l. ( +) / 

JI 
/ o X / 

11 

Fig. 10 . 7.- Oscilador .~ortigu2do. 
La masa m est~ someticia en la ciirecci6n x a la acci6n 
del re sor te: ? = - k:-: y del 2L:lor tiguacior: F !:. = - b}:. 
Por cou;ociiciad R de dibujo se i:an separado de1··e je al 
resorte y c.l 2-nortiguc.cior. En realidad deben montarse 

coc.xialmen te , el amortiguador al eje del re sor te . 

Ap licancio la ecuaci6n cie la ley ae Newton, la ecuaci6n diferencial 

ciel movimiento cie la raasa será: 

m X - k..x - b:{ 

m X bx k..x o 
b k o X X X = m m 

Observando la ecuación dif erencia.l es conveniente definir solo dos 

constantes (S y w 0 ) COn las características del sistema ill2.S2. (m) -· 

re sor te (k) - amortiguador (b) : 

2 6 
b 

B 
b 

m 2m 

~ k 

w =Jf u~ -+ 
m º m 

Con ellas, se tiene la ecuación diferencial escritc. de la siguien-

te manera: 

x + 2sx o 

La conveniencia de introducir el factor (2) y el exponente (2) en 

la definición de lc.s constantes S y w0 se apreciar~ al encontrar 

la solución de la ecuación . Con relación a las unidades, encontre 
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mos la unidad de S puesto que ya hemos establecido anteriormente 

que la unidad de w0 es s- 1
, dimensionalrnente se tiene: 

N ko- - mis 2 

~- mis s-1 
ko- kg o 

resultado esperado conforme lo establece la ecuación diferencial, 

pues al multiplicar b(s- 1
) por x(mls) nos da aceleración (mls 2

). 

La solución de la ecuación diferencial que tenernos depende del va­

lor relativo de la acción del amortiguador con respecto a la del 

resorte . Consideremos primero el caso cuando hay poco amortigua­

miento, denominado subamortiguado . 

. Oscilador Subarnortiguado: 

Cuando la acción a.~ortiguadora es pequeña , ella va reduciendo poco 

a poco el movimiento oscilatorio producido por la acción restaura­

dora del resorte. El movimiento se hace m2s lento , mayor período 

con menor frecuencia, y la amplitud va reduciéndose gradualmente 

hasta llegar a cero. Por lo tanto, es razonable esperar que la so 

lución siga siendo armónica pero amortiguada que corresponda a un 

Movimiento Armónico Amortiguado, tal como se le denomina . Luego, 

plantearewos una solución armónica con frecuencia angular w1 dif e­

rente y menor que wº' constante de fase o y amplitud A que decrece 
-rt exponencialmente en el tiempo A e Esto es : 

X 
-rt 

A e sen(w1t +o) 

Las constantes r y w2 deberán determinarse para que satisfagan la 

ecuación diferencial que establece la ley de Newton y las constan­

tes A y o seguirán siendo arbitrarias para satisfacer las condicio 

nes iniciales particulares dadas en cada caso. 

Para poder reemplazar en la ecuación diferencial la solución pro -
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puesta (x), primero encontremos x y x 

X 
-r t -r t 

Aw 1 e cos(w 1 t + ó) - Ar e sen(w 1 t ó) 

X = .., -rt 
0
_) -rt -rt ( ;:) 

Aw;e sen(w 1 t + - Aw 1 r e cos(w 1 t+ó)-Aw 1 re cos w1 t+u 

.., -rt + Ar-e sen(w 1 t + 6) 

reemp l azando y factorizando, se tiene: 

-r t .., - .., -r t 
Ae [-w; +rL - 2Br +w;] sen(w1 t +o) +Ae [-w 1 r-w 1 r + 26wr Jcos(w¡ t+o)=O 

[-w¡ +r 2 28r +w~ ] sen(w 1 t o)+ [-2w¡ r + 26w¡ J cos (w¡ t -¡- 6) o 

Como hemos agrupado coeficientes de seno y coseno del mismo argur:ie~ 

to en el tiempo (w 1 t + ó), la igual dad a cero para todo instante de 

tiempo t se c umplirá, solo si, los términos entre corchetes son, si 

mu l tánea e independientemente, igu ales a cero. Por lo tanto, se ten 

drá qu e: 

2w 1 r + 25w1 O -+ r = S 

Lueg o , la solución que satisface la e cu a ción difer enci a l s er á: 

- St 
x = A e sen (w 1 t + ó ) 

En est a e x presió n w1 
/, 2 2 

1 

debe ser r eal , por l o tan to , como W ¡ = w
0 

- f3 

la solución será válida siempre y cu a ndo : 62 < 
do se tiene poco amortiguamiento . 

2 
Wo • Es decir, cuan-

Al referir nos a w1 la llamamos " f r ecuencia" angu lar de l osc i l a do r 

amor t iguado a pesar que e l mov imi en t o no es per iódico , p u es no s e 

repite ex ac t amente igual en el tiempo . El t é r mi n o f r e cuenci a s olo 

tiene significado prec i so cuando el movimien to e s periód ico , n os 

acercamos cuando 6 ~ O y w1 ~ Wo · 
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Observe que w1 < w0 como habíamos previsto al inicio de la discu-

sión y que la amplitud del movimiento decrece exponencialmente con 

St 
el tiempo , e con amortiguamiento 6 >O . 

En la fig. 10 . 8 se muestra una gráifca de la solución . Como esta 

solución está expresada por el producto de dos funciones, una pe-

riódica senoidal y otra exponencialmente decreciente que la liillita, 

por comodidad del dibujo es conveniente trazar primero la curva en 

vo l vente que limit a el desplazamiento en el tiempo, esto es . 

X = ± Ae- Gt 
env . 

1, 

l 
A 

.(¡ 
L TI 

W¡ 

-St ( ,· oº) x = At sen w1 t 

--- ----

--

Fig . l O. 8 . - Oscilador sub amortiguado 13
2 

< w~ . 
Movimiento Armónico Amortiguado . 
Gráfica del desplazamiento x en función del tiempo t . 

X = ·Ae-S\en(w1t + ó) con : w =V w~ - S
2 

1 
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-
Determinemos ahora las constantes arbitrarias A y ó para la condi­

ci6n inicial genérica a t = O: x = x 0 y * = v 0 , reemplazando es­

tos valores en la so l ución general , se tiene: 

A senó 

X 
-Bt -St 

Aw 1 e cos(w 1 t +ó) - AB e sen(w 1 t+ó) ~ v 0 Aw 1 co só - AS senó 

resolviendo simultáneamente a~bas expresiones, o más Íacilmente me 

<liante la ayuda geométrica de un triángulo rectángulo , se encuentra : 

Xo A sen ó -+ sen ó 
Xo 
A 

Vo Aw 1 cosó - AS 
A 

-+ co s ó 
(vo Sxo)/w¡ 

A 

X o 
2 V + Sxo ) 2 A + ( o 

Xo 
W¡ 

Vo + S:>:º 
W¡ 

c5 are tg ( X 0 ) = arctg ( Xo W¡ 

(vo+Sx 0 )/w1 Vo + Bxo 

Con estos valores de A y ó, el movimiento particular del oscilador 

amortiguado queda determinado completamente . 

Cuando la acción del amortiguador es lo suÍicientemente grande, tal 

imaginaria y l a ecuación 

w = V w~ - 82 
. se torna 

1 

A -St ( oº) e sen w
1 

t + ya no es una 

que S2 > w~, la Írecuencia angular 

X = 

soluci6n válida de la ecuación diferencial del movimiento . La solu 

ción en este caso, denominado sobre-amortiguado, deja de ser armó­

nica como veremos a continuación . 
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. Oscilador Sobreamortiguado: 

Cuando la acción del amortiguador es grande comparada con l a del 

resorte (~ > w~) no permitir2 movimiento oscilatorio alguno, al 

ir disipando la energía inicial , el cuerpo simplemente tender2 a 

su posición de equilibrio . La solución no ser2 armónica y, rn~s 

bien , podernos plantear que el desplazamiento decrezca exponencial-

mente en el tiempo . Es to CH' • 
<:..::> . 

-rt 
X = e 

-r t 
derivando : ..... - r e y -" 

2 -r t 
r e 

reemplazando en l a ecuación diferencial del movimiento: 

r2 e -r t ~¿:re - r t + o 

-r t 
e (r 2 - 2 Sr o 

Luego, par a todo tiempo , se tendr2 que: 

r 2 - 2 6r o 

Ec uación algebraica de segundo grado que se denomina 11 aux iliar 11
, y 

resolviéndo l a sus raíces son : 

[ r B + I s2 2 1 

1 
Wo 

r = B ± / 82 - lrJ~/ 

r2 8 - Vs2 - Wo 

valores que ser2n reales, siempre y cuando ~ > w~ conforme consi­

deramos previamente . Y, cefiniendo : 

/ 82 
- w~' , par a 82 > w~ 

podemos escribir las raíces : 

8 + W2 y r2 



y las dos soluciones que satisfacen la ecuación diferencial , son : 

-r 1 t e • e - ( S + w
2

) t 
y 

tomando dos constantes arbitrarias cualesquiera B y C, que depend~ 

rán de las condiciones inicia~es de cada caso particular , ~a solu-

ción general sera : (ver Ap. II) 

X = 

X 

B e -r i t + C 

-Bt -w t 
e (Be 2 

-r t e 2 

Observe que w2 = /s2 
- w~ no representa a "frecuencia" alguna,auE_ 

que su unidad es también s-1. En la fig. 10 . 9 se muestra una grá­

fica de la solución . 

Fig . 10 . 9 .- Oscilador sobreamortiguado S2 > w~ . 

Gráfica del desplazamiento x en función del tiempo t. 

X con: w~ • 

Cuando ocurre que S2 es precisamente igual a w~ , (S2 = w~) , se tie 

ne que w2 es igual a cero, (w2 = IB2 w~ O), y las raices de la 

ecuación auxiliar son iguales, (r1 = r 2 = r = B), por lo tanto,qu~ 

d 1 1 ., (e-Bt) . L f 1 1 ., a so o una so ucion, uego, para con ermar · a so ucion 

general, con dos constantes arbitrarias, debemos buscar otra solu­

ción que satisfaga también a la ecuación diferencial en este caso 
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particular, conocido como "crítico~' y que a continuación encontra -

remos . 

. Oscilador Críticamente Amortiguado : 

Cuando S2 = w~ , tampoco se producirá movimiento oscilatorio alguno, 

pero en este caso , el cuerpo tendera a su posición de equilibrio 

mas rápidamente que en el sobre-amortiguado e incluso que a un os­

cilador subai.~ortiguado . La ecuación diferencial acepta también en 
-St ~ -Bt 

este caso como solución a : t e , ademas de e como acabarnos de 

establecer arriba . Veamos para : 

X = t e-8t 

derivando X Ste -St + -S.t 
e 

Bt -St -St S2 te- - Se - Se 2 -St -St 
S te - 2Se X 

reemplazando en la ecuación diferencial del movimiento : 

82 te-St - 282 te-Bt + w~ te - 8 t O 

-Bt ( 2 2 te - B + Wo) o 

La igualdad a cero para todo instante de tiempo t se cumplirá, si : 

- 82 + w:, = o -+ 

Luego, bajo esta condición 82 = w~, ~ -Bt se tendra que: te será tam-

bien solución de la ecuación diferencial del movimiento. 

Finalmente, teniendo dos soluciones: e-Bt y te-St, con dos constan 

tes arbitrarias cualesquiera B y C, que se determinarán en cada ca 

so particular para las condiciones iniciales dadas, podemos confor 



mar la solución general (ver Ap. II) . Esto es: 

-Bt -Bt 
x = Be + Cte 

X Ct) 

En la fig. 10 . 10 se muestra una gráfica de la solución . 

X 

Fig . 10.10 . Oscilador críticamente amortiguado 82 = w2
• 

Gráfica del desplaza.miento x en función del tiempo t . 
-St x = e (B + Ct) 

.,,_ Resumen de los tres casos que se presentan en el oscilador amor ti-

guado : 

Sub-amortiguado : 62 < w~ w =lw2 -
021

-+ x ' 1 o µ 

-Bt Ae sen(w1 t + ó) 

- Sobre-amortiguado : 82.>w~ w = / a2 _w2 '-+ x 
' 2 µ o 

- Críticamente amortiguado: S2 =w!, w1 =w
2 

=O-+ x = e-Bt(B + Ct) 
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10 . 5 OSCILACIONES FORZADAS .-

Consideremos ahora un oscilador amortiguado y forzado . Es decir , 

cuando ademas de las fuerzas restauradora y amortiguadora , la masa 

también esta sometida a la acción de una fuer za ex terna F. Estudia 

remos el movimiento que se presenta , como caso importante , cuando 

esta fuerza es periódica en el tiempo , senoidal de amplitud F 0 y fre 

cuencia angular w. Esto es : 

F F 0 sen w t 

Aplicando la ley de Newton de mov i miento para el cuerpo de masa m, 

la ecuación diferencial sera : 

D. C. L. 
.. 

ITI X - kx - bx + F0 sen wt 

D. C . L. (rn) 

(-) I(+) 
o 

X 

V --kx -----o----- F=F 0 s enwt 
F A=-b~ / 

m 

m x + bx + kx F º sen wt 

X 
b k 

+ X+ - X 
F o sen wt 

rn rn rn 

(se muestran solo las fuerzas horizontales que actGan en l a dire cc i ón x) 

Corno definirnos anteriormente , 

LS b 
í3 

b -r = 2m m 

w2 k /f -r w = o m o 

La ecuación diferencial del movimiento que queda es: 

X + 2f3x + W~ X senwt 
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Como discu t imos en el item 10 . 3 par a el oscilador armónico con fuer 

za ex terna constante , la solución de la ecuación diferencial que 

ahora tenemos , también constara de dos- par tes , la complementaria y 

la particular , x = x • x (ver Ap . II ) . 
c p 

La solución complementaria x (t) corresponde al oscilador amortigu~ 
c 

do sin fuerza ex terna , es de cir , a la s olución de la ecuación dife-

rencial con el segundo miembro igual a cero (x + 2Sx + w~x =O) , s~ 

lución que hemos encontrado en el item anterior (l ú . 4) par a cualqui~ 

ra de los tres casos que se pueden presentar . Para e l caso subamor 

tiguado ( S2 < w~ ) ' el mas i nteresante desde el punto de vista os -

cilatorio , la s ol ución correspondien te será : 

Bt 
x Ae sen(w

1 
t + ó) 

c 

Con w1 = lw~ - 6
21 

y constantes arbitrarias A y ó que depend en de 

l a s cond i ciones ini ciales . 

La sol uc i ón part icular x ( t) corr espond e a l a pres encia de la fuerza 
p 

ex t erna al oscilador amortiguado , es de ci r , a l a solución de la ecu a 

c i ón diferenc ial con el s egundo miembro que en part i cular t enemo s : 

Fo - sen wt . Luego , la solución debe ser tal , que al reemplazarla en 
m 
el primer miembro de la ecuación diferencial reproduzca este segundo 

miembro , por lo tanto , propondremos como solución una función también 

senoidal con la misma frecuencia angular w, de amplitud D y constan­

te de fase , digamos - 9. Esto es : 

x = D sen (wt - ~) 
p 

Luego, debemo s encon trar l os valor e s d e D y ~ que harán que x (t) sa 
p -

tisfaga la ecuación dif erencial. Por lo tanto, observe que al deter 

minar estos valores, D y ~ ~serán constantes arbitrarias que depe~ 

dan de las condiciones iniciales. 

Para r e emplazar la so l uci ón propuesta en la ecuación d if erencial, 

primero derivemosla : 
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x = D w cos(wt - ~) 
p 

reemplazando, se tiene: 

y x 
p 

-Dw
2

sen(wt-9) + 2SDwcos(wt - ~) + w~Dsen(wt - 9) 

2 
Dw sen(wt-cp) 

=~ sen wt 
m 

D(w~ - w2
) sen(wt - 9) + D(2Sw)cos(wt - 9) - Fo sen wt 

m 
o 

Desarrollando seno y coseno de (wt - 9) y factorizando sen wt y coswt, 

queCi a: 

D(w~ - w2
) (senwtcosqi-coswtsenc;i)+D(2Bw) (cosw tcosqi+senwtsernp)- ! º senwt=O 

[D(ut-w2 ) cos9+D(2Bw) sencji- F; ] senwt-D[ (w~-w2 ) sen~-2Bwcos~] coswt O 

Al agrupar coeficientes de seno y coseno de wt, la igualdad a cero 

para todo t se cumplirá solo si ambos coeficientes entre corchetes 

son idénticamente iguales a cero . Luego , 

Del coeficiente correspondiente al termino en cos wt, se tiene : 

2 2 
(wo - w )sen~ - 2Bw cos 9 = O ==> tg ~ 

2Bw 
2 2 

W 0 - W 

y, con la ayuda geométrica de un triángulo rectángulo podemos en­

contrar también sen ~ y cos cp , esto es : 

sen cp 
2Bw 

. / 2 2 2 2 2 , 
y(w 0 -W ) + 48 W 

2 2 
2Bw cos 9 W o - W 

Wo - W 

Del coeficiente correspondiente al termino en sen wt , se tiene: 

2 2 
D(wo - w )cos ~ + D(2Bw)sen~ o 
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D [ (w~ - w 
2

) cos <ji • 2S w sen qi J Fo 
m 

re~uplazando los valores encontrados de sencp y cos9 y simplifican-

do , queda: 

2 2 

D[(w: - w2) Wo - w 

J 2 2 2 2 2
1 

(w 0 - W ) + 4S W 

+ 2Sw 2Bw ] 
-;:==~===;:=:;;;-

J 2 2 2 2 2
1 

(w 0 - W ) + 4B W m 

2 2. 2 2 2 

D [ (wº - w ) + 4 B w ] ~ 
2) 2 2 2 1 rn Jcw~ - w + 4 B w 

¡ 2 2 2 2 2 ~ D (wo - W ) + 4S w = > D 
rn 

F 0 /m 
/ 2 2 2 2 2 1 

V (w 0 - w ) + 4 f3 W 

H.Jbiendo encontrado D y cp que , corno puede ver se , son valores cons­

tantes que quedan completamente determinados ind epenciient•emente de 

cuélquier condición inicial , podemos escr ibir la solución particu-

lar x ( t) : 
p 

con: · D 

x D sen(wt - 9) 
p 

ar c tg ( 2Sw 
2 2 

W0 - W 

Siendo D la amplitud de x y cp el ángulo constante de fase que esta 
p 

blece la diferencia de fase o defasaje entre la fuerza externa apl_i 

cada y el desplazamiento correspondiente al término particular . En 

el caso que la fuerza F tenga un defasaje inicial con respecto al 

instante inicial t = ú, es decir : 

la solución particular solo variara en este angulo 6 0 ,esto es: 

x = D sen(wt + 8 0 - ~) 
p 

Finalmente, la solución general , considerando ambos términos, sera: 

X 
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En esta solución podemos observar aue el término x (t) decae con e] • c 
-pt 

tiempo en e y corresponde a los efectos transitorios que dependen 

de las condiciones iniciales . Mientras que , por otro lado , el térmi­

no x (t) no decae en el tiempo y corresponde a los efectos estables 
p 

que dependen de la fuerza externa aplicada e independientes de las co_::.. 

diciones iniciales . Por consiguiente, frecuentemente se identifica a 

estos términos , respectiv&~ente , corno : solución transitoria xt(t) y 

solución estable x (t) . Cuando t ~ l/B , la solución general se redu-
e 

ce en este caso a : x = x (t) . 
e 

Si se tiene el caso ideal sin amortiguamiento (b=O) , es decir , un osci 

lador armónico forzado senoidalmente , ya no se puede hablar de término 

transitorio alguno porque la solución complementaria no desaparece al 

transcurrir el tiempo . Esta solución complementaria es : 

x A sen (w 0 t + ó) 
c 

Y7 la solución particular se puede encontrar fácilmente tomando B O. 

Las constantes D y ~ se reducen a: 

D 

tenjendose como solución particular: 

x = D sen w t 
p 

La solución general x(t), en este caso será; 

x = A sen (wot + ó) + D sen wt 

con: D 
Fo/m 

y 

y o 

Las constantes A y ó son arbitrarias que dependen de la condición ini­

cial dada. 

Como las constantes D y q, que conforman el término particular de la 

solución son cantjdades que dependen de úJ,es muy importante anali 
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zar el comportamiento del sistema oscilatorio amortiguado 

y forzado para diferentes valores de la frecuencia angular corres 

pondiente a la fuerza externa aplicada al sistema • 

. Variación de la amplitud D con w: 

Para, w O = > D 
Fo Fo 

2 
k IDW 0 

Cuando, w ~ro = >D ~O 

En t re, O < w <ro, l a amplitud D tiene un máximo . 

Al val or d e w que hace D máxima, se l e denom i na frecuencia para l a 

res onancia de amplitud o frecuencia de res o nancia de amp li tud , o 

s irílp l emen te, "Ír ecuenci a de resonanc i a" . A es ta frecuencia se l e 

i den tifi c a con wR y para encontrarla habrá que derivar D con res­

pe cto a w e igual ar a c ero, esto es : 

d D 1 d w 
w=w 

R 

o 

Pero , al tener D numer ado r cons t ante (F 0 /m) , el denominador que es 

función de w debe ser mínimo para D máximo . Luego , bastara derivar 

el denominador e igualar a cer o , es decir , solo la cantidad bajo 

el radical y se obtendrá el valor de w R' es to es : 

d 
dw [

2 22 2 2 ] 
(wo - W ) + 4S W 

r 2 2 2 
L'.(wo w ) (- 2w ) + 88 WR R R 

2 2) (wo WR + 28
2 

= o 

2 2 
28

2 /w~ WR Wo => WR = 

o 

o 

213 
2 1 

Para que este v alor wR sea real se debe t ener que : 
2 

2 13 ' caso 

contrar i o se t orna imaginario y no hay resonancia. Ob serve tam­

bién que : wR < w 1 < Wo. 
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La amplitud máxima Dm se obtendrá para w = wR' reemplazando : 

F /m F 0 /m F 0 /m 
D 

m / 2 2 , 2)2 4 2 2 8 4 
1 (wo - Wo + lf3 + f3 Wo - S li 2 2 2B Wo - S 

Cuando no hay amortiguamiento (S =·O) la frecuencia de resonancia 

es igual a la frecuencia natural del oscilador armónico (wR = wº) 

y la amplitud máxima tiende hacerse infinita (D + 00 ) . 

m 

. Variación de la constante de fase ~ con w: 

Para , w o = > o 

Para , w 9 
íi 
-
2 

Wo => 

Cuando , w -+ oo = > <P -+ íT 

En la fig . 10 . 11 a) y b) se muestran respectivamente las variacio­

nes de la amplitud D y fase <P en la os cilación forzada con w. 

D 

F 0 /m 
~ 

F º 
k 

WR ~ Wo 

W1 

TI 

TI 

2 

WR t u.l o 

W1 
a) Gráfica D vs . w b) Gráfica ~ vs. w 

Fig . 10 . 11 Oscilación forzada . Variación de la amplitud D y constan 
te de fase ~ en función de la frecuencia angular w de la 
fuerza impulsora . 
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B = O Oscilador armónico forzado . 
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Si la frecuencia angular e x terna aplicada es igual , precisa.mente , a 

la f!"ecuencia de resonancia del sistema , es decir si : F=F 0 senR t , el 

desplazamiento tendrá una 2Ii1plitud D relativamente grande , aún cuan 
1t -

do el val or de f 0 sea pequeño , y decimos que el sistema entra en Re 

sonancia11
• Hay que advertir que los terminas de resonancia y fre­

cuenc ia de res onan c i a t&ub i en se utilizan y definen para otras can­

t i dades f ísi c as c on relac i ón a un máx i mo valor , p . e . de : rapidez, 

energía cinética , transferencia de potencia, etc . En cada caso ha­

brá que obtener e l correspondiente val or de la frecuencia de reso -

nancia . 

Por l o tanto , si se quiere lograr una gran respuesta en un sistema 

osci l ante l o mas apropiado es forzarlo a una frecuencia lo mas cer­

cana po sibl e a s u fre cuenc i a de res ona n c i a. p . e . : un niñ o e n un co­

lu~pio o un salt i mbanqui sobre una lona el2stica, mediante la suce­

sión d e pequ eños i mpu l sos l ogran considerables amp l itudes en sus m~ 

v i mi ento s c u a ndo se apr ox i man a l as fre cuencias de reso n anc i a de los 

re s p ec tivos sis t emas ( co lump i o o l o n a el á sti ca) . 

Cuando se pres e nta reso nanci a s obrepas a ndo el comp ort~uiento e l á s ti­

co de lo s ma t er i a l es, fác ilme nt e pu ede o curr i r e l col a pso de l si s te­

ma , produciendo daños irreparables en estructuras y en algunos c a sos 

considerables desastres corno ocurrió en el año 1940 con el puente T~ 

coma en Washington - U. S . A., puente de gran env ergadura que comen z6 

a os c ilar por acci6n del v iento , que a pesar de soplar con v elocidad 

relativ amente moderada lo ex it6 entrando en r esonancia , produciéndo­

se un movimiento con gran amplitud hasta que el puente colapsó , rom 

piendose el tramo central que cayó al agua . Es conocido también el 

hecho qu e u na column a de soldados r ompe e l p a so de march a antes de 

i ngr esar sobr e un pu ente , par a evita r pos i bles efecto s de r esonancia 

que se p r oduci ría n si l a f r e cuenc ia de los i mpu l s o s d e l p aso d e mar­

cha coincide co n la fr e cue n cia n a tur al de l pu e nte. Tamb ién s o n b as­

t a nte f r e cue n tes las f a llas que se p r esenta n por vibraciones en Ma­
quinas y Mo t or es . 
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En general , podemos decir que las oscilaciones forzadas y resonan­

cia es un9 de los fenómenos físicos mas importantes con múltiples 

aplicaciones . Adicionalmente podemos citar p . e . en los circuitos 

eléctricos de corriente alterna , electro-acústica , audio , v ibra -

ciones en cristales , resonancias o modos de ondas acústicas en lo 

cales , óptica , física atómica , etc . 
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10 . 6 MOV I MIENTO ARMONI CO EN DOS DIMENSIONES . -

Consideremos ahora una partícula de masa m que puede moverse con 

dos grados de libertad sobre un plano horizontal sin fricción y 

que esta sometida a la acción de una fuerza radial centrípeta Y 

elástica de constante k, esto es : 

D. C.L. (m) 

l-ky F kr - k(xi + yj) - kxi - ky] 

YL. m -kx 

X 

luego : F -kx y F -ky 
X y 

Apl icando la ley de Newton de movimiento en ambas direcciones, cowo 

hemos visto anteriormente, se tiene : 

. En la dirección x: En la dirección y: 

Fx - kx F ky 
y 

Ir.X + kx o my + ky ü 
.. 2 o, 

.., k 
X + W0 X con : w; 

rn 
w~y o 2 k 

y + ' 
con : Wo 

m 

X = A sen(wot + O'. ) y Bsen(w 0 t + B) 

Luego , en ambas direcciones (x e y ) el movimiento es oscilatorio ar 

mónico simple con la misma frecuencia angular w0 = Ík/m pero con 

diferentes amplitudes y constantes de fase. Estas : A, a y B, B,son 

constantes arbitrarias que dependen de las condiciones iniciales : 

Estas ecuaciones de movimiento también nos expresan la trayectoria 

de la partícula en forma parametrica, con parámetro t. Para ob-

tener la ecuación de la trayectoria solo función de las coordenadas 

x e y, debemos eliminar este parámetro tiempo de ambas ecuaciones. 

Veamos: 

Sumando y restando la constante de fase a en el argumento de la fun 
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ción seno en y , se tiene : 

y B sen [ (w 0 t + a) + ( 8 - a)] 

llamando a la diferencia de fase 6 

seno suma de dos ángulos , queda : 

(8 - a) y desarrollando 

y = Bsen[(w 0 t +a) +o] = Bsen(w 0 t + a)coso + Bcos(w 0 t +a) seno 

el 

Utilizando la otra ecuación , en x, podemos encontrar seno y coseno 

de (w 0 t +a) en función de x , esto es : 

sen(w 0 t + a) 
X 
A , cos(w 0 t +a) o.) 

reemplazando en la expresión encontrada de y , se tiene : 

y B ~ cos 6 
A A 

1 
2 

- X 
sen 6 

Des pejando el radical , elevando el cuad r ~do y reordenando , queda : 

2 
X 

A s en 6 = Ay - Bx cos 6 

A A2 

2 - xy cos 6 + - y 
B B2 

Esta expresión f (x, y) es la ecuación de la trayectoria de la par­

tícula en ei plano ~x, y) . En general, es~a ecuación corresponde a 

una eiipse, incluyendo como casos particulares al círculo y a la 

recta . La forma de la trayectoria particular depende de la dife -

rencia de fase o = (8 - a) y de la relación de las amplitudes A y 

B. Analicemos algunos casos : 

L58 



Para , ó 

Elipse: 

2 
íi X 

~ - 2 A2 

B>a(ó= 
TI 

B>A, 
2 

y 

B 
-1 

1 

1 

1 

_ _J 

A X 

2 

+ _L_ 1 
B2 

>U) 
• TI 

Elipse :A > B, B <a(cS = - 2 < O) 

y 

B 

X 

La flecha sobre la trayectoria indica el sentido del movirriento . 

El sentido depende de cual componente adelanta en la fase , es ae 

cir , del signo de ó. Para o > O (B > a) el movimiento es en el 

sentido horario y para ó <O (B <a) en el sentido antihorario . 

Si, además : A = B -+ x 2 + y 
2 = A 

2 

círculo : A= B = R ( íT O) S>a ó= 2 > 

. Para, ó o 
2 

(Ay - Bx) 
B 
A x, Recta O + Ay Bx + y 

. Para, cS ± n + A2
y

2 + 2ABxy + B2x 2 = O 

(Ay+ Bx) 2 
= O+ Ay= - Bx +y= - ~ x, Recta 

(ver fig. pág. sgte . ) 
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A=B, 6=ü 

y 

B 
r---- - ---
1 

1 

1 

1 

¡A 

1 

1 

---- -----J 

B <A, 6 = (; 

•. Para , 6 = ± f;­
Elipse :A=B 

S > a \ 6 
7T 
-> 
b 
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¡-­

l 

B 
-l 

1 
1 
1 
1 

1 
__ _J 

X 

U) 

A 

B >A, 6=0 

y 

r--
1 

1 

1 
1 1 

1 

'A 
1 
1 

l 
___ j 

B < A, 6 ± TI 

y 

1 

L--- -~ 1 

B_ - -- -1 
1 

1 

Elipse : B >A 
( ~ 7T < ü) B < a o - 6 

A 

X 

X 



-

Adicionalmente, consideremos la misma partícula pero ahora someti­

da a la acción de dos fuerzas, cuyas direcciones son mutu2.Iílente 

perpendiculares, restaurador as y elásticas con diferentes constan­

tes, ~~y kyr· Esto es : Fx =-kxx y Fy = - ky·Y· 

Aplicando la ley de Newton de movimiento en las dos direcciones, 

se tiene: 

En 

F 
X 

m.x 

X 

la dirección x: 

+ 

k X 
X 

k X o ..... 

., 
o, w ~ X con: 

X 

A sen(wa t + a) 
X 

2 
Wo 

k 
__h: 

X m 

En la dirección y: 

Fy k y 
y 

m\; + k v o 
J y· 

.• 2 
y + Wo V 

y-
O, con: 

y B sen(w 0 t 
X 

6) 

w~ 
y m 

Luego, nuevamente se tienen dos oscilaciones armónicas simples, si 

multáneas en ambas direcciones, pero ahora con diferentes frecuen­

cias angular: w0 x = / kx/~ y w0 y = lky /rn' . En general, las ampli_ 

tudes y constantes de fase difieren en las dos direcciones, al ser 

constantes arbitrarias que dependen de las condiciones iniciales : 

En es te caso la tr ayee tor ia del movimiento resultan te es más cornpli_ 

cada , ya no es una eli~se, ni círculo ni recta . Si las frecuencias 

de las dos componentes estan en relación de dos números enteros, es 

decir, si la relación de frecuencias angulares w /w es un número 
X y 

racional, entonces la trayectoria es una curva cerrada que la par-

tícula la retrasa en el tiempo a intervalos regulares . A estas cur 

vas se les conocen como las curvas o figuras de "Lissajous". Si la 

relación de frecuencias no es un núme~o racional, el camino recorrí 

do por la partícula no se cierra y la figura sera extremadamente 

complicada, aun que esta comprendida dentro de un rectángulo A x B. 
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Como ejemplo , a continuación se presentan algunas figuras de Lissa 

jous : 

Wo w Wo 
1 

o 
i 2 X X X 

Wo · 2 Wo 3 Wo 3 y y y 

y 
B 

En los tres casos : A B y o s TI - O'. =2 

Otro ejemplo , 
W0 X 1 

A o TI 
para : 2 ' B y 6 Wo Y 

X 

Estas curvas se pueden observar utilizando un pend.ulo doble que os­

cile, con diferentes longitudes, en dos direcciones perpendiculares . 

Pero la forma más sencilla y precisa es eléctricamente mediante un 

osciloscopio, en el cual, se producen dos campos eléctricos perpen­

diculares con variación senoidal de diferentes frecuencias, intensi 

dades y fases, que actúan sobre el haz de electrones que los atra­

viesa e impactan la pantalla fluorescentes donde aparece la curva 

de Lissajous. 
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lG . 7 MOVIMIENTO OSCILATORIO DE DOS CUERPOS ACOPLADOS .-

Por su simplicidad relacionada con lo tratado anteriormente para 

el oscilador armónico simple y por su importancia en física , anali 

zaremos en este texto el movimiento oscilatorio de un "sistema de 

dos cuerpos acoplados el as ticamente" por un solo resorte , ideal sin 

masa , que une a ambos cuerpos . El trata.11iento de "osciladores aco 

plados" es bastante complicado, aún el mas simple , que consiste en 

dos osciladores armónicos iguales acoplados por un resorte que une 

l as masas . 

En l a fig . 10 . 12 se muestran a las dos masas m1 y m2 interconecta­

das mediante u n resorte de constante e l ás t ica k . El sistema se en 

cuentra apoyado sobre una superficie horizontal sin fricción . 

k 
rn1 m: 
Q-J\/\/\1\1'--- a) F =0 

(+)' (-) 
01 

k 
(-) 02 ( + ) 

ID¡ ffi2 b)F~ O 

Fig . 10 . 12 Sistema de dos cuer pos acoplados elásticamente . 
Dos cuerpos de masas m1 y m2 interconectados por un r e­
sorte de constante k. En l a posición : 
a) el resorte esta relajado , F O. 
b) el resorte esta estirado , F f O. 

Si las par tículas se locali zan con las coordenadas x 1 ( t ) y x 2 ( t ) a 

par tir de la posición relajada del r esor te y con l os sen t idos de 

dire cción como se muestr an en la fig . 10 .1 2 , la def ormación o cam­

bio de longi tud del r esorte , es t i r ad o o comprimido, es tará dada por: 

r o, el r esorte es ta estirado. 

X X¡ + X2 -+ SÍ , X = o, e l resorte esta r e lajado . 

X < o, el r e sorte es ta comprimido . 
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Luego, la fuerza elástica queda determinada por : F -k..x . 

Aplicando la ley de Newton del movimiento a ambas masas , se tiene : 

- kx y - kx 

Para resolverlas simultáneamente multipliquemos la primera por m2 

y la segunda por m1 y, sumando ambas, queda : 

m1rn2x 1 - rn kx 

ITI¡kX 

como : x = x 1 + x2 , derivando dos veces, se tiene que : x X1 X2 , 

reemplazando : 

rn 1 m2x 

.. k 
X + 

llamando "masa reducidalt a : µ 
m1m2 

m1 + m2 

de escribirse : 

definiendo : Wo 

.. 
X + k 

X = Ü µ 

¡r, queda : 

X + W ~ X = Ü 

X = Ü 

(ver ítem 6 . 4- Vol. 2) , pu~ 

Ecuación diferencial matemáticamente idéntica a la obtenida en el 

ítem 10 . 2 , para el oscilador armónico simple con una sola masa y 

cuya solución conocemos , esta es : 

x =A sen (w0 t + ó) 

Hay que tener presente que hemos logrado obtener el cambio de lon­

gitud del resorte x(t) , es decir, el desplazamiento relativo de los 
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dos cuerpos respecto a la posición d e equilibrio del sistema y que , 

la Írecuencia angular w0 depende de la masa reducida µ del sistema 

conÍormado por arubas o asas . 

Observ e que la masa reducida también puede escribirse como : 

1 
µ 

1 1 
+ 

teniéndose siempre que : µ < m1 y µ < m 2 • 

El resultado obtenido , ecuación diíerencial en x y su solución x (t) , 

puede interpretarse, por ser equivalentes , a un oscilador armónico 

simple con una masa µ y resorte de constante el~stica k , tal como 

se mostró en la fig . 10 . 1 , cambiando m por µ . 
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APENDICE I 

LA FAl1ILIA DE LAS FUNCIONES TRIGNOMETRICAS SENO Y COSENO 

Recordemos y teng&~os presente que las funciones matemáticas trigo-

no me tr icas quedan definidas circularmente mediante el denominado 

"círculo trigonometrico 11 y que en el caso de ángulos agudos pueden in 

terpretarse geometrica..~ente mediante un triángulo rectángulo . 

Consideremos primero la funci6n trigonométrica senoidal variable en 

el tiempo, expresada por : 

x sen t 

Las características fundamentales de esta función son las siguientes : 

Es periódica en el tiempo con un período 2n . 

- Toma valores comprendidos entre - 1 y 1, es decir , 1sent1 -%- l. Por 

lo que decirnos que tiene una amplitud igual a uno . 

Para t O, tomad o corno el instan te inicial , el valor corr espond ieE: 

te de la función es inicialmente cero . 

Para ampliar el rango de estas tres características procedemos,progr~ 

siv2.ITlente, de la siguiente manera : 

- Si queremos permitir diferentes períodos multiplicamos la variable t 

por un número constante arbitrario, digamos w. Luego : 

x = sen wt 

donde t se expresa en segundos y w en radianes por segundo . 

En este caso el período sera 2n/w. 

- Para obtener una mayor amplitud multiplicamos la función por un núme 

ro constante arbitrario, digamos A. Esto es: 

x= A sen wt 
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-

Como ahora se tiene que IA sen wt! :::;A, la función toma valores com 

prendidos entre - A y A. 

Si además requerimos que x tenga un determinado valor inicial X o 

para t = O, agregamos un ángulo constante arbitrario ó. Y, final­

mente se tiene la siguiente expresión : 

x A sen (wt + o) 

Esta expresión senoidal generalizada , nos permite formular con preci­

sión la descripción cinemática de los diferentes movimientos periódi­

cos. De acuerdo a nuestros requerimientos, tomando valores apropia -

dos de w, A y ó podremos expresar cualquier función senoidal particu­

lar . 

Incluso como el coseno tiene idéntico comportamiento matemático al 

seno , solo que difieren en n/2 porque en el círculo trigonométrico 

las referencias son rectas perpendiculares entre sí, el ángulo Ó nos 

permite pasar fácilmente del seno al coseno . Si tomamos ó = <P - ~ , 

se tiene : 

x = A sen(wt + ó) A sen(wt + ~ - ~) 
2 

A co s ( w t + <ji) 

También podemos decir que mediante el angulo o estamos expresando una 

combinación lineal de sen w t y cos w t . Veamos, desarrollando el 

seno suma de dos ángulos (wt y o) se tiene : 

x A sen(wt + ó) = A [sen w t coso + cos w t sen ó] 

x = A cos ó sen wt + A seno cos wt 

Definiendo dos nuevas constantes B y C en reemplazo de A y o , relaci~ 

nadas entre ellas geométricamente mediante un triángulo rectángulo co 

mo se muestra: 

B A cos ó 

e A sen ó 
¿Je 

tgó 
B 

e 
B 
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queda, 

x = B sen w t + C coswt 

Luego, por todo lo expuesto decimos que: 

x = A sen (wt + w) 

nos expresa a toda la familia de las funciones trigonométricas seno y 

coseno . O, en forma equivalente alternativa representarlas por: 

x = A cos (wt +ó) 

No está demás aclarar adicionalmente que como el ángulo o lo introdu­

cimos arbitrariamente, también podernos hacerlo con signo negativo y 

en este caso se escribirá: 

X = A sen (wt - o) 

Analicemos un poco más la expresión planteada aprovechando la oportu­

nidad para e x tenderlo en relación al denominado, muy útil y práctico, 

" Diagrama Fasor o Rotor" . 

Al argumento de una función trigonométrica , es decir a (wt + o) se le 

llama "Fase" y al ángulo o "constante de fase ". En el círculo trigoE_O 

mé t r ico la f a se (wt + o) es el ángulo que forma , en un instante t , el 

radio con el ej e hori zontal de refer encia y la constante de fase o e s 

e l ángulo o f ase inic i al par a t = O. 

Derivando l a fa s e con r especto a l t i empo , se t i ene : 

d 
d t ( wt + o) w 

luego w es la rapidez con la cual cambia la fase y se expresa en 

radianes/ segundo. 

Si se toma un círculo trigonométrico de radio A, el cual, en este caso, 

llamamos "Fasor" o "Rotor", es claro que w es la rapidez o "velocidad 

angular" con la cual gira el fasor que genera la función senoidal: 

x = A sen (wt + ó) 
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... 

con período T 
2TI 
w 

y frecuencia \! 
1 w 
T 2TI . 

Luego corno w 2TIV, también w recibe el nombre de "Frecuencia angular". 

T= 2n / W 

-- ----- - ----,,....- -
/ ..... 

/ '\ 
/ \ 

Instan t e :t f. O Insta n t e : t o x = Asen (w t+o ) =Bsenwt+cco swt 

Diagr ama Fasor o Rotor Gráfica de la Funci6n (x vx t) 

Observe que si o es positivo , caso que se muestra , la referencia se 

adelanta y la gr áfica de la f unción se atrasa en desfasaje con rela-

ción a o O. Inv ersamente si o es negativo , la referencia se atras a 

y la gráfica de la función se desfasa , con relación a o O, adelan-

tándose . 
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APENDICE II 

ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE SEGUNDO ORDEN LINEAL CON 

COEFICIENTES CONSTANTES 

A) HOMOGENEA (sin segundo miembro). 

Esta ecuación es la mas importante que encontramos en física clásicaº 

En general , una ecuación de este tipo tiene la siguiente forma : 

dx + + C1 C 0 X o 
dt 

Para resolverla debemos conocer las siguientes propiedades de esta ecua 

ción: 

Si x 1 ( t) es una so lución y a
1 

e s una constan te , luego a 
1
x

1 
( t) es ta...rn­

bién una solución. 

- Si x 1 (t) y x2 ( t) son soluciones linealmente independientes , la solu­

ción general de la ecuación es una combinación line al de x
1 

y x
2

, 

es to es: 

Es también importante observar que : 

- La ecuación tiene l a prop i edad de obedecer e l "Principio de Superposi_ 

ción" . Esto es, x(t) = x
1 

(t) + x
2

(t) , también es solución de la ecua 

ción . 
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La solución general de cualquier ecuación diferencial de segundo orden 

siempre contiene dos constantes arbitrarias . 

Se llaman "arbitrarias" porque para cualquier valor que se les asigne 

a ellas ( a1 y 32) , la solución general satisfacer a la ecuación d if e -

rencial . Pero en un problema físico no hay arbitrariedad , depende de 

las condiciones iniciales . Luego , la solución general contiene en 

ella todas las posibles soluciones que describen a un grupo , o familia 

de posibles movimientos que tienen algunas características en común e~ 

tablecidas , por los coeficientes de la ecuación diferencial , pero que 

difieren en otras y los valores de las dos constantes deben esco­

gerse apropiadamente para que correspondan a las dos condiciones ini -

ciales del problema físico . 



Escribamos la ecuación diferencial utilizando los coeficientes 6 y w0 , 

físicamente definidos en los items 10 . 1 y 10.4 1 esto es : 

x + 2Sx + w~x = O 

Para esta ecuación siempre existe una solución de la forma : 

con derivadas : 

rt 
X = e 

rt 
x = r e 

sustituyendo en la ecuación : 

2 rt rt 2 rt 
r e + 2Sre + Wo e ü 

y factorizando 
rt 

e obtenemos una ecuación algebraica de segundo gr~ 

do en r, llamada ecuación auxiliar : 

r
2 + 2Sr + w~ O 

Esta ecuación tiene , en general , dos raíces , que son : 

r = - 6 ± /s2 2 
- Wo 

[ 

r1 =- B 

r2 = -B - /s2 
- w~ 

.., 
- w:, 

Según l os val or es parti culares que tengan l os coefic i entes S y w0 , se 

presentan dos casos: 

* Para 

* Para 

2 .J. 
Wo T 

2 
Wo 

62 > r1 

62 > r1 

Analicemos ambos casos : 

(dos raíces diferentes) 

r1 (dos r aices iguales) 

* Si las raíces son diferentes se tiene dos funciones independientes 

(er1 t y er2t) que satisfacen la ecuación diferencial . Luego , la 
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solución general es: 

X 

o, 

-Bt ls2 -t.i t 
x = e (a1 e 

~ 
-ls~-w: t + a2 e º ) 

En esta solución debernos ademas considerar cuando se presenta en 

particular un termino imaginario, esto es, cuando: w~ > S2
• Este 

es el caso físicamente mas importante desde el punto de vista osci­

latorio . 

Para este caso, definiendo : 

WI = /~ - 82 
, donde: w~ > O 

podernos escribir las raíces de la ecuación auxi l iar en su forma com 

plej a : 

r = - S ± Í W¡ 

y la solución general tendrá la siguiente forma: 

X = 
iw 1 t 

e-St (a
1 

e 
-iw 1 t 

Luego , en este caso, las constantes arbitrarias a 1 y a2 en general s é 

ran también complejas . 

Sin embargo, debemos tener en cuenta lo siguiente : 

- La solución de un problema físico debe ser real, luego las constan­

tes a 1 y a2 deben escogerse de tal manera para que x sea real . 

Un número complejo, representado en su forma polar o cartesiana,con~ 

ta de dos elementos independientes (A, ó) o (B, C) : 

ió 
a = Ae (polar) 

a = B + iC (cartesiana) 
o 
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p 

e 

Re 

B Acosó 

C Asenó 

A = /s2+c2 
e 

tgó = "B 



,... 

Como en la solución general se tiene dos números complejos a 1 y a2, 

se tendrán cuatro constantes arbitrarias en vez de las dos reque­

ridas . Por lo tanto, los cuatro elementos no podrán ser todos in­

dependientes, el número de elementos independientes podrá reducir­

se a los dos requeridos tomando uno de los números complejos como 

e l comp l e j o con jugado del o tro. 

Por simpl icidad usemos la representación polar de un nlliuero comple 
1 

jo y tomemos como radio polar 2 A: 

i o 
a 1 = 2 A e 

1 -ió 
a2 = 2 A e 

iw 1 t 
- Como en la so luc ión general e es e l conjugado comp l ejo de 

-iw ¡ t 1 i 6 1 - i o 
e , si u samos a 1 = 2 Ae con su conjugado complejo a2 =2 Ae 

se tendrá que x será en t eramente real. 

Veamos, c on es t as c o ns id er ac i o n e s se t i ene: 

-St 1 A i o iw 1 t x = e ( 2 e e + 1 - i o e -iw 1 t ) 2 Ae 

Utili zando l as denomina d a s r e l a ciones d e Eul er: 

i e 
e cose l

. -i e + sene , e cos e - i sene 

Sumándolas o r estándolas y resolv iendo para cos e o sene res p ectiv a­

mente : 

cose 
ie -ie 

e + e 
2 

l uego con : 

' sene 
ie 

e 
2i 

-ie 
e 

cos(w ¡ t + o) 
2 

se t i ene que : 
X A e- St cos(w 1 t + ó) 
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Esta es la solución general real de la ecuación diferencial para 

w¡ >O (w~ > B2 ) , con constantes arbitrarias A y o. 

Como ejercicio encontremos también esta solución utilizando la repre­

sentación cartesiana de un número complejo . 

Desarrollando los exponenciales de la solución general encontrada , se 

tiene : 

-B t ( iw 1 t x = e a 1 e + 

- St [ x =e (a 1 + a2)cosw 1 t + 

Tomando las constantes ar bitrarias a 1 y a 2 como complejas conjugados : 

1 2 (B + iC) 
1 2 (B - iC) 

la suma y di f erencia de ell as s er án : 

ª1 - a2 = i C 

reempl azandolas en l a solución: 

Utilizando las relacíones, arriba establ ecidas, entre B y C con A y ó: 

X e-Bt (A cos ó cos w1 t - A sen o sen w1t) 

X 

la expresión entre paréntesis es el desarrollo trigonométrico del co­

seno suma de los ángulos, luego, finalmente se tiene: 

A e-Bt cos(w 1 t + ó) 
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Es importante observar que dependiendo de la definición exacta de la 

constante arbitraria o, podemos escribir la solución alternativamen-

te como : 

X 

que corresponde a un cambio del ángulo de fase, ó y ~ difieren en 

Si : ~ ó + 
7T 

2 , se tiene : 

Físicamente,un cambio de fase corresponde a un cambio del instante que 

hemos designado como t = O. 

Por lo tanto , como la designación del ángulo de fase es arbitraria 

(~ º ó), podemos escribir indistintamente la solución como : 

-St 
x =A e (sen(w 1 t + ó) 

También es conveniente observar que esta solución la podemos expresar 

como una combinación lineal de las funciones seno y coseno de w1t . 

Desarrollando trigonometricamente el seno suma de dos ángulos, se tie 

ne: 

-St 
X Ae (sen W¡t cos o+ cos W¡t sen o) 

x = e-St (A cos ó sen w1 t +A sen ó cos w1 t) 

Como : B A cos ó y C = A sen ó, se obtiene : 

X e-St (B sen w1 t + C cos w1 t) 

Expresión que es también solución general real de la ecuación dife -

rencial para w; > O (w~ > S2
) , pero con constantes arbitrarias B 

y c. 

Finalmente , dentro de este caso (w~ > S2
), consideremos cuando S O, 

que corresponde a la ecuación diferencial : 

x + w~x = O 
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Se tiene que: w1 w0 , y las raices de la ecuación auxiliar son: 

r = i Wo 

Teniéndose como solución general real de la ecuación diferencial : 

X A sen(wot + o) 

o bien : 

Consider~uos ahora el otro caso . 

* Si las dos raices parar son iguales: r 1 = r2 = r = - S, solo se 
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· 1 . ... -Bt L ' b 1 .... tiene una so ucion : e . u ego , et e emos en con tr ar otra so ucion . 

En este caso , otra solución de la ecuación diferencial es de la 

f orrac.: 

Con derivadas : 

-Bt 
X t e 

Sustituyendo en la ecuación: 

factorizancl.o y simplificando: 

- B2 + w~ = O 

-Bt 
te o 

Como en este caso : w2 0 2, . -Bt 
µ se tiene que : t e también es una so 

lución de la ecuación. 

-Bt -Bt 
Luego, como e y te son independientes, la solución general 

para raíces idénticas estará dada por: 

rt rt 
a1e + a2te X para: r 1 

o, 

X 



B) No homogénea (con segundo miembro ). 

Ecuaciones de este tipo tienen la forma: 

") 

dx d-x 
f ( t) c 2 + C1 T C 0 X 

d t 2 dt 

o bien, escribiéndola de la siguiente manera: 

X + 2B X + q Í(t) 

Para resolver esta ecuación debemos conocer la siguiente propiedad : 

- Si x (t) es una solución cualquiera de la ecuación diferencial 
p 

dad a (con un segundo miembro Í ( t) en particular) , y sea x e ( t) la 

solución general de la ecuación homogénea correspondiente (sin 

segundo miembro), la solución general es : 

X ( t) = X ( t) + X ( t) 
e p 

podemos comprobar fácil.mente reemplazando esta expresión y sus 

derivadas ( x y x ) en la ecuación: 

>: + + 2S(x + x ) + 2 
( x + X ) f ( t) X Wo q c p c p c p 

reordenando: 

Cx + 2Sx + 2 
X ) + Cx + 28}: + 2 ) f ( t) Wo w X q c c c p p o p 

Como el primer paréntesis es igual a cero y el segundo igual a 

q f(t), se cumple la igualdad . 

Luego , la solución general de una ecuación diferencial no homogénea 

es: 

x(t) = X (t) + X (t) 
c p 

A x se le denomina la parte complementaria o "solución complementa -
c 

ria" y al término x , particular o "solución particular". 
p 
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En el acapite A de este apéndice Ilse ha planteado el método general 

para encontrar la solución complementaria x , luego , solo falta encon 
. c 

trar , por inspección , una solución particular x de la ecuación dife­
p 

rencial tal cual , es decir , con la función particular f(t) dada . 

Observe que la solución complementaria x contiene las dos constantes 
c 

arbitrarias (a 1 y a2) y que la solución particular x no contiene 
p 

constante arbitraria alguna . Esta última queda completamente defini-

da al encontrarla para satisfacer específicamente a la función del se 

gundo miembro de la ecuación . 
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APENDICE III 

LEONHARD EULER (1707 - 1783) 

Naci6 en Basilea (Suiza), hijo de un matemático y pastor protestante, 

empez6 a estudiar para ser clérigo , pero dej6 el seminario para dedi 

carse a las ciencias exactas, aunque continu6 siendo creyente muy 

devoto . 

Estudi6 en la Universidad de Basilea donde fue un alumno muy destac~ 

do , a los 19 años recibió una invitaci6n, del por entonces importan­

te centro intelectual, de la Academia de Ciencias de San Petersburgo, 

trasladándose allí en 1727 hasta 1741 en una primera época, que int~ 

rrumpi6 entre 1741 y 1766 para trabajar en la Academia de Ciencias 

de Berlín, retornando a San Petersburgo en 1766 en una segunda época 

hasta su muerte en 1783. 

Euler , además de ser uno de los grandes de la historia de la matemá­

tica, fue el mejor físico teórico del siglo XVIII. A lo largo de 

muchas obras, un siglo después de Newton, desarrolló la forma rnatemi 

tica de la mecánica y sus aplicaciones, dandole su forma actual . Por 

esto, se le considera el fundador de la mecánica analítica . 

Introdujo el concepto de masa puntual, haciendo notar que las Leyes 

de Newton solo se aplican, en sentido extricto, a masa puntuales . 

Newton había usado la palabra cuerpo de manera vaga . Fue el prime­

ro en considerar la aceleración y usar la idea de vector, permitieE_ 

dale emplear ejes de coordenadas y por lo tanto, tal vez poco cono-

cido, el primero en escribir la famosa segunda Ley de Newton como 

"fuerza igual a masa por aceleración", en la forma hoy conocida 
- -F = ma . Es decir , en forma de ecuación diferencial. 

También fue~el primero en estudiar los sistemas de partículas, in-
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tradujo el concepto de momenturn angular, plantea~do la expresión, que 
dL 

hemos utilizado ya en el volumen anterior, T = ~ . Otro concepto 
dt 

que introduce es el de velocidad angular y desarrolla prolíficG..illente 

el estudio del cuerpo rígido, obteniendo importantes ecuaciones que 

hoy en día llevan su nombre . También realizó importantes contribuci~ 

nes en la mecánica de fluídos y al cálculo de variaciones, resolvien­

do problemas mecánicos usando máximos y mínioos , metodología perfec-

cionada más tarde por Lagrange (1736 - 1813) . 

Para concluir , cabe destacar que además de su prolífica labor cientí­

fica , se dió tiempo para ocuparse de muchas tareas administrativas e2 

las dos instituciones que trabajó y pa.ra el gobierno . También ha.y que 

mencionar que a su muerte dejó muchos trabajos inéditos que fueron pu 

blica.dos posteriormente por la academia de ciencias . 
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PROBLEMAS 

l . Plantear la solución general del oscilador armónico simple utilizan­

cio la función coseno y, en este caso, determinar las constantes arbi 

trarias para las condiciones iniciales genéricas a t=O:x=xoy ): = vº . 

Para el o . a . s . la ecuación diferencial del movimiento es : 

con 
2 

W0 = k/m 

teniendo como solución general, utilizando la función coseno, digamos : 

X = A COS (w 0 t - 6) 

X = - A w0 sen(w 0 t - 6) 

Para las c.i. dadas , se tendrá: 

Xo A cos(-6) = A cos ¿ 

v 0 = - A w0 sen(-o) = A w0 sen 6 

Resol viendo s imul tane2Illen te se encuentran las constan tes arbitrarias 

A y o, procediendo geowetric2II1ente : 

CDS O A 

seno o = ar c tg ( Vo 

Compare con los valores obtenidos en el ítem lü .2. 

Como ejercicio pasemos la solución a combinación lineal de senw 0 t y 

cosw 0 t, esto es: 

x=Acos (w 0 t - ó) =(As enó) senw 0 t + (Acoso) cosw 0 t=Bsenw 0 t + Ccosw 0 t, con: 

B = A sen ó = A 
Vo/Wo ~ 

A Wo 

e A cos ó A ~ Xo A 
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Luego , se tendrá como solución : 

X 
Vo 

Wo 
sen w0 t + 

2. Una masa m se encuentra apoyada sobre una mesa horizontal sin fric­

ción y unida , en sentidos opuestos , a dos resortes sujetos a sopor­

tes fijos tal como se muestra en la figura . 

Encontrar la frecuencia de la oscilación horizontal . 

D. C. L. (m) La ecuación diferencial del movi-

miento , será : 

rnx - F 1 - F 2 = - k1 x - k:.: x 

Con : w0 

y la frecuencia del movimiento oscilatorio armónico, sera: 

k1 + k \) = 
m 

3 . - En un sistema oscilatorio con varios resortes, algunas veces, se re­

quiere reemplazar todos los resortes por solo uno, con la condición 

de que el cuerpo ejecute idéntico movimiento oscilatorio. 

En particular, encontrar la constante K del resorte elásticamente 

equivalente cuando se tienen dos, o más, resortes montados de la si­

guiente manera : a) en Paralelo y b) en Serie. 
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a) Resortes en Paralelo: 

V 
/' 
o 

r 
'\ 

1 
/ 

F ,.-, 
f \ 

--~) 

Para el sistema en parale lo s e 

tiene: 

mx = - k1 x - b x => mX + ( k1 + k:z ) x =O 

Para un osci lador simple equiva­

l ente s e tiene : 

o 

Lu ego, l a constan t e K de l re sorte e l ásti c~üen te equival en te, ser a: 

K k: K 

b) Resortes en Serie: 

N 
L 

i= l 

X 

k. 
l 

En el sistema en serie , sobre la masa m actúa la acción directa del 

resorte ~, cuya deformación es : (x - x B) . Luego , aplicando la ley 

cie Newton del movimiento , se tiene : 

Corno en esta ecuación aparece xB' deformación del resorte k1 , de­

bemos encontrar una relaci6n entre x
8 

y x. 

Para cualquier posici6n X 
' 

la fuerza es la misma para ambos re sor -
\ 

la relac ión : tes y podemos ter.er siguiente 

F k1 (x - X ) = k1xB ~ k2 
X X B B k1 + k:i 
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Reemplazando en la ecuación diferencial , se tiene : 

mx 

mx + ü 

Teniéndose para el oscilador simple : 

rnx + K x = O 

La constante K del resorte elásticamente equivalente , sera : 

k1 k1 1 1 
K 

k1+k~ 1 1 K 
-+ N 1 
k¡ k2 2: k . 

i= 1 
l 

Generalmente se escribe de la siguiente forma : 

1 1 1 1 N 
1 => I 

K k1 
+ 

k::: K k. 
i=l l 

4 .- Una carga P está colgada del techo mediante un sistema de resortes 

dispuestos como se muestra en la figura . Las barras horizontales son 

muy liv ianas , de peso despreciable comparadas con el peso P . 

( / / /( // / / / / / /¿ 

t 

Determinar la ecuaci ón del movimiento oscilatorio de P cuando se le 

saca de su posición de equilibrio vertical. Encontrar el período de 

oscilación . 
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Utilizando los resultados obtenidos en el problema anterior, encon-

tremas primero la constante elástica K equivalente del sistema de 

suspensión . Esta sera: 

1 1 
}(=~ 

K 

1 1 1 --+--+--
k1 2k2 k3 

2k2 1':3+ k1 °k3 + 2k1 k1 
2k1 k:z kJ 

y, la ecuación del movimiento sera : 

p 

o 
u 

y+Ky =O y = A sen(w 0 t + ó) 

-- /kpk/g -- /gKpr con frecuencia angular Wo V pyg V ~ 

El período de oscilación es : 

2TI 
1 

P(2k2 k,, + k1 k,, + 2k1 k1) 
2g k1 k1 °k3 

S. Un pistón se mueve sin fricción dentro de un cilindro y sometido a la 

acción de tres resortes iguales, dispuestos como se muestra en la fi-

--

gura. 

Encontrar l a solución para el sistema así formado, bajo condiciones 

iniciales a t = O: Xo = Ao y Vo = Ü. 

La ecuación diferencial del movimiento del pistón de masa m, de acuer 

do a la Ley de Newton, sera: 
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D . e . L . (m) 

• 

1 

o 

2 
Con : w0 

F 

F 

X 

3k 
m 

F m ·----
o 

Teniendo como solución general : 

y v elocidad X 

Para las c . i. dadas , se tiene : 

A sen ó 

o A W 0 COS Ó 

Luego : X 

TI 

2 

TI 
Ao sen(w 0 t + 2 

] 

Ill)( - 3F = - 3kx 

fil.X + Jkx = Ü 

.. 
X 

3k 
X = Ü 

m 

A 

Recomend aci ón : cuando l a c . 1 . de veloci dad es nul a v 0 =O corno en 

este cas o , es mejor, más simple, plantear l a so l uc i ón general con l a 

Íunción coseno, como en el problema N~ 1, porque se tendrá que ó= O. 

Ve2IIlos: 

X Acos(wot - o) :::::? Xo =A cos(-6) =Acosó 

se tiene: 

sen c5 o -+ c5 o -+ cos c5 

Luego : 

X = X 0 COS W0 t 

Por supuesto, como esperamos, se obtiene la misma solución . 

6 . Una masa m cuelga del techo mediante un resorte de constante elásti­

ca k. Determinar la oscilación alrededor de la posición de equili -

brío con condiciones iniciales t = O: y 0 = A0 , v 0 = O. 

G raticar y vs t . 
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-

y 

i 
J 

1 

j 

X 
A 

1 

Si el oscilador se desplaza horizontalmente con velocidad V cons -

tante, determinar la distancia recorrida cuando la masa a l canza 

nuevamente la condición inicial vertical y 0 = A0 • Grafi c ar y vs. x, 

i nd icand o en este croqu i s la l ongitud L de la d i stancia c a l cul ada. 

I ) 0 
Te+) 

y 

V 

t 

T = 2d m/k 

Ap licando l a ley de Newton y re­

so l viendo para las c.i. dadas,se 

ti ene: 

y A seno 

Las constantes arbitrarias o y A, 

ser 2n : 

cosó =O -+ o 
2 

-+ senó = l -+ A=A 0 

Luego : 

y = 

con período : 

21i 
T = ~ = 2n ¡ m/k 

LJ o r 

Finalmente , la distancia L hori -

zontal recorrida en el tiempo ' , 

t es to es , en el período T par a que 

la masa m alcance nuevamente la 

-,/'--l --------.!% 
1 L 2nVlm/k' 

posición v ertical A0 , será : 

L V' = V 2TI 

L 2TIV \/f 
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7 . Dos cilindros de radio R, cuyos ejes están separados una distancia 

d > 2R, giran en sentidos opuestos . Una tabla de peso W y longitud 

L > d, se coloca encima de los cilindros . Si el ·coeficiente de 

fricción entre la tabla y los cilindros es µ , demostrar que el mov1 

miento de la tabla es oscilatorio armónico con respecto al eje de 

simetría del sistema . 

.o 
~ 

·1 

d/2 

Determinemos las 

ción X del punto 

l:r o -+ RAd = 
B 

l:r 
A 

=='\ o -+ ~d 

188 

e 

k '· J 
X 

d 

l¡\y 

X 

d/2 

reacciones 

e, medida 

W( i x) - -+ 
2 

a 

Si el centro C de la tabla co-

incide con el eje de simetría, 

las reacciones RA y RB son 

iguales y consecuentemente , las 

f uerzas de fricción con lo s c1 

lindros también lo serán. Pero, 

además como los cilindr os giran 

en sentidos opuestos , las fuer­

zas de fri c ción que actúan hori 

zontalment e sobre l a tabla ten-

drán también sentidos opuestos . 

Por lo tanto, el punto C se en 

cuentra en su posición de equi­

librio . Si se le saca de su p~ 

sición de equilibrio, las reac­

ciones ya no serán iguales , ni 

tampoco las fuerzas de fricción, 

dando origen al movimiento de 

vaiven horizontal de la tabla. 

y las fuerzas de fricción par a una posi -

a partir de la posición de equilibrio. 

W( l_ X ) f A 
1 ~) RA 

::::> µ RA µW( - -
2 d ·2 d 

d W( l_ X 
) 

1 X 

x) -+ ~ +- ::::> f µRB =-µW( - + -) 
W( - + 2 d B 2 d 
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Luego, la Íuerza de rozamiento total que actúa sobre la tabla es: 

F r o r T T (' 1 r -;- r = )Jw -
A B 2 

X) -µW( l+ ~) =µW(-2 ~) 
d 2 d d 

(2µW ) x 
d 

Si l lamQuos M a la masa de la tabla: F = - ( 2 ~=gM)x 
Q 

y, aplicando 

l a ley de Newton de l movim i ento, se tiene: 

_ (2µgM 
d 

) ... .. => x + 2µg )x 
d 

o 

Por lo tanto, e l movimiento es oscilatorio armónico simple: 

x =A sen(w 0 t + ó), con Wo 

A y ó so n l as constantes arbitrar i as que dependen de las condiciones 

in i ciales dadas horizontalmente a la tabla para sacarla de su posi -

c i ó n de equ ilibrio. 

8. Demuestre que el mov i mi ento de una partícul a a través de un túnel ima 

ginario e x cav ado d iametralmente e n l a t i erra, s upuesta de den s i dad 

unifor me, es ar món ico s imple. Encuen tre la Íre cuenc i a natural de l mo 

v imiento y comp árel a con la Í recue ncia d e r ota ción de un sa t é lit e al ­

r ededor de la tier ré. , e n su super fi c i e . 

El mov imiento de una p artícula en un túnel , mas aún , no limitad o a l 

caso diametral , y a se ha estudiado anteriormente en el Cap . 8 , prob .8, 

Vol . 2 , pág . 340 . 

Se encontró que la Íuerza restauradora que actúa sobre la partícula 

dentro del túnel es lineal con el desplaz~~iento , en particular : 

F = - ( GMm ) x 
R3 

y en función de la aceleración de la gravedad : g 

llamando : k 

F = - ( ~ ) x 
R 

~ , se tiene : F = - kx. 

GM 

R2 
, es : 

Luego , el mov imiento de la partícula sera oscila t or io armónico simple , 

teniéndose : 

mx = - ( ~ ) x ~ x + ( ~ ) x Ü ~ X + Wo X o 
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Por lo tanto , la frecuencia natural de la oscilación es : 

Por otro lado , para un satélite que gira con un radio R alrededor de 

la tierra , problema también resuelto anteriormente v er prob . 13 , cap . 8, 

Vol . 2 , pág . 347 , la velocidad angular o frecuencia de rotación , es : 

m w2 R = GMm 

R2 

GM 

R3 

Finalmente , comparando &ubos resultados : w 

9 . Un bloque de masa 22kg esta suspendido verticalmente mediante un re­

sorte de constante elástica 22N/cm . 

El bloque se pone a oscilar libremente en la vertical y cuando est~ 

pasando a 3cm por debajo de la posición de equilibrio , su velocidad 

medida es de lbcm/s hacia arriba . Determinar la amplitud del mov i -

miento , v elo cid ad y aceleración máx imas del bloque . 

~ Pº cm 

-18cm/s t r - - -. 
V 1 1 ID 1 

l.. - _ _, 

Con= k = 22N/ cm=22 00N/m 

l ~ 1 lliQQ ¡-i 
Wo = ~ ; =~ 22=V 10 0 = lOrad/s 

190 

El desplaz ami e nto d e l mov i mi e n­

to o s cila torio a lrededor d e l a 

posición de e quilibr io O, en g~ 

neral , e s ta dado por : 

Consecuentemente , la velocidad 

y aceleración por : 

a = Y = - Aw~ s e n ( w 0 t + ó) 



Se sabe que para un tiempo t1, se tiene que: y 1 =3cm y V1 ~-18cm/s . 

Reemplazando : 

3=Asen(wot1 +c5)~ sen(w 0 t 1 + c5)=~ 

- 1~/wo + ó) ~ co s ( l;J o tl + ó) = 
A 

Luego : 

. / 18 ¡ . / 

A =Y32 +( ) 2 = Vl2 . 24 TO 3 . Scm 

V _,. 
max 

Aw 0 = 3.S x 10 = 35 cm/s 

Al;J~J = Aw~ = 3.5(10) 2 = 350cm/s 2 

10 . Un resorte de constante elástica k, masa despreciable y longituci pr~ 

pia .Q, 0 , se sujeta de un extremo al techo quedando en posición verti­

cal . En el extremo libre se cuelgan tres cuerpos cuyas masas son 

m1 , rn2 y m3, quedando en equilibrio. 

Si se suelta súbitamente y cae el cuerpo de masa ffi3, determinar la 

ecuación de movimiento del sistema . 

En la figura se muestran los niveles de referencia correspondientes a 

las diferentes posiciones de equilibrio cuando se colocan las masas 

m1 , mi y ID3 • (En posición de equilibrio: mg = ky). 

N. R. T. 
==+ 

N.R.Oo 
::::i 

N.R.Oi. 
:::::¡_ 

N.R.02 
:::i_ 

.Q,o 

--() m1 

1 (-) 

o 
y J (+) 

m1 + Ill2 + IIl3 
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Al soltarse la masa m:; , la acción restauradora del resorte actúa so­

bre la masa(m1 +ID:!) , es decir, el sistema oscilador esta conformado 

por el resorte k y masa (m1 + m2) . Su p6sición de equilibrio es el 

N. R. 02 y, por lo tanto , el sistema oscilará alrededor de este punto . 

La masa ITl3 establece la condición para iniciar el mov imiento oscila-
IP.3 g 

torio , es decir , la conciición inicial y 0= (N . R. Q3-N . R. Ü2)= R , con 

V V = o. 

Luego , con respecto a l sistema de referencia que se muestra en la fi 

gura , la ecuación diferencial que establece la Ley de Newton para 

e l illOV buiento , sera : 

m~ )y ky 

(m1 -¡- m2 ) ); + ky = o 
b 

) y o y 
ill¡ + m2 

+ 
') o ') 

y w-;y con: w-; 
k 

rn1 + m2 

La so l ución general de esta ecu a ció n d if eren ci a l e s : 

y = A sen(w 0 t +o) 

con velocidad: 

y = A Wo cos(wo + o) 

Las constantes arbitrar i as A y o, para l as c.i. dadas: 

Yo 
m3g 

y Ve o 
k 

serán: 

o Aw 0 cosó o o o TI o = -+ cos -+ -+ sen 
'2 

A sen ó -+ A 

Luego, finalmente, la solución pedida es: 

y sen(w 0 t +; COS W 0 t 
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11 . El sistema masa-resorte que se muestra en la figura se suelta desde 

una altura h y después de chocar el reten en las consolas laterales, 

el bloque de masa m desciende una distancia A. Determinar cuanto 

tiempo demora el sistema en regresar a la posición inicial, es decir, 

en efectuar una oscilación completa . 

~ 
\ 

\ 

\ 

\ 

t 

El sistema tiene una energía potencial inicial y al soltarlo se con­

vierte en energía cinética . Luego del choque se convierte en energía 

potencial elástica estirándose el resorte la longitud A. En ese ins 

tante, la masa invierte su movimiento y la energía nuevamente se con 

vierte en cinetrica . Finalmente , regresando a la posición inicial 

la energía se convierte otra vez en potencial . 

Inicialmente la energía mecáni­

ca total es s;lo potencial , es-

to es : E = mgh 

En la posición mostrada , cuando 

el resorte se ha estirado A, la 

energía mecánica total es solo 

potencial elástica y esta es : 

E 
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Igualando es tas dos e x presiones , por conservación de energía , se 

tiene: 

_l k A2 
2 

mgh => k 

Esto nos ha permitido determinar la constante elástica del resorte . 

/ 
El tiewpo total que demorará el 

/ 
t sistema en regresar a su posi -

ción inicial desde el instante 

en que se suelta , ser2 : 

T 2t 2 T 
4 2 

T 2t 

-- ----1- --1----' 
T /4 T /4 } 

Dond e t e s el ti empo de caída desd e la a ltura h hasta e l i n s t ante del 

choque y T es e l p eríod o del oscilad or masa-resor t e . En con t remos es­

t o s t iempos : 

. Tiempo d e caíd a l i br e : 

1 2 • 2 gt = h => t =~ 2~ ' 

Período de l oscil ad or armónico libre : 

_ 2) 2m;h 

1 

- JI 

A2 

2TIA 

¡-;;::; 

Reemplazando , se tiene el tiempo pedido de una oscilac ión completa del 

sistema , este es : 

T = 2 ~ + .!._ 27TA 

~ g 2 /2gh
1 
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12 . A un oscilador armónico simple de masa m y constante elás tica k que 

se encuentra en reposo se le aplica una fuerza constante F 0 • 

Encontrar el movimiento resultante y graficar x v s t , posi c ión de la 

partícul a Qeaida a partir de x = O como condición inicial a t = O 

para el resorte relaj ado . Describir e l movimiento . 

Para el osci l ad o r armónico simple co n fuerza externa constante , en el 

ítem 10 . 3 hemos encontrad o : 

IllX + kx Fo X 
k + - X Fº 
m m 

g k m = A sen(w 0 t éi) Fo 
F o 

X 
k ' 

~ ( - )1 e+¡ 
=[f X o c on Wo 

Xo= A Wo cos( w0 t éi) 

para las c . i . @ t = O: Xo = o y Vo ü , se tiene : 

ü Aw 0 co so cos 6 o 6 
7í 

sen o 1 Vo -+ = -+ -+ 
2 

o Asen o +~ A + Fo 
-+ A ~ Xo k k k 

Luego , la solución sera : 

Fo 
sen(w 0 t 

TI Fo F º Fº 
X -k + ¿ +- -k COSW 0 t +-

k k 

X Fº (1 - cos W0 t) k 

Gráfica en la pág . sgte . 
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Gráfico x vs t : 

X 

Por consiguiente , se tiene un movimiento oscilatorio armónico : 

-Fº ... ... . k cos w0 t alrededor de su posicion de equilibrio estatico : X 
e 
=~ 

k 

13 . Encontrar la frecuencia de oscilación del sistema masa-resorte cuando 

está, en conjunto , acelerado hori zontalmente con valor constante tal 

corno se muestra en la figura. 

/ / 7 / ) /> 

Cuando el sistema no esta oscilando y avanza con una.aceleración a 0 , 

se tendrá que el resorte está permanentemente estirado por una fuerza 

constante F 0 = ma 0 • Por lo tanto , no se diferencia en nada , p.e . ,a un 

resorte vertical con la masa suspendida en su extremo sometida a la 

acción de la gravedad W = mg . Este caso ya lo hemos analizado en el 

Ítem 10 . 3, habiendo encontrado que la acción constante no afecta a la 

oscilación alrededor del punto de equilibrio . 

Luego , la frecuencia natural del sistema seguirá siendo la misma , es 

decir : Wo = ~ 
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14 . En el sistema mostrado en equilibrio en la figura se le comunica a 

la masa m una energía inicial desplazándola ligeramente de su posi -

ción de equilibrio y liberándola . Determinar la frecuencia angular 

del movimiento oscilatorio libre utilizando las aproximaciones perti._ 

nentes para pequeñas oscilaciones cuando el desplazamiento inicial 

es: a) vertical y b) horizontal. 

a) Vertical 

\ 
\ 

\ 
\ / 

F 

m 

/ 

/ 
/ 

T~ 

/ / Los tirantes rígidos son igua­

les, de longitud t, área A y 

módulo elástico y. 

Encontrar la relación entre los 

períodos de ambos casos: a) y b) . 

En particular par a a = 45 º . 

La fuerza elástica correspon -

diente a un pequeño desplaza -

miento vertical y de la masa m, 

será: 

M~ ::: ycosc::l YA 
=> T= -

YA t 
T = ~ 6t 

(vAcosa ) ycosa= · --t- y 

Y, la fuerza vertical restaura-

dora: 

F :: - 2Tcosa = - ( 2YAcos
2 

ª) K .)(. y=- yY 

Luego, la ecuación diferencial del movimiento de la masa m, para pe­

queñas oscilaciones verticales, sera : 

K y -+ 
.. 

+ K y o -+ y 2 o my = - my = + Wo y = y y y 

2yAcos 2 a -+ 2 2YAcos 2 a 
J 

2YA w = + Wo cosa con K ºy m.t m1 y 1 y 
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b) Horizontal .-

~ 
'\ 

\ 
\ 

\ 

\ 

La fuerza elástica correspon -

diente a un pequeño desplaza 

miento horizontal x de la masa 

m, será : 

t:,9., :::: x sen a 

T 
YA YA YAsena) 
- b,9., =--- xsena= ( x 

9., 9., 9., 

Y, la fuerza horizóntal restau 

radora : 

F - 2Tsena (2YAsen
2

a ) x=-k x 
9., X 

Luego , la ecuación diferencial del movimiento de la masa rn, para p~ 

queñas oscilaciones horizontales , sera : 

rnx K X + mx + Kx o -+ X + wºx X = o 
X X 

2YAsen2 a 2YAsen 2 J 2YA Con : K 2 a -+ sena -+ Wo Wo 
X 9., X m9. y m9. 

Relación de períocios : 

Ty 2TT/W o;,r 
Wo 

X sen a: 
2TT/w

0
• 

tg a: 
T Wo cos a 

X X y 

Para a 45º 
Ty 

1 + . T T -+ 1 Wo Wox y X y 
X 
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1) . Determinar la frecuencia de v ariación radial elástica de un anillo 

R, sección transversal A, densidad p y móciulo elástico Y. 

Nota : resolver primero el problema N~ 42 del capítulo 9(anteriorj. 

En el problema indicado (9-42) se encontró la deformación radical 6R 

del anillo bajo la acción de una fuerza radial , longitudinalmente uni 

forwe , q(N/m) . Esto es : 

6R 
qR2 

YA 

llcmando a la deformación .6R =x a partir de la posición de equilibrio , 

la fuerza elástica restauradora radial por unidad de longitud , será : 

(-) (+) 

~ o 

!Fj=qds dm=p AdS 
·~ 

(-) (+) 
~ 

X 

o 

YA 
q - ( ) x 

R2 

Para un elemento dS de longitud , 

aplicando radialrnente la Ley de 

Newton, la ecuación diferencial 

del movimiento vibratorio sera : 

pAds ( 
YA 

)x ds X -
R2 

.. y 
o px + - X = 

R2 

.. y 
X +- X = o 

pR2 

.. 
+ 2 o, y 

X W0 X con : Wo 

PR2 

Luego, la frecuencia pedida es : 

\) = 2;R Jf 
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16 . Consiciere que en un oscilador armónico simple el resorte , de cons­

tante k , tiene una masa~ ' pequeña, pero no despreciable comparada 

con la masa m del oscilador . 

Determina r el efecto que produce , desde el punto de vista oscilato­

rio , tornar en consideración a la masa~ del resorte . 

Si tomamos el resorte ideal , sin masa , el movL~iento oscilatorio ten 

dría una frecuencia natural , como sabemos , igual a : w0 = / k/m . 

x (t)=v 
/' '\ 

- - - - - -( ) 

- - _ _/ 

' 

Al considerar la masa del resor 

te , el movimiento osc i latorio 

se hará mas lento , disminuy endo 

la frecuencia (el período aumeE_ 

ta) . Como la constante elástica 

del resorte e s la misma , el 

efecto equiv alente represent a­

ría una masa m' en e l ex tremo 

como se mu estra en la figura del 

s istema id eal e quivalen te , de 

f orma t al , que l a fre cu en c ia n a 

tural de l sistema sea: 

Para determinar esta masa m' , en función de mR , analicemos el movi -

mi ento del resorte considerando su energía cinética . 

En un s i s t ema cualqu iera , como se muestra en la s i gu i en t e figura , la 

longitud de l res orte es S y la velocidad de l ex tremo libre v{ =}: (t) ] . 

Para un elemento diferencial dz , situado a una distancia z del extre­

mo fijo , su masa sera : mR d z. 
s 
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Aslliiliendo que el resorte se estira en forma proporcional a lo largo 

de su longitud, la velocidad de cada elemento diferencial es dife -

rente variando t~bién proporcionalmente en forma lineal, para e l 

instante considerado, desde cero en el extremo empotrado hasta la 

veloc i dad v que tiene la masa m en el otro extremo del resorte . 

Es cec i r, ser2: z s v . 

La energía cinética ciel elemento diferencial dz , sera : 

1 ~ 1 
ID 

dEK dz) ( z v ) 2 R v2 ) z2 d z 
2 s s -2 s3 

integrando para obtener la energía cinética de l resorte, se ob t iene : 

1 ~ 
s 

l 
fil 53 1 ~ V:!) J 

~ R V:!) 2 2 
EK ¿ ( - z ~ ci z 

2 (-
3 2 ( 3 ) V 2 

rn r V 

s3 o s3 

Luego, l a masa equival ente bus cad a es : rn 1 

rrespond i ente equ i val ente, ser2: 

mR 
--.3. Y, e l sistema co-

mR 
(m + - 3-

Con frecuencia na t ur al de oscila ción : w0 ~ ~ 
J m+ 3-

jm : :R 
2TI k 

Wo 1 k 1 
\) = 2TI 2Ti l 

~ \) 

m 3 

17 . Considere a la masa del problema N~ 1 , pero ahora sin apoyo horizon­

tal y resortes idénticos , de longitud no deformada i . La separación 

de los soportes es justamente 2i y, despreciando efectos gravitacio­

nales , tome en la horizontal la posición de equilibrio del cuerpo . 

Se saca verticalmente al cuerpo de su posición de equilibrio y se le 

libera . Deterrainar si el movimiento sera oscilatorio armónico , o no . 

El sistema se encuentra en el plano de la figura ( y - x ) . 
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(-) k k 

Calculemos la fuerza F que ac­

túa sobre la partícula . 

Cada resorte se estira : 

~t 
1_ -

' ' 

.., . 
+ y~ - t y ejerce una fuer 

/ 

IF' l=k ~.Q,2 + y2' - 9-) 
/ 

za : 

1 

cos e 

La fuerza total que actúa sobre la partícula, será : 

F=-2F' cos8=-2k(/x.2+y2 
1

. -0 Y = -2ky(l - .Q, )=-2ky(l-
1 

) 
r:;--::;i -'2i \/l...!..., ( L) 2 vi·+y· V.Q,•+y• 

9, 

Esta fuerza no es lineal en y. Luego, el movimiento que genera a la 

partícula no será armónico. 

Ad icionalmente , veamos si para pequeños desplazamientos , en primera 

aproximación, esta fuerza es aproximadamente lineal , o no . 

Para , ·¡~ 1 , podemos expand~T por el binomio de Newton y se tiene : 

1 
1 - ~ f ) 2 + i ( f )4 - •• •• 

l1+cf>2' 

la cantidad entre paréntesis, será: 

(1 - -;:===l==;;-) = _!_ ( z )2 - 2 ( z )4 + 
.! -'' )2' 2 t 8 .Q, • •• Yl + J 

y la fuerza F, queda : 

F = - 2ky [ 1 ( L ) 2 
~ i 

t 

~ ( * ) 4 + ... ] = -k J_3 [ 1 - _43 ( * ) 2 + ... ] 
ts ~ .. e.2 ~ 

En primera aproximación , se tendrá: 

F 8:: - ( 
k )y3 

Luego , ni siquiera en primera aproximación para pequeños desplazamie.!!_ 

tos , la fuerza F_es lineal en y . El movimiento no es armónico . 
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Pero , por otro lado , si la separación de los soportes es diferente 

a 2~ , digamos 2( t +o) , tal que para tener al cuerpo en su posición 

de equilibrio hay que estirar cada resorte la longitud ó. Para pe­

queños desplazamientos , en primera aproximación , la fuerza es lineal 

en y, como veremos a continuación . 

Proced~ ~ndo SL~ilarmente como 

(Ha) en el caso anterior, para la 

~ó)'+y'' fuerza F se obtiene : 

F=-2b-[ 1- --;;;==t==::;-
_, v'u~+o) 2 +/ 

Q, 
-2ky[ 1- ] 

(Hó) / 1 + e x.rº ) 2 , 

Expandiendo por el binomio de Newton y sustituyendo, se tiene: 

Q, 1 )' 2 3 V 4 
F=-Lky{l- (Ho) [ l- 2 C t +o ) + () ct~o ) - · · . } 

Q, 
2ky [ (l - Ho 

1 
+ 2 (Ho)-' y 

En primera aproximación queda : 

t 
F ~ - 2ky(l - t + ó 

o 
- 2ky ( Hó 

2 3 
s (Ho):i 

_ e 2ko ) Y 
Ho 

y4 + ... ] 

Luego , en este caso , para pequeños desplazamientos , en primera apro xi 

mación , la fuerza es aproximadamente proporcional a y. El movimiento 

será aprox imadamente oscilatorio armónico . 
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18 . Determinar el movimiento oscilatorio del sistema mostrado en la ri-

gura . 

< / / / ( / ( < < (( 

m 

Todas las diruensiones inciicacias 

en la Íigura corresponden al es 

. tado de equilibrio estático. 

La masa m es puntual . 

El módulo de elasticidad del ti 

rante es Y y su área transv er -

sal es A. 

La barra horizontal es rígida , indeformable y de peso despreciable 

comparado con e l peso de la masa que sopor ta en su extremo libr e. 

F 

1 o t t 
'Z tE 1 

I ó 
.._.¿ 

m 

• 
.s 

-- ~ 
m 

\ 
(-) 

J(+) 

Al co~unicarle energía i n icial 

a la masa y liberarla, el sis -

tema se pone a oscilar giranci o 

a lrededor del extremo O. Luego, 

utilizaremos como variab l e an-

gular e l ángulo de g iro 8, me­

dido a partir de la posición 

de equi l ibrio, tomada horizon-

tal. 

El único torque recuperador proviene del tirante . El peso de la masa 

no produce torque recuperador , es constante . 

Para un ángulo de giro 8, el tirante se estira: ó 

deformación la fuerza elástica será : 

8.t. Y, para esta 

ó e.e F = - YA - = - YA ~ = - YA8 
t .e. 

la cual produce un torque recuperador igual a : 

El momento de inercia de la masa m respecto al punto de giro O, es : 

1 0 = m(2.e.) 2 = 4.e.2 m 
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No consideraremos el mo~ento de inercia de la barra, por haberse in­

dicado despreciab l e en comparación a la masa m. 

Aplicando la ley de Newton: 1 0 6 = f 0, se tiene: 

2 •• 
YAt8 = 6 ( 

YA 
) e o 4i me + 42m 

.., YA = 1 {E con: w:, 
4.Q..m Ll o 2 u 

.. 
2 8 s e n(w 0 t Se tiene: 6 + Wo 6 o = 8 + o) 

El período de oscilación del sistema sera: 

LT: 
2TI f!i 4nff l = 

Wo A YA 

Si la masa de la barra, que l l amaremos M, no es de s preciable con res-

pecto a m, hay que tener l a en cuent a a l calcu l ar e l momento de iner -

ci a de l sistema co n respecto al p u nto de g iro O. Esto es, e l momen t o 

d e iner ci a total del s i stema, en est e cas o , sera: 

m( 2t ) 2 
l 

+ j M( 2Z ) 2 1 
(rn + 3 M) 

Co n es te v alor , se tiene : 
1 

.., YA 21i 
4n 

t (rn + 3 M) 
w~ 1 

y T 

4 .Q. (ill +:;- M) W o YA 

Por otro lado , si queremos e x presar la solución del problema en fun -

ción de una v ariable lineal , digamos s , medida en el ex tremo libre , se 

tendrá : 

como : s ne= 8 

La solución será : s· 

s 
29., con amplitud 

S sen(w 0 t + ó) 

19 . En la f i gura se muestra un sistema en equilibr io . 

s 
2Z 

La barra horizontal es rígida e indeformable , de peso P y longi t ud 2.Q. , 

c on un peso W en el e x tremo . La barr a v e r tical de peso despr eciable , 

longitud 2i , área A y modulo elástico Y. 

205 



Determinar el período de oscilación del sistema . 

/ / 

t 
r r -----l.-J------........ 

1
, y:' W 

/ 

Como se tendr2 una o s cilación libre angular, calculemos el momento de 

inercia y el torque recuperador . 

- Momento de inercia : 

1 
J..._ 

' 3 

- Torque re cup erado r: 

o 
j F 

9, 
(-) F =YA o YA~ YA8 

< --..Je_ 
g, 

d ¡ te+) f X, 
.......... 

ó=8X, 
&,.. w 
i F- - f o =-UF = -(2HA) 8 -.... -

Luego , la ecuación diferencial de l movimiento angul ar, sera 

I 0 8 = -Ke ~ 6 + w~8 = O, con : w~ = K/1
0 

Por lo tanto, la frecuencia n a tural del sistema es: 
X,YA YAg 3YAg 

4s¿2 p 
g (W + 3 ) 2X,(W + 1 ) Wo = 

y el período será : 2n 
1 =- = 2n 

Wo 

2i(W + P /3) = j U (3 W + P) 
YAg 3YAg 
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20. El sistema de la figura se muestra en un estado de equilibrio, luego 

se le comunica una energía E 0 y libera . 

Conociendo toda la geometría d~l sistema , determinar el período de 

oscilación . ¿Dependerá cie las conciiciones iniciales? 

Considere que las barras son lo suficientemente rígidas como para no 

flexionarse. 

t,Y,A,(m~ o) 

o 

a 

L 

Luego de liberarlo , el sistema oscilará libremente alrededor del pun­

to O. Luego , utilizaremos como variable angular al angulo de giro 6, 

a partir de la posición de equilibrio . 

Calculemos primero el momento de inercia y el torque recuperador . 

- Momento de inercia: 

' 1 2 • "":\ mL 
.) 

- Torque recuperador : 

2 1 
L (M + J m) 

Fy=Fsena 

-- -~ 

1:,9.. = ósena=8asena 

F YA t:,9., 
9., 

YA 8asena 
1 

F = Fsena= (YA ~ sen2 a) 8 
y 9., 

a 2 f 0 =-a F =-a(YA - sen a.)8 
y 9.. 

a2 2 
(YA¡ sen a.)e -KS 
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La ecuación diferencial del movimiento angular, al aplicar la ley de 

Newton, será : 

- K8 = S O , con: w~ 
Io 

Luego, la frecuencia natural del sistema es: 

VA ~2 2 
.1. .r~ sen a 

L2 (M 
1 

+-;:;- m) 
.) 

y el período, será: 

YA 2
2 sen2 a 

2 1 -
Q.L (M + ~ m) 

.) 

211 H 2 (M + m/3) 
2íí 

fl::. (3M + m) 
T 

YA a2 

3YA a2 sen2 
a 

Q.1
2 (3M + m) 

Por lo tanto, e l período y la frecuencia natural, como su nombre lo 

indica, dependen del sistema oscilador, es decir, en este caso, de la 

inercia y del torque recuperador. Nunca dependen de las condiciones 

iniciales. 

21 . La barra AB de longitud t y masa m se encuentra horizontalmente en 

equilibrio, sujeta por un pivote O y dos res9rtes de igual constante 

elástica k, tal como se muestra en l a figura . 

Si al extremo B se le da un desplazamiento hacia abajo Bº y se le li 

bera , encontrar la ecuación del movimiento producido. 
2/3 l /JQ, 

/ / I r (' / / / / ;' 

k 

A o B 

208 



-

El movimiento sera angular oscilatorio alrededor del pivote O. Luego , 

calculemos el momento de inercia y el torque recuperador del sistema . 

J 
21/39-

2 
3 s~e 

? 
F =k a =;.. t k8 

A A 3 

l/J X, 

1 
3 

s~s 

- Momento de inercia : 

1 ., 
El( 6 Q,) -

i ., 1 2 

12 
m.Q.- + j6 mt 

1 º = 

- Torque recuperador : 

fo 
1 
3 9-FB 

fo 

fo = - ( ~ t
2 k)8 - KS 

-;, 

Luego , aplicando la ley de Newton, el moviwiento será : 

.. 
1º8 - KS ~ e + w~6 ü 

j 
Q,2 k F 2 K 

~ 
9 

con : Wo 
lo 

Wo 1 2 - mt 
9 

y la solución general: e e sen ( w o t + 6) ~ 6 = e 0-.b co s ( w o t + 6) 

para las y 

las constantes arbitrarias e y éi , serán : 

8 sen éi 

Ü 8 W0 COSÓ ~ COS Ó = Ü ~ Ó = % ~ sen Ó = 1 

Luego,la ecuación del movimiento producido es: 

3B 0 e = -9-- sen(w 0 t + .:!!.. 
2 

3B 0 
COS W0 t = 9, COS 

ü 

e 
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22 . Péndulo Simple . - También llamado ideal o matemático . 

' 

Consiste en una par t ícula de masa m suspendida por una cuerda inex te~ 

sible , de masa despreciable y de longitud t . Cuando se le saca de su 

posición vertical de equilibr io estable , comunicándole una energía 

inicial , al liberarlo el péndulo oscila en un plano vertical , girando 

a lrededor del punto de suspensión O, por acción de la a tracción gr avi_ 

tacional . 

o 
1 

1--: v 
1 t 

1 

T 

~t_s~i:_e_ ~: 
J ,.. / 

_ ( ';- -
' -· 1 g 

Coillo el mov imien to de la pc.rti_ 

cula es circul ar , l a solución 

d e este pr oblema s e obtendr 2 

más fácilmente utilizando une. 

v ariable a ngul ar 6. 

El torque re cuperador ejercido por la fuerza gravitacional es: 

ro =-rng.Q, sene 

La tensión de la cuerda no produce torque alrededor del centro de gi­

ro O. 

El momento de inercia de la masa rn respecto a O, es: 

Aplicando la ley de Newton par a rotaciones: f 0 Ioe , se tiene : 

2 •• 
mX. e 

definiendo: 

- mgisene 

2 
Wo 

i 
g 

queda: e + w~ sene G 
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Como el segundo termino de esta ecuación contiene a sen e, no es li_ 

neal y corresponde a oscilaciones no lineales . Su solución es com­

plicada. Sin embargo , considerando movimientos con pequeña a.~plitud, 

es decir , tomando la siguiente apro x imación mat~üatica para ángulos 

pequeños: 

e ;'.::::; sen e 

se tendrá simplemente: 

e + w~e o 

Ecuación diÍerencial idéntica al oscilador angular armónico simple , 

cuya solución es: 

con : Wo y 
2TI (;1 

T =~= 2TI)g 

Observe en es te resultado aproximado que la frecuencia y el período 

son independientes de la masa rn y se dice que el péndulo es Isócrono, 

hecho descubierto por Galileo . 

Esta expresión es Gtil cuando se quiere calcular g , midiendo 1 y T, 

poniendo a oscilar un péndulo con cualquier masa. 

El error que se cornete con la aproximación de ángulos pequeños s6lo 

se podrá determinar comparando con la solución exacta . En este caso, 

para el período se obtiene la siguiente expresión: 

2n/f (1 1 
sen2 e 1 32 4 e 

) t = +-- :¡-- + 22 4'2 sen -2- + ..... 
22 

La cual, en una primera aproximación se puede reducir y cortar la 

serie infinita a los primeros términos, sin mayor repercusión , obte­

niéndose: 
' 1 

(1 T IT 
2 

e 11 
+ -30_7_2_ EY ) 

211 



Si identificamos el período de la solución armónica como: 

To 

la relación T /T º para algunos valores de e' dacio en grados, es : 

e l./ To 

1 (jo l.Oüi9 

30º 1 . 0174 

60° 1 . 0732 

90º l.1Sü3 

120º 1.3729 

Observamos que aún para valores relativamente grandes de 8 , que c~ 

rresponde a una abertura angular total doble a la &uplitud (28 ), la 

diferencia de ambos valores para el período (T y T 0 ) es relativamen­

te pequeña . Luego, la solución de ángulos pequeños es suficienternen 

te satisfactoria, diga.~os p . e . para 0 ~ 23º(28 ~ 46º) la diferen­

cia entre T y To es < 1% 

Adicionalmente, presentai."tlos también la solución de es te problema u ti­

lizando una variable lineal , s , del movimiento de la partícula sobre 

el arco de círculo recorrido. 

' 
' 

212 

o 

1 

I 
I 

1 ~9.,'ó_/ 1 ~ 
__ 

1
-.\_ ~~íf.~ : mgcose 

' - .1 ' 1 " mgsene , , ,, "' .... 
mg 

La componente radial (rngcos8) 

se anula con la tensión (T) de 

la cuerda y la componente tan­

gencial (mgsene) es la única 

acción restauradora, teniéndose: 

F mgsene 
s 

Fuerza que no es lineal, sin em­

bargo, para ángulos pequeños: 

e ~sene, se tiene: 

Fs = - mg8 



y como : s t8, la fuerza es aproximadamente lineal , esto es : 

F = - ( ~ )s 
s t 

Luego , la ecuación d iferencial en s , sera : 

m s 

s 

2 o 
con : Wo 

12. 

t 

queda : 
.. ') o s + w-;,s 

y su solución es : 

s = s 

+ ( 

- ( ~ )s 
t 

_g_ 
t 

)s o 

sen(w 0 t + ó) 

teniendo un movimiento armónico simple . 

23 . Péndulo Físico .- También llamado real o compuesto . Se denomina así 

a cualquier cuerpo rígido suspendido de un punto de el como pivote 

-

y de tal forma que pueda oscilar en un plano vertical alrededor de 

un eje horizontal fijo que pasa por el punto de suspensión . Por su­

puesto , el simple es una idealización de este péndulo real . 

Llamando d a la distancia entre 

el pivote O y el centro de gra­

vedad del cuerpo, como hemos 

visto para el péndulo simple, el 

torque recuperador debido al p~ 

so del cuerpo Mg es: 

fo = - Mgd sen 8 

Para e ~sen 8 ~ f 0= - (Mgd)8 
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Si el momento de inercia del cuerp~ alrededor del eje que pasa por O 

es 1 0 , aplicando la Ley de Newton para rotaciones se tiene : 

lo e (Mgd) 6 

2 Mo-d 
~ con Wo =~ 

I" 

La solución es : G = 8 
m 

2n 
y el período : T = 

Wo 

Si el péndulo es ideal , 

Se tiene como período: 

. Centro de Oscilación : 

-+ e + ( Mgd ) e o 
lo 

G 2 e o Wo = 

sen{w 0 t + o) 

2n 2Tt r;:_ 
Mgd 

con: d = 9., ' M m y lo = mX-2' 

T = 2 TI ~ 2Tt rr 
mg.Q. g 

Encontremos el pendulo simple equivalente de igual período al pen 

dula físico dado . Llamando h a la longitud del péndulo simple 

equivalente , igualando períodos se obtiene : 

T= 

F 
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2n ff 
0-
0 

;-;-­
= 2.,,. / ~ 

" Mgd h 
Mg 

Luego , en lo que se refiere al 

período de oscilación , se puede 

considerar como si la masa M del 

péndulo estuv iera concentrada en 

un punto e cuya distancia al pivo 

t e O es h . A es t e pun t o se le 

llama el "Centro de Oscilación" 

del péndulo físico . 



24. 

El centro de oscilación C y el pun to de suspensión O tienen la pro 

piedad de poder intercambiarse y el período de oscilación no ca~­

bia . Es decir , si el péndulo se suspende y oscila alrededor de un 

nuevo eje que pasa por el punto C, el punto O se conv ierte en el 

nuevo centro de oscilación y el período es el mismo . 

. Centro d e Percus i ón : 

El c entro de oscilaci ón , algunas veces , recibe el nombre de centro 

d e per cusión cuando se refiere en rel ación a la s i guiente propie-

dad . 

Considere el pénd ul o en la posición de equil ibrio inicial mente en 

r eposo y qu e sobre e l centro de os ci l a c ión actúa una f uerza i mpul­

siv a F , hor i zontal y en el pl ano de oscilac ión . En este caso e l 

cuerpo gi rara libr emente en r otación pura sin tratar de tras l adar­

s e y por l o t an to no se presen t ara r eacc ión impuls iva alguna en el 

punto d e suspens i ón . 

Este hecho es conocido cuando se " batea" una pelo ta de bé isbol , si 

la pelot a pega en el bate en un punto dis t ante , d i ferente al cen-

tro de percusión , el impacto repercutir á en las manos 

apreciable y se transmitirá a los brazos . 

en forma 

7 
Se tienen un péndulo simple de masa m y longitud TI L , y una barra 

uniforme de longitud L y masa Sm . 

Encontrar el punto de suspensión de la barra para que ambos péndulos 

oscilen con la misma frecuencia , considerar apr ox imación para ángulos 

pequeños . 

215 



Péndulo 

Físico 

Péndulo 

Simple 

L 

7 . 
r.= TI L 

Según lo encontrado en el pro­

blema anterior: 

- Pendulo Físico : 

Para la barra dada , se tiene : 

M = Sm 
1 

d = 2 - X 

2 
1 2 , 2 _r L L ) 2] 

I 0 = TI ML .-Md = Srm TI + ( 2 -x 

- Pend ulo Simple :, 

\) = 2n 

con : .Q, 
7 

TI 1 

Reemplazando e igualando ambas frecuencias, se tiene: 

216 

L 
Smg ( 2 - x) 

=_g_ 
7 L , L 2 

Sm [ T2 • ( 2 - x) ] TI L 

simplificando y efectuando : 

12 L x)2 7 1 
x) u + ( - - =TI L 2-2 

12 1 x) 2 1 
x) + 12( - - 71( 2 -2 

12 1 [ 12 
1 

- 7L ] + ( 2 - x) ( - - x) 
2 

12 + (x 
1 

-2 ) ( 12x + 1) o 

12 + 12x
2 

5x1 
12 

o - 2= 

12x2 5x1 + 
12 

o - 2 

o 



24x2 
- lOLx + 12 O 

Resolviendo esta ecuación en x, se tiene dos v alores : 

[ 
L 

/1oúL2 
X i 4 lOL ± 96L2 lOL ± 2L 

A 48 48 L 
X2 6 

Luego , se podrán tomar dos puntos de suspensión 01 y 0 2 • 

Si la barra pivotea en cualquiera de ellos , la frecuencia de oscila 

ción es la misma , e igual a la del péndulo simple dado . 

25 . En el sistema mostrado en la figura , determinar el período de oscila 

ción para ángulos pequeños , ademas , considere que : 

El movimiento está restringido en el plano vertical . 

En la posición de equilibrio mostrada , los resortes no tienen ten 

sión inicial . 

. La barra vertical , rígida e indeformable, tiene peso despreciable 

respecto al peso de la m que soporta en su extremo libre . 

/ 

1 

lh 
---1 

/I 

t 

m 

El sistema pendular dado, oscilara angularmente en torno al punto O. 

Luego, encontremos primero el momento de inercia y el torque recup~ 

rador del sistema . 
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1 
- Momento de inercia : Io mi2 

~ - Torque recuperador , con la e 
F aproximación de ángulos pe-

¡::: __ ... 
1 

queños 8 ~ sene , tiene : 
1 ºh 

se 

1 

1 
/ ó. h8 ----"- F kh8 / 

n _ r-- ---·-º--:: m 
1'- -- ---/ \_ - - '-1 ' .,, 

º s~ .rn -+ w mg 
W=mg 

- 2h k h8- 9J3mg 

f 0 - (2kh2 + X,mg)G 

r º - KG 

Lu ego , la e cuación d iferencial d el mov i miento , aplicando la Ley d e 

Newto n , s er a: 

2 con: w0 

- KG => 8 + w~6 o 

Por lo tanto, el período ped i do es : 

2n / mí
2 2n .Q, 

T= 2n 
2kh

2 Wo + X,mg /2 k 2 
-h + m 

to o 

26 . Considere el mismo sistema del problema anterior pero , ahora , inver­

tido hacia arriba . Esto es , apoyado sobre una mesa horizontal . 

Establecer la condición necesaria para que el torque actuante sea 

recuperador , es decir , para que el movimiento sea oscilatorio con 

respecto a la posición vertical de la varilla . En este caso , deter 

minar el período para pequeñas oscilaciones . 
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r 
- Momento de inercia: 1 0 = mt2 

/' ' 

( \ __ -
' / í r- - Torque , con la aproximación de 

ángulos pequeños 8 :::::: sen 0, se 

tiene : 

h6 F = kó 
h 

kh8 

.t6 -+ w mg 
h 

r 0 = -2kh2 8 + fmg8= - (2kh2 
-9,mg) 6=-K8 

Por lo tanto , para q11e el torque r 0 sea recuperador , se requiere que : 

K > O -+ 2kh2 
- 9,mg > O --+ 2kh2 > img 

Esta es la conciición necesaria pedida para 

Como en el problema anterior , se tendrá : 

2 
con : Wo -+ = / 2kh

2 
- fmg 

Wo m.l'., 

movimiento oscilatorio . 

Con la condición establecida: 2kh2 > tmg, w0 será real, como debe 

ser, caso contrario,w 0 se.ría imaginario. 

Y, el período de la oscilación sera: 

2Tt r I m.l'..2 I m 
T: = ~ = LTI 2kh" - tmg = 2

TI .Q, Lkh· - .lmg , para 2kh2 > .l'..rng . 

27. Con relación al problema anterior: 

Si k = 13 ~ , ¿cual es la condición para movimiento oscilatorio? 

y ¿cual es el período correspondiente? 

- Si, ademas, la masa m puede deslizarse sobre la varilla entre t=h 

y t = lüh , ¿cumple con la condición para movimiento oscilatorio? . 

De ser así , ¿entre que valores esta comprendido el período? > 
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¿en cuál posición de la masa m se tendrá la mayor frecuencia, y .en 

cual la menor? 

- Si se mide la mayor frecuencia y se encuentra que es SHz , ¿cuanto 

miden h y t? . 

Si , k - 13 ~ 
h 

La condición : 2kh2 > tmg , sera 26h > Q, y , el período sera : 

-r= 2Tit/ m 

2 (13~ ) h2 
-Q.mg 

h 

- Si , h < t < lOh,cumple con la condición Q, < 26h . Y , el período 

estará comprendido entre los siguientes valores : 

5TI !;_ ·Jg 
l 

Como : v = - , la frecuencia estará comprendida entre los siguieE_ 
T 

tes valor es : 

5 
LTI 

Luego , la mayor f recuencia : \) ... 
ma.x 

2- ¡-fh , corresponde a la 2n 

posic i ón : Q, = h y la menor frecuencia : \) ... 
min 

l 
Sn 

¡-g corr es -\/ h ' 
ponde a l a posición Q, = lüh . 

- Si v ... = 5Hz , se tiene: 
max 

5 

y, por lo tanto, 
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t;;2 g 

1 ... 
max 

lOh 

9.81 
4x9.86 

1 
~ 4 

10 X 0.25 

0.25m 
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28 . Una v arilla de raasa M y longitud L cuelga del techo s u spendida me­

dian te una articulación en el ex tremo O que le permite girar en el 

plano v ertical . 

Adicionalmente , la v arilla se su­

jeta a partir de un punto B me-

diante dos cuerdas iguales de área 

A y longitud a, dispuestos simetri 

camente con ángulo a corno se mue~ 

tra en la figura. Estas cuerdas 

trabajan solo a la tracción con 

módulo elástico Y. 

Determinar la frecuencia ce la oscilación en el plano vertical . 

En la solución adopte las aproximaciones convenientes de primer or­

den que correspondan a desplazamientos pequeños . 

mg 

¡j 
:C 
i CJ 
1 UJ 

1~ 

eb '\ _J;" 

Para un ángulo 8, el tirante mos­

trado se estira y trabaja a trac­

ción, el otro no sopor t 2 compresión 

y simplemente se recoge . Cuando 

se invierte el ángulo e, la acción 

de los tirantes también se invier-

te . 

Para ángulo 8 pequeño, observando 

la geometría , el tirante se estira : 

!::.a ;::::: 8b cos a = e a sen a cos a 

/:.a ;::::: 1 ( 2 a sen 2a)8 

y la fuerza elástica será: 

F YA !::.a ;::::: YA( _!_ asen2a 
a 2 a )e 

F ;::::: 1 l YA sen 2a)e 
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Esta fuerza F produce un torque recuperador elástico (en primera aproxi_ 

raación despreciando términos en 82
) Ífual a : 

Lo e 

To e 

bFcosa 

~ - ( l 
2 

sen 

- (asen a cos a )F 

l 
2a)( 2 YAsen 2a)8 

El torque recuperador gravitacional es : 

To 
o o 

L 
- µg6 2 

1 ( l MgL)6 

- ( 
2 

sen 2a)F 

Ap licando la Ley de Newton del mov imiento angular , se tiene : 

1 0 6 i- MgL)8 - ( t YA sen; a ) 8 

i- MgL + t YA sen2 2a)8 

llamando : K i (2MgL +YA sen2 2a) 

con momento de inercia : 1 0 

Se tiene : 

y 12 frecuencia pedida será : 

V = l 
2 TI 

l ML2 
3 

l 
2n 

o 

.¡ (2MgL +YA sen2 2a) 

_!_ ML2 
3 

1 V (3M(2MgL + YA sen2 2a) V = 
4nML 
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29. En el sistema (columpio) mostrado en equilibrio en la figura, la b~ 

rra horizontal es rigida e indeformable de masa m y longitud i; los 

tensores verticales son iguales con masa, en comparación, despreci~ 

ble , de longitud L, área A y módulo e l ástico Y. 

(L,A ,Y) 
¿ 

CM (m ,i ) 

A B 

Determinar la frecuencia de la oscilación producida cuando se saca a 

la barra de su posición de equilibrio dándole un pequeño desplaza -

miento , en cada uno de los siguientes casos : 

1 - Vertical a lo largo de los tensores . 

2 - Lateral a lo largo de la barra 

3 - Perpendicular al plano de la figura . 

4 - Al extremo A hacia afuera y el B hacia adentro perpendiculamente 

al plano de la figura . Es decir , un desplazamiento angular de 

la barra alrededor de su CM en el plano horizontal que lo contie 

ne . 
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Caso 1 

/ / 

k k 

y 

Luego: Ky y + w~y 

y, la frecuencia de la oscilación, 

Wo =fi 

Caso 2 .-

Luego: mL2 e 

224 

=filt ~ \) 
Wo 

m.Q. h 2n 

mg 

- mgLG + G + _& 0= O 
L 

Los tensores se comportan como 2 

resortes en paralelo, esto es : 

constante elástica de c/u :k= YA 
t 

o 

en 

constante equivalente del siste 

ma: 

K 2k 

este caso , 

ff. m9~ 

2YA 
t 

será: 

El sistema se comporta como un peE_ 

dula en el plano de la figura. 

El torque recuperador total es : 

mo-
- 2 ~ Lsen8= -mgLsen8 

para ángulos pequeños: 

f 0 = - mgL8 = - K8 

Con momento de inercia: 

2 E! 12 = mL2 

2 



y y la frecuencia de la oscilación , en este caso , sera : 

w = ~ 
0 v t \) = 

Cas o 3 . -

¡8 

1 

/ mg 

Corte en un p l ano p er p endicular 

1 r¡; 
2n \/ t 

En este caso , como en el anterior, 

el s is tema también se comporta como 

un péndulo, pero en sentido 

perpendicular , como se muestra en 

la figura en corte en un plano pe~ 

pendicul ar . 

Torque recuperador : 

rno-
- 2 2 1 sen8 - mg1 sen8 

para angu l o pequeño: 

- rag18 - KG 

Momento de inercia: 

I 2 
m 

1
2 _ 

1
2 

º 2 - m 

Luego : mL2 G - rng18 -+- e+ _g_ e 
1 

u 

y, como en el caso anterior , la frecuencia de l a o s cila ció n , será: 

w = fi' 
o V L 

\) =_l ~ 
2n .J 1 
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Caso 4 .-

A 
mg 

9.,/ 2 

B 

Q \ :::.... e, 
2 \ 

= =- :J 

1 

1 
\ 1 

19 \ 1 

F 

Primero encontremos la relación 

entre los ángulos ~ y 8 . Geome-

tricamente , como se muestra en 

las figuras, igualando el despla­

zamiento de los extremos A o B, 

se tiene : 

1cp 
.Q, 

-2- 8 
9., 

21 
e 

Las fuerzas en los extremos A y B, 

considerando ángulos pequeños , ten 

dran cooo valor: 

F ;:::::- ~. 
2 <P 

en función del ángulo 8es: 

F ~~8 2 21 
mg9., 8 

4L 

Planta en el plano horizontal que 

contiene a la barra . 

Estas fuerzas forman una cupla en el plano horizontal y cuya acción 

produce el torque recuperador alrededor del CM , este será : 

( mg9., 8)9., 
41 

2 
mg9.- 8= - KG 

4L 

El momento de inercia de la barra alrededor de su CM en el plano hori­

zontal es : 
1 2 TI mt 

Luego, el movimiento de la barra en el plano horizontal estará dado por: 

1 2 .. 
TI mi e 

mg.Q.2 
41 8 e+ l& e 

L 
o 

y, la frecuencia pedida, en este caso es: 

Wo = J ~ 
1 

V = ~; = 2! /{ 
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30 . Encontrar la frecuencia natural de oscilación para el sistema mostrado 

en la figura . 

Observe que este problema es ideal , 

porque la cuerda debe ser lo suf i­

cientemente flexible para curvar a 

la polea (a la cual mueve por frie 

ción) y al mismo tiempo debe ser 

lo suficientemente rígida para 

transmitir a la masa m la acción 

elá.stica del resorte . 

e-u_ 
(+)1 

T 
(-) 

(+) f 
_t 

1 

En este problema se tienen dos mo­

vimientos oscilatorios, uno lineal 

para la masa m y otro de rotación 

par a la polea M. 

Aplicando la Ley de Newton para el 

movimiento de cada uno de ellos, 

se tiene : 

.. 
Par a m: rnx - T 

Eliminando entre ~~bas ecuaciones el valor de la tensión T, queda : 

Geométricamente se tiene: x = s = RG => X RG 

y la fuerza del resorte es: JFk 1 = ks = kx = kRG 

Reemplazando, se obtiene : 

(- mRG)R - (kRG)R 2 •• 2 
-mR 0-kR0 
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Como el momento de inercia de la polea es: 1 0 

queda : 

o 0 + 

_!_ MR2 reemplazando 
2 ' 

k 
)0 o 

Luego , la frecuencia natural de oscilación del sistema es : 

31 . Una esfera homogénea de radio r y masa m rueda sin resbalar sobre una 

superficie esférica de radio R, moviéndose la esfera , solamente en 

un plano vertical . 

Determinar si el movimiento de la esfera es oscilatorio armónico. En 

caso de no ser lo , aproxime par a ángulos pequeños. ,¿En es te caso es ar 

mónico? , si lo es, encontrar la frecuencia y período del movimiento 

en esta solución aproximada . 

o o 
t. ~ 1\ 

L.,-~ L.-1\ 
e 1 e \ 

\ \ 

\ 
1 \ 

\ 1 

R \ 1 

1 

l 

A A 
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Teniendo e n cu e nt a la geome t ría de l pr oblema , encontr emos pr imer o al­

gunas relaciones entre variables : 

- Al rodar la esfera en el plano v e r tical , se tiene que : AB = A' B. 

Ademas , como : AB = R8 y A' B = r~ , se tienen las siguientes relacio-

nes : 

R8 R e 
r 

R G R G 
r r 

- Respecto al punto O, el ángulo de giro de la esfer a e n el plano ve.E_ 

tical es : (8 - ~) y , consecuentemente , velocidad angular: ce - ~) y 

aceleración angular : (G - ~). 

Recordemos también que el momento de inercia de una esfera respecto 

a un diámetro cualquiera es : i m r 2
• Y, que el momento de inercia del 

centro de masa (CM) de la esfera respecto al punto O, en este caso , 
ser a: ID ( R - r) 2 

• 

Para aplicar la Ley de Newton (I 0 a = f 0 ) , encontremos primero la iner-

cia total con respecto al eje perpendicular al plano que pasa por el 

punto O, multiplicada por la aceleración angular correspondiente . 

Esto es : 

2 2 •• 
- mr (8 
5 <ti) 

El primer termino corresponde a la traslación del CM de la esfera. 

Punto ~ue gira en el plano vertical alrededor del punto O, con 

un radio igual a: (R - r) . Y, el segundo termino corresponde a la ro 

tación pura de la esfera. 

La suma de torques respecto al punto O, sera : 

f 0 (R - r)mg sen G + Rf 

El primer termino corresponde a la componente transversal gravitatoria 

y el segundo a la fuerza de fricción que produce la rodadura (sin res­

balar). La componente radial de la atracción gravitacional y la reac­

ción normal, no producen torque respecto a O. 
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Luego , igualando J " c1 =· 1' 0 ó se o bti ene: 

2 · • 'L 2 ., 
m ( R - r ) 8 -+ --;-- m r - ( G - ~ ) :::: - ( F -- r ) rng s e n (l + R f 

) 

Para encontrar la fuerza d e fricci6n f ~ recurrimos a la ecuaci6n de ro 

damiento sin resbalar~ teniéndose : 

2 
fr = ~ m r 2 (O - ~) =;> f 

::> 

2 .. 
- mr( G 
5 

cp ) 

valor de f que r eemp lazamos e n la ecuaci6n y se tiene : 

2 2 . • 2 .. 
m(R - r) 2 ~ + S mr ( 8 - ~) = - (R - r)mg se n e + 3 mr( G - ~) R 

Uti li zando la r e l aci6n obtenida al i ni c i o, ~ 
R 

8 , podemos eliminar 
r 

l a variab l e Q de la ecua c i 6 n , y s implifica nd o qued a: 

2 R · 2 R ·· 
(R - r) 2 G + 

5 
r 2 (1 - r )G = - (R - r)g senG + 5 Rr (l - ~) G 

2 •• 2 .. 
(R - r) 8 + S r(r - R) 8 

2 
- (R - r)g se nG + S R(l R ) O 

r 

2 •. 2 2 
(R - r) 8 + ') (r - R) G (R - r)g sen8 

- ( R -- r) g sene 

7 
S (R r)é g sene 

Sg 8 + _..._ __ _ sen 8 o 
7 ( R-r) 

Luego ~ al aparecer sen 8 en el segundo termino de esta ecuaci6n diferen 

c ial , la soluci6n no será oscilatoria arm6nica . 

. Aprox imaci6n para pequeñas oscilaciones , tomando : 8 ~ se ne, se tendrá : 

8 + 5g 
0 o 

7(R - r) 

S i llamamos : 2 5g 
=;> e + 2 8 o W o Wo 

7(R - r) 
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Ecuación dif erenciaJ cuya solución , como h emos visto anteriormente, 

es armónica : G e sen(w 0 t + o) • 

Con frecuencia y período : 

2/ \i ~ ( Sg 
"( 

7(R-r) 
2n h 7(R-r) 

y 
1_) Sg 

Observe que , como en el péndulo , este resultado es independiente de l a 

masa de l a esfera (Isócrono) . 

La solución de este problema se puede obtener mas rápidamente utili­

zando el concepto de Energía . Veamos: 

Energía cinética de traslación del CM : 

~ m [ (R - r) G ] 2 

2 
1 
- m(R 
2 

r) 2 02 

Energía cinética de rotación pura de l a esfera : 

1 
¿ 

2 2 . ' 2 1 2' ' 2 
- mr )( 8 - ~) = - mr (G - ~) 
5 5 

Util i zando l a re l ación : ~ R 8 
r 

1 2 5 mr (1 R ) 2 G2 
r 

1 2 • 2 S m (r - R) 8 

. Energía cinética total : 

1 2 '2 1 2 '2 2 m(R- r) 8 + 5 m(R-r ) 8 

~ m (R - r ) 2 G2 

5 

7 
10 

m(R-r) 2 G2 

. Ener g í a potencial : t omando como niv el de refer encia (N. R) el punto O. 

u - mg cos 8 
o 
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Energía mecánica total ~ 

E K + U 
7 2 ·2 

10 
m (R - · r) 0 - mg (R - r) cos 8 

Como no hay deslizamiento (sólo rodadura) , la fuerza de fricción no 

disipa ener gía , por lo tanto ~ la energía E se conserva (es constan­

te) . Luego , derivando: 

dE 
dt O~~ m(R ~ r) 2 G 8 + mg (R-r)G sen 8 

7 
simplificando : 5 (R - r) 8 + g sen 8 ü 

0 + Sg sen 8 
7 ( R-r) 

o 

La misma ecuación obtenida anteriormente . 

o 

32. Plan t ear l a solución general del oscilador armónico subarnor tiguado uti 

lizando l a función cos eno y, en es te caso , deter minar las constantes 

ar bitrarias para l as condicio ne s ini ci al e s genér icas a t =O: x = Xa y 

X = V 0 • 

Para el o.a . subarnortiguado la ecuación dif erencial del mov imi ento es : 

~ + 2Si + w!x = ü , con:2B = b/m y w~ = k/m 

Teniendo como soluc ión general, ut il izando l a func i ón coseno, digamos: 

-Bt 
x = Ae cos( w1 t - o), con: w1 = / w~ - 82 

x Aw1 e -St sen(w1 t - o) - ASe -Bt co s (w1 t - o) 

Para los c. i. dadas, se tendrá: 

x 0 = Acos(-o) = Acoso~ coso X o 

A 

v 0 =-Aw1 s en(-o)-ABco s (-o ) 

0 
Xa 

0 
(va+Bxa)/w1 

v 0 =Aw1 sen -AS A ~ sen = A 

A = /x~ + ( v º + Sx o ) 2 

WI 
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Compare con los valores obtenidos en el ítem 10.4 .. 

Como ejercicio pasemos la soluci6n a combinaci6n lineal de senw1 t y 

cos w1 t, esto es: 

x=Ae -Stcos(w1 t-cS)=e-Stf (AsencS)senw1 t+(AcoscS)cosw1 t] =e-St(Bsenw1 t+Ccosw1 t) 

con: B A sen o 

e A cos cS 

Luego, se tendrá corno soluci6n: 

Vo + Bxo 
W¡ 

X e - S t [ ( v º + Bx º ) ] senw1 t + XoCOS W¡ t 
W¡ 

33. Una mas a m se encuentra apoyada so bre una mesa horizontal y unida, en 

l ado s opues to s , a dos res ortes sujetos a soportes fijos tal como se 

mues tra en la figura. 

- -

Encontr ar la solución para el sistema así formado , asumiendo que ex is ­

te una pequeña fuer za de f r icción entr e la mesa y la masa pr opor cional 

a la velocidad de la masa y teniendo como condiciones iniciales a 

t = O: X 0 = A0 Y V 0 ~ O. 

D. C. L. (m) 

+--­
--,i,,Lr----=x~----..,jC..4 F f 
o 

b 
Con: S = 2m y 

Aplicando la Ley de Newton , la ec~ 

ción difer encial del mov imiento 

ser a : 

mx = - F - F - Ff =- k1x-k2x-bx 
R1 R1 

mJé + bx + (k1 + k1 ) x o 
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La solución genera] de e s t a ecuación para pequeño amortiguamiento t es 

decir' para S2 
< w~ ~ es: 

X 
- St 

Ae sen ( w1 t + ó) 9 con : w1 

y velocidad : 

x = Aw1 e - St cos (w1 t + c5) ~ ASe -Bt sen(w1 t + c5) 

Para las c . i . dadas ~ se tiene ~ 

Ao = A c5 + sen o= Aº sen A 
B 

Ao 
o A W¡ COSO ASsen c5 6 B s eno 

W¡ - -+- cos 
W¡ A 

resolviendo , geométricamente con la ayuda de un triangulo rectángulo , 

se obtienen A y o, esto es : 

A = /A~ + ~ A~ I i W¡ 

A 
Ao 

B 
tgc5 

W¡ 

A /1 + ~ V W¡ 

Wl 
~ c5 =ar c tg s 

Con estos val ores el movimiento queda comp l et amente determinado : 

-s t 
x = Ae sen(w1 t + c5) 

J4. Encontrar la solución sub-amortiguad.a para el sistema masa-resorte -

amortiguador dispuesto como se muestra en l a figura . Asuma que no 

exi s te fricción entre la masa y l a me sa~ y considere cond iciones ini­

ciales a t = O : x 0 = Ao y Vo = O. 

Graficar la so lución encontrada. 
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D. e. L. (m) 

V -FA m 
'4 e< 

k ~ 
1 X 1 
o 

F 
R 

Aplicando la Ley de Newton~ la 

ecuaci6n diferencial del mov1m1en 

to sera: 

mx 

m.x + bx + kx = o 

x + 2s:X + 2 
üJoX 

con: 8 b/2m 

bx - kx 

o 

k/m 

La solución general de esta ecuación para el caso sub-amortiguado 

(B2 < w~), corno hemos encontrado en el ítem 10 .4, es: 

X 
-S t 

Ae sen(w1 t + o) s con: W¡ = / W~ 

Para las c . i . dadas las constantes arbitrarias A y o, ver problema an 

terior, serán : 

A y o are tg 
W¡ 

B 

Gráfica x vs. t : 

X 

A A 
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35 . Un pistón se mueve dentro de cm cilindro sometido a la acción de 

tres resortes elásticamente iguales~ dispuestos como se muestra en 

la figura. Y, la fuerza de amortiguamiento es proporcional a la 

velocidad del pistón, 

Encontrar el movimiento del pistón, habiendo tenido corno condiciones 

iniciales a t=O :x 0 =Ao y v 0 =0 . Asuma que la fuerza amortiguadora es 

relativamente pequeña comparada con la acción de los resortes. 

En primer lugar , debernos observar que los dos resortes de la izquie~ 

da estan ensamblados en serie y , por lo tanto , su acción equivalente 

sobre el pistón , como hemos visto en el problema N~ 2, será : 

1 
K 

K "'l_ k 
2 

Luego , la ecuación diferencial del movimiento , será: 

D. C. L. (m) 

rnx -F - F -F =-b~-kx-Kx=-b~-kx- kx 
b k K 2 

V .___.. 
FK m Fk 
< •< +-

3 
mx + bx + 2 kx O 

x + 2B~ + w~x O 

o Fb I¿ 
~ 7J X 

B 
b 7 3 k 

con : 
2m 

y Wc 2 m 
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La solución general de esta ecuaciónj para el caso subamortiguado 

( 82 < w~) , es: 

x = A e - 8t sen(w1 t + ó) ~ con: W1 I w~ - 82 

Para las c.i. dad.as~ se tiene: 

(ver el problema anterior, matemáticamente son idénticos) 

A 
2 

W¡ 

y arctg WI 

8 
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36. Determinar el valor de la constante b de amortiguamiento correspondieE_ 

te al.IIl oscilador subamortiguado para que la amplitud se reduzca a un 

d~cimo del valor inicial despu~s de un ciclo de oscilaci6n . Con este 

valor , ¿cual es la frecuencia angular 1ll 1 de la oscilación amortiguada? 

Como hemos encontrado en el Ítem 10.4, para el oscilador subamortigu~ 

do (82 
< w~) se tiene como solución : 

X 
-Be 

Ae sen(w1 t + o)' con: W¡ 

Para t G, la amplitud es A. 

Para la amplitud 
-BT 

t T, Ae 

Esto es: 

A 
Ae 

- BT - 6 1 
lo -+ e 

Tomando logaritmos , se tiene : 

Ln(O . l) ·+ T = 

Por otro lado , como : T 
2n 
WI 

se 

ü . l 

i 

B 

requiere 

Ln(O . l) 

-+ T 

/ w~ - B2 

igual 
A 

que s ea a 10 

2n 

I gualando ambos valores de T elevand o al cuadrado previamente , se 

ti ene: 

[ Ln (O. l)] 2 

Desp ejando e l valor de B: 

23X 

2 
W o -

2 
w 

- l 

w~ - 62 

2n 

Ln(ü . l) 

2 TI 

Ln(O .l ) 



-

2 2n ~ e: ) + - --- J 2 

82 Ln(O.l) 

2 

82 Wo 2 
ü. l 2w 0 

l [ 
211 ]2 + 

Ln (O . 1) 

8 U.3 5w0 

( l+f 
1 

__ 2_n_ 
1

2 

Ln(O .l ) 

Como: 8 
k 

se tiene : y 
m 

b 

] 2 

Ln (O . 1) 

2Ln (O . 1) /---m_k ___ _ 

[ Ln(O . l) ] 2 +4 n2 

La fre cuencia angu l ar WI , sera : 

wl lw~ -
2 

82 2 Wo 
WI U.1 

1 + [ 2n 
] 2 1 + l 

2n ] 2 

Ln(O . l) Ln(O . l) 

0.94 w0 

Ln(ü . l) \/ l + f 2n ] 2 

y Ln(O . l) 
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37 . lJn farol de masa ni se suspende del punto medio de un cable que tiene 

sus ex tremos empotrados en paredes laterales como se muestra en la 

figura . En equilibrio j cada segmento de cable forma ángulos 8 con 

la horizontal , su longitud i, área A y m6dulo elástico Y. 

Si e l aire presenta una resistencia viscosa amort iguadora a.l mov 1m1en 

to del farol proporcional a su velocidad con constante b , plantear la 

ecuación diferencial del movimiento vertical , oscilator io amortigua­

d o , de 1 far o 1 . 

Encontrar la constante elástica restaurador a equivalente d el sistema 

(K) , establecer la expresión de la frecuencia natural del sistema 

(w 0 ) y la frecuencia angular (w1 ) del movimiento del farol . 

Determinación de la fuerza elástica para un desplazamiento vertí-

cal y del far ol . 

"' y sen81 
T YA 69v j 

Q. 

~ T =YA 8 (YAsen8 
Q, ysen = Q, 
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- Fuerza restauradora; 

(-) 

ª)(+) 

F 

~ 
o 

F -2Tsen8 _ ( 2YAsen1 8 
Q, )y 

Ecuación diferencial de l movimiento vertical del farol : 

my by - Ky 

my + by + Ky = o 
.. b K o y +- y + y = 

m rn 

+ 28y + 2 = o y WoY 

K 2YA sen2 8 
con-:-

Q, 

Wo 
'2.YA sen2 8 (iIJ m'l 

sene 

I 2YAsen2 8 4b2 

I 2 - 82 Wo ----
~ rn~. 

W¡ 

- Ky 

38 . El sistema mostrado en la figura se encuentra en posición de equilibrio . 

La barra horizontal es rígida e indeformable de peso P y longitud 3'l , 

puede girar libremente mediante una articulación en su extremo O. 

La barra vertical de peso despreciable , tiene área A, longitud 'l y mó 

<lulo elástico Y, se interconecta con la barra horizontal en un punto 

situado a una distancia 2~ del extremo O. 

El peso W esta concentrado sobre la barra horizontal a una distancia 'l 

del extr emo O. 
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El dispositivo M le comunica a la bar r a horizontal en el ex tremo opue~ 

to a O una fuer za oscilan t e : F F 0 sen wt. 

Plantear la ecuación diferencial del movimiento de Newton y su solu -

ción gener al . 

T 
o 

'...5 s 

La fuer za elástica T , sera : T 

~( i,A, Y) 

9.. 

F 
Par a un d esplazamiento 

de l a barra 

YA~ 
,Q, 

ver t i cal se 

plazamiento 

29,8 
YA-

9. 

hor i za n tal , 

def or ma con 

lineal : s = 

2YA 8 

M 

angul ar 8 

l a barra 

un des -

2W . 

y , el tor que r ecuperador : T 0 T = - 2,Q,T = -2,Q, x 2YA8 = - 4,Q,YAG 

El torque producido por la fuerza oscilante F ~ será : 

39..F 3,Q,F 0 senwt 
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L 

El mamen to de iner e ia to tal del sis terna peso concentrado W y b.s.rr a 

de peso P , será~ 

Q, 2 
(W + 3P) 

g 

Luego , con respecto a la posición de equilibrio, aplicando la ley de 

Newton del movimiento se tiene ; 

.Q, 2 .• 
(W + 3P) - G 

g 
- 4.Q,YAG + JQ,F 0 senwt 

8 
4gYA - + ---"-"--~- 8 3gFº 

( W + JP) Q, (W + 3P)Q, 

La solución general será : 

G 8 + G 
c p 

ten i endo se : 

G 
c 

·e sen(w t + ó) , con : w~ 
o 

se nwt 

4gYA 

(W + J p) ,e, 

e y o' d epend en de las c . i . 

G 
p 

3gF o/(W + Jp) ,e, 

1 w~ - w2 1 

39 . Estudiar la oscilación del sistema qu e e n la figur a se muestra e n e qui_ 

libr io , 

La barra ho r i zontal es rígida e indeformable , de longitud 2,e,, peso pr~ 

pio P y, ademá s , en su ex tremo libr e tiene un peso W. La bar r a v er ti­

cal , de peso despr eciable , tiene l ongitud Q,, ár ea A y módulo elástico 

Y. El amort iguador, con r elación a la velocidad de s us ex t r emos , tie 

ne una cons tante de disipació n b . (fig . sgte pá g . ) 

243 



o 

Adicionalmente, estudiar también cuando se fuerza al sistema aplicán­

dole una fuerza externa senoidal en el extremo libre de la barra hori 

zontal, directamente sobre el peso W. Reducir para el caso particu -

lar w = w
0

,en este caso , si se sabe que el esfuerzo máximo permitido 

(carga de trabajo) para la barra vertical es o(N/m2 )determinar el máxi 

mo valor que podrá tener la fuerza aplicada. 

o 

Luego , se tendrá: 

. Fuerza elástica T YA~ 
Q, 

• Fuer za del amortiguador: F 
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+(-) 
(+) 

YA ,Q,8 
Q, 

b.s 

El desplazamiento lineal (s) y ve­

locidad (s) del punto medio de la 

barra (C) , en función del desplaz~ 

miento angular (8), será: 

s 

YAG 



-

Tor que recuperador : - 9. T - 9.YA8 

. Torque del a~ortiguador: - Q,F 
2 o 

- M 8 

Por lo tanto, el torque total actuante, con respecto al punto O, será: 

fo = - UYA)e - (bQ, 2 )G 

y, el momento de inercia es: 

w 2 1 p 2 
(U) + - - (29-) 

g 3 g 

49-2 p 
(W + -

g 3 

Reemplazando en la ecuaci6n de movimiento de Newton(I0 ~ 

ne : 

donde : 28 

2 
Wo 

49- 2 (W + p ) 8·-· 

g } 

o ~ 8 + 28G + w~G 

bQ, 2 bQ,2 bg 
lo 49-2 -- (W + !'..) 

3 
4(W + 

p 

3 g 

HA 
lo 49- 2 

--
g 

Q.YA 

(W +E. 
3 

YAg 

p 
49-(W + J 

o 

Como estamos interesados en movimiento oscilatorio , consideraremos el 

caso subamortiguado , es decir , para 82 
< w~ , y podemos escr ibir como 

soluci6n general : 

8 e -8t 
Q, sen(w1 t + o) 

con : c0 1 82 
' y constantes arbitrarias e en radianes y o t~ 

bien en r adianes , que dependen de las condiciones iniciales no especifi_ 
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cadas en el problemac 

Si adicionalmente se fuerza al sistema con una fuerza externa senoidal, 

digamos : 

F 0 sen U.lt 

al aplicarla en el extremos a 2.Q. del punto O, el torque externo con res 

pecto a este punto será ; 

y la ecuación diferencial correspondiente al movimiento tendrá segundo 

miembro , es decir , se tendrá: 

la solución particular para este caso estará dada por : 

8 = D sen(wt - ~) 
p 

con amplitud D en radianes, igual a : 

D 
2.Q,F o/ lo 

/ (w~ - w2) 2 + 4 S2 w2 

y constante de fase: 

2 Sw 
<P arctg 

2 2 
Wo - w 

si, W = Wo D 
TI 

y 
S Wo lo 2 

Para la barra vertical, el esfuerzo elástico 

y para el valor máximo: = y Sm s a -+ m 
!l 
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y 
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El desplazamiento máximo en el extremo W, sera : 

0

~x=2s 
Como: 2Q,D 

Para: D 
m 

se t iene: 

X -+ 2Q,D 
rn 

Bwolo 

Q, F º 
m 

X • 
m 

L.09., 

y 

Lue go , e l valor pedido de F , s er á: 

Fo 
m 

X 
m 

2S 
m 

2oi 
y 

40 . En el sistema mostr ado en la figura , el cuerpo sujeto en el punto C de 

la bar r a OB tiene una masa de 4kg . La ·barra mide l . Sm de longitud y 

-------

su peso puede , en comparación , despreciarse . La constante elástica del 

resorte es : 1500 N/m y el amortiguador tiene un coeficiente de : 40N-s /m. 

El sistema esta en equilibrio con la varilla OB horizontal , si se le 

desplaza en el sentido horar io o . 21 r adianes e~ 12º) y se le suelta , 

deter minar la ecuación del movimiento . Encuentre la frecuencia , perÍ2?_ 

do y grafique el desplaz amiento angular en función del tiempo . 

(fig . pá g . sgte . ) 
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o 

l. 2m 

e 

Tomando un desplazamiento angular 

8, en los puntos B y C se tiene : 

En B: 
C B \(- ) 

- - - - T Desplazamiento lineal = 1 . 58 
(+) 

Fuerza del re sorte = k(l . 58) 

Tor que recup er ado r =-l . 5k(l . 58) 
k ( l. 58 ) 

En e: 
Desplazami ento lineal = 1 . 28 

Velocidad lineal = 1 . 2G 

Fuerza del amortiguador=b(l . 20) 

Torque amortiguador = - 1 . 2b ( 1 . 20) 

Aplicando la Ley de Newton de movimiento (I 0 a. = r~) ~ la ecuación dif e­

rencial ser á: 

mc1 . 2) 2 8= - 1 . 5kCl . 50) - 1. 2bc1 . 2e) = - kc1 . s ) 2 0- bC1 . 2) 2 8 
- 1500(1 . 5) 2 0 - 40(1 . 2) 2 G 

8 + loe + 5860 = o 

Iden t ificando coeficientes en este ecuación , se tiene : 

2S = lü :::> S = 5 
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Como: 82 
::e 25 < w~ = 586~ el movimiento oscilatorio será subamortigu~ 

do y la solución de la ecuación diferencial~ como hemos visto (Ítem 

1 o . 4) ' ser a ~ 

8 
-Bt 

A e sen (w1 t + o) 

con : w / s86 - 25 23.69 rad/s 

Las constantes arbitrarias ~ tanto o como A, en este caso angularj se 

expresan ambas en radianes yJ dependen de las condiciones iniciales 

dadas , que son: 8 0 = 0 .2 1 rad y G0 == O. Par a encontrar A y o, deb~ 

mos reemplazarlas en 8 y derivando en 8 . Sin embargoj r ecur ramos a 

las expresiones generales en el Ítem 10 . 4 y, para este caso, con 8 0 =O , 

se tendr a: 

A = 8 0 ¡ 1 + ( -ª- )2 0 .2 1IT.04=ü .2 l xl.02 =0 .21 rad. 
W¡. 

tg o = ~ = 23 . 69 
B 5 

4 . 74~6=78º 1.36 rad (=0 . 43n n/2 .31) 

Reemplazando estos valores , la ecuación del movimiento sera : 

Frecuencia: 

Período 

Gráfica 

8 ü . 2le-St sen(23.69t + 1.36) 

Wl 
V= h 

T= 
l 

23.69 
~ 

2n 

3 . 77 Hz 

u. 27 s 
V WI 

8 vs t ( pág sgte . ) 
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Tabla de valores 

t(s) 1 -5t 

1 

sen(w 1 t + o) 
1 

e 

TT o . 13 
1 

-0 . 65 
ü . 52 sen(n + 7 8º) sen 78º -· o. 97 - e 

1 

== -
WJ 

1 2n -l. 3S o. 27 1 e ú .2 6 sen(2n +78º) sen 7 8º ü.97 
WJ 

1 

3n 1 ·-2 . o 
u . 40 

1 

e u. ll, sen(3n+78º) - sen 7~º - 0.97 
wt 

4TT 
0.53 

-2. 65 o. 07 sen(4n +78º) sen 7 8 º 0 . 97 e 
W¡ 

Graf íca 8 vs t 

A 

I 
r 
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/ 
I 

o 

8/ 
/ 

I 

8 (r ad) 

+ü .2le- 5 t 

" ? 
""' "'--. T = 2n/w1 =0.27s 

"-
'-...._ 

n/w1 2n/w1 

~t ---- ~ -- --- 3n/w1 

/"' -5t 
/"' 8(t)=0 . 2le sen(23 . 69t+l.36) 

./ l-U . 2le- 5 t 

8 (rad) 

ú .10 

1 

o.os 

0 . 03 

0.Ul 

t(s ) 



41 . El balancín mostrado en equilibrio en la figura , se fuerza aplicándole 

un torque T = To sen(wt +a) . Encontrar la solución general del mo-

vimiento. 

2/3rx., o l/3rx., 

de la barr a=m) 

Nota: Resolver primero el problema N~ 21 

Para este caso, en el problema N~ ll se determinó: 

- Momento de inercia : 1 0 = l. m'X., 2 

9 

- Torque recuperador - ( % 'X., 2 k) 8 - KG 

Teniendo un torque externo T , la ecuación diferencial del mo v imiento , 

sera: 

1 0 8 + KG T 0 sen(wt + a) 

Teniendo como solución general : 

8 6 sen(w 0 t + o) + D8 sen(wt + a) 

con: Wo !+. = h 
To /lo 9 T'O 

2 w2 1 mi2 ¡ SK wl 1 Wo m 

Como no hay amortiguamiento , la constante de fase en la solución comple­

mentaria es <l> = O . 

'íi3y o, son las constantes arbitrarias que dependen de las c. i . 
(no dadas en el problema) . 
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42 . Se tiene un pist6n .de masa m dentro de un cilindro y unido a un resor 

te y un amortiguador como se muestra en la figura . 

Al moverse el pistón dentro del cilindro actúa permanentemente sobre 

el una fuerza viscosa retardadora proporcional a su velocidad, con 

constante de proporcionalidad "b" ; la constante del amortiguador es 

"e" y la elas ti ca del resorte "k". 

Comunicándole al pistón una energía inicial, encontrar su movimiento . 

Considere el caso subamortiguado . 

En este problema se tienen dos fuerzas amortiguadoras , y al aplicar la 

ecuación de movimiento de Newton, se obtiene: 

D. C. L. (m) mx - F -F -F =-
k b e 

kx -bx ex 

V + (b + c)x + kx o ---;, mx 

Fk Ill Fb • 2s:X: 2 o +----"-'-- ~ X + + W0 X 
o F -
J' 

c I¿ 
/¡ 

b + c X 2f3 2 k/m con : y Wo 
Ill 

Teniendo corno soluci6n : 

X -St 
Ae sen(w1 t + 6) , con : W¡ = ¡ W~ - f3 2 

A y o, dependen de las c . i ., que no se han dado . 
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4J. Con relación al problema anter· jor, considere además la acción de una 

fuer za seno id al Fe· sen cut:, que actúa di r ec tamen te sobre el pistón , 

Al forzar lo, la ecuación del movimiento será 

+ (b + '. + kx Fosenwt mx C}X -

+ L¡3X + 2 Fo 
wt X W0 X sen 

m 

La solución complementaria es la encontrada en el problema anterior 

(sin segundo mi embro en la ecuación). 

La ecuación particul ar para esta fuerza senoidal , como hemos establecí 

do en el Ítem 10.5, será: 

x D sen (wt - ~) 
p 

con : 

D 
/ 

ar e t g ( 

teniendo como frecuencia de r esonanc ia : wR 

Finalmente , la solución general es : 

- St 
X = Ae sen( w1 t + ó ) + D sen( wt - ~ ) 

44 . Un oscilador (m y k , sin amortiguamiento)es e x citado desde el r eposo , 

es decir a partir de condiciones inicia le s nulas (par a t =O : x 0 =O y 

v 0 =O) , mediante la aplicación de una fuer za e x ter na senoid a l 

F = F 0 senwt , con f r ecuenci a diferente a la resonan t e , esto es : w ~ w0 • 

Encontrar la solución x (t) . 
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En el Ítem 10.5 hemos encontrado la solución general para. este caso 

con constantes arbitrariras A y º~ esto es ; 

x = A sen (wot + o) + D sen wt 

con : Wo y D F º /m 

lw~ -

La velocidad, derivando x (t) , será: 

2 w 

X = A w0 cos (w 0 t + o) + D w cos wt 

Imponiendo en x y x las c.i. dadas , se tiene : 

o A sen o + O -+ sen o ü -+ o o -+ co s o 

ü Aw 0 coso + Dw Aw 0 + Dul -+ A - D w 

y la solución es: 

X = - D w senwot + Dsenwt 
Wo 

D(senwt - w sen 
Wo 

Observe que al resolver para las c . i . dadas, si tomarnos: 

o A seno + O -+ seno o -+ o TI -+ COSO -1 

O Aw 0 coso + Dw = - Aw 0 + DuJ -+ A = D ~ (Amplitud , por definición 
Wo 

siempre es positiva) y la solución, por supuesto que al ser única 

debe obtenerse la misma expresión anterior ; 

x = D w sen(w
0

t + TI) + D sen wt 
Wo 

- D ~ se nw 0 t + D s e nw t = D ( s e nw t- ~ se nw º t) 
W0 Wo 

La solución encontrada es valida para w =f Wo . Si w 

entra en resonancia y D -+ 
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45 . Plantear la solución general corre.spondiente. a un os c i l ador amort ig u~ 

do y forzado con una fuerza F(t) "'' F 0 sen(wt + 8 0 ) , Cons iderar la 

solución complementaria , transitoria ~ para el caso relativo a 

amortiguamiento . 

poco 

Red ucir l a so lució n particular, establ e , para l os sigu i entes casos ex 

trema s : w << w0 y ul >> w0 • Lu ego , a l a v i sta de las expres io nes o b 

tenidas para ambos casos~ analizar l os e interpretar l os físicamente. 

Como hemos es t a bl ecido en el Ítem l ú . 5 , la so l uc i ón general es : 

x = Ae-Bt se n (w1 t - o) + D sen(wt + 80 - ~) 

par a : 62 
< 

c on : w1 = / w~ - B2 
, D F º /m 

- P a r a w << Wo: 

Fo 
k 

~ tg et> ·~ o -+ qi :::::::: o 

La solución estable , sera : 

Fº X :::e: 
e k sen(wt +Go) 

~ tg~ 
2Bw 
2 2 

Wo - u\ 

Observamos que x es independiente de m y B, dependiendo de k y F(t) , 
e 

de tal forma que : kx = F(t) . 
e 

Luego , la fuerza aplicada es precisamente equilibrada en todo instante 

por la fuerza restauradora . 

- Par a w > > w º : 

Fo 28 
-+ et> :::::::: n ( par a i3 < < w) 

rnw 2 w 
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La soluci6n estable, ser~ ; 

X 
e n!2 sen(wt +80 -T1) 

F ( t) 

Observamos que x es independiente de k y S , dependiendo de rn , uJ y 
e 

F(t) . Además , si derivamos para encontrar xe, se tiene: 

X 
e 

Fo 
~ 

-+ mx 
e 

F ( t) 

Luego , corresponde en forma similar al movimiento de una partícula li ­

bre (de masa _m sin fuerza restauradora k , ni amortiguamiento b) sometí 

da a la acción de una fuerza senoidal F(t) = F0sen(wt + 8 0). 

46. Encontrar la solución estable correspondiente al movimiento del siste 

ma oscilador con amortiguamiento y accionado par una fuerza particular : 

F0 cos wt. 

La ecuación diferencial del movimiento correspondiente a este oscila­

dor es : 

x + 2Sx + w~x ~ coswt , con: 2S 
m 

b/m y k/m 

En particular, para este segundo miembro, propondremos la solución tam 

bien con la función coseno, esto es: 

x =Deos (wt - cp) -+x = - D wsen(wt-cp) -+ x = - Dw2 cos (wt - cp) 

Reemplazando en la ecuación diferencial , para obtener D y cp, se tiene: 

D(w~ - w2 )cos (wt - cp) - D(2Sw)sen(wt -· <ji) - ~ cos wt = O 
m 

Desarrollando seno y coseno de (wt - <ji) y factorizando sen wt y cos wt, 

queda: 

F 
D(w! - w2

) (coswtcoscp+senwtsencp)- D(2Sw) (senuJtcos<fi-coswt sencp)- -º cos wt=O 
m 

[D(w~-w2 )cos<jl+D(2Sw)sernp-Fº ]coswt-D[ (w~ -w2 )sencp- (2Sw)coscp]s¿nwt=ü 
ID 
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Los coeficientes de cos ü.it y s enwt de ben ser i .d enticamen te ígualP-s a 

cero$ obteniéndose: 

(w~ - w2 )sen<P - 2B w cos <P o + tg <P 
2Bw 
2 2 

Wo - W 

sen<P 2Bw 

2Bw 

2 2 
Wo - lt.l 

coscp 
2 2 

W 0 - W 

De l a otra igualdad obtendremos D: 

D[ (w~ - w2
) coscp + 2Bw sen<P ] ~ 

m 
-+ D F º /m 

(w~ - w2
) cos <fi + 2Bwsen<P 

r eemplazando los valores arriba encontrados de sen<P y cos<fi , simplifi­

cando queda : 

D F º /rn 

Compare con los valores obtenidos en el Ítem 10 . 5 para una fuerza se­

noidal : F 0 sen wt . 

Como ejercicio pasemos la solución a combinación lineal de senwt y 

coswt , esto es : 

x=Dcos (wt-<P ) = (Dsen<P) senwt + (Dcos<P) coswt Bsenwt + C coswt 

B = Dsen<fi 2BwF 0 /m 

c D cos <P 
(w~ - w

2 
) F º /m 

(w~ - (¡j2 ) 2 + 4 s 2 (¡j2 
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X = 2SwF 0 /m 
semut. + 

2 2 ) F o /m 
W0 - W 

cos wt 
( w~ - w

2 
)

2 + 4 f32 0.?-

X = F º /m [ ( 2 8 w) s e nw t + ( w ~ - Lu 
2 

) c o s w t ] 

47 . Una masa m se encuentra apo y ada sobre una mesa horizontal sin fricción 

y unida a un resorte d e constante elástica k , tal como se muestra en 

la figura . 

El ex t r emo B del resort e no esta fijo y es obligado a moverse senoidal 

mente , según : xB = B sen wt . Encontrar e l mov imiento de la masa m. 

D. C. L. (m) Al no est ar fi jo el extremo B, l a 

fuerza del resorte no será propoE._ 

FR . 
o 
~¿ 

X 

ID 

• 
J 

cional a x (FR :/= - kx) . 

La fuer za del re s or te es pro por ci~ 

nal a su d eformación , e s decir , pr~ 

porcional al desp l azamiento re l a-

tivo de sus extremos (xA - x B) . 

Po r lo tanto , en este caso , la 

fuerza que ejerce el resorte es : 

Aplicando la Ley de Newton , se tiene : 
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B 
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48. 

..... 

Como : XB = B sen wt, reemplazand o: 

mx + kx k B sen wt 

X 
k 

+- x ~ B sen wt 
m ID 

Con : 
k 

queda: 
m 

x + w!x w~ B sen wt 

Esta ecuación la hemos resuelto en el Ítem 10 . 5 , teniéndose : 

. So l ución complementaria : 

X = A sen Cwot + o ) 
c 

con : w0 

. So l ució n particul ar : 

X 
p 

D sen wt, con D: 
l w~ -

Lu ego , la solución g ener al será : 

2 w ¡1 -
B 

' ( <P O) • 

X A sen (w0 t + o ) + D sen wt 

l a s cons t antes A y o dependen de las c . i . (no dadas en el problema) . 

En el sistema susp e ndido como s e 

muest r a en la figura, el ex t r emo 

B es obligado a mov e r se vertical­

mente con variación senoidal , s e­

g ú n : 

yB = B sen wt 

Consider ando condiciones iniciales 

del mo v imien to d e l a mas a m, a t=O : 

Yo = O y V o ~ O, e n co n t r ar l a ecu a 

c i ó n de s u mov imiento . 
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¿Cuando entrara en resonancia el sis tema? 

Recomendación: resolver primero el problema anterior . 

D. e . L. (m) 

o • 

y 

La fuer za que ejerce el re sor te (1) 

es proporcional al desplazamiento 

y de la masa , porque el desplaza­

miento relativo de los extremos del 

resorte es : y - y e = y, puesto que 

ye= O. Luego : 

Para el resorte (2) , como el extre 

mo B no esta fijo , yB(t) 1 ü, el 

desplazamiento relativo de sus ex­

tremos sera : y - yB . Por lo tanto , 

la fuer za ej er cid a por es te re sor-

te es : 

Aplicando la Ley de Newton , se tiene : 

reemplazando el valor dado : yB B sen wt , queda : 
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Con : 2 k1 + k1 
podemos escribir: Wo 

m y 

+ 2 k2 B 
wt y Wo y sen 

l11 

La solución de esta ecuación, ver Ítem 10 . 5~ es : 

y A sen(w 0 t + 6) + D sen wt , con : D 

derivando : y 

Par a las c . i . dad as a t o Yo Ü y V 0 O, reemplazando en y e y , 

se t i ene : 

o A sen .6 -+ sen 6 ü -+ 6 o' -+ co s 6 

o Aw 0 coso + Dw Aw 0 + Du.1 -+ A 

Luego , l a s olució n queda : 

y - D w 
W o 

senw 0 t + Dsenwt 

D(senwt 

- D w 

sen w0 t + senw t ) 

k2 B 
senw 0 t) , con D= -----=-----

Wo mlw~ - w21 
w 

El sistema entr ar a en resonancia al no haber amor tiguamiento , cuando 

w = w0 , es decir, cuando : 

Par a este valor de w, la amplitud tiende a infinito (D -+ 00 ) 

49 . Una mas a m se encuentra apoyada sobr e una me sa ho r izon t al sin fricción 

y unida a dos resortes y uno a cada lado , tal como se mu est r a en la fig~ 
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Los e x tremos B y C de los resortes no estan fijos y son obligados a 

moverse senoidalmente ~ ambos , según : x' = B sen wt . 

Considerando corno condiciones iniciales del movimiento de la masa m, 

par a t = O : X o O y v 0 = O, encontrar la ecuación de su movimiento . 

Recomendación : resolv er pr imero los dos problemas anteriores . 

D. C. L . (m) 

o m F2 

---- ·~ 
F1 

X 

Para cada resorte el desplazamien­

to relativo de sus e x tremos (xA- x B) 

y ( xA - xc) , en este caso , s on 

iguales j es decir : (x - x ' ) . 

Por lo tanto , las fuerzas que eje~ 

cen estos resortes , serán : 

F 1 = - k 1 ( X - X ' ) y F 2 - k2 (x-x' ) 

Luego , a pl icando l a ley de Newton d e l mo v imien t o , se t i e ne: 

mx - k1 (x - x' ) - k2 (x - x' ) 

mX + ( kt + k2 ) X = ( k1 + k2 ) X 
1 

Como : x' = B sen wt, reemplazando se tiene: 

( 
k1 + k2 

)x 
k1 + k2 

)B X + sen wt 
m m 

Con 2 ( k1 + k2 
) , queda : Wo m 

.. 
+ w~= w~B sen wt X 

Ecuación diferencial del movimiento que tiene , como hemos visto en el 

Ítem 10 . 5 , la siguiente solución general : 
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X A sen (w 0 t + 6) + D sen wt 9 con D 

derivando: 

x = A w0 cos(w 0 t + 6) + Dw cos wt 

Para las c . 1 . dadas a t O~ nulas : Xo 

o A sen o -+ sen o o -+ ó o' -+ cos ó 

u A w0 cos 6 + Dw Aw
0 

+ Dw -+ A 

Luego , l a so lución queda : 

X = - D w sen w0 t + Dsenwt 
Wo 

D( senwt -

Dw 

Vo ü , se tiene: 

w 
senw 0 t) , con : D= 

Wo 

B 

50 . Se tiene un pistón de masa rn dentro de un cilindro y unido a un resor ­

te y un amortiguado r como se muestra en la figura. 

El extremo B , ahora , no est~ fijo y es obligado a moverse senoidalmente , 

según : xB = B sen wt. Encontrar el movimiento del pistón . 

Ademas de la acción elástica del resorte (k) considere la acción de dos 

fuerzas retardadoras; la viscosa (b) ejercida por las paredes lubrica­

das del cilindro y la del amortiguador (c) . 

Al no estar fijo el extremo B , la fuerza del r esorte no será propor ci~ 

263 



na.J a x (Fk f. - kx) y la fuerza del resorte tampoco sera proporcional 

a x (F f. - ex) . 
c. 

La fuerza del resorte es proporcional a su deformación , es decir , pr~ 

porcional al desplazamiento relativo de sus extr emos (xA - xB), Por 

l o tanto , en este caso , la fuerza que ejerce el resorte es : 

La fuerza que ejerce el amortiguador es proporcional a la velocidad 

relativa de sus ex tremos (xA xB) . Luego , la fuerza que ejerce el 

amortiguador es: F 
c 

La fuerza viscosa sí es directamente proporcional a la velocidad del 

p i stón. Esto es: Fb = - bx. 

D. C. L . (m) Aplicando la ley de Newton, se tiene : 

o 

l ffiX + (b + c)x + kx 
X 

Como : xB = B sen wt, derivando : xB Bw cos wt 

Reemplazando , se tiene : 

mx + (b + c)x + kx Bksen wt + Bcw cos wt 

El segundo miembro es una combinación suma de sen wt y cos wt que , como 

hemos vis to , puede expresar: se solo como seno o coseno , ind is tintarnente , 

tomando dos constantes : amplitud y fase . Esto es , digamos: 

E sen (wt + 8) y desarrollando , se tiene : 

E sen(wt + 8) (E cos8) sen wt + (E sen G)cos wt 
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Comparando con los valores que se tienen en la ecuación, se obtiene: 

E cos 0 

E sen 8 

Bk -+ cos0 
Bk 
E 

BCUJ 
Bcw-+sen~~ 

~Bcw 
Bk 

cw 
tg = k 

Luego , la ecuación diferencial del movimiento podernos escribirla de la 

siguient e manera : 

mx + (b + c)x + kx = E sen(wt + 0) 

X + 2Bx + 2 E 
sen(wt + 0) W0 X 

m 

2B 
b + c 2 k/m con : y Wo 

m 

La solución complementaria ya se ha establecido en problemas anterio­

res y la solución particular para este caso , sera: 

x D sen(wt + 0 - ~) 
p 

con ; D 
E/m 

y ~ arctg ( 
2Bw 

2 2 
W 0 - W 

Finalmente, l a solución general es : 

X A e-Bt sen(w1 t + 6) + D sen(wt + 8 - ~) 
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5 1 , Una masa mesta sujeta a la acción elástica de una barra de módulo 

elástico Y, longitud L y sección transversal v ariable, como se muestra 

en la figura , Estudiar la oscilación de la. masa m cuando se le somete 

a la acción ex terna ax ial de una fuerza senoidal . 

Considere la barra de masa despreciable comparada con m. 

a 

Ia 

2a 

2a 

L 

Nota: Reso l ver pr imer o e l probl ema N~ 24 d e l cap í t u l o 9 anter i o r . 

En el problema indicado (9-24) se encontró la deformación e l ástica l on 

gitudinal de l a barra sometida a una fuerza F . Esta es : 

61. 
FL 

Ya2 
Ln( 2) 

Si denomi namos a la deformación elástica 6L = x medida a part i r del ex 

tremo libre en la posición de equilibrio (sin deformación) , la fuerza 

elástica restauradora ejercida por la barra sera : 

F = - ( 
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Si la fuerza ex terna aplic ada es : F( t ) = F 0 s en(wt + 8 0 ) 

La ecuación diferencial del mov imiento oscilatorio de la masa m sera : 

D. C. L. (m) 

(-) 1 (+) 

o 
X 

F=- kx F( t) 

< • > 
IIl 

> 

Ya 2 

) x +Fosen(wt + 8 0 ) 

L Ln(L) 

Ya2 

mX+( ) x 
L Ln ( 2) 

X + ~ 
m 

sen ( w t + 8 o) 

con : K 
Ya2 

2 K Ya2 

Wo 
L Ln( 2) 

m 
m L Ln( 2) 

Ecuación diferenc i al c..iya solución hemos encontrado en el Ítem 10 . 5 . 

Es t a es : 

X A sen (wot + o) + D sen (wt + Go) 

con : D 
F 0 /m 

Las constantes arbitrarias A y o dependen de las c . i . (no dadas en e l 

problema . 

S2 . El motor mostrado en la figura esta montado sobr e 2 resortes igual es , 

cada uno con constante elástica k = 1 x 104 N/ms y í amortiguador con 

coeficiente b =140 N - s/m . 

El motor de masa Ms incluyendo la masa desbalanceada m ~ pesa 170N. La 

masa desbalanceada m ~ sola j pesa 4 . 5N y se encuentra alojada a una dis 

tancia de 7 . 5 cm del eje de giro O. 

Si el motor gira a 300 r . p . m. ~ determinar el mov imiento oscilatorio 

ver tical que se presenta por la pr esencia de la masa desbalanceada ~ en 

con tr ar la amplitud <leí mov imien to r esultan te y la cons tant e de fase 

r elativ a al mov imiento de la masa m. 
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Ademásº encontrar~ ¿a cuál velocidad de giro del motor se presentará 

resonancia? y también encuentre la amplitud del movimiento resultan-

te en este casoc 

Aplicando la ley de Newton, la ecuación diferencial del movimiento ver 

tical sera : 

My = - by - 2ky + F(t) 

My +by+ 2ky = F(t) 

La fuerza F(t) se presenta por el giro de la masa rn , esto es : 

- Aceleración radial: ~ = r u.? 

~ 2 - Fuerza centripeta : F 0 =maR=mrw 

- Componente vertical: 

F ( t) =F 0 coswt = mrw2 coswt 

Reemplazando F ( t), se tiene : 

MY + by + 2ky = Fo cos wt 
b . 2k ~ y +"My +My = cos wt M 

y + 2By + 2 Fa 
lut WoY M 

cos 
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Con los siguientes valores : 

M = ~~~ = 17 . 35 kg 

140 
f3 

1 b 
2 M 17 . 35 

= 2 10 , 0üü 
17 . 35 

4 . 04 
-¡ 

s 

1 , 152 . 94 ~ 1.153 -2 s 

w 
300 

2rr -- =lOrr 60 
31 . 42 rad / s =>w2 

:::: 987S
2 

4 . 5 
m = 9.8 

7 . 5 
r = 100 

0 . 46 kg 

0 . 4 6 X 7 . 5 X 10-2 
X (31 . 4 2) 2 

Fo 33 . 99 
""""M = 17.35 l. 96 m/ s 2 

33.99 '21 34 N 

La solución estable de la ecuación diferencial que tenemos es: 

y = D cos (wt - ~) 

Con amplitud : 

D 
l. 96 

/ (w~ - w2) 2 + 4 f32 w2 /(1,153-987) 2 +4(4 . 04) 2 987 

D = 6 .4 6 X 10-3 m 6 . 46 mm O. 65crn 

y constante de fase : 

l. 96 

303 . 31 

tg ~ 
2f3w 2 X 4,04 X 31 . 42 

166 
1.53 ==> ~ 56 . 83 ° (56°50 ' )=0 . 99~lrad . 

2 2 
W 0 - W 

Este angulo ~ es el desfasaje del movimiento resultante con r especto al 

movimiento de la masa m~ tomado con fase cero r especto a la vertical . 
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Resonancia se presentara cuando~ 

w /1,153 - 2(4.04) 2 33.32 rad/s 

Esta es la velocidad de giro del motor : 

60 
wR 33.32 x z:;¡:- = 318.34 ~ 318 r.p.m. 

y la amplitud del movimiento cuando esta en resonancia, es: 

D 
rn 

D 
m 

l. 96 

27 2. 4 

l. 96 

2S I w~ - S2 2 x4.04hl53-(4.04) 2 

7.20 mm 0.72 cm. 

53, Encontrar la ecuación del movimiento del sistema mostrado en la figura 

cuando las masas m giran sincronizad amente en sentidos contrario's , con 

radio r y velocidad angular w constante . 

La polea es de radío R y masa M, la constan te elástica del resorte es 

k , y el sistema , en conjunto , tiene una masa total MI .' 

Ademas, se quiere saber : ¿cuál debe ser la velocidad de giro de las 

masas m para que el sistema entre en resonancia? 
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o 

..... 

Al girar las masas rn producen una 

fuerza vertical resultant e ~ que lla 

rnaremos F . 

Para cada una, se tiene : 

F =mw 2 r ::=::;;. 

\ 

F =F senwt=muJ 2 rsenwt­
y m 

m 
F =F coswt=mw2 rcoswt. 

X ID 

Para las dos masas , horizontalmente 

se cancelan y verticalmente se suman, 

o b teniendo s e : 

F 2F = 2mw2 r sen wt 
y 

Como vemos, esta fuerza vertical 

varía con e l tiempo senoidalmente . 

Para una posición genérica mostrada 

en la figura , al desplazarse vertic~l 

mente el sistema , digamos una canti­

d ad y ' se te nd r a : 

- La polea gira un angulo 8, rela­

cionado con la variable y , por : 

y = RG = > y = RÉJ -+ y = RG 

Si bien el eje de la polea descie~ 

de la cantidad y, el resorte se es­

tira el doble de e~ta cantidad , es 

decir : 2y. Luego , la fuerza del 

resorte es : 
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-- Para determinarla tensión T( -:f FR) 5 apliquemos angularmente. la ley 

de Newton en la rotación de la polea. Esto es : 

RT - RFR = > T 

Como el momento de inercia de la polea es : 1 0 = 4 MR2 pasando a 

la variable y con la relación arriba establecida : G = y/R y reem­

plazando el valor de FR encontrado , el valor de T que se obtiene , 

en función de la variable y 1 es : 

T 

l MR2 
2 

R 

.. 
y 

R 
+ 2ky 

l .. 
2 My + 2ky 

Con estos valores obtenidos , podemos ahora ) aplicar la Ley de Newton 

de movimiento para el sistema de masa M
1

• Esto es: 

.. 1 .. 2 
MI y = - F R- T+F=-2ky- 2 My -2ky + 2mw r senwt 

1 .. 
(MI +-z M)y+4ky 

.. 4k 
y +----1--

( MI + - M) 2 . 

y 

2mw2 r senwt 

2mw2 r 
1 

(MI + 2 M ) 
sen wt 

Teniéndose finalmente como ecuación diferencial del movimiento : 

+ 2 B sen wt y Wo y 

2 4k 
B 

2 mw2 r con : Wo 1 
(MI + l._ M) (MI + - M) 

2 
2 

solución general , hemos visto el 
,,, 

10 . 5 cuya como en item es : 

y = A sen (w 0 t + o) + D sen wt 

D 
B L.mr con : 

[w~ w2 1 + _l 
Wo 

(MI M) j 2 - i¡ 2 w 
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Las constantes arbitrarias A y o, dependen de las c . i ., no especifi­

cadas en el problema .. 

Corno no hay amor t íguaruien to ~ la frecuencia de resonancia es igual a 

la frecuencia natural del sistema , tendiendo la amplitud D a infinito . 

Esto es : 

Luego , si las masas m g iran con ve locidad angular w igual a este va­

lor , e l sistema entra en resonancia. Es decir , si : 

w 
4k 

1 
(M +-· M) 

T 2 

54 . En el sistema mostr ado en la figura, la barra de masa M y longitud L 

con pivote en el punto O puede girar libremente en el plano vertical . 

Las 2 masas rn adicionales situadas en el extr emo opuesto a O giran 

con velocidad angular constante w unidas a ejes rígidos de radio r . 

Estas masas , debido a un mecanismo interno , giran en sentido inver so 

una de la otra . 

L 
2 

Considere : M ~ m y L ~ r . 

Plantear la ecuación diferencial del movimiento en el plano vertical 

para la barra . ¿Cuál es la condición para que exista acción recupera­

dora? 

A (ver detalle) 

,/ " · . l 
( \ I 

~"- .~V 
W ID 

• 
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L 

L 
2 

A 

B 
~ 8 
2 

F 

-------) F 

I 

/ 

I 

;l Fb 

I Mg 

e I 
->/ 

I 

o 

Acci6n del mecanismo : 

T = ma 
r 

2 ""mu.J r 

F=2Tcos (uJt+o:) =2mru.i2 cos (wt +a) 

10 F=LF=2Lrnru.? cos (wt+a ) ~ 

consider ando ~ L ~ r . 

- Acción del resorte : 

F = k( ~ G) = l kLG k · 2 L 

l kL2 G 
2 

-· Acci6 n del amortiguador : 

1 
bLG 

2 

L 1 · 
2 2 bLG 

- Ac ci6 n d e l a gravedad : 

P=Mg 

- Momento de inercia de la barra : 

~ ML2 cons i derando : 
3 

m -+ 1 ~ I 
b m 

Luego , aplicando la Ley de Newton se t i ene : 

l:. ML2 G 
3 

1 
MLG 

3 

3 
8 + 4 
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+-

4 

b 
M 

1 2 e 4 bL 8 

bLG + 

8 + 
3 
2 

l 
L: 

1 

2 

l 2 1 2 
- kL tl + -

2 
LMg0l + 2Lrnru.i cos (u.it + a) 

~· 

kL 
1 

Mg)tl 2mr w 2 cos(wt: a) - 2 - + 

k 2 
_g_ ) 6 

lil r w 
(wt a ) - (:) ---· cos + M L ML 



..... 

Es t a es la e.cuacjón diferencial pedida y la condición para que exista 

ac ción r e.cuper adora es : 

1 k 
2 M 

_g_ 
L 

>o -+ 
2. 

-~ > _g_ 
M L 

--)- k l:_ > MJ 1g 2 - ' 

5 ). Para estudiar eJ compor tami ento de_ un carro cuando recorre horizontal-

mente un camino 11 eneal aminad o i: con velo cid ad constan te v 9 

usar, e n primera aproximaciÓn 5 e l s iguiente modelo: 

se puede 

-· El cami no se representa por una sinusoide de amplitud A y separación 

entre crestas L . 

- El carro se representa por una masa m apoyada en un resorte de cons­

tante k y un amortiguador de constant e b. 

En este mode lo se considera un solo resorte yunamort i guador para re­

presentar a los cuatro realmente existentes , con e l objeto d e tomar 

Únicamente el efecto vertical, descartando los efectos laterales y 

longitudinales entre ejes. También se considera una sola masa des­

car tando el acoplamiento de las masas separadas entre la suspensión 

y carrocería, sin considerar la acción elástica de las llantas . 

Encontrar la amplitud y frecuencia del movimiento vertical del carro. 

¿A cuál velocidad de recorrido horizontal entrará en resonancia? 

L 

J 
A 
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El movimiento vertical del punto s sobre el camino encalarninado senoi-' 

dal ", sera : 

2n 
A sen x 

L 

Corno el carro se desplaza horizontalmente en la dirección x con v eloci 

dad constante v, se tiene que : 

X = v t 

Luego , y en función del tiempo sera : 
s 

2n 
ys A sen 1 vt 

Corno v y L son constantes , tornando como constante : 

podemos escribir : 

2n 
(.¡) L V 

y = A sen wt 
s 

y la velocidad vertical del punto s, sera : 

A w cos w t 

llamando y al movimiento del carro, las fuerzas que actúan sobre el 

carro son : 

r 
(:4-o • 

(+) 

m 

• 

- k(y - y ) 
s 

FR l t FA 
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Aplicando l a Ley d e Newt on del mo v imiento , v e r ticalmente a la masa m, 

se tiene : 

my - k(y - y ) - b(y - y ) 
s s 

my + by + ky = ky + by 
s s 

reemplazando los valores de y 
s 

e Y. queda : 
s ' 

my + by + ky kA sen wt + bAw cos wt 

El segundo miembro es una combinación suma de sen wt y cos wt , como 

hemos visto , puede expresarse sólo como seno o coseno) indistintamen te , 

tomando dos constantes : amplitud y fase . Esto es , digarnos : Esen(wt+8) 

y desarrollando , se tiene : ' 

E sen ( wt + 8) (E cos 8)sen wt + (E sen 8)cos wt 

Comparando con los valores que se tienen en l a ecuación , se obtiene : 

E cos 8 Ak -+ cos 8 

E sen 8 Abw -+ sen8 

Ak 
E 

Abw 
E 

¿jAbw 
Ak 

tg8 
bw 
k 

Luego , la ecuación diferencial del movimiento podemos escribirla de la 

siguiente manera : 

my + by + ky E sen ( wt + 8) 

y + 2(3 y + w~y E 
m 

sen(wt + 8) 

Con : 2B = b/m y k/m 

La solución complementaria : y c 
- Bt 

Ae sen(w
1

t +o) , es tr ansitoria ~ 
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por lo tanto, la soluci6n particular que es establej ser~ la soluci6n 

general~ esto es: 

teniendo: 

- Amplitud: D 

- Fase: ar c tg ( 

- Frecuencia: \J 

y D sen (w t + 8 - ~ ) 

w 

2 TI 

E/m 

2 B w 

2 
Wo - (;J 

2 
) 

, con: E 

y 

, con: cu 

G 

2n 
L 

arctg 

V 

bw 
k 

Si el efecto amortiguador es relativamente pequeño, en primera aprox1-

maci6nj se tendrá: 

E D :::: 
Ak/m 

2 2 
ú) 0 - ul 

Con solución : 

y :::: D sen w~ 

A 

l -
w 

2 
w., 

- Resonancia , con esta aproximaci6n, se tendrá : 

8 o 

y la velocidad del carro , correspondiente a este valor de la frecuen 

cia de resonancia , será : 
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Sb. Tomar como mo d e lo para el brazo de un antiguo tocadiscos l a represen­

tación mostrada en la f i gura . Cons i dere que la ag uja se apoya so br e 

un surco de forma seno i dal , de ampl itud A y separac i ón L en t re crestas , 

que se desplaza con ve l ocidad horizo nt al v co nstan t e . 

Plant ear l a ecuac i ón dif eren c i a l d e l mov imien t o par a e l por t a ag uj a d e 

masa m. 

o • 

b k 

L 

Re comendación : Resolver primero el problema ant erior, 

El movimiento vertical de la punta de la ag uj a sobre el surco es: 

2n 
ys = A sen L x 

corno e l surco se desplaza horizontalmente en la dirección x con ve l o-

cidad constante v , se tiene que : x = vt . 

LTI 
ys =A sen L vt 

Luego , y (t) sera : 
s 

tomando como constante : w 
2n 

L v , podemos escribir : 

A sen wt 
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y la · velocidad vertical de la punta de la aguja sera: 

Aw cos w t 

llamando y al movimiento vertical de la masa m, las fuerzas que actúan 

sobre ella son : 

(-) 
o • 

(+) 

y 

•m 
FA11 

FR 

En función de la var iable angular 8, como: y 

b(Lé 

- k(y - V ) , s 

b(y 

LG, las fuerzas serán: 

Aplicando la Ley de Newton para movimiento angular, se tiene: 

2 •. 
m9, 8 - k(LG y )L 

s 

2 .. 2 • 2 
mi 8 + bL 0 + kL 8 

b(LG y )L 
s 

kL y + bL ' s y s 

con l os valores obtenidos de ys e ys , queda : 

2.. 2 • 2 
mi 8 + bL 8 + kL 8 kLA sen wt + bLAwcos wt 

Esta es la ecuación diferencial pedida , su solución se puede obtener 

como en el problema anterior . 

~7 . Para estudiar los efectos de vibración de un motor de automóvil , se 

puede usar , en primera aproximación, el siguiente modelo: 

- El carro se representa por una masa M apoyada en un resorte de cons 

tante k y un amortiguador de constante b . 
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- El motor se r e presenta por dos pequeñas masas m simétricamente dis­

puestas , que giran sincronizadamente en sentidos contrarios acciona 

das por el motor, con radio r y velocidad angular w constante . 

Con la disposición adoptada en este modelo , se descarta cualquier efe~ 

t o l a t eral , longitudinal u horizon t a l , cons i derándose sólo e l efecto 

vert i cal . 

Encontrar l a amp litud y frec u encia del movimiento vertical del carro . 

¿Cu ando ocurre reso n ancia? 

Al girar las masas m, para cada una de ellas , se tiene : 

{ Fy F s en wt m w2 r sen wt 

Fm 
2 

-+ 
m m w r 

Fx F cos wt 2 cos wt m w r 
fil 

Al considerar las dos masas , las acciones horizontales se cancelan y 

ver ticalmente se suman , produciendo una fuerza vertical resultant e que 

llamar emos F . Esta sera : F = 2Fy = 2mw2 r sen wt 

Luego , aplicando la Ley de Newton a l movimiento del sistema , se tiene : 

281 



D. C. L. (M + 2rn) 

(M + 2m)Y F FA + F 
(-) R 

Ü-- . 

1 (+) 
(M + 2m) y - ky by + 2rnw2 r senwt 

iM+2m (M + 2rn) y + by + ky 2mw2 rsen wt 

FA i l F R 

.. b k 2mw2 r 
y + y + sen wt 

(M+2m) (M+2rn) (M+2m) 

Con: 2S 
b k 

B 
2.mw2 r 

(M+2m) (M+2m) M + 2m 

podernos escribir: 

y + 2Sy + w~ y B sen wt 

Ecuación diferencial del movimien to , cuya sol ución general ya conoce­

rnos . Siendo transitoria la so lución comp lementaria ,la solución gene­

ral será sólo la solución particul ar, que es estab le , luego : 

y D se n\ wt - ".ji ) 

Con : D 
B 

ar c tg ( 
2Sw 

Considerando que el efecto amortiguador es relativamente pequeño , la 

resonancia ocurrirá, en pr irner a aproximación, cuando: w ~ W o = I M:2.m 

Si , además, consideramos qu e m << M, se tendrá simplemente: w~ ~ -( t1 

58. A un oscilador simple, de masa m y constante elástica k , se le fuerza 

linealmente aplicándole directamente a la masa una fuerza F(t) = c t . 

Plantear la ecuación diferencial de l movimiento de Newton y encontrar 

su solución general . 

Determinar las constantes arbitrarias para condiciones iniciales , a t=O, 

x=O y V = Vo, graficar el resultado, esto es , x vs t . 
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D.C.L. (m) Ecuación d if er encial del movimiento 

Newton: 

F1 =-kx F2 =et .. 
kx + et 

l 
mx -

ó ~ ">" mx + kx et 

r 2 e 
')I' X + W 0 X X m 

Solución complementaria: X A sen (w 0 t + e 
Solución particular: 

considerando: X = Bt -+- X B y X o, 
p p p 

2 e e e 
G + W o Bt t -+- B y 

m ~ 

k m w";, 

Luego, la so lución general será: 

e 
x = A sen (w 0 t + 6 ) + k r 

con velo cid ad: 

e 
k 

2 k/m t' con: w = o 

6) 

r e em p l a z a nd o se tiene : 

e 
X t 

p k 

de 

Para las c.. i .. dadas a t Ü: X = Ü y V v 0 , reemplazando se tiene: 

O A sen o + O -+- sen o = O -+- o = O -+- cos o = 

e 
v 0 = A W 0 COS O + k 

Luego: X 

A + ~ -+- A = Wo k 

1 
- (vº 
Wo 

e 
k 

1 ( - i_ ) 
- Vo k 
Wo 

e 
k t 

( F i g . s g te p ág . ) 



Gr áf i ca x v s t : 

X 

/ ' 
/ \ 

/ 

/ 
\ / 

\,~/ 

\ I 
\ / 

/ 
'- ./ 

\ 
\ 

\ / 
'- ../ 

,,,. ...... 
/ \ 

/ \ 

/ \ 

\ 
\ 

t 

59. Sobre una masa m actúan linealmente en la dirección x dos fuerzas : 

F1 cr2) poniéndose en movimiento a t = O con las s1 

guientes condiciones iniciales : x = x 0 y v = O. 

Determinar e l movimiento de la masa y graficar la solución x(t). 

D.C.L. (rn) Aplicando la Ley de Newton, 

F1 m F2 d if er encial del movimiento , 

"' • ') 
c t 2 

o mx - kx + 
v >/ mx + kx = c t 2 

'1 X 

+ 2 c t2 X WoX = ' 
con: 

m 

Por lo tan to, se tiene un oscilador simple forzado con c t 2 . 

La solución complementaria es : x c A sen Cwot + o) 

Para encontrar la solución particular , si proponemos : 

la ecuación 

será: 

2 k/m Wo 

X 
p 

Bt2 
+ ~ = 2Bt + X 

p p 
2B, como la segunda derivada es constante, 

al reemplazar en la ecuación diferencial, como puede comprobarse fácil 

mente, la solución propuesta no la satisf acerá. 
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Luego , propondremos agregar una constante a la función inicialmente pr~ 

puesta , esto es : 

X 
p 

B t 2 + E -+ X 2Bt 
p 

x = 2B, reemplazando se tiene : 
p 

2B + w~(Bt2 +E) c t 2 -+- (2B + w~E) + (w~B - c ) t 2 
m m 

o 

Para todo instante de tiempo t , ambas expresiones entre paréntesis 

deben ser simultáneamente iguales a cero . Esto es : 

w~B 
c o B 

e 
- -+ 

m 2 IDW 0 

2B + w~ E =o -+ E 

Luego , l a so lución particul ar sera : 

X 
p 

c 2c t2 -
k 

kw~ 

y l a so l ución general : 

c ( t2 -
k 

c 

k 

L'.B 

2 Wa 

c ( t2 _ 
k 

X = A s en(wat + o) + ~ (c2 -
k 

con v eloc i dad : 

2c 

kw~ 

2m 
k 

2 

2 Wa 

Reempla zando las c . i . a t = O: x = x 0 y v 

tantes arbitrarias A y o , esto e s : 

O, se encontraran las cons 

o Aw0 COS O cos o o -+ o 
TT 

seno -+ = -+-
2 

o 
2c 2c 2c 

Xa A sen - A - -+- A Xa + 
kw~ kw~ kw~ 

Luego ll se tend rá X ( t) : 

(x a + 
2c 

)sen( 
TT 

) 
c ( t 2 2 

X = wot + +- -
kw~ 2 k 2 

Wa 

(x a + ~) CO S ( W 0 t ) 
e t2 2c X = + -

kw~ k kw~ 
(Fig . SGte . pág . ) 
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Gr á fica x v s t : 

X ( t) 

1 I 
'-.;, 

1 

1 
I 
I 

1 
\ 
\ 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 I 
\_ I 

I 

I 
I 
1 

1 
I 
I 

,,., 
I \ 

1 \ 
I 1 
1 \ 
1 
I 
1 
I 

t 

-at 
bü . Una fuerza F = F 0 (l - e ) actúa sobre un oscil~dor amortiguado de 

masa m y constantes k = 4ma2 y b rna , teniendo a valor constante . El 

oscilador se encuentra en reposo a t = O, es decir se tienen como co n 

diciónes iniciales x 0 = v 0 = U, 

Plantear la ecuación diferencial de l movimiento y mostrar que su solu­

ción x (t) , es : 

l 
Fo 

X = - Fo - 2ªt l 
e sen( 2 ll:S'at) + 

2 vfS ma2 4ma2 

Graficar esta solución (x vs t.) y expli~aT; brevemente su interpreta -·· 

ción física . 
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Aplicando la ley de Newton, la ecuación diferencial del movim i ento, con 

los valores dados, será: 

co n : 

X + ax+ 4 a2
x 

F a 
m 

2B = a -+ 

2 w = o 4 ª2 -+ 

B = a/2 } 

w0 = 2a 

2 como : Wa 4a2 > B2 

se t ien e e l c a so s ub arnortig u ad o, y la so lució n compl eme nt ar ia ser á: 

con : w 1 

qu eda : 

X 
c 

-B t 
x A e sen (w 1 t + c5) 

c 

/ 4 a
2 ª2 / 2 j 

Ae 
2 

a t 
sen( 2 rTS a t + cS ) 

Bu s quemos la solución particular , con : 

-at . 

2 

X 
p 

B ( 1 - e ) y derivad as : x 
p 

-at 
Bae ; x 

p 

sustituyendo en la ecuación diferencial : 

se obtiene : 

luego: X 
p 

B 

Fa 

4rna
2 

Fa 

4rna2 

-at 
(J. - e ) 

y , la solución general será : 

1 
- 2 at 1 

X 

ITS' a 

Fa 
A e sen( 2 rTS at + cS) + 

4ma2 

2 -at 
Ba e , 
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derivando : 

1 1 
2 at 

¿ a Ae sen( i /15 at + o ) + 2 /i5 a Ae 
2 at 1 

cos( 2 fl:S1t+o) X 

+ _ _ F_o_ 
4ma 

- a t 
e 

par a 1 as c . i . dad as a t O: X 0 O, se tiene : 

O A sen o + sen o = O + o = O, cos ó = 1 

o = -4 aA seno +illS'aAcos ó +~ 
4ma 

Fina lme nte , la soJuc~Ón x (t) , queda : 

1 

1 1-= F 
-- v 15 aA + --º + A 
2 

4ma 

X 

- 2 at 1 
e sen( 2 íTS' at) + 

4ma2 

Fo 

2/TS' ma2 

Esta solución consta de dos t érminos , uno transitorio y otr o estable , 

graf iquemos indep e ndient emente e stos dos términos y sumémoslos para 

obt ener x v s t. 

1 

A 
-2 at 
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sen( .!. /fS at) 
2 

Gráfico X vs t 
t 

(sol . t ransitoria) 



B 

X 
e 

X 
1 

Gráfico x vs t 
e 

(sol. estab l e) 

- 2 at 
x = - Ae sen( J:. fTS at) + B(l - e-at) 

t 

Fo B :::--,__ --------~ -- --- - ~ 2 
4ma2 --

Gráfico x v s t 
(sol . x =x + x ) 

t e 

Observarnos que se trata de un mov imiento oscilator io amortiguado y for 

z ado que tiende a un v alor constante : 

X -+ B Fo 

4rna2 
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61 . A un sistema oscilatorio amortiguado se le aplica una fuerza externa 

F F0 sen(wt + 8) y se le hace oscilar verticalmente . 
y 

Después de transcurrido un tiempo , se le imprime a la masa la super­

posición horizontal de un movimiento armónico simple , con frecuencia 

¿Cuál debe ser la frecuencia w0 para que la figura descrita por la tr~ 

yectoria de la masa en el plano de su movimiento sea : círculo , elipse , 

recta,ocho vertical, ocho horizontal? 

Inicialmente se tiene un movimiento vertical oscilatorio, amortiguado 

y forzado . Después de un tiempo , desaparece la solución transitoria y 

sólo queda la solución estable con la frecuencia w correspondiente a 

la acción externa . 

Por lo tanto, la frecuencia w0 del movimiento horizontal deberá ser: 

- para formar círculo, elipse o recta + w0 = w 

- para formar un ocho vertical (8) + w0 2w 

- para formar un ocho horizontal (~) + w0 w/2 
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CAPITULO XI 

ONDAS 

- Intr od ucci ón y tipos de ondas . 

Cinem~tica de la propagación. 

- Ecuación de onda Unidimensio na l . 

. Ondas transversales en una cuerda. 

Ondas longitudinal es en una barra. 

Ondas longitudinales en aire confinado en un dueto. 

Sol ución genera l de la ecuación de onda . 

- Sup erposición Je ondas. 

- Int2rferencia. 

- Reflexión de ondas. 

- Ondas Estacionarias. 

- Ondas Acústicas . 

- Efecto Dop pl er 

- Polarización lineal en una onda transversal . 
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L l. l 

.... 

Introdu c ción y Tipos de Ond as . -

El es tud i o d e l a s car a cteríst i cas~ pr opiedades y comportamiento d e l 

mo v imi ento ondulatorio es de slIDla i mportancia en l a física , tanto 

cl ás ica como moderna . 

La carac t erística fundamental del movimi en to ondulatorio es la trans 

f er encia d e energí a de un punto a otro , s i n que ex ista transfer e n -

cía física d e materia entre l os dos puntos . Es decir , en un punto 

del e s pac i o se produ ce una pert ur bación que se t ransmi t e al sig ui en­

t e pun t o y así sucesivamen te propagánd ose en el espacio , has t a ll egar 

a a lgún punto determinado do nde se detecta . Por lo tan t o , podemos 

r e f erir nos a tres aspectos : producción , propagación y d e tección . Por 

e j emplo , l a famil i ar onde de sonido , una fuent e v ibrante prod u ce el 

so nido perturbando e l med i o qu e l o rodea , corno e l air e, pr opagándose 

e n e s t e med i o y transmiti e ndo l a e nergía a un rec eptor , t a l como e l 

o ido . 

Las o ndas que requieren d e un medio e l ás tico para propagar se, sea e l 

med i o só l i do , líqu i do o gas , s e l es de nomi nan "Ond as Mecánic as " . En 

es t e capítulo an alizar emo s es t e tipo de ond as , mas adelante , ene~ 

tr ar emos o tr as ondas como son l a s ondas e lectr omag n ~ t icas que no ne­

cesit a n d e un medio para propagar se, por ejemplo pod emo s citar la 

pr opagació n d e l a luz en el es pacio vacío. 

Las ondas mec ánicas se originan cu ando se despl aza una parte del me­

dio, generalmente oscilando cada partícula alred edor de su posición 

d e equilibrio , por eso 'el movimiento ondulatorio est a Íntimamente li 

g ad o con e l mov imiento oscilatorio que acabamos d e e studiar en el ca 

pí tulo anterior . La fuerza e lástica del medio proporciona la acción 

r e stauradora , comunicando la perturbación a una posición ad yacente y 

así s ucesivam ente propagándose , luego aquí tratarnos con las oscila -

ciones o v ibraciones de un número grande de partículas y no solo 

con una . Po r o tro lado , la inercia del medio da l a respuesta de la 

parte desplazada a las fuer zas el ásticas , Por lo tanto , como v er e-
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mos luego , estas propiedades del medio , elasticidad e iner cias de­

terminan la velocidad de propagación de las ondas . De esta forma 

s e trans mite energ í a a puntos considerablemente distantes de la 

:uente de pr oducci6n de la per tur b a ción , sin que hay a movimiento 

global del medio s ni t r anspor te de materia ent r e ambos puntos . 

Cuando las vibraciones de las partículas del medio son per pend icul~ 

res a la dirección de propagación de la onda , se le llama " Onda 

Trans v ersal" . En cambio , si las partículas del medio oscilan vi­

brando hacia adelante y hacia atrás al r ededor de su posición de equi_ 

librio en la misma dirección de propagación de la onda , en este ca­

s o se le llama " Onda Longitudinal" . 

Como ejemplos car acter ísticos de estas ondas podernos citar: 

Onda Transversal : a una cuerda larga recta sometida a tensión se 

le pone a oscilar en un e x tremo a ángulo recto a la dir ección rec 

ta d e l a c uerd a , e s ta per tur b a ció n avanz a a l o l argo por l a cuer d a 

mov i é ndo s e s us p art í culas per pendicular ment e a l a dirección de pr~ 

pagació n corno se mu estra en l a figur a l L 1 a) , t eni é ndo s e una ond a 

t rans versal . 

Ond a Lo ng i t udinal : a un res or t e l argo re cto s ome t id o a tensión s e 

le pone a oscilar en un extremo hac i a ad e l ante y h a c ia atrás en l a 

d i rección del resorte , esta pertur b ac i ón avanza a l o l argo del re­

sorte moviendo sus espiras en vaiven en u n sent i do y en el o tro en 

la misma dirección de la pro p agac i ón c omo se muestra en la figura 

1 1 . 1 b) , teniéndose una o nda l o ngi tudi nal . Otro e j emplo i mportan­

t e tamb ién característico de estas ondas l ongitudinal es son l as so ­

noras en un tubo largo lleno con un medio compresib le , gener a lmen­

te gaseoso como el aire , ver fig . 1 1 . 1 c) . 

Es co nveniente mencionar que t ambién se pueden formar ondas , que no 

e s t ud i aremos , que no son puramente transversales ni tampoco longit~ 

dinales . 
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V 

a) ttt ttt +tt 
Lmov. transver sal 

V 

!v 
+ l_ ..... 
\._ 

1 
. .... compres ion 

e ongacion 

V 

c) 
1 1 1 1 1 
1 1 1 ! 1 

L L compresión 
rarefacción 

Fig . 11.1 Ejemplos de ondas que se propagan con ve locidad V. 

a) Onda Transversal en una cuerda . 

b) Onda Longitudinal en un resorte. 

c) Onda Longitudinal en un tubo con aire . 

Hemos mencionado que al producirse una perturbación al transcurrir 

el tiempo se propaga en el medio. Cuando se produce en el extremo 

solo un movimiento , transversal o longitudinal , decimos simplemente 

que tenemos un "Pulso" de onda que se propaga en el medio , las par­

tículas del medio adelante están en reposo hasta que les llega el 

pulso , ~oviendose mientras pasa y después nuevamente se quedan qui~ 

tas permaneciendo en reposo . Si en el extremo se producen , no solo 

un movimiento único, sino mas bien , una sucesión de los mismos , de­

cimos que tenemos un "tren de ondas" o simplemente una "onda1
' que 

se propaga en el medio . Si el movimiento es periódico se tendrá la 
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propagación Je un tren de ondas periódico, es decir, una onda peri_§_ 

Jica, teniend ose como caso particular mas importante y característi 

co la onda armónica . 

De acuerdo a las direcciones de propagación las ondas también pue -

d en tipificar se como: unidimensional , bidimensional o tridimensional . 

Las ondas mostradas en la fig . 11.l , son ondas que se propagan en 

una dimensión. La onda que se forma en la superficie de ~n liquido 

en reposo al perturbarla) como cuando se deja caer sobre ella un p~ 

queiio cuerpo, es una onda bidimensional y, por ejemplo , una onda so 

nora producida por una pequeña fuente puntual se propaga en el aire 

en tres dimensiones . 

Cuando s e propaga una onda, si en un instante dado trazamos superfi­

cies perpendiculares a la dirección de propagación , tal que conten -

gan puntos d e igual condición de perturbación) teniéndose un medio 

homogéneo e isotrópico, se dice que se tiene un "fr ent e de onda". 

Si l a propagación es en una dir e cción , los fr entes de onda so n s u­

perficies planas y se dice que se tiene una "onda plana". Si se pr.'.?_ 

d uce ur.a perturb ación puntual que se propaga radialmente en todas di 

recciones, los frente de onda serán esféricos y se dice que se tie­

ne una "onda esférica", Pero, aún en este caso, s i el detector se 

encuentra lejos de l a fuente, los frentes d e onda esféricos que le 

llegan se pueden considerar casi planos, es decir, practicamente re-

cibe una onda plana . Es tos dos frentes no son las únicas formast 

también pued en tener otras formas . 
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11 .2 Cin em5 ti ca de la Propagaci6n. -

Para estudiar e l movimiento ondulatorio primero debemos ser capaces 

de poder describir matem5t icamente, es decir, en forma precisa y 

concisa, el fenómeno de la propagación . Luego , posteriormente poda· 

mos ocuparnos de la dinámica del movimiento aplicando los conceptos 

que ya hemos desarrollado para partículas cw_n la Ley de Newto n . 

Consideremos una función cual quiera \j' = f (x) cuya forma arbitraria 

se muestra en la fig. 11 . 2 . Recordemos que si queremos desplazar 

es ta función hacia la derecha en el sentido posi tivo con respecto al 

origen O de ref erencia, digamos una cantidad q, tomada en valor ab­

so luto, o sea como pos itiva, debemos re emp lazar en la expresión de la 

fu n c i ó n 1 a v ar i a b 1 e ( x ) por ( x - q ) , es to es : 

f (x) f(x - q) 

Con es to se logra obtener lo s mismos valores para \j' sin cambiar la 

forma de l a curva, solo se ha despl azado hacia l a derecha l a distan­

cia q. Sea cual fuere la función f, p.e: senoidal, logarí tmic a, ex­

ponencial, o polinómica . 

q 

IJ'=f (x) .- IJ'=f ( x-q) 
..... ~ 

y y 
X 

o O' 

X x' 
q 

X 

Fig . 11 . 2 Desplazamiento de una función \j' = f( x ) una distancia q 
hacia la derecha: IJ'=f ( x-q) . 
Si q = Vt, la función se desplaza en el tiempo con una 
velocidad V. 
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Es t e d es pl az illni ento es equiva l ent e a d e cir que corr es pond e al c ambio 

d e origen de l s i s t ema de r efe r enc i a de O a O' , d espl az ánd o s e un a dis 

t a nc ia q, t a l qu e : 

X 1 X - e¡ 

Logr ando se d e es t a fo r ma que para ~n valor p articular d e 1', mos tr_§_ 

do e n l a f ig. 11 .2, se obt enga ~n valor particul ar de ~· cons t ante 

para cu al qui er pos i c i ón arbitr aria d e O'. Es d e cir , se r equi er e qu e 

x - q = x ' = co ns t an t e, d e mo do t a l qu e s i x aumenta co n r espe cto a 

o) q d eber á ser mayo r para que x' se mant enga cons t ant e y obt ener 

s i empre e l mi smo va l or d ado lf' co n r espe cto a l nuevo orige n O' . 

Si mi l ar mente, s i queremos d esp l a z ar l a funci ón h aci a l a izqu ierd a en 

sent i d o negat i vo co n respec t o a l ori ge n O d e r e f eren cia, se debe r eem 

p l azar (x ) por ( x + q ) , es t o es: 

f (x) ->- lf' f (x + q) 

Si, más aGn , queremos que l a función no so l o se desp l ace una can t i -

dad fija q, si no, ma s bien, que l a función se mueva confor me trans-

curra e l tiempo con una ve l ocidad V a lo l argo d e l e j e x, d ebemos to 

mar la cantidad q linea lmente variabl e en e l tiempo : 

q = Vt 

de tal form a qu e ahora se tendrá : 

-
1' f (x + Vt ) 

Con signo (- ) si se mueve hacia la derecha y (+) hacia la izquierda . 

Luego , esta expresión matemática es adecuada para describir la situ_§_ 

ción física de un pulso cualquiera que " viaja" o se " propaga" a lo 

largo de una determinada dirección , en un sentido o en el otro , sin 

alterar su forma . Y, en general , ne solo a un pulso , sino a cualquier 

onda viajera . 

298 



La cantidad ~ puede representar cuo.lquier cantidad física. Por eje~ 

plo, si consideramos una cuerda estirada en la dirección x por la 

cual viaja ur.a onda transversa l , 11' representara el desp l azamiento 

transversal y de l as partícu l as de la cuerda. En genera l puede re­

presentar una gran d i vers i dad de co.n t idades físicas, tales como la 

deformación en u n sól i do o l a variación de l a presión en un gas, por 

l o cua l , para i de nti ficar l a frecuentemen t e t amb i én se utilizan otros 

símbo l os;como: y, z, e, , p, q, s, etc. 

An t eriorme nt e h emos me n cionado que para un valor par t icul ar d e ~,qu e 

ahora denominaremos "fase", cuando se des plaza e l frente d e onda que 

contiene a dich a fase, se req uiere que e l ar gumen to de l a f unc i ón te~ 

ga un val or determinado f ij o, es decir, cons t ant e, esto es: 

x + Vt = constant e 

de tal fo r ma que cu ando t aument a x tamb ién d ebe aumentar para man­

t ener fijo (x - Vt) y di sminuir para (x + Vt ) . 

Co n es t a cond i ción s i l a dif er en c i amos respecto al ti empo, se ob tie-

ne: 

dx ~ Vd t o => dx 
dt 

+ V o => + V 
dx 
dt 

Luego , en est e caso , l a velo cid ad d e. propagación qu e d enominamo s co­

mo V, es pr ec i sament e la ll amada " velocidad de f as e" en e l movimi ento 

ondul a torio. Es imp ortant e hac er not ar que en l a expres ión general 

d e onda v i a j er a l a cantidad 11', ahor a es función de do s variabl es, 

x y t . Es to es: 

ll'( x, t) = f (x + Vt) 

Por lo tanto , se tendrá una doble representación gráfica . Por un la 

do , para un tiempo te dado , se tiene a~ en función sólo de x, con 

una representación gráfica ~ vs x en un plano (~ , x) como puede veE_ 

se en la fig . ll . 3a) ; en el caso particular de la cuerda estirada en 

x esta curva representara la forma real de la onda en dicho instante 

y podemos decir que es una fotografía instantánea de la onda en el 

tiempo t fijo dado . En forma similar , por otra parte , para un punto 
e 
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d ado x , se ti ene a 1' en funci6n solo de t, con una r epr esenta ci6n 
c 

gr 5f i ca 7 vs ten un plano ( 'f', t) como puede ver s e en la fig . 11 . Jb) ; 

e n l a cuer da, la gr á fic a r epr esent ar5 l a vari a ción de l mov imi ento 

tr ansver sa l parti cular d e l punto X • c 

_,.s'l' ( x ) =f (x- Vt c) 

a ) t t 
cons t ant e 

b) X 

Fig. 11 .3 Pul so tr ansver sal en una cuerd a. 

a ) 1' vs x, par a t fijo . 
b) 'f' vs t , par a x fijo . 

-' 
1±' ( t) =f ( x c- Vt) 

X 
cons t ant e 

t 

También es importante tener presen te que a l ser ahora 1' f un ci6n de 

dos variables, se tendrán también dos der i vadas: una con respecto 

a x, manteniendo a t como constante y otra con respec t o a t, man t e­

niendo a x como constante. Luego, en este caso, tenemos que refe -

rirnos a ellas como "derivadas parcial es" represen t adas respectiva-

mente por: 
H H 
dX Clt 

El procedimiento matemático para encontrar estas derivadas es el mis 

mo, no se altera, salvo que hay que tener presente y considerar a t 

como una constante para encontrar ( ~ ) la derivada de 'f' con res -
d X ' 

H 
pecto a x, y a x como constante para encontrar ( at)' 1-a derivada de 'f' 

con respecto a t . 
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Consideremos un caso particular de especial interés, important e y 

frecuente, como es la propagación de una onda de forma armónica. 

En este caso, la función f será una función de tipo senoidal, repr~ 

sentada a t = O digamos por: 

Y(x) = A sen kx 

Al tr anscurrir e l ti empo, si se propaga hacia la derecha con veloci 

dad V debemos reemplazar (x) por ( x - Vt), y para un instante pos­

terior t , se tendrá: 

11'(x, t) = A sen k(x - Vt) 

Efectuando la multiplicación : 

11'(x, t) = A sen (kx - kVt) 

y , d e f in i e nd o : 

w = kV 

toma l a s iguiente forma : 

11' (x, t) A sen ( kx - (.:) t) 

En esta expresión mas comp acta , fr ecuentemente utilizada para una 

onda armónica viajera, la velocida¿ d e propagación o fas e estará 

dad a por : 

V 
w 
k 

La expresión senoidal que tenemos de 11', en x y t , es una función p~ 

riódica tanto en x como en t . En la fig . 11 . ~ a y b, se grafican 

respectivamente . 
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=2Ti/W 

b) X X constante 

Fig. 11. 4 Onda armónica 111( :-:, t) = A sen (kx - wt) 

a) ~ vs x, para t fijo . Longitud de onda : A 

b) ~ vs t, para x fijo . Período : 1 = 2n/w 

El número k. cuvas dimensiones son rad/m. es conocido como el "núme­

ro de onda" y esta relacionado con la ''periodicidad espacial" de la 

función sen kx. Este período matemático, que es igual a 2n/k, tiene 

dimensiones de longitud y se le llama "longitud de onda", Luego , de 

nominandola por A, se tiene que: 

2 TI 

k 

Por otro, con respecto al tiempo, la cantidad w, ya conocida anterior 

mente por nosotros, es la "frecuencia angular" expresada en rad/s y 

que corresponde al movimiento armónico que ejecutan cada una de las 

partículas del medio alrededor de su posición de equilibrio. Por lo 

tanto, el periodo de tiempo o simplemente "periodo" en segundos y 

la" frecuencia" en c/ s o Hertz, estarán dad os por: 

1 = 

302 

2n 
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Las ondas armón icas se caracterizan especiÍicandolas generalmente 

mediante su longitud de onda y/o su frecuencia , pues estas dos can 

tidades estan Íntimamente ligadas entre ellas con la velocidad de 

propagación de la onda en el medio. Encontremos esta importante 

re l ación del movimiento o ndul ¿Lu~i0 , 

Como : w = 2íi\! y k 21fh 
' 

reemplazando en V w/k , se obtiene : 

V 
w 2 íi \) 

~ V ), \) 

k 2nfA 

Tamb ién, en func i ón del período : V A/1 y de aquí, escribir que : 

Re l a c ión que nos expresa cl ara.mente que el períod o T es j ust2.Bente 

e l tiempo que demora un frente de onda en recorrer la distancia 

de una l ongitud de onda, con vel oc id ad de f ase V. 

Tamb i én es frecuente escr ib ir la expres i ón de onda armónica explíci 

t amen t e en f un c i ón d e ), y 1 . Es to e s , r eernplazando: k = 2íi //, y 

w = 211 / 1 , se ob ti ene : 

'r (x, t ) A sen 2íi ( x 
\ 

t 

T 

Por otro lado , retomando la expres ión s enoidal inici al a t=O , s i la 

función esta adicionalmente desfasada con respecto al origen d e cooE._ 

denad as mediante una constante de fase 9, que l a " adelan ta" es t o e s: 

~ ( x ) = A sen (kx - 9) 

La onda viajera se obtiene procediendo en forma similar anterior , 

reemplazando (x ) por (x - Vt) queda : 

~(x, t) = Asen(kx - wt - ~) 

Ob t eniéndose la expresión general para una onda ar mónica unidimensio 

nal que viaja hacia la derecha , en el sentido positivo de x. 

En cambio , si viaja en el otro sentido , negativo de x, es decir ha­

cia la izquierda , al reemplazar (x ) por (x + v t ) , se obtiene : 

~( x, t) = A sen(kx + wt - ~ ) 
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Si la const ant e de f a se es neg a tiva , d e tal forma que 11 retraza" o 

"a.traza" a la función , la onda v iaj era para uno u otro sentido , será : 

~ ( x, t) A s en ( k:"' u t + 9) . 

Remitiéndonos nuev amente a l a f ig . 11 . 4, la gráfica en a) represen­

t a una onda de forma senoidal en un instante fijo dado t . En par-
e 

ticular , para una onda trans v er s al e n un medio como la cuerda tensa 

horizontal con el eje x, represent ar á e l desplazaniiento transversal o 

posición instantánea de cada una d e l as partícul a s de l a cuerda , es 

d e cir , s e ti e n e r e almen t e una i ns t an t á n ea fotogr á fica del movimiento 

ondulatorio . Est a gr á fic a, f i g. ll .4a), corr e sponde a la f unción ar 

m6n ic a e n x, es d e cir , a: 

~(x) = A sen( kx - wt - 9), par a: t t cons tante . 

Luego, al tomarse a x c omo ú n i ca var i able pod emos en contrar l a deri­

vad a parcial de l a fun ción con respecto a e ll a. Consider and o a t 

como una const ante genér ica , efe ctua r emo s l a deriv ad a pro cedie nd o e n 

forma norma l con respe c to a l a variabl e x, obt eniénd o se: 

Ak cos(kx - wt - 9) par a: t t constante . 

Como sabemos, esta derivada corresponde , a l evaluar l a para cualqu i er 

punto x , a la pendiente de l a recta t angen t e a la curva de la fun -

ción graficada en la fig . 11 . 4 a), para el punto x considerado en paE_ 

ticular . Procediendo en igual forma también podemos encontrar l a se 

gunda der i vada parcial de 1.iJ con respecto ax , esta será : 

- Ak2 sen(kx - wt - cp) , para: t t constante . 

En c&~b io , con relación a la fig. ll . 4b) ,la gráfica representa la v~ 

riación en el tiempo del movimiento oscilatorio armónico que ejecuta 

una partícula alrededor de su posición de equilibrio , correspondien­

te a una ubicación particular X del medio . Esta gráfica , como la 
c 

anterior , también es de forma senoidal , pero aquí , es armónica en t , 
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es t o es: 

':' ( t ) Ase n (kx - wt - ~), para : v x co s nU:!.nt e. 

Luego , consid e r a nd o anhora a x como un a co ns t an t e gen~rica , y deri­

v a ndo en Íorma usual con res p ecto a la única variable t , la corres­

pondiente derivada parcial con respecto al tiempo sera : 

- Aw cos(kx - wt - ~ ) , para : h x constan te . 

Como se h2 deriv ado una Íunción posición con resoecto al tiempo , la 

e x presión obtenida nos da la v elocidad v del movimiento de la partí 

cula corres pondiente a l punto p articular v del medio . Por lo tan-
c 

to se tiene que : 

V = 
,..\ \.!./ o • 

a t = - Aw cos(kx - wt - ~ ), par a: .-. ,.. constante . 

En el caso particular del movL~iento ondulatorio transversal en una 

cuerda, direccionalmente , la v elocidad v de la partícula es perpendi_ 

cular a la velocidad V de propagación de la onda . En general , es 

muy importante distinguir entre ambas velocidades : v y V. 

La aceleración de la partícula ubicada en ese punto x , se obtendrá 
c 

derivando nuevamente con respecto al tiempo, esto es: 

"\ 2 \JI o , = - Aw2 sen (kx - wt - ~), para x x constante . a = 

Observe que la aceleración es proporcional con signo opuesto al des­

plazamiento: a= - w~~, condición por la cual se confirma que el mo­

vimiento de la partícula es armónico simple . 
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11.3 Ecuación de Onda Unidimensional .-

El sistema físico que implica la propagación de ondas mas fácil de 

v isu alizar es la cuer d a v i b r ante ideal unifo rme y t ens a, por l a cual 

v i a ja un a onda transv ersal . Los resultados que se ob ti enen son de 

su.~a importancia porque dan una e x plica ción fundamental de los fenó 

menos ondulator ios aplicables también a otros casos e introduce una 

de las ecu a ciones mas importantes de la física , teoría y aplicada , 

conocida como " la ecuación de onda" . 

También no s ex t enderemos a otro importante mov imiento ondulatorio 

ideal corno e s l a propagación de ondas longitudinales en barras sóli_ 

d as . El es tudio de é stas , nos ay udara a e n tender las ondas planas 

de compr es ión o a cústicas qu e se transmiten en un fluido como el aire . 

. Ondas tr a ns versales e n una cuerda . -
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Consid ér ese u na cuerda ide a l elásti c a de r i g id ez despreciable co n 

densidad line al u niforme µ (kg / ml) y e st irad a b a j o una tensión T 

se e n cu entra rect a en eq u i l i br io , no consid er a ndo e fecto s gravi t~ 

torio s , ni tampoco, al viaj ar una perturbación, efe c tos di s ipati­

vos como fricc i ón o v i scosidad . Los desplaz2.J.~ientos 'i' serán tr2ns 

versales v peaueños a l rededor de l a posi ción de equ i librio . 

Para anal izar me j or reste movimiento procederemos pr i mero en forma 

discreta esto es : considerando a la cuerda como un sistema o medio 

formad o por partículas p untuales de igu a l masa m espaciadas lineal_ 

mente a intervalos regulares d en equilibrio , acopladas , bajo ten­

sión hori zontal , mediante cuerdas elásticas ideales sin masa , como 

se mues t r a en la fig . 11 . Sa) . 



-

<1) 

11 
m m m m m m m 

E3 
d d T d d d d T 

( i -1) ( i ) (i+l) 

( i ) ( i) 

( i- 1) 
1 

T -1 

1 ~ ( i) 1 

1 \;./ 1 J'f' (i+ l ) ___J . (i- 1) 
L_ F-4) -

d d l_~ínea de equ i l i brio 
b) c) 

Fig . 11.5 . - a) Cuerd a cons i derada como un sistema de p2rtícul as di s 
cretas en equilibr io . 

b) Des pl azamientos transversal es de tres partículas con 
s ecutivas . 

c) Fuerza res t auradora que ac t úa sobr e una de l as partí 
cul as . 

En part icul ar , en l a f i g . 11 . Sb) s e muestr an a tr es par tí cul as deno­

minadas como : (i - 1) , (i) y (i + 1) , y sus co r r espondi en t es d e s plaz~ 

mi entas transv er s al e s : \!! \V D ' ( i-1 )' · ( i ) Y . (i+l) co n r espec t o a s us po-

siciones de equilibrio . 

Como consideramos solo despl azamiento s trans ver s ales pequeños, la 

t ens ión T en la cuerda es apro x imad amente con:; tan te con v al or igual 

al correspondiente en la posición d e eq ui l ibr i o . 

También , para pequeños desplazamientos, las cuerdas entre pares con-

secutivos de partículas formara ángulos pequeños con la línea de 

de equilibrio , nominados en la fig . 11 . Sb) para la partícula (í)como 

0(i- l) y 0(i+l) respectivamente . Y, por lo tanto , se pod rá u t ili-

zar la aprox imación angular usual para ángulos pequeños : 

0 ::::::: sen 8 ::::::: tg 8 y cos 0 ~ 

307 



308 

Luego , con estas aproximaciones , la fuerza restauradora que actGa 

sobre la partícula (i) , corno se muestra en la fig . 11 . Sc) , ser~ : 

F (i) = -Tsen8 (i+l) - Tsen8 (i-l) = - L' tg8 (i+l) - T tg8 (i-l) 

( 
\i) - 11 (i+l) ) '±' (i) - '±' (i-1) 

F (i) = - T d - T ( d ) 

'jl (i+l) - '±' (i)) 
F ( i) = T [ ( d d 

- \¡J 

' (i- 1) )] 
\)/ 

. ( i) 

Aplic ando la Ley de Newton : rn '±' (i) F (i) , se tiene : 

IV IV \)/ - \)/ 

\;j = T [ 
. (i+l) . ( i) 

) - ( 
. ( i) , (i- 1) 

) ] m. (i) d d 

y' d i v id .:..endo 2..i.'ílbos miemoros entre d ' queda : 

~ - ~ \)/ -'±' . 
~ \:i = .!. [ ( . (i +l ) . ( i ) ) - ( . ( i ) ( l - 1 ) ) ] = 
d . (i) d d d 

'-"' - IV 
'±' (. 1) - 'jl(i) ) ( i+ 

d 
- ( 

. ( i ) . (i- 1) ) 

d ] = T [ 
d 

Pasando ahora al caso de una cuerda continua f lexible, de masa µ por 

unidad de long i tud, corno caso límite del discontinuo cuando d + O, 

tal que la dens i dad l ineal de masa es µ = m/d constante . 

Analizando en forma genér i ca en el eje x a l o largo de l a cuerda en 

es te límite, cuando d -+ O, par a 't1 ( i) = 't1 (x) se tiene que el pr irner 

termino entre paréntesis en el numerador del corchete es la deriva­

da de '±'(x) con respecto ax en (x + d/2) y el segundo termino , simi 

larmente, en (x - d/2) . Esto es : 

'±' (i+l) 
- \)/ 

. ( i) 

d 

'±' (i) - 'i' (i-1) 
d 

= '±1 (x+d) 
- \ll 

. (x) => 
O'±' 1 ax (x+d/2) d 

\!I - \ll 
= '(x ) · (x-d) = 

d a'±' 1 3x (x-d /2) 



Por lo tanto, para todo el corchete se tendrá: 

1 
d IJI 

1 (x+d / 2) 
H 

1 (x- d/2) l a-.· dX "\ 2 \!.J 

l ím 

J 
o ' 

d 
d-:-0 L dX 

2 

Es dec ir , la segu nd a deriv ad. a de IJI con re s pe c t o ax. 

Luego, finalmente, la ecuación diferencial del mov i miento será: 

y, escr i biendo exp l íc itamen te l a segunda d er i vad a d e lll con respec to 

a l t i empo t , q u eda: 

)J 

o bi en , 

'"\ 2 \JI 
o ' 

d t 2 
T 

T 

µ 

Esta es la ecuación de onda unidimensional para ondas trans v ersales 

en una cuerda tensa . 

Para obtener esta ecuación podríamos haber considerado directamente 

como cuerpo libre una longitud elemental de la cuerda . . Para refor­

zar , consideremos también este procedimiento tomando un elemento di 

ferencial d x como se muestra en la fig . 11 . 6 

T 

'±1 ( x ) 

X 

dx 

Fig . 11 . 6 Elemento diferencial de cueida en movimiento transver sal . 
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Con las aproximaciones anteriormente consideradas p ara pequeños des 

p l azamientos trans v ersales , se tiene : 

. Suma de fu e r z as longitudinales : 

Tco s (O + dO) - Teoso~ T - T O 

No hay movimi e nto longitudinal 

. Slliu a de fuer zas transv ers ales : 

31 0 

Ts e n( O + d O) - T senO ~ T( O + dO) - TO Td O 

como : d O 
38 
Clx dx, y : O ~tg O 

se t i e ne que: d O 
d 

dX 

'"\ \!I 

(-º - · ) d x 
Clx 

y l a SlHna de f u erz as sera : 

TdO 
d 2 '±1 

T d x 
'"\ •• 2 
o.'\. 

'"'- · OA 

d x 

Ap l icando l a Ley de New t o n a l elemen t o d if erenc i a l de masa: µdx, 

se tiene: 

'"\ 2 \JI '"'2 \JI 

µdx o • 
T 

o • 

') 

Cl x2 d t ~ 

Luego , como a nteriormente : 

)J T 

o bien , 

T 

)J 

'"' 2 \!I a • 

dx 

Como µ y T corresponden a las características físicas del medio , 

generalmente se toma : c
2 = T/µ y al desplazamiento transversal 

~ (x, t) = y (x, t) . Escribiéndose en Íorma genérica la ecuación de 

onda de la siguiente manera : 
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Posteriormente, en el siguiente item 11 . 4, discutiremos la solución 

de esta ecuación y encontraremos que c resulta ser justamente la ve 

locidad de propagación de las ondas . 

. Ondas longitudinales en una barra . -

Considérese una b arra ideal, uniforme y delgada, con sección trans 

versal de area A(m2
), densidad p(kg/m3

) y módulo elástico Y(N/m2
). 

Los desplazamientos IJ' de cualquier sección transversal particular 

serán longitudinales a lo largo de la barra y pequeños alrededor 

de la posición de equilibrio . 

Como en el caso anterior procederemos t&~bien primero en forma dis 

creta , pero ahora, las masas p untu ales separadas regularmente se 

acop l an mediante resortes ideales sin masa y de constante elástica k . 

Luego, para desplaz&11ientos longitudinales, sirnil2r al caso trans -

versal . la Íuerza restauradora aue ac túa sobre la partícula (i), 

sera: 

k( \;} 
- . ( i) \;} ) 

. (i+l) - k(IP (i) 

Ap licando la ley de Newton: m ~( i) = F(i)' se tiene: 

m 1jj (i) k [ (IJ' (i+l)- \ji (i)) - ( '-;' (i) 

y, dividiendo ambos miembros entre (Ad) , queda : 

kd 
A 

( 
~(i+l) - ~(i) ) ~(i) - ~(i-1) 

d - ( d ) 

d 

311 



3 12 

Pasando a la barra continua como caso límite cuando la separación 

d -:· O , t al que : 

p 
m 

Ad y k 
YA 

d 
-+ y kd 

A 

A lo largo de la barra en el eje x, en este límite , se tiene : 

p \ll y 

o bien : 

"2 \.!} o • 

3.._..2 
p 

"2 \!) o • 

,..._:! \l) o • 

d t 2 

y 

p 

y 

'"\ 2 \ll 
o ' 

Obteniéndose la ecuación de onda unidimensional para ondas longit~ 

dinales en una barra. 

Taubien en este caso podemos obtener la ecuación de onda analizan­

do directauente a un elemento diferencial de barra como se muestra 

en l a fig . 11. 7 . 

\ll 'H-d'±I 
~ ~ 

1 ! 1 ! 
/¡ • dx di±' 11 

X X ;f 

Fig . 11 . 7 . - Deformación y desplazamiento longitudinal de un 
elemento en una barra . 

Considerando un segmento de barra no deformada dx , entre x y x+dx , 

al aplicarle fuerzas longitudinales , el plano originalmente locali_ 

zado en x se mueve una distancia longitudinal ~ y el plano similar 

localizado en x + dx se mueve una distancia 'P + d~ . Luego , el el~ 

mento perturbado ha cambiado de longitud de dx a dx + d~ , tenien-
n dos e , en el límite cuando dx -+ O, una deformación unitaria : t:= ax , 

correspondiendo para el elemento dx un cambio de longitud : 

H 
d 'P = ( ax )d x 



Aplicando la ley de Hooke: s = YE, se tiene que la fuerza interna 

en cualquier secc i 6n t~ansversal de la barra, en x, es: 

F = YA óY 
dX 

Derivando con respecto a x, se tiene : 

y A 
"2 \JJ 
o ' 

y, l a fuerza neta de F s obre e l e l emento dx sera: 

dF dF )dx 

dX 

d 2 '±' 
YA -dx 

3 x 2 

La masa del e lemento dx es: pAdx. onr lo tanto; 2o lic 2ndo l a lev de 

New t on drn ~ = dF, l a ecu aci6n de l movimiento ser á: 

") 

d 2 '±' " - \!] 

pAd x o ' YA d x 
d t 2 3 x 2 

Luego, 

p 

o bien , 

y 

p 

Por s upuesto, nuevamente, la misma ecuación . Y, t arnbien, como Y y p 

corresponden a las características físicas del medio , tomando c2= Y /p , 

la ecuación de onda genérica se escribe : 

a2
lf' 2 a2 '±' 

-- =e 

a t 2 a x 2 

Análogamente podemos analizar aquí , cuando se tiene un resorte ideal 

recto de longitud l(rn) con densidad lineal uniforme ~(kg/ml) y cons­

tante de rigidez elástica k(N/m) . 
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Aplicando la ley de Hooke : F 

Como la deformaci6n unitaria E , considerando un elemento dx pertur 

bado longitudinalmente en d~, es: E = queda: F = kt 
o X 

.., 

Derivando con respecto a x: kQ. 
3-~ 

, la fuerza sobre el ele-
ax 

mento dx , sera : 

dF 
3F 

) dx kt 
32? 

dv 
ciX Ox ... 

Para la masa dm = µdx, aplicando la ley de Newton dm 1.;1 dF , se ob-

tiene la ecuaci6n diferencial del movi2iento: 

32 '.,!.,' "2 \J.! 

µdx U, 
o • 

d::.: 
d t2 

Q .. , 

'"\ 2 l.;! kt 
.., 

'"\ - l.;! e • o ' 

3 t 2 
µ 3 x

2 

Nuevamente, la misma ecuaci6n, con c2 

µ 

se tiene : 

3 z ~ ') 
'\ '.2 !' 

c- o 

'"\ 
') 

3 x 2 
o t-

Por otro lado, para otro tipo de ondas, no longitud inal es, en la ba­

rra , podemos mencionar por ejemplo : l as ondas torsionales . Para es­

tas se obtiene como ecuaci6n de onda: 

p 

Donde a: es el modulo de rigidez o de esfuerzo cortante de la barra y 

~ representa el desplazamiento o deformación angular . Escribiendo 

la ecuación con el angulo de torsión 8 , se tiene : 

p 

:i l 4 



Para ondas transversales en la barra la situación es más complicada, 

porque no solo interviene la rigidez o esfuerzo de corte sino tam­

bién la fle x ión de la barra. Si se desprecia la flexión y se consi 

dera so l o esfuerzo de corte puro, se obtiene, como en la tors i ón , la 

ecuación de onda: 

.., 
" - \ll o • 

p 

do nde ~ representa e l desp l azamiento transversal a la barra . Esto 

es: 

p 

A decir verdad, en una bar ra gen e r a l mente se tienen simultáneamente 

ondas t a nto transversa l es corno l o ngi tudinal e s ; es d ificil produ cir 

un mov i miento sin e l otro . Por e j emplo, s i go l peamos con un marti­

l lo e l extremo de una bar ra en su e j e, una . ligera excentr i c i dad en 

e l gol p e es i nevi t ab l e y se produc en t ambi én o ndas transver s a l es y 

no só lo l a s l o n g itud inales d esead as . 

. Ond a s long itudinales en aire confinado en un dueto .-

Considérese un dueto rígid o, l a r g o y recto de sección tr ansver s a l 

A (rn2
) , lleno d e un fluido con d ens idad de equilibrio un iforme cons 

tante P0 (Kg/m3
) y compresible de módulo elástico v ollliuétrico 

B(N/rn
2

) . Se supone que no hay e fectos disipadores , tales como los 

que surgen de la v iscosidad o conducción del calor . 

En este fluído , generalmente gas como el air e , confinado en el duc 

to , se pueden produ_cir fácilmente ondas planas longi tudinales me­

diante la acción de un pistón o diafragma que v ibr e en uno de los 

e x tremos del due t o , las moléculas del flu i do se mov erán de uno a 

otro lado en la dir ección de propagación de la onda generada , pr~ 

<luciendo regiones ady acentes de compresión y rarefacción . En rea 
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lidad , aun sin la presencia de una onda , las moléculas del fluido 

no tienen posiciones medias fijas , estando en constante movimiento , 

mucho mayor que el asociado con el mov imiento ondulatorio . Sin em 

bargo , se puede tratar a un pequeño v olumen como una unidad perma­

n ente sin cambio , y a que aquellas moléculas que dejan sus confines 

son reemplazadas por un número de moléculas iguales que poseen en 

promedio propiedades idénticas y de tal manera que las propiedades 

macroscópicas permanecen sin cambio . Como consecuencia , es posi-

ble hablar del termino "partícula del fluido" con relación a un 

un elemento de vo lumen y estudiar asi el desplazamiento ifl de cual­

quier sección tr ansversal del fluido , en forma similar como se hi­

zo a nt eriormente para las ondas longitudinales en una barra sólida . 

Luego , considér ese un elemento diferencial d x como se muestra en 

l a f ig . 11 .8, d onde F(x , t) representa la fuerza longitudinal que 

a ctú a a través de c ada p l ano x de sección tr ans v er sal e n el dueto . 

dF 

X x+dx 

Fig. 11.8 Fuerzas compresivas en un e l emento d iferen c i a l dx. 
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Si F representa l a fuerza en x, 
df 

entonces F + dF = F + ~ dx 
d X 

representa la f uerza en x + dx, y la fuerza neta dF sobre el ele­

mento, teniendo en cuenta los respectivos sentidos, será: 

dF 
aF aF 

F - (F + a X dx)=- ax dx 

Como el dueto es de sección transversal uniforme, dividiendo entre 

el área A, para el esfuerzo o presión p = F/A ejercida sobre el 



fluído, se tiene que esta acción sera: 

Como la masa 

do la ley de 

dp 
dp 
-dx 
CJY 

del elemento 

Newton dm~ = 

d if er encial de 

dF, al dividir 

fluído es : p 0 Adx, aplicaE_ 

entre el área A y tenien-

do en cuenta la expresión arriba en con tr ad a paradp , se tiene : 

Po dx Y dp 

esto es: 

d t 2 
p d X 

o 

dP 
-· dx 
" ·· o ... 

Recurri e ndo ahora a l a relación elástica de compresibilidad vo lume 

trica : p = - BE, donde, como hemos visto anteriormente (Fig . 

para pequeñas deformaciones d Y, la deÍorrnación unitaria es : 

11. 7) 

E = 
"l\JJ 
o' 
d X • 

Y, en un fluído,considerando una presión de equilibrio uniforme 

constante P 0 , para una presión instantánea P la sobre presión o 

simplemente la presión en cualquier punto del fluído, sera : 

p = 6P = P - Po . Por lo tanto , podemos escribir que : 

d 1t 
p - B éJx 

Recordar que el signo negativo se introdujo para asegurar un valor 

positivo para la constante o módulo B, una reducción de volumen 

(deformación negativa) es debida a una compresión o aumento de pr~ 

sión (esfuerzo positivo) . 

Luego, derivando p respecto ax, se tiene : 

- B 
dX 

"2 UI 
o ' 

Y, reemplazando esta expresión, para el esfuerzo neto dp en la ecua 

ción de Newton arriba encontrada , finalmente se obtiene: 
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021J' B a 2 IJ' 

éJ t2 Po 0:·:2 

Nuevamente la misma ecuación de onda: 

él 2 IJ' a 2 ~ 2 
B /Po = c con: c 

a t 2 élx 2 

Si bien hemos utilizado como variable el desplazamiento IJ' de partícu­

la, por faci l idad y en foroa similar a la barra sólida, para descri­

bir ondas longitudinales en fluídos compresibles se uti l iza general­

mente corno variable la presión p que perturba e l medio. Las amplit~ 

des de los desplazamientos (~) asociados con ella (p) tienen valores 

muy pequeños (p.e.: en ondas sonoras aproximadamente entre 10-5 a 

10-11 m) y en la práctica, por lo general, encontraremos que se fabri 

can instrumentos para medir cainbios de presión en el fluído y no para 

medir la amplitud del desplazamiento correspondiente. 

Como hemos estudiado, estas dos variables estan relacionadas por: 

é)\CJ 

p = - B a~ 

Encontremos ahora la ecuación de onda explícitamente en función de 

la presión p como variable . 

La segunda derivada de p con respecto al tiempo, derivando dos veces 

la relación elástica, es: 

- B a 
B-

ax 

y , reemplazando en esta , la ecuación de movimiento de Newton , anterior 

mente encontrada : 

- B 
o 
ax 

1 

( -

~ , queda : 
ox 

1 B 

Obteniéndose la ecuación de onda en p , que generalmente se utiliza 

para ondas en medios fluídos , esto es : 

B 

Po 
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11.4 Solución general de la ecuac ión de onda. -

En el item anterior hemos encontrado la ecuación de onda unidir:i.ensio 

nal plana. Estas ondas tienen como propiedad caracter~stica que cada 

variable (desplazamiento de partícula transversal o longitudinal, pr~ 

sión, e tc . ) son funciones de una única coordenada lineal en la direc 

ción de propagación y, de tal forma , que la fase o ampl i tud de cual-

quier variable es una constante en cualquier plano perpendicular a 

la d i recc i ón espacial de propagación. 

Matematica.11ente, la "ecuación de onda" es una ecuación diferencial 

parc i al de segund o orden, como todas l as que prov ienen de la Ley de 

Newton, esta es : 

d 2 1!J 
c2 

'\ 2 \V o • 

; 
., 

t- éJx2 

donde: Y = ':P ( :'-:, t) , y c2 es una constante qu e queda deter~inéda por 

prop i edades f ís i cas del med io, e l a s t i cidad e inercia, en el cual se 

prop aga l a onda. En l os c aso s anali z ado s, e s ta cons tante esta d efi­

n i d a por: 

Ond a tr a ns ver sa l en un a cu erd a: c2 

Ond a longitud i nal en una b arr a: c2 

Onda l ongitudinal en un fluído : c2 

T/µ 

\.: /p 

B/ p º 

Para encontrar fácilment e la solución qu é admite est a ecua c i ón de 

onda , r ecordemos que en cinemática d e propagación (it em 11 .2) hemo s 

estudiado que cualquier función arbitraria f con argumento (; .. : ::¡:: Vt) 

que representa una determinada onda , v iaja a lo largo del e je x con 

velocidad de propagación V. Esto es : 

':' (x, t) f( x + Vt) 
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Luego , verificaremos si esta expresión de ~ satisface la ecuación 

diferencial de onda . Para esto , llamemos al argu..-nento : 

z = X ::¡: Vt 

tal que : 

1±' Í(z) 

Primero encontr emos las deriv adas parciales de este argusento z cou 

r e specto a x y t , estas son : 

3 z 
l 

3 z 
V y 

ax a t 

y, par a una vari abl e z , se tiene que : 

f' ( z ) 
d [ f ! ( z) J f" ( z) V 

J ' 

dz d z 

En t on ces, d erivando aho r a ~, parci a l mente con r e specto a .. y 2. t , s e 

ob tendrá: 

. co n r espe cto a x 

'"\\lf o, d l.!! 3 z 

3x dz ax 
f'(z). l f ! ( z) 

y repit i endo l a der i vada par ci a l d 2: 

'} 

" - \ll o • 

'"\ .. 2 
o./\. 

[ f' ( z) ] 
ax 

. con res pecto a t, 

___j_ ( f' ( z) ] az 

dz 3x 
f "( z ) . l 

d't' d z 
f' (z) . (+V) +v f'(z) 

at dz 3t 

y repitiendo la derivada parcial da: 

f" ( z) 

~[+Vf'(z)]~ (+V) ~ [ f' (z)] élz =(+V )f"(z). (+V)=V2 f"(z) 

dz a t dz é)t 
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Reemplazando estas segundas derivadas parciales de ~ en la ecuación 

diferencial de onda, finalmente se obtiene: 

V2 f"(z) = c2 f"(z) 

Es to es: 

V = e 

Por lo t anto, e l Gn ico r~querimi ento para que ~(x, t) = f(x 7 Vt) s ea 

admi tida como so luc i ón de l a ecuación de onda, es que l a velocida.d de 

propagac i ón V sea igual a l a constante c . En consecuencia, la veloci_ 

dad de propagación de una onda no es cualqu i er v alor aroitrario, jus­

tamente es un valor fijo y determinado por propiedades físicas de l we 

d i o correspond i ente. Luego, frec uen t e3en t e se des i gna siwp l emente por 

e a la ve l ocidad de propagación y, final mente la solución IiJas comple-

ta o general de l a ecu ac i ón de onda es: 

~ (X , t ) = f ¡ ( :-: - C t ) et) 

Si endo f cualquier función arbitr aria. 

Como e j emplos po s i bl es de tal es fun ciones pode2os c i tar: 

(:-: + c t ) 1 13
, log(x + et), A sen k(:-: + et), e tc . En pa:-ticular, e s ta 

Gl t irua corr es pond e a l cas o mas ÍL!port ante de ond as arr:i6:1i cas , que como 

ya h emo s mencion ad o en e l ít em 11 .2, se pu ede escribir en la s iguien-

te for ma : 

IJ! ( x, t) A s en(kx + wt - ~), con ve lo cidad de fas e: ~=e 
.. 

Teniéndose que una ond a arri1Ónica , para cu a lquier frec uencia ··J o longi_ 

tud de onda .\, podrá propagarse en un determinado medio, siempre y 

cuando se cumpla que : 

.\v = e 

valor que depende , como y a hemos establecido ant er iormente en ca.d a 

caso , de las propiedades el i sticas e inerciales del medio . 
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11 . 5 Superposici6n de Ondas . -

Es un hecho experimental que varias ondas pueden atravezar simultánea 

mente el mismo espacio independientemente una Je otra , v er fig . 11 . 9 . 

En consecuencia , esto implica que en cualquier instante la perturba­

ci6n total de cada partícula del medio se obtiene sumando las pertuE_ 

baciones individuales de cada una de las diferentes ondas que la for 

man . Es decir , se Clli"Tiple el denominado "principio de superposici6n" , 

v alido para los casos tratados cuando las perturbaciones no son dema 

siado abruptas . 

_A~--~A-
a ) t t1 

--~~-
b) t t~ 

c) t b 

Fig . 11 . 9 Perturbación transversal a lo largo de una cuerda . 

a) t 

b) t 

c) t 
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dos pulsos diferentes se acercan uno a otro . 

los dos pulsos se encuentran en el mismo es­
pacio superponiendo sus efectos . 

los dos pulsos se alejan uno del otro sin ha­
berse alterado . 



El principio de superposición es de sum~ importancia en física por ­

que, cuando es válido, por medio de un teorema matemático creado por 

Fourier, es posible analizar cualquier mov i miento ondulatorio comp l e 

jo como una combinación de ondas armónicas simples. Dicho con bre­

vedad, e st e teorema estab l ece que cua l quier función periódica se pu~ 

de expre s ar como una suma de términos armón i cos simp l es cuyas fre -

c u enc i as s on múltiplo s enteros de l a frecu encia de la función dada . 

Si un movimiento de período T se represen t a por la función f(t), e~ 

ton c e s , este movimiento s e p u ede representar por una ser i e armónica, 

d enominada "ser i e de Fo u::- i er", es ta es : 

f ( t) 
1 2 A0 +A1 coswt +A2 cos2wt+ .. An cosnwt+ ... B1 senwt +B2 sen2wt+ ... 

+ B n s en nw t ... + ... 

donde w = 2n/1 y l as An y Bn son constantes que tiene valores defi­

n i das en cada movimi ento particular, dadas por: 

2 
An 

T 

1 
r 

) 
o 

f (t )cos nw t d t y Bn 
2 

1 

J f (t)sen nwt d t 
o 

La converg encia d e la serie d epende d e la natur al eza de l a fun c i ón 

que está si e ndo ex pandida y, t ambi é n a l gunos término s pueden est a r 

ausentes , p . e . : v er fig . 11 . 10 . Si la función e s suav e en tiempo 

la convergencia será rápida y únicamente se deberán calcular unos 

cuantos términos , en cambio , si s e caracteriza por cambios abrupt o s 

de pendiente , como ondas diente de sierra u ondas cuadradas (v er fi 

gura 11 . 10), se deberá incluir un buen número de términos en la se­

rie para que la gráfica no se des v íe en más de un cierto porcentaje 

de la función analítica original . 

Continuar más adelante en el tema escapa a los propósitos de este te~ 

to. Y, para finalizar , cabe resaltar que en la práctica este procedi­

miento es muy poder oso y por esto , la i mport anci a que le hemos dado 

al estudio del movimiento armónico s i mple . 

323 



f ( t) 

o t 

Fig. 11. lü Representación de una onda cuadrada en Serie de Fourier. 
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1 . 1 1 
Í(t) = cos wt - 3 cos 3wt + 3 cos 5wt - 7 cos 7wt + ... 

Al incluir mas términos en la serie, la aproximación 

se hace cada vez mejor . 



11 . 6 Interferencia . -

El termino interferencia se utiliza cuando nos referimos a los ef ec 

tos físicos de la superposición de ondas. En general , las ondas in 

dividuales pueden reforzarse o atenuarse , resultando efectos que dan 

lugar a muy variados e interesantes fenómenos , incluso pueden llegar 

a anularse totalmente entre ellas . 

Estudiaremos algunos casos en los que, por simplicidad, solo sumar~ 

mos dos movimientos armónicos, hecho frecuente y que nos permitirá 

sacar interesantes conclusiones . En particular, consideraremos los 

casos cuando las ondas difieren solo en un parámetro, esto es, en : 

amplitud, fase o frecuencia . También , mas adelante en el ítem 11 .8, 

estudiaremos la inteferencia de ondas iguales pero que viajan en sen 

tidos con tr arios . 

Diferente Amplitud : 

Supóngase dos ondas armónicas planas ~ 1 y ljl 2 , que viajan en un me­

dio en la misma dirección y sentido, con igual frecuencia y fase, 

pero diferente amplitud . Por lo tanto, todos sus parámetros son 

iguales, excepto la ~uplitud, esto es: 

c, ki k, ~=w2 = w y~ # A2 , con ecuaciones: 

\ji¡ A1 sen(kx - wt - cp) y 

El movimiento resultante, por el principio de superposición, pode­

mos encontrarlo analíticamente sumando algebraicamente estas dos 

expresiones: 

Como A1 y A2 son constantes, se puede definir una nueva constante 

B = A1 + A2, con lo cual se tiene: 

~ B sen (kx - wt - cp) 
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Vernos que en este caso la composición solo modifica la amplitud , pues 

la nuev a ru~plitud es la suma de las ru~plitudes de las ondas indivi­

duales , y la frecuencia , la fase , la velocidad y longitud de onda del 

mo v imiento r esultante siguen siendo iguales a las de cada onda por 

s epar ado . 

. Diferente Fas~ : 

Sean dos ondas armónicas planas Y1 y \!I • 2 ) que viajan en un medio en 

la misma dirección y sentido , teniendo igual amplitud y frecuencia , 

pero diferente fase . Es decir , todos sus parametros iguales con ex-

cepción de la fase , luego : c1 c:z = c , A1 = Ai = A , k1 = kz = k , 

w1 = w2 = w y 91 -:f. 92 . Si considerarnos , por simplicidad , una dife­

r enci a de f a s e 9 entre ellas , las ecuaciones de estas dos ondas serán : 

lf'1 A s en( kx - wt - 9) y A s en ( kx - w t) 

y, c u and o i n t er f i er en , el mo v i mi ento re s ultante podemos encontr arlo , 

como en e l caso ant erior, sumando es t a s dos expresione s : 

lf' ':1 1 + ~ ': = Af s en ( kx - w t - 9 ) + s en ( kx - w t) ] 

Recordando l a expresión tr i gonométri ca su.iua de senos de dos ángul os, 

a - B a + 6 sena . + sen S2cos(~-2~) sen ( ~-2~ 

desarrollando , se obtiene : 

Y 2A cos( % ) . sen (~x - wt - % ) 
Corno ~ es una constante , se puede definir una nueva constante B: 

B 

con lo cual: 
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2A cos S'._ 
2 

<P B cos(kx - wt - 2) 



Vemos que el movimiento resultante es también ondulatorio, pues es 

de la forma f (x - et) o bien f (k..~ - wt) , y armónico con igual fr~ 

cuP.ncia y longitud de onda que sus componentes , si bien con distin 

ta fase (p /2 (la media aritmética de las fases (p1 cp y 92 = O) y 

distinta &uplitud B 2A cos cp/2, la cual , presenta como caracte 

rística fundamental que depende de ~. 

Cuando '±'1 y '!12 cstan en fase , o sea : 

-2_ 
Ü , 2TI, 411 , •••• => COS 2 

l 

la amplitud es máxima e igual a : 

B ., 2A 
max 

Es decir , las ondas se refuerzan y decirnos que se presenta una 

terferencia totalmente constructiva" , ver fig . 11 . lla) . 

Cuando el defasaje Q entre Y1 y 'í'2 es igual a : 

TI , Jn, Sn , 
cp 

••••• => cos 2 o 

se tiene que la amplitud es : 

B ., = O min 

11. 
in-

O sea que la amplitud es nula, por lo tanto , ninguna partícula del me 

dio se moverá y no existirá onda. Luego , en este caso, las ondas se 

destruyen y decimos que se presenta una "interferencia totalmente 

destructiva", ver fig . 11 . llb) , 

Para cualquier caso intermedio: O < 9 < '!T,se tiene una amplitud com­

prendida entre: 2A > B > O. 

A esta interferencia se acostumbra a designarla corno "destructiva" 

cuando : A > B ~ O y "constructiva" cuando : 2A ~ B > O 

(ver fig. 11 .llc) . 
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~·: 

a) <;i =O 

b) cp =íT 
,. 

X 

c) O < <? < íT 

Dx = )../2 

t 

t=t 
c 

t c 

Fig . 11 . 11 Superposición de dos ondas con diferente fase, con igual 
frecuencia , lcngitud de onda y amplitud . 
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a) Interferencia totalmente constructiva . 

b) 

c) 

Q = Ü , 2TI , 4TI, 

Dx= O, ,\, 2) .. , 

Interferencia 

9 TI ' 3TI, 5TI, 

Dx 
,\ 3,\ 

= ' ' 2 2 

Interferencia 

B _, = 2A 
max 

to talmente destructiva 

... 
' 

B mín = o 

S,\ 
2 

parcial o intermedia 

o < cp < TI 2A > B > o 
O < Dx < ,\/ 2 

Constructiva , si B > A (mostrada en la figura) 

Destructiv a , si B < A 



Para comµrender mejor el significado de la diferencia de fase cp y la 

interferencia de ondas, escr ibimos la ecuación de 'r1 en dos formas 

equivalentes: 

w 
9 ) J y 'r1 A sen [ k( x - ~ ) - wt] IJI 1 = A s en[ kx - u ( t 

Si comparamos la primer.::. cie ellas con '±'2 Asen(kx - wt), en cualquiff 

posición distante x ~ de la fuente, se tiene una diferencia en 
e 

tiempo constante Dt 9/u. Y, si comparamos la segunda con ':':, para 

un instante t = te, se tiene un desplazamiento en x en una distancia 

constante Dx = ó /k . 

Frecuentemente , en la práctica, la diferencia de fase cp se genera por 

la diferencia de ca~ino que recorren entre la fuente y e l punto de in 

terferencia las do s ondas . Como k = 2n/ A, la diferencia de c~~ino se 

rá: 
D 

6 

Lu ego, la interferenci a tot almente constructiva se presentará cuando: 

Q =O, 2n, 4T., ... = Dx = 0,A , 2A, ••• ::::::> 

y, la totalmente destructiva, cuando: 

cp = TI' 3TI' Síi' .... = Dx = 
A 
2 

3A 5/, 
2 ' 2 

B -max 

... = 

= 2A 

B _.. 
min 

= o 
A 

Para casos intermedios se tendrá: O< Dx < • Ver fig. 11.lla),b) ye). 
2 

. Diferente Frecuencia: 

Sean ahora las dos ondas armónicas planas 1'1 y '!12, que viajan en un me 

dio en la misma dirección y sentido, con igual amplitud y fase, pero 

teniendo diferentes frecuencias . En este caso sus parámetros serán: 

c1 c2 = e , A1 = A1 = P., 91 = <P2 = <jl, pero w1 -:/= w2 y k1 -:/= k1 . Como 

no hay diferencia de fase entre ellas consideraremos , por simplicidad , 

que: cp 1 -:/= epi = O, y sus ecuaciones serán: 

'1'1 A sen (k1x - w1 t) y 'i'~ = A sen (k2 x W2 t) 

Ademas , corno: 
W¡ e 

podernos escribirlas de la siguiente ma-

nera: 
1'1 A ( k1 

t) A 
X 

t) sen W1 X - sen W1 -
W¡ e 

IJI~ A ( 
k1 

t) A 
X 

t) sen W2 -- X - sen W2 -
w~ e 
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Lue6o, s uu1ánd olas, el movimiento resultan te es : 

+ '±12 = X - y 
A{ sen w1 ( ~ - t) + sen W:? ( i_ - t)] 

y utilizando la ecuación trigonométrica de la suma de los senos de dos 

ángulos, se obtiene : 

'+1 = 2A cos ( _w_i_-_W:?_ 
2 

) ( ~ - t). sen ( _w_i _:_W:?_ ) ( X - t) 
c 

En particular considérese la "interferencia en el tiempo" que ocurre 

en algún punto del espacio, digamos xp, por el cual están pasando 

las ondas . En este punto , los movimientos oscilatorios en el tiempo 

de cada una de ellas, escribiendo, por simplicidad, __2:.p - t = t' , 
c 

sera : 

\!} ,¡ = A sen w1 t y 'í'2 = A sen LL.'2 t' 

y el movirni en to resultan te en dicho punto : 

1 1 
2 A c o s 

2 
( w 1 , - W:? ) t ' · . s en 

2 
( w 1 + w2 ) t ' 

Este resultado puede interpretarse corno una oscilación también senoi 
1 

dal pero con una frecuencia angular promedio w = 2 (w1 - w2) y con 

una amplitud que presenta la particularidad de var iar tru~bién armóni 

carnente con e l tiempo , coseno con una frecuencia angular diferencia 

6w 
1 2 (W¡ - W2 ) • 

S i la frecuencias son cercanamente iguales, o sea w1 w2 , entonces 

1 ~ 
W = 2 (w1 + W2 ) ~ W¡ ~ W2 y 

1 
6w = 2 (w1 - w2 ) es pequeña , con 

lo cual el período de la función coseno envolvente del movimiento es 

r elativamente grande y por lo tanto la amplitud varía lentamente con 

respecto al tiempo, como se muestra en la fig. 11.12 (siguiente hoja) . 
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2A 

t 

'±' =[ 2Acos 1/2 (w1 -Wi) t ' ] . 

1 ( ) ~ . sen-::-2
1 

(w1 +w2) t ' 
COS- W1 -Wi t 
- 2- - - - - 7'- - - -

~ / ' \ '\ 

~ ---

~ 
/ 

,/ 

Fig . 11 . 12 . Puls a ciones : inter fere nc i a de ond as, s uper po s ición en un 
punto d e dos mo v imientos oscil a torios en e l ti empo de 
fr e cuencias liger ament e difer ent e s . 

Si las frecuencias son iguales , se vuelve a obt ener , como se ha v i s 

to anteriormente para este caso , la misma ecuación : ~ = 2A senwt ', 

pero con amplitud doble y constante , es decir desapar ece la fluctua 

ción de la amplitud en el tiempo . Por otro lado , si las frecuenci as 

son muy diferentes , 6w es grande y el período correspondiente de la 

función coseno es relativamente pequeño , por lo tanto , la amplitud 

variara rápidamente con respecto al tiempo y a la detección del fe 

nómeno se hara mas difícil . 

Si se tiene ondas sonoras , al variar la amplitud varía la intensi -

dad del sonido y como el oido tiene un umbral de detección , digamos 

una amplitud mínima Uo indicada en la fig . 11 . 12 , decimos que se es 

cuchan "pulsaciones" . Como puede apreciarse también en la misma fi 
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gura , existen dos v alores ex tremos por ciclo de la env olvente del 

movimiento , es decir se detectan dos pulsaciones por cada ciclo de 

la función coseno , luego , la frecuencia angular de las pulsaciones 

será : w 
p 

21'.lw = Wl - W1 • 

Como las pulsaciones desaparecen cuando las frecuencias son iguales , 

se puede aprovechar es te hecho par a afinar 11 al o ido" dos cuerdas de 

instrumentos musicales , haciendo v ibrar ambas al mismo tiempo y teE_ 

sando gradualmente una de ellas hasta que desaparezcan las pulsaci~ 

nes , en ese instante estarán afinadas , ambas , a la misma frecuencia . 

Cuando las frecuencias son ouy diferentes , las frecuen~ias de las 

pulsaciones w es grande y el oído no puede distinguir las pulsacio 
p 

nes del sonido producido por ambas . 

En general , este fenómeno , también llamado algunas veces batido , se 

aplica frecuentemente , por ejemplo en la modulación y detección de 

o nd as d e r ad i o . 



11 . 7 Reflexión de Ondas . -

Hemos considerado hasta ahora ondas en medios practic2:nente infini­

tos a fin de evitar los contornos, pero tarde o temprano siempre 

aparece un borde donde se presenta un cambio de medio . Los contor­

nos o fr onteras i mponen un comportamiento especial a la onda, las 

condiciones q u e d ebe sat i sfacer se denominan "cond iciones de borde 

o f ron ter a" . 

En general , en una fron t era se presen t ara reflexi ón y transmisión 

parc i a l es. Nosotros an a lizaremos e l proceso de l a reflexión cuando 

en una frontera se present a una r ef l exión prácticamente total de una 

onda unidimend i onal , pr i mero trans versal en una cuerda tens a, para 

extremo fi j o y para extremo l ibre, l uego longitud i nal en e l aire con 

finado e n un t ub o rígido, para ex t remo abierto y para extremo cerrado . 

Onda t ransver s al en una c u erda t ensa - Extremo Fi j o: 

Consid er e s e un pul so tr ansversal que v iaj a por la cuerda h ac i a un 

extr emo r ígidament e emp o trado en un a pared, como se muestra en l a 

f igura 11 . 13 a) . Cuando el pulso llega a dicho ex t r emo , e jerce 

una fuer za trans v ersal sobre la pared y la reacción a est a fu e r za, 

igual e inv ertida , genera un pulso reflejado igual pero invertido 

que viaja en dirección opuesta . 

Como el ex tremo está fijo , no puede mov erse y la onda incid e nt e 

no puede perturbarlo , por lo tanto , el desplazamiento en ese e x 

tremo es siempre nulo . Lo que ocurre es justamente que debe orí 

ginarse necesariamente una onda reflejada , de modo tal , que la su 

perposición de la onda incidente con la reflejada se anulen por 

completo en dicho ex tremo (x f) para cualquier instante de tiempo , 

es t o es : ~ i(xf) + ~r(xf) =O , lo que impli c a que hay una reflex ión 

con inv ersión de signo del desplazamien t o en todo momen t o . Por ' 

lo t a nto , si la per turb a ción es una onda s enoidal , es ta i nve r s ión 

del desplaz amiento ins t antáneo de la ond a r eflejad a es e quival e n te 



a la interferencia en espacio correspondiente a un ca..rnbio de ¡¡ ra­

dianes en la fase con respecto a la onda incidente, y decimos que 

una onda al reflejarse en un extremo fijo sufre un C2IIlbio de fase 

de 180º . Como el desplazamiento de ese punto es sie~pre nulo , de-

cimos también, que en un extremo fijo se tiene un "nodo". 

-

- 'L 
1 

·,· 

-

a) Extremo Fijo . b) Extremo Libre . 
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Fig . 11 . 13 . - Reflexi6n total de un pulso en el extremo de una 
cuerda tensa . 
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. Onda transv erdal en una cuerda tensa - Ex tremo libre : 

Considérese ahora la reflex ión de un pulso transv ersal en un ex­

tremo libre de la cuerda tensa . En este caso , no es facil lograr 

un e x tremo perfectamente libre , s in embargo , su análisis es con­

ceptu a l mente importante y d e interés por su analogía co n otros rno 

v i mi en to s ondul atorios . En l a f i g . 11.13 b ) s e ha labrad o median 

te un r i so o ani l lo liviano que pueda res b alar libremente , sin 

fricción , a lo largo de una barra transversal , en realidad , la me 

jor manera de l ograr en l a practica un ex t remo l i bre es uniendo la 

cuerda a o t ra , suf i c i entemente l arga y muy l ivi ana con el ún i co ob 

jeto de pod er mantener l a tensión . 

Cu and o e l pulso l lega a dicho ex tremo , este se acelera y por su 

iner ci a s e s obra "chi co teand o " , como e l ex t remo libre de un l áti­

go cua ndo se f u s tiga , e j er ciend o un a a cció n so br e l a cu erda que 

ge n era un pul s o refle j ado igua l , s i n i nv er sión , que v i aja en di­

re cció n opues ta a l incident e . 

Observ ando cuid ados amente el ex tremo libre , se v era que un p e que­

n o entorno del ex tremo se mueve siempre perpendicular a la barr a, 

es decir , paralelo a la posición de equilibrio horizontal . O sea 

que la derivada de la perturbación en el ex tremo (xi ) , con respe~ 

to a la coordenada x, es siempre nul a: 

a 
ax 

Notese asimismo que para todo instante de tiempo , el desplazamien­

to de la onda reflejada tiene el mismo signo que la onda incidente . 

Por lo tanto , si la perturbación es una onda senoidal , en este caso , 

no habrá c ambio de fase . La super posición de la o nda r eflejad a cm 

la inc idente produ cirá en el ex tremo libre una inter feren c ia de 

máximo desplazamiento , doble comparando con la onda original . Con 

secuentemente , decimos que en un ex tremo libre se pr oduce , en oposi 

ción un nodo , un " antinodo" . 
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. Onda Longitudinal en aire confinado en un tubo- Ex tremo abierto : 

Considerese ahora aire , que bien puede ser cualquier gas , encerra 

do en un tubo delgado ; este confin~~iento en tubo delgado es nece 

sario p a ra que l a onda que v iaje en este medio sea , en primera 

aprox imación , unidimensinal . Para producir la onda podemos utili­

zar , por ej emplo , un parlante a fin de que ex ite el aire pertur -

bandola mediante una variación de presión, la cual , se propag2.ra 

por el tubo como una onda longitudinal . 

Cuando la p erturbación llega al ex tremo abierto se encuentra con 

la atmósfera que presenta una presión casi constante que no puede 

perturbarla sensiblemente . Esto es similar al caso de ex tremo rí 

gido p ara l a cuerd a cuando se conecta a un medio muy grande que 

tampoco a lcan za a p e rturbarlo . Luego , aquí ocurre lo mismo : una 

r ef l exió n c as i t o t a l con perturbación (p = P - Po) casi nula en 

e l ex tr emo ab i erto y decimos que s e presenta un "nodo de presión" , 

g enerándose una ond a refl e jad a igu al pero con inv e r sión de signo 

q u e v i a j a en d i re cció n o pues ta a l a or iginal . Si l a onda e s sen m. 

d a l , h abr á u n c 2.mbio de TI r' ad = 1 80 ° en 12 f ase . 

. Onda l ong i tud i nal en a i re conf i nado en un tubo- Extr emo cerrado : 
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Cons i derese ahor a l a ref l ex i ón d e una ond a l ong i tud i n a l cuando e l 

extremo de l tubo es cerrado . Las partí cula s de l air e que se en­

cu entran en es t e ex tremo no se muev en , p ero cuando ll ega e l pu lso , 

l as partí culas adyacen t es d e su en tor no l as presionan y a l rebotar , 

c amb iando su cantidad d e movimiento , duplican la presión en este 

pun to y se genera una onda reflejada igual, sin inversión , que vi~ 

ja en dirección opuesta a la incidente . Por lo tanto , si la onda 

es senoidal , no habrá cambio de fase . Y, la interferencia de am­

bas ondas en ese punto es totalmente constr uctiva , consecuenteme~ 

te , decimos que en un ex tremo cerrado se produce un "antinodo de 

presión"~ Todo esto , similar al caso de ex tremo libre par a la cuer 

da tensa a otra muy liv iana . 



. Aclar ación : 

Es importante aclarar la aparente contradicción que se podrí 2 in­

terpretar cuando se comparan directauente los resultad.os present2 

dos para el tubo con la cuerda . Esto es , para ex tremo fijo en la 

cuerda y para ex tremo abierto en el tubo : nodo y reflexión con 

cai11bio de fase , para ex tremo libre en 12 cuerda y par2 ex tremo ce 

rrado en el tubo : antinodo y reflex ión sin c2mbio de fase . 

Con este objeto , recordemos (itern 11 . 3) que una ond.2 longitudin2l 

en un gas puede describirse utilizando la presión (p) de perturb2 

ción , o bien , el desplazamiento ('±') de las partícul2s asoci2do con 

esta perturbación . Estas vari2bles , COfilO heoos visto anterioroen 

te , es tan relaciona.das median te la siguiente expr esión : 

p 
()1±1 

- B ax 

Si la onda es armónica , digamos : 

~ A sen (kx - wt) 

derivando con respecto a x : 

Ak cos (k:x - wt) 

y reemplazando , la presión sera: 

p - BAk cos (kx - wt) 

Esto es, si una de ellas esta descrita por la función seno,la otr2por 

coseno , por lo tanto , la onda de desplazamiento esta defasada en 

90º respecto a la onda de presión. Es decir, cuando el desplaza­

miento de las partículas en un punto es cero, la presión en ese pu~ 

to es máxima y viceversa . 

Luego , finalmente , en resumen , para la reflexión de una onda longit~ 

dinal en el extremo de un tubo se describirá, equivalentemente, para : 

- Extremo abierto : " nodo de presión11 o "antinodo de desplazamiento" 

- Extremo cerrado: "antinodo de presión" o "nodo de desplazamiento". 
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11.8 Ondas Estacionarias . -

Considérese ahora la superposición de dos ondas iguales pero que vi 

ajan en sentidos contrarios . Sean dos ondas armónicas planas con 

parámetros : A1 A-1 =A, k1 = k1 = k, w1=u,'1 =w , 91 = 92 = cp y 

1 C¡ 1 = J-c2 1 c. Como no hay diferencia de fase entre ellas consi-

deraremos por simplicidad , como se ha hecho anteriormente, que 

<P1 = c/>2 = cp = O, y las ecuaciones que las representan serán : 

'l' 1 = A sen ( kx - w t) y '±'2 = Asen(kx + wt) 

Sumándolas: 

'!' = '±11 + '±12 = A{ sen(kx - wt) + sen(kx + wt)] 

Y, desarrollando la suma de senos de dos ángulos, la interferencia 

resultante sera: 

'l' 2A cos wt sen kx 

Se tiene el producto de una función coseno qu2 depende del tiempo y 

no del espacio, y de una función seno que depende del espacio y no 

del tiempo. Luego, al no ser de la forma f (x + et), o bien f (kx"+wt)" 

no existe sentido de propagación de onda. Las partículas del medio 

ejecutan movimiento armónico oscilatorio y el movimiento global re­

sultante, que no es ondulatorio, por provenir de la superposición de 

ondas, se le denomina "onda estacionaria" y nos referimos a ella como 

una "interferencia en el espacio" . 

Escribiendo la ecuación de la siguiente manera: 

'ti = [ 2A cos wt] . sen kx = B ( t) . sen kx 

Se tiene una curva senoidal en el espacio con amplitud variable en 

el tiempo . En la f ig . 11 . 14 se muestra la curva par a un instan te de 

tiempo particular (t ) y también la envolvente cuando transcurre el 
p 

tiempo , con una amplitud máxima 2A . 

La ecuación del movimiento también puede escribirse así : 

lf = [ 2A sen k.x] . cos wt B (x ) . cos wt 
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Luego , cada partícula del medio ejecuta , cuando transcurre el tiem­

po , un movimiento armónico simple alrededor de su posición de equi­

librio . Pero , ca.da una de ellas tiene una amplitud propia que de­

pende de su posición en el espacio (x ) , amplitud que varía de un 
p 

valor máximo 2A hasta cero , determinemos a continuación las coorde-

nadas donde ocurren estos valores • 

. Amplitud máxima 2A, cuando : 

kx = O ~ 
' 2 

como k 2n/A , se tiene : 

X = l. l. S ~ 
0 , 4 ' 3 4 ' 4 ' • • • =;.X 

l. 
= n 4 ' n 0, ±1 , ±3 , ±5, .. 

Estos puntos se conocen como "vientres" o "antinodos" y estan se-

parados por media longitud de onda (/./2) . 

. Amplitud mínima cero, cuando : 

kx = n , 2n , 3n , 4n , ..•. 

como k = 2n/>. , se tiene : 

l. 
X = -

2 
2~ 

2 
3 ~ 

2 
4 ~ 

2 ' ... =;. l. 
x = n 2 , n= ± 1 , .±. 2, .± 3 , .± 4 , 

Estos puntos se conocen como " nodos " y es tan separados por . media 

longitud de onda (/./2) . Y, la separación entre un nodo y el anti 

nodo adyacente es de un cuarto de longitud de onda (/./4) . 
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/) 2A _ 

B 

B 

/) 
-2A -

• /./4 • 
'I .. 'JI (x) 

Envolvente 

!./2 

Fig. ll.14 - Onda Est:acionaria. 

Para un instante particular t = tp , se tiene: 

~(x) = B(tp) sen kx , con B(t) = 2A cos wt . 

En línea punteada se muestra la envolvente del moví 

miento cuando transcurre el tiempo . 

Las separaciones entre nodos y antinodos adyacentes 

es: 

- Entre dos nodos adyacentes : /. /2 . 

- Entr e dos antinodos o vientres adyacentes: 1. /2 . 

- Entre un nodo y el antinodo adyacente : /./4. 



Lu ego, en l as onaas estacionarias no hay tr ans po rte de ener g í a 

como en l a s ondas v iajeras . La energía no puede fluir a través 

de los puntos nod a l es que estan permanentement e en reposo , l a 

energía s e mantiene estacionaria en e l espacio (med io ), a l ter ­

nando cíc l icamente en t re potencial e l ást ica de deformación y 

c inética vibrator i a conforme se mueven l as partícul as de l medio . 

Hasta aquí hemos cons i derad o e l med i o i nfinito , ahora analiza­

remos e l caso más r eal fr e cu e n te cuand o e l med i o es f i n ito, t..'.:_ 

n i endo co ndi ci ones d e bord e en ambo s ex t remos . Si se pert urba 

el medio , l as ondas que se muev en a l o l argo de l medio se re -

fl e j an y se re-ref l e j an en ambos extremos formándose , al i nteE._ 

ferir , una onda estaci onar i a . Anali zaremos tres caso s usual-

men t e presen t es e n muchos instrume n to s musica l es (violín, piano, 

órgano , e t c . ) . 

Ondas estac i onarias en una cuerda f i n it a: 

Anali zaremos el caso mas utili zad o cor r i en t emen t e , esto e s , 

cuand o l a cuerd a esta fij a en ambo s extremos; con l ong itud t , 

de mas a lineal µ y bajo t ens i ón T . 

Cuando s e pulsa la cuerda aparecen ondas tr an s v er sales qu e v1-

a j an en ambos se ntido s ref l e j á nd os e en los ex tremo s , y al i n­

terferir , se es t ablece una onda es tacionaria. La condición par a 

ello , teni end o extr emos fij os , e s que estos punios sean nodos 

y entre e llo s podrán for mar se uno o más vientres . Luego , cowo 

la separación entr e dos nodo s ady acentes es A/2 , en la longitud t 

de la cuerda debe haber exactamente un número entero de medias 

longitudes de onda , de las ondas asociadas que forman la esta-

cionaria , esto es : 

l. l. l. 
2 

, 2 2, 3 2 , .. . = t , o en general , 
l. 

n 2 .Q. , n = 1 , 2 , 3 , .. . 

A estas diferentes formas naturales que puede oscilar el siste 

ma , se les conocen corno los modos nor males de v ibr a ción de la 

onda estacionaria , o simplemente , "modos". En la fig . 11.15 , 

se muestran los cuatro primeros modos . 
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2 

2 ~ =:\ =f, 
2 

3 ), 
2 

4 ~ =2A=9-
2 

). 
n 2 =.Q, , para 

n=l , 2 , 3 , 4 , ... 

Fig . 11 . 15 . Ond a s estacionarias en una cuerda fija en ambos e x tremos . 
Se muestran los primeros cuatro modos . 
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Con la condición establecida , para la longitud t dada , las posibles 

longitudes de onda son : 

2t 
n 

n = 1 , 2, 3, ... 

Y, en virtud de la relación >.v = c , válida para cualquier n , y como 

la velocidad c = /~ es la misma para todos los casos , resulta 

que se tendrán las siguientes frecuencias : 

\) 
n 

n n /r' 
~ c = 2t /----µ- , n = 1 , 2, 3, ... 

Decimos que estas frecuencias posibles son las 11 frecuencia.s naturales " 

de la oscilación . A la frecuencia mas baja para n 

"frecuencia fundamental" y con las siguientes para n 

1 se le denomina 

2, 3, ... , que 

son múltiplos enteros de la fundamental , forman una " serie armónica" : 

v1 , v2 = 2v1 V3 = 3v1 , .. , v = nv1 . La fundamental constituye 
n 

el "primer armónico" , siguiendole sucesivamente el "segundo armónico~' 

el 
11
ter cer armónico 11

, etc . 

Cuando se exitan los modos normales de una cuerda, estas vibraciones 

dan lugar a ondas longitudinales en el aire que la rodea, las que al 

llegar a nuestros oidos son detectados como un sonido musical . En 

este caso, aparte de la frecuencia fundamental a las otras se le lla 

man 11 Sobretono 1
,' de modo tal, que el segundo armónico v2 = 2v 1 es 

el primer sobre tono, el tercer armónico V3 = 3v 1 es el segundo sobre 

tono y así sucesivamente . Cabe resaltar que los sobretonos son armó 

nicos , múltiplos enteros de la fundamental, si los soportes de la 

cuerda son perfectamente rígidos, pero si sucede lo contrario , como 

ocurre a menudo en los instrumentos musicales , en general los sobre­

tonos no son exactamente armónicos . 

Es importante resaltar que la cuerda vibrante tiene un gran número, 

infinito, de frecuencias naturales: la fundamental y todos los armó 

nicos, en comparación al oscilador simple masa-resorte que solo tie 

ne una frecuencia natural . Si se deforma inicialmente a la cuerda 

de modo tal que su forma sea igual a uno cualquiera de los modos po-
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sibles, al liberarla vibrara con la frecuencia correspondiente a ese 

armónico particular . Pero , generalmente las condiciones iniciales 

se producen pulsando o golpeando la cuerda , como se hace p . e . en la 

guitarra y el pi ano , en ambos casos , en la vibración resultante es­

tan presentes l a fund&~ental y muchos de los armónicos superiores . 

El desplaz&uiento real de l a cuerda es de forma compleja como se 

ilustra p . e . en la fig . 11 . 16 para un instante particular , correspoE_ 

diente a la superposición de varios modos naturales de oscilación, 

es decir , a la suma de div ersos armónicos con diferentes amplitudes . 

Justamente el "timbre 11 de un sonido musical particular , producida por 

una cuerda v ibrante , está determinado por el número de armónicos pre 

sen tes y por sus respectiv as intensidades . 

F i g. 11 . 16 Cuerda vibrante d e for ma comp l e j a qu e cor r e s p ond e 
a l a s uperposición de varios mod os natural es d e 
osci l ación co n d i fere n tes ampli t ud es. 

Resonancia . - T a~b i én es i mportante resal tar qu e para cualquiera de 

l a s frecu encias na tura l es. v de l a cuerd a pued e ocurr i r , como c u al-
n 

qui er s i stema capaz de osci l ar, e l fenómen o de res onancia . Si l a 

p er turbación aplicad a es periódica co n una frecuenc i a cercana a una 

de las frecuencias naturales , la cuerda vibrará en este modo (fre­

cuencia) con gran amplitud . Esto es considerando que el sistema es 

amortiguado , por lo general siempre l o es , sino lo fuera, la frecuen­

cia d e res o nancia sería exactamente igual a una de las frecuencias 

naturales y la amplitud se haría infinita . 
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En general , cualquier estructura es capaz de v ibrar a ciertas fre-

cuenci as natural es y por consigu i ente su ceptib l e de resonar bajo la 

acción de impulsos aplicados , p udiendo eventual.mente colapsar cowo 

ocurrió con e l p u en t e Tacoma , men c io n ado anteriormente en e l item 

10 . 5 . En este caso el t ramo central delpuente se e x itó entrando en 

res onanci a en u n modo to r sional . 

. Ondas esta c i o nar i as en aire co n f i nado en un tubo finito : 

Cons ider aremos d os cas os: a) cuand o ambos ex tremos es t an abiertos y 

b) un extremo ab i erto y e l o t ro c errado . La l ong i tud del tubo es t, 

l a dens i dad de l a i re p 0 y e l mód ulo de coopresib ilidad B. 

Si se pertur ba el medio var i ando l a pres i ón de equil ibrio constante 

en e l a ir e (atmósf erica), se gener an ondas l ongitudina l es que se r~ 

f l e j an en l os e:-: t remo s de l t ub o e i n t erf i eren dand o lugar a una on­

d a es t a cionaria . La cond i ción para que ello o curra depende de l as 

condicione s d e bord e en lo s ex tremos de l tubo . En e l i tem 11 . 7 se 

estableció qu e en un ex tremo abier to s e tiene u n nod o de pres ión, 

mientras que e n un ex tre~o c errado se present a un a n tinodo d e pre­

sión . Lueg o , en cada uno d e los casos propuestos , se tendrá : 

a) Ambos ex tremos abiertos . 

En estos casos se tendrán nodos en &ubos ex tr emo s y entre e llo s 

habrán uno o mas vient res . Simi l armente como en el caso de l a 

cuerda se presentarán l os modos normales d e v ibración de onda é s 

tacionar ia par a: 

A 
.Q, l ' 2 , 3 ' n 2 n .. . . 

l uego , 
A 

2~ 
l ' ? 3' n = - , ... 

n n 

Como : AV = c y c = / B/ p 0 ,

1 
las frecuencias naturales armónicas , 

de resonancia , son : 

"J 
n 

n n 
21c= U ;+', n = 1 , 2 , 3 . .. 

Po 

En la fig . ll . 17a) se muestran los tres primeros modos . 
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b) Un extremo abierto y el otro cerrado. 

En el extremo abierto se tiene un nodo y en el otro, ahora cerrado, 

un antionodo de presión . Como la separación entre un nodo y el 2.il 

tinodo adyacente es A/4 , el modo fundamental en la longitud t se 

presentara para Q. = >../4 y los siguientes modos, al introducir no-

d . d" 1 3 ), 5).. os interme ios entre el os, para t = 4 , 4, ... , como se mues 

tran en la fig . ll . 17b . En general se tendrá: 

luego , ).. 
n 

Como: ).. \! 

4t 
n 

).. 

n 4 

n 

Q., n = 1, 3, 5, ... 

1, 3' 5' ... 

c = ;-;:;;::, las frecuencias naturales, de resonancia, 

V 
n 

n n 
4i c = TI n = 1, 3, 5 

son: 

Observe que en este caso solo se presentan armónicos impares y que 

la frecuencia fund2.mental es la mitad comparada con la fund2ID.entc.l 

correspondiente al caso anterior (abierto) , a igual longitud de tubo . 

Por lo tanto , los sonidos musicales producidos con un tubo de ex tre­

mo abierto son diferentes a los producidos si el ex tremo es cerrado . 

Para terminar , no esta demás insistir que en la fig . 11 . 17 se han 

representado nodos y antinodos de presión . Si se quiere representar 

desplazamientos de partículas es justamente lo inverso , recordar que 

a un nodo de presión le corresponde un antinodo de desplazamiento y 

a un antinodo de presión un nodo de desplazamiento . 
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11.9 Ondas Acústicas.-

En general podemos decir que la acústica comprende la generación, 

transmisión y recepción de energía en la forma de ondas vibraciona­

les en l a materia . 

El f en6meno acústico más conocido es el que se relaciona con la sen 

sacian de sonido. Las ondas acústicas que producen la sensación de 

sonido son parte de una variedad de perturbaciones de presión que 

se pueden propagar a través de un medio compresible, son ondas lon­

gitudinales: Las partícul as del medio se mueven de uno a otro lado 

en la dirección de propagación de la onda , produciéndose regiones ad 

yacentes de compresión y rarefacción. 

Para las paresonas jóvenes, una perturbación que puede est imular al 

oido y el cerebro la interpreta como un sonido si su frecuencia está 

comprendida en e l intervalo de cerca de 20 a 20,000 Hz(c/s) , y se 

llama el intervalo audible correspondiente a las ondas sonoras . Si 

l a frecuencia es superior a las 20,000 Hz se denominan "ultrasónicas" 

y si es inferior a los 20 Hz "infras6nicas 11
• 

La naturaleza de las vibraciones asociadas con la acústica son mu­

chas y complejas, generad as en cuerdas, col urnnas de aire, placas y 

membranas vibrantes. Todos estos e l ementos vibrantes perturban el 

aire que los rodean , e l aire transmite estas perturbaciones como una 

onda y al ll egar al oído este las recepciona produciéndose la sensa­

ción del sonido . Si las ondas estan compuestas por un número peque­

no de componentes casi periódicas, siempre y cuando las variaciones 

de presión no sean demasiado grandes , producirán a menudo un sonido 

agradable . En cambio si el número de componentes es muy grande y 

la forma de la onda no es periódica se escucha como un ruido . La 

v ibración más simple es una vibración senoidal unidimensional que 

tiene una sola componente de frecuencia, es decir , un tono puro . 

Tambien hay ondas de alta intensidad (como las que están presentes 

cerca de motores de reacción) que producen una sensación de dolor 
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mas que de sonido, y ondas de choque generadas por expresiones y 

aviones supersónicos . 

Hemos visto anter i ormente que la velocidad de l as ondas longitudin~ 

les en un fluído esta dada por: 

c = 
Po 

Pero tamb ién , por otro l ado , es un hecho conocido que la compresión 

o descompresión de un fluído esta relacionado con l a variación de 

temperatura y la propagac i ón de ca l or, es decir, se tiene un fenóme 

no termod inámico qu e todavía no hemos estudiado. Sin embargo , ade­

l antaremos a l guno s res ul tados important es . 

La conden sación y enrarec i mi ento continuo en una o nda para frecuen­

ci as ordinar i as, p . e . : de 20 a 20, 000 Hz, no permi t e que tenga l ugar 

una propagaci ón de cal or en cantidad apreciab l e y se dice que se 

ti ene u n pro c eso adiabá tico . Luego, en rigor, l a expres i ón termodi 

n ámica para l a ve locid ad d el s on i d o es: 

c=F 
Considerando gas idea l , es po s i b l e ·expresar Bad e n t érminos de l a 

presión del gas no perturbado Po y de l a r e lación ¡ =ep/ c...; de c a lores 

específicos a presión const a nt e y a vo l~~en co n s t ante , cantidad e s 

que estudiaremos en el capítulo 13. Se ob ti ene qu e: Bad = y P º y por 

consiguiente la velocidad de l a ond2 sera: 

c=M 
Ademas , p ar a g a s ideal , en función de la temper atura absoluta en gr~ 

dos Kelvin, con la constante univ ersal de los gases R y l a masa mole 

cular M del gas , la v elcoidad de la onda es : 

e=¡:¡: 



Tomando valores normales para el aire: y= 1.402, P0 =latm=l.013xl05 Pa 

y Po 1.293 a OºC = 273ºK, se obtiene la velocidad del sonido en el 

aire a OºC , que designaremos por c0 , reemplazando valores se obtiene: 

c 0 = 331 . 6m/s. Con este valor, para cualquier otra temperatura, po­

demos escribir que : 

c = e /T(ºK)' 
o 27 3 1 

, t ( º C) 
'2D 

Por ejemplo, para 20ºC se obtiene: c = 343 . 5 m/s y para 27ºC se ob­

tiene: e= 347 . 6 m/s . En el apéndice I se presentan tablas con la 

velocidad de las ondas para diferentes medios . 

En el intervalo sonoro, entre 20 y 20,000 Hz, para una velocidad del 

sonido de 340 m/s, teniendo en cuenta que c = AV, el intervalo co­

rrespondiente de longitudes de onda estará comprendido aproxiraad2IIle~ 

te entre 17m y l . 7cm, a mayor frecuencia menor longitud de onda . 

Las variaciones máximas de presión (p) con respecto a la presión at 

mosferica normal (P 0 ) , que es aproximadamente 105 Pa , en los sonidos 

mas débiles que el oÍdo puede detectar son solo del orden de 2 X 10- 5 

Pa y en los sonidos más fuertes que el oído puede tolerar son de unos 

28 Pa . Para una onda sonora, tomando como frecuencia de prueba l kHz, 

la amplitud d el movimiento vibratorio es de aproximad2IIlente 10-11 m 

en los sonidos mas débiles y 10-5 en los sonidos mas fuertes. Con 

estos valores referenc i ales dados, se puede observar que el oído es 

un órgano extraordinariamente sens ible para detectar los sonidos. 

En una onda fís icamente lo más importante, como lo hemos expresado 

desde el principio en la introducción del presente capítulo, es el 

transporte de energía . Se define la "Intensidad 11 I de una onda como 

el flujo . de energía promedio a través de una superficie de área uni­

taria perpendicular a la dirección de propagación , es decir, energía 

por unidad de tiempo por unidad de área (J/s .m2
) o potencia media 

por unidad de área , luego , las unidades fundamentales de la intensi­

dad de una onda son watts por metro cuadrado (W/m2
) . 
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La intesidad de una onda, en este caso sonora, es función de la am­

plitud de los cambios de presión (o), de la densidad (po) y de la 
· a 

velocidad de propagación (c) de la onda . Esto es: 

I 

2 
Pa 

Reemplazando los valores de la presión correspondientes a los soni­

dos más débiles y más fuertes del intervalo audible, se obtienen in 

tensidades que van desde aproximadamente io- 12 a 1 W/m2
• 

A causa principalmente , no siendo la única razón, de la gama tan am 

plia de presiones (de 2 x 10- 5 a 28Pa) e intensidades (de 10-12 a 1W/m2
) 

para las cuales es sensible el oído, es más conveniente utilizar una 

escala logarítmica que una escala natural. El uso de escalas logarí_s_ 

micas cor::prime la gama de números requeridos para describir un gran 

intervalo, la escala logarítmica de uso más general para describir 

niveles de sonido es la escala de decibeles. Esto es, el "nivel de 

intensidad" NI de un sonido de intensidad I se define por: 

NI 
I 10 loa -

º Ir 

donde Ir es una intensidad arbitraria de referencia que se toma igual 

a 10-12 W/m2
, valor que corresponde aproximadamente al sonido más de 

bil que puede oirse y "log' 1 representa el logaritmo de base 10 . Los 

niveles de intensidad se expresan en 11decibeles 11 y se abrevia db . 

Luego , para los sonidos más débiles de intensidad I 1 0 = 10-12 

W/m2 les corresponde un nivel de intensidad de cero decibeles y para 

los sonidos más fuertes de intensidad I = 1W/m2 les corresponde un 

nivel de intensidad de unos 120 db . Como puede apreciarse la gama 

de números en el intervalo audible se ha comprimido considerablemen 

te en un rango comprendido entre O y 120 db. En el apéndice II se 

muestra una tabla donde se dan niveles de intensidad sonora para al 

gunos ruidos comunes. 
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Hemos dicho anteriormente que el intervalo de frecuencias que el 

oído puede percibir es de 20 a 20,000 Hz, y el intervalor de nive -

les de intensidad sonora de cero hasta 120 db. Estos estan relacio 

nados, no son independientes . Por ejemplo, para un sonido fuerte 

digamos entre 80 a 100 db, el intervalo de frecuencias efectivamen­

te es de 20 hasta 20,000 Hz, pero para un sonido débil de aproxiilla-

damente 20 db el intervalo de frecuencias es solo de 200 h~sta 

15,000 Hz . La sensibilidad sonora del oído depende de la frecuencia, 

p . e . , a una frecuencia media de 1000 Hz el intervalo del nivel de 

intensidad es de 3 db hasta unos 120 db, mientras que a una frecuen­

cia baja de 100 Hz el intervalo de nivel sonoro solo es de 30 db has 

ta, aproximadamente, 120 db . 
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11 . 10 Efecto Doppler . -

La experiencia muestra que si una fuente sonora o si un receptor , o 

ambos , están en mov imiento relativo en un referencial en reposo re~ 

pecto al medio material de propagación , la frecuencia se altera , y 

por ende el período y la longitud de onda . En general, el tono pe.E_ 

cibido por el receptor no es el mismo que cuando el foco y el recex_ 

tor están en reposo respecto al aire . El ejemplo mas frecuentemen­

te conocido es la alteración que se observa en el sonido emitido por 

la bocina de un automóvil , o el silbato de una locomotora , cuando se 

encuentra en movimiento respecto a una persona estacionaria que ese~ 

cha el sonido permanentemente , el tono se eleva cuando se acerca y 

desciende cuando se aleja . Esta alteración se conoce como 11 efecto 

Doppler 11 y se da en todas las ondas , no solo en las acústicas o sono 

ras , incluso en las ondas no mecánicas como la luz . 

Se pueden distinguir varios casos según que el receptor este en mo 

vimiento, que lo este el foco emisor, o ambos , y también puede dar­

se el caso que el aire se mueva con respecto a tierra (viento) . 

Adicionalmente también podría considerarse el caso de las ondas que 

se reflejan en una superficie en movimiento . Analizaremos seguida­

mente algunos casos particulares en los cuales el movimiento es 

solo a lo largo de la línea que une al receptor con la fuente . 

. Receptor en Movimiento y Fuente en Reposo.-

En la fig . 11.lSa) se muestra una fuente de sonido F en reposo y un 

receptor R moviéndose directamente hacia la fuente con una veloci -

dad, rapidez,vf. Consideraremos que el medio de propagación está 

quieto respecto a tierra, es decir, si es aire, no sopla el viento . 

La fuente emite ondas sonoras de frecuencia v, los círculos concén­

tricos mostrados, en cuyo centro esta en la fuente, representan 

frentes de onda espaciad.as entre sí por una longitud de onda A y 

viajan en el medio con velocidad. c . Estas tres cantidades, como sa 

hemos , es tan relacionad.as por: VA = c . 
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Cuando el receptor se acerca hacia la fuente el número de frentes 

de onda que recibe por unidad de tiempo sera mayor , y escuchara un 

sonido de tono mas agudo . Luego , a causa de su mo v imiento con ve­

locidad de acercamiento v , el número de frentes de onda adiciona-
r 

les que recibe por unidad de tiempo , es decir , el aumento de frecu~ 

cía 6 v que se producirá estará dada por la relación : 6 v /, = v . 
r 

Sumando ambas relaciones , esto es : 

(+) ~ ( v + 6v)A C + V 
r 

Si la frecuencia que escucha el r eceptor es : v 1 = v 1 6v , se tiene : 

v' A = c + vr 

Comparando las relaciones obtenidas , en movimiento y en reposo , div i 

di~ndolas s e obtiene : 

v ' ), = c + vr} 

\))., = c 

v' 
V 

Luego , podemos escribir fina l mente que l a fr e cuenci a v' e s : 

\J 1 v ( c Vr 
c 

v(l + ~r 
c 

Vemos qu e e l aumento de la frecuencia depend e la rela'ción de veloci_ 

dades v /c . Caso contrario , cuando el receptor se aleja de l a fuen 
r 

te e s tac i onaria , la frecuencia dismiuye escuchándose un soni do de 

t ono mas grave . Como la velocidad del receptor es de sentido con­

trario , el número de frentes de onda que recibe por unidad de tiern 

po es menor , luego , la frecuenc ia v dismiuye en v vr/c y podemos 

escribir que la frecuencia v ', en es t e caso , es : 

v ' 
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Si la dirección del mov imiento del receptor , forma un angulo a in~ 

tantaneo con la dirección que la une con la fuente , hay que tomar 

la respectiv a componente : vr cosa . 

Adicionalmente , si el medio se mueve con una velocidad constante u 

hay que sumarla , vectorialmente , con la velocidad de propagación de 

la onda respecto al medio : c +u . En general , se puede proceder me 

<liante un cambio de coordenadas en el cual el medio resulta quieto . 

\ \ \ 
1 ' ' 

\ \ \ 
,., ~-c 

~ '- V =O ' ' -¿~ f ¡ ¡ 
; '~' ) ¡ j .i : : " ; /) .· .. . ·' 

-0)J/Jc 
.~h/v 

.~~~ 
c 

a) b) 

Fig . 11.18 Efecto Doppler . 

a) Receptor R en movimiento con velocidad vr y 

Fuente F en reposo, v~ = O. 
r 

b) Fuente F en movimiento con velocidad vf y 

Receptor R en reposo, vr = O . 

. Fuente en Movimiento y Receptor en Reposo.-

Si la fuente emisora estuviere detenida en reposo los frentes de on 

da tendrían una separación A para la frecuencia emitida v , y con la 

velocidad de propagación c podemos escribir la relación: AV = c. 
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Cuarido la fuente esta en movimiento directo hacia el receptor esta­

cionario, el efecto es un -'acortamiento de la longitud de onda, de 

A a A1
, porque los frentes de onda se van aproximando entre sí for­

mando un sistema de circunferencias excentricas como se muestra en 

la fig. ll.18b) . Si la velocidad, rapidez, de la fuente es vf, para 

la frecuencia emitida v, el acortamiento 6A que se producirá en la 

longitud de onda A estará dada por la relación: 6Av = vf" 

Luego, restando ambas relaciones, esto es : 

(-) ~ (A - 6A)V 

con : A - liA A1
, podemos escribir que: 

Para el receptor los frentes de onda que recibe, con velocidad de 

propagación c, le llegan con una separación A1
, longitud de onda me­

nor que A, y escuchará una frecuencia v' , mayor que v . Luego , el 

receptor detectará una onda tal que: 
A1

V
1 = c 

Comparando las relaciones obtenidas , dividiéndolas, se obtiene : 

A1 V 1 = c 

A' v c -

v' 
V 

Finalmente, podemos escribir que la frecuencia v' es : 

V 1 =V ( v( 
1 

Vemos que el aumento de frecuencia depende de la relación de veloci­

dades vf/c. Caso contrario, cuando la fuente se aleja del receptor 

estacionario, la longitud de onda es mayor y la frecuencia disminuye. 

Como la velocidad de la fuente es de sentido contrario podemos escri 

bir que la frecuencia v', en este caso, es: 

c 1 
v' =v( ) - v( ---,....-) 

c+vf - 1 + vf/c 
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Como se ha expresado en el caso anterior, cuando el movimiento no es 

frontal hay que tener en cuenta el angulo instantáneo que forman , 

así como también cuando se presenta movimiento del medio material de 

propagación . 

. Receptor y Fuente en Movimiento . -

Hay que distinguir dos casos : cuando ambos se acercan, o se alejan 

entre sí, uno del otro . 

En estos casos hay que tener en cuenta simultáneamente los facto -

res que afectan a la frecuencia emitida v por el movimiento tanto 

del receptor como de la fuente . Esto es, 

- Acercándose : 

V 
1 

=V ( 

- Alej andos e: 

C +V 
___ r) ( 

c 

v' = v ( c - Vr ) ( c 
C C + Vr 

I 

v( 
C +V 

r 

Cuando las velocidades del receptor o la fuente se acercan a 12 ve 

locidad del sonido, o la superan (v > c ó vr > c), las ezpresio-
r r 

nes arriba encontradas para el efecto Doppler no son validas. 

Si la velocidad de la fuente se iguala a la velocidad del sonido 

(vf ~ c), los frentes de onda se juntan tanto que la separación en­

tre ellos se hace nula (A ' ~ O), ver fig . ll . 18b) . En consecuencia , 

la energía del sonido se acumula delante de la fuente formando una'ba 

rrera de sonido" que presenta resistencia al movimiento . 

Cuando se supera la velocidad del sonido alcanzándose velocidades su 

persónicas (vf > c), los frentes de onda y la energía sonora se en­

cuentran ahora en un manto envolvente de forma cónica en cuyo vérti­

ce se encuentra la fuente sonora, y se llama "onda de choque". Cuan 

do esta onda de choque llega a un receptor se descarga la energía en 

forma de explosión relativamente moderada, p.e. cuando pasa sobre no 

sotros un avión supersónico. 
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11 . 11 Polarización lineal en una onda transversal . -

z 

En una onda transversal las partículas del medio vibran a lo largo 

de una línea perpendicular a la dirección de propagación y todas 

ellas se encuentran , par a cualquier instante , en un mismo plano , tal 

como se mostró anteriormente para el caso de la cuerda en un plano 

vertical . Luego , para estas ondas se dice que están " polarizadas !J. 
nealmente" o también que están "polarizadas en un plano". Este pl~ 

no no necesariamente es el vertical y - x, en general , el plano de 

v ibración puede dormar un ángulo 8 con el plano horizontal z - x, 

tal como se muestra en la fig . 11 . 19 . 

y 

X 

Fig . 11 . 19 Onda polarizada linealmente en un plano inclinado que for 
ma un ángulo 8 con el horizontal . 

Una onda polarizada linealmente en un plano inclinado con angulo 8 

puede analizarse por descomposición , o más bien, inversamente, obt~ 

nerse por composición de dos ondas iguales linealmente polarizadas 

en los planos perpendiculares y - x y z - x . Por el principio de 

superposición un medio, como la cuerda, puede transmitir dos o más 

ondas simultáneamente con diferentes planos de polarización . El 

desplazamiento resultante de una partícula del medio será , por la 

interferencia de estas ondas , la suma vectorial de las ondas compo-
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nentes . En los items anteriores 11. 5 y 11 . 6 cuand o tratamos la s u­

perposición e interferencia de ondas el movimiento resultante se en 

contra analíticamente sumando las ondas algebraicamente , ahora cuan 

do se tienen ondas transversales con diferentes plano de polariza­

ción hemos generalizado a una suma vectorial . 

Los fenómenos de polarización son de gran importancia en las ondas 

e lectromagnéticas, en particular son los de polarización de la luz . 

Las ondas sonoras no presentan polarización pues estas son longitudi_ 

nales y no transversales . 

Cuando dos ondas linealmente polarizadas en los planos perpendicul~ 

res y - x y z - x presentan un defasamiento de 90º entre ellas , al 

componerlas se obtiene un vector de amplitud constante que gira cir 

cularmente con la frecuencia angular w conforme avanza la onda en 

la dirección x, ya no hay vibración a uno y otro lado . En este caso 

se dice que se presenta 11 polarización circular 11
• Mas general aún , 

cuando las amplitudes de las ondas componentes no son iguales se ti~ 

ne una 11 polarización elíptica11
• En óptica, mas adelante, estudiare 

mos la polarización' . 
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A P E N D I C E I 

PROPIEDADES FISICAS DE LA MATERIA 

TABLA AI. l - GASES 

Medio Temperatura Densidad Relación de Velocidad de 
t ( º C) Po (kg/m3

) calores propagación 

específicos C(m/ s) 
y(c /c ) 

p V 

Aire o l. 293 l. 402 331. 6 

Aire 20 l. 21 1.402 343 

Oxígeno o 1.43 1.40 317 . 2 

Hidrógeno o 0 . 09 l. 41 1269 . 5 

Vapor 100 0 . 6 1. 324 404 . 8 
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TABLA Al. 2 LIQUIDOS 

Medios Temperatura Densidad Módulo Relación de Velocidad de 
t( º C) Po(kg/m3

) Volumétrico calores propagación 
B (Pa) x 1010 específicos 

y(c /~) c(m/s) 
p 

Agua(dulce) 20 998 0 . 218 1. 004 1481 

Agua(mar) 13 1026 0 . 228 1.01 1500 

Alcohol 20 790 o . 1 llSO 

Mercurio 20 13600 2 . 53 1.13 1450 
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TABLA AI.3 SOLIDOS 

Medio Densidad Módulo de Módulo Módulo vo Módulo de Velocidad de 
Po (kg/m3

) Young cortante lumetrico Po is son propagación 
Y (Pa) X 1010 adiabático 0 en barras 

C (P a) :d010 B (Pa) x l 010 c(rn/ s) 

Aluminio 2700 7 . l 2.4 7 . S 0 . 33 5150 

Acero 7700 19 . S 8 . 3 17 . o 0 . 28 soso 

Cobre 8900 12 . 2 4 . 4 16 . 0 0 . 3S 3700 

Plomo 11300 l. 65 O. SS 4.2 0 . 44 1200 

Níquel 8800 21 . 0 8 . 0 19 . 2 0 .3 1 4900 

Plata lOSOO 7 . 8 2 . 8 10 . S 0.37 2700 

Vidrio 2300 6 . 2 2 . 5 3 . 9 0.24 5200 

Caucho 950 0 . 0005 0 . 1 o.s 70 
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A?ENDICE II 

NI VELES DE I NTE NSIDAD SONORA EN DECIBELIOS A* 

NI (dbA) 

120 

110 - 120 

110 - 110 

90 - 100 

80 - 90 

70 - 80 

60 - 7ü 

50 - 60 

40 - 50 

30 - 40 

20 - 30 

10 - 20 

o - 10 

o 

PARA ALGUNOS RUIDOS COMUNES 

FUENTE O DESCRIPCION DEL SONIDO 

Umbral de la sensación desagradable . 

Discoteca - banda de rocanrol . 

Paso de un avión jet a baja altura . 

Podadora mecánica-maquina remachadora- cabina de un 
avión ligero . 

Paso de trenes- camión pesado a 70km/hr - licuadora -
motocicleta . 

Calle con mucho traÍico-automóvil a lOOkm/h- lav adora 
de ropa , TV audio . 

Conversación ordinaria - acondicionador de aire - as 
piradora . 

Transito de vehículos ligeros . 

Zon~ residencial silenciosa en el día - automóvil en 
1.-1ar cha moderad a . 

Z.ona residencial silenciosa en la noche - radio fun­
cionando moderadamente en casa . 

Area en el campo . 

Conversación en voz baja . 

Murmullo de las hojas . 

Umbral de la sensación sonora . 

Las medidas se efectúan en la posición del operador o a una cierta dis 

tancia, algunos metros, de la fuente. 

*Niveles de sonido con ponderación A (dbA) : considera la intensidad sono 
ra a las diferentes frecuencias, asignando por bandas de frecuencias ~ 
"peso" que esta relacionado a la sensibilidad del oído a la frecuencia 
central de esa banda . 
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PROBLEMAS 

l . Una onda senoidal es enviada a lo largo de un resorte horizontal por 

medio de un vibrador fijo en uno de sus extremos . La frecuencia de 

vibración es de 20 ciclos por segundo (1 cps = 1 Hz) con desplaza 

miento longitudinal máximo de 4 cm, y la separación a lo largo del 

resorte entre los frentes de onda correspondientes a dos máximos su­

cesivos es de 24 cm. 

Encontrar la velocidad de propagación de la onda,y sabiendo que se 

desplaza horizontalmente en el sentido positivo del eje x determinar 

la ecuación de la onda . 

Se conoce : 

- Frecuencia : V= 20 Hz cs-1
) 

Longitud de onda : A 

- Amplitud : A = 4cm 

Luego, la velocidad de 

c = AV = 

24 cm 

propagación 

24 . 20 = 480 

de la onda 

cm/s 

Corno se mueve en el sentido positivo del eje 

da senoidal sera de la f arma: 

con : 
21T 

- Número de onda : k = A 
2n 
24 

\!/ = 

TI 

12 

A sen (kx -

(r ad Ím) 

sera: 

-x,la ecuación 

wt) , 

- Frecuencia angular : w = 21Tv 2n x 20 = 40TI(rad/s) 

Por lo tanto , la ecuación de la onda será : 

X 
~ = 4 sen n( 12 - 40t) 

con unidades: 

X~ Clil 

t ~ s 
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2 . En un sistema resorte y v ibrador dispuesto en forma similar al pro­

blema anterior , se conoce que la frecuencia de vibraci6n es de 16~s 

con una amplitud de 0 . 04m y que la velocidad de propagaci6n de las 

ondas longitudinales es de 20 m/s . 

Determinar la ecuaci6n que describe el movimiento ondulatorio senoi 

dal que se propaga en el sentido positivo . 

Se conoce : 

Frecuencia v = 16 cps 16 Hz ( s-1 
) 

Amplitud A 0 . 04 m 

Velocidad de propagaci6n : c = 20 m/s 

Luego : 

Frecuencia angular : w 

Número de onda : k 

y, la ecuaci6n sera : 

2nv = 2n l6 = 32n rad/s 

w 
c · 

32n 
20 

s 
5 

TI r ad/m 

y = 0 . 04 sen TI ( ~ x - 32t) 

con unid ad es : 

x~ m 

t ~ s 
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3 . Meciendo un bote, a raz6n de 12 oscilaciones en 20 segundos, una per 

sana produce ondas superficiales en un lago tranquilo y observa que 

cada oscilaci6n produce una cresta de onda y que estas de!:loran 6 se-

gundos para alcanzar la orilla distante 12 metros. 

Calcular la longitud de onda de las ondas superficiales producidas . 

La frecuencia de las ondas es : 

12 
V = 20 

3 
c/s (Hz) 

5 

y su velocidad de propagación: 

c = 2 m/s 

como : c = ),,J, la longitud de onda sera: 
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4. Dada la ecuaci6n de onda: y = 0.3 senn(l20t - x), con unidades: x en 

metros, t en segundos e y en metros. 

Graficar y vs x para t=O y para t=l/480 segundos, así corno también 

y vs t en x O. 

Encontrar la amplitud, longitud de onda, período, frecuencia y velo­

cidad de propagaci6n. 

Verificar que : .\ = c 'l 

- Para t O, se tiene la ecuaci6n 

y 0 .3 sen (-Tix) = - 0.3sen :¡¡x 

Gráfica, y vs x: 

1 

- Para t 1/480 s ' se tiene la ecuaci6n : 

0 . 3sernr( 
1 

x ) 0 . 3senn(O . 25 - x) y ¡- = 

Gráfica, y v s x: 

y(m) 

lllxlü .25 2m 1 
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- En X o, se tiene la ecuación : 

y = 0 . 3 sen 120nt 

Gr áfica , y V S t : 

y (m) 

1/240 

1=1/60 s 

Luego , s e tiene : 

- Amplitud, A = 0 . 3m 

- Longitud de ond a, A 

2Tí 1 

2n 
TI 

- Período, 1 120n = 6"0 s 

. 1 -- 60 Frecuencia , v = ~-
1 

- Velocidad de propagación , 

2m 

t /s) 
1/48 

L 
1 

120 m/s 

- Verificar : A = cT = 120/60 = 2m . Valor conforme , igual al arriba 

encontrado . (A es la distancia recorrida en un tiempo 1 con velo 

cidad e). 
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S . Por una cuerda hori zontal se envía un pu l so que en e l i nstan te ini­

ci al es ta dado por : 

y 

( a, b ) 

(s , O) P (L , O) 
o X 

(0 , 0) 

(2s -a, -b) 

Conoci e ndo l a ve l o cid ad de propagaci ón c , en con tr ar y ( t) p ar a e l pun­

t o P. 

Si se e nví a un t r en de o ndas per i ódi co d e este pu l s o , ¿ cu a l sera el 

período d e l a partícul a oscil a n te? 

Vemos que el pulso e sta conf ormado por t re s re ct a s co n inc lina cion es 

que cambi a n cons ecutivamente , por lo tan t o , para e nco n tr ar el mov í -

miento de un punto de l a cuerda habrá que analizar separadamente cada 

uno de e sto s tres tramos . 

Procederemos a continuación gráficamente mostrando , en forma sucesiv a , 

desde el instante cuando el p~lso llega al punto dado P(L , O) hasta 

el instante que lo abandona : 

(siguien t e pagina) 
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et 2s 

p 

o 

L 

et 2s 

~---
L 

et 2s 

et 2s 
;· s "' (\ s ? 

--+----" ... .. . . 

L 

? 

o 

L 

et 2 

1 

-'--t----_;__ ____ J._ y! b ... . 
o p 

,¡......_..¡ 

L 

e t 2s 

--+------------ ...... . 
o p 

L 
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L et + 2s => t 
1 - 2s 

e 
y o 

L =et+ 2s - o => o = et + 2s - L 
V 0 b 
~=-=>y= - -(et-2s-L) 

-b a b a 
v=- (L - et - 2s) _, a 

L = et+2s-a => t 
L-2s+a 

e 
y -b 

L=e t+s+o = o=L-s-e t 

y _i_ => b (L ) 
-b s-a y = - s-a - s - et 

L 

b 
y = - (et+ s - L) 

s - a 

et + a= t 
L - a 

e 
y = b 

L = et + ó => o = L - e t 

Yb' o = ~ (L - e t ) 
a a 

L 
L 

et => t = -
e 

y = o 



Resumem : 

- Primer tramo , para el tiempo comprendido entre : 

L - 2s 
e 

el movimiento es: y(t) 

~ t 
L - 2s + a 

e 

b (L - et - 2s) 
a 

- Segundo tramo, para el tiempo comprendido entre: 

L - 2s 
e 

el movimiento : y ( t) 

- Tercer tramo, para el 

L - a 
e 

el movimiento: y ( t) 

a 

b 
s - a 

tiempo 

~ t ~ 

b 
(L -

a 

L - a 
e 

(et + s - L) 

compr end id o entre : 

L 
e 

et) 

Finalmente , para el tren de ondas el período pedido será: 

2s - e 1 L= 
2s 

e 
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6 . Se tiene una cuerda tensa horizontalmente en la cual viaja un pulso 

cualquiera . Dewostrar que la pendiente en un punto de la cuerda es 

igual a la razón entre la velocidad v de la partícula en ese punto 

y la velo cid ad e de propagación de la onda o pulso . 

Para un pulso cualquiera: y f (x et) , la velocidad de propagación 

es e 
dv 
d t , la velocidad de la partícula v 

ay ar ' y la pendiente: 

m tg8 ~ 
ax/a t 
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7 . Sobre una cuerda horizonta l v i a ja una onda transversal cuya ecuación, 

en el S . I . de unidades, es: 

y = 0.04 cos (70t - 2x) 

Encontrar : 

- El período, frecuencia , longitud y velocidad de propagación de la 

onda. 

El desplazamiento , ve locid ad y aceleración del movimiento transver-

sa l , en función del tiempo , de un punto particular dado xp 

cuerda . 

de la 

- Los valor es máximos de l a ve locidad y aceleración de la partícula . 

¿Varían estos valor es con la posición xp? 

¿Cuál es la posición transversal instantánea de la partícula x p 

cuando a lcanza estos valores máx imos? 

- Mostrar que cada elemento de la cuerda esta sujeto a una fuerza res 

tauradora que cumple con la Ley de Hooke . Por unid ad cie masa , ¿cuál 

es la constante elástica de proporcionalidad? 

- Para la ecuación dada , se tiene : 

.A.wµlitud A 

Número de onda: k 

Frecuencia angular w 

Período : l 

Frecuencia: V = 

Longitud de onda : >-

Velocidad de propagación: 

0 . 04 m 

2 rad/m 

70 rad/s 
2TI 2TI 

(;j 70 
l w -
l 2TI 

2TI 2J. 
k 2 

TI 

c = >-v = ~ 
k 

iT 

35 
35 

Ti 

D 

- Para el punto particular dado xp, se tiene: 

s 

s_1 

70 
2 

Desplazamiento transversal: y 0 . 04 cos(70t 

2 . t)sen(7üt 

(Hz) 

35 m/s 

Velocidad transversal: ~ = v 

d2
v 

Aceleración transversal: y = ~ 
d t 2 

= - 0 . 04(70) 2 cos(70t - 2xp) 

y a =-196 cos(70t - 2xp) 
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. Valor máximo de la velocidad : vmax = 2 . 8 m/s 

Este valor es independiente del punto xp . 

. Valor máximo de la aceleración : ªmax = 196 m/s 2 

Este valor es independiente del punto xp . 

. El valor vmax se alcanza cuando sen (70t - 2xp) = 1 , esto i:nplic2. 

que cos (70t - 2xp) = O y por lo tanto, el desplazamiento trans -

versal de la partícula Xp es : y = O. 

El valor amax se alcanza cuando cos (70t - 2xp) = 1, luego el de~ 

plazamiento transversal de la partícula Xp es : y= A= 0.04 m. 

- Acción elástica restauradora: 

Hemos encontrado que la aceleración trasversal de cualquier partí-

cula Xp de la cuerda, es : 

corno: 
.. 
y - 0 . 04 (702 )cos(70t 

y 0 . 04 cos (70t - 2xp) 

podernos escribir que : 

y 4900y 

Pero , por la Ley de Newton, por unidad de masa, se tiene: 

F .. 
M = y 

Luego , igualando ambas expresiones , queda : 

F 
M 

4900y 

Expresión que cumple, por unidad de masa , con la relación lineal de 

Hooke . Por lo tanto , la constante elástica recuperadora por unidad 

de masa es : 

K 4900 N/m 
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S. Por una cuerda de masa w por metro lineal y tensión T, viaja horizon 

talmente la onda: 

Diga Ud . , s i o t r a o nd a : 

puede v iaJ ar simultáneamente con y 1 por la misma cuerda . ¿Por que? , 

¿bajo que condición? . 

Anali zar para cada uno de los siguientes casos, si : 

a) A2 A¡ k2 k¡ y W¿ ..1 W¡ T 

b) A2 -1 A¡ h ~ k1 y W;: W¡ T 

- c) A2 ..1 A; k2 /; k1 y W2 
..1 W1 T T 

d) A2 A¡ k2 k¡ y W2 W¡ 

Para w y T , la velocidad de propagación de cualquier onda que viaje 

sobre esta cuerda, tiene un valor único, dado por : 

c = 

Como se sabe ademas que la onda y, viaja por la cuerda , la relación 

w1 /k1 queda determinada y fija , se cumple que : 

c = /T7W W1 /k1 

Con esta condición analicemos cada uno de los casos planteados . Pre­

viamente observe que para las amplitudes no hay ningún requerimiento. 

- a) Se tiene la onda : y2 = A1 sen(k1 x + w2 t) 

pueda vi aj ar se requiere W2 ~¡ ~ para que que: 
k1 k1 

W2 W¡ 

como: w2 f WJ ~ La onda NO podrá viajar. 

- b) Se tiene la onda: y2 = Ai sen(k2 x + WI t) 

para que pueda viajar se requiere que: ~l ~ ~ k1 k1 
ki k1 

como: k2 .¡ kt ~ la onda No podrá vi aj ar • 

- e) Se tiene la onda: Y2 = A1 sen ( k1 x + W2 t) 
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w:z l:J¡ 
para que pueda viajar se requiere que : 

k:z ki 

bajo esta condici6n , con : k1 # k1 y w2 ~ w1 

drá viajar, solo si se cumple la relaci6n : 

La onda Si po-

- d) Se tiene la onda : y2 A1 sen(k1x + w1 t) 

376 

En este caso las dos ondas (y2 e y1) son iguales , por lo tanto , 

la onda Si podrá viajar . Teniendo en cuenta que tienen diferen­

te signo en el argumento de la funci6n seno , las ondas viajan 

en sentidos contrarios . 



9 . De las siguientes expresiones, establezca cuales pueden satisfacer la 

ecuación diferencial de onda. 

IJ' 1 A(x - st) 2 

'!!3 Asen(kx2 
- wt) 

IJ'4 A k senwt + Awcoswt 

Y~ Asen8coswt + Acos8senwt 

IV 
'6 Asen (kx - wt - st - n/3) 

Asen(kx -a) cos (wt - S) 

Asenkx coswt + Acoskxsenwt 

Solo satisf aceran la ecuaci ó n diferencial de onda las que son de l a 

f orrna: 

Y f(x + et) 

Luego , de esta forma son : 

11' 1 A( x - st) con veloc idad de propagación , e = s 

IV 
'6 Asen [kx - (w + s)t - n/3] =con velocidad de propagación , 

w + s 
e = 

k 

Asen(kx + wt) = con velocidad de propagación , 
w 

e = k 
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10 . Una cuerda de 100 gramos por metro lineal, se mantiene horizontal ba 

jo una tensión de 4ú Newtons 

Determine si puede viajar en ella una onda transversal senoidal dada 

por la ecuación: 

y 8 sen (16x + 4t - n/3) 

La velocidad de propagación en esta cuerda, para cualquier pulso u 

onda, de acuerdo a la ecuación de onda es : 

2 e = T 
µ 

40 
0.1 

400 ~ c = 20 m/s 

La velocidad de propagación de la onda senoidal dada es: 

k 
V w 4 

R 
1 
4 0 .25 m/s 

Como V f c , no podrá propagarse en la cuerda . 
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11 . Una cuerda de longitud 1 y masa µ por unidad de longitud se mantiene 

horizontal bajo una tensión T . En uno de sus ex tremos se genera un 

pulso transversal que viaja a través de ella . Encontrar el tiempo 

que tardara en desplazarse hasta llegar al otro ex tremo . 

La velocidad de propagación es : 

c = 

con esta velocidad e el pulso recorrerá la distancia 1 en un tiempo T 

qu e queremos determinar , este sera : 

CT ¡ ~ T 
1 

e 
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12 . Una cuerda de longitud .Q, y masa m cuelga libremente de un techo. En 

su extremo libre se genera un pulso transversal que viaja a través 

de e lla . Encontrar el tiempo 1 que tardará en desplazarse hasta lle 

gar el otro extremo empotrado en el techo. 

Recomendación: resolver primero el problema anterior N~ 11. 

La masa por unidad de longitud es: µ = m/t . 

La velocidad de propagación es: c = 

Pero ahora, en este problema, la tensión T en la cuerda no es constan 

te como en casos anteriores, más bien es variable . ~sta fuerza debi-

do a su peso propio que cuelga, a una distancia x del extr eI:lo libre, 

será: 

/ 

j e 

380 

µgx 
r mínimo en el extremo libre,T=O 

l máximo en el e:·: tr e::::o ewpo tr ad o, 

Por lo tanto , la velocidad de propagación 

tambien sera var i ab l e con z, y SE:ra : 

Por d e f ini ción de ve-o cid 2.d : 

d x / gz d t dt 
d:·: 

integrando : 

1 9. 
dx 

J dt J 
o o ;g;. 

T 

19. ti 2 !T 
g 

o o 

T 2 rT{g 

dz 
c = d t , luego: 



13 . Con relación al problema anterior N~ 12 considere ahora que el pulso 

se genera a la mitad de la cuerda, propagándose en ella hacia ~übos 

extremos . 

¿A cual extremo llega primero, al empotrado o al libre? . Luego, dete!_ 

mine en ambos casos el tiempo que tarda en llega al extremo respecti 

vo . 

Como la tensión T en la cuerda es variable, desde un valor cero en el 

extremo libre , mg/¿ al centro de la cuerda, hasta su valor máximo mg 

en el extremo empotrado . Luego, la velocidad también es asimismo va­

riable c =~por lo tanto, cuando el pulso recorre la mitad supe­

rior su velocidad es siempre mayor que cuando recorre la mitad inf e -

rior y llegará primero al extremo empotrado . 

En el problema anterior hemos encontrado que la velocidad variable es : 

e = /g;z, luego los tiempos pedidos serán: 

- Para llegar a l extremo empotrado ( Le) el movimiento es hacia arri­

ba (+) y se tiene: 

d x r--' 
c = dt v gx 

despejando e integrando : 

Le Q, 

J dt = f 
o 9.,/ 2 

L 
.Z 

d:r. 

2/f (l -
/2 

2 

- Para llegar al extremo libre (10 ) el movimiento es hacia abajo (-) 

y se tiene: 

d x /";;gx c = - dt 

despejando e integrando : 

1 
J o d t 

o 
dx 

t/2 

J 
dx j 

o t/2 o 

381 



J./2 

2JI1 
Comparando ambos tiempos : 

12) 
2 

T < 
e 

o 

f2(1 - /2 ) 
2 

/ 2 ~-
g 

12 - l ~ 0 . 41 

Por lo tanto , como se esperaba, primero llega al e x tremo empotrado . 
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14 . Una onda longitudinal senoidal : 

y = A sen (kx - wt - ~ ) 

viaja en un tubo de longitud muy grande . 

Encontrar la velocidad del movimiento de las partículas del medio y 

la correspondiente onda de presión. Comprobar que están en fase entre 

ellas y que ambas estan defasadas 90u respecto al desplazamiento de 

las partículas . 

Si : y = A sen (kx - wt - ~) 

La velocidad sera : 

V 

y la presión : 

p 

- wA cos(kx - wt - ~) 

- B ~ 
dX 

- BkA cos(kx - wt - ~) 

Luego, se tiene que p y v estan en fase (coseno) y que ambas estan de 

fasadas n/2 respecto al desplaz&uiento y(seno) . 

En general podemos establecer que: 

p 

p 
B 
c 

B k( - v 
w 

V 

B ~ v 
w 

La presión y la velocidad tienen la misma fase y ambas defasadas 90º 

respecto al desplazamiento. 

Recomendación: compare estos resultados con los que se obtienen para 

una onda estacionaria en el problema N~ 27. 
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15 . Dos altav oces oscilan senoidalmen te en fase emitiendo ondas sonoras 

con frecuencia de 500 c/s . Considere la velocidad del sonido en el 

aire : c = 340 m/s . 

Los a ltavoces estan s e parados una distancia de l . 70m y alineados con 

un receptor situado a una dist a ncia x de uno de ellos tal como se 

muestra en la figura : 

f ¡ 
R 

-e 
1· l./ Giñ X 

Establecer si en estas condiciones la intensidad de recepción corres 

ponder a a una interfer e nci a tot a l mente constructiv a , totalmente des­

tructiv o o a una inter f er e ncia intermedia . 

Corno c AV, l a long~tud d e ond a es: 

c 
V 

340 
SúO = ü . 68m 

Para in t erferenci a total men t e cons tr u ct i va se requi ere qu e: 

d = 
d 

nA =:- n = 
A 

l. 70 
0 . 68 

2. 5 

Como n no es un número en t ero n o se da es t a i nterferenci a . 

- Para i nterferen c i a total mente destructiva se re quiere que : 

A 
d = n - =:- n 

2 

Como en este caso n si es un número entero se tiene interferencia 

totalmente destructiva y la intensidad en la recepción será nula . 
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16. Una Íuente de sonido, un receptor y una pared reíl ec t ora se encuen t ran 

d i spuestos como se mues tr 3 en l a figur a. 

y zzzzzzzzzzzzzzzz f 

F R 

8rn 

Geome tría : 

p 

·-& 8 8 

/ v'3 

F 4 4 R 

Si l a v e loc i dad del so nido en e l aire 

es : c = 344m/s , se qui er e sab er : 

¿p ar a que frec uencias de emisión el 

receptor escuchar a e l sonido con 

max i ma &llp lit ud? 

La diferenc i a entre el sonido direc 

to y e l refle j ado en la pared e s : 

D 
c 

16 - s Srr. 

Par a t en er intefer encia tot a lmente constructiv a esta diferencia de ca 

mino d eb e ser igual a un número entero d e longit udes de ond a, e s d e cir : 

D c n ), , p ar a n = l , L. , 3 , . . . 

luego , como : c = AV, la frecuencia de emisión debe ser : 

c 
V = A 

c 
D /n 

c 

c 
D 

c 
n = 344 

8 
n = 43n Hz , para n 1 ' 2 ) 3 ) 
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17. Dos fuentes de onda ubicadas en los puntos de coordenadas (-a, O) y 

(a, U), emiten simultáneamente ondas senoídales iguales que se des­

plazan exclusivamente hacía la derecha sobre el eje horizontal x. 

Expresar analíticamente cada una de las ondas emitidas y, por supe~ 

posición de ambas, encontrar la onda resultante . 

Anali zar la interferencia en cada región por que se quiere determinar : 

¿para que valores de la distancia "a" la onda resultante sera siem­

pre cero, en todo punto y en todo instante? 

y 

f ¡ 

(-a,O) o (a , O 
X 

En el sís tema de referencia mostrado, l a s ecuaciones de las ondas 

tídas que v íaj an hacía la derecha, ser án: 

para f ¡ (-a ' O) y1 A sen k(x + ·a) wt ] 

- para r~ (a, O) => y2 = A sen k(x - a) - wt) ] 

Se tienen tres regiones de estudio, para: X < -a , -a < X < a y 

La superposición de y1 e y2 en cada una de estas regiones será: 

- par a, x < a : 

No hay ninguna onda, por lo tanto: y O 

- par a, - a < x < a : 

Solo hay una onda, por lo tanto: y 

- para x > a: 

y1 => y Asen{ k(x+a)- wt] 
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y = y1 + y2 = A{sen [k(x+a)-wt] + sen [ k(x-a) - wt]} 

Aplicando la relación trigonométrica suma: 

sena + senS 2 co s ( ª ; S ) sen ( ª ; S ) 

emi 

X > a. 



se tiene: 

y = 2A cos ka . sen (kx - wt) 

Analicemos ahora en cada regi6n la interferencia para determinar los 

valores pedidos de "a'' . Esto es: 

Par a, ... · ... < a: 

Como: y O, independiente de "a",para cualquier va lor de "a" se 

t e nd r a que y o . 
Para, -a < ... <a: 

Como no hay i n ter fer enc í a, solo hay una onda y1 , no existir a ningún 

valor "a" que pueda hacer q ue siempre y = O. 

- Par a , x > a: 

Como : y 2A cos ka sen(kx 

cos ka = O = ka = n TI 
2 

= a 

wt) , sera cero cuando : 

TI ). ..., -
= n 

2
k = n ¡,para: n = l ,J,), ... 

Para éstos valores de " a", p3ra todo t y toda x(>a ) , se tendrá que 

y = o . 
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18. Encontrar la interferencia de dos ondas armónicas IJ'1 y IJ'2 que solo di 

fieren en fase, con valores 91 y cjli respectivamente . 

Las ecuaciones de estas ondas serán: 

IJ' 1 = A sen (kx w t - 91 ) y \!} 
'2 Asen(kx - wt - 92) 

sumandolas: 

A [ sen(kx - wt - <P1) + sen(kx - wt 

Desarrollando el seno diferencia de dos ángulos: a = kx - wt y B =<ti, 

se tiene: 

11' = A [ sen(kx - wt) coscp1 -cos (kx-wt) sen<P1 +sen(kx-wt) coscp2 -cos (kx-wt) sencp2 J 

11 =A {sen(kx-wt)[ cos 91 + cos</i:!] -cos (kx-wt)[ sen<P1 + sen<P2] J 

Utilizando las relaciones trigonométricas suma de cosenos y de senos 

de ángulos 91 y 92, se tiene: 

91 -ri12 91 + ó,, 01 -ó,, <D1 + 6,, ) 
l!'=A{sen(kx-wt)[ 2cos( --

2
--r-) . cos( --

2
-· -- ) ]-cos(kx-wt)[ 2cos(-·-· -

2
-·--)sen .~-· -2-· -) 

tD¡ -<i>2 [ <P2 +<+i2 1!'=2Acost-·-
2
-· ) sen(kx-wt)cos( --

2
- )-cos(kx-wt)sen( 

La expresión entre paréntesis corresponde al seno diferencia de dos 

~ 1 ( k t) '\;' ( <P i ; cp 2 
) ' l f. 1 t d angu os: ·x - .1 uego , ina men e que a : 

2Acos ( 91 - <h ) [ kx ( 4i1 + 92 ) ] 1±' sen - üJ t -
2 2 

Esta es una onda armónica con fase <P 
91 + 92 

y ampli tud -2-

B = 2A cos 
91 - cp-, 

2 - ) • 

Compare este resultado con el obtenido en el item 11 . 6, donde obtuvi_ 

mos el mismo resultado considerando <Pi = <fi y 4'2 = O, esto es : 
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19 . Encontrar la interferencia de dos ondas armónicas '111 y '±12 que se pr~ 

pagan en un medio elástico en la misma dirección y sentido , teniendo 

diferentes amplitudes A1 t A1 y diferentes fases 91 -/= cp2, con todos 

sus demás parámetros igual es , es decir: c1 = c2 = c, k1 y 

w1 = w2 =w . Mostrar que en este caso nunca podrá tenerse interferen 

cia total mente destructiva. 

Sean las ecuaciones de estas dos ondas : 

'±11 = A1 s en ( kx - w t - <P 1 ) y A:? sen (kx - w t - cji2 ) 

sumándolas: 

'±1 = '±11 + '!!2 A1 sen(kx - wt - cji1) + P. 2 sen (kx - wt - cjl2) 

desarrollando e l seno diferencia de dos ángulos : 

a = kx - w t y B = cji 1 6 4>2, se tiene : 

'±1 A1 [ sen(kx-wt ) coscp1 -cos (kx-wt) sen91 J +A2 [ sen(kx-l:.lt) coscp2 - cos (kx-wt) sen<P::?] 

'±1 = (A1 coscp1 +A2 coscp2) sen(lyx-wt) - (A1 sen91 + A:. sen<Pi ) cos (kx - wt) 

Escribiendo las cantidades entre paréntesis por : 

y b = .!\i senó1 

queda : 

'±1 = a sen (kx - wt) - b cos (kx - wt) 

Y, definiendo dos nuevas constantes B y 8 por intermedio de las si-

guientes relaciones : 

B cos 8 A1 cos epi + fucos <P2 = a 

B sen 8 A1 s en cji 1 + fu s en <P2 b 

Se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas que podemos 

resolver, más fácil, geométricamente mediante un triangulo rectángulo, 

esto es: 

tg e b 
a 

A1 sen cjl1 + A1 sen <P2 
Ai cos <P1 + fucos <1> 2 
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Desarrollando se obtiene : 

y, G are tg A1 s en<;i1 + Az s en92 
A1 cosQ1 + P.:J. coscj:i:z 

Luego , retomand o la ecuación del movimiento , con estas constantes que 

da : 

~ B cos G cos (kx - wt) + Bsen6senlkx - wt) 

111 = B [ cos (kx - wt) cos 8 + sen (kx - wt) sen G ] 

Entre corchetes tenewos e l desarrollo del coseno diferencia de dos 

ángulos (kx - wt) y 6, obteniéndose fina lmente : 

~ = B cos (kx - wt - 0) 

Resultado que nos describe un movimiento ondulatorio armónico con am­

plitud B y fase G, valores arriba encontrados . 

La interferencia totalmente destructiva se dará para B O, luego : 

Como: A;+~> O, se debe tener que: 2A1Aicos(<P1 - <P2) < O, esto im 

plica que : 

Si, cos(<P1 

tendrá que: 

cos ( 91 - 92 ) < o. 

<P2 ) = - 1 , es to es : <P1 - 9:z ± nn para n= l ,3,5, ... , se 

O = ( A1 - Ai ) 2 = O => A1 = A:z 

Por lo tanto, nunca podrá tenerse interferencia totalmente destructi­

va si Ai :f Al • 

Caso contrario se tendrá el problema anterior con A1 = fu = A y la in 

terferencia totalmente destructiva se presenta para <P1 - <1>2 = ± mr, 

con : n = 1 , 3 , 5 , . . . . 
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20 . En un punto del espacio , digamos x = O, pasan dos ondas de presión : 

p1 = p cos w t y p2 = p cos lL.'2 t. 

Encontrar analítica..rnente la interferencia resultante en el tiempo y 

graficar el resultado . Si las ondas son sonoras , ¿cómo se denomina 

al fenómeno que se detecta auditivamente? 

Ana l i zar e l caso particul ar de dos ondas iguales , es decir par a w1 = w2 , 

encontrar la interferencia , graf i car y ¿se detecta el mismo fenómeno 

anterior? 

Sumando las dos ondas en el punto x = O, se tiene : 

p = p¡ + p2 = p ( COS W¡ t + COS lL.'2 t) 

y utilizando la ecuación trigonom~trica de la suma de los cosenos de 

dos ángulos , se obtiene la interferencia result ante : 

1 1 
p = 2 Pcos ~e~ - w2 )t . cos I (w1+w2)t = A(t) . cos 2 (w1+~)t 

Graf ica: 

p ( t) 

t 

Se presenta el fenómeno de "Pulsaciones" . 

Si : w1 = w2 = w, la interferencia resultante es : 

p = 2P cos wt 

Gráfica : 

p ( t) 

t 

No se presenta el fenómeno de pulsaciones . Se escucha un tono de fre 

cuencia v = 2nw con amplitud doble 2P . 
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21. Una cuerda vibra de acuerdo a la ecuación dada en el S.I. de unidades : 

2 Tí 
y = 25 sen (4Tix) . cos ( 

3 
t) 

De terminar la amplitud y velo cid ad de propagación de las ondas compo­

nen tes cuya superposición puede dar lugar a esta vibración. 

d ... ... 1 d 1 d 1 ..... 3 
A emas, para una particu_a e a cuer a en a pos1c1on x = B rn encon-

1 
trar su velocidad para t =~s. 

Conforme hemos visto en el itern 11.8, la ecuación dada corresponde a 

una onda estacionaria de la forma: 

y = 2A sen kx . cos wt 

1 
donde: A = 25 m, k = 411rad/rn 

que la conforman serán: 

Asen(kx wt) 
1 

25 

1 
y: = Asen(kx + wt) Y:? 25 

Luego , la ampiitud es: A 
1 

25 

w 
c = 

k 
TI/J 
411 

1 
U mis 

m 

w = ~ rad/s y las ondas componentes 

sen(411x - ~ t) 
3 

sen(4nx 
TI + - t) 
3 

y la velocidad de propagación: 

Derivando y con respecto a t, esto es : 

8 TI ) ( Tí ~ = - } sen (4nx sen 3 t) 

reemplazando : 
3 

y X =-sm 
cid ad de la partícula : 

8 ~ 3 
) V = - sen(4TI B sen 3 

8 
(-1) ( 

l 4 
V = - 3 TI 3 2 
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y t 

( -2:. 
3 

TI m/ S. 

1 
2 

l 
2 

s , se obtendrá el valor de la velo-

8 J TI 3 TI sen( 2 n) sen ( 6 



22 . La frecuencia fundamental de vibración transversal de un alambre de 

acero flexible es de ~O cps . La longitud del alambre es 4m y su masa 

16 gr . 

Determinar la longitud de onda y la velocidad de propagación de las 

ondas transversales en el alili~bre . ¿Cual es la fuerza que tensiona 

al alambre? 

Se conoce : 

Frecuencia = V 50 c/s (Hz) 

Masa => m 16 gr = 16 X 10-3 kg 

Longitud => Q, 4m 

Podemos calcular la masa por unidad de longitud 

m 16 10-3 4 10-3 kg/mQ. µ X = X 
t 4 

Corno se tiene una onda estacionaria que vibra a la frecuencia funda-

mental , la longitud de onda correspondiente sera: 

,\ = n 
2 

, para la fundamental n=l se tiene : 

4rn = ,\ Srn 
,\ 

2 = X, = 4m 

Luego , la velocidad de propagación de las ondas es: 

c = ,\v = 8 x 50 = 400 rn/s 

Finalmente, la tensión en el alambre es: 

c = T 
]..! 

=> T 2 c µ (400) 2 
X 4 X 10-3 640N 
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23 . Se tiene una cuerda estirada horizontalmente bajo una tensión de 4N , 

con una masa por unidad de longitud de 0 . 01 kg/mi . 

En uno de sus ex tremos actúa un vibrador que tiene un desplazamiento 

transversal dado en metros por la ecuación : y = 0 . 1 sen 6t . 

Encontr ar la velocidad de propagación , frecuencia y longitud de onda . 

Si el otro ex tremo de l a cuerda esta fijo , ¿cual es la ecuación del 

movimiento resultante? y ¿cual la ecuación del movimiento , función del 

tiempo , para un punto a 3m del vibrador? 

La velocidad de propagación sera : 

c = lf :w mis 

De la ecuación dad a par a el movimiento del vibrador su frecuencia an­

gular e s : w = b r ad/ s y l a f r e cuencia de exitación sera : 

w 6 3 
\) = 

2JT TI 
c . p . s 

La ond a s e pro paga con esta frecuencia , luego : 

Como: e 

3 
Hz \) = 

/.\J , la l ong i tud d e ond a sera : 

c 
\) 

2U 
3/n 

20n / 3 m 

El movimiento resultante , por superpos i c i ón , es una ond a estacionar i a 

d ada por : 

y = 2A sen kx cos wt 

donde : A 
2n 

O. lrn , k = 
l. 

2 Ti 

20JT /3 
3 

10 
0 . 3 rad / m y w 

luego : y= 0 . 2 sen(0 . 3 x ) . cos(6t) 

Para el punto X = 3m, se tendrá: y = 0 .2 sen 0 . 9 cos 

0 . 9 rad ~ 0 . 9 180º 
51. 56º 51°34 ' X = 3 . 142 

sen (0 . 9) = sen(51º34 ' ) = o. 7 833 

reemplazando: y 0 .2 X 0.7833 COS 6t. 

y 0 .1 567 cos 6t. 
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24 . Se tiene una barra de cristal de cuarzo de 20cm de longitud , densidad 

p = 2650 kg/m3 y modulo de Young y = 7 . 9 X 101
G N/m2

• 

Si se exita la barra produciendo ondas longitudinales estableciéndose 

e l modo fundamenta l de vibración estacionaria con los dos extremos l i 

bres, encontrar la frecuencia fundamental . ¿cómo varía si se reduce a 

l a oitad l a l ong i t ud de la barra? 

Primero encontremos l a vel ocidad de propagación de las ondas en el me 

d io : 

e = ff= 7 . 9 X lU 1
0 

2650 
546 0 m/ s 

Con &~bos ex t remos libres , el modo fundamental se presenta para : 

A N 

lueg o , la long itud de onda es : 

>. = 2i = 0 . 4m 

y la frecuencia fundamental sera : 

c = >.v \) = c 

>. 
5~~~ = 13 , 650 Hz 

A 

Si la longitud de la barra se reduce a la mitad , la frecuencia se du­

plicara , esta sera de 27 , 300 H. 
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25 . Una cuerda de lm de longitud fija en un extremo a la pared y tensa 

en posición horizontal , si se somete en el extremo opuesto a la p~ 

red a una vibración de frecuencia lOOHz y a~plitud Scm , se genera 

una onda senoidal con longitud de onda de 2 cm . 

a) Encontrar la ecuación de la onda generada , ¿cual es su velocidad 

de propagaci6n en la cuerda? y ¿cuál es la ecuación de la onda re 

flejada en el extremo fijo? 

b) Encontrar la interferencia de ar:1bas ondas y analizar el movimiento 

resultante que se presenta en la cuerda, ¿cuantos antinodos se for 

marán?. Si se quiere obtener el modo fundamental de vibraci6n, man 

teniendo las mismas condiciones de la cuerda , ¿cuál sera la fre -

cuencia fundamental correspondi en te? 

c) \7 ar iando la condición en la cuerda cuadruplicando la te ns ion , bajo 

la misma frecuencia de 100 Hz, ¿si se forma onda estacionaria en 

dicha cuerda , de lm , ¿cuantos antinodos se presentaran? 

d) Si so lo se duplica l a tensión , manteniendo la misma frecuencia de 

exitación de lOOHz , ¿para cuales longitudes de cuerda se formarían 

lo s diferentes modo de onda estacionaria? 

a) Se conoce : Q, = lm = lOOcm , \) = lOOHz, A Scm y ;\ 20cm . 

Para onda senoidal: y A sen (kx - wt) 
(+) 
----+ 

2n 2 TI TI 
Se tiene: k = cm- 1 

y w = 21iv = 2TI100 200TI rad/s 
;\ 20 10 

luego , la ecuaci6n es: y
1

= 5 sen 
TI 

lO X - 200 Tit) 

con velocidad de propagación : c = f = ;\v = 20 x 100 = 2000 cm/s 

y, la onda reflejada sera : 
TI 

y2 = 5 sen ( TO x + 200nt) 

b) Interferencia: y= y1 + y2 = lOcos (20Unt) sen(--2:. x) lü 
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Se tiene una onda estacionaria. 

Número de antinodos: n T = i ~ n = 100 
20/2 = lO 

Es decir , 10 antinodos,con 11 nodos incluendo los extremos. 

Modo fundamental,para n = 1, la longitud de onda sera: 

~ 1 = i ~ A1= 2 x 100 = 200cm 

1 



y la frecuencia : A1 v1 e= 
e 
A1 

2000 
200 

10 Hz. 

e) Si se cuadruplica la tensión , la velocidad de propagación será : 

e' = /f{ = 2 jf = 2c = 2 x 2000= 4000 cm/s y la longitud de onda , 

para la frecuencia de lOOHz, será : 

A' = 
e' 4 ~~~ = 40cm V 

'1 

El número de antinodos, en este caso, serán : n 
1
' 
2 

Se tiene 5 antinodos, con 6 nodos incluyendo ambos extremos . 

d) Si se duplica la tensión , la velocidad de propagación es : 

c11 {2 j ~ 1 

= f2 e -= J2' x 2 O O O cm/ s 

y la longitud de onda, para v = 100 Hz , será : 

c1' - Jf:__ 2000 = 20 '2 cm . 
- 100 V ¡_ 

La longitud de la cuerda, para onda estacionaria , deberá ser : 

= n 
2ofi 

2 
= n iofi cm , par a n = 1 , 2 , 3 , 
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26. Se ti e ne una onda e stacionaria en una cuerda , descrita por la ecuación : 

y = A cos k x sen wt 

Un a pulga d e ma sa m s e e ncuentra p a rada s obre l a cu erda e ntr e dos no­

do s cons ecutiv os intermedios , sin cont a r los ex tremos , entre el 2~ y 

e l 3~ y e n un pu n to ubicado a una dis t ancia A/3 del primero de ellos . 

¿Cu a l e s l a fuer z a con la cual debe sujetar se la pulg a p ara que no s a l 

ga di s parad a de la cuer d a? 

L 
1 

l l 
1 'A/3 1 
L l 

1 )../2 1 

Como la pulga se encuentra entre el 2~ y e l 3~ nodo in t ermed io, por l o 

menos debernos tener 3 nodos intermedios y, por lo tanto, el nodo de vi 

bración deberá corresponder para: n ~ 4. En l a figuras-e ha dibu j ado 

paran= 4 . La distancia de la pulga al origen de coordenadas es: 

A 4 
xp = A + J = J A 

Luego, la ecuación del movimiento correspondiente a este punto P'>ree~ 

plazado el valor de x en la ecuación dada, será : 
p 

Como: k 
2n 

>. 
=> 

l.. 
y A cos k (l.. + 3 ) sen wt 

kl.. 2n, reemplazando: 

2n 
y = A cos(2n + ~ 

27T 
sen wt = A cos ~ sen wt 

y finalmente queda la ecuación: 
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A 
y = - 2 sen wt 

1 
A ( - 2 )sen wt 



Derivando podemos obtener la veloc idad y aceleraci6n transversal a 

l a cuerda en ese punto P, esto es: 

A 
y 

2 
wcos wt 

A 2 
y 

2 
w sen wt 

De acuerdo a la Ley de Newton, la fuerza F sobre una masa m con esta 

aceleraci6n es : 

F m y l_A 
2 

2 m w sen wt 

Teniendo como maxiu.o valor l a amplitud de la funci6n : 

l 2 
f 0 = 2 A ID W 

Por lo tanto , la pulga deberá sujetar con una fuerza por lo menos igual 

en este valor , es decir : 
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27 . Dos ondas longitudinales s<tnoid al es iguales que viajan en sentidos con 

trarios, estan representadas por el desplazamiento longitudinal de 

las partículas alrededor de su posición de equilibrio: 

y1 = A sen(kx - wt) y2 = A sen (kx + wt) 

Al interferir , se tiene una onda estacionaria, como se obtuvo en el 

ítem 11 . 8 : 

y = 2A cos wt sen kx 

Determinar , en este movimiento , la velocidad de las partículas y en­

contrar la correspondiente onda estacionaria de presión sonora . Lue 

go, para un instante particular dado T, graficar el desplazamiento y, 

la velocidad v y la presión p. Comprobar que en los puntos del esp~ 

cio donde ocurren nodos de desplaz&~iento y velocidad, se tienen anti 

nodos de presión. 

La velocidad de las partículas en el movimiento resultante estaciona 

rio, sera : 

V ª-L 
a t - 2A w sen wt kx 

Como vimos en el ítem 11 . 3, la presión esta relacionada con la cowpr~ 

sión volum~trica y la deformación por : 

Luego , se tiene : 

p=-B-ª-1_ 
Clx 

p = - 2 B A k cos wt cos kx 

Los gráficos pedidos para un instante t = T , son : 
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y 

X 

V 

X 

p 

N A 

Tifk 
X 

Recomendación : Compare estos resultados con los obtenidos en el pro ­

blema N~ 14'. pa ra una onda viajera . 

401 



28 . Una onda senoidal amortiguada dada por: 

y1 = A e-St sen (kx - wt) 

interfiere con otra igual pero que viaja en sentido contrario . Encon 

trar y analizar el movimiento resultante. Graficar : 

a) 
TI 

y VS .. t para : X = --
2k 

b) 
2TI 

y VS .. X para t 
w 

Sumando ambas ondas (y1 e y2): 

Ae
-St sen (k..x wt) 

Ae-St sen (kx + wt) 

y = y1 + y2 = Ae -Bt [ sen(kx - wt) + sen (kx + wt) ] 

Desarrollando la suma de senes de dos ángulos: 

-St y = 2Ae cos wt sen kx 

Se tiene un Movimiento Estacionario Amortiguado. 

Gráficas pedidas: 

a) Para: x = TI -St L.Ae cos wt => y 2k 

2A 

2A -----=-8t--
--~2Ae 
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b) Para t 

2 
-B2n / w Ae _ ...__.,..... 

2n 
=y 

w 

y 

-B2n/w 
2Ae sen kx 
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29. Encontrar la ecuación del movimiento de todos los puntos de una barra 

con un extremo fijo empotrado y el otro libre en voladizo, si al exi­

tarla se forma una onda estacionaria longitudinal de frecuencia míni­

ma y para t = O el desplazamiento del extremo libre es máximo positi­

vo de valor A. 

Nr:;:==================== 
a 

V 
71 

L 
A 
4 

,¡ 
/1 

Si la frecuencia es mínima, la barra 

vibra en el modo fundamental y se 

tiene un antinodo en el extremo li-

bre y un nodo en el empotrado, luego: 

2TI 
k= 

211 
4L 2L 

Como la amplitud de la onda estacionaria es igual a A y de desplaza­

miento positivo para t = O, la ecuación correspondiente será: 

1±' 
(x , t) 

7i 
A sen ( 

21 
x ) cos wt 

Comprobación , para x = L y t O, se tiene 

l±'(L,0) A 

404 



30 . El nivel de agua en un tubo vertical de un metro de longitud puede v~ 

riarse a voluntad. Un diapasón de 686 vibraciones por segundo se co­

loca sobre el extremo abierto del tubo. Al vibrar, ¿a que niveles de 

agua se presentara resonancia? . 

Considere que para una temperatura éll:lbiente de 20ºC la velocidad del 

sonido en el aire es aproximadamente 343 m/s (ver tabla AI.l). 

Ti 
1 

...!. 

lm 

Como se tiene una columna de aire en 

un tubo abierto en un extremo y ce­

rrado en el otro, se presentará la 

resonancia de un cuarto de longitud 

de onda a igual frecuencia que el 

diapasón, es decir, cuando: 

\) 
n 

4.Q, e , n 

luego : 

n c 
4 \) ' n 

1, 2 '3' ... 

1, 2 '3' ... 

reemplazando los valores de c y\!, se obtiene: 

n 343 
4 686 

n 
8 , n = 1 ,2,3, ... 

Pero, ademas, estamos limitados a que Q, no pase de lm, o sea, en este 

tubo se presentar a resonancia par a: 

1 3 5 7 8 
8'8'8'8 ' 8rn 

0.125, 0 . 375 , 0.625, 0 . 875, lrn 

NOTA : Es importante advertir que en la práctica los valores medidos de 

t son diferentes a los arriba encontrados porque para los extremos hay 

que tener en cuenta un factor de corrección. 
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Esta corrección de borde se debe a la expansión esférica de la onda 

acústica plana reflejada en el extremo abierto del tubo . 

La longitud efectiva de la columna de aire resonante es igual a la 

longitud de aire existente más la corrección . Para encontrala se de 

be proceder e x perimentalmente en cada caso , sin embargo , para tubos 

cilíndricos de diámetro d , se puede considerar apro x imad&uente e=0 . 3d . 

(ver ta~bien el problema siguiente N~ 31) . 
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31. Un tubo abierto en un extremo y cerrado en el otro por nivel de agua 

se emplea para encontrar , por resonancia, la frecuencia de un diapa­

són. Si la primera resonancia se presenté cuando la longitud de la 

columna de aire es 9.Scm y la segunda cuando es 34 . 5cm ., ¿cual es la 

frecuencia del diapasón? .Ademas , determinar el factor de corrección 

de ex tremo para este tubo . 

Nota: resolver primero el problema anterior N~ 30 . 

/ / / / 

l~ Modo 
/../4 

+ 

/ / / / / 

2~ Modo 
3/../4 

34 . Scm 

Las longitudes de la columna de 

aire mas el factor de corrección 

de extremo es igual a 1/4 A y 3/4 A 

respectivamente para el l~ y 2~ Modo . 

Y, la diferencia entre dos extremos 

es igual a 1/2 ~ . Luego , se tiene: 

9.5 + e 
4 

34.5 + 3 
e = 

4 
l. 

Restando: (34 . 5 +e) - (9.5 +e) 
l. 
2 

Como : >.. v 

34 . 5 - 9 . 5 

c ~ V 
c 
l. 

l. 
2 

~ 25 l. 
2 

343 
0 . 5 

686 Hz 

50 cm 0.5m 

Observe que para determinar v no es necesario conocer e. Sin embargo , 

conociendo l. podemos fácilmente determinar e utilizando cualquiera de 

los dos modos, es decir : 

e = l. 
4 

9 .5 
5 ~ - 9 . 5 12 . 5 - 9 . 5 3.0 cm 
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También es importante resaltar que si ignoramos el factor de correc­

ción nos puede conducir a un error , si consideramos : 

V 

408 

9 . 5 = A 

e 
A 

343 
0 . 38 

38cm ( Este valor no es correcto) 

902 . b3 Hz (Esta no es la frecuencia del diapasón) 



32. Se dispone de un diapasón de frecuencia v = 440 Hz y se quiere fabri­

car dos cajas ~ue resuenen en sus modos fundamentales, una con ambos 

extremos abiertos y la otra con un extremo abierto y el otro cerrado. 

Determinar las longitudes de las dos cajas resonantes, e indicar gr~ 

f icamente donde tienen los respectivos nodos y antinodos de presión. 

Considerar la velocidad del sonido en el aire; c = 343 m/s . 

La longitud A de la onda es: 

c 
V 

343 
440 

O. 7 8 m 

Para el tubo con ambos extremos abiertos se presenta resonancia de 

media longitud de onda. Luego, para el modo fundamental n = 1 , 

se tiene: 

L 
A 
2 

o. 7 8 
2 

0.39m 

N 

l 

./ 

/ 
/ 

./ -
A 

L 0 .39m 

........ 

' ' 
N 

l 

. Para el tubo con un extremo abierto y el otro cerrado se presenta 

resonanci a de un cuarto de longitud de onda . Luego , par a el modo 

fundamental n = 1 , se tiene : 

L 
A 
4 

o. 78 
-4- O . 195m 

./ 
¿ 
N 

l 
1 L 

/ - l / 
/ 

A 

o.195m 
l 
1 
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33 . Un tubo de longitud 9, con ambos extremos abiertos esta resonando a la 

frecuencia v en un modo con n=3 . 

Esta perturbación exita a otro tubo de longitud L 

extremo abierto y el otro cerrado . 

1 . 59, que tiene un 

Determinar si el segundo tubo también resonará y para cual modo . 

Hemos visto que para un tubo con ambos extremos abiertos se presenta 

la resonancia de media longitud de onda . Luego , para el primer tubo 

esto es: 

Q, 
),n 

= n 
2 

n 1 , 2,3 , ... 

o bien , 

.Q, 
c 

= n 
' 2Vn 

n 1 , 2, 3 , ... 

para n 3 y \)3 v, queda : 

.Q, 3 _c_ 
2 \) 

Para un tubo con un extremo abierto y e l otro cerrado se presenta la 

resonancia de un cuarto de longitud de onda . Luego , para el segundo 

tubo esto es: 

L 

o bien, 

L = 

Para L 

>-- m 
m 

4 

e 
m 4V 

m 

l. 5.Q. = l 9, 
2 

c 
m 4 \J 

m 1 , 3, 5, .... 

m 1, 3, 5, 

y \) 
m 

c 
m--

6 \) 

v, queda : 

igualando las dos expresiones obtenidas de i, como la velocidad de 

propagación en el aire c es la misma , se tiene : 

3 _c_ 
2 \) 

c 
m 6V ~ m = 9 

Al obtenerse que m es un número entero e impar , el segundo tubo tam­

bién resonará , justamente en el modo correspondiente a m = 9 . 
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J4 . Al colocar una fuence sonora en la parte superior de un pozo vacío 

H 

se produce resonancia y una persona que baja con velocidad v deja de 

escuchar sonido cada t segundos . Si al descender encuentra rn puntos 

donde no escucha sonido, ¿cual es la frecuencia de l parlante? y ¿cual 

la profundidad del pozo? 

}=vt 

La distancia que recorre entre dos 

nodos es: d = vt y la separación 

entre dos nodos consecutivos en re 

laci6n a la longitud de onda es : 

d = 

luego, igualando, se tiene que: 

2 
vt ~ :\ 2vt 

ademas, como: AV =c, l a frecuencia 

sera: 

c c 
v= :\ 2vt 

Esta e s la f r ecue ncia de l par l a n te. 

La profundidad del p ozo, como det e ct a m nodos a l d e scend e r , ser 2. : 

H 
:\ 1 
2 (m + 2 

reemplaz ando el valor de ;\, arriba encontrado , se obtiene : 

H 
1 

v t (rn + 
2 
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35 . En un corredor de longitud L y cerrado en ambos e x tremos , mediante un 

parlante se exitó acústicamente produciéndose un modo de v ibración a 

la frecuencia de 120 Hz y se present aron , a parte de los extremos, 

6 antinodos intermedios de presión sonora . 

No disponiéndose de cinta métrica , con estos datos acústicos determi-

nar la longitud L del corredor . Se conoce la v elocidad del sonido en 

el aire: c = 343 m/s. 

La longitud de onda es : 

c = A\J = ,\ = c 
\) 

343 
120 

= 2.858 m = ,\ 

2 
l. 429 m 

Como se han detectado 6 antinodos intermedios y en los extremos , por 

tener cerrado el corredor a~bos extremos, la distribución de presión 

sonora IPl en la longitud L , será : 

• 

k 
'A/2 1 

k k k 
1 'A/2 1 'A /~ 

L 

En total se tienen 8 antinodos y 7 nodos, luego el modo que se prese~ 

ta es para n = 7 y por lo tanto la longitud del corredor será: 

L = n 
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Jb . En la figura se muestra una cuerda de masa w por metro lineal y lon-

gitud .Q.. Determinar la tensión T de la cuerda para que vibre en el mo 

do fundamental con una nota particular de frecuencia v. Y, encontrar­

la ecuaci ón de la onda estacionaria y de l as dos ondas que la forman . 

Además , si se trata de una cuerda de guitarra, ¿cuál debe ser la sep~ 

ración entre "trastes" para que v ibre con frecuencias que estan rela­

cionadas linealmente , en forma sucesiva, por un número "a"?. Esto es, 

para frecuencias : V¡ = av, '..l: = aV1 , V:3 = a\/:! , ... , vn = avn-l . 

Para e l modo fundamental se tiene que: 

y como : c = AV ~ c = 2.Q.vº 

además' c = !! luego ' la tensión en la cuerda sera : 
v--w 

2.Q.v ¡:f ~ T = 4.Q,2 v 2 w 

La ecuación de onda estacionaria es 

y = 2A sen kx cos 

2,, 2n 1T 
Corno: k li y w 

A .Q. 

íT 
y 2A sen ( .Q. x) . cos (2nv t) 

y las ondas que la forman serán : 

= A sen ( .:!!. x - 2nvt) 
.Q. 

e 

de la f orrna : 

wt 

2íTV 
' 

queda : 

A sen ( .:!!. 
.Q. 

x + 2nv t) 
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Determinación de la separación entre trastes. 
- Para V1 : 

Para v encontramos que: c = 2.Q.v . 

Pues to que T y µ no cambian, es de 

cir a igual c , en forma similar p~ 

demos en contrar para v1 que : 

X,¡ S¡ C = 2.Q.¡ V¡ . 

igualando, tienen: 2.Q.¡ V¡ = 2f v Q. 
\) 

se 9.1 = 
\) l 

la condición: = 2v, queda : f¡ = 9., 
\) f con \) 1 

av a 

Luego, la separación s1 será: s1 
1 

.Q.(l - -) 
a 

- Para v2 : 

En forma similar se tiene la relación: 

2.Q.¡ V¡ => .Q.¡ 

con la ccndición av1 , d n _ -- n_
1 

___:::i_ que a: '--' k 

.Q.¡ 

a av 1 

Luego , la separación s2 será : 

9.¡ 

a 
Q, ¡ ( 1 - l ) .Q.¡ (a - . 1) 

a a a 

y como : .Q.¡ 
a 

se obtiene que : s~ 
.Q. 
7 (a - 1) 

Procediendo así sucesivamente se obtendrá : 

(a - 1) , .......... , sn 
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37. Un hilo de aluminio de longitud 9-1 = 60cm y de sección transversal de 

io-2 
cm

2
, esta unido a un hilo de acero de la misma sección pero de lon 

gitud t2 88.8 cm. A uno de los extremos del hilo compuesto se le 

fija a una pared y al otro extremo libre se le tira con una fuerza 

de lOON. 

Mediante una fuente externa de frecuencia variable se producen en el 

hilo ondas transversales. Encontrar la frecuencia mas baja para la 

cual se forman ondas estacionarias de modo tal que el punto de unión 

de lo s dos hilos sea un nodo . 

Sabemos que la frecuencia para ondas estacionarias en una cuerda, con 

nodos en ai~bos extremos, es: 

n {iµ 
\) = 29- J µ 

Luego, como el punto de unión es un nodo y la tensión Tes la misma, 

para cada hi l o se tiene: 

- 2.luminio 

\) 
fT 

\l\;1 

e igualando queda: 

- acero 

\) 

n1 

La masa µ por unidad de longitud , en función de la densidad p y la 

sección s, es: 

y reemplazando 

n1 

en 

n1 

m 
9, 

la 

.Q,¡~ 9.2 vp.;i 

ps 

igualdad obtenida , se tiene: 

=:> ~l = i1vr;' i1 ?: n2 
i 2 ..¡¡;;' 9-2 \ p 2 

Las longitudes son conocidas y las densidades las obtenemos de la ta 

bla A.I.3. 
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- alw11inio - acero 

9,¡ 60 cm = 0 . 6m 88 . 8crn = O. 888r..1 

:Uüükg/rn3 2. 7 gr/ cm3 7700kg/m3 = 7 . 7gr/cm3 

reemplazando estos valores se obtiene que: 

60 
88.8 

rv vn = o.4 

Corno se pide para la frecuencia mas baja, tenemos que buscar los men~ 

res valores de n1 y 111 cuyo cociente de justa~ente 0.4. Esto es: 

n1 
n-, 

2 
5 

2 

5 

Luego, para encontrar la menor frecuencia que produce nodo en la unión, 

reemplazando en cualquiera de las dos expresiones, aluminio o acero, 

se obtiene : 
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3b . Al efectuar un análisis espectral <le frecuencias en las ondas estacio 

narias producidas en la coluona de aire al interior de un cierto tubo 

se obtiene la siguiente curva: 

I(db) 

499 1501 2502 349i) v(Hz) 

a) Determinar si el tubo tiene: ambos extremos abiertos, a..rnbos extre 

mos cerrados o un extremo ab i erto y el otro cerrado . 

b) Si la ve locidad del sonido en el aire es 343 m/s, encontrar la lon 

gitud del tubo . 

. Para ambos extremos abiertos o arabos cerrados se tiene que : 

V 
n 

n 

por lo tanto: 

V 
n 

V¡ 

c 
29, 

, para n 1, 2, 3, 4 ..... 

1, 2,3, 4, ...... . 

. Para un extremo abierto y el otro cerrado se tiene que : 

V 
n 

n 

Por lo tanto: 

\) 
n 

V1 

c 
49-

, para n 

1, 3, 5 , 7 .... 

1, 3, 5, 7, .... 
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Luego, towando las frecuencias del espectro y dividiendolas entre la 

primera V1 = 499 Hz, se obtiene: 

499 
499 

1501 
--¡;§9 

2502 
499 

3498 
--¡;§9 

1 

3 . 008 ·~ 3 

5 . 014 ::::: s 

7 . 010::::: 7 

Por lo tanto, como: n = 1, 3, 5, 7, ... el tubo es semiabierto, es 

decir , un extremo abierto y el otro cerrado . 

Para calcular la longitud del tubo, tom=mos n 1: 

V¡ => .Q, 

reemplazando valores se obtiene : 

343 
O . 17 2m 17 . 2cm 

4 X 499 
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J9 . La frecuencia del pito de una locomotora es de 500 Hz. 

Determinar la frecuencia del sonido escuchado por una persona en la 

estación si el tren se esta moviendo con una velocidad de 72krn/h, 

a) acercándose. y b) alejándose de la estación . 

Considerar corno velocidad del sonido: c = 343 rn/s . 

La velocidad de la fuente es : 

V f = 7 2 km/h -;- 3 . 6 

a) Cuando el tren se acerca: 

\) 1 
1 

\) ( 
c 

La frecuencia aumenta \!
1 > \! • 

b) Cuando el tren se aleja: 

20 rn/ s 

500 
343 

343-20 
530 . 96 Hz . 

1 c 343 
500 --- =472 . 45 Hz . 

343+20 

La frecuencia disminuye \!
1 

< \). 
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40. Una cinta transportadora de paquetes se mueve a velocidad constante 

de 330 metros por minuto . En uno de los extremos se encuentra de pie 

una persona, Felix , colocando paquetes sobre la cinta a razón de 15 

paquetes por minuto y en el otro extremo, R&~Ón, recibe los paquetes . 

Encontrar la frecuencia de recepción de paquetes cuando uno de ellos 

carnina con una velocidad de 30 metros por minuto paralelamente a la 

cinta . 

La situación descrita es una similitud de lo que acontece en el ef ec 

to Doppler. 

F R 

Analicemos los diferentes casos : 

. . Cuando ambos estan quietos . 

Los paquetes se colocan con frecuencias v = 15p/min . 

Los paquetes viajan con una velocidad c 

ellos una distancia : 

A = ~ = 330 = 22m 
V 15 

y la frecuencia de recepción también es v 

. Felix camina y Ramón permanece en reposo . 

si \) 1 v( 
c 

) 15 ( 
330 

se acerca : --
330 -c - vf 

330 

330m/min y separados entre 

15 p/min . 

30 ) = 15 ( ~~)=16 . SOp/min . 

si se aleja \) 1 \) ( _c_) 
c+vf 

15 ( 
330 + 30 

) = 15( ;~ )=13 . 75p/min . 
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. Ramón c2hlina y Felix permanece en reposo : 

c+vr 330 + 30 36 . 
si se acerca : v 1 =v ( -c-) =15( 

330 
)=15( TI )= 16 . 36 p/mrn . 

si se aleja 
c-v 

v 1 =v( __ r) =l 5 (330-30 )=l 5 ( 2º_) 
c 330 33 

13 . 64 p/min . 

. Cuando ambos caminan : 

c+v 
acercándose : v1 = v (--r)=l5( 

33 o+30)=l5( 2§_ )=18 p/min . 
c-vf 330-30 30 

alej andas e 'JI =v 
c-v 

(-, _r) = 15 ( 330-30 )=l 5 (30) 
C>Vr 330+30 36 

12 . 5 p/min . 
r 
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41 . Una persona se encuentra perpendicularmente a una distancia A de una 

línea ferrea, por esta lÍnea Viene Un tren a Velocidad constante V 

y tocando una sirena de frecuencia v . Determinar la frecuencia que 

escucha la persona en los siguientes casos, en los instantes cuando : 

a) El tren esta acercándose y se encuentra en un punto distante 

2A/ fi' de el. 

b) .El tren se encuentra justo frente a el. 

c) El tren se esta alejando y se encuentra en un punto distante 

2A/ yY de el . 

d) ¿Que frecuencia escucha un niño que se asoma por la ventanilla de 

uno de los vagones del tren? 

En el gráfico se muestra la situación geométrica planteada en el pr~ 

blema . 

V A//3 A/IJ V 

YJ 60º 
=r 

601&3
7 ~ 

1 

' 
1 I 

' 1 I 

2A//3 \ 
1 

/ 2A/ / 3 ¡A 
' 1 I 

' 1 I 
\ I 

' 1 I 

'JO~ 3 if' 
' 1 I 

' ' 1 / w 
t 
o 

a) La velocidad de la fuente v a directamente hacia el observ ador , en 

el instante ped i do , sera : 

Vf = V COS 60° = 1 
Luego , l a f r e cuen c i a que es cucha , en 

es e instante, por el efecto Doppler 

1 es : 
1 

1 1 1 \ 1 v =v1 ( )- V l-v/2c) \ 1 1-vf/c -
\ 

1 \ 
1 En este caso 1 la frecuencia \ V > V ' 

\ 1 

et 
aumenta . 
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b) En este caso , la velocidad de la fuente directamente hacia el ob 

servador es cero v~ = O. Luego, la frecuencia que escucha la 
I 

persona es la misma v 1 =v. 

c) Este caso es similar al caso a), para alejándose y se tiene: 

vf 
r--------
1 I 

l / 
' / 1 I 
I I 
1 I 

: / 
1 / 
1 I 
1 I 
1 I 

1/ 
l 
o 

V~ 
I 

V COS 60º 

1 
v ( l+v ~! c 

I 

V 

2 

1 
v ( l+v/ 2c 

v' < v La frecuencia disminuye. 

d) En el caso del niño , la velocidad de la fuente respecto a el es 

nula, por lo tanto, escucha la frecuencia v. 
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42 . Una sirena que emite un sonido de 1000 Hz se aleja de un observador y 

se aproxiraa a una pared con una velocidad de lOm/s . 

¿Cuál es la frecuencia que escucha el observador? 

Considerar la velocidad. de propagación del. sonido : c = 343 r::./s . 

El observador escucha dos frecuencias. La frecuencia directa de la 

fuente y la reflejada en la pared . 

. Como la fuente se aleja del observador en reposo, la frecuencia di­

recta será menor que la emitida y escuchará: 

VI ( 
1 

l+v~/c 
r 

1000 ( 
1 

1 + 10 
343 

971.63 Hz . 

. Con respecto a la pared la fuente se acerca hacia ella, luego, la 

frecuencia del sonido que le llega será menor que la emitida y su 

valor será : 

V 
r 

VI ( 1 
1 - V /c 

f 
1000 ( 

1 
10 

1 - 343 

1030 . 03 Hz 

El sonido reflejado en la pared que le llega al observador tiene 

es ta frecuencia . 
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4 3 . Un tren de ondas sonoras , de frecuencia v y longitud de onda>. , se 

propaga horizontalmente hacia la derecha e incide , reflejándose en 

una superficie plana que se encuentra perpendicularmente a la direc 

ci6n de propagación de l tren de ondas y qu e se mueve hac i a l a izqui er 

da con velocidad v . 
p 

Encontrar la frecuencia y longitud de onda de las ondas r e f l ejadas . 

Para un observad or que se encuentra en reposo a la izqui erda de la su 

perficie móvil y que recepciona ambas ondas , l a directa y la refleja­

d a , ¿que frecuenc i a percib e? y ¿cuál fe n ómeno se presenta? . 

La pared se comporta primero como un receptor en movimiento acercán­

do se hac i a la fuente en r eposo y la frecuencia que recep ciona , por 

efecto Dopp l er, es : 
c + V 

1 
\) ( r 

) ' ti e n e : \) c c on : V V 
p ' 

se 
r 

c + V 
1 

\) ( 
p 

\) 

c 

Luego la p ar ed se conv ier t e e n u n emisor en mov imiento acer c á ndos e 

hacia un observ ador cualquiera O que a sumimos en reposo y situado a 

la izquierda de la pared , y por efecto Doppler la frecuencia que re­

cibirá será : 

\) 11 \) T 

\) 11 \) T 

c 
) , con : 

c - v f 

c 
( c - V 

p 

Reemplazando la frecuencia · v 1
, queda : 

v 11 = v( 

\) TI \) ( 

C + V 

---º )( 
c 

C - V 
p 

c 
C - V 

p 

V .e 
.L 

v , se tiene : 
p 
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Como : v A. = c y v ''A.'' 

sera : 

A." 
c 

V" 

c , la longitud de onda de la onda reflejada 

c - c 
v A. 

( p A. c j V c + V 

V ( p p 
c - V 

p 

Cuando interfieren la onda directa y la reflejada , el receptor O escu 

chara una frecuencia promedio : 

v + v" 
2 

y se presentara el fenómeno de pulsaciones, con frecuencia : 

v v" - v 
p 
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44. Una fuente se acerca airectamente hacia un receptor con una velocidad 

de lOm/s y cuando se encuentra a una distancia de lOm de el emite un 

sonido con frecuencia de lOU Hz. 

lOm 

0 0 

k k 
1 5/3rn 1 

. Geometría : 

F 

Sm v 

Sm 

R 

Encontrar en el punto de recepción 

las frecue ncias de la onda d irecta 

y de l a onda ref l ejada en l a pared 

lateral mostrada en la figura .¿ Que 

escuchará el receptor? . 

Considerar como velocidad del soni 

do en el aire : c = 343 m/s . 

Por ef ecto Doppler , fuente en movi-

miento : 

. Onda d i rec t a .-

\) 1 
1 

34J J43 v-c- = 100 100 
C-V ~ 343-1 0 = X 333 

I 

\) 1 
1 100 X 1 . 03 103 Hz . 

Onda refleja .-

La velocidad del sonido ha cia la 

pared , en ese instante , es : 
1 

v f= v cos 60° = lü x :¿ = Sm/s 

y la frecuencia de la onda que lle 

ga al punto P de la par ed es : 

V 2 = V • c =100 3t~~s =100 ~~~ c-vf 

v2 = 100 x 1. 015 = 101 . 5 Hz . 

Es ta ond a se refleja y l l ega al 

rec ep t or con igual frecuencia . 
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Luego, el receptor escucha una frecuencia promedio: 

\) 
V; + V 1~ 

2 
103 + 101. :i 

2 
102.25 Hz 

pero es un sonido pulsante con frecuencia de pulsaci6n: 

v' V¡ - V ~ 103 - 101 . 5 1.5 Hz. 
p 
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45. Un explorador pone su o ido a tierra para detectar si su compañero de 

expedici6n se acerca, el cual, en ese instante y a una distancia de 

5km empieza a golpear la tierra desplazándose hacia el receptor con 

una ve locidad de 50m/s . Después de 10 segundos el receptor ha perci_ 

bido 500 frentes de onda. 

Considérese que s6lo se percibe el sonido que se propaga por la su­

perficie de l a tierra a ve locidad ~ = 2500 m/s , y no el que se pr~ 

paga por el a ire . Determinar l a frecuencia con l a cual se emiten 

los golpes . ¿Cual es la longitud de onda que se percibe?. 

El primer frente de onda se percibirá después de haber transcurrido 

un tiempo t : 

t 
5 , 000 
2,500 

2s 

Luego , el receptor habrá percibido los 500 frentes de onda en un inter 

va. lo de tiewpo t ': 

t' lU - t 10 - 2 

V DOr lo tanto, la frecuencia percibida V
1 Sera : 

~ ' . 

\) ' 500 
t' 

500 = 62 r S . ) Hz . 

Coco la fuente se acerca, por efecto Doppler , se tiene que : 

l 
v' = v( 

1 
) 

- V f / CT 

Luego , la frecuencia emitida v, sera : 

bl. 25 Hz 

Como: cT A'V ', la longitud de onda percibida A1
, es: 

A' 
CT 

-'J-,-
2500 
62 . 5 

40 m. 
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4b . Un estudiante situacio a varios metros de una pared reflectora y lisa , 

permanece en reposo tocando una flauta de 75 centímetros de longitud , 

que emite un sonid o en su tercer armónico. Otro estudiante que esta 

ba junto a él, camina hacia la pared y escucha 8 pulsaciones por se­

gundo . Encontrar la velocidad con la cual el estudiante se acerca a 

la pared. 

En el Jer armónico o modo, para un tubo con ambos extremos abiertos, 

se tiene que: 

~ 

como : ~ i Scm 

j 
!- = 
L 

3 
4 

m, 

2 3 
3 X 4 

!-

l a 

2 
j 

~ 

longitud 

1 
2 

y la frecuencia que emite sera : 

A\) = c 

de onda es: 

O.Sm 

La onda reflejada en la pared tiene la misma frecuencia, luego, para 

el receptor hay dos fuentes en reposo que emiten con la frecuencia v . 

Al caminar , por efecto Doppler, escuchara dos frecuencias diferentes : 

1) La reflejada , acercándose a la pared, con frecuenc i a V2 > \J : 

V ( 
C + V 

r 

c 
~ (C + V ) 
c r 

l 
J. (c + V ) 

r 

2) La directa , ale j ándose del fLautista , con frecuencia V2 <V : 

430 

v( 
C - V 

r 
c 

~(c-v) 
c r 

l {c - V ) 
!- ' r 

Restando , tenernos la diferencia de frecuencias : 

\h - \)2 

1 2 Vr 
- [ (c + v ) - (c - v )] = , 
!- r r A 

Por otro lado , sabemos (ítem 11 . 6) que la frecuencia de las pulsa-

ciones es : V 
p 

V2 , luego se tiene que : \) 
p 

2vr 
--¡;-



De aquí obtenemos la v elocidad v del estudiante que camina : 
r 

reemplazando: ), 
1 

V 
r 

2 m y 

;\ V 
p 

2 

V 
p 

V 2 rn/ S 
r 

8 p . p . s ., se obtiene : 
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47. Considere nuevamente el problema anterior (N~ 46) , pero ahora el pr2:_ 

mer estudiante pulsa una cuerda tensa de 75 centímetros de longitud , 

0 . 3 gramos de masa y v ibra en su segundo arm6nico . El segundo estu­

di a nte camina a la misma velocidad encontrada de 2rn/s y escucha , en 

este caso , 16 pulsaciones por segundo . Determinar la tensi6n de la 

cuerda . 

La velocidad de propagación del sonido en el aire es : e 
a 

343 m/s . 

En e l 2do . arm6 nico o modo , para una cuerda con ambos e x tremos fijos , 

se ti e ne que : 

Como: S~ /.)cm 

2 ~ 
2 

3 
m, l a l o n g itud d e onda es : 

4 
3 
4 

0 . 75m 

s i l lamamos ce a l a ve l oc id ad de pro pagac i6n l a cuerda, la frecue n cia 

emi t id a se r a: 

V = 4 
3 

Como hemos v i s t o e n e l probl ema ant er io r se ti enen dos f r e cue ncias : 

C + V 

l ) La r e f l e j ad a : \J 1 \) ( _ a ___ r_ ) = J!. 
ca ca 

C - V 

2) La directa \) ( a r 

ca 

Cuya diferencia es l a frecue n cia d e l as pul sac i ones detectadas , esto 

es : 

\) 
p 

\) 

r eemplazando el valor arriba encontrado para la frecuencia emitida, 

se tiene : 
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despejando ce queda: 

e 
e 

3 vp 

8 V 
r 

e 
a 

reemplazando : V 
p 

16 p . p . s, v r = 2 mis y e a 

e 
e 

J ~ 343 
8 2 

J X 343 1029 mis 

343 mis, se obtiene : 

Por otro lado, para la velocidad de propagación en la cuerda sabemos 

que : 

e 
e 

despejando la tensión T y reemp l azando los valores de ce , m y i, se 

obtiene : 

T 
m 
Q. 

e e 
3 X lü-

4 

32 ( 343 )2 

314 
36 (343) 2 

X 10-4 423 . 54N 
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40 . Un submarino viaja con velocidad V directamente hacia un distante gr~ 

po de peces que se mueven con velocidad media v. El submarino emite 

un corto tren de ondas de frecuencia \! y luego de un l a pso de tiempo 

6 t recepciona pulsaciones con frecuencia \! • Estas pulsaciones resul_ 
p 

tan de la interferencia de las ondas reflejadas por peces que se mu~ 

ven en el mismo sentido que el submarino con las ondas reflejadas por 

peces que se mueven en sentido contrario al del submarino . Si la v e­

lo cid ad de propagación de las ondas en el agua es C, encontrar el va­

lar de \! • 
p 

l) Par a : 
V V .--

(submarino) (peces) 

primero , e l subQarino como emisor y los peces como rec ep tor , se 

tiene : 
c + V c + V 

e + 
\) 1 \) ( 

c 
)( r) r =:> v' v( 

V 
= v ( ---

1 c - vf c c - V 1 e - \l 
r 

Luego, los peces como fuente y el submarino como receptor, se 

tiene: 

c + v c+v 
v" 

c v:c )( ___ r)=(--r) =:. 

c c-vf 
11 _ , C c+v ) =v C e+~ ) C c+v ) 

v,-v, C-v C-V C-v c-vf 

. En este caso se obtiene : \) 11 
1 

\) ( C +V) 
C - V 

C + V 
C - V 

2) Para : V V -.. 

434 

(submarino) (peces) 

. Primero , el submarino como emisor y los peces como receptor , se 

tiene : 

C - V 
\) 1 

2 
\) ( v( r ) =:> 

c - vf 

1 

V 2 
C - V \) ( c-:-v 

. luego, los peces como fuente y el submarino como receptor, se 

tiene : 
c+v c+v 

" ' ( c)( r) ' ( r)=:> 
V2 =vi c+v f -c- =v2 c+v f 

" , C c+v) C c-v ) C c+v 
v:i=v:i C+v = v C-V C+v 



- En este caso se obtiene : 

11 

V" 

Finalmente, la frecuencia de las pulsaciones sera : 

v =v" -v" =v( C+v) 1 C+V) -( C-v) ( C+V) =( C+V) [ (C+v)-(C-v)] 
p 1 2 C-v \ C-V C+v C-V C-V C-v C+v 

V 
p 

C + V 
C - V ) ( 

4Cv 
) 

c2 - v2 
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4Y . Una fuente ce sonido y un receptor se encuentran ambos en reposo y se 

tiene viento que sopla en la dirección directamente de la fuente ha­

cia el receptor con una velocidad constante U. Si la fuente emite on 

das sonoras de frecuencia 'V , de terminar la frecuencia 'V' percibid a por 

el receptor . ¿Como se modifica si el viento sopla en sentido contrario , 

del receptor a la fuente? 

Si la fuente emite ondas sonoras de frecuencia v los frentes de onda 

estan espaciadas por una longitud de onda A y se propagan en el medio , 

si no hay v iento , con una velo cidad c . Estas cantidades es tan relacio 

nadas por : VA = c . 

Si hay viento hacia el receptor, este arrastrará los frentes de onda 

hacia el y recibirá un mayor número de frentes por unidad de tiempo, 

por lo tanto , escuchara un tono mas agudo . El número de frente de on 

das adicionales por unidad de tiempo , es decir , el aumento de Írecuen 

cía t:iv que se producirá estará dada por la relación : 6vA =U . 

Sumando ambas relaciones , esto es : 

VA = c ) 
( +) => (V + 6 \) ) ), 

t:iv 'A = U 

c + U 

La frecuenc i a que escucha e l re c eptor es: v' = v 6v, luego se ti ene 

que : 

v''A = c +U 
Dividiendo l as re lac iones obtenidas, con v i ento y sin é l , se obtiene : 

c +U) 
v 'A = c 

v ''A 

Finalmente v' sera: 

\) ' e+ U 
\) ( 

e 

( .;- ) => 
\) 1 

\) 

V (1 + u 
e 

c + u 
c 

) . 

Si el viento sopla en sentido contrario , se recepcionaran menos fren­

tes de onda por unidad de tiempo y el tono escuchado sera mas grave . 

En este caso la frecuencia v ' sera : 

e 
) = V (1 -

u e - U 
V 

1 = V ( 
c 
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)0. Para medir la velocidad del viento en un tubo se coloca en un extremo 

una fuente de sonido y en el otro extremo un receptor. 

Si la frecuencia emitida es v = b86 Hz y la frecuencia recepcionada 

v' = 678 Hz, encontrar la dirección y magnitud de la velocidad U que 

tendra el aire en el tubo. 

Nota: resolver primero el problema anterior Nº49. 

Como : v' 678 Hz < v 686 Hz, el viento sopla del receptor hacia la 

fuente. 

En el problema anterior hemos encontrado que : 

V
1 

=V (1 -
u 
c 

despejando U, se tiene: 

U = c ( 1 - v 
1 

) = c ( ~' ) 
V V 

reemplazando lo s valores dados y tomando c = 343 m/s , queda : 

u 6t>6 - 678 
343 ( 686 )=4 m/s 
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51. Modificar las expresiones de Doppler para tomar cuenta cuando el aire 

se mueve con velocidad constante U a lo largo de la línea que une al 

receptor con la fuente . 

Recomendación: resolver primero el problema N~ 49 . 

Cuando se mueven s imul táneamen te el receptor y 1 a fuente, par a U=O, 

las expresiones encontradas para el efecto Doppler son: 

c + V 
, Acercándose: v' v( 

r 
c - Vr 

I 

c - V 
v( 

r 

c vr 
. A 1 e j á nd os e v ' 

I 

Si ahora, ademas, e l med io material, aire, se mueve con una velocidad 

constante U a lo largo de la línea que une al receptor con la fuente , 

la ve locidad de propagación del sonido que se tiene que considerar será: 

c' = c ± U 

Con signo , cuando el aire se mueve en sentido de : 

(+) más , de Fuente a Receptor 
u 
~. 

F (+) R 

(-) menos,de Receptor a Fuente => u . .---- . 
F (-) R 

Lue go, las expresiones pedidas para el efecto Doppler en este caso , 

serán : 

c ' + V 

( 
r 

V 
c ' - vf 

. Acercándose v' 

e' - V 

. Alejándose v ' ( 
r 

V 
e' + vf 
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Sl. Se tienen dos ond as , expresadas vectorialmente por : 

y = A cos(kx - wt) j z = B cos(kx - Wt)k 

Encontrar la interferencia de ambas ondas y analizar el movimiento re 

sultante . 

Se tienen dos ondas iguales que se propagan en la misma dirección x 

pero con planos de polarización diferentes (y - x ) y (z - x ) . 

Sumándolas vectorialrnente se obtiene : 

y + z (A] + Bk) cos(kx - wt) 

Esto es , una onda que también viaja en la misma dirección x e igual 

v elocidad de propagación : e = w/k , con amplitud : D = ~ A2 + B2 y 

plano de polarización a un ángulo 8 = are tg i como se muestra en 

la figura . 

t y 
! 
t 

A 

X 
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C A P I T U L O XII 

TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD 

- INTRODUCCION. 

- LOS POSTULADOS DE EINSTEIN DE LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD . 

- TR.~~SFORMACIONES DE COORDENADAS Y DE VELOCIDADES . 

- ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LA TRANSFORMACION DE LORENTZ . 

- DINA.JflCA RELATIVISTA . 
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12 . 1 INTRODUCCION .-

Vamos a interrumpir momentáneamente nuestro estudio de la mecánica 

clásica de Newton que hemos venido desarrollando en los capítulos an 

teriores . En los siguientes capítulos continuaremos discutiendo y 

analizando otras situaciones físicas en el contexto de esta teoría 

clásica . Ahora, en este capítulo , consideramos oportuno desarrollar 

una breve introducci6n a la denominada ''Teoría Especial o Restringi­

da de la Relatividad" propuesta por Einstein en 1905 , enmarcada den­

tro de la física moderna . 

La mecánica clásica se desarroll6 basándose en diferentes observacio 

nes de objetos que se mueven con relativa lentitud comparada con la 

velocidad de la luz, cuyo valor es : c = 3 x 108 m/s , extremada -

mente alto en la regi6n donde desarrollamos nuestras actividades 

cotidianas . En esta regi6n, cuando v<<c , la teoría clásica de New -

ton responde brillantemente, pero falla cuando se tienen velocidades 

muy altas . 

La mecánica clásica es un caso particular , muy importante por cierto, 

de la mecánica relativista que abarca todas las velocidades, hasta al 

canzar la velocidad de la luz . Las expresiones que se desarrollan 

en esta teoría moderna se reducen a las expresiones clásicas cuando 

las rapideces involucradas son pequeñas. Obviamente, en este campo 

utilizaremos las clasiéas,que son mas sencillas. 

Esta nueva teoría apareci6 como una necesidad, porque, luego deiapo­

geo de la mecánica de Newton aparecieron experimentos en los cuales 

esta teoría fallaba, siendo un experimento crucial el que realizaron 

Michelson y Morley a fines del siglo XIX. Estos experimentos indic~ 

ban la necesidad de una revisión de la teoría de Newton, a comienzos 

del siglo XX esta reorganización fue proporcionada por Poincare, Lo­

rentz y Einstein, quien formuló finalmente una teoría modelo de pre­

cisión lógica. Con esta teoría se puede· explicar una amplia varie­

dad de fenómenos a altas velocidades y que no pueden ser completame~ 
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te descritos por la teoría de Newton, la cual, puede decirse que se 

considera como un caso particular para velocidades bajas en campar~ 

ción con la velocidad de la luz . 

No pretenderemos dar una base experimental de la teoría de la relati 

vidad, la cual se encuentra en cursos de Física Moderna y Electrodi-

námica. Solamente trataremos de dar una breve descripción de esta 

teoría , adoptando el método de postulación , o sea, aceptando como co 

rrectos los postulados de Einstein y que son dos solamente . Luego 

de comenzar en este punto presentaremos algunas de sus consecuencias 

que se aplican en la mecánica . Nos limitaremos sólo al caso de la 

denominada Teoría Especial de la Relatividad , en la cual se conside­

ran s~lo sistemas de referencia inerciales , un tratamiento general 

que considera sistemas de referencia acelerados es analizado en la 

Teoría General de la Relatividad . 

Es conveniente precisar desde ahora que muchos de los aspectos y coE_ 

secuencias de la teoría de la relatividad,de hecho, no parecen ser r~ 

zonables en base a nuestra experiencia cotidiana, más aún, parecen 

violar nuestro "sentido común". Pero, hay que tener en cuenta que 

nuestra percepción intuitiva esta basada en un "sentido común restr:in 

gido a bajas velocidades". No tenemos experiencias personales direc 

tas en el campo donde se desarrollan velocidades muy grandes . 

12.2 LOS POSTULADOS DE EINSTEIN DE LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD .-

Las leyes de los fenómenos físicos son las mismas en todo sistema 

de referencia inercial. No hay un sistema preferido . 

Es te primer postulado enunciado, es el "Principio de la Relatividad 

de Einstein". Es más amplio que el principio de la relatividad new 

toniana, ya que este incluye sólo a las leyes de la mecánica, mien­

tras que el de Einstein comprende todas las leyes de la física, in­

cluyendo especialmente al Electromagnetismo. Es decir,en cualquier 
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caso s6l o se puede hablar del movimiento relativo de dos sistemas . 

El principio de invariancia de Newton , que estudiamos en el capítu­

lo I V- vo lumen 1, era conocido desde l a época de Galileo . 

La velocidad de la luz en el vacío es una constante universal , in­

dependiente del movimiento de la fuente . Tiene el mismo valor en 

todos los sistemas inerciales . 

Este segundo postulados enunciado, es el "Principio de la constan -

cía de l a velocidad de la lu z" . Este contradice las transformacio­

nes cl ásicas de velocidades, pero es compatible hasta la fecha con 

todos los resultados experimentales . 

Resulta pues, que en la naturaleza hay un límite de velocidad . La 

mayor rapidez con la que se pueden transmitir se~ales es la rapidez 

de la luz , este parece ser un límite superior para la rapidez de 

cualquier cuerpo material . Como dijo Einstein en una ocasión en far 

ma genérica, basta que se encuentre un solo experimento para demos -

trar que no tiene la razón. 

12 . 3 TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS Y DE VELOCIDADES. 

Consideremos dos sistemas de referencia en movimiento relativo unifor 

me como se muestra en la fig . 12 . l 

y y' 

------u 

O' .;---------x' 

z 
z' 

Fig . 12.1- Dos sistemas de referencia inerciales . 
En el instante inicial los dos orígenes coinciden. 
O' se mueve respecto a O con una velocidad constante u. 
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Las transformaciones de coordenadas de la mecánica de Newton entre 

estos sistemas, denominadas "Transformaciones de Galileo" , como he 

mos visto en el ítem 4.1, Pág. 253 , V-1, son : 

x' X - ut 

y' y 

z' = z 

t' t 

Estas transformaciones de coordenadas nos conllevan a la conocida 

transform¿ción clásica de velocidades: 

v' V u 

y con u constante, a l a relación de aceleraciones: 

a' = a 

Luego, l a ley de Newton del movimiento se verifica en ambos siste­

mas ,y decimos que las leyes de Newton son invariantes respecto a 

las transformaciones de Galileo, satisfaciendo el primer postulado 

de Einstein. 

Por ¿tra parte, la rel ación de velocidades en la transformación de 

Galileo predice que la velocidad de la luz sera diferente en los 

dos sistemas . Este resultado contradice el segundo postulado de 

Einstein . 

Por lo tanto, para satisfacer el segundo postulado de Einstein es 

necesario tener un conjunto de transformaciones de coordenadas tal , 

que conserve la velocidad de la luz en todos los sistemas inercia 

les . Estas transformaciones se denominan las " Transformaciones de 

Lorentz" , y son : 

x' y(x ut) 

y ' y 
donde : 

1 
(ver prob . N~l) y /1 z ' = z ~) 2 

e 
t' y(t 

u 
x ) - --

c2 
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Anali cemos primero el comportamiento del valor y en relación a la 

veloc idad u: 

- si u << e, es to es 
u 

e 

- Sl U 

si u 

- Sl U 

u 
< e , es to es e 

> 

u 
e, esto es e 

u 
e , esto es e 

-+ O, luego y 

< 1 , luego y > 1 

1, luego y se indetermina. 

> 1, luego y se torna imaginaria . 

Observamos pues que para pequeñas velocidades las transformaciones 

de Lorentz se reducen a las de Galileo y que la velocidad de la lu z 

es un límit e superior a partir del cual estas transformaciones se 

indeterminan o se vue l ven imag inarias . 

Es importan te hacer notar que el aspee to más par adó ji co en es tas 

ecuaciones de tr ans f orwación res id e en la de tiempos, t ' es ta r elacio 

nada no solo con t , sino también con l a coordenada espacial x, depe~ 

diendo de la velocidad u . Por lo tanto , en relatividad , la coordena 

da temporal no es la misma para ambos observadores . 

Las transformaciones de coordenadas de Lorentz nos conducen a la 

transformación relativista de velocidades (ver prob . N~ 2), obtenien 

dos e: 

V - u 
v' X 

X uv 
1 

X 
-

'") 
e~ 

V 

v' 
y uv 

y ( 1 -
X 

c2 

V 

v ' z 
z uv 

y( 1 
X 

-
2 e 
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Nuevamente, para bajas velocidades u << c y v << c, estas expresio-

nes se reducen a las Galileanas . Pero , ahora , estas Clliuplen con el 

segundo postulado de Einstein. Por ejemplo, si v = c, se obtiene 
X 

v' 
-·· 

c - u 

1 - u 
c 

= c el mismo valor que en el otro sistema. 

Observe también que la velocidad de la luz es un límite superior par a 

las velocidades de los cuerpos materiales, estos no pueden tener ra­

pideces superiores al v alor de c . 

V 
Co~o límite clásico se puede considerar : c < ~ 

Luego: v < 3 x 107 m/s, v alor bastante alto en nuestro mundo coticiia 

no, ¿verdad? . Por lo tanto, generalmente continuaremos utilizando las 

expres iones más simples, esto es, las Galileanas, que conducen a re-

s ult ados i guales dentro del error experimental. 

valor de y es aproximadamente 1 .005 . 

En este líwite , el 

12 . 4 ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LA TRANSFORMACIONES DE LORENTZ.-

Aceptados los postulados de Einstein, l a aplicación de las transfor­

maciones de Lorentz nos conlleva inmediatamente a una serie de resul 

tados interesantes y aparentemente contradictorios a nuestra e::.:pe -

riencia "normal" diaria . Presentaremos aquí solamente las dos conse 

cuencias más famosas . 

- Contracción de la longitud . 

448 

La longitud de una barra en movimiento es menor que la longitud me 

dida si la barra está en reposo con respecto al observador . 

Supongamos que una barra se mueve con una velocidad uniforme u a 

lo largo del eje x , como se muestra en la fig . 12 . 2 . 

(Ver fig . sgte . pág . ) 



u 

x ' 
L' Lo 

Fig . 12 . 2-Una var ill a de longitud L' = L0 en reposo con respecto a 
un observador O' . 
La var illa se mueve con una veloc id ad u con respecto a un 
observador O. 

Al aplicar las transformaciones de Lorentz (ver prob . N~ 3) , se ob­

tiene l a s i gu i ente relación : 

Como s iempre y > 1 , se tiene que L0 > L 

A L0 se le llama "Longitud Propia" y es mayor que cualquier otra . 

Luego , la longitud L es menor cuando la barra está en movimiento, y se 

dice , que la "longitud se ha contraído" . 

- Dilatación del Tiempo . 

Un intervalo de tiempo entre dos eventos medido en movimiento es 

mayor que el intervalo medido en reposo. 

Supongamos que en un punt o del eje x, como se muestra en la fig. 

12 . 3, se realizaron dos ev entos en un intervalo de tiempo bt = bT . 

(Fig . sgte . pág . ) 
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u 

p 

Fig . 12 . 3-En un punto P se realizan do s eventos en un intervalo de 
tiempo 6 t = 6 1 . Con respecto al observador O el reloj 
está en reposo en el punto P . 
Otro observador O' se mueve con velocidad u con respecto 
a O. 

Un observador O' en movimiento medirá un intervalo de tiempo 6t' 

Al aplicar las transformaciones de Lorentz (ver prob . N~ 3) , se ob 

tiene la siguiente relación : 

6 t 1 y6T 

Dado que y > 1 , se tiene que 6t' > 61 

A 61 se l e llama "tiempo propio" y es menor que cualquier otro . Lue ­

go 6t' es mayor c uando se está e n movimiento , y se dice , .que el 

"tiempo se ha dilatado" . 

12.5 DINAMICA RELATIVISTA.-

En la mecánica relativista, cuando una partícula se mueve respecto a 

un observador ,la masa de la partícula toma una nueva dimensión, de­

finiéndose la "masa relativista". 

Si denominamos m0 a la masa de la partícula cuando se encuentra 
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en reposo, llamada "masa de reposo", cuando la partícula se mueve 

con una velocidad v respecto a un observador , la masa relativista 

m de l a partícula es : 

m '( ffio , donde y 
V )2 

c 

Con este valor , l a cantidad de movimiento linea l de l a partícula se 

define como : 

p = mv = y m0 v 

y, la relaci6n relativista para la energía cinética de una partícula 

en movimiento v iene dada por : 

K 2 
ffio c 

Esto es, la energía cinética es la diferencia entre un término que 

depende de la velocidad de la partícula, cuando tiene un valor v y 

cuando es cero . 

Luego , interpretarnos este término diciendo que la "energía total re 

lativista11 de la partícula es : 

E = mc2 

Esta relaci6n es la fruuosa equivalencia entre la masa y energía de 

la teoría de Einstein . 

A la energía E 0 = m0 c2 se le denomina "energía en reposo" . Teniendo 

la partícula una energía cinética : 

K = E - Eo = (m - rn 0 )c
2 

Para velocidades bajas (v << c) esta expresi6n ,se convierte en pri-

. . ..- 1 . .- l.- . K l 2 ( b Nº4) mera aproximacion, en a expresion c asica : = 2 mov ver pro . - . 
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Finalmente, observe que con la relación de masa y energía se puede 
E 

utilizar equivalentemente unidades de masa o energía (m = ~ ). 
c 

En la física moderna es muy frecuente utilizar una nueva unidad lla 

mada electrón voltio (eV) que definiremos m~s adelante . 
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APE NDICE I 

ALBERT EINSTEIN (1879 - 1955) 

Las prlmeras bases de la formulación relativista fueron establecidas 

por Poincaré y Lorentz en 1904 . Einstein propuso la teoría especial 

de la relatividad en 1905 basada en dos postulados básicos a partir 

de los cuales se pueden derivar todos los resultados . Adicionalmen­

te , en 1916 Einstein proporcionó la formulación de la teoría general 

de la relatividad . Sin embargo , es interesante hacer notar que 

Einstein recibió el premio Nobel en 1921 no por su contribución al 

establecimien t o de la teoría de la rel a tividad , sino por su trabajo 

sobre el efecto fotoeléctrico . 

Einstein también es tuvo involucrado con la política , como alguna vez 

él mismo dijo : "mi vida esta dividida entre la política y las ecuacio 

nes" . Su actividad política comenzó en la primera guerra mundial , 

cuando era profesor en Berlín; pensaba que la guerra era la peor pe~ 

dida de vidas humanas . Estuvo presente en demostraciones antiguerra 

alentando a la gente a la desobediencia, rechazando la conscripción . 

Luego de la guerra propugnó la reconciliación y dedicó su esfuerzo a 

mejorar las relaciones internacionales. 

En 1933, Hitler tomó el poder. Estando Einstein ya en América decl~ 

ró públic&uente que no regresaba a Alemania. Los nazis, en represa­

lia, confiscaron su casa y cuenta bancaria. Ante el posible desarr~ 

llo de la bomba atómica por los científicos Alemanes, Einstein renun 

ció al pacifismo y propugnó la idea de que los Estados Unidos podía 

construirla; el firmó la carta dirigida al presidente Roosevelt para 

tal fin. Sin embargo, y aún antes de la primera detonación de la 

bomba, el expresó su preocupación por los peligros de una guerra nu­

clear y propuso un control internacional . En la posguerra dirigió 

sus esfuerzos a prevenir una guerra nuclear. 
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Su actividad en pro de la paz , en más de una ocasión le representó 

dificultades e impopularidad , pero también ganó amigos . Podríamos 

decir que sus esfuerzos fueron públicamente poco reconocidos . 

Einstein ta~bién defendió el Sionismo . A pesar de ser Judío por 

descendencia rechazaba la idea bíblica de Dios . Sin embargo , ante 

la creciente presencia del antisemitismo , se indentiíicó plenamente 

con la comunidad judía . Esto contribuy ó también a su impopulari -

dad , incluso se formó una organización contra el , efectuando publi_ 

caciones y hasta amenazas de muerte . Sin embargo , su apoyo al 

sionismo si fue públicamente reconocido cuando en 1952 le ofrecie­

ron la presidencia de Israel , a la cual declinó . 



PROBLEMAS 

l . Considere dos sistemas en movimiento relativo uniforme como se mues-

tra en la figura . 

Si se emite un pulso de luz cuando O coincide con O', de acuerdo al 

segundo postulado de Einstein los frente de onda observados en los 

dos sistemas son esferas descritas por : 

X 1 2 + y 1 2 + Z 1 2 C2 t 1 2 

" et 
Q,,._~~~~~~ X 

z' 

...... 
' t' 

º'/<-~-\...._~~~~~ x' 

Comprobar que con las "transformaciones de Lorentz" (item 12 . 3) , am­

bas ecuaciones son válidas. Es decir, se cumple la siguiente igual-

dad : 

X 1 2 + y 1 2 + z 1 2 _ C2 t 1 2 

Con las ecuaciones de tr ansf orrnación de coord en ad as de Lorentz 

x' y(x - ut) 

y' y 

z' = z 

t' y(t 
u 

x) 
c2 

Sustituimos en la expresión que tenemos para O', y efectuando : 

u 

c2 
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l (l -

Como debe ser igual a X 

.., 

Para 2 -y2 (1 
u-

X : - ~2 

Para t
2

: /Cc2
- u2 

Luego , con el v alor de y 

2 

+ z 
2 

- c
2 

/ t 
2 + 2 ·l t ux - / 

2 2 
U X 

c2 

+ 2 + 2 
y z c2 

t
2

, en O , se deberán cumplir : 

c2 > -y2 (1 1 

l 

se cumple la igualdad requerid a. 

2 . A partir de l a tr a ns fo r mación d e coord e nadas de Lorentz , encontr ar 

l as ecua c iones correspond i entes a l a t ransforma ción rel at i v ista de 

ve locid ades (item 12 . 3) . 

Las ecuaciones de transformación d e coord e nadas de Lorentz , son : 

x' ·y (x - u t) 

y ' y 

z' = z 

t' y ( t 
u 

x ) 
c2 

Diferenciando , se tiene : 

d x' y(dx - u d t) 

dy ' dy 

dz ' dz 

d t ' y(d t 
u 

d x ) -
c 2 

Como las componentes de la v elocidad en cada uno de los sistemas de 

referencia son : 
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v' 
dx' dx 
dt' V 

dt X X 

v' i.Y_' 
V iY 

y d t ' y dt 

v' 
dz' dz 
dt' V 

dt z z 

Reemplazando, las transformaciones de velocidades ser~n: 

v' 
dx' y(dx - ud t) 
d t ' = 

X 
Y(d t 

u dx ) - -
2 c 

V - u 
v' 

X 

X 
1 

u Vx -
2 c 

v' 
dy' dy 

y dt' y (d t 
u 

dx) - ~ 
c 

V 
7' 

v' 
y 

y (1 - uvx 
2 c 

v' 
dz' dz 

z dt' 
y (d t 

u 
dx) - ~ c 

V 

v' 
z 

z 
y(l U VX -

2 e 

dx - ud t 

dt 
u 

dx - -
2 e 

·y (1 -

dz 
dt 

y (1 - u 

e 

_ciy 
dt 

u 

2 e 

dt 

dx 
dt 

1 

dx 
dt 

-

- u 

u dx --
2 dt 

e 

3 . A partir de la transformación de coordenadas de Lorentz, encontrar 

las relaciones correspondientes a la contracción de la longitud y a 

la dilatación del tiempo ( i tem 12 . 4 ). 
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Las ecuaciones de transformación de coordenadas de Lorentz , son: 

x' y(x - ut) 

y' y 

z' = z 

t ~ y(t 
u 

x ) 
c 

- Contracción de la longitud . 

La varilla se mueve con una velocidad u con respecto al observador 

O, ver fig . 12 . 2 . 

El observador O mide la longitud de la varilla determinando la di­

ferencia de coordenadas de los extremos ( x 2 - x1 ) en un determina­

do instante t. Esto es, él localiza simultáneamente (t2 = t 1 ) en 

s u sistema la posición de los ex tremos ( x 2 y x 1 ) . 

Aplicando las transformaciones de Lorentz para este caso , se ten­

drá: 

como: t 2 O, luego queda : 

Esto es: 

L' = yL 

Para el observador O' l a barra está en reposo~ la longitud para él, 

que hemos llamado propia es : L' = Lº . Luego : 

Lo /1 2 

Lo yL, bien, L Lo 
u 

o -
y c2 

Para el observador O la longitud de la varilla aparece contraída . 

Es importante hacer notar que para el observador O' los tiempos 

t:l y t 1' son diferentes (t~ -:/: t 1' ) , de acuerdo a la ecuación de 

transformación correspondiente . 

Dilatación del tiempo . 

Imaginemos un reloj en un punto P del eje x en el sistema del ob 

servador O, ver fig . 12 . 3 . 

Para el observador O se tiene un intervalo de tiempo : 6t=(t2-t1) 
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Para un observador O', apl i cando las transformaciones de Lorentz, 

se tendrá: 

u 
... :::2) - (ti -

e 

u 
X¡ ) ) =y( ( t1 - t¡ )- ~ (X2 - ::-:¡ ) ) 

c2 

Como : x2 X ¡ 
' 

X2 X¡ O, luego queda : 

( t~ - ti' y ( t1 - t¡ ) 

Esto es : li t 1 ·y6 t 

Para el observador O el reloj esta e n reposo , e l tiempo p ara el he 

mos llamado tiempo propio : lit = llT. Luego : 

6 t ' yl\ T 
DT = 

/ l 
u 2 

-
... e -

Para el observador móvil O', e l intervalo de tiempo aparece dilata 

do . 

También , es i mpor tante hacer notar que para el observador O' se tie 

ne que x;_ -f. x 1' , de acuerdo a la ecuación de transformación co-

rrespondiente . 

4 . Demostrar que la expresión relativista para la energía cinética de 

una partícula de masa en reposo m0 , en el límite clásico (para velo­

cidades bajas v « e ), tiende en primera aproximac ión a la expresión 

Newtoniana (item 12 . 5) . 

La expresión relativista es : 

llamando : f3 

.., 2 
K = me- - m 0 e 

V 

e 

la expresión de y es : 

1 1 
!' 

/ 1 - 62 
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Como para bajas v elocidades 

l a e xpansión binJmial : 

B 
V 

<< 1 (B ~ O) , podemos efectuar 
c 

(1 - 6 )-1/ 2 = 

Lu ego , e n el limite cl á sico , sGlo el primer t ~rmino e xponencial es 

r e l a tivame n t e s i g nificante , qued and o s ol amente: 

Por l o tanto se t e ndr á: 

(y - 1) 

Fina lmente re sulta : 

K 2 

s2 
2 

V ) 2 

e 

1 ., 
2 
m 0 V~ 

Ex pres i ón c l ásica , como e s perábamos . 

5 . Enco n trar l as ecuac i o n es de transformación i nversa de Loren t z, es de 

cir , de x, y , z , t a x ' , y ' , z' , t' . 

De s d e e l punto de vista fisico , como el observador O (sistema sin 

a centuar) se mueve con respecto al observador O' (s i stema a c entu ado) 

con vel oc i dad -u , las ecuaciones de tran s formación inversa se obtie­

nen de inmediato , pues diferirán de las dadas sólo en el signo de 

la velocidad u . Esto es : 

X y(x' + ut) 

y y' donde : y - 1 

z = z ' J1 ( ~ ) 2 
u c 

t y ( t ' + ---:i x' ) 
c 
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Sin embargo, como ejercicio, encontremos analíticamente estas expre 

s iones a partir de las primeras. Se tiene : 

De : x' = y(x - ut) 

De t' 

Eliminando t , se obtiene: 

X = 

x (l 

x' + u t' + u· x 
Y Y c2 

u2 x' + - C2 )' 

l x' 

ut' 

ut' 
x( -.,- ) 

·r y 

X = y (x 1 + U t 1
) 

> X = 

> t 

x' 
)' 

t' 
y 

+ ut 

Eliminando x, se obtiene : 

t' 
t = 

l 
t( y 

t 

..J._ ux' 
·~ 

l 

y 

( t' 

( t 1 

..J._ ux' 
·~ 

+ ~ x') 
e 

'.'( t' ' u x') '7 

6 . Encontrar el valor num~rico de y que aparece en las transformacio­

nes de Lorentz para los siguientes valores de la velocidad u (en m/s) 

a) 3 X 106 f) 2 .... 108 

b) 3 X i o' g) 2 . 5 X 108 

c) 6 X 107 h) 2 . 7 X 108 

d) l X 108 i) 2 . 85 X l 08 

e) l. 5 X 108 j) 2 . 97 xl98 

graficar 13 
u 

Luego, y vs. -
c 

El valor de y es : 
1 
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con: c = 3 x 108 m/s 

Luego, en c/u de los casos pedidos, se tiene: 

a) f3 = ~ = 3 X 106 = - = 
C 3 X l 08 

0 . 01 >y - l -Ji-( l;O / 
100 

J9999 
1 . 00005 

100 

c 
0.1 >y l 10 

¡;; 
1.005 b) B 

u = - = 
10 

Este valor se considera , usualmente, como el límite clásico . 

c) 
u 6 X 107 2 l 

0 .2 >y l 5 
l. 021 B = - = =-= 

c 
3 10ª 10 5 /i-c i )1' fi4 X 

d) 
u l X 108 l 

(J . 33 > l 3 
l. 061 B - - - y =-= 

e 
3 1 ú8 3 Ji-e } )2 

1 

18 X 

e) 
u l. 5 X 108 1 

0.5 > 2 
1.155 B = - = = - = -y 

c 
3 108 2 

)1-( ~ )2 13 X 

f) 
u 2 X 108 2 

(J . 6 7 >-y l 3 
1 . 342 B - -

e 
3 108 3 /i-c ~ ) 2, IS X 

g) 
u 2.5 X 108 5 o. 83 >y 1 6 

1 .809 B = - = ---
c 

3 108 6 
/1-( t )2 

1 

ri-; X 

h) 
u 2.7 X 108 9 

0 . 90 >y l 10 
2 .2 94 B = - = = - = --= 

e 
3 108 10 /1-(~)2 i ¡;; X 

10 

i) 
u 2.b5 X 108 9.5 o. 95 >y 1 10 

3.203 s = - = =-= =--= 
e 

3 X 108 10 /1-(9.5 )2 ¡;;-; 
10 

j) 
u 2.97 X 108 9.9 

0.99 >y 1 
= __!Q_ =7. 089 s = - = =-= 

e 
3 10ª 10 /1-( 9. 9 )2

1 ¡;;; X 

10 
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Gráfi c o p ed i d o : 

y 

10 ~ 

5 

- - - - - - -

o 1 1 

0 . 5 

---

/ 
/ 

I 
I 

I 

1 
B=~ 

c 

7 . Al encender una linterna emana un ray o de luz en la dirección y, co n 

respecto a un observ ador O. Encontrar la velocidad v' que tendr á con 

respecto a un observ ador O' que se muev e en la dirección x con una 

v elocidad u con respecto a O. 

La velocidad de la luz con respecto a O es : 

V = V = C 
y 

De acuerdo al segundo postulado,el valor que esperarnos tener es v' 

veamos: 

- componente y . 

V 

v ' 
y 

y(l -

con : { :: 
uv 

X 

c 2 

:} 
observe que v' ~ c . 

y 

se tiene : v' 
y 

e 

u o 
y(l - -:T 

e 

c 

y 
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8 . 

- componente x. 

V - u 
v' X 

.... uv 
l 

X 
-

2 e 

con : v 
X 

O, se tiene: 

observar que v' 
X 

=/: e 

v' 
:,.: 

o - u 

1- ~ 

Luego, la velocidad v' será: 

I u' 
2 

v' (v' )2+ (v') 2 
e 

+ 
X y 2 y 

Ju' 2 ¡u' v' c2 (1 u 
+ - + 

2 e 

v' = e 

- u 

c2 u 

Valor que efectivamente es el esperado. 

u2 + 
c2 

1 --,-
(1- u- ' 

c-2 > 

2 F 

Un astronauta viaja a una estrella distante 5 anos luz (1 año luz 

es la distancia recorrida en 1 año viajando a la ve locidad de la luz) . 

Determinar la velocidad de su cohete relativa a la tierra, sabiendo 

que el tiempo medido por el reloj del astronauta es 1 año . 

¿Cual es el tiempo transcurrido de la wisíón para un observador en 

la tierra? 

La distancia recorrida (5 años luz) en kilómetros es : 

d Se 5(300 , 000 X 365 X 24 X 3,600) km . 

El tiempo medido por el astronauta es el tiempo propio,luego, el tiem 

po en la tierra será : 

t = yT = y x 1 = y años 

~ 

Para poder determinar y necesitamos encontrar la velocidad del co-
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hete con respecto a tierra : 

V = 
d 
t 

ef ec tu ando, 

v2 = 25c2 (1 

V 

e 

Se 

25 
26 

Se / 1 - ( v ) 2 

e 

> V = 0 .98 lc 

y e l valor de y sera: 

y 

- ( V ) '2 

e 
25 
26 

5 . 1 

Por lo tanto , e l tiempo pedido en la tierra es: 

t 5.1 años. 

9 . Una regla de un metro de longitud ~e mueve con respecto a un observa 

dor, para el cual sol~uente tiene una longitud de 75 G:J . ¿Cual es 

l a velocidad de la regla? 

Al tenerse contr acc ión de la longitud , la relación cie longitudes éS: 

Lo = yL 

luego : 

y 

como : 

y 

igualando y despejando 

/1 
1 

3 - ( -:!... ) 2 = 4 > e 

Lo 100 
L 75 

1 

I 1 - V 

e 

4 
3 

) 2 

v, se tendrá : 

9 ( -:!... ) 2 = 1 -16 e 
7 

16 > 
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finalmente : 

u = 
fi 

4 
c:::::: 0 . 66c 

U = 2 X l d km/Seg 

l . 9 8 X l 0 5 km/s 2 X 108 m/ S 

10 . Mostrar que dos. eventos que ocurren simultáneamente al mismo tiempo 

t , en dos puntos diferentes A y B, no pueden ser simultáneos en otro 

sistema de referencia O' . 

La transÍormación de Lorentz del tiempo es : 

t' y ( t -

Utili zando esta e x presión pa r a ambos eventos , se tiene: 

t ' 
A 

t' 
B 

y ( t -

y ( t -

Restando estas d o s expresiones, queda : 

como 

t t 

A 
t' 

B 
y 

X .J X > t 1 

B T A A 
.J 
T 

Luego ambos eventos no son simul táneos en O' . 

11 . Una persona nace en una nave espacial que viaja con una velocidad 

v = 0 . 9c y desde ese instante hasta que muere la nave recorre una dis 

tancia d e 6 x 1014 km, observación hecha por nos o tro s desde la tierra . 

a) ¿Cuánto tiempo vive la persona para no s otros? 

b) ¿Cuánto tiempo transcurre para el astronauta , medido en su propio 

sistema de referencia? 
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12 . 

c) ¿Cuál es la distancia recorrida que mide el astronauta en su sis 

tema de referencia? 

En primer lugar,el val or de y para v 

probler.1a N~ 6-h) , es: 

0.9c, valor encontrado en el 

y = 2.294 

a) El t i empo medido en la tierra será: 

L 
t 

V 

t 

6 X 1014 

Ü. 9 X 3 X 105 

2 2. 222 X 108 

365 :.: 24 X 36 00 

2 
X 1010 

9 

22222 X lü5 

3 15 36 .... 103 

2 2. 2 2 2 X 108 
S 

70.465 añ os 

b) El tiempo medido por e l as t r onau ta será el ti empo prop i o, l u ego: 

1 = t 
1 = 

1 t• 

t 

y 

7 o. 4 65 
2.2 94 

30 . 7 17 año s 

3ú. 71 7 (3 65 X 24 X 3600) 9 .687 X 108 
S. 

c ) La di s t a nci a que v e recorrer el astronauta ser á: 

L' t 1 v =(9. 687 x 108 )(0 . 9 x 3 x 105
) 

L 1 2 . 61 S v 1014 km 

o bien , equivalentemente , L ' 
L 
y 

6 X 1014 

2 . 294 
2 . 615 X 1014 km , 

la longitud contraída . 

4 
Una partícula de masa en reposo m0 se mu ev e con una v elocidad v = 5c 

y choca inelásticamente con otr a partícula idén tica que se encuen 

tra en reposo . 

a) ¿Cuál es la masa en mov imiento de la part í cula incidente? 

b) ¿Cuál es la masa en mov imien to y su v elocidad de la partícula c om 
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puesta después del choque? 

c) ¿Cuál es la masa en reposo que tendría la partícula compuesta? 

a) Para la partícula incidente . 

En primer lugar determinemos para ella el valor de y: 

y 

V 1 -
V )2 

c 

1 

/ ( 4 ) 2 Vi - ) 

Luego, su masa en movimiento será: 

El yrno 

5 

/9 
5 

3 
l. 666 

b) Para la partícula compuesta después del choque . 

46 ~ 

Llamando M a la masa en movimiento de la partícula compuesta . Por 

conservación de energía, la energía total de las dos partículas 

antes del choque es igual a la energía total de la partícula com­

puesta después del choque, esto es: 

Luego, despejando M, se tiene: 

5 8 
M m ffio J illo + ffio J IIlo 

Por otro lado , debe también conservarse la cantidad de movimiento. 

O sea, la cantidad de movimiento de la partícula incidente debe 

ser igual a la cantidad de movimiento de la partícula compuesta 

después del choque, esto es: 

mv = Mv' 

Luego, despejando v' 
' 

se tiene: 

5 

v' m 
M V 

}" IDo 

-8--
3 IDo 

4 
( - c) 

5 
1 
2 c 



c) Con la velocidad obtenida , v ', calculemos primero el valor de y' 

para la partícula compuesta : 

l 

v' 
c 

)2 

Luego, la masa que tendría en 

8 
M 3 ffio 413 

Mº --- ffio -y 1 2/13 3 

reposo la 

4 
ID o 

13 

l 
4 

2 

partícula 

1 . 155 

compuesta es : 

13 . Mostrar que se cumple l a siguiente relaci6n re l ativista entre E y p : 

Partiendo de la definición de masa relativista: 

ID 'fID 0 

Elevando al cuadrado y reemplazando el valor de y, se tiene: 

2 2 
2 2 .., ffio c 

m y m~ ITlo 
v2 2 2 

1 
c -v - 2 

Luego, 
2 .., 2 2 2 2 rn c m V mo c-

y multiplicando por queda: 

2 4 2 2 2 + 2 4 
m c ID V C IDoC 

{ E = mc
2

} tiene: E1 p2 c2 + 2 4 con ' 
se ID 0 C 

p mv 

Expresión que es la pedida . 
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