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PREFACIO

Este es un libro dirigido aestudiantes universitarios tanto de Ciencias como de Ingenieria.
La diferencia que a menudo se da, esto es, en ingenieria con preponderancia a las aplicaciones
y ala resolucién de una gran cantidad de problemas a costa de tratar menos temas y con menor
profundidad, en cambio, en ciencias se tiende a cubrir un nimero mayor de temas e insistiendo
con mayor profundidad en los principios, pero dedicando menos esfuerzo a los problemas y
aplicaciones prdcticas. Una separacion o tendencia diferenciadora, en uno u otro sentido, creo
que es perjudicial e incoveniente en los primeros ciclos, por el contrario, debe buscarse un sano
equilibrio, para que los estudiantes de ciencias se beneficien con la tendencia a la aplicacién
prdctica de los de ingenieria y €stos con una mayor preocupacion por los principios, desarro-
llando con suficiente profundidad y amplitud los temas a los cuales se orientan las diversas
ramas de la ingenierfa.

Laresolucion de problemas es parte muy importante en el estudio de cualquier disciplina
cientifica. No debe pensarse que es solo una tarea académica sin mayor trascendencia, por el
contrario, la solucién de problemas es imprescindible para desarrollar el sentido autocritico y
la capacidad creativa, ambos necesarios para que el estudiante se pueda enfrentar a las
numerosas dificultades que le planterard su futura ocupacién ya sea profesional o de investi-
gacion. Por eso el titulo Fisica con ejercicios, las leyes fisicas son pocas y las situaciones que
se nos presentan, muchas veces denominada teoria, solo son soluciones de importantes casos
particulares. Por supuesto que es absurdo desarrollar una gran cantidad y no variedad de
problemas, como también lo es querer aprenderse de memoria las soluciones. Se advierte a los
estudiantes, muy seriamente, que se desvirtuard todo objetivo si pretende hacerlo y que, a la
corta o a la larga, lo conducird inevitablemente al fracaso.

Las matemadtcias necesarias para desarrollar el curso, sin ser elementales, tampoco son de
muy alto nivel ni se requiere demasiado formalismo, mds bien se precisa familiaridad para
manejar con soltura algunos elementos, como el manejo de las operaciones fundamentales del
algebra vectorial, geometriaanalitica y teoria de funciones, sobre todo derivacién e integracion,
asi como también las nociones sobre las ecuaciones diferenciales; temas que paralelamente
deben profundizarse en un curso de andlisis matemadtico. Es poco conocido que Euler fue el
primero en escribir la segunda ley de Newton en la forma hoy conocida:»Fuerza igual a masa
por aceleracién», es decir, en forma de ecuacion diferencial, en el curso estas ecuaciones se
manejan sin formalismos de un modo intuitivo. En cursos posteriores, ademads, no hay que dejar
de lado el enfoque propio de estos tiempos con el cdlculo numérico y la utilizacién, cada vez



mds popular, de las computadoras, que hacen posible el manejo de ecuaciones que los métodos
analiticos son poco eficaces.

La descripcion de los fenémenos fisicos combina la reflexion tedrica con el andlisis
matemadtico y el método experimental moderno. Consecuentemente, para el desarrollo del
curso es también indispensable la ejecucién paralelea de trabajos experimentales en el
laboratorio.

Eneste volumen 3, primero se desarrollan los conceptos de laelasticidad para luego atacar
dos importantisimos movimientos: oscilaciones y ondas, y se finaliza presentando una breve
introduccién a la teorfa especial de larelatividad de Einstein. Este capitulo, si se prefiere, puede
dejarse de lado para desarrollarlo al final, después del electromagnetismo, como fisica
moderna.

Son muchas las personas e han contribuido de un modo o de otro para poder escribir este
libro, no quisiera omitir a ninguna de ellas. Reconociendo la deuda en que estoy con los autores
que me han precedido en este campo, doy las gracias a todos los alumnos, profesores, colegas
y amigos que han hecho posible la edicién de este nuevo volumen.

Miguel Piaggio Henderson
Departamento de Ciencia-Seccién Fisica.
Pontificia Universidad Catélica del Pert.
1998
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INTRODUCCION.-

En el capitulo VII, se ha analizado el movimiento y equilibrio de
un cuerpo rigido, es decir, se asumid que los cuerpos son indefor-
mables. Esto no es cierto, es sbélo una abstraccidn que se justi-
fica cuando la presencia de las deformaciones carecen de importan-

cia.

En este capitulo trataremos sobre los cambios de forma o volumen
que se producen en un cuerpo cuando estd sometido a la accidn de
fuerzas exteriores. Estos cambios estan determinados por las fuer
zas entre sus moléculas. Cuando se aplican fuerzas exteriores a
un cuerpo, sus particulas se desplazan hasta que se establece un
equilibrio entre las fuerzas exteriores y las fuerzas interiores.
En estas condiciones, decimos que tenemos al cuerpo en un estado.

de deformacion.

Si se retiran las fuerzas externas que causan la deformacidn, el
cuerpo puede volver a recuperar totalmente su forma primitiva o
puede hacerlo solo parcialmente. En el primer caso se dice gue el
cuerpo es perfectamente elastico y en el segundo solo parcialmente

eldstico.

La propiedad que tienen los cuerpos de recuperar su forma primitiva

al descargarlos se denomina elasticidad.

Nosotros, describiremos este comportamiento utilizando cantidades
macroscdpicas medibles directamente, sin analizar el comportamiento

molecular interno.

TRACCION Y COMPRESION UNIFORME LONGITUDINAL:

MODULO ELASTICO - LEY DE HOOKE - DEFORMACION LATERAL.
Consideremos una barra prismi@tica homogéneas, de longitud £ y sec-

cién transversal A, sometida en sus extremos a fuerzas F iguales

13



y opuestas, como se muestra en la rig. 9.l: a) traccidén y b) com-

presida. A "
e ; 4
[ F Food F
Il 2 s ) ‘
'‘he
(a) (b)

Fig. 9.1- Barra en: a) Traccidn y b) Compresidn.

La barra experimenta una deformacidn longitudinal A%, la cual, asu
miremos que siempre es relativamente una pequefia fraccidén de la
longitud original. Para muchos materiales se encuentra que, bajo

las mismas condiciones, esta deformacién es igual tanto para trac-
cidn como para compresidn, en el primer caso la barra se alarga vy
en el segundo se acorta. Por lo tanto, en adelante nos referire -

mos solo a la traccidn, pero comprendiendo tambin a la compresidn.

Nuestra experiencia diaria nos dice que la deformacidn producida
dependerz de la fuerza externa aplicada, de las dimensiones geomé
tricas de la pieza en particulary del material que la constituye.
Precisando, experimentos de laboratorio nos muestran que el alar-
gamiento longitudinal de la barra mostrada en la fig. 19.1-a) cuan
do se le somete a la accidn de una fuerza externa,dentro de cier -
tos limites, presenta un comportamiento particular. Comportamiento
que fue planteado por primera vez por Robert Hooke en 1678. Cuan-
do un cuerpo presenta el comportamiento que a continuacidn vamos a

detallar, se dice que presenta un comportamiento eldstico.

En primer lugar se encuentra que el estiramiento es proporcional a
la fuerza aplicada: AL =F.

Segundo, el estiramiento depende de la longitud de la barra., Consi
deremos que la barra est2@ constituida por bloques idé&nticos, uni -
dos extremo a extremo uno a continuacidn de otro, sobre cada blo -

que actilan las mismas fuerzas y cada una se estirarZ en igual can-



tidad. Luego, cada elemento contribuye por igual para obtenerse
el estiramiento total. Por lo tanto, esta cantidad depende di-

rectamente de la longitud que tiene la barra,esto es: AL <« L.

El estiramiento también depende de la seccidén transversal. Obte -
niéndose que, a2 mayor area menor estiramiento y a menor area ma-—
yor estiramiento. Luego, el estiramiento de la barra depende in-
versamente del 2rea de su seccidn transversal: AL a-%
Hasta aqul hemos considerado todas las cantidades que intervienen,
las cuales son directamente medibles. Teni&ndose la siguiente re
lacidn:
FL

&RGT
Finalmente, solo nos falta considerar como intervienen las propie
dades internas del material com el cual estd hecha la pieza. Tqﬁ
bién experimentalmente se encuentra que cada material presenta un
comportamiento caracteristico representado simplemente por una cons
tante de proporcionalidad que permite establecer la igualdad en la
expresidn anterior, esto, para cualquier pieza del mismo material
y para cualquier carga aplicada, siempre y cuando la deformacidn
producida no sea demasiado grande, como hemos asumido desde el ini

cio.

A esta constante se le denomina médulo de Young (Y) o, como en mu-
chos otros textos, mddulo de Elasticidad (E). Con esta constante
se tiene la siguiente ecuacidén para las deformaciones:

-7

AL = YA

Analicemos un poco mi3s esta expresidn, pongamosla en la siguiente

forma:

AL F/A
Y



Cada seccidn transversal de la barra est2 en equilibrio y la fuer-

za aplicada se distribuye uniformemente sobre el Zrea de la sec

cidén recta. Luego, se define el "esfuerzo unitario- s" o simple -
mente esfuerzo, como la fuerza por unidad de Zrea en la seccidn
recta:

3.—.£
A

. . 2 ; 2 ; P
teniendo come unidad: N/m° - (kg/cm” en el sistema técnicos,to-

davia bastante usado en la practica de este campo).

Si consideramos a la barra dividida en elementos de igual longitud,
como hemos mencionado anteriormente, cada uno de ellos se estira la

misma cantidad. Luego, definimos la '"deformacidn unitaria - €', co

mo el alargamiento de la barra por unidad de longitud:

b2

€ =73

Como 4% y § deben expresarse con la misma unidad, esta cantidad €
es un nimero adimensional. Simplemente mide la relacidn por co-
ciente de dos longitudes.
Con estas definiciones, la expresidn anterior de la ecuacidn de de
formacidn presenta la siguiente forma:

e =22
Y
De modo tal, que con ella, nos liberamos de las caracteristicas
geométricas particulares de una determinada pieza. Teniéndosé que
"la deformacidn unitaria es proporcional al esfuerzo', relacidn cuya
igualdad depende exclusivamente del material, expresada numérica -
mente por el mdédulo de Young, el cual hay que determinarlo experi-

mentalmente.
Despejando el mbdulo de Young, se tiene:

y ==
E:

Vemos que, el mddulo de Young es la relacidn del esfuerzo a la de-

formacidn unitaria. Esto se representa graficamente en la fig.9.2,



Mejor dicho, esta relacidn de esfuerzo a deformacidn, es el compor
tamiento que presenta un determinado material cuando es sometido a
experimentacidn y que nosotros expresamos matemiticamente en este

caso felizmente ,con una relacidn sencilla lineal s = ye. Note que
este comportamiento macroscdpico podria haber sido diferente, la
naturaleza asi lo determina dentro de ciertos limites como veremos

mas adelante.

0 €

Fig. 9.2-Relacién lineal de esfuerzo a deformacién unitaria s=Ye.
La pendiente de la recta es el médulo de Young.

De la expresidn planteada, se deduce que el mdédulo de Young tiene

las mismas unidades que el esfuerzo, es decir, N/m’ (o kg/cm®).

En el apéndice I, Tab.AI-1l,se dan valores tipicosde Y para algunos
materiales. Luego, estas cantidades nos especifican las propieda-
des elZsticas de un determinado material. Si queremos determinar

la deformacidn de una pieza construlida con el material escogido,de
bemos recurrir a la ecuacidn de deformacién que incluye las carac-

teristicas geométricas de la pieza dada, esto es:

_EL
AL = YA

Adicionalmente, despejando F, se obtiene:

YA
F Z AR



Si reunimos las caracteristicas geométricas y del material en una

sola constante, tal como:

YA
L

se tiene:

i
n
P
=
™=

La constante k se denomina constante de rigidez, teniendo como uni
dad: N/m. Esta constante se determina experimentalmente para cada
pleza dada y corresponde solo a ella. En el caso de temer una pie
za prismitica como la indicada en la fig. 9.1, la constante de ri-
gidez de la pieza se puede determinar utilizando la relacién arri-
ba encontrada justamente para este caso, k = YA/%. Una pieza con
un valor k elevado se dice que es rigida, es decir, esta constante
nos mide la propiedad que tiene de oponerse a ser deformada.p.e.,

una pieza de acero es eldstica pero bastante rigida.

Es importante resaltar aquil, que en la practica es relativamente
simple fabricar piezas para diversos valores de la constante k, tal
es el caso de los resortes. En ellos,considerados como un todo,se
mantiene la proporcionalidad directa entre la deformacién y la fuer
za aplicada, Esto, a pesar que no depende intrinsecamente del es-
fuerzo de traccibn o compresidn, sino m3s bien de otro tipo de es-
fuerzo que estudiaremos a continuacidn, y por supuesto, depende tam

bién de las caracteristicas geométricas de su fabricacidn.

Volviendo sobre la expresidn de la fuerza, si representamos la de-
formacidn por la distancia x a partir de la longitud no deformada,

pieza no cargada, se tiene:
F = kx
Expresidn frecuentemente conocida como la Ley de Hooke. En efecto,

originalmente fue establecida en estos términos, el estiramiento

de un cuerpo es directamente proporcional a la fuerza aplicada.



Esta forma que acabamos de expresar es apropiada cuando estamos in
teresados en el tipo de fuerza que actlia sobre una determinada par
ticula o cuerpo, el cual estamos estudiando. Por ejemplo, la ac-
cidén de un resorte sobre €l. En este caso decimos que actiia una
fuerza que matematicamente es lineal. Esta fuerza ya lo hemos con
siderado en el capitulo III y nos extenderemos mis aun en el  si-

guiente capitulo al estudiar el movimiento oscilatorio.

En el presente capitulo, mds bien, hemos estado interesados en es-
tudiar las caracteristicas de la deformacidn de una pieza bajo car
ga, en el comportamiento que hemos denominado eldstico. Tener co-
nocimiento de este fendmeno nos proporcionard una poderosa e indis
pensable arma que nos permitirZ poder enfrentarnos con &xito a una
amplia variedad de situaciones, p.e.: determinacién de la deforma-
cidn de una pieza e incluso iniciarnos en la técnica de disefio, de
terminacidn de la variacidn y calculo de esfuerzos en una confi
guracidn geométrica de varios elementos, solucidn de problemas es-
tidticamente indeterminados (hiperestdticos), etc. En la seccidn

de problemas se presentan un buen nimero de ejemplos que contem -

plan estas situaciones, es indispensable que el lector se enfrente
a ellas y compruebe la solidez de los conocimientos fundamentales

que ha adquirido sobre la teoria de la elasticidad.

Para completar nuestro anidlisis de la deformacidn producida en una
barra prismidtica cuando se le somete a traccidn o compresidn axial,
consideremos nuevamente la barra mostrada en la fig. 9.1 e identi-
fiquemos las dimensiones de su seccidn transversal, denominandolas:
ancho a y espesor b. Ya hemos establecido que cuando se le somete
a traccidn la barra sufre un alargamiento longitudinal. También
se ha encontrado experimentalmente que al mismo tiempo se presenta
una contraccidn lateral que acompaiia el estiramiento, tenigndose
que: la contraccidn unitaria de los lados laterales es directamen-
te proporcional al alargamiento unitario longitudinal. Esta rela-

cién es constante para un mismo material dentro de los limites -
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elasticos y es conocida como la "Relacidn de Poisson', que expresa

remos en la siguiente forma:

Se ha introducido el signo negativo para expresar que un alargamien
to (positivo) longitudinal va acompanado por una contraccidn (nega-
tivo) transversal, e inversamente, para un acortamiento (negativo)

longitudinal se tiene una dilatacidn (positivo) transversal.

La constante G, llamada médulo de Poisson, es un nimero adimensinal
que puede considerarse igual, tanto, para traccidn como para compre
sidn.

En el apéndice I, tabla AI.4, se dan valores tipicos de ¢ para algu

nos materiales.,

Debe resaltarse que la determinacidn directa de esta constante, mi-
diendo la contraccifn lateral cuando se somete una pieza a traccién,
es muy dificil, por su pequefiez se requiere equipos de muy alta pre
cisidn. Mas bien, se encuentra generalmente mediante ensayos de
torsidon y relaciones gque existen entre constante eldsticas, que ve-

remos mds adelante, item 9.7.

COMPORTAMIENTO ELASTICO Y PLASTICO DE LOS MATERIALES.-

Los resultados de los experimentos en los cuales, por medicidn, se
busca analizar la relacidn entre el esfuerzo aplicado y la deforma-
cidén producida, muestran diferentes tipos de comportamiento  para
diferentes materiales. Esto es familiar ya que si nosotros jalamos
acero, caucho, vidrio o plasticos, algunos se estiran considerable-

mente mientras que otros apenas.

En la fig. 9.3 se muestran algunos graficos, esfuerzo vs: deforma-

cidn unitaria, para diferentes materiales.



°)

A

a) Acero b) Hierro Forjado c) Caucho
(o plastico laminado)

Fig. 9.3-Diagramas de Tensidn: esfuerzo-deformacidn (s vs g) -
Ejemplos tipicos. El punto A nos sefiala el limite eldstic

Se observa que la parte inicial es lineal, el esfuerzo es propor -
cional a la deformacidén, o sea, obedece la relacidn de Hooke. Este
compor tamiento termina cerca del llamado limite eldstico, hasta el
cual, si se efectila una descarga la pieza recobra su longitud ori-
ginal. Pasado este lIimite se entra en la denominada zona pla3stica

del material, a partir de este punto se presenta una deformacidn

0.

permanente al retirar la carga. En la fig. 9.4se muestran graficos

durante la aplicacidn v remocidn de los esfuerzos.

-

sh S|
Carga
Descarga ? -2 _Descarga
Carga
€
5 4 Deformacidn permanente
(a) (b)

Fig. 9.4-Graficos de carga y descarga en zonas:
elastica (a) y plastica (b)
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Otra cantidad importante para un material es el valor méximo del
esfuerzo, este es conocido como el {ltimo esfuerzo o carga de rup
tura del material. Pasado este punto, en algunos casos la barra

continlia alargandose con disminucidn de la carga, se presenta fi-
nalmente la fractura de la pieza. Hay materiales, como el hierro
fundido, gque tienen una regidn pléstica muy pequenia de tal forma

que pasan casi directamente de la zona el@stica a la ruptura sin
deformacidén. Estos materiales son muy dificiles de cambiar de for

ma, mientras que hay otros que son ficilmente moldeables.

Indudablemente que en la naturaleza no existen materiales perfecta

mente elisticos ni tampoco perfectamente plisticos.

Por otro lado, en general, el comportamientc de los materiales bajo
esfuerzos de compresidn es diferente que cuando est2 sometido a es
fuerzos de tensidn.Sin embargo, en muchos casos, podemos usar el
mismo mddulo de elasticidad, tanto para tensifn como para compre -
sién, pero el limite eli@stico es diferente para las regiones de ten
sidn y compresidn, como muestra la fig. 9.5(a). Hay otros materia
les, como es el caso del caucho, que tienen diferencia considera -

ble en estas dos regiones como muestra la fig. 9.5(b).

s s
A Tension

Tensidn f
£ €

B

compresidn .

compresidn

B
(a) (b)

Fig. 9.5-Diferentes comportamientos de materiales sometidos a es-—
fuerzos de tensidn y compresibn. Los puntos A y B nos se
fialan el limite eldstico, respectivamente, para ambas re
giones y para ambos casos (a) y (b).



Teniendo en cuenta los valores del limite eldstico y el del Gltimo es
fuerzo se relaciona la denominada carga de trabajo o de disefo, me-
diante un factor de seguridad. En este factor de seguridad se debe
tomar en cuentra muchos efectos, como por ejemplo: variaciones en las
propiedades de los materiales, proceso de fabricacidn, aproximaciones
en la teoria usada para el calculo de esfuerzos, incluso condiciones

de la carga aplicada (estdtica o dinZmica), etc.

Como referencia, para el acero se puede considerar para el limite elas
tico 2,800 x 10°N/m® a la traccidn y 2,400 x 10° N/m’ en compresién,
como Gltimo esfuerzo 5,000 x 10°N/m’ y como carga de trabajo (disefo)
1,400 x 10°8/m®.

ENERGIA DE DEFORMACION.-

Consideremos nuevamente la barra mostrada en la fig. 9.1, sometida a
traccidn o compresién. Durante la deformacidn gradual bajo la accidn
de una carga, la fuerza exterior aplicada realiza trabajo. Y, este
trabajo se transforma completa o parcialmente en energia potencial de
deformacién. Si la deformacidn se lleva a cabo en la zona elidstica,
el trabajo se transforma por completo en energia potencial. Cuando se
retira gradualmente la carga, la barra sufre una deformacidn inversa
y la energia potencial de deformacidén acumulada en la barra se recupe
ra totalmente como trabajo exterior. En este trabajo, al actuar el
sblido deformado como resorte al cesar el esfuerzo que producia la de-
formacidn, estaremos interesados en el préximo capitulo de oscilacio-

nes.

Cuando la deformacidn pasa del limite el3stico, entrando en la zona
plastica, parte del trabajo realizado se transforma en el calor desa-
rrolado en el cuerpo durante la deformacién no eldstica. Solo la ener
gia potencial de deformacidn se recupera directamente como trabajo ex

terior.
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Si la nwestra es de un material con constante de rigidez k, la ener
gia potencial U almacenada por la barra durante la deformacidn en
una cantidad x, bajo la_accién de una fuerza F en la regifn elasti-
ca (F = kx), serd:

X

» 1 1
U=Ws= £ Fdx =k i x dx = E-kx“ =51 Fx

I

Y, la energia por unidad de volumen u = U/V, para la barra prismati

ca de volumen V = AL, seri:

ey wd FoE L o) Lo
V AL ZAaRTIStT2y T2V

ELASTICIDAD VOLUMENTRICA.- .-

Consideremos ahora un volumen de material sujeto a un esfuerzo unita
rio P, igual sobre todos los puntos de la superficie. Cuando el es-
fuerzo se incrementa a P, es decir, cuando se somete a una presién

p=AP =P - P,, el volumen V sufre una disminucidn AV. Luego, encon
tramos experimentalmente que el esfuerzo a presién p es proporcional

a la deformacidn volumétrica unitaria AV/V, esto es:

Donde la constante de proporcionalidad B, llamada mdédulo volumétrico,
depende solamente del material. El mddulo volumétrico tiene las di-
mesiones de la presidn, esto es, fuerza/Zrea y es aplicable tanto

para sdlidos como para liquidos. Los gases tienen un comportamiento

diferente que serd considerado posteriormente.

En la expresidn planteada se ha introducido el signo menos para ex-
presar que un incremento de la presidn produce una reduccidn del vo

lumen y viceversa.

En el apéndice I, Tab. AI.2, se dan valores tipicos de B para algu-

nos materiales.



CIZALLADURA - ELASTICIDAD TRANSVERSAL.-

Cuando a una barra se le aplican fuerzas iguales, opuesta y parale
lamente préximas una seccidn transversal de ella, como se muestra
en la fig. 9.6, se dice que la barra estZ sometida a cizalladura o
corte. La deformacidn producida distorsiona la forma de la pieza

sin modificar sustancialmente su volumen.

_
> -

F

Fig. 9.6-Barra sometida a cizalladura o corte. Se aplican fuerzas
F iguales y opuestas tangencialmente prdximas sobre una
seccidn transversal de Area A.

Si asumimos una distribucidn uniforme de la fuerza F sobre el Zrea
A, definimos el esfuerzo cortante s, como la fuerza tangencial por

unidad de 2rea, esto es:

w
il
|

Para analizar la deformacidn, consideremos un elemento aislado y
en equilibrio bajo la accidn de esfuerzos cortantes solamente, es
decir, sometido a esfuerzo cortante puro,dado que no actiian esfuer
zos normales sobre sus caras. Tomemos un bloque prismdtico recto,
cuya seccidn transversal cuadrada abecd,de lado %, se muestra en la
fig. 9.7(a). Sobre €l, actiian dos cuplas iguales y opuestas produ
cidas por dos pares de fuerzas F distribuidas uniformemente sobre

sus superficies como se muestra en la misma figura. Luego, el blo

que esti en equilibrio.
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Fig. Y.7-(a) Blogque sometido a esfuerzo constante puro.

(b) La diagonal ac se acortard. Y, la seccidn transversal
coincidente con la diagonal bd, estZ sometida a com-
presidn pura.

La diagonal bd se alargarz. Y,
coincidente con la diagonal ac,
cién pura.

la seccidn transversal
estZ sometida a trac-

(c)

Al no existir esfuerzos normales a las caras del bloque, los lados
no modificardn su longitud en la deformacién. Pero las diagonales

si modificaran su longitud. La diagonal ac se acortar3, observe

que la seccibn transversal, coincidente con la diagonal bd, esta
sometida a compresidn pura como se muestra en la fig.9.7(b). Y, la
diagonal bd se alargard@, en este caso la seccidn transversal, coin
cidente con la diagonal ac, estd sometida a traccién pura como se

muestra en la fig. 9.7(c).

Luego, el cuadrado abed se transforma en un rombo a'b'c'd', mante-

niendo sus centros coincidentes, como se muestra en la fig. 9.8(a).

b!

i ied 8 b
T o) TR
/ b f
i /

V% A an ﬁ
Na J d’ c
—_—— c
fr d c
(a) (b)

Fig.9.8-Cambio de forma de un bloque sometido a esfuerzo cortante

puro

(2) El cuadrado abed se transforma en el rombo a'b'c'd', el
centro 0, de ambos, son coincidentes.
(b) E1 rombo se ha girado, coincidiendo los lados c'd' y cd.

La distorsifén se mide por el Zngulo é.

26



Al producirse la deformacidn, los angulos en los vértices varian,
antes de la deformacidn todos eran iguales a 90°, después de la
deformacién en un caso, como el vértice a, aumenta y en otro caso,
como el vértice b, disminuye. Este Zngulo, pequeflo, nos medira la
distorsidn sufrida por el elemento a2l someterlo a esfuerzo constan

te puro.

Para definirla, mejor giremos el rombo, de forma tal,que el lado
c'd' coincida con el lado cd, como se muestra en la fig. 9.8(b).
Ya hemos dicho que las longitudes de los lados no varian, solo va
rian todas las dimensiones paralelas a las diagonales, en ac dis-

minuyen y en bd aumentan.

La deformacidn unitariaz se define como la relacidn del desplaza -

miento 6 (2a') con la longitud % del lado. Pero, &/% es la tangen
te del 2ngulo ¢ y, adicionalmente, como las deformaciones que con-
sideramos son pequenas, podemos tomar la deformacidn por corte, co

mo el angulo ¢ expresado en radianes. Esto es,

Como en los casos anteriores, tensidn o compresidn, esta cantidad ¢

para la deformacidn por corte, es un nimero adimensional.

Definido el esfuerzo cortante y la deformacidn unitaria, cuando se
somete un material a esfuerzo cortante puro puede establecerse ex-
perimentalmente la relacidn existente entre el esfuerzo cortante
aplicado y la deformacidn producida. En la fig. 9.9 se muestra
una curva tipica del resultado que se obtiene, este diagrama es

andlogo al mostrado en la fig. 9.3 para el caso de traccidn.

Fig. 9.9 - Siguiente p3gina.

27



28

bt

Fig. 9.9-Curva tipica de esfuerzo cortante-deformacidn (s vs ¢).
El punto A nos senala el limite elastico.

Se observa, nuevamente, gque en la parte inicial la relacidn es li-
neal, esto es, se encuentra que el esfuerzo es proporcional a la

deformacién en la zona el3stica. Luego,

tn
[
(@]

o] + C =

Esta constante de proporcionalidad C depende solamente de las pro-
piedades elasticas del material y se le denomina frecuentemente co
mo modulo eldstico en corte, o, algunas veces, como médulo de rigi
dez, teniendo como dimensiones fuerza/drea (N/m’ o kgfcmz). En el
apéndice I, Tab. AI.3 , se dan valores tipicos de C para algunos

materiales.

El bloque considerado es muy apropiado para el estudio tedrico de
la deformacidn producida por esfuerzo cortante, sin embargo, en la
practica, es muy dificil poder aplicar uniformemente el esfuerzo

cortante en sus caras. De igual forma, también lo es, el caso de
una aplicacidn directa tangencial del esfuerzo por medio de una ci
zalla sobre una pieza como la mostrada en la fig. 9.6, en este ca-
so, no solo la distribucidn del esfuerzo cortante no es uniforme,

si no que, incluso va acompanado de otros esfuerzos normales.

Mas bien, el esfuerzo cortante puro se tiene generalmente por tor-

§ién de un tubo circular como se muestra en la fig. 9.10. La pie-



za esta empotrada en un extremo y sometida a la accidn de una cu-
pla aplicada en el otro extremo, en un planoc perpendicular al eje
longitudinal de simetria. Un elemento abced de la superficie ci-
lindirca, formado por dos generatrices y por dos secciones rectas
adyacentes, sufre una deformacidn transformandose en a'b'c'd' al
establecerse el equilibrio eldstico, como se muestra en la fig -
9.10(a). Esta deformacidn es anZloga a la considerada anterior

mente en la fig. 9.8(b).

t
§=R8
T
/@ F
/ —_ 2
N 6
! : f;
! [
1! I
/1 !
! 1
L a'/ /b o1
II\‘-..‘h‘-l‘ j,,/“ R‘ ’r-l]‘\
— -— I
d'r I c" !
/! ]
I
TEII=I l\ I S j?_-‘//.-.‘///f FCENT _- r=///:.w
\ ’ !
\\“'--.._.-—-,/ \\"‘--_..._-///
(a) (b)

Fig. 9.10-Pieza cilindrica sometida a torsidm.
(a) El elemento a'b'c'd' estd en un estado de equilibrio
°  el3stico de esfuerzo constante puro.
(b) Dentro de los limites eldsticos se produce una peque
fia rotacidn de un extremo del tubo respecto del otro.
§ = &ngulo de torsidn.
Luego, analicemos la relacidn entre el torque aplicado y la defor-
macidén producida al someter a torsién un tubo circular de radio R,
longitud £ y espesor t pequefio, tal como se muestra en la fig.9.1(Xb),
En particular, encontremos el mddulo el@stico de esfuerzo cortante
del material, en funcidn del torque aplicado, del Zngulo de tor -

sidn producido y de las caracteristicas geométricas de la pieza
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considerada.

Manteniendo el extremo inferior fijo, aplicamos un torque T que gi
ra al extremo superior un Zngulo 8, denominado Zngulo de torsidm.
Observando la fig. 9.10(b), podemos establecer inmediatamente que

la deflexidén producida es:

El asumir que el espesor t es pequeno permitiri considerar, con
adecuada aproximacidn, al esfuerzo cortante, y consecuentemente al
torque, como cantidades constantes en el espesor. Luego, si el es
fuerzo cortante s es constante en la seccidn transversal de Zrea
27Rt, el torque resistente es s(27Rt)R y por la condici6n de equi

librio ser@ igual al torque aplicado t, esto es:

v = s(2%Rt)R = 27R*ts

de aqui se obtiene el esfuerzo en funcién del torque aplicado (co-

nocido)

T
s 27R° t T8
C=%" R T
5 —2'— 2ﬁR3t9

En la seccifn de problemas (P.N2 39 ), se considera el caso de una
barra circular, en donde el esfuerzo cortante ya no es constante

en la seccidn transversal.

RELACIONES ENTRE CONSTANTES ELASTICAS.-

Las diferentes constantes o mddulos eldsticos son cantidades que
estan relacionadas. A continuacidn estableceremos estas relacio-

nes. Encontraremos dos expresiones, una referida al mddulo volumé



trico y otra al médulo de corte, ambas en funcidn de los mddulos
de Young y Poisson. Para esto, consideremos los siguientes casos:
- Muestra sometida a una presidn uniforme en tres direcciones per

pendiculares.

Consideremos un bloque prism3tico recto, de dimensiones £, a y b,
sometido a2 una presidn uniforme p en toda su superficie exterior,
como se muestra en la fig. 9.11. Al ser la presidn uniforme, el
esfuerzo unitario en cada cara del bloque es el mismo. Los cam -
bios en las dimensiones del bloque dependen no solamente del es -
fuerzo en la direccidn considerada, sino también de los esfuerzos
en las direcciones perpendiculares a ella. Luego, estos cambios
pueden obtenerse por superposicién de las deformaciones producidas
por los esfuerzos en tres direcciones independientemente como se

muestra también en la misma fig. 9.11(x, v, z).

. £ W
B
//pJ///L
t 1 4 I
- D L =
P o i
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) @ /
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Y/
p P
(x) (y) (2)

Fig. 9.11-Bloque sometido a presidn uniforme en tres direcciones
perpendiculares.
Superposicidn de las deformaciones producidas por los es
fuerzos en las tres direcciones (x, y, z).
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Tomando como convencidén de signos : menos para acortamientos y mas
para alargamientos. Se tiene,
Deformaciones unitarias producidas por el esfuerzo en la direc -

cién (x):

y con la relacidn de Poisson:

ba __ ML _
a T %Yy
B M_ B
b 0 Y

. Deformaciones unitarias producidas por el esfuerzo en la direc-

cidén (y):

y con la relacién de Poisson:

ba _ 4b P
a2 ¥
AL _ _ _Bb_ P
T "% %

Deformaciones unitarias producidas por el esfuerzo en la direc-—

cion (z):



=
o

AL

‘_‘.ﬁ'_z_c

o
|

Sumando todos los cambios producidos, se tiene:

. longitud £:
€y == %—+ o %—+ o %—= - % (1 - 20)
ancho a:
E, =0 % + 0 %—~ %—= - % (1 - 20)
espesor b
€, =0 %-h % + 0 % = - % (1 = 20)

Las tres expresiones son similares, esto es, debido a que la pre-
sidn es uniforme se tiene simetria en las tres direcciones. Luego,

en este caso, se puede escribir que:

p
= = = = - — -
€=¢, =€, €y 7 (1 a)
Calculemos, ahora, la deformacifn unitaria volum@trica.

El volumen total después de la deformacidn es:
4 I o= : o + N
V + AV L(1 + 52). a(l sa) b(l + ab)

como: V = fab, se ticne :

AV

1+ 5 = (1 + E£)(l - aa)(l -+ eb)

Considerando que las deformaciones unitarias e son pequefias, al

efectuar el producto podemos despreciar los términos cuadriticos y

superiores, quedando:

AV
—V~E£+Ea+sb

[¥5]
(o]



Con las deformaciones encontradas anteriormente, se obtiene:
— = 3e = - = (1 - 20)

Relacionando con la expresidn de compresibilidad volumétrica:

av

pz_Bv

Finalmente queda:

. S
3(1 - 20)

Expresidn que nos relaciona el mddulo de compresibilidad volumétri

ca con los médulos de Young y Poisson.

- Muestra sometida a esfuerzo cortante puro.

Tomemos nuevamente el mismo bloque considerado en el item ante-
rior (9.5) y cuyo enZlisis de la deformacidn, sometido a esfuer

zo cortante puro, se mostrd en las figs. 9.7 y 9.8.

Como se menciond, la diagonal ac se acortara y la diagonal bd se
alargard, al estar sometidas a compresidén y traccidn, respectiva
mente. Para determinar la deformacidn unitaria de las diagona-
les, consideremos un elemento prismdtico sometido a esfuerzos de
compresidn y traccidn puros en las dos direcciones de las diago-
nales, perpendiculares entre sI, tal como se muestra en la fig.
9.12. Las caras del bloque abecd, que forma parte de &l, estin
sometidas a esfuerzo cortante puro, como tambin se muestra en

la misma figura.

Figura en la siguiente pagina.
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Fig. 9.12-Prisma sometido a esfuerzos de compresifn y traccidn pu-
ros. El elemento abcd estid sometido a esfuerzo cortante
puro.

Los esfuerzos de compresidn y traccidén son de igual magnitud, e
igualmente el de corte. Llamando A a2l Zrea de las caras laterales
del elemento abcd, el 2Zrea en las diagonales serd Y2 A. Luego, el
esfuerzo sera:

V2 F F
S‘: = ‘-;S

YZ A A

Al determinar la deformacidn longitudinal de la diagonal, hay que
tener en cuenta los efectos de ambos esfuerzos, de traccidn y com
presidén en las dos direcciones perpendiculares mediante la rela -
cidn de Poisson. Similarmente, como vimos anteriormente para el

caso de tres dimensiones perpendiculares, considerando los signos

correspondientes para este caso, se tendri:

35



S
=‘;‘;(1+0)

Por supuesto, para la diagonal ac es un acortamiento y para laotra,

bd, alargamiento.

Conociendo la deformacidn unitaria de la diagonal, podemos determi
nar la deformacidn ¢, definida para el bloque. De la figura 9.13
se pueden obtener facilmente las relaciones entre las cantidades

D, £, D y 6. Teniéndose:

b &
a | f
/// @ f
7 T4
2 f\)( 5 = 2
A,2" |2, Xap Y =% BB
Pl /
L? 5
4f/ o 2= il
& f /2
d c

Fig. 9.13-Deformacién del prisma (abed).
Relacidn entre las cantidades D, £, AD y

(=31
.

Luego, la deformacidn ¢ por corte sera:

=/§QD=2£:2$(1+0)

6
2 BT D

y el mddulo de esfuerzo cortante
E S

¢ 2d s
Finalmente queda:

Y
2(1 + o)

Expresidn que nos relaciona al mddulo de esfuerzo cortante con los

m&dulos de Young y Poisson.



MODULOS ELASTICOS

APENDICE 1

Valores Referenciales (Promedio aproximado)

TABLA AI.l1 - MODULO DE YOUNG (Y)

MATERIAL Y.10"° (N/m”)
Acero 20
Aluminio 7
Bronce 9

Cobre 11
Niguel 21

Plomo 1.5
Tungsteno 35
Vidrio 6
Madera 1

Nota: Si queremos tener Y en kg/cm’, tratindose de valores

referenciales, podemos tomar como factor de conver-

sién aproximado 10~°
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TABLA AL.2

MODULO VOLUMETRICO (B)

MATERIAL B . 10" (N/m)
Acero 17
Aluminio 7
Bronce 8
Cobre 14
Niquel 26
Plomo 1
Tungsteno 20
Vidrio &
Agua 0.2
Alcohol 0.1
Mercurio 2.7

(Ver nota en Tab.

AL.

1)



TABLA AI.3 - MODULO DE ESFUERzO CORTANTE (C).

10

MATERIAL C.10 (N/m*)
Acero 8
Aluminio 255
Bronce 3.5
Cobre 4
Niquel PP
Plomo 0.5
Tungsteno 15
Vidrio 2.3
Madera 0.4

(Ver nota en Tab. AI.l)
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TABLA Al.4

MODULO DE POISSON (@)

MATERIAL o

Vidrio 0.24
Acero 0.28
Niquel 0.31
Aluminio 0.33
Cobre 0.35
Plata 0.37
Plomo 0.44
Caucho 0.50




PROBLEMWAS

Dos alambres del mismo material e igual longitud, tienen didmetros
diferentes que guardan una relacidn n. (Qué diferencia de alarga-

mientos tendrin bajo la misma carga?

El alargamiento del alambre de diZmetro d es:

F 4
A & 23k o FL

2 yna?/s4 yrd?

El alargamiento del alambre de diZmetro nd es:

an = 2 )

Yan®d® /4  Ywn®d?®

Luego, la diferencia de alargamientos es:

4 1
b =82 - 8L = ac i B )

Y nd? n’

Un ascensor es suspendido por un cable de acero. Posteriormente este
cable es reemplazado por dos cables de acero, cada uno con la misma
longitud que el original pero con la mitad de su diZmetro. Compare

el a2largamiento de estos cables con el del cable original.

El alargamiento del cable original es:

4
il 7 o E _ _ 4Fs

Ynd? /4 Y wd?
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Cuando se ponen dos cables se tiene que:

F' =

ra|

a' =

="

y, el alargamiento de cada cable sera:

&3]

L

Als = -
Y d* /16 Ywd®

Luego, el alargamiento se duplica: Afa = 244,

Una barra de longitud L, seccidn A y mddulo de elasticidad Y, sufre
un estiramiento AL. ;Cu3nto se comprimird una barra similar a la an
terior, pero de longitud: (& + AL), cuando se somete a la compresién

de una fuerza de igual magnitud que la traccidn hecha sobre la otra

barra?
£ AL
F R
% + AR . -
p—— -
F 4 F
se tiene:
F = AY Bd
2 AL AR
§ = 3 (L + A2) = AL(1 + % )
5 = E(2 + 80)
AY
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Se tienen dos barras de diferentes dimensiones, pero del mismo mate-
rial, unidos como se muestra en la figura.
En el extremo B se aplica una fuerza F desconocida y se mide el des-—
plazamiento &, de este extremo. ¢
Determinar los ezlargamientos que se producen en cada una de las ba-

rras. (Cu@l es la fuerza aplicada?

;}'
=
A B
z
A o
7 | ’
Z (}.‘,; Ap f) (22 s A 3 Y) 1,—8-—+
Relacidn geométrica de las deformaciones:
7
4 21 L2
(antes) é t i
K| L 8 |
4 i
/i ' |
(despugs) 7 T L
7 A
iy %)

Luego, se tiene: 822 = & — AL

Deformaciones elZsticas de cada una de las barras:

Ay . A, s ()

ALY A Y

A%y = F(
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Como la fuerza es igual, de ambas expresiones se obtiene:

ﬁﬁl ﬁ?«I
/A Y %o /A5 Y

e introduciendo la relacidn de deformaciones, queda:

A i Aq
b (=) = (8 - ) ()
E,] 2-2
despejando Al :
As [ fa _ L1 As _ S
Ay = 8¢ 4 & =84 L2841 + £IA) N 1 L2 A
[ L2 ' L1 A2
y L%y sera:
£ .
MamE-any s (A 5. 8
T ] +__._.2
fahy + L) An 1 %2 A

El valor de la fuerza aplicada, se determinari de cualquiera de las

dos expresiones de deformacién eldstica, esto es:

Ay Aa Y _ Y&
Lol + L1 hs 1 + fa
Ay Al

F = AR (5’?}%5(

N barras diferentes est@n unidas firmemente, una a continuacidn . de
otra, y el conjunto asi formado se estira hasta alcanzar una longi -
tud total L, mayor que la original L,.

Determinar la fuerza necesaria.

Sean las barras:

(1A Yy) , (L282Y2) , oo, ( lnAnYn)

Como la fuerza es la misma para todas las barras, el alargamiento de

cada una es:
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—3
=

8
AL = —
n A ¥
nn
y la deformacidn total:
621 + B2 + ...+ 82 =L-1L,

Luego, resolviendo para la fuerza T

£
£y L2 n
¥ ors F—— =1 -
I Y1 A * Yz Az Y A L Lo
n n
_ E = L
T =% B o« < 5
Y1 Ay Yoha "7 T Y A

e B i _ -
Dos barras de longitud ( ok 6), cada una, Zreas A y 42 v mddulos

de elasticidad Y; e Y2, respectivamente, se comprimen hastz introdu-

cirlas entre dos paredes rigidas separadas una distancia £, como

se

muestra en la figura. ¢(Cul serd la posicidn x de la unidn de ambas

barras?

'I_
=

Ay, Yo

A, Ya

. MZHI NS WP

O L L RS

Relaciones geométricas de las deformaciones:

x = (5+8) - b

26 = Af1 + ALz



Por elasticidad:

T(%+ 8)

AL
1 A

Af2
T{-%—+ &)
An

AL
2 Y

A Y,y
A Yo

Luego: A% =28 - AL, =28

Despejando AL,

26
+

A At Yy

1 Ay Y,

Reemplazando en la expresién de x:

s 26
o B Il =
* il ( |+ A Yl)
Az Y2
Finalmente, la distancia pedida es:
[ MYy - AYa

2

X iE (A:Y1 + A Ys )

Determinar la deformacién producida en una barra

propio.

ALY,

= AL
' A Ys

debido a su peso

Caracteristicas:

HSHE W Z e N

W
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El elemento diferencial dx soporta el peso de la porcién de barra que
est@ bajo de €l. Si la longitud de esta porcifn es =, la fuerza que

actila sobre el elemento es:

vy su deformacibn sera:

F. dx
X ¥»dx
Mag) = ggi=

Integrando esta expresidn encontraremos la deformacidn total de la

barra de longitud £. Esto es:

2 o2
s W S = wi
AL = Ay { xdx EIY

Si llamamos W al peso total de la barra, con wi = W, podemos escribir:

L
AY

1

AL = =

2

Observe por mera comparacidn, que ésta deformacién es igual a la mi-
tad de la deformacidén que se produciria, como si, el peso estuviera

concentrado en el extremo inferior.

Dos barras diferentes estan unidas y colgadas, disposicién que  se
muestra en la figura., Determinar cuanto desciende el extremo libre,

por efecto de sus propios pesos.

S INE W Z ENEIN

L1,4,Y sW

L2 382 ,Y2, W2

Nota: Resolver primero el problema anterior P. N2 7
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Teniendo en cuenta el resultado obtenido en el problema anterior

P. N2 7, podemos escribir directamente :

1l Waka
= 2 AY,
1 Wi Wa 2y L1 Wi
= —_  — - —_ = — _
M=y an T mn - ERL YTz W)
y la deformacidn total serid:
& = ARy + Afs
. % W . %2 Wa
o ® A1Y1(2+“’)+A2Y;(2)
9. Se tienen dos barras de las siguientes caracteristicas:

Barra (1 ) =>Y, p,2, A

Barra (II ) => Y, po,R,2A

Luego, las barras se cuelgan independientemente, sujetandolas de uno
de sus extremos.

;Cudl se estira mis? (Cuinto?

Posteriormente, en el extremo libre inferior se colocan los siguien-

tes pesos:
Barra (I ) => W

Barra ( II) => 2W

En esta situacidn, jcu3l se estira mas? y icuanto?

Nota: Resolver primero el problema P N2 7
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10.

Consideremos, en forma genérica, una barra de &reaz A, longitud £ vy

densidad p. Su peso propio P, sera:
P=p g AL

Su deformacidn por su propio peso, de acuerdo al resultado obtenido

en el problema P. N2 7, sera:

Vemos que la deformacidén AL es independiente del &drea A. Luego, con
cluimos que ambas barras, que solo se diferencian en el drea, se es-—

tirardn igual cantidad.

El estiramiento de las barras, debido a los pesos aplicados, seranm :

L = i‘g’.
A2eny Ya
= AR} = AR’
(1) (TL)
208 WR
1 = el o 2N
8% 11y Y2A YA

Vemos que estos estiramientos también son iguales. Luego, el esti-

ramiento total de las dos barras son iguales, con un valor:

1 EEQ WL
= + g == B Y
§ = AL + AR v + 3

3

El sistema mostrado en la figura estd constituido por la barra inde-
formable AC de masa m y por los cables DA, EB y FC de longitudes ini
ciales iguales. Encontrar cuanto se estiran los cables al colgarse

la barra. Y, (cudl es la fuerza en cada cable?

(Fig. en la siguiente pagina)
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Y Z W E LY E LY S E S S S = = =yt =

D E T
24,Y A,Y 24,Y| 2
A B o
|
L ! L/2

Sean Fi, F2 y F3 las fuerzas en cada uno de los cables. Como hay si

metria, el estiramiento AL es igual para los tres cables y las fuer-

zas: F; = F3-
DByl
£ Fa F3
1
1 (2) (3)
Yog
: Fi1 4
Para los cables (1) y (3) se tiene que: Af = 8%
y para .el cable (2) es: A = P2l
AY
- . A Fi14 _Fal
Como AR es comin, se tiene: TAY - AY

Luego: F; = 2F; y tambi&n : F3 = 2F;

Del D.C.L., aplicando la Ley de Newton, en equilibrio estdtico se tie

ne: F, + F» + F3 = mg

reemplazando los valores de F, y F3, queda: 5F, = mg

w|ra

obteniendose : F; = 28 y Fp =F3 =

5 mg

50



11.

Utilizando la expresidn: AL

el estiramiento de los cables es: AL = mgt

— Comentario.

Como mencionamos en la exposicidn tedrica, este es un ejemplo de
un problema "estaticamente indeterminado'. Como hemos visto en
la solucién, la condicidn de equilibrio vertical, al aplicar 1la
Ley de Newton, solo nos da una ecuacidn, que es insuficiente para
determinar las tres tensiones desconocidas de los cables. .

De acuerdo a la estdtica una sola fuerza bastard para mantener a
la barra en equilibrio vertical, por lo tanto, en este problema se

tiene una situacidn "hiperestdtica'.

Los conocimientos que hemos adquirido sobre la teoria de la elasti
cidad, nos han permitido resolverlo. Considerando las deformacio-
nes el3sticas con la simetria geométrica, se pudieron obtener las

dos ecuaciones que faltaban.

A continuacién, en esta seccidn, encontrari otros ejemplos en los

cuales también se presenta la situacidn hiperestatica.

Una viga se cuelga por sus extremos de dos barras de igual longitud,
médulo de Young y densidad, pero de diferentes diZmetros(d; y d2).

La viga se carga con una fuerza F en la posicidn mostrada en la figu
ra. La viga es suficientemente rigida para no deformarse por flexidn.
Considerando que el peso propio de la viga, en comparacidn a la fuer
za F, es despreciable. Pero no asi,los pesos propios de cada una
de las barras. Encontrar la relacidn x/y para que la viga permanez

ca horizontal.

Fig. en la siguiente pagina,
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ALENNESPE EINE S Efp =fF T S TR =

Nota: Resolver primero el problema P. N2 4,

. Equilibrio Rotacional:

- F
EM,= 0 => = =X _ I
0] 1 Fa Fix Fay y T

La deformacidn de cada barra consta de dos partes: la deformacidn de
bida a la carga que soporta en su extremo, mids la deformacidn produ-

cida por su propio peso.

En el problema P.N® 9, hemos visto que para barras que solo difie-
ren en el drea, la deformacidén que experimentan por su propio peso
son siempre iguales. Por lo tanto, nos olvidaremos de ella, dado
que la viga se mantendrd horizontal, cumpliendo con el requerimien-
to del problema. Luego, solo se necesitara que las deformaciones
producidas por la carga sean iguales. Teniéndose:

Fi12

Aky = YA

El Eﬁ —_— Fa = ﬁl
Ay Az F A
Fa 2

ARp = ™
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Luego, con la relacién obtenida por equilibrio, y en funcidn de los

diZmetros, se obtiene:

< m

|
s
— [STH )

12, Un peso W se encuentra sujeto entre dos barras de peso propio compa-
rativamente despreciables, ambas tienen las mismas caracteristicas
pero de diferente longitud. Los extremos de las barras estan liga-
dos al peso y a los apoyos, los cuales son indeformables, tal como
se muestra en la figura.

Encontrar las reacciones que se producen en los apoyos.

W ZNE
L1
L m Im /
L2
1
S U =

D.C.L. 1 Ri Por equilibrio estdtico, Z Fy = 0,
T se tiéne:
Ri + R = W=20
W
Ra

Por la disposicién geométrica dada, tiene que cumplirse que las de-
formaciones de ambas barras sean iguales:

ARy = Afa
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y con la teoria de la elasticidad, podemos escribir:

Rl 21 _ RZ 22

AY AY

Rifi = Rafa
Luego, resolviendo las ecuaciones encontradas, se obtiemen Ri y Rz

WL
Ro=h ¥s Ry = 2H

Nota: Leer comentario problema PN2 10.

13. Un peso W se encuentra sujeto mediante dos barras verticales, como

se muestra en la figura.
Los extremos de las barras estan firmemente ligados al peso y a los

apoyos. Determinar la fuerza que actlia en cada barra.

A B =

Ay )Yl 21

Az , Y2 L2

L Y

B.C.L,
Fy

|

W
P

Relacidn geométrica de las deformaciones: AfLy»= ALy -

Equilibrio Estatico: F; + F, = W




14,

Luego, por elasticidad:
Fify, _ Fz2l
A Yy A Yo

y, resolviendo ambas ecuaciones, se obtienen las fuerzas pedidas:

W W
F = F - ——
! ., L1 AYn ! 1+ L ALYy

L2 T ALY 217 MY,

En el sistema mostrado en la figura, ¢(cuanto bajara el peso W respec

to a la posicién en la cual el tensor BC no estaba deformado?

= )'.-BM?E#; I
2
=
7 W
) ] 77—
1z
7 & A

o

Caracteristicas:
La Barra 0OA es indeformable y de peso propio P.

El Tensor BC es de peso despreciable, Zrea A y mddulo de elastici -
dad Y.

Equilibrio Rotacional: X2 M, = 0

T

1 T, - PL - W22 = 0 (La reaccidn R en 0 no
l produce torque)

P

l T-P-2U=20

W
T=P+ 2W
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Geométricamente, considerando que el giro que se produce es pequefio,

podemos escribir:

Por elasticidad, el estiramiento AL del tensor es:

TL
ﬁ'?'_';\_f
luego,
_ 2T
R

Finalmente, con el valor obtenido de T, se obtiene:

_2( + 2W)e
AY

En el sistema mostrado en la figura, la barra OE es indeformable y de

peso P; los tensores BC y DE son de peso despreciable, &rea A y mddu-

lo de elasticidad Y.

- Encontrar cuZnto bajar2 el peso W respecto a la posicidn en la cual
los tensores no estaban deformados.

- Determinar la reaccidn en el pivote O.

D
SE N EME I WEY = 1820




Equilibrio Estidtico de rotacién: 2Z M, = 0

T8 + T222 - PR - W22 =0

1]
=

T
T T, + 2T, - P - 2W
N 2 £

T,
l l T, + 2T, = P + 2W
P W

(La reaccién R en 0 no produce torque o momento)

Relacidn geométrica de alargamientos:

: | . 1
i b a%a A2 = 2088
Por elasticidad:
T; & T2 L
My o= Yo 8k = 5

Resolviendo estas expresiones,se tiene

2
T, = 2T, = B (P + 2W)
Luego, el descenso pedido & sera:
28
6 = Al, =Say (P + 2W)

Para determinar la reaccién R,, consideremos la posibilidad que ten-
ga componentes en la direccidn horizontal R"x y en la direccidn ver-
tical R°y’ aplicando la condicidn de equilibrio estdtico en ambas di

recciones, se tiene:

Figura en la sgte. pagina.
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D.C.L.
ZF;=0=> Ro, =0

4 [ ZF =0=> Roy + Ti + Tp=P-W=0

16.

R, !
= lp W Ro (P +W)-(T; +T2)

Reemplazando en &sta expresifn los valores de T; y T», arriba obteni-

dos, la reaccién pedida R, = R“y’ puesto que Rox = 0, sera:

_ T, _ 3 _ . 3 2 1
Rc—(P-!'W)—(z-f'Tz)—P-FW—ZTz—PTW—E(P+2W)—§P—gW
Re == (2P - W)

0_5 ol

En el sistema mostrado en la figura, la barra OE es indeformable vy
de peso propio P, pudiendo girar libremente en el extremo O y en el
otro extremo E cuelga un peso W. Los tensores AC y BD son iguales,

de peso despreciable, drea A v mddulo de elasticidad Y. Determinar

4

las reacciones RA’ R, v el descenso del peso W en el extremo E res-

B
pecto a la posicidn en la cual los tensores no estaban deformados.

A B
vz was e
2
L
& D

o
=
ey




Condicidn de equilibrio: ZM,= 0

(La reaccidn R, no produce torque)

§ 3
R, Ry LR, T 2LR -5 AP - 320 =0
E
R, + ZR_ = §-P + 3y = 3(_2 + W)
A B 2 2
P - - caiz 2
Tenemos una situacidn estatica inde-
terminada.
Relacidn geométrica de alargamiento:
= AL QQB
8

280, =8, y 388, =86

Por elasticidad en los tensores, se tiene:

o o at g o B
A AY ¥ B AY

igualando, con la relacidn de deformaciones, queda:

reemplazando en la ecuacidn de equilibrio y resolviendo:

" R, = 2(5+W
Ry + 4R, = 3(—2- + W = 5
RB =?{P+2W)
El descenso &, serd:
3R, 2
_ "TA _ 9 & P
§ =3, =—%3y = Sm(7tW



En el sistema mostrado en la figura, determinar cuanto desciende el

peso W, respecto 2 la posicién en la cual las barras verticales no

estaban deformadas.

La barra horizontal es rigida e indeformable y de peso P. Las barras

verticales son de peso despreciable, seccidn A y mbédulo de elastici-

dad Y.
_-E= JH 2 I T P B g o= 10 = A5 Sy _:/]
44 L
_g
W % L
0= [&) A w
N
g 2
i
TR B pir ey i A S gﬂ%j
Equilibrio rotacional:
Fi
’ Fig + F28 = PL + W22
0 L £
l (La reaccidén R en O no produce torque)
P W Fi + F2 =P+ 20

B

Como ambas barras se deforman por igual:

F1 = F2 =F

Se tiene:
F =P/2+ W

Por elasticidad:

. FLo (P23 Wie
b= Y AY
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Luego:
(P+2W)2

x = 208 = Ay

0
\]M’\J}{

18. Una barra de longitud L y masa m se encuentra suspendida por un pivo
te B indeformable y por dos tensores en sus extremos, COmo Se mues —
tra en la figura. Los tensores de peso despreciable, son iguales,

de area A, longitud £ y mbdulo de elasticidad Y,cada uno.

Determinar el dngulo que gira la barra.

L

Ll
R
B

Y=

= £
8y ] [
2 B
| 5|3 :
T i i
E L i—L Equilibrio : Z M, =0
3 3 quilipbrio : B

L (La reaccidén en el pivote B no produ-
T,

ce torque)

Tl-% L+ T, %—L - P % L=20
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Relacidn geométrica de las deformaciones:

2
AL = j Lo
s ALy
2 ==k o
hla & \
Afa = l L6
3
Por elasticidad: ? = T, = 2T,
_ T, &
ALy = Ay
S ARy T
—-> —_— = — /
Afla Ts
T2 L
& = =%

Reemplazando en la ecuacidn de equilibrio:

Ty = T%— = T% mg
Luego,

azz=l—é%$£
y, finalmente:

© - 10 B

19. En el sistema mostrado en la figura, calcular cuanto asciende el ex-
tremo P de la barra indeformable y de peso despreciable, cuando se
le coloca un peso de 10 Ton. en ese extremo.

Los tirantes son de acero y de 2cm’ de seccién cada uno, suponga de-
formaciones pequefias de tal manera que se puedan hacer las aproxima-

ciones geométricas apropiadas.

(Fig. en la sgte. p3gina).
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Por elasticidad, las fuerzas en los tirantes para estas deformacio-

nes, seran:
o -
., hA 10 3 3.
FA = YA f; = YA 5 = YA —=5 x
3
— X
AB Y5
FB_'YAT =YA_L= YA%}:
B /52
El equilibrio estdtico, Z M, = 0, proporciona una expresién, de la
cual obtenemos el valor pedido x:

3Fp sen 0, + 6Fp sen 6y = 8F

(La reaccidn R en 0 no produ-

ce torque).

20.

¥4 ( I % 3 x4 ) x + YA ( 6 x 3 x4 ) = 8F
5 % 50 52 /52
F=1x 10 kg
con Y = 2 x 10° kg/cu?
A = 2cm?
queda:
2 x 20x 18 x 10° ( 1 l___ Ve = )
8 125 13 V52
:\=l—-=00595 = x = 5,95
6.8 : m x = 5. cm

En el sistema mostrado en la figura. Calcular cuanto desciende el
extremo B de la barra horizontal, rigida y de peso despreciable, cuan

do se le coloca una masa M en ese extremo.

Las barras inclinadas son iguales, de area A y mddulo de elasticidad Y.

Asuma pequenas deformaciones, o sea, gue se pueden hacer las aproxima

ciones geométricas usuales.
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_l'__
L
B ——— NS @.
B
3L
3%
453
L 1
Nl B 1
1_\_ b4
T |

(Por claridad, solo se ha dibujado unas de las barras inclinadas -~

Para ambas es similar).

Relaciones geométricas de las deformaciones:

6Lla = x i

3La = 6
- = = = i/_?_ —'/E
5 = sen 45 > A= g T
Por elasticidad:
/5
I - B 2
3L/2 32 4

X

YA
121
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Equilibrio rotacional:Zi M, = 0

V2
Mg 6L = 2FTBL
Y2
0 Mg = F ——

Mg

(La reaccidn R en O no produce torgque).
Reemplazando el valor de F, despejamos el valor buscado, =x:

oo YA ¥Z
et T F

_12/2 Mgl
AY

Se tiene tres cables como se muestra en la figura, en un estado sin
deformaciones.

El cable vertical de longitud L tiene 2rea 4; y mddulos de elastici-
dad Y1. Los cables inclinados un angulo ¢, son iguales y tienen un
area A; y mddulo de elasticidad Y, cada uno.

¢{Cudnto bajard el punto de unidn cuando de €l se suspende un peso W?
Asumir que las deformaciones son pequefias, por tanto, se podran ha-

cer las aproximaciones apropiadas de uso frecuente.

SIS I DI BA SIS B SIS A=
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Equilibrio EstZtico:

ETE L WSS Z LSS T

I T
’:1 T
|‘ Tl 2
W
T, + 2T, cos ¢ = W
W
AL << £
Considerando: = o & g
4L’ << £

Relaciones geométricas de las deformaciones unitarias:

By et
cosc
£T
> ﬂ—g,= -—ﬁi& cos’a
AL' = AR cos ¢
Por elasticidad:

- AL

ly = AIYIT

y AL' A

T2 = AzY» T = AQY; 1 COSZG

Reemplazando estos valores de T; y T2 en la ecuacidn de equilibrio,

se obtiene el descenso pedido:

WL
Ag Yo
A Y,

AL =

gAY (1 + 2 cos®a)
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- Aclaraciones referentes a las aproximaciones.

Como ilustracién, creemos conveniente, en este problema, justificar
con mayor rigurosidad matemdtica las aproximaciones en las relacio-

nes geométricas utilizadas.,

Sistema no deformado Sistema deformado

Para comenzar, observe que el cateto horizontal de los triZngulos
mostrados no varia con la deformacién.
Luego, apliquemos Pit3goras a ambos tridngulos.

.En el triangulo deformado:
(o' + 82")2 = (& + A2)* + (& tg a)?

Considerando, dentro de los limites eldsticos, que: AR << £ v
AL' << &', al elevar al cuadrado, podemos despreciar los términos

cuadriticos en AL y AR'., Teniéndose:

1

2'? o+ 20780 = 2% 4+ 2080 + 22tg’a

n

o'+ 20'A8" = 2282 + 22 (1 + tgla)

.En el triZngulo no deformado:

22+ (2 tg o)?
22 (1 + tgle)

212
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Reemplazando esta expresidn en la anterior, se obtiene:

2'2 + 28'AR" = 2pp8 + 27

LTAL' = AR
L
AL’ Eotipabl
% . - 4
Como: cos a = v (Ver trizngulo no deformado)
Luego, queda: AL' = AR cos o

Vemos pues, que la aproximacidn geométrica utilizada corresponde az
una aproximacidn 2l despreciar té&rminos cuadraticos de las deforma-

ciones.

En la solucidn aproximada se planted esta expresién considerando que

e' = ¢, En realidad bastariz haber considerado que: cose' = cosc,

puesto que geométricamente la relacién de deformaciones es:

cos a' = A
L
Luego, si cos'a = coswc, se tiene la relacidn utilizada:

ALY = AL cosa

Adicionalmente, la igualdad de cosenos también se utilizd al estable
cer el equilibrio estdtico. Por lo tanto, es conveniente, como ilus
tracién, considerar la expresidn exacta del cosa' en el sistema de-
formado y proceder a su expansidn reteniendo solo los términos de

primer orden. Veamos:

En el tridngulo deformado se tiene:

cosa' = L+ ok
AR Y
o bien:
L
cosa' = (L 4+ AL) (L' + ALYt = %' (1 + 9%.)(1 + E%T
' e AL :
Como, 82" << &' =275 << 1, por lo tanto podemos expandir o desa

rrollar el binomio de Newton:
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L AL L'
cos o' = T (1 + - ) (1 - EET

+ i)

Limitando la expansidn hasta el primer orden:
L AL ALt
LTt + —— i
cos @ o (1 i ) (1 o )
Efectuando y despreciando nuevamente los términos de 2° orden (como:

)
L E%T-L queda:

L
, L hL AL!
cos o -“—2-,’ (1 +—2' - —1-] )

Considerando adicionalmente que el angulo a no es excesivamente gran

AL a2

de, se tendrZ que las deformaciones unitarias: i > son

aproximadamente del mismo orden de magnitud y como estZn restadndose

en esta expresidn se anulan, quedando:

A -
COS&—-—E,—

~Como en el trifngulo no deformado se tiene que:
oo
cos o = _ﬁ-r

finalmente obtenemos:
cos a' = cos a

Nuevamente vemos que esta aproximacidn tambi&n corresponde a una

; £ i . 27 %
aproximacion al despreciar términos cuadraticos.

Por lo tanto se justifica el haber considerado en el equilibrio estd

tico, en lugar de la expresidn exacta:

T; + 2Tzcos o' =W
La expresidn aproximada:
T, + 2T2cos ¢ =W
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22,

Finalmente, observe gque las expresiones elZsticas aplicadas en este
problema son exactas, no habi&ndose considerade ninguna aproximacidn
en ellas mismas. Solo se introducen en ellas las aproximaciones geo

métricas del problema en particular.

Tres barras de iguales caracteristicas, pero una de ellas ligeramen-
te mads larga que las otras dos se fuerzan para que sus extremos li-
bres permanezcan solidariamente juntos, tal como se muestra en la fi
gura,

Calcular las fuerzas que actiian en las barras.

PSS E S S SIS SIS = 2 =
%
|
|
3 s B L
a
Posicién inicial Posicién final

Llamando F a la fuerza de compresidn que actuarZ sobre la barra cen-
tral y T a la tensidn sobre cada una de las otras dos barras, por

equilibrio estdtico se tiene:
2T = F

Por elasticidad, podemos escribir:

F(L + a)

. Para la barra central: A(L + a) = Y
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23.

considerando que: & << £ => A(L + a) = %%

TL

A
o

Para las barras laterales: A(L) =

AY

iy
oy

Teniéndose : 2T = F => 4(L) =

[E¥

Como en la posicidn final los extremos libres permanecerzn solida -
riamente juntos podemos relacionar geométricamente las deformacio -

nes y escribir la siguiente relacidn entre sus mddulos:

A (L + a) +a(R) =a

Reemplazando los valores encontrados anteriormente:

Fg ., Fo _ —> p o 2aAY o _ aay
AY T 7ay T @ F25 » ¥% T ¥
Calcular las fuerzas que actilan en las barras dispuestas como se

muestra en la figura (a). Teniendo en cuenta que antes de unirse
las tres barras en el punto "0", la longitud de la barra vertical era

ligeramente mayor (2 + 2a) como se muestra en la figura /(b).

L
el o
0 a
e e Wi
(a) Posicidn Final (b) Posicidn Inicial




Equilibrio estdtico, considerando que las dos barras inclinadas son

iguales, se tiene:

T F T

Relaciones geométricas de las deformaciones, considerando a << {:

A(L + a)

- |

cos o

| s e W (11)

- AR
°=

cos «
:ﬁ(£+a)+6=a y,




Por elasticidad, teniendo las tres barras igual Zrea A y médulo de

elasticidad Y, se tiene:

. & oa) = F(2+ 3)
L(L + a) = N
e ELE)
P 72!
AL Ay

Resolviendo simultineamente a las expresiones I, II y III,se obtiene:

2 3 2
F o= aAY cos o , y: T= aAY cos“ o

£+2(8+a)ecos’e 2+2(2+2)cos’a

0, finalmente, para a < < L:

224Y cos’a . aAY cos’e

2(1 +2cos’a) 2(1+ 2cos® a)

- Aclaraciones referentes a las aproximaciones.

Nuevamente, como en el problema P.N2 21, con el objeto de aclarar,
justificaremos matem3ticamente las aproximaciones geom@tricas uti-

lizadas.

0

(a) Situacidn deformada (b) Situacién no deformada

Aplicando el Teorema de Pit3goras a2 los tridngulos,

. Fig (a) => (&' +82")% = (& + 8)* + ¢
. Fig (b) => g'? = 22 + ¢
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eliminando el t&rmino c’, queda:

(2" +82") = (2 + &) + (2 - 2Y)

AR << B!

Teniendo en consideracién que: == § %% g

al elevar al cuadrado los binomios, podemos despreciar los té&rminos

cuadrdticos en AL' y &, teniéndose:

£'? 4+ 20'A0" = 2%+ 296 + ' - g7

Simplificando:

i
L'ALY = 88 > = =
é
Expresidn que es justamente la aproximacidn utilizada, como puede

verse al compararlas: con las expresiones (II), esto es:

I S
cos a o 5

Por lo tanto, esta aproximacidn es equivalente a asumir que:

cos o =~ cos o o o = o

Sin embargo, tambifn como aclaracidn, insistamos sobre esta aproxima
cidn.

Consideremos la expresidn de cos a , de la fig. (a), se tiene:

: A 5 ALY (-1
CDSQ=L6=—"""(1+P-)(1+—
Lt o+ ALt I3 L e!

teniéndo  en cuenta que:

A8

or << 1 y —%— << 1



Expandiendo por el binomio de Newton y reteniendo solamente términos

de primer orden:

cos @ = —5 (1 T‘_ET')(I - o )
’ e o 8 AL
Efectuando y despreciando términos cuadraticos (en productos: X _E’)’
queda:
i & AL’
T — , — ——.
cos « o (1 + 0 53 )

Y %% son del mismo orden de magnitud, que se

=|o

Considerando gue

restan y son menores que uno, se tiene que:
cos o = s B
E'I

Por otro lado como, de la fig. (b):
R
cos o' = —7
Luego, finalmente se obtiene:
cos ¢ ¥ cos a' & a=a
Calcular cuZnto se comprime el blogue mostrado en la figura, cuando

se le aplica una fuerza F. Mddulo de elasticidad Y. No considerar

el peso propio del bloque.

A\ A




Determinacidn del Area a una distancia x:

I
| I
! | x
I I
b b
= —— h
| |
| |
2, &
2] a | 2 {r
!
Se tiene que:
X d ax ax X
2 e =2 = r = da i = e —_— = - —
o 2 d 5, Ys» b= ad 24 = a H a(l h )
2

Luego, el &Zrea transversal de la base a una distancia x sera:

A =ab=a2(l+%)

Variacidn de longitud del elemento dx:

A(dx) = fix T -
(x) Ya? (1+2 )
h
Luego, la deformacién total sera:
b Fax Fh b gx Fh h
oh = | = —_— = ELn(x + h)]
0 Ya’(1+F) Ya? o h+ x Ya? o
sh o= 14 (2)
Ya®

25, 8i se utilizan dos bloques de apoyo como los del problema anterior
P. N2 24, dispuestos como se muestran en la figura, encontrar el des
plazamiento del extremo libre de la barra, de peso despreciable, ri

gida e indeformable; al aplicarsele un peso W en ese mismo extremo.
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AT sy I = S =

S = = /7
I= —

L L

Nota: Resolver primero el problema anterior P.N2 24

Por equilibrio estitico:

F;
¥
Fa VW
LF=0 => F1 +W=Fa Fi =W
=
ZM=0 => 2F; = F, Fa = 2W

Por elasticidad, teniendo el resultado del problema anterior P.N=24

y considerando que ambos blogues son iguales:

Wh
Ya?

Ahg

I

Ln (2)

Aha 2Ah
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26.

Relacidén geométrica de las deformaciones:

ﬂhIF\

L

Luego:

|
_i

36

w
]
i
=
E‘

34hy

"

SWh

¥.= Ln (2)

[E]

Ya

Una barra, rigide e indeformable, tiene un peso W y longitud 2a. Esta

suspendida en su punto medio por un tirante de drea 44, longitud 2h y

modulo de elasticidad Y. En uno de sus extremos se encuentra un tope

tronco cbnico de bases 4A y A, altura h y mdédulo de elasticidad 2Y.

En el otro extremo se le aplica una fuerza igual al doble del peso de

la barra.

Determinar cuanto desciende este extremo.

Ver figura:

WSS

JE Y =2

AW
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Equilibrio estitico:

4

S R 2W
i 5 1 EF=0 =>S +3W="rR
R = 5W

J’ ZM,=0 =>5 =2

[}

Elasticidad:

- tirante..
T R
_ .. _ 5W . 2h _ 5Wh
2h A(2h) = ~Nir VA
Ix
- tope. }S De la geometria del problema:
LA i - (2h - :-)2
i A y (Y) h?
(y)
h 5 7
\ / Tdy Luego, para el elemento dy:
A
\ / # 5 2
\ ‘ X Bdy) = et - ¥ b
h \St 4 (y) YA (2h - y)?
\\.‘ /
- v
integrando:
A(h) =ﬁ2 jh dy - Wh? [ 1 ]h - Wh
YA (2h - y)* YA 2h-y ‘o 2YA

Comparando los valores obtenidos en estas deformaciones, se tiene:

A6(2h) = 54(h)
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Luego, geométricamente:

2[ A(h) + 5a(h)] - A(h)

A(h) D e
- . _llwa
546 (h) x = 11A(h) = 7 YA
x - 1o WA
s 1055 YA

27. Una barra de longitud %, 3rea A, peso Q y mbdulo de Young Y, gira
con una velocidad angular w constante sobre una mesa horizontal sin
friccidn y pivoteando libremente en uno de sus extremos alrededor
de un eje perpendicular a la mesa. Determinar el alargamiento lon-

gitudinal producido. ¢CuZl serd el esfuerzo maximo?

Q
[}

El peso por unidad de longitud es: A =

Debido a la aceleracidn radial, para el elemento diferencial conside

rado dx, se tiene una fuerza:
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dF (dm) w’x

EEL-xdx

]
1l

X bl
dF — dx)w' x
(g Jw

La fuerza total sobre una seccidn transversal a una distancia r del

pivote 0, sera:

L Aw Aw? &
Fr = J —E— xdx = 2 j xdx
T T
_ }.m2 i) 2 . QL‘JZ 2 2
E. = g (" -7} = 278 (8° = %)

El alargamiento de un elemento diferencial dr, sometido a esta fuer-

-
za Fr’ sera:

AN
Luego, para el alargamiento total de la barra, se obtendra:

L F_ dr 2 L 2 3 2 3

_ 5 _ o Aw .. _ Aw 3 L - Aw 2‘.‘&.

bL = £ YA = 2gVA [ @ - xfar - 2g7A 3 )" 2572 3
2,3 2,2
s B . %
3gYA 3gYA



La fuerza m&xima se da para r = 0, esto es:

P o= M2 Quis
max 2¢g 2g

Por consiguiente, el esfuerzo maximo pedido es:

max _ iw’g? _ Qu &
max A 2gA 2gA

28. A la barra del problema anterior, P.N2 27, considere que,adicional-
mente, se le fija en el extremo libre un peso puntual P. Determi-
nar la deformacidén longitudinal total que experimenta la barra en

su movimiento de rotacién.

La deformacién inercial por su propia masa, de acuerdo al resultado

obtenido en el problema anterior, es:

o Qu? 22
3g YA

Para determinar la deformacién inercial por la masa concentrada en

su extremo libre, primero encontraremos la fuerza inercial:

y la deformacidn sera:

(P/g w'2)8 _ Pu’?

L A=y gYA
0
Finalmente, la deformacidn total es:
352 252 2.3
_ i nwo_ Qu'i Pu” 2" _ w2 Q
6 = o'+ A" = o7A ot (3 + P
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29.

Con relacidn al problema P.N2 27, determinar el valor maximo de la

velocidad angular para un valor dado S, del esfuerzo unitario de tra

bajo. Expresar su resultado, w_, en funcién del pesc especifico y

de la barra y en revoluciones por minute (r.p.m.).

Encontrar también, en este caso, el alargamiento de la pieza.

Para una velocidad angular w, en el problema anterior, hemos encon-

trado que la fuerza maxima, parar = 0, es:

F .:.ng_f'
m 2g

como: Q = yAL, en funcidn de Yy, es:

F - YAR'Z wz
m 2g

Ahora, este valor F_ se fija por el esfuerzo de trabajo dado S., que

T

dando por determinar el valor correspondiente W de la velocidad an-

gular. Esto es:

2
2 2g8,
A S, =F =l£w2=>w*=is,r=>w =
g m m b

y, expresado en r.p.m.

ey = m §E.= 30, 230 /) 2S.s
m T T m L Y

El alargamiento, encontrado también en el problema anterior, es:

Qu? 2?

A% = 3va

y,en funcidén de y y para el valor W, Se tiene:

.9.3 2
AL = *3? wm

2
3

| =

Se
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Determinar la deformacién producida en una barra de longitud L, d@reaA,
mddulo de Young Y y densidad lineal de masa A, cuando se le imprime
longitudinalmente una aceleracidén 2 constante.

Analizar todas las situaciones posibles en cada uno de los dos ca-

sos: horizontal y vertical. (ver figuras). Indicar si se alarga o

se acorta la barra acelerada.

a
Horizontal Vertical
- 4 Horizontal:
F =3 x a
x
dx
FX -l—-? —_— F L\(dx) - alxdx
3 YA
| |
| -
x
— wm B 1" gies L2
a YA & 2 YA

Si llamamos F a la fuerza externa aplicada sobre lz barra, con F=Afa

podemos escribir:
1T
b= 2%
La aceleracién 3 se puede comunicar con la fuerza F, jalando o empujan

do la barra. En cada caso se tiene:

Jalando g B se alarga
Empujando F se acorta
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> -
- a vertical:
La fuerza F necesaria para comunicarle una aceleracidn a vertical,

de acuerdo a la 22 ley de Newton, seri:

jme
(+)T. M F-mg=ma=F=m(a+g) =i (a+g)

F

Como acabamos de encontrar, la deformacidn producida en una barra

acelerada en funcién de la fuerza F aplicada es: AL = Lk donde

2 YA ?
F es el médulo de la fuerza, es decir |F|. Luego, como verticalmente
la aceleracidn a puede ser hacia arriba (positiva) o hacia abajo (ne

gativa), el médulo de la deformacidn sera:

oo LIFlE 1 i@+ gl
Z7ya 2 YA

La aceleracidn se puede conseguir jalando o empujando la barra. En
cada caso, segin el sentido, se tendra:
Para F >u, sentido positivo hacia arriba.

TF

jalando empujando
se alarga se acorta

Para F < 0, sentido negativo hacia abajo.

jalando empujando
se alarga se acorta
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Es importante analizar los siguientes casos particulares:
- sia= 0, se tendrda que F = mg = W.

La barra se deformara por su propio peso, es decir:

1 2g
&f_:— ..‘:J_i.z ‘l liﬂ.

2 YA 2 YA
y se tendrd que:
¥ n qu T F=mg
suspendida sostenida
se alarga se acorta

TF

- Si a = -g, se tendrd que: F = 0 y la deformacién serd nula: 4%=0

La barra no se alarga ni se acorta,conservando su longitud £,

Podriamos decir que es equivalente & una barra en reposo en au-

sencia de campo gravitatorio.

31l. Dos barra diferentes se unen mediante una pequena barra ideal, inde-
formable y de masa despreciable, tal como se muestra en la figura.
El sistema asi formado, se jala del extremo P comunicandole una ace-

- - 2 - - -
leracidén a constante. Determinar la deformacidn total producida.

(fig. en la pag. sgte.)
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Si se empuja del extremo Q, (se acorta o se alarga?, ;la deforma -
cién producida serZ la misma anterior?.

Considere tambi&n el caso cuando el sistema solamente se suelta ver
ticalmente,descendiendo con la aceleracidn constante de la gravedad.

iCuZl es la deformacidén en este caso?

Q + 2) 1 (1) $r ——
Z(mz s L2825 Y2 dml s 21,81 ,Y1)

Nota: Resolver primero el problema anterior. P.N2 30

En el problema anterior hemos encontrado la deformacién de una sola

barra, cuando tiene una aceleracidén. Este es el caso de la barra (2):

_ 1l ma %

Al 5 22Y,

La barra (1), adema@s, arrastra concentrada en su otro extremo a la

barra (2), luego su deformacidn serZ:

l ma 4 mzaly
2 ArY, Ay Yy

1
AL, = =(Em1+m2)

A Y,
Y, la deformacidn total del sistema, en este caso cuando se jala del

extremo P, serd un alargamiento:

als + i m al mp 2l
A Yy 2 AMY ALYy

B

5 1
L]

Si se empuja del extremo Q, se produciri, ahora, un acortamiento.

La deformacién de la barra (l) sera:

m al;

AR, = AT,

o] =
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32.

La deformacién de la barra (2) sera:

—

' 1 mealis m ala als
b it + ) S S * i
o 22 2 AlY, Y4 A- ( 2 = m; ) Aa Yo

Y, el acortamiento total del sistema serZ:

. lmag; , 1 maf, 5 m aly
2 MY 2 A, Az Y2

Observe que: &' # 6. La longitud de acortamiento cuando se empuja
es diferente a la de alargamiento cuando se jala. Las expresiones

difieren en el Gltimo t&rmino.

Cuando el sistema se suelta verticalmente, la tierra atrae indivi -
dualmente todas las particulas, comunicandoles por igual la acelera
cidn g constante,ademds, tampoco ninguna barra arrastra o empuja a

la otra. Luego, el sistema no se deformariZ, 6 = 0.

Una cierta fuerza se requiere para romper un alambre. ;Qué fuerza se
requiere para romper un alambre del mismo material el cual es:

a) del doble de longitud

b) el doble en diZmetro y de la misma longitud?

Considere que la fractura se presenta justamente en el limite elds-

tico.

Como la fractura se presenta en el limite eldstico, se cumple la re-
lacion de Hooke, esto es:

b

P .
— es proporcional a 2

A
Como ambas piezas son del mismo material, se tendri:
a) Cuando la longitud £ se duplica a 2%, el estiramiento serd el do

ble, pero la fuerza seri la misma F.

b) Cuando el diZmetro se duplica a 2d; el Zrea A es igual a 4A. Para
conservar la proporcionalidad la fuerza F tiene que ser igual a

4F.
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34.

359,

(Cual es mis elidstico?

a) Caucho o Acero

b) Aire o Agua

Entendiéndose por md3s eldstico el material que con un menor esfuer-

zo presenta una mayor deformacidn, se tiene:

a) El caucho es m3s eldstico que el acero.
Ver los diagramas de tensién mostrados en la Fig. 9.3 a) y c).

b) El aire es mas compresible que el agua.

iCuZl es el objeto del refuerzo de acero en un elemento de concreto?

¢El concreto necesita mayor refuerzo bajo compresidn o bajo tensidn?

El concreto se logra por la unidn de piedras, arena y cemento.

El concreto solo puede resistir bien los esfuerzos de compresidn.
El objeto del refuerzo de acero es hacerlo resistente a los esfuer-
zos de traccién. Por ello, cuando una pieza de concreto va ha ser
sometida a traccidén es indispensable el refuerzo de acero. Cuando
se le somete a compresidn, el refuerzo de acero se coloca para mejo
rar su comportamiento a la compresidn.

Cuando el concreto lleva refuerzo de acero se le denomina Concreto

Armado.

Determinar el diZmetro que debe tener un tirante de acero de 2m de
longitud, para que soporte 2,700 kg.

AdemZs, encontrar su alargamiento. Trabajar con los siguientes valo
res:

Carga de trabajo del acero = 1,400 kg/cm®

Médulo de Young del acero = 2 x 10°kg/cm’

Como se conoce la fuerza que actuard sobre el tirante y la carga

mZxima de trabajo que se nos permite hacerlo trabajar, inmediatamen
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36.

te se puede encontrar el 3rea minima que necesita tener el tirante

en tales condiciones. Esto es:

_E = _ 2,700 _ 2
Como: S, = 5 > A = 1400 - 1.93cm
2
Como: A = E;—- =>4d =1.57 cm

Pero,como comercialmente las barras de acero se fabrican todavia con
didmetros en fracciones de pulgadas, el que m3s se aproxima por exce

sS0n es:

5”
D=—= =1.59 cm
8
Luego, el alargamiento deberd determinarse con el drea correspondien

te a este didmetro y no al calculado. Teniéndose:

2
& =X & poon et
Z
CFL 2,700 x 200 i
b= B - = 0,157 om

1.98 x 2 x 10°

Un cartel que pesa 200 kg cuelga del sistema mostrado en la figura.
La barra horizontal es rigida e indeformable, de peso 40 kg y puede
girar libremente en el extremo O.

Determinar el diZmetro del alambre, el cual pasa por una polea P que
gira libremente, para una carga maxima de trabajo de 1,400 ngCmF.
Los didmetros disponibles del alambre a usar, en centimetros, son:
0.1y 0.3, 9.5; 0.7 » 0.9.

Teniendo en cuenta que el giro md3ximo permitido a la barra en el pun
to 0 es de 0°2'0" (2 minutos), comprobar el difmetro determinado an-
teriormente, o redisefiar, si fuera necesario. El mdédulo eldstico de

los alambres es de 2 x 10°kg/em® .

Fig. en la sgte. pagina.
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con ejercicios

Equilibrio , £ 1, =0

W, W V2 VS
2£Q+5 24+ 5 3820 T bl 44T = = 0

240 + 2 x 200 = T¢/Z + = /)

o L £ L ' y
_ 480 _
lwz lq lw;z L~ Rk

Observe que se tiene un solo alam
sena = V2/2 senB = V5/5 bre a través de la polea. Por lo

tanto, la tensifn es la misma a lo
largo del cable, en ambas ramas.

Conociendo T y S,, el diametro necesario sera:

T 150

A= —" =

5. 1400 - 0.107 ecm* =>4? = ﬁ% = 0.136 =>d = 0.369 cm.

Luego, colocaremos un alambre disponible con un didmetro por exceso,

superior al encontrado, esto es:

d =0.5cm

Calculemos, ahora, el diZmetro necesario, consistente con la deforma

cidn maxima permitida.
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La deformacidn total del alambre

es:

§ = 8+ 6= 286 (/2+= /5) = 3.208

w

K

- . -3
5500 £ =1.862 x 10774

6 = 3.2

La longitud total inicial del

alambre es:

L=i+2; = 2/2 ¢ + /58 =7.32

2 = 272 g Luego, el diZmetro necesario serd:
22 = 2/5 3 .
, A=%= 150 x 7.32 ——
61 = xisen 1.862 x 1072 x 2~10°
82 = x,sen 61 = 248senc=26v2
X1 = 288 4

4 2 A 8

= 49 = — \/_ d Sl 0.374 _>d = 0.612 cm
% = 4eg 62 fsenp B 28¢5 -
- i o

® = 2985 % 60 - S&oo Fad- Considerando los didmetros dispo-

nibles, por exceso, se tomaria:
d = 0.7cm

Finalmente, comparando los dos va
lores obtenidos por tensidn y por
deformacién, debemos poner el ma-

yor. Esto es: d = 0.7cm.

37. (Qué incremento de presidn se requiere para disminuir el volumen de

Vo de agua en un 0.005% ?

- Por elasticidad volumétrica tenemos:

__p v
r}p——Bv

El mbédulo de compresibilidad del agua es:B = 2 x 10° N/m’
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La reduccidn de volumen es: AV = - 0.00005 V

Luego: bp = - 2 x 10° ( - 9;92%92—2 y = 1= 10° N/ m’
38. Un metro cibico de agua se somete a una presién de 4kg/cm®. Si

el mdédulo de compresibilidad del agua es 0.2 x 10" N/m?, icudl es

su volumen?

Como se tiene una compresidn,el cambio de volumen AV es negativo,

luego:

av
bp =-B ("—V )

despejando AV/V y reemplazando valores, teniendo en cuenta la nota

de la tab. AI.: , se tiene:

AV _ AP _ 4 kg/cm®
0.2 x 10" x 107 kg/cm®

=2 x 107*

I
l

escribiendo:

V- Ay Ao -
> w ) g e |8 g 10

el volumen comprimido sera:

V- AV =Vl - 2x107%)

y el volumen pedido, para lm’, serd:

V-AV=1x(l-2x10"%)=0.9998 n’
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39.

Al someter a torsidnm una barra circular, de radio R v longitud £,
encontrar el médulo eldstico de esfuerzo cortante del material, en
funcidn del torque aplicado, del angulo de torsidn producide y de
las caracteristicas geométricas de la barra.
6
3 (¢
/
f L §' = 16
ﬁ 6 = R8
[~
Vo ¥/ | ==l
I
I

Manteniendo el extremo inferior fijo, aplicamos un torque T que gi-
ra el extremo superior un Zngulo 6, denominado &ngulo de torsidn.
Este Zngulo es relativamente pequeno dentro de los limites de la zo-
na elistica.

Consideremos una capa diferencial cilindrica concéntrica con el eje,
de radio r y espesor dr, como se muestra en la figura.

La deflexifn producida es directamente proporcional al radio:

La variacidn lineal definida por esta expresidn, especifica que la
deflexidn varia desde cero en el centro 0, hasta el valor maximo al

borde exterior:

§ =R => ¢ =%=R
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Luego, podemos escribir:

S R e ¢ R - LI
5l_r >d)' r >¢_R 9

El esfuerzo cortante no es constante en la seccidn trasversal.
Considerando el resultado experimental, expresado por la proporcio-

nalidad eldstica, podemos escribir:
' T ' 8
s'=C¢ —>s=CrE

Esto es, el esfuerzo cortante es directamente proporcional al radio,
variando linealmente desde cero en el centro 0, hasta el valor maxi

mo al borde exterior:

s=C¢ => s=c3~i~
Luego, podemos escribir:

IS SVRG IENECUNY A P
gY@ >s' > S g8

Al tener el elemento un espesor diferencial, tomamos S' constante en
el espesor dr. Como el esfuerzo cortante es la fuerza tangencial
por unidad de drea, multiplicando S' por el 3rea de la seccidn trans
versal del elemento dA = 2wrdr, nos darZ la fuerza tangencial

dF = S' 27nrdr y el torque serd: dt = rdF = §' 27r’dr

Integrando de cero a R, obtendremos el torque total resistente.Y,

por la condicién de equilibrio lo igualamos al torque aplicado T ,

teniéndose: R
T = j S' 2wr’dr
o
. =R
con : S R S
R 4
_ _E 2 _ 27 3 _ 278 R _1 .3

T = £ S R 2nr-dr R £ r’d <X i 5 TR S
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De aqui, se obtiene el esfuerzo en funcidn del torque aplicado:

21
7R

Luego, finalmente, el mdédulo en corte es:

=k
3

218

- -
¢ R

g =
7 e

=@

Una barra prismatica de seccidn transversal recta A estd sometida a
tensidén axial mediante fuerzas F aplicadas en sus extremos.
Considerando una seccidn oblIcua al eje de la barra y que forma .un
dngulo 6 conla seccidn normal al mismo, determinar los esfuerzos nor
mal y tangencial o cortante en el plano oblicuo considerado.

En cuales secciones, esto es, para que valores del angulo &, se pre-

sentan los m3ximos esfuerzos normal y cortante, y, (cudnto valen?

En la figura se muestra una seccifn oblicua ab.

a

F—‘-—-—

El esfuerzo de traccidn S en la seccidn recta A de la barra es:

[7p]
I
5|1
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El drea A' de la seccidn oblicua ab, con angulo &, es:

La resultante de las fuerzas distribuidas en el Zrea A',por equili-
brio, es igual a la fuerza aplicada F. Esta fuerza la podemos des-
componer en dos como se muestra en la figura, teniéndose, las compo

nentes F! normal y F; tangencial a la seccidn A'.

Con valores:

R L SN
Fn = F cos 8 y F_=F sen g

Luego, los esfuerzos pedidos seran:
El esfuerzo normal Sé, a la seccién oblicua de drea A', es:

Fl

. El esfuerzo cortante SL, tangente a la seccién oblicua de area A',

es:

F!
v ot _Fsenb _F _ 1
St i TTeos @ e 6 cos 6 = —5—-5 sen 28

y, con maximos:

. El m3ximo esfuerzo normal se presenta justamente en la secci6n rec

ta, para 6 = 0, con valor : S; = §
max
. El m2ximo esfuerzo cortante se presenta para secciones oblicuas de

dangulo 8 = 45° , con valor: SL = %-S.

max
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41. Para una barra dada se encuentra experimentalmente los mddulos:

Yy = 10" N/m? y C =4 x 10*"° N/m®

Determinar los médulos B y o.

B Y
Sabemos que: C = —E?T—;—Ej—
Luego:
11
G:._ga._1= —10___1:0-25
2x4x10'
También sabemos que:
= Y
B2
Luego:
10" - 10 2
= = 6,67 10 N
b= T - 025 % In

42. Un anillo de radio R, seccidn transversal A y mdédulo de Young Y, se
somete a compresién con una fuerza radial uniformemente repartida de
q N/m. Determinar la deformacién radial AR que experimenta el ani -

llo.

Primero encontremos la fuerza F
longitudinal en la circunferencia
del anillo. Para ello, conside-
remos la mitad del anillo y por
equilibrio en la direccidn verti-

cal, se obtiene:

w/2
z Fy = (0= 2F = 2 j qRd¢send
o

n/2
F ds = Rd¢ F F = gR g seny dé¢ = gR
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y la deformacidn de un elemento longitudinal dS, sera:

A(ds) =

Fds _ gR Rd¢ _

YA

Para determinar la deformacidn radial, determinemos la relacién geo-

métrica que tiene con la deformacidn del elemento

Luego, finalmente, se obtiene:

43.

s(ds)

_ q R*d¢ /va

AR = d9

g5 = B/GH ]ds—d's= AR*d6
d's= (R-AR)dé

Pero, como: ds - d's = A(ds)

Queda: A(ds) = A Rd¢

_ R
YA

Se desea colgar del techo un peso W, mediante una pieza de seccidn

variable Ay, de modo tal, que el esfuerzo de traccidén S, sea siempre

igual en todas las secciones trasversales de la pieza.

El peso especifico del material es Y.

N ZAr Bl = o=y

dx

100

N/

Primero calculemos el area A,, ne
cesaria en el extremo para que so
porte el peso W con el valor dado

So, por equilibrio se tiene:

W
Sohs = W => kg = wg—



Para calcular la variacidn del &rea, tomemos un elemento diferencial
a una distancia x del extremo.
Al aumentar x en dx, el 3rea A aumenta en dA vy la fuerza aumenta en

ScdA. Esta fuerza debe ser igual al peso del elemento dx, teni&ndo

se:
dA Y
= = 4 == == =
dpP S.dA Y A dx A 5. dx
X => 0 ax
integrando entre los limites: A=>A, a A
JA" da _ v H
= i S j dx
B = ° 0
A]( X
= ‘Y
Ln A 5. x
Ao o
A ¥
28 =
Ln A, S, X
By ® B o (r/Se)x

con el valor encontrado para A,, finalmente, se tiene:

N s W e(’ffso)x
x Sa
Valores extremos:
st W
.para: x =0 = Ax = A, = 3
Jpara: x = & => A = A, st

L Se

44, En el elemento mostrado en la figura, encontrar la variacidn del
drea A, a una distancia r del punto de giro O, para que el esfuerzo
en la pieza sea siempre igual a un valor dado S,. Considerar la rota
cidn en un plano horizontal sin friccién.

El peso especifico de la barra es y. Fig. en la siguiente pagina.
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N
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7

Calculemos, ahora,
una distancia x de O.

-dA y la fuerza en - S.dA.

inercial centrifuga del elemento dx, de masa dm =

dF ==S,dp = YAdX 2

integrando entre los limites:

102

el drea Ar.

)

Primero calculemos el &rea A, en
el extremo, que consistente con
el valor dado del esfuerzo, es
necesaria para igualar a la fuer
za inercial centrifuga del peso

P. Esto es:

Pw’l
Sog8

P L=, =
g

F = 8.4, =

Tomemos un elemento diferencial a

Al aumentar x en dx, el &rea A disminuye en

Esta fuerza debe ser igual a la fuer:za

vAdx

. Teniéndose:
2
= Yw oo
& 5. x dx
X = r a 1
A => A a A,



Ag 2 L

- j %é- = lg— J xdx
A L b
g
A L
yu? %2
- Ln A =
5 2
A 85e
r T
Ar Yu:2 2
— = e— —_ 2
Ln 3. 285, (2 r*)
yo? (82 - )
2¢S6
5 K, 2785

Para: r = £, se obtiene Ar = A,, valor que ya determinamos.

Obteniéndose finalmente:

yoo o2 2
- Pw’L £2g Sea & g
r Sog

45, Un tronco de cono de peso especifico Y, altura h y radios de las ba
ses Ry r, estd@ sometido a una fuerza de compresién F.
Hallar el radio x de la seccidn menos cargada, es decir de menor com

presién. Precisar la condicidn requerida.

I
L4 & Relacién geométrica :

x=1r+ (R-r1) %

2 :
l " Teniéndose una variacidén diferen-
= i cial:
i o EBer) g o B
| ’ dx = o dz => dz = (Rﬁr) dx
©
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El peso propio sobre la superficie de radio x, sera:

= ] v 2 h 'Yh % 2 1T‘rh
= ] = . = o — ot P = —
Px yV y‘f wx-dz = Ty j % (R—r}dx =) f x“dx 3(Ror)
o r r
Tomando como constante: k = . . se tiene: P = k(x® - r?)
3(R-xr) ’ x
Luego, la compresidn en la superficie de radio x, sera:
_F+Px F+ k(x -1)
S ® s )
X T X T X
de
Para encontrar el radio x en el minimo, hacemos =" 0, teniéndose:
dS . 3
d:= } [k_E(kar)] S0 = 3 =2(Fkkr)

Luego, el radio pedido sera:

o _ 3 F. 3 3/ 6F(R - 1) 3
}.-\/Z(k‘ r’) \/_—nyh - 2r

La condicién para que este valor sea minimo, se requiere que

d’s
x

g > 0, teniéndose :

a’s 3 3
X _ 6(F - kr’) - 3 _ myhr
dx* ~ " =G =R = 3(R-1)

y,adem3s, debe verificarse que: r € x <R, con la cual, de la ex-

presidén encontrada para x, se obtienmen los valores:

L =s o3 o b
. para x = r >F—2kr T
3 3
. parax=R=>F=%k(R3 + 2r®) _ Tyh(R™ + 2r7)

6(R = 1)
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Esto es:

3 3 . BB
nyhr < F< wyh (R* + 2r°)
2(R-r) 6(R - r)

o bien, en funcidn del peso propio total, para x = R, 1?‘R=k(R3 = 28y,
se tlene:
P ] PR(R3 + 2r)

3 R 1
2 < R
2 (R-13) B 2 (R -13)
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CAPITULAO X

0SCILACIQNES

INTRODUCCION Y DEFINICIONES.

MOVIMIENTO OSCILATORIO ARMONICO SIMPLE.

OSCILADOR ARMONICO CON ACCION EXTERNA CONSTANTE.

OSCILADOR AMORTIGUADO.

OSCILACIONES FORZADAS.

MOVIMIENTO ARMONICO EN DOS DIMENSIONES.

MOVIMIENTO OSCILATORIO DE DOS CUERPOS ACOPLADOS.
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10.

1

INTRODUCCION Y DEFINICIONES.-

Es uno de los movimientos m2s importantes de la fisice cli3sica, tan

to tedrica como aplicada.

En general, cualquier movimiento o evento que se repita a interva -
los de tiempo iguales se le denomina 'Periddico". Cuando  observa
mos el universo en nuestra vida diaria la experiencia muestra que
nos encontramos frecuentemente en un sin nlmero de movimientos pe-

riddicos.

Cuando una particula realiza un movimiento periddico de ida y vuel-
ta sobre lz misma trayectoriz alrededor del punto de equilibrio, lo
llamamos movimiento ''oscilatorio' o '"vibratorio'", gque considerare -
mos sindnimos. A un sistema que oscila se le suele llamar '"oscila-

dor".

La importancia de este problema radica en el hecho que iguales ecua
ciones matemZticas se presentan en unz amplia variedad de problemas
en Fisica. En verdad, poco podriamos saber del mundo fisico sin

comprender la dinZmica de los sistemas osciladores.

Como ejemplos que pretenden corroborar lz presencia permanente  de

las oscilaciones o vibraciones, citaremos los siguientes:

- En general cualquier cuerpo, como las campanas v tambores vibran
al ser golpeados por un objeto como podemos comprobar por la on-
da sonora que llega a nuestros oidos, 2l transmitirse su movimien
to al aire que los rodea. Es decir, las particulas del aire y

nuestros timpanos tambin vibran.

- Ademis de las vibraciones de nuestros timpanos cuando escuchamos
o de las vibraciones de nuestras cuerdas vocales en la laringe
cuando hablamos, hay también otras importantes funciones fisiold-
gicas que implican vibraciones como en los pulmones cuando respi-

ramos y los latidos del corazdn, Incluso cuando tenemos frio
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“"titiritamos'"

- Cuando se escucha la radio hay circuitos el8ctricos y electroni-

cos, en los emisores y receptores, que oscilan.

- Los terremotos producen vibraciones en la tierra (o en cualquier
planeta que se produzcan) que se registran en los sismbgrafos ¥

que a veces tienen efectos devastadores.

— E1 péndulo de un reloj oscila, la cuerda de una guitarra vibra,
etc. En general toda estructura meci@nica cuando se le disturba

es suceptible de vibrar.

- Las vibraciones también estZn presentes en los Ztomos, el niicelo,

las moléculas de un cristal, ete, y también en la astrofisica.

— Las mareas debidas fundamentalmente a la atraccidn de la Luna, la
superficie del mar oscila bajando vy subiendo con un periodo carac

teristico.

- A la luz gue nos permite leer esta oracifn corresponde también um
oscilacidn, no mecZnica como las citadas en casos anteriores co -
rrespondientes a las vibraciones de las particulas de un cuerpo,
en este caso corresponden a una oscilacidn del campo electromagné

tico.

- Para finalizar, diremos que la idea dinZmica de la oscilacidn tam
bién se aplica a contextos muy diversos desde una perspectiva ge-
neral, p.e.: los sistemas econdmicos muestran una tendencia a os-—
cilar con subidas y bajadas de la actividad econdmica, conocidos
como ciclos econdmicos. También puede observarse en el rendimien
to de los alumnos de un curso, como este de Fisica General, la
tendencia 2 oscilar con subidas ybajadas dél promedio de notas se

mestral.
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La caracteristica fundamental de las oscilaciones es que el movimien
to se repite a intervalos de tiempo iguales, es decir periddico. Lue

go se define:

- El1 "Periodo" 1 de un movimiento oscilatorio es el tiempo en el

cuzl el movimiento se repite.

— Un "Ciclo", u oscilacidn completa, es el movimiento completo de

ida y vuelta gue se rezliza en un periodo.

- La "Frecuencia" v del movimiento oscilatorio es el nimero de ci-
clos u oscilaciones que se dan en una unidad de tiempo. Por lo
tanto, observamos que la frecuencia es el reciproco del periodo,

esto es:

- |

La unidad de la frecuencia es el ciclo por segundo (c/s,cps, o©

simplemente s™* ). Estaz unidad recibe el nombre de hertz (Hz).

Fijemos nuestra atencidn para comenzar, en el movimiento oscilatorio
de una particula de masz m que estd limitada 2 moverse en linea rec-
ta. Esto es, en una dimensidn y por lo tanto solo necesitaremos una
coordenada x para especificar la posicién de la particula en cual-

quier instante (posteriormente incluiremos el movimiento oscilatorio
angular y para especificarlo tomaremos una variable angular 8). Asu
mimos que existe para la particula una posicidn de equilibrio esta-

ble v designamos a este punto como el origen de coordenadas (x = 0).

Luego, en este movimiento se denomina:

- "Posicidn de equilibrio" es la posicidn en la cual no actlia ningu-

na fuerza neta sobre la particula.

- "Desplazamiento' es la distancia a la que se encuentra la particu

la desde su posicidn de equilibrio en cualquier instante.
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- La "#mplitud" A del movimiento oscilatorio es la magnitud del des
plazamiento maximo. Es decir, ya sea el desplazamiento positivo

o negativo se torma siempre positivo, en valor absoluto.

Si se saca a la particula de su posicidn de equilibric en cualquier
direccidén y se le libera, una fuerza la jala hacia la posicidn de
equilibrio. Esto es, la fuerza trata de reponer a la particula en
su posicidn original de reposo y, por lo tanto, se le denomina

"Fuerza Restauradora'. Consideraremos gue esta fuerza es  funcidn
solamente del desplazamiento F(x) y en particular una relacidn mate
miticamente lineal, luego: l'-‘R = - kx. Lz constante de proporciona-
lidad k es una constante positiva que se denomina de '"Recuperacién"
v el signo negativo se establece debido a que la fuerza recuperado-
ra siempre estZ dirigida hacia la posicidn de equilibrio u origen.

Como hemos visto en el capitulo anterior este tipo de fuerzas invo-
lucran deformaciones el3sticas de cuerpos o dispositivos que obede-

cen la Ley de Hooke.

En un caso fisico real tambi&n hay que considerar la presencia de
fuerzas resistivas gue disipan la energia amortiguando el movimien-
to oscilatorio. Asumiremos que la "Fuerza Amortiguadora" es direc-
tamente proporcional a la velocidad y opuesta a ella, esto es:

FA = - bv. EIl parZmetro b es una constante positiva que se denomi-

na de "Disipacidn' o "Amortiguamiento'.

Adicionalmente a2 un oscilador se le puede suministrar energia some -

tiéndolo o forzandolo mediante la accidn de una fuerza externa F(t).

Para finalizar esta introduccidn presentaremos un cuadro resumen de
las cantidades dinZmicas y parZmetros fisicos que intervienen en 1la

solucidn de los movimientos oscilatorios que estudiaremos a continua

cidn:
- x Coordenada o desplazamiento - k Recuperacién
- % Velocidad - b Disipacidn o Amortig.

- m Masa - F(t) Fuerza Externa



MOVIMIENTO OSCILATORIO ARMONICO SIMPLE.-

El término arménico se aplica en general & las expresiones gque con-

tienen términos con las funciones seno y coseno. Como veremos, un

movimiento oscilatorio siempre puede ser descrito por estas funcio-

nes y al mas sencillo de estos movimientos se le denomina: movimien

to oscilatorio armdnico simple.

. Oscilacidn Libre Lineal.-

Para que una particula ejecute un movimiento oscilatorio arménico
simple debe estar sometido solo & la accibn de una fuerza restau-
radora proporcional al desplazamiento. Si se le comunica una ener
gia inicial a la particula y se le liberz, ejecutar2 un movimiento
de oscilacién libre lineal alrededor de la posicidn de equilibrio.
Después de estudiar detalladamente este movimiento consideraremos

la oscilacién libre angular.

El ejemplo, prototipo o modelo, mis sencillo de un oscilador armd-
nico simple es el sistema masa-resorte sujeto & una pared como se
muestra en la fig, 10.l y teniendo en cuenta las siguientes ideali

zacliones:

- Pared

La pared es rigida y estZ fija en el espacio.
- Masa

La particula estZ sometida solo a lz accidn recuperadora produ
cida por el resorte. No actla sobre ellz ningln otro tipo de
fuerza, en particular se despreciarZn, comparadas con la del
resorte, las fuerzas amortiguadoras disipativas de friccidn con

el apoyo horizontal y la resistiva viscosa del zaire.

- Resorte
La masa del resorte es despreciable comparada con la masa de
la particula, asumimos que no tiene masa.

No existen fricciones internas ni externas en el resorte que



produzcan acciones disipativas.

La relacidn eldstica fuerza vs deformacifn del resorte es exac
tamente lineal, es decir, obedece a la Ley de Hooke. Y, por lo
tanto, las deformaciones del resorte deben ser relativamente

peguenas para que no se produzcan efectos permanentes y la re-
lacidn elzstica con la fuerza sea en todo momento estrictamen-

te linezl.

A pesar que comenzamos con muchas simplificaciones o aproximaciones,
como los aspectos esenciales del problema no se han comprometide, la
solucidn de este problema es muy importante y Util pues en muchos ca

sos reales esta aproximacidn puede darnos resultados satisfactorios.

7z k m
1l i

a) Z F=0
4 T =
7 .
Z
1 F=—kx
i
7 T
m

c)

DEWEW
i
[}
I
e

Fig. 16.1.- Oscilador arménico simple: Masa-Resorte.
En la posicidn a) el resorte esta "Relajado", en b) Es

tirado y en c¢) Comprimido. En ambos casos se muestra
la fuerza que ejerce sobre la masa.
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Si la constante de rigidez el3stica del resorte es k v el desplaza-
miento x de la particula se mide a partir de la posicidn relajada
del resorte (sin estirar, ni comprimir), la fuerza restauradora gue

ejerce sobre la particula es:
F = - kx

Aplicando la ley de Newton se obtendrZd la ecuacidén diferencial del
movimiento del oscilador armdnico simple. Sustituyendo la Ley de
Hooke F = -kx en la ecuacién de Newton F = ma, horizontalmente se
tiene:

m¥ = - kx

Come m y k son cantidades constantes caracteristicas del sistema en
este caso particular del oscilador masa-resorte y teniendo en cuen-
ta que en la ecuacidn diferencial aparece el cociente entre ellas

(k/m), podemos definir una nueva cantidad constante:

gt =k = 4= X
m m

La conveniencia del radical introducido en esta definicifn, y su in
terpretacidn fisica, la apreciaremos al plantear el desarrollo para
encontrar la solucifn de la ecuacidn diferencizl. Sin embargo, es-

tablezcamos ahora dimensionalmente su unidad:

N/m L#2 ., N EP L kpalst W2 1. A2 = U2 =
( kg ) ( kg.m) = ( kg.m ) - ( 52) = (5 ) =8

y la unidad de mi seri s'z, la cual multiplicada por x en metros nos

d3 m/s’,unidad de aceleracidn como lo establece la ecuacidn de New-
= - X4

ton (i = = )

Con esta cantidad w, podemos escribir la ecuacidn diferencial del

oscilador con una sola constante. Luego,
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$+wlixn=0

Resolviendo esta ecuacidn encontraremos x(t), v(t) vy a(t).

Esta ecuacibén corresponde a las llamadas ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden lineales con coeficientes constantes,
que se presentan repetidas veces en el estudio de la Fisica. La
matemitica nos ensefia la metodologia para encontrar sus soluciones,
técnica que como extensidén presentamos al finalizar este capitulo,

en el apéndice II.

Para el caso particular del oscilador armdnico simple podemos agqul
efectuar explicitamente las integrales correspondientes partiendo

de la aceleracidn que la ecuacidn diferencizl de Newton establece,

esto es:
R =— ui X
como:
dv _ dv dx dv
}:-——:——:—v
dt dx dt dx
podemos escribir:
wl o g g
dx Be

Separar variables (x y v) e integrar:

v x
j v dv = - wz J x dx

Vo o

Estableciendo '"condiciones iniciales" a t = 0 : %, ¥y Vv,, efectuando

y despejando la velocidad se tiene:

2 2 2
wy, (x° - x3)

| —

R N IO
2(‘? _vc)__

2
vi=wll 2+ ../ . i e ]
ws
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S8i definimos para el término entre paréntesis:

A: _ }3 i Ve = G w2 o+ Vo
2 2
u‘lO mﬂ
queda:
2 2 2 2
v o= w; (A7 - x7)

Obteniéndose la velocidad en funcidn del desplazamiento, v = f(x):

Note que A tiene dimensidn de longitud, lo cual puede muy fdcil com

probarse dimensionalmente de la definicién.

B

Continuando con el desarrollo de la solucién, como v = se tiene:

= wVa? = x?

(=9
T

|

(=¥
-

Separando variables (x-t) e integrando:

t x Ho
We I dt = J =
o Xo A = g*
x
i I dx
x5 A% - %*

Para efectuar la integral del segundo miembro cambiemos de variable:

x = A sen 6 = dx = A cos 6 d8

con limites de integracidn:

6 = arc sen — v 6, = arc sen —
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teniéndose,

A cos 6 d6 2 J g
6, AV l-sen’s

luego,

8 = wet + B,

Por lo tanto, como % = A sen 6, finalmente obtenemos la solucidn

buscada, x = f(t):
% = A sen (wot + 6,)
y, emplazandola en las expresiones anteriores que tenemos de v(x) ¥

a(x), o mas fadcilmente derivandola consecutivamente dos veces con

respecto al tiempo, se obtienen v(t) y a(t):

v = A wecos(uwet + 6,)
a=-Aw: sen (ot + 6,)

En la fig. 10.2 se grafican estas funciones: =(t), v(t) v a(t).

(fig. en la pag. sgte.)

118



"

o

]

Fig. 10.2.- Grificas del desplazamiento x, velocidad v, y aceleracién a,
en funcidn del tiempo t, en el movimiento armdnico simple.
Cuando el desplazamiento es maximo, la velocidad es cero vy
la aceleracidn tiene también un valor m3ximo pero en sentido
opuesto al desplazamiento,
Cuando el desplazamiento es cero, la rapidez es un maximo y
la aceleracién es cero.
Nota: Solo por consideraciones de dibujo se han tomado esca-

las verticales diferentes para x, Vv y a.
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Las cantidades A vy 6, de acuerdo a las expresiones utilizadas para
establecerlas, como puede verse, dependen de las condiciones inicia
les, es decir de la posicidn inicial x, vy de la velocidad inicial
Vo. Fisicamente podemos decir,de las energias potencial y cingti-
ca que se le comunica inicialmente zl oscilador para luego liberar
lo v que inicie su movimiento oscilatorio. Como la fuerza ejercida
por el resorte es conservativa, la energia mecZnica total (poten -
cial m3s cinética) se conserva durante todo el movimiento de oscila
cién libre. M3s adelante insistiremos con mayor detalle sobre este

aspecto.

Es conveniente y particularmente {itil resaltar que estas dos canti-

dades (A y 8,) estan relacionadas trigonométricamente y geométrica-

mente mediante un triZngulo rectZngulo. Esto es:

— %
¥, = A sen 6, — > sen B, = AD
s => _VofrUJq
Ve = Awocost, cosb, = x
A Ea 2
" v 2 2
A = xl (=) > (52) = A
o (-]
. . §
e = /A -x: =A2p’ﬁ—sen28.,=Acosa0
6, Wo
Vo 2 2
=yA" - x e Xo W
Wo 2 tg 8= 3 ;m - g=arety (o]
-] -] o

Antes de continuar es indispensable que el lector repase y estudie
cuidadosamente el comportamiento y las caracteristicas de las fun-
ciones trigonométricas que se presentan al final del presente capi

tulo en el Apéndice I.

Hemos obtenido que el desplazamiento de la particula estd expresado

mediante una funcidn matemZtica senoidal:

x = A sen (wyt + 8,)
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Anzlicemos ahora el significado fisico de laz constante wo. La fun-
cién trigonomé@trica que tenemos es periddica en el tiempo (t), si
we = 1 el periodo es 27 y si w, # 1 el periodo es 27/w, (ver Apd. I).
Luego, como @, = Yk/m , el periodo (1) del movimiento armdnico sim

ple del oscilador seréi:

2w _ / m
L—uo—'Z'ﬁ k

y, consecuente la frecuencia (v) estard dada por:

1 L we 1 / k
L T T 23 m

E
Q

3
]

de modo que,

We = 2Ty =

ﬂ]g

Luego la cantidad w, difiere de la frecuencia v solo en un factor
27, teniendo como dimensién s~ vy su unidad serd el radidn/segundo

(rad/s).

Al argumento de la funcibn trigonométrica, es decir a (wot + 6,),

se le 1lama la "Fase"

del movimiento. Es claro que la derivada de
la fase respecto al tiempo en este caso es iguzl 2 we. y por ello se

expresa en radianes por segundo (ver Apd. I ).

En un "Diagrama Fasor o Rotor" la fase (w.t + €,) es el Zngulo que
forma, en el instante t, el "Fasor" o "Rotor" con el eje horizontal
de referencia y la rapidez de giro o velocidad angular del fasor se
rd we, es decir la misma cantidad que tenemos en el movimiento armd

nico simple (ver Apd. I).
Por lo tanto, a la cantidad w, se le suele llamar "Frecuencia Angu-

lar", sin embargo, debe quedar claro que tanto w, como v miden la

misma magnitud en distintas unidades: w, en rad/s y Vv en c/s.
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Ademds, observe que en la solucidn encontrada del oscilador armdni
co simple la frecuencia del movimiento es Unica y que la cantidad
W, s una constante que depende solo y exclusivamente del oscila -
dor dado, es decir, de las caracteristicas fisicas de los elemen -
tos que conforman el sistema: la constante de recuperacidn k y la
masa m, e independiente de las condiciones iniciales (%, ¥ Vo).

Por eso, fisicamente nos referimos a ella como la "Frecuencia Natu-

ral del Sistema'.

El angulo 6, para el instante inicial t = 0 es la fase inicial del
movimiento y se le llama la ''constante de fase". Y, x, = & sen 8,
es el correspondiente desplazamiento inicial con respecto al origen
de coordenadas x = 0. En general al angulo €, en (wot + &.) lo en-
tendemos por ''Desfasaje'", p.e.: si se tienen dos movimientos con di

ferente constante de fase decimos que estZn "defasados' entre ellos.

La cantidad A tiene un significado fisico sencillo, como :

A sen (wot + 6,)|< A se tiene que X 2. = A, es decir, el desplaza-

miento m2ximo medido desde la posicidn de equilibrio x = 0 es igual

118

a A. Por lo tanto, decimos que A es la "Amplitud" del movimiento.

La constante de fase 6, y la amplitud A de la oscilacién, como ha
quedado claremente establecido anteriormente, dependen de las condi
ciones iniciales gue se le imprimen arbitrariamente a la particula
v no se determinan mediante la ecuacién diferencial. Por eso, tam-
bién reciben el nombre genérico de "constantes arbitrarias'. Mien -
tras que, por otro lado, la frecuenciz w, quedz completamente deter
minada por la ecuacifn diferencial, siendo una constante que depen-
de solo del sistema oscilador e independiente de las condiciones

iniciales.

Esto significa que para un oscilador dado el movimiento de la parti
cula tendrd@ solo una frecuencia fija e inamobible caracteristica na

tural, pero en cuanto a fase y amplitud podrdn presentarse una gran



variedad de movimientos que dependerin de las diversas posibles con
diciones iniciales. Sin embargo, una vez iniciado el movimiento la

particula oscilard con frecuencia, amplitud y fase constantes, conti

nuando asi nientras no se le perturbe.

Para reforzar estos conceptos y 2l mismo tiempo familiarizarnos con
la solucidn de ecuaciones diferenciales, es conveniente encontrar
nuevamente la solucién del movimiento oscilatorio armdnico simple a
partir del an&lisis, observacidn y requerimientos que plantean la
propia ecuacidn diferencial, la solucidn esperada y el movimiento

que describe.

Al aplicar la ecuacién de Newton hemos encontrado la ecuacidn dife-
rencial del movimiento: ¥ + wix = 0; donde hemos definido, para el
oscilador dado, laz constante w2 = k/m. Esta ecuacién diferencial

establece una relacién entre la funcidn x(t) y su segunda derivada

con respecto al tiempo ¥(t), escribiendola de la siguiente manera:

La expresidn requiere que la segunda derivada de la funcién sea pro

porcional con signo negativo a la funcién que buscamos, siendo wa la
constante de proporcionalidad. Fisicamente, este requerimiento esta
blece que la aceleracidn de la particula sea proporcional y de senti

do opuesto a su desplazamiento.

Por otro lado, al observar el movimiento del oscilador vemos gque es
un movimiento periddico y limitado. Por lo tanto, la funcidn x(t)

que lo describa debe cumplir tambi&n con estos requerimientos.

Dentro de las funciones matemiZticas que conocemos las (nicas que tie
nen las propiedades o caracteristicas para satisfacer todos los re-

querimientos exigidos, son las funciones trigondmetricas seno y cose
no o alguna combinacién de ellas. Luego, escribamos la expresién mis

general que podemos para representar a toda la familia de estas fun-
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ciones (ver Apd.I):

x = A sen (wt + &)

Asumamos tentativamente que esta funcidn x(t), con las constantes A,
w y 6 todavia desconocidas, es solucidn de la ecuacidn diferencial.
Para que realmente lo sea, a2l reemplazar en ella x(t) y ¥(t) debe
satisfacerla y nos podri fijar las constantes restringiendo como so
lucidn a algunos miembros de la familia que representa. Derivando-

la sucesivamente dos veces con respecto al tiempo, tenemos :
% =Awecos (wt +8) = ¥ = - Aw’sen(ut + 8)
sustituyendo en la ecuacidn diferencial, se tiene:
Aw?sen(wt + §) = - wiA sen(ut + &)

y, simplificando obtenemos que:

NZ:L\)E ___>m=w°=H£
Vo

con esta condicién x(t) es efectivamente solucidén de lz ecuacidn di-

ferencial y podemos escribir que la solucidn es:
x = A sen(wot + &)

Note que la familia se ha reducido, solo los miembros gque tienen una
frecuencia angular con valor igual a2 vk/m son admitidos como solu-
cidn. Dado que w, es una cantidad constante gue solo depende de las
caracteristicas del oscilador la llamzmos frecuencia natural. La

particula de ninguna manera podrZ oscilar con otra frecuencia, podre

mos decir, porque la Ley de Newton asi lo exige.

Las constantes A y 6 est3n alin indeterminadas, la ecuacidn diferen -
cial no las determinan. Esto significa que para cualquier eleccidn

arbitraria de estas constantes la funcidn propuesta como solucién sa
tisfacerd la ecuacidn diferencial, o sea, con la frecuencia de osci-
lacidén determinada (w.) muchos movimientos diferentes son posibles

para el oscilador.



Realmente esto es caracteristico de una ecuacidn diferencial de mo
vimiento, estas no describen un movimiento (nico, sino mfs bien a
un grupo de posibles movimientos que tienen alguna (o algunas) ca
racteristica en comiin estazblecida por los coeficientes de la ecuza -
cifn diferencial, en este caso, la frecuencia w, = Vi/m , pero gue
difieren en otras (A y 8). La expresidn que describe a todos los

miembros de la familia que satisfacen la ecuacidn diferencial se de

nomina ''Solucidn General' (ver Apd. II).

Para una ecuacidn diferencial de segundo orden, como lo es la ecua-
cién de movimiento de Newton, la solucidn general siempre contiene
dos constantes arbitrarias (n para n°). Pero en un problema fisico
no hay arbitrariedad, estas constantes dependen de la energia inicial
con la cual se pone en movimiento al oscilador, esto es,dependen de
las condiciones iniciales dadas %, y V.. Luego A y 6 deben escoger-
se para que correspondan justamente al problema fisico oscilatorio

particular.

Determinemos A y § para la c.i. genérica a2 t=0; x=x, ¥y X = V., reem—

plazando estos valores en la solucidn general, se tiene:

I

4 sen(wot + &) =2 x, = A sen §

"
]

]

% = A wecos(uot + §) —= Vo A wecosé

resolviendo simultZneamente ambas expresiones, o mi3s ficilmente me-

diante la ayuda geométrica de un triZngulo rectingulo, se encuentra:

sen 6 = —= A= [x2+ 2o
A 2
We
o
[
cos & = yi‘—g—”—"— Voluw, 6 = arctg ( :—{3-;”—“ )
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Con estos valores de A y &, el movimiento particular del oscilador
queda determinado completzmente.Por supuesto que estos valores son
los mismos que establecimos anteriormente (salvo que a § la denomi

namos 8,).

Para finalizar mostraremos que la constante de fase § nos permite
escribir tambi&n la solucién como una combinacién lineal de seno vy
coseno de w,t, (ver Apd. I), utilizando la identidad trigonométrica

del seno suma de dos Zngulso se tieme:

% = Asen(wot + 8)=(Acosd)senu.t + (Asend) cosw,t=Bsenuwot +Ccosw,t

v
con: B:Acosé:Aﬂ -:._v_o.,
A We
< %o
C=Asenc = A = = %o

Luego, la solucidn es:

X = = sen ¢t + X cosuw,t
We

En rezlidad esto es una propiedad de las ecuaciones diferenciales
(ver Apd. II). Como sen weC y COS wet independientemente satisfacen
a la ecuacibn diferencial, lo cual pueden facilmente comprobar  por
sustitucidn, para dos constantes arbitrarias B y C también Bsenw,t

y Ccosu.t la satisfacen -cadz uno independientemente y la solucidn ge

nerzl es una combinacidn lineal de zmbas, es decir: Bsenuot +Ccoswot .

Las constantes B y C quedan determinadas por las condiciones inicia

les.
r
A=7x: + vi!wﬁ
x = A sen(wot + &)
8 = arctg (Xowe/Ve)
*Resumiendo :{
B =v,/w,
X = Bsenuw,t +Ccosuw, t
= xD




Pasemos ahora a estudiar la energia en este movimiento lineal armd
nico simple.
Como hemos visto en el item 5.4 (Pag. 26, vol. 2 ) la fuerza elas-
tica es una fuerza conservativa, luego, dU/dx = - F(x) = kx e inte
grando, la energia potencial que se obtiene es:
1.2

U(x) =5 kx

Funcidn que se grafica en la fig. 10.3.

Para el oscilador hemos obtenido que x=Asen(uw.t +6), luego la ener-

gia potencial en funcidn del tiempo serz:
u(t) = %—k A2senz(wut + &) = Um sen’® (w,t + &)

S g _— 1
teniendo un valor maximo: Un = k A?
i

La energia cinética, por definicidn (ver item 5.2), es:

Para el oscilador hemos obtenido que v=Aw.,cos(uw.t + &), luego:

1 o) -
K== kA% w? cos® (wot + 6)

=0 o

2 .
Con: we = , Se tilene:

K = % ka cos® (wot + 6) = K_ cos” (w.t + 6)

. . 1
teniendo un valor mZximo: Km = E-kA?

Y, la energia mecanica total E = K + U sera:

ka?sen® (wot + &) +-% kA cos® (w.t + §) = %-kﬁ?

les]
(]
ta| =

Valor constante como era lo esperado, por ser convervativa la {nica
fuerza que actila sobre la masa, e igual 2 los valores ma%imos de

las energias potencial y cinética. Por lo tanto,

E = % kA> = constante = U = K
m m
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LU(x)

Fig. 10.3.- Energia potencial en el movimiento oscilatorio armdnico
simple, como funcidn de la posicidn o desplazamiento a partir de la

posicidn de equilibrio.

Para una energia mecinica total E, se muestran los valores de U y K
correspondientes a una posicidn x.

Cuando el desplazamiento es ma8ximo la energia cinética es cero (K=0)
y la energia potencial es maxima (Um_= % ka? = E). En cambio,cuando
la particula en su movimiento se encuentra en la posicidn de equili-
brio (x = 0) la energia potencial es cero (U=0) y la energia cinéti-

o e
ca es maxima (Km =3 kA® = E).

. OSCILACION LIBRE ANGULAR .-

Para que un cuerpo ejecute un movimiento angular oscilatorio armoni
co simple debe estar sometido solo a la accidn de un torque o momen
to restaurador proporcional al desplazamiento angular. Si se le co
: F E 5 x ; - :
munica una energia inicial y luego se le libera, ejecutara un movi-
miento de oscilacidn libre angular alrededor de la posicidn de equi

librio.
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Desde el punto de vista oscilatorio este caso es semejante al gque

acabamos de tratar, con la diferencia que ahora utilizamos una va

riable angular para describir el movimiento. Como veremos & con-

tinuacién ambos son matemZticamente idénticos.

En este caso el prototipo fisico m8s sencillo es el sistema denomi

nado "Péndulo de Torsidn', que consiste en un cuerpo rigido suspen

dido de su centro de masa por un eje o alambre como se muestra en

la Fig. 10.4.

Ag
1
— —_—

SINT = Ar TN || B E =

(=)

Fig. 10.4.- Péndulo de Torsidn. En el sistema mostrado se ha tomad
como cuerpo rigido un disco, pero en general, puede ser cualquier
otro cuerpo, p.e. : una varilla o una mancuerna (varilla con masas
sus extremos). El eje vertical est2@ asegurado firmemente en ambos
tremos, el soporte (s) y el C.M. (o) del disco. Como idealizacién

considera que su masa es despreciable comparada con la del cuerpo.

Cuando se gira el cuerpo un angulo 6 en el plano horizontal, el eje
ver tical se torcerZ y ejercerd un torque o momento recuperador sobr

el cuerpo que tiende reponerlo a su posicidn de equilibrio, y si se

o]

e

deja libre oscilarZ resultando un movimiento armdnico simple angular.

]
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El torque restaurador, para torcimientos relativamente pequefios den
tro de los limites eldsticos como vimos en el item 5.9 y P.N2 39

del capitulo anterior, es proporcional al Zngulo de torsidn, o sea
al desplazamiento angular 6 del cuerpo, de acuerdo a la Ley de Hooke,

esto es:

T, =- K6

A la constante de proporcionalidad K se le llama de "Torsidn" y de-
pende de las propiedades eldsticas y caracteristicas geométricas del
eje. Esta constante es positiva y el signo negativo establece la "Re

vz " : 50 s b 5 :
cuperacidn angular' haciz la posicidn de equilibrio u origen.

Aplicando la ecuacién de Newton para rotaciones de un cuerpo rigido

alrededor de un eje fijo (ver Cap. 7, pag. 165 - Vol 2):

Donde, I, es el momento de inercia del cuerpo respecto al eje.

Reemplazando T,, se tiene:

I, 68 = - K8
I, 8 +Ke =0
. K
e+1°e-0
llamando:
'2=K —_-> - K
We Io Wy Io

la ecuacidn diferencial del movimiento es:

6+ wf 6 =0

ecuacidn que matemdticamente es idéntica a la lineal. Luego, la so-

lucidn angular, arménica simple, serid:

6 = Q. sen(w,t + 6)
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Donde @ es lz amplitud angular de la oscilacién y ¢ la constante
de fase. Cantidades gue, como anteriormente establecimos, depen
den de las condiciones iniciales a t = 0: posicidn angular 0, y
velocidad angular éo . Note que aqui utilizamos w, para denotar
a la frecuencia angular natural de la oscilacién (w, = \-k/I,) ¥ no
la hemos utilizado para la velocidad angular inicial (o). Y, el pe

riodo y la frecuencia del movimiento seran:

27 ¥ We K
w KX v 27 I

Para un disco, como en el péndulo mostrado en la Fig. 10.4, de masa
M y radio R, su inercia rotacional o momento de inercia con respecto

al eje gque pasa por su centro de masa, es:

I, =

o] 1=
=
-]

Finalmente para terminar, resumamos comparativamente las cantidades
lineales y angulares que intervienen en las oscilaciones armdnicas

simples que acabamos de estudiar.
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DESCRIPCION LINEAL ANGULAR

COORDENADA x &
INERCIA m Logy
CONSTANTE ELASTICA DE k K
RECUPERACION

ACCION DINAMICA RES T

TAURADORA

"y
Il
!

[

o

I

- K8

ECUACION DIFERENCIAL 4+ wix=0 6+ wle =

DEL MOVIMIENTO

DESPLAZAMIENTO, £(t) x = Asen(wot + §) g = Osen(w.t + &)
FRECUENCIA NATURAL DE e X P
OSCILACION o ’ Lo

POSICION INICIAL Xo

VELOCIDAD INICIAL Vi

AMPLITUD A=/x3+(3§)2 @=/e§+(
CONSTANTE DE FASE § = arctg( %‘52 ) § = arc tg (
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10.3 OSCILADOR ARMONICO CON ACCION EXTERNA CONSTANTE

Analicemos el movimiento que se presenta cuando se tiene un oscila-
dor arménico y la presencia adicional de una accidn externa ejerci-
da por una fuerza constante F,. Si a la particula se le imprime

energia inicial y se la libera, ahora, adem3s de la accidn restaura

dora del resorte actila sobre ella la fuerza constante Fo.

F =-kx £ Fg: {2)
; -t
()

sz“kﬁxa t+}') ""\ Fy (b)

y )

!
:
|
I
]
|
|

o' y | (+)
Fig.10.5.- Oscilador armdnico masa-resorte sometido a la accidn ex
terna de una fuerza constante F,.
En a) el desplazemiento de la particula lo da la coorde
nada x respecto a la posicién Q,cuando el resorte estZ
relajado (sin deformacidn eldstica).
En b) el desplazamiento de la particula lo da la coorde
nada y respecto a una posicidén 0' cualquiera, situada
a una distancia x,, de 0.
En ambos casos se muestran las fuerzas que actlian hori-

zontalmente sobre. la particula de masa m, (D.C.L,),

Resolvamos primero con respecto a la posicién 0, cuando el resorte
estd relajado (sin deformacidn eldstica), como se muestra en la fi
gura 10.5-a). La ecuacidn diferencial del movimiento sera:

mx = - kx + F,

mX+ kx = F,

x-!-}ix:r_o
m m
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como definimos anteriormente, tomando:

ek = 5 - [E
°  m % m
queda,
¢ 4 F
X +uw, = —i

El primer miembro de esta ecuacidn diferencial es idéntico &l obteni
do znteriormente y corresponde al oscilador simple, es decir, a la
accién del resorte sobre la masa. ELl segundo miembro aparece por la
presencia de la fuerza externa al sistema masa-resorte. Por lo tan-

to, deben superponerse zmbas acciones.

Parz el oscilador armbnico simple la ecuacifn diferencial correspon-
. LG : : gz
diente es x + wgx = 0 (sin segundo miembro) y su solucidn, que llama

remos ''complementaria", es: x, = A sen (wot + 8).

Ahora, debemos buscar una solucidn de la ecuacidén diferencial tal

cual, es decir, correspondiente al segundo miembro en particular que
tenemos y la denominaremos ""Particular" X Luego, esta solucidn de
be ser tal que satisfaga la ecuacidn diferencial con el segundo miem

bro.

Inspeccionando la ecuacién diferencial que tenemos, en este caso, el
segundo miembro es constante (F,/m) y la solucién que propongamos de
be ser tal, que multiplicada por w3 y sumada con su segunda derivada
sea constante. Esto serZ asi, solo si es constante y cuyo valor de-

bemos determinar.

Luego, tomemos xp =C (Ep = 0) y reemplazemos en la ecuacidn diferen

cial para encontra su valor, se tiene:

0+ wlC =2
m
c= Fo/m _ Fo/m _ Eo
wa k/m k



y la solucidn particular buscada serd:

. = 2e
).p k

Finalmente, la solucién general es: (ver apéndice II ).
X =x_ +x
c

A sen(w.t + ) + %3

b
il

Resolvamos ahora con respecto a una posicidn arbitraria 0' situada a
una distancia x,, de 0, como se muestrz en la fig. 10.5-b). En este
caso la deformacidn del resorte estZ dada por: (x., + y) luego, la

ecuacién diferencial del movimiento sera:

m-); 5= k(xal +Y) +Fo
my + ky = F, - kx,,

B Yo K o
y+EY"‘m _m:’hcl

z o 2
Y T Wy = - We Xgy

Observamos que nuevamente el primer miembro de esta ecuacidén es mate

maticamente idéntico al obtenido anteriormente y que el segundo miem
F
-~ O

m

bro es también constante, pero igual a ( + w? %o ). Luego, la so
lucibén complementaria sera: ¥, - A sen (w,t + &) v debemos buscar la

solucidén particular para el segundo miembro que tenemos. Tomando:

yp =C (§p = 0) y reemplazando en la ecuacidn diferencial, se tiene:

F
0+w?cC-s= Eﬁ-- W %

C=E.9.i:.t_';_xm o Buafw, _ = 2o - x,
w5 k/m

y la solucidn particular seré:
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E
y, = 1> - x

P

- L
teniéndose como solucidn general:

-
n
bt
-
<y

A sen (wot + &) +——§3 = Repy

]
]

Pero, esta solucién se simplifica considerablemente si escogemos con
venientemente la referencia o', justamente en la posicidn de equili-

brio y no en forma arbitraria.

Calculemos la posicidn de equilibrio estZtico (xe) con respecto a la

posicidn 0, cuando el resorte estd relajado,

trj

kx =F, —> x ===
e e

.

, los términos constantes de la solucidn se

?7'!’1'1
o

Tomando: x , = x_ =
-] e

cancelan v solo queda el término arménico.

Luego, la solucidn general respecto a lz posicidn de equilibrio serd:

vy = A sen (w.t + 6)

Tenindose un movimiento oscilatorio arménico simple alrededor de la

posicién de equilibrio.

Movimiento igual al obtenido en el item anterior 10.2, pero alli, la
posicidn de equilibrio corresponde cuando el resorte estd relajado.

Generalmente ambas se tratan idénticamente refiriéndose con respecto
a2 la "posicibn de equilibrio" puesto que tienen la misma ecuacidn di

ferencial, observe que:
ZF = - k(x, +y) +Fo =-F, - ky + Fo = - ky
Por lo tanto, la fuerza restauradora que actila sobre la particula es
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proporcional a
equilibrio. Y,

matemdticamente

= - ky

= gut wiy = 0

4

- - - -
ldentica, esto es:

==

y = A sen

la coordenada-y, medida a partir de la posicidn de

la ecuacién diferencial del movimiento de Newton sera

o

(wot + 6

Por ejemplo, si se tiene un cuerpo de masa m soportado (suspendido o

apoyado) verticalmente por un resorte (ideal sin masaz) de constante

elastica k en el campo gravitacional uniforme constante g de la tie-

rra, cuando se le imprime una energia inicial al liberarlo, realiza-

rZ un movimiento oscilatorio arménico simple alrededor de la posi -

cidén de equilibrio (ver fig. 10.6).

T ELE BBV = E s

x Fk=—k(xe+y)
L
1/ =
ng
Fig.10.6 Cuerpo suspendido de un

resorte vertical en un
campo gravitacional cons
tante.
La fuerza restauradora
es F = - ky.

% b4

El cuerpo ejecuta un mo
vimiento arménico simple
respecto a la posicidn
de equilibrio.

£y

En este casoc, la fuerza constante

externa al oscilador, que actila so

bre la particula, sera:

Fo =

mg

Teniendo como posicidn de equilibrio

estiatico:
F =-k
i o
hY
s La solucién

sera:

y=4A
Y, como y =
la posicién

la solucién

_Fo _mg
% Tk T Tk

respecto a este punto

sen (wot + &)

x - x_, con respecto a
relajada del resorte,
sera:

sen (wet + 6) + E%
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10.4

OSCILADOR AMORTIGUADO.-

En el oscilador libre, gue hemos considerado en el item 10.2, el mo
vimiento oscilatorio de lz masa perdura indefinidamente. En reali-
dad, esto es unz idealizacidn del verdadero caso fisico, en el cual,
se tiene la presencia de fuerzas resistivas de friceidn que disipan
la energiz amortiguando el movimiento y conforme transcurre el tiem

po van disminuyendo hasta desaparecer.

Le fuerza amortiguadora es causada, a2 menudo, por la resistencia vis
cosa que ofrece el aire,, oponiéndose a2l movimiento de la masa dentro
de €l. L& magnitud de esta fuerzes depende de la rapidez de la parti
cula, experiencia que es comin para nosotros, p.e., cuando nos des —
plazamos en una motocicleta, al zumentar la velocidad sentimos que

la resistencia del aire es mayor.

En lz mayoria de los casos, la fuerza amortiguadorz puede tomarse co
mo proporcional a la velocidad y de sentido opuesto a ella. Esto es,
linezlmente: FA = - bv = - bx. La constante de proporcionalidad b

es positiva y cuantifica la disipacidn o amortiguamiento. Cuando de
seamos tener un valor determinado de ella, para tal fin, hay que fa-
bricar un dispositivo mecZnico, como lo es un pistén dentro de un
fluido viscoso, llamado "Amortiguador" (recuerde que el resorte tam

bié€n es un dispositivo mecdnico para producir una fuerza el3stica con

un valor deseado de la constante de recuperacidn k).

En la fig. 10.7 se muestra un prototipo esquematizado de un oscila -

dor amortiguado.
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Fig. 10.7.- Oscilador Amorrtiguado.

Lz masz m estZ sometidz en lz direccidn x & lz zccifn
del resorte: ?R = - kx y del zmortiguador: F, = - bx.
Por comeodidad  de dibujo se han separado del eje  zal

resorte v 2l zmortiguador. En realidad deben montarse

coaxialmente, el amortiguador al eje del resorte.

4plicando laz ecuzcidn de la ley de Newton, la ecuacidn diferencial

édel movimiento de lz masz sera:

2]
b
[]
1
7
1
=
B

Observando la ecuacidn diferencial es conveniente definir solo dos
constantes (8 v wo) con las caracteristicas del sistema masa (m) -

resorte (k) - amortiguader (b):

e b b
28== + B8 =+
m M
52 - k R k
. - = w = —
° m 2 m

Con ellas, se tiene lz ecuacidn diferencizl escrita de la siguien-

te manera:

¥ 0+ 28% +wix=0

La conveniencia de introducir el fzcror (2) y el exponente (2) en
la definicién de las constantes § y w, se apreciarZ al encontrar

la solucién de la ecuacidén. Con relacién 2 las unidades, encontre




mos la unidad de B puesto que ya hemos estzblecido anteriormente

1

que la unidad de w, es s™°, dimensionalmente se tiene:

N kg - m/s’
m/s _ m/s _ 1
kg kg 2

resultado esperado conforme lo establece la ecuacidn diferencial,

pues al multiplicar b(s™!) por %(m/s) nos da aceleracién (m/s”).

La solucidn de la ecuacidn diferencizl que tenemos depende del va-
lor relativo de la accidn del amortiguador con respecto a la del
resorte. Consideremos primero el caso cuando hay poco amortigua-

miento, denominado subamortiguado.
Oscilador Subamortiguado:

Cuando la accidn amortiguadora es pequefia, ella va reduciendo poco
2 poco el movimiento oscilatorio producido por la accifn restaura-
dora del resorte. El movimiento se hace mZs lento, mayor periodo
con menor frecuencia, v la amplitud va reduciéndose gradualmente
hasta llegar a cero. Por lo tanto, es razonable esperar que la so
lucifn siga siendo arménica pero amortiguada que corresponda a2 un
Movimiento Armdnico Amortiguado, tzl como se le denomina. Luego,
plantearemos una solucidn armdnica con frecuencia angular w; dife-

rente y menor que w,, constante de fase ¢ y amplitud A que decrece

P i o
exponencialmente en el tiempo A e . Esto es:

-rt
X=Aer" sen(w;t + &)

Las constantes r y w; deberdn determinarse para que satisfagan la
ecuacidn diferencial que establece la ley de Newton y las constan-
tes Ay 6 seguiran siendo arbitrarias para satisfacer las condicio

nes iniciales particulares dadas en cada caso.

Para poder reemplazar en la ecuacién diferencial la solucién pro -
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puestez (x), primerc encontremos % y X

-rt . -rt ]
= Auwe cosw,t + 8) — Ar e sen(uy t + 6)

]
|

& ;2 -rt . -rt S -rt I
X = -~ Awje sen(wy t + &) — Awr e cos (wy t+8)-Au re cos (w, t+6)

i 3 K
+ Arle sen({w;t + &)

reemplazando y factorizando, se tiene:

~rt A 4 ;v ¢ o e ,
Ae [—uf-+r2 - 28r +w2] sen(w; t +8) +Ae [—m,r—m,r-erw;]cos(m,t76)=0
[-ef 13- 28r +0?] senlwrt + 8) + [~2u;r + 2Bu;] cos(ut + &) = 0

Como hemos agrupado coeficientes de seno y coseno del mismo argumen
to en el tiempo (w;t + 6), la igualdad a cero para todo instante de
tiempo t se cumplird@, solo si, los términos entre corchetes son, si
multZnea e independientemente, iguales a2 cero. Por lo tanto, se ten

drz que:

- 2uyyr + 2By =0 + r =8

2 2 2 2_9n2, 2 2 i g
R e 28rv+u3=0-+mf=w§—28r+r =we-26%48%=wl -8 v w; =Vl - ¢

Luego, la solucidn que satisface la ecuacién diferencial seri:

Bt i
x =4 e sen(w,;t + &)
i o2 2
En esta expresidon w; debe ser real, por lo tanto, como w; =Vw, - B

.- - e " & .
la solucidn serz vElida siempre y cuando: g~ < mz. Es decir, cuan-

do se tiene poco amortiguamiento.

Al referirnos a w; la llamamos '"frecuencia" angular del oscilador

amor tiguado a pesar que el movimiento no es periddico, pues no se
repite exactamente igual en el tiempo. El término frecuencia solo
tiene significado preciso cuando el movimiento es periddico, nos

acercamos cuando 8= 0 y w; = We.
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Observe que v, < w, como habiamos previsto al inicio de la discu-
sidn y que la amplitud del movimiento decrece exponencialmente con

= ot P %
el tiempo, es con amortiguamiento £ - 0.

En la fig. 10.8 se muestra una grZifca de la solucidn. Como esta
solucidén estd expresada por el producto de dos funciones, una pe-

riddica senoidal y otra exponencialmente decreciente que la limita,
por comodidad del dibujo es conveniente trazar primero la curva en

volvente que limita el desplazamiento en el tiempo, esto es.

‘—ﬁt

= % Ae

X
env,

Fig. 10.8.- Oscilador subamortiguado Bz-q wi.
Movimiento Arménico Amortiguado.
Grafica del desplazamiento x en funcidn del tiempo t.
2 2

=gt
X = Ae 8 Sen(w; t + 6) con: wl = We - B
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Determinemos ahorz las constantes arbitrarias A y § para la condi-
cifn inicial genérica a2 t = 0: % = %, ¥y * = V,, reemplazando es-

tos valores en la solucidn general, se tiene:

- t =) Pe
b Ae B sen(w; t +¢) + g A sené

vl
L}

Bt

i

"
]

=pt e = = " .
Awy e B cos(w; t +6) — ABe sen(w; t+é) + v, Aw,cosd - AB send

resolviendo simultZneamente ambas expresiones, o mds ficilmente me

diante la ayuda geométrica de un triZngulo rectZngulo, se encuentra:

Xo = A sen 6 + sen ¢ = 2
r

a

fo (vo + Bxo)/wy

+ cos 6 =
A

Wy Awy cosd - A

gl

>
Vo T BXa ):
Wy

He W

o T B,

6=arctg((v ) =arctg ( — )

e
o ‘i‘ﬁ}lo)f'ml

Con estos valores de A y 8, el movimiento particular del oscilador
amor tiguado queda determinado completamente.

Cuando la accién del amortiguador es lo suficientemente grande, tal

s 2 2’
que B? > w?, la frecuencia angular w = Vw, -8 se torna
. ; 2 i -gt 5
imaginaria y la ecuacidn x = Ae © sen(w, t + &) ya no es una

soluci6n valida de la ecuacidn diferencial del movimiento. La solu
cidén en este caso, denominado sobre-amortiguado, deja de ser armd-

nica como veremos a continuacidn.
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. Oscilador Sobreamortiguado:

Cuando la accidn del amortiguador es grande comparada con la del
resorte (82 > w?) no permitiri movimiento oscilatorio alguno, al
ir disipando la energia inicial, el cuerpo simplemente tenderZ a
su posicién de equilibrio. La solucidén no serZ arménica vy, m&s
bien, podemos plantear que el desplzzamiento decrezca exponencial-

mente en el tiempo. Esto es:

derivando: % = -1 e y ¥=r1r"e |

reemplazando en la ecuacidn diferencizl del movimiento: ‘

Ecuacién algebraicz de segundo grado gue se denomina "auxiliar", v

resolviéndola sus raices son:

a
[
™
+
™

L
1
&

a
n
i
™
|
w
|
E
o

valores que serdn reales, siempre y cuando B2 > w?® conforme consi-

deramos previamente.Y, definiendo:
2 2 2
w, =V B* - wb , para B° > u?

podemos escribir las raices:

ry, =B +wy r; =8 -uw

144



vy las dos soluciones que satisfacen la ecuacifn diferencial, son:
-r;t - + w, )t A - = t
& TIT E (8 L 7 & 2w g (B - wp)

tomando dos constantes arbitrarias cualesquiera B y C, que depende
rén de las condiciones iniciales de cada caso particular, la solu-

cidén general seri: (ver Ap. II)

—Ilt e 1

x=3Be - ol CA - M
-Bt -w, T w,t
X = e (Be 27 +Ce2 )
. =—% ;
Observe que w, = V% - w% no representa a "frecuencia" alguna,aun
que su unidad es también s, En la fig. 10.9 se muestra una gra-

fica de la solucidn.

Fig. 10.Y.- Oscilador sobreamortiguado B2 > w3.

Grafica del desplazamiento x en funcidn del tiempo t.

x = e PEBe™2t 4 ¢ 2%, con: w, = VB - &2 -

Cuando ocurre que B2 es precisamente igual a w2, (B = w2), se tie
ne que w, es igual a cero, (w, = VB2 - w2 = 0), y las raices de la
ecuacidn auxiliar son iguales, (r, =1, =1 = B), por lo tanto,que

_Bt) )

da solo una solucidn, (e Luego, para conformar la solucidn
general, con dos constantes arbitrarias, debemos buscar otra solu-

cidn que satisfaga tambi&n a la ecuacidn diferencial en este caso
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particular, conocido como''critico} y que a continuacidn encontra -
remos.

Oscilador Criticamente Amortiguado:

Cuando B* = w?, tampoco se producirZ movimiento oscilatorio alguno,
pero en este caso, el cuerpo tenderZ a su posicién de equilibrio

mis rdpidamente que en el sobre-amortiguado e incluso que a un os-—
cilador subamortiguado. La ecuacién diferencial acepta tambi&n en

T

= -t
este caso como solucidn a: , adem@s de e B como acabamos de

establecer arriba. Veamos para:

X =t e_Bt

o 2 . - -Bt

derivando : x = — Bte st + e
% -8t -ft -Bt - -Bt
x = B2te B - Be B - Be B = Szte Bt - 2Be e

reemplazando en la ecuacién diferencial del movimiento:

sztehBt - 23.9_Bt - 28%te Pt 4+ 2878t 4 2te Bt -
the-ﬁt - 282teﬁ6t + wite_ﬁt =0

te Bt (g2 - 282 + 42 ) =0

te_Bt(~ g2 + w?) =0

La igualdad a cero para todo instante de tiempo t se cumplird, si:

2 = 2z
-+ =0 = B* = wh

P s s - -pt -
Luego, bajo esta condicién B® = w?, se tendrd que: te B sera tam-

bi&n solucidén de la ecuacidn diferencial del movimiento.

-Bt -8t

Finalmente, teniendo dos soluciomnes: e y te , con dos constan
tes arbitrarias cualesquiera B y C, que se determinaran en cada ca

so particular para las condiciones iniciales dadas, podemos confor



mar la solucién general (ver Ap. II), Esto es:

-Bt Bt

Be + Cte

"
[

x = e"Bt (B + Ct)

En la fig. 10.10 se muestra una grifica de la solucidn.

=

Y

Fig. 10.10. Oscilador criticamente amortiguado B = w?.
Grifica del desplazamiento x en funcién del tiempo t.

x = e—Bt (B + Ct)

* Resumen de los tres casos que se presentan en el oscilador amorti-

guado:

- —-Bt .
— Sub-amor tiguado : R2<us ,w1==Jw§_52 + x = Ae 8 sen(w; t + &)

—Bt( t + Cewzt)

—Ww,

— Sobre-amor tiguado: g2>uh s, =Y Bl ax =g Be

~ Criticamente amortiguado: Bz=wi sy =w, =0 = x==e_Bt{B + Ct)
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10.5 OSCILACIONES FORZADAS.-

Consideremos ahora un oscilador amortiguado y forzado. Es decir,
cuando adem3s de las fuerzas restauradora y amortiguadora, la masa
tambi&n esta sometida a la accidn de una fuerza externa F. Estudia
remos el movimiento que se presenta, como caso importante, cuando
esta fuerza es periddica en el tiempo, senoidal de amplitud F, y fre

cuencia angular w. Esto es:

F = F, sen wt

Aplicando la ley de Newton de movimiento para el cuerpo de masa m,

la ecuacidn diferencizl sera:

Due. L. mx=- kx - bx + F, sen wt
D.C.L. (m) mx + bx + kx = F, sen wt
M
Fp = —kx - i+%k+§x=£—°—senmt
~ F=F ,senwt

| FA"_bvr

i * '
(=2 (F)

0

(se muestran solo las fuerzas horizontales que actiian en la direccidn x)

Como definimos anteriormente,

_b
Zm

mzo = E - w°= E
m V m

La ecuacidn diferencial del movimiento que queda es:

L]

b
= -+ g =

28

senwt

El;ﬂ

X+ 2% + w2x =
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Como discutimos en el item 10.3 para el oscilador armdnico con fuer
za externa constante, la solucidn de la ecuacidn diferencial que
ahora tenemos, tambi&n constarZ de dos partes, la complementaria y
la particular, x = x_+ %, (ver Ap. II ).

La solucidn complementaria xc(t) corresponde al oscilador amortigua
do sin fuerza externa, es decir, a la solucién de la ecuacidn dife-
rencial con el segundo miembro igual a cero (¥ + 2B% + w3x = 0), so
lucidn que hemos encontrado en el item anterior (10.4) para cualquie
ra de los tres casos que se pueden presentar. Para el caso subamor
tiguado (82 <w% ), el m3s interesante desde el punto de vista os-

cilatorio, la solucidn correspondiente seri:

. Aeﬂt sen(w, t + &)

Con w, = Vw? - g% y constantes arbitrarias A y & que dependen de

las condiciones iniciales.

La solucidn particular xp(t) corresponde a la presencia de la fuerza
externa al oscilador amortiguado, es decir, a la solucidn de la ecua

cidn diferencial con el segundo miembro que en particular tenemos:

£°sen wt. Luego, la solucidn debe ser tal, que al reemplazarla en
el primer miembro de la ecuacibn diferencial reproduzca este segundo
miembro, por lo tanto, propondremos como solucidn una funcidn también
senoidal con la misma frecuencia angular w, de amplitud D y constan-

te de fase, digamos - ¢. Esto es:
X, = D sen (wt - ¢)

Luego, debemos encontrar los valores de D y ¢ que harZn que xp(t) sa
tisfaga la ecuacidn diferencial., Por lo tanto, observe que al deter
minar estos valores, Dy ¢ no serdn constantes arbitrarias que depen

dan de las condiciones iniciales.

Para reemplazar la solucidn propuesta en la ecuacidn diferencial,

primero derivemosla:
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xp =D w cos(ut - ¢) vy E{P = - Dmasen(mt—rg;)

reemplazando, se tiene:

~Du” sen(wt-¢) + 28Dwcos(wt - ¢) + wiDsen(th - 0) = Fron sen wt
D(w? - w?) sen(wt — ¢) + D(2Bw)cos(ut — ¢) - % sen wt = 0

Desarrollando seno y coseno de (wt - ¢) y factorizando sen wt y coswt,

gqueda:

D(w% - w?) (senwtcosé-coswtsensd)+D(2Bw) (cosw tcoso+senwtsend)— gﬂ senwt=0
Fs 2 2
[D(t;u%—wz)cosn;:-i{}(ZBm) sené- - ]senmt—D[(m‘,—m }sen¢—28mcos¢] coswt = 0

Al agrupar coeficientes de seno y coseno de wt, la igualdad a cero
para todo t se cumplirZ solo si ambos coeficientes entre corchetes

son idénticamente iguales a cero. Luego,

. Del coeficiente correspondiente al término en cos wt, se tiene:

2Bw

2 2
We — W

(wi —wz)sen¢~28w cos § =0 => tg¢ =

y, con la ayuda geométrica de un triZngulo rectiZngulo podemos en-

contrar tambi&n sen ¢ y cos ¢, esto es:

sen ¢ = 28
\/(mzc,—wz )24.— 1;82 w
2 2
cos ¢ = de — 8 -
V(wi -w?)? +4p%0°

. Del coeficiente correspondiente al t&rmino en sen wt, se tiene:

D(mzo - w¥)cos ¢ + D(2Bw)send - ;" =0
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G g 5 - 2 _Fe
D[(u° w )cos ¢ + 2B w sen ¢] ™
reemplazando los valores encontrados de sen¢ y cos¢ y simplifican-

do, gueda:

z 2
2 - W 2Bw Fy
D[({:}o“ = + 2Bw = =
J(wo-u ) Bzwz \J(ui‘—wz)z s éﬂamz ] m
(mo—u) + 4 Bu ]= Fo
,/(mc—u) +4 g §
2 2.2 2 2 F Fo/m
D/(uo—w) + 48w =—= =>1D = C -
m Vkmi-uz)z N 482w2

Habiendo encontrado D y ¢ que, como puede verse, son valores cons-
tantes que quedan completamente determinados independientemente de

cuzlquier condicidn inicial, podemos escribir la solucidn particu-

lar = (t):
P
x_ = D sen(wt - ¢)
P
. _ F./m L 28w
con: D = i — = y ¢ =arctg ( —f—)
V{we — w ) +4B w We — W

Siendo D la amplitud de xp y ¢ el Zngulo constante de fase que esta
blece la diferencia de fase o defasaje entre la fuerza externa apli

cada y el desplazamiento correspondiente al t&rmino particular. En

-

el caso que la fuerza F tenga un defasaje inicial con respecto al

instante inicial t = U, es decir:

F = Fesen(ut + 6,)

la solucidn particular solo variar3 en este ingulo 8,,esto es:
xp = D sen(wt + 8, - ¢)

Finalmente, la solucidn general, considerando ambos términos, sera:

xﬂxc+xp
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En esta solucidn podemos observar que el t&rmino xc(t) decae con el
tiempo en e_pt y corresponde a los efectos transitorios que dependen
de las condiciones iniciales. Mientras que, por otro lado, el térmi-
no xp(r) no decae en el tiempo y corresponde z los efectos estables
que dependen de la fuerza externa aplicada e independientes de las con
diciones iniciales. Por consiguiente, frecuentemente se identifica a
estos términos, respectivamente, como: solucién transitoria xt(t) y
solucién estable xe(t). Cuando t 2 1/B, la solucidn general se redu-

ce en este caso a: x = xe(t).

Si se tiene el caso ideal sin amortiguamiento (b=0), es decir, un osci
lador armdnico forzado senoidalmente, va no se puede hablar de término
transitorio alguno porque la solucidn complementaria no desaparece 2l
transcurrir el tiempo. Esta solucifn complementaria es:

X, = A sen (wot + 6)

Y,la solucidn particular se puede encontrar facilmente tomando B = O.

Las constantes D y ¢ se reducen a:

Fofm _ Fc}{m

(@t = w*)? |w° - W

teniéndose como solucién particular:
x =Dsenwt
P

La solucidn general x(t), en este caso sera:

x = A sen (w,t + &) + D sen wt

con: D = _Fo/m v we =vk/m
lwd - w?]

Las constantes A y § son arbitrarias que dependen de la condicién ini-

cial dada.

Como las constantes D y ¢ que conforman el término particular de la

solucidén son cantidades que depénden de w,es muy importante anali

152




zar el comportamiento del sistema oscilatorio amortiguado
y forzado para diferentes valores de la frecuencia angular corres

pondiente a la fuerza externa aplicada al sistema.

Variacidn de lz amplitud D con w:

Para, w = 0 => D = Eo wite

2
mul g

Cuando, w + @ =>D + 0

Entre, 0 <w <, 1z amplitud D tiene un maximo.

Al valor de w que hace D maxima, se le denomina frecuencia para la
resonancia de amplitud o frecuencia de resonancia de amplitud, o
simplemente, "frecuencia de resonancia'. A esta frecuencia se le
identifica con w, ¥ para encontrarla habrZ que derivar D con res-

pecto a w e igualar a cero, esto es:

d D

R =0

E

U.1=UJR

Pero, al tener D numerador constante (F,/m), el denominador que es
funcidén de w debe ser minimo para D miximo. Luego, bastard derivar
el denominador e igualar a cero, es decir, solo la cantidad bazjo

el radical y se obtendrid el valor de w,, esto es:

R’

d 2 ) 2 2
T [(wo -w ) + 4R w

]
o

R 2 2 B
2(we — wp )(~2wR) + 88 wy = 0

- (e - w) +28 =0

2 2
Para que este valor e sea real se debe tener que: w, > 2B , caso
contrario se torna imaginario y no hay resonancia. Observe tam-

bién que: w, <] < Wo.
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Lz amplitud mixima Du1 se obtendr3 para w = Wps reemplazando:

F /m Fo/m _ Fo/m _ Fo/m

D = . = ; = .
B I8 )l < 88 g uekd  sely -8 280

Cuando no hay amortiguamiento (B ='0) la frecuencia de resonancia
es igual a la frecuencia natural del oscilador arménico (mR = Wy)

y la amplitud m3xima tiende hacerse infinita (Dm + @),

. Variacidén de la constante de fase ¢ con w:

Para, w = 0 => o =20
Para, w = w, => @ = %
Cuando, w+= => ¢ + 7

En la fig. 10.11 a) y b) se muestran respectivamente las variacio-

nes de la amplitud D y fase ¢ en la oscilacidn forzada con w.

D |
A [
|
| .
@
| |
F,/m f
2By T—————-— I!
I
I
I
L
by
Fo :l
k A | e
| 180
(|
0 ka We
Wy
a) Grafica D vs. w b) Grafica ¢ vs. w

Fig. 10.11 Oscilacién forzada. Variacidn de la amplitud D y constan
te de fase ¢ en funcidn de la frecuencia angular w de la
fuerza impulsora.

B # 0 Oscilador amortiguado forzado.
B = 0 Oscilador arménico forzado.
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Si la frecuencia angular externa aplicada es igual, precisamente, 2
la frecuencia de resonancia del sistema, es decir si:F=F°senR t, el
desplazamiento tendri una amplitud D relativamente grande, aiin cuan
"
do el valor de F, sea pequedo, y decimos que el sistema entra en Re
sonancia". Hay que advertir que los términos de resonancia y fre-
cuencia de resonancia tambi&n se utilizan v definen para otras can-
tidades fisicas con relacidn a un maximo valor, p.e. de: rapidez,
energia cinética, transferencia de potencia, etc. En cada caso ha-

brZ que obtener el correspondiente valor de la frecuencia de reso -

nancia.

Por lo tanto, si se guiere lograr una gran respuesta en un sistema

oscilante lo mds apropiado es forzarlo a una frecuencia lo ma3s cer-
cznz posible a su frecuencia de resonancia. p.e.: un nino en un co-
lumpio o un saltimbanqui sobre una lona elastica, mediante la suce-
sidén de pequenios impulsos logran considerables amplitudes en sus mo
vimientos cuando se aproximan a las frecuencias de resonancia de los

respectivos sistemas (columpio o lona eldstica).

Cuando se presenta resonancia sobrepasando el comportamiento elZsti-
co de los materizles, facilmente puede ocurrir el colapso del siste-
ma, produciendo danos irreparables en estructuras y en algunos casos
considerables desastres como ocurrid en el afic 1940 con el puente Tz
comz en Washington - U.S.A., puente de gran envergadura que comenzd

a oscilar por accidn del viento, que 2 pesar de soplar con velocidad
relativamente moderada lo exitd entrando en resonancia, produciéndo-
se un movimiento con gran amplitud hasta que el puente colapsd, rom
piéndose el tramo central que cayd al agua. Es conocido también el
hecho que una columna de soldados rompe el paso de marcha antes de
ingresar sobre un puente, para evitar posibles efectos de resonancia
que se producirian si la frecuencia de los impulsos del paso de mar-
cha coincide con la frecuencia natural del puente. Tambi&n son bas-
tante frecuentes las fallas que se presentan por vibraciones en Mz-

quinas y Motores.
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En general, podemos decir que las oscilaciones forzadas y resonan-
cia es uno de los fendmenos fisicos m&s importantes con miltiples
aplicaciones. Adicionalmente podemos citar p.e. en los circuitos
eléctricos de corriente alterna, electro-acistica, audio, vibra -
ciones en cristales, resonancias o modos de ondas aclisticas en lo

czles, 6ptica, fisica atdémica, etec.



10.6

MOVIMIENTO ARMONICO EN DOS DIMENSIONES.-

Consideremos ahora una particula de masa m que puede moverse con
dos grados de libertad sobre un plano horizontal sin friccién y
que esta sometida a la accién de una fuerza radial centripetay

elastica de constante k, esto es:

D.C.L. (m)

oy F=-kr=-k(xi+y3])=-kxi- kyj

Aplicando la ley de Newton de movimiento en ambas direcciones, como

hemos visto anteriormente, se tiene:

En la direccidn x: . En la direccidn y:

Fk = - kx Py = - ky

mx + kx =0 my + ky = 0

. k . 2 k
%+ wix = 0, con: we mis vy + woy = 0, con: u§==a
x = A sen(wot + o) y = Bsen(u.t + 8)

Luego, en ambas direcciones (x e y) el movimiento es oscilatorio ar
ménico simple con la misma frecuencia angular w, = Vk/m pero con
diferentes amplitudes y constantes de fase. Estas: A4, o v B, B,son
constantes arbitrarias que dependen de las condiciones iniciales :

Xos Vo ¥ Yo V°y’ respectivamente.

Estas ecuaciones de movimiento tambiZn nos expresan la trayectoria

de la particula en forma paramétrica, con pardmetro t. Para ob-
tener la ecuacidn de la trayectoria solo funcién de las coordenadas
x e y, debemos eliminar este parZmetro tiempo de ambas ecuaciones.

Veamos:

Sumando y restando la constante de fase a en el argumento de la fun
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cién seno en y, se tiene:

y = B sen [ (wot + @) + (B - c)]

llamando a la diferencia de fase §

(B - ¢) y desarrollando el

seno suma de dos Zngulos, gqueda:

. I}

y o= Bsen[(mot + o) + 6] = Bsen(w,t + a)cosé + Bcos(uw.t + @)send

Utilizando la otra ecuacidn, en x, podemos encontrar semo y coseno

1

de (wot + o) en funcidn de x, esto es:

L -

sen(wot + ) = , coslwet + @) = /& - senz(mot +a) = 1 - =

S

reemplazando en la expresidn encontrada de y, se tiene:

> - ¥ .
v=B—c¢cos 6+ B——sen §

Despejando el radical, elevando el cuadrado y reordenando, queda:

o

2 2

B A® - %" sen ¢ = Ay - Bx cos ¢
B’A%sen?s - B%’x%sen?s = A2y2 - 2ABxycosd + B?x?cos’s
Azy2 - 2ABxy cos § + Bzxz(senzﬁ + coszé) = A*B%*sen®s
A2y2 - 24Bxy cos O + B*x? = A’B?sen’s
2
2 = 2-é Xy cos 6 + & y = A%sen’® &
B 52

Esta expresidén f(x, y) es la ecuacifn de la trayectoria de la par-
ticula en el plano (x, y). En general, esta ecuacidn corresponde a
una etipse, incluyendo como casos particulares al circulo y a la
recta. La forma de la trayectoria particuiar depende de la dife -
rencia de fase § = (B - &) y de la relacidn de las amplitudes A y

B. Analicemos algunos casos:




*
(X}

6=t% TR S AR

. Para,
A2 B2
Elipse: B>A, B>c(é= -';— >0) Elipse:A>B, B <a(é= - -E— < Q)
}’k
B Ly
[ 1
[ ! ez | s
| T
|
B e
e 1\__{/.44
| | I = — _
I |
I A |

La flecha sobre la trayectoria indica el sentido del movimiento.
El sentido depende de cual componente adelanta en la fase, es de
cir, del signo de &. Para 6§ > 0 (B> o) el movimiento es en el
sentido horario y para 6 < 0 (B < o) en el sentido antihorario.

Si, ademds: A = B + x>+ y? = A?

- i m
circulo: A=B=R [ ——= ‘“'""”"{ gra(dé= 5’ 0)
! 1

. Para, §& 0~ A2y2 - 2ABxy + B%x® = 0

2
(Ay = Bx) =0+ Ay = Bx + y = — x, Recta
. Para, § = £ 7 =+ Aﬁy2+2ABxy+Bzx2=0

(Ay + Bx)? = 0 + Ay=—Bx+y=-%x, Recta

b []

(ver fig. pdg. sgte.)
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B>4, 6=0

B, 6=0

—_—————

B

A

y

~—=——f=—-—-

i

B <4, §=

la

=lo

~Para, § = =

=B

Elipse:A

= e s o]
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Adicionalmente, consideremos la misma particula pero ahora someti-
da a la accidn de dos fuerzas, cuyas direcciones son mutuamente

perpendiculares, restauradoras y eldsticas con diferentes constan-

tes, k. v ky. Esto es: Fx =—kxx ¥ By = kyy.

Aplicando la ]ley de Newton de movimiento en las dos direcciones,

se tiene:
En la direccidn x: . En la direccidn y:
= Fy = - k ¥y
F. = - k.x € ¥
x b :
mi + k x =0 my + kv =0
b ¥
k : ko
- 2 2 : i 2
¥+ we x =0, con: w, = —=o ¥+ wl y = 0, cony wy;_ = —=
b % m £ v y m
x = A sen(wo_t + a) v = B sen(wo_t + 8)
' <

Luego, nuevamente se tienen dos oscilaciones armbnicas simples, si
multi@neas en ambas direcciones, pero ahora con diferentes frecuen-
cias angular: o, = v kx/m y w°y = fkyfm . En general, las ampli
tudes y constantes de fase difieren en las dos direcciones, al ser

constantes arbitrarias que dependen de las condiciones iniciales:

En este caso la trayectoria del movimiento resultante es mads compli
cada, ya no es una elipse, ni circulo ni recta. Si las frecuencias
de las dos componentes estan en relacidn de dos niimeros enteros, es
decir, si la relacidn de frecuencias angulares mxfmy es un nimero
racional, entonces la trayectoria es una curva cerrada que la par-
ticula la retrasa en el tiempo a intervalos regulares. A estas cur
vas se les conocen como las curvas o figuras de "Lissajous". Si la
relacidén de frecuencias no es un nimero racional, el camino recorri
do por la particula no se cierra y la figura seri extremadamente

complicada, aun que esta comprendida dentro de un rect@ngulo A x B.
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Como ejemplo, a continuacidn se

jous:
Wo E Wo i
We "2 We 3
y
y A
B
i e =]
' I
| :
1A

presentan algunas figuras de Lissa

[WINN

==
|

En los tres casos: A =B y &
Otro ejemplo ara: =X - s
jemplo, p © ey 7 2

.

7

B

=B—u=%
A=B y &= ¢
I
|
|
|
! s
t —
X

£ 1

Estas curvas se pueden observar utilizando un p&ndulo doble gque os-

cile, con diferentes longitudes, en dos direcciones perpendiculares.

Pero la forma m3s sencilla y precisa es eléctricamente mediante un

osciloscopio, en el cual, se producen dos campos el&ctricos perpen-

diculares con variacidn senoidal de diferentes frecuencias, intensi

dades y fases, que actilan sobre el haz de electrones que los atra-

viesa e impactan la pantalla fluorescentes donde aparece la curva

de Lissajous.
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10.7

MOVIMIENTO OSCILATORIO DE DOS CUERPOS ACOPLADOS.-

Por su simplicidad relacionadz con lo tratado anteriormente para

el oscilador arménico simple y por su importancia en fisica, anali
zaremos en este texto el movimiento oscilatorio de un ''sistema de
dos cuerpos acoplados elasticamente' por un solo resorte, ideal sin
masa, que une a ambos cuerpos. El tratamiento de "osciladores aco
plados" es bastante complicado, atn el mas simple, que consiste en
dos osciladores armdnicos iguales acoplados por un resorte que une

las masas.

En la fig. 10.12 se muestran a2 las dos masas m; y m2 interconecta-
das mediante un resorte de constante elastica k. El sistema se en

cuentra apoyado sobre unz superficie horizontal sin friccidn.

k
m m2
AN =
i X1 X2

k
5 O AMANANNAN (e 070

Fig. 10.12 Sistema de dos cuerpos acoplados elZsticamente.
Dos cuerpos de masas m; y mz interconectados por un re-
sorte de constante k. En la posicidn:
a) el resorte esta relajado, F = 0.
b) el resorte esta estirado, F # 0.

Si las particulas se localizan con las coordenadas x; (t) y xa2(t) a
partir de la posicidn relajada del resorte y con los sentidos de
direccidn como se muestran en la fig. 10.12, la deformacidn o cam-

bio de longitud del resorte, estirado o comprimido, estar3 dada por:

x > 0, el resorte esta estirado.
X =X + X2 +si,{x = 0, el resorte esta relajado.

x <0, el resorte esta comprimido.
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Luego, la fuerza eldstica queda determinada por: F = -kx.
Aplicando la ley de Newton del movimiento a ambas masas, se tiene:

mx; = - kx v me¥2 = — kx

Para resolverlas simultZneamente multipliquemos la primera por m2

y la segunda por m; ¥y, sumando ambas, gqueda:

mimax; = - mzkx
myma2Xa2 = - mykx
mymz (3; + ¥2) = - (m; + m2)kx

como: X = X; + %2, derivando dos veces, se tiene que: X = X; + X2,
reemplazando:
mm2¥ = - (m; + mz)kx
k
S x =0
mymz
my + ma2
1 . 1" myma -
llamando "masa reducida" a: yp = g e (ver item 6.4- Vol. 2), pue
. i

de escribirse:

s k )
definiendo: w, = 7 » Queda:

Ecuacidn diferencial matemZticamente id&ntica a la obtenida en el
item 10.2, para el oscilador arménico simple con una sola masa vy

cuya solucidn conocemos, esta es:
x = A sen (wot + &)

Hay que tener presente que hemos logrado obtener el cambio de lon-

gitud del resorte x(t), es decir, el desplazamiento relativo de los



dos cuerpos respecto a la posicidn de egquilibrio del sistema y que,
la frecuencia angular w, depende de la masa reducidz p del sistema

conformado por ambas masas.

Observe que la masa reducida también puede escribirse como:

i |~
v

B4
3 =S |

teniéndose siempre que: p<m; Y H < m2 .

El resultado obtenido, ecuacidn diferencizl en x y su solucidn x(t),
puede interpretarse, por ser equivalentes, a un oscilador armdnico
simple con una masa p y resorte de constante eldstica k, tal como

se mostrd en la fig. 10.1, cambiando m por .
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APENDICE I

LA FAMILIA DE LAS FUNCIONES TRIGNOMETRICAS SENO Y COSENQO

Recordemos y tengamos presente que las funciones matemdticas trigo-
nométricas quedan definidas circularmente mediante el denominado
"eirculo trigonométrico"y que en el caso de Zngulos agudos pueden in

terpretarse geométricamente mediante un triZngulo rectZngulo.

Consideremos primero la funcidn trigonométrica senoidzl varizble en

el tiempo, expresada por:

X = sen t

Las caracteristicas fundamentales de esta funcién son las siguientes:

- Es periddica en el tiempo con un periodo 27.

— Toma valores comprendidos entre - 1 v 1, es decir, |sent| = L« POE
lo que decimos que tiene una amplitud igual a uno.

- Para t = 0, tomado como el instante inicial, el valor correspondien

te de la funcién es inicialmente cero.

Para ampliar el rango de estas tres caracteristicas procedemos,progre

sivamente, de la siguiente manera:

- S5i queremos permitir diferentes periodos multiplicamos la variable t

por un niimero constante arbitrario, digamos w. Luego:
X = sen wt

donde t se expresa en segundos y w en radianes por segundo.
En este caso el periodo seri 2u/w.
- Para obtener una mayor amplitud multiplicamos la funcidn por un niime

ro constante arbitrario, digamos A. Esto es:

X= A sen wt
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Como ashora se tiene que |A sen wt| <A, la funcibn toma valores com

prendidos entre -A y A.

— Si adema@s requerimos que X tenga un determinado valor inicial x,
para t = 0, agregamos un angulo constante arbitrario 6. Y, final-

mente se tiene la siguiente expresidn:
x = A sen (wt + &)

Esta expresidn senoidal generalizada, nos permite formular con preci-
sién la descripcidn cinemZtica de los diferentes movimientos periddi-
cos. De acuerdo a nuestros requerimientos, tomando valores apropia -
dos de w, A y 6 podremos expresar cualquier funcidn senoidal particu-

lar.

Incluso como el coseno tiene idéntico comportamiento matemdtico  al
seno, solo gque difieren en w/2 porque en el circulo trigonométrico
las referencias son rectas perpendiculares entre si, el Zngulo & nos
permite pasar facilmente del seno al coseno. Si tomamos 8 = ¢ - g—,

se tiene:

x = A sen(wt + &) = A sen(wt + ¢ - %J = A cos ( wt + ¢)

También podemos decir que mediante el Zngulo & estamos expresando una
combinacidn lineal de sen wt y cos wt . Veamos, desarrollando el

seno suma de dos Zngulos (wt y &§) se tiene:

A sen(wt + 6) = A [sentut cosé + cos wt sen 5]

1

x

A cos § sen wt + A sen§ cos wt

e

Definiendo dos nuevas constantes B y C en reemplazo de A y §, relacio
nadas entre ellas geom@tricamente mediante un tridngulo rectangulo co
mo se muestra:

B =Acos ¢ A A? = 8% + ¢

[l

&

2
A sen § tgé =3
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queda,

x = B senwt + C coswt

Luego, por todo lo expuesto decimos que:

x = A sen (wt + w)

nos expresaatodala familia de las funciones trigonométricas seno y

coseno. 0, en forma equivalente alterpativa representarlas por:

x = A cos (wt +6)

No estZ demds aclarar adicionalmente que como el Zngulo 6 lo introdu-
cimos arbitrariamente, tambi&n podemos hacerlo con signo negativo v

en este caso se escribiri:

x = A sen (wt - 6)

Analicemos un poco m3s la expresidn planteada aprovechando la oportu-
nidad para extenderlo en relacidn al denominado, muy Util y prictico,

"Diagrama Fasor o Rotor'.

Al argumento de una funcidn trigonom&trica, es decir a (wt + §) se le
llama "Fase" y al angulo § '"constante de fase". En el circulo trigono
métrico la fase (wt+¢) es el angulo que forma, en un instante t, el
radio con el eje horizontal de referencia y la constante de fase § es

el angulo o fase inicial para t = 0.

Derivando la fase con respecto al tiempo, se tiene:
d
- twt + =
T ( ) = w

luego w es la rapidez con la cual cambia la fase y se expresa en

radiznes/segundo.

Si se toma un circulo trigonométrico de radio A, el cual, en este caso,
llamamos "Fasor" o "Rotor", es claro que w es la rapidez o "velocidad

angular" con la cual gira el fasor que genera la funcién senoidal:

x = A sen (wt + 6)
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el

= 2 1 w
y frecuencia v = = = —— .
i

con periocdo T =
P 2m

Luego como w = 27V, tambi&n w recibe el nombre de "Frecuencia angular'.

Fasor o Rotor

Instante:t # 0 Instante:t = 0 x = Asen(wt+6)=Bsenwt+Ccoswt

Diagrama Fascr o Rotor Cr2fica de la Funcidn (x vx t)

Observe que si 0 es positivo, caso que se muestra, la referencia se
adelanta y la grafica de la funcién se atrasz en desfasaje con rela-
cién 2 6 = 0. Inversamente si ¢ es negativo, la referencia se atrasa
y la gr&fica de la funcién se desfasa, con relacidn a § = 0, adelan-

tiandose.
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APENDICE II

ECUACION DIFERENCIAL ORDINARIA DE SEGUNDO ORDEN LINEAL CON

COEFICIENTES CONSTANTES

HOMOGENEA (sin segundo miembro).

Esta ecuacidn es la m2@s importante que encontramos en fisica cl@sica.

En general, una ecuacibn de este tipo tiene la siguiente forma:

d?x dx
— e -rCl—--f-r_‘a}:=0

€2 g¢? dt

Para resolverla debemos conocer las siguientes propiedades de esta ecua

cidn:

Si xi(t) es una solucién y a, es una constante, luego a‘x1(t) es tam-
bién una solucién.

Si x;(t) v xz(t) son soluciones linealmente independientes, la solu-
cidn general de la ecuacidn es una combinacidn lineal de X, ¥ X,

esto es:

x(t) = alxl(t) + azxz(t)

Es también importante observar gque:

- La ecuacidn tiene la propiedad de obedecer el "Principio de Superposi

cién'". Esto es, x(t) = xl(t) - xz(t), también es solucidn de la ecua

cidn.

La solucidn general de cualquier ecuacién diferencial de segundo orden
siempre contiene dos constantes arbitrarias.

Se llaman "arbitrarias' porque para cualquier valor que se les asigne
a ellas (al ¥ 82)' la solucidn general satisfacerZ la ecuacidn dife -
rencial. Pero en un problema fisico no hay arbitrariedad, depende de
las condiciones iniciales. Luego, la solucidn general contiene en
ella todas las posibles soluciones que describen a un grupo, o familia
de posibles movimientos que tienen algunas caracteristicas en comin es
tablecidas, por los coeficientes de la ecuacidn diferencial, pero que
difieren en otras y los valores de las dos constantes deben esco-
gerse apropiadamente para que correspondan a las dos condiciones ini -

ciales del problema fisico.
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Escribamos la ecuacidn diferencial utilizando los coeficientes B y w, »

fisicamente definidos en los items 10,1 y 10.4, esto es:

¥ + 2B% + wix =0

Para esta ecuacidn siempre existe una solucidén de la forma:

j o)

x =@
o
con derivadas:

& FE
X =1re
- o D 4
¥ =r'e

sustituyendo en la ecuacidn:

ret | rt ) o
r’e + 2fre + uh e =0

& S rE P .
y factorizando e ~, obtenemos una ecuacidn algebraica de segundo gra

do en r, llamada ecuacidn auxiliar:

Seglin los valores particulares que tengan los coeficientes B y w., se

presentan dos casos:

* Para : w £ g2 =>n,

e

r2 (dos raices diferentes)

2 - . .
* Para : we = B* => r;1 = r» (dos raices iguales)

Analicemos ambos casos:
* §i las raices son diferentes se tiene dos funciones independientes

(ef1 b y ef2%) que satisfacen la ecuacidn diferencial. Luego, la
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solucién general es:

it r2t
x = aje + aze , para: r; # 12

o,

-B Y2 -uh ¢ —ﬁBz—mi t

=
5% EUE (aj e + a e )
En esta solucién debemos adem&s considerar cuando se presenta en
. . . . y 2 2
particular un t&rmino imaginario, esto es, cuando: w, -~ B°. Este

es el caso fisicamente mi3s importante desde el punto de vista osci-

latorio.

Para este caso, definiendo:

wm = Ya3 - g* donde: mf >0

-] bl

podemos escribir las raices de la ecuacidén auxiliar en su forma com

pleja:
r=—Btiw1

y la solucidn generzl tendri la siguiente forma:

-Bt iw;t —im;t
x = e (2, e + a2se )

Luego, en este caso, las constantes arbitrarias a; y a: en general s¢
ran también complejas.

Sin embargo, debemos tenmer en cuenta lo siguiente:

- La solucidn de un problema fisico debe ser real, luego las constan-

tes a; y az deben escogerse de tal manera para que x sea real.

- Un n@mero complejo, representado en su forma polar o cartesiana,cons

ta de dos elementos independientes (A, &) o (B, C):

1 m
a= Ae15 (polar) 1 B = Acosé
P = Asené
. - /82+C:
a =B + iC (cartesiana) 6 tgd = £
0| B Re B
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Como en la solucidn generzl se tiene dos niimeros complejos a; y a2,
se tendran cuatro constantes arbitrarias en vez de las dos reque-
ridas. Por lo tanto, los cuatro elementos no podrZn ser todos in-
dependientes, el niimero de elementos independientes podra reducir-
se a los dos requeridos tomando uno de los nilmeros complejos como

el complejo conjugado del otro.

Por simplicidad usemos la representacidn polar de un nimero comple

jo y tomemos como radio polar %vA:

1 id 1 —-ié
aj =E.l.e 3 as =5Ae
- iwpt ; " %
— Como en la solucién generzal e es el conjugado complejo de
~iwogt . 1, is . ; 1, -ié
» $1 usamos 2, = 5 Ae” con su conjugado complejo az =73 Ze

se tendrZ que x seri enteramente real.
Veamos, con estas consideraciones se tiene:
-pt, 1 16 dwpt 1, =i6 =it
(5 e+ 5 e 1)

Ae Ae

oE 2 2

¥ = =

e-Bt % A [el(w;t + 8) i eml(mlt + &) ]

Utilizando las denominadas relaciones de Euler:
ig

: -ig i
e = cosf + 1 senf, e = cosB - 1 senb

Sumandolas o restdndolas y resolviendo para cosf o senf respectiva-

mente:
ig -18 i6 -i8
_ + e _ e = g
cosb = 2 , senf = 73

luego con:

ei(m; + &) & e—i(m;t + §)

cos(uw,t + &) = 5

se tiene que:
-Bt
XxX=Ae cos(wyt + &)



Esta es la solucidn generzl real de la ecuacidn diferencial para

wi > 0 (w2 > 8% ), con constantes arbitrarias A y 6.

Como ejercicio encontremos tambin esta solucidn utilizando la repre-

sentacidn cartesiana de un niimero complejo.

Desarrollando los exponenciales de la solucidn general encontrada, se

tiene:

-Bt iwgt

—iu, €
X = e (a;e e 3

+:a

)

¥ = eTB [al(cosmlt + isenwjt)+as(cosw;t - isenwlt)]
-Bt .
X =e [(al + az)cosw;t + i(a; - az)sen wi t ]

Tomando las constantes arbitrarias a; y a; como complejas conjugados:

ay =3 (B+i0) , a2 =3 (B - i)

la suma y diferencia de ellas serdn:
a; +az =B » @7 = az = 1iC

reemplazandolas en la solucidn:

-B

t
x = e (B cos wy;t - C sen wyt)
Utilizando las relaciones, arriba establecidas, entre By C con A y &:

w g HE (A cos 6 cos w;t — A sen § sen w;pt)

-Bt
A e 8 (cos w;t cos & - sen w;tcos &)

"
]

la expresidn entre paréntesis es el desarrollo trigomométrico del co-

seno suma de los Zngulos, luego, finalmente se tiene: !

o= A e_Bt cos(w;t + 6)
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Es importante observar que dependiendo de la definicidn exacta de la
constante arbitraria &, podemos escribir la solucidn alternativamen-

te como:

=4 e_st sen(w;t + ¢)

[SIE

que corresponde a un cambio del angulo de fase, § y ¢ difieren en

m .
E » Se tiene:

sen(w; t + ¢) = sen(u,t + & +-%-) = cos(w;t + &)

Fisicamente,un cambio de fase corresponde a un cambio del instante que

hemos designado como t = 0.
Por lo tanto, como la designacidn del angulo de fase es arbitraria
(6 o 6), podemos escribir indistintamente la solucidn como:
-gt
x=Ae B (sen(w;t + §8)

También es conveniente observar que esta solucidén la podemos expresar
como una combinacidn lineal de las funciones seno y coseno de w)t.

Desarrollando trigonométricamente el seno suma de dos Zngulos, se tie

ne:
-Bt i .

x = Ae (sen w;t cos 6 + cos wit sen 6)
_Bt

XxX=e (A cos 6 sen w;t + A sen & cos w;t)

Como: B = A cos 6§ y C = A sen §, se obtiene:

-Bt
X =e . (B sen wyt + C cos w,;t)

Expresidn que es tambi&n solucién general real de la ecuacidn dife -

- 2 - .
rencial para w; > 0 (mf >‘Bz), pero con constantes arbitrarias B
y C.

Finalmente, dentro de este caso (mz >‘Bz), consideremos cuando B = 0,

que corresponde a la ecuacidn diferencial:

2+ mgx =0
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Se tiene gue: w; = W,, Yy las raices de la ecuacidn auxiliar son:

r =% 1w,
Teniéndose como solucidn general rezl de la ecuacidn diferencial:

A sen(wot + &)

"
]

o bien:

% = B sen wet + C cos wet
Consideremos ahora el otro caso.

% §i las dos raices para r son iguales: ry =rs2 =1 = - B, solo se

5 v Bt 1 i
tiene una solucibn: e . Luego, debemos encontrar otra solucidn.

En este caso, otra solucidn de la ecuacidén diferencizl es de la

forma:
X =t e—Bt
Con derivadas:
» = -Bt
X = e B% - Bt e B
-t -8
g = - 28ePC 4 g%t o F"

Sustituyendo en la ecuacidn:

i od 2 -8t

- 28e B 4 g2t e + 2se'3t - 28%t & B

Bt

2

t 2
+ w, te =0

factorizando y simplificando:
~g¥+u2=0
Bt

2 2 . - .
Como en este caso: w- = B, se tiene que: t e tambin es una so
lucidn de la ecuacidn.

Bt

=BT - - - -
Luego, como e B y te son independientes, la solucidn general

para raices idénticas estard dada por:

rt rt
X = aye + azte |, para: ry =rz2 + r=-8

e Pt (2, + ast)

b
n
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B) No homogénea (con segundo miembro).

Ecuaciones de este tipo tienen lz forma:

o2 ¥
a'x ax j

c2 + cp — + cox = £(t)
3o ®
dt dt

o bien, escribiéndola de la siguiente manera:

$ 4+ 2B %+ wlx = q £(t)

Parz resolver esta ecuacidn debemos conocer la siguiente propiedad:
- Si xp(t) es una solucidn cualquiera de la ecuacidn diferencial

dada (con un segunde miembro f£(t) en particular), y sea xe(t) la

solucifn generzl de la ecuacidn homogénez correspondiente (sin

segundo miembro), la solucidn general es:
x(E) == (6) +x (t
(£) = x,(8) +x ()
podemos comprobar facilmente reemplazando esta expresidn y sus
derivadas (% y %) en la ecuacidn:

2 [ - i 2 % L =2l
E X + 26(hc + kp) + w, (hc + kp) =q £(t)

reordenando:

v B . & 5z ar " 2 . =
(;C - 2B>,c + w; mc) + (ap + Zka + w, xp) q £(t)

Como el primer paréntesis es iguzl a cero vy el segundo iguzl a

q f£(t), se cumple la igualdad.

Luego, la solucién general de una ecuzcidn diferencial no homogénea

es:

x(t) = xc(t) -+ xp(t)

A x_ se le denomina la parte complementaria o "solucidn complementa -

ria" y al término Xy particular o "solucidn particular".
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En el ac3pite A de este apéndice IIse ha planteado el método generzl

para encontrar la solucién complementaria x , luego, solo falta encon
c o

trar, por inspeccidn, una solucidn particular x_ de la ecuacidn dife-

rencial tal cual, es decir, con la funcidn particular f£(t) dada.

Observe que la solucidn complementaria X contiene las dos constantes
arbitrarias (a; y 2a2) y gue la solucifn particular xp no contiene

constante arbitraria alguna. Esta {ltima queda completamente defini-
da al encontrarla para satisfacer especificamente a la funcidn del se

gundo miembro de la ecuacién.
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LEONHARD EULER (1707 - 1783)

Nacié en Basilea (Suiza), hijo de un matemZtico y pastor protestante,
empezd a estudiar para ser clérigo, pero dejdé el seminario para dedi
carse 2 las ciencias exactas, aunque continud siendo creyente muy

devoto.

Estudid en la Universidad de Basilea donde fue un alumno muy destaca
do, a los 19 afios recibid unz invitacidn, del por entonces importan-
te centro intelectual, de la Academiz de Ciencias de San Petersburgo,
trasladindose alli en 1727 hasta 1741 en una primera Epoca, que inte
rrumpid entre 1741 y 1766 para trabajar en la Academia de Ciencias

de Berlin, retornando a San Petersburgo en 1766 en una segunda Epoca

hasta su muerte en 1783.

Euler, adem3s de ser uno de los grandes de la historia de la matemi-
tica, fué el mejor fisico tedrico del siglo XVIII. A lo largo de
muchas obras, un siglo después de Newton, desarrolld la forma matemd
tica de la mec@nica y sus aplicaciones, dandole su forma actual. Por

esto, se le considera el fundador de la mecanica analitica.

Introdujo el concepto de masa puntual, haciendo notar que las Leyes
de Newton solo se aplican, en sentido extricto, a masa puntuales.
Newton habia usado la palabra cuerpo de manera vaga. Fué el prime-
- - - - - -
ro en considerar la aceleracidn y usar la idea de vector, permitien
dole emplear ejes de coordenadas y por lo tanto, tal vez poco cono-
cido, el primero en escribir la famosa segunda Ley de Newton como
"fuerza igual a masa por aceleracidn", en la forma hoy conocida

F = ma. Es decir, en forma de ecuacidn diferencial.

Tambi&n fue“el primero en estudiar los sistemas de particulas, in-
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trodujo el concepto de momentum angular, planteando la expresidn, que
dL

hemos utilizado ya en el volumen anterior, T = . Otro concepto

dt
que introduce es el de velocidad angular y desarrolla prolificamente
el estudio del cuerpo rigido, obteniendo importantes ecuaciones gque
hoy en dia llevan su nombre. También realizd importantes contribucio
nes en la mecZnica de fluidos y al cZlculo de variaciones, resolvien-
do problemas mecZnicos usando m@ximos y minimos, metodologia perfec-

cionada ma3s tarde por Lagrange (1736 - 1813).

Para concluir, cabe destacar que adem3s de su prolifica labor cienti-
fica, se did tiempo para ocuparse de muchas tareas administrativas en
las dos instituciones que trzbajé y para el gobierno. También hay que
mencionar que a su muerte dejd muchos trzbajos inéditos que fueron pu

blicados posteriormente por la academiz de ciencias.
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PROBLEMAS

Plantear la solucidn generzl del oscilador ermdnico simple utilizan-
do la funcidn coseno y, en este caso, determinar las constantes arbi

trarias para las condiciones iniciales genéricas a t=0:x=x,y % = v,.

Para el o0.a.s. la ecuacidn diferencizl del movimiento es:
o 2 2
X+ wex =0 con : w, = k/m

teniendo como solucidn general, utilizando lz funcidn coseno, digamos:
% = A cos (w,t - ¢)

n=—-A w, sen{we,t — ¢)
Para las c.i. dadas, se tendré:

Xo = A cos(-6) = 4 cos ¢
Ve = — A wesen(-&) = 4 w, sen &

Resolviendo simultZneamente se encuentran las constantes arbitrarias

Ay ¢, procediendo geométricezmente:

cos ¢ = — A
A
Vo lwe
&
send = Voluo %o & =arctg( o )
A A

Compare con los valores obtenidos en el item 10.2.

Como ejercicio pasemos la solucidn a combinacidn linezl de senw,t ¥y
cosw.t, esto es:
x=Acos (wo.t — G)=(Asend)senu,t + (Acosd)cosw,t=Bsenw,t + Ccosw,t, con:

Velwe _ Vo

B=Asen 6 =4 A P
C=Acos 6 =A u%i— = X,
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Luego, se tendri como solucidn:

v
X = —— sen uw.t + X 605 Wt
Weo

Una masa m se encuentra apoyada sobre una mesa horizontal sin fric-
cidon y unida, en sentidos opuestos, a dos resortes sujetos a sopor-
tes fijos tal comec se muestra en la figura.

Encontrar la frecuencia de la oscilacidn horizontal.

T T2 IT 777777
D.C.L. (m) La ecuacidn diferencizl del movi-
miento, seri:
Fi m Fa
i — @< mi=-F -F =-kx- k=x

S
0
m¥ + (ki + ka)x =0

ki + ks . X +ix=0
m

Con: w, =

y la frecuencia del movimiento oscilatorio armdnico, seri:

En un sistema oscilatorio con varios resortes, algunas veces, se re-
quiere reemplazar todos los resortes por solo uno, con la condicidn

de que el cuerpo ejecute idéntico movimiento oscilatorio.

En particular, encontrar la constante K del resorte el@sticamente
equivalente cuando se tienen dos, o m&s, resortes montados de la si-

guiente manera: a) en Paralelo y b) en Serie.




2) Resortes en Paralelo:

Para el sistema en paralelo se
tiene:

mk = ~kix-kex >mx+ (ki + ke )x=0

Para un oscilador simple equiva-

0 B lente se tiene:
K
. F /_\\ - 5 T
Fi

Luego, lz constante K del resorte elZsticamente equivalente, sera:

N
K=l + ko = K= Z %

i—zwvwvxm—A——'vv\ m
=% A
ky b2 o

0] x
e
j K F/"‘\.
\") s

En el sistema en serie,sobre la masa m actlla la zccifn directa del
resorte k:, cuya deformacién es: (x - XB). Luego, aplicando la ley

de Newton del movimiento, se tiene:
mx = — ks (x - xB)

Como en esta ecuacidn aparece Xp5 deformacién del resorte ki, de-

bemos encontrar una relacidn entre Xg ¥ X

Para cualquier posicidn x, la fuerza es la misma para ambos resor-

\ - - .
tes y podemos terer la siguiente relacidn:

F=k-z(>:-xB)=k;xB ‘J{B= “‘mx
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Reemplazando en la ecuacifn diferencial, se tiene:

ki ke

Teniéndose para el oscilador simple:
mx + Kx =0

La constante K del resorte elZsticamente equivalente, sera:

i=1
Generalmente se escribe de la siguiente forma:
N
BN ey W S s
K K ks k

i=] i

4.~ Una carga P estZ colgada del techo mediante un sistema de resortes
dispuestos como se muestra en la figura. Las barras horizontales son

muy livianas, de peso despreciable comparadas con el peso P.

P R oA

ki

ks

Determinar la ecuacidn del movimiento oscilatorio de P cuando se le
saca de su posicidn de equilibrio vertical. Encontrar el periodo de

oscilacidn.
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Utilizando los resultados obtenidos em el problema anterior, encon-
tremos primero la constante elZ@stica X equivelente del sistema de

suspensidn. Esta seri:

1 _ 4l N 1 ” 1 _ 1 + ] ” 1 _ 2ka ka+k ks + 2k ke
K Iﬂ'.; l (kz + k: ) k3 k] 2 %3 ka 2k1 k‘.’. k3
K = 2':{1 k: 1’(3

2kaks + ki ks + 2k ka

y, la ecuacidn del movimiento sera:

¥+Ky=0 = y = 4 sen(uw.t + &)

. k L} UK 1
con frecuencia angular w \/P;’g / =

El periodo de oscilacidn es:
1
. R T 2_\/ P(2kks + kiks + 2Kiks)
Wo l gK ’ 2g ik ks

Un pistdn se mueve sin friccifn dentro de un cilindro y sometido a la

accidén de tres resortes iguzles, dispuestos come se muestra en la fi-
gura.
Encontrar la solucifn para el sistemz asi formado, bajo condiciones

iniciales a t = 0: %, = Ao v Vvo = 0.

K"f!f;!! Ll Pl L Ll y il A A S S 5
A -
k k
STV m

_Ft_{.{l//l bkl £ L i s b LT

L g i

NN,

La ecuacidn diferencial del movimiento del pistdén de masa m, de acuer

do a la Ley de Newton, serd:




D.C.L. (m) mx = - 3F = - 3kx
mX + 3kx = 0
’ t::é%::: 2“F*ji_‘ X+ E: x:= 0
e N N
0 x !
Con: mi = 25 = X + mix =0

Teniendo como solucifn general:

% = A sen (w,t + &)

1]

y velocidad : X = A wecos(u,t + 6)

Para las c.i. dadas, se tiene:

i = A= A,
- [
0 = A wycosd L 2 6 =73
T
Luego: x = A, sen(w,t E-) = A,COSw,t
Recomendacifbn: cuando la c.i. de velocidad es nula v, = 0 como en

este caso, es mejor, mas simple, plantear la solucién general con la

funcidn coseno, como en el problema N° 1, porque se tendrd que &= 0.

Veamos:
% = Acos(wet — &) = x, = A cos(-8) = Acosé
X = —Aw,sen(wet - &) =>0=-Aw,sen(-6)=Aw,send
se tiene:
sen § = 0+ 68 =0+ cos 6§ =1 =+ 4=x%,
Luego:
X = X, COS Wet

Por supuesto, como esperamos, Se obtiene la misma solucidn.

Una masa m cuelga del techo mediante un resorte de constante el3sti-
ca k. Determinar la oscilacidén alrededor de la posicidn de equili -
brio con condiciones iniciales t = 0: y, = A,, v, = 0.

Graficar y vs t.
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Si el oscilador se desplaza horizontalmente con velocidad V cons-

tante, determinar la distzancia recorrida cuando lz masa alcanza

nuevamente la condicién inicial verticel y, = A,. Graficar y vs. x

indicando en este croguis la longitud L de la distancia calculada.

').'

A

Ag
' T

T =2wn/k d
%
!
A,
: %
L = 21Wn/k

Aplicando la ley de Newton v re-

solviendo para las c¢.i. dadas,s
tiene:

my=—ky — §-+w;y=0, con:w, =k/m

Asen(w.t = &) = A, = A send

]
[}

= Aw,cos(wot +6) + 0 =Aw,cosé

.
I

Las constantes arbitrarias ¢ y

seran:

= send=1l =+ A=A,

" & W
cosé=0 = § = =
2

Luego:

v = Ag,sen(uw,t + 5 ) = A,COSw,tC

con periodo:
2% —
T === 2y m/k

\
o

-

Finalmente, la distancia L hori

zontal recorrida en el tiempo T

e

Sy

esto es, en el periodo T paraz que

la masa m alcance nuevamente

posicidn vertical A,, serd:

L

v

m

= 25V _
L=2 \\/ X

1
=
i
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Dos cilindros de radio R, cuyos ejes est&n separados una distancia

d > 2R, giran en sentidos opuestos.

Una tabla de peso W y longitud

L > d, se coloca encima de los cilindros. Si el coeficiente de

friccidn entre la tabla y los cilindros es p, demostrar que el movi

miento de la tabla es oscilatorio arménico con respecto 2l eje de

simetriz del sistema.

-— —

Cc
L T S |
O = O
S n &
|
I | ! |2
6] : 7
a |
[
|
Ny '
g, A | 5
Ropresefee~p
|
R, 1 ¢ Fs
|
1.
a7 7z

Determinemos las

Si el centro C de le tabla co-
incide con el eje de simetria,
las reacciones RA ¥ RB son
iguales y consecuentemente, las
fuerzas de friccidn con los ci
lindros también lo serZn. Pero,
adem3s como los cilindros giran
en sentidos opuestos, las fuer-
zas de friccidn que actilan hori
zontalmente sobre la tabla ten-—
dran tambi&n sentidos opuestos.
Por lo tanto, el punto C se en
cuentra en su posicidn de equi-
librio. Si se le saca de su po
sicién de equilibrio, las reac-
ciones ya no serzn iguales, ni
tampoco las fuerzas de friccién,
dando origen al movimiento de

vaiven horizontal de la tabla.

reacciones y las fuerzas de friccidén para una posi -

cidn x del punto C, medida a partir

Zr, = 0=
TB RAd

EFA =0 = RBd
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2

i
2

- ) =
x) RA

+ x) = RB

]

W(

W(

de la posicidn de equilibrio.

] =

NIl—-

S = = = _l e _x
=g TE MR =l g = 5D

x = = moiitd i. x
= 3 ) fB = uRB =-pW( 5 B d)




Luego, la fuerza de rozamiento total gue actlia sobre la tabla es:

s o 1 x cop A n o X 2uW
F=f,+ip=wi(5-3)-w(3+ 3) =wi(-23) =~ )
Si llamamos M a lz masa de la tabla: F = - ( Zgﬁﬁ)x v, aplicando

la ley de Newton del movimiento, se tiene:
|

Mx = - ggﬂﬂ x = x4+ ( Eﬁ& Jx =0

Por lo tanto, el movimiento es oscilatorio arménico simple:
% = A senfw.t + 6), con e = F

Ay & son las constantes arbitrarias que dependen de las condiciones

iniciales dadas horizontalmente a laz tabla para sacarla de su posi -

¢idn de equilibrio.

Demuestre que el movimiento de una particula a través de un tinel ima
ginario excavado diametralmente en la tierra, supuesta de densidad

uniforme, es armdnico simple. Encuentre la frecuencia natural del mo
vimiento y compidrela con la frecuencia de rotacidn de un satélite al-

o

rededor de la tierra, en su superficie.

El movimiento de una particula en un tlnel, mds aln, no limitado el
caso diametral, ya se ha estudiado anteriormente en el Cap. 8, prob.$§,
Vol. 2, pag. 340.

Se encontrd que la fuerza restauradora que zactlia sobre la particula

dentro del tlnel es lineal con el desplazamiento, en particular:

o 2Ly
RB
y en funcidn de la aceleracidn de lz gravedad: g = E? s 5%
R
= - Eg-
F ( R ) x

llamando: k = E% , se tiene: F = - kx.

Luego, el movimiento de la particula serZ oscilatorio arménico simple,
teniéndose:

mﬁ'=-(-@§-)x*5&+(%)x=0 = %4+ wex =0
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Por lo tanto, la frecuencia natural de la oscilacidn es:

oy

Por otro lado, para un satélite que gira con un radio R alrededor de
la tierra, problema tambi&n resuelto anteriormente ver prob. 13,cap.8,

Vol. 2, p&g. 347, la velocidad angular o frecuencia de rotacidn, es:

2 ___GMH] =2=..cﬁ=.g.=' = &
mw R = A w 5 A w = R

R

w|oa

Finalmente, comparando ambos resultados: w = w, =

Un blogue de masa 22kg esta suspendido verticalmente mediante un re-
sorte de constante elZstica 22N/cm.

El blogque se pone a oscilar libremente en la vertical y cuando estd
pasando a 3cm por debajo de la posicidn de eguilibrio, su velocidad
medida es de l8cm/s hacia arriba. Determinar la amplitud del movi -

miento, velocidad y aceleracidn mZximas del blogue.

El desplazamiento del movimien-
k to oscilatorio alrededor de la
posicidn de equilibrio O, en ge

neral, esta dado por:
y = A sen(uw.t + §)

Consecuentemente, la velocidad

vi = -18cm/s T ‘m
b= y aceleracién por:
Con =k = 22N/cm=2200N/m v =y = Awscos(u,t + &)

k 22 Vi
Wo =\‘ = =\’qu= 100 = 10rad/s a =¥ =-Aw sen(uw.t + &)
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Se sabe que para un tiempo t;, se tiene que: y1=3cm y wvi=-18em/s.

Reemplazando:

3 =Asen(wot; +6)= sen(w,t, + &)= %
3 A
(wety +é)
N ; = oy —18/w,
-lb=Aw,cos (wot; + 6) = cos(u,t, +6)= ——= { I3
& -18/uw,

Luego:
3 * T
A =\/3= +( _i.% )? VI35« 55
v . = Aw, = 3.5 x 10 = 35 em/s
max
a 2. = | = Aw| = Aw} = 3.5(10)* = 350cm/s?

Un resorte de constante eldstica k, masa desprecisble y longitud pro
pia fL,, se sujeta de un extremo al techo guedando en posicifn verti-
cal. En el extremo libre se cuelgan tres cuerpos cuyas masas son
m, m ¥ W3, guedando en equilibrio,

Si se suelta subitamente y cae el cuerpo de masa ms, determinar la

ecuacidon de movimiento del sistema.

En la figura se muestran los niveles de referencia correspondientes a
las diferentes posiciones de equilibrio cuando se colocan las masas
m, m y ms. (En posicidn de equilibrio: mg = ky).

N.R.T.

Lo
N.R.OQ,
== 1N

—
N.R.Os
) '
(=)

— 7 m+m ‘(+) 0

yl
N.R.Os
— 1 _— m +m +m
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Al soltarse la masa ms, la accidn restzuradora del resorte actla so-
bre la masa(m + m), es decir, el sistema oscilador esta conformado
por el resorte k y masa (m + m). Su posicibn de eqﬁilibrio es el
N.R.O; y, por lo tanto, el sistema oscilarZ zlrededor de este punto.
La masa ms establece la condicidn para iniciar el movimiento oscila-
torio, es decir, la condicidn inicial ys= (N.R.0;-N.R.O:2 )= E%E-,con

v, = 0.

Luego, con respecto zl sistema de referencia gque se muestra en la fi
gura, la ecuacidn diferencial que establece la Ley de Newton para

el movimiento, sera:

(m +m)y = - ky

(m +m)y +ky =0

La solucidn general de esta ecuacidn diferencial es:

]

y = A sen(w.t + 6)

con velocidad:

¥ A w, cos(w, + &)

Las constantes arbitrarias A y 6, para las c.i. dadas:

serén:

" Ll "
0 = Aw,cosd + cos 6 = 0+ § = 7 T osen § = 1

E%& =Asen§ + A= Eﬁ&

Luego, finalmente, la solucidn pedida es:

¥ = Ei& sen(uw.t + g') = E%& Cos w,t
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El sistema masa-resorte gque se muestra en la figura se sueltz desde
una altura h y despugs de chocar el retén en las consolas laterales,
el blogue de masz m desciende una distancia A. Determinar cuanto
tiempo demora el sistema en regresar a la posicibn inicial, es decir,

en efectuar una oscilzcidn completa.

o

T A

El sistema tiene una energia potencial inicial y al soltarlo se con-
vierte en energla cinética. Luego del choque se convierte en energia
potencial eldstica estirandose el resorte la longitud A. En ese ins
tante, la masa invierte su movimiento y la energia nuevamente se con
vierte en cin&trica. Finalmente, regresando z la posicifn inicial
la energia se convierte otra vez en potencial.

1

F Inicizlmente la energia mecani-
/

ca totzl es sélo potencial, es-

to es: E = mgh

En la posicidn mostrada, cuando

el resorte se ha estirado A, la
- - -

energla mecanica total es solo

potencial eld3stica y esta es:




Igualando estas dos expresiones, por conservacidn de energia, se

tiene:

Tk =mgh - k=220
r

Esto nos ha permitido determinar la constante elZstica del resorte.

sistema en regresar a su posi -

e e,

—= El tiempo total que demorari el

] C— cidn inicizl desde el instante

////// en que se suelta, seriz:

L

e s g T Y o ——
Tml Tm Jf
Donde t es el tiempo de caida desde la altura h hasta el instante del

choque y 7 es el periodo del oscilador masa-resorte. Encontremos es-
tos tiempos:

Tiempo de caida libre:
P _.’ 2h
5 &t =h t = .

. Periodo del oscilador armdnico libre:

m
& =85 % - 9m 2mgh _ 274
A? 2gh

Reemplazando, se tiene el tiempo pedido de una oscilacibn completa del

sistema, este es:
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A un oscilador armbnico simple de masa m y constante elZstica k que
se encuentra en reposo se le aplicaz una fuerzz constante F,.
Encontrar el movimiento resultante y graficar x vs t, posicidn de la
particula medida a partir de x = 0 como condicidn inicial a t = 0

para el resorte relajado.Describir el movimiento.

Para el oscilador armdnico simple con fuerza externa constante, en el

ftem 10.3 hemos encontrado:

x = A sen{w.t + 8) +
0 COM We =

m

¥o= A w, cos(wet + &)

para las c.i, @ t =0: %, = 0y vp = 0, se tiene:

Ve = U0 = Aw,co0sé -~ cos6 =0 + 6 = % + send =1
B, o Fo . Ey
Xo = 0 = Asené +—E— = A + > + A = T

Luego, la solucidn sera:

Fs ul Fo _  F, Fo
3R o g sen(m°t+2)+k——kcoswot+k
Fg
x = (1 - cos wet)

Grafica en la p3g. sgte.



Grzfico x vs t:

Por consiguiente, se tiene un movimiento oscilatorio armdnico:

F . S I . . F
—° cos wet alrededor de su posicidén de equilibrio est@tico: xe =k°

k

Encontrar laz frecuencia de oscilacidn del sistema masa-resorte cuando
esta, en conjunto, acelerado horizontalmente con valor constante tal

como se muestra en la figura.

2 k i
—
7777 772 777 72 777272727 7 7 7 77 72 77727

Cuando el sistema no esta oscilando y avanza con una aceleracién a,,
se tendri que el resorte estd permanentemente estirado por una fuerza
constante F, = ma,. Por lo tanto, no se diferencia en nada, p.e.,a un
resorte vertical con la masa suspendida en su extremo sometida a 1la
accidn de la gravedad W = mg. Este caso ya lo hemos analizado en el
item 10.3, habiendo encontrado que la accidn constante no afecta a la
oscilacidn alrededor del punto de equilibrio.

Luego, la frecuencia natural del sistema seguirZ siendo la misma, es

decir: we = Yk/m
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14. En el sistema mostrado en equilibrio en la figura se le comunica a
la masa m una energia inicizl desplazindola ligeramente de su posi -
cién de equilibrio y liberZndola. Determinar la frecuencia angular
del movimiento oscilatorio libre utilizando las aproximaciones perti
nentes para peguenas oscilaciones cuando el desplazamiento inicial

es: a) vertical y b) horizontal.

o o = 5% Los tirantes rigidos son igua-

les, de longitud £, Zrea A vy
mddulo elZstico Y.

Encontrar la relacidn entre los
periodos de ambos casos:z) y b).

m En particular para o = 45°.

a) Vertical La fuerza el3stica correspon -

diente a2 un pequenio desplaza -

miento vertical y de la masa m,

sera:

AL = ycosa

Hpe b Gassin (RS

YA % o
T = i AL
Y, la fuerza vertical restaura-
dora:

F
2
T T F = = 2Tcosa =~ ( 21&%2§—Ejy=—Kyy

Luego, la ecuacidn diferencial del movimiento de la masa m, para pe-

quenias oscilaciones verticales, sera:

my = - KyY + my + Kyy =0+y+ miyy =0
2 2 _ 2YAcos’a _ 2YA
con K_ = E?i‘%‘iifi TOWeT Tog T Wey =\ T cosa
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b) Horizontal.- La fuerza elastica correspon -

diente a un pequeno desplaza -
miento horizontal x de lz masa

m, serz:

AL = X sen o

A _ YA _, YAsenc
I == ﬁl-—i-xsena—( T )%

Y, la fuerza horizontal restau

radora:
i
l 2 2
E Stm £ - Plaenn = ~ (CEASER Oyoc % &
b X
&
¥T

Luego, la ecuacidn diferencial del movimiento de lz masa m, para pe

quefias oscilaciones horizontales, sera:

mi':=—Kxx+ mx + Kx =0 +5&+waxx=0

2 “ar 2 2
Bope B = 2YAsen” a N mi _ ZYAsen' ¢ e f YA Sain
X L x ml ¥ mf

- Relacidn de periodos:

T We
y . 21/we. _ X _ sen ¢
== = o2 = = = tg o
T 21 /uw, We cos ¢
X b:4 y
o, Y
Para o =43° : = =1 +.T = T + w, = w,
% 3 x y X
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15. Determinar la frecuenciz de variacidn radial el3stica de un anillo
R, seccidn transversal A, densidad p y mbdulo eldstico Y.

Nota: resolver primero el problema N2 42 del capitulo 9 (anterior).

En el problema indicado (9-42) se encontrd la deformacidn radical AR
del anillo bajo la accidn de una fuerza radial, longitudinalmente uni
forme, g(N/m). Esto es:

2
} = ..‘i
AR YA
llazmando a la deformacidn AR=x a partir de la posicién de egquilibrio,

la fuerza el3stica restauradora radizl por unidad de longitud, sera:

YA
g== (= )x
RZ

Para un elemento dS de longitud,

|
| g ;
das | aplicando radialmente la Ley de
1 g e i
| Newton, la ecuacidn diferencial

del movimiento vibratorio serz:

(=) ) pAds % = - (2 )% ds
= R
0 Y
pXx +— x =0
Rz
|F|=qds dm=pAdS o
o A =0
@ @ e
- -
>
% . v
0 X+ wix = 0, con: we = ———

PR?

Luego, la frecuenciz pedida es:
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16.

B Rty

Considere que en un oscilador armbnico simple el resorte, de cons-
tante k, tiene una masa Mps pequefia, pero no despreciable comparada
con la masa m del oscilador.

Determinar el efecto que produce, desde el punto de vista oscilato-

rio, tomar en consideracidén a la masa o del resorte.

Si tomamos el resorte ideal, sin masa, el movimiento oscilatorio ten

dria una frecuenciz natural, como sabemos, igual a: w, = Y k/m

Al considerar la masa del resor

te, el movimiento oscilatorio

/ K x(t)=v
567{37r37r63x_{i5} ______ (.j se harZ mas lento, disminuvendo
m, . . P
R | I la frecuenciz (el periodo aumen
; s
I x(t ' ta). Como la constante eli3stica
del resorte es la misma, el
efecto equivalente representa-
( ! ria una masa m' en el extremo
k oo’ ) -
hY
--=dy como se muestra en la figuradel

sistema ideal equivalente, de
forma tal, que la frecuenciaz na

tural del sistema sea:

Pzra determinar esta masaz m', en funcidn de Do analicemos el movi -

miento del resorte considerando su energiaz cinética.

En un sistema cualquiera, como se muestra en la siguiente figura, la
longitud del resorte es S y la velocidad del extremo libre v{ =X(t)].

Para un elemento diferencial dz, situado a una distancia 2 del extre-

. m
mo fijo, su masa serd: _R dz,

S

N
7]
A

200



17

Asumiendo que el resorte se estira en forma proporciocnal a lo largo
de su longitud, la velocidad de cada elemento diferencial es dife -
rente variando también proporcionalmente en forma lineal, para el
instante considerado, desde cero en el extremo empotrado hasta la
velocidad v que tiene lz masa m en el otro extremo del resorte.

Es cecir, sera: V.

i
S

La energia cinética del elemento diferencizl deg, sera:

R Z .32 1, "R
( — dz) (V)" =5« o v?)Zdz

o
(&2

(]
po| =

integrando para obtener la energia cin&tica del resorte, se obtiene:

I S m I
1, % 2. . L, R 48 _ 1 "R, 1 ,
E. =75 ( = ¥ ) J z dz = E—( == v )'3 = E-( -3 y o= Fm' v
S o S
"R
Luego, la masa equivalente buscada es: m' = - - ¥, el sistema co-

rrespondiente equivalente, serz:

7R

@+ —-

rrevrsve—)

Con frecuencia natural de oscilacidn: w,

Considere a la masa del problemaz N° 1, pero ahora sin apoyo horizon-
tal y resortes idénticos, de longitud no deformada £. La separacidn
de los soportes es justamente 22 y, despreciando efectos gravitacio-
nales, tome en la horizontal la posicidn de equilibrio del cuerpo.

Se saca verticalmente al cuerpo de su posicidn de equilibrio y se le
libera. Determinar si el movimiento serZ oscilatorio armdnico, o no.

El sistema se encuentra en el plano de la figura (v - x).
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ot X ¥ Calculemos la fuerza F que ac-
& k- @ k tda sobre la particula.
07 = ¢ » Cada resorte se estira:
() \‘\ : . 2* +y® - &y ejerce una fuer
SO P S S -
"
s o m o awe e s
cos 8 = —2—r
g? +y2

La fuerza total que actiia sobre la particula, sera:

Fe 9P cogbe=Tk{(Vpiay? , <) e = Ty (1 - —~4£—2)=-—2ky(1— :

]
V2 y? Vielty Vi+( 9)?

Esta fuerza no es lineal en y. Luego, el movimiento que genera 2 la

particula no serZ arménico.

Adicionalmente, veamos si para pequefos desplazamientos, en primera
aproximacidn, esta fuerza es aproximadamente lineal, o no.

Para,-%‘é 1, podemos expandlir por el binomic de Newton y se tiene:

A - AR g T 3R
1 Ll Fgls ¥ = woe

Ve (3)7 .

la cantidad entre paréntesis, sera:

1

(1 - =
Vie ()

y la fuerza F, queda:

1 3
}om GG B o § RRE e

3 3
F == 2ky| %(%)2-§(§)“+...1 =-k12[1-%(%)2+...]

L

En primera aproximacidn, se tendri:

- k 3
B (— 1y
2
Luego, ni siquiera en primera aproximacidn para pequefios desplazamien

tos, la fuerza F. es lineal en y. El movimiento no es armdnico.
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Pero, por otro lado, si la separacidn de los soportes es diferente

a 2%, digamos 2(f + &), tal que para tener al cuerpo en su posicidn
de equilibrio hay gque estirar cada resorte la longitud §. Para pe-
guenos desplazamientos, en primera aproximacidn, la fuerza es lineal

en y, como veremos a continuacidn.

Proced.=ndo similarmente como

en el caso anterior, para la

fuerza F se obtiene:

T NN NN g
V(5+8)* +y°
= ~2ky[ 1- —= : ]

(1+5) "/H(I% )2

Expandiendo por el binomio de Newton y sustituyendo, se tiene:

- . r 9— l 2, 3 }n‘
Fe-2ky{l- oy 1= 5 ()" + 5 (g ) o) =

& - Dy I SERT S TR - 4
==~y lQ-mx *Tme Y 5 T ¢ e
En primera sproximacidn queda:

- L 8 2k§

Fe-2ky(l -5 ) = - 2yl g5 ) = - (55 )y

Luego, en este caso, para pequenos desplazamientos, en primera aproxi
macibén, la fuerza es aproximadamente proporcional a y. El movimiento

serd aproximadamente oscilatorio armdnico.



18. Determinar el movimiento oscilatorio del sistema mostrado en la fi-

gura.

Todas las dimensiones indicadas
en lz figura corresponden al es
.tado de equilibrio estdtico.

La masa m es puntual.

—m El mbédulo de elasticidad del ti

rante es Y y su Zrea transver -

szl es A.

La barra horizontal es rigida, indeformable v de peso despreciable

comparado con el peso de la masa que soportz en su extremo libre.

Al comunicarle energia iniciel

F (=) a la masa y liberarla, el sis-—
0 - L I S g J_(+) tema se pone a oscilar girando
““‘.J ¢ ;s l alrededor del extremo 0. Luego,
= 51; utilizzremos como variable an-—
m

gular el Zngulo de giro &, me-
dido z partir de la posicidn
de equilibrio, tomada horizon-

tal.

El {inico torgque recuperador proviene del tirante. El peso de la masa

no produce torque recuperador, es constante,

Para un 2ngulo de giro 6, el tirante se estira: ¢ = L. Y, para esta

deformacidn la fuerza elastica sera:

= = YA — = - YAS8

la cual produce un torque recuperador igual a:

- YALB

El momento de inerciaz de la masa m respecto 2l punto de giro 0, es:
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15,

No consideraremos el momento de inercia de la barra, por haberse in-
dicado desprecizble en comparacién a la masa m.

-
1

Aplicando la ley de Newton: Iog =T,, se tiene:

S 5 n
4PmE = - YALB = B + (2) 6 =0

48m
con: wh = —Eé = We = i- Eé
e ° 7 4im o fm

Se tiene: 6 + w8 =0=8=0 sen(u.,t + &)

El periodo de oscilacidn del sistema sera:

% Gim fm
T === 2% — = 47 =
We YA YA
Si 1z masa de la barra, gue llamaremos M, no es despreciable con res-
pecto a m, hay que tenerla en cuenta al calcular el momento de iner -

cia del sistema con respecto al punto de giro 0. Esto es, el momento

de inercia totzl del sistemz, en este caso, sera:

I, = m(28)® + -_ﬁ)- M(28)2 = 48° (m +% M)

Con este vzlor, se tiene:

g ! 2%
RN N R

48 (m + % M) Yo

Por otro lado, si queremos expresar la solucidn del problema en fun -

cidn de una variable lineal, digamos s, medida en el extremo libre,se

tendra:

. =32 = 6 = = - con amplitud : @ -—
como: s = 246 = 73 n pli 3 =57
La solucidn sera: s =S sen(w,t + §)

En la figura se muestra un sistema en equilibrio.
La barra horizontal es rigida e indeformable, de peso P y longitud 2%,
con un peso W en el extremo. La barra vertical de peso despreciable,

longitud 2£, &rea A y mddulo elZstico Y.

205



Determinar el periodo de oscilacidn del sistema.

e Z

3
7 I3 3
oF— M
F )
7

3

&,

LSS

Como se tendrZ una oscilacifn libre angular, calculemos el momento de

inercia y el torque recuperador.

B

- Momento de inercia:

B osgone v & P g 4g? P
Es = o (A8)° g = = — (W +=
5 (22) 7 3 (22) 7 W Eg )
- Torque recuperador:
F " .
0 3 ! I3 a_(_) F=YA % = YA % = YAS
Y& Py =62 ¥ (#)
~ o = IN
TF L T, =-22F =-(20YA) & = - K8

Luego, la ecuacién diferencial del movimiento angular, serz

I8 = K8 =8 + %6 = 0, con: wd = K/I,
Por lo tanto, la frecuencia natural del sistema es:
_ 22YA 1 Yag 3YAg :
We = 422 B = v -
?(w +§) 2£(w+§J 29(3W + P)

y el periodo sera: T=E= 27 ‘/2_2(W+—P/3_) 2 i 22(3W_+ P)
Wo YAg 3¥ag
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20.

El sistema de la figura se muestra en un estado de equilibrio, luego
se le comunica una energia E, y libera.

Conociendo toda la geometria del sistema, determinar el periodo  de
oscilacidn. ;Dependerd de las condiciones iniciales?

Considere que las barras son lo suficientemente rigidas como para no

flexionarse.

£,Y,4,(m™o0)

o

b e i, 5

f P
~

Luego de liberarlo, el sistema oscilar libremente alrededor del pun-
to 0. Luego, utilizaremos como variable angular a2l 2angulo de giro 6,
a partir de la posicidn de equilibrio.

Calculemos primero el momento de inercia y el torque recuperador.

- Momento de inercia:

2

B ik v _wa 1
I, = ML® +4 3 ml® = L° (M + 3 m)

- Torque recuperador: F = YA é%—= YA EE%EEE

Fy_=Fsena=(YA % sen’a) 6

I'o=-2a Fy a(ya 7 sen a)8

2
re=- (YA % sen’a)8 = -K@

AL = §senc=Basena
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La ecuacidn diferencizl del movimiento angular, al aplicar la ley de

Newton, seri:

I,6 = - kg = g +—wi8 =0 , con: wi = —%

Luego, la frecuencia natural del sistema es:

YA '42 SEHZQ ME.—
1% (M + i_ﬁ) B 2L* (3M + m)
B ;

v el periodo, seri:

;
LLE (M + w/3) N

, 2 2
YA & sen "«

Por lo tanto, el periode y la frecuenciz natural, como su nombre lo
indica, dependen del sistema oscilador, es decir, en este caso, de la
inercia y del torque recuperador. Nuncez dependen de las condiciones

iniciales.

La barra AB de longitud £ y masa m se encuentra horizontalmente en
equilibrio, sujeta por un pivote O y dos resportes de iguzal constante
elastica k, tal como se muestra en la figura.

Si al extremo B se le da un desplazamiento hacia abajo B, y se le 1i

bera, encontrar la ecuacidn del movimiento producido.

J 2/3 . 1/38

PR A N B 8 ;,’//(/[/..-‘//1/ J
k k

. )]

A 0 B
L

7

I3
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El movimiento serz angular oscilatorio alrededor del pivote 0. Luego,

calculemos el momento de inercia y el torque recuperador del sistema.

A —— =
, 9" E %
IR 176", -
: 2 -
" 21/3% T 1738
- T
OA =3 LB OB =3 LE
F =ké =2 £ké F_=k§_==Lko
P Tt L B “°B 3

Momento de inercia:

T, = 1 +m(—é~£)2

i

I, = 17 mi 75 mL
1

I, = Emﬂ.:

Torque recuperador:

2 1
g M-8 Wy

o = -
T I .y oy
Fo=-(3L)(FLk8)-(32)(5LKkE)

=8 5 1 3.
Tn—gike—gﬂke

I‘°=—{-[5,—I;:k)8=—l{8

Luego, aplicando laz ley de Newton, el movimiento sera:

1,6 =~ Ko =5+ 026 =0
con: mi = B =Yg F = EE
° m
y la solucidén general: 8 = © sen(uwo,t + 8) = 6 = O wcos(wot + &)
para las e.i..--;—zao = B, = 8 =3§i y 6,=0

las constantes arbitrarias © y 8, serin:

3Bs . 9
T sen § o _ 3B
" L
U=9w,c055=c056=0=6=5=’sen6=1
Luego,la ecuacidn del movimiento producido es:
B, n\ _ 3B, _ 3B, 5k
6 =3 sen{w°t+2)—T coswot--—i-—cos( -—m)t
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Péndulo Simple.- También llamado ideal o matemitico.

Consiste en una particula de masa m suspendida por una cuerda inexten
sible, de masa despreciable y de longitud £. Cuando se le saca de su
posicidn vertical de equilibrio estable, comunic&ndole una energia

inicial, al liberarlo el pé&ndulo oscilz en un plano vertical, girando
alrededor del punto de suspensidn O, por accidén de la atraccidn gravi

tacional.

Como el movimiento de la parti
cula es circular, la solucién
de este problema se obtendri
mas facilmente utilizande una

variable angular 6.

El torque recuperador ejercido por la fuerza gravitacional es:
I'o =-—mgl senf

La tensidn de la cuerda no produce torque alrededor del centro de gi-
ro 0.
El momento de inercia de la masa m respecto a 0, es:

I, = m&’

Aplicando la ley de Newton para rotaciones: T, = I.6, se tiene:

9

me’6 = - mgtsens = & +£ sens = 0

definiendo: m% = g

queda: 6 + w: senf = G
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Como el segundo t&rmino de esta ecuacidn contiene a sen 6, no es li
neal y corresponde a oscilaciones no lineales. Su solucidn es com-
plicada. Sin embargo, considerando movimientos con pequena amplitud,
es decir, tomando la siguiente aproximacidn matemZtica para Zangulos

pequenos:
g = sen §

se tendrZ simplemente:
. 3.
6 + wek =0

Ecuacién diferencial idéntica zl oscilador zngular armdnico simple,

cuya solucidn es:

g8 = @ sen(w,t + &)

:E

e

con: w, = T

=loe
-l

= 2 £
g

Observe en este resultado aproximado que la frecuencia y el periodo
son independientes de la masa m y se dice que el péndulo es Iscrono,

hecho descubierto por Galileo.

Esta expresibn es Util cuando se quiere calcular g, midiendo £ v 7,

poniendo a oscilar un péndule con cualquier masa.

3 - - - - o
El error que se comete con la aproximacién de Zngulos pequefios solo
se podrZ determinar comparando con la solucidn exacta. En este caso,

para el periodo se obtiene la siguiente expresidn:

(1 +—1---sen2 —-Ej—- -+

22

32 "

S
& - Z:sen—z——'l'.....}

)=

T = 2n

La cual, en una primera aproximacidn se puede reducir y cortar la
serie infinita a los primeros términos, sin mayor repercusién, obte-

niéndose:

o

T =2n — (I+ = G; + s P )
g 16 3072



Si identificamos el perIodo de la solucidn armdnica como:

To = 27 3
g

la relacidén t/1, para algunos valores de @ , dado en grados, es:

© %l T

16° 1.0019
30° 1.0174
60° 1.0732
90° 1.1603
120° 1.3729

Observamos que alin para valores relativamente grandes de © , que co
rresponde a una abertura angular total doble a la amplitud (20 ), la
diferencia de ambos valores para el periodo (1 v T.,) es relativeamen-
te pequefia. Luego, la solucidn de Zngulos pequefios es suficientemen
te satisfactoria, digamos p.e. para @ < 23°(20 = 46°) la diferen-

cia entre Ty T, es S 1%,

Adicionalmente,prégentamos también la solucién de este problema uti-
lizando una variable lineal, s, del movimiento de la particula sobre

el arco de circulec recorrido.

La componente radial (mgcos8)

se anula con la tensidn (T) de
la cuerda y la componente tan-
gencial (mgsenf) es la Unica
accidn restauradora, teniéndose:

FS = - mgsenb

Fuerza que no es lineal, sin em-

bargo, para Zngulos pequefios:
8 = senf, se tiene:

Fs = - mgb




234

y como: s = &8, la fuerza es aproximadamente linezl, esto es:
F =- (28)s
= - (58)

Luego, la ecuacidn diferencial en's, sera:

m ¥ =-'(%&)s

s . 2
queda: s + w,s = 0
y su solucidn es:

s = S sen(uot + 6)

teniendo un movimiento armbnico simple.

Péndulo Fisico.— También llamado real o compuesto. Se denomina asI

a cualquier cuerpo rigido suspendido de un punto de el como pivote
v de tal forma que pueda oscilar en un plano vertical alrededor de
un eje horizontal fijo que pasa por el punto de suspensién. Por su-

puesto, el simple es una idealizacidn de este péndulo real.

Llamando d a la distancia entre
el pivote O y el centro de gra-
vedad del cuerpo, como hemos

visto para el p&ndulo simple, el
torque recuperador debido al pe

so del cuerpo Mg es:

T'e = — Mgd sen 6

Para 6 = sen 6 = I',= — (Mgd)®
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Si el momento de inmercia del cuerpo alrededor del eje que pasa por O

es I,, aplicando la Ley de Newton para rotaciones se tiene:

con : ui=£§i = -E-)+m“;6=0

La solucidn es: @ = @m sen{w,t + &)

- 2 2 o
y el perlodo: T = 2l 2R o o2y =
Wo Mod Mgd
I,

Si el péndulo es idezl, con: d = &, M=my I, = mL",

Se tiene como periodo: T = 27 BB, o G é

Centro de Oscilacidn:

Encontremos el péndulo simple equivalente de igual periodo 2l pén
dulo fisico dado. Llamando h a2 la longitud del péndulo simple

equivalente, igualando periodos se obtiene:

IO = h = IO
Mgd Mg

Luego, en lo que se refiere al
periodo de oscilacidn, se puede
considerar comoc si la masa M del
péndulo estuviera concentrada en
un punto Ccuya distancia al pivo

te 0 es h. A este punto se le

1lama el "Centro de Oscilacidn"

del péndulo fisico.
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El centro de oscilacidn C y el punto de suspensidn O tienmen la pro
piedad de poder intercambiarse y el periodo de oscilacidn no cam-

bia. Es decir, si el péndulo se suspende y oscila alrededor de un
nuevo eje que pasa por el punto C, el punto O se convierte en el

nuevo centro de oscilacidn y el periodo es el mismo.

Centro de Percusidn:

El centro de oscilacifn, algunas veces, recibe el nombre de centro
de percusidn cuando se refiere en relacidn a la siguiente propie-

dad.

Considere el péndulo en la posicidn de equilibrio inicialmente en
reposo y que sobre el centro de oscilacifn actiia una fuerza impul-
siva F, horizontal y en el plano de oscilacién. En este caso el
cuerpo girard libremente en rotacifn pura sin tratar de trasladar-
se y por lo tanto no se presentard reaccidn impulsiva alguna en el

punto de suspensidn.

Este hecho es conocido cuando se '"batea'" una pelota de b&isbol, si
la pelota pega en el bate en un punto distante, diferente zl cen-
tro de percusidn, el impacto repercutiri en las manos en forma

apreciable y se transmitir@ a los brazos.

Se tienen un péndulo simple de masa m y longitud ok L, y una barra

12

uniforme de longitud L y masa 5m.
Encontrar el punto de suspensidn de la barra para que ambos péndulos
oscilen con la misma frecuencia, considerar aproximacién para angulos

pequenos.
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Péndulo

Fisico

Péndulo

Simple

Seglin lo encontrado en el pro-
blema anterior:

- Péndulo Fisico:

A
2n I,

M = 5m
L
A= 5= %
1 17 L
= e— 2. 2:’ —— __\-2
I.= leL-r-Md Sml 12+(2 x)?]

- Péndulo Simple:

- 1 ¥
Vi s ¥ g/s
con: & = TZ L

Reemplazando e igualando ambas frecuencias, se tiene:

L
Smg ( = ) :
12 L 2 Tk
Sﬂl[ﬁ +(T£“x)] lZL
simplificando y efectuando:
_Ei B i L_ )2 = ﬁl_L ( L )
T Wwg A T 12 g =%
L L
L +12( 5 - x)* = JL( 5 ~x)
2 L
L+ (3-%[12(5=-%x)-7L] =0
2 L
L+(x--§)(12x+L)=0
2 2 1?
L+ 12x% —SxL—‘-z"'—‘O
2
126 - SxL+ 2 =0




24x® - 10Lx + 1> = 0

Resolviendo esta ecuacidn en x, se tiene dos valores:

[

e — Xy
o = JOL % /100L® - 96L' 10L * 2L _

48 48

ol &

Luego, se podran tomar dos puntos de suspensién O y 0.

Si la barra pivotea en cualquiera de ellos, la frecuencia de oscila

cidn es la misma, e igual a la del péndulo simple dado.

25, En el sistema mostrado en la figura, determinar el periodo de oscila
cidén para Zngulos peguefios, adem3s, considere que:
El movimiento est& restringido en el plano vertical.
En la posicidn de equilibrio mostrada, los resortes no tienen ten
G g an g
sidon inicial.
. La barra vertical, rigida e indeformable, tiene peso despreciable

respecto al peso de la masa m que soporta en su extremo libre.

0
JELIHN LS L p fpf L I 7 p L HTr g o v pa
7 © 7 1 7
/ :
k k '
T —m—y]
L
/
. /]
T = T FELPITEE J AT

El sistema pendular dado, oscilarZ angularmente en torno al punto O.

Luego, encontremos primero el momento de inercia y el torque recupe

rador del sistema.
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26.

L ~ Momento de inercia: I, = me?
h

- Torque recuperador, con la
- .- . -
zproximacidn de angulos pe-

guefios @ = sen®, se tiene:

khe

(=2}
Il

he = F

O
L}

¢ L6 + W= mg

W=mg
To = - 2hF -6 W = - 2h kho-Lomg
Toe = - 2kh’0 - fmgd
To = - (2kh? + 1mg)o
To = - KO

Luego, laz ecuacidn diferencizal del movimiento, aplicando la Ley de

Newton, seri:

- 27 _ mi 27L
= = 2‘]‘[ 3 =
e 2kh + fmg g Koo® o
2 = h + &g

Considere el mismo sistema del problema anterior pero, ahora, inver-
tido hacia arriba. Esto es, apoyado sobre una mesa horizontal.

Establecer la condicidn necesaria para que el torque actuante sea
recuperador, es decir, para que el movimiento sea oscilatorio con
respecto 2 la posicidn vertical de la varilla. En este caso, deter

minar el perlodo para pequefias oscilaciones.




=

- - -
— Momento de inercia: I, = mf-

- Torque, con la zproximacidn de
Zngulos pequencs @ = sen @, se

W=mg tiene:

[=2]
]

he = F =k6h = khe

§ =516 +W=mg

27

%

?
L

/
' = TR o = A W)
ff’fA"f////'.fO‘/f//"'a// Ts 2nr+oﬂw 2hkhg + fémg

o= -2kh?6 + fmgé= -~ (2kh’-2mg) 6=-K8
Por lo tanto, para gue el torque T, sea recuperador, se requiere gue:

K> 0= 2kh® - fmg > 0 = 2kh* > ¢mg

Esta es la condicidn necesaria pedida para movimiento oscilatprio,

Como en el problema anterior, se tendra:
T8 = - KO+ 0+ w0 =0

K 2kh” - fm
= ¥ g B g

mi

Con la condicién establecida: 2kh® > fmg, w, serd real, como debe
ser, caso contrarioyw, seria imaginario.

Y, el periodo de la oscilacién seré:
T = N . 27 _!_mﬁ = 212 f smr———— ara 2kh? > im
T, "V 2kh? - img Zkn® - fmg P g

Con relacidn al problema anterior:

P T, - i s P . .
- 81 k=13 —% , écual es la condicidon para movimiento oscilatorio?

y icu2l es el periodo correspondiente?

-~ Si, adem3s, la masa m puede deslizarse sobre la varilla entre 2=h

y £ = 10h, ;cumple con la condicidn para movimiento oscilatorio?,

De ser asi, ientre que valores estd comprendido el periodo?,
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ien cuZl posicidn de la masz m se tendrZ la mayor frecuencia, ¥ en
cuzZl 1la menor? -
- Si se mide la mayor frecuencia y se encuentrz que es 5Hz, jcu2nto

miden h y &7,

= 81, k = 13 B

La condicidn: 2kh® > fmg, serd = 26h > & vy, el periodo seri:

m 2n8

2(13% Yh? -2mg /g (26h-1)

- 8i, h < ¢ < 10h, cumple con la condicién & < 26h . Y, el periodo

estard comprendido entre los siguientes valores:

Pl h<7<5nﬁ
5 g g

, la frecuencia estar@ comprendida entre los siguien

Como: v = %

tes valores:

Luego, la mayor frecuencia: v = 2 \/ £ corresponde a la
) Y max 27 h °? P
N _ ; 1 g

posicion: £ = h y la menor frecuencia: v . = — , corres-—
min 5 h

ponde a la posicidn & = 10h.

- Siv . = 5Hz ,se tiene:
max '

- S E 1 9.81 1
5 = —_— .E = = - =
2n B TRE e e z = 0.25m

¥, por lo tanto, zméx = 10h = 10 x 0.25 = 2.5m
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28. Una varilla de masa M y longitud L cuelga del techo suspendida me-
diante una articulacidn en el extremo 0 que le permite girar en el

plano vertical,

Adicionalmente, la varilla se su-

- | [ s
= Hij G jeta a partir de un punto B me-
- | * diante dos cuerdas iguales de Zrea
Ay longitud a, dispuestos simétri
g camente con angulo & como se mues
tra en la figura. Estas cuerdas
trabajén solo a la traccidn con
U mbdulo elzstico Y.

Determinar la frecuencia de la oscilacidn en el plano vertical.
En lz solucidn adopte las aproximaciones convenientes de primer or-

den gue correspondan z desplazamientos pequefos.

a | Para un Zngulo 6, el tirante mos-

trado se estira y trabaja a trac-

5
asenc

cidn, el otro no SOPOrtacompresién

\Z;/
o
" b

3 y simplemente se recoge. Cuando
se invierte el Zngulo &, la accién
de los tirantes tambi&n se invier-

te.

Para angulo 6 pequefio, observando

la geometria, el tirante se estira:
Aa = 6b cos ¢ = 6 2 sen o cos o
a7 ok
L/2 ha = (-5 a sen 2a)6

y la fuerza el@stica seri:

_ ha 1 asen2a
F=YA - YA( 7 = I

F = (-% YA sen 2a)8
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Esta fuerza F produce un torque recuperador eldstico (en primera aproxi

.- a - z 2 -
macidn despreciando t&rminos en 8°) igual a:

B, = bFcose = - (asen o cos a)F = - (% sen 2a)F

Te. = - (= sen 2a)( %YAsen 2¢)8 = - ( %—YAsenzh)e

ol

& 1
= - (7 MgL)e

Aplicando la Ley de Newton del movimiento angular, se tiene:

3 1 2
I = - (3 Mgl)o - (7 YA send o) ©
e - 1 1 "
1,0 + ( 5 Mgl + - YA sen 2c)0 = 0
llamando: K = '}T (2MgL + YA sen’2c)
con momento de inercia: I, = ~31~ ML?
Se tiene: LU?, = E
I,
y la frecuencia pedida sera:
b2 (2MgL + YA sen®2a)
y = 8o _ e K o1 4 &
2 2
T T s 2m 1 ML
3
i \j (3M(2MgL + YA ?2a)
ZHTM-L g 5en Qa




29.

En el sistema (columpio) mostrado en equilibrio en la figura, la ba
rra horizontal es rigida e indeformazble de masa m y longitud £; los
tensores verticales son iguales con masz, en comparacidn, desprecia

ble, de longitud L, area A y mddulo eldstico Y.

- VA WY A Al A S A S D B

(L,A,Y)

~

CM —=—(m,L)
=

Determinar la frecuencia de la oscilacién producida cuando se saca a
Fo .. s . P ~
la barra de su posicidn de equilibrio dandole un pequefo desplaza -

miento, en cada uno de los siguientes casos:

1 - Vertical a lo largo de los tensores.

2 - Laterzl a lo largo de la barra

3 - Perpendicular al plano de la figura.

4 - Al extremo A hacia afuera y el B haciz adentro perpendiculamente
al plano de la figura. Es decir, un desplazamiento angular de
la barra alrededor de su CM en el plano horizontal gue lo contie

ne.

J
o]
L



Caso 1

Los tensores se comportan como 2
PP F P F G g SRy

resortes en paralelo, esto es:
- a— Y4
. constante elZstica de c/u:k= 7
. constante equivalente del siste
g%k gg k
ma:
- 2YA
K= 2k = —
0
)Y
Luego: my = - Ky = v+ iy =0

y, la frecuencia de la oscilacibén, en este caso, serz:

2Y.

£
=

1
= = = - = e—
* b1 27 mi

|

=]
=
%]

El sistema se comporta como un pén

dulo en el plano de la figura.

El torque recuperador total es:

Pe == 2 E% Lsenf= -mgLsen®

para angulos pequefios:

I's = - mglf = — K8

Con momento de inercia:

Luego: mL’® = - mgle + § +-% o= 0




y, la frecuencia de la oscilacidn, en este caso, sera:
We = i3 e v = o TR __l.. E
° L 27 2n \V L

Caso 3.- )
—_— En este caso, como en el anterior,

el sistema tambi&n se comporta como

v o o un péndulo, pero en sentido

| perpendicular, como se muestra en

18 la figura en corte en un plano per
! pendicular.

: L

[

I . Torgque recuperador:

|

| Te = - 2 En-%- Lsen® = - mgLsen@
I‘ll'l
Lid

para Zngulo pequefio:

mg

Te = — mgl@ = - KO
Corte en un plano perpendicular

. Momento de inercia:

Luego: mL’® = - mgle ~+ @+%E}=U

y, como en el caso anterior, la frecuencia de la oscilacidn, sera:
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Caso 4.-

Primero encontremos la relacidn

entre los &ngulos ¢ y Q. Geomé-

tricamente, como sSe muestra en
las figuras, igualando el despla-
zamiento de los extremos A o B,

se tiene:

. _ 4 s _ L
L¢ = 7 e ¢ T [©]
Las fuerzas en los extremos A vy B,
considerando Zngulos pequenos, ten

drin como valor:

Planta en el plano horizontal que

contiene a2 la barra.

Estas fuerzas forman una cupla en el plano horizontal y cuya accidn

produce el torque recuperador alrededor del CM, este serd:

)
A E_&L — L _ﬂlLf._ = - K
Tom (=L )¢ 4r, o = K@

El momento de inercia de la barra alrededor de su CM en el plano hori-
zontal es:
2

1
Iy = 12 ®%

Luego, el movimiento de la barra en el plano horizontal estari dado por:

2

1 . i
-l—2m£29=—55i—e = B+ §%e=0

y, la frecuencia pedida, en este caso es:

- |38 P 3
W L 4 2n 2n L
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30.

Encontrar la frecuencia natural de oscilacidn para el sistema mostrado
en la figura.

Observe que este problema es 1deal,
porque la cuerda debe ser lo sufi-

cientemente flexible para curvar a
la polea (2 la cual mueve por fric
cidn) y al mismo tiempo debe  ser

lo suficientemente rigida para o] %k
transmitir 2 la masa m la accidn

elédstica del resorte.

N
N

En este problema se tienen dos mo-
vimientos oscilatorios, uno lineal
para la masa m v otro de rotacidn
parza la polea M.

Aplicando la Ley de Newton para el
movimiento de cadz uno de ellos,

se tiene:

. Param: mx = - T

. Para M: I.8= TR - FkR

Eliminando entre ambas ecuaciones el valor de la tensifén T, queda:

I,0 = (- mX)R = F,R

K
Geométricamente se tiene: x = s = RO = % = RO

y la fuerza del resorte es: IFkl = ks = kx = kRO
Reemplazando, se obtiene:

I8 = (- mRO)R - (KRO)R = - mR*6 - kR?0
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(I, + mR*)8 + kR°@ =0
Como el momento de inercia de la poleaz es: I, =‘% MR®, reemplazando

queda:

1

(-2~1~1+m)R2'é+kRze=0 = 0+ (

o] =
=
+
B

Luego, la frecuencia natural de oscilacidn del sistema es:

Una esfera homogénea de radio r y masa m rueda sin resbalar sobre una
superficie esférica de radio R, moviéndose la esfera, solamente en
un plano vertical.

Determinar si el movimiento de la esfera es oscilatorio armdnico. En
caso deno serlo, aproxime para angulos pequenos. (En este caso es ar
mbnico?, si lo es, encontrar la frecuencia y periodo del movimiento

en esta solucidn aproximada.

0 0
L
L 'y
187\ (8
i \ |
P ,
| \
R | \ :
I \ |
| |
| A‘ |
| 1
I 1
| I
I
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Teniendo en cuenta la geometria del problema, encontremos primero al-

gunas relaciones entre variables:

-~ Al rodar la esfera en el plano vertical, se tiene que: AB = A'B.
Adem3s, como: AB = RO y A'B = r¢, se tienen las siguientes relacio-

nes:

H =

6 = §=1238

- Respecto al punto 0, el angulo de giro de la esfera en el plano ver
tical es: (@ - ¢) y, consecuentemente, velocidad angular: (é - é) y

aceleracidn angular: © - ).

- Recordemos tambi&n que el momento de inercia de una esfera respecto

. . 2 » . .
a un difmetro cualquiera es: — m r’. Y, que el momento de inercia del

centro de masa_(CM) de la esfera respecto al punto O, en este caso,
serdg: m(R - r)°.
Para aplicar la Ley de Newton (I,a = T',), encontremos primero la iner-

cia total con respecto al eje perpendicular al plano que pasa por el
punto 0, multiplicada por la aceleracidn angular correspondiente.

Esto es:
PR 2. g
I.,a = m(R - £)*e + 5 or (0 - ¢)
El primer término corresponde a la traslacidn del CM de la esfera.
Punto que gira en el plano vertical alrededor del punto 0, con

un radio igual a: (R - r). Y, el segundo término corresponde a la ro

tacidén pura de la esfera.
La suma de torques respecto al punto 0, sera:
e = - (R - r)mg sen 6 + Rf
El primer t&rmino corresponde a la componente transversal gravitatoria
y el segundo a la fuerza de friccidn que produce la rodadura (sin res-

balar). La componente radial de la atraccidn gravitacional y la reac-

cién normal, no producen torque respecto a O.
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Luego, igualande 1,0 = 1y, se obtiene:

m(R - r)? © 4 é‘m r* (8 - &J = -(R - r)mg sen O + Rf

Para encontrar la fuerza de friceidn f, recurrimos a la ecuacidn de ro

damiento sin resbalar, teniéndose:

B mrz(é~;f;)=’f=%mr(é—;{;)

ui| re

valor de f que reemplazamos en la ecuacidn y se tiene:

v

m(R - r)? é-’r--?;mrz o - ’d.J) =~ (R - r)mg senf +%mr(é - $)R

=

Utilizando la relacién obtenida al inicio, ¢ = — &, podemos eliminar

la variable ¢ de la ecuacidn, y simplificando queda:

(R—r)l"(-'}+-§-r2(l-§-)é=~—(Rur)gsene+-_§~Rr(1~§)é
(R-r)’é+%r(r-a)é =~(R-r>gseno+%n(1-§)é
(R - r)%6 +§ (r - R =~ (R-r)g send
7 2
g(th)G):—(R--r)gsen@
3 .
—S—(R—r)E} = - g sen0d
é+—bg—sen0=0
7(R-1)

Luego, al aparecer sen O en el segundo término de esta ecuacidn diferen

cial, la solucidn no ser3 oscilatoria armdnica.

. Aproximacidn para pequenas oscilaciones, tomando: @ = sen@, se tendra:

o4 —28 g =g
7(R - 1)
Sillamamcs:wf,=——-§-g—— "’é+wia=0
7(R - 1)



Ecuacifn diferencial cuya solucién, como hemos visto anteriormente,

es armdnica: 8 = @ sen(w.t + §).

Con frecuencia y periodo:

o we . L1 OB . 1/LR‘_‘£.)_
V2" ¥ T 7(R-1) y LR o 5g

Observe que, como en el péndulo, este resultado es independiente de la

masa de la esfera (Isdcromo).

La solucidn de este problema se puede obtener mis rdpidamente wutili-

zando el concepto de Energla. Veamos:
. Energia cinética de traslacién del CM:

K, = gml(R-1)012 =3 m® - 1)? &

. Energia cinética de rotacidn pura de la esfera:

_ o B g o ST S S
Kp =3 (5 mr )@ = ¢)° = 5 mr (@ - ¢)
5 - H R :»
Utilizando la relacidn: ¢ = ;-9
I Ry 220 _ 1 _ sz iy _ F N A3
KR =g mr (1 3 ) et = 5 m (r R)® ©° = 5 m(R - r)° ©
. Energia cinética total:
K =K.+ K. = i—m(Rwr)z % +‘£ m(R-r)* o = e m(R~r)zé2
T R 2 5 10

. Energia potencial: tomando como nivel de referencia (N.R) el punto 0.

N.R.

U = - mg cos@

oM (R-1r) cosb
B e s
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. Energia mecdnica total:

E=K+U-= T%'m (K - 1)? & w mg (R - r)cos @
Como no hay deslizamiento (sélo rodadura), la fuerza de friccidn no
disipa energia, por lo tanto, la energia E se conserva (es constan-
te). Luego, derivando:
dE

- 0= %-m(R -r)*0 0+ mg (R-r)0 sen 0 = 0

simplificando: ! (R-r) O+ gsenBd =20

wil

é+T?§T)SEHG=O

La misma ecuacidn obtenida anteriormente.

32. Plantear la solucidn general del oscilador armdnico subamortiguado uti
lizando la funcidn coseno y, en este caso, determinar las constantes
arbitrarias para las condiciones iniciales genéricas a t=0: x = x, ¥

X = Vg

Para el o.a. subamortiguado la ecuacidn diferencial del movimiento es:
% + 2Bx + wix = 0, con:28 = b/m y w) = k/m

Teniendo como solucidn general, utilizando la funcién coseno, digamos:

Ae_st cos{ wyyt = &), con: w = Ywd - 62

1l

b 4

Bt

X = = Awy e_BL sen(wyt ~ 8) — ABe cos(w t — &)

Para los c.i. dadas, se tendra:

Xo
A

X, = Acos(-8) = Acosd§ = cosé =

v,=—hAw; sen(-8)-ABcos (-6)

Xy - (VotBXo) Jun
T = send= A

é A=//x2°+(vo+8xo)3

N w1

(VE'F Bx,
w1 ) v, =Awi send-AB

Gzarctg{(\L)B{le 1=arctg( E_o_'ts_x_g_)

o Koy



Compare con los valores obtenidos en el item 10.4.
Como ejercicio pasemos la solucidn a combinacién lineal de senw t vy

cos wypt, esto es:

x=Ae_Btcos(m1 t—6)=e_8tl (Asend)senw; t+(Acosd) cosw; t] =e_Bt(Bsenm1 t+Ccoswy t)
dons Bos & sen & wa e M BX)IEL L ¥e + fx,
A Wy
C=Acos 6§ =A i°=x‘,

Luego, se tendrd como solucidn:

x =e Pt

v, + Bx
_..2._.;}_3_3_ )senuw; t + x,cosw; t]
1

Una masa m se encuentra apoyada sobre una mesa horizontal y unida, en
lados opuestos, a dos resortes sujetos a soportes fijos tal como se

muestra en la figura.

LT ¢ e

Encontrar la solucidn para el sistema asi formado, asumiendo que exis-
te una pequeiia fuerza de fricciSn entre la mesa y la masa proporcional
a la velocidad de la masa y teniendo como condiciones iniciales a

t=0: %o = Ao ¥ Vo = 0.,

D.C.L. (m) Aplicando la Ley de Newton, la ecua
¢cidn diferencial del movimiento
v -
=¥ sera:
; Fpo & Fr .. ;
= 3 mx = - F - F - F . ==ki x~ka2 x-bx
F Ry R2 £
_é"x—*' £
mx + bx + (ks + ka)x =0
¥ + 2B% + wox'= 0
_ b 2 _ ki + ks
Con: B = e vy We =



La solucidn general de esta ecuacidn para pequefic amortiguamiento, es

; 2
decir, para g? < 5 8%

X = Ae-st sen( wyt + 6), con: w = Yub - B?

y velocidad:

X = Aw;e_Bt cos(u t + &) - Ase_Bt sen{wm t + &)
Para las c.i. dadas, se tiene:
A,
A, = A sen 6 + sen 6 = e
B A
B w1 2
0 = A wcoséd — ABsend + cos 6 = G send = s

resolviendo, geométricamente con la ayuda de un tridngulo rectangulo,

se obtienen A y §, esto es:

L Fa 82 2 _ g
A=/ A, + A, = A 1l + —¢
wy wy
A
Ao
8 A, w o w1
= —— = r— t -
B , tgd = 3 2 s=arctg 7
T -] —Ac
w iy

Con estos valores el movimiento queda completamente determinado:

gt

x = Ae sen(w t + &)

34. Encontrar la solucién sub-—amortiguada para el sistema masa-resorte -
amor tiguador dispuesto como se muestra en la figura. Asuma que no
existe friccidn entre la masa y la mesa, y considere condiciones ini-
cialeg a t = 0 : X,= A, y Vo = 0.

Graficar la solucidn encontrada.

b

o k
B I
: N oA
T e —p—
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D.C.L. (m) Aplicando la Ley de Newton, la

ecuacidn diferencial del movimien

to sera:
. mx = - FA "= FR = - bx - kx
F — F
. fA Tﬂ“ R mx + b):{ + kx = 0
L L
10 X 1 X + 2B% + wix = 0

con: B = b/2m vy wh = k/m

La solucidn general de esta ecuaciBn para el caso sub-amortiguado

(8> < wl), como hemos encontrado en el item 10.4, es:

-t /
x = Ae B sen(w t + &) , con: wy = wi - g?

o

Para las c.i. dadas las constantes arbitrarias A y &, ver problema an

terior, seran:

A =AYl + 8 /ui y § = arc tg %'

Grafica x vs. t:

X
{h
-
_fq
f
f
AlA / e~
! i o
{ =
! H“‘;—""_"“'-q:‘——-——._.__ -
a,y_,; =\=//:"':"";m—' R 5
3 ==
- 2n
/Son oy
/f wi %




35, Un pistdn se mueve dentro de un cilindro sometido a la accidn de
tres resortes eldsticamente iguales, dispuestos como se muestra en
la figura. Y, la fuerza de amortiguamientov es proporcional a la

velocidad del pistdn.

’LLEJ’_// v L L L7 L L V. i VA 4. fa_l

WA ’\tWW-‘{ e

N

H
F P A A A A S S I SN A N S O T SN .l LA 4 TR Y S A A i

N

Encontrar el movimiento del pistdn, habiendo tenido como condiciones
iniciales a t=0:x,=A, y v,=0. Asuma que la fuerza amortiguadora es

relativamente pequefia comparada con la accidn de los resortes.

En primer lugar, debemos observar que los dos resortes de la izquier
da estan ensamblados en serie y, por lo tanto, su accidén equivalente

sobre el pistdn, como hemos visto en el problema N2 2, seria:

SN SR w X
T ETE k=5k

Luego, la ecuacidn diferencial del movimiento, seri:

D.C.L. (m) i ) 1
mx = -Fb—Fk—FK=—bx-kx-Kx=~bx—kx—-E kx
X 3
— mx + bx + = kx =
FK m Fk - " 2 3
. .(_'.(_. X + 2Bx + wex =
{_
0 F
k N b
1 X 7
i Bt : _ 3k
Con: B = 7m v iy W

236



La solucidn general de esta ecuacidn, para el caso subamortiguado
(B <wi), es:
—Bt

sen(w, t + &), coni w =V Wi = g

L]

X =Ae

Para las c.i. dadas, se tiene:

(ver el problema anterior, matemiticamente son idénticos)

A = A, L s y 5=arctg%
w



36. Determinar el valor de la constante b de amorvtiguamiento correspondien
te aun oscilador subamortiguado para que la amplitud se reduzca a un
décimo del valor inicial después de un ciclo de oscilacidn. Con este

valor, icudl es la frecuencia angular w de la oscilacidn amortiguada?

Como hemos encontradeo en el item l0.4, para el oscilador subamor tigua
do (8% < wl) se tiene como solucidn:
——
-Bt
X = Ae B sen(wp t + 68), con: w = v mi - B
Para t = U, la amplitud es A.
: -B1 3 A A
Para t = 1, la amplitud Ae B se requiere que sea igual a—g -
Esto es:

A -BT -BT _
0= Ae + e = 0.1

Tomando logaritmos, se tiene:

- BT = Lo(D.l} » T= - -é Ln(0.1)
Por otro lado, como: T = 31. > T = 2n
- - B

Igualando ambos valores de T, elevando al cuadrado previamente, se

tiene:
>
2 [iadOi D] = “s
g? wh - B?
Despejando el valor de B:
wzo - 82 il 2m ]2
g? Ln(0.1)
2
_m_,_ S} =l 211 ]2
83 Ln(0.1)

(R]
d
po- o



et = | + i 3
g? Ln(0.1)
w?.
g} = - = 0.12u3
1+ [ 2w I;
In(0.1)
B = e = 0.35uw,
V/ 1+ 2T 12
Ln(0.1)
Como: B = E%_ y e = % , Se tiene:

‘ '
b= 2 m k = 2Ln(0.l)v// mk
§ Al 1

Ln(0.1))?% +4n°
Ln(0.1)

La frecuencia angular w;, sera:

m]=y‘wi-82 = mz_—-wo—zwal_—_—-—

11 e, 5 f | Bl P2
Ln(0.1) Ln(0.1)
i 2w, _ 2w, = it 9% e

anu.1>V1 =22 12  Y1a(0.1))? +4n?
Ln(0.1)
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37

Un farol de masa m se suspende del punto medio de un cable que tiene
sus extremos empotrados en paredes laterales como se muestra en la

figura. En equilibrio, cada segmento de cable forma ingulos 6 con

la horizontal, su longitud £, drea A y médulo eldstico Y.

Si el aire presenta una resistencia viscosa amortiguadora al movimien
to del farol proporcional a su velocidad con constante b, plantear la
ecuacidn diferencial del movimiento vertical, oscilatorio amortigua-
do, del farol.

Encontrar la constante el3stica restauradora equivalente del sistema
(K), establecer la expresidn de la frecuencia natural del sistema

(wo) y la frecuencia angular (wi) del movimiento del farol.

~ Determinacidn de la fuerza el3stica para un desplazamiento verti-

cal y del farol.

AL = y senb - o _ YA _,YAsen®
T= 7 ysenB—(—~E——~

)
b4
T = -L-‘i\-aa
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- Fuerza restauradora:;

2YAsen®0

) )y

F = =2Tsen® = = ( v=-Ky

— Ecuaciton diferencial del movimiento ver tical del farol:

my = - by - Ky

my + by + Ky = 0
5i b . K B
y+ay+my—0

¥y + 28y + w%y = (]

2YA sen’0
conr K = —————
£
_ [ 2va sen’e _ [2vA —
W me me
_ d = g o= 2YAsen’® _ 4b’
S ° mi m

38. El1 sistema mostrado en la figura se encuentra en posicidn de equilibrio.
La barra horizontal es rigida e indeformable de peso P y longitud 3%,
puede girar libremente mediante una articulacidn en su extremo O.

La barra vertical de peso despreciable, tiene drea A, longitud % y md
dulo eldstico Y, se interconecta con la barra horizontal en un punto
situado a una distancia 2£ del extremo O.

El peso W esta concentrado sobre la barra horizontal a una distancia &

del extremo O.



El dispositivo M le comunica a la barra horizontal en el extremo opues
to a 0 una fuerza oscilante: F = F, sen wt.
Plantear la ecuacifn diferencial del movimiento de Newton y su solu -

cidn general.

M
L : < (2,A,Y)
4
/]
/
T i
7 ;—"0
L L | 1
47 3 7! [} # L

Para un desplazamiento angular ©

de la barra horizontal, la barra

vertical se deforma con un des -

plazamiento lineal: S = 2820.

5-vZ -oe

La fuerza eldstica T, serda: T = YA 5

y, el torque recuperador: T°T = =20T = =22 x 2YAO® = - 4LYAO

El torque producido por la fuerza oscilante F, seri:

TOF = 3.F = 34F.senwt



El momento de inercia total del sistema, pesoc concentrado W y barra
de peso P, sera:

Lo =N g2 ¢ L2 (352 - w+ 3p) &
g 3 g

09 |

Luego, con respecto a la posicidn de equilibrio, aplicando la ley de

Newton del movimiento se tiene:

2
(W + 3P) é—@ = - 42YAQ + 34F.senwt

é + ._._43§A_ G = ._3gF°_ senuwt
(W+3P)2 (W+3P)%

La solucidn general sera:

=0 _+0
c P
teniéndose:
@ = “© sen(w_t + &) , con: uwp = __4gYA
< o
(W + 3P)%
©® y &, dependen de las c.i.

Op - Desenmt s con: D = 3gF, /(W + 3P)2

lws = W?|

39. Estudiar la oscilacidn del sistema que en la figura se muestra en equi

librio.

La barra horizontal es rigida e indeformable, de longitud 2%, peso pro
pio P y, adem@s, en su extremo libre tiene un peso W. La barra verti-
cal, de peso despreciable, tiene longitud ¢, drea A y médulo eldstico

Y. El amortiguador, con relacidn a la velocidad de sus extremos, tie

ne una constante de disipacidn b. (fig. sgte pag.)

)
=
w




L
+ 0AG U v
2 /
——
# + ¥

Adicionalmente, estudiar también cuando se fuerza al sistema aplican-

dole una fuerza externa senoidal e
zontal, directamente sobre el peso

lar w = w,yen este caso, si se sab

n el extremo libre de la barra hori
W. Reducir para el caso particu -

e que el esfuerzo maximo permitido

(carga de trabajo) para la barra vertical es o(N/m’)determinar el maxi

mo valor que podrid tener la fuerza aplicada.

TT
8 BE . N =)
8 (+)
F
Luego,se tendra:
. Fuerza el3stica : T = YA %,=
. Fuerza del amortiguador: F = bs

244

El desplazamiento lineal (s) y ve-

locidad (s) del punto medio de 1la
barra (C), en funcidn del desplaza
miento angular (@), sera:
s =20 =§ =120
L0
i YAQ
= bgo




. Torque recuperador: - T = - LYA®

. Torque del amortiguador: - &F = - eb2d = - be

Por lo tanto, el torque total actuante, con respecto al punto 0, sera:

fe = = (2YA)g - (b2%)6

y, el momento de inercia es:

W s L P 3 49* P
I, =+ (20 +3< 20 == W+z)
g ( 3g g 3
Reemplazando en la ecuacidn de movimiento de Newton( 1.6 = I,), se tie-
ne:
2 -u .
3§ (W + % )6 = - (2YA)0 - (b2)0

o, bien: I,0+(b2?)0 + (LYA)0 =0 = 0 + 280 + w20 = 0

2 2
donde: 28 = I;R' = bt = bg R
5 49° P bW+ =)
2 (W+ 3 3
2 _ YA _ LYA _ YAg
We = "I—-' — =

412 4
T(ﬁ.,.%) L(W + )

(i

Como estamos interesados en movimiento oscilatorio, consideraremos el

caso subamortiguado, es decir, para B* < w, y podemos escribir como

solucidn general:
0 =0 R_Bt sen(wi t + &)

z « v .
con: wy =V wf, - B° , y constantes arbitrarias © en radianes y 6 tam

bié&n en radianes que dependen de las condiciones iniciales no especifi
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cadas en el problema.

Si adicionalmente se fuerza al sistema con una fuerza externa senoidal,

digamos:

F = F, sen wt

al aplicarla en el extremo, a 2% del punto O, el torque externo con res

pecto a este punto sera:

(EXE zaFSXt = 20F,sen wt

y la ecuacidn diferencial correspondiente al movimiento tendra segundo

miembro, es decir, se tendria:
1.6 + (b2%) @ + (LYA)O = 20F,sen wt
la solucidn particular para este caso estara dada por:

E}p = D sen(wt - ¢)

con amplitud D en radianes, igual a:

D = 2LE /L,

/ (w2 -w?)? + 4g*?

y constante de fase:

B
$ = arct
g 2 ]
Weg — W
si, w =w, : D = b Fe y ¢ =L
BUJOID 2
Para la barra vertical, el esfuerzo eldstico es: £?= Y %
y para el valor maximo: ¢ = Y EE 5 Sm = E%
2



El desplazamiento maximo en el extremo W, sera:

0 £ L
s 208
= 2 = —
x=2s xm %1 Y

Como: 28D = x = 28D = x

m m
£Fom
Para: Dm = A
se tiene:
28 . Fy _ ok
Buwga Io '
4
o
Bwe I Y

Luego, el valor pedido de F, sera:

GBwe Io

F°m =
Y

40, En el sistema mostrado en la figura, el cuerpo sujeto en el punto C de
la barra OB tiene una masa de 4kg. La-barra mide 1.5m de longitud vy
su peso puede, en comparacidén,despreciarse. La constante eldstica del

resorte es: 1500 N/m y el amortiguador tiene un coeficiente de: 40N-s/m.

El sistema est3 en equilibrio con la varilla OB horizontal, si se le
desplaza en el sentido horario 0.2] radianes (= 12°) y se le suelta,
determinar la ecuacidn del movimiento. Encuentre la frecuencia, perio

do y grafique el desplazamiento angular en funcidn del tiempo.

(fig. pag. sgte.)
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Do

CH {2 HB
0

| K |

2 1.2m T0.3m %

Tomando un desplazamiento angular
O, en los puntos B y C se tiene:

En B:

Desplazamiento lineal = 1.50

- o _6_ _B |
e ¥

Fuerza del resorte = k(1.50)

Torque recuperador=-1.5k(1.58)
k(1.58)
T En C:
; Desplazamiento lineal = 1.20
b(l.28) )
Velocidad lineal = 1.20
Fuerza del amcrtiguador=b(l.2é)

Torque amor tiguador = - 1.2b(1.20)

Aplicando la Ley de Newton de movimiento (I,a = I,), la ecuacidn dife-

rencial seri:

m(1.2)%60= -1.5k(1.560)=1.2b(1.20) = -k(1.5)%6- b(1.2)%0
= = 1500(1.5)%0 - 40(1.2)%8

® + 100 + 5860 = 0

Identificando coeficientes en este ecuacidn, se tiene:

26 =10=gg=5 s7' = g% =255 y G} =586 s
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Como: 8% = 25 «u® = 586, el movimiento oscilatorio serd subamor tigua
do y la solucidn de la ecuacidén diferencial, como hemos visto (item

10.4), sera:

9= A o sen(wy £ + &)

con: w =vVwd - B2 = /586 - 25 = ¥/ 561 = 23.69 rad/s

Las constantes arbitrarias, tanto 6 como A, en este caso angular, se
expresan ambas en radianes y, dependen de las condiciones 1inlciales
dadas, que son: O, = 0.2] rad vy 8, = 0. Para encontrar Ay 6, debe
mos reemplazarlas en O y derivando en 6. Sin embargo, recurramos a
las expresiones generales en el item 10.4 y, para este caso, con éo =0,

se tendra:

A=0,/ 1+ ( % 2 = 0.1/ 1 +5—§? = 0.21¥/1.04 =0.21 x1.02=0.21 rad.
1

W _23.69
B 5

tg 6= = 4,74 = §=78° = 1.36 rad (=0.4371 = n/2.31)

Reemplazando estos valores, la ecuacién del movimiento sera:

0 = 0.2le sen(23.69t + 1.36)
Frecuencia: v = %L = 23,59 = 3.77 Hz
i 27
Periodo v e T = 0.27s
W wi

Grafica : O vs t (pag sgte.)
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Tabla de valores

t(s) | g sanlu;t + ) 0 (rad)
5= 0.13 e—O.bS = 0.52 sen(mr+ 78°) = - sen 78° = - 0.97 0.10
1
|
-i—l = 0.27 .eh'l'B5 = 0,26 sen(2n +78°) = sen 78° = v.97 0.05
1
i—“ =140 | @Y o 598 | sen@r I8 = = gon §48 == G897 | 605
1
:—T = 0.53 e_2'65 = 0,07 sen(4n +78°) = sen 78° = 0.97 0.01 '
Grafica O vs t
he(rad)
. = 2n/w=0.27s .
A 1
S~
—
"/:_\; P -
2m/w e t(s)
- ShEE 3‘1'[,‘!ul]
-5t
8(t)=0.21e sen(23.69t+1.36)
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41. E1l balancin mostrado en equilibrio en la figura, se fuerza aplicandole

un torque T = T, sen{(wt + o). Encontrar la solucidn general del mo-
vimiento.
2/38 0 1/38
£
. . =1
k% (masa de la barra=m) %k
77777 b & v g

Nota: Resolver primero el problema N2 21

Para este caso, en el problema N2 21 se determind:

. ¢ ];
— Momento de inercia : I, = ) me?

— Torque recuperador : I', = - (% 2 K)o = - Ko

Teniendo un torque externo T , la ecuacidén diferencial del movimiento,

sera:

I, 0 + KO = T, sen(ut + a)
Teniendo como solucidn general:

® = @ sen(w,t + &) + Desen(wt + a)

K SK
con: we = T = =
o
D. = Tuf!Io - gTu
8 [ mf, - f.u2| ms? é—{% - wzl

Como no hay amortiguamiento,la constante de fase en la solucidn comple-
mentaria es ¢ = 0.

‘®y 6, son las constantes arbitrarias que dependen de las c. 1.
(no dadas en el problema).



42. Se tiene un pistdn.de masa m dentro de un cilindro y unido a un resor

te y un amortiguador como se muestra en la figura.

N

3 b

Pt

\ k EJJJ!:I!-II I WA RETEIIS o P A AT
Al AN i

N r'_.

B E_L

N c s P T A T 0 A A
~ P o 77 7777 raras
~

3

Al moverse el pistén dentro del cilindro actlla permanentemente sobre
2l una fuerza viscosa retardadora proporcional a su velocidad, con
constante de proporcionalidad "b"; la constante del amortiguador es
n,n - L my 1
c'" v la elastica del resorte "k'.
Comunic@ndole al pistdn una energia inicial, encontrar su movimiento.

Considere el caso subamortiguado.

En este problema se tienen dos fuerzas amortiguadoras,y al aplicar la

ecuacidn de movimiento de Newton, se obtiene:

D.C.L. (m) mx=—Fk-Fb—Fc=— kx —bx - cx
e, mx + (b + ¢)x + kx = 0
F m F
. = X + 2B% + wix = 0
0 Fe
¥ A b
X con: 28 S mi = k/m

Teniendo como solucidn:
_ -t _ [ 2 2
X = Ae "“sen(w, t + 6), con: w; =V wy, - B

Ay &, dependen de las c¢.i., que no se han dado.




43, Con relacién al problema anterior, considere ademids la accidn de una

fuerza senoidal F, sen wt, que actila directamente sobre el pistén

Al forzarlo, la ecuacidén del movimiento serd

mX + (b + ¢)x + kx = F,senwt

o Lo 2 F

¥ + 8% + wox = Ei sen wt
La solucidn complementaria es la encontrada en el problema anterior
(sin segundo miembro en la ecuacidn).

La ecuacién particular para esta fuerza senoidal, como hemos estableci

do en el ftem 10.5, sera:

$)

x = D sen (wt
P

con:

D = chm ¢ arc tg { _Z_L
2 2

k)
/ wli- w? + 4p*w? w —w

teniendo como frecuencia de resonancia: w, = Yuwh - 28°

Finalmente, la solucidn general es:

X = Ae_Bt sen(wit + 6) + D sen(uwt ~ ¢)

44. Un oscilador (m y k, sin amortiguamiento)es excitado desde el reposo,
es decir a partir de condiciones iniciales nulas (para t = 0: x, = 0y
v, = 0), mediante la aplicacidn de una fuerza externa senoidal
F = Fosenwt, con frecuencia diferente a la resonante, esto es: w # Wg-

Encontrar la solucidn x(t).




En el ftem 10.5 hemos encontrado la solucifén general para este caso

con constantes arbitrariras A y 6, esto es:

x = A sen (wot + &) + D sen wt

con: w, = VYk/m y D ———Eiimf;I

]

| - w
La velocidad, derivando x(t), sera:

X = A w, cos (wob + §) + D w cos wt

Imponiendo en x y x las c.i. dadas, se tiene:

0=Asené+0+send=0+6=0=cos § =1
0 = Awo,cosé + Dw = Aw, + Dw + A = - D—{%—

y la solucifn es:

w w
x = - D — senw,t + Dsenwt = D(senwt — — sen wet)
Wy We

Observe que al resolver para las c.i. dadas, si tomamos:

0 =A sen§ + 0 + send = 0> § =17 + cos§ = -1
w " - ol
0 = Awo,cosd + Dw = — Aw, + Dw + A =D = (Amplitud, por definicidn
o
siempre es positiva) y la solucidn, por supuesto que al ser GUnica
debe obtenerse la misma expresifn anterior:
= w w w )
x =D = sea(u,t + m) + D sen wt = - D = senw,t +Dsenwt=D(senwt- = senwot
=] o =]

La solucidn encontrada es valida para w # we. Si w = w,, el oscilador

entra en resonancia y D + =,
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45.

Plantear la solucidn general correspondiente a un oscilador amor tigua
do vy forzado con una fuerza F(t) = F, sen(wt + 6,). Considerar la
solucidn complementaria, transitoria, para el caso relativo a poco

amor tiguamiento.

Reducir la solucifn particular, estable, para los siguientes casos ex
tremos: w << w, y W >> w,. Luego, a la vista de las expresiones ob

tenidas para ambos casos, analizarlos e interpretarlos fisicamente.

Como hemos establecido en el item 10.5, la solucidn general es:

Bt

x= Ae sen(wit — 8) + D sen(wt + 6, - ¢)

para: B° < wg

con: wp =vwl - 8° , D= Fo/m , tgd = 2B
/(wzo -w?)? + 4pr et wh o= W
- Para w << we:
,.,Fo/m FD 3 =~
D R s tg ¢ =0 >¢ =0
W2 k

La solucibén estable,sera:

e

F(t)
k

2 sen(wt +0,) =

™

Observamos que x, es independiente de m y B, dependiendo de k y F(t),

de tal forma que: kxe = F(t).
Luego, la fuerza aplicada es precisamente equilibrada en todo instante

por la fuerza restauradora.
- Para w >> we:

Eul Fa 2
D= wT = ) i tg¢'~"—3§*¢'ﬂ‘=ﬂ(para8<<w)
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46.

La solucifnp estable, sera:

F(t)

Fo Fo
x = —5— sen(wt+0,~-m) = - T sen(wt +0,) = - =

e oy

Observamos que x, es independiente de k y B, dependiendo de m, w ¥

F(t). Ademds, si derivamos para encontrar ie, se tiene:

‘e F
¥ o= o

e mw?

Fo
m

[~ w’sen(ut +0,)] = Fit)

sen{wt +0,) = -+ mﬁe = F(t)

Luego, corresponde en forma similar al movimiento de una particula li-
bre (de masa.m sin fuerza restauradora k, ni amortiguamiento b) someti

da a la accidn de una fuerza senoidal F(t) = F.sen(wt + 0,).

Encontrar la solucifn estable correspondiente al movimiento del siste
ma oscilador con amortiguamiento y accionado par una fuerza particular:

Fo, cos wt.

La ecuacidn diferencial del movimiento correspondiente a este oscila-

dor es:

X + 2B% + wix =

Euﬂ

coswt , con: 28 = b/m y w: = k/m

En particular, para este segundo miembro, propondremos la solucidn tam

bién con la funcién coseno, esto es:

x =Dcos(wt —¢) +% = - Dwsen(wt-¢) + x = - Dw’cos(uwt - ¢)

Reemplazando en la ecuacidn diferencial, para obtener D y ¢, se tiene:

D(w? - w’)cos(wt - ¢) - D(2Bw)sen(wt - ¢) - F; cos wt = 0

Desarrollando seno y coseno de (wt - ¢) y factorizando sen wt y cos wt,

queda:

: F
D(w%-—mz)(coswtcos¢+senmtsen¢)- D(2Bw) (senwtcosp—-coswt sen¢)—‘alcosmt=0

[D(wﬁ—wz)cos¢+D(28w)sen¢-Eﬁ ] coswe-D [ (w2 —mz)sen¢-(28m)cos¢]senwt=0
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Los coeficientes de cos wt y senwt deben ser id&nticamente iguales a

cero, obteniéndose:

2
(w2 - mz)sen¢ - 2B wcos ¢ =0+ tg ¢ = 2B
wh - w?
2
seng = B
wo - ws —w?
cos¢g =

De la otra igualdad obtendremos D:

Fo/m

(wi-—wz)cos¢vk28msen¢

Dl (w2 ~w?)cosd + 2Bw sen ] = L5 wpw

reemplazando los valores arriba encontrados de sen¢ y cos¢, simplifi-

cando queda:

Fo/m

D =
/ (0 - w?) + 4p%°

Compare con los valores obtenidos en el item 10.5 para una fuerza se-

noidal: F, sen wt.

Como ejercicio pasemos la solucidn a combinacidn lineal de senwt vy

coswt, esto es:

x=Dcos (wt-¢) = (Dsend)senwt + (Dcos¢)coswt = Bsenwt + C coswt
2BwF, /m

(wzo_MZ)l + a82m2

B

Dsen¢g =

(ws - w*) Fo/m

(Wi - w?)? + 4g%°

55
I

D cos ¢ =
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2) Fofm
b 28uF, /m senwt + W = cos wt
(W2 -w?)? +48%0° (B - ) + 4@
X = Fo/m [ (2Bw)senwt + (w3 - w?) cos wt ]

(0> =w?)? + 4p*w?

47. Una masa m se encuentra apoyada sobre una mesa horizontal sin friccidn
y unida a un resorte de constante el3stica k, tal como se muestra en

la figura.

B [—wyvrvor—20)

El extremo B del resorte no esta fijo y es obligado a moverse senoidal

mente, segln: Xp = B sen wt. Encontrar el movimiento de la masa m.

D.C.L. (m) Al no estar fijo el extremo B, la
fuerza del resorte no serda propor

cional a x (FR # - kx).

F
R m i .
6 —e La fuerza del resorte es proporcio
4 }z nal a su deformacidn, es decir,pro
X

porcional al desplazamiento rela-
tivo de sus extremos (xA - xBJ.
Por lo tanto, en este caso, la

fuerza que ejerce el resorte es:

FR = - k(x - xB)

Aplicando la Ley de Newton, se tiene:

mx = - k(x - xB)

4 :
mx kx ka



Como: Xy = B sen wt, reemplazando:
mx + kx = k B sen wt

. k k
X +—x =— B sen wt
m m

Con: wy = — , queda:

X + weX = wy B sen wt

Esta ecuacidn la hemos resuelto en el item 10.5, teniéndose:

. Solucién complementaria:

X = A sen (w,t + &) , con: w, = Yk/m

. Solucidn particular:

2
x_ =D sen wt, con D: Lo = 2 (¢ =0)

4 lo} - o - =

Luego, la solucidn general seri:

X = A sen (wo.t + 6) + D sen wt
las constantes A y 6§ dependen de las c.i. (no dadas en el problema).
48, En el sistema suspendido como se

Ll L L Ll L L L
C

muestra en la figura, el extremo
B es obligado a moverse vertical-
B mente con variacidn senoidal, se-
-
gln:

yg = B sen wt

Considerando condiciones iniciales

ke del movimiento de la masa m, a t=0:

Yo = 0y v, = 0, encontrar la ecua

cidén de su movimiento.
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i{Cu3ndo entrari emn resonancia el sistema?

Recomendacidn: resolver primero el problema anterior.

D.C.L. (m) La fuerza que ejerce el resorte (1)
es proporcional al desplazamiento
y de la masa, porque el desplaza-

v 0 e miento relativo de los extremos del

By

resorte es: y - y_ =y, puesto que

y TFI g, = 0. Luego:
By = = Ky
‘$

Para el resorte (2), como el extre

Fa mo B no esta fijo, yB(t) # 0, el
desplazamiento relativo de sus ex-
tremos serd: y - Yg* Por lo tanto,
la fuerza ejercida por este resor-

te es:
Fy == ky(y - yp)
Aplicando la Ley de Newton, se tiene:
my = - kay -k (y - )
my + (ki + k2)y = kayg
reemplazando el valor dado: yg = B sen wt, queda:
my + (k; + ky)y = kB sen wt

i k; + k ke B
y+ (——F)y = =2

—— sen wt
m m
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ky + k iy
Con: w? = —L—Er—l— . podemos escribir:

§+wiy=%-§ sen wt

La solucidén de esta ecuacidén, ver item 10.5, es:

ks B
y = A sen(w,t + &) + D sen wt , con: D = ———l—éﬂ~—
lws —w® |

derivando: ﬁ = Aw,cos(wet + §) + Dw cos wt

Il

Para las c.i. dadas a t = 0 : y, = 0y v, 0, reemplazando en y e ;,

se tiene:

0=Asend »sen § =0+ 6§ =0, »cos § =1

=
]

Aw,cosé + Dw = Aw, + Dw + A = - D —

Luego, la solucidn queda:

w w
y = - D — senw,t + Dsenwt = D( - — sen w,t + senwt) =
Wo We
w k, B
= D(senwt - — senw,t), con D= 2
Wo 2 2
mlw° - w|

El sistema entrard en resonancia al no haber amortiguamiento, cuando

W = Wwey es decir, cuando:

- / ki + ks

m

Para este valor de w, la amplitud tiende a infinito (D + =)

Una masa m se encuentra apoyada sobre una mesa horizontal sin friccidn
y unida a dos resortes, uno a cada lado,tal como se muestra en la figu

ra.

ka

m
B l—rrn () v rn—) ¢©
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Los extremos B y C de los resortes no estan fijos y son obligados a
moverse senoidalmente, ambos, segin: x' = B sen wt.
Considerando como condiciones iniciales del movimiento de la masa m,

para t = 0 : X, = 0y v, = 0, encontrar la ecuacidn de su movimiento.

Recomendacidn: resolver primero los dos problemas anteriores.

D.C.L. (m) Para cada resorte el desplazamien-

to relativo de sus extremos (xA—xB)
y (xA - xc), en este caso, son

0 F1 m Fa

. g iguales, es decir: (x - x').

2 N|

1 X 4 ;
Por lo tanto, las fuerzas que ejer
cen estos resortes, seran:

Fi = -k (x - x") yF2 = -k (x-x")

Luego, aplicando la ley de Newton del movimiento, se tiene:
mx = - ky (x - x') - kg (x - x')
mx + (ki + ke )x = (ki + ka)x'
1

Como: x' = B sen wt, reemplazando se tiene:

mx + (ki + kz)x = (ki + kz )B sen wt

L ky + k; B ki + k2
x+(—m )x=(——-—m )B sen wt
Con : w: = ( kl—;k-“'— ), queda:

X + wzox——- wzoB sen wt

Ecuacidn diferencial del movimiento que tiene, como hemos visto en el

item 10.5, la siguiente solucidn general:




z
e we B
x = A sen (w,t + &) + D sen wt, con D = ——
2 3
|we=w |

derivando:
X = A wocos(w,t + §) + Dw cos wt

Para las c,i. dadas a t = 0, nulas: x, = v, = U, se tiene:

O=Asend +send=0-+6=20, +cos 6 =1
Dw
U= A wscos 6 + Dw = Aw, + Dw > A = - =
o
Luego, la solucidn queda:
w B
x = =D — sen w,t + Dsenwt = D(senwt - senw,t),con: D=
We We 2
-5l

Se tiene un pistdén de masa m dentro de un cilindro y unido a un resor-

te y un amortiguador como se muestra en la figura.

7
"’"II‘"’

El extremo B, ahora, no estd fijo y es obligado a moverse senoidalmente,

segiln: Xp = B sen wt. Encontrar el movimiento del pistdn.

Ademds de la accidn eldstica del resorte (k) considere la accidn de dos

fuerzas retardadoras: la viscosa (b) ejercida por las paredes lubrica-

das del cilindro y la del amortiguador (c).

Al no estar fijo el extremo B, la fuerza del resorte no serd proporcio
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nal a x (Fk # - kx) vy la fuerza del resorte tampoco sera proporcional

a x (Fc # - cx).

La fuerza del resorte es proporcional a su deformacién, es decir, pro
porcional al desplazamiento relativo de sus extremos (xA - xB). Por
lo tanto, en este caso, la fuerza que ejerce el resorte es:

Fk = - ki(x - xB).

La fuerza que ejerce el amortiguador es proporcional a la velocidad
relativa de sus extremos (ﬁA - iB). Luego, la fuerza que ejerce el

amor tiguador es: F = - c(x - iB).

. ~ . - -
La fuerza viscosa si es directamente proporcional a la velocidad del

pistdn. Esto es: Fb = - bx.
D.C.L. (m) Aplicando la ley de Newton, se tiene:
Fk Fb
v e { ——— mj{:_k(x_xB)_ b}.{—c(f(—)‘CB)
0 T F
L o
= ¥ + + x + = + cX
7| = > m¥ (b + ie)l%x + kx ka Xy

Bw cos wt

Como : XB = B sen wt, derivando: x
Reemplazando, se tiene:

mx + (b + c)%x + kx = Bksen wt + Bcw cos wt
El segundo miembro es una combinacién suma de sen wt y cos wt que, como

hemos visto, puede expresarse solo como seno o coseno, indistintamente,

tomando dos constantes: amplitud y fase. Esto es, digamos:

E sen (wt + 6) y desarrollando, se tiene:

E sen(wt + @) = (E cos0) sen wt + (E sen 0)cos wt
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Comparando con los valores que se tienen en la ecuacidn, se obtiene:

E cos @ = Bk + cos@ = L E=B/k* + c2w?

T

Bew

Bew
E senf = Becw*sen@=———
en ] n i3 Bk

Luego, la ecuacidn diferencial del movimiento podemos escribirla de la

siguiente manera:

mx + (b + ¢)x + kx = E sen(wt + 0)

X + 2B8% + wix =

glm

sen(wt + Q)

con: 28 = y  wh = k/m

La solucidn complementaria ya se ha establecido en problemas anterio-

res y la solucién particular para este caso, sera:
xp = D sen(wt + 0 — ¢)

con: D = E/m y ¢ = arctg (

/(wi _ mz)z + 4p% 02 we — W

Finalmente, la solucidn general es:

X=4e Bt sen(w, t + 6§) + D sen(wt + 6 - ¢)




51, Una masa m estd sujeta a la accidn eldstica de una barra de mddulo
eldstico Y, longitud L y seccifn transversal variable, como se muestra
en la figura. Estudiar la oscilacidn de la masa m cuando se le somete
a la accifn externa axial de una fuerza senoidal.

Considere la barra de masa despreciable comparada con m.

Nota: Resolver primero el problema N2 24 del capitulo 9 anterior.

En el problema indicado (9-24) se encontrd la deformacidn eldstica lon
gitudinal de la barra sometida a una fuerza F. Esta es:

AL = ﬂl Ln(2)

Ya
Si denominamos a la deformacidn eldstica AL = x medida a partir del ex
tremo libre en la posicién de equilibrio (sin deformacidn), la fuerza

elastica restauradora ejercida por la barra sera:

2
F=-( - I

L Ln(2)
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Si la fuerza externa aplicada es: F(t) = Fosen(uwt + 0,)

La ecuacidn diferencial del movimiento oscilatorio de la masa m sera:

2

D.C.L. (m) m¥ = - (——XE—— )x +Fosen(wt + 0,)
L Ln(2)
; o Ya?
F=—kx F(t) m¥ + (———— J)x = Fysen(wt + 0,)
- &___._} LLD(Z)
m
(-) |(+) ~
I X ol
0 =
X + mix =--[%-9- sen(wt + 0,)
2 K 2
con: K=—-‘€'a'—, wi=a=—'_Y'§'—'_‘
L Ln(2) mLLn(2)

Ecuacidn diferencial cuaya solucidén hemos encontrado en el ftem 10.5.

Esta es:

x = A sen{w.t + §) + D sen(wt + 0,)

F,/m

PR

con: D =

Las constantes arbitrarias A y § dependen de las c.i. (no dadas en el

problema.

52. E1 motor mostrado en la figura estd montado sobre 2 resortes iguales,
cada uno con constante eldstica k = 1 x 10° N/m, y 1 amortiguador con
coeficiente b =140 N - s/m.

El motor de masa M, incluyendo la masa desbalanceada m, pesa 170N. La
masa desbalanceada m, sola, pesa 4.5N y se encuentra alojada a una dis
tancia de 7.5 cm del eje de giro O.

Si el motor gira a 300 r.p.m., determinar el movimiento oscilatorio
vertical que se presenta por la presencia de la masa desbalanceada, en
contrar la amplitud del movimiento resultante y la constante de fase

relativa al movimiento de la masa m.
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Ademds. encontrar: (a cudl velocidad de giro del motor se presentara
resonancia? y tambi®n encuentre la amplitud del movimiento resultan-

te en este caso.

B

LA LT

Aplicando la ley de Newton, la ecuacién diferencial del movimiento ver

tical sera:

My = - by - 2ky + F(t)

My + by + 2ky = F(t)

La fuerza F(t) se presenta por el giro de la masa m, esto es:

- Aceleracidn radial: a = r w?
- Fuerza centripeta:F,,=ma§=mrm2

- Componente vertical:

F(t)=F,cosut =mruw’® coswt

Reemplazando F(t), se tiene:

My + by + 2ky = F, cos wt
" b . 2k Fo
y + M vy + _E y = ~H— cos wt

¥+ 2By + wiy = Eﬁ- cos wt
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Con los siguilentes valores:

M === = 17.35 kg

e
o
o

140

= —_ = = = ———— = -1

B= 3H "7 T7.35 - »Ws

WEm 3% . %gf%%g = L8294 & 1,159 &
W = 2% 3%%—=10n = 31,42 adfs =sub = 9878°

4.5
m—m —0.46 Rg
S - - = -

r = 100 =7.5% 100°m

Fo = 0.46 x 7.5 x 1072 x (31.42)* = 33.99 ¥ 34 N
Fo _ 33.99 _ "

M= 1735 1.96 m/s

La solucién estable de la ecuacién diferencial que tenemos es:

y = D cos (wt - ¢)

Con amplitud:

5 Fo/M _ 1.96 _ _1.96
V(wd - w?)? + & g2 o V(1,153 - 987)% +4(4.04)2 987 303.31
D=6.46x% 102 m = 6,46 mm = 0.65cm

y constante de fase:

by o 2BE o 2EG00X MAZ g on s d - 56.83°(56°50")=0.95rad.

mi-—wz 166

Este @ngulo ¢ es el desfasaje del movimiento resultante con respecto al

movimiento de la masa m, tomado con fase cero respecto a la vertical.
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53.

Resonancia se presentard cuando:

6= g = V- 287 = /1,153 - 2(4.04)* = /1110 = 33.32 rad/s

Esta es la velocidad de giro del motor:

60 =2y
wp = 33.32 % b 318.34 318 r.p.m.

y la amplitud del movimiento cuando esta en resonancia, es:

F,/M B Fo/M B 1.96

L ] -wi{)’ +432w§ 28V w2 - g 2 x4.04/1153-(4.04)2

p = —2% 790 %x10%n =7.20 m = 0.72 ca.

- 272.4

Encontrar la ecuacidn del movimiento del sistema mostrado en la figura
cuando las masas m giran sincronizadamente en sentidos contrarios, con

radio r y velocidad angular w constante.

La polea es de radio R y masa M, la constante eldstica del resorte es

k, y el sistema, en conjunto, tiene una masa total M_.

Ademds, se quiere saber: ;cuil debe ser la velocidad de giro de las

masas m para que el sistema entre en resonancia?

VLY A A AT ALY AN 5P
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v
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VS AL FAB I RS BI SIS BT TE ST

Al girar las masas m producen una
fuerza vertical resultante, que lla
maremos F.

Para cada una, se tiene:

F =F senuwt=mw®rsenwt
y m

F =mw’r =>

m

Fx=ch05wt=mm2rcoswt.

Para las dos masas, horizontalmente
se cancelan y verticalmente se suman,

obteniéndose:
F = ZFY = 2mw’r sen wt

Como vemos, esta fuerza vertical

varia con el tiempo senoidalmente.

Para una posicidn genérica mostrada
en la figura, al desplazarse vertical
mente el sistema, digamos una canti-
dad y, se tendra:

- La polea gira un angulo 6, rela-

cionado con la variable y, por:
y=R0=}}‘r=RG+§=R0

- S8i bien el eje de la polea descien
de la cantidad y, el resorte se es-—
tira el doble de ésta cantidad, es

decir: 2y. Luego, la fuerza del

resorte es:

FR = 2ky
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-~ Para determinarla tensidn T( # FR) , apliquemos angularmente la ley
de Newton en la rotacidn de la polea. Esto es:

I,0 = RT - RF =>T=—-]§-°—e+p

R R

Como el momento de inercia de la polea es: I, = % MR? , pasando a

la variable y con la relacidn arriba establecida: & = y/R y reem-

plazando el valor de F_ encontrado, el valor de T que se obtiene,

R
en funcidn de la variable y, es:
7HE 1
Tses——— L 42y = 5 My + 2ky
R R

Con estos valores obtenidos, podemos ahora, aplicar la Ley de Newton

de movimiento para el sistema de masa M,. Esto es:

0 My ¥ =-Fp-T+F=-2ky- %M)"'—Zky + 2mw? rsenwt
b 4
E
T R .
M:T.T (M +% M)y+4ky = 2mw’r senwt
2
l y + . I ¥ = ) rl sen wt
d (My +5 M) M +5 M)

Teniéndose finalmente como ecuacidn diferencial del movimiento:

y + wi y = B sen wt

2
con: w;:,=-—-L-— " B:L‘Ulr_
1 (M. + = M)

Mg + 5 M) =¥ g

3 . = #
cuya solucién general, como hemos visto en el item 10,5 , es:

y = A sen (w,t + &) + D sen uwt

B Zmr

1 W
M, + 5 M) | o - 1

(38
e |
2




54,

] o

Las constantes arbitrarias A y ¢, dependen de las c.i., no especifi-
cadas en el problema.

Como no hay amortiguamiento, la frecuencia de resonancia es igual a
la frecuencia natural del sistema, tendiendo la amplitud D a infinmito.

Esto es:

Luego, si las masas m giram con velocidad angular w igual a este va-

lor, el sistema entra en resonancia. Es decir, si:

En el sistema mostrado en la figura,la barra de masa M y longitud L
con pivote en el punto O puede girar libremente en el plano vertical.
Las 2 masas m adicionales situadas en el extremo opuesto a O giran
con velocidad angular constante w unidas a ejes rigidos de radio r.
Estas masas, debido a un mecanismo intermo, giran en sentido inverso
una de la otra.

Considere: M®m y L2 r.

Plantear la ecuacidn diferencial del movimiento en el plano vertical

para la barra. ;(Cu3l es la ¢ondicidn para que exista accidn recupera-

TN

dora?

A (ver detalle)

N
@
@

—,L% AN o F \-}

Y |

| —

- mo
71 ™
777717 A7 7 77077 Detalle A
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T ~ Accidn del mecanismo:
: 2
wtta T = ma, = mwr

> 5 F=2Tcos (wt+a) =2mrw® cos (wt +a)

Ty ]:_=I..}§‘=?.L1m‘m2 cos(wtta) ,

~d ujlf-i-(]
considerando: L 2 r.

T
- Accién del resorte:
S L _ 1 .
Fk = k( 5 Q) = 5 kLG
B S S S
nok—sz—zszO—szC
- A =i
/ - Accifn del amortiguador:
/
/ L . 1
/ Fb=b(~2~®)=§bL®
/
B %8’ L Ll .+ 1
L . B /e | 7,, = =F = == bl@ = - bL20
! F ' b 2 b 22 4
K /| Fo
.l:. /Mg 5o
2 / - Accidn de la gravedad:
=/ P=M
/ g
/
.. a 'S i S % 5
7 7 0 T°P_( 2GJ)P— 2@Mg~2LMgE}

- Momento de inercia de la barra:

I, = -% ML?, considerando:

MZ m=+1 >1
b m

Luego, aplicando la Ley de Newton se tiene:

= 1 1 1

1 5
gmfe olal- bLZO - = kL2 0 + 5 LMgé + 2Lmrw’ cos(wt + a)
1 e 1 L fl 1 i 2
-§MLG+ZbL9+ kzl—k].. —-7Mg)®=lmrw cos(wt + a)

3 b 3 Lk mr w
O*'ZEB*“Z(IH-%)O—G — cos (wt + a)
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Esta es 1ls ecuacidn diferencial pedida v la condicidn para que exista

accidn recuperadora es:

1k g 1k g L
& L . > ol s > S
{:2 M L) [¢] - . M L k ig,
55. Para estudiar el comportamiento de un carro cuande recorre horizontal-

mente un camino "encalaminado" con velocidad constante v, se puede

usar, en primera aproximacidn, el siguiente modelo:

- El camino se representa por una sinusoide de amplitud A y separacidn

entre crestas L.

- El carro se representa por una masa m apoyada en un resorte de cons-

tante k y un amortiguador de constante b.

En este modelo se considera un solo resorte yunamortiguador para re-
presentar a los cuatro realmente existentes, con el objeto de tomar
Unicamente el efecto vertical, descartando los efectos laterales vy
longitudinales entre ejes. También se considera una sola masa des-
cartando el acoplamiento de las masas separadas entre la suspensidn

v carroceria, sin considerar la accidn eldstica de las llantas.

Encontrar la amplitud y frecuencia del movimiento vertical del carro.

(A cudl velocidad de recorrido horizontal entrari en resonancia?

y. A

n
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El movimiento vertical del punto s sobre el camino encalaminado senoi-~

dal, sera:

27
. = A sen I ¥

Como el carro se desplaza horizontalmente en la direccifn x con veloci

dad constante v, se tiene que:

x = vt
Luego, y_ en funcidn del tiempo serd:
2
y = A sen — vt

Como v y L son constantes, tomando como constante:

podemos escribir:

= A t
¥y sen W
y la velocidad vertical del punto s, sera:
ﬁs = A wcos wt

llamando y al movimiento del carro, las fuerzas que actlan sobre el

carro son.
(=)
0 o

(+) Po=n k(y < ¥ )
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Aplicando la Ley de Newton del movimiento, verticalmente a la masa m,

se tiene:

we

wy = = By =3 < by= 3.

m§+b9+ky=kys+b3‘:s
reemplazando los valores de ¥ e 95, queda:

my + by + ky = kA sen wt + bAw cos wt

El segundo miembro es una combinacidén suma de sen wt y cos wt, como
hemos visto, puede expresarse sdlo como seno o coseno, indistintamente,
tomando dos constantes: amplitud y fase. Esto es, digamos:Esen(wt +8)
y desarrollando, se tiene:

E sen ( wt + @) = (E cos O)sen wt + (E sen 0)cos wt

Comparando con los valores que se tienen en la ecuacifn, se obtiene:

Ei oo @ = Ak » gy 0= B ) \ E=A"k + b «?

E
E Abuw
=}
b Ak >
E sen @ = Abw + sen® = 5%2- tgd = EE
/ J

Luego, la ecuacién diferencial del movimiento podemos escribirla de la

siguiente manera:
my + by + ky = E sen ( wt + 0)
is . 2 E
y + 2B y + woy = = sen(wt + 9)

Con: 28 = b/m y w) =k/m

Wi i —gE . :
La solucidn complementaria: Vo = Ae B sen(mlt + §), es transitoria,
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por lo tanto, la solucidn particular que es estable, serid la solucidn

general, esto es:
y =D sen (ut +0 - ¢)

teniendo:

- Amplitud: D = E/w , con: E = AY K + bu’

/ (Lui - w? )2 + 482[112

Z i
- Fase: ¢ = arctg ( £ ) s y 0 = arctg E%
ujzr_, ~
2 w 27
- Frecuencia: v = —— , CON: W = — Vv
20 L

Si el efecto amortiguador es relativamente pequeno, en primera aproxi-

macién, se tendra:

E = Ak, D _Ak/m . , $=0, 0=0
Iwi—u:zl Ii——u—‘
2

Con solucidn:

y = D sen wt

- Resonancia, con esta aproximacién, se tendra:

y la velocidad del carro, correspondiente a este valor de la frecuen

cia de resonancia, sera:

278




Tomar como modelo para el brazo de un antiguo tocadiscos la represen-
tacidén mostrada en la figura. Considere que la aguja se apoya sobre
un surco de forma senoidal, de amplitud A y separacién L entre crestas,
que se desplaza con velocidad horizontal v constante.

Plantear la ecuacidn diferencial del movimiento para el porta aguja de
masa m.

Y £
A

0

i

Recomendacién: Resolver primero el problema anterior.

El movimiento vertical de la punta de la aguja sobre el surco es:

27
¥, * A sen I ¥

como el surco se desplaza horizontalmente en la direccifn x con velo-

cidad constante v, se tieme que: x = vt. Luego, ys(t) sera:

2n
= A LI
¥ sen — v

2n ;
tomando como constante: w = I v podemos escribir:
y. = A sen wt

g
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57.

y la velocidad vertical de la punta de la aguja sera:
§s = Aw cos w t

llamando y al movimiento vertical de la masa m, las fuerzas que actian

sobre ella son:

(=)
- k(y - v_)
(+) ) R S

o
L
=i
n

i
]

= By =790

F

En funcién de la variable angular 0, como: y = L@, las fuerzas seran:

ool
[}

- k(Lo -y )

oy
]

- b(LO - ys)
Aplicando la Ley de Newton para movimiento angular, se tiene:
me?d = - k(Lo - yIL - b(LO - §S)L

me?® + bL?0 + kL?0 = kLy_ + bLy
5 S

con los valores obtenidos de ¥, e ﬁs , queda:
me?® + bL?’@ + kL’0 = kLA sen wt + bLAwcos wt

Esta es la ecuacién diferencial pedida, su solucidn se puede obtener

como en el problema anterior.

Para estudiar los efectos de vibracién de un motor de automdvil, se
puede usar, en primera aproximacidn, el siguiente modelo:
- El carro se representa por una masa M apoyada en un resorte de cons

tante k y un amortiguador de constante b.
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- El motor se representa por dos pequefias masas m simé@tricamente dis-
puestas, que giran sincronizadamente en sentidos contrarios acciona

das por el motor, con radio r y velocidad angular w constante.

Con la disposicidn adoptada en este modelo, se descarta cualquier efec

to lateral, longitudinal u horizontal, considerandose sdlo el efecto

vertical.

Encontrar la amplitud y frecuencia del movimiento vertical del carro.

(Cuando ocurre resonancia?

W~ -\[!/_'\\mw 0 F F
Y S X P
N S, ot/ TNFL N EL \*[
e ot GLE mo moKw\y
\ 1 1 1 __—7)(
0 \ U /
\ | P
e — | ~ P
y
Al girar las masas m, para cada una de ellas, se tiene:
i Fy = Fm sen wt = m w’r sen wt
Fy =mu'r *
Fx = Fn cos wt = m w'r cos wt
Al considerar las dos masas, las acciones horizontales se cancelan vy

verticalmente se suman, produciendo una fuerza vertical resultante que

llamaremos F. Esta serd: F = 2Fy = 2mw’ r sen wt

Luego, aplicando la Ley de Newton gl movimiento del sistema, se tiene:



58.

D.C.L. (M + 2m)

M+ 2m)y = - FR - FA + F

(=)
0——r0©

+) (M + 2m)¥ = - ky - by + 2mw’r senwt

4 F
- (M + 2m)y + by + ky = 2mw’rsen wt
2
FAT Fr g £ ¥+ X - 2 en wt
(M+2m) (M+2m) (M+2m)
P
Cony I = —2 e o m— R g . AW

(M+2m) (M+2m) M+ Z2m

podemos escribir:

v+ 253'« -i-u":,y = B sen wt

Ecuacidn diferencial del movimiento, cuya solucidn general ya conoce-
mos. Siendo transitoria la solucifn complementaria,la solucidn gene-

ral serd sélo la solucidn particular, que es estable, luego:
y = D senlwt - ¢)

Con: D = B y § = arctg ( ﬁw__

/(wi -w?)? + 4p20? Wem

Considerando que el efecto amortiguador es relativamente pequeno, la

resonancia ocurrird, en primera aproximacién, cuando: w = w, = Mt om
“

. = s - = ~ / k
Si, ademds, consideramos que m << M, se tendrid simplemente: w = H

A un oscilador simple, de masa m y constante eldstica k, se le fuerza
linealmente aplicadndole directamente a la masa una fuerza F(t) = c t.
Plantear la ecuacidn diferencial del movimiento de Newton y encontrar

su solucién general.

Determinar las constantes arbitrarias para condiciones iniciales, a t=0,

x=0 y v = v,, graficar el resultado, esto es, x vs t,.
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p.C.L. (m) . Ecuacién diferencial del movimiento de

Newton:

F1 =—kx F2 =ct mk = ~ kx + ot

m¥ + kx = ct

% 2
X + wex = t, con: wi= k/m

—VD‘
|
Slo

. Solucidn complementaria: A sen (w,t + &)
Solucidn particular:

considerando: xp = Bt + ip =B y % =0, reemplazando se tiene:

U+ wh Bt =

3|n
rT
-
==
1
[

Luego, la solucidn general sera:

A sen (w.t + &§) + % t

=
1}

con velocidad:

.
n

A wocos (wot + &) +

=0

Para las cui.dadas a t = 0: x =0 y v = v,, reemplazando se tiene:

O=Asend+0-+>senéd=086=0=>cos § =1
c c _ 1 e
Vo A W cosé + 1 = Awe + > A = mo(Vo - %)
Luego: x = & (Vo = E‘) (wot) + =
go: - o ” sen(we Tt

o

(Fig. sgte pag.)



Grafica x vs t:
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59. Sobre una masa m actiian linealmente en la direccidn x dos fuerzas:
2 - i ;
Fi =-kx y F2 = ct’, poniéndose en movimiento a t = 0 con las si
guientes condiciones iniciales: x = x, ¥y v = 0,

Determinar el movimiento de la masa y graficar la solucidn x(t).

D.C.L. (m) Aplicando la Ley de Newton, la ecuacidn
Fi m Fa2 diferencial del movimiento, ser@:
;J — > mx = - kx + ct?
4|/ : ;-Jl mx + kx = ct’
X+ wix = ﬁ t? , con: w) = k/m

; ; ; 2
Por lo tanto, se tiene un oscilador simple forzado con ct”.

La solucién complementaria es: A sen (wot + 6)

Para encontrar la solucidn particular, si proponemos:

B Bt » ip = 2Bt =+ ip = 2B, como la segunda derivada es constante,

al reemplazar en la ecuacidn diferencial, como puede comprobarse facil

mente, la solucifn propuesta no la satisfacer3.
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Luego, propondremos agregar una constante a la funcidn inicialmente pro

pues ta, esto es:

x = Bt?

5 + E - %p = 2Bt - ip = 2B, reemplazando se tiene:

2B + wi(Bt® + E) =-I‘Ii1t2 + (2B + wiE) + (uiB —;ﬁ-)t2 =0

Para todo instante de tiempo t, ambas expresiones entre paréntesis

deben ser simultdneamente iguales a cero. Esto es:

wB-==0 + B=—=2C
mws k
iBirghE =0 w Eow s b e 20
w? kw?
Luego, la solucidn particular sera:
St 88 o a5 Sa._ B8 du
x5 % t " e (t ai) =R = S )

y la solucidn general:

x = A sen(w,t + &) + £ (et = _E_ )
k 2
Wo
con velocidad:
X = Awgcos(wot + &) + Eﬁ t

Reemplazando las c.i. a t = 0: x = x, y v = 0, se encontraran las cons

tantes arbitrarias A y 6, esto es:

U=Awncosd—rc056=0+5=% + send§ = 1

2
X, = A sen & - =< =4a- LB + A=x, + . T
mi ku,z kwl

Luego, se tendrd x(t):

2
X = (xo+ —— )sen( wot + =) + = (2 - =)
- 2 k 2
Wy We
= 2¢ c 2 2c - -
x = (% + — ) cos{ wot) + = t* - (Fig. sgte. pag.)

kuw? k kw?
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x(t) |

Gréfica x vs t:

b0,

Y

Una fuerza F = F,(l - e_at) actia sobre un oscilador amortiguade  de

masa m y constantes k = 4ma’ y b = ma, teniendo a valor constante. El

oscilador se encuentra en reposo a t = 0, es decir se tienen como con

diciones iniciales x, = v, = U,

Plantear la ecuacidn diferencial del movimiento y mostrar que su solu-

cidén x(t), es:

!
- —at
NS . TR sen( 5/ 15 at) + —FLe— (1 - &7
2AS5 ma? 4ma®

Graficar esta solucidn (x vs t) y explicar brevemente su interpreta -

i i o
cion fisica.
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Aplicando la ley de Newton,la ecuacidn diferencial del movimiento, con

los valores dados, sera:

mX + max + 4max = Fo(l - e‘at)
¥ 4+ ax + 4a'x = 2, (1 - e_at)
m
con:
2ZBR=a =+ B = af2 a2
como: wh = 4a® > p? = 5

X, = Ae sen(w, t + &)
queda:
1
—? at 1
xcer 59—“(3 Y 15 at + &)

Busquemos la solucidn particular, con:
—at 3 . —-at .. —-at
x_ =B(l -e ) y derivadas: x_ = Bae ; X = - Ba’e 5
p 2 P
sustituyendo en la ecuacién diferencial:

at

- Bafe ™Y & Ba 7% 4+ 4a?B(L - 7Y - o1 - e
. F,
se obtiene: B =
4ma®
luego: x_ = - (1 - e25
P 4ma
y, la solucidn general serd:
Sl
2 @ l 13 F, -at
x=Ae sen(i 15 at + 6) + —l(l—e )
4ma
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derivando:

; 1 ‘%‘at 1 1 ‘é’at 1
xz—iaAe sen(iv‘IS at+6)+§ Y15 a Ae cos(3f153t+6)
Fo —-at
+ 4ma =

para las c.i. dadas a t = 0: X, = v, = 0, se tiene:

0=Asené +sen §=0=+6=20, cos § =1

0=~,laAsen:S+lf15aAc056+—-E-°— =}—/ﬁ'aﬂ+ Fo + A= - o

2 2 2 2

4ma 4ma 215 ma
Finalmente,‘la solucién x(t), queda:
1
- = at
X = - - e » sen( % v 15 at) + ———£h-‘(l - e_at)
245 ma® 4ma’

Esta solucidn consta de dos términos, uno transitorio y otro estable,
grafiquemos independientemente estos dos términos y sumémoslos para

obtener x vs .

, 2R
1
—E at
Ae
AN
B 1
. -% at ¥
A B x_ =-A sen( = V15 at)
- ‘
-‘H‘\-.
\/Av — TS = >t
A o
3 Z —-;: at
+ o 48 Grafico xt vs t
(sol. transitoria)




x = B(l - eﬁat)

/?:f;fﬂ~ e
Bl i S P i o e

B
o
P
>
Grafico X, Vs t
(sol. estable)
B =—be
4ma®
>
Grifico x vs t
sol. x=x_ +
4 ¢ T xJ)

Observamos que se trata de un movimiento oscilatorio amortiguado y for

zado que tiende a un valor constante:
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6l. A un sistema oscilatorio amortiguado se le aplica una fuerza externa

Fy = F, sen(wt + 0) y se le hace oscilar verticalmente,

Después de transcurrido un tiempo, se le imprime a la masa la super-
posicidn horizontal de un movimiento arménico simple, con frecuencia

We »

¢Cudl debe ser la frecuencia w, para que la figura descrita por la tra
yectoria de la masa en el plano de su movimiento sea: circulo, elipse,

recta,ocho vertical, ocho horizontal?

Inicialmente se tiene un movimiento vertical oscilatorio, amortiguado
y forzado. Después de un tiempo, desaparece la solucidn transitoria y
s6lo queda la solucién estable con la frecuencia w correspondiente a

la accifn externa.

Por lo tanto, la frecuencia w, del movimiento horizontal deberd ser:

- para formar circulo, elipse o recta =+ w, = w
- para formar un ocho vertical (8) > w, = 2w

- para formar un ocho horizontal («) =+ w, = w/2
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CAPITULO X1

ONDAS

Introduccidn y tipos de ondas.

Cinemadtica de la propagacidn.

Ecuacién de onda Unidimensional.

. Ondas transversales en una cuerda.
Ondas longitudinales en una barra.

. Ondas longitudinales en aire confinado en un ducto.

Solucién general de la ecuacidn de onda.

Superposicidn de ondas.

Interferencia.

Reflexidn de ondas.

Ondas Estacionarias.

Ondas Aclisticas.

Efecto Doppler

Polarizacidn lineal en una onda transversal.






11.1

Introduccién y Tipos de Ondas.-

El estudio de las caracteristicas, propiedades y comportamiento del
movimiento ondulatorio es de suma importancia en la fisica, tanto

cldsica como moderna.

La caracterIstica fundamental del movimiento ondulatorio es la trans
ferencia de energia de un punto a otro, sin que exista transferen -
cia fisica de materia entre los dos puntos. Es decir, en un punto
del espacio se produce una perturbacidn que se transmite al siguien-
te punto y asi sucesivamente propagidndose en el espacio, hasta llegar
a algln punto determinado donde se detecta. Por lo tanto, podemos
referirnos a tres aspectos: produccidn, propagacidn y deteccién. Por
ejemplo, la familiar onde de sonido, una fuente vibrante produce el
sonido perturbando el medio que lo rodea, como el aire, propagandose
en este medio y transmitiendo la energia a un receptor, tal como el

oido.

Las ondas que requieren de un medio eldstico para propagarse, sea el
medio s6lido, liquido o gas, se les denominan "Ondas Mecédnicas'". En
este capitulo analizaremos este tipo de ondas, mds adelante, encon
traremos otras ondas como son las ondas electromagnéticas que no ne-
cesitan de un medio para propagarse, por ejemplo podemos citar la

propagacién de la luz en el espacio vaclo.

Las ondas mec@nicas se originan cuando se desplaza una parte del me-
dio, generalmente oscilando cada particula alrededor de su posicidn

de equilibrio, por eso el movimiento ondulatorio esta Intimamente 1i
gado con el movimiento oscilatorio que acabamos de estudiar en el ca
pitulo anterior. La fuerza eldstica del medio proporciona la accidn
restauradora, comunicando la perturbacidn a una posicidn adyacente y
asi sucesivamente propagdndose, luego aquil tratamos con las oscila -
ciones o vibraciones de un nimero grande de particulas y no solo

con una. Por otro lado, la inercia del medio da la respuesta de la

parte desplazada a las fuerzas el3sticas, Por lo tanto, como vere-

293



mos luego, estas propiedades del medio, elasticidad e inercia, de-
terminan la velocidad de propagacidn de las ondas. De esta forma
se transmite energia a puntos considerablemente distantes de la
{uente de produccidn de la perturbacidn, sin que haya movimiento

global del medio, ni transporte de materia entre ambos puntos.

Cuando las vibraciones de las particulas del medio son perpendicula
res a la direccidn de propagacidn de la onda, se le llama '"Onda
Transversal". En cambio, si las particulas del medio oscilan vi-
brando hacia adelante y hacia atras alrededor de su posicidn de equi
librio en la misma direccidn de propagacidén de la onda, en este ca-

so se le llama "Onda Longitudinal.

Como ejemplos caracteristicos de estas ondas podemos citar:
Onda Transversal: a una cuerda larga recta sometida a tensidn se
le pone a oscilar en un extremo a dngulo recto a la direccidn rec
ta de la cuerda, esta perturbacién avanza a lo largo por la cuerda
moviéndose sus partIculas perpendicularmente a la direccidn de pro
pagacidn como se muestra en la figura 1l1.1 a), teniéndose una onda

transversal.

Onda Longitudinal: a un resorte largo recto sometido a tensifn se
le pone a oscilar en un extremo hacia adelante y hacia atrd@s en la
direccidn del resorte, esta perturbacidn avanza a lo largo del re-
sorte moviendo sus espiras en vaiven en un sentido y en el otro en
la misma direccidn de la propagacidn como se muestra en la figura
11.1 b), teniéndose una onda longitudinal. Otro ejemplo importan-
te tambi&n caracteristico de estas ondas longitudinales son las so-
noras en un tubo largo lleno con un medio compresible, generalmen-

te gaseoso como el aire, ver fig. 1l.1 c).

Es conveniente mencionar que tambi&n se pueden formar ondas, que no
estudiaremos, que no son puramente transversales ni tampoco longitu

dinales.
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Fig. 1l1.1 Ejemplos de ondas que se propagan con velocidad V.

a) Onda Transversal en una cuerda,
b) Onda Longitudinal en un resorte.

c) Onda Longitudinal en un tubo con aire.

Hemos mencionado que al producirse una perturbacidn al transcurrir
el tiempo se propaga en el medio. Cuando se produce en el extremo
solo un movimiento, transversal o longitudinal, decimos simplemente
que tenemos un ''Pulso" de onda que se propaga en el medio, las par-
ticulas del medio adelante est@n en reposo hasta que les llega el
pulso, moviendose mientras pasa y despu@s nuevamente se quedan quie
tas pérmaneciendo en reposo. Si en el extremo se producen, no solo
un movimiento {nico, sino mas bien, una sucesidn de los mismos, de=-
cimos que tenemos un 'tren de ondas" o simplemente una "onda" que

se propaga en el medio. Si el movimiento es periddico se tendrd la
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propagacién de un tren de ondas periddico, es decir, una onda perid
dica, teniendose como caso particular mads importante y caracteristi

co la onda arménica.

De acuerdo a las direcciones de propagacidn las ondas también pue -
den tipificarse como: unidimensional, bidimensional o tridimensional.
Las ondas mostradas en la fig. ll.l, son ondas que se propagan en
una dimensidn. La onda que se forma en la superficie de un liquido
en reposo al perturbarla, como cuando se deja caer sobre ella un pe
queno cuerpo, es una onda bidimensional y, por ejemplo, una onda so
nora producida por una pequefia fuente puntual se propaga en el aire

en tres dimensiones.

Cuando se propaga una onda, si en un instante dado trazamos superfi-
cies perpendiculares a la direccidn de propagacién, tal que conten -
gan puntos de lgual condicidn de perturbacidn, teniéndose un medio

homogéneo e isotrdpico, se dice que se tiene un "frente de onda".

Si la propagacidn es en una direccidn, los frentes de onda son su-

perficies planas y se dice que se tiene una "onda plana". S8i se pro
duce una perturbacidn puntual que se propaga radialmente en todas di
recciones, los frente de onda serdn esféricos y se dice que se tie-

ne una ''onda esférica'". Pero, alin en este caso, si el detector se
encuentra lejos de la fuente, los frentes de onda esféricos que le
llegan se pueden considerar casi planos, es decir, practicamente re-
cibe una onda plana. Estos dos frentes no son las Gnicas formas,

tambi&n pueden tener otras formas.

296



11.

Cinemdtica de la Propagacidn.-

Para estudiar el movimiento ondulatorio primero debemos ser capaces

de poder describir matemidticamente, es decir, en forma precisa v
concisa, el fendmeno de la propagacién. Luego, posteriormente podd
mos ocuparnos de la din@mica del movimiento aplicando los conceptos

que ya hemos desarrollado para particulas con la Ley de Newton.

Consideremos una funcidn cualquiera ¥ = f(x) cuya forma arbitraria
se muestra en la fig. 11.2. Recordemos que si queremos desplazar
esta funcidén hacia la derecha en el sentido positivo con respecto al
origen O de referencia, digamos una cantidad q, tomada en valor ab-
soluto,o sea como positiva, debemos reemplazar en la expresidn de la

funcién la variable (x) por (x - 4), esto es:

¥ o= f(x) + ¥ = f(x-9)

Con esto se logra obtener los mismos valores para Y sin cambiar 1la
forma de la curva, solo se ha desplazado hacia la derecha la distan-
cia q. Sea cual fuere la funcién f, p.e: senoidal, logaritmica, ex—

ponencial, o polindmica.

) q
b— 4 !
Y ; 4
- Y=£(x)
‘ y x
I I
O 'Ol 1
= x ' x! i
= q =¥ »
— = >

Fig. 11.2 Desplazamiento de una funcidn ¥ = £(x) una distancia q
hacia la derecha: ¥=£f(x-q).
Si q = Vt, la funcidn se desplaza en el tiempo con una
velocidad V.

297




Este desplazamiento es equivalente a decir que corresponde al cambio
de origen del sistema de referencia de 0 a 0', desplazandose una dis

tancia q, tal que:

wpil | e

s =i . q

Lograndose de esta forma que para un valor particular de ¥, mostra
do en la fig. l1.2, se obtenga un valor particular de X' constante
para cualquier posicién arbitraria de 0'. Es decir, se requiere que
% - q = x' = constante, de modo tal que si x aumenta con respecto a

0, g deber@ ser mayor para que x' se mantenga constante y obtener

siempre el mismo valor dado ¥ con respecto al nuevo origen 0'.

Similarmente, si queremos desplazar la funcidn hacia la izquierda en
sentido negativo con respecto al origen O de referencia, se debe reem

plazar (x) por (x + q), esto es:
Y= f(x) ¥ =f(x+ q)

Si, mas ailin, queremos que la funcién no solo se desplace una canti -
dad fija q, si no, mas bien, que la funcidn se mueva conforme trans-
curra el tiempo con una velocidad V a lo largo del eje x, debemos to

mar la cantidad q linealmente variable en el tiempo:
q =Vt

de tal forma que ahora se tendra:
¥ = f(x + Vt)

Con signo (-) si se mueve hacia la derecha y (+) hacia la izquierda.
Luego, esta expresidn matemdtica es adecuada para describir la situa
cidn fisica de un pulso cualquiera que "viaja" o se "propaga'" a lo

largo de una determinada direccidn, en un sentido o en el otro, sin
alterar su forma.Y, en general, nc solo a un pulso, sino a cualquier

onda viajera.
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La cantidad ¥ puede representar cualquier cantidad fisica. Por ejem
plo, si consideramos una cuerda estirada en la dirececifn x por la
cual viaja una onda transversal, ¥ representara el desplazamiento
transversal y de las particulas de la cuerda. En general puede re-
presentar una gran diversidad de cantidades fisicas, tales como la
deformacidn en un sélido o la variacidén de la presidn en un gas, por
lo cual, para identificarla frecuentemente también se utilizan otros

simbolos;como: y, z,z , p, 9, S, etc.

Anteriormente hemos mencionado que para un valor particular de ¥, que
ahora denominaremos ''fase', cuando se desplaza el frente de onda que
contiene a dicha fase, se requiere que el argumento de la funcién ten

ga un valor determinado fijo, es decir, constante, esto es:

x + Vt = constante

de tal forma que cuando t aumenta x tambi&n debe aumentar para man-
tener fijo (x — Vt) y disminuir para (x + Vt).
Con esta condicidn si la diferenciamos respecto al tiempo, se obtie-

ne.:

dx Fvdt =0 = X Fy=0 =4+y=5%

Luego, en este caso, la velocidad de propagacidn que denominamos co-
mo V, es precisamente la llamada "velocidad de fase" en el movimiento
ondulatorio. Es importante hacer notar que en la expresidn general
de onda viajera la cantidad ¥, ahora es funcidn de dos variables,

X y t. Esto es:
¥{x, t) = f(x + Vt)

Por lo tanto, se tendrd una doble representacidon grafica. Por un la
do, para un tiempo t. dado, se tiene a ¥ en funcidn sdlo de x, con

una representacidn griafica ¥ vs x en un plano (¥, x) como puede ver
se en la fig. 11.3a); en el caso particular de la cuerda estirada en
X esta curva representarda la forma real de la onda en dicho instante
y podemos decir que es una fotografia instantZnea de la onda en el

tiempo ta fijo dado. En forma similar, por otra parte, para un punto
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dado X, se tiene a ¥ en funcidn solo de t, con una representacidn

grafica ¥ vs t en un plano (Y, t) como puede verse en la fig. 11.3b);
en la cuerda, la grdfica representard la variacidn del movimiento

transversal particular del punto X,

v § y
» ‘%‘(t)=f(xc—Vt)

‘5'\" (x)=f (X—Vtc)

v

7 = X K4

a) t =t b) x = x
) constante ) constante

Fig. 11.3 Pulso transversal en una cuerda.

a) ¥ vs x, para t fijo.
b) ¥ vs t, para x fijo.

Tambi&n es importante tener presente que al ser ahora ¥ funcidén de
dos variables, se tendran también dos derivadas: una con respecto

a %, manteniendo a t como constante y otra con respecto a t, mante-
niendo a x como constante. Luego, en este caso, tenemos que refe -

rirnos a ellas como "derivadas parciales" representadas respectiva-

mente por:

o
=
a?
=

a’
"
ar
[nd

El procedimiento matemdtico para encontrar estas derivadas es el mis
mo, no se altera, salvo que hay que tener presente y considerar a t
como una constante para encontrar ( ), la derlvada de Y con res -

pecto a x, y a x como constante para encontrar( at),la derivada de ¥

con respecto a t.
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Consideremos un caso particular de especial interé&s, importante vy
frecuente, como es la propagacién de una onda de forma armbnica.
En este caso, la funcidn f serd una funcién de tipo senoidal, repre

sentada a £t = 0 digamos por:

Y(x) = A sen kx

Al transcurrir el tiempo, si se propaga hacia la derecha con veloci
dad V debemos reemplazar (%) por ( x - Vt), v para un instante pos-

terior t, se tendra:

Y(x, t) = A sen k(x - Vt)
Efectuando la multiplicacidn:

Y(x, t) = A sen (kx - kVt)

y, definiendo:

w = kV
toma la siguiente forma:

¥(x, t) = A sen(kx - wt)

En esta expresidén mds compacta, frecuentemente utilizada para una
onda arménica viajera, la velocidad de propagacidn o fase estard

dada por:

=€

La expresidn senoidal que tenemos de ¥, en x y t, es una funcidn pe
riddica tanto en x como en t. En la fig. 11.4 a y b, se grafican

respectivamente.
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A= 2ufk

¥ L
I 7 v 5
s LY
¢ \
4 A
A= 26/k
a) ek
constante
=2u/w
y
i ;
\ I
ilj \/ \/ \/ |
p———————>
=27/w
b) X = X.onstante

Fig. 11.4 Onda arménica ¥(x, t) = A sen (kx - wt)
a) ¥ vs x, para t fijo. Longitud de onda: A = 2n/k

b) ¥ vs t, para x fijo. Periodo : T = 27/w

El nimero k., cuvas dimensiones son rad/m, es conocido como el '"nime-

ro de onda" y estd relacionado con la "

periodicidad espacial' de la
funcidén sen kx. Este perilodo matem3tico, que es igual a 2mn/k, tiene
dimensiones de longitud y se le llama "longitud de onda". Luego, de

nominandola por ), se tiene que:

2u
k—k—

Por otre, con respecto al tiempo, la cantidad w, ya conocida anterior
mente por nosotros, es la "frecuencia angular" expresada en rad/s y
que corresponde al movimiento armdénico que ejecutan cada una de las
particulas del medio alrededor de su posicidn de equilibrio. Por lo
tanto, el periodo de tiempo o simplemente "periodo" en segundos vy
la"frecuencia" en c/s o Hertz, estardn dados por:

2% 1 w
T = — , V== = = = =27V
w e 27
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Las ondas armbnicas se caracterizan especificandolas generalmente
mediante su longitud de onda y/o su frecuencia, pues estas des can
tidades estan intimamente ligadas entre ellas con la velocidad de

propagacidn de laz onda en el medio. Encontremos esta importante

relacién del movimiento ondulaciviic, cste cos:
Como: w = 2%v y k = 27/) , reemplazando en V = w/k, se obtiene:
W 25w
v = = _— - V = .‘\J
K 2n/A "

También, en funcién del periodo: V = X/1 v de aqui, escribir que:
A=V

Relacidn que nos expresa claramente gque el periodo T es justamente

el tiempo que demora un frente de onda en recorrer la distancia A

de una longitud de onda, con velocidad de fase V.

También es frecuente escribir la expresidn de onda armbnica explici
tamente en funcién de A v 7. Esto es, reemplazando: k = 2%/X ¥

w = 27/t , se obtiene:

_ %.)

Y(x, t) = A sen 27(

ek

Por otro lado, retomando la expresifn senoidal inicial a t=0, si la
funcidn esta adicionalmente desfasada con respecto al origen de coor

denadas mediante una constante de fase ¢, que la "adelanta" esto es:
Y(x) = A sen (kx - ¢)
La onda viajera se obtiene procediendo en forma similar anterior,

reemplazando (x) por (x - Vt) queda:

¥(x, t) = Asen(kx - wt - ¢)

Obteniéndose la expresion general para una onda armonica unidimensio
nal que viaja hacia la derecha, en el sentido positivo de x.
En cambio, si viaja en el otro sentido, negativo de x, es decir ha-

cia la izquierda, al reemplazar (x) por (x + vt), se obtiene:

Y(x, t) = A sen(kx + vt - ¢)
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Si la constante de fase es negativa, de tal forma que " retraza" o

i 11

atraza" a la funcidn, la onda viajera para uno u otro sentido,seri:

w(x, t) = A sen(kx T out + 9).

Remitiéndonos nuevamente a la fig. 11.4, la grafica em a) represen—
ta una onda de forma senocidal en un instante fijo dado s En par-
ticular, para una onda transversal en un medio como la cuerda tensa
horizontal con el eje %, representarZ el desplazamiento transversal o
posicifén instantZnea de cada una de las particulas de la cuerda, es
decir, se tiene realmente una instantZnea fotografica del movimiento
ondulatorio. Esta grafica, fig. 1l.42), corresponde a la funcidén ar

mbénica en x, es decir, a:

w(x) = A sen(kx - wt - ¢), para: t = t constante.

Luego, al tomarse a x como Unica variable podemos encontrar la deri-
vada parcial de la funcidn con respecto a ella. Considerando a t
como una constante genérica, efectuaremos la derivada procediendo en

forma normal con respecto 2 la variable x, obteniéndose:

o

V] :
— = Ak cos(kx - wt - ¢) , para: t = t constante.

ar
P

Como sabemos, esta derivada corresponde, al evaluarla para cualquier
punto %, a la pendiente de la recta tangente a la curva de la fun -

cion graficada en la fig. 11.4a), para el punto x considerado en par
ticular. Procediendo en iguzl forma tambi&n podemos encontrar la se

gunda derivada parcial de U con respecto a x, esta sera:

LK Akzsen(kx - wt - ¢), para: t = t constante.

En cambio, con relacidén a la fig. 11.4b),la grifica representa la va
riacién en el tiempo del movimiento oscilatorio arménico que ejecuta
una particula alrededor de su posicidn de equilibrio, correspondien-
te a una ubicacidn particular X del medio. Esta grafica, como la

anterior, también es de forma senoidal, pero aqui, es armbnica en t,



esto es:
v(t) = Asen(kx — wt - ¢), para: x = x cosntante.
Luego, considerando anhora a x como una constante gen&rica, v deri-

vando en forma usual con respecto a la Onica variable t, la corres-

pondiente derivada parcial con respecto al tiempo sera:

(1)
c

= - Aw cos(kx - wt — ¢), para: x = x constante.

a2
.

Como se ha derivado una funcifn posicidn con respecto al tiempo, la
expresidén obtenida nos da la velocidad v del movimiento de la parti
cula correspondiente &l punto particular X del medio. Por lo tan-

to se tiene que:

v = = - Aw cos(kx - wt - ¢), para: x = x constante.

En el caso particular del movimiento ondulatorio transversal en una
cuerda, direccionalmente, la velocidad v de la particula es perpendi
cular a la velocidad V de propagacidn de la onda. En general, es

muy importante distinguir entre ambas velocidades: v y V.

La aceleracidn de la particula ubicada en ese punto %, se obtendri
derivando nuevamente con respecto al tiempo, esto es:

2y
a= = - Av’sen (kx - wt - @), para x = x constante.

at?

o

Observe que la aceleracidn es proporcional con signo opuesto al des-
2

plazamiento: a = - w ¥, condicidn por la cual se confirma que el mo-

vimiento de la particula es arménico simple.
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11.3 Ecuacidn de Onda Unidimensional.~-

El sistema fisico que implica la propagacifn de ondas mis f3cil de
visualizar es la cuerda vibrante ideal uniforme y tensa, por la cual
viaja una onda transversal. Los resultados gque se obtienen son de
suma importancia porque dan una explicacifn fundamental de los fené
menos ondulatorios aplicables también a otros casos e introduce una
de las ecuaciones mas importantes de la fisica, teoria v aplicada,

conocida como ''la ecuacidn de onda".

Tambi&n nos extenderemos a otro importante movimiento ondulatorio
ideal como es la propagacidn de ondas longitudinales en barras s6li
das. El estudio de éstas, nos ayudard a entender las ondas planas

de compresidn o acilisticas que se transmiten en un fluido como el zire.

Ondas transversales en una cuerda.-

Considérese una cuerda ideal el@stica de rigidez desprecizble con
densidad lineal uniforme y(kg/ml) y estirada bajo una tensidn T

se encuentra recta en equilibrio, no considerando efectos gravita
torios, ni tampoco, 2l viajar una perturbaciéﬂ, efectos disipati-
vos como friccién o viscosidad. Los desplazamientos Y serdn trans

versales v pequefios alrededor de la posicidn de equilibrio.

Para analizar mejor reste movimiento procederemos primero en forma
discreta esto es: considerando a la cuerda como un sistema o medio
formado por particulas puntuales de igual masa m espaciadas lineal
mente a intervalos regulares d en equilibrio, acopladas, bajo ten-
sién horizontal, mediante cuerdas el3sticas ideales sin masa, como

se muestra en la fig. 11.5a).
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a)

P/ e

=1

linea de equilibrio

b) c)

11.5.- a) Cuerda considerada como un sistema de particulas dis
cretas en equilibrio.
b) Desplazamientos transversales de tres particulas con
secutivas.
c) Fuerza restauradora que actlia sobre una de las parti
culas.
En particular, en la fig. 11.5b) se muestran a tres particulas deno-
minadas como: (i - 1),(i) y (i + 1), y sus correspondientes desplaza

- coY N 1s po-
mientos transversales: (l-l)’ (l) 3 (i+1) con respecto & sus po

siciones de equilibrio.

Como consideramos solo desplazamientos transversales pequenos, la
tensién T en la cuerda es aproximadamente constante con valor igual

al correspondiente en la posicidn de equilibrio.

Tambi&n, para pequefios desplazamientos, las cuerdas entre pares con-
secutivos de particulas formarZ@ angulos pequenos con la linea de
de equilibrio, nominados en la fig. 11.5b) para la particula (i)como

e(i—l) y 9(i+1) respectivamente. Y, por lo tanto, se podra utili-

zar la aproximacidn angular usual para angulos pequefios:

B =sen @ tg O ycos 0 =]
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Luego, con estas aproximaciones, la fuerza restauradora que actia
sobre la particula (i), como se muestra en la fig. 1ll.5c¢c), serd:
F,.. ==Tsen@

— Tsen® - T tgt

(1) (i+1) (i-1) = 7 T 89 (i-1)
v - 9., W -V
e ) T TGERD o S T CGE-D)
Bey =T = 3 ) - I d )
) €22 N C N € B o)
Figy =T [ ( 3 ) 3 )]
Aplicando la Ley de Newton: m g(i) = F(i)’ se tiene:
v -y Yo=Y
5 - T(i+1) (1) (i) (i-1)
y, divid.iendo ambos miembros entre d, queda:
my T @) @) TG
7 oy, =l S < )] =
HCE M) Y@ G-
(=g BlEag=

=T ]

Pasando ahora al caso de una cuerda continua flexible, de masa p por

unidad de longitud, como caso limite del discontinuo cuando d + O,

tal que la densidad lineal de masa es y = m/d constante.

Analizando en forma genérica en el eje x a lo largo de la cuerda en
este limite, cuando d + 0, para W(i) = ?(x) se tiene que el primer

término entre paréntesis en el numerador del corchete es la deriva-
da de V¥ con respecto a x en (x +d/2) y el segundo término, simi

(x)

larmente, en (x - d/2). Esto es:

Yard "' e T Yo L v

= .

d d 9x | (x+d/2)

1

Yw T Ya-n 0 LY T ) L ey

d d 3x | (x=d/2)



Por lo tanto, para todo el corchete se tendri:

F et ey 1
1in 1 $8 | Ceriye) dx | (x-d/2) | _ 3%
ok L : J 3%

Es decir, la segunda derivada de ¥ con respecto a .

Luego, finalmente, la ecuacidn diferencial del movimiento sera:

=5
o

u@ =T

(%]

o
>

v, escribiendo explicitamente la segunda derivada de Y con respecto

al tiempo t, queda:

a2y azw

(2] 3 by

" 2 =T 2

3t ax

o bien,

2y T 3%y
2 2
a8 t” ] ox~

Esta es la ecuacifn de onda unidimensional para ondas transversales

en una cuerda tensa.

Para obtener esta ecuacién podriamos haber considerado directamente
como cuerpo libre una longitud elemental de la cuerda. Para refor-
zar, consideremos también este procedimiento tomando un elemento di

ferencial dx como se muestra en la fig, 11.6

1

Fig. 11.6 Elemento diferencial de cuerda en movimiento transversal.
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Con las aproximaciones anteriormente consideradas para pequefios des

plazamientos transversales, se tiene:

Suma de fuerzas longitudinales:
Tcos(0 + dO) - Tecos®@ =T - T = 0

No hay movimiento longitudinal

Suma de fuerzas transversales:

Tsen(®@ + d@) - T sen® = T(@ + dO) - TO® = TdO

n a

como: d@ = %g-dx, y : 0 =g = %&
. d B (2% g LA
se tiene que: e = e ( v x = =7 dx

v la suma de fuerzas sera:

P

Tde = T

Aplicando la Ley de Newton al elemento diferencial de masa: pdix,

se tiene:

udx

2 2

] LR}

a a

i =T
3ie? 3y
o bien,

a2

aly T v
2

a2 u 9x

Como p y T corresponden a las caracteristicas fisicas del medio,
2 -

generalmente se toma:c” = T/p y 2l desplazamiento transversal

¥(x,t) = y(x,t). Escribindose en forma genérica la ecuacidn de

onda de la siguiente manera:

ar

1

=
ar
<

(5

Qs
rt
[+ 0]
A
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Posteriormente, en el siguiente item 11.4, discutiremos la solucifn
de esta ecuacidn y encontraremos que ¢ resulta ser justamente la ve

locidad de propagacifn de las ondas.

. Ondas longitudinales en una barra.-

Considérese una barra ideal, uniforme y delgada, con seccidn trans
versal de Zrez A(m°), densidad p(kg/m’®) y médulo el3stico Y(N/m*).
Los desplazamientos ¥ de cualquier seccidn transversal particular
seran longitudinales a lo largo de la barra y pequenos alrededor

de la posicidn de equilibrio.

Como en el caso anterior procederemos tambign primero en forma di

creta, pero ahora, las masas puntuales separadas regularmente se

acoplan mediante resortes ideales sin masa y de constante eldstica k.

Luego, para desplazamientos longitudinales, similar al caso trans -
versal, la fuerza restauradora gue actiia sobre la particula (i),

-
sera:

Fooy = = k(¥

(i) ) = k(

@y~ Ve Yoy ~ Yae1y?

Foay = M (g = ¥y) = @y =Ygyl

Aplicando la ley de Newton: m ?(i)

= F(i)’ se tiene:
m¥eey = R Lo~ Mas? =~ (s o Yigay!!

y, dividiendo ambos miembros entre (Ad), queda:

m k

2 i@ Tm L Caan @) Y -1

L3 O ¢ NN € Bl € =)
_kd — 4 d
d

)

A



)

(2]

Pasando a la barra continua como caso limite cuando la separacion

d = 0, tal que:

m _ YA kd
A

A lo largo de la barra en el eje x, en este limite, se tiene:

i 32w 2y 2
p¥ =y &2 4, ;8 =Ya:”
x> 3t? ox
o bien:
sy y 3ty
at? p ax?

Obteniéndose la ecuacidén de onda unidimensional para ondas longitu

dinales en una barra.

Tambi&n en este caso podemos obtener la ecuacibén de onda analizan-
do directamente a un elemento diferencizl de barra como se muestra

en 1A fig. Ll

v Yidy
| F—l
T T
| |
I |
1 |
) dx + d¥ °
)23 > ax ¥

Fig. 11.7.- Deformacidn y desplazamiento longitudinal de un
elemento en una barra.

Considerando un segmento de barra no deformada dx, entre x y xHdx,
al aplicarle fuerzas longitudinales, el planmo originalmente locali
zado en x se mueve una distancia longitudinal ¥ y el plano similar
localizado en x + dx se mueve una distancia ¥ + d¥. Luego, el ele
mento perturbado ha cambiado de longitud de dx a dx + d¥, tenién-
oY

dose, en el limite cuando dx =+ 0, una deformacidén unitaria: e= 5

correspondiendo para el elemento dx un cambio de longitud:

4y = (%)dx



Aplicando la ley de Hooke; s = Ye, se tiene que la fuerza interna

en cualquier seccidn transversal de la barra, en %, es:

_—
oY

F

YA

g

[+2]

Derivando con respecto a x, se tiene:

o
s F o

=¥ A

Q2

a2

]
1

y, la fuerza neta de F sobre el elemento dx sera:

3y

dF = ( ok Jdx = YA dx

3 x Bxg

La masa del elemento dx es: PAdx. por lo tanto, zpnlicando la lev de

Newton dm ¥ = dFr,la ecuacidn del movimiento sera:

K2y 2y
cadx 2 ; = YA e dx
at? 3x®
Luego,
T 2
5 Bty Y,a ¥
at? ax’
o bien,
3’y _y 3’y
at? p x>

Por supuesto, nuevamente, la misma ecuacidén. Y, tambi&n, como Y v o

- - . 2
corresponden a las caracteristicas fisicas del medio, tomando c =Y}’p:l
la ecuacién de onda genérica se escribe:

%y _ 2 3%y

C —

9t? ax?

Andlogamente podemos analizar aqui, cuando se tiene un resorte ideal
recto de longitud £(m) con densidad lineal uniforme p(kg/mf) y cons-

tante de rigidez el3dstica k(N/m).

[9%]
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AL

Aplicando la ley de Hooke: F = kol = ki 5 F kie.
Como la deformacidn unitaria e, considerando un elemento dx pertur
S sy
bado longitudinalmente en d¥, es: £ = =— , queda: F = ki %j
) 3F 37y
Derivando con respecto a x: — = ki s la fuerza sobre el ele-
o 8%
mento dx, sera:
ain Zig
dF = (<5 ) dx = k& = dx

Paraz la masa dm = pdx, aplicando la ley de Newton dm ¥ = dF, se ob-
tiene la ecuacién diferencial del movimiento:

2

2%y 3%y
pdx = ki dx
e ] el
3t anT
e ] a
a"¥ _ ke oY
at? B ax’
: i a KL
Nuevamente,la misma ecuacidn, con ¢ = o 8
se tiene:
97 2 3°Y
=c
2 2
ot” gx”

Por otro lado, para otro tipo de ondas, no longitudinales, en la ba-
rra, podemos mencionar por ejemplo: las ondas torsionales. Para es-
tas se obtiene como ecuacidn de onda:

2 2

w

Q>

L)
&)
Q2

2

X

(>
rt
(%]
=
ar

Donde € es el médulo de rigidez o de esfuerzo cortante de la barra y
¥ representa el desplazamiento o deformacidn angular. Escribiendo

la ecuacidn con el Zngulo de torsidn O, se tiene:

3%0 € 3’0

at? p 3x
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Para ondas transversales en la barra la situacidn es mis complicada,
porque no solo interviene la rigidez o esfuerzo de corte sino tam-

bién la flexidn de la barra. Si se desprecia la flexidn y se consi
dera solo esfuerzo de corte puro, se obtiene, como en la torsidn, la

ecuacidn de onda:

[+%]

&
s
Qa

(X1
3

(s3]
T
el
Q2
o

donde Y representa el desplazamiento transversal a la barra. Esto

es:

ay _ € 3y
at? p

A decir verdad, en una barra generalmente se tienen simultZneamente
ondas tanto transversales como longitudinales; es dificil producir

un movimiento sin el otro. Por ejemplo, si golpeamos con un marti-
llo el extremo de una barra en su eje, una,ligera excentricidad en
el golpe es inevitable y se producen tambi&n ondas transversales v

no sdlo las longitudinales deseadas.

. Ondas longitudinales en aire confinado en un ducto.-

Consid&rese un ducto rigide, largo y recto de seccidn transversal
A(m*), lleno de un fluido con densidad de equilibrio uniforme cons
tante P, (Kg/m’) y compresible de mddulo eld@stico volumétrico
B(N/m*). Se supone que no hay efectos disipadores, tales como los

que surgen de la viscosidad o conduccidn del calor.

En este flufdo, generalmente gas como el aire, confinado en el duc
to, se pueden producir ficilmente ondas planas longitudinales me-
diante la accidn de un pistdn o diafragma que vibre en uno de los
extremos del ducto, las moléculas del fluido se moveran de uno a
otro lado en la direccidn de propagacidén de la onda generada, pro

duciendo regiones adyacentes de compresidn y rarefaccidn. En rea
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lidad, aun sin la presencia de una onda, las moléculas del fluido

no tienen posiciones medias fijas, estando en constante movimiento,
mucho mayor que el asociado con el movimiento ondulatorio. Sin em
bargo, se puede tratar a un pequeno volumen como una unidad perma-
nente sin cambio, ya que aguellas moléculas que dejan sus confines
son reemplazadas por un nimero de moléculas iguales gue poseen en
promedio propiedades idénticas y de tal manera que las propiedades
macroscOpicas permanecen sin cambio. Como consecuencia, es posi-

ble hablar del término "partficula del fluido" con relacién a un
un elemento de volumen y estudiar asi el desplazamiento ¥ de cual-
quier seccidn transversal del fluido, en forma similar como se hi-

zo anteriormente para las ondas longitudinales en una barra sdlida.

Luego, considérese un elemento diferencial dx como se muestra en
la fig. 11.8, donde F(x, t) representa la fuerza longitudinal que

actlia a través de cada plano x de seccidn transversal en el ducto.

F-—————-fézéaﬁ/ /{;24&———‘——F + dF

e xtdx

rry

ig. 11.8 Fuerzas compresivas en un elemento diferencial dx.

Qr

y 13
Si F representa la fuerza en x, entonces F + dF = F + 5% dx

representa la fuerza en x + dx, y la fuerza neta dF sobre el ele-

mento, teniendo en cuenta los respectivos sentidos, sera:

" BF Sy 2E
dF = F = (F + 3= dx)=- 5= dx

Como el ducto es de seccidn transversal uniforme, dividiendo entre

el drea A, para el esfuerzo o presién p = F/A ejercida sobre el
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fluido, se tiene que esta accibn seri:

1

dp = - —E'dx

%

ar

Como la masa del elemento diferencial de fluido es: p,Adx, aplican
do la ley de Newton dm¥ = dF, al dividir entre el &rea A y tenien-—

do en cuenta la expresidn arriba encontrada para dp, se tiene:

(=%}

P

"

|

po dx Yy = dp = - dx

Qy

esto es:

\c

—
az
=

i
|

as
rT
123
©
as
v

Recurriendo ahora a la relacidn eldstica de compresibilidad volumé

trica: p = - Be, donde, como hemos visto anteriormente (Fig. 11.7)

Q
L =

para pequenias deformaciones d¥, la deformacién unitaria es: e =

[+5]
"

Y, en un fluido, considerando una presidn de equilibrioc uniforme
constante P,, para una presidén instant@nea P la sobre presidn o
simplemente la presidn en cualquier punto del fluido, sera:

p=4P =P - P, . Por lo tanto, podemos escribir que:

ar
-

p == B

1

o
e

Recordar que el signo negativo se introdujo para asegurar un valor
positivo para la constante o mddulo B, una reduccién de volumen
(deformacidén negativa) es debida a una compresién o aumento de pre

sion (esfuerzo positivo).

Luego, derivando p respecto a x, se tiene:

Qs
=]
Q>
[
e

[ X}

L8
=
2]
o

Y, reemplazando esta expresidn, para el esfuerzo neto dp en la ecua

cidén de Newton arriba encontrada, finalmente se obtiene:
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9’y B 0%y

dt” po 0%

Nuevamente la misma ecuacidén de onda:
9%y . 0%y g
= B , con: ¢ = B/p,
- e

ot’ ox”

Si bien hemos utilizado como variable el desplazamiento Y de particu-
la, por facilidad y en forma similar a la barra s6lida, para descri-
bir ondas longitudinales en fluldos compresibles se utiliza general-
mente como variable la presidn p que perturba el medio. Las amplitu
des de los desplazamientos (¥) asociados con ella (p) tienen valores
muy pequenos (p.e.: en ondas sonoras aproximadamente entre 1073 a
107" m) y en la practica, por lo general, encontraremos que se fabri
can instrumentos para medir cambios de presién en el fluido y no para
medir la amplitud del desplazamiento correspondiente.

Como hemos estudiado, estas dos variables estan relacionadas por:
g
s B —
P dx
Encontremos ahora la ecuacién de onda explicitamente en funcidn de
la presidn p como varizble.
La segunda derivada de p con respecto al tiempo, derivando dos veces

la relacidn eldstica, es:

2 2 ¥ 52
9°p =B 9 ( Q;_) = B_Q_( ¢ ; )
ot? 0’ O0x dx ot

y, reemplazando en &sta, la ecuacidn de movimiento de Newton, anterior

mente encontrada:

¥p__p 8 (_L %»,_3 ¥p
dt? dx ps Ox p, 0x°
Obteniéndose la ecuacién de onda en p, que generalmente se utiliza

para ondas en medios fluidos, esto es:

9° azp B
_E=C2_h,conc2 -

d¢? x Lo
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11.

Selucidn general de laz ecuzcidn de onda.-

En el item anterior hemos encontrado la ecuacidn de onda unidimensic
nal plana. Estas ondas tienen como propiedad caracteristica gque cada
variable (desplazamiento de particula transversal o longitudinal, ore
si6n, etc.) son funciones de una {nica coordenada linezl en la direc
cidén de propagacidn y, de tal forma, que la fase o amplitud de cual-

quier variable es una constante en cualquier plano perpendicular a

la direccién espacial de propagacidn.

Matematicamente, la "ecuacidn de onda" es una ecuacidn diferencizl
parcial de segundo orden, como todas las que provienen de la Ley de

Newton, esta es:

[+ F)
(]
02
"
e

(5]
(X}

(R
rr
Qr
w

& 3 2 G S
donde: ¥ = ¥(x, t), v ¢ es una constente gue queda determinada po

=1

propiedadesfisicas del medio, elasticidad e inercia, en el cual se

propaga la onda. En los casos analizados, esta constante estz defi-

nida por:
. Onda transversal en una cuerda: ¢* = T/
. Onda longitudinal en una barra: S =Y/

. Onda longitudinal en un fluido: c* = B/p,

Para encontrar facilmente la solucidn qué admite estz ecuacidén de
onda, recordemos que en cinemZtica de propagacidn (item 11.2) hemos
estudiado que cualquier funcién arbitraria f con argumento (27 Vt)

que representa una determinada onda, viaja a lo largo del eje x con

velocidad de propagacidn V. Esto es:

¥ (x,t) = E(x * vt)




Luego, verificaremos si

diferencial de onda.

tal gue:

]

Primero encontremos las

respecto a x y t, estas

ar
o

a
S

y, para una variable z,

o

dz

= f'(z) v,

Entonces, derivando ahora Y, parcialmente con respecto & = v & t,

obtendra:
con respecto a x

a¥

9%

_d¥ 3§z

dz 2

X

esta expresidn de Y satisface la ecuacidn

Para esto, llamemos al argumento:

x ¥Vt

ELZ)

derivadas parciales de este argumento Z con

s50n:

Z

a2
-+l

V

a2

se tiene que:

[£'(z) ] = £"(2)

=-£1¢{z) % 1 1.6z}

v repitiendo la derivada parcial da:

[£'(2)]

. con respecto a ¢,

3y _ dy 3z

at

dz ot

:f'

=L@ Z-@ 1= ()
dz g X
(2) . GV) = FV £'(2)

y repitiendo la derivada parcial da:

r

w

s

&[5V ()
2

t? 4

a2

22 . vy L1 22 =E V) () . BNV L (2)

It dz ot



Reemplazando estas segundas derivadas parciales de ¥ en la ecuzcidn

diferencial de onda, finalmente se obtiene:

b
ez} = &8 (e)
Esto es:
V=c
Por lo tanto, el inico regquerimiento para que ¥(x, t) = i(x + Vi) sea

admitida como solucidn de la ecuacidn de onda, es gue la velocidad de
propagacidén V sea igual a la constante ¢. En consecuenciz, la veloci
dad de propagacidn de una onda no es cualquier valor arbitrario, jus-
tamente es un valor fijo y determinado por propiedades fisicas del me
dio correspondiente. Luego, frecuentemente se designa simplemente por
c a le velocidad de propagacidn y, finalmente la solucidn mis comple-

ta o general de la ecuacidn de onda es:
Wiz, t) = f1(x - cr) + f2(x + ct)

Siendo f cualquier funcién arbitrarie.
Como ejemplos posibles de tales funciones podemos citar:

s 1/3 B o Gt T . - ST

x + ct) , log(x + ct), & sen k(x + ct), etc. En particular, esta
iltima corresponde al caso m8s importante de ondas armbnicas, que como
ya hemos mencionado en el item 11.2, se puede escribir en la siguien-
te forma:

¥(x, t) = A sen(kx + wt - &), con velocidad de fase: = = ¢

Teniéndose que una onda armbnica, para cualquier frecuencia v o longi
tud de onda A, podrZ propagarse en un determinado medio, siempre ¥y

cuando se cumpla que:

Av = ¢

valor que depende, como ya hemos establecido anteriormente en cada

caso, de las propiedades el3sticas e inerciales del medio.
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Superposicidn de Ondas.-

Es un hecho experimental gue varias ondas pueden atravezar simultanea
mente el mismo espacio independientemente una de otra, ver fig.ll.9.
En consecuencia, esto implica que en cualquier instante la perturba-
cién total de cada particula del medio se obtiene sumando las pertur
baciones individuales de cada una de las diferentes ondas que la for

man. Es decir, se cumple el denominado '

‘principio de superposicign'’,
vélido para los casos tratados cuando las perturbaciones no son dema

siado abruptas.

-
o
a) t =1t
e
—_—
b) £ = ta
——
e
c) t = t3

Fig. 11.9 Perturbacidn transversal a lo largo de una cuerda.

a) t t, , dos pulsos diferentes se acercan uno a otro.

b) t = t; , los dos pulsos se encuentran en el mismo es-
pacio superponiendo sus efectos.

c) t = t3 , los dos pulsos se alejan uno del otro sin ha-
berse alterado.



El principio de superposicifn es de suma importancia en fisica por-
que, cuando es valido, por medio de un teorema matem3tico creado por
Fourier, es posible analizar cualquier movimiento ondulatorio comple
jo como una combinacién de ondas arménicas simples. Dicho con bre-
vedad, este teorema establece que cualquier funcidn periddica se pue
de expresar como una suma de té@rminos armdnicos simples cuyas fre -
cuencias son multiplos enteros de la frecuencia de la funcidn dada.
Si un movimiento de periodo T se representa por la funcidn £(t), en
tonces, este movimiento se puede representar por una serie armdnica,

denominada "serie de Fourier", esta es:

1
f(t) =5 Ao + A coswt + Az cos2wt+. .An cosnwt+...B; senwt +B: sen2ut+. ..

+Bn sen nwt...+..,.

donde w = 2%/t y las An ¥y Bn son constantes que tiene valores defi-

nidas en cada movimiento particular, dadas por:

i 1o

*
An = T j fit)cos nwt dt y Bn = f f(t)sen nwt dt
0

La convergencia de la serie depende de la naturaleza de la funecibn
que estd@ siendo expandida y, tambi&n algunos términos pueden estar
ausentes, p.e. : ver fig, 11.10. Si la funcidn es suave en tiempo
la convergencia ser2 rapida y Unicamente se deberdn calcular unos
cuantos términos, en cambio, si se caracteriza por cambios zbruptos
de pendiente, como ondas diente de sierra u ondas cuadradas (ver fi
gura 11.10), se debera incluir un buen niimero de t&rminos en la se-
rie para que la grafica no se desvie en ma3s de un cierto porcentaje

de la funcibn analitica original.

Continuar m@s adelante en el tema escapa a los propdsitos de este tex
to. Y, para finalizar, cabe resaltar que en la prictica este procedi-
miento es muy poderoso y por esto, la importancia que le hemos dado

al estudio del movimiento armdnico simple.
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4 £(0)

v
T

-1/ 0

T/2

Fig. 11.10 Representacidn de una onda cuadrada en Serie de Fourier.

f(t) = cos wt - %—cos 3wt + %-cos Sut - %—cos Twt + ...

Al incluir mas términos en la serie, la aproximacién

se hace cada vez mejor.



1l

Interferencia.-

El término interferencia se utiliza cuando nos referimos a los efec
tos fisicos de la superposicidn de ondas. En general, las ondas in
dividuales pueden reforzarse o atenuarse, resultando efectos que dan
lugar a muy variados e interesantes fendmenos, incluso pueden llegar

a anularse totalmente entre ellas.

Estudiaremos algunos casos en los que, por simplicidad, solo sumare
mos dos movimientos armdnicos, hecho frecuente y que nos permitiri
sacar interesantes conclusiones. En particular, consideraremos los
casos cuando las ondas difieren solo en un parametro, esto es, en:
amplitud, fase o frecuencia. Tambi&n, mas adelante en el item 11.8,
estudiaremos la inteferencia de ondas iguales pero que viajan en sen

tidos contrarios.

Diferente Amplitud:

Supdngase dos ondas armdnicas planas ¥, y Y», que viajan en un me-
dio en la misma direccifn y sentido, con igual frecuencia y fase,
pero diferente amplitud. Por lo tanto, todos sus parZmetros son

iguales, excepto la amplitud, esto es:

cp =c =c¢, kf =k =k, wy=w2 =w vy A # Ay, con ecuaciones:
Yy = A sen(kx - wt — ¢) y Y2 = Assen(kx - wt - &)

El movimiento resultante, por el principio de superposicidn, pode-
mos encontrarlo analiticamente sumando algebraicamente estas dos

expresiones:

Y=Y + ¥ = (A + Ay) sen(kx - wt - ¢)

Como A1 y A2 son constantes, se puede definir una nueva constante

B = A + Ay, con lo cual se tiene:

¥ = B sen (kx - wt - ¢)



Vemos que en este caso la composicifn solo modifica la amplitud, pues
la nueva amplitud es la suma de las amplitudes de las ondas indivi-
duales, y la frecuencia, la fase, la velocidad y longitud de ondadel
movimiento resultante siguen siendo iguales a las de cada onda por

separado.
Diferente Fase:

Sean dos ondas armdnicas planas ¥y y Y2 , que viajan en un medio en
la misma direccidn y sentido, teniendo igual amplitud y frecuencia,
pero diferente fase. Es decir, todos sus parZmetros iguales con ex—
cepcidn de la fase, luego: & = c =c¢c , A = A = A, ki = ke =k ,
W =T w =W Yy ¢ #62. Si consideramos, por simplicidad, una dife-

rencia de fase ¢ entre ellas, las ecuaciones de estas dos ondas seran:

Y1 = A sen(kx - wt - @) y Y = A sen(kx - wt)

y, cuando interfieren, el movimiento resultante podemos encontrarlo,

como en el caso anterior, sumando estas dos expresiones:
v o= v +¥ = Al sen(kx - wt - ¢) + sen(kx - wt)]

Recordando la expresién trigonométrica suma de senos de dos Zangulos,

. o - o + 8
sena + senaQCOS(——swé-) sen ( ——%—i )

desarrollando, se obtiene:

¥y = 2A cos( %—) . sen (kx - wt - %-)

Como ¢ es una constante, se puede definir una nueva constante B:

$

2A cos 7

=)
1l

con lo cual:

e
1

oo
p—

B cos(kx - wt -



Vemos que el movimiento resultante es tambi&n ondulatorio, pues es
de la forma f£(x - ct) o bien f(kx - wt), y armdnico con igual fre
curncia y longitud de onda que sus componentes, si bien con distin
ta fase ¢/2 (la media aritmética de las fases ¢ = ¢ y ¢2= 0) y

distinta amplitud B = 2A cos ¢/2, la cual, presenta como caracte -

ristica fundamental que depende de ¢.

Cuando ¥ y ¥2 estan en fase, o sea:

$ =0, 27, 4%, .... = cos

ro-o-
1
—

la amplitud es maxima e igual a:

1"

Es decir, las ondas se refuerzan y decimos que se presenta una "in-

terferencia totalmente constructiva', ver fig. ll.lla).

Cuando el defasaje ¢ entre Y1 y ¥: es igual a:

o =7, 3n, 57, ..... = coOS

taje
n
o

O sea que laamplitud es nula, por lo tanto, ninguna particula del me
dio se mover@ y no existird onda. Luego, en este caso, las ondas se
destruyen y decimos que se presenta una "interferencia totalmente

destructiva", ver fig. 11.11b),

Para cualquier caso intermedio: 0 < ¢ < w,se tiene una amplitud com-
prendida entre: 2A > B > 0.

A esta interferencia se acostumbra a designarla como "destructiva"
cuando: A > B > 0 y "constructiva'" cuando: 2A > B > 0

(ver fig. 11.1le),
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a) =0 ¥ y ¥
Yoa
/\/\/;i%% o
" -
o4
*
b) ¢=m LY
va ‘ Dx=x/2 ~
+ w

L _‘:'\Q\ttc

0 < Dx < A/2

e) 0 <é <7

Fig. 11.11 Superposicidn de dos ondas con diferente fase, con igual
frecuencia, lcngitud de onda y amplitud.

a) Interferencia totalmente constructiva.
& Qs 205 47y e
D= 0; Xy 2% e

b) Interferencia totalmente destructiva

¢ =7, 37, 57, ... B . =0

A 3 SA
i S i

c) Interferencia parcial o intermedia
0 <¢p <7 , vaam g 28 B >0
0 <D,< A/2

Constructiva, si B > A (mostrada en la figura)

Destructiva , si B < A
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Para comprender mejor el significado de la diferencia de fase ¢ y la

interferencia de ondas, escribimos la ecuacidn de ¥ en dos formas

equivalentes:
g . @ i o
¥, = A sen[kx - w(t +=)] y¥% = A sen[k(x - i_) - wt]
. -
Si comparamos lz primerc de ellas con ¥: = Asen(kx - wt), en cualguier
posicidén distante x = *. de la fuente, se tiene una diferencia en

tiempo constante Dt = ¢/u. Y, si comparamos la segunda con Y:, para
un instante t = t;, se Ciene un desplazamiento en x en una distancia

constante Dx = é/k.

Frecuentemente, en la practica, la diferencia de fase ¢ se genera por
la diferencia de camino gue recorren entre la fuente y el punto de in

terferencia las dos ondas. Como k = 2u/A, la diferencia de camino se

Ta: 5 6
B..= = == A

Luego, la interferencia totalmente constructiva se presentari cuando:

b o= 0y 2n; ATy wes = BR S 05k 5 2R s ee B, = 24
max

y, la totalmente destructiva, cuando:

¢’=TT,3T'=',5'TI, ....=D):=——.,__’

A 3% 5x B
B e i w0

Para casos intermedios se tendrd: 0 < Dx < % . Ver fig.1l.1lla),b) ye).
Diferente Frecuencia:

Sean ahora las dos ondas armbnicas planas ¥1 y ¥2, que viajan en un me

dio en la misma direccidén y sentido, con igual amplitud y fase, pero

teniendo diferentes frecuencias. En este caso sus parametros Serian:

g = ¢ =c, A = A =24 é1= ¢ = ¢, perow Fw y ki # k. Como

no hay diferencia de fase entre ellas consideraremos, por simplicidad,

que: ¢ # ¢2 = 0, ¥y sus ecuaciones seran:

Y1 = A sen (kix - wt) y ¥2 = A sen(kex - w2t)

Adem3s, como: EL = —%i = % , podemos escribirlas de la siguiente ma-
1 1
nera: ' ky X
Y =Asenwy(— x-t) =Asenuw (=-t)
W [od
kz X
Yo = A sen w: ( il t) = A sen w ( S H t)
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Luego, sumiandolas, el muvimiento resultante es:

¥ =¥ + Y% = Al sen w;(-% - t) + sen wa ( % - t)]

y utilizando la ecuacidn trigonométrica de la suma de los senos de dos

angulos, se obtiene:

¥ = 24 cos ( 2L 3¢ % - t). sen ( EL_E_EL )y (

2 -t

ofx

En particular considérese la "interferencia en el tiempo" que ocurre
en algin punto del espacio, digamos xp, por el cual est3n pasando
las ondas. En este punto, los movimientos oscilatorios en el tiempo
de cada una de ellas, escribiendo, por simplicidad, —%P -t=t',
sera:

Y =Asenwt y Y2 = A sen w t'

y el movimiento resultante en dicho punto:

¥ = 2A cos %—(w: - w)t' . sen-% (w + wa)t!

Este resultado puede interpretarse como una oscilacién también senoi
5 2 1

dal pero con una frecuencia angular promedio w =3 (o1 - w2) y con

una amplitud que presenta la particularidad de variar tambi&n armdni

camente con el tiempo, coseno con una frecuencia angular diferencia

Aw =% (@ = w2).

Si la frecuencias son cercanamente iguales, o sea v =~ w», entonces

1 -
w=7(w +w) = w =Tw y hw =-% (1 - w2) es pequena, con

2
lo cual el periodo de la funcidn cosenc envolvente del movimiento es
relativamente grande y por lo tanto la amplitud varia lentamente con

respecto al tiempo, como se muestra en la fig. 11.12 (siguiente hoja).



4 v=[ 2Acosl/2(w -w )t'] .

sen%(m;+mz)t'

X=Xy

Fig. 11.12. Pulsaciones: interferencia de ondas, superposicidn en un
punto de dos movimientos oscilatorios en el tiempo de
frecuencias ligeramente diferentes.

Si las frecuencias son iguales, se vuelve a obtener, como se ha vis
to anteriormente para este caso, la misma ecuacidn: ¥ = 2A senwt',
pero con amplitud doble y constante, es decir desaparece la fluctua
cidn de la amplitud en el tiempo. Por otro lado, si las frecuencias
son muy diferentes, Aw es grande y el perIodo correspondiente de la
funcidn coseno es relativamente peguefio, por lo tanto, la amplitud
variara rapidamente con respecto al tiempo y a la deteccidn del fe

ndémeno se hard mas dificil.

Si se tiene ondas sonoras, al variar la amplitud varia la intensi -
dad del sonido y como el oido tiene un umbral de deteccidn, digamos
una amplitud minima U, indicada en la fig. 11.12, decimos que se es

cuchan "pulsaciones". Como puede apreciarse tambin en la misma fi
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gura, existen dos valores extremos por ciclo de la envolvente del
movimiento, es decir se detectan dos pulsaciones por cada ciclo de
la funcidn coseno, luego, la frecuencia angular de las pulsaciones

serda: w = 20w = w - w2.
p

Como las pulsaciones desaparecen cuando las frecuencizs son iguzles,
se puede aprovechar este hecho para afinar "al oido" dos cuerdas de
instrumentos musicales, haciendo vibrar ambas a2l mismo tiempo y ten
sando gradualmente una de ellas hasta que desaparezcan las pulsacio
nes, en ese instante estaran afinadas, ambas, a la misma frecuencia.
Cuando las frecuencias son muy diferentes, las frecuentias de las
pulsaciones up es grande y el oido no puede distinguir las pulsacio

nes del sonido producido por ambas.

En general, este fendmeno, también llamado algunas veces batido, se

aplica frecuentemente, por ejemplo en la modulacidn y deteccidén de

-

ondas de radio.

>
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11.7 Reflexidén de Ondas.-

Hemos considerado hasta ahora ondas en medios practicamente infini-
tos a fin de evitar los contornos, pero tarde o temprano siempre
aparece un borde donde se presenta un cambio de medio. Los contor-—
nos o fronteras imponen un comportamiento especial a lz onda, las
condiciones que debe satisfacer se denominan '"condiciones de borde

o frontera'.

En general, en una frontera se presentar2 reflexidn y transmisién
parciales. Nosotros analizaremos el proceso de la reflexidn cuando
en una frontera se presenta una reflexidn practicamente total de una
onda unidimendional, primero transversal en una cuerda tensa, para
extremo fijo y para extremo libre, luego longitudinal en el aire con

finado en un tubo rigido, para extremo abierto y para extremo cerrado.

Onda transversal en una cuerda tensa - Extremo Fijo:

Considerese un pulso transversal que viaja por la cuerdz hacia un
extremo rigidamente empotrado en una pared, como se muestra en la
figura 11.13 a). Cuando el pulso llega a dicho extremo, ejerce

una fuerza transversal sobre la pared y la reaccidn a esta fuer:za,
igual e invertida, genera un pulso reflejado igual pero invertido

que viaja en direccifn opuesta.

Como el extremo estd fijo, no puede moverse y la onda incidente
no puede perturbarlo, por lo tanto, el desplazamiento en ese ex
tremo es siempre nulo. Lo que ocurre es justamente que debe ori
ginarse necesariamente una onda reflejada, de modo tal, que lasu
perposicién de la onda incidente con la reflejada se anulen por
completo en dicho extremo (xf) para cualquier instante de tiempo,

esto es: ?i(xf) + ?r(xf) = 0, lo que implica que hay una reflexidn

con inversidn de signo del desplazamiento en todo momento. Por
lo tanto, si la perturbacidén es una onda senoidal, esta inversién

del desplazamiento instantZneo de la onda reflejada es equivalente
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a la interferencia en espacio correspondiente a un cambio de 7 ra-
dianes en la fase con respecto a la onda incidente, y decimos que
una onda al reflejarse en un extremo fijo sufre un cambio de fase

de 180°. Como el desplazamiento de ese punto es siempre nulo, de-

cimos también, que en un extremo fijo se tiene un ''modo".

<
i,

Y

|

ERRRNNE

s
a) Extremo Fijo. b) Extremo Libre.

Fig. 11.13.- Reflexidn total de un pulso en el extremo de una
cuerda tensa.



Onda transverdal en una cuerda tensa - Extremo libre:

Considérese ahora la reflexidn de un pulsoc transversal en un ex-

tremo libre de la cuerda tensa. En este caso, no es ficil lograr
un extremo perfectamente libre, sin embargo, su an3alisis es con-

ceptualmente importante y de inter&s por su analogia con otros mo
vimientos ondulatorios. En la fig. 11.13 b) se ha lobrado median
te un riso o anillo liviano que pueda resbalar libremente, sin
friccién, a lo largo de una barra transversal, en realidad, la me
jor manera de lograr en la practica un extremo libre es uniendo la
cuerda a otra, suficientemente larga y muy liviana con el Gnico ob

jeto de poder mantener la tensidn.

Cuando el pulso llega a dicho extremo, este se acelera y por su
inercia se sobra '"chicoteando'", como el extremo libre de un 1ati-
go cuando se fustiga, ejerciendo una accidn sobre la cuerda que
genera un pulso reflejado igual, sin inversidn, que viaja en di-

reccidn opuesta al incidente.

Observando cuidadosamente el extremo libre, se ver2@ que un peque-
no entorno del extremo se mueve siempre perpendicular a la barra,
es decir, paralelo a la posicidn de equilibrio horizontal. O sea
que la derivada de la perturbacidn en el extremo (xg), con respec

to a la coordenada x, es siempre nula:

5%?‘ [ ?(xg)] =0

Notese asimismo que para todo instante de tiempo, el desplazamien-
to de la onda reflejada tiene el mismo signo que la onda incidente.
Por lo tanto, si la perturbacidn es una onda senoidal, en este caso,
no habrZ cambio de fase. La superposicidn de la onda reflejada cm
la incidente producirid en el extremo libre una interferencia de
maximo desplazamiento, doble comparando con la onda original. Con
secuentemente, decimos que en un extremo libre se produce, en oposi

cidn un nodo, un "antinodo",
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Onda Longitudinal en aire confinado en un tubo-Extremo abierto:

Considerese zhora aire, que bien puede ser cualquier gas, encerra
do en un tubo delgado; este confinamiento en tubo delgado es nece
sario para que la onda que viaje en este medio sea, en primera
aproximacidn, unidimensinal. Para producir la onda podemos utili-
zar, por ejemplo, un parlante a fin de que exite el aire pertur -
bandolo mediante una variacidn de presidn, la cual, se propagara

por el tubo como una onda longitudinal.

Cuando la perturbacifn llega al extremo abierto se encuentra con
la atmbsfera que presenta una presifn casi constante que no puede
perturbarla sensiblemente. Esto es similar 2l caso de extremo ri
gido para la cuerda cuando se conecta a un medio muy grande que
tampoco alcanza a perturbarlo. Luego, aquil ocurre lo mismo: una
reflexidn casi total con perturbacidn (p = P - P,) casi nula en
el extremo abierto y decimos gue se presenta un ''modo de presidn"',
gener2ndose una onda reflejada igual pero con inversidn de signo
que viaja en direccidn opuesta a la original. Si la onda es senci

dal, habri un cambio de 7 rad= 180° en la fase.
Onda longitudinal en aire confinado en un tubo-Extremo cerrado:

Considerese ahora la reflexifn de una onda longitudinal cuando el
extremo del tubo es cerrado. Las particulas del aire que se en-
cuentran en este extremo no se mueven, pero cuando llega el pulso,
las particulas adyacentes de su entorno las presionan y al rebotar,
cambiando su cantidad de movimiento, duplican la presidn en este
punto y se genera una onda reflejada igual, sin inversidn, que via
ja en direccifn opuesta a la incidente. Por lo tanto, si la onda
es senoidal, no habri cambio de fase. Y, la interferencia de am-
bas ondas en ese punto es totalmente constructiva, consecuentemen
te, decimos que en un extremo cerrado se produce un "antinodo de
presidon”. Todo esto, similar al caso de extremo libre para la cuer

da tensa a otra muy liviana.



Aclaracidn:

Es importante aclarar la aparente contradiccifn que se podria in-
terpretar cuando se comparan directamente los resultados presenta
dos para el tubo con la cuerda. Esto es, para extremo fijo en la
cuerda y para extremo abierto en el tubo: nodo y reflexidn con

cambio de fase, para extremo libre en la cuerda y para extremo ce

rrado en el tubo: antinodo y reflexidn sin cambio de fase.

Con este objeto, recordemos (item 11.3) que una onda longitudinal
en un gas puede describirse utilizando la presidén (p) de perturba
cidn, o bien, el desplazamiento (¥) de las particulas asociado con
esta perturbacidon. Estas variables, como hemos visto anteriormen

te, estan relacionadas mediante la siguiente expresidn:

Si la onda es armdnica, digamos:
Y = A sen (kx - wt)

derivando con respecto a x:

a’
L=

]

= Ak cos (kx - wt)

ar

X
y reemplazando, la presidn sera:

p = - BAk cos (kx - wt)

Esto es, si una de ellas esta descrita por la funcidn seno,la otra por
coseno, por lo tanto, la onda de desplazamiento estZ defasada en

90° respecto a la onda de presidn. Es decir, cuando el desplaza-
miento de las particulas en un punto es cero, la presidn en ese pun
to es maxima y viceversa.

Luego, finalmente, en resumen,para la reflexidn de una onda longitu
dinal en el extremo de un tubo se describir3, equivalentemente, para:
- Extremo abierto: '"nodo de presidn'" o "antinodo de desplazamiento"

- Extremo cerrado: "antinodo de presidn" o "nodo de desplazamiento'.
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11.8 Ondas Estacionarias.—

Considérese ahora la superposicidn de dos ondas iguales pero que vi
ajan en sentidos contrarios. Sean dos ondas armbnicas planas con
parametros: A1 = A2 = A, ki =k =k, w=wm =w, 1= 62= ¢ ¥

|er | =|—C:[ = c¢. Como no hay diferencia de fase entre ellas consi-
deraremos por simplicidad, como se ha hecho anteriormente, que

&1 = é2 = ¢ = 0, y las ecuaciones que las representan seran:
Y; = A sen(kx - wt) y Y, = Asen(kx + wt)

Sumandolas:
Y =¥ + ¥: = Al sen(kx - wt) + sen(kx + wt)]

Y, desarrollando la suma de senos de dos angulos, la interferencia

resultante sera:

¥ = 2A cos wt sen kx

Se tiene el producto de una funcidn coseno que depende del tiempo y
no del espacio, y de una funcidn seno que depende del espacio y no
del tiempo. Luego, al no ser de la forma f£(x + ct), o bien f(kxtut),
no existe sentido de propagacién de onda. Las particulas del medio
ejecutan movimiento armdnico oscilatorio y el movimiento global re-
sultante, que no es ondulatorio, por provenir de la superposicidn de
ondas, se le denomina "onda estacionaria" y nos referimos a ella como

una "interferencia en el espacio".

Escribiendo la ecuacién de la siguiente manera:
¥ = [2A cos wt] . sen kx = B(t) . sen kx

Se tiene una curva senoidal en el espacio con amplitud variable en
el tiempo. En la fig. 11.14 se muestra la curva para un instantede
tiempo particular (tp) y tambign la envolvente cuando transcurre el

tiempo, con una amplitud maxima 2A.

La ecuacidn del movimiento tambi&n puede escribirse asi:

¥ =[2A sen kx] . cos wt = B(x) . cos wt

Ll
L
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Luego, cada particula del medio ejecuta, cuando transcurre el tiem-
po, un movimiento armdnico simple alrededor de su posicidn de equi-
librio. Pero, cada una de ellas tiene una amplitud propia que de-
pende de su posicidn en el espacio (xp), amplitud que varia de un
valor maximo 2A hasta cero, determinemos a continuacifn las coorde-

nadas donde ocurren estos valores.

. Amplitud m&xima 24, cuando:

T i e T
RX—O,E,?:i,DE,...

como k = 2n/X, se tiene:

x=0,7,3 ,n=0, +1,+3, £5,..

B>
>

A
, 5 IR =x=n

Estos puntos se conocen como 'vientres'" o "antinodos'" y estan se-

parados por media longitud de onda (A/2).

. Amplitud minima cero, cuando:
kx =7, 2m , 37 , 47 , ...

como k = 2n/), se tiene:

A A A

x=2,2%,35,4% ..o x=n%,0=x1,42, +3,+4, ...

Estos puntos se conocen como ''modos" y estan separados por media

longitud de onda (A/2). Y, la separacidn entre un nodo y el anti

nodo adyacente es de un cuarto de longitud de onda (A/4).
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Fig.

Tow ot

Ondaz Estacionaria.

Para un instante particular t = tp, se tiene:

¥(x) = B(tp) sen kx , con B(t) = 2A cos wt.

En linea punteada se muestra la envolvente del movi
miento cuando transcurre el tiempo.

Las separaciones entre nodos y antinodos adyacentes
es:

- Entre dos nodos adyacentes: A/2.

- Entre dos antinodos o vientres advacentes: A/2.

- Entre un nodo v el antinodo adyacente: A/4.



Luego, en las onaas estacionarias no hay transporte de energia
como en las ondas viajeras. La energia no puede fluir através
de los puntos nodales que estan permanentemente en reposo, la
energia se mantiene estacionaria en el espacio (medio), alter-
nando cIiclicamente entre potencial el3stica de deformacién v

cinética vibratoria conforme se mueven las particulas del medio.

Hasta aqui hemos considerado el medio infinito, azhora analiza-
remos el caso ma3s real frecuente cuando el medio es finito, te
niendo condiciones de borde en ambos extremos. Si se perturba
el medio, las ondas que se mueven a lo largo del medio se re -
flejan y se re-reflejan en ambos extremos formé&ndose, al inter
ferir, una onda estacionaria. Analizaremos tres casos usual-
mente presentes en muchos instrumentos musicales (violin, piano,

drgano, etc.).

Ondas estacionarias en una cuerda finita:

Analizaremos el caso mas utilizado corrientemente, esto es,
cuando la cuerda esta fija en ambos extremos; con longitud 1,

de masz lineal p y bajo tensién T.

Cuando se pulsa la cuerda aparecen ondas transversales gue vi-
ajan en ambos sentidos reflejindose en los extremos, y &l in-
terferir, se establece una onda estacionaria. La condicifn para
ello, teniendo extremos fijos, es que estos puntos sean nodos

y entre ellos podran formarse uno o mas vientres. Luego, como

la separacidn entre dos nodos adyacentes es %/2, en la longitud £
de la cuerda debe haber exactamente un nimero entero de medias
longitudes de onda, de las ondas asociadas que forman la esta-
cionaria, esto es:

A A A _ - "
5 2 7 3 7 s v = £, o en general, n T 2, n 1.2.3,00.

A estas diferentes formas naturales que puede oscilar el siste
ma, se les conocen como los modos normales de vibracién de la
onda estacionaria, o simplemente, "modes'". En la fig. 11.15,

se muestran los cuatro primeros modos.
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Fig. 11.15. Ondas estacionarias en una cuerda fija en ambos extremos.
Se muestran los primeros cuatro modos.
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Con la condicidn establecida, para la longitud £ dada, las posibles

longitudes de onda son:

Y, en virtud de la relacidn iv = ¢, valida para cualquier n, y como
la velocidad ¢ =Y T/p es la misma para todos los casos, resulta

que se tendran las siguientes frecuencias:

n ST _
= 78 EE _ﬂ_ g I = l, 2, 3, e

Vo= ———c =
Decimos que estas frecuencias posibles son las '"frecuencias naturales"
de la oscilacidn. A la frecuencia m@s baja para n = 1 se le denomina
"frecuencia fundamental" y con las siguientes para n = 2,3,..., que
son multiplos enteros de la fundamental, forman una "serie armdénica':
vi, 2 = 2u , wvi = 3vuy ,.., vn = nvi . La fundamental constituve

n

- . . - . - - 1
el "primer armbénico'", siguiendole sucesivamente el "segundo arménico,

11 - .
el tercer armdnico'", etc.

Cuando se exitan los modos normales de una cuerda, estas vibraciones
dan lugar a ondas longitudinales en el aire que la rodea, las que &l
llegar a nuestros oidos son detectados como un sonido musical. En
este caso, aparte de la frecuencia fundamental a las otras se le lla
man "Sobretono!, de modo tal, gque el segundo armdénico v = 2v; es
el primer sobre tono, el tercer armdnico va = 3v, es el segundo sobre
tono y asi sucesivamente. Cabe resaltar que los sobretonos son armd
nicos, miltiplos enteros de la fundamental, si los soportes de la
cuerda son perfectamente rigidos, pero si sucede lo contrario, como
ocurre a menudo en los instrumentos musicales, en general los sobre-

tonos no son exactamente armdnicos.

Es importante resaltar que la cuerda vibrante tiene un gran nimero,
infinito, de frecuencias naturales: la fundamental y todos los armdo
nicos, en comparacidn al oscilador simple masa-resorte que solo tie
ne una frecuencia natural. Si se deforma inicialmente a la cuerda

de modo tal que su forma sea igual a uno cualquiera de los modos po-

L
=
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sibles, al liberarla vibrarZ con la frecuencia correspondiente a ese
armbnico particular. Pero, generalmente las condiciones iniciales
se producen pulsando o golpeando la cuerda, como se hace p.e. en la
guitarra y el piano, en ambos casos, en la vibracidn resultante es-
tan presentes la fundamental y muchos de los armbnicos superiores.
El desplazamiento real de la cuerda es de forma compleja como se
ilustra p.e. en la fig. 11.16 para un instante particular, correspon
diente a la superposicidn de varios modos naturales de oscilacidn,
es decir, a la suma de diversos armdnicos con diferentes amplitudes.
Justamente el "timbre'" de un sonido musical particular, producida por
una cuerda vibrante, estd determinado por el nimero de armonicos pre

sentes y por sus respectivas intensidades.

Fig. 11.16 Cuerda vibrante de forma compleja que corresponde
a la superposicién de varios modos naturales de
oscilacidn con diferentes amplitudes.

Resonancia.— También es importante resaltar que para cualquiera de
las frecuencias naturales Yo de la cuerda puede ocurrir, como cual-
quier sistema capaz de oscilar, el fendmeno de resonancia. Sila
perturbacién aplicada es periddica con una frecuencia cercana a una
de las frecuencias naturales, la cuerda vibrarZ en este modo (fre-
cuencia) con gran amplitud. Esto es considerando que el sistema es
amortiguado, por lo general siempre lo es, sino lo fuera, la frecuen-
cia de resonancia seria exactamente igual a una de las frecuencias

naturales y la amplitud se haria infinita.
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En general, cualguier estructura es capaz

de vibrar a ciertas Ir

e—

cuencias naturales y por consiguiente suceptible de resonar bajo la

accidén de impulsos aplicados, pudiendo eventualmente colapsar

co

no

ocurrid con el puente Tacoma, mencionado anteriormente en el item

10.5.

resonancia en un modo torsional.

En este caso el tramo central delpuente se exi

td entrando

. Ondas estacionarias en aire confinado en un tubo finito:

en

Consideraremos dos casos: a) cuando ambos extremos estan abiertos v

b) un extremo abierto y el otro cerrado.

La longitud del tubo es

la densidad del aire p, v el mbédulo de compresibilidad B.

Si se perturba el medio variando la presifn de equilibrio
en el aire (atmdsferica), se generan ondas longitudinales

flejan en los extremos del tubo e interfieren dando lugar

da estacionaria.

condiciones de borde en los extremos del tubo.

La condicién para que ello ocurra depende de

que se

En el item 1l1.7

establecif gque en un extremo abierto se tiene un nodo de presidn,

”

Ay

constante

re

& una on-

las

se

mientras que en un extremo cerrado se presenta un antinodo de pre-

sién. Luego, en cada uno de los casos propuestos, se tendrz:

a) Ambos extremos abiertos.

En estos casos se tendrZn nodos en ambos extremos y entre ellos

habrzn uno o mas vientres.

Similarmente como en el caso de

1z

cuerda se presentardn los modos normales de vibracibén de ondz es

tacionaria para:

nf=t , n=1,2,3, ...
Lusgo; . w | meil, 285 ..
n n
Como: v =cy ¢ =7V B/p,, las frecuencias naturales armdnicas,

de resonancia, son:

B
I" p L
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b) Un extremo abierto y el otro cerrado.

En el extremo abierto se tiene un nodo y en el otro, ahora cerrado,
un antionodo de presidn. Como la separacidn entre un nodo y el an

tinodo adyacente es A/4, el modo fundamental en la longitud £  se

presentard para £ = XA/4 y los siguientes modos, 2l introducir no-
g : X A
dos intermedios entre ellos, para £ = 3 % 5 % > +--» COmO se mues

tran en la fig. 11.17b. En general se tendra:

4%
luego, Xn = S
Como: Av = ¢ =Y B/p,, las frecuencias naturales, de resonancia, son:

n B -
L ) ) v 5 P n=1, 3, 5 ...

v = — ¢ =
-]

Observe gque en este caso solo se presentan armbnicos impares y que
la frecuencia fundamental es la mitad comparada con la fundamentzl
correspondiente al caso anterior (abierto), a igual longitud de tubo.
Por lo tanto, los sonidos musicales producidos con un tubo de extre-

mo abierto son diferentes a los producidos si el extremo es cerrado.

Para terminar, no estZ dem@s insistir que en la fig. 11.17 se hen
representado nodos y antinodos de presidn. Si se quiere representar
desplazamientos de particulas es justamente lo inverso, recordar que
a un nodo de presidn le corresponde un antinodo de desplazamiento y

a un antinodo de presidén un nodo de desplazamiento.
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Ondas estacionarias en aire confinado
a) Ambos extremos abiertos.

b) Un extremo abiecrto y el otro cerrado.
Semuestran los Lres primeros modos.

en un tubo.



11.9

Ondas Aciisticas.-

En general podemos decir que la aclistica comprende la generaciédnm,
transmisién y recepcifn de energia en la forma de ondas vibraciona-
les en la materia.

s
El fendmeno aclistico m&s conocido es el que se relaciona con la sen
sacion de sonido. Las ondas aclisticas que producen la sensacidn de
sonido son parte de una variedad de perturbaciones de presifn que
se pueden propagar a través de un medio compresible, son ondas lon-
gitudinales: Las particulas del medioc se mueven de uno a otro lado
en la direccidn de propagacidn de la onda, produciéndose regiones ad

yacentes de compresidn y rarefaccidn.

Para las paresonas jovenes, una perturbacidn que puede estimular al
oido v el cerebro la interpreta como un sonido si su frecuencia est2
comprendida en el intervalo de cerca de 20 a 20,000 Hz(c/s), y se
llama el intervalo audible correspondiente a2 las ondas sonoras. Si
la frecuencia es superior a las 20,000 Hz se denominan "ultrasdnicas"

vy si es inferior a los 20 Hz "infrasdnicas".

La naturaleza de las vibraciones asociadas con la aclistica son mu-
chas y complejas, generadas en cuerdas, columnas de aire, placas y
membranas vibrantes. Todos estos elementos vibrantes perturban el
aire que los rodean, el aire transmite estas perturbaciones como una
onda y a2l llegar al oido este las recepciona produciéndose la sensa-
cién del sonido. Si las ondas estan compuestas por un nimero pegue-
flo de componentes casi peridédicas, siempre y cuando las variaciones
de presidn no sean demasiado grandes, produciran a menudo un sonido
agradable. En cambio si el niimero de componentes es muy grande ¥
la forma de la onda no es periddica se escucha como un ruido. La
vibracidén m&s simple es una vibracidn senoidal unidimensional que

tiene una sola componente de frecuencia, es decir, un tono puro.

También hay ondas de alta intensidad (como las que est@n presentes

cerca de motores de reaccidn) que producen una sensacidn de dolor
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mas que de sonido, y ondas de choque generadas por expresiones v

aviones supersonicos.

Hemos visto anteriormente que la velocidad de las ondas longitudina

les en un fluido esta dada por:

Pe

Pero tambign, por otro lado, es un hecho conocido que la compresién
o descompresidn de un fluido esti relacionado con la variacidn de

temperatura y la propagacidon de calor, es decir, se tiene un fendme
no termodinZmico que todavia no hemos estudiado. Sin embargo, ade—

lantaremos algunos resultados importantes.

La condensacidn y enrarecimiento continuo en una onda para frecuen-
cias ordinarias, p.e.: de 20 a 20,000 Hz, no permite gue tenga lugar
una propagacidn de calor en cantidad aprecizble y se dice que se

tiene un proceso adiab3dtico. Luego, en rigor, la expresién termodi

namica para la velocidad del sonido es:

Considerando gas ideal, es posible -expresar Byq @n términos de 1la
presidn del gas no perturbado P, y de la relacidn y=c¢p/cy de calores
especificos a presidn constante y & volumen constante, cantidades
que estudiaremos en el capitulo 13. Se obtiene que: By = yYPo y por
consiguiente la velocidad de la onda sera:

Po
Po

g k4

Adem3s, para gas ideal, en funcidn de la temperatura absoluta en gra
dos Kelvin, con la constante universal de los gases R y la masa mole

cular M del gas, la velcoidad de la onda es:
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Tomando valores normales para el aire: y = 1.402, P,=latm=1.013x10°Pa
y po = 1.293 a 0°C = 273°K, se obtiene la velocidad del sonido en el
aire a 0°C, que designaremos por c.,, reemplazando valores se obtiene:
¢, = 331.6m/s. Con este valor, para cualquier otra temperatura, po-

demos escribir que:

s ICK) _ (0
=% /273 = & |15

Por ejemplo, para 20°C se obtiene: ¢ = 343.5 m/s y para 27°C se ob-
tiene: € = 347.6 m/s. En el apéndice I se presentan tablas con la

velocidad de las ondas para diferentes medios.

En el intervalo sonoro, entre 20 y 20,000 Hz, para una velocidad del
sonido de 340 m/s, teniendo en cuenta que c = Av, el intervalo co-
rrespondiente de longitudes de onda estarZ comprendido aproximadamen

te entre 17m y l.7cm, a mayor frecuencia menor longitud de onda.

Las variaciones maximas de presidn (p) con respecto a la presidn at
mosférica normal (P,), que es aproximadamente 10° Pa, en los sonidos
mis débiles que el oido puede detectar son solo del orden de 2 x10~°
Pa y en los sonidos m3s fuertes que el oldo puede tolerar son de unos
28 Pa. Para una onda sonora, tomando como frecuencia de prueba lkHz,
la amplitud del movimiento vibratorio es de aproximadamente 107" m
en los sonidos m3s débiles y 10~° en los sonidos mis fuertes. Con
estos valores referenciales dados, se puede observar que el oido es

un G6rgano extraordinariamente sensible para detectar los sonidos.

En una onda fisicamente lo m3s importante, como lo hemos expresado
desde el principio en la introduccién del presente capitulo, es el
transporte de energia. Se define la "Intensidad" I de una onda como
el flujo de energia promedio a través de una superficie de area uni-
taria perpendicular a la direccidn de propagacidn, es decir, energia
por unidad de tiempo por unidad de drea (J/s.m’) o potencia media
por unidad de Zrea, luego,las unidades fundamentales de la intensi-

dad de una onda son watts por metro cuadrado (W/m®).
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La intesidad de una onda, en este caso sonora, es funcidén de la am-
plitud de los cambios de presidn (p_), de la densidad (ps) y de 1la
velocidad de propagacidn (c) de la onda. Esto es:

Pa

2p,cC

Reemplazando los valores de la presifn correspondientes a los soni-
dos mas débiles v mi3s fuertes del intervalo audible, se obtienen in

tensidades que van desde aproximadamente 10~ a 1 W/m'.

A causa principalmente, no siendo la dnica razén, de la gama tan am
plia de presiones (de 2 x 10™° a 28Pa) e intensidades (de 107'? a 1W/m®)
para las cuales es sensible el oido, es m3s conveniente utilizar una
escala logaritmica que una escala natural. El uso de escalas logariE
micas comprime la gama de nUmeros requeridos para describir un gran
intervalo, la escala logaritmica de uso m3s general para describir
niveles de sonido es la escala de decibeles. Esto es, el "nivel de

intensidad" NI de un sonido de intensidad I se define por:
NI = 10 log %
r

donde I_ es una intensidad arbitraria de referencia que se toma igual
a 1072 W/mz, valor que corresponde aproximadamente al sonido més dé
bil que puede oirse y ''log" representa el logaritmo de base 10. Los
niveles de intensidad se expresan en ''decibeles'" y se abrevia db.
Luego, para los sonidos mis débiles de intensidad I = I, = 107%

W/m® les corresponde un nivel de intensidad de cero decibeles y para
los sonidos mds fuertes de intensidad I = 1W/m’ les corresponde un
nivel de intensidad de unos 120 db. Como puede apreciarse la gama
de nlimeros en el intervalo audible se ha comprimido considerablemen
te en un rango comprendido entre O y 120 db. En el apéndice II se
muestra una tabla donde se dan niveles de intensidad sonora para al

gunos ruidos comunes.
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Hemos dicho anteriormente gque el intervalo de frecuencias que el
oido puede percibir es de 20 a 20,000 Hz, y el intervalor de nive -
les de intensidad sonora de cero hasta 120 db. Estos estan relacio
nados, no son independientes. Por ejemplo, para un sonido fuerte
digamos entre 80 a 100 db, el intervalo de frecuencias efectivamen-
te es de 20 hasta 20,000 Hz, pero para un sonido débil de aproxima-
damente 20 db el intervalo de frecuencias es solo de 200 hasta
15,000 Hz. La sensibilidad sonora del oido depende de la frecuencia,
p.e., a una frecuencia media de 1000 Hz el intervalo del nivel de
intensidad es de 3 db hasta unos 120 db, mientras que a una frecuen-
cia baja de 100 Hz el intervalo de nivel sonoro solo es de 30 db has

ta, aproximadamente, 120 db.
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11.10 Efecto Doppler.-

La experiencia muestra gue si una fuente sonora o si un receptor, o
ambos, estan en movimiento relativo en un referencial en reposo res
pecto al medio material de propagacidn, la frecuencia se altera, vy
por ende el periodo y la longitud de onda. En general, el tono per
cibido por el receptor no es el mismo que cuando el foco y el recep
tor estdn en reposo respecto al aire. El ejemplo mis frecuentemen-
te conocido es la alteracifn que se observa en el sonido emitido por
la bocina de un automdévil, o el silbato de una locomotora, cuando se
encuentra en movimiento respecto a una persona estacionaria que escu
cha el sonido permanentemente, el tono se eleva cuando se acerca ¥y
desciende cuando se aleja. Esta alteracidn se conoce como 'efecto
Doppler" y se da en todas las ondas, no solo en las aclisticas o sono

ras, incluso en las ondas no mecanicas como la luz.

Se pueden distinguir varios casos segilin que el receptor este en mo
vimiento, que lo esté el foco emisor, o ambos, y tambi&n puede dar-
se el caso que el aire se mueva con respecto a tierra (viento).
Adicionalmente tambi&n podria considerarse el caso de las ondas que
se reflejan en una superficie en movimiento. Analizaremos seguida-
mente algunos casos particulares en los cuales el movimiento es

solo a lo largo de la linea que une al receptor con la fuente.

. Receptor en Movimiento y Fuente en Reposo.-

En la fig. 11.18a) se muestra una fuente de sonido F en reposo y un
receptor R moviéndose directamente hacia la fuente con una veloci -
dad, rapidez,vf. Consideraremos que el medio de propagacidn esta
quieto respecto a tierra, es decir, si es aire, no sopla el viento.
La fuente emite ondas sonoras de frecuencia v, los circulos concén-
tricos mostrados, en cuyo centro esta en la fuente, representan
frentes de onda espaciadas entre si por una longitud de onda A y
viajan en el medio con velocidad c. Estas tres cantidades, como sa

bemos, estan relacionadas por: vi = c.
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Cuando el receptor se acerca hacia la fuente el nimero de frentes
de onda que recibe por unidad de tiempo serd mayor, y escucharZ un
sonido de tono mds agudo. Luego, a causa de su movimiento con ve-
locidad de acercamiento Vs el nimero de frentes de onda adiciona-
les que recibe por unidad de tiempo, es decir, el aumento de frecuen

cia Av que se producir@ estarZ dada por la relacidn: Avi = v

Sumando ambas relaciones, esto es:

vh = ¢
+) = ( v+ Av) =c+ %
Avh = vp
Si la frecuencia que escucha el receptor es: v' = v + Av, se tiene:

V'A =+ vp

Comparando las relaciones obtenidas, en movimiento y en reposo, divi

diéndolas se obtiene:

VA

n
(g]

v' o= Bt Ve ) = vw(l + {I )

Vemos que el aumento de la frecuencia depende la relaci6n de veloci
dades vr/c. Caso contrario, cuando el receptor se aleja de la fuen
te estacionaria, la frecuencia dismiuye escuchi@ndose un sonido de
tono m3s grave. Como la velocidad del receptor es de sentido con-
trario, el nimero de frentes de onda que recibe por unidad de tiem
po es menor, luego, la frecuencia v dismiuye en v v /c y podemos
escribir que la frecuencia v', en este caso, es:

Vr

Vo= \,(C_.i__‘_’.r)=\,(l_ <L)
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Si la direccidn del movimiento del receptor, forma un dngulo ¢ ins
tant3aneo con la direccidn que la une con la fuente, hay que tomar

la respectiva componente: v_ cosa.

Adicionalmente, si el medio se mueve con una velocidad constante u
hay que sumarla, vectorialmente, con la velocidad de propagacidn de
la onda respecto al medio: ¢ +u. En general, se puede proceder me

diante un cambio de coordenadas en el cual el medio resulta guieto.

a) b)

Fig. 11.18 Efecto Doppler.

a) Receptor R en movimiento con velocidad Ve ¥
Fuente F en reposo, Ve = 0.

b) Fuente F en movimiento con velocidad Ve Y
Receptor R en reposo, q, = 0.

. Fuente en Movimiento y Receptor en Reposo.-

Si la fuente emisora estuviere detenida en reposo los frentes de on
da tendrian una separacidn A para la frecuencia emitida v, y con la

velocidad de propagacién c podemos escribir la relacidn: Av = c.

-
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Cuando la fuente esta en movimiento directo hacia el receptor esta-
cionario, el efecto es un acortamiento de la longitud de onda, de
A a A', porque los frentes de onda se van aproximando entre si for-
mando un sistema de circunferencias excéntricas como se muestra en
la fig. 11.18b). Si la velocidad, rapidez, de la fuente es V¢, para
la frecuencia emitida v, el acortamiento AA que se producira em la
longitud de onda A estar2 dada por la relacidn: Alv = Ve

Luego, restando ambas relaciones, esto es:

(=)= (A = M)v =c - vg

(=3
e
<
I
<

con: A - AA = X', podemos escribir que:

l\'v=c—vf

Para el receptor los frentes de onda que recibe, con velocidad de
propagacidén c, le llegan con una separacién A', longitud de onda me-
nor que A , y escuchar@ una frecuencia v', mayor que v. Luego , el
receptor detectard una onda tal que:

A'vw! = ¢

Comparando las relaciones obtenidas, dividiéndolas, se obtiene:

A'v! = ¢ o epe (T o
() T

Atv

c-v
£
Finalmente, podemos escribir que la frecuencia v' es:

Wmy (=S ) = u( ==

c - v, 1 - vf/c )

Vemos que el aumento de frecuencia depende de la relacidn de veloci-
dades vf[c. Caso contrario, cuando la fuente se aleja del receptor

estacionario, la longitud de onda es mayor y la frecuencia disminuye.
Como la velocidad de la fuente es de sentido contrario podemos escri

bir que la frecuencia v', en este caso, es:

1
)zv(l+vffc )
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Como se ha expresado en el caso anterior, cuando el movimiento no es
frontal hay que tener en cuenta el angulo instantineo gque forman,
asl como también cuando se presenta movimiento del medio material de

propagacidn.

Receptor y Fuente en Movimiento.-

Hay que distinguir dos casos: cuando ambos se acercan, o se alejan

entre si, uno del otro.

En estos casos hay que tenmer en cuenta simultZneamente los facto -
res que afectan a la frecuencia emitida v por el movimiento tanto

del receptor como de la fuente. Esto es,

- Acercindose:
¢ + Vr i c + vr
v' =y ) ( } 2 v ——)
c c - Ve c - v
- Alejindose:

C = V¢

c G =W
" S U e g )

U!

Cuando las velocidades del receptor o la fuente se acercan a lz ve
locidad del sonido, o la superan (vr >cd Ve > c), las expresio-

nes arriba encontradas para el efecto Doppler no son vilidas.

Si la velocidad de la fuente se iguala a la velocidad del sonido

{vf ~ ¢), los frentes de onda se juntan tanto que la separacién en-
tre ellos se hace nula (A' » 0), ver fig. 11.18b). En consecuencia,
la energia del sonido se acumula delante de la fuente formando una'ba

rrera de sonido" que presenta resistencia al movimiento.

Cuando se supera la velocidad del sonido alcanzandose velocidades su
persdnicas (vf > ¢), los frentes de onda y la energia sonora se en-

cuentran ahora en un manto envolvente de forma cdnica en cuyo vérti-
ce se encuentra la fuente sonora, y se llama "onda de choque". Cuan

do esta onda de choque llega a un receptor se descarga la energila en
forma de explosidn relativamente moderada, p.e. cuando pasa sobre no

sotros un avidn supersénice.
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11.11 Polarizacidn lineal en una onda transversal.-

En una onda transversal las particulas del medio vibran a lo largo
de una linea perpendicular a la direccién de propagacifén y todas
ellas se encuentran, para cualquier instante, en un mismo plano, tal
como se mostrd anteriormente para el caso de la cuerda en un plano
vertical. Luego, para estas ondas se dice que estan "polarizadas li
nealmente'" o también que estan "polarizadas en un plano". Este pla
no no necesariamente es el vertical y - x, en general, el plano de
vibracién puede dormar un 3ngulo 6 con el plano horizontal z - x,

tal como se muestra en la fig. 11.19.

T ‘\\‘\\\ \\‘

\
\\"\\\‘\
VY
vy

"y

AT \\\ T
\\\\\ \\\ \\\\\\
ARTARY \y

Fig. 11.19 Onda polarizada linealmente en un plano inclinado que for
ma un angulo 6 con el horizontal.

Una onda polarizada linealmente en un plano inclinado con dngulo 6
puede analizarse por descomposicidn, o mds bien, inversamente, obte
nerse por composicidn de dos ondas iguales linealmente polarizadas
en los planos perpendiculares y - x y 2z - x. Por el principio de
superposicifén un medio, como la cuerda, puede transmitir dos o mas
ondas simultineamente con diferentes planos de polarizacidn. El
desplazamiento resultante de una particula del medio serd, por la

interferencia de &stas ondas, la suma vectorial de las ondas compo-
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nentes. En los items anteriores 11.5 y 11.6 cuando tratamos la su-
perposicion e interferencia de ondas el movimiento resultante se en
contrd analiticamente sumando las ondas algebraicamente, ahora cuan
do se tienen ondas transversales con diferentes plano de polariza-

cién hemos generalizado a una suma vectorial.

Los fendmenos de polarizacidn son de gran importancia en las ondas
electromagnéticas, en particular son los de polarizacién de la luz.
Las ondas sonoras no presentan polarizacidn pues €stas son longitudi

nales y no transversales.

Cuando dos ondas linealmente polarizadas en los planos perpendicula
res y — X y z — x presentan un defasamiento de 90° entre ellas,al
componerlas se obtiene un vector de amplitud constante que gira cir
cularmente con la frecuencia angular v conforme avanza la onda en
la direccifn x, ya no hay vibracidon a uno y otro lado. En este caso
se dice que se presenta ''polarizacidn circular". M&s general ain,
cuando las amplitudes de las ondas componentes no son iguales se tie
ne una '"polarizacidén eliptica'". En Gptica, mis adelante, estudiare

mos la polarizacidn',
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APENDICE I

PROPIEDADES FISICAS DE LA MATERIA

TABLA AI.1 - GASES
Medio Temperatura  Densidad Relacidn de Velocidad de
t(°C) po(kg/m’) calores propagacién

especificos ¢(m/s)
r(cplcv)

Aire 0 1.293 1.402 3316

Alire 20 1.21 1.402 343

Oxigeno 0 1.43 1.40 317.2

Hidrégeno 0 0.09 1.41 1269.5

Vapor 100 0.6 1.324 404.8
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TABLA AI.2 LIQUIDOS

Medios Temperatura Densidad M&dulo Relacidon de Velocidad de
t( °C) po(kg/m®) Volumétrico calores propagacién
B(Pa) x 10'® especificos

Y(cp{(:v) c(m/s)

Agua(dulce) 20 998 0.218 1.004 1481
Agua(mar) 13 1026 0.228 1.01 1500
Alcohol 20 790 0.1 —— 1150
Mercurio 20 13600 2,53 1.13 1450
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TABLA AI.3  SOLIDOS

Med io Densidad Médulo de Modulo Médulo vo Médulo de Velocidad de
pol(kg/m’)  Young cortante lumétrico Poisson propagacidn
Y(Pa) x 10'°® adiabitico g en barras

€(Pa)x10" B(Pa)x10" c(m/s)
Aluminio 2700 7 | 2.4 7.5 0.33 5150
Acero 7700 19.5 8.3 17.0 0.28 5050
Cobre 8900 12,2 4.4 16.0 0.35 3700
Plomo 11300 1.65 0.55 4.2 0.44 1200
Niquel 8800 21.0 8.0 19.2 0..31 4900
Plata 10500 7.8 2.8 10.5 0.37 2700
Vidrioe 2300 6.2 2 3.9 0.24 5200
Caucho a50 0.0005 - 0.1 0.5 70
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APENDICE II

NIVELES DE INTENSIDAD SONORA EN DECIBELIOS A=

PARA ALGUNOS RUIDOS COMUNES

NI (dbA) FUENTE O DESCRIPCION DEL SONIDO
120 Umbral de la sensacibn desagradable.
110 - 120 Discoteca - banda de rocanrol.
110 - 110 Paso de un avidn jet a baja altura.
90 - 100 Podadora mec@nica-m3quina remachadora-cabina de un

avion ligero.

80 - 90 Paso de trenes—camidn pesado a 70km/hr-licuadora -
motocicleta.

70 = 80 Calle con mucho trzfico-automdvil a 100km/h-lavadora
de ropa, TV audio.

60 - 70 Conversacion ordinaria - acondicionador de aire - as
plradora.

50 - 60 Trinsito de vehiculos ligeros.

40 - 50 Zona residencial silenciosa en el dia - automdvil en
wmarcha moderada.

30 - 40 Zona residencial silenciosa en la noche - radio fun-
cionando moderadamente en casa.

20 - 30 Area en el campo.
10 - 20 Conversacidn en voz baja.
0- 10 Murmullo de las hojas.
0 Umbral de la sensacidn sonora.

Las medidas se efectlan en la posicidn del operador o a una cierta dis

tancia, algunos metros, de la fuente.

* Niveles de sonido con ponderacién A (dbA): considera la intensidad sono
ra a las diferentes frecuencias, asignando por bandas de frecuencias un
"pbeso" que esta relacionado a la sensibilidad del oido a la frecuencia
central de esa banda.
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PROBLEMAS

Una onda senoidal es enviada a lo largo de un resorte horizontal por
medio de un vibrador fijo en uno de sus extremos. La frecuencia de
vibracidon es de 20 ciclos por segundo (1 cps = 1 Hz) con desplaza -
miento longitudinal m3ximo de 4 cm, y la separacidn a lo largo del
resorte entre los frentes de onda correspondientes a dos m3ximos su-

cesivos es de 24 cm.

Encontrar la velocidad de propagacidn de la onda,y sabiendo que se
desplaza horizontalmente en el sentido positivo del eje x determinar

la ecuacidn de la onda.

Se conoce:

- Frecuencia: v = 20 Hz (s~!)
— Longitud de onda: X = 24 cm
— Amplitud : A = 4cm

Luego, la velocidad de propagacidn de la onda sera:
c = Av = 24,20 = 480 cm/s

Como se mueve en el sentido positivo del eje -x,la ecuacidn de la on
da senoidal sera de la forma: ¥ = A sen (kx - wt) ,
con:

- Nimero de onda: k = —& = 57 = — (rad/m)
- Frecuencia angular: w = 2nv = 27 x 20 = 40n(rad/s)

Por lo tanto, la ecuacidn de la onda sera:

2

Y =4 sen 7( 2 " 40t)
con unidades:
X = cm
L& 8
Y = cm
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En un sistema resorte y vibrador dispuesto en forma similar al
blema anterior, se conoce que la frecuencia de vibracidn es de
con una amplitud de 0.04m y que la velocidad de propagacidn de

ondas longitudinales es de 20 m/s.

Determinar la ecuacidn que describe el movimiento ondulatorio

dal que se propaga en el sentido positivo.

pro-
16cps

las

senoi

Se conoce:

- Frecuencia : v = 16 cps = 16 Hz(s™')
- Amplitud : A =0.04m
~ Velocidad de propagacién: c = 20 m/s

Luego:
- Frecuencia angular: w = 2mv = 2716 = 327 rad/s

- Nimero de onda: k=—="- == rad/m
y, la ecuacién sera:

y = 0.04 sen 7 ( % x - 32t)

con unidades :
X = m
£ =5

y = m
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Meciendo un bote, a razdén de 12 oscilaciones en 20 segundos, una per
sona produce ondas superficiales en un lago tranquilo y observa que
cada oscilacidén produce una cresta de onda y que estas demoran b6 se-—

gundos para alcanzar la orilla distante 12 metros.

Calcular la longitud de onda de las ondas superficizles producidas.

La frecuencia de las ondas es:

v = 12 2 3 c/s (Hz)

0 5
y su velocidad de propagacidn:

c = i% = 2 m/s

como: ¢ = iv, la longitud de onda serz:
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Dada la ecuacidn de onda: y = 0.3 senn (120t - x), con unidades: % en
metros, t en segundos e y en metros.

Graficar y vs x para t=0 y para t=1/480 segundos, asI como también
yvs t enx = 0.

Encontrar la amplitud, longitud de onda, periodo, frecuencia y velo-

cidad de propagacidn.

3

Verificar que: XA = ¢

T

0, se tiene la ecuacidn :

]

- Para t

0.3 sen (-7x) = - 0.3sen7X

y

Grafica, y vs x:

ly(m)
S 1
A=0. 3m|
0.5 TS5 I% 5@
A=0.3m
= E—
"
A = Zm 1
- Para t = 1/480 s, se tiene la ecuacidn:
y = 0.3senmu( %-— %) = 0.3senn(0.25 -x)
Grafica, y vs x:
y (m)
A=0.3 F
0.21 \\\
0,5 1 259 ot
1 Jo.2x o0.75 5
A=0.3
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— En x = 0, se tiene la ecuacidn:

y = 0.3 sen 1207t
Grafica, y vs t:

y (m)

1

A=0.3m
/ —=te)

1/240 1/1%0 1/80 /1/60 1/48

A=0, 3m|
_’_ 4
" |
1 7=1/60 s 1
Luego, se tiene:
— Amplitud, A = 0.3m
- Longitud de onda, A = £ . 2m
2 _ 2w 1
- Periodo, T = 207 - %0 °
- ]. . ]
- Frecuencia, v = el 60 s
- Velocidad de propagacién, c =‘% = E%QE = 120 m/s

- Verificar: A = ¢t = 120/60 = 2m. Valor conforme, igual al arriba
encontrado. (A es la distancia recorrida en un tiempo T con velo
cidad c).
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i Por una cuerda horizontal se envia un pulso que en el instante ini-

cial esta dado por:

(a,b)

P(L,0)

(2s -a,-b)

Conociendo la velocidad de propagacidn c, encontrar y(t) para el pun-
to P.
Si se envia un tren de ondas periddico de este pulso, ¢cuidl serz el

periodo de la particula oscilante?

Vemos que el pulso esta conformado por tres rectas con inclinaciones
gue cambian consecutivamente, por lo tanto, para encontrar el movi -
miento de un punto de la cuerda habri que analizar separadamente cada

uno de estos tres tramos.

Procederemos a continuacifn graficamente mostrando, en forma sucesiva,
desde el instante cuando el pulso llega al punto dado P(L, 0) hasta

el instante que lo abandona:

(siguiente p&gina)
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ct. 2s

-
=

1 - 25

I

L=ct+ 2s=¢

<
1]
o

L=ct+2s-6 =68 = ct + 25 - L
9.0 e w . B g
" e a(ct 2s-L)

¥ (L - ct - 2s5)

L =ct+2s-a = t

Y = #=b

& _ b
“Fa =5 Les=re
y=—b (ct+s-L)
s-a

=<:t+;;1==l'.=]"“a
c
y=b
=ct+6d=46 =1L - ct
_6 b
s a(L—ct)
ct 2s
] :
1.=a:1:=*|:=L
0 c
y =0
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Resumem:
— Primer tramo, para el tiempo comprendido entre:

L - 2s <S¢ < L-2s + a
c c

|

el movimiento es: y(t) = (L - ct - 2s)

- Segundo tramo, para el tiempo comprendido entre:

L - 25 + a E o oA L-a
C C

el movimiento: y(t) = (ct + s - L)

s - a
— Tercer tramo, para el tiempo comprendido entre:

L - a < ¢ <
c

L

e
. b

el movimiento: y(t) = = (L - ct)

Finalmente, para el tren de ondas el periodo pedido sera:

- 2s
=T 7 R =
c
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Se tiene una cuerda tensa horizontalmente en la cual viaja un pulso
cualguiera. Demostrar que la pendiente en un punto de la cuerda es
igual a la razon entre la velocidad v de la particula en ese punto

y la velocidad c de propagacidn de la onda o pulso.

Para un pulso cualquiera: y = £(x + ct), la velocidad de propagacidn

~

es ¢ = d , la velocidad de la particula v = ;—% , v la pendiente:

E

[=9
T

- som - 8y _ 3yf3t _3yfer _ ¥
mow S8Y " ay ax/ot dx/dt c
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Sobre una cuerda horizontal viaja una onda transversal cuya ecuacidn,

en el S.I. de unidades, es:

y = 0.04 cos (70t — 2x)

Encontrar:

El periodo, frecuencia, longitud y velocidad de propagacidén de la

onda.

El desplazamiento, velocidad v aceleracidn del movimiento transver-—

sal, en funcidn del tiempo, de un punto particular dado X de la

cuerda.

Los valores maximos de la velocidad y aceleracidn de la particula.

iVarian estos valores con la posicidn xp?

¢CuZl es la posicidn transversal instantZnea de la particula Xp
cuando alcanza estos valores maximos?

Mostrar que cada elemento de la cuerda esta sujeto a una fuerza res
tauradora que cumple con la Ley de Hooke. Por unidad de masa, ;cull

es la constante eli3stica de proporcionalidad?

Para la ecuacidn dada, se tiene:

Amplitud = 0.04 m
. Nimero de onda: = 2 rad/m
Frecuencia angular : w =70 rad/s
Period .--:..2_-[:_.&:-_'_;5
. Periodo { = 50 = 35
. 1 3
. Frecuencia: v= = = Eﬂ wa gt (Hz)
L Tr w
; 2 2%
Longitud de onda: A= —% == =7n
lelocidad d B cmiv=l =22 a5
Velocidad de propagacidn: ¢ = Av = x -2 ° m/s

Para el punto particular dado Xp, se tiene:

. Desplazamiento transversal: y = 0.04 cos(70t - 2xp)

. Velocidad transversal: y = v = - 2.8sen(70t - 2xp)

2

. Aceleracidn transversal: y = g—f = —0.04(70)%cos(70t - 2xp)
dt
y = a ==196 cos(70t - 2x;)
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. Valor ma@ximo de la velocidad : vp,, = 2.8 m/s
Este valor es independiente del punto xp,

. Valor m3aximo de la aceleracidn: agax = 196 m/s’
Este valor es independiente del punto xp,

El valor v

max Se alcanza cuando sen (70t - 2xp) = 1, esto implicz

que cos (70t - 2xp) = 0 y por lo tanto, el desplazamiento trans -

versal de la particula Xp esi y = 0.

. E1 valor amax se alcanza cuando cos (70t - pr) = 1, luego el des

plazamiento transversal de la particula xp es: y = A = 0.04 m.
— Accidn eldstica restauradora:

Hemos encontrado que la aceleracidn trasversal de cualquier parti-

cula Xp de la cuerda, es:

1]

como: ¥ = - 0.04 (70%)cos(70t - 2xp)

n

v
S

0.04 cos (70t - 2xp)
podemos escribir que:

¥ = - (70)*y = - 4900y

Pero, por la Ley de Newton, por unidad de masa, se tiene:

Luego, igualando ambas expresiones, queda:

= - 4900y

=\

Expresidn que cumple, por unidad de masa, con la relacidn linezl de
Hooke. Por lo tanto, la constante elastica recuperadora por unidad
de masa es:

K = 4900 N/m



Por una cuerda de masa p por metro lineal y tensidn T, viaja horizon

talmente la onda:

yi = A& sen (kix - wt)
Diga Ud., si otra onda:

ya = A:sen(kex + w2 t)

puede viajar simultZneamente con y; por la misma cuerda. ;Por qué?,
ibajo que condicidn?.
Analizar para cada uno de los siguientes casos, si:

ok
T

- a) A =4 ka = ki y wz w)
=b) Az #F A&, ka # kg y Wr = Wi
-c) A #A ka # ky y W F oW
-d) A = A » ka = Ky y W2 =

Para p y T, la velocidad de propagacidn de cualquier onda que viaje

sobre &sta cuerda, tiene un valor Gnico, dado por:
c =¥ T/u

Como se sabe ademds que la onda y, viaja por la cuerda, la relacidn

w; /ki queda determinada y fija, se cumple que:
c =YT/n wi ki

Con esta condicidn analicemos cada uno de los casos planteados. Pre-
viamente observe que para las amplitudes no hay ningin requerimiento.

- a) Se tiene la onda: y2 = Arsen(kix + w2 t)

Gy ] w2 W
para que pueda viajar se requiere que: s = E} w2 = W
1

como: w; # wy= La onda NO podrid viajar.

- b) Se tiene la onda: y2 = Arsen(kex + wit)

oo . W Wy
para que pueda viajar se requiere que: E ™ % =k =k

como: k2 # ki = la onda No podrd viajar.

- ¢) Se tiene la onda: y; = Apsen(kex + w2t)

(¥
~1
wn



s s . L2 w
para que pueda viajar se requlere que: L —I:l
5 {j

bajo esta condicidm, con: ka2 # ki y w2 # & = La onda Si po-

drz viajar, solo si se cumple la relacién:

Wk _ W

ka ky

- d) Se tiene la onda: y» = A;sen(k;x + w t)
En este caso las dos ondas (y2 e y1) son iguales,por lo tanto,
la onda Si podra viajar. Teniendo en cuenta gue tienen diferen-
te signo en el argumento de la funcidn seno, las ondas viajan

en sentidos contrarios.
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De las siguientes expresiones, establezca cuales pueden satisfacer la

ecuacidn diferencial de onda.

Y1 = A(x - st)?

v, = A(xa~ st)

Y3 = Asen(kx2 - wt)

Y5 = A k senwt + AwcoswC

¥y, = AsenBcoswt + Acosfsenwt

¥e = Asen(kx — wt - st — @/3)
¥, = Asen(kx -a) cos (wt - B)
Yy = Asenkx coswt + Acoskxsenwt

Solo satisfaceran la ecuacidn diferencial de onda las que son de la
forma:

¥ o= Eln i e o]

Luego, de esta forma son:

A(x - st) con velocidad de propagacidn, ¢ = s

Asen [kx - (w + s)t - n/3 ] = con velocidad de propagacidn,

o
]

w+ s

k

o =

Asen(kx + wt) = con velocidad de propagacidn, c =

=
Il
=|E
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10.

Una cuerda de 100 gramos por metro lineal, se mantiene horizontal ba

jo una tensidén de 40 Newtons

Determine si puede viajar en ella una onda transversal senoidal dada

por la ecuacidn:

y = 8 sen (l6x + 4t - w/3)

La velocidad de propagacidn en esta cuerda, para cualquier pulso

onda, de acuerdo a la ecuacidn de onda es:

40
0.1

¢*= %}= =400 = ¢ =20 m/s
La velocidad de propagacidn de la onda senoidal dada es:

1
T 6 7 = 0.25 m/s

Como V # c, no podriz propagarse en la cuerda.
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i1.

Una cuerda de longitud L y masa p por unidad de longitud se mantiene
horizontal bajo una tensidén T. En uno de sus extremos sSe genera un
pulso transversal que viaja a través de ella. Encontrar el tiempo

que tardarid en desplazarse hasta llegar al otro extremo.

La velocidad de propagacidn es:

c =7 T/p

con esta velocidad c el pulso recorrerZ la distancia £ en un tiempo T

que queremos determinar, €ste serd:

379



12, Una cuerda de longitud £ y masa m cuelga libremente de un techo. En
su extremo libre se genera un pulso transversal que viaja a través
de ella. Encontrar el tiempo <t que tardard en desplazarse hasta lle
gar el otro extremo empotrado en el techo.

Recomendacidn: resolver primero el problema anterior X2 1l.

La masa por unidad de longitud es: u = m/%.
La velocidad de propagacidn es: ¢ = /;?;
Pero azhora, en este problema, la tensidn T en la cuerdz no es constan
te como en casos anteriores, mds bien es variable. Esta fuerza debi-
do a su peso propio que cuelga, 2 una distancia x del extremo libre,
sera:

minimo en el extremo libre,T=0

Ty, = ugx
L maximo en el extremo empotrado,

T£=ugL = ng

Por lo tanto, la velocidad de propagacidn

1 también ser2 varizble con x, v seré:
{2t = I“I),'{.J = r"‘-'_lg:_:fu = fg:.:
b e o dx
Por definicién de ve-ocidad: c = e , luego:
. A céx
dx = Vgx dt = dt = ———
Vg
o | |
integrando:
X
T Loy
e X
i J de = |
o o Vg%
2 5
/ =
t = 2y =
o 8 o
T = 2 £?g



Con relacidn al problema anterior N2 12 considere ahora gque el pulso
se genera a la mitad de la cuerda, propagandose en ella hacia ambos
extremos.

(A cudl extremo llega primero, al empotrado o al libre?. Luego, deter
mine en ambos casos el tiempo que tarda en llega al extremo respecti

vo.

Como la tensidn T en la cuerda es variable, desde un valor cero en el
extremo libre, mg/2? al centro de la cuerda, hasta su valor maximo mg
en el extremo empotrado. Luego, la velocidad tambi&n es asimismo va-
riable ¢ =¥ T/y, por lo tanto, cuando el pulso recorre la mitad supe-
rior su velocidad es siempre mayor que cuando recorre la mitad infe -
rior y llegara primero al extremo empotrado.

En el problema anterior hemos encontrado que la velocidad wvariable es:

¢ = Vgx, luego los tiempos pedidos seran:
- Para llegar al extremo empotrado ( 1,) el movimiento es hacia arri-

ba (+) y se tiene:

c:%:v‘gx

despejando e integrando:
te L

I dx

vj2 VEX

g
T =2 (% =2/i(1-‘/—g)
I} B 'yis g

- Para llegar al extremo libre (T,) el movimiento es hacia abajo (-)

O
=%
t
1]

y se tiene:

despejando e integrando:

T o /2
J E ahnse oo j dx _ j dx
0 2/2 Vgx o Vgx
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272
TD = 2 E t = ’ 2£
g g
o
Comparando ambos tiempos:

o /2
Te_z/-g_\(]'_ _2)=/'2—(1_

V2
“aika =)= 2 =1 =08
V2

M=

T. &= 0Dugl Ty =
e

Por lo tanto, como se esperaba, primero llega al extremo empotrado.
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Una onda longitudinal senoidal:

y = A sen (kx - wt - ¢)

viaja en un tubo de longitud muy grande.

Encontrar la velocidad del movimiento de las particulas del medio y
la correspondiente onda de presidn. Comprobar que estZn en fase entre
ellas y que ambas estan defasadas 90" respecto al desplazamiento de

las particulas.

Si: y = A sen (kx - wt - ¢)

La velocidad sera:

v =‘%% = - wA cos(kx - wt - ¢)

y la presidn:

p=-23 o - BkA cos(kx - wt - ¢)

Luego, se tiene que p y v estan en fase (coseno) y que ambas estan de
fasadas n/2 respecto al desplazamiento y(seno).

En general podemos establecer que:

B
-
La presién y la velocidad tienen la misma fase y ambas defasadas 90°

respecto al desplazamiento.

Recomendacidn: compare estos resultados con los que se obtienen para

una onda estacionaria en el problema N2 27.
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15. Dos altavoces oscilan senoidalmente en fase emitiendo ondas sonoras
con frecuencia de 500 c/s. Considere la velocidad del sonido en el
aire: ¢ = 340 m/s.

Los altavoces estan separados una distancia de 1.70m y alineados con
un receptor situado a una distancia x de uno de ellos tal como se

muestra en la figura:

Fi Fa
1 T.70m = 1

Establecer si en estas condiciones la intensidad de recepcidn corres
ponderZ a una interferencia totalmente constructiva, totalmente des-

tructive o & una interferencia intermedia.

Como ¢ = Av, la longitud de onda es:

= 220 - 4. 68m

A 500

<|n

Para interferencia totalmente constructiva se regquiere que:

d=m=n=3-270.

» 0.68 &nd

Como n no es un numero entero no se da esta interferencia.
— Para interferencia totalmente destructiva se requiere que:
A d L:70

d =n 3 = n = ZX = 2 x 0.68 - 5

Como en este caso n si es un nimero entero se tiene interferencia

totalmente destructiva y la intensidad en la recepcidn sera nula.
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l6. Una fuente de sonido, un receptor y una pared reflectora se encuentran
dispuestos como se muestra en la figura.
Si la velocidad del sonido en el aire
es: ¢ = 344m/s, se quiere saber:

¢para qué frecuencias de emisidn el

’ ’ receptor escuchari el sonido con
qvéﬁ maxima amplitud?
\II
F R
T
8m
Geometria: La diferencia entre el sonido direc
. to y el reflejado en la pared es:
D =16 - 8§ = 8&n
c
S
F 4 4 R

Para tener inteferencia totalmente constructiva &sta diferencia de ca

mino debe ser igual a un nimero entero de longitudes de onda, es decir:

D =nd, paran=1, 2

SR
Lo

2

luego, como: ¢ = Av, la frecuencia de emisidn debe ser:

v =<§ = 5E?H-= BEA n = é%i n = 43n Hz, paran-=1, 2, 3, ...
c e
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17.

Dos fuentes de onda ubicadas en los puntos de coordenadas (-a, 0) y
(a, U), emiten simultZneamente ondas senoidales iguales que se des-

plazan exclusivamente hacia la derecha sobre el eje horizontal x.

Expresar analiticamente cada una de las ondas emitidas y, por super

posicidn de ambas, encontrar la onda resultante.

Analizar la interferencia en cada regidn por que se quiere determinar:
.

ipara qué valores de la distancia "a" la onda resultante serd siem-—

pre cero, en todo punto y en todo instante?

En el sistema de referencia mostrado, las ecuaciones de las ondas emi
tidas que viajan hacia la derecha, serzn:

- para Fi (-a, 0) = y; =Asen| k(x +2) - wt]
- para F: (a, 0) = y2 =Asen[ k(x - a) - wt)]

Se tienen tres regiones de estudio, para: x <-a, —a <x <a y X >a.

La superposicidn de yi1 e y: en cada una de estas regiones sera:

- para, x < a:

No hay ninguna onda, por lo tanto: y = 0
- para, — a < X < a:

Solo hay una onda, por lo tanto: y =y = y = Asen| k(x+a)- wt]
- para x > a:

Yy =y +y: = A{sen [k(x+a)-wt ] + sen [ k(x-a) - wt]}

Aplicando la relacidn trigonométrica suma:

sena + senf = 2cos (uz—BJ sen ( &Z—B)
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se tiene:

y = 2A cos ka . sen (kx - wt)

Analicemos ahorz en cada regidn la interferencia para determinar los

valores pedidos de "a". Esto es:

- Para, x < a:

n m_n

Como: y = 0, independiente de "a'",para cualquier valor de "a se
tendrd que y = 0.
- Para, -a <x < a:
Como no hay interferencia, solo hay una onda vi, no existirZ ningin
non

valor "a" que pueda hacer que siempre v = 0.

- Para, x > a:

Como: y = 24 cos ka sen(kx - wt), serd cero cuando:

o

T T A -
n 7, para: n = Vi3 Dy

cos ka=0=%ka =n 7 a=n T

Para &stos valores de "a'", para todo t v toda x(>a), se tendra que

y = 0.
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Encontrar la interferencia de dos ondas armdnicas ¥ y ¥: que solo di

fieren en fase, con valores ¢ y ¢ respectivamente.

Las ecuaciones de estas ondas seran:

¥, = A sen(kx - wt — ¢;) y v, = Asen(kx - wt - ¢2)
sumandolas:

Y=Y + Y% = A[sen(kx - wt — ¢ ) + sen(kx - wt - ¢é2]

Desarrollando el seno diferencia de dos Zngulos: o = kx — wt y B =09,

se tiene:
¥ = A [ sen(kx -wt) cosé; —cos(kx—wt)send; +sen(kx-wt)cos¢: —cos (kx-wt)seng: |
¥ =A{sen(kx-wt)| cosé; +cosé:] -cos(kx-wt)[ sends + senga] }

Utilizando las relaciones trigonométricas suma de cosenos y de senos

de 3Zngulos ¢& v ¢2, se tiene:

PRBHERLRIRaR] Re0R] EL%El‘)'COS( ¢1;¢: )]—cos(kx—utJ[2cos(¢]£¢=JSen(¢1;¢3)l
W=2AC05t£L%E?)[sen(kx—wt)cos( EI—12“—%—-)—cos(k:‘i—u.ﬂ:)s\'an( ﬁl-zéz )]

La expresidn entre paréntesis corresponde al seno diferencia de dos

angulos: (kx - t) vy (%93— ), luego, finalmente queda:
U = 2Acos EL—%—Ql-) sen [ kx — wt - ( EL—%-QL )]

&1 + &2
( 2

Esta es una onda armdnica con fase ¢ = ) y amplitud

B=2Acos(¥).

Compare este resultado con el obtenido en el item 11.6, donde obtuvi

mos el mismo resultado considerando ¢9 = ¢ y é2 = 0, esto es:

o1 - ¢2 = ¢ y ¢ + ¢2 = 9.

388



19.

Encontrar la interferencia de dos ondas armdnicas ¥, y ¥2 que se pro
pagan en un medio eldstico en la misma direccidn y sentido, teniendo
diferentes amplitudes A # A: y diferentes fases & # 62, con todos

sus demas parametros iguales, es decir: ¢y = c2 =¢, ki =k =k y

w = w =w . Mostrar que en este caso nunca podrd tenerse interferen

cia totalmente destructiva.

Sean las ecuaciones de estas dos ondas:

¥, = A sen(kx - wt — &) y Y2 = Arzsen (kx - wt - ¢2)
sumandolas:
V=9 + ¥ =4 sen(kx — wt - ¢ ) + A, sen(kx — wt - d2)

desarrollando el seno diferencia de dos angulos:

- P

a =kx —wt y B=¢ O ¢, se tiene:

RS
I

¥=(A cosd)+A: cosér )sen(kx-wt) - (A sen¢; + A seng: )cos(kx - wt)
Escribiendo las cantidades entre paréntesis por:

a = A cosédy + Azcos¢: v b = A5 sené; + A:seng:
queda:
Y = a sen ka - wt) - b cos (kx - wt)

Y, definiendo dos nuevas constantes B y © por intermedio de las si-

guientes relaciones:

B cos © = Ajcos ¢ + Azcos ¢2 a

b

B sen 0 Ay sen ¢1 + Az sen o2

Se tiene un sistema de dos ecuaciones con dos incdgnitas que podemos

resolver, mis facil, geométricamente mediante un tridngulo rectangulo,

A1 [ sen(kx—wt)cosér —cos (kx-wt)seno; ] +4:2[ sen(kx-wt) cosdz —cos (kx-wt) sendz ]

esto es:
B= \fa=+ b*= \/(A: cos ¢ +A2 cosda )2 +( Ay sen¢; +A2 seng: )2
B _b _ Aisen ¢ + Arxsen ¢:
b tg 8 a Aicos ¢n + Axcos ¢2
6
a
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Desarrollando se obtiene:

.|

[vs]
1

2 2 2 - )
JA:(sen2¢1cos“¢1)+A:(sen2¢:+cos'¢:)+2A1Az(c05¢1cos¢z+sen¢:sen¢;)

1

B = \/Af + AD + 2A1 A2 cos($i- 62)

aveE & A; send; + A» send:
g A1 cos¢r + Axcosg¢:

¥y B=

Luego, retomando la ecuacidn del movimiento, con estas constantes que
da:

w
b

il

B cos @ cos (kx - wt) + Bsenfsen(kx - wt)

Y B[ cos (kx — wt)cos © + sen (kx - wt) sen 0 ]

1l

Entre corchetes tenenos el desarrollo del coseno diferencia de dos

angulos (kx - wt) v &, obteniéndose finalmente:
¥ = B cos (kx - wt - 0)

Resultado que nos describe un movimiento ondulatorio armdnico con am-—
plitud B y fase ©, valores arriba encontrados.

La interferencia totalmente destructiva se darid para B = 0, luego:

ATZ +A§ + ZA]A:COS (G:‘l_ ¢2) =0

Como: Af + A& > 0, se debe tener que: 2A Arcos(¢s - ¢2) < 0, esto im

plica que: cos(¢y —92) <0.
Si, cos(¢r - ¢2) = - 1, esto es:¢y - ¢2 = + n7m para n=1,3,5,..., se
tendra que:

A+ A -2 =0 = (A -M) =0=A =

Por lo tanto, nunca podrd tenerse interferencia totalmente destructi-
vasiA # A

Caso contrario se tendrad el problema anterior con Ay = A = Ay la in
terferencia totalmente destructiva se presenta para ¢ - ¢z = + nm,

con: mo= ls 35 Shaaa
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En un punto del espacio, digamos x = 0, pasan dos ondas de presidn:

p =Pcoswt y p: =P cos umt.

Encontrar analiticamente la interferencia resultante en el tiempo y
graficar el resultado. Si las ondas son sonoras, ;cOmo se denomina
al fenbmeno que se detecta auditivamente?

Analizar el caso particular de dos ondas iguales, es decir para w = w:,
encontrar la interferencia, graficar y (se detecta el mismo fendmeno

anterior?

Sumando las dos ondas en el punto x = 0, se tiene:

p=p +p: =P (cos wyt + cos wt)

y utilizando la ecuacidn trigonométrica de la suma de los cosenos de

dos Zngulos, se obtiene la interferencia resultante:

p = 2 Pcos %—(u:—u;)t.cos % (w+w2 )t = A(t).cos %—(m;+wz)t

Grafica:
A(

P
, 1 s -p(0)
N g \ A\
) /|
———
L t
N

Se presenta el fendmeno de "Pulsaciones",

Si: w1 =w2 = w, la interferencia resultante es:

p = 2P cos wt

Grafica:

No se presenta el fendmeno de pulsaciones. Se escucha un tono de fre

cuencia v = 2nw con amplitud doble 2P.
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21.

Una cuerda vibra de acuerdo a la ecuacidén dada en el S.I. de unidades:

o

sen (47nx) . cos ( % t)

<

]
(58]
w

Determinar la amplitud y velocidad de propagacidn de las ondas compo-

nentes cuya superposicidn puede dar lugar a esta vibraciém.
3

Ademas, para una particula de la cuerda en la posicidn x = 7 m encon-

o

; 1
trar su velocidad para t = 75 S-

Conforme hemos visto en el item 11.8, la ecuacidn dada corresponde a

una onda estacionaria de la forma:
y = 2A sen kx . cos wt

donde: A = 5% m, k = 4rrad/m , w = g-rad/s y las ondas componentes

que la conforman seran:

- - " I ax =X
yvi = Asen(kx - wt) = =55 sen(4wx - 3 t)
1 m
y2 = Asen(kx + wt) y2 = 3% sen(4nx + 3 t)
Luego, la amplitud es: A =‘§% m vy la velocidad de propagacidn:
_ow o on/3 1
€T XK T T I3 W/

Derivando y con respecto a t, esto es:

t)

g =-28 %vsen (4nx) sen (

W=

y reemplazando: x = % my t= % s, se obtendra el valor de la velo-

cidad de la particula:

—

v = - 8 = sen(4n % ) sen (-% ol ) = - % 7 sen( % w) sen ( % )

LnJ]:l

v=—§ (-1)(%)=%nm,’s.
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La frecuencia fundamental de vibracidn transversal de un alambre

acero flexible es de 50 cps.

16 gr.

Determinar la longitud de

de

La longitud del alambre es 4m y su masa

onda y la velocidad de propagacién de las

ondas transversales en el alambre. (CuZl es la fuerza gue tensiona
al alambre?

Se conoce:

- Frecuencia = 1y = 50 ¢fts (Hz)

- Masa = m=16gr =16 x 10 kg

- Longitud = L =4m

Podemos calcular la masa por unidad de longitud

p =

m

L

== }jé

x 107 = 4 x 10~ kg/me

Como se tienme una onda estacionaria gque vibra a la frecuencia funda-

mental, la longitud de onda correspondiente seré:

i/
=

=n % , para la fundamental n=1 se tiene:

——t -

Luego, la velocidad de propagacidn de las ondas es:

c

= M =

8 x 50 = 400 m/s

Finalmente, la tensidn en el alambre es:

c =

=

M

= T =%y = (400)% x 4 x 1072 = 64ON

o]
=]
LU%)



23.

Se tiene una cuerda estirada horizontalmente bajo una tensidn de &N,
con una masa por unidad de longitud de 0.0l kg/mt.

En uno de sus extremos actiia un vibrador que tiene un desplazamiento
transversal dado en metros por la ecuacidn: y = 0.1 sen 6t.

Encontrar la velocidad de propagacidon, frecuencia y longitud de onda.
Si el otro extremo de la cuerda esta fijo, ¢(cud@l es la ecuacidn del
movimiento resultante? y jcudl la ecuacidn del movimiento, funcidndel

tiempo, para un punto a 3m del vibrador?

La velocidad de propagacidn seri:

T _ 4 _ 7. S
¢ o= ,WE = "ETBT Va0U = 20 m/s

De la ecuacifn dada para el movimiento del vibrador su frecuencia an-

gular es: w = b rad/s y la frecuencia de exitacidn sera:

W 6

Yy = — = — =
i

2%

= |w

Pl
La onda se propaga con esta frecuencia, luego:
)
v = — Hz

Como: c = Av, la longitud de onda sera:

El movimiento resultante, por superposicidn, es una onda estacionaria

dada por:
y = 2A sen kx cos wt
donde: A = 0.1 k = 4 & 3. 0.3 rad/m w= 6 rad/s
bR Sl X 20a/3 10 O ¥
luego: y = 0.2 sen(0.3 x) . cos(6bt)
Para el punto x = 3m, se tendra: y = 0.2 sen 0.9 cos 6t.
= .__,l‘_§9_f__. - T o 1
0.9 rad 0.9 x g5 51.56° = 51°34

sen (0.9) = sen(51°34') = 0.7833

reemplazando: y = 0.2 x 0.7833 cos 6t.

1

y 0.1567 cos 6t.
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Se tiene una barra de cristal de cuarzo de 20cm de longitud, densidad
p = 2650 kg/m’ y médulo de Young Y = 7.9 x 10" N/m’.

Si se exita la barra produciendo ondas longitudinales estableci&ndose
el modo fundamental de vibracidn estacionaria con los dos extremos 1i
bres, encontrar la frecuencia fundamental. (COmo varia si se reduce a

la mitad la longitud de la barra?

Primero encontremos la velocidad de propagacidn de las ondas en el me

110
L [P = 5460 uls

Con ambos extremos libres, el modo fundamental se presenta para:

dio:

[g]
1l

L=Al2 1

—_t

luego, la longitud de onda es:

A =22 = 0.4m
y la frecuencia fundamental sera:

¢ 5460 _ )
I '—'6'"—4‘- 13,630 Hz

1

o=y & oWy o=

Si la longitud de la barra se reduce a la mitad, la frecuencia se du-

plicard, esta serd de 27,300 H.



Una cuerda de lm de longitud fija en un extremo a la pared y tensa
en posicidn horizontal, si se somete en el extremo opuesto a la pa

red a una vibracién de frecuencia 100Hz y amplitud 5cm, se genera

una onda senoidal con longitud de onda de 2 cm.

a)

b)

c)

d)

Encontrar la ecuacidn de la onda generada, ¢cuZl es su velocidad
de propagacidn en la cuerda? y ;cuZl es la ecuacidn de la onda re

flejada en el extremo fijo?

Encontrar la interferencia de ambas ondas y analizar el movimiento
resultante que se presenta en la cuerda, jculntos antinodos se for
maran?. Si se quiere obtener el modo fundamental de vibracidn, man
teniendo las mismas condiciones de la cuerda, ¢(cudl seriz la fre -

cuencia fundamental correspondiente?

Variando la condicidn en la cuerda cuadruplicando la tensidn, bajo
la misma frecuencia de 100 Hz, (si se forma onda estacionaria en

dicha cuerda, de lm, (cu@ntos antinodos se presentarin?

Si solo se duplica la tensidn, manteniendo la misma frecuencia de
exitacidn de 100Hz, ;para cuZles longitudes de cuerda se formarian

los diferentes modo de onda estacionaria?

a)

b)

396

Se conoce: £ = lm = 100cm, v = 100Hz, & = 5cm y X = 20cm.

Para onda senoidal: y = A sen (kx - wt) .;SEL_____%
27

= 27 M 1
i WE i _ - ; = 27y = 27 = o
Se tiene: k = 70 o & Yy 2av 27100 200% rad/s

luego, la ecuacibn es: b e 5 sen ( T%—x - 200 wt)

con velocidad de propagacibn: ¢ = — = jv = 20 x 100 = 2000 cm/s

i
k
y, la onda reflejada serda: y: = 5 sen ( f% x + 2007t)
Interferencia: y=y1 + y» = 10cos(20unt) senGT% x)

Se tiene una onda estacionaria.
= : A 2 100
Nimero de antinodos: nm= =22 = n = =

2 M2 20/2

Es decir, 10 antinodos,con 1l nodos incluendo los extremos.

10

Modo fundamental,para n = 1, la longitud de onda sera:

%—=2=m=2x100=200m



c)

d)

y la frecuencia: Mvi = ¢ = =——=—— = 10 Hz

Si se cuadruplica la tensidn, la velocidad de propagacifn sera:

c' = WEE =2 ¢-§ = 2c = 2 x 2000= 4000 cm/s y la longitud de onda,

para la frecuencia de 100Hz, sera:

. &' _ 4000
A=y T
El ni d tinodos, en este caso, Seran: n lr= L= n=‘j;——'=}_9'=5
nimero de an > ) » A g AVlZ H0f2

Se tiene 5 antinodos, con 6 nodos incluyendo ambos extremos.

QQ?Q;;l$

AT T

s ~ ’ pY
\ i S 4 1Y d
— e ~——

A A A

Si se duplica la tensidn, la velocidad de propagacidn es:
[2T T
=T L SR TR . Sy i
c Vou r é

y la longitud de onda, para v = 100 Hz, sera:

wo_ St 27 2000 _
A= =5 o = 20 V2 cn.

La longitud de la cuerda, para onda estacionaria, deber2 ser:

= A 2002
,—1'12 = 2

V2" x 2000 em/s

n lOkG1 cm, paran=1, 2, 3, ... .

397



Se tiene una onda estacionaria en una cuerda, descrita por la ecuacidn:
y = A cos k x sen wt

Una pulga de masa m se encuentra parada sobre la cuerda entre dos no-
dos consecutivos intermedios, sin contar los extremos, entre el 22 vy
el 32 y en un punto ubicado a una distancia A/3 del primero de ellos.
¢Cu2l es la fuerza con la cual debe sujetarse la pulga para que no sal

ga disparada de la cuerda?

Yi
ﬂ; i o~ —~ -~
// \\ / \\ // 2\ // \
S
A F \ N/ N\ N/ : v 7 X
2 i N
0 ¥ \J N/ 1I.|P \f -3
A 1 AN
\\ ’ \\ ;% . 7 /
i \ 2 RN A N D
\ Y N / N\ b 4 % /
S| " S o N ~s -

—M—
h—
b-—

Como la pulga se encuentra entre el 22 y el 3% nodo intermedio, por lo
menos debemos tener 3 nodos intermedios y, por lo tanto, el nodo de vi
bracidén deber3d corresponder para: n > 4. En la figura se ha dibujado
La distancia de la pulga al origen de coordenadas es:

_ A&
xp = i + 373 A

Luego, la ecuacidn del movimiento correspondiente a &ste punto P,reem

para n = 4,

plazado el valor de xp

y

27

Como: k =-K = kA =

y = A cos(2m + 3% )
y finalmente queda la

y:

en la ecuacidn dada, sera:

A cos k (A + % ) sen wt

2m, reemplazando:

sen wt = A cos 2% sen wt = A ( - % )sen wt

ecuacidn:

t
7 sen w



Derivando podemos obtener la velocidad y aceleracidn transversal a

la cuerda en ese punto P, esto es:

. A

y = i E’ weos wt

T
2

De acuerdo a la Ley de Newton, la fuerza F sobre una masa m con esta

aceleracion es:

2
A muw sen wt

Por lo tanto, la pulga deberd sujetar con una fuerza por lo menos igual

en este valor, es decir:
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27,

Dos ondas longitudinalessenoidales iguales que viajan en sentidos con
trarios, estan representadas por el desplazamiento longitudinal de

las particulas alrededor de su posicidn de equilibrio:
y1 = A sen(kx - wt) s y2 = A sen (kx + wt)

Al interferir, se tiene una onda estacionaria, como se obtuvo en el
item 11.8

y = 2A cos wt sen kx

Determinar, en este movimiento, la velocidad de las particulas y en-
contrar la correspondiente onda estacionaria de presidn sonora. Lue
g0, para un instante particular dado T, graficar el desplazamiento vy,
la velocidad v y la presién p. Comprobar que en los puntos del espa
cio donde ocurren nodos de desplazamiento y velocidad, se tienen anti

nodos de presidn.

La velocidad de las particulas en el movimiento resultante estaciona

rio, sera:

ar

v = *%-= - 2A w sen wt kx

(=%

Como vimos en el item 11.3, la presidn esta relacionada con la compre

sion volumétrica y la deformacidn por:

- 2y
=By
Luego, se tiene:
p=-2B Ak cos wt cos kx

Los graficos pedidos para un instante t = T, son:

(siguiente pag.)
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TTJ(k rlfk 3“{} -
v
A N/;A\;q A N/ ,
m/k gjﬁ\\\\hd//,//3ﬁ/k
k
P

YA NEAN

=l
-..__‘.

27fk 3m/k

Recomendacidn: Compare estos resultados con los obtenidos en el pro-

blema N2 14 para una onda viajera.

401



28. Una onda senoidal amortiguada dada por:
yi = A e Bt gsen (kx - wt)

interfiere con otra igual pero que viaja en sentido contrario. Encon

trar y analizar el movimiento resultante. Graficar:

. . _ T
a) yvs ..t , para : x T
b) y vs .. x , para : t=2—;
Sumando ambas ondas (y1 e y2):
yi = Ae_at sen (kx - wt)
Bt

y2 = Ae " sen (kx + wt)

y=yv1 + vy = Ae_st [ sen(kx - wt) + sen (kx + wt)]
Desarrollando la suma de sencsde dos Zngulos:

-Bt

y = 2Ae cos wt sen kx

Se tiene un Movimiento Estacionario Amortiguado.
Grizficas pedidas:

a) Pera: x = 2—}“\ = yu= 28e Pt cos wt

"t‘ .Al’Z.-ZAe ~B¢
24 \ ‘_ y 2Ae " “coswt

T[' 2 4 """--._..-5":—_.-..—--—-
9 \y Tr/’w\g_/w’ LW t

B T L
. _.,.-._‘L_}Ae
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b) Para t = 2n
w
¥

e—lefm T

e

E—BZ“ML I
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29. Encontrar la ecuacidn del movimiento de todos los puntos de una barra

con un extremo fijo empotrado y el otro libre en voladizo, si al exi-

tarla se forma una onda estacionaria longitudinal de frecuencia mini-

ma y para t = 0 el desplazamiento del extremo libre es maximo positi-

vo de valor A.

A
LEF

Si la frecuencia es minima, la barra

vibra en el modo fundamental y  se

tiene un antinodo en el extremo li-

bre y un nodo en el empotrado, luego:
2% 25 T

}\= ] . E e—  e—
Lo @=Ly k= "Esgr = 3¢

Como la amplitud de la onda estacionaria es igual a A y de desplaza-

miento positivo para t

LF(x,t)

Comprobacifn, para x = L

*(L,0)

404

= 0, la ecuacidn correspondiente sera:

i
A sen ( T ¥) cos wt

t = 0, se tiene




30. EI1 nivel de agua en un tubo vertical de un metro de longitud puede va
riarse a voluntad. Un diapasén de 686 vibracionmes por segundo se co-
loca sobre el extremo abiertoc del tubo. Al vibrar, ;a qué niveles de
agua se presentarad resonancia?,

Considere que para una temperatura ambiente de 20°C la velocidad del

sonido en el aire es aproximadamente 343 m/s (ver tabla AI.l).

Como se tiene una columna de aire en
un tubo abilerto en un extremo y ce-
W’ rrado en el otro, se presentard la

resonancia de un cuarto de longitud

s

de onda 2 igual frecuencia gque el

Im diapasdn, es decir, cuando:

Woem— g 0= 2030,

FTITFTTZ LIS

reemplazando los valores de ¢ y V, se obtiene:

(V%]

43
= g

h
]
=~|o
|

NN

o

Pero, adem3s, estamos limitados a que £ no pase de lm, o sea, en este

tubo se presentari resonancia para:

o]
|
=]

3 7
3"8_: E

H] H]

oo~

L = 0.125, 0.375, 0.625, 0.875, Ilm
NOTA: Es importante advertir que en la pri3ctica los valores medidos de

% son diferentes a los arriba encontrados porque para los extremos hay

que tenmer en cuenta un factor de correccidn.
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Esta correccidn de borde se debe a la expansidn esférica de la onda
aclistica plana reflejada en el extremo abierto del tubo.

La longitud efectiva de la columna de aire resonante es igual a la
longitud de aire existente m&s la correccidn. Para encontrala se de
be proceder experimentalmente en cada caso, sin embargo, para tubos

cilindricos de diametro d, se puede considerar aproximadamente e=0.3d.

(ver tambi&n el problema siguiente N2 31).
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31. Un tubo abierto en un extremo y cerrado en el otro por nivel de agua
se emplea para encontrar, por resonancia, la frecuencia de un diapa-
sdén. Si la primera resonancia se presentz cuando la longitud de la
columna de aire es 9.5cm y la segunda cuando es 34.5cm.,icudl es la
frecuencia del diapasdn?,Ademds, determinar el factor de correccidn

de extremo para este tubo.

Nota: resolver primero el problema anterior N2 30.

Las longitudes de la columna de
aire m3s el factor de correccidn

de extremo es igual a 1/4 X y 3/4 )

. jj - respectivamente para el 1% y 22 Modo.
9.5em
l I Y, la diferencia entre dos extremos
7%, 34 . 5cm es igual a 1/2 ). Luego, se tiene:
=2
‘ 9.5+ e = 7
= "
34,5 +e = %-A
P TS VI T T TR TTTTTT
12 Modo 22 Modo
Al 30/4
Restando: (34.5 + e) - (9.5 + &) = 5
A A
34.5 - 9.5 = s e 25 = 7 T A= 50 em = 0.5m
c _ 343 _
Como: Av=c= v = X 0.5 686 Hz

Observe que para determinar vy no es necesario conocer e, Sin embargo,
conociendo ) podemos fZcilmente determinar e utilizando cualquiera de

los dos modos, es decir:

-é%- 9.5 = 12.5 - 9.5 = 3.0 em

e=7-9.5=
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Tambi&n es importante resaltar que si ignoramos el factor de correc-

cidén nos puede conducir a un error, si consideramos:

N
i

9.5 = X = 38cm ( Este valor no es correcto)

= —=_ = 902.063 Hz (Esta no es la frecuencia del diapason)
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Se dispone de un diapasdn de frecuencia v = 440 Hz y se quiere fabri-
car dos cajas yue resuenen en sus modos fundamentales, una con ambos
extremos abiertos y la otra con un extremo abierto y el otro cerrado.
Determinar las longitudes de las dos cajas resonantes, e indicar gra
ficamente donde tienen los respectivos nodos y antinodos de presidn.

Considerar la velocidad del sonido en el aire; c = 343 m/s.

La longitud X de la onda es:

c=v= A=%=323=0.78 m

|

~

Para el tubo con ambos extremos abiertos se presenta resonancia de
media longitud de onda. Luego, para el modo fundamental n = 1,

se tiene:

o
43
/

L=%=0'7 = 0.39m y N

-
—

L = 0.39m

. Para el tubo con un extremo abierto y el otro cerrado se presenta
resonancia de un cuarto de longitud de onda. Luego, para el modo

fundamentzl n = 1, se tiene:

0.195m

A 0.78
L=%" %
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353,

Un tubo de longitud & con ambos extremos abiertos esta resonando a la
frecuencia v en un modo con n=3.

Esta perturbacidn exita a otro tubo de longitud L = 1.5f que tiene un
extremo abierto y el otro cerrado.

Determinar si el segundo tubo también resonara y para cual modo.

Hemos visto que para un tubo con ambos extremos abiertos se presenta

la resonancia de media longitud de onda. Luego, para el primer tubo

esto es:

£ =n &% $ o ) 7 I LU,
o bien,

2 =n 33; s n=1,2,3,...

paran =3 'y vs =y, queda:

Para un tubo con un extremo abierto y el otro cerrado se presenta la
resonancia de un cuarto de longitud de onda. Luego, para el segundo

tubo esto es:

A
b =mer— 5 m= iy 305 e
4
o bien,
o e 4 miE Xy 35 3y e
4v
m
_ 3
Para L = 1.52 =3 £ 'y v =v, queda:
TR SRR
ARy THERE

igualando las dos expresiones obtenidas de £, como la velocidad de
propagacidn en el aire c es la misma, se tiene:

=
3w—m"-“— m=9

Al obtenerse que m es un nimero entero e impar, el segundo tubo tam-

bi&n resonarZ, justamente en el modo correspondiente a m = 9.
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34. Al colocar una fuence sonora en la parte superior de un pozo vacio
se produce resonancia y una persona que baja con velocidad v dejz de
escuchar sonido cada t segundos. Si al descender encuentra m puntos
donde no escucha sonido, (cuZl es la frecuencia del parlante? y ;cudl

la profundidad del pozo?

La distancia que recorre entre dos

nodos es: d = vt y la separacifdn

>

7 /977777777 LA TIIITTTT entre dos nodos consecutivos en re
5 Y
o 2 g lacidén a la longitud de onda es:
S s
i 7" ? a= 2
; j luego, igualando, se tiene que:
o 2 A ; %=vt \
7 4 F= vt == 2wt
H A Y . 7
2 Ny
2 ; adem3s, como: Av=c, la frecuencia
' A
X 7 AV sera:
1 Y
A "R ve S o
2 4N y 2vt
4 v
1 v
/
- e 4 {
i A s

Esta es la frecuencia del parlante.

La profundidad del pozo, como detecta m nodos al descender, serz:

1

A, A 1
H=mn3+g= (m+2)

| >

reemplazando el valor de ), arriba encontrado, se obtiene:

H = vt (m+%)
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35.

En un corredor de longitud L v cerrado en ambos extremos, mediante un
parlante se exitd aclisticamente produciéndose un modo de vibracidn a

la frecuencia de 120 Hz y se presentaron, a parte de los extremos,

6 antinodos intermedios de presién sonora.

No disponiéndose de cinta métrica, con estos datos aclisticos determi-
nar la longitud L del corredor. Se conoce la velocidad del sonido en

el aire: c = 343 m/s.

La longitud de onda es:

sy =y o= &2 343 - A
c =\ X = o 170 2,858 m = 1.429 m

B >

Como se han detectado 6 antinodos intermedios y en los extremos, por
tener cerrado el corredor ambos extremos, la distribucidn de presidn

sonora |P| en la longitud L, sera:

¥

En total se tienen 8 antinodos y 7 nodos, luego el modo que se presen

ta es para n = 7 y por lo tanto la longitud del corredor sera:

L:n’z‘—=7x 1.329 = 10.00m
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3b.

En la figura se muestra una cuerda de masa y por metro lineal y lon-
gitud L. Determinar la tensidén T de la cuerda para que vibre en el mo
do fundamental con una nota particular de frecuencia V. Y, encontra

la ecuacidn de la onda estacionaria v de las dos ondas que la forman.

Ademd3s, si se trata de una cuerda de guitarra, (cuizl debe ser laz sepa
racion entre ''trastes' para que vibre con frecuencias que estan rela-

cionadas linealmente, en forma sucesiva, por un nimerc "a"?. Esto es,

para frecuencias: Wi = av, V» = awu, W = awn,...,V, = av. ;-
L L L
Ll 1

N

00 0 0 n
T/ 2 (s e

Para el modo fundamental se tiene que:

A
(R = 2
5. 5 A L

y como: Cc = Av = ¢

i,

28v

adem3s, c = luego, la tensién en la cuerda sera:

28w =

S

= T = 482
La ecuacifén de onda estacionaria es de la forma:
y = 2A sen kX . cos wt

2% o2y ¥
A 2% L

]

Como: k y w = 2w , queda:

1}

y 24 sen ( % x). cos (2mvt)

y las ondas que la forman seran:

y1 = A sen ( % x — 2mvt) e y: = A sen ( %- x + 2mvt)



Determinacién de la separacidén entre trastes.
- Para v :

Para v encontramos que: ¢ = 2%v,

Puesto que T y p no cambian, es de

R 2 - cir a igual c, en forma similar po
N N A demos encontrar para vy que:
+ I + 5 + c=2Lv.
igualando, se tienen: 2% v; =28y = §; = .?.%
1
§ s v L
con la condicidn: vy =2v, queda: L= £ = =
av a
= 5 _ L Li: . %
Luego, la separacidén s; serd: s, = f_4; = £ - g (1 - z) A {a=1)

- Para va2:

En forma similar se tiene la relacién:

202v2 = 2w = L o= N 5—‘
2o e Vy %
con la cendicidn : v2 = avi, queda: £ =1, = o=
av, a
Luego , la separacidn s: sera:
L i 1 [
S, =4 = 8, =8 == == 1 - = == (a -1
1 2 =4 = - ( =% Wi ( )
L . L
y como: f1 = — , se obtiene que: s = P (a - 1)

- Procediendo asi sucesivamente se obtendra:

£
Ca = )5 s enann ...,5n=—n~(a-l)
a
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37.

Un hilo de aluminio de longitud & = 60cm y de seccidn transversal de
10~*cm® , estd unido a un hilo de acero de la misma seccidn pero de lon
gitud £2 = 88.8 cm. A uno de los extremos del hilo compuesto se le
fija a una pered y al otro extremo libre se le tira con una fuerza

de 100N.

Mediante una fuente externa de frecuencia variable se producen en el
hilo ondas transversales. Encontrar la frecuencia m3s baja para la
cual se forman ondas estacionarias de modo tal que el punto de unién

de los dos hilos sea un nodo.

Sabemos que la frecuencia para ondas estacionarias en una cuerda, con

nodos en ambos extremos, es:

Lo}
= |3

Luego, como el punto de unidn es un nodo y la tensidn T es la misma,

para cada hilo se tiene:

- 2luminio - acero
n [T T2 T
= —_— —_— VvV = Eou
¥ 28 Vo 282 V ua

e igualando queda:

S [ T i N2
28 1 28 \,; Uz
Liy/ m L2 V2

La masa p por unidad de longitud, en funcidn de la densidad p y 1la

seccién s, es:

y reemplazando en la igualdad obtenida, se tiene:

jat} = na - n_uver _ L lg
Livm L2 +/p; = L2 v/ L2 \ o2

Las longitudes son conocidas y las densidades las obtenemos de la ta
bla A.I.3.



- aluminio

- acero
21 = 60 cm = 0.6m 22 = 88.8cm = 0.888n
cr = 2700kg/m’ = 2.7gr/cm’ g2 = 7700kg/m® = 7.7gr/cm’

reemplazando estos valores se obtiene que:

0y . B0 275
n, 88.8 7 :
Como se pide para la frecuencia mé&s baja, tenemos que buscar los meno

res valores de m; y m: cuyo cociente de justamente 0,4. Esto es:

n1=2

Luego, para encontrar la menor frecuencia que produce nodo en la unidn,
reemplazando en cualquiera de las dos expresiones, aluminio o acero,
se obtiene:

ny T _ 2 100
24 pis 2x0.6 2700 x 10°°

= 320.75 Hz
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3. Al efectuar un aniZlisis espectral de frecuencias en las ondas estacio
narias producidas en la columna de aire al interior de un cierto tubo

se obtiene la siguiente curva:

AL(db)

499 1501 2502 3498 v (Hz)

a) Determinar si el tubo tiene: ambos extremos abiertos, ambos extre
mos cerrados o un extremo abierto y el otro cerrado.
b) Si la velocidad del sonido en el aire es 343 m/s, encontrar la lon

gitud del tubo.

. Para ambos extremos abiertos o ambos cerrados se tiene que:

Ay
3!
n

% , paran =1, 2, 3, 4 .....

por lo tanto:

2 Yl B B cesvas

Para un extremo abierto y el otro cerrado se tiene que:

v

n_n i,paran=l, 3y Dy Ty emun

Por lo tanto:

|

1, 3, 5,7 ....
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Luego, tomando las frecuencias del espectro y dividiendolas entre la

primera vi = 499 Hz, se obtiene:

499 _

499

1501 _ g

299 - 3.008 3

2502 . &
—4@ = 5,014 2

3498 _ s

799 = 7.010 7

Por lo tanto, como: n =1, 3, 5, 7, ... el tubo es semiabierto, es

decir, un extremo abierto y el otro cerrado.
Para calcular la longitud del tubo, tomemos n = l:

e T o e
L La % AW

reemplazando valores se obtiene:

g = = 0.172m = 17.2cm

4 x 499
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3.,

La frecuencia del pito de una locomotora es de 500 Hz.

Determinar la frecuencia del sonido escuchado por una persona en
estacidn si el tren se esta moviende con una velocidad de 72km/h,
a) acercidndose y b) alejindose de la estacidn.

Considerar como velocidad del sonido: ¢ = 343 m/s.

la

La velocidad de la fuente es:

Ve = 72 km/h + 3.6 = 20 m/s

a) Cuando el trem se acerca:

o waf et § e f =S y =500 =343 . 539 96 He,
g e = i
1 vfz"c ¢ - Vg 343-20
La frecuencia aumenta v' > v .,
b) Cuando el tren se aleja:
P om gl ——te— ) e S ) = 500 —2RR w7245 B
l+vffc c+vf 343+20

i R P 1
La frecuencia disminuye v < v.
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Una cinta transportadora de paquetes se mueve a velocidad constante
de 330 metros por minuto. En uno de los extremos se encuentra de pie
una persona, Felix, colocando paquetes sobre la cinta a razén de 15

paquetes por minuto y en el otro extremo, Ramdn, recibe los paquetes.

Encontrar la frecuencia de recepcidn de paquetes cuando uno de ellos
camina con una velocidad de 30 metros por minuto paralelamente a la

cinta.

La situacidn descrita es una similitud de lo que acontece en el efec

to Doppler.
i

-

L — I3

Analicemos los diferentes casos:

. Cuando ambos estan quietos.
Los paquetes se colocan con frecuencias v = 15p/min.
Los paquetes viajan con una velocidad ¢ = 330m/min y separados entre

ellos una distancia:

(e 330
A= T
y la frecuencia de recepcién también es v = 15 p/min.

. Felix camina y Ramdn permanece en reposo.

. oy c - 330 - 35 .
si se acerca: v = v( c—vf> = 15 (———-—330 —30 ) =15 (—30) 16.50p/min .
: . . | c - 330 - 33 o s

si se aleja : v = v( c+vf> 15 (——-330 T30 )= 15( 3% )=13.75p/min.
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. Rambn cawina y Felix permanece en reposo:

ctv
. r r . ..,330 + 30, .., 36 . .
si se acerca: v =v( 2 ) =15¢ 730 )=15( 33 )" 16.36 p/min.
Ve 330-30 30
1 . . '1= = = =]15( — = 4 ]
si se aleja : v =vu( e ) =15¢ 330 )=15( 33) 13.64 p/min.
. Cuando ambos caminan:
ct+v
, o £y .., 330430
acercandose: v =V (C_Vf)—la( 330= 30) 15( ) 18 p/min.
c-v
B ey £y e, 330-30 \ .. 30, _ .
alejandose : v =v ( *Vf) =15( 335530 )=15 Gg) = 12.5 p/min.
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41.

Una persona se encuentra perpendicularmente a una distancia A de una
linea férrea, por ésta linea viene un tren a velocidad constante v
y tocando una sirena de frecuencia v. Determinar la frecuencia que

escucha la persona en los siguientes casos, en los instantes cuando:

a) El tren estd acercandose y se encuentra en un punto distante

28/ /3 de &l.
b) .E1l tren se encuentra justo frente a &l.

c) El tren se estd alejando y se encuentra en un punto distante

28/+/3 de €l.

d) ¢Qué frecuencia escucha un nifio que se asoma por la ventanilla de

uno de los vagones del tren?

En el grdfico se muestra la situacidn geométrica planteada en el pro

blema.

v A3 A/V3 v
60%
s

/283

28/V3 N A

a) La velocidad de la fuente va directamente hacia el observador, en
el instante pedido, sera:
v

vf=vcos 60 . g

Luego, la frecuencia que escucha, en

ese instante, por el efecto Doppler

Ve ’C';"’I es:
A li \,Wl(._._l_)=\,1 (1—)
\\ | 1-vffc 1-v/2¢c
[
\\ | En este caso v > v', la frecuencia
\

& aumenta.
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b) En este caso, la velocidad de la fuente directamente hacia el ob
servador es cero Ve = 0. Luego, la frecuencia que escucha la

persona es la misma v' =v.

c) Este caso es similar al caso a), para alejindose y se tiene:

= g eV
Ve =V cOs 60° = 5
Vf/<;00‘~.\\\ Y
. " 1w __.-1'_. = _1_._,._..
I;" . v X 1+vf)’c 223 1+v,1’2::)
1’,
F
!I
/ v' < v = La frecuencia disminuye.
,f
;{
'

d) En el caso del nifo, la velocidad de la fuente respecto a &l es

nula, por lo tanto, escucha la frecuencia v.
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Una sirena que emite un sonido de 1000 Hz se aleja de un observador y
se aproxima a una pared con una velocidad de 10m/s.
iCu3l es la frecuencia que escucha el observador?

Considerar la velocidad de propagacién del. sonido: ¢ = 343 m/s.

El observador escucha dos frecuencias. La frecuenciz directa de la

fuente y la reflejada en la pared.

. Como la fuente se aleja del observador en reposo, la frecuencia di-

recta serd menor que la emitida y escuchara:

1 1
1+v./c ) = 1000 ( 10

1+ 33

v, = vli( ) = 971.63 Hz.

. Con respecto a la pared la fuente se acerca hacia ella, luego, la
frecuencia del sonido que le llega seri menor que la emitida y su

valor sera:

S N N
Ve TV (l - vffc & m ZO0Y - 10
343

) = 1030.03 Hz

El sonido reflejado en la pared que le llega al observador tiene

ésta frecuencia.
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43,

Un tren de ondas scvnoras, de frecuencia v y longitud de onda X, se
propaga horizontalmente hacia la derecha e incide, reflejandose en
una superficie plana que se encuentra perpendicularmente a la direc
cidn de propagacidn del tren de ondas y que se mueve hacia la izquier

da con velocidad vp

Encontrar la frecuencia y longitud de onda de las ondas reflejadas.
Para un observador que se encuentra en reposo a la izquierda de la su
perficie mdvil y que recepciona ambas ondas, la directa y la refleja-

da, iqué frecuencia percibe? y ;cu3l fendmeno se presenta?.

La pared se comporta primero como un receptor en movimiento acercin-
dose hacia la fuente en reposo y la frecuencia que recepciona, por

efecto Doppler, es:

c+ v
1 . . - ;
v o= v( = ), con: Vs 8 vp, se tiene:
e + vD
1
voo=v
(—2)

Luego la pared se convierte en un emisor en movimiento acercandose
hacia un observador cualquiera O que asumimos en reposo y situado a
la izquierda de la pared, y por efecto Doppler la frecuencia que re-

cibiré seri:

c :
= vt ( T ), con: V= vp, se tiene:
£
c
{ | S |
L S c - v )
P
Reemplazando la frecuencia-v', queda:
c %+ VD &
|l=
V(2 (—S—)
p
c+ v
L} R
¥ v( c-v )
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Como:yi = ¢ y v'"X" = ¢, la longitud de onda de la onda reflejada

sera:
c-c
u' c + Vv c+ v
v (—=F) P
c - vp

la reflejada, el receptor O escu

4

Cuando interfieren la onda directa v

chard una frecuencia promedio:
v+ "
2

Vg =

y se presentarda el fendmeno de pulsaciones, con frecuencia:
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44, Una fuente se acerca airectamente hacia un receptor con una velocidad
de 10m/s y cuando se encuentra a una distancia de 10m de &1 emite un

sonido con frecuencia de 10U Hz.

Encontrar en el punto de recepcién

\!_h_]

PR

las frecuencias de la onda directa
y de la onda reflejada en la pared
10m : lateral mostrada en la figura.;Qué
escuchard el receptor?.

Considerar como velocidad del soni

do en el aire: c = 343 m/s.

5'.""?‘[:1

. Geometria: Por efecto Doppler, fuente en movi-
miento:

. Onda directa.—

. 33 . 343
= 100 575775 = 100x 333

<
1l

! =100 x 1.03 = 103 Hz.

. Onda refleja.-

La velocidad del sonido hacia la
pared, en ese instante, es:

. T
Ve =V cos 60° = 10 x 7 =3 m/s

v la frecuencia de la onda que lle

ga al punto P de la pared es:

¢ .o 343 343
Vi =V, oy, "100 33375 =100 353

f

vz = 100 x 1.015 = 101.5 Hz.

Esta onda se refleja y llega al

receptor con igual frecuencia.
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Luego, el receptor escucha una frecuencia promedio:

- 1"
v : v: _ 103 +7101‘b = 102.25 Hz

pero es un sonido pulsante con frecuencia de pulsacidn:

vi — v: =103 - 101.5 = 1.5 Hz.

<
[}
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w

Un explorador pone su cido a tierra para detectar si su compafero de
expedicibn se acerca, el cu3l, en ese instante y a una distancia de
S5km empieza a golpear la tierra desplazandose hacia el receptor con
una velocidad de 50m/s. Después de 10 segundos el receptor ha perci
bido 500 frentes de onda.

Considérese que s6lo se percibe el sonido gue se propaga por la su-
perficie de la tierra a velocidad ¢p = 2500 m/s, y no el que se pro
paga por el aire. Determinar la frecuencia con la cual se emiten

los golpes. (Cul es la longitud de onda que se percibe?,

El primer frente de onda se percibirid despu&s de haber transcurrido

un tiempo t:

Luego, el receptor habri percibido los 500 frentes de onda en un inter

valo de tiempo t':
t' =10 -t =10- 2= 8s

y,por lo tanto, la frecuencia percibida v' seri:

Como la fuente se acerca, por efecto Doppler, se tiene que:

; 1

= 0y 1 - vaCT)

v

Luego, la frecuencia emitida v, sera:

50 4

n 49 5 o -
v =v'(l - vf!cT) = 62.5(1 - 7200 Y = 62550 ¢ 50 ) 61.25 Hz

Como: ¢, = A'v', la longitud de onda percibida A', es:

¢4 2500 _
v %25 0m
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4b.

Un estudiante situado a varios metros de una pared reflectora y lisa,
permanece en reposo tocando una flauta de 75 centImetros de longitud,
que emite un sonido en su tercer armbnico. Otro estudiante que esta
ba junto a &l, camina hacia la pared y escucha 8 pulsaciones por se-
gundo. Encontrar la velocidad con la cual el estudiante se acerca a

la pared.

En el 3er armdnico o modo, para un tubo con ambos extremos abiertos,

se tiene que:

A _ w2
L =3 ) A= 3 L
3 i
como: L = /5cm = 7™ la longitud de onda es:

2 3 = ~ i _
}\__sz A= = 0.,5m

La onda reflejada en la pared tiene la misma frecuencia, luego,para
el receptor hay dos fuentes en reposo que emiten con la frecuencia V.

Al caminar, por efecto Doppler, escuchar@ dos frecuencias diferentes:
1) La reflejada, acerci@ndose a la pared, con frecuencia Va > v:

c+ v

Vs W ) S G Ry ) =

= (c + Vr)

> |

2) La directa, alejandose del flautista, con frecuencia V; < V:

= e e B o o o =.l fgsnics
va = ( ) C(c v.d 5 (e vr)

Restando, tenemos la diferencia de frecuencias:

2 v
Vi = V2 = % [ (c + vr) - (c - Vr)l = =

Por otro lado, sabemos (item 11.6) que la frecuencia de las pulsa-
_ 2vr

ciones es: V_ =V, - V;, luego se tiene que: V
P y SHCE p A
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De aqui obtenemos la velocidad v_ del estudiante que
r

AW
o ik .
r 2
1 s
reemplazando: X = 3 m y \JB = 8 p.p.s., se obtiene:
r, ® 2 m/s

camina:



47,

Considere nuevamente el problema anterior (N2 46), pero ahora el pri
mer estudiante pulsa una cuerda tensa de 75 centimetros de longitud,
0.3 gramos de masa y vibra en su segundo arménico. El segundo estu-
diante camina a la misme velocidad encontrada de 2m/s y escucha, en
este caso, 16 pulsaciones por segundo. Determinar la tensidn de la
cuerda.

La velocidad de propagacidn del sonido en el aire es: c,6 = 343 m/s.

En el 2do. armdénico o modo, para una cuerda con ambos extremos fijos,

se tiene que:

Como: & = 75em = % m, la longitud de onda es:
s B <
A= e 0.75m

si llamamos c. a la velocidad de propagacidn la cuerda, la frecuencia
emitida sera:

Cc Cc

. 4
AV = ce N = 5 —-W—§Cc

Como hemos visto en el problema anterior se tienen dos frecuencias:

c.+ v
1) La reflejada: Vy = V ( = L) = (ca + vyp)
Ca Ca
e, =N W
2) La directa : V2 =V ( ) = — (c_ - v.)
(-_a Qa a r

Cuya diferencia es la frecuencia de las pulsaciones detectadas, esto

es:

. v
Up =V =V [(ey, + V) - (g - ve)l = 2vy —E;

reemplazando el valor arriba encontrado para la frecuencia emitida,

se tiene: .
v = Zvr i{!_é._c.c = E vr _C
P ey 3 Cy
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despejando c. queda:
< 4 %
Cc_SvCa
r
reemplazando: Up = 16 p.p .5, v, = 2 m/s vy c, = 343 m/s, se obtiene:
c w2 A2 343 = 3 x 343 = 1029 m/s
c 8 2

Por otro lado, para la velocidad de propagacion en la cuerda sabemos

_/1_/_;_
e T VT ° m/L

despejando la tensidén T y reemplazando los valores de e MY L, se

que:

obtiene:

(3]
Lad
B
yo
[=

[
'S
£
~
'

T = % c 3% (343)7 = 36 (343)* x 107* = 423.54N
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45.

Un submarino viaja con velocidad V directamente hacia un distante gru
po de peces que se mueven con velocidad media v. El submarino emite
un corto tren de ondas de frecuencia v y luego de un lapso de tiempo
At recepciona pulsaciones con frecuencia vp. Estas pulsaciones resul
tan de la interferencia de las ondas reflejadas por peces que se mue
ven en el mismo sentido que el submarino con las ondas reflejadas por
peces que se mueven en sentido contrario al del submarino. Si la ve-
locidad de propagacidn de las ondas en el agua es C, encontrar el va-

lor de v .
p

1) Para: - e
(submarino) (peces)

. primero, el submarino como emisor y los peces como receptor, se

tiene:

c-i—vr C+vr C+ v
Vy = V( ) ( ¥ Egfee—— § gl sogfet——p

c -V c c -V ' cC-V

)

Luego, los peces como fuente y el submarino como receptor, se

tiene:
"o g c ) &% vr)_(c+vr) Sr L C+HV il CTV) s C+V

Yii T Yoy c Tle-v = C—v

£ f

. C+vw C+N
o gl s
En este caso se obtiene: V' v ( — v) € C v )
2) Para: Y v
— —_—

(submarino) (peces)

. Primero, el submarino como emisor y los peces como receptor, se

tiene:
c-v c-v
» s Y oyl B il AW
Ve =l W= = sl o vi =v (o)
f f
. luego, los peces como fuente y el submarino como receptor, se
tiene:
ct+v c+v
e, 1 c b ' o oL, C+V__ C+V
v2=vz(c+vf)( c )=V2(c+vf) V:—V:( ) V( )( Civ )
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- En este caso se obtiene:

Finalmente, la frecuencia de las pulsaciones sera:

C+v C+V C+V C+V

CHwv

C-v

" " o_ e 07 _ C_—\J"_ o LN = Rl L8 sl iy
v el mo SZENE SN SRy 2 yet R - )
_ C+V 4Cv
up_(C—V)(C:_UZ)



Una fuente de sonido y un receptor se encuentran ambos en reposo y se
tiene viento que sopla en la direccidn directamente de la fuente ha-
cia el receptor con una velocidad constante U. Si la fuente emite on
das sonoras de frecuencia Vv, determinar la frecuencia V' percibida por
el receptor. (Como se modifica si el viento sopla en sentido contrario,

del receptor a la fuente?

Si la fuente emite ondas sonoras de frecuencia v los frentes de onda
estan espaciadas por una longitud de onda ) y se propagan en el medio,
si no hay viento, con una velocidad c. Estas cantidades estdn relacio

nadas por: vi = c.

Si hay viento hacia el receptor, este arrastrarZ los frentes de onda
hacia €l y recibiri un mayor nimero de frentes por unidad de tiempo,
por lo tanto, escucharZ un tono m@s agudo. El nimero de frente de on
das adicionales por unidad de tiempo, es decir, el aumento de frecuen
cia Av que se producird estard dada por la relacidn: avi = U,

Sumando ambas relaciones, esto es:

Vi = ¢
(+) = (v + dv)x = c+ U
dva = U
La frecuencia que escucha el receptor es: v' = v + Av, luego se tiene

que:

Dividiendo las relaciones obtenidas, con viento y sin 8l, se obtiene:

v'Ai=c+ U N o v'_c+u
() e
v A =c¢c
Finalmente v' sera:
. c+ U U
= —_—— = - —_ %
v v ( = ) =v (1 = )

Si el viento sopla en sentido contrario, se recepcionarin menos fren-
tes de onda por unidad de tiempo y el tono escuchado serZ mds grave.
En este caso la frecuencia v' sera:

w! = E_%_Q ) = w(l -

nle
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50.

Para medir la velocidad del viento en un tubo se coloca en un extremo
una fuente de sonido y en el otro extremo un receptor.

Si la frecuencia emitida es v = b86 Hz y la frecuencia recepcionada
v' = 678 Hz, encontrar la direccidn y magnitud de la velocidad U que
tendrZ el aire en el tubo.

Nota: resolver primero el problema anterior N°49.

Como: v' = 678 Hz < v = 636 Hz, el viento sopla del receptor hacia la
fuente.

En el problema anterior hemos encontrado gque:
U
' = —_ =
v v (1 Pl

despejando U, se tiene:

)

a L. Rl
U= c¢c(l - v ) c (

v

reemplazando los valores dados y tomando ¢ = 343 m/s, queda:

U = 343 ( éﬁégéggzg )=4 m/s
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51. Hodificar las expresiones de Doppler para tomar cuenta cuando el zire
se mueve con velocidad constante U a lo largo de la linea que une al
receptor con la fuente.

Recomendacidn: resolver primero el problema N2 49.

Cuando se mueven simultaneamente el receptor y la fuente, para U=0,

las expresiones encontradas para el efecto Doppler son:

C+Vr
Acercandose: v! = v

5 8 (C—V,.)

£

C=— v

= r
. Alejandose : W' W — )

e T

£
'S

Si ahora, adem3s, el medio material, azire, se mueve con una velocidad
constante U a lo largo de la linea que une al receptor con la fuente,

la velocidad de propagacidn del sonido que se tiene gue considerzr ser:

¢ =ct+U

Con signo, cuando el aire se mueve en sentido de:

U

(+) mas, de Fuente a Receptor = L, —,
F (+) R

u
(-) menos,de Receptor a Fuente = ,—,
F (-)R

Luego, las expresiones pedidas para el efecto Doppler en este caso,

seran:
c' + v,
Acercandose : v' = v ( )
c -
f
c' - vr
. Alejand v o= e
jandose v v ( ™ v )
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Se tienen dos ondas, expresadas vectorialmente por:
y=Acos(kx -wt) 3 , z =3B cos(kx - wt)k

Encontrar la interferencia de ambas ondas y analizar el movimiento re

sultante.

Se tienen dos ondas iguales que se propagan en la misma direccidn x
pero con planos de polarizacién diferentes (y - x) y(z - x).

Sumandolas vectorialmente se obtiene:
y+z= (A3 + Bk) cos(kx - wt)

Esto es, una onda que también viaja en la misma direccidn x e igual

velocidad de propagacién: ¢ = w/k, con amplitud: D =+/ A* + B? y
. s i - A

plano de polarizacidén a un angulo 6 = arc tg F » COmo se muestra en

la figura.
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CAPITULO XII

TEORIA ESPECIAL DE LA RELATIVIDAD

INTRODUCCION.

LOS POSTULADOS DE EINSTEIN DE LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD.
TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS Y DE VELOCIDADES.

ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LA TRANSFORMACION DE LORENTZ.

DINAMICA RELATIVISTA.
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12,1 INTRODUCCION.-

Vamos a interrumpir momentZneamente nuestro estudio de la mecdnica

clé@sica de Newton que hemos venido desarrollando en los capitulos an
teriores. En los siguientes capitulos continuaremos discutiendo vy
analizando otras situaciones fisicas en el contexto de esta teoria

clasica. Ahora, en este capitulo, consideramos oportuno desarrollar
una breve introduccifn a la denominada "Teoria Especial o Restringi-
da de la Relatividad" propuesta por Einstein en 1905, enmarcada den-

tro de la fisica moderna.

La mecdnica clasica se desarrolld basindose en diferentes observacio
nes de objetos que se mueven con relativa lentitud comparada con la
velocidad de la luz, cuyo valor es: c =3 x 10° m/s, extremada -
mente alto en la regidn donde desarrollamos nuestras actividades

cotidianas. En esta regidn, cuando v<<c, la teoria cldsica de New -
ton responde brillantemente, pero falla cuando se tienen velocidades

muy altas.

La mecZnica cli3sica es un caso particular, muy importante por cierto,
de la mecanica relativista que abarca todas las velocidades, hasta al
canzar la velocidad de la luz. Las expresiones gque se desarrollan
en esta teoria moderna se reducen a las expresiones cl3sicas cuando
las rapideces involucradas son pequefias, Obviamente, en este campo

utilizaremos las clasicas,que son m3s sencillas.

Esta nueva teoria aparecid como una necesidad, porque, luego delapo-
geo de la mecZnica de Newton aparecieron experimentos en los cuales

esta teoria fallaba, siendo un experimento crucial el que realizaron
Michelson y Morley a fines del siglo XIX. Estos experimentos indica
ban la necesidad de una revisidn de la teoria de Newton, a comienzos
del siglo XX esta reorganizacién fue proporcionada por Poincar&, Lo-
rentz y Einstein, quien formuld finalmente una teoria modelo de pre-
cisidn légica. Con esta teoria se puede explicar una amplia varie-

dad de fendmenos a altas velocidades y que no pueden ser completamen



1272

te descritos por la teoria de Newton, la cual, puede decirse que se
considera como un caso particular para velocidades bajas en compara

cién con la velocidad de la luz.

No pretenderemos dar una base experimental de la teoria de la relati
vidad, la cual se encuentra en cursos de Fisica Moderna y Electrodi-
nimica. Solamente trataremos de dar una breve descripcifn de esta
teoria, adoptando el método de postulacién, o sea, aceptando como co
rrectos los postulados de Einstein y que son dos solamente. Luego

de comenzar en este punto presentaremos algunas de sus consecuencias
que se aplican en la mecdnica. Nos limitaremos solo al caso de la
denominada Teoria Especial de la Relatividad, en la cual se conside-
ran s6lo sistemas de referencia inerciales, un tratamiento general

que considera sistemas de referencia acelerados es analizado en la

Teoria General de la Relatividad.

Es conveniente precisar desde ahora que muchos de los aspectos y con
secuencias de la teoria de la relatividad,de hecho, no parecen ser ra
zonables en base a nuestra experiencia cotidiana, m3s alin, parecen
violar nuestro "sentido comin'. Pero, hay que tener en cuenta que
nuestra percepcién intuitiva esta basada en un "sentido comiin restrin
gido a bajas velocidades'. No tenemos experiencias personales direc

tas en el campo donde se desarrollan velocidades muy grandes.

LOS POSTULADOS DE EINSTEIN DE LA TEORIA DE LA RELATIVIDAD.-

- Las leyes de los fendmenos fisicos son las mismas en todo sistema

de referencia inercial. No hay un sistema preferido.

Este primer postulado enunciado, es el "Principio de la Relatividad
de Einstein". Es m&@s amplio que el principio de la relatividad new
toniana, ya que este incluye s8lo a las leyes de la mecZnica, mien-
tras que el de Einstein comprende todas las leyes de la fisica, in-

cluyendo especialmente al Electromagnetismo. Es decir,en cualquier
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caso s6lo se puede hablar del movimiento relativo de dos sistemas.
El principio de invariancia de Newton, que estudiamos en el capitu-

lo IV-volumen 1, era conocido desde la Epoca de Galileo.

- La velocidad de la luz en el vacio es una constante universal, in-
dependiente del movimiento de la fuente. Tiene el mismo valor en

todos los sistemas inerciales.

Este segundo postulados enunciado, es el "Principio de la constan -
cia de la velocidad de la luz'". Este contradice las transformacio-
nes cldsicas de velocidades, pero es compatible hasta la fecha con
todos los resultados experimentales.

Resulta pues, que en la naturaleza hay un limite de velocidad. La
mayor rapidez con la que se pueden transmitir sefiales es la rapidez
de la luz, este parece ser un limite superior para la rapidez de
cualquier cuerpo material. Como dijo Einstein en una ocasidn en for
ma genérica, basta que se encuentre un solo experimento para demos -

trar que no tiene la razdn.

12,3 TRANSFORMACIONES DE COORDENADAS Y DE VELOCIDADES.

Consideremos dos sistemas de referencia en movimiento relativo unifor

me como se muestra en la fig. 12.1

y Y

Fig. 12.1- Dos sistemas de referencia inerciales.
En el instante inicial los dos origenes coinciden.
0' se mueve respecto a O con una velocidad constante u.
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Las transformaciones de coordenadas de la mecdnica de Newton entre
estos sistemas, denominadas "Transformaciones de Galileo', como he

mos visto en el item 4.1, P3g. 253, V-1, son:

x =x - ut
y' =y
zt =
&Y =

Estas transformaciones de coordenadas nos conllevan a la conocida

transformzcidn cldsica de velocidades:

vl =v -u

y con u constante, a la relacidén de aceleraciones:

a8 = &

Luego, la ley de Newton del movimiento se verifica en ambos siste-
mas ,y decimos que las leyes de Newton son invariantes respecto a
las transformaciones de Galileo, satisfaciendo el primer postulado

de Einstein.

Por otra parte, la relacién de velocidades en la transformacién de
Galileo predice que la velocidad de la luz serz diferente en los
dos sistemas. Este resultado contradice el segundo postulado de

Einstein.

Por lo tanto, para satisfacer el segundo postulado de Einstein es
necesario tener un conjunto de transformaciones de coordenadas tal,
que conserve la velocidad de la luz en todos los sistemas inercia
les. Estas transformaciones se denominan las "Transformaciones de

Lorentz' , y son:

x' = y(x - ut)
':
y y donde: y = b (ver prob.N21)
z'.—.z 1_(_—‘1—):
" c
t' = y(t - — x)
2
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Analicemos primero el comportamiento del valor y en relacién a la

velocidad u:

. u . .
- si1 u << c, esto es = = 0, luego v + 1

. u
- siu < c, esto es = < 1, luego y > 1

. u . :
- siu = c, esto es — 1, luego y se indetermina.

2 u : : s
- siu > c, esto es e > 1, luego y se torna imaginaria.

Observamos pues que para pequenas velocidades las transformaciones
de Lorentz se reducen a las de Galileo y que la velocidad de la luz
es un limite superior a partir del cual estas transformaciones se

indeterminan o se vuelven imaginarias.

Es importante hacer notar que el aspecto mi3s paraddjico en estas

ecuaciones de transformacidn reside en la de tiempos, t'

esta relacio
nada no solo con t, sino tambi&n con la coordenada espacial x, depen
diendo de la velocidad u. Por lo tanto, en relatividad, la coordena

da temporal no es la misma para ambos observadores.

Las transformaciones de coordenadas de Lorentz nos conducen a la

transformacidn relativista de velocidades (ver prob. N® 2), obtenién

dose:
v - u
P —
x uv
1. x
c'.’
v
L, AR—
v uv
%
L= ==
cz
v
v = 2
4 uvx
¥ L= )
2
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Nuevamente, para bajas velocidades u << ¢ y v << c, estas expresio-
nes se reducen a las Galileanas. Pero, ahora, estas cumplen con el

segundo postulado de Einstein. Por ejemplo, si v, = ¢, se obtiene

= ¢ el mismo valor que en el otro sistema.

5A
nlele

Observe tambi&n que la velocidad de la luz es un limite superior para
las velocidades de los cuerpos materiales, estos no pueden tener ra-

pideces superiores al valor de c.

¥
10

s . : v
Como limite cl@sico se puede considerar: = <

Luego: v < 3 x 107 m/s, valor bastante alto en nuestro mundo cotidia
no, iverdad?. Por lo tanto, generalmente continuaremos utilizando las
expresiones mas simples, esto es, las Galileanas, gue conducen a re-
sultados iguales dentro del error experimental. En este limite, el

valor de y es aproximadamente 1.005.

ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LA TRANSFORMACIONES DE LORENTZ.-

Aceptados los postulados de Einstein, la aplicacidn de las transfor-
maciones de Lorentz nos conlleva inmediatamente a2 una serie de resul
tados interesantes y aparentemente contradictorios a nuestra expe -

1

riencia "normal' diaria. Presentaremos aqul solamente las dos conse

cuencias mas famosas.

- Contraccidn de la longitud.

La longitud de una barra en movimiento es menor que la longitud me

dida si la barra est2 en reposo con respecto al observador.

Supongamos que una barra se mueve con una velocidad uniforme u a

lo largo del eje x, como se muestra en la fig. 12.2.

(Ver fig. sgte. pig.)
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0 % O mrrrmrrrrrrra—— ot
L' = L,
Fig. 12.2-Una varilla de longitud L' = L, en reposo con respecto a

un observador 0'.
La varilla se mueve con una velocidad u con respecto & un
observador 0.

Al aplicar las transformaciones de Lorentz (ver prob. N2 3), se ob-

tiene la siguiente relacidn:

L, = %L

Como siempre y > 1, se tiene que L, > L

A L, se le llama "Longitud Propia" y es mayor que cualquier otra.

Luego,la longitud Les menor cuando la barra estZ en movimiento, y se

dice, que la "longitud se ha contraido".

- Dilatacidn del Tiempo.
Un intervalo de tiempo entre dos eventos medido en movimiento es
mayor que el intervalo medido en reposo.

Supongamos que en un punto del eje x, como se muestra en la fig.

12.3, se realizaron dos eventos en un intervalo de tiempo At = AT.

(Fig. sgte. pag.)
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Fig. 12.3-En un punto P se realizan dos eventos en un intervalo de
tiempo At = A71. Con respecto al observador O el reloj
estd en reposo en el punto P.
Otro observador 0' se mueve con velocidad u con respecto
a 0.

Un observador 0' en movimiento medird un intervalo de tiempo At' .
Al aplicar las transformaciones de Lorentz (ver prob. N2 3), se ob

tiene la siguiente relacidn:
At' = yAT
Dado que Yy > 1, se tiene que At' > A%

A AT se le llama "tiempo propio' y es menor que cualquier otro. Lue-
go At' es mayor cuando se esti en movimiento, y se dice, que el

"tiempo se ha dilatado".

12.5 DINAMICA RELATIVISTA.-

En la mecdnica relativista,cuando una particula se mueve respecto a
un observador , la masa de la particula toma una nueva dimensién, de-

finiéndose la "masa relativista".

Si denominamos ! m, 2 la masa de la particula cuando se encuentra

450



en reposo, llamada '

'masa de reposo', cuande la particula se mueve
con una velocidad v respecto a un observador, la masa relativista

m de la particula es:

m= Yy me , donde vy =

(E]

T

nl<
p—

Con este valor, la cantidad de movimiento lineal de la particula se

define como:

P =mV =y @V

y, la relacién relativista para la energia cinética de una particula

en movimiento viene dada por:
2 2
K =me” - mee
Esto es, la energia cinética es la diferencia entre un té&rmino que

depende de la velocidad de la particula, cuando tiene un valor v vy

cuando es cero.
Luego, interpretamos este té€rmino diciendo que la "energia total re
lativista' de la particula es:

z
E = mc

Esta relacidn es la famosa equivalencia entre la masa y energia de
la teoria de Einstein.

- 2 = 7
A la energia E, = m,c” se le denomina "energia en reposo''. Teniendo

la particula una energla cinética:
K=E-E, = (m-m)c® = (y - l)m..c2

Para velocidades bajas (v << c) esta expresidn,se convierte en pri-

; i . ; 1
mera aproximacidn, en la expresién cldsica: K = E—m,v2 (ver prob.N24),
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Finalmente, observe que con la relacibén de masa y energia se puede

U . . - E
utilizar equivalentemente unidades de masa o energia (m = = Fiew

En la fisica moderna es muy frecuente utilizar una nueva unidad 1lla

mada electrén voltio (eV) que definiremos m3s adelante.



APENDICE I

ALBERT EINSTEIN (1879 - 1953)

Las primeras bases de la formulacidn relativista fueron establecidas
por Poincaré y Lorentz en 1904. Einstein propuso la teoria especial
de la relatividad en 1905 basada en dos postulados b3sicos a partir

de los cuales se pueden derivar todos los resultados. Adicionalmen-—
te, en 1916 Einstein proporciond la formulacidén de la teoria general
de la relatividad. Sin embargo, es interesante hacer notar que

Einstein recibid el premio Nobel en 1921 no por su contribucidn al
establecimiento de la teoria de la relatividad, sino por su trabajo

sobre el efecto fotoeléctrico.

Einstein tambi&n estuvo involucrado con la politica, como alguna vez
€l mismo dijo: "mi vida estd@ dividida entre la politica y las ecuacio
nes". Su actividad politica comenzé en la primera guerra mundial,

cuando era profesor en Berlin; pensaba que la guerra era la peor pér
dida de vidas humanas. Estuvo presente en demostraciones antiguerra
alentando a la gente a la desobediencia, rechazando la conscripcién.

Luego de la guerra propugnd la reconciliacidén y dedicd su esfuerzo a

mejorar las relaciones internacionales.

En 1933, Hitler tomd el poder. Estando Einstein ya en América decla
rd plblicamente que no regresaba a Alemania. Los nazis, en represa-
lia, confiscaron su casa y cuenta bancaria. Ante el posible desarro
1lo de la bomba atémica por los -cientificos Alemanes, Einstein renun
cié al pacifismo y propugnd la idea de que los Estados Unidos podia
construirla; el firmé la carta dirigida al presidente Roosevelt para
tal fin. Sin embargo, y alin antes de la primera detonacidén de la
bomba, &l expresd su preocupacidn por los peligros de una guerra nu-
clear y propuso un control internacional. En la posguerra dirigid

sus esfuerzos a prevenir una guerra nuclear.
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Su actividad en pro de la paz, en mi3s de una ocasidn le representd
dificultades e impopularidad, pero también gand amigos. Podriamos

decir que sus esfuerzos fueron plblicamente poco reconocidos.

Einstein también defendid el Sionismo. A pesar de ser Judio por
descendencia rechazaba la idea biblica de Dios. Sin embargo, ante
la creciente presencia del antisemitismo, se indentific6é plenamente
con la comunidad judia. Esto contribuyd también a su impopulari -
dad, incluso se formd una organizacidn contra &l, efectuando publi
caciones y hasta amenazas de muerte. Sin embargo, su apoyo al
sionismo si fue pliblicamente reconocido cuando en 1952 le ofrecie-

ron la presidencia de Israel, a la cual declind.



PROBLEMAS

Considere dos sistemas en movimiento relativo uniforme como se mues-
tra en la figura.

Si se emite un pulso de luz cuando O coincide con 0', de acuerdo al
segundo postulado de Einstein los frente de onda observados en los

dos sistemas son esferas descritas por:

xl +y'2 + 22 = c2t2
):1‘2_!_ y|2+ Z'2= c2t|2
y?
¥
u
—_—
-..\ "*-\\
ct SN
0 H x 0’ = %!

z'l

Comprobar que con las "transformaciones de Lorentz" (item 12 .3), am-
bas ecuaciones son vdlidas. Es decir, se cumple la siguiente igual-
dad:

@ +y 42 -t =%yt 42 -

Con las ecuaciones de transformacidn de coordenadas de Lorentz :

x' = y(x - ut)
y' =y
z' = g
u
t' = £t - —x
v( :)

c
Sustituimos en la expresidén que tenemos para 0', y efectuando

2

u
x'? +y'? +2'? - Pt o= P (x-ut)?+ yt 4+ 2 - (e - ——;-x)1=

&



- [ . ) - = u
= sz' - Zszut + yiute? + y- + 27 - czyzt2 + Zthux - YE 28 &
&2
2 uz 2 2 2 )
=yl - — )% + 9t o+ 22 - (e - w1
!
¢

Como debe ser igual a x + y*> + z° - c°t

(5}

Para x: v (1l -

npl =1
o
1
-

(5]

2
Para t’: y'(c*- u* ) =¢ =>Y2(1-%)=1

Luego, con el valor de y =

se cumple la igualdad requerida.
A partir de la transformacién de coordenadas de Lorentz, encontrar
las ecuaciones correspondientes a la transformacidén relativista de

velocidades (item 12.3).

Las ecuaciones de transformacidén de coordenadas de Lorentz, son:

x' = y(x - ut)

¥y =y

2 =2

t' = y(t - SL x)
o2

Diferenciando, se tiene:

dx' = y(dx- u dt)

dy' = dy

dz! = d=z

dt' = y(dt - = dx)
2

Como las componentes de la velocidad en cada uno de los sistemas de

referencia son:
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X dt' x dt
dy' dy

1 =—",l [
Vy T dt Vy T 4t
gt = 42 v =43z
z dt' z dt

Reemplazando, las transformaciones de velocidades serin:

dx
o' = dx' _ y(dx - udt) _ dx - udt _ dt "
. [ - - E
RooRe Y(dt - = dx) dt - = dx oo ax
2 2 2 dt
c c c
v, -u
v! = —=
X _uvx
2
dy
v,_i\;'___ dy - dt
y dt' u u  dx
YAE - = a%) Y =—ae )
c 2 t
c
v' = __}—V,
y VL uvf )
o2
dz
, _dz' _ dz _ dt
Vz T dc u B u dx
y(dt - = dx) v(1 - o = )
¢ e
v
v! = z
o e 22EL S
)

A partir de la transformacién de coordenadas de Lorentz, encontrar
las relaciones correspondientes a la contraccidn de la longitud y a

la dilatacién del tiempo (item 12.4).

457



Las ecuaciones de transformacién de coordenadas de Lorentz, son:

x' = y(x - ut)
y' 5y

z)l = =

t! = y(r - _E: %)

c

- Contraccién de la longitud.

La varilla se mueve con una velocidad u con respecto al observador
0, ver fig. 12.2 .

El observador O mide la longitud de la varilla determinando la di-
ferencia de coordenadas de los extremos (%2 — x1) en un determina-
do instante t. Esto es, &l localiza simultZneamente (t; = t;) en

su sistema la posicidn de los extremos (x2 v xi1).
Aplicando las transformaciones de Lorentz para este caso, se ten-
dra:

(3 = xf) =yl (%2 —uta) = Gu - uty)] =ylx - x1) - u(ea - &)

como: ta =t , tp - t; = 0, luego queda:

(x - x/) = y(2 - x1)

Esto es:

L' = yL

Para el observador 0' la barra estid en reposo; la longitud para &l,

que hemos llamedo propia es : L' = L,. Luego:
. Eg u?
Lo = yL, o bien, L = = L, 1l = =
Y o2

Para el observador O la longitud de la varilla aparece contraida.
Es importante hacer notar que para el observador O' los tiempos
ti y t; son diferentes (t; # t; ), de acuerdo a la ecuacidn de

transformacidn correspondiente.

- Dilatacidn del tiempo.

Imaginemos un reloj en un punto P del eje x en el sistema del ob
servador 0, ver fig., 12,3,

Para el observador O se tiene un intervalo de tiempo: At=(tz-t;)
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Para un observador 0', aplicando las transformaciones de Lorentz,

se tendra:

x ) - (&= _E: )] =yl (ta-t1)- E;(Kz— ¥ )]

c? e’ c
Como: 2 =x1 , %2 - x1 = 0, luego queda:
(2 - & ) = y(t2a = t1)
Esto es: At' = yat

Para el observador O el reloj estZ en reposo, el tiempo para &l he

mos llamado tiempo propio: At = At. Luego:

Para el observador mévil 0', el intervalo de tiempo aparece dilata

do.

Tambi&n, es importante hacer notar que paraz el observador 0' se tie
g SR A, | . £ g

ne que %, 7 %, , de acuerdo a la ecuacidn de transformacidn co-

rrespondiente.

Demostrar que la expresidn relativista para la energia cinética de
una particula de masa en reposo m,, en el limite cl2sico (para velo-
cidades bajas v << c ) tiende en primera aproximacidn a la expresidén

Newtoniana (item 12.3).

La expresidn relativista es:

K =me® - mec® = moc? (y - 1)

llamando: B =

nl<

la expresidn de y es:
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Como para bajas velocidades : B % << 1 (g = 0), podemus efectuar

la expansidn binomial:

‘

(5]

(1-8)"42=1+

+ 28 4
B'BBT

o]

- 3 - - - - - - -
Luego, en el liImite clasico, svlo el primer término exponencial es

relativamente significante, quedando solamente:
S W i ok
y = (1 - B87) = 1<% 7 8

Por lo tanto se tendra:

Ll 1 vy
(Y_l)_zs‘_z(c)
Finalmente resulta:
2
TS S W

Expresidn cl3sica, como esperibamos.

Encontrar las ecuaciones de transformacidén inversa de Lorentz, es de

cir, de x, ¥, z, t a x', y', z' , t'.

Desde el punto de vista fisico, como el observador O (sistema sin

acentuar) se mueve con respecto al observador 0' (sistema acentuado)
con velocidad -u, las ecuaciones de transformacidn inversa se obtie-
nen de inmediato, pues diferirdn de las dadas s6lo en el signo de

la velocidad u. Esto es:

x = y(x' + ut)
y=y' donde: y= 1
= z! _ 4 .2
; "1 ( = )
t = y(t" + 2 %)
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Sin embargo, como ejercicio, encontremos analiticamente estas expre

sicnes a partir de las primeras. Se tiene:

De : x' = y(x - ut) => x = —;—'— + ut
DE:E‘=Y(E‘*E—Z‘1) => t=%l —%;—
Eliminando t, se obtiene: Eliminando x, se obtiene:
w1 - 2y ox e B = By mel por 0 25
¥ Y ©
A(%) ="'j“' t(%)=%(t'f—%ﬁ\'
x = y(x'" + ut") t=\(t’+—22—}\'

Encontrar el valor numérico de y gque aparece en las transformacio-

nes de Lorentz para los siguientes valores de la velocidad u (en m/s) :

a) 3 x 10° £) 2 x 10t
b) 3 x 10 g) 2.5:% 10°
¢e) & x 107 h) 2.7 x 108
d) 1 x 10t i) 2.85x10°
e) 1.5 x 10° j) 2.97x19®

Luego, graficar y vs. B8 =% ‘

El valor de y es: Y =
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con: ¢ = 3 x 16% m/s

Luego, en c/u de los casos pedidos, se tiene:

. 6
p=U-2x10 1 44—, 1 =290 _ - 1.00005
3% 10° 100 V-5 /9999
b)8=%:uzi :O_l=>'\;= = 1,005

1 __10
; 8
3 x 10° 10 /l_(l_é); /9;

Este valor se considera, usualmente, como el limite clisico.

7
c)8=%=5}f102_2= Eepd =S gaeedooo i:l.ozl
3 x 10° 10 5 /- V24
8
d)B:%:—IXloz l.—_{).33 => ¥ = i=]..OE|].
3 x 105 3 / : fg
8
E)B=,§:}_-_5_Xl_9_=£:0_5 = y = _2-=1_155
Bogapt 2 /( /3
7)
2 % 10°
f)B=E=""lO=.?::U_57 =i ' g =_3-=1_342
€ 3x10° 3 / /s
@ 8
g pulaZInI0 5, g p3=Dy - - 109
® 3x 10° 6 /i .
2 : 108
h)8=.§_=.‘_‘.i.}__i9_a=__2.=0_90=>-Y= 1 = 10 = 2.294
3 x 10 10 9,2
1-(55) 19
- = B -
i)B=%=2'b5}‘w=9'°=0.95=>¥ 10 _ 2503
3x10° 10 /1-( X /975'
8
j)e=%=297>‘w B8 o ooyt = 1 - 10 .o o8
3x 105 10 /l_(99)z /1 99
10
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Grafico pedido:

s Y PP g

Y

o
U\
.
Lo s]
i
nle

Al encender una linterna emana un rayo de luz en la direccidn y, con
respecto a un observador O. Encontrar la velocidad v' que tendrZ con
respecto a un observador 0' que se mueve en la direccidn x con  una

velocidad u con respecto a 0.

La velocidad de la luz con respecto a 0 es:

v=v_ =c¢
y
De acuerdo al segundo postulado,el valor que esperamos tener es v' = c;
veamos:
- componente y.
v
o S (—
uv,
L =—>)
c
v =c¢
, c c
con: Y , se tiene: v; -—_ = —
v. =0 u o
X Wi==x ) ¥

observe que v; # c.



- componente X.

vV - u
i %
v =
% uv_
1 -
ot
= : 0-u
con: v. = 0, se tiene: v! = —— = - u
X ® ul
1=ty
c

observar que v! # ¢

Luego, la velocidad v' sera:

2] B d 2 [}
v! _/(:’1)2_1_ (v!)ﬁ - /u:’. + c = uZ + c
x Y 2 l

1

-Y ]

*

; . (l_'EzJ
v'=\/u2—:—cz(l—uﬂ)=‘/u2+c3-u?’ =1f'cz

c

vyl = e

Valor que efectivamente es el esperado.

Un astronauta viaja a una estrella distante 5 anos luz (1 afo luz

es la distancia recorrida en 1l afio viajando a la velocidad de la luz).
Determinar la velocidad de su cohete relativa a la tierra, sabiendo
que el tiempo medido por el reloj del astronauta es 1 ano.

¢Cudl es el tiempo transcurrido de la misidn para un observador en

la tierra?

La distancia recorrida (5 afios luz) en kildmetros es:

d = 5¢ = 5(300,000 x 365 x 24 x 3,600) km.

El tiempo medido por el astronauta es el tiempo propio,luego, el tiem
po en la tierra seri:
t=vyT =y x 1l =y afios

t
Para poder determinar <y necesitamos encontrar la velocidad del co-
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hete con respecto a tierra:

v=%=- =5c/1-(2)?

—a[n

vi o= 25¢2 (1 ——%_r) = 25(c? - v?)
¢y e 22 = yuuop oets
c 6

Por lo tanto, el tiempo pedido en la tierrz es:

t = 5.1 anos.

Una regla de un metro de longitud se mueve con respecto 2 un observa
dor, para el cual solamente tiene una longitud de 75 cm. (Cudl es

la velocidad de la regla?

Al tenerse contraccién de la longitud, la relacidn de longitudes es:

Ls = yL
luego:
_ Lo _ 100 _ 4
LA TR R
como:
_ 1
'Y—

v 2
/- (=)
igualando y despejando v, se tendra:

f1-(2y=2 = (L

9 A
16 16 "

L[]

g

1
13

nle
1



10.

11.

finalmente:

/7

u= — c = 0.66c = 1.98 x 10° km/s = 2 % 10° m/s

e
[}

2 x 10° km/seg

Mostrar que dos eventos que ocurren simultZneamente 2l mismo tiempo
t, en dos puntos diferentes A y B, no pueden ser simultZneos en otro

sistema de referencia 0'.

La transformacién de Lorentz del tiempo es:

ux
S )

c

Utilizando esta expresidn para ambos eventos, se tiene:

ux

tg = y(t - —A)
2
c
ux
B

tlli = y(t - . )
o

Restando estas dos expresiones, queda:

u
1 -, 1 = v — v -
“a ‘B g ckB "A)
C
. - z> 1 L !
como .\B o XA tA Fa LB

Luego ambos eventos mo son simultineos en 0'.

Una persona nace en una nave espacial que viaja con una velocidad

v = 0.9¢c y desde ese instante hasta que muere la nave recorre una dis
tancia de 6 x 10" km, observacién hecha por nosotros desde la tierra.
a) ¢(Cudnto tiempo vive la persona para nosotros?

b) ¢(Cuinto tiempo transcurre para el astronauta, medido en su propio

sistema de referencia?
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c) iCuZl es la distancia recorrida gque mide el astronauta en su sis

tema de referencia?

En primer lugar,el valor de ¥y para v = 0.9c, valor encontrado en el

problema N26-h), es:

v = 2.294

a) El tiempo medido en la tierra seria:

. 14 5
t=%= — - R E T =g X 10 = 22,222 % 10° s
0.9 x 3 x 10°
7 e 5 s I 5 < 3
L 22.222 % 10 _ 22222 x 10° _ 0465 ahas

365 » 26 x 3600 31536 » 10°

b) ELl tiempo medido por el astronauta ser2 el tiempo propio, luego:

_ .+ _ Lt _70.465 _ . =
T gt e = 5.995 = 30.717 znos

30.717 (365 x 24 x 3600) = 9.687 x 10° s.

T =t'

c¢) La distancia que ve recorrer el astronzuta sera:

L' = t'v =(9.687 % 10%)(0.9 x 3 x 10°)

L' = 2.615 % 10" km

i ivalentemente, L' = L = 8310 o (1o 101 n
o bien, equivalentemente, Y 2.294 5 x %

la longitud contraida.

12. Una particula de masa en reposo m, Se mueve con una velocidad v =-%c
y choca ineldsticamente con otra particula idéntica que se encuen
tra en reposo.

a) (Cu3l es la masa en movimiento de la particula incidente?

b) iCu3l es la masa en movimiento y su velocidad de la particula com
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puesta después del choque?

¢) (CuZl es la masa en reposo que tendria la particula compuesta?
a) Para la particula incidente.
En primer lugar determinemos para ella el valor de y:
y = L . ! s 2 w2 w 1,666
! v '1. ‘{i - @ 3
\/l 14 1-(%)
Luego, su masa en movimiento sera:
5)
m=yme = 3 m
b) Para la particula compuesta después del choque.

468

Llamando M a la masa en movimiento de la particula compuesta. Por
conservacidn de energla, la energla total de las dos particulas
antes del choque es igual a la energia total de la particula com-
puesta despus del choque, esto es:

2 2
ET = met + MeC~ = Mc

Luego, despejando M, se tiene:

un

8
M=m+me = §-mo + my = 3 Mo

Por otro lado, debe tambié&n conservarse la cantidad de movimiento.
O sea, la cantidad de movimiento de la particula incidente debe
ser igual a la cantidad de movimiento de la particula compuesta
después del choque, esto es:

mv = Mv'

Luego, despejando v', se tiene:

=,
o

w| £~

H
]

<
1

w| oof W] Ln
~



L3

¢) Con la velocidad obtenida, v', calculemos primerc el valor de '

para la particula compuesta:

\:' =

1 1 2

= 1 -
Ty oy fid

/3

= 1.153

Luego, la masa que tendria en reposo la particula compuesta es:

8
M 3T YT 4
My & —=—= = S Sy S Mg
LR ¥ &) 3 V3

Mostrar que se cumple la siguiente relacién relativista entre E y p:

~2 T2 4
E =pc T Ml

Partiendo de la definicidn de masa relativista:

m = Y,
Elevando al cuadrado y reemplazando el valor de y, se
2 2
2 2 2 1 2 My €
m:'Ym°=—-—-—-—m°=
5
1_v2 ¢t -v?
C
Luego
B 2.2 8.8 4 od 3
mc =mv +m, C
A 2
y multiplicando por c”, queda:
m’c* = m*vic? + mict
2
E'=me &
con : , se tiene: E* = p*c? + mic
p = mv
Expresidn que es la pedida.

tiene:
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