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Designamos la suma de los nimeros reales
empleando la notacidn

1 SUMAS
1.1 Definicion
Xy poeen s Xy
EJEMPLOS
5
(1) zg iZ =
i=1
2) :S:-%— .
]
j=1

|
+

wl
+
+

D
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DEFINICION DE INTEGRAL DEFINIDA

(3) cos(IBL) = cos(g-) + cos(-}:—) + cos(—381)

(4) 1 o AT e FEIP

é
k=1
i
i=1

En general, la suma indicada desde el té&rmino = hasta el
término x, , m <n , se designa con

in=xm+xm+1+ 4-xn
1=m
Ejemplos
9
(1) Zi = 5+6+7+8+9 (=35)
i=5
1
) Z (5k=3) = [5(=2) =3 + [5¢-13-3] +[5(0)=3] + [5(1)-3]
k=-2 €= 22 )
100

3 z P o= (51X + (522 + ... + (99)2 + (100)2 .
j=51 (= 295,425 )

1.2 Propiedades de las Sumas

Teorema Se cumple

n
(1) E c =c¢n , donde ¢ es una constante.

2 ex, = c.zxi

i=1 i=1

n n
Z*HZ%-
i=1

i=1

-
(7]
2
INAE
o
®
(=D
I+
“«
(=Y
N
[}



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.3

(4) Propiedad telescdpica
n

Z (Rypp =% ) = x4y =% -

i=1

Ll
a
-
M
e
]
s
%
e
]
»
H
n
P
g
A
=]

Prueba de (4)

n

21 T e e i T A S VR ORI

=5 = x) + (- xp) H(xymxy) +oo O mxp) +x
® Yol T ¥

1.3 Algunas Sumas

n
(1.3.1) z 5 -&‘“2—“-1-

fal
n
(1.3.2) Z i2 = nSn+12.!2n+12
2
f=1
n
(1.3.3) z i3 = i_(%ﬂ_)z.
i=1
n

L SO p p-1
(1.3.4) Z i s +Apn +Ap_1n +.o. AN+ A,
i=0
donde p es un nimero entero no negativo y Apy Ay, A,
son constantes. P
‘n
. 1 X 1
(1.3.5) sen ix = ===—==——.| cos 5 - cos(n+-§-)x .

: X
i=1 2sen7

89



90

1.4

PROBLEMAS RESUELTOS

1.4 Problemas Resueltos

n
PROBLEMA 1  Probar que 2 § w SRS

iw]l
n
SOLUCION Sea S = Z is Tenemos
i= ]

S=14+2+3+ ... +(=1)+n
S=n+ (n-1) + (n-2) + ... +2+1

y sumando miembro a miembro
28 = (n+l) + (n+l) + ... + (n+l) + (n+l)

-~
n sumandos

2S = n(n+l) 5
Luego S = Z i = _tﬂgr_ﬂl_ .
i= 1

PROBLEMA 2 Probar que z i = J‘.ﬂ‘:}-)aw .

i=1
n

SOLUCION Sea S = Z i2,
i=1

Para i=1,2, ..., n, tenemos
(i+1)3 - i3 = 3i% + 31 + 1,

y sumando miembro a miembro

n n n
2 [(i;+1)3-i3]- 32 i?+3 21+ 21

ie] i= 1 i=1

(+1)d -1 = 35 + 3251‘2+—1l+n

n

i=l

(el primer miembro por la propiedad telescdpica de la suma; y

n
Z i= n_(_ni_l-_ﬂ s+ por el problema 1).
i=

Despejando S
1 3 n+l
S =-3-[2(n+1) - 3n(n+l) - 2(n+1)_] s T

o Dtl 2 o no+l) (2n+l)
< (2n° +n) 3

[2(n+1)2— 3n - 2 ]



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.4

PROBLEMA 3

Por induccidn scbre p probar que se cumple

n
P - ol PHL P
z i p+1n +Apn+...+A1n+A0 5
i=]
en donde Ao 5 o Ap son constantes.

SOLUCION

n
Sea Sp = z i? . Debemos probar que Sp es un polinomio en
i=1
1 p+l

o1 n .

n cuyo término de mayor grado es
Sumando miembro a miembro las identidades

P L gk o e yaP +$ﬁ21121"'1 +ood (pHDE + 1
£l = 1.0, 00ug8 )

y aplicando la propiedad telescdpica a la suma del primer miembro se ob-
tiene

()P . (p+1)sp+$-&})-2 S,y % et (DS + 5 (1)

Si p =0 tenemos (n+l) -1 =5, , de donde S, =n y se cumple
» R 0 0
la formula indicada.

Supongamos ahora que S, , ..., Sp_1 son polinomios en n de gra

0
do<p. Entonces Q= .S&zlll Sp_1 + ...+ (p+1)S1 + 8, tiene
grado <p y (1) se expresa asi:
P -y - (p+1)3, + Q (2)

Por otro lado tenemos que

(n+1)p+1-1= npﬂ-r ,(_&zllp_np_,_ oo +(pti)n = np+1+R . (3)
en donde R es un polinomio de grado p .

Reemplazando (3) en (2) y despejando Sp resulta
p+l

S | 1 - 1 p+l : .
Sp r=xn n +-—-—-p+1. (R-Q) —p+1 n +T , siendo T un poli
ndnio de grado < p.

Asi, para Sp también se cumple la formula y concluye la prueba.
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1.4 ~ PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 4 5

Probar que z sen ix = —L—;- [ cos % - cos(n + %- )x ] .
2 2 gen 3
i=1 2

SOLUCION

Usamos la identidad sen a.sen b -% [cos (a-b) - coe(a+b)] con a=ix,

b =% s, Yy obtenemos para i=1, 2, ..., n.

sen ix. senq’z(- -%[cos(i-i-)x— cos(i+%-)x] - - q}-(yi_H - yi) ,. donde

Yi

= cos(i - %)x.

Sumando miembro a miembro resulta

n n
. x 1
Z sen 1X . 8en 2 - 2 (y1+1 - yl)
i=1 i=1
- - %(}’M_1 = yl) (propiedad telescdpica)

= %[cos%- cos(n+-;-) x] s Yy por lo tanto

n
sen ix = 1 cos 2= - cos(n+-l-) x
2 X 2 2
i g
100
PROBLEMA S Hallar Z (2i +5).
i=1
SOLUCION
n n n
Tenemos Z Qi+5) = 2 Z T 2 1= 22030 45,
i=1 i=1 i=1
= n(n+6).

Luego, para n=100 se obtiene 100(100+6) = 10,600.



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.3

PROBLEMA & n
Hallar 1lim -%- Z i.
n+o 3
i=1
SOLUCION
2 1+&
Tenemos 1lim -:Tz— 2 i = lim -;llr [_n‘r?—_l)_] = lim __Tn__
n-+o P n -+ n+o
- 1
wak
n
PROBLEMA 7 Hallar lim RS T 2 iP .
N-+o np+1 K
i=]
S8OLUCION %
" 1 +
Por el problema 3, 2 f = il nPHlopaaP o+ o+ Ay
' i=1
y por tanto,
n
% .
) 1 1 A 1
VIRUEIS - TR (- WAL TR 1 S
o g aPH & 7o p+l n nP+l pt+l

PROBLEMA 8 = Calcular
n
z i3 usando el método de los coeficientes indeterminados.
i=0
SOLUCION Por ¢l problema 3,
n
2 id - 71‘-!1“ + And + ka2 4+ Cn +D.
i=0

Dando valores n =20, 1, 2 y 3, se obtienen las ecuaciones

0=-D, 1-11-+A+ B+ C+D,
9--1,?+8A+An+2'c+n, 36=%1- + 274+ 9B + 3C + D,

de donde D=0 1y resolviendo las ecuaciones restantes

A+B+Ca, 4A+2B+C==>, 9a+3B+cC=3L,
se obtiene A-T’ B--Z—y C=0.

n
L] 3 2 2 2 2
Luego 3 LB B LB L B 02 42n41) =B (n+1)
3 4 2 4 4 ‘ A
i=0
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2.1

SUMAS DE INTEGRAL

LA INTEGRAL DEFINIDA COMO UN LIMITE DE SUMAS

Sumas de Integral

Definicidn
Sea f(x) una funcidn definida en un intervalo cerrado [a,b] .
Una suma de integral (o suma de Riemamn) de f(x) en [ a,b], es una
suma de la forma
n
s< D e by ,
i=]
donde (l)a-xo<x1< ... S x =b
n
(2) Ax, = x, - x,
i i i-1

(3) Ei es un nimero tal que X1 < Ei < x;

Ejemplo Sean f(x) = - (x-2)® + 4
a=1, b =25,
Xo = 1, X, =2, X, = 4,
£, =2, L " 25, £, =5

(i= Lsae,n)s

X;'S,

Calcular la suma integral § de f(x) asociada a estos datos e inter-

pretar geométricamente la suma S.

Solucidn ¥
A

R,
l“r 3 Rz
kT 3 Mm i H
|
24
1
st 5
—IJD m
i

—Z.T 1 Rs
-3*.

‘-4!.




LA INTEGRAL DEFINIDA cap.3

Tenemos
i xj & bx; = x5 =% £ £(8)) Ax;
0 1
1 2 2 1 4 4
2 4 2.5 2 3.75 7.50
3 5 5 1 -5 -5
3
Luego S = ?f(i.)Ax.= 447,50 - 5=26,50 .
: -f 1 -
i=

Interpretacidn geométrica de la suma 8

En la figura £(§,)Ax,
£(€,)4x,
f(gg)Axa

4 = Area del rectdngulo R,

7.5 = Area del recténgulo R,

-5 = - Area del rectangulo R,

Por lo tanto, S = Area R, + Area R, - Area R, ,

y geométricamente, S es igual al area algebraica de la regidn compuesta
por R, , R, y Ry, si se conviene en .asignar el signo + o el signo -
al area de un rectangulo segln €ste se encuentre arriba o abajo del eje
X, respectivamente.

Interpretacidh geomdtrica de la suma de integral

La interpretaci®n de la suma de integral que hemos dado en el ejem-
plo precedente admite una generalizacidn inmediata cuando se trata de una
funcidn cualquiera. En efecto, consideremos la suma de integral.

n

s = Zf(ii) Axi 2

i=1

Sea Ri el rectangulo determinado por f(Ei) y de basa el inter-

valo [x. , x.] . Entonces el area de R. es
i-1 i 3

i >
. f(Ei) Axg si f(Ei) 0
i _ . <
£E) ax,  si £(E) <o,
n n
= = *
y por lo tanto, S Zf(ﬁi) Bx Z( A,
i=1 i=1
donde para cada i se debe elegir el signo + o el signo - segln que

Ri se encuentre arriba o por debajo del eje X, respectivamente.

Asi, geométricamente S es el area algebraica de la regidn compues-
ta por los rectimgulos lll, Rz ,...,ln .
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2,2 LA INTEGRAL DEFINIDA
2.2 La Integral Definida

2.2.1 Existencia y Definicién de la Integral Definida para
Funcionaes Continuas

Teorema: Existencia

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo ce:zrado [a,b].
Entonces existe un nimero real que se designa con

b
I f(x) dx tal que

LS b
lim 2 £(E.) bx; = f £(x) dx ]
Ialso 4 A

i=1 =4

donde (1) fAl = méximo {Ax, , ..., Axn} = max Ax;

(2) ei limite indicado significa que dado € >0, existe
un 6 >0 tal que MAI<S implica que

i3 b
| 2:‘.(Ei)lkxi -f £(x)dx

i=1 -

<eg.

Definicidn

b
(1) Ei nimero f f(x)dx se 1lama la integral definddu de f£(x)
a
desde a ab.

(2) La funcién f£(x) se llama integrando

(3) Los nimeros a y b se llaman Ximite inferfor y Limite sups
rior, respectivamente.

Nota

(1) Omitimos dar la prueba del teorema.

(2) Este teorema es muy importante pues nos dice que la hipdtesis de
la continuidadnde f(x) es suficiente para asegurar que las sums

de integral zf(gi)A x; se aproximan a un nimero fijo, que he-
i=1 b
mos denotado con f f(x)dx, cuando max Axi es muy peque
a
fio, esto es, cuando las longitudes Axi de los intervalos

96 [xi__1 » %] se acercan a ccro.



2.2.2

LA INTEGRAL DEFINIDA ’ Car.3

CSlculo de la integral definida usando sucesiones de
sumas de integral

Teorensa

Sea f(x) una funcion continua en el intervalo cerrado
{a,b] . Supongamos que para cada entero n # 1 es dada una
n

suma de integral Zf(ii) Axi de f(x) en [a,b] . si
iw}l

se cumple que lim 1Al = 0, donde KAl =max Ax; , entonces
n+ o

n

b
f f(x)dx = 1im 2 f(Ei) Ax:.L 5
a ném

i=]

Nota

La prueba del teorema es una consecuencia inmediata del
teorema de existencia de la integral definida (2.2.1) Omi-
timos los detalles.

Ejemplo Cdlculo de la integral definida usando inter
valos de igual longitud

Si

(1) Ax = ~b-a

(2) x = a+iix = a+-ﬂ-:—i, i=0, 1,...,n

(3 Q .
y (3 Ei es un nimero tal que X, , < & < x5

Luego lim P A} = 1im By 0, vy por lo tanto, por el

n—+w n- o

teorema precedente, se cumple que

b n
f f(x)dx = 1lim 2 f(Ei)Ax ‘

a n+o £
i=1

97
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2.2 LA INTEGRAL DEFINIDA

Representacién geomdtrica

Y A

y=i(x)

La figura muestra la grafica de la funcidn f(x) en el intervalo
{a,t]. Se ha dividido el intervalo [a,b] en n subintervalos

2 . _ b-a ;
[xl_l . Xy ] de igual longitud Ax = X; = %;_, =—2— . Encadain

tarvalo [x]._l s xi] se ha elegido un nimero E’i para formar la suma
n

de integral Sn = Z f(£i)Ax. Ahora bien, el teorema que se acaba
i=1

b
de enunciar establece que cuando f f(x)dx existe, para calcular
a
este valor basta hallar el limite de sn cumd> n . pjcho de otra

n

naneia, las sumas 2 f(?,{)A*{ se aproximan al valor ce la integral
i=1

cuando el numero m de subintervalns de igual longitud crece inderinida-

mente.



LA INTEGRAL DEFINIDA CaP.3
2.2.3 fArea entre dos curvas

Definicidn

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva
lo cerrado [ a,b]. Definimos el area (de la regidn R comprendi
da) entre las curvas f(x), g(X) y las rectas verticales x=a
y x=b, igual al nimero

b
A= A(R) = f [£(x) -g(x)]| ax. ( ver fig.1)

a

y =g(x)

y =f(x)

»—— —

0

Fig.1 Area entre las eurvas f(x) y g(x)

Por ejemplo, si f(x) 20 en a<x<b, el @rea bsajo
la curva f(x) vy el eje X gobre [a,b] , es igual a

b b
A= f |£(x) -0 | dx = f f(x)dx (ver fig. 2)
a

. 4 |

i HRBAA Ny, y = f (X)

= S, P x

Fig.2 Area bajo la curva f£(x)

Nota  Observemos que la definicidon dada de area es razonable por cuan

- .q - p —
to la integral definida es el limite de las areas de regiones compuestas
por rectdngulos que se "aproximan a la regidn comprendida entre las curvas.
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LA INTEGRAL DEFINIDA

Ejemplo 1 Tomando rectd@ngulos inscritos de igual base hallar
x dx , donde a < b.

. G

Solucidn +
’ Y
En este caso f(x) = x es una

funcién continua y por lo tanto g
b i
hint
existe f(x) dx . -

a o o
Procedemos a calcular la integral 44 b
Para n > 1, sean

b-
A - ,

n
x; = a+inx = a+-1-$%ﬂ, v
1% %0 (i=1,...,n).

Luego f(Ei) = Ei = xi;l =
Formamos la suma
n n
s = 2 £ Ax = z [a+ G-1)(bra) ] (b-a)
n i n n
i= i=1
- n n
i(b-a) (b-a)
con[ S 3 am - S
| de= 1 i=1 i=1
b n n
= (b-a) | a +%§)— . z i - (—‘.:31 (pues Zc=nc)
n
- i=1 i=1
r n
= (b-a) | a + (b—za) . n(rf-H) = (b-a)] (pues Z i =“_(£2‘_"Il2)
; n 2 n =1
= -a) | a+-B52l,a 4Ly o Lboa) ]
L n n
luego, por el teorema 2.2.3
b 1
xdx = lim S_= (b-a)[a+ib%al(1)+o] (pes lin —=0)
n-+>o n->ow
a

(b-a)(b+ta) _ _b%- a?
2 2



LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.3

Ejemplo 2

Hallar el &rea bajo la curva y=x2 desde x=0 a x=2.

La funcidn y = f(x) = »? es continua y toma valores # 0.
Debemos calcular A = * dx .
0
= 2-0 2
Sea n es un nimero entero # 1 y tomemos Ax = o ad el
xi-0+iAx-—nl-, i = 0,1, ... ,n,
E: = X 5 § = ey see 5 By

i i
(estamos considerando rectdngulos circunscritos a la par@bola y= x2)

4i?

Luego  £(E) = £(x) = xi = =
Tenemos entonces
2
x2dx = 1lim f(Ei) A x ( teorema 2.2.2)
0 fhee

n
42 2 .8 Z .2
Y — lim o= i

= nea P |
1.

n
1 8 n(n+l) (2n+l) .2_nn+l)(2n+i
= lim oo 3 ( pues if= )

n-+>o

n+o

i=1

. 4 1 1 8 P ¢
= lim -5.(1+-n-)(2+:) B (pues hm-r;--O).

n->owo n+o 101
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LA INTEGRAL DEFINIDA

Ejemplo 3
ap+1
Probar que Fdax = p+l donde p es un entero =0, a > 0.
0
Solucidn Llamemos f(x) = xP.
B a-0 a
Sea n un nimero entero =1 y tomemos Ax = < = =5 4
x.=0+iAx=-L, 1 = Oply sesy
i n
Ei = X, i= 1, ... , n.
P .P
Luego f(£,) = f(x,) = =21
i i p
n
Tenemos entonces
a n
xPdx = 1lim Z £(6,)0x (teorema 2.2.2)
0 AR = |
n n
P .P p+l
= lim 2(—‘-’-;)(3)= lim -2 21".
P n rP+l
n->eo n n-+o 3
i=1 i=1
p+l
- . a p+l p
nlz_l;n; —nl-’.:i— (mn +Apn +...+An + Ag )
(por (1.3.4), pag. 82 )
M 1 1
s (pues lim S lim T 0).
|4 n->w n+en?
a
Ejemplo 4 Hallar sen x dx, donde a > 0.
0
Solugjon La funcidn y = sen x es continua y por lo tanto existe
a
la integral sen x dx. Procedemos a calcular dicha integral.
0
Sea n un nimero entero =1 y tomemos
Ax = 220 _ &
n n
P ia
x; = 0+ iAx = - 5 i=20,1, ..., n,
Eisxi=anl, i ® Ly swe 5 TL s



LA INTEGRAL DEFINIDA

Luego y(Ei) =

Entonces tenemos

ia

a n
f sen xdx = lim 2 (sen lna ) (=) ( por elteorema2.2.2)
0 n>o £ &
i=1
n
= lim === Z sen
n-> o L
i=1
= lim —2— ] [cos 2—?1-— cos(n+%~)%—]
n-> 2 sen —&—
2n
(aplicando la f6rmula (1.3.5) pdg.82, con x = %—)
= lim i o vy cos-é-—cos(l-t-—l-)a
a 2n 2n
n-> o sen (T)
S - :
.a
(-i?)

a
sen(; o )

Ahora bien 1lim =1 pues 1lim L S i,
n->® (-2—2;-) x> 0
. a  _ 3 a _ -
lim cos e " cos( lim g ) cos 0 ;
n-—+ o n-—>ow
y lim cos(1+—-l—-)a = cos | lim ( 1 +—L—)a = cos a
2n 2n = ?
n-—> o n—»m
y por lo tanto,
a
f sen #xdx = 1 - cos a .
0
Respuesta
fa sen xdx = 1 - cos a, si a>0.
0

CAP.3
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2.2

Ejemplo S

las rectas verticales x=a y

Solucidn La funcidon f(x)

rGmero entero # l. Tomemos

X, = a(—b-_\n
i a
(1) Axi =Xy <X

Encontrar el area entre la curva

LA INTEGRAL DEFINIDA

el cje X y

YST ’
x=Db, donde O<a<b .

1 ”
e es continua en 0<x. Sea n un

0, 1, wesgm

1ol 25 waiws W

Sea |Al = maxAxi. Probaremos que
(2) lim fafl = 0.
n-+e

" i-1 . *
E B 0 < A :: = i - % - " =
n efecto, X X=X al = ) &) -1

b
< b (a) 1 , para i=1,2, ...,n,

v por lo tanto

1
Natl <b [(%)“- 1] )

1
Ahora bien lim (-E-)“ = fad
55 © a
b
(a
y por consiguiente lim
n -+

0 <1im [al
n+e n-=+v a
lo que prveba (2).

104

1
< lim [(—b-)“ -1

limylr
n->w PR i
( por la continuidad de la funcidn
oy K
exponencial ¢, ¢ > 0 )
0
= 1,

ko] |
[(a) 1J=o,

y teniendo en cuenta la desizualdad anterior

lim | All = O,

n+®

] = 0 , de donde



LA INTEGRAL DEFINIDA CcaP.3

la propiedad establecida en (2) nos permite ucar los puntos
. b 1
XgaXps ""xn para calcular la integral —)—(—dx .

Tenemos entonces

n n
—l-dx = lim Z - Ax. = 1lim z-—l— (x, -x. )
x X. i X, i i-1
n->o i nso | i
i= i=1
a
n n 1
. \! Xi—; ! a,n
= lim (1- " ) = 1lim (1-(—b') )
n -+ i n->® |
1= 1=
1
= lim fn(l—rn) , donde r=—§' 3
n-+w
Pero
1 1
lim n(l—rn) = lim x(l—rx)
n-*+e x++w

(pasando a la variable continua x, la igualdad se cumple si el segun
do limite existe)

1
x .
= lim __l;lr____ (forma indeterminada%
X - +oo —
x
1
-1
-*.mr. ('XT)
= lim T (Regla de L'HBspital)
X+ to :—-
%2
1
= lin -*.mr= -mr= -nd& - n.
a
® > +o0 ”
Asi,
b
Lix = nd
X a

Y
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.3 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

2.3 Propiedades de la integral definida

2.3.1 Tecrema

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el intervalo

[a,b]. Se cumplen las siguientes propiedades
(1) Ibdx = b-a
a
b b
(2) fk(fx)dx = k f f(x) dx
a a
b ' b
(3 J [f(x) * g(x)]dx - f seaan = | alidax
a a a

(4) Si f(x) 20 en [a,b] , entonces

b
f f(x)dx =0
a

Prueba

Sea n un nimero entero 2 1 y tomemos

B 5 b-a
n
b-a | .
x. = a+idx = a+(=F)i
1 n
S = X
b b

h(x)dx, donde h(x) es la funcidn constante
h(x) = 1 para todo x,

-~
"
-
R
o
t
1

n
= lim 2 h(Ei)Ax (por el teorema (2.2.2) )
- 14 (k=2 h(E;)) =1)
= nl_l’mm i G ) ( pues (51)

i=1

= lim n(-tza_-?-) = 1lim (b-a) = b-a .
>
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n
2) fkf(x)dx s lim 2 kf(Ei)Ax (por (2.2.2))
n+e
fa iwl
0 b
= k 1lim z f(Ei)Ax = k f(x)dx
n-bwirl

(por (2.2.2))

b n
f [f(x)tg(x)]dx - O [eepesep] o
n-+o )
a

i=1 (por (2.2.2))
n n
= lim 2 £(€.)ax £ 1im 2 g(E.)bx
n-+o 1 n-+o, " x
i=l iml

b
= fnf(x)dxi[ g(x)dx (por (2.2.2))
A i

De £(x) 0 en [a,b] , se sigue que f(gi) 20, y por lo tan
n
to, cada suma de integral 2 f(Ei)Ax es # 0. Luego, sc
n i=1
tiene 1lim Z f(Ei) 4x 20, de donde resulta que

n-w %
i=)

b n
f f(x)dx = 1lim 2 f(Ei)Ax >0,
n+o

a i=l
cuando f(x) 0 en [a,b] . |
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2:.3.2 Teorema

108

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva

lo cerrado [a,b]. Se tiene

(1) Si f(x) <g(x) en [a,b] , entonces
- A
jf(x)dx< Jg(x)dx
a a
(2)  Si m<f(x) <M en [a,b] , entonces
b
m(b- < J f(x)dx < M(b-a)
A g
(3 . si [f(x)| < k en [a,b] , entonces
b
IJ f(x)dx | < k(b-a)
a
Prueba
(1) Tenemos f(x) S g(x) en {[a,b]l, g(x)-f(x)>0, 1luego
b .
J [gxy-f(x) ]dx >0 ( por (4) del teorema anterior)
a
b b
f glx)dx - f f(x)dx 20 ( por (3) del teorema anterior)
2 b 2 b
o sea, j £(x)dx <j g(x)dx .
a a
(2) Tenemos m < f(x) <M en [a,b] ,
b b . b
f mdx < ] f(x)dx < f Mdx ( por la parte (1) )
a a a
b b b
m -L dx <f f(x)dx <M fdx ( por (2) del teorema
v a 2 .anterior)
b
y m(b-a) < .L f(x)dx < M(b-a), ( por (1) del teorema
anterior)
(3) Tenemos I £(x) |b< k en [a,b] , o -~k < f(x) <k,
y -k(b-a) < f f(x)dx < k(b-a) ( por la parte (2) )
a

Luego

f'f(x)dxl < k(b-a) .

a
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2.3.3 Tecrema

CaP.3

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado

[a,b] . Se cumple

a
(1) j f(x)dx = 0
a

b c b
(2) -L f(x)dx = -L.f(x)dx +f f(x)dx
c

para todo ¢ tal que a<c<b.

Reprasentacion Geometrica

c
Si A = ‘L £(x)dx,

b
A, = ff(x)dx,
(o

entonces Al + A, = A3

Prueba

(1) Si n es un nimero entero # 1,

n
a
Luego .Lf(x)dx = lim Ef(ii)Ax
n+w £

i=1

= lim 0 =0 .

n-—+>

tomamos

y = £(x)
A1
e That
- F\HHH IPNGHEREITREHIN o1 H HHHHIHHHY , X
a Cc

b
A, =L f(x)dx,

Ax -'2-:1—a.= 0

( por el teorema
2.2.2)
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(2) Si n es un nlimero entero n » 1, tomamos

para el intervalo [a,c] :

b-a )
Ax = _t;_- s xi = a + 1iAx 5 xi-l<si<xi »

para el iatervalo [c¢,b ] :
= D¢ - iAX ! !
Ax' _—, x;. b+iAx', xi-1<Ei<x’i ’
y para el intervalo [a,b] :

- ’ - = x' © ¥ v - .
a xo<x1<...<xn c = x, £x1<...<xn b:

+| ax |« + ax'le
T s — ey 4 4 L o 4 4
a=x X X, c x' x':'.+l' b

iuego B Al = max {Ax, Ax'} = max{-‘-:n——E-,-b—;c— } , cumple lim llAll =0.
n+o

Tenemos entonces por el teorema 2.2.2

b n n
S f)dx = lim [z £E)Ax + Z f(Ei)Ax']
a

e il i=1
n n
- lim o D) fEpex 4 M ) g ax
- ff(x)dx + fbf(x)dx . .
a : (o4
. 2x 0<x<3
E lo Hallar £ (x)dx gi f(x) =
dsep x*-3 3<x <h.
Solucién
4 3 4 y
f(x)dx = f(x)dx + f f(x)dx = 2xdx + (x? - 3)dx
3
- 23
3
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b
2.3.4 La Integral Dcﬁn:ldnl f(x)dx con b < a

Definicién

Si f(x) es una funcidn continua en el intervalo cerrado

fa,b] se define
b a
ff(x)dx L ff(x)dx
a b

. 0
(2) Isenxdx = - ﬂenxdx = -[1~-cosml=-2,
0

La siguiente propiedad constituye una generalizacidn de la propie
dad (2) del teorema 2.3.3. :

2.3.5 Teoremsa

Sea f£(x) una funcidn continua en un intervalo cerrado que
que contiene a los nimeros a, b y c. Entonces se cumple

b C b
f f(x)dx = f f(x)dx +‘£ f(x)dx .
a a

sin importar el orden en el cual se encuentran a, b y c.

Pruesba

Debemos considerar seis casos posibles

. c<a<b (1)

Si a<b entonces a<c<b (2)
a<b<c 162

c<b<a %)

y 81 b<a entonces bge<a s)
b<ac<c (&)

11
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b . c b
Probaremos que se cumple f f(x)dx = f f(x)dx + f f(x)dx
’ a a c

en los casos (1) y (6), dejando al cuidado del Jector la verifi-

cacidn de los casos restantes.

b
Caso 1 Tenemos fh f(x)dx = f f(x)dx + f £ (x)dx
c a

(por (2) del teorema (Z.3.3), ya que
c<a<b ).
Luego j‘b f(x)dx = -
a

a b
[ f(x)dx + £ (x)dx
(o4
: b
= f(x)dx + f(2)dx .
o

, c ¢
Tenemos I f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx

Ca-o -

: a
. (por (2) del teorema (2.3.3), ya que b<a<c)

a c c
Luego - f(x)dx = f f(x)dx - f f (x)dx
a b
b c
f(x)ix = f(x)dx + flx)dx . B
a a o

<
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2.4 Teorema Fundamental del Calculo

2.4.1 Teorema

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado [a,b].
Entonces la funcidn TF(x) definida por

x
F(x) = jf(t)dt - en as<x¥Xb
a

es una antiderivada de f(x). Esto es,

dF

(x) = f£f(x) , en as<x<b.
dx

Nota.

(1) En la ecuacidn

g}}: (x) es la derivada ordinaria de F(x) si a<x<b ,
gi (a) es la derivada por la derecha de F(x) en x=a ,

y % (b) es la derivada por la izquierda de F(x) en x=b.

(2) La ecuacidn SE (x) = f(x) puede escribirse

d x
~ ‘L f(t)dt = f(x)

Prueba

Fijemos un nimero x tal que a< x<b. Vamos a probar que

F{x +h) - F(x)
h

lim f(x) .

h-+o

Paso 1

Si h#0 y x+h se encuentra en [a,b] , entonces
¢ +h
F(x+h) - F [x
__Si__%r___lil = T = .ﬁ. [£(t) - £(x)]) dt

En efecto,

Flx+h) - x+h X
% T Fix -%- ‘I. f(t)der - f(t)dt
a

1 a % x+h
T [f f(t)dt + ‘[ £(t)de ]
X - "
( pues —J‘ f(t)de =‘£ f(t)dt )
a
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1 x+h
— f(t)dt (1)

s x+h a x+h
(puesf f(t)dt =L f(t)dt+f f(t)dt, (pov2.3.3(2))
e s

e fx - -—- f £(x)dt (2
7 B .

X

y f(x)

(pues f(x) es constante )

v restando miembro a miembro (2) de (1) resulta la expresidon deseada.

Paso 2

Sea dado € >0. Puesto que f(t) es continua en t=x, existe wn
§>0 tal que |t-x| <8 y t enla,bl , implica |f(t)-£(x)]< €.

Paso 3

Si 0< l hl <8 y x+h se encuentra en [a,b], entonces para to
do t en el intervalo cerrado de extremos x y x+h, se cumple
[£(e) -£(x) | <€ .

En efecto, puesto ?ue t estd en el intervalo cerrado de extre

mos x+h, se tiene |[t- x| < | h| <§ vy, por lo tanto, por el paso
2, 1€ - o] <€ ’ '

Paso 4

Sean € y § como en el paso (2). Para todo h tal que O<|h|<§ y
xth en [a,b] se cumple

| F(x+h)h-F(x) - Sl l & o
En efecto,

x+h
MFﬂ - f(x) l=|_*1‘_ _L‘ [£¢e) —f.(x)]dtl , ( por elpaso (1))

i x+h
Tl lf [£(t) -'f(x)]dt|
X

<|TII- € |x+h -x]| ( por (3) del teorema 2.3.2,
1 £(t) - £(x)I<e, por el paso (3) )

=g .

Finalmente,
(x) = lim w’-‘l ( definicidn de derivada )
h>> o
= f(x) ( por el paso (4) )
que era lo que queriamos demostrar. |
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Observacion

La formula {%}(x) = f(x) también puede escribirse
+h
f(t)dt
lim = f(x)
h-C h

En efecto,

+h
~fx f(t)de
lin  —— = lim —F-(iil‘%:—fi’fl- pwe {1} del pase (13)
h=>0 h=-9
= %—f—(-(x) = f{x) .

2.4.2 El Teorema Fundamental del Cdlculo Integral

Sea f(») wuna fuacién continua en el intervalo cerrado [a,b]. Si
G(x) es unz funcidn tal que

_‘_ii(x) = f(x) en a <x<b ,
dx
entonces f(x)dx = G(b) - G(a)

Nota
(1)  'Este teorema nos dice que cualquier antiderivada G(x) de f(x)
puede ser empleada para evaluar la integral definida de f(x) en
[a,b] . b
En efecto, el valor ~r f(x)dx es la diferencia de los valores
a

de cualquier antiderivada en los extremos b y a .
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b
(2) De manera equivalente la férmula f f(x)dx = G(b) -G(a)
suele escribirse a
b
f f(x)dx = G(x) 3
a a
b
o L G'(x)dx = G(b) -G(a) )
donde G'(x) = g4c (x) = f(x)
dx
(3) El teorema fundamental del cdlculo establece una conexidn di

recta entre los conceptos de integral definida y de integral inde
finida. Esta conexidn es resaltada cuando escribimos

b b
jf(x)dx = ff(x)dx l 5

a a

donde ff(x)dx es la integral indefimida de f{(x).

Prueba
X
Sea F(x) = f f(t)de , ag<x<b ,
a
dF .
Tenemos - (x) = f(x) (por el teorema anterior )
dG 5 :
= — (x) ( por hipdtesis ) .

Luego por el teorcma 2, pag.3, de la diferencia constante,

F(x) = G(x) + C , donde C es una constante,

X
[ f f(t)dt = G(x) + C .
a

Evaluamos la constante C haciendo x=a, 0

a
f f(t)dt = G(a) +C,
a

x

de donde C = - G(a), y por lo tanto f f(t)dt = G(x) -G(a).
a
b
Y para x=b, f f(t)dt = G®) - G6(a) ,
a
b
o llamando x a la variable ¢t, f f(x)dx = G(b) -G(a) . B
a
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Ejemplo 1 Evaluar las siguiente integrales
2
() x3dx .
=1
Ty
(2) f sec?x dx
M,
2
3 f (x2 - 2x + 3)cx .
1
Solucién
. 2
" " 4
3, - X L @b _nt s
(1) f x7 dx 7 X = 7 T i
-1 =
Y4 ul
(2) sec?xdx = tanx o tan—Z'- tan ( -"Z'r"') =1-(-1) =
- 3
s 4
2
x3 2 14 1 27
3 (x2 - 2x + 3)dx = == - x% + X . e as Sk
! 3 -1 3 3 3

Ejemplo 2 Encontrar las integrales

1
3
(1) f‘etdt. (2)f 85 ds .
+
o 0 s 1
Solucian
X
X
(1) f efdt = et =eX-e™*,
- -x

1
3 y 1
2) f s d“‘__ _dsY) =_z_arc - Sl.l
0

s + 1 (s*)2 + 1 0

== [arc tan 1 - arc tan 0]= —-‘[—— 0]- Tc "

CAP.3

v

17
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2.4.3 Teoremsa

Se cumple

d g(x)
Tl £(e)de = £(g(x))r & (x) ;

si f(t) es una funcidn continua en {a,b] y g(x) es una funcidn
diferenciable con valores en [a,bl

Prueba

u g(x)
Sea F(u) = L f(t)dt. Luego f f(t)dt = F(g(x)) .
a

Tenemos entonces

d rg(x) .
- '[ f(t)de

< Flg))

donde u=g(x) ,

[ ]
’a“l
2|
~
[-]
—

( regla de la cadena )

"
[« ¥
2|

—~

=4

~
J

( pues -g—%-(u)= f(u) , por el teo-
rema 2.4.1)

[ ]
h
~
(-]
~
.
o,
»
—~
L
~

]
.
~~
o
~
o
s
N
-
o
~~
£
St

Ejemplo

2

d bs

Hallar s f cos t dt .
dx e

Solucidén

Fijemos un nimero a cualquiera.

Puesto que

2 2

b4 a x
L cos t dt = Lcostdt+£ cos t dt

2

x x
--Icostdt+£costdt,
‘a

aplicando la férmula del teorema 2.4.3 resulta

2
x 2
1?;— ‘L cos t dt = - co8 X -%:— + cos (xz)--%---cos x+2x cos X2 .
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2.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Evaluar las

8 e
(1) 2x +
0

2) f e*
b 14e™®

4
(3) f/.+ /y .
1

2

CAP.3

siguientes integrales

¥x ) dx

dx

P

¥
SOLUCION
8
3 4
(1) (/TX + V% ) dx == (2x) g dey Bl » 5 5 10 w100
3 A = 3
1 1
ex d ex 1
(2) e dx = -——i-l-' = arc tan ex
1+e? 1+ (e5)2 o
= arc tan e - arc tan e°=arc tan e - 7’:‘ .
4 4
_ _3 . y b
I—ZH—/X_—dY- Uy 2 +y Pyay = -4y~ - 2y /Zi
2 1
y
cll.
-3
PROBLEMA 2  Hallar f i
-2 x2 -1
SOLUCION
-3
dx x-1 1 1 2
Lx2_1= x+1|| -2-'[]:12-].‘13]—-5-1:13
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. x2 d
PROBLEMA 3 Evaluar B SuEL. S
/x3 +8

SOLUCION.
0 5 0
x2 dx 1 =Y 2. Y,
= - (x3 +8) 24ax3+8)=%=(x3+8)"7
] /x3 + 8 3 _[ 3

4
-kvI - 2,

PROBLEMA 4 Encontrar

o 4 .
(1) =1 e . 2) ax
A k Y9 + ix

SOLUCION

5 3 5
() [ x -1 dx =%-(x—1)3’2l -$®-0=42,
1

4 _1 1
2 - dx - = (9+4x) 24 (9+4x) = == (944x) 2 l
) V9 4+ 4x
5 3
=5 -7 =1
1 d
PROBLEMA 5  Encontrar —_—
x2 + 3x + 2
0

BOLUCION  Completando cuadrados x2 + 3x + 2 = (x l»—:;-f - 7{-

Luego

3
x dx - 1 (x+-2-) dx .3 i dx
3.2 1 1 7 ’ 3.2 1

3,2
(x+5 A (x+~2—) =%

0

1

4

0
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PROBLEMA & Hallar | x+2 | ax.
-3
SOLUCION
x+2 si x =2
Tenemos fx+2] =
- (x+2) 8i X <=2
4 -2
Luego f | x42]|dx = f |x+2| dx + | x+2| dx
-3 -3 2
-2
- - f (x+2)dx + (x+2)dx
-3 -2
. -2 12 4 1
= - (i +2x) -3+( 2 + 2x) ) oy 18 =
3
PROBLEMA 7 Calcular I = Yix|- x  dx.
-2
SOLUCION
x si x20
Tenemos x| =
-x si x <0
VYx-x = 0 si x”0
y Vx| -x =
V- 2x si x<0

Luego f./x[—x dx+[ /x|- x dx

-2

3
gt

0
T &) *h I

vV=-2x dx + 0 dx I vY-2x dx

8
-3

3

2
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PROBLEMZS RESUELTOS

4
PROBLEMA € Hallar 1 = Vx /1w /x dx .
*0
SOLUCION
4 1 3, |4
) 2 A ) 2.2, Ak
1 = —5-[1+x d(l+x ') S5 +x
0
- (27 - 1] = .l_g_".
1
& dx
PROBLEMA 9 Evaluayr I = f
s x2 +4x + 5
SOLUCION
1 1
I = __th_)__ = arc tan (x+2)
(x+2)2 + 1
0
= arc tan 3 - arc tan 2
Y
% dx
. PROBLEMA 10 Encontrar I-=
l- /1 - 2x?
SOLUCION.
1/,\
y e —--~---—Fd('/2 . - — = e arc sen (V2 x)
'z /1 - (/7 x¥ L o
= [ sen(‘/zi-)—arcseno] S . -~
4Lv7Z
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4
dx
PROBLEMA 11 Hallar I = =
x° - 3x + 2
3
SOLUCION 4
d("'%) 1 "'%'%
I = = In
( l)z 1 2 3 . 1
3 &= -3 & Rl 1
3
x-2 2 1 4
,
PROBLEMA 12 Hallar I = j sec?x dx .
K3
SOLUCION
T |
Tenemos I = tan x = tem—z-—t:a_n% = l—i\;g—.
&
PROBLEMA 13 Calcular I = Se-—s-‘i'-‘—(;-l’ﬁ)—dx-
1
SOLUCION

e
I = -~ cos(lnx) l = ~-cos(l) +cos 0 = 1 - cos 1.
1
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PROBLEMA 14 Evaluar I = e )
A V5 + 4x - x*
SOLUCION
5 5
I = —-&(-Ei__L = arc sen(xj-l) = arc sen l-arc sen O
, V9= &2y 5
- ki
T
L/
PROBLEMA 15  Hallar I = S co#x dx.
0
SOLUCION
A 'y
_ 1 + cos 2x = 1 san 2x . T+2
T = ———dx 7 (x+ =5=) )
0 0-
1
PROBLEMA 16 Bvaloms I = . .
V:8 4+ 4
SOLUCION

1 2
I = & ) L op 3+ /6 44 |

3 /(3?4 4 .

0
1 1+ V5
- -—3 In (--————.2 ) "

$
PROBLEMA 17 Hallar I = S tan x dx.
Ty

SOLUCTON
n/,*
= In|sec x | = InV/Z - m/Z = O.

=T,
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X
PROBLEMA 18  Hallar —dx- y 1+t* dt .

d
2
SOLUCION x?
Tenemos o Yi+t* dt = J1+x0 .—d—(xz)
dx ) dx
( aplicando el teorema 2.4.3, pag.lll)
= 2x/1+x%
X
PROBLEMA 19  Hallar 1 = —0— —te
dx 1+t
-Vx
SOLUCION
- VX x
d dt d dt
. -dxf T+ @ ax l 1+t
0
1 1 d
T X)) T Tt x)
- 1 %%
2 Vx (l4x)

PROBLEMA 20 Si f(x) es continua en [a,b]l , probar que

b
fh £ (x) dx
a

< f |£(x)]| dx .
a
SOLUCION

Tenemos - |f(x)] < f(x) < |£(x) | en as<x<b,
t

b b
-f If(x)[dx(f £ (x) dx <f [£&x) | ax ( por 2.3.2),
a a a
b b
f £(x) dx < f [£x)| dx .
a a

de donde
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PROBLEMA 21 Encontrar el valor menor y el valor mayor posibles de

1
3
A= f 2x% - 3x? + 1 dx.
&)

SOLUCION Buscamos los valores minimo y mdximo absolutos de

2
ta) = Fond — 32 41 = G-UP @eeD B  en [-5, 1],

2
Tenemos £'(x) = 2(x X)z = 1 = p)
@x* -3 + 17 -1 P @x+1)P
Luego f'(x) =0 si x=0, y £'(x) no existe cuando x=1, x=——;-,

G e : 1
y por consiguiente, los puntos criticos en el intervalo [~2,1] son: -7 ,0.

Tenemos X f(x)
-3 =5
- 1/2 0
0 1
1 0
y m = valor minimo absoluto de f(x) en [-2,1] = -3
M = maximo absoluto = 1.

Asi, -3 < ¥2x3 - x2+1 < 1 para todo x en

1 1 1
= 3dx < V2x3 - 3x2 + 1 dx < dx
-2 2. -2
1

-9 < V2x3 - 3x2 + 1 dx < 3

-2
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PROBLEMA 22

Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado [a,b}. Si

f(t)dt # 0 y k es un niimero tal que O0<k<1, probar que exis

b
te un niimero ¢ entre a y b tal que f(t)dt=k f(t) de .
a a
SOLUCION
X b
La funcidn G(x) = 1—1\ f(t)dt, donde A = f(t)dt, es conti-
a " Va

nua en [a,b] , va que es diferenciable en este intervalo (teorema
2.4.1). Ahora bien, G(a) =0 y G(b)=1, y 0<k<l1l., Luego, por
el teorema del valor intermedio (para funciones continuas) existe un

nimero ¢ en f[a,b] tal que G(c) =k.

f(t)dt = k

o

f(t)dt =k f(t)de .

|-
Y
1)
'Y

Ademds, G(a) = 0<k = G() <1

i

G(b) implica que c ¥ a y b,

y por lo tanto, c se encuentra entre a y b .
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INTEGRACION POR PARTES DE INTEGRALES DEFINIDAS

oo
o

2.6 Integracién por partes para Integrales Definidas

Tecrama

Si u(x) y v(x) son dos funciones que tienen derivadas con
tinuas en eL intervalo cerrado [a,b] , entonces se cumple

i b b
j udv u(n).v(x) - f v du
a a 2

Prueba
d . N dv du
Tenemos e (rev) = u e + u. -

dv du
° ST E TR

e integrando

a a
b b b
f usdv = L(x)-v(x)l - j vdu ,
a a (13
( pues dv = 2v dx, du -4l dx y b—d- (usv)dx = uv ’ por
dx ’ dx A dx 1a
el teorema fundamental del calculo ).
Ejemplo 1
”
Hallar f xsen x Jx .
Q
Solucién

T T
+ f cos xdx
0 0

(tomando u=x, dv =senxdx, v=-cosx )

T
Tenemos 'L‘ xserx dx = - xcosx

n
= [ -7 cos®+0]+ senx | = T,
4]
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Ejemplo 2
15
Hallar 1= - < - s
%,
(+x) ™
Solucidn.
15 15
- Y Y
I = 4x (1+x) - 4 (1+x) dx
0 (s} . "
(tomando u=1x, dv= (1+x) dx, v=4 (1+x)" )
15
5
= [120 - 0] ——159- (L+x) o
0
= 120 -—159.. [ = 1] = ot

2.7 Calculo de Integrales Definidas por Sustitucién o cambio
de Variable

Teorema Si x = ¢(t) es una funcidn cuya derivada es continua en &

intervalo cerrado [a,b] y ¢(a)=4, ¢(b)=B, entonces se cumple

b
[Bf(x)dx= ff(cb(t)) ¢' (£)de
a

para toda funcidn continua f(x) en el intervalo cerrado de extremos

Ay B.
Prueba 6 (t)
Sea G(t) = j £(x)dx.
A
Entonces -g% (t) = £(¢(t)) ¢'(t) (por el teorema 2.4.3) ,

y por el teorema fundamental del cdlculo
b

b
f(¢(t)) ¢'(rd)dt = G(r) = G(b) - G(a)
a a
(b) ¢ (a) B
= f(x)dx - f(x)dx = f(x)dx (pues ¢(a)=aA,
A A A ¢{(b) = B ).
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2.7 CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS POR SUSTITUCION O CAMBIO ... 123

3
3
x> dx
Ejemplo 1 Hallar I = <5
n
Solucién Tomemos x+l = t. Luego dx=dt y cambiando los
limites de integracidn:
cuando x=0, t=1,
y x =3, t =4 .
Luego
4 4 ‘
- 3. 2 -
i (t-1¥de _ Ll ) T
t t
1 1
3 2 4
_ t 3t _ 15
= [-3—-2+3t—]n|t|] = ==~ Ind.
1
A
Ejemplo 2 Encontrar I = sec 0 do .
0
Solucién Hagamos t = tan 6 . Luego 1+t2 = sgec?s,
dt = sec?0de y cuando 6= 0, t=0; y 6= % N t =1,

Por lo tanto, aplicando la férmula de cambio de variabla.

3
I = (1+t2)dt = (t+—§-)

0 0

"
wi&
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2.8 Problemas Resueltos

) 2
PROBLEMA 1 Hallar I = ‘[ x Inx dx .
SOLUCION 2
- 2
Tenemos I= Xelr x - _2:_2 2
=z Z  x
1 1 x2
(tomardo u=lnx, dv =xdx, v=-2—)
2
2
1 2] _ 3
=2 h 2 - Z_J’XdX=2h2~4 —-1n4—4.
1 1
"2
PROBLEMA 2 Calcular A = Le * gen x dx.
SOLUCION
2x T
o
A= senx.—z—-l —%-fezxcosxdx
0 0 2%
(tomando u=sen x, dv=e2xdx,v=-§—-
T
=—-;-'£e2xcosxdx ( pues sen 0 = sen 7 = 0 )
"
1 &F 1 X ox
= -3 co8 X. 5= - Tfe sen X dx
0 0

PO 2m of _A
A[cosﬂ.e —cosO.e]-—L,

e 4+ 1

de donde A= s
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2.8 PROBLEMAS RESUELTOS

Y,
2
PROBLEMA 3 Calcular A = X BED SERLX L g% .
0 /1 - x~
SOLUCION
¥, i
A = (arc sen x)(- /1-%2 ) - (-/1-%% ) __dx_‘__
C U ho
(tomando u=arc sen x, dv=—LdL- , Vv= - \/1—x2 )
/1 - %?
_ Y,
. - - q
= 7 arc sen = x
0
T v3 1
= iz *7 -
1
PROBLEMA 4 Evaluar arc tan Vx dx .
0
SULUCION Hagamos la sustitucidn t = arc tan Y x.
Luego x = tan?t dx = 2 tan t sec? t dt,
y cuando x = 0, t=20
x=1, t="T .

Luego, por la férmula del cambio da variable

1 T/
arc tan Vx dx = 2 t tant t sec? t dt
0 0
", i
= t ta? t - tan? t dt
0 0
{ integrando por partes)
/s,
= % - (sec? t - 1)dt
0 "y
=%—(cant—t) =%—1.

O
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"h

PROBLEMA 35 Encontrar A= sen’ x cos® x dx .
SOLUCION Hagamos t = sen x, dt = cos x dx, y cuando

x=0 , t=20

X = % 5 t =1,

1 1
Luego A = t3(1-t?)dr = t®-t%)de =
0 0
4
dx
PROBLEMA 6 Evaluar A = et (3
o V9 - 2x
—+2

SOLUCION  Sea t= /97 . luego x= 5=, dx=-tde,
y cuando x = 0, t = 3; t =4, t=1.

1 1 1
Por lo tanto A = —%- & i e dt = -t = 2,

3 3 3

a
PROBLEMA 7 Calcular 1 = Va?- x2 dx.
0

SOLUCION Sea x = a cos t. Luego dx =
Y a2 -x = a sen t, y cuando x = 0,

Por lo tanto,

0 b
I = (a sen t){-a sen t dt) = a2
h 0
'"/2
2 1 - cos 2t

- a sen t dt,

sen? t dt

" 4

X =a, t=0.
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PROBLEMAS RESUELTOS

2
2
PROBLEMA 8  Hallar I = S‘ X dx
x+2
-1
SOLUCION Sea t = x+2. Luego x =t-2, dx = dt
y cuando x=-1, t=1; X =2, t =4,

Por lo tanto,

4 2 4

- (t-2) dt 4

I-S.—t S‘ (t-4+t)dt
1

4

2
—;——4t+4]n|t|

1

PROBLEMA 9 Si f(x) es una funcidn continua tal que f(-x) = f(x),

a a
probar que (‘ f(x) dx = 2 ‘g f(x)dx .
-a 0
SOLUCION
0 a
Tenemos f(x)dx = S‘ f(x)dx + j. f(x)dx (1)
-a ~a 0
0 0
Perc f(x)dx~= f(-t)(-dt) ( haciendo el cambio devariable x=-t)
-a a

(]
1
Loy
—~
]
T
~
o
(g4
]

0 a a
j. f(-t)dt = j f(t)de
a 0 0

( pues f(-t) = £(r))

f (x)dx (2)

]
!
[

0

y sustituyendo (2) en (1) resulta la igualdad deseada.
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PROBLEMA 10 Si  f(x) es una funcidn continua tal que
a
f(-x) = - f(x), probar que j. f(x)dx =0 .
~-a
SOLUCION
a 0 a
f(x)dx = j' f(x)dx + f(x)dx (1)
-a -a 0
Pero
0 0 0 a
f (x)dx =-S. f(-t) (~dc) = - f(-t)dt = f(-t)dt
~-a a a 0
a
= (‘ (-f(t)) dt (pues f(-t) = —£f(t))
Jo
a a
g f(t)de = - f(x)dx (2)
0 0]

Sustituyendo (2) en (1) resulta la igualdad deseada.

_y&
PROBLEMA 11 Calcul I g
alcular = o r——
0 V1 - xi
SOLUCION
-y5
1 = arc sen x = arc sen (- %& - arc sen O
0
B e
- 6
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2.8 PROBLEMAS RESUELTOS

A
PROBLEMA 12 Hallar A = e ,  a,b>0.
0 a cos®x + b sen? x
SOLUCION  Hacemos t-tan x. Luego x=arc tant, dx = ———s
1+0
+ los nuevos limites de integracidn son t=0, cuando x = 0;
t=1 cuando x= '%- 5 Por lo tanto,
1 _dt 1 1
= 1+t dt 1 dt
B 1 ) + b t? - :.}.bfz =% 2,2
o el * i) d o ©*%
( con -% >0)
1
= -1—- - arc tan /:E_ t
b 3 a
7 5 0
b
= e arc tan /=
/2B a
1
/1-— x2
PROBLEMA 13 Calcular I = e dx.
2
Z
SOLUCION Tomemos X = cos t. Luego /1-x> = sen t, dx=-sen tdt
V2
y cuando x=-—2-2—-,t=—£—; x= 15 t = 0.
Por lo tanto,
0 "1, A
1 =- tan? t dt = (sec?t -1)dt = [tant- t] = l-l[:-.
"y 0 0
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-rr/2 ",
PROBLEMA 14 Probar que f(sen x)dx = f(cos x)dx.
0 0
SOLUCION. Sea x=%_t_ Luego
dx = - dt, sen x = cos t y <czuando
x=0, t=%~; x=l£', t = 0. Por lo tanto,
1T/2 0 TT/2
f(sen x)dx = f(cos t){-dt) = f(cos t)dt.
0 % 0

2.9 El Tecrema del Valor medio para Integrales

Definicidn Si f(x) es una funcidon continua en el intervalo
- cerrado f{a,b], se llama valer promedio de f(x) emla,b] al cociente

b
V.p = - f(x)dx.
a
Ejemplo Hallar el valor promedio de f(x) = x en [a,bl.
Solucion
8 2 - 2
_ 1 _ 1 x _ b -a? _ atb
el = Xde = g2 3 = TIk-a). T T2
a a
Teorema Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo cerrado

la,b]. Entonces existe un niimero c¢ tal que a<c<b y

b
f(x)dx = f(c)+(b-a)
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EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES

Nota (1) La formula indicada puede escribirse: V.P = f(c), para
algn ¢ entre a y b.

(2) Geométricamente, el irea del rectdngulo R (ver figura) de
altura f(c) y base b-a es igual al &rea bajo la curva

b

f(c)-(b-a) = £ (x)dx.

£(c) representa el promedio de los valores de f(x) sobre el intervalo
{a.b) .

Prueba del Teorema

Consideremos la funcidn F(x) = f(x)dt .
a

Por el teorema 2.4.1 se sabe que F(x) es diferenciable en a < x <b
y que -S,%-(x) = f() .

Luego por el teorema del valor medio para derivadas (teorema 1, pag. 1)

se cumple F(b) - F(a) = F'(c) - (b-a) (1)
para alglin c¢ tal que a<c<b.
b b
Pero F(b) = f(t)de, F(a) = f(t)dt = 0
a a
F'(c) = £(c),
y sustituyendo estos valores en (1)
b b
f(t)dt = £(c)-(b-a) ) f(x)dx = f(c)-(b~a)
a a ]
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E_zempxu Si f(x) = 2+x-x> hallar un ¢ entire O vy 3 tal que
f(c)

sea igual al valor promedio de f(x) en [0,3] .

Solucidn Buscamos un nimero ¢ tal quer 0 < c < 3

3
y Q+x-x%) = f(c)-(3-0)
0
2 = 32+c-c?) .
Resolviendo la écuacic’m 2¢2 -2¢-3 =0
. 1+ /7
resultan las raices c =
1 +v/7

Luego ¢ = =5, ya que es el Gnico valor que cumple 0<c<3 .

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el valor promedio de la funcidn f£(x) = a+b cosx
en €1 intervalo -r<x <1 ,

SOLUCION 3 : m
Vo, = o (a+ bcos x)dx = —— [ax +b senx ] = 8
2 T 7
-T
1 1
PROBLEMA 2 Comparar las integraies x?sen’x dx y x sen’x dx,
0 0
sin calcularlas.
SOLUCION Para 0<x <1 se tiene
< X , xZsen® x < xser-zx,
1 1
y por el teorema 2.3.2 , x? sen? x dx < x sen? x dx .
0 0
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2.10 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3 Estimar el valor de T‘-‘L;
+x

SOLUCION

Para -1€<x<1 se tiene 7€8+x* <9, o —1~< L < =

1 1 1
dx dx dx
Luego —_— — —
- J‘ 9 j. 8 +x3 J' ¥
-1 -1 1

1
A dx 2
9 < 8+x3 <—7-
-1

PROBLEMA 4 Encontrar el menor valor y el mayor valor posibles de

i)
X sen X dx .
2 X
Ty

SOLUCION
Puesto que el integrando f(x) = % tiene
fl(x) = XCoS X -senx _ _x-tamnXx g,
* x? cos x
en 7": < x <-12'- " f(x) es decreciente en este intervalo.

Por lo tanto,
() > fx) > £(f)

2V2 > senx 5, 2
m x w

kL
h
V2 sen x 1
y -—-2-— > Xr _X dx > T .
h
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Problemas Propuestos

3 2
PROBLEMA 1  Evaluar X i txt i

(x+1)2
1
13
Rpta. <
1
PROBLEMA 2 1 cidt
Hallar 2
Rpta. 3% -8 In 3
3
x eX dx
PROBLEMA 3 Encontrar >
(14x)

3
Rpta. —Z- =l

"k,
PROBLEMA 4 Hallar tan3 x dx.
0

SugerenciaZ Higase t = coOS X.

1 1
Rpta. — - —
P 2 2].nZ.

dx .

CaP.3
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