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1 SUHAS 

1.1 Definición 
x 1 , ••• , xn 

EJEHPLOS 

5 

(1) ¿ i
2 

i•l 

(2) ~+ 

Designamos la suma de los números reales 
empleando la notación 

x 1 + .•. + xn 

1 
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(3) 

(4) 

3 ¿ 
k. l 

n 

¿ 
i- 1 

DEFINICION DE IHTEGRAL DEFINIDA 

~ w ~ 
cos( - 8-) • cos<t> + cos(4) + cos <a> 

En general, 
tir.ino z 

n 

la suma indicada desde el t~rmino za basta el 
m ~ n , se designa con 

(1) 

n L xi = xm + xm+1 + ... + xn 

i=m 

5+6+7+8+9 ( - 35 ) 

i • S 
1 

(2) L (Sk-3) 

k =-2 

[ 5(-2) -3)] + [ 5(-1 )·- 3] + [5(0)-3] t [5(1)-3] 

-22) 

100 

(3) ¿ i F (51)2 + (52)2 + ... + (99)2 + (100) 2 . 

j =51 :l95, 425 ) 

Se cumple 

n 

(1) ¿ e = en donde e es una constante. 

i = 1 
n n 

(2) ¿ ex . e • L xi l. 

i = 1 i- 1 

n n n 
(3) ¿ (xi±yi) ¿ ¿ x. ± yi 1 

i = 1 i ~ 1 i- 1 



LA INTEGRAL DEFINIDA 

C4) Prapi.ctad t•lescáptca 
n 

L ( xi + 1 - xi ) "' xn+l - X¡ • 
i- 1 

n 

¿ x. -
1 

i .. l 

si m <n. 

(x2 - x 1) +(x3-x2)+(x4 -x3)+ ••. +(xn+l- xn) 

= -xl + (x2-x2)+(x3-~) + ••. +(xn-~)+xn+l 

1.3 Algunas Sumas 

n 

(1.3.1) ¿ i n ~n+1l 
2 

i = 1 
n 

(1.3.2) ¿ i2 n(n+1).(2n+1) 
6 

i = 1 
n 

( 1.3.3) ¿ i3 = n2 ~n+1)2 
4 

i .. 1 
n 

CAP.3 

( 1.3.4) ¿: ip _l_np+l p p-1 
p+1 + A¡,n + AP_ 1n + ••. + A1n+ A0 , 

i =o 
donde pes un número entero no negativo y Ac, A1, ... ,Ap' 
son constantes. 

n ¿ sen ix 

i .. 1 

--~-x-{ cos f- cos(n+ ~ )x l 
2 sen 2 
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1. 4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'tA 1 P:robar que 

i• 1 
n 

SOLUCIDN Sea S • L i. Tenemos 

i• 1 

S • 1 + 2 + 3 + + (n-1) + n 
S • n + (n-1) + (n-2) + ••• + 2 + 1 

y sumando miembro a miembro 
2S • (n+1) + (n+1) + ••• + (n+1) + (n+1) 

2S "' n(n+l) 

Luego S • 

PROBLEI'tA 2 

n sumandos 

Probar que 

n 

n(n+1) 
2 

n 

¿ .2 
1 • 

i. 1 

BOI..UCIDN Sea S • ¿ i 2 • 

i• 1 

Para i • 1, 2, ••• , n, tenemos 

n (n+l) (2n+l) 
6 

(i+1)3 - i 3 • 3i2 + 3i + 1, 

y sumando miembro a miembro 

n ¿ 
i .. 1 

n 

3 ¿ i 2 + 3 

i. 1 

(n+l)3- 1 • 3S + 3 n(z+1) + n 

(el primer miembro por la propiedad telescópica de la suma; y 
n 

~ . n(n+1) 
. 1 - 2 ' 
1 

por el problema 1). 

Despejando S 

S "'+[2(n+1)3- 3n(n+1)- 2(n+l)l· ~.[2(n+l)2- 3n- 2] 

n+l (2n2 + n) • n (n+l ){2n+l) 
·-6- 6 
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Por inducción sobre p probar que se cumple 

n 

2: 
i • 1 

en donde Ao , •·• , AP son constantes. 

SCLUCICIN 
n 

sP. L Sea .p 
1 • Debemos probar que S es un polinomio en 

p 
i • 1 

n cuyo término de mayor grado es 1 p+1 
P+'ln 

Sumando miembro a miembro las identidades 

(i+1)p+l -ip+l • (p+1)ip + ~ ip- 1 + ..• + (p+1)i + 1 

(i21,2, ••. ,n) 

y aplicando la propiedad telescópica a la suma del primer miembro se ob­
tiene 

(n+1)p+
1 

- 1 • (p+1)SP +~ sP_ 1 + ... + (p+l)s 1 + s0 (1) 

Si p • O tenemos 
la formula indicada. 

(n+l) - 1 2 s
0 

, de donde s
0 

.= n y se cwnple 

Supongamos ahora que s
0 

, •• , , sp- 1 son polinomios en n de gr.!!_ 

do<: p • Entonces Q "' (p+i)p Sp-l + .. , + (p+1)S
1 

+ s
0 

tiene 

grado <: p y (1) se expresa así: 

(n+1) p+1 - 1 = (p+l) S + Q 
p 

Por otro lado tenemos que 

(2) 

(n+l)p+1 -1 • np+l -r ~ nP + ••• + (p+l)n .. np+l +R , (3) 

en donde R es un polinomio de grado p , 

Reemplazando (3) era (2) y despejando S resulta 
p 

1 p+1 1 
sp - p+1 n + p:+r (R-Q) siendo T un poli 

ndmio de grado <:p. 

Así, para SP también se cumple la formula y concluye la prueba. 
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PR08LEI'IA 4 

Probar que 

SOL.UCIDN 

PROBLEMAS RESUELTOS 

n 

L sen ix • 

i• 1 

1 
x · [ coa T - coa (n + t )x J 

2 sen 2 

Usamos la identidad sen a • sen b • t ~os (a-b) - coe (a+b >] 
b • ~ , y obtenemos para i• 1, 2, ••• , n. 

con a•ix, 

• X 1[ (' 1) (' 1)] sen 1x • sen "1 • T coa 1 -y x - coa 1 +z x 

yi • cos(i - +> x. 

Sumando miembro a miembro resulta 

n L sen ix 

i ~ 1 

n 

• sen T • - .f ¿ (y i+l - Y i ) 

i- 1 

donde 

1 
• - -r<Yn+l .;.. Y

1 
) (propiedad telescópica) 

n 

¿ sen ix • -_,;;,
1
--

i'"' 1 

PRDBLEI1A :5 

BOLUCIDN 
n 

Tenemos ¿ 
i=1 

X 
2 sen2 

Hallar 

(2i + 5) 

-

1 [ X 1 J • 2 coa 2- cus(n+2) x , y por lo tanto 

[ cos ~ - cos (n + ~ ) x] 

100 ¿ (2i+5). 

i- 1 

n n 

2 ¿ i + 5 ¿ 1 - 2 n~n+12 2 + 5n 

i- 1 i• 1 

n (n+6). 

Luego, para nz100 se obtiene 100(100+6) - 10,600. 
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Hallar lim 
1 

-;¡: 
n+• 

BOUJCJDN 

Tenemos lim ..L. 
n+• rl-

1 +.!. 
l . 1 [ n (n+l) ] • lim -.....,;-"n::._ 

1m -r 2 2 
n +<» n n +oo 

1 
- -r· 

n 

PROa.Et1A 7 Hallar lim 
rt+ao 

1 ¿ .p 
1 • 

SOLUCJDN 
n 

Por el problema 3, ¿ f 
i. 1 

y por tanto, 

i. 1 

+A nP 
p + ••• + Ao 

CAP.3 

lim 
n+oo 

lim 
n ...... 

[ p~1 + ~ + • • • + ~+J .. p~1 • 

PROa..Et1A 8 Calcular 

n ¿ i3 usando el método de los coeficientes indeterminados. 

i- o 
BOLUCJDN Por ~1 problema 3, 

n ¿ i 3 • fntt + An3 + :bn2 + Cn +D. 

i• o 
Dando valores n • O, 1, 2 y 3, se obtienen las ecuaciones 

O • D , 1 
1 "'4 + A+ B + e + D, 

9 • ~ + 8A + 4B + te+ D, 36-~ + 27A + 9B + 3C + D, 

de donde D• O y resolviendo las ecuaciones restantes 

A+ B +e 

se obtiene 

n 

Luego ¿ 
i•O 

3 
- 4• 1 

A ·T· 

4A + 2B + e 10 9A + 3B + C = 
2
4
1 , ·-¡;-, 

1 
B • 4 y e- o 

93 



94 

2. 1 SUMAS DE INTEGRAL 

2 LA I NTEBRAL DEF 1 NI DA COI10 UN LUUTE DE 8Ut1AB 

DefiniciórY 

Sea f(x) una función definida en un intervalo cerrado [a,b] • 
Una ._. e iD.tegral (o suu. de Ri--) de f(x) en ( a,b] , es una 
sum& de la forma 

donde 

Eje~ lo 

( 1 ) a • x0 <: x1 <: . .. < xn • b 

(2) t::. xi • xi - xi-1 
(3) t. es un número tal que x. 1 <: f; . < x

1
. ( i• 1, ••• ,n). 

1 1- 1 

Sean f(x) & - (x-2)2 + 4 
a a 1, b • 5 

Xo • 1' xl • 2 • Xt • 4 x, • 5 • 
~l ,. 2, f;2 • 2.5. f;l • 5 

Calcular la suma integral S de f(x) asociada a estos datos e inter­
pretar geométricamente la suma S. 

Boluci6n y 



TP.nemos 

i 

o 
1 
2 
3 

Luego 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

X]. f;i f1 X]. • xi - Xi-1 

1 
2 2 1 
4 2.5 2 
5 5 1 

3 

S • ~f(~.Mx.~ 4 +7.50- 5 = 6.50 
L~ 1 - 1 

i-1 

Int:erpret:ac:lma vaa-ftrlca de lA ...,. S 

En la figura 

f(~í) f(~i) f1xi 

4 4 
3.75 7.50 
-5 -5 

f(~z)t1xz 

f(~3)f1x3 

7.5 = Area del rectángulo R2 

-5 = - Area del rectángulo R3 

Por lo tanto, S = Area R1 + Area R2 - Area R3 , 

CAP.3 

y geométricamente, S es igual al área algebraica de la reg1on compuesta 
por R1 ; R2 y R3 , si se conviene en .asignar el signo + o el signo 
al área de un rectángulo según éste se encuentre arriba o abajo del eje 
X, respectivamente. 

lnt:arpret:AcidÍ\ QIIO..tt:rlCA de lA IIWN de lnt:qrAl 

La interpretaci~n de la suma de integral que hemos dado en el ejem­
plo precedente admite una generalización inmediata cuando se trata de una 
función cualquiera. En efecto, consideremos la suma de integral. 

n 

S ¿f(~i) llxi 

i=1 

Sea R. 
1 

el rectángulo determinado por 

va lo (X . } , X.) 
1- 1 

y por lo tanto, 

Entonces el área de 

A. = 
l 

S 

n 

~ f(~ . ) t:.x . ¿ 1 1 

iz1 

R. 
l 

si 

si 

f(~i) y de baso el in ter-

es 

f(f,;i) ;;;.o 

f(~i) <o 

donde para cada i se debe elegir el signo + o el signo según que 
Ri se encuentre arriba o por debajo del eje X, respectivamente. 

Así, geolllétrk-te S ea el área algebraica de la ~ ccnapuea­
ta por :.- recd-aaloe ~ , ~ , · · . , R

0 95 



2. 2 LA INTEGRAL DEFINIDA 

2.2.1 Existencia y Definict6n d• la Int-aral Definida para 
Funcian•• Continuas 

96 

Taoretna: Existencia 

Sea f{x) una funcion continua en el intervalo ce;;rado [ a,b]. 
Entonces existe un número real que se designa con 

donde 

l
b 

f(x) dx tal que 

n 

lim 
Ot.l-+-0 

L f(f;i) 6xi • 

i•l 

( 1 ) 

( 2 ) 

061 • miximo {6x 1 , ••• , 6xn} • max 6 ~ 

e.i líll'ite indicado significa que dado € >O, 
un ó > O tal que 161 < ó impli.:a que 

D•finici6n 

existe 

( 1) Ei. número Ib f(x)dx se llama la illtfi&TÜ clef:f.ld.dM de f(x) 
a 

desde a a D. 

(2) La función f(x) se llama ~~ 

(3) l.Ds números a y b se llaman llaita bhdor y lt.lc. ~ 
cior, respectivamente. 

Nota 

Cl) Omitimos dar la prueba del teorema. 

C2> Este teorema es muy importante pues nos dice que la hipotesiJ de 
la continuidad

0
de f(x) es suficiente para asegurar que las suma 

de integral ~f(E;.).6 x. se aproximan a un número fijo, que he­
'-' 1 1 

i•l lb 
mos denotado con a f(x)dx, cuando max 6xi es muy pequ.!_ 

ño, esto es, cuando las longitudes 6 xi de los in·tervaloe 

se acerca~ a c~ro. 
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2.2.2 c.tlculo de la intevr'al definida usando suc-ion- de 
su.as de i ntev,.al 

TIKr ... 

Sea 
[ a,b) , 

f(x) una función continua en el intervalo cerrado 
Supongamos que para cada entero n > 1 es dada una 

n 

suma de integral ~ f(E,;.) ~x. de f(x) en [ a,b) ¿ ~ ~ Si 

i•l 

se cumple que lim ll11 • O , donde ll11 • max l1xi , entonces 
n+"" 

J.b f(x) dx • 

Nota 

lim 
n+oo 

f(E,;.) 6x .• 
~ ~ 

La prueba del teorema es una consecuencia 
teorema de existencia de la integral definida 
timos los detalles. 

inmediata del 
(2.2.1) Omi-

Ejllllplo 

Si 

(1) 

(2) 

y (3) 

Luego 

Cálculo de la intev,.al definida usando int.,. 
valos de igual longitud 

l1x .. 

X. • 
~ 

~ 
n 

a+ i6x a+ .i(b-a) 
n 

E,;i es un número tal que 

i•O,l, .•. ,n 

lim 1 t.l • lim ~ • O y por lo tanto, por el n , 
n-+co n+oo 

teorema precedente, se cumple que 

b n J f(x)dx • lim ¿ f(E,;i)l1x 
a n+oo i•l 

97 



98 

2.2 

y 

o 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

....... ~ ..... . . .. .. . .. . . . . 

y e f (x) 

La figura muestra la gráfica de lá función f(x) en el intervalo 
{ a,l::). Se ha dividido el intervalo 1 a,b) en n :>ubinlervalos 

lx , X. l de igual longitud ilx X. - X . =~ En cada in-
1.-l l. l. 1.-l '1 

t2rvalo 1 X. , X. 
J- l l. 

se ha eleg i.do un nÚI'lero E;i para fol"'Tlar ld su.na 

de integral 

de enunciar 

n 

S n ¿ f (f~i )L'l". 

i= 1 

establece c¡ue cuando 

Ahora bien, 

Ib f(x)dx 
a 

este Yalor basta ballar el lía:it:e ele S cuaad.;, 
u 

n 

el L~orema que se acaba 

exis~:e, ,ara cticular 

n ~oo. Dicl10 de otra 

n1aneta, las suaaa ¿ f(é;
5
)il'< se aprrori.aan al vaJor C:e la intep-a1 

i= 1 
cua~do el número n de s ubinterval~s de igual longitud crece imieiio,da-

8ellte. 
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O.finición 

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva 
lo cerrado [ a,b) • Definimos el área (de la región R comprendÍ 
cJa) atre lu C:Urft8 f(z:), I(Z:) y las rectas verticales X • S 
y x :b, igual al número 

A = A(R) = Ib 1 f(x) - g(x) 1 dx. 
a 

( ver fig. 1 ) 

y 

~~~ _..-y-g(x) = R · E:::d!!!!:j 
.,~=~ •y•f(x) 

1 1 

o a b b 

Pi&.l Area entre las eurvas f(x) y g(x) 

Por ejemplo, si f(x) ;;:;. O en a..,;; x.;;; b, el irea ~o 
la eurya f(z:) y el eje I ~tobl'tl [ a,b) , es igual a 

A fb 

a 
1 f(x) -O 1 dx 

y 

o a 

Area bajo l a cueva f(x) 

Jb f(x) dx 
a 

(ver fig. 2) 

y - f ( x) 

b 

Nota Observemos que la definición dada de área es razonable por cuan 
to la integral definida es el límite de las áreas de regiones compuestas 
por rectángulos que se "aproximan a la región comprendida entre las curvas. 

99 
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LA INTEGRAL DEFINIDA 

Ejemplo 1 Tomando rectángulos inscritos de igual base hallar r xdx' donde 

Solución 
y 

En este caso f(x) = x es una 

función continua y por lo tanto 

existe f(x) dx . I
b 

Procedemos a calcular la integraL 

Para n ~ 1, sean 

/:;x = .12.:.!!... 

x. 
~ 

~i 

Luego 

n 

a+ iLix 

Formamos la SU!ud 

+ i(b-a) Y 
a n ' 
(i = 1 , ..• , n) • 

a + 

a < b. 

Xz 

(i-1) (b-a) 
n 

S 
n 

n 

¿ ~[a+ (i-1) (b-a) ]· ~ 
n n 

i = 1 

(b-a) Lt~ ~ · 
(b-a) [a + (b:a) 

(b-a) 

(b-a) 

luego, por el teorP.ma 2.2.3 

i = 1 
n 

¿ 
i= 

i(b-a) 
n2 

(b~a) ] 

lim 
n-+ao 

sn = (b-a>[ a+ (b~a) (1) +0] 

(b-a) (b+a) 
2 

n 

(pues ¿ 
i= 1 

(pues lim 
n-+ao 

e = nc) 

J.= o) 
n 

X 
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Ejemplo 2 

Hallar el área bajo la curva y =x2 desde :e= O a x=2. 

y 

y=x?-

X 
-2 2 

La función y f(x) es continua y toma valores ~ O . 

Debemos calcular 

Eea n es un número 

x. o 
~ 

f;i X. 
~ 

A r x2 dx. 

Jo 
entero ;;;. 1 y tomemos 

+ ió.x - .ll. 
n 

. 

ó.x 
2-0 .1.. -- -n n 

i 0,1, . n • 
i 1, 2, n 

(estamos considerando rectángulos circunscritos a la parábola y= x 2
) 

Luego 

Tenemos entonces 

~: 
n 

x2 dx - lim ¿ f(f;i) Ó. X teorema 2.2.2) 
n+.., 

i• 1 
n n 

lim ¿ 4-i" 2 
lim 

8 ¿ i2 .....,..._ -n+.., n n n ... .., n3 
i- 1 i- 1 

n 

lim 
8 n~n+ll ~2n+1l (pues ¿ i2= n(n+1~(2n+q) 

n +"' 7 6 
i•1 

lim .i (1 + .!. )(2 +.!.) - 8 (pues lim .L.o ). 
3 n n 3 n n +oo n +oo 101 
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Ejemplo 3 

Probar que 

Solución Llamemos 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

p+l 
a 

-¡;:;r-

f (x) 

donde p es un entero ~ O, a > O. 

Sea n un número entero ;;;. 1 y tomemos /:.x a-0 =- = 

Luego 

x . 
l. 

f (x.) 
l. 

O + i/:.x 

X. 
l. 

ai 
n 

n 

i 

O, 1, ••. , n 

1, . . . , n. 

Tenemos entonces 

Ejemplo 4 

Soluc::Jdh 

la integral 

Sea n un 

lim 
n ..,.oo 

lim 
n ..,.., 

lim 

n 

¿ 
i- 1 

p .p 
(~)(~) 

p n 
n 

ap+1 1 p+l p 

(teorema 2.2.2) 

p+1 n 

lim ~ ¿ .p 
J'+1 

l. • 
n..,.., 

i = 1 

n ..,.., 
--p.¡:r ("'P+T n + Apn + ... + A1 n + A0 ) 

n (por (l. 3.4), pág . 82 

La 

p+l 
a 

p:¡:r 

Hallar l: 
función y 

(pues 

sen x dx, 

sen x es 

l . l 
lim - = ... = ll.m -¡= O). 
n..,.., n n..,.., np+ 

donde a> O. 

continua y por lo tanto existe 

~: sen x dx. Procedemos a calcular dicha integral. 

número entero :> 1 y tomemos 

/:.x = ..!:,Q_ = ~ 
n n 

X. :a: 0 + Í~ X • _!!_. 
l. n 

x. 
l. 

- ...!L n 

i • 0,1, .•• , n, 

i • 1, ... , n . 
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Luego y (E;.) 
1 

sen 

En tone es tenemos 

1<'1 sen xdx = lirn f 
O n->-oo i= 1 

lim 
n->oo 

lirn 

~ 
n 

a 
n 

ia 
n 

ia a 
(sen n-> <-;;-) 

n ¿ ia sen--
n 

i= 1 

( por el teorema 2.2. 2 ) 

2 sen -t:;­ [cos 2~- cos(n+t):] 

( aplicando la fórmula (1.3.5) pág. 82, con X=~) 
n 

Ahora bien lim 
n-+ oo 

lim 
n _.. oo 

lirn 
n-> ro sen 

a 
sen("""'2;;'") 

(2-) 
2n 

a 
cos 2'ñ' 

(_a_) 
2n 

reos ~ - e os ( 1 + -
1
-) a J L 2n 2n 

(~) 
2n 

pues lim 

e os ( 1 im ....:!... 
2n n->oo 

x-+ o 
sen x 

X 

cos o 

1 , 

1 , 

lim 
n-+ oo 

1 
cos( 1 + 2n) a cos [lim ( 1 + *)a] 

n-+ oo 
cos a , 

y por 1 o tanto , 

[ sen xdx 
o 

1
;¡ 

sen xdx 
o 

1 - e os a, 

1 - cos a . 

si a> O . 

103 
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LA I!'rrEGRAL DEFINIDA 

Ej8fllpla :5 Encontrar el área entre la curva y z x el .;je X y 

las rectas verticales x = a y x = b, donde O< a < b • 

Saluci6n La función f(x) e!'l continua en O< x. Sea n un 

T'Ú!nero entero ;;. l. Tomemos 

(1) 

i 
b -ñ 

x ... a(-' 
l. a 

t.xi • xi - xi-1 

X 

Sea llt.ll • maxllxi. Probaremos que 

<2) lim 1 t. U • o . 

En efecto, 

n -+oo 

O <: l>x. 
l. 

111 X: - X. = 
l. J.-1 

;_ = O, l, ••• , n 

i=l,2, ... ,n 

i-1 
a(..L;-n 

a 

..-.;:; b 

v por lo tanto 

1 lim fr 

para i = 1, 2, ••. , n, 

Ahora bien lim (l)n • 'l)n...... ( a ~a por la conti~uidad de la funci6n 
n ...... 

exponencia! ex, e > O 
• (.2_)0 = 

a 
1, 

y por ~onsiguiente [ 
b 1 

lim <a-> ñ-
n -+oo 

l 
J 

o • 

y ten~endo en cuenta la desi6ualdad anterior 

O< lim 
n -+<~> 

llt.!l ..:;; lim [<J:...f- l 
n -+oo a 

] = O , de donde lim 11 t, 11 • O , 
n ...... 

lo que pn•eba (2). 
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la propiedad establecida en (2) nos permite m:ar los puntos 

x0 ,x 1, ... ,xn para calcular la integral ¡b +dx 

Tenemos entonces 

lim 
n ... ., 

lim 
n ... ., 

lim 
n _,.., 

Pero 

lim n(1-rn 

n 

¿ 
i = 1 

n 

¿ 
i= 

1 
X. 

l. 

l!.x. 
l. 

x. 
( 1 - -l.:.L) 

X. 
l. 

1 im 
n ... "" 

n 

lim ¿ 
i = l 

n ... ., 

n(l-rn , donde r = ..1!... 
b 

lim 
X-+ +oo 

1 

( 1 - (.2..) n 
b 

(pasando a la variable continua x, la igualdad se cumple si el segu~ 
do límite existe) 

Así, 

lim (f . d ; d o ) orma 1n eterm1na a 0 
X-+ +oo 

X 

-rx • ln !". ( -1 ) 
x2 

lim -------~1~--~-­x+ +oo 

lim -rx. lnr • -ln r 
x+ +oo 

(Regla de L'H6spital) 

a -ln¡;- 1n.2.. 
a 
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2.3.1 Teor-. 

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el intervalo 
[a,b]. Se cumplen las siguientes propiedades 

(1) 

(2) 

(3) 

1 ,("dx • b-• 

b J k(fx)dx 

a 

1 

k f(x) dx J
b 

a 

Jb [f(x) ± g(x) J dx 
b J f(x)dx ± 

a a 

¡ g(x)dx 

a 

(4) Si f(x) ;;;.o en [a,b] , entonces 

Ib f(x) dx ;;;;¡.O 
a 1 

Sea n un número entero ;;;;¡. 1 y tomemos 

r: 
L ~í 

b-a 
=-

n 

a + it.x 

X . 
l. 

b 

a+(~) i 
n 

J h(x)dx, donde h(x) es la función constante 
h(x) = 1 para todo x, 

a n 

lím ¿ h(E;i)t.x (por el teorema (2.2.2) ) 

n +"' i • l 

lim 2: ¡ (k:!.) ( pues h(E;;i) - l ) 
n +"" n 

i•l 

lim n ( b-a) lim (b-a) - b-a 
n+Go n n+co 



(2) 

(3) 

(4) 
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[ kf(x)dx 

n 

.. lim ¿ kf(f;i)6x (por (2.2.2)) 
n +oo 

i. 1 a 
n 

t - \t lim L f(f;i) 6 X - k f(x)dx 
n +oo ir 1 

(por (2. 2. 2)) 

Jb [f(x) ± g(x)] dx • 

a 

lim 
n +• 

lim 
n +oo ~ 

i. 1 

n 

f(f;i)6x ± lim ¿ g(f;i)6x 
n +ooi ~ 1 

• t. f(x)dx±¡b g(x)dx (po< (2.2.2)) 

CAP.3 

De f(x) :>O en [a,b] , se sigue que f (f;.) :> O, y por lo ta!!_ 
l. 

to, cada suma de integral 

n ¿ f(f;i)6x es ;> O. 

i•1 

I.uego, 

tiene lim f f(f;.)6x :>o, 
l. 

de donde resulta que 
n ~m 

i- 1 

fb f(x)dx 

a 

• lim 
n .... 

n ¿ 
i. 1 

cuando f(x) :>O en [ a,b] • 

f ( f; . ) t.x :> O , 
l. 

1 

se 

107 
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Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el interva 
lo cerrado [ a,b]. Se tiene 

( 1) Si f(x) E;; g(x) en [ a,b] , entonces 

b b J f(x)dx E;; J g(x)dx 

a a 

(2) Si m E;; f(x) E;; M en [ a,b) , entonces 

b 
m(b- E;; J f (x) dx E;; M(b-a) 

a . 

(3) Si 1 f(x) 1 E;; k en [ a,b] , entonces 

1 Jbf(x)dx lE;; k(b-a) 

a 

(1) Tenemos f(x)E;;g(x) en [a,b], g(x)-f(x);;;.o, luego 
b J [ g(x) - f(x) ] dx ~ O ( por (4) del teorema anterior) 

a 
b b J g(x)dx - J f(x)dx ~O ( por (3) del teorema anterior) 

a b a b 

o sea, 1 f(x)dx .¡;; 1 g(x)dx 
a a 

(2) Tenemos m ,;;;; f(x) ,;;;; M en [ a,b] , 

l
b b b 

a mdx ,;;;; J( f(x)dx ,;;;; J[ Mdx 

l
b b b 

m dx ,;;;; 1 f(x)dx .¡;;M 1 dx 

b 
m(b-a) .¡;; l f(x)dx <: M(b-a), y 

por la parte (1) ) 

por (2) del teorema 
anterior) 

por (1) del teorema 
anterior) 

(3) Tene100s lf(x)lb..;;k en[a,b), o -k<:f(x)<:k, 

y -k(b-a) .,;;;; 1 f(x)dx os;;: k(b-a) ( por la parte (2) ) 

108 Luego 1 f·f(x)dx 1 .;;; k(b-a) • 
a 
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2.3.3 Teor ... 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado 
[a, b] Se cumple 

(1) 

1 
la f(x)dx o 

1 

(2) lb f(x)dx = j[cf(x)dx + J[bf(x)dx 
a 

para todo. e tal que a < e < b • 

(1) Si n es un núme·ro entero ;;;. 1, tomaJOOs 

Luego Ia f(x)dx • lim 
n+oo 

lim O '"' O • 
n+co 

t.x • .!::.!!. • O , 
n 

( por el teorema 
2.2.2 ) 

109 
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(2) Si n es un número entero n > 1, tomaaos 

y 

pu-a el latenal.o [ a, e ] : 

b-a 
6x • -n , xi .. a + i 6x , 

para el iutenalo [ e ,b ] : 

b-e 
6x' • --n-- . x'. • b + i 6x', 

1 

para el iDtenalo la,b 1 : 

x~ 1 < t~ < x'. , 
1- 1 1 

B • x0 < x1 < ••• < xn • e • x' o ,..; x'¡ < ... < x' • b: 
n 

•1 Ax 1+ -+1 Ax'l+ 

a•x X xi+l e x' xi_+l' b 

i..uego { } { c-a b-e } 11 6.11 • max tJ.x, tJ.x' • max -, - , cumple lim 111111 •O. n n 

Tenemos entonces por el teorema 2.2.2 r f(xldx • 

a 

lim 
n +CD 

n 

• lim ¿ f(ti) Ax + lím 
n+oo i•l n+oo 

[ f(x)dx + [f(x)dx . 

a e 

n+CD 

n ¿ f(ti_) Ax' 

i• 1 

1 

EJ.-pla Hallar si f(x)•r

2
: l X -3 3 <;X< 4. 

Salucián 

¡• f(x)dx • f' f(xlU + ¡• f(x)U • [ 2xdx + [ <x'- l)dx 

55 • 3 
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2.3.4 La Int-aral Owiinida J[bf<x>dx con b <a 

O.finic:ión 

Si f(x) es una función continua en el intervalo cerrado 
[ a,b ] se define 

Ib f(x)d:x • - f\(x)dx 
a b 

(1) - - 4 . 

(2) f sen xdx • - .J;sen xdx • - [ 1 - coa w] • - 2. 

La siguiente propiedad constituye una generalización de la propi!_ 
dad (2) del teorema 2.3.3. 

Sea f(x) una función continua en un intervalo cerrado que 
que contiene a los números a, b y c. Entonces se cumple 

sin importar el orden en el cual .se encuentran a, b y c. 

Pru.b• 

Debemos considerar sei11 casos posibles 

[c<aei;b 
(1) 

Si a <b entonces aei;cei;b (2) 

aei;b<c (3) 

lc<b<a (4) 
y si b<a entonces bc;;cc;;a (~) 

b<a<c (6) 
111 
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fb . 
Probaremos que se cumple a f(x)dx • f e f(x)~x + ~b f(x)dx 

a e 

en los casos (1) y (6), dej~ndo al cuidado del lector la verifi-

cacion de los casos restantes. 

Casa 1 

Luego 

Casa 6 

Te~• [ f(x)dx • [ f(x)dx + r fCx)dx 

(pvr (2) del teorema (2.3.3), ya que 

c<a<:b ). 

t f(x)dx •- I' f(x)dx + 

¡ f(x)dx + 

f
b 

f(x)dx 

e 

f
b . 

f(Jt)dx • 

e 

Ten~mos Ic f(x)dx • [ f(x)dx + Ic f(x)dx 

(por (2) del teorema (2.3.3), ya que b<a<c) 

Luego -t f(ll')dx • Ic f(x)dx - [ f(x)dx 

r f(x)ix - Ic f(x)dx + r f(x)dx • 1 
.:: 
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2.4 Teorema Fundamental del Cálculo 

2.4.1 Teorema 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado [a,b). 
Entonces la función F(x) definida por 

F(x) = lx f(t)dt 
a 

en a .;;;; x ~ b 

es una antiderivada de f(x). Esto es, 

1 
dF (x) f(x) 

1 -rx- en a .;; x .;; b • 

Nota. 

(1) En la ecuación 

~(x) 
dx 

es la derivada ordinaria de F(x) si a< x < b 

_2!..... ( ) dx a, es la derivada por la derecha de F(x) en x=a • 
y ....ill:_ (b) 

dx 
es la derivada por la izquierda de F(x) en x = b. 

<2> La ecuación ~~ (x) = f(x) puede escribirse 

PruebA 

I X 
f(t)dt 

a 
f(x) 

Fijemos un número x tal que a .;; x .;; b. Vamos a probar que. 

PASO 1 

lim 
h~o 

F(x +h) - F(x) 
h 

= f(x) 

Si h #-O y x +h se encuentra en [ a,b) , entonces 

F(x+h)h- F{x) - f(x) = + lx+h [ f(t)- f(x)) dt 

En efecto, 

F(x+h) -:- F(x) 
h 

1 [Ix+h Ix ] h a f(t)dt - f(t)dt 

h
l [la ¡x+h ] f(t)dt + f(t)dt 

(pues -ixf(t)dt = Laf(t)dt 
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+ I.x+h f(t)dt 

x x+h a x+h 

(pues L f(t)dt "'l f(t)dt+ .[ f(t)dt, 

(1) 

( po .-2 .3.3(2)) 

y f(x) + f(x)h ~ + f(x) Lx+h dt = + [+h f(x)dt (2). 

(pues f(x) es constante ) 

y restando miembro a miembro (2) de (1) resulta la expresión deseada. 

Paso 2 

o >O 
Sea dado 
tal que 

E >0. Puesto que f(t) es continua en t=x, existe m 
lt-xl < o y t en [ a,b) , implica lf(t)- f(x) 1 < F:. 

Si O< 1 h 1 <o y x+h se encuentra en [ a,b), 
do t en el intervalo cerrado de extremos x y x+h, 

entonces para to 
se rumple -

1 f ( t ) - f ( x) 1 < E • 

En efecto, puesto 9ue t esta en el intervalo cerrado de extre 
mos x y x+h, se tiene !t-xl.;;; 1 h 1 <o y, por lo tanfo, por el ~-o 
(2), lf(t)-f(x)I<E. 

P•so 4 

x+h 
Sean E y 

en [ a,b) 

En efecto, 

o como en el paso (2). Para todo h tal que O< lh 1 <o y 
se cumple 

F(x+h)h- F(x) _ f(x) 1 ,¡;; F; 

IF(x+h\-F(x) -f(x) 1=1+ lx+h[f(t)-f.(x)]dt,, (porelpaso(l)) 

Finalmente, 

~(x) 
dx 

= 1~1 llx+h[f(t) -f(x)]dtl 

.;;; l~l E 1 x +h -xl ( por (3) del teorema 2.3.1, 
¡~'(t)-f(x)I<E, por el paso (3)) 

= e: • 

lim 
h-+"' 

f(x) 

F(x+h) - F(x) 
h 

( definición de derivada ) 

( por el paso (4) ) 

que era lo que queríamos demostrar. 1 
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ObservaciÓn 

La fórmula ~ (x) = f (x) también puede escribirse 
dx 

En efecto , 

lim 
h -+e 

r +h 

rx+h 
~ f(t)dt 

f(x) 
h 

CAP.3 

lim 
h-+0 

f(t)dt 
X 

h 
lim 

h .. o 
F(x+h)-F(x) 

h 
(por (l) del paso (J)) 

...:!l. (x) 
dx 

f(x) . 

2.4.2 El Teorema Fundamental del Cálculo Integral 

Sea 
G (x) 

f(x) una fu~ci6n continua en el intervalo ce rrado 
es un~ función tal que 

~ (x) 
dx 

f (x) en 

enton .. ·es r f (x)dx G(b) - G(a) 

a 

NotA 

[ a,b ]. Si 

!1) Eqte teorema nos dice que ~ualquier antiderivada G(x) de f(x) 
puede ser empleada para evaluar la integral definida de f(x) en 

lEna , b 1 . . jab 
efecto, el valor ~ f(x)dx es la diferencia de los valores 

de cualquier antiderivada en los extremos b y a 

115 
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TOOm:MA FUNDAMENTAL DEL CALCULO 

De manera equivalente la formula fb f(x) dx 
suele escribirse a 

o 

donde 

.[b f(x)dx = G(x) ~~ 

lb G'(x)dx = G(b) -G(a) 

G' (x) = ...2.S!._ (x) 
dx 

f (x) . 

G(b) -G(a) 

(3) El teorema fur:damental del cálculo establece una conex1.0n di 
recta entre los conceptos de integral definida y de integral inde 
finida. Esta conexión es resaltada cuando escribimos 

lb f(x)dx 
a 

J f(x)dx r a 

donde J f(x)dx es la intearal. indefinida de f(x) . 

Pru•ba 

Sea F(x) • J[x f(t)dt , 
a 

Tenemos 1! (x) = f(x) (por el teorema anterior 

.....!!Q_ (x) ( por hipótesis ) 
dx 

Luego por el teorema 2, pág. 3 , de la diferencia constante, 

F(x) ~ G(x) + e , donde e es una constante, 

o lx f(t)dt = G(x) + e . 

Evaluamos la constante e haciendo X= a' o laf(t)dt = G(a) +e, 

de donde e G(a), y por lo tanto 1\(t)dt 

Y para x zb, lb f(t)dt = G(b) - G(a) 
a 

G(x)- G(a). 

o llamando x a la variable t, lb f(x)dx = G(b) -G(a) . 
a 

1 
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Evaluar las siguiente integrales 

(1) r2 
x3dx. 

J_l 

(2) 

(3) - 2x + 3) ...:x • 

Solución 

'" f.',,,, Ll2 
4 -1 

(2)4 (-1)4 _4 ___ 4_ 

JTIJ. TI 

(2) •sec 2x dx 4 TI 
tan x tan-¡;-

-% 
, 

--¡; 

15 
4 

tan( -+> a 1 - -t -1) 

2 ¡2 

(x2 
x3 Ji.._ <-l:A (3) - 2x + 3) dx -3- - x2 + 3x 3 3 

-1 

Ejemplo 2 Encontrar la3 integrales 

(1) rx etJt. 

J_x 
(2) f.

! 

Solucián 

(1) 1: e t dt = t 
¡:X ~ X -x e e - e 

f.' s3 
ds ·+ I' d (s 4 ) 

se + (s4)2 + 
= i-arc tan s4 ~~ <2> 

CAP.3 

2. 

27 =-r · 

ds • 

• + [are tan 1 -are tan O}: +[f- o] • -f¡;. 
117 
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Se cumple 

d rg(x) d 
dX Ja f(t)dt .. f(g(x))• * (x) 

si f(t) es una función continua en [a,b] y g(x) es una función 
diferenciable con valores en [a,b] 

Pru.tla 

Sea l u rg(x) 
F(u) • f(t)dt. Luego Ja f(t)dt = F(g(x)) . 

Tenemos entonces 

d ¡· g(x) d 
dX f(t)dt • dx F(g(x)) 

d • dx F(u) donde u = g(x) , 

dF ( du • du u)• dx 

• f(u)·-!-(x) 

• f(g(x)) • ....2&. (x) 
dx 

regla de la cadena ) 

dF pues Cili"(u) = f(u), por el teo-
rema 2 .4. 1 ) 

1 

Ej ... plo 

1
x2 

Hallar d 
dx cos t dt • 

X 

Solución 

Fijemos un número a cualquiera. 

Puesto que 

2 a x2 

lx coa t dt • l coa t dt + l coa t dt 

• - lx coa t dt + 1x

2 

coa t dt , 

aplicando la formula del teorema 2.4.3 resulta 

d 
Tx 

(X
2 

dx 2 dx2 
2 Jx coa t dt •- coa x • ""dx +coa (x )·dx•-cosx+2xcoax. 
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2.5 Problemas Resueltos 

PROBLEMA 1 Evaluar las siguientes integrales 

(1) f (,/2x + ~;z) dx 

I X 
e dx 

1 +/-X 

(2) 

I4 1, + !Y. 
dy 

2 y 
(3) 

SOLUCION 

(1) +Yx 1 3
/ 3 ~~~S 64 lOO ) dx =-

3 
(2x) 2 +-x J =~+ 12 =-

3 4 o 3 

f X f d~exl 
• are tan exl: (2) ~dx 

1 + e¡x 1 + (ex)2 

are tan e - are tan e 0 = are tan e -

(3) [ dy • -1 _lh 14 -4y - 2y 
1 

"' 4. 

PROBLEMA 2 

SOLUCIDN 

r2-
3 

dx 

J_: x2 -

Hallar 
r-3~ 

J_2 x 2 - 1 

1 ln1. T 3 

1! 

4 

CAP.3 
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PROBLEI'IA 3 ro 
Ev¡¡luar ~ 

SOLUC:ION. 

-+Jo 
1 

=.ii'I - 2 . 
3 

(x3 + 8f lh d(x3 + 8) = 1., ( x3 + 8) 1¡210 
3 1 

PR08LEI'1A 4 Encontrar 

(1) f rx-:-1 dx <2l [' 
dx 

SOLUC:ION 

(1) t rx-:-1 dx 

(2) r dx 
~) -~9~+;...4_x_ + I' (9 + b)-% d (9+ 'xl • + (9+ 4x) '•1: 

S 3 = -2-- -2- 1 • 

PROBLEMA S Encontrar x dx 

x 2 + 3x + 2 

BOLUCION Completando cuadrados x2 + 3x + 2 = (x 1-ff 1 -¡; 

Luego 

[ t 3 tf x dx (x+z-) dx dx 
3 2 1 - (x+1)2 1 3 2 1 

(x+2) -¡ 2 -¡ (x+z-) - 4 
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PROBLEMA 6 Hallar J, 1 x+2 1 dx, 

SOLUCION 

Tenemos 1 x+21 
[ 

x+2 

-(x+2) 

si X;;¡¡. -2 

si X< -2 

Luogo I: 1 x+2ldx • ¡,-' 1 x+2 1 dx + [ 1 x+2 1 dx 

r-2 

(x+2)dx + [, (x+2)dx 

)_3 -2 

CAP.3 

( 2 + 2x) + ( f + 2x) • "'r + 18 • T. ,! ¡-2 2 14 1 3 7 
-3 -2 

PROBLEMA 7 Calcular I - E /~xl- x dx. 

SOLUCION 

[: si x;;;..o 
Tenemos lxl .. 

si x<O 

[/X7X - o si x;;;..o 
y /jxl - X 

l=2iC si x<O 

Luogo I • [, ~ dx + [' llxl- x dx 

• .[ '-2X dx + I' O dx • LO .Czi dx 

1 2 %10 .. ':! • 3 (-2x) 
-2 

1 %lo 8 • -,.(-2x) • 3. 
-2 
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!"ROBLEM1..3 RESU:t:LTOS 

PR08LEI1A 8 Hallar I 

SOLUCION 

=I4 2 I 3 r 3 ~ 1/~ 3 
l + x t<J d ( 1 + x Yz ) 

4 104 9 (27- 1) """"9 

PROBLEMA 9 

SOLUCION 

PROBLEMA 10 

SOLUCION. 

I 
1 

r¡ 

l 

12 

Evaluat· I 
dx 

x 2 + 4x + 5 

d(x+2) 

(x+2) 2 + 1 
m '•n (x+2) [ 

Encontrar I 

d (/2 X) 

lf sen(-
2
-) 

are tan 3 - are tan 2 

t o 

1 

12 

- are sen O] 

dx 

-.re sen ( 12 x) 

1T 

%. 

o 



PROBLEI'IA 11 

BOLUCION 

1- [ 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

dx 
l -

r34 
Hallar J"t x2 

- 3x + 2 

3 
d(x-2) 

_!.,_ln 

2 ( ~ ) 

3 1 x-T-T 
3 1 

x-.2+2 

- ln 1 xx--211143 2 1 4 - ln(3) - ln(2) - ln 3. 

PROBLEI1A 12 Hallar I • 

SOLUCION 

[ 

Tenemos I " tan X 1T tan~ - 1 - rs • tan-¡;- _ 6 3 • 

PROBLEI1A 13 Calcular sen ( ln x) dx. 
X I • 

BOLUCION 

1 • - ooo(lnx) 1: • -ooo(l) +ooo O • 1- ooo l. 

CAP.3 
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PROBLEI'IA 14 ···1~· 1 -r dx 

/s + 4x - x2 

SOLUCIUN 

1 - r ~(x-2) 

1

5 
x-2 '" are sen(3) 

2 

• are sen 1- ace sen O 

11 ·z 

PROBLEI'IA JS Hallar I • 
(/'+ J 

0 
eoa2 x dx • 

SOLUCION , . r~ 1 + eos 2x d 2 X 

o 

PROBLEMA 16 

SOLUCION 

I 
1 rl 

3 ~ 

Evaluar 

• J..1n <-1 + ls > 
3 2 • 

PROBLEMA 17 Hallar 

SOLJ.iCtON 

• 1n 1 sec x 1 

f

A 

o. 
1( ~) 2 x+ ¿ 

I • 

I "' }

rr.. 
tan x dx. 

_w¡.,. 

1'+2 . --a 

1 

o 

- 1n 12 - hl 12 - o. 



PROBLEI1A 18 

BOLUCIDN 

Te•usos d 
""¡h 

LA l:NTEGRAL DEli'INl:DA QU>.3 

~- d 
-t 1+x1 -~(x2 ) 

(aplicando el teorema 2.4.3, pig.lll) 

• 2x /1'+'7 . 

PROBLEMA 19 

SOLUCION 

Hallar 1 • ·-k- ~X 
J-rx 

I • d ¡-rx ...... d_t~+.L[x 
- di" 1 + t2 dx 

o o 

dt 

dt -. 
1 + t 2 

1 d 1 d 
• - -1+x • -dX ( - /i ) + • -¡-X ( tan X ) 

l+tan2 x " 

1 + 1 • 
2 IX O+x> 

PROBLEMA 20 Si f(x) es continua en [a,bl, probar que 

1 r •<•>•• 1 < J: IHxll dx 

BOLUCIDN 

fenemos - 1 f(x) 1 ~ f(x) < lf(x} 1 en a<x<b, 

-J.' 1 f(xll dx < J.b f (x)dx 

b 

< J. lf(x) 1 dx (por 2.3.2)' 

de donde 1 I: f(x) dx 1 < r lt<x) 1 dx • 
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PFOBLEMAS RESUEL'roS 

PROBLEHA 21 Encontrar el valor menor y el valor mayor posibles de 

A= ¡1 

-2 

SDLUCION Buscamos los valores mínimo y máximo absolutos de 

f(x) 

Tenemos f' (x) z 

Luego f' (x) = O 

y por consiguiente, 

Tenemos 

en [ -2, 1) 

2(x 2 
- x) 2x 

si x =O, 

los puntos 

X 

-2 

-lf., 
o 
1 

1 y f'(x)no existe cuando x=1, x=-z• 

críticos en el intervalo [-2,1) son: -Í ,0. 

f (x) 

-3 

o 
1 

o 

y m= valor mÍnimo absoluto de f(x) en [-2,1) -3 

M = máximo absoluto l. 

Así, ~ 1 para todo x en [-2,1) 

( 3dx < 
j_2 

hx3 - 3x2 + 1 dx ~ r1 

dx 
J_2 

-9 ~ 12x3 - 3x2 + 1 dx ~ 3 

Así, -9 .;;; A .;;; 3 • 
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PROBLEI'IA 22 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado !a,b). Si f f(t)d< .;. o y k es un número tal que O<k < 1, probar que exis 

te un número 

SOLUCION 

la función 

e entre a y b tal que 

1 
G{x) = A f f(t)d<, donde 

f f(t)" 

A= J[b f(t)dt, •• oonti-

nua en [a,b), ya que es diferenciable en este intervalo (teorema 

2.4.1). Ahora bien, G(a) =O y G(b) =1, y O<k<l. Luego, por 

el teorema del valor intermedio (para funciones continuas) existe un 

número e en [a,b] t a lque G(c)=k. 

1 r f (t) d t k ó .e f (t) dt k r f(t)d< A 
a a 

Además, G (a) = O<k G( c ) < 1 = G(b) implica que e,¡, a y b, 

y por lo tanto, e se encuentra entre a y b • 

CAP.3 
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2.6 InteQraciOn par partem para !nteQrales Definidas 

Teorema 

Si u(x) y v(x) son dos funciones q..1e tienen derivadas coP. 
tjnuas en el intervalo cerrado [ a,b] , entonces se cumple 

l t udv 

a 

Prueba 

Ttnemos 
d dv au dx (u-.v) = u. di{ + u. dx 

dv _d_ (uv)- du o u. -;:¡;z- v·--dx dx 

e int e¡>rando 

Ib d {' d Jb ~dx t'• _::_ dx dx (uv)dx - V • 
dx dx a a a 

lb U•d" ~ L(x) •V(x) 1: - lb V du 

y Ib d~ (u•v) dx = uv 
a 

pues dv = ~. <lx 
dx ' 

du =~ Jx 
dx 

el teorema fundamental del calculo). 

Ejemplo 1 

Hallar (011' Jn xsen x dx • 

Solución 

Tenemos l'ITxserx dx = - x cosx 1: + lr. cos xdx 

por 

(tomando u =x, dv = stnx clx, v =- cosx) 

[ -'IT cosii'+O}+ senx 1: • 11'. 
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EjetiiPlCI 2 

r15 
Hallar I= ~ 

xdx 

Solución. 

I = 
15 

4x (1 + x) 
1

/~ 
o 

(tomando 

4 Ío1s Jn (1 + x) 1¡4 dx 

u= x, dv = (1 + x) - 3/~ dx, v = 4 (1 + x) lj4 
) 

15 

[ 120 - O 1 -~ (1 + x)% 
S 

o 

16 104 
120 - "T . [ 32 - 1 l -s 

2.7 C~lculo de InteQrales Definidas por Sustitución o cambio 
da Variable 

Si x z ~(t) es una función cuya derivada es continua en cl 

intervalo 

para toda 

A y B 

Sea G (t) 

Entonces 

cerrado [ a,b 1 y 

ff(x)dx = 

función continua 

f.
~ (t) 

f(x}dx. 

A 

~(a)= A, 

[\(~(t)) 

f(x) en el 

:~ (t) = f(.p(t)) ~ 1 (t) 

y por el teorema fundamental del cálculo t b 
J_ f(~(t)) ~'(t)dt G(t) 

a a r (b) \~(a) 

A f(x)dx - JA f(x)dx 

~ (b) = B, entonces se cumple 

~'(t)dt 

intervalo cerrado de extremos 

(por el teorema 2.4.3) , 

G (b) - G (a) 

(pues <¡>(a)= A, 

Hb) = B ) • 
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CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS POR SUSTITUCION O CAMBIO ••• 

Ej.-pla 1 Hallar I = 

Sal uc i ón Tomemos x+ 1 z t. Luego dx = d t y cambiando los 
límites ·de integración: 

cuando X • o t = 1 
y X E 3 t = 4 

Luego 

I = r (t-1)3dt r t3- 3t2 + 3t - 1 dt t t 
1 1 

1

4 
t3 3t2 

[-3- - T + 3t - 1n 1 t 1 ] 
1 

15 
-2-- ln4. 

Ejemplo 2 Encontrar I r:- sec 4 a da 

Solución Hagamos t = tan a Luego 1 + t 2 • sec2 a 1 

dt = sec2 ada cuando o, t =O; 
11 

y a= y a=¡ , t -

Por lo tanto, aplicando la fórmula de cambio de variable. 

I t3 lol (t + 3 ) 4 
3 

l. 
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PROBLEMA 1 

BOLUCION 

Tenemos I 

PROBLEMA ~ 

SOLUCION 

A"' sen x 

LA INTEGRAL DEFINIDA 

Hallar I = ¡2 
X ln X dX , 

2 

1 

·21n2-

J2~. i!. 
l L X 

(tomardo u = ln x, 

1 J2 2 x dx = 
1 

dv = x dx, 

3 
ln4 -4. 

Calcular A ~ l
1r 

2x 
e sen x dx. 

1 I1T 2x -2 · e cos x dx 

o 
2x 

(tomando u= sen x, 2x e dv=e dx,v~-2-

• - ~ • ¡1r e zx ce.,; x dx ( pues sen O sen w o ) 

1 - -z-
2X 

1

1[ 

coa x. + 
0

- 1 I1r 2X 4 e sen x dx 

o 

- ! [ces w. e
211 

- cos O • e0] - ~ , 

de donde A = e 211 + 1 

CAP.3 
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PROBLDIAS RESUELTOS 

PROBLEMA 3 CaJ e ular A = x are sen x 
rlx • 

BOL.UCION 

A = (are sen x)(- ;í:;2) 

(tomando u= are sen x, 

/) l 
·- .t..t-ar:: sen T + 

1T /3 1 
--1-2- +2 

11=7 

dv = x dx 

~ 

PROBLEMA 4 Evaluar are tan fx dx . 

SIJLUCION Hagamos la sustituc ión t = are lan r;:: 
Luego X = tan2 t dx 2 tan t sec2 t dt, 

y cuando X = o, t o 
X = l' t rr¡4 

Luego, por la fórmula del cambio d~ variable 

rol Jc are tan !; dx 
(014 t 2 j tant t sec2 t dt 

t tan2 t 

1 
rro¡ .. 

dx 

~x2 

V:- li-x2 
) 

( integrando por partes) 

" 4 -

~ - 1 2 • 
Tr 

4 
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PROBLEI"'A :5 Encontrar A"' 

SOLUCIDN Hagamos t = sen x, dt - coa x dx, y cuando 

X~ o t e o 
11 

X "'T • t - l. 

Luego A = f t 3 (l-t2 )dt f (t3 
- t 5

) dt 
1 u 

PROBLEMA b Evaluar A r dx - 19 - 2x 

SOLUCIDN Sea t "' 19-2x • Luego 9-t2 
dx = - t dt, X = --r . 

y cuando X= 0, t = 3; 

Por lo tanto A r: -t dt 
= 

t 

PROBLEMA 7 Calcular 1 

SOLUCION 

/ a2 - x2 

Sea x = a cos t. 

=a sen t, y cuando 

Por lo tanto, 

t = 4, t .. l. 

f dt -t 1: 

f /•'· .' dx 

Luego dx = -a sen t dt, 

X= 0, 

(6 
(a sen t) (-a sen t dt) • ;il J, sen2 t dt 

o 

1

11
/2 

1 - coa 2t dt • fl (t _ sen 2t ) 
2 2 2 o 

2. 

t- o. 
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2.8 PRORLEMAS RESUELTOO 

PROBLEMA 8 Hallar I a r x2 dx 
x+2 

BOLUCION Sea t = x+2. Luego X z t- 2, dx • dt 

y cuando X= -1~ t ~ 1; X "' 2, t = 4. 

Por lo tanto, 

I r (t-2)2 dt r (t - 4 +: )dt t 

9 
4 m4 - 2 . 

PROBLEMA 9 Si f(xj es una funcion continua tal que f (-x) =" f (x), 

probar que 
\a 

f (x) dx 'f f(x)dx. 

j_a 

SOLUCION 

Ton~oo r f(x)dx ro f(x)dx + ía f(x)dx 

j_a Jo 
( 1) 

Pe re ro f(>..)dx~ ro f(-t) ( -dt) 

j_a Ja 
( haciendo el cambio devariable x= -t) 

. -r f(-<)d< 

a 

.. r f(x)dx 

r f(-<)d< - f f(<)d< 

( pues f(-t) • f(t)) 

y sustituyendo (2) en (1) ~esulta la igualdad deseada. 

( 2) 
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PROBLEMA 10 Si f(x) es una función continua tal que 

f ( -x) - f (x), probar 'que Ja f(x)dx =O 

-a 

SOLUCION 

f. f(x)dx r. f(x)dx + J: f(x)dx (1) 

Pero 

[ f(x)dx r f(-t) (-dt) -r f(-<)d< -f f(-<)d< 

a 

\a (-f(t))dt (pues f ( -t) -f(t)) 

Jo -r f(<)d< r f(x)dx ( 2 ) 

Sustituyendo (2) en (l) resulta la igualdad deseada. 

PROBLEMA 11 Calcular I ):~ dx 

~ 

SOLUCION 

-% 
l 

- are sen O I are sen x are sen (- 2) 

o 

7T 
-6 
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PROBLEMA 12 

SOLUCION 

los 

t = 1 

A = 

nuevos 

cuando 

f 
1 

-¡;-

PROB~EMAS RESUELTOS 

Hallar- A 
dx 

a cos2 x + b sen2 x 

Hacemos t ~tan x. Luego x= are tá.n t, dx 

límites de integración son t =o, cuando X = 

11' Por lo tanto, x=-
4 

dt 

f 1+7" dt 1 

a( pl + b(-t 2) ;-+ bt 2 =¡;-

+t 1+t 

1

1 ., 
3rc tan /-; t •

0 

are tan 

PROBLEMA 13 Calcular I dx. 
X 

a,b > O. 

= ...it_ 
1 + ~2 

O; 

J: ~ t2 + .2. 
b 

(con ,¿_ > 
b 

o ) 

SOLUCION Tomemos X= COS t. Luego sen t, dx =-sen t dt 

y cuando X = 12 
-2-

Por lo tanto, 

I ¡o tan2 t dt 

Jrr/4 

t X = 1, t = o. 

1T 1-¡-
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PROBLEMA 14 J:h 
Tri: 

Probar que f(sen x)dx • ),'f(oo• x)dx. 

SOLUCION. Sea 1T 
Luego X -2- t 

dx =- dt, 

X = 0 , 

sen 

7T 
t~-

2 

X = e os 

X 

t y (:u ando 

Tr =z· t = o. Por lo tanto, 

(12 
JO f (sen x)dx ro f(cos t}{-dt) 

J'í2 

2.9 El Teorema del Valor medio para Integrales 

Definición 
cerrado [a,b], 

Si f(x) es una función continua en el intervalo 
se llama va1or prc.edio de I (x) en [ a, b] al cociente 

b 

V .P b:a t f(x)dx. 

Ejemplo Hallar el valor promedio de f(x) = x en [ a,b ]. 

Solución 

V.P 1 r x dx 
1 x2 [ b2 - a2 a+b 

= ¡;-:; b:-; 2 2(b-a) -2-

Teorema. 
la ,b]. 

Sea f(x) una función continua en el intervalo cerrado 
Entonces existe un número e tal que a < e < b y r f(x)dx f(c)• (b-a) 
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EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO PARA INTEGRALES 

Nota ( 1) La fórmula indicada puede escribirse : V .P = f (e), para 
algún e entre a y b. 

(2) Geomé t1: icamen te. el área del rectángulo R (ver figura) de 
altura f (e) y base b-a es igual al área bajo la curva 

f(c)·(b-a) r f(x)dx. 

y~~ y=f(x) 

r~ 
T ~·· 
f( c) R 

1 .... 
X 

o a e b -
f(c) representa el promedio de los valores de f(x) sobre el intervalo 
/a . b J 

Prueba del Teorema 

Consideremos la función F(x) rax 
1 

f (x) dt . 

Por el teorema 2.4.1 se sabe que F(x) es diferenciable en a~ x ~ b 

y que * (x) f (x) • 

Luego por el teorcna del valor medio para derivadas (teorema 1, pag. 1) 

se cumple F (b) - F (a) F' (e) • (b-a) 

para algún e tal que a < e < b . 

Pero F(b) f f(t)dt, F (a) 

F' (e) = f (e), 

y sust.ituyendo estos valores en (1) r f(<)d< • f(oHb~) 

f f(t)dt o 

o r f(x)dx 

( 1) 

f (e) • (b-a) 

1 
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Ejemplo Si f(x)a2+x-x 2 hallarun e entre Oy3 talque 
f(c) sea igual al valor promedio de f(x) en [0,3) . 

Soluci6n Buflcamos un número e tal que O < e < 3 

y f (2+x-x') f(o).(3-0) 

+ 3:2 +e- c
2

) 

Resolviendo la ~cuación 2c 2 
- 2c - 3 o 

resultan las raíces 

Luego e = ya que es el único valor que cumple O< e< 3 • 

2.10 ProblemAs Resueltos 

PROBLEMA 1 Hallar el valor promedio de la función f(x) 
en él intervalo - 11 <: x < 11 • 

a+ b e os x 

SOLUCION 
V.T'. • 

PROBLEMA 2 

sin calcularlas. 

SOLUCION Para 

x2 e; X 

1 
2n I'lf( a+ b cos 

-n 

x ) dx "' -J.- [ ax + b sen x 1 .. n 

O<x<l se tiene 

x 2 sen2 x< x ser 2 x , 

y por el teorema 2. 3.2 • f x 2 sen 2 x dx C:: r x sen 2 x dx . 

a • 
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Estimar el valor de 1
1 

dx 

-1 s:;:-;3 

SOLUCION 

Para -1 <;X<; 1 se tiene 7 < 8 + :x3 < 9, o 

Luego r dx < r ~ { dx 
T 8+:x3 T 

2 < r ~ <:.L 9 8 +x3 7 

PROBLEI'IA 4 Encontrar el menor valor y el mayor valor posibles de 

SOLUCION 

sen x 
X 

dx • 

Puesto que el integrando f(x) 
sen x 

X 
tiene 

f' (x) 

en 1 < x <f , 
Por lo tanto, 

y 

x cos x - sen x x-tan x 
x2 cos K 

<o 

f(x) es decreciente en este intervalo. 

f ( Z ) ;> f (x) ;;;.. f ( ; ) 

..1..!2. > ~ ;> l. 
1! X 11' 

1 
dx ;> T 
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2.11 Probl .. as Propu .. ~os 

PROBLEHA 1 

PROBLEt1A 2 

PROBLEMA 3 

PROBLEt1A 4 

Sugwrencia: 

Evaluar r x3 + 2x2 + X + 4 

Rp~a. 
13 
T· 

Hallar I: 
.,. &. 

26 - 8 ln 3 • np .. a. 3 

Encontrar r: 
f:3 

Rpta. 4-1 

(x+l)2 

Hallar tan3 x dx. 

Hágase t = cos x. 

Rpta. t - ; 1n 2 • 

CAP.3 

dx. 
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