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En este texto se desarrollan los conceptos fundamentales del Cilculo
Diferencial y sus aplicaciones. La obra ofrece abundante material practico,
mediante ejemplos y problemas resueltos y propuestos, y estd dirigida a
los estudiantes de Ciencias, Ingenieria y Economia. '

En la presente edicién, ademas de corregir algunos errores y reescribir
varias partes del texto original, he agregado un capitulo al comienzo para
tratar las sucesiones y series de nimeros y otro capitulo, al final, para las
aplicaciones del axioma del supremo.

Los estudiantes e instructores interesados directamente en las
aplicaciones del Cilculo Diferencial pueden omitir el dltimo capitulo que
tiene un caricter eminentemente tedrico y su propdsito es mostrar la
deduccién de los teoremas mis importantes sobre los niimeros reales
partiendo de una presentacién axiomatica de los mismos.

El texto comprende temas sobre sucesiones y series, conceptos de
geometria analitica del plano (las curvas: circulo, paribola, elipse e
hipérbola, y la ecuacién de segundo grado) necesarios en las
aplicaciones posteriores, conceptos sobre limites, continuidad y
derivacién, y su uso en el estudio de las funciones.
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Capituls 0

Suce:iioned Y &n’e&

Como es usual, R designa el conjunto de niimeros realesy R?, al plar snjunto de

pares ordenados (¥, y), endonde x e y son nimeros reales.

0.1 VALOR ABSOLUTO

0.1.1 DEFINICION. Si x es un mimero real se define:

|| = valor absoluto de x = {x ST x20
-x six<0
Ejemplos: :
a) J0|=0 b) [V3|=43 o =2 d |-3=3
0.1.2 PROPIEDADES DEL VALOR ABSOLUTO
(1) |x|20, para todo x 2) |x|=0,siysélosi x=0
@ |x+y| <o+ @ |xy < |« x]y]
(5) [ac[:sfx_z:(xz)é 6) |x|<a,siysdlosi -a<x<a

(7) |xj<a,siysélosi —-a<x<a.



18

0.2 ALGUNAS FORMULAS TRIGONOMETRICAS

sen(x+y) = senx.cosy + cosx.sen y

cos(x+y) = cosx.cosy ~ sen x.sen y

tgx + tgy
tg(x+y) = ——
1-tgx tgy
x 1-cosx x 1+cosx
sen — = t cos— =
2 2 2 2

0.3 FORMULAS DE GEOMETRIA ANALITICA DEL PLANO

0.3.1 DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS. PUNTO MEDIO. Si P =(x.,y,) y B =(x3,¥;)
son dos puntos del plano, se define

d(P,, P,) = distancia entre P,y P, = J(x] - xz)2 +(y, - ¥, )2

P = punto medio de P,y P, =(a,b),

donde a=11%2 y p_N17Y2

0.3.2 PENDIENTE DE UN SEGMENTO. Si P,=(x,,y,) ¥ P, =(x;,y;) son dos puntos
distintos, se define

m =pendiente del segmento P,P, = Y17 %
Xy~ %y
0.3.3 ECUACION DE LA RECTA. Una recta en el pla-
no es el conjunto de todos los puntos P =(x, y) Y4 L,
tales que
Ax+By+C=0 my >0
donde A, B y C son constantes, Ax B =0.
Si P =(x,,y5) ¥ P,=(x,y,) son dos puntos )( 6
distintos, entonces la ecuacién de la recta L >
quepasapor P,y P, es /7 Nl<0 X
1

Y- - Yo— ¥,

xX— X, Xg — Xy

Yo — Yy

Xy =Xy

y la pendiente m delarectaes m =

La recta L es orientada en el sentido positivo de acuerdo a su pendiente m.
(Ver figura)



Sucesiones y Series 19

0.3.4 ANGULO ENTRE DOS RECTAS.

El dngulo 8 entre dos rectas L, y L,, es el dngulo determinado por la direccién
positiva de L, y la direccién positiva de L, y que cumple 0<0<n.

m, -m
El d4ngulo 0 es dado por tgf = —L—2 y 0<0<nr
l+m m,

Las rectas son perpendiculares si mym, =-1 y paralelassi m; =m,.

0.3.5 DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. La distancia de un punto P, =(x,, y,) a
la recta L: Ax + By + C = 0 se define mediante la férmula

_ | Ax, +By, +C|

WPl ==y

0.4 FUNCIONES DE VARIABLE REAL A VALORES REALES

Una funcién y = f(x) de variable real x con valores reales y, es una correspondencia
que asigna a cada valor de x exactamente un valor de y.

En el presente texto todas las funciones consideradas son definidas en nimeros reales
x y sus valores también son numeros reales. De esta manera, queda entendido que el
término funcién serd empleado solamente en este sentido.

Si y=f(x), entonces y se llama la variable dependiente de la funcién y x, la variable
independiente.

0.5 INTERVALOS

Si @ y b son dos nimeros tales que a <b, se definen los siguientes intervalos:

1) Intervalo Abierto (a, b). (a,b) consiste de todos los niimeros reales x tales que
a<x<b.

(a,b)

D — e
a b X

2) Intervalo Cerrado [a, b]. [a,b] consiste de todos los niimeros reales x tales que
a<x<bh.
[a,b]

L ——— e
a b X
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3) Intervalo Semiabierto por la lzquierda (a, b]. (a, b] consiste de todos los niimeros
reales x talesque a < x<b.

(a,b]

— >
a b X

4) Intervalo Semiabierto por la Derecha [a, b). [a, b) consiste de todos los niimeros
reales x talesque a<x<b

[a,)
——R el
a b X

También se definen los siguientes intervalos:

5) Intervalo (a, + ©): Consiste de todos los niimeros reales x tales que a < x.

(@, +=)
—— >
a X

6) Iintervalo [a, + oo):' Consiste de todos los niimeros reales x tales que a < x.

[a, +)
c——— >
a X

7) Intervalo (—x, @): Consiste de todos los nimeros reales x tales que x < a.

(-, a)

[
¢ X

8) Intervalo (—x, a]: Consiste de todos los niimeros reales x tales que x<a.

(-0, a]

a >X
9) Intervalo (—w, + ©): Consiste de todos los niimeros reales.

(~o0, + )

3
X
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0.6 VECTORES EN EL PLANO

Sean P, =(x,,y,) ¥ P,=(%; y;) dos puntos del plano, y » un niimero real. Se define
la adicién de puntos

P, +Py=(a,b) donde a=x,+x, y b=y, +y,
y el producto del escalar r por el punto P, como  rP, =(rx,rx,)
Ejemplos:
a) (3,2)+(-15)=(2,7) b) -7.(4,-1)=(-28,7) c) r(0,0)=(0,0)

Cuando se consideran tales operaciones de adicién y multiplicacién, los puntos del pla-
no reciben el nombre de vectores, y se les designa con una flecha en la parte superior.

REPRESENTACION GRAFICA DE UN VECTOR.
Sea P=P=(x,y) un vectory elijamos un punto P, = (x,, )

- —
Entonces el vector P se representa gridficamente como el segmento dirigido ByP,, don-
de
P =P+ Fy=(x+x0,y+)

Y
A p-p.pP
P=(x, y) \QR)
. l
y : ' Yo
[ ]
*x o %o 5(

La longitud de un vector P =(x,y) es la distancia de P al vector 0=(0, 0):
|P| = longitud de P = d(P, 0) = 2% + y*

En particular,

d(Pl’P2);|Pl ‘P2|= J(xl-—x2)2 +(y1-y2)2

Si |P| =1 se dice que P es un vector unitario.
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Si P =(a, b) se define P*, el vector perpendicular a P obtenido rotando P un dngulo rec-
to en el sentido antihorario, mediante

P! =(-b,a)
Ejemplo
YA
P! =(-3,4)
N P=(4,3)
24

0.7 SUCESIONES DE NUMEROS REALES

Una sucesién (a,) es una coleccion de numeros a,, ay, ..., @,, ... dispuestos segin un
orden indicado por los subindices 1, 2, ..., n ...

Se llama término n-ésimo de la sucesion al nimero a, .

También se consideran sucesiones cuyos subindices empiezan en 0, o en otro entero n,.

EJEMPLOS

1 - . 1
1) R — , =, -+ > =, .. Cuyon-ésimo términoes a, :; , n=1,2,3..

2) (’”1), n=1,2,.., estoes los términos son 2, 3/2, 4/3, 5/4, ...
n

8) Lasucesién (a,) dadaporlaregla a,= vn2+n-n,

para la cual a1=s/§—1,a2=s/€_5—2, a3=\/_1_2-3,...

L
!

4) Si e,,=1+-l+ +..+—}—,n=0,1,2,3...
1! 2 n!

16

entonces egg=1,e,=2,e=—=25, e3=—6—=2.666...,

N
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5) La sucesién (b,,), n=1,2, .., sedefine (porinduccién) mediante las reglas
b1=\/§ y bn+1:1/‘2+bn
Asi, sus términos son \/E, \/2+ J§ s e \/2 +4J2+...

6) Si a es un nuimero real, se tiene la sucesién (n“) s

cuyos términos son 1=1%, 2% 3%, ..

SUCESIONES ACOTADAS

Se dice que la sucesién (a,) es acotada si existe un numero positivo K tal que

|a,,| < K, para todo n.

De esta definicion se sigue que la sucesién (a,) no es acotada si y sélo si para todo
nimero K >0 y todo entero n se cumple

|am[>K, enalgin m>n

esto es, no importa cuan grandes sean dados K y n, siempre hay un término a, (en
efecto, hay un nimero infinito!), con m>n, cuyo valor absoluto es mayor que K.

EJEMPLOS

Las sucesiones 1) y 2) de los ejemplos anteriores son acotadas. En efecto se tiene

<1

n

Maids adelante se verd que también son acotadas las sucesiones 2)-86) .
Veamos que (n") es acotadasi a<0 ynoesacotada si a>0.

Si a<0 entonces n® = 1/n™ = 1/n” , con p=0,y puesto que n” >1 entonces

a
n

1
=— <1, paratodo n2>1; luego (n") es acotada.
n

Si a>0, dados K>0 y n elegimos m= mayor de los nimeros n y (K +1)1/";

luego m=n y mz(K+1)va, de donde m*2K+1>K, y |m®>K; por lo tanto

(n“) no es acotadasi a>0.
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0.7.1 SUCESIONES CONVERGENTES
Si (a,) esunasucesiény L es un nimero real, escribimos

L=1lim a,

n—%

si para todo €>0 existe un entero positivo N, que dependede €, talquesi n> N
entonces |L-a,|<¢ .

Esta propiedad significa que todos los valores a,, a partir de un subindice N, se ha-
llan préximos a L a una distancia menor que &. Esto es, a, se acerca arbitraria-
mente a L, a medida que n crece.

En este caso decimos que (a,) es convergente y que L es su limite. De otra manera
se dice que la sucesidn es divergente.

EJEMPLO 1. Probar que la sucesién (1/n) es convergente y su limite es 0.

SOLUCION. En efecto, dado £ >0 sea N un entero positivo mayor que 1/c .

Entonces, paratodo n> N se tiene
1 1 1
— -0l =—< — <¢
n l n N

lo que prueba que  lim 1. 0.
n—o n

EJEMPLO 2. Probar que la sucesién ((——1)") es divergente.

SOLUCION. Puesto que los valores del término n-ésimo a, =(-1)" son alternada-
mente 1y -1, segin n sea par o impar, @, no se aproxima a ningin mimero L
cuando n crece indefinidamente y por lo tanto es de esperar que la sucesién no sea

convergente, lo que formalmente, recurriendo a la definicién de limite, procedemos a
probar. Por el absurdo, supongamos que exista L =lim a, ; entonces para &=1,

n—%:

existe N tal que n> N implica lL—(—l)" < 1.
Esto es, |[L-1] <1, sin espar, 0 0<L<2
y - |[L+1] < 1, si n esimpar, 0 -2<L<0

de donde resulta la contradiccién 0< L <0.

Luego es falso que exista L = lim a, y la sucesién es en ef2cto divergente.
n—yo0
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Nota.

1.

. B.

De la definicién de limite se sigue que L es el limitede (a,), n=1,2, ..., siy
sélo si, para algin N,, L es el limite de la sucesién (a,), n=N,, N, +1, ..., con
subindices a partir de N, ; asi para determinar si la sucesién es convergente se
puede omitir cualquier coleccién finita de términos de la sucesion.

Notemos que son equivalentes las desigualdades siguientes:

(i) |a,-L|<e, la distancia entre a, y L es menor que ¢
(ii) L-ege<a, < L+e¢, a, seencuentraentre L—¢ y L+¢
(iii) a,-e < L < @a,+¢, L seencuentraentre a,-c y a, +¢

Si L=1lim a, con Ay B numeros reales tales que A<L < B, entonces existe .
n—-,%

un entero N talque A <a, < B, paratodo n>N .

En efecto, si tomamos
e=menorde B-L y L-A,

de modo que ¢>0, A<L-¢ y L+&e<B,existe N tal que se cumple (ii) de
2) yporlotanto A< L-g<a, <L+e<B,sinzN.

Toda sucesién convergente (a,) es acotada.

En efecto, sea L= liql a, yelijamos ¢=1; entonces existe N talque n>N
implica |a, —L|<T; la,| = |@,~L+L| <|a,-L|+|L] < 1+]L].

Y por lo tanto  |a,| < K = mayor de los nimeros |a , ..., lax_y| » |L|+1 para

todo n2>1.

Toda sucesién no acotada es divergente.

En efecto, si la sucesién fuese convergente, por 3, seria acotada.

0.7.2 PROPIEDADES BASICAS

1

2)

Limite de una sucesién constante
Si a, =c, paratodo n, entonces lim a, =c, estoes, lim c=c.

n—»o - n—»

lim a, =L siysélosi lim |a,-L|=0.

n—»w n—%
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3) si |an—L|5b,l , paratodo n2>N, algin N, y lim b, =0 entonces

n—o
L=1lim a,.
n—ow

En las siguientes propiedades se asume que las sucesiones (an) y (bn) son conver-
gentes y que sus limites son Ay B, respectivamente.

4) lim (a,+b,) = A+B

n—w

5 lim (-a,) = -A

n—»w0

6 lim (a,.b,) =A.B

n—oow

7 lima—"=é—, si B0
b, B

n-+»00

8) Sia,<b,, paratodo n>N , entonces A<B

9) Si a,<c,<b,, paratodo n, y A =B, entonces lime, =A

n—o

10) Si A>0 y r esun nimero cualquiera, entonces lim a; = A"

n—w

Nota. Las pruebas de las propiedades 1)-9) se desarrollan en la seccién 0.7.4 .

0.7.3 ALGUNAS SUCESIONES ESPECIALES

1
1. lim—a=0, si a>0
n—voon

Equivalentemente, lim n® =0 , st b<O.
n—w .

2. lim (n+c)’" =1, paratodo nimero ¢
n—o

3. lim (a)l'/n =1 si a>0

n—wo

1

4. Si |x|<1, entonces lim 2" =0 y lim [1+x+...+x"] =

n—w n-»o 1-x
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n

. x .
5. lim — = 0, para todo nimero real x.
nox p!
a
. i . n
6. Si a y b son nimerosreales, b>1, entonces lim — =0

n— b"

0.74 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Probarque lim ¢ =c.

n—o0

SOLUCION. Sea a,=c, n=1,2,.., ysea ¢>0. Tomando N =1 se cumple n>N

implica |an—c| = |c—c| =0<e¢g, yporlotanto lim ¢ =c.
n-—w

PROBLEMA 2. Demostrar que lim a, = L siysélosi lim |a,l —L| =0.

n—o n—w

SOLUCION. Observemos que se cumple |a,l —L| = I |a,l —L| - 0| ;  luego para
¢>0 son equivalentes
existe un N tal que Ian —L| <&, paratodo n2N

y existe un N tal que ||an —Ll - 0| < ¢, paratodo n>N,

y esto demuestra el resultado.

PROBLEMA 3. Si |a,-L|<b,, paratodo n2N,, algin N,, y lim b, =0

n—o0

probar que L = lim a,

n-»®

SOLUCION. Sea &£>0. Puestoque lim b, = 0, existe N, talque n2>N implica

n—w

b,=|b,-0|<e.
Sea entonces N, un entero mayor que N, y N. Para n2>N, se tiene
|a, -L| < b (pues n>N,)
<eg (pues n>N)

y esto prueba que L = lim a, .

n—»o



28

PROBL A4. Si A=lmeae, y B =limb,, probarque

n—0 n-»90

lim (a, +b,) = A+B

n—x

SOLUCION. Sea ¢>0. Por definicién de limite, para £50 existen enteros N Ly
2
N, tales que

n2>N, implica |a,, -—A|<£
2

y n2N, implica |bn-B|<-8—
2

luegosi n 2N, en donde N es el mayor de los nimeros N, y N,, se cumplen las
dos desigualdades a la vez y por lo tanto

|(@. +5,)-(A+B)| = |(a, - 4) + (5, - B)|
< |a,-A| +|b,-B| < g

+— =¢

€
2

de donde se concluye que  lim (a, +b,) = A+B

n-»w

PROBLEMA 5. Probar que lim (—a”) = - lim a,, sialguno de los limites existe.

n-+»%0 n-»

SOLUCION. La demostracién de este resultado es una consecuencia de
le,-A| = |-a,+A| = I(—an)—B! , con B=-A,

y de la definicién de limite.

Omitimos los detalles.

PROBLEMAG6. Si A=lim a, y B=1lim b, , probarque

n—w n—o

lim a,.b, = A.B

n-—w
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SOLUCION.
Sea dado ¢>0. Debemos encontrar N tal que n >N implica |a,l b, - ABI <e.

Notemos que para cualquier n se cumple
a,b,-AB = (a,-A)(b,-B) + A(b,-B) + (a, -A)B

de donde .
|a,b, ~-AB| < |a, - A||b, - B| + |A||b, -B| + |a, - A||B| *

Dado ¢>0, sea ¢, = minimode 1y s/(1+|A|+lB|) , de modo que 0O<g,<1,
¢o <g, ytambién ¢, (1+|A|+|B|) <e.

Para ¢, , por definicién de limite, existe un entero N talque n>N implica las dos
desigualdades |an —Al <g Y lbn —B| < g, (N puede ser tomado como el ma-

yor de dos subindices N, y N, a partir de los cuales los términos de cada sucesién
distan de sus limites menos de ;).

Entonces para n >N el lado derecho de (*) es menor que

5(2) +lA| gg + %IBI €9 (50 +|A| +|B|)

IA

€ (1+|A|+|B|) <

y porlotanto la b -AB| < ¢

de donde se sigue que AB = lim a,b, .

n-—

PROBLEMA 7. Si lim b, =B y B=0, probar que lim

1
o0 n-—o bn

1
B

B
SOLUCION. Para ¢ = E—'— > 0 existe N, talque n2=N, implica |bn —Bl < |—2‘,
2
y por lo tanto

B = [B-b, +b,| < |B-b,| + |b| < % v bl
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B 1

de donde u < |b"| , en particular b, =0 y la sucesién [—} queda definida para
2 b,

n 2N, . Ademais, para tales n se tiene

1 1

b B

n

) |B-b, | . 2|B—bn|

< )
[ba118] g

Entonces dado ¢ >0 podemos encontrar N tal que n 2N implica

€

b -B| < B> =
5,8 < |Bf" £

y, si tomamos N >N, , también se cumple (*) para n y por lo tanto

.. 1
lo que significa —
B nao }

Nota. Este resultado junto con el problema anterior implican la propiedad sobre el
limite de sucesiones cocientes

a 1
lim = = lim a,-— = lim a,-lim — = A

1 1
n—»o bn n-»o0 bn n—o n—w bn B

& | >

PROBLEMAS8. Si A=lima,, B=lim b, y a,<b,, para n2>M, algin M, en-

n—-»® n—o

tonces A<B.

SOLUCION. Sea c¢,=a,-b, . Entonces ¢, <0 y C=1lim ¢, = A-B y serd

n—»w
suficiente demostrar que C <0 .

Por el absurdo, supongamos que se cumple C >0; entonces para el valor particular

C
e =— existe N tal que lC—cn|<e si n> N, de donde =C-g<c¢, yc,>0,
2

2
lo cual es una contradiccién.

Por lo tanto, es ciertoque C<0 o A<B.
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PROBLEMA 9. Si L=lima,=limbd, y a,<c,<b, , paratodon, entonces

n n
n—o n—w
L=1lim ¢c, .

n-»o

SOLUCION. Sea £>0 y hallemos N tal quesi n>N entonces se cumplen las dos
desigualdades |a,I —Li <g y |bn —L| < ¢; en particular L<a,+e, b, -&e<L
yusando a, <c, <b,

c,-e<b -e<L<a,+s < ¢, +¢

esto es, c,-e<L<ec,+c o lcn—L|<e

Asi, queda demostrado que L =lim ¢,

n—%

PRCBLEMA 10. Probar que lim —}a— =0, si a>0.

n—o n
1

1)e
SOLUCION. En efecto, dado ¢>0, sea N un entero mayor que (—] ; luego, si
&
n>N setiene

1
n® 2 N* > = y
€

i—0l=nia<t-:.

Por lo tanto, lim 1 =0.

nox np®

PROBLEMA 11. Si lim b, =0, y b, #0, probar que [Zl] es divergente.
n-»x n

SOLUCION. Por el absurdo, supongamos que existe L = lim i .

n—+o bn

Entoncesde 1 = b, [-le se sigue

n

1=1lim b, lim — = 0xL = 0

n—0 n— bn

lo cual es una contradiccién.
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PROBLEMA 12. Demostrar que lim (n+¢)’* = 1 para todo c.

SOLUCION.
Elnimero a, = (n+c)’" sedefine paratodo n>1-c, 0 n+c21.

n
Entonces a, 21, pues a, =n+c21,y a,=1+r,, con r, 20.

Probaremos que se cumple lim r, = 0.
n-—»o

De a =n+c sesigue (1+r) =n+c
-1
1+nr, +l(n——-)-r"2 + ...+ =n+c
2
-1
luego M_),f <n+e, s 2(1+c/n) L4
2 n-1 (n-1)
c 2
paratodo n>c, o —<1, y O<r"$_T
n (n-1)

de donde lim r, = 0 por los problemas 9 y 10.

n—»o0

Finalmente, lim a, = lim (1+r,) = 1+0 = 1

n-—-»0 n—w
PROBLEMA 13. Si |r|<1, entonces lim x" =0.
n—0

SOLUCION. Si x=0 se cumple lx" —0| =0 < ¢ y por lo tanto es cierta la pro-
piedad.

1 1
Supongamos que x > 0. Luego se tiene 1>x>0, —>1 y —=1+r, con r>0.De
x x

(1+r)" = 1+ nr + otros sumandos > 0

1
nr, ypor lo tanto 0 < x” < — de donde lim " =0
nr n—w

v

se sigue — = (1+7)"

1
x

0.

) 1
pues lim 0 = lim —
n—wo n—>o® nr
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Si x<0 entonces |x]>0, —-|x" <x" <|+|" y también se concluye que lim z" =0

n—o

pues lim |x" =0, por el caso anterior.

n—w

PROBLEMA 14. Si |x|<1 entonces = lim l+x+...+x".

(1 - x) n—w
SOLUCION. En efecto, se tiene
n+l n+l
l+x+...+x" = 1-x = L
1-x 1-x 1-x
de donde
xn+l 1
lim 1+x+...+x" = lim - lim =—
n—o n—o (1_ x) n-o 1-—x 1-x

+

pues lim x"*! = 0, por el problema anterior.

n-»o0

n

PROBLEMA 15. Probar que lim I <o , para cada numero real x .

nso pl

SOLUCION. Sea m un entero positivo mayor que 2|x| .

Entonces para todo n>m se cumple n>2|x] , H < 1 y
2
n n m m n-m
d 0=|_"l___=|_xl___._ﬂ_....|ﬂsl.’f!_.1...l=‘4(l)
n! n! m! (m+1) n m!' 2 2 2
: ,

n-m factores

Ll
con A="—1—.
m!

n

"
Yde lim [—) = 0 sesigue entonces lim z - 0.

n—o \ 2 nsx p!
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a

PROBLEMA 16. Si a y b son nimeros reales, b>1, demostrar que lim 2 -o.

nox }

SOLUCION. Podemos escribir b=1+p, con p>0 . Sea N un entero positivo tal
que N>a.

Si n>22N secumple n- N>f- n-N+1>2 y

2 2
b = (1+p) > -1)..(n-N+1) » S n™ p"
= p p N
N! 2" N!
luego n——-—O = < K , n22N (1)
bn bn nN—a
. N a7y
en donde K=2 AI,V
P

a

Usando la desigualdad (1) y los problemas 3 y 10 resulta lim Z -o.

noo b"

0.8 CRITERIOS DE CONVERGENCIA

1) CRITERIO DE CAUCHY

(an) es convergente si y sélo si satisface el criterio de Cauchy: Para todo ¢>0,
existe un entero N, que depende de €, tal quen m y n 2N implican
o, —a, | <c.

2) SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS

<C , para todo n, y un nimero

Si (a,) es una sucesién tal que a,<a,, <

determinado C, entonces (a,) es convergentey a, <lim a, <C, paratodo k.

n—»®

De igual modo, si @, >a,,, 2B , paratodo n, entonces a, 2 lim a, 2 B,

n+l =
n—o0

para todo k.
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EJEMPLOS.

1) La funcién exponencial exp(x)

Usando el criterio de Cauchy se demuestra que para todo nimero x la sucesién
(s,(x)) , dada por
2 n
x x x
s(x)=14+—+—+..+—
(%) u 2 n!
converge a un numero real que se designa por exp (x).

En este caso se escribe la expresién simbélica infinita.

para indicar que las sumas dadas por s,(x) convergena exp(x).
También se dice que exp(x) es la suma de la serie infinita del segundo miembro.

Se define el nimero e por

1 1
e=exp(l)=1+1+—+ ... +—+..=27182818284...
2! n!

ALGUNAS PROPIEDADES

1) Si x20 entonces exp(x)2s,(x), paratodo n.

2) Si N>2|x| entonces

s,(x)-R < exp(x) < s,(x)+R ,

2 |xIN+1

(N +1)!

paratodo n2N endonde R =

l n
2) Usando el criterio de las sucesiones acotadas se prueba que lim (1 + —] =e.

n—wo n

n
En general, se cumple lim (1 + f—) = exp(x) , para todo niimero real x.
n—»w n
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0.8.1 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Hallar los siguientes limites (si existen):

2
. n"+2n+1
D lim 200 2) lim — » lim ynl4n-n

n—o0 n’ -1 noo 2 n—o

4) lim yn+1-Jn 5) lim (n’/"—l)'l

n—%x n-—»ac

SOLUCION.
1) Tenemos
1 . 1 . 1 . 1
2 —t—+— lim — + lim — + lim —
lim Pt yponn® 0’ _amen moep? aeen? 0
-5 00 - o0 1 . . 1
" n” -1 = 1-— lim 1 + lim — 1

n now noo n

) 1
pues lim —
n—-x na

1l

0, si a>0.

2) lim L:— = 0, por la propiedad 6) de 0.7.3, con a=1y b=2.

nswo 92

8) Sea a, =w/n2 +n -n . Entonces

(V¥ +n+n)

a, = @, x————= (racionalizando)
(\)n2+n+n)
n _ 1
2 RN
Vn’+n+n [1+_) R
n n

2
1 1
de donde lim a, =1, pues lim (1+—-) =1, por10)0.73 y lim —=0.

n—w® n— n no® n

1 1
4) T 0 +1- = <
) Tenemos < n vn Y PR ART

y por lo tanto  lim Jn+li-Jyn =0.

n—w
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5) Sean b, =n'" -1y a,=0b". Debemoshallar lim a, .

n—»w

1-1= 0. Luego existe N talque b, <1/2 para

Setiene 0<b, y lim b,

n—yo

todo n2N, yporlotanto,si n>N
O<a, =b] <b,, pues b <1

y haciendo n-—»>o se obtiene lim a, =0.

n—w

PROBLEMA 2. Si b, =+2, b, = J2+b,

y

1) probar que la sucesion es convergente

2) hallar lim b,

n-»w

SOLUCION.

1) Por induccién sobre n se prueba que 1<b, <2 . En efecto, si n=1, b = J2—

2)

ciertamente cumple la desigualdad; y si 1<b, <2 entonces b2, =2+b, satis-
face 3 <bf\‘1 <4, de donde también 1<b, A <2.

Ademds, se cample b, <b,,,, pues
(b= 2" < ()", dedonde b2-b, <2,

y b: <2+b, = b’

n+l

En resumen, se tiene que 1<b, <b <2 y por lo tanto, por el criterio de las su-
cesiones monétonas acotadas, 2) de 0.8, existe L =1im b, ytambién 1<L<2.

n—ao

Calculamos el valor de L.

Tenemos lim b a =2+ lim b,
n—w n—w
L =2+L

usando la propiedad 10) de 0.7.2 en el primer miembro, de donde resulta la
ecuacién de segundo grado L*-L-2=0 que resuelta da las raices L =-1,2.

Luego, L =2 es el limite de la sucesién.
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PROBLEMA 3. Usando el criterio de las sucesiones monétonas acotadas, probar que
existe e = lim e_, en donde

n-»%

n!
1

e, =1+—+...-r—l

1! n!

yque 2<e<3.

SOLUCION. Si n 23 setiene

1
e, =1+1+—+—+ ... +—
2! 3! n!
1 1 1 -
24— F o+ (pues n!>2" 1)
2 2 27

[}
N
+
|
—
ek
+
I
+
+
—
N———

n-1
1 - 1
<3—[—-] [usando lex+..+2" 2 = , con x=—
2 2

de donde s, <3, si n23.

Ademsds, es claro que e, <e,,, y por lo tanto, por 2) de 0.8, existe el mimero

e = lim e, ycumple 2=e,<e<3.
n—»®

1+2+...+n

PROBLEMA 4. Hallar L = lim 2

n—»a n
1
SOLUCION. Usando 1+2+..+n = n(n+1) resulta
2
1+ —
n(n+1) It +n

L = lim 2
n»o 2n nso 2

[ S
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2?4+ 4%+ 4 (2n)2

PROBLEMA 5. Hallar L = lim 3

n—>% n
SOLUCION.
2n +1 4 1)(2n +1 4
De 124224+, .4n? = M sesigue L = lim n(n+ );S n+l) = —.
6 n—»w 6n 3

Y4
y3 1
(n® -2n* +10) " - (16n12 +7n° - —}
n

PROBLEMA 6. Hallar L = lim

3 2
n—se n"-4n" +1

SOLUCION.

L = lim n n n n n
n—o 4 1
1_'_+"'§'
n n
1/4
0-16
= = -2
1

PROBLEMA 7. Si a >0, demostrar que (n“) es divergente.

SOLUCION. Sabemos que lim 1 =0 ; luego por el problema 11 de 0.74 la

n—0 n

sucesién (n“) es divergente.

PROBLEMA 8. Dados los miimeros A,,... VA, B,,... ,Bq, Ay Bq distintos de cero,
se define la sucesién (x,) por

A" L+ Ant A

X, =

B n'+..+Bn+B,
Probar que
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1) lim x, =0 si p<gq

n—w

>

p

2) lim x, =

n—ow

, 81 p=gq

o)

p

y 3) lasucesion es divergentesi p>gq

SOLUCION. Extrayendo los factores n” y n? del numerador y denominador de x,,
respectivamente, se obtiene

n?
X = —-y
n nq n
en donde
A, + Pl A
y. = n n”
n B B
B + %14 .. +2
q q
n n
. 1 . . . A,
Puestoque lim — = 0, si a>0,setiene Y = lim y, = — # 0, y la conver-
nsw n n—®© Bq

P
n
gencia de (x,l ) depende entonces de la convergencia de la sucesién [—;—J .

n
. . 1 .
1) Si p<q se tiene x, =—y, , con a=q-p>0 , y por lo tanto
lim x, = 0xY =0.
n—w
. . Ap
2) Sip=q,x,=y, ¥ hmxn=Y=E-.
n-—w

q

3) Si p>q, debemos probar que (x,) es divergente.
x
Escribamos @ =p-g¢>0,de modoque x,=n"y,, n®="2.
In
Ahora bien, si (x,) fuese convergente, la sucesién (na) también seria
convergente, en contradiccién con el problema 7.

En consecuencia, la sucesién (x,) es divergentesi p>gq .
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PROBLEMA 9.
1) Usando el criterio de Cauchy, probar que para todo a existe el niimero
a a° a"
exp(a) = lims, =1+ —+—+ ... + —
Ry 1 2! n!

2) Demostrar quesi a >0 entonces exp(a) 2 s, , paratodo n.

8) Probarquesi N >2|a| entonces s, -R < exp(a) < s, +R , paratodo n>N,
N
2|al

endonde R, = .
(N +1)!

SOLUCION. Si m>n, p=m-n y r = Ial , se cumple la desigualdad

n+2
n+l P
ls, -5, | s 4 1 T (@)
(n+1)t [1-r 1-r
En efecto,
am-l an+p
s -8 = + ... +
|8 = (n+1) (n+p)!
1
Bl IO T B I
(n+1)! (n+2) (n+2) (n+3) (n+2) (n+p)
(notar que lo <r, i=2,..,p)
n+i
n+l n+l 14
< lo [1+r+...+rp'1]= o 1 T
(n+1)! (n+1)! |1-r 1-r

¥y queda establecida (o).

ol

Si n>2|a|, entonces r =
(n+2)

cumple 0<r< 1 y la desigualdad (1) implica:
2

Is -s | < 2|a]"+] si m>n B)
m n - !
(n+1)!
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r? 1 1

1
ya que - < < = 2 paratodo m>n.

1)

2)

3)

1-r 1-r 1-r 1/2

Sea dado £5>0. De lim 1

noo pl

= 0 para £ existe N tal que
2

4

2

n2N implica _l_‘f'__ < ()
n! »

Ademds, podemos elegir N tal que N >2|a| y por lo tanto si n>N también

n 22|a| y podemos aplicar (B).

Finalmente,si m,n > N se cumple | s, -8, l < £ . En efecto, podemos supo-
ner que m>n yusando () y (y) obtenemos

|n+l
< 2)(i =g

(n+1)! 2

En conclusién, la sucesién (s,) satisface el criterio de Cauchy y por lo tanto
existe exp(a) = lim s, .

n~—»o

n+l

Puesto que a >0 se tiene ademds (s,) esuna

2 0 ,luego s, <s,,,;
(n+1)!
sucesién acotada por ser convergente. Luego, por el criterio de las sucesiones

acotadas su limite exp (a) cumple exp(a) 2 s, , paratodo n.

Si N>2|a|, esvdlida la desigualdad (B) para m>n2N

n+l n+l
lsm—snl < 2|a| <R-= 2|a|
(n+1)! (N +1)t

i} s,-R <s, <s,+R

y haciendo m —® (n permanece fijo), resulta s, ~R < exp (@) < s, +R .

n
PROBLEMA 10. Probar que lim (1+l} = e, endonde e=exp(l).
n-—o n
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SOLUCION. Sean @, = [1+l] , s, =14+ 1 + ..+ —1—, e = lim s,

n 1! n! n—se
nii n)i1 ni1
Entonces a, =1+ — 4+ .+ — ot —
1/n k)n n)n"
Para k = 0,1, ... ,n, el término k -ésimo del desarrollo de a, es
-1 ..(n-k+1 1 1 1 k-1
nn-1)..(n +)x—T=—x1x(l——]x...x[1——] @
k! n k! n n
. 1 1
y por lo tanto es menor o iguala — ; luego @, <s, =1+ —+ ..+ —<Se, y
k! 1! n!

(a,) esuna sucesién acotada.

i
Puestoque 1 -— <1 -
n n+1
k—-ésimo de a, es menor o igual que el término k-ésimo de a,,, y por lo tanto

a, <a,, . Por consiguiente, podemos aplicar el criterio de las sucesiones mondtonas y

, para i=0,1,..,n, de(l) vemos que el término

1 n
concluir que existe L = lim [1+—) y ademds que

n—w n

a, <L<e, paratodo n.

Falta probar que L =e. Veamos que se cumple s, <L , para todo m. En efecto, si

k=0,1, ... ,m setiene lim-k—=0,
nsw n
1 k- n 1
lim(l——)x...x(l-—————):l y lim[ = —, por (1).
n—oo n n noo \ k k!

Luego, si m permanece fijoy n>m, setiene
n n\i n) 1
an 2 + -+ ...+ “m
0 1)n mjn
y tomando limites cuando n — o0

. 1
L=lma, 21+—+..+— =35
n—swo 1 m!
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Finalmente, de s,, <L , para todo m, tomando limites resulta e = lim s, <L
m—x®©

y por lo tanto L =e, lo que establece lim (1+l) =e.

n—© n

1
PROBLEMA 11. Probar que lim %% _o , endonde logy, y>0, esel mimero

n—w n

x talque exp(x)=y.

Nota: logy o Iny esellogaritmo natural de y>0. En el capitulo 11 se presenta
una definicién geométrica de In y.

SOLUCION. Sea a, = logn . Entonces logn =na, o exp(ra,)=n.
n

Puesto que na, > 0, podemos aplicar 2) del problema 9,con n=2, x=na, , y
obtenemos
2
(na,)

21+na, +
2

2 2
n‘a
dedonde n > n

n—»w

2\¥?
, 0<a,,<(—) y lima,=0.
n

PROBLEMA 12. Probar que

1
1) lim log[l«{»i] =0 2) lim n log(1+—) =1
n—o n nR—o n
SOLUCION.

n

1
1) Sea a, = log(1+—).

y lima, =0

n—«c

1
Se tiene 1+— = exp(a,) = 1+a, , luego 0<a,
n

1
n
1
2) Sea b, = nlog[ ] Por 1) se tiene log[1+—J -
n
b

1
b,<1,ysi n28 £ <—.
n 8
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b 1
2, luego exp(x) = 1+—.

Fijemos n>8 y hagamos x = -%
n n

Puestoque N =1 > 2(-1—] > 2x por 3), problema 9, se cumple la desigualdad
8

1+x-R < exp(x) < 1+x+R

endonde R = — = — = x°,
(N +1)! 2 :
2 1 2
y por lo tanto l+x-x" £ 1+— < 1l+x+x
n
1
x—xzs—<x+x2
n
b2 b2
dedonde b, --*-<1<b, +-2
n n
1 1
y b-—<1<b,+—, pues b <1,
n n

1
Asi se obtiene |bn—1| < —, sl n28, yestoimplica lim b,
' n

R—

PROBLEMA 13. Hallar L = lim 1+ 4+ L4 . + 1
n—o 21 4! (2")'
SOLUCION.
Sean a, = 1+—+—+...+—1—--
2! 4! (2n)!
1 1 1
s, = l+—t+—+. . +—
1 2! n!
2 n
., = 1+(’1)+(—1) + +(_1)
1! 2! n!

Luego exp(l) = lim s,, exp(-1)=lim¢,, a, = s, +t,,

n—»o n—®

=1.

y

L = lim a, = lim s,, +lim t,, = exp(1)+exp(-1).

nR—» n—o n—0
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Se sabe que e = exp(l) y se prueba que exp(-1) = 1/e y por lo tanto

L =e+lfe.
: 93 38 nd
PROBLEMA 14. Probarque 5e = lim 1+ — + — + ... + —
Ao 2t 3 n!
3 3 3
SOLUCION. Sea a, = 1+2—+2 4. 42
2! 3! n!
Tenemos 1=1
3 3
2—-=1+3.1 -3—=—1-+3.1+1
2! 3! 2
3
— = —+§.'_1+1
4! 6
y en general para n >3
n’ 1 3.1 1
— = + +
n! (n-1)! (-2)! (n-3)!
En efecto
P on? 14201+ (r-1)° 1 2, (-
n!  (n-1)! (n-1) (n-1)! (n-2)! (n-2)!
1 2 (n-2)+1
= + +
(n-1)t (n-2)! (n—-2)
de donde resulta (1).
Luegosi n 23 se tiene
' 1 1
a, =8, +35, o+S, 3, endonde s, =1l+—+..+—
1! n!

tiene limite e = exp(1), y por lo tanto

lim a, = e+3e+e = Se
n—%

1
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PROBLEMA 14.
' 1
a) Si e=exp(l) probar que O0<e-s, < — > para todo n2>1, en donde
nln
1
s, = 1+l+ e v — .
1! n!

b) Probar que ¢ es un mimero irracional

SOLUCION.
a) Tenemos 0<s,<s,,,<e y e=1lim s, ; luego O0<s, <e.
Y si m>n secumple
8, —8, = 1 + - + .+ 1
Tt (nel)! (n+2) T mt
1 1
= 1+ + 1 + ...
(n+ 1)t n+2 (n+2)(n+3)
1 .
+ , siendko p=m-n
(n+2)(n+3)...(n+p)}
1 -
< [1+r+r2+...+r" 1], ret
(n+1) n+2
o1 1 r?
(pn+1)! {1-r 1-r
1 1 n+2 1 n+2
< x = , pues =
(r+)! 1-r (n+1!(n+1) 1-r n+1
Luego, haciendo que m — o se tiene
n+2 1 (n+1)?

< , pues n+2<
(r+1)!(n+1) nln n
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2) Por el absurdo, supongamos que e es un nimero racional y escribamos e = 2 ,
q
en donde p y g son mimeros enteros positivos. Entonces por 1) con n=q se
tiene
0 < L s < L
q
q q'q
. p
y si hacemos x=gqlq|— -5, = pql-qq's,

q
entonces 0 <x <1, de modo que x no puede ser un nimero entero.

Sin embargo, la definicién de x implica que es un entero; en efecto pg! es un

!
entero y tamhién g q!s,, pueses la suma de los enteros q-q-l , k=1..,q9.
k!

La contradiccién obtenida demuestra que e no puede ser un niimero racional.

0.9 SERIES DE NUMEROS
Una serie es una expresién simbélica de la forma

a0+a1+a2+...+a"+...

que representa o indica la suma ordenada (infinita) de los términos de una sucesién de
nimeros (a, ).

Se suele abreviar la expresién de la serie mediante la notacién
a0 o
2% o 2
n=0 0
en donde n es una variable que recorre los nimeros enteros > 0.

Se dice que la serie es convergente si la sucesién de los nimeros

s, =a,+ ...+a,,

es convergente; esto es, si existe un nimero L, al que se llama suma de la serie, tal
que

L =1lim s, = lim a;+ ... +a
n—0 n—o

n

lo cual significa que los nimeros a, +...+a, se aproximan arbitrariamente a L a

medida que se agregan los siguientes términos a,,, , -.
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También se suele escribir

L =ay+a,+...+a, +...

) L

™

para indicar que la serie es convergente y su suma es L.

A las series no convergentes también se les llama divergentes.
EJEMPLOS.
1) La serie geométrica,

o
n 2 n
ZCx =¢c+cx+cx +...+cCcx + ...

n=0

es convergente, y su suma es

, 8i -l<x<1, (verproblema 14, 0.7.4).

1-x
2) La serie exponencial
2 n
x x x
14—+ —+ o+ — + ...
2! n!

es convergente para todo x eR y su suma se representa por exp(x) (Ver
problema 8, 0.8.1). Asi,

o xn
exp(x) = z —
n=0 7

3) Representaciéon decimal de los niimeros reales

Todo niimero real x >0 se puede expresar como la suma de una serie de la forma

d
dy + L+ ...+ 4 + .
10 10"
en donde d, esunentero >0 y d,, d,, ..., son digitos decimales, esto es uno

de los niimeros 0,1, ...,9
En este caso se suele emplear la notacién
x =dy.d, ...d, ..
Si x es negativo, entonces
x=-dy.d, ...d, ..

en donde el segundo miembro es una representacién decimal de —x > 0.
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4) Las funciones trigonométricas sen(x) y cos(x) pueden definirse formalmente
— independientemente de su origen geométrico — mediante sumas de series

3 5 n _2n+l
sen (x) = -2 X +i_1)__x_+
3! 5! (2n +1)!
2 4 n _2n
-1
cos (x) = -2 X 4 +_(._._)__x_+
2! 6l (2n)!

En efecto, puede demostrarse que estas series son convergentes para cualquier
valor de x, y por lo tanto existen sus sumas, y luego, usando estas definiciones,
se establecen las propiedades conocidas tales como

2 2
cos"x +sen x =1, sen(x+y) = senx .cosy + cosx .seny

8) La serie

en donde p es un nimero real dado, es convergente si p>1 y es divergente si
p<l1

0.9.1 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Probar que si Z a, esconvergente, entonces lima, = 0.
0

n—»w0

Equivalentemente, si la sucesién (an) es'divergente o si lim a, # 0, entonces
n—®o

©
Z a, esdivergente.
0

SOLUCION.

Por hipétesis, existe L = lim s, , en donde s, = a, + a, + ... +a, ; luego de
n—w

@1 = Spe1 " Sn o resulta

lim ¢,,, = lim s,,, -lims, =L-L =0

n—w n—w n—w
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PROBLEMA 2. Sea a un numeroreal > 0 .

1) Si N =>1, demostrar que existe un nimero b dado por una representacién deci-
mal tal que bY =a y b>0

2) Probar que existe un tinico niimero b>0 tal que b =a y b>0. Tal mimero se
llama la raiz N-ésima de a y se le designa por a'v

3) Probar que a tiene una representaciéon decimal.

SOLUCION.

1) Por induccién encontraremos una sucesién de enteros no negativos (d,) tales que

d, esun digito decimalsi n =1, ysi

d N 1Y
S, =dg + = + .. + —2 , entonces (s,) <a<|s,+ (a)
10 10" ) 10"

Para n=0 sea d, el enterotal que dj < a < (d+ l)N; tal niimero existe
pues podemos encontrar un entero K >1 tal que a <K y por lo tanto

N =0<a<K<K", O <a<KV B)

de donde se sigue que
d) <ac< (d0+1)N, para algiin entero d, con 0 <d, < K.

Si sy =d, evidentemente (a) es verdadera.

Supongamos que ya existen d; , ..., d, , n20, de manera que se cumple (a).
Vamos a determinar d,,, . Por induccién se tiene

N LY
8 fa<|s+—
(" 10")
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2)

3)

) d
luegosi d,,,=%k, s,,,=s, +F"’:T se cumple (o) para n+1 y lainduccién

estd completa.

Notemos que en el iiltimo paso se ha probado que d,,, es un digito decimal.

Veamos ahora que (s,) es convergente. Puesto que cada d, 20 se tiene

s, <s,,, ytambién s, <K, por (B), pues siv <a< K N; luego por el criterio
de las sucesiones monétonas acotadas existe el nimero b = lim s, y

n—»o

b2s,20.

El niimero b cumple BV =a ; en efecto:

1 N
sN <£a < (s"+ ]
10"

N N
lim s lim |s, +—
neo n—yo ( " 10")

IA
Q
A

1
< bV, pues lim —
n— 10

bN

A
Q
A

de donde b" = a.

De la ecuacién anterior se sigue que b# 0, pues a >0, y por lo tanto 5> 0.

Si N21 por 1) podemos encontrar b>0 tal que ¥ =a. Ysi N<-1

1
entonces —N 21 y también por 1), aplicado al mimero —, existe ¢>0 tal que
a

eV =-1- , de donde Y =a , con b=l>0.

a c
Probaremos ahora la unicidad del nimero b: Si ¢ es un nimero >0 y ¢ = a,
entonces b=c. En efecto, si fuesen distintos el cociente r seria distintode 1 y
de bV =c" setendria r¥ =1, con r=1, lo que es imposible pues N es dis-
tinto de cero; luego b=c.

se sigue de 1) para el valor N =1, pues b=a yaque al=a.
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-]
PROBLEMA 3. Probar que la serie Z ip es divergentesi p<1
n
1

SOLUCION.

Casol. p<0

Si p<0 entonces [-l—p) es divergente, ysi p=0, lim Lo = 1. Luego por el pro-
n R

blema 1, la serie es divergentesi p<0.

Caso 2. 0<p<1

1
Sean P =14+ ... +—
2P n?

«
o

]
K

Supongamos O< p<1; entonces n” <n y Lp > 1 , de donde
n n

1+i+...+i21+-1-+...+-1—
2 n? 2 n

osea s/ 2s,, paratodo n.

Probaremos luego que la sucesién (s,',’ ) no es acotada; luego es divergente, y esto sig-
nifica que la serie es divergente.
Sea dado K >0. Tomemos N =2%%_ Si n>N setiene

1 1 1
> =l4+ =4+ =+ .. + =
s, 2 sy totgt et N
De 22K _1=14+2 4224 . 4 22K

sesigue N = 2+ 2! + 22 4+ . 4 92k-1

y podemos agrupar los sumandos de sy en 2K sumas formadas por 2, 2! 22 . |

2%K-1  términos consecutivos:

(1 1) (1+1) (1 1 1 1) ( 1 1)
t—=|+|—=+t— |+ |=F—F—=+— |+ . |+
2 3 4 5 6 7 8 221 _ 2

o)l

=4+3+ 44 (2K sumandos)

Sy

\"

"
™o
~

o=
1
]

Asi, paratodo n 2N secumple s? > s, > K ylasucesién (s,{’) no es acotada.
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PROBLEMA 4. Probar que la serie Z ip es convergente si p>1.
™ n

1
SOLUCION. Sea s, = 1+ P + o+ 7}; . Es claro que s, <s,,; vy por lo tanto la
sucesién (s,) es monétona.

Sea r = luego O<r<1, pues p>1 implica 2”7 >1, y también sea

Pl
1

M=1+ o
1-r

Probaremos que s, <M paratodo n, y por lo tanto la sucesién (s,) es acotada.

En efecto, dado n elijamos un entero K tal que n<22¥ yhagamos N =22X; luego
agrupamos los términos de sy como en el problema anterior y obtenemos

S, S8y = 1+——1— + i+i + i+i+—1--+—1— +...+ —1———+ + 1
n =N~ 9P 3P 4P 5P @gP 7P 8P ) (22"")p—1 (22k)p

P P p
2(1) + 2(%) + 4(-‘-11—) +oo + 22K‘1(2211(_1)

2

v

rZK—l

24r +r°+ ...+

< 1+———1—— =M
1-r

Finalmente, por el criterio de las sucesiones monétonas acotadas, la sucesién (s,) es
convergente y por lo tanto existe la suma de la serie.

. 0
PROBLEMA 5. Probar que la serie Z a, x" converge para todo x en el intervalo

n=0

(-R,R), R>0, siexiste una constante M tal que |a,|R" < M, paratodo n.
SOLUCION. Sea x en el intervalo (-R,R), estoes |x|<R y elijamos un nimero r
tal que |x|<r<R ; luego r=cR, con 0<c<1.

Debemos probar que la sucesién (s,), s, = ao + a;x + ... +a,x"
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es convergente, para lo cual demostraremos que satisface el criterio de Cauchy.

Si m>n20, m=n+p, setiene

cn+1
|$m=8.| < M ; e))
l-¢c
en efecto
_ n+l n+p
|sm-—sn|— amlx +...+an+px
n+l n+p
< |an+1|r o S, T

n+l n+l n+ n+
"oy |R™ + .+ ™ la,, | R™

n+p

n+l1
[

(1-c)

IA

M (1+c+...+c”'l) <M

n+l1

Puesto que 0<c<1 implica lim ¢* = 0, dado £>0, para ¢ 1-c podemos encon-
n—w

trar un entero N tal quesi n 2N entonces

1-¢ ‘ c
" < g— o M

M l1-c¢ < @

Luego,si m>n2N, por (1) y (2) se tiene |sm -s, I <¢g, y por lo tanto la sucesién
(s,) satisface el criterio de Cauchy.

PROBLEMA 6. Aplicando el problema 5, probar que las siguientes series son conver-

gentes:
© 2n+l
1 ie d , tod,
) seriede sen (x) ; 1) GnrD) para todo x
< n 12"
2) seriede cos(x) Z (-1) = para todo x
5 (2n)!
© 2n+1
3 erie de arct , si ~-l<x<1
) s e arctg(x) ; (2n+1

endonde y=arctg(x) siysélosi x=tgy, -5F<y<%.
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4)

o n
serie de log (1-x) > (- x;— , si -l<x<1
1

SOLUCION. Todas las series son de la forma Z a, x™ .
0

1

2)

3

4)

"

a,=0 simespary a,= ——,
pary (2n +1)!

si m=2n+1.

m
Ahora bien, dado x sea R=|x|+1, de modo que |x|<R; de lim % =0 se
n—»w !

sigue que existe K >0 tal que |a,,,| R™ < K , para todo m, y por el problema
anterior la serie converge en cada punto del intervalo (-R,R), y en particular en
x.

=
(2n)!

En este caso a,=0 si n esimpary a,= , si m=2n ; y se puede

aplicar los mismos pasos de 1).

: -1)"
Los coeficientes son a,, = 0 si m espary a,= -(-é;}ﬁ , si m=2n+1. Luego
lan|<1 y Jau|R™ < K, con R=K =1, y por el problema anterior la serie

converge en (-1,1).

Similar a 3).



Copituls 1
é)/ Cl'rcué

1.1. DEFINICION. Sea P, =(h,k) un punto del
plano euclideano R® y r un nimero real >0.
Se llama ctrculo C de centro P, y radio r, al

conjunto de todos los puntos del plano cuya
distancia de F, esr. Asi,

C=C(R;r)={PeR*/ [P-PB)|=r}

1.2 ECUACION DEL CIRCULO EN
COORDENADAS CARTESIANAS

TEOREMA. La ecuacién del circulo C de centro P, =(h, k) y radio r en coordenadas

cartesianas es
(x-h)?+(y-k)=r? 1.2.1)

Es decir, (x, y) eC <> (x, y) satisface (x-h) +(y-k)® =r?

PRUEBA. Sea P =(x,y) eR?. Entonces en virtud de la definicién 1.1 se tiene

PeC & |P—P0|=r =3 J(x-—h)2+(y—k)2=r
o (x-h)l+(y-k)?=r?
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Nota. Desarrollando los cuadrados del primer miembro de la ecuacién (1.2.1) se
observa que C es la grédfica de la ecuacién,

x2+y2—2hk—2ky+(h2+k2—r2)=0,
que es de la forma x2+y2+Dx+Ey+F=0,
donde D=-2h, E=-2k, F=R>+k*-r"

De manera reciproca, podemos establecer lo siguiente

PROPOSICION. Sea C la grifica de la ecuacién
x2+y2+Dx+Ey+F=0

Es decir, C:{(x,y)eRz/xz+y2+Dx+Ey+F=O}
Llamemos A =D?+E”-4F. Se tiene entonces que:

E 1
1) Si A>0, C es un circulo de centro B = (——I-)-, ——J y radio r =—JZ
2

2 2
. . D E
2) Si A =0, C consiste solamente del punto Fy =| -—, - —|.
2 2
3) Si A <0, C no posee puntos.
1.3 PROBLEMAS RESUELTOS
Y“
PROBLEMA 1. Hallar la ecuacién del circulo (1,5)
que pasa por los puntos (1,5), (4,-4),
(-3,3)
SOLUCION. Sea x’+y>+Dx+Ey+F=0 r=5
la ecuacién del circulo. Puesto que los pun- R
tos dados pertenecen al circulo, ellos sa- (1,0) X
tisfacen esta ecuacién. Luego se tiene
26+D+5E+F =0 (-3.3)
32+4D+4E+F =0 {a,-4)
18-3D+3E+F=0 '

Resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene

D=-2, E=0, F=-24.

RESPUESTA. x%+y?-2x-24=0 0 (x-17+y*=5"
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PROBLEMA 2. Hallar la ecuacion del circulo circunscrito al tridngulo cuyos lados
estdn sobre las rectas
L: x-2y+11=0
Ly 3x-y-2=0
Ly Tx+y+2=0
SOLUCION. Hallaremos los puntos P, @ y R en los que las rectas se intersecan y luego
determinaremos el circulo que pasa por ellos, como el problema anterior.
P = interseccion de L, y L,. Resolvemos el sistema
x-2y+11=0
3x-y -2=0
y obtenemos: x =3, y=7,0sea P=(3,7)
Q = Interseccién de L, y L,. Resolvemos el sistema
3x-y-2=0
Tx+y+2=0
y obtenemos: x =0, y=-2,0sea @=(0,~2)
R = interseccién de L, y L,. Resolvemos el sistema

x-2y+11=0
Tx+y+ 2=0

y obtenemos: x=-1, y=5, osea R=(-15)

Sea x* + y2 +Dx +Ey+F =0 la ecuacién del circulo que pasa por P, @ y R. Puesto que
tales puntos se encuentranm en el circulo se tendrd

58+3D+7E+F =0
4-2E+F=0
26-D+5E+F =0

y resolviendo el sistema de ecuaciones se obtiene D=-6, E=-4, F=-12

RESPUESTA. x2+y2—6x—4y—12=0 0 (x—3)2+(y—2)2=5

PROBLEMA 3. Probar que si A=D?+EZ_4F >0, entonces la gréfica de la ecuacién

x2+y*+Dx+Ey+F =0 es un circulo de centro (—12)-, ——122) y radio -%JA_

SOLUCION. En la ecuacién x’+y*+Dx+Ey+F=0

D2 E? D* E?
completamos cuadrados (xz +Dx+——-] + [y2 +Ey+——J - —-—+F =0
4 4 4 4
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2 2
y obtenemos (x+—D—) +(y+£) =

- - —1-(D2+E2—4F) “1a (lﬁ)z,

4 4 2

que es la ecuacién del circulo de centro (— -P—, - E] y radio %\/Z >0
2 2

PROBLEMA 4. Hallar una ecuacién de la cuerda comiin de los dos circulos
x2+y2-6y-12=0y x?+y>+8x-2y+8=0.
SOLUCION. Si (x,, y;) es un punto de interseccién se tiene
xl+yl +4x, -6y, -12=0 o)
xX+y2+8x, -2y + 8=0 2)

y restando miembro a miembro obtenemos
~4x, -4y, -20=0

3
x+ y+ 5=0 @

Sustituyendo y, de (3) en (1) obtenemos la ecuacién 2x% +20x, +43=0
cuyas raices son x, =-5% @

—‘/E_-i,—iri) , (—5—@,%1). Ahora

Luego los puntos de interseccién son (-5+ 3

podemos calcular la ecuacién de la recta conociendo dos puntos por los cuales pasa, o
también de una manera més breve observando que los puntos de interseccién segtin (3)
satisfacen la ecuacién de la recta x+y+5=0. Luego en cualquier caso, obtenemos
x+y+5=0.

PROBLEMA 5. Encontrar una ecuacién de la recta que es tangente al circulo
x2+y2-4x+6y—12=0 enel punto (-1, 1).

SOLUCION. La ecuacién del circulo es (x—2)° +(y+3)* =25, y por lo tanto (2,-3) es
el centro del circulo.

La pendiente del segmento (2,-3),(-,1) es m = ——— = — = -—

La recta tangente al circulo en (-1,1) es perpendicular al segmento que hemos
indicado. Luego su pendiente es % .

y-1 3

Finalm -
in ente x-(-l) 2

nosda y= %x + %, que es la ecuacién buscada.
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PROBLEMA 6. Hallar una ecuacién de cada una de las rectas que tienen pendiente
-4/3 y son tangentes al circulo:

2?2+y?+2x-8y-8=0

SOLUCION. Determinaremos los puntos en los que las rectas son tangentes al circulo.
De (x+1)*+(y-4)° =5 vemos que (-1, 4) es el centro del circulo. La ecuacién del
didmetro perpendicular a las rectas es

y-4 3 3 19

=— =—x+—

x+l 4 YRR

Sustituyendo en la ecuacién del circulo para hallar las coordenadas de los puntos de
tangencia obtenemos x?-2x-15=0, cuyas raices son x=-3,5.
Las ordenadas de los puntos de tangencia son y =% , -12—7,

y las ecuaciones buscadas

y-3_ 4

=—— 8x+6y+9=0
x+3 3 ° ®+oy
y-4

——% ] 8x+6y-91=0

PROBLEMA 7. Probar que si la recta y=mx+b es tangente al circulo x%+y%=r?,
entonces se cumple la ecuacién 4% = (1+ mz)rz.

SOLUCION. Sea (x, y) el punto en el que la recta es tangente al circulo. Puesto que
(x, ¥) se encuentra tanto en la recta como en el circulo se tienen las relaciones:
yy=mx, +b 1)

2

xf +yf =r )

La pendiente del segmento que une (0,0) con (x,,y,) es 2L Y como la recta es

x
perpendicular a dicho segmento su pendiente m serd
m="%1 3
1

De (3) se tiene x; = -my, y sustituyendoen (1) y (2) nos da

y1=-m?y +b n(1+m?)=b

2 2

(-my)* + ¥k =r yf(1+ mz) =r

Finalmente, eliminamos y, y obtenemos b2 = (1+ m2) r?
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1.4 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1. Determinar si la grifica de las siguientes ecuaciones es un circulo, un
punto o no posee puntos en el plano.

a) x2+y2-2x+6y+9=0 d) x2+y2-4x+4y+9=0
b) x2+y*+2x-4y+5=0 e) x®+y*+8x-8y+7=0
c) x2+y2+6x+2y+6=0 N x®2+y*-2ax+2ay+4a®=0 (aeR)

PROBLEMA 2. Hallar la ecuacion del circulo que pasa por los puntos (4a, 3a), (a, - 6a),
(a, 4a).

PROBLEMA 3. Hallar la ecuacién del circulo que pasa por los puntos (0, 0), (a, b), (c, 0).

PROBLEMA 4. Hallar la ecuacién de la recta tangente al circulo
x2+y2+2x+4y+20=0 en el punto (2,2).

PROBLEMA 5. Hallar la ecuacién de la cuerda comin de los dos circulos
x2+y?+2x-4y-3=0 y x°+y’ —4x+2y-7=0.

PROBLEMA 6. Suponiendo que los circulos x*+y2+dx+ey+f=0 y
x2+y2+Dx+Ey+F =0 tienen una cuerda comun, probar que ésta tiene por ecuacién

(d-D)x+(e-E)y+(f-F)=0.

RESPUESTAS.
1. a) Un circulo b) Un punto ¢) Un circulo
d) No posee puntos e) Un circulo f) No posee puntos

2. (x-a)’ +(y+a)’ = 250°

c al+b’-ac
8. |-, ———
2 2b



2.1 DEFINICION. Una parsbola P es el conjunto de todos los puntos del plano que
equidistan de una recta fija L y de un punto fijo F fuera de la recta. Asi,

P= {P eR?/ distanciade PalL = distanciade P a F}

Supongamos que las coordenadas de los puntos Py
F referidas al sistema  cartesiano XY sean
P=(x,y) y F=(f.,f,;), y que la ecuacién de la
recta L sea Ax+ By+C =0. Entonces la ecuacién
de la pardbola ser4:

Ax+By+C
e 2ad A yl; N oy S
+

En relacién a la pardbola, establecemos lo siguien-
te:

2.2 NOTACION

(1) Se llama directriz de la pardbola a la recta L.
(2) Sellama foco de la pardbola al punto F.

(8) Se llama eje de la pardbola a la recta X' que pasa por el foco y es perpendicular a
la directriz.
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X' y L se intersecan en un punto @, y el punto medio V del segmento [@, F]
pertenece a la pardbola.

(4) Elpunto V =1(Q+F) recibe el nombre de vértice de la pardbola.

2.3 ECUACION DE LA PARABOLA CON EJE PARALELO A
UN EJE DE COORDENADAS

TEOREMA.

™

1) La ecuacién de la pardbola con vértice Y 4
V =(h, k) y eje paralelo al eje X es r

(y-k)* = 4p(xh)

(y-k)=4p(x-h)

donde

P = abscisa del foco — abscisa del vértice.

En este caso, el focoes F =(h+p,k)

y la directriz L:x=h-p.

U A s

5,
/|

.3
]
>
|

R

2) La ecuaciéon de la pardbola con vértice
V = (h, k) y eje paralelo al eje Y es

(x—h)* =4p(y-k)

donde, P =(ordenada del foco — ordenada del vértice).

Parabola con eje paralelo al eje X

En este caso, el foco es F = (h,k + p) y la directrizes L: y=k-p

2.4 ECUACION VECTORIAL DE LA PARABOLA

Sea V el vértice y F el foco de una pardbola
P. Consideremos un sistema de coordena-
das cartesianas X'Y' como sigue. Sean

1) @, un vector unitario paralelo al vector
F-V.
F-Vv F-V

o -
|F-V| |F-V|

Asi, u puede ser

2) @', el vector ortogonal a i .

Asi, si i =(a,b) entonces i' =(-b,a).

P -1 .
Geométricamente, &~ se obtiene rotan- X

do el vector Z un dngulo de 90° en el
sentido antihorario.
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3) p, el nimero real que cumple ¥ -V = pu.

4) X'Y', el sistema de coordenadas cartesianas con
origen en el vértice V, eje X' orientado en el sen-

- y'u
tido de i y eje Y, orientado en el sentido de i* P S g
Observemos que si (x',') son las coordenadas de un x'u
punto P del plano referidas al sistema X'Y’, entonces 174

P=Vai+x'u+yu"

Enefecto, P=V+S y S=x'id+ya*

Se cumple el siguiente

TEOREMA. Un punto P del plano se encuentra en la pardbola P si y solamente si sa-
tisface la ecuacion

P=V.1.x’ii+y'12l con y'2 =4px’, x'.y'eR

o equivalentemente, si es de la forma
y’2
P=V+i—a+yu* con y' eR arbitrario
4p

2.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Hallar la ecuaciéon de la pardbola con foco F=(1,1) y directriz
L: x+y+2=0.

SOLUCION. Sea P =(x, y) un punto de la pardbola. Se tiene entonces por definicién

distancia de P a L = distanciadePa F

b

_|‘71+2_L++_1_22_|, = [(x— 1 +(y—1)2]

Elevando al cuadrado %(ac2 +y2 +4+2xy +4x +4y) = x? +y2 -2x-2y+2

"

resulta x? +y2 ~2xy—-8x-8y =0

RESPUESTA. x” +y” - 2xy-8x-8y=0.
PROBLEMA 2. Probar que la ecuacién de la pardbola con vértice V =(h,k) y eje

paralelo al eje X es (y-k)® =4p(x-h), donde

p = absisa del foco — abscisa del vértice
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SOLUCION. El foco de la parsbola es
F=(h+p,k) @
En efecto,
abscisa del foco = p+ abscisa del vértice = p+h,

por definicién de p,

y ordenada del foco = ordenada del vértice =k,

pues el eje de la pardbola es paralelo al eje X.
Por otra parte, la ecuacién de la directriz L de la pardbola es

L:x=h-p (2)
En efecto, la directriz L es perpendicular al eje X y se halla a igual distancia del vértice
que el foco de éste.
Sea P =(x, y) un punto de la pardbola.
Entonces por definicién de pardbola y empleando (1) y (2) se tiene

distancia de P a L = distanciade Pa F

|x-h+p| = {[x—-(h+p)]2 +(y—k)2}

(B

Elevando al cuadrado

x> +h® + p® -2xh+2xp-2hp = xz+h2+pz—2ach—2xp+2hp+(y~k)2

o también (y-k)® = 4p(x-h)

2

PROBLEMA 3. Sea P=V +-t——12 +ta', teR, la ecuacién vectorial de la pardbola.
4p

Hallar las ecuaciones paramétricas si V =(h,k), @ =(a,b), p, son dados.

2
t

SOLUCION. Se tiene (x,y) = (h, k)+—/(a,b)+t(-b,a)
4p

e igualando coordenadas

b
x=h+it2—bt y=k+—t2+at
4p 4p

PROBLEMA 4. Se llama lado recto o cuerda focal de una pardbola a la cuerda que pasa
por el foco y es perpendicular al eje de la pardbola. Probar que la longitud del lado
recto es |4p|.



La Pardbola 67

SOLUCION. Consideremos la pardbola con vértice V =(0, 0) y eje paralelo al eje X
y2 =4px

Larecta x=p corta alapardbolaenlospuntos (p,2p) y (p,-2p)

En efecto, sustituyendo x = p

da . y2 =4 p2 0 y=12p

Luego
longitud del lado recto = distancia de (p, 2p) a {p, - 2p)

(- p)* +[2p-(-2p)]

= y(4p)* =|4p|

PROBLEMA 5. Un arco parabélico tiene 18 mts. de altura y 24 mts. de ancho en la
base. Si la parte superior del arco es el vértice de la parsdbola, ja qué altura sobre la
base tiene la pardbola un ancho de 16 metros?

SOLUCION. Sea V =(0,18) el vértice de la parsbola con eje Y.
Entonces la ecuacién de la parédbola es

(x-0)° = 4p(y-18)

El punto (12,0) se halla en la parsbola y

sustituyendo las coordenadas en la ecuacién
calculamos p

12° = 4p(0,18)
p=-2

La altura buscada es la ordenada del punto
(8, y) de la pardbola.

Setiene 8 = -8(y-18), y=10

RESPUESTA. A una altura de 10 metros.

PROBLEMA 6. Si L=(-9,3) y R=(-1-5) son los extremos del lado recto de una
pardbola, hallar la ecuacién de la pardbola. '

SOLUCION. Calcularemos el foco F y la directriz L de la pardbola y aplicaremos la
definicién para hallar la ecuacién.
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Como el foco F' es el punto medio del lado recto LR se tiene,
F = {L+R) = }[(-9,8)+(-1-5)] = 4(-10,-2) = (-5,~1)

Por otra parte, por el problema 4, podemos calcular |p| como sigue

|4p| = longitud del lado recto = J(-Q + 1)2 +(3+ 5)2 = 842

de donde |p|=2 J2.

La ecuacién de la recta L' que contiene al lado recto es
y-(-5) _ (3)-(-5) _ _
x-(-1)  (-9)-(-1)

Los puntos (x, y) de la directriz L de la pardbola son aquellos que se encuentran a una

o L':x+y+6=0.

distancia 2|p|=4+2 delarecta L', de modo que (x,y) satisface

M= 42 o x+y+6=18

J2
De esta manera, vemos que hay dos posibles directrices
L:x+y-2=0 y Ly x+y+14=0

y por consiguiente hay dos parédbolas

- : 14
P ____|x+y 2| = J(x+5)2+(y+1)2 y Py Lﬁﬁ—l = J(x+5)2+(y+1)2

V2 V2

Elevando al cuadrado y efectuando las reducciones convenientes en cada caso, se
obtiene

P x2—2xy+y2+24x+8y+48 =0
y P,: x* —2xy+y’ -8x-24y-144 =0

RESPUESTA. Hay dos soluciones: x% - 2xy + y2 +24x+8y+48 =0
x> -2xy+y’ —8x-24y-144 =0

PROBLEMA 7. Hallar la pendiente del dngulo que forma la cuerda que pasa por el foco
de la pardbola y2 =4px con el eje de ésta, para que la longitud de la cuerda sea 3 veces
el lado recto.

SOLUCION. Sea AB la cuerda focal que tiene una longitud 3|4p|=12|p|. Sim esla
pendiente de AB, entonces la ecuacién de AB es
y-0

=m o0 y=mx-mp
x—-p
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Calculando los puntos A y B en los cuales la
cuerda corta a la pardbola, sustituimos

y=mx—mp enlaecuacion y°=4px

(mx ~mp)’ =4px

o mzxz—2p(m2+2)x+m2p2 =0
y resolviendo esta ecuacién de segundo grado »-
en x, obtenemos las abscisasde A y B X
2p(m’ +2) + ‘/4p2(m2 +2)2 —-4m'p?
- 2m?
p(m®+2) + 2|pw +1
o x =
m?
Supongamos que A=(x,5) v B=(x,y)
p(m2+2) - 2|p|\/m2+1 p(m2+2) + 2|p|w}m2+1
con x, = 5 y % = 5
m m
se tiene entonces X, —-x, = 4 Ipl m’ +1 1)
Por otra parte, m = N7V
X~ X
da Y1=Yo = m{x; - ) @
Finalmente, 12|p| = longitud de AB = J(yl - yo)2 +(x, - x4 )2
= \/m (x, - x,) +(ac1 —x0)2 , por (2)
[ 2
= V1+m?® .le—x0|= 1+m? .M, por (1)
m
4{p| .(1+ mz)
=
m
o también 3m? =1+m?
y resolviendo m= ig

RESPUESTA. m =+¥2
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PROBLEMA 8. El vértice del angulo recto de un tridngulo rectdngulo es el extremo L

del lado recto LR de la pardbola y2 = 8x. El segundo vértice del tridngulo es el vértice

de la pardbola. ;Cu4l es el tercer vértice del tridangulo y cudnto vale la hipotenusa, si se
sabe que ésta se encuentra sobre el eje X?

SOLUCION. Sea T =(t,0) el tercer vértice. Se sabe que
V=(0,00 L=(2,-4)

-4-0

La pendiente del lado VL es =-2,y
2-0

por lo tanto la recta LT que es perpen-

dicular a VL tiene ecuacién

y=(4) _1
x-2 2
0 y=3x-5

Esta recta corta al eje X en T =(t,0).

Sustituyendo las coordenadas del punto T
en la ecuacion, para obtener ¢

0=3t-5

Mln—-

da t=10, ylongitudde VT =10

RESPUESTA. El tercer vértice es (10,0) y la longitud de la hipotenusa 10.

PROBLEMA 9. Un proyectil describe una curva parabélica alrededor de un punto F,
siendo éste el foco de la pardbola. Cuando el proyectil estd a 10 Kms. de F, el segmento

de recta de F al proyectil hace un dngulo de 60° con el eje de la pardbola.
1) Hallar la ecuacién de la pargbola.
2) ;Qué tan cerca de F pasa el proyectil?

SOLUCION. Sean V =(0,0) el vértice de la pardbola,
F =(p,0) el foco,
y L: x=-p la directriz.

Calcularemos p. Por definicién de pardbola se tiene para el punto P

distancia de P a F = distanciade Pa L
10 = distanciade Pa L
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por otra parte, de la figura se tiene Y: Y, P
[}
distanciadePalL = : HE bt 1
] b
=|V-R|+|F-V|+|T-F| L !
10 '
= p+ p+10cos60° E '
Rl Po/S0 ¢
Luego 10=2p+10x3 TV F-(p0) e
y p= % !
La ecuacién buscada es entonces E

y%= 10(x—%).

Finalmente,

menor distancia de P a F = menor distanciade Pa L

RESPUESTA. 1) y°=10(x-%)  2)5/2Km

PROBLEMA 10. El agua que fluye de un grifo horizontal que estd a 25 mts. del piso
describe una curva parabélica con vértice en el grifo. Si a 21 mts. del piso, el flujo del
agua se ha alejado 10 mts. de la recta vertical que pasa por el grifo, ja qué distancia de
esta recta vertical tocar4 el agua al suelo?

SOLUCION. Sea V =(0,25) el vértice de la parsbola.
La ecuacién de la pardbolaes  (x-— 0)2 =4p(y-25)

Puesto que el punto P =(10,21) se encuentra
en la pardbola se cumple

10% = 4p(21- 25)
o p=-25/4

B Y
<

Para calcular la distancia d bastard sustituir
las coordenadas del punto (d, 0) en la ecuacién

hallada

25 mts.

[ PP

d*=-25(0-25) = d=#25

RESPUESTA. A 25 mts. de la recta vertical.
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PROBLEMA 11. Hallar todos los puntos de la pardbola y2 =4px tales que el pie de la

perpendicular trazada del punto a la directriz, el foco y el punto mismo sean vértices
de un tridngulo equildtero.

SOLUCION. Para que P, R y F sean los vértices de un tridngulo equildtero deberd
cumplirse

|R-F|=|P-R] 1
puesto que |P-R|=|P-F|, por definicién de parsbola.
Se tiene P=(x,y) con y? =4px,

R=(-p,y) y F=(p,0)
Luego sustituyendo en (1)

R
l("P,y)“(P:OH = I(x!y)—(—pyy)l L:
1 1 !
2 2)? 213 '
4p +y ) =x+p | P
(s o5} = 7] al
4p2+y2= x2+2px+p2 ' ’/
BN ,
| ’
0 x2—2px—3p2=0, ! \\F,'
queresueltada x=3p,-p E o >
La solucién x = —p se descarta, pues y° = —4p° il i X
es imposible ya que y2 >0. :

Luego x=3p, y= +2/3p.

RESPUESTA. (3p,-2V3 p) y (3p.2V3 p)

2.6 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1. Hallar la minima distancia entre los puntos de la pardbola y2 =x-1y
larecta y=-1x+3.;En qué punto de la pardbola, la distancia a la recta es minima?

2
PROBLEMA 2. Determinar la ecuacién de la pardbola de foco (0,0) y directriz
y=x+2.

PROBLEMA 3. Sea la pariabola y2 =4x + 5. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por
el punto (1,-3) de la pardbola y que no corta a ésta en ningin punto. (Dicha recta

recibe el nombre de tangente de la pardbola en el punto dado).
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Sugerencia. Si

=m es la ecuacién de la recta, se sustituye x en la ecuacién de
x-1 :
la pardbola, resultando entonces una ecuacion de segundo grado en y. Para que la
interseccién de la recta con la pardbola sea exactamente un punto, la ecuacién
resultante debe tener una sola raiz, y esto es cierto solamente si el discriminante de la
ecuacién es 0. Finalmente, la ecuacién del discriminante permite obtener el valor de m.

PROBLEMA 4. Hallar la ecuacién de una pardbola que pasa por los puntos (0,0) y

(O, 5'92) » ¥ cuyo eje principal se encuentra sobre larecta y=4x.

RESPUESTAS.

6J5
5

1. Distancia minima =
2. «° +y2 +2xy-4x+4y-4=0

3. y=-3%x-

. el

4. 16x> -24xy+9y° —60x—-80y=0"






3.1 DEFINICION. Una elipse E es el conjunto de los puntos del plano euclideano R?
tales que la suma de sus distancias a dos puntos fijos del plano es una constante.

Sean F, y F, dos puntos del plano R? ¥y a un niimero real positivo. Entonces

E={P=(x) / d(P,F,)+d(P,F,) = 2a}
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3.2 NOTACION Y PROPIEDADES

1. Los puntos F, y F, se denominan focos de la elipse.
2. El punto medio F; = -,‘_17(F1 + Fz) del segmento F,F, sellama centro de la elipse.

3. Si F, #F,, la elipse corta la recta X' que pasa por F, y F, en exactamente dos
puntos V| y V,, que reciben el nombre de vértices de la elipse. Se demuestra que

d(V),F)) = d(V,, F,) = a
d(F,F)) = d(F,,F,)) = ¢

y que O<c<a.

El segmento V|V, sellama eje mayor de la elipse y tiene longitud 2a. El nimero
a se llama semieje mayor.

4. Si F, #F,, la elipse corta la recta Y' que pasa por F, y es perpendicular al eje
mayor en exactamente dos puintos B, y B,. Se demuestra que

d(Bv Fo) = d(Bz’ Fo)
¥y que b +c?=a’ ‘
El segmento BB, sellama eje menor de la elipse y tiene longitud 2. El nimero b

se llama semieje menor.

5. El nimero e= £ sellama excentricidad de la elipse. Es ficil de ver que 0<e<1.
a

3.3 ECUACIONES DE LA ELIPSE CON EJE PARALELO A UN EJE DE COORDE-
NADAS CARTESIANAS.
TEOREMA.

1. La ecuacién de una elipse cuyo eje mayor es paralelo el eje X es

(=R , (=B

> 5 =1 con a>b,
a b

en donde se tiene que

centro de la elipse:  (h, k)
vértices de la elipse: (h-a,k) y (h+a,k)

focos de la elipse: (h-c,k) y (h+c k), c=vVa®- b’
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2. La ecuacién de una elipse cuyo eje mayor es paralelo al eje Y es

(x-h)"  (y-)

e " =1 con a>b,

en donde se tiene que

centro de la elipse:  (h, k)
vértices de la elipse: (h,k-a) y (h,k+a)

focos de la elipse: (hyk-c) y (hk+c), c= va®-b*

Elipse con eje paralelo al eje X

3.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Hallar una ecuacién de la
elipse con vértices (-4,-7) y (2,5) y

uno de los focos en (1, 3).

SOLUCION. Representamos griaficamente
los vértices V, = (—4,-7)
y Ve =(25)
yelfoco F, = (1,3)

Debemos calcular la longitud 2a del eje

',V1 =(-4,-7)
mayor y el foco F,.
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Se tiene 2a = d(V,,V,) = J[z_(_4)]2 +[5_(..7)]2 = J180
Los vectores F, -V, y V, - F, son paralelos y tienen igual longitud pues
d(Vy, ) = d(V,, Fy)

Por consiguiente, son iguales y se cumple

F -V, =V,-F,
o F, =V, +V,-F, = (-4,-7)+(2,5)-(1,3)
y asi F, =(-3,-5).
Designemos con P =(x,y) un punto arbitrario de la elipse. Por definicién se debe
verificar d(P, F\) + d(P,F,) = 2a
2 2 2 2
0 V@3 +(y+5) + J(x-12+(y-3)* = VI80.

Y eliminando los radicales del primer miembro
- 2 2
J(x-1)? +(y—-3)2] = [J180 - J(z+3)° +(y+5)2]

# - 2x+1+y% —6x+9=180-2/180.(x+83)% +(y+5)* +x> +6x+9+y° +10y+25

-ZW.J(x +3)% +(y+5)° ]2 = [8x+ 16y + 195]*

se obtiene

720(x” + 6x+9 + y® +10y +25) = 64x” +216y” + 38025 + 216xy + 3120z + 6240y

o 656x> + 504y% - 216xy + 1200x + 960y — 13545 = 0
RESPUESTA. La ecuacién buscada es
656x> +504y° — 216xy + 1200x + 960y — 13545 = 0

(x=h)?  (-&)’
a? b2
elipse con centro (h, k) y eje mayor paralelo al eje X. Probar que

PROBLEMA 2. Demostrar que = 1, a>b, es la ecuacién de una

@ = semieje mayor, b= semieje menor
(h-a,k), (h+a,k) son los vértices de la elipse,

(h-c,k), (h+c, k) son los focos de la elipse,

donde c=va’-b5%.
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SOLUCION. Puesto que el eje mayor de la elipse es paralelo al eje X, los focos F,, F, y
el centro (h,k) tienen igual ordenada k.

Siendo el centro el punto medio de los focos tenemos
F,=(h-ck) y F,=(h+c,k), con c>0.

Si P =(x, y) es un punto cualquiera de la elipse se debe cumplir
d(P,F,)+d(P,F,)=2a ,a>0 1)
Observemos que (1) implica que c<a (2)

En efecto, por la desigualdad triangular
2c=d(F,, F,)< a(p, F))+ d(P, F,)=2a

para cualquier punto de la elipse. Asi c<a. _ 7
Volviendo a la ecuacién (1) podemos escribir

\Rx——h+c)2+(y-—h)2 +J(x—h—c)2+(y~k)2=2a F F

Desarrollando

[J[(x-—h)+c]2 +(y—k)? ]2 - [2a-J[(x-h)-c]2 +(y—k)2T
(x-h)® +2c(x-h)+c® +(y-k)® =
= 44° -—tta‘/[(.vc—h)—c]2 +(y-k)? +(x-h)® -2c(x - h)+c® +(y- k)’

a‘/[(ac—h)-c]2 +(y-k)? = a®—c(x-h)

[a \/[(x-h)-c]2 +(y-k)? ]2 - [02 _c(x_h)]z

az[(ac—h)2 ~2¢(x - h)+c +(y—k)2] = a* -2ca’(x-h)+ cP(x - h)

da ((12_c2)(an:—h)2+¢12(y—k)2 = az(az—cz).

De (2) se tiene ¢® <a’y podemos hacer 5% =a’ -¢2 >0, con b20.

La tltima ecuacién se convierte en b%(x - h)? + a®(y - k) = a®b?, y si b>0, dividiendo
(=1 | (=Y

= 1.
a’ b?

2, 2 .
por a b” se obtiene
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Hallaremos los vértices del eje mayor. La recta L que contiene al eje mayor es y = k.
Por lo tanto, haciendo y = k en la ecuacién de la elipse, obtenemos

(xR | (=B’

2
a b’

=1 = x=hta,

yasi,V,=(h~-a,k) y V, =(h+a,k) son los vértices de la elipse.

Puesto que por definicién se tiene

semieje mayor = 1d(Vl,V,z) _2a a
2

vemos que a es el semieje mayor.

De igual modo, la recta que contiene al eje menor es x = A . Por lo tanto, haciendo x = A
en la ecuacién de la elipse, obtenemos

(x-h)  (r-k)°

=1 = y=ktb,

a’ b?
y asi B, =(h,k-b) y B,=(h,k+b)
son los extremos del eje menor.
2b
Luego se tiene semieje menor = —1—d(Bl,Bz) =— =b
2 2

PROBLEMA 3. Hallar una ecuacién de la elipse con centro en (0, 1), sus focos en el eje

Y, y la longitud del eje mayor igual a 5/3 veces la longitud del eje menor y que pasa
por el punto (-12/5,4).

SOLUCION. Designaremos con a y b las longitudes de los semiejes mayor y menor,
respectivamente. Se tiene entonces que

a=3b . 1)

Puesto que se trata de una elipse con eje paralelo al eje Y y centro en (0,1), la
ecuacién buscada es de la forma

2 2
-1
%2- e 2) =1 @)

a

Debemos determinar a y b.

: : £ (y-1

Sustituyendo (1) en (2) se obtiene - *+ — =1,

b 25b
9

y como el punto (-12/5,4) se encuentra en la elipse
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144 32
s Y oo T
25b 25b
9
o 25b° = 144+ 81
b=3 _
y de aqui a=3b=3x3=5.
2 (y_l)z

= 1.

RESPUESTA. La ecuacién de la elipse es x +
9 25

PROBLEMA 4. Sean e un nmimero real 0<e< 1, F un punto fijo y L una recta que no
contiene a F.

1) Probar que los puntos P del plano cuya distancia del punto F es e veces la distancia
de la recta L forman una elipse.

‘2) Si a y b son los semiejes mayor y menor de la elipse, respectivamente, y si

c=va®-b?, probar que c=ea.

Nota. Llamamos foco al punto F, excentricidad al nimero e, y directriz a la recta L.

SOLUCION.

1) Consideramos un sistema de coorde-
nadas cartesianas XY con origen en el
punto F tal que el eje X sea perpen-
dicular a la recta L y orientamos X posi-
tivamente en el sentido de la recta L al d(P,{)
punto F. '

P=(x,3)

Setieneasi F=(0,0), L:x=-d, F=(0,0) « d(P, F)
Y

My

donde d=d(F,L). e d |

Designemos con P =(x,y) un punto tal
que d(P,F)=ed(P,L).

Se tiene entonces
2 2
x"+y° = elx+d|

(x2+y2) = ’(x+d)® = ez(x2+2xd+d2)
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o (l-ez)x2 —2¢z2dx+y2 = ’d®
; g 2e’d x
(l—ez) x - + _y2 = e’d*
2
1-e
e*d?
Sumando en ambos miembros para completar cuadrados en los corchetes,
1-e
2, 12 4,2 2 ,2
. d d d
se tiene (1—e2)x— ¢ 5 +y° I 7 = ¢ 5
l1-e 1-e 1-e

e2d?
y dividiendo ambos miembros entre >

l-e

2

. e2d?
1-e2 52
2,2 +—55 =L
e'd e’d
2 2
(l—ez) 1-e

T 2 2 .
Puesto que O<e<1 implica e“<1 y 1-e”°>0 , ambos denominadores son
positivos y la ecuacién es, en verdad, la de una elipse con centro en

2
d
(e—z , O] y ejes paralelos a los ejes de coordenadas.

1-e
2) Siendo O<e®<1 se obtiene 1-e2 <1

(1-¢?) < (1-¢?)
1 < 1

1-¢*  (1-e?)

22 o2d?

<
1-¢*  (1-¢)

Asi, si a y b son los semiejes mayor y menor de la elipse, respectivamente, se
cumple

2 62d2 2 €2d2
@l — Y b= —
(l—ez) 1-e
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e2q? e%d? etd?
(1-¢) 1= (1)

PROBLEMA 5. Un satélite se mueve al-
rededor de la tierra describiendo una ér-

bita eliptica, donde la tierra es un foco y la ‘ ; ; .
excentricidad es . ; ; b
La distancia mds corta a la tierra es { F ! E Ve

v,
450 Kms. ) r— ©—He— c—
Hallar la distancia m4s grande a la que se ;
aleja el satélite de la tierra. : i.‘;o x;"

SOLUCION. Sean F, =(-c,0) y F, =(c,0)

=y

los focos de la elipse y la tierra ubicada en el foco F, (Ver figura). Designaremos con a y

b los semiejes mayor y menor, respectivamente.

Es claro que distancia mds corta= d(F,, V,)=a-c =450

distancia mdxima =d(F,,V,)=a+¢c

Debemos calcular d(F,,V,)=a+c

Por el problema 4 ,si e es la excentricidad se tiene ¢ =ea.

Sustituyendo e =3 obtenemos a=3c

a-c=450

Resolviendo (1) y (3) { a=3c

da c¢= 225.

Finalmente de (2) d(F,,V,)=a+c=4c=4x225=900Km.

RESUESTA. 900 Kms.

PROBLEMA 6. Hallar la ecuacién de la YA

elipse con focos (-2,1) y (6,0) y excen- 4

tricidad e= /65 F=(-2,1) A
10

C

——___K=-(60)

)]
2)

@

SOLUCION. Designemos con C el centro s
de la elipse, V, y V, los vértices y

F, =(-2,1) y F,=(6,0), los focos de la

elipse.

LN B s . gy

>y
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Puesto que F, y F, son dados necesitamos calcular 2a = d'(Vl, V2).
Si ¢=d(F,,C)=d(F,,C) entonces

¢ = 2d(F.F,) = 3{(6+2)2+(0-1) = 165 @

Y por el problema 4, . c=ea 2)
De(1)y(2) y e= J§§/1o se obtiene a = 5
Si P =(x, y) pertenece a la elipse se debe cumplir

JE+2)? +(y-1)% + J(x-6)*+y* = 10
Eliminando radicales se obtiene
[\/(x+2)2 +(y- 1)2 T = [10— (x—6)2 +y2 T
X 4x+4+y° -2y+1 = 100-—20\’(x-—6)2 +y’ +x° -12x+36+y°
16x-2y-131 = — 20\/(x -6)% + 5
400{(x -6)+ y2]

o  144x” +396y% + 64xy - 524y + 1792x - 2761 = 0

[16x -2y - 131]°

PROBLEMA 7. Hallar la ecuacién de cada v
elipse con un vértice en (1,1) y un vértice en

(3,5) siel eje mayor es vertical.

SOLUCION. Sean E, y E, las elipses cuyas

ecuaciones se trata de hallar. Las ecuaciones
buscadas son de la forma

(=R, (=B’

=1 con a>b
b’ a’

e ¥

Para E, se tiene centro: (1, 5)

a=5-1=4

b=3-1=2 yasi, EI:(




La Elipse 85

Para E, se tiene centro: (3, 1)
a=5-1=4
' -3)° -1
b=3-1=2 yasi, |E2:(x I Y N
4 16
2 2 2 2
-1 -5 -3 -1
RESPUESTA. Las ecuaciones son (x-1) + (y-5) =1y (x-3) + (v-1) =1
4 16 4 16

PROBLEMA 8. La cuerda de una elipse a través de un foco y perpendicular al eje mayor
2

se llama lado recro o cuerda focal. Probar que la longitud del lado recto es —.
a

SOLUCION. Consideremos la ecuacién de una elipse centrada en el origen y eje mayor

paralelo al eje X
2

x y2
—_—t=1
a’ b

Los extremos de un lado recto tienen abscisas x = tc
y ordenadas y:

s .3 2 YA
y =b 1__2' ’

a

» = bz/az)
donde a®=5%+c?, / \lado recto
2 b 5 g b je—C—H ?
Y ==’ -c*)=— —a
a a _/(c’ _'bz/az)

B2 2
Asi [c, ——] y (c, b—] son los extremos de un lado recto.
a

2

Luego, la longitud del lado recto es —29— .
a

PROBLEMA 9. Un techo de 20 mts. de ancho tiene la forma de una semielipse. ;Cial
es la altura del techo a 4 mts. de las paredes laterales, si éste tiene una altura de 18
mts. en el centro y de 12 mts. en las paredes?
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SOLUCION. Consideramos un sistema de coordenadas cartesianas XY con origen en el
centro de la elipse. La ecuacién de la elipse es

2 2
Y

ad 1
——-_+-—.—.=
a® b’
Setiene =10 y b=18-12=6.
2 2
Y
Luego JC—+y—=1. t
100 36

A 4 mts. de distancia de la pared, la abs- semielipse altura buscada
cisa tiene valor x,=10-4=6 y la or- —
18m| % paredes

denada correspondiente y, en la elipse

v >
62 52 120 ©.0) S x
cumple ——+=%-=1 dedonde y,=4.8.
100 36 TTrirrrirrrrrrrri7 JTrrr7rrrrrrrrrrrizri
Luego, la altura buscada es e 20m »

Yo +12=48+12=16.8

RESPUESTA. El techo tiene 16.8 mts. de
altura a 4 metros de las paredes laterales.

3.5 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1. Hallar la ecuacién de la elipse con focos en (0,0) y (0,8) y semieje
menor 3.

PROBLEMA 2. Hallar la ecuacién de la elipse con centro en (-1, 1), semieje mayor 3 y
excentricidad 2/3 si el eje mayor es horizontal.

PROBLEMA 3. Un arco tiene la forma de una semielipse. ;Qué tan ancho es el arco a
una altura de 6 m sobre la base, si éste tiene 32m de ancho en la base y una altura de
12m?

PROBLEMA 4. Hallar la ecuacién de la elipse con vértices en (-1,~1) y (8, 3) y excen-
tricidad e= 4. ‘

PROBLEMA 5. Una elipse con centro en el origen tiene un vértice en (-4, 3). Hallar la
ecuacién de la elipse si la longitud del lado recto es 15/2.

2

2b
Nota. Lado recto =——, por el problema 8, 3.4.
a
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PROBLEMA 6. Hallar la ecuacién de la elipse con vértices en (2,0) y (2,6) y unode
los focos en (2, 5).

PROBLEMA 7. Hallar una ecuacién de la elipse con centro en (6, 1), vértice en (0, - 5)
y un foco en el eje X.

RESPUESTAS.
2 2
1. (y—4) + X = 1.
25 9
2 2
2. (x+1) + (y—l) = 1.
9 5
3. 1643

4. Tx® +7y% - 2xy-12x-12y-36 = 0.

5. 84x” +391y” + 24xy - 1875 = 0; focos (2,-2), (-2, %)

(x-2) , (-3
5 9

= 1L

7. T1x® +71y% - 220y -850 - 130y - 2425 = 0






4.1 DEFINICION. Una hipérbola es el con-

junto de todos los puntos del plano euclideano

R’ tales que que la diferencia de sus distancias
a dos puntos fijos es en valor absoluto una
constante.

Asi, si F, y F, son dos puntos fijos de R’ yaes
un real positivo, se tiene

H={P=(x,y) / d(P,F,)-d(P,F,)=t2a}

Una hipérbola se compone de dos ramas H, y
H, definidas por

H,={P=(x) / d(P,F,)-d(P,F,)=-2a]
H,={P=(zy) / d(P,F,)-d(P,F,)=2a}

4.2 NOTACION Y PROPIEDADES

1. Los puntos F, y F, sellaman focos de la hipérbola.
2. El punto medio F = 1(F, + F,) del segmento F,F, se llama centro de la hipérbola.
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3.

La hipérbola H corta la recta X' que pasa por los focos en exactamente dos puntos
V. ¥ V, que se llaman vértices de la hipérbola. Se cumple

d(Vy, Fy) = d(V,, Fy = a)
El segmento V|V, sellama ¢je transversal y posee longitud 2a.

Si c=d(F,,F,)=d(F,,F,) entonces c>a.

Hagamos b =c’-a® y designe-
mos por Y’ la recta que pasa por
F, y es perpendicular a X'. Sean

B, y B, los puntos de Y' que
distan b de Fj,.

Se tiene d(B,, F,)=d(B,, F,)=b

El segmento BB, se llama eje
conjugado y tiene longitud 2b.

Los niimeros a y b se denominan
semieje transversal y conjugado, respectivamente.

El nimero e = £ sellama excentricidad de la hipérbola. Observemos que e > 1.
a

Decimos que una hipérbola es equildtera si a=b, es decir si los semiejes trans-
versal y conjugado son iguales.

Empleando la relacién c= Ja?+b?, es facil de ver que una hipérbola es equi-
latera siy solamente si e= JQ )

4.3 ECUACION DE LA HIPERBOLA CON EJE TRANSVERSAL PARALELO A UN

EJE DE COORDENADAS CARTESIANAS

TEOREMA.

1)

La ecuacién de una hipérbola cuyo eje transversal es paralelo al eje X es

(-1 (=R _ |

2 2
a b

centro de la hipérbola:  (h, k)
Y donde se tiene que { vértices de la hipérbola: (h, k) y (h+a, k)

focos de la hipérbola:  (h-c, k) y(h+c, k), c= va® + b’
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2) La ecuacién de una hipérbola cuyo eje transversal es paralelo al eje Y es

(. M G2t

2 2
a b

centro de la hipérbola:  (h, k) ‘
Y donde se tiene que <vértices de la hipérbola: (h,k-a) y (h,k+a)

focos de la hipérbola: (h,k—c) y (h,k+c); c=Va® +b*

Asintotas de la Hipérbola

2 2
1. Se llaman asintotas de la hipérbola (x-h) - (y-%) =1

2 2
a b

b
L: y=k+—(x-h)
a las rectas :
L, y=k——(x-h)
a
que se obtienen igualando a cero el segundo miembro de la ecuacién de la hipérbola.
Asi, los puntos de las asintotas son aquellos que satisfacen la ecuacién
(x-h)" (k)
- =0
2 2
a b

Las asintotas L, y L, son dos rectas que pasan por el centro de la hipérbola y for-
man con el eje transversal de ésta un dngulo o con tga = +b/a.

Propiedad de las Asintotas. Si P(x,y) es un punto de la hipérbola, entonces la
distancia de P a la asintota mds préxima tiende hacia cero a medida que |x| crece
indefinidamente (ver problema resuelto N? 10).

(y-#P (x-h)? _

1
a? b2

2. De igual modo se llaman astntotas de la hipérbola
L y=k+—(x—h)

b
a las rectas

L,: y=k—g-(x-h)
b

que se obtienen igualando a cero el segundo miembro de la ecuacién de la hipérbola.
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Hipérbola con eje transversal paralelo al eje X

4.4 HIPERBOLAS CONJUGADAS

Decimos que dos hipérbolas son conjugadas si tienen los ejes transversales y conjuga-
dos intercambiados.

En forma explicita, las hipérbolas Hy H' son conjugadas si se cumple

V.V, = ¢je transversal de H = eje conjugado de H'

y

B,B, = eje conjugado de H = eje transversal de H'

Por ejemplo, las hipérbolas

(x=h)' _(-R)’ _,

a? b’
—k)? -h)?
y Uﬁ)_&2)=1
a

son conjugadas.

Dos hipérbolas conjugadas tienen las
mismas asintotas.

\ 4

Hipérbolas conjugadas

4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA.1. Hallar la ecuacién de la hipérbola cuyos focos son los vértices de la elip-
se 25x° +9 y2 = 255 y cuyos vértices son los focos de la elipse.
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2 2

SOLUCION. De la ecuacién de la elipse LA A
9 25
obtenemos a’= 25, 5% =9 y ¢ =16.
Por lo tanto, vértices de la elipse: (0, -5), (0, 5);
focos de la elipse: (0,-4), (0,4);
Luego se tiene focos de la hipérbola: (0, -5), (0, 5);
vértices de la hipérbola: (0, - 4), (0, 4);

centro de la hipérbola: (0, 0).

La ecuacién tiene la forma
2
y? 2

A? Bz=1

donde A=4,C=5 y B=yC?-A%=452_4%=3
2 2

. Yy x ‘. .
Se sigue entonces que ~— — — = 1 es la ecuacién requerida.

16 9

2 2

RESPUESTA. 2 - % - 1
9

16

PROBLEMA 2. El costo de produccién de Y4
un articulo es $12 menos por unidad en P=(x,5)
un punto A que en un punto B. Si la
distancia de A a B es de 100 Kms,, la

ruta de entrega estd a lo largo de una /
linea recta y el transporte cuesta $0.20 . \
por unidad por Km; jcudl es la curva en © A=(-50,0) B=(50,0) X
cualquier punto de la cual cueste lo

mismo un articulo transportado desde A

o B?

SOLUCION. Tracemos un sistema rec-
tangular de coordenadas como se muesra en la figura

Designemos los siguientes costos por unidad de articulo

p = costo de produccién en B
C, = costo en P de mercancia proveniente de A

Cy = costo en P de mercancia proveniente de B

Desde que costo total = costo de produccién + costo de transporte
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se tiene
C,=(p-12)+0.20d(A, P)
Cp =p+0.20d(B, P)
Ahora biensi P =(x, y) es un punto en el cual C,=Cy

entonces se tendra que
(p-12)+0.20d(A, P) = p+0.20d(B, P)
o d(A,P)-d(B,P) = 60
Luego P se encuentra en la rama derecha de la hipérbola con focos en A =(-50,0) y

B =(50,0) y cuya ecuacién es

2 2
x Y

= -2 -1

30>  40°

RESPUESTA. Rama derecha de la hipérbola 16x° -9y = 14 400.

PROBLEMA 3. Hallar una ecuacién del conjunto de todos los puntos P =(x, y) tales
que la distancia de Pa (1,2) es 3/2 deladistanciade Palarecta y=-1.
SOLUCION. Sean F,=(12) y L: y=-1

Si P=(x,y) cumple d(P,F,)=3d(P,L)

entonces se tiene

JE-12+(y-2 = $(y+)
4{(x-1" +(y-2)°] = 9y +1)°
4(x-1°-5y*-34y = 7

5(y° +3y)-4(x-1)* = 7

Y completando cuadrados
2
17 17
5[y+—) —4(x-1)7 = T+— = —
5 5

obtenemos
2
(+¥) (-1

324 81
25 5
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b+ -1

324 ' 81
25 5

RESPUESTA. Una ecuacion es 1

que representa una hipérbola con centro en ( -‘—57), eje transversal paralelo al eje Y

y semiejes transversal y conjugado 1—58 y 3'5/—3, respectivamente.

PROBLEMA 4. Sea k= 0. Probar que la ecuacién xy =% es la ecuacién de una hipér-
bola equildtera efectuando la rotacién de 45° del sistema de coordenadas XY dada por:
2 .0 _ N2 x#-@x'+—'/22y'

SOLUCION. Sustituyendo las expresiones de x, y, dadas por las ecuaciones de cambio
de coordenadas en xy =k, obtenemos

2 o 2 2 2 ., _
(Bo-Ly)(Zx+Ly) =k
%2 y.z
%x'z—%y’2=k o también i1
2k 2k

que representa una hipérbola equildtera con eje transversal X' o Y' segiinsea k>0 o
k<0.

[

PROBLEMA 5. Sean e un niimero real > 1, F un punto fijo y L una recta que no con-
tiene a F.

1) Probar que los puntos P del plano cuya distancia del punto F es e veces la dis-
tancia de la recta L, forman una hipérbola.

2) Si a y b son los semiejes transversal y conjugado de la hipérbola y si

c=va?+b?, probar que c=ea .

Nota. Llamamos foco al punto F, excentricidad al nimero e y directriz a la recta L.

SOLUCION.

1) Consideremos un sistema de coordenadas cartesianas XY con origen en el punto F
tal que el eje X sea perpendicular a la recta L y orientamos X positivamente en el
- sentido de la recta L al punto F.

Se tiene asi F=(0,0), L:x=-d,
donde d=d(F,L).
Designemos con P =(x,y) un puntotal que d(P,F)=ed(P,L).
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Se tiene entonces Vil +y® = ejx+d|

(x2 +y2) = éf k(x+d)2

o (l—ez):c2 —2edx+ y2 e2d? ,

completando cuadrados (1 - ez) [x -

1-¢° 1-¢°
2 ,2
y dividiendo entre 5 se obtiene
l-e
2
x ld?
1-e2 yz
732 55 =1
e'd e'd
2 2
(1—e2) 1-e

El primer denominador es >0, y el segundo es <0, pues e>1 implica e >1 y
1-e2<0. Por lo tanto, la ecuacién representa una hipérbola con centro en

2 b

2 ,2
ed
[ 0] y eje transversal paralelo al eje X.
l1-e

2) Si a y b son los semiejes transversal y conjugado de la hipérbola respectivamente,
de acuerdo a lo que se acaba de establecer, se debe cumplir que

2 82d2 . 2 ¢22d2
a =ﬁ 5 b = )
(l—e ) 1-e
Luego
2 2 s e2d? e2d? otd? , e2d? ) 5
¢c“=a"+b" = T - e 5 =€ x F=ea
(1_22) l1-e (l—ez) (1—e2)
Por lo tanto c=ea.

PROBLEMA 6. Hallar la ecuacién de la hipérbola cuyas asintotas son y =+3(x~1)+2,
¥y que pasa por el punto (5,-9/2)
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SOLUCION. Puesto que las asintotas son
y-2=3(x-1), y-2=-$(x-1),

multiplicando miembro a miembro, se obtiene

(y-2° (-1
9 4

=0.

Luego la ecuacién de la hipérbola es de la forma

(y-2)°  (x-1° _
9 4

donde % debe determinarse empleando la condicién de que la hipérbola pasa por el
punto (5, ~%). Haciendo x=5, y= -%, obtenemos

(-3-2° (5-1° 25
9 4 36

k:

2 2
RESPUESTA, (=2 _(x-1°

4 9

PROBLEMA 7. Hallar la ecuacion de la hipérbola con focos en (0,0) y (6,0) y excen-
tricidad e=3.

SOLUCION. El centro de la hipérbola es (3,0) y la ecuacién de la hipérbola tiene la
forma

(x- 3)2 _ y_2 1
a’ b®

Se tiene ademss e=3 1)
2c¢ = distancia entre los focos = d[((), 0), (s, 0)] =6 2)
c®=a®+b? 3)
c=ea 4)
De (1), (2) y (4): 83=%a = a=2 (5)

yde B)y(5) : b>=c*-a’=32-2%=5

(x _ 3)2 y2

RESPUESTA.
4 5
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PROBLEMA 8. Probar que el producto de las distancias de un punto cualquiera de una
hipérbola a sus asintotas es constante.

2 2
SOLUCION. Consideremos la hipérbola 5—2— - y—z =1
a b
. b b
con asintotas L:y=—x o y-—x=0
a a
b
Ly y=——x o y+2=0
a a
Sea P =(x,y) un punto cualquiera de la hipérbola. Se tiene
‘ b b
y-—x y+—x
a ' a
d, = d(P,L,) = —————_b =, d, = d(P, L2) = e
1+ (—) 1+ [—)
a a
b2 2'_2’_ - _xi
b2 2 a?b?
Luego dd, = , b =
2 b® a’+b?
1+ )
a
y2 2
teniendo en cuenta que —~ - 5| =1, pues P es un punto de la hipérbola.
b a
a’b?
Asi, hemos demostrado que d,d, = > = constante.
a” +b

PROBLEMA 9. Sean A y B dos puntos fijos cuya distancia es d. Probar que el conjunto
de los puntos P tales que el dngulo PAB es dos veces el 4ngulo ABP, es una hipérbola

con excentricidad %—ﬁ ;

SOLUCION. Supongamos que YA
A=(0,0) y B=(d,0).
P=(x,y)
Sea P=(x,y) un punto tal que
XPAB = 24ABP y hagamos a = XABP
2

Se tiene EA =tg2a=—ti:—. 20 a >

X l—tg a A=(0,0) x d-x B VX

y f————-d ————n

y =tga

d-x
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Sustituyendo tg o en la primera ecuacién

y completando cuadrados
2
'  (x-%d) _
2 2 =1,
7d 7d
3 3
7d? 7d®
que es la ecuacion de una hipérbola con a®=—", b’= ——; y calculando la excen-
3
2
tricidad e: c?=a’+b’= -§- d?,
9
-1 -2y el

PROBLEMA 10. Sea H una hipérbola con centro C. Si P es punto culquiera de H y L
es la asintota mds pr6xima a P, demostrar que la distancia d(P, L) tiende a cero si

d(P, C) crece indefinidamente; es decir que se cumple d(P,L,)—0 cuando
d(P, C)—> +»

SOLUCION. Por simplicidad vamos a suponer que C = (0, 0) y que la ecuacién de la
2 2
hipérbola es _ac? - !-2— =1 (1)
a b

b b
Las ecuaciones de las asintotas son: L;: y-—x=0, L,: y+—x=0.

a a
Sea P =(x, y) un punto de la hipérbola.
b
De (1) se tiene que y =% —vx?-a? 2)

a
Supongamos que P =(x, y) se encuentra en la parte superior de la rama derecha de la
hipérbola, es decir que se cumple x>a, y2>0.
Demostraremos que d(P,L,) tiende a 0

, b2
cuando d(P,0) = \/xz +y2 = x,/l+— tiende a +00,
a
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esto es cuando x — +o.

Calculamos d(P,L,) sustituyendo (2) en
b

y-—x éw]xz—a2-—b—x

d(P,Ll) - a L _ a a -

MESOORET

y racionalizando

,2 2
X —-a —Xx

b \/x2—a2+x, ba?
d(P,L,) = X1 - :
Ja2+b2 \/;2_—-a_2+x (\/a2+b2) J;Z—az +x

Luego, si x — +, entonces el denominador— +, el segundo miembro — 0, y por lo
tanto, d(P,L,)— 0.

De modo similar se prueban los casos en que P se encuentra en la parte inferior de la
rama derecha o en las partes superior o inferior de la rama izquierda de la hipérbola.

PROBLEMA 11. Si Ax® + Bx +Cy2 +Dx +Ey+ F =0 es la ecuacién de una hipérbola, las
asintotas y = mx +b se obtienen resolviendo las ecuaciones

A+Bm+Cm*=0 *
Bb+2Cbm+D+Em=0

Encontrar las asintotas y el centro de la hipérbola
10x% + 11xy-6y° -82x -9y +262=0

SOLUCION. Utilizando las ecuaciones (*)

10+11m-6m> =0 @)
115-12bm -82-9m =0 2

Las raices de la ecuacién (1) son

m = 11 + /361 N {5/2

12 -2/3
o ~1y2
que sustituidas en (2) dan b= 4
Las asintotas son L:y=3x-3 3)
Ly y=-%x+4 @
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El centro de la hipérbola es el punto de interseccién de las asintotas. Resolviendo las
ecuaciones (3) y (4) obtenemos

4.6 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1. Hallar los focos, vértices, excentricidad y asintotas de la hipérbola
2 2

25x° -9y~ =225

PROBLEMA 2. Hallar la ecuacién de una hipérbola cuyas asintotas son

5y+12x-39=0, 5y-12x+9=0, yque pasa por el punto (-8,3).

Sugerencia. Usar la propiedad de que si P es un punto de la hipérbola y d(P, L) y

d(P, L2) son las distancias de P a las asintotas, entonces

d(P,L,)xd(P,L,)=constante =k (Ver problema resuelto N*8).

PROBLEMA 3. Hallar la ecuacién de una hipérbola con eje transversal f)aralelo al eje
X, excentricidad 5/3, y que pasa por los puntos (4,0), (-2,2) y (-11/4,5)

PROBLEMA 4. Hallar la ecuacién de una hipérbola equildtera cuyo centro es el origen
¥ que tiene sus focos sobre larecta y =3x a una distancia 5 del origen.

PROBLEMA 5. Hallar la ecuacién de la hipérbola con centro en (-1, 0), sus focos en el
eje X y que pasa por los puntos (4,0) y (5\@ -1, 12)

PROBELMA 6. Si 4x°+ Sxy + y2 +3x+2y-7=0 es la ecuacién de una hipérbola,
hallar las asintotas y el centro de la hipérbola.

PROBLEMA 7. Probar que no existe ninguna recta y =mx que corta a la hipérbola

%% - y2 =1 en exactamente un punto.

PROBLEMA 8. Las asintotas de una hipérbola forman un dngulo de 60° con el eje
transversal. Hallar la excentricidad de la hipérbola.

PROBLEMA 9. Se llama lado recto o cuerda focal de una hipérbola a la cuerda que

pasa por el foco y es perpendicular al eje transversal. Probar que la longitud del lado
2

2 . .
recto es —— , donde a y b son los ejes transversal y conjugado, respectivamente.
a

PROBLEMA 10. La hipérbola H tiene las asintotas 2x-3y+12=0 y 2x+3y=0.Si
un vértice de H es (0, 2), hallar la ecuacién de H.
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PROBLEMA 11. Sea la hipérbola 4x* —3‘y2 = 36. Hallar la ecuacién de la cuerda cuyo

punto medio es (%, 3).

RESPUESTAS. |
1. focos: (—34,0), (V34,0); vértices: (-3,0), (3,0);
excentricidad: e =+/34/3; asintotas: y = t3x.

(x-2° (y-3)°

2. - = 1.
10? 242
2 2
g (-1 (-2 _ 1
32 42

4. 14x°-14y® - 96xy+625=0.

6. Asintotas: 3x+3y=-1, 12x+3y=-5; Centro: (-4,%).
8. e=2
10. 4x% +24x-2y% +36y = 36.

11. y=2x-6.



Copituls 5

o& 8 cuacion genera/
b Sogunds Crad

5.1 DEFINICION. Una seccién cénica C es el conjunto de los puntos del plano tales
que su distancia a un punto fijo F es e veces su distancia a una recta fija L. Asi, C
consiste de todos los puntos P que cumplen

d(P,F)=ed(P, L)

Se llama foco al punto F, directriz a la recta L y excentricidad al niimero e > 0.

Tenemos el siguiente resultado:

5.2 TEOREMA. YA
1) Si0<e<1,entonces C es una elipse. Loseod
2) Sie=1, entonces C es una pardbola. P=(xy)
3) Sie> 1, entonces C es una hipérbola. Q=(-xy)

DEMOSTRACION. En efecto, supongamos que

F=(0,0) y que L es la recta x=-d, donde

d=d(F,L). Si P(x,y) es un punto de C, F=(0.0)

entonces se cumple que >

o d —— X

d(P,F)=ed(P,L) @
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De (1) se tiene, \/xz +y2 = e|x+d|,

y elevando al cuadrado ambos miembros y agrupando términos en x, llegamos a:
(l—ez)xz—2e2dac+y2 = 2d° (2)

Si e = 1 entonces la ecuacién (2) se puede escribir

2
(l—ez)[xz—je ‘:x:| + 92 = 2%,
-e

completando cuadrados

2¢2d 4,2 4,2
(l—ez)xz—ezx+ ed2+y2=e2d2+ed
2
l1-e (1_22) l-e
2
2 82d 2 ezd2
(l—e ) x= 2| YY = 2
l1-e l-e
2,2
y dividiendo por 3
l-e
e’d? 2
x—
1o’ v ®
+ =
e?d? e’d’
(1—e2) 1-e®

y esta ecuacién es equivalente con (2) si e # 1.

Podemos concluir que C es

1. una pardbola si e =1, ya que entonces la ecuacién (2) es y2 =2dx+d®

y* =4p(x-h)
donde 4p=2d; h=-%d
. . (x-h)* ¥
2. una elipse si e <1, ya que entonces la ecuacién (3) es ——— + b—2 = 1, donde
a
2,2 2,2 2,2
d d d
a2=e—?>b2=e 2>0,puese<1yh=e >
l-e l-e

(<)



La Ecuacién General de Segundo Grado 105

3. una hipérbola si e > 1, ya que entonces la ecuacién (3) es

(x-h)" ¥* _ )
a® b’
2,2 2 .2 2,2
d d e'd
donde a2=e—2 y b® = ez >0, pues e>1, y h = >
5.3 TRASLACION DE EJES ¥, -
Sea el sistema de coordenadas carte- p
sianas XY. Decimos que un sistema de N y_ I
coordenadas cartesianas X'Y' ha sido ko _y x s
obtenido por traslacion de los ejes X e Y y 0 v X
al punto 0' si se cumple que: k ‘ .
[} ]
1) Elorigen X'Y' es 0 l I ' !
- - >
2) Los ejes X y X' son paralelos y tienen —h—— x' — X
el mismo sentido. — X ———

3) Los ejes Y e Y’ son paralelos y tienen
el mismo sentido.

Un punto P cualquiera del plano admite dos pares de coordenadas:

uno, el par (x, y) referido al sistema XY

y otro, el par (x',y') referido al sistema XY’
Si (h, k) son las coordenadas XY del punto 0', entonces las ecuaciones entre los pares
de coordenadas (x,y) , (x',y’) del punto P son:
x=x"+h x'=x-h

y=y+k y=y-k

EJEMPLO 1. Trasladar los ejes XY de modo que la ecuacién x° +3x% +2y+8=0 refe-
rida a los nuevos ejes no contenga términos de segundo grado, ni término constante.

SOLUCION. Sean x=x"+h, y=y' +k
las ecuaciones de traslacién de ejes, donde (h, k) es el origen del sistema de coorde-
nadas X'Y"'.
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Sustituyendo en la ecuacién dada, se tiene:
(:c'+h)3 - 3(:c’+h)2 +2(y' +k)+8 =0,
desarrollando y agrupando términos:
2%+ 3(h-1)x? + 3(h —2h)x' + 2y + (ha— 3R% +2k + 8) =0
Puesto que los términos de segundo grado y el término constante deben ser nulos, debe

cumplirse
h-1=0

h*-3h%+2k+8=0

ecuaciones que resueltas dan h=1, k=-2.
Luego, habra que trasladar los ejes XY al punto (1, -2), y referida a los nuevos ejes
X'Y' la ecuacién toma la forma
l3 ’ ’
x"-3x"+2y =0

EJEMPLO 2. Hallar una traslacién de los ejes de tal forma que la ecuacién
3x% -2y +62-8y-11=0
referida a los nuevos ejes, no contenga términos de primer grado.

SOLUCION.

1er. método. Partimos de la ecuacién de traslacién de los ejes x=x"+h, y=y+ k y
procedemos como en el ejemplo anterior.

2do. método. Completamos cuadrados en la ecuacién dada.
3(x* +2x)-2(y" +4)-11=0
3(x2 +2x+ 1)—3——2(y2 +4y+4)+8— 11=0
3(x+1)°-2(y+2)*-6=0,
que se escribe 3x%2-2y%-6=0,
si efectuamos la traslacion x'=x+1, y' =y+2
5.4 PROBLEMAS PROPUESTOS
PROBLEMA 1. Expresar x% +xy+ y2 -3x+2=0 respecto de un sistema de coordena-

das obtenido por traslacién de ejes, si la ecuacién resultante no contiene términos de
primer grado.
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RESPUESTA. x'%+x'y' +y'%~-1=0

PROBLEMA 2. Se han trasladado los ejes XY a un punto 0. Si la ecuacién 3x~2y=6
referida a los nuevos ejes no contiene término constante y la distancia de 0’ al origen
XY es 5, hallar las coordenadas del punto 0'.

RESPUESTA. 0'=(4,3), 0'=(-18, )

5.5 ROTACION DE EJES

Consideremos dos sistemas de coordenadas cartesianas XY y XY’ con origen comtin
0. Sean (x,y) las coordenadas en XY, y (x',y') las coordenadas en X'Y' de un punto

cualquiera P del plano. Decimos que el sistema de XY’ ha sido obtenido rotando en
un dngulo 0 el sistema XY si se cumplen las siguientes condiciones

x=x"cos0-y senf
1)

y=x"sen0+ y'cos0

Estas ecuaciones entre las coordenadas de
un punto pueden obtenerse grdficamente
en la forma que a continuacién des-
cribimos. Para simplificar la exposicién
vamos a suponer que el dngulo de rotacién

8 estd comprendido entre 0° y 90°.

Sean A y C, los pies de las perpendiculares
trazadas desde P a los ejes X y X' res-
pectivamente, y B y D los pies de las per-
pendiculares trazadas desde C al eje X y al

segmento AP, respectivamente.

Es fécil ver que ADPC =8.

Se tiene x=d(0,A)=d(0, B)-d(A, B),

pero d(0, B) = x'cos0 (en el tridngulo OBC)
d(A,B)=d(D,C)=y'sen6 (en el tridngulo DPC)

=Y

y por lo tanto x=x"cos®-y'senb (2
En forma similar se tiene y = d(A,P) = d(A,D) + d(D, P),
pero d(A,D)=d(B,C)=x"send (en el tridngulo OBC)

d(D, P) = y'cos9 (en el tridngulo DPC)

por lo tanto
y=x"sen0+ y'cosd 3
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Nota.

1. Sidespejamos x' e y' en las ecuaciones (1) obtenemos

x'= xcosO+ ysend

4)

y' =-—xsenB + ycosH

2. Las ecuaciones (1) o (4) se llaman ecuaciones de rotacién de los ejes, y la relacién
que ellas definen entre los pares de coordenadas (x, y), (x, ¥'), se denomina una

(transformacién de) rotacion.
3. Sihacemos u = cos0 y v =sen0, las ecuaciones (1) se expresan
x=ux'-vy', y=vx'+uy'

. . .. 2 2 . .
junto con la condicién adicional u” +v” = 1, que es otra forma de definir la rotacién.

En muchos problemas de rotaciéon de ejes no es necesario conocer el dngulo 0 , sino
mads bien los nimeros u y v.

5.6 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. ;Qué rotaciones de coordenadas transforma la ecuacién
2x? +3xy +2y2 =4 enlaecuacion 7x'%+ y'2 =87

SOLUCION. Sean las ecuaciones de rotacién de ejes
x=ux'-vy', y=vx'+uy, uwt+vi=1 'y
Remplazando x, y en la ecuacién dada
2(ux’ - vy')2 +3(ux’ —vy')(vx' +uy’) + 2ux’ + uy')2 =4
2(u2.1c'2 - 2uvx'y’ + v2y'2) + ?:(uvx'2 +ulxy' —vx'y’ - uvy'2) +
+ 2(vzx'2 +2uvx'y’ + uzy'z) =4

Agrupando términos y multiplicando por 2 resulta
2

2(2u2 +3uv + 2v2)x'2 + 6(u2 - vz)x'y' + 2(2v2 - Buv + 20° )y’ =8
Por el enunciado del problema debemos tener
2(2u” + uv + 20} = 7 2
6(u2 - v2) =0 &)

2(2112 -3uv+ 202) =1 “)
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De las ecuaciones (1) y (3) ulvv?= 1, u? —v? =0, obtenemos u =-_+—‘42—3, v= ig, y
sustituyendo estos valores de u y v en (2) y (4) vemos que
V2 J2 J2 J2 .
U=—, V=— y UuU=-—, U=-—, cumplen todas las condiciones.
2 2 2 2
RESPUESTA. Las rotaciones son x = gx' - gy' , ¥y= —v’/zzx' +-‘[2iy' .,y
x= —%x' + gy’, y= gx‘ + %y‘, que corresponden a un dngulo rotado de 45  y

225", respectivamente.

PROBLEMA 2. Simplificar la ecuacién 11 - 24xy +4 y2 +6x+8y—-45=0 por una
rotacién y traslacion de ejes.

SOLUCION.

Paso 1. Mediante una rotacion eliminamos el término diagonal xy.
Sea x=ux'-vy', y=vx'+uy’ donde, wivi=1, 1)

una rotacién que elimina el término x'y’.
Reemplazando x,y en las ecuaciones tenemos

(llu2 —24uv+4v2)x'2 +(11u2 + 24uv+4v2)y'2 +

)
+(-22uv - 24u” + 240" + Buv)x'y’ +(6u + 8v)x’ +(~6v +8u)y - 45=0
Puesto que el término en x'y’ debe ser nulo
-14uv + 24(—u2 + vz) =0 o Tu= 12(1;2 - uz) 3)

Resolvemos las ecuaciones (1) y (3). Elevando al cuadrado (3) y reemplazando
v? = 1-u® obtenemos

49u? = ;144(u2 -uz)2
49u2(1—u2) = 144(1—2u2)2
625u" -625u° +144=0

o, u4—u2+%=0, que resuelta para u? da
T
2o 11,/1-4x?§-§§ _ 1+ e _16 5 9

2 2 25 25
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Luego u=+%,+3, yde(1), v=13

4
+4, +4.

Debemos verificar si estos valores de u y v cumplen la ecuacién (3).

Si u=+4 yu= i% entonces el segundo miembro de (3) es negativo, y por con-
siguiente u y v deben tener signos opuestos.

A, wo-(4-3) o (-49)
Similarmente @v)=(3.4) o (-%-9%

De esta manera vemos que hay 4 rotaciones posibles que eliminan el témino en xy’.

Vamos a elegir la rotacién dada por u =2, v= 3.

Sustituyendo estos valores en (2) obtenemos
2% +4y? +10x'-9=0
Paso 2. Mediante una traslacién de ejes eliminamos el término lineal 10x':

~(x?+10x)+ 4y -9=0 = —(z'+5)" +4y* +16=0

2 2
—x?+4y7+16=0 = -’i;--yT‘ =1 donde x,=x"+5,y =
x? oyt
RESPUESTA. —L - =L = 1.
16 4

Nota. Hay otras soluciones correspondientes a las rotaciones restantes. De una ma-
nera mds precisa, para el problema que acabamos de tratar se obtienen finalmente dos
formas simplificadas, a saber:

2 2 2 2
o oN oy oy N8 g

16 4 16 4

PROBLEMA 3. Hallar el 4ngulo que hay que rotar los ejes para eliminar el término
cuadrdtico o diagonal xy de la ecuacién x® - 2V3xy +3 y2 -8/3-8y=0

SOLUCION. Consideremos la rotacién x = x'cosd —y'send , y=x'send— y'cos6.
Sustituyendo x,y en la ecuacién dada, el coeficiente de x'y’ resulta ser

4 sen0 cosO — 21/—3_ (00829 - sen29)

y puesto que deseamos eliminar el término en x'y’, dicho coeficiente debe ser nulo. Asi,
debemos tener

4 sen0 cos0 - 2J§(cos29 - senze) =0
o, en funcién del dngulo 26, 2sen 20 — 243 cos 20=0
Luego tg 20 = J3.
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Como 20 = 60" satisface tal condicién, vemos que 0 =30" da lugar a una rotacién que
elimina el término xy.

RESPUESTA. Un dngulo de rotacién de 30°.

LA ECUACION GENERAL DE SEGUNDO GRADO.

5.7 DEFINICION. Se llama ecuacién general de segundo gradoe o ecuacién cuadritica
general en las variables x e y a una ecuacién de la forma

Ax® +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0 1)

donde A, B,C,D, E yF son constantes reales, y al menos uno de los coeficientes A, B
o C es no nulo.

Llamamos discriminante de la ecuacién al nimero A = B® —4AC.

El conjunto de todos los puntos (x,y) del plano que satisfacen la ecuacién se llama una
curva de segundo grado.

Las secciones cénicas (elipse, pardbola e hipérbola) son curvas de segundo grado ya que
satisfacen ecuaciones de la forma (1). Sin embargo, hay curvas de segundo grado que
no son secciones cénicas, por ejemplo:

(1) La curva x4 y2 -4x-6y+13 =0 consiste de un solo punto: (2, 3), pues si com-
pletamos cuadrados obtenemos

(x-2)* +(y-3)* =0, cuya tinica solucién es (2, 3).
(2) La curva x> + 4y2 ~4xy+2x-4y+1=0 es la recta x =2y +1, ya que si factoriza-
mos el primer miembro obtenemos
(x-2y-1°=0

(3) La curva 2x° —3y2 —xy =0 consiste de las dos rectas 2x-3y=0y x+y=0, ya
que la ecuacidon se puede escribir

(2x-3y)(x+y)=0

2, 2 . .. o
(4) La curva x° +y° - 2xy +5 =0 no tiene puntos, ya que la ecuacién puede escribirse
2 . . . . . .
(x-y)” =-5, que obviamente no tiene soluciones pues el primer miembro siempre
es no negativo.

Se suele decir que estos casos constituyen los casos excepcionales o degenerados de las
secciones cénicas. Se prueba que toda curva de segundo grado es una seccién cénica o
una seccién cénica degenerada, aludiendo a los casos que acabamos de mencionar.
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5.8 PROPOSICION. Supongamos que B#0 en la ecuacién de segundo grado
Ax? +B:tcy+Cy2 +Dx+Ey+F=0

Para eliminar el término en xy mediante una rotacién de los ejes el angulo de ro-
tacién 0 debe cumplir la condicién

ctg2e=..4.i

B
1+ cos20 1- 20
Nota. En este caso cos6= ,————— , senf= /——& y la rotacién viene dada
2 2

por x=x'cos@-y'send, y=2x'sen6+y cos.

Convenio Sobre el Angulo de Rotacién. Suponemos que 6 estd comprendido entre
0° y 90°, y por lo tanto 20 se encuentra en los cuadrantes I o II del plano XY.

Ejemplo. Mediante una rotacién de los ejes simplificar la ecuacién

5x® +24xy-5y° +J13x - 2/13y +2=0.

Solucién. Se tiene ctg 20 = tg = 10 = S5
B 24 12
y cos b = 1+c0s26 = 3 senG:\/——l—_ﬂ=——2—
2 Vi3 2 Ji3’
y la rotacién es x=Ti_3—(3x'—2y') y=J—;_3—(2x'+3y’).

Sustituyendo en la ecuacién y simplificando resulta

13x'2 - 13y -x' -8y’ +2=0.

59 TEOREMA. La ecuacién de segundo grado Ax’+Bxy+ Cy’+Dx+F=0 es la
ecuacién de

1) una elipse (o elipse degenerada) si B®-4AC<0,
2) una parsbola (o parabola degenerada) si B®-4AC=0,
8) una hipérbola (o hipérbola degenerada) si B®-4AC>0.

5.10 NOTA. Los casos de degeneracién son

Un punto
1) Paralaelipse< _ °
Ningin punto
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Dos rectas paralelas
2) Para la pardbola { Una recta (dos rectas iguales)
Ningin punto

3) Para la hipérbola {Dos rectas que se cortan.

Hagamos un estudio mds preciso sobre la naturaleza de la curva
Ax? +Bxy+Cy2 +Dx+Ey+F =0

Supongamos que C#0 y sea A=B-4AC el discriminante de la ecuacién. Podemos
escribir Cy’ + (Bx+E)y + (sz +Dx+F) =0

y resolviendo para y

(Bx+E) + J(Bx+E)2 - 4C(Ax® + Dx+F)
y =

2C

El radicando es
R = (Bx+E)’ -4C(Ax" + Dx+ F) = (B* -4AC)x” + 2(BE - 2CD)x + (E” - 4CF)
El discriminante de esta expresion es
4(BE - 2CD)’ - 4(B* - 4AC)(E” - 4CF).

Tenemos el siguiente cuadro para la curva

Ax’ +Bxy+Cy* +Dx+Ey+F =0 (C#d)
DISCRIMINANTE . GENERO DE RADICANDO ESPECIE DE CURVA
CURVA
§>0 Elipse
B?-4AC<0 Elipse 5=0 Elipse-punto
<0 No tiene pun;os
p=0 Pardbola
B’-4AC=0 Pardbola p=0,g>0 Dos rectas paralelas
p=0, ¢g=0 Una recta
p=0, g<0 No tiene puntos
5+0 Hipérbola
B?*-4AC>0 Hipérbola 8=0 Dos rectas que se cor-
tan
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donde p=BE-2CD,
qg=E®-4CF,

8=p’ -Aq=(BE-2CD)’ - (B” - 4AC)(E® - 4CF)

5.11 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Discutir la siguiente curva y simplificarla
4x® +4xy +y® —5x+10y-25=0.

SOLUCION. Se tiene A=4, B=4, C=1 y por lo tanto B®-4AC=0. Por consi-
guiente, la curva es una pardbola (o pardbola degenerada).

Calculamos la rotacién

A-C 3 1+ cos 20 2 1-cos 20 1
ctg20 = —— = —, cosf= |——— =—, send = f———=—
B 4 2 J5 2 J5

Luego x=7‘5.-(2x’—y') , —-JL..( x' +2y').
Sustituyendo en la ecuacién de la curva obtenemos x'? +5y5 y' -25=0,

que es la pardbola o —5J§(y' - JE)

PROBLEMA 2. Determinar la naturaleza de la siguiente curva
17x% —12xy +8y> -22x -4y +13=0.

SOLUCION. Se tiene A=17, B=-12, C =8. Puesto que B~4AC =-400, la curva es
una elipse. Simplificando la ecuacién mediante una rotacién de los ejes, se tiene

C 3 . 3
ctg 20 = —A—- = — — . Puesto que 0<20< 180", sesigue que cos 20 =——.
5

1+ cos29 1 1-cos20 2
Luego cosf = -~ , senf= |[——=—.
J5 2 J5

Sustiﬁuyendo las ecuaciones x=715=(x'—2y'), y=7-15—(2x'+ y') en la ecuacién de la

curva dada obtenemos

-15—( -4x'y' +4y' )—12( x'2—3x'y'—2y'2)+

B
%(4:: +4x'y' +y' )—%x +7_—y '+13=0
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2 2
5x' +20y'° 32x +7_—y '+13=0 = (x’—%) +4(y'+—J1=) =0, ecuacién cuya tnica

solucién es el punto (T T) Luego la elipse se reduce a este punto.

RESPUESTA. La curva es una elipse punto.

PROBLEMA 3. Sea la ecuacién de segundo grado Ax® + Bxy + Cy2 +Dx+Ey+F=0.

1) Probar que si B =0, entonces un dngulo de rotacién 8 elimina al término xy si y
-C
solamente si se cumple ctg 20 = .

2)Si A'x'?+B'x'y'+C'y'? +D'x’ +E'y'+ F' =0 es una ecuacién obtenida de la ecua-
- ¢ién dada por rotacién de los ejes, entonces se cumple la relacién

B®-4AC=B?-4A'C'.
SOLUCION. Consideremos una rotacién cualquiera
x=x"cosO-y'send, y=x'send+ y'cosd
Sustituyendo en la ecuacién dada
A(x'cos - y'senE))2 + B(x'cos 8 - y'sen8)(x'send + y ‘cos6) +

+C(x'sen0 + y'cose)2 +D(x'cos® - y'senB) + E(x'senb + y' cos8) + F =0

obtenemos Ax?+B'x'y +Cy*+D'x’ +E'y' +F' =0,
A’ = Acos’0+ Bsen6 cosd +C sen’0
B = -2 Asenf cosG+B(cosze—sen26)+2Csen0 cos@
donde | C'= A sen’0 - Bsend cos +C cos’ 0
D' = DcosO+ E send
E'= —Dsenf + E cos0
| F'=F

1) Para que el término B'x'y’ sea cero se requiere que B' =0, o sea
cos20 A-C
sen 20 B

(-A+C)sen20 + Bcos20=0 = ctg20 =

2) Debemos probar que B'? -4A'C’' = B® -4AC.
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Empleando las expresiones que hemos calculado y llamando u = cos9, v = senf, de

2

2
modo que u” +v” =1, tenemos

B = [-2Auu +B(u® _u2)+2cuu]2
- 4A%A L B o)
+4C*u*v" - 4ABuv(u® - v) - 8ACu"v® + 4BCuv(u® - v*)
~4A'C' = -[4Au2 + Buv +C'v2] [Au2 - Buv + Cu’|

=-4A%u%? + 4ABu®y - 4ACU® - 4ABuY® +

+4B%u%? - 4BCuv - 4ACY* + 4BCw® - 4Cu?
Sumando miembro a miembro nos da

B'?_4A'C' = 32(u2 -uz)“ ~8ACu? ~4ACu* + 4B%B? —4ACY!

=Bz(u2 +v2)2 —4AC(u2 +v2)2 =B _4AC,

puesto que w+?=1.

PROBLEMA 4. Hallar la excentricidad de 9x” —4xy +6y° —12x -4y +4=0.

SOLUCION. Se tiene A=9 , B=-4 , C=6. Luego B®-4AC=-200 y la curva es
una elipse. Efectuamos una rotacién para eliminar el término cuadrdtico xy

A-C 3

_ 2
de donde cos20=-%, cos@ =-j—: , sen® =+
Sustituyendo las relaciones x = —J%(x’ -2y'), y= 7‘_5-(2;1:' +y')
en la ecuacién dada se obtiene

2(x -2y’)2 -4(x'-2y')(2%" - y') + 6(2x" + y')2 —%(x' -—2y')-—%(2x' +y')+4=0

20 . (*-%) +(y'+7%)

20
522410y -=x'+—y'+4 =0 =1
N

)
orfeo
ol

. 2 2 2 2 2 c
Asi, tenemosque a“=2,b"=1, ¢"=a"-b"={, e=—=
a

RESPUESTA. ¢= 2
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PROBLEMA 5. Hallar la excentricidad de la curva 4xy - 3x2-16=0.

SOLUCION. Escribimos  3x° -4xy+16=0.
Luego A=3, B=-4, C=0 y B®-4AC=16>0.

Por lo tanto, la curva es una hipérbola.
Efectuamos una rotacién de los ejes para eliminar el término xy
A-C 3 3 1 2
ctg20 = —— = —— 'y cos20=-—, cosf=——, senf=—.
B 4 5 J5 V5
La rotacibnes x= —J%g—(x' ~-2y'), y= %(2::' +3').
Y sustituyendo en la ecuacién
(="'~ 2y')2 -4(x'-2y")(2x" +y')+16=0 > - 2% +4y%+16=0
2
x

16

2
AN
4

¥

2

Luego a’=16 , b2 =4 , ct=a’+b%=20 , e=

Q|o

RESPUESTA. =32

PROBLEMA 6. Hallar la ecuacién de una hipérbola equildtera que pasa por (-6, 4),
(3,-5), (6,10) y (2, 3).

SOLUCION.
Paso 1. En primer lugar probaremos que si
Ax® +Bxy+Cy’ +Dx +Ey+F =0 1

es la ecuacién de la hipérbola equildtera, entonces A+C=0

En efecto, supongamos que efectuamos una rotacién de los ejes que elimina el término
cuadrético xy, de manera que la ecuacién de la curva referida a los nuevos ejes es

Ax?+Cy?+D'x'+E'y' +F'=0 @)

donde A’ = Acos® 0+ BsenOcos0 + Csen’0

C' = Asen’0 - Bsenfcos0 + Ccos® 0
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Sumando miembro a miembro obtenemos
A'+C = A(cos2 0+ sen29) + C(sen29 +cos® 6)
o0 sea que A'+C'=A+C €))

Ahora bien, puesto que (2) es la ecuacién de una hipérbola equildtera se cumple
A’ +C'"=0. Luego de (3) se sigue que A+C=0.

Paso 2. De acuerdo al paso I la ecuacién de la hipérbola es
Ax® +B:cy—-Ay2 +Dx+Ey+F =0.

Suponiendo que A =0 ( por supuesto, también podriamos suponer que B=0) y di-
vidiendo la ecuacién entre A, se obtiene

x? —y2 +bxy+dx+ey+f=0

Reemplazando las coordenadas de los puntos (-6, 4), (3,-5), (6, 10), (2,3) obtenemos

el sistema de ecuaciones
20-24b-6d+4e+f =0

-16-15b+3d -5e+f = 0
—64+60b+6d+10e+f = 0
-5+6b+2d+3e+f =0,

queresueltoda b=1,d=-2, e=-12, f =43
2 2

RESPUESTA. 2x” -2y% +7xy-23x-24y+86=0.

PROBLEMA 7. Probar que si B® —4AC >0, entonces la curva
Ax® + Bxy + Cy2 +Dx+Ey+F =0 esuna hipérbola.

SOLUCION. Efectuando una rotacién de los ejes que elimine el término cuadrético xy
se obtiene

A'x'2+C'y'2+D'x'+E'y’+F'+E'2 =0 1)
Por la parte 2 del problema 3, los discriminantes de las ecuaciones son iguales
—4A'C' = B® -4AC, y siendo B®-4AC>0 por hipétesis, obtenemos A'C’' < 0. Luego

A’ y C' tienen signos opuestos.
Completando cuadrados en (1) obtenemos

Al[x'2+%x!) + C'[y12+%yl) - _FI
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r\2 '
A'(x’+-l—)—) + C'(y'-i-i) =R 2)
A’ A’
'2 ,2
donde R=—-F’+B—+£—.
24" 2A’

Debemos considerar dos casos:

) L)
Caso 1. R # 0. Entonces (2) se escribe ;A + I%A =1
A’ C'

: R R
que es una hipérbola con ejes paralelos a los ejes X'Y' puesto que — y — tienen
A C

signos opuestos.

Caso 2. R =0. Entonces (2) se escribe

) -5l
y+— = - —|X +—
24’ c’ 24’
, E' A ( , D')
(] y =—-——= |-— |x +——
que representa dos rectas que se cortan.

En resumen, si B? —4AC > 0 entoces la ecuacién
Ax? +Bacy+(}y2 +Dx+Ey+F=0

representa a una hipérbola o dos rectas que se cortan.

PROBLEMA 8. Se llama cuerda focal de una cénica a un segmento de recta que pasa
por el foco y cuyos extremos se encuentran en la cénica. Probar que si dos cuerdas
focales de una parsbola son perpendiculares, entonces la suma de los inversos de sus
longitudes es una constante.

SOLUCION. Consideramos la parsbola y* = 4d(x + d) con el foco en el origen.

Entonces una recta que pasa por el foco es de la forma y = mx.
Calcularemos la longitud de 1a cuerda determinada por los puntos de interseccién de la
recta con la pardbola.

Sustiuyendo y=mx en la ecuacién de la pardbola tenemos

m’s® =4d(x+d) o m’x’-4dx-4d’=0
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2d + 2dV1+m?®
m2 ’

cuyas raices son X, X, =

4adV1+m?

2
m

y por lo tanto X, -X, =

Luego P, =(x,,mx,), P, =(x,, mx,) determinan una cuerda focal cuya longitud es

L =d(P,F)= J(xl—x2)2 +m2(x1—x2)2 = J(1+m2)(x1—x2)2

) J(1+m2)(4d)2(1+m2) 4d[1+"‘2}

1)

= - =
m m

. 1
De igual manera para la recta y = ——x, perpendicular a la recta dada, la longitud de

m
la cuerda dada es
2
v )
L' = 4d| — 2 | = 4d(1+m?) @)
1
)
De (1) y (2) se sigue que
1 1 m? 1 1
—_— ¢ — = 5 + 2 = — = constante.
L L' 4d(1+m?) 4d(1+m’) 4d

5.12 PROBLEMAS PROPUESTOS.

Simplificar las siguientes ecuaciones mediante rotacién y traslacién de los ejes e
indicar la naturaleza de la cénica que representan.

1. 3x% -2xy+83y> +14x-10y+15=0.
2. 5x2 —20xy-10y® +8x-4y-28=0.
3. x2+6xy+9y2+x—7y+1=0.

4. 4x° —12xy+9y> -2x+3y-2=0.

5. 5x° —24xy-5y° —8x+14y+16=0.
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6. 15x° +5xy+3y° = 155.

7. 3x% -8xy-16y° —x+4y=0.

8. 48x° —12xy+43y° +12x+18y+3=0.
9. x2—2xy+y2—4x+7=0.

10. 5x%+5y° —6x+12y+19=0.

Haciendo uso del discriminante y del radicando de la ecuacién de segundo grado,
identificar las siguientes curvas:

11. 2x% -xy-3y’=o0.

12. 4x% +4xy+4y° +14x+10y+7=0.
13. 2x% +2xy+2y® +7x+5y+7=0.
14. 2x% +8xy+2y° +10x+ 14y +5=0.
15. 9x” - 12xy+ 4y’ +20x-43y+14=0.
16. 13x” -8xy+7y° ~8x+14y+7=0.
17. 4x° -12xy+9y° +4x-6y-3=0.

18. Una cuerda pasa por el foco F de una seccién cénica tiene sus extremos P, y P,
sobre la curva. Probar que

1 1
+ = constante.

d(F.P) d(F.P,)

19. Hallar la ecuacién de (la recta que contiene a) la cuerda de la curva
4x° — 3y2 = 36, si se sabe que el punto medio de la cuerda es (4, 2).

20. Sea la ecuacién de una elipse x? +:c_'y+2y2 -x+3y+F=0.

Hallar los valores de F para los cuales la curva es
a) una elipse;
b) una elipse punto, jcu4l es el punto?;

¢) una elipse sin puntos.
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RESPUESTAS
. xll2 ,,2 yll2 x'lz
1. Elipse: —+y""" =1. 2. Hipérbola; ~— - ——=1.
2 3 2
. ll2 — -_l— !
3. Pardbola: x''" = =Y
4. Pardbola dos rectas paralelas: y'' = _T%‘é' ,y'= % , o en coordenadas XY

2x-3y+1=0,2x-3y-2=0.

5. Hipérbola: x'° —y? =1,

12 "2

6. Elipse: I

10 62

7. Hipérbola dos rectas.

8. Elipse punto: i-1—+ - =0, 0 (x",5")=(0,0).
3 4

9. Parsbola: y''% = 2x"".

"2 12

10. Elipse sin puntos : LA S
2

2

11. Hipérbola dos rectas que se cortan.

12. Elipse. 18. Elipse sin puntos.
14. Hipérbola. 15. Paridbola.
16. Elipse punto. 17. Parsbola: dos rectas paralelas.

1
19. y=—(8x-26).
3

20. a) F<2,
b) F =2 la elipse punto es (1,- 1)
) F>2.



Capituls 6

o[)bnifed ale g unciones

6.1 DEFINICION. Consideremos un intervalo abierto I que contiene al punto a. Sea
f(x) una funcién a valores reales definida en todo punto x de I, x# a. Decimos que

un ndimero real L es el limitede f(x) en a,o0que f(x) tiendea L cuando x tiende

al punto a, sidado £>0, existaun §>0 tal que 0<|x—a|<8, x en I implica

|f(x)—L|<e.

En este caso escribimos lim f(x)=L

x—a

Consideremos la grifica de la funcién f(x)
y ubiquemos al punto (a, L}.

La afirmacién que L es el limite de f(x) en
a significa que para cada ¢ > 0, por peque-
fio que sea, debe existir un nimero &>0
tal que todos los puntos (x, f(x)) de la

gréafica de f(x), con x#a, deben encon-

trarse en el rectingulo comprendido por
las rectas x=a-8, x=a+d, y=L-¢,

y =L +¢. Intuitivamente, lim f(x)= L sig-
X-3»Q

nifica que los valores de f(x) se aproxi-

man a L tanto como se quiera, cuando x se
aproxima al punto a, pero siempre con la
condicién de que x sea distinto de a.

N"

intervalo
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3

EJEMPLO 1. Usando la definicién de limite, determinar lim * -1
-1 x-—-1

SOLUCION.

1. En primer lugar estimamos por simple inspeccién el posible limite.

2.

. . . 3 .

Ahora bien, si x se aproxima a 1, tanto en el numerador x” - 1 como el denominador
x -1 se aproximan a 0, y por consiguiente, el cociente se aproxima a la expresion
2, que no representa ningin nimero real. Para obviar esta dificultad, observemos

que, cuando x = 1, se tiene
2
x3_1_(x—1)(x +x+l) ,

= =x"+x+1,
x-1 (x-1)

y el segundo miembro se aproxima a (1)® +(1)+(1)=3, si x tiende a 1. Asi, L=3
es el posible limite.

3
-1
Enseguida probaremos que, en verdad, se tiene lim x =3, de acuerdo a la defi-
=1 x-1
nicién de limite de una funcién. O sea que dado ¢>0 debemos hallar §>0 tal
que O<|x-1 <3 implica que

3
-1
x -3|<e¢
x-1
Sea dado ¢>0.Para hallar § vamos a estimar el término _1 -3, x=1.
x_
-1
Se tiene -3=x2+x—2=(x2—1)+(x—1)=(x—l)(x+2)
x-1
-1
Luego -38|=|x-1|x+2] para x=1 1
x-1

Un primer paso consiste en controlar el término |x+2|. Si, por ejemplo, se cumple
la condicién le-1<1. (2)

o, equivalentemente 0<x<2, entonces 2<x+2<4, yporlotanto |x+2/<4.
Asi, tenemos que lx-1|x-2/<4]|x-1 3

siempre que O<|x-1<1.
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€ . .
Puesto que 4|x—1]< ¢ es equivalente a ]x—1]<—— se tiene que para cualquier
4

0<8<£, larelacion 0<|x-1 <& implica que
4x-1Y<4d<e¢ 4)

Finalmente, para que se cumplan simultineamente (3) y (4) bastard tomar
0 < 8 < minimo {1, ¢/4} . Luego si, por ejemplo, & = minimo {1, ¢/4}, entonces de (1),

(3) y (4) se sigue O<|x-1 <& implica que

3 3
-1 x -
x — 3|<d, yasihemos probado que lim =3.
X — 1 -1 x-1
. . senx
EJEMPLO 2. Se demostrard posteriormente que lim =1.

-0 x

EJEMPLO 3. La funcién f(x)= |_x_| , x # 0, no posee limite cuando x tiende a 0.
x

Observacion. La funcién f(x) puede o no estar definida en el punto a. No obstante,

para la definicién de limf(x) no requerimos el valor de f{a). En consecuencia, si f(x)
x—a

y &(x) son dos funciones tales que f(x)=g(x) paratodo x=a, y existe el limite de
una de ellas cuando x tiende al punto a, entonces se cumple lim f(x) = lim g(x).
x—a x—a .

Por ejemplo, las funciones

y x+2 coinciden en todo x = 2.
x-2
2

-4
Luego lim = =lim (x+2)=4.
x22 x-2 x-2

6.2 PROPIEDADES SOBRE LIMITES DE FUNCIONES

PROPIEDAD 1. Limite de una funcién constante. Si f(x)=c es una funcién cons-
tante, entonces para cualquier a se cumple

lime=c¢c

x—a

PROPIEDAD 2. Llimite de la suma, diferencia, producto y cociente de dos funciones.

Si f(x) y g(x) son dos funciones a valores reales definidas en todo x #a de un inter-
valo I que contiene al punto a, entonces se cumplen
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en el sentido de que si existen lim f(x)
x=a

lim f(x)+g(x)= lim f(x) + lim g(x)

x—a x—a x—a

lim f(x)- g(x) = lim f(x) - lim g()

x—a x—a

lim f(x) g(x) = lim f(x).lim g(x)

x—a x—a x—a

lim f(x
i £ _ 2 T

= E2a , cuando limg(x)=0,
x>a g( x) lim g( x) x—a
x=a

y lim g(x),

x—a

entonces también existen los limites indicados en los primeros miembros y, ademds, se
verifican las igualdades.

PROPIEDAD 3.

Sea f(x)=b,+bx+...+b,x" una funcién polinémica, donde b, b,, ...
tantes reales. Entonces para todo niimero real a cumple

PROPIEDAD 4. Limite de una funcién racional.

lim (bo +b1x+...+bnx")=b0+b1a+...+b

x—a

Limite de una funcién polinomica.

n

n
a

Para todo nimero a tal que c,+ca+...+c,a” #0 secumple

PROPIEDAD 5.

plen

y en general, si p y q son dos nimeros enteros > 0, entonces se cumple

i " = [im00]

lim

m m
by +bx+..+b,x _ b, +ba+..+b,a

n
=e Cy+CiXx+...+C X

tim [£()]" = [1im £()]

x—>a

n
Cp+ca+...+ca

, b,, son cons-

Limite de potencias y raices. Sin es un nimero entero >0 se cum-

lim 3ff(x) = »flim f(=)

x—a

x->a

en el sentido de que si existe lim f(x), entonces existe el limite del primer miembro y

x—a

se cumple la igualdad.
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Queda bien entendido que si n o ¢ son numeros pares, debe asumirse que
lim f(x)=L >0, afin de que las raices ¥L o (L)"'? estén definidas.

x—a

PROPIEDAD 6. Traslaciéon de la variable independiente

lim f(x) = lim f(a +h)
x-a h—0

EJEMPLO 1. Calcular lim [ ! - 3 3 )
=>1\1l-x 1-x

. 1 3 . .

SOLUCION. Si hacemos x =1 obtenemos —-— que no representa ningidn nimero
0

real.
Procedemos a simplificar la expresién

1 3 (1ax?)—3(1-—x) (1—x)(1+x+x2—3)

3

1-x  1-x (1-x)(1-2°) =(1-x)(1—x)/(1+x+x2)'

donde se ha hecho uso de la factorizacién 1-x° = (1- x)(l +x+xl )

~ Luego se tiene
2 .
1 3 (1"")(" +x-2) —(1-x)(1-x)(x+2) x+2

1-x  1-x° (1—x)2(1+x+x2) (1—x)2(1+x+x2) B l1+x+x°

para todo x= 1.

1 3 lim (x +2) 3
Tomando limites obtenemos lim - - == 221 sx=-—=-L
=1 1-x 1-x lim (1+x+x ) 3
x—1

3

EJEMPLO 2. Calcular lim -~ —°
=2 x -16

SOLUCION. Aplicando la propiedad (6), si hacemos x=2+h, se tiene que

o -8 i (2+h)’-8 (2)° +3(2)°h +3(2)n* +n® -8
=2 x*_16 90 (24+h)'-16  (2)* +4(2)°h +6(2)°h% +4(2)k° +h* - 16
h(12+6h+h2) 12 1
= lim T ST ==
K0 h(36+24h+8h*+h%) 36 3
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PROPIEDAD 7. Teorema del sandwich.

Sean f(x), g(x) y h(x) tres funciones tales que
(1) f(x)<g(x)<h(x) paratodo x=a,y
(2) lim f(x)=lim h(x)=L

x—-a x—a

Entonces se cumple lim g(x)=L.

x-a

PROPIEDAD 8. Limites frigonométricos. Se cumplen

. senx ) .
lim =1, lim senx =sena , lim cosx = cosa
x>0 X x—a x—a

EJEMPLO 3. Demostrar que lim S lim cosx =1

x-0 x -0

SOLUCION. Si x designa un dngulo medido en radianes probaremos que se cumplen
las desigualdades
senx

1 5
1-—x% < cosx < <1 (1)
2 x Y“

para todo x tal que 0<|x|< z
2

Tracemos el circulo unitario con centro en el P,
origen del sistema de coordenadas rectan-

gulares XY. \=
1 \ tg x

s —~ . .
Sea O0<x<— elarco AP medido en radia- senxz|
2 \
nes, donde \

<y

P =(cosx,senx), A=(10), 0 cos x B A

B =(cosx,0), C=(Ltgx) y C esel
punto de interseccién de la recta que contiene al radio OP con la recta tangente a la
circunferencia en el punto A.

Se cumple Area del A POA < Area del sector circular POA <Area del A COA,

Area del APOA =1 (base) X (altura) = 3(1)senx = senx,

2

Area del sector circular POA= 4 (arco) x (radio)® = 2x(1)* = x,

y Area del ACOA = }(base) x(altura) = 3(1)tg x = 3 tg x
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Luego tenemos que 1senx<lx<itgx,

1
T < , (dividiendo entre }senx)

senx Cosx

1<

senx
cosx < <1 (tomando inversos) 2)

4

De d(A, P) < arco AP se sigue que \/(1— cosx)’ +sen’ x < x, y elevando al cuadrado

2 2 2
1-2cosx +cos"x +sen'x < x
2
2-2cosx<x
2
de donde 1-3x" <cosx. 6))

De este modo de (2) y (3) tenemos ahora que para 0<x <4

s
1-1x% <cosx < dp | 4)

2
4

Supongamos luego que -n/2<x<0. Entonces 0<-x<n/2 y (4) se cumple para el
dngulo -x

1—-;—(—::)2 < cos(—x) < sen(-#) <1
x
x* senx
0 1-“—<cosx < <1. ®)
2 x

puesto que cos(-x)=cosx y sen(-x)=-senx.
Juntando (4) y (5) vemos que las desigualdades (1) se cumplen para todo x tal que
0<|x| < I
2
2

. x sen
Finalmente, 1-—<cosx <
2 x

T, 0<|x|<-1-r-,
2

2
y puesto que lim [1 - -’-C-—] =1, por el teorema del Sandwich (propiedad 7), llegamos a
x—0 2

senx
=1,

lim cosx =lim
x=0 x=0 x

que era lo que se queriamos demostrar.
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EJEMPLO 4. Probar que lim senx=0

x—0

SOLUCION. Se tiene lim senx = lim x x sen¥ _ [lim x) (lim sen¥ ) =0x1=0

x>0 x—0 x x>0 x—-0 x

sen x
=1, por el ejemplo 3.

puesto que lim
x—0 x

EJEMPLO 5. Probar que

(1) lim senx =sena (2) lim cosx =cosa
x—a x—a

SOLUCION.

(1) Haciendo x=a+h
senx =sen(a +h)=sena cosh +cosa senh

Por la propiedad (6)

lim senx =lim sen(a + k) =1lim (sena cosh +cosasenh)
x—-a h—0 h—0

=(sena) (lim cosh) +(cosa) (lim sen h)

h—0 h—-0
Pero lim cosh=1 y lim senh =0, por losejemplos 3y 4, respectivamente.
h—0 h—0

Por lo tanto tenemos lim senx =sena
x-a

(2) Setiene

lim cosx = lim cos(a +h)=1im (cosa cosh —senasenh)
x—a h—0 h—0

= cosa x lim cosh —sena x lim senh=cosax 1-sena x0=cosa.
h->0 h—0

PROPIEDAD 9. Cambio de escala en la variable independiente.
Si & # 0 entonces
lim f(kx)=lim f(x)

x—a x—ka

sen 5x

EJEMPLO 6. Calcular lim

-0 gsendx
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SOLUCION. Tenemos

sen b5x lim sen 5x
x i
lim sen5x = lim sx = é)( 120 5x3 = —5-)(—1. = E )
0 gen3x =0 g, sen3x 3 lim sen 3x 3 1 3
3x -0 3x

kx
puesto que lim SN® - lim Sen? lim 2 nZ o1 para k=3, 5 por la propiedad 9.
x>0 by x—kx0 g =0  x

€

PROPIEDAD 10. Limite de la composicién de dos funciones
o de cambio de variable.

Si x = f(y) es una funcién de y, g(x) es una funcién de x, y ademds lim f(y)=a con
y—b

f(y)#a paratodo y=b,entonces
lim g(x)= lin: g(f(y)
x—a y—

El cambio de variablees x=f(y).

EJEMPLO 7. Encontrar lim Yt%1
0 Ylrx-1

SOLUCION. Puesto que tenemos raices de orden 2 y 3, efectuamos el cambio de
variable

1+:!c=y6 o x=y6—1
Puesto que lim y6 -1=0, y6 —-1#0 paratodo y=1,
y—1

podemos aplicar la propiedad 10

6 3
Em Yt El ¥ T ¥ ot

x—>013’1+x_1 y-—>13y6 -1 y—1 yz_l

2
(y—l)(y +y+1) 1.m,)'z-l~y+1

= 11 =

1 (y-1)(y+1) -1 y+1

I
N | w
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6.3 PROBLEMAS RESUELTOS.

: 3
PROBLEMA 1. Hallar lim w

1 xP41
SOLUCION. Puesto que ( —1)2 +1=2=20, setiene directamente

2 +5x-7  2(-1)° +5(-1)-7 14
lim - = . = - = =
-l x% 41 (-1)" +1 2

2
PROBLEMA 2. Calcular lim "_‘(‘;”—1)3"2

x—a X —-Qa

0

SOLUCION. Sustituyendo x=a se obtiene —. Para cancelar el factor x-a, efec-
0

tuamos las descomposiciones

x’-(a+1)+a xl-x-ax+a = x(x-1)-a(x-1) = (x-a)(x-1)

3 3 2 2
x -a = (x—a)(x +ax+a )
2
. . x -(a+l)x+a . x-1 a-1
Se tiene entonces  lim 3 3 = lim 5 = = >
x—a x" —-a e x" +ax+a 3a

m m
-a

PROBLEMA 3. Hallar lLim —— >

n
xa x —@

SOLUCION. Efectuando la sustitucién x=a+h se tiene

™ —a™ (a+h)m -a" = (a"’ +ma"'_lh+(términos en h2))—am
= ma™'h +(términos en hz) = h(ma""l'+(términos en h))

e igualmente x" -a" = h(na"—1 +(términos enh ))

m_m hm_m
" -a” (a+h)" -a

Luego lim —— —
e x —-a h>0 (a+h) -a
. ma™!+(términosen B) ma™! m -
=iim ~ - = — = —_—
-0 na"!4(términos en ) na™' 1

ya que lim (términos en k) =0.
h—0
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n+l
- 1)x +
PROBLEMA 4. Hallar lim *, (" *U*7
11 (x—l)

SOLUCION. Haciendo x=1+h tenemos

"o (n+ 1)1c+n=(1+h)'M -(n+1)(1+h)+n

2
= 1+(n—1)h+M+
2
y (x-1)* =h>.

Luego lim

x1 (.‘I - ]_)2 h—0 2

3/ 2 _93
PROBLEMA S. Hallar lim J;_—2J;;_+l
-1 ( x - ]_)

SOLUCION. Efectuamos la sustitucién x = y°. Se tiene

. 3\)x2—2§/;+1 ) y2—2y+1
llm_——'—_z—— = hm"——'f—
x-1 (x - 1) y—1 (y3 _ 1)

2
- lim (=1

n+l
2 —(n+Dx+n = lim [(n+1 +términos enh] =

PROBLEMA 6. Hallar lim Vr-1
x—1 W -1

SOLUCION. Hagamos el cambio de variable x=y™ . Luego

lim'v;—1=lim

x=1 v;_]_ y—1 y"._]_

1y 1)2(y2 ry+ 1)'*’ -

+A™! ~(n+1)(1+ h)+n=h2|i(n——1)£+( términos en h)]
2

en donde pafa obtener la tltima igualdad hemos hecho uso del problema 3, con @ = 1.
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PROBLEMA 7. Hallar lim SSR2™

*-1 gen3nx

SOLUCION. Hagamos el cambio de variable x = k + 1. Se tiene entonces

sen 2nx = sen(2nh + 2) = sen(2nh) cos(2n) + sen(2n) cos(2nh) = sen(2nh)

y sen 3nx = sen(3nh + 3n) = sen(3nh)cos(3n) + sen(3n)cos(3nh ) = —sen(3nk)

cos(2n) = —cos(3n) =1
ya que

sen(2n)=sen(3n)=0

sen2nh
Luego lim =1 2 = -lim =22 2rh = -lim __Znhnh = - 2
1 sen3nx k-0 sen3mh ho g Send 3
3nh

cosmx — cos nx

PROBLEMA 8. Hallar lim 5

x>0 x

SOLUCION. Se tiene

2 2 1-cos” nx) - (1 - cos? mx) 2 2
cos” mx — cos” nx sen” nx —sen” mx
COS mX — COS hx = = =

COS mx + COS hx €OS mx + COS nx €OS mx + cos nx
Luego
2 2
21 sen nx 2| sen mx
: n -m
. CcOSmX — COSnx . nx mx 1, » 2
11m———2——=11m =-—(n —m)
x50 x x50 cosSmx + Cos nx 2

PROBLEMA 9. Hallar lim B

>-2 X+2

SOLUCION. Haciendo x=-2+h se tiene

. tgmx , senn(-2+h) . sen(-2m)cos th + cos(-2n)sen th
lim = lim = lim
=2 x+2 k-0 h x cos n(~2 + h) h—0 h x cos (-2 + h)
sen mth
§ T
= lm —™ -,
h-0 cosn(-2 + h) 1
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PROBLEMA 10. Hallar lim (1-x) tg%
-1
SOLUCION. Setiene x=h+1,
[n(h + 1)] nh
sen| cos — cos — 9
nx . 2 . 2 . 2
lim (1-x)tg — = lim ~h—-—2 J _ Jim ~h——2_ - lim z
x-1 2 h-0 cos R(h + 1) h0 —sen — h—o0 senﬂ_h T
2 2 kil 2
2| ™
2
PROBLEMA 11. Calcular lim -£-%0%
x50 x
SOLUCION. Tenemos
senx
- T senx (senx)(1- cosx)
lim BX-%eN% _ jocosx o
x—0 x3 x—0 x3 x—0 X cosSx
2
. sen .
- lim (senx)( 1 )x_2_ 2| _ 1
=0\ x cosx) 4| % 2
PROBLEMA 12. Hallar lim 2-50% o pp 2rctgx
x>0 x x50 x

SOLUCION. Hacemos el cambio de variable x=seny o y=arcsenzx.

Luego lim 2TCSen* _ lim = lim _
x50 x y-0 geny y»0 Seny
Yy
ysi y=arctgx, entonces x=tgy y
arc x cos 1
lim tg = lim —y— = lim b4 =—-=1
x—0 x l

0 tgy 0 [sen y]

y
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PROBLEMA 13. Hallar lim 2r-‘85%

*-0 gen3x

SOLUCION.
lim arc tg 5x =lim§xarctg5xx 1 _§_ .
0 gen3x 150 § 5x sen 3x 5
3x
. 1-2cosx
PROBLEMA 14. Hallar lm}
=3 sen(x - E]
3
SOLUCION. Haciendo x=—+h tenemos que
3
1 3
cosx = cos(£+h) = cosE cosh——seni senh = —cosh — —senh
3 3 3 2 2
Luego
1-2cos i +h
. 1-2cosx i 3 . 1—cosh+f§senh
lim ————7M88— = lim ———— = = lim
22 ( n ) h—0 senh h-0 senh
3 sen|lx-—
3
2sen’ (—)
= lim 2 + J§ = 'J§ ’
h—0 senh
puesto que

lim ——27 _ 2
h—0 senh a0 S€n 1

G =) |=G)

2sen”| — sen| — sen| — 0

2/ - lLm 2/ « h2 = 2x1=0.
2

h

PROBLEMA 15. Unicidad del limite.
Probar que si limf(x)=L, y limf(x)=L,,
x—a

X->a

entonces se cumple que L, =L,.
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SOLUCION. Por reduccién al absurdo. Supongamos que fuese L, # L,.

Tomemos ¢ = -%lL1 - L2| >0 . Entonces por definicién de limite existen
8,,8,>0 talesque O<|x-a|<8, = |f(x)—L1|<e

y O<|x-a|<8, = If(x)-—L2|<s.

Luego para cualquier x tal que 0<|x-a|<3, y 3,, se cumplen las dos desigualdades

|f(x)—L1|<s
y |F(x)-Ly| <,
y por lo tanto
L, - Ly| = |L, - F(2) + f(x) - Ly| < |L, - F@)|+|f(x) - Ly| < e+5 = 26 = |L, - Ly,

0 sea |L1-L2|<]L1—L2|,

lo cual es una contradicciéon. Luego L, =L,.

PROBLEMA 16. Probar que si f(x)=c es una funcién constante, entonces lim c=c.

x-a

SOLUCION. Sea ¢>0. Debemos hallar un 3>0 tal que O<|x-a|<3 implica
|f (%)~ c| <e.

Pero f(x)=c, de modo que |F(x)-¢|=]c-c| =0 <e.

Luego para cualquier §>0 (por ejemplo & = 1) se cumplir4 la implicacién deseada.

Por lo tanto se tiene que lim c=c.
x-a

PROBLEMA 17. Producto de limites.
Probar que lim f(x)g(x)=1lim f(x)x lim g(x).

x=>a

SOWCION.  Llamemos lim f(x)=L, y hm g(x)=L,.

x—a

Para probar que lim f(x)g(x)=L,L, debemos establecer que dado un &> 0, existe
un >0 tal que O<|x a|<d implica |f(x)g(x)- L,Ly|<e.

Sea pues dado ¢ > 0. Elijamos ¢, >0 talque & +&o|L,|+go|Ly| <&
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€

(Bastard tomar 0 <&, <minimo { 1, —m8m8M8—
|L1| + |L2| +1

}, Ya que entonces
€0+ eolLa| + €o|La| = eo(eq +|Ly] +|L,))

< go(1+|Ly| +|Ly)) < (1+]L)| +|Ly|) = )

1+|L,|+|L,|
Escribimos
f(x)g(x)-L,L, = (f(x)-L,)g(x) + L,(g(x)-L,) (restandoy sumando L,g(x))
= (f(x)- Ll)(g(x) - Lz) + (f(x) - Lx)Lz + Ly(g(x)-L,)
(restando y sumando (f(x)-L,)L, )

y obtenemos
|f(x)g(x) - Llel < |f(x) - L1| |g(x) - Lzl + |f(x) - Lxl x |L2| + ]Lll x Ig(x) - L2| )
Por otra parte, para g, se tiene que existen 5, y 3, >0 tales que

0<|x-a|<8, implica ff(x) - Lll <gy (definiciénde limf(x)=L,)),

x-a

y 0<|x~a|<3, implica Ig(x) -L,|<e, (definicién de lim g(x)=L,).

x—a

Luego si tomamos 8 =minimo {81’ 82} >0, las dos implicaciones se cumplen para todo

x tal que O« |x - a| <8, y por consiguiente en (1) se tiene para tales x
'f(x)g(x)—-Llel < 802 + Eolel + eOILll <€

(la 1iltima desigualdad se cumple por la eleccién de &,).

Hemos probado asf que lim f(x)g(x)= L,L, .
x—a

PROBLEMA 18. Probar quesi lim f(x)=L y A <L < B, entonces existe un >0 tal

x—-a

que 0<|x-a|<8 implica A< f(x)<B.

SOLUCION. Sea ¢ =minimo {L- A, B-L}>0.

Luego por definicién de lim f(x)=L existeun §>0 tal que

x—ra
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O0<|x-aj<8 implica ‘f(x)—L|<s,
o L-e<f(x)<L+e.

Puestoque e<L-A y B-L,setiene que
L-(L-A)<L-g< f(x) < L+e < L+(B-L)

o A<f(x)<B, paratodo x tal que O<|x-a|<?d.

PROBLEMA 19. Probar que si limg(x)=0, entonces

x—a

1 1
lim =

e g(x)  limg(x)

x—a

SOLUCION. Llamemos lim g(x)=M =0.

X—a

Paso 1. Existe 6, >0 talque O<|x-a|<8, implica |g(x)| > u

2

En efecto, para ¢, = -LA!—I > 0 por definicién de limite existe 3, >0 tal que 0<|x-a|<3,

2
implica lg(x) -M | <g = M, y de esta desigualdad tenemos que

2
M M
e} = | 21~ (01 - (s | = - lee)- 31 > - 2L = L
I |M]

oseaque O<|r—a|<38, implica |g(x)| >,

. 1 1
Paso 2. Pruebade lim —=—.

x-a g(x) M

Sea ¢>0. Tenemos que

L -i{ _M-e)] _ M-sx) _ Jelx)-M]
gx) M |g(x) M| |g(x)i |M| MlMI
2

para O<|x-a|<8,, porel paso 1.
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x—a

2
Por otra parte, de lim g(x)=M para ¢, = s‘ | >0 se sigue que existe un 3, >0
2
tal que
0<|x-a|<3, implica Ig(x) - MI <g, (2)

Luego si tomamos 8 = minimo {81, 82} >0 setiene que 0< |x -a| <38 implica

2

1 1

glx) M|~

€
<M<—%—=S,
[} |M["

2 2

puesto que las dos implicaciones (1) y (2) se verifican simultdneamente.

Asi, se ha probado que 0 <|x - a| < § implica

< g, lo.cual significa que

glx) M
x—ra g(x) M

PROBLEMA 20. Cociente de limites.
: Fx) lim f(x)

Probar que limX—~—L=z22a si limg(x)=0
x—a g(x) lim g(x) x—a
SOLUCION. Se obtiene de f(_x) = f(x)x 1 y usando los problemas 17 y 19.

g(x) g(x)

PROBLEMA 21. Potencia de limites.

n
Probar que  lim f(x)" = [lim f (x)] para todo entero n>0.

x—-»a x-a

SOLUCION. .Sea L =lim f(x).

Tomemos B>0 tal que |[L|<B. Por el problema 18, existe un §,>0 tal que
0<|x-a|<8, implica |f(x)|<B.
Usando la identidad

n-2

-1 -2 -1
u"—v"=(u—v)(u" +u" v " )
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con u=f(x) y v=L, tenemos

|f(x)n _Lnl < |f(x)-L|M para 0<|x-a|<3, @

donde M =B""'+B"*|L|+..+B|L"* +|L|""".
Por otra parte, dado &> 0 existe un 3, > 0 tal que

0<|x-a|<3, implica If(x)—L|<§ 2)

Si tomamos 3 = minimo{3,,3,}, entonces 0 <|x-a| <38 implica

) -

< |f(x)-L|M < M=,

ya que entonces las dos desigualdades (1) y (2) se verifican simultdneamente.

Asi, O<|x-a]<5 implica lf(x)"—L"|<e,

y por lo tanto, hemos probado que

lim f(x)" =L" = !:lim f(x)]".

x—=a x—a

PROBLEMA 22. Probar que lim (b, +byx+...+b,x")=by +ba+..+b,a" .

x—a

SOLUCION. Es ficil ver que
lim b, = b, (limite de una funcién constante)

x—a
y lim x" =a” (potencia de limites)
x-a
y por lo tanto
lim (bo +hx+... +bmx'") = limby +limb, xlimx+...+ = by +ba+...+b a™
x—a x—a x—-a x—a

PROBLEMA 23. Raiz de limites.
Demostrar que  lim ;‘/ f(x) = ,([ lim f(x).

SOLUCION. Sea L =lim f(x).

x->a

Consideremos los tres casos siguientes:
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Caso 1. n es un entero cualquiera >1 y L>0.

Por el problema 18 (tomando A =1L <L )existe un §, tal que L < f(x) para todo x
2

talque O<|x-a]<38,.

Luego, en particular f(x)>0 si O0<|x—a|<3,.

Usando la identidad

con u="4f(x) y v=4L, tenemos que

=) -9L - fz) .
WP + (@) Lo+ YL

f(x)- |

Wf(x)-¥L| < '——,_ *
| n Ln«l

ya que ;)’f(;vc)""1 +§/f(:vc)"*2 L+..+¥L"" > YL cuando f(x),L>0.

Si ahora ¢>0 es dado, de lim f(x)=L se sigue que existe un §,>0 tal que
x—-a

Luego,

0<|x-a|<8, implica |f(x)-L|<e¥ L (**)

Tomando & =minimo{5,,5,}>0 vemos quesi O<|x-a|<8 entonces se cumplen (*)

fx)-L &Y
WJ_| I(n-1| Jan =&

Asi, en el presente caso hemos demostrado que lim ",/ f(x) = YL.

x—a

y (**) a la vez y por lo tanto

Caso 2. nesimpary L<0.
Entonces -L>0 y lim",/—f(x):ﬂ—L, por el caso 1.

x—a
Luego, siendo n un mimero impar se tiene
“limgff(x) = -¥L 0 lim #ff(x) =
x—=a x—a
Caso 3. n esimpar y L=0
Procedemos a probar directamente que lim W = %0 =0.

x—a
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Sea £>0. Puesto que lim f(x)=L=0, para " >0 existe un §>0 tal que

) {7 -0]<e

0<|x-a|<8 implica |f (x)- O| <&", y tomando raiz enésima

Esto demuestra que lim 7/f(x) =0.

x—>a

PROBLEMA 24. Probar que lim :’csenl =0.

x—0 x

SOLUCION. Para x =0 tenemos <|x|, puesto que <1

1
xsen— — 0. =

1
xsen—
x

1
sen—
x

Luego, si ¢ >0 es dado, tomando §=¢ tenemos que

0<|x-0]<8 implica <t <8=¢,

1
xsen— - 0
x

P . 1
Yy asi se tiene que lim xsen—=0.
x>0 x

PROBLEMA 25. Demostrar que si lim f(x)= L, entonces lim |f (x)l =|L]|
SOLUCION. Haciendo u = f(x), v=L, en la desigualdad “u| - |u|| <|u-u|l obtenemos
|1F (=) -1L| < |F(x)-L| *)

Ahora bien, si ¢>0 es dado, de lim f(x)=L se sigue que existe un >0 tal que

x—a

O<|x-a|<3 implica |f(x)-L|<e, yempleando (*) tenemos ”f(x)l - |L|| <g.
Asi, se ha probado que lim If (x)l =|L|.

PROBLEMA 26. Probar que no existe lim El
x50 x

SOLUCION. Sea f(x):m. Entonces

X
1 six>0 (pues |x]=x)

o

-1 six<0 (pues |x|=-x)
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Observacion. La grdfica de f(x) se mues- YA
tra en la figura adyacente. Cuando 0 < |«

entonces hay numeros x>0 y x<0, y
correspondientemente f(x) toma los valo- /=)

res 1 y -1. Asi, para valores de x cerca-

nos a cero, no existe un nimero L al cual se L
aproximen los valores f(x). 11 X
Por reduccién al absurdo, supongamos que
existe lim m =L.
-0 x
Entonces para ¢=1 existe un 3>0 tal
x|
que 0<|x-0| <3 implica u—L <1.
x
Luego se tiene si O0<x<d entonces |1-L|<1 1
si -8<x<0 entonces |-1-Lj<1 (2)

De (1) se sigue que L >0, en tanto que de (2) obtenemos L <0, lo cual es una con-
tradiccion.

PROBLEMA 27. Dar ejemplos de funciones f(x) y g(x) tales que no existen lim f(x)
ni lim g(x) pero

x—a

1) existe lim[f(x)+g(x)] 2) existe lim f(x)x g(x)
SOLUCION. Tomemos f(x)= A , 8(x)= _|_.3c_|.
x x

Entonces por el problema 24 no existen lim f(x) ni lim g(x). Sin embarge
x—0 -0

f(x) + g(x) = 0 = constante y f(x) x g(x) = 1= constante,

que si tienen limites en 0.

PROBLEMA 28. Probar que lim f(x)=lim f(a + h).
h->0

x—a

SOLUCION. Sea L=limf(x). Si ¢>0 es dado, entonces por definicién de limite

x—=a

existeun §>0 tal que 0<|x—a|<d implica |f(x)—L‘<s
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Luegosi O<|h|<8 entonces 0<|(a+h)- a[ <8 implica |f(a +h)- L| <e.
Esto demuestra que lim f(a+h)=L =1lim f(x).

h-0 x—a

PROBLEMA 29. Sea k= 0.Demostrar que lim f(kx)= lim f(y).

xoa yrka
SOLUCION. Llamemos L = lirlr:a f(y) . Si eé>0 es dado, entonces por definicién de
limite existe un 8>0 tal y;ue 0<|y-ka|<8 implica |f(y)-—L|<s. Luego si
O<|x-a|< % entonces 0 <|kx-ka|<8 (multiplicando por |k|>0) implica

|f(kx)- L] <.

)
Asi, para 3, =— tenemos que 0<|x-a|<8§, implica |f(kx) - Ll <e¢ . Luego,
k

lim f(kx)= L = lim f(y).

x—a y—ka

PROBLEMA 30. Teorema del Sandwich. Probar que si f(x), g(x) y h(x) son tres
funciones tales que

® f(x)<g(x)<h(x) paratodo x=a,y
(ii) lim f(x)=lim h(x)=L,

x—a x—a

entonces se cumple lim g(x)=L

x->a

SOLUCION. Sea &>0. Por definicién de limite, existen 3,y 3, >0 tales que
0<|x-a|<8, implica lf(x) —LI <e
y 0<|x-a| <3, implica |h(x)-L|<e.

Luego si tomamos §=minimo{5,,5,}, entonces 0<|x-a|<5 implica las desigual-
dades

|f(x)—L|<s, 1)
|h(x)-L|<e @)
(1) y (2) se escriben L-e<f(x)<L+e

y L-e<h(x)<L+e, respectivamente.
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Luego, L-e<f(x)<g(x)sh(x)<L+e (por hipétesis)
da L-e<g(x)<L+e o |g(x)-L|<e.
Asi, 0<|x-a|<8 implica |g(x)-L|<e,

lo cual demuestra que lim g(x)=L
x-a

PROBLEMA 31. Limite de la composicién de dos funciones o de cambio de variable.
Si x=f(y) es una funcién de y tal que lim f(y)=5b, f(y)#b para todo y=a,

y—a
probar que
lim g(z) = lim g[f(y)]-

b y—a

SOLUCION. Llamemos L =lim g(x).

x—-b

Si >0 esdado, entonces existe un 5>0 tal que
| O<|x-bl<d = Ig(x)—L|<s ()]
Por otra parte, de limf(y)=b, para §>0 existeun §, >0 tal que
y—a
0<|ly-da|<8, = |f(y)-b<3 @2
Puesto que f(y)=b cuando y#a, de(2) tenemos que
O<|y-al<8, = 0<|f(y)—b|<8

y de (1), a su vez
0<|f(y)-b<s = Ig(f(y))-Ll <e.

Luego 0<|y-a|<3, implica lg(f(y))—-L| <t .
Asi hemos probado que

lim g(f(y)) = L = lim g(x)

y—oa x-b
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6.4 LIMITES UNILATERALES

DEFINICION.

(1) Sea f(x) una funcién definida en todos los puntos x de algin intervalo abierto
(a, c). SiL es un nimero real escribimos

lim f(x)=L

x—a

y se lee

L es el limite de f(x) cuando x tiende al punto a por la derecha, si
para cada >0 existeun 5>0 tal que O0<x-a<3 implica

If(x)—LI <e.

(2) Sea f(x) una funcién definida en todos los puntos x de algiin intervalo abierto
(e, @). Si L es un mimero real escribimos

lim f(x)=L

x—a”

y se lee

L es el limite de f(x) cuando x tiende al punto a por la izquier-

da, si para cada £¢>0 existeun §>0 tal que -8<x-a<0 im-
plica |f(x)—L|<s.

Nota. Observemos que
1) 0<x-a<8d & a<x<a+d ( x se encuentra a la derecha dea)
2) -d<x-a<0 < a-8<x<a ( x se encuentra a la izquierda de a )

8) O0<lx-a|l<d & O0<x-a<§ o -83<x-a<0

6.5 PROBLEMAS RESUELTOS

=1.

PROBLEMA 1. Probar que lim —— 2

z2" I x - 2|
SOLUCION. Sea dado ¢>0. Debemos hallar con 3> 0 tal que si
x-2
x-2

0<x-2<8 entonces - 1l<e *)
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Perosi 0<x-2 entonces |x-2/=x-2 y x-2 1.
x-2|

x-2
Luego -1 =|1-14=0<e.

-2
Por lo tanto, para cualquier 8 >0 (Por ejemplo, § = 1) se cumple la implicacién (*).
Asi, se tiene lim —2 =1.

2" lx - 2|

PROBLEMA 2. Sean f(x) y g(x) dos funciones tales que

1) f(x)=g(x) para todo x>a (o f(x)=g(x) paratodo x<a), y
2) existe limg(x) (limite bilateral).
Probar que lim f(x)=lim g(x) (0 lim f(x)=1lim g(x))

Nota. Este resultado es muy ttil para calcular limites laterales.

SOLUCION. Escribimos L =1lim g(x). Sea £>0.

x—a

Entonces por definicién de limite ( bilateral ) existe un > 0 tal que

O<|xr-a|<8  implica lg(x)—L|<e.

Por lo tanto, si 0<x-a<3 entonces lf(x) - Ll = 'g(x) - LI <¢, pues f(x)=g(x)

cuando 0 < x-a por la hipétesis (1).
Asi, hemos demostrado que lim f(x)=lim g(x).

x—a x-—a

PROBLEMA 3. Hallar los siguientes limites laterales

1) lim %24 (@) Lim
x—0" x x—0" x

|sen x|

SOLUCION.

(1) Si x>0 yestd préximo a O (por ejemplo, si 0 < x < n/2)

|sen x| _senx

entonces sen x>0 Yy por lo tanto , para O<x<m/2.

x x
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sen x sen x
Puesto que lim =1, aplicando el problema 2 con f(x)= ' I y
x—=0 x x
sen x
g(x)= , tenemos
x
sen x sen x
lim | | = lim =1.
0" x x50 x
(2) Si -3 <x<0 entonces sen x <0 y por lo tanto
|senx|  senx
x x
. . . |senx . senx
Aplicando el problema 2, se tiene lim | | =-lim——=-1.
=07 x x40 x

PROBLEMA 4. Sea {x] la funcién mayor entero definida por [x]=n si n<x<n+1
(asi n es el mayor entero que cumple n < x).

Sea f(x)=-[x]+[4-x].
Hallar lim f(x), lim f(x).

23" x—+3"
SOLUCION.

(1) Si 3<x<4 entonces [x]=3,y [4-x]=0.
Luego f(x)=-[x]+[4-x]=-3+0=-3 si 3<x<4,

y aplicando el problema 2, obtenemos lim f(x)=lim -3=-3
x—3* x38

lim f(x)=lim -3=-3

3" -3
(2) Si 2<x<3 entonces [x[=2 y [4-x]=1.
Luego, f(x)=-[x]+[4-x]=-2+1 si 3<x<4; yaplicando el problema 2
lim f(x)=1lim -1=-1.

x—3" x-53

PROBLEMA 5. Probar que lim f(x)=L siy solamentesi lim f(x)= lim f(x)=L.

x->a
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SOLUCION.
(=) Supongamos que lim f(x)=L.

x-a

Entonces, dado ¢>0 existe 5>0 tal que si O<|x-a|<3 se cumple que
|f(x)-L|<s.

Pero O<|x-a|<8 equivalea 0<x-a<d o -3<x-a<O.

Luego, si O0<x-a<3 entonces If(x)-L|<e )

osi -8<x-a<0 entonces If(x)-L|<e 2)

De (1) tenemos que lim+ f(x)=L; yde (2), lim f(x)=L.

x-a xsa

(<) Supongamos que lim f(x)= lim f(x)=L.

Sea € > 0. Entonces existen 5,y 5, >0 talesque 0<x-a<3$,
implica |f (x)- LI <g (definicién de lim f(x)=L)

x—a

y -8,<x-a<0 implica 'f(x) - L| <e (definicién de lim f(x)=L).

x—a
Tomando & =minimo {81, 82} tenemos que 0< |x - a] <3,
que es equivalentea O<x-a<$§
o -8<x-a<0, implica If(x)— LI <e.
Asf, hemos establecido que lim f(x)=L.

x—a

6.6 LIMITES QUE CONTIENEN INFINITO

DEFINICION. Escribimos
(63 lim f(x)=L,
y decimos que L es el limite de f(x) cuando x tiende a +o o cuando x crece in-

definidamente, si para cada &>0 existe un nimero N >0 talquesi x> N en-
tonces !f(x)— Ll <t.
(2) lim f(x)=L,
X—p—00
y decimos que L es el limite de f(x) cuando x tiendea —© ocuando x decrece
indefinidamente, si para cada ¢ >0 existe un N <0 tal que si x <N entonces

|f(x)-L|<e.
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3) limf(x)=L,

X—»a0
y decimos que L es el limite de f(x) cuando x tiende a o (sin signo), si para
cada &>0 existe un mimero N >0 talquesi |x]> N entonces |f (x)- L| <e.

TEOREMA.

(1) Sea n un nimero entero positivo. Entonces se cumplen
1 1
lim —=0 y lim —=0
X+0 g -0 g

(2) Se cumplen

lim f(x) = lim f[—l—) , lim f(x)= lim f[—l-] , ¥y lim f(x) = lin‘1) f[-l—]
x—® y->

X400 y-0" y Yy

6.7 PROBLEMAS RESUELTOS

1 1
PROBLEMA 1. Probarque lim —=0 y lim — =0 para todo enero positivo n.

X9+0 2 X=»—00 &

Yn
SOLUCION. Sea £>0.Tomemos N =[l] >0.
€

n
n 1 1
Entonces, para todo x> N se tiene que x>(—-] 0 x >— o0 —<E&.
‘ € € x
1 1 1
Luego x> N implica —n—0‘= ~ = —<&,
x x x

1
y esto demuestraque lim —=0.
X+ g

£

i‘
<g,
n

x

yn
1
De igual modo, si x<-N <0 setieneque |x|>N = (—)

Por tanto, x <-N implica

1
__ol=
n
x

1
y esto demuestra que lim —=0.
x4-0

X—p—00 y

1
PROBLEMA 2. Demostrar que lim f(x) = lim f (—] .
y-0~
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DEMOSIRACION. Llamemos L = lim f(x). Supongamos que &>0 es dado. Entonces

X~»-00

por definicién existe un nimero entero N <0 tal que

x<N implica |f(x)—L| <e

1 1
Tomemos &=-—>0 . Luego tenemos quesi -8<y<0, o —<N (pues ambos Ne
y
. 1
y son negativos), entonces fl—i{-L|<e,
y
) 1
y esto demuestra que lim fl|—|=
y—-0" y

PROBLEMA 3. Hallar L= lim (Jx2 +x+1-Jx7-x+1).

x40

SOLUCION. Si hacemos x =+ obtenemos la forma indeterminada ©—, de modo
que es conveniente racionalizar la expresién. Tenemos

(\/x2+x+1—\/x2—x+1)(\/x2+x+1+\fx2—x+1)

L= lim
e (w/x2+x+1+\[x2—x+1)
(x2+x—1)—(x2'—x+1) 2% -2
= lim = lim
¥ (Jx +x- 1+\/; —x+1) xe (\/;2+x 1+\/x -x+1)
2-2
= lim /x (Dividiendo entre x>0 tanto
T J 1+——-1+ ‘[1_ l — el gur;lerador como el denomi-
nador
= ﬁ+ﬁ =
PROBLEMA 4. Hallar
2x-5 2x -5

(1) lim (2) lim

x>+ \Ix2+3x-1 X——00 ’x2+3x_1
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SOLUCION.
(1) Si x>0 entonces lim 25 = lim 2oy =2,
v x?18g-1 e [ 8 1
x
2x-5
2x-5 . —x

(2) Si x<0 entonces

PROBLEMA 5. Calcular lim

SOLUCION. Tenemos

i (42 5)% (5x-17)°

3
oo 2x —4x" +x

PROBLEMA 6. Hallar

lim

#-o x? 1 8x-1

L[}
®
{

|

8
K

%)
+
[
1)
[y

-x
) -2+5/x (pues -x >0
= lim N R puede intro-
= ’x +3x-1 ducirse den-
_)2 tro de una
(=) raiz par.)
= lim _2;5/”1 =-2.
; l+—-—
x x
(4x+5)* (5x-17)°
o 2x° —4x’ 4 x
2 3
5 7
(4 + —.) (5 - —] (multiplicando por —15- tan-
= lim ~—% = x
o g 4 . 1 to el numerador como el de-
22 Xt nominador)
= (—4-2@ =10.
2
lim (sen x+2 - senJ;)
a-b a+b
SOLUCION. Empleando la formula sena-senb=2sen cos , tenemos
2

que
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0 < |sean+2—senJ;| 2s8en

(&Tz—ﬁ]cos(m+ﬁ]
2

2

< 2|sen M 1)
2
pues |cosy|<1.
Probaremos ahora que lim sen[—{ii—_i;—] = (2)
X3+ 2
En efecto,si t= x+2- J; entonces
e JxT G dEraedr iRl
limt = lim ———— = lim X
X+ x>+ X400 2 "x +2 + J;
= lim (“2)_ = lm ———— =0

et e JON o e mw
[mf}
2

Luego, O = lim sent = lim sen
t—0 X+

De (1) y (2) se sigue por el teorema del Sandwich que

lim sen(m—ﬁ)=

X400

PROBLEMA 7. Determinar lim ( x(x+a)- x)

X+

SOLUCION. Tenemos que

lim JE(r7a)-x = lim {Jx(x+a)—x][Jx(x+a)+x] ok x(x+a)-

X
= iim  ——_s—
T+ x40 [ ’x(x + a) + x] X+ x(x + a) +Xx

= lim ————— = lim

X—>+0 ’x(x*_a X—p+00 ’1+—+1

wla
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6.8 LIMITES INFINITOS

1)

2)

3

Escribimos

lim f(x) =+,

x-a
y decimos que el limitede f(x) es +© oque f(x) crece indefinidamente cuando
x tiende al punto a, si para cada N >0 existe un §>0 tal quesi O<|x-a|<3
entonces f(x)>N .

lim f(x)=-o,

x—a
y decimos que el lfmite de f(x) es —© o que f(x) decrece indefinidamente

cuando x tiende al punto a, si para cada N <0 existe un §>0 tal que si
0<|x-a| <8 entonces f(x)<N.

~
>
»
+
8

R i et

0 G a+d

™y

Representacion gréfica

Si lim f(x)=+» entonces los valores f(x) se hacen se hacen muy grandes cuan-
X-a

do x se aproxima al punto a.

lim f(x)=c,

y decimos que el limite de f(x) es % (sin signo) si lim If (x)l =+00, 0 sea que se

cumple que para‘cada N >0 existeun >0 tal quesi O<|x-a|]<5 entonces

lf(x)l>N.
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C)) lim f(x)=+0,

x—>a+
si paracada N >0 existeun 8>0 talque O<x-a<3 implica f(x)>N.

(5) lim f(x)=-,

+
x-a

si paracada N <0 existeun §>0 talque O0<x-a <3 implica f(x)<N.

(6) lim f(x)=o,

x—a

si paracada N >0 existeun §>0 talque O<x-a<§ implica |f(x)|>N.

) lim f(x) =+,

x-a

si paracada N >0 existeun 8>0 talque -8 <x-a<0 implica f(x)>N.

(€.)] lim f(x)=-c,

x—>a

si para cada N <0 existeun >0 talque -8 <x-a <0 implica f(x)<N.

9) ’ lim f(x)=o,

x—a”

si paracada N >0 existeun 8>0 talque -8 <x-a <0 implica |f(x)| >N.

6.9 TEOREMA. Supongamosque limf(x)=L=#0 y limg(x)=0.Entonces

x-a x-ra

(1) Si g(x)>0 para todo x # a en algin intervalo que contiene al punto a, entonces

lim

M _ {+co si L>0,
x—a g(x)

-0 si L<O

(2) Si g(x)<0 paratodo x # a, entonces

flx) _ {—oo si L>0,

lim 2222 .
x-a g(x) +o si L<0
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Nota. Las mismas conclusiones son vélidas para los limites laterales.

6.10 TEOREMA. Sin es un niimero entero positivo se cumplen

1
(1) lim — = o, (2) lim —1- = 4+,
0 x" x-0" "
1 +0 8i n es par,
@ lim — = { 1nesp
0" x" -0 si n es impar.

6.11 LIMITES DE LA FORMA  lim f(x)*") = C.

x—a

1. El nimero e”. Una manera de definir ¢*, donde x es un numero real, es la
n

_ . . x x

siguiente: se consideran los nimeros S, =1+—+...+—, y se prueba que cuando
1! n!

los enteros n van creciendo, los nimeros S, se aproximan a un nimero real fijo,

que denotamos con e”. (Véase la seccién 0.7 6 11.16)

Con la notacién de las sucesiones tenemos:

n

. , x x
e"=limS8, =lim [1+—+..+—
n—w n-»0 1! n!

[ n
= Z X (en notacién de suma de series)
n=0 n
1 1
Si x=1 tenemos e=el=1+—+l+l+...+-—-+...=2.71823...
1 2! 3! n!

2. Elnimero a®. Se prueba que para cada a >0 existe un tnico nimero real y, que
se denota y =Ina (y se llama el logaritmo natural de a), tal que a =e”. Se define

1
a* =e” =¢""%, cuandoa>0 .

3. Propiedades. Se cumplen las siguientes propiedades para todo niimero real a.

3.1) €% = lim [1'-4»2) (n nimero entero)

n—+ol n

3.2) ¢ = lim [1+3) = lim (1+ay)"?

X—p+00 x y—-0
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(3.3) Si limf(x)=0 con f(x)#0 para x #a, entonces e = lim(1+ f(x))w(x)

x—a x—-a

34) eV =e"¢,

() =e”
8.5) lime"=e”, limIlnx=Ina (a>0)
@6 lim 202 _,

x-0 x
3.7 lim e*=+0, lim e =0

TEOREMA. Supongamos que limf(x)=L>0 y limg(x)=M.

xX—>a x—a

Llamemos limf (x)g(x) =C, si el limite existe. Se cumplen
x—a

(1) Si L y M son nimeros reales, entonces C = .
(2) Si L#1 y M=4+w, entonces C= M.
3 Si L=1y M-=z+wx, entonces

x-a x—a

1 Y (Fx)-1)glx)
C = lim f(x)*™ = lim [1+ f(x) - ] = lim {[1+ f(x)-1] ﬂx)_l}

_ e(ji;';,(f(x)-l)s(x))

6.12 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Sea n un nimero impar. Probar que se cumple lirg —17 = —00,
x—0" X

SOLUCION.

1
Sea dado N <0. Debemos hallarun >0 tal quesi -5<x<0 entonces —<N.
x
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Basta tomar &§=-

>0. En efecto, si -8<x<0 o
NV N¥n

<x<0 entonces

1 n 1
—<NY , pues x y N son negativos, y T<N , pues n esimpar.
x x

Asi, se ha probado que lim in = —00.
x—0" X

PROBLEMA 2. Supongamos que limf(x)=L <0 y limg(x)=0. Si g(x) <0 para todo

x-»a x—a
x#a en algin intervalo que contiene al punto a, probar que lim M =
x—a g(x)

+00

SOLUCION. Dado N >0 debemos encontrar un 5>0 talque 0<|x-a|<38 implica

flx)
&(x)

>N .

Paso 1. Existe 5,>0 talquesi O<|x-a|<3, entonces f(x)<£<0.
2

En efecto, basta tomar ¢= —£ >0 en la definicién de limf(x)=L para hallar un

2 x-a
8,>0 tal que 0<|x-a|<3, implica |f(x)—L‘<——Ii, )
2
L-[—£)<f(x)<L+(——Ii), y particular f(x)<£.
2 2 2

Paso 2. Prueba de lim I'Lx_) = 400,

x—=a g X
. . L
Por el paso 1 elegimos un 8, >0 tal que si 0<|x-a|<35, entonces f(x)<—<O.
2

Puesto que para x=a tenemos por hipétesis que g(x)<O0, dividiendo las desi-
gualdades anteriores por g(x) nos da

fx) L2,
g(x) g(x)

2
> N para valores de x préximos al punto a, o

Ser4 pues suficiente demostrar que @
glx

L
equivalentemente, que —— < g(x)<0. Pero lim g(x)=0. De manera que para
2N x>a
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L
£= L existe un 8,>0 tal que: O<|x-a]<3, implica lg(x) - 0| <-—— o
2N 2N

—% < g(x) <0, puesto que g(x)<0.

Asi, tomando §=minimo{3,,5,}>0 vemos que O<|x-a|<§ implica

1), L2 f(2)

> N. Y esto demuestra que efectivamente se cumple lhm —— = +o.
g(x) g(*) =>a g(x)

PROBLEMA 3. Calcular lim x4 5
=3 (x - 3)

SOLUCION. Setiene lim x-4=3-4=-1.

x—=3"

Si x <3 entonces (x-3)° <0 y lim (x-3)*=0.
=37

Luego lim (x- 4?’
x-37 (x - 3)

=+, por el teorema 6.9.

2
PROBLEMA 4. Encontrar lim Yo

—=2" x-2

2

SOLUCION. Tenemos -4 Jx+2Jx;2 = Jx+2 y lim Jr+2=V4=2
x-2 ( x_2) ‘/x7—2 z-2*

Si x>2 entonces Vx-2>0 y lim Jx-2=0.
-2

Por lo tanto, por el teorema 6.9, obtenemos  lim -4 im Y22 2 _
2t x-2 2% :;x -2

PROBLEMA 5. Calcular lim (l - i2)
-0 \Xx X
1 1 x-1 s .
SOLUCION. Tenemos —--——=———. Ademds lim(x-1)=-1.Si x=0 entonces
X X x x—0

x%>0, lim %% =0, y por el teorema 6.9 lim (—1————12—) =—00 .
x50 x-0
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PROBLEMA 6. Hallar lim(2+x]. ’

=0\ 3 -2«

SOLUCION. Tenemos lim(2+x)=-?— y limx=0
3

x>0\ 8-« -0
2+x) (2
Luego lim( +x) =(—) =1, (poré6.11)
-0\ 3-x 3

PROBLEMA 7. Hallar lim (1+2senx)"*.

x—=0

SOLUCION. Empleando lim [1 +f (x)] Vi) e, si lim f(x)=0,

2senx
tenemos lm(x, (1+2sen x) = hm (1+2senx l/(2senx)]——
x>
=lim (1+2sen::c)"(z'“'"')]ﬁo x =e2 )
x>0
2::
PROBLEMA 8. Calcular lim (_12_)
X—»00
1
SOLUCION. Setiene lm — =0 y lim —— = lim ——~ =2
x—0 x x50 x4+ 1 x—® P
x
2
1
LuegO, lim ('—2)x+1 = 02 =0.
x—© x
PROBLEMA 9. Hallar lim*——".
x>0 x

SOLUCION. Sea h=e" -1 de modo que A — 0 cuando x — 0. Luego x=1In(1+h) Sr
X
e -1 " h o 1

im im —— = lim ———— =
x50 x h—0 ]_n(1+h) hl—lolll) ln(1+h)

h
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2

PROBLEMA 10. Calcular lim Bﬁ?

X—>+0

2
SOLUCION. Tenemos  lim ——— = lim ——— = = =+
X—p+0 5+xJ; X400 i+ 1 0
2 Jx
PROBLEMA 11. Hallar los limites laterales de f(x)= f-:lls%f—l enel punto x=0.
2]
SOLUCION.
(1) Tenemos  lim %= lim S=tim 1=1,  lim 224 _ jim 0% oy
0" |x| 20" x  x-20" 0" |x‘ 0" x
luego lim f(x)=2.
0"
. x . x .
(2) yporotraparte lim — = lim — = lim -1=-1
%0~ lxl =07 —x x50~
lim |sen x| i senx _ . - senx
x50 xl x50~ —-x 0 x
y luego lim f(x)=-1+1=0.
x—0"

PROBLEMA 12. Hallar lim (‘/“J“J‘-\EJ.

X—>+00

SOLUCION. Se tiene

R U o o

Jetredx +4x

1
_ x+s/x+\/;-x _ Jx+J; _ 1+\/——;
Jx+\/x+\/;+\ﬁc_ Jx+Jx+J; +J3c. \[1+\/_1_+ -—1—+ﬁ

[y

Luego lim y =

X3+

N | =

-

+41
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PROBLEMA 13. Hallar lim ~1=*~3

x—+-8 2+W )

SOLUCION. Multiplicando y dividiendo por (J 1-x+ 3) (22 -2¥x + §/x_2)

4—22/21»%_2
Jl—x+3 '

resulta

Luego el limite es -2.

6.13 ASINTOTAS DE UNA CURVA

(1) Decimos que la recta x =a es una asintota vertical de la grédfica de la funcion f(x)
si se cumple una de las siguientes condiciones:

L. lim f(x)=+o 2. lim f(x)=-x
x-a x-a
8. lim f(x)=+w 4. lim f(x)=-o
x—a” x—+a”
YA '
) A
:
'
T > X
0 a,
'
i
4} ) |2

(2) Decimos que la recta y=mx+b es una astntota de la grdfica de la funcion f(x)
si se cumple al menos una de las condiciones siguientes:

1. lim [f(x)-mx-b]=0 2. Emw [f(x)-mx-b]=0

X—>+0
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Nota.

(1) En el primer caso decimos que la recta dada es una astntota oblicua a la derecha,
y en el segundo, que es una asintota oblicua a la izquierda.

(2) Si m =0, decimos que la asintota es horizontal.
(8) Para calcular m y b se usan las ecuaciones
m = lim =) b= lim [f(x)- mx]
X—>+00 x X+
y andlogamente si x — —0.

Es claro que tales ecuaciones son equivalentes a la definicién dada.

Y A ,

4
4
., asintota oblicua:
4
L, y=mx+b

6.14 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Hallar las asintotas de la grifica de la ecuacién xy>-3y>-4x=8 y
trazar la grifica.

4x-8
x —_—
compone de la grafica de las funciones:

fi(x) = ,4xx—+38 y fi(x)=- ’4: _+38 .

Asintotas verticales. Si x > 3, el radicando de las dos funciones es >0 y

SOLUCION. Tenemos y=+

. Por lo tanto, la grdfica de la ecuacién dada se

lim fi(x) =+, lim fo(x)=—,
x—3 x-3

yaque lim v4x+8=420>0 y limvyx-3 =0, con valores ¥yx-3>0.
x-3" *

x—3

Por lo tanto, x =3 es una asintota vertical de fi(x) yde fy(x) .
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Asintotas oblicuas. y=mx +b.

Cdlculo de m.

Para f|(x): m;= lim LI
x—tw x
Para f)(x): m, = lim M—0

x->to0 x

Célculo de b.
4x+8
Para fy(x): b, = lim [f,(x)-0.x] = lim ’ AL}
x>t x—>t® x-3
4x-8
Para fy(x): b= lim [fz(x)—O.x] lim - |— = -2.
x—+o0 ) x—%0 x—-1
Luego y=mx+b, =2,
y=myx +by = -2.
Grifica de la ecuacidn.
YA
fi(x)

e R R R I IO

L

——

"

A
(=]
w

g A

1

'

1l

1

1

'

1

1

'

'

'

e

i

|

N
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X +38 >0 siy solamente si

Debe observarse que

4x+8>0 y x-3>0, queequivalea x> 3,
4x+8<0 y x-3<0, queequivalea x<-2,

y puesto que cuando x =-2, setiene f,(-2)=[f,(-2)=0,

las funciones fi(x) y f;(x) toman valores en los puntos x tales que

—-w0<x<-2 o 3<x <+,

PROBLEMA 2. Hallar las asfntotas de la curva  y=———— .
x°-4x+3

x

SOLUCION. Tenemos y= m .

Asintotas verticales.
x
1) Tenemos lim ——— — = lim %=3 - -,
-1 (x-1)(x-3) =" x-1

1
puesto que lim =-— y lim(x-1)=0, con x-1>0.
1" x-3 2 z-1°

X

2) lim —> = lim 223 _iw,
-1 (x-1)(x-3) =1 x-1

puesto que lim-—fc—=—l y lim (x-1)=0, x-1<0.
-1 x-3 2 x-1"
De igual modo
) im —— =4
-8 (x-1)(x-3)
x
= -

lm ——
-3 (x-1)(x-3)

Luego x=1 y x =3 son asintotas verticales de la curva dada.
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Asintotas Oblicuas. y=mx+b

Célculo de m:

Caélculo de b:

m=1lim L = lim S =0
Tt x x5t (x_]_)(x_3)

Luego m=0.

b= lim [y-mx] = lim —* -0
x>t x>t (x_]_)(x_3)

Luego b=0 yla asintotaes y=0.

6.15 PROBLEMAS PROPUESTOS

PROBLEMA 1. Calcular

xt-1
im ———b
x-1 x°+3x+2

PROBLEMA 2. Calcular lim Y2**-v4-%
X

PROBLEMA 3. Calcular

PROBLEMA 4. Calcular lim

PROBLEMA 5. Encontrar lim-
PROBLEMA 6. Determinar lim
PROBLEMA 7. Hallar

PROBLEMA 8. Hallar lins

PROBLEMA 9. Dado

x—0

. \/x2—2x+6—\/x2+2x-6
lim 7
x—3 x“-4x+3

1-cosx
2

x—0 x

1- x*

x—1 gen nx

2
arctg x
x=0 x
. CoSgX
lim
-1 1—-4Jx

l—Jcosx

x2

22+2 & x<1
f(x)—{x+1 si x>1

Hallar lim f(x) y lim f(x).
x->1" 1"
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PROBLEMA 10. Evaluar lim L

X=+0
3x + \/x +4x

PROBLEMA 11. Calcular lim x( x2+3_x)

X—»+0C

PROBLEMA 12. Hallar lim (%/xa -0 1)

x—-w

PROBLEMA 13. Hallar lim( L5 J
52" 3—2 s _4

2
PROBLEMA 14. Hallar lim ﬂ-f-z—]]ll
11" x" -1

PROBLEMA 15. - Definir
a) lim f(x)=+o b) lim f(x)=-o ¢) lim f(x)=o

X—p+00 X—»+00 X340

PROBLEMA 16. Probar que

si m<n
a
=2 si m=n
b
ax" +ax" .. +a 0
lim 0 - 1 Y m o= . aO
e byx" +ba 4.+, |T® sl m>ny —=>0
b
o
. a
-0 si m>ny —2<0
L bo

PROBLEMA 17. Hallar lim (5 —2x - x2)

X—»+00

PROBLEMA 18. Hallar lim (cosx)’* y lim (cos :vc)ll"z

x—0

PROBLEMA 19, Hallar lim “2(*-1

x50~ x(x - 1)3

3x+b si x<2

PROBLEMA 20. Sea f(x)=
x? si x>2

Hallar el valor de b si se cumple lim f(x) = lim f(x)+3
x-27 *

x—»2
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2x

PROBLEMA 21. Hallar las asintotas de la curva y = =
x“+3

x2+3

PROBLEMA 22. Hallar las asintotas de y = T=
x’-4

PROBLEMA 23. Hallar las asintotas de y = -
x

PROBLEMA 24. Hallar las asintotas de la hipérbola y=a::c+-ll
x

2

PROBLEMA 25. Hallar las asintotas de y = 3’-‘—“3—:"i
x—

RESPUESTAS

1. 4 2. 2 3. -13

4. 12 5. 2/n 6. 0

. n 8. 14 9. 3,2

10. J3/3 11. 3/2 12. 13

13. —c 14. 0 17. —o©

18. 1, ¢ ¥2 19. —© 20. b=6

21. Las asintotas son y =2 aladerecha, y=-2 alaizquierda.
22. Las asintotasson x =2, x=-2, y=x aladerecha, y=-x alaizquierda.
23. La asintota es larecta y=0, oseael eje X.

24. Las asfntotasson x=0, y=a.
25. Las asintotasson x=1, y=2x+5.






Continvidad

7.1 DEFINICION. Continuidad en un punto. Sea f(x) una funcién definida en
todos los puntos x de un intervalo abierto I que contiene al punto a. Decimos que f(x)
es continua en el punto a si se cumple que

lim f(x) = f(a)

x—a

7.2 OBSERVACIONES.

1. Para que la funcién f(x) sea continua en el punto a se requiere, explicitamente,
que se cumplan las tres condiciones siguientes:

i)  f(x) estd definida en el punto a, es decir, existe el valor f(a).

ii) Existe lim f(x), y

x—a

iii) lim f(x) = f(a).

x—a

O también en la notacién de ¢ y 8 : Que exista el valor f(a) y que para todo >0
existaun >0 tal que |x-a|<3 implica |f(x) - f(a)| <e.
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2. Asi, f(x) no serd continua en el punto @ si no se cumple al menos una de las tres

condiciones (i), (ii), o (iii) sefialadas en el pardgrafo anterior, y en tal caso decimos
que la funcién f(x) es discontinua en el punto a.

7.3 DEFINICION. Continuidad en un intervalo abierto. Decimos que f(x) es
continua en un intervalo abierto I si f(x) es continua en cada punto a del intervalo
L

7.4 EJEMPLO 1. Investigar la continuidad de la funcién

senx

si x#0
flx)=1 =

1 si x=0
en cada punto x.
SOLUCION.
(1) Sia=0, entonces lim f(x) = lim enr_Xme. f(a)

xX-a x—-a o a
senx

puesto que f(x)=

cuando x se encuentra préximo al punto a=0 y que
x

senx sena

lim

x—-a x a

por las propiedades de limites.

Luego, f(x) es continua en cada punto a #0.

(2) Consideremos ahora el caso en que a=0. Tenemos:

(i) £(0) =1, por definicién de la funcién f(x) en x=0.

(i) lim Y o1 (resultado establecido en el capitulo de limites).
x50 x
senx -
(iii) lim f(x)=lim =1=f(0), por definicién de f(x), cuando x=#0, y por
x—-0 =0 g
(ii) e (i)

Luego f(x) también es continua en el punto 0.

En conclusién: La funcién dada f(x) es continua en todos los puntos a sin ex-
cepcién.
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EJEMPLO 2. Determinar si cada una de las siguientes funciones es continua en el
punto x=2.
2
2 x" -4 .
x“ -4 : —_— si x»2
@ flx)= @ g(x)={ x-2
x-2
5 si x=2
- -2
x 4 si =22 d si x#2
3 h(x)={ x-2 @ k(x)={|]x-2|
si x=2 1 si x=2
® p(x)= x-
-2
SOLUCION.
(1) f(x) no escontinuaen x =2, pues el valor f(2) no existe.
(2) g(x) noescontinuaen x=2, pues
x®-4
lim g(x) = lim = lim (x+2) =4=25=¢(2) .
2 -2 x-2 x-2
x% -4
(3) h(x) escontinuaen x=2,pues limh(x) = lim =4=h(2).
x2 -2 x-2

(4) k(x) no es continua en x =2, pues no existe lim k(x) ya que de

lim k(x) =

2"

y lim k(x)= lim <=2 = lim
27 lx_ 2| 127 _(x - 2)

x-527

se sigue que

x->2
-2 -2
lim x = lim x (cuando x>2)
x-»2" lx_zl 2" x-92
=lim 1=1 .
x-2*
x-2

(cuando x<2)

lim -1= -1,

2"

lim k(x) # lim k(x), y porlotanto, noexiste lim k(x).

x52 x—2 x—2
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(3) p(x) no es continua en x =2, sea bien por que no existe p(2), o sea bien porque

no existe lim p(x).
2

7.5 PROPIEDADES DE PRESERVACION DE LA CONTINUIDAD

TEOREMA. Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas en el punto a. Entonces
(1) La funcién suma f(x)+ g(x) es continua en a.
(2) La funcién producto f(x).g(x) es continuaen a.

(x)

@ es continua siempre que se cumpla que g(a)=0.
g(x

(3) La funcién cociente

(4) La funcién potencia enésima f(x)" es continua en el punto a.
(5) La funcién raiz enésima %/f(x) es continua en el punto a.

Todas estas propiedades se siguen directamente de las propiedades correspondientes
establecidas para los limites de funciones en el punto a.

FUNCIONES CONTINUAS IMPORTANTES. Son continuas:
1. Lafuncién polinomial b, +b,x+...+b,x™ , en todo punto x.

m
by+bx+..+b x

2. La funcién racional —, en todo punto x donde el denominador

Co+CiX+...+C%
sea #0.

3. Las funciones trigonométricas

a) sen x, en todo punto x

b) cos x, en todo punto x,

T
c) tgx= senx , en todo punto x tal que cosx # 0, o sea en todo punto x # 2kn + —,
cos 9
donde k=0, £1, £2, ...
d) ctgx= cos” , en todo punto x tal que senx =0, o sea en todo punto x = 2k,

senx
donde k=0, 11, £2, ...



Continuidad 175

7.6 TEOREMA. Composicién de funciones continuas. Si f(x) es una funcién
continua en el punto @, y g(x) es una funcién continua en el punto f(e), entonces la
funcién compuesta h(x)= g[f(x)], es una funcién continua en el punto a.

EJEMPLOS.

1. La funcién h(x)= sen(ac2 -2x+ 5) es continua en cada punto x, pues las funciones
f(x)=x>-2x+5, g(x)=senx son continuas,y

h(x) = sen(x2 —2x+5) = g(x2 —2x+5) = g(f(x))

2. La funcién h(x)=sen(cosx2) es continua en cada punto x, pues las funciones

f(x)=x2,‘ g(x)=cosx, h(x)=senx, soncontinuasy

h(x) = sen(cosxz) = h(cosxz) = h[g(xz)] = h{ 8[f(x)]}

7.7 CLASIFICACION DE LAS DISCONTINUIDADES

Hemos dicho que la funcién f(x) es discontinua en el punto a si se cumple al menos
una de las tres condiciones siguientes:

(1) f(x) no estd definida ena,
(2) noexiste lim f(x),

Xa

(8) lim f(x)= f(a) .

X0

Decimos que la funcién f(x) tiene discontinuidad evitable o removible en el punto a si:
i) Existe el nimero real lim f(x), y
x-=a

ii) f(a) no existe o, si f(a) existe, se tiene lim f(x) = f(a).

. f(x) si x*a
(=)= limf(x) si x=a

x—a

En tal caso se define

La nueva funcién f l'(x) resulta ser continua en a y se llama la extension o pro-
longacion continua de f(x) al punto a.
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Decimos que f(x) tiene una discontinuidad de primera clase en el punto a si
existen los limites finitos lim f(x) y lim f(x) y no son iguales los tres valores
x—a

fla), lim f(x) y lim f(x).

(Admitimos la posibilidad de que f(a) no exista). En caso contrario decimos que
f(x) tiene una discontinuidad de segunda clase en el punto a. :

De las definiciones, se sigue inmediatamente que toda discontinuidad removible es
de primera clase.

EJEMPLO 1. Clasificar la discontinuidad de f(x)=2- :csenl en el punto x=0. Si la
x

discontinuidad es removible, definir la prolongacién continua f *(x) de f(x) en el
punto x=0.

SOLUCION. No obstante que f(x) no estd definida en el punto x =0, dicha funcién

tiene una discontinuidad removible (y por lo tanto de primera clase) en el punto x =0.
En efecto, existe

’ 1 1
lim f(x) = lim (2—xsen—) =2-limxsen— = 2-0 = 2,
x—0 x-0 x x-0 x

1 1
ya que lim xsen—=0 se sigue directamente de 0<|xsen—|<|x| y del teorema del
x—0 x x
Sandwich.

La prolongacién continua f*(x) de f(x) en x=0 es dada por:

f(=) si x#0 2—xsén}- si x#0
*oN *( )=
f (x)_{limf(x) si x=0" ° f(x)= x
x50 2 si x=0
, (1+2)% -1 , ,
EJEMPLO 2. La funcién f(x)=-——"—— no estd definida en x =0. Definir f(0) de

2x
manera que f(x) seacontinuaen x=0.

SOLUCION. Puesto que
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limf(x) i (1+2)°-1 (1+x _1 1+6x+15x +30x° +. ) 1

x—0 x50

hm[ +48x 37
x—0

[ i—

podemos definir f(0)=3, yla funcién f(x) es ahora continuaen x=0.

EJEMPLO 3. Determinar la clase de discontinuidad de f(x)= enel punto x=1.

x-1
SOLUCION. La funcién tiene discontinuidad de segunda clase en el punto x =1, pues
lim f(x)=+o , lim f(x)=-w
x-1" x1"

no son limites finitos.

EJEMPLO 4. Sea f(x)=(-1)I¥*!, donde [ ] es la funcién mayor entero. Probar que no
existe lim f(x) y concluir que f(x) tiene una discontinuidad de segunda clase en el
x-0"

punto x=0.

SOLUCION. Por reduccién al absurdo. Supongamos que existe un niimero real L tal
que lim f(x)=L. Entonces, para ¢=1/2 existeun §>0 tal que

x-0"
0<x<d implica |f(x)-L|<¥y2 @)
Elijamos un nimero par 2n tal que i <d.
2n
1 1
Luego se tiene L y LI 3y f[—) =(-)"=(-1) =1, pues ——=2n.
2n 2n+1 2n 12n
1 i2n+1) 2n+1 1 =
f = (-1 =(-)™"" = -1 pues 7—=2n+1,
2n+1
2n+1
y empleando (1)
f[—l-J—-L <-1 0 |1—L|<-1 o -]1<L<-:—3- @)
2n 2 2 2 2
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<}- o |—1—L|<—1- o --§<L<—l 3)
2 2 2 2

as)
2n+1

De (2) y (3) resulta la contradiccién L>0 y L<O0.
Luego, no existe lim f(x), y por lo tanto f(x) tiene una discontinuidad de segunda
x-0*

clase en 0.

7.8 DEFINICION. Continuidad en un intervalo cerrado.

Decimos que la funcién f(x) es continua en un intervalo cerrado [a,b] si:
(1) f(x) estd definida en cada punto x del intervalo.

(2) f(x) es continua en todo punto del intervalo abierto (a, b) es decir lim f(x)=f(c)

x—c

para todo ¢ de (a,b).

(3) f(x) es continua por la derecha en el extremo a, es decir lim f(x)=f(a)
x—a

(4) f(x) escontinua por la izquierda en el extremo b, es decir lim f(x)=f(b) .
x—=b"

<,

—_
®

~

e _————
—_—
&
[ ] SR —— e
~
—_
o
~

=
®
v
>

EJEMPLO 1. Redefinir la funcién

x-1 si 0<x<1
f(x)=1x-1
4 si x=1

para obtener su prolongacién continua en el intervalo cerrado [0, 1].
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SOLUCION. Notemos que si 0<x <1 entonces | | = -1, luego
x-1
-1 si O0sx<1
flz) = { 4 si x=1

(1) f(x) escontinua en el intervalo abierto (0, 1), puessi 0<c <1 entonces

lim f(x) = lim-1 =-1= f(c¢)

X—C
(2) f(x) es continua por la derecha en 0:

lim f(x) = lim -1 =-1=f(0)

x—0 x-0

(3) f(x) no es continua por la izquierda en 1. En efecto,

lim f(x) = lim -1 =-1=4=f(1).

x>1" x—1

La prolongacién continua f*(x) de f(x) a todo el intervalo cerrado [0, 1] es dada
por

. f(x) si O0<x<1
(x)= lim f(x) si x=1
21

0, en forma m4s simple f*(x)=-1 paratodo 0<x<1.

9-x?

EJEMPLO 2. Determinar la continuidad de la funcién g(x)= 5
4-x

en el intervalo

[-2,2].

SOLUCION. Para x=+2 la funcién no estd definida y por lo tanto es discontinua en

los extremos. Estas discontinuidades son de segunda clase pues no son finitos los
limites

2 2

9-x 9-x

=+ lim g(x) = lim

’ = +®
2 x—»-2" x+-2" Y4-x

lim g(x) = lim
x—-2" -2 V4-x

2

. . . 2
Por otra parte,si -2<c¢<2 entonces la funcién es continuaen ¢ pues ¢“ <4 y

lim g(x) = lim JQ—x = JQ_CZ = g(c)

x—>C x=c Y 4'— x2 4—-c¢
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Nota. Una funcién f(x) es continua en el intervalo semiabierto por la derecha [a,b) si
es continua en todo punto x del intervalo abierto (a,b) y ademds es continua por la
derecha en el punto a.

De manera similar se define la continuidad en un intervalo semiabierto por la izqui-
erda (a,b], y también, en intervalos de la forma (a,+ ), (-, a), [a, +®), (-®,a] ¥

en toda recta R = (-, + )

EJEMPLO 3. Determinar los intervalos en los cuales cada una de las siguientes
funciones es continua

M f(x)= ! (2 g(x)=vx’-2x-8

2

x" -9
SOLUCION.
(1) La funcién f(x)= no estd definida en x =13 y por consiguiente es
discontinua en estosxpu;lfos.
Por otra parte, si c=+3 entonces ¢ #9 y lim f(x)=lim 21 . = 21 = f(c),
e e x2-9 -

y por lo tanto f(x) es continua en todo punto c¢ * +3. Concluimos pues que f(x)
es continua en los intervalos (-, 3), (-3,3), (3, + ).

(2) Tenemos que x2-2x-820 o (x—1)229, que es equivalente a x-123 o
x~1<-3,0 tambiéna x24 o x<-2.

Luego g(x) =vVx® -2x-8 estd definida solamente en los intervalos (~=,-2] y
[4,+ ).

Puesto que x> —2x-8>0 si x es un punto de (-o,-2) o de (4,+) tenemos

lim g(x) = lim V2? —2x-8 = Yc?-2¢-8 = g(c) , si ¢ se encuentra en los in-
x—c x—C

tervalos abiertos, y se ve directamente que

lim g(x)=0=g(-2), lim g(x)=0=g(4).

x—>-2" x4

Concluimos pues que g(x) es continua en los intervalos (-w,-2] y [4, +®).
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7.9 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS FUNCIONES CONTINUAS.

TEOREMA. Sea f(x) una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b]. Entonces se
cumple lo siguiente:

(1) f(x) es acotada sobre [a,b]. Es decir, existe un nimero C >0 tal que |f(x)|<C
para todos los puntos del intervalo [a,b].

(2) f(x) tiene un valor mtnimo y un valor mdximo en [a,b]. Es decir, existen puntos
x, y %, en [a,b] tales que f(x,)< f(x)< f(x,), para todos los puntos x del in-
tervalo [a,b].

Designamos con  m = f(x,) = el valor minimo de f(x) en [a,b]
y M =f(x,)= el valor mdximo de f(x) en [a,b]

(3) Teorema del valor intermedio: f(x) toma todos los valores intermedios entre m y
M, esdecir que
i) m<f(x)<M,paratodo x de [a,b], ¥
ii) dado un nimero y cualquiera tal que m < y < M, entonces existe al menos
un x de [a,b] tal que y=f(x)

Nota. En particular, para todo numero y comprendido entre f(a) y f(b), existe al
menos un x de [a,b] tal que y=f(x).

(4) Teorema del cero: Si f(a) y f(b) tienen signos opuestos, entonces existe un
nimero x en el intervalo abierto (a,b) tal que f(x)=0.

Nota. Cualquier x tal que f(x)=0 se llama un cero de la funcién o una raiz de la
ecuacién f(x)=0.

Y
Mp----mop e e g valor méximo
mp------ e GEE R LR LS Rt valor mfnimo
f(a), f(b)
[] ]
' - > X
0| a b

Gréfica de una funcion continua sobre un intervalo cerrado.
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Si f(x) es una funcién continua sobre el intervalo cerrado [a,b] entonces adquiere
valores mdximo y minimo, M y m, respectivamente, y los valores f(x) llenan el in-
tervalo cerrado [m,M].

7.10 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Probar que si f(x), g(x) son funciones continuas en el punto a, entonces

f(=)

las funciones f(x)+g(x), f(x).g(x) y , cuando g(a)= 0, son continuas en a.
g(x

SOLUCION.

(1) Tenemos hm [£(x) ] = hm f(x) + lim g(x) = f(a)+ g(a)

Luego f(x)+ g(x) es continua en a.
(2) Tenemos hm [f g(x] = lim f(x) . lim g(x)  (producto de limites)
=f(a).g(a) (continuidadde f(x) y g(x)en a)

Luego f(x).g(x) es continuaen a.

(3) lim = =29 (cociente de limites, si lim g(x) = 0)
x-a g(x) lim g(x) T-a
= fla (continuidad de f(x) y g(x) ena)
g(a)
f(x)

Luego es continua en a.

g(x)

PROBLEMA 2. Probar que si f(x) es continua en el punto a, entonces las funciones
f(x)* y %f(x) son continuasen a.

SOLUCION.
(1) Tenemos lim f(x)" = [limf(x)] = f(a)". Luego f(x)" escontinuaen a.

x-a x-a

(2) Tenemos lim df (%) = of limf(x J f(a). Luego \"/ f(x) escontinuaen a.

x—=a x—a
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Nota. Como ya se ha dicho en el capitulo de limites asumimos que 1"’ f(a) estd defi-
nido. Es decir que si n es impar, f(a) puede ser cualquier nimero; y que si n es par,
entonces se supone que f(x)20 y por lotanto f(a)20.

PROBLEMA 3. Probar que P(x)=b,+bx+...+b,x™ es una funcién continua en cada
punto a.

SOLUCION. Debemos probar que lim (b, +b,x+...+ b,x") = by+ba+..+b,a", lo
x—a

m

cual ha sido establecido en el problema 22, Seccién 6.3 del capitulo de limites.

Sin embargo, procederemos a dar una demostracién directa de este resultado haciendo
uso de las propiedades de las funciones continuas.

Paso 1. Toda funcién constante f(x)=c escontinuaen a.

Enefecto limc=c=f(a).

x—a
Paso 2. La funcion identidad g(x)=x es continuaen a.

En efecto, se cumple limx=a=g(a), ya que para £>0 existe §=¢>0 tal que
x—a

O0<|t-a|<8 implica |g(x)—g(a)| =|x-a|<d=¢.

Paso3. b +bx+...+b x" es continua en a. En efecto, las funciones by, b;x, ..., b,x"
son continuas en a por ser productos de funciones constantes y g(x)=x.

Luego, b, +b,x+...+b,x" es una funcién continua, por ser suma de funciones conti-
nuas.

by +bx+...+b x"
PROBLEMA 4. Probar que la funcién racional R(x)=— ik ”‘xn es continua
Co + c\x +...+ c,x

en todos los puntos en los que el denominador no se anule.

SOLUCION. Las funciones polinomiales

P(x)-:bo +blx+...+bmxm y Q(x):co+clx+...+c x

son continuas en todo punto a, por el problema 3.
P(x)

Q(x

Luego, la funcién cociente R(x)= es continua en todo punto a tal que

Q(a) # 0, por el problema 1.
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PROBLEMA 5. Probar que si f(x) es continua en a entonces |f(x) es una funcién
continua en a.

SOLUCION. Tenemos

lgx; |f (x)! = Ialcl—?: f(x)l (por el problema 25, Seccién 6.3)
=|f(a)| (continuidad de f(x) en a) A

Luego, |f(x)| es continua en a.

PROBLEMA 6. Hallar los puntos de discontinuidad de cada una de las siguientes
funciones:

x*+5x+6 : 7
X tor+® si x#-2 [3x+7] si x#-1
M flzx)={ x+2 ”‘ @ g(x)= | :
3 si x=-2 81 ¥=-3

2x+1 si x<1
(8) h(x)={ 4-3x si 1<x<2

x-4 si 2<x
SOLUCION.

2
(1) Puesto que la funcién racional i—tiﬂ es continua en todo punto x tal que
x+2

x+2#0, tenemos que f(x) es continua en cada x#-2.

Por otra parte,
2
-2 -2 x+2 x—>-2 x+2 -2

Y como f(-2)=3, tenemos lim f(x)# f(-2). Concluimos que -2 es el nico

x—>-2

punto de discontinuidad de f(x).

(2) La funcién [3x+7| es continua en todo punto por ser el valor absoluto de la
funci6én continua 8x+7. Luego, g(x) es continua en todo punto x = -3

Por otra parte, lim g(x) = lim |3x+7| = |3(——§-)+7| =0
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y como g(-%)=2, tenemos que lin}’ g(x) = g(—%). Por lo tanto, g(x) es dis-

X —
3

continua en el punto -7/3.

(3) La funcién h(x) es continua en todo punto x=1, 2, por ser igual a funciones
polinomiales, las que, segiin sabemos, son continuas en todo punto.

Continuidad en el punto x=1.
Calculamos los limites lateralesen x=1:

lim h(x) = lim (2x+3) = 2(1)+3 = 5,

x=-1 21"
lim h(x) = lim (4-3x) = 4-3(1) = 2,
x1° x+1°

y lim h(x)= lim h(x). Luego, h(x) es discontinua en el punto x=1

=1 1"

ya que no existe lim h(x) .
x—1

Continuidad en el punto x=2.

Calculamos los limites laterales en x = 2:
lim h(x) = lim (4-3x) = 4-3(2) = -2
x—+2" 2"

lim A(x) = lim (x-4)=2-4=-2.

z2° 2"
Luego, existe limh(x)=-2 y como h(2)=2-4=-2
x—2

se tiene que  lim k(x)=h(2),

x—2
y por lo tanto k(x) es continua en el punto x=2.

En resumen, el unico punto de discontinuidad de A(x) es x=1.

RESPUESTA.

D x=-2 para la funcién f(x).
(2) x=-17/3 paralafuncién g(x).
@ x=1 para la funcién h(x).
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PROBLEMA 7. Hallar todos los puntos de discontinuidad de la funcién mayor entero
[x] (o funcién parte entera de x ).

SOLUCION. Por definicién se tiene [x]=n si n<x<n+1,n esun nimero entero.
Sea a talque n<a<n+1.
Caso 1. Si n<a<n+1 entonces

[x] = n = funcién constante de n en el intervalo abierto (n, n+1).

Y como toda funcién constante es continua en cada punto, concluimos que [x] es
continua en cada puntoa talque n<a<n+1.

Caso 2. a=n.
Calculamos los limites laterales

lim [x] = lim (r-1)=n-1 (pues si n —~1< x <n, entonces [xf=n-1)
x-rn x—n -
lim [x] = lim n = n (pues si n <x <n+1, entonces [x]=n).
x—n x—n
Como lim [x] = lixq [x] , no existe lim[x], y la funcién {x] es discontinua en
x—n x-n x—-n
a=n.

Luego [[x] es discontinua en cada entero n.

PROBLEMA 8. Definir cada una siguientes funciones en el punto indicado de manera
que resulte ser continua en dicho punto.

, 3, _ 3 -
2+J; 2 (2) g(x):.—f.’-_l-—l ena=0

1) f(x)=—————, ena=8 ,
x-8 x

SOLUCION. Basta calcular los limites de las funciones dadas cuando x =a y definir
las funciones en el punto a con valor igual a tales limites.

(1) Tenemos

) Je+¥x-2 (2+§/;)'22
lim f(x). = lim Y2572 - lim —
xl—l)l;f(x) X8 x-8 %8 (x—8)( 2,‘_%4.2)

lim Yz -2
=8 (U7 -2)(a 4285 42 ¥z +2)
1 1 1

= lim = —
x-8

(W+2§/;+4)(‘/§:3—J;+2) (4+4+4)(2+2) 48
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Y asi definimos f(8) = 1/48

para que f(x) seacontinuaen x=8.

(2) Tenemos

limg(x)_ﬁmsxn—l_hm (x+1)-1°
-0 -0 x =0 an (x+1)° +M+1)
30 ﬁ(:aul)2 +‘3/(x+1)+1 1+1+1 3

Y asi definimos  f(0)=¥/3,

para que la funcién g(x) sea continuaen x=0.

PROBLEMA 9. Hallar los puntos de discontinuidad de la funcién
| x-l=l| si [x] es par

o]

| x-fx+1}| si [x] esimpar.

SOLUCION. En primer lugar, vamos a obtener una expresi6n més simple de la funcién

f(x)-
Caso 1. [x]=par=2n.
Entonces 2n<x<2n+1 y f(x)=|x-[x}|=|c-2n|=x-2n.
Caso 2. [x]=impar=2n-1.
Entonces 2n-1<x<2n, 2n<x+1<2n+1 y,

f(x) =|x-[x+1]] = |x-2n| = 2n—x pues x<2n.
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En resumen f(x)=x-2n si 2n<x<2n+1,y

f(x)=2n-x si 2r-1<x<2n , de donde concluimos que
f(x) es continua en cada punto de los intervalos abiertos (2r, 2n+1) y (2n-1, 2n)
para todo entero n.

Continuidad en un nimero par 2n.

Calculamos los limites laterales

lim f(x) = lim (2n-x) (pues 2n-1<x<2n, cuando x—»2n")
x-2n" x-2n"
=2n-2n=0
lim f(x) = lim (x-2n) (pues 2n<x<2n+1, cuando x—2n")
x—2n" x-2n*
=2n-2n=0.

Luego lim f(x)=0=f(2n), lo que prueba que f(x) es continuaen 2n.

x—2n
Continuidad en un nimero impar 2n - 1.
Tenemos lim f(x)= lim [x-(2n—2)]
x-(2n-1)" x—(2n-1)"

(pues 2n-2<x<2n-1, cuando x—(2rn-1)")
=2n-(2n-1)=1.

Luego lim f(x) =1= f(2n-1), y por lo tanto f(x) es continua en el punto

x—>2n-1

2n-1.

PROBLEMA 10. Hallar los intervalos en los cuales las siguientes funciones son con-
tinuas
2
1) f(1)=—2£+— 2) g(x)=1-x+[x]-[1-x]

x°-Tx+6
SOLUCION.

(1) Puesto que f(x) es una funcién racional, sabemos que es una funcién continua en

todos los puntos x tales que 22 -Tx+6=0.
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De x*-7x+6=(x-6)(x-1)=0 vemos que x=1, 6, son los tinicos puntos que
anulan el denominador de f(x). Luego la funcién f(x) es continua en los interva-
los abiertos (-0, 1), (1,6) y (6, + ).

(2) Simplificamos la expresién dada de g(x).
Si [x]=n, entonces n<x<n+1, -n-1<-x<-n y -n<l-x<1l-n.

-n 8i —n<l-x<1l-n o n<x<n+1

1-n si l-x=1-n 0 x=n.

Luego [1-x] = {
Y por lo tanto,si n<x<n+1 tenemos

f(x) =1-x+[x]-[1-x] = 1-x+n—-(-n) = 1-x+2n;
ysi x=n, tenemos

f(x) = 1-x+[x]-[1-x] = 1-n+n-(1-n) = n.

Enresumen, f(x)=1-x+2n si n<x<n+ly f(x)=n si x=n.
Se sigue pues que f(x) es continua en cada intervalo abierto (n,n +1).
Continuidad en el punto n. Calculamos los limites laterales

lim f(x) = lim (1-x+2(n-1)) (pues n-1<x<n cuando x—n~)
x—-n x—n

=1-n+2(n-1) =n-1,

lim f(x) = lim (1-x+2n) (pues n<x<n+1 cuando x—n")

x—n* x»n"
=1-n+2n=1+n,

y puesto que f(n)=n= lim f(x), lim f(x), concluimos que f(x) es continua so-
x-n x—-n

lamente en cada intervalo abierto (n,n +1).

PROBLEMA 11. Determinar si la funcién
f(x)=2x-1 si x<2 y  f(x)=x"-3 i x>2
es continua en los siguientes intervalos:

1) (~w,2] @ (0,4) @ [2,5) @ (2.5)
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SOLUCION.
(1) Sfi, porque f(x)=2x-1 esuna funcién continua en toda la recta.

(2) f(x) escontinua en cada puntoatalque 0<a<2 o 2<a<4, pero

lim f(x) = lim (2x-1) = 2(2)-1=3
12

x—27
lim f(x) = lim («*-~3) = (2)’-38 =1
2" 2"

de donde se sigue que no existe lim f(x), y por lo tanto, que f(x) no es continua

-2
en x=2.
Luego, la funcién no es continua en el intervalo abierto (0, 4).
(3) Puesto que lim f(x) = lim (xz -3) =1,
x—2" x-2"

se tiene que lim f(x) # f(2), y por lo tanto f(x) no es continua en el intervalo
x—2"
[2,5).

(4) Puesto que f(x):x2 -3 para x>2, concluimos que f(x) es continua en el
intervalo abierto [2,5).

PROBLEMA 12. Hallar los valores de A y B para que sea continua la funcién

x+2A x<-2
f(x)=43Ax+B -2<x<1
3x-2B 1<x

SOLUCION.

La funcién f(x) es evidentemente continua en todos los puntos x= -2, 1.

Asi, solamente debemos exigir la condicién de continuidad en los puntos x = -2, 1.
Para la continuidad de f(x) en x=-2 tenemos

lim f(x) = lim f(x) = f(-2) o lim (x+2A) = lim (34x+B) = ~6A+B,

x—-2" x—>-2* x—5-2" x—>-2*
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-2+2A=-6A+B, quedalaecuacion 8A-B=2 (1)
Similarmente, para la continuidad de f(x) en x=1 tenemos

lim f(x) = lim f(x) =f(1) o lim (3Ax+B) = lim (3x-2B) =3A+B,
x—=1" x1" X x=1" x—»1"

3A+B=3-2B, quedalaecuaciéln A+B=1 2)

Resolviendo (1) y (2) obtenemos A=1/3 y B=2/3.

PROBLEMA 13. Probar que la funcién

{1 si x es un numero racional

0 si x es un nimero irracional,

no es continua en ningin punto.

SOLUCION. Suponemos conocido el hecho de que entre dos nmimeros cualesquiera
siempre existen mimeros racionales e irracionales. Razonemos por reduccién al
absurdo. Supongamos que exista un punto a tal que f(x) escontinua en a, o sea que

se cumple que lim f(x) = f(a).

x—=a
Entonces para ¢=1/2 existeun §>0 tal que |x—-a]|<3 implica |f(x) - f(a)l <12
Elijamos un niimero racional r y un mimero irracional i tales que

a<r<a+d y a<i<a+d.
Luego If(r)—f(a)l =|1—f(a)| <12 o
y |[F()- f(a) =|0- f(a) < Y2 @

Entonces (1) es equivalentea 1-1/2<f(a)<1+¥2 o 1/2<f(a)<3/2

y (2) es equivalente a -1/2< f(a) < 1/2 . Asf obtenemos la contradiccién Y2< f(a) y
fla) < V2.

Luego f(x) no es continua en ningiin punto.

PROBLEMA 14. Dar ejemplos de dos funciones discontinuas tales que la suma y el
producto de las mismas sean funciones continuas.
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SOLUCION. Sea f(x) la funcién discontinua dada en el problema 13.

Tomemos g(x)=1-f(x). Entonces g(x) también es discontinua, ya que si fuese
continua, la funcién 1- g(x)=1- [1 -f (x)] =f(x) seria continua.

Por otra parte, tenemos que

f(x)+g(x) = f(x) +[1— f(x)] = 1 = funcién constante,
que es una funcién continua, y

f(x).g(x) = f(x).(1- f(x)) = 0 = funcién constante,
pues si x es un nimero racional entonces f(x)=1y 1-f(x)=0,

y por lo tanto f(x).g(x)=0; y si x es un nimero irracional, entonces f(x)=0, y
también obtenemos f(x).g(x)=0. Luego f(x).g(x) es una funcién continua.

PROBLEMA 15. Probar que las funciones senx y cosx son continuas.

SOLUCION. Debemos probar que limsenx=sena y limcosx =cosa.

x—a xX—-a
Estos dos resultados fueron establecidos en el ejemplo 5 de la seccién 6.3.
Luego senx y cosx son funciones continuas en todo punto a.

PROBLEMA 16. Composicién de funciones continuas.

Probar que si f(x) es continua en el punto a y g(x) es continua en el punto f(a),
entonces la funcién h(x)= g(f(x)) es continua en el punto a.

SOLUCION. Debemos probar que lim g(f(x)) = g(f(a)).

x—a

Sea £>0
Paso 1. Por la continuidad de g(y) en f(a), existeun 5, >0 tal que
|y-fla) <8, implica |g(y)-g(f(a))|< €

Paso 2. Por la continuidad de f(x) en a, para 5, >0 existe un 5> 0 tal que [x-a|<3
implica |f(x)- f(a)|<8,.

Luego, si |x—a|<3 entonces If(x) - f(a)| <8, , por el paso 1, y a su vez
|f(x)-f(a) <8, implica | g(f(x))-&(r (a))l <& por el paso 2.



Continuidad 193

Asi hemos probado que lim g(f(x)) = g(f(a)) .

x—a

y por lo tanto, que g(f(x)) es continua en el punto a.

PROBLEMA 17. Sean las funciones

Fa)=20 y g(x)=vx

x-1

Hallar todos los puntos en los cuales la funcién compuesta g(f(x)) es continua.

SOLUCION.
x+1

La funcién y=f(x)= es continua en todos los puntos x = 1.

x-1

La funcién g(y)=[y es continua en todos los puntos y>0.

Luego, por el problema 16, la funcién compuesta g( f (x)) es continua en todos los pun-

x+1
tos x = 1 tales que f(x)20. Estos puntos son los que satisfacen >0, esto es, los
x-1

puntos del conjunto (-, - 1] U (1, + )

PROBLEMA 18. Determinar la continuidad de
_ ]
==

x° -1

f(=)

, enelintervalo cerrado [-1,1].

SOLUCION. La funcién no estd definida en los extremos —1, 1 . Vamos a obtener una
expresién méds simple de la funcién f(x).

Si -1<x<0 entonces [x]=-1, 0<x’<1 y [x*]=0,

0-(-1)° 1 "
luego f(x) = 2, =-— . Ysi 0<x<1, entonces [x]=0,0<x"<1 y
x° - x5 -

[x*]=0, luego f(x)=0.

En resumen, f(x) = - si ~-1<x<0; y f(x)=0, de otra manera.

x2—1

De tal expresién, concluimos que f(x) es continua en todos los puntos de los inter-
valos (-10) y (0,1). :
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Continuidad en 0. Calculamos los limites laterales

lim f(x) = lim - 21 =1
x20" =00 x% -1
y lim f(x) = lim 0=0.

0" 20"

Luego, no existe limf(x) y la funcién no es continua en el punto 0.
x>0

Continuidad en -1. Tenemos lim f(x) = lim - 21
(-1 =17 x" -1

= 400,
Asf, f(x) tiene una discontinuidad de segunda clase en x = ~1.

Continuidad en 1. Tenemos lim f(x)= lim 0 =0 y por lo tanto en el punto

21" x=1
x =1, lafuncién f(x) tiene una discontinuidad removible.

PROBLEMA 19. Teorema del cero.

Probar que si f(x) es una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y f(x)
cambia de signo en los extremos, entonces existe un nimero x en el intervalo abierto
(a,b) talque f(x)=0.

SOLUCION.

f(x) cambia de signo en los extremos si f(a).f(b)<0 osi f(a)>0 y f(b)<0, o
f(a)<0 y f(b)>0.

En ambos casos, el niimero 0 se encuentra comprendido entre los valores f(a) y f(b)

y por el teorema del valor intermedio, existe un nimero x en [a, b] tal que f(x)=0.
Puesto que f(a) y f(b)#0 , el nimero x se encuentra en el intervalo abierto (a,b).

PROBLEMA 20. Probar que %2 —3x + 1=0 tiene una raiz real en el intervalo (L2).

SOLUCION. Consideremos la funcién continua f(x)=x’-3x+1 sobre el intervalo

cerrado [1,2].
Esta funcién cambia de signo en los extremos.
En efecto, f(1)=(1)*-3(1)+1=-1

y f(2)=(2)° -3(2)+1=3.
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luego, por el teorema del cero, existe al menos un numero tal que

1<x<2 y f(x)=0, osea x°-3x+1=0.
Asf la ecuacién x*-3x+1=0

tiene una raiz real en el intervalo abierto (1,2).

PROBLEMA 21. Probar que todo polinomio p(x) de grado impar tiene una rafz real.

SOLUCION. Sea p(x) = b, x™ +b, " ' +.. +b, donde b, >0 y m es un nimero
impar. '

Tenemos lim p(x) =+ @)
X+
y lim p(x)=-c 2)
b, + L + +b—a
Estos resultados se siguende  p(x) = x i x,
?n—
lim (bm + On1 +...+£°—] =b,>0,
x—»+00 x xm

1
lim — =0, através de valores positivos,
X-3+0 g

1
y lim — =0, através de valores negativos, pues m es impar.
X——-00 xm

De (2) se sigue que existe un niimero a <0 tal que p(a)<O0, y de (1), que existe un
nimero >0 tal que p(b)>0.

Luego p(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] y cambia de signo en los extre-
mos y entonces, por el teorema del cero existe un niimerox en (a,b) tal que p(x)=0.

PROBLEMA 22. Sea n un nimero entero. Probar que '
m lim tgx = -, lim tgx =+
x-»(mu-ﬁ) x-)(mu»i)

2 2

(2) Probar que existen infinitos niimeros reales x talesque tgx=x.
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SOLUCION.
(1) Si x>nn+n/2 escribimos x=nn+n/2+h , con h>0.
senx _ sen(nm+n/2+h)  (-1)"cosh  cosh

y tgx= = = = - ,
cosx  cos(nm+n/2+h) ~(-1)"sen h sen h

donde hemos empleado

sen(nm+n/2+h) = sen(nn +n/2) cos h +cos(nn + n/2) sen h ,

cos(nn +n/2+h) = cos(nn +n/2) cos h—sen(nn +n/2) sen h ,

con sen(nn +n/2)=(-1)" y cos(nn+n/2)=0.
Luego lim tgx = lim —cosh __ ,
) >0+ senh
:c—-)(mw-—z-]
pues lim (-cosh)=-1 y limsenh =0, senh >0,
h0* h—>0*

a través de valores positivos de h.

En forma andloga, si x<nn+n/2 hacemos x=nn+n/2+h con h<O.

. . —cosh
Luego hmx_tgx-hlf(x))_m_+oo,
x—»(mw-z-)
pues lim (-cosh)=-1 'y limsenh=0, senh <0
h—0" b0

a través de valores negativos de h.

(2) Fijemos un nimero entero n. Probaremos que en el intervalo abierto

3
(n1t+-1£, n1t+—1c) existe un nimero x tal que tg x =x.
2 2

Por la parte (1) tenemos lim [tgx-x] = —oo—(mwg) = -

T
X=>| AR+~

. . 3
y lim _[tgx—x]=+oo—(nn+gn] =400 .

x—;[nm——-x
2

n 3n
Luego, la funcién tg x —x cambia de signo en el intervalo nn+—<x<nm+ —2—
2
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Y como es continua, por el teorema del cero existe un x en dicho intervalo tal que

tgx-x=0.

. . . . n 3n
Asi, hemos probado que existe un mimero x en el intervalo (nn +—, nn +—]

2
talque tgx=x .

2

Finalmente, puesto que en cada intervalo (nn + —;—, nn+ %n), n=0,t1,+2,43, ...,

hay nimeros x tales que tgx=x, concluimos que existen infinitos x con esta

propiedad.

PROBLEMA 23. Sea f(x) una funcién definida en todo nuimero real y tal que

flx+y)=f(x)+f(y)

Si f(x) escontinua en el punto O probar que f(x) es continua en todo a.

SOLUCION. Debemos probar que lim f(x)= f(a).

x—-a

Haciendo el cambio de variable x=a + h, tenemos
lim f(x) = Jim fla+h) = Jim fa)+}imf(k) = f(a)+(0) = f(a).

Luego limf(x)=f(a), yasi f(x) escontinuaena.
x—-a

PROBLEMA 24. Si f(x) es una funci6n tal que

(1) f(x) es continua en ceroy

(2) f(x+y)=f(x).f(y), probarque f(x) es continua en todo punto a.
SOLUCION. Haciendo x=a+h tenemos

lim f(x) = lim fla+h) = }'i-?sf(a).f(h) = f(a).f(0) = f(a+0) = f(a),

x—>a h—0

y asi, f(x) es continua en el punto a.

PROBLEMA 25. Probar quesi f(x) y g(x) son dos funciones continuas en el punto a,

entonces la funcién M(x) = maximo{f(x),g(x)} es continua en el punto a.
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SOLUCION. Por definicién M(x)=f(x) si f(x)zg(x) v,
g

Debemos probar que lim M(x) = M(a)
x-a
Sea ¢ > 0. Entonces
(1) Existeun 5,>0 talque |x-a|<35, implica |[f(x)-f(a)<e o
fla)-e<f(x)<f(a)+e, (porlacontinuidadde f(x) ena .)

(2) Existeun 3,>0 talque |x-a|<3, implica |g(x)-g(a)|<e o
g(a)-e<g(x)<g(a)+e, (porlacontinuidad de g(x) ena .)

Tomemos & = minimo {81,82} > 0. Luego, de las relaciones (1) y (2) se sigue que si
|x-a|<8 entonces f(a)~e<f(x)<f(a)+e, g(a)-e<g(x)<g(a)+e yporlotanto

M(a)-¢ = mdx{f(a),g(a)}-¢
< méx{f(x), g(x)} = M(x)
< méx{f(a),g(a)} +c=M(a)+¢
Asf, |x-a|<8 implica |M(x)-M(a)<e,

y por lo tanto hemos demostrado que limM(x)=M(a). Luego M(x) es continua en
x-a

a.
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:1)em'uacio’n Y

3 unciones 5 émenfaéd

8.1 DERIVADA DE UNA FUNCION. Sea y=f(x) una funcién definida en cada
punto del intervalo abierto I. Decimos que f(x) es diferenciable (o derivable) en un
puntox de I siexiste

lim _f_(_x_:_h)_—&ﬂ

h—0 h

af

d

En este caso, dicho limite se designa por —, f ‘(x), —(x) o D, f(x),ysellama la
dx dx

derivada de f(x) en el punto x. Por definicién se tiene entonces que

d , d _ f(x+h)-f(x)
L = i) = L) = Dif(e) = fimg LEXHIE)

Si la derivada f'(x) existe para cada x de I, la funcién f'(x) se llama la derivada de
la funcién f(x); y decimos que f(x) es diferenciable en todo el intervalo I.

El valor de la derivada de y en el punto a se suele denotar con

L@-[Z] - re- v - e,
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8.2 REGLA PARA CALCULAR LA DERIVADA EN UN PUNTO.

De la definicién f(x) = lim ﬂi‘iﬁh)“ﬂ - i [letax)-f(x)
-0 Ax—0 Ax

podemos extraer la siguiente regla para calcular la derivada de f (x) enel punto x.

, donde Ax=h,

Paso 1. Se suma a la variable x un incremento Ax =0,y se calcula el valor f(x+Ax).

Paso 2. Se forma el incremento Ay de la funcién correspondiente al incremento Ax
de la variable x, es decir, se calcula la diferencia Ay = f(x + Ax) - f(x).

Paso 3. Se divide ambos miembros entre el incremento de la variable x
Ay flx+Aax)-f(x)
Ax Ax

Paso4. Secalcula lim ﬁ
Ax—0 Ax

Por definicién, el limite resultante es f'(x), la derivada de f(x) enx.

EJEMPLO. Hallar la derivada de y= 3x% +x-5 enel punto x.

SOLUCION. Escribimos f(x)=3x" +x-5 .

Paso 1. f(x+Ax)=3(x+Ax)* +(x+Ax)-5=3x" +6x.Ax+3(Ax)’ +x+Ax-5

Paso2. Ay=f(x+Ax)-f(x) = [3:»52 +6x.Ax + 3(Ax)’ +3(:+A.7c—5]—[3x2 +x-—5]
= 6x.Ax +3(Ax)’ +Ax.

A
Paso 3. —y=6.1c+3Ax+1.
Ax

Paso4. lim & = 6x+1. Luego —‘-il=6x+1.
dx

Ax-0 Ax

8.3 INTERPRETACION GEOMETRICA DE LA DERIVADA. Recta tangente a una
curva.

La derivada f'(x) puede ser interpretada como la pendiente de la recta tangente a la
curva y=f(x) en el punto (x,f(x)). En efecto, consideremos un punto P =(x,f(x))
de la gréfica de y=f(x).
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Y A . y = f(x)

1
t
t
1

Ll S

Para un incremento Ax se obtiene el punto @ =(x +Ax, f(x + Ax)) de la grifica de la
curva, y la recta secante S que pasa por P y @ tiene pendiente

By f(x+Ax)-f(x)

Ax Ax

mq

Fijemos el punto P y hagamos que Ax tienda hacia cero. Entonces el punto @ se
aproxima al punto P y la recta secante S, gira al rededor del punto P. Si esta recta

secante S, tiende a una posicién limite 7, entonces consideramos a la recta T como la
recta tangente a la curva en el punto P.

Ahora bien, puesto que el punto P y la pendiente m, determinan completamente a la
recta secante SQ para que ésta se aproxime a una posicién limite, y ya que P estd
fijo, bastard que exista

y tomar este nimero como la pendiente de T.
Con esta discusién procedemos a dar las siguientes definiciones.
Dada la funcién y=f(x), llamamos recta tangente a la curva y=f(x) en x, (oa la
grdfica de f(x) en el punto (xl, f (xl)) alarecta T que cumple las dos condiciones
siguientes:

T pasa por (xl,f(xl)) ,
y T tiene pendiente f'(x,).
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T;l_'_f.(ﬁll=f'(

x“'xl

Es decir, T es la recta cuya ecuacién es x,).

Se llama recta normal a la curva y=f(x) en x, (o a lagrdfica de f(x) en el punto

(xl, f (xl)) alarecta N que cumple las dos condiciones siguientes:

N pasa por (xl,f(xl)) ,

y N es perpendicular a la recta tangente a la curva en el punto (x L f(x 1)) .

Es decir, N tiene pendiente - y su ecuacién es

f xl)

N: J'_f(xx) - _ 1

EJEMPLO. Hallar las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la pardbola
y= 2x*> - 8x+5 enel punto P, donde la pendiente de la normal es - 1/4.

SOLUCION. Escribimos f(x)=2x-8x+5.
En primer lugar debemos calcular la derivada f'(x).
Paso 1. f(x+Ax) = 2(x + Ax)’ —8(x + Ax)+5
= 2x” +4x.Ax +2(Ax)’ -8x-8Ax +5.
Paso2. Ay=f(x+Ax)-f(x) = [2x2 +4x.Ax+2(Ax) —8x-8Ax + 5] - [2x2 -8x+ 5]

= 4x.Ax +2(Ax)® - 8Ax

Paso 3. —A—y-=4x+2Ax—8.

Ax

' by '
Paso4. f'(x) = lim — = 4x-8. Luego f'(x)=4x-8.

Ax—0 Ax

Hallamos el punto P = (xl, f (xl)) en el cual la recta normal tiene pendiente -1/4:

1
f'(x,)

y f(x)=f(3)=2(3)*-8(3)+5=-1.

=-14 o fr)=4 o 4x,-8=4 o x,=3,
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Luego, la recta tangente a la curvaen P=(3,-1) es

3
=f’(3)=4 o y=4x+7,
x+1

y la recta normal a la curvaen (3,-1) es

y-3 1 1 11
=—— o y=——X4— .
4 4

x+1 4

8.4 PROBLEMAS RESUELTOS.

Hallar las derivadas de las siguientes funciones

PROBLEMA 1.
3
-1 4
1) y:mx+b 2) y=x 3) y_—___é_
) x x
4) y=(Ax+B)(Cx+D) 5 y=x"
SOLUCION.

1) Tenemos y=mx+b, y+Ay=m(x+Ax)+b,

Ay = [m(x+Ax)+b]—[mx+b] = mAx .

Ay
= m, yaque m esconstante.

Luego — = lim
dx Ax—0 Ax
) -1 (x+Ax)3—1
2) Setiene y-= , ytAys=-—"""—".
x x+Ax

(x+ax)’-1 x°-1

Luego Ay=
x+Ax x

x[x3 +3x% Ax +3x(Ax)? +(Ax)® - 1] ~(x+ Aac)(x3 - l)

- x(x + Ax)
2x° . Ax + 3x2(Ax)2 + (A.ac)3 +Ax

x(x + Ax)
Ay 2x° +3x% Ax+x(Ax) +1
y —_— = .

Ax x(x +Ax)
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3)

4)

5)

Tomando limites obtenemos

4
Tenemns y=-—, y+Ay=- 5 -
x (x+ Ax)

v 4 { 4} ) 4[x2—(x+Ax)2]
_(x+Ax)2 L) x*(x +Ax)?

Luego Ay

4[x2—x2-—2x.Ax—(Ax)2] ) 4[2x.Ax+(Ax)2}

x*(x + Ax)? x*(x +Ax)’
Ay  4(2x+Ax) '

Ax x? (x + Ax)? '

Tomando limites resulta

Tenemos y=(Ax+B)(Cx+D), y+Ay = [A(x+Ax)+B] [C(x+Ax)+D] .

Luego Ay = 2ACx.Ax + AC(Ax)? + AD.Ax + BC.Ax

Ay
Ax

2ACx+AC.Ax+ AD + BC .

y

d
Tomando limites se tiene ac A lim ﬂ = 2ACx+ AD + BC .

dx Ax-0 Ax
Tenemos y=x", y+Ay=(x+Ax)" .
y y

Luego
n(n-1)
2

Ay =(x+Ax)"-x" = [x"+ nx""' Ax +

- -1) A -
=nx""' . Ax + n{n )x 2.(A%)? + ...+ nx(Ax)" " + (Ax)"

2
A - -1
by i n(n-])

Ax 2

"2 Ax+...+nx(ax)"? +(ax)" " .

Tomando limites obtenemos

x"2.(Ax) 2+ ...+ nx(Ax)" '+ (Ax)nJ -x

n
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PROBLEMA 2. Hallar la derivadade y=+x .
SOLUCION. Tenemos y=+x, y+Ay= ,/x +Ax .

- A
Luego Ay = Jxrdx -x = (x+Ax)-x _ x
,/x+Ax+J; ‘/x+Ax+«/;

y Ay 1
Ax ,/x+Ax +J;
d A 1 1
Por lo tanto A li A =

m = = .
dx a0 Ax  Jr+dx  2Vx

| o 1
PROBLEMA 3. Sea f(x)={* "3 st x=0

0 six=0
Hallar £'(0) .
SOLUCION. Tenemos x=0, f(0)=0, f(0+Ax)=(Ax)’ sen = .

Ax
Luego Ay = f(0+Ax)-f(0) = (AJc)a.seni
Ax
y L _ (Ax)z.sen—l— .
Ax Ax

Tomando limites cuaando Ax — 0 obtenemos

A 1
£/(0) = lim L = lim (Ax)’.sen— = 0,
Ax—-0 Ax Ax—0 , Ax

1
(Ax)?.sen —
Ax

1
sen —
Ax

Puesto que de <1 se sigue que

Ax >0 .

PROBLEMA 4. Hallar la derivada de la funcién y=tg x.

SOLUCION. Tenemos y=tgx, y+Ay=tg(x+Ax).
-tg A
Luego Ay:tg(x-q-Ax)_tgx:M_i_tgx
1-tg x.tg Ax

2
_ tg x - tg Ax - tg x + tg” x. tg Ax _ tgax (1+tg x)

1-tgx.tg Ax 1-tgx.tg Ax

< (Ax)* >0 cuando



206

Ay tgAax  1+tghx

y . .
Ax Ax 1-tgx.tg Ax
Ahora bien lim tgAxr = kim =22% _ 0 _
Ax—0 Ax—>0 cosAx 1
sen Ax
. tgAx . 1
lim g = lim Ax = - =1,
Ax—0  Ax Ax>0 cosAx 1
d A tg A tg?
y por lo tanto D - tim 2 - lim 2% lim _lrtg x|
dx Ax—>0 Ax Ax—>0  Ax ax-0 1-tgx.tg Ax

1+tgZx = sec?x.

PROBLEMA 5. Hallar las rectas tangente y normal a la curva y=senx en el punto
(r,0).

SOLUCION. En primer lugar calculamos la derivada de y =senx

Ay = (y+Ay)-y = sen(x+Ax)-senx = senx.cosAx +senAx.cos Ax —senx
Ay (1-cosAx) senAx
— = —senx —— + COSX . .
Ax Ax Ax
Ahora bien
2
2 Ax Ax
1 cosAx 2 sen ? . sen ?
1 =1 = lim — =01=0
Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax—>0 Q2 éﬁ
2
senAx
y lim = 1.
Ax—>0 x
d A 1-cosAx . senAx
Por lo tanto se tiene 2 - lim 2 o _senx.lim ———"" + cosx. lim
Ax-0 Ax Ax—0 Ax Ax—>0  Ax

- (senx)(0) + (cosx)(1) = cosx .

Asi ﬂ(sxen Xx)=cosx .

dx
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La recta tangente en el punto (7, 0) es

y_Oz——(senx)(n)=cos1t=—1 0 y=-x+m,
x-n
y-0
y la recta normal en el punto (n, 0) es =1 o y=x-mx.
xX-n
. 1
PROBLEMA 6. Hallar las pendientes de las tangentes a las curvas y=—— e
x-1

y =x>-2x+1 en el punto en que se intersecan. jCudl es el dngulo entre estas
tangentes? '

SOLUCION.

(1) Determinamos el punto de interseccion.

Tenemos =x?-2x+1=(x-1)7°,

x-1

dedonde 1=(x-1% y x=2,

1
yporlotanto y=——=1.
2-1

Luego (2, 1) es el punto en el que las dos curvas se intersecan.

(2) Calculamos la derivada de y=

x-1
Ay = 1 1 (x-1)-(x+Ax-1) Ax
(x+Ax)-1 x-1 (x+Ax-1)(x-1) (x+Ax-1)(x-1)
Por lo tanto i( 1 ]: limé‘-}l = - 1 7 -
dx\x-1 Ax-0 Ax (x-1)

(4) Calculamos la derivada de y= x®-2x+1.

Tenemos y= x-2x+1

y+hy = (x+Ax)’ -2 (x+Ax)+ 1
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Ay = [(x+Ax)2 ~2(x+Ax) + 1] - [#* 22+ 1] = 2x.Ax +(Ax)? - 24x

A
Y ox+Ax-2.
Ax
o d; o . Ay
Tomando limites obtenemos —(x -2x + 1) = lim — = 2x-2.
Ax—=0 Ax
(5) Sea m, la pendiente de la tangente de y= en (2, 1).
x-1
d 1
Luego m, =—‘X(2)=— > =-1.
dx (2-1)

Sea m, la pendiente de la tangente de y = x>-2x+2 en (2, 1).

dy

Luego m, = —(2) =2(2)-2=2.

*odx

() Si 0 designa el dngulo comprendido entre las tangentes obtenidas entonces se
cumple
tg 0 = i Skl Ty
1+mm,
-1-(2
y por lo tanto tg0 = —()— =3.
1+(-1)(2)

PROBLEMA 7. Hallar los puntos de la curva y= x® +x donde la recta tangente es
paralela a la recta y=4x.

SOLUCION.
Escribimos y=f(x)= X x.
Buscamos los puntos x, tales que f'(x,)=4 = pendiente delarecta y=4x .
Debemos calcular f'(x):
3
y=x"+x,
y+Ay=(x+Azx)° +(x+Ax),
3 3 2 2 3
Ay =(x+Ax)" +(x +Ax)—(x +x)=3x .Ax +3x(Ax)" +(Ax)” + Ax
Ay

= - 3x% +3x.Ax+(Ax) 2+ 1.
Ax
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Tomando limites cuando Ax —» 0
. LA
f'(x) = lim 2 3?1,
Ax50 Ax

Si x, satisface la condicién f’(x)=0 entonces
tenemos la ecuacién
32l +1=4,

cuyas raices son x, =t1, y los valores de f(x)
correspondientes son

f(1)=(1)3+1=2. para x,;=1

f(-1)=(-1)° +(-1)=-2, para x,=-1.

PROBLEMA 8. Si f(x)=(x-a)g(x) donde g(x) es una funcién continua en a, hallar
f'(a)-

SOLUCION. Tenemos f’(a) = lim flath)-f@) _p, (ath-a) gla+h)-0
h0 h SN h

= lim g(a+h) = lim g(x) = g(a) .

PROBLEMA 9. Si f(x) tiene derivada en el punto @, probar que

won _ 1. flath)-fla-h)
f(a)—}g; oh :

SOLUCION. Tenemos
lim f(a+h)-f(a—h) - lim f(a+h)=f(a)+f(a)-f(a-h) _

h—0 2h h—0 2h
= — lim _______f(a +h)-1f(a) + lim———-————f(a —h)-f(a)
2 h-0 h h—0 -h

é [F(a)+ F'(@)] = f(a) .
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PROBLEMA 10. Sea f(x) una funcién que cumple

a) f(x+y)=f(x).f(y) paratodo x, y, ¥y

b) existe la derivada f'(0) y f(0)=1.

Probar que existe f'(x) paratoda x y que se tiene f'(x)=f"(0).f(x) .
SOLUCION. Tenemos

) = tim LEERE) o AR FR 1Sy b

h—0 h h—0 h h—0

f(x).£'(0) .

f(h) - £(0)
h

[

PROBLEMA 11. Sea f(x) una funcién tal que I f (x)| <x’ para todo x.
Probar que f(x) es diferenciable en 0y que f'(0)=0 .

SOLUCION. Haciendo x=0 en |f(:c)|5x2 obtenemos If(O)I:O y por lo tanto
F(0)=0.

Tenemos f'(0) = lim f_(O_+h)——f(O) = lim f@ -0
h-0 h " =0 R
2
pues OSMSL:"I'—)O,
h h

Asi hemos probado que f'(0)=0.

PROBLEMA 12. Sea f(x) una funcién diferenciable tal que f(x)=f(-x) para todo=x.
Probar que f'(x)=-f"(-x) .

SOLUCION. Tenemos f'(x) = lim ﬁ’_”_h)‘_f(_’ﬂ = lim f(-x-h)-f(-x) .y

h-0 h h—0 h

haciendo k=-h, f'(x) = - lim foxt k’Z‘ fex) _ f(-x) .
k—0
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PROBLEMA 13. Sea f(x) una funcién diferenciable tal que f(x+a)=f(x) para todo
x. Probar que f'(x+a)=f'(x) para todox.

SOLUCION. Tenemos

f(x+h)-f(x)

f'(x+a) = lim flxra+h)-flz+a) = lim = f'(x) .
h—0 h h—0 h

8.5 CONTINUIDAD Y DERIVACION.

TEOREMA. Si f(x) tiene derivada en el punto a, entonces f(x) es continua en tal
punto. Es decir, que se cumple

lim f(x) = f(a) .

PRUEBA. Tenemos f(x)-f(a) = M.(x~a) , si x#a,y
x-a

puesto que lim flx)-f(a)

x—a x—-a

= f'(a) y lim(x-a)=0,

se concluye que lim [f(x) - f(a)] =0, estoes limf(x)=f(a).

EJEMPLO. Demostrar mediante un ejemplo que si f(x) es continua en un punto a,
entonces no siempre f(x) tiene derivada en ese punto.

SOLUCION. Basta considerar la siguiente funcién
-x si x<0
x si x20
Consideramos el punto @ = 0, donde f(0)=0.
Paso 1. la funcion propuesta es continua en 0

lim f(x) = lim -z =0= £(0),
0

0"

y lim f(x) = limx = 0 = f(0),

x—-0" x—0

y por lo tanto, existe lim f(x)=f(0), yasi f(x) es continua en el punto 0.
x—»0
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Paso 2. La funcién propuesta no tiene derivada en O.

En efecto, calculamos los limites laterales

lim —f(0+h)—f(0) = lim @ = lim i

= - 1,
h~0" h ho0" R h—0"
0+h)-f(0
y 1imi+_l_f_(_lzlimﬁ(h_)=lim_]1=1’
h—0" h h—-0* h h-0" h

y como estos limites laterales son distinos se sigue que no existe

L fO+R)-F(0)
h—0 h

1'0).

8.6 DERIVADAS POR LA DERECHA Y POR LA IZQUIERDA.

DEFINICION. Sea la funcién f(x). Definimos
1) La derivada por la derecha de f(x) en el punto a

f;(a)=:irg f(a+h’2—f(a) ,

si tal limite lateral existe.

2) La derivada por la izquierda de f(x) en el punto a

f'(a)= lim _______f(a +h)-f(a)
- h—0" h ’

si tal limite lateral existe.

Nota. Es una consecuencia inmediata de la definicién de limites laterales que existe la
derivada f'(a) si y solamente si existen y son iguales las derivadas laterales

f!(a) y f!(a). Si se cumplen tales condiciones, entonces se verifica la igualdad
f'(a)=f/(a)=f(a),

es decir que las tres derivadas son iguales.
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EJEMPLO. Sea f(x)=|senx|. Calcular f/(0) y f'(0).
SOLUCION. Tenemos f(0)=|sen0|=0.
f(0+h)-f(0) _ im senh _

L '(0) = li 1 = 1.
uego £.(0) h—lfon' h B0t R
0+h)-f(0 - h
Ytambién  £/(0) = lim JOERZFO) _ pp [senh] , sen
h—0" h h—0" h h—0"~ h
o tim SRy
h—0" h

8.7 PROPIEDADES DE LA DERIVACION.

TEOREMA. Sean u(x) y v(x) dos funciones que poseen derivadas en el punto x. En-
tonces se cumplen las siguientes propiedades

1. Derivada de la suma y diferencia de dos funciones.

——(u+v)=£1—'i+ﬂ y i(u—v)=ﬂ‘--£
de dx dx dx dx

2. Derivada del producto de una funcién por una constante.

d du .
a(cu) = ¢—, ¢ esun nimero real,

dx
3. Derivada del producto de dos funciones. Regla del producto.

4. Derivada del cociente de dos funciones.

v du u dv
d(uy VgoTug d (1 1 dv
Ex_(;)=.~d.x__l;§—dx, si v(x)=0, a(;)=-v—2'z»v(x)*o'

5. Derivada de una potencia de funcion.

de.(u")= nu"’l~%, n=0,+1,%2,...,
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6. Derivada de una raiz de una funcién.

d, 2 131 du
dx(u) —;u = n=0,1,2, ..,
En forma mds general se cumple
7. Derivadade u’.
%(u’) =ru! % , r es un nimero real.

8.8 DERIVADAS DE ALGUNAS FUNCIONES BASICAS.

1. Derivada de una funcién constante f(x)=c.

—d—(c) =0, ¢ es un numero real.

dx

d d
Ejemplos a) —(3+42)=0, b) —(2n)=0.

dx dx

n d n\ _ n-1 -
2. Derivada de x". -a;(x ) =nx""", n=0, +1, +2, ...
Ejemplos
d, _
a) -di: 1, b) —(l—(x7) = 7x6, c) —(x 3) =-3x7*.
dx dx dx

3. Derivada de una funcién polinomial.
d

— (b +b,% +byx® 4. +b,x") = by +2byx+ .+ nb x""’
dx
Ejemplos

a) —d—(1—2x+4x5)=—2+20x4, b) i(-—x6+4x3+2x)=—6x5+12x2+2.
dx dx
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4. Derivadade ¥x.

d( yn 1 ya
— = = , =123,...
dx( ) " x n
En general se cumple
5. Derivadade x".
d r r-1 -
Zx-(x ) =rx ", donde r es un nimero real .
Ejemplos.
a) —d—(xﬁ) = ﬁ.xﬁ'l, b) i(1153/4) = Ex‘w’1 = Ex'w
dx dx 4 4

d ¥z 3 y2-1 d 3 vz V2
c) ;(x2 —2) = —2—( ? —2) -—'-—(x2 —2) = —2-(x2 - 1) (2x) = 3.74:(Jc2 - 1) .

dx

6. Derivadas de funciones frigonomeétricas.

Sea v=v(x) una funcién diferenciable. Se cumple

L i(senv) = cosv.2 ,

dx
18 i(cosv) = —senv.ﬂ ,
dx
d
L. —(tg v)=sec’ v.—d—v ,
dx dx

Iv. (ctgv)= —coseczu.ﬂ ,

<
Rle B~

dv
(secv)=secv.tgv.— ,
dx

d d
VI. —(cosec v)=—cosecv.ctgv.—v .

b
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Ejempilos.

d dx
a) —(senx)=cosx pues —=1,

b) %ccs(:c2 —2.'15— 1) = —sen(x2 -2x— 1).5;—(::2 ~2x - 1)

= —sen(x” -2 - 1)(2x - 2) = 2(1-x)sen(x” - 2x-1).

7. Derivada de las funciones exponencial y logaritmo.

d . v d d
L ()= 2, L Liny-1%
dx dx dx v dx
d X X
Ejempilos. a) -—-(e ) =e ,
dx
d( 3 T d 1 55
b) —(e’/—) = eJ—.—(J;) = —e'/_
dx dx 2Vx
d 1 d 2 2
o Lim)ad L) 22,
dx x° dx x x
d) -iln(senx) ! .i-(senx) =ctgx .
dx senx dx
8. Derivada de las funciones hiperbdlicas.
La funcién seno hiperbdlico se define por senhx = ¢ - para cada nimero real x .
2
La funcién coseno hiperbélico se define por coshx = * para cada nimero real.
2
Se cumple
L —d-(senhv)=coshu.ilg , IL —g-(coshv)=senhv.-c—hi .
dx dx dx
Ejemplos.

a) %senh (1+3x2) = cosh(1+3x2)-%(l+3x2) = 6x cosh(1+3x2).
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b) %cosh(xw 4) = senh(x5’ “) . %(xw 4) = %x" 4 senh(xsf ‘).

9. Derivada de las funciones trigonométricas inversas.

I. La funcién arco seno se define por y=arcsenx si y sélo si x=seny, y
1
——n<y<-—m.

2 2
1 dv

Se cumple ~(—i~(arc senv) = =, pl<1
dx J 1-y® dx
II. La funcién arco coseno se define por y=arccosx siysélosi x=cosy,y0<y<m.

Se cumple —z—x-(arc cosv) = _—1-1-_1;;% . JY<1

III. La funcién arco tangente se define por y=arctgx si y sélo si x=tgy, y

——R<y<—m.
2 2
d 1 dv
S le ——(arctg v} = —— . — .
© cump dx( gv) 1+v? dx
IV. La funcién arco cotangente se define por y=arcctgx siy sdlosi x=ctgy,y
0<y<m.
d 1 dv
S 1 —(arccetgv) = ———5 —
© cumpre dx( g ) 1+v? dx
Ejemplos.

a) i(arc sen 2x) = ! .d(2x) .2
dx Ji-22)? dr 1-4a?

b) %arc cos(xa/z) = -—1—.—(x3/2) ==
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d)r ad;(arc cth2x+x2) = —W.%(sz+xz)

1 1+x 1

1+2x+x% [or 42 (1+ac)\[2x+x2

8.9 NOTA. Hemos dado una lista de derivadas de algunas funciones bdsicas en el
andlisis matematico con el propésito de poder hacer uso inmediato de ellas en el cilcu-
lo de derivadas. Gran parte de estas férmulas serén demostradas en los problemas que
siguen. Otras resultardn de la regla de derivacién en cadena y, finalmente, las férmu-
las correspondientes a las funciones exponencial, hiperbélicas y trigonométricas inver-
sas, serdn establecidas como una aplicacién de los resultados de la derivacién de fun-
ciones inversas.

8.10 PROBLEMAS RESUELTOS.
PROBLEMA 1. Derivada de una funciéon constante.

. d
Probar que si u(x)=c es una funcién constante, entonces —(c)=0.
dx

SOLUCION.
' Au O
Tenemos u(x)=c, u(x+Ax)=c, Au=u(x+Ax)-u(x)=c-¢=0, —=—=0,
Ax Ax
. Au -
y por lo tanto —(¢)=lim — = lim 0 = 0.

dx Ax-0 Ax Ax—0

PROBLEMA 2. Derivada de una suma de funciones.

Probar que si u = u(x) y v =v(x) son dos funciones diferenciales en el punto x, entonces

se cumple

d du dv
—W+v) = — + —.

dx dx

SOLUCION. Llamemos w =uw(x)=u(x)+v(x).
Tenemos  w(x +Ax)=u(x+Ax)+v(x +Ax),

y Aw = w(x+Ax)-w(x) = [u(x+Ax)-u(x)] + [v(x+Ax)-v(x)] = Au+Av
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Aw Au Av

Luego =—+—, ytomando limites cuando Ax - 0
Ax Ax Ax
dw . Aw . Au  Av . Au . Av du dv
—=lim —=lim|—+—|= lim — + lim — = — + —,
dx Ax—0 Ax Ax-0| Ax Ax Ax-0 Ax Ax—0 Ax dx dx

d

Por lo tanto —(—i—(u+u) _dw _du + ili

dx dx dx dx

PROBLEMA 3. Derivada del producto de una funcién por una constante.

Si  u=u(x) tiene derivada en el punto x, y ¢ es un numero real, entonces

i(cu) LY

dx dx

SOLUCION. Tenemos

4 (eu) = tim cu(x+Ax) - cu(x) - ¢ lim u(x + Ax) - u(x) _ cid—u-.
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax dx

PROBLEMA 4. Derivada de un producto de funciones. Regla del producto.

Probar que si u=u(x) y v=uv(x) son dos funciones diferenciables en el punto x,

entonces se cumple
dv du

i(u,v) = U+ V—
dx dx dx

SOLUCION. Llamemos  w =uw(x)=u(x).v(x) .
Se tiene w(x+Ax)=u(x+Ax).v(x + Ax)

y Aw

w(x +Ax)-w(x) = u(x + Ax).v(x + Ax) - u(x).v(x)

[u(x + Ax) - u(x)] .v(x + Ax) + u(x)[v(x + Ax) - v(x)].

Luego Aw = Au.v(x + Ax) + u(x).Av
Aw Au Av
= y(x+Ax) + ==
y Ax Ax v(x x) u(x) Ax
Finalmente, haciendo uso de
A du : Av  dv
lm —= = 2% lim v(x + Ax) =v(x) y lim — =

Ax—0 Ax dx Az-0 Ax—0 Ax dx
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dw Aw A
obtenemos 2 - tlim 2 = lim £ lim v(x+Ax)+u(x). im —
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ax-0 Ax—0 Ax
S )+ u(x). 2,
dx
y por tanto
dw du dv
—(u.v)= — = —.v+u.—
dx dx  dx dx

PROBLEMA 5. Derivada de una potencia.

Si u=u(x) esuna funcién diferenciable en el punto x, y n=12,3,...

Probar que i(u") = nu
dx

n-1 du
ir .

SOLUCION. Procedemos por induccién sobre n

—i—(u") -i-(u"_l.u) = i(u"'l).u + ﬂ.u""1

it
—_
=
t
=
(3

PROBLEMA 6. Probar que si v=v(x) tiene derivada en el punto x y v(x)=0 ,

d(Yv) 1
entonces se cumple ——— = - —.—.
v® dx
1 1 v(x)-v(x +Ax)

SOLUCION. Tenemos A(l/v) = o(x+ A %) u(x) B u(x + Ax). v(x)

y A(1/v) _ 1 - v(x + Ax) - v(x) .
Ax v(x + Ax).v(x) Ax

Haciendo uso de lim v(x+Ax)=v(x) , y como v(x)#0, aplicando la propiedad de

Ax—0
limite de cociente obtenemos
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.fi_[_l_) _ lim A(Yv) _ Lim |- 1 'v(x+Ax)—v(x)
dx\v 8x50  Ax Ax=0 | y(x + Ax).v(x) Ax
_ 1 ' lim v(x+Ax)~v(x)=__ lziﬂ,
lilim v(x+Ax)].v(x) as0 Az ux)" de
Ax—0
d (1) 1 dv
y por lo tanto —|=|=--—-
dx\v v’ dx

PROBLEMA 7. Derivada de un cociente de funciones.
Probar que si u=u(x) y v=yu(x) tienen derivadas en el punto x, y v(x)= 0, enton-
ces se cumple

Tenemos i[ﬁ) - i[u l) 4wl i(l) u

dx\v dx\ v dx v dx\v
TR
du 1 dv dx dx
il Rl L 2
dx v v® dx v
du dv
d(u v e
Por lo tanto —(—) =M-.
dx\v v

PROBLEMA 8. Derivada de una raiz.
Sea wu=u(x) wuna funcién diferenciable en el punto x. Para cualquier entero

n=123,..., secumple
1

1
dl 21_1 7-ldu
[u]—nu dx
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SOLUCION. Sea v=v(x)=u""(x)=1fu(x) .
Tenemos Av = v(x + Ax)-v(x) = J u(x + Ax) \/u
a" -b"

Empleando la identidad a-b = N 5 5
"t +a" %+ +ab" P+t

con a=%u(x+Ax) y b=fu(x) , obtenemos

Av = {/u(x+Ax) B ’\'/u(x) _ - u(x+Ax);‘2‘(x) —
;’/u(x +Ax)" + g‘/u(x +Ax) Cu(x) +...+ g‘/u(x)
Ax \/u(x +Ax)"” Ju(x +Ax)" 2 u(x) ...+ du(x) )
Ahora bien Lim &% - du uesto que lim u(x + Ax) = u(x)
Ax—0 Ax dx yp q Ax—0 a

n-1
{ -1
tenemos que lim fu(x + Ax)" J lim u(x +Ax } = Yu(x)"
Ax—0 Ax—+0

lim ‘/u (x+ Ax) —2.u(x) = 4{lim u(x + Ax)]n_2. u(x)

Ax—0 Ax—0

= %(x)"’z.u(x) = du(x)""

y asi sucesivamente. Tomando limites en (1) cuando Ax — 0 tenemos,

o w1
dx Ax—0 Ax B nnu(x)n—l : dx ’
1
1 57 du
0 sea* —(u ):-—u S —_—
n dx

PROBLEMA 9. Derivada de una potencia con exponente fraccionario.

Sea u=u(x) una funcién diferenciable en el punto x.

P P
Si p=0,+1,%2,..., y ¢=1,2,3, .., probar que Ed—[uq] Y f_l_'i
X q
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SOLUCION.
Casol: p20.
d d -1 d
Tenemos Z(u”/") = ;[(uv")p] = p(qu)" z(uw)
p-1 1, P _
pu® 1,7 G4 _p,e du
p > & =

Caso2: p<0. Escribimos s=-p>0. Se tiene

d / d, _y d{ 1 1. d; 4
=) ) - 2l - )
2
= — 1 5 3 u’ ﬂ = (Por el caso 1, pues s>0)
(us/q) q ds

PROBLEMA 10. Derivada de una funcién polinomial.

Probar que
dx d 2 n n-1
1) —=1 2) ——(b0+blx+bzx +..+b.x ) = b +2byx+...+nbx" .
dx
SOLUCION.
1) Tenemos dx = lim Ml:—f = lim Ax lim1 =
dx Ax—0 Ax Ax—0 Ax Ac—0
d(b
2) Tenemos ( 0) =0,
dx
d _1 dx -
ypara m>1, i(bm:c'") = bm——(x'"') = b mx™ = = mb ™"
dx dx dx

d m _
Luego Z(b,,,x )= mb, x™"', param=1,2,..,n.
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Por lo tanto
d d

fl—(bo +bx+byx’ + .. +b,x")
dx dx dx dx dx

n-1

b +2b,x+...+nbx

PROBLEMA 11. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones

t2 ¢
1) y=3x"-2x>+4 2) u=ax"-3bx’ Hv=—t—.
2 7
SOLUCION.
d d
1) Tenemos » . —(3x -2x +4) 15x* —4x .
dx dx
d d
2) Tenemos @& —( 4—3ch5) = 4ax® - 15bx*.
dx dx
dU d t2 t7 1 1 6 6
3) - S o m22t 4 =78 = 4
T dt[ 2+7} 2" "7 ¥

PROBLEMA 12. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones
1) y=x4/3+x—1 2) y=vb®-x*
SOLUCION.

dy_d 4/3 d d 44/31dx 4]/3
l)dx dx( )+dx(x)+7x-(_1) 3 dx+1+0—§x +1

2) Sea u=>b%-x. Tenemos y=ﬁ=uu2.

dy _ d y2\ _ 1 vz_ldu _ 1 2 2 y2 d 2 2
Luego Gy =g ") = 3G =l -F G -+)
11
= -— (—2x) = - d
2 b2_x2 b2_x2

—(By) +—(byx) + —d—(bzxz) +.. +—d—(bnx")
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, . a+bx +cx?
PROBLEMA 13. Derivar la funcién y = ——m8— .
X
SOLUCION. Tenemos
d
L4 = i(g+b+cx] = a—(x'l) + i(b) + cfi
dx ~dx\x dx dx
= (—l)ax‘H—- +0+c = —ax" +¢ = c-;a?
PROBLEMA 14. Diferenciar cada una de las siguientes funciones
1
1) y=§/;+—- 2) y=x42+3x 3)_)/:3—14
Jx x x
SOLUCION.
1 y3  _-y2
1) y=§/;+—= +x .
Jx
dy d d 130 150 1 1
Luego i A —(xvs) + —-(x'm) ==x3 _Zx? o Zx_ 2
dx. dx dx 3 2 3
1.1 11
332 2 x/x
2) Tenemos
ﬂ = i(:c\/2-l-3ac) = E\/2+3:vc + —d—-(\/2+3x).x
dx dx dx dx
d
= J2+3x + xz(\/2+3x) )

Pero +2+3x =Ju =u’?, donde u=2+3x, y por lo tanto

d 1 t-1du 1 —y2 d
a(\/2+3x) = Eua pre §(2+3x) $(2+3x)
11 5__3

2 J2+3x 2V2+3x
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Sustituyendo en (1) obtenemos

d
_y_ - J2—+—3; +x 3 _ 2(2+3x)+3x - 9% +4
dx

2J2+3x  2J2+3x 242+ 8x

2 3 -
y=—-—=2c"-3x"
x x
d d, _ d - N
Luego A 2—(x 1)—3—(x‘4) = -2x2+12x° = --%— +-1—§.
dx dx dx x x

PROBLEMA 15. Calcular la derivada de las siguientes funciones

1
1 Y = pmm—— 8) y=xva®+x?

2

a —X
3
2) y=(1+%) g y=-27t
x a+t
SOLUCION.

2 2
1) Sea u=a”-x" . Tenemos

y = [71;) - (u—ll2)' - —%u"’/z.u' _ _%(az_xz)-a/z(az_xz)'

2) Sea u-=1+ _‘iz_ = 1+ 5x~2. Tenemos
x .

y = (ua) = vl = 3(1+-—2)2(1+ 5x“2)'



Derivacién y Funciones Elementales 227

8) Tenemos
dy

- 2 )-

[ 1 1 d
a2 +x2 + x;—az-J.—_:F;x—( 2 +x2)

( 2 2) 2 N 9

5 5 o a +x")+x a? +2x
=vVa’+x +——(2x) = =

, 2 2 2 2 2 2

2va” +x a’ +x a” +x

2 2 d(\/az+x2)x

& &
Q
.
|

u v -uv'
4) Aplicando [—) =—2iu— con u=a-t, v=a+t.
v v

Tenemos

y = (_u_)'= (a+t)(a—t)'—(a-t)(a+t)l

v (a+ t)2
_ —Ha+t)-(a-2) _ 2a
(a+t) (a+t)
a’ +2?
PROBLEMA 16. Derivar la funcién y = 5
. a’ -x

SOLUCION. Tenemos

(a2 - %) %(az +2?) - (0 +2%) L (a2-x?)

dy _ dx
dx (az_xz)z
~ (az—xz)(Zx) - (a2+x2)(—2x) _ 4d%x
- 2\2 T (2 2)?
@) @)

PROBLEMA 17. Calcular la derivadade y=2px.
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SOLUCION. Sea u=px. Tenemos

1
dy d -1
DT (") - 21,2 & 12 du
dx dx 2 dx  u'? dx

—-(Px) =

P
o=

?1

« T

Luego dy L
x

PROBLEMA 18. Calcular la derivada de la funcién y = E\/a2 i
a

SOLUCION. Haciendo u=a’-x*> tenemos
d d(b 1 b d b d
__y.=_(_,/;)=_ au _ 2 (a?
dx dx 2 a\/; dx 2a a .._x dx

que también puede expresarse en la forma siguiente
dy bix
dx a’ y

s 2
al sustituir a -x" =—.

PROBLEMA 19. Hallar la derivada de la funcién y = (a%° - x%°)"".
SOLUCION. Sea u=a%®-x¥® demaneraque y= u¥?.

Tenemos

dy d 3/2_3 wdu_3,/2d 2/3 2/3_3 V3 2_1/3 __l
—=—Jx—(u )——2-u— Eu a-x-(a —x)——y -—x =-3=.

dx dx 2 3 x

3+2
PROBLEMA 20. Derivar la funcién y=3’ rex
3-2x
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SOLUCION. Tenemos
dy d (3+2x)1/3 _ _1_(3+2x)_2/3_¢_1_(3+2x)
dx dx|\3-2x ~ 3(3-2x dx\3-2x

PRGN (3-—2x)%(3+2x) - (3+2x)g;(3—2x)
§(3+2x) (3-2x)

1 (3-20" 12 4 _
3 (3+2x)"° (3-2x)°  (3+2x)"°(3-20)"

PROBLEMA 21. Hallar la derivada de y = (x +2)*yx® + 2.

SOLUCION. Tenemos

% = %[(x+2)2,/x2+2] = -;—i-[(x+2)2] 2+2 4+ %( x2+2).(x+2)2
= 2(x+2)m + 2(x+2)2 _ (x+2)[2(f/2:?)2+x(x+2)]

(x +2) (3x® + 2x + 4)
B Vx? + 2

PROBLEMA 22. Calcular la derivada de y = x>J3 - 4x.

SOLUCION. Tenemos

§ - ST L L

942 942 _
2x +«/§——4x.(2x)= 2x +2x(3 4x)

J3-4x J3-4x

_ 6x-10x’

33—4x )
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PROBLEMA 23. Hallar la derivadade y=ax™ +bx™"™".

SOWCION. 2 _ maz™? + (m+n)bam,

PROBLEMA 24. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

1) y=3x2/3—2:'55/2+3c_2 2) y=x2\/3x2 a b

3 Y= —— =
) 3‘/ x2 x V X

1) i'z = 3i(x2/3) - 21(:55/2) + i(x_z) = 3[—2—):[1/3 - 2(2]1:3/2 - 257
dx dx dx dx 3 2

2x V3 _5x%% _9x7® |

2) Tenemos y= x’ stz = 222 o L

Luego dy i(xm) - 5/3
dx dx 3
3) Tenemos y = e b5 . ax¥? _ b ?
¥«? x
- 4 _
Luego @ _ a d (x'm) bi(x"‘/s) _ 2 s T8
dx dx dx 3 3
) : . 3 2
PROBLEMA 25. Derivar la funcién y = -Z
2x-1 «x

SOLUCION. Tenemos

g d( 1) 4
dx dx\2x-1

i
|
—_——
Do
"
| e
N’
[~
s
—
[
]
|
ot
| ——
1
o
N
i
aw|,_.
N—”’
1
—_—
(%)
81
o
=
N
+
RNIN
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PROBLEMA 26. Hallar la derivada de y= J xevxl+l.

SOLUCION. Tenemos

fll = i\/x+\1x2+1 = —l_i(x+\/x2+1)
dx dx 2\fx+w/x2+1 dx

/2
1
Pero —(-i—(x+\lx2+1)=l+ X L o >
dx Jx2+1 Jx2+1
Y por tanto

dy (x+\)x2+1) ) x+\/;2—-:;

d e ol

20
PROBLEMA 27. Derivar la funcién  y =(1+2x-3x”)

SOLUCION. Tenemos

dy

= —d—(1+2x—3x2)20= 20(1+2x—3x2)19i(1+2x—3x2)
dx dx dx

40(1—3x)(1+2x—3x2)19.

a+bx

c+dx

PROBLEMA 28. Derivar la funcién y =

SOLUCION. Tenemos

dy d(a+bx)= (c+dx)%(a+bx)—(a+bx)gx—(c+dx)

Zx—-—z c+dx (c+dx)2

(c+dx)b - (a+bx)d  bc-ad

(c+d.1c)2 - (c+d:z)2 ’
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-1 4
2(x-2)° x-2

PROBLEMA 29. Hallar la derivadade y =

SOLUCION. Tenemos
-11 4  -11-8(x-2) -8x+5

y = z 2 2
2(x - 2) x-2 2(x - 2) 2(x~-2)

d d
(x-2)> —(-8x+5) - (-8x+5) —(x-2)°
Luego dx dx

N | o

L4
dx (x-2)*

_ _(x-2)[4(x-2)+(Bx+5)]  4x+3
(x-2)* (x-2)°

PROBLEMA 30. Calcular la derivada de y = [ ax_+ ”]

ax" -b

SOLUCION. Tenemos

dy i[ax"+b _ [ax"+b)m_li[ax"+b)
dx  dxlax"-b]  |ax"-b) dxlax"-b
[ (ac" -8) L e +8) - (ox” +8) L (a" -5)
Pero — ~ = 5
dx\ax” -b (ax"—b)
(ax"—b)(nax"_l) —(ax"+b)(nax ) 2abnx™"!
(a" -8)’ (ax" -8)’
y 2abmmc"‘1(aan:"~r-b)"H
Luego i (ax"-—b)m”
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PROBLEMA 31. Hallar la derivada de cada una de la siguientes funciones
1) y=‘x2—4l 2) y=xlx 3) y=3,“x|+x

SOLUCION. Hacemos uso de la identidad |x| = \[Jc_2 .

1) y=|x2—4|="(x2—4)2. Por tanto
gzg{@ijzz,_L_¢qg4y=Eflﬂ
dx dx 2 ’(x2—4)2 dx Ix2—4|

2) y=x|x|=x\/x_2.

Tenemos ﬂ i(x\/—x_z) = Jci\/.vc—2 + \/x_zix- = x—-f—— + \/Jc—2
dx dx dx dc  x?

2
x
Tl = ] = 20

|

Nota. No podemos introducir x directamente bajo el signo radical pues x puede ser
negativo.

3) Tenemos y = 3|x|+x =3Js/;?+x.

V3 -2/3
Luego _‘1{ = i(\/yuc) = l(\/:iﬂc) i(\/x_2+x)
dx dx 3 dx
= ! [ M+q‘
3(+x)"" (2dx?
y3
L1 (el ()
23 =
8(|x| + x) || 3]
o también 111 = l—

dr |«
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Jx2+1 + \/x2>—-1
w/x2+1—\/x2-1 .

PROBLEMA 32. Calcular <Y si y =
d

f_=(J;—+—-J__—) (Jx +1+Jx—) (Jx +1+‘/x 1) (Jx +1- Jx 1)
- [

= ) )

(-]

) i)

y simplificando el numerador

dy 4x

dx (Jx2 + 1) (Jx2 - 1) (Jx2 +1 - 22— 1)2

PROBLEMA 33. Hallar f'(x) si f(x)=(x+1- ]xl)

SOLUCION. Tenemos

o [ | <o

- 2(x+1 - |+) —ﬁ-f]

x+1 x
f'x =2 X + - | — .
y (x) (| ]l | l) \|x+1| —‘li
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3
PROBLEMA 34. Encontrar la derivada de f(x)=(3x +2)* (x2 - 1)21 .

SOLUCION. Tenemos

d(=* -1)" 4
i = (8x+ 2)4 _—_—(x ) + (x2 - 1)2,3 __d(3x +2)
dx dx dx

, 4|2 -y3 2/3
(3x+2) {;(84) 2x] + («*-1) [4(3x+2)3.3]

- 4x(3x+2)* s 4(3x+2)° i

= 3(x—2_1')';7§" + 12(3x+2)3(x2 _1) = W[x(3x+2) + 9(x _1)]
4(3x+2)°(122* + 2x - 9)

= 3(x2 B l)ua

PROBLEMA 35. Sean u=u(x) y v=uy(x) dos funciones diferenciables en el punto s.
Si r y s son dos niimeros racionales, probar que :

d(u’.v’) r-1 s-1 du dv
—_—=u W |r—.v + su.—
dx dx dx
SOLUCION. Tenemos
d(ur.v') d(u') d(v')
= voru —
dx dx dx
r1d s ros-1 dv r-1 a—l( du. dv)
= r — V' rsu T — =u v r—v +su—1|.
dx dx dx

2
PROBLEMA 36. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = ——————
(x*-2x-4)
en el punto (3,2).
y-2 ady

SOLUCION. La ecuacidén de la recta tangente tiene la forma = -d—x—
x-3

(3).
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d
Calculamos hacd en el punto 3.

Tenemos ‘—iz 2 --‘-%—(:c2 -2x— 4)_2 = - 4(x2 -2x - 4)—3 i(xz -2x -~ 4)
dx dx dx

[l

—4(3‘:2 —2x-—4)-3(2x—2).

y-2
x-3

d
Luego —~(3)=16, y por lo tanto =16 o y=16x-46 .
dx

1

1x-6

PROBLEMA 37. Hallar la ecuacién de una recta tangente a la curva y= que

sea perpendicular a la recta 48x-7y+1=0.

SOLUCION. La pendientedelarecta 48x-7y+1=0 es m=48/7.

Luego, la recta tangente tiene pendiente —-7/48 . Buscamos los puntos x; tales que

d : 7
i(xl)bz o)
Tenemos ﬂ = i(7x—6)"’/3 = _ 1(7x—6)'4/3 @
dx dx 3
7 N
De (1) y (2) ~L(rx, ey L
3 48
16 = (7z,-6)"*
= (7.751—6)113
= Tx, -6,

obtenemos x, =2, y(x,) = ¥(2) = . .é ,

Luego, la ecuacién de la recta tangente es
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PROBLEMA 38. Encontrar la ecuacién de la curva y=x> + Ax+ B que es tangente a
larecta y=x enel punto (1, 1).

SOLUCION. Puesto que el punto (1, 1) se encuentra en la curva tenemos una primera
ecuacion
1=(1)*+A()+B o A+B=0 1

Y como larecta y=x, con pendiente 1, es tangente a la curva dada en el punto (1, 1)
se debe cumplir que '

Y 2x+A,en x=1,

pendiente de la recta = —
dx

o sea 1=2(1)+A, A=-1
Luego, de (1) resulta B=1.

PROBLEMA 39. Hallar los puntos en los cuales las tangentes a la curva

«* 2
y=—+—x - — +1, sonparalelasalarecta y=2x+5.
4 3

SOLUCION. Tenemos 2. = 3 +2x% _x.
dx

d
Buscamos los puntos x, tales que —y(xl) = pendientedelarecta y=2x+5
dx

osea x° +2x. -z =2 vy factorizando (x, + (x;, -1)(x,+2) = 0

Luego x,=-1,1, -2, que sustituidos en la ecuacién de la curva dan las ordenadas
y,=¥12 , para x,=-1,
y,=17/12, para x, =1,
¥, =-73 , para x;,=2.

PROBLEMA 40. Hallar la ecuacién de la recta normal a la curva y= Y7+x® enel
punto (5, 2).
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SOLUCION. Tenemos
2x

AT

dy
dx dx

1 2
= —|Tx+x .
5( 4/5

5(7+x%)

2(5 1
) = —, y la ecuacién de la recta normal a la curva dada en

5(7+25)"° 8

Luego ﬂ(5)
dx

el punto (5, 2) es

-2 1
= - & = -8 o y=-8x+42.
5 )
dx
PROBLEMA 41. Dada
ax®’+b i x<1
yx)=y 1

si x>1

[+

Hallar los valores de @ y b de modo que y'(1) exista

SOLUCION. Sean f(x)=az’+b y g(x) -|l|
X|

Para que y'(1) exista se requiere que se cumplan

M f(1)=g(1y (yaquesi y(x) tiene derivadaen x=1, entonces

debe ser continua en ese punto).

an -_(1) - -_( 1).

De (I) obtenemos a()’+b=1 o a+b=1
d
Por otro lado —[- = ——(ax2 +b) = 2ax ,
dx dx
1 1 .
ycomo g(x)=— == si x>1, tenemosque
[l =
dg d (1} 1
dx dx\x x

y por tanto en (I) 2¢(1)=-1 o a=-12, dedonde b=3/2.



Derivaci6én y Funciones Elementales 239

PROBLEMA 42. Sean f(x) y g(x) dos funciones definidas en todo mimero real y
tales que

M) g(x)=xf(x)+1,
@) g(x+y)=2g(x)-8(y)
y 3) limf(x)=1.

x—0

Probar que g'(x) = g(x).

SOLUCION. Tenemos

L a(rean)-g(x) | e()e(sn) - g(x)

g'(x) = (Por la condicién (2))
Ax—0 Ax Ax->0 Ax
- Ax.f(ax)+ 1| - 1

- g(x) tim BB iy (M40 4 ] (Por la condicién (1))
Ar—0 Ax Ax—0 Ax

= g(x).lim f(Ax) = g(x).1 (Por la condicién (3))
Ax—»0

=&(x).

x-1

Yx+2? . f(x+3)®

SOLUCION. Tenemos y=(x- ) (x+2) ¥ (x+ 3%,

PROBLEMA 43. Hallar la derivadade y =

% = Loy V2 (ze2y B (en) ¥

N |

__:.(x-1)‘/2(x+2)-°/3(x+3)‘3’2 —g(x-l)vz(x+2)_2’3(:§+3)'5/2

= (x—1)"/2(x+2)""/3(x+3)'5’2[-;-(x+2)(x+3) - z(x—l)(x+3) - —Z—(x—l)(x+2)]

2 2
- - -5x" -x+24 5x" +x-24
= (-1 (x+2) % (x4 8 [_—-——" s J £ T

3 T 3(- )2 (x+2)P(x+3)%2
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PROBLEMA 44. Hallar el punto de la curva y2 =2x® en el que la tangente es
perpendicular a larecta 4x-3y+2=0.

SOLUCION. Tenemos y=+v 2x° y por tanto

a 1 ~y2 3 3

l:i—(Zxa) 6x® = 2 =2

dx 2 V2’ Y
Buscamos el punto (x,,y,) tal que

[dy] _ 1 322 1
dx Jy-y pendiente de la recta dada ’ Y1 4/3 ’
2

o sea ¥, =-4x;. 1)
Ademads se cumple yf = fo , 2)

pues (x,,y,) pertenece a la gréfica de la curva.
Resolviendo (1) y (2) obtenemos x, =0, 1/8, y también

y,=0 para x, =0, y y =-f para x =%.

1 1 dy(1 3
De donde vemos que solamente el punto [—, - —] cumple l(-—) =—-— .
8 16

8.11 PROBLEMAS PROPUESTOS.

PROBLEMA 1. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones:

3 1 1
a) y = 7 6 5
56(2c-1)"  24(2x-1°  40(2x-1)
b) y = 63t+4t

) y = J(x-1)x(x+1)

@ y = 4{(1ee) - 4o
1

) Y = e
“ \/2bx~—x2
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PROBLEMA 2. Hallar y(2)+(x-2)y'(2) delafuncién y(x)=v1+ 2x% .

PROBLEMA 3. Probar que las hipérbolas xy=4 , x’ - y2 =5 se intersecan en un
dangulo recto.

PROBLEMA 4. Probar que si (x-a)’ es un factor del polinomio p(x), entonces
p'(a)=0

PROBLEMA 5. Hallar los valores de A y B de modo que la funcién

2 .
x"+1 si x<2

¥(x)= ,
Ax+ B si x>2

Sea derivable en el punto 2.

PROBLEMA 6. Hallar la derivada de la funcién y si vx + \/; =a.

n+l
x -1

x-1

PROBLEMA 7. Derivando la ecuacién 1+x+x>+.. +x" =

Hallar a) 1+2x+3x%+.. +nx"!

b) 1®+2%x+.. +n%"!
PROBLEMA 8. Probar que la ecuacién de una recta tangente a la pardbola y? =4px

es de la forma y=mx+£.
m

PROBLEMA 9. Encontrar las ecuaciones de las rectas tangentes a la hipérbola

2 2

r_r . 1, y son paralelas alarecta 16y-15x+3=0.

16 25
2y

PROBLEMA 10. Probar que la ecuacién de la recta tangente a la elipse —+>-=1 en
a® b

el punto (x,,y,) es x—‘: + y—‘éy =1.

a b

PROBLEMA 11. Si y(x +1)=x® + 10x + 24, hallar y'(-1).
PROBLEMA 12. Sea y(x)=[x]+x~[x] , donde [x[=n si n<x<n+1. Probar que:

a) y(2)=w b y(2)=

[ SN



242

3\/x2 -2x

PROBLEMA 14. Hallar los dngulos que forman -con el eje X, las normales a la curva
y=x- x% enlos puntos cuyas abscisas son x=0, x=1.

PROBLEMA 13. Sea y(x) = . Calcular y'(x).

RESPUESTAS.

LY 1+24t

1 (@) —— b) ——x
(2x-1) ﬁ.3’(t+\/t_)
2
- -b
o —=> -1 @ —x5.3"(1+x3)2 (&) ———2
2J(x - 1)x(x +1) 3

(2bx—x2)
d
g Arr1 5. A=4, B=-3 6. l:-JZ
3 . dx x
1 2 _1 (4] 0
1. — 13 y -2 )ua 14. 135°, 45
2 3y(x2—2x)

8.12 REGLA DE DERIVACION EN CADENA.
TEOREMA. Sean y = y(x), 2 = 2(y) dos funciones tales que

1) y(x) es diferenciable en el punto a, y

2) 2(y) esdiferenciable en el punto y(a).

Entonces la funcién compuesta z = z(y(x)) es diferenciable en el punto a y se cumple

%) = ). 2
dx( ) dy(y(a) -dx(a)

Esta férmula suele expresarse también con las siguientes notaciones

z(y),(x)=z'(y(x)).y'(x), %=%% 0 Dx(z(y))=Dyz.ny
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Prueba de la regla de ia cadena.

Debemos probar que se cumple

lim

h—0

Paso 1. Si h#0 escribimos p(h) =

Se cumple entonces

z(y(a +h)) - 2(y(a))
h

= 2'(y(a)). y'(a).

y(a+h) £ ¥(a) - y(a).

y(a+h) = yla)+ h.y'(a) + h.p(h)

y

m

lim p(h)=0 .
h—0

En efecto, la primera ecuacién resulta de dar comin denominador h y despejar
¥(a+h). Observemos que es vélida ain si h =0, pues entonces ambos miembros son

iguales a y(a) . Por otro lado la segunda ecuacién se deduce como sigue

lim p(h)
h—0 h—0

lim [w - y'(a)} _ jim Y@t -y@) y'(a)

h

h—0 h h—0

= y'(a)-y'(a) = 0.

Paso 2. En forma aniloga, para la funcién z(y) definimos

q(k) =

J“z(b +k)-z(b)

- 2(b), k=0,
? (6)

donde b = y(a)., y se cumple

y

2(b+k)=2(b)+k.2'(b)+kq(k)

Paso 3. Tomando k=h.y'(a)+h.p(h) tenemos

2(y(a+h))=z

lim g(k)=0 . (2)
k>0
(¥(a)+h.y'(a)+h.p(h)) (por (1))
2(b+k) = z(b) + k.2'(b) + kq(k) (por (2))

2(b) + [hy'(a)+h.p(h)].2'(b) + [hy'(a) + . p(h)].q(k)

2(b) + hz'(b).y'(a) + h[p(k) + ¥'(a)-q(k) + p(h)-q(k)] .
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Luego
A2 = S ). y(a) o [otk) v alh)+ ) aK] .
Paso 4. },i_rg [p(h)+y'(a).q(k) + p(h).q(k)] =0 .
En efecto }‘itr(x) p(h)=0, (por (1))
}3’) y'(a).q(k) = y'(a_)-}'iir;q(k) = y'(a)-lgr})q(k) =0
y lim p(h).q(k) = 0

h—-0

Paso 5. Conclusién de la prueba.

Tomando limites en (3), cuando ~ — 0 , tenemos

jim 222D i 2 (p).y0) = #10)-5e) = 20t @)

que es lo que queriamos demostrar.

EJEMPLO. Empleando la regla de la cadena, calcular

_d_y si y=(1+33c—5.1c2)16
dx

SOLUCION. Sea u=1+3x-5x. Tenemos

15
Luego  — = 2. == = 16u'*(3-10x) = 16(1+8x-52") (3-10%)

) 2,15
0 = = 16(3-10x)(1+8x-5z") .
dx
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8.13 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Derivada de la funcion seno.

Sea v=uv(x) una funcién diferenciable en el punto x. Probar que

v
—8€Nnv = CO8V.—

dx
. d
SOLUCION. En primer lugar, probaremos que —senx =cosx. 1)
dx
Tenemos

sen (x+h)~sen x = senx.cos h +sen h.cos x —sen x

~(1-cosh)sen x +senh.cosx = — 2sen2(h/2) .senx +sen h.cosx

Dividiendo entre 2 =0, tenemos

sen(x+h) - senx _ sen (h/2) sen (h/2).sen x + senh .
h h/2
h
y puesto que lim M =1
h-0 h/2

tomando limites cuando A — 0, obtenemos

sen(x+h) ~senx

—d—(sen x) = lim -(1)(0).sen x + (1).cos x = cosx .

h—0 h

El caso general se sigue ahora de la regla de la cadena y (1).

PROBLEMA 2. Derivada de la funcién coseno.

Sea v=v(x) una funcién diferenciable en el punto x. Probar que

v
—Cos8V = —senv.— .

dx dx

SOLUCION. En primer lugar, probaremos que dix-cos x =-senx (1)
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Tenemos

cos(h+x) — cosx = cosx.cosh ~ sen x.sen h —cos x

—(1-cosh)cosx — sen x.senh

~2sen’(h/2).cosx — senh.senx .

Dividiendo entre A =0

cos (x+h) — cos x 2sen’(h/2).cosx senh
= - - -sen x
h h
h/2
= ——se—n(—/—).sen(h/Z).cosx— SN2 senx,
(h/2)
y puesto que lim M—z—) = lim Ee_nﬁ =1
h—0 (h/z) h-0 h
y lim sen(h/2) =0,
h-0
tomando limites cuando A — 0, obtenemos
d h)-
—(cos x) = lim cos(x+h)-cos x = —(1)(0)cos x - (1)sen x = —sen x ,
h—0 h
y esto demuestra (1).

El caso general sigue de la regla de la cadena y de (1)

dv

v
—cosv = —(cosv).— = —senv.— .
dv

PROBLEMA 3. Derivadas de las funciones fangente, colangente, secante y cose-
cante.

Sea v=u(x) una funcién diferenciable en el punto x. Probar que

d d d
1 itgv:seczv __B 2) —ctguv= —coseczv‘——i}-
dx dx

d d d v
3) —secv:secv.tgv.—v 4) —cosecv=-cosecv.ctgv.— .
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SOLUCION.
1) Tenemos
d d
cosv.—(senv) — sen v.—(cosv)
d d | senv dx dx
—t,gv I e— = 2
dx dv\ cosv cos“ v
08 v dv (—senv) v 2 2
COSU.COSU.— —sen v (—s Jp—
) dx dr _ [cos v +sen v] iif.
cos’ v cos® v dx
1 dU 2
= — = secv.—
cos" v dx dx
2) Tenemos
senv. -2 (cos v) 2 (senv)
nv.—(cosv) — cosv.—(senv
d d cosv\
—(ctgv) = — = 5
dx dx senv} sen” v
senv.(-sen v) dv 0sv.cosv. 2 2
(- — -c . .— _
) dx dr _ [sen U + cos v]ﬂ}_
sen’ v sen’v dx
1 dU 2 v
= - 5—-—— = —Cosec v.— .
sen“v dx dx

3) y 4) se establecen en forma andloga. Omitimos los detalles.

PROBLEMA 4. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones

1) y=2sen:c-3<:osx2 2) y=tgac—cl;gi 3)
3 .

SOLUCION.

1) Tenemos

dy
dx

= 2—sgenx - 3icos2x = 2cosx — 3(—senx2).-5;(x2)

2
2cosx+6 xsenx

senx +cosx

senx —cosx
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d d

2) oA —tgx -
dx dx

3 ﬂ=-d_[
dx dx\senx-

2 1 2
sec” x + —cosec
3

senx +Ccosx

d x
—_— ctg‘_
dx 3

)} 23]

2 2
sec x — [—cosec (

J

x

3

|

Ccosx

d
(senx - cosx) L] (senx +cosx) — (senx +cosx)—(senx - cosx)

(senx - cosx)2

(senx - cosx)(cosx -senx) - (senx +cosx)(cosx +senx)

y simplificando

dy

(senx - cosx)’

(sen:c—cosac)2 — (sen x + cosx)® 2

dx

(sen x - cos x)* B (sen x - cos x)°

PROBLEMA 5. Hallar la derivada de las siguientes funciones

1) y-= sen® 5x

3) y =sen2x +

SOLUCION.
1) Hagamos u =
Luego y =

2 3 1 5
2) y=tgx - —tg'x+—tgx
3 5

tgJx .

d
cos 5x.—(5x) = 5cos5x ,

3u®.(5 cos 5x) = 3.sen’5x.(5cos5x) = 15 sen’5x . cos 5x.
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2) Se tiene
dy d 2d, 3 1d. s
— = —(tgx) - ——(t&’x) + ~ (16"

2

2
= sec'x — —3—(3tg x) (tg x) + E(Stg x) (tg x)

2 2 2 4 2
= sec” x — 2tg"x.sec” x + tg x.sec” x

= sec’x (1—2tg2x+t.g4x) = sec’x (1 tg x)z.

-3) — = i(sen 2x) + —d—(tg J;)
dx dx

8902 \/; .

d 2 d
= cos2x .—(2x) + sec Jxr . — \/; = 2cos2x +
dx ) dx( ) 2Jx

PROBLEMA 6. Hallar la derivadade y= cosec’x +sec” x

SOLUCION. Tenemos
2 - 2 (cosec’s) + {sec’ 1

= 2cosecx.—d—(oosecx) + 2secx.—d—(secx)
dx dx

= 2 cosec x.(-cosec x .ctg x) + 2secx.(secx.tg x)

2 2 cos x senx
= —2cosec x.ctgx+2sec” x.tgx = -2 +2

3 3
sen x cos X

4 4 —(l—sen2 x)2 +sen4x
—-CcOoS X + sen X
=2- = 16.

3 3 3
sen” x . cos” x (2senx.cosx)

_ 16.—1+2sen2x-—sen4x+sen4x _ 16.—1+1—cos2x _ ~16cos2x

(sen 2x)° (sen 2x)® (sen 2x)°




250

PROBLEMA 7. Derivar las siguientes funciones

1 1
1) y=senx.sen(x+A) 2) y=sen(senx) 3) y=———cos(5x2)——~cosx2.
' 20 4

SOLUCION.

1) Tenemos

dy
dx

d
senx.—sen (x+ A) + sen(x+A).isenx

= sen x.cos(x + A) + sen(x+ A).cosx = sen(x+x+ A) = sen (2x + A) .

: ly dv
2) Sea v=senx. Tenemos y=senv , —=cosv , — =COSX .
dx

dv
Luego, por la regla de la cadena
dy dy dv
— = —.— = cosv.cosx = ros(senx).cosx .
dx dv dx
d
3) iil = ———.——-—cos(5x2) - =" cosx’
dx 20 dx 4 dx
d o
= ——(-sen (5x° )—- 5x%) ~ =(-sen x%). —(x
L (cson(56)) L (55") - X(sem ") (27

1 1
—xsen(5x2) + —xsenx’ .
2 2

PROBLEMA 8. Calcular la derivada de

1) y=1+tgx 2) y=xsenl (x#0).
l1-tgx -
SOLUCION. )
d
1) ﬂ B i[1+tg-" ) (l—tgx)a(lﬂch)—(1+tgx)gx»(1_tgx)
dx Cix l—tgx (1—tgx)2

(1-tg x)sec’x — (1+tg x)(—Seczx) 2sec’ x

- (1-tg x)° (1- tg x)°
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d d dx
(2) hcd x. ———[senil + sen —1- —_
dx dx x x dx

1 d(l) 1 1 1 1
X C08—.—| —| + Sen— = ——Co8S— + sen— .
x dx\x x x x x

PROBLEMA 9. Hallar la derivada de y =cos’*(¥1-x) .

SOLUCION. Tenemos

Y _ 2 os®(¥1-7) = cos? (YT=7)- L[ cos(¥1==
2 - Lo (fT7%) = 308" ({175 [eon(4T|

3cosz(§/1—_—x).[-sen(m)]§(m)

1
(1-2)*°

sz(ﬂl—x).sen(yl—x).

1 1

PROBLEMA 10. Calcular la derivadade y = 3 .
3cos” x cos x

-3
SOLUCION. Tenemos y = (eosx)” _ (cos x)™
Luego @ _ —]ii(cos ) - —(cos x)™

3 dx

1

= —[—3 (cos x)"].i—cosx - (-1)(cos x)'zicosx

2
1 1 sen x —sen x.cos  x

—(-senx) + ——(-senx) = "
cos” x cos” x cos” x

senx.(l-cos’x 3
. sen” x

4 4 :
cos Xx cos x
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PROBLEMA 11. Derivar y= s/A sen’ x + Beos® x

SOLUCION. Tenemos

L = iJAsen2x+Bcos2x = ! .—‘—i—(Asen2x + Bcoszx) .
dx dx 2JAsen2x + Beos’x dx
Pero

d
i(Asenzx + Bcos® x) = 2Asenx.i(sen x) + 2B cos x .— (cos x)

2Asenx.cosx - 2B cosx.senx

(A-B) sen2x ,
y por tanto
dy (A - B) sen 2x
dx 2JAsen2x + Beos’x

PROBLEMA 12. Hallar la derivada de y =|cos 3x]| .

2
SOLUCION. Haciendo uso de |a|=(a2)l/ tenemos

d 12 1 _ d
L4 = —|cos3x| = _d_(cos2 3x) = —(cosz 3x) 2 cos? 3x
dx dx © dx 2 Tx

_ 1 92 cos 3x d(cos3x) _ 3 sen3x.cos3x 3 sen6x
2y “dx 5 2y
t
PROBLEMA 13. Derivar la funcién gt
1-3cost

SOLUCION. Tenemos

,/1—3cost

dt dt

dx d[ sen®t ] ,/1—300st.-5;(sen3t) —senst.% 1-3cost
(yI-3eost)’



Derivacién y Funciones Elementales 253

Pero el numerador es igual a

d t
1-3cost -3sen2t-£(sen t) - sen’ —(1-8cost)

2,/1 3cost dt

3 sen t.sent
1-3cost.3sen’t.cost - - —————

2 1-3cost

I

senzt
,[1- 3cost

2
sen’ t
= ——— (2cost-6coszt—sen2t)

,/1— 3cost
senzt

,/1—3cost

[2(1— 3 cos t) cos t —sen’ t]

[ 2 V)

3 2
= —. (2cost—5cos t—l)
2
Por tanto
senzt.(2cost-5coszt-1)

&8

3
2 (1-3cost)¥?

PROBLEMA 14. Hallar la derivada de y=sen (cos x° )

~ SOLUCION. Hagamos v =coszx”.

dy
Tenemos y=senv, —=cosv,

dv
% = i—(cosxz) = —sen(xz)--gx-(x) = —2xsenx’.

Luego, por la regla de la cadena

Q = Qii-g = cosv(-—2xsenx2) = —2xsenx2.cos(cosx2).

dx dv dx

ctg2 2x

PROBLEMA 15. Derivar la funcién z = 5

1+x
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SOLUCION. Tenemos

(lqrx‘z)icl;g2 2x - ct:g2 2x~i(1+x2)
- dx dx

E
dx (1+x2)

2

Pero el numerador es igual a
(1 + x2) .2ctg 2x. (—2 cosec’ 2x) - ct:g2 2x . 2x

= -—4(1 + x2) ctg 2x. cosec’ 2x - 2x . ct,g2 2x

=-2ctg 2x. [2 (1+ x2) cosec” 2x + x ctg Zx] .

dz 2ctg 2x . [2 (1+ xz) cosec” 2x + x ctg 2x]
Por tanto —_= -

dx (1+2%)

2

PROBLEMA 16. Derivar las siguientes funciones
A sen Bx - Bcos Ax

1D y= 5 3 2) y=tg55x
A" +B
1 3
3) y=—tg  x-tgx+x
3
SOLUCION.
d d AB
1) @ —2—1—2—[A—sen Bx - B— cosAx-I = —;—— (cos Bx +sen Ax) .
dx  A*+B?| dx dx ] A®+B
2) @ itg55x = 5tg45x.i(tg 5x) = 25tg*5x.sec’5x .
dx dx
dx
3) giv- = l—d—tgax - —d-tgx + — = tg2x.seczx ~sectx +1
dx 3dx dx dx

= tgzx.seczx—tgzx = tg2x.(seczx—1) = tg4x.
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1
PROBLEMA 17. Derivar la funcién y = — cos’x. (8 cos’ x - 5) .
15

SOLUCION.
d 1 d 1 d
a4 = — cos® x.—(3cos2 x - 5) +——-(3cos2 X - 5)-——-cos8 X
dx 15 dx 15

3
= —cos® x.(-sen x)+—-(3cos2 x - 5).cos2 x .(~sen x)
15 15

1
= Zcos® x.sen x.[—2 cos® x —(30052 x - 5)]
5

1
= ——c052x.senx.[—2c032x-3coszx+5}
5

2 2
= CoS x.senx.[l—cos x]

2 3
= COS x.sen x .

PROBLEMA 18. Hallar la derivadade y=3sen x cos” x+sen’ x .

SOLUCION. Tenemos

dy d 2 2 d d 3
— = 3senx—cos  x + 3cos" x —senx + —sen" x
dx dx dx
= ~6sen’x.cosx + 3cos’ x + 3sen’ x. cos x
= :'Zcosac[—senzm:Jrcoas2 x] = 3cosx.cos2x .
. . Ccos x
PROBLEMA 19. Derivar la funcién y = -———5— tectgx.
3sen” x
1 -3
SOLUCION. Tenemos y =-—cosx.(senx)" +ctgx,
3
dy 1 -4 2
— = -—cosx[—3 (sen x)™ cos x] - cosec”x
dx 3

2 2 2
cos” x 1 cos  x—sen” x cos 2x

= 1 z_ 4 = 4_ -
sen"x sen «x sen x sen’ x
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PROBLEMA 20. Dadas las funciones u(x)=1-x y v(x)= 1-sen — , hallar — () .
2 u'(1)

SOLUCION.

=-1

x=1

e (1-x
u(l)—dx(l )

d
v'(l):———(l—sen—n-Ji =-Zcos—x
dx 2/, 2 2

Luego
v'(1)
u'(1)

=0.

PROBLEMA 21. Calcular la derivada de cada una de las siguientes funciones

1) y=senmxsen” x 2) y=(3-5senx)”".
SOLUCION.
d
1) @ _ sen manc.—(sen"l x) + sen” x.—sen mx
dx dx dx

-1 m
msenmx.senm X.Co08sX + msen Xx.cCosmx

-1
msen™ " x.[sen mx.cos x + sen x . cos mx]

msen™ 'x.sen(m+1)x .

2cosx
(3-5sen )8 .

2) gy —2-(3—55enx)*3/5—c—l—(3—5senx) = -
dc 5 dx

PROBLEMA 22. Derivar la funcién y =,jctg x — yJctg A .

d 2
SOWCION, & - 1 @ (ogn) - - 0C®

dx 2,/ctgx dx 2 ctgx'
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sec 2x ‘/ctgzx -1

PROBLEMA 23. Hallar la derivada de la funcién y = 3
cosec x

SOLUCION. Tenemos

COS x
sec 2x Jctg x-1 cos 2x sen x sen® x ’oos x—sen’ x
y = =
sen X

cosec’ x cos 2x

3
sen x

2
sen” x Y 2 sen’x sen’x
= Jcos x—-sen” x ,/cos 2x =
cos 2x cos 2x ,/cos 2x

Luego

&
I
(/2]
3
L]
I

: d[ L ) L 2 (sen’s)
dx | /cos 2x ‘/ s 2x dx

2 2
sen” x 2senx.cosx  sen2rx.cos” x
= ————sen2x + s 73
(cos 2x) (cos 2x)

PROBLEMA 24. Hallar las ecuaciones de la tangente y la normal a la curva y=tg 3x
en el punto (0, 0).

SOLUCION. Tenemos [Q] = [3 sec? Sx] =3.
dx ©=0 x=0

Luego, las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la recta dada en el punto (0, 0)
son

-0 -0 1
24 =3 o .y=3x, y 4 =—= 0 y=-—x,
x-0 x-0 3 3
respectivamente.

PROBLEMA 25. ;Qué dngulo forman las curvas f(x) =
t V2

g(x)=senx en el punto —-,—]?
4 2

n 2

2



SOLUCION. Tenemos

SR IR

2

x 2 dx il

x=—
4

Luego, la tangente a f(x) en el punto dado forma un dngulo de 60° con el eje X, y la

tangente a g(x) en el mismo punto forma un dngulo de 45°. Por tanto, el dngulo
. n V2 0

comprendido entre las dos curvasenel punto |—,— | esde 15°.

4 2

PROBLEMA 26. Hallar todos los puntos en los cuales la recta y=4x es paralela ala
curva y=tgx .

SOLUCION. Buscamos todos los x, tales que

d d R 1
—44,_, = —ltg +,_, 4=sec x, o cosx; =t— .
dx = dx = 2
Luego X =—+nm, n=tl+2,. .
6 .

PROBLEMA 27. Probar que la funcién y=|senx| no es derivable solamente en los
puntos x=nnt, n=0,+1,12,...

SOLUCION.
1. Calculamos la derivada de la funcion.

v s \-¥2 d

ﬁll _‘.i.|senx| = ;d:'c—(sen2 x) = -%(sen x)— ——-(senzx)

dx

sen x.cos x sen x .Cos x

(sen2 x)w | sen x|

Luego, la funcién es derivable en todos los puntos x tales que senx=0 , o sea
cuando x#nm .
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2. Probaremos que y no es derivableen x=nn.

Calculamos las derivadas laterales

[iy_] (nn) = i |sen(nn+h)|-|sen(mt)| - lim |cos nn .sen k|
dx), B0’ h h=0* h
= lim |se_nh_|_ (Pues cos nr =+1)
h0* h
= lim —nh. =1 .
h—0" h
(ﬂ) (nx) = lim |sen (nx + )| - |sen (nx)| - bim |cos nx .gen k|
dx /_ h-0” h ho” h
- lim |sen k| - Lim _senh _ 1
h-0" h h—0" h

Luego, las derivadas laterales [%] (nn) y (-:xl) (nm) son distintas y por

consiguiente no existe la derivada (&)(nn) .
: dx

PROBLEMA 28. Haciendo uso de la regla de la cadena, hallar

d d d 2
1) Zf(x+a) 2) ;—x—f(ax) 3) Ef(cos(x -1)).

SOLUCION.

1) Sea u=x+a. Tenemos

3) Sea u=cos (xz - 1) . Tenemos
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af = if_’_‘. = f’(cos(xz—1)).%(003(::2—1))

= '(cos (x2 - 1)) .(—sen (x2 - 1)) .2x = —2xsen (::c2 - 1) . f'(cos (x2 - 1)) .

PROBLEMA 30. Sean f(x)= 1 = ¥ g(x)=3senx.
l+x
(1) Hallar la derivada de g(f(x)). (2) Hallar la derivada de f(g(x)).

SOLUCION.

1) Tenemos g(f(x))' = g'(f(x)).f'(x) .
2x
(1+x2)

Pero f'(x) = - 5 g'(x)=38cosx,

y por tanto g'(f(x)) = 8cos(f(x)) = 3cos(1+1x2) .

6x

Luego g(f(x))' = —(1+x2)2 .cos.(1+1x2) .

2) Tenemos f(g(x)) =f (g(x)). &'(x) .

2x
(1+ x2)2 ’

2 g(x) _ 6sen x
(1‘...3(;»‘:)2)2 (1+9 sen’ x)

Pero g'(x)=8cosx, f'(x)=-

y por lo tanto f'(g(x)) = - -

' 2
Luego f(g(x)) = ~—n 2% _

(1+ 9 sen2 x)
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9.1 DERIVADAS DE ORDEN SUPERIOR
Sea y=f(x) una funcién. Llamamos

dy

;(x) ’

(1) primera derivada de y, a la funcién y‘ 1)(.u:) =

d
que estd definida en todos los puntos donde existe Zy(x) ,

(2) segunda derivada de y, a la funcién
@y g Wy _ Aoy,
y (x) = derivadade y ’(x) = ——(y (x)) ;

y en general, por induccién sobre n>1

(3) enésima derivada de y, a la funcién

' 5™(x) = derivada de y"(x) = (5" V(x) .

R
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También se suelen emplear las notaciones

n n
W@ = o) =Dy, o fe) = S f(x) = DF()
Igualmente, son frecuentes las expresiones y',y'’,y""’, y(iv), y(v) , .-, enlugar de
y(l), y(z), y(s), y“), ym, .., respectivamente.

El valor de la enésima derivada en un punto a se designa con

#(a) = [y _ = Fe) = 2

fla) -

Una ecuacién diferencial de orden n en la variable incognita y = y(x) y variable inde-

pendiente x, es una ecuacién que contiene a las variables x, y, y(l’ y ees y("):

F(x, ¥, ym, ...,y(")) =0

EJEMPLO 1. Hallar la segunda derivada de cada una de las siguientes funciones:

(a) y=x8+2x6—7x+15 (b) y=cos2x.
SOLUCION.
(a) Tenemos y(l) =8x"+12x° -7,

y(z) = —‘1— y(l) = 56x° + 60x*

dx
(b) Tenemos y( Y= _2cosx senx = -sen 2x
¥ = -‘%(ym) = %(—sen 2x) = —2cos 2x
EJEMPLO 2. Hallar la enésima derivadade y= 1 .
l+x

SOLUCION. Escribimos y= =(1+x)".

l+x

Para n=1 tenemos M = -%(luc)'l = -11+2)"
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Para n=2 tenemos ¥y = i(ym) = --i(1+:c)'2 =2(1+x)™.

dx dx
Para n=3 tenemos ¥y = _t_i_(y(z)) = 2i(l+x)'3 =-2.3(1+x)™.

dx dx

Luuego, por induccién sobre n, se tiene:

Y™ = (-1)"nt (1+2)™", donde n!=1x2x3x.xn.

9.2 DERIVADA DE UNA FUNCION IMPLICITA.

Una ecuacidn implicita entre las variables x e y es una ecuacién de la forma

F(x,y)=0

1)

Ocurre a menudo que, en tal caso, la variable y puede expresarse en forma equivalente

mediante varias funciones de x.

d
Si tales funciones resultan ser diferenciables, entonces se puede calcular @ direc-

tamente a partir de la ecuacién implicita dada. Basta derivar (1) respecto de x y despe-

d d
jar —i— de la ecuacién resultante. En general, la derivada -d—i quedard expresada

como una funcién de x e y.

EJEMPLO 1. Hallar la derivada % de la funcién implicita y dada por la ecuacién

x3+y3=4.

. d 3 3 d 2 2 dy
SOLUCION. Tenemos ‘—h—(x +y ) =$(4) , 3x"+3y ;=0.

2
X
===
y

Luego

&

EJEMPLO 2. La funcién y es definida implicitamente por la ecuacién

3
x® +2xy+y® —~4x+2y-2=0. Hallar % enel punto (L, 1).
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SOLUCION. Derivando sucesivamente ambos miembros de la ecuacién respecto de x.

2x+2y+2xy' +2yy' -4 +2y' =0 1)

2+2y +2y +2xy" +2y'y' +2yy"' +2y"' =0 (2)
o 1+2y'+xy"+(y')2+yy"+y"=0

2y"+y " +xy" 429y Yy Y 4y =0 @
o 3y " +xy"" +3y'y" +yy" ' +y"" =0.

rer

Sustituyendo x=1, y=1 en (1), (2) y (3) se encuentra y'=0, y"=-1, y'=
3

W | 4

2
EJEMPLO 3. Sea f(x)=i—-sen(x—2). Hallar £'(2) y f'(2).

SOLUCION. Tenemos

f'(x) = %cos(x—2) + gsen(x—2)

2
—i—sen(x—2) + -icos(x—2) + it—cos(x—2) + —l-sen(x—2)
4 2 2 2

f"(x)

2
1

—f—sen(x-2) + xco8(x —2) + —sen(x-2)
4 2

por tanto f'(2)=1, f"(2)=2.

EJEMPLO 4. Probar que y=senkx satisface la ecuacién diferencial de segundo orden
y'+ k2 y=0.
SOLUCION. Tenemos y =kcoskx, y' =(kcos kx)' = -k’ sen kx;

luego y"+kzy=—k2 sen kx + k2 sen kx = 0.

2
EJEMPLO 5. Demostrar que y= X +x+1 satisface la ecuacién diferencial
2

1+(y')2 =2yy" .
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SOLUCION. Tenemos y'=x+1, y' =1

El primer miembro es 1+(y')2 =1+(x+1) =x+2x+2,
2
y el segundo miembro es 2yy"’ = 2[—+x+1](1) = 22 +2x+2,
: 2
de donde 1+(y')2 =2yy".

EJEMPLO 6. Probar que la funcién polinomial de grado n, y=P(x)=by+b,x +...

satisface la ecuacién diferencial y("u)

=0.
SOLUCION. Tenemos
' = by +2byx + 3532 + ... + nbx" !

= 2by +(3)(2)bgx +... + n(n - vl)b,,:c"’2

%—-\
)
I

<
g
|

= n{n-1{n-2) ... (2(1)b, = constante =c .

Luego y™!= —d—(c) =0.
dx

EJEMPLO 7. Encontrar la derivada % de las siguientes funciones implicitas

(a) tgy=x§/__y' (b) Ben(yz—y+i)=x.
SOLUCION.
(a) Derivando ambos miembros de la ecuacién respecto de x
sec’y.y’ = ¥r + %xy'my' , obtenemos y'= —2?_¥;—_—3 .
3sec’y-xy¥

(b) Andlogamente, cos(y’-y+1)(2yy'-y)=1, y'= !

+b.x

cos(y* -y +1)(2y-1)

n
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9.3 DERIVADA DE FUNCIONES REPRESENTADAS EN FORMA PARAMETRICA

Decimos que las variables x e y estdn representadas paramétricamente en funcién de
una tercera variable o pardmetro t si existen funciones f(t) y g(t) tales que

x=f(t) , y=8g().

Supongamos ahora que f(t) es una funcién diferenciable tal que f’(¢)>0 en todos los
puntos del intervalo I (o también, f'(t)<0 en todot deI). Se prueba entonces, por el
teorema de la derivada de la funcién inversa (que serd establecido en una seccién pos-
terior del presente capitulo), que ¢ puede expresarse como una funcién de x.

Explicitamente, existe una funcién diferenciable h(x) tal que
x=f(t) siysélosi t=h(x),

1
dx
dt

dh
y la derivada — es dada por (1
dx

B &

En particular, la funcién y = g(t) queda expresada como una funcién x
y = &(t) = g(h(x))-
En estas condiciones, resulta una férmula muy simple que permite calcular la derivada

d: dx
Sil en términos de 'l y — , asaber

dt =~ dt
d dy
y _ _dt
TEOREMA. 7 - —7- -
dt

PRUEBA. Aplicamos la regla de la cadena a la funcién compuesta de las funciones
y=g(t), t=h(x). Tenemos

dy dy _dy dh i}i
dt

_dy at
dc dt dr di dx

(gracias a (1) ).

& | § ~

&
d;
Luego 2. —;—i—;-

dt
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d'l
Nota. Para calcular yi”) = dxf se tiene la siguiente férmula de recurrencia:
d (n-1)
-y
() _ dt™"
Yo =T g
dt

que resulta de aplicar sucesivamente el teorema. Por ejemplo, tenemos que

d .
—(y:r) d y(z)
yiz) = dtT- , ¥ = % , ete
dt dt

EJEMPLO 1. Hallar la derivada % de la funcién representada paramétricamente

x=acost, y=asent.

SOLUCION. Tenemos dx = —asent, ﬂ =acost .

dy
dy Z
Luego — = == = —ctgt.
dx %
dt

EEMPLO2. Si x=vi'+1, y=—'—' . Hallar 2 |

t2+1 dx
d , Je+1 - (-1) 2’
SOLUCION. Tenemos — = , % - - t+1 t+13/2 '
dt t2+1 ( t2+ 1) (t2+ 1)
t+1
2 2
dy (‘ +1) t+1
Luego - = = —
dx 4 t(¢* +1)



2

d
EJEMPLO 3. Hallar I;Z— para la funcién y dadapor x=cos2t, y=sen’t.

SOLUCION. Tenemos ﬂ =-2sen 2t , dy =2sent cost=sen 2t

dt dt
dy 1
Luego =="3
d (dy) d( 1)
d? dx 2 A
Aplicando la férmula —z’ - a dxdx , obtenemos d: - a2 =0 .
dx = dx —2sen 2t
dt

2
EJEMPLO 4. Si x=§-t3+2 R y=t6—2t5+7 , hallar :x—y(i)

SOLUCION. Tenemos

dy
d ‘e ¢° - 10¢*
z =%= E—:—— = 3t°-5¢°
d« &2 2t
dt
4 dy
y d’y g 4 9t°-10t  9:-10
dx? dx 2t* 2t
dt

Ahora bien, cuando x=4 setiene $=2¢"+2 o t=-1, y porlotanto
d’y[4) _ [9:-10] 19
dx*\3 2 J., 2
2

EJEMPLO §. Hallar -c—l—‘: si x=a(t-sent), y=a(l-cost).

dy asent sent

SOLUCION. =
a(l-cost) 1-cost
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d [ sent ] (1-cost)cost — sen t(sent)

d’y _ dt\ 1-cost (1-cos t)’
dx’ a(l-cost) a(1-cost)
_ _cost-1 1
a(1-cost)’ a(1-cost)? .

9.4 APLICACIONES GEOMETRICAS.

En la seccién 8.3 dimos la definicién de rectas tangente y normal a una curva en un
punto dado. A continuacién, repetimos dicha definicién y presentamos otros elementos
de cardcter geométrico asociados a una curva.

Sea y={f(x) una funcién diferenciable en el punto x,,.

9.4.1 DEFINICION.

1) Se llama recta tangente a la curva
y=f(x) enelpunto Py=(xy,y,)a
la recta T cuya ecuacién es

¥-y =["(x).(x-x),

esto es, T es la recta que pasa por
(x950) ¥y cuya pendiente es f*(x,).

2) Se llama recta normal a la curve
y=f(x) enel punto Py=(x,,y,) a
larecta N cuya ecuacién es

y—yo=-ﬁm-(x—xo),

esto es, N es la recta que pasa por (xo, yo), y que es perpendicular a la recta

tangente 7.
Sean

A e!puntoenelcual T interseca el eje X,
B=(xo,0),
C el punto en el cual N interseca al eje X .
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3) Definimos los siguientes segmentos (propiamente dicho: longitudes de segmentos)

t=d(A,P,)= el segmento de la tangente,
S, =d(A,B) = la subtangente,
n =d(C,P))= el segmento de la normal,

y S, =d(B,C) = la subnormal.

9.4.2 CALCULO DE LOS SEGMENTOS.

Sea y, =f '(xo). Entonces, si hacemos y =0 en las ecuaciones de las rectas tangente y

normal, obtenemos respectivamente

~Yo=Yo(x-%,) o J‘='y_""‘o

Yo
y Vo= (x-%) o T=yeyh+%o.
% 0Yo + %o
Luego A=(—%?—+xo.0) Yy C=(yoyb+x,0).
0
Por lo tanto
Yo 12 12
t=d(AF)= — 1+ (o) n=d(C,Py)=|y,y1+ (%)
Yo
S, - d(A,B)=|2 S, = d(B,C) = |,3|
Yo

9.4.3 ANGULO ENTRE DOS CURVAS.

Definicién. Se llama dngulo entre las curvas
y=Ffi(x) , y="rf(x),

en un punto comun Py =(xy,y,) . al 4ngulo 6 entre las tangentes T, y T, alas cur-

vas f,(x) y f,(x), respectivamente, en el punto (x(,, yo).
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YA
Yo p-----------

d >
0 X9 X

Para i=1,2, sea 0, el dnguloentreel eje X ylarecta T, .

Se tiene entonces 0=0,-0,, 1)
tg 8, = f{(x) » @
tg 8, =£;(x) , ®

YA
T,
Yo j-~---mmmmme ot e ee e
recta paralela
al eje X
o X

Luego, de (1) tg0 = tg(6,-90,) = €9, - 88, ,

1+1tg6,tg6,

yde @y @) wgo = _fitha) - fil%o)
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EJEMPLO 1. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal en el punto (2, 1) de

la curva
1+¢ 3 1

3 ’

X= y
t 2t

SOLUCION. En primer lugar, hallamos el valor de ¢ que da las coordenadas x=2 ,
y =1, resolviendo las ecuaciones

2= )
y l=——+—-1 @

Las raices de la ecuacién de segundo grado (2) son t=1,-3/4 , de las cuales solamen-
te t =1 satisface la ecuacion (1).

Luego t=1 da lugaral punto (2,1).

Ahora calculamos la pendiente %(2) , oseacuando t=1. Tenemos

dx 3+2t dx
— - 1 N y —(1):—5
dt t dt
o3 1Ay 8 11
dt ¢ 2 dt 1)® 20> 2
Por tanto P
ly 7
(1 .
_dl(z)_ﬂi_)___‘él_f’_
= = = ,
dx =) -5 2
dt

y las ecuaciones de las rectas tangente ¢ normal a la curva en el punto (2, 1) son, res-

pectivamente,

2
y—'1=3—5-(x—2) y-1l=——(x-2)
2 35

EJEMPLO 2. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, subtangente y sub-
normal de la pardbola y2 =4x enelpunto (1,2).
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SOLUCION.

Tenemos x,=1, y,=2,

Yo = en el punto (1,2),

en (1,2), (derivando la ecuacién

implicita y2 =4x res-
pecto de x)

]
[N )

]

it

Aplicando las férmulas que dan las longi-
tudes de los segmentos, tenemos:

t = !—?- 1+(;v(’,)2 -‘— 1+(1)% | = 242,
0
n = ymllir(y(',)2 =|2 1+(1)% | = 2v2,
St= -'Z?- =H=2’
Yo 1
S, = || =|2(1)] = 2.

EJEMPLO 3. ;Qué 4ngulo forman las curvas x° + y2 =8ax y (2a- ;:c)y2 =x" enel
. (Sa 16a)
punto comin |—, — | ?
6 5

SOLUCION. Derivando las ecuaciones implicitas  x*> +y* =8ax y (2a-x) y® =2

respecto de x, tenemos
,_4a-x

y

. 3x2+y2

= , respectivamente.
2(2a - x)y
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Luego, las pendientes de las curvas en el punto dado son

2 2
o2
' 5 5

, 4a-%a 3 7
y =— == y y = =1,
¥a 4 9 ( 2q — .81) 16a
, 5 5
7-3
y por tanto, la tangente del angulo 8 entre las curvases tg0 = =1.
1+7(3)
8 16
Asi, las curvas se cortan en [_a y ——a—) formando un dngulo de 45",
5 5

9.5 RAZON DE CAMBIO. VELOCIDAD Y ACELERACION.

9.5.1 DEFINICION. Consideremos la funcién y = f(x) .

Se llama razén de cambio (instantdnea) de la funcién en el punto x, , al valor de la
derivada de y=f(x) enel punto x,, estoes

razén de cambiode y enelpunto x, = y'(xl)

Como una motivacién de la definicion que acabamos de establecer, observamos lo
siguiente

(1) Para un cambio o incremento Ax de x,, el cociente

by flx+A%)- f(x)
Ax Ax

I

es una razén entre los cambios de los valores de ambas variables, y se le llama
razén de cambio promedio de la funcién y=f(x) cuando x, cambia a x +Ax

(o en el intervalo con extremosen x, y x,+Ax).
(2) Puesto que, por definicién,
Ay

y(e)= Yim 2

tenemos que y'(xl) representa intuitivamente la razén de cambio “instantdnea”

en x,.
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9.5.2 DEFINICION. Supongamos que una particula
P se mueve a lo largo de una linea recta, de manera
que se cumple la ley de movimiento

e x(t)

x=x(t),

donde x(t) designa la (coordenada de) posicién de P respecto de un punto fijo 0,
cuando el tiempo es ¢t unidades. Definimos

(1) velocidad instantdneade P en  t, = v(t,) = %x-(tl) ,
t
o dv d’x
(2) aceleracién instanténeade P en t = a(t,) = ;—(tl) = —‘-1—-2—(11) .
t t

EJEMPLO 1. Sea V metros cuibicos el volumen de un cubo de a metros de arista.

1) Hallar la razén de cambio promedio de V cuando a cambia de
i) 4 a 43, i) 4 a 4.1, iii) 4 a 3.9.

2) Hallar la razén de cambio de V cuando a =4.

SOLUCION.
Sabemos que V =V(a)=a’.
1) (i). Tenemos
a=4, Aa=43-4=03.
Luego
V(a+4a)-V(a) (4.3)°-4°
Aa - 03

=5169 .

1) (ii). Tenemos

a=4, A=41-4=01.

Luego
3 3
V(e+aa)-V(a) (4)°-4° 4021
Aa 0.1 0.1
1) (iii). Tenemos a=4, Aa=39-4=-0.1.
3 .3 .
Luego V(a+4a)-V(a) _(39)°-4° 4681

Aa -0.1 -0.1



276

2) Tenemos -(-l—‘-’- =8a®.
da

Luego 'ﬂ
da

=3(4)" =48.
a=4

EJEMPLO 2. La ley de movimiento de un punto es S = t?-38t+5, donde S esla
distancia dada en cms., y ¢ es el tiempo dado en segundos.

1) ;Cua4l es la velocidad del punto cuando t=1y 5?

2) ;Cual es la velocidad promedio del punto en el intervalo 1<¢<5 ?.

SOLUCION.
1) Tenemos u(t) = L 2t-3.
dt
Luego v(l)=-1, v5)=T7.

2) Tenemos t=1, At=5-1=4.Luego

" —
velocidad en el intervalo 1<t<5 = .....__.___u(t + 1) - S(¢)

At
[* -3(5)+5] - [1* -3(1)+35]
B 4
12
I e— 3
EJEMPLO 3. Los puntos extremos de un Y
segmento AB de 5 mts. de longitud yacen
sobre los ejes de coordenadas X e Y, res- B

pectivamente. A se mueve con una velocidad
constante de 2 mts./seg. ;Cudl es la razon
de movimiento de B cuando A se encuentra
a una distancia de 3 mts. del origen ?

V=2 L
SOLUCION. mts/6og

En el tridngulo rectdngulo BOA tenemos

x2+y2=25
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Derivando respecto de t, obtenemos

dx d:
2x— + 2 y—y =0 Yo
dt dt
B
o dy  xdx ¥
dt ydt
Si x=38, entonces y 5
V =2 mts /seg.
y=y25-(3)° =4
X A >
dx 0 x — X
ycomo — =2,
d‘ .
sustituyendo en la ecuacién obtenida, resulta
dy 3 3
—=-=(2) = -—.
dt 4 2

EJEMPLO 4. Se vierte agua en un depdsito
que tiene la forma de un cono invertido a ra-
zén de 16 ms/hora. El cono tiene 25 m. de
profundidad y 20 m. de didmetro en su parte
superior. Si tiene una fuga de agua en la base
y el nivel del agua estd subiendo a razén de
1/9 m/hora cuando el agua tiene 15 m. de
profundidad, jcon qué rapidez sale el agua del
depésito?

SOLUCION.
Sean
t= el tiempo en horas,
h = la altura en metros del nivel del agua en el tiempo ¢,
r= el radio en metros de la superficie del agua en el tiempo ¢,
y v= volumen en metros ciibicos del agua en el tanque en el tiempo ¢ .
Calculamos el volumen V cuando el agua tiene A metros de profundidad. -

Tenemos

V= —1—1tr2h , y 7‘— = 19 (Por semejanza de tridéngulos).
25
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. 2h .
Luego, sustituyendo r=— en la primera férmula, resulta
5

1 (2h)’ 4

V=—-n(—)h=—-uh3 o)
3 5 75

Puesto que se cumple

razén de cambio de volumen = razén de entrada — razén de salida

tenemos ﬂ =16- _d_S s
dt dt
as . . .
donde d— designa la razoén de salida de agua del depésito por hora.
t
Ast, B 6. @
: dt dt

ds dh
y debemos calcular — cuando A=15 y —= l .

dt dt 9
Derivando ambos miembros de la ecuacién (1) respecto del tiempo ¢

dV 4 _,dh
B S Yk
dt 25 dt

y sustituyendo los valores indicados

v in(15)2(—1-] = 4n ®
dt 25 9
ds

Finalmente, (3) y (2) da = 16-4n = 16-4(3.14) =344

dt

Por tanto, la rapidez con que el agua sale del depésito es 3.44 m® / hora.

9.6 PROBLEMAS RESUELTOS.
9.6.1 PROBLEMAS DE DERIVACION DE ECUACIONES PARAMETRICAS.

2
t

PROBLEMA 1. Dadas las ecuaciones paramétricas x =—1— , ¥y= (———1-] , hallar
. t+1 t+

dy
.



Aplicaciones de la Derivada

279

SOLUCION. Tenemos

dc 1
dt (t+1)°
dy 2(t+1)% -2¢%(e+1) 2
dt (t+1)* (+1°
&
2t
Luego — = da _ =
jd_f t+1
dt
PROBLEMA 2. Encontrar la derivada de y' =:i—3i , si
dx
x=a(cost+tsent), y=a(sent—tcost).
SOLUCION.
dx dy
—=atcost , -—=qtsent,
dt dt
Luego Q _ atsent _ gt .
dx atcost

PROBLEMA 3. Probar que la funcién y dada por las ecuaciones paramétricas

x=2t+6t' y y=t+4c°

2 5
242
dx dx

satisface la ecuacién diferencial

SOLUCION. g _ 2 +20¢°
dt

y B o420t
d¢
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4
Luego ﬂ = Mt? =t
dx 2+20¢t
2 5
y por tanto y = t""+4t5 = [ﬂ) + 4(i‘!) .
dx dx

PROBLEMA 4. Hallar -:—ii en cada uno de los siguientes casos

x=acoszt x=acos"t
¢V 2 s ) .
y=bsen®t y=bsen" ¢
SOLUCION.
1) -‘—1—x-=-2acost sent y _d_y= 2bsent cost .
dt dt
dy 2bsent cost b
Luego = e - =,
dx -2asent cost a
2) o _ -nacos”'t.sent y ﬂ=nbsen""t.cost .
dt : dt
b sen" 2t b m
Luego iy_ = —— senn_z = -—tg % .
dx a cos 't a

PROBLEMA 5. Hallar la derivada .d_y de las siguientes funciones dadas en forma
dx

paramétrica
x= 2at .= 3at
1+¢ @ 1+2°

1)
a(l—tz) {Mt2
y= 2 y= 3
1+t 1+t

SOLUCION.

de (1+t")(2a) - 202(2t) 2a(1-¢°)
@ - c 2 = z
dt (l+t2) (1+t2)
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dy (1+t%)(-2at) - a(1-£)(2¢) dat
dt (1+27) (1+22)
dy
C dy g 2t
Ast P —_d:i T
dt

de  (1+£°)(3a) - 3af(3:")  3a(1-2:°)
@ — - : - -
dt (1+¢°) (1+2%)

dy (1+t3)(6at)—3at2(6t2) 6at(1- 2t3)
dt (1+t3)2 (1+¢° )

PROBLEMA 6. La funcién y estd dada por las ecuaciones paramétricas

cost sent dy

) y= . Hall _—
,[cos 2t ‘/cos 2t o dx

X =

SOLUCION.

‘/ s 2t (-sent) - cost[ “sen 2

,/cos 2t J —cos2¢.sent +sen 2t.cost sent

dt cos 2t (cos 2t)¥? - (cos 2¢)¥? '
,/cos 2t .cost — sent —sen 2t
i}_'_.. cos 2t _ cos2t.cost + sen2t.sent _ cos t
dt cos 2t (cos 2¢)* (cos 2¢)¥*
dy
dy & cost
Luego — = 5= = —— = ctgt.
dx E sent
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PROBLEMA 7. Hallar la longitud de los segmentos tangente, normal, subtangente y
subnormal de la curva

x=a(t-sent), y=a(l-cost) encada (x,y).

SOLUCION. Calculamos y'=—j—‘i-:

£=a(1—cost) R iil:asent .
dt dt

dy sent

dx 1-cost .

Luego y' =

Tenemos

2 2 2
t - t t
1+(y')2 _ [1.]_%en _ (1-cost) +s2en
(1-cost)

Luego

> 1+ (y)

’

y

(1) T =Longitud de la tangente=

a(l-cost) 1 a(1- cost)? 1

sent t t
sen — sent sen —

1-cost 2 2

(2) n= Longitud de la normal = ’y‘/l+(y')2 l M = 2a

=g

~(3)
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(3) S, =Longitud de la subtangente = | 91— cos?)
y' sent
1-cost
sens(i]
1-cost)?
= i.(_ﬂ_)_ = 20_72 = 2agen2[.t_) . tg(i) ,
sent cos[—) 2 2
' 2
. , sen t
(4) S, =Longitud de la subnormal = lyyl =|a(l-cost) . ———— | = |asent
(1-cost)

2

PROBLEMA 8. Hallar la derivada y'' = i% de la funcién y dada por las ecuaciones
dx
paramétricas
x=4t y =% .
SOLUCION.
’ dx _ 1 _ 1 -y2 dy 1 t_zls
a 2t 2 a 3
dy _ 2t %3 2 -y6 d (dy) 2 (_ lt_-;/sJ _ }_t_-;/s
& 38tV 3 dt\dx) 3\ 6 9
, 2% 1 -6
d’y  dt\dx 9 2 o3
As’ = = = ——1
' d«® EE 3 vz 9

PROBLEMA 9. Hallar i—% en cada uno de los siguientes ejercicios
dx

x=acos’t x=a(sent—tcost)
D 2

y=asen’t y=a(cost+tsent)
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SOLUCION.
1) -d—x=—3acoszt.sent R ii—‘}i=3asen2t.cost s
dt dt
i‘z=_t,gt, i(ﬂ)=—sec2t .
dx dt\dx
d(dy
L d2y dt\ dx —sec’t 1
uego = = = .
dx? _idf‘_ -3acos’t.sent 3acos't.sent
dt
d d d(d
2) £=atsent, —y=atcost, —1=ctgt, ——(—y)=—cosec2t.
dt dt dx dt\dx
dzy —cosec’t 1
Luego > = = - T
dx atsent atsen”t

3

PROBLEMA 10. Calcular d—‘:— de la funcién y dada por las ecuaciones paramétricas
dx

x=sect, y=tgt.

SOLUCION. & et tge , ﬂ=sec2:,

dt dt
dy séczt

— = ———— =cosect,
dx sect.tgt

d[dy]
—|—|=-cosect.ctgt ,
dt\ dx

dzy _ —cosect.ctgt

5 =-—ctg3t
dx sect.tgt

d dzy 2 2 2 2
—|—= = -3 ctg t(-—cosec t) = 3ctg” t.cosec” t.
dt\ dx

a? 3ctg? t.cosec? ¢ Sctgtt
Finalmente, Z = g e g .
dx sect.tgt sent
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9.6.2 PROBLEMAS SOBRE DERIVACION DE FUNCIONES IMPLICITAS.

PROBLEMA 11. Hallar % de la funcién implicita y en cada uno de los siguientes

ejercicios
R
a) ’?"%’2‘=1 @ 5x° +2xy-y* +7x+3=0 @ 2’ -x"y+y’=0.
a
SOLUCION.
. . . 2x 2y,
(1) Derivando ambos miembros de la ecuacién respectode x —-—-y'=0
a b
bz
Luego '=—2-£.
ay
(2) Derivando respectode x 10x+2y+2xy —2yy +7=0.
7
Luego y' = M—_'
2(y - x)
. 2 2, , , 2xy-—3x2
(3) Andlogamente 3x” -2xy-x y +2yy'=0, yporlotanto y'=————.
2y—x

PROBLEMA 12. Hallar % en los siguientes casos

x
1) tgy=2xy (2) tgxy=—.
y
SOLUCION.
(1) Derivando ambos miembros de la ecuacién respecto de x
sec® y.y' =2y +2xy’, y por lo tanto y'=—22;y——
sec” y-—2x

y-xy'
2 ]
y

@) Similarmente  sec? (xy)- -:—x(xy) _

sec’ (1) . [y + 2] = 222,
y

22
de donde y = y(l—y o xy)

x (1 + yzseczxy)
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PROBLEMA 13. Hallar y' enelpunto (-1,1) si xX+dxy+y’ -8x+y-2=0.

SOLUCION. Derivando la ecuacién implicita respecto de x
2x+4y+4xy +2yy' -3+y'=0

-2x-4y+3 '
dedonde y' = it A y sustituyendo x=-1, y=1, resulta y' =-1.
4x+2y+1

PROBLEMA 14. Hallar y" en (2,1) si x*-3xy+y'-5x=1
SOLUCION. Derivando sucesivamente dos veces la ecuacién implicita respecto de x

4x° - 3y-3xy' +4y°y'-5=0 §))

12x% -3y’ -3y’ —3xy" +12y*(y')* +4y°y" =0
3 e

o 1222 -6y - 3xy" + 12y2(y')2 +4y"y"' =0 2)

sustituyendo x=2, y=1, enla ecuacién (1) resulta y'=12, y con estos tres valores
en la ecuacién (2) obtenemos y'' =852.

3
PROBLEMA 15. Si x> +y%=a? hallar fl—i- :
dx

SOLUCION. Derivando respecto de x consecutivamente

2x +2yy' =0 1)
1+(y’)2+yy"=0 (2)
2y'y"' +y'y" " +yy""'=0 o 3y'y"'+yy'"'' =0 @
De (1) obtenemos y = z : 4)
y
x®+y?

y sustituyendo este valor en (2), resulta y'' =- (5)

3
y

rer 3x(x2+y2) 3xa’

Finalmente, reemplazando (4) y (5) en (3) da y
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PROBLEMA 16. Hallar las ecuaciones de la tangente y de la normal a la curva
y* =4x" +6xy enel punto (L2).

SOLUCION. En primer lugar calculamos y’ en el punto (1,2).

Derivando la ecuacién implicita respecto de x

4%y’ =16x® +6y +6xy’ ,

14
de donde sustituyendo x =1, y=2, obtenemos y' =—.
- 13
Luego, la ecuacién de la recta tangente es
14
y-2=—(x-1) o 14x-13y+12=0,
13 ‘
y la ecuacién de la normal es
13
y-2=-—(x-1) o 13x+14y-41=0
14

PROBLEMA 17. Probar que el punto de contacto de una tangente a la hipérbola

xy= a® divide en dos partes iguales al segmento de la tangente comprendida entre los
ejes de coordenadas.

SOLUCION.
Sea T Ila recta tangente en el punto
(x4,,) de la hipérbola y designemos con

A y B los puntos de interseccién de T
con los ejes X e Y, respectivamente. De-
bemos probar que

-;—(A+B)=(xo,yo).

Derivando la ecuacién xy= a? respecto de
x obtenemos

Yy
y ==,
X

¥y por tanto la pendiente de la tangente en (x,,y,) es y; =~ o
. ) xo
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La ecuacién de T es entonces

Y=Y =‘ﬁ("’xo)'
%9

Haciendo y=0 obtenemos x=2x,. Luego A =(2x,,0).

J

Y haciendo x=0 obtenemos y=2y,. Luego B=(0,2y,).

Por tanto, l(A +B)=(x0,%)-
2

PROBLEMA 18. Demostrar que la suma de las coordenadas de los puntos de intersec-

cién con los ejes de coordenadas de la tangente en un punto cualquiera a la curva

«¥? +_yv2 =b"? es igual a b.

SOLUCION. Sea T la recta tangente a la curva dada en el punto (xo, yo) y desig-

namos con A y B los puntos de interseccién de T con los ejes X e Y, respectivamente.
Vamos a calcular las coordenadas de A y B.

y2 vz _ V2

Derivando la ecuacién x"" +y respecto de x obtenemos y =,

y2
y por tanto la pendiente en el punto (x,,y,) es  y=- [.‘.y.."_] X
%o

y2
La ecuacién de T es entonces y-y, = - [y—o] (x - xo)
X9

Haciendo y =0, obtenemos x=x, +(x, yo)]/2 . Luego
y2
A= (xo +(x0%0)" > 0).
. y2
Y haciendo x =0, obtenemos y =y, +(x,¥,)

Luego B= (0, Yo + (.acoyo)ll2 )

Por consiguiente, la suma de las coordenadasde A y B es
2 2
y2
xo+2(xoyo [xo +¥, ] =(b ) =b,

que era lo que queriamos demostrar.
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PROBLEMA 19. Probar que la distancia de un punto cualquiera de la hipérbola equil4-

tera x° - ;y2 =a’ al origen es igual a la longitud del segmento normal a la hipérbola
en ese punto.

SOLUCION.

Vamos a calcular la longitud del segmento normal a la hipérbola en el punto
Py =(x0:%0)-
Derivando la ecuacién respecto de x obtenemos 2x-2yy'=0,

y por tanto la pendiente de la curva en el punto dadoes y; = o

Yo

Luego la longitud de la normal a la curva es

n=|y, ‘/ 1+ (o )2 (usando la férmula dada en 9.4.2)
= \) xg + y: (sustituyendo el valor de y;)

Pero la distancia de P, al origen es precisamente

d(Po’O)F ‘ng + J’g s

y por consiguiente 7 =d(F,,0).
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PROBLEMA 20. Hallar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y vertica-
les de la curva 2x° -2::cy+2y2 -2x-4y-1=0.

SOLUCION. Calculamos la pendiente de la curva dada en cada punto (x,y) derivando
la ecuacién implicita respecto de x
4x-2y-2xy' +4yy' -2-4y' =0,

P 2x-y-1

de donde resulta 1)

x-2y+2

Puntos de contacto de las tangentes horizontales.

Vamos a determinar los puntos (x,y) de la curva en los cuales las tangentes son hori-
zontales, esto es, en los que se cumple y'=0 o teniendo en cuenta (1)
2x-y-1=0
o y=2x-1 (2)
y sustituyendo en la ecuacién de la curva, obtenemos
2x? -2x(2x - 1) +2(2x - 1)2 -2x-4(2x-1)-1=0,

y simplificando
6x* -16x+5=0

8134

cuyas raices son X = .
6

51234
3

8++34 5+2J§] v [s—ﬂ 5-2J34

6 3 6 3

Reemplazando estos valores en (2), tenemos y

Luego

son los puntos de la curva en los que las tangentes son horizontales.

Puntos de contacto de las tangentes verticales.

Sea (x,y) un punto de la curva en el que la tangente es vertical. De acuerdo a (1) se

debe cumplir
, 2x-y-1
y - ——.—— =0

x-2y+2



Aplicaciones de la Derivada 291

o equivalentemente x~2y+2=0
0 x=2y-2,

y sustituyendo x en la ecuacién de la curva, obtenemos

2(2y-2)° - 2(2y - 2)y +2y* -2(2y-2)-4y-1=0,

y simplificando 6 y2 -20y+11=0,
cuyas raices son = u
6
Reemplazando estos valores en (3), tenemos x= 4134 .
3
(4+J34 10+J34] [4-J34 10-J34]
Luego , ’
3 6 3 6

son los puntos de contacto de las tangentes verticales a la curva dada.

PROBLEMA 21. Determinar los puntos de contacto de las tangentes horizontales y
verticales de la curva 3y2 -6y-x=0.

SOLUCION. Derivando la ecuacién implicita respecto de x
6yy' -6y’ -1=0,

dedonde y’ ——L

6y—-6
Puesto que y'#0 concluimos que la curva no tiene tangentes horizontales.

Por otra parte, y = =w siysélosi 6y—-6=0 o y=1 que sustituido en la

6y-6
ecuacién de la curva da x=-3. Luego (-3,1) es el unico punto de la curva en donde
la tangente es vertical.

PROBLEMA 22. Hallar los puntos de contacto de las tangenbes horizontales y vertica-
les de la curva

x° - 24xy + 169y = 25.
SOLUCION. Derivando la ecuacién implicita respecto de x
2x - 24y - 24xy' +2(169)yy' =0,
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-12
dedonde y'= ik A
12x - 169y
.o %x-—12y . .
Si y'=——————=0 entonces x =12y, y sustituyendo en la ecuacién de la curva
12x — 169y

(12y)® - 24(12y)y + 169y* = 25

resulta y =11, y porlotanto x=+12.
Luego (12,1) y (-12,-1) son los puntos de contacto de las tangentes horizontales.

-12 9
Si y=—""2 _o entonces 12x-169y=0 y x=-22y.
12x - 169y 12
69’ 169
Sustituyendo en la ecuacién de la curva 1 5 y2 - 24(.__. y) y+169 y'*’ =925
12 12
. 12
se obtiene y= iTﬁ- ,
y por lo tanto x=%13.
12
Luego (13, —-) y (-13, - EJ
13 13

son los puntos de contacto de las tangentes verticales.

9.6.3 PROBLEMAS SOBRE DERIVACION DE ORDEN SUPERIOR.
PROBLEMA 23. Hallar la enésima derivada de la funcién y=(ax+b)".

SOLUCION. Tenemos

dll. n-1 d . n dll-l ne
dxi = :x"‘l -;(aaﬂ-b) l = 'ﬁ n(ax+b) lal
n-1
= na ——(ax+ 5)"' = na(n-1)! a' (por induccién sobre el exponente)
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PROBLEMA 24. Hallar la derivada de orden n de la funcién y=+x.

SOLUCION. Tenemos y = x'*

R T
y =%
w1 1) g2 11 _gp
y'z( 2) =Gy
1( 1Y -3) 52 2 (1)(3) o2
woo LN 3) g :
= (-3 )-5) - v e

y por induccién se obtiene y = (-1)""

PROBLEMA 25. Hallar la enésima derivadade y=sen x.

SOLUCION. Tenemos y= y‘o) =senx,

y(" = CO8X = sen(x+12t~) ,
(2) _ L2 I s
yo = cos(x-l—z) sen(x+2 2) .

‘ 1 nn
Luego, por induccién sobre n se tiene y(") =sen (x + —1) .
2

PROBLEMA 26. Hallar la enésima derivada de y =cosax.

SOLUCION. Tenemos y= y(o) = cos ax,

e
= —Qa 8senax = a cos ax+-§ ,

-a® sen (ax +%) = a? cos(ax+2-—)

nn
y por induccién sobre n se tiene y(") =a" cos (ax + ——) .
2
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Nota. Regla de Leibniz. Sean u=u(x), v=v(x) dos funciones que tienen derivadas

hasta de orden n inclusive. Entonces se prueba (por induccién sobre n, por ejemplo)
que se cumple la férmula de Leibniz

@) = u™ v+ N0 4y :‘("—2_12 R e R a FEC N

1+x

Jx

PROBLEMA 27. Usando la regla de Leibniz encontrar y(") si y=

SOLUCION. Sean u=1+x, v=x"Y% de modo que y=u.v.

Aplicando
¥ = @) = u™ vrn™ 0 ¢ Y ™
y teniendo en cuenta que u? < (1+x) =1
u(") =0
- n-1 _ (n)
obtenemos ¥ = .n(x W)( g (1+x) (x 1/2)'1 (¢))
—yz2n(1 -
Por otra parte (x W) = —1x 2
2
2
(x-Vz)( ) _ (_ 1)(_ E]x-s/z
2 2
1.3 _
R
-yz\{») 1x3x ... x(2n - 1) '&;ﬁ
y se prueba que (x ) = (-1)" = x ()
Luego (2) en (1) da
- _2n-1 - _2n+1
y(n)= (—1)"—1n 1x3x 2n-)(1(2n 3) x = + (_1),l (1+x) 1x3x 2:(271 1) x 5
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. y(u)= -1y lx3x...:(2n—3) x(_T) [2nx—(2n-1)(1+x)]
y(u)z(-l)""l 1x3x ... x(2r(z£)](x+l—2n) .
2" °

PROBLEMA 28. Hallar 5™ si y=(1-x)cosx.

SOLUCION. Aplicamos la férmula de Leibniz

Y= @)™ = u™v o+ 0 4 s f(n—;—ll.u(z).v("'m + nu MY 4oy ™
con u=1-x° y v=cosx . Tenemos
u=1-x° , U=cosX ,
um =-2x , v“) =~senx=cos(x+-£) ,
2
um =-2, v(z) =—sen (x+£)=cos (x+2£] ,
2 2
™ =0 s v™ = cos (x+ﬂJ .
2
Luego
- -2 -1
y(”) = M(~2) cos(x+u] +n(-2x) cos(x+(n—)£) + (l-xz)cos(x +ﬁ]
2 2 2 2

5 (1-%)oon[x+22) - amecon 5+ 27U e 222)

2 2

9.6.4 PROBLEMAS SOBRE RAZONES DE CAMBIO Y VELOCIDADES.

PROBLEMA 29. Un balén esférico estd siendo inflado. Hallar la razén de cambio del
drea respecto al radio, en el instante en que el radio es 10 cms.



SOLUCION. Tenemos S =4nrr’

donde S = drea de la superficie en em?,

r = radio del balén esférico en cms.

Por definicién, la razén de cambio de S respecto de r es la derivada E = 8nr
dr

dS
Para r=10 cms tenemos — =80n cms.
dr

PROBLEMA 30. Un avién estd volando paralelo al suelo a una altura de 3 mil metros y
a una velocidad constante de 12 Km/min. Si el avién vuela directamente sobre una ciu-
dad, ja que razdn cambia la distancia de la linea de vuelo entre el avién y la ciudad 20
segundos después?

SOLUCION.

v =12 Km/min

3 Km

Sean Y = larecta vertical que pasa por la ciudad ,
x = distancia del avién a Y en Kms,

y r = distancia del avién a la ciudad en Kms.

di 1
Sabemos que id_._x_ =12 Kms/min y deseamos calcular -d—r cuando t=20seg=—min.
dt t 3

Del tridngulo rectdngulo de la figura tenemos

x*+8%=rt 1
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y derivando ambos miembros de la ecuacién respecto de ¢

dr dr x dx x
2x — =2r— .
dt dt dt r dt r

(-]
I
J
]
it
T

)

Ahora bien, para t=%min se tiene x=12(3)=4,

y r=va®+3% =5 (por (1),

y sustituyendo en (2) % 12 (%) = 9.6 Km/min.

PROBLEMA 31. Dos puntos se mueven sobre el eje X con las siguientes leyes de movi-

miento

500
x=t+5, x=—,
t

donde £20 , x y ¢t son dados en centimetros y segundos, respectivamente. ;Con qué
velocidad se separan los puntos en el instante en que se encuentran?

SOLUCION.
Sean P, y P, los puntos de modo que 0 R B -
“_ x] -l e -
x,=t+5
[P N —
500
y Xy =— (ver figura)

t

Calculamos el tiempo ¢ en el que P, y P, se encuentran.

0
Igualando x,=x,, osea t+5=ﬂ)—, resulta t2+5t—500=0,
t

cuyas raices son t=20, -25.
Luego ¢=20seg.

Las velocidades en el punto de encuentro son

o], fenl

v = | 9% _i@) - |_500 _500 _
y 25 gy (BT )]y T U fipe . 900

Luego la diferencia de velocidadeses v, -v, = 1~ (— %) = 3 (cm/seg).

w] o
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PROBLEMA 32. Dos vehiculos, uno se dirige ha-
cia e] Este a una velocidad de 26 Km/h y el otro Norte
hacia el Norte a una velocidad de 13 Km/h, es- 4
tdn viajando hacia la interseccion de dos carrete- — ¥ —
ras. ;Con qué velocidad se aproximan los dos
vehiculos uno con respecto del otro, en el instan-

te en que el primero de ellos estd a 5 Km y el se-
gundo a 12 Km?

» Este

SOLUCION. Tracemos un sistema de ejes de co-
ordenadas rectangulares como en la figura con P,
origen 0, el punto de interseccién de las dos ca-

rreteras.

~
—— ¢ —

Sean

la abscisa (de posicién )de P, en Kms.

———
N R R
] i

= la ordenada (de posicion )de P, en Kms.

la distancia entre P, y P, en Kms.

dx d
Sabemos que — =26, . 13 1)
dt dt

d
y deseamos calcular Rl cuando x=-5, y=-12.
dt

(las coordenadas son negativas respecto del sistema elegido).
Del tridngulo rectdngulo se tiene que
rP=x+ y2 @

y derivando ambos miembros respecto de ¢

A4 @

Para x=-5, y=-12, la ecuacién (2) nos da r =13,y en (8), teniendo en cuenta
(1),

& Boe)+ 2z - -2

dt 13 13
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PROBLEMA 33. El volumen de ventas y de una tienda en funcién del gasto diario x
de publicidad es dado por la férmula y= 50(—8::2 +8x+3). donde x, y estdn expre-

sados en miles de délares.

1) Usando la derivada, determinar si seria ventajoso que el presupuesto diario de
publicidad fuera aumentado, si actualmente éste es

a) 300 délares b) 600 délares.

2) (Cudnto debe asignarse al presupuesto de publicidad para conseguir el mdximo
volumen de ventas posibles?

SOLUCION. Completando cuadrados vemos que la curva y= 50(~8:\:2 +8x+ 3) repre-
senta la pardbola y =-400(x - /2)® + 250 con foco en (1/2,250).

pendiente >0

250 pendiente <0

150

Py
N
2

S

1 oj

(1) De la gridfica vemos que una pendiente positiva significa un crecimiento en el
volumen de ventas cuando x aumenta, y andlogamente, una pendiente negativa
significa un decrecimiento en el volumen de ventas cuando x aumenta.

Ahora bien, tenemos

d
2l =50(-162x+8) _3 =160>0
dx :4:=i h 10
10
d
Y| =50(-16x+8) s =-240<0
dxl,. 8 5

10

y por tanto, resulta ventajoso aumentar el presupuesto de publicidad cuando éste
es de 300 délares, pero no asi cuando es de 600 délares.

(2) Para determinar el valor mdximo de y, basta observar que en la ecuacién
¥y =-400(x - 1/2)2 +250, el término —400(x - 1/2)2 es siempre < 0 y por lo tanto,

¥ serd mdximo cuando este término sea 0, 0 sea cuando (x - ],/2)2 =0 o x=12.
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Luego, el mdximo volumen de ventas se conseguird con un presupuesto de publicidad
de 500 délares.
PROBLEMA 34. En un circuito eléctrico la ley de Ohm establece que E=I R,

E voltios es la fuerza electromotriz,
donde R ohmios es la resistencia,
I amperios es la intensidad de la corriente.

Suponiendo que E es constante, probar que R decrece en una razén respecto de I que
es proporcional al cuadrado del inverso de 1.

SOLUCION. Despejando R se tiene R=£ ,
I

y derivando ambos miembros respecto de I : —=-—, teniendo presente que
dl 1

dE

— =0 yaque E =constante.

dal

PROBLEMA 35. El lado de un tridngulo equildtero mide a cms., y estd creciendo a una
razén de £ cm/hora. ;Con qué rapidez crece el drea?

2
SOLUCION. Se tiene A =2—J§ cm?®, donde A es el drea del trigngulo. Derivando
4 .

dA
respecto del tiempo y usando = — =% resulta
dt

a = lak\/§ cmz/hora.
2

dt

PROBLEMA 36. Una varilla no homogénea AB tiene 12 cm. de largo. Se sabe que la
masa de la parte AM de la varilla aumenta proporcionalmente al cuadrado de la dis-

tancia del punto M al extremo A,y es de 10 gr. cuando AM =2cm.
1) Hallar la masa de toda la varilla AB.
2) Hallar la densidad lineal en cualquier punto M.

3) Hallar la densidad lineal de la varilla en los extremos A y B.
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SOLUCION.

Sea m=m(x)=kx’ la masa en gramos de la parte AM de la varilla cuando
AM =xcm., k es una constante de proporcionalidad.

Calculamos k. Se tiene m =10 cuando x=2,

yportanto 10=k(2)® osea k=5/2 gr/em®.

. 2
Se tiene pues m =3 x

1) La masa de la varilla se obtiene cuando x =12, yvale m-= -g—( 12)2 =360gr.
d d
2) Por definicién, la densidad lineal es o Luego I s gr/cm.
dx

d d
3) Haciendo x=0 y x =12 en la ecuacién precedente resulta am 0y @/ 60,
dx

respectivamente. Y éstas son las densidades lineales en los extremos.

PROBLEMA 37. Una ldmpara est4 colgada a 3.50 mts. sobre una recta horizontal. Un
hombre de 1.50 mts. de altura camina alejdndose de la luz a razén de 24 mts/min.

(1) (Con qué rapidez se alarga su sombra?
(2) (Con que rapidez se mueve la punta de la sombra del hombre?

SOLUCION.

a

3.50 m.

[y
"

o

¥

Sean x = la distancia en mts. del hombre a la recta vertical OL y
s = longitud en mts. de la sombra del hombre.
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Entonces  x+s=distancia de la punta de la sombra al origen, y sabemos que

dx
— =24 mts/min.
dt

Puesto que los tridngulos rectdngulos ALOS y ACPS son semejantes, se cumple
s 150 3 3

=——=—, dedonde s=—x ,

x+s 350 7 4

7
y también x+s=—(x).
4

Luego tenemos que
d 3 dr 3
rapidez con que crece la sombra = sl —(24) =18 m/min,
dt 4 dt

d 7 dx
y  rapidez con que se mueve el punto S = —(x+s) =—-— = —(24) =42 m/min.
4 dt

dt

w» | =

10
PROBLEMA 38. Un punto se mueve a lo largo de una hipérbola y=— , de manera
x

que su abscisa x crece uniformemente a la razén de 1 unidad por segundo. ;Cudl es la
razén de cambio de su ordenada cuando el punto pasa por (5, 2)?

SOLUCION. Derivando ambos miembros de la ecuacién respecto del tiempo en segun-
dos

2
—=-—— Yypara x=5, —=1, entonces tenemos —_—=—.1l=—-—,
dt x° dt dt dt 5 5

PROBLEMA 39. Una cometa que estd a 24

mts. de altura sobre el nivel del suelo se YA

aleja horizontalmente a una velocidad de WX =2 m/seg.
5/3 metros por segundo del nifio que la 3
sostiene. jA qué velocidad el nifio est4 sol- T 1

tando la cuerda, cuando la cuerda mide 30 24 m. 7

metros?

SOLUCION. Ubicamos al nifio en el ori- 1

gen O del sistema de coordenadas carte- 0 )X

sianas XY de la figura. Designamos con x
la distancia de la cometa al eje Y, y r la
longitud de la cuerda. Se cumple

2 2
rf =242 4 &%
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Luego ri = Jcfi o ﬂ = iix-. Tenemos _éx_ =v= E m./seg , y cuando r =30
dt dt dt rdt dt 3
entonces x=v30%-24% =18 .
Por tanto -d—r=E--5-==1
dt 30 3

PROBLEMA 40. Un caiio vierte agua en un
cono recto circular invertido a razén de
18 cma/seg. La altura del cono es 5/2 de su
didmetro. ;A qué rapidez sube el nivel del
agua cuando tiene una profundidad de 12
cm. el cono?

SOLUCION. Sean

v = volumen del agua en cm® cuando el ni-
vel estd a A cm. de profundidad ,

y

r = radio en cm. de la superficie de agua a
una altura de & cm.

Tenemos v=4n r’h 1)
y h =% (didmetro) (por hipétesis)
=3(2r)=5r.
h
L =k
uego r=g

y sustituyendo r en (1) resulta v = —7’15— h3.

d dh
Derivando respecto de ¢ ambos miembros se tiene 2 I 18em® / seg.
S dt 26 dt
Y haciendo A =12 cm se obtiene % = %5- cm/seg.
T

PROBLEMA 41. Un barco estd navegando hacia el Sur a una velocidad de
15 millas/hora . Otro lo hace hacia el Este a la velocidad de 10 millas/h. A las 4 p.m. el
segundo barco pasé por el punto donde el primero habia estado 2 horas antes.
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(1) (Con qué rapidez cambiaba la distancia entre los barcos a la 1 p.m.?
(2) (Yalas5p.m.?

(3) (A qué hora no cambiaba la distancia entre ellos?

SOLUCION.
Tracemos un sistema de ejes rectangulares Y
X e Y sobre las lineas de movimiento de los B,=(0,%)
barcos B, y B,, respectivamente. Tenemos
rP=x?iy?,
dx dy r

donde r=d(B,, , ——=10, —*=-15 y
(pues B, se desplaza en sentido opuesto al
sentido positivo del eje Y). 0 -

dr x y By =(x,0) X
L —=10—-15= * ’

Hego dt r r ® — X ——

De acuerdo al enunciado, a las 4 p.m. el se-
gundo barco se encuentra en el origen (0, 0);
y el primero, que habia pasado dos horas antes, se encuentra a 15(2) = 30 millas al sur

del origen, o sea en el punto (0, - 30).
Se sigue entonces que las ecuaciones de movimiento B, y B, son
x=10(t-4), y=-15(¢ - 4)-30 = -15¢ + 30 (**)
respectivamente.
Distancia entre los barcosa la 1p.m.
Para t=1 tenemos sustituyendo en (**)
x=-30, y=15, r=15/5

y luego en (*) Z—:; =-745 = -15.85 millas por hora.

Distancia entre los barcos a las 5 p.m.

Para t =5 tenemos sustituyendo en (**)

x=10, y=—45, r=585
dr 13285

y luego en (*) 7Sl 75.38 millas por hora.
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Cdlculo de la hora cuando no cambiaba la distancia entre los barcos,

o sea cuando £=0.
dt
De (*) y (**) tenemos 0=2x-3y
0 = 20(¢ - 4) - 3(-15¢ + 30)

y t =34 horas =2h. 37min.

PROBLEMA 42. En un cierto instante las tres dimensiones de un paralelepipedo rec-
tangular son 6, 8, 10 cms, y estdn creciendo en las razones de 0.2, 0.3 y 0.1 cm/seg,
respectivamente. ;Con qué rapidez estd creciendo el volumen?

SOLUCION. Sean x, y, z las longitudes de los lados del paraleleplpedo en cuestion.
Luego su volumen es

V =xyz y (—iz-y dx+xzﬂ+xy—:§—z.

dt dt dt

dx dy dz
P —6, y=8, z=10, Z-02, Y_o03, £.01,
ara X Y 2 dt dt dt

resulta %Vt— = 38.8 cm/seg.

PROBLEMA 43. Un grifo vierte agua en un depé-
sito hemisférico de didmetro de 16 cm. a la razén

de 12cm’® /seg. Hallar la rapidez con que se eleva
la superficie del agua

(1) Cuando el nivel del agua alcanza la mitad de
la altura del depésito.

(2) Cuando el agua empieza a derramarse.

Nota. El volumen de un segmento esférico S es
S = nRh? - 3 nh? 1
donde & es la altura del segmento.

SOLUCION. Derivando ambos miembros de la ecuacién (1) respecto del tiempo ¢

%St— = (21:Rh-1rh2)%ti = nh(le-h)%-’:— , puestoque 2R=16;
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dh 12 ds 3
—_—=—, puestoque —=12cm /seg.
dt nh(16-h) dt
(1) Para h= R =4 se obtiene dh A 0.08 cm/seg.
2 dt 4=
‘ . dh 3
(2) Para h=R=8 seobtiene — =——=0.06 cm/seg.
dt 16=n

PROBLEMA 44. Un automévil viaja a una velocidad constante de 90 Km/h sobre una
pista circular en cuyo centro 0 hay una fuente de luz. ;A qué velocidad se mueve la
sombra del automévil sobre una valla tangente a la pista en un punto P, cuando ha
recorrido 1/6 de la pista desde P ?

SOLUCION.

Sean R = radio de la pista circular,
x = longitud del recorrido del automévil respecto del punto P, en un tiempo ¢,

y s = distancia de la sombra del automévil al punto P, en un tiempo t.

Setiene s = Rtg(4POS) = Rtg (—;—;—) .

Derivando respecto de ¢
_ of ) 1 = of X
i R .sec (—R) B 90 sec (—R)’

dx
pues — =90 .
dt

Cuando x = % de la longitud de la pista = %(2&R) = %nR ,
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. 2n
se tiene =— y por tanto
3

| =

s _ 90sec’(3'f) =360 Km/h.
dt 3

PROBLEMA 45. Una viga de longitud L con su extremo superior atado a una polea se
apoya en una pared y su extremo inferior descansa sobre un carro. Hallar la
aceleracion del carro cuando estd a x unidades de la pared, si se suelta la soga a una
razén constante de v unidades por segundo.

SOLUCION. De la figura tenemos

2 2

LP=x+y )
dy . o
y :i— =-v (suponemos y orientado hacia arriba)
t
Derivando (1) respecto de ¢
dx dy - dx vy -
0=202 42y o ==
dt dt dt x
d: dx U
dix x—y-—y— x(—v)—y.—y
Luego aceleracién = — = v- M =v =
dt x x
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PROBLEMA 46. Un tanque cilindrico vertical de 20 cm. de didmetro tiene un orificio en
su base. La velocidad con la cual el agua sale del tanque es dada por la formula

v? = 2gh, donde h es la profundidad del agua y g es la aceleracién de la gravedad. ;Con
qué rapidez cambia la velocidad v del agua que sale, si el orificio tiene 1 cm? de drea?

SOLUCION. Tenemos V =n(10)’h y v_ v.1,
dt

donde V es el volumen de agua a una altura A.

Luego v = ﬂ = 1001t-(—1ﬁ 1)
dt dt
yde v®=2gh setiene 8 v—‘;—'t) = g-“%- (2)
Eliminando ih— de (f) y (2) resulta ﬂj-: £ cm/ segz.
dt dt 100x

PROBLEMA 47. Un abrevadero horizontal
tiene 16 p de largo y sus extremos son
trapezoides con una altura de 4 p, base
menor de 4 p, y base mayor de 6 p. Se
vierte agua en el abrevadero a razén de 8
p/min. ;Con qué rapidez crece el nivel del

agua cuando el agua tiene 2 p de pro-

fundidad? — 4p. —
SOLUCION.
El volumen de agua a una altura h es
V = 16 x drea del trapecio = l6x(4;r)xh = 8(4+r)h m
Por otra parte, por semejanza de tridngulos
h = ...4_ ) r= ﬁ +4 2)
r-4 6-4 2

Remplazando (2) en (1) resulta V =4(h +16)h.

av dh
Derivando respecto del tiempo #: o =(8h+ 64)-(—i— .
t t

dh 1
Puesto que v =8, para h=2 obtenemos — =-— = 0.1(p/seg).
dt - dt 10
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PROBLEMA 48. Un tridngulo ABC estd formado

por la cuerda BC de la pardbola y= px2 y las tan-
gentes ABy AC en cada extremo de la cuerda. Si
BC es perpendicular al eje de la parsdbola y se
acerca al vértice a una razén de 2 unidades por
segundo, jcon qué rapidez el drea del tridangulo
cambia cuando la cuerda BC se encuentra a 4 uni-
dades del vértice?

SOLUCION. En primer lugar, debemos expresar el
drea S del tridngulo en funcién de la ordenada y,
para lo cual necesitamos conocer la altura hA.

En el punto C=(x,y) la tangente AC tiene

d
pendiente Do px.
dx

Luego h = x.tg (XCAD) = x(2px) = 2px?,
1
= -§(2x)h = x(2px?) = 2px®,
. 2 ¥z
y sustituyendo resulta S = ;—— y
Derivando respecto de : -d—S— = ?/2 y]/2 ﬂ ,
dt p dt
d ds 2
y como A 2, para y=4 obtenemos —= —117,; unidades /seg.
t : dt p

9.7 PROBLEMAS PROPUESTOS.

PROBLEMA 1. Un punto se mueve a lo largo de la pardbola y2 =12x , de manera que
su abscisa crece uniformemente a una razéon de 2cm./seg. (En qué punto de la
pardbola la abscisa y la ordenada crecen a la misma razén?

PROBLEMA 2. El radio de la base de un cono estd creciendo a una razén de
3 cm./min., y la altura estd decreciendo a una razén de 4 cm./min. ;Con qué rapidez
cambia el drea de la superficie del cono, cuando el radio es 5 cm. y la altura 12 cm?

Nota. Area lateral =nr VA2 +r2
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PROBLEMA 3. Si r designa el radio de una esfera, S la superficie y V el volumen,
dv r dS

probar que se cumple ——=—. .
dt 2 dt

PROBLEMA 4. Un punto P se mueve a lo largo de la pardrbola y® =x de manera que
su abscisa crece a una razoén constante de 4 unidades/seg. Si la proyeccién de P sobre
el eje X es M. ;Con qué rapidez el drea del tridngulo OMP estd cambiando cuando P
tiene su abscisa en x =257

PROBLEMA 5. Un recipiente tiene 12 p de largo y sus extremos son tridngulos
invertidos que miden 3 p de altura y 3 p de base. Se vierte agua en el recipiente a
razon de 2 ps/min . (Con qué rapidez aumenta el nivel del agua, cuando el agua tiene
1 p. de profundidad?

PROBLEMA 6. Un hombre en un muelle mueve un bote a razén de 48 p/min, por
medio de una soga atada al bote al nivel del agua. Si las manos del hombre estdn a
16 p. sobre el nivel del agua, ;Con qué rapidez se acerca el bote al muelle cuando la
longitud de soga suelta es de 20 p.?

RESPUESTAS.
1. (3,6). 2. Creceaunarazénde 3%2r em?/min.
4. 15 u®/seg: 5. & p/min. 6. 80 p/min.

9.8 DIFERENCIALES.
9.8.1 DEFINICION

Sea y=f(x) una funcién diferenciable en el punto x. La diferencial de y (en el punto
x, y para un incremento Ax) es dada por
dy=f'(x) Ax

donde Ax es un incremento arbitrario de x.

9.8.2 OBSERVACIONES.
1) También se suele escribir dy=df, dy= ﬂ .dx.
dx

2) La diferencial df es una funcién de las dos variables x y Ax, donde x es
cualquier punto donde existe f'(x) y Ax es un nimero real arbitrario. Asi, con

propiedad deberia escribirse
df =df (x,Ax)=f'(x)Ax.
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9.8.3 PROPIEDAD DE APROXIMACION DE LA DIFERENCIAL.

Sea y = f(x) una funcién diferenciable en el punto x. Entonces para un incremento pe-
queiio Ax, la diferencial dy=f'(x)Ax se aproxima al incremento y=f(x+Ax)-f(x).

Es decir que se cumple
Ay =~ dy 1)

y en particular
y+Ay=y+dy o y+Ay=y+f'(x)Ax, (Ax es muy pequefio) 2)

La férmula (2) es muy titil para calcular valores aproximados de y + Ay.

Nota. La férmula (1) resulta de la definicién de la derivada f'(x).

En efecto, si llamamos ¢ = M———f—(ﬂ - f'(x) = L f'(x) 3
Ax Ax
entonces lime=0 “4)
Ax—0
ya que lim ¢ = lim l:—él—f'(x):l = [lim ﬂ)—-f'(:c) = 0.
Ax—0 Ax-0 | Ax Ax—0 Ax

Ahora bien, la ecuacién (3) puede escribirse Ay =f'(x)Ax +& Ax , y teniendo en cuenta

(4), si Ax se aproxima a cero , ¢ Ax es comparativamente mds pequefio que Ax y se
tiene Ay =~ f'(x)Ax.

La siguiente figura ilustra la propiedad de aproximacién de la diferencial

Ya

(x+Ax, y + Ay)

—_

1
]
[}
]

T = tangente en el punto (x,y)
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El nimero ¢Ax es muy pequeiio en comparacién con Ax, cuando Ax se aproxima a
cero,yde Ay=dy+¢cAx tenemos que Ay=dy.

9.8.4 LA DIFERENCIAL dx .

(1) Paralafuncién I(x)=x la diferencial es, de acuerdo a la definicién 9.8.1,

dx:i(x).Ax=l.Ax
dx

dx = Ax,
donde Ax es un incremento arbitrario de x.

(2) Si y=f(x) es una funcién diferenciable en el punto x, entonces df se expresa
como un miiltiplo de la diferencial dx. En efecto,

dy = f'(x)Ax = f'(x)dx (pues dx = Ax por (1))
dy=f'(x)dx o dy= ﬂd:c.
dx
(3) Observemos que tenemos & = f'(x) (en la notacién de derivada)
siy sélo si dy = f'(x)dx (en la notacién de diferenciales).

9.8.5 PROPIEDADES DE LAS DIFERENCIALES.

Teorema. Se cumplen las siguientes propiedades

1. Sic-es una constante, entonces dc=0
2. Si u y v sondos funcionesy ¢ es una constante, entonces

d(u+v)=du+dv d(cu)=cdu
~ud
d(u .v)=udv +vdu d[-li) = Eily_z_u .
v v

8. d(x")=nx""dx.

4. d(u") =nu""'du.

5. Diferencial de una funcién compuesta. Si u=u(v) y v=uv(x) son dos funciones,
entonces d(u(v(x))) = -Z—:(v(x)) duv(x) , o en forma breve du;ﬂdv , donde u

dv
es considerada como una funcién de x: u= u(v(x)).
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Prueba de la propiedad 5.
Se tiene u=u(v(x)) y v=uv(x).

Luego por definicién de diferencial se cumple

d
du = —|u{v(x))|dx (a)
— 4]
dv = -iv(x)dx (b)
dx
Pero por regla de la cadena
d du dv
—lulv(x))| = —(v(x))- —(= (c)
—[ulo(=))] = —(v(=))—(x)
y por tanto en (a) du = ~(-li(v(:vc))-%(:c)dx = ?(v(x)).dv (usando (b)),
v v

que es lo que queriamos demostrar.

9.8.6 DIFERENCIALES DE ORDENES SUPERIORES.
La diferencial de orden n-ésimo de la funcién y = f(x) se define por

d"y=f"(x).(ax)",
donde Ax es un incremento arbitrario de x.

Puesto que dx=Ax, secumple d"y=f"(x).(dx)"

9.9 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Hallar la diferencial de y = 252 para x=4 y Ax=-0.008.

’

SOLUCION. dy =(2x™¥?) dx = -3x""*dx.
Luegopara x=4 y dx=Ax=-0.01, setiene

3(0.008)

dy = -3(4)"*(-0.008) = =0.00075 .
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PROBLEMA 2. ;Tiene la funcién y =|x| una diferencial en x =0?

SOLUCION. No, pues no existe y'(x) cuando x=0.

PROBLEMA 3. Hallar dy si x° +2xy-4y® =a’.

SOLUCION. Aplicando las propiedades de la diferencial tenemos
d(a2 )

o,

d(x”)dx + d(2xy) + d(-45°)

it

3x%dx + 2xdy + 2ydx - 8ydy

1]

-3xdx - 2ydx  3x+2y dx
2x -8y 8y-2x '

de donde despejando dy resulta dy =

PROBLEMA 4. Hallar la diferencial de la funcién y =cosx para x= I y Ax= X
6 36

SOLUCION. Debemos calcular dy = (cos x)ldx = —sen x dx para =2 y
6

T
dx = Ax =— . Sustituyendo estos valores obtenemos
6

dy = —sen[-’i) oL
6/ 6 12

PROBLEMA 5. Hallar un valor aproximado de %31 sin usar tablas.

SOLUCION. Sea y=%x .

Debemos hallar un valor aproximado de y+Ay= 5,/x +Ax , cuando x+Ax=31.

Sabemos que
y+Ay=y+yAx. 1

Tomando x=32 (paralocual y= §32=2) y Ax=-1, tenemos x+Ax=31, yde-
bemos hallar y' en x=32.

~4/5
Y

’

v) _ (32)""

5

= 0.0125

y|x=32 = (x ce32 5

x=32

Luego en (1) 31 = y+ay = 2 + (0.0125)(-1) = 19875 .
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PROBLEMA 6. Reemplazando el incremento de la funcién por la diferencial, calcular
aproximadamente

1) tg44° (2) cos61° .

SOLUCION. Sea y=tgx, donde x es el arco medido en radianes.

Tenemos x = arcode 45° = (2n) = r ,
360° 4
10
Ax = —arcode1° = - 2r) = T
360° 180

Calculando dy = secz(x) dx para estos valores resulta

) )

Luego tg44° =~ tg45° +dy = 1-0.017 = 0.983 .

Sea y=cosx , donde x es el arco medido en radianes.
T 1

Tenemos x=—(2n)=— y Ax=—(21)=—.
3

Calculando dy =-senx dx para estos valores

13 -\[57[

dy = -sen|Z||—| = - = 0015
v = —sen (3 )( 180) 360

Luego cos61° =~ cos60° +dy = % - 0015 = 0485 .

PROBLEMA 7. Encontrar la diferencial de la funcién y dada implicitamente por
(:4:+y)2 (2ch+y)3 =1.
SOLUCION. Tenemos
(x+5)% d[(2x + y)s] + (22 +y)°. d[(x + y)z] = d(1)

(x+ y)z.[3(2x + y)z. (2dx + dy)] + (22 + y)3. [2(x +y).(dx+ dy)] =0,
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10x + 8y
Tx+5y

de donde despejando dy resulta dy =

PROBLEMAS. Si y=v1-x’ hallar dly.
SOLUCION. Tenemos

y(l) - %(l—xz)'w (-2x) = -x(1-x2)"’2
e AT

1
(1— x2)3/2 :

(dx)®
32 °

(<)

Luego d’y = y‘z)(d:c)2 = -
PROBLEMA 9. Si y=cos(ax) hallar d"y.

SOLUCION. Se tiene y(") = a" cos (ax + ﬂ) (por el prob.26, sec. 6.10.3).
2

Luego d"y = a" cos[ax+ﬂ)(dx)".
2

PROBLEMA 10. Aproximar la funcién y= 3’ 1-x para x=0.1.
1+x

SOLUCION. Setiene y = (1-x)**(1+x)™¥*. Luego

W= (1-x)¥ (-3 (L+2)™® + (14x)™" %(1- x) 3 (=)

1-x) - (1+x) 2
3(1-x)(1+ %) 31-0)Pa+x)
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Luego dy=y“)clx para x=0 y Ax=0.1, vale
2
dy = -—(0.1) = -0.067
3

¥(0.1) = ¥(0)+dy = 1-0.067 = 0.923 .

PROBLEMA 11.

(1) Derivar la férmula de aproximacién
#x+Ax = V_ + —

para valores |Ax| pequefios en comparacién con x.

(2) Aplicando la férmula aproximar los valores /640 , 3/200 .

SOLUCION.
(1) Sea y=%x . Puestoque ' =—1—-,
nyx"!
. , 1
se tiene dy = y'dx = dx , y por tanto
n xn—l
1
Q/x+Ax =y+Ay = Yx+dy = Yx + --——-——I-Ax,
e
nix

esto es ,"/x+Ax = v— +
nﬂ‘l

M/_ (n=1,2,3,..)

(2) Para calcular aproximadamente Y640 empleamos la férmula que hemos esta-

blecido en (1), tomando n=2, x=625, Ax=15:

15
V640 = {625 + =25+—.
2J62 50

Luego /640 = 25.30 .

En forma andloga, para calcular aproximadamente 3200 empleamos la fsrmula

de(l)con n=3, x=216, Ax=-16:

-16
3200 ~ 3216 + 16 ~ 6-0.15.

33(216)°

Luego 3/200 ~5.85.
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PROBLEMA 12. Hallar el volumen aproximado de un recipiente esférico, cuyo radio
exterior es de 3 cm. y su espesor 1/4 cm.

SOLUCION. Tenemos  V=4rr’, dV=dnridr.

Para r=3, dr=-% resulta V=i1t(3)3=361t, dV=4n(3)2(———1—)=—9n.
3 4

Luego volumen aproximado =V +dV =36n-9n =27n em®.

PROBLEMA 13. Para una variable u se definen los siguientes conceptos:

errorde u =du ,

. du
error relativo = —
u

u
y error relativo en tanto por ciento = 100—% .
u

Probar que si se comete un error al medir el didmetro de una esfera, el error relativo
de la superficie de la esfera es dos veces el error relativo del radio.

SOLUCION. Setiene S=4nr’

Luego dS=8rnrdr y —=2—.

PROBLEMA 14. ;Con qué precisién debe medirse la arista de un cubo para que el volu-
men resulte con un error menor del uno por ciento?

SOLUCION. Tenemos V =a®, V =volumen, a =longitud de la arista ,

da
dV =3a’da y vV _g%
\’4 a
da dv 1 da 1
Luego —_ = | —]<—, —<—,
a \'’4 100 a 300

1
y por tanto, la arista del cubo debe medirse con un error menor del —%.
3
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PROBLEMA 15. Demostrar que 2nrhe es una
férmula aproximada para calcular el volumen
de un tubo cilindrico delgado de extremos
abiertos, de radio r, altura h, espesor e.

SOLUCION. Si el volumen del cilindro es
V=mu’h s

entonces el volumen del tubo cilindrico de
espesor e = dr se aproxima por

dV =2nrh dr = 2nrhe , : '

que es lo que queriamos demostrar.

PROBLEMA 16. Hallar dy en cada uno de los siguientes ejercicios
@ x2*+y’=a’ (2) sen(x-y)=cos(x+y)
3 x+2 xy-y"=b.

SOLUCION.

(1) 2xdx+2ydy=0. Luego dy=—£dx .
y
(2) cos(x-y).(dx-dy)=-sen(x+y).(dx+dy).

cos(x-y) + sen(x+y) dx.

Luego dy =
cos (x-y) - sen(x+y)

3 dx+Jgdx+J§dy—2ydy=0.

EG
2yy-Jx)vx

Luego dy =

PROBLEMA 17. ;Cuail es el incremento aproximado en el volumen de una esfera, si su
radio de 20 cm. aumenta en 2 mm?

SOLUCION. Tenemos V=14%n r® y por lo tanto

incremento aproximado de volumen = dV =4n ridr
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Para r=20cm. y dr = 2 = 0.2 cm., resulta
10

dV = 47(20)*(0.2) = 320mcm®.

PROBLEMA 18. Hallar un valor aproximado de tg 45°3'20"'.

SOLUCION. Sea y=tgx , x medido en radianes,

Tomando £ = arcode 45° = —> (2n) = =
360 4
[ X n
Ax = arcode 3'20" = .
3240
Luego tg45°3'20" ~ tg45° +dy = tg45° + secz(i]. T
4 3240
=1+—— = 1+00019 = 10019 .
1620

PROBLEMA 19. La altura de un cono recto circular es el doble del radio de la base. Al
medir se encontré que la altura es de 24 em. con un posible error de 0.01 cm.
Encontrar el error aproximado en el volumen calculado del cono.

SOLUCION. El volumen calculado del conoes V = %nrzh, donde r es el radio de la
baseencm.y h esla altura.

Puesto que h=2r reemplazando r se tiene

V=2Lixk® y  dV = linh’dh

Para h = 24, dh = 001, resulta dV = 1n(24)°(0.01) = 452cm”.

PROBLEMA 20. El tiempo de oscilacién de un péndulo se da por la férmula
t2 n2L

8

donde L es la longitud del péndulo en metros, ¢ el tiempo en seg_un‘d'os y
g=9.8m/seg2.
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(1) (Cudl es la longitud de un péndulo que oscila una vez por segundo?

(2) (En cudnto se altera t si el péndulo de (1) se alarga 3 mm?;Cudnto se adelantaria
o atrasaria en un dia un reloj con ese error?

SOLUCION.
2

t
(1) Tenemos L = 5—2—- y sustituyendo t=1seg., g =98, n=3.14, resulta

n
9.8)(1)%
--——-——( ) = 0.99m.

T (3.14)

22 2

(2) 2tdt = —dL , dt = —dL.
g 2gt

Luego para dL = 0.003m., ¢ = 1seg., tenemos que el cambio es
.14)%(0.00
dt = G-l—)-—(——s) = 0.0015seg. por oscilacién.
2(9.8)(1)

Si se alarga L en 3 mm, el tiempo ¢ de oscilacién aumenta a 1.0015 seg.

86,400

En un dia el oscilador ejecutars 5 ° 86,270 oscilaciones, y por lo tanto, el

reloj se atrasard en 86,400 -86,270 = 130"’ =2'10".

PROBLEMA 21. Usando diferenciales probar que
1 1 Ax

=—-—3 (aproximadamente).
x+Ax x x
1 1
SOLUCION. Sea. y = .-, Tenemos o o4 dy (l)
x x+Ax x
y dy = (i) Ax = ——A;. @)
x x
A
De (1) y (2) se sigue que 1 zl_._x

PROBLEMA 22. Si f(x) = x° -1, g(x) = 3x-1, ;Para qué valores de x se cumple
df = dg?
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SOLUCION. Tenemos df = f'(x)dx = 3x%dx ,
dg = g'(x)dx = 3dx .
Luego df(x) = dg(x) siysélosi 3x°=3 o x=z1.

2

PROBLEMA 23. Si d[ X

1} = h(x)dx hallar h(2).

SOLUCION.

Tenemos [ ] [ ]

Luego h(x) = [ ] (x-1)(2x) - x (l) x°-2x
x-1 (x- 1) (x-1)

y h(2) = 0.

PROBLEMA 24. Si A es el drea de un cuadra-

do cuyo lado tiene longitud x, hallar dA. Trazar -+ dx .y
una figura mostrando el cuadrado,dA y AA. S, 'S, |d
3 ol (i I
SOLUCION. :
De A = x° sesigueque dA = 2xdx, X
x A=x? 1 Sy
dA se compone de lasumade S, y S;, v
I
A A se compone delasumade S,;, S, y S,, :
] 1
S, = xdx, S, =(dx)’, S, ==xdx. —

9.10 VALORES MAXIMOS Y MINIMOS DE UNA FUNCION.

9.10.1 DEFINICION.

(1) Decimos que una funcién f(x) tiene un valor mdximo absoluto en el punto c si se
cumple f(x)<f(e),
para todo x donde f(x) estd definida.
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(2) Decimos que una funcién f(x) tiene un

valor mdximo relativo en el punto ¢, si
existe un 8 >0 tal que f(x)<f(c) para

todo x tal que |x-¢| <35 .

O equivalentemente, si f(x) tiene un

médximo absoluto en ¢ sobre el intervalo
abierto (¢ —8,c+3) , paraalgin §>0.

En la figura: f(c,) es el maximo absoluto de

f(x), y fle;), f(ey) ¥ f(c;) son mdximos
relativos de la funcién.

9.10.2 DEFINICION.

(1) Decimos que una funcién f(x) tie-

ne un valor minimo absoluto en el
punto c, sisecumple

f(x)2f(c) »
para todo x donde f(x) estd defi-
nida.
(2) Decimos que f(x) tiene un valor

minimo relativo en el punto c¢ si !
existe un § > 0 tal que 0 / ¢

f(x)2 f(e)
para todo x tal que |x-c<3.

R

SF---
&

a—
xV

En la figura:
f

f

x) no tiene valor minimo absoluto,
¢,) es un méximo relativo,

(
(
(¢5) es un minimo relativo,
(

~

f

¢y) es el valor mdximo absoluto.

9.10.3 DEFINICION. Decimos que f(x) tiene un extremo relativo en el punto ¢, si
f(c) es un valor méximo relativo o un valor minimo relativo.
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9.10.4 TEOREMA DEL EXTREMO ESTACIONARIO.

Si f(x) tiene un extremo relativo en el punto ¢ y existe f'(c) entonces f'(c)=0.

YA
f ’(c ) =0
~  fl)-0
f(x)
! '(”1) =0
¢ & &G < ;(

En los puntos ¢, , ¢, ,c; y ¢, de extremos relativos de f(x), las tangentes son
horizontales.

La prueba del presente teorema se da en uno de los problemas resueltos

(Ver problema 1, Sec.9.11.).

9.10.5 DEFINICION. Sea f(x) una funcién definida en el punto c. Decimos que ¢ es
un punto critico (o nimero critico) de f(x), si

f'(e)=0 o f'(c) no existe.

Nota.

1. Si f(x) tiene un valor extremo relativo en c, entonces ¢ es un punto critico. En
efecto: si existe f'(c) entonces —por el teorema 9.10.4 del extremo estacionario—
debe cumplirse que f‘(c)=0, y por lo tanto c es un punto critico. Por otra parte, si
f'(c) no existe entonces de todas maneras ¢ es un punto critico, por definicién.

2. Si c¢ es un punto critico de f(x), entonces no es siempre cierto que f(x) tenga un
extremo relativoen c. Ver el ejemplo 1 que sigue.
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y3
EJEMPLO 1. Hallar los puntos criticos de la funcién f(x)= (x2 -—2x—8) y deter-

minar en qué puntos criticos f(x) tiene un valor extremo relativo.

SOLUCION.
1. Puntos criticos de f(x).
-2/3 2(x-1
Tenetos f'(x) = l(xz —2.‘!—8) (2x-2) = (= ) o -
3 3(x* - 2x-8)
Ahora bien

f'(x)=0 siysélosi x-1=0, osea x=1,

23
f'(x) no existe siy sélo si el denominador 3(x2 -2x - 8)

2
se anula, o sea x“-2x-8=0, ecua-
cién que resueltada x=-2, x=4.

Luego los puntos criticos de f(x) son Yﬁ
2,1,4. 31 y=x2-2x-8
21
2. Puntos criticos en los que f(x) tie- \ ] ’ >
ne un valor extremo. B4 °1 ti3ls
2
Puesto que a<b siysélosi a®<b®, 3
vemos que st
ys 4
f(x)= (x2 -2x- 8) tiene un valor ex- 2]
3
tremo en c, si y sélo si x> -2x-8 tie- 4
ne un valor extremo en c. (1-9)

La figura muestra la gréfica de la par4-
bola y=x-2x-8=(x-1)°-9.
De donde vemos que solamente en x=1, f(x) tiene un valor extremo.

En efecto, se trata de un minimo absoluto.

3
PROBLEMA 2. Hallar los puntos criticos de la funcién f(x) = (x3 -3x>+ 4)1'/

SOLUCION. Tenemos

x(x-2)
23’

, 1,3 2 U3, 2
fi(x) = —(x" -3x" +4 3x" -6x) = ——m——
3( ) ( i ‘x) (x3—3x2 +4)
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x

3 2 2
ycomo x -3x" +4=(x-2)°(x+1) resulta f'(x)= .
) ) (x- 2)1/3(x + 1)2/3

Anulando el numerador y denominador sucesivamente obtenemos

x=0
y (x-2)"(x+1)?* =0
o x=2, x=-1.

19.10.6 CALCULO DE MAXIMOS Y MINIMOS ABSOLUTOS DE FUNCIONES CONTINUAS
SOBRE UN INTERVALO CERRADO.

Sea f(x) una funcién continua en todo punto de x de un intervalo cerrado [a,b].
Sabemos que (ver propiedades de las funciones continuas) f(x) tiene un valor méxi-

mo abscluto M y un valor minimo absoluto m en el intervalo cerrado. Es decir que
existen puntos x, y x, en [a,b] tales que

M=f(x), m=f(x),
m< f(x)<M paratodo x en [a,b].

Regla para calcular maximos y minimos absolutos.

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a, b].

Para hallar M y m, los valores maximo y minimo absolutos de f(x) en [a, ], respec-
tivamente, se procede de la siguiente manera :

(I Se calculan los valores de f(x) en los puntos criticos ¢ de la funcién en el
intervalo [a, b].

(II)  Se calculan los valores f(a) y f(b).
(III) Se aplican las férmulas :

(1) M = mayor de los valores encontrados en (I) y (II)
(2) m = menor de los valores encontrados en (I) y (II)

Prueba de las férmulas I1I (1) y (2).
Vamos a probar que se cumple III (1).

Escribimos M = f(x,) con a<x,<b

y f(x)sM para todo x tal que a<x<b.
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Veremos que M es uno de los valores dados en (I) o (ITI), y esto demostrard la férmula
I (.

Pueden ocurrir los siguientes casos:

(@ a<xy<b. Enestecaso, M=f(x,) esun mdximo relativo de la funcién (por ser
un méximo absoluto en el intervalo abierto (a, b)), y por lo tanto, x, =¢ es un
punto critico (ver nota 9.10.5).

Luego M es uno de los valores indicados en (I).

(ii) xo=a,b. En este caso, M =f(x,) esiguala f(a) o f(b), y por lo tanto, es
uno de los valores indicados en (II).

La prueba de la férmula III es andloga. Omitimos los detalles.

EJEMPLO 1. Encontrar los valores mdximo y minimo absolutos de la funcién
f(x) = x* -8x% +16 en el intervalo [-1,4].

SOLUCION.

(1) Hallamos los puntos criticos de f(x) en [—L 4]. Resolviendo la ecuacién
f'(x) = 4x® - 16x = 0 resultan las raices x=0,2y -2.
Puesto que solamente 0 y 2 se encuentran en [-1,4] , los puntos criticos en ese
intervaloson 0 y 2.

(2) Calculamos los valores de f(x) en los puntos criticos 0 y 2 y en los extremos
-1, 4 delintervalo [-1,4], enlatabla

x f(x)=x4-8x2+16
-1 9
16
0
144

Luego por las férmulas III (1) y (2)

M = mésximo absoluto de f(x) en [-1,4]
=mayor de 9, 16, 0, 144 =144,
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y m = minimo absoluto de f(x) en [-1,4]
= menorde 9, 16,0,144 =0 .

EJEMPLO 2. Hallar los valores mdximo y mfnimo absolutos de la funcién

f() = {(a;-{» )# s.ixs7
x"-6x-1 s8i7<x
en los siguientes intervalos
m [-2,8] ' ® [-2,0]
@) [0,8] @ [8,9]

SOLUCION. Calculamos f'(x)

—-—2——- x<T7, x#-1
fl(x) = {3(x+)" ’
2x-6 x>17

Puesto que f'(x) noexisteen x=7 y x=-1y f'(x)=2x-6=0 da x=3, tene-
mos que los puntos criticos de f(x) son -1,3 y 7.

Los valores de f(x) en -2,-1,0,7,8,9 son

x f(x)
-2 1
-1 0
0 1
7 4
8 15
9 26

Luego
(1) méximo absoluto de f(x) en [-2,8] = mayorde1,0,4, 15 = 15,

minimo absoluto en [-2, 8] = menorde 1,0,4,15 = 0 .
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(2) méximo absoluto de f(x) en [0,8] = mayorde 1,4, 15 = 15,
mfnimo absoluto en [0,8] = menorde1,4,15=1

(3) méximo absoluto de f(x) en [-2,0] = mayordel,0 = 1,
minimo absoluto en [-2,0] = menorde1,0 = 0

(4) méximo absoluto de f(x) en [8,9] = mayor de 15, 26 = 26,
minimo absoluto en [8,9] = menor de 15,26 = 15.

EJEMPLO 3. Un trozo de alambre de 10 m. de longitud se corta en dos partes. Una
parte serd doblada en forma de circulo y la otra en forma de cuadrado. ;Cémo deberia
ser cortado el alambre para que

(1) el drea combinada de las dos figuras sea tan pequefia como sea posible ?

(2) el d4rea combinada de las dos figuras sea tan grande como sea posible ?

SOLUCION.

3

10 m. —i

Supongamos que se toman x metros de alambre para formar un cfrculoy 10-x me-
tros para formar un cuadrado. El drea total A obtenida es entonces

A = drea del ctrculo + drea del cuadrado

=,¢(i)2+(l°”‘)z o Aot (0=9f

2n 4 4rn 16
Buscamos los valores maximo y minimo absolutos de la funcién A = A(x) en el inter-
valo cerrado [0, 10] .
Aplicamos la regla para calcular tales valores
2 (10-5)(-1) _

Resolviendo . A'(x) =
4n 8

0

10x

obtenemos el punto critico x = .
n+4
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Calculamos los valores de A(x) en los puntos 0, 10m

y 10:
n+4
x A
0 —2} = 625
10 25
T ~ 3.50
T+4 n+4
5
10 g— ~ 7.96
n
o . 10n
Luego el minimo valor se obtiene cuando x = ,
n+4 n+4

s 25 .
y el mdximo valor — se obtiene cuando x=10.
T

EJEMPLO 4. Hallar la longitud de la escalera de longitud médxima que se puede pasar
por la esquina de un corredor cuyas dimensiones se indican en la figura.
Se supone que la escalera se transporta paralela al suelo.

nA

27 m.

SOLUCION. Sea AB un segmento que pasa por P con extremos en las paredes como
se indica en la figura.

Buscamos la longitud minima de AB . Entonces una escalera de longitud L pasard
por la esquina si y sélo si L <longitud minima de AB, y la longitud mdxima de L se-
rd

Longitud mdxima de L = Longitud minima de AB 1)
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Calculamos el segundo miembro. Tenemos
AB = AP+ PB = 2.7 cosec9+6.48ech

y debemos determinar el minimo absoluto de AB en el intervalo cerrado 0<0< /2 .

Los puntos criticos en 0<0< n/2 se obtienen de

- 0 0
0= d (AB) = —~2.7cosecO.ctg® + 6.4secO.tg® = —2.7 cosz +64 sen2 ,
d8 sen” 0 cos” 0
. 3 3
tgsez 27 = 27, tg9=_’ e=arctg(—),
64 64 4 4

3
Los valores de AB en 0=0, arctg(—], E, son:
4 2

a) en 6=0, AB=w ;
b) en 6=arctgd, se tiene cosecO=3, sec6=2

y AB = 27(3) + 6.4(3) = 125 ;

¢) en o== , AB=w,

2
Luego el minimo absoluto de AB es 12.5 .
Finalmente, gracias a la igualdad (1) tenemos que

Longitud médxima de L = 12.5 metros.

EJEMPLO 5. Se desea fabricar cajas abiertas de piezas de cartén cuadradas de 30 cm
de lado, cortando cuadrados iguales de las cuatro esquinas y doblando los lados.
Encontrar la longitud del lado del cuadrado que se debe cortar para obtener una caja
cuyo volumen sea el mayor posible.

SOLUCION.
T T Y 3
:x x:
2 = i
m / }
s = - 30-2x
i = 4 . /

e 30-2x —M
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Sea x centimetros la longitud del lado del cuadrado que se va a cortar.
Entonces el volumen de la caja, expresado en cm®, es V =x(30- 2x)2.

Debemos hallar el mdximo valor de V sujeto a la restriccién 0< x <15, pues 2x < 30.

Resolviendo la ecuacion 0 = 'Z (30-2x) + 2x(30 - 2x)(-2)

I

(80-2x)(30-2x - 4x) = (30-2x) (30 - 6x)

resulta x=15 y x=5.
Los valoresde V en x=0,5y 15 son:

x=0, V=0,
x=5, V=2000,
y x=15, V=0.

Por tanto, méximo de V' en el intervalo cerrado [0, 15] es 2,000 y se obtiene cuando
x=5.

9.11 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Probar que si f(x) tiene un extremo relativo en el punto ¢ y existe
f'(c), entonces f'(c)=

SOLUCION. Supongamos que f(x) tiene un méximo relativo en el punto c.

Luego existeun 5>0 talque |x—c¢/ <3 implica f(x)<f(c) ™.

Paso 1. lim-f-(x)——f(c)zo

xc” x—-¢C
En efecto,si c-8<x<c entonces f(x)-f(c)<0 (por(¥)

y x-¢<0.
Dividiendo resulta
flx)-f(c) > para todo x talque c-d<x<c.
x-c
y tomando limite lateral por la izquierda lim f(x) f(c)
x-pc” x—-c

pues todos los cocientes son 2 0.
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Paso 2. limﬂi)-:i(—clso

z-c* x-cC

Enefecto,si c<x<c+3 entonces f(x)-f(c)<O (por(*)) y x-c>0.

Dividiendo resulta Mso paratodo x talque c<x<c+3d,
x-c
y tomando limite lateral por la derecha  lim ————= f(x) f(c) ,
X—C x - c
pues todos los cocientes son <0.
Paso 8. f'(c)=0. En efecto
0 < lim Mc—) (por el paso (1))

x—c” x-C
=f'(c) = lim f (’2 — f () (las igualdades por la definicién de f'(c))

<0 (por el paso (2))

de donde 0<f’'(c)<0.
Y esto prueba que f'(c)=0, que es lo que queriamos demostrar.

A continuacién tratamos el caso en el que f(c) es un minimo relativo.
Entonces —f(c) es un méximo relativo de -f(x), y, por lo que ya hemos establecido,
~f'(c)=0. Luego también resulta f'(c)=0.

La prueba queda concluida.

PROBLEMA 2. Hallar los puntos criticos de cada una de las siguientes funciones

1) f(x) =—1-.1c.”3 -x*? 4 3c¥? @) f(x)=x"+11x"+34x" + 16x-2
7

® f(x)=—;

x° -9

SOLUCION.

2?-4x+3 (x- 3)(x 1)

) Tenemos 7(6) = 5o Galte ¥ oS - B
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Resolviendo la ecuacién 0= f'(x)=(x-3)(x+1) resultan las raices x=3, 1;yla
derivada f'(x) noexistesi x=0.

Luego los puntos criticos de la funcién son 0, 1, 3.

(2) Resolviendo la ecuacién f'(x)=4x" +33x* +68x+15=0.
Por simple inspeccién vemos que x=-3, -5 son raices de la ecuacién. Factori-
zando se tiene  4x° +33x” +68x+15 = 4(x+3)(x+ 5)(x+1) .

Luego los puntos criticos son x=-5, -3, -1/4 .
2
x°-9) - x(2x 2
(8) Tenemos f(x) = ( ) i ) ___* +92 .
2 2
(x —9) '(x -9)

Puesto que x> +9#0 laecuacién f'(x)=0 no tiene raices reales.

Ademds, f'(x) no existe siy s6lo si x2-9=0, estoescuando x=13. Luego los
puntos criticos de f(x) son x=-3, 3.

PROBLEMA 3. Encontrar los valores mdximo y minimo absolutos de cada una de las
siguientes funciones en los intervalos indicados:

(1) f(x)=x"+5x-4 en [-3,-1]

@ flx)=— en [-12]
x+2

® f(x)=1-(x-3)* en [-5,4]

4—(Jc+5)2 si x<—4
@ f(x)= . , en [-6,0] .
12-(x+1) si x>—4

SOLUCION. En primer lugar, observemos que las funciones dadas son continuas en
los intervalos indigados de manera que existen los valores mdximos y minimos
absolutos y podemos hacer uso de la regla que hemos presentado en 9.10.6 para
calcularlos.

(1) Resolviendo la ecuacién 0= f'(x)= 3x% +5 obtenemos x=1,-5/3, que no son
nuimeros reales.
Asi, f(x) no tiene puntos criticos.
Puesto que los valores de f(x) en x=-3 y -1, son respectivamente, -46 y -10,
concluimos que: ‘
mdximo de f(x) en [-3,-1] es -10,
minimode f(x) en [-3,-1] es —46.
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)

3

4)

_ (x+2) - x __ 2
(x+2)° (x+2)?

Tenemos f'(x)

de donde se sigue que f'(x)#0 y que f'(x) noexistesi (x+2)=0 o x=-2.
Luego el 1inico punto critico de la funcién es x =-2.

Pero -2 no se encuentra en el intervalo [-1,2], de modo que no lo consideramos
para calcular los extremos absolutos de f(x) .

Los valores de f(x) en x=-1y 2 son, respectivamente, -1 y 1/2.

Por lo tanto mdximo absoluto de i en [—1, 2] es /2,y
x+2
minimo absoluto de en [-1,2] es -1.
+2
, 2
Tenemos f(x) = -—
3(x-3)

Luego x=3 es el inico punto critico de la funcién y se encuentra en el intervalo
[-5.4].

Puesto que los valores de f(x) en x=-5,3 y 4, son, respectivamente, -3,1 y 0,

concluimos que :
mdximo absolutode f(x) en [-5,4] es 1, y

minimo absoluto de f(x) en [-5,4] es -3.

—2(x+5) x<-4
Tenemos f'(x)=4 --2(x+1) x>-4

noexiste x=-4

Luego f'(x)=0 siysélosi x+5=0 o x+1=0,
y f'(x) noexistesi x=—4,
y por lo tanto, los puntes criticos son -5,-4, y -1.
Estos tres valores se encuentran en el intervalo [-6,0] .
Puesto que los valores de f(x) en —6,—5,-4,—1, 0, son respectivamente, 3, 4, 3,
12 y 11, tenemos que:
mdximo absoluto de f(x) en [-6,0] es 12,
minimo absoluto de f(x) en [-6,0] es 3.
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PROBLEMA 4. Hallar los coeficientes p y ¢ del trinomio cuadrado: y=x2 +px+q
de modo que este trinomio tenga un minimo y =3 cuando x=1.

SOLUCION. Puesto que la funcién y tiene un minimo en x = 1 se debe cumplir, por el
teorema 9.10.4, del extremo estacionario, que y'=2x+p=0 en x=1, o sea
2(1)+ p=0,de donde p=-2;ycomo y=3 cuando x =1, sustituyendo estos valores

tenemos
3=(1)*-2(1)+q,dedonde g¢=4.

Asi, el trinomio cuadradoes y = x° -2x+4 = (x~- 1)2 +3 que tiene el valor mfnimo
y=3 cuando x=1.

PROBLEMA 5. Los puntos A y B estdn opu-

" 6 >
estos uno al otro en las riberas de un rio recto B P c
que mide 3 Km. de ancho. . P
El punto C est4 en la misma ribera que B, pero _T
a 6 Km. rio abajo de B. Se desea tender un ca- 3
blede A a C. Si el costo por Km. de cable es el
25% mds caro bajo el agua que en tierra, ;Qué l
linea de cable seria menos costosa ? 4
SOLUCION.
Sean P un punto en el segmento BC, a una distancia x Km ,
& = costo por Km. de cable en tierra ,
y g+25%g = 3g = costo por Km. de cable bajo el agua.
Tenemos G = costo total = costode AP + costo de PC ,

o sea G=%g*ja¢2+32 + g(6-x).

Buscamos el minimo absoluto de G en el intervalo cerrado 0<x<6.

Tenemos 0=—=—2"_g, 5x-4Vvx*+9 =0,

(5x)° = (4 sz—w)z o 9x°=16(9),

de donde x =14 ,y solamente x =4 se encuentra en el intervalo [0, 6] .
Los valoresde G en 0, 4 y 6, sonrespectivamente, £g, Rg y B[54,

de los cuales el menores G=33 g.

Luego el minimo absoluto ocurre cuando x =4.
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PROBLEMA 6. Hallar las dimensiones del cilindro recto circular de mayor superficie
lateral que puede ser inscrito en una esfera de radio 10 cm.
SOLUCION.

Sean

x el radio de la base del cilindro en cm.
h la altura del cilindro en em.
S = la superficie lateral del cilindro

=2nxh , en em?.

h
Tenemos — = 3)102 -x%, y por lo tanto
2

S =4mxy10® - &*

Buscamos el valor mdximode S en 0<x<10.

2 2
Tenemos 0 = _d_s - 41“/'1007 . 41!( X ) _ 41:(100 2x ) ,
* V100-2*  y100-2*

dedonde 100-2x*=0, x=15/2. »
Solamente 542 se encuentra en el intervalo cerrado [0, 10].

Los valores de S en los puntos x=0, 5J2 y 10, son respectivamente, S =0, 200x
yo em?. Luego el valor mdximo de S es 200n em? y se obtiene cuando x = 52 cm.

PROBLEMA 7. Encontrar las dimensiones del cilindro recto circular de mayor volumen
que puede ser inscrito en una esfera de radio 10 cms.

SOLUCION. Sean x y h como en el problema 6.

Elvolumen V del cilindro es entonces
V = (dreade la base)(altura) = nx” h =2mx®y10° ~x® , pues L 10° - %%,
2

Resolviendo la ecuacién

3
0= _ gnxr00_ 2 - _2%% . x(200-32%) = 0,
, dx 100 - x2

x=0, iEJ—G-
3
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Calculando los valores de V en x=0, 42 J6 y 10, obtenemos V=0, %@nﬁ y
0 cmz, respectivamente.

El valor méximode V es 432 nyJ3 ecm® y se obtiene cuando x = 2 J6 cm.

PROBLEMA 8. ;En qué puntos de la curva y= 5 la tangente forma con el eje X

1+x
un dngulo m4dximo (en valor absoluto)?

SOLUCION. Buscamos el valor méximo del valor absolutode y' = - 2z 5
(1+x2)
, 2
2(1+x%) - 4x(1+2%)(2x
Resolviendo la ecuacién [%J = - ( ) ( y ) ) =0

(1 +x° )
de donde (1+ xz)(l-sz) =0, ydeaqui x= i-’/—:;-s— , y=3.
Estos valores dan un valor mdximo para | y'| pues

2l
Y

lim [y} = lim = 0.
x—tw x—to (1+ x2)

PROBLEMA 9. Una isla A estd a 10 Km. del punto B m4s cercano sobre una playa
recta. Una tienda estd en el punto C, a 26 Km. de B sobre la playa. Si un hombre
rema a razén de 5 Km/h. y camina a razén de 13 Kimn/h, jen qué punto deberia de-
sembarcar para ir de la isla a la tienda en el menor tiempo posible?

SOLUCION.
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Sea x Km. la distanciade P a B, donde P es un punto en el segmento BC (ver fi-
gura). : |
El tiempo total ¢ horas que el hombre emplea parairde A a P y de P a C,esla

AP PC . espacio
suma t = — 4+ — (pues tiempo = ————)
5 13 velocidad
Vet 4100 26-x
t = + .
5 13

Resolvemos la ecuacién

a x 1 18- 5yx +100 =0 ,

0= -—=,
dr  5yx’+100 13
169x” = 25(x” +100) , de donde x=25.

Calculamos los valores de ¢ enlos puntos x=0,2 y 26.

Tenemos para x=0, t=4,
)%, 10 —-(%
para x=2 t = (®) e (s)za%,
5 13
para x=26, t=ﬂ;l—-97-=5.57.

Luego el tiempo minimoes ¢ =341 horasy se obtiene cuando x =2 Km.

PROBLEMA 10. Encontrar las dimensiones del cilindro
recto circular de mdximo volumen que puede ser inscri-
to en un cono recto circular de radio r=3 cm. y altura

v
h=18 cm. A
:
SOLUCION. Sea V el volumen en cm® del cilindro de :
radio x cm. y altura 2 em. ,
v T 18
Tenemos V=n’h ' h
. 18-h '
¥ r. =" (por semejanza de tridngulos) : 1
3 18 (‘,
Sustituyendo A =18-6x resulta V= 61U:2(3 -x). exH
— 33—

Resolviendo la ecuacién 0= v_ 127nx(3-x)-6nx”
: dx
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obtenemos x=0, x=2.

Calculamos los valoresde V en x=0, 2 y 3.

Para x=0, V=0,
x=2, V=24n,
x=3, V=0.

Luego el volumen mdximoes V =24r cm®

y se obtienecuando hA=6cm y x=2 cm.

PROBLEMA 11. Dos postes de 50 y 30 m. de altura estdn separados una distancia de
60 m. ;Qué longitud minima debe tener un cable que une un punto del suelo con los ex-
tremos superiores de los Postes?

SOLUCION.

Sea L la longitud en m. del cable que une A con un punto P a x m. de la base del
poste A yalpunto P con B

L=AP+PB=vx* +50° +(60-x)* +30° .

Resolviendo la ecuacién
dL x (60-x) _ o
dr  yx?450° /(60 -zx)" +30°

x? [(eo —x)+ 30”] = (60-x)* («* +50%),
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resultan las raices x= %, 150.

Calculamos los valoresde L en x=0, 2 y 60.

Tenemos para ;
x=0, L = 50+3045 ~ 117.08

x=2 L \/(-722)2+5>()2 + J(60—12§)2+302 = 48,73 - 100

x =60, L = 10/61 + 30 ~ 108.10

Luego la longitud minima es L =100 m.,

y se obtiene cuando x= -72—5- m.

PROBLEMA 12. Hallar las dimensiones del cono recto circular de volumen minimo que
se puede circunscribir a un hemisferio de radio a.

SOLUCION. Tenemos
V = Linz’h,
x = asecB

h = xctg = asecfctg0,

3
y por tanto, V = &sec"’e.ctge.
3

Buscamos el valor minimo de V en (0, _1t_J
2

Observemos que lim V(8)= lim V(6)=+c , y
00" o
2

por consiguiente, el valor minimo de V existe y

ocurre en (0, E).
2

Resolviendo la ecuacién -

dv ra’

— (Ssecae.tg O.ctg 6 - secae.cosecze) =0,
do 3

sec"’e.(s - éosecze) =0.
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Obtenemos sec8=0, cosecO= —ﬁ y cosec 9= J§ .
Excluyendo los valores sec6=0 y cosecO= -3 por la condicién 0 <9< i , con-

2
cluimos que el valor minimo de V ocurre cuando 6=+3 , y entonces las dimensiones

del cono son
J3 a6

radio = asec® = a— =
J2 2
y altura = asecB.ctg0 = a(%]{ﬁ) = a+3.
2

PROBLEMA 13.
(1) Hallar el drea del mayor rectdngulo que tenga un perimetro de 40 cm.

(2) Hallar el drea mdxima de un tridngulo isésceles que tenga un perimetro de 18 cm.

SOLUCION.
(1) Tenemos A=xy,
(ver figura) 2x+2y =40, =
de donde A=x(20-x) . y y

Hallando las raices de la ecuacién

dA x
= = (20-x) + (x)(-1) = 0, dedonde x=10.

Los valoresde A en x=0,10 y 20 son, respectivamente, 0, 100 y 0.
Luego el 4rea mdxima A.= 100 se obtiene cuando x = 10. Y en este caso y =10.

Por lo tanto, el rectdngulo de 4rea mdxima con perimetro 40 cm. es un cuadrado
de drea 100 cm®

(2) Tenemos A=fh— (ver figura),
2

x+2y=18 .

x
»
1
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Despejando y de la dltima ecuacién y sustituyendo en la segunda ecuacién

resulta
h=3J9-x.
Luego A=3xJ9-x y vemosque x<9.
: 3
9-x-——0" =0

; 4J9-—x

2(9-x)-x=0, dedonde x=6.

Hallando las rafces de la ecuacién % =

Los valoresde A en x=0, 6 y 9, son respectivamenteo 93 y 0.

Por tanto el drea mdxima es A =93 cm® y corresponde a un truingulo equi-

ldtero de lado 6 em.

PROBLEMA 14. Una ldmina de hojalata de ancho a
se dobla en forma de un arco circular para hacer un
canal cilindrico. {Qué dngulo central 0 debe elegirse
para que el canal tenga una capacidad médxima?

SOLUCION.

Sea V el volumen del canal y supongamos que L es
la longitud del arco de la ldmina.

Tenemos
V = L (Area del sector circular — Area del tridngulo)
2
=L o” _ B =£(9r2—hb). @
2 2 2
Por otra parte h=r¢>os2 , g=rsen9- , r=9— .
2 2 2 0
2 2
Luego hb = 2r"’t;en9--cosE = r’send = 2 sine y orf=2
] ]
2
y sustituyendoen (1) resulta V = 2. (O-B:n %) .
2 0

dV _ La® 0%(1-c0s6) - (8-sen+).(20) _ o

Resolviendo la ecuacién .
do 2 0
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0.(6-06cos8-20+2senB) = 0
6[—9(1+c039)+2sen9] =0,

0 ]
2sen 6 4sen-cos 0 ]
de donde 6=0, y 8 = = 2 2 y — = tg— , de donde, de nuevo
2

1+cosf 200529 2

0=0.
Asi, el vinico punto criticode V es 8=0.

Calculamos los valoresde V en 6=0 y =n.

0 2 —sen 6
En 0=0, se obtiene V=—, pero lim V() = La lim ( s:n ) =0
0 650" 2 a0 0

’

sea bien por (2) del problema 17, de la presente seccién, o por la regla de L Héspital.

) La’(n-senn La’
Yen 0=n, seobtiene V = 5 = .
2 n 2n
2
Luego el mdximo valorde V es —— y se obtiene cuando 0 =r.

2n

PROBLEMA 15. Hallar las dimensiones del rectdngulo de drea mdxima que puede ser

2 2

inscrito en la elipse — + EANS 1, y cuyos lados son paralelos a los ejes de la elipse.

18 8

SOLUCION. Tenemos A =4xy .
Despejando y de la ecuacion de la elipse

y=t2 18-x

y considerando y >0, resulta

A=2x18-2".

Las raices de la ecuacién

\ 4

2
daA E\hg_xz_._.s_x___ =0

dx 3 3y18 - x>

(18—x’)- 2.0,

son x=43 .
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Los valoresde A en x=0, 3 y V18, son, respectivamente, 0, 24 y 0. Por lo tanto,
el méximo valor de A es 24 y se obtiene cuando x =3, y=2. Las dimensiones del
rectdngulo de drea mdxima son 6 de base y 4 de altura.

PROBLEMA 16. De una varilla homogénea AB, que puede rotar alrededor de un punto
A, cuelga un cuerpo de 24 Kg. de peso a una distancia de 60 cm. de A y se mantiene
en equilibrio con una fuerza vertical F aplicada en el extremo libre B. Si un centime-
tro de longitud de la varilla pesa 50 gr., hallar la longitud de la varilla para que la
fuerza F sea la minima posible y hallar F,; . \

F

b 4

60cm. —— i x/2

24 Kg.

SOLUCION.

Puesto que la varilla estd en equilibrio se tiene (calculamos momentos respecto del
punto A)

Momento de la fuerza F = momento del cuerpo + momento de la varilla

El momento del cuerpo es 24(60) = 1,440 ,

50
y el de la varilla es (-{)[ x ) , pues el centro de gravedad de la varilla estd en -’-c-,
2/11000 2

¥ su peso es

x.
1000

2
0
Luego Fx = 1440+f-- , F = 144 +—x-.

40 x 40

Resolviendo la ecuacién

+ — =0 resulta x=1240.
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El valor x =-240 debe ser excluido por razones obvias y como lim F =+0= lim F,

+
x—0 X—+®

vemos que x =240 da lugar al mfnimo valorde F,quees F,; = 0 + 20 - 12,

PROBLEMA 17.
(1) Usando la regla para calcular mdximos y minimos probar que
3
senez‘e—p—- para OSGSE.
6 2
(2) Probar que lim -9-8%9 =0.
60" 0
SOLUCION.
93
(1) Tomemos h(6) = sen8-6+—.
6
Resolviendo la ecuacién

dh 2

— =co8s0-1+ — =0

de 2

o2

— = 1-cos®

2
0’ 0
— = 2sen’—
2 2

0
sen” —

N
N | @
N’
~N
]
~N
(X}

It

sen —

N | @
1Y)

0
si 6>0, tenemos que —=0 es la unica raiz de la
2

y como sen— <

N o
SN X--)

ecuacioén.
3

Los valores de h(6) en 6=0 y z son, respectivamente, 0 y 1- 2. cos.
2 2 48
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Luego el minimo absoluto de h en [0, 1‘—:| es 0, yporlotanto h(6)20 o sea
2

0
sen9-0+—20.

6
8 n
Luegose cumple sen0>0-— para 0<0<—.
6 2
(2) De (1) tenemos
3
sen020-—
6
3
6-senf<—
6
-
0<——-§f-n—e—sg para 0<9$£.
0 6 2

Tomando limites cuando 8 — 0%, obtenemos

0 < lim 2=%"® o ym & .
e-0* g2 00" @
Asf, lim 9__5;”!1_9 =
00" 4]
6-sen 0 .
Nota. El lim ——— =0 puede evaluarse de una manera més sencilla ha-
8-0 4]
ciendo uso de la Regla de L'Hoéspital:
lim M = lim _f(_x) (o))

x>a g(x) za g'(x)

que serd establecida en la Seccién 10.7, Cap.10.

0-sen0

En efecto, aplicando ( 1) dos veces al cociente 2
0

0 -sen 0 o 1-cos@ sen 0

lim — = lim = lim
60 (1] 680 20 60 20







Capituls 10

é)/ 3 eorema Cé/ ’l/aér
Wecéo y sus _/4p£cacioned

10.1 TEOREMA DE ROLLE.

Sea f(x) una funcién tal que

(1) es continua en el intervalo cerrado [a,b],

(2) es diferenciable en el intervalo abierto (a,b) y

@ f(a)=f(b)=0.

Entonces existe un nimero ¢ talque a<c<b y f'(c)=0.

Interpretacion geométrica.

YA pendiente f'(c)=0

En algin punto C dela
curva sobre el intervalo
abierto (a,b), la recta
tangente T es paralela
al eje X .
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La figura muestra la gréfica de una funcién f(x) que satisface las condiciones (1), (2)

y (3). El teorema de Rolle nos asegura que existe al menos un nimero ¢ entre a y b,
tal que la recta tangente a la curva en el punto C =(c,f(c)) tiene pendiente f'(c)=0,

o sea que es paralela al eje X.

Prueba del teorema de Rolle.
Vamos a demostrar que existe un ¢ talque a<c<b y f'(¢)=0.

Puesto que f(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b] (por (1) de la hipétesis),

sabemos que tiene un valor mdximo absoluto M y un valor minimo absoluto m en
[a.5]
m<f(x)<M para todo x en [a,b] *)

Caso I: m=M=0. Entonces de (*) se sigue que f(x)=0 en a<x<b, luego
f'(x)=0 en a<x<b.Asf, cualquier punto ¢ entre a y b cumple f'(c)=0.

Caso II: Alguno de los valores M o m = 0. Entonces tomamos uno de estos valo-
res que no sea nulo y lo escribimos en la forma f(c), para algin ¢ talque a<c<b.

Observemos que c#a y c#b. En efecto, sabemos que f(a)=f(b)=0; (por (3) de la
hipétesis )y f{(c)=0. )

Luego a<c<b, y

f(c) es un médximo o minimo relativo (por ser un mdximo o minimo abso-
luto en el intervalo abierto (a,b)),

y existe f'(c) : (por (2) de la hipétesis),
por lo tanto f'(c)=0 (por el teorema 9.9.4 del extremo estacionario).

La prueba del teorema estd completa.

EJEMPLO 1. Verificar que la funcién f(x)= x* -2x® —x+2 cumple las condiciones
(1), (2) y (3) de la hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado [-1,2] y ha-
llar todos los puntos ¢ talesque f'(c)=0y -1<c<2. '

SOLUCION. Puesto que f(x) es una funcién polinomial, es continua y diferenciable
en todo punto x. Luego f (x) satisface las condiciones (1) y (2) del teorema de Rolle
en el intervalo [-1,2].

Puesto que f(-1)=0=f(2), esta funcién también satisface la condicién (3).
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Luego por el teorema de Rolle existe un punto ¢ tal que
fl(¢c)=0 'y -1l<e<2.
Las raices de la ecuacién f'(x)=3x>-4x-1=0 son

. - 2+J7 L 2£265

3 3 = 155, -0.22,

y estos dos valores se encuentran en el intervalo abierto (-1,2).

2+ 47

Asi, f'(c)=0 para c = .
2

EJEMPLO 2. Sea f(x) = (x+2)(x+1)(x-3)(x-4) . Probar que la ecuacién f’'(x)=0
tiene tres raices reales.

SOLUCION. Puesto que f(x) es una funcién polinomial, es continua y diferenciable
en todo x. Ademds se tiene f(-2)=f(-1)=f(3)=/f(4)=0 evaluando directamente en
la funcién dada. Luego se cumple el teorema de Rolle para la funcién f(x) en cada
uno de los tres intervalos cerrados [-2,-1], [-13], [3,4].

Por lo tanto, por el teorema de Rolle,
existe ¢, talque f'(¢,)=0 y -2<¢,<-1,
existe ¢, talque f'(c,)=0 y -1<¢,<3 y
existe c, talque f'(c;)=0 y 3<c,<4,

Luego la ecuacién f‘(x)=0 tiene tres raices reales x=c,, ¢, ¢;.

10.2 TEOREMA DEL VALOR MEDIO.
Sea f(x) una funcién tal que

(1) es continua en el intervalo cerrado [a,b],
(2) es diferenciable en el intervalo abierto (a,b).

Entonces existe un nimero c talque a<c<bd y

f,(c) = f(bb):Z(a) .
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Interpretaciéon geométrica.

<T/~ pendiente f'(c)

B

En algin punto P A
de la curva sobre
el intervalo abier-
to (a,b) la recta
tangente T es pa-
ralela al segmento
AB.

La figura muestra la grafica de una funcién f(x) que satisface las condiciones (1) y

(2). El teorema del valor medio nos asegura que existe un nimero ¢ entre a y b, tal
que la recta tangente T alacurva f(x) en el punto P={c,f(c)) es paralela al seg-

mento AB, que une los puntos A=(a,f(a)) y B=(bf(b)), y cuya pendiente es
f(b)-f(a)
b-a

Nota.
(1) Laférmula f'(c) = f(b) f(a) también se escribe f(b)-f(a)=f'(c).(b-a)

(2) El teorema de Rolle aparece como un caso particular del teorema del valor medio.
En efecto, si se tiene f(a)=f(b)=0, entonces el teorema del valor medio nos da

f'(c) = bL = 0, que es la conclusién del teorema de Rolle.
-a

Para probar el teorema del valor medio nos valdremos del teorema de Rolle que ya
ha sido establecido en 10.1.

PRUEBA DEL TEOREMA DEL VALOR MEDIO.

Definimos la funcién F(x) mediante la ecuacién

Fla) = ) - fla) - L1 (g ®

y demostraremos que esta funcién satisface las tres condiciones de las hipétesis del
teorema de Rolle:
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i) La funcién F(x) es continua en el intervalo cerrado [a,b], ya que f(x) es
~f(a) - L0110 (o)

es continua en [a.b] (por ser una funcién polinomial en la variable x)

continua en [a,b] (por la hipétesis (1) del teorema) y

ii) La funcion F(x) es diferenciable en el intervalo abierto (a,b), ya que

f(x) es diferenciable en (a,b) (por la hipétesis (2) del teorema)

y fla) - 0N

5 x-a) esdiferenciable en (a,b)
-a

(por ser una funcién polinomial en la variable x).
iii) F(a)=F(b)=0, pues

Fla) = fla)-f(a) - 0270 (o gy - 0

Q

~

F(b) = £(5)-fla) - L1 4 _a) - 0

b-

Q

Asi, F(x) cumple las tres condiciones de la hipétesis del teorema de Rolle, y por lo
tanto, existe un nimero ¢ talque F'(c)=0 y a<c<b.

Luego, derivando ambos miembros de (*) y evaluando en x=c resulta
’ ’ f b
0 = Fie) = r(e) - LB L@y

pues (f(a))l =0 yaque f(a) es constante.

f(b)-f(a)

, para algin c¢ tal
b-a

Y, finalmente, despejando f'(c) obtenemos f'(c) =
que a<c<b.

Y esto es lo que queriamos demostrar.

EJEMPLO 1. Verificar que la funcién f(x)=x- P cumple la hipétesis del teorema del

fy-1(-2

valor medio en el intervalo [-2,1] y hallar los valores ¢ tales que f'(c) = 19

y -2<c<l.

SOLUCION. Puesto que f(x) es una funcién polinomial es continua y diferenciable
en todo x, en particular lo es en el intervalo dado.
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Hallamos las raices de la ecuacion.

ey = LO=FC2) oy g0 0-6

=——=-2 luego x==1.
1-(-2) 3

De donde ¢ =-1 es el unico valor que cumple ~2<-1<1.

EJEMPLO 2. Usando el teorema del valor medio probar la férmula

cos(x+h)-cosx = —hsenc, paraalgin c talque x<c<x+h.

SOLUCION. La funcién cos x es continua y diferenciable en todo x y podemos apli-
car el teorema del valor medio a esta funcién en el intervalo cerrado [a,b] donde

a=x, b=x+h. Setiene entonces que existe un nimero ¢ talque a<c<d y

cosb-cosa = cos’(c).(b-a) o cos(x+h)-cosx = —sen(c).h = —hsen{c).

EJEMPLO 3. Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y f'(x)=1
en a<x<b.Probar que f(x)=f(a)+x-a paratodo x en [a,b].

SOLUCION. Fijemos x tal que a<x<b. Entonces la funcién f(x) cumple la hipé-
tesis del teorema del valor medio en el intervalo cerrado [a,b] , ¥y por lo tanto, existe un
nimero ¢ tal que

f(x) = f(a)+f'(c).(x-a) = f(a)+x-a (pues f'(c)=1)
Por otra parte, cuando x =a laigualdad se verifica evidentemente.

Asf, se tiene f(x)=f(a)+x-a en a<x<b.

10.2.1 TEOREMA DE TAYLOR

Sea f(x) una funciény n es un entero positivo tal que
n oY (x) continua en el intervalo [a, b]

y 2) existe f (")(x) en el intervalo (a,b)

Entonces existe ¢ en (a,b) tal que

f(b) = f(a) + @) +o4 @) (b-a)"" + (O] (b-a)"

1! (n-1)! n!
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Nota. .
1. Si n=1, el resultado implica el teorema del valor medio.

2. El teorema establece que el valor de f(b) puede ser aproximado por
_ a) , 15 e
P(b) = f(a) + =t ( 1) (b-a)
y que la diferencia f(b)—P(b) puede ser estimada en términos de la funcién
(n)
().

10.3 TEOREMA DEL VALOR MEDIO GENERALIZADO.
Sean f(x) y g(x) dos funciones tales que

(1) son continuas en el intervalo cerrado [a, b] ,
(2) son diferenciables en el intervalo abierto (a,b) y
3) g'(x)#0 en a<x<b.

Entonces existe un nimero ¢ entre a y b tal que

£(e) _ £(b) - fla)
g(c) &) - gla)

Nota.

(1) Este resultado constituye, en verdad, una generalizacién del teorema del valor
medio (teorema 10.2). En efecto, la férmula anterior es la conclusién del teorema
del valor medio si ponemos g(x)=x , pues entonces resulta g'(c)=1, g(b)=b

y g(a)=a

(2) Observamos que la hipétesis g'(x)#0 implica g(b)- g(a)= 0, pues por el teo-
rema del valor medio

£(b)- g(a)=g'(d)fb-a)=0 ,
yaque g'(d)=0 y b=a.
PRUEBA. Aplicamos el teorema de Rolle a lé nueva funcién

h(z) = [£(b)- f(a)].[&(x) - 2(a)] - [8(b)- £(a)] .[f(x) - f(a)] -
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Tenemos h(a) = h(b) = 0 y

h(x) = [£(b)- f(a)]-&'(x) - [£(6)- £(a)]-F'(x)
Luego existe un niimero ¢ entre a y b tal que

h'(c)=0 o [f(®)-rf(a))-g'(c)-[2(b)-g(a)].F'(c)=0

de donde 1) =

que es lo que queriamos demostrar.

3
EJEMPLO. Si f(x)=senx y g(x)=cosx, hallar todos los nimeros ¢ entre IyZ
4 4
3r n
. ro (%) 13)
ales que = .
70 o) 4[2)
4 4
SOLUCION. Resolvemos la ecuacién
3 s
w . 5)- 8
f'x) _ _\4 4
! 3n ’
ZECEt
4 4
cos x % = _422
= ﬁ > = 0
-senx  (-7)-(F)
o ctgx =0
Luego x= d +nn , donde n=0, £1, +2, ..., de los cuales solamente I se encuentra
2
n 3n
entre — y — .

4 4
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10.4 TEOREMA DE LA FUNCION CONSTANTE.

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b]. Entonces f'(x)=0 en
a<x<b siysélosi f(x)=C , donde C esuna constante.

PRUEBA.

(1) Supongamos que f'(x)=0 en a<x<b. Probaremos que f(x)= f(a)=constante,
para todo x en [a,b].

En efecto, si x es un mimero tal que a<x<b la funcién f(x) satisface las
condiciones (1) y (2) del teorema del valor medio en el intervalo [a,x], y por lo
tanto, existe un mimero c tal que

f(x)-f(a) = f'(c)(x-a), a<c<x
Puesto que por hipétesis se tiene f'(c)=0, resulta |
f(x)-f(a) = 0.{x-a)
0 f(z) = fla),

que es lo que querfamos demostrar.

(2) Reciprocamente, si f(x)=C =constante, ent.bnces sabemos que f'(x)=0.

10.4.1 TEOREMA DE LA DIFERENCIA CONSTANTE.

Sean f(x) y g(x) dos funciones diferenciables en el intervalo cerrado [a,b] . Enton-
ces ['(x)=g'(x) en a<x<b siysélosi f(x)=g(x)+C, donde C es una constan-
te.

PRUEBA.
(1) Si f'(x) = g'(x) en a<x<b, entonces
(f(x)—g(x))' =0 en a<x<b,

y por el teorema de la funcién constante f(x)- g(x) = C = constante.

(@) Si f(x) = g(x)+C, donde C es una constante, entonces derivando resulta

f'(x) = g'(x).
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Nota. El teorema de la diferencia constante tiene un cardcter fundamental en el Ané-
lisis Matemadtico, especialmente en:

(1) lanocién de la integral indefinida o antiderivada,
(2) la conexién que existe entre la integral indefinida y la integral definida, y

(3) la resolucién de ecuaciones diferenciales.

EJEMPLO. Hallar una funcién y = y(x) tal que

y = oitl y  ¥1)=0
33 22 +2x+5
SOLUCION.

y = [%(x2+2x+5)m]

Luego, por el teorema de la diferencia constante

3

s =3 (x2+2:c+5)2/s

+C , donde C es una constante.

Puesto que y(1)=0, haciendo x=1 calculamos el valor de C

0=34)+C, dedonde C=-3.

10.5 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Para la funcién f(x)=4x" +12x” —x-3 determinar tres intervalos
[a,b] tales que se cumplan las condiciones (1), (2) y (3) del teorema de Rolle. Luego
hallar un nimero ¢ en cada intervalo abierto (a,b) tal que f'(c)=0.

SOLUCION. Puesto que f(x) es una funcién polinomial, las condiciones (1) y (2)
del teorema de Rolle se verifican sobre cualquier intervalo cerrado.

Por simple inspeccién vemos que x =-3 es una rafz de la ecuacién
fx) = 42° +122% -x-3 = 0.

Porlotanto 4x°+12x” -x-3 = (x+3)(4x2—1) =0,

y las otras rafcesson x = 3 .
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Luego la condicién (3) del teorema de Rolle se cumple en cada uno de los intervalos
cerrados

fo-a] . [l [l

Resolviendo la ecuacién f(x) =122 +24x-1=0

se obtienen las raices x, = is_@ ~-201 y «x, = '6"6J§ = 0.04 .

Luego x, se encuentra en los intervalos abiertos (—3,—-21) y (-3, 1), y cumple
f'(x)=0,
x, se encuentra en los intervalos abiertos (—3, %) y (—-;-,%) , y cumple

f'(xz)=0.

74

&
LY
~
o) /

PROBLEMA 2. Probar que ¥1+x <142 para x>0 y n=2,3,..
n

SOLUCION. Tomemos f(x) = %¥1+x .

Aplicando el teorema del valor medio a la funcién f(x) en el intervalo [0, x], vemos
que existe un nimero ¢ entre 0 y x tal que

- f(®)-£(0) = f'(c).(x-0)

b

Luego Y+x-1-= —-l—n:l-ux A)

n[1+c]—"_



360

Ademés, de c>0 sesigueque 1l+c¢>1, (1+¢)" ' >1,
n-1
I 1
[1+¢c] " >1, = <1,
[1+c] "

y por lo tanto el segundo miembro de (A) es menor que x/n .
Asiresulta ¥l+x < 1+ x , que es lo que queriamos demostrar.

n

PROBLEMA 3. Sea f(x) una funci6n dos veces diferenciable sobre un intervalo abier-
to. Probar que si f(a)=f(b)=f(c), donde a<b<c son tres puntos del intervalo,
entonces existe un nimero d entre a y ¢ talque f'(d)=0.

SOLUCION. Aplicamos el teorema del valor medio a la funcién f(x) en los intervalos
cerrados [a,b] y [b,c] sucesivamente. Entonces tenemos

0 = f(b)-f(a) = f'(c,)(b-a), paraalgin c, entre a y b,
0 = f(c)-f(b) = f'(c;)(c-b), paraalgin c, entre b y c,

dedonde f'(c,)=f'(c,) =0, con a<c <b<c,<c.
Y de nuevo por el teorema del valor medio, pero ahora aplicado a la funcién f'(x) en el
intervalo cerrado [cl,cz] , resulta

0 = f(cy)-f'(e;) = f"'(d)(ey —¢c,)., paraalgin d entre ¢, y c, .

Luego f'(d)=0 y a<d<c.

PROBLEMA 4. Usando el teorema de la diferencia constante resolver la ecuacién dife-
rencial

It

y = 2cosx+3x> -1
¥(0) = 5.

’

SOLUCION. Tenemos y =2cosx+3x>-1= (2senx +x - x) ,

luego por el teorema de la diferencia constante (10.4.1)

3
y=2senx+x —-x+C ,
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donde C es una constante. Para hallar C evaluamos esta condicién cuando x =0

¥0)=C
5=C.

PROBLEMA 5. Probar que senx<x paratodo x20.

SOLUCION. Para x=0 secumple O=sen0<0.

Supongamos pues que O<x . Aplicamos el teorema del valor medio a la funcién
h(x)=senx - x en el intervalo [0, x] : Existe un nimero c tal que

h(x)-h(0) = h'(c)(x-0)

y O<c<x.

Pero de h(x) = senx — x sesigue h(0)=0
y h'(c) = cose-1, ¥y

por lo tanto senx-x = (cosc—1)x <0,

pues cosc-1<0 y O«<x.

Asf{ resulta senx<x paratodo x>0.

PROBLEMA 6. Si f(x) = x”* + x¥* hallar todos los niimeros ¢ entre -8 y 8 tales
f(8)-f(-8
0 - [O-(8)

que f 5-(9)

SOLUCION. Resolviendo la ecuacién

, 8)-f(-8
Fa) - [O=1C8)
8-(-8)
Ele3+ix’/3 _ 32-16
3 3 16
2 —
5(xv3) +4x®_3-0 , de donde B = Ml—g
: 5
[_2 + 2\/?5)”
y X =|—— .
5

Un simple cdlculo muestra que solamente el valor con signo + se encuentra entre -8 y
8.
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PROBLEMA 7. Hallar un punto de la pardbola y=x® en el que la recta tangente sea
paralela a la cuerda AB,donde A=(11) y B=(3,9).

SOLUCION. Debemos resolver la ecuacién
¥'(x) = pendiente de AB
2x = ——9 -1 .
3-1

Luego x=2, y=4.

PROBLEMA 8. La funcién f(x) = 131(1 - 8)2 —4 toma el valor cero f(0)=f(16)=0 en
los puntos extremos del intervalo cerrado [0,16] . ;Se cumple el teorema de Rolle
para esta funcién en [0, 16] ?

SOLUCION. Hallamos las raices de la ecuacién f'(x)=0

2(z-8)" =0
2

— - o,

3(x-8)

de donde vemos que la ecuacién no tiene raices y, por lo tanto, no existe ningin nime-
roc tal que f'(c)=0.

Luego no se cumple el teorema de Rolle para f(x) en [0,16] . Ello se debe a que no
existe f'(x) en x =8, y por consiguiente, la funcién no satisface la condicién (2) de la
hipétesis del teorema de Rolle.

PROBLEMA 9. Probar que la funcién tgx es creciente en el intervalo abierto
-nf2<x<n/2. Estoes,si -n/2<x, <x, <n/2, entonces tgx, <tgx, .

SOLUCION. Aplicamos el teorema del valor medio a la funcién tg x en el intervalo ce-
rrado x, <x<x,. Luego existe un nimero c entre x, y x, tal que

tg’ (c) (x, - x,)

sec’(x) (2, - x,) -

tgxz"tg xl
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Ahora bien, secz(c)>0 y x,-%,>0, yporlotanto
tgx, -tgx, >0 o tgx <tgx,

que es lo que queriamos demostrar.

PROBLEMA 10. Probar que si f'(x)= 0 para todo x, entonces f(x)=0 tiene a lo m4s
una raiz.

SOLUCION. Por reduccién al absurdo, supongamos que f(x)=0 tuviera al menos dos
raices, digamos x, <x, con f(x,)=f(x,)=0. Entonces aplicando el teorema de Rolle
encontrariamos un nimero ¢ entre x, y %, talque f’(c)=0, lo cual es una contra-
diccién.

Por lo tanto f(x)=0 tiene a lo m4s una rafz.

PROBLEMA 11. Si f(x)=x'+4x y g(x)= x® +2x , encontrar todos los mimeros ¢
F@-F) _ 1)
g(2)-g(-1) &)

SOLUCION. Resolviendo la ecuacién

entre -1 y 2 tales que

fO-f) _fl) -3 _4fee
(@)-g) () 8-(-1)  2x+2

5 - 2(x+1)(x —x+1) )

ool 2(x2—x+1)

1+4/38

2x2-2x-1=0 , dedonderesulta x= .
2

Es fécil ver que estos valores se encuentran entre -1y 2.

PROBLEMA 12. Hallar un valor ¢ que cumpla las condiciones del teorema del valor
medio generalizado para las funciones

f(x)=x2+2x—3 y g(x)=x2-4x+6

en el intervalo cerrado [0, 1] .
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SOLUCION. Resolviendo la ecuacién
f'(=) = f(1)- £(0) o 2x+2 = 0-(-3) de donde x=1/2.

g'(x) g(1)-g(0) 2x-4 3-6

Puesto que 1/2 se encuentra entre 0 y 1, dicho valor cumple las condiciones del
teorema del valor medio generalizado.

PROBLEMA 13. Demostrar por medio del teorema de Rolle que la ecuacién
4x® -6x" +4x-1=0

tiene al menos una raiz real en el intervalo abierto (0, 1).

SOLUCION. En primer lugar, buscamos una funcién f(x) cuya derivada sea la funcién
dada 4x® - 6x" +4x-1.

Podemos tomar f(x) = x* 22> +22% - ¢ .

Esta funcion es continua y diferenciable en todo punto x; y ademds, cumple
f(0)= f(1)=0. Luego satisface la hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerra-

do [0, 1], y por lo tanto, existe un nimero ¢ entre 0y 1 tal que
f'(c)=0
0 sea 4c® -6c® +4c-1=0. '

Asi, ¢ es unaraiztalque 0<c<1.

PROBLEMA 14. Demostrar que x° + px+q =0 no puede tener mas de una raiz real si
p>0.

SOLUCION. Supongamos que_f(x)= x4 px +q tuviera dos raices reales x, <x, . O

sea f(x,)=f(x;)=0.

Entonces, por el teorema de Rolle, existiria un nimero real ¢ entre x, y x, tal que
f'(c)=0.

Pero f’(c)=3c2+p>0 si p>0 yaque ¢>20.

Asi, hemos obtenido una contradicciéon al haber supuesto que existen dos raices reales.

Por lo tanto la ecuacién x2 + px+¢ =0 no puede tener mas de una raizrealsi p>0 .
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PROBLEMA 15. Usando el teorema de Rolle e induccién matemdtica, probar que todo
polinomio de grado n no puede tener mds de n raices reales distintas.

SOLUCION. Sea p(x) = a,x" +a, ,x"'+...+a,x+a, un polinomio de grado n,

donde a,,a,,...,a, sonnimerosrealesya, #0.

n

a
(1) Para n=1, setiene p(x) = a,x+a,, que posee una sola raiz x=-— . Porlo
a
1

tanto se cumple el resultado para n=1.

(2) Supongamos ahora, por induccién, que todo polinomio de grado n-1, donde
n>1, tiene a lo mds n-1 rafces reales distintas. Probaremos entonces. que

p(x) = a,x" +...+a,x +a, nopuede tener mds de n raices reales distintas.

Procederemos por reduccién al absurdo. Si p(x) tuviese n+1 raices distintas
X <Xy <. <X, <X, "

P(x;) = p(x;) = - = P(%,) = P(%,01) = O,

entonces se cumplirfa el teorema de Rolle para p(x) en cada intervalo cerrado
[xl, x2] y [xz,x:,] y een s [xn,xml] , ¥ por lo tanto, existirian niimeros Cp> €95 e s €,
tales que

f'le,)=0 y x,<c;<x,

flea)=0 y x,<ey<xy

f'(cu)=0 y xn<cn<xn+1’

de donde resultaria que el polinomio

-1

f(x) = na,x" ' +(n-1a, 2" *+..+q,,

de grado n -1, tendria n raices distintas ¢,,c,,...,¢c, .

Esto es una contradiccién con la hipétesis inductiva de que todo polinomio de
grado n — 1 no puede tener mds de n - 1 raices distintas. Concluimos, pues, que el
polinomio p(x) de grado n tiene a lo m4s n rafces distintas.

PROBLEMA 16. Sea f(x) una funcién tal que f'(x) = 1 para x>0 y f(1)=0. Pro-
x

bar que se cumple f(xy) = f(x)+f(y) .
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SOLUCION. Fijemos un y>0.Sea u=xy . Entonces por la regla de la cadena tene-

? fw) = Hw) &

mos dxf(u)-du(u) o
d 1 1 1 d .
raletrl e et

y por el teorema de la diferencia constante (10.4.1):
flxy) = f(x)+C,

donde C es una constante.
Haciendo x = 1 resulta f(y) = f(1)+C = C (pues f(1) = 0), luego f(xy) = f(x)+f(y)
que era lo que queriamos demostrar.

10.6 REGLA DE L' HOSPITAL. Evaluacién de formas indeterminadas.

Decimos que la funcién F(x) es indeterminada o toma una forma indeterminada en
x =a si al evaluar F(x) en a resulta una de las expresiones :

* 0 0
,—,0,00,00-00 o)wyl-
o0

?

olo

Tales expresiones reciben el nombre de formas indeterminadas.

EJEMPLOS.
(1) La funcién sen¥ tiene la forma indeterminada 2 en x=0.
x 0
(x-1)% ©
(2) La funcién -—————— toma la forma indeterminada — en x=1.
tg 5x o

(8) La funcién secx —tg x toma la forma indeterminada 00— en x==/2.

(4) La funcién (1+2x)"* toma la forma indeterminada 1° en x=0 .

En muchos casos en los que una funcién F(x) toma una forma indeterminada en un
punto a, es posible evaluar lim F(x), olos limites laterales lim F(x), lim F(x).
x—a

x—a x—-a

Por ejemplo, la regla de L’Héspital, que pasamos a establecer, proporciona un método
muy simple para calcular tales limites.
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REGLA DE L'HOSPITAL PARA 9— Y i .
0 ©

Teorema. Sean f(x) y g(x) dos funciones diferenciables en 0<|x—a|<3 tales que

1) limf(x) = limg(x) = 0 (esto es, cuando M = 2) ,
x—a x—a g(a) 0

0

(2) lim f(x) lim g(x) = «© (esto es, cuando fla) =2 ,
x-a x—a ‘ g(a) )
entonces

) g £

lim ——=

s g(x) e g'(x) ’

siempre que lim f(x)
x>a g'( x)

exista.

NOTA.

(1) Las pruebas de la regla de L'Héspital para cada caso —0— y i , se dan en los
0

~

8

problemas resueltos 1y 2, respectivamente.

(2) La regla de L'Héspital para las formas indeterminadas ° y i , sigue siendo

[+ o]
vdlida si se consideran limites laterales o limites al infinito :

f(x) f'(z)

@  tim Ly 12
x-2a g(x) x—a g'(x)

@2 lm (&) LG
e gm) e g(x)

2.3) lim L(fl = lim L'(i)
x>+ g(x) 0 g'(x)

@4 lim 18 _ ym £
e glx) | e ()
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(8) Puede ocurrir que el cociente f—i’% de lugar a una forma indeterminada 2 o 2
g'(x 0 ©
en X =a, entonces se aplica de nuevo la regla de L’'Héspital
tim L) gy L) gy 1)
x—a g(x) x—a g’(x) e g (x)
siempre que lim f”(x) exista.
isa g (x)

En la prédctica se aplica la regla tantas veces cuantas sean necesarias hasta obtener un
cociente no indeterminado.

22 _x+2
EJEMPLO 1. Calcular lim ———————— .
x=1 3 _ 7 6

x x+

SOLUCION. Puestoque lim x°-2x’>-x+2=0 y lim x®-7x+6 =0.

x—1 x->1

por la regla de L’'Hdspital tenemos

-2 -x+2 . 3P-4x-1 -2 1

hm—T————=l1m_——§——=_=_,

=1 x"-Tx+6 =1 3x" -17 -4 2
tgx—sénx

EJEMPLO 2. Hallar lim

0 x-senx

SOLUCION. Tenemos

2
tg x—senx . 8ec x-—-cosx
lim g—-—-——-— = l]m —_—
-0 x-senx =0 1-cosx
2 N
- lim 2sec”x.tgx+senx (aplicando dos veces la regla de
20 sen x L’Héspital)
3
. 2sec’x+1
= lim —— — (cancelando sen x)
x50 1
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.4
EJEMPLO 3. Hallar lim xnx
x—0 ctg—
2
SOLUCION. Tenemos
n nx ( 2 M )(n)
— tg— sec —x || —
lim —%— = rlim —2 = xlim 2 /\2
x50 ctg — x=0 x 20 1
2
I
2

EJEMPLO 4. Encontrar lim ‘25R2%
x>0 |n senx

SOLUCION.

1 2(0 -
Tenemos lim M -2 , indeterminado.

>0 Insen(0) -

Aplicando la regla de L'Héspital para b
o0}

. Insen2x . (2 cos 2x)
lim —————— = lim

x>0 Jnsenx x—0

sen 2x

(cosx)
senx

_ Z(Iim senx ](lim cost)
x50 gsen2x /\x>0 cosx

sen
= 2(lim * ](1) = 2lim
x>0 gen2x 150 2 cos2x

cosx

(regla de L’'Héspital para 2)
0

(regla de L’'Hospital para 2)
0



370

OTRAS FORMAS INDETERMINADAS.

LA FORMA INDETERMINADA 0 x 0.

Si f(x)xg(x) toma la forma indeterminada Oxx en x=a, o sea cuando
lim f(x) =0 y lim g(x) = ©, entonces la transformacién

Fx) gz) = 18 © s = £,
8(x) f(%)

0 o
convierte la forma indeterminada O x« enlaforma — (0o —), y podemos aplicar la
0 ©

regla de L'Hospital para calcular lim f(x)x g(x) .

x—a

EJEMPLO. Hallar lim (1-x) tg--fci .
2

x—1

SOLUCION. Para x =1 se obtiene 0 x«, valor indeterminado.

Tenemos lim (1-x)tg Z . lim 1-x (forma 2)
x-»1 2 x—>1 ctg E 0
= lim -1 = —2- .
n

= =

LA FORMA INDETERMINADA c0—c0.  Sj una funcién f(x) toma un valor indetermi-

nado ©— en x=a y deseamos calcular lim f(x), a menudo es posible escribir
x-—-a

f(x) como un cociente de dos funciones transformando la forma indeterminada ©©—

0 ,
en una de las formas — o0 — , a las cuales podemos aplicar la regla de L'Hdspital.
0 ©

1 1
EJEMPLO. Hall L=1 - i
aar 21 {2(1-‘/3{) 3(1—%)}
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SOLUCION. Si hacemos x =1 en la funcién dada, resulta ©0—0o0 | valor indeterminado.

—3Yx +2
Tenemos L = lim 1 J;+ ‘/;

SR )

V2

-92/3 -
—x Py

= lim
x1 —Qx M3 _ gxV2 5y V6

-5/3 -3/2
y Zx / -ix 4 1
= lim = —.
= 32 176
21 %x5/3+%x / -%x / 12

FORMAS INDETERMINADAS 0°, 17, «°.

Supongamos que deseamos calcular L = lim f (x)g *) en uno de los siguientes casos :
x—a

M f(a)=g(a)=0, que da el valor indeterminado fla)¥*® =0°;

o0

(2) f(a)=1, g(a)=, que da el valor indeterminado fla)* =1 ;

3) f(a)=w, g(a)=0, queda el valor indeterminado f(a)g(a’ =’ |
Tomando logaritmo natural tenemos

. ) . x (pues In es una funcién
In l:hm f(x)*" ] = lim [ln f(x)* )] continua)

x—a x—a

InL

]

lim [g(x).ln f(x)] =M.

x—a

El segundo miembro da lugar a una forma indeterminada 0 x «, y el lfmite M puede
evaluarse por la regla de L’'Héspital.

Finalmente, L se obtiene tomando antilogaritmo natural L = eM , 0

lim [g(x)lnf(x)]
lim f(x)g(x] = e

x-a

EJEMPLO. Hallar lim (1+kx)"*.

x50
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SOLUCION. Sihacemos x=0 reulta 1, valor indeterminado.

Tomando logaritmo natural tenemos

1
1 (k)
M = lim —In(l+kx) = lim 1tkx  _ 3
=0 x x50 1

Luego L = lim (1+kx)"¥* = M =¢*.

x—0

10.7 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Regla de L'Héspital para = .
0

Si f(x) y g(x) son dos funciones diferenciables en 0<|x-a|<8
lim f(x) = lim g(x) = 0, probar que
flx) ..

lim —= = lim -—,
x—a g(x) x—a g(x)

si el limite del segundo miembro existe.

tales que

SOLUCION. Definimos f(a)=g(a)=0 y entonces ambas funciones son continuas en

el intervalo abierto |x-a|<35 .

Dado cualquier x tal que |x-a| <35, por el teorema del valor medio generalizado, apli-
cado a las dos funciones en el intervalo cerrado de extremos a y x, podemos encontrar

un nimero ¢ entre a y x tal que

f(x)-fla) _ £f'(c) ’
g(x)-gla) &'(c)

flz) _ £1(e)

g(x) &'(o

(pues f(a)= g(a)=0).

Ahora bien, cuando x —>a tenemos que ¢-—>a, pues c¢ se encuentra siempre entre a

y x, y por lo tanto, tomando limites
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xoa g(x) x-a g'(c‘)
= lim —f——,gfl (por la observacién anterior)
esa g (c)
Por lo tanto, si lim f_'(_x_)_ existe, tenemos que lim M = lim _f_(x_)
1sa g (x) x—a (x) x—a g'(x)

PROBLEMA 2. Regla de L'Hospital para = .

oC

Sean f(x) y g(x) son dos funciones diferenciables en a<x<a+8 tales que
lim f(x) = lim g(x) = . Probar que lim _f_(_x_) = lim f—(ﬂ , si el limite del
x—a’ x—a”* x-+a’ g(x) x-a’ g'(x)

segundo miembro existe.

Nota. El resultado es igualmente valido (y la misma prueba sirve con las modifi-
caciones obvias) si se reemplaza x »a’ por x —a” y por lo tanto, también se cum-

ple cuando x —a, que es la versién que hemos dado en el enunciado del teorema de la
seccién 10.6, asumiendo la condicién (2) en la hipétesis.

SOLUCION. Sea L = lim ﬂf-)—

x—sa’ ,g'(x)

Entonces existe x, >a tal que a <c<x, implica

<~ §))
2

re)
g'(c)

-L

El nimero x, permanece fijo en el argumento que sigue.

Si a<x<x, aplicamos el teorema del valor medio generalizado a las funciones f(x) y
g(x) en el intervalo cerrado [x, "1] y encontramos asi ¢ entre x y x, tal que

F2)=F(x) _ £e)

g(x)-g(x) &)

f
8(x

—_—

x

~—

O, @
g'(c) *

de donde resulta

—
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siendo
Nétese que h(x) satisface lim h(x)=1, 3

+
x—a

yaque f(x) y g(x)tiendena +wo, cuando x—a’,y f(x,) y g(x,) son constantes.

Usando (2) tenemos ahora

LGN S G N AN A (Y @
g(x) g'(c) g'(c)
De (1) se tiene L—% <L+Z y por (3) existe 8, >0 tal que a<x<a+d, implica
g'(e 2
e/2
h(x)-1| < .
| () l L+¢g/2

Finalmente, si tomamos & =min {xl—a,Sl} y empleamos (1) y (4) , vemos que
a<x<a+d implica

f-(ic-)-— s&-L‘+£@x|h(x)—1l<£+—s—=e
&(x) g'(e) g'(c) 2 2
Ast, tm 1) _ o
x—a” g(x)
1-x

PROBLEMA 3. Hallar lim

o
=1 1 _gen—

SOLUCION. Si sustituimos x = 1 obtenemos 9—, valor indeterminado. Por la regla de
0
L’Héspital para 9 tenemos
0

lim ——%  _ lim— ' -

n
=1 1_sen — -~ cos—x
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PROBLEMA 4. Calcular lim B5% .
x—0 t,g 5x

2
3
SOLUCION. Tenemos lim tg 3x = lim M = -
5

=0 tgbhx x-0 § sec’ 5x

PROBLEMA 5. Calcular lim (1-cos x)ctg x

x—-0

SOLUCION. Haciendo x =0 obtenemos 0 xw , valor indeterminado.

1-cosx
Tenemos lim (1-cosx)ctgx = lim ———
=0 ) =0 tgx

sen x

lim
x>0 sec” x
0
=—==0.

1

(Regla de L'Haspital)

PROBLEMA 6. Hallar lim x"sen> , n>0 y a>0.

X—0 X
SOLUCION. Tenemos
a
a sen —
lim x"sen— = lim lx
X—»00 x X—0 _
n
x
a
cos——.[——-—z— 0
= lim - _n_f (Regla de L'Héspital para —)
x—® n.x 0
cos 2 a si n=1
a
= — lim 1x=<a[1) i
n x-w —|=|=o s n>1
s L n\0
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PROBLEMA 7. Hallar

SOLUCION. Si hacemos

Tenemos
. 1
i (L
x+0 \sen” x x

PROBLEMA 8. Hallar

SOLUCION. Para x=a

1

2
sen x

lim
x>0

2
x

|

x =0 obtenemos -, valor indeterminado.

2 2
. x" —-sen’ x . 2x -2 senxcos x
= lim ——— = lim 3 3
x>0 x“sen” x 0 2xsen” x+2x"sen xcos x
. 2x -s8en 2x
= lim > 5
=0 2xgen” x+ x sen 2x
. 2~ 2cos 2x
= lim 5 3
x+0 2gen” x + 4x8en 2x + 2x" cos 2x
. 4 sen 2x
= lim 5
x+0 Gsen 2x + 12xcos 2x — 4x" sen 2x
. 8 cos 2x 8
= lim > = — =
=0 24 cos 2x — 32x sen 2x — 8x” cos 2x 24

W | =

. x-a
lim

n n
x%a x —a

0
obtenemos el valor indeterminado — .

0
Luego lim x—an = lim 1"_1 = 1n—1
x9a x —-qa x4 XX nxa
. lgx-x
PROBLEMA 9. Calcular lim ————

SOLUCION. Tenemos

. x-x
lim 8%~ %
-0 x—senx

0 x—-genx

2 2
- 2
sec xl 1 sec'x tg x - lim 2sec3x Y

x—0

lim

x>0 1-cosx

= lim

-0 sen x
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3 2 2 3
PROBLEMA 10. Hallar lim = —— %72

x>a x' -a

SOLUCION. Para x=a resulta 2 , valor indeterminado.

0
Tenemos
3 2 2 3 2 2 2 2 2
. x -ax"-a'x+a . 3x"-2ax-a 3a"-2a" -a
lim 3 = lim = =0.
x—a x —-a x-a 2x 2a

PROBLEMA 11. Hallar lim Y162~ —2¥iz
x2 2_#2:‘3

SOLUCION. Si x=2 resulta 2 , valor indeterminado.

0
Tenemos

 J16z-x* _o¥ax . (18x-x*) .(8-2x%) (4x)° .(8)
lim = lim 77y
-2 2-d2x3 22 —(2:3) (%xz)

_ 18 -1(8) 2

46 9
tg x-sen x

PROBLEMA 12. Calcular lim 3
x—0 sen” x

SOLUCION. Para x =0 resulta 9— , valor indeterminado. Tenemos

0
2
. tgx-senx ) sec’x—cos x ) 2sec’x.tgx + senx
lim —_— = lim — = lim 3 3
x—-0 sen x x=0 3sen"xcos x x-+0 6senx cos x—3sen'x
3
. 2sec’x+1 3 1
= lim ) 3 =— = -,
=0 6cos x-3sen’x 6 2

aplicando dos veces la regla de L'Hdspital.
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PROBLEMA 13. Hallar lim 2 _2n*
x—0 xs
SOLUCION. Tenemos
. Xx-senx . l-cosx . senx . cosx 1
hm—-——a—=hm—-é—=hm = lim = —.
x>0 x° x50 3x =0 6x =0 6 6
2 2_
PROBLEMA 14. Hallar lim —°28%*% =2
x—0 2 x4
SOLUCION. Tenemos
R 2cosx+x2-2 . -2senx+2x . —cosx+1
llm——-4———=11m_3=hm——-—2—
-0 2x 20 8x -0 12x
sen x cos X 1
= lim 227 _ jim - =

0 24x 0 24 24

PROBLEMA 15. Hallar los limites a los que tienden las raices de la ecuacién de

segundo grado Ax’+Bx+C=0, si A tiende a O y los coeficientes B y C
permanecen constantes, B 0.

SOLUCION. Las raices de la ecuacién son

B-JB*-4AC .~ -B+VB’-44AC

x, = y X0 =

' 24 2 24
Luego lim x;, = o

A0

-y2
. . -B++B*-2aCc . #(B"-44C) .(40)
y lim x, = lim = lim
A0 A0 2A A0 2

(derivando respecto de A; B y C permanecen constantes)

_c
|B]
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2
PROBLEMA 16. Hallar lim S %~ 2'8%
=l 1+cosdx

4

SOLUCION.

" 0
Para x =z resulta — , valor indeterminado.
4 0

Tenemos

) sec’x -2 tg x 2 sec’x tg x — 2sec’x
lim —————— = lim

s>~  1l+cosdx P -4 sen 4x
4

4 sec’x tgzx + 2sec’x - 2sec’x tg x

o —16 cos 4x

4(2)(1) + 2(2)* -2(2)(1)
~16(-1)

12 3
e

16

PROBLEMA 17. Sea un circulo con centro en (0,3) y ra- v
dio 3. T

En la figura se tiene:

~~
x = arco A0 ,
y= ordenada del punto de interseccién del eje Y
con la recta que pasa por (x,0) y A.

Hallar la posicién limite de y cuando x se aproxima a .
cero.

SOLUCION. En la figura siguiente, por semejanza de
triangulos tenemos

OR QA

OR
—_ = = )
OP QP
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ZOCA en radianes = x
3

OR=y,
OP==x,

3

=3—-3cos[-’-c—J,
3

@:@—@:x—3sen(§—}

Pero ¢ ;Q—A:w-:&? cos [iJ

Luego sustituyendo en (1)

3-—3cos(£] 3x-3x cos(i)
Yy _ 3 3
x

T (x) T (x)
x-—3sen[—] x—Ssen[—)
3 3

Debemos hallar lim y , pues x se aproxima a 0 por la derecha.
0"

de donde y =

0
Haciendo x =0 se obtiene — , valor indeterminado.

Tenemos
x x x
3x —3xcos [—) 3 -3cos (—-) + xsen (—)
. . 3 . 3 3
limy = lim —————~ = lim
0" x—-0" x 20" x
x —3sen (—) 1-cos [—]
3 3
x x x x x x
2sen (—) + —cos (—) cos[——) ~ —sen [——]
. 3 3 3 . 3 9 3
= lim = lim
x-0" 1 (x } x—0" 1 [ x]
—sen| — —cos| —
3 3 9 3

I
©lrs | et

"

©
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PROBLEMA 18. Hallar lim £°% |
x—)g tgx

SOLUCION. Si x=£ resulta 2 , valor indeterminado.

2 ©
Luego tenemos

X tg 3x . sen3x cosx . sen3x . CcOoS X

lim = lim x = | lim x { lim
=l tgx . senx cos3x x>~ senx x-»- cos 3x

2 2 2 2

. cos X . sen x 1
= - lim = - lim = —— = —
=X cos3x - 3sen 3x -3 3
2 2

PROBLEMA 19. Calcular lim (1-tg x) sec2x .

x—’l—

SOLUCION. Haciendo x= I se obtiene 0x , valor indeterminado.

4
Tenemos
. . 1-tgx . —sec’x
lim (1-tgx)sec2x = lim = lim ———- =
x_’% ( ) — % cos 2x — % —2sen 2x

PROBLEMA 20. Encontrar lim (a®-?) tg o .

SOLUCION. Para x=a resulta 0xo, valor indeterminado. Tenemos

2 2
lim (az—xz) th = lim a-x
x—a 2a x—a cth_
2a

) ~-2x 2a 4q®

= hm = - =
e _ " cosec’ — < —(1) ®
2a 2a 2a
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PROBLEMA 21. Hallar lim >+ 2%

o x lnx

SOLUCION. Para x=o tenemos — , valor indeterminado. Luego

o0
1
1+—
. x+Inx . x 1
11m——-—=11m—-—1=—=0.
#>e xInx =° hnhx +x.—- @
x

PROBLEMA 22. Hallar lim x sen— .

X0 x

SOLUCION. Para x =0 obtenemos o x 0, valor indeterminado.

Tenemos
[eos 5)(-52)
sen — ol | B3
lim xsenZ = lim X = lim X X/ - a
x5 X  xow _]; 1o i
X x2
. 2 1
PROBLEMA 23. Encontrar lim 5~ .
x=0 | sen” x l-cosx

SOLUCION. Para x=0 resulta o -, valor indeterminado.

Tenemos
. 2 1 . 2(1-cosx)-sen’x (1- cos x)*
lim - = lim 5 =lim —5—— " —
x>0 |sen®x 1-cosx 20 sen®r (1-cosx) 0 sen?x(1-cosx)
- lim l-cosx _ ,.  senx _ im —<98% _1
T x50 gen2 x T x>0 sen2x x50 2cos2x 2°
PROBLEMA 24. Hallar lim [—17 _ —1—]
=0 | x xtg x

SOLUCION. Para x=0 resulta «-o , valor indeterminado.
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Tenemos
1 1 tgx—x sec’x—1
lim — = llm ) = hm 3 z
0 | x xtgx =0 x“tgx  x0 2xtgx+x sec x

2 2
. 1-cos”x . 1-cos” x
= lim = lim —_—
x>0 2x8en X COS X + X x=0 xgen 2x+x
. sen 2x . 2 cos 2x
= lim = lim

=0 gen 2x + 2x cos 2x + 2x x=0 4co82x-4xsen2x+2

2

1
4-0+2 3

PROBLEMA 25. Hallar lim (1+sen x)™* .

x—0

SOLUCION. Para x=0 obtenemos 1”, valor indeterminado.

Escribimos y =(1+sen x)*®* . Tomando logaritmo natural tenemos

Iny = ctg x.In(1+sen x)
1
. Y _ . In(l+senx) Tesenz (%)
ll_r;% Iny = }‘1_:’1(1) ctgx.Iln(l+senx) = }‘1_1'1(1) —wr - ll_xg " =

lim Iny
Luego limy = e* ") =el = ¢.
€ x—voy

. ’ 1 sen x
PROBLEMA 26. Encontrar lim (—) .

=0\ x

SOLUCION. Para x=0 resulta «’, valor indeterminado.

’ ) sen x
Sea ) y= (i) .

x
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Luego lim y=e¥".
x—1

1

PROBLEMA 29. Hallar lim (e2’+3x)4_x .

x>0

SOLUCION. Para x=0 resulta 17, valor indeterminado.

Tenemos
lim Iny = lim senx ln(—l—) = -lim senxlnx = -lim
x—0 x—0 X x—-0 x—0 cosecXx
1 2
= -lim —=% = lim 22 % _ |im (senx) (tg x)= 1(0)
=0 —cosecx ctgx x50 xCOS X x>0
imy = ecd ™ _ Q0 o
Luego ll_r’r&y—e" =e = 1.
(=)
PROBLEMA 27. Hallar lim x *™*/.
x—0
SOLUCION. Para x=0 se obtiene 0° , valor indeterminado.
(o) 1
_  4+Inx . R T 3 _ . Z _
Sea y=x . Tenemos ll_{no lny-lx_x)no 4+1nxlnx—3l§xal = 3.
' x
: _ 8
Luego ll_l;% y = é°.
nx
PROBLEMA 28. Hallar lim (2-x)*3
x-1
. SOLUCION. Si x=1 seobtiene 17, valor indeterminado.
n
Sea y=(2-x)*%,. Tenemos
1
- -1
lim Iny = lim tg= In(2-x) = lim In@-x) _ lim 7%
x—1 x—1 2 x=»1 x—1 of TX T
Cth -cosec’| - (5)
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1
Sea y= (ez" +3x)4z . Tenemos

2¢** +3
x 2x 5
lim Iny = lim —l-ln(e2 +3x) = lim &3z _ 2
x50 x50 4x x-0 4 4
Luego lim y=e5/ ‘
x—0
1
PROBLEMA 30. Hallar lim x!*
x—>1
SOLUCION. Tenemos la forma indeterminada 1° cuando x=1.
— 1
Sea y=x'*. Luego limlny = lim —Inx = lim _]‘_/.f = -1
x>l =1 1-2x x=1 -1
y por lo tanto limy = e.

x->1

PROBLEMA 31. Probar el teorema de Taylor (10.2.1)

SOLUCION. Definimos el polinomio P(x) de grado < n-1 mediante

= f (1)(0) Y n-1
P(x) = f(a) + T(x—a) + . +(n—1)! (x-a)
y la funcién g(x) = f(x) -P(x) - M(x-a)", a<zxs<b )

en donde M es elegido de manera que g(b)=0, estoes

(b-a)"

@
Despejendo f(b) de (2) se tiene
f(b) = P(b) + M(b-a)* = f(@) + ... + f"(@)f(n-1)! + M (b-a)"

f(")(c) .

y debemos probar quie existe ¢ en (a,b) talque M =
n!
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Usando las hipétesis, 1) y 2) se sigue que para k =1, .., n-1 son continuas las
derivadas

gPx) = M=) - PP(2) - kM (x-a)"
en [a,b] y existe g(n)(x) = f(x) - n'M, en (a,b).
Ademds, de P(a) = f(a), ..., P("_l)(a) = f(n_l)(a) , se tiene

gla) = gm(a) = .= g("'l)(a) =0
Puesto que g(a) = g(b) = 0, por el teorema de Rolle, existe b, en (a,b) tal que
gm(bl) = 0. Ahora usamos g''(a) = gm(bl) = 0 y otra vez el teorema de Rolle para
hallar b, en (a,b,) tal que gm (b,) = 0. Repitiendo este proceso n veces,
encontramos c=b, en (a,b, ;) tal que g(")(c) =0.

Puestoque a<c=b5, <b,_, <..<b <b, elnimero ¢ se hallaen el intervalo

f(’l)(c)

(a,b), yde 0 = g(n)(c) = f(")(n) - n!M setiene M =
n!

, lo que prueba el

teorema de Taylor.

PROBLEMA 32. Si f(x) tiene derivadas de todos los ordenes que son acotadas por K
en el intervalo (a,b), esto es, se cumple

f(")(x)l < K paratodo x en (a,b) y n entero2= 0,

«© (n)
y x, €(a,b), probarque  f(x) = z (%)

n=0

(x-x, )'l , paratodo x en (a,b)
n!
es decir f(x) es la suma de la serie del segundo miembro (llamada serie de Taylor de
f en x,).

(1) (n-1)
£ (%) (%)

" +oa —(T_l)—!(x—xo)

SOLUCION. Sea s, = f(xo) +

)|

n!

Por el teorema de Taylor l f(x)-s, | = Ix - xoln )

para algin c entre x y x, .
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Luego If(x)—snl <K 'x——ﬁol—
n!

y como la sucesién del segundo miembro tiende a cero cuando n-—®

f(x) = lim s, , y por lo tanto la serie es convergente y su suma es f(x).

n—w

2n+1

PROBLEMA 33. Probar que sen(x) = Z (-1)" ——— , paratodo x.
neo (2n+1)!

SOLUCION.

Si n=2m, sen”(x) = (-1)™ sen (x) ;

ysi n=2m+1, senm(x) = (-1)" cos(x) ;

luego se cumple Isen"(x)l < 1, paratodo x yentero n20 .

y por el problema 32, con x, =0, se tiene

™y 20" < A
sen (x) = sen ' (0) —— = (1) x ———
Z;, n! ,E, (2m + 1)t

pues sen("')(O) =0 sin espar,y senm(O) =(-)", si n=2m+1.

10.8 PROBLEMAS PROPUESTOS.

PROBLEMA I. Hallar lim V3% ~V12-%
3 2x ~ 3419-5x%

PROBLEMA 2. Hallar lim _RS€R%
r»% (n—-2x)

PROBLEMA 3. Hallar lim BX*+Secx-1
-0 tgx—secx+1

XCoOsS x—-sen x
3

PROBLEMA 4. Hallar lim

x—0 x

PROBLEMA 5. Hallar limx" .

x—0

se sigue
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PROBLEMA 6. Hallar lim (1-x)™z .

x-1

PROBLEMA 7. Calcular lim (sec 5x - tg x) .

x——

2

PROBLEMA 8. Encontrar lim[ LI i]

x-0 sen3 X xs

3«2
PROBLEMA 9. Calcular lim (cos 3) .
X

X—w®

2
PROBLEMA 10. Encontrar lim £5% tg =% |

x 4
RESPUESTAS.
1. 8/69 2. -8 31 4. -1/3 5.1
6.1 7. © 8. © 9. ° 10. —4/n .

10.9 FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES.

Definicién.
(1) Decimos que una funcién f(x) es creciente en un intervalo si se cumple que
f(x,) < f(x,) siempreque x,<x, ,
donde x, y x, son dos nimeros cualesquiera en el intervalo.
(2) Decimos que una funcién f(x) es decreciente en un intervalo si se cumple que
f(x,)> f(x,) siempreque x, <x, ,

donde x, y x, son dos niimeros cualesquiera en el intervalo.

Asf, la funcién f(x) es

creciente, si los valores de f(x) crecen a medida que la abscisa x crece; y

decreciente, si los valores de f(x) decrecen a medida que la abscisa x crece.
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Yo

La figura muestra la gréfica de una funcién y=f(x). La curva es creciente en los
intervalos cerrados [a,b] y [c,d], y es decreciente en el intervalo cerrado [b,c].

Por supuesto existen funciones que no son crecientes ni decrecientes.

TEOREMA.

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b] y diferenciable en el
intervalo abierto (a,b). Se cumple lo siguiente

(1) Si f'(x)>0 paratodo x en (a,b), entonces f(x) es creciente en [a,b].

(2) Si f'(x)<0 paratodo x en (a,b), entonces f(x) es decreciente en [a,b].

PRUEBA. Sean x, <x, dos puntos cualesquiera en [a,d].

Por el teorema del valor medio aplicado a la funcién f(x) en el intervalo cerrado
[xl,xz] , existe un numero ¢ entre x, y %, tal que

flx) = f(x) = f'(c) (% - =) *)

(1) Si f'(x)>0 en (a,b) entonces en particular f'(c)>0 y como x,-x,>0,el
segundo miembro de (*) es >0.

Asf, f(x,)-f(x,)>0 o f(x,)<f(x,). Luego la funcién es creciente.
@) Si f'(x)<0 en (a,b) entonces en particular f'(c)<0 ycomo x,-x,>0,el

segundo miembro de (*) es <0. Asf, f(x,)-f(x,)<0 o f(x,)>f(x;). Luegola
funcién es decreciente.
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10.10 CRITERIO DE LA PRIMERA DERIVADA PARA EXTREMOS RELATIVOS.

TEOREMA. Sea f(x) una funcién continua en el intervalo abierto (a,b). Sea c un
punto de (a, b). Tenemos lo siguiente

L s 1) f'(x)>0 entodopuntode a<x<c y
) 2) f'(x)<0 entodopuntode c<x<b

entonces f(c) es un valor maximo relativo de la funcién.

1) f'(x)<0 entodopuntode a<x<c y
IL Si

2) f'(x)>0 entodopuntode c<x<b

entonces f(c) es un valor minimo relativo de la funcién.

YA

La figura 1 muestra la grifica de una funcién f(x) que cumple las condiciones (1) y
(2) de L del teorema 10.10.

4 f(x)

f'(x)>0
f'(x)<0

<
' fle)
a

» X

La figura 2 muestra la grifica de una funcién f(x) que cumple las condiciones (1) y
(2) de IL del teorema 10.10.
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PRUEBA DEL TEOREMA.
I. Por el teorema anterior tenemos que

(1) Si f'(x)>0 en a<x<c, entonces f(x) es creciente en el intervalo
a<x<c, luego se cumple

f(x)<f(c) en a<x<c . (A)

y (2 Si f'(x)<0 en c<x<b , entonces f(x) es decreciente en el intervalo
¢ < x <b, luego se cumple

f(x)>f(c) en c<x<b (B)

De (A) y (B) se sigue que f(x)< f(c) para todo x en el intervalo abierto (a,b) . Y
esto demuestra que f(c) es un valor mdximo relativo.

IL Si f(x) cumple las condiciones (1) y (2) de (II), entonces —f(x) cumple las
condiciones (1) y (2) de I, y por lo tanto, gracias a (I), —-f(x) es un médximo relativo
de la funcién —f(x), esto es

~-f(x)<-f(c) paratodo x en (a,b),
f(c)<f(x) paratodo x en (a,d).

Lo cual demuestra que f(c) es un minimo relativo.

REGLA PARA DETERMINAR LOS EXTREMOS RELATIVOS DE UNA FUNCION.

Para determinar los extremos relativos de la funcién f(x) se procede de la siguiente
manera:

(1) Sehalla f'(x) .
(2) Se encuentran los puntos criticos de la funcién, o sea aquellos puntos tales que
f'(x)=0 o f'(x) no existe.

(3) Se aplica el criterio de la primera derivada (teorema 10.10) a cada punto critico.

EJEMPLO 1. Sea f(x) = x° —6x® +9x+2. Hallar

(1) los extremos relativos de la funcién aplicando el criterio de la primera derivada,
(2) los valores de x en los cuales ocurren los extremos relativos,
(8) los intervalos en los cuales la funcién es creciente,
(4) los intervalos en los cuales la funcién es decreciente.
Dibujar la graifica.
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SOLUCION. Resolviendo la ecuacién f'(x) = 3x° - 12x+9

resultan las raices x=1, 3.
Por lo tanto f'(x) =3(x-1)(x-3). (A)

De (A) obtenemos la siguiente tabla

x f(x) f'(x) CONCLUSION
x<1 + f(x) es creciente
x=1 6 0 f(x) tiene un valor médximo relativo
1<x<3 - f(x) es decreciente
x=3 2 0 f(x) tiene un valor minimo relativo
3<x + f(x) es creciente

Gréficade f(x) = x° -6x% +9x+2.

Y

]
]
]
]
'
[
1
'
]
'
1
L
T

,,...
o
Y

|

EJEMPLO 2. Para la funcién f(x) = x \/8 - x° . Encontrar los extremos relativos apli-

cando el criterio de la primera derivada y los intervalos en los cuales la funcién es
creciente o decreciente. Dibujar la gréfica de f(x).

SOLUCION. La funcién dada estd definida solamente en aquellos puntos x para los
cuales 8-x2>0 o x258, estoes, 22 < x <242 .
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Resolviendo la ecuacién

f'(x)
8-2x%

x? _ 8-2x2

Jé—xz B w/8—az:2

8-x% - =0

0,

1

resulta x=+2.
Luego los puntos criticos son -2 J2, -2, 2 y 242.

_ 2
De f(x)==x R-x’ setiene f'(x) = 8-2x _ -2(x+2)(x-2)

J8-x® V8- x?

Obtenemos la siguiente tabla:

x f(x) f'(x) CONCLUSION
x<-242 | Noexiste Noexiste | f(x) no estd definida
x=-242 0 No existe

2J2<x<-2 - f(x) es decreciente
x=-2 -4 0 f(x) tiene un minimo relativo
2<x<2 + f(x) es creciente
x=2 4 0 f(x) tiene un méximo relativo
2<x<242 - f(x) es decreciente
=242 0 No existe
x>242 No existe No existe | f(x) no estd definida
Gréficade f(x)=xV8-x’
A
(2.4)
4
(-242.9)
4 —x
-3 13
(242,01
—4 L
(-2,-4)




394

EJEMPLO 3. Sea

12-(x+5)° si x<-3
flx)=45-x si -3<x<-1
100 - (x - 7)? si -l<x

Encontrar los extremos relativos de f(x) y los intervalos en los cuales es creciente o
decreciente. Dibujar la gréfica de f(x).

SOLUCION. Observemos que la funcién dada es continua en todo punto x donde estd
definida, a saber (x-7)” <100 de donde x<17 .

Tenemos
-2(x +5) si x<-3,
-1 si -83<x<-1,
f'(x) = x-17 .
—_—_—_— si —1<x<17.
100 — (x - 7)°

-2(x+5)=0 o x=-5

Luego f'(x)=0 siysélosi
(=) x-7=0 o x=17,

y ['(x) noexisteen x=-3, -1 y 17.

Por lo tanto, los puntos criticos de f(x) son -5, -3, -1, 7 y 17.

De las expresiones de f(x) y f'(x) obtenemos la siguiente tabla:

x f(x) f'(x) CONCLUSION

x<-5 + f(x) es creciente

x=-5 12 0 f(x) tiene un méximo relativo
-5<x<-3 - f(x) es decreciente

x=-3 8 No existe | No hay valor extremo relativo
-3<x<-1 - f(x) es decreciente

x=-1 6 No existe | f(x) tiene un minimo relativo
-1<x<7 + f(x) es creciente

x="1 10 0 f(x) tiene un méximo relativo
T<x<17 - f(x) es decreciente

x=17 0 No existe | No hay valor extremo relativo

17<x No existe | No existe [ f(x) no estd definida
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Grifica de f(x).

> X

10.11 CRITERIO DE LA SEGUNDA DERIVADA PARA EXTREMOS RELATIVOS.

TEOREMA. Sea f(x) una funcién diferenciable en todo punto x de un intervalo
abierto que contiene al punto c.
Tenemos lo siguiente

(1) si f'(c)=0y f"(c)<0, entonces f(c) esun valor maximo relativo,

(2) sif'(c)=0y f'(c)>0, entonces f(c) esun valor minimo relativo.

Nota.

1. La prueba del presente teorema se da en el problema 1 de la seccién 10.14 de
problemas resueltos.

2. Si f'(e)=0 y f"(c)=0, nada preciso puede concluirse acerca de si f(c) es un
extremo relativo o no.
Lo mismo sucede si f'(¢)=0 y f''(c) no existe.

EJEMPLO 1. Utilizando el criterio de la segunda derivada. Hallar los extremos relati-
vos de la funcién

f(x) = x¥°(x-4).

Utilizar el criterio de la primera derivada, si no se puede aplicar el criterio de la
segunda derivada.
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SOLUCION.

1. Tenemos
f'(x) = %:c'l/a(.vc—4)2 + 2x2/3(x—4) = %x'vs(x—-4)(x—1) .
Luego f'(x)=0 siysélosi x=1, x=4, y f'(x) noexisteen x=0.

2. Ademss f'(x) = -g-x"/a(sz —10x—4)

y por lo tanto f"(y<o, f"(4)>0.

Por consiguiente, por el criterio de la segunda derivada,
f(1)=9 es un médximo relativo,

y f(4)=0 es un minimo relativo de la funcién dada.

8. Nos falta determinar si f(x) tiene un valor extremo relativo en x = 0. Puesto que
f'(0) no existe, no podemos aplicar el criterio de la segunda derivada.

Ensayamos el criterio de la primera derivada. Tenemos f'(x)<0 si x<0, y
f'(x)>0 si 0<x<1.

Luego f(0)=0 es un valor minimo relativo de la funcién.

x f(x) f'(x) f(x) CONCLUSION
x<0 - f(x) es decreciente
x=0 0 No existe f(x) tiene un mfnimo relativo
O<x<1 + f(x) es creciente
x=1 9 0 - f(x) tiene un méximo relativo
x=4 0 0 + f(x) tiene un minimo relativo

EJEMPLO 2. Hallar los extremos relativos de la funcién f(x) = x° - 12x+1.

SOLUCION. Tenemos f(x) = 3x* -12
y f''(x) = 6x .
Luego f'(x)=0 siy sélosi x’-4=0, estoes x=22,y

fr-2)=-12, f@2)=12.
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x flx) | f'(x) | f'(x) CONCLUSION
-2 17 0 - f(x) tiene un valor médximo relativo
2 | -15 0 + f(x) tiene un valor minimo relativo
. . 16
EJEMPLO 3. Encontrar los extremos relativos de la funcién f(x) = —+x".
x

SOLUCION. La funcién f(x) estd definida y es continua en todo x=0.

16 , 32
Tenemos f'(x) = -—+2x y f'(x)= —+2.
x x
Luego f'(x)=0 siysélosi -16+2x" =0,
esto es x*-8 = (x-—2)(x2+2x+4) =0,

cuyas raices son x=2, -1++/-3 . Y la tnica raiz real es x = 2.

L

flx) | (=) | (=) CONCLUSION

x=2 12 0 + f(x) tiene un valor minimo relativo

10.12 CALCULO DE EXTREMOS ABSOLUTOS EN INTERVALOS ARBITRARIOS.

Teorema 1. Sea f(x) una funcién continua en el intervalo arbitrario I.
Si f(c) es un extremo relativo de f(x) en I y es el unico, entonces f(c) es un extremo
absoluto. Adem4s se cumple

(1) Si f(c) es un mdximo relativo, entonces es el valor mdximo absoluto de la
funcién en I. '

(2) Si f(c) es un minimo relativo, entonces es el valor minimo absoluto de la funcién
en I

Nota.

1. La prueba del teorema se da en el problema 1 de la seccién de problemas resueltos
10.16 ‘

2. En el enunciado del teorema suponemos que I puede ser un intervalo arbitrario,
esto es, I puede tener una de las formas siguientes: [a, b], [,b), (a,b), (-»,a),

(-0, a], (a, + ), [@,+®) y (-o, +x), donde a <b son dos nimeros reales.
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Ahora consideramos una funcién continua f(x) en un intervalo abierto (a,b).

Y suponemos que c,, c,, ..., ¢, son los unicos puntos criticos de f(x) en el intervalo

P
abierto, esto es, aquellos x en los cuales f'(x)=0 o f'(x) no existe.

Sean M = mayor de los valores f(cl) y e f(cp) ,
y m = menor de los valores f(c,), ..., f(cp)
Teorema 2.

L. f(x) tiene un valor mdximo absoluto en (a,b) si y s6lo si f(x)<M para todo x
cercadea o b, (porejemplo,si lim f(x)<M y lim f(x)<M ), y cuando
x—a” x—b”

esto ocurre se cumple

mdximo valor de f(x) en (a,b)=M .

II.  f(x) tiene un valor minimo absoluto en (a,b) si y sélo si f(x)>m para todo x

cercadea o b (por ejemplo, si lim f(x)>m y lim f(x)>m), ycuando esto
x—a” x—b~

ocurre se cumple

minimo valor de f(x) en (a,b)=m .
Prueba. Ver Problema 2. Secc. 10.16.

EJEMPLO 1. Encontrar los extremos absolutos de la funcién f(x) = (x—4)*° en el in-
tervalo (-, +0) si existe alguno.

SOLUCION. La funcion f(x) es continua en (-, + ).
Tenemos fl(x) = 2(x-4)".
Luego f'(x) noexisteenx=4,y f(4)=0.

Puesto que f'(x)<0 si x<4 y f'(x)>0 si x>4, vemos que la funcién tiene un

minimo relativo en x =4, y como es el tinico extremo relativo éste es el valor minimo
absoluto de la funcién en (-, + ), por el teorema 1.

EJEMPLO 2. Hallar el valor médximo y minimo absoluto de la funcién
f(x) = x> —6x” +9x+1 enelintervalo (-1,4) si existe alguno.
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SOLUCION. Tenemos f'(x) = 3x% - 12x +9.

Luego f'(x)=0 siy sélosi x>-4x+3 =0, estoes x=1,3.

Tenemos la siguiente tabla

x f(x)
-1 -15
1 5
3 1
3<x<4 es creciente
4 5
Luego 5 = mayorde f(1) y f(3),

1 = menorde f(1) y f(3), y por el teorema 2,

(1) méximo absoluto de f(x) en (-1,4) es 5, pues f(x)<5 cerca de los nimeros
-1 04

(2) la funcién no tiene minimo absoluto, pues f(x)<1 cercade -1.

EJEMPLO 3. Se desea construir una caja cerrada con base cuadrada que tenga un
volumen de 20,000 cm®. El material de la base y de la tapa cuesta $5 por cm? y el

material de los lados cuesta $2 por em?.

(Cudles son las dimensiones de una caja para la cual el costo del material es minimo?
SOLUCION. Sean x cm la longitud del cuadrado de la base, y cm la longitud de la
altura de la caja.

Puesto que el volumen de la caja es de 20,000 cm® tenemos la ecuacién

%y = 20,000 @

y el costo $C de la caja es C = 5(2x2) + 2(4xy) @

De (1) y (2) resulta C =10x> + 160,000 o
x

Debemos determinar el valor minimo absoluto de C cuando x > 0, esto es, en el inter-
valo abierto (0, + ).
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160,000 _

De (3) tenemos C' =,20x — =0,

x
luego x =20 es el tinico punto critico de C. Puesto que C es continua en el intervalo

(0,+) y lim C = lim C = +o, concluimos gracias al teorema 2, parte II, que C
20"

X+

tiene un valor minimo absoluto en x = 20. Y de la ecuacién (2) obtenemos y = 5.

10.13 CONCAVIDAD Y PUNTOS DE INFLEXION.

CONCAVIDAD HACIA ARRIBA.

Definicién. Decimos que la grifica de una funcién f(x) es céncava hacia arriba en el
punto (c, f(c)) si se cumplen las dos condiciones siguientes
(1) existe f'(c), y

(2) existe un intervalo abierto I que contiene al punto c, tal que para todo x#c en I,
el punto (x, f(x)) de la grafica se encuentra arriba de la recta tangente T a la

gréfica en el punto (c, f(c)).
Estoes  f(x) > f'(¢)(x-c) + f(c), paratodo x=c en L

YA
(c. £(e))
i y=f(x)
E T:y=f'(c)(x-c)+f(c)
——-—_ —> X
0 intervalo abierto I

La figura muestra la gréfica de una funcién f(x) que es céncava hacia arriba en el
punto (c, f(c)): los puntos de la curva f(x) estdn arriba de la recta tangente T en el
intervalo abierto I. '
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CONCAVIDAD HACIA ABAJO.
Definicién. Decimos que la gréfica de una funcién f(x) es céncava hacia abajo en el

punto (c, f(c)) si se cumplen las dos condiciones siguientes.

(1) existe f'(c),y

(2) existe un intervalo abierto I que contiene al punto ¢, tal que para todo x=c en
I, el punto (x, f(x)) de la gréfica se encuentra por debajo de la recta tangente T

a la grifica en el punto (c, f(c)).

Estoes f(x) < f'(¢)(x-¢) + f(c), paratodo x=#0 en I.

YA
T:y=f'(c)(x-c)+fle)
y=f()
e £(e))
———-——.“ » X
intervalo abierto I

La figura muestra la grifica de una funcién f(x) que es céncava hacia abajo en el
punto (c, f(c)): los puntos de la curva f(x) estdn por debajo de la recta tangente T en
el intervalo abierto 1.

CRITERIO DE CONCAVIDAD.

TEOREMA. Sea f(x) una funcién diferenciable en algiin intervalo abierto que contiene
al punto ¢. Se cumple

(1) si f"(c)>0, entonces la gréfica de f(x) es céncava hacia arriba en (c, f (c)) 'y
(2) si f"(c)<0, entonces lagrificade f(x) es céncava hacia abajo en (c, f(c)) -

Nota. La prueba del teorema se da en el problema 12, de la seccién 10.16 de problemas
resueltos.
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PUNTOS DE INFLEXION.

Definicién. Un punto (c, f(c)) es un punto de inflexion de la gréfica de f(x) si
L existe la recta tangente a la grafica en el punto (c, f(c)), y

IL. existe un intervalo abierto (a, b) que contiene a ¢ tal que se cumple

1) f"(x)<0 en a<x<cy f'"(x)>0 en c<x<b,

o (2 f"(x)>0 en a<x<cy f"(x)<0 en c<x<b.

Nota. Asi,si (c,f(c)) es un punto de inflexién, entonces de acuerdo al teorema ante-
rior el sentido de concavidad de la grifica de f(x) cambia en este punto. Por ejemplo, si
se cumple la condicién (1), entonces f''(x)<0 en a<x<c, implica que la gréfica es
céncava hacia abajo en cada (x, f(x)) con a<x<c;y f"(x)>0 en c<x<b implica

que la gréfica es céncava hacia arriba en cada (x, f(x)) con c<x<b.

TEOREMA. Si (c,f(c)) es un punto de inflexién de la grifica de f(x), entonces
f'(c)=0 o f"(c) no existe.

PRUEBA. Si f''(¢) no existe no hay nada que probar.

Supongamos que f''(c) existe. Debemos probar que f''(c)=0.

Consideramos la funcién g(x) = f'(x).

Luego g'(x) = f"(x) y por definicién de punto de inflexién, g'(x) cambia de signo en
x=c.

Por lo tanto, g(x) tiene un valor extremo relativo en x=c y como g'(c) = f''(c)

existe, este valor debe ser igual a cero. Asi, tenemos que f''(c)=0 que era lo que que-
riamos demostrar.

REGLA. El teorema da lugar a la siguiente regla para calcular los puntos de inflexién
de la gréfica de f(x) :

1. Secalcula f"'(x),

2. se determinan los puntos x en los cuales f''(x)=0 o f''(x) no existe.

3. en cada punto obtenido en (2) se averigua si la segunda derivada cambia de signo.

EJEMPLO 1. Encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de la
gréfica de la funcién y = x* —4x® - 182> +x-1.
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SOLUCION. Tenemos y' = 4x° -12x>-36x+1 y y'' = 12x” —24x-36
Resolviendo la ecuacién y'' =0

encontramos las rafces x=-1, 3,y por lo tanto y"' = 12(x+ 1)(x-3) .

x y'’ CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA
x<-1 + es céncava hacia arriba
x=-1 0 tiene un punto de inflexién
-1<x<38 - es céncava hacia abajo
x=3 0 tiene un punto de inflexién
3<x + es céoncava hacia arriba

EJEMPLO 2. Determinar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de la

grdfica de la funcién y = Var® -12x .

Dibujar la gréfica.
4(x* 1) -32(x" + 1)
SOLUCION. Tenemos y'=———>5%, y'= —
(4x3 - 12z) (4x3 - 12x)

Luego y"#0, y ¥ no existe donde el denominador es 0.
4x® -12x =0, estoesen x=0,iJ§ .
-32(x* +1)

i [4x(x+J§)(x—J§)]

"

y obtenemos y 7

x y’ CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA
x< -3 + es céncava hacia arriba
x=-3 No existe tiene un punto de inflexién
—-V3<x<0 - es céncava hacia abajo
x=0 No existe tiene un punto de inflexi6n
0<x<43 + es céncava hacia arriba
x=43 No existe tiene un punto de inflexién
J3<x - es céncava hacia abajo




Finalmente tenemos

Yo
x y
-2 -2
-J3 0
-1 2
0 0
-2 - =
1 - — J§ 0 J§ X
B | oo |
2

10.14 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMAS SOBRE FUNCIONES CRECIENTES Y
DECRECIENTES SOBRE EXTREMOS RELATIVOS.

PROBLEMA 1. Criterio de la segunda derivada para extremos relativos.

Sea f(x) una funcién diferenciable en todo punto x de un intervalo abierto que
contiene a ¢ . Probar que

1) si f'(c)=0y f"(c)<0, entonces f(c) es un valor miximo relativo, y

2) si f'(c)=0y f"(c)>0, entonces f(c) es un valor minimo relativo .

SOLUCION.
1) Por definicién de derivada se tiene
f"(c) = lim M = lim L(_.X_?l (pues f'(c) =0)
xX—C xX-—-C xX—»¢ X -—C
” : f’(x)
Puesto que f''(c)<0, existeun §>0 talque ———<0 (A)
x-c

para todo x tal que O<|x-¢|<35 .
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Luego tenemos que
si c-8<x<c, entonces x—c<0, yde (A), f'(x)>0,

y si c<x<c+5 , entonces x—c>0,yde (A), f'(x)<0.
En resumen, f'(x)>0 en c-b<x<c,
y f'(x)<0 en c<x<c+d

Por lo tanto, por el criterio de la primera derivada (Teorema 10.10),
resulta que f(c) es un valor maximo relativo de la funcién.

2) si f'(c)=0y f'(c)>0, lafuncién —f(x) cumple -f'(c)=0 y ~f"(c)<O0.

Luego por la parte (1) del presente teorema, —f(c) es un valor médximo relativo
de —f(x),y por lo tanto, f(c) esun valor minimo relativo de la funcién f(x).

PROBLEMA 2. Hallar los extremos relativos y los intervalos en los cuales

x
f(x) = ———— escreciente y decreciente.
x° -6x-7

2
x“+7

SOLUCION. Tenemos fl(x) = - 5
(xz -6x - 7)

Luego f'(x)#0 y f'(x) no existe donde x® -6x-7=0,estoes, en x=-1,7.

Asi obtenemos
x f'(x) CONCLUSION SOBRE f(x)
x<-1 = es decreciente
x=1 No existe no estd definida
-l<x<7 - es decreciente
x=17 No existe no estd definida
T<x - es decreciente

PROBLEMA 3. Encontrar los intervalos en los cuales es creciente y decreciente la
funcién f(x) = --J’
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SOLUCION. Hallamos f'(x) = 4 - 4™ = 4(1-2™"") para x=0.
Aplicando el teorema 10.10 tenemos

D f(x)>0 0 1-2* 50

1 1
1>x—4/5-, 1>——‘-‘—,

xz*>1, dedonde x<-1 o x>1,
2) f'(x)<o0

x4<1, de donde -1<x<1.

2
-2x+1
PROBLEMA 4. Sea y = x ~2x+10 . Determinar los extremos relativos y los

x-1
intervalos en los cuales la funcién dada es creciente o decreciente.

2
SOLUCION. Tenemos y = 2 —25-8 _ (x+2) (x; 4
(x-1) (x-1)

dedonde y'=0en x=-2,4 yladerivada y' noexisteen x=1.

Resulta entonces

x y y' CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y

x<-2 + es creciente

x=-2 -6 0 tiene un valor méximo relativo
2<x<1 - es decreciente

x=1 No existe | No existe | no estd definida
l<x<4 - es decreciente

x=4 6 1] tiene un valor minimo relativo

4<x + | es creciente

PROBLEMA 5. La funcién y=x* +Ax® + B tiene un méximo relativo en el punto
(3,-20). Hallar A y B.
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SOLUCION. Tenemos  y' = 4x° + 3Ax® = x” (4x+3A)

-3A
Haciendo y' =0 se obtiene x=0, x=——-.
4
Puesto que, por hipétesis, en x=3 la funcién tiene un m&dximo relativo, la derivada
3A
y' vale O en este punto. Luego 3 es uno de los valores 0, - — .
4
Por lo tanto 3=-§A y A=-4.
4

Y como y=-20 cuando x=3, tenemos -20= (3)4 - 4(3)3 +B, dedonde B=17.

PROBLEMA 6. Probar que y=x" esuna funcién creciente.

SOLUCION. Tenemos y' =3x2>0 si x#0.

Luego aplicando el teorema 10.9 resulta que y es creciente en los intervalos (-,0]
y [0,+), y por lo tanto en (—,+c) .

PROBLEMA 7. Sean f(x) y g(x) dos funciones tales que f'(x)<g'(x) para todo x.

Probar que si x, <x, entonces

fx2) = f(x,) < &(x3)- &(xy)-

SOLUCION. De f'(x)<g'(x) tenemos (f(x)—g(x))' <0, y por lo tanto, gracias al
teorema de 10.9, la funcién f(x)- g(x) es decreciente. Luego si x, <x, . Entonces

f(x,) - 8(x,) < f(x3) - &(,),
estoes f(x,)- f(x;) < g(x,)-&(x,) -

PROBLEMA 8. Encontrar los extremos relativos y los intervalos en los cuales
y=-1+ 6|J:|—3::c2 es creciente y decreciente.

SOLUCION. Tenemos y = -1+ 6(.152 )1/2 - 3x* (pues || =(x2)w)

' 6(%)(::2)—”2(2::) - 6x = sﬁ - 6x.

A
1
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-6-6x si x<0
Luego y' = { Noexiste si x=0
6-6x si x>0

1) Buscamos los puntos x en los cuales y'>0.
Si x<0,de y'=-6-6x>0 resulta -1>x, y
si x>0, de y'=6-6x>0 resulta 1>=x.
Por lo tanto, y'>0 en los intervalos abiertos (-x,-1) y (0,1).
2) Buscamos los puntos x en los cuales y' <0.

Si x<0,de y'=—6-6x<0 resulta -1<x,y
si x>0, de y =6-6x<0 resulta 1l<x.

Por lo tanto, y'<0 en los intervalos abiertos (-1,0) y (1,+)

Tenemos
x y y CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y
x<-1 + es creciente
x=-1 2 0 tiene un valor m4dximo relativo
-1<x<0 - es decreciente
x=0 -1 tiene un valor minimo relativo
O0<x<1 + es creciente
x=1 2 0 tiene un valor mdximo relativo
1<x - es decreciente

PROBLEMA 9. Determinar los intervalos en los cuales la funcién y =sen x.(1+ cos x)
es creciente y decreciente. Hallar los extremos relativos de y.

SOLUCION. Tenemos y' = cos x(1+cosx) + sen x (~sen x)

2
2co8”x + cosx — 1.

Resolviendo la ecuacién  y' =2 cos’x+cosx—1=0

resultan las raices cosx = 4, -1,
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y por lo tanto = 2(cos x - 3)(cos x +1). a

De (1) se sigue que y'>0 siysélosi {<cosx, 2)
n n

esto es, cuando ——+21n < Xx < —+2nn,

donde n =0, 1, 2, ...

y, y'<0 siysélosi -l<cosx<y, 3

n n
esto es cuando —+2an<x<-—+2n(n+1), exceptuando x=n+2nn, donde n=0,
3

3

+1, +2, ... De (2) y (3) se obtiene

4

CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y

—f—+27m<x<£+21m
3 3

=£+21m
3

lt-+21m<.1c<—£+21r(n+1)
3

x=—£+2n(n+1)
3

es creciente

tiene un valor mdximo relativo

es decreciente

tiene un valor mfnimo relativo

donde n=0, 1, 2, ...

PROBLEMA 10. Probarque senx<x 8i x>0.

SOLUCION.

. T
1) senx<x 8i x2—

En efecto, senx<1 paratodo x y I
2
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n .
2) senx<x si O<x<—. Enefecto, la funcién f(x)=x-senx es creciente en el

intervalo cerrado [0, E:I pues f'(x)=1-cosx>0 cuando O<x< E, ya que
2 2

cosx<1.

Luego f(x) > £(0)
x—senx > 0,

o senx < x

si 0<xs-£.

2

Finalmente de 1) y de 2) se sigue que senx<x si x>0.

PROBLEMA 11. Probar que -‘;&>x—2 si O<xl<x2<£.
tg x, x, 2

SOLUCION. La funcién f(x) = L Ly diferenciable en el intervalo abierto 0 <x <—,
x 2

’

F(x) = (tgx) _ xsec’x—tgx 2x-sen2x

2 = z_ 2 -
x x 2x" cos” x

Tenemos que /'(x)>0 en el intervalo abierto [0, f—) .
2

En efecto, por el problema 10 el numerador 2x-sen2x es >0 cuando x>0; y po:

otra parte 2x%cos’ x>0 si O<x<— . Por lo tanto, por el teorema 10.9 resulta que
2.

f(x) es creciente y asf f(x) < f(=x,),

tg:::1 < tg x,

3

X, Xy
. n
8i O<x, <xy<—.
~. 2.
tg x x. . T
Luego se cumple B , % 8i O<x <xy<—.
2.

igx, X



El Teorema del Valor Medio y sus Aplicaciones 411

PROBLEMA 12. Determinar los extremos relativos de la funcién
y=,/x(a—x) , a>0.

SOLUCION. La funcién dada estd definida en aquellos x tales que x(a-x) 2 0, esto
es,en 0<x<a.

Tenemos y = a2
2\/x (e-x)
Luego y =a-2x =0 si x=£ ,

2

¥’ noestd definidaen x=0,a.

y por lo tanto
x y y' CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y
a .
0<x<l + es creciente
2
‘e a a 0 tiene un valor mdximo relativo
2 2
a - es decreciente
—<x<a
2

PROBLEMA 13. Hallar los extremos relativos de la funcién y=|sen x|.

v2
SOLUCION. Empleando la identidad |a|=(a2) tenemos

2
y = |senx| = (senzx)v
-2 y
y = -;-(senzx) Y (2 sen xcos x) = _sen2xr
2|sen x|
Luego y' >0 siysélosi sen2x >0, estoescuando

2nn < 2x < t+2nn,

y' <0 siysélosi sen 2x <0, esto es cuando
n+2rn < 2x < 2x+ 270,

donde n =0, $1, 12, ...
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Por lo tanto, en virtud del teorema 10.10 resulta que la funcién tiene un valor

n . .
méximo relativo 1 en x=—+nn , y un valor minimo relativo 0 en x=mnn .
2

PROBLEMA 14. Hallar los valores extremos relativos de la fun¢ién y=

x°+1
SOLUCION. La funcién es diferenciable en todo punto x .
x (::2 + 3)
Tenemos Yy = —
2
(x + 1)
Luego y'>0 si x=0, yporlotanto la funcién es creciente en (-,+ ).
Se sigue pues que no tiene valores extremos relativos.
PROBLEMA 15. Hallar los extremos relativos de la #:ncién  y= —-;—- .
Y= -4
x®-12

SOLUCION. Tenemos y' = —

8(x*-4)

Luego y'>0 siysélosi x>-12>0, osea

—w<x<-2J§ 0 2J§<x<+oo,

y' <0 siysélosi x°>-12<0,

esto es cuando -2J3<x<243 y x#-2,2.

Y por el teorema 10.10 la funcién tiene un valor mdximo relativo —s/'fi- en x=-2J3 ,
y un valor mfnimo relativo /3, en x=243.

PROBLEMA 16. Aplicando el criterio de la segunda derivada hallar los extremos
relativos de la funcién y=x* +4x% -12x+5.

SOLUCION. Tenemos y' =4x> +8x-12.

Por simple inspeccién vemos que x =1 es una rafz de la ecuacién y' =0.
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-1+4-11

Luego y' = 4(x—-1)(x2+x+3), y las raices de x’4+x+3=0 son x = .

que no son reales.

En resumen y' =0 s6lo cuando x=1. Evaluando y''= 12x>+8 en x=1 resulta
y'"(1)=20>0.

Por lo tanto, por el criterio de la segunda derivada, la funcién tiene un valor minimo
relativo -2 en x=1.

(x-2)(8-%)

2
x

PROBLEMA 17. Hallar los extremos relativos de la funcién y =

2
SOLUCION. Tenemos y = w

x
32-10
y = _—'.«x_x ’ @
x
., —96+20x
yo=—7. (2)
x

De (1) vemos que y'=0 cuando x=3-32,

yde (2) resulta y'<0 cuando x=3.2.

Por lo tanto, por el criterio de la segunda derivada, la funcién tiene un valor mdximo
relativo y,, =15 en 3.2.

PROBLEMA 18. Teorema del incremento local.

Sea f(x) una funcién. Probar que

1) si f'(c)>0, entonces existe un § > 0 tal que
c-8<x,<c<x,<c+d implica f(x,)<f(c)<f(x,);

2) si f'(c)<0, entonces existe un 5 >0 tal que

c-8<x <c<x,<c+d implica f(x;)>f(ec)> f(x,) -

SOLUCION.

1) Por definicién de f'(c) tenemos lim L(_x_)_—_)_‘lc_)_ = f'(c) .

xC x c
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Puesto que f'(c)>0, existeun 8>0 talque O<|x—¢|<3
f@)-1) | .

x—-c

implica

f(x,)-f(c) S

X, —-c

Luego si c-8<x,<c secumple 0 (A)

y x,-¢<0, yporlotanto f(x,)-f(c)<0,

estoes f(x,)<f(c).
f(xg)-f(c) 50

Xy —C

Y si c<x,<c+8 secumple B)

x,-¢>0, yporlotanto f(x,)-f(c)>0,

estoes f(c)<f(x,) -
De (A) y (B) resulta

f(x,)<f(c)<f(x,) para c-8<x,<c<x,<c+3,

que era lo que queriamos demostrar.

2) Basta aplicar el caso (1) a la funcién -f(x) .

PROBLEMA 19. Sea f(x) una funcién diferenciable en un intervalo abierto que con-
tiene a los puntos a y b, donde a<b . Probar quesi f'(e).f'(b)<0 entonces existe
un nimero ¢ entre a y b tal que f'(c)=0.

SOLUCION. De f'(a).f'(b)<0 tenemos que
L f'(a)<0 y f'(b)>0
o I. f'(a)>0 y f£'(b)<0.

Casol. f'(a)<0 y f'(6)>0. Sea m=f(c) el valor minimo absoluto de f(x)
sobre el intervalo cerrado [a,b], donde c¢ es algiin nimero tal que a<c<b.

Esto es m < f(x) @

para todo. x en [a,b].
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Probaremos que a<ec<b.

En efecto, por el teorema del incremento local (problema 18 que precede)v aplicado a
f'(a)<0 y f'(b)>0 sucesivamente, encontramos un 5>0 tal que

a<x<a+d implica f(a)> f(x) - (@2
y b-8<x<b  implica f(x)<f(b) &)
De (1), (2) y (3) resulta m=f(c)<fla) y f(b)

Luego c#a,b, yporlotanto a<c<b, dedonde m={f(c) es un valor minimo re-
lativode f(x) y f'(c)=0, que eraloque queriamos demostrar.

Caso II. Basta aplicar el caso I a la funcién -f(x).

10.15 PROBLEMAS PROPUESTOS.

PROBLEMA 1. Hallar los valores extremos relativos y los intervalos en los cuales son
crecientes y decrecientes cada una de las siguientes funciones

a) y=38-4x-x° d) y==x"-32"+3x ® y=(x+2)>(x-1)>

b y=x-3¥x+2 e y=3-|x-2 h) y=x"*-80x"

x 9 _ 2 . 1
x-3 Y 244 x(12—x2)

e) y=

PROBLEMA 2. Aplicando el criterio de la segunda derivada probar que y = x™(1-x)"

tiene un valor mdximo relativoen x =

, 8i m y n sonenteros 2 1.
m+n

{ 2
PROBLEMA 3. Hallar los extremos relativos de la funciéon y = § (xz - 1) .

PROBLEMA 4. Encontrar A y B sila funcién y = Asenx+ Bcosx tiene un valor
extremo relativo 2 en x = n/6.

PROBLEMA 5. Sea y = x? +£ . Aplicando el criterio de la segunda derivada probar
x
A

y3
que y tiene un valor minimo relativoen x = (—) .
2
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PROBLEMA 6. Encontrar los extremos relativos de la funcién y = 2 cosizc- +3cos>.

3

RESPUESTAS.

1.

4.

a) Y,.. =7 €en x=2; creciente en (~o,-2) y

decreciente en:(-2, + ®) .

b) y,=4en x=-1, =0 en x=1;

y min

creciente en (-,-1) y (1, +w), decreciente en (-1,1) .

¢) No tiene valores extremos relativos.

Es decrecienteen x =3 .

d) No tiene valores extremos relativos.
La funcién es creciente en (—, + ) .

€) Yn.x =3 en x=2; creciente en (-, 2),
decreciente en (2, + ).
f) Ypex =1 en x=0; creciente en (-x,0),
decreciente en (0, + ).
8 Ymax=5% en x=-1, y . =0en x=-2y x=1;
creciente en (-2,-1/2) y (1, +),
decreciente en (-, -2) y (-¥/2,1).
h) Y, =-128 en x =16 ; creciente en (16, + ), decreciente [0, 16).
) Ypax=-116 en x=-2, y_ . =1/16 en x=2; yexcluyendo x=0, +24/3,
creciente en (—»,-2) y (2,+o), decreciente en (~2,2) .
Ymax =1 en x=0, y . =0 en x=1%1.
A=1, B=.3.
Ymax =9 en x=12nn ,
Ymax = 5cosZn en x=12n(n +2),

- 2
Ymin=—-5cosZn en x=12n(nt—§-) ,
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Ymin =1 en x=6rn(2n+1),

donde n=0, 1, £2, ...

10.16 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMAS SOBRE EXTREMOS ABSOLUTOS EN INTERVALOS ARBITRARIOS.

CONCAVIDAD.

PROBLEMA 1. Sea f(c) el unico extremo relativo de una funcién continua f(x) en el

intervalo I. Probar que

1) si f(c) es un mdximo relativo, entonces f(c) es el valor mdximo absoluto de
f(x) en I.

2) si f(c) es un minimo relativo, entonces f(c) es el valor minimo absoluto de
f(x) en I.

SOLUCION.
1) Debemos probar que f(x)< f(e), (A)

para todo x en el intervalo I.
Por reduccién al absurdo, si la desigualdad (A) fuese falsa existiria un punto
x, en I talque f(x,)> f(c).

Sea m = f(x,) ‘el valor minimo absoluto de f(x) en el intervalo cerrado de extre-
mos ¢ y x,, donde x, es algiin niimero real en el intervalo. '

Ahora bien se tiene f(x)<f(c) B)

para todo x cercade ¢, yaque f(c) esun méximo relativo y es el tnico extre-
mo relativo. ,

De (B) se sigue en particular que m = f(x,)< f(c)<f(x,), y por lo tanto que
x, #¢, x, . Asi, x, seencuentra en el intervalo abierto de extremos ¢ y x,.

Resulta entonces que f (xl) es un minimo absoluto en este intervalo abierto, y
por consiguiente, que es un minimo relativo. Esto demuestra que f (xl) es un
extremo relativo distinto de f(c), lo cual es una contradiccién con la hipétesis de
que f(c) es el tnico extremo relativo. Luego se cumple (A) y por lo tanto que
f(c) es el valor mdximo absoluto de f(x) en I, como queriamos probar.

2) Basta aplicar la parte (1), ya demostrada, a la funcién -f(x).
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PROBLEMA 2. Sea f(x) una funcién continua en el intervalo abierto (a,b) y desig-
nemos por M =mayor.de los valores f{(c,), f(c,), --- f(cp) , donde ¢, <¢, <....<¢,

son los tinicos puntos x en el intervalo tales que f'(x)=0 o f'(x) no existe.
Probar que si f(x)<M paratodo x cecade a o b, entonces
méximo valor de f(x) en (a,b)=M .
SOLUCION. Puesto que f(x)<M paratodo x cercade a o b existen dos nimeros
x, y x, talesque

a<x; <xy<b, x,<¢,, ¢,<x5, ¥ f(x)<M si a<x<x, 0 x,<x<b. (A)

Luego se tiene
méximo absoluto de f(x) en el intervalo cerrado [x,,%,] = M, B)

donde la ltima igualdad se verifica por 9.10.6 y (A).
Finalmente tenemos

de (A), f(x)<M si a<x<x, o x,5x<b,
y de (B), f(x)sM si x <x<x,,
y juntando estas dos relaciones

f(x)sM paratodo x talque a<x<b,

lo cual prueba que M es en verdad el valor mdximo absoluto de f(x) en el intervalo
abierto (a,b), que era lo que queriamos demostrar.

PROBLEMA 3. Hallar los extremos absolutos de cada una de las siguientes funciones

x2—

(1) y=4:zc2 +4x+7 en (-o,+), 2 y-= en (-,4),
® y=**% enfo4]

x -
SOLUCION.

1) Resolviendo la ecuacién y'=8x+4=0, resulta x=-1.

Puesto que y''=8>0, la funcién tiene un valor minimo relativo 6 en x=- —;—
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Y como es €l vinico extremo relativo de la funcién, por el problema 1, tenemos que
este valor es el minimo absoluto.

2) La funcién es continua en el intervaloo (—,4).

x?-8x+15 _ (x-8)(x-5) .

Tenemos y =
(x-4)° (x-4)°

Luego ¥ =0 siysélosi x=38,5.

Solamente el punto x=3 se encuentra en el intervalo abierto dado, y como
y'>0 si x<8, y <0 si 3<x<4,lafuncién tiene un valor mdximo relativo 6
en x = 3. Luego dicho valor es el mdximo absoluto por el problema 1, ya que es el
unico extremo relativo.

8) La funcién es continua en todo punto a excepcién de x=3.

. x+6 . x+6
Puesto que lim =+, y lim
3" x-3 3" x-3

=—w,

vemos que la funcién dada no posee extremos absolutos.

PROBLEMA 4. Hallar los extremos absolutos de la funcién y = 1; 5 -
x
, 1-x*
SOLUCION. Tenemos y=—
(1 +x? )
Luego y'=0 siysélosi x=11, y por lotanto
, (x+1)(x-1)
Y ST e
(1 +x )
Resulta entonces
x y y' CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y
x<-1 - es decreciente
x=-1 -y2 0 tiene un valor minimo relativo
-1<x<1 + es creciente
x=1 12 0 tiene un valor méximo relativo
l<x - es decreciente
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Ademsds lim y = lim r - 0.

x-»t ot 14 x
Aplicando el teorema 2, de 10.12, concluimos que
méximo absoluto de y = mayor de los valores -1, 4 = 1,

y minimo absoluto de y = menor de los valores -, % = -%.

PROBLEMA 5. Probar que para valores positivos de x se cumple la desigualdad

x+— 2 2.
X

SOLUCION. Sea y = x+l para x>0.

x
Tenemos y =1- iz = (x+1)§x— 2
x x
Luego
x y y' CONCLUSION SOBRE LA FUNCION y
O0<x<l1 - es decreciente
x=1 0 tiene un valor minimo relativo
l1<x 2 + es creciente

Entonces y=0 en x=1 es el tinico extremo relativo de la funcién en el interval
(0,+) y por consiguiente, por el teorema 1 de 10.12, este valor es el extremo
absoluto de la funcién. Luego

=2.

b min.abs.

Asi y=x+122.
x

2
PROBLEMA 6. Probar que 1- bl cosx cuando x=0.
2
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2

SOLUCION. Consideremos la funcién y = cosx-1+ .
2

Tenemos y ' =x-senx.
Ahora bien
1) y' =0 cuando x=0,
2) y'>0 cuando x >0, por el problema 10, seccién 10.14.
3) y' <0 cuando x <0, pues entonces —x >0, y por el problema 10, seccién 10.14,
sen(-x) < —x,
estoes, y'=x-senx<0.

Resulta asf que la funcién tiene un inico extremo relativo 0 en x=0.

Luego, por el teorema 1 de 10.12, minimo absoluto de y =0,
2

x
y por lo tanto, y=cosx—-1+—>0 si x=0.
2

PROBLEMA 7. Hallar la distancia m4s corta del punto P =(2,1/2) a la parsbola

y=x" y encontrar el punto de la pardbola que estd méds pré6ximo a P.

SOLUCION. Sea D = distanciade P al punto (x,y) de la parsbola.

Tenemos D= ,[(x -2 +(y-y2)® = J(x -2)%+ (Jc2 - 1/2)2

= Jx‘ -4x+17/4 ,

y debemos hallar D, ... cuando -0<x<o
Ahora bien, es claro que D tiene un valor minimo absoluto si y sélo si D? tiene un
valor minimo absoluto.
Asi consideramos la funcién
y=D"=x'_4x+11
y buscamos Ymin. abs -
Tenemos y = 4x° -4 -4 (x- l)v(.vc2 +x+ 1) s
y por lo tanto y=0 siysélosi x=1
y<0 8 x<1,

y>0 si x>1
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Luego y = % cuando x =1, es un valor minimo relativo de la funcién, y por ser éste

el unico extremo relativo, por el teorema 1 de 10.12 resulta que

-5 =
Ymin. abs = ¢ en x=1

Por lo tanto Diin. abs. ,/ Ymnin. abs. = J_ en x=1.

PROBLEMA 8. Un fabricante de cajas va a producir cajas cerradas de volumen especi-
fico, cuya base es un rectdngulo con longitud igual al triple del ancho. ;En qué relacién
debe estar la altura de la caja respecto de la longitud de la base cuando el material
empleado sea el minimo posible?

SOLUCION.

Sean V = volumen de una caja de altura h y cuya base tiene dimensiones x, 3x
y = cantidad de material para construir una caja

= 4drea de todas las caras de la caja

Tenemos V = 3x2h @
y = 2(drea de la base) + drea de las caras laterales
= 6x% + 2(xh + 3xh) = 6x% + 8xh 2
L8

Despejando & de (1) y sustituyendoen(2) y = 6x? 3)

3x

Buscamos el valor minimo absoluto de y cuando x> 0.

2 2
De (3) tenemos y' = 12x-8V - 12(x V) 12(x a)(x +ax+a) ,

3x2 P xt
donde a = 3"2‘/
9
Luego y=0 si x=a,

y<0 si x<a,

y>0 si x>a,

Yy por consiguiente, la funcién tiene un minimo relativo en x =a, y como éste es el tnico
extremo relativo en el intervalo (0, +©), por el teorema 1 de 10.12, dicho valor es

también el minimo absoluto.
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Asi el minimo absoluto de y se obtiene en x = ‘31%’- , Yy por consiguiente, de (1)

tenemos
VvV
3x 9x° g(ﬂ] 2
9

h 1
Luego -9

PROBLEMA 9. Encontrar el punto de la curva y%2-x%=1 que estd mds prdi:imo al
punto (2,0)

SOLUCION. Sea D

distancia de (2,0) al punto (x,y) delacurva dada.

Luego D = J(x—2)2+y2 = ,/(x—2)2+1+x2 = J2(x—1)2+3.

2(x-1)
,/2(x-1)2+3 g

D=0si x=1, D'<0 si x<1; D'>0 s8i x>1.

Se sigue pues que D tiene un valor minimo relativo en x =1, y por ser éste el tinico
extremo relativo de la funcién, por el teorema 1 de 10.12, dicho valor es también
minimo valor absoluto.

Por lo tanto, la distancia minimé se obtiene en x=1, que da lugar a los puntos
(L:tﬁ) de la curva. '

Entonces D =

PROBLEMA 10. Hallar la relacién que existe entre la altura y el radio de la base de un
cilindro recto circular de volumen dado para que su superficie sea minima.

SOLUCION. Tenemos V =nrth 1)
S =2rr® +2nrh 2)

donde r =radio de la base, y h =altura del cilindro.

Despejando k& de (1) y reemplazandoen (2) S =2nr? +-g:—".
Buscamos el valor minimo de S cuando r>0. Tenemos

41:(,-3_1'_) an -a)(r2+ar+a2)
S'=is-=4nr—2—v—= 2n) _ ik
dr r? rt r?
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'V
donde a= ori Luego
S

'=0 si r=a, S'<0 si r<a, S'>0 si r>a.

Luego S tiene un tinico extremo relativo en r=a, que es un minimo relativo, y por lo

tanto, por el teorema 1 de 10.12, S tiene su valor minimo absoluto en r = 3‘,2—‘; . De

h V 1
(1) tenemos que T g

PROBLEMA 11. Hallar dos nimeros a y b tales que su suma sea igual a ¢ y quela
suma de sus cuadrados sea minima.

SOLUCION. Tenemos

a+b=c 1)
s=a?+b? 2)
y por lo tanto s=a2+(c—-a)2= 2a’® - 2ca +c?

Buscamos el valor minimo de s cuando -w<a < +©.

ds
De s'=—=4a—2c=4(a—£)
da 2
vemos que =0 si a=-;- ,
’ 3 E_
s'<0 si a<2 .
' 3 _(_‘._
s'>0 si a>2.

Luego a =% da lugar al tinico extremo relativo de la funcién y por el teorema 1 de

10.12, el valor minimo absoluto de s ocurreen a=

Nojo

Finalmente, de (1) resulta b= %

PROBLEMA 12. Criterio de la concavidad.
Sea f(x) una funcién diferenciable en algiin intervalo abierto que contiene al punto c.
Probar que si f'(c)>0, entonces la grdfica de f(x) es céncava hacia arriba en

(e (e))-
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SOLUCION. De acuerdo a la definicién de concavidad hacia arriba (10, 13) debemos
probar que f(x) > f'(c)(x—c)+f(c), paratodo x=c en algin intervalo abierto que
contiene al punto c.

Sea H(x) = £(x) - £(c) (x=c) - £(c).
Tenemos H'(x) = f'(x)-f'(c)

y H'(c) = f"(c) > 0.

Ademsds H(c)=H'(c)=0.

Por definicién de H''(c) se tiene

. H'(x) .. H'(x)-H'(c) " N (pues H'(c)=0 y
M e T e OO0 g0

Luego existe un >0 tal qﬁe
—}-I—ﬁ>0 si O<|x-¢<3.
x-c

De aqui resulta que

1) si c-8<x<c,entonces H'(x)<0,pues x-c<0,

2) si c<x<c+8, entonces H'(x)>0, pues x~-¢>0,

y por lo tanto, H(x) es

8) decreciente en el intervalo cerrado [c~3,c], y en particular
H(x)> H(c) si c-d<x<c
4) creciente en el intervalo cerrado [c,c + 3], y en particular
H(x)>H(c) si c<x<c+8.
Enresumen: si x#c¢ en [c-5,c+35] se cumple
H(x)> H(c),
f(x) = f'(¢)(x-c) + f(c) >0, (pues H(c)=0)
f(z) > f'e)(x-¢c) + fle)

que era lo que queriamos demostrar.
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PROBLEMA 13. Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de la gré-
fica de la funcion y=x%-6x2+12x-5 .

SOLUCION. Aplicamos el criterio de concavidad 10.13 (o problema 12 que precede).
Tenemos
y'=6x-12=6(x-2).

Luego
x ¥y’ CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA DE y
x<2 - es céncava hacia abajo
x=2 0 tiene un punto de inflexién
x>2 + es céncava hacia arriba

PROBLEMA 14. Encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de la
gréfica de la funcién y=x-sen x.

SOLUCION. Tenemos ¥y =1-cosx, y'=senx.

Entonces aplicando el criterio de concavidad 10.13, resulta

x ¥y CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA DE y
2nn<x<n+2nn + es céncava hacia arriba
x=mn 0 tiene un punto de inflexién
n+2nn<x<2n(n+1) es céncava hacia abajo

donde n=0, 1, +2, ...

PROBLEMA 15. Encontrar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de la
3

grdfica de la funcién y = 2x
x“+12
SOLUCION. Tenemos
2
x* + 36 2 " ‘24"’(" ‘36) 24 (x+6)x(x-6)

v (x2 + 12)2 ’ T (x2 +12)3 ) (x2 + 12)3
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Luego por el criterio concavidad 10.13

x Y’ CONCLUSION SOBRE LA GRAFICA DE y
x<-6 + es concava hacia arriba
x=-6 0 tiene un punto de inflexién
-6<x<0 - es céncava hacia abajo
x=0 0 tiene un punto de inflexién
O<x<6 + ‘es céncava hacia arriba
x=6 1] - tiene un punto de inflexién
6<x - es céncava hacia abajo

PROBLEMA 16. Hallar los coeficientes de y = Ax® + Bx% + Cx , si la gréfica de la fun-
cién tiene un punto de inflexién en (1,- 1) y la pendiente de la tangente en este punto

es -5.

SOLUCION. Tenemos y= Ax® +Bx*+Cx
y' =3Ax2+2Bx+C, y"=6Ax+2B.

Luego -1=A+B+C pues (1,-1) seencuentraen lacurva, 1
-5=8A+2B+C pues y'=-5, x=1, (2)
0=6A+2B , 3

yaque (1,-1) esun punto de inflexién (10.13).
Resolviendo el sistema de ecuaciones (1), (2) y (3) resulta

A=4, B=-12y C=17.

PROBLEMA 17. Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de la gr4-
ficade y=3x%+x|.

SOLUCION. Tenemos

3x% - x* =2x? si x<0
y = 0 si x=0

3x2 + x? = 4x? si x>0
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- 4 si x<0
y = .
8 si x>0

y por lo tanto, la grédfica siempre es céncava hacia arriba.

PROBLEMA 18. Si f'(x) existe para todo x en un intervalo abierto que contiene al
punto ¢ y se cumple f"(c)=0 y f'’(c)=0, probar que (c,f(c)) es un punto de
inflexién de la gréfica de la funcién.

SOLUCION. Supongamos que f'’(¢)>0.

rt x - X3 c ,

De lim L_.(Lf_(_) = f""(c)
x—c xX-C
se deduce que lim —E—(—i‘) >0 [pues f(c)=0 y f"'(c)> 0]
y por eso existe §>0 tal que
0<|x-c|<8 implica f(x) >0,
x-c

lo que significa que f'(x)>0 en c<x<c+d

f'(x)<0 en c-d<x<c,
y asi queda establecido que (c, f(c)) es un punto de inflexién.

Elcaso f'"'(c)<0 se trata de un modo similar.

10.17 PROBLEMAS PROPUESTOS.

2
PROBLEMA 1. Hallar los extremos absolutos de la funcién y = x +9
x—4
6x>
PROBLEMA 2. Hallar los extremos absolutos de la funcién y = "
1+x

PROBLEMA 3. Encontrar los extremos absolutos de la funcién y =sen® x + cos* x

PROBLEMA 4. Hallar los extremos absolutos de la funcién y-—-5+6|:c[—3:c2 en el
intervalo abierto (0,+ ) .
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PROBLEMA 5. Encontar los extremos absolutos de la funcién y=‘3/(x+ 1)2 en el
intervalo (—o,1)

PROBLEMA 6. Hallar la distancia del punto (3,0) alacurva y=vx

PROBLEMA 7. ;Cuiles son las dimensiones del cono circular recto de médximo volu-
men que puede ser inscrito en una esfera de radio a?

PROBLEMA 8. Encontrar la altura y el radio de la
base de un cono recto circular de volumen minimo que
circunscribe una esfera de radio a.

Sugerencia:

Por semejanza de tridngulos

h-a _ h? +rt
a r ’
2
h
dedonde r’= a .
h-2a

PROBLEMA 9. Hallar los intervalos de concavidad y los puntos de inflexién de las
graficas de cada una de las siguientes funciones

1
a) y=(x—a)2", nx1 b) y= c) y=cosx
x+2
2 .
x -1 si x<1
d) y=38x+(x+2)""° e y={",
, x° -6x" +Tx-2 si x21
RESPUESTAS.
1. No tiene. 2. Yoaxabs =3 €0 x=-1y 1; ¥ 0, =0 en x=0.

nn 1 T
8. Ypaxans =1 €D x=—2— , minnbs:; en x:z(2n+1)

donde n =0, +1, £2, ....

- 4,

Ymaxabs =8 €N X =1L 5. Yminabs =0 €n x=-1
242
6. dmin =—J%1 . 7. r=T‘ra ’ h=%a.
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9.

a) Es céncava hacia arriba en (~o,+ ).

b) Es céncava hacia abajo en (-w,-2), y céncava hacia arriba en (-2,+®). No
tiene puntos de inflexién. -

3
¢) Es céncava hacia arriba en los intervalos (f- +2nn, °r + 21m] R
: 2 2

T n
y céncava hacia abajo en los intervalos [— —+2nn, —+ 2nn],
: 2 2

sus puntos de inflexién son (—n- +nn, 0], donde n=0, +1, 2, ...
2

d) Es céncava hacia arriba en el intervalo (-w,-2), y
es céncava hacia abajo en (-2,+ ).
Tiene un punto de inflexién en (-2,-6).

e) Concava hacia arriba en los intervalos (-,1), (2,+ ),
céncava hacia abajo en el intervalo (1,2);

sus puntos de inflexién son (1,0) y (2,-4).



Copituls 11

g unciones jwerdad

PROPIEDADES BASICAS DE LAS FUNCIONES INVERSAS.

11.1 DEFINICION. Decimos que una funcién y = f(x) tiene funcién inversa en el in-

tervalo I si se verifican las dos condiciones siguientes

(1) f(x) estd definida en todo punto x de I;

(2) para cada valor y, que lafuncién f(x) toma en el intervalo hay exactamente un
x, en I talque f(xy)=1, -

Cuando las condiciones (1) y (2) se.cumplen, se define la funcién x = f 'l(y), y se le
llama la funcién inversa de f(x) en el intervalo I, mediante la siguiente regla:

Para cada valor y delafuncién f(x) en el intervalo, escribimos

x=f'1(y) siysélosi y=f(x), con x en I.

i

Nota.

1) Una funcién puede tener inversa o no en un intervalo.

2) Supongamos que tratamos de determinar si la funcién y = f(x) tiene inversa en
un intervalo.
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En muchos casos es posible resolver la ecuacién
y=1f(x) A)

expresando x en términos de y en forma explicita.

Si resulta entonces que hay exactamente un valor de x para cada valor de y, la
funcién dada admite inversa, la cual es dada por la expresién obtenida para x. Por
otra parte , si hay dos o0 mds valores de x para algiin valor de y, la funcién dada
no admite inversa en el intervalo dado.

En otros casos no es posible resolver explicitamente la ecuacién (A) para x en
términos de y, como por ejemplo, cuando se trata de las funciones trigonometricas.
Veremos entonces que condiciones muy simples, tales como que la derivada de la
funcién sea no nula en todo punto, garantizan la existencia de la funcién inversa
en el intervalo.

EJEMPLO 1. Encontrar la funcién inversa de y = 2x+5 en el intervalo (-, + ) si
existe.

SOLUCION. Despejando x en términos de y en la ecuacién y = 2x +5 resulta el tinico

-5
valor x = Y2 , ¥y por lo tanto, la funciéon dada tiene inversa y es dada por

y-5
X = —— .
2

EJEMPLO 2. Hallar la funcién inversade y = x> -3, siexiste, en cada uno de los si-
guientes intervalos:

@ [-5,8] @ (0,+w) @ (-,0].

SOLUCION. Resolviendo la ecuacién y = %% -3 para x en términos de y resultan
los valores x = ty+3 .

(1) En el intervalo [-5,8] la funcién no tiene inversa pues, por ejemplo para y=1

hay dos valoresde x = + J4 = £2 en el intervalo.

(2) En el intervalo (0,+ ) la funcién dada tiene inversa pues para cada valor de y
hay exactamente un valor de x > 0 tal que

x = ,/y+3 .

La funcién inversa es dada por esta expresién.
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(3) En el intervalo (-,0] la funcién dada tiene inversa pues para cada valor de y
hay exactamente un intervalo de x <0 tal que

x = -,/y+3 .

La funcién inversa es dada por esta expresién.

EJEMPLO 3. Dada la funcién f(x) = 212,

x-1

hallar la funcién inversa si existe.

SOLUCION. La funcién dada no estd definidaen x=1.

3x +2
Resolvemos la ecuacién y =
x-1
para x en términos de y : xy—y =3x+2 0 x(y-3)=y+2.

+2
resultando el vinico valor x = 4 para todo x = 1.

. y - 3
Luego la funcién dada tiene inversa
y+2
y—-3

f(y) =

en todo x # 1.

11.2 TEOREMA. Sea y=f(x) una funcién continua y creciente en un intervalo ce-
rrado [a, b]. Entonces

1) f(x) tieneinversa x = f '(y) en el intervalo dado;
2) f '1( y) estd definida en el intervalo cerrado [A, B], donde

A=f(a) y B=f(b);

3 f '1( y) escontinuay creciente en [A, B].

La prueba de este teorema se da en el problema 11 de la seccién 11.5 de problemas re-
sueltos.
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Representacion geométrica del teorema.

YA

Las graficas de f(x)
y f 'x), son simé-

tricas respecto de la
diagonal y=x

La figura muestra la grifica de una ecuacién f(x) continua y creciente en el intervalo
cerrado [a, b] , ¥y también la grdfica de la funcién inversa definida en el intervalo ce-

rrado [A,B], donde escribimos f "l(x) , llamando x a la variable independiente y,
para obtener la gréfica de esta funcién referida al sistema de ejes XY.

Resulta entonces que las gréficas de las funciones f(x) y f 'l(x) son simétricas res-
pecto de la diagonal y=x.

En efecto, de b = f(a) < a = f~'(b) se sigue que P =(a,b) se encuentra en la grafi-

cade f siysélosi @=(b,a) se encuentra en la grifica de f 1

11.3 TEOREMA. Sea y=f(x) una funcién continua y decreciente en un intervalo
cerrado [a,b] . Entonces

1) f(x) tieneinversa x = f~'(y) en el intervalo dado ;
2) f7!(y) est4 definida en el intervalo cerrado [B, A], donde
A=f(a) y B=f(b);

8 f '1( y) es continua y decreciente en [B, A].

La prueba de este resultado es similar a la del teorema 11.2.
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Si representamos con f'(x) la funcién inversa, llamando x a Ia variable independien-

te y, entonces las grédficasde f(x) y f 'l(x) son simétricas respecto de la diagonal
y=x.

A
(=) y=x
)
\@
AN
Las gréficas de f(x) NN
y f.l(x), son simé- E V .
tricas respecto de la v .'%\‘
diagonal y =x. ! v
o ™ f(x)
' 1 1 '
' 1 ' h
1 ) ' . N
0 B A a 5 X

EJEMPLO 1. Hallar la funcién inversa de f(x) =-x°, y graficar flx) y f(x).

SOLUCION.
Resolviendo la ecuacién y= -x°,

para x resulta el tinico valor

X =- Vy_’ l”
(=)
luego la funcién inversa de f(x) es P

f—l(y) = "% ’ ,',

y lamando x a la variable independien-
te y, obtenemos

fix)=-¥= .

EJEMPLO 2. Encontrar la inversa de f(x) = I%T::—I y graficar f(x) y f7\().
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4x

SOLUCION. Vamos a resolver la ecuacién y = T]x| (A)
para x en terminos de y.
Caso 1: x20. Entonces |x|=x yen (A) setiene y = >
x
Y
1+x)y =4x , X = e B)
(1+x)y i (
donde 0<y<4, pues x>0, y=0.
Caso 2. x<0. Entonces |x|=-x y en (A) se tiene y = X
-x
Yy
1-x)y = 4x , x = «©)
(1-x)y iy
siendo -4 <y <0, pues x<0, y<O0.
(B) y (C) pueden darse en una sola expresién x = Zéy-ﬂ ,
-V
con -4 < y<4 ; luego la funcién inversa existe y es dada por f7!(y) = , Y | |
-V
y llamando x a la variable independiente y, resulta f™!(x) = Z—{I—T ,
—lx

en 4<x<4.
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f(x) = liTxl , —00< X <O,
-1 - x
f(x) rue 4<x<4

11.4 DERIVADA DE LA FUNCION INVERSA.

lema. Sea y=f(x) una funcién tal que

1) es continua en el intervalo cerrado [a,b] ,

2) f'(x)>0 en a<x<b, o f'(x)<0 en a<x<b.

Entonces la funcién f(x) tiene inversa x=f"'(y), la cual est4 definida y es continua
en el intervalo cerrado de extremos f(a) y f(b).

Prueba. Por el teorema de 10.9, tenemos que

Si f'(x)>0 en a<x<b, entonces f(x) escreciente en [a,b], y

si f'(x)<0 en a<x<b, entonces f(x) es decreciente en [a,b].

Luego f(x) escontinua y creciente o decreciente en el intervalo dado, y aplicando el
teorema 11.2 o el teorema 11.3, segiin sea el caso, obtenemos la conclusién del lema.

TEOREMA. Sea y=f(x) una funcién que cumple las condiciones del lema.
Entonces para todo nimero y entre f(a) y f(b) se tiene
-1
1 -
-id-f—(y) =aF donde x=f 1(y).
@ Ly
dx

Nota.

1) El teorema establece que la funcién inversa x=f 'l( ¥), que existe por el lema, es
diferenciable en todo niimero y entre f(a) y f(b).

2) Puestoque y=f(x), x=f _l( y), la férmula dada en el teorema se puede escribir

Zx—y(y) = 2—1— donde. x= f_l(y).

< (x)
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En forma breve _;_id;c_’ = 7_1_37
dx
dx dy
=2
? dy dx
1
También se emplea la notacién )y = —
() (r )

PRUEBA DEL TEOREMA. Por el lema, la funcién inversa f (y) estd definida en todo
nimero y del intervalo cerrado de extremos f(a) y f(b).

Sean y=# y, nimeros entre f(a) y f(b). Fijemos y, y escribimos

Tenemos

En efecto,

Adems4s, puesto que

x=f7(9), % ="(%)-

lim x = x, 1)

y—>Yo

lim x = lim f(y)

Y—Yo Y—=2Yyo

= —— (2)

(dividiendo entre x-x,, pues x#x, yaque f(x)=y=y,=/[(x,) )
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Entonces tenemos

1 Sy el
df (30) = lim f_(y)_f(_}ﬁ (por definicién de derivada)
dy %0 Y=Y
= ! (por (2))
lim f(x)-f(xi))

YYo X —Xg

= , (pues por (1), x —» x, cuando y— y,)

= —_— (definicién de derivada)
& (x)
dx 0

Y esto es lo que querfamos demostrar.

EJEMPLO 1. Seala funcién f(x)=senx .

1) Probar que tiene inversa en el intervalo cerrado [0, n/ 2]

-1 a1
2) Hallar I () 3) Evaluar I —JE)
dy dy \ 2
SOLUCION.
1) La funcién dada es continua en el intervalo [0,7/2] y
i=cos.1c>0 en 0<x<£.'
dy 2

Luego por el lema de 11.4, f(x) tiene inversa f 'l( y) definida en el intervalo
cerrado de extremos f(0)=0 y f(n/2)=1.

2) Aplicando la férmula de la derivada de la funcién inversa tenemos

drt 1 1

dy ) = af
dx

’

(x)  cosx

donde y=f(x) en O0<x<%.
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Puesto que y=senx , cosx = s/l—sen2x = \/l—y2 ,

resulta finalmente

-1
1

af (y) = , O<y<l.

dy l—y2

3) Sustituyendo y = @ en la férmula que hemos obtenido

df_[ﬁ];Z
dy B '

2

EJEMPLO 2. Seala funcién  f(x) = x* +2x -5 .

1) Probar que f(x) tiene inversa en el intervalo [-1, +®) yencontrar f X y)

-1 .
2) Hallar —(—is—( y) empleando la férmula de la derivada de la funcién inversa

y

ar™!

3) Hallar y (y) derivando directamente la funcién £ ()

y

df !
4) Evaluar (10) .

dy

SOLUCION.

1) La funcién dada es diferenciable, y por consiguiente continua, en todo punto x.
Ademsds f'(x)=2x+2=2(x+1)>0  cuando x>-1.

Se sigue entonces del lema de 11.4, aplicado en cada intervalo cerrado [-1, 5] con

b>-1, que la funcién dada tiene inversa [ () en [-1,+).

-1 . 2
Para encontrar f (y) resolvemos la ecuacién y = x“+2x-5 para x en

términos de y : x2+2x——(y+5) =0, dedonde x = -1t,/y+6, con —-6<y,
y puesto que x >-1 debemos tener

x=f"(y) = -1+y+6, A

que es la funcién inversa buscada.
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2)

3)

4)

Aplicando la férmula de la funcién inversa tenemos

df
—0)
dy
donde y=f(x) en -l<x<w.
Pero it(x) =2x+2
dx
= 2(—1+,/y+6)+2
=2Jy+6.
dr! 1
Luego () = .
dy 2,/y+6

De (A) tenemos f'(y) = —1+y+6 ,

y derivando respecto de la variable y :

al obtenido en (2).
-1

Para y=10 tenemos
dy

11.5 PROBLEMAS RESUELTOS.

LT

1
=
—(x)
dx .
(reemplazando el valor dado en (A))
-1 )
o (y) = — , resultado idéntico
dy 2/y+6
1
8

PROBLEMA 1. Encontrar los intervalos en los cuales la funcién f(x) = x* -6z +8
tiene inversa y hallar las respectivas funciones inversas.

SOLUCION. Tenemos

fl(x) =2x-6=2(x-3).

Luego f'(x)>0 en 3<x y f'(x)<0 en x<3, y por lo tanto, por el lema de 11.4,
la funcién f(x) tiene inversa en cada uno de los intervalos [3,+®) y (~,3].

Para hallar cada funcién inversa resolvemos la ecuacién y = x> -6x+8

para x en términos de y,

resultando

x*-6x+(8-y)=0,

x =3+Jy+1;
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y por lo tanto f 'l(y) =8+,Jy+1 es la funcién inversa de f(x) en el intervalo

[3, +©), y f'l(y) = 3-,y+1 eslafuncién inversa de f(x) en el intervalo (-, 3] .

Observemos que las dos funciones inversas estdn definidas en [—L + oo)

4
PROBLEMA 2. Encontrar los intervalos en los cuales la funcién f(x) =x+— tiene in-
x
versa y hallar las respectivas funciones inversas.

SOLUCION. La funcién es continua en todo x =0 .

4 _ (x+2)(x-2) .

T x) = 1 ——

enemos f'(x) . 2
Luego f'(x)>0 si x<-2,0 x>2,

y fl(x)<0 si 2<x<0 y 0<x<2,

y por lo tanto f(x) tiene inversas en cada uno de los intervalos (-«,-2], [-2,0),
(0,2] vy [2,+x)

. . 4 P
Resolviendo la ecuaciéon y = x+— para x en términos de y
x

yiyy' -16

obtenemos x = ———— | y 216.
2

Tenemos

1) Inversade f(x) enelintervalo (-w,-2].

De —-w< x £-2
+ 1’ 2_
—00 < _y___y___ls_ <-2,
2
vemos por simple inspeccién, por ejemplo, evaluando en y=-5 , que el signo

es —, y por lo tanto
2 \
-1 y—-yJy -16
(= —

es la inversa de f(x) en el intervalo.
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2) Inversade f(x) en el intervalo [-2,0).

De 2<x<0

2 _1a
—2syi 24 16<0

2 ’

vemos por simple inspeccién, por ejemplo, evaluando en y=-5, que el signo es

+, y por lo tanto.
-1 y+\/y2 -16
() = —

es la funcién inversa en el intervalo.

Procediendo en forma andloga, evaluando esta vezen y =5, encontramos que

[.2
3) inversade f(x) enelintervalo (0,2] es f'(y) = 2oyy -1
2

?

, P)
4) inversade f(x) enelintervalo [2,+) es f '1(y) = yryy -16 .
2

PROBLEMA 3. Probar que la funcién
1

5 si x<0
f(x) . l+x
xt+1 si x>0.
tiene inversa en (-, +c) y hallar f ‘1( y) -
SOLUCION. Tenemos
——:22—2 si x<0
f’(x) - (1+ x )
4x° si x>0,

y por lotanto f'(x)=0 si x=#0.

Luego f(x) tiene inversa en cada uno de los intervalos (-,0] y [0, +).
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. 1 .
Resolviendo las ecuaciones y = 5 si x<0
1+x
4 .
y=x +1 si x>0,

para x en términos de y se obtienen las siguientes funciones inversas

x=-)—-1, O<y<1,

x=,4/y-—1 y>0.

de f(x) enlosintervalos (-=,0] y (0,+®), respectivamente.

PROBLEMA 4.
(1) Probar que la funcién y = tg x tiene inversa en el intervalo (— o0 %) .
(2) Designando por arctg y (funcién arco tangente) la funcién inversa de tgx ,

d
probar que —arctgy =
dy 1+y

5 —®<y<®.

SOLUCION.

1) Lafuncién y = tg x es diferenciable en el intervalo (—%,%) con

Yy 2 n
— sec’x >0 en —-—<x<—.
dx 2

Luego, por el lema de 11.4, la funcién tg x tiene inversa en el intervalo dado.

2) Aplicando la férmula de la derivada de la funcién inversa (teorema de 11.4)
tenemos

—(—i—-arc tgy = , donde tgx=y,
dy

pero gdx—tgx = sec?x = 1+tg’x = 1+92

1
1+y2

’

y por lo tanto iarc tgy =
dy

que era lo que queriamos demostrar.
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PROBLEMA 5. Encontrar los intervalos en los cuales la funcién f(x)=x" —8lx|+9

tiene inversa y hallar las respectivas funciones inversas.

SOLUCION. Tenemos

2
x°+8x+9 x<0
flx) = 1%,
x°-8x+9 x20,
, 2(x+4) x<0
y f(x) =
2(x-4) =x>0.
Luego
x f'(x)
x<-4 -
—“4<x<0 +
O0<x<4 -
4<x +

y la funcién f(x) tiene inversa en cada uno de los intervalos (-,-4], [-4,0],

[0,4] ¥y [4,+x).

Resolviendo la ecuacién y = f(x) para x en términos de y encontramos
—-4 * m cuando x<0
41t [25-y cuando | x20.

(1) En el intervalo (-«,—4] setiene x<-4, y por lo tanto

fi(y) = -4- 25—y .

(2) Enelintervalo [-4,0] setiene -4<x<0, y por lo tanto

f—l(y) = -4+ ‘/25—y .

(3) Enelintervalo [0,4] lainversa de f(x) es

Fy) = 4-J25-y
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(4) Enelintervalo [4,+) lainversade f(x) es

iy = 4+ J25-y .

PROBLEMA 6. Sea f(x) = x° +x°.
(1) Probar que f(x) tiene inversa
(2) Hallar el intervalo en el que f™'(y) estd definida

dr!
dy

(3) Hallar

(-2) .

SOLUCION.

(1) Puesto que f'(x) = 5x* +3x% >0 si x#0, por el lema de 11.4 la funcién f(x)
tiene inversa en (-, + ).

(2) Sea y=x5+x3.
De lim y=+o0 y lim y=-o,

X+ x—>—

vemos que [ '(y) estd definida en el intervalo (—,+ ), esto es en todo numero
¥
(3) Para y=-2 vemos por simple inspeccién que x =-1 satisface -2 = f(-1).

Luego por la férmula de la derivada de la funcién inversa

df 1
! (y) = df ’ con y=f(x)a
L
dx
_ 1
5x* +3x’ ’

. df” 1
y sustituyendo y=-2, x=-1, resulta (-2) = =
dy 8

-5

PROBLEMA 7. Sea f(x) = e -2 .-
x +3x" +1

(1) Encontrar los intervalos en los cuales f(x) tiene inversa.
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(2) Encontrar los intervalos en los cuales cada funcién inversa f '1( y) estd definida.
(3) Hallar (f"l) (-1) cuando -1=f(1) y -1=f(-1).

SOLUCION.
30x (Jc4 + 1)
(1) Tenemos f'(x) = ———— .
(x6 +32% + 1)
Luego f'(x)<0 si x<0
y f'(x)>0 si x>0,

y por consiguiente, f(x) tiene inversa en los intervalos (-, O] y [0,+ ).

Nétese que f(x)<-5.

(2) En (-,0] tenemos f(0)=-5 y lim f(x)=0,

X—p—-00

luego la inversa de f(x) en (-=,0] estd definida en el intervalo [-5,0).

En [0,+) tenemos f(0)=-5 y lim f(x)=0,
luego la inversa de f(x) en [0,+®) también estd definida en el intervalo [-5,0).

(8) De la féormula de la derivada de la funcién inversa (teorema de 11.4)

tenemos (f_l) (y) = }7?5 , donde y=f(x),
(:::6 +3x% + 1)2
= — (por (1)).

30x(x*+1)

’

Luego si y=-1, x=-1, resulta (f —l) (-1 17 5

!

y y=-1, x=1, resulta (f—l) -1) =%

PROBLEMA 8. Usando diferenciacién implicita en la ecuacién y2 -3x%-2 y-8=0

: d dx
encontrar los puntos (x,y) en los cuales i y — son reciprocos.
dx dy
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SOLUCION. Derivando implicitamente respecto de x

d d
2y—y—6x—2—y=0,
dx dx
d
resulta @ 8x 1)
dx y—-1

y derivando implicitamente respecto de y

dx
2y -6x— -2 =0,

dy
dx -1
obtenemos oy 2)
dy 3x
dy dx
De (1) y (2) vemos que no se cumple XZ. 1.
dx dy
dy
solamente cuando —=0 o —=0, estoes cuando x=0 o y=1.
dy
Ahora bien para x =0, resolviendo la ecuacién de la curva tenemos
y?-2y-8=0,
de donde y=-2,4;
y para y=1, resolviendo la ecuacién de la curva tenemos
-3x°-9=0

x=+4-3,

valores que no son reales.
dy  dx .

Luego —~ y — son reciprocos en todo punto (x,y)#(0,-2) y (0,4) delacurva.
dx

dy

PROBLEMA 9. Si f(x) ysuinversa f '(y) son diferenciables, usando la regla de la
cadena probar directamente la férmula de la derivada de la funcién inversa.

SOLUCION. Tenemos x = f'l(y) , ¥y="F(x).

Luego por la regla de la cadena
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&
&

dy dx

[y

drt

(y) = df )
d —(x
Y dx( )

de donde

que es lo que queriamos demostrar.

-1

PROBLEMA 10. Hallar
y=£(x).
D f(x)=x"-15x+1, y=£(2); (2) f(x) = cos3x, y=f(n/18).

(y) para cada una de las siguientes funciones en
dy ‘

SOLUCION. Aplicamos la férmula

-1
YL _(5) - dfl ,  donde x=£"'(y) . *)

(1) Tenemos f'(x) = 5x*-15.
Luego sustituyendo 3= f(2) enla férmula (*)

(2) Tenemos f'(x) = —3sen 3x.

Luego sustituyendo 1 =f (-R—J en la férmula (*)
2 18

Zal T ¥
2
18

PROBLEMA 11. Sea y=f(x) una funcién continua y creciente en un intervalo ce-
rrado [a,b]. Probar que
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1)
2)
3)
“

f(x) tiene inversa x=f 'l(y) en [a,b] .
Y y) estd definida en el intervalo cerrado [A,B] donde A=f(a), y B=f(b).
f(y) escreciente en [A,B].

f -l(y) es continua en [A,B].

SOLUCION.

1)

2)

3)

De acuerdo a la definicién de funcién inversa 11.1, debemos probar que para cada
valor y, dela funcién hay exactamente un x, en [a,b] tal que y, =f(x,) .

Por reduccién al absurdo supongamos que hubiesen dos niimeros distintos

x, y x, en [a,b] talesque y,=/f(x,)="F(x,) *)
De x,#x, setiene x,<x, o x,<x,, y por lotanto, por ser f(x) creciente
f(xo) < flx) o flz))<f(x)-

Luego en cualquier caso f(x,)# f(x,), lo cual contradice (*).

Asi, para el valor y, hay exactamenteun x, en [a,b] talque y, = f(x,).
Puesto que y=f(x) es creciente se cumple f(a)<f(x)<f(b) o A<y<B para
todo valor y de la funcién.

Luego los puntos y en los cuales f™'(y) estd definida se encuentran en el
intervalo [A,B].

Falta ver que f'(y) est definida en todo punto y de [A,B)].

Ahora bien dado y, tal que A<y, <B o f(a)<y,<f(b),

siendo f(x) una funcién continua , por el teorema del valor intermedio (7.9)

existe un x, en [a,b] tal que y, = f(x,). Luego el nimero dado y, es un valor
de la funcién y por lo tanto f '1( y) ésta definidaen y,.
Debemos probar que f—l(yl) < f_l(y2) si y,<y, en [A,B].

Escribimos x, =f~l(yl), x, =f'1(y2); estoes y =f(x,), ¥,=F(x,), donde
x,, x, seencuentran en [a,b]

Entonces debe cumplirse f 'l(yl) <f (y;)  pues de lo contrario

f-l(yz) < f—l(yl)’ Xp $%y, ¥ f(xz) < flx,)
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por ser f(x) creciente; luego y, <y,, lo cual contradice y, <y,.

Asi f7'(y) escreciente en [A,B].

(4) Debemos probar que f'( y)
(i) es continua en todo y, tal que A<y, <B,

(ii) es continua por la derecha en A,
(iii) es continua por la izquierda en B.

Nos contentaremos en demostrar (i), siendo las pruebas (ii) y (iii) similares a la
de (i).
-1

As{ vamos a probar que lim f _l(y) = f(y,) cuando A<y, <B, esto es, dado
Y-Yo

un £>0 debemos encontrar un §>0 tal que
pov<s ol |£0)- 1) <
Puesto que a = f"Y(A) < fY(y) < b=f"Y(B) podemos suponer que
€ < mm{ (%) -a, b-f"(%) }

de manera que f'(y,) + ¢ seencuentranen (a,b).
Sean A = f(f'l(yo)—s) o f-l(Al) = f—l(yo)-e y
B, = f(r(s%)+e) o [7(B) = Ff"(3)+e

Entonces de F5)-¢ < £ (5) < F (%) +¢,

por ser f(x) creciente se tiene A, <y, <B,. Sea §=min {y,—A,, B,-¥}>0.
Luego A <y,-8, y y,+3<8B,.

Finalmente, para todo y tal que |y- yo|<8

se tiene A Sy,-3<y<y,+3<B, o A <y<B,

y puesto que por (3) f 'l(y) es creciente,

FUA) < 'O < FH(BY), F'(3)-e< () < (%) +s

esto es I f'l(y)-—f'l(yo)l < ¢ . Lo cual demuestra que f"l(y) es continua en
Yo
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FUNCIONES TRIGONOMETRICAS INVERSAS.

Una aplicacién de la teoria de las funciones inversas que hemos desarrollado en 11.1 se
encuentra en el estudio de las funciones trigonométricas inversas, que procedemos a
considerar en seguida. Vamos a demostrar que en ciertos intervalos de longitud =,
las funciones trigonométricas sen x, cosx, tg x, ...tienen inversas que se designan
‘con arcsen x, arc cosx, arctg x, ..., respectivamente.

11.6 LA FUNCION ARCO SENO.

d
Puestoque —seny =cosy > 0 en -Z<y<%, porellemade 114 la funcién

dy
sen y tiene inversa en el intervalo —%,—;»], la cual estd definida y es continua y
creciente en el intervalo cerrado de extremos sen (— ~’2i) =-1y sen (%) =1

Llamando y=arcsenx a tal funcién inversa tenemos entonces la siguiente defi-
nicién.

Definicién. Paratodo x tal que -1<x<1 se define

y=arcsenx siysélosi x=seny y -§<y<

(SE]

TEOREMA. Derivada de la funcién arco seno. Se cumple
1

—arcsen x = , —-l<x<1

dx l—x2

PRUEBA. Aplicando la férmula de la derivada de la funcién inversa (teorema de 11.4),
tenemos

1
iau'csenx == > 1)
—sen y
donde x=seny.
Pero iseny =cosy = Jl-sen2y = \/1-—:&:2 ,

dy
y sustituyendo este valor en (1) resulta la férmula del teorema.

Gréfica de la funcién arco seno. La grifica de la funcién y =arcsen x es dada en
la siguiente figura.
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Iy ~

[YEY

11.7 LA FUNCION ARCO COSENO.

d

Puesto que —cosy = ~seny <0 en O<y<mn, porel lema de 11.4 la funcién
dy

cosy tiene inversa en el intervalo [0,n], la cual estd definida y es continua y de-

creciente en el intervalo cerrado de extremos cos0=1y cosn=-1.
Llamando y=arccosx a tal funcién inversa tenemos entonces la siguiente definicién.

Definicién. Para todo x tal que -1<x<1 sedefine
y=arccosx siysélosi x=cosy, y O<y<nm.

TEOREMA. Se cumple Fdx-arc cosx = — 1 , —l<x<1.

1-x2

La prueba de estd férmula es andloga a la dada para la funcién arco seno.

Omitimos detalles.

11.8 LA FUNCION ARCO TANGENTE.

d

Puesto que -‘-1—tg y = sec’ y>0 en -5<y<3%, lafuncién tgy tiene inversa en
y

el intervalo abierto (— % g—) . Observemos que tg x no estd definidaen —% nien %.



De lim“ tgy=- y lim tgy=+o, vemos que la funcién estd definida y es

- 4+ -
o3 73

continua y creciente en el intervalo (-, + ).

Llamando y=arctg x ala funcién inversa tenemos la siguiente definicién

Definicién. Para todo x se define

y=arctgx siysflosi x=tgy, -§<y<i.

TEOREMA. Derivada de la funcién arco tangente.

para todo x.

d
Se cumple —arctgx = 7
dx

l+x

PRUEBA. Aplicando la férmula de la derivada de la funcién inversa se tiene

—‘iarctgx = 1 (1)
dx —tgy
dy
donde x=tgy.
Pero itgy = seczy = 1+tg2y = 1+x2%,
dy

y sustituyendo este valor en (1) resulta la férmula deseada.

Gréfica de la funcién arco tangente.

y=arctgx (-o0<x<+0)
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Procediendo como en los casos anteriores se justifican las siguientes definiciones.

11.9 LA FUNCION ARCO COTANGENTE.
Definicidn. Para todo x se define

y=arcctg x siysdlosi x=ctgy, O<y<nm.

d 1
Se cumple —arcctgx = — 7 ) ~O <X <+,
dx '

1+x

(ver problema 9 de la seccién 11.13).

11.10 LA FUNCION ARCO SECANTE.

Definicion. Para todo x tal que |x|2>1, se define

y=arcsecx siysélosi x=secy, y O<ysnm, y=3.

Nota. Elvalor y=% estd exluido en la definicién, pues sec y no estd definida alli.

Se cumple d arc sec x 1 x| > 1
— = —, x> 1.
dx || vyxi-1 :

(Ver problema 11 de la seccién 11.13).

Grafica de la funcién arco secante.
|
R i & SECTEEEEEEE
T T >
-1 1
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11.11 LA FUNCION ARCO COSECANTE.

Definicién. Paratodo x tal que |x|> 1, se define

y=arccosecx siysélosi x=cosecy y -3<y<g, y#0.

Nota. El valor y =4 estd excluido en la definicién, pues sec y no estd definida alli.

Se cumple y = arccosecx = — x| > 1.

1
|xHx2 -1 ,

(ver problema 14 de la seccién 11.13).

11.12 TABLA: Derivadas de las funciones trigonométricas inversas.

Sea v=u(x) una funcién diferenciable.

Entonces empleando la regla de la cadena y las derivadas de las funciones arco seno,

arco coseno, ..., obtenemos la siguiente tabla:
dv dv
d I d T de
(1) —arcsenv = dx (2) —arccosv = dx
dx 1-v? dx vi-v®
dv dv
d dx d s
3) —arctgv = dx2 (4) —arcctgv = _dx_2
dx 1+v dx 1+v
dv dv

(5) —d—arc secv =

dx d dx
—_——— (6) —arccosecv = ==
|v|.w,/v2 -1 dx |v|.\/02 -1

11.13 PROBLEMAS.

PROBLEMA 1. Probar que arccosx = S -arcsenx si |xj<1.

s
2

SOLUCION. Sea y=arcsenx o x=seny, donde -f<y<Z.
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Tenemos 0<Z-y<m y cos(g-—y) = —sen(-y) = seny = x.
Por lo tanto, por la definicién 11.7 de la funcién arco coseno, se tiene

arccosx = §-y = g—arcsenx.

PROBLEMA 2. Hallar sen (arc tg (-2)).

SOLUCION. Sea 0-=arctg(-2). 1

L9 T
L 0=-2 -—<B<—.
uego  ig Y T3 % 2

-2 245

Luego sen = — =

J5 5

PROBLEMA 3. Encontrar el valor de

(1) y=x arcsenx en x=1 2) y=sen(~% arctgx) en x=1.
SOLUCION.
(1) Sea u=arcseni. Luego J=senu,

-2<u<% yeltnico valor u que satisface ambas condiciones es u=§. Luego
y = garcseni = .
(2) Sea wu=arctgl. Luego 1l=tgu, =-%<u <%, yeldnico valorde u que

satisface ambas condicioneses u=2Z.

Lﬁego y = sen [- %(%)] =-1.

PROBLEMA 4. Hallar arcsen (cos(— %)) .

SOLUCION. Tenemos u = cos (—— —'1) = cos (-;—) = % y v=arcsen§ 8i y sélo si

J3 _ L3 n
- =s8env y —ESU<5

El unico valor de v que satisface ambas condiciones es

ola

PROBLEMA 5. Hallar cos|2 arcsen (- 42)].
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SOLUCION. Sea u=arcsen(-4Z). Luego senu=-12, -

12 <ucg

[XTE]
[SIE]

= 1- 2. _ 12\ _ 19
Tenemos cos2u = 1-2sen‘uy = 1—2.(—1—5) = -8

PROBLEMA 6. Dado el valor u = arcctg (— 51) , hallar

(1) senu (2) secu (3) cosecu .

SOLUCION. Por definicién de la funcién arco cotangente tenemos

u:arcctg(~—21—) siy sélo si -3=ctgu y O<u<n..
Luego
5
) V5
u
-1

RESPUESTAS.
(1) senu-= ¥ (2) secu=-y5 (8) cosecu= %

PROBLEMA 7. Hallar el valorde  cos (arc sen 3 — arctg %) .

SOLUCION. Sean u=arcseny , v=arctg4 ¢}
Tenemos cos (u—v) = cosu.cosv + sen u.senv (2)
1 3 n n
De (1) sabemos que senu=—, 1 ——<u<—.
3 u 2 2
2V2
1
Luego cosu=——, senu=—.
3 2

245
if—, cosv =235

Luego senv=
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Sustituyendo en (2) los valores obtenidos
cos(uv) = (H7)(4F) « (1 (F) - +5-E

PROBLEMA 8. Hallar ~arc cos (2% ) + arc cos (5F) -
SOLUCION. Sean u = arc cos%;_o- , U =arc cos-""5ﬁ .
Tenemos cosu=3‘£6, O<u<mnm,
cosvU = 3-5‘/—3—, 0<v<nm,
10
b
.4@‘/1—0 A‘E
3w[13 21[5-
Luego Osu+vsnt yaque u,v<% (ver figuras) ,
y cos(u+v) = cosu.cosv — senu.senv
2

- (E)E)- (BIE) - - £.

10 5
Luego por definicién de arco coseno

= el - X
u‘+v-arccos(2) re

PROBLEMA 9. Derivada de la funcién arco cotangente.
para todo x.

d
Probar que —arcetgx = - 7
dx l+x

SOLUCION. Para la formula de la derivada de la funcién inversa tenemos

———1—, donde x=ctgy .

d
—arcctg x =
—ctgy
dy
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d
Pero —ctgy = ——cose02y = —(1+ctg2y) = -1-x° ,
dy _

y sustituyendo este valor resulta la férmula deseada.

PROBLEMA 10. Calcular y = tg [arc sec (%) + arc cosec (— 173)] .

u+tgu
SOLUCION. Tenemos y = tg(u+v) = tgurtgy oy
1-tgu.tgv
donde u = arcsec($), v = arccosec (— L).
Pero secu =3, O<u<n, (definicién de arco secante)
y cosecv = —i—g , —Fsuv<g (definicién de arco cosecénte).
Luego
5
5 -12
4 13
3
4 12
dedonde tgu =— y tguv=-——.
3 5

. 16

Sustituyendo estos valores en (1) resulta y = - — .
63
PROBLEMA 11.
1
(1) Probar que arcsecx = arc cos [—] , para |x|21
x

(2) Probar que —arcsecx = , para (x|21.

1
dx IxI\/x2 -1



Funciones Inversas 461

SOLUCION.

1
(1) Puestoque |x|>1 setiene -1<—<1.
x

1 . .
Luego el valor y = arc cos [—) es determinado de acuerdo a la definicién de 11.2.
x

Es decir cosy = —, donde O0<y<nr;

] |~

n 1
pero y#— pues —=0, osea cosy=0 ..
2 x

Tenemos entonces secy=x , donde 0<y<m,
y por lo tanto y = arcsecx , por la definicién de 11.10.

Esto prueba la igualdad deseada.

d
(2) Tenemos —arcsecx = i arc cos (l) (por (1))
dx dx x
(oo (2 22
= |—arccos || — |- —| =
dx x/) dx\«x
1
_ z2 _ 1 _ 1
- 2 .2 - 2
_ 1_(1) T AR
x ||
PROBLEMA 12. Calcular y = sen [arc cos (—- —g—) + 2arc sen(— -:-})] .
SOLUCION.
(1) Tenemos u = arccos (—%) siysélosi cosu =-2 y O<us<n.
Luego
5
senu = £ J5 3
3 u
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(2) Tenemos

v= arcsen(—-%) siysélosi senv=-1 y -}sv<i.

Luego
242
: |—1
3

2V2

COBU = —— .
3
442

Resulta entonces sen2v = 2senv.cosv = ———,

2 2
cos2v = cos“v—-sen” v = & .

Finalmente empleando los valores obtenidos calculamos el valor de y :

y

sen (u+2v) = senu.cos2v + sen2v.cosu = (g)(%) + ('49‘5)(—%)
745 + 842

27
PROBLEMA 13. Hallar el valorde y = 2arctg (%) - are tg (— %) .

SOLUCION. Tenemos u = arctg (%),

1 x n
tgu:-— y ——2-.<_US-2-,
3
2t 3
tgou = —o— = 2, (A)
1-tg'u 4
y v=arctg(-3),
tgv=-— y PP (B)
7 2 2
Luego y =2u-v
2u-t
tgy=————tg El_-1

1+tg2u.tgv
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Para despejar el valor de y en términos de la funcién arco tangente nos falta determi-
nar el intervalo en el que se encuentra el valor de y.

Ahora bien de (A) vemos que 2u se encuentra en el primer cuadrante,
y de (B) que v se encuentra en el cuarto cuadrante.
Luego -vU estd en el primer cuadrante, y por lo tanto la suma

y = 2u+(-v) estd en el primer o segundo cuadrante.

Finalmente, puesto que tg y>0 debemos tener 0<y< z .
2
Luego tenemos tgy=1, 0<y< r ,
2
y esto significaque y = arctgl = z .
4
PROBLEMA 14. Derivada de la funcién arco cosecante.
Probar que d -1 x]> 1
—arccosec X = — ===, para |x{>1.
|x] - vx®-1

SOLUCION. Por la derivada de la funcién inversa tenemos

d 1

—arccosecx = ———, (A)

dx —cosec y

dy
donde x = cosecy, —--TESySE .
2 2
d
Pero —cosecy = —cosecy.ctgy = —x.ctgy,
y ctgzy = coseczy—l =x’-1
ctgy = -_t\/xz—l.
Ahora bien, si x<~-1 entonces I <y<0, y ctgy<O0,
2

T
y si x>1, entonces O<y<—, y ctgy>0.
' 2



d xvxi -1 si x<-1
Asi, —cosecy =
dy —xVxi-1 si x>1,

y resumiendo en una simple expresién
d
—cosecy = -—le.\/xz -1, opara [x|>1.
dy

Sustituyendo este valor en (A) produce la igualdad deseada.

Nota. Se puede hallar la derivada de la funcién arco cosecante procediendo como en el
problema 11. ’

1
Esto es, primero se demuestra la igualdad cosec(x) = arc sen [—-] para |x| > 1, y lue-
X

go se derivan ambos miembros.

PROBLEMA 15. Encontrar las derivadas de las siguientes funciones:

2

1-
1) y=arctg2x3 (2) y=arcsen \/1—::2 (8) y=arccos x .
1+x°

SOLUCION. Aplicamos directamente las férmulas establecidas en la tabla 11.12.
d

—2 xs 2
(]
i).'. - _dx = x , donde hemos tomado v =2x>.

W dx 1+(2x3)2 1+4x°

(2) Haciendo v= 1/ 1-x2 , resulta

]
gl _ —L—l—(\ll—xz) _ 2 —x

@ Si v-= 1-
1+x

dy
5 entonces — =
dx
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PROBLEMA 16. Derivar las siguientes funciones

1) y= arccosf- (a>0)

a
@ y=+va®-x° _aarcsen>  (a>0)
a
@) y = arctg a+x
1-ax
(4) y = arccos(1-x) + vox-x? .
SOLUCION.
(1) Tomemos v-— Luego
a
1
x a -1
—arccos — = = , puesto que a>0
.a J x’ \/012—-3::2
1-—
a
1
dy -x a -x—-a
(2) Tenemos — = - a. =
dx ‘[az_xz . (x)z Jaz_xz
a
(3) Tenemos
d(a+x 1+a’
dy dx\l-ax) _ (1-ax) 1+a® 1
- = = 2
1+[a+x] (1-ax)® + (c:+x) (1+a®)(1+2%) 142
l1-ax (1-ax)
d
-—(1-x)
d 1- 2-
@ 2. _d& F_ - 222

dx Jl 1- x \/2x x> ) \/2x——:c2

(2—-:&:)\/2x—ac2 _ Vox - x?
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PROBLEMA 17. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones

x
(1) y=arcsec— (2) y=arcsen x¥?

1
(3) y=arccosec— (4) y=arcctg x
x 3

5) y= x2arc cos x.

SOLUCION.
=3)
(l) iy— = dx 2 == 2
dr |y (x] R Y
2 2
d | s
—i{X
@ 2. dx( ) __3x”
dx \ﬁ_( 8/2)2 2y1-%°
d(l}
@ D dx:/ -t
de |1 (1] . Mz
x x x
_ 1
l—x2
_i(x]
- dy dx\ 3 -3
(4) -;;—: == .
x x°+9
1+(—)
3
d 2
(5) —Z-=2xarccosx- X
dx 1-x2
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PROBLEMA 18. Encontrar las derivadas de las siguientes funciones

1 y-= vo-x% + 3arcsenﬁ 2) y= :u/l—:::2 + arcsenx

3

@) y= ex @) y = Jarcsen bx.
X
SOLUCION.
(1) _d_y _ -x N 1 B 3-x 3-x
dx

Vo-z? ‘[1_(")2 T oo Vaiz

2 2(1-x2
@ 212 - F 1 (1 x)=zJ1_x2.

= + =
dx w/l—x2 w/l-:c2 \ll—xz
d d
x-—arctg x — arctg x.—(x)
@ 2 _ds . dx
dx x
x 2
_ les’ +arctgx ) x + (l—x )arctgx
x2 x2(1+x2)
d 5
—(arc sen 5x
@ 2. z' ) I L L
dx 2 Jarc sen 5x 2 Jarc sen 5x
_ 5
2J(1-25x2)a.rcsen5x

PROBLEMA 19. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones
2

x

(1) y=arctg

7 2) y=arctgf-+arcctg
1-x 2

(8) y=arcsen (arc cos x) (4) y=arc secﬁ/::::2 +1.
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SOLUCION.
d( 2x
dy del1-x2 2(1+x2) 2
(1) a = 3 = 3 = ——2
1+( 2x ) (1-—x2) +4x2  1l+x
1-x?
1 2
T2
1+[£] 1+[g] x +4
2 x
d -1
@ dy a(arccosx) . r==1—x2 i -1

d Jl—(arccosx)2 ) Jl—(arccosx)z ‘/[l—xz].[ 1 - (are cosx)?'] .
=0 x

@ 2. LI

o \[x2+1.\[(\/x2 +1)2_1 |x|(x +1)

d.
PROBLEMA 20. Usando derivacion implicita hallar ;y
(1) xseny+ x® = are tgy (2) arcsen (xy)=arccos(x+y).
SOLUCION.
dy

d
(1) Tenemos seny + :ccosy.—-Z +3x% = 0% 5

dx l+y

d
Luego despejando  y’ -2 resulta
dx

(3x2 + sen y)(1+y2)

r

1—(1+y2)xcosy
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L .
2 - __dx
Jl—(xy)2 ‘fl—(x+y)2

—[1+y']\/1—(acy)2
, _\/1~x2y2—+y‘/1—(x+y)2

‘/1-3c2y2 + :::\‘/1—(x+y)2 .

L |
e
+
B
Q‘
-
|
8
+
&
(S
1]

PROBLEMA 21. Hallar la derivada de las siguientes funciones

‘ (1+x2) arctg x —x

1) y-= (2) y = arcsen x% + arc cos x°
2
xsena 5tg£ +4
3 y=arctg—— @ y=2%arctg—2—
1-xcosa 3
SOLUCION.
a) ﬂ=l[2:x.arct;g:c+(1+3cz)- 12 - ]:x.arctgx.
dx 2 l+x
@ 2. _2* 2 _ _o.

;; ) w/l—x‘ ) Jl—x‘ )

d| xsena

dy dx{1-xcosa
- = .

dx xsena
1+|—m8M8—
l1-xcosa

3

(1-xcosa)sena — (xsena)(-cosa)

(1-xcosa)’ + x’sen’a

sena

_—
1-2xcosa+x
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x
dx 3 1156 2%
@ 2.2 2 5[58“5] 1
- T 31 x S5+4senx
& 3 5.y §| *
1+ 2
3
PROBLEMA 22. Calcular la derivada de las siguientes funciones
(1) y =3arctg - (3+2x)Yx-x°
1-x :
tg x
2) y-= —Ji.arcctg[—] - x.
2
SOLUCION.
3.2 _x_
(1) dy __ dx z _ 2J_ (3+2x)(1-2x)
dx x ) 2 x?
1+
1-x
2
- 3 P (83+2x)(1-2x) __ 8z e i
2 Jc—:c2 2\/Jc—x2 2\/x—x2 1-x
%)
S Te 2 2 2
@ 2=J§dx ﬁ2_1=2sec2x_1= tgx2 _ sen: .
dx Y tgx] 2+tg°x 2+tg°x  1l+cos“x
+ —
J2

d
PROBLEMA 23. Encontrar y'= 2 de la funcién y dada por las funciones paramétri-
dx

cas

1 t
X = arc cos -, y=arcsen .
: \/1+t2 s}]+t2
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SOLUCION. Tenemos

d 1
de :i;(s/1+t2) ‘(1”2)—3/2 t
dt

dy
dt -1 t<0
Luego .‘.il = gt _ ﬂ = st t<
dx B 1 si t>0
dt

x

PROBLEMA 24. Hallar % en el punto (-3,4) si yx’+y° = 2arctg + C.

SOLUCION. Derivando la ecuacién implicita respecto de x

dy
i(z) & L dy
x Y B _pdi\x) o £ _o dx
Jai+y?  JxPey? dx 1+(1)2 «? *23'2 x4y
x x
[2, .2
2
de donde _(g_z___x *T Yy vy
dx 2:14:—3"/x2+y2
y evaluandoen x=-3, y=4,
dy
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PROBLEMA 25. Una luz estd a 2 Km. de una playa recta y da vueltas a 4 r.p.m. ;Con
qué rapidez se mueve la sombra de la luz a lo largo de la playa cuando la sombra est4 a
3 Km. del punto en la playa mds cercano a la luz?

SOLUCION.
Tenemos
dd  4(2n)radianes rad I
— = —_— = 8 T -_,
dt min min s
S =2tg0 (verfigura) 0 l
ds do L N —
y = = 2sec’s. —. 2 Km.

do dt
Para S =3 setiene 3=2tg0,

tg0 =

(X113

’

y sec29=1+tg29=%,

y por lo tanto ;ﬁ = 2(42)(8r) Km/min
t

527 Km/min.

PROBLEMA 26. Un cuadro de 3 m. de altura se coloca sobre una pared vertical con su
base 1 m. arriba del nivel del ojo de un observador.

Si el observador se acerca a la pared a razén de 5 m/min hallar la rapidez con que
cambia la medida del dngulo subtendido por el cuadro desde el oio del observador,
cuando éste se encuentra a 3 metros de la pared.

SOLUCION.

<
ngw—-—;’——u
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En la figura el punto O corresponde a la posicién del ojo del observador.

Tenemos 4 = xtg(6+a),
l=xtga
4
Luego 0 = arctg(—) -a
x
)
a = arctg|—|{,
x
4 1
de donde 0= arctg[—] - arctg[—]
x x
do -4 dx 1 dx

._—+ ’
dt x+4? dt xP+1% at

dx
ypara x=3m, Ti— = -5 m/min (el signo es menos pues x decrece) resulta
t

PROBLEMA 27. Una estatua de 6 m. de alto tiene su base a 2 m. arriba del nivel del
ojo de un observador. ;A qué distancia de la estatua debe colocarse el observador para
el dngulo subtendido desde su ojo por la estatua sea méximo?

6m
2

SOLUCION.

.

Buscamos el valor de x que hace 6 méximo.
Tenemos x=2ctga

x=8ctg(0+a).
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DR
——

Luego o = arc ctg[

’

® | R
N——

0+a = arcctg[

[o 2 I 4
~——

x
0 = arcctg(— - arcctg[—),
2

6(16-x")

[
=]
Olo—-

1
2

6(x+4)(x-4)

y —=-

+ = =

dx 1+(xJ2 1+(§)2 (64+2%)(4+2%) (6a+2)(a+x")

8

Por las condiciones del problema consideramos solamente valores de x>0 y por lo

tanto
x o' CONCLUSIONES SOBRE 6
O0<x<4 + es creciente
x=4 0 tiene un maximo relativo
4<x — | es decreciente

Luego 0 tiene exactamente un extremo relativoen x=4 en el intervalo (0,+©), y

por el teorema 1 de 10.12, tiene un extremo absoluto alli.

Luego 0 se obtieneen x=4 m.

max.abs.

PROBLEMA 28. Un cuerpo M se mueve a razén de
5 m/seg a lo largo de un didmetro de un patio

circular.

Una luz ubicada en uno de los extremos de un

didmetro perpendicular al anterior proyecta la L
sombra de M sobre la pared circular.

¢{Con qué rapidez se mueve la sombra a lo largo de

la pared cuando M se encuentra a r m. del
2

centro del patio, donde r metros es el radio del
patio?
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SOLUCION.
En la figura tenemos 0 = z 1)
r
h =rsen6 )
h r +rcosé . .
— = 3) (por semejanza de tridngulos)
y r
De (2) y (3) obtenemos
rsen@ = y(1+cos0)
0
= rtg—
y=rtgg
(pues sen9 = 2 seng cosg- , l+cos@ = 2coszP- ).
: 2 2 2
Asi 0 = 2 arc tg(%),
2
de _ r dy 2r dy @)
= T T, T 2.2 g
dt 1+(l) dt y“+r® dt
r
de 1 dx dx 2r? dy
d 1 — I e —— y — DD e—— ——
yde (D t r o dt dt  y*+r® dt
Luegopara y = L , L2 = 5, resulta ix—=8m/seg.
2 dt dt
n 1 1
PROBLEMA 29. Probar que — = 4arctg (—) - arctg (—)
4 5 239
1 1
PROBLEMA 30. Demostrar — = 3arctg (—) + arc tg (—) + arc tg (—-—-)
. 4 4 20 1985

PROBLEMA 31. Sea -1<x<1. Si n esun entero positivo se definen

P

s o+ (-1

y Ien(x) = arc:qg(x)'_ I;(x)

2n+l
n X

2n+1
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1- rn+l

a) Usando la identidad ————— = 1+r+r°+ .. +r" con r= -x® probar que
1-r
x2 n+2
R, (x) esiguala (-p™* 5
l1+x
b) Aplicando el teorema del valor medio (10.2) a la funcién R,(x), en el intervalo
determinado por 0 y x, demostrar que an (x)l < |xl2"+3 y arctg(x) = P,(x)
con un error menor que |:c|2'”3
© 2n+1
c) Probar que arctg(x), -1<x<1, eslasuma de la serie Z (-n" ad
' rs 2n+1
PROBLEMA 32.
a) Calcular el valor de n con 3 digitos decimales, esto es con un error menor que
0.001, usando la identidad del problema 29
n = 16x P,(1/5) — 4 x P,(1/239)
y los valores aproximados P,(1/5) de arctg(l/5) y P;(1/239) de arctg(1/239),
dados por b), problema 31.
b) Hallar m y n talesque P,(1/5) y P,(1/239) den un valorde 7n con un error

menor que 107¢,
Indicacién: m y n pueden ser elegidos de modo que 16><(1/5)2""’3 y

4x(1/239)*™* sean menores que 107 /2

FUNCIONES LOGARITMICAS Y EXPONENCIAL.

11.14 LA FUNCION LOGARITMO NATURAL.

Definicién. Para todo x>0 se define la funcién In x de la siguiente manera

—

dreabajolacurva y = — entre 1 v x,si x>1

8

Inx =
—4rea bajo la curva y =—1- entre x y 1, si O<x<1.
x
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Asi en la figura Ina = dreade A, Inb = —dreade B.
Nota. i
Inx>0 si x>1
(1) De la definicién se tiene In1=0 si x=1
Inx<0 si O<x<l.

(2) La definicién que hemos dado de la funcién logaritmo natural, In x, se basa en
nuestra idea geométrica de drea bajo una curva.

Cuando se define el concepto de integral definida (Csdlculo integral) se prueba

1

que la curva y =—, que es continua sobre el intervalo (0,+x), tiene drea sobre
x ,

cualquier intervalo cerrado [a,b], donde O<a<b, la cual puede ser calculada

como el limite de la suma de las dreas de rectdngulos inscritos (o circunscritos) a
la curva, y cuyas bases se encuentran en el intervalo [a,b] :

lema. Si 0<a<b, entonces se cumple

1
Inb-Ina = 4reabajolacurva y=— entre a y b.
: x

Prueba. Tenemos

(1) Si 1<a<b entonces

Ind

drea bajo la curva entre 1 y' b,

Ina drea bajola curvaentre 1 y a,

drea bajo la curva entre a y &, (ver figura).

y Inb-Ina
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(2) Si 0<a<1<b entonces

Inb = dreabajolacurvaentre 1y b,

Ina = —4dreabajolacurvaentre a y 1,

Yy Inb-Ina = (dreaentre 1 y b)+ (dreaentre a y 1)

dreaentre a y b.

Y

Inb-Ina

(3) Si 0<a<b<1 seprocede en forma andloga.

Asf la prueba del lema queda concluida.

TEOREMA 1. Derivada de la funcién logaritmo natural.

La funcién In x es diferenciable y para todo x>0, se cumple

d 1
=M=
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PRUEBA. Fijemos un x>0. Debemos probar que

lim In(x+h) - Inx _ _1_
h—0 h x

Caso1l: h>0. Tenemos

!

Y

Area del rectdangulo inscrito < Area bajo la curva entre x y x+h

< Area del retdngulo circunscrito ,

y sustituyendo In(x +Ak)-1n x, de acuerdo al lema anterior,

1 1
h.(x+h) <In(x+h)-Inx < h(;)

1. In(x+h) - Inx .1
x+h h x’
1 ..
restando — en los tres términos
x
-h <ln(x+h)—lnx__1_<0
x(x+h) h x
lo cual implica
In(x+h)-Inx 1 < h @

h x x(x+h)
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Caso 2: h <0. Mediante un procedimiento andlogo al efectuado en el caso (1), se
obtiene

In(x+h)-Inx 1 -h
h x| %% (x+h) 2
En resumen, para |h| >0 se cumple
In(x+h)-Inx 1 I
h “x| 5% (x+h) @

Ahora bien, cuando % — 0, el segundo miembro de (3)— 0, y por lo tanto, por el
teorema del sandwich,

lim In(x+h)-Inx 1| _ 0
x—0 h X
lim &E+h) - Inx 1
x>0 h X

lo cual significa que -d—ln x= -1— .
dx x

Nota. Si v=uy(x) esuna funcién diferenciable >0 entonces por la regla de la cadena
y la férmula de la derivada de In x se tiene

d _[(d dv 1 dv
En efecto Eln v = (E}-lnv)-a-; = S

EJEMPLO 1. Hallar % si. y=In(x+Ja?+x?)

SOLUCION. Tenemos v=x+va’ +x> y por lo tanto

dy _1dv 1 .[1+ x ) ___1
de v dx o fe2 42 \/a2+x2J Ja? + x?
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EJEMPLO 2. Probar que si v es una funcién diferenciable entonces de—ln | = %

SOLUCION. Escribimos 1 =|u| = Vo®

Luego —d—lnlvl = Linu = ilnu du _ 1 du ( pues —d—lnu = l)
& & du & ~udx in ;
9 dv
_ 1 1(@) _ 1 P _vodv_1dv
302 dx Jvz 2;;;_;2 02 dx v dx

EJEMPLO 3. Probar que se cumple

L < ln(1+—1-) < 1 para todo entero n > 1.
+1 n n

SOLUCION. Calculando las dreas en la figura siguiente se tiene

Y

1
A =
Y x ln(l+l]
» X
0 1 1+—l-
n
1
—,
Tenemos (l) 1 < 1n(1+l) < (—1—)1
n 1 n n
_ 1+=
n
Pero 1 1 = 1 s
n i1 n+1
n
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PROPIEDADES DE LA FUNCION LOGARITMO NATURAL.
TEOREMA 2. Se cumple
(1) In(ab)=Ilna+Inb, si ay b>0;

(2) ln(g)=lna—lnb, si ay b>0;
b

3 In (ar) =rlna, si a>0 y r esun numero racional;
(4) Inx escreciente en el intervalo 0 <x <+ ;

(6) In x toma todo valor real y. En efecto

liminxk-o y limInx=+x;

+
x—-0 X+

6) %In I = %% si v=v(x) esuna funcién diferenciable.
@ lim 204D _

x—0 x
PRUEBA

(1) Fijemos b>0 y consideremos la funcién In ax

d -1 d 1

Tenemos —d?(ln ax) = —-—-(ax) = <
= de'(ln x) (derivada de In x)
Luego las funciones In(ax) y Inx tienen iguales derivadas y, por el teorema de
la diferencia constante, se cumple
In(ax)=Inx+C, paratodo x>0,donde C es una constante.
Haciendo x=0 se obtiene Ina =Inl+C
C =lna (pues In 1=0).
Luego In (ax) = Inx + Ina, paratodo x> 0.
~ Finalmente,si x=>b resulta In{ab) = Inb + Ina,

lo que prueba (1).
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(2) Escribiendo a = %-b , de (1) setiene

3

4)

(5)

Ina = 1n(3-b) =mZ +nb.
b b

Luego In$ =Ina-Inb.

b
Tomemos v==x". Setiene
d r_d _ 1 dv 1 d,.,
-&;lnx = -a—xlnv =~ T 72;(1 )
r-1
=r :r (derivada de una potencia con exponente fraccionario)

r d,6 .
— = —(rlnx).
x dx( )

Luego por el teorema de la diferencia constante
Inx” = rlnx+C , paratodo x>0, donde C es una constante.

Haciendo x=1 resulta Inl=r.In1+C, o 0=0+C.
Luego C=0.
Asitenemos Inx" =rlnx, paratodo x>0.

En particular para x=a secumple Ina” =rlna.
d 1

Puesto —(nx) = = > 0, para x>0,

uesto que dx( x) > p

por el teorema de 10.9, concluimos que Inx es creciente en el intervalo
0<x<+0m.

Probaremos que lim Inx=+w.
x—+00

Sea dado N >0. Puestoque In2>0 podemos encontrar un entero n, tal que

no>ﬁ— o I2">N.
In2

Luego para x> 2™ gsetiene Inx > In2% (puesInx es creciente)
> N.
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Asi hemos demostrado que lim Inx =+ .

x40

Probaremos que lim lnx=-o.
x—=0"

Sea dado N <0. Puesto que In2>0 podemos encontrar un entero n, <0 tal
que
N
ng < —— In(2™} < N .
T ) ( )
Luego para 0<x<2™ setiene Inx < In (2"“) (pues In x es creciente).

< N.

Asi hemos demostradoque lim Inx = - .
x—0"

(6) Se ha establecido en el ejemplo 2 de la presente seccién.

(7) Tenemos lim M = lim _lﬂ1+x)——ln_l (In1=0)
x—0 x x—0 X
= l:—d—ln x] (def. de derivada)
dx x=1 ’
1 .
= [—] (derivada de In x)
x x=1
=1.
DERIVADA LOGARITMICA.

Definicién. Se llama derivada logaritmica de la funcién y=f(x) a la derivada del
~ logaritmo de f(x)

d 1
Z(ny =L
dx y

El célculo de la derivada de una funcién se simplifica algunas veces cuando se toma en
primer lugar el logaritmo de la funcién.

EJEMPLO. Hallar —(—1—)-'— si y=x3—
dx x“+1
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SOLUCION.
Iny=Inx+ZInx —-;—ln(x2+1) ,

y derivando respecto de x :

2x  3x%+5
3(x+1) 3x(x%+1)

y_1,2_
y x 3x

(3x2+5)y . (3x2+5) x %3
3x(x2+1) - 3(x2+1)4/3

Griéfica de la funcién logaritmo natural.

Y
ﬁ Inx

— X
of h
DATOS

1. In x es creciente
x Inx

2. Inx<0 8i O0<x<1

y2 -0.69 8. In1=0
1 0 4. Inx>0 si x>1
2 0.69 6. lim Inx=-o
20"

8 110 6. lim Inx =+
4 1.39 e
5 1.61
6 1.79
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11.15 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Encontrar la derivada de cada una de las siguientes funciones

A y-= ln(2x+6) 2) y = ln(1+3x2)
@ y= ln(\/az—x’) @ y=In(lnx).
SOLUCION. Aplicamos la férmula de la derivada dlnv = —1-2 establecida en la
dx v dx

nota del teorema 1 de 11.14.
w21 %o - L.

dx 2x+6 dx x+3

d 1 d 6
@ 2. 3 '—(3x2) = d 5

1+3x° dx 1+3x

%) dy _ ;i( az_xz) = 2"‘ -

dx a’-x* dx a‘-x

d
4) A L-i(ln x) = 1

dx Inx dx xInx

dy
PROBLEMA 2. Hallar —
dx
%2
M y=— @) y=1n|x3+2|'
Inx

@) y=+Jx+a -a ln(a+Jx+a) “4) y = 3\/1nx3 .
SOLUCION.

® 2 _(nx)@)-2Yx) _ z@hz-1)
[l“"lz In®x

dv 3
-— con v=x +2 tenemos
dx

(2) Aplicando iln M = l
dx v
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2

dy | 1 (31‘.‘2): 3x

dx x8+2 x3+2.
@ e 1

dx 2Jx+a a+Jx+a 2Jx+a

_ a+Jx+a-a _ 1
2(Jx+a)(a+Jx+a) 2(a+m)'

dy 1 <3\ d 3 1
4) — = —|{Inx Iz’ ———
2 dn) " o)

PROBLEMA 3. Hallar la derivada de cada una de las siguientes funciones

(1) y = Insenx . (2) y =arctglnx
(8) y = arcsen (In x) @) y = In(arcsen 5x)
5 y-= ,/1nx+1 + 1n(~/§+1).
SOLUCION.
1) fl = -co8x = cotx .
dx sen x
d 1 d 1
2) 2. 5 -—(lnx)=-_,2.
der 1+In"x dx x(1+ln x)
dy 1 d 1
@ — = — —(In ) = ———
dx 1-In®x dx xV1-In’x
@ :il = ;-i(dnsenSx) = 5 .
dx  arcsenbx dx (arcsen 5x)(s/1— 25x2)
1
dy x 1

. 1 1 1
5 — . = - .
® 2 mx+1 TEel 24% 2xlnx+1 * 2(x+J;)
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PROBLEMA 4. Si y = —Earct;gi+llnx~1 hallar ﬂ
J2 6 x+1
SOLUCION.
& = —3-—1--———1—2+l-—[ln(x 1)- ln(x+1)]
dx 3 V2 [ x ] 6 dx
1+ —
J2
_ l J
x +2 6 x+1
2(x —1)+(x +2) s
C3(f-)(x®42)  (sP-1(xP+2)
., tete2-4B
PROBLEMA 5. Derivar la funcién y = — ln———:—
‘/3 tg—+2+\/§
2
SOLUCION.
dy 1 d x | x
2 - Fa(n(e5re- ) -n(wfe2e )
1 x 1 x 2 X
_ 1 —2—sec2§ _ 2sec2— (sec E)(2w/—3_) |
75 tf.g§+2—‘/.§ tg§+2+J§ 2J§(tg-§+2~\/§)(tgi;—+2+\/§)
2 X 2 X 2 X
sec® = sec® = sec® =
- 2 - 2 _ 2__ - 1
x 2 X x 2 X x +2senx
(tg-2—+2) -3 tg 2+4A;g2+1 sec 2+4tg2
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2
x°+9 + x

PROBLEMA 6. Derivar la funcion y = In ——=——
\/xz +9 - x

SOLUCION. Tenemos y = ln( x>+9 + x) ~1n (\/xz +9 - x)

x +1 X -1

dy  yx’+9 vz +9 1 1 2

- = - = + = .
dx \/;c2+9+x s/x2+9—x Jx2+9 \/x2+9 Jx2+9

PROBLEMA 7. Diferenciar y = 2 (_xz—az) s Zmil
2 2a x+a
SOLUCION. Tenemos < - — . l{_l_ _ 1t }
dx x"-a 2¢ lx-a x+a
x-a )
(pues In = In(x-a) - In(x+a))
x+a
mx+n
=72 32
x" -a

PROBLEMA 8. Derivar la funcién y = ln—1—+—— VY 2 arc tg Jsenx .

1-senx

SOLUCION. Tenemos In -l—t———— ysen x = In (1 + \/sen x) - In (1— ,/sen x) .

1-senx

Cos x Cos x Cos X

dy 2 senx 2senx . Jsenx
dx 1+,/senx 1-/senx l+senx

Luego

2cosx 2

) (1-sen®x) Jsen x. " cosx Jsenx

PROBLEMA 9. Derivar la funci&n y = Y L InV1-4?

V1-s*
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SOLUCION. Tenemos

2
dy arcsenx x” arcsenx
+

-X

x s}l—xz

dx \/1—x2 (l—xz)

32

2
arc sen x(l—x +x2)

* 1-x° ' 1[1—.7c2

arc sen x

-s)"

PROBLEMA 10. Probar que la funcién y =

cial xy' = y(ylnx-1).

SOLUCION. Tenemos (l+x+Inx)y = 1.

) (1—x2)3/2 .

satisface la ecuacién diferen-

l+x+Inx

1
Derivando respecto de x : (1+—]y +(l+x+lnx)y =0,

x

(x+1)y

ded e ———
e donde Y x(l+x+Inx)

, (x+1) y
y Xy = -——
l+x+Inx

1
Pero y=——u--—,
l+x+Inx

Inzx

ylhnx-1-=
l+x+Inx

y sustituyendo (2) en (1)

PROBLEMA 11. Si f(x) = In(1+x) + arcsen>

SOLUCION.

-1=-

(1+x)

l+x+Inx

xy'=y(ylnx-1).

2

encontrar —(1) .

1)

)
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y reemplazando x =1 resulta
dj 1 3
.1(1) = — 4 [_ .
dx 2 3

PROBLEMA 12. Diferenciar la funcién

3 xX+1 1, x-1
y =—-In 5 + —-
4 x" -1 4 x+1 2

SOLUCION.
y= E[ln(xz +1)—ln(::c2 —l)] ¥ —l-[ln(x+1)—ln(x—1)] + larct.g:c
4 4 2
dy 3{ 2x 2x ] 1[ 1 1 ] 1
— = —|——- + = - +
de  4[x*+1 2*-1 4lx-1 =x+1 2(1+x2)

-6x+6x’ - 3x
2(x? +1)(x* -1) (< +1)(x+1)

PROBLEMA 13. Usando derivada logaritmica hallar y' para cada una de las siguien-
tes funciones -

@ y- =20 @ y= -2 .
(x+2)*(x-1)* V-1 (-3)"
SOLUCION.
"(1) Iny=2In(x+1)-3In(x+2)-4In(x-1)
y derivando respecto de x LA 2 3 _ 4 ’
y x+1 x+2 x-1

—5x%-10x-9 (52* +10x+9) (x +1)
y = ‘y =- (reemplazando y).
4 5
(x+1)(x+2)(x-1) (x+2)°(x-1)
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(2) Iny =9In(x-2) - $In(x-1) - LIn(x-3) ,

y derivando respecto de x

y' 9 5 11

(x-2) 2(x-1) 2(x-3)

’

2
2x% ~14x + 2 (x ‘7"+1) (x—2)9

T e )(E-2(x-3)  -1(-2)(x-3) (-1 P(e_3)"

(nc‘2 -Tx+ 1)(x—2)8
(x-1)72 (x-3)%"

PROBLEMA 14. Encontrar % por diferenciacién logarftmica si

= S
‘ #(:c+2)2 -\/(Jc—3)3

SOLUCION. Iny = 3In(x-1) - 2In(x+2) - 3In(x+3)

y derivando respecto de x

T 2(x-1) 3(x+2) — 2(x+3)

y' 1 2 3

, -10x® - 2x+ 48
y = -y
6(x-1)(x+2)(x+3)
2
y = - St +x+24 (reemplazando y)

3 (x-1)"*(x+2)"(x+3)"

PROBLEMA15. Si x=tlnt, y-=

’

Int
t

hallar % cuando t=1.
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SOLUCION. Tenemos
d Int 1
E:lnt+1, —-Z:———né——+—2,
dt dt t t
dy -Int +1
yporlotanto — = —v—0.
dc t'(Int+1)
. ~ dy
Haciendo ¢t =1 obtenemos — =1.
x=1
PROBLEMA 16. Hallar y' en cada una de las ecuaciones implicitas siguientes
1
1) lny+£=c 2) arctg—y-=—ln(x2+y2).
y . x 2
SOLUCION.
(1) Derivando respecto de x : EANN y—;cy =0,
y y
de donde y' = Y
x-y
=)
. dx\ x x+yy'
(2) Derivando respecto de x: =
( y) x“+y
1+ =
x
xz[xy ;y] - xyy
x
(x-%)y' =x+y, dedonde y' = Tty
x-y
PROBLEMA 17. Si y® = x+InY. Hallar % en (1,1).
x ‘
SOLUCION. Derivando la ecuacién implicita respecto de x :
2yy' = 1+g___1_ (pues mZ - Iny-lnx)
y x x
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y evaluandocuando x=1, y=1:
2y’ = yl
y'=0.

2
PROBLEMA 18. Hallar % si y=InY1+x .

SOLUCION. y = -,aéln(l+x2),
dy B 2x
& 3(1s2)
d’y 2 (1+x2) - x(2x) 2(1—x2)
- 2 =
dz* 3 (1+2%) 3(1+ %)
d2 [x=arctgt
PROBLEMA 19. Hallar ~—2 i .
dx y= 1n(1+t )
SOLUCION.
dc 1 dy 2
dt 1+t dt  1+¢?
dy .
L - =2t
uego e
d (dy
ol o A) U B
dt(dx
d (dy)
d%y dt\dx
y iy - = 2+2t2
dt 1+1¢2
) Inx
PROBLEMA 20. Probar que lim — = 0.

X-»+00 X

7
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SOLUCION. Puestoque limlnx=+0 y lim x=+o,

X—4+0 X—>+00
. . ®
tenemos la forma indeterminada — .
[+ o]

Aplicando la regla de L’'Héspital resulta entonces

"
| e
g 1+
[}
(=)

. Inx
lim —
X400 x X—+00 1

PROBLEMA 21. Probar que se cumple 1—%<lnx<x—1 paratodo x>0, x=1.

SOLUCION.
(1) Sea f(x) = ln::a:—1+l , x>0.
x
Entonces f'(x) = -l-—iz = x;l,
x x x
y por lo tanto
x flx) | f(=) CONCLUSION SOBRE f(x)
0<x<1 (=) es decreciente
x=1 0
l1<x (+#) - | escreciente

Luego 0=/(1) es el minimo absoluto de f(x) en el intervalo (0, +). Por lo
tanto,si x>0 y x=1 debe cumplirse

f(1) < f(x)
0< 1n::c—1+-l
x
o 1—l<lnx,
x

que es una de las desigualdades pedidas.
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(2) Sea g(x)=x-1-Inx.

Entonces por un procedimiento andlogo al realizado en (1) se dbtiene

Inx<x-1 paratodo x>0, x=1.

PROBLEMA 22. Aplicando la regla de L’'Héspital hallar los siguientes limites

Inx x 1
W lim o= @ lim L
X400 '3/; x—1 [x_]_ lnx]
(3) lim (Inx)-In(x-1) @ lim In (sen mx) .
= -0 In (sen nx)
SOLUCION.

(1) Tenemos la forma indeterminada 2 . Luego

1
llml3 = lim 1x = lim :]3/3=0.
X—>+00 x X—»+00 ___x..2/3 x+0 X
3
(2) Haciendo x=1 resulta 00—0o0, valor indeterminado.
Tenemos
1
Inx+x|—|~-1
. x 1 . xlnx-x+1 . x
lim - = lim ——— = lim
»1\x-1 Inx =1 (x-1)Inx x-1 lnx+x-1

x

) xInx . Inx+1 1
im ——— = = lim ———— = —
=1l xInx+x-1 =1 Inx+2 2

(3) Para £=1 se obtiene 0-(~) , valor indeterminado.

1 -1
Tenemos lim (Inx)-In(x-1) = lim #
x—>1 x-1

In x
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1
In®
lim —£=1 - _lim % 0 _lim In®x+2lnx = 0.
1 i x-1 (x_l) x-1
- .
In’x

(4) Para x=0 seobtiene = , valor indeterminado.

m cos mx
.  In(sen mx . sen mx
Luego lim ——L———-—) = lim ————
-0 In (sen nx) 0 TN COSNX
sen nx
., mcosmx . sennx
= lim -lim

x>0 pcosnx =0 sen mx

m(| . ncosnx m n
—|lim —— | = —-— =1.
n m

n \ x>0 m cos mx

11.16 LA FUNCION EXPONENCIAL.

Puesto que la funcién logaritmo natural Iny cumple la propiedad

ii—(lny)=l>0 para todo y>0,
dy y

por el lema de la seccién 11.4 podemos concluir lo siguiente

1) Iny tiene inversa en el intervalo (0, +x),

2) yaque Iny toma todos los valores reales (propiedad 5 del teorema 2 de 11. 14),
la funcién inversa est4 definida en todo nimero real.

Llamaremos funcién exponencial , y la designamos con exp x , a la funcién
inversade Iny .

Lo que hemos expuesto justifica la

Definicién. Para todo numero real x se define
y=expx si y sélo si x=Iny, y>0.
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De la definicién se siguen inmediatamente las relaciones

y

x = In expx

exp Iny paratodo y>0,

y expx >0 , para todo x.

PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL.

TEOREMA 1.
(1) exp0=1.

(2) exp(a+b) = expa-expb, paratodo a y b.

(3) exp(a-b) = £xpa paratodo a y b.
expb
En particular exp (-b) = 1 , para todo b.
exp b

(4) exp(ra)’ = (expa), paratodo a y nimero racional r.

(5) DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL. exp es diferenciable y se cum-

ple gx—(exp x) = expx .

PRUEBA.
(1) De In1=0 setiene O0=In1 y por eso

exp0'= explnl =1.

(2) Sean A=expa y B=expbh. ‘
Tenemos a=InA y b=InB, yde a+b=InA+InB =In(A-B)
resulta exp(a+b) = expln(A-B) = A-B = expa-expb .

(3) De (2) exp(a-b) exp(d) = exp(a-b+d) = expa,
! _p) = XA
uego exp (a—-b) poy
~exp0 1

haciendo a=0: exp(-b) = = .
y haciendo a exp (-b) oxpb ~ oxpd
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(4) Sea A=expa. Entonces a=lnA, ra =rlnA =InA",
y exp(ra) = expln A" = A" = (expa) .

(8) Por definicién, y =exp x esla funcién inversade x=Iny .
Aplicando entonces la férmula de la derivada de la funcién inversa (Teorema
11.4) tenemos:

—d—(exp x) = —d——l——— , donde y=exbx .

dx
—(In

1 1
y expx

Pero -;—x(ln y) = , ¥ sustituyendo este valor resulta

i(exp x) = expx .
dx

LA FUNCION EXPONENCIAL GENERAL. EL NUMERO e

Si a es un mimero positivo y r es un nimero racional sabemos cé6mo definir el nii-
mero a’ .

Haciendo uso de las funciones logaritmo y exponencial vemos que entonces se cumple
la igualdad

a" =exp(rina). 1
En efecto a" =explna’ (pues y=exp ln y)
a’ =exp(rina) (pues Ina" =rlna).

Observemos que el segundo miembro de (1) siempre determina un valor para cualquier
numero x en lugar del niimero racional r.

De esta manera resulta razonable dar la siguiente

Definiciébn. Si a es un nimero positivoy x es cualquier mimero, definimos

a* =exp(zxIna).

EEMPLOS. (1) 3% = exp(VZ1n3)

(2) 7" = exp(-n Inn)

@ (2™ = exp (senxIn(3)) .
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El NUMERO e

Definicién. Se llama nimero e (e por el matemdtico Euler) al tinico nimero real que
cumple v
Ine =1, oequivalentemente expl=-e.

Nota. El valor de e con nueve cifras decimaleses e=2.71828182 .

NOTACION e”™ DE LA FUNCION EXPONENCIAL.

Proposicion. Para todo niimero x se cumple e* =expx .

Prueba. Enefecto  e* = exp(x.lne) (definicién de a*)
exp (x) (pues Ine=1).

Nota. De ahora en adelante adoptaremos la notabién e”, en lugar de expx, para
designar a la funcién expotencial.

Las propiedades establecidas en el teorema 1 de 11.16 tienen ahora las siguientes
expresiones:

@ & =1,

b

(2) e¢+b - a.e ,

(3) ea-b

’

@) e° =

b

e
a
e
b
e
1
v
e

r
@) "= (e“) para todo niimero a y nimero racional r,

@) -:—:(e’) =e",

y para el mimero a” se tiene

) ax - ex Ina .
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PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPQNENCIAL GENERAL.

Teorema. Sea a un nimero positivo. Entonces se cumple

1) a =1,
@ o =a
@3) a™ =a".a’, paratodo x,y.
() (a')y =a", paratodo x, y.

(5) DERIVADADE a". Si v= v(x) es una funcién diferenciable, entonces

d,, v dv
—(a ) =a ‘lna-—.
dx dx
(6) En particular equando a=e se tiene
(e")y =e"7, para todo x,y .
dv .
y i(e") -2 pues Ine=1.
dx

Las pruebas de (1), (2), (3) y (4) se dan en el problema 1 de la seccién 11.17, de
problemas resueltos. Es claro que (6) se sigue de (4) y (5).

Prueba de (5). Tenemos

d v d vina v vina
-&:a = Ze (pues a =e )
d u .
= Ze (haciendo u=vlna)
(d~ L) du
_ (Ee ).z ~ (regladela cadena)
u d u u
=e -—(vIna) (pues —e =e’)
du '
=™ Ina v _ a’ - Ina L



502

. x2-x dy
EJEMPLO1. Si y=10 hallar — .
dx

dv , ,
SOLUCION. Aplicamos la férmula —va‘ =a’-In a-gﬁ con a=10 y v==x>—x:

d -x 2-x
Y 107 1o-i(x’—x) = (2x-1) In10-10% -
dx dx

EJEMPLO 2. Encontrar la derivada % de cada una de las siguientes funciones

1) y=e™* (2) y=arccos2” (3) y=ve™ .
SOLUCION.
a @ _ e”“’o—d—(senx) = e " .cosx .

(2) Sea v=2". Tenemos

dy d _d
o dxarccos2‘ = %
dv

(%arc cos v) "I (regla de la cadena)

arc cos v

y puesto que v = (2")2 =2% . (22):: = 4"

resulta —l-ll = -
dx
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d(r=\ d| = NI
3) 2=——(\/e )=—e2 (pues Ve™ ( ) e?)
dx dx dx
ce2 .2 _2% .2
2 2
OTRAS PROPIEDADES DE LA FUNCION EXPONENCIAL.
Teorema. Se cumple
(1) €" >0, para todo x, @) es una funcién creciente,
3 lim e =+, 4) lim " =0,
x? x"
5 lim (1+x)¥ =¢. ® e =1l+x+—+ .. +—+ ..,
-0 2! n!
PRUEBA.

(1) Puestoque a’>0 si a=0, setiene
: 2
e’ = (e”z) > 0.

(Esta propiedad también se sigue directamente de la definicién de y=e”, pues
x=Iny estd definida solamente cuando y>0).

d
(2) De Z(e’) =e" >0 (por (1)) se sigue, y gracias al teorema, que e es una

funcién creciente.

x

(3) Lafuncién f(x) = — escreciente en el intervalo 1<x <+ .
x
X X x
Enefecto f'(x) = i 2e = e(xz—l) 0, si x>1.
x x
ez 1
Luegosi x> 1 setiene f(x)>f11), —>—, e >xe.
x

Porlotanto lim e* 2 lim xe = e lim x = +© yasf lime" = +o.
240 x—>+00 x>+ 1400
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1
-(4) De e"=— setiene lim "= 1
e x-m lim "
X—-0®
y como lim e = lim " (cambiando la variable y = -x)
X- y+
=+00 {por (3))
resulta lim e =0.
x—-o

(5) Sea y=(1+x)'". Tenemos

1 In(1l+x)
limy = lim (1+x)"* = lim e* (definicién de a*)
-0 x—-0 x—0
[Iim —lln (l+x)}
="' (continuidad de e®).
1
1 i x+1
Pero lim — In(x+1) = lim =1.
x—0 x x50
Luego lim y=e'=e, yasf lim (1+x)¥" = .
x—0 x—0
Grifica de la funcién exponencial e* .
Algunos valores.
. Y
X e A
-4 0.02 ]
=3 0.05 ]
-2 0.14
-1 0.37 )
1 2.72 —_— . > X
2 7.39 0
3 20.09

(6) Se demuestra en el problema 12 de 11.17 como una- aplicacién del teorema de
Taylor.



Funciones Inversas 505

DERIVACION DE UNA EXPONENCIAL CON EXPONENTE ARBITRARIO.

Teorema. Si a es cualquier ntimero réal, entonces la funcién y=x" es diferen-
ciable en todo x>0, y se cumple

d: -
2 - ex®t.

dx

Nota. Recordemos que esta propiedad ha sido establecida anteriormente para el caso
en el que @ es un mimero racional.

Prueba. Tenemos 9y _ —‘-1—(e° '“)
dx dx
= e .—(alnx) = =2
x
= a.x*!

EJEMPLO Y. Si y=x""' hallar L
dx

dy *

SOLUCION. —> = (x+1)x".

EJEMPLO2. Dado y=x hallar y,:%

SOLUCION. Usamos la diferenciacién logaritmica. Tenemos
Iny=x%lnx

2

b 4
2x.Inx + —
X

Z(ny)

!;’ x(2lnx +1)

y = x*L(2lnx + 1),
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11.17 PROBLEMAS RESUELTOS.

PROBLEMA 1. Sea a un numero positivo. Probar que se cumple

@™ a’-=1, @ o'=a,

3 o™ =a".a’, 4) (a")y= a*’.
SOI.UCIO;J.
@ a® =" = =1.

) L) i
2 a =e """ =e"" =a.

(3) a!+y - e(#*)’)lﬂﬂ _ exlna+ylno

Ina Ina
e "% e’ =a".a.

y - 1 .
4) (a") = gYlna’ = pyxina, puesde a* =e""? setiene Ina* = x Ina,

- exy(lna)= a” .

PROBLEMA 2. Si a y b son numeros positivos probar que
(ab)* = a*.b*  para todo x.
SOLUCION.  (ab)* = "
= g*lne + xinb (pues lnab;lna-+1{1b)
xlna xinb
=e .e

a®. b* .

PROBLEMA 3. Encontrar y'= iy— para cada una de las siguientes funciones
dx

1) y==x%" (2) y=e"arcsenx () y=yxe’ +x

@) y=x°.10* (5) y=xsen2”.
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SOLUCION.

x

$.ef = x°(6+x)e".

M y =6x"e +x

(2) y' = e arcsenx + e - ,

= e |arcsenx +

x X
e +xe +1
2Jxe’+x

d
@ y = 2x.10%+ x’-—-(loz")
dx

@ y =

= 22.10% + 2%.10* In 10(2)

= 2x.10” (1 + x1n 10) .

(5) y' =sen2” + x.—i(sen 2’)
dx

= sen 2* + xcos2” -—‘1—(2")
dx

sen 2° + (xcos 2’) 2".In2.

I

PROBLEMA 4. Hallar y'= iy— para cada una de las siguientes funciones
dx

a y= il (2) y=e"cosbx
@ y=3"¥ @4 y= —l-e" (3sen 3x —cos 3x) .
10

SOLUCION.

”nz d ?
A y =e* --—(senZ x) = sen2x.e"™" ”
dx
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(@) ¥ = ae®.cosbx + e (-b senbx) = e™(acosbx - bsenbx).

1
@ y =3 ’.1n3~i(cot——J.
dx x
d 1 21 d (1) 1 21
pero —cot— = —cose¢c” —-—|—| = — cosec —
dx x x dx\x x
cot Yx 2
asf y = 3 ln3;cosec Vx
x
-x x
4 y' = -—(3sen3x-cos3x) + (9cos3x + 3sen3x) = e * -cos 3x .

10

PROBLEMA 5. Derivar las siguientes funciones

A y= s @) y=Jcosx.a"™"
(3) y = 2" 4 (1-arccos3x)* .

SOLUCION.

@ y 1 g ".a"’.lna.(—zx) =.1c"'1.a"'a.(n—2x2 In a).

@ y'-z"}"i o™ 4 Joosz - o™ lna—(,/___)

i

= se:}a_ (1+Ina.Joosx).

2mun8s

]
3
]
Q
+
"

3 y

-In2 -—i(arc sen 3x) + 2(1-arc cos 3x) i(-arc cos 3x)
dx dx

2" In2 . 6 (1- arc cos 3x)

= 3.
v1-9x2 V1-9x2

3[in2.2"* 4 2 - 2arccos3s]

w/1-9ac2
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PROBLEMA 6. Probar que la funcién y=xe™* satisface la ecuacién xy'=(1-x)y .
SOLUCION. Tenemos y=xe  , y'=e -xe ",

’ -x 2 -x

xy' =xe -x"e =y-yx=(l-x)y.

PROBLEMA 7. Usando diferenciacién logaritmica hallar y' = % para cada una de las

siguientes funciones

1 y=x" @ y=x"
@2 y=¥x ' 5) y=(arctgx)”
3 y=x"" 6) y=(cosx)™"”
SOLUCION.
(1) Iny=xlnx.
Derivando respecto de x
2 cmx+ I, ¥y = y(lnx+1) = x* (lnx+1).
y x
@ y =¥z =¥
Iny = -1— Inx,
x
y derivando respecto de x: EA. ——h% + —1?
y x x
, y(1-lnx) Hx(1-nx)
y = — = — .
x x
8) y = £
Iny =senx.Inx
y derivando respecto de x: Y - cosxdnx + sen ¥
y x

-1
¥ = x*"" (xcosx.Inx + senx).
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@ y=x"
Iny =JxInx, y—l=(lny)'= !
y 2Jx
y Jx-v2
y = (Inx+2) = (Inx+2)
2Jx
() y =(arctgx)’, Iny = xlnarctgx,
1

P = (lny) = lnarctgx +
y

. =,
arctgx l+x

x

(1+x2)arctgx

’

y' = (arctgx)’|Inarctgx +

©® y=(cosx)* , Iny=senxlIncosx,

n x

LA (In y)' = cosx Incosx + — (~senx),
y cos x
y' = (cosx)*"* [cos x Incosx - sen x tg x] .

PROBLEMA 8. Hallar los siguientes limites

-X

x
- 1-
@ lim < (a>0) @ lim
=0 x 0 genx
In (1+e’)
3 lim —m8— .
x40 x
SOLUCION.
0
(1) Para x=0 resulta — , valor indeterminado. Tenemos
0
lim ? -lzlim ¢ Ina =Ina.
x—0 x x>0 1



Funciones Inversas 511

—X -x 0
@ Iim % —him - -1,
x>0 sen x *—0 cos x cos 0
el
In(l+e’)
(3) lim = lim 1*€ - Iim — =1.
X+ x X+ 1 X+ 1+e x

PROBLEMA 9. Si f(x) = -,}(ax+a") probar que
flx+y)+flx-y) = 2f(x) f(y) -
SOLUCION.

2 f(x) f(y)

(a' +a")(a" +a") =4 [a”’ +a”” +a™ +a"”]

]
Nlr‘

=3 [a“y +a T gy +a'~(x_y)} = flx+y)+ flx-y) .

PROBLEMA 10. Probar que si y=y(x) satisface la ecuacion y'=ay , entonces

y=Ce™ , donde C es una constante.

SOLUCION. La funcién producto ye ™ tiene derivada cero.
En efecto,

;(ye'”) = %e_“ + y(—ae'“) =aye™ —aye™ =0

Luego por el teorema de la funcién constante

ye ™ =C, donde C es una constante,

de donde y=Ce™

PROBLEMA 11. Un cuerpo a una temperatura desconocida se pone en un refrigerador a

una temperatura constante de 0° F . Se sabe que la razén de cambio por unidad de
tiempo de la temperatura del cuerpo es proporcional a dicha temperatura. Hallar la
temperatura inicial del cuerpo si a los 20 minutos y 40 minutos las temperaturas

leidas sonde 40°F y 20° F, respectivamente.
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SOLUCION. Tenemos ﬂ =kt 1)

dt

donde T temperatura del cuerpo en °F, en el tiempo t minutos, y k es una
constante de proporcionalidad.

Resolviendo la ecuacién (1) de acuerdo al problema 10

T =T()=Ce™ @
donde C es una constante.

Debemos encontrar la temperatura inicial T(0)=C del cuerpo y disponemos de los

siguientes datos:
t min T °F
20 40
40 20

Reemplazando estos valores en (2) resultan las ecuaciones:

~40=Ce®* 3)
20=Ce'® 4

Elevando al cuadrado ambos miembros de (3)

1600 = C?¢*** ®)
y dividiendo (5) entre (4) 80=C .
Luego T(0)=C =80 °F.
PROBLEMA 12. Probar que e* = Z X | —w<x<o.
neo N

SOLUCION. Aplicando el teorema de Taylor a f(x)=e* en [-a,e], @>0, enel
punto x, =0, se tiene

]

N gln)
f(x)=ZL;'le"+RN, -a<x<a 1)
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N+l
= f( )(c) xN+l

endonde R, , algin ¢ en [-a,a]

(N+1)
a
Puestoque  f")(x) = fx) =€, |Ry|s ® "' 50 s Now, ypor
(N+1)!
lo tanto de (1) se sigue que
N n © n
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12.1 INTRODUCCION

De una manera sencilla, un nimero real x es un ente matemdtico que se representa
mediante una expresion decimal infinita

x = tN.a,a5a; ...

en donde N esunentero >0 ycada a; es un digito decimal 0, 1, ..., 9, tales como
10.000 ... 10.333 ... -2.1428714287 ...
1.4142 ... 2.7182 ... 3.1415 ...

Dos niimeros reales a y b pueden sumarse, restarse, multiplicarse o dividirse y
también compararse: si son iguales o uno es menor que otro.

Un ntimero real x es racional si puede ser representado por alguna fraccién de enteros

n . . . . . .
— , siendo n y d numeros enteros. En caso contrario, se dice que x es irracional.
d

Por ejemplo,

10 =10.000... 31 =10.333... - 1—5 =-2.1428714287 ...

3 7
son nimeros racionales.
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Se demuestra que un numero es racional si y sélo si tiene una expresién decimal pe-
riddica o recurrente, esto es, hay un grupo de digitos que, a partir de un lugar de la ex-
presién decimal, se repite indefinidamente.

En resumen, el conjunto de los niimeros reales se compone de:

a) los numeros racionales, que comprende a los nimeros enteros
ey —2,-1,0,1,2,...,

. n
y las fracciones de enteros — , en donde n y d son enteros;
d

y b) los nimeros irracionales, tales como

J2

e

14142 ...

I

2.7182... (el numero e)

n = 3.1415...

que no pueden ser expresados como fracciones de enteros.

Geométricamente, los nimeros reales pueden ser identificados con los puntos de una
linea recta en la forma que se describe a continuacién. Elegimos un punto O de la rec-
ta, llamado origen, y la recta queda dividida en dos semirrectas que tienen un extremo
en O. Luego convenimos en llamar positiva a una de las semirrectas y negativa a la
otra. También, suponemos que es dada una unidad de longitud para medir distancias
entre puntos de la recta.

distancia
" x M
Puntos Q (0] P
Ndameros -1 0 1 2 x

La correspondencia entre nimeros reales y puntos de la recta se establece asi:

1) al mimero O le corresponde el origen O

2) al nimero x>0, le corresponde el punto P de la semirrecta positiva que
dista x unidades del origen;

y 3) a x<0, le corresponde el punto @ que se encuentra en la semirrecta
negativa a la distancia —x unidades del origen.
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12.2 AXIOMAS DE LOS NUMEROS REALES

A partir de la descripcién directa de los nimeros reales dada en la seccién anterior, es
posible definir las operaciones de niimeros y la relacién de comparacién, y luego dedu-
cir las reglas que éstas deben cumplir.

Otra forma de presentar a los nimeros reales consiste simplemente en asumir o postu-
lar la existencia de un conjunto abstracto que cumple ciertas reglas o axiomas, y son
suficientes para obtener no sélo la representacién de los nimeros mediante expresio-
nes decimales (o en cualquier base entera >2) sino también los elementos y recursos
para realizar procesos de limites (continuidad, derivacién e integracién) del andlisis
matemadtico, cuyos resultados se aplican constantemente en los modelos de los fenéme-
nos naturales y sociales.

Formalmente postulamos (la existencia de) un conjunto R, cuyos elementos se deno-
minan nimeros reales, tal que:

(1) existe una operacién de adicién, designada por +, que asocia a cada par de
nimeros a y b untdnico numeroreal a+b , llamado sumade a y b.

(2) existe una operacién de multiplicacién, designada por . , que asocia a cada
par de niimeros a y b un tnico nimero a.b , llamado productode a y b;

(8) existe una relacién menor, designada por <, que se expresa por a<b, a es
menor que b, si a y b son niimeros reales;

y  (4) las operaciones de adicién y multiplicacién y la relacién menor, satisfacen los
axiomas o reglas Al-A4, M1-M4, D, 01-04 y S, que se describen a con-
tinuacién.

AXIOMAS DE LA ADICION.

Al Ley asociativa

(a+b)+c = a+(b+c), para a,b ycen R
A2 Ley conmutativa
a+b = b+a , paratodo par de nimeros a y b
A3 Existencia de cero
Existe un dnico nimero 0 talque a +0=a paratodo a de R
A4 Existencia de opuestos

Para cada a de R existe un unico niimero -a , llamado opuesto de a, tal que

a+(~a)=0

Nota. Es usual escribir a - b enlugarde a+(-b).
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AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION
M1 Ley asociativa
(¢.0).c =a.(b.c), paraa, b ycen R

M2 Ley conmutativa

a.b = b.a, paratodo par de nimeros a y b

M3 Existencia de elemento unidad
Existe un tinico nimero 1, distinto de 0, talque 1.a = a, paratodo a de R .

M4 Existencia de inversos

Para cada a de R, distinto de 0, existe un tnico nimero a™!, llamado inverso
de a, tal que a.at=1.

Nota. Enlugarde a.b se suele escribir ab, ysi b=0, también se escriben

(o Yb) enlugarde b™'

(o a/b) por ab™

<
1

D Ley distributiva

a.(b+c) =a.b + a.c, cualesquieraquesean a, b y ¢

AXIOMAS DE ORDEN

01 Ley de tricotomia
Para todo par de nimeros reales @ y b se cumple una y sélo una de las siguien-

tes propiedades:
a=b (a y b soniguales)
a<b (a es menor que b)
o b<a (b es menor que a)

02 Ley transitiva

Si a<b y b<c entonces a<c
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03 Si a<b entonces a+c <b+c

04 Si a<b y O<c entonces ac<bc

Nota.

1) Se suele escribir:
a>b, a esmayorque b, si b<a
a<b, a esmenoroiguala b, si a<b o a=b
a>b, a esmayoroiguala b, si a>b o a=b

2) Sedice que a es positivo o negativosi a>0 o a <0, respectivamente.

AXIOMA DEL SUPREMO

S Si X esun éonjunto de nimeros no vacio, cuyos elementos son todos menores o
iguales a un nimero c¢, entonces existe seR, llamado supremo de X, que
cumple las siguientes propiedades:

SUP1: x<s paratodo x de R
y SUP2: Si teR cumple x<t paratodo x € X, entonces s<t.

Nota. Cualquier c R tal que x<c paratodo x € X, se denomina cota superior de
X. Ademsds, se dice que X es acotado superiormente si tiene al menos una cota supe-
rior.

La hipétesis del axioma S exige que X tenga una cota superior y en este caso el
axioma asegura la existencia de un nuimero real s con la propiedad de ser la minima
cota superior de X. En efecto, SUP1 establece que s es una cota superior de X y
SUP2, quesi t es cualquier cota superior de X, entonces s es menor o igual a ¢.

Algunas de las consecuencias del axioma del supremo se desarrollan ms&s adelante.
Utilizando los axiomas anteriores (Al1-A4, M1-M4, D Y 01-04) se demuestran las
propiedades basicas conocidas de los nimeros (ver 12.4).

12.3 NUMEROS NATURALES, ENTEROS Y RACIONALES

Definimos ahora los sistemas de nmimeros naturales, enteros y racionales, que se de-
signan por N, Z y Q, respectivamente.

Existe un subconjunto N de R que cumple:

N1) 1eNlN, ysi nelN, entonces n+1 e N.
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y N2) Principio de induccién matemadtica
Si S es un subconjunto de N tal que

1eS, y si seS implica s+1e¢S *)

entonces S es igual a todo el conjunto N .

En particular, por N1), se tiene que los nimeros 1, 2=1+1, 3=2+1, etc., son ele-
mentos de N, yporlotanto N={12,3,...}.

PROPIEDADES DE LOS NUMEROS NATURALES

De la definicién de N se deducen las siguientes propiedades de los mimeros natura-
les, en las que a y b designan mimeros naturales arbitrarios.

Se cumplen:

1) a+bya.b elN
2) a21

3) si a<b<a+1 entonces a=b o a=b+1
4) Si a<b, entonces a+1<b

§) Principio del buen orden

Si A es un subconjunto no vacio de mimeros naturales, entonces existe m e A
tal que m <a paratodo a de A.

m se denomina minimo de A.

6) Segundo Principio de Induccién Matemética
Si S es un subconjunto de N tal que

a) 1leS
y b) sil, ..,m-1 meS, implicaque m+1e S entonces S es
iguala N. :

Por definicién, el conjunto de los enteros Z consiste de los nimeros 2z tales que
2=0y 2z 6 -zelN. :

Ast, Z={.,-2-1,0,123..}

Finalmente, Q= {qeR / q=3—, siendo nyd eZ, d¢0}
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Presentamos sin demostracién las propiedades bdsicas de los nimeros reales. Estas
propiedades se deducen empleando los axiomas dados y desde luego también las pro-
piedades previamente establecidas, pues ya son consecuencias légicas de tales axio-
mas.

12.4 PROPIEDADES BASICAS DE LOS NUMEROS REALES

Asumimos que a, b,c y d designan nimeros reales. Se cumplen las siguientes reglas:

1) Ley de cancelacién de la adicién:
Si a+c=b+c entonces a="5

2) ~(a+b)=-a-b

8 —(-a)=a

4) a.0=0.a =0 paratodonimeroreal a.

8 -a=(-1).a

6) (-a).b =-a.b

7 (-a).(-b) = e.b, yen particular (-1)(-1) =1
8) Ley de cancelacién de la multiplicacién:

Si a.c=b.c y c esdistinto de cero, entonces a=»5

[

. 1 .
9) Si a#0 entonces —=0 ysuinversoes a, estoes, =a

a 1
a

10) a.b=0 implica a=0 o b=0
11) Si a y b son distintos de cero, entonces ab+0

12) Si b yd #0 entonces

. a ¢ a+c da a
i) —+—= i) — =—
b b b db b
iﬁ).‘.’.+i._._(ffﬂ"_) iv) 2.2_¢¢
b d bd bd bd
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13) Si a<b y ¢c<d entonces a+c<b+d

14) Si a<b entonces -b<-a

15) Si a<b y ¢<0 entonces ac>bc

16) Si a#0 entonces a.a es positivo

17) 1 es positivo

18) Si a y b son positivos, entonces también loson a+b.y ab.

19) Si a>20 y b20 entonces a+b=0 siysélosi a=0 y b=0

1 1
20) Si a es positivo, entonces — es positivoy a<1 < —>1
a a

21) a<¢ paratodo ¢>0 < a<0

22) Si b y d son positivos, entonces g>_c_ siysélosi ad > bc
b d

23) Para a eR, se define |a] = valor absoluto de @, por

0 si a=0
laj =1 a si a>0

-a si. a<0

Entonces se cumple:

i) |a|20 y |o| =0 siysélosi a=0
ii) |-a| = |a]

iii) a<|a y -a<]|q

iv) |a+b| < |a] + |}

v |ab = jlle

vi) |a-bj<c & b-c<a<b+c

vii) |g|<e paratodo £>0 & a=0

24) Potencias enteras

. . . 0
Si a#0 y n esunentero >0, sedefine a” porinduccién sobre n: a =1y

-1

a"=a""a,sin>1.

. . n
Y si n es negativo, a =
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Entonces para todo a, b distintos de cero y enteros m, n, se verifican las
propiedades:

12.5 APLICACIONES DEL AXIOMA DEL SUPREMO

Recordamos que en el sistema de los nimeros reales R se cumple el Axioma del Su-
premo:

S Si X es un conjunto de nimeros, no vacio y acotado superiormente (esto es, hay
un nimero ¢ tal que x<c paratodo x de X), entonces existe s eR, llamado su-
premo de X, que satisface

SUP1: x<s paratodo x de X

y SUP2: Si teR cumple x<t paratodo x ¢X, entonces s<t.

Nétese que el axioma implica que existe supremo de X si y sélosi X es acotado
superiormente.

Se prueba que un mimero s que cumpla SUP1 y SUP2 es tinico y por lo tanto
se llama el supremo de X.

12.5.1 PROPIEDADES
Se asume que X e Y son conjuntos de mimeros no vacios
1) Para s eR son equivalentes

SUP1: Si x<t paratodo x ¢X, entonces s<t.
y SUP2: Si ¢>0 entonces s-e<x,, paraalgin x, en X

2) Infimo de un conjunto

Si X es acotado inferiormente, -——esto es, existe ¢ €R tal que ¢ <x, para todo x
de X— entonces existe un unico nimero i, llamado infimo de X, tal que
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3

4)

5)

INF1 i<x, paratodo x de X
INF2 si t<x, paratodo x de X, entonces t<i

Nota. INF2 es equivalente a
INF2' Si ¢>0 entonces x, <i+¢, paraalgin x, de X

Si X es un subconjunto de Y, entonces

a) supremoX < supremo Y, si Y tiene supremo

y b) infimoX > infimoVY, si Y tiene infimo

Parte entera de un mimero real
Para todo niimero real a existe un tinico entero 2 talque 2<a < 2+1
Se define [a] = 2, la parte entera de a.

Entonces a=[a]+r, en donde [a] es un nimero enteroy r=z-a cumple
0<r<1.

Propiedad arquimediana de los niimeros reales

Para cada nimero real a existe un nimero entero positivo n talque n>a .

12.5.2 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 1. Unicidad del supremo

Probar quesi s y s’ cumplen SUP1 y SUP2 respecto del conjunto X, entonces
s=s'.

SOLUCION. Para s tenemos

(1) SUP1: x<s paratodo x de X
(2) SUP2: Si teR cumple x<t paratodo x € X, entonces s<t.

y de igual modo para s’

Por

(8) SUP1: x<s' paratodo x de X
(4) SUP2: Si teR cumple x<t paratodo x e X, entonces s'<t.

(3), el nimero t=s' cumple x<¢ paratodo x en X, y por lo tanto (2) implica

s<t=s", estoes s<s'.
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Similarmente, por (1), el nimero f=s cumple x<t paratodo x en X, y por lo tan-
to (4) implica s'<t=s,0 8'<s.

Luego, s=s'.

PROBLEMA 2. Si s es un mimeroy X es un subconjunto no vacio de R, probar que
son equivalentes.

SUP2: Si x<t paratodo xe€X, entonces s<t.
y SUP2: Si £>0 entonces s—¢ < x,, paraalgiin x, en X

SOLUCION.

SUP2 = SUPZ

Sea £>0. Sifuese falso s-¢<x,, para algiin x, de X, entonces se tendria que

x<s-¢, paratodo x de X, y por SUP2 (con t=s-¢) resultarfa que s<s-g,
de donde €<0, lo que contradice > 0. En consecuencia, SUP2’ es verdadera.

SUP2 = SUP2

Sea teR tal que x<t, para todo x de X. Hay que probar que s<t. Si fuese
cierto que ¢<s, entonces haciendo c=s-t setendria t=s-¢ y ¢>0,y apli-
cando SUPZ’, resultaria f<x,, para algiin x,, una contradiccién con la hipéte-

sis x<t paratodo x de X.

PROBLEMA 3. Infimo de un conjunto

Probar que si X es un conjunto de nimeros no vacio y acotado inferiormente, entonces
el nimero i=-s, endonde s=supremode Y={-x / x en X }, cumple

INF1 i<x, paratodo x de X

INF2 si t<x, paratodo x de X, entonces t<i

SOLUCION. Sea ¢ una cota inferior de X, estoes c<x paratodo x de X.

El conjunto Y es no vacio, pues X lo es, y tiene la cota superior —¢, yaque c<x, x
en X, implica ~x <-c. Luego, por el axioma del supremo, existe s = supremo de Y,
esto es, s cumple:

SUP1 -x<s, paratodo —x de Y
SUP2 si -x<t, paratodo -x de Y, entonces t<s

Haciendo s=-i, y escribiendo -t en lugar de ¢ en SUP2, vemos que estas propie-
dades son precisamente INF1 e INF2.
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PROBLEMA 4. Si X, Y son conjuntos no vacios de nimeros tales que X es un subcon-
junto de Y, entonces

supremo X < supremo Y
si Y tiene supremo.

SOLUCION. Sea s' = supremode Y; luego y<s' paratodo y deY, y en particular
x<s' paratodo x de X, pues X es parte de Y; luego existe s = supremode X, y
puesto que s’ es una cota superior de X, por SUP2 para x con t=s', se debe
cumplir s<s’, es decir

supremo X < supremo Y.

PROBLEMA 5. Parte entera de un niimero real

Probar que para todo niimero real a existe un unico entero 2 talque 2<a<z+1.
SOLUCION. Existencia de 2

Casol. 1l<a

Sea S={meN/ m<a}.

Vemos que S es no vacio, pues contiene a 1 por hipétesis, y acotado superiormente
porque a es una cota superior de S, por definicién. Luego, por el axioma del su-
premo, existe el nimero s = supremo de S. Entonces por SUP2' (con e=1) re-
sulta ‘

s-l<my, o s<my+1, paraalgin m;, de S 1)

Como m, estden S, se cumple m, <a y sélo falta probar que a<m,+1. En
efecto, si fuese m,+1<a, entonces my+1eS y, por SUP1, se tendria
m, +1<s, en contradiccién con (1).

Por tanto, el nimero entero positivo 2=m; cumple z2<a<z+1.

Caso 2. 0<ac<l

En este caso, el entero z=0 cumple la propiedad requerida.

Caso3. a<0

Entonces -a>0 y por los dos/casos anteriores, existe un entero u tal que
us<a<u+l, dedonde -u-1l<a<-u
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Definiendo z por

-u-1 8si a<-u
Z =

-u si a=-u
se coniprueba facilmente que z<a<z+1
Unicidad
Sean w y z dos mimeros enteros

ws<a<w+l

y z<a<z+l

Debemos probar que w=2z. Si fuesen distintos, sin pérdida de generalidad, podemos
suponer que 2<w. Entonces w—2 esunentero 21, estoes 2+1<w, y de

a<z+l<w<a

resulta a <a, una contradiccién. Luego, se cumple w=z .

PROBLEMA 6. Propiedad arquimediana de los naturales

Demostrar que para cada nimero real a existe un entero positivo n tal que n>a.

DEMOSTRACION. -

Si a es negativo tomamos n=1. Ysi a>0, entonces n = [a+1] = parte entera de
a+1, cample n2a+1, yenconsecuencia n>a y n21.

PROBLEMA 7. Densidad de los niimeros racionales

Probar que entre dos niimeros reales distintos siempre existe un nimero racional, es
decir,si a<b, con a y b € R, entonces existe ¢ €Q talque a<g<b.

existe un mimero na-

PRUEBA. Por la propiedad arquimediana, para el ntimero
. b-a

tural d tal que d > , de donde

b-a .
db-da>1 o da+l<db o)
y también z<da<z+1 2)
8i z = parte enterade da.
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n . .
Sea g=—, con n=2+1. Entonces ¢ es un nimero racional y cumple a<g<b

pues:

(pues da < z2+1, por (2))

(pues z < da, por(2))

<d-— (por (1))
b

PROBLEMA 8. Sea X un conjunto de mimerosy s € R.

Probar que si a es una cota superiorde X y aeX, entonces a = supremo de X.

SOLUCION. El nimero a cumple SUP1 pues es una cota superior de X y también
SUP2, ya que si

x<t paratodo x de X

en particular para x=a €X setiene ast.

PROBLEMA 9. Hallar el supremo (si existe) de cada uno de los siguientes conjuntos de
numeros

1) A={2,—1,—10,4} 2) B={1-l2/ n=112’3v"'}
n
3) c={n2_5n/n=1o,11,12,._,.} 4 D={xeR /[ 0<x<5)}

5) E={sen(%£)/ n=o,1,2,...} 8 F={xeR/ x>12}
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SOLUCION.

1

2)

3)

4)

Se comprueba inmediatamente que 4 cumple SUP1 y SUP2 respecto del con-
junto A; luego supremo A =4

1
Vemos que 1-— <1 demodoque B es acotado superiormente y existe s =
n
supremo de B.
1
Por SUP2 se tiene s<1. Ypor SUP1 1-— <s, paratodo n. Tomando li-

n
mites cuando n— resulta 1<s.

Luego, s=1 es el supremode B.

OTRA SOLUCION

Probaremos que 1 es el supremo de B comprobando dn'ectamente que ademéds de
SUP1 el nimero 1 satisface SUP2". -

En efecto, si ¢ >0 es dado, por la propiedad arquimediana podemos encontrar un

1 1 1 1
entero positivo n tal que —<n ; luego —<n2, — <&, l-¢ < 1-—5-51
€ € n . n
y se cumple SUP2’.

Por lo tanto, 1 es el supremo de B.

De n’-5n = n(n-58)>n, si n26, vemos que los valores de estos nimeros

crecen cuando n lo hace; por lo tanto el conjunto C no debe ser acotado supe-
riormente (en particular, no puede tener supremo). Formalmente demostraremos
que C no tiene supremo; por el absurdo, supongamos que existe s = supremo de
C; luego por SUP1 se tiene

n®-5n<s, paratodo n

y por la desigualdad establecida n<s, si n26. 1)

Sin embargo, por la propiedad arquimediana podemos encontrar un entero n tal
que n>8 y n26, loquecontradice a (1).

Concluimos entonces que B no tiene supremo.

Probaremos que 5 = supremo de D
Por definicién del conjunto D, 5 cumple SUPL. Y también satisface SUP2’. Si

.. 1 1
e>0 es dadoy elejimos un entero n tal que n>—, o 0<—<e¢ entonces
£ n

1
x=5-— cumple 0<x<5, osea xeD,y 5-e<x.
n
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5) sen(nﬁ] toma el valor 0 si n espary (-1)", si n=2m+1; luego el
2

conjunto E es {-1,0,1} y 1=supremode E.

68) La definicién de F implica que no es acotado superiormente; por lo tanto no tiene
supremo.

PROBLEMA 10. Probar que existe el niimero

8 = supremo de A={xeR / x2<3}

y ademéds que s° =3, 1<s<2.

SOLUCION. A es no vacio (1 es elemento de X ), y 2 es una cota superior de A pues
si x> <3 entonces |.1c|2 < 2%, de donde |x|<2 y x<2.

Luego, existe s = supremo de A y cumple la desigualdad 1<s<2, por SUPI,
SUP2 y las observaciones anteriores.

Vamos a demostrar que s? =3, estoes s=+/3.

Método 1

1
Para cada n2>1 aplicamos SUP2’ con e¢=— y encontramos x, en A tal que
n

1
§—— < x, ; luego
n

2
(s——l) < x: <3 (pues x, €A)
n

y haciendo n— o, s*<3.

1 ; 1
Por otra parte para todo n2>1 setiene s+— > s ypor SUP1 s+— no pertenece al
n n

2
1
conjunto A, estoes 3 < (s+—-) ; y haciendo n— resulta 3<s’.

n

Luego s®=3.
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Método 2

Probaremos que no pueden ocurrir las desigualdades s?<3 o s%>3.

Si s” <3 podemos encontrar 0<g<1 tal que (s+ 2)2 <2 1)

En efecto, 1a desigualdad es equivalente a s+ 2sc+¢e’ <3

y puesto que el primer miembro es menor que s®+ 2s¢ +¢ (pues ¢® <¢) bastard
que este niimero sea menor que 3

3-¢°

o (2s+1)e < 3-5°, estoes & <
2s5+1

; )

2

) m
luego, si hacemos ¢=—, con m = menordel y
2 2s5-1

, entonces son ciertas (2) y

(L.

De la desigualdad (1) se sigue que s+¢ es un elemento de X y por SUP1 se debe
tener s+¢ < s, una contradiccién. Luego, es imposible que s?<3.

.2 . .
Si s >3, procediendo como en el caso anterior, podemos encontrar 0 <¢ <s tal que

(s-¢)*>3 3

En efecto, de s - 2se+¢ > s%- 2s¢

-3
; luego (8) se cumplesi € es
2s

. 2 8
serd suficienteque s - 2s¢ >3, o €<

2

m S
igunala — , con m=menorde s y . Sin embargo, por SUP2’, para &, exis-
2

2s
teun x en A talque s-¢ < x ; luego (s—z:)2 < x < 3, en contradiccién con (3),

y por consiguiente, tampoco es cierto que s?>3.
En conclusién, se debe cumplir s?=3.
PROBLEMA 11. Encontrar el supremo de los siguientes conjuntos
-1 1
{x / x>2} 2) B={ 2 / cualquierx}
x-2 1+x

{sen(a)" /n=1,2,...} si 0<asn

1 A

1

3) C
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SOLUCION.

x-1 -1+ 1
x-2 x-2

Notamos que el valor f(x) crece indefinidamente si x>2 se acerca a 2y por lo

tanto el conjunto serd no acotado. En efecto, dado K >0 siempre podemos
encontrar un x> 2 tal que.

1
x-2

1 Sea f(x)=

1
> K o x> 2+—

1
por ejemplo x = 3+E , yporlotanto f(x)>K .

Luego A no tiene supremo.

2) Si f(x)= 1 5+ entonces 1= f(0) 2 f(x), paratodo x, pues 1< 1+x%, y
1+

por lotanto 1€B y también es una cota superior de B, lo cual implica

1 = supremo de B.

8) Sea b=sen(a); de 0 <a<n sesigueque 0<b<1 y por lo tanto b'2b",
para n = 1,2, 3, ...; luego b €C y es una cota superior de C y por consiguiente
b = supremo de C.

PROBLEMA 12. Se dice que una funcién f(x), x en X, es acotada superiormente si
existe ceR tal que f(x)<c paratodo x en X; en este caso existe supremo

{f(x) / xen X} ysedesignapor sup f.
x

1) Si f(x) < g(x), paratodo x, y g(x) es acotada superiormente, probar que

sup f < sup g
X b'¢

2) Si f(x) y g(x) son acotadas superiormentey (f +g)(x) = f(x) + g(x), probar

que sup (f+g) < sup f +sup g
x b's x

8) Si f(x) es acotada superiormentey c R, probar que

sup (f+c) =sup f +¢
x X

endonde (f+c)(x) = f(x)+c
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SOLUCION.

1

2)

3)

Sean A={f(x)/xenX} y B={g(x)/xen X}

Por SUP1 el nimero s’ = sup g = supremo de B cumple
x

g(x) s s', paratodo x en X

’

yde f(x) < g(x) resulta f(x) <s'.

de donde A tienesupremo s = sup f y cumple s<s’, por SUP2 para s;
x

luego sup f < sup g .
X x

Sean s=supf y s =sup g; luego paratodo x en X setiene f(x)<s
x x

’

y &(x)<s', f(x)+g(x) <s+s’ demodo que el conjunto
C={(f+&)(x) /| xen X}
es acotado superiormente por s+s’ ysi s =sup (f+g) entonces s < s+s’,
x

por SUP2 para s''.

Asi, sup (f+g) <sup f +sup g
X X b'e

Sea s =sup f . Entonces
x

SUP1 Si f(x) <s paratodo x en X
y SUP2 si f(x) <t paratodo x en X, entonces s<t
de donde s+c¢ cumple

f(x)+c < s+c¢ paratodo x en X

ysi f(x)+c <t' paratodo x en X, entonces f(x) <t -c ypor SUP2,
s<t'-c, o s+c <t

estoes, s+c es el supremo del conjunto {(f +c)(x) / x en X} y porlotan-

to sup (f+c) =s+c=supf +c
x x
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12.6 CONVERGENCIA DE SUCESIONES NUMERICAS

Utilizando el axioma del supremo se establece el criterio de convergencia de las suce-
siones monétonas acotadas, el criterio de Cauchy y la existencia de subsucesxones con-
vergentes de sucesiones acotadas. (Ver capitulo 0)

12.6.1 CRITERIO DE LAS SUCESIONES MONOTONAS ACOTADAS

Si (a,_) es una subsucesién tal que @, < a,,, < C, paratodo n, yun determinado

n+l

C, entonces (a,) es convergentey a, < lim a, < C, para todo k.

n—»%

De igual modo,si @, 2 a,,; 2 B, para todo n, entonces

a, 2 lim a, 2 B, paratodo k.

n—o0

PRUEBA. Supongamos que se cumple a, < a,,, < C, paratodo n.

Sea X el conjunto formado por los términos de la sucesién, estoes X = { a,/ n20 }

X es no vacio y acotado superiormente por C; luego por el axioma del supremo existe
L = supremo de X. Probaremos que L es el limite de (a,).

Sea dado &>0. Por SUP2’ existe a, talque L-t<a, ¢

Entonces si n2n, tenemos:

L-g<a

no
< a, [pues a, <a, ]
<L [ por SUP1]
< L+g

esto es lL-—a"I <€, cuando n2n,

lo que significa L = lim a,

n—»wo

Ademsds es ciertoque a, < L < C, por SUP1 y SUP2.
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12.6.2 SUBSUCESIONES CONVERGENTES DE SUCESIONES ACOTADAS

Si (a,) es una sucesién de nimeros tal que ¢ < a, < d paratodo n, entonces existe
una coleccién de subfndices enteros 1<n,<n,<..<n,< .. talquesi x, =a, ,

entonces la sucesién (x,) es convergente.

Nota. Se dice que (a ) es una subsucesién convergente de (a,).

ny

Si L =lim @, , por definicién se cumple:
k—o

<Eg.

Para todo ¢ >0, existe un entero N tal que 2> N implica |L -a,,

Observemos ademds que c<L<d y n, 2k, paratodo k.

PRUEBA

Paracada n sea X, ={a, /| k2n}, estoes, X, consiste de los términos a, ,
@,,, -, cuyos subfndices son mayores o iguales a n.

Es clam que los X, son no vacios y acotados inferiormente (c es una cota inferior) y
por lo tanto existe i, = fnfimode X, .

Puesto que X,,, es partede X, , setiene i, <i,,, loque muestraque (i,) es
una sucesién monétona creciente. Ademds ¢ < i, < d, paratodo r; en efecto,

c<i, por INFl para i, y i,<a,<d

En particular (i,) es acotada superiormente y por el criterio de las sucesiones moné-

tonas acotadas existe L = lim i, quecumple a, <i, < L <d, paratodo n, yen
n—w

particular ¢ < L < d.

Probaremos que L satisface la siguiente propiedad:

Paratodo ¢ yentero n20, existeun k>n tal que
|L"ak| <¢g (1)

En efecto,de L = lim i, , para ¢>0 existe N talque L-iy <e¢, L-e<iy, y
n—»w

como iy <i, , paratodo m2>N, podemos suponer que N >n, y por lo tanto tene-

mos un entero N > n, tal que

L—E<i~SL (2)
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En forma similar, de iy = infimode {ay, ay,;, -}

por INF1 e INF2 existeun a, , k> N, tal que

iy SaySiy+e 3)
Luego L-¢<iy [ por(2)]
Sa, <iy +¢ [ por(3)]
< L+e [ por(2)]

esto es |L—a,,| < &, paraalgin k > N > n, lo que prueba (1).

Ahora procedemos a encontrar una sucesién de subindices

1< n; <ny <... talesque lL-a,,k <—:— 4)
Aplicando (1) con ¢=1y n=1, elegimos n, = k > 1 tal que |L—a,,]| <1
Suponiendo que ya se hallaron 1< n, <n, < ... <n,, aplicamos (1) con ¢= 1

y n=n, ypodemos elegir

1

& —

n,,=k>n, talque lL—a (pel)

P Rp+1

lo que completa el proceso de induccién y establece (4).

De (4)sesigue L = lim a

T
k—»o0 k

12.6.3 CRITERIO DE CAUCHY

(a,) es convergente si y sélo si satisface el criterio de Cauchy: Para todo &> 0, existe

un entero N, que dependede €, talquesi m y n 2 N entonces tam —an| <eg.

PRUEBA. Supongamos que (an) es convergente y que su limite es L. Probaremos que

se cumple el criterio de Cauchy: Dado ¢>0, sea N tal que si n>N entonces
|L-an| < gf2; luegosi m y n 2 N setiene

Iam—anl < Iam—LI + |L—a"| < €.

Reciprocamente, si (an) satisface el criterio de Cauchy demostraremos que es conver-

gente.
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Primero probaremos que (a,) tiene una subsucesién convergente, lo que, por el pro-

blema anterior, ser4 cierto si (a,) es acotada.

La propiedad asumida puede expresarse en la forma:

Dado ¢>0, existe N talquesi m y n > N entonces

a,-e<a, <a,+¢ )
En particular, si m = N, se tiene
ay-€<a, <ay+¢ (2)
paratodo n> N, y si hacemos
¢ = menor de los nimeros ao~£ y @y ~E€, ., Gy —E
d = mayor de los nimeros a,+€, @, +€, ... , &y +E€

entonces ¢ < a, < d, paratodo n20, y por lo tanto la sucesién es acotada.

Elijamos luego una subsucesién convergente (a,,k) y sea L su limite. Demostraremos
que L también es el limite de (a,).

Sea dado £>0 yelijamos N talquesi m y n> N entonces
|an -a,| < &/2

yde L = }im a,, , existe M talquesi k> M entonces
— 00

|L—d;,k

< gf2

en particular si P=n, , con k& = mayor de los nimeros N y M, se tiene
P=n,2k>2N y k2 M, luego

lap-a,| < ¢/2, paratodo n>P
y |L-ap| < ¢/2
dedonde |L-a,|<|L-ap|+|ap-a,|<ce.
paratodo n>P.

Porlotanto, L = lim a,

n-w
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Nota. EI hecho que las sucesiones que satisfacen el criterio de Cauchy posean limites
en R es en verdad una consecuencia del axioma del supremo. En efecto, la implicacién
<=, sdlo si, se dedujo usando 12.6.2 (<= 12.6.1 < axioma del supremo).

12.7 APLICACIONES A LAS FUNCIONES CONTINUAS

En esta seccién demostraremos que las propiedades fundamentales de las funciones
continuas (Ver 7.7, CAP7) se deducen del axioma del supremo. Puesto que las aplica-
ciones de tales propiedades han sido desarrolladas antes, la exposicién tiene un cardc-
ter tedrico.

La siguiente propiedad ser4 utilizada frecuentemente:

12.7.1 Sea f(x) una funcién continua en [a,b]. Entonces para toda sucesién conver-
gente (a,) de nimeros a, en [a,b] secumple .

f(lim an) = lim f(a,)

n—x n—w

PRUEBA. Sea L = lim a,; notemos que L €[a,d], pues a<a, <b.

Dado &>0, por la continuidad de f en L existe §>0 talque |[L-x|<3, x en
[a,b], implica |f(L)-f(x)| <€ ; y puesto que L es el limite de (a,), para §>0
existe N tal que

si n2N entonces |L—an|<8;

<e, y f(L) = lim f(a,).

n—aw

luego, n> N implica I f(L)-f(a,)

12.7.2 TEOREMA DEL VALOR INTERMEDIO

Sea f(x) una funcién continua en el intervalo cerrado [a,b]. Para todo valor y* en-

tre f(a) y f(b), inclusive, existe x* en [a,b] tal que y* = f(x*).

PRUEBA.
Casol. f(a)<f(d)

Sea y* talque f(a) < y* < f(b).
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Si y*=f(a) o y*=f(b), entonces se cumple el resultado con x*=a o x*=b,

respectivamente. Luego podemos suponer que y* es distinto de f(a) y f(b) y porlo
tanto que

fla) < y* < F(b) 1)

Sea X = {x | flx)<y*, xen [a,b]}

Entonces X es no vacio, pues a € X por (1), y acotado superiormente por b. Por el
axioma del supremo existe x* en R tal que x* = supremo de X.

Es inmediato que x* ¢[a,b] . En efecto, a<x*, por SUP1, y x*<b, por SUP2

Demostraremos que y* = f (x*).

Aplicando SUP2’ sucesivamente con ¢=1/n, n>1, podemos hallar a, en X tal

* 1 <‘
que r —— <a, <X .

n

Luego, x* = lim a, y f(x*) = lim f(a,) < y*, pues a, en X; asi f(x") < y*

Como y* < f(b) se debe tener x*<b y si N>1/(b—x*) , VYN <b-x*
IYn < b-x*, paratodo n>N. Sea x,,=x*+]/n, n>N; luego x*<x,<b y =x,

no pertenece a X, osea f(x,) > y* y de x* = lim x, setiene ahora

n—%

f(x*) = lim f(x,) 2 y*,

n—»w
esto es f‘(x") > y*.

Y queda demostrado que f (x"‘) = y*.

Caso 2. f(a) > f(b)

Sea y* talque f(a) 2 y* > f(b).

Definimos la funcién g(x)=-f(x), x €[a,b].
Entonces g escontinuay g(a) < -y* < g(b).

Por el caso 1, existe x* en [a,b] tal que -y* = g(x"), de donde y*=f (x*).
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12.7.3 TEOREMA DE LOS VALORES MAXIMO Y MINIMO

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces existen x, y x, en
[a,b] tales que

f(xo) < f(x) < f(x;) paratodo x en [a,b]
esto es, m = f(x,) = valor mfnimo de f
y M = f(x,) = valor mdximo de f
En particular f(x) es una funcién acotada: l f (x)l < C paratodo x en [a,b], si
C = mayor ae los nimeros |M| y |m|.
PRUEBA. Primero demostraremos que el teorema se cumple para funciones acotadas.

Si f(x) es acotada entonces el conjunto Y = { f(x) / x en [a,b] }, formado por los
valores de f(x), es acotado superiormente (e inferiormente). Luego existe M = su-
premode Y, estoes M satisface

SUP1  y<M, paratodo y=f(x)
y SUP2" paratodo ¢>0 setiene M-e¢ <y <M, enalginy de Y

Para cada n2>1 por SUP2, para ¢=1/n, podemos hallar y, en Y tal que
M 21 <y, <M
n
Puesto que y, €Y elegimos e, en [a,b] talque y, = f(a,), yasi
M-Lcfle)sM (1
n

paratodo n>1.
Por 12.6.2 (la sucesién -(a,) es acotada), existe una subsucesién (a,,p) que converge

aalgin x* en [a,b], estoes

x* = lim a, )
pP—r®

Ahora probaremos que M =f (x*), y por lo tanto que f (x*) es en verdad el valor
méximo de f(x) en [a,b].
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Usando 12.7.1 se tiene f(x*) = },1_1’% f(a,,p)
. . 1 1
yde (1) también M = ‘1’1_1'1010 f(a,,p) pues lM—f(anP) < -’; < -;

Asf, M= f(x‘) y x,=x"* da el valor mdximo de f

Para probar que existe el valor minimo de f, aplicamos la parte anterior a la funcién

g(x) = —f(x), que también es continua, y encontramos un x, en [a,b] tal que
&(x,) = méximo de g, o sea para todo-x en [a,b] se cumple
8(x) < g(xo) , -f(%) < - f(x), f(xo) < f(x)

y por lotanto m = f(x,) = minimo de f en [a,b].
Ahora demostraremos el teorema para el caso general, esto es no asumimos que f(x)
sea acotada.
Consideremos la funcién g(x) = ——1—2 , x en [a,b]

1+ f(x)
Entonces g(x) es continua, pues f(x) lo es, y es acotada ya que 0< g(x) <1, para
todo x en [a,b]. Por el caso tratado para las funciones acotadas existe x* en [a,b)

tal que g(x"‘) es el valor minimo de g(x), estoes
g(x"') < g(x) paratodo x en [e,b]

de donde |£(x)[* < |f(=*)], |f@|scC, con C = |#(=*)] » ¥ por 1o tanto f(x)

también es acotada. Y aplicando otra vez el caso de las funciones acotadas concluimos
que f(x) toma sus valores méximo y minimo en [a, b].

12.7.4 TEOREMA DE CONTINUIDAD UNIFORME

Si f(x) es una funcién continua en [a,b] entonces f(x) es uniformemente continua

en dicho intervalo, esto es, para todo £>0 existe 5>0, que sélo depende de ¢, tal
que

|x-y] <8, x, en [a,b], implican If(x)-f(y)] <eg

PRUEBA. Supongamos que la conclusién es falsa y probemos que esto conduce a una
contradiccién.
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Que la conclusién sea falsa significa que existe un ¢>0 tal que para todo >0 hay
un par de nimeros x, y en [a,b], que dependen de 5, tal que |x-y|<3d y

If(x)—f(y)| €.

En particular, para 8§ = I/n, n21, existen x,,y, en [a,b] tales que

ol <2y A=) 2 &

Puesto que los elementos de la sucesién (xn) se encuentran en el intervalo [a, b]

existe una subsucesién convergente (xnp) con limite L en [a,b].

Sean x, =%, Yy =Y, - Tenemos L = il_r’x; x, ypor(l)

%, - 3| < ;-1- < i =)A= e @
P

Luego lim (y;—x;) =0, yde y, =x;+(y; —-x;,) también se sigue lim y, = L .

p—x poxT
Puesto que f(x) es continua en L aplicamos 12.7.1 a las dos sucesiones y obtene-
mos

lim [7(x;)-1(%;)] = lim £(x;) - lim £(5;) = F(L)-F(L) = 0
y por lo tanto para el valor dado de ¢ existe p tal que If(x;) - f(y;)l < g, en con-
tradiccién con (2).

Por consiguiente, la funcién f(x) es uniformemente continua en [a, b].
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