LA FORMULA DE INTERPOLACION DE STIRLING

DEDUCIDA DE LA SERIE DE TAYLOR.

(Una lecciébn de Chlculo Infinitesimal dic-
tada en la Universidad Catélica del Perd).
Por Cristbébal de Losada y Puga.

Conocidos los valores que toma una fun_
cibn f(x) para un cierto nlmero de valores

Xiyr Xy ooy (1)

de la variable indepgndiente, el problema de
la interpolacién se propone determinar el va
lor de f(x) para un valor de x comprendido
entre dos cualesquiera de los valores (1).
Esto se logra suponiendo reemplazada la fun_
cibén f{x) por una funcibén fécil de calcular,
que generalienie es un polinomio o una fun_
cidn trigonométrica.
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Existen varias férmulas de interpo_
lacién. En algunas de ellas se supaone gue
los valores del argumento x para los cuales
se conoce f(x) estén en progresibén aritmé_
ticaj; en otlras se supone que son valores
cualesquiera. Wosotros deduciremcs la de
Stirling (que supone que los valores del
argumento estén en progresién aritmética)
presenténdola como una aplicacion de la
serie de Taylor.

Suponemos conocida una tabla de la
funcién f(x), tal como la siguiente:

Tabla A

X £(x)
Xg— 3h ‘Y_3
Xo— 2h Yoo
Xo— o} .Y_l
Xo Yo
Xo+ h Y1
Xot+ 2h Yo

« ® o0 s v e 490 0000
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y deseamos conocer f(x) estando x compren_
dida entre xg y X +h.

Desarrollando f(x) en serie de Tay

.

lor en las vecindades de x, tendremos:

f(x) = £(xo) * (x = X5).£'(xg) +
r B(x - xo)z.f“(xo) +

+—é(x - x°)3.fm(x°),

Despreciamos los términos que siguen
a estos que hemos escrito, lo cual equivale
a suponer gue las derivadas cuarta y si_
guientes son nulas, o sea que f(x) es un
polinomio de tercer grado. Esto na quiere
decir que asi sea efectivamente, sino que,
en las vecindades de cada valor de x que
nos interese, podemes hacer coincidir sen_
sibleuwente la curva representativa de la
funcibn £(x) con la curva representativa
de un polinomio de tercer grado convenien_
temente elegido.

Ahora tratemos de calcular los valo_
res de £'(xy), £"'(xs), £"(x,) a partir de
los valores de la tabla A. Para ello forma_
remos una tabla de diferencias, escribiendo
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a la derecha y entre cada dos valores de y,
su diferencia A= Y, = ¥p.1} @ la derecha
de la columna de estas diferencias primeras
edcribiremos la columna de las diferencias

segundas, y a la derecha de esta la de las

diferencias terceras: asi{ formaremos la

TABLA B.

Xo — 2h Y-g
Q)
-2 ( )
2
Xo — h y-l Z§-l
Q) (3)
~ A
Iy
X0 Yo Ao
(1) ésfw
éhl 1
2)
X, + h ¥q AN
(i)
2
Xo + 2h Yo

Con los elementos contenidos en
esta tabla, podemos calcular f'(xg), £"(Xs),
fm(x 0) .



Efectivamente, tendremos, suponiendo que £(x) es asimila_
ble a un polinomio de tercer grado:

y =f(x) =ax3 + bx* ¢« cx + d

Y-2‘= f(Xo - 2h) = axi - 6813,11 + lZuohz-8ah’ + bxg - 4.bx°h +
+ 4bb* ¢« cx — 2¢ch + d

Yo =f(xo- h) =ax) - 3axih ¢+ Jaxh® - an’ ¢ x% - 2bxgoh +
¢+ bh*+ cx -ch + d

Fo & f(Xx,) =axa+ bx2+ cxg 4

¥ = f(x, + h) = ax3° + 3ax°b2+ 3ax2;h + ah? + bx¥ + 2bxoh + bh® &
+¢cx + ch+ d

¥, = £(Xo + 2h) = ax3 + bax3h + 12ax,h® « 8an® + bxZ + 4bxoh +
+ 4bh*+ cx + 2ch + 4

Afi= ¥o1'= Y.p = 3axsh — 9ax,h? + 7ab’ + 2bx,h - 3bh* + ch

A"‘) =¥o=y_, = 3axsh - 3axoh® + ab’ + 2bx,h — bh® + ch

ONITYILS 3d NOIDVTIOdYHINI A YVINWYO0A VI

181



DE STIRLING

LA FORMULA DE INTERPOLACION

182

oY = y; = yo = 3axih + 3axch? + a '+ 2bwgh + b + ch

3ax h + 9axzh + 7ah + 2bx,h + 3bhz + ¢ch

by =¥~V =
2 A - a" = 6axgh - 6ah + 2bh
Aa)z A(')QA(” = 6&10 + 2bh
L4 )

A"" a4- A“’ bax,h + 6ah + 2bh
A A = 6ah

A(l)

Ahora bien, se comprende que L que es f%?:dé un valor
aproximado de la derivada f'(xg).’ Un valor mis aproximado se
obtendré tomando la semisuma de los dos valores consecutivos
de esta relacibén, a saber,%{ +£5_. .Pero un valor mucho més

aproximado lo tendremos notando que

£'(x,) = 3ax? + 2bx, + c,
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Y que
«) )
Vo) pal 2
2’—(~}'—'+7'—l—)= 3&){% + ah™ + 2bx, + ¢ =

—

(3)
= £1(x,) + o = £(x0) + & £

Si f(x) fuera efectivamente un
polinomio de tercer grado, las diferencias
terceras tendrian un valor consbtante; pero
probablemente en la tabla B diferirén
ligeramente una de otra: para mayor exac_
titud escribiremos la férmula anterior asi:

i '] )

&3 A” , /(ﬂ} Ao)
o [ 2= V= Lx,)+ L[ ’
2(77 i’ 7[{)"25 T2

de donde ) J
(3
, . [a® 2 _ 4 /a4l +é_',)
Filx)= 5 <17 27 4

Para la derivada segunda escribi_

£l = AZ)’): A2

Ax2 42
y en efecto hemos visto que

remos

(2)
_ﬁ%;.: baxe + 2b = £"(Xy).
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Para la derivada tercera podemos

excribir:
o;

)= (25) = 4

Y para mayor preciaién tomaremos

) )
/ﬂl(x):'-'-—- —T(Z' +_é_§f—)

Poniendo estos valores en la igual
dad (2), bhaciendo

x;xgzn

y efectuando algunas transformaciones
sencillas, tendremos

1-n2 (A3 07
0= 1) Fitt el
3
Tal es la férmula de interpolacién
de Stirling llevada hasta las diferencias

de tercer orden. Esta férmula suele escri_
birse de modos ms o mermos diversos: la
notacién que hemos adoptado es la empleada
en el Connaissance des Temps, y es muy

cbmoda para las aplicaciones.
Si las diferencias segundas son
pricticamente constantes, y nulas las
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terceras, la férmula se reduce a
(1) (2}
)= fi) 3 [al) o e n87]

Y si las diferencias primeras son
sensiblemente constantes, podemos despre_
ciar las segundas y no tomarnos ni siquie_
ra la molestia de hallar la semisuma de
las dos diferencias primeras consecutivas,
escribiendo simplemente: )

£(x) = £(x,) + nA(l) <)

La férmula (¥) corresponde a la in_
terpolacibén lineal: es la que se aplica al
emplear las tablas de logaritmos. La (4)
corresponde a la interpolacién cuadrética,
y la (3) a la interpolacibn clbica o de
tercer orden. Por lo general no hay que
acudir a las diferencias de cuarto orden;
pero puede establecerse la férmula de Stir_
ling para diferencias hasta de un orden
cualquiera m, sea basfndose en la serie de
Taylor, sea por la teoria de las diferen_
cias.
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Es innegable que el estableci_

miento de la férmula de Stirling emplean
do el método de la teoria de las diferen_
cias es el wés simple; pero su demostra_
cibén a partir de la serie de Taylor , aun_
que algo laboriosa, pone en evidencia la
relacibdn estrecha entre dos teorias del

Andlisis cercanamente euparentadas entre si.

Cristdéval de Losada y Puga.




