
EBQA 

1-.....-
CUAf) Q I CAó Y TEN80QE6 

jasé tola. pa~quel 

0EGUNDA -­
PAQTE 

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU 
FONDO EDITORIAL 1989 





"1 /4" j, '. 1 > 





ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL 

SEGUNDA PARTE 





j 
UNlVRRSJM D. CA TGUGA ~lit :J i E i;U 
BIBLIOTECA 

}OSE TOLA PASQUE C O M p A A 

ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL 

· SEGUNDA PARTE 

CUADRICAS Y TENSORES 

PONTIFICIA UNIVERSIDAD CATOLICA DEL PERU 
FONDO EDITORIAL 1989 



Primera edición, enero de 1989 

Cubierta: Víctor Cumpa 

Algebra linealy multilineal. Segunda parte 

Copyright © 1988 por Fondo Editorial de la Pontificia Universidad Católica 
del Perú, Av. Univer_sitaria, cuadra 18. San Miguel. Apartado 1761. Lima, 
Perú. Tlfs. 626390, 622540, Anexo 220. 

Derechos reservados 

Prohibida la reproducción de este libro por cualquier medio, total o parcial­
mente, sin permiso expreso de los editores. 

ISBN 84-89292-83-3 

Impreso en el Perú - Printed in Pero 



P R E F A e I O 
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ta que tuvo difusión, exclusivamente, dentro de la Pon 

tificia Universidad Católica, diversas circunstancias 

han dado lugar a que sólo haya sido posible publicarlo 

en el presente. 

Las citas referentes a la primera parte están indi 

cadas con la notación ( Parte 1, etc.) 

Los ejercicios señalados con un asterisco(*) com 

plementan el texto y ocasionalmente contienen proposici~ 
nes que son utilizadas en él. 

Una tercera parte, esencialmente dedicada al Alge­

bra Exterior está próxima a ser publicada. 
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CAPITULO I 

fGncio~es bilineales simétricas. Cuádricas de 
los espacios afines reales y de los espacios 

euclideanos 

Los espacios vectoriales que vamos a considerar en el presente capítu­
lo son exclusivamente reales y de dimensión finita. 

§l. La topologia natural de los espacios 
vectoriales reales de dimensión finita. 

1.1 La topologial natural o standard de un espacio vectorial real 
de dimensión finita. 

Hecordemos en primer lugar el concepto de topología inicial 

Dado un conjunto M y una familia {Ei} i E I · de espacios topológicos, 

sea U¡ }iE I una familia de aplicaciones f¡ : M ~ Ei . Se ll ama 

topología inicia l de M para la familia U)iEI a la topología menos fina 

de l~l p ar a 1 a cu a 1 s o n c o n t i n u as t odas 1 as a p 1 i c a e i o ne s f i , La s 

imág enes recíp r ocas por las aplicaciones f¡ , de los abiertos de 

los espacios ~,constituyen una subbase de la topología inicial, 

es decir que las intersecciones finitas de dichas imágenes recí 

procas consti tuyen una base B de esa topologí a. 



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL . SEG UN DA PARTE 

Sea ahora V un espacio vectorial r e al d e dimensión n. Sean 

& = {e 1 , • •• • ,en} una base de V y &* = {e 1 
, • ••• ,en} la base 

dual. Introduciremos las siguientes notaciones: dados un v ec-

tor cualquiera a = L ai e¡ y e l número positivo o ' escribire 
i = 1 

mos 

Uª (o) {x e V l l xi - ai 1 < o ' i = 1 , . . •• , n; X L xi e ¡ } ; 
i = 1 

y dados un número real r y un número positivo E ' sea 

Ir ( e) {xEIR llx-ri<e}. 

Designemos por T1 a la topolo ,a,ía inici a l de V para las fun-

ciones lineales e
1 

, •••• , e
11

, las cuales, según sabemos, cumplen 

las condiciones 

e¡ ( x) = L: ( Ver Pte. l, § 5) . 
i = 1 

Teorema 1.1.1. Los conjuntos Uª(o) constituyen una base de la 

topología T 1• 

Demostración. Basta probar que los conjuntos Uª (o) son abiertos 

de T 1 y que dado un elemento cualquiera ae V perteneciente a un 

conjunto arbitrario U de la base B de T 1 , existe un conjunto 

n 

~ (O) tal que a = L a¡ e; €Uª (o) C U. 
i =1 

Se tiene en primer t§rmino 

n {XEVllxi -a i l<o} n {x € V 1 ei ( X) € I a i (o) } 
i = 1 i = 1 

n 
n ( e i ) -l ( I a¡ ( o ) ) . 

i = 1 

2 



ESPACIOS VECTORIALES REALES DE DIMENSION FINITA 

Ahora bien, l os conjuntos ~¡ o) son abiertos de IR; luego 

se rá abierto de la topología ~· 

Sea ahora U un abierto de la base B de la t opo l ogía r 1 • Se 

tendrá que U 
p 
n ~, donde ~ = ( étj >f

1 
( "j ) , en que los "'j son 

j = 1 

abiertos de IR. Si a e U, se tendrá que a e~ para j = 1, .•. , p y por 

tanto ei <f J (a) e l~ para j = 1, ... ,P, o sea ai <i Je "j . Puesto que los 

~ son abiertos de E existirán los nGmeros positivos o¡ tales que 

Iai<jJ( li¡) e~ . Si o= min(B.), entonces Ia;<¡J(ó) e~. Se tiene 
j=l ,2 ... p J 

por consiguiente 

=> xi < j J e I a;< ¡ J ( o ) e 1V. 
J 

para 

~ e í(j J (x) e W 
J 

Es decir que 

para j =1, ... , p 

• 

para i = 1 , ... , p => 

j = 1 ' ... ,P 

p '( . ) 1 
n (e 

1 1 f ( W) TJ • X € 

j = 1 
J 

Dado aeV , l os conjuntos Úa(o) cons t i tuyen un sistema fundamental de 

vecindades de a en la topología r
1 

• 

Teorema 1.1.2. La condición necesaria y sufic i ente para que una 

función f: V-+ IR sea continua respecto de la topología r1 es que, 

dados aeVy e>O arbitrar ios , exista EJ> O tal que 

x eC~(o) => Jf(x )- f (a) 1 <e ( 1 . 1 . 1) 

Demostración. Esta proposic i ón es consecuencia inmediata de que 

los conjuntos UaCD>, para un vector dado a, constituyen un sis­

tema fundamental de v ecindades de a en la topología ru y que los 

intervalos abierto s If (a) (e) cons ti tu yen un sis t ema fundamental 

3 
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de vecindades de f(a) en el espacio IR. Por tanto, la relación 

(1.1.1.), que puede escribirse en la forma 

xe Ua( o) ~ f (x) el f(a) (e) 

implica la continuidad de f en a en virtud de un conocido 

criterio 11 

Designemos ahora por r a la topología inicial de V para la 

familia de todas las funciones (reales) lineales definidas en 

V, es decir la topología menos fina para la cual son continuas 

todas la funciones que constituyen el espacio dual V* de V. 

Teorema 1.1.3. La topología inicial r para las funciones li­

neales definidas en V es idéntica a la topología r 1 para las fun 
ciones e 1 

, • •• ,en de una base cualquiera de l espacio dual . Por 

tanto todas las funciones lineales definidas en V son continuas 

para la topología r 1 • 

Demostración . Es evidente que r 1 e r .por cuanto las funciones 

e 1 , ••• , en son continuas respecto de la topología r, Basta pr!2._ 

bar por tanto que r e r 1 , es decir que toda función lineal f es 

continua en la topología r 1 • 

Dado e > O puede elegirse un número o> O tal que 

n 

í: !t ( ei ) ! ) ó < e • 
i = 1 

Dado un vector cualquiera aeV, s i escribimos 

n 

x = L xi e¡ , se tiene que 
i = 1 

4 

n 

a = L a i e¡ 

i = 1 

y 
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n 

X€ Ua ( o ) => 1 f (X) - f (a ) jf(x-a) 1=1 L (xi- a i ) f(e¡) J 

i = 1 

n 

~ ~ J x i - a i 1 J f (e i ) 1 < ( :E 1 f ( e¡ ) 1) 0 < e • 
j = 1 j = 1 

El teorema 1.1 . 2 permite concluir que fes continua en la topQ 
logía r 1 • m 

Una consecuencia de la proposición anterior es que la top~ 

logia Tl es independiente de la base (e¡) de V respecto dela cual 

fue definida. En particular, cada vecindad Ua(o) obtenida a 

partir de una base, contiene a una vecindad de a del mismo tip~ 

obtenida a partir de otra base cualquiera. 

Definición 1.1.1. Se llama topologla natural o standard de un 

espacio vectorial real V de dimensión finita, a la topología ini 

cial para la familia de todas las funciones lineales definidas 

sobre V. En virtud de los teoremas 1. 1.1. y 1.1. 3., dada una base 

cualquiera de V, los conjuntos Ua(o) constituyen una base de la 

topología natural. 

Consideremos ahora p espacios vectoriales V1 , ••• , VP, de 

dimen.sienes finitas, en cada uno de los c.uales suponemos intro­

ducida la topología natural. El producto cartesiano V=V1 x •.• x~ 

puede considerarse entonces como un espacio topológico provisto 

de la topología producto de las topologías naturales, es decir 

la topología inicial para las p aplicaciones n¡: V~ V¡ 

das por las relaciones 

def ini 

5 
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Dado un elemento a = (a 1 , ••• ,an) cV, sea ahora 

p 
n 

j = 1 

donde Ua¡ ( ó) es una vecindad de a¡ e v; relativa a la topología 

natural de Vi y para una base dada en este espacio. 

Consideraciones como las empleadas en el teorema 1.1.1. ,p~ 

ro en que las aplicaciones 7T¡ deben cumplir el papel de las fun 

ciones ei , permiten comprobar que los conjuntos Ua(ó) forman una 

base de la topología de V. 

p 
V es un espacio vectorial cuya dimensión es ~ dimv¡, por 

j = 1 

tanto V admite una topología natural. Se prueba sin dificultad 

que los conjuntos Ua(ó) constituyen la base de dicha topología 

natural que, por tanto, coincide con la topología precedenteme~ 

te definida. Resulta así que una función f: V ~m es continua 

en a si, dado e> O, existe o> O tal que 

En adelante, en Zos espacios vectoriales de dimensión finita consideraremos 

Za topoZogta natural. 

6 
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Ejercicio 

*1.l.l Una aplicación t~x(t) del intervalo [t 0 ,t1 ] en el es­

pacio vectorial V de dimensión n, provisto de la topolQ 

gía natural es continua si para cada número Te[t0 , t 1 ] y 

cada abierto Ux(tJ (e) existe 8 > O tal que 

[17-tl <s y t0 ~ t ~ t l ] => X ( t ) e Ux ( t ) ( € ) 

1.2 Continuidad de las funciones p-lineales. 

Definición 1.2.1 Se dice que la aplicación 

donde V1 , ••• , VP son espacios vectoriales de dimensión finita, es 

una funci6n p-li-neal si cumple la condición 

cualesquiera que sean a,{3 em, xi e Vj para j =1, ..• ,p,ey¡ e v;. En 

particular, si p=1 se dice que <I> es una función lineal y si p =2 

que es bilineal. 

Teorema 1.2.1 Cada función <I> p-lineal es continua. 

Demostración. Supongamos que {iiJ e(iJ 
1 ' • • • ' n¡ 

es una base de V¡, 

y que 

n¡ 
k · e (.i J 

n¡ 
k· (i) 

x . L ~( ~ ) y a¡ = L Q'. 1 e 
1 k . (i) k¡ 

k. =1 1 k¡=l 
1 

7 
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Tendrem os 

1 <I>( x 1 ' • • • ,xp ) - <I> ( ª 1 ' • • • 'ªP) 1 

Ahora bien, la expresión que aparece en e 1 segundo miembro de e2 
k. k 

ta desigualdad es función continua de ~ a~ , ••• , ~(~) y se anula 

cuando ~;j> = Of.;j~. Luego puede e.scogerse o >O de modo que para 

1 
k . k · 1 < 

~(iJ - ª<~> ó 1 ' • . ., p ' 

es decir para 

xi e Ua ( ó) 

y por tanto para (x 1 , . .. ,xp) e Ua
1
(ó)x ... x Uap(ó), se cumple que 

k · 

~(1~ 

y por consiguiente 

kp 1 1 ( 1) (p) 1 < a:: 
1

<P(ek , .. . , e) e, 
(p) 1 kp 

1 <I> ( x 1 , • •• , x p ) - <I> ( a 1 , • •• , a p) 1 <e , 

lo cual, en virtud de lo dicho al final de la sección 1 . 1 , prue­

ba la continuidad de <I> . m 

La proposición siguiente proporciona una nueva caracteri­

zación de la topol og ía natural. 

8 
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Teorema 1.2.2. La topología natural de un espacio vectorial de 

dimensión n es la única para la que se cumplen las dos condicio 

nes siguientes : 

l. V es un espacio vectorial topológico , es decir que las op~ 

raciones V X V -+ V y B X V -+ V definidas por 

(x ,y) ~ x+y (1.2 . 1.) 

(a ,x) ~ O'.X 

son continuas cuando se considera en V X V y E xV las 

topologías producto de las topologías naturales. 

2. Las funciones lineales definidas en V son continuas. 

Demostración. La topología natural cumple las condiciones del 

enunciado en virtud de la definición 1.1.1 y del teorema 1.2.1., 

por cuanto las aplicaciones (x ,Y) ~ x +y y ( a,.x) ~ax son bili 

neales. 

Vamos a probar que la topología natural . es la única que c~ 

ple las condiciones del enunciado. Supongamos que r' sea una to­

pología que cumple esas condiciones. Sea (e 1 , • •• ,en) una base 

de V y definamos las aplicaciones. 

<P-1 : V ~ JEP 

tales que para 

n 
X = L ~¡ e¡ 

i = 1 

se tiene 

<P(~l, ••• , ~n) = ' x 

9 
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y 

ip - 1 (x) 

La continuidad de las aplicaciones ti _,,.(~¡,e¡) y ( ~¡, x)-+ ~; x 

respecto de la topología r' , implica la continuidad de las apl_i 

caciones, compuestas de ellas, 

~: IR ....,,. V 

tales que 

por 

(i =l , ... ,n), 

Luego la aplicación JRn ....,,. vn 

¡¡;ui, ... ,~n) = (tpJU¡) , .• . ' ipnUn)) 

será continua . Además , l a continuidad de la aplicación 

definida 

(x,y)....,,. x+y permite demostrar por inducción la continuidad de 

la aplicación X: vn -+ V definida por 

X (x 1 
, ••• , xn ) Resulta así, puesto que 

ip( ~ 1 , ••• , ~n ) 

(X o °9?)(~1, ••• ,~n), 

que la función ip será continua respecto de la topología t. 

La continuidad de ip y de ip- 1 implica que ip es un homeomorfismo 

de mn sobre V y por consiguiente la topología T de V cojncide 

con la topología inducida en V por la topología de IRn, mediante 

lá biyección ip. Ahora bien dicha topología inducida es la top~ 

logía natural porque las vecindades fundamentales 

{ ( x 1 , ••• , xn ) 1 1 X i - a i 1 < o } 

corresponden mediante '{) con las vecindades uae o) de la topología 

10 
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FUNCIONES BILINEALES SIMETRICAS Y FUNCIONES CUADRATICAS 

La topología natural de los espacios euclideanos de dimen­

sión finita puede expresarse mediante la norma como lo muestra 

el s iguiente teorema. 

Teorema 1.2.3. La topología natural de un espacio euclideano de 

dimensión finita admite como base a las esferas. 

Sa(o) = { x E V I ll x-a ll <a} 

Demostración. Para demostrar que las esferas SaCO) constitu­

yen la base de una topología basta probar que toda intersección 

finita de esferas es una reunión de esferas 1J. La demostración 

es sencilla y la dejamos al lector . La identidad de la topolo­

gía cuya base es el conjunto de las esferas , con la topología 

natural, resulta de las relaciones 

uª ( s / 2 ) e Sa( o ) e Ua ( o) . • 

§ 2. Funciones bilineales simétricas y 
funciones cuadráticas. 

2.1 Funciones bilineales. 

Las funciones p-lineales fueron definidas mediante la defi 

nici6n 1.2.1 . Para p=2 resultan, como entonces vimos, las fun­

ciones bilineales, que denotaremos de ordinario por una letra 

tal como <I>, y en ocasiones por <I>(x,y). 

1) Ver poi ejemplo Hocking 'y Young,. Topology, Addison Wesley, (1961), pág. 6 . 

11 
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Definición 2.1.1. Dada una función bilineal <1>: Ux V ~m, se 11~ 

man radical izquierdo y derecho de <I>, respectivamente, a los 

subespacios K 1 e U y K 2 e V dados por 

{ xeU <I>(x,y) 

{yeV <l>(x,y) 

O para todo y e V 

O para todo x e U 

Definición 2 .1.2. La función bilineal ·<I>: UxV ~ Dl se llama 

no degenerada cuando K1 = K2 = {O} . En caso contrario se llama 

degenerada . . 

Por consiguiente <I> es no degenerada si se cumplen las con­

diciones: 

1. Si para un xe U es <l>(x, y)= O para todo ye V, entonces es x =0. 

2. Si para un ye V es <l>(x, y) = O para todo xe U, entonces es y =0. 

Definición 2.1.3. Una función bilineal <I>: V xV ~E se llama 

función bi lineal sobre V. 

2.2 Funciones bilineales simétricas. 

Una función bilineal <I>: VxV~R sobre V se dice que es simétri­

ca si satisface a la condición 

<I> (.X 'y) <I>( y ,x) • 

Los radicales K1 y K2 de una función bilinea} simétrica 

son idénticos. Los representaremos en adelante por K, y lo 
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llamaremos núcleo de <I>. <I> es entonces no degenerada cuando 

K ={O} . El núcleo de <I> se designa por Ker<I> 

Definición 2.2.1. Se llama rango de una función bilineal simé­

trica <I>: V x V-* R, donde V es un espacio de dimensión n, al 

número positivo 

r = n -· dim K 

donde K es el núcleo de <P. Una función bilineal simétrica es 

no degenerada si su rango es n. Si su rango es cero, será idén 

tic amente nula. 

Sea <I> una función bilineal simétrica. Dada una base cualquie-

n 

ra (e¡ ) de V, sean x = L ~i e¡ 
j = 1 

e y = L r¡i e¡ dos vectores 
j = 1 

arbitrarios de V. Se tiene entonces 

n n 

<I>( X ,Y) L L O'. . . ~ j r¡j 

j = 1 j = 1 
f J 

( 2. 2 .1) 

donde 

O'.¡ j <I> (e¡ 'ej ( 2. 2. 2) 

El segundo miembro de la ecuación ( 2. 2. 1) es la forma bilineal 

que representa a <I> respecto de fo base (e¡ ) . Los números a 
j j 

dados por las fórmulas ( 2. 2. 2) son los coeficientes de la forma. 

La simetría de <I> implica que 

a .. 
IJ 

ex . . 
J f 

(2.2.3) 

13 
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Definición 2 . 2.2. Se llama matr i z d e <I> r elativ a a una b a se (e¡) 

a la matriz 

( 

<X.11 ª .. ln) = 
( O'.¡ j ) 

<X. nl cxnn 

cuyos términos cx.ij = <I> (e¡, ej) son los coeficientes de la forma bi 

lineal que representa a <I> respecto de la base(~) . Las matrices 

que representan a una forma bilineal simétrica son s i métricas, 

en virtud de ( 2. 2 . 3) . 

Teorema 2 . 2 . 1 . Sea <I> : V x V ~/El una función bilineal simétrica 

sobre V, y designamos por V* al espacio dual de V , es decir al 

espacio de las funciones lineales d e f i nidas en V. A <I> le corres­

ponde una única transformación lineal 'f!: V~ V * tal que 

<l>( x ,y) = < 'f!X,Y >, -tf X ,Y € V . 

La matriz de 'f! re la ti va a una base (e¡ ) de V y a la base dual ( ei) 

es idéntica a la matriz de <I> respecto de la base (e¡) ; por tan­

to dicha matriz es simétrica . Además el núcleo de 'f! coincide con 

el núcleo de K de <I> , es decir que 

K = Ker et> Ker ip 

y el rango de <I> es igual al rango de ip o sea al rango 

matriz que le corresponde. 

Observac i ón: Se cumple que : 

< ipy,x> 

14 
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poi: cuanto 

<l> (X 'y) <I>( y ,x) 

Demostración. Dada una base (ei) de V, a cada transformación 

lineal 

Y -+ ~( ei 'Y) 

le corresponde un vector 

5.3.1) tal que 

xfi e V* 
' 

( ver Pte. 1, corolario del teorema 

<I>( ei ' Y) < xf, Y> ' -V- y e V. 

n 

Por tanto, si X = ~ ~i e. 
' 1 

se tendrá 
i = 1 

n 

<f>( X' y) =< ~ ~ i X~' y > 
i = 1 

Si definimos la transformación lineal ip: V-+ V* por la fórmula 

n 

i = 1 
Si Xf' l{JX 

se tendrá 
<I> (x ,Y) < i.px, y > , J,J- x, y e V. , 

La transformación lineali.p es finica por cuanto, si ~ 

es tal que 

<I>(x,y) 

entonces será 

< l{JX - ip
1 

X ,y > o' -V-x,yeV 

y por tanto 
l{)X J,/- xe V , 

V-+ V* 

15 
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o sea 

Si ( ei) es la base de V* du a l de (e¡ ) y esc r i b imos 

entonces es 

Ahora bien , 

< lfie ¡ , e¡ > 

luego se tiene 

n 

n 

l; ~ i k < ek ' e¡ > = ~¡¡ 
k=l 

lo cual demuestra que la matriz ( ~ . . ) de lfi respecto de las b~ses 
1 J 

(e.
1
.) y (ei), duales , es igual a la matriz sim~trica (a .. J de <I> 

1 J 

respecto de la base (e¡ ) . 

El núcleo K de <I> coincide con el núcleo de ¡p, por cuanto, 

dado x, para que <I>(x ,Y) se anule para todo y es necesario y su­

ficiente que sea lfiX = O , ( Pte .1, condición E2 de l a sección 4 .2). Se 

tiene por consiguiente: 

K = Ker <I> = Ker lfi 

Entonces (ver Pte . I, (3 . .S.2), pág . 34) . 

rango lfi dim V 

dim V 

dim Ke r ¡p 

dim K =rango <I> . 

El rango de <I> será por tanto igual al rango de la matriz que r~ 

presenta a ¡p respecto de bases cualesquiera. Puesto que para b~ 

ses elegidas como se vio precedentemente las matrices de <I>yde ¡p 
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son idénticas , podernos establecer que el rango de~ es igual al 

rango de la matriz que le corresponde en una base cualquiera . • 

Corol ar io . Una función bilineal simétrica es no degenerada si 

Y sólo si el determinante de su matriz (O/. . . ) es diferente de 
1 J 

cero . 

Demos trae i ón. Para que K = Ker ~ = Ker 'f! sea de dimen.si ón O es 

necesario y suficiente que 'f! sea regular, es decir que el rango 

de su matriz C~) sea igual a n. Para eso es necesario y sufi­

ciente que el determinante de dicha matriz sea diferente de cero. • 

Definición 2.2.3. Dada una función bilineal simétrica~, se 11~ 
ma homomorfismo asociado 

ca 'f! : V ~ V* tal que 

a ella, a la transformación lineal úni 

~(X, y) = < 'f!X, y > , 

para la cual se cumplen por consiguiente las propiedades del teo 

rema 2.2.1. 

Teorema 2.2.2 . Si ~ es una función bilineal simétrica sobre V, 

y 'f! es su homomorfismo asociado, entonces el dual 'fl* es idénti 

co a 'f!, lo que expresa diciendo que 'f! es autoduaZ. Se tiene en 

ton ces que < 'f!X , y > = < x , 'f! y > . 

Oemostraci6n. Puesto que 'f! es una transforrnació~ lineal deVen 

V*, su dual 'fl* ( Pte.I, definición 4.4.1) será mra transformación li 
neal de (V*)* en V*, es decir de V en V*. Se sabe ( Pte.l, sección 

6.6) que si (e i) es una base de V y (ei~ es la base dual, la matriz 

de 'fl* respecto de esas bases es la transpuesta de la matriz de'f!; 

17 
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pero esta última es simétrica (teorema 2.2.1) , luego la matriz 

de i.p* es idéntica a la de i.p, y por consiguiente es i.p * = i.p • Resul 

ta así, en virtud de la definición 4. 4. 1 de la Pte.I, que 

<i.px,y>=<x,i.py>, 

para x e y cualesquiera de V. • 

2.3 Funciones cuadráticas . 

A cada función bilineal simétrica <I>: V x V ~R definida so 

bre V le podemos hacer corresponder una función w: V ~IR defini 

da por la relación 

W ( X ) = <f>. ( X ,X ) • (2.3.1) 

La función <I> es bien determinada por w por cuanto, como es fácil 

comprobar, se cumple que 

1 
<I>(x,y) = 2 fw(x+y)-w(x) - w(y)] (2.3.2) 

Esta relación implica que a funciones bilineales diferentes <1>1 

y <1> 2 les corresponde funciones w1 y '1'2 que también son diferentes. 

También s~ cumple la relación 

1 
<I>(x,y) = 2 [w(x) + w(y) - w(x-y)] ( 2 . 3 . 3) 

De la comparación de ésta con (2.3.2) resulta la llamada identi­

dad de i para Ze fo gramo: 

W (X +y) + 'I! ( X - y ) 2 e w( x ) + w( y ) ) , ( 2.3.4) 

que expresa una propiedad fundamental de las funciones w asocia 

das mediante (2.3.1) con las funciones bilineales simétricas <f>. 

Definición 2.3.1. Una función w: V ~IR, donde V es un espacio 

de dimensión finita, se dice que es una funci6n cuad~ática, si 

18 
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cumple las condiciones siguientes: 

1. es una función continua (respecto de la topología standard 

de V) 

2. satisface a la identidad del paralelogramo (2.3.4) 

Si en la identidad del paralelogramo se hace primero x =y =0, 

y luego solamente x = (J, resulta que para toda función cuadrática 

~ se cumplen las relaciones 

~( O) = O 

y 
~(-y) ~(y). 

Esta última ecuación expresa que las funciones cuadráticas son 

pares. 

Teorema 2.3.1. Entre las funciones bilineales simétricas 

<I>: V xV--*R donde V es un espacio vectorial de dimensión fini­

ta, y las funciones cuadráticas ~ : V--* IR existe una corresponden­

cia biunívoca tal que si <I> es una función bilineal simétrica y 

~ es la función cuadrática que le corresponde, entonces se cum­

plen las relaciones . 

\Jt(x ) = <I> (x, x) (2.3 .5) 

<I>(x,y) = 
1 
2 

[ ~(x+y) - ~(x) - ~(y)] ( 2. 3. 6) 

Demostración. Al comienzo de esta sección hemos demostrado que 

dada una función bilineal simétrica <I>, la función~ definida por 

( 2. 3 . 5) satisface a la relación ( 2. 3 . 6) . Probemos ahora que ~es 

una función cuadrática. La identidad del paralelogramo (2.3.4) 

fue demostrada precedentemente, y la continuidad de la función 

~(x) = <I>(x, x) resulta inmediatamente de la continuidad de la 

función bilineal <I> que fue establecida en el teorema 1.2.1. 
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Ha quedado probado así que a cada función bilineal sirnétri 

ca~ le corresponde una función cuadrática definida por ( 2.3.5), 

la cual satisface a ( 2. 3. 6). Sólo nos falta probar ahora que para 

cada función cuadrática '11 existe una función bilineal simétrica 

~que satisface a las relaciones (2.3.5) y (2.3.6). 

Si '11 es una función cuadrática, podernos definir la función 

<I>: Vx V ~IR, mediante la fórmula 

1 
~(x, y) = 2 ('11(x+y) - '11(x) - '11(y)) (2.3.7) 

Probaremos ahora que el> es bilineal simétrica. La propiedad de 

simetría es evidente en la relación ( 2. 3. 7). Vamos a demostrar a 

continuación que$ es aditiva respecto de la variable x,es decir 

que 

(2.3.8) 

La relación (2.3.7), que se cumplen por definición, permi­

te escribir las tres re laciones siguientes 

2<1>(x1 ,y) 

2<1>(x 2 ,y) 

'11( y) 

'11( y). 

Combinando estas tres Gltimas ecuaciones resulta 

2[<1>(x 1 + x 2 ,Y) - <l>(x 1 ,y) - <l>(x2 ,y)] 

'11(X1 + X2 +y)+ '11(y)) 

-['ll(x1 +y)+ '11(x2 +y)]- ['11(x 1 + x 2 ) - '11(xi) - '11(x2)) ( 2. 3 . 9) 

Para demostrar la relación ( 2. 3. 8) bastará dernostrarque el sep;undo 

miembro de ( 2. 3. 9) es igual a cero. A este fin usaremos Ja iden 

tidad del paralelogramo, la cual se cumple por hipótesis. Se 

tiene en efecto, 
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(2.3.10) 

'1'( X 1 + y ) + '1f (X 2 + y ) 
1 2 [ '1'( x 

1 
+ x

2 
+ 2 y ) + '1' ( x

1 
- x

2 
) ] , ( 2 .3 . 11) 

y 

( 2. 3.12) 

De esta últíma ecuación se sigue que 

'1'(X1 + X2) - 'l'(x,) - '1'(X2) = - '1'(X1 + X2) + 'l'(x,) + '1'(x2). 

Combinando esta ecuación con (2.3.10) y (2.3.11) se ve que el 

segundo miembro de ( 2. 3. 9) es igual a 

1 
2['1'(x, + X2) + '1'(X1 - X2)] - 'lr(x1) - 'lr(X2) 

que es igual a cero en virtud de la identidad del paralelogramo. 

Queda así demostrada la relación (2.3.8). En forma análoga se 

puede demostrar la aditividad de <I> respecto de la variabley. Por 

consiguiente <I> es bilineal si se cumplen las relaciones 

<I>( Xx,y) A<l>( X ,y) ( 2 .3 .13) 

y 

A<l>(x ,y) (2.3.14) 

donde A es un escalar cualquiera. Probaremos la primera de es­

tas dos relaciones. La segunda se puede probar de manera seme­

jante. Observemos primero que la relación (2.3.8), que ya hemos 

demostrado, y en la que podernos hacer x 1 =x, x 2 =-x, implica que 

<P(O,y) = <I>(x,y) + <I>(-x,y). 

Pero de (2.3.6)se sigue que 

1 
<I> (o ' y ) = 2[ 'lr (y ) - '1t (o ) 

Luego 

'lr(y)] 

<I> ( -x ,Y) -<I>(x,y), 

o (2.3.15) 
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y por tanto la relación (2.3.13) se cumple para X =-1. La rela 

ción (2.3.15) muestra que también se cumple para X= O. Basta aho 

ra probar que se cumple para todo X positivo, porque si tal cosa 

se demuestra, entonces, en el caso en que x<o, será -X>Oy por 

consiguiente será 

<I>(Xx,y) = <I>(-(-Xx),y)=-<l>(-Xx,y) X<I>(x, y). 

y (2.3 . 13) se cumplirá en general. 

Supongamos primero que k es un entero positivo. La relación 

(2.3.8) implica inmediatamente que 

<l> ( kx , y) = k <l> (X , y) , 

y por tanto (2.3.13) se cumple cuando k es entero positivo. Sea 

Pero 

__!!_ 
q 

de donde 

Luego 

donde p y q son enteros positivos. Se tiene entonces 

p 
<I>(-qx,y) 

<I>(x ,Y) 

1 
<P(-x' y) q 

<I>( + x,.y) 

1 
-q<I>(x,y). 

p TJ 
<l> ( q X, y) = ~ <l> (X ,Y) 

1 
q <l>(-x,y) 

q 

y por consiguiente (2.3.13) se cumple cuando A es racional posi 

tivo. Si X es un número real positivo cualquiera, sea {An} una 

sucesión de númer os racionales positivos tales que 

l i m Xn = A. 
n -+ oo 
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Se tiene 

'An <I>(x,y)=<I>(Xnx,y)= ; {\ll('Anx+y)- 'lt('Anx) - 'V(y)}, 

y en virtud de la continuidad de 'Irse tendrá 

'A<f>(x,y) = <I>('Ax,y), 

y así queda probada la relación (2.3.13) en el caso general. Se 

ve por tanto que, dada la función cuadrática 'Ir, la fórmula (2.3.7) 

define a una función bilineal simétrica. Comprobaremos ahora 

finalmente que a esta función le corresponde la función cuadrá­

tica 'Ir dada, es decir que para ellas se cumple (2.3.5), ya que 

(2.3.6) se cumple por la definición de <I>. De (2.3.7) se deduce 

que 

<I>(x ,z) 
1 
2 

[ 'Ir ( 2x) - 2\Jr(x) ) 

Haciendo x 

tiene. 

y en la identidad del paralelogramo (2.3.4) se ob-

'lt(2x) 4\Jr(x). 

Por consiguiente 

<I>(x,x) = 'lt(x) 

que prueba el cumplimiento de (2.3.5) • 

En adelante, y siempre que no haya lugar a confusi6n, la funci6n cua­

drática que corresponde a una funci6n bilineal simétrica <I> (x ,y) se repr~ 

sentará por <t>(x) = <I>(x ,x) y por tanto nos referiremos tanto a Za funci6n 

bilineal cf>( = <I>(x ,y)) como a Za funci6n cuadrática <I>( = <I>(x) ). 

Dada una base cualquiera (e¡ ) de V, si x = L ~ 1 e¡ es un 
i = 1 

vector arbitrario de V, entonces la forma bilineal (2.2.1) que 
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representa a la función bilineal <P(x ,Y) proporciona la repre­

sentación de <P(x) mediante una forma cuadrática. 

<P (x) ~ (2.3 . 16) 
i = 1 j = 1 

cuyos coeficientes son los mismos que los de la forma bilineal 

de <P(x,yi La matriz la .. ) puede considerarse también asociada 
. IJ 

con la función cuadrática <P, para una base dada de V. Puede 

decirse entonces que el rango de la función bilineal es igual 

al rango de la matriz que corresponde a su función cuadr~tica, 

para una base cualquiera de V. 

2.3.1 

2.3.2 

24 

Ej ere ici os 

Probar que una función bilineal simétrica definida so­

bre V define sobre la suma di recta V@ V a una función 

cuadrática. 

Sean M = ( a¡
1
·) y M' = ( ª·' ·,) las matrices de la forma 

1 l 
bilineal <P: V x V--+ R respecto de las bases (e¡ ) y 

(e,,) respectivamente. Pro bar que 

M' = A't M A' y M = At M' A, 

donde A es la matriz del cambio de la base (~) en la 

base (e¡•) y A' es su inversa. 
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2.4 Funciones bilineales simétricas definidas e indefinidas. 

Definición 2.4.1. Una función bilineal simétrica lf>(x, y) se lla 
ma definida positiva (definida negativa) si la función cuadrática lf>(x) 

que le corresponde tiene la propiedad. 

lf>(x) > O (lf>(x) <O) 

para todos los vectores x *º · Las funciones definidas positi­
vas y definidas negativas son evidentemente no degeneradas. 

Teorema 2 .4 .1. Si '1>: V x V~ E es una función bilineal simétr.!_ 

ca definida positiva (definida negativa), entonces se cumple la 

desigualdad de Schwarz . 

lf>( X ,y)2 ~ lf>(X) lf>(y) , X ,y €V. ( 2. 4. 1) 

La igualdad tiene lugar si y sólo si x e y son linealmente depe!!:. 

dientes. 

Demostración . Según se sabe (ver Pte.J, sección 17.1) en V puede 

definirse un producto interno mediante una de las fórmulas 

(X , y) = <l>( X, y) , ( X , y) = -<fl( X , y) 

El presente teorema resulta ser entonces enteramente equivalente 

al teorema Pte.I, 17.2.1. • 

Definición 2.4.2. Una función bilineal simétric.a lf>(x, y) se llama 
semidefinida positiva (semidefinida negativa) si se cumple que 

lf>(x) ~ O (lf>(x) ~O) 

para todo vector xe V, y si existen vectores v/=.O tales que 
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<I>(x) = O. La desigualdad de Schwarz es cierta también para las 

funciones bilineales simétricas semidefinidas (Pte.I, sección 17 .2, 

observación 2), pero la igualdad puede ocurrir aun cuando los ve~ 

tores x e y no sean linealmente dependientes. Las funciones se 

midefinidas son además degeneradas, pues si x 0 =I=- O es tal que 

<I>(x0 ) =O, entonces, por la desigualdad de Schwarz, 

y por tanto tiene lugar que 

o' 

Cuando la función bilineal simétrica toma valores positivos 

y negativos, se dice que es indefinida, y entonces puede ser deg~ 

nerada o no degenerada. 

2.5 Descomposición de un espacio vectorial de dimensión finita 
respecto de una función bilineal simétrica indefinida no 
degenerada. 

Sea <I>: V xV ~ m una función bilineal simétrica indefinida 

no degenerada, sobre el espacio vectorial V de dimensión n. 

Teorema 2.5.1. Dada una función <I>: Vx V ~m bilineal simétri 

ca indefinida no degenerada, sobre el espacio V de dimensión n, 

existen los subespacios V+ y v- de V tales que 

(2.5.1) 

y que <I> es definida positiva en v+ y definida negativa en v-. El 

espacio v- es el complemento ortogonal de v+ con respecto al pr~ 

dueto escalar definido por (x ,Y) = <I>( x ,Y) • 
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Dem o s traci ó n. Puesto que <I> es indefinid a por hipótesis , existe 

un vector a -=FO tal que <I>(a) > O. El subespacio de dimensión 

1 generado por a no es por tanto trivial y la restricción de ~ 

a ese subespacio es definida positiva porque cualquiera que sea 

el vector no nulo )..a, )... -=F O, de dicho subespacio, se tiene 

éP( )..a) éP()...a, )..a) )...
2 <I>(á,a) 

Existirá entonces un subespacio v+ de V de dimensión maxi­

mal, tal que <I> es definida positiva en v+ . 

La función bilineal no degenerada <I> nos permite introducir 

un producto escalar, en el espacio vectorial V, mediante la fór 

mula . 

(x,y) <P(x,y). ( 2. 5. 2) 

Designemos por v- al corriplemento ortogonal (V+ )
1 

de v+ relativo 

a ese producto escalar ( Pte. 1, definición 17. 7 .2 ) . La intersección 

v+ n v- se reduce al vector nulo, porque si existiera el vector 

z-=FO tal que zeV+ n v-, se tendría que <I>(z,x)=O, para todo 

x e v+, porque z pertenece a V (V"'")
1 . En particular se tendría 

<fJ(z,z) = <P(z) =O donde z-=F O y zeV+. Resultaría así una con-

tradicción con la definición de V+ 

Para demostrar ( 2. 5 .1) sólo queda por probar que V= V+ + v­
(ver Pte.I, definición 13.3.2). El teorema Pte.I, 5.4.1 permite es­

cribir 

dim v+ + dim v- dim V. 
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Si (e 1 , ••• ,ek) es una base de V+ y ( ek+J , ••• , e 11 ) es una base:-

de v-, (e 1 , ••• ,en) es una base de V, pue s si se tiene 

L o/ e¡ O , 
i = 1 

entonces 

k n 

L O'.i e. L O'.¡ e. 
1 l 

i =1 i =k +1 

El primer miembro es un vector de V+y el segundo es un vector de 

v-. Luego, puesto que V+ n v· = {O}, se deberá tener 

k 

L ai e. =O 
1 

j = 1 

y º· 
i=k+l 

Ahora b i en , ( e 1 , ... ' es una base de y+ y ( e k +1 ' ... ' 
una 

es 

la 

base de v-. Por consiguiente 

una base de V. Cada vector x E 

forma 

k n 

X L ~i e . + L ~i ei 
l 

i = 1 j =k+ 1 

k n 

a 1 = ••• = cxn =0, y (e; ; ... ,en) 

V puede escribirse entonces en 

donde L ~¡ e
1 

E v+ y L ~i e1 E v-. Se tiene p or tanto que 
i=I i=k+l 

V= V++ v-, con lo cual queda probada la relación (2.5.1). 

Sólo falta probar que~ es definida negativa en v-. Si z*O 

es un vector cualquiera de v-, y designamos por V1 al subespacio 

de V generado por v+ y por z, cada vector n o nulo x de V 1 puede 

escribirse en la forma 

X = y+ C<Z , y€ y+ ' adR . 
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Por tanto, 
1 

<I>(x) = <I>(y + cxz,y + az) <I>(y) + cx 2 <I>(z). 

Si fuera <I>(z) >O se tendría <I>(x) >O para todos los vecto­

res x no nulos de V1 • <I> sería entonces definida positiva en el 

subespacio Y¡ de V, de dimensión mayor que la de V+, lo cual se 

ría una contradicción. Resulta así que 

<I>(z) ~o, 

y por tanto <I> es semidefinida negativa en v-. Para probar que es 

definida negativa .vamos a valernos de la desigualdad de Schwarz 

(teorema 2.4.1). Debido a que <I> es semidefinida negativa en v­
y a que, como hemos observado anteriormente1, se cumple entonces 

la desigualdad de Schwarz, tendremos 

<I> ( z 1 , z T ~ <I> ( z 1) <I> ( z ) , z 1 e V - , z e V - . 

Supongamos que sea 

De la desigualdad precedente se sigue que 

<I>(z 1 ,z) =O 

para todo ye v-. Sabemos también que por ser z 1 e v- es, en vir­

tud del corolario del teorema 2.4.1, 

<I>( z 1 ' y) = o 

para todo y e v+. Luego, puesto que cada vector x e V puede es -

cri birse en la forma x = y + z , donde y e V+ y z e .v-, se tendrá 

<I>(z 1 ,Y +z) = <I>(z 1 , y) + <I>(z 1 , z) =O 

para todo xe V. Dado que <f? es no deg~nerada se tendrá que z 1 = O. 

Luego <t es definida negativa en v- . • 
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2.6 Descomposición de un espacio vectorial de dimensión finita 
respecto de una función bilineal simétrica indefinida deg~ 
nerada. 

Sea <P una función bilineal simétrica indefinida degenerada . 

El núcleo K de <P no se reduce al vector nulo. Tal como vimos en 

la demostración del teorema 2.5.1, se puede determinar ahora un sub 

espacio V+ de V de dimensión maximal, tal que <P es definida po-

sitiva en V... Se tiene entonces que v+ n K = {O}, pues si V+ co_!!: 

tuviera a un vector x 0 no nulo de K, se tendría <P(x 0 ) = O v <P 

no sería definida positiva en v+. Valiéndonos de bases de V"" y 

de K reunidas en un conjunto, y ampliado este conju~ o hasta fo_! 

mar una base de V, puede obtenerse un subespacio ~ de V tal 

que V+ ~ V
1 

y que 

V V¡®K. (2 .6.1) 

Evidentemente v+ es un subespacio de V¡ de dimensión maximal ,en 

que <P es definida positiva . 

La restricción de <P a V1 es no degenerada. En eíecto, si 

fuera <P(x1 , y 1 ) =O para un x1 € '; dado y para todo y 1 € ~ , ento~ 

ces, puesto que cada vector y€ V puede escribirse en la forma 

y Yo€ K 

se tendrá 

Resulta de aquí que x 1 € K . 

virtud de ( 2 .6 .1), que x 1 = 

-V- y€ V. 

Puesto que x 1 € K n Vi , se tendrá , en 

O; por tanto <Pes no degenerada en~· 

El teorema 2.5.1 aplicado al subespacio ~ en que <P es in­

definida no degenerada permite escribir 
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y po r t anto 

V = V +<.!> V - <t>K ( 2. 6. 2) 

en donde V + es un subespacio de V de dimensión máxima en que ~ 

es definida positiva y v - es un subespacio en que ~ es definida 

negativa , que es complemento ortogonal de v• en el espacio V 1 , 

respecto del producto interno (x , y) = ~( x, y) . 

Observaciones: 

l. Una modificación obvia de la demostración del teorema 2 .5.1 

consiste en comenzar por elegir un subespacio v- de V de di 

mensión máxima , en que ~ es definida negativa . Si se proc~ 

de de esa manera , c on el razonamiento de la presente sección 

llegaremos a un a descomposic i ón ( 2 .6. 2) , donde v- es un sub 

espacio de V de dimensión máxima , en que ~ es definida neg~ 

ti va , y i,.+ es un subespacio en que ~ es definida positiva 

que es complemento ortogonal de v-, en Vi , respecto del pro­

ducto escalar ( x, y) = ~(x,y) . 

2. La descomposición ( 2.6.2) es válida cualquiera que sea la 

función bilineal simétrica ~ . Si ~ no es indefinida , toma 

una de las formas 

V = V+ © K o V v- © K. 

En el caso en que ~ es no degenerada, basta tener presente 
que K= {O}, y resulta, obviamente , V= V+ o V= v- .. 
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2.7 Indice y signatura de una función bilineal simétrica. 

Teorema 2.7.1. Dada una forma bilineal simétrica <I> y unadescom 

p osición de V de la forma 

(2.7.1) 

donde K es el núcleo de <I>, y <I> es definida positiva en v• y~ 
finida negativa en v-, las dimensiones de v .. y de v - son ind.epe_!! 

dientes de la descomposición ( 2. 7 .1) que se considere , y sólo d_e 

penden de <I>. Además , 1 as dimensiones s de v• y s' de v- son 1 as 

dimensiones máximas de los subespacios de V en que <I> es definida 

positiva y defi nida negativa, respectivamente. Por último, se 

cumple la relación 

s + s ' = r (2.7.2) 

donde r es el rango de <I>. 

Demostración. Consideremos dos descomposiciones cualesquiera~ 

la forma V: 

(2.7.3) 

y 

V = v; '!' K • (2.7 .4) 

<I> es definida positiva en ~· y en ~·y es definida negativa en 

~-y Vi-. Si x 1 e v- y x 0 e K se tiene 

Por tanto <I> es definida negativa en~- ~ K. Se tiene por consi 

guiente que 

{o} ' 

de donde 
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y pin tant o 

dimV/+dimVi- +dimK ~ dimV=n. 

Ahora bien, de 2.7.3 s e sigue que 

dim"i++ dim"i - +dimK = n. 

Por cons i guiente 

di m v/ ~ di m v/ . 

PermutanJ o los papeles de y 

dim v/ ~ dim v/ • 

Resu lt a así que 

v .. 
2 se prueba que 

es de cir que la dimensión s de v + es determinada de mane ra uní­

voca por~ . De (2. 7 . 3) y ( 2 . 7 . 4) se deduce entonces que 

y po r tanto la dimensión s ' de v - también es unívocamente deter 

minada. 

Por último, puesto que el rango de ~ es 

r = n - dim K 

se tiene 

s + s' dim v+ + dim v- r • 

Sólo queda por demostrar que s es la dimensión m~xima~ los 

subespacios en que ~es definida positiva , y que s' es la dimensión 

33 



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE 

máxima de los subespacios en que <I> es definida negativa . Según 

hemos visto al demostrar la existencia de la descomposición ( 2 . 

6 . 2) en la sección 2.6 , y en la observación 1 de la misma sec­

ción, existen descompos i ciones del tipo ( 2 .7.1 ) en que la dime~ 

sión de v+ es la dimensión máxima de los subespacios en que <I> 

es definida positiva y otras en que la dimensión de v- es l a di­

mensión máxima de los subespacios en que <I> es definida negativa. 

Puesto que s y s' son constantes para todas las desr.:omposiciones, 

quedará demostrada nuestra aseveración. • 

Definición 2. 7. l. Se llama lndice1 ) de <I> a la dimensión máxima s 

de los subespacios de V en que <I> es definida positiva. Si 

V = v+ 81 v- © K 

es una descomposición cualquiera en que K es el nGcl8o de <I>¡ y <I> 

es definida positiva en v+ y definida negativa en v-, el índice 

de <I> es la dimensión de v+ 

Definición 2.7.2. Se llama signatura de et> al nGmero 

di m V + - di m V - = 2 s - r (2.7.5) 

Es claro que si la signatura de ~es positiva, la de -<I> es neg! 

tiva, e inversamente. 

2.8 Diagonalización de la matriz de una función bilineal simé­
trica. 

Sea <I> una forma bilineal simétrica. Consideremos l 1 na des­

composición. 
V V+ <±l v- <±l K 

1) o, en forma más precisa; índice de positividad de ~. 
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de V relativa a <1>, Puesto que <I> es definida positiva en v+, puede 

definirse en este subespacio un producto interno. 

(X' y) cI>(x,y), 

Respecto de este producto interno podernos considerar una base º.!:. 
tonorrnal (e 1 , ••• , e5 ) de V+. Semej anternente -<I> define a un pro­

ducto interno 

(x 'y) -<P(x,y) 

en V - , respecto del cual podernos considerar la base ortonorrnal 

(es+J , ... , er) de v-. Por último, sea (er+J, ... ,en) una base 

cualquiera de K. Resultará entonces que 

(e 1 , ••• , e,, ) 

es una base de V y que, teniendo presente la ortogonalidad dev­

respecto de v+, pueden escribirse las relaciones 

para i =Fj, 

r si i = 1 ' •.• ,s 

<I>( e¡, e¡) = €¡ si i = s +1, ... , r 

si i = r+l, ... , n. 

(2.8.1) 

las cuales pueden condensarse en una sola: 

donde ~es definida corno se ve en (2.8.1). 

La matriz de <I>, respecto de la base (e1, .•• , eu) de V es 

diagonal, y tiene la forma 
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o 

diag(l ... 1 -1 ... -1 0 ... 0) . 
---~~ 1· -s n-r 

--'\.º (2.8.2 ) 

o 

Por consiguiente, para toda forma bilineal sim§trica s e da una 

base de V respecto de la cual la matriz es diagon~l de la forma 

( 2. 8. 2~ y por tanto, para X = L ~¡e . 1, se tiene 

<I> (x) L €¡ ~¡ ~¡ €¡ ( ~¡ ) 2 ' 
i ::: 1 

o bien 
<l>(x ) l: o¡ )2 - l: ui'f 

j = 1 i=s+I 

2.9 Ley de inercia de Sylvester. 

Definición 2.9.1. Dada una base de V respecto de la cual lama 

triz de <I> tiene la forma diagonal. 

di ag (X 1 , ... ' 
si ( ~¡) son los componentes de x y (r¡i) son las componentes dey 

en esa base, la función bilineal <1> puede expresarse en la forma 

«P(x, y) 
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y la forma cuadrática <I> puede expresarse en la forma 

n 

<I>(x) L "A
1 
U¡ ) 2 ( 2. 9. 2) 

i = 1 

Los polinomios de los segundos miembros de t2.9.l) y (2.9.2) se 

11 aman formas bilineal diagonal y cuadrática diagonal de <I>, respecti v~ 

mente. 

Teorema 2. 9 .1. (Ley de inereia de Sylvester). En todas las f ormas 

diagonales (2.9.1) de una función bilineal simétrica o (2.9.2)de 

la correspondiente función cuadráti ca , el número de términos PQ 

sitivos es el mismo e igual al índice s de <I>, y el número de té~ 

minos neg ativos es el mismo e igua 1 a r -s, donde r es el rango de 1>. 

Demostración. Podemos prescindir del caso trivial en que <I> es 

idénticamente nula. Si ordenamos convenientemente los vectores 

de base puede suponerse que la forma diagonal de la matriz de <I> 

di ag ( /\ 1 ' ... ' 
es tal que 

A¡ > O para 

/\ . < O para 
1 

"A¡ O para 

Se tiene entonces 

51 

"Ad r¡j L 
j = 1 

1, ... , s
1 

s 1 +1 , ..• , r1 

r1 +1, ... ,n. 

"1 
A¡~¡ r¡j L 

i =s 1 +1 

(2 .9 .3) 

Es evidente que <I> es definida positiva en el subespaci.o V+ gen~ 

r ad o por l e 1 , ••• , es ) , y es de f i .n id a negativa en e 1 sub es p a e i o 
1 

V·· gene rada por (e
51

+1 , ••• , e ) • Además podemos probar que el suE_ 
"1 

espacio generado por (e +1 r 1 ' ... ' e
11

) es el núcleo de <I>. En efecto~ 
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si x es tal qu e ~ 1 = . . . = ~r1 =o, ent once s , cualqui era que s ea y E V, 

re s ult a d e (2 . 9 . 3) que <I>(x,y) = O. Por tanto l os ve c tores ~- .+I ,. 
1 

. . , ~ generan a un subespacio de K. Además, cualquiera que sea 

xt esp (er
1
+1 , •• • ,en), l o que i mp l i c a que x =l=O , es p osible s uponer, 

po r e j e m p 1 o , que ~ i =!= O. Par a y = ( 1 , O, • • • , O ) se t i en e E· n t once s 

..p (x ,y) = A. 1 ~ 1 =!= O , 

y p o r t a n t o e s xi K . Res u l ta a s í que K es el su bespaci o generndc· 

por ( e +i , ••• , en ) • Po r consiguiente puede e scribirse 
rl 

V V+ EtJ V - ® K . 

Esta es una descomposición del tipo (2.7 . 1) . Del teo rema 2.7.1 y 

de l a d e finición 2.7.1 r e sulta ent onces i nmed iatame nt e que 

S1 di m v+ s 

r J - SI d im v - s ' = r - s 

r1 dim K = r . • 

Ejercicios 

*2.9.1. Si la función bilineal simé trica <I> tiene índice s y rango 

r, la función -<I> tiene el mismo rango r y el índice r-s . 

La signatura de <I> es 2s-r y la de - <I> es -(2s-r ). Por tan 

to o bien <I> o bien -<I> tiene signatura no negativa . 

2.9.2. Sea <I> =!=O una función cuadrática. Probar que <I> puede es 

birse en la forma 
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2.10. Determinación del índice y del rango de una función bili­
neal simétrica dada por su forma cuadrática. 

Sea 
n n 

el> (x) L L <X .• , ~i ~j 
1 J 

i = 1 j =1 

la forma cu adrát ica de la función considerada . No es necesario 

considerar el caso trivial en que <I> es nula, 

te cxrs por lo menos será diferente de cero. 

luego un coef icie~ 

Podemos suponer 

i, el cambio de base que es r = s, pues si fuera a ii =O para todo 

que da lugar a la sustitución 

~ r f r + f s 

nos da la representación 

-

cI>(x) = L 
V,JJ 

en que arr y ~s son diferentes de cero. Podemos suponer que se 

ha realizado esa transformación y que por tanto 

n n 

<I>(x) l: a . . ~¡ ~i 
1 J 

i =l j =1 

es una forma cuadrática en que, por ejemplo, cx. 11 =F-0. Podemos es­

cribir entonces 

n 

<l> (X) 

Si ahora hacemos un nuevo cambio de base que da lugar a la susti 

tución 

~¡ (i = 2 •• . n) , (2.10.1) 
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y por tant o 

2 
n 

1 ( n ( ~ 1 )2 L ª11 ~l~j (r/)2 
j ~2 ·y +-- - ex lj ~ ' ' ª11 

2 
j =2 ª11 

tendremos 

n 
<I>(x) ª11 ( r¡l )2 + L f3 j j r¡i r¡i 

' ( f3 j j f3 ji ) • 
i ,j =2 

La sumatoria que aparece en el segundo miembro es una forma cua 

drAtica de (n-1) variables. Podernos aplicarle ahora a ella el 

método de reducci6n que hemos aplicado a <I>(x). Repitiendo suce­

sivamente este procedimiento obtendremos la forma diagonal 

n 

<l>(x) L X. ( !; ) 
2 

• 
1 

i = 1 

El número de términos no nulos será el rango y el número de tér 

minos con coeficientes positivos será el índice de <I>. 

Ejemplo. Hallar el rango y el índice de la forma bilineal dada 
por su forma cuadrática . 

<l>(x) L ~¡ ~j 
i < j 

En forma desarrollada se tiene, limitándonos al caso en que n = 3, 

La matriz de <I> es entonces . 

( ;,, 1¡2 1

12 ) 
o 112 

112 112 o 

cuyo rango, que es el rango de <I>, es 3. 
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Para calcular el índice vamos a emplear el procedimiento de 

la sección 2 . 10 . 

Si sustituimos ~1 por ~ 1 + ~ 2 y ~ 2 por ~ 1 - ~ 2 se obtiene 

<l>(x) { ( ~1 )
2 + 2~1 ~3 } _ ( ~2 )2 . 

Apliquemos ahora la sustitución de la forma (2 . 10.1) 

~1 +e, r¡2 = ~2' r¡3 = ~3 • 

Se tiene entonces 

( ~1 / + 2 ~1 t 

Por consiguiente 

<l>(x) 

El índice es por tanto l. El mismo método puede aplicarse al ca 

so en que n es cualquiera. El lector puede tratar ese caso. 

§ 3. Cuádri.cas en los espacios afines reales. 

En este parágrafo vamos a aonsiderar un espaaio af-in real E ( Pte. 1, Cap. 
VI ) asociado al espacio vectorial real n-dimensional V con n ;;;;i: 2. Convie­

ne recordar aquí que seguiremos el uso de llamar punto x de ~ , 
~ 

donde x es un vector de V, al punto P tal que OP = x, entendido 

que O es un punto u origen bien determinado. Es indispensable 

distinguir al punto x del vector x que se llama vector de posici6n 

del punto, relativo al origen de coordenadas O. 

La motivación de la teoría que vamos a estudiar a continua 

ción se halla en el estudio de las cónicas del plano y de las su 
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perficies de segundo grado del espacio de tres dimensiones . En 

la presente exposición consideramos espacios de dimensión finita 

cualquiera y definirnos las cuádricas corno generalización de las 

curvas y de las superficies de serundo Brado. Distinr,11imos ade 

más el caso en rine el espacio es g_fín de aquél en c¡ue es eucli­

deano. Finalmente obtenemos las clasificaciones afin y ~étrica 

de las cuádricas. 

3.1 Definición de las cuádricas. 

Sea E un espacio afín n-dimensional, y sea V el espacio vecto 

rial real asociado. Se llama cuádrica de E a cada conjunto Q no va­

c{o1) de puntos P de E, que satisfacen R la relación. 

~ ---+ 
<I> ( OP) + 2 { ( OP) = a (3.1.1 

donde O es un origen dado, ~ es una función cuadrática no idén 

ticarnente nula, f: V -+IR es una función lineal y a es un núrne 

ro real constante. 

Podernos observar que ::;i el origen O se cambia por otro nuevo ori­

gen cualquiera 0
1 

los puntos P de la cuádrica satisfacen a una relaci6n de 

la forma ( 3 .1.1) en que cJ> es la misma que antes pero en que f y a se modifi_ 
--+ 

can en determinada forma. En efecto, si escribirnos oq = x0 y 

x' 
' 

la ecuación (3.1.1) es equivalente a 

<I>(x 0 + x') + 2í (x0 + x') =a, 

y puesto que 

<l>(x0 + x', x
0 

+ x') <f>(x
0

) + <l>(x') + 2 <f>(x
0 

,x') , 

1) Si Q es vacío, se dice a veces que es una cuádrica "imaginaria". 

42 



CUADRICAS EN LOS ESPACIOS AFINES REALES 

la e cuaci ón puede escribirse en la for~a 

Si introducirnos la función lineal f 1 tal que 

f l (X 
1 

) = f (X 1 
) + <J>( X0 , X 1

) 

y el número ex1 tal que 

la ecuación (3.1.1) se escribirá en la forma 

<I>(x') + 2{
1 

(x') ex 1 

y por tanto los puntos P de la cuádrica cumplen la relación 

que, como se ve, es enteramente análoga a (3.1.1) pero relativa 

al nuevo centro 0 1 • 

---+ 
Si en ( 3 .1 .1) sustituimos OP por el vector x que rerirese!!_ 

ta a P respecto del origen n, dicha ecuación se escribe 

<P(x) + 2/(x) =ex ( 3. 1 . 2) 

y se 11 ama ecuaci6n de la cuádrica Q referida al origen O. 

Si (P¡) es una base de V y (.x 1 , ••• , xn) son las coordenadas 

de un punto P de la cu&rlrica Q en el sistema de coordenadas 
~ 

(O, (e¡ ) ), es decir las coTflponentes del vector x = OP respecto de 

la base (~\ podremos expresar la ecuación (5.1.2) en la forma 

~ 
.¡ ,j =I 

+ 2 ~ {1 i xi = ex , 
; =1 

(3.1.3) 

c~Lie se llama ecuación de la cuádrica Q referida al sistema de coordenadas 

(O,(e¡)). 

43 



ALGEBRA LI NEAL Y MULTILINEAL . SEGU NDA PARTE 

Ej emplo s . Si n=2. y n=3 las cuádricas corresponcl.ientes 

las ecuac ~ ones 

que es la ecuación general de las cónicas del plano, y 

<X.11 (x1)2 + <X.22(x2) 2 + <X.33(x3)2 + 2cx.12 x i x2 + 2cx.13xi x3 

+ 2cx.23x2x3 + 2f31x1 + 2{32x2 + 2(33x3 - ex. = o, 

ti enen 

que es la ecuación general de las sunerficies de segundn grado 

en el espacio de tres <limensiones. 

Las consideraciones de la sección 2 .2, y en especial la d~ 

finición 2 . 2.3, nos permiten escribir de una nueva manera l~ ecu~ 

ción(3.1.2) de una cuádrica referida a un origen O. En efecto, 

si 

i.p: V --+ V* 

es el homomorfismo asociado a <I> (teorema 2.2.1), podernos escri­

bir 

<f> (X, y) = < '{)X y > , 

Además, según el corolario del teorema 5.3.1, Pte . I, existe un 

vector bien determinado a*e v* tal que 

f (X) <a* ,x > .J.J- Xe V. 

Por consiguiente la ecuación (3.1.2) puede escribirse en la for 

rna 

<'{)X, X > + 2 < a*, X > <X. ' (3.1.4) 

donde i.p es una transformación lineal de V en V* cuya matriz 

respecto de una base cualquiera de V y de la dual de V*, es si-
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métrica ( Pte. 1, teorema 5.3.1)1
). 

La ecuación(3 . 1.4) puede escribirse también la forma 

< !/)X + 2a*, X > OI.. ( 3. 1 . 5) 

Es fácil observar que si f(x) es dada por la fórmula 

n 

f (x) ~ 
j = 1 

respecto de la base (e¡ ) 

es 

de V, y si ( ei) es la base dual entonces 

a* ( 3. 1 . 6) 

Se tiene en efecto 

< a*,x > f (x). 

La siguiente proposición muestra una manera particular de 

escribir la ecuación de una cuádrica de la cual se sabe que con 

tiene a un punto cuyo vector de posición relativo al origen O es 

el vector q, o como también se dice, que pasa por eZ punto q. 

1) Debe observarse que cualquiera que sea la transformación !/) , siempre que tenga la propie­
dad aquí señalada, la función <!>:V x V+TR definida por <l>(x,y) = <lfJx,y > es bilineal ysimétrl:, 

ca. La bilinealidad es evidente. La simetría tiene lugar porque ~i (o.¡j) es la matriz simétrl:, 
ca que representa a !/) respecto de las bases duales (e.¡) de V y (e1 ) de V*, se tiene 

<l{Jx ,y > = . L: . ªj ¡ é n j , <!fJy,x>= 
¡ ,J 

La simetría de (o.¡j) prueba entonces que <l>(x,y) = <1>(-y,x). 

¿ a • . F} nj 
-· . 1 J 
1 ,J 
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Teorema 3.1.1 La ecuación (3.1.2) de una cuádrica que pasa por 

el punto q( qe V) puede escribirse en la forma 

<P(x-q) + 2 <aj=, x-q > o (3.1.7) 

donde ~* es un vector de V* tal que 

< a~ , y > = <l>(y , q) + < a*, y >. -V- ye V, 

Demostración. La ecuación (3.1.2) puede ser escrita en la forma 

<l>(x) + 2 < a* , x > = a, 

cuyo primer miembro puede escribirse de la manera siguiente 

<l>((x-q) + q) + 2 <a* ,(x-q)+ q > = <l>(x-q) + 

+ 2 [<ti (x-q , q) + < a* , x-q > ] + ( <I> (q) + 2 < a* ,q > ) . 

Puesto que q pertenece a Q se tiene 

<I>{ q) + 2 < a*, q > = O. 

Por tanto la ecuación de la cuádrica puede escribirse en la fonna 

<l>(x-q)+ 2 [<I> (x-q, q)+ <a*,x-q >) = O . 

L::i aplicación y i-+ ( <l>(y,q) +<a*, y>) es lineal, por tanto exis 

te el vector a7 e V* tal que 

<J>(y,q)+ <a*, y> = < at ,Y> (3.1.8) 

y la ecuación de Q se escribe. 

<l>(X - q) + 2< ar , X -q > 0 • 
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3.2 Espacios e hiperplanos tangentes a una cuádrica 

Consideremos una cuádrica cualquiera Q cuya ecuación es 

<I>(x) + 2f (x) = a • ( 3. 2. 1) 

Sea A un punto de Q para el cual es OA = x
0 

, donde O es el 

origen de coordenadas; y sea F un plano cualquiera que pasa por 

A, asociado al subespacio de V generado por dos vectores a y b 

linealmente independientes, arbitrariamente elegidos . Se tiene 

F = {Pe E 
-+ 

1 x = OP = x 0 + ~a + r¡ b; ~ , r¡ e IR } • ( 3. 2. 2) 

~ y r¡ son las coordenadas de P en el sistema de coordenadas 

(A,( a , b)) del plano F. Los puntos de este plano que pertenecen 

a Q, es decir los puntos de la intersección Q nF deben satisfa­

cer a la ecuación. 

<I>(x
0 
+~a + r¡b) + 2f(x 0 + ~a + r¡b) a , 

o sea 

<I>(x 0 ) + 2~<I>(x 0 ,a) + 2r¡<I>(x
0

, b)+ ~ 2 <I>(a)+ 2~r¡<I>(a ,b) 

+ r¡ 2 <I>(b) + 2f( x
0

) + 2U(a) + 2r¡f(b) =a. 

Por pertenecer x
0 

a Q se cumple que 

Luego, l:i ecuación de la intersección Qn F es 

~ 2 <I>(a) + 2~r¡<l>(a,b) + 772 <I>(b) +2H<I>(x 0 ,a)+f(a)]+2r¡[<l>(x0 ,b)+f(b)]= O. 

(3 .2. 3) 

La intersección es por tanto una cónica contenida en el pl~ 

no F, que pasa por el punto A. Si introducimos la función lineal 
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g (X ) = <l>( Xo , X) + f (X) , (3 . 2 . 4) 

la ecuación de la cónica se escribe en la forma 

( 3. 2. 5) 

La expresión (3.2.4) de g(x) puede escribirse 

g (x) < r.p Xo' X > + < a*' X > = < r.p ~ + a*' X > ' 

donde r.p y D* fueron introducidas en la sección 3. l. 

Supongamos que el punto A considerado es tal que se cumple Za candi 

ci6n 

r.px0 +a* =I= O. 

Entonces g no es idénticamente nula, y su núcleo está formado por los 

vectores del complemento ortogonal del subespacio gene r ado por 

r.px0 +a* , es decir que los vectores del subespacio Vx
0 

de V, de di 

mensi6n n - 1 

{y e V 1 < r.px0 + a*, y > = O } , ( 3. 2. 6) 

o sea 

{ Y e V 1 <I> ( x0 , y) + f ( y) = O } ( 3. 2. 7) 

Puesto que el núcleo Yx de g es de dimensión n -1 ~ 1, siem-
o 

pre es posible elegir los vectores a y b de manera que no perte -

nezcan ambos a Yx
0

, por cuanto, según dijimos, son arbitraria-

mente elegidos. De esa manera resulta que el plano F no está con 

tenido en ~ Y g(a) y g(b) no se anulan simultáneamente . Pode-
º 

mos suponer entonces que g(b)=l=O. Derivando (3.2.5) respecto de 
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se obtiene 

aK 
+ --a;;- o. 

Para r¡ =O, esta fórmula se reduce a 

g(a) + g(b) ( ~;) 0 O, 

donde _AJ]_ 
d ~ o 

_KÍl!_l_ 
g(b) es la pendiente de la tangent e a la cóni-

ca en el p~nto A El vecto r 

t = -g(b) a +g(a)b (3.2.8) 

ser& por consiguiente tangente a la c6nica en x 0 • Podemos com­

probar que, cualesquiera que sean los vectores a y b elegidos m 

la forma antedicha, los vectores t pertenecen al subespacio V . 
Xo 

Se tiene en efecto 

g(t) = - g(b) g (a) + g(a) g(b) O, 

y por tanto t pertenece al núcleo de g o sea a Vx . Resulta así 
o 

que Vx contiene a los vectores tangentes en x
0 

a las cónicas Q n F, 
o 

int ers ecci ones de Q con 1 os planos F dados por ( 3. 2. 2) en que g( a) 

y g(b) no se anulan simult&neamente. Si g(a) y g(b) son ambos 

nulos, es decir si a y b pertenecen ambos a Vx , y por tanto si 
n 

F está contenido en Vx , la ecuación ( 3. 2. 5) de la intersección 
o 

Q n F se escribe 

~ 2 <I> (a) +2~r¡lf>(a, b) + r¡2<f>(b) º· (3.2.9) 
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Pueden ocurrir entonces los tres casos siguientes: 

l. <I>(a,b) 2 
- <I>(a) <I>(b) <O. 

Si suponernos que uno de los números ~ o r¡, por ejemplo ~, 

es diferente de cero, la ecuación (3 . 2.9) puede escribirse. 

2 

(T) <P(b) + 2cf) <I>(a,b) + <I>(a) º · (3 . 2.10) 

Pero no puede existir un número real que cumpla esta condi 

ción; luego el punto A= x0 , cuyas coordenadas son ~ =r¡ =O, es 

el único punto que satisface a (3.2.9>. Por tanto Q n F se reduce 

a dicho punto . 

2 . <I>( a, b) 2 - <I>( a) <f>( b) > O. 

En este caso (3.2.10) tiene dos raíces reales distintas r1 

y r 2 • Luego satisfacen a la ecuación (3 . 2.9) todos los puntos 

( ~, r 1 ~) y ( ~ , r2 ~) que pertenecen a dos rectas que pasan por 

x 0 • Los puntos de la primera son 

y los de la segunda son 

x = x 0 + ~ a + r 2 ~ b 

La primera está asociada a los vectores ~a+ r
1 
~ b , y la segunda 

a los vectores ~ a + r2 ~ b. Unos y otros pertenecen a Vx , corno 
o 

es fácil comprobar recordando que g(a) = g(b) =O. Resulta así 

que, en este caso, Q nF consistente en dos rectas diferentes que 

pasan por A = x 0 y que pertenecen a Vx . 
o 
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3 . rt>( a , b ) 2 - <P ( a ) <I> ( b ) o. 

La ecuación (3.2.10) tiene una sola raíz real. Considera­

ciones semejantes a las del caso anterior prueban que, en este 

caso, Q nF es una sola recta que pasa por A= x
0 

y que perte -

nece a V:~ . 
() 

RcsumienJo, podemos establecer lo siguiente. Si designélITlos 

por Vx al conjunto de los vectores tangentes en x0 a las inter-
o 

secciones de Q con los planos que pasan por A, cuando dichas in-

tersecciones son curvas cónicas, y de los vectores pertenecien­

tes a los espacios vectoriales asociados con las rectas que con~ 

tituyen a las intersecciones en los dem~s casos, lo dicho ante­

riormente puede expresarse diciendo que 

e 

Podemos probar ahora que ~o C ~o En efecto, si ye l~ , es 
o 

decir si g(y) =O, podemos elegir al vector a de manera que sea 

g(a) = 1, por cuanto g no es idénticamente nüla segfin hemos su­

puesto. El plano F que pasa por x 0 y que contiene a los puntos 

x 0 +a y x 0 +y da lugar a una cónica Q nF que tiene por vector 

tangente en x 0 a 

t = -g(y)a + g(a)y y . 

Por consiguiente y pertenece a Vx . Podemos establecer por tanto, 
o 

que 

El resultado obtenido justifica las siguientes definiciones. 
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Definición 3.2.1. Dada una cuádrica Q, a cada punto x 0 de ella 

que cumple la condición 

¡px0 + a* =F O 

le co rre s ponde un subespacio ~ de V de dimensión n -1 q-ue se 
o 

llama espacio tangente a Q en x
0 

y que es definido por la relación 

( 3. 2. 6) o por la relaci ón ( 3. 2. 7). El hiperp lano Tx que pasa por 
o 

x0 , que está asoci ado al es p aci o tanr;e n te Vx s e ll ama hiperplano 
o 

tangent e a Q en x0 • En virtud d e ( 3. 2. 7) l os punto s de ese hi p e!_ 

plano satisfac en a la ecu ación 

Ahora bien, po r pertene c e r x 0 a la cuá drica, ti e ne lug a r l a rela 

ci ón 

<f>( X O) + 2 f (X O ) = a . 

Luego la ecuación del h j perplano t anren t e puede es cribirse en l a 

forma 

<f> ( X O , X ) + f ( X
0 

+ X ) = et , ( 3 . 2 . 12) 

que es la ecuación deZ hiperplano t angente T en x 0 a la cuádrica cu 
XO 

ya ecuación es (3.2.1). 

Definición 3.2.2. Una cuádr ica que cont i ene a un punto v que cumpJc 

la condición 

l{JV + a * o ( 3 . z. 13) 

se llama cono . El punto v se llama entonces vértice del cono . 
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Según lo visto anteriormente, una cuádrica que no es un cono 

tiene un hiperplano tangente en cada uno de sus puntos, y un cono 

los tiene en los puntos que no son vértices. 

Las consideraciones precedentes permiten reconocer que el 

hiperplano tangente a una cuádrica Q en un punto x 0 es bien de­

terminado por las intersecciones de Q con todos los planos que 

pasan por x 0 • Por tanto l os hiperplanos tangentes no dependen 

de la forma cómo se represente la cónica mediante una ecuación 

sino del conjunto de puntos que pertenecen a ella . Vamos a dedu 

cir de aquí, en particular, que si una cuádrica posee puntos que 

no son vértices ,1 ) su representación en la forma ( 3. 2 .1) es ese!!_ 

cialmente única, una vez elegido el origen del sistema de coor­

denadas. La proposición siguiente precisa el significado de es 

ta aseveración. 

Teorema 3.2.1. Dada una cuádrica Q que contiene a un - punto x 0 

que no es un vértice 1 ) , sean 

<l> 1 (x) + 2~ (x) a
1 

y 

dos ecuaciones de la misma cuádrica referida a un mismo origen a 
Entonces existe un número real X ~ O tal que se cumplen las rela 

ciones 

<P 2 y 

1) El caso de una cuádrica cuyos puntos son· todos vértices es materia del ejemplo 3.3.1. 
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Demostración. Puesto que x 0 no es un vértice, las funciones li 

ne al es 

g 1 (x) <l>
1 

( X O , X ) + f
1 

( X) 

y 

g
2 

( X ) = <l> 
2 

( X O , X ) + f
2 

( X) , 

según hemos visto antes, no son idénticamente nulas, y tienen 2~ 

bas el mismo núcleo, que es el espacio tangente ~ a () en x0 • 
o 

Sea (e
1 

, ••• , e:'J) una base de V tal que (e
1 

, ••• ,en_
1
)sea una base 

deVx
0

• Se tiene entonces que g
1
(ei) g

2
(e¡) =O para 

n 

i = 1, •.• , n-1. Por tanto, si x = ~ ~¡e¡ es un vector cualquiera, se 
j = 1 

tiene. 

y g2(x) = ~ 11 g2(en)' 

donde g 1 (en) y .l! 2 (en) tienen que ser diferentes de cero. Luego 

g2 (en) 

g 1 ( en ) gl ( x) = A g 1 (X) ' 

Consideremos dos vectores cualesquiera: a, tal que g 
2 

(a) = "A g/a) =Fo, 

y b =F O, que es un vector de Vx
0 

ta 1 que g 
1 

( b) = g 
2 

( b) = O . La cónica 

~ que es intersección del plano F, formado por los puntos 

x = x 0 +~a + r¡b, con la cuádrica, admite entonces las ecuaciones 

o ( 3.2.14) 

y 

( 3.2.15) 

Si multiplicamos la primera por /.. y el resultado lo restamos de 

la segunda, se obtiene 
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(3 .2.16) 

ecuación que es satisfecha por todos los puntos(~,~) de la có­

nica. A continuación nuestro propósito será demostrar que los 

coeficientes del primer miembro de (3.2.16) son nulos, y que por 

tanto se cumplen las relaciones 

Supongamos que uno de esos coeficientes no es nulo. En tal caso 

el conjunto íl de los puntos que satisfacen a la relación (3.2.1~, 

conjunto que, cano hemos observado, contiene a la cónica 'Y dada 

por las ecuaciones ( 3. 2 .14) o ( 3. 2. 15), está formado por dos rec­

tas que se cortan en e 7, origen o por una . recta que pasa por e Z origen o 

bien se reduce al origen según que sea positivo, nulo o negativo el 

discriminante del trinomio del primer miembro de (3.2.16), corno 

vimos en el caso del trinomio (3.2.9). Por consiguiente la cu~ 

drica 'Y será necesariamente degenerada. Recordemos que para que 

una cónica de ecuación 

sea degenerada es necesario y suficiente que se cumpla la rela 

ción 1>. 

A R D 

B e E o. ( 3. 2. 18) 

D E F 

Para la cónica 'Y de ecuación (3.2.14) el determinante~ tiene el 

valor 

1) Ver J .Tola, Análisis I (1970), pág. 163. 
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<Pi(a) 

<Pi(a,b) 

gi( a) o 

Para que se cumpla la condici6n (3.2.18), puesto que gi(a) =FO, 

debería ser <Pi(b) =0. La ecuación (3.2.14) podría escribirse 

entonces en la forma 

~[ <Pi(a)~ + 2<P1 (a,b)r¡ + 2g 1 (a)] =O. 

Si alguno de los coef icientes <P1 (a) o 2<P1 (a ,b) fuera diferen 

te de cero, la cónica ~ degeneraría en las rectas reales 

~ = O y <P
1 

( a ) ~ + 2 <P 
1 

( a , b) r¡ + 2 g 
1 

( a ) = O , 

la segunda de las cuales no pasa por el origen. ~ no podría en ­

tonces estar contenida en el conjunto íl definido por (3.2.16).P~ 
demos concluir por tanto que debería ser <P1 (a) = <P1 (a,b) =O. De los 

resultados que hemos obtenido se deduciría que <P1 (x,y) tendría 

que ser idénticamente nulo . En efecto, para cualquier vector 
x =f=.0 de V, si fuera g

1
(x)= o, podríamos elegir b=x, y entonces r~ 

sultaría <P
1
(x) = <P1 {b) =O. Si en cambio fuera gi(x) =f=. o, po­

dríamos elegir a=x y entonces sería <Pi (x) = <Pi (a)= O . Se ve pues 

que en todo caso tendría que ser <Pi(x) =o, y por tanto 

1 
<I>i(X,Y) = 2 [<Pi(X +y)- <Pi(X) o 

para todos los vectores x e y de V. Tal cosa no es posible por 

cuanto, por la definición de ecuación de una cuádrica, <Pi no es 
idénticamente nula. Podemos concluir por consiguiente que la có 

nica ~ no puede ser degenerada, y por tanto se cumplen las rela­

ciones (3.2.17). 
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De las relaciones (3.2.17) podernos deducir ahora que se curn 

ple en general que 

( 3. 2. 19) 

En efecto, dado x cualquiera de V, diferente de cero, si g1 (x)-::/=- O, 

basta suponer b =x y entonces tiene lugar (3.2.19) en virtud de 

la tercera relación (3.2.17). Si g 1 (x) =0, basta suponer a=x y 

se cumple (3.2 . 19) debido a la primera relación (3.2.17). Puesto 

que 

y 

se deduce de (3.2.19) que 

JJ- X ,Y € V. 

Las relaciones 

f 1 ( x) g l ( X) - c:I>¡ ( X o , X) 

f 
2 

( x) 

implican que 

f 2 A.f 1 

Por último, de 

cpJ (X O ) + 2f
1

(x
0

) ex I 

y 

<1>2 (X O ) + 2 f 
2 

( X
0 

) ex2 

se sigue que 

ex 2 A. ex 1 • 
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Teorema 3.2.2. Si x 0 es un punt o d e l a cuádrica Q de ecuación 

(3.2.1), que no es vértice de ella, el subespac io afín, asociado 

al nú cleo K d e ~, que pasa p o r el punto x 0 , goza de la pr0pjeda~ 

s igu i ente: Si M es u n o cualqu i era de sus punt os , la int ersección 

de Q con el s u be s p ac io afín ~ , pa r ale lo a l h iperp l an o tangen te 

Tx , que p a s a p o r M, cuand o n o es vac ía, contiene, con c ada pun-
o 

to P , a su s imétrico P ' re sp e cto de l pun t o M. 

O em ostra e i ó n . Se a x 0 + u donde 

ve K e l pun t o M. Si y es un vec 

t or arb i t r a ri o del espaci o t an 

gente V , un punto cualquiera 
Xo 

de T1 e s x 0 +u+ :>..y donde A. es 

un número a rbitr a rio . Para que 

ese punto pertenezca a O debe 

satisface r a la relación 

O' • 

Para cada u e K e YE Vx, A. debe satisfacer entonces a la siguie!!_ 
o 

te ecuación en que hemos tenido en cuent a que x0 E Q, que v pertenece 

al núcleo de~, y que ~(x0 , y)+ f (y)= O porque y E Vx
0 

( ver la re la 

ci ón ( 3 . 2.7) ) , 

~(w) A. 2 + 2f(u) O . 

Por consiguiente si esta ecuación tiene una raíz rea l A. , 

también -A. , e s una raíz, y los puntos de inte r sección de T1 con 

Q que resultan , son x0 + v +A.y y x0 + u +A.y, que son simétricos res 

pecto del punto M . • 
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Ejercicio 

*3 .2 . 1 Sea 

<l>(x-q) + 2<a;, x-q >=O 

la ecuación de una cuádrica que pasa por el punto q (ver el 

teorema 3.1.1). Si q no es un vértice, demostrar que el esp~ 

cio tangente a la cu§drica en el punto qest~ formado por los 

vectores y que cumplen la condición 

< a~ , y > = O • 

3.3. Conos 

Sea Q un cono cuya ecuación es 

<P(x)+2 <a*,x> =o- , (3.3.1) 

y sea u un vértice. Se cumplen por tanto las re laciones 

<l>(v) + 2<a*,v >=o-, '.fJ V + a* = 0. ( 3. 3. 2) 

Podemos probar de inmediato que los vértices son independie~ 

tes del origen que se emplee para expresar la ecuación del cono . 

En efec to, supongamos que se elige un nuevo origen respecto del 

cual las nuevas coordenadas son x' cuya relación con las antiguas 

es dada por la fórmula x = x
0 

+ x'. 

es (sección 3.1) 

La nueva ecuación del cono 

(3 . 3.3) 

La nueva coordenada del punto cuya coordenada era u es ahora 

u-~ . Debemos comprobar que cumple las condiciones de vértice ~R 
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rala ecuación (3.3.3). En primer lugar observareMos que v- x0 

satisface a (3.3.3) porque (3.3.2) y (3.3.3) deterMinan al mis ­

mo conjunto Ae puntos del espacio F . Se tiene además 

en virtud de la s e gunda relación(3.3.2). Por c onsiguiente se 

cumpl en las c ond iciones de la de fini c ión 3.2.2 para que v-~ sea 

un vértice de la cu ádrica dada por la ecuac i ón (3.3.3). 

Teorema 3.3.1 Para que una cuádrica sea un cono c on vértice ves 

necesario y suficiente que, cualquiera que sea el origen del si~ 

tema de co ordenada s , su ecuación pueda escribirse en la f or ma 

<f>(x - v) = O ( 3 . 3. 4) 

donde <!> es una fo r ma bi line a l s i mé tri ca . 

Demostración. Sea 

<J>( X ) + 2 < a * , X > = CI'. 

l a e cuación de un cono con vér t ice en v . Puesto que se t iene aho 

ra a* = - ip v , la ecuación del cono pu e de escribi r s e as í 

cI> (x) - 2<I>(v ,x ) a . 

Dail.o que v pertenece al cono , se rl.educe de aquí que a = - <I>( v ). Por 

cons i guiente la ecuación se reduce a 

<P (x - v) O . 

Recíprocamente si la ecuación ~e la cuádrica es ( 3.3 . 4) , e l 

punto v pertenece a ella , y coJTlo la ecuación pue~. e esc r ibirse en 

la forma 
<f> ( X ) - 2cf> (V , X) = - cf> (V ) 

se tiene <a *, x > =<- ¡p v ,x > y por cons i p:uiente 
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se ti ene <a*, x > = < -¡pu ,x > y por consiguiente ¡p(v) +a* o. 

Luego u es un vértice. • 

Corolario. Para que una cuádrica sea un cono es necesario y su­

ficiente que el origen de co ordenadas pueda e l egir s e de manera 

que su ecuación se reduzca a la forma 

<P(x) =O. (3.3.5) 

Demostración. Si Q es un cono y V es uno de sus vértice s en cuyo 

caso cualquiera que sea el origen su ecuación tiene la fonna (3.3. 

4~ si se traslada el origen al punto su ecuación toma la forma 

(3.3.5). 

Por otra parte , en virtud, del teorema anterior, la ecuación 

(3.3.5) representa a un cono de vértice en el ori gen. • 

Si prescindimos de casos excepcionales en los que no insis­

tiremos, es posible tener idea de la formad~ un cono Q de lama 

ne ra siguiente : 

Sea su ecuación 

i ~ j = 1 

a . . ~; ~j 
1 J 

o 

cuando se toma a uno de sus vértices como origen . Supongamos que 

sea a ,. s *O. La intersección del cono Q con el hiperplano H'A de 

ecuación ~r 'A , donde 'A * O es un número cualquiera, es dada 

por la ecuación 

~ 

i' j -:t1 

a . ~; ~j 
1 J 

+arr'A2 + ~ ªr;A~i=O, 
i =1 
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o sea 

L 
i , j f r 

a .. 
- '-J 

r...2 
~i ~j + 

n a . 
Y! 

o ' 
i=l 

que, salvo casos excepcionales, es la ecuación de una cuádrica 

Qr... del hiperplano Hr... . Las cuádricas QA. son semejantes entre sí: 

a cada punto P1 u¡) de la cuádrica QA. puede hacérsele correspo~ 
.1 

A. 2 . 

der el punto p (--f) de 
2 t.. 1 QA. ' de manera que si 01 y q son 

2 

los puntos ~ i = o ' i =h de los planos HA.1 y HA. re spe et i vamen te, 
·2 

---+ A2 ~ 
se tiene que 0 2 P2 = -!...- 0 1 P1 • La forma como varían las cuádricas 

1 

~ al variar t.. da idea de cómo se genera Q. 

Teorema 3 .3. 2. Toda recta que une un vértice del cono con WlO de 

sus puntos está íntegramente contenida en él . 

Demostración. Sea <f>( X ) = o la e cuación del cono si se toma co-

mo origen del vértice considerado. Si X¡ =I= o es otro punto del 

cono, se tiene 

<f> ( A.x 1 ) A.2ct>(x 1) o. • 

Teorema 3 .3.3. Los vértices de un cono constituyen un subespRcio 

afín de E asociado al núcleo K de1t1 que, según el teorema 2.2.l, 
es igual al núcleo de <I> . La dimensión de ese subespacio es n - r, 

donde r es el rango de ~ - Dicho subespacio queda determinado por 

cualquiera de los vértices . 
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Demostración. Si elegimos c omo origen de coordenadas a un vérti 

ce, la ecuación del cono será <l>(x) = O. Luego será a* = o. Si 

v pertenece al núcleo K de~, satisfará a las relaciones (3.3.2) 

y será por tanto un vértice del cono. 

Recíprocamente, si v es un vértice debe satisfacer a las re 

laciones ( 3 .3 .2) y por tanto Jebe ser ~v = O, o sea v E K. 

En consecuencia , los vértices del cono constituyen el conjll!!_ 

to de puntos u tales que VE K, o se a el subespacio afín asociado 

a K. La dimensión de ese subespacio, que es igual a la dimensión 

de K de n-r, donde r es el rango de~ ( Pte. 1, 3.5.2 )). • 

Definición 3.3.1 El s ubespacio E 0 de E formado por los vértl 

ces del cono se denomina arista del cono y tiene dimensión n - r • 

Su espacio ve ctorial as oci ado es el núcleo K de ~, que es tamt.ién 

elnficleo de et>. Si et> es regular la arista se reduce a un 6nico 

vér tice , pues K se reduce al vector nulo. 

Teorema 3.3.4 Si S es un subespacio afín de dimensión d de la 

arista E0 del cono Q, y si P es un punto cualquiera pertenecieg 

te a dicho cono, situado fuera de S, eJ subespacio E
1 

de E, de 

dimensión d+l , generado por S y P , está contenido en Q. 

Demostración. Sea O un vértice cualquiera de Q contenido en S. 

Si (e 
1 

, .•. , ed es un a base del espacio vectorial asociado a S, 

y si e oP, donde P es un punto de Q situado fuera de S, 
d+I 

e ntonces (e) = ( e1 , ••• , ed+I ) es una base del espacio asocia 

do a l subespacio afín generado por S y P. Entonces (O, (e¡)) es 

ur sistema d e coordenadas de E 1 • 
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d+I 
~ 

}: ~ie. considere 
t 

Si Mes un punto cualquiera de E¡ y OM 

mos la recta r cuyos puntos 

ecuaci ones 

= o 
' 

; = 1 

satisfacen a las 

( i = 1' . .. ,d ) ' 

recta que contiene evident emente al punto M. Esta recta contie 

d 

ne tamb i én al punt o O' ta l que 00 ' = - }: ti e¡ , el cu a l pe rt en~ 
i = 1 

ce a S y p or tant o es un vértice. La misma re c ta contiene tam -

Lién aí punto P' p ara el cual e s 
~ 1 d +I 

OP' = 2 t e d+i. Pu est o que P' 

e s t~ en la r ec t a que une a l vértice O con el punto P de l cono , 

pe r tenece a é s te , en vi rtud del teo r ema 3.3.2. Po r l a misma ra 

z6n M pertene ce al cono por estar en l a recta r que une al vé rt i 

ce O ' c on el punto P' del cono . • 

Ejem p 1 o 3 . 3 . 1 Si todos los puntos del cono <l>(x ) =O son vérti -

ces del mismo , coincid e con su a r i s ta y es por t anto un subesp~ 

cio a fín asoci a do a l núcleo K de ..¡; • Sea ( e 1 , ••• , e,, ) una base 

de V tal que ( e 1 , ••• , er ) sea una base de K . Mediante esa ba-

se la ecuación del cono es }: O'. .. ti t i = O, y puesto que es sat is-
11 

i 'j =1 

fecha por todos los puntos de E parn los cuales es ~ r +I ••• = t n = O, 

n 

su ecuación se reduce a O'. .. ti t i =O en que los coefic i entes 
IJ 

deben ser tales que la ecuación se a satisfecha Gnicamente para 

º· 
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Así, para n = 3 y r = 2, la ecuación de un cono que coin­

cide con su arista puede reducirse a (~ 3 ) 2 =o, y el cono coinci 

de con el plano e = o. 

Teorema 3.3.5 Si la arista E
0 

de un cono es de dimensión~n-2, 

es decir si el rango de 'P es ~ 2, sólo pueden ocurrir tres casos: 

l. El cono se reduce a un subespacio de dimensión n - 2 que 
coincide con su arista. 

2. El cono se reduce a un hiperplano que es su arista. 

3. El cono se reduce a dos hiperplanos diferentes que se cor­

tan segGn la arista. 

Demostración. Elijamos como origen O a un vértice del cono. La 

ecuación del cono se reduce entonces (corolario del teorema 3.3.1) 

a <l>(x) =0. 

Si (e 1 , ••• ,en) es una base de V, puede escribirse 

<I> (x) ( 3. 3. 6) 
i, j =1 

donde ~ 1
, ••• , ~ 11 son las coordenadas del punto x respecto del 

sistema (O, (e¡)). Sea S un subespacio de E0 de dimensión n-2. 

Si no existe punto alguno del cono fuera des, el cono se redu­

ce a dicho subespacio S, el cual coincide evidentemente con la 

arista E0 • 

Supongamos ahora que existe urt punto P del cono, sjtuado 

fuera de S. Por el teorema 3.3.4 el hiperplano E1 que contie 
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ne a S y a P está contenido en e 1 cono. Si no ex is ten puntos del 

cono fuera de E 1 , el cono se reduce a dicho hiperplano. Probare­

mos que cada punto de E1 es entonces un vértice . En efecto, sea 

(e 1 , ••• , en) una base de V tal que (e1 , • • • , en _1 ) sea una base del es 

pacio vectorial ~asociado a E1 • Consideremos en E el sistema 

de coordenadas ( O,(e¡)) donde O es un punto cualquiera de S y por 

tanto un vértice del cono; y sean t 1
, ••• ,(

1 las coordenadas genéri_ 

cas de los puntos de E relativas a ese sistema de coordenadas . 

El hiperplano E 1 es la cuádrica de ecuación (~ 11 ) 2 = O. Por tanto se 

tiene <I>(x) = ( ~n )
2 y a*= O; y la forma bilineal simétrica <I> es 

dada por 

<I>(x,y) = +[<I>(x+y)-<I>(x) - <I>(y)] = frc ~n+ ri 11 /-un/-c11n/1= ~ 11 11 11 • 

Luego 

<ipx,y> = ~n1}". 

Cualquiera que sea el punto x de E1 se tiene entonces ~n= O y 

por tanto 

< '{)X, y > = 0, J.J- YE V. 

Por consiguiente es ipx =O, o sea ipx +a*= O, lo cual demuestra que 

x es un vértice. Queda demostrado así que el hiperplano E, al 

que se reduce el cono, es al mismo tiempo su arista. 

Supongamos ahora , por último, que existe un punto P1 del cono 

situado fuera de E1 • Elijamos una base (e 1 , ••• , en_ 2 ) del subesp~ 
~ 

cio vectorial asociado a S. Si definirnos a los vectores en-I = OP 

~ 

y en = OP1 , entonces ( e1 , ••• , en _1 ) es una base del subespacio V1 

asociado a E1 y ( e
1

, ••• , e 11 ) es una base de V. Cada punto x de E 

se expresa respecto del sist ema (O, (e¡)) p or la fórmula 
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n 

X L ~i e . 
1 

j = l 

Pa ra i ,j < n-1, ei, e.i, y e¡ - e1 son puntos del cono ; luego, de la 

relación (2.3.3) resulta, puesto que su ecuación es <I>(x) =O , 

- e
1 

) ] = O. 

Además, e11 pe rtenece al cono, luego <I>(en, e 11 ) = <I>(er) =O. Haciendo 

uso de la expresión ( 3.3.6) de <I>(x), la ecuación del cono será 

r' -1 ~n el>( e 1l -1 ' e 11 ) = o. 

Puesto que en virtud de la definición de las cuádri cas ~ no es 

idénticamente nula, los puntos del cono son aquellos que cumplen 

una de 1 as dos condiciones ~ 11 - 1 
= O o bien ~n = O. Por consiguiente 

el cono está formado po r los dos hiperplanos de ecuaciones f'-; =O 

y ( = O, que se cortan según el subesp acio S, que es la 8.rista 

del cono, porque cualquier punto P del cono que no pertenece a 

S pertenece a uno de dichos hiperplanos. Si P' es un punto del 

otro ltiperplano, y por tanto del cono , que no pertenece a S, es 

claro que la recta PP' no está contenida en el cono , por tanto 

P no es un vértice en virtud del teorema 3.3.2. • 

Ejemplo 3.3.2. Para n=3, o bien es r<2, en cuyo caso se cum­

ple la hipótesis del teorema anterior y por tanto el cono se re 

duce a una re cta, a un plano, o a dos planos que se cortan; o 

bien es r = 3, en cuyo caso E0 es de dimensión O y por tanto se 

reduce a un punto que es el único vértice del con~ el cual tie­

ne como ecuación, para un sistema adecuado de coo r denadas , a 
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Ej ere icios 

*3.3.1 Para que una cuád rica de JR3 de ecuación 

68 

cI>(x) + 2f(x) = ex 

sea un cono , es necesario y suf iciente que s i (ex; j ) es 1 a ma -

triz de <P y ( {3 1 {3 2 {33) es la matriz de f ' para una base de 
JR3 

' 
las dos matr ices 

( 
(X 1 2 (Xl 2 

ª") ( 
ª1 1 ª1 2 ª1 _? P,) 

(X 2 1 ª2 2 CX.23 <X21 ª2 2 CX.2 3 f32 

y 
(X 31 CX.3 2 CX.3 3 (X3 1 CX.3 2 CX.3 3 (33 

{31 {3 2 {3 {31 (3 2 (3 3 (X 
3 

tengan el mismo rango. Si esta condición se cumple l as coo.!:_ 

denadas de los vértices son las soluciones del sistema 

(X x l 
11 

J + (X x- + (X 
12 13 

x3 - f31 

ª 21x1 + CX.22X
2 

+ CX.23 x3 - f32 

CX.31X1 + CX.32 x
2 + CX.33 x3 - (33 

f31 
xl + f32 x2 + f3 .1 x3 O'. 

Sugerencia. Para que la cuádrica sea un cono es nece s ario 

y suficiente que el sistema de ecuaciones, 

'{JX -a* 

f (x) = ex. 

tenga solución. Este sistema equivale a un sistema de cua 

tro ecuaciones lineales con tres incógnitas que son las co~ 

ponentes dex. La condición del enunciado es la condición 
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necesaria y suficiente para que el sistema sea compatible, 

en virtud del teorema 8.2.1 de la Pte.I. 

3.3.2. Mediante el criterio del ejercicio anterior averiguar cuá 

les de l as siguientes cuádricas del espacio de tres dimen 

siones son conos. En los casos afirmativos hallar los vér 

tices. 

l. x2 + y2 + z2 = 1 

2. x2 + y2 + z2 = -1 

3. x2 + y2 - z2 = 1 

4. x2 + y2 - z2 = -1 

5. x2 + y2 - z2 = o 

6. x2 + y2 + z2 = o 

7. y2 + z2 X = o 

8. y2 z2 X = o 

9. x2 + y2 = 1 

10. X 
2 + y2 = - 1 

11. X:! - y2 = 1 

12. x2 - y2 = o 

13. x2 + y2 = o 

14. x2 + y o 

15. x2 1 o 

16. x2 + 1 o 

17. x2 o 

18. Ax 2 +A' y2 + A"z 2 + 2Byz + 2B'zx + 2B"xy o. 
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3.4 Cuádricas con centro 

Sea Q una cuádrica cuya ecuación es 

<I>(x) + 2f(x) (3.4.1) 

Cualquiera que sea el vector e del espacio Vpuede escribir 

se 

<I>(x) = <Ne+(x-e)) = <I>( e)+ <I>(x-e) + 2<1>( e, x-e) , 

lo que permite escribir la ecuación (3.4.1) en la forma 

<I>(x-e) + 2[ <I>(e, x-e) + f (x-e)] = O'-<f>(e) - 2f(e). 

Esta ecuación atrae la atención sobre aquellos puntos e del esp~ 

cio E para los cuales se cumple la condición 

<P(e ,x) + f(x) = < tpe,x> +<a~ x> = < tpe+ a*,x> O, 

!V- xe V, relación que equivale a 

tp e + a* = O • ( 3 . 4 . 2) 

En efecto , s i e c urn p 1 e es t a re 1 a c i ó n s e t i en e f ( e) = - <l> ( e ) y 1 a 

ecuación de la cuádrica se escribe en la forma particularmente 

sencilla 
<I>(x-e)= {3, ( 3. 4. 3) 

donde {3 es la constante {3 =O' +<I>( e). Si e 1 es otro punto de E para 

el que s e cumple la relación <Pe
1 

+ a* = O. Esta relación y la ( 3. 

4. 2) implica que 

<I>(e
1

) = - < a*,e1 > = •T,(e1 ,e)= -<a*,e > = <I>(e). 

Luego O' +1>(e1 ) = O'+ <I>(c) = {3, y por tanto la ecuación de la cuádri 

ca puede escribirse también en la forma 

<I>(x-ei) = {3. 

Si se cumple (3.4.2) y por tanto la ecuación torna la forma 

( 3.4.3), el punto e goza, respecto de la cuádrica, ele una propi~ 

dad importante, a saber que si Pes un punto cualquiera de la cuádrica 
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-+ 
tal que OP = e +a, donde O es e l origen de coordenadas_, en cuyo caso se c UI!!. 

ple que cf>( a) = í3 , entonces el punto P ' s imétrico de P 1•especto de e , par a el 
~ 

cual se tiene que OP ' = e-a , per t enece también a fo cuádrica . Esta obser 

vación mot i va a l a siguiente definic i ón . 

Definici ón 3.4.1. Se llama centro de una cuád r ica de ecuación ( 3. 
-+ 

4 . 1) a c a da punto A de E tal que OA =e donde e cumple la condi-

ción (3.4 . 2). 

Teorema 3.4.1. Los centros de una cuádrica son independientes 

del origen del sistema de coordenadas que se emplee para expresar 

su ecuación 

Demost r ac i ó n . Sea O el origen respecto del cual (3 .4.1) es la ecua­
~ 

ció~ de una cuádrica . Supongamos que el punto A, tal que OA =e, 

es un centro, y que por tanto se cumple ( 3.4.2) . 

Si cambiamos el origen a otro punto 0 1 cualquiera, de mane­

ra que la relación de las antiguas coordenadas x con las nuevas 

x' sea dada por la fórmula x = x' + x 0 , la nueva ecuación de la 

cuádrica es 

donde 

y 

f (X' ) 
1 

de mane r a que 

cJ>(x') + 2f
1 

(x') 

a: ..p (x0 ) + a* 

Q' 1 ' (3 . 4.4) 

< f./J:Jt'. 0 + a*, x' > 
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La nueva coordenada del punto A es e - x 0 , y se tiene 
'I? (e - x0 ) + a* ¡pe - (¡?XO + (¡?Xo + a* = o, 1 

~ 

lo que demuestra que el punto A tal que O¡A = e-x0 es un cent ro 

de la cuádrica expresada p or la ecuación (3.4.4). • 

Observación. Debe notarse que la condici ón 3.4.2 que debe cú m­

p 1i r un cent r o e es i dé n tic a a 1 a con di c i ón ( 3 . 2. 13) que de ben c um -

plir los vértices; pero estos últimos deben pertenecer, además, a 

la cuádri c a. Por consiguiente, t odo vértice de un con o .es uncen 

tro , pero n o inversamente. Si la cuádrica n o es un c on o, sus cen 

tros no per t e ne cen a e l l a . 

Teorema 3.4.2. Si p ara una cuád r ic a Q l a func i ón ~ es no de gen~ 

rada , ent once s Q posee e x ac t amente un cent r o . 

Demostración. Si ~ e s no de ge ne r ada, e ntonce s ( corolario del t eorema 

2.2.1) e s det ip ::/=O. ip es po r tanto r e gul a r y l a ecu ación ¡pe =-a* 

tiene exactament e una solución e . Este punto se rá entonces ' el 

úni co cent r o . • 

Teorema 3.4 . 3. Para que un a cuádri t a Q de ecuación (3.4.1) posea 

un centro, es necesar io y su f iciente que e l vecto r a* sea o rtog~ 

nal al núcleo del homomorfismo 'I? asociado a ~. 

Demostración. La condición ( 3.4. 2) es equivalente a que a * pe r tenez­

ca al subespacio Im 'I?. Y puesto que según e l teorema 5 .5 . 2 de l a 

Pte.I es I m ip = ( l< er ip)
1

, equivale también a que a * sea ortogonal 

al núcleo de 'I?. • 

Teorema 3.4 . 4. Los cent r os de una cuádrica , cuando existen , cons­

tituyen un subespacio afín asociado al espacio vectorial 

Ker ip Ker ~ = K . 
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Demostración. Si e es un centro, y por tanto '{Je+ a*= o, para 

que sea '{Jc'+a* =0 es necesario y suficiente que sea ¡p(c-c')= o, 
o sea que e'= e +x , donde x e Ke;· '-P; es decir que todos los puntos 

e' = c+x para x €Fer ¡p, son centros de la cuádrica. 

Corolario. Si, referida una cuádrica Q a un origen dado de coor 

denadas, e y e' son dos de sus centros cualesquiera se cumple la 

relación 

cI>(c- c',x) ct>(c, x) - <P(c 1 ,x) =0, -V-x€V. 

Demostración. Según el teorema anterior, e- c'EEer<P . • 

Teorema 3.4.5. Para que un punt o A de E sea centro de la cuairi 

ca Q, la cual contiene por lo menos a un punto que no es un vér 

tice , es necesario y suficiente que si P es uno cualquiera de 
~ ~ 

sus puntos, también pertenezca a ella el punto P' tal que AP' =-AP, 

que es simétrico de P respecto del punto A. 

Demostración. Ya hemos señalado anteriormente que la condición 

del enunciado es necesaria para que el punto ·A sea un centro de 

Q. Vamos a probar ahora que la condición es suficiente. 

Con este fin tornemos al punto A como origen de coordenada~ 

Sea entonces 
<I>(x) + f(x) =a (3 .4.5) 

la ecuación de la cuádrica Q. Por hipótesis, esta relación im­

plica que 

<f> ( -X) + f ( -X ) = a , 

o bien , por cuanto <I>( -x) = <I>(x) y f ( -X) -f(x) , 

<I>(x) - f(x)= a. 
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De esta r elación y de (3.4.5) se deduce que es f(x) =0 para ca­

da punto x perteneciente a la cuádri ca. Resulta entonces del 

teorema 3.2.1 que f es la aplicación lineal idénticamente nula 

y por tanto a*= O . Es decir que el origen A cumple la condi­

ción (3.4.2) y es por tanto un centro de la cuádri ca . • 

Teorema 3.4.6. Dado un origen de coordenadas , para que unpunto 

e sea centro de una cuádrica, es necesario y suficiente que su. 

ecuación relativa J ese origen pueda escribirse en la forma 

<IJ(x -e)= {3 (3.4.6) 

Demostración. Ya fue pr obado anteriormente que la condición es 

necesaria. Si, recíprocamente, suponemos que (3.4.4) es lac.;_~ua­

ci6n de la cuádrica, ésta puede escribirse así 

<l>(x) - 2cf>(c, x) = {3- <J>(c), 

que es de la forma ( 3 .4 .1) si se define la función lineal median 

te la fórmula 

f ( X ) = - <J> ( C , X ) , .lJ- xe V, 

relación que prueba justamente que e es un centro. • 

Corolario l. La condición necesaria y suficiente para que una 

cuádrica que no es un cono tenga un centro en e es qve su ecuación 

pueda escribirse en la forma 

<l>(x-c)={3, {3 *o 

Demostración. Este corolario es consecuencia inmediata del teo­

rema anterior y del corolario 3.3.1. 
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Corolario 2. Para que una cuádrica que no es un cono posea un cen 

tro es necesario y suficiente que pueda elegirse el origen del 

sistema de coordenadas de manera que su ecuación se reduzca a la 

forma 

<f>( X) = 1 ( 3 . 4 . 7) 

El origen elegido es entonces un centro. 

Demostración. Que la condición es suficiente resulta por apli­

caci6n directa del corolario anterior . La condición es necesa­

ria porque mediante el mismo corolario, eligiendo a e como nuevo 

origen y sustituyendo a <f> por ~ <I>, la ecuación de la cuádrica 

se reduce a la forma ( 3. 4. 7). • 

Teorema 3 .4. 7. Sea Q una cuádrica que no es un cono y que posee 

un centro e . Entonces, cada espacio tangente Vx (definición 3.2.1) 
o 

en uno de sus puntos x 0 , contiene al núcleo E de <f>, y ningún 

centro está contenido en un hiperplano tangente a la cuádrica. 

Demostración. Según sabemos, si se toma como origen al punto e 

la ecuación de la cuádrica puede escribirse en la forma (3. 4.7). 

Puesto que entonces es a*= o, se deduce de la fórmula (3.2.6), 

Por tanto 

{ye V 

{ye V 

.Ee r <I> = Ker"' e ~ 
o 

o 

o :>{ye V i ipy = O}. 

La ecuación del hiperplano tangente a la cuádrica en x 0 es (ecua­

ción ( 3 . 2 . 12) ) 

cIJ( x
0

, X) 1 , 
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o bie n (te orema 2. 2. 2) 

< l{JX O , X > = < x0 , l{J X > = 1 • 

Si e es un cent r o s e t endrá , po r cuanto es a* = O, 

l{J C = 0 , 

y po r tan to, pues t o que 

< x 0 , l{J e > o =/= 1 , 

e no pertene ce al hipe r plano tangente en x0 • Es decir que n i n­

gún cent r o puede esta r contenido en un plano tangente. • 

Ej e re i e i os 

3 .4 .1. Sea Q la cuádrica de e cu a ción ( 3 . 4.1 ), y x
0 

sea uno cua lqui~ 

ra de sus puntos que no es vértice. Si V contiene al nú 
XO 

cleo K de~ , entonc es , si~ es otro punto cualquier a de Q 

que no es un vért i ce, Vy contien e tambi é n a K 
o 

3 .4 .2 . Con las mismas not ac iones del ejercicio anter i or, si K pe~ 

tenece a 'i: , entonce s Q cont i ene a cada subespacio afín , 
o 

asociado al espacio vectorial K , que pasa p or cu a lquiera 

de sus puntos . 

3 .4 .3 . Fara que Q sea una cuád r ica con centro es necesar i o y sufj _ 

ciente que cada uno de sus espacios tangentes conteng a al 

núcleo _K de ~ . 
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A partir de ahora y en el resto del capitulo vcunos a considerar exclu­

sivcunente cuádricas que no son conos, es decir para las cuales se cumple que 

<{!X + a * =/=- 0 

para todo punto x pel'tent-:ci,;:;nte a cualquiera de eUas. 

3.5 Formas normales de las ecuaciones de las cuádricas de un es­

pac io afin. 

Teorema 3. 5 .1. Conside r emos una cuádric a cualquiera con centro. 

Si l a cuádri ca es referida a un sistema de coordenadas 

( 0, ( e¡)) , en que O es un centro y ( e¡) es una base de V conve­

nientemente elegida, l a ecuación toma la forma normal. 

E . ~ i ~ i 
1 1' ( 3.5. l ) 

i = 1 

donde r es e 1 rango de <P y 

[ 

+1 para 

e 1 = -1 para 

O para 

= 1' ... ' s 

= s +1 , . . . , r ( 3 . 5 . 2) 

= r +1, .. . , n 

en que s ( 1 ~s ~r) es el índice de <P . 

Demost rac ión. Si se toma como origen un centro o, la ecuación 

de la cuádrica puede escribirse en la forma 

<P(x) = 1. 

Si eleg imos ahora la base(~) de la manera descrita en la sec­

ción 2 .8 de manera que se cumplen las relacione-s (2 .8 .1), la ecua 

ción de la cuádrica será dada en la siguiente f orma norma l : 
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~ E¡~¡~¡ J. 
i =1 

s es el índice de <f>, y por tanto O~ s ~ r. Si fuera s =o , la 

ecuación anterior tomaría la forma 

- ~ ( ~¡ )2 = 1, 
i = 1 

y · el conjunto definido resultaría vacío . La ecuación no repre­

sentaría a una cuádrica. Debe ser por tanto 1 ~ s ~ r. • 

Teorema 3.5.2. Consideremos una cuádrica Q sin centro. Referida 

a un sistema de coordenadas (o, (e¡) ) , en que O es un punto cual_ 

quiera perteneciente a Q, (en, ..• , e
11

_
1

) es una base conveniente­

mente elegida del espacio V0 tangente a la cuádrica en el punto 

O, y en es un vector del núcleo Rer <I> = Ker ..¡; = K, que no está con 

tenido en V0 , su ecuación se escribe en la forma.normal 

o (3.5.3) 
j =1 

donde E; es dado por ( 3. 5.2), y 2s~ r. 

Además, la restricción <I>1 de <I> al espacio tangente V0 tiene 

el mismo rango r y el mismo índice s que <I>, y por tanto es 

r ~ n-1. 

Demostración . 1.- La ecuación de la cuádrica Q cuando se toma 

como origen a un punto arbitrario O perteneciente a ella, tiene 

la forma 

<J>(x) + 2f(x) O 
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o bien 

<f>(x) + 2<a*,x >=O, (3.5 . 4) 

donde, supuesto que Q no tiene centro, a* no pertenece a (Ker ..p)l 

(teorema 3 . 4. 1). Podemos suponer desde ahora que la signatura 

2s- r de <f> no es negativa, es decir que se cumple la relación 

2s ~ r. 

Si así no fuera bastaría con multiplicar la ecuación por -1 . 

Consideramos el espacio V0 tangente a la cuádrica en O. La 

fórmula (3 . 2 . 6) muestra que, por cuanto en este caso es 

..px0 = ..pO = o, Va es el complemento ortogonal del subespacio ge­

nerado por a*, o sea que 

y€ V0 <===> <a * , y > = O , 

y por tanto 

* vl a E O 

Según hemos sefialado precedentemente 

a* t (Ker ..p)l. 

Luego 
1 1 

Va rf_ (Ker ..p) • 

Pasando a los complementos ortogonales resulta 

11a t> Ker ..p • 

Existe por consiguiente un vector e11 € Ker ..P, que no está contenido 

en Va y que por tanto es =/::. O. Se tiene entonces que <a*, en> =F O, 

y rr111ltiplicando, si fuera necesario, a e,1 por un escalar adecua 

do, podemos suponer que <a* ,e,, > = 1 . 

El espacio V0 es de dimensión n -1. Luego, Va y en generan 

al espacio V, y por tanto cada vector xe V puede expresarse de una 
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sola manera en la forma 

( 3. 5. 5) 

donde y( E Va) y ~en, para los cuales los punt o s dado s en la for 

ma (3.5.5) p e rtene cen a la cuádrica de ecuación (3.5.4), cum ­

plen la relación 

<I>( Y + ~en ) + 2 <a* , y + ~en > O , 

o sea 

( 3 . 5 . 6) 

Ah ora bi e n, puest o qu e en E Eeri.p Ker et>, se tiene qu e 

<I>( y, en ) = O y <I>( e,, ) = O; 

y en vi r tud d e que Y E Va , es 

< a*,y > = O. 

La e cu ac i ón ( 3. 5. 6) s e r e du ce enton c e s a l a forma normal 

<I> ( y) + 2 ~ = o ' ( 3 . 5. 7) 

que exp r esa la relación que deben satisface r y (€ Va) y ~ para que 

los vectores x dados por ( 3 . 5 . 5) pe r tene zcan a Q. Si designamos 

por <f>1 a la restricción de <P al espacio tang ente Va , la fo r ma nor 

mal ( 3.5.7 ) puede escribirse también en la forma 

<I>/y) + 2~ = º· ( 3. 5 . 8) 

2. - Pr obaremos primero que ~ tiene el mismo rango r que <I>. Da 

dos dos vectores cualesquiera de V: 

X 1 = Y 1 + ~ 1 en ' 

se tiene 
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Por c onsiguiente, 

O, V-xeV 

=> et>( y 1 X) 0,JfxeV 

Además , 

J,f ~ 1 e/R, J,f xeV 

y
1 

+ ~ 1 e 11 e Ker et>, 4J-- ~ 1 elR . 

Se deduce entonces que 

Ker et> { X = y + ~ en 1 y e K er <P1 , ~ e IR } . 

Por tanto, 
dim Ker et> = dim Eer <1>1 +1, 

y 

rango <I>1 = ( n -1) - dim Fer <P1 = n -dim Ker cf> = rango et>. 

Resulta de aquí, además, que r<, n-1, por cuanto debe ser 

rango cf>1 < dim V0 = n -1 . Es decir que el rango de <I> es menor 

que la dimensión n, de donde resulta que el determinante de la 

matriz de cf> es nulo, o sea que <I> es degenerada . 

3 .- Probaremos ahora que el índice de <1>1 es igual al índice de<I>. 

Según sabernos (definición 2. 7 .1), el índice de <I> es la dimensión 

de cualquier subespacio v+ de V, de dimensión máxima, en el cual 

cf> es una función bilineal , sim§trica, definida positiva. Seme­

jantemente , el índice de ~será la dimensión de cualquier subes 
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pacio va+ de Va, de dimensión maximal, en que <P 1 es definida p~ 

sitiva. Nuestro problema consiste e ntonces en probár que dim v+ 

= dim i~/. La relación dim v 0+ ~ dim v+ es evidente porque Va+ es 

un subespacio de V en que <I> es definida positiva. Para probar 

que dim v+ ~ dim i;/ bastará demostra r que v+ es isomorfo a un 

subespacio Va de V0 , en que <I>1 es definida positiva. 

Consideremos un subespacio cualquiera v+ de V, de dimensi6n 

máxima, en que <I> sea definida positiva. Designemos por V0 ale~ 

junto de los elementos y de Va para los cuales existe un número 

~ tal que x =y+ ~e11 E v+. Va es un subespacio de Va, pues si Yp 

Y 2 pe r t en e ce n a Va e y 
1 

+ ~ 
1 

en e y 2 + ~ 2 en pe r ten e e en a V + en­

t onces, para O' ,J3 E IR cualesquiera, se tiene 

O'(y1 +~len)+ i3(Y2 + ~2en) E v+, 

y por consiguiente es O'y1 + ~Y2 e~ ' lo cual demuestra que V0 es 

un subespacio vectorial de Va . 

Para cada ye Va, el número ~ tal que y+ ~en e v+ es bien de­

terminado, pues si x 1 = y1 + ~ 1 e11 y x2 = y1 +ben fueran dos elemen­

tos de v+ para los cuales fuera ~ 1 =I= ~ 2 , entonces el vector 

x2 - x 1 = ( ~ 2 - ~ 1 ) en =I= O pertenecería a v+, lo que no es posible 

porque, si así fuera, se tendría <I>(x2 - x 1 ) = ( ~2 - ~ 1 )
2 

<f>( en) = O para 

x2 -x1 =l=O, y resultaría una contradicción con el hecho de que <I> 

es definida positiva sobre v+ 

De esa manera resulta que a cada ye Va le corresponde un 

número único bien determinado g(y) tal que y+g(y)en pertenece 

a v+. Observaremos que la función g: Va ~IR es lineal. En efec 

to, dados los vectores y 1 , y2 e Va y los números reales O' y {3 se 

tiene 
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Puesto que cx.y1 + P Y2 e V0 se tiene entonces que 

g(cx.yl + f3y2) Ol..1,!(yl) + (jg(y2) 

y por tanto g es lineal. 

La restricción <1>1 de <1>1 a V0 es positiva definida pues pa-

ra y'=/:: O, ye V0 , se tiene 

cf>(y) = cf>(y +g(y )en) >O, 

por cuanto y+g( y) en€ v+ . 

La aplicación w · V0 
4 v+ definida por 

w( y) = y + g (y ) en 

es un isomorfismo. En efecto, a cada y e V0 le corresponde, se­

gún hemos visto, el elemento u(y) =y +g(y)en de v+. Inversa­

mente, dado x e v+, puede escribirse, en virtud de ( 3. 5. 5) , 

x = y + ~ e 11 , d o n de y 0 e V0 • Luego s e t i en e que y e V0 y ~ = g ( y ) • 

Por tanto es w(y)= x, y w es una aplicación biyectiva de ~ 

sobre v+. Solo falta probar que es un homomorfismo de espacios 

vectoriales. En virtud de la linealidad de g se tiene para Yp 

y 2 e Vo ' 

(a:y1+{3y2) + g(cx.y1 + f3y2 )e 11 

cx.(y1 +g(y1)en) + {3(y2 +g(y2 )en) = Ol.lü(y1)+{3w(y2 ), 

lo cual prueba que w es un isomorfismo de V0 sobre v+ con lo cual 

queda demostrado que el índice de <1> 1 es igual al índice de <I>. 
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4. - A la función bilineal simétrica <1>1 definida sobre V0 , d~ 

rango r e índice s, le podemos aplicar entonces las consideraci~ 

nes de la sección 2. 8. Podemos elegir por tanto en V0 una ba­

se ( e1 , ••• , en _1 ) para la cual se cumplan las relaciones (2.8 .1). 

n -1 

Si, con referencia a esta base, y L 
i =1 

~ i e 
. j es un vector cu al 

quiera de V0 , entonces se tiene 

<I> 1 (y) 

Los vectores ( e1 , ••• , e11 ) constituyen una base de V. Si, res-

n 

pecto de esta base, x = L ~i e¡ = y+ ~ne 11 es un vector cualquie-
¡ = 1 

ra de V, la forma normal (3.5.8) puede escribirse en la forma 

i = 1 

en donde, de acuerdo con una observación hecha al comienzo de la 

demostración, puede suponerse que 2s > r. • 

Ej erci ci os 

*3.5.1. Consideremos la cuádrica Q de ecuación 

<l>(x) = 1, 
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donde <I> es no degenerada. Cada punto x 1 * O define a un 

hiperplano P(x 1 ) mediante la ecuación. 

<l>(X , X l ) 1. 

Este hiperplano se llama polar de x 1 respecto de Q. De la 

ecuación anterior se sigue que el polar P(x 1 ) no contiene 

al centro O de la cuádrica. 
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3.5.2. 

3.5.3. 

a) Probar que x 2 EP(x 1 ) 

b) Dado un hiperplano E1 que no contiene a O, mostrar que 

ex ·i ste exactamente un punto x 1 tal que E 1 = P(x 1 ). 

e) Mostrar que P(x1) es un plano tangente a Q si y sólo si 

x 1 E Q. Si P(x 1 ) es tangente a Q, entonces x 1 es el pun­

to de tangencia. 

Sea x 1 un punto de la cuádrica de ecuación <f)(x) = 1, don­

de $ es una forma bilineal simétrica de rango r y de índice 

s> O • Probar que la restricción de $ al espacio 

Vx
1 

tiene rango r - 1 e índice s - 1. 

tangente 

Sea x 0 un punto de la cuádrica (no un cono) de ecuación 

<l>(x) + 2f(x) +a= O, 

y consideremos la aplicación bilineal antisimétrica 

w: vxv~v 

definida por 

w(x ,Y) g(x)y - g(y)x, X ,YE V, 

donde g es la función lineal 

g(x) 4>(x
0

, x) + f(x) 

Probar que el espacio vectorial generado por los vectores 

w (X ' y), X' y € V es el espacio tangente 

85 



ALGEBRA LLNEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE 

3.6 Equivalencia afin de las cuádricas. 

Supongamos que T:V ~V es un is omorfismo , y que 

L : x ~ Tx + b (3.6.1) 

es un isomorfismo afín del espacio E sobre sí mismo, referido a un 

cierto origen O. Refe r ida al mismo origen , sea 

<fl(x) + 2f( x) = a ( 3 . 6 . 2) 

la ecuación de una cuádrica Q. Los puntos x que le pertenecen 

se transforman por L en los puntos x que satisfacen a la ecua­

ción 

cfJ ( T - J ( x - b) ) + 2f ( T-1 
( x - b) ) = a (3.6.3) 

Recíprocamente cada punto x que satisface a esta relación e s ima­

gen por L de un punto x de Q. Diremos entonces que (3.6.J}es la 

ecuación de fo imagen de Q por el isomorfismo afín L. Ahora bien, si 

definimos la función cuadrática (definición 2.3.1) 

'1!( X) 

la función lineal d 

g(x) 

y el escalar 

entonces la ecuación (3.6.3) puede escribirse en la forma 

'I'( X) + 2 g (X) = {3, (3.6.4) 

que muestra que por un isomorfismo afín, una cuádrica se transforma en 

otra cuádrica. Es claro que por la transformación afín 

que es inversa de L, la cuádrica Q' definida por (3.6.4) se 

transforma en la cuádrica Q. 
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Definición 3.6.1. Se dice que dos cuádricas Q y Q' son af~n­

mente equivalentes o afinequivalentes si existe un isomorfismo afín 

de E sobre sí mismo que transforma a Q en Q' . Evidentemente~ 

relación así definida es una relación de equivalencia . 

A continuación nos proponemos obtener un sistema completo 

de re presentantes de las clases de equivalencia relativas a la 

relación que acabamos de definir . De esa manera obtendremos 

un<t c 1 as if i caci ón de 1 as cuádri cas que 11 amaremos clasificación 

afín. 

Teorema 3.6.1 . Sean U y V dos espacios vectoriales reales de 

dimensión n , y~ y~ dos funciones bilineales simétricas de 

finidas en U y e n V respectivamente. Entonces existe un jsomor 

fismo T de U sobre V con la propiedad de que 

~( x, y) = ~( Tx, Ty) , x ,y e U, (3.6.7) 

si y sólo si~ y~ tienen el mismo rango y el mismo índice. La 

condición que acabamos de enunciar es equivalente a la siguiente: 

~ ( x ) = '11 ( Tx) , X e U. ( 3. 6. 8) 

Demostración.!.- Supongamos primero que se cumple la relación 

(3.6.7). Puede elegirse la base (e 1 , ••• , e 11 ) de U, como se pro­

bó en la sección 2.8, de manera que se cumplan las condiciones 

(3.6.9) 

De (3.6.7) ~ e deduce entonces que 

(3.6.10) 

Ahora bien , puesto que T es un isomorfismo, (Te 1 , ••• , Ten) 

es una base de V, y la::. relaciones (3.6.10) prueban que la matriz 

de ~ referida a esa base diagonal. La correspondiente forma 

cu8drática de '11 será también diagonal (sección 2. 9) con r térmi-
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nos no nulos, s de los cuales son positivos, siendo r y sel ran­

go y el índice de cI> respectivamente. El teorema 2.9.1, es decir 

la ley de inercia de Sylvester, implica que el rango de '111 es r 

y su índice es s. 

2.- Supongamos ahora inversamente que <I> y~ tienen el mismo ran­

go r y el mismo índice s. Podemos elegir entonces (ver la sec-

ción 2 . 8) 1 as bases ( e¡ ) y (f ¡ ) de U y de V res pe c t i v amente , de 

manera que 

Definamos el isomorfismo T: U~ V mediante las relaciones 

Te¡ = f ¡ (i =1, ... ,n). 

Se tiene entonces 

<I>(e¡, e1 ) '111({¡, f¡) 'IJl(Te¡, Te1 
(i=l, ... , n) 

y por consiguiente 

cI> ( x , y ) = '111 ( Tx , Ty) , X ,Y e U, 

que es la relación (3.6.7) que prueba la primera parte del teo-

3.- La relación (3.6.7) implica evidentemente a la relación 

( 3.6.8). Si suponemos que esta última se cumple, entonces tam­

bién se cumple la primera porque 

1 
cI> (x , y ) = T [ <I> (x + y) - cp (x) - cI>(y) ] 

1 2 [ '111 (Tx + T' y) - '111 ( Tx ) - '11 ( T y ) ] '11 ( Tx, Ty) • 
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Teorema 3.6.2 Si Q es una cuádr i ca c on c entro que un i s omorfis 

mo afín x 1--+ Tx+b la trans f or ma en un a cu ádri c a Q', ent on ce s 

c ada centr o d e Q s e tr ansforma en un cen t r o de Q'. Por consiguie~ 

te una cuádrica con centr o s ól o pu e de s e r equival en t e a otr a que 
tie 11e ce nt ro . 

Demostración. Según el t e or ema 3.4.1, l a ecua ción de la cuádri­

ca pue de e s cri birse e n l a f or ma 

<l>( X) J 

La ecu ac ión de l a cuádr ic a Q' será 

<P ( T -1 (x - b )) = 1 . 

Si definimos la función cuadrática ~ por 

~ ( X ) <I> ( T -1 
X ) ' 

la ecuación de Q' se escribe 

~(X -b ) J , 

Y por tanto Q' tiene el centro b . • 

Teorema 3.6 . 3 Dadas las cuádr icas Q1 y Q2 con los cent ros e 1 y 

e2 respectivamente , cuyas ecuaciones son 

<l> 1 (X - el ) 1 

1 

( 3.6.11 ) 

( 3 . 6 . 12) 

dichas cuádricas son afinequivalentes si y s6lo si las formas bi 

lineales <I> 1 y <I>2 tienen el mismo rango y el mismo índice . 

Demostración. Supongamos que Q1 y Q2 son afinequivalentes y que 

L · x 1-+ T .x + b es la transformación afín de E que transforma a 

Q1 en Q2 • L transforma al centro e1 de Q1 en el centro el= Te 1 + b 

de Q2 • Se puede escribir entonces 
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L : x ~ T(x - c1 ) + e~. 

Según hemos observado al comienzo de la sección 3. 4, la ecuaci6n 

de la cuádrica Q2 puede escribirse 

f31 * º· 
Si se introduce la nueva función bilineal 

donde ~ tiene evidentemente el mismo rango y el mismo indice 

que <I>2 , la ecuación de Q2 se escribirá 

Q 2 : 4) 
2 

( X - cj ) = 1 • 

Puesto que Q2 es transf armada por L de Q1 , la ecuación de Q2 pue­

de también escribirse en la forma 

Q2 : <1> 1 ( T -l ( x - cj) ) = 1 . 

El teorema de unicidad 3 . 2.1 implica que 

<P1 ( T -1 x) = <I>2 (x ) • 

Según el teoreJila 3.6.1, - <I>1 deberá tener el mismo rangoyel mis­

mo índice que <i>2 y por tanto que cp2. 

Supongamos ahora, inversamente, que <P1 y <P2 tienen el mis -

mo rango y el mismo índice. Según el teorema 3.6.1 existirá el 

isomorfismo T de V tal que 

<P
1 
(x) = <I>

2 
( Tx ) , (3.6.13) 

o sea que 

<f>1 ( T-1 X) 

La transformación afín L · x ~ T(x - c1 ) +c2 transf arma a Q1 , 

según se vió al comienzo de la sección 3.6, en la cuádrica de 
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ecuación. 

o sea 
<1>

1 
( T- l (X - c2 )) = J . 

Teniendo en cuenta (3.6.1 3) esta ecuación se escribe 

<f:>2 (X - c2 ) = J • 

Por consiguiente L transforma a Q1 en Q2 , y · estas dos cuá­

dricas son afinequivalentes . • 

Teorema 3.6.4 Dos cuádricas sin centro Q1 y Q2 son afinequiv~ 

lentes si y sólo si las funciones bilineales simétricas <P1 y <f:>2 

de signatura no negativa, que por definición les corresponde, ti~ 

nen el mismo rango y el mismo índice. 

Demostración. Supongamos que Q1 y Q2 son afinequivalentes y que 

sus ecuaciones pueden escribirse en la forma 

Ql <l>1 (X) + 2 f 1 (X) (X_ 1 

Q2 cp
2
(x) + 2{

2 
(X) (X_2 

donde , según se sabe, puede suponerse que las sjgnaturas 2s 1 - r 1 

y 2s2 - r2 de cpl y <f:>2 son no negativas. 

Si L: X !--+ Tx + b es la transformación afín que transfonna 

a Ql en Q2' la transformación inversa L -1 : X 1-+ T-1( X - b) transforma 

a Q2 en Q¡ • Luego la ecuación de Q1 puede escribirse en la forma 

El teorema de unicidad 3.2.1 implica entonces que 

<l> ¡ ( X ) = ). <1>2 ( 'Dx ) ( 3 . 6 . 14) 

donde A es una constante no nula. De ( 3 . 6.14) se sigue inmedia 
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tamente que <I>1 y A<l>2 tienen el mismo rango y el mismo índice, en 

virtud del teorema 3.6.1. ~1 y <I> 2 tienen entonces el mismo ran 

go r . Entre los í ndices de <I> 1 y <I> 2 se cumplirá una de las dos 

relaciones 5 2 = 81 o 5 2 = r - 5 1 según que sea A > O o A < O. 

Ahora bien, dado que hemos supuesto que 252 ~ r 2 o sea que 252 ~ r, 

la relación 5 2 = r-5 1 implica que 2r-251 ~ r o sea r ~251 • Tam­

bién hemos supues t o que 25 1 ~ r 1 = r • Luego debe ser r = 251 y por 

tant o 5 2 = r - 5 1 = r/2. Es decir que en todo caso es 51 = 52 • 

Supongamos ahora, inversamente, que sea r 1 = r2 = r y 51 = 52 = 5. 

Debemos demostrar la existencia de una transformación afín que 

transforma a Q1 en Q2 • 

Sean q 1 y q2 puntos cualesquiera de Q1 y Q2 respectivamen­

te . Según el teorema 3.1.1 las ecuaciones de Q1 y Q2 pueden e~ 

cribirse 

Ql : <l> 1 (X - q 1 ) + 2 < a~ ' X - q 1 > 

Q2 : <l>2 (X - q2) + 2 < a; X -q2 > 

o 

o' 

(3 .6.15) 

( 3.6 .16) 

donde las signaturas de ~1 y ~2 son iguales y no negativas. Con­

siderem os los espacios tangentes Vq ( Q 1 ) y Vq ( Q2 ) a Q1 y Q2 en 
1 2 

q 1 y q 2 respectivamente. En e 1 teorema 3. 5. 2 hemos demostrado 

que las restricciones de <l>_¡ a vq. ( Qi) (i =1 ,2 ) tienen el mismo ran 
1 

go y el mismo índice que <Pi · , por cuanto Q¡ no tiene centro . Pode 

mos definir entonces un isomorfismo 

de manera que aplique a los vectores de una base de Vq ( Q1 ) re~ 
1 

pecto de la cual la matriz de la restricción de ~ sea 

de la forma ( 2.8.2) , en los vectores de una base de 

diagonal 

vq e Q2) 
2 

respecto de la cual la matriz de la restricción de <I> 2 sea 

nal de la misma forma. Se tiene entonces (ver la parte 2 

diag_2 

de la 

demostración de 1 teorem{ 3. 6. 1) , 
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Elijamos un vector e~n del núcleo de <f>¡ ( i =1 ,2), que puede su­

poner~e que no es tá contenido en el espacio tangente vq .( Qi) , de 
1 

manera que sea 

e<i> > 
11 1 ' (i=l,2) . (3.6.17) 

La posibilidad de elegir los vecto res eji > y eii> de la manera 

descrita fue probada en la demostración del teorema 3 . 5.2(parte 

1 ). 

Definamos ahora el isomorfismo T de V mediante las ecuacio 

nes 

Ty Ty para (3.6.18) 

e< 2) 
11 (3.6.19) 

Demostraremos a continuaci6n que la transformación afín 

X ~ T( X - q 1 ) + q 2 

transforma a Q1 en Q2 , de modo que q 1 se transforma en q2• Para 

ello basta que probemos la relación 

( 3. 6. 20 ) 

para todo x e V. · 

Puesto que iq ( Q
1

) es de dimensión n- 1 y que el vector 
1 

e< u 
n 

no está situado en ~/ Q1 ) , ambos generan al espacio V. Luego C.§ 

da vector xe V puede expresarse en la forma 

X = y + ~ eJ 1) ~ e IR. (3.6.21) 
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Los e:n y e!z 2
> pertenecen a l os nucleos de <f>1 y de <I>2 , respec­

tivamente, y por tanto 

<f>1 (x, e~0 ) = <f>2 (x, e~ 2 > ) o, 

para ' todo x E V. Por consiguiente 

<f>/ T x) = <f> / Ty + ~e~ 2> ) = <f> / T y) 

(3.6.22) 

Además, los vectores y que pertenecen a Vq ( Q1 ) cumplen la rela-
1 

ción (ejercicio 3.2.1). 

<a* y>=O · 
1 ' ' 

y por tanto, cualquiE;ra que sea xEV, '. se tiene [( 3. 6.21) y (3.6.17)] 

<a;, X> = ~ • ( 3. 6. 23) 

Puesto que los vectores T y, para y E Vq ( Q
1
), pertenecen a 

1 
Vq ( Q2 ) , se tiene, también (ejercicio 3. 2 .1), 

2 

<a 'j, Ty > = o. 

Por cons i,guiente, si se t .iene en cuenta ( 3.6.17) y (3.6.23) se 

puede escribir 

< a"f , e,~ 2 > > 

< ai* ,x >. (3.6.24) 

Sumando miembro a miembro las desigualdades (3.6.22) . y (3 . 6.24) 

resulta la igualdad (J.6.20). • 
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3.7 Clasificación afin de las cuádricas. 

La re lación de equiva lencia que fue introducida en la defi 

n ición 3.6.1 permite clasificar las cuádr icas de manera que las 

pe rt enec i entes a una misma clase son transformables entre sí me 

<l i ante transformaciones afines . Del teo r ema 3.6.2 resulta que 

t odas las cuádricas de una misma clase tienen centro o bien nin 

guna tiene centro . 

Cada cuádrica con cent ro puede rep r esent arse por una ecua­

ción de la forma 

<I> (x) = 1 

si se toma a uno de sus centro por origen . Por consiguiente , si 

r y s son el rango y el índice de cf. , en vir tud del teorema 3. 5 .1 puede 

elegirs e l a base (e1 ) de V de mane ra que , referida la cuádrica 

a l sistema de coordenadas (O , (e¡ ) ), su ecuación sea 

~ 1~1 + • •• + ~s~ s _ ~s+J ~s +l_ • • • _ ~rf = 1 (J:s;;;s:s;;;r~r:) , 

Por consiguiente cada ecuación de este tipo representa , para un 

sistema de coordenadas adecuado, a cualquiera de las cuádricasde 

una clase de equivalencia de cuádricas con centro . El número 

N 1 ( r ) de estas clases , correspondientes a un rango r , es eviden­

temente igual ar, por cuantos puede tornar los valores 1, . .. , r. 

Se puede escribir por tanto 

Cada cuádrica sin centro -puede representarse en virtud del 

teorema 3 . 5. 2, si se torna corn o origen a un punto cualquiera de 

ella -y se elige una base adecuada de V, mediante una ecuaci6n ~ 

la f arma 
~1 ~1 + , , , + ~s ~s _ ~s+l ~s+l 

(! ( s < r :s;;; n - 1 , r :s;;;2s) , 
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donde r y s son el rang o y el índice de 1 a función bilineal <P que 

corresponde a la cuádrica . Cada ecuación del tipo precedente r~ 

presenta, para un sistema de coordenadas adecuado, a cualquiera 

de las cuádricas de una clase de equivalencia de cuádricas sin 

centro. El número N2 (r) de clases de cuádricas sin centro, co­

rrespondiente a un rango r, varía según que r sea par o impar. 

En todo caso debe cumplirse la condición s ~ r ~ 2s. Así, si r es 

r+l r+l r +r 
impar, s puede tomar únicamente los valores 2' - 3-' • • ·' 2 = r, 

y por tant o 

r + 1 
-2- para r impar. 

Si r es par, s puede tomar únicamente los v alores 

r r+2 r + 4 r+r 2 ' - 2- ' - 2 - ' • • • '-2- = r, y por tanto 

~ 
2 para rpar. 

3.8 Clasificación afin de las cuádricas del plano. 

Las cuádricas del plano se llaman curvas cónicas. En el cua­

dr o siguiente se enumeran las únicas cuatro clases de equivale~ 
cia afín. Las cónicas con centro pueden tener los rangos 1 y 2. 

Al rango 1 corresponde, por cuanto N2 ( 1 ) = 1, una clase , y al rango 2 co­
rresponden N2 (2) = 2 clases . Las cónicas sin centro sólo pueden te­

ner el rango 1, al que corresponde una sola clase. Usamos aquí 

x e y en vez de ~ 1 y ~2• 
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índice ecuación géneros de las rango representativa curvas 

2 2 x2 + y2 = 1 

1 

elipse 

2 1 x2 - y2 = 1 hipérbola 
Cónicas con 

centro 1 1 x2 = 1 dos rectas para-
lelas 

Cónicas sin 1 1 x2 - 2y = o parábola 
centro 

1 

3 . 9 C 1 as i f i e a e i ó n a fin de 1 as e u á d r i e as de 1 es p a e i o a f i n de tres 

dimensiones. 

Las cuádricas del espacio de tres dimensiones se llaman su­

perficies de segundo grado. Como se ve en el cuadro siguiente ha y 

seis clases de superficies con centros y tres clases de superfi­

cies sin centros . Empleamos aquí las letras x, y,z en vez de ~ 1, e, ~ 3• 

r índice 
1 

ecuación 
1 

género de las rango representativa superficies 

3 3 x2 + y2 + z2 = 1 elipsoide 
3 2 x2 + y2 - z2 = 1 hiperboloide de 

1 

una hoja 

Superffries 3 1 x2 - y2 - z2 = 1 hiperboloide de 
con centro dos hojas 

2 

1 

2 x2 + y2 = 1 cilindro elíptico 
2 1 x2 - y2 = 1 cilindro hiperbólico 

1 

1 
1 

1 x2 = 1 dos planos paralelos 

¡ 
1 2 

1 

2 

1 

x2 + y2 - 2z =o paraboloide elíptico 

1 
Superficies 

1 

2 1 x2 - y2 - 2z =o paraboloide hiperb_Q 

1 

sin centro lico 

1 
1 

1 

1 x2 - 2z =o cilindro parabólico 
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Ejercicios 

Si Q es una cuádrica y 

es un centro de Q si y 

C es un punto de E, probar que C 

sólo si la transformación afín 
p~ P' definida por la 

~ ~ 

condición CP' = - CP transforma 
a Q en si misma. 

Si ~ es una función bilineal simétrica, indefinida, pro­

bar que las cuádricas <l>(x) = 1 y <f>(x ) = -1 son equivale_g 

tes si y sólo si la signatura de <I> es nula. 

Sean N1 y N2 los números totales de clases afines de cuá 

dricas con centro y sin centro respectivamente, corres­

pondientes a la dimensión n. Probar que 

y 

n(n+l) 
2 

[ 

k 2 +k - 1 

k 2 +2k 

si n = 2k , 

si n =2k+l. 
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§ 4. Cuádricas en los espacios euclideanos. 

4.1 En el presente parágrafo supondremos que E es un espacio~ 

clideano de dimensión n asociado al espacio vectorial euclideano 

V en el que es dado un producto interno que representamos por , )., 

Según sabemos (Pte. I, Secc. 17.6 y 17.7) V es dual de si mismo 

si el producto escalar se define por 

<X' y> (X ' y) ' 

en cuyo caso la relación de ortogonalidad derivada del producto 

es calar coincide con la que resulta de 1 producto interno por ruan­

to V es un espacio vectorial real. 

Las consideraciones de los parágrafos § 2 y § 3 son válidos 

ahora si se reemplaza V* por V y < , > por ( , ) . En particular, 

conviene recordar ahora que a cada función bilineal simétrica <P 

le corresponde un endomorfismo ~ de V tal que 

<P(x,y) = (~x,y). 

La simetría de <P y del producto interno implica que 

(~x,y) = (~y,x) = (x,~y) 

Luego ~ es un endomorfismo autoadjunto de V ( Pte. 1, teorema 18. 

3 . 1), es d ~ cir un endomorfismo simétrico. Su matriz es simétri­

ca para cada base ortonormal de V, y coincide con la matriz de<P 

relativa a la misma base. 

Definición 4. l. 1 Se llaman valores propios y vectores propios de <P 

a los valores propios y vectores propios del endomorfismo simétr_!_ 

co ~que le está asociado. Según el teorema 20.2.1, Pte.I, to-
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das las raices características de ~ son números reales y por tan 

to son valores propios de ~. 

Observación. La matriz de ~ es simétrica y es coincidente con 

la matriz de ip: V-+ V cuando en el espacio V de definición de 

ip se considera la misma base a la cual se supone referida la ma­

triz de ~ y en el espacio V de los valores de ~ se considera la 

base dual de la primera , o sea l a base recíproca de ésta . Si en 

ambos espacios V se considera la misma base entonces la matriz ele 

~coincide con la de~, y es por tanto simétrica solamente si esa 

base es idéntica a su propia recíproca , es decir si es una base 

ortonormal. 

Lema 4.1.1 Dada la función bilineal simétrica ~ de rango r y 

de índice s, definida sobre el espacio euclideano V de dimensión 

n, existe una base ortonormal de V formada por vectores ( e 1 , •.• ,en) 

~ ~ de manera que, referida a esa base, ~tiene la forma diag~ 

nal 

~(x' y) 1:: A. . ~¡ r¡i 
1 

i=J 

y la forma cuadrática 

~(x) k A..~¡~¡ 
1 

( 4. 1 . 1) 
i=l 

donde 'A1 , ••• , 'An son los valores propios de ~ ordenados 

forma 

en 

(4. 1.2) 
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Demostración. Si ~ es el endomorfismo simétrico de V asociado 
a <I>, existe, según el teorema 20.2.4,Pte.I, una base ortonormal 

( e 1 , ••• ,en ) de V, formada por n vectores propios de ~, y por ta_!! 

to de <I>, respecto de la cual la matriz de ~ es diagonal e idén­

tica a la de <I>. Se tiene por tanto 

(i =1 , ... ,n), 

y 

<I> ( e¡ , e; ) = ( tf> e¡ , e; ) 

Los vectores de la base pueden suponerse ordenados de manera que 

sea 

( 4. l. 3) 

Ar +I = . • • = Au = O • 

La función bilineal <I> puede expresarse entonces en la forma 

r 

<I>(x,y) = :r \~ir,i, 
i=I 

en donde los coeficientes son los valores propios de <I> ordenados 

en 1 a forma ( 4 . 1 . 2) • 

Definición 4.1.2 La ordenación (4.1.2) de los valores propios 

de <I> no nulos const-i tuye el orden canónico de dichos valores . 

4.2 Vectores normales y normal a una cuádrica. 

Sea Q una cuádrica del espacio euclideano E cuya ecuación es . 
Q: <I>(x) + 2f(x) =a. (4 .2.1) 

1o1 



ALGEBRA LINEAL Y MULT ILINEAL . SEGU NDA PARTE 

A la función lineal f le corresponde un vector ae V tal que 

f(x) = (a ,x) . 

Por tanto la ecuación de la cuádrica puede escribirse 

tf>(x) + 2(a ,x) = Ce'. 

o bien, introduciendo el endomorfismo i,o asociado a ti>, 

( ip X ,X) + 2( a ,X) = Ce'. . 

Recordemos que no consideraremos en adelante a los conos; supondremos por 

tanto que 

tf> X =/= -a 

para todo x perteneciente a Q. 

A cada punto x 0 que pertenece a la cuádrica Q le correspon­

de un espacio tangente Vx
0 

que es definido por cualquiera de las 

siguientes relaciones (ver las relaciones (3.2.6) y (3.2.7)) 

( 4. 2. 2) 

o 

Yx = {ye V ICa +i,ox 0 ,y) =O} . 
o 

( 4. 2. 3) 

En virtud de la segunda relación puede decirse que el espacio 

tangente a Q en x 0 eQ es el complemento ortogonal del subespa­

cio de dimensión generado por el vector 

v(x 0 ) =a +i,ox 0 , 

que se llama vector noY'ITlal a Q en el punto x 0 • Puede decirse tam­

bién que un vector normal a Q en el punto x 0 es ortogonal al es­

pacio tangente v,;
0 

• La dimensión de Vx
0 

es n -1 en virtud del teo 

rema 17.7.1, Pte. l. 
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La recta que pasa por x 0 y que está asociada al espacio g~ 
nerado por v(x0 ) se llama recta noI'ITlal o simplemente normal a Q en 

el punto x 0 • 

Observación. Cualquier vector 

>.. v ( x 0 ) = >.. ( ¡p x 0 +a ) >..=l=O, 

perteneciente al espacio generado por v(x 0 ) es un vector normal 

a Q en x 0 • En efecto, multiplicando por>.. a la ecuación (4.2.1), 

la ecuación de Q puede escribirse en la forma 

A <f>( X) + 2 f (A X) = >..a. 

Si definimos 
>.. <f>(x) 

y 

f 
1 

( X ) = f ( AX ) , 

la ecuación de Q puede escribirse 

<1>
1 

(x) + 2{
1 

(x) >..a. 

Se tiene además 

( >.. ..px , y) • 

Si definimos 

y >..a 

la ecuación de Q tiene la forma 

Por tanto un vector normal a Q en x 0 es 

>..(a + f.PXo). 
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En cons ecuenc ia, los vectores normales a Q e;i x0 son l os vectores de un 

subespacio de dimensi6n 1, compl ement o ort ogonal de "\'x0 • 

4.3 Cuádricas con centro, en un espacio euclideano. 

La ecuación de una cuádr ica cuando se tom a e l or ig en en uno 
de sus cent r os es 

Q <I> ( X ) = J • (4 .3.1) 

Un vector nor mal a Q en un punto x0 , en es te caso en que es a=~ 

e s 

l{J X o • 

Por consiguiente el endomorfismo 'P hace corr esponder a cada ve~ 
tor de posición x0 de un punto de Q, un vector normal a Q en di­

cho punto . 

Teorema 4.3 . 1 Si el vector de posición x 0 de un punto de Qes un 

vector propio de ¡p que cor r esponde a un valor propio >.. , entonces 

la normal a Qen x0 pasa por el origen , es decir por un centro de 

la cuádrica y 

1 

* º· 

Demostración. Si x0 es un vector propio que corresponde al va­
lor propio v , se tiene 

Se sigue de aquí que x0 es un vector nonnal a 
te la normal a Q en x 0 pasa por e 1 origen . 
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pertenece a Q, se tiene <l>(x 0 ) 1, o sea ( ipx0 , x 0 ) 1 , es decir 
( A.x0 , x 0 ) = 1. Se sigue de aquí que 

A. = 1 
=/= o. • 

Teorema 4.3.2 Si Q es una cuádrica con centro , puede elegirse 

una base or t onorrnal ( e1, •• • , e,1) de V, f ormada por vectores propios 

de <I>, de manera que la ecuación de Q referida al sistema de coor 

denadas (O, (e¡)) en que O es un centro de Q, puede escribirse 

en la f orrna 

l: 'A . ~ ¡ ~ ¡ 
1 

1 ( 4. 3. 2) 
i =i 

en donde A.1 , ••• ,A., son los valores propios no nulos de <I>, que po­

dernos suponer ordenados en el orden canónico . 

(4.3.3) 

en que r es el rango y s es el índice de <I>. 

Demostración. Empleando el lema 4.1.1 se puede obtener una b~­

se que tiene las propiedades del enunciado, mediante la cual <I>(x) 

se expresa en la forma ( 4 .1.1). Llevada esta expresión a la e~ 

ción (4.3.1) de la cuádrica, referida a uno de sus centros corno 

origen, resulta 

t A. . ~¡ ~¡ 1 
1 

j = 1 

donde los coeficientes son los valores propios de <I> ordenados en 

el orden canónico (4.3.3). • 
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Definición 4.3 . 1 Dada la base ortonormal (e 1 , • •• ,en) de V for­

mado por vectores propios de ~ a los que corresponden los valo­

res propios "'A 1 , •• • , "'A 11 respectivamente, ordenados en el orden 

canónico, los vectores 

a . 
t 

e i 
( i = 1, ... ,s ) y a. 

1 

-J-T:-
(i =s+l, ... ,r) 

(4.3.4) 

se llaman ejes principales y ejes principales conjugados, respectiva­

mente, de la cuádrica Q. 

De las fórmulas (4.3.4) se deduce 

"A¡ 
1 

( i 1' ... 's ) 
11 a¡ 112 

y (4.3.5) 

A¡ 
1 

s +1, ... , r) . 
11 a. 11

2 
1 

Llevando estas expresiones a ( 4. 3. 2) se obtiene la forma normal mé 

trica de la ecuación de una cuádrica con centro: 

1. (4.3.6) 
i =1 i =s+l 11 a¡ 11 2 

Cada eje principal o principal conjugado a¡ genera al mis -

mo subespacio vectorial de dimensión 1 que el vector e¡, espacio 

que está asociado a una recta que pasa por el origen, que no es 

otra que el eje de coordenadas correspondientes a ~· Un punto 

de esa recta se caracteriza porque sus coordenadas ~j son nulas 

para j * i . Resulta de ( 4. 3. 6) que la intersección de dicha recta 
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con la cuádrica debe cumplir la condición 

y la condición 

~i ~ i 

11 a¡ 11 2 

~i ~i 

11 a¡ 11 2 

1 si = 1 ' .. • ,s 

1 si i=s+l, ... ,r. 

( 4. 3. 7) 

( 4. 3. 8) 

( 4. 3. 6) implica que ~ i debe ser igual a 11 ai 11 o a -lla¡ 11 . Por cons i­

guiente, la recta generada por un eje principal a¡ intersecta a 
Q en los puntos lla¡lle ¡= ª¡y -lla¡lle¡ =-a¡. 

En cambio, la relación (4.3.7) no puede cumplirse para nin 

gún ~i real. Por tanto la recta generada por un eje principal 

conjugado a¡ no tiene puntos comunes con Q. Si denominamos cuá­

drica conjugada de Q a la cuádrica Q' cuya ecuación es 

Q' : <I> (x ) = -1, 

cuyos ejes principales son por tanto ªs+i , ••• , ar y cuyos ejes 

principales conjugados son a 1 , ••• ,a5 , entonces puede decir­

se que la recta correspondiente a un eje principal conjugado y 

que pasa por un centro, intersecta a la cuádrica conjugada Q' en 

los puntos ai y -a¡ (i =s+l , ... ,r). 

4.4 Cuádricas sin centro, en un espacio euclideano . 

Sea Q una cuádrica sin centro. Si tomamos a un punto cual 

quiera de Q como origen, la ecuación de la cuádrica puede escri 

birse (ver teorema 3.4.3) 

<l>(x) +2(a,x) =0, (4.4.1) 
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Un vector normal a Q en el origen será entonces 

i· (O) = '()(0) +a= a -=!=O 

Para otro punto cualquiera x de Q 

"(x) = '()X +a ( 4. 4. 2) 

es un vector normal a Q en x . 

Definición 4.4.1 Se dice que un punto A de la cuádrica Q es un 

vértice si cada vector normal a Q en A está contenido en el núcleo 

Ker <I> = K = Ker "'. 

Si elegirnos al vértice A como origen, en cuyo caso la ecu~ 

ción de Q se puede escribir en la forma (4.4.1) el vector a, se­

gún hemos visto, es normal a Q en A. Por tanto se cumple, por de 

finición, que a e Ker <I> = K. 

Si, inversamente, la ecuación de la cuádrica se escribe en 

la f orrna ( 4. 4. 1) y a e K, entonces el origen pertenece a la cuá 

drica y se cumple la condición para que sea un vértice. Por con 

siguiente la condici6n necesaria y suficiente para que un punto de una cuá 

drica sea un vértice es que si se toma como origen entonces el vector a de 

la ecuaci6n ( 4. 4.1) de la cuádrica pertenezca al núcleo de <I>. 

Teorema 4.4.1 Si Q es una cuádrica sin centro y una isornetría 

x 1--+ Tx + b 

la transforma en otra cuádrica Q', entonces Q' es una cuádrica 

sin centro y cada vértice de Q se transforma en un vértice de Q'. 
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Demostración. Q' no tiene centro en virtud del teorema 3.6.2, 

pues la isometría inversa tran sforma a Q' en Q y aplicaría a un 

centro de Q' en un centro de Q. 

Si Q tiene un vértice y lo tomamos como origen , su ecua­

ci6n se escribirá 

Q <f> (X) + 2( a, X) o ' ae K. 

La ecuaci6n de Q' será entonces 

Q-': <I>( T- 1 (x -b)) + 2(a,T-1 (x-b)) =O . 

Si tomamos como nuevo origen al punto b que es imagen del vért i ­

ce O por la isometría dada, la ~cuaci6n de Q' se rá 

Q ' : <I> ( T- 1 x ) + 2 ( a , T-1 x ) = O . 

Definamos la forma bilineal simétrica 

y el vector 

Puesto que T es una isometría, tendremos 

Por tanto la ecuación de Q'es 

Q' : <1>
1 
(x)+ 2(a

1
, x) = O. ( 4. 4. 3) 

Ahora bien, pues to que a e K se tiene 

<1> 1 ( a 1, x ) = <I> 1 ( Ta , x ) = <I>( a , T - l x ) = O , J./- X e V, 

y por consiguiente es a1 e K 1 = Ker <1>1 • La observación que prec~ 

de al enunciado del teorema 4.4.1 demuestra que el nuevo origen, 

al cual está referida la ecuaci6n ( 4. 4. 3) de Q' , es un vértice 
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de esta cuádrica . Puesto que ese nuevo origen es la imágen del 

vértice dado de Q por la isometría , el teorema queda demostrado . 

• 

En el lema siguiente vamos a complementar los resultados ya 

conocidos acerca de los endomorfismos normales de los espacios 

de producto interno (ver Pte.I, secc. 18.2) con nuevos resulta­

dos que emplearemos en el teorema que sigue a continuación del 

lema. 

Lema 4 . 4 . 1 Si Tes un endomorfismo normal de un espacio vecto­

rial V de producto interno, entonces 

Im T 

y 

Ker T, 

para cualquier número entero positivo k. 

Demostración. 1) El corolario del teorema 18 . 2.2, Pte.I, est~ 
blece que para un endomorfismo normal T tiene lugar la relación. 

V Ker T EB Jm T. (4.4.4) 

Im T es evidentemente estable respecto de T. La restricción T1 

de T a Im T es un isomorfismo de Im T. En efecto, si T1 (Tx) =O 

entonces Txe Ker T nJmT, yen virtud de (4.4.4) será Tx=O. 

~ es por tanto un endomorfismo inyectivo de Im T, es decir un 

isomorfismo (Pte.I, ejercicio 3.4.2). Se tiene por tanto 

lm T = Im T1 • 

Por consiguiente, 

I m T 2 = T( T (V ) ) T(Im T) T1 (I m T) = I m T1 = l m T • 
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Por inducción se prueba que Im Tk lm T. 

2) Probemos primero que 

En efecto, si Tx = O, entonces es Tkx 

tanto s e c ump 1 e ( 4 . 4 . 5) . 

La inclusión inversa 

.Ker Tk C Ker T 

(4.4.5) 

rk-l (Tx) =O, y por 

(4.4.6) 

se cumple evidentemente para k = 1 • Supongamos que se cumple 

para todo entero positivo menor que k , donde k > 1. Si x e KerTk 

entonces es Tkx = Tk -l (Tx) =O , por tanto Txe Ker rk-l e &r T. Puesto 

que Txe Ker T nimT,se deduce de (4.4.4) que Tx=O, es de­

cir x e Ker T, lo que demuestra (4.4.6) en general. De (4.4.5) 

y ( 4.4. 6) se deduce que 

Ker T. • 

Teorema 4.4.2 Cada cuádrica sin centro tiene por lo menos un 

vértice. Si A es un vértice de la cuádrica, entonces el con­

junto de los vértices constituye un subespacio afín de dimensión 

n-r -1 cuyo espacio vectorial asociado es K n VA, donde K es el 

núcleo de la forma bilineal simétrica <I> que corresponde a la cuá 

drica y ~ es el espacio tangente en el punto A. 

Demostración. La ecuación de la cuádrica sin centro Q cuando 

se toma como origen uno de sus puntos se puede escribir ( teore­

ma 3 .1. l), 

<I> (x ) + 2 (a ,x ) O. 
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Si i.p es el endornorfisrno asociado a <I>, un vector normal aQ en un 

punto cualquiera x e Q es 

V (X) i.px+a. 

Si aplicarnos i.p a ambos miembros de esta ecuación se obtiene 

i.p ( V (X ) ) ip
2 X + i.pa. 

Para que x sea un vértice es necesario y suficiente que v(x)p~ 

tenezca al núcleo de i.p, es decir que x satisfaga a la ecuación 

(4.4.7) 

Podernos decir por tanto que para x sea un vértice de Q es necesa 

rio y suficiente que pertenezca a Q y que sea solución de la ecua 

ci ón ( 4. 4. 7) . 

Para que (4.4 . 7) tenga solución debe ser 

( 4. 4. 8) 

Ahora bien, puesto que i.p es un endornorfisrno simétrico y por tan­

to normal, según el lema 4.4.1 se tiene lmi.p2 =Imi.p y Kerl(!2 = Ker i.p. 

Dado que i.pae Im i.p, se cumplirá (4.4.8) y por consiguiente exis­

tirá por lo menos una solución de (4.4.7). Sea pues x0 una so]u 

ción de dicha ecuación. La solución general de la misma será 

X (4.4.9) 

donde z es una solución cualquiera de la ecuación homogénea 

es decir un vector cualquiera de Ker i.p2 
= Ker i.p = Ker <I> = K. Los vér­

tices de Q son las soluciones (4.4.9) de (4.4.7) que pertenecen 

a Q, es decir que satisfacen a la relación 

<I> ( x0 + z ) + 2 ( a , x0 + z ) = O , 
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que puede escribirse, si se tiene presente que z E Ker <I> y que 

por tanto es <I>(z) = <I>(xa ,z) = o, 

<I>( Xa) + 2 (a ,xa ) + 2 (a , z) = O. (4.4.10) 

Esta relación debe se r satisfecha por el vector ZE K para que 

x0 +z sea vértice de Q. Ahora bien, (a ,z) no puede ser nulo pa­

ra todo zE K pues si así fuera sería a€ K 1 , y en virtud del te~ 
rema 3.4.3, Q tendría centro contra lo supuesto . Por consiguie~ 

te puede elegirse z1 EK de manera que sea (a,z1 ) =l=O . Enton­

ces el vector 

<I>(x
0

) + 2(a, x
0

) 

2(a,z 1 ) 

satisface a la relacióri (4.4.10), y por tanto existe un v§rtice 

Supongamos ahora que v = xa + z , donde z E K, es otro vérti 

ce cualquiera de Q. Puesto que za y z satisfacen a ( 4. 4. 10), 

se tendrá que 

(a, z - z 0 ) = O, 

y dado que a es normal a Q en el origen, como vimos al comienzo 

de la presente sección, se tendrá que 

W = Z - Za € Va , 

donde ~ es el espacio tangente a Q en el origen. Además es 

w = z - z0 E K. Luego 

w z - Za e K . 

Es decir que cualquier vértice puede expresarse en la forma 

(4.4.11) 
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Inversamente, consideremos un punto cualquiera v de la for 

ma (4. 4.11). Si escribimos 

Z = W +Za , 

se tendrá que 

V = Xa + Z 

donde z pertenece a Ky cumple la condición ( 4.4.10) porque 

<I>(xa)+2(a,xa) +2(a ,z) = <I>(xa)+2(a,xa)+2(a, w+za) 

= <I>(xa) +2 (a , Xa) + 2(a, za) = O. 

Porconsiguiente cualquier punto v de la forma (4.4.11) es un 

vértice de Q. 

Resulta de los expuesto que el conjunto de los vértices de 

Q es el conjunto de todos los puntos 

en que va es un vértice fijo y w es un vector cualquiera de Erl"o. 

Dicho conjunto es por tanto un subespacio afín asociado al esp~ 

cio vectorial Knl(; La dimensión de KnYa puede calcularse me 

<liante la fórmula 

dim ( V¡ n ~) dim Vi +dim ~ - dim ( vl + v2 ) ' 

que fué establecida en el ejercicio 2.5.16, Pte.I. Apliquemos 

esa fórmula a los subespacios K y ~ de V. Puesto que dimVo 

= n-1 y que, según vimos en el teorema 3.5.2, existe un vector 

en e K no rulo tal que en é Va, se tiene que K +Va =V y por tan 

to dim ( K +Va)= n. Además es dim K = n -r, y por tanto 

dim(KrlVc,) = (n-r) + (n-1) - n n-r -1. 

El espacio afín formado por los vértices tiene por tanto la di­

me ns i ón n - r - 1 • • 
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Corolario. Si el rango de la función bilineal simétrica <I> 

asociada a una cuádrica sin centro Q es igual a n-1, entonces 

la cuádrica tiene un solo vértice. 

Demostración. En efecto, en tal caso la dimensión del espacio 

afín formado por los vértices es igual a o.• 

Teorema 4.4.3. Si Q es una cuádrica sin centro y el punto Oes 

uno de sus vértices, puede elegirse una base ortonormal (e1 , • • 

• , en) de V f armada por vectores propios de <I>, de manera que 

la ecuación de Qreferida al sistema de coordenadas (O,(e¡ )) 

puede escribirse en la forma 

o' ( 4. 4. 12) 
i =J 

en donde A. 1 , ••• , A.r son los valores propios no nulos de <I>, 

( 4.4.13) 

donde r es el rango y s es el índice de <I>, y se ClUilple la relación 

2s ~ r, 

Demostración. La écuación de la cuádrica sin centro Q referi­

da a un origen coincidente con uno de sus vértices o, eventua_! 

mente multiplicada dicha ecuación por una constante adecuada, 

puede escribirse en la forma 

<I>(x) + 2(en, x) =0 
l 

( 11 e11 11 = 1 , en i K ) , (4.4.14) 

donde e 11 es un vector normal a Q en el punto O, y el rango y el 

índice de <I> cumplen la condición 2s ~ r. Puesto que el origen 

es UF vértice, la ecuación ( 4. 4. 7) debe cumplirse para a= en Y 
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x =O. Se debe tener por tanto 

( 4. 4. 15) 

y por tanto en pertenece a E y es un vector propio de ip corres -

pondiente al valor propio de Xn = O 

V0 , espacio tangente a Q en O, es invariante respecto del 

endomorfismo simétrico ip asociado con c:J>, pues si Y e VcJ, entonces 

la relación 4 . 2 . 3 implica que 

( en , y ) = O , 

por tanto 

( en , '{J Y) = ( ipe 11 , y) = ( O ,Y) = O , 

y por consiguiente, debido a la misma relación (4.2.3), es ipyd'o. 

Consideremos la restricción ip1 de ip · al subespacio invari~ 

te Va. ip1 es simétrica y por tanto existe una base ortonormal 

(e,,, ••• , en-1) de Va formada por vectores propios de '-P 1 correspo_!! 

dientes a los valores propios ( A. 1 , ••• , A.
11 

_ 1 ). Tanto los vectores 

propios como los valores propios de '-Pi lo son de ip. Puesto que 

e11 es normal a Q en el origen, es ortogonal al espacio Va tangente 

a Q en el mismo punto. Por tanto (e 1 , ••• , en) constituyen una 

base ortonormal de V formada por vectores propios de c:J>. Se tie 

ne 

( i, j = 1 , ... , n -1 ) 

= ( ipen , e¡ ) = O. ( i = 1, ... ,n) 

Si referimos la forma bilineal a la base (e¡ ) tendremos 

n-1 

c:J> (X ) L A..~¡ ~i 
1 

( 4. 4. 16) 
i=l 

Supongamos que los vectores de base son ordenados de manera que 

los r1 primeros coeficientes de la forma ( 4. 4. 16) son diferentes 
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de cero y los demás son nulos, y que los s1 primeros son 

tivos. Resulta inmediatamente de la expresión (4.4.16) 

espacio generado por er +J, •• • , en es igual a K, o sea 
1 

y que ~ es definida positiva en 

esp ( el ' ••• ' es v+ 
1 

y definida negativa en 

esp ( e5 +J , ••• , er ) 
1 1 

v-
' 

y que se tiene 
v = v+ @ v· ® K. 

posi­

que el 

Esta es una descomposición de la clase (2.7.1). Por consiguien­

te (ver el teorema 2. 7 .1, y la definición 2. 7 .1) , es 

s
1 

= dim V+ = S y 

Los vectores de base pueden suponerse ordenados en el orden ca­

nónico: 

o < Az ~ /...2 ~ ... ~ As 

o > AS+l ~A ~ ... ~A S+2 r 

Ar +i = ... = A = o. ,, 

Si tenemos en cuenta (6.4.16) y que 

k ~¡ ( e
11 

, e¡ ) = ~n , 

j = 1 

la ecuación (4.4.14) de la cuádrica Q, referida al sistema de 
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coordenadas (O, (e¡ ) ) se escribirá 

~ A.¡~¡~¡+ 2~n =O, 
j = 1 

y se cumplirán las otras condiciones del enunciado. • 

Si introducimos como en la sección anterior los ejes principales y 

Zas ejes principales conjugados mediante las fórmulas 

e . 
a. = --1

- (i = 1, ••. , s) 
1 v'T;° y a¡= 

e. 
--

1
-(i =s+l, •• • ,r), 

·M 
resulta la forma normal métrica de las cuádricas sin centro 

~ 
i =i 

~i ~i 
--2- - ~ 

11a¡11 i=s+l 
= o' (4.4.17) 

en donde se cumple la condición 2s~ r que fué fijada en el teo­

rema anterior. 

4.5 Equivalencia métrica de cuádricas de un espacio afín 
euclideano. 

Definición 4.5.1. Se dice que dos cuádricas Q y Q' del espacio 

euclideano E son métricamente equivalentes si existe una isometría 

de E que transforma a Q en Q' . Esta es una relación de equiva­

lencia. 

Es evidente que dos cuádricas que son métricamente equiva­

lentes son también afinequivalentes, luego las clases de equiv~ 

lencia métrica son subclases de las clases de afinequivalencia. 

Lema 4.5.1. Sean U y V dos espacios euclideanos de dimensión n 

y ~ y ~' sean dos funciones bilineales simétricas definidas so­

bre UxU y VxV respectivamente. Entonces, para que exista una 
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isometría T : U ~ V que tenga la propiedad de que 

<I>( x ,Y) = <I>' ( Tx, Ty) , x, y e U, ( 4. 5. 1) 

es necesario y suficiente que <I> y <I>' tengan los mismos valores 

pr-0pios con las mismas multiplicidades 

Además, la relación ( 4. 5 .1) es equivalente a 

<I>(x) = <I>' (Tx), xe U . ( 4. 5. 2) 

Demostración. Designemos por l{J: u~u y '-P' 

domorfismos simétricos tales que 

v~v a los en-

<I>(x,y) = (cpx, y) X ,Y€ U 

y 

<I>' (x,y) = (¡p'x,y) , X ,Y€ v. 

Los valores propios de <I> y <I>' son por definición los valores p~ 

pi os de '-P y l{J
1 respectivamente ( definición 4. 1. 1) . 

Supongamos primero que T sea una isometría de U sobre Vque 

satisfaga a la relación (4.5.1). Se tiene entonces 

( '-P x , y ) = ( l{J ' Tx , T y ) • 

Puesto que r- 1 es también una isometría, se tiene 

( l{J, Tx' Ty) = ( r -1 
l{J, T X ' r-1 Ty ) = ( r-1 

l{J, Tx' y) • 

Por tanto 

( l{J X' y) (T- 1 '-P' Tx,y), x,ye U. 

de donde 

'-P r- 1 '-P' T. 

( 4. 5. 8) 

De aquí se deduce que l{J y '-P' tienen los mismos valores propios 

por cuanto, respecto de una base cualquiera de V, la matriz de '-Pes 
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M(<P) = M ( T- 1
) M(<P') M(T); 

y por consiguiente, dado que M(T- 1 ) es regular e igual a M ( 1' r 1
, 

y en virtud del teorema 13.2.3, Pte.I, las matrices semejantes 

M ( <P) y M( <P ') tienen los mismos polinomios característicos. R~ 

sulta de aquí que los polinomios característicos f y f , son 
<P <P 

idénticos y por tanto los dos endomo rfismos simétricos <P y <P' 

tienen los mismos valores propios reales A. 1 , ••• , A.n con las mismas 

multiplicidades. 

Supongamos ahora, inversamente, que <P y <P' tienen los mismos 

valores propios con las mismas multiplicidades. Según el teore 

ma 20.2.2, Pte.I , de descomposición espectral para los endomo~ 

fismos simétricos, pueden elegirse las bases ortonormales (e¡ ) 

de U y ( f¡ ) de V, tales que 

A.¡ e¡ y 

La aplicación T: U~ V tal que 

Te¡= f¡ 

es una isometría porque 

y por tanto 

( i = 1, ... ,n ) 

( x, y) = ( T x , T y) par a x , y € U. 

Se tiene entonces 

( A. ei , e1 ) = A.O; i = A. ( f; , t1 ) 

( ..P 'Í; , f j ) = ( <P' Te¡ , Te¡) , 

( 4.5.4) 

de donde se deduce inmediatamente ( 4. 5. 3 ) y por tanto 

(4.5.1). 
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Finalmente es evidente que ( 4. 5. 1) implica a ( 4. 5. 2) . La 

implicaci6n inversa se deduce de la f6rmula conocida 

<l>(x,y) 
1 2 ( <I>( X +y ) - <I> (X ) - <I> ( y ) ) • • 

4.6 Clasificación métrica de las cuádricas de un espacio eucli 
deano. 

Lema 4.6.1. Si la cuádrica Q se transforma en la cuádrica Q' 

por la traslación x !--* x + t, entonces Q y Q' tienen los mis -

mos ejes principales. 

Demostración. Sea la ecuaci6n de Q 

Q <l>(x) + 2f(x) = a. 

La ecuación de Q'será 

Q': <l>(x- t) + 2f(x- t) a, 

o sea 

Q': <I> (X) + 2 ( f (X) - <I> (X, t)) a+2f(t)-<l>(t), 

que puede escribirse en la forma 

Q': <l>(x) + 2f' (x) = a'. 

Puesto que a Q y a Q' les corresponde la misma forma bilineal 

<1>, ambas cuádricas tendrán los mismos ejes principales . • 

Lema 4.6.2. Sean Q y Q' dos cuádricas con centro (sin centro). 

Da.dos los centros (vértices) e y e' de Q y Q' respectivamente, 

la traslación x ~ x+( e' - e) transforma a Q en la cuádrica Q" 

que tiene los mismos ejes principales que Q y que tiene un cen­

tro (vértice) coincidente con el centro (vértice) e' de Q'. 
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Demostración. Este lema resulta inmediatamente del anterior y 

d e los teoremas 3.6.2 y 4.4.1. • 

Lema 4.6.3. Dadas dos cuádricas c on centro (sin centro ) Q y Q', 

y si O es una traslación que transforma a Q en una cuádrica Q" 

que tiene un centro (un vértice) coincidente con un centro (un 

vértice) de Q', entonces la condición necesaria y suficiente p~ 

ra que Q y Q' sean métricamente equivalentes es que exista una 

rotación que deje fijo al centro (vért ice) común de Q" y Q', y 

que transforme a Q" en Q'. 

Demostración . Si Q y Q' son métricamente equivalentes y Les una 

isometría que transforma a Q en Q', un centro (un vértice) e de 

Q se transforma por L en un centro (un vértice ) e' deQ'. Sea fJ una 

traslación que transforma a Q en Q" de manera que el centro (vér 

tice) e de Q se traslada al centro (vértice) e' de Q". 

La isometría 

P = L º 0-1 

transforma a Q" en Q' y deja fijo a e', luego es una rotación de 

centro e' que transforma a Q" en Q'. 

Inversamente , si p es una rotación que transf arma a Q" en Q' 

y que deja fijo al centro (vértice) común e' de esas cuádricas, 

que es imagen, por la traslación 8, del centro ( vé r tice) e de la 

cuádrica Q, entonces 

L = p o 8 

es una isometría que transforma a Q en Q' , y por tanto Q y Q' 

son métricamente equivalentes. • 
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Definición 4.6.1. Se dice que dos cuádricas Q y Q' del espacio 

euclideano E son congruentes , lo que se expresa escribiendo 

Q = Q'' 

si son afinequivalentes y si las longitudes de los ejes princi­

pales y de los ejes principales conjugados de una de ellas son 

iguales a los de la otra. 

Lema 4.6.4. La condición necesaria y suficiente para que dos 

cu¿dricas con centr~ Q y Q', que tienen un centro común, puedan 

transformarse una en otra mediante una rotación que deje fijo a 

dicho centro, es que sean congruentes. 

Oemostraci ón. Si se torra como origen al centro común de Q y Q' , 

las ecuaciones de esas cu¿dricas son: 

Q: <l>( X) 1 

y 

Q': <I>, ( x) 1 . 

Supongamos primero que existe un,a rotación p : x 1--7 p x que trans­

forma a Q en Q', y deja fijo al origen. Se tiene entonces 

<I>, (x) <l> ( p-1 X ) ' ( 4. 6. 1) 

y por tanto <I> y <I>' tienen el mismo rango r y el mismo índice s 

(teorema 3.6.1), y Q y Q' son afinequivalentes (teorema 3.6.3). 

El teorema 4.3.2 asegura la existencia de dos bases orto­

normales ( ei ) y (ti) de V tales que respecto de los sistemas 

de coordenadas (O,( e¡ ) ) y (O,( ti ) ) las ecuaciones de Q y Q' 

son respectivamente 

Q 1 ( 4 . 6. 2) 
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y 

Q' k X¡ ri j r/ 1 ' (4.6.3) 
i = I 

donde tanto los \ , valores propios de ~, como los x'. , valores 
1 

propios de ~· , están ordenados en el or den canónico 

ción 4.l.2). 

( defini-

Ahor a bie n, de (4.6.1) se sigue , en virtu d del lema 4.5. 

1 , que~ y~· tienen los mismos valores propios con las mismas 

multiplicidades . Dada la or denación canónica de l os valores pr~ 

pios se tendrá por tanto que 

x'. 
1 

X. 
1 

1 , ... ,r 

de donde se deduce que 

11 a¡ 11 , (i 1 ,. .. ,r) , 

Inversamente, supongamos ahora que Q y Q' son afinequivale~ 

tes y que por tanto ~ y ~· tienen el mismo rango r y el mismo 

índice s . Como vimos anteriormente, existirán dos sistemas de 

coordenadas respecto de los cuales las ecua ciones de Q y Q' son 

( 4. 6. 2) y (4 . 6 . 3). Supongamos entonces que las longitudes de 

los ejes principales 11 a¡ 11 ( i = 1, ... ,s) de Q son iguales a las 

longitudes de los ejes principales 11 a/ 11 ( i = 1, .. . , s de Q' . 

Dado que los valores propios 'A. 1 , • • • , 'A.5 

dos positivos , resulta de las fórmulas 

a . 
1 

e . 
1 y 

, 
ª · 1 

y X '1 , • • • , X~ ·son to -

f. 
1 

y del orden canónico de los valores propios , que 

i=l, ... ,s. 
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En forma aná l oga , de la igualdad de las longi t udes de los ejes 

principales conjugados de Q y Q' resulta que 

= s+ l, .•• ,r . 

Por ser iguales los valores propios de <I> y <I> ', el lema 4.5.1 im ­

plica la existencia de una isornet r ía p : V ~ V t al que 

<l>' (X ) = <l> ( p -l X) • 

La rotación X ~ pX de centro en el origen transf orrna eviden 

ternente a Q en Q' • • 

Lema 4.6.5. La condición necesaria y suficiente para que dos 

cuádricas sin centro , Q y Q' , que tienen un vértice común , puedan 

transformarse una en otra mediante una rotación que deje fijo a 

dicho vértice, es que sean congruentes. 

Demostración . Corno se ha observado al comienzo de la demostra­

ción del teorema 4.4.3, si se torna corno origen al vértice común 

de Q y Q' , las ecuaciones de estas cuádricas pueden escribirse 

Q <I> ( x ) + 2 ( en , X) o 

Q': <I>'(x)+2(e,/,X) o 

( llenll = 1, en EK=Ker<I>) 

( llenrll = 1 , er,u:K'=Ker<t>') , 

(4.6 .4) 

( 4 . 6 .5) 

donde en y en' son normales a Q y a Q' respecti varnente , en el 

punto O, y los rangos r, r' y los índices s , s' de <I> y de <I>' curn 

plen las condiciones 2s;;;;. r y 2s' ;;;;. r' . 

Supongamos primero que existe la isornetría p : V ~ V tal 

que la rotación x f--4 px deja fijo al origen y transforma a Q 
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en Q'. Se tiene entonces, en virtud del teorema de unicidad de 

la representación de las cuádricas, 

cf>' (X ) = µ <I> ( p-:;;1 X) y (e n' , X ) = µ p ( en , p -1 X ) , 

donde es µ=I= O y puede suponerse evidentemente que µ>O. La se­

gunda relación precedente implica, por cuanto p es una isometría, 

que 

( en' , X ) ( µ p en , x) , 

Por tanto es 

de donde 

y puesto que 11 en,11 = 11 en 11 1, resulta 

siguiente 
<I>' (x) = <l>(p-1 x), 

~ xeV. 

µ =- 1 • Se tiene por . con-

xe V. (4.6.6) 

<I>' y <I> tienen por consiguiente el mismo rango r y el mismo índi 

ce s (teorema 3. 6. 1) y Q y Q' son afinequi valen tes ( teorema 3. 

6.4) 

El teorema 4.4.3 . asegura la existencia de las bases orto­

normales ( e1 , ••• , en _1 ) y ( e 11, ••• , e(n-n') del espacio V0 ( Q) 

tangente a Q en O y del espacio V0 ( Q') tangente a Q' en O, 

respectivamente, tales que si agregamos a esas bases los vecto­

res en y en, que aparecen en las ecuaciones ( 4. 6. 4) y ( 4. 6. 5) , 

resultan las bases ortonormales ( E1 , ••• ,en) y ( e1 , , •• , e
11
,) de 

V respecto de las cuales <I> y <I>' tienen las formas cuadráticas 
n 

<f>( X) = I: A.. ~¡ ~j 
j =1 ! 

( 4 . 6 . 7) 

y 

<I>' ( x) I: A.., ~ ¡' ~ ¡' 

j = 1 
1 

( 4. 6. 8) 
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y respect o de los sistemas de coordenadas ( O, (e¡ ) ) y (o, ( e¡ , ) ) 

las cuádricas Q y Q' tienen las ecuaciones 

o ( 4. 6. 9 ) 

y 

(4.6.10) 

donde tanto los \ , valores propios de cI>, como los 'A; r, valo­

res propios de <I>', están ordenados en el orden canónico ( 4.4. 

13). De ( 4. 6. 6) se sigue , en virtud del lema 4. 5 .1, que cI> y 

el>' tienen los mismos valores propios con las mismas multiplici­

dades. Dada la ordenación canónica de los valores propios , se 

tendrá que 

\r = x. 
1 

(i= 1,. .. ,r) 

de donde se deduce la igualdad de las longitudes de los ejes de 

Q y Q': 

11 a¡ 11 11 a¡ r 11 , (i 1,. .. , r), 

es deci r que Q = Q' . 

Inversamente, supongamos que Q y Q' son afinequivalentesy 

que Q = Q' . Vamos a demostrar que Q y Q' pueden transformarse 

una en otra por una rotación que deja fijo al origen . Puesto ·que 

Q y Q' son afinequi valentes, <I> y <I>' tienen e 1 mismo rango r y 

el mismo índice s. Como acabamos de ver precedentemente, exis­

tirán los sistemas de coordenadas ortogonales (O,(e¡))y(O,(e¡, )) 

con las características que fueron detalladas, respecto de las 

cuales Q y Q' tienen las ecuaciones ( 4. 6. 9) y ( 4. 6.10) . La hi­

pótesis de que Q = Q' implica que las longitudes de los ejes pri~ 

cipales 11 a¡ 11 ( i = 1 , ... ,s) de Q s on iguales (salvo quizás el O!_ 
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den) a las longitudes lla¡,11 (i=l, .. . ,s) de los ejes principales 

de Q' . Pero, puesto que los valores propios A.1 , ••• , A_. y 

A. 1 ,, •• • ,\r son todos positivos, resulta de las relaciones 

e. e¡, 
1 

(i=l, • .. ,s) a¡ 

'/A~ 
y ª¡ 1 

~ 

y del orden canónico de los valores propios, que 

'A¡r A.. ( i 1' ... ,s) ' l 

En forma análoga, de la igualdad de las longitudes de los ejes 

principales conjugados de Q y Q', que es consecuencia de la hi­

pótesis Q = Q', y del hecho de que 'As+l, • •• ,'Ar y \s+l)', ••• ,A.r, 

son negativos, resulta que 

( i = s +1, .. . ,r). 

Consideremos la restricción ¡ de ~ al subespacio Va ( Q) . 

Los vectores de la base ortonormal ( e1 , ••• , en _1 ) de Va ( Q) son 

vectores propios de ~, y por consiguiente lo son también de ;i;, 

de manera que A. 1 , ••• , \
1

_ 1 

ma manera se puede ver que 

propios de la restricción 

son valores propios de i. De la mis 

A. 1 , ••• , A. 11 _1 son también valores 

~· de ~· al subespacio YaC Q') , que 

corresponden a los vectores propios ( e 1 r, .•• , e<n-1),) que constj 

tuyen una base ortonormal de i; ( Q'). En virtud del lema 4. 5 .1 

existirá una isometría 
p Va ( Q) ~ Va ( Q') 

tal que 
'$• ( p y) ¡ (y) yd~¡(Q), 

y por tanto 

~· ( p y) ~ (y) ' ye ~(Q). 
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Podemos definir entonces el endomorfismo p : V-+ V tal que 

para i=l, ••. ,n""'l 

y 

El endomorfismo p así definido es una isometría. En efecto: 

(Pe¡, pei = (pe¡, pe¡) =(e;, ei) para i,j = 1, .•• ,n-1, porque 

p es una isometría; 

(pe¡, pen) = (pe¡, enr) =O= (e;, en) para = 1 , ••. ,n-1, porque 

en' es ortogonal a ~ ( Q') ; 

Mediante la isometría p puede escribirse 

xeV. (4.6.11) 

Además, teniendo presente que en e· K y en' e K' y que cada vector 

xe V se escribe en la forma x ~n en +Y, donde y e V0 ( Q ), se tiene 

<P' (px) 

( 4. 6. 12) 

De ( 4. 6. 11 ) y ( 4. 6. 12 ) se deduce que 

<P' ( p x ) + 2 (en, , p X ) = <P( X) + 2 (en , X) , xe V; 

y por tanto la rotación x ~ p- 1 x, que deja fijo al origen, 

trasforma a Q' en Q. La rotación x t--+ p x transforma a Q en 

Q' . • 
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Teorema 4. 6 .1. (Teorema de equivalencia métrica de las cuádricas de un 

espacio euclideano ). Dadas dos cuádricas con centro (sin centro), 

Q y Q', la condición necesaria y suficiente para que sean mé­

tricamente equivalentes es que sean congruentes, es decir aue 

Q = Q'. 

Demostración. Sea e un centro (un vértice) de Q. Supongamos 

?rimero que Q y Q' son métricamente equivalentes, y que x i-+Tx +b 

es una isometría que transforma a Q en Q'. Por el teorema 3.6 . . 

2 (resp.4.4.1) el punto e' = Te+ b es un centro (un vértice) de Q'. 

La traslación x ~ x+(c' -e) , en virtud del lema 4. 6. 2, trans­

forma a Q en la cuádrica Q" que tiene un centro (resp. un vérti:_ 

ce) coincidente con el centro (vértice) e' de Q', y que es tal que 

Q = Q". 

Puesto que Q y Q'son métricamente equivalentes, existe por 

el lema 4.6.3 una rotación que deja fijo a c'y que transforma a 

Q" en Q'. Según el lema 4.6.4 (resp.4.6.5) se deberá tener que 

Q" = Q'. Por consiguiente se debe cumplir que Q = Q'. 

Supongamos inversamente que tiene lugar la relación Q = Q'. 

Si e y e' son centros (vértices) de Q y Q' respectivamente, la 

traslación que aplica a e en e' transforma a Q en una cuádrica 

Q" tal que Q"= Q, y por tanto que Q" = Q'. El lema 4.6.4 ( 4. 

6.5) asegura entonces que existe una rotación que transforma a 

Q" en Q' y que deja fijo a e'. En virtud del lema 4. 6. 3 las cuá 

dricas Q y Q' serán métricamente equivalentes. • 

4. 7. Formas normales de las ecuaciones de 1 as cuádricas del pl~ 

no y del espacio de tres dimensiones. 

De conformidad con el teorema 4.6.1 cada clase de cuádricas ~i 
nequivalentes se subdivide en clases de cuádricas métricamente 
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equivalentes, en cada una de las cuales se encuentran las cua ­

dricas que son afinequivalentes de la clase considerada pero que 

son congruentes. Cada una de las cuádricas de una clase de equi ­

valencia métrica puede ser representada por la ecuación normal 

(4.3.6) o (4.4.17), según que se trate de una cuádr icacon centro 

o sin centro . En el cuadro siguiente se dan las formas de las 

diferentes clases de equivalencia métrica . 

Cuádricas del plano euclideano 

Ecuaci6n Cuádricas de las clases 

~+1= 
a2 b2 

1 a?b elipse de ejes a y b 

Con 
Centro _E_ x= 1 hipérbola de ejes a y b 

a2 b2 

x2 = a2 dos rectas paralelas a dis-1 
tancia 2a 

Sin x2 
2y 

1 

parábola con parámetro iguall 
Centro -;? = 

a 2a 2 . 

Cuádricas del espacio euclideano de tres dimensiones 

~+r+~ 
a2 b2 c2 

= 1 a? b?c elipsoide con ejes a , b y e 

~+r _E!_ =1 a?b 
hiperboloi de de una hoja 

a2 b2 c2 con ejes a, by e 

Con E. - r _ z2 hiperboloide de dos hojas 
Centro =1 b? e 

a2 b2 c2 con ejes a , b y e 

E+Y2 
=1 a?b cilindro elíptico con 

a2 b2 ejes a y b 

_E_ - .r_ cilindro hiperbólico con 
a2 b2 

=1 ejes a y b 

x2 = ª2 dos planos paralelos a dis 
tancia 2a. 
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~+1 2z a~ b 
paraboloide elíptico con 

ú2 b2 ejes a y b 

Sin x2 X: 2z 
paraboloide hiperbólico 

Centro -;2 - b2 con ejes a y b 

x2 
2z cilindro parabólico 

a2 
con 

latus rectum de J ongitud a 

4.8 Ejemplos . Clasificar las siguientes cuádricas del espacio 

euclideano tridimensional cuyas ecuaciones respecto de un siste 

ma de coordenadas rectangulares son dadas a continuación: 

A. 5x2 + 6y2 + 7z2 - 4xy + 4yz - 10x +By + 14z - 6 = O. 

Comprobaremos primero que no se trata de un cono. Debemos com­

probar para ello (ver la sección 4. 2 ) que ninguna solución de 

la ecuación 

l/)X = -a , (4.8.1) 

donde a es el vector de componentes (-5, 4, 7), pertenece a la 

cuádrica. La matriz de i.p 

( -~ 
-2 

6 

2 

es regular. Por tanto el sistema equivalente a ( 4.8.1 ) tiene 

solución. Esa solución es ( 1, O, -1 ) . Este punto no pertene­

ce a la cuádrica, y por tanto ésta no es un cono. 

La solución ( 1, O, -1 ) de ( 4. 8. 1 ) es, según el teorema 

3.4.2, el centro de la cuádrica. 
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Si desplazamos el origen del sistema de coordenadas al 

centro, mediante el cambio de coordenadas dado por las ecuacio 

nes 

Xl X - 1 

Y1 y 

z1 z+ 1 

la ecuación de la cuádrica toma la forma 

( 4. 8. 2) 

que es de la forma ( 4. 3 .1). Vamos a reducirla a la forma ( 4. 3. 2). 

A ese fin debemos calcular los valores propios resolviendo la e 

cuación 

A.- _§_ 2 o 
18 T8 

2 X- _E_ _g_ 
º· 18 18 18 

2 '7 

o 18 X- 1~ 

Si hacemos A.'= 18 x, la ecuación anterior pu.e de escribirse 

X' - 5 2 o 

2 X'- 6 2 o ' 
o 2 A.'- 7 

cuyas soluciones son X'1 = 9, X2 = 6, X1 3. Por tanto los valo­

y la ecuación de la res propios son X1 =112 , X2 =113 , X3 =116 , 

cuádrica referida a un nuevo sistema de coordenadas ( x2 , y2 , z 2 ) 

que resulta sustituyendo la base ortonormal dada por otra forma 

da por vectores propios es 

+ _L z 2 = 1 ,. 
6 2 

(4.8.3) 
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o sea, escribiéndola en la forma normal, 

xff 
+ 

( ...;2 l 
y2 

2 

( y3 / 
+ 

z2 
2 1 . ( 4.8.4 ) 

Se trata por consiguiente de un elipsoide cuyos ejes principales 

tienen las longitudes v2, ·/3 y -/6. 

Podemos complementar los resultados anteriores determinan­

do las ecuaciones del cambio de coordenadas ( x ,Y ,z) en (x2 , Y2 , 

z2 ) que permite transformar la ecuación dada en la ecuación ( 4. 

8. 4). A ese fin debemos hallar vectores propios unitarios corres 

pendientes a los valores propios ya obtenidos. Los vectores pr~ 

pios (x,y,z) correspondientes al valor propio A1 = 112 son los 

que satisfacen a la ecuación lf!V = A1 v, que es equivalente al sis 

tema 

5 lB X 

2 6 2 - 18 x+ 18 Y + T8 z 

1 
2x 

1 
2z. 

La solución general es 1 
(-2z, z,z), donde z es arbitrario. 

solución que sea vector unitario debe cumplir la condición 

+ z2 + z 2 + z 2 = 1 • 

1 2 2 
Se obtiene así un vector propio unitario (- 3 '3 '3 ). 

'2 -- 1,3 1, De la misma manera a los valores propios ~ '~ y A. 3 = '6 

Una 

se 

puede hacer corresponder los vectores propios unitarios ( 2~, -~3, 

2¡3 ) y ( 2¡3 , 2¡3 , -1¡3 ). La matriz de cambio .de base ortonormal da 

da originalmente en la nueva base ortonormal constituida por los 
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vectores propios es la matriz ortogonal (ver sección I, 6.10) 

(-1/3 2¡3 2/3 ) 
% _1¡3 2¡3 

2fa % _l/3 

Por tanto entre las coordenadas (x1 ,Y1 ,z1 ) y (x2 ,y2 ,z2 ) 

lugar la relación 
tiene 

La relación entre las coordenadas iniciales ( x ,Y ,z) y las ( x 2 , 

será 

3( X -1) 

3y 

3( z +1) 

Mediante este cambio, la ecuación dada originalmente puede trans 

formarse en la forma canónica (4.8.4). 

B. 4x2 + y2 + 4z2 4xy + 8xz - 4yz - 12x - 12y + 6z o. 

La matriz de '{) es en este caso 

( -: 
-2 4 

) 1 -2 

-2 4 

que tiene rango 1. Veamos si la cuádrica es un cono. Las solu­

ciones de la ecuación i.pv = -a tienen componentes (x,y ,z) que 

satisfacen a las ecuaciones 
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4x - 2 y + 4z 6 

- 2 x + y - 2z 6 

4x - 2y + 4z = -3 . 

Pero este sistema es incompatible porque el r ango de la matri z 

aumentada es 2 (ver sección 8 . 2 , Pte. I.) . Resulta de aqu í que la 

cuádrica no es un cono ni tiene centro . 

Vamos ahora a determin ar los vértices con el objeto de to­

mar a uno de ellos como origen y poner a la ecuación en la forma 

( 4 . 4. 14) . Según sabemos , los vértices son las soluciones de la 

ecuación ( 4. 4. 7) que al mismo tiempo pertenecen a l a cuádrica . 

La matriz de \fJ2 es 

( -; 
-2 

-;) (-; 
-2 

-: ) ( 36 
-18 

36 ) 
1 1 -18 9 -18 . 

- 2 -2 36 -18 36 

Por tanto los vértices ( x
0 

, y
0 

, z
0 

) deben cumplir la relación 

(_;: -1: _;:) (::) (-: -: _:)( :) (:) 
36 -18 36 z

0 
4 -2 4 -3 0 

La matriz de este sistema tiene rango 1 y por tanto el sistema 

equivale a una sola ecuación. 

o sea 

donde x0 y ~ son arbitrarios . Cada vértice debe satisfacer a 

la ecuación de la cuádrica por consiguiente debe cumplirse la 

ecuación 
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y por tanto los vértices son los puntos ( x0 , - 2x0 , - 2x0 ), es decir 

los puntos de una recta que pasa por el origen, cuyas ecuacio­

nes son 

y + 2x o (4.8 . 5) 
z + 2x O. 

En particular, el origen es un vértice y por tanto la ecuación 

dada de la cuádrica está referida a un sistema cuyo origen es 

un vértice de la cuádrica, lo cual se confirma porque el vector 

a = ( -6, -6, 3) pertenece al núcleo de <.p, ya que 

(-~ 
-2 

1 

-2 

Para normalizar el vector a y escribir la ecuación de la cuádri­

ca en la forma ( 4. 4 . 14), debemos dividir la ecuación por 

V-~62;°32 9 . 

La ecuación toma entonces la forma 

42 12 42 4 8 4 4 4 2 
""§ X + 9 y + 9 z - "§" xy + "§"X Z - "§"y z - 3 X - J y + 3 z 0 • 

Se tiene entonces 

que es un vector unitario. La ecuación está así escrita en la 

forma (4.4.14). Lq ecuación característica de la forma bili­

neal es ahora 

o. 
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Si hacemos X'= 97', la ecuación característica se escribe 

A.' -4 

2 

-4 

2 

A.'-1 

2 

-4 

2 

A.' -4 
º· 

Sus raíces son A.' 
1 9, A.~= O • Luego los valores pro-

pios son A. 1 = 1, A.2 =O y X3 =O. La ecuación en su forma normal, 

referida a un sistema que tiene el mismo origen que antes pero 

con una base ortonormal formada por vectores propios, es por 

tanto 

xf + 2 z1 = 0 . (4.8.6) 

Se trata por tanto de un cilindro parabólico. 

Veamos ahora cuál es e 1 cambio de coordenadas que permite 

pasar de la ecuación dada de la cuádrica a la ecuación (4.8 .6). 

Para eso vamos a calcular vectores propios unitarios correspon­

dientes a los valores propios dados. Para A.1 = 1 las eruaciones 

que dan las componentes de los vectores propios son 

4 2 4 
9x - ""§Y + 9z = X 

2 1 2 
- 9x + 9Y 9z y 

4 2 4 
9x 9Y + 9z z ' 

o sea 

5x + 2y - 4z o 
-2x -By -2z o 
4x -2y -5z o. 

La matriz de este sistema tiene rango 2. Las dos últimas ecua-

ciones son linealmente independientes pues 

-8 1 =F o . 
-2 
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Si se resuelven esas dDs ecuaciones resulta 

z -2y 

X = -2y 

donde y es arbitrario . Luego los vectores propios son ( -2y, y, 

-2y) . Un vector unitario de esta base es e1 = ( 2¡3, - 1¡3, 2/3) . 

De la misma manera a A = O corresponden los vectores pro­

pios (x, 2x+2z, y); uno de ellos es e
3 

= (- 213, - 213, 113 ). 

El vector e2 debe ser del mismo tipo y ortogonal a e3 • Puede 

elegirse e 2 = (- 113, 213, 213). Constituida la nueva base por los vec­

tores e 1 , e2 , e3 , las ecuaciones que expresan e 1 cambio de 

coordenadas son 

3z 2x
1 

+ 2y
1 

+ z 
1 

• 

Mediante este cambio de coordenadas la ecuación de la cuádrica 

se cambia de la forma dada en la forma (4.8.6) . 

Finalmente puede observarse que 1 as ecuaciones ( 4. 8. 5) del 

lugar de los vértices se reducen a 

y por tanto coincide con el eje ~. 

Ejercicio 4.8.1. Determinar el centro o el vértice, según sea 

el caso, el tipo y los ejes de las siguientes cuádricas del e~­

pacio euclideano de tres dimensiones. 
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a ) 2x2 + 2y2 z2 + 8xy - 4xz - 4yz - 2 o 

b) 4x2 + 3y2 - z2 - 12xy + 4xz - 8yz - 1 = o 

e) x2 + y2 + 7z 2 16xy - 8xz - 8yz - 9 o 

d) 3x2 + 3y2 + z2 2xy + 6x - 2y - 2z + 3 o 

e) 7x2 + 6y2 + 5z2 - 4xy - 4yz - 18 o 

f) x2 - 2y2 + z2 + 4xy - 8xz - 4yz + 6 = o 

g) 7x.2 + 6y2 + 5z2 - 4xy - 4yz - 6x - 24y + 18z + 18 = o 

h) 2x2 + 2y2 + 3z 2 + 4xy + 2xz + 2yz - 4x + 6y - 2z + 3 = o. 
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CAPITULO II 

Producto tensorial de espacios vectorial~s 

Los espacios vectoriales que vamos a considerar en este capítulo pu~ 

den ser de dimensión finita o infinita. Cuando se trate del caso finito se 

señalará expresamente. Todos ellos se supondrá que son definidos sobre un 

campo IF dado de c:aracter{stica O, que, salvo indicación expresa, puede su­

ponerse que es Ro ~. 

§ 5. Producto tensori a 1 . Tensores. 

5.1 Aplicaciones multilineales de espacios vectoriales. 

Definición 5 .1.1. Dados los espacios vectoriales U1 , ••• , U,., se 

llama aplicación multilineal de U1 x ••• x Ur en el espacio vec-

torial W a una aplicación <I> : U1 x ••• x U,, -+ W tal que para ca-

da valor k = 1, .•• ,r, y para cada conjunto dado {u¡e U¡ }i:fk, la 

aplicación <l>k : Uk -+ w, definida por la ecuación 

<l>k (u) 

es una aplicación lineal. 
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Si definimos las operaciones de adición de dos aplicacio­

nes multilineales y de producto de un escalar por una aplica­

ción multilineal mediante las fórmulas 

( <I> + '}I) ( u 1 ' .. . ' Ur ) = <f> ( U 1 ' ... ' Ur) + \}! ( U 1 , •• • , Ur) 

y 

( a <I>) { u1 , ••• , ur ) = a <I> ( u 1 , ••• , ur ) , 

se ve inmediatamente que el conjunto de las aplicaciones multi 

lineales de U1 x • •• x Ur en W constituye un espacio vectorial. 

Designaremos a dicho espacio vectorial con el símbolo .C ( fli, ... , 
Ur; W). 

Ya hemos tenido ocasión de considerar diversos casos par­

ticulares . Así, en la sección 3.1, Pte.I, hemos visto los 

siguientes: 

.C(U;V): espacio vectorial de las aplicaciones lineales de U 

en V, 

l (U; U) = & (U): espacio vectorial de los endomorfismos de U, 

.C(U;IF) = .C(U): espacio de las funciones lineales definidas en 

u. 

En el ejercicio 5.5.3 Pte . I hemos considerado el espacio vecto 

rial .C (V, W; IF) = B (V, W) de las funciones bilineales. 

*Ejercicio 5.1.1. Si <I>e.C(U1 , ••• ,u,; W), basta con que algu­

no de los vectores u¡ e U¡ sea nulo para que sea 

<I> ( u 1 ' • • • ' u, ) = o . 

*Ejercicio 5 . 1.2. Sean u, V y W espacios vectoriales de dimen-

sión finita. Dadas las bases & = {e 1 , ••• ,em} de U, f'={f
1 

, ... ,fn} 

de Vy un conjunto cualquiera {w¡i} ( i= 1, • .. , m; j =1, ... ,n) 
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de vectores de W, existe una única aplicación bilineal <P: U xv~w 

tal que 

<P ( e ¡ , f j ) = w ¡ ¡ , e¡ e &, 

Este enunciado se extiende al caso en que se dan las bases de los 

espacios U1 , ••• , Ur de dirnens iones n 1 , ••• , n
1 

respect i varnen te, 

y n1 x ..• xnr vectores {w¡J' .. ;), (ik=l, ••• ,nk),de W. También se extiende al 

caso en que los espacios involucrados son de dimensión infinita. 

*Ejercicio 5.1.3 Sean U, V, &, ~ corno en el ejercicio ante­

rior. Sea además q = { g 1 , ••• , gP } una base de W. 

Entonces: 

a) Para i ,j ,k tales que I<i<m, l<j<n, I<k<p, existe 

una única aplicación lineal E~j : UxV ~ W tal que 

Eij ( e e ) = O 
k r' s . 

si r=F i o s=Fj. 

b) Las aplicaciones Eij constituyen una base del espacio vec­
k 

torial .L ( U, V ; W). Por consiguiente 

dim .L ( U, V; W) = m n p • 

e) Las componentes de una aplicación bilineal <P: .L (U, V; W) 

d 1 b { E¡ j } 1 ,. ~k respecto e a ase k son os nurneros '>;¡ tales que 

<P(e.,f 
1 J 

k 
L gk 

IJ 

y por tanto 

111 n p 
<P = ~ 1-: 1-: 

i=J j=J k=l 

El precedente enunciado se generaliza al espacio l ( U
1 

, ••• , U1 ;W ). 
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*Ejercicio 5.1.4. Sean U, V, W tres espacios vectoriales. De­

signemos por 

K : .L ( U, V; W) ~ .L ( U; .L ( V, W) ) 

a la aplicación que hace corresponder a cada aplicación bjline~l 

<I>E.L (U, V;W) la aplicación lineal T= K( <I>) E .L(U;.L(V,W)) defi 

nida de la manera siguiente: para uEU, T( u) = K(<I>)(u) es 

una aplicación lineal perteneciente a ! (V ,W) tal que 

T ( u ) ( V ) = K( <I> ) ( u ) ( V ) <I>(u,v), V€ V. 

Se debe demostrar que entonces K es un isomorfismo que llam..§!: 

remos can6nico_, que es independiente de la elección de bases, de 

.L (U, V; W) sobre .L( U; .L (V, W) ). Semejantemente hay un isomor­

fismo canónico de .f (U, V; W ) sobre .L (V; .L (u, W) ) . 

El precedente enunciado admite una generalización evidente. 

5.2. Producto tensorial de dos espacios vectoriales. 

Se llama producto tensorial de dos espacios vectoriales U y V a un 

par ( Z,ip) formado por un espacio vectorial Z y una aplicación 

bilineal ip : U x V~ Z, que cumplen las condiciones siguientes: 

TI. El espacio Z es generado por los vectores del conjunto ip (U x V) . 

Es decir que Z es idéntico con el conjunto de todas las 

combinaciones lineales 

p 
~ <X.¡ 'fJ( U¡ , V¡ ) 

j = 1 

en que los ex.; son escalares cualesquiera,p es un entero p_s> 

sitivo arbitrario y u¡ E U y v¡E V son ve:ctores cualesquiera. 

Si, dada una aplicación bilineal c_ualquiera f: Ux V~ W designamos 
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por Im f (imagen de f) al subespacio generado por los vectores del subconjunto 

f (UxV), la condición Tl puede expresarse mediante la igualdad 

Jm o,p = Z. ( f (U xV) no es , en general un subespacio de W (ver el 

ejercicio 5.2.1) ). 

T2. Cada aplicación bilineal f de U xV en un espacio vectorial 

cualquiera W puede expresarse en la forma 

f = g o 'fJ 

donde g es una aplicación lineal 

de Zen W. Se dice que (5.2.l)es 

1 a factorización de f mediante la 

aplicación universal ..p. 

La propiedad T2, que se tra 

duce en la conmutati vidad del dia 

grama adjunto, se llama propiedad 
1) de aplicación universal del par (Z,'P). 

z 

( 5 . 2. 1) 

w 

g 

Los elementos del espacio Z se llaman tensores. Los tensores 

de la forma o,p(u,v), uEU, vEV, se llaman tensores descomponibles. 

Todo tensor puede expresarse como suma de un número finito de 

tensores descomponibles, pero tal expresión no es única. Puede 

escribirse, por ejemplo, 

'{J ( U , V ) = '{J ( J /2 U, 2 V ) , 

o,p( u, v) + ip(u',u') = ip( u +u',v) +ip(u' ,v' - v). 

Las condiciones Tl y T2 equivalen a la sola condición: 

1) Sobre la significación de la propiedad de aplicación universal en su forma general puede 

cons ultarse Bourbaki, Livre I, ·ch.4, (1957), pág. 43. 

145 



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE 

T. (Propiedad de factorización única). Para cada aplicación 

bi lineal f de U x V en un esp acio vectorial cualquiera W, 

existe una única aplicación lineal g de Z en W tal que 

Pr obemos primero que TI y 12 implican a T. Dada la aplica­

ción bilineal f de U x V en W supongamos que hubieran dos aplic~ 

ciones lineales g1 : Z ~ W y g2 : Z ~ W tales que 

f = gl o'/> 

Se seguiría que 

y 

Dado un vector cualquiera zeZ, en virtud de Tl puede escr ibirse 

p 
Z L Oc'. ¡ '/> (U¡ , vi ) • 

Por tanto 

i =1 

p 
g1 (z)= L Oc'.

1
(g

1
o 'fJ)(u¡,v¡) 

i=l 

y por tanto es g
1 

= g
2

• 

p 
L Oc'.¡ ( g 

2 
o '/> ) ( u¡ , vi ) 

i =1 

Supongamos ahora , inversamente, que el par (Z ,\fJ) satisfa­

ce a la condición T. T2 es consecuencia inmediata de T y solo 

queda por probar T1. Sea j : Im \fJ ~ Z la aplicación de inclusión 

que a cada elemento de Im \fJ le hace corresponder el mismo elemen 

to en Z . Para probar Tl bastará demostrar que j es sobreyecti­

va . 

Consideremos la aplicación bi lineal \fJ: U x V ~ Im \fJ que se 

define por 

~(x,y) \fJ (X ,Y), 

146 



PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS VECTORIALES 

de modo que 

l{J j o l{J . 

En virtud de la condición T existe una 

aplicación lineal g : Z -+ Im ip tal que 

ip = g 0 ip. Se tiene entonces 

UxV ip Z 

~~# 
z;fX 

lo cual constituye una factorización de la aplicación bilineal 

ip: U x V-+ Z mediante la aplicación universal ip . Según la con­

dición T, j º g : Z -+ Z se rá la única aplicaci ón lineal que da l~ 

gar a esa factoriza·ción. Ahora bien, si i : Z-+ Z es la apli­

cación idéntica de z, se tiene evidentemente que 

y ésta es también una factorización de ip mediante la aplicación 

universal ip. Se deduce que 

j o g i ' 

y puesto que i es una sobreyección , también lo será j y por tan 

to es Im ip = Z. Lo cual prueba que TI y T2 equiva len a T. 

Teorema 5.2.1. (Unicidad del producto tensorial). Si ( Z ,ip) y 

( Z', ip') son dos productos tensoriales de U y v, entonces exis -

te un único isomorfismo A: Z-+ Z' tal que ip'= Aº lfJ, es decir 

t alque A(ip(x,y)) =ip'(x,y ). 

Demostración. Puesto que (Z,ip) es un producto tensorial de U y 

V, y que ip' es una aplicación bilineal de U xV en Z', existirá 

en virtud de T2 la aplicación lineal A : Z -+ Z' tal que ip' = Aº ip . 

En forma análoga se probará que existe la aplicación lineal 

A 1
: Z'-+ Z tal que ip = A 1 º ip'. Por consiguiente ip' =A 0 A' 0 ip' y 
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también ip = A.' 0 A. o ip • Pero ip'(UxV) genera a Z' y ip( Ux V) gen~ 

a z, luego A. o A.'= I z' y A.' o A.= 12 , donde Iz e Iz' son las apl_i 

caci ones idénticas de z y Z'respectivamente. De las dos últi-

mas ecuaciones se deduce , respectivamente, qu e A. es sobreyecti­

va e inyectiva, luego es un isomorfismo de Z sobre Z' y A.' es su 

inversa. Si A. 1 fuera ot r o isomorfismo de Z sobre Z' tal que 

A. 0 ip =A. 1 °<P, se deduciría de inmediato, aplicando T, que A.= A. 1 , 

lo cual prueba la unicidad. • 

Así pues, el producto tensorial de dos espacios U y V es 

bien determinado, salvo un isomorfismo únic o. Esta observación 

permite que, en adelante, podamos hablar del producto tensorial 

de dos espacios y no necesariamente de un producto tensorial de ellos . Sin em 
bargo, la unicidad del producto tensorial debe entenderse estríe 

tamente en el sentido del teorema 5.2.1. 

Teorema 5.2.2. La correspondencia f 1-+g que se establece en 

virtud de la propiedad de factorización T2 constituye un isomo~ 

f i s m o de 1 es p a c i o .C ( U, V; W) s obre e 1 es p a c i o .C ( Z ; W) • Si ( Z ' , ip ') 

es también un producto tensorial de U y V y f t-+g' es el corre~ 

pondiente isomorfismo de .C( u, V; W) sobre .C( Z'; W), entonces es 

g = g' ºA. donde A. : Z ~ Z' es el isomorfismo definido en el teo­

rema 5.2.1. 

Se dice entonces que la aplicación bilineal f : U x V ~ W 

y la aplicación lineal g : Z ~ W se corresponden en virtud de la a 

plicación universal ¡p: U x V~ Z ; o bien que g es la aplicaci6n 

ZineaZ inducida por Za aplicación biZineaZ f . 

Demostración. Según la propiedad T de factorización única que 

ya hemos demostrado, dado el producto tensorial (Z,ip) es bien 
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definida la aplicación x : f i-+ g tal que f = g º i.p, x es inyecti­

va pues si fuera x (f) = g y X ( f 
1

) = g se tendría que f = goi.p=f
1

; 

y es sobreyectiva porque dado g : Z-+ W lineal cualquiera, es cla 

ro que f = goi.p es bilineal, y que x (f) = g. 

La aplicación X es lineal porque dados 1i y f2 bilineales 

de UxV en w, si X (f 1) g, y X ( f 2) = g2 ' entonces se tiene 

t, = gl o '{J y f2 = g2 o '{J' y por tanto t, + f2 = gl o '{J + g2 o '{J ( gl + g2 ) o '{J. 

Luego X (f
1 

+ {
2

) = g
1 

+ g
2 

= x ( f
1

) + X ( f). Además, cualquiera que sea 

el escalar c.: se tiene ex f = ex (g 0 'P) = (cxg) 0 f y por tanto x (af) = 
0t.g = cxx (f ). Resulta así que x es un isomorfismo de .C( u, V; W) so 

br e .f ( z; w). 

Sea ahora ( Z', 'P') otro producto tensorial de U y V. Se tie 

ne entonces 

g o ¡p = f = g' o i.p' = ( g~o >..) o ¡p , 

donde >..: Z-+ Z' es la aplicación definida en el teorema 5.2.1 . 

Puesto que g'o u es una aplicación lineal de Z en W, la condi­

ción T implica que 

g = g'oA., • 

*Ejercicio 5.2.1. Dadas las bases a1 ,a2 de.E¿ y bi,b2 ,bj,b4 de B 4
, 

probar que la aplicación i.p : m2 
x m2 ~ IR 4 definida por 

donde x = x 1 a1 + x 2 a2 , y =y1 a1 

junto de los puntos i.p(x,y) 

+ y 2
a2 , es bi lineal, y que el con -

no es un subespacio de JR4 

Sugerencia. La condición necesaria y suficiente para que z = 

z 1 b1 +z2 b2 +z 3 b3 +z4 b4 pertenezca a Jm ¡pes que z1 z4 -z2 z 3 =0. SecO!TI 

prueba que, en tanto z1 = 2b1 +2b2 + b3 +b4 y z2 = b1 + b3 pertenecen a 

S, z
1 

- z2 t S. 
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*Ejercicio 5.2.2. Si B: Uxv~ W es una aplicación bilineal 

y L: W ~z es una aplicación lineal entonces L 0 B es bilineal 

y se c ump 1 e que Im ( L o B ) = L (l m B ) . 

Im B = W, entonces es Im (L oB) = Im L. 

Si, en particular es 

*Ejercicio 5.2.3. Si (Z, ¡p) es producto tensorial de U y V,y si 

h: z~z' es un isomorfismo de espacios vectoriales, entonces el 

par ( Z', h º 'P) es también producto tensorial de U y V . 

5.3 Existencia del producto tensorial de dos espacios vectoriales. 

En esta sección se demuestra la existencia del producto te~ 

sorial de dos espacios mediante un procedimiento que puede genc­

raliz .arse, por ejemplo, al caso en que IF es sólamente un anillo 

conmutativo y U y V son JF-módulos . Una demostración más senci­

lla aparece en el ejercicio 5.5.9. 

Dados los espacios vectoriales U y V, designemos por W- al 

espacio vectorial formado por todas las funciones de U x V en IF 

que se anulan salvo en los elerne~tos de subconjuntos finitos de 

U x V. Es decir que para cada función µ de 'W"' existe un subconjt::.~ 

to finito { (x¡ , Y¡) } de puntos de U x V para los cuales es 

µ (X¡, Y¡) ::f= O, y para todos los demás puntos de U x V, µ se anula. 

La swna de dos elementos de 'W" y el producto de un escalar por uno 

de ellos se definen como es usual en los espacios vectoriales de 

funciones. 

Representemos por [x,y] a la función perteneciente a 'W'que 

toma el valor 1 en el par (x,y) y que se anula en todos los de­

más puntos de U x V. Definamos luego la aplicación k : U x V ~w 

tal que 
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k ( X , y)' = ( X ,Y ] • 

Cada función µ€'W" puede expresarse de una sola manera en la for 

ma 

µ ~ µxy[x,y] 
(x ,y )E UXV 

L µxy[x,y], 

donde µxy = µ(x,Y) . La suma tiene un número finito de términos 

no nulos y por tanto es bien definida . 

Sea S el subespacio lineal de rw- generado por todas las fun 

ciones de la forma 

2 

[alxl + <l'2X2 ' ~iY1 + f32Y2] - ~ <l'¡ {3j [X¡ ,Yj] 

Designemos ahora por Z al espacio 

vectorial cociente 'W"/s ( sección 

2.4, Pte.I ), y sea 

h. "W~ 'W!s 

el homomorfismo canónico. Defina 

mos entonces la aplicación ~ de 
U x V en Z por la relación 

~ (5.3.1) 

i,j =1 

U xV 

k 

~ W"' 

l" 
Z = W'/s 

f w 

donde k: U x V~ V'f es definida por k ( x,y) = [ x,y], de manera que 

~ hace corresponder a (x,y)E UxV la clase de Z que contiene a 

la función [ x, y] • Probaremos que ( Z, ~) constituye el producto 

tensorial de UyV. 

En primer lugar comprobaremos que ~ es una aplicación bili 

neal. En efecto, la función 
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pertenece a S , es decir al núcleo del homomorfismo natural h . 

Luego, puede escribirse 

h ( ((.'{¡X¡ + 0:'.2 X2 , Y]) - O:'.¡ h ( (XI ,y ) ) - 0:'.
2 

h ( ( X 
2 

, Y] ) = 0 , 

ecuación que si se tiene presente que, debido a ( 5. 3. 1), es 
c.p ( x ,Y) = h ( [ x , Y ] ), puede es c r i b i r s e en 1 a forma 

<.(J ( O:'.¡ X 1 + O:'. 2 X 2 'y ) - O:'.¡ <.(J ( X 1 ' y ) - 0:'.2 <.(J ( X 2 ' y ) 0 

que prueba la binealidad de c.p respecto de la primera variable . 

En forma análoga se prueba la linealidad de c.p respecto de la se 

gunda variable y por tanto su bilinealidad. 

Para probar la condición TI recordemos que cada elemento de 

W"'puede expresarse en la forma 

k µxy[ x,y] 
(x}y) E UXV 

Luego, cada elemento de Z = 'W/s puede expresarse en la forma 

con un número finito de coeficientes no nulos, y por tanto se ClUl1 

ple TI. 

Por último vamos a probar la condición T2. Dada la función 

bilineal f: u X V ~ w definamos la aplicación lineal r: '11"'~ w 
tal que 

f ( k µxy [x,y]) = ~ Pxyf(x,y). 

Se tendrá entonces en particular 

f([x,y]) f(x,y), 

y por tanto 

f . (5.3.2) 
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En virtud de la linealidad de 1 y de la bilinealidad de f, se 

tiene 

i' j = 1 

2 

~ <X¡ 13¡ k( X¡ , X¡ ) ) 
i ,¡ = 1 

2 

=(fok)(<X1X1+ <X2X2,l31Y1+ l32Y2)- ~ <X¡l3¡(f ok) (x¡,X¡ 
i ,¡=1 

2 

f( CX1X1 + <X2X2,l31Y1 + l32Y2) - ~ <Xi 13¡ f(X¡ ,xj) 0. 
i,j = 1 

{o}' y 1 'W"-+ W da lugar a la ~ Por tanto es 7 -( S) 

plicación lineal inducida 

de 'W"/s, es igual al valor 

g : "W/s = Z -+ W que para cada clase z 

f(z), donde z es cualquier elemento de 

'l1fperteneciente a esa clase z. Esta definición de g es consiste~ 
te porque 7 forma el mismo valor en dos elementos cualesquiera 

de una misma clase por cuanto la diferencia de tales elementos 

pertenece as, conjunto sobre el cual 1 es nula. Se tiene en­

tonces, para todo ze W, 

f(z) ec z) (goh)(z), 

y por consiguiente 

f = g o h. (5.3.3) 

De ( 5.3.1), ( 5.3.2) y ( 5.3.3) se deduce 

go'{J gohok = {ok = f , 

con lo cual queda piobada la condici6n 12, y por tanto (Z,'{J) es 

el producto tensorial de UyV. • 

En virtud del teorema 5.2.1, el producto tensorial de UyV 

que hemos construido en la demostración del teorema anterior es 
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isomorfo de una única manera con cualquier otro producto tenso­

rial de los mismos espacios, en el sentido que fué precisado en 

el enunciado de dicho teorema . 

Convenio de notación. En vista de la existencia y de la unici­

dad (en el sentido del teorema 5. 2. 1) del producto tensorial de 

dos espacios vectoriales cualesquiera U y V, designaremos por 

U ®V a un espacio vectorial y por 0 : U xV ~ U 0 V a una aplj 

cación bilineal, tales que el par ( U Q9 V, 0) es el producto te_!!. 

sorial de U y V , único en el sentido señalado. A falta de otra 

representación particular podemos suponer que (U ®V , 0) es el 

producto tensorial que hemos construido. Convendremos en escri 

bir u ®v para representar a C?9(u,v), y se lee "u tensor v".Los 

tensores descomponibles son los de la forma u ®v . 

5.4 Propiedades elementales del producto tensorial de espacios 

vectoriales. 

l. Se cumplen las relaciones 

( Ü'. u) Q9 V = O'. (U QSI V) , 

u@ (O'. v ) = O'. ( u0 v ) , 

para cualesquiera ul' u2, uE U, v 1 ,v2 ,v E V y O'.Effi'. Dichas re 

laciones resultan inmediatamente de la bilinealidad de la apli­

cación ®· 

11. (U 0 V O ) ~ ( u = O o bien v = O ) • 

Demostración. Observemos que existen funciones bilineales 

f: U xV ~ lF, tales que, dados u y v diferentes de cero, se tie 

ne que f(u,v) -=!=O. En efecto, sean {e¡} y {fj} bases de Uy V 
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respectivamente, tales que e
1 

=u y {1 =u . La función bilineal f 

tal que f(e¡,fj) =1, para i ,i arbitrarios, (ej.5.1.2), cumple 

evidentemente la condici ón prescrita . 

Supongamos ahora que u y u son diferentes de cero y que u~ u =0. 

Entonces, si f es una función bilineal corno la que acacabamos de 

construir, y si g es la aplicación bilineal de U® V en 1F tal que 

f = g e ®, se tendrá 

f (U, V) g(u®v) =O, 

lo que contradice a la precedente construcci6n de f. 

Si, inversamente suponemos, por ejemplo, que u= O, entonces 

se tiene u ~ u = G?l (u ,v)= O, porque 0 es bilineal. • 

111. Cada vector z-:::FO de U®V puede escribirse en la forma 

r 
z = L X¡ ® ~ 

j =J 

donde tanto los vectores ~ de U como los vectores ~ de V son 

linealme nte independientes. 

Demostración. Observemos en primer lugar que cada zE U 0 V pue­

de representarse en la forma 

z 
r 
L xi ®Y¡ , 

i = 1 

X¡€ u, Y¡€ V. ( 5.4.1 ) 

En efecto, en virtud de la condición TI puede escribirse 

z 
,. 
L CX¡ ( X¡ ® Y¡ ) 

j =J 

que es de 1 a forma ( 5 . 4 . 1) . 

r 
L (ex X¡ ) 0 Y¡ , 

i =J 
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Podemos suponer entonces que la representación (5.4.1) de 

z ~o es ele~ida de manera que r tiene el menor valor posible. Si 

r =1, entonces en virtud de la propiedad II es x1 *0 e Y1 *0, es 

decir que tanto {x1 } como {y 1 } son linealmente independientes, y 

la proposición se cumple. Sea luego r ~ 2. Si los x¡ no fueran 

linealmente independientes se podría escribir una relación tal 

r -1 

como, por ejemplo, x' = L ')'j xi , y entonces sería 
j = 1 

r-1 r -1 r -1 

Z = ~ X¡ ®Y¡ + L ~ X¡ ® Yr 
j =1 i = 1 i =1 i= 1 

lo cual contradice a la propiedad de mínimo que tiene r por hip_§ 

tesis. 

En forma idéntica se prueba que los vectores ~ son linealmente 

independientes. • 

IV. Sean Y1 , ••• , yr r vectores l. i. (es decir linealmente indepen­

dientes) de V. Si x 1 , ••• , x, · son vectores de V para los cuales se 

cumple que 

r 
:E 

j = 1 

entonces se cumple que x 1 

X. ®y, = 0, 
1 1 

(5.4.2) 

O para j =1, ... ,r. 

Demostración. Puesto que los vectores Y. son l.i. podemos constru 
1 

ir las r funciones lineales gi sobre V tales que 

Consideremds la función bilineal 

r 
F(x,y) = ~ fi(x)gi(y)' 

i=l 
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donde las ti son funciones lineales arbitrarias definidas sobre 

U. En virtud de T2 existe la función lineal h: U® V~ F tal 

que 
r 

h (X ® y) F ( x, y) (5.4.3) 

Por tant o 

r 
h ( ~ X. @ y,) 

j = 1 J J 

r 
L 

i ,j =I 

o sea, en virtud de (5.4.2), 

r 

¡ = 1 

r 
ti ( X. ) gi ( y . ) 

J J 
L ti (X¡) , 

i =J 

L ti (X¡) o. (5.4.4) 
i = 1 

Para cada valor de k ( 1 ~ k ~ r ) podemos elegir ti 

i-=I= k. Entonces de ( 5.4.4) resulta 

Pero fk y k son arbitrarios, luego, necesariamente xk 

ra k = 1, ... , r • • 

o para 

O pa-

Ejercicio 5.4.1. Probar que si Ves un espacio vectorial cual 

quiera y ®: Ifi'xV ~V es definida por ® (~,x) = ~®x= ~x, en 

tonces el par ( V,®) es producto tensorial de IF y V 

Ejercicio 5.4.2. Si U y V son espacios vectoriales de dimensión 

1, entonces es dim U ó(l V= 1. 

*Ejercicio 5.4.3. Si el campo IF' es una extensión del campo IF 

(definición 11.1.1, Pte.I) y si V es un espacio vectorial so­

bre IF, el producto tensorial IF'® V puede considerarse como 

un espacio vectorial sobre F' en el que la adición es la dada 
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en el espacio vectorial F' ® V cuando IF' se considera como un 

espacio vectorial sobre IF, y el producto de un escalar O'.' E IF' 

por un vector es dado por 

p 
O'.' ~ O'.: ©V¡ 

p 
~ ( 0'.

1 
CX 

1
¡ ) ~ V¡ ; 

i=l i = I 

Demostrar que el par (JF' ® V, e) · donde F' ®V es el espacio vecto­

rial que hemos definido sobre IF~ y e: ~~JF'® V es dada por la 

fórmula e(v)= 1 .®u, es extensión de V correspondiente a la ,ex­

tensi6n F~ · de IF (definición 12.3.1, Pte.I). Probar adem~s, ha­

ciendo uso del teorema 12;3.1, Pte.I, que la aplicación bili­

neal ®: JF' x v~ IF' ®V es dada por 

O'.'® V• 

5.5 Otras condiciones necesarias y suficientes para que el par 

(Z,~) sea producto tensorial de u y v . 

Vamos a demostrar en primer lugar que en la definición del 

producto tensor~al la propiedad T2 de factorización puede sustj 

tuirse por una nueva propiedad T3 que se expresa en términos de 

la independencia lineal de vectores, en la forma siguiente: 

T3. Dadas dos familias cualesquiera { a)iET y {bj }JEJ de vectores 

l.i. de U y V, respectivamen~e, los vectores ~(a¡, b1 ), iEl, i E J, 

son también l. i. 

Para demostrar el primer teorema de la presente sección de 

bemos probar primero el siguiente lema : 

Lema 5 .5 .1. Dada la aplicación bilineal ~: U x V~ Z que cum­

ple la condición T3, cu~lquiera que sea el entero r la relación 
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implica que cualquier~ que sea la aplicaci6n bilineal f de UxV 

en un espacio vectorial W, se tiene 

l: f ( xk , y k ) = . O • 
k = 1 

Demostración. Sean U1 _ y 'j los subespacios de U y V generados 

por los vectores X 1 , .••• ' xr de u e yi ' ••• ' yr de V, respectivamente. -S~ 

pongamos que ( x 1 , ••• ,xP) es una base de U
1 

e ( y1 , ••• , Y q )-· es una 

base de "".;. Podemos escribir 

Luego 

L 
k = 1 

donde 

De la misma 

' L 
k=l 

La relación 

de donde, en 

p 

L ~ µ Xµ ' 
µ=1 k 

p 

f( xk, yk) l: 
µ =1 

rµv L 

q 

L 
\) =1 

~µ 

q 

. Y k = l: 

r µ\! f (X 

\) 
r¡ 

k=J k k 

manera puede e s.c r i b i r s e 

p q 

'{J (\' yk ) L L 
µ =J \) =J 

( 5. 5. 1) implica que 

p q 
µv ' 

l: L r '{J(xµ,Yv 
µ=1 v=I 

virtud de la condición 

( k 1 , •.. ,r ) . 

u ' y\)) ( 5. 5. 2) 

rµv '{J( X µ ' y\)). 

· < 

= o' 

T3, 

: -' 
rµ v = o, (µ=1,. . .,p; v=l,. . .,q). 

De(5'.5.2)se deduééque L f(xk,Yk)=O. • 
k = 1 
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Teorema 5.5.1. Para que el par (Z,~) sea el producto tensorial 

U©V es necesario y suficiente que se cumplan las condiciones 

T1 y T3. 

Demostración. Para probar que las condiciones son necesarias 

bastará probar que si (Z,~) es el producto tensorial de U y V,e~ 

tonces se cumple T3. Sean {a¡ }iEI y {b¡}JEJ sistemas l.i. de 

U y V. Des ignernos por U1 y Vi a los subespac ios de U y V gen~ . 

rados por esos sistemas de vectores . Escojamos luego un siste­

ma arbitrario de escalares {'Y¡¡} (i,j)Erx¡ , y definamos la función 

bilineal f : ul X v; ~ IF tal que 

f ( ª¡ ' b j ) 'Y .. 
1 J 

(ver el ejercicio 5.1.2, y el teorema 2.5.2 de la Pte.I) 

En virtud de T2 existe una función lineal g: Z ~ IF tal que 

f(x,y) = g(~(x,y)). 

Podernos probar ahora que los ¡p(a¡. ,b1 ) para iEl y jEJ son 1.i. 

Supongamos que sea 

p 
tk L ¡p (a ik ' b. o . 

k=l 
Jk 

Se tendrá entonces 

p 
tk 'Y. 

p 
tk L L f ( ª· 'b. ) 

k = 1 
1k jk k=l 

1
k 1k 

p p 
L tk g ( ¡p( a. , b. ) ) = g ( L tk ~ (a. , b. ) ) = O. 

k=J 
1
k 1k . k=l 

1
k Jk 

Puesto que los escalares son arbitrarios, esta ecuación irn 
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plica que ~k = O, y por tanto los ip( ª; , b
1 

) son 1. i. 

Vamos a probar ahora que las condiciones Tl y T3 son sufi­

cientes para que ( Z,ip) sea el producto tensorial de U y V. Bas 

tará para esto probar que si se cumplen Tl y T3 entonces se 

cumple T2. Sea f: U x V~ W una aplicación bilineal cualquiera. 

Debemos probar que existe la aplicación lineal g: Z -+ W tal que 

f = g.o "'· Sea z un vector arbitrario de Z . En virtud de Tl, z 

puede escribirse en la forma 

Xi€ u' Y¡ €V' 

en que hay un número finito de términos no nulos. 

Definimos entonces la aplicación g: Z -+ w, mediante la 

fórmula 

g(z) ~f(\,Y¡) . 

Demostraremos que esta aplicación es bien definida, es decir 

que no depende de la representación particular de z que se con 
sidere. Sea 

z ~ ¡p ( x.: ' ' . V xj e U , Yj e , 
j 

otra representación de z. Puede escribirse entonces 

o' 

y en virtud del lema 5.'5.1 será 

lo cual prueba que la aplicación g es bien definida . 

La linealidad de g se comprueba por un cálculo directo, a 

partir de su definición. 
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Finalmente, puesto que para z es 

g (z) 

para z = i,o(x,Y) se tendrá 

g(i,o(x,y)) f(x,y), 

y por consiguiente 

lo cual demuestra el cumplimiento de T2. • 

Corolario 1. Dados los espacios vectoriales U y V, para que el 

par ( Z,IP), donde i,o : U x V~ Z es una aplicación bilineal, sea el 

producto tensorial de U y V es necesario y suficiente que se cum 

pla la condición 

T4. Si {a¡}iE / y {bj}jEJ son bases de U y V respectivamente, en­

tonce s 1 os ve c t ores ip (a¡ , b j ) , i e I , j e J con s t i tu y en un a b as e de Z. 

Demostración. 1? (Tl y T3) '* T4. 

De T3 resulta que si {a¡}¡ EI y { bj }jE 
1 

son bases de ['y V res­

pectivamente, entonces, puesto que los vectores lfJ(a¡, bj) , id, jeJ, 

linealmente independientes, generan a Im i,o, constituyen una base 

de este espacio. Pero la condición TI implica que Im i,o = Z; lue­

go se cumple T4. 

2 ~ T4 '* ( Tl y T3 ) 

Puesto que los vectores i,o (a¡, bj) constituyen una base de Z, 

generan a ese espacio y por consiguiente se cumple Tl. 
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probemos ahora T 3 . Si { a¡} ¡ € 
1 

y { b j } j € 
1 

s o n f ami 1 i as de ve c t o -

res l . i. de U y V respectivamente, podemos completarlas hasta 

formar las bases { a¡r }., , y { b
1
·r }., , tales que I' ~ I y J' ~ J, de 

1€/ ¡€] 

dichos espacios. En virtud de T4 los vectores ~(a 1 , ,~,) const~ 

tuyen una base de Z, y son por tanto l.i.; en particularlosv~ 

tores ~ (a¡, bj ) serán 1. i. Se cumple por tanto la condición T3. • 

Los dos corolarios siguientes se refieren al caso en que 

los espacios U y V son de dimensiones finitas m y n respectiv~ 

mente. 

Corolario 2. Si U y V son de dimensión finita se cumple que 

dim U ® V = dim U . dim V. 

Demostración. Esta proposición es consecuencia inmediata del 

corolario anterior. • 

Corolario 3. Si Z es un espacio de dimensión m n, el par( z,..p ), 
donde ~ : U x V --+ Z es bi lineal, es produto tensorial de U y V 

si cumple una de las condiciones TI oT2. 

Demos trae i ón. El corolario anterior imp 1 ica que dim U ® "V 

dim Z. 

Si ® : U x V --+ U® V es la aplicación universal, existirá 

la aplicación lineal g ;., U® V--+ Z tal que ~ = g 0 ®. 

Si se cumple TI entonces es Im ~ = Z. Puesto que Im ®=U® V, 

resulta (ejercicio 5.5.2) que 

Z = Jm ~ = Jm ( g º ® ) Im g . 
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Luego g es un isomorfismo de U® V sobre Z, y por consiguiente 

(ejercicio 5.2.3) el par (Z,ip) = (Z,g o®) es producto tensorial 

de U y V. 

Si suponemos ahora que se cumple T2, entonces existe la a­

plicación lineal h: Z-+ U® V tal que ® = h 0 ip = h 0 g 0 ®· Por 

consiguiente es h º g = Idu~v, lo cual prueba que g es inyecti-

va; y puesto que dim U® V =dim z, g será un isomorfismo de U®V 

sobre Z. 

Luego ( e j e r ci e i o 5 . 2 . 3 ) , e 1 par ( Z , ip ) = ( Z , g 0 ® ) es p r ~ 

dueto tensorial de U y V. • 

Corolario 4. Sea ip: U x V-+ z una aplicación bilineal, donde 

u, V y Z son espacios vectoriales dados. Sea además g: U ©V-+Z 

la aplicación lineal tal que ip = g 0 G9, donde ®: U x V -+ U® V 

es la aplicación universal. Se cumple entonces: 

1? ip satisface a la condición TI si y sólo si g es sobreyecti-

va; 

2? ip satisface a la condición T2 si y sólo si g es inyectiva; 

3? ( Z, ip) es el producto tensorial de U y V si y sólo si g es 

biyectiva. 

Demostración. 1~ Puesto que Im © U©V la relación 

ip= g 0 G9 implica que Im ip = Im g, Luego la condición necesaria y 

suficiente para que ip cumpla la condición Tl es que Im g = Z. 

2? Supongamos que g es inyectiva. Sea x : U x V-+ W una aplica­

ción bilineal cualquiera, y sea~: U® V-+ W la aplicación li­

neal tal que x = g
1 
° ®· Definamos la aplicación lineal h :Im ip -+ W 

p 
para la que se tiene, si z = 1: µ. ip(x¡ ,Y¡) es un elemento cualqui~ 

j =i 1 
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ra de Im <P, 

h(z) 
p 

gl( k µ¡(X¡® Y¡)) . 
i :::: 1 

q 

( 5.5.3 ) 

h es bien definida porque si z L vj l.fJ ( xj, y/), entonces 
j = 1 

'] p p 
g ( k v. ( x' ®y~) ) = 

J J J 

q 

k v. <{J ( X~ i ) = k Jl . <{J (X. y
1
• ) = g ( k µ

1
. (X

1
. 0 y

1
.) ) ; 

J J J 1 1 
j = 1 j = 1 i = 1 j =J 

y puesto que g es inyectiva resulta que 

q 

L v. ( x'. 0 y.') 
J J J 

j = 1 

p 

L µ¡ ( xi © ,Y¡) ; 
j = 1 

y por consiguiente h está bien definida por ( 5. 5. 3 ) y es lineal 

porque g1 lo es . Además, es claro que 

h(<{J(X, y)) x(x, y) 

para cada par (x, y). 

condición 12 . 

Luego es x = h 0 <P, · y por tanto i.p cumple la 

Supongamos, recíprocamente, que i.p cumple 12. Debemos pro­

bar que g es inyectiva . 

La aplicación bilineal ® U x V ~ U© V induce a la apli_ 

caci6n bilineal h : Z ~U 0 V tal que ® = h º i.p; y por tanto se 

tiene que 

X ® y = h [ <{J (X' y)] ' 4f X e u ' y e v. 

Por otra parte se cumple que i.p(x,y) = g(x ~y); luego 

X QSl y = (h o g ) (X Q9 y) , 

de donde se deduce que h º g es la aplicación idéntica 

de u 0 V, y por consiguiente g es inyectiva. 
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3~ De las dos primeras partes de esta demostración se deduce 

inmediatamente que para que el par (Z,i.p) sea producto tensorial 

de U y V es necesario y suficiente que g sea biyectiva. • 

Notación. Si & designa a una base {e¡ }¡E, de U y 1' designa a 

una base {f
1
. }

1
.€

1 
de V, la base {e. ®f} de U®V se designa 

1 j i€l,j€] 

por & ® 'E. 

Aplicaciones . En lo que sigue, dado un espacio vectorial cual 

quiera V, sea V* uno 1ie sus espacios duales ( Pte. 1, § 4). 

A. Sea B(U, V)* el espacioconjugado(Pte.I,pág.38)del espacio B(U,V) de 

las funciones bilineales con valores escalares, definidas sobre U xV. 

Definamos la aplicación bilineal i.p
1

: Ux V-+ B(U,V)*, tal que 

[i.p
1
(u,v)] (w) = w(u,v), W€ B( u' V). (5.5.4) 

El par ( Im ip 1 , i.p1 ) es entonces el producto tensorial de U y V. 

Demostración. La condición Tl se cumple obviamente. 

Sean {a¡]iEI y {hj}jEJ conjuntos l.i. de UyV. Según el teo­

rema 5.5.1 bastará probar que las funciones i.p
1 

(ai,bj) son l.i. Su 

pongamos que sea 

p 
~ 

k=I 
º· 

Cualquiera que sea WEB (U, V) se tiene entonces 
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Sea, en particular, w €B(U,V) tal que w(u,v) =t/u)f}v), donde 

f
1 

€..f(U) y f
2

€ ..f(V). Se tiene entonces 

p 
L 

k= 1 

µk f (a. ) f ( b. ) = O. 
1 1 k 2 'k 

(5.5.5) 

Puesto que los { \} y los { \} son 1 . i. , las funciones f
1 

y f
2 

pue­

den elegirse de manera que los valores f (a¡) y f ( b
1
. ) sean escala-

1 k 2 k 

res arbitrarios. Se deduce entonces de (5.5.5) que µk=O para 

k = 1, ... ,P. • 

B. Si se define la aplicación bilineal ..p
2

: U x V~ B(U*, V*) por 

[..p
2

(u,v)] (u*,v*) =<u*, u><v*,v >, (5.5.6) 

para cada par (u*,v*) € U*xV*, entonces el par (lm..p
2

,..p
2

) es pro­

ducto tensorial de U y V. 

Demostración. Sean {a¡ }i€l y { b¡ }J€J conjuntos de vectores l. 

i. de U y V. Debernos probar nuevamente que los vectores ..p
2
(a¡, bj) 

son l.i. Supongamos que sea 

o. 

Se tiene entonces para u*€ U* y u* € V* cualesquiera 

p 

L 
k= 1 

l <u*, a. > <u* , b. > = O , 
1 k Jk 

relación que puede escribirse en la forma 

p 
< u*, L µka . <u* b. >> = O 

k= 1 ~ ' 7k ' 

y puesto que u*es arbitrario, se deduce(Pte.l,sección4.2,condi­

ción E2 ) 
p 

I: l <u* b. >a. 
k= 1 ' 1k ~ 

o. 
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Dado que los 

o sea 

a. son l.i . se deberá tener 
lk 

µk < V* , b. > = 0, 
Jk 

< v*, µk b. > 
Jk 

O· 
' 

k = 1 , ••• , P, 

y por cuanto v* es arbitrario resulta que 

Ahora bien, b. =I= O porque los b
1
. son l. i.; luego µk =O 

Jk 

k =1, •• • , P, y por consiguiente los 1{!
2 

(a¡ ,bj) son l.i . • 

para 

e. Si se define la aplicación bilineal \f!3: u X V -+ !(U*; V) me-

diante la relación 

ip
3

(u,v)(u*) = <u*, u>. v, u* E U*, (5.5.7) 

entonces el par ( Im \f!3 , \f!3 ) es producto tensorial de U y V. 

Demostración. Procederemos como en los dos casos anteriores. 

Supongamos que sea 

Se tendrá entonces 

p 
L 

k=l 

p 
L 

k = 1 

o. 

y puesto que los bj son l.i. se deduce que 
k 

O· 
' 

<u*, µk b. > 
J k 

o' k = 1, •.• 'p. 

Como u* es arbitrario en U* resulta de aquí que 
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k µ 

y por cuanto se sigue que 

decir que los ;p
3 

(a¡, bj son l. i. 

µk = O para k 

• 

1 , ••• , p, es 

o. Si U y V tienen las dimensiones finitas m y n, y '{)
1

,'{)2 y 

~ son las aplicaciones bilineales definidas mediante las fórm~ 

las (5.5.4), (5.5.6) y (5.5.7), entonces se cumple(B(U,V)*, 

1{)
1

), ( B (U*, V*), '{)
2 

) y ( .f (U*; V), <.P
3

) son productos tensori~ 

les de U y V. En consecuencia los elementos de los espacios 

B(U,V)*, B(U*,V*) y .C (U*; V) pueden ser considerados como 

tensores del espacio U ® V. 

Demostración. En vista de los resultados obtenidos en las partes 

A, By C bastará comprobar que por ser U y V de dimensi6n 

finita tienen lugar las igualdades siguientes: . 
Im tp

1 
8( U, V)* 

B ( U*, V*) (5.5.8) 

.C ( U* ; V) 

Para comprobar estas relaciones recordemos en primer lugar que 

los tres espacios B(U*, V*), .C (U*; V) y B(U, V)*= .f( 8( U, V); IF) 

son de dimensión mn ( Pte. 1, ejercicios 3.1.4 y 5.5.3). Si {a¡ } 

y { bj} son bases de Uy V, los conjuntos {tp
1 

(a¡, b¡)}, {tp/a¡ ,b¡ )} 

y {¡p3 ( ª;, bj)}, cada uno de los cuales consta de mn. elementos, son 

bases de los subespacios Im <.P 1 , Jmtp
2 

e Im '{)3 , por consiguiente se 

cumplen las igualdades (5.5.8). 

Observación. El enunciado O justifica que, en el caso en que 

U y V son de dimensión finita, consideremos como tensores de 

segundo orden pertenecientes a U~ V a las funciones perte­

necientes a los espacios B( U, V)*, B (U*, V*) y .C (U* ; V ) • 
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Observaciones semejantes pueden hacerse acerca de las 

funciones pertenecientes a los espacios que resultan de los an­

teriores si se reemplazan Uº V por U* 0 V*, o inversamente (ve r 

el ejercicio 5 . 5. 2). 

*Ejercicio 5. 5 .1. Sea i,o : U x V-+ Z una aplicación bilineal tal 

que el par (lm ..P, i,o) sea el producto tensorial U ® V. Si dim Z = 
dim U· dim V entonces es Im ip = Z, y por tanto ( Z , i,o) es el produc..: 

to U® v. 

*Ejercicio 5.5.2. Dar representaciones de los espacios U*© V, 

U 0 V* y U* ®V* mediante espacios de funciones. 

*Ejercicio 5.5.3 . Si x ®y =FO es un elemento de U <&1 V enton 

ces la relación x ®y 

el escalar r... =F O tal que x 1 = "Ax, 

se cumple si y sólo si existe 
-1 

y
1 

= 'A Y. 

(Sugerencia: Emplear la representación de U® V mediante un sub 

espacio de B(U*,V*) d ada en la aplicación B precedente). 

Ejercicio 5.5.4. Sean {a 1 , ••• ,am} y {b 1 , •• • ,b11 } bases de U yde 

V respectivamente. Se a Z un espacio cualquiera de dimensión m n. 

Dada una base cualquiera {h
11

, h 12 , ••• , h ;,m } de Z, probar que ( Z ,'PJ 

es el producto tensorial de U y V, supuesto que i.p es la aplica­

ción bilineal de U)(V en Z definida por 

Ejercicio 5 .5. 5. Consideremos las bases & = {e 1 , ••• , e711 } de U y 

&* = {e 1 , ••• , em} dual de la anterior. El conjunto 
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8 * ® & = { e i !X> ej ; i , j = 1 , . • • , m } 

es una base de U*® U . Sea A un endomorfismo de u, es decir un 

elemento de .E(U;U), y sea (ex:¡) su matriz en la base&. Entonces 
J 

las componentes en la base &* t59 & del tensor tE U*® U que corres -

ponde a A en el isomorfismo .E( U ;U) ~ U*© U que existe en virtud 

del enunciado O de la sección 5.5, coinciden con los elementos 

de 1 a m a t r i z ( a~ ) . 

*Ejercicio 5.5.6. Sea Vun espacio de dimensión n. Las trans­

formaciones lineales A~E.f(V; V). definidas por A~(ek) = oki(e.),don 
J , J J -

de {e¡} es una base de V, constituyen una base de.E(V;V); y si 

cd) es la matriz de una transformación lineal cualquiera 
J 

n 

AEL(V;V) respecto de la base {e¡}, se tiene A= L ¿ cÍ¡ Ai
1

, es 
i=I j=I 

decir que la matriz de A en la base {e.} es dada por los compo-

nentes de A respecto de la base {A¡}. 
1

Esta base se llama canóni­
j 

ca. 

Ejercicio 5.5.7. Probar con ejemplos la existencia de elementos 

de U09V que no son descomponibles (sección 5.2). 

Sugerencia: Sean {a¡ }iE 
1 

y {bj }jEJ bases de U y de V respectiva­

mente. Si se supone que un elemento de U ®V de la forma 

es descomponible, entonces se prueba mediante la propiedadT3que 

se llega a una contradicción. 

Ejercicio 5.5.8. Si (Z,ip) es el producto tensorial de UyV, y 

si ¡p
1 

es la restricción de ..P a U1 x V¡, donde U1 es un subespacio 
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de u, y Vi es un subespacio de V, probar que el par ( Im <P1 ,<P1 ) es el pro­

ducto tensorial de U1 y Vj • Justi ficar en consecuencia la rela-

ción 

*Ejercicio 5.5.9. El corolario 5.5.1 sugiere la siguiente demo~ 

tración de la existencia del producto tensorial de los espacios 

vectoriales de U y V. 

Sean {a¡}ieI y {bj}JeJ bases de Uy V. Designemos por Z al 

espacio vectorial formado por todas l as funciones z : I x J ~ F ta 

les que z(i,j)=O salvo para un número finito de pares (i,j ), 

con las operaciones vectoriales z + z' y O'. z definidas por 

( z + z') ( i , j ) z(i,j) + z ' (i,j) 

(O'.Z)(i,j) O'.Z(i,j) O'.EF. 

Los elementos e¡ 
1
. e Z tales que c . . ( i ', j') O para ( i ,j) * 

' 1,7 

(i',i') y ci,J (i,j)=l constituyen una base de Z. 

Probar que si V-' es la aplicación bilineal de U x V en Z que 

cumple la condición 

( i e I , je J) , 

el par ( Z, <P) es el producto tensorial U 09 V. 

Esta demostración de la existencia del producto tensorial 

es más sencilla que la que se ha dado en la sección 5 .3; pero 

ésta última tiene la ventaja de ser más general y admitir impo~ 

tante generalización. 
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5.6 Isomorfismos naturales de productos tensoriales de espacios 
vectoriales. Asociatividad del producto tensorial. 

Si entre dos espacios vectoriales puede establecerse un iso 

morfismo bien determinado, independiente de las bases que se eli 

jan en dichos espacios, diremos que ese isomorfismo es natural 

o can6nico y emplearemos el signo ~para expresar la relación 

que por ese motivo tiene lugar entre los espacios . Si E es un 

espacio vectorial y IJ!: U ®V ~E es un isomorfismo natural, ento_!! 

ces el par (E,IJ! º®),donde® es la aplicación universal UxV ~ 

U® V, es producto tensorial de U y V (ver el ejercicio 5.2.3). 

Se dice entonces que E es una representaci6n de U® V, se escri­

be E ~ U ® V y aún, algunas veces, E = U ® V. 

Anteriormente ya hemos dado algunas representaciones de produc­

tos tensoriales mediante espacios de funciones (ver las aplica­

ciones al final de la sección 5.5 y el ejercicio 5.5.4). 

Teorema 5.6.1. El producto tensorial tiene las siguientes pro­

piedades: 

2. (U®V)®W~U®(V®W) 

Estos isomorfismos naturales son únicos si se exige que cumplan 

respectivamente las condiciones siguientes: u® v ~ v ®u, y 
(U ® V) @ W ~ U@ (V @ w). 

Demostración. l. La aplicación X: u x V~ V® u de fin ida por 
~ (u, v) = v ®u es bilineál, luego, por la propiedad de f actoriz_§. 
ción única (propiedad T, sección 5. 2), existe la aplicación li­

neal única A. : U® V~ V ® U tal que X = A. 0 ©, y por tanto 

A.( u ® v) = X( u,v) = v ®u. En forma análoga puede establecerse 

la existencia de la aplicación lineal única A.': V® U~ U® V 
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t a 1 que A. ' ( v ® u ) = u Q9 v • Las s i g u i ente s re 1 a c ion e s se c um -

plen sobre los generadores v <81 u de V •K U y u 1>.9 v de U 0 V, 

respectivamente, y por consiguiente se cumplen en general : 

A. o A.' 

En virtud de la primera relación, A. es sobreyectiva y en virtud 

de la segun(la es inyectiva. Por tanto es un isomorfismo y;,• es 

su inversa . 

2. Para cada x e U definamos la aplicación bilineal µx: V x W 

~ ( U <.& V) ® W tal que 

lix ( V, W) = ( X @ V ) @ W • 

Existirá entonces la aplicación lineal única µx: V ·:~· W ~(U :~ V) 1~W 
-

tal que µx = µx 0 0, y por tanto que 

µx (V •8) W) = ( X @ V)® W. 

Podemos definir ahora la aplicación bilineal 

~: U x (V®W)~(U ~ V)®W 

tal que 

~ ( u, t ) = µu ( t ) para u e U y te V?9W. 

En consecuencia existirá la aplicación lineal 

A. : U @ (V ® W) ~ (U® V) @ W, 

para la cual es ~ = A. 0 ,g, , y por tanto 

/\(u® (v (2) w)) =(u Q<)v) ® w. 

En forma análoga, si comenzamos por definir, para cada w e w, la 

aplicación bilineal vw: u X V~ u ® (V e W) tal que 

u®(v®w), 
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podremos establecer la existencia de la aplicación lineal 

A.': (U® V) @W-+ U® (V® W) 

tal que 

A.' ( (u @ v ) @ w) = u ® ( v ® w). 

Las aplicaciones A. y A.' son inversas entre si y A. es el j somorfis 

mo buscado de (U® V) 0W y U® (V© W). 

3. Los isomorfismos precedentemente establecidos y la proposi 

ción del ejercicio 5.2.3 permiten considerar a V 0 U como pro­

ducto tensorial de U y V, y a U G9 (V® W) como producto tenso­

rial de (U© V) y W. Luego, el teorema 5.2.1 permite establ~ 

cer la unicidad de los isomorfismos bajo las condiciones expre­

sadas en el enunciado. • 

Observaciones. A. El isomorfismo natural U© V~ V© U no jus­

tifica, en general, identificar a esos espacios, y escribir sin 
más que u ©u = v ®u. Tal identificación puede resultar incon 

veniente como puede verse en los dos ejemplos siguientes: 

Ejemplo 1. Sean U y V espacios de dimensión finita. Según vimos 

en la aplicación O de la sección 5.5 el espacio t(U;V) puede 

considerarse como el producto tensorial u~ ® V cuando la aplic~ 

ción © es definida de modo que la aplicación lineal ..p=u*©v: U-+V 

es tal que 

'{!X = x( u*). V ' y X e u' 

donde x es un elemento del espacio U dual de U* que se identifi 

ca con X(U*), de manera que x(u*) = u*(x ). 

Semejantemente f, (V*; U*) puede considerarse como el produs:_ 

to V® U* cuando ··· ..P * = v © u* : V* -+ U* es tal que 
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ip * y* y* (v). u* 
' 

.Jf y*eV*. 

La identificación de U* 0 V con V 0 U* llevaría a identificar a 

ip con ip *, lo cual puede ser muy inconveniente porque ip y ip* son 

duales entre sí (ver Pte. 1, sección 4.4) por cuanto se tiene 

que 

< y*,ip x > = <y*, x( u*). v> u*(x) < y*, v ) 

= < u*, x > y* (v) < y*(v).u*, x >= <ip*y*,x >. 

Ejemplo 2. Si U = V, y se identificara a U 0 V con V 0 U me­

diante . el isomorfismo del teorema 5.6.1, resultaría una identi­

ficación de U 0 U consigo mismo tal que si u 1 y u2 son vectores 

de U , linealilwnte independientes, serían identificados u1 ® u2 

y u2 © u1 , y por tanto estos tensores ya no serían 1. i. No se 

cumpliría por tanto la condición T3, y por consiguiente el esp~ 

cio resultante ya no sería el producto tensorial de U y U. Se 

trataría pues de una identificación indeseable en general. 

Por lo dicho, supondremos, salvo excepc-ion expresa, que u 0 v =F v 0 u. 

Una excepción habitual es la siguiente : En la teoría ele los pr~ 

duetos tensoriales de espacios iguales a un espacio vectorial V 

o a su dual se acostumbra conmutar Vean V* 

B. Asociatividad del producto tensorial. Ordinariamente iden 

tificaremos, sin nueva advertencia, a los espacios (U 0 V) @ W 

y U® (V© W) con arreglo al isomorfismo establecido en el teo­

rema 5.6.1. En tal sentido podemos decir que se cumple la pro­

piedad asociativa . 
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5.7 Producto tensorial de un número finito cualquiera de espa­
cios vectoriales. La introducción del producto tensorial de un 

número finito de espacios vectoriales sigue muy de cerca a la del 

producto tensorial de dos espacios. Las proposiciones que ace~ 

ca de ellos vamos a probar son enteramente análogas a las que fu~ 

ron establecidas en las secciones 5.2, 5.3 y 5.5. Las demostra 

ciones serán suprimidas por ser análogas a las de los teoremas 

correspondientes demostrados en esas secciones , o bien serán de~ 

critas en forma breve para señalar las modificaciones que son ne­

cesarias. 

Oef in i c i ón 5. 7. 1. El producto tensorial de un número finito de es 

pacios vectoriales U1, U2 , ••• , Un es un par ( Z, tp) formado por un 

espacio vectorial Z y una aplicación n -lineal tp: U1 x ••• x Un ~ Z, 

que cumplen las condiciones siguientes: 

Tl*. El espacio Z es generadó por los vectores del conjunto 

<f! ( U1 x ••• x ~1 ). Esta condición puede expresarse entonces en la 

forma Im tp = z, donde Im tp es el espacio generado por los el& 

rnentos tp ( u1 , ••• , u 11 ) donde u¡ e U¡ • 

T2*. Cada ap1icación n -lineal f de U1 x ••• x U11 en un espacio vec -

torial cualquiera W, puede expresarse en la forma f g º tp, don 

de g es una aplicación lineal de f 
Z en W. (Propiedad de factoriz~ U1 x

1 

... x Un 

ción o de aplicaci6n universal). tp · 

La propiedad T2* que se traduce 

en la conmutatividad del diagra-

ma adjunto, se llama propiedad~ 

aplicaci6n universal. 
z 

Las condiciones Tl* y T2* equivalen a la sola condición 

w 
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T*. (Propiedad de factorizaci6n única ). Para cada aplicación n -

lineal f : U
1 

X.•. X Un ~ w, existe Una Única aplicación lineal 

g : Z ~ W tal que 

f =go¡p . 

El espacio Z se representa en la forma 

Aquellos de sus elementos que pueden representarse en la 

forma ¡p(x1 , ••• ,xn) se designan por x 1 G9 • •• ® xn y se llama 

tensores descomponibZes. Todo tensor es igual a una suma de tensores 

descomponibles, y esta representación es única . 

Teorema 5.7.1. (Unicidad del producto tensorial) Si ( z, ip) y 

( Z~·P') son dos productos tensoriales de U1 , ••• , Un , entonces 

existe un único isomorfismo X: Z ~ Z' tal que ¡p' = X º¡p. 

Teorema 5 . 7. 2. La correspondencia f ~ g establecida por la pr~ 

piedad de factorización T2* constituye un isomorfismo del espa­

cio .f(U1 , ••• , Un; W) sobre el espacio .f(Z;W). Si (Z',ip')es 

otro producto tensorial de U1 , ••• , Un y f ~ g' es el correspog_ 

diente isomorfismo, entonces g = g' º X, donde X : Z ~ Z' es lp. 

aplicación a que se refiere el teorema 5.7.1. 

*Ejercicio 5.7 .1. Si ( Z,ip) es producto tensorial de los espacios 

U1, ... ,un, y si h: Z ~ Z' es un isomorfismo de espacios vectori~ 

les, entonces el par ( Z',h oip) es también producto tensorial de 

ul ' ... ' un. 
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5.8 Existencia del producto tensorial de un número finito cual 

quiera de espacios vectoriales. La construcción del producto 

tensorial de los espacios vectoriales ul ' ... ' un puede hacerse 

siguiendo al pie de la letra el procedimiento seguido en el caso 

producto de dos espacios. Expondremos aquí en forma condensada 

esa construcción. ( Señalemos aquí, como en el caso del producto 

tensorial de dos espacios vectoriales, que puede darse una demos­

traci6n de la existencia que es la generalización del enunciado 

del ejercicio 5.5.9). 

Sean 'fP U¡ = ul X ••• X un el producto cartesiano de los 

espacios U1 , ••• , Un , y W el espacio vectorial fonnado por todas 

las funciones definidas en 'fP U¡ y con valores en IF, que se anulan 

excepto en un número finito de puntos de 1P U¡. 

Representemos por [X ] = [ xl ' ••• 'xn ] a 1 a función pertene -

ciente a W que toma el valor 1 en el punto x ( x 1 , ••• ,xn ) de 

'fP ~ y que se anula en todos los demás puntos. Cada función µ e W 

puede expresarse de una sola manera en la forma 

µ 
X € lP U. 

1 

µ (X)' 

donde µ = µ ( x1 , ••• , xn), y por tanto el número de sumandos no 

nulos es finito. 

Sea ahora S el subespacio de W generado por los elementos 

de la forma 

[O:'.llXll + <X.12 X12' <:x.21X21 + <:x.22X22' •• ,<:x.nlXnl + <:x.n2Xn2] 

2 
¡; 

donde xk 1 e~ (k =1,2, ... ,n e i =1,2 ). 

[ X 1 1
• , ••• , X . 
1 n '11 
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Designemos por Z al espacio vectorial cociente W/s, y sea 

..p la aplicación lP Ui -+ Z que hace corresponder a x la clase de 

Z que contiene a [x]. Se prueba entonces que el par (Z, ..p) es 

el producto tensorial de ul ' ... ' un; a cuyo fin se demuestra 

que ..pes multilineal y que se cumplen las propiedades fí y T2 . . 
A menos que queramos referirnos a una representación particular 

del producto tensorial 0; =i U¡ = U/!J ••• ~Un , podemos suponer 

que es el que hemos obtenido la precedente construcción. 

Los elementos de UI ® .•• ® un se llaman tensores sobre los 

espacios ul ' ... ' un . 

5.9 Otras condiciones necesarias y suficientes para que el par 

(Z,~) sea producto tensorial de un número finito de espacios 
vectori.a les. 

T3*. Dadas las familias cualesquiera { a 11 ,. • ·, ªip } ,. • ·' {an1 ' • • 
1 

• , ªnp } de vectores linealmente independientes de los espacios 
n 

U1 , ... ,un, respect·ivamente, los vectores ..p(a1\)1, ... ,an\)), 

1, ••• ,P; , son también linealmente independientes .. 

El siguiente lema es el análogo del lema 5.5.1. 

v. = 
1 

Lema 5. 9 .1. Dada la aplicación mutilineal ..p: /PU¡ -+ Z que cumple 

la condición T3*, cualquiera que sea el entero r, la relación 

~ '{) (X 1 a ' • • • 'xn a ) = O ' 
a=1 

implica que, cualquiera que sea la aplicación multilineal f de 

IPU¡ en un espacio vectorial W, se cumple que 
r 
~ f(x , ••. ,x ) =O. 

a=i Ia na 

Este lema se demuestra como el lema 5.5.1. El teorema siguien­

te es análogo al teorema 5.5.1 y se demuestra como él. 
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Teorema 5. 9 .1. Para que el par ( Z, ip) sea el producto tensorial 

U@ ... ~ Un es necesario y suficiente que se cumplan las condi -
1 

ciones Tl * y T3*. 

Corolario 1. Dados los espacios vectoriales U
1

, ••• , Un, para que 

el par (Z, <P), do:nde <P: U1 x ••• x Un~ Z es una aplicación n-lineal, 

sea el producto tensorial de U
1

, ••• ,un es necesario y suficien­

te que se cumpla la condición: 

T4*. Si {ali}i€II' {a2 i }i€I2' ••• '{ani } i €In son bases de 

.. . ' entonces los vectores 

constituyen una base de Z. 

Corolario 2. Si U1 , ••• ,un son de dimensión finita se cumple la 

fórmula 

Corolar io 3. Dados los espacios vectoriales U
1 

, ••• ,un de dime!!_ 

SiÓn finita, Y la aplicación n-lineal lf): U1 X ••.X Un ~z, donde 

Z es un espacio vectorial tal que dim Z = dim U1 dim U2 •• • dim Un, 

entonces el par (Z,ip) es producto tensorial de U1 , ••• ,Un si cum 

ple una de las dos condiciones TI* o T2*. 

Cor,olario 4. Sea l{J: ul X ••• X un ~z una aplicación n-lineal, y 

g: ul ® ••• ® un-+ z sea la aplicación lineal tal que '{J = g o ®, 

q.onde ® : u,. X ••• X Un ~ U1 © ••• ® un es la aplicación universal. En 

tonces 
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1 º ip satisface a la condición Tl si y sólo si ges sobreyectiva. 

2º ip satisface a la condición T2 si y sólo si g es inyectiva. 

3 o ( z ,ip) es producto tensorial de ul ' ••• 'un si y sólo si g es 

biyectiva. 

Notación. Si &k = {eki }ie 
1
k , k = 1, ••• , n, designa a una base 

de Uk, la base de U1 ® ••• ®Un formada por los tensores de la 

familia 

será designada por &1 ® .•. ® &.k. 

*Ejercicio 5.9.1. El enunciado del ejercicio 5.5.9 se extiende 

al caso del producto tensorial de un número finito cualquiera de 

espacios vectoriales. 

5.10. Propiedad asociativa general del producto tensorial de un nú 
mero finito de espacios vectoriales. 

Con el fin de abreviar la escritura vamos a adoptar la si­

guiente notación. Dados los espacios f1i , ..• , U11 designaremos por 

Ü(p, p+q) al producto tensorial 

U(p, p+q) = uP ® up+ 1 Q9 •• ,Q?i up+q , 

y designaremos por U(p, p+q) al producto escalar. 

u ( p' p + q) = ~ X Up + 1 X ••• X Up + q . 

Teorema 5 .10. l. Dados los espacios vectoriales U1 , ... , [{2' el 

espacio U ( 1, n-1) ® Un es una representación del producto 

tensorial de los espacios ul ' ••. 'un, y por tanto puede escribir 
se 

(5. 10. 1) 
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isomorfismo que es único si es que debe cumplir la condición 

Demostración. Para demostrar este teorema basta probar que exis 

te un isomorfismo natural 

g : Ü( 1 ' n) -+ u ( 1 ' n -1 ) Q9 un ' 

pues entonces el par Ü ( 1, n -1) ® Un , g 0 ® ), donde Q9 designa 

a la aplicación universal ©: U ( 1, n ) -+ Ü ( 1, n ) asociada al 

producto tensorial U (1, n), es el producto tensorial de U
1

, ••• , 

Un (ver ejercicio 5.7.1). 

Consideremos la aplicación n-lineal 

g : U ( 1 , n ) -+ Ü ( 1 , n -1 ) ® Un 

que es definida por 

-
g (X 1 ' • • • ' Xn ) = ( X 1 ® • • • ® X n -1 ) ® Xn • 

La propiedad T2 asegura la existencia de la aplicación lineal 

g : ü ( 1 ' n) --+ ü ( 1 ' n -1) ® un 

tal que 
g ( X 1 ® . • . @ Xn ) = ( X 1 ® ... ® Xn - 1 ) @ X n • (5.10.2) 

Por otra parte, para cada xn €Un se puede definir la aplicación 

( n -1) - 1 in e a 1 ~'Si : U ( 1 , n -1 ) --+ U(l , n) ta 1 que 

~X ( xl ' ••• ' xn -1 ) = X 1 ® .•. ® xn -1 ® xn • 
n 

Esta aplicación induce a la aplicación lineal 

g : Ü(l,n-1)--+ U(l,n) 
·"'n 

tal que 

X 1 ® • • • @ X n -1@ Xn • ( 5.10.3) 
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U(l,n-1) U(l,n) 

_®/~_®t ~ 
U( l ,n -1) r .,..U(l,n)~U(l, n-1) ®Un 

tw /.' 
Ü ( l ,n -1 ) x Un 

Definamos ahora la aplicación bilineal 

'1' : V ( 1' n - 1 ) X un ~ ü ( 1 ' n ) ' 

med i an t e la r elación 

Entonces '1' induce a la aplicación lineal 

h : Ü ( 1 , n - 1 ) ® Un ~ Ü ( 1 , n) 

tal que 

Combinando (5. 10. 5), ( 5 . 10 . 4) y( 5 .10.3) se obtiene 

g X ( X 1 ® .•. 0 xn -1 ) = X 1 ® . . . @ X n • 
n 

( 5 .10. 6) 

Las ecuaciones ( 5. 10.2) y (5. 10.6) permiten escribir 

(goh) ((x1 ® • • . @xn_1 ) @x~) _:rv g -(x/59 . • • ®xn)= (x1 @ ••• ®xn_1 )®x11 , 

(hog) (x1 @ • • • @xn) = h((x1@ •• • ®xn_ 1 )© xn) = x/?0 ••• @xn. 

Por consiguiente 

¡_ ( ) ' U l,n-1 ©U,1 
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Se deduce de aquí que g es un isomorfismo de ü ( 1, n ) sobre 

U ( 1 , n -1) G U , y que h es su inversa . El isomorfismo natural 

así establecido permite escribir la relación 

Que g es el único isomorfismo 

que cumple la condición prescrita en la parte final del enunciado, 

se deduce mediante el teorema 5.7.1. • 

Observación. La fórmula ( 5 .10 .1) podría haber sido empleada para 

definir por iteración el producto tensorial de un número finito 

de espacios vectoriales. Podrá escribirse 

Teorema 5.10.2. (Propiedad asociativa general) 

Se cumple la relación 

para p = 1, ... , n -1 . 

Este isomorfismo es único, y por tanto natural, si debe cumplir 

la condición 

donde u¡ E U¡, para i = 1 , ••. , n. 
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Mediante sucesivas aplicaciones del teorema anterior puede est~ 

blecerse de inmediato la existencia del isomorfismo único 

(isomorfismo natural) 

Ui ®.·.@Un ~ ( u,_®· .. ® l:4n)® ( Um-1 @ ••• Qs) UP) @ ... 0 ( ~+1®· .. ®Un) 

donde 1 ~ m < p < ... <q ~ n, que cumple la condición 

x 1 @ ... 09 xn i--+(x 169 ... ®xm) Q9 (xm+l @ ••• ®xp)® ... (xq+l Q9 ... @x 11 ), 

en que u¡e CI¡ para = 1, ... ,n, y mediante el cual ambos productos 

tensoriales pueden ser identificados. 

Corolario. Dados los espacios vectoriales U1 , ••• ,Un y la pe~ 

mutación cualquiera a de los números 1, ... , n, existe un único 

isomorfismo (isomorfismo natural) 

Ul @ • • • @ Un ~ UU ( 1) ® • • • @ U U(n) ' 

que cumple la condición 

!-+ xa(1)® • • • ® xa(n) • 

Demostración. Es evidente que basta probar la proposición en el 

caso en que a se reduce a la transposición cualquiera (i i+1). 

El isomorfismo se compone entonces de los isanorfismos naturales 

siguientes, que existan en virtud del teorema anterior y del teo­

rema 5.6.1: 

~ U1 ® . . . ® U¡ - i ® lh + 1 ® U¡ @ U¡ + 2 ® . . . @ Un • • 

Ejercicio 5.10.1. Probar que x1 ® ••. ® Xn = O si y sólo si para 

algún valor de i es x; = O (Sugerencia: emplear la f 6rmula ( 5 .10. 

7) y la propiedad II de la sección 5. 4 ) . 
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*Ejercicio 5.10.2. Si se define la aplicaci6n n-J.ineal 

'{Jl : Ul X • • • X Un ~ .f( Ul ' • • • 'Un ; ffe )* 1) 

mediante la f6rmula 

[ 7;
1 

( u 1 , ••• , un ) ] ( w ) = w ( u 1 , ••• , un ) , (5.10.8) 

entonces el par ( lm ~1 , 7i
1 

) es el producto U1 ® ... ® Un • 

*Ejercicio 5.10.3. Definida la aplicaci6n n-lineal 

por 

u; ( u 1 ) ••• u: ( U
11

), 

(5.10.9) 

entonces el par (Im 'fJ
2

, -:P
2

) es el producto 

*Ejercicio 5.10.4. Dada la aplicaci6n n-lineal 

por 

[~ (u 1 , ... ,u
11 

)](u/, ... , u
1
¡_1 ) = u/(u 1 ) ••• U/;'_1 (u11 _ 1 ). u

11 

(5.10.10) 

entonces el par ( Im -:P
3 

-:P
3

) es igual a U1 ® ..• ® U
11 

• 

*Ejercicio 5.10.5. Mediante las proposiciones de los tres ejerci­

cios anteriores demostrar que los pares (.f([l¡, ... ,U,
1

; JF)*,~), 

.f(.f(U
1
*, .•• , U

11
*; IF), -:P

2
) y (!(U/, ••• , Un*-

1
; U 11 ),-:P

3
) son represe!! 

1) Recordemos que v* designa aquí al espacio .f(v) conjugado de V. 
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taciones del producto tensorial de ~, .. . , ~ si estos espacios 

son de dimensión finita . 

Ejercí ci o 5 .10 . 6. Dados los espacios U1 , ••• , ~1 de dimensión 

finita, demostrar que la aplicación l/i : Uj ® ... 0 lJ;l' ~ ( fli © ... 0 Un)* 

definida por 

es un isomorfismo natural. 

*Ejercicio 5.10.7. Sea x
1

@ ... ® xn -=/=O un elemento del espacio 

U1 © ... ® U11 • Probar que la ecuación 

XI ® . . . ® Xn = ~ ® . . . © :>;i 

se cumple si y sólo si ~ =\xi (i=l , . .. ,n) donde los 'A . 
1 

son 

escalares tales que 'A¡ x .•. x 'An = 1. 

(Sugerencia: emplear el ejercicio 5.5.3 y la fórmula (5.10.7) ). 

5.11. Producto tensorial de aplicaciones lineales. 

Probaremos aquí que puede definirse una aplicación bilineal 

\{): .C(U;W) X .C(V; Z) ~ .C(U®V; W0 z) 

de manera que (lm I{), I{)) sea el producto tensorial .C(U;W)®.C(V;Z). 

En consecuencia, dado AE.C(U;W) y BE.C(V;Z),llamaremos,por 

definición, producto tensorial de A por B a la aplicación lineal 

A® B = I{)( A, B) : U ©V ~ W ® Z, 

y comprobaremos que 
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Puesto que Im <Pes un subespacio de .C(U& V; W®Z), diremos 

que el producto tensorial .C(U;W)& .C(V; Z) está incluido en el 

espacio lineal .C( U@ V; W © Z) mediante la aplicación lineal i tal 
que i ( A ® B) = ip (A, B) • 

Sean A: U ~ W y B: V ~ Z dos aplicaciones lineales de espacios 

vectoriales. Podemos definir la aplicación bilineal 

'l': UxV ~ W@Z 

tal que 

'll ( u ' V ) = A( u) 051 B( V ) ' U € U , V € V , 

Por la propiedad de f actorización del producto tensorial 

existirá la aplicación lineal 

<P( A, B): U© V ~ W ® Z 

tal que 'll = <l>(A,B) 0 @, y por 

tanto 

[ <P( A , B ) ] ( u ® v ) A( u) ® B( v ). 

(5.ll.l) 

La aplicación 

uxv 

U <29 V 

<I> : .e (u; W) X .f ( V; z) ~ .e ( u tS9 V; w ® z) 

tal que 

<P: (A,B) 1-+<P(A,B) 

w 12) z 

es una aplicación bilineal, como lo demuestra un cálculo senci­

llo. Demostraremos ahora que el par 

( lm <P, <I>) 

es el producto tensorial de .C (U; W) y .C (V; Z) • 

Para ello podemos hacer uso del corolario 4 del teorema 5.5 .1. 

Basta comprobar por consiguiente que la aplicación lineal 
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g: .f ( u ; W) ® f,( V; Z) ~ Jm <I> inducida por <I>, tal que <I> = g 0 '~ , 

es inyectiva . 

<I> 
.f ( U ; V) x .f ( V ; Z ) Im <P 

0i ~ 
.f(U; V)@ .f(V; Z) 

Para ello debemos demostrar que si g( w) =O, entonces es neces~ 

riamente w = O. Supongamos por el contrario que fuera w * O. 

En virtud de la prop ie dad 111 de la sección 5.4 puede escribirse 

w lfl¡ €.f. (U; W) , 1/Ji E.f(V;Z) 
j = 1 

donde las l.fJ . y las 1/1. son l. i . Se tiene entonces 
f 1 

g ( w) ~ g ( l.fJ. 18> l/I . ~ <P ( l.fJ. ' ¡J¡i ) ' 1 1 1 
i =1 i = 1 

y por tanto, puesto que g(w) o' 

~ <I> ( l.fJ. 
1 

!/Ji o. 
j = 1 

Se tiene por tanto cualesquiera que sean U€ U y v E V , 

~ ( <I> ( l.fJ¡ , i/J i ) ) ( U Q$) V ) 0 , 
i = 1 

o sea, 

~ l./)¡ (U) ~ ¡Jl¡ ( V ) o. (5.11.2) 
i = 1 

La aplicacióni.p1 no es idénticamente nula porque si lo fuera, las 

~no serian l.i. Podemos escoger por eso el vector a€U t a l que 
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ip
1 

(a ) :f. O . Entre los vectores ip
1 

(a), ... , ipr (a), de W, sea p~ 1 

el número máximo de ellos que son l.i . Si reordenamos adecuada 

mente ésos vectores podemos admitir que ip 
1 
(a) , ••• , ~ (a) son 1 . i. 

Para los restantes vectores podremos escribir 

ip . (a)= 
1 

j = 1 

;\ 
j j ~ (a) ' j =p+l, ... ,r . 

De (5. 11. 2) se deduce, si se sustituye u por a, 

p p 
~ <{Ji (a ) @ ·~ ( V ) + ~ 

j = 1 j=p+l 
~X <P,(a) )69~.(v) 

j = 1 j j 1 J 

de donde se sigue que 

p 
l: 'P¡ ( a ) @ ( Wi ( V ) + ~ 

j =i j=p+l 

X..lf¡
1
. (v)]=O, 

J I 
V€ V. 

o ' V€ V, 

Puesto que los vectores <P¡ (a) ( i = 1, . • • ,P) son l. i., la propi~ 
dad IV de la sección 5.4 implica que 

l/J¡ (V ) + ~ "Aj ¡ l/Jj (V ) = 0 , =1, •.. ,P, 
j=p+l 

para cada V€V, Por tanto 

~ + ~ \ í 1/1¡ = o. 
j=p+l 

Esta relación contradice a nuestra hipótesis de que las ~ son 

l. i. Luego g es inyectiva y queda probada nuestra afirmación. • 

En e Z caso en que Zas espacios U, V, W, Z son de dimensiones m, n, p 

y q respectivamente, entonees resulta que el par 

( .f (U© V; W@ Z), <I> ), 

donde <I> se define como se ha visto en esta misma sección, es el 
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producto tensorial de !(U; W) y ! (V; Z). 

En efecto, .f (U; W) y .f (V; Z) son de dimensiones mp y n q 

respectivamente. Sean <P 1 , ••• , <Pmp y l/11 , ••• , l/Jnq bases de esos 

mismos espacios. Los mnpq elementos <P ( 'Pp l/lj) constituyen una 

base de Im <P en virtud del corolario 1 del teorema 5.5.1. Pues 

to que dim i( U® V; W® Z) = m np q, resultará que Im <P .C( U Q9 V; 

W® Z); lo cual, tenida cuenta del resultado precedentemente obt~ 

nido, prueba que el par ( .f (U® V;W© Z) ,<P) es el producto tenso­

rial de .C( U; W) y .f( V ;Z). 

Observación l. Para demostrar nuestra última afirmación puede ern 

plearse simplemente el ejercicio 5.5.1 y observar que 

dim ! (U® V;W® Z) = dim .f (U; W) . dim .C(V ;Z). 

Observación Z. Si en la fórmula (5.11.l) sustituimos <P(A ,B) por 

A® B, lo que está justificado porque el par ( Im<P,<P) es el pro­

ducto tensorial de .C(U; W) y .f(V; Z), se podrá escribir esa f6r 

mula en la forma 

(A®B)(u®v) =A(u)®B(v). ( 5 .11. 3) 

Observación 3. Vamos a probar ahora, mediante un ejemplo, que si 

<P se define como se vió en la sección 5.11, puede ocurrir efecti­

vamente que sea Im <P =F ! (U® V; W ~ Z), y por consiguiente el par 

(.f( U® V; W® Z), <P) no es el producto tensorial de .C (U; W) y 

.C(V;Z). 

En efecto, sea U= V un espacio de base enumerable~ y sea 

W = Z = IF. El producto W ©Z se reduce entonces a IF xlF. Si se 

tiene presente que cada aplicaci6n bilineal f de /Fx ffe en un es 

pacio vectorial cualquiera es tal que f(cx., 11) = cx.fj í ( 1, 1) recono-
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ceremos que el par (JF, ~), donde ~(a,{3)= a{J, es el producto 
JF © F, y por consiguiente se tiene a ~ {3 = a {3. Se tiene por 

tanto que .C(U;W) = .C(V; Z) = .C (V; IF) = .C( V) y .L( U® V; W®Z) 

= .L( V® V;IF Q9 IF) = .C( V® V; IF) .C( V 0 V). Además, la aplica-

ción ~ definida en la sección 5.11 es tal que para A y B perten~ 

cientes a .C(V) se tiene 

A ( V 1 ) ® B ( Vi ) 

y por tanto 
~(A,B) A·B. 

Nuestra demostración deberá reducirse a probar que existe 

por lo menos un elemento w de .C ( V® V) que no está contenido 

en Jm ~. 

Con cada función lineal hE .C( V® V) asociemos un subespacio 

"h e V tal que 

{ XEV J h(x@ y)= O, 

Si suponemos, además, que hE!m ~, entonces podemos probar que el 

espacio cociente V¡~ tiene dimensión finita. En efecto, h puede 

expresarse como una suma finita de la forma 

h = L ~ ( A; , B¡ ) , 
j = 1 

y por tanto 

h(x®y)= ¡: A¡ ( X) Bi ( y ) • 
i = 1 

r 
Cualquiera que sea el elemento XE n Ker A¡ se tiene 

j =1 

h (X @y) o , y E V, 
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y por tanto 

Ke r A¡ 

de donde se deduce que 

dim "lv: ~ dim [v¡ .Ó Ker A 1] • 
h 1-l 

Ahora bien , si definimos la aplicación lineal A: V-+ .lF ' tal que 

A(x) = (A1 (x), •• . ,Ar(x)), es claro que Ker A = i ~I Ker A¡, y por 

tanto existe el isomorfismo inducido (ver secci6n 3 . 5, Pte. I) 

r 
VI n Ker A. -+ Im A e;_ IF ' 

j = 1 1 

que aplica a cada clase de VI i Q 1 Ker A¡ en el elemento de JF
7 que 

es imagen por A de cada uno de los elementos de dicha clase. Se 

deduce de aquí, que 

r 
dim VI n Ker A,· ~ dii'n JFr = r, 

j =1 

y por consiguiente 

dim VI~ ~ r. (5.11.4) 

Es decir que cada función he Im et> tiene la propiedad de que Vh 

cumple la condición (5.11. 4). 

Consideremos ahora la función w de .C (V ®V) tal que 

donde ~v y r¡v ( v = 1 ,2 , ... ) son las componentes de x e y respecto 

de una base dada cualquiera de V . Es evidente que Vw = {O} y por 
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tanto d i m 1'l Vw = dim V= 00 • Por consiguiente w no per t enece a 

Jm <I> pues Vw no cumple la condición (5. 11. 4) . 

5.12. Producto de Kroneck e r o product o tensorial de matric es. 

Según sabemos, cada endomorfismo de un espacio vectorial de 

dimensión finita puede ser representado poruna determinada matriz 

cuadrada cuando el espacio es r eferido a una dete~minada base . 

En esta sección consideramos dos endomorfismos A: u~u y B : v~v 

de los espacios U y V de dimensiones m y n. Dadas las bases 

&. { e 1 , • • • , e m } de U y r = { {1 , • • • , fn de V y 1 as m a t r i ces 

O' = (a ; ) y {3= ((3:) que representan a A y a Ben esas bases, re~ 
pectivamente , nos proponemos calcular la matriz que corresponde 

a la transformación lineal A QS> B de U~ V en U®V respecto de l a 

base 

Se tiene 

y 

Por consiguiente, haciendo uso de la fórmula (5.11.3) puede es­

birse 

(5.12.1) 

Los términos de la matriz de A 0 B respecto de la base & 0 f' 

son por tanto de la forma 
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O e f i n i e i ó n 5 . 12 . l. Dad as 1 as m a trice s a = ( a_; ) de orden ,,. , y 
k J 

(3 = ( (3
1 

) de orden n se llama p1•oducto de Kronecker o producto ten-

sorial de a y (3 , y se designa por a 0 (3 , a la matri z c:le orJen 

mn 

0'1 {Jn 
l l 

O' I {Jn 
1 n a~{3~ ex,! (3: 

O' ® (3 (a¡ 
J 

(3:) = (5.12.2 ) 

a';f3f O'~n {3~ a:f3J a:;!IJ! 

que en forma abreviada puede escribirse 

O' @ (3 = 

La fórmula (5.12. 1), si se tiene en cuenta la nr<lenación 

de los elementos de la base & ® 'F permite enunciar inmediata­

mente la siguiente proposición: 

Teorema 5 .12 .1. Si a = (a;) es la matriz del endomorfismo 
J 

(;> k ) • , A : U--+ U. respecto de la base (!¡.de U y (3 = ((3
1 

es la matriz uel 

endomorfismo B: V--+ V respecto de la base ¡: de V, la matriz del 
endomorfismo A ® B U 0 V --+ U ® V respecto de la base & x j= es 
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el producto de Kronecker a ® {3 de las matrices de A y B. 

La noción de producto tensorial de matrices puede extender 

se a un número finito de factores mediante la fórmula de recu­

rrencia. 

Ol1® •• • © Olp = (Ol1 ® ••• <i9 Olp-1) ® Olp. 

Los términos de esta matriz son de la forma 

Ejercicio 5.12.1. Determinar la fila y la columna de la matriz 
i1 ... Íp 

a 1 ® ••• ® ªP a la cual pertenece el t€rmino {3 • 
kl ... kp 

Ejercicio 5.12.2. Demostrar la propiedad asociativa del produc­

to de matrices 

5.13 Traza de los endomorfismos de un espacio de dimensión finita. 

Sea V un espacio vectorial de dimensión n . Se deduce de la 
aplicación D de la sección 5.5 y del ejercicio 5.5.2 que el es 

pacio .f(V;V)=&(V) delosendomorfismosdeV es el producto 

tensorial V <i9 V* cuando la aplicación universal lfJ: V x V*~ &(V) 

se define por 

( "/) (V, f) ) (X) f(x) ·v. 

Dada la aplicación bilineal 8: V x V*~ F definida por 8 (x,f) 

= f (x) existirá la función lineal única T : & (V) -r JF tal que 

8 ::: T o "/). 
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Se ve de esta manera que r hace corresponder a cada endomorfis­

mo Te &(V) un escalar determinado r(T) que es función lineal de 

T y que es invariante respecto de los cambios de base de V. Va­

mos a obtener ahora una expresión de r(T) para una base dada 

{e 1 , ••• , en} de V. - Designemos por {e 1 , • •• , en } la base dual 

de V* . Puesto que T es un elemento del espacio &(V) que es una 

representación de V 0 V*, podrá escribirse 

n 

i=l 

Por consiguiente, 

n 

L ex/lfJ(e¡,ei). 
j =1 

n 

T ( T) 
j 

"' L ex 
j 

( r o 1fJ ) ( e. , ei 
t 

L L ex;o(e¡,ei) 
j =1 j = 1 

n 

L L ex'. ei (e. 
J 1 

j =1 j=l 

Ahora bien, 

i 

j 
:¿; ex 

i=J 

i=1 ¡=1 

T(ek ) ~ L ex 
j [ lfJ (e¡ ' ei ) ] ( ek ) 

j = 1 j = 1 

n 
L 

j 
ex e k j 

j = 1 

Luego la matriz de Ten la base { e . 
1 

(5.13.1) 

11 n 

L 
j 

ex. 
j =1 j=J 

J 

es justamente (exJ). Por 

consiguiente la fórmula ( 5 .13 .1 ) expresa que el escalar r( T), 

que corresponde a T por la aplicación res igual a la swna de los tér 

minos de la diagonal principal de la matriz que representa a T en una base 

cualquiera. Dicha suma, según ya hemos visto en la sección 13.Z 

Pte. 1, se llama traza de T. 

El teorema 5.12.1 y la fórmula 5.12.2 permiten reconocer 

que la traza del producto tensorial de los endomorfismos Ae&(U) 
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y B e &(V), cuyas matrices respecto de las bases & de U y F de 

V son ex y ~, es dada por 

Es decir que la traza del producto tensorial de dos endomorfis­

mos es igual al producto de las trazas de dichos endomorfismos. 

5.14 Componentes de un tensor del producto tensorial de espacios 

de dimensión finita. 

Las siguientes consideraciones se refieren a tres espacios 

vectoriales U, V, W de dimensiones m, n, y p respectivamente, p~ 

ro se extienden sin ninguna dificultad a un número cualquiera de 

espacios de dimensión finita. Supongamos que {e. } , {f. } y {gk } 
l . J 

son bases de U, V y W respectivamente, y consideremos tres vec 

tores cualesquiera 

Se tiene entonces 

t = u® V ~ w 

Por tanto, si tí j k 

tor de base e. @ 
l t. 

J 

V w 

designa a la componente de t relativa al vec 

® g~, se tendrá 

es decir que esa componente es igual al producto de las compo­

nentes de u, v y w respecto de eí , fj y gk respectivamente. 

Ya vimos en la observación A de la sección 5.6 que no es 

conveniente, en general, identificar a los espacios U® V® W 
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y V@ U® W. Así z :: v ©u ® w y t = u ® v @ w de ben considerar 

se como tensores distintos en general. 

La componente de z r elativa a ti @e¡ <.8> gk es 

ziik = d vi wk = tijk 

Consideremos, en particular, el caso del producto de varios es­

pacios que son iguales a V o 

V@ V*@ V. En este caso, 

a su 

si & = 
dual V* . 

' 
{e¡} es 

sea por ejemplo 

una base de V y 

de &* = {e *i } es la base dual 

sorial a la base {e¡ @e*i0 

r elativa a e¡ ®e *i ®e k será 

V* 
' 

referiremos el producto ten 

e k } ' y la componente de t = X @y*@ Z 

i. k . k 
t = x1 y

1
. z , 

j 
(5.14.1) 

donde la ordenación de los índices superiores e inferiores es tal 

que basta para mostrar de inmediato de qué producto tensorial de 

espacios V y V* se trata . Así por ejemplo, 

• 'k 

t/ ' i j ~ 

t k ' 

• • k 

ti j ' 

son elementos de los espacios 

V@ V0 V, V* @ V*@ V*, V*® V® V, V@ V® V*, 

V* ® V* © V, V* ® V® V*, V@ V* 09 V*, 

respect i vam·en te . 

Los elementos qecada producto de espacios vectoriales igu~ 

les a V o a V~ se llaman tensores sobre V, denominación que se em 

plea también en el caso en que V no es de dimensión finita. 
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5.15 Producto tensorial de subespacios y de espacios cocientes. 

Teorema 5 .15. 1. Dados los espacios U y V y sus subespacios UI e U 

VI e V, sean: ( Z, i.p) el producto tensorial de U y V, i.pI la restriE_ 

ci6n de i.p al subconjunto UI x VI, y Z I = Im IPI la imagen de i.pI 

entendida como el subespacio de Z generado por los elementos de 

"'I ( UI X ~). Entonces ( ZI' i.pI) es el producto tensorial UI ® VI ' 

y podemos decir que está contenido en U® V. En particular, 

UI ® V y U~ VI están contenidos en U@ V y son por tanto sub­

espacios de dicho espacio . 

Oemostraci ón. El par ( ZI , IPI) cumple evidentemente la condición 

T1. Para probar que es el producto tensorial UI ® ~ podemos 

aplicar el teorema 5.5.1. Sean {a ¡ } ;ei y {bj }jef dos familias li. 

de elementos de UI y ~ respectivamente, y por tanto 1 . i. en U 

y V. En virtud del teorema 5. 5.1 los elementos del conjunto 

{i.p(a¡ ,bj) }iei, jef son 1.i. en Z. Puesto que i.p(a¡, bj) =i.pI(a ¡, bj), 

resultará que {i.pI ( ª;, bj) } i ei, j EJ será un conjunto de vectores 

l.i . de ZI; y por consiguiente (Z
1

, i.pI) es producto tensorial 

de ~ y v;. • 

Teorema 5.15.2. Con las mismas notaciones del teorema anterior, 

el producto tensorial de los espacios vectoriales cocientes (Pte 

I, sección 2. 4) U!U¡ y VI 'Vi es el par ((U CiJ V) I T( Uu VI), '1') en 

donde 

y 

es la aplicación bilineal '11 = 1T º @ compuesta de la aplicación 

tensorial @: U x V~ U~ V y del homomorfismo canónico (Pte.I, 
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sección 2.4) 'IT: U® V-+(U ®V)/T(L'z, V1 ), de manera que se tiene 

'lt(Ü, u)= n(u 0 v), 

donde U€ U/ f1i, Ü E VI VI, y u y v son elementos cualesquiera con 

tenidos en Ü y v respectivamente . 

Demostración. Según el teorema anterior U1 ®V y U@ V1 son su_Q 

espacios de U® V= W, luego podernos considerar el subespacio 

de W 

y el homomorfismo canónico n : W-+ W/ WI que es desde luego una 

aplicación lineal. 

-Si u es un elemento arbitrariamente elegido de u € U! U
1

, 

cualquier otro elemento de u puede expresarse en la forma u+u 1 

donde u1 E f1i. Semejantemente, si VEVE V/VI, los elementos de 
-
v se expresan en la forma v + vI donde vI € Vi . Se tiene entonces, 

-
cualesquiera que sean u+ u1 E u y V + VI €V , 

y puesto que u® vI + uI ® ( v + v 1 ) E W, se tiene que 

es decir que el valor n (u @ v) es el mismo cualesquiera que sean 
- -los elementos UE u y VE v que se consideren. Resulta por tanto 

bien definida la aplicación bilineal 

'1t: u; x v4T Vi VI 
-+ W¡ W. 

I 

para la cual es ~ 

'lt(u,v)=n(u~v), (u€ Ü, v € v ). 
Vamos a probar ahora que el par ( W/ ~, 'lt) es el producto 

tensorial U/ UI ® VI Vi 
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Sabemos que los elementos u ® v generan a W; luego, los 

elementos 1T (u ® v ) generan a W/ Hj, es decir que los elemen­

tos 'l'(u, Ü) generan a este último espacio, y por tanto se cu!!! 

ple la condición Tl del producto tensorial. Vamos a demostrar 

la condición 12. 

Sea H un espacio vectorial cualquiera, y 

una aplicaci6n bilineal. La aplicaci6n {3 U x V -+ H definida 

por 

[3(u,v) = {31 (Ü, u)' (ueii, ve Ü), 

es también bilineal; y, en virtud de la propiedad de factoriza 

ción del producto tensorial, existe la función lineal bien de­

terminada f : U @ V-+ H tal que 

f ( u @ V) = {3 ( u ' V ) = if 1 ( ü ' V ) • 

Se tiene por tanto que 

y 

f31(0,y) 

[3
1
(Ü,O) 

Pu es t o que T ( f1i , V1 ) = W¡ , 

O para u e U , v1 e "i. 

núcleo de la aplicación lineal 

1T, es el subespacio generado por los tensores u 1 ® v y u ® v1 

tales que u e U, u1 e U1 , ve V, v1 e Vi, resulta que Ker 1T e Ker f, y por 

tanto la aplicación lineal f 1 : W/ W1 -+ lI que es bien .definida 
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por 1 a re 1 a c i ó n ( ve r e 1 ~ j e r ci c i o 5 . 1 5 . 2) '1 ( w ) 
w e WI W1 y we w, ti e ne la p r opiedad 

f l O 'fT : f • 

Por consiguient e , 

f ( w) d onde 

µ
1 
(Ü ; V) = f ( U @ V ) = '1 ( 1T ( U @ V ) ) = f l ( 'lf( Ü, V ) ) , 

de donde resulta que µ = {
1

°'11 , y por tanto '11 cumple la condi­

T2. 

Corolario. Si ( U IU1 @ VI V1 , ® ) es el p r oduc t o tens or i a l de 

UI U
1 

y VI V1 1 existe un isomorfismo natur al 

tal que, si 1T es la proyección canónica. 

1T U (8) V ~ ( U ® V) I T ( U1 , V1 ) , 

se cumple que 

ge ü ® v) 1T (U ® V) 

para u e U! e~ , ve VI~, u e ü y 
-

V €V. 

Demostració n . En virtud del teorema anterior ~l par 

(( U<i9 V)/T ( U1 , V1 ), '11) es producto tensorial de UIU1 y V/V1 • 

Puesto que (Ulu ® Vfv., <29 ) es también producto tensorial de los 
1 1 

mismos espacios, el tyorema de un_ici dad del producto t ensor ial 

(teorema 5. 2.1 ) implica que existe un único isomorfismo 

g : Ulu ®Vlv. ~ (Ux V )IT(U .V.) talque 
1 1 1 ' 1 

y por tanto 
g(uiS9v> '11 (u , v) 1T (u®v) . • 
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*Ejercicio 5.15.1. Dada la aplicación bilineal 

<.p: u X V ~ w, 

y los subespacios U1 e u, V1 e V y W1 e W, supongamos que se 

cumplan las condiciones 

<.p ( u
1

, V ) € W1 , para todo (u 1 ,v)eU1 xV 

y ..p(u, v1 )e W1 , para todo (u' v
1

) C Ux~; 

y sean p : u ~U/u 
1 ' 

a: v~ Wv 
1 ' 

7r. w ~ "íw 
1 , los isomorfismos ca-

n6nicos. Existe entonces la aplicación bilineal 

tal que ~(Ü,Ü) = 7r(..p(u, v)) para todo 
- -y para u y v tales que pu= u y av=v. 

*Ejercicio 5.15.2. Si t 

nes lineales tales que 

U~ V y g: U ~ W son dos aplicaciQ 

Ker g C Ker f, 

existe una aplicación lineal f 
1

: Im g ~ V tal que 

5.16. Imagen y núcleo del producto tensorial de dos aplicacio­

nes lineales. 

En la sección 5.11 hemos tratado acerca del producto tensQ 

rial de dos aplicaciones lineales. En esta sección vamos a valer 

nos de resültados de la sección anterior para obtener expresiones 

de la imagen y del núcleo' de dicho producto tensorial. 
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Teorema 5.16.1. Dadas las aplicaciones lineales A: u -+ w y 

B: V -+ Z, se cumplen las relaciones 

Im ( A ® B ) = Im A ~ Im B (5.16.1) 

y 
Ker (A ® B) = Ker A ® Im B. (5.16.2) 

Demostración. Segdn hemos establecido en la sección 5.11 es 

(A ® B) (u ® v) = A( u) ® B ( v) € Jm A © Im B . 

Como esta relación se cumple para cada elemento u ® v descompo­

nible de U® V, se extiende en general para cada elemento de 

U® V. Además, cada elemento de Im A 09 Im B es de la f orma 

I: A ( U¡ ) © B ( V¡ ) I: (A (8l B) (U¡ Qs) V¡ 

( A Q9 B ) ~ ( ui ® v ¡ ) E I m( A® B) . 

Por consiguiente, 

Im( A ®B) ImA © Im B. 

Vamos a demostrar ahora la relación (5.16.2). Las arylica­

ciones lineales A y B dan lugar a las aplicaciones lineales in­

yectivas 

A: U/Ker A -+ W y B : V¡Ker B -+Z 

tales que 

Au = Au y Bu = Bu, 

donde u es un elemento cualquiera de la clase U de U1<"erA y u 

es un elemento cualquiera de la clase v de V.fierB · La aplicación 

lineal (sección 5.11, observación 2) 

A !~ B : U¡Ker A @ V¡ Ker B -+ W ® Z , 

dada por 

(,4®jj)(ii0iJ> .A(u) ® B(v), 
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es también inyectiva. En efecto, consideremos las aplicaciones 

lineales 

A' ImA ~ lj.Ker A 

tales que 

X' (A Ü) -= u 

Se tiene evidentemente 

A' 0 A = IÜ y 

y 

y n' Ir"' B 

B' (B -
V) = V 

ñ• 0 ñ = 1-v 

~ \'l.Ker B ' 

donde lü e Iv son las aplicaciones idénticas de Ü = U¡Ker A y 

V= V¡KerB respectivamente. Puede escribirse entonces 

[ ( A' ~1 B' ) º ( A ® B ·) l ( U ~ V (A'@ 13~ ) (A ü ® 13 u ) 
(A10 .A)ü Q9 (B' 0 H)v 

[ (X' ºJi) © ( B' º 13 ) 1 ( ü © u) 

( A. 1 ® B 1 
) º ( A @ 13 ) = ( A• º A) Q9 ( ff • º 13 ) = I [J1:8i I v = I ¡¡ ® 

y por consiguiente A© B es inyectiva. 

Consideremos las proyecciones canónicas 

y 

1í u0v~(UC9JV)¡ 
T(Ker A, Ker B) ' 

donde 
T(KerA, Ker B) = KerA@ V+ U@ Ker B 

Se tiene entonces por la definición de . A y B. 

A o 1í1 =A y B ·º 1í2 = B. 

V ' 
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Según el corolario del teorema 5.15.2 existe un isomorfismo 

~ (U® V)¡ T(Ker A, Ker B) 

tal que 

g( 1T l U 0 1T2 V) = 1T (U Q9 V ) • 

Definamos ahora la aplicación lineal 

x: (U® V)! T(Ker A, Ker B) ~ W ® Z 

tal que 
X = (A ® B ) o g -l 

Puesto que g-
1 es un isomorfismo y A ® B es inyectiva x también 

será inyectiva. Además, si uEUyvEVson arbitrarios, tendremos 

< x º 1T ) <u 0 v ) = < < .A 0 .B ) º 1r1 
) 1T < u G?J v ) 

= ( ( A ® B ) o g-l ) g ( 1T 1 u ® 1T 2 V) 

=(A®B) (1T
1

U®1T2 v) 

= A ( 1T 1 u) 6?) B ( 1T2 V ) = A u ® B ü 

=Au®Bv = (A~B)(u@v), 

de donde resulta que 

Puesto que x es inyectiva, Xo1T se anula donde se anula 1T. Por 

consiguiente 

Ker (A ® B) Ker 1T T ( Ker A, Ker B) 

Ker A ® V + U® Ker B. • 

Corolar;o l. Si Ay B son inyectivas, A®Bes inyectiva y si 

A y B son sobreyectivas, A® B es sobreyectiva. 
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Demostración. La primera parte se demuestra en forma semejante 

a la que hemos empleado en la demostraci6n del teorema anterior 

para poder probar que A©B es inyectiva. 

La segunda parte es una consecuencia inmediata de la fórmula 

(5.16.1). • 

De los teoremas 5.15.2 y 5 . 16.l resulta inmediatamente el 

corolario siguiente. 

Corolario 2. Si rr designa al homomorfismo canónico de U@ V so 

bre U®V )¡Ker (A~ B), y si 

'1': UXerA x V/KerB -+ (Uf.i>V)fKer(A@ B) 

es la aplicación bilineal definida por la relación 

'1'(u, Ü) = n(u,v) 

donde ue u e U¡J{er A y ve Ü e '1Ker B, entonces el par 

( ( U @ V)¡ K e r ( A x B) ' '1' ) 

es el producto tensorial de UfKer A y '1Ker B . 

5.17. Producto tensorial de aplicaciones y de funciones bili­

neales. Dualidad entre productos tensoriales de espacios vecto 
ria les. 

El siguiente teorema proporciona el producto tensorial de 

los espacios de aplicaciones bilineales B (u, U'; U") y B(V,V'; V"), 

donde U,U',U",V, V'y V" son espacios vectoriales dados, como un 

subespacio del espacio de aplicaciones bilineales B(U®V, U'®V'; 

U"xV") , con lo cual queda definido el producto tensorial de dos 

aplicaciones bilineales. 
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Teorema 5.17.1. La aplicación bilineal 

x: B (u~ U'; U") x B(V, V'; V") ~ B (U <?SJ v, U'® V';U"G9 V"), 

tal que para <PeB(U,U';U"), 'lle B(V, V'; V"), xeU, x'eU', ye V, y'e V' cua 

lesquiera, es 

x(<I>, 'll)(x~ Y, x'® y') = <I>(x,x') ® 'll(y, y'), (5.17.1) 

es bien determinada, y el par (Im X,X) es el producto tensorial 

de los espacios B( u, U'; U") y B (V, V'; V"), y se tiene por con­

siguiente 

X ( <I> ''V ). ( 5 .17. 2) 

Demostración. Para demostrar la existencia de la aplicación bi 

lineal x(<I>,w) que cumple la condición ( 5.17 .1) consideremos las 

aplicaciones lineales 

f : U <2' U' ~ U" y g: V® V' ~ V" 

que corresponden a las apli~aciones bilineales por las re~ 

pectivas aplicaciones universales ®: u X u'-+U © U'y 0: V xv '~VQS>V'. 

Se tiene por consiguiente 

y 'V = g o® 

f ® §5 es entonces (ver la sección 5.11, y en particular la ob 

servación 2 ) una aplicación 1 in e al de (U® U') © (V'9 V') en U"<~W", 

tal que 

(f Q9 g) ( (X Q?' X') ® (y ® y') ) f (x ®x') ®g (y ey') 

<I>(x,x') ®'l!(y,y'). 

Sea ahora 

S : ( U® V) QS:> ( U'® V') ~ ( U ~ U' ) ® ( V ®V') 

el único isomorfismo que cumple la condición 
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S((x ®y) 0 (x'0 y')) (x 0x') @(y @y'), 

que existe por la aplicación de las relaciones l. y 2. del teo 

rema 5.6.1, y la observación B de la sección 5.6. 

Podemos definir ahora la aplicación lineal 

( f 0 g ) o S : ( U ® V) ® ( U'® V') -+ U" Q9 V" , 

y por consiguiente la aplicación bilineal 

X ( <I>' '11 ) : ( u ~ V) X ( u 1 ® V') -+ U"© V" 

tal que 

X ( <I>, '11) ( w, z ) = ( f Q9 g ) ( S ( w 0 z ) ) , WE u 0 V ' z €U'® V' . 

Se sigue de aquí que 

x ( <1>, '11) (x 0 y , x' 0 y ~ ( i ®g) ((x @x') 6s'> (y®y') 

<I> (x, x')® '11 (y,y') 

y por tanto x(<I>, '11) cumple la condición ( 5.17 .1) 

Probemos ahora que el par. (lm x,x) es un producto tensori~ 

de B( U, U'; U") y B (V, V'; V"). Deberemos probár, simplemente , 

en virtud del corolario 4 del teorema 5.5.1, que la aplicación 

lineal 

g B ( U, U' ; U") Q9 B ( V, V' ; V") 

-+ B ( U 0 V, U'® V' ; U"~ \l") 

tal que es x =go Q9 donde Q9 designa a la aplicación universal 

B ( U, U ' ; U") x B ( V, V' ; V") -+ B ( U, U' ; U") 0 B ( V, V' ; V") , 

es inyectiva. 

Sea w un elemento de B( U, U' ; U") 0 B ( V, V'; V") tal que 

g(w) =O. Bastará probar que la suposición de que w =1=0 implica 
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contradicción. Supongamos pues que w=I= O. Según la propiedad 

III de la sección 5 .4 puede escribirse 

w = I: <l>¡ ® '11¡ , 
j =1 

<I> ¡ E B ( U , U ' ; U") , '11¡ E B ( V, V' ; V") , 

donde los <l>. 
1 

y Jos '11¡ son l. i. 

Se tiene entonces 

g(w) ¡; g ( <l>¡ ® '11¡ ) 
i = 1 i = 1 

y por tanto la suposición g(w)= O implica que 

L ( <l> i ( X , X 1 
) 1g 1 \}! ( y , y 1 

) ) = 0 , ( 5 .17. 3) 
i =1 

para cada ( x, x') e U x U' y (y, y') E V x V' • 

Puesto que <1> 1 no es nula, puede escogerse el elemento 

( a ,b) E U x U' tal que <1>
1 

(a,b) =/=O . Sea p;;;;:.:J el número maximal 

de vectores <1> 1 (a, b), ••• <I>r (a ,b) que son 1 . i. Podemos suponer 

por consiguiente que <I> 1 (a, b), ••• , <l>P (a, b) son 1. i . 

entonces que 

Se tiene 

X j ; <l>¡ ( a , b ) , j p+l, .. . , r; 
i = 1 

y de ( 5.17 .3) se sigue 

p p 

¡; ( <l>¡ ( a, b ) @ '11 ¡ (y , y ' ) ) + I: ( ¡; X . . <l>¡ (a, b ) ~ '11 i (y , y ' ) ) 
i = 1 j = p+l j = 1 J l 

para (y ,Y') EV x V' cualquiera. Es decir que 
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j '='l 

[<I>¡ (a,b) Q9 ¡; 
j =p+l 

X . . '11. (y, y' ) + '11
1
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J 1 J 

o 
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para cualquier (Y, y') e V x V' . 

Puesto que los lf>¡(a , b) , i = 1, •.• ,p , son l . i. , la propie­

dad IV de la sección 5.4 implica que 

'1¡ . ( y ' y') + 1 ' ••• ' p' 
j = p +1 

para cada par (y , y') e Vx V' Por consiguiente 

'11¡ + L 
j =p+l 

lo cual contradice la suposición de que las '1j son 1 . i, y por 

consiguiente debe ser w =O . Es decir que g (vJ) =O, implica 

que w=O, y por tanto g es inyectiva . • 

Teorema 5.17.2. Dados los dos pares de espacios vectoriales 

(U, U') y (V, V'), y dos funciones bilineales 4>: U x U' ~ IF y 

'l': Vx V' ~ IF, <I> @ ir es una función bilineal definida sobre 

(UQSi V) x (U' 0 V'), tal que 

( <I> QSl 'l! ) ( X Q9 y , X 1 @ y 1 
) = <l> ( X , X ' ) 'li ( y , y ') • 

Adem&s, para que <I> 0 '11 sea no degenerada (definición 2.1 . 

2), es condición suficiente que '11 y <I> sean no degeneradas. Esta 

condición es también necesaria si ninguno de los espacios U, 

U', V, V' se reduce al vector nulo. 

Demostración. El teorema 5.17.1 permite establecer que <l>©'l' 

es una función bilineal definida sobre (U® V) x (U'.g> V') y con 

valores en IF@ IF = IF (ver el ejercicio 5.4.1), y se tiene 

( el> © 'li ) ( X @ y , X 1 ~ y 1 
) = <f> (X, X 1

) @ 'li ( y, y') = <f> ( X , X ' ) 'li ( y , y 1 
) , 

213 



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL . SEGUNDA PARTE 

Probaremos ahora que <I> (g. '11 es no degenerada si <I> y '11 son 

ambas no degeneradas. 

Consideremos las aplicaciones lineales 

'{) : u -+ .e (u') ' l/I: V-+.C(V'), 8 · U 0 V -+ .C (U' 0 V') , 

cu y os va 1 o res , ip
0 

, 1/1 b , 8 e , par a a E U , b E V y e E U 0 V son de 

finidos por las relaciones 

'{)ª ( x' ) = <I> (a, x' ) , 1/lb (y ' ) \JI ( b , y') , 8 e ( z') = ( <I> ® 'Ir) (e, z ' ) , 

(5.17.4) 

donde x'EV', y'EV', z'E U'® V' . 

Existe entonces (secci6n 5.11, (5.11.3)) la aplicación li-

ne al 

ip ~ l/I : U 0 V -+ .C ( U ' ) ® .C ( V' ) 

tal que su valor para a ® bE U@ V es 

(ip~ ¡/l)(a0b) ip (a ) @ ¡/;( b) 

para aEU, bEV. 

Según se ha visto en la sección 5 . 11, .C(U') @.C(V') es un 

subespacio de .C(U'@ V'). Vamos a probar que 

8 = i o(ip&>l/I), (5.17.5) 

donde i es la aplicación de inclusión de .C (U') 0 .C (V') es 

.C( U' @ V'). Se tiene en efecto (ver la secci6n 5.11) 

[ i ( ip Q9 1/1 ) ( a ® b ) ] ( x' ~ y ' ) 

ip a ( X 
1 

) ® l/Jb ( y 1 
) 
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<f>( a , X 1 
) 'Ir( b , y 1 

) ~) 

De (5.17.4) se sigue 

() ( x' ®y') 
a ®b 

( <I> ® 'Ir)( a ® b, X 1 0 y 1
) <I>(a,x') (b,y'). 

Por consiguiente, se tiene 

i((tp Q9i/¡)(a Q9b)) = ()a®b a € U, b € V, 

de donde se deduce la relación ( 5 .17. 5), y puesto que i es inye~ 

tiva resulta 

Ker O Ker ( 'P ® l/J) • 

La ecuación (5.16.2) nos permite escribir entonces 

Ker O= Ker 'P 0 V + U @ Ker l/J. ( 5.17 .6) 

En la sección 4.1 hemos introducido las nociones de radi­

cal izquierdo y derecho de una función bilineal. Vamos a repr~ 

sentar ahora los radicales izquierdo y derecho de las funciones 

bilineales 

<I> : u X U' --+ IF' 'Ir: V X V' --+ lF y <I> ©'Ir: ( u @ V) X (U' Q9V') --+ 1F 

por 

Nu<I> Y Nu,<I>' Nv('lr) Y Nv,('11), Nu@v(<I>@'lr) Y Nu'®v'(<I>@'lr), 

respectivamente. 

Los núcleos de las aplicaciones lineales O, 'P y ..¡; son 

Ker O = { e€ U © V 1 ( <I> ® 'Ir) (e, z ' ) = O , 4f z' € U' ® V' } = 

1) Debe tenerse presente aquí que tp a (x ') y 1/tb (y~ son escalares y por tanto 

'/Ja (X')@ l/Jb (y') = '/Ja (X) l/Jb (y')' 
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Ker ip 

Ker l/I 

{ a E U 1 <I>(a ,.x' ) 

{ b E V j 'Ir( b' y') 

0, .J,f- X 1 EU 1
} 

0, 4f y'EV'} 

Por consiguiente, la relación (5.17.6) puede escribirse 

En forma análoga, permutando los papeles de (u, V) y (U', V'), 

puede probarse la relación 

<I> ~'Ir es no degenerada si se cumple que 

Para esto es suficiente que se cumplan las condiciones 

Nu(<I>) = Nu,(<I>) = {O} y Nv ('Ir)= Nv 1 ('1r) ={O}, o sea que <I> y '1' 

sean no degeneradas. Es claro que si ninguno de los espacios u, 
V', V, V' se reduce al vector nulo, estas últimas condiciones son 

necesarias para que <I> ®'Ir sea no degenerada~ • 

Corolario 1. Sean (U*, U) y (V*,.V) dos pares de espacios dua­

les. Los espacios U* ®V*y U®V sonentonces duales, y el ]!TOduc­

to escalar sobre esos espacios, que cumple la condición 

< x*® y*, x ®y > = < x*,x ><y* ,Y > , (5.17.7 

donde xE u, x *E U*, y E V, y *E V*, es único. 

Demostración. Consideremos las funciones bilineales 

<I>: U*x U ~ffe y 'Ir: V*x V ~ffe constituídas por los productos es 

calares correspondientes a los pares (U* U) y (V* V) de modo que 
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<I>(x*,x ) =< x* x>, '1'( y*' y) = < y*' y> • 

Las funciones <I> y 'Ir son no degeneradas en virtud de la de­

finición del producto escalar (Pte.I., 4 . 1) . Luego, según el 
teorema anterior <I> ® '11 : (U* ® V*) x (U® V) ~ IF es una función 

bilineal no degenerada, es decir un producto escalar de los es­

pacios U* ®V* y U® V, los cuales, por tanto, son duales en­

tre sí . 

Podernos escribir entonces 

< t *, t > = ( <I> ® '11) ( t * , t ) par a t *e U* ® V* , t e U © V, 

y se cumple por tanto la condición ( 5.17.7) 

El producto escalar que hemos definido sobre el par de espacios 

(U*® V*, U© V) es el únir::o que cumple la condición ( 5. 17. 7) . En ef ec -

to, si 

e : ( U* ® V* ) x ( u ® V) ~ IF 

es una función bilineal tal que 

e(x*~y*,x @Y) =<x*,x ><y*,y >=(<I> ®'ll)(x*®y*, x®y),entonces, 

puesto que cada elemento de U*® V* yde U© V puede expresarse 

corno combinación lineal de tensores descornponibles, la relación 

anterior implica que 

e( t * , t ) = ( <I> ® '1') ( t * , t ) , V- t * e U* ® V* , te U © V • 

Resulta de aquí que 

e <I> ~ '11. • 
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Corolario 2. Dado el par de espacios duales (U*, U), el par 

(U* © U, U® U*) es dual, con un producto escalar tal que 

< X*© X , y @ y * > = < X*, y > < X , y*> , (x,y E U; x*,y*E U*), 

y el par (U x U* U© U*) es dual , con un producto escalar tal 

que 

< X ® x* , y @ y* > < x* , y > < X, y* > . 

Demostración. La primera parte se prueba aplicando el teorema 

anterior a los pares duales (U*, U ) y (u, U*) . 

La segunda parte resulta de la primera cuando se tiene en cuen­

ta que la aplicaci6n x* © x ~ x iXJ x* determina un isomorfismo 

de U* © U sobre U© U* (teorema 5. 6.1) . 

Corolario 3. Sean (~*, l.';), = 1, ... , p, pares ele espacios 

duales. El par ( q* © •.. @ U/, UI 0 ... ® Up) es entonces dual, 

con un producto escalar que cumple la condici6n 

< XI © .•. ® xP' XI ® ••• ® xp > = < XI' XI > ... < xP' xp >' 

en donde xi E U¡* , X¡ E U¡ • 

Demostración. En el corolario 1 hemos probado este corolario en 

el caso en que p = 2 . El caso general puede probarse por indi­

caci6n respecto de p. Supongamos que la proposici6n se cumple 

para p-1. El par 

(( C1i* ® 

es dual del producto escalar tal que 
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< ( x 1 Q9 ••• @ xP -I ) @ xP-., ( xI ® • . • .8l xp - l ) 0 xp > 

< xI Q9 ••• ~,i xP- 1 , x 1 0 ... Q9 xp-l >< xP,xp > 

< XI ' X 1 > . . . < xP - l ' X p -1 > < xP X p > . 

Los isomorfismos ( U1 ® ..• ~ Up- 1 ) © Uµ -+ U1 0 ... © ~ y 

(U/ QSi . . . © U/-1 ) © U* p -+ U1* ~ ... ® U* p permiten establecer 

entonces que (u¡ 0 ... ® UP*' íf¡0 .. ·® uP) es un par de espacios 

duales con un producto escalar tal que 

< XI QY ... (8l xP -1 ,x 1@ . .. Q9 Xp > 

<( x1 © ... @ xp-1 ) @ xP' x 1 ® • • • @ x ) ® xp > p -1 

< xl X > ... < xP xp > • ' 1 ' 

§ 6. Tensores afines sobre espacios de dimensión finita. 

En este parágrafo y en el siguiente, en que nuestra exposición se or•ienta 

hacia las aplicaciones del cálculo tensorial, vamos a considerar exclusi 

vamente espacios vectoriales de dimensión finita. Supondremos, en particular, 

que V es un espacio de dimensión n. 

6.1 Espacio tensorial afin. Tensores afin~s contravariantes y 

covariantes. Tensores mixtos. 

Definición 6.1.1. Dado un espacio vectorial V de dimensi6n n, se 

llama espacio tensorial afin sobre V de orden r = r' + r" , r' veces con­

travariante y r" veces covariante, al producto tensorial de r espacios, 

de los cuales r' son iguales a V y r" son iguales a su dual V*. 
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Los elementos de tal espacio se llaman tensores afines de orden r , 

r' veces contravariantes y r" veces covariantes. Así, por ejemplo, 

V® V* ® V es un espacio vectorial afín de orden 3, dos veces 

contravariante y una vez covariante. También lo son los espacios 

VtX:l V® V* y V*® V® V. Cuando r' y r" son distintos de cero 

se dice que los tensores afines son mixtos. Dos tensores que tie­

nen el mismo orden de contravariancia y el mismo orden de cova­

riancia se dice que son del mismo tipo . 

Si r "=O los tensores se llaman contravariantes, y sir'= o, 
covariantes. Es claro que estas denominaciones son relativas, por 

cuanto el dual de V* es V y por tanto sus papeles pueden in­

tercambiarse. 

Los vectores de V y V* se consideran como tensores de pri-

mer orden, y se llaman vectores contravariantes y covariantes respecti­

vamente. A todos ellos se les considera como tensores descompQ 

nibles (Ver la definición al final de la definición 5.7.1). 

Los escalares se consideran como tensores de orden cero. 

En vez de las expresiones r' veces contravariantes y r" v~ 

ces covariantes puede decirse r' -contravariante y r" -covarian'te. 

Para cada par de números enteros ( r', r") , r' ~ O, r" ~ O, de 

signaremos por 
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Así, por ejemplo, se tiene 

r' 
@V 

o 

V Q9 V* ® V* , 

V® .•. ®V 
~ 

r' factores 

®º,,v 
r V* G9 . .. G V* . 

'--v--1 
r" factores 

Convendremos en escribir . 

~lv o &lv, é!)ºV 
p ®P V, V*. 

Observación l. Aun cuando los tensores, y en particular los 

vectores, pueden designarse con una sola letra, emplearemos en 

ocasiones las notaciones x
1 

, x
2 

, ••• , con índices inferiores pa­

ra designar a los elementos de un conjunto de vectores contrava­

riantes, y las notaciones x 1 
, x 2

, ••• , con índices superiores, p~ 
ra designar a los elementos de un conjunto de vectores covariantes 

Estas notaciones no deben ser confundidas con las que vamos a in 

traducir después para designar a los escalares que son compone~ 

tes de vectores contravariantes o covariantes. Si v es un vec­

tor contravariante sus componentes respecto de una base { ~ } de V 

se designan por v 1
, v2

, ••• , con índices superiores; y si u es 

un vector covariante sus componentes respecto de una base { ej} de 

V* se designan por u
1 

, u
2

, ••• , con índices inferiores; de modo 

que puede escribirse 

• V y 
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Observación 2. En virtud de la definición 6.11, si se tiene en 

cuenta lo expresado en la sección 5.5, aplicación O, los ele­

mentos de los espacios B (V, V)*, B( V*,V*) y .f. ( V*;V) pueden 

considerarse como tensores dos veces contravariantes; los ele­

mentos de los espacios B( V*, V*)*, B( V, V) y .f.(V; V*), como tens~ 

res dos veces covariantes; y los elementos de B (V, V*)*, 

B (V*,V )*, B( V ,V*)*, B(V*, V), .f.(V;V) y .f.(V*; V*), como ten­

sores mixtos de segundo orden una vez contravariantes y una vez 

covariantes. Si se tiene en cuenta la segunda parte del enun­

ciado del ejercicio 5.10.5 se obtienen espacios tensoriales afi 

nes de orden mayor que 2. 

6. 2. Componentes de los tensores afines. Sea &={ e1 , ••• , en } 

una base del espacio V. Dado que no estamos suponiendo que V 

es euclideano no hay inconveniente en representar a la base dual 

en la forma &* = { e 1 , ••• , e 11
} porque no puede confundirse con 

una base recíproca (Pte.I, definición 17.8.1). 

La notación que vamos a emplear para designar a las compo­

nentes de un tensor afín, dada la base & del espacio V, puede 

ser descrita con ayuda de un caso particular que se extiende s:in 

dificultad al caso general. 

Consideremos por ejemplo al espacio vectorial afín 

V 0 V® V* ® V® V* de orden 5, 3 veces contravariante y 2 veces 

covariante. A la base & le corresponde canónicamente la base far 

mada por 1 os n5 tensores 

donde cada índice puede tomar por los valores 1, 2, ... , n. Si 

t es un tensor del espacio que consideramos escribiremos 
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t h i k 
j 1 eh 

h ' i ,j ,k ,1 

donde está sobreentendido que la suma es múltiple y se extiende 

a todos los valores de 1 a n que pueden tomar los cinco índices. 

Los índices superiores (h, y k en el ejemplo anterior) se 

llaman también índices contravariantes, y los inferiores ( j y l 

en el ejemplo) se llaman índices covariantes . La disposición de 

los índices permite reconocer de inmediato el espacio tensorial 

afín a que pertenece el tensor . 

De conformidad con el convenio precedente los tensores af i 

nes de componentes 

tijk tjk t k 
' i ' i j ' 

t i t j ti j 
j k' j k' k 

pertenecen, respectivamente a los espacios 

V ® V 0 V, V* ® V 0 V, V* ® V* 0 V, V* 0 V* 0 V*, 

V 0 V* 0 V, V 0 V* 0 V*, V* 0 V© V*, V0 V0 V*. 

Observación 1. Dada una base {e¡} de V y la correspondiente b~ 

se de un espacio tensorial afín cualquiera, las componentes de 

un tensor de ese espacio pueden expresarse de manera 

sencilla mediante las componentes de los vectores factores. 

Sea 

base 

La precedente af irmaci6n puede comprobarse con un 

t = u 0 u* 0 w un tensor del espacio V® V* 0 V. 

{e 1 , ••• ,en } de V puede escribirse 

V= ~ w=~ 

ejemplo. 

Dada la 
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y se tiene por tant o 

~ u¡ v j wk e i @ eÍ 0 e k , 

i ,j 'k 

de donde se deduce que 

De la simple observación de esta relación puede deducirse la r~ 

gla general , válida para todos los tensores <lescornponibles. Pue 

de observarse , en particular, que es indiferente el orden de los 

vectores de la base {e¡ } . 

Ahora bien, cada tensor puede expresarse corno suma de un 

número finito de tensores descornponibles, luego sus componentes 

se obtienen sumando las componentes de dichos tensores descomp~ 
nibles, correspondientes a cada tensor de base, las cuales se ob 

tienen mediante la regla antes establecida . 

Observación 2. Dados dos espacios tensoriales afines A y B ambos 

r'- contravariantes y r "-covariantes, y una base { ei} de V, en­

tre las bases que les corresponde puede establecerse una biyec­

ción en que a cada tensor de la base de uno de ellos le corres­

ponde el tensor de la base del otro que es el producto tensorial 

de fos mismos vectores de Za base de V que el primero, pero en e 1 or­

den que corresponde. Así, por ejemplo, al tensor 

eh© ei ® eÍ © ~ © e 1 de la base de V6Y V0V* Q9 V©V* le corres-

ponderá el tensor eÍ ·~ eh ® e¡ ~ e
1 0 ek de la base de 

V* &.l V® V © V* 0 V. 

Si consideramos ahora en el espacio A un tensor descompo­

nible cualquiera, y le hacernos corresponder el tensor descornpo-
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nible de B que es producto tensorial de los mismos vectores que 

el primero pero en el orden que corresponda, resulta de la obser 

vación 1 que ambos tensores tienen las mismas componentes res­

pecto de los tensores de las bases de A y B que se corresponden 

de la manera antedicha; y esa correspondencia entre los tenso­

res descomponibles es canónica, es decir independiente de las ba 

ses. Así, por ejemplo, al tensor t de V® V® V*® V® V* le 

corresponde r de V* ® V@ V Q9 V* @ V tal que entre sus componeE_ 

tes se cumplen las relaciones 

t bi k 
7 

l.li k 
< j 1 j 

para todos los valores de los índices. 

La correspondencia anterior se extiende canónicamente, de 

manera obvia a todos los tensores de A y B. 

De lo dicho resulta, en particular, que los tensores 

de cualquier espacio tensorial afín r '- contravariante y 

r"-covariante está en correspondencia canónica, de la manera di 
r' cha con los tensore_s del espacio Vr,, 

Observación 3. Dado un conjunto nr de funciones con valores es 

calares, definidas sobre el conjunto de todas las bases del esp~ 

cio vectorial V de dimensión· n, se dice que definen a un tensor 

t del espacio tensorial afín ~
1

11 V, o bien que son las compo-
r' nen tes de un tensor de ®r" V, donde r' + r" = r, si pueden ser 

designadas por 

1, •. .. ,n , k 1 , ..• , r) , 
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de manera que elvalorque toma la función t. i 1 ··· i r
1 

• 

1 r 1 + 1 " ' 1 r 
para una base 

dada cualquiera { ~ } de V es la componente de t relativa al 

tensor 

e . Q9 ••• © 
l 1 Q9 e ir'+ 1 

r r 

Q9 ... @ e. 
'r 

( 6.2.1) 

de la base correspondiente de ®,,V. 
r 

r' 
La correspondencia canónica que existe entre @,,,V y cual-

quier otro espacio tensorial afín r'-contravariante y r"-cova­

riante, según se estableció en la observación 2, pennite asegurar 

que si las n' funciones dadas son las componentes de un tensor de 
r 

!8(,, V, también lo son de un tensor t' de cualquier otro espacio 

tensorial afín r'-contravariante y r" -covariante. El valor que 

toma la función t .; 1 
... i,r. para una base dada cualquiera {e ¡ } de V 

1r 1 +1 ... 1 r 

es la componente de t' (relativa al tensor de la base del espacio 

tensorial afín a que pertenece t') que corresponde al tensor 

(6.2.1) de la manera que se vió en la observación 2. 

6. 3. Convenio de sumación de Einstein. En el cálculo práctico 

con componentes de tensores es conveniente adoptar un convenio 

que tiene por objeto suprimir los signos de sumación y simplifl 

car de esa manera la escritura. Según ese convenio, que se lla 

ma convenio de Einstein: 

Cada monomio cuyos f actores están provistos de índices literales superiores 

e inferiores susceptibles de tomar determinados valores numéricos, si algu­

nos de esos índices aparecen como índice super ior de . un factor y como índice 

inferior de otro factor, entonces, salvo aviso en contrario, dicho monomio 

debe considerarse como la representaci6n abreviada de la suma de los monomios 
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que resultan del monomio dado cuando se atribuye a los mencionados índices 
todos los valores posibles. Así, si i=l, ... ,n; j =1, ... ,m; y k = 1, ... ,P, 

se tiene 

j = 1 

a i j X¡ xj k 
j =1 j 

Ol.11 (3 1r 'Y 1 s 
xlylzl 

+ ex. 1 / (3 fr 'Y ps 
X 1 yl zP 

+ ex.ni {3mr 'Yp s 
xn ym zP 

ni 

k a¡ j X¡ 

= 1 

m 

~ 

j = 1 j = 1 

+ ex. JI (3 1r 

xj 

+ a 1 m X 1 Xm + a 21 X 2 X 1 + • • • + a n m Xn Xm ; 

p 
k 

k=l 

'Y 2s 
xl yl z2 + ... 

+ {32r 'Y1s 
1 2 zl + ex. JI X y ... 

En algunos casos puede ocurrir que, dado un producto en que 

ocurra un índice duplicado, no se quiera representar una suma 

respecto de ese índice. En tales casos, en que se d.esee dejar 

sin efecto el convenio de Einstein, deberá hacerse una adverten 

cia expresa en ese sentido. 

En adelante., en lo que sigue del presente capítulo~ emplearemos el co~ 

·Venia en todos los casos en que sea posible hacerlo~ salvo pocas excepciones. 

Aplicación A. Fórmulas de transformación de las componentes de 
un tensor afin cuando cambia la base del espacio V. 

Según sabemos ( Pte . I, sección 6 .10), dadas las bases {e¡ } y 

{e
1
. , } del espacio V de dimensión n, existen los escalares d' y A'., 

1 J 
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t a les qu e se cumplen l a s r el a cione s 

e., = A~,e . . 
J J J 

Entonces , dado un vector cualquiera de V, se tiene 
. , 

x = x' e¡ = x ej , , 

se cumplen las fórmulas 

X i = A ¡ xi ' 
; r 
J 

,, 

·' xl 

Sean ahora y {e 1 } las bases duales de {e¡ } 

( 6. 3. 1) 

( 6 .3. 2 ) 

( 6 . 3 . 3) 

y {ej' } . Dado 

un vecto r cualquiera y d e l espacio dual V* de . V, puede escri ­

birse 

de donde se deduce ( recordar 

cio de las funciones lineales 

Y (e . ) = y e i ( ej ) = y 
J 

( e¡r) 
., 

( e¡') y y. , el 
J 

Por consiguiente se tiene que 

y 

Por otra parte se tiene 

ei ( ej,) 

que V * 

sobre 

Di 
J 

yj' 

y 

se identifica 

V ) 

yj ' 

Di ' 
¡r Y¡ r 

k' . , 
A. D1 

1 k' 

(6.3.4) 

con el espa-

( 6. 3 . 5 ) 

., 
Reemplazando y por e 1 en la primera de las.: ecuaciones ( 6. 3 . 5 ) y 

por e¡ en la segunda, y teniendo presente las relaciones prece­

dentes , resultan las fórmulas 
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., ., . 
e1 = A! e

1 j 
e (6.3.6) 

que son las fórmulas de cambio de bases de V*. Llevando las ex 

presiones ( 6.3 .6) a las ecuaciones ( 6 .3 .4) se deducen las fór 

mulas de transformación de las componentes de un vector de V*, 

., 
= A_1 Y ., 

1 l 
Y ., = 

l 

i 
A .. ' Y. ' l 1 

(6.3 .7) 

donde las ~ son las componentes del vector y E V* relativas a 

la.
1
base {ei} y las yi, son sus componentes relativas a la base 

{el } • 

Las fórmulas precedentes nos permiten obtener las fórmulas 

de transformación de las componentes de un tensor afín cuando 

cambia la base del espacio V. Basta que consideremos un caso 

particular para obtener un resultado de inmediata generalización 

Consideremos por ej ernplo un ·tensor cualquiera del espacio 

V 0 V @ V* @ V @ V* dado por 

t = t h j k 

j l 
e ©e 

h 

Aplicando las fórmulas (6.3.1) se obtiene 

Ah' A¡' Aj k' i th j k 
t = A eh' 0 e . ' 0 

h i j' k ¡r j l 1 

de donde resulta que las componentes de 

,, 
el 0 

l 
e 

ek, 

respecto 

¡' 
0 e 

de la 

base del espacio tensorial que considerarnos es 

Semejantemente se puede ver que 

tb i k 

j l 

(1i k 
j l 

(6.3 . 8) 

( 6. 3. 9 

nueva 

La observación de las fórmulas obtenidas permiten reconocer de 
inmediato cu~l es la regla general. 
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La gene r alización de las fórmulas (6.3.8) y (6.3.9) nos permi te 

demostrar que dados dos t ensores pertenecientes a dos espacios tensoria­

le s afines r'-contravar iant es y r "-covar iantes, t ales que par a las bases de 

es t os espacios que cor responden a una base dada de V tienen las mismas comp~ 

nent es r especto Je los tensores de base qi:e se corresponden según la observa 

ci6n 2 de l a secci6n 6.2 , poseen la mi sma propiedad para l as bases que se 

corresponden a cualquier otra base de V. 

Para hacer ver este hecho nos valdremos nuevamente de un 

ejemplo que basta para apreciar la validez general del enuncia­

do . Sean los tensores 

de V ® V ® V * ® V ® V * y 

h i 
'T = 'T 

j 

de V* ® V® V ® V * ® V . 

Supongamos, que para una base dada {~ } de ~ t hi k. designa 
j l 

a la componente de t relativa al tensor de base eh @ e1 Q9 ei Q9 ek <'!:.; e1, 

y ¡hi 
1 

k designa a la componente de 'T relativa al correspondien­

te tensor de base ej ® eh © ei ~ e
1 ® eh, y que se cumplen las 

igualdades 

hi k ( 6 . 3. 1 0) 'T 
j 

cualesquiera que sean los valores que se dé a los índices. 

Si {ei,} es una nueva base de V que se relaciona con { e¡} 

mediante las fórmulas ( 6 .3.6), las nuevas componentes de t y 'T serán 
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1.' ., k' Ah' A;' Aj Ak' Al th i k t , 1 

l' b i j ' k l' j l 
y 

h' i' k' i Ah'i' A1 Ak' bi k 
T 

l' 
T 

j' j' h j 11 k j l 

de donde resulta, si se tiene presente ( 6.3 .10 ), que 

t h
1 

i
1 

k
1 

j 1 l 1 

cualesquiera que sean los índices. • 

El enunciado que acabamos de comprobar confirma lo expre­

sado en la observación 3 de la sección 6.2. Así, por ejemplo , 

si t:~ k son las componentes de un tensor t del espacio ®} V, 

entonces los escalares 

h i 
T 

j 

son las componentes de un tensor r del espacio V*® VG9V ~ V*@V. 

Aplicación B. El tensor de Kronecke~ 

Consideremos en el espacio @:V un tensor o cuyas compo­

nentes para una base cualquiera dada {e¡} de V son expresadas 

por los símbolos de Kronecker ~; Si se cambia la base {ei} por 

la base {e¡,} , se obtiene 

si © ej º; .. 
Aj ·• ·• A¡ ·• o e . A' ·' e 

. ' ~ el A' ·' e·' @ el • 
J 1 j l ¡ l 1 

·• A¡ 
., 

Pero según se sabe es A' s' ( Pte. I' sección 6 .10). 
.i . ' j' J 

Luego resulta 
. ' ·• o o 1 e 

¡' 
@el 

j' 
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Es decir que las componentes del tensor o son expresadas por el 

signo de Kronecker cualquiera que sea la base de V que se consi 

dere, razón por la cual o se llama tensor de Kronecker asociado al 

espacio V. 

6.4 Criterios de tensorialidad. 

En esta sección supondremos que son dadas nr funciones cada 

una de las cuales es definida sobre el conjunto de todas las ba 

ses del espacio vectorial V de dimensión n, las cuales toman de 

terminados valores escalares en cada una de dichas bases. Nos 

proponemos determinar condiciones para que exista un tensor afín 

sobre el espacio V, de orden r, cuyas componentes respecto de la 

base del espacio tensorial afín a que pertenece, correspondie~ 

te a una base dada de V, sean los valores que las nr funciones 

toman para dicha base de V, 

La cuestión propuesta la expresaremos en forma abreviada di 

ciendo que: dado un sistema de nr funciones escalares que tienen valores 

determinados para cada base de V, se trata de hallar condiciones para que 

sean Zas componentes de un tensor afín de orden r. 

Lo dicho en la observación 3 de la sección 6.2 y al final 

de la Aplicación A de la sección 6.3 nos permite establecer las 

condiciones para que las nr funciones escalares sean componentes 
rl 

de un tensor de un espacio ®r,, V donde r' + r" = r Si lo son p~ 

ra un espacio tensorial afín r'-contravariante y r"-covariante, 

lo serán también para cualquier otro de la misma naturaleza. 

Las n r funciones escalares que consideramos serán designa-

das por 
¡1 ¡2 · ·• i rl 

t. . 
1r' + 1 ••• 1 r 

i k = 1 , ... , n para k = 1, ... , r) . 
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Teorema 6 .4. 1. Para que un sistema de nrfunciones escalaresque tie 

nen valores determinados para cada base que se elija del espacio V 

de dimensión n sean las componentes de un tensor afín r'-contra 

variante y r"-contravariante, donde r" = r - r', es necesario y 

suficiente que si designamos por 

t i 1 i 2 •.• ; r' 
ir 1 + 1 ... ir 

( ik = 1, • .• , n para k = 1, .•• , r) 

a los valores del sistema que corresponden a la base {ei } de 

V, y por 

a los que corresponden a otra base {e¡r}, relacionada con la ante­

rior por las ecuaciones 

(6.4.1) 

la relación entre unos y otros números sea dada por 

i'1 ··· i'r' 
ti~r+ 1 ••• i~ 

,, ·' 
i .1 i~ 

I ¡ 12 

o bien, equivalentemente, 

ti 1 ... ir' 
1r 1 + 1 ···ir 

·' A'.r' 
'r' 

ir r 
A., 

'r r 

Air' + 1 
.r 
1 r' +l 

Air 1 +2 
.r 
1 r 1 + 2 

ir 
1 r 

t'.I • • • ir' 
1r 1 + 1 • • • ir 

( 6 . 4. 2) 

,, ,, ' . , 
A'r'+~ .. A1.r i¡ ... 1 r t. r r .r 

irr + 2 1r 1 r 1 + 1 •·· 1 r 

( 6. 4 . 3) 

Demostración. Nos limitaremos a probar la fórmula (6.4.2). Se 

gún sabemos, las fórmulas ( 6.4.1) de cambio de las bases (ei) y 

(ej,) implican a las siguientes fórmulas de cambio de las bases 

duales {e¡} y {ej'} . 

Supongamos primero que 

i 
e 

. , 
el • 

es un tensor cuyas componentes respec-
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to de la base {e¡} son los números del mismo sistema dados . Po­

demos escribir entonces 

t.i 1 ••• ir ' 
1r ' +1 ... i 

t == 

y puesto que 

t ' I ... irr 
1r 1 + 1 ... ir 

t = ·' ·' 0 0 0 e 1 
r '+I 0 . .. ® e1

r e i'1 • • • e¡~' 

se deduce inmediatamente, dado que los tensores de la forma 

·' ·' e., ® . . . ©e ., @ e'r' 1 ® .. . 0 e'r constituyen una base del espacio 
'1 'r' 

de los tensores r'veces contravariantes y r- r ' veces covarian-

tes, que se cumple la relación (6. 4 .2) . 

demuestra ( 6. 4. 3) . 

En forma semejante se 

Inversamente, supongamos que se cumple la relación (6. 4 .2), 

donde t'. 1 ••. ir' 
1 r 1 +1 •·• ir 

y 
., 
l J t., 

1 r' + 1 
i'r' . son los valores de las nr funciones escala-

• • • 1 r 

res correspondientes a las bases {ei } y {~•}, respectivamente. 

Consideremos el tensor s que , referido a la base {~} se expresa 

por 

s 

donde 

Si designamos por 

s~l ... i r' 
1 r 1+ 1 ir 

. , 
! r' ., 

.. . i r 

i 1 ••• i r 1 

t¡r'+l .. . ir 

® • • • ® r}r 

a las componentes del tensors re~ 

pecto de otra base cualquiera { e., }, el cálculo que hemos llevado a 
J 

cabo en la demostración de la primera parte del presente teorema 
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prueba que 

., 
A1.1 

J 1 

i', .•. A.r 
Ir f 

., ·' .A1 r' A1"r + 1 Ai,. 
• ' • 

1 
i r ' i 1r 1 + 1 • • • i ~ 

ir 
.•. A., 

i r 

t.¡ 1 ... i r 1 • 

1r 1 +1 '" 1r 

i1 ... ir' 
s. . 

1r' +1 ... 1r 

ÍJ ... ;' r' 
t.. ·' 1 r' +1 "' 1 r 

Por tanto los escalares que constituyen los valores del sistema que 

consideramos coinciden, para cada base que se elija en V, con las 

componentes del tensor s relativas a esa base. • 

Los teoremas siguientes son de importancia práctica para 

reconocer el carácter tensorial de sistemas de escalaresquec~ 

bian con las bases. 

Teorema 6.4.2. Para que un sistema de nr funciones escalares 

t i.1 ... ir'. 
Ir f +1 ... 1,. 

(ik=l, .•• ,n; k=l, ... ,r), 

que tienen valores determinados para cada base que se elija en 

el espacio V de dimensión n, sean las componentes respecto de 

la respectiva base, de un tensor afín r'veces contravariante y 

r-r' veces covariante, es necesario y suficiente que cualesq~~ 

raque sean los r' vectores covariantes (tensores covariantes de 

primer orden ) . 

(1 ) ( r ' ) 
X , ••• , X , 

de componentes x
1 

( k) respecto de la base {e¡ } , y los r - r' ve~ 

tares contravariantes ( t ·ensores contravariantes de primer orden) 

X ( r' + 1 ) ' • • • ' X ( r) ' 



de componentes 

el escalar 

t i1 ... i rl 

ir'+ 1 ... ir 
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i 
x(

1
) respecto de la base {e¡ } dual de la base {ei}, 

(1 ) 
X. 

1 
1 

X .(r') . ,, 
sea invariante para cualquier cambio de base , es decir que si 

t¡1 ··· 
11

"
1 son los valores de los escalares del sistema, para una 

i'r•+ 1 ··· ¡'r 

nueva base {e i'} y su dual {e¡,}, entonces se debe tener 

· I · I 

t 
~ ,., 1 r• ., ., 

1r' + 1 ··· 1 -1 

( r') x., 
'r' 

., 
x'r' +1 

(r 1+1) 

t i.1 ... ir'. (1 ) x. 
1 rr + 1 •.. 'r ~ 

•••X. 
(r' ) 

1, 
. r 

(6.4.4) 

D em o s trae i ó n . La re 1 a c i ó n ( 6 . 4 . 4 ) , e s 1 a que pode m o s sus t i -

tuir las componentes de los vectoies respecto de las bases {e¡ } 

y {ei } por sus expresiones en función de 1 as componen tes res -

pecto de las bases {e¡,} y {ei'}, es equivalente a la relación 

t iJ ... i 'r' 
¡1 r'+1 ... ¡~ 

( 1) 
xi'1 

(r') x., 
1 
rl 

., 
1 r 1 +1 

X (r'+l) 

Ai'rr Air'+I Á_r (I) x(r~)xi~, +I ¡'r 
.1 ••• . 1 X .1 • • • • •• X • 

ir1 'r' +I 'r 11 i,.1 (r•+J) (r) 

Ahora bien, por hipótesis, los vectores x (k) y x(
1

) son arb1 

trarios, por tanto se deduce de aquí que (6.4.4) es equivale~ 

te a 

Á_r'+l 

¡~ '+1 

t i1 ... i,.' 
ir'+ 1 ... ir 

que es justamente la condición (6.4.2) necesaria y suficiente, 

del teorema anterior. • 
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Teorema 6.4.3. Para que un sistema de nr funciones escalares 

ti 1 ... ir• 

ir '+1 ... ir 
( ik = 1 , .•. ,n k=l, ... ,r) 

que tienen valores determinados para cada base que se elija en el 

espacio V de dimensión n, sean las componentes, respecto de la 

respectiva base, de un tensor afín r' veces contravariante y r-r', 

veces covariante, es necesario y suficiente que cualesquiera que 

s e an 1 os enteros p y q ta 1 es que 1 ~ p ~ r ' r ' + 1 ~ q ~ r , 1 os p 

vectores covariantes 

( 1) 
X ' 

y los q - r' vectores contravariantes 

X ( r r + l ) , ••• , X(q ) , 

los n(r - q) + (r' -p) escalares 

i 1 ... i r r 
t. . 
Ir'+ 1 ... l r 

x.<1) 
l 1 

xi r•+1 
(rr +1) 

(6.4;5) 

sean las componentes de un tensor r'-p veces contravariante y 

r - q veces covariante. 

Demostración. Este teorema se reduce al anterior porque la con 

dición necesaria y suficiente para que los escalares (6.4.5) 

sean las componentes de un tensor r' - p veces contravariante y r -q 

veces covariante es que cualquiera que sean los r'-p vectores 

covariantes 

y los r - q vectores contravariantes 

x(q+l) ' ••• ' x(r) 
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el escalar 

t'.I ... ir.' x U) 
'r 1+1"' 1 r 1 ¡ 

x.(P) x.(p+1) 
1P 1p +1 

sea -invariante para cualquier cambio de base . Esta última con­

dición que se cumple para los vectores arbitrarios 

( 1 ) ( r 1 ) 
X ,. • • • , X 

y 

X ( ,.r + 1) ' • • • ' X ( r ) ' 

es necesaria y suficiente , según el teorema 6.4.2, para que los 

escalares 

j 1 .. . i,., 
tir' +J ... ir 

sean las componentes de un tensor r' veces contravariantes y 

r - r' veces covariante. • 

Aplicación. Dada una función bilineal cualquiera 

f : V X V ~ lF 

las n2 funciones escalares a . . (i , j = 1 , ... ,n ) que para cada base 
1 J 

( ei ) de V tornan los valores 
a .. = f(e . , e.) 

IJ 1 J 

son las componentes, respecto de dicha base, de un tensor dos 

covariante. En efecto, dados dos vectores contravariantes cua-

les quiera 

son (xi) 

x, y€ V cuyas componentes respecto de la base 

e ( yi ) , se tiene 

23& 

a .. xi yi = f(e¡,e
1
. ) xi yi 

1 J 
f ( xi ei , y j e . ) 

J 
f (X, y) • 
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Se ve así que a . . xi yi es un escalar invariante por cuanto, cua!_ 
1 J 

quiera que sea la base {e¡} que se considere, es igual al valor 

que toma la función f en el par (x , y) . Basta aplicar entonces 

el teorema 6 . 4.2 . 

En forma análoga se comprueba que si f V X • •• X V ~ ~-, 
~ 

n 

es una función P-lineal, las nP fw1ciones escalares que para cada base 

{ e¡} de V toman los valores 

f ( e¡ , . . . , e¡ ) , 
1 p 

son las componentes de un tensor n veces covariante. 

Los resultados precedentes confirman el hecho ya conocido 

de que el espacio de las funciones p-lineales es el producto 

tensorial de p espacios idénticos a V* (ejercicio 5 .10. 5 ) . 

6.5 Operaciones en el conjunto de los tensores afines. 

En esta sección vamos a introducir operaciones mediante las 

cuales, dados dos tensores afines se determina un tercer tensor 

afín. Las definiciones que daremos permiten, dadas las comvo~ 

nentes de los tensores respecto de una base, determinar las com 

ponentes del tensor resultante. También introduciremos aquí una 

operación mediante la cual dado un tensor r' - contravariante y 

r"-covariante se obtiene un nuevo tensor (r'- 1)-contravariante 

y ( r" -1) - cavar ian te. 

Para simplificar la escritura, consideraremos en lo que si 

gue tensores pertenecientes a espacios tensoriales afines del 
r 1 

tipo ®r,, V. Sin embargo, las definiciones y consideraciones que 
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daremos en esta sección y en las dos siguientes se extienden de 

manera evidente a tensores pertenecientes a espacios tensoriales 

afine s cualesquiera. 

a) Adición de tensores. La suma de dos tensores t y u del mismo 

tipo, cuyas componentes para una base dada son 

i 1 ir' ui 1 ... ir' t. 
jr" 

y 
J 1 ... J 1 ... jr " 

es el tensor del mismo tipo cuyas componentes respecto de la mis 

ma base son 

i 1 ... ir• i 1 ... i,. ui1 . .. ir r w . 
jr" 

t . + 
'1 ... JI . .. j r 11 ... jr" 

Para probar que estas s on las componentes de un tensor r• veces 

contravariante y r" veces covariantes, basta aplicar el teore­

ma 6.4.2. Se escribe entonces w = t +u. 

b) Multiplicación de tensores. Dados los tensores afines t, r' 

veces contravariante y r" veces covariante, y u , P ' veces con­

travariante y p" veces covariante, se llama producto tensorial de 
t y u al tensor w, r '+ p' veces contravariante y r"+p" veces co­

variante cuyas componentes respecto de la base (~) de V son 

wi 1 ... ir' 

jl ··· jr" 

kl .•. k pi 

11 ••• 1P 11 

ti 1 ... i. r• uk 1 ... kP ' 

jl jr" 11 ... /P" 

donde las componentes de t y u que figuran en el segundo miembro 

son relativas a la misma base. Para reconricer el caracter ten­

sorial del mismo sistema de escalares que resulta, basta aplicar 

también el tensor 6. 4. 2. Puede escribirse w = t ®u. 
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e) Contracción de los indices. Se llama contracción de índices 

a la siguiente operación: dado un tensor r• veces contravarian­
te y r" veces covariante de componentes 

respecto de una base {e¡ } de V, se eligen un índice superior 

i k y un índice inferior j 1 y luego se construye un nuevo tensor 

t, ( r' - 1) veces contravariante y ( r" -1) veces covariante, cuyas 

componentes respecto de la misma base (e¡) son dadas por las fór 

mulas 

_¡ 1 ... ik- J j k + 1 ... i r' t il ... 
ik-1 a. i k +1 . .. ir' 

t . (6.5.1) ;, .... ji - 1 ji +J 
... jr" jl ... 

ji - 1 a. ji+ 1 
. .. 

jr" 

en donde debe recordarse que el segundo miembro es una suma res 

pecto del índice a. Se dice que el tensor T resulta por con­

tracción de los índices ik y 11 • Debemos comprobar que la fó~ 

mula ( 6. 5 .1) proporciona ef ec ti vamen te las componentes de un te!!_ 

sor (r' -1) veces contravariante y ( r" - 1) veces covarian te. Con 

ese fin vamos a establecer en primer lugar el siguiente lema. 

Lema 6.5.1. Sis es un tensor de segundo orrlen, una vez contra 

variante y una vez covariante, de componentes s/ respecto de una 

base {~} de V, entonces la contracción ~e los índices da lu­

gar al escalar 
j 

s. 
1 

n 
+ s 

n 

que es invariante para todo cambio de la base de V. 

Demostración. Si la base · {ei } se cambia por la base 

obtiene 
·' .. 

A~, sf ó ~ sj i si A. s. • ¡' J 1 J ¡ , 1 

{ ei, } se 
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Podemos probar ahora que las fórmulas (6.5.1) definen a 

las componentes de un tensor (r'-1) veces contravariante y 

(r"-1) veces covariante. 

En virtud del teorema 6.4.3, si 
(1) (k-1} (k+l) 

X , ••• ,x ,x , ... , 

x ( r' ) son r' - 1 vectores covariantes y x (1 ) , • • • , x(l _
1
), x(l +1), •• 

. , x (r"} son r" -1 vectores contravariantes cualesquiera, los esca 

lares 

... i k -1 i k 

... j 1-1 ji 

... ir' ( 1 ) ( k -1 ) 
X. , , , X . 

.•• j r"· r 1 r k - 1 

( k+l) (r') 
X. ••,X. 

1 k +1 t r' 

X j¡ -1 

( l -1 ) 

X Í¡ + I 
(l + 1 ) 

~on las componentes de un tensor de segundo orden un a vez con­

travariante y una vez covariante. Por contracción de los índi ­

ces del tensor s resulta, aplicando el lema anterior, que el es 

calar 

/1 ... ik-1 aik+l 

j 1 ... ji - 1 ª ji + 1 

... ¡,., (1) (k-1) (k+l) (r 1) i1 xjl-J xil +l ir" 
. X , ••• X. X. • •• X. X( ) ' •• (1 -1) (1+1) ••• x(r") 

•·• 1 r rr 11 1 k -1 1 k + 1 1r' 1 

es invariante respecto de los cambios de base de V. El teorema 

6.4.2 implica entonces que los escalares (6.5.1) son las compQ 
nentes de un tensor (r'-1) veces contravariante y (r" -1) veces 

covariante. 

Observación l. La contracción simultánea de m pares de índices 

equivale a la contracción súcesivas de dichos pares . Conduce por 

tanto de un tensor r' veces contravariante y r" veces covariante 
a un tensor (r' - m) veces cont ravar iante y ( r" -m) veces covarian 

te. En particular, la contracción simultánea de todos los pares 
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posibles de índices de un tensor r veces contravariante y r v~ 

ces covariante proporciona un escalar invariante. Cambiando 

los pares que se contraen pueden obtenerse de esa manera r! es 

calares invariantes. 

Observación2. Elpar(&(V),ip) donde ip;VxV*-+ &(V) es 

definida por 

( ¡p ( V, V *) ] ( U v*(u) · v 

es el producto tensorial V @ V* 

Si (e¡) es una base de Vy (e¡ ) es la base dual, entonces 

los escalares a! tales que 
1 

T (e¡ ) a! e. T E & (V) ' 
l J 

es decir las componentes de T(e¡), son tales que 

T a/ ¡p (e j , ei 

y por tanto los a: son las componentes d$ T respecto de la b~ 

se formada por los elementos ¡p ( ej , ei ) = ej QS) ei de &(V). (a/) 

es, además, la matriz de T respecto de la base (e¡ ) . La con­

tracción del tensor T que es una vez contravariante y una vez 

covariante da lugar al escalar invariante 

que no es otro que la traza de T. 
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6.6 Criterio general de tensorialidad 

Teorema 6 . 6 .1. Para que un sis tema de nr' +r" 
funciones escalares 

(6.5.2) 

donde cada uno de los indices puede tomar los valores 1, ... , n , 

que tienen valores determinados para cada base que se eli j a en 

el espacio V de dimensión n, sean las componentes de un tensor 

afín r' veces contravariante y r" veces covariante, es necesa­

rio y suficiente que si se fijan arbitrariamente los enteros 

k 1 , ... , kp, y 11 , ... , IP,, 1 de manera que sea 1 ~ k 1 < k 2 < 

· · · < kP' ~ r' y 1 ~ 11 < 12 < · · · < IP" ~ r " , entonces los es 

lares 

t ~ ... 
ik1-1ª1 i k 1 +1 . .. 

j k1 -1 ª2 i k2 +i ... i k p,-1 ªP' i kp,+ 1 . .. ir' Bl . .. sP,, 
s 

i1 ... j 11 - 1 Bl i 11 + 1 ... j 12 - 1 B2 j 12 +I .•. j 1 P" -1 Bp" j kp,, +1 ... j r" ª1 ... ªp' 

donde los son las componentes de un tensor cualquie-

ra p" veces contravariante y p' veces covariante , respecto <le una 

base cualquiera, constituyan el sistema de componentes de un ten 

sor (r'-p') veces contravariante y (r"-p") veces covariante, respes:_ 

to de la misma base. 

Demostración. La condición es necesaria porque si los escalares 

(6.5.1) son las componentes de un tensor t, el conjunto de es 

calares que resultan por la construcción del enunciado se obtie 

nen multiplicando los tensores t y s y luego llevando a cabo la 

contracción de (p' + p") pares de indices. Dichos escalares son 

por tanto las componentes de un tensor r' - µ' veces contravarian-

tes y r" - p" veces covariantes . 

Demostremos ahora que la condición es suficiente . Supong~ 
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mas pues que la condición se cumple. Dados los vectores contra 

variantes arbitrarios x(
1

) , ••• , x( P") y los vectores covariantes 

arbitrarios x(l) '. "' . ' 
(pi) 

X ' el tensor 

P" veces contravariante y P1 veces covariante tiene componentes 

de la forma 

Por tanto, en virtud de la hipótesis, los escalares 

t i1··· ir' ji1 
X( I) 

j l ··· j r" 

j 
x 1P" 
(p") 

son las componentes de un tensor ( r'- p') veces contravariante y 

(r"-p") veces covariante. Luego, por el teorema 6.4.3, los es­

calares ( 6. 5. 2) son las componentes de un tensor r' veces con­

travariante y r" veces covariante. • 

6.7 Tensores afines simétricos y antisimétricos. 

ji ..• it 1 
Definición 6.7 .1. Se dice que las componentes t. de un ten-

1 l .,. jr" 

sor, respecto de una determinada base (e¡ ) de V, son simétricas 

con respecto a dos índices cualesquiera, ambos superiores o am­

bos inferiores, si cuando se atribuye a todos l os índices valo 

res determinados, se obtiene el valor de una comp onente que es 

idéntico al valor de la componente, que resulta cuando se perm~ 

tan los valores de los índices en cuestión. 

245 



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE 

Así, por ejemplo, si tes un tensor cuyas componentes respe~ 

to de una base dada son t~ ~ 0 cumplen la condición 
11 j2 

t i1 i2 i3 t i3 i2 i1 

jl ¡2 jl ¡2 

cualesquiera que sean los valores que se dé a los índices, en-

tonces podernos decir que dichas componentes son simétricas res-

pecto de los índices superiores il e ¡3 

Definición 6.7.2. 
i 1 .,. ir, 

Se dice que las componentes t . de un ten 
11 ••· j r" 

sor, respecto de una determinada base {e¡ } de V, son antisimétri 

cas con respecto de dos índices cualesquiera ambos superiores o 

ambos inferiores, si cuando se atribuye a todos los índices va­

lores determinados, se obtiene el valor de una componente que es 

igual pero de signo contrario al valor de la componente que resulta 

cuando se permutan los valores de los índices en cuestión. 

Así, las componentes son antisirnétricas respecto 

de los índices superiores i1 e i3 si se cumple que 

t '. i i2 Í3 

J 1 j 2 

t i.3 i2 il 

J 1 j2 

cualesquiera que sean los valores que se dé a los índices. 

Teorema 6.7.1. Si las componentes de un ténsor, para una base 

dada {e¡ } de V, son simétricas ( antisirnétricas) respecto de dos 
índices ambos superiores o ambos :inferiores, lo mismo ocurre para cualquier 
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otra base{~,} de V, y puede decirse por tanto que el tensor es 

simétrico (antisimético ) respecto de esos dos ~ndices. 

Demostración. Supongamos que las componentes de un tensor t p~ 

ra la base {e¡} sean simétricas respecto de dos índices supe­

riores iª e is, es decir que sea 

t; 1 .. . ia ··· is .. . ir, 

j 1 ··· j r " 
(1 ~a <(3 ~r'). 

Si (e¡,) es una nueva base que está relacionada con la base 

(e¡) mediante las fórmulas (6.4.1), las componentes del tensor 

t respecto de la base {e¡r} son dadas por la fórmula ( 6. 4. 2). Per 

mutando en ella los índices 

ij ... i 's ... i'a 
t., . 1 
11 ··· 1r" 

... ;:, 

.J 
,, 

A_1 
i S 

i 1 
.. A . 

1a. 

·' ·' ·' ... ... 
'1 la. Is t . , ., 
J 1 ... 

J r" 

i~ e 

., 
ta. 

•.• A. 
Is 

·' . .. 
'r' 

resulta 

·' ••• Al~I Af 1 
·I Ir 1 J 1 

.•. A¡,.,, ., 
J r" 

Air" ... . 1 

J r" 

ti 1 -· ¡a. ••. is ... ir' 

j 1 ... Íy,, 

t'.1 ... '.s ... i a.'" ir' 

11 ... 1r" 

y por tanto las componentes de t respect o de la base ( ei,) son 

simétricas respecto de los índices i' e 
a. • 

En forma semejante se trata el caso de la antisimetría. 

Definición 6.7.3. Se dice que un tensor contravariante o cova­

riante es simétrico (e.disimétrico) si son simétricas ( antisimétri­

cas ) sus componentes respecto de cada par de índices, cualqui~ 

ra que sea la base que se considere, para lo cual basta que l o 
sean para una base particular. 
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Se observará que un tensor contravariante o covariante es 

s imétrico si una permutación cualquiera de los índices de sus 

c omponentes las deja i nvr.triantes ; y es antisimétrico si un a tal 

permutación deja invariante a los vaJores de dichas componen­

tes o cambia sus signos , según la permutación sea par o impar 

respectivamente. 

Aplicación. Sabemos que el par ( B(V, V), ¡p), donde la aplica­

ción bilineal ¡p : V* x V* -+ B (V, V) es defin ida por 

[¡p(u*,v*)] (u,v) u*(u) v*(v) u,vEV, u*,v*E V*, 

es el producto tensorial de V* y V*. Por tanto las funciones 

bilineales sobre V pueden considerarse como tensores dos veces 

covariantes. Si {e¡ } es una base de V y { ei } es la base dual 

las funciones bilineales ¡p(e i , ej) constituyen una base de 

B (V, V). Si el>: V x V ~ 1F es una función bilineal sobre V y 

u = ui e¡, v =vi ej son dos vectores cualesquiera de V, se tiene 

el> (U, V) 

Si introducimos las notaciones 

ex.¡ j el> ( e i ' e i ) 

tendremos 

el>( u,v) = (6 .7.1) 

que es la expresión de el> mediante una forma bilineal en las va­

riables ui , vi , componentes de u y u . De ( 6. 7. 1) se deduce que 

el> (U, V) ex. . . [ ¡p ( ei , ei ) ] ( u , u) 
1 1 

cualesquiera que sean u y u. Luego 

ñ. (i j) '*' a¡ j ¡p e , e 
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que es la expresión de <I> mediante la base { lfJ ( ei, ei)}. Las com 

ponentes de <I> en esa base son los coeficientes ª;i de la forma bi 

lineal ( 6 . 7 . 1) . Resulta de esta manera que la condición para 

que el tensor <I> sea simétrico es que sea 

CX.¡ j (i,j = 1, ... ,n). 

Estas son también las condiciones para que la funci6n bilineal <I> 

sea simétrica, es decir para que sea 

<I>(x,y) = <I>(y,x). 

Análogamente, el tensor <I> es antisimétrico si 

CX.¡ j = - ex. j i ' (i,j = 1, .•. ,n). 

Esta condición es necesaria y suficiente para que sea 

<I>(x,y) = -<I>(y,x), 

en cuyo caso se dice que la funci6n <I> es antisimétrica. 

Así, por ejemplo, una función definida sobre IF' 2 por la fórmula 

<I>(x' y) 
= 1 xi x2 I 

yl y2 

es antisimétrica. Semejantemente, es antisimétrica la función 

xl x2 XJ 

<I>(x,y,z) yl 

z 1 z2 z3 
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§ 7. Tensores euclideanos 

En este parágrafo V designa a un espacio euclideana de dimensión n, es 

decir a un espacia real, de producto interna y de dimensión finita. 

El producto interno de dos vectores x e ~ que hasta aho­

ra hemos designado por (x, y), será designado en adelante, de 

conformidad con una práctica corriente, por x•y. 

7.1 Componentes contravariantes y covariantes de un vector de 
un espacio euclideano. Vectores euclideanos. 

Puesto que V es un espacio euclideano de dimensión finita 

existe, según el corolario del teorema 17.8.1, Pte.I, un isomor 

f ismo natural 

ip : .L(V) ~v 

que a cada vector covariante x* e .L (V) le hace corresponder el 

vector w = ip ( x*) e V, contravariante, tal que 

X*( y) = W • y, -V-yeV. 

El isomorfismo así definido puede deducirse también del hecho co 

nacido de que V es dual de sí mismo respecto del producto esca-

1 ar definido por 

< w,y > w • y' 

en cuyo caso puede aplicarse el teorema 5.3.1,Pte.I, y se obtie 

ne un isomorfismo natural de V, considerado como dual d8 sí mis 

mo, sobre .C (V) , isomorfismo que coincide con <P. 
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Si {e¡ } es una base de V y {e*' } es la base dual de .C(V) 

{(¡?{e *i ) } es una base de V tal que 

(¡? ( e *i ) · e j = e *¡ (e j ) 

Resulta entonces (ver definición 17.8.1, Pte.I) que 

(7.1.1) 

es decir que { 'P( e *i)} es la base {e ; recíproca de la base {e ¡}. 

Por consiguiente, en .el isomorfismo a que antes hemos hecho refe 

rencia, los vectores covariantes e*¡ de la base dual de {e¡ } se 

aplican sobre los vectores contravariantes e¡ de la base recípr~ 
cade{e.}. 

t 

Si se cambia la base {e; } por la base {e¡r} mediante las 

fórmulas 

(7 .1.2) 

la base dual {e*i} de la base {e¡ } cambia en la base dual { e*i'} 

de la base {ep}, mediante las fórmulas (6.3.6) en las cuale~ se 

gún convinimos al comienzo de la sección 6. 2, {e; } y { ei'} desig_ 

nan a las bases duales de {e; } y {e¡, } , que ahora estamos repr~ 
·• sentando por {e*; } y {e* 1 } , por cuanto, según hemos señalado, 

·• puesto que el espacio V es de producto interno {e ; } y {e 1 } son 

las bases recíprocas de {ei } y {e¡,} . 

Si a los dos miembros de cada una de dichas fórmulas les apli: 

camos el isomorfismo (¡? resultan las fórmulas de cambio de las ba­

ses recíprocas. 

(7.1.3) 
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En virtud del isomorfismo ~ cada vector contravariante x 

de V puede identificarse con el vector covariante x* = ~- 1 cx 

de f(V). Esta identificación hace innecesaria, en el caso de 

un espacio euclideano, la distinción entre vectores contrava­

riantes y covariantes, porque unos y otros pueden considerarse 

como pertenecientes al mismo espacio V. Podemos, en cambio, i~ 

traducir las nociones de componentes contravariantes y covarian 

tes de un vector de V. 

Definición 7.1.1. Dada una base {e;} del espacio euclideano V, 

las componentes de un vector cualquiera xeV respecto de esa ba­

se las designaremos por x 1 
, ••• , xn (con índices superiores o 

contravariantes) y las denominaremos componentes contravariantes de 

X• 

Llamaremos componentes covariantes de x, y las designaremos por 

x 1 , ••• , xn (con índices inferiores o covariantes a las compo­
nentes de ~ -i (x) respecto de la base dual {e*¡ } . Puesto que 

si aplicamos a ambos miembros el isomorfismo ~ y tenemos en cuen 

ta la fórmula (9.1.1) resulta 

X = X. ei 
1 ' 

Por tanto: las componentes covariantes de un vector x son sus componentes 

respecto de la base recíproca de (e¡ ) . 
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Definición 7 .1.2. Se llama vector eucUdeano del espacio vecto­

rial euclideano V al conjunto {x, x*} formado por un vector cual_ 

quiera xe V y por el vector x* = l{!-
1 

( x) e V* , con el cual se 

identifica x por el isomorfismo '{!. El vector euclideano {x,x*} 

se representa por x. Sus componentes contravariantes y cova­

riantes son las componentes de x que fueron introducidas con 

esos mismos nombres en la definición 7.1.1. 

Vamos a obtener ahora las relaciones entre las componentes 

contravariantes xi y las componentes covariantes x. de un vec-
1 

tor euclideano, relativas a una base {e¡} de V. 

Entre los vectores de las bases {e. } y { ei } existen re-
1 

laciones de la forma 

(7.1.4) 

donde (g; i) y (g .. ), o sea las matrices de transformación de 
1 J 

una base en su recíproca, son regulares e inversa una de la 

otra, de modo que se cumple la relación 

(7.1.5) 

De (7.1.4) y de las conocidas propiedades de las bases recípr~ 

cas (ver sección 17.8, Pte. 1), en particular de la relación 

e . • ej "j 
t U¡ ' 

se deduce que 

y 

de donde resulta que gi i y g__ 
1 J 

g__ • 
¡t 

(7.1.6) 
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Además, puesto que 

X = x i e¡ y X x. ei ( 7 . 1.7) 
J 

se tiene que x i X •e i y X; X • ej , Luego , 
I 

( 7. l. 8) 
que son las relaciones buscadas. 

7. 2 Te ns ores eucl idea nos . Diversas cl as es de componentes . 

Las consideraciones de la sección precedente pueden ser g~ 

neralizadas de la manera siguiente: 

Consideremos en primer término un tensor afín contrava 

riante de orden q, que sea descomponi ble, es decir que sea el pr~ 

tensorial de q vectores contravariantes : 

t = X @ @ X ( 1) (1 ) • • • ( q) • (7 . 2 .1 ) 

A cada uno de los vectores x( i) le corresponde, por lo dicho en 

la sección anterior, un vector covariante x* ( i ) = ip-
1 

( x ( i )). 

Identificaremos entonces entre si a todos los tensores a fines 

que se obtienen cuando se sustituye en la expresión (7 . 2. 1) de 

t uno o varios de los vectores x(l) , •• • ,x(q) por el correspon­

diente vector covariante . Los tensores afines que así resultan, 

junto con t , constituyen un conjunto que se denomina t ensor eu­

clideano que es representado por cualquiera de los elementos que 

lo forman. Las componentes de los diversos tensores identific~ 

dos entre sí son entonces las componentes de diversas clases 

(contravariantes, covariantes y mixtas) del respectivo tensor 

euclideano . Es fácil observar que Zas componentes de diversas c lases 

serán Zas del tensor t de V ® .•. ® V ( q f actores), referido a Za base 
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que resulta de la base { e. ® . • • ® e¡ } cuando se sustituyen los ve_c 
'1 q 

tores e. , para valores de k convenientemente elegidos, por los respectivos 
lk 

vectores eik de la base rec'ip1"oca. (Recordar el corolario 1 del teo 

rema 5. 9 . 2) . 

Ejemplos. Designemos por x/k) a las componentes contravarian-

tes del vector xi 
( k). Las componentes contravariantes del ten-

sor t dado por (7.2.1) son 

(7.2.2) 

Si representamos por x; k > a las componentes covariantes del ten 

sor x(k ) , las componentes covariantes del tensor t son 

Los 

ti 1 •.. i q 
(I ) 

X· 
'1 

sigu-lentes con ejemplos 

i2 ... i q 
X(~) t. 

1 1 1 1 

i 1 i 3 ... Íq i 1 
t 

i2 ll) 

i 1 Í4 ... Íq i 1 
t . 

Í3 x(1) 12 

de componentes 

i2 xiq 
x(2) (q) 

(2) i3 iq 
X. l3) lq) 12 

(2) (3) ¡4 
X. X. x(4) ••• 

'2 13 

Las fórmulas (7.1.8) permiten expresar las 

quier clase en términos de las componentes 

( 7 .z .3 

mixtas 

(7.Z.4) 

(7.2.5) 

Íq 
x(q). (7.2.6) 

componentes de cual 

de otra clase cual-

quiera. Así, por ejemplo, si se quiere expresar las componen­

tes del tipo (J.2.3) en función de las componentes (7.2.6), ba~_ 

ta con sustituir en (7.2.3) las componentes x~ 1 >, x~4 ) 
1 '4 ' ••• 
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x~q) por sus expresiones en términos de las componentes contra­
'q 

variantes y resulta 

t. . 
'1 ... 'q 

g _ . 
/1 j4 ... jq 

(7.2.7) 
'q lq i2 i3 

Inversamente, para expresar las componentes del tipo (7.2.6) m~ 

di ante las componentes del tipo ( 7. 2. 3) , basta con sustituir 
~ ~ ~ ~ en (7.2.6), las componentes · x(1)'x(4 ) ,x(5 ) , ••• ,x(q) por sus ex-

presiones en términos de las c omponentes covariantes. Se obtie 

ne entonces 

i 1 ;4 iq i 1 j 1 ¡4 j4 jq jq (1 ) (2) (3) (4) (q) 
t 

¡2 ¡3 
g g g X . X . X. X X 

J 1 J 2 J 3 j4 jq 

gil j¡ i4 ú gjq jq t . . 
¡3 j4 jq 

(7.2.8 ) 
J 1 

12 
... 

Las fórmulas siguientes constituyen nuevos ejemplos de· expresión 

de componentes de un tipo mediante componentes de otro tipo. 
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11 

t . g, . 
! 1 ... iq ! 1 J 1 

t i1 
... iq i1 h 

g 

g, . 
12 12 

gi2 h 

g , . 
¡q lq 

tj 1 

giq jq t. 
11 

... jq 

... jq 

... j 
q 

} (7.2.9) 

} ( 1 .2 .10) 
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El examen de las fórmulas (7.2.7) a (7.2.10) muestra que 

si se multiplica la componente genérica de un cierto tipo por 

g, . (o bien g, . ) donde i k es un índice superior ( resp. inf ~ 
1
k 1k 

1
k 1k 

riorj de dicha componente, y luego se sustituye ese índice supe-

rior (inferior) ik por jk , de donde resulta una sumación respe~ 

to del último índice de conformidad con el convenio de Einstein, 

se obtiene una componente genérica del tensor, en la que el índice 

ik figura en la posición inferior ( resp. superior). En forma 

abreviada podemos decir que la multiplicación por g . . ( g ik ik) se 
1k lk 

guida de una sumación respecto de jk permite bajar ( resp. subir 

el ínJ.ice ik • 

Consideremos ahora un tensor contravariante cualquiera 

( no necesariamente descomponible) . Tal tensor puede expresarse 

como una suma de p productos tensoriales de q vectores cada uno. 

Cada uno de esos productos define a un tensor euclideano en la 

forma que fué precedentemente descrita. Consideremos los tenso 

res afines de un mismo tipo asociados o pertenecientes a esos te!!_ 

sores euclideanos. La suma de ellos será un tensor del mismo 

tipo asociado al tensor t. De esa manera quedarán asociados a 

t los elementos de un conjunto de tensores afines, las compone~ 

tes de cada uno de los cuales se deducirán de las comp onentes de 
i1 ... iq 

, t mediante fórmulas semejantes a la primera de las f6!_ 

mulas ( 7. 2. 9) o la primera de las fórmulas ( 7. 2 .10) , lo cual es 

una consecuencia del caracter lineal de esas fórmulas respecto 

de las componentes ti1 ... íq. Para aclarar esta última aseveración 

consideremos un ejemplo. Sea 

p 
L 

i = 1 
0 ... 0 x(qi) 
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Sus componentes respecto de una base (e¡) de V serán 

t i1 ... Íq = 
p 
~ 

i = 1 

Supongamos que consideramos el tensor afín asociado con t, 

dos veces covariante y (n-2) veces contravariante, pertenecien-

te al espacio V® V* ® V*~ V Q9 ••• Q9 V . Empleando para cada 

sumando de la expresión 

ti 1 . . i4 ... Íq = 
12 13 

que da las componentes de ese tensor, la fórmula 

resulta 

t i1 Í4 ... iq 

¡2 ¡3 

p 
g, . g, . ~ 

1
2 12 

1
3 13 i=J 

... i 
q. 

En forma semejante pueden obtenerse las componentes de los ten­

sores asociados a otros tipos. De estas fórmulas resulta que los 

tensores asociados a t no dependen de la manera en que se supo­

ne que es expresado como suma de productos tensoriales de vec 

tares, y por tanto puede decirse que están asociados de una ma­

nera esencial o intrínseca. Diremos entonces que t y Zas tensores afi 

nes asociados a él en la forma antes descrita definen a un tensor euclideano 

cuyas componentes de cada tipo son las componentes del tensor af{n de ese ti 

po asociado a t. 
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Como resultad de las consideraciones anteriores podemos 

establecer, además, la siguiente proposición: 

Teorema 7.2.1. Las componentes contravariantes, covariantes y 

mixtas de un tensor euclideano se deducen unas de otras multi­

plicando por g_. o por gi j según se desea bajar o subir un índi 
1 J 

ce, y llevando a cabo luego una sumación respecto de uno de los 

índices i,J y del índice del tensor cuya posición se debe mo­

dificar. Esta operación puede repetirse cuantas veces sea ne­

cesario para obtener los diferentes tipos de componentes. 

Observación 1. Las componentes de un tipo dado de un tensor 

euclideano, respecto de una base dada & de V, son idénticas a 

las componentes del tensor de ®qV que le pertenece, respecto 

de una ba.se &1 ® ... ® &q , donde las bases &¡ son iguales a 

la base & salvo un número de ellas, que son iguales a la base 

recíproca de &. Así por ejemplo las componentes del tipo 

de un tensor euclideano de orden q son las compo-

nentes del tensor de ®q V que le pertenece, respecto de la b~ 

se constituida por los tensores de la forma e. @ e . 0 e . Q9e . Q9 
11 12 13 14 

... ® 

Observación 2. Los criterios de tensorialidad dados anterior­

mente para los tensores afines pueden aplicarse sin variac1on 
para reconocer si un sisteMa dado de funciones escalares defi­

nidas sobre el conjunto de las bases de V, son las componentes, 

de un determinado tipo, de un tensor euclideano. 
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Ejercicio 7 .2 .1. Obtener las 12 relaciones que vinculan entre 
,. d t i1 t . i2 y t i1 i2 s1 a las componentes e los tipos t¡

1 
¡
2

, ¡
2

, 
11 

de un 

tensor euclideano t de segundo orden . 

7.3 Tensores euclideanos simétricos y antisimétricos. 

En la sección 6.7 hemos tratado acerca de los tensores afi 

nes simétricos y antisimétricos . En especial , ese concepto fué 

introducido en la definición 6.7.3. En el caso de los tensores 

euclideanos tenemos la siguiente definición . 

Definición 7 .3.1. Se dice que un tensor euclideano es simétrico 

( antisimétrico) si es simétrico ( antisimétrico) el tensor afín 

contravariante que le está asociado. 

Teorema 7 .3 . 1. Para que un tensor euclideano sea simétrico ( an­

tisimétrico) es necesario y suficiente que sea simétrico (anti 

simétrico) e 1 tensor afín covariante que le está as ociado . 

Demostración. Es evidente que basta que demostremos la proposi 

ción para un tensor de orden 2. 

Las relaciones 

tbk = g g tij bi kj y 

prueban que si se cumplen las relaciones tii = tji para y j 

cualesquiera entonces es t hk = t kh para h y k cualesquiera; y 

quesitii=-tii, entonces es thk = -tkh' • 
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Deberá observarse que los tensores afines covariante y co~ 

travariante asociados a un tensor euclideano pueden ser simétri 

cos o antisimétricos respecto de dos indices cualesquiera sin 

que ésto ocurra con los tensores mixtos asociados. 

7.4 Tensores euclideanos referidos a bases ortonormales. Ten­
sores cartesianos. 

Si en el espacio vectorial V se considera exclusivamente 

bases ortonormales entonces desaparece toda diferencia entre las 

componentes de diferentes tipos de un tensor euclideano . Es esto 

lo que establece la proposición siguiente. 

Teorema 7.4.1. Dado un tensor euclideano, sus componentes de 

un tipo dado, respecto de una base ortonormal del espacio eucli 

deano V,son idénticas a sus componentes de cualquier otro tipo, 

respecto de la misma base. 

Demostración. En efecto, si {~} es una base ortonormal cual­

quiera de V, se tiene 

donde & . es el simbolo de Kronecker. 
t J 

Por tanto, cada base ortonormal es reciproca de si misma. 

Resulta de alli, en virtud de la observación que precedió a los 

ejemplos de la sección 7. 2, que las componentes de cualquier ti 

po son idénticas a las componentes de cualquier otro tipo. El 

mismo hecho se deduce si se observa que 

g,. 
'} 

e. • e. 
t J 

o .. 
t J 

y 
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y que por consiguiente se tiene 

t .. . .. . 
... i .. . 

y 
t ... i ... 

t'•• b ... 

t ·· ··· · 
···h .. . 

(j (""h ... 
i h 

t ........ . 
···h ·· · 

t ... i ... 

t ······ ... ; ... 

Es decir que una componente cualquiera no cambia de valor 

si uno de sus índices pasa de una posición contravariante a una 

covariante o viceversa. • 

Como consecuencia, y en tanto se trate exclusivamente de 

bases ortonormales, puede considerarse finicamente las componen­

tes de un tipo, por ejemplo las componentes covariantes, las que 

toman el nombre de componentes cartesianas. En esas circunstancias 

los tensores eucl id e anos se denominan tensores cartesianos . 

7.5. El tensor fundamental o tensor métrico. 

Recordemos que, como resulta de la aplicación D de la sec 

ci6n 5.2, el espacio vectorial B(V,V) de las funciones bili­

neales definidas sobre V puede considerarse como el producto te~ 

sorial V* © V*, cuando la aplicación universal se define por 

[ </) ( U *, V *) ] ( U, V ) = < U *, U > < V * , V > . 

Ahora bien, según se sabe (Pte. 1, sección 5.3), por cua~ 

to V es de dimensión finita, su dual V* puede identificarse con 

t( V) de manera que cada vector u* e V* se identifica con el ele 

mento de V, que también designaremos por u*, tal que u*(u) = 

< u*,u > Por consiguiente, la relación anterior puede escri­

birse en la forma 
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[ip(u*,v*)] (u,v) u*( U) • V*( V) • 

Teorema 7.5.1. La aplicación bilineal 

'Y : (X' y) 

que a cada par de vectores x ,Y de V le hace corresponder el nú 

mero real x • y, es decir que Za función producto interno (también llan~ 

da producto escalar) de dos vectores euclideanos x e y, es un tensor 

dos veces covariante que pertenece a un tensor euclideano <le s~ 

gundo orden cuyas componentes respecto de la base ( ip (e* i , e *j )) 

de 8 (V ) asociada con la base {e¡ } de V son los números 

Sus componentes contravariantes son los nGrneros 

gi J ei • ei , 

y sus componentes mixtas son 

Demostración. La función bilineal 'Y€ 8 (V) puede considerar­

se corno un tensor dos veces covariante que pertenece a un tensor 

euclideano que designaremos con la misma letra. Dada la base 

{e i } de V y la correspondiente base dual {e *i } de V*, si de 

signamos por 

escribir 

'Y 

r.. a las componentes covariantes de r , 
1 J 

podremos 

263 



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE 

Por consiguiente, 

- r [ ..¡; ( e *h ' e *k ) 1 
- bk 

Ahora bien, por definición de r es 

r (e¡ , e j ) = e¡ • ej 

Por tanto se tiene 

g .. 
1 J 'Y¡ j • 

Se deducen de aquí, según las reglas ya conocidas, las otras com­

ponentes del tensor euclideano r: 

gi b é k g b k 

donde, como ya sabemos, es g¡j 

recíproca de {e¡ } y 

r~ 
J 

g ¡ h r 
bj 

e¡ • ej, en que {e¡ } es la base 

• 

Definición 7.5.1. El tensor euclideano de segundo orden r que 

respecto de una base {e¡} de V tiene las componentes gil , gij y 

gf se llama tensor funda.mentaZdeZespacio vectoriaZeucZideano V o tam­

bién tensor métrico de V. Dicho tensor se identifica con la fun 

ción bilineal r : (x, y) H> x ·y que se expresa mediante la foE_ 

ma cuadrática fundamental r ( x ,Y) = x •y = (x ¡e¡)· (y i e
1
) =xi yÍ ( ei • e1)= gi / -J, 

cuyos coeficientes son justamente las componentes covariantes de 

r. Otras expresiones de r pueden obtenerse en tfrminos de las 

componentes covariantes de los vectores x e y: 
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'Y (X' y 

g i j X y 
i j • 

Observaremos por último que las componentes cartesianas del 

tensor fundamental son los símbolos de Kronecker ºiJ que tam­
bién pueden escribirse en las formas contravariante y mixta oii 

i 
y º1 • 

*Ejercicio 7.5.1. Probar mediante la aplicación del teorema 

6. 4 .1, que el conjunto de números {g ¡ 1 } que para cada base 

{e¡ } de V, cuya base recíproca es {e¡ } , tienen los valores 

constituye el conjunto de las componentes covariantes de un te~ 

sor euclideano de segundo orden cuyas componentes contravarian 

tes son los números 

y cuyas componentes mixtas son 

*Ejerci cio 7.5.2. 
la matriz (gif), 

es igual a 11g, 

Demostrar que si g designa al determinante de 

entonces el determinante de la matriz (giJ ) 

y que se cumplen las fórmulas 

g y g . . 
'J 
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donde cx.ii es el cofactor de g,. en el determinante de la matriz 
1 J 

(g¡¡) y ~ .. es el cofactor de giieneldeterminantedela matriz 
1 J 

(gii). ( Para tratar esta cuestión debe recordarse la definición 

7.1.1, Pte.I, y el teorema de Cramer 7.3.1, Pte.I). 

7.6 Operaciones en el conjunto de los tensores euclideanos. 

La circunstancia conocida de que las componentes de un tipo 

cualquiera de un tensor euclideano pueden expresarse linealmen­

te en términos de las componentes de cualquier otro tipo, por 

ejemplo de las componentes contravariantes, haciendo uso para 

ello de las componentes del tensor fundamental, permite exten­

der a los tensores euclideanos las operaciones del álgebra ten­

sorial que hemos definido en la sección 6.5 para los tensores 

afines. 

Adición. Dados dos tensores euclideanos cualesquiera, su suma 

es, por definición, el tensor euclideano al cual pertenece el 

tensor afín contravariante que es suma de los tensores afines 

contravariantes que pertenecen a los tensores euclideanos dados. 

El tensor afín de un tipo cualquiera que pertenece a la suma de 

dos tensores euclideanos es la suma de los tensores afines del 

mismo tipo pertenecientes a dichos tensores euclideanos. En efec 

to, si los tensores euclideanos dados tienen por componentes co~ 

travariantes a t; 1 ... iq i1 ... i q 
y u ' el tensor suma tiene por comp~ 

nentes contravariantes a 

Mediante sucesivas multiplicaciones por componentes adecuadas 

del tensor fundamental y contracciones de índices se obtienen 
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relaciones análogas para las componentes, de todos los tipos, 

del tensor suma. Así por ejemplo 

s. . 
'1 ... l q 

g g . . 
i2 Í2 • • • 1q lq 

t. . + u. . 
IJ ··· f q 1 J ••• lq 

Multiplicación. El producto de dos tensores euclideanos de ór 

<lenes q y q' es el tensor euclideano de orden q + q ' al cual 

pertenece el tensor afín contravariante que es el producto de 

los tensores afines contravariantes pertenecientes a los tensQ 

res euclideanos dados . Como en el caso de la adición, si 

¡1 ... i + ' p q q 

entonces se tiene, por ejemplo , 

g . . 
1 q+q' l q+q' 

y pueden obtenerse relaciones semejantes- --p-ara las componentes 

de otros tipos . 

Contracción. Dado un tensor euclideano t cuyas componentes co_!?. 

travariantes son t ii ··· ¡q, si elegimos dos índices cualesquiera, 

por__ ejemplo los dos primeros i 1 e i 2 , podemos obtener un nuevo 

tensor euclideano e , el cual diremos que resulta del primero 

por contracción de esos dos índices, haciendo uso del siguiente 

procedimiento. Consideramos primero uno cualquiera de los 

tensores afines que pertenecen a t en cuyas componentes uno de 

los índices i 1 o i2 está en posición covariante y el otro en 

posición contravariante, por ejemplo el de componentes 

( 7 . 6.1) 
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es decir el perteneciente a V*® V® . .. ® V. LLevamos a cabo 

luego la contracción de este tensor respecto de ~ e~· Se ob­

tiene entonces un tensor de orden q-2 cuyas componentes son 

ci 1 ···iq-2 (7.6.2) 

El tensor euclideano al cual pertenece el tensorque acabamos de 

obtener será por definición el tensor e que resulta del tensor 

t por contracción de los índices i 1 e i2 • 

Debemos probar en primer lugar , para justificar la prese~ 

te definición , que si en vez de haber partido del tensor de com 

ponentes (7.6.1) se hubiera partido del de componentes 

se habría llegado a las mismas componentes ( 7.6.2). En efecto, 

puesto que 

t . ¡2 Í1 ... jq-2 

'1 

se puede escribir 

g . . 
'1 J 

y por consiguiente se deduce que 

ti jl ... jq- 2 
j 

lo cual demuestra nuestra aseveración. 

( 7. 6. 3) 

En segundo lugar, se deduce inmediatamente de las relacio­

nes (7.6.2) o (7.6.3) que las componentes de otros tipos del 

tensor e se obtienen por contracción de los índices ~ e ~ en los 

demás tensores afines pertenecientes a t cuyas componentes pre­

sentan a uno de esos índices en posición contravariante y al otro 
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en posición covariante. Así por ejemplo, resulta de (7.6.2) que 

e i1 i1 ··· iq- 2 

i2 
t . j i1 i3 ... jq- 2 

1 j2 

y por tanto el tensor afín que pertenece a e que tiene estas corn 

ponentes resulta por la contracción de los índices i 1 , i 2 del ten 

sor de componentes 
6 .1) 

t . i2 i3 i5 ... iq 
11 ¡4 

en vez del de componentes (7. 

7.7 El espacio 0P V= V® ••• ® V (p factores) considerado 

como espacio euclideano. 

El espacio @P V, p -ésima potencia tensorial del espacio eucli 

deano V, puede recibir una estructura de espacio euclideano. 

Refiramos el espacio euclidiano V a una base cualquiera {e¡ } , y 

el espacio @P V a la base correspondiente { e¡
1 

@ ••• @ eip} . A c~ 

da par de tensores t = ( t ;1 ... h j ... j 

y u= (u 1 P) le podernos hacer 

corresponder el escalar invariante, que designaremos por t•u, 

t • u = t i1 ... Íp u . 
'I 

... j 
p 

( 7 . 7 .1) 

donde u1 , • •• , ~ son las componentes covariantes de u. Dicho 

escalar es invariante, corno puede comprobarse cambiando la base 

{ e i } de V por otra base cualquiera {e;,} y calculando la expr~ 

sión del segundo miembro de (7.7.1) para las componentes de t y 

u relativas a la nueva base . 

donde 

Se tiene, además, empleando las fórmulas 7 . 2.10 

... j 
p 

son las componentes covariantes de t . 
(7.7.2) 
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Es fácil comprobar que la aplicación ( t, u) ~ t ·u, d,efi_ 

nida por ( 7. 7 .1 ) o por 7. 7. 2 ), tiene las propiedades del pr~ 

dueto interno, razón por la cual podemos darle el nombre de 
p . . 

producto interno. De esta manera @ V posee una estructura de es-

pacio euclideano. En particular, las componentes covariantes 

del tensor fundamental de ese espacio, para una base dada {e¡ } 

de V, será (teorema 7.5.1) 

gil j j 1 ... jp 
(e . @ . . . Q9 e . ) . (e. @ . .. @e. ... 

'1 'p J 1 lp p 

k k2 k I 12 lp 
gk g gk I 

( ó .1 Ó · ó . p ) ( ó . 1 Ó· Ó· 
1 ~ k2 12 p p '1 '2 'p J 1 12 Jp 

g. 
'1 j 1 

g . . 
12 12 

g. 
'p ip 

pues las componentes contravariantes de los p-tensores de base 

son y 

La forma cuadrática fundamental del espacio euclideano ®Pv 

tiene por coeficientes a los números 

y se tiene 

t • u 

Los números g_ son las componentes de un tensor co-
'1 ; .• ip i1 ··· _ip 

variante de orden 2p, por cuanto se cumplen las relaciones 

¡1 jl j jp 
g , _, ·I ., ., g_, ·' gi, ., A., A., g_ AP A., g_ 

j 1 
., 

ip '1 ... 'p J 1 ... Jp '1 J 1 p lp '1 11 '1 'p p 'p 

j ip i1 jp 
A.: A¡, A., A, g. ... ip j 1 ... jp '1 p 11 Jp '1 
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Diremos que el tensor euclideano de orden 2p al que pert~ 

nece dicho tensor covariante es el tensor fundamental de 0P v. 

Observaremos por último que si la base {e¡ } es ortononnal 

se tendrá que 

g. o o o 
'1 

... i j 1 . .. jp jl j 1 ¡2 i2 i Íp p p 

y por tanto, en tal caso, g . toma el valor í cuando 
'1 ... jp j 1 . .. jp 

( i 1 , ••• , ip) es un conjunto ordenado idéntico a U1 , ••• , ip), y 

toma el valor cero en caso contrario. 

Ejercicio 7. 7 .1. Dada la base {e¡ } del espacio euclideano V, 

cada uno de los tensores te @P V posee, por lo dicho en la s ec­

ción 7.2, componentes de varios tipos. Según se ha estableci­

do en la presente sección, ©PV es a su vez un espacio vecto­

rial euclideano, ¿cómo pueden interpretarse en este espacio 

vectorial, referido a la base {e ¡
1 

0 ® e ¡P = e ¡
1 

•.. ¡P , las 

componentes del vector te @P V a que nos hemos referido anterior 

mente? 
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§ 8. Algebra tensorial 

En Zas parágrafos § 6 y 7 en que, como señalamos entonces, Za ex-

posición se orienta a Zas aplicaciones del cálculo tensorial, hemos introd~ 

cido Za noción de multiplicación entre tensores pertenecientes a espacios 

que son producto de espacios vectoriales dados. Hemos Z legado así a obte­

ner el álgebra de Zas tensores afines y Za de Zas tensores euclideanos. En 

el presente parágrafo trataremos de manera más general acerca de Za noción 

de álgebra tensorial de Za cual son casos particulares Zas mencionadas. 

Salvo indicación en contrario, Zas espacios vectoriales que consider~ 

remos en este parágrafo son de dimensión cualquiera finita o infinita. 

8.1. Suma directa de espacios vectoriales. 

Definición 8.1.1. Dados dos espacios vectoriales cualesquiera 

U y V, el producto cartesiano U x V formado por todos los pa­

res (u,v), u€U, u€V, provisto de las operaciones 

( U 1' V 1 ) + ( U2 ' V2 ) ( U 1 + U 2 ' V 1 + V2 ) 

y 

Q'. ( U, V) ( Q'. U , Q'. V ) , 

es un espacio vectorial que se llama suma directa de U y V se 

designa por U© V. Su vector nulo es (0,0) y el opuesto de 

(u,v) es (-u, -u). 

Si {x .} , {y} son bases de Uy V respectivamente, en-
' i€/ j . j€} 

tonces {(x¡, O)}. U {(O, y .)}. es una base de U@V. 
1€/ J ¡€} 

Si, en pa!_ 
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ticular, U y V son de dimensión finita, se cumple que 

dim ( U© V) = dim U + dim V . 

Las aplicaciones lineales 

' 1 U -+ U© V tal que t1 (u) (u, O) 

y 

i 2 : V -+ U © V tal que i 2 ( v ) = ( O, v ), 

son inyectivas y se llaman inyecciones can6nicas de U y V en U© V. 

Las aplicaciones lineales 

rr
1 

: U@ V -+ U tal que rr
1 

(U , V ) = U 

y 

rr
2 

: U© V -+ V tal que 

son sobreyectivas y se llaman proyecciones can6nicas de U @V. 

Se cumplen evidentemente las relaciones 

1T 1 o L 1 Iu 1T2 o L 2 IV (8.1.1) 

1Tl o '2 o 1T2 o L 1 o ( 8 .1 . 2) 

'1 o 1T1 + '2 o 1T2 I UEP.V ( 8.1.3) 

Puesto que las aplicaciones i1 y i
2 

son inyectivas, podemos 

identificar a U con Im t 1 y a V con Im i 2 , de manera que podemos 

considerar> que U y V pertenecen a U @V, espacio del cual U y V son 

entonces subespacios disjuntos, es decir que Un V= {O } • 
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La definición anterior puede extenderse a una familia cua l ­

quie r a de espacios vectoriales . 

Definición 8.1 .2. Sea { fl¡}jEJ una familia cualquiera de espa­

cios vectoriales . Consideremos todas las aplic aciones 

tales que 

1 ) x (j) e q para todo je J , 

2) x (j) es igual a cero salvo para un número finito de valores 

de i 

En adelante vamos a denotar a x(j) por xj. 

El conjunto de las aplicaciones x provisto de las operaci~ 

nes 

(ax)(j) = axj para aeIF, 

es un espacio vectorial que se llama suma directa de los espacios 

U¡ y se designa por (9 U¡. Su vector nulo es la aplicación o 
j 

tal que O(j) = O. ; donde o es el vector nulo de u 
J J J 

En el caso en que J es el conjunto n~ de los números natu­

rales, la familia {fl¡ }JEN es numerable y p4ede expresarse en la 

forma { U1 , U2 , • •• } , y el espacio ©j U¡ puede representarse por 

U1 © U2 EEl .. • 
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Para cada elemento keJ se define la inyección canónica 

Uk -+@U que aplica a cada vector ue Uk en el elemento ik (u) e 
. J 
J 

© u. 
. J 

tal que 
J 

para j k 

'k (u) (j ) 

para j * k. 

Mediante la identificación de Uk con ik ( Uk) podernos conside­

rar, en adelante, que ~ es un subespacio de ©j ~ · 

Se define también la proyección canónica 

que a cada x e© U le hace corresponder el vector xk e Uk • 
j J 

Se cumplen entonces las relaciones 

y 

x , para xe® U. 
j J 

Ejercicio 8.1.1. Dados tres espacios vectoriales u, V y W, y 

las aplicaciones 

'1 U-+ W '2 V-+W 

'Tí¡ W-+U rr2 W-+ V 

que cumplen las relaciones 

"'1 o '1 = Ju -
1í2 o '2 IV ' 
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'"1 o ' 2 = o -rr2 o L l = 0 

y 
-
'1 º '"1 + ' 2 º '"2 = lw ' 

ent onces existe un isomorfismo I{): U Ei3 V ~ W tal que se ctunplen 

l as r elaciones 

1/) o '1 

Puede deci r se entonces que , salvo un isomorfismo , W es l a suma 

directa de U y V. 

8.2 Suma directa de subespacios de un espacio vectorial. 

Definición 8 . 2.1 . Se llama suma de dos subespacios u1 y u 2 de un 

espacio vectorial U al conjunto de todos los vectores de U que 

pueden expresarse en la forma u1 + u2 en que U I€ °i y u2 € U2 • Es 

evidente que es un subespacio de u que representaremos por 

u1 + U2 ' del cual u1 y l1i son subespacios. 

La definición anterior se extiende de la siguiente manera 

a una familia { C1¡ }jEJ de subespacios de U. Se llama suma de los 

subespacios q y se designa por 1: ~ al conjunto de los elemen 
j 

tos de U que pueden expresarse como sumas de vectores de los es 

pacios q en nfimero finito, que representaremos en la forma ~ ~ 

donde está sobreentendido que los ~ son nulos salvo un nfimero 

finito de ellos. 1: U es un subespacio de U y contiene como sub 
j J 

espacio a los espacios ~ . 
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Definición 8 . 2 . 2. Dada la familia {U
1
. J. de subespacios de u , 

JE] 

la aplicación 

©u-+ r,u
1
. 

j 1 j 

tal que 

<P( x ) = k X · 
• J 
J 

es evidentemente un homomorfismo de © q sobre r, ~ que llama 

r emos homomorfismo canóni co . 

Teorema 8.2.1. La condición necesaria y suficiente par a que el 

homomorfismo canónico ~ se reduzca a un isomor fismo de ~ q so 
J 

bre r, ~ es que para kEJ se cumpla que 

u. 
J 

{o} ' ( 8.2 . 1 ) 

lo cual se expresa diciendo que los subespacios q son indepen­

dientes . 

En el caso en que la familia se reduce a los subespacios U1 

y f1i, la condición precedente se reduce a u1 nu2 = {O} y se di 

ce entonces que U
1 

y U2 son disjuntos . 

Demostrac i ón . Supongamos primero que ~ se reduce a un isomorfis 

mo, es decir que ~ (x) =O implica que x = O . 

Si la condición del enunciado no se cumpliera existiría un ele­

mento kEJ y un vector x kE Uk, diferente de cero , tal que podrí a 

e.s c r i b i r s e 
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En tal caso el elemento ye~f1¡ para el cual es yk=xk, Yj X. 
J 

para j * k, cumpliría la condición. 

IP (y) x. 
J 

o 

y resultaría una contradicción pues y no es el elemento nulo de 

f ~ porque ~*O. Debe pues cumplirse la condición del enun-

ciado. 

Si, inversamente, suponemos que la condición se cumple y 

que xe©U es talque ¡p(x)=O, entonces se tiene 
j J 

por consiguiente, para cada keJ puede escribirse 

L x(j) = LX =0; 
. . J 
J J 

xk = - I; xj , 
j -=Fk 

y por tanto es u.. De la condición del enunciado se 
J 

deduce entonces que xk = O para todo k, o sea que x = O ; lo 

cual prueba que ¡p (x) =O implica que x = O , es decir que IP es 

un isomorfismo. • 

Definición 8.2.3. Dada la familia {~ }jEJ de subespacios del es 

pac io u, que cumple las condiciones ( 8. 2 .1), en cuyo caso la su 

ma directa © q se aplica isomorficamente sobre L U por el hom9_ 
J J 

morfismo canónico ¡p, identificaremos a L q con E9 ~ mediante 

ese isomorfismo. De esa manera vod-remos decir que la suma direc 

ta © ~ es un subespacio de U al que llamaremos suma directa de 
j 

Zas subespacios q . 
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Teorem~ 8.2 .2. Las condiciones ( 8.2.1 ) son equivalentes a la 

condición siguiente : 

Cada vector del espacio ~q se expresa de una sola mane-
1 

ra como la suma de un número finito de vectores pertenecientes 

a los subespacios ~ . 

X E ~U. 
j J 

En particular cada vector sólo admi t e la expresión 

de esa naturaleza constituída por él mismo. 

Demostración. La demostración constituye un ejercicio para el lector. • 

En virtud de la proposición anterior , dada una familia íq ~EJ 
de subespacios del espacio U, si dichos subespacios son 

pendientes o bien si cada uno de los vectores del espacio 

inde­

~ u 
. J 
J 

no admite sino una expresión como suma de vectores de los espa­

cios ~ ' el subespacio ~ ~ de U se identifica con © ~ 

Sea {~ ~EJ una familia de subespacios independientes del esp~ 

cio u, tales que u= @u 
J 

Las inyecciones canónicas 

se reducen a las aplicaciones idénticas , y las proyecciones ca­

nónicas 

son tales que 
si u = ~u . ' 

j J 
u . €u. 

J J 
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8.3 Subespacios complementarios. 

Teorema 8.3.1. Dado un subespacio ~ de un espacio U existe 

un subespacio (no único) tal que 

Demostrac.ió n. El conjunto P de todos los subespacios de U que son 

disjuntos con q no es vacío po r que contiene el subespacio {O} . 

P es parcialmente ordenado por la relación de inclusión . Una ca­

dena cualquiera S de elementos de P tiene una cota superior que 

es la suma de los subespacios que la componen . Por tanto , en 

virtud del lema de Zorn ( Pte . 1 , pág. 19), existe en P un ele­

mento maximal (puede haber más de uno) U2 tal que cualquier 

elemento de P que lo contiene es necesariamente igual a él . 

Puesto que U2 es independiente de U
1 

, basta probar que U =°i + Cj_, 

pues según sabemos es U1 + U2 = U¡ © U2 • 

Supongamos que sea U1 + ~ * U . Existirá ue U tal que 

ui U1 + U2 • Designemos por U3 al subespacio de U generado por 

u y los elementos de U2 • ~ pertenecería a P, porque si no fue 

ra disjunto con q existiría el vector u' *º tal que u' e U1 n ~, 
y por cuanto u' e~ podría escribirse 

u' = u2 + ku , 

de donde resultaría que 

y resultaría una contradicción. Es decir que Vi es disjunto con 

~ y pertenece por tanto a P. Llegamos así a una contradicción 

con el lema de Zorn pues ~sería un elemento de P que contiene a 
U2 y no es igual a éste pues contiene a u , vector que no pertenece a U2 • • 
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Definición 8.3.1. Dado un subespacio U1 del espacio U cada sub 

espacio U1 de U tal que U= U1 Ell U1 se llama complementario de U1 
en U. 

Ejercicio 8.3.1. 

rial U tales que 

Si f1i y U1 son subespacios del espacio vecto­

U1 n U1 = { O } , y s i B 1 y B 1 son bases de 

U1 y U1 respectivamente, entonces B 1 U B 1 es una base de 

U1 © U1. 

Ejercicio 8.3.2. Si f1i y f1i son subespacios de U tales que 

U = U1 © U2 , y si U3 es un subespacio cualquiera de U, no se 

cumple en general la relación 

Esta relación sí se cumple si U3 e U1 • 

Sugerencia: Considerar un espacio U que tiene la base {eu e1 } , 

y sus subespacios U1 , U1 , U3 , generados por e1 , e1 y e1 + e1 , 

respectivamente. 

Ejercicio 8.3.3 . 

pacio U¡ de u, 

l: U¡; y si B¡ 

Si G¡ es un 

entonces UG-
j J 

es una base de 

sistema de generadores del subes­

es un sistema de generadores de 

U¡, u U¡ es una base de © U¡ . 

Ejercicio 8.3.4. Si { x¡ }JeJ es una base de U y U¡ es el sub­

espacio generado por x¡ , entonces es U= © ~ • 
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Ejercicio 8. 3. 5. Sea U
1 

un subespacio de U y ip 1 : U1 -+ V, donde 

V es otro espacio vectorial, sea una aplicación lineal. Pro­

bar que~ puede extenderse a una aplicación lineal ip: U-+ V, es 

decir tal que la restricción de ip a U1 es igual a ip
1 

• 

Sugerencia: Hacer uso de un complemento de U1 • 

Ejercicio 8.3.6. Si U
1 

es un subespacio del espacio vectorial 

U, existe una aplicación lineal sobreyectiva ip: U-+ U1 tal que 

¡p x = x p ar a cada x e U1 • 

8.4 Dual de la suma directa de dos subespacios. 

En el teorema que sigue a continuación consideraremos el 

dual de un espacio cualquiera W al espacio t(W) de las funci~ 

nes lineales definidas sobre él, y lo designaremos por W*. De­

signaremos además por uº y llamaremos aniquilador del subespacio U 

de W al subconjunto de W* formado por las funciones lineales w* 

tales que w*(u) O para todo ueU. Es evidente que uº es un 

subespacio de W*. 

El teorema siguiente establece que si W es suma direc­

ta de dos de sus subespacios, su dual W* es suma di recta de 

los aniquiladores de dichos subespacios. 

Teorema 8. 4 .1. Si U y V son subespacios de W tales que W = Uc:B V, 

entonces U* es isomórfico con v 0 , V* es isomórfico con uº y se 

tiene que W*= uº @ V 0
• 
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Demostración. Representaremos aquí por u, u* y u 0 a elementos 

genéricos de U, U* y uº, sin que signifique esto que haya que 

suponer que exista relación alguna entre dichos elementos por el 

hecho de que aparezca la letra u en la representación de los 

tres. En forma semejante emplearemos los símbolos u, u*, v 0 y w, 

w*, w 0
• 

que 

todo 

Probemos primero que Uº y Vº son disjuntos. Supongamos 

w*e u 0 n Vº. Se tiene entonces que w*(u) = w*(v) = O para 

u e U y todo u e V, y por tanto, puesto que cada we W se ex 

presa en la forma w = u+ u, ,se tiene que w*(w) = w*(u+ v) = O 

para todo weW. Es decir que w*= O y por tanto Uºn Vº= {O}. 

Para probar que W* = Uº © Vº basta probar ahora que cada 

w *e W* puede expresarse en la forma w* = u0 + v0 • Dado w* e W*, si w 

es un elemento cualquiera de W, existen ueU y veV, bien deter 

minados, tales que w = u+ v. Podemos entonces definir los ele­

mentos u* y u* de W* mediante las condiciones u*(w) = w* (v) y 

u*( w) = w* (u) . La linealidad de esas funciones se comprueba sin 

dificultad. Ahora bien, puesto que u*(u) = w*(O) = O para to 

do u e U y u * ( u ) w* ( O) = O par a t. o do u e V, se tiene que 

u*e uº y V* e Vº. 

Además, para cualquier elemento w =u+ u e W es 

w*(w) =w*(u+v) w*(u) + w*(v) = v*(w) + u*(w) =(u*+ v*)(w). 

Resulta de aquí que 

W* = uº EB vº. 
w* u* + u* 

' 
y por consiguiente 

Para terminar la demostración sólo falta probar que u 0 

es isomorfo con V*, De la misma manera se probará que 

isomorfo con U*. 

vº es 
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A cada uº e U 0 podemos hacerle corresponder la función 

u* e V* tal que u *(u) = uº (u) • La aplicación l{J : u 0 1--+ u* así 

establecida es lineal pues 

l{J (a u~+ (3 u~) (u) (crnf + (3 ug)(u) = au~(u) + [3 ug(u) 

(al{J(uf) + {31f)(uJ))(v) 

para todo u; y por tanto 

l{J (a u1° + [3 ug) 

Finalmente, l{J es biyectiva: Es inyectiva porque si ¡p(u~) = l{J(uf), 

entonces se tiene ¡p (u~ - u~ ) =O, y por tanto ¡p ( u7 - u~) (u) = 

(u~ - ug) (u) O para todo u; es decir que cualquiera que sea 

weW es (u~ - ug)(w) =(u~ - ug>(u +u)= (u~ -u~)(u) +(u~+ uJ) 

(u) = O por cuanto (u~ - u~) e U. Resulta así que uf u~ y 

¡p es inyectiva. 

l{J es sobreyectiva porque si u* es un elemento cualquiera de 

V*, la aplicación lineal u 0 e uº definida por la fórmula u0 (w) = 
v*(v), donde w u+u, ue U, ve V, es tal que ¡p(uº)(v)=uº(v)= 

u*(u) para todo ueV, y por tanto es l{J(u 0
) =u* • 

8.5. Producto de tensores sobre un espacio vectorial v. 

Dado el espacio vectorial V, consideremos los productos 

tensoriales (€/V, fll ) , para p - 2 3 donde <i!/ V =V® ••• ® V -,, ... , ~ 

p . factores 

es la potencia tensorial de V de grado p, o P-ésima potencia tensorial de 

V, cuyos elementos se llaman tensores de grado P sobre V. Convendr~ 

mos en escribir ®ºV= JF y fll V= V de modo que los escalares y 

los vectores de V pueden considerarse como tensores de grado O y 1 

respectivamente. Los tensores de la forma x1 e> ••• ® xP, p ~ 1 

Y los tensores de grado cero se llaman tensores descomponibles . 
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Según el teorema 5.10.2 existe un único isomorfismo 

g ( (i!}1 V ) © ( © q V ) ~ © P +q V 
p, q 

tal que 

gp,/( x1 ® •.• © xp) ® ( xp+i® ••• ®xp+q )) = x1 © ..• ® xP+q • 

La primera parte del teorema 5.7.2 permite establecer la existen 

cia de una . única aplicaci6n bilineal 

-
'f! 

p, q 
( 01 V) x ( 6l V) ~ @+q V 

tal que 

ip ( (x1 ® .. . e&xp) , ( xp+l © ... © xP+q) ) 
p, q 

Si 'f! designa a la aplicación universal 
p, q 

'f! : (©p V) X ( ©q V ) ~ ( (i!l V) Q?¡ ( csgq V), 
p,q 

resulta que 

Puesto que 

rema 5.5.1, 
g es un isomorfismo, resulta del corolario 4 del te~ 

3er caso, que el par (fi:f+q V, ~ ) es producto ten-
p, q 

sorial de ©P V y ©q V. Se tiene por tanto que ~ (xp,x) = xp@ xq. p,q q 

Definición 8.5.1. 
p 

Se llama producto de los tensores upe © V y uq e 

0qV al tensor~ (u,u)e©PHv, el cual, en 
p, q p q 

las consideraciones precedentes puede escribirse 

~ ® uq. Se tiene por tanto que 

~ · (up , u q) ; 
p,q 

vista ele 

en la forma 
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y en particular, el producto de tensores descomponibles es da­

do por 

La propiedad asociativa general del producto tensorial pe! 

mite reconocer que el producto que acabamos de introducir es una 

operación asociativa; pero no es conmutativa salvo el caso en 

que dim V = 1 . En efecto, si dim V> 1, sean x e y vectores 

de V linealmente independientes. El par (x,y) puede ampliarse 

hasta formar, una base de V. Según el corolario 1 del teorema 

5.5.1, x@y e y (g)x forman parte de una base de V0V . Son por 

tanto l.i. y por consiguiente diferentes. 

Dada una base {e¡ } ier de V, los tensores e. 0 ... 0 e¡P 
1 1 

ik e 1, k = 1, ... ,P, constituyen una base de ~lv. Si, en partic~ 
lar, V es de dimensión n y su base es { e1 , ••• , en}, entonces 

la base de r:g/ V está formada por los nP vectores e. 0 ... ©e¡ 
'1 p 

( ik 1, 2 ... n). Se tiene por tanto dim &;/ V = nP, y cada ele 

mento ze Q9 P V puede expresarse en la f arma 

z ... i P e.. <S9 • • • 0 e. , 
'1 'p 

¡1 ... 
( z 

donde zi1 ... ¡P son las componentes del tensor z. 

8.6 Algebra tensorial de un espacio vectorial 

Consideremos el espacio vectorial 

que es suma directa de todas las potencias tensoriales del esp~ 

cio vectorial V, y que designaremos en adelante por ®V. Según 
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hemos señalado en la sección 8 .1, para cada valor de p el conjuQ_ 

to de los elementos de ®Pv, ( u 0 , u 1 , u2 , ••• ) , tales que u1 =O p~ 

i i=p constituye un subespacio que es isomorfo con ®Pv por la 

correspondencia ( u0 , u 1 , u2 , ••• ) ~ up. Este isomorfismo permi 

te identificar a dicho subespacio con ®PV, identificando a los 

elementos que se corresponden en dicho isomorfismo. Resulta 

así que @V contiene a los subespacios ®PV y cada elemento 

u E @V puede expresarse de manera única corno una suma 

u = 'L up 
p=O 

en que los tensores up son nulos salvo un número finito de ellos. 

Puede escribirse entonces, según lo dicho en la sección 8.2, 

®V= I <59PV = 'L ®PV. 
p=o 

Dados los elementos cualesguiera u = 'Lup , v = 'L vq de 0V,. 

definamos la aplicación (u, v) ~ uv de @V en sí mismo dada por 

u V = 'L ~p , q ( U p , V q ) 
p ,q 

donde l/'p,q es la aplicación bilineal definida en la sección 8.5 

La aplicación (u x) ~u v es bilineal pues 

(cxu1 +{3u2 )v = L ipp,q (ex u 1p+f3u2p, vq 
p,q 

= L [ex~ P ,qc u1P , v q) + {3 ~P, q ( u 2P, vq ) ] 
p,q 

En forma semejante se cornpru~ba la linealidad respecto de v. 
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La operación que se introduce en 0V por la aplicación (u, u) 

f-+ u u que acabarnos de introducir es asociativa corno se pprueba 

a continuación. Se tiene en efecto 

(u u) w = L (uv)P @wq 

p ,q 

pero es claro que 

luego 

(U V) W 

Puede observarse que 

L (u, 0 V 
5

) 

r+s =p 

p,q r+s =p 

L k ur @ u
5 

@ wq ~ 

p,q r+s=p p', q'' r' 
up, Q;;, vq, 0 w1, 

porque es evidente que cada sumando del primer miembro figura en 

el segundo, y porque cada término ~, 0 v1 0 ~· del segundo f! 

gura en el primero si se da a p, q, r y s los valores p = p' + q', 

q = r' ' r = p' y s = q'. Se cumple por consiguiente que 

(uv)w = L 
p',q',r' 

De manera sernej ante se prueba que U( u w) tiene por valor la 

suma del segundo miembro de la ecuación anterior. Luego podemos 

escribir la fórmula 

(uv)w=u(vw) =uvw= L (8.6.1) 
p' q, r 
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Definición 8. 6. l. El espacio ®V, asociado con la operación 

(u,u) 1--+ u u = L uP® vq, es una álgebra asociativa pero no con-
P 'q 

mutativa que se llama algebra tensorial del espacio V. Su elemento 

unidad es e 1 escalar 1€ ®ºV= IF. 

Teorema 8. 6. 1. El álgebra tensorial 69V tiene como generadores 

a su elemento 1e®
0 

V = IF y a los vectores pertenecientes a 

@
1

V =V, en el sentido de que cada uno de sus elementos puede 

expresarse mediante una suma de la forma 

L a ; 1 ••• ;P v. v . 
'1 • • • 'p 

(8.6.2) 

donde ... ' ip son números naturales cualesquiera, u . e V, 
'k 

y los a son escalares nulos salvo un número finito de ellos . 

Demostración. La fórmula ( 8.6.1 ) se generaliza sin dificultad 

de manera que dados los elementos u1 , ••• , uP 

®V se tiene 

cualesquiera de 

(8.6 .3) 

donde u . 
J 

y 
k 

ui k e ® V. En particular dados los vectores 

u1 , ••• , up de V se tiene 

Ahora bien, cada elemento de ®V es combinación lineal de ele 

mentos de la forma v1 69 .. . ® vp donde los { v1 , ••• , uP } son con 

juntos cualesquiera de vectores de V, es decir una expresión de 

1 a forma ( 8 . 6 . 2 ) . • 
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8.7. Propiedad universal de® V. 

El teorema siguiente expresa una importante propiedad uni­

versal del álgebra 0V. 

Teorema 8.7.1 Dada una aplicación lineal f: V --7 A donde A es 

una álgebra asociativa sobre el campo IF, provista del elemento 

unidad e, existe un único homomo! 

fismo de álgebras g : Q9 V--7 A, l) tal 

que g( 1 ) =e y que f = g º i, do!!_ 

de i es _ la aplicación de inclu­

sión de V en ® V, de manera que 
1 g(v1 ) = f( v1 ) para todo v

1 
e® V=V, 

y que el diagrama adjunto es con-

mutativo. 

f 
V A 

/ 
®V 

Demostración. A las aplicaciones multilineales 

IF --7 A, tp 
r 

definidas por las relaciones 

Vx ... xV --7A 
"--v---J 
r factores 

les corresponde, en virtud de la propiedad 

universal del producto tensorial~ las apli 

caciones lineales 

(r = 1,2, •.. ) 

(r = 1,2, ... ) 

tp r 
Vx· .. xV---~A 
'---r--' 

r 

1) Es decir una aplicación lineal tal que g (u 11) = g (u ) g ( v) para u, v € 0 V 
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para las cuales es 'P. o Q9 
1 

ipi ( i = o, 1, ... ), y por tanto 

'"ifo (X) Xe Y 7¡5r ( V 1 © . . • 0 vr ) 

Podemos definir ahora la aplicaci6n lineal 

g : @V ~ A 

de modo que para cada elemento 

de ® V es 

g ( z ) = ~ ( z o ) + ~ ( z 1 ) + • • • + '(pk ( z k ) • 

Puede señalarse, en particular, que si z = v1 © . .. © vr e 69' V, 

entonces es 

g ( v 1 @ ••• 0 vr ) = ~ ( v 1 ® ... @ vr ) f(v1 ) ••• f(vr), 

y por tanto g( v1 ) para todo v1 e V. Además g ( 1) 

~ (1) =e. o 

Para demostrar que g cumple las condiciones del enunciado 

falta probar que es un homomorfismo de álgebras, y que es úni­

co. Para lo primero s6lo queda por establecer que se cumple la 

relación ( z w) = g(z) g(w) cualesquiera que sean z y w de 

©V. Estableceremos primero esa igualdad en el caso en que z y 

w son descomponibles, es decir para zr = u1 ® .•• 0 ur e ~rv y 

ws = vl @ • • • @ vs € ®s V • 

Se tiene entonces 
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'¡ (u © 
r+ s 1 

Para establecer la relación en el caso general basta obse~ 

var que cada elemento de ©V puede expresarse como suma de teg_ 

sores descornponibles, para lo cual basta expresarlo primero c~ 

rno suma de tensores de los espacios ©ív . cada uno de los cuales 

puede escribirse luego corno suma de tensores descompqnibles . Su 

pongamos pues que 

z = z + 
o = ~ z. 

1 

son las expresiones de z y w como sumas de tensores descornponi 
bles . Tendremos 

g( z w) = g ( ~ z¡ wj ) 

i' ; 

~ g ( z i ) ) ( ~ g ( wj ) ) 
J 

~ g ( Z¡) g ( Wj) 

i ,j 

g ( z) g ( w). 

Probemos por último que g es única. Las condiciones 
g(l)=e y f=goi 

g t orna en Q9 ° V = IF 

del enunciado proporcionan los valores que 

y en ® 1 V = V. Ahora bien, según e 1 teor~ 

rna 8.6.1 cada elemento de ©V puede expresarse como una suma 

de la forma (8.6.2), luego el valor que tiene g en dicho elemeg_ 

to, puesto que g es un homomorfismo de álgebras, es igual a 

y por tanto es unívocamente determinado por f. • 
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Ejercicio 8.7.1 Dados el espacio vectorial V, el álgebra aso 

ciativa W sobre el campo F provisto de elemento unidad que po-
1) 

demos designar por 1 , y una aplicación lineal ip: V ~ W, que 

cumplen las condiciones siguientes: 

All. El álgebra W es generada por e 1 conjunto {Im ip} U {1} 

de sus elementos, es decir que cada elemento w E W pu~ 

de expresarse en la forma 

X = A o + 2: ~ <p ( U t ) ) <p (V; í) ) ... ip( Vp( ; ) ) , 
i= 1 j 

donde los X son escalares y los u son vectores de V. 

AT2. Para cada álgebra asociativa A sobre F con elemento 

unidad e, y para cada aplicación lineal f: V~ A , 

existe un homomorfismo de al 
gebras g : W ~ A tal que 

g(l) =e y que 

f =goip. 

Es decir que el diagrama ad­

junto es conmutativo, 

f 
V------A 

-~/ 
w 

entonces existe un único isomorfismo de álgebras r : ©V ~ W tal 

que r = ip º i, donde es la aplicación de inclusión de V en ©V. 

El resultado precedente permite considerar al par (W,ip) co­

mo una representación del álgebra tensorial ®V. 

1) Designar con 1 al elemento unidad e de una álgebra sobre el campo IF proviene de la identi­
ficaci6n que es posible hacer de los elementos a EIF con los elementos ae del álgebra. 
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8 . 8. Algebras tensoriales sobre un par de espacios duales. 

Sean V y V * dos espacios duales ; la aplic ación 

(x * x) 1-+ < x *, x > es el correspondiente producto escal a r . 

Las álgebras tensoriales 0 V y ©V * se llaman a Zgebras tensoria­

les contravariante y covariante de V respectivamente . La p - ésima p~ 

tencia tensorial 0Pv * podrá ser designada tamb i én por ©P V, de 

modo que 0 V*= EB ( ©P V). Los elementos de V y de 0 V se d i sti n ­

guirán con índices inferiores y los de · V* y ©V* con í ndices sup~ 

riores. 

Recordemos que , corno fue establecido en e l corolario 3 del 

teorema 5 .1 7 .2 , los espacios ©P V y 0Pv, p~l, son duales , 

con un producto escalar que cumple la condición 

< x l @ 

Para p=l , esta fórmula se reduce al producto escalar de los 

espacios duales V y V*. Podernos , además , extender la defini­

ción de < , > al caso p =O • 

< /\' µ > = /\µ' (/\e 0° V == IF, µ e0
0 

V =-= lF) ; 

y def inirernos entonces el producto escalar entre los espacios 

©V y ®V* escribiendo 

<u*, u> = I: < uP,vp> , donde 
p 

v=I:ve®V, 
p p 

u* = I: u Pe 0 V* , 
p 

y 

La función ( 0V*) x ( 0 V) ~ IF así definida es evidentemente bi 

lineal. Probaremos ahora que es no degenerada. Si fuera , por 

ej ernplo, < u*, u > = O para un dado elemento u* e 0 V* y para 

todo u e ®V, entonces, en particular para cada q, y para todo 

uq e @q V e 0 V sería < u*, uq >=o. Puesto que uq = L uP don 

de 
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ción de la función que consideramos que < u*, vq >= < uq, vq > 

y por tanto es < uq, vq > = O para todo vq € Q!)q V. El producto 

escalar que, según hemos visto, existe para los espacios duales 

©q V y &iq V, que desde luego es no degenerado por definición 

de producto escalar, implica que uq = O para todo q. Luego es 

u*= O. En forma semejante se prueba que dado u€ ~ V si 

<u*, u> =0 para todo u*€ 0 V*, entonces es v =O. Por tan­

to la función bilineal que hemos definido es no degenerada y 

constituye una producto escalar de ®V y G9 V*, los cuales son 

por tanto duales. 

Consideremos en especial el caso en que V es de dimensión 

finita n. Designemos por {e¡ y {ej} a bases duales Vy V*. 

Los productos escalares de los elementos de las correspondien­

tes bases de Vp = QIJP V y VP= Q9P V son dados por las fórmulas 

j ip < e 1 ® •.. @e , e. ® ... ® e. > 
'1 'p 

~ 8. , ( 8. 8. 1 
'p 

j ip } y por tanto, las bases { e. 6?> ••• @e. } y { e 1 ® ... ®e son duales. 
'1 lp 

De ( 8.8.1 ) resulta que dados dos tensores cualesquiera 

u* ~ 'Tl. 
j 1 

0 ~ €@ V* e ••• @e 

Jp 
l¡ ... jp 

{ jl ' ••• ' } ' {1 ' ••. ' n},p~O) ( J = jp i¡ € 
p 

y 

V 

k ... k 
~ ~ 1 P ek @ ••• i&· e €. @ V, (Kp ={k1 , ••• , kp}) , k; € {1, . .. , n}, 
K 1 ~ 

p 

su producto escalar es 

<U* V> 

295 



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE 

8.9 Tensores mixtos. 

Definición 8. 9. l. Para cada pa r (p, q) de números naturales, 
p 

designemos por 0q V, al producto tensorial 

Q?JP V 
q V 0 ... 0 V ó?I V* 0 ... 0 V* 

'---v----J \....---y---J 
p q 

cuyos elementos se llaman tensores mixtos sobre V, contravariantes de 

orden p y covariantes de orden q. p +q es su orden total . o simpleme!!_ 

te su orden (o grado ) . 

Convendremos, además , en escribir 

0° = ®q V* = 0 V 
q q ' 0º = o IF. 

Los tensores de que pueden expresarse en la forma 

x 1 ® .. • ® xp ® x 1 0 ~ xq, donde x¡ €V y xi€v* se llaman tenso­

res descomponibZes. También llamaremos descomponibles a los elemen 

tos de JF, V y V*. 

La dualidad de 1 par (V*, V) da lugar a la dualidad del par 
p q 

(0q V, 0P V ). En efecto, según el corolario del teorema 5.10.2 

existe el isomorfismo natural 

X : ®~V 

que cumple la condición 

X ( Y
1 

® ••• ® Yq ® y 1 0 . . • ® yP ) 
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Según el corolario 3 del teorema 5 . 17 .2, el par (~V, 0; V* )
1

) 

es dual con un producto escalar 

que 

< , > 1 par a e 1 cu a 1 se cumple 

< x 1 ® ... © xi' © xl© • • . ® xq, 

La dualidad del par 
p q 

( ®<1 V, @P V) se define entonces median 

te la aplicación de 0: V x 0; V en IF, dada por 

( u' V ) ~ < u ' X (V) >1 ' 

la cual es bilineal por cuanto x es lineal y < , >1 es bilineal; 

y es no degenerada corno es fácil comprobar dado que < 
es y x es una aplicación biyectiva; y por tanto reúne las con­

diciones de un producto escalar que también designaremos por 

< , >, de manera que 

<u ,u> < u' X (V ) >J . 

Se cumple en particular que 

< x
1 

® ... ® xp ® x 1 0 ... © xq, y 1 ® ... ® yP 0 y .g; ••• ® y >1 
1 q 

< xq' Y >. 
q 

(8.9.1) 

1) Recordemos que el par (v,v•) es también dual, y el producto escalar correspondiente es d~ 

do por (x, x• ) = <x* ,x>, donde < , > designa aquí al producto escalar del par (v•, V) 

( Pte.I, secc. 4.2). 
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Resulta de esta manera la dualidad de los espacios ~V y 

Q!J;v. En particular 0;v es dual de sí mismo. 

Observación. Si consideramos los tensores descomponibles 

Q9 ••• 0 y E @q V 
q 

p 
u 

® V 
q 

y 
1 

© ... Q9 yp E ~ V ' 

y tenemos en cuenta 1 a f ó rm u 1 a ( 8 . 9 . 1 ) y 1 a d u a 1 id ad de 1 os p ~ 

res ( í'i9P V, rsgP V) que fue definida en la sección 8. 8, resulta 

p p q 
vq @ u > = < u , vp > < u , vq > 

< V q 0 Up , V p @ U q > , 

de donde se deduce, en general, para 
p 

U€ 0q V y 

< u,v > <V, U> . 

*Ejercicio 8.9.1. Comprobar que la multiplicación de tensores 

afines definida en la sección 6. 5, b) , es un caso particular de 

la que se ha definido en la presente sección. 

8.10. La operación de contracción. La operación de contracción, 

que fue introducida en la sección 6.5 para el caso de los tens~ 

res afines sobre un espacio de dimensión finita, puede exten­

derse a los tensores sobre un espacio de dimensión cualquiera. 
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Definición 8.10.1. Dado un espacio cualquiera Vy los números 

naturales p y q, definamos, para un par dado ( i, j) de núrne-

ros naturales tales que <p, j ~q, la aplicación (p+ q)-lineal 

V X • • • X V X V* X >< V* 
'--v---J ~ 

p q 

dada por la fórmula 

r: ( x 1 , ••• , xp , x 1 
, ••• , xq ) = 

= < Xj, X¡ > X l © ... @ Xi @ ••• ® X p ® x 1 
@ • • • ® Xj @ • • • @ Xq , 

donde la expresión que sigue a < xj, x > en el segundo miembro 

representa al producto tensorial que resulta del producto 

x 1 ® ® xP ® x 1 ® ... ® xq cuando se suprimen los factores xi 

y x1 que llevan encima el signo 

En virtud de la propiedad de factorización de la aplicación uni 

versal 

V X ••• X V 
'----v----) 

p 

x V*x ••. x V* ~ 
~ 

q 

&/V q 

existe la aplicación lineal tal que r 1 
1 

e/ º ®, 

para la cual se cumple por consiguiente que 

j q 
C; ( x

1 
181 ••• ® xp © x 1 © . . . © x ) = 

= < x j, xi > x 1 0 ... ® x ¡ © ... © xp 0 x 
1 0 . . . © x j © ... 0 x q • 

e; se llama operador de contracción relativo al par 

se llama contracción del tensor te@; V, relativa 

( i, j ), y e: ( t) 
al par ( i ,j). 
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*Ejerctcto 8.10.1 Comprobar que la operación de contracción 

que fue definida en la sección 6.5 para los tensores afines 

coincide con la introducida en esta sección . 

8.11. Algebra tensorial mixta. En la presente sección vamos a 

ampliar la noción de algebra tensoriai que fue definida en la 

sección 8.6, al conjunto de los espacios 0;v. 

Definición 8 .11 .1. Dados los espacios duales V y V* se llama 

álgebra tensorial mixta al espacio © ( v, V*) que es la suma direc 

ta (sección 8.1 de los espacios 0PV 
q (p,q~O). Puede escribir 

se por tanto 

®(V,V*)= 

A fin de introducir en este espacio vectorial una estructura de 

álgebra asociativa con elemento unidad, comenzaremos por defi­
nir una multiplicación &/V x 0' V 4- ®p+r V q s q+ s • 

En forma semejante a como hemos procedido en la sección 8. 

5 se prueba que existe una aplicación bilineal única 

- p r 
i.p : ( Q9q V) x ( 0s V) 4- V~ . .. ® V 0V*@ •.. ®V* ® V 0 ... ® V ® V*0 . .. ·&l V* 

\..---v--J '---v----J ~ '---v----J 
p q r s 

que cumple la c ondición 

(8.11.1) 
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Por otra ,;Jarte, el corolario del teorema 5. 10. 2 asegura la exis 

tencia de un único isomorfismo natural 

p: i®·:,.· 0 ~0~*©~~~~~* 
p q r s 

para el cual se cumple que 

Por consiguiente la aplicación bilineal 

P r p+r 
'Y = ~ o "(p : ( ®q V) x ( 6i:'

5 
V) ~ ®q+s V 

cumple la condición 
. 1 q q + 1 q +s 1 q +s 

-y(x
1
0 ... ®xp®x ® ... ®x, xp+ 1® ... rs:9x

1
,+r65·x 0 ... ®x ) = x 1 Q<· • • • ®xp+i· ®x ® ... ~x , 

(8.11.2) 

p r p+r 
y es la única aplicación bilineal de ( ~q V) x ( 0 5 V) en rs:9q+s V que cumple 

dicha condición, pues si 1
1 

también la cumpliera, ~ -I o r
1 

cumpliría la mi~ 

ma condición ( 8 .11. 1) que ;;? , y se tendría que ~- 1 º r
1 

= ~' por cuanto 

-;p es única. Se tendría entonces que r, = ~ º ~ = 'Y, y por tanto r es única. 

Definición 8.11.2. 

dueto es el tensor 

Dados los tensores 
P r 

U€0q V y v<: ®s V, su pro-

p+r 
U V = 'Y ( U, V) € Q9 q+s V , 

de modo que, c;n particular, 

1 q q+l q+s 
( x 1 ~ ••• &xp@ x @... 0x ) ( xp +l@ ••• e xp +r ~x @ ••• ~x ) 

1 q+s 
X l @, •• 0 Xp +r Q<' X i& • • • ~ X , 

Dados dos tensores cualesquiera w1 y w2 de ~· ( V, V*), se e~ 

presan de manera única en la f o rma w1 = L u~ y w2 = L u;, don-
P ,q r ,s 

de u:" 0; V y v;" 0; V. Se llama producto de w1 y w2 al tensor 

L u~ v; €©( V,V*) 
p, q, r, s 
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El espacio ®(V, V*), con esta operación de multiplicación, es por 

tanto una álgebra asociativa, pero no conmutativa, en que el es­

calar 1 es el elemento unidad, y se denomina algebra tensorial mix 

ta sobre el par V, V* . 

8.12 Algebra tensorial sobre un espacio vectorial real, de pro­
ducto interno y de dimensión finita. 

Sea V un espacio sobre IR, de producto interno ) y de 

djmensión finita n, es decir un espacio euclideano de dimensión 

n. Según se sabe ( Pte.I , sección 17.6), V es dual de sí mismo 

con el producto escalar 

<X ,Y > (x ,Y ) . 

El corolario 3 del t~orema 5.17.2 asegura entonces la dualidad 

de 0P V consigo mismo, con el producto escalar que cumple la con 

dición 

< X 1 12> ••• 0 x1, , ~ 0 ... ® Yp > < X1 , '.Yi > . .. < Xp, Yp > 

La aplicación <5!/ V x 0P V ~ IR ta 1 que 

(u,v) = <u,u >, ( u' V€ ®p V) , 

es un producto interno en ®PV . La bilinealidad y la simetría 

de esa aplicación resultan de la bilinealidad y la simetría del 

producto escalar < , >. Para comprobar la positividad definida 

consideremos en V una base ortonormal {e). Un elemento cualqui~ 

ra u ci:¡/v puede expresarse en la forma u = /...i 1 
··· iP e. ® ••• 0 e. , 

11 lp 

luego 
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luego 
jl ... j j 1 ... ip 2 

A P (e. , e ) ... (e . , e ) = ~ (A ) , 
1
1 11 1P lp · · 

'1 .. . lp 

dedonderesultaque(u,u)~O y(/). , u) =0 si y sólo si u=O ; 

y por tanto la aplicación es definida positiva. Se ve inmedia­

tamente que, respecto del producto interno que hemos definido 

en &/V, los tensores e¡
1 

@ ••• ® e¡P constituyen una base ortonor 

mal. 

Ahora podemos definir un producto interno en el álgebra ten 

sorial ©V que fue definida en la sección 8 .2 : 

Dados los elementos u =(u0 ,u1 , • • • ) y v=(v0 ,v1 , • • • ) de 0V, 

donde p = o, 1, ... su producto interno es 

dado por 

( u, v) 

Es claro que este producto es simétrico y definido posj.tivo. 

*Ejercicio 8.12.1. Comprobar que el producto interno definido 

en esta sección coincide con el que fue introducido en la sec­

ción 7.7. 

8.13 Algebra tensorial de las funciones multilineales sobre un 

espacio de dimensión fini t a y su dua l . 

8.13-A. Introducción. El producto tensorial de dos aplicaciones 

lineales A: U -7 W y B : V -7 Z fue considerado en la sección 
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5.11 como un elemento de .C(UQ.OV; W~Z), espacio que es canóni 

camente i somorfo con J:, (U; W) Q.O J:, (V; Z). Por tanto A 6(B se con 

s id eró como un a a p 1 i ca ció n 1 in e a 1 de U ~ V en W 6SJ Z. 

Posteriormente, en la sección 5.17, hemos considerado el 

producto tensorial <I> ~~ de dos aplicaciones bilineales 

<I>: U x U' ~U" y '11 : V x V' ~ W como una aplicación bilineal pe!_ 

teneciente a B (U .g)v, U'~lV'; U" © V"), espacio que es isomorfo 

canónicamente con B (U, U'; U") ~ B (V, V'; V") . 

En las dos ocas iones mencionadas hemos dado al producto ten 

sorial de dos aplicaciones una significación adecuada al fin in 

mediato que se trataba de alcanzar . En el primer caso pu<limos 

definir el producto tensorial de matrices (sección 5.12), y en 

el segundo caso fue posible establecer la dualidad entre pro<lu~ 

to tensoriales de espacios vectoriales . 

En la presente sección vamos a tratar acerca del conjunto 

de las funciones (p+q) -lineales definidas sobre ~* x ~' 
p q 

con valores en el campo F, en que V y V* son espacios duales 

entre sí de dimensión finita, y en que p y q son cualesquiera . 

Dicho espacio de funciones será designado por <(V) . En él defi 

niremos primero el producto de dos funciones cualesqui~ra, y 

construiremos luego una álgebra tensorial . Convendremos en es­

cribir 

t, ~ ( V ) t,q ( V ) 
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8.13-B. Producto tensorial de funciones multilineales defini­

das sobre los espacios duales V y V * de dimensión n. 

Según sabemos (Pte.I, teorema 5.3.1), entre .t 1 ( V) = .t(V) 

y V* existe el isomorfismo natural que a fd!, (V) hace corres 

ponder el elemento x*e V* tal que < x*, x> = f(x) para cada xe V. 

Semejantemente, existe el isomorfismo natural de .t1
( V) = .t (V*) 

con V, que a f *e .t( V*) hace corresponder xe V tal que <x* 

x > = f* ( x*) para cada x* e V*. Estos ispmorfismos son 

casos particulares del que consideramos a continuación. 

Mediante una sencilla extensión del enunciado del ejercicio 

5.13.5 (ver el ejercicio 8.13.1) se obtiene el isomorfismo 

.r.P • fi!Í V ~ .C p ( V ) 
'l'q • q q ' 

que cumple la condición 

[ iJ¡q (Y¡ © ••• © Yp © y
1 

© .•• @/) l ( x
1 

' ••• ' xP ' X¡ ' ••• ' Xq) 

= < X 1 ')'¡ > . . . < xP, ~ > < y 1
' xl > ... . < l, Xq >. ( 8 .13 .1 ) 

Re~rnl ta entonces que el par (.e: (V), ..p: ), donde 

¡p_qp : V* X ••• X V* X V X ••• X V ~ .e: ( V) 
~~ 

p q 

es dada por ¡¡;P = iJ;P º ® en que® designa a la aplicación univer 
q q 

sal ~X~ ~ ®PV 
q ' 

es una represen taci.ón del pr~ 
p q 

dueto tensorial V*© .•. © V* ® V® ••• ® V • 
~~ 

p q 

Por otra parte, sea g :(~V)® (®;V) ~ ®::;V el isomor­

fismo único, que existe según el teorema 5 .10. 2 y su corolario, tal 

que 
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q q+l q+s 
g( ( y 0 ... 0 y ~ Y1 0 ... 0 y ) 0 ( y 0 ... 0 y .gi y 0 ... 0 y ) ) 

1 p p+l p+ r 

1 q+s 
Y1 0 ... © Yp+r © Y © ••• ®Y • 

Según sabemos (ejercicio 5.1.3) la dimensión del 
.c;(V) es np+q, que es también la dimensión de @;v. 
comprueba fácilmente que si {e¡} es una base de V y 

base dual, y si ~designa al conjunto de los números 

espacio 

Además, se 

{ ei } es la 

jl ' •.• ' Íp 

del conjunto {1, ... ,n} e Iq al conjunto de los números i11 ••• , iq 

del mismo conjunto {1, .. . ,n} 

e. 0 ... 0 e. © 
'1 ~ 

de la base correspondiente de 

al tensor 

l'i!/ V 
q ' 

la aplicación ¡/;f! 
q 

le hace 

E
JP corresponder la función 
Iq 

p 
de la base correspondiente de .Cq (V), 

tal que 

Se cumple por tanto que 

p lp 11 1p ¡/; ( e
1 

)(e , ... , e · 
q q 

e. > ... < 
'1 

lp 
e ' 

y por consiguiente resulta que 
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Los isomorfismos ¡/Jp+ r 
q +s 

y g permiten definir el isomor 

fismo 

que se define mediante las fórmulas 

1 L p +r p 1 1 1 
X ( E P@ E r ) = 1/1 . { g [ ( 1/1 ) - ( E/ ) @ ( 1/1. r f 

Iq K
5 

q + s q q .~ 

L 
(EK r ) ] } 

s 

p+ r ~ L 
¡/; {g [e 0 e r] } 
q +s Iq Ks 

(8 .13. 2) 

P+ r 
Resulta entonces [ejercicio 5 . 7 .l] que el par ( .Cq +s V, 0 1 ) 

donde ®
1 

= x º 0 , en que @ es la aplicación universal 

.e; (V) x .e; (V) ~ .e: (V) @ .t~ (V) , es producto tensorial de 

Si e y X son funciones cualesquiera de .e; (V) y .e; (V) 

respectivamente, la linealidad permite deducir de (8.13.2) que 

se cumple la fórmula 

X (e ©X) 

En particular, si suponemos que 

resulta 

X ( e 0 X) ( x
1 

' ••• ' xp + t • X 1 ' ••• ' X q +s ) 

[ ~p+ r ( @ 0 @ 1 0 @. yq+s)] ( xl p+r 
q + s Y1 • • • ~-+ I' y • • • ' • • • ' X ' X 1 ' • • • 'X q +s ) 
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J p p+l p+r 
= G(x , ... , x, x 1 , ... , xq) X(x , .•• ,x ,xq+ 1 , ••• ,xq.p). 

(8.13.3) 

Este resultado se extiende de inmediato al caso en que e y X son 

funciones cualesquiera de ..e: (V) y ..e; (V) 

De lo dicho podemos derivar la siguiente definición. 

Definición 8 .13 .1. Dadas las funciones ed; (V) y X= ..e; (V) su 

producto es la función 

ex p+r 
X (0 ® X) e ..Cq +s ( V) , 

y cumple por tanto la relación ( 8 .13 .3). Se puede escribir, 

puesto que x(e®X) (xo®)(0,X) = 001 X, 

e x = e0
1
x. 

8.13-C. Dualidad en los espacios de funciones multilineales. 

Según vimos en la sección 8. 9, los espacios &: V y @;V, 

donde V es de dimensión finita, son duales entre sí. Por tan­

to sus isomorfos por el isomorfismo w; también lo son: basta 

para comprobarlo, dadas las funciones Bef.:(V) y Xef.;(V), in 

traducir su producto escalar mediante la fórmula 

< e, x > = < ( wP ) -
1 < e ) , < l/J q ) -

1 
<X) > . 
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En particular, en virtud de ( 8. 9 .1) , los productos escalares de 

los elementos de las bases 
J JJ K q 

{E p } de .L.q( V) y {E q } de f,p ( V) 
Iq Lp 

son 

lp Kq _ lp Kq _ k1 kq i1 Í p 
<E1 , EL >-<e1 , eL >-<e ,e. > •.• <e ,e. ><e , e 11 > ••• <e ,e1 >, 

q p q p '1 1 q p 

y por tanto 

si e 

en los demás casos . 

Luego , dichas bases son duales. 

Además, si 

e 1: 

lq 'J p 

se obtiene 

< 0 ,X> 

Ahora bien, se tiene 

0 ( e i 1 . . . , e ;P 

y 

X( e k 1 ... ' e kq 

luego puede escribirse 

<0,X> k 0( ei1 ' • • • ' e¡P 

l q 'lp 

y X 

e . 
11 ' ... ' e. 

Jq 

e,1 ' ... ' e, 
p 

e · 
J 1 ' ••• , e~ 

lp 
111 

q 

kl kq 
X ( e , . • . , e , e 

11 
, • • • , e1 ) , 

p 
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f6rmu 1 a que proporciona e 1 valor de < e , X > en términos de los 

valor es que t oman e y X en conjuntos de los vector es de las ba 

ses dua l es de V y V* 

8 . 13 - D. Algebras tensoriales de las funciones multilineales. 

Las sumas directas 

0. (V)= 

© ,eP ( V ) ' 
p=O 

© 
q=O 

p 
EB .tq (V) , 

p ' q 

son ilgebras, en cada una de las cuales la multiplicaci6n resul 

ta de la f6rmula 

l: 

p ' q r , s p, q, r ,s 

donde e: e .e; (V) y 

y Q ( V) se 11 aman álgebras tensoriales contrava 

riante, covariante y mixta , respectivamente . 
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*Ejercicio 8.13.1. Si V es de dimensión finita, y si 

tp:: ~ x ~* -+ .t~(V) 
p q 

es la aplicación (p +q) -lineal tal que 

, ... ' 1 
yp ' y ' ••• ' Y q)] ( x1 ' ... ' ' ... ' 

1 p 1 > q > < X , Y 1 > . . . < X , Yp > < y ,x1 ••• < y , Xq 

entonces el par (.t:(V),tfJ:) es una representación del proauc­

to tensorial ®:v; y se tiene, si 1/1: cumple la condición (8. 

13 .1) ' 

p 
"P' q vl o ® 

q 

donde l:!9 designa a la aplicación universal 

V X ••• X V 
~ p 

x V*x •. ,x V* 
~ 

q 

p 
-+ 0q V. 

Si se identifica a V* con .t (V) en la forma conocida, pu~ 

de escribirse 

( tp: ( Y1 , ••• ,Yp , y 1 , ••• , Yq] ( x 1 , ••• , xP, x1 , ••• , Xq) 

x1(Y1) ••• xP(yp) y1(x1) ••• yq(xq). 
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