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F R E F & C I O

No obstante que este libro fue escrito en 1976, al
mismo tiempo que la primera parte, la cual fue publica
da en 1978, y se hizo de €l una primera edicidn manuscri
ta que tuvo difusidn, exclusivamente, dentro de la Pon
tificia Universidad Catdélica, diversas circunstancias
han dado lugar a que sdlo haya sido posible publicarlo
en el presente.

Las citas referentes a la primera parte estdn indi
cadas con la notacidn ( Parte I, etc.)

Los ejercicios sefialados con un asterisco (*) com
plementan el texto y ocasionalmente contienen proposicio

nes que son utilizadas en E€1l.

Una tercera parte, esencialmente dedicada al Alge-
bra FExterior estd prdxima a ser publicada.

Lima, noviembre de 1988

José Tola
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CaFITULO I

Funciones bilineales simétricas. Cuddricas de
los espacios afines reales y de lTos espacios
euclideanos

Los espacios vectoriales que vamos a considerar en el presente capttu-
lo son exelusivamente reales y de dimension finita.

§ 1. La topologia natural de los espacios
vectoriales reales de dimension finita.

1.1 La topologia natural o standard de un espacio vectorial real
de dimensidon finita.

Recordemos en primer lugar el concepto de topologia inicial
Dado un conjunto My una familia {E;}; ,-de espacios topoldgicos,
sea {f;};,; una familia de aplicaciones f; : M > E . Se llama
topologta inicial de M para la familia {[},, ala topologia menos fina
de M para la cual son continuas todas las aplicaciones f,, Las
imdgenes reciprocas por las aplicaciones f; , de los abiertos de
los espacios E,constituyen una subbase de 1la topologia inicial,
es decir que las intersecciones finitas de dichas imidgenes reci

procas constituyen una base B de esa topologia.
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Sea ahora V un espacio vectorial real de dimensidn n. Sean

&= {e;,...., e,} una base de V y &* = {e!,...., e"} la base

dual. Introduciremos las siguientes notaciones: dados un vec-
n

tor cualquiera e = Z «d'e; y el nimero positivo &, escribire

mos -

U(8) = {zeV |[x'-0a' | <5, i=1,....,n; % = Z xfe);

y dados un nimero real r y un nidmero positivo ¢, sea

I’(e) = {xelR ||x—r[<e}.

Designemos por 7, a la topologia inicial de V para las fun-
ciones lineales e’ ,...., e¢", las cuales, seglin sabemos, cumplen

las condiciones

e (x) = 2 :a:fef(ej) = xf (Ver Pte.1,85).

Teorema 1.1.1. Los conjuntos U,(8) constituyen una base de 1la

topologia 7.

Demostracidn. Basta probar que los conjuntos U;(8) son abiertes
de 7; y que dado un elemento cualquiera aeV perteneciente a un
conjunto arbitrario U de la base B de r;, existe un conjunto

a'e; €U (8) C U,
1

U, (8) tal que a =

=

Se tiene en primer término

{xe Vel (x)elgi(8) }

U (3) = A {xeV|lxi -af |<5}
= 1

1 i

I
D

i

I(e*)" (Fz (8)).

]
n=
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Ahora bien, los conjuntos !a‘(ﬁ) son abiertos de R; luego UG(SJ
serd abierto de la topologia 7,.

Seaahora U un abierto de la base B de la topologia 7, . Se

P G
tendrd que U = 0 U, donde U =(e*/’)™" (W), en que los W son
i=1

abiertos de R. 8i aeU, se tendrd que ael para j=I1,...,p ¥y por
tanto ¢/’ (a)e W. para j=1,...,p, 0 sea atlile W.. Puesto que los
W, son abiertos de R existirin los niimeros positivos §; tales que

I4i)(8)C W, Si & = min(8), entonces I ;¢;)(8) C W . Se tiene
- R i 7 a'tt ]

=1,2.p
por consiguiente
xe Uy (5) = [ -4'i7| <5, para j=l,...,p =
= xi(j)e Iaicj)(8) C “';, para i =t oiap =

i) . B AT
=g it {:n:)eﬂff para J =1,...;p = % e N

ylemy = .
j= :

Es decir que U,(8§) C U =

Dado aeV, los conjuntos UB(B) constituyen un sistema fundamental de
vecindades de a en la topologia 7, .

Teorema 1.1.2. La condicién necesaria y suficiente para que una
funcidén f: V> R sea continua respecto de la topologia 7, es que
dados aeV y ¢> 0 arbitrarios, exista 6> 0 tal que

xel(8) = |[f(x)-f(a) | <e (1.1:1)

Demostiracidén. Esta proposicidn es consecuencia inmediata de que
los conjuntos U,(8), para un vector dado ¢, constituyen un sis-
tema fundamental de vecindades de a en la topologia 7,, y que los
intervalos abiertos Iﬂ,aJ(e) constituyen un sistema fundamental
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de vecindades de f(a) en el espacio R. Por tanto, la relacién
(1.1.1.), que puede escribirse en la forma

xelUy(8) = f(xJEIf(aJ(E]

implica la continuidad de f en @ en virtud de un conocido
criterio =

Designemos ahora por 7 a la topologia inicial de V para la
familia de todas las funciones (reales) 1lineales definidas en
v
tedas la funciones que constituyen el espacio dual V* de V.,

es decir la topologia menos fina para la cual son continuas

Teorema 1.1.3. La topologia inicial 7 para las funciones  1i-
neales definidas en V es idéntica a 1la topologia r,para las fun
ciones e!,...,e” de una base cualquiera del espacio dual. Por
tanto todas las funciones lineales definidas en V son continuas
para la topologia 7;.

Demostracidn. Es evidente que 7, C 7 por cuanto las funciones

1
322y

e e” son continuas respecto de la topologia 7. Basta pro

bar por tanto que 7 C 7;, es decir que toda funcibn lineal [ es
continua en la topologia 7, .

Dado ¢ > 0 puede elegirse un nGmero 8> 0 tal que

(Z [fle)]) 8 <e.
i=1

n
Dado un vector cualquiera eeV, si escribimos @ = I &

” :
x'= I =zie , se tiene que
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xeUg(8) = | f(x) -f(a)| = |[f(x-a)]| =] _

1

=

(xf-a') fle )|

I
€ I |&-a' | [fle;)] <C 2 |FfCe)|) 6<e.
¢ =1 =1
El teorema 1.1.2 permite concluir que f es continua en la topgo
logia 7, . ®

Una consecuencia de la proposicidn anterior es que la topo
logia 7, es independiente de la base (¢ ) de V respecto dela cual
fue definida. En particular, cada vecindad U(?) obtenida a
partir de una base, contiene a una vecindad de e del mismo tipo,
obtenida a partir de otra base cualquiera.

Definicidn 1.1.1. Se llama topologta natural o standard de un
espacio vectorial real V de dimensidn finita, a la topologia ini
cial para la familia de todas las funciones lineales definidas

sobre V. En virtud de los teoremas 1.1.1. y 1.1.3., dada una base
cualquiera de V, los conjuntos U,(8) constituyen una base de la
topologia natural.

Consideremos ahora p espacios vectoriales V, ,....,VP, de
dimensiones finitas, en cada uno de los cuales suponemos intro-
ducida la topologia natural. El producto cartesiano V=Vx...xV)
pucde considerarse entonces como un espacio topoldgico provisto
de la topologia producto de las topologias naturales, es decir
la topologia inicial para las p aplicaciones n;: V = V, defini
das por las relaciones

A%y 0vayXp) = X
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Dado un elemento a (a; ,...,a,) €V, sea ahora

Uy (8) ! (U, (8))

i
o=

1=

donde U, (8) es una vecindad de g;eV; relativa a la topologia
1
natural de V, y para una base dada en este espacio.

Consideraciones como las empleadas en el teorema 1.1.1.,pe
ro en que las aplicaciones =, deben cumplir el papel de las fun
ciones e’ , permiten comprobar que los conjuntos U,(é8) forman una
base de la topologia de V.

P
V es un espacio vectorial cuya dimensién es X dimV;,, por
i=1
tanto V admite una topologia natural. Se prueba sin dificultad
que los conjuntos U,(5) constituyen la base de dicha topologia
natural que, por tanto, coincide con la topologia precedentemen
te definida. Resulta asi que una funcibén f: V—+ R es continua

en ¢ si, dado €e> 0, existe §>0tal que

lf(xj,...,xp}‘fLa; ,...,ap) !<E para x;EUai(S}

En adelante, en los espacios vectoriales de dimensidn finita consideraremos

la topologia natural.
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Ejercicio

#1.1.1 Una aplicacidén t-x(t) del intervalo [t,,t,] en el es-
pacio vectorial V de dimensidén n, provisto de la topolo
gia natural es continua si para cada ndmero 7e[t,, t, ]y
cada abierto U, (¢) existe § > 0 tal que

[lr-t] <8 y <t <t, ]=x(t)elU,,,(e)

1.2 Continuidad de las funciones p-lineales.
Defimicién 1.2.1 Se dice que la aplicacidn
Gy Vpd. .. Vp"’ﬂ,

donde V;,...,V, son espacios vectoriales de dimensién finita,es
una funeidn p-lineal si cumple la condicidn

BOX; jonmy®y, WX+ BY , Xip 5e000,%)
= a®(Xy .0, Xp ) H BR(Xy youyXinp 5 Vs Kikrgeneey Xp),
cualesquiera que sean «,f ¢R, x;¢V; para j=I1,...,p,ey;eV,. En

particular, si p=1 se dice que ® es una funcibén Iineal y si p=2

que es bilineal.

Teorema 1.2.1 (Cada funcién ® p-lineal es continua.

Demostracién. Supongamos que {&" ,..., e,;’ } es una base deV,
y que
ﬂ" "] a
k; (i) k; (i)
x, = El. @ y a;= Z o' e
1 ¥ {i) "k k=t (i) k;
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Tendremos

[ DXy 5ns%,) — @ €85 0nustiy )|

ki k & (1) (p)
< ¥ (g e % S R S O e o )
kp sty

Ahora bien, la expresidén que aparece en el segundo miembrode es
: : . ki
ta desigualdad es funcidén continua de £ ] ,...,Ef;)

cuando £$ﬂ=a:jﬁ. Luego puede escogerse & >0 de modo que para

y se anula

k. Je . P
R R T R U S

es decir para
x,-EUa(S)
y por tanto para (x;,...,x,) € Up, (8)x...x Uap(ﬁ), se cumple que

kj

2 [ Em"

k k k (1) @)
. EP = opt P || @ce . e <
g EfPJ [ ”'ai'PJI' ( Ry 2t kp)l ’
yrsky

y por consiguiente
| ®(%1,..., %5 ) - ®(a, ,...,ap)|<e,
lo cual, en virtud de lo dicho al final de 1la seccidn 1.1, prue-

ba la continuidad de . =

La proposicidn siguiente proporciona una nueva caracteri-
zacidén de la topologia natural.
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Teorema 1.2.2. La topologia natural de un espacio vectorial de
dimensidn n es la Gnica para la que se cumplen las dos condicio
nes siguientes:

1. V es un espacio vectorial topoldgico, es decir que las ope
raciones Vx V -V y Rx V =V definidas por
(x,y) »x+y ' (1:2.1.)
(o ,x) = ax

son continuas cuando se considera en Vx V y R xV las
topologias producto de las topologias naturales.

2. Las funciones lineales definidas en V son continuas.

Demostracidn. La topologia natural cumple las condiciones del
enunciado en virtud de la definicidn 1.1.1 y del teorema 1.2.1.,
por cuanto las aplicaciones (x,y) = x+y y (a,x) —ax son bili
neales.

Vamos a probar que la topologia natural es la finica que cum
ple las condiciones del enunciado. Supongamos que 7' seauna to-
pologia que cumple esas condiciones. Sea (e;,...,e,) una base
de V y definamos las aplicaciones.

¢g: R" = V ¢ l: V->Rn

tales que para

se tiene
Uk yawen ") ==
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CReir I - L SRR . N

La continuidad de las aplicaciones £ -=(,e) y (§,x)> ¢ x
respecto de la topologia 7', implica la continuidad de las apli
caciones, compuestas de ellas,

v:;:R g (i=L ;iuus5) 5
tales que v, (¢') = t'e,. Luego la aplicacién R" > V" definida
por

BOE sue o B™) = (0,08 ) jone y 9, (E™))

serd continua. Ademds, la continuidad de la aplicacibn
(x,y) = x+y permite demostrar por induccidn la continuidad de

la aplicacién x: V" - V definida por

"

n
=
-
o
+
=

Nt L s™) Resulta asi, puesto que
(g ) = ley Fk ey, = 0w 0EY ), cueen e (BR))

(X o PR oo B0

1

que la funcidn ¢ serd continua respecto de la topologia 7.

La continuidad de ¢ y de ¢! implica que ¢ es un homeomortfismo
de R" sobre V y por consiguiente la topologia r de V  coincide
con la topologia inducida en V por la topologia de R", mediante
ld biyeccidn ¢. Ahora bien dicha topologia inducida es la topo
logia natural porque las vecindades fundamentales

(ot ,iiapwen) | bat —g? | <8}
corresponden mediante ¢ con las vecindades Uy(8) de la topologia

R 1 - =
7, , donde a =¢(a’, ... ,a") = I a'e¢ . Por consiguiente es 7 i S

i=1

10
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La topologia natural de los espacios euclideanos de dimen-
sién finita puede expresarse mediante la norma como lo muestra
el siguiente teorema.

Teorema 1.2.3. La topologia natural de un espacio euclideano de
dimensidn finita admite como base a las esferas.

Sg(8) = { xeV | Ix-al <35 }

Demostracidon. Para demostrar que las esferas 8Sz(8) constitu-
yen la base de una topologia basta probar que toda interseccidn
finita de esferas es una reunidén de esferas”. La demostracién
es sencilla y la dejamos al lector. La identidad de la topolo-
gia cuya base es el conjunto de las esferas, con la topologia

natural, resulta de las relaciones

Uy(8/2) C Sg(8) C Ug(8). =

§ 2. Funciones bilineales simétricas y
funciones cuadrdticas.

2.1 Funciones bilineales,

Las funciones p-lineales fueron definidas mediante la defi
nicién 1.2.1. Para p=2 resultan, como entonces vimos, las fun-
ciones bilineales, que denotaremos de ordinario por una letra

tal como ®, y en ocasiones por ®(x,y).

n Ver por ejemplo Hocking y Young, Topology, Addison Wesley, (1961), pég.6.

11
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Definicion 2.1.1. Dada una funcidén bilineal ¢: Ux V = R, se 1lla-
man radical izquierdo y derecho de ®, respectivamente, a los
subespacios K, CU y K, C V dados por

"K, = {xeU | ®(x,y) = 0 para todo y eV }

K, {yeV | &(x,y)

i
L1}

0 para todo x €U}

Defimiciém 2.1.2. La funcidn bilineal ®: UxV - R se 1llama
no degenerada cuando K, = K, = {0}. En caso contrario se llama
degenerada. .

Por consiguiente ® es no degenerada si se cumplen las con-

diciones:

1; Si para un xeU es ®(x,y) = 0 para todo yeV, entonces es x =0,
8 Si para un yeV es ®(x,y) = 0 para todo xelU, entonces es y =0.
Definicidon 2.1.3. Una funcidén bilineal ®: VxV = R se 1llama

funeidn bilineal  sobre V.

2.2 Funciones bilineales simétricas.

Una funcidn bilineal ®: VxV—R scbre V se dice que es simdiri-
ca si satisface a la condicidn

P(x,y) = @(y,x).

Los radicales K; y K, de una funcidén bilineal} simétrica
son idénticos. Los representaremos en adelante por K, y lo

12
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llamaremos micleo de ®. @ es entonces no degenerada cuando
K ={0}. El niacleo de ® se designa por Ker®

Defimicion 2.2.1. Se 1llama range de una funcidn bilineal simé-
trica @®: VxV- R, donde V es un espacio de dimensidn n, al
nimero positivo

r = n-~dim K

donde K es el niicleo de ®. Una funcidn bilineal simétrica es
no degenerada si su rango es n. §i su rango es cero, serd idén

ticamente nula.

Sea @ una funcidn bilineal simétrica. Dada una base cualquie-

n n
ra (e;) de V, sean x = X t'e; e y = I n'e; dos vectores

i=1 i=1

arbitrarios de V. Se tiene entonces

®(x,y)

i
neds=

oo Eial, (2.2.1

donde

a.. = d(e; ,e. ) (2.2.2)

ij i 27§

El segundo miembro de la ecuacidn (2.2.1) es la forma bilineal

que representa a ® respecto de la base (e;). Los nlmeros @,
dados por las fdrmulas (2.2.2) son los coeficientes de la forma.
La simetria de @ implica que

.. — o s (2.2.3 )

13
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Definicion 2.2.2. Se llama matriz de ® relativa a una base (e))
a la matriz

0.’” . &h
. (05.';]'
anl » arm

cuyos términos & =®(e;, ¢) son los coeficientes de la forma bi
lineal que representa a ¢ respecto de la base (¢;). Las matrices
que representan a una forma bilineal simétrica son simétricas,
en virtud de (2.2.3).

Teorema 2.2.1. Sea ®: V xV = R una funcidn bilineal simétrica
sobre V, y designamos por V* al espacio dual de V, es decir al
espacio de las funciones lineales definidas en V. A @ le corres-
ponde una Unica transformacidén lineal ¢: V = V* tal que

d’(-"-’,y} =<‘0x,y>, ‘?‘I,}'EV.

La matriz de vrelativa a una base (e;)de V y a la base dual (e)
es idéntica a la matriz de ® respecto de la base (e;); por tan-
to dicha matriz es simétrica. Ademds el niicleo de v coincide con

el nicleo de K de ®, es decir que
K = Ker® = Kery

y el rango de & es igual al rango de ¢ o sea al rango de la
matriz que le corresponde.

Observacidén: Se cumple que:

<ypx ,y> = < py,x>

14
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por cuanto

@ (x,y) = 2(y,x)

Demostracidn. Dada una base (e;) de V, a cada transformacién
lineal

y o dle ,¥)
le corresponde un vector «fe V¥ (ver Pte.I, corolario del teorema
5.3.1) tal que

(e ,¥) Ll y> ¥yeV,

n
Por tanto, si x = I t'e , se tendri
n
®x,y) =< T Ea¥ y >
i=1

Si definimos la transformacidn lineal ¢: V->V* por la formula

n
px = I fiaxF,

i=1

se tendra
b (x,y) = <px,y >, ¥x,yeV.,

La transformacién linealy¢ es @inica por cuanto, si ¢ : V> V%
es tal que

fb(x,y) =<'p1 x9y>’ ‘V'I.J’EV,
entonces seri

<yx -y, x,y >=20, W, eV

y por tanto
px = g x, ¥oxeV

15
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0O sea
¢ = ¢

Si (e')es la base de V* dual de (e;) y escribimos

n
ve, = I §, *,
k=1
entonces es
n
<wye,e > = I f;, <et,6e>= g,
k=1
Ahora bien,
< pe; . > =% (e,-,e}.) =@
luego se tiene
B = o

i ij ?

lo cual demuestra que la matriz (B”) de ¢ respecto de las bases
(e,) y ('), duales, es igual a la matriz simétrica (oc'.jj de @
respecto de la base (e; ).

El ndcleo K de ®coincide con el niicleo de ¢, por cuanto,
dado x, para que ®(x,y) se anule para todo ¥ es necesario y su-
ficiente que sea ¢x =0, (Pte.I, condicidn E2 de 1a seccién 4.2). Se
tiene por consiguiente:

K = Ker® = Rery
Entonces (ver Pte.I, (3.5.2), pag. 34).

rango ¢ = dimV - dimKer ¢
=dimV - dimK =rango @ ,

El rango de ® serd por tanto igual al rango de la matriz que re
presenta a ¢ respecto de bases cualesquiera. Puesto que para ba
ses elegidas como se vio precedentemente las matrices de ®yde v

16
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son idénticas, podemos establecer que el rango de & es igual al
rango de la matriz que le corresponde en una base cualquiera. ®

Corolario. Una funcidén bilineal simétrica es no degenerada si
y sb6lo si el determinante de su matriz (aii ) es diferente de

cCero.

Demostracidn. Para que K = Ker ® = Kery sea de dimensidn 0 es
necesario y suficiente que ¢ sea regular, es decir que el rango
de su matriz («;) sea igual a n. Para eso es necesario y sufi-
ciente que el determinante de dichamatriz sea diferente de cero.®

Definicion 2.2.3. Dada una funcidén bilineal simétrica @, se lla
ma homomorfismo asociado  a ella, a la transformacidén lineal Gni
ca ¢: V-=>V* tal que

dlx,y) = < px,y > ;

para la cual se cumplen por consiguiente las propiedades del teo

rema 2.2.1.

Teorema 2.2.2. Si ® es una funcidn bilineal simétrica sobre V,
y ¢ es su homomorfismo asociado, entonces el dual ¢* es idénti
co a ¢, lo que expresa diciendo que v es autodual. Se tiene en
tonces que < px,y > = <x,9y > .

Demostracidfn. Puesto que ¢ es una transformacidén lineal deV en
V* su dual ¢* (Pte.I, definicién 4.4.1) serd una transformacidn 1i
neal de (V¥* en V*, es decir de V en V*. Se sabe (Pte.I, seccién
6.6) que si (e;)es una base de Vy(e"j es la base dual, la matriz
de ¢* respecto de esas bases es la transpuesta de la matriz dey;

17
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pero esta Gltima es simétrica (teorema 2.2.1) , luego la matriz
de ¢* es idéntica a la de ¢, y por consiguiente es v* = ¢, Resul
ta asi, en virtud de la definicidn 4.4.1 de la Pte.l, que

<v¢x,y > = <zx,py >,

para x e ¥y cualesquiera de V. =

2.3 Funciones cuadrdticas.

A cada funcidén bilineal simé&trica ®: V x V = R definida so
bre V le podemos hacer corresponder una funcidn ¥: V = R defini
da por la relacidn

¥(x) = d(x,x). (2.3.1)
La funcion ¢ es bien determinada por ¥ por cuanto, como es facil
comprobar, se cumple que

®(x,9) = —= [ W(x+y) - W(x) - ¥(y)] (2.3.2)

to

Esta relacidn implica que a funciones bilineales diferentes @,
y ®, les corresponde funciones ¥; y ¥, que también son diferentes.

También se cumple la relacién
®(x,y) = —; [¥(x) + ¥(y) - ¥(x-y)] (2.9.3)

De la comparacidn de &sta con (2.3.2) resulta la llamada identi-
dad del paralelogramo:
Vix+y) + ¥ (x-y) = 2(W¥(x) + ¥(y)), (2.3.4)

que expresa una propiedad fundamental de las funciones ¥ asocia
das mediante (2.3.1) con las funciones bilineales simétricas @.

Definicidon 2.3.1. Una funcidén ¥: V - R, donde V es un espacio
de dimensidn finita, se dice que es una funcidn cuadrdtica, si

18
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cumple las condiciones siguientes:

1. es una funcidn continua (respecto de la topologia standard
de V)
2 satisface a la identidad del paralelogramo (2.3.4).

Si en la identidad del paralelogramo se hace primero x=y =0,
y luego solamente x= 0, resulta que para toda funcidn cuadrédtica
¥ se cumplen las relaciones

i
L=]

¥( 0)

1]

w(-) Y(y).
Esta Gltima ecuacidn expresa que las funciones cuadriticas son

pares.

Teorema 2.3.1. Entre las funciones bilineales simétricas

¢ : VxV=>R donde V es un espacio vectorial de dimensidon fini-
ta, y las funciones cuadraticas ¥: V — R existe una corresponden-
cia biunivoca tal que si ® es una funcidn bilineal simétrica vy
¥ es la funcidn cuadridtica que le corresponde, entonces se cum-

plen las relaciones.

V(x) = $(x,x) (2.:3:5)
B(x,y) = —= [ Wlx+y) - W(x) - ¥(y)] (2.3.6)

Demostracion. Al comienzo de esta seccidn hemos demostrado que
dada una funcidn bilineal simétrica ®, la funcidn ¥ definida por
(2.3.5) satisface a la relacidn (2.3.6). Probemos ahora que ¥ es
una funcién cuadrdtica. La identidad del paralelogramo (2.3.4)
fue demostrada precedentemente, y la continuidad de la funcidn
W(x) = ®(x, x) resulta inmediatamente de la continuidad de 1la
funcidn bilineal ¢ que fue establecida en el teorema 1.2.1.
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Ha quedado probado asi que a cada funcidn bilineal simétri
ca ® le corresponde una funcién cuadridtica definida por (2.3.5),
la cual satisface a (2.3.6). S6lo nos falta probar ahora que para
cada funcidn cuadritica ¥ existe una funcidn bilineal simétrica
® que satisface a las relaciones (2.3.5) y (2.3.6).

Si ¥ es una funcidn cuadrética, podemos definir la funcidn
®: Vx V - IR, mediante la férmula

1
e(x, y) = 5 (¥V(x+y) - ¥(x) - ¥(y)) (2:3:1)
Probaremos ahora que ® es bilineal simétrica. La propiedad de
simetria es evidente en la relacidn (2.3.7). Vamos a demostrar a

continuacidén que ® es aditiva respecto de la variable x,es decir

que

B(x, + x,y) = d(x, ,y) + d(x,,¥y) . (2.3.8)

La relacidn (2.3.7), que se cumplen por definicidn, permi-

te escribir las tres relaciones siguientes

200x; + X3,¥) = Wk, + x5, ¢ ¥)-Wlx, o+ x) = ¥(y)
28(x,,y) = Y(x, + y) - ¥(x,) - ¥(y)
2¢{x2’y) = ‘I"(xz + ) - ‘y(xg} -~ W(y]).

Combinando estas tres Gltimas ecuaciones resulta

2[¢(xj' * xg,y) = (b{xj' ,y} - ‘b(xz ,}‘)}
' = [ ¥(x; + x; +y)+ ¥(y)]
"[q’(xj + y) + \P(xz + )] - [l + x2) - T(xy;) - ¥(xz)] (2.3.9)

Para demostrar la relacidén (2.3.8) bastari demostrarque el sepgundo
miembro de (2.3.9) es igual a cero. A este fin usaremos la iden
tidad del paralelogramo, la cual se cumple por hipétesis. Se

tiene en efecto,
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Y ramry) P UY) = e[ Wt ox + 2y) 4 (gt x)], (2.3.10)
W, +y) + Va4 y) = F[Ux, + x5, + 29+ ¥(x - %) ],  (2.3.1)
g

W(x, +x, ) + ¥(x,-x,) = 2[¥(x )+ ¥(x;)] (2.3.12)

De esta filtima ecuacidn se sigue que
T(xg + 23)- W(x;) - ¥(x3) = - ¥(x; + x5)+ ¥(x;) + ¥(x,).

Combinando esta ecuacidn con (2.3.10) y (2.3.11) se ve que el
segundo miembro de (2.3.9) es igual a

—;‘[‘;‘(": +a) FW(x - )] - W(xg) - W(x)

que es igual a cero en virtud de la identidad del paralelogramo.
Queda asi demostrada la relacidn (2.3.8). En forma andloga se
puede demostrar la aditividad de ¢ respecto de la variabley. Por
consiguiente ® es bilineal si se cumplen las relaciones

P(Ax,y) AR(x,y) (2.3.13)

d(x, Ay) = Ad(x,y) (2,3.14)

donde X es un escalar cualquiera. Probaremos la primera de es-
tas dos relaciones., La segunda se puede probar de manera seme-
jante. Observemos primero que la relacién (2.3.8), que ya hemos
demostrado, y en la que podemos hacer x,=x, x,=-x, implica que

¢(0,y) = @(x,y) + ®(-%,¥).
Pero de (2.3.6)se sigue que

8(0,y) =—(¥(y) - ¥(0) - ¥(¥)] = 0 (2.3.15)

Luego
P(-x,y) = -¥(x,y),
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y por tanto la relacién (2.3.13) se cumple para A =-1. La rela
cidén (2.3.15) muestra que también se cumple para A= 0. Basta aho
ra probar que se cumple para todo A positivo, porque si tal cosa
se demuestra, entonces, en el caso en que A< 0, serd -A>0y por
consiguiente serid

e(Ax,y) = @(-(-Mx),y) = -@(-2x, ¥) = Ad¥(x, ¥).

y (2.3.13) se cumplirid en general.

Supongamos primero que k es un entero positivo. La relacidén
(2.3.8) implica inmediatamente que

¢ (kx, y) = k¥(x,y),

y por tanto (2.3.13) se cumple cuando k es entero positivo. Sea

A= %% donde p y g son enteros positivos. Se tiene entonces
P 1
P (-E"x,y] = p¢(-:;x,y).
Pero
- q 1
(x,y) = ®(xy) = q(—%,y),
de donde
1 1
¢(j;x,y) = —E'¢(x,Y)-
Luego
P p
® (G5 = o~ 2(x,5)

y por consiguiente (2.3.13) se cumple cuando A es racional posi
tivo. Si A es un nfimero real positivo cualquiera, sea {X,} una
sucesidn de nfimeros racionales positivos tales que

lim A, = A,

n o
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Se tiene
Ay B(x,3) = B(NE,3) = 5 (¥ (N x+3) - ¥(\,%) - ¥3) }
y en virtud de la continuidad de ¥se tendri
AP (x,y) = @(M,y),

y asi queda probada la relacidn (2.3.13) en el caso general. Se
ve por tanto que, dada la funcidn cuadritica ¥, la férmula (2.3.7)
define a una funcién bilineal simétrica. Comprobaremos ahora
finalmente que a esta funcidn le corresponde la funcidén cuadri-
tica ¥ dada, es decir que para ellas se cumple (2.3.5), ya que
(2.3.6) se cumple por la definicidén de ®. De (2.3.7) se deduce

que

d(x,z2) = —;—[\If{2x)-2\l-'(x} ]

Haciendo x =y en la identidad del paralelogramo (2.3.4) se ob-

tiene.

V(2x) = 4¥(x).

Por consiguiente

b(x,x) = ¥ (x)

que prueba el cumplimiento de (2.3.5) =

En adelante, » siempre que no haya lugar a confusidn, la funecidn cua-
drdtica que corresponde a una funeidn bilineal simétriea ¢ (X,¥) se repre
sentard por ®(x)= ®(x,x) y por tanto nos referiremos tanto a la funcidn
bilineal ®(= ®(x,y)) como a la funeidn cuadrdtica ®(= ®(x)).

n
Dada una base cualquiera (e;) de V, si x = X t'e; es un
i=1

vector arbitrario de V, entonces la forma bilineal (2.2.1) que
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representa a la funcién bilineal @&(x,y) proporciona la repre-
sentacidn de ®(x) mediante una forma cuadrdtiea.

d(x) = I oo ¥, (2.3.16)

cuyos coeficientes son los mismos que los de la forma bilineal
de ®(x,y). La matriz (afj.) puede considerarse también asociada
con la funcidn cuadrdtica ®, para una base dada de V. Puede
decirse entonces que el rango de la funcidn bilineal es igual
al rango de la matriz que corresponde a su funcidn cuadritica,
para una base cualquiera de V.

Ejercicios

2.3.1 Probar que una funcidn bilineal simétrica definida so-
bre V define sobre la suma directa V@ V a una funcidn
cuadratica.

23.2 sean M= (e¢;;) y M'=(«,) las matrices de la forma
bilineal @®: V x V -+ R respecto de las bases (e¢;) vy
(ep ) respectivamente. Probar que

M =AM A y M=aMA,

donde A es la matriz del cambio de la base (¢) en 1la
base (e;1) y A es su inversa.
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2.4 Funciones bilineales simétricas definidas e indefinidas.

Definicidon 2.4.1. Una funcidén bilineal simétrica @(x,y) se 1lla
ma definida positiva (definida negativa) si la funcidn cuadritica ®(x)
que le corresponde tiene la propiedad.

d(x) > 0 (®(x) <0)

para todos los vectores x #0., Las funciones definidas positi-
vas y definidas negativas son evidentemente no degeneradas.

Teorema 2.4.1. Si &: VxV—>R es una funcidén bilineal simétri
ca definida positiva (definida negativa), entonces se cumple la
desigualdad de Schwara.

o(x,y) < o@x) o@) , x,y eV. (2.4.1)

La igualdad tiene lugar si y sdlo si x e y son linealmente depen
dientes.

Demostracidn. Segln se sabe (ver Pte.I, seccién 17.1) en V puede
definirse un producto interno mediante una de las fdrmulas

(x,y) = @(x,y), (x,y) = -o(x,y)

El presente teorema resulta ser entonces enteramente equivalente
al teorema Pte.I, 17.2.1. ®

Definicion 2.4.2. Una funcidén bilineal simétrica ®(x, y) se llama
semidefinida positiva (semidefinida negativa) si se cumple que

d(x) =0 (@(x) <0)

para todo vector xeV, y si existen vectores x¥0 tales que
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®(x) = 0. La desigualdad de Schwarz es cierta también para las
funciones bilineales simétricas semidefinidas (Pte.I, seccién 17.2
observacion 2), pero la igualdad puede ocurrir aun cuando los vec
tores x e ¥y no sean linealmente dependientes. Las funciones se
midefinidas son ademids degeneradas, pues si x, #0 es tal que
®(x,)= 0, entonces, por la desigualdad de Schwarz,

®(x,,7)? < @(x,) ¥(y) =0,
y por tanto tiene lugar que

o(x,,y) = 0, ¥ ye V.

Cuando la funcidén bilineal sim&trica toma valores positivos
y negativos, se dice que es <indefinida, y entonces puede ser dege
nerada o no degenerada.

2.5 Descomposicion de un espacio vectorial de dimension finita
respecto de una funcidén bilineal simétrica indefinida no
degenerada.

Sea ®: V xV =+ R una funcidn bilineal simétrica indefinida
no degenerada, sobre el espacio vectorial V de dimensién n.

Teorema 2.5.1. Dada una funcidén ¢: Vx V>R bilineal simétri
ca indefinida no degenerada, sobre el espacio V de dimensidn n,

existen los subespacios V' y V™ de V tales que
V=V'ev", (2.5.1)

y que ® es definida positiva en V' y definida negativa en V. El
espacio V™ es el complemento ortogonal de V' con respecto al pro
ducto escalar definido por (x,y) = ®(x,y) .
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Demostraciéon. Puesto que ® es indefinida por hipbdtesis, existe
un vector a #0 tal que ®(e) > 0., El subespacio de dimensidn
1 generado por a no es por tanto trivial y la restriccidn de @
a ese subespacio es definida positiva porque cualquiera que sea
el vector no nulo Xe, A# 0, de dicho subespacio, se tiene

®(ra) = ®(ra,Na) = ¥ ®(a,a) = 1*d(a) >0,

Existird entonces un subespacio V' de V de dimensidn maxi-
mal, tal que ¢ es definida positiva en V*.

La funcidn bilineal no degenerada ¢ nos permite introducir
un producto escalar, en el espacio vectorial V, mediante la fér
mula.

(x,y) = @(x,y) . (2.5:.2)

Designemos por V™~ al complemento ortogonal (V')l de V' relativo
a ese producto escalar (Pte. I, definicién 17.7.2). La interseccidn
V'n V™ se reduce al vector nulo, porque si existiera el vector
z#0 tal que zeV' N V™, se tendria que ®(z,x) =0, para todo
x e V', porque z pertenece a V™ = (vhi. En particular se tendria
®(z,2z) =®(z2) =0 donde z¥0 y zeV'. Resultaria asi una con-
tradiccidn con la definicidn de V'.

Para demostrar (2.5.1) sdlo queda por probar que V=V'+ V°
(ver Pte.I, definicién 13.3.2). El teorema Pte.I, 5.4.1 permite es-
cribir

dimV'+dimV™ =dimV,
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Si (e,,...,e,) es una base de V' y ( ex4;,...,€, ) es una basc
de V7, (e; ,..., e,) es una base de V, pues si se tiene
n .
T e =0,
i:=d
entonces
k 5 " .
Z a'ee = - T ae
i=1 i=k+1

El primer miembro es un vector de V'y el segundo es un vector de

V™. Luego, puesto que V' N Vv~ = {0}, se deberd tener

k n .
Z a'e =0 y T a'e =0
i=1 i=k+1
Ahora bien, (e, ,..., e,) es una base de V' y (e 4y ,..., e,) es
una base de V. Por consiguiente af= ...=a" =0,y (¢, ...,e,)
es una base de V. Cada vector x ¢ V puede escribirse entonces en
la forma
k y n
¥ = T Pes+s I Fe
i=1 i=k+1
k . n !
donde I t e eV' y T t'e;e V', Se tiene por tanto que

i=1 i=k+1

V =V*'+ V7, con lo cual queda probada la relacién (2.5.1).

S6lo falta probar que & es definida negativa en V . Si z#0
es un vector cualquiera de V~, y designamos por V, al subespacio
de V generado por V' y por z, cada vector no nulo x de V; puede
escribirse en la forma

x = y+az, ye V¥, aelR .
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Por tanto,

o(x) = ®(y +az,y + az) = &(y) + a’d(z).
Si fuera @(z) > 0 se tendria ®(x) > 0 para todos los vecto-
res ¥ no nulos de V,. ¢ seria entonces definida positiva en el

subespacio V, de V, de dimensidén mayor que la de V*, lo cual se

ria una contradiccidn. Resulta asi que

3

®(z) <0, ¥ zeV"™

y por tanto ® es semidefinida negativa en V. Para probar que es
definida negativa vamos a valernos de la desigualdad de Schwarz
(teorema 2.4.1). Debido a que ® es semidefinida negativa en V~
y a que, como hemos observado anteriormente, se cumple entonces
la desigualdad de Schwarz, tendremos

¢(z,,z)z < d(z) ®(z), =z2,eV™, zeV

Supongamos que sea

d(2;,) = 0,
De la desigualdad precedente se sigue que
b(z,,2) =0

para todo yeV . Sabemos también que por ser z,¢ V™ es, en vir-
tud del corolario del teorema 2.4.1,
®(z; ,9) = 0
para todo y € V'. Luego, puesto que cada vector xeV puede es-
cribirse en la forma x = y+z, donde ye V' y =zeV™, se tendri
d(z;,x) = ®(z;,y +2z) = d(z,, y) + ®(z;,, 2z) =0

para todo xeV. Dado que ® es no degenerada se tendrd que z,=0.
Luego ¢ es definida negativa en V. =
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2.6 Descomposicion de un espacio vectorial de dimensién finita
respecto de una funcidén bilineal simétrica indefinida dege
nerada.

Sea ® una funcidn bilineal simétrica indefinida degenerada.
El nicleo K de ® no se reduce al vector nulo. Tal como vimos en
la demostracidn del teorema 2.5.1, se puede determinar ahoraun sub
espacio V' de V de dimensién maximal, tal que ® es definida po-
sitiva en V'. Se tiene entonces que V' N K= {0}, pues si V'con
tuviera a un vector x, no nulo de K, se tendria ®(x,) =0 v ¢
no seria definida positiva en V'. Valiéndonos de bases de V™ y
de K reunidas en un conjunto, y ampliado este conjunto hasta for
mar una base de V, puede obtenerse un subespacio V, de V tal
que V'S VvV, y que

V=V, ®K. (2.6.1)

Evidentemente V' es un subespacio de V, de dimensidn maximal,en
que ¢ es definida positiva.

La restriccidon de ® a V, es no degenerada. En etecto, si
fuera ®(x, ¥, ) =0 para un x e V; dado y para todo y,€V,, enton
ces,puesto que cada vector ye V puede escribirse en la forma

P = Yt Wi Yoe K, yie Vi,
se tendra

‘i’(x,;)’) = d)(x-, 2 yo} & d’(.‘x: L }'1) = 0 ‘V' }"EV_

Resulta de aqui que x,¢ K. Puesto que x;¢ K NV, se tendrd, en
virtud de (2.6.1), que x,= 0; por tanto ¢ es no degenerada en V,.

El teorema 2.5.1 aplicado al subespacio V; en que ® es in-
definida no degenerada permite escribir
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Y por tanto
V = VeV @K (2:6:2)
en donde V' es un subespacio de V de dimensidén mixima en que @

es definida positiva y V~ es un subespacio en que ¢ es definida
negativa,que es complemento ortogonal de V' en el espacio V,,

respecto del producto interno (x,y) = @(x,y).
Observaciones:
1. Una modificacidn obvia de la demostracidn del teorema?2.5.1

consiste en comenzar por elegir un subespacio V™ de V de di
mensidén maxima, en que ¢ es definida negativa. Si se proce
de de esa manera, con el razonamiento de la presente seccidn
llegaremos a una descomposicidn (2.6.2), donde V™ es un sub
espacio de V de dimensidn médxima, en que ® es definida nega
tiva, y V' es un subespacio en que ¢ es definida positiva
que es complemento ortogonal de V' ,en V;, respecto del pro-
ducto escalar (x,y) = ®(x,y).

2. La descomposicidn (2.6.2) es valida cualquiera que sea 1la
funcidén bilineal simétrica ®. Si ® no es indefinida, toma
una de las formas

Vv = V'@ K o V =V~ ®K .

En el caso en que ® es no degenerada, basta tener presente
que K= {0}, y resulta, obviamente, V=V' o V = V7.
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2.7 Indice y signatura de una funcién bilineal simétrica.

Teorema 2.7.1. Dada una forma bilineal simétrica @ y una descom
posicidn de V de la forma

Vv = V' @ V- @ K 2. 7.1

donde K es el nicleo de ®, y ® es definida positiva en V' y de
finida negativa en V™, las dimensiones de V' y de V~ son indepen
dientes de la descomposicidn (2.7.1) que se considere, y sdlo de
penden de ®. Ademds, las dimensiones s de V' ys' de V~ son las
dimensiones miximas de los subespacios de V en que ¢ es definida
positiva y definida negativa, respectivamente. Por Gltimo, se
cumple la relacidn

s+8'=r (2.7.2)

donde r es el rango de &.

Demostracidn. Consideremos dos descomposiciones cualesquiera de
la forma V:

\4

Vi @ V7 @ K (2.7.3)

v

vV, @ VvV, & K, (2.7.4)
® es definida positiva en V" y en V,' y es definida negativa en
Vi Yy % Si x,e V' y x,¢e K se tiene

(x;, + x5) = D(x;) + 20(x;, x5) + P(xp) = P(x,).

Por tanto ® es definida negativa en V;, ® K. Se tiene por consi
guiente que

Vz' n (V;"GBK}

{0},

de donde

vVev e KCv

[a]

L]
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Yy por tanto

dimVy, +dim V, +dimK < dimV =n ,
Ahora bien, de 2.7.3 se sigue que
dim V" + dim V" + dimK = n,
Por consiguiente
dim V,' <dim V" .
Permutando los papeles de V/ y V,” se prueba que
dim V' < dim V," |
Resulta asi que
dim V' = dimV," ,

es decir que la dimensidn s de V' es determinada de manera uni-
voca por ®. De (2.7.3) y (2.7.4) se deduce entonces que

dim V,' =dim V‘,'

y por tanto la dimensidn s'de V~ también es univocamente deter

minada.

Por filtimo, puesto que el rango de ¢ es

r=n-dmk ,

se tiene

s +8' = dimV*+dimV =r

S6lo queda por demostrar que s es la dimensidn maximade los
subespacios en que @ es definida positiva, y que s' es la dimensidn
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maxima de los subespacios en que ¢ es definida negativa. Segln

hemos visto al demostrar la existencia de la descomposicidn (2.

6.2) en la seccidn 2.6, y en la observacidn 1 de la misma sec-

cidn, existen descomposiciones del tipo ( 2.7.1 ) en que la dimen
sion de V' es la dimensidn mdxima de los subespacios en que @

es definida positiva y otras en que la dimensidn de V~ es la di-
mensidn maxima de los subespacios en que ¢ es definida negativa.
Puesto que s y s' son constantes para todas las descomposiciones,
quedard demostrada nuestra aseveracidn. =

Definicién 2.7.1. Se 1lama ¢ndicel de ® a la dimensidn mdxima s
de los subespacios de V en que ¢ es definida positiva. Si

V = V@&V exK
es una descomposicidn cualquiera en que K es el nicleo de @, y @

es definida positiva en V' y definida negativa en V™, el indice
de ® es la dimensidn de V.

Definicién 2.7.2. Se llama sigratura de ® al nimero
dimV'-dim V™ = 2s-r (2.7.5)

Es claro que si la signatura de ® es positiva, la de - es nega
tiva, e inversamente.

2.8 Diagonalizacion de la matriz de una funcién bilineal simé-
trica.

Sea ® una forma bilineal sim&trica. Consideremos una des-
composicidn.
V =V e V' e K

1) 0, en forma mis precisa; Indice de positividad de $.
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de V relativa a ¢. Puesto que ® es definida positiva en V', puede
definirse en este subespacio un producto interno.

(x,¥) = $(x,y).

Respecto de este producto interno podemos considerar una base or
tonormal (e, ,...,e) de V' Semejantemente -® define a un pro-
ducto interno

(x,y) = -®(x,y)

en V°, respecto del cual podemos considerar la base ortonormal
(eiii yovss € ) de ¥ o Por Gltimo; sea (e, i ;i-s;¢,) una base
cualquiera de K. Resultara entonces que

(e;, ...,8»;}

es una base de V y que, teniendo presente la ortogonalidad deV™

respecto de V', pueden escribirse las relaciones

(e, , ¢ )y =0 para i#j,
#1 81 &Sl i

Ble, e;) =€ =94 -1 si i=s+l,...r (2:8:1)
0 si i=r+1,...,n.

las cuales pueden condensarse en una sola:
‘-l’(ﬂl-’ e}- ] = g ﬁl'j 5

donde ¢ es definida como se ve en (2.8.1).

La matriz de ®, respecto de la base (e;,..., e¢,) de V es
diagonal, y tiene la forma
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0
= ! I - .-"1 s a .
diag (1 JH OH )
"y (2.8.2)
0 ‘o

Por consiguiente, para toda forma bilineal simZtrica =e da una
base de V respecto de la cual la matriz es diagonal de la forma
(2.8.2) y por tanto, para x=2Z2 te , se ticne

b(x) =

1 pq =

E;Eisf = el,{siﬁ,

o bien : -
ox) = T (E)=s 3 (#Y.

1 i=s+]

2.9 Ley de inercia de Sylvester.
Definicidén 2.9.1. Dada una base de V respecto de la cual la ma
triz de ¢ tiene la forma diagonal.

diag()\l 3 areie g hrx)!

si (£') son los componentes de x y (n') son las componentes dey
en esa base, la funcidn bilineal & puede expresarse en la forma

®(x,y) =

LU o

7\;5"13", (2:9:1)
1
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y la forma cuadrdtica ¢ puede expresarse en la forma

d(x) =

A (E)? (2.9.2)
1

n M=

Los polinomios de los segundos miembros de (2.9.1) y (2.9.2) se
llaman formas bilineal diagonal y cuadrdtica diagonal de &, respectiva

mente.

Teorema 2.9.1. (Ley de inercia de Sylvester). En todas 1las formas
diagonales (2,9.1) de una funcién bilineal sim@trica o (2.9.2)de
la correspondiente funcidn cuadriatica, el namero de t&rminos po
sitivos es el mismo e igual al indice s de &, y el nimero de tér
minos negativos es el mismo e igual a r-s, donde res el rango de®,

Demostracidén. Podemos prescindir del caso trivial en que @ es
idénticamente nula. Si ordenamos convenientemente los vectores
de base puede suponerse que la forma diagonal de la matriz de @

diag (X; ,..., A,)
es tal que
> Opara i =1,,..,8
< 0 para. @ =epHl Ty

]

Opara i =r;+l,..., n.

Se tiene entonces

B(xsy) = T NEai- ¥ NEq (2.9.3)

1 i=s,+1

Es evidente que ® es definida positiva en el subespacio V' gene
rado por (e, ,..., e, ), y es definida negativa en el subespacio
V" generado por (€spr 50ees €y ). Ademas podemos probar que el sub

espacio generado por {e,I“ s--+5 €,) es el nficleo de @, En efecto,
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si x es tal que £'=...=¢7 =0, entonces, cualquiera que sea yeV,
resulta de (2.9.3) que @(x,y)= 0. Por tanto los vectores e, ,.
.., e generan a un subespacio de K. Ademids, cualquiera quel sea
x¢ esp (e, +1,...,€,), lo que implica que x #0, es posible suponer,

por ejemplo, que ¢i#0, Para y=(1,0, ..., 0) se tiene entonces

p(x,y) = N8 #F0
y por tanto es x¢ K. Resulta asi que K es el subespacio generade

por (e,:+J »-++5 €, ). Por consiguiente puede escribirse

vV =V @ V'@ K.

Esta es una descomposicidn del tipo (2.7.1). Del teorema 2.7.1 y
de la definicidn 2.7.1 resulta entonces inmediatamente que

8; = dimV*t =3
r;-8 = dimV~ = s'=r-s
r,= dimK =r, .
Ejercicios

*2.9.1. Si la funcidn bilineal simétrica ® tiene indice s y rango
r, la funcién -® tiene el mismo rango r y el indice r-s
La signatura de ® es 2s-r y la de -® es -(2s-r). Por tan

to o bien ® o bien -® tiene signatura no negativa.

2.9.2. Sea ® # 0 una funcidn cuadratica. Probar que & puede es
birse en la forma
P(x) = ef(x)?, e=%1,
donde f es una funcidn lineal, si y sbtlo si la funcién bi
lineal correspondiente tiene rango 1.
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2.10. Determinacidn del indice y del rango de una funcién bili-
neal simétrica dada por su forma cuadrdtica.

Sea
b(x) = T -3 a‘.js"ef'

la forma cuadratica de la funcidn considerada. No es necesario
considerar el caso trivial en que ® es nula, luego un coeficien

te a,, por lo menos serd diferente de cero. Podemos suponer

que es r=s, pues si fuera «,=0 para todo i, el cambio de base
que da lugar a la sustituciodn

= PP
E’= E_r_z_s
nos da la representacion

®(x) = T o, FY ¥
Vil

en que «,_  y « son diferentes de cero. Podemos suponer que se
ha realizado esa transformacidn y que por tanto
n n i :
d(x) = Z 5 cx”.g" 2
=] =1

es una forma cuadridtica en que, por ejemplo, «,#0. Podemos es-

cribir entonces

Lo} . g . .
®(x) =cv“{(£‘)"" + a?‘ I ooyt E’} * O e EH

1 j=2

Si ahora hacemos un nuevo cambio de base que da lugar a la susti
tucidn

" . . .
Woegls o3 oe i, W =EG=2.m), (2.10.1)

1 i=2
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Yy por tanto

2
@y

(£1)? + 2 oatld = ()7 - =L (5 or,,-zf)z ,
.

]

tendremos

n

®(x) = o, (n)? + T Bain, (B
i 4] =2

= ij
L ¥ Sy

= 8;;).

§i

La sumatoria que aparece en el segundo miembro es una forma cua
dratica de (n-I1) variables. Podemos aplicarle ahora a ella el
método de reduccidn que hemos aplicado a ®(x). Repitiendo suce-
sivamente este procedimiento obtendremos la forma diagonal

d(x) =

il Ma

O

(R |

El nfimero de términos no nulos serd el rango y el nimero de tér
minos con coeficientes positivos serd el indice de .

Ejemplo. Hallar el rango y el indice de la forma bilineal dada
por su forma cuadritica.

B(x) = T @ = plg2egle® + 20
i<j

En forma desarrollada se tiene, limitdndonos al caso en que n= 3

o) = b7+ et e Lo s L0 s Lo

La matriz de ® es entonces.

o 15 15
Iy, o 2 ’
1/2 II"Z o

cuyo rango, que es el rango de @, es 3.
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Para calcular el indice vamos a emplear el procedimiento de
la seccidn 2.10.

Si sustituimos & por &' + £y 2 por ! - £? se obtiene
e(x) = { ()7 + 261§} - (§2)7.
Aplicuemos ahora la sustitucién de la forma (2.10.1)

al = Hl+ 8, =2, =,
Se tiene entonces

()Y + 26¢ = (a)-0H" = (- ().
Por consiguiente

®(x) = ()’ - () - ().

El indice es por tanto 1. EI mismo método puede aplicarse al ca
so en que n es cualquiera. El lector puede tratar ese caso.

§ 3. Cuddricas en los espacios afines reales.

En este pardgrafo vamos a considerar un espacio afinreal E( Pte.I, Cap.
VI ) asociado al espacio vectorial real n-dimensional V eon n=2. Convie-
ne recordar aqui que seguiremos el uso de llamar punto x de %,
donde x es un vector de V, al punto P tal que 6-15=x, entendido
que O es un punto u origen bien determinado. Es indispensable
distinguir al punto xdel vector x que se llama vector de posicidn
del punto, relativo al origen de coordenadas O.

La motivacidn de la teoria que vamos a estudiar a continua
cién se halla en el estudio de las cdnicas del plano y de las su
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perficies de segundo grado del espacio de tres dimensiones. En
la presente exposicidn consideramos espacios de dimensidn finita
cualquiera y definimos las cuddricas como generalizacidén de las
curvas y de las superficies de segundo grado. Distingunimos ade
mids el caso en que el espacio es afin de aquél en que es eucli-
deano. Finalmente obtenemos las clasificaciones afin y métrica
de las cuddricas.

3.1 Definicidn de las cuddricas.

Sea E un espacio afin n-dimensional, y sea V el espacio vecto
rial real asociado. Se llama cuddrica de E a cada conjunto @ no va-
etol) de puntos P de E, que satisfacen a la relacién.

®(OP) + 2f (OP) = « (3.1.1)

donde O es un origen dado, @ es una funcidén cuadrdtica no idén
ticamente nula, f : V > R es una funcién lineal y @ es un niime

ro real constante.

Podemos observar que si el origen O se cambia por otro nuevo ori-
gen cualquiera O, los puntos Pde la cuddrica satisfacen a una relacidn de
la forma (3.1.1) en que ® es la misma que antes pero en que_f;y o se modifi
can en determinada forma. En efecto, si escribimos 00, =%, ¥y

——

OP=«x', la ecuacidon (3.1.1) es equivalente a
Tlwy v al) w2f (%, #¥27) = &,

Yy puesto que

B(x, + x') = B(x, + 2!, x,+x') = P(x,) + d(x')+ 2 d(x,,x') ,

1) 8i Q es vacfo, se dice a veces que es una cuidrica "imaginaria",
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la ecuacidén puede escribirse en la forma

B(x') +2(f(x") +®(x)x')) = & - (B(x))+ 2 (%)) .

Si introducimos la funcidén lineal f, tal que
fi(x') = f(x') + @(x,,x")
y el nlmero ¢, tal que
o, =a - (@(x,) + 2f(x,)),
la ecuacidn (3.1.1) se escribird en la forma
P(x') + 2f (x') = @, ,

y por tanto los puntos P de la cuddrica cumplen la relacién

®(0,F) + 2{ (OF) = ¢ ,

que, como se ve, es enteramente andloga a (3.1.1) pero relativa

al nuevo centro O,.

- . T
Si en (3.1.1) sustituimos OP por el vector x que renresen

ta a P respecto del origen O, dicha ecuacidén se escribe
P(x) +2f(x) = « (3.1.2)

y se llama ecuacidn de la cuddrica Q referida al origen O.

Si (e;) es una base de V. y (a’,..., ") son las coordenadas
de un punto P de la cuddrica @ en el sistema de coordenadas
(0, (e )), es decir las componentes del vector x = 5; respecto de
la base (e), podremos expresar la ecuacidén (5.1.2) en la forma

"

n
T a”x"xf +2 3 faf o=a, (o;=0,), {3.1.3)
4] =1 i=1 :

cdie se 1lama ecuacidn de la cuddrica Q referida al sistema de coordenadas
( 0O,( e; ).
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Ejemplos. Si n=2. y n=3 las cuddricas correspondientes tienen

las ecuaciones

2 2
1 i 2 1 2 _ =
o, (x )+ 20, xlx® + 0,,(x?)" + 28 ,x! + 28,x? - « 0,

que es la ecuacidn general de las cdnicas del plano, y
2 2 2
oy (1) + ay,(a?)° + 033 (x?)° + 20,x'x2 + 20;x!x3
2 o3 =
+ 20y, x%x% + 26, 2" +28,x% + 28,27 - a =0,

que es la ecuacidn general de las superficies de segundn grado

en el espacio de tres dimensiones.

Las consideraciones de la seccidn 2.2, y en especial la de
finicién 2.2.3, nos permiten escribir de una nueva manera la ecua
cidén(3.1.2) de una cuiddrica referida a un origen 0. En efecto,
si

g: V> V*
es el homomorfismo asociado a ¢ (teorema 2.2.1), podemos escri-
bir
B(x,y) = <epx ¥y >, ¥ x,yeV.
Ademds, segiln el corolario del teorema 5.3.1, Pte.I, existe un

vector bien determinado a%*e V¥ tal que

fEx): = SakesE ¥ xeV,

Por consiguiente la ecuacién (3.1.2) puede escribirse en la for

ma

<ypx, x >+ 2 <a* x> = a, (3.1.4)

donde ¢ es una transformacién lineal de V en V* cuya matriz
respecto de una base cualquiera de V y de la dual de V*, es si-
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métrica ( Pte. I, teorema 5.3.1)1}.

La ecuacidn (3.1.4) puede escribirse también la forma

< opx + 2%, x> = a. (3.1.8)

Es fdacil observar que si f(x) es dada por la formula

gl
1 1

0pq=

flx) =

respecto de la base (e,) de V, vy si (e) es la base dual entonces
es

a* = T Be . (3.1.6)

Se tiene en efecto

<atx>=< Tpe , ; !
i=1 j=1 i=1

n n
T oale > = E R = Fx).

La siguiente proposicidn muestra una manera particular de
escribir la ecuacidn de una cuddrica de la cual se sabe que con
tiene a un punto cho vector de posicidn relativo al origen O es
el vector ¢, o como también se dice, que pasa por el punto q.

1) Debe observarse que cualquiera que sea la transformacién ¢ , siempre que tenga la propie-
dad aqui sefialada, la funcidn ¢:V x V + K definida por Q(x’y) = <px,y > es bilineal ysimétri

ca. La bilinealidad es evidente. La simetrfa tiene lugar porque si (g;;) es la matriz simétri
ca que representa a ¢ respecto de las bases duales (¢ ) de V y (¢') de V¥, se tiene
<px,y > = L aj,-ainf, <Py,x>= Ea,-jz“nf.
T .; I.’j

La simetria de (u,-j) prueba entonces que #(x,¥) = & (y,x).
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Teorema 3.1.1 La ecuacidn (3.1.2) de una cuiddrica que pasa por

el punto g(geV ) puede escribirse en la forma
o(x-q) + 2 <af, x-¢g > =0 §3.53.7)

donde g* es un vector de V* tal que

<ak,y> = @(y,q) + <a* y>, ¥ yeV,

Demostracion. La ecuacidn (3.1.2) puede ser escritaen la forma

¥

P(x) + 2 <a*, x > = «a

cuyo primer miembro puede escribirse de la manera siguiente

O((x-q) +q) + 2 <a* (x-q)+qg> = @lx-g) +
+2 @ (x-q, q) +<a*,x-¢g>] + (®(q) + 2<a*,g>)

Puesto que g pertenece a @ se tiene
®(g) + 2 <a*,g>=0,
Por tanto la ecuacidn de la cuadrica puede escribirse en la forma

Hx-g)+ 2 [®(x-q, q)+ <a*,x-g>] = 0 .

La aplicacién y = (®(y,q) + <a* y>) es lineal, por tanto exis

te el vector «afeV* tal que

Py,P+ <e*, y> = <af , y> (3.1.8)
y la ecuacidn de @ se escribe.

®(x-g) + 2<af

>
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3.2 Espacios e hiperplanos tangentes a una cuddrica

Consideremos una cuddrica cualquiera @ cuya ecuacidn es

B(x) + 2f(x) = «a. (3.2.1)

Sea A un punto de @ para el cual es OA = x, , donde O es el
origen de coordenadas; y sea F un plano cualquiera que pasa por
A, asociado al subespacio de V generado por dos vectores a y b
linealmente independientes, arbitrariamente elegidos. Se tiene

F={PE | x=0P =ux,+ta+nb; £t,neR}. (3.2.2)

¢ y n son las coordenadas de P en el sistema de coordenadas
(A,(a,b)) del plano F. Los puntos de este plano que pertenecen
a @, es decir los puntos de la interseccidn @ NF deben satisfa-

cer a la ecuacidn.
P(x,+ Ea + nb) + 2f(x, + ta + nb) = a ,
0 sea
®(x,) + 2t@(x,,a) + 290(x, , b)+ E2®(a)+ 2tnd(a,b)

+ n2®(b) + 2f(x,) + 2tf(a) + 2nf(b) = a.
Por pertenecer x, a  se cumple que
®(x, ) + 2f(x,) = «,
Luego, 1a ecuacidn de la interseccidn QN F es

£ d(a) + 2nd(a,b) + n?B(b) + 26[d(x, ,a)+ f(a)]+ 2n[B(x,,b) + f(B)]= 0.
(3.2.3)

La interseccidn es por tanto una cdnica contenida en el pla
no F, que pasa por el punto A. Siintroducimos la funcidn lineal

47



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

g(x) = ®(x,x) +f(x), (3.2.4)

la ecuacidn de la cbnica se escribe en la forma

K(t,n) = g20(a) +2¢nd(a,b) + i ®(b) + 28g @) +2ng(b) = 0. (3.2.5)

La expresidn (3.2.4) de g(x) puede escribirse

E(x) = <gx,,% >+<a*, x> =<gpxy+ a*, x>

£ H

donde ¢ y @¢* fueron introducidas en la seccidn 3.1.

Supongamos que el punto A considerado es tal que se cumple la condi

eidn

wxy + a* #F 0,

Entonces & no es idénticamente nula, y su nlGcleo estd formado por los
vectores del complemento ortogonal del subespacio generado por
vx,+a* , es decir que los vectores del subespacio Vx, de V, de di
mensidon n-1:

Vi ={yeV | <gpx,+a*y> =0}, (3.2.6)
(1]

a s5ea
13’50 = {ye V |&(x,,y) + f(y)=0} (3.2.7)

Puesto que el nficleo V, de g es de dimensién n-1 = 1, siem-
[}

pre es posible elegir los vectores ¢ y bde manera que no perte-
nezcan ambos a V;ca, por cuanto, segiin dijimos, son arbitraria-

mente elegidos. De esa manera resulta que el plano F no estid con
tenido en V, y £(a) y £(®) no se anulan simultineamente. Pode-
7]

mos suponer entonces que g(b)¥#0. Derivando (3.2.5) respecto de ¢
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se obtiene

=
=
@
B
(=0

=

1
L=

Q
=3
=5
e
1

Para £ =1 =0, esta foérmula se reduce a

d
gla) + g(b) (_cf?')a= 0,

donde %Lo = - —5{%)}— es la pendiente de la tangente a la cdni-
ca en el punto A = x,. El vector
t = -g(b) a + g(a)d (3.2.8)

serd por consiguiente tangente a la cbnica en x,. Podemos com-

probar que, cualesquiera que sean los vectores a y b elegidos en

la forma antedicha, los vectores ¢t pertenecen al subespacio LA
/]

Se tiene en efecto
g(t) = - g(b) gla) +g(a) g(b) = 0,

y por tanto t pertenece al niicleo de g o sea a V. . Resulta asi
o
que V, contiene a los vectores tangentes en x,a las cdnicas Q@ NF,
(/]

intersecciones de @ con los planos F dados por (3.2.2) en que g(a)
y £(b) no se anulan simultaneamente. Si g(a) y g(b) son anmbos
nulos, es decir si a vy b pertenecen ambos a i&ﬂ,y por tanto si

I esta contenido en V, , la ecuacidn (3.2.5) de la interseccidn
o

QNF se escribe

E2d(a) +28qd (a, b) + n2e(b) = 0, (3.2.9)
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Pueden ocurrir entonces los tres casos siguientes:
1. ®(a,b)? - ®(a) ®(b) <0 ,

Si suponemos que uno de los nfimeros ¢ o n, por ejemplo £,
es diferente de cero, la ecuacidn (3.2.9) puede escribirse.

2
(—2—) b(b) + 2(?} ®(a,b) + ®(a) = 0. (3.2.10)

Pero no puede existir un nGmero real que cumpla esta condi
cidén; luego el punto A=x,, cuyas coordenadas son £ =n =0, es
el Gnico punto que satisface a (3.2.9). Por tanto QNF se reduce

a dicho punto.

2. ®(a,b)? - d(a) d(b) > 0,

En este caso (3.2.10) tiene dos raices reales distintas r,
y r,. Luego satisfacen a la ecuacidn (3.2.9) todos los puntos
(¢, r,8) y (&, r,&) que pertenecen a dos rectas que pasan por
X, . Los puntos de la primera son

x =x + fa +7r tb,
y los de la segunda son

= x; +Ea + r,tb

a

La primera estd asociada a los vectores fa+r &b, y la segunda
a los vectores £ a+ r,tb. Unos y otros pertenecen a V, , como
a

es fdcil comprobar recordande que g(a) = g(b) = 0. Resulta asi
que, en este caso, @ NF consistente en dos rectas diferentes que

pasan por A = x, y que pertenecen a V;O
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3. ®(a,b)? - &(a) ¥(b) = 0.

La ecuacidn (3.2.10) tiene una sola raiz real. Considera-
ciones semejantes a las del caso anterior prueban que, en este
caso, @QNF es una sola recta que pasa por A=x, y que perte-

nece a V.
u

Resumiendo, podemos establecer lo siguiente. Si designamos

por Fg” al conjunto de los vectores tangentes en x, a las inter-

[
secciones de @ con los planos que pasan por A, cuando dichas in-
tersecciones son curvas conicas, y de los vectores pertenecien-
tes a los espacios vectoriales asociados con las rectas que cons
tituyen a las intersecciones en los demds casos, lo dicho ante-

riormente puede expresarse diciendo que

v cC Vv
xn xﬂ
Podemos probar ahora que V. © ﬁ: . En efecto, si yeigu, es
a o

decir si g(y) = 0, podemos elegir al vector ¢ de manera que sea
g(a) = 1, por cuanto ¢ no es idénticamente nula segGn hemos su-
puesto. El1 plano F que pasa por x, y que contiene a los puntos
X, +a y x,+y da lugar a una cdnica QNF que tiene por vector
tangente en x, a

t = -g(yle + gla)y =y
Por consiguiente y pertenece a V, . Podemos establecer por tanto,
0
que
v, =V
%g %o

El resultado obtenido justifica las siguientes definiciones.
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Definicidén 3.2.1. Dada una cuddrica @, a cada punto x, de ella
que cumple la condicidn

wx, + a* # 0

le corresponde un subespacio v, de V de dimensibn n-1I que se
o

l1lama espacio tangente a« @ en x_ y que es definido por la relacidn

o

(3.2.6) o por la relacidn (3.2.7). E1 hiperplano T;Oque pasa por
%9, que estd asociado al espacio tangente V, se llama hiperplano

tangente a Q en x,. En virtud de (3.2.7) los puntos de ese hiper
plano satisfacen a la ecuacidn

B, 5 ®=xp) + [llx = 2,y = 0

Ahora bien, por pertenecer x,a la cuddrica, tiene lugar la rela
cibn

P(x,) + 2f(x,) = @,

Luego la ecuacidn del hiperplano tangente puede escribirse en la
forma

O(x,, x) + f(x +2) = a; (3.2.12)

0

que es la eecuacidn del hiperplano tangente T"n en x, a la cuddrica cu
ya ecuacidn es (3.2.1).

Definicidn 3.2.2. Una cuddrica que contiene a un punto v que cumple
la condicidn

oo + a¥ = 0 (3.2.13)

se llama cono. E1l punto v se llama entonces vértice del cono.
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Segln lo visto anteriormente, una cuddrica que no es un cono
tiene un hiperplano tangente en cada uno de sus puntos, y un cono
los tiene en los puntos que no son vértices.

Las consideraciones precedentes permiten reconocer que el
hiperplano tangente a una cuddrica @ en un punto x, es bien de-
terminado por las intersecciones de @ con todos los planos que
pasan por x,. Por tanto los hiperplanos tangentes no dependen
de la forma cdmo se represente la cdnica mediante una ecuacidn
sino del conjunto de puntos que pertenecen a ella. Vamos a dedu
cir de aqui, en particular, que si una cuddrica posee puntos que
no son vértices,! su representacién en la forma (3.2.1) es esen
cialmente inica, una vez elegido el origen del sistema de coor-
denadas. La proposicidn siguiente precisa el significado de es

ta aseveracidn.

Teorema 3.2.1. Dada una cuidrica @ que contiene a un punto x,
que no es un vértice® , sean

n
R

¢, (x) ¥ 2}‘; (x)

®,(x) + 2f, (x) 5

1]
2

dos ecuaciones de la misma cuddrica referida a un mismo origenO.
Entonces existe un niimero real A # 0 tal que se cumplen las rela

ciones
b, = Ad, f, = Al y o, = Aa; .
1) El caso de una cuddrica cuyos puntos son todos vértices es materia del ejemplo 3.3.1.
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Demostracién. Puesto que x, no es un vértice, las funciones 1i

neales

g, (x) =@ (x,, x) + fj(x}

1]

g (x) = &(x,, x) + [ (%),

2

segln hemos visto antes, no son idénticamente nulas, y tienen an
bas el mismo niicleo, que es el espacio tangente ¥ a Q en =x, .
1)

Sea (e, ,..., ¢,) una base de V tal que (e, ,...,e, ,)sea una basec

de on . Se tiene entonces que g,(e;) = g,(e¢;) = 0 para

i=1,...,n-1, Por tanto, si x=.§}zf e. es un vector cualquiera, se
e

tiene.

g,(x) = Ehg (e.) ¥ gi(x) =£"g,(e) ,
donde g,(e,) y #,(e,) tienen que ser diferentes de cero. Luego

g, (e,)
y & (%) = Ag, (x) A#E 0

097 )

Consideremos dos vectores cualesquiera:g, tal que g,(a) = A g (a)#0,
y b #0, que es un vector de V, tal que g ,(b) =g,(b) =0. La cbnica
7Y que es interseccidn del plano F, formado por los puntos

x = x5+ Eta + b, con la cuddrica, admite entonces las ccuaciones

1]

£, (a) + 2600 (a,b) + of @,(b)+ 2g,(a) = 0 (3.2.19)

0is (3.2.15)

£2d,(a) +2tnd(a,b) + n? &,(b) + 2¢g,(a)

Si multiplicamos la primera por X y el resultado lo restamos de
la segunda, se obtiene
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£2(®, - A (a) + 2tn(®,- @) (a,b) + n?(®,- A®)(b) = 0, (3.2.16)

ecuacidn que es satisfecha por todos los puntos (£,7) de la cd-
nica. A continuacidn nuestro propdsito serd demostrar que los
coeficientes del primer miembro de (3.2.16) son nulos, y que por
tanto se cumplen las relaciones

®,(a) = AG(a), B(a,b) = A (a,b), B(b) = AB(H). (3.2.17)

Supongamos que uno de esos coeficientes no es nulo. En tal caso
el conjunto 9 de los puntos que satisfacen a la relacidn (3.2.16),
conjunto que, como hemos observado, contiene a la cdnica y dada
por las ecuaciones (3.2.14) 0(3.2.15), estid formado por dos rec-
tas que se cortan en el origen O POT una recta que pasa por el origen O
bien se reduce al origen seglin que sea positivo, nulo o negativo el
discriminante del trinomio del primer miembro de (3.2.16), como
vimos en el caso del trinomio (3.2.9). Por consiguiente la cuid
drica vy serd necesariamente degenerada. Recordemos gue para que

una codnica de ecuaciodn
A2 + 2Btn + Cn® + 2D + 2En + F =0

sea degenerada es necesario y suficiente que se cumpla 1la rela

cidénl).
A B D
A = B C E =0, (3.2.18)
D E F

Para la cdnica v de ecuacidon (3.2.14) el determinante A tiene el

valor

1) Ver J.Tola, Anilisis I (1970), pig. 163.
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®,(a) ® (a,b)  g,(a)
¢ (a,b)  ®,(b) 0 = -g,(@)?® (b).
g,(a) 0 0

Para que se cumpla la condicién (3.2.18), puesto que g (a) #0,
deberia ser @,(b) =0. La ecuacidn (3.2.14) podria escribirse

entonces en la forma

E[®,(a)t + 29,(a,b)n + 2g,(a) 1 = 0.

S8i alguno de los coeficientes @, (a) o 2% (a,b) fuera diferen
te de cero, la cbnica y degeneraria en las rectas reales

£E=0 vy ® (a)t + 20 ,(a,b)n +2g1(a) =0,

la segunda de las cuales no pasa por el origen. v no podria en-

tonces estar contenida en el conjunto @ definido por (3.2.16).Po
demos concluir por tanto que deberia ser ®(a) = ®(a,b) =0. De los

resultados que hemos obtenido se deduciria que &,(x,y) tendria
que ser idénticamente nulo. En efecto, para cualquier vector

x #0 de V, sifuera g (x)=0, podriamos elegir b=x, y entonces re
sultaria @ (x) = ®,(b) = 0. Si en cambio fuera g,(x) # 0, po-
driamos elegir a=x y entonces seria ®;(x) = ®,(a)=0, Se ve pues
que en todo caso tendria que ser & (x) =0, y por tanto

B (x,y) = 5 [®(x +3)- & (x) - &(y)] =0

para todos los vectores x e ¥y de V. Tal cosa no es posible por
cuanto, por la definicidn de ecuacidn de una cuadrica, ®, no es
idénticamente nula. Podemos concluir por consiguiente que la cd
nica v no puede ser degenerada, y por tanto se cumplen las rela-
ciones (3.2.17).
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De las relaciones (3.2.17) podemos deducir ahora que se cum
ple en general que

®,(x) = A, (x) . (3.2.19)

En efecto, dado x cualquiera de V, diferente de cero, si g(x)¥0,
basta suponer b =x y entonces tiene lugar (3.2.19) en virtud de
la tercera relacién (3.2.17). Si g,(x) =0, basta suponer a=x y
se cumple (3.2.19) debido a la primera relacién (3.2.17). Puesto

que
(% ,y) = 5 (B (x+ ) - (x) - B (x)]
B (x,9)= o [0(x+y) - &(2) - 92(x) 1,

se deduce de (3.2.19) que

o, (x,y) = MA@, (x ,¥) , ¥x,yeV.

Las relaciones

filx) = g,(x) - @ (xp,%x)

F,(0 = g,(x) - &,(x,,x)

implican que
fz - kft S

Por dltimo, de

¢:(xo} + 2f1(xa) = o,

Y

P (x5) + 2f (%) = @

se sigue que
a, = Ao, . ®

2
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Teorema 3.2.2. Si x, es un punto de la cuddrica @ de ecuacidn
(3.2.1), que no es vértice de ella, el subespacio afin, asociado
al nicleo K de ®, que pasa por el punto x,, goza de la propiedad
siguiente: Si M es uno cualquiera de sus puntos, la interseccidn
de @ con el subespacio afin T,, paralelo al hiperplano tangente
Txa , que pasa por M, cuando no es vacia, contiene, con cada pun-
to P, a su simétrico P' respecto del punto M,

Demostracién. Sea x, +v donde
ve £ el punto M, Si y es un vec
tor arbitrario del espacio tan
gente an, un punto cualquiera

de T, es x,+v+ 2y donde A es
un niimero arbitrario. Para que
ese punto pertenezca a @ debe
satisfacer a la relacién

B (x40 +0\y) + 2f(xy+v + Ny) = a .

Para cada veK e vyeV, , N debe satisfacer entonces a la siguien
A tid

te ecuacidn en que hemos tenido en cuenta que x,¢ @, que v pertenece
al ndcleo de®, y que ®(x,,y)+f(y)=0 porque y era (ver la rela
cion (3.2.7)),

B(w)r? + 2f(v) = 0 .

Por consiguiente si esta ecuacidn tiene una raiz real A,
también -\ , es una raiz, y los puntos de interseccidn de T,con
Q que resultan,son x,+ v +Xy y x,+v+\y, que son simétricos res

pecto del punto M, =
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Ejercicio

*3.2.1 Sea

P(x-g) + 2< a;", x-qg > =0

la ecuacidn de una cuddrica que pasa por el punto g (ver el
teorema 3.1.1). Si g no es un vértice, demostrar que el espa
cio tangente a la cuddrica en el punto gesti formado por los
vectores y que cumplen la condicidn

< a*

1 ?

y > = 0.

3.3. Conos

Sea @ un cono cuya ecuacidn es

Plx)+ 2 <a*ox > = a , (3.3.1)

y sea v un vértice. Se cumplen por tanto las relaciones

d(v) + 2<a¥ v > =« U + a¥ = 0, (3:.3.2)

)

Podemos probar de inmediato que los vértices son independien
tes del origen que se emplee para expresar la ecuacidén del cono.
En efecto, supongamos que se elige un nuevo origen respecto del
cual las nuevas coordenadas son x' cuya relacidn con las antiguas
es dada por la fdérmula x =x, + x'. La nueva ecuacidn del cono
es (seccion 3.1)

P(x)+ 2 <a® 4 px,,x' > =a - Bx,) - 2f(x,) . (533

La nueva coordenada del punto cuya coordenada era v es ahora
v-x. Debemos comprobar que cumple las condiciones de vértice na

59



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

ra la ecuacidn (3.3.3). En primer lugar observaremos que v- x,
satisface a (3.3.3) porque (3.3.2) y (3.3.3) determinan al mis-
mo conjunto de puntos del espacio E. Se tiene ademis

e(v- %) +a* + ox, = 0

en virtud de la segunda relacidén(3.3.2). Por consiguiente se
cumplen las condiciones de la definicidén 3.2.2 para que v-x, sea
un vértice de la cuddrica dada por la ecuacién (3.3.3).

Teorema 3.3.1 Para que una cuidrica sea un cono con vérticeves

necesario y suficiente que, cualquiera que sea el origen del sis

tema de coordenadas, su ecuacibén pueda escribirse en la forma
® (x-v) = 0 (3.3.%9

donde ® es una forma bilineal simétrica.

Demostracion. Sea
P(x)+ 2<a* x > = «
la ecuacidn de un cono con vértice en v. Puesto que se tiene aho

ra a* =-pv, la ecuacidén del conn puede escribirse asi

d(x) - 2®(v,x) = «.

Dado que v pertenece al cono, se deduce de aqui que a=-®(v). Por

consiguiente la ecuacidn se reduce a

b(x-v) = 0.

Reciprocamente si la ecuacidn de la cuddrica es (3.3.4),el
punto v pertenece a ella, y como la ecuacidn puede escribirse en

la forma
®(x) - 28(v,x) = - ®(v)

se tiene <a* x >=<-pv,x> vy por consiguiente
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se tiene < a* x > = < -gv,x > y por consiguiente ¢(v) + o = 0,

Luego v es un vértice. =

Corolario. Para que una cuiddrica sea un cono es necesario y su-
ficiente que el origen de coordenadas pueda elegirse dJde manera

que su ecuacidn se reduzca a la forma

P(x) = 0. (3.3.5)

Demostracién. Si Q es un cono y V es uno de sus vértices en cuyo
caso cualquiera que sea el origen su ecuacidn tiene la forma (3.3.
4), si se traslada el origen al punto su ecuacidn toma la forma
(3.3.5),

Por otra parte, en virtud, del teorema anterior, la ecuacidn
(3.3.5) representa a un cono de vértice en el origen. ®

Si prescindimos de casos excepcionales en los que no insis-
tiremos, es posible tener idea de la forma de un cono ? de lama

nera siguiente:

Sea su ecuacidn

u

T a”.z"sf = 0
ij=1

cuando se toma a uno de sus vértices como origen. Supongamos que
sea a  #0. La interseccidn del cono Q con el hiperplano H, de
ecuacidén ¢" = A, donde A # 0 es un nmero cualquiera, es dada
por la ecuacidn

n
T a t'E +aq, X + I ag A=0,

iim M
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0 sea

ri

a. .
11

g +a, =0,

3] g o+ 2

isi fr Af i A

que, salvo casos excepcionales, es la ecuacidn de una cuddrica
Q, del hiperplano H,. Las cuddricas @ son semejantes entre si:

a cada punto P,(t') de la cuadrica Q’\r puede hacérsele correspon
A

der el punto P, (—-)\iéi) de le , de manera que si O, y O, son
1

los puntos ¢ =0, i%#r de los planos Hy 'y H,, respectivamente,

P

Rivi e
& 2 i - -
se tiene que O; P, R O, P,. La forma como varian las cuddricas
1

@, al variar A da idea de cdmo se genera Q.

Teorema 3.3.2. Toda recta que une un vértice del cono conuno de
sus puntos estid integramente contenida en &l.

Demostracidén. Sea ®(x) = 0 la ecuacidn del cono si se toma co-
mo origen del vértice considerado. Si x, # 0 es otro punto del

cono, se tiene

®(Ax,) = Md(x,) =0, =

Teorema 3.3.3. Los vértices de un cono constituyen un subespacio
afin de E asociado al nficleo K dey que, seglin el teorema 2.2.1,
es igual al niicleo de ®. La dimensidén de ese subespacio es n-r,
donde r es el rango de ¢. Dicho subespacio queda determinado por
cualquiera de los vértices.
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Demostracidn. Si elegimos como origen de coordenadas a un vérti
ce, la ecuacidn del cono serd #(x) = 0. Luego seri a* = 0, 3;
v pertenece al nficleo K de ¢, satisfard a las relaciones (3.3.2)
y serda por tanto un vértice del cono.

Reciprocamente, si v es un vértice debe satisfacer a las re
laciones (3.3.2) y por tanto debe ser ¢v = 0, o sea ve K,

En consecuencia, los vértices del cono constituyen el conjun
to de puntos v tales que veK, o sea el subespacio afin asociado
a K., La dimensidn de ese subespacio, que es igual a la dimensién
de K de n-r, donde r es el rango de ¢ (Pte. I, 3.5.2)). =

Definicién 3.3.1 El subespacio E, de E formado por los vérti
ces del cono se denomina arista del cono y tiene dimensidn n -r .
Su espacio vectorial asociado es el niicleo K de ¢, que es también
elnicleo de ®. Si ® es regular la arista se reduce a un T(nico
vértice, pues K se reduce al vector nulo.

Teorema 3.3.4 Si S es un subespacio afin de dimensidén d de la
arista £, del cono @, y si P es un punto cualquiera pertenecien
te a dicho cono, situado fuera de S, el subespacio E de E, de
dimensidn d+1 , generado por S y P, estd contenido en .

Demostracion. Sea O un vértice cualquiera de @ contenido en &.

Si (e,, ...,e;) es una base del espacio vectorial asociado a S,

- i .
y si 8oy = op, donde P es un punto de @ situado fuera de &,
entonces (ﬂ) = (e,, ..., e,,, ) es una base del espacio asocia

do al subespacio afin generado por S y P. Entonces (0, (&)) es
ur  sistema de¢ coordenadas de E,.
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d+1
. - = i -
Si M es un punto cualquiera de E, y OM = I t'e , considere
i=1
mos la recta r cuyos puntos (P, .. gxdH satisfacen a las

ecuaciones

. . 'd: .
M (xi o4 opiy o gpigdt =10, Cisl ..., d) ,

recta que contiene evidentemente al punto M, Esta recta contie

ne también al punto 0' tal que 00" = - EE@ , €l cual pertene

i

L[ o R

i
ce a § y por tanto es un vértice. La misma recta contiene tam-

-3
bién al punto P'para el cual es OP'= —g— é“"edﬂ. Puesto que P’

estd en la recta que une al vértice O con el punto P del ccno,
pertenece a &ste, en virtud del teorema 3.3.2. Por la misma ra
z6n M pertenece al cono por estar en la recta r que une al vérti
ce O' con el punto P'del cono. =

Ejemplo 3.3.1 Si todos los puntos del cono ®(x) =0 son vérti-
ces del mismo, coincide con su arista y es por tanto un subespa
cio afin asociado al ndcleo K de ¢. Sea (e;, ...,e,) una base
de v tal que (e, ,...,e ) sea una base de K, Mediante esa ba-

» R
se la ecuacidn del cono es z af,,ja'sf = 0, y puesto que es satis-
i, j=1
et
fecha por todos los puntos de E para los cuales es &' = .., =" = 0,
i 3 .
su ecuacidn se reduce a Z o k' =0 enque los coeficientes
ig0 =r+l

deben ser tales que la ecuacidn sea satisfecha finicamente para

r+1 n

E =._.=E =0.
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Asi, para n=3 y r =2, la ecuacidn de un cono que coin-
cide con su arista puede reducirse a (¢3)? = ¢, y el cono coinci
de con el plano & = 0,

Teorema 3.3.5 Si la arista E de un cono es de dimensidn >n-2,
es decir si el rango de ¢ es < 2, s6lo pueden ocurrir trescasos:

1. El cono se reduce a un subespacio de dimensién n - 2 que
coincide con su arista.

& El cono se reduce a un hiperplano que es su arista.

3. El cono se reduce a dos hiperplanos diferentes que se cor-

tan segln la arista.

Demostracién. Elijamos como origen O a un vértice del cono. La
ecuacidon del cono se reduce entonces (corolariodel teorema 3.3.1)
a ®(x) =0,

Si (e, ,...,e,) es una base de V, puede escribirse

Tt ae, e (3.3.6)

i, j=1

P (x)

n

donde t',..., & son las coordenadas del punto x respecto del
sistema (0, (e;)). Sea & un subespacio de E, de dimensidn n-2.
Si no existe punto alguno del cono fuera de S, el cono se redu-
ce a dicho subespacio S, el cual coincide evidentemente con la

arista E,.

Supongamos ahora que existe un punto P del cono, situado
fuera de S. Por el teorema 3.3.4 el hiperplano F; que contie
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ne a § yaP estd contenido en el cono. Si no existen puntos del
cono fuera de E;, el cono se reduce a dicho hiperplano. Probare-
mos que cada punto de E; es entonces un vértice. En efecto, sea
(e;,...,e,) una base de V tal que(e, ,..., ¢, ;) sea una base del es
pacio vectorial V,asociado a E,. Consideremos en E el sistema
de coordenadas (0,(¢;)) donde O es un punto cualquiera de S y por
tanto un vértice del cono; y sean t),...,t" las coordenadas genéri
cas de los puntos de E relativas a ese sistema de coordenadas.
E1l hiperplano E, es la cuddrica de ecuacidn (¢")?= 0. Por tanto se
tiene ®x) = (¢")’ y a*=0; y la forma bilineal simétrica @ es
dada por

(2,9 = FWE+)-0@) - 0] = 5(C&+ - (&Y - ()= g

Luego

< gx,y > ghqu

Cualquiera que sea el punto x de E, se tiene entonces £"= 0 y
por tanto
<px,y > =0, ¥ yeV.

Por consiguiente es yx =0, o seay¢x+a*=0, lo cual demuestra que
x es un vértice. Queda demostrado asi que el hiperplano E; al

que se reduce el cono, es al mismo tiempo su arista.

Supongamos ahora, por Gltimo, que existe un punto P,del cono
situado fuera de E,. Elijamos una base (e;,..., e,_,) del subespa
cio vectorial asociado a S. Si definimos a los vectores e, ;= op

y e,=dﬁ, entonces (e, ..., ¢,_,) es una base del subespacioc V,
asociado a E; y (e,,..., e,) es una base de V. Cada punto x de E
se expresa respecto del sistema (0,(e,)) por la formula
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Para i,j <n-1, e, ¢, y ¢ -e son puntos del cono; luego,de 1la

relacidn (2.3.3) resulta, puesto que su ecuacidn es ®(x) =0,

B(q , ) = —[0(e) +o(e) - e - ¢)] = 0.

Ademéds, e, pertenece al cono, luego ®(e,, e,) =®(e,)=0, Haciendo
uso de la expresidn (3.3.6) de #(x), la ecuacidn del cono serd

o oe,  ,e,) = 0,

Puesto que en virtud de la definicidn de las cuddricas @ no es
idénticamente nula, los puntos del cono son aquellos que cumplen
una de las dos condiciones &"'=0 o bien £ =0. Por consiguiente
el cono esti formado por los dos hiperplanos de ecuaciones¢'” =0
y £ = 0, que se cortan seglin el subespacio S, que c¢s la arista
del cono, porque cualquier punto P del cono que no pertenece a
S pertenece a uno de dichos hiperplanos. 8i P' es un punto del
otro hiperplano, y por tanto del cono, que no pertenece a S, es
claro que la recta PP' no esta contenida en el cono, per tanto
P no es un vértice en virtud del teorema 3.3.2. =

Ejemplo 3.3.2. Para n=3, o bien es r< 2, en cuyo caso se cum-
ple la hipdtesis del teorema anterior y por tanto el cono se re
duce a una recta, a un plano, o a dos planos que se cortan; o]
bien es r= 3, en cuyo caso E, es de dimensidén 0 y por tanto se
reduce a un punto que es el tnico vértice del cono, el cual tie-
ne como ecuacidn, para un sistema adecuado de coordenadas, a

(1Y + (2 + (¢ = 0.
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Ejercicios

*¥3.3.1 Para que una cuadrica de R’ de ecuacién

d(x) + 2f(x) = «

sea un cono, es necesario y suficiente que si (&;;)es la ma-
triz de ® y (6,6,8) es la matriz de f, para una base de
R’, las dos matrices

Rz Y By o, o o4; By

Qap By Qg 0y 0y, 0y [y
Y

Q3p Q35 O3 o, 9, oy B

P, k, B, B, B, b, «

tengan el mismo rango. Si esta condicidn se cumple las coor
denadas de los vértices son las soluciones del sistema

o ro e, = -
@ xt v aatt ey B = 2B
agxt +agatr ey 27 = - By
ﬁ; xl + 82 x2+ 53 .’(3 = (43

Sugerencia. Para que la cuddrica sea un cono es necesario

y suficiente que el sistema de ecuaciones

px = -a*

flx)

e

tenga solucidn. Este sistema equivale a un sistema de cua
tro ecuaciones lineales con tres incdgnitas que son las com
ponentes dex. La condicidn del enunciado es la condicidn
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necesaria y suficiente para que el sistema sea compatible,
en virtud del teorema 8.2.1 de la Pte.I.

3.3.2. Mediante el criterio del ejercicio anterior averiguar cui
les de las siguientes cuddricas del espacio de tres dimen
siones son conos. En los casos afirmativos hallar los vér

tices.

1. x2 + g2+ 22= 1
2, a*%yta gte g
3. #2% g g2 =i
4. x2 + y2- z2= -1
Bl RS g = )
6. %2+ y2 + 22= 0
.. whghsnm=0
8. pPezt<m=1
9, zF+yi=1

10, wf#gi= =1

11 x* -y =1

12 - y=0

13 x?d §r= 0

14 2 +y =0

15 x-1=0

16 x2+1 =20

17 x2=0

18 Ax? +A'y2 + A"22 + 2Byz + 2B'zx + 2B"xy = 0.
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3.4 Cuddricas con centro
Sea @ una cuiddrica cuya ecuacidn es
®(x) + 2f(x) = « (3.4.1)

Cualquiera que sea el vector ¢ del espacio Vpuede escribir
se
®(x) = dPlc+(x-c)) = ®(c)+ B(x-c)+ 2®(c, x-¢) ,
lo que permite escribir la ecuacidn (3.4.1) en la forma
B(x-¢) + 2[ d(c, x-¢) +[(x-¢c)] = a-d(c)- 2f(c).
Esta ecuacidn atrae la atencidn sobre aquellos puntosc del espa
cio E para los cuales se cumple la condicidn
Ple,x) + f(x) = <gpeax>+ <a% x> = <gc+ta*x> = 0,
¥xeV, relacidn que equivale a
ge +a*= 0, 3.4.2)
En efecto, si ¢ cumple esta relacién se tiene [ (c¢) =-®(c) y la

ecuacidn de la cuddrica se escribe en la forma particularmente

sencilla
®(x-c)= B, (3.4.3)

donde B es la constante f=a+d(c). Si ¢, es otro punto de E para
el que se cumple la relacién ®c, + a* = 0, Esta relacidn y la (3.
4.2) implica que

Ple,) = -<a¥,e,;>=dc ,c) =-<ea¥,c > =dc).
Luego a+®(¢;) = a +®(c) =f, y por tanto la ecuacidn de la cuddri
ca puede escribirse también en la forma

P(x-cp) = B.
Si se cumple (3.4.2) y por tanto la ecuacidn toma la forma

(3.4.3), el punto ¢ goza, respecto de la cuddrica, de una propie
dad importante, a saber que si P es un punto cualquiera de la cuddrica
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tal que op = c+a, donde O es el origen de coordenadas, en cuyo caso se cum
ple que ¥(a) = B, entonces el punto P' simétrico de P vespecto de ¢, para el
cual se tiene que ob' = ¢-a, pertenece también a la cuddrica. Esta obser
vacidén motiva a la siguiente definicién.

Definicidn 3.4.1. Se llama centro de una cuiddrica de ecuacién ( 3.
4.1) a cada punto A de E tal que OA =c donde ¢ cumple 1la condi-
cidén (3.4.2).

Teorema 3.4.1. Los centros de una cuddrica son independientes
del origen del sistema de coordenadas que se emplee para expresar

su ecuaciodn

Demostracién. Sea O el origen respecto del cual (3.4.1) es la ecua-
cidn de una cuidrica. Supongamos que el punto A, tal que OA =g,
es un centro, y que por tanto se cumple (3.4.2),

Si cambiamos el origen a otro punto O, cualquiera, de mane-
ra que la relacidén de las antiguas coordenadas x con las nuevas
x' sea dada por la férmula x= x'+ x, la nueva ecuacidén de 1la

cuidrica es
S(x')+ 2f (x') =« , (3.4.4)
donde

o, = a - d(x,) - 2f(x,)

f (x') = ®(x,,x') + f(x') = < opx, +a*, £'>;
de manera que

af = ¢(x) +a*
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La nueva coordenada del punto A es c¢- x,, y se tiene

gle-x,) +af = gc - ox, + ¢x, + 0% = 0,

—_—
lo que demuestra que el punto A tal que QA = c-x, es un centro
de la cuiddrica expresada por la ecuacidn (3.4.4). =

Observacidn. Debe notarse que la condicidén 3.4.2 que debe cum-
plir un centro ¢ es idéntica a la condicidn (3.2.13)que deben cum-
plir los vértices; pero estos Gltimos deben pertenecer, ademis, a
la cuddrica. Por consiguiente, todo vértice de un cono es un cen
tro, pero no inversamente. Si la cuddrica no es un cono, sus cen
tros no pertenecen a ella.

Teorema 3.4.2. Si para una cuddrica @ la funcidn ® es no degene
rada, entonces @ posee exactamente un centro.

Demostracion. Si ® es no degenerada, entonces (corolario del teorema
2.2.1) es dety + 0, ¢ es por tanto regular y la ecuacidn ¢c =-a¥
tiene exactamente una solucidn c¢. Este punto serd entonces : el

dnico centro. ®

Teorema 3.4.3. Para que una cuddrica @ de ecuacidn (3.4.1) posea
un centro, es necesario y suficiente que el vector a* sea ortogo
nal al ndcleo del homomorfismo ¢ asociado a ®.

Demostracidn. La condicidn (3.4.2) es equivalente a que a* pertenez-
ca al subespacio Im ¢. Y puesto que segln el teorema 5.5.2 de 1la
Pte.I es Im ¢ = (Ker sp)l, equivale también a que a¢* sea ortogonal
al nGcleo de ¢. =®

Teorema 3.4.4. Los centros de una cuiddrica, cuando existen,cons-
tituyen un subespacio afin asociado al espacio vectorial
Ker ¢ = Ker® = K,
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Demostracién. Si ¢ es un centro, y por tanto ¢c+ a*=0, para
que sea v¢c'+a* =0 es necesario y suficiente que sea v(c-¢')= 0,
o sea que ¢'= c+x, donce xe Ker ¢; es decir que todos 1los puntos
¢' = ¢+x para «x eFer v, son centros de la cuddrica.

Corolario. 8i, referida una cuddrica @ a un origen dado de coor
denadas, ¢ y ¢' son dos de sus centros cualesquiera se cumple la
relacidn

B(c-c¢'sx) = B(ey x) - P(e'rx) =0, L xeV,

Demostracidn. Segin el teorema anterior, c- c'eFerd. =

Teorema 3.4.5. Para que un punto A de E sea centro de la cuddri
ca @, la cual contiene por lo menos a un punto que no es un vér
tice, es necesario y suficiente que si P es uno cualquiera de
sus puntos, también pertenezca a ella el punto P’ tal que EF'=-XE

que es simétrico de P respecto del punto A.

Demostracién. Ya hemos sefialado anteriormente que la condicidn
del enunciado es necesaria para que el punto A sea un centro de
Q. Vamos a probar ahora que la condicidn es suficiente.

Con este fin tomemos al punto A como origen de coordenadas.
Sea entonces

d(x)+ f(x) = & (3.4.5)
la ecuacidn de la cuddrica @. Por hipbtesis, esta relacidn im-
plica que

(-x)+ f(-x) = a,
o bien, por cuanto @(-x) =&(x) y [f(-x) = -f(x),

b(x) - f(x)= a,
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De esta relacidn y de (3.4.5) se deduce que es f(x) =0 para ca-
da punto x perteneciente a la cuddrica. Resulta entonces del
teorema 3.2.1 que f es la aplicacién lineal idénticamente nula
y por tanto e¢* =0 . Es decir que el origen A cumple la condi-
cion (3.4.2) y es por tanto un centro de la cuddrica. =

Teorema 3.4.6. Dado un origen de coordenadas, para que un punto
¢ sea centro de una cuadrica, es necesario y suficiente que su
ecuacidn relativa a ese origen pueda escribirse en la forma

d(x -¢c) = P (3.4.6)

Demostracidn. Ya fue probado anteriormente que la condicidn es
necesaria. Si, reciprocamente, suponemos que (3.4.4) es la ccua-
cidén de la cuddrica, ésta puede escribirse asi

P(x) - 2d(c, x) =f- (),

que es de la forma (3.4.1) si se define la funcidn lineal median
te la férmula

f(x) = -®(ec,x), v xeV,

relacidon que prueba justamente que ¢ es un centro. =®

Corolario 1. La condicidn necesaria y suficiente para que una
cuddrica que no es un cono tenga un centro en ¢ es que su ecuacibn

pueda escribirse en la forma

P (x-¢c) =8, B+ 0

Demostracién. Este corolario es consecuencia inmediata del teo-
rema anterior y del corolario 3.3.1.
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Corolario 2. Para que una cuddrica que no es un cono posea un cen
tro es necesario y suficiente que pueda elegirse el origen del
sistema de coordenadas de manera que su ecuacidn se reduzca a la
forma

d(x) =1 (3.4.7)

El origen elegido es entonces un centro.

Demostracidn. Que la condicidn es suficiente resulta por apli-
cacidn directa del corolario anterior. La condicidn es necesa-
ria porque mediante el mismo corolario, eligiendo a ¢ como nuevo
origen y sustituyendo a ® por L ¢, la ecuacidn de la cuéddrica
se reduce a la forma (3.4.7). =

Teorema 3.4.7. Sea Q una cuddrica que no es un cono y que posee
un centro ¢. Entonces, cada espacio tangente H%(defhﬂﬁim13.2.n

en uno de sus puntos x,, contiene al nicleo K de ®, y ningln
centro estid contenido en un hiperplano tangente a la cuéddrica.

Demostracidon. Segln sabemos, si se toma como origen al punto ¢
la ecuacidén de la cuidrica puede escribirse en la forma (3.4.7).
Puesto que entonces es a* = 0, se deduce de la férmula (3.2.6),

n
i

Vv, 0}

%, {yeV | < px,,y>

{veV | <g¢ysa,> =0 } D{ye V| oy =0}

Por tanto

EKer ® = Kery C "3:
(it

La ecuacidn del hiperplano tangente a la cuddrica en x, es (ecua-
cién (3.2.12))

rb(xﬂ, Xy =4
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o bien (teorema 2.2.2)

<ex,, x>=<x , px> =1,

Si1 ¢ es un centro se tendra, por cuanto es a*= 0,

ve = 0,
y por tanto, puesto que
Lxgswe > = 0 #F1,
¢ no pertenece al hiperplano tangente en x, . Es decir que nin-

gin centro puede estar contenido en un plano tangente. =

Ejercicios

3.4.1. Sea @ la cuddrica de ecuacidn (3.4.1), y X, sea uno cualquic
ra de sus puntos que no es vértice. Si V. contiene al nid

0 -

cleo K de ¢, entonces, si ¥, es otro punto cualquiera de @

que no es un vértice, V, contiene también a K
a

3.4.2. Con las mismas notaciones del ejercicio anterior, si i per
tenece a ‘;ﬂ , entonces @ contiene a cada subespacio afin,
asociado al espacio vectorial K, que pasa por cualquiera
de sus puntos.

3.4.3. Para que Q@ sea una culdrica con centro es necesario y sufi
ciente que cada uno de sus espacios tangentes contenga al
niicleo K de @.
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A partir de ahora y en el resto del capftulo vamos a considerar exclu-

sivamente cuddricas que no gon conos, es decir para las cuales se cumple que
ox +a%* #F0

para todo punto x pertenceiente a cualquiera de ellas.

3.5 Formas normales de las ecuaciones de las cuddricas de un es-
pacio afin.

Teorema 3.5.1. Consideremos una cuiddrica cualquiera con centro.

Si la cuddrica es referida a un sistema de coordenadas
(0, (e;)), en que 0 es un centro y (e;) es una base de V conve-
nientemente elegida, la ecuacidon toma la forma normal.

et = 1 (3.5.1)

g =

donde r es el rango de @ y

+I pata i =100y 8
e, =4 -1 para i =8+1,...,r (3.5.2)
0 para i =r+l,...,n

en que s (I1<s <r) es el indice de @.

Demostracion. Si se toma como origen un centro 0, 1la ecuacidn
de la cuiddrica puede escribirse en la forma

d(x) = 1.,

Si elegimos ahora la base (e;) de la manera descrita en la sec-
cién 2.8 de manera que se cumplen las relaciones (2.8.1), la ecua
cidn de la cuddrica serd dada en la siguiente forma normal:
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et = 1,

LU e e

@
n
(=]

s es el indice de ®, y por tanto 0<s =<r. Si fuera yo 8
ecuacidn anterior tomaria la forma

y el conjunto definido resultaria vacio. La ecuacidn no repre-
sentaria a una cuddrica. Debe ser por tanto I<s <r,k ®

Teorema 3.5.2. Consideremos una cuiddrica @ sin centro. Referida
a un sistema de coordenadas (O, (¢;) ), en que O es un punto cual
quiera perteneciente a @, (e

n?

...,e, _,) es una base conveniente-
mente elegida del espacio V, tangente a la cuddrica en el punto
O, y e, es un vector del niicleo Eer ® = Kery = K, que no esta con
tenido en V,, su ecuacidn se escribe en la forma normal

i n

e.t't' + 28" =0 (3.5.3)

v
z

i=l

donde €¢; es dado por (3.5.2), y 2s=r,

Ademds, la restriccidn ¥, de ¢ al espacio tangente V,tiene
el mismo rango r y el mismo indice s que @, y por tanto es

r < n-1,

Demostracidn. 1.- La ecuacidon de la cuadrica Q cuando se toma
como origen a un punto arbitrario O perteneciente a ella, tiene
la forma

d(x) + 2f(x) = 0
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o bien

b(x) + 2<a*, x> =0 (3.5.4)

»
donde, supuesto que @ no tiene centro, a* no pertenece a (Ber ¢ﬂ
(teorema 3.4.1). Podemos suponer desde ahora que la signatura

2s-r de ¢ no es negativa, es decir que se cumple la relacidn

2s =2r.

Si asi no fuera bastaria con multiplicar la ecuacidn por -1.

Consideramos el espacio V, tangente a la cuddrica en O. La
foérmula (3.2.6) muestra que, por cuanto en este caso es
vxg = ¢0 = 0, V, es el complemento ortogonal del subespacio ge-
nerado por a*, o sea que

yeV, = <a* y> =0,

y por tanto
1

*
ar.Vo_

Seglin hemos sefialado precedentemente

a* e(Ker qo}l :

Luego
v} ¢ (erot.

Pasando a los complementos ortogonales resulta

V, D Kerg.,

o
Existe por consiguiente un vector e, ¢ Ker v, que no esta contenido
en V, y que por tanto es ¥ 0. Se tiene entonces que <a%,e,> #.0,
y multiplicando, si fuera necesario, a e, por un escalar adecua

do, podemos suponer que <a*pe, > =1,

El espacio V, es de dimensidén n-I1. Luego, V, y e, generan
al espacio V, y por tanto cada vector xeV puede expresarse de una
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sola manera en la forma
x=y +te,, {3.5:.5)

donde »(eV,) y £e,, para los cuales los puntos dados en la for
ma (3.5.5) pertenecen a la cuiddrica de ecuacidn (3.5.4), cum-
plen la relacidn

P(y + fepy)+ 2<a* y+te,> =0,
o sea

B(y) + 280(y,e,) + (£E)b(e,) + 2 <aty +te,> =0, (3.5.6)

Ahora bien, puesto que e,e¢ Ker¢ = EKer ®, se tiene que
®(y, e,) =0 y (e, ) = 0
y en virtud de que yeV,, es

<a*,y > =0,

La ecuacidn (3.5.6) se reduce entonces a la forma normal
o(y) + 28 =0 (3.5.7)

»

que expresa la relacidn que deben satisfacer y(eVy) y £ para que
los vectores x dados por (3.5.5) pertenezcan a Q. Si designamos
por ¢ a la restriccidn de ® al espacio tangente V,, la forma nor
mal (3.5.7) puede escribirse también en la forma

®(y) + 2t = 0 (3.5.8)

2.- Probaremos primero que ® tiene el mismo rango r que ®. Da
dos dos vectores cualesquiera de V:

X, =y, +E e, X, = Y, +Ee,(y,, ¥,e V),

se tiene

q’(xf’ x2 ) = ¢{ylry2) = ¢']‘(:J"'j': yz)'
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Por consiguiente,
Xy = Y, + Ejeqe Kerd = &(x;, x) =0, ¥xeV
= &(y,, x) =0, ¥xeV
=0y, » ¥ ¥y eV,

- ¥ Ker &,

Ademas,
y e KFerd, = d(y,,¥) =0, ¥yeV
= @(y, +Ee,,y +key) =0, ¥yeV, ¥ ke R
= ®(y, + E e, x) =0, ¥ E eR, ¥ xeV

= x; =y, + E e Ker @, V£, eR,

Se deduce entonces que

Ker ® = { x= y+te, | ye Fer &, telR }.

Por tanto,
dim Ker @ = dim her ®, +1,

rango ®, = (n-1) - dim EKer & = n -dim Ker & = rango &,

Resulta de aqui, ademds, que r<n-1, por cuanto debe ser
range ¢, < dim V, = n-1, Es decir que el rango de ¢ es menor
que la dimensidn n, de donde resulta que el determinante de la
matriz de ® es nulo, o sea que ¢ es degenerada.

3.- Probaremos ahora que el indice de ®, es igual al indice de®.
Segln sabemos (definicidn 2.7.1), el iIndice de ® es la dimensién
de cualquier subespacio V* de V, de dimensidn mdxima, en el cual
¢ es una funcidén bilineal, simétrica, definida positiva. Seme-
jantemente, el indice de ® serd la dimensidn de cualquier subes
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pacio V)5 de V,, de dimensidn maximal, en que ¢, es definida po
sitiva. Nuestro problema consiste entonces en probar que dim V*
=dim V;*. La relacidn dim V, < dim V' es evidente porque V; es
un subespacio de V en que ® es definida positiva. Para probar
que dim V* < dim V' bastari demostrar que V' es isomorfo a un
subespacio V, de V,, en que ®, es definida positiva.

Consideremos un subespacio cualquiera V' de V, de dimensién
mdxima, en que ¢ sea definida positiva. Designemos por "?,, alcon
junto de los elementos y de V, para los cuales existe un namero
¢ tal que =x = y+ ke, eV, ﬁ; es un subespacio de V,, pues siy,

¥, pertenecen a V, e y, + t, e, e y, +i,e, pertenecen a V* en-

tonces, para o,B eR cualesquiera, se tiene
(ay;, + By,) +(at, + P&, )e,
aly, + &, e) + B(y, + §,ex) e VT,

Yy por consiguiente es ay + [y, € T{,, lo cual demuestra que ?0 es
un subespacio vectorial de .

Para cada J'eff,, el niimero ¢ tal que y+te,eV* es bien de-
terminado, pues si x;=y +#%;e, v x;=y + e, fueran dos elemen-
tos de V' para los cuales fuera £, # ,, entonces el vector
x, -x, = (&, - )e, #0 perteneceria a V', lo que no es posible

porque, si asi fuera, se tendria ®(x,-x,) = (§, - &, )2 d(e,) =0 para
x, -x; #0, y resultaria una contradiccidn con el hecho de que @

es definida positiva sobre V¥,

De esa manera resulta que a cada yeV, le corresponde un
nimero Gnico bien determinado g(y) tal que y+g(y)e, pertenece
a V*. Observaremos que la funcién g: V, = R es lineal. En efec
to, dados los vectores ¥,, ¥,€V, y los ntGmeros reales a y B se
tiene
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(oy, + By,) +(a g(y,) + Be(y,))e, =

= Ot(y,"‘g(}‘,)en) + ﬁ{yz"‘ g(yz Yen e V*,

Puesto que ay, +£y26-170 se tiene entonces que
glay, + fy,) = ag(y,) + Bs(y,)

y por tanto £ es lineal.

La restriccién @&, de ®,a V, es positiva definida pues pa-
ra y#0, yeV,, se tiene

B(y) = d(y +g(y)e,) >0,

por cuanto y+g(y)e,eV*,

La aplicacién w: V, = V* definida por
w(y)=y+g(y)e,

es un isomorfismo. En efecto, a cada ¥ eV, le corresponde, se-
glin hemos visto, el elemento «(y) =y +g(y)e, de V7'. Inversa-
mente, dado «xeV®, puede escribirse, en virtud de (3.5.5),

x =y +te,, donde y,¢ V,. Luego se tiene que ye"‘«;n y &= g(>»),
Por tanto es w(y)= x, y w es una aplicacidn biyectiva de ?5
sobre V', Solo falta probar que es un homomorfismo de espacios
vectoriales. En virtud de la linealidad de g se tiene para y,,

¥y€ Vo’

way +8y,) = (ay+8y,) + glay, + By,)e,

n

aly, +gy)en) + By +g(0)es) = awly)+Bwly),

lo cual prueba que w es un isomorfismo de F‘;"O sobre V* con 1o cual
queda demostrado que el indice de ¢, es igual al indice de @.
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4.- A la funcidn bilineal simétrica @, definida sobre V,, de
rango r e Indice s, le podemos aplicar entonces las consideracio
nes de la seccidn 2.8. Podemos elegir por tanto en V, una ba-
se (e,..., e,.;,) para la cual se cumplan las relaciones (2.8.1).

n=1 i
Si, con referencia a esta base, y = I t'e es un vector cual

i=l

quiera de V,, entonces se tiene

.
O, () = T e B E .
i=1
Los vectores (e; ,..., e,) constituyen una base de V. Si, res-
n ’
pecto de esta base, x = T t'e; = y+t"e, es un vector cualguie

ra de V, la forma normal (3.5.8) puede escribirse en la forma

It
m
i
s
+
~

2
I
o

i=l

en donde, de acuerdo con una observacidn hecha al comienzo de la
demostracidn, puede suponerse que 2s =r. ®

Ejercicios
*#3,5.1. Consideremos la cuddrica @ de ecuacidn
d(x) =1,
donde ¢ es no degenerada. Cada punto x;# 0 define a un
hiperplano P(x;) mediante la ecuaciodn.
o(x, x,) =1,

Este hiperplano se llama polar de x, respecto de Q. De la
ecuacidn anterior se sigue que el polar P(x;) no contiene
al centro 0 de la cuddrica.

84



CUADRICAS EN LOS ESPACIOS AFINES REALES

a) Probar que x,eP(x;) si y s6lo si x,eP(x,)

b) Dado un hiperplano £E, que no contiene a 0, mostrar que
existe exactamente un punto x; tal que E; = P(x,),.

c) Mostrar que P(x;) es un plano tangente a @ si y sélo si
x, €@ 8i P(x;) es tangente a @, entonces x;, es el pun-
to de tangencia.

3.5.2. Sea x, un punto de la cuddrica de ecuacidn &(x)=1, don-
de ® es una forma bilineal simétrica de rango r y de indice
§>0 . Probar que la restriccidén de ¢ al espacio tangente

Vx, tieme rango r-1 e indice s -1.

3.5.3. Sea x, un punto de la cuddrica (no un cono) de ecuacidn
P(x) + 2f(x) + a =0,
y consideremos la aplicacidn bilineal antisimétrica
T el e it
definida por
wl(x,y) = glx)y - g(y)x, x,yeV,;

donde g es la funcidn lineal

g(x) = &(x,, x) + f(x).

Probar que el espacio vectorial generado por los vectores

wl(x,y),x,y €V es el espacio tangente on .
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3.6 Equivalencia afin de las cuddricas.

Supongamos que T:V = V es un isomorfismo, y que
L:x b= Tx+b (3.6.1)

es un isomorfismo afin del espacio E sobre si mismo, referido aun

cierto origen O. Referida al mismo origen, sea
P(x) + 2f(x) = « (:3.6.2)

la ecuacidn de una cuddrica Q. Los puntos x que le pertenecen
se transforman por L en los puntos % que satisfacen a la ecua-
cidn

O(T ' (x-b)) + 2/(T"" (x-b)) = « (3.6.3)

Reciprocamente cada punto x que satisface a esta relacidn es ima-
gen por L de un punto x de @. Diremos entonces que (3.6.3)es la
ecuacidn de la imagen de @Q por el isomorfismo aftn L., Ahora bien, si

definimos la funcidn cuadridtica (definicidn 2.3.1)

Y(x) = o(T" x),
la funcidn lineal d
g(x) = (T %, T7'b) + (T 'x)

y el escalar
B = a-d(T'b) +2f(T7"b),
entonces la ecuacidn (3.6.3) puede escribirse en la forma
W(x) + 2g(x) = B, (3.6.4)
que muestra que por un isomorfismo afin, una cuddrica se transforma en

otra cuddrica. Es claro que por la transformacidn afin

Lt : x BTy - 71y

que es inversa de L, 1la cuddrica Q' definida por (3.6.4) se
transforma en la cuadrica Q.
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Definicién 3.6.1. Se dice que dos cuddricas Q y Q' son afin-
mente equivalentes o afinequivalentes si existe un isomorfismo afin
de E sobre si mismo que transforma a @ en @'. Evidentemente 1la
relacidn asi definida es una relacidn de equivalencia.

A continuacidn nos proponemos obtener un sistema completo
de representantes de las clases de equivalencia relativas a 1la
relacidn que acabamos de definir. De esa manera obtendremos
una clasificacidn de las cuddricas que llamaremos clasificacidn

afin.

Teorema 3.6.1. Sean 7y V dos espacios vectoriales reales de
dimensién n, y ¢ y ¥ dos funciones bilineales simétricas de
finidas en U y en V respectivamente. Entonces existe un isomor
fismo 7 de U sobre V con la propiedad de que

b(x,y) = ¥W(Tx,Ty), x,y e U, (3.6.7)
si y s6lo si ® y¥ tienen el mismo rango y el mismo indice. La
condicidn que acabamos de enunciar es equivalente ala siguiente :

P(x) = ¥ (Tx), xelU, (3.6.8)

Demostracién.1l.- Supongamos primero que se cumple la relacién
(3.6.7). Puede elegirse la base (¢;,..., ¢,) de U, como se pro-
bé en la seccidn 2.8, de manera que se cumplan las condiciones

®(e; » ej) = & By . (3.6.9)

vy
De (3.6.7) =e deduce entonces que

¥(Te, ,Te ) = €5, . (3.6.10)

i L |

Ahora bien, puesto que T es un isomorfismo, (Te; ,..., Te,)
es una base de V, y lasrelaciones (3.6.10) prueban que la matriz
de ¥ referida a esa base diagonal. La correspondiente forma
cuadritica de ¥serd también diagonal (seccidn 2.9) con r térmi-
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nos no nulos, s de los cuales son positivos, siendo r y s el ran-
go y el indice de ® respectivamente. El teorema 2.9.1, es decir
la ley de inercia de Sylvester, implica que el rango de ¥ es r
y su indice es s.

2.- Supongamos ahora inversamente que ® yV¥ tienen el mismo ran-
go r y el mismo indice s. Podemos elegir entonces (ver la sec-

cién 2.8) 1las bases (e;) y (f,) de Uy de V respectivamente, de
manera que

q’(ei! ej) =\Il(f!., fjl) =Efafj'

Definamos el isomorfismo T : U =+ V mediante las relaciones

Te, = f (8 T ey § <

Se tiene entonces

®(eir ¢) = W(fi, f;)=¥(Te; , Te; ) L% R

y por consiguiente

P(x, ¥) T(Tx, Ty), & ye U

que es la relacidn (3.6.7) que prueba la primera parte del teo-
rema.

3,- La relacidn (3.6.7) implica evidentemente a la relacién
(3.6.8). Si suponemos que esta Gltima se cumple, entonces tam-
bién se cumple la primera porque

P@,y)= F(RE+Y) -E) - B ]

2 [¥(@x + Ty)- ¥(Tx)- ¥(Ty)] = ¥(Tx,Ty) =
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Teorema 3.6.2 Si @ es una cuaddrica con centro que un isomorfis
mo afin x +> Tx+b la transforma en una cuddrica @', entonces
cada centro de @ se transforma en un centro de @', Por consiguien
te una cuddrica con centro sbélo puede ser equivalente a otra que

tiene centro.

Demostracién. Segln el teorema 3.4.1, la ecuacidn de la cuadri-
ca puede escribirse en la forma

P(x) = 1
La ecuacidn de la cuddrica Q' seri
(T 1 (x-b)) =1,

Si definimos la funcidn cuadratica ¥ por
Y(x) = o(T" =x),

la ecuacidn de ®' se escribe

Y¥(x-b) =1,

Y por tanto @' tiene el centro b. =

Teorema 3.6.3 Dadas las cuadricas @, y @, con los centros c¢; y

¢, respectivamente, cuyas ecuaciones son
Q : P, (x -¢) = 1 (3.6.11)
Q, : ®y(x -¢3) = 1, (3.6.12)

dichas cuaddricas son afinequivalentes si y s6lo si las formas bi
lineales ®, y @, tienen el mismo rango y el mismo indice.

Demostracién. Supongamos que @, y @, son afinequivalentes y que
L: x & Tx+ b es la transformacidn afin de E que transforma a
Q, en @,. L transforma al centro ¢, de @, en elcentroc;=Tc, + b
de Q,. Se puede escribir entonces
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L: x = T(x-¢c;)+ch,

Seglin hemos observado al comienzo de la seccidn 3.4, la ecuacibn
de la cuiddrica @, puede escribirse

Q 1 dy(x-ch) =1 +(Py(ch) -®2(cz)) B; #+ 0,

Si se introduce la nueva funcidon bilineal

® = D,

_‘1_.
Bl'
donde ®, tiene evidentemente el mismo rango y el mismo indice
que @, la ecuacidn de @, se escribira

Q: & (x-¢) =1,
Puesto que @, es transformada por L de @, la ecuacidn de @, pue-
de también escribirse en la forma

Q: ® (T7 (x-¢))= 1.

El teorema de unicidad 3.2.1 implica que
® (T'x) = &,(x).

Segin el teorema 3.6.1, &, deberd tener el mismo rango yel mis-
mo indice que ¥, y por tanto que ®,.

Supongamos ahora, inversamente, que ® y &, tienen el mis-
mo rango y el mismo indice. Segfin el teorema 3.6.1 existirada el
isomorfismo T de V tal que

d (x) = ®,(Tx), (3.6.13)
o sea que
o (T7x) = &;(x).
La transformacidn afin L: x = T(x -¢;) +c, transforma a @,

segln se vié al comienzo de la seccidn 3.6, en la cuddrica de
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ecuacion.

G (T~ (s - Te)y-8;) =2

3

0O sea
S (T (x-¢;)) = 1,

Teniendo en cuenta (3.6.13) esta ecuacidn se escribe

d(x-c¢) =1

Por consiguiente L transforma a @ en @,, y estas dos cué-

dricas son afinequivalentes. =

Teorema 3.6.4 Dos cuddricas sin centro @, y Q, son afinequiva
lentes si y s6lo si las funciones bilineales simétricas &, y &
de signatura no negativa, que por definicidn les corresponde, tie
nen el mismo rango y el mismo indice.

Demostracidn. Supongamos que @, y @, son afinequivalentes yque
sus ecuaciones pueden escribirse en la forma

Q; : q’J (%) * 2f; (x) oy

o

Q, : ®,(x) + 2, (x) =

donde, segin se sabe, puede suponerse que las signaturas 2s; - r,
y 2s;-r, de ® y ®, son no negativas.

Si L: x P Tx+b es la transformacidn afin que transforma
a Q en @, la transformacién inversa L™ : x»T7(x-b) transforma
a @ en @ . Luego la ecuacidn de @,puede escribirse en la forma

Q : 2,(Tx+ b) + 2f, (Tx+b) = a,.

El teorema de unicidad 3.2.1 implica entonces que
®,(x) = A®(Tx) (3.6.14)

donde M es una constante no nula. De (3.6.14) se sigue inmedia
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tamente que ® y A®, tienen el mismo range y el mismo indice, en
virtud del teorema 3.6.1. ®; y ®; tienen entonces el mismo ran
go r. Entre los indices de ®, y &, se cumplird una de las dos
relaciones s, = $8; o0 s;=r-s; segln que sea A >0 o A <O,
Ahora bien, dado que hemos supuesto que 2s, =r, o seaque 2s,=2r,
la relacidn $,=r-8; implica que 2r-2s=r o sea r =2s;, Tam-
bién hemos supuesto que 2s, =r; = r. Luego debe serr=2s y por
tanto s, = r-s8;, =r/2, Es decir que en todo caso es §; =85;.

Supongamos ahora, inversamente, que sea r;= 1, =T y § =8,=5,
Debemos demostrar la existencia de una transformacidén afin que
transforma a @ en @,.

Sean ¢, y g, puntos cualesquiera de @, y @, respectivamen-
te. Segiln el teorema 3.1.1 1las ecuaciones de @ y @, pueden es
cribirse

Q: % (x-q) + 2<af, x-q >=20 (3.6.15)

Q,: <I>2(xaqz) + 2<a;‘, x—q2>

0 (3.6.16)

donde las signaturas de ® y ®, son iguales y no negativas. Con-
sideremos los espacios tangentes Vq‘(Q,) y qu( Q,) a @ y @ en
g, ¥ 4, respectivamente. En el teorema 3.5.2 hemos demostrado
que las restricciones de ® a ti (@) (i=1,2) tienen el mismo ran
go y el mismo indice que @ , por cuanto @ no tiene centro. Pode
mos definir entonces un isomorfismo

T: Ve (@) =V (@)
de manera que aplique a los vectores de una base de L%I(Q,) res
pecto de la cual la matriz de la restriccidn de ¢, sea diagonal
de la forma (2.8.2) , en los vectores de una base de Vaz{Qg}
respecto de la cual la matriz de la restriccidn de ®, sea diago

nal de la misma forma. Se tiene entonces (ver la parte 2 de la
demostracidn del teorema 3.6.1),
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P () = (Ty), y e Vg (Q).

Elijamos un vector e’ del niicleo de ® (i=1,2), que puede su-

ponerse que no estd contenido en el espacio tangente Ve(Q) , de
1

manera que sea

<af, & >=1, (i=1,3), (3.6.17)

La posibilidad de elegir los vectores )’ y ef¥’ de la manera

descrita fue probada en la demostracidn del teorema 3.5.2(parte
1:);

Definamos ahora el isomorfismo T de V mediante las ecuacio
nes

Ty = Ty para ye?@JQI) (3.6.18)

Tell) = o2 (3.6.19)

Demostraremos a continuacidn que la transformacidén afin
x> T(x -q,) +a,

transforma a @ en @, , de modo que ¢, se transforma en g, Para
ello basta que probemos la relacidn

O (Tx)y #< el ;Ta = g{x) »<afyx > (3.6.20)

para todo xeV.

Puesto que ‘{;}(Q;) es de dimensidén =2-1 y que el vector e
no estia situado en ‘{?:( @) , ambos generan al espacio V., Luego ca

da vector xe¢ V puede expresarse en la forma

x=y+ tgefl | erq}(Q,), te R, (3.6.21)
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Los e y e pertenecen a los nucleos de ® y de ®,, respec-

tivamente, y por tanto

& (x, eV ) = 0y(x, ef? ) = @ (el ) = d(ef” ) = 0

]

para todo xe¢V. Por consiguiente
D,(Tx) = &,(Ty + tef? ) = &,(Ty) = &,(y)

=,y + te/V ) = & (x). (3.6.22)

Ademas, los vectores y qué pertenecen a V(@) cumplen la rela-
1
cidn (ejercicio 3.2.1).

<af, y> =0

’
y por tanto, cualquiera que sea xeV, se tiene [(3.6.21) y (3.6.17)]
<a?, Xigrom B (3.6.23)

Puesto que los vectores Ty, para ye Vg (@), pertenecen a

Vg, (&), se tiene también (ejercicio 3.2.1),
2

<a¥,Ty> =0,

Por consiguiente, si se tiene en cuenta (3.6.17) y (3.6.23) se
puede escribir

n

<dai,™>=<af, Ty+te? > t<af , ¥ 5=

Lol sm B, (3.6.24)

n

Sumando miembro a miembro las desigualdades (3.6.22) y (3.6.24)
resulta la igualdad (3.6.20). ®
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3.7 Clasificacion afin de las cuddricas.

La relacidn de equivalencia que fue introducida en la defi
nicidén 3.6.1 permite clasificar las cuddricas de manera que las
pertenecientes a una misma clase son transformables entre si me
diante transformaciones afines. Del teorema 3.6.2 resulta que
todas las cuddricas de una misma clase tienen centro o bien nin

guna tiene centro.

Cada cuddrica con centro puede representarse por una ecua-
cidn de la forma

d(x) = 1

si se toma a uno de sus centro por origen. Por consiguiente, si
r y sson el rango y el indice de 4, en virtud del teorema 3.5.1 puede
elegirse la base (e;) de V de manera que, referida la cuadrica
al sistema de coordenadas (0, (e;)), su ecuacidn sea

Bl v, v e P ML L s =1 (1<ssr<n),

Por consiguiente cada ecuacidn de este tipo representa, para un
sistema de coordenadas adecuado, a cualquiera de las cuadricasde
una clase de equivalencia de cufdricas con centro. El niimero
N;(r) de estas clases, correspondientes a un rango r, es eviden-
temente igual a r, por cuanto s puede tomar los valores I,...,r.
Se puede escribir por tanto

R(r) =7,

Cada cuddrica sin centro puede representarse en virtud del
teorema 3.5.2, si se toma como origen a un punto cualquiera de
ella y se elige una base adecuada de V, mediante una ecuacién de
la forma

ETED 4+ ESES - psH o opsH oL prgr oy ogpm o
= C(s<r=<n-1, r <2s),
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donde r y s son el rango y el indice de la funcidn bilineal & que
corresponde a la cuddrica. Cada ecuacidén del tipo precedente re
presenta, para un sistema de coordenadas adecuado, a cualquiera
de las cuddricas de una clase de equivalencia de cuddricas sin
centro. El nidmero N,(r) de clases de cuddricas sin centro, co-
rrespondiente a un rango r, varia segln que r sea par o impar.
En todo caso debe cumplirse la condicidn s<r<2s, Asi, sires

5 5 +1
impar, s puede tomar finicamente los valores L’féi,?‘T,..., % =iy

y por tanto

1
N,(r) = r; para rimpar.

Si r es par, s puede tomar Gnicamente los valores

"5‘)";2!%4""!1‘;?:?, Y por tanto
N,(r) = r;‘? para rpar.

3.8 Clasificacion afin de las cuddricas del plano.

Las cuddricas del plano se llaman curvas ednicas.En el cua-
dro siguiente se enumeran las {inicas cuatro clases de equivalen
cia afin. Las cbnicas con centro pueden tener los rangos 1 y 2
Al rango 1 corresponde, por cuanto N,(I) = 1, una clase, y al rango 2 co-
rresponden N,(2) = 2 clases. Las cbnicas sin centro sbélo pueden te-
ner el rango 1, al que corresponde una sola clase. Usamos aqui
x e y en vez de ¢ y £,
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z ecuacidn géneros de las
rango |indice representativa curvas
2 2 o+ y?=1 elipse
x2 - y2=1 hipé
Cdnicas con y ipérbola
centro 1 1 x?= 1 dos rectas para-
lelas
Cdniecas sin 1 1 x2- 2y =0 parabola

centro

3.9 Clasificacidn afin de las cuddricas del espacio afinde tres

dimensiones.

Las cuddricas del espacio de tres dimensiones se llaman su-

perficies de segundo grado.

Como se ve en el cuadro siguiente

hay

seis clases de superficies con centros y tres clases de superfi-

cies sin centros. Empleamos aqui las letras x, ¥,z en vez de £}, £, &%,

Gl ecuacidn género de las
rango |indice representativa superficies
3 3 x2 +y? +2? =1 elipsoide
3 2 x> +y? -2? =1 | hiperboloide de
una hoja

Superficies 3 1 X2 =y g2 = ] hiperboloide de
con centro dos hOJa.S

2 2 22 +9% =1 cilindro eliptico

2 1 x¥? - y2 =1 | cilindrohiperbélico

1 1 x* =1 | dosplanos paralelos

f

2 2 x?+ y?- 2z =0 |paraboloide eliptico
Superficies 2 1 x2- y2- 2z =0 |paraboloide hiperbd
sin centro lico =

1 1 x - 2z =0 cilindro parabdlico
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Ejercicios

Si @ es una cuadrica y C es un punto de E, probar que C
es un centro de @ si y s6lo si la transformacidn afin
P+ P' definida por la condicidn cP'= - CP transforma
a @ en si misma.

Si ® es una funcidn bilineal simétrica, indefinida, pro-
bar que las cuddricas ®(x)= 1 y ®(x)= -1 son equivalen

tes si y sblo si la signatura de ¢ es nula.

Sean N, y N, los niimeros totales de clases afines de cud
dricas con centro y sin centro respectivamente, corres-
pondientes a la dimensidn n. Probar que

N = n(n+l)
r - 2
y
k2 +k - 1 si n= 2k,
N, =
k% + 2k sin =2kr+1,
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§ 4. Cuadricas en los espacios euclideanos.

4.1 En el presente pardgrafo supondremos que E es un espacio eu
clideano de dimensidn n asociado al espacio vectorial euclideano
V en el que es dado un producto interno que representamos por ( , ).
Seglin sabemos (Pte. I, Secc. 17.6 y 17.7) V es dual de si mismo
si el producto escalar se define por

< Xy Y P = (JC, J"},

en cuyo caso la relacidn de ortogonalidad derivada del producto
escalar coincide con la que resulta del producto interno porcuan-
to V es un espacio vectorial real.

Las consideraciones de los pardgrafos §2 y §3 son vialidos
ahora si se reemplaza V¥ por V y < , > por ( , ). En particular,
conviene recordar ahora que a cada funcidén bilineal simétrica @
le corresponde un endomorfismo ¢ de V tal que

@ (x,y) = (vx,¥).
La simetria de ¢ y del producto interno implica que
(vx,y) = (vy,x) = (x,9y)

Luego ¢ es un endomorfismo autoadjunto de V (Pte. I, teorema 18.
3.1), es decir un endomorfismo simétrico. Su matriz es simétri-
ca para cada base ortonormal de V, y coincide con la matriz de®
relativa a la misma base.

Definicién 4.1.1 Se llaman valores propios y vectores propios de @
a los valores propios y vectores propios del endomorfismo simétri
co v que le estd asociado. Segiin el teorema 20.2.1, Pte.I, to-
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das las raices caracteristicas de ® son niimeros reales y por tan
to son valores propios de ¢.

Observacidn. La matriz de ® es simétrica y es coincidente con
la matriz de ¢: V= V cuando en el espacio V de definicidn de
¢ se considera la misma base a la cual se supone referida la ma-
triz de ® y en el espacio V de los valores de ¢ se considera la
base dual de la primera, o sea la base reciproca de ésta. Si en
ambos espacios V se considera la misma base entonces la matrizde
¢ coincide con la de @, y es por tanto simé&trica solamente si esa
base es idéntica a su propia reciproca, es decir si es una base

ortonormal.

Lema 4.1.1 Dada la funcién bilineal simétrica ® de rango r vy
de indice s, definida sobre el espacio euclideanoc V de dimensidn
n, existe una base ortonormal de V formada por vectores (e;,. ,e,)
de ®, de manera que, referida a esa base, ® tiene la forma diago

nal
r .
Px>y) = T NEqA
i=1
y la forma cuadrética
d(x) = T NEE, (4.1.1

i=1
donde %;,..., A, son los valores propios de ® ordenados en la
forma

P N e L e B K
(4.1.2)
0 > Nap 2 Ntz e 2 N,
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Demostracidn. Si v es el endomorfismo simétrico de V asociado
a ®, existe, segilin el teorema 20.2.4,Pte.I, una base ortonormal
(e;, ...,e,) deV, formada por » vectores propios de ¢, y por tan
to de ®, respecto de la cual la matriz de ¢ es diagonal e idén-
tica a la de ®. Se tiene por tanto

&(ef,ej) =(¢e,-,e}) = hiajj.

Los vectores de la base pueden suponerse ordenados de manera que

sea
0 LN UG s €K
0 5 Npwg 3 Aoy vwe & My (4.1.3)
Aptr = ou0 =4, = 0.

La funcidn bilineal ® puede expresarse entonces enla forma

NEA

r
b(xy) = T

i=1

en donde los coeficientes son los valores propios de ® ordenados
en la forma (4.1.2) =

Definicién 4.1.2 La ordenacidn (4.1.2) de los valores propios
de ® no nulos constituye el orden candnico de dichos valores.

4.2 Vectores normales y normal a una cuddrica.

Sea @ una cuddrica del espacio euclideano E cuya ecuacifn es
Q: ®(x) + 2f(x) = a, (4.2.1)
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A la funcidn lineal f le corresponde un vector aeV tal que

f(x) = (a,x).

Por tanto la ecuacidn de la cuiddrica puede escribirse

P(x) + 2(a,x) = «
o bien, introduciendo el endomorfismo ¢ asociado a @,
(px,x)+ 2(a,x) = a.

Recordemos que no consideraremos en adelante a los conos; supondremos por

tanto que

P x # -a

para todo x perteneciente a Q.

A cada punto x, que pertenece a la cuddrica @ le correspon-

de un espacio tangente i&a que es definido por cualquiera de las

siguientes relaciones (ver las relaciones (3.2.6) y (3.2.7))

Ve, ={ yeV| ®(x,,y) + F(y) = 0} (4.2.2)
o
Ve, =L vev [Ca +9xg,y) = 0 } , (4.2.3)

En virtud de la segunda relacidén puede decirse que el espacio
tangente a @ en x,eQ es el complemento ortogonal del subespa-
cio de dimensidén 1 generado por el vector

v(x,) =a +px, ,

que se llama vector normal a Q en el punto x,. Puede decirse tam-
bién que un vector normal a Q en el punto x,es ortogonal al es-
pacio tangente V, . La dimensidn de % es n-I en virtud del teo
rema Yl.1.1; PEes I.
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La recta que pasa por x, y que estd asociada al eéspacio ge
nerado por v(x,) se llama recta normal o simplemente normal a @ en
el punto x, .

Observaci6n. Cualquier vector
Av(x,) = Mg x,+a) AN#F 0,

perteneciente al espacio generado por v(x,) es un vector normal
a @ en x,. En efecto, multiplicando por A a la ecuacidn (4.2.1),
la ecuacidn de Q puede escribirse en la forma

Ad(x) + 2f (A x) = Ao,

Si definimos
®,(x) = Ad(x)

fox) fxx),

la ecuacidén de @ puede escribirse
P, (x) + 2f (x) = Aa,

Se tiene ademés

¢1(x!y) =Ad(x,y) = (Xopx,y).

Si definimos

v, (x) =dox
¥ Aa = a;,
la ecuacidn de Q tiene la forma

(¢yx,x) *+ 2(a; ,x) = ra.

Por tanto un vector normal a @ en x, es

v, (xp)= a;+ g% = Xa + Ao x, = Aa + ¢xp).
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En consecuencia, los veectores normales a Q enx, son los vectores de un

subespacio de dimensidn 1, complemento ortogonal de V.

4.3 Cuadricas con centro, en un espacio euclideano.

La ecuacidn de una cufdrica cuando se toma el origen en uno
de sus centros es

Q : P(x) = 1. (4.3.1)

Un vector normal a @ en un punto ¥, , en este caso en que es a=0,
es

v (xp) = wxg .

Por consiguiente el endomorfismo ¢ hace corresponder a cada vec-
tor de posicidn x, de un punto de @, un vector normal a @ en di-
cho punto.

Teorema 4.3.1 Si el vector de posicidn x, de un punto de Qes un
vector propio de vy que corresponde a un valor propio A, entonces
la normal a Qen ¥, pasa por el origen, es decir por un centro de
la cuadrica y

= —1 — %o,

2
ll, I

Demostracién. Si x, es un vector propio que corresponde al va-
lor propio v, se tiene

v(x,) = px, = Axg .

Se sigue de aqui que x, es un vector normal a @ en X, y por consiguien
te la normal a @ enx, pasa por el origen. Ademds, puesto quex,
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pertenece a @, se tiene ®(x,) = I, o sea (vx,, %3) =1, es decir
(Axg,%5) =1, Se sigue de aqui que
A = ; =+ 0. ™
llx, 112

Teorema 4.3.2 Si @ es una cuddrica con centro, puede elegirse
una base ortonormal (e;,...,e,) de V, formada por vectores propios
de ®, de manera que la ecuacidn de Q referida al sistema de coor
denadas (0, (e;)) en que 0 es un centro de @, puede escribirse

en la forma

£ 3 +
ZNEE =1 (4.3.2)

en donde A;,...,\, son los valores propios no nulos de ®, que po-
demos suponer ordenados en el orden candnico.

U % By RAy& un Ny
(4.3.3)
[ T B -

en que r es el rango y § es el indice de @.

Demostracion. Empleando el lema 4.1.1 se puede obtener una ba-
se que tiene las propiedades del enunciado, mediante la cual ®(x)
se expresa en la forma (4.1.1). Llevada esta expresidn a la ewa
citn (4.3.1) de la cuéddrica, referida a uno de sus centros como
origen, resulta

¥ . .

p R O L L

i=1
donde los coeficientes son los valores propios de ¢ ordenados en
el orden canbnico (4.3.3). =®
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Definicidon 4.3.1 Dada la base ortonormal (e;,..., e,) de V for-
mado por vectores propios de ® a los que corresponden los valo-
res propios A,,..., A, respectivamente, ordenados en el orden
candnico, los vectores

g; E e (] =1 ) y g, = ——— (i =gl u,r)

(4.3.4)

se llaman ejes principales y ejes principales conjugados, respectiva-
mente, de la cuadrica Q.

De las formulas (4.3.4) se deduce

N s —I— (7= 1y y®)

Ila; 112
y (4.3.5)

R‘:=- 1 (i =8+l

2
la, I

M

Llevando estas expresiones a (4.3.2) se obtiene la formg normal md

trica de la ecuacidn deuna cuddrica con centro:

5 i af r [
g k. % =EE_ o (4.3.6)
i=t | a;li? i=st1 g |I?

Cada eje principal o principal conjugado e; genera al mis-
mo subespacio vectorial de dimensidn 1 que el vector e, espacio
que estd asociado a una recta que pasa por el origen, que no es
otra que el eje de coordenadas correspondientes a ¢. Un punto
de esa recta se caracteriza porque sus coordenadas {; son nulas
para j# i . Resulta de (4.3.6) que la interseccidn de dicha recta
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con la cuddrica debe cumplir la condicidn

g gt

=1 si i=1,...,8 (4.3.7)
la; 112
y la condicidn _
g ¢
-————T=I 81 & FERL; . ot (4.3.8)
lla; I
(4.3.6) implica que ¢' debe ser igual a lig; ll 0 a -llg;l. Por consi-
guiente, la recta generada por un eje principal e; intersecta a
Q@ en los puntos lla;lle;=a, y ~-lla;lle; = -a;.

En cambio, la relacidn (4.3.7) no puede cumplirse para nin
gn § real. Por tanto la recta generada por un eje principal
conjugado a; no tiene puntos comunes con Q. Si denominamos cud-
drica conjugada de Q a la cuddrica @' cuya ecuacidn es

Q: ®(x)=-1,

cuyos ejes principales son por tanto &+;, ... ,8 Y Cuyos ejes
principales conjugados son a;, .. .,a , entonces puede decir-
se que la recta correspondiente a un eje principal conjugado ¥y
que pasa por un centro, intersecta a la cuiddrica conjugada Q'en

los puntos a;, y =-a; (i =s+1, ., ,r),

4.4 Cuddricas sin centro, en un espacio euclideano.

Sea Q una cuddrica sin centro. Si tomamos a un punto cual
quiera de @ como origen, la ecuacidn de la cuddrica puede escri
birse (ver teorema 3.4.3)

P(x) +2(a,x) =0, a{(&r@f. (4.4.1)
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Un vector normal a @ en el origen serid entonces

¥ (0) = ¢(0)+a=a F0
Para otro punto cualquiera x de @

v(x) = ypx +a (4.4.2)

es un vector normal a @ en x,

Definicién 4.4.1 Se dice que un punto A de la cuddrica @es un
vértice si cada vector normal a @ en A estia contenido en el niicleo
Ker® = K =Ker ¢.

Si elegimos al vértice A como origen, en cuyo caso la ecua
cidn de Q se puede escribir en la forma (4.4.1) el vector a, se-
glin hemos visto, es normal a @ en A. Por tanto se cumple, por de
finicidn, que a ¢ Ker @ = K,

Si, inversamente, la ecuacidn de la cuidrica se escribe en
la forma (4.4.1) y a ¢ K, entonces el origen pertenece a la cuid
drica y se cumple la condicidn para que sea un vértice. Por con

siguiente la condicidn necesaria y suficiente para que un punto de wna cud
drica sea un vértice es que si se toma como origen entonces el vector a de
la ecuacidn (4.4.1) de la cuddrica pertenezeca al wmicleo de ®.

Teorema 4.4.1 Si @ es una cuddrica sin centro y una isometria

x B Tx+0b
la transforma en otra cuddrica @', entonces Q' es una cuddrica
sin centro ycada vértice de @ se transforma en un vértice de Q'.
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Demostracidn. Q' no tiene centro en virtud del teorema 3.6.2,
pues la isometria inversa transforma a @' en @ y aplicaria a un
centro de Q' en un centro de Q.

Si @ tiene un vértice y lo tomamos como origen, su ecua-
cidn se escribird

Q : P(x) + 2(asx) = 0 ae K ,

3

La ecuacidn de @Q'seria entonces

Q': &(T'(x-b)) + 2(a, T (x-b)) = 0.

Si tomamos como nuevo origen al punto b que es imagen del vérti-
ce 0 por la isometria dada, la ecuacidn de Q' serd

Q': (T 'x) +2(a, T'x) =0,

Definamos la forma bilineal simétrica

& (x,y) = ¢(T'%, T7y),

y el vector
¢, = Ta,

Puesto que T es una isometria, tendremos
(a,T"x) = (Ta,x) = (a,;x).
Por tanto la ecuacidn de Q'es
Q : @ (x)* 2(q,x)=0. (4.4.3)
Ahora bien, puesto que ae K se tiene
®,(a,x) =&, (Ta,x) = &(a, T 'x) =0, HxeV,

y por consiguiente es ¢, e K, = Ker ® . La observacidon que prece
de al enunciado del teorema 4.4.1 demuestra que el nuevo origen,
al cual estd referida la ecuacidn (4.4.3) de Q', es un vértice
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de esta cuddrica. Puesto que ese nuevo origen es la imdgen del
vértice dado de @ por la isometria, el teorema queda demostrado.

En el lema siguiente vamos a complementar los resultados ya
conocidos acerca de los endomorfismos normales de los espacios
de producto interno (ver Pte.I, secc. 18.2) con nuevos resulta-
dos que emplearemos en el teorema que sigue a continuacidn del
lema.

Lema 4.4.1 Si T es un endomorfismo normal de un espacio vecto-

rial V de producto interno, entonces

ImT = ImT

n

Ker T" Ker T,

para cualquier nGmero entero positivo k.

Demostracidn. 1) El corolario del teorema 18.2.2, Pte.I, esta
blece que para un endomorfismo normal T tiene lugar la relacidn.

V = Ker T ® ImT, (4.4.4)

Im T es evidentemente estable respecto de T. La restriccidn T,
de TalIm T es un isomorfismo de Im T. En efecto, si T,(Tx)=0
entonces Txe Ker TNImT, yen virtud de (4.4.4) serd Tx=20.
T, es por tanto un endomorfismo inyectivo de Im T, es decir un
isomorfismo (Pte.I, ejercicio 3.4.2). Se tiene por tanto

ImT = ImT,,

Por consiguiente,

ImT2 =T(T(V)) = TUm T)

T,(ImT)=ImT, =ImT.
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Por induccién se prueba que Im T* = Im T,

2) Probemos primero que

Ker T C Ker T (4.4.5)

En efecto, si Tx = 0, entonces es Tkx = T*'(Tx) =0, y por
tanto se cumple (4.4.5).

La inclusidn inversa

Er T C Ker T (4.4.6)

se cumple evidentemente para k =1 . Supongamos que se cumple
para todo entero positivo menor que k, donde R>1, Si «xe¢e KerT*
entonces es Tix = T¢! (Tx) =0 , por tanto Txe Ker T*' C Eer T. Puesto
que Txe¢ Ker T NImT, se deduce de (4.4.4) que Tx=0, es de-
cir x e Ker T, loque demuestra (4.4.6) en general. De (4.4.5)
y (4.4.6) se deduce que

Ker TX = Ker T. =

Teorema 4.4,2 C(Cada cuddrica sin centro tiene por lo menos un
vértice. Si A es un vértice de la cuadrica, entonces el con-
junto de los vértices constituye un subespacio afin de dimensidn
n-r-1 cuyo espacio vectorial asociado es K NV4, donde K es el
nficleo de la forma bilineal sim&trica ® que corresponde a la cud
drica y V, es el espacio tangente en el punto A.

Demostracidon. La ecuacidn de la cuddrica sin centro @ cuando
se toma como origen uno de sus puntos se puede escribir ( teore-
ma3.1l.1),

d(x) + 2(a,x) = 0.
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Si ¢ es el endomorfismo asociado a ®, un vector normal a@ en un
punto cualquiera xe @ es

v(x) = gx+a.

Si aplicamos ¢ a ambos miembros de esta ecuacidn se obtiene
e(v(x)) = ¢*x + ga.

Para que x sea un vértice es necesario y suficiente que v(x)per

tenezca al nficleo de ¢, es decir que x satisfaga a la ecuacidn

¢lx + pa = 0, (4.4.7)

Podemos decir por tanto que para x sea un vértice de @ es necesa
rio y suficiente que pertenezca a @ y que sea solucidn de laecua
cion (4.4.7).

Para que (4.4.7) tenga solucidn debe ser

vae Im ¢? (4.4.8)

Ahora bien, puesto que ¢ es un endomorfismo simétrico y por tan-
to normal, segin el lema 4.4.1 se tiene Imy¢’=Imy y Kery¢?= Ker .
Dado que y¢ae Imy, se cumplird (4.4.8) y por consiguiente exis-
tird por lo menos una solucidén de (4.4.7). Sea pues x, una solu
cidn de dicha ecuacidn. La solucidn general de la misma serd

x = X .+ 2 (4.4.9)

donde z es una solucidn cualquiera de la ecuacidn homogénea

es decir un vector cualquiera de Kery’= Kery = Ker® = K. Los vér-
tices de @ son las soluciones (4.4.9) de (4.4.7) que pertenecen
a @, es decir que satisfacen a la relacidn

P(xp+2) + 2(a, x+2) =0,
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que puede escribirse, si se tiene presente que ze Ker & y que
por tanto es ®(z) = ®(x,,z) =0,

D(x,) + 2(a,x,) + 2(a,z) =0, (4.4.10)

Esta relacidn debe ser satisfecha por el vector ze K para que
%,+2z sea vértice de Q. Ahora bien, (a,z) no puede ser nulo pa-
ra todo ze K pues si asi fuera seria ae Kl, y en virtud del teo
rema 3.4.3, Q tendria centro contra lo supuesto. Por consiguien
te puede elegirse 2, ¢ K de manera que sea (a,z,) # 0, GEnton-
ces el vector

<I>(x0) + 2(a,x,)

zZ, = - zl.eK
2(a,z,;)

satisface a la relacidn (4.4.10), y por tanto existe un vértice

U, = x,+ 2, de @Q.

Supongamos ahora que v= x,+ 2z, donde ze K, es otro vérti
ce cualquiera de Q  Puesto que z, y 2z satisfacen a (4.4.10),
se tendra que

(a, z-25) =20,

y dado que @ es normal a Q en el origen, como vimos al comienzo
de la presente seccidn, se tendrid que

w=2-25€¢ V,

donde V, es el espacio tangente a Q en el origen. Ademds es

w= z -z,¢ K. Luego

w=2z-24 €K,

Es decir que cualquier vértice puede expresarse en la forma

Vo= v,tw, we KNV,. (4.4.11)
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Inversamente, consideremos un punto cualquiera v de la for
ma (4.4.11). Si escribimos

2 = w+ z
se tendria que

vV = Xyt 2z
donde z pertenece a Ky cumple la condicidén (4.4.10) porque

o(x,)+2(a,x,) +2(a,2) = ®(x,) +2(a,x,) +2(a, wiz,)

Dlxy) +2(a,x,) + 2(a, 2g) = 0,

Por consiguiente cualquier punto v de la forma (4.4.11) es un
vértice de Q.

Resulta de los expuesto que el conjunto de los vértices de
Q es el conjunto de todos los puntos

v = v

o+w

en que v, es un vértice fijo y w es un vector cualquiera de KNV,
Dicho conjunto es por tanto un subespacio afin asociado al espa
cio vectorial KNV . La dimensidn de KNV, puede calcularse me
diante la fdormula

dim (V,NV,) = dim V, +dim V, -dim (V, + V, ),

que fué establecida en el ejercicio 2.5.16, Pte.I. Apliquemos

esa formula a los subespacios K y V, de V. Puesto que diml,
=n-1 y que, seglin vimos en el teorema 3.5.2, existe un vector
e, ¢ K nonulo tal que e, ¢ V,, se tiene que K+V, =V y por tan
to dim (K +V,)=n., Ademds es dim K =n-r, y por tanto

dim (ENV) = (n-r) + (n-1) - n = n-r-1,

El espacio afin formado por los vértices tiene por tanto la di-

mensién n-r-1, =
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Corolario. Si el rango de la funcidn bilineal simétrica @
asociada a una cuddrica sin centro Q es igual a n-I1, entonces
la cuddrica tiene un solo vértice.

Demostracidén. En efecto, en tal caso la dimensidn del espacio
afin formado por los vértices es igual a 0. ®

Teorema 4.4.3. Si @ es una cuddrica sin centro y el punto Oes
uno de sus vértices, puede elegirse una base ortonormal (e, ,..
., €) de V formada por vectores propios de ®, de manera que
la ecuacidn de Q referida al sistema de coordenadas (0,(e; ))
puede escribirse en la forma

DA EE 2" =0, (4.4.12)
i=1
en donde XA;,..., A son los valores propios no nulos de @,
0<\ <X <...< )
(4.4.13)
0 2R B Vs B sus PK,

donde r es el rango y ses el indice de @, y se cumple la relacidn
2s = r,

Demostracidon. La ecuacidn de la cuddrica sin centro @ referi-
da a un origen coincidente con uno de sus vértices 0, eventual
mente multiplicada dicha ecuacidn por una constante adecuada,
puede escribirse en la forma

d(x) + 2(e,, x) =0 (lley I =1, e, ¢ kL), (4.4.14)
donde e, es un vector normal a @ en el punto 0, y el rango yel

indice de @ cumplen la condicién 2s=r. Puesto que el origen
es ur vértice, la ecuacidn (4.4.7) debe cumplirse para a=e,Yy
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x =0, Se debe tener por tanto

ve, = 0, (4.4.15)
y por tanto e, pertenece a Ky es un vector propio de ¢ corres-
pondiente al valor propio de A, = 0
V,, espacio tangente a @ en 0, es invariante respecto del

endomorfismo simétrico ¢ asociado con ®, pues si ¥ €V, , entonces
la relacidon 4.2.3 implica que

(e,,y) =10,

por tanto
(e, ,vy)=1(ve,,y) = (0,y) = 0,

y por consiguiente, debido a la misma relacidn (4.2.3), es yyelj.

Consideremos la restriccidn ¢, de ¢ al subespacio invarian
te V,. ¢, es simétrica y por tanto existe una base ortonormal
(ey, ...,ep) de V, formada por vectores propios de ¢, correspon
dientes a los valores propios (},, ...,\, _,). Tanto los vectores
propios como los valores propios de ¢, lo son de ¢. Puesto que
e, es normal a @ en el origen, es ortogonal al espacio V, tangente
a Q en el mismo punto. Por tanto (e¢,,..., e,) constituyen una
base ortonormal de V formada por vectores propios de ®. Se tie
ne

e. ) = (ve ,ej) =N 6”. ( 4] = Liawgyn=1)

L
—_
-
-
1]
=
—
[}

(\aen,ei)=o- (i=1,...,n]
Si referimos la forma bilineal a la base (e;) tendremos
d(x) = T NEE. (4.4.16)

Supongamos que los vectores de base son ordenados de manera que
los r;, primeros coeficientes de la forma (4.4.16) son diferentes
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de cero y los demds son nulos, y que los s; primeros son posi-
tivos. Resulta inmediatamente de la expresidn (4.4.16) que el

espacio generado por eq+l,...,g es igual a E, o sea

esp (e . ;...5¢) =K
1

y que ¢ es definida positiva en

esp (85000, es‘) = ¥

y definida negativa en

esp (e
1

S,+1 ""'er:} - ¥,

y que se tiene
Vv=Vev e K,
Esta es una descomposicidén de la clase (2.7.1). Por consiguien-

te (ver el teorema 2.7.1, y la definicidén 2.7.1) , es

s, = dim V¥ = s y t; & v

Los vectores de base pueden suponerse ordenados en el orden ca-

nénico:

0<) <2, < ...< A

0 >Rs+: 3)\8_'_2 = ... 22X

Si tenemos en cuenta (6.4.16) vy que

x) = I §(e, )= ¢,
la ecuacidn (4.4.14) de la cuddrica @, referida al sistema de
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coordenadas (0, (e )) se escribirid

EE e 28" =0

g~
>

i=1

y se cumplirdn las otras condiciones del enunciado. =

Si introducimos como en la seccidn anterior los ejes prinecipales y
los ejes principales conjugados mediante las formulas

e. 7
gjm—t— (iw 1,.../8) g = ————(ims+l,,..,1,
\/Rg y ./_;\i 2
resulta la forma normal métrica de las cuadricas sin centro
5 il r P
z i_Ez - Z —EE + 2" =0, (4.4.17)
i=1 el =+l |I?

en donde se cumple la condicidn 2s> r que fué fijada en el teo-

rema anterior,

4.5 Equivalencia métrica de cuadricas de un espacio afin
euclideano.

Definicidn 4.5.1. Se dice que dos cuddricas @ y Q' del espacio
euclideano E son métricamente equivalentes si existe una isometria
de E que transforma a @ en Q' . Esta es una relacidn de equiva-

lencia.

Es evidente que dos cuadricas que son métricamente equiva-
lentes son tambié&n afinequivalentes, luego las clases de equiva
lencia métrica son subclases de las clases de afinequivalencia.

Lema 4.5.1. Sean Uy V dos espacios euclideanos de dimensidn n
y ® y ®' sean dos funciones bilineales simétricas definidas so-
bre UxU y VxV respectivamente. Entonces, para que exista una
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isometria T : U=V que tenga la propiedad de que
P(x,y) = @¢'(Tx,Ty), x,y €U, (4.5.1)
es necesario y suficiente que ¢ y @' tengan los mismos valores
propios con las mismas multiplicidades
Ademds, la relacidén (4.5.1) es equivalente a

®(x) = @ (Tx), xeU, (4.5.2)

Demostracidn. Designemos por ¢: U-U y ¢': V=V a los en-
domorfismos simétricos tales que

®(x,y) (ex,y) , x,yeU

' (x,y)=(¢'x,y) , x,yeV,

Los valores propios de ®y @' son por definicidn los valores pro
pios de ¢ y ¢' respectivamente (definicidn 4.1.1).

Supongamos primero que T sea una isometria de U sobre Vque
satisfaga a la relacidn (4.5.1). Se tiene entonces

(ex,y) = (¢'Tx, Ty). (4.5.8)

Puesto que T~' es también una isometria, se tiene

(¢'Tx,Ty)= (T~ ¢'Tx, T Ty) = (T ¢'Tx,y).

Por tanto

(™1 o' Tx,y), x,yeU.

(px,y)
de donde

p= TLe' 1,

De aqui se deduce que ¢ y ¢' tienen los mismos valores propios
por cuanto, respecto de una base cualquiera de V, la matriz deves
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M(¢) = M (T™") M(¢") MT);

y por consiguiente, dado que M(T"!) es regular e igual a M (T) ',
y envirtud del teorema 13.2.3, Pte.I, las matrices semejantes
M(¢) y M(¢') tienen los mismos polinomios caracteristicos. Re
sulta de aqui que los polinomios caracteristicos f¢ y f¢, son
idénticos y por tanto los dos endomorfismos simétricos ¢ y ¢’
tienen los mismos valores propios reales A,,..., %\, con las mismas

multiplicidades.

Supongamos ahora, inversamente,que ¢ y ¢' tienen los mismos
valores propios con las mismas multiplicidades. Segiin el teore
ma 20.2.2, Pte.l , de descomposicidn espectral para los endomor
fismos simétricos, pueden elegirse las bases ortonormales (e, )
de Uy (f,) de V, tales que

ve; = A\ e v e & T (4.5.4)

La aplicacién T: U= V tal que
Te= Ff CE=d, . uaslt])
es una isometria porque
(e;, &) =8; = (f, ,G) - (ﬂ%,Tg),
y por tanto
(x,y)=(Tx, Ty) para x,ye U.

Se tiene entonces

(ve;,e;) = (Ne e ) = A8, = Mf;, ;) = (N[ ,f;)

1 20

]

(v'f; ,fj) =(¢'Te, Tej),

de donde se deduce inmediatamente (4.5.3) y por tanto
(4.5.1).
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Finalmente es evidente que (4.5.1) implica a (4.5.2) . La

implicacidn inversa se deduce de la fdrmula conocida

2(x,5) = 5 (Bx+y) - &(x) - #(3)). =

4.6 Clasificacidon métrica de las cuddricas de un espacio eucli
deano.

Lema 4.6.1. Si la cuddrica @ se transforma en la cuddrica @'
por la traslacidn x k> x+t¢, entonces @ y @' tienen los mis-

mos ejes principales.

Demostracidon. Sea la ecuacidn de @

Q : P(x) + 2f(x) = a,

La ecuacidn de Q'seri

Q': d(x-t) + 2f(x-1t) = a,
o sea

Q': @®(x) + 2(f(x) -0(x,£)) = a+2f(t)-0(2),
que puede escribirse en la forma

Q: d(x) + 2f'(x) = a',

Puesto que a @ y a Q' les corresponde la misma forma bilineal
¢, ambas cuadricas tendridn los mismos ejes principales. =

Lema 4.6.2. Sean Q y Q' dos cuddricas con centro (sin centro).
Dados los centros (vértices) e¢ y ¢' de @ y @ respectivamente,
la traslacidn x > x+(c'-¢c) transforma a @ en la cuidrica Q"
que tiene los mismos ejes principales que @ y que tiene un cen-
tro (vértice) coincidente con el centro (vértice) ¢ de Q'.
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Demostracidn. Este lema resulta inmediatamente del anterior vy
de los teoremas 3.6.2 y 4.4.1. =

Lema 4.6.3. Dadas dos cuadricas con centro (sin centro) Q@ y @',
y si 6 es una traslacidn que transforma a @ en una cuddrica Q"
que tiene wun centro (un vértice) coincidente con un centro (un
vértice) de @', entonces la condicidn necesaria y suficiente pa
ra que @ y Q' sean métricamente equivalentes es que exista wuna
rotacidn que deje fijo al centro (vértice) comin de Q" y @', ¥y
que transforme a Q" en Q'.

Demostracidn. Si Q y Q' son métricamente equivalentes y L esuna
isometria que transforma a @ en @', un centro (un vértice) ¢ de
Q se transforma por L en un centro (un vértice)c'de®'. Sea ¢ una
traslacidén que transforma a Qen Q" de manera que el centro (vér
tice) ¢ de @ se traslada al centro (vértice)c' de Q".

La isometria
p = Lo g!

transforma a Q" en Q' y deja fijo a ¢', luego es una rotacidn de
centro ¢' que transforma a Q" en Q'.

Inversamente, si p es una rotacidn que transforma a Q" en Q'
y que deja fijo al centro (vértice) comin c¢' de esas cuddricas,
que es imagen, por la traslacidn 6, del centro (vértice) c de la
cuddrica @, entonces

es una isometria que transforma a @ en @', y por tanto Q@ y Q'
son métricamente equivalentes. =®

122



CUADRICAS EN LOS ESPACIOS EUCLIDEANOS

Definicién 4.6.1. Se dice que dos cuddricas @ y @' del espacio
euclideano E son congruentes , 1o que se expresa escribiendo

Q=eQ,
si son afinequivalentes y si las longitudes de los ejes princi-

pales y de los ejes principales conjugados de una de ellas son
iguales a los de la otra.

Lema 4.6.4. La condicidn necesaria y suficiente para que dos
cuaddricas con centro, @ y Q', que tienen un centro comin, puedan
transformarse una en otra mediante una rotacidn que deje fijo a

dicho centro, es que sean congruentes,

Demostracidn. Si se toma como origen al centro comln deQy @',

las ccuaciones de esas cuadricas son:

Q: ®(x) =1

L[}
—~

QRl: ¢ (x)

Supongamos primero que existe una rotacidn p: x > px que trans
forma a @ en @', vy deja fijo al origen. Se tiene entonces

d'(x) = ®(pt x), (4.6.1)

y por tanto ®y ¢' tienen el mismo rango r y el mismo indice s
(teorema 3.6.1), y @ y @ son afinequivalentes (teorema 3.6.3).

El teorema 4.3.2 asegura la existencia de dos bases orto-
normales (e;) y (f,) de V tales que respecto de los sistemas
de coordenadas (0,(¢;)) y (0,(f,)) las ecuaciones de @ y @'

son respectivamente

Q: = NEE =1 (4.6.2)
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Q: = N4 4 =1, (4.6.3)

donde tanto los A;, valores propios de ¢, como los A;, valores

propios de @', estadn ordenados en el orden candnico (defini-
cidén 4.1.2 ).

Ahora bien, de (4.6.1) se sigue, en virtud del lema 4.5,
1, que ¢ y @' tienen los mismos valores propios con las mismas
multiplicidades. Dada la ordenacidn candnica de los valores pro
pios se tendra por tanto que

de donde se deduce que

e Il =1l a I,

Inversamente, supongamos ahora que @ y @ son afinequivalen
tes y que por tanto ® y ¢' tienen el mismo rango r Yy el mismo
indice s. Como vimos anteriormente, existirdn dos sistemas de
coordenadas respecto de los cuales las ecuaciones de @ y @' son
(4.6.2) y (4.6.3). Supongamos entonces que las longitudes de
los ejes principales gl (i =1,...,s) de @ son iguales a las
longitudes de los ejes principales llg'll (i=1, ... ,s ) de Q.

]

Dado que los valores propios A; ,..., A ¥ A;,..., & son to-
dos positivos, resulta de las fdrmulas

4 ; /
a = a, =
' Vew Y ' N
y del orden candnico de los valores propios, que
No= N, i=1, ,8.
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En forma andloga, de la igualdad de las longitudes de los ejes
principales conjugados de @ y Q' resulta que

o= A, Eowogad o, .o of

Por ser iguales los valores propios de®y @', el lema 4.5.1 im-
plica la existencia de una isometria p: V =V tal que

® (x) = ®(p'x).

La rotacidn «x = px de centro en el origen transforma eviden
temente a @ en Q'. =

Lema 4.6.5. La condicidn necesaria y suficiente para que dos
cuddricas sin centro, @ y Q', que tienen un vértice comiin, puedan
transformarse una en otra mediante una rotacidn que deje fijo a
dicho vértice, es que sean congruentes.

Demostracion. Como se ha observado al comienzo de la demostra-
cidon del teorema 4.4.3, si se toma como origen al vé€rtice comfin
de @ y @', 1las ecuaciones de estas cuiddricas pueden escribirse

1

Q: d(x)+2e,,x) =0 (lle,l =1, e,eK=Ker®) (4.6.4)

0 (lepll =1, epeK=Kerd'), (4.6.5)

Q': d'(x)+ 2ey,x)
donde e, y e, son normales a @ y a @ respectivamente, en el
punto 0, y los rangos r, r'y los indices s, s' de @ y de @'cum

plen las condiciones 2s=>r y 2¢ =7r',

Supongamos primero que existe la isometria p: V>V tal

que la rotacidn x F px deja fijo al origen y transforma a @
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en Q'. Se tiene entonces, en virtud del teorema de unicidad de

la representacidén de las cuédricas,
o' (x) = p@(p71 x) vy (e, x) = pp(e,,p x),

donde es pu# 0 y puede suponerse evidentemente que wu> 0. La se-
gunda relacidn precedente implica, por cuanto p es una isometria,

que

(e, x)=(ppe,,x), ¥ xeV,

Por tanto es

Ex! = U P Cy,
de donde
lep I = ull pedl = ple,l ;
y puesto que lle,ll = lle, =1, resulta p =1. Se tiene por con-
siguiente

@' (x) = ®(p-lx), xeV, (4.6.6)

' y @ tienen por consiguiente el mismo rango r y el mismo indi
ce s (teorema 3.6.1) y @ y Q' son afinequivalentes ( teorema 3.
6.4) .

El teorema 4.4.3 asegura la existencia de las bases orto-
normales (¢ , ... ,e,;) y (ep,..., ¢,;) del espacio v, (Q)
tangente a @ en 0 y del espacio V,(Q') tangente a Q' en 0,
respectivamente, tales que si agregamos a esas bases los vecto-
res e, y e, que aparecen en las ecuaciones (4.6.4) y (4.6.5),
resultan las bases ortonormales (¢ ,...,e,) y (ey ,.., ) de
V respecto de las cuales @ y @' tienen las formas cuadrdticas

®(x) = )

y n
P(x) ="' A (4.6.8)

=1

A, B (4.6.7)
1 1

e =2
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y respecto de los sistemas de coordenadas (0,(e;)) y (0,(e;1))
las cuddricas @ y Q' tienen las ecuaciones

z Al.gf's"+2z”=0 (4.6.9)

i=1

T oA E E +2" = 0 (4.6.10)

=1

donde tanto los A , valores propios de ¢, como los A;;, valo-
res propios de @', estdn ordenados en el orden canbnico (4.4,
13). De (4.6.6) se sigue, en virtud del lema 4.5.1, que ® y
®' tienen los mismos valores propios con las mismas multiplici-
dades. Dada la ordenacidn candnica de los valores propios, se
tendra que

Ny = N (i=1,...,r)

de donde se deduce la igualdad de las longitudes de los ejes de
Q@ y Q:

la l = Napll, G=21,...,r),

es decir que Q =Q'.

Inversamente, supongamos que Q y Q' son afinequivalentesy
que @ = @'. Vamos a demostrar que @ y Q' pueden transformarse
una en otra por una rotacidn que deja fijo al origen. Puesto que
Q y @ son afinequivalentes, ® y ®' tienen el mismo rango r ¥y
el mismo indice s. Como acabamos de ver precedentemente, exis-
tirdn los sistemas de coordenadas ortogonales (0,(¢))y (0,(¢,))
con las caracteristicas que fueron detalladas, respecto de 1las
cuales @ y @' tienen las ecuaciones (4.6.9) y (4.6.10). La hi-
potesis de que @ =Q' implica que las longitudes de los ejes prin
cipales llg, I (i =1,...,s) de Q son iguales (salvo quizéds el or
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den) a las longitudes lla,ll (i=1,...,s) de 1los ejes principales
de Q'. Pero, puesto que los valores propios X, ,...,A\ Yy
Aji , «..3As  son todos positivos, resulta de las relaciones
G Cir (i=1 )
a; = 4 @,y = T — t=1,...,8
VN : vV

y del orden candnico de los valores propios, que
Ay o= N LS LyveeyBly

En forma analoga, de la igualdad de las longitudes de los ejes
principales conjugados de @ y Q', que es consecuencia de la hi-
pdtesis @ =Q', y del hecho de que Aij, ..., 0 ¥ Nggprs «o0 5hp
son negativos, resulta que

Ap =N (i =8+1_,,.,1).

Consideremos la restriccidén ¢ de ® al subespacio V,(Q).
Los vectores de la base ortonormal (e,,...,e,_,) de V,(Q) son
vectores propios de ®, y por consiguiente lo son también de &,
de manera que A, , ...,\,_, son valores propios de ®. De la mis
ma manera se puede ver que A, , ...,\,; son también valores
propios de la restriccién &' de @' al subespacio V,(Q'), que
corresponden a los vectores propios (e;r,... ,e ;) que consti
tuyen una base ortonormal de V,(Q'). En virtud del lema 4.5.1
existird una isometria

P V(@ — V(@)

tal que
& (y), y eV, (Q),

L=l
—~
=l
e
-
n

y por tanto
& (y), ye V,(Q).

=)
—_
=i
<
—
n
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podemos definir entonces el endomorfismo p: V= V tal que

pe, = pe; para: # =d5pa 3 Wl

pe_,, = enl %

El endomorfismo p asi definido es una isometria. En efecto:
(pei: pe}-) . (Beis F—'ej) = (¢, ej) para i,j=1,...,n—1, porque
p es una isometria;

(pe; , pe,) = (pe,em)=0 = (e , e ) para i=1,...,n-1, porque

ey, es ortogonal a V,(Q');

y (pe,,pre,) = (ep, ep)=1= (e ,¢e ),
Mediante la isometria p puede escribirse
(e, px) = (pe,px ) = (e,,x), xeV, (4.6.11)

Ademds, teniendo presente que e, eK y e eK'y que cada vector
x¢V se escribe en la forma x = t"e,+y, donde vy e V,(Q),se tiene

@' (px) ' (p(t'e, +y)) = @' (f'ey + py) = ¥'(py)

n

'(Fy) = ®(y) = ®(t'e,+y) = @(x), (4.6.12)

De (4.6.11) y (4.6.12) se deduce que
@' (px) + 2(e, ,px) =®(x) + 2(e,,x), xeV;

y por tanto la rotacién x P p~' x, que deja fijo al origen,
trasforma a Q'en @. La rotacidon x +* px transforma a @ en
Q. =
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Teorema 4.6.1. (Teorema de equivalencia métrica de las cuddricas de un
espacio euclideano), Dadas dos cuddricas con centro (sin centro),
Q@ y @', la condicidn necesaria y suficiente para que sean mé-
tricamente equivalentes es que sean congruentes, es decir aue
Q=Q.

Demostracién. Sea ¢ un centro (un vértice) de Q. Supongamos

primero que @ y Q@' son métricamente equivalentes, y que x P Tx +b
es una isometria que transforma a @ en Q. Por el teorema 3.6.
2 (resp.4.4.1) el punto ¢' = Te+ b esun centro (un vértice)de Q.
La traslacidén x +> x+(¢'-c), en virtud del lema 4.6.2, trans-
forma a @ en la cuaddrica Q" que tiene un centro (resp. un vérti
ce) coincidente con el centro (vértice) ¢' de Q',y que es tal que
Q=Q",

Puesto que @ y Q'son métricamente equivalentes, existe por
el lema 4.6.3 una rotacidn que deja fijo a ¢'y que transforma a
Q" en Q'. Seglin el lema 4.6.4 (resp. 4.6.5) se deberd tener que
Q"=@Q'. Por consiguiente se debe cumplir que @ =@Q'".

Supongamos inversamente que tiene lugar la relacidn Q@ = Q'
Si ¢ y ¢ son centros (vértices) de @ y Q' respectivamente, la
traslacidn que aplica a ¢ en ¢' transforma a @ en una cuidrica
Q" tal que Q@"=Q, vy por tanto que Q" =@Q'. E1l lema 4.6.4 (4.
6.5 ) asegura entonces que existe una rotacidn que transforma a
Q" en @' y que deja fijo a ¢'. En virtud del lema 4.6.3 las cud
dricas @ y @' seran métricamente equivalentes. ®

4.7. Formas normales de las ecuaciones de las cuddricas del pla
no y del espacio de tres dimensiones.

De conformidad con el teorema 4.6.1 cada clase de cuddricas afi
nequivalentes se subdivide en clases de cuddricas métricamente

130



CUADRICAS EN LOS ESPACIOS EUCLIDEANOS

equivalentes, en cada una de las cuales se encuentran las cua-

dricas que son afinequivalentes de la clase considerada pero que

son congruentes. Cada una de las cuddricas de una clase de equi-

valencia métrica puede ser representada por la ecuacidn normal

(4.3.6)0 (4.4.17), seglin que se trate de una cuadricacon centro

o sin centro.

En el cuadro siguiente se dan las formas de las

diferentes clases de equivalencia métrica.

Cuddricas del plamno euclideano

Eeuacidn Cuddricas de las clases

O 2 5

:5+ b2=1 a=b elipse de ejes a y b
Con i B
Centro _xz o —§3 i hipérbola de ejes a yb

a

R dos rectas paralelas a dis-
tancia 2a

Sin *2 5 parabola con pardmetro igual
Centro az = o7 a 2a2,

Cuddricas del espacio euclideano

de tres dimensiones

Con
Centro

2
o
aZ

2

2
Z
L+___ =1

2 2 2
oA Ld 2d g

a? b2 2
- P
a? b2 ¢?
2 w2
L
2 bz
2 ol
X _
_2_..!_2. =7
a b
x° =a’

a=b=c¢

a=b

b=¢

a=b

—

elipsoide con ejes ¢,b yc¢

hiperboloide de una hoja
con ejes a, b ye

hiperboloide de dos hojas
con ejesa, byec

cilindro eliptico con
ejesa y b

cilindro hiperbdlico con
ejesa y b

dos planos paralelos a dis
tancia 2a,
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x5 R paraboloide eliptico con
= Eae D ejesa y b
Sin - L paraboloide hiperbdlico
Centro a? b2 con ejesa y b
—%; = 2z cilindro parabdlico con
¢ latus rectumde Jongitud a

4.8 Ejemplos. Clasificar las siguientes cuddricas del espacio
euclideano tridimensional cuyas ecuaciones respecto de un siste
ma de coordenadas rectangulares son dadas a continuacidn:

A. 5x2 + 6y? + 722 - 4dxy + 4yz - 10x + 8y + 14z - 6 = 0,

Comprobaremos primero que no se trata de un cono. Debemos com-
probar para ello (ver la seccidn 4.2 ) que ninguna solucidn de

la ecuacidn
¢x = -a , (4.8.1)

donde a es el vector de componentes (-5, 4, 7), pertenece a la
cuddrica. La matriz de ¢

5 -2 0
-2 6 2
0 2 7

es regular. Por tanto el sistema equivalente a (4.8.1) tiene
solucidén. Esa solucidn es (1, 0, -1 ). Este punto no pertene-
ce a la cuadrica, y por tanto &sta no es un cono.

La solucidn (1, 0, -1 ) de (4.8.1) es, seglin el teorema
3.4.2, el centro de la cuddrica.
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Si desplazamos €l origen del sistema de coordenadas al
centro, mediante el cambio de coordenadas dado por las ecuacio
nes

x*, =x -1
¥ =y
z, =z+ 1

la ecuacidn de la cuadrica toma la forma

5
18

6 7 4 4
X+ g s tignth -1 =0, (4.8.2)
que es de la forma (4.3.1). Vamos a reducirla a la forma (4.3.2).

A ese fin debemos calcular los valores propios resolviendo la e

cuacidn
A- -j-% -jg- 0
0 = A

Si hacemos A'= 182, la ecuacidn anterior puede escribirse

| x-5 2 0

cuyas soluciones son X, =9, X, =6, X; =3. Por tanto los valo-
res propios son A, =1p , Az =1/3 5 ?\3=1/3 , ¥y la ecuacidn de la
cuddrica referida a un nuevo sistema de coordenadas (x;,¥,,2, )
que resulta sustituyendo la base ortonormal dada por otra forma

da por vectores propios es

—;x§+—;352 +—éz§=1, (4.8.3)
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o sea, escribiéndola en la forma normal,

x2 z2
:

+ £  Ehe (4.8.4)
(VZY  (VBY (B

Se trata por consiguiente de un elipsoide cuyos ejes principales
tienen las longitudes 2, /3 y /6.

Podemos complementar los resultados anteriores determinan-
do las ecuaciones del cambio de coordenadas (x,y,z) en (x,, v,
z,y)  que permite transformar la ecuacién dada en la ecuacidn (4.
8.4). Aese fin debemos hallar vectores propios unitarios corres
pondientes a los valores propios ya obtenidos. Los vectores pro
pios (x,y,2) correspondientes al valor propio A, = 1/ son los
que satisfacen a la ecuacidn ¢v= A v, que es equivalente al sis

tema
S .2 -
8 * ~ 18 Y 2 %
2 6 2 1
~IE g Y 3y g Y
_2+_7 —L
YT IgE T g,

i 1 g .
La solucidn general es (-3 2, 2,2), donde z es arbitrario. Una
solucidn que sea vector unitario debe cumplir la condicidn
1
Tzz+zz+zz =1,

Se obtiene asi un vector propio unitario (—%— ,% , %).

. . 1 1
De la misma manera a los valores propios XN = /3 y A;= /g se

puede hacer corresponder los vectores propios unitarios (2/.‘;, -1/3,
%) y (23, 23,-15). La matriz de cambio de base ortonormal da
da originalmente en la nueva base ortonormal constituida por los
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vectores propios es la matriz ortogonal (ver seccidén I, 6.10)

- T T

2/3 = 113 2 .
2/ 23 -1/

Por tanto entre las coordenadas (x;,¥,,%,) y (x;,%,,2,) tiene
lugar la relacidn

3%, = -2, + 2y, + 22,
3y, = 2x, - y, + 2z,
8z, = 2x, + 2y, - z,,

La relacidn entre las coordenadas iniciales (x,y,z) y las(x,,
¥, , Z;) serd

3(x-1) = -x; + 2y, + 22,
3y = 2x, - y, + 22z,
3(z+1) = 2x, + 2y, - 7.

Mediante este cambio, la ecuacidn dada originalmente puede trans
formarse en la forma candnica (4.8.4).

B. 4dx? + y?2 + 422 . 4dxy + 8xz - 4dyz - 12x - 12y + 6z = 0,

La matriz de ¢ es en este caso

que tiene rango I. Veamos si la cuaddrica es un cono. Las solu-
ciones de la ecuacidn ¢v = -a tienen componentes (x,y,z) que
satisfacen a las ecuaciones
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1]
i=21

dx - 2y + 4z
-2x + y - 2z
dx -2y + 4z =-3,

il

Pero este sistema es incompatible porque el rango de la matriz
aumentada es 2 (ver seccidn 8.2, Pte.I.). Resulta de aqui que la
cuddrica no es un cono ni tiene centro.

Vamos ahora a determinar los vértices con el objeto de to-
mar a uno de ellos como origen y poner a la ecuacidn en 1la forma
(4.4.14). Segiin sabemos, los vértices son las soluciones de 1la
ecuacidon (4.4.7) que al mismo tiempo pertenecen a 1la cuddrica.
La matriz de ¢® es

4 -2 4 4 -2 4 36 -18 36
-2 1 -2 -2 1 -2 = |-18 g -18 |.
4 -2 4 4 -2 4 36 -18 36

Por tanto los vértices (x,,%,,2,) deben cumplir la relacidn

36 -18 36\ [ «x 4 -2 4\ s 0
-18 9 18| |y |=|=2 1 -2|l6]=]0

36 -18 36 z 4 -2 4 -3 0

La matriz de este sistema tiene rango I y por tanto el sistema
equivale a una sola ecuacidn.

2x, - yo + 2z, = 0,

0 sea

Yo = 23+ 2,),

donde x, y 2, son arbitrarios. Cada vértice debe satisfacer a
la ecuacidn de la cuddrica por consiguiente debe cumplirse la
ecuacidn

z, = -2x,;
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y por tanto los vértices son los puntos (x,,- 2x,,- 2x), es decir
los puntos de una recta que pasa por el origen, cuyas ecuacio-
nes son

¥ vie >0 (4.8.5)

z + 2x 0,

I

En particular, el origen es un vértice y por tanto la ecuacidn
dada de la cuddrica estd referida a un sistema cuyo origen es
un vértice de la cuddrica, lo cual se confirma porque el vector
a=(-6,-6, 3) pertenece al niicleo de ¢, ya que

4 -2 4 -6 0
2 1 -2 6| = (o] .
4 .2 4 3 0

Para normalizar el vector e y escribir la ecuacidn de la cuadri-
ca en la forma (4.4.14), debemos dividir la ecuacidn por

Ve +62+3 =9,

La ecuacidn toma entonces la forma
4 12+42

4 =t 4 4 8 4 o5 3 1. %
g Xt gy 92 - QXY tgxz -gyz-gx -3y +t3z =0,
Se tiene entonces
A
€y = '2/3 ?
1/3

ue es un vector unitario. La ecuacidn esta asi escritaen la
q

forma (4.4.14). La ecuacidn caracteristica de la forma bili-
neal es ahora
A - % % .- %k
2/9 Noaid /o 2/9 =0,
| - 4/9 2/9 A= 4/9
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Si hacemos N =9\, la ecuacidn caracteristica se escribe

A -4 2 -4
2 AT-1 2 =0,
-4 2 A -4
Sus raices son A = 9, A, = 0, M;= 0., Luego los valores pro-

pios son A, =1, A\,=0 y A; =0, La ecuacidn en su forma normal,
referida a un sistema que tiene el mismo origen que antes pero
con una base ortonormal formada por vectores propios, es por
tanto

+ 2z, =0, (4.8.6)

2
xI

Se trata por tanto de un eilindro parabdlico.

Veamos ahora cuidl es el cambio de coordenadas que permite
pasar de la ecuacidn dada de la cuiddrica a la ecuacidn (4.8.6).
Para eso vamos a calcular vectores propios unitarios correspon-
dientes a los valores propios dados. Para A, =1 las ecuaciones
que dan las componentes de los vectores propios son

4 2 4
9% Gy gz = x
2., 1 2, .
9T g¥ T 3% =¥
4.2 4
9 g * gk R &y
o sea
5x +2y -42 = 0
-2x -8y -2z =
dx -2y -5z = 0,

La matriz de este sistema tiene rango 2. Las dos Gltimas ecua-
ciones son linealmente independientes pues

-2 -8
# 0.

4 -2
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Si se resuelven esas dos ecuaciones resulta

z = -2y
x = -2y

donde ¥y es arbitrario. Luego los vectores propios son ( -2y, v,
-2y) . Un vector unitario de esta base es ¢, = (%3, - 13, %3).

De la misma manera a X = 0 corresponden los vectores pro-
pios (x, 2x+ 2z, y); uno de ellos es e, = (-%3, -%, 13).
El vector e, debe ser del mismo tipo y ortogonal a e, . Puede
elegirse e; = (- #3, % 5 Z3). Constituida la nueva base pur los vec-
tores e;, e,, €, las ecuaciones que expresan el cambio de

coordenadas son

3x = 2x - ¥ - 2z
3y = -x + 2y, - 2z
32 = 2": + 23:I * .

Mediante este cambio de coordenadas la ecuacidn de la cuadrica
se cambia de la forma dada en la forma (4.8.6).

Finalmente puede observarse que las ecuaciones (4.8,5) del
lugar de los vértices se reducen a

x =20

z.f:o’

y por tanto coincide con el eje ¥ .

Ejercicio 4.8.1. Determinar el centro o el vértice, segln sea
el caso, el tipo y los ejes de las siguientes cuddricas del es-
pacio euclideano de tres dimensiones.

139



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

a) 2x2 + 2y% - 22 + 8xy - dxz - 4dyz - 2 = 0

b) 4x? + 3y? - 22 - 12xy + dxz - 8yz - 1 =0

c) x? + y2 + 722 - 16xy - 8xz - 8yz - 9 =0

d) 3x2 + 3y +z2 - 2xy + 6x - 2y - 22 + 3 =0

e) 7x2 + 6y + 522 - 4dxy - dyz - 18 =0

f) x2 - 292 + 22 + 4xy - 8xz - dyz + 6 = 0

qg) 7x? + 6y? + 522 - dxy - 4dyz - 6x - 24y + 18z + 18 = 0

h) 2x2 + 2y2 + 322 + dxy + 2xz + 2yz - 4x + 6y - 2z + 3 = 0,
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Producto tensorial de espacios vectoriales

Los espacios vectoriales que vamos a considerar en este capftulo pue

den ser de dimensidn finita o infinita. Cuando se trate del caso finito se
sefialard expresamente. Todos ellos se supondrd que son definidos sobre wun

campo FF dade de caracteristica 0, que, salve indicacidn expresa, puede su-

ponerse que es Ro C.

§5. Producto tensorial. Tensores.

5.1 Aplicaciones multilineales de espacios vectoriales.

Definicidn 5.1.1. Dados los espacios vectoriales U;,..., U, se
llama aplicacidon multilineal de U, x...xU en el espacio vec-
torial W a una aplicacién ®: Uy x .,.xU = W tal que para ca-
da valor k= 1,...,r, y para cada conjunto dado {uy;e U }‘_:ﬁk , la
aplicacidn @, : U = W, definida por la ecuacitn

q)k{u) = ¢(“: sevey Upogy Uy Uppy y o !ur) 3

es una aplicacidn lineal.
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Si definimos las operaciones de adicidn de dos aplicacio-
nes multilineales y de producto de un escalar por una aplica-
cidn multilineal mediante las formulas

(@ +9) (Uyp,eenytty) = ®(Upyeney u) + ¥ (Uy.nn, u,)

Co®) (Upguiey ) =a8(Uy jovey U ¥,

se ve inmediatamente que el conjunto de las aplicaciones multi

lineales de U;x...xU en W constituye un espacio vectorial.
Designaremos a dicho espacio vectorial con el simbolo L (U,..,
U W)

Ya hemos tenido ocasidn de considerar diversos casos par-
ticulares. Asi, en la seccidon 3.1, Pte.I, hemos visto 1los
siguientes:

L(U;V ): espacio vectorial de las aplicaciones lineales de U

en V,
L(U;U) =&(U): espacio vectorial de los endomorfismos de U,

L(U;F) = L(U): espacio de las funciones lineales definidas en

U.

En el ejercicio 5.5.3 Pte.I hemos considerado el espacio vecto
rial L(V,W; F)= B(V,W) de las funciones bilineales.

*Ejercicio 5.1.1. Si ®eL(U;,...,U,; W), basta con que algu-
no de los vectores u;elU sea nulo para que sea

DUy, cun o %) = 0,
*Ejercicio 5.1.2. Sean U,V y W espacios vectoriales dedimen-
sid6n finita. Dadas las bases & = {e,,...,e,} de U, F={f1,...,fn}

de Vy un conjunto cualquiera {w;} (i=1,..., m; j=1,...,n)

142



PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS VECTORIALES

de vectores de W, existe una finica aplicacidn bilineal ®:UxV—>W
tal que

(e,

f:

, i) = wy e € g

1.y

Este enunciado se extiende al caso en que se dan las bases de los
espacios U ,..., U de dimensiones =n,,..., n, respectivamente,
y ngx...xn, vectores {w'}"' '-r}, (4=1,...,n,),de W. También se extiende al

caso en que los espacios involucrados son de dimensidén infinita.

#Ejercicio 5.1.3 Sean U, V, & F como en el ejercicio ante-
rior. Sea ademas § = t 8,500, ,gp} una base de W.

Entonces:

a) Para 1i,j,k tales que I<i=sm, 1<j<n, ISk<p, existe
una Ginica aplicacidn lineal E;"' : UxV > W tal que
El (e, f)=8, v El(e,e)=0 sir#i o s#.

b) Las aplicaciones E;f constituyen una base del espacio vec-
torial L(U V;W). Por consiguiente

dim L(U,V;W) = mnp.

c) Las componentes de una aplicacidn bilineal @: L (U,V; W)
respecto de la base {Ek” } son los nimeros E:; tales que

_ k
tb(e'_,); ) f Eijgk ’

Y por tanto

El precedente enunciado se generaliza al espacio L(U,,..., U ;W).
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*Ejercicio 5.1.4. Sean U, V, W tres espacios vectoriales. De-
signemos por

K :L(UV, W)=>L(U; L(V,W))
a la aplicacidn que hace corresponder a cada aplicacidn bilineal
@l (U,V;W) 1la aplicacidn lineal T= K(®)e L(U;L(V,W)) defi
nida de la manera siguiente: para ueU, T(u) = K(®)(u) es
una aplicacibn lineal perteneciente a L(V,W) tal que

T(u)(v) = K®)(u)(v) = ®(u,v), veV,

Se debe demostrar que entonces K es un isomorfismo que llama
remos candnico, que es independiente de la eleccidn de bases, de
L(U,V; W) sobre L(U; L(V,W)). Semejantemente hay un isomor-
fismo candnico de L(U,V; W) sobre L(V; L(U,W) ).

El precedente enunciado admite una generalizacidn evidente.

5.2. Producto temsorial de dos espacios vectoriales.

Se llama producto tensorial de dos espacios vectoriales U y V a un
par ( Z,¢ ) formado por un espacio vectorial Z y una aplicacibn
bilineal ¢ : UxV = Z, que cumplen las condiciones siguientes:

Tl. E1 espacio Z es generado por los vectores del conjunto ¢ (U xV) .
Es decir que Z es idéntico con el conjunto de todas 1las
combinaciones lineales

o; o(u; , v;)
1

LI o e

i

en que los o son escalares cualesquiera,p es un entero po

sitivo arbitrario y w,e U y v,e V son vectores cualesquiera.
Si, dada una aplicacidn bilineal cualquiera f: Ux V = W designamos
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por Im f (imagende f) al subespacio generado por los vectores del subconjunto
f(UxV), la condicidn T1 puede expresarse mediante la igualdad
Img =2, ( f(UxV) no es, en general un subespacio de W (ver el
ejercicio 5.2.1 ) ).

T2. Cada aplicacidn bilineal f de UxV en un espacio vectorial
cualquiera W puede expresarse en la forma

f = goy (5.2.1)

donde g es una aplicacibn Iineal
de Z en W Se dice que (5.2.1)es UxV f W
la factorizacicn de [ mediante la

aplicacion universal 9.

La propiedad T2, que se tra
duce en la conmutatividad del dia
grama adjunto, se llama propiedad Z
de aplicaeidon universal del par (Z, oY

Los elementos del espacio Z se llaman tensores. Los tensores
de la forma ¢(u,v), ueU, veV, se llaman tensores descomponibles .
Todo tensor puede expresarse como suma de un nmero finito de
tensores descomponibles, pero tal expresidn no es fGnica. Puede
escribirse, por ejemplo,
o(u,v) = ¢(lpu, 20),

e(u,v) + p(u',v' ) =v(u +u,v) +o(u' v - v),

Las condiciones Tl y T2 equivalen a 1la sola condicidn:

1) Sobre la significacidén de la propiedad de aplicacidn universal en su forma general puede
consultarse Bourbaki, Livre I, Ch.4, (1957), pdg. 43.
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T. ( Propiedad de factorizacidn uUnica). Para cada aplicacidn
bilineal f de UxV en un espacio vectorial cualquiera W,
existe una Gnica aplicacidén lineal g de Z en W tal que

f=280¢.

Probemos primero que Tl y T2 implican a T. Dada la aplica-
cidn bilineal f de UxV en W supongamos que hubieran dos aplica
ciones lineales g : Z =+ W y g,:Z = W tales que

f=g10¢ ))‘ f=g20qp,
Se seguiria que
gro¢ - §2°¢‘-
Dado un vector cualquiera zeZ, en virtud de Tl puede escribirse

P
z = Z o o(y,u).
i=t

Por tanto

I M

P
gj(zJ= z al(gjovj(u“ul.) =
1

o (g,00)(y, u) = &),

i
i=1

y por tanto es g g

2

~

Supongamos ahora, inversamente, que el par (Z,¢) satisfa-
ce a la condicidn T. T2 es consecuencia inmediata de T y sb®lo
queda por probar Tl. Sea j : Ime¢ =2 la aplicacidn de inclusidn
que a cada elemento de Im ¢ le hace corresponder el mismo elemen
to en Z, Para probar Tl bastard demostrar que j es sobreyecti-

va.

Consideremos la aplicacidn bilineal ¢: UxV =Im ¢ que se

define por

plx,y) = o(x,y),
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de modo que

UxV L2
w = jo g \ /
7]
vl

:Z
J
En virtud de la condicidon T existe una

aplicacidn lineal g: Z > im ¢ tal que
¥ = g°y. Se tiene entonces

p = (Jog) =gy
lo cual constituye una factorizacidn de la aplicacidn bilineal
¢: UxV =~ Z mediante la aplicacidn universal ¢. Seglin la con-
dicidn T,j og: Z = Z serd la finica aplicacidn lineal queda lu
gar a esa factorizacidn. Ahora bien, si i : Z - Z es la apli-
cacidn idéntica de Z, se tiene evidentemente que

v = dog,

y ésta es tambi®&n una factorizacidn de ¢ mediante la aplicacidn
universal ¢. Se deduce que

jog =i,

y puesto que i es una sobreyeccidn, tambi&n lo serd j y por tan
to es I ¢ = Z, Lo cual prueba que Tl y T2 equivalen a T.

Teorema 5.2.1. (Unicidad del producto temsorial). Si (Z,¢) vy
(Z',¢') son dos productos tensoriales de Uy V, entonces exis-

te un Gnico isomorfismo A: Z = Z' tal que ¢'= A oy, es decir
tal que Mo (x,¥)) = ¢'(x,¥).

Demostracidon. Puesto que (Z,¢) es un producto tensorial de Uy
V, y que ¢' es una aplicacidn bilineal de U xV en Z, existird
en virtud de T2 la aplicacidn lineal A: Z = Z' tal que ¢'=Aoyp.
En forma andloga se probard que existe la aplicacidn 1lineal

AM: Z'=> Z tal que ¢ = MNoy'. Por consiguiente ¢'=ro) oy vy
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tambi&n ¢ = Mo\ °y, Pero ¢'(UxV) genera a Z' y ¢(UxV) gene
a Z, luego XeX=1I, y MNeX=1I, donde I, e I, son las apli
caciones idé&nticas de Z y Z'respectivamente. De las dos Glti-
mas ecuaciones se deduce, respectivamente, que A es sobreyecti-
va e inyectiva, luego es un isomorfismo de Z sobre Z' y A'es su
inversa. Si )\, fuera otro isomorfismo de Z sobre Z' tal que
A°yp =A;°9¢, se deduciria de inmediato, aplicando T, que A=1},,
lo cual prueba la unicidad. =

Asi pues, el producto tensorial de dos espacios U y Ves
bien determinado, salvo un isomorfismo Gnico. Esta observacidn
permite que, en adelante, podamos hablar del producto tensorial
de dos espacios y no necesariamente de un producto tensorial de ellos. Sin em
bargo, la unicidad del producto tensorial debe entenderse estric
tamente en el sentido del teorema 5.2.1.

Teorema 5.2.2. La correspondencia f F*g que se establece en
virtud de la propiedad de factorizacidn T2 constituye un isomor
fismo del espacio L(U,V; W) sobre el espacio L(Z;W). Si(Z',e")
es tambi&n un producto tensorial de Uy V y f F¢g' esel corres
pondiente isomorfismo de L(U,V; W) sobre L(Z'; W), entonces es
g= g'oh donde N: Z =+ Z' es el isomorfismo definido en el teo-

rema 5.2.1.

Se dice entonces que la aplicacidén bilineal f: UxV - W
y la aplicacidn lineal g: Z - W ge corresponden en virtud de la a
plicacidn universal ¢: UxV > Z; o bien que g es laaplicacidn
lineal inducida por la aplicacidn bilineal f.

Demostracidén. Segln la propiedad T de factorizacidn Ginica que
ya hemos demostrado, dado el producto tensorial (Z,¢) es bien
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definida la aplicacidn x : f Fg tal que f = goy. X es inyecti-
va pues si fuera x(f) =g y x(f,) = g se tendria que [ =gop=f;
y es sobreyectiva porque dado g : Z > W lineal cualquiera, es cla
ro que [ = goy es bilineal, y que x(f) =&.

La aplicacidn x es lineal porque dados L ¥ bilineales
de UxVen W, si x(f,) =g vy x(f,)=2¢g,, entonces se tiene
f,=8e¢ Y f,=4°9, y por tanto f +[ =g cv+tg oy = (g, +4)°9
Luego X (f +7,) = g +§g = X(f)+Xx(f). Ademds, cualquiera que sea
el escalar « se tiene oaf = al(ge°y) = (ag)ef y por tanto x(af) =

ag = ax(f). Resulta asi que X es un isomorfismo de L(U,V; W) so
bre £L£(Z; W).

Sea ahora (Z2', ¢') otro producto tensorial de Uy V. Se tie
ne entonces
goyw = f = g'o ' =(gold) oy,
donde X: Z = Z' es la aplicacidn definida en el teorema 5.2.1.
Puesto que g'ou es una aplicacidén lineal de Z en W, la condi-
cion T implica que
g = g'ed. =

= s = 4
*Ejercicio 5.2.1. Dadas las bases @, ,a,de R° y b;, b, b;,bs de R
probar que la aplicacién ¢ : R?x R?-> R* definida por

o(x,y) = 2!y b+ x1y?b, + x?y'b; +a?y?b,,

donde =« = x'a, + x%a,, y=y'a, + yzaz, es bilineal, y que el con-

junto de los puntos ¢(x, ¥y) no es un subespacio de R*.

Sugerencia. La condicidn necesaria y suficiente para que =z =
2'b + 22b,+ 27b;+ 2*b, pertenezca a Im ¢ es que z'z*-2227=0. Secmm
prueba que, en tanto z;= 2b +2b,+ b; +b, y z,=b,+ b, pertenecen a
S, z

¥ -z, S,

1

149



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

*Ejercicio 5.2.2. Si B : UxV—=>W es una aplicaci6n bilineal
y L: W-=Z es una aplicacidn lineal entonces L °B es bilineal
y se cumple que Im (LeoB) = L (Im B), Si, en particular es
ImB=W, entonces es Im(LeB)=ImL,

*Ejercicio 5.2.3. Si (Z, yv) es producto tensorial de Uy V,y si
h: Z—-Z' es un isomorfismo de espacios vectoriales, entonces el
par (2, h op) es tambié&n producto tensorial de U y V.

5.3 Existencia del producto tensorial de dos espacios vectoriales.

En esta seccidn se demuestra la existencia del producto ten
sorial de dos espacios mediante un procedimiento que puede genc-
ralizarse, por ejemplo, al caso en que IFes sOlamente un anillo
conmutativo y Uy V son [F-mddulos. Una demostracidn mas senci-
lla aparece en el ejercicio 5.5.9.

Dados los espacios vectoriales Uy V, designemos por W a1
espacio vectorial formado por todas las funciones de UxV en FF
que se anulan salvo en los elementos de subconjuntos finitos de
UxV. Es decir que para cada funcién u de Wexiste un subconjmn
to finito {(x;, ¥ )} de puntos de UxV para los cuales es
p(x;,,¥ ) #0, ypara todos los dem@s puntos de UxV, p se anula.
La suma de dos elementos de W'y el producto de un escalar por uno
de ellos se definen como es usual en los espacios vectoriales de

funciones.

Representemos por [x,y] a la funcidn perteneciente a W que
toma el valor I en el par (x,y) y que se anula en todos los de-
mas puntos de Ux V. Definamos luego la aplicacién k: UxV ->W

tal que
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k (x,y)y=I[xy].
Cada funcidn peW puede expresarse de una sola manera en la for
ma

H = z I-lxy[x’y] = & #xy[x,y] >
(x,y Je Uxv

donde By = p(x,y). La suma tiene un nimero finito de términos
no nulos y por tanto es bien definida.

Sea S el subespacio lineal de W' generado por todas las fun
ciones de la forma

2
loyx; + 0%y, B4y + By 1 - T B [%,y]1,
ij=1

®,B € F, x,,%,eU, y,5,eV. f

UxV = W

Designemos ahora por Z al espacio
vectorial cociente W/ (seccidn
2.4, Pte.I), y sea ¢ oy

h: W- W/S

el homomorfismo candnico. Defina

; o Y
mos entonces la aplicacidn ¢ de
UxV en Z por la relacidn Z=W/g

¢ = hek (5:3.1)

donde k: UxV-> W es definida por k(x,y)=[x,y],de manera que
¢ hace corresponder a (x,y)e UxV 1la clase de Z que contiene a
la funcidn [x,y]. Probaremos que (Z, v) constituye el producto

tensorial de UyV.

En primer lugar comprobaremos que ¢ es una aplicacidn bili
neal. En efecto, la funcidn

151



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

lox, +eyx, 53] - o [x, 591 - o, lx,5y]
pertenece a S, es decir al nGcleo del homomorfismo natural & .
Luego, puede escribirse
h({ajxf + szxz,yl)- alh([x‘[ syl) - azh{ixz’y] ) - 0’

ecuacidn que si se tiene presente que, debido a (5.3.1), es
w(x,y) = h ([x,y]), puede escribirse en la forma

(o, Xy + 0%,,Y) - oe(x,y ) - u(x,y) = 0
que prueba la binealidad de ¢ respecto de la primera variable.

En forma andloga se prueba la linealidad de ¢ respecto de la se
gunda variable y por tanto su bilinealidad.

Para probar la condicidn Tl recordemos que cada elemento de
Wpuede expresarse en la forma

z ulxyl = Za,lxy].
(xsy JEUXV

Luego, cada elemento de Z = W/s puede expresarse en la forma
Zu b ([x,91) = ZpgyeE,y),
con un nmero finito de coeficientes no nulos, y por tantose cum

ple T1.

Por Giltimo vamos a probar la condicidén T2. Dada la funcitn
bilineal f: UxV - W definamos la aplicacién lineal f: W~ W
tal que

F (2 p,lx,5]) = Zu,f(x,).

Se tendrd entonces en particular

F(lx,y])

1

f (x’y),
Y por tanto

n

Fok =71 . (5.3.2)
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En virtud de la linealidad de f y de la bilinealidad de f, se

tiene

2

f(!aij"'azx; » ﬁ}y! * 523’2] = z a;ﬂj [I‘. ’yj])

_ 2

f (h(ﬂlx; + Qxa,B Y v By) - I aﬁ%k(xi:xj)}
isj=1

n

n

2
(Fok)(ﬂjxl + a2x2!31y1+ ﬁzyz)' z 9‘,!3}(:? ok] (x,',-"-}' )
iy=1

2
= flogx + 032,619 + B,%)- Z &f; f(x,%) = 0.
i,j=1
Por tanto es F(8) = (0}, y F :W->W da lugar a la a
plicacidn lineal inducida g:W/s = Z > W que para cada clase z
de W/s, es igual al valor f(z), donde z es cualquier elemento de
Wperteneciente a esa clase Z. Esta definicién de g es consisten
te porque f forma el mismo valor en dos elementos cualesquiera
de una misma clase por cuanto la diferencia de tales elementos
pertenece a S, conjunto sobre el cual f es nula. Se tiene en-

tonces, para todo ze W,

f(z) = g(z) = (goh)(2),
y por consiguiente

f go h, (5.3:3)

De (5.3.1), (5.3.2) y (5.3.3) se deduce

goyp = gohok = fok =f

L

con lo cual queda probada la condicidn T2, y por tanto (Z,¢) es
el producto tensorial de UyV, =

En virtud del teorema 5.2.1, el producto tensorial de Uy V
que hemos construido en la demostracidon del teorema anterior es
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isomorfo de una Gnica manera con cualquier otro producto tenso-
rial de los mismos espacios, en el sentido que fu& precisado en
el enunciado de dicho teorema.

Convenio de notacidén. En vista de la existencia y de 1la unici-
dad (en el sentido del teorema 5.2.1) del producto tensorial de
dos espacios vectoriales cualesquiera Uy V, designaremos por
U®V a un espacio vectorial y por ® : UxV>U® V a una apli
cacifn bilineal, tales que el par (U® V,®) es el producto ten
sorial de Uy V , finico en el sentido sefialado. A falta de otra
representacidn particular podemos suponer que (U®V ,®) es el
producto tensorial que hemos construido. Convendremos en escri
bir u ®v para representar a ®(u,v), y se lee "u tensor v'".Los
tensores descomponibles son los de la forma u ®u.

5.4 Propiedades elementales del producto tensorial de espacios
vectoriales,

I. Se cumplen las relaciones
(u +uy) v = u,;@v + u,®v, (au)®v=a(udv),

U U, + uRu,, ud(av) =a (u®v ) |

"

u @ (v, +v;,)

para cualesquiera u;, u, ue¢U, v, v, ,ve V y «aeF, Dichas re
laciones resultan inmediatamente de la bilinealidad de la apli-
cacidn ©.

II. (L®v =0) = (u=0 o bien v=0),
Demostracion. Observemos que existen funciones bilineales
f: UxV = F, tales que, dados u y v diferentes de cero, se tie

ne que f(u,v) #0. En efecto, sean {¢;} y {f } bases de Uy V
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respectivamente, tales que e,=u y f,=v., La funcidn bilineal f
tal que fle,f;)=1, para i,j arbitrarios, (ej.5.1.2), cumple

evidentemente 1la condicidn prescrita.

Supongamos ahora que u y v son diferentes de cero y que u® v =0
Entonces , si f es una funcidn bilineal como la que acacabamos de
construir, y si & es la aplicacidn bilineal de U®V en F tal que
f=g°®, se tendria

flu,v) = g(u®v) =0,

lo que contradice a la precedente construccidn de f.

Si, inversamente suponemos, por ejemplo, que u= 0, entonces
se tiene u ®v = @ (u,v)=0, porque ® es bilineal, =
I1I. Cada veetor z7#0 de U®V puede escribirse en la forma

r
z = § x @y
donde tanto los vectores x; de U como los vectores ¥ de V  son
linealmente independientes.

Demostracién. Observemos en primer lugar que cada zeU @ V pue-
de representarse en la forma

@y, xelU, eV, (5.4.1)

r
Z = I x
L L

i=1

En efecto, en virtud de la condicidn T1 puede escribirse

>
o (x; ®y;) = I (ax) @y,

i=1

L]
u

n e

-

que es de la forma (5.4.1).
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Podemos suponer entonces que la representacidn (5.4.1) de
z #0 es elegida de manera que r tiene el menor valor posible. Si
r =1, entonces en virtud de la propiedad II es x,#0 e y,#0, es
decir que tanto {x;} como {y,} son linealmente independientes,y
la proposicidn se cumple. Sea luego r=>2. Si los x; no fueran
linealmente independientes se podria escribir una relacién tal

r =1
como, por ejemplo, x" = X X x,, y entonces seria

i=1

=1 e r=1 ; r=1 ;
z= Z 58y, + 2 Xx®y, = Z x®(y,+Xy)= Z x®y,,

i= i=1 =1 =

lo cual contradice a la propiedad de minimo que tiene r por hipd
tesis.

En forma idéntica se prueba que los vectores y son linealmente
independientes. ®

IV. Sean v ,...,¥, r vectores l.i.(es decir linealmente indepen-
dientes) de V. Si x,,...,x, son vectores de V para los cuales se

cumple que
§
= x.@yj=0, C5.4.20)

=1

entonces se cumple que x; = 0 para j =1,...,r.

Demostracidén. Puesto que los vectores ¥ son L[.Z. podemos constru
: 7 -

ir las r funciones lineales g' sobre V tales que

Consideremos la funcidén bilineal

r
F(x;y)= 2 fi(x)eg(y),

i=1
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donde las f' son funciones 1lineales arbitrarias definidas sobre
U. En virtud de T2 existe la funcidn lineal h: U@ V-=>F tal

que
r

h(x ®y) = F(x,y) = I fi(x) g(y). (5.4.3)
=1
Por tanto
r r . ) r ;
h( Z x®@y)= Z f(x)e(y)=2 fi(x),
j=1 ' d isj =1 i=1
o sea, en virtud de (5.4.2) ,
4 .
T fCa) = 05 (5.4.4)

i=1

Para cada valor dek (I <k <r ) podemos elegir f' = 0 para
i# k. Entonces de (5.4.4) resulta

flx) = 0.

Pero f* y k son arbitrarios, luego, necesariamente x, = 0 pa-
ra k= 1,...,r, ®

Ejercicio 5.4.1. Probar que si Ves un espacio vectorial cual
quiera y ®@: FxV >V es definida por ® (a,x) =a®x=ax, en
tonces el par ( V,®) esproducto tensorial de IF y V

Ejercicio 5.4.2. Si U y V son espacios vectoriales de dimensidn
1, entonces es dim URV=1.

*Ejercicio 5.4.3. Si el campo F' es una extensidn del campo IF
(definicion 11.1.1, Pte.I) y si V es un espacio vectorial so-
bre IF, el producto tensorial IF'® V puede considerarse como
un espacio vectorial sobre F' en el que la adicidn es la dada
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en el espacio vectorial F' ® V cuando IF' se considera como un
espacio vectorial sobre F, y el producto de un escalar a'e I[F'
por un vector es dado por

P L} P 1 L
a' T o By, = I (xoa;)®u; .
i=1 i=1
Demostrar que el par (F'® V, 8) donde F'® V es el espacio vecto-
rial que hemos definido sobre F', y ¢: V'-» F'® V es dada por la
férmula 6(v)=1 ® v, es extensidn de V correspondiente a la ex-
tension F' de F (definicidén 12.3.1, Pte.I). Probar ademds, ha-

ciendo uso del teorema 12.3.1, Pte.I, que la aplicacidén bili-
neal ®: F'x V> IF' ®V es dada por

®(ahv) =afv'=a' (1 ®v) = a'@uv.

5.5 Otras condiciones necesarias y suficientes para que el par
(Z,0) sea producto tensorial de Uy V.

Vamos a demostrar en primer lugar que en la definicidn del
producto tensorial la propiedad T2 de factorizacidn puede susti
tuirse por una nueva propiedad T3 que se expresa en términos de
la independencia lineal de vectores, en la forma siguiente:

T3. Dadas dos familias cualesquiera {a} vy {§ I}.EJ de vectores
l1.i. de UyV, respectivamente, los vectores (¢ ,b;), iel, jed,
son también 1. 1i. '

Para demostrar el primer teorema de la presente seccidn de
bemos probar primero el siguiente lema:

Lema 5.5.1. Dada la aplicacidn bilineal e¢: UxV =+ Z que cum-

ple la condicidn T3, cualquiera que sea el entero r la relacidn
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T
z w(x&,yk)=0, xkeU, ykeV,(S.S.].)
k=1
implica que cualquiera que sea la aplicacidn bilineal f de UxV
en un espacio vectorial W, se tiene

r

Z f(x,y) =0.

P

Demostracion. Sean U y V 1los subespacios de Uy V generados

por los vectores x,,..., X, deUe Yyseews ¥, deV, respectivamente. Su
pongamos que (x; , ... ,xp) es una base de U, e (¥ ,..., yq)es una
base de V,. Podemos escribir
P q
= u - v -
%=z g x, =% n 3, (k=1,..r).
u=1 vw=I
Luego
r P q uv
T flx,y)= % X ¢ 05 D (5.5.2)
k=1 U=t wa
donde
T T
_, kK

k=1

De la misma manera puede escribirse

o=
R =Y
—~
=
2
S
[l
(o 13
HMa
e
=
P
b=
~
CS-E
e
<
-

k=1 u=i Vv =1

La relacidn (5.5.1) implica que

r q F
T z Me(x,y) =0,
u=r v=i

de donde, en virtud de la condicidn T3,

CKJ\J:O’ . (p=1,...,p;v=1,...,q}.

De (5.5.2) se deduce que = Fl » ) 50. @
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Teorema 5.5.1. Para que el par (Z,y¢) sea el producto tensorial
U ®V es necesario y suficiente que se cumplan las condiciones
Tl y T3.

Demostracién. Para probar que las condiciones son necesarias
bastard probar que si (Z,¢) es el producto tensorial de Uy V,en
tonces se cumple T3. Sean {a; } vy {bf};eg sistemas 1.i. de

Uy V. Designemos por U, y V| a los subespacios de Uy V gene
rados por esos sistemas de vectores. Escojamos luego un siste-

ma arbitrario de escalares {7 .} y definamos la funcidn

ij o (i,jlerxy »
bilineal f: U xV, = IF tal que

f(a;,bj) = TI.;..

(ver el ejercicio 5.1.2, y el teorema 2.5.2 de la Pte.l)

En virtud de T2 existe una funcidén lineal g: Z — F tal que

flx,y) = g(o(x,y)).

Podemos probar ahora que los ¢(a; »b;) para iel y jeJ son 1.1i.
Supongamos que sea

Se tendrid entonces

]
oy
—_

I g

' 4
= = theCola b))

tho(a, b)) =0.
1 k k k

1 k %

Puesto que los escalares 7, ;, son arbitrarios, esta ecuacidn im
k1k

160



PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS VECTORIALES

plica que ¢ = 0, y por tanto los v(a ,bj) son 1.i.

Vamos a probar ahora que las condiciones Tly T3 son sufi-
cientes para que (Z,¢) sea el producto tensorial de UyV, Bas
tard para esto probar que si se cumplen Tl y T3 entonces se
cumple T2. Sea f: UxV = W una aplicacidn bilineal cualquiera.
Debemos probar que existe la aplicacidn lineal g: Z = W tal que
f=g°¢. Sea z un vector arbitrario de Z. En virtud de T1, =z
puede escribirse en la forma

z=Z ¢ (%,y5,), x.eU, y eV,
I
en que hay un nGmero finito de té&rminos no nulos.

Definimos entonces la aplicacidn g: Z = W, mediante la
féormula

£(z) = T f(x, ¥,).

Demostraremos que esta aplicacidn es bien definida, es decir
que no depende de la representacidn particular de z que se con
sidere. Sea

= B w{x; y;}, x;eU y,-eV,
j

¥
otra representacidn de z. Puede escribirse entonces

1 1 _
?2 e (x,,%) - ? wp(xj,yj)— 0,

y en virtud del lema 5.5.1 seri
Tf(x,y) = Zi(x,y),
i i

lo cual prueba que la aplicacidon g es bien definida.

La linealidad de g se comprueba por un cidlculo directo, a

partir de su definicidn,
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Finalmente, puesto que para 2z = X ¢(x,,% ) es
g(z) = Z f(x;,%) ,
para =z = ¢(x,¥) se tendra
g(elx,y)) = f(x,y),
y por consiguiente
[ =gv°e,

lo cual demuestra el cumplimiento de T2. =

Corolario 1. Dados los espacios vectoriales U y V, para que el
par (Z,¢), donde ¢: UxV = Z es una aplicacidén bilineal, sea el
producto tensorial de Uy V es necesario y suficiente que se am
pla la condicidn

T4, 8i a3, . ¥ {b:'};e_; son bases de Uy V respectivamente, en-
tonces los vectores o(gq, b;. ), iel, jed constituyen una base de Z.

Demostracién. 1° (Tl y T3) = T4,

De T3 resulta que si {a;} _, ¥y {br'};e,f son bases de "y V res-
pectivamente, entonces, puesto que los vectores e(a;, b}.) , eI, jed,
linealmente independientes, generan a Im¢, constituyen una base
de este espacio. Pero la condicidn Tl implica que Im ¢ = Z; lue-
go se cumple T4.

2° T4 = (T1 y T73)

Puesto que los vectores ¢ (e;, b;) constituyen una base de Z
generan a ese espacio y por consiguiente se cumple TI.
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Probemos ahora T3. Si {e;}, _ vy {b;-}j” son familias de vecto-
res 1.i. de Uy V respectivamente, podemos completarlas hasta

formar las bases {ap}, ¥ {bj'},- tales que I'D I y J'D J,de

er’ e !
dichos espacios. En virtud de T4 los vectores v(a;, »01) consti
tuyen una base de Z, y son por tanto 1.i.; en particular losvec

tores ¢(a;, b;) seran 1.i. Se cumple por tanto la condicidn T3. =

Los dos corolarios siguientes se refieren al caso en que
los espacios Uy V son de dimensiones finitas m y n respectiva

mente.

Corolario 2. Si Uy V son de dimensidn finita se cumple que

dimn U®V = dim U, dim V,

Demostracidon. Esta proposicidn es consecuencia inmediata del
corolario anterior. ®

Corolario 3. Si Z es un espacio de dimensidn mn, el par(Z,¢),
donde ¢: UxV = Z es bilineal, es produto tensorial de Uy V
si cumple una de las condiciones Tl oT2.

Demostracion. E1l corolario anterior implica que dim U ® V =
dim Z .

Si ® : UxV > U® Ves la aplicacidn universal, existiri
la aplicacidn lineal g: U® V= Z tal que v=£° ®.

Si se cumple Tl entonces es Imy¢=Z. Puesto quelm ®=U®YV,
resulta (ejercicio 5.5.2) que

Z=Imy¢=In(ge®) = Im§g .

163



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

Luego £ es un isomorfismo de U® V sobre Z, y por consiguiente
. (ejercicio 5.2.3) el par (Z,¢) = (Z,g° ®) es producto tensorial
de Uy V.

Si suponemos ahora que se cumple T2, entonces existe la a-
plicacidn lineal h: Z > U® V tal que @ = h ey = hego ®,  Por

consiguiente es hog = Id lo cual prueba que £ es inyecti-

vev?®
va; vy puesto que dim U®YV =dim Z, g serd un isomorfismo de U®v
sobre Z.

Luego (ejercicio 5.2.3) , el par (Z,¢) =(Z,g ° @) es pro
ducto tensorial de Uy V. ®

Corolario 4. Sea ¢: UxV — Z una aplicacién bilineal, donde
U, Vy Z son espacios vectoriales dados. Sea ademids g:U @V~—Z
la aplicacidén lineal tal que ¢= g ° @, donde ®: UxV =U@®V

es la aplicacidn universal. Se cumple entonces:

1° ¢ satisface a la condicidn Tl si y sbdlo si & es sobreyecti-
va;
2?2 ¢ satisface a la condicidn T2 si y sblo si g es inyectiva;

32 (Z,¢) es el producto tensorial de Uy V si y sdlo si & es
biyectiva.

Demostracién. 12 Puesto que Im® = U®V la relacidn
p=g o ® implica que Img¢ =1In g luego la condicidn necesaria vy
suficiente para que ¢ cumpla la condicidn Tl es que Ing= Z.

2? Supongamos que g es inyectiva. Sea x: UxV—=Wuna aplica-
cidén bilineal cualquiera, y sea g: U® V= W la aplicacidén 1i-
neal tal que x = g°®. Definamos la aplicacidn lineal h:lm ¢ =W

- - P -
para la que se tiene, si z = Z pe(%,¥;) es un elemento cualquie
i=1 -
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ra de Im ¢,

P
h(z) = g;( z ﬂ,‘(x,'® y,—]}. (5.5.3)

fa=i]

q
h es bien definida porque si 2= I v ¢ (%}, ), entonces
=1

?
uool(x, ¥.) =g ( T p &8y));
| i=1

MJ:
nopg=

9
' ' - ! ! -
g ( E v,-{xj®y!.)} * 2 v (x ¥ ) .
b i j=1 i

y puesto que £ es inyectiva resulta que

' oo
u}.(x}.@yj) 8
1 i

u(x @)
1

I 4=
e

E

y por consiguiente & estd bien definida por (5.5.3) y es lineal
porque g, lo es. Ademads, es claro que

h(e(x, ¥)) £(x®y) = x(x,y)

para cada par (x,y). Luego es x = hoy, y por tanto y cumple la
condicidn T2.

Supongamos, reciprocamente, que ¢ cumple T2. Debemos pro-

bar que g es inyectiva.

La aplicacidn bilineal ® U x V - U@V induce a la apli
cacidn bilineal h: Z =>U® V tal que @ = hoy; y por tanto se

tiene que

x®y = hlo(x,y)], HxeU, yeV,

Por otra parte se cumple que ¢(x,y) = g(x ® y); luego
x®y = (heog)(x®y),
de donde se deduce que hog es la aplicacidn idéntica [, o ,

de U ®V, y por consiguiente g es inyectiva.
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3° De las dos primeras partes de esta demostracidn se deduce
inmediatamente que para que el par (Z,y) sea producto tensorial
de Uy V es necesario y suficiente que £ sea biyectiva. =

Notacion. Si & designa a una base {¢} , de U y F designa a

de V, la base {el_®):_} de UV se designa

una base {fj }:_E ier,jey

J
por & ® F.

Aplicaciones. En lo que sigue, dado un espacio vectorial cual
quiera V, sea V* uno de sus espacios duales (Pte.I, §4).

A. Sea B(U,V)*el espacio conjugado (Pte.l, pdg.38)del espacio B(WU,V) de
las funciones bilineales con valores escalares, definidas sobre UxV
Definamos la aplicacidén bilineal ¢,: UxV—> B(U,V)*, tal que

[e,(u,v)] (W) = w(u,v), we B(U, V). (5.5.4)

El par (Im ¢,,¢,) es entonces el producto tensorial de Uy V.

Demostracidén. La condicidn T1 se cumple obviamente.

Sean {a;}

rema 5.5.1 bastard probar que las funciones ¢, (q;,b;) son 1.i. Su

y {1",-}I.EJ conjuntos 1.i. de Uy V. Segiin el teo-

pongamos que sea

e

wko (a,, b ) = 0.

k=1 k .3

Cualquiera que sea weB (U,V) se tiene entonces

£ »
Epw(ai,bj} = 0,
= k k

k=1
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Sea, en particular, w e¢B(U,V) tal que w(u,v) =f1( u)fz(u), donde
f,eL(U) y f,e L(V). Se tiene entonces

r
k ==
R AL R R AU RS (5.5.5)

puesto que los {a;} y los {b;. } son 1.i., las funciones f, y 1, pue-
k &
den elegirse de manera que los valores f (a,.k)y r( bfk} sean escala-

res arbitrarios. Se deduce entonces de (5.5.5) que p* =0 para

o Lgviag e, W

B. Si se define la aplicacidn bilineal ¢,: UxV = B(U *, V*) por
[e,(@sv)] (@*0%) = <u¥, u><v¥,p >, (5.5.6)

para cada par (u*,v*) e U*xV*, entonces el par (Imv,,v,) es pro-

ducto tensorial de Uy V.

Demostracidon. Sean {gq} vy {} }jr:'j conjuntos de vectores 1.
i. de Uy V. Debemos probar nuevamente que los vectores goz(al.,b’.)

son 1.i. Supongamos que sea

I

P
z whe,(e,b) =0,
=1 k k

k
Se tiene entonces para u*eU* y v*e V* cualesquiera
P
o <uta, B <ek b =0,
'k e

k=1

relacidn que puede escribirse en la forma

S
k

y puesto que u*es arbitrario, se deduce (Pte.I,seccitn 4.2, condi-

ke * -
pla, <vE b >> =10
i * e ’

L[ o -]

cidn E,) 5
T <vvb>q = 0.
=] &

k k
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Dado que los @ son 1.i. se deberi tener

L] ¥

pk<u*,bjk>=0 B=d,. 00y Py

0 sea

1]
(=]

<u*¥, pkb >
7y

y por cuanto v* es arbitrario resulta que

;lkb.,:k = 0.
Ahora bien, b&#=0 porque los b son 1.i.; luego pk = para
k=1,...,p, y por consiguiente los ¢, (g; ,b) son l.i. =
C. Si se define la aplicacidn bilineal ¢: U xV = L(U*;V)me-
diante la relacidn
o, (uv)(u¥) = <u*,u>-.v, ukte U*, (5.5.7)

entonces el par (Im ¢,,¢,) es producto tensorial de Uy V.

Demostracidn. Procederemos como en los dos casos anteriores.

Supongamos que sea

0w

k . . =
u vjta,k, b,k) 0.

Se tendrid entonces

N M

gk.< u*’a‘- > b = 0;
T

k=1 k ’

y puesto que los q son l.i. se deduce que
k
<u*,n"f{; > = 0, el ey
k

Como u* es arbitrario en U* resulta de aqui que
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y por cuanto b ¥ 0 se sigue que u*=0 para k = Iwwsy, Py €5
k
decir que los ¢ (g, b, ) son 1.i. u

D. §i U y V tienen las dimensiones finitas my n, y ¢,,9, ¥y
¢, son las aplicaciones bilineales definidas mediante las foérmu
las (5.5.4), (5.5.6) y (5.5.7), entonces se cumple (B(U,V)*,
¢,), (B(UX V™), 9 ) y (L(U*; V), ¢,) son productos tensoria
les de Uy V. En consecuencia los elementos de los espacios

B(Uu,v)*, B(U*,V*) y £ (U*; V) pueden ser considerados como

tensores del espacio U ® V.

Demostracidén. En vista de los resultados obtenidos en las partes
A, By C bastara comprobar que por ser U y V de dimensidn
finita tienen lugar las igualdades siguientes:

Im g, = é(U, V)*

Im g, = B(U*, V¥) (5.5.8)

Im v = L(U*; V)

Para comprobar estas relaciones recordemos en primer lugar que
los tres espacios B(U*V*), L(U*;V) y B(U,V)*=L(B(U, V); IF)
son de dimensidén mn (Pte.I, ejercicios 3.1.4 y5.5.3). Si {g }
y {8} son bases de Uy V¥, los conjuntos {wI Gag, b)Y, {wz(a,-,bf)}
y {¢; (a,,b)}, cada uno de los cuales consta de mr» elementos, son
bases de los subespacios Imy¢,, Imy, e Iny¢,, por consiguiente se
cumplen las igualdades (5.5.8).

Observacion. El enunciado D justifica que, en el caso en que
Uy V son de dimensidn finita, consideremos como tensores de
segundo orden pertenecientes a U® V a 1las funciones perte-
necientes a los espacios B(U, V)*,B(U*, V¥) vy L(U*;VvV ).,
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Observaciones semejantes pueden hacerse acerca de las
funciones pertenecientes a los espacios que resultan de los an-
teriores si se reemplazan U« V por U*eV* o inversamente (ver
el ejercicio 5.5.2).

*Ejercicio 5.5.1. Sea y: UxV = Z una aplicacidn bilineal tal
que el par (Im ¢, ¢) sea el producto tensorial U ® V. Si dim Z =
dim U.dim V entonces es Imy¢ =Z, y por tanto (Z,¢) es el produc-
to U@V.

*Ejercicio 5.5.2. Dar representaciones de los espacios U* @ V,
U@ V* y U*¥ ® V¥ mediante espacios de funciones.

*Ejercicio 5.5.3. Si x ®y # 0 es un elemento de U ® V enton
ces la relacion x ®y = x, ® y se cumple siy s0lo si existe
el escalar A# 0 tal que x,=Ax, Yy = oy,

(Sugerencia: Emplear la representacidon de U ® V mediante un sub
espacio de B(U*,V*) Jada en la aplicacidn B precedente).

Ejercicio 5.5.4. Sean {a;,,...,a,} ¥y {b,,.. .,b,} bases de U yde
V respectivamente. Sea Z un espacio cualquiera de dimensién mn,
Dada una base cualquiera f{h,, h,,..., h, } de Z, probar que (Zy)
es el producto tensorial de U y V, supuesto que ¢ es la aplica-

cidén bilineal de UxV en Z definida por

\0(0’;, bj') = 1‘1.";.
Ejercicio 5.5.5. Consideremos las bases &=1{e¢,,...,¢,} de U y
& = {e!, ..., e} dual de la anterior. El conjunto
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E¥® & = (' ®e; i,j=1,...,m)}

es una base de U*® U, Sea A un endomorfismo de U, es decir un
elemento de L(U;U), y sea {a';.} su matriz en la base &. Entonces
1as componentes en la base &*® & del tensor teU*®U que corres-
ponde a A en el isomorfismo L(UU) - U*® U que existe envirtud
del enunciado D de la seccidn 5.5, coinciden con los elementos
de la matriz (ofj, i

*Ejercicio 5.5.6. Sea V un espacio de dimensidén n. Las trans-
formaciones lineales A;.e L(V; V), definidas por A; (e,) = 51(";}- don
de {e;} es una base de V, constituyen una base de £L(V;V); y si
(aj.) es la matriz de una transformacidén lineal cualquiera

H "

Ael(V;V) respecto de la base {e;}, se tiene 4= £ = o A';-, es
i=1 j=1

decir que la matriz de A en la base {e;} es dada por los compo-

nentes de A respecto de la base {4 }. Esta base se llama candni-
1

Cd.

Ejercicio 5.5.7. Probar con ejemplos la existencia de elementcs
de U®V que no son descomponibles ( seccidn 5.2).

Sugerencia: Sean {a;}, , y (Y };.” bases de Uy de V resgpectiva-
mente. Si se supone que un elemento de U ®V de la forma

a. ® b + a @ b.
by 1y 2 Iz

es descomponible, entonces se prueba mediante la propiedad T3 que
se llega a una contradiccidn.

Ejercicio 5.5.8. Si (Z,¢) es el producto tensorial de UyV, vy
si ¢, es la restriccidn de ¢ a U, x V;, donde U; es un subespacio
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de Uy V, es un subespacio de V, probar que el par (Im ¢, ,p,) es el pro-
ducto tensorial de U; y V,. Justificar en consecuencia la rela-

cion Uu®V, C UBV.

*Ejercicio 5.5.9. El corolario 5.5.1 sugiere la siguiente demos
tracion de la existencia del producto tensorial de los espacios
vectoriales de Uy V.,

o bases de U y V. Designemos por Z al

Sean {a;} Vi 4%k,

espacio vectorial formado por todas las funciones z:IxJ = F ta
les que =z (i,j)=0 salvo para un nimero finito de pares (i,j ),
con las operaciones vectoriales =z+ 2' y az definidas por

(z+2')(i,j) 2(i,7) + =2 (i,1)

(az)(i,]) az(i,j), aelF,

Los elementos L Z tales que "f;(f'v-f') =0 para (i,j) #
3

(i%j') 'y ¢, (i,j)=1 constituyen una base de Z.

Probar que si ¢ es la aplicacidn bilineal de UxV en Z que

cumple la condicidn
e(a; ,b.) = ¢ (iel, jed),

] i 2
el par (Z, ¢v) es el producto tensorial U®@ V.
Esta demostracidn de la existencia del producto tensorial
es mas sencilla que la que se ha dado en la seccidn 5.3; pero

ésta Giltima tiene la ventaja de ser més general y admitir impor
tante generalizacidn.
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5.6 Isomorfismos naturales de productos tensoriales de espacios
vectoriales. Asociatividad del producto temsorial.

Si entre dos espacios vectoriales puede establecerse un iso
morfismo bien determinado, independiente de las bases que se eli
jan en dichos espacios, diremos que ese isomorfismo es natural
o candnico y emplearemos el signo =~ para expresar la relacibn
que por ese motivo tiene lugar entre los espacios. Si E es un
espacio vectorial y ¥: U @V - F es unisomorfismo natural, enton
ces el par (E,¥°®), donde ® es la aplicacidn universal UxV =
U®V, es producto tensorial de Uy V (ver el ejercicio 5.2.3).
Se dice entonces que E es una representacidn de U ® V, se escri-
be E =U®V y afin, algunas veces, E = U®& V,

Anteriormente ya hemos dado algunas representaciones de produc-
tos tensoriales mediante espacios de funciones (ver las aplica-
ciones al final de la seccidn 5.5 y el ejercicio 5.5.4).

Teorema 5.6.1. E1 producto tensorial tiene las siguientes pro-
piedades:

1. URV=VEU
2. (UBRV)@W=UR(VAW)

Estos isomorfismos naturales son iunicos si se exige que cumplan
respectivamente las condiciones siguientes: u®v v ®u, y
(u @v) @w P u® (v @w).

Demostraci6én. 1. La aplicacién A: UxV =V @ U definida por
A (u,v)=v®u es bilineal, luego, por la propiedad de factoriza
cidn Gnica (propiedad T, seccidén 5.2), existe la aplicacidn 1i-
neal Gnica A: U® V= V@®U tal que X = Xo®, 7y por tanto
Mu @ v) = X(u,v)=v ®u, En forma aniloga puede establecerse
la existencia de la aplicacidn lineal finica N: VO U > U® V
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tal que A (v ®u) =u ®v, Las siguientes relaciones se cum-
plen sobre los generadores v ® u de V& Uyu ®vde UV,
respectivamente, y por consiguiente se cumplen en general:

A oo A = T Nor=1

v @y ? v®v "

En virtud de la primera relacidn,M es sobreyectiva y en virtud

de la segunda es inyectiva. Por tanto es un isomorfismo y &' es
su inversa.

2. Para cada x ¢ U definamos la aplicacidén bilineal p :VxW
-(URV) W tal que

px (v, w) = (x ®v)O w.
Existira entonces la aplicacidn lineal Gnica u : V % W (U V)RW

tal que u,= u °®, y por tanto que

b (v dw) = (x@v)® w

Podemos definir ahora la aplicacién bilineal
N Ux( VR W)~>(URV)B W
tal que

X(u, t) = p,(t) para ueU y te VRW,
En consecuencia existirid la aplicacidn lineal

A: U (VW) - (UV)eW,
para la cual es X = A o® , y por tanto

A(u® (v Bw)) = (u Q) ® w,
En forma andloga, si comenzamos por definir, para cada w e W, la
aplicacidn bilineal 7,:U x V= U® (V@ W) tal que

Vy(u,v) = u® (v @w),

174



PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS VECTORIALES

podremos establecer la existencia de la aplicacidn lineal

M:(UB V) WU (VO W)

tal que
M ((u®Q@uv)Quw) = u® (v @ w.

Las aplicaciones M y A son inversas entre si y A es el isomorfis
mo buscado de (U® V)@W y U® (VE® W).

3= Los isomorfismos precedentemente establecidos y la proposi
cidon del ejercicio 5.2.3 permiten considerar a V ® U como pro-
ducto tensorial de Uy V, y a U® (V @ W) como producto tenso-
rial de (U ® V) y W, Luego, el teorema 5.2.1 permite estable
cer la unicidad de los isomorfismos bajo las condiciones expre-

sadas en el enunciado, =

Observaciones. A. El isomorfismo natural U® V=~ V ® U no jus-
tifica, en general, identificar a esos espacios, y escribir sin
mis que 2 ® v = v @ u. Tal identificacidn puede resultar incon

veniente como puede verse en los dos ejemplos siguientes:

Ejemplo 1. Sean Uy V espacios de dimensidn finita. Segln vimos
en la aplicacidén D de la seccidn 5.5 el espacio L (U;V) puede
considerarse como el producto tensorial U® ® V cuando la aplica
cién ® es definida de modo que la aplicacidn lineal y¢=u*®v: U=V

es tal que
ox = x(u*),v, ¥ xelU,

donde x es un elemento del espacio U dual de U* que se identifi
ca con £L(U¥*), de manera que x(u*) = u*(x).

Semejantemente L (V#*;U*) puede considerarse como el produc
to V®U* cuando = ¢* =v ® u* : V* > U* es tal que

175



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

pRoy% = yE(v) , uk, ¥.yheV

La identificacidn deU* @ V con V ® U* llevaria a identificar a
¢ con ¢®*, 1o cual puede ser muy inconveniente porque ¢ y ¢* son
duales entre si (ver Pte. I, seccidn 4.4) por cuanto se tiene

que
<ykp x> = <y* x(u¥),v> = ut(x) < y*u)

:<u*,x > yk@) = < y*@).uk, x >= <gkyk x>,

Ejemplo 2. Si U =V, y se identificara a U® V conV @ U me-
diante .el isomorfismo del teorema 5.6.1, resultaria una identi-
ficacidén de U ® U consigo mismo tal que si u; Yy u, son vectores
de U, linealmente independientes, serian identificados u, @ u,

y 4, ®u,, y por tanto estos tensores ya no serian 1l.i. No se
cumpliria por tanto la condicidn T3, y por consiguiente el espa
cio resultante ya no seria el producto tensorial de U y U. Se

trataria pues de una identificacién indeseable en general.

Por lo dicho, supondremos, salvo excepeidn expresa, que u®uv + v® u.
Una excepcidn habitual es la siguiente: En la teorfa de los pro
ductos tensoriales de espacios iguales a un espacio vectorial V
o a su dual se acostumbra conmutar Vcon V¥*.

B. Asociatividad del producto tensorial. Ordinariamente iden
tificaremos, sin nueva advertencia, a los espacios (U® V) @ W
y UB (V ® W) con arreglo al isomorfismo establecido en el teo-
rema 5.6.1. En tal sentido podemos decir que se cumple la pro-

piedad asociativa.



5.7 Producto tensorial de un nimero finito cualquiera de espa-
cios vectoriales. La introduccién del producto tensorial de un
niimero finito de espacios vectoriales sigue muy de cerca a la del
producto tensorial de dos espacios. Las proposiciones que acer
ca de ellos vamos a probar son enteramente andlogas a las que fue
ron establecidas en las secciones 5.2, 5.3 y 5.5. Las demostra
ciones serdn suprimidas por ser anidlogas a las de los teoremas
correspondientes demostrados en esas secciones, o bien seran des
critas en forma breve para sefialar las modificaciones que son ne-
cesarias.

Definicidn 5.7.1. El producto temnsorial de un nfimero finito de es
pacios vectoriales U;,U,,...,U, es un par (Z, ¢) formado por un
espacio vectorial Z y una aplicacidn n-lineal ¢:U;x...xU —>Z,
que cumplen las condiciones siguientes:

Ti*, El espacio Z es generado por los vectores del conjunto

¢ (U, x ...xU). Esta condicidn puede expresarse entonces en la
forma Im ¢ = Z, donde Im ¢ es el espacio generado por los ele
mentos ¢(u; ,..., u,) donde u;el.

T2*, Cada aplicacidn n-lineal f de U,x ... xU, en un espacio vec-
torial cualquiera W, puede expresarse en la forma f = g ¢, don
de g es una aplicacidn lineal de

Z en W. (Propiedad de factoriza Y
cidn o de aplicacidn universal).

Ko X U"-—f"- w

La propiedad T2* que se traduce
en la conmutatividad del diagra-
ma adjunto, se llama propiedadde z

aplicacidn universal.
Las condiciones Tl* y T2* equivalen a la sola condicidn

g g
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T*. (Propiedad de factorizacidn iunica ). Para cada aplicacidn n -
lineal f: U, x...xU, = W, existe una Ginica aplicacidén 1lineal

g : Z —+ W tal que

I''= g0
El espacio Z se representa en la forma

n

.4 =0®.. 0U.

Aquellos de sus elementos que pueden representarse en la
forma ¢(x;, ...,%,) se designan por «,@ ...® x, y se llama
tensores descomponibles. Todo tensor es igual a una suma de tensores
descomponibles, y esta representacidn es fGnica.

Teorema 5.7.1. (Unicidad del producto tensorial) Si (Z, ¢) vy
(Z,¢') son dos productos tensoriales de U;,...,U, , entonces

existe un Gnico isomorfismo X: Z = Z' tal que ¢'= Noy.

Teorema 5.7.2. La correspondencia f g establecida por la pro
piedad de factorizacidn T2* constituye un isomorfismo del espa-
cio £L(U,,..., U,; W) sobre el espacio L(Z;W). Si (2Z',¢') es
otro producto tensorial de U,,...,U y fFrg' es el correspon
diente isomorfismo, entonces g= g'ox, donde XA:Z =+ Z' es la
aplicacidn a que se refiere el teorema 5.7.1.

*Ejercicio 5.7.1. Si ( Z,¢) es producto tensorial de losespacios
U,...,U0 , ysi h: Z > 2 es un isomorfismo de espacios vectoria

les, entonces el par (Z',h oy¢) es también producto tensorial de
U u

PR LR i

178



PRODUCTO TENSORIAL DE ESPACIOS VECTORIALES

5.8 Existencia del producto temsorial de un nimero finito cual
quiera de espacios vectoriales. La construccidn del producto
tensorial de los espacios vectoriales U,,...,U, puede hacerse
siguiendo al pie de la letra el procedimiento seguido en el caso
producto de dos espacios. Expondremos aqui en forma condensada
esa construccidn. ( Sefialemos aqui, como en el caso del producto
tensorial de dos espacios vectoriales, que puede darseuna demos-
tracidon de la existencia que es la generalizacidn del enunciado
del ejercicio 5.5.9) .

Sean P U = Uyx ... xU, el producto cartesiano de 1los

espacios U; ,...,U,, y W el espacio vectorial formado por todas

las funciones definidas en P U; y con valores en F, que se anulan
excepto en un niimero finito de puntos de PU..

Representemos por [x ] =[x,,... ,x,] a la funcidn pertene-
ciente a Wque toma el valor I en el punto x = (X;,...,% ) de
PU y que se anula en todos los demds puntos. Cada funcidn u eW
puede expresarse de una sola manera en la forma

u = z plx],
xEPU’:-

donde = p(x , ...,%), y por tanto el nimero de sumandos no

nulos es finito.

Sea ahora S el subespacio de W generado por los elementos

de la forma

(AR . SR a x o+ 0ox S A
[ 1 2 12 aTa 227222 *nl Tni n2 n2]
2
- . 2, _ ﬂh "'aniﬂ [x.lr 2 ? xni"] »
L) yin=1
donde x, eU (k=1,2,...,n e i =1,2),
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Designemos por Z al espacio vectorial cociente W/s, y sea
¢ la aplicacidn PU; -+ Z que hace corresponder a x la clase de
Z que contiene a [x]. Se prueba entonces que el par (Z, ¢) es
el producto tensorial de U,,..., U,; a cuyo fin se demuestra
que v es multilineal y que se cumplen las propiedades T1 y 7.
A menos que queramos referirnos a una representacidn particular

i

del producto tensorial @‘::: U=U® ... 80, podemos suponer
que es el que hemos obtenido la precedente construccidn.

Los elementos de U;® ... ® U, se llaman tensores sobre los
espacios Uy o..,U, &

5.9 Otras condiciones necesarias y suficientes para que el par

(Z,¢) sea producto tensorial de un nimero finito de espacios
vectoriales.

T3*. Dadas las familias cualesquiera {a;;s>+-->» a”’:} yeves {a,, 5 oo
s Gnp } de vectores linealmente independientes de los espacios
n

u, ...,U , respectivamente, los vectores w(ﬂ,\,} yereslny s V=

1,...,p; , son también linealmente independientes.

El siguiente lema es el analogo del lema 5.5.1.

Lema 5.9.1. Dada la aplicacidén mutilineal ¢: IPU; = Z que cumple
la condicidn T3%*, cualquiera que sea el entero r, la relacidn

¥

z ‘p(xlu ’---’xnu) =03 xianis

a=1
implica que, cualquiera que sea la aplicacidn multilineal [ de
IPU; en un espacio vectorial W, se cumple que

;Jf(x x ) =0,

Ko T

Este lema se demuestra como el lema 5.5.1. El teorema siguien-
te es andlogo al teorema 5.5.1 y se demuestra como €1.
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Teorema 5.9.1. Para que el par (Z, y)sea el producto tensorial
U:® ...®@ U, es necesario y suficiente que se cumplan las condi-
ciones TI1¥* y T3*,

Corolario 1. Dados los espacios vectoriales U,,..., U, para que
el par (Z, ¢), donde ¢ : Ux...x U, = Z es una aplicacidn n-lineal,
sea el producto tensorial de U,...,U, es necesario y suficien-
te que se cumpla la condicidn:

TA*. Si fa,},, ., f4y)

iYier, i Yierys oo R son bases de U, , U,,

nitier,
U

DY n oy

entonces los vectores

a,. ay; cany Gy ) ’
e ( lig » 2ip » ¥ “’rr)aléll.,lszz,..-, in€ly,

constituyen una base de Z,.

Corolario 2. Si U;,...,U, son de dimensidén finita se cumple la

formula

dim (U, ® ... ®U)= dim U, ... dim U,.

Corolario 3. Dados los espacios vectoriales U, ,...,U, de dimen
sién finita, y la aplicacidn n-lineal ¢: U x ...xU, »Z, donde
Z es un espacio vectorial tal que dim Z = dim U, dim U, ,..din U, ,
entonces el par (Z,y¢) es producto tensorial de U,,..., U, si cum

ple una de las dos condiciones Tl* o T2*.

Corolario 4. Sea ¢: Ux ... xU,*Z una aplicacidn n-lineal,y
g: U ® ... ®U,>Z sea la aplicacidn lineal tal que v=g£°9®,
donde ®: Uyx ...xU, 2 U;®.,,®@ U, es la aplicacidn universal. En

tonces
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1° ¢ satisface alacondicién T1 si v sb6lo si g es sobreyectiva.
2° ¢ satisface a la condicién T2si y sdlo si g es inyectiva.
3° (Z.,¢) es producto tensorial de U, ,...,U, si y sblo si g es

biyectiva.
Notacidon. Si & = {e""}"“k , k=1,...,n, designa a una base
de U, 1la base de U;® ...® U, formada por los tensores de la
familia

cuvas Eneln

{e,i ®,...,8 em:,.,}fél’I

serd designada por & ® ... ® §&,.

*Ejercicio 5.9.1. El enunciado del ejercicio 5.5.9 se extiende
al caso del producto tensorial de un nGmero finito cualquiera de
espacios vectoriales.

5.10. Propiedad asociativa general del producto tensorial de un ni
mero finito de espacios vectoriales.

Con el fin de abreviar la escritura vamos a adoptar la si-
guiente notacidn. Dados los espacios U, ,..., U, designaremos por
U(p, p+q) al producto tensorial

U(p, p+q) = U, ®U,,®...8 U, ,

y designaremos por U(p, p+g) al producto escalar.

Up, P+q) = U x Upts x ...x Upyq .

Teorema 5.10.1. Dados los espacios vectoriales U, ,...,U,, el
espacio U(I1, n-1) @ U, es una representacidén del producto

tensorial de los espacios U,,...,U,, y por tanto puede escribir

se
Uy, ® ...® U, ~(U, ® ...®@U,_,) ®U,, (5.10.1)
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isomorfismo que es Ginico si es que debe cumplir la condicidn

u ® ... ®u, P (g ® ., . 0Qu,.) Ou, yel,

1 1
Demostracién. Para demostrar este teorema basta probar que exis
te un isomorfismo natural
g: O(1,n) > U (1, n-1) ® U, ,

pues entonces el par U (1, n-1) ® U,, g e® ), donde ® designa
a la aplicacidén universal ®: U(I,n) = U (1,n)asociada al
producto tensorial U (1, n) , es el producto tensorial de U,,...,
U, (ver ejercicio 5.7.1).

Consideremos la aplicacidén n-lineal
g : U(1,n)>0(1,n-1) ® U,
que es definida por
E (misoies %) =0 %9 (v 8%,.5) @x,,
La propiedad T2 asegura la existencia de la aplicacidén lineal
g:0(1,n) - T(1,n-1) ®U,
tal que

g(x® ...@x,) = (;,©,..0x,.,) ©@x,. (5.10.2)

Por otra parte, para cada x,e¢ U se puede definir 1la aplicacidn
(n-1)-lineal 6, : U(1,n-1) = U(1,n) tal que

3x"( Xy goans X gd = %@ 5, Qg ;G

Esta aplicacién induce a la aplicacidn lineal

g :0(1,n-1) > U(1,n)

tal que
g (%, ® ... B x.) =29 0@ 5,9 %, . (5.10.3)
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U(l,n-1) U(l,n)
® Be, ® g
. g,, = g_ -
T(,n-1) 2 T (1,n) ...__TU (1, n-1) ® U,
v
T /

U(1l,n-1) xU,

Definamos ahora la aplicacidén bilineal
v: O (1,n-1) x U, =T (1,n),
mediante la relacidn
T(u, x,) = g, (u), (ueU(1,n-1), x,¢eU). (5.10.4)
Entonces ¥ induce a la aplicacidn lineal
h: T (1,n-1) @ U, = T(1,n)
tal que
Y(u,x,) = h(u ®x,) (uel, n-1),x,eU,) (5.10.5)

Combinando (5.10.5), (5.10.4) y(5.10.3) se obtiene
(%@ ... ®x,_4,)®x,) = ¥(x;,0 ,..@x,_.;° x,)
8. (%, ®...0x,_,) =x,@...%x, (5.10.6)

Las ecuaciones (5.10.2) y (5.10.6) permiten escribir

(g°h) ((,® ...@x, ;) ®x) =g(20...0x)= (x,0...0x,,)0x, ,

(hog) (x,8...0x,) = h((x®@...®x, )@ x )=x0...0x,.

Por comsiguiente

g°h hog =1=

= Iﬁ(],n-!)@(& ’ U(-n)"
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Se deduce de aqui que g es un isomorfismo de U (I,n) sobre
U(1,n-1) ® U , y que h es su inversa. El isomorfismo natural
asi establecido permite escribir la relacidn

U® ..U ~ (U, ®...090U,_)8®U,.

Que g es el Gnico isomorfismo

U,® ...9U - (U® ...®U ,)® T

"

que cumple la condicidn prescrita en la parte final del enunciado,
se deduce mediante el teorema 5.7.1. =

Observacion. La formula (5.10.1) podria hater sido empleada para
definir por iteracidén el producto tensorial de un nfimero finito
de espacios vectoriales. Podrd escribirse

U®...80, ~(...((U,®U,)®U,)® Y, )...0 U, )@U,. (5.10.7)

Teorema 5.10.2. (Propiedad asociativa general)
Se cumple la relacidn
U@ ...0U, =~( U;® ...0 U,)0U,+9® ...00),
para p=1,,,.,n-1,
Este isomorfismo es finico, y por tanto natural, si debe cumplir
la condicidn

u, @...0u, = (414®...94)®(v,,9...%u,)

P

donde wu;e U;, para i=1,..., n,
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Mediante sucesivas aplicaciones del teorema anterior puede esta
blecerse de inmediato 1la existencia del isomorfismo Gnico
(isomorfismo natural)

U®..0U, ~ (;®...00)® (U, ,®...9U,) ®...8(®...8U,)
donde I < m<p<...<g<n, que cumple la condicién

*»®...0x Px®..0x ) (x ®..902,)0...(x,,,®..9x,),

m 41

en que u,e U, parai = 1,...,n, y mediante el cual ambos productos
tensoriales pueden ser identificados.

Corolario. Dados los espacios vectoriales U, ,..., U, y la per
mutacidn cualquiera ¢ de los nidmeros I,...,n, existe un f{nico
isomorfismo (isomorfismo natural)

U, 8...9U0 =~ U ®...0U

o (1) g(n) ?

que cumple la condicidn

xl®...®x” = x <1+ ST~ YA

G (1) g(n) *

Demostracidn. Es evidente que basta probar la proposicidn en el
caso en que ¢ se reduce a la transposicidn cualquiera (i i+1).
El isomorfismo se compone entonces de los isomorfismos naturales
siguientes, que existan en virtud del teorema anterior y del teo-
rema 5.6.1:

Uy ®..80, = (U; 8...0U_;) @(U; ®U;y; )O(U;4,8... 0 7,) >

~(U®...®U_, )® (U, ®U)®(U,, ©...9 U,)~

1

~U;®...9U., QU+ OUOU,, ® ,..0U,. =
Ejercicio 5.10.1. Probar que x,®... ® x, = 0 siy s6lo si para
algiin valor de i es x, =0 (Sugerencia: emplear la férmula (5.10.
7) y la propiedad II de la seccidn 5.4) .
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*Ejercicio 5.10.2. Si se define la aplicacidn n-]ineal

G iU x...x U S LU, ..U, F)*Y
mediante la fdrmula
(9, (upy ey u,)] (W)= wlu,,..., 4,), (5.10.8)
entonces el par (Im ¥ , ¥ ) es el producto U;® ... ®U, .
*Ejercicio 5.10.3. Definida la aplicacidn n-lineal
¢, Ux ... x U = L(UF,... U F)
por
[0, Cu, peenu) ) (u¥, oo, u¥) = wk(u,) ... uX(u,),
(5.10.9)

entonces el par (Im ¥,, v,) es el producto U,®...8U,.

*Ejercicio 5.10.4. Dada la aplicacidn n-lineal

?0; $ U ¥ o B LT sy U, s U)
por
[?p:? (u,[ PRI }ltu:‘l"-) uﬂ*—,}} = I"J'*(w.l') e i'.{:_}(ll"_I). t
(5.10.10)
entonces el par (Im }53 {53) es igual a U, ® ...Q®U, .

*Ejercicio 5.10.5. Mediante las proposiciones de los tres ejerci-
cios anteriores demostrar que los pares (L(U,,...,U; F)*,?;;) .
LCE(US,. ..., UM F), :52) y (L(U¥,..., U*  ; U,),9,) son represen

n * U

1) Recordemos que V* designa aqui al espacio L(V) conjugado de V.
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taciones del producto tensorial de U, ..., U si estos espacios
son de dimensidén finita.

Ejercicio 5.10.6. Dados los espacios U,,...,U, de dimensidn
finita, demostrar que la aplicacién ¢: Uf ® .® UF = (U; ® .. DU,
definida por

[v(F,®...0f )] (4®..8u )=1(y)... [ (u,)

es un isomorfismo natural.

*Ejercicio 5.10.7. Sea x,@...® x, ¥ 0 un elemento del espacio
U, ® ... U,. Probar que la ecuacidn

II®‘°' @ x, - ®...9y

se cumple si y sbélo si y = A, x, (i=1,,..,n) donde los A, son

escalares tales que A;x...x\, =1,

( Sugerencia: emplear el ejercicio 5.5.3 y 1la formula (5.10.7)).

5.11. Producto tensorial de aplicaciones limeales.
Probaremos aqui que puede definirse wuna aplicacidn bilineal
v 2 L(U;W)x L(V;Z2) >L(UBV; W@ Z)
de manera que (Im ¢, ¢) sea el producto tensorial L(U;W)@L(V;Z).
En consecuencia, dado AeL(U;W) y Be £L(V;Z),l1lamaremos, por
definicidn, producto tensorial de Apor B a la aplicacidn lineal
A@B = y¢(A,B): UBV - W® Z,

y comprobaremos que
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Puesto que Im ¢ es un subespacio de L(U®@ V; W® Z), diremos
que el producto tensorial L(U;W)® L(V; Z) estd incluido en el

espacio lineal L(U®V; W®Z) mediante la aplicacién lineali tal
que i(A®B) = ¢ (A,B),

Sean A: U—=W y B:V = Z dos aplicaciones lineales de espacios
vectoriales. Podemos definir la aplicacidn bilineal

¥: UxV = WQZ
tal que

¥(u,v) = A(u) ® B(v), uel,velV,

Por la propiedad de factorizacidén del producto tensorial

existird la aplicacidn lineal

P(A,B): U V>WRZ v
Uuxv

Y

WezZ

tal que ¥ = #(4,B) @, y por

tanto ®
(A, B)
[#(A,B)] (u®v) = A(u) @ B(v).

(5.11.1) Uev

La aplicacidn
b: L(U; W)yxL(V;Z2) = L(URV,W® Z)

tal que
b:(A,B) P®(A,B)

es una aplicacidn bilineal, como lo demuestra un cdlculo senci-
llo. Demostraremos ahora que el par

(Im @, )
es el producto tensorial de L(U; W) y L(V; Z).

Para ello podemos hacer uso del corolario 4 del teorema 5.5 .1.
Basta comprobar por consiguiente que la aplicacidn 1lineal
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g: L(U; W) ® £(V; 2) = Im @ inducida por ¢, tal que &= g ° %@,

es inyectiva.

L(U; V) x L(V; 2Z)
@
g

L(U; V)® L(V; Z2)

Para ello debemos demostrar que si g(w) =0, entonces es necesa
riamente w= 0, Supongamos por el contrario que fuera w # 0.
En virtud de la propiedad III de la seccidn 5.4 puede escribirse

W= I ¢£®\I! , qaieJ:(U;W}, V. el(V;Z),

donde 1las ¢, ¥y las ¢y son l.i. Se tiene entonces

r

gy, ® y) = T oly,¥),

T 3
i=1

glw) =

g =~

1

y por tanto, puesto que g(w) =

r
T @y, ¥ )=0,

i=1

Se tiene por tanto cualesquiera que sean ueU y ve V,

[2(y ,¥, )] (u@v) =0,
1

n =

i
o sea,

Z g (u) ® ¥(v) = 0. (5.11.2)

i=1l

La aplicacidny no es idénticamente nula porque si lo fuera, las

¢, no serian 1.i. Podemos escoger por eso el vector aeU tal que
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\pj(ﬂ) # 0. Entre los vectores v, (@), ...,v (a), de W, sea p=>1
el ndmero maximo de ellos que son 1.i. Si reordenamos adecuada
mente esos vectores podemos admitir que ¢, (a), ... ,g(“) son 1.1,
Para los restantes vectores podremos escribir

M

v},(ﬂ: L,wla), j=p+l,...,r.

]t

i=1

De (5.11.2) se deduce, si se sustituye u por a,

p. (@) ® Yy (v) + I (
; j=p+1 i

L e
LN o i

Aow (@) )@ ¥ (v) =0, veV,
FE 1

i 1

de donde se sigue que

npi(a)®[¢i(u)+ Z A, (v)]=0, veV,
1 j=pH

M

Puesto que los vectores ¢;(e¢) (i=1,..,,p) son l.i.,la propie
dad IV de la seccidon 5.4 implica que
Y(v) + 2 Ny (v) =0, i=1,...,p,

j=pH

para cada veV, Por tanto

j=pti1

Esta relacidon contradice a nuestra hipdtesis de que las ¥ son
1.i. Luego g es inyectiva y queda probada nuestra afirmacidon. =

En el easo en que los espacios U, V, W, Z son de dimensiones m, n, p

¥ q respectivamente, entonces resulta que el par
(L(uev, W z),2),

donde & se define como se ha visto en esta misma seccidn, es el
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producto tensorial de L(U; W) y £L(V; Z).

En efecto, L(U; W) vy L(V; Z) son de dimensiones mp y n g
respectivamente. Sean ¢,,..., ¢,, Y Y, ..., Wy bases de esos
mismos espacios. Los mnpq elementos ® (¢, ¥;) constituyen una
base de Im @ en virtud del corolario 1 del teorema 5.5.1. Pues
to que dim L(U® V;W® Z) =mnpgq, resultard que Im® L(U @ V;
W® Z); lo cual, tenida cuenta del resultado precedentemente cbte
nido, prueba que el par (L (U® V;W® Z) ,o) es el producto tenso-
rial de L(U; W) v L(V;Z).

Observacion 1. Para demostrar nuestra Giltima afirmacidn puede em
plearse simplemente el ejercicio 5.5.1 y observar que

dim L (U® V;W® Z) =dim L (U;W). dim L(V;Z).

Observacidon 2. Si en la fdormula (5.11.1) sustituimos ®(A ,B) por
A® B, lo que estd justificado porque el par (Im®,®) es el pro-
ducto tensorial de L(U; W) y L(V; Z), se podrd escribir esa for
mula en la forma

(A®B)(u®v) = A(u) @ B(v). (5.11.3)

Observacidon 3. Vamos a probar ahora, mediante un ejemplo, que si
® se define como se vid en la seccidn 5.11, puede ocurrir efecti-
vamente que sea Im @ # L(U®V;W® Z), y por consiguiente el par
(L(U® V; W@Z),®) no es el producto tensorial de L(U ;W) y
LE(ViZ).

En efecto, sea U = V un espacio de base enumerable, y sea
W=Z=IF. El producto W®Z se reduce entonces a F xF, Si se
tiene presente que cada aplicacidn bilineal f de Fx IF en un es
pacio vectorial cualquiera es tal que f(x,B)=«f f(1,1) recono-
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ceremos que el par (F, ¥), donde ¥(«,f)= «f, es el producto

F®F, y por consiguiente se tiene a« ® § = af, Se tiene por
tanto que L(U;W) = L(V; Z) = L(V,;IF) = L(V) vy L(UB V;W®Z)
= L(VOV;F® F)=L(V®V; F) =L(V@YV), Ademds, la aplica-
cién @ definida en la seccidén 5.11 es tal que para A y B pertene

cientes a £(V) se tiene

i

P(A,B)(v;® v,) A(vy) ®B(v,) = A(v;) B(v,),

y por tanto

®(A,B) = A.B,

Nuestra demostracidén deberd reducirse a probar que existe
por lo menos un elemento w de £ (V ® V) que no estd contenido

en Im &,

Con cada funcidén lineal heL(V ®@V) asociemos un subespacio
V, €V tal que

V, = { xeV |h(x®y)=0, ¥ yeV} .

Si suponemos, ademds, que he Im &, entonces podemos probar que el
espacio cociente V/% tiene dimensidén finita. En efecto, h puede
expresarse como una suma finita de la forma

®(4,,8),
1

=
1
n o

y por tanto

n
I

h(x ®y) A;(x) B, (v).

i=1

r
Cualquiera que sea el elemento xe N Ker A se tiene

i=I

h(ix @y) = 0, ye V,
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y por tanto

de donde se deduce que
:
dim WV < dim|V/ N Ker A;| .
b i=1

Ahora bien, si definimos la aplicacidn lineal A: V = F"tal que

5
A(x) = (Ai(x), ...,A(x)), es claro que Ker A=‘D, Ker A., y por
tanto existe el isomorfismo inducido (ver seccidn 3.5, Pte.I)

i
V/ Q Ker A; > Im ASF'
que aplica a cada clase de V/iélKer A; en el elemento de F" que

es imagen por A de cada uno de los elementos de dicha clase. Se
deduce de aqui, que

=
dim V/ 0, Ker A; < dim Fl=r,
=
y por consiguiente

dim V/V, <r. (5.11.4)

Es decir que cada funcidn heln & tiene la propiedad de que V,
cumple la condicién (5.11.4).
Consideremos ahora la funcidén w de £L(V ® V) tal que
w(x®y) = &g
A"

donde £V y #¥ (v=1,2,...) son las componentes de xey respecto
de una base dada cualquiera de V. Es evidente que V, = {0}y por
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tanto dim WVW =dim V =9, Por consiguiente w no pertenece a
Im ® pues V, no cumple la condicidn (5.11.4)

5.12. Producto de Kronecker o producto tensorial de matrices.

Seglin sabemos, cada endomorfismo de un espacio vectorial de
dimensidn finita puede ser representado poruna determinada matriz
cuadrada cuando el espacio es referido a una determinada base.
En esta seccidn consideramos dos endomorfismos A:U—=Uy B:V-=>V
de los espacios Uy V de dimensiones m y n, Dadas las bases
& ={e ,...,em} de Uy F={f;,...,f, } de V y las matrices

o = (ctj-} y B={ﬁf) que representan a A y a B en esas bases, res
pectivamente, nos proponemos calcular la matriz que corresponde
a la transformacidn lineal A®B de U@V enU®V respecto de la

base

e, ® [

E@F = (e,®f, ¢ @F, L o

JUTRTN ®fﬂ, e, ®f:,e2 ® f

Se tiene
. n k
A(e,) = T a) e, y B(f,) = = B fk,

Por consiguiente, haciendo uso de la fdrmula (5.11.3) puede es-

birse

(A®B)(e, ® [ ) =A(e,) ® B(f,) =2 = &, f/¢®f. (5.12.1)
=] p=]

Los términos de la matriz de A® B respecto de la base &® F

son por tanto de la forma a: Bf.
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Definicién 5.12.1. Dadas las matrices «a = {%?J de orden m y
fii= (6:) de orden n se llama producto de Kronecker o producto tesn-
sortal de a y f, y se designa por a ®f§, a la matriz de orden
mn

] 1,1 tal a1
« i
1By o, B e, B, a B

wen

B Bl Bl bl

a®f = (af B7)= : : : : (5.12.2)
A T
ayfy  ofeT sl g

m m
al ﬁ amﬁ

La férmula (5.12.1), si se tiene en cuenta la ordenacidn
de los elementos de la base & ® F permite enunciar inmediata-

mente la siguiente proposicidn:

Teorema 5.12.1. Si « = (a;) es la matriz del endomorfismo
A : U-= U respecto de la base & de Uy = (ﬁf) es la matriz del

endomorfismo B: V = V respecto de la base F de V, la matriz del
endomorfismo A®B U®V - U ®V respecto de la base & x F es
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el producto de Kronecker « ® f de las matrices de Ay B.

La nocidn de producto tensorial de matrices puede extender
se a un nimero finito de factores mediante la fdérmula de recu-

rrencia.
a® ...Qa = (a0 ®.,.Q0p-1) @ ap,
Los términos de esta matriz son de la forma

iy iz ip _ T fp
kg Y2ky v Coky T Prpky e

Ejercicio 5.12.1. Determinar la fila y la columna de la matriz

@,® ...®a, a la cual pertenece el término ﬁr"r‘
sk

Ejercicio 5.12.2. Demostrar la propiedad asociativa del produc-

to de matrices

(@ 0,) @ 5 = o @ (a; @ ;).

5.13 Traza de los endomorfismos de un espacio de dimensidn finita.

Sea V un espacio vectorial de dimensidn n. Se deduce de 1la
aplicacidon D de la seccidn 5.5 y del ejercicio 5.5.2 que el es
pacio L(V;V) = &(V) de los endomorfismos de V es el producto
tensorial V ® V* cuando la aplicacidn universal ¢:V x V*#—> &(V)
se define por

[e (v, F)I(x) = f(x)- v,

Dada la aplicacidn bilineal #8: V x V* - F definida por 0(=x,f)
= f (x) existird la funcidn lineal Gnica 7: &(V) - F tal que

6 = 7 0y,

197



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

Se ve de esta manera que 7 hace corresponder a cada endomorfis-
mo Te&(V)un escalar determinado 7(T) que es funcidn lineal de
T y que es invariante respecto de los cambios de base de V. Va-
mos a obtener ahora una expresidén de 7(T) para una base dada
{e/,...,e,} de V. Designemos por {e’,..., e"} la base dual
de V*. Puesto que T es un elemento del espacio &(V) que es una
representacidn de V ® V*, podra escribirse

n n . "
T = % b a;p(ei,e’].
=1 j:j

Por consiguiente,

n n A ; " L i .
) z ﬂt;(row)(ei,e") = ¥ B cc;ﬂ'(el_,eJ]

1j=1 i=1 j=1

(T)

z z a} ej(ei) = 3 a . (5.13.1)
o

i=1 j=1 i

Ahora bien,
n l . n n " 5

T(e, ) = z ocj[w{e'.,ef )1 (e ) = _>_3: EIoc}’,.lee"(e,‘)-ei
o =1 j=

Luego la matriz de Ten la base { e;} es justamente (o:;f ) Por
consiguiente la formula (5.13.1) expresa que el escalar 7(7T),
que corresponde a T por la aplicacidn 7es igual a la suma de los tér
minos de la diagonal principalde la matriz que representaa en una base_
cualquiera. Dicha suma, seglin ya hemos visto en la seccidn 13.2,
Pte.I, se 1llama traza de T.

El teorema 5.12.1 y la formula 5.12.2 permiten reconocer
que la traza del producto tensorial de los endomorfismos Ae & U)
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y B e &(V), cuyas matrices respecto de las bases & deU y F de
V son « y B, es dada por

(A ®B) = (a + ... +a) (B, +...+B]) = 7(A) 7(B).

Es decir que la traza del producto tensorial de dos endomorfis-
mos es igual al producto de las trazas de dichos endomorfismos.

5.14 Componentes de un tensor del producto tensorial de espacios
de dimensién finita.

Las siguientes consideraciones se refieren a tres espacios
vectoriales U, V, W de dimensiones m, n, y p respectivamente, pe
ro se extienden sin ninguna dificultad a un nimero cualquiera de
espacios de dimensidn finita. Supongamos que f{e; }, {f}. ¥y 1g, )
son bases de U, V y W respectivamente, y consideremos tres vec
tores cualesquiera

u=2uie., v =% vlf w=2wkgk.
i ; j i k

Se tiene entonces

t =u®ve@uw-= szzudure® f ©®g .
i .F ¥ ! i k

. ik ; .
Por tanto, si t'’" designa a la componente de t relativa al vec
tor de base ¢ @ f; @ 8, se tendra

ijk k

t = u' v wt,

es decir que esa componente es igual al producto de las compo-
nentes de u, v y w respecto de e, , f}. y & respectivamente.

Ya vimos en la observacidén A de la seccidn 5.6 que no es
conveniente, en general, identificar a los espacios U@V ® W
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y VOU®W. Asi z -v®u®w y t=u®v ®w deben considerar

se como tensores distintos en general.
La componente de z relativa a ,i'JF Re, ®g, es

FIL I B U

Consideremos, en particular, el caso del producto de varios es-
pacios que son iguales a V o a su dual V*; sea por ejemplo
V® V¥ ® V., En este caso, si & = (¢} es una base de V y
&% = {e*} es la base dual de V*, referiremos el producto ten
sorial a la base {e; ®e*® e, }, y la componente de t= x @ y* ®z
relativa a ¢ ®e*/ ®e, sera

tith o y, z*
i I

» (5.14.1)

donde la ordenacidn de los indices superiores e inferiores es tal
que basta para mostrar de inmediato de qué producto tensorial de
espacios Vy V* se trata. Asi por ejemplo,

ijk ik ij* w3k
t ] tijk’ t!’ ] ¢ k2 ij ? ik ?

son elementos de los espacios
Ve Vve Vv, V*® V@ V*, VFER@ Vev, Veve v,
VRe Ve Vv, VE®@ V ® V*, V® V¢ @ V|
respectivamente.
Los elementos de cada producto de espacios vectoriales igua

les a Vo a V% se llaman tensores sobre V, denominacidn que se em
plea tambi&n en el caso en que V no es de dimensién finita.
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5.15 Producto tensorial de subespacios y de espacios cocientes.

Teorema 5.15.1. Dados los espacios Uy V y sus subespacios U, C U
v, C V, sean: (Z, ¢) el producto tensorial de U yV,y¢, la restric
cion de ¢ al subconjunto U, x V,,y Z,=1Im ¢, la imagen de v,
entendida como el subespacio de Z generado por los elementos de
¢, (U, x V). Entonces (Z,,¢,) es elproducto tensorial U, ® V,,
y podemos decir que estd contenido en U® V, En particular,
U ®Vy U®YV, estan contenidos en U®V y son por tanto sub-
espacios de dicho espacio.

Demostracién. El par (Z,,y¢;) cumple evidentemente la condicidn
Tl. Para probar que es el producto tensorial U, ® Vv, podemos
aplicar el teorema 5.5.1. Sean {a;} , y (b };e; dos familias 1i.

de elementos de U, y V, respectivamente, y por tanto l1l.i, en U
y V. En virtud del teorema 5.5.1 1los elementos del conjunto

{w(a,.,bj)}].ﬁ’ jey son 1.i. en Z. Puesto que v(g,, b,-‘) =¢,(ay, bj)’

resultard que {y,(a, bj ) ¥oyey serd un conjunto de vectores
L]

i€J
1.i. de Z,; y por consiguiente (Z,, v, ) es producto tensorial

de U y . =

Teorema 5.15.2. Con las mismas notaciones del teorema anterior,
el producto tensorial de los espacios vectoriales cocientes (Pte
I, seccidn 2.4) U/y, y V/V, es el par (U® V)/T(U;, V), ¥) en
donde

V,) =UI®V + U®V1.’

v: U/U, x WV, = (U® V)/T(U,V)

es la aplicacidn bilineal ¥ = 7o ® compuesta de la aplicacidn
tensorial ®: U x V=>U® V y del homomorfismo candnico (Pte.l,
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seccién 2.4) n: U@ V> (U®V )T, V,), de manera que se tiene
V(u, v) =a(u @ v),

donde EeU/U.., ve V/iV,, y u yv son elementos cualesquiera con
tenidos en u y v respectivamente.

Demostracidén. Segiin el teorema anterior U, @V y U® V, son sub
espacios de U ® V = W, luego podemos considerar el subespacio
de W

W, =T (U, V) =U, @V + U® V; ,

y el homomorfismo candnico = : W=+ W/W, que es desde luego una
aplicacidn lineal.

Si u es un elemento arbitrariamente elegido de wueU/U,
cualquier otro elemento de u puede expresarse en la forma u+u,
donde u,eU, . Semejantemente, si veve V/V,, los elementos de
v se expresan en la forma v +v;, donde v,eV,. Se tiene entonces,
cualesquiera que sean u+ u,€u y U +U €U,
m((utuy) @ (v,v;)) = 7(u®v) + 7 (u@uv;) + a(uy, @ (v+v,));

y puesto que u ® v, + u, ® (v+v,) e W, se tiene que
a((u+u) © (v+v,)) = 7(u®v),
es decir que el valor n(u ®v) es el mismo cualesquieraque sean

los elementos ueu y ve U que se consideren. Resulta por tanto
bien definida la aplicacidn bilineal
. U Vi Wy
L A W
para la cual es #
Y(u,v) =n(u ®v), (ueu,vev),
Vamos a probar ahora que el par (W W,, ¥) es el producto
tensorial U/U, @ V/V,
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Sabemos que los elementos u ® v generan a W; luego, los
elementos n(u ® v) generan a WW k6 es decir que los elemen-
tos ¥(u,v) generan a este Gltimo espacio, y por tanto se cum
ple la condicién Tl del producto tensorial. Vamos a demostrar

la condicidn T2.

Sea H un espacio vectorial cualquiera, y
B,: Uy, x VIy, > H
una aplicacidn bilineal. La aplicacidn $: U x V = H definida
por
B(u,v) =8, (u,v), (ueu,vev),
es también bilineal; y, en virtud de la propiedad de factoriza

cidn del producto tensorial, existe la funcidn lineal bien de-
terminada f: U ® V= H tal que

flu® v)=6(u,v) = B, (&,0).

Se tiene por tanto que

f(u, ®v) = B,(0,y)
y f(u®uy)

0 para u;eU , veV

B,(u,0) 0 para ueU, yeV,.

Puesto que T(U,,V,) = W,, nidcleo de la aplicacibn lineal
m, es el subespacio generado por los tensores u, @ v y u ® v,
tales que ueU, weU,, veV, vyeV,, resulta que Ker n C Ker f, y por
tanto la aplicacidén lineal f, : WW, - H que es bien definida
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por la relacién (ver el ejercicio 5.15.2) f,(w) = f(w) donde
weW/W, y wew, tiene la propiedad

fpom=17f .
Por consiguiente,
Bu, v)= f(u ®uv) = fi(n(u®v)) = f,(Wu,v)),

de donde resulta que f = f °¥, y por tanto ¥ cumple la condi-
T2.

Corolario. Si (U/U; @ V/V;, ®) es el producto tensorial de
Uu/u, y v/v,, existe un isomorfismo natural

81 5 U/U; ® V/VI—F{U ®V}/T(U;,V;J "

tal que, si 7 es la proyeccidn candnica.

m: UGBV = (UWT(U,V,),
se cumple que
g(u®v) = 7(udv)

para ucU/U, ,VeV/V,, ueuy vev,

Demostracion. En virtud del teorema anterior el par
(uv® v)/T(U;,Vy), ¥) es producto tensorial de U/U, y WV,.
Puesto que {U/q‘ ® WV:’ ® ) es tambi&n producto tensorial de los
mismos espacios, el teorema de unicidad del producto tensorial
(teorema 5.2.1) implica que existe un Gnico isomorfismo
— U/UI ® V/‘; 5 {UXV}/T(U,,.V,) tal que

¥ = g o®

y por tanto
g(ud®v)

n
L]
—
=1
-
=1
S’
[
3
—_
=
®
-]
S’
[ ]
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*Ejercicio 5.15.1. Dada la aplicacidén bilineal
p: Ux V = W,

y los subespacios U C U, V, CV y W, CW, supongamosque se
cumplan las condiciones

w(u,v)eW,, para todo (u,,v)el xV
y p(u, yleW, para todo (u, v,) T UxV;

y sean p: U -Fq'U, y O Vor WV,, m: W ->W/H§ , los isomorfismos ca-
noénicos. Existe entonces la aplicacidén bilineal

Tﬂ‘:U/UI % V/"E > W/W, tal que @(u,v) =na(pe(u,v)) para todo

wueUy, y veVv,, y para u y v tales que pu=u y ov=u.

*Ejercicio 5.15.2. Si f: U—->V y g: U—= W son dos aplicacio
nes lineales tales que

Ker g CKer f,

existe una aplicacion lineal f,: Img =V tal que

5.16. Imagen y nicleo del producto temsorial de dos aplicacio-
nes lineales.

En la seccidn 5.11 hemos tratado acerca del preducto tenso
rial de dos aplicaciones lineales. En esta seccidn vamos a valer
nos de resultados de la seccidn anterior para obtener expresiones
de la imagen y del nficleo’'de dicho producto tensorial.
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Teorema 5.16.1. Dadas las aplicaciones lineales A: U—->W y
B:V =2, se cumplen las relaciones

Im(A®B)=ImA @ ImB (5.16.1)

Ker (A®B) =Ker A ® ImB, (5.16.2)

Demostracién. Segln hemos establecido en la seccidn 5.11 es
(A ®B) (u®v) = A(u) ® B(v)elm A ©® ImB.

Como esta relacidn se cumple para cada elemento u ® v descompo-
nible de U® V, se extiende en general para cada elemento de
U® V. Ademas, cada elemento de ImA @ Im B es de la forma

TA(y)®B(v;) = T (A®B)(y ® v )

n

(A®B) T (uy ® v;,) elm( A®B).

Por consiguiente,

ImA® ImB .

Im( A ®B)

Vamos a demostrar ahora la relacidn (5.16.2). Las anlica-
ciones lineales A y B dan lugar a las aplicaciones lineales in-
yectivas

A: Ugera »w y B: Yker B 2
tales que
Au = Au y Bu = By,

donde u es un elemento cualquiera de la clase u de UﬁhrA y v
es un elemento cualquiera de la clase v de Ykep. La aplicacidn
lineal (seccidn 5.11, observacidn 2)

A "QE: wKerA @ V/KerB = W@Z,
dada por
(A®B)(u®v) = A(u) ® B(v),
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es también inyectiva. En efecto, consideremos las aplicaciones

lineales
;l-' 3 Im;!' “"%rA Y E' :Imﬁ "W&rB,
tales que

(Ad)=u y B (Bi)=17.

=

Se tiene evidentemente

Doed=1= y B oB =1

donde Iy e Iy son las aplicaciones idénticas de U = Ugg 4 y

V= VYgerp , respectivamente. Puede escribirse entonces

)= (A'®@ BY(Au ® Bv)

=

[((A'®@ B') o (A®B)] (u®
(A'° Ay u ® (B'°B)v

[(A' cA) @(B'sB)] (u ®@v) .

Se deduce de aqui, puesto que (U @Iy (¥ €v) =1 (u)@I-(v)=u

y por consiguiente Ig®I; = Ijgy , que
(A'@ B') e (A®B) = (A°h) @(B'°B) =158 I5=Iz g7 »

y por consiguiente A ® B es inyectiva.

Consideremos las proyecciones candnicas

Ty U_’U/KerA ’ m: V> Vige p
y
m: UOV > (USVrkera, KerB) *
donde

T(Ker A, Ker B) = KerA® V + U® Ker B .

Se tiene entonces por la definicién de A y B.

1_101rI=A y §°ﬂ2=B_

®;
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Seglin el corolario del teorema 5.15.2 existe un isomorfismo
£: Yke A ®Vigerg = (UBV) /T(Ker A, Ker B)
tal que

g(n,u @ m v)= T(u® v) .

Definamos ahora la aplicacidn lineal
x: (U® V) T(Ker A, Ker B) - W® £

tal que

x =(A®B) og!

-1 . . = = . a .-
Puesto que g es un isomorfismo y A @ B es inyectiva x también
serd inyectiva. Ademds, si ueUyveV son arbitrarios, tendremos

(xow)(u®v) =((A®B) o g™l) n(u@v)

=((A® B)og!) g(n,u® myv)

(A® B) [rr,u ®172U']

A(r; u) @ B(myv) = Au® Bv
= Au @ Bv = (A®B)(u®uv),
de donde resulta que
xem = A® B,
Puesto que x es inyectiva, xem se anula donde se anula m. Por
consiguiente
Ker (A ®B) = Kern = T (Ker A, Ker B)

Ker A@ V+ U®KerB, =

Corolario 1. Si Ay B son inyectivas, A® Bes inyectiva y si
A y B son sobreyectivas, A ® B es sobreyectiva.
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pemostracidn. La primera parte se demuestra en forma semejante
a la que hemos empleado en la demostracidn del teorema anterior
para poder probar que A®B es inyectiva.

La segunda parte es una consecuencia inmediata de la férmula
(5.16:1); =

De los teoremas 5.15.2 y 5.16.1 resulta inmediatamente el
corolario siguiente.

Corolario 2. Si m designa al homomorfismo candnico de U® V so
bre (U®V)”Ker(A@B)’ y si

¥: Yera x Ygap = (UV)gr(a0 B
es la aplicacidn bilineal definida por la relacidn
Y(u, v) =mn(u,v)
donde wueu €U y vev e Vigor g, entonces el par

[(U®V)/Ker(A xB) °* ¥l

es el producto tensorial de Upgpr n ¥ Vigers -

5.17. Producto tensorial de aplicaciones y de funciones bili-
neales. Dualidad entre productos tensoriales de espacios vecto
riales.

El siguiente teorema proporciona el producto tensorial de
los espacios de aplicaciones bilineales B (U,U'; U")yB(V,V';V"),
donde U,U',U",V, V'y V" son espacios vectoriales dados, como un
subespacio del espacio de aplicaciones bilineales B(URV,U'@V';
U"xV"), con lo cual queda definido el producto tensorial de dos
aplicaciones bilineales.
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Teorema 5.17.1. La aplicacidn bilineal
x: B(U,U'; U") x B(V, V';V") = B(U®V, U®V'U"®V"),

tal que para ®eB(U,U"; U"), Ve B(V, V'; V")
lesquiera, es

xeU, x'eU', yeV, y'eV' cua

3

x(e, ¥)(x@y, x'®y") = o(x,x") ® ¥(y, ¥'), (5:17.:1)

es bien determinada, y el par (Im X,X) es el producto tensorial
de los espacios B(U, U';U") y B (V,V'; V'), y se tiene por con-
siguiente

Q¥ = x(d,V). (5.17.2)

Demostracidén. Para demostrar la existencia de la aplicacidn bi
lineal x(®,¥) que cumple la condicidén (5.17.1) consideremos las
aplicaciones lineales

f: ve@u -y y g1 Ve y sy
que corresponden a las aplicaciones bilineales , por las res

pectivas aplicaciones universales ®: UxU'-»U®Uy ®: VxV'>VQV,
Se tiene por consiguiente

b= f°@ y ¥ = go@® .,

f ® & es entonces (ver la seccién 5.11, y en particular la ob
servacidon 2 ) una aplicacién lineal de (U®U') & (V®V') enU"&V"
tal que

(fog)((x €x') ®(y@y)) = fx&x")Og (y&Y')

P(x, 2') @V (y,y).

Sea ahora
S: (U V)@(UeV') = (UsU") @(V eV

el dnico isomorfismo que cumple la condicidn
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S((x @y) @(x'®yp")) = (x©x') @(y ®y'),
que existe por la aplicacidn de las relaciones 1. y 2. del teo
rema 5.6.1, y la observacidén B de la seccidn 5.6.
Podemos definir ahora la aplicacidén lineal
(f ®gleS: (UBV) @ (U'RV') =» U"Q®V",
y por consiguiente la aplicacién bilineal
x(®,¥): (UQRV)x (U'®V) = U' V"
tal que
x(2, WM (w,z)= (f @g)(S(wz)), weU® V , zeU®V',

Se sigue de aqui que

(7@g)((x @x") ® (y®y')

n

X(2, VN (xQ y,x @y
= @ (x, x")®@ ¥ (y,y')

y por tanto x(®, ¥) cumple la condicién (5.17.1)

Probemos ahora que el par (Im x,x) es un producto tensorial
de B(U, U';U") y B (V, V'; V"), Deberemos probar, simplemente,
en virtud del corolario 4 del teorema 5.5.1, que 1la aplicacidn
lineal

g : B(U, U;U") ® B(V,V'; V")
>B(UV, U V'; U'® V")
tal que es x =g° ® donde ® designa a la aplicacidn universal

B (U,U';U") x B (V,V'; V") - B (U,U'; U") ® B(V,V';V"),

es inyectiva,

Sea w un elemento de B(U,U'; U") @ B (V,V'; V") tal que
g(w) = 0. Bastard probar que la suposicidn de que w#0 implica
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contradiccidn. Supongamos pues que w#0, CSegin la propiedad
ITT de la seccidn 5.4 puede escribirse

w= X & ® VY, ® e B(U, U";U", YeB(V, V'V,

donde los & y los ¥ son 1l.i.

Se tiene entonces

T r
g(w) = £ g(% @Y ) = Z x(¥, %) ,

i=1 i=1
y por tanto la suposicidn g(w)= 0 implica que

Z (9 (x,x") 3 ¥y, »")) =0, (5.17.3)

i =1

para cada (x,x')e UxU y (y, y') eVxV',

Puesto que ¢, no es nula, puede escogerse el elemento
(a,b)e UxU' tal que P (a,b) # 0, Sea p=1 el nimero maximal
de vectores @®,(a,b),... ® (a,b) que son 1.i. Podemos suponer
por consiguiente que ¢;(a,b),...,®,(e,b) son 1l.i. Se tiene
entonces que

d)}. (a,b) =

Mo

P P A e
1

y de (5.17.3) se sigue

» r »
Z(2(ab)@Y. (y,y))+ I (I A ®(ab)® v, (y,y")) =0
i=1 " jp=per i=1 I
para (y,y')eV xV' cualquiera. Es decir que
r r
B[%(sb) ¢ 2 0%, B0n2N " Byl - 0
i =1 j=p+1
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para cualquier (y,¥")eV xV',

Puesto que los & (a,b), i=1,...,p, son 1.i., la propie-
dad IV de la seccidn 5.4 implica que

‘I’,‘()’,.')")‘{P z ?\J.',"I'_,'(y,yl)=0 1 = boug 2Dy
j=p+l

para cada par (¥, ') e Vx V'. Por consiguiente

r

. + T A, ¥ = 0

1 j! j 3
j=pt1
lo cual contradice la suposicidn de que las ‘lj son 1.i, Yy por
consiguiente debe ser w =0, Es decir que g(w)=0, implica
que w=0, vy por tanto g es inyectiva. =

Teorema 5.17.2. Dados los dos pares de espacios vectoriales
(U, U'") y (V, V"), y dos funciones bilineales &: U xU' — IF y
¥: Vx V' > F, ® ® ¥ es una funcidén bilineal definida sobre
(U® V) x (" ® V'), tal que

(2@ ¥)(x @y, x'®@ y') = &(x, x') ¥(y, ¥".

Ademé@s, para que $ ® ¥ sea no degenerada (definicidn 2.1.
2), es condicidn suficiente que ¥ y @ sean no degeneradas. Esta
condicidn es también necesaria si ninguno de los espacios U,
U',V, V! se reduce al vector nulo.

Demostracion. E1 teorema 5.17.1 permite establecer que *® ¥
es una funcidn bilineal definida sobre (U ® V) x(U'® V') y con
valores en IF® IF = IF (ver el ejercicio 5.4.1), y se tiene
(P®V)(x®y, x'®y') =o(x,x)Q¥(y,y) = ®(x,x") ¥(y,y').
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Probaremos ahora que ¢ & ¥ es no degenerada si ® y ¥ son

ambas no degeneradas.
Consideremos las aplicaciones lineales

0 U = LU, Y:VL(V), 0:URV - LU'® V'),

cuyos valores, v

a 7

¥,, 6., para aeU,beVyceU®V sonde
finidos por las relaciones

g, (x') = @(a,x"), Y(y') = ¥(b,y"), 6,(2")=(P ® ¥)(c,2"),
(5.17.4)
donde x'eV', y'eV', 2'eU' @ V',

Existe entonces (seccidén 5.11, (5.11.3)) la aplicacidn 1i-
neal

¢y @Y : U@V > L(U') @ L(V")
tal que su valor para a @ be U® V es
(¢ @ Y)(@®b) = p(a) @ Y(b) =¢, ©® ¥,

para aelU; beV,

Seglin se ha visto en la seccidn 5.11, L(U') @ L(V') es un
subespacio de L(U'® V'). Vamos a probar que

0 =i o(p®y), (5.17.5)

donde i es la aplicacidn de inclusidn de L(U") ® L(V") es
L(U' ® V'), Se tiene en efecto (ver la seccidn 5.11)

i (v V) (a®b)]( @y ) = [i (¢, ®@¥,)] (x' By

= ¢, (x')® ¥Y(y')
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= ®(a,x') ¥(b,y")"

De (5.17.4) se sigue

0, @b (x' @ y'") = (2®V)(a @b, ' @ y') =d(a,x") (b,y'").

Por consiguiente, se tiene

i((v ®V)(a @) = 0,4, aeU, beV,

de donde se deduce la relacién (5.17.5), y puesto que i es inyec

tiva resulta

Kerto = Ker(e @ V) .

La ecuacidn (5.16.2) nos permite escribir entonces

Ker 0= Kery @ V + U ® Ker y. (5.17.6)

En la seccidén 4.1 hemos introducido las nociones de radi-
cal izquierdo y derecho de una funcién bilineal. Vamos a repre
sentar ahora los radicales izquierdo y derecho de las funciones

bilineales

d: Ux U = F, ¥: Vx V' = F y &@¥ (UV)x(U'@V') = F

por

Ny® ¥ N,®, N(D Y N,(¥), N,g (2@ y N, (26@¥),

respectivamente.
Los nficleos de las aplicaciones lineales 6, ¢ y ¢ son

Ker 6 ={ ceU® V|[(®® ¥)(c,z2')=0, ¥2eUOV'}=

1) Debe tenerse presente aqui que v, (x') y ’f’,,(y'} son escalares y por tanto
e, (xH® Y (¥ = ¢ (x) ¥ M.
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= Ny, (20@¥),
Ker ¢ = {ae U |®(@,x') =0, + x'eU'} = Nu(tb'),
Ker v = {be V|¥(b,y')=0, ¥ y'eV'} = N (¥).

Por consiguiente, la relacidn (5.17.6) puede escribirse

N

Loy (2@ ¥) =N, (9) ® V+ UGN, (V).

En forma andloga, permutando los papeles de (U,V) y (U,\V'"),
puede probarse la relacidn

Nyg (@ @¥) =N () @V'+ U'@N, (V).

® @ ¥ es no degenerada si se cumple que

Nu®v(¢®qx} =NU,®V,(¢>® ¥) = {0}.

Para esto es suficiente que se cumplan las condiciones

N(®) =N (®={0} y N, (¥)=N,(¥)={0}, o sea que ¢y V¥
sean no degeneradas. Es claro que si ninguno de los espacios U,
U, Vv, VV se reduce al vector nulo, estas iltimas condiciones son

necesarias para que @ ®¥ sea no degenerada, ®

Corolario 1. Sean (U% U) y (V*, V) dos pares de espacios dua-
les. Los espacios U* ® V¥ y U ® V sonentonces duales, y el produc-
to escalar sobre esos espacios, que cumple la condicidn

< k@ yF, @y >om L xMox > YRy > (51757 )
donde xeU, x*e U*, y eV, y*¢ V*, es {inico.
Demostracidon. Consideremos las funciones bilineales

®: U¥x U—+F y ¥: V¥x V> IF constituidas por los productos es
calares correspondientes a los pares (U* U) y (V* V) de modo que
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C(a¥*,x )=< x* x>, W(y*,y) = <y*,y>.

Las funciones ® y ¥ son no degeneradas en virtud de la de-
finicién del producto escalar (Pte.l., 4.1). Luego, segln el
teorema anterior @ V¥ : (U*® V¥ x(U® V) - F es una funcidn
bilineal no degenerada, es decir un producto escalar de los es-
pacios U* ® V¥ y U ® V, los cuales, por tanto, son duales en-

tre si.

Podemos escribir entonces
<t* t > =(0® @V)(t* t) para t*U* @ V¥, teU® V,

y se cumple por tanto la condicidén (5.17.7) .

El producto escalar que hemos definido sobre el par de espacios
(U*®Vv*, U®V) es el Gnico que cumple la condicién (9.17.7) . En efec-
o) ©1

e : (kF®V )x (UBV) = F
es una funcidn bilineal tal que
O(x*® y*,x ® y) =<zx*,x ><yky >=(¢ @¥) (x*® y*, x® y), entonces,

puesto que cada elemento de U* ® V¥ yde U ® V puede expresarse
como combinacidén lineal de tensores descomponibles, la relacidn

anterior implica que

O(t*,t )= (& @ V) (t*,t), Y t*eU* @ V¥ | teUQV .

Resulta de aqui que

© =& Q@v¥, =
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Corolario 2. Dado el par de espacios duales (U¥,U), el par
(U¥ ® U, U® U*¥) es dual, con un producto escalar tal que
LE*R x, ¥ QYE> =K%, ¥y 22 Ly, 98, Lo,y 6 Uy ¥, y%e UF),
y el par (U x U*¥ U ® U¥%) es dual, con un producto escalar tal
que

Cx@x*t, y@yr B>=Jxt 9> x, 9% >,

Demostracidn. La primera parte se prueba aplicando el teorema
anterior a los pares duales (U*, U) y (U, U%).

La segunda parte resulta de la primera cuando se tiene en cuen-
ta que la aplicacidn «x* ® x I=» x ® x* determina un isomorfismo
de U* ® U sobre U ® U*¥ (teorema 5.6.1) .

Corolario 3. Sean (U,.*, ug), i =1,...,p, paresdeespacios

duales. El par (U*® ... ® Up*’ U, ... ® Uy) es entonces dual,
con un producto escalar que cumple la condicidn

<« ® ...0 4, %, ® ... 8 x, >=< xl’xf S, e xP,xp >,

P

en donde x'e U, x;eU .,

Demostracidén. En el corolario 1 hemos probado este corolarioen
el caso en que p=2. EIl caso general puede probarse por indi-
cacidn respecto de p. Supongamos que la proposicidn se cumple

para p-1. E1l par

((U;*@ ®Up*-l) @ U, (U;® ... U,-;) @ U, )

es dual del producto escalar tal que
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<(x!® ...O0xP1)® £Py (x, ®... 9 2,.,)®x, >
=< x'® ... xP7, x, ® ... ® x,., >< oz, >
= £ whpng e Lxb Xy ><x3’,xp>.
Los isomorfismos (U, ® ...® U,.;,) ® U, > U ®...® U, y
(UF® ... ® U;_!] ® q; SUF® ... ® U permiten establecer
entonces que (UF @ ...® UP*, e ...® U,) es un par de espacios
duales con un producto escalar tal que
<z @ . @2 x,® .. B x,>
= 1 -1
= <(«"®...0 )@, (2, ® ..-8x,_,)Ox >
= <x1’xj>...<xf"xp> =

§ 6. Tensores afines sobre espacios de dimensidon finita.

En este pardgrafoyenel siguiente, en que nuestra exposieidn se orienta
hacta las aplicaciones del edleulo tensorial, vamos a considerar exclusi
vamente espacios vectoriales de dimensidn finita. Supondremos, en particular,

que V es un espacio de dimensidn n,

6.1 Espacio tensorial afin. Tensores afines contravariantes y
covariantes , Tensores mixtos.

Definicidon 6.1.1. Dado un espacio vectorial V de dimensidn n, se
llama espacio tensorial afin sobre V de orden r = r' + r", r' veces con-
travariante y r" veces covariante, al producto tensorial de r espacios,
de los cuales r' son iguales a V y r" son iguales a su dual V¥
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Los elementos de tal espacio se llaman tensores afines de orden T,
r' veces contravariantes y r" veces covariantes. Asi, por ejemplo,
V® V¥ ® V es un espacio vectorial afin de orden 3, dos veces
contravariante y una vez covariante. También lo son los espacios
VR V@ V¥ y V¥#® V® V., Cuando r' y r" son distintos de cero
se dice que los tensores afines son miztos. Dos tensores que tie-
nen el mismo orden de contravariancia y el mismo orden de cova-
riancia se dice que son del mismo tipo .

Si r"=0 1los tensores se llaman contravariantes, y sir'=0,
covariantes. Es claro que estas denominaciones son relativas, por
cuanto el dual de V* es V y por tanto sus papeles pueden in-

tercambiarse.

Los vectores de V y V* se consideran como tensores de pri-
mer orden, y se llaman vectores contravariantes y covariantes respecti-
vamente. A todos ellos se les considera como tensores descompo
nibles (Ver la definicidén al final de la definicidmn 5.7.1).

Los escalares se consideran como tensores de orden cero.

En vez de las expresiones r' veces contravariantes y r" ve
ces covariantes puede decirse r' -contravariante y r"-covariante.

Para cada par de nfimeros enteros (r',r"), r'>0, r">0, de
'
r - -
signaremos por ®r,,V al espacio tensorial afin

<
n

V® «.-.@V ® V¥R ., @ V*,
M'-—-—V—'--../

r' factores r" factores
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Asi, por ejemplo, se tiene

@V = VO VRV,

'

€Vv=Ve ..V,
\--—""\/"'——-l

a

r' factores

r

®”V= V*@_,.@V*.
\-“\/..--J

r" factores

Convendremos en escribir.

0 ] 1 o
v = v, &V =9V, V-F, §V=V, &V = V=,

Observacidn 1. Aun cuando los tensores, y en particular 1los
vectores, pueden designarse con una sola letra, emplearemos en
ocasiones las notaciones ¥, , x,, ..., con indices inferiores pa-
ra designar a los elementos de un conjunto de vectores contrava-
riantes, y las notaciones x', x? 5 +++, con indices superiores, pa
ra designar a los elementos de un conjunto de vectores covariantes
Estas notaciones no deben ser confundidas con las que vamos a in
troducir después para designar a los escalares que son componen
tes de vectores contravariantes o covariantes. Si v es un vec-
tor contravariante sus componentes respecto de una base { ¢ } de V
se designan por v’, v?, ..., con indices superiores; y si u es
un vector covariante sus componentes respecto de una base {e/} de

V* se designan por u u,, ..., con indices inferiores; de modo

J ¥
que puede escribirse
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Observacidn 2. En virtud de la definicidn 6.11, si se tiene en
cuenta lo expresado en la seccidn 5.5, aplicacidén D, 1los ele-
mentos de los espacios B (V, V)*, B( V*,V*) y L (V*,V) pueden
considerarse como tensores dos veces contravariantes; los ele-
mentos de los espacios B( VXV¥* B(V,V) vy L£(V;V¥H, como tenso
res dos veces covariantes; 7y los elementos de B (V, V¥)¥
B(V*,V)*, B(V,V¥* B(V* V), L(V;V) y L(V*¥; V*), como ten-
sores mixtos de segundo orden una vez contravariantes y una vez
covariantes. Si se tiene en cuenta la segunda parte del enun-
ciado del ejercicio 5.10.5 se obtienen espacios tensoriales afi
nes de orden mayor que 2.

6.2. Componentes de los tensores afines. Sea &={e¢, , ..., e,1}
una base del espacio V. Dado que no estamos suponiendo que V
es euclideano no hay inconveniente en representar a la base dual
en la forma &*= {e!,..., e"} porque no puede confundirse con
una base reciproca (Pte.I, definicidén 17.8.1).

La notacidn que vamos a emplear para designar a las compo-
nentes de un tensor afin, dada la base & del espacio V, puede
ser descrita con ayuda de un caso particular que se extiende sin
dificultad al caso general.

Consideremos por ejemplo al espacio vectorial afin
VOVO®V*® V®V* de orden 5, 3 veces contravariante y 2 veces
covariante. A la base & le corresponde candnicamente la base for

3

mada por los n’ tensores

e, e e @ ¢ ® &,

donde cada indice puede tomar por los valores I, 2, ..., n, Si
t es un tensor del espacio que consideramos escribiremos
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o g S
t = z t’*"jfe,‘, € e,® ¢ e, @,
boyi g gkl

donde estd sobreentendido que la suma es mdltiple y se extiende
a todos los valores de I an que pueden tomar los cinco indices.

Los indices superiores (h,i y k en el ejemplo anterior) se
llaman también indices contravariantes, y los inferiores (j y I
en el ejemplo) se llaman indices covariantes. La disposicidn de
los indices permite reconocer de inmediato el espacio tensorial
afin a que pertenece el tensor.

De conformidad con el convenio precedente los tensores afi
nes de componentes
k i ki

ik i ij
55 Vs S Vg o T o B

ijk
s

t
pertenecen, respectivamente a los espacios
VR V@ V, V*®@ V@ V, V*®@V*@ V, V*Q@V*QV*,

VOV*® V, VOV*Q@V* V*® VR V* V@ V@ V*,

Observaci6n 1. Dada una base {e;} de V y la correspondiente ba
se de un espacio tensorial afin cualquiera, las componentes de
un tensor de ese espacio pueden expresarse de manera
sencilla mediante las componentes de los vectores factores.

La precedente afirmacidn puede comprobarse con un ejemplo.
Sea t = u® v*@ w un tensor del espacio V® V*® V. Dada la

base {e,,...,e, } de V puede escribirse
- i = j w2 k
u—E_uel., v—?u},el‘, w—fwek,
i i
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y se tiene por tanto

3

t = > u"vj. w"e‘.® el @ ek

De la simple observacidn de esta relacidn puede deducirse la re
gla general, vdlida para todos los tensores descomponibles. Pue
de observarse, en particular, que es indiferente el orden de los
vectores de la base {e;}.

Ahora bien, cada tensor puede expresarse como suma de un
nGmero finito de tensores descomponibles, luego sus componentes
se obtienen sumando las componentes de dichos tensores descompo
nibles, correspondientes a cada tensor de base, las cuales se ob

tienen mediante la regla antes establecida.

Observacién 2. Dados dos espacios tensoriales afines A y B ambos
r'- contravariantes y r"-covariantes, y una base { e} de V, en-
tre las bases que les corresponde puede establecerse una biyec-
cién en que a cada tensor de la base de uno de ellos le corres-
ponde el tensor de la base del otro que es el producto tensorial
de los mismos vectores de la buse de V que el primero, pero en el or-
den que corresponde. Asi, por ejemplo, al tensor

e,®e ®ei®e ®e! de la base de VR VOV*® VOV* le corres-
ponderd el tensor el e Ve ®e @ e de 1la base de
VER VO Ve V@V,

Si consideramos ahora en el espacio A4 un tensor descompo-
nible cualquiera, y le hacemos corresponder el tensor descompo-
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nible de B que es producto tensorial de los mismos vectores que
el primero pero en el orden que corresponda, resulta de la obser
vacidn 1 que ambos tensores tienen las mismas componentes res-
pecto de los tensores de las bases de 4 y B que se corresponden
de la manera antedicha; ¥y esa correspondencia entre los tenso-
res descomponibles es candnica, es decir independiente de las ba
ses. Asi, por ejemplo, al tensor ¢t de V® V® V*®@ V@ V* le
corresponde 7 de V¥ ® V® V@& V* ® V tal que entre sus componen
tes se cumplen las relaciones

para todos los valores de los indices.

La correspondencia anterior se extiende candnicamente, de
manera obvia a todos los tensores de Ay B,

De lo dicho resulta, en particular, que los tensores
de cualquier espacio tensorial afin r'-contravariante vy
r"-covariante esta en correspondencia candnica, de la manera di
cha con los tensores del espacio Vﬁ .

Observacidén 3. Dado un conjunto n” de funciones con valores es
calares, definidas sobre el conjunto de todas las bases del espa
cio vectorial V de dimensidn n, se dice que definen a un tensor
t del espacio tensorial afin qtlf, o bien que son las compo-
nentes de un tensor de Sﬁiﬁ donde r'+ r" =r, si pueden ser
designadas por

s 1, .
ti i S (i =1,..04m, k=1,.,.,r),
gk
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‘ i o gl
de manera que elvalor que toma la funcidn para una base

l.r""l"" r
dada cualquiera {e¢ } de V es la componente de t relativa al
tensor
e":® cee @ €, @ T @ .. ® e, (6.2.1)

L
de la base correspondiente de @:,,V.

- - - - 3
La correspondencia candnica que existe entre ®,V y cual-

quier otro espacio tensorial afin r'-contravariante y r'"-cova-
riante, seglin se establecid en la observacidn 2, permite asegurar
que si las n" funciones dadas son las componentes de un tensorde

'
Q'Sf,, V, también lo son de un tensor t' de cualquier otro espacio
tensorial afin r'-contravariante y r"-covariante. E1 valor que
g i

¥

toma la funcidn ¢ para una base dada cualquiera {e } deV

PR S B
es la componente de t' (relativa al tensor de la base del espacio

tensorial afin a que pertenece t') que corresponde al tensor
(6.2.1) de la manera que se vidé en la observacidn 2.

6.3. Convenio de sumacidn de Einstein. En el cdlculo préctico
con componentes de tensores es conveniente adoptar un convenio
que tiene por objeto suprimir los signos de sumacidn y simplifi
car de esa manera la escritura. Seglin ese convenio, que se lla

ma convenio de Einstein:

Cada monomio cuyos factores estdn provistos de indices literales superiores
e inferiores susceptibles de tomar determinados valores numéricos, st algu-
nos de esos tndices aparecen como tndice superior de un factor y como tndice
inferior de otro factor, entonces, salvo aviso en contrario, dicho monomio

debe considerarse como la representacidn abreviada de la suma de los monomios
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que resultan del monomio dado ecuando se atribuye a los mencionados indices
todos los valores posibles. Asi, si i=1,,,.,n; j=1,,.. ,m; yk=1, . p,

se tiene
n
i az i - 1 2 n
a x; I a'x; =a'x, +a‘x,+ ... +a"x,;
i=1
n m
1. e i
x5 x = Z z d x x
i=1 j=1
- 2 Im 21 nn
= a Xy Xy + a x,xz + . + a xIx,,] + a xzxj+_,,+a Xy X 3
- # S P i
a B xfi oyl 28 = a, !
iy B Mg &0 Er- 8 7 B Py N TR

= T | T T
O By ¥, 27720 + @y By v, %0 ¥ 22+ L.,

1 =P 1 1
+aIIBIr L R +aHﬁZrTstyzz el e

T

T
+ &ﬂ'.‘ ‘Gmr ‘}Ips xy'z

En algunos casos puede ocurrir que, dado un producto en que
ocurra un indice duplicado, no se quiera representar una suma
respecto de ese indice. En tales casos, en que se desee dejar
sin efecto el convenio de Einstein, deberid hacerse una adverten

cia expresa en ese sentido.

En adelante, en Lo que sigue del presente capitulo, emplearemos el con
venio en todos los casos en que sea posible hacerlo, salvo pocas excepciones.

Aplicacidén A. Férmulas de transformacidon de las componentes de
un tensor afin cuando cambia 1a base del espacio V.

Seglin sabemos (Pte.I, seccidn 6.10), dadas las bases {e } ¥

{e;1} del espacio V de dimensidn n, existen los escalares A’ ¥ A
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tales que se cumplen las relaciones
e; = Al'e, e, = Ae . (6.3.1)

Entonces, dado un vector cualquiera de ¥ se tiene

x = xi ef =x Ie},' ¥ (6.3.2 )
se cumplen las fdrmulas
= 4o 4 = Al A (6.3.3)

Sean ahora { e} y {e/'} 1as bases duales de {e;} y {ep). Dado
un vector cualquiera y del espacio dual V* de V, puede escri-
birse

y =y ¢ =y,9j (6.3.4)

de donde se deduce (recordar que V* se identifica con el espa-

cio de las funciones lineales sobre V)
= i = & =
y(ej} ye (ej) y 3 Y
. I
Yy Cep) = yoel () = yi &) =y, .

Por consiguiente se tiene que

y = y(e) e y = y(edel . (6.3.5)

Por otra parte se tiene

1]

i w et E B Bt 4l
dle) = o (4ey) a'sh - Al

i [h 3 k i koo 2 i
(e = e(4e) « Ayl

Reemplazando y por el en 1la primera de las: ecuaciones (6.3.5)y
por e en la segunda, y teniendo presente las relaciones prece-

dentes, resultan las formulas
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o ot i , e = A:, el , (6.3.6)

que son las formulas de cambio de bases de V*. Llevando las ex
presiones (6.3.6) a las ecuaciones (6.3.4) se deducen las fdr
mulas de transformacidn de las componentes de un vector de V¥,

i ,.
y, = Ay, , ¥y 2 A, (6.3.7)
1 ] ] i

donde las y, son las componentes del vector y € V* relativas a

la base {e'} y las %, son sus componentes relativas a la base
)

{e'}.

Las formulas precedentes nos permiten obtener las fdormulas
de transformacidn de las componentes de un tensor afin cuando
cambia la base del espacio V. Basta que consideremos un caso
particular para obtener un resultado de inmediata generalizacidn

Consideremos por ejemplo un ‘tensor cualquiera del espacio
V@V ® V* ® V® V*¥ dado por

= j !
t~tj;eb®e‘_®e @ek®e.

Aplicando las formulas (6.3.1) se obtiene

A .i’
¥ eb,®ef,®e"® e, ® e

_ 3L LGP O T (R
t = A A A},IA* A, t i

de donde resulta que las componentes de f{ respecto de la nueva
base del espacio tensorial que consideramos es

it k! _ogbtab b e bi ok
LA p = A4 A}_,Ak A, At i (6.3.8)
Semejantemente se puede ver que
i kb i A;"Ak A:' tb"i’ &' (6.3.9)
P R i T e | it U

La observacidn de las fdrmulas obtenidas permiten reconocer de
inmediato cudl es la regla general.
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La generalizacidon de las formulas (6.3.8) y (6.3.9)nos permite
demostrar que dados dos tensores pertenecientes a dos espacios tensoria-
les afines r'-contravariantes y r'"-covariantes, tales que para las bases de
estos espacios que corresponden a una base dada de V tienen las mismas compo
nentes respecto de los tensores de base que se corresponden segin la observa
cidn 2 de la seccidn 6.2, poseen la misma propiedad para las bases que se

corresponden a eualquier otrabasede V,

Para hacer ver este hecho nos valdremos nuevamente de un
ejemplo que basta para apreciar la validez general del enuncia-
do. Sean los tensores

t=t“_k e@e,@efﬁbe ® e
§ b i k

de VO VR V*®@ V®V* y
r=rb‘kej®e ®e,®ef®e
b i k

de V¥ @ VROV V*® V,

Supongamos, que para una base dada {e } de V, th,‘ k-, designa

a la componente de t relativa al tensor de basee, @ ¢; @ ef @ ¢, & ¢
bi k
5 e

te tensor de base e/ @ e, ® e, ® ¢/ ® ¢, , y que se cumplen las

designa a la componente de r relativa al correspondien-

igualdades

ght F g PR (6.3.10)

cualesquiera que sean los valores que se dé a los indices.,

Si {e;,} es una nueva base de V que se relaciona con ({e;}

mediante las formulas (6.3.6), las nuevas componentes de ¢ y 7 serin
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p' it i K 1 bi ok

= A

b Ai‘ﬂ'Akjh't i

bi k
f’

-
n

A AN B 1
KA AN AT
de donde resulta, si se tiene presente ( 6.3.10), que

b! ] k' 1 .0 kl
t ' - I = T P
j ! i

cualesquiera que sean los indices. =

El enunciado que acabamos de comprobar confirma lo expre-
sado en la observacidn 3 de la seccidn 6.2. Asi, por ejemplo ,

g bhik - 3
si t;.: son las componentes de un tensor ¢ del espacio &, V,

entonces los escalares

.bl' k _ t_bik
j ] i b

son las componentes de un tensor 7 del espacio V*@V@V® W@V,

Aplicacidn B. E1 tensor de Kronecker.

Consideremos en el espacio ®fV un tensor & cuyas CcoOmpo-
nentes para una base cualquiera dada {e¢} de V son expresadas
por los simbolos de Kronecker 5;. Si se cambia la base {¢} por
la base f{e,} , se obtiene

. y : Il . : 1 il s A1
§ =6 e ®el =5 A A,e,® o = A A,e, ® o,
] ! ] 1 7 i i 7 i

i

Pero seglin se sabe es A:'_ A;, = 5," (Pte. I, seccidn 6.10).

Luego resulta
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Es decir que las componentes del tensor & son expresadas por el
signo de Kronecker cualquiera que sea la base de V que se consi
dere, razdbn por la cual & se llama tensor de Kronecker asociado al

espacio V.

6.4 Criterios de tensorialidad.

En esta seccién supondremos que son dadas n” funciones cada
una de las cuales es definida sobre el conjunto de todas las ba
ses del espacio vectorial V de dimensidn n, las cuales toman de
terminados valores escalares en cada una de dichas bases. Nos
proponemos determinar condiciones para que exista un tensor afin
sobre el espacio V, de orden 5, cuyas componentes respecto de la
base del espacio tensorial afin a que pertenece, correspondien
te a una base dada de V, sean los valores que las »” funciones

toman para dicha base de V.

La cuestidn propuesta la expresaremos en forma abreviada di
ciendo que: dado un sistema de n" funciones escalares que tienen valores
determinados para cada base de V, se trata de hallar condiciones para que

sean las componentes de un tensor afin de orden r.

Lo dicho en la observacién 3 de la seccidén 6.2 y al final
de la Aplicacién A de la seccién 6.3 nos permite establecer las
condiciones para que las n” funciones escalares sean componentes
de un tensor de un espacio ®:¥’ donde r" +r" =r : Si lo son pa
ra un espacio tensorial afin r'-contravariante y r'"-covariante,
lo serdn también para cualquier otro de la misma naturaleza.

Las n” funciones escalares que consideramos serdn designa-

das por i .
’J |2 wed 'r'

t, ) Cig =0 eyl PAEA. R =L, .0.,7) .,

oy by
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Teorema 6.4.1. Para que un sistema de n”funciones escalaresque tie
nen valores determinados para cada base que se elija del espacio V
de dimensidn n sean las componentes de un tensor afin r'-contra
variante y r"-contravariante, donde r" = r - r', es necesario y
suficiente que si designamos por

til "2""1"

Wi e T (i, = 1,...,n parak=1,,..,7r1)

a los valores del sistema que corresponden a la base {e; } de

vV, ¥y por

a los que corresponden a otra base {e;}, relacionada con la ante-
rior por las ecuaciones

(6.4.1)

la relacidn entre unos y otros nimeros sea dada por

it e dly i 4! il i i i i !

1 ¥ - 1 2 r! r!+1 r!+2 Ty i sea fy

gy wil Aq AQ soma Ag. Aﬁhﬂ Aib+3°*°An R P
(6.4.2)

o bien, equivalentemente,

i gt - A!, Afz A'r' Ai,.'!-ﬂ Ai,'.l+2 Af’! tl'; e l':,l

’ s, T Ol Thb ERe Sy iy ipoas h Wy g il

v+ 1 r 1 2 ¥ v+ 1 o2 r i r
(6.4.3)

Demostracidén. Nos limitaremos a probar la formula (6.4.2) . Se
gn sabemos, 1las fdérmulas (6.4.1) de cambio de las bases(e;) y
(e;)) implican a las siguientes formulas de cambio de las bases
duales {e'} y {e'}.

e’" = Afl ei ei = A’._, ej'.

i 2 j

Supongamos primero que t es un tensor cuyas componentes respec-
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to de la base {e;} son los nGmeros del mismo sistema dados. Po-
demos escribir entonces

¢ o= pitohe e, @ ...Q@ e @ 1@ ® e

frl+: CO i

2 Bl 21 ] H .1 a1
YAl AT AR A7 e1® ... @¢) ®e"+1® ... 0
r r

_ tli
U S B 1 o et

y puesto que

A g o
to= ti L en ® ... @en OO .. @
r

foagg i, i’y ]

se deduce inmediatamente, dado que los tensores de la forma
l -
eg® Lol ® ep'® er' 1 ® ., ®e'r constituyen una base del espacio
1 r

de los tensores r'veces contravariantes y r- r'veces covarian-
tes, que se cumple la relacidon (6.4.2). En forma semejante se
demuestra (6.4.3) .

Inversamente, supongamos que se cumple la relacidn (6.4.2),

fy a e ’
donde !, ',y 4 """, son los valores delas n’ funciones escala-
r r ¥l 1 Lol f
res correspondientes a las bases {e;} y {ey}, respectivamente.

Consideremos el tensor s que, referido a la base {¢} se expresa

por
; 2 ; ;
s =81 6@ ...0® g @'+ B ...0 .
b g By 1
donde
sif e At _ B e At
l'rl+1 i ':r ir"hl i l', »
it i
Si designamos por s;f+f " a las componentes del tensors res
r r -

pecto de otra base cualquiera {%.L el cdlculo que hemos llevadoa
cabo en la demostracidn de la primera parte del presente teorema
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prueba que

-
5, o= Al A ok AL g! "
',.I+1 B Tay ’r'+! L i,_,+:,.. l‘,_
i'I Ai',.l A":' + 1 i LI I 9 i} :",.l

= A .. i i e Ai' t‘. i = til 4

I: r! v+ v rter Yy g ety

Por tanto los escalares que constituyenlos valores del sistema que
consideramos coinciden, para cada base que se elija en V, con las
componentes del tensor s relativas a esa base. ®

Los teoremas siguientes son de importancia préictica para
reconocer el cardcter tensorial de sistemas de escalares quecam
bian con las bases.

Teorema 6.4.2. Para que un sistema de n” funciones escalares
f.l T RN I SRR ) P

que tienen valores determinados para cada base que se elija en
el espacio V de dimensidn n, sean las componentes respecto de
la respectiva base, de un tensor afin r'veces contravariante y
r-r' veces covariante, es necesario y suficiente que cualesquie
ra que sean los r'vectores covariantes (tensores covariantes de
primer orden) .

() x(r')

3 woroey 3

(k)

de componentes x, respecto de la base {e'}, y los r-r' vec

tores contravariantes (tensores contravariantes de primerorden)
x(r"i-f}’." L {r) 2
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de componentes x . respecto de la base {e; } dual de la base {e'},

()
el escalar
iy i b (1) (r') iy i
ti'r:ﬂ —— xl.l xir, x(:'-H) x(:)

sea invariante para cualquier cambio de base, es decir que si

: ]
Yo l",l
M

r+1 =ty

nueva base {e’'} y su dual {e;}, entonces se debe tener

son los valores de los escalares del sistema, para una

it il (r") il
t e x.{”... x xh
i iy

x¢
fr'!+1“"1 ) =2 Ty

(6.4.4)

i e gl (1) (") x!',-l+¢ j

: : 4 i XY
Tyt 4 1o B g e i (r1+1) (r)

e

Demostracién. La relacién (6.4.4 ), es la que podemos susti-
tuir las componentes de los vectores respecto de las bases {e, }
y {e} por sus expresiones en funcidén de las componentes res-
pecto de las bases {e,} y {e’}, es equivalente a 1la relacidn

il il 1 i,
x(r) r!+1

e I) i
t! " 0L wucns KT
FLIC TR { R i, (r1+1) (r)
ip ey i iy Al ir (1) (r1) i+ iy
= & R (o Gl | e G e P et e ekl
TES e i i, LA Y 5 i (1) (r)
: i ; k .
Ahora bien, por hipdtesis, los vectores x (8) y X son arbi

(1)
trarios, por tanto se deduce de aqui que (6.4.4) es equivalen
te a

r o i i i 5 . ;

li wen Tyl - 1 fyl Il 4 f Iy B wn Tpd

fl,, i, ™ Ai e Al_ Ai'p i A'_I t’,’ A y
r+1 r 1 rt ri4l r v+ 1 r

que es justamente la condicidn (6.4.2) necesaria y suficiente,

del teorema anterior. ®
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Teorema 6.4.3. Para que un sistema de n” funciones escalares

o = =
E’.r'ﬂ “Tf.- Clp=d yuaih B g 1)

que tienen valores determinados para cada base que se elija en el
espacio V de dimensidn n, sean las componentes, respecto de 1la
respectiva base, de un tensor afin r' veces contravariantey r-r',
veces covariante, es necesario y suficiente que cualesquiera que
sean los enteros p y ¢ tales que 1 <p <r' r'+1 <g<r, losp

vectores covariantes

(1) r)
F, RSN

y los g-r' vectores contravariantes

x(l‘“"f:l ,...,x‘q) 5
- | SR
los a9 ¥ ') oscalares
g mdgd (1) (p)  oir'# &g
1‘;'_,4_]. sl o xf} i x'.p (n+1) ...x(q) (6.4.5)

sean las componentes de un tensor r'-p veces contravariante vy

r- g veces covariante.

Demostracidén. Este teorema se reduce al anterior porque la con
dicidén necesaria y suficiente para que los escalares (6.4.5)

sean las componentes de un tensor r'-p veces contravariante yr-gq
veces covariante es que cualquiera que sean los r'-p vectores

covariantes

x(P+1)_ Paic

y los r-gq vectores contravariantes

A i 5

Toas) ? (r)
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el escalar

i i, (1) () y(r+1) (r1) g 'rt 41 iq g+l ir

ipreg = de Ty ees T x'P'” oo KT XL o T Tlgrn T
sea invariante para cualquier cambio de base. Esta Gltima con-
dicidn que se cumple para los vectores arbitrarios

(1) puER

y s e 3

Frany 2 e Ty o

es necesaria y suficiente, seglin el teorema 6.4.2, para que los
escalares

ig " gt

by
sean las componentes de un tensor r' veces contravariantes Y
r-r' veces covariante, ®

Aplicacidn. Dada una funcidn bilineal cualquiera

F n W W =egp

las n? funciones escalares @, (i,j =1,...,n ) que para cada base
(e; )de V toman los valores

&, = fe, ej)

son las componentes, respecto de dicha base, de un tensor dos
covariante. En efecto, dados dos vectores contravariantes cua-
lesquiera x,y € V cuyas componentes respecto de la base f{e;}
son (xi) e (y'), se tiene

ﬂ’.j x y_f = f(el-,e}-) x’. yJ' = f(xie,-, J"jej) = f(x,y).
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Se ve asi que cr:,jx'yJ es un escalar invariante por cuanto, cual

quiera que sea la base {e;} que se considere, es igual al valor
que toma la funcidn [ en el par (x,y). Basta aplicar entonces

el teorema 6.4.2.

En forma andloga se comprueba que si Ff: Vx ...x V => F
L.
n

es una funcidn p-lineal, las n” funciones escalares que para cada base
{e} de V toman los valores

[l suve s €d;
1 ?

son las componentes de un tensor n veces covariante.

Los resultados precedentes confirman el hecho ya conocido
de que el espacio de las funciones p-lineales es el producto
tensorial de p espacios idénticos a V* (ejercicio 5.10.5).

6.5 Operaciones en el conjunto de los tensores afines.

En esta seccidn vamos a introducir operaciones mediante las
cuales, dados dos tensores afines se determina un tercer tensor
afin. Las definiciones que daremos permiten, dadas las compo-
nentes de los tensores respecto de una base, determinar las com
ponentes del tensor resultante. También introduciremos aqui una
operacidn mediante la cual dado un tensor r'- contravariante Yy
r"-covariante se obtiene un nuevo tensor (r'-1)-contravariante

y (r"-1)-covariante.

Para simplificar la escritura, consideraremos en lo que si

gue tensores pertenecientes a espacios tensoriales afines del
. rt . A T - ¥

tipo ®,V. Sin embargo, las definiciones y consideraciones que

Y 1
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daremos en esta seccidén y en las dos siguientes se extienden de
manera evidente a tensores pertenecientes a espacios tensoriales

afines cualesquiera.

a) Adicion de tensores. La swma de dos tensores ¢ y u del mismo
tipo, cuyas componentes para una base dada son
tf! .frl y u':‘[ e gl

I Ppoe gy,

es el tensor del mismo tipo cuyas componentes respecto de la mis

ma base son

Para probar que estas son las componentes de un tensor r' yeces
contravariante y r"” veces covariantes, basta aplicar el teore-
ma 6.4.2. Se escribe entonces w =t + u,

b) Multiplicacion de tensores. Dados los tensores afines ¢, r'
veces con-

r

veces contravariante y r" veces covariante, y u, p
travariante y p" veces covariante, se llama producto tensorial de
t y u al tensor w, r'+ p' veces contravariante y r"+p" veces co-

variante cuyas componentes respecto de la base (e;) de V son

ol = t'jf i A u*m ko

[ TR PR P Iy B g e don

donde las componentes de ¢! y # que figuran en el segundo miembro
son relativas a la misma base. Para reconocer el caracter ten-
sorial del mismo sistema de escalares que resulta, basta aplicar
también el tensor 6.4.2. Puede escribirse w=1t Qu.
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c) Contraccidn de los indices. Se llama contraccidn de indices
a la siguiente OPETaCién: dado un tensor rt veces contravarian-
te y r" veces covariante de componentes

respecto de una base {e¢;} de V, se eligen un indice superior

i, v un iIndice inferior j, y luego se construye un nuevo tensor

[}
t,(r'-1) veces contravariante y (r"-1) veces covariante, cuyas

componentes respecto de la misma base (e;) son dadas por las fér
mulas

Fifmik-: '.k‘l‘)‘ v gl t': 'I.k-l o 'I.k+..‘ FECNE 1)
Jl"' }I_'I JI+1 "r\" f s a jl"'f jr”

s (6.5.1)

en donde debe recordarse que el segundo miembro es una suma res
pecto del indice «, Se dice que el tensor { resulta por con-
traccién de los indices i, y i, . Debemos comprobar que la f&r
mula (6.5.1) proporciona efectivamente las componentes de unten
sor ("-1) veces contravariante y (r"- 1) veces covariante. Con
ese fin vamos a establecer en primer lugar el siguiente lema.

Lema 6.5.1. Si s es un tensor de segundo orden, una vez contra
variante y una vez covariante, de componentes 33 respecto de una
base {e¢} de V, entonces la contraccidén de los indices da lu-
gar al escalar

que es invariante para todo cambio de la base de V.

Demostracién. Si la base {¢} se cambia por la base {es} se

obtiene
.0 fj . ¥ i i
s:r = a‘f] A:r S: - 8' s] = 8. . L
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Podemos probar ahora que las férmulas (6.5.1) definen a
las componentes de un tensor (r'-1) veces contravariante y
(r"-1) veces covariante.

- +
En virtud del teorema 6.4.3, si Jl)“..,xt* ”,x(k'}, e

] .
x('J son r'-1 vectores covariantes y xu) —— xu_l),x(f+”,--

v Xouy SOR r" -1 yectores contravariantes cualesquiera, los esca
s

lares

o’

T o gl e gy iy gty ™ i LY ) (k)

; : i ey ; i Sy i
i) o By B dpag i k-1 k41

(r"Y j
‘e ’Ir' x(”

vew xdr- xlrei oz

(1 =1) (1+1) (rn)
son las componentes de un tensor de segundo orden una vez con-
travariante y una vez covariante. Por contraccidn de los indi-
ces del tensor s resulta, aplicando el lema anterior, que el es

calar

g v dy _g @i —— i - ' 3 7 §
tl _k - P 4 x{.”...x?z ”x,(*ﬂ)...x(,'}x"’ I x‘ffﬂ ...x":,"
i o o f i ot trag it (1) (1-1) (+1) (")

e %y rn

es invariante respecto de los cambios de base de V. El teorema
6.4.2 implica entonces que los escalares (6.5.1) son las compo
nentes de un tensor (r'-1I1) veces contravariante y (r"-1) veces
covariante.

Observacidén 1. La contraccidén simultidnea de m pares de indices
equivale a la contraccidn sucesivas de dichos pares. Conduce por
tanto de un tensor r'veces contravariante y r" veces covariante
a un tensor (r'-m) veces contravariante y (r"-m) veces covarian
te. En particular, la contraccidn simultinea de todos los pares
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posibles de indices de un tensor r veces contravariante y r ve
ces covariante proporciona un escalar invariante. Cambiando
los pares que se contraen pueden obtenerse de esa manera r! es
calares invariantes.

Observacidn 2. EI1 par (&(V), ¢v) donde ¢: VxV* = &(V) es
definida por

[e (v, v*¥)] (u) = v¥*(u)-v

es el producto tensorial V & V*

Si (e;) es una base de Vy (e') es la base dual, entonces
los escalares cuf tales que

T(e,) = w:, e ; T e &(V),
es decir las componentes de T(e;), son tales que

T = o sp(ej,e‘}

y por tanto los rx: son las componentes de T respecto de la ba
se formada por los elementos rp(ej set § = e ® e de &(V) (ocf}
es, ademids, la matriz de T respecto de la base (e;). La con-
traccidn del tensor T que es una vez contravariante y una vez

covariante da lugar al escalar invariante

que no es otro que la traza de T.
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6.6 Criterio general de tensorialidad

Teorema 6.6.1. Para que un sistema de 7" "™ funciones escalares
¢ ) (6.5.2)

donde cada uno de los indices puede tomar los valores I,...,n ,
que tienen valores determinados para cada base que se elija en
el espacio V de dimensién n, sean las componentes de un tensor
afin r' veces contravariante y r" veces covariante, es necesa-
rio y suficiente que si se fijan arbitrariamente los enteros
R vaws Byy oy Iy ,..., I,n , de manera que sea I <k, <k, <

e < kpsr y 1<l <1, <... <l <7r", entonces los es

lares

d 30 1% ey v ikger %2 fage vinger % ik o g 1 = Fpt

g dp e g B dp g iy B 5'12 +1 = Tagn -1 Bon iy, 41 T

B B

[!.! ane (!D'

ra p" veces contravariante y p' veces covariante, respecto de una

donde los s son las componentes de un tensor cualquie-

base cualquiera, constituyan el sistema de componentes de un ten
sor (r'-p') veces contravariante y (r"-p") veces covariante, respec
to de la misma base.

Demostracidn. La condicidn es necesaria porque si los escalares
(6.5.1) son las componentes de un tensor t, el conjunto de es
calares que resultan por la construccidén del enunciado se obtie
nen multiplicando los tensores ¢t y s y luego llevando a cabo la
contraccidén de (p'+ p") pares de indices. Dichos escalares son

por tanto las componentes de un tensor r'-p' veces contravarian-

tes y r"-p" veces covariantes.

Demostremos ahora que la condicidén es suficiente. Suponga
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mos pues que la condicién se cumple. Dados los vectores contra

variantes arbitrarios =« y los vectores covariantes

gy, > Feghy

: : !
arbitrarios fi),.. A ),el tensor

o |

_ ) o')
LS T e e+ e ...04

p" veces contravariante y p' veces covariante tiene componentes

de la forma

B AR D L") )

oy 0 Hem My %
Por tanto, en virtud de la hipdtesis, los escalares

TR I J/ 1 o!
1 .r x?, - xfplll'l x(= ) . x(, )
e f,Jl (1) (e") k‘ kpl

son las componentes de un tensor (r'- p') veces contravariante Yy
(r"-p") veces covariante. Luego, por el teorema 6.4.3, los es-
calares (6.5.2) son las componentes de un tensor r' veces con-
travariante y r" veces covariante. =

6.7 Tensores afines simétricos y antisimétricos.

Definicién 6.7.1. Se dice que las componentes t? “ "' de un ten-

17 en
sor, respecto de una determinada base (e;) de V, son simdtricas
con respecto a dos indices cualesquiera, ambos superiores o am-
bos inferiores, si cuando se atribuye a todos los indices valo
res determinados, se obtiene el valor de una componente que e€s
idéntico al valor de la componente, que resulta cuando se permu

tan los valores de los indices en cuestidn.
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Asi, por ejemplo, si tes un tensor cuyas componentes respec

& i § o
to de una base dada son 5‘ 2 ? cumplen la condicidn

-
o

i~
1]
-

cualesquiera que sean los valores que se dé a los indices, en-
tonces podemos decir que dichas componentes son simétricas res-
pecto de los indices superiores i, € i .

i
. de un ten
i a5

a o gva . i
Definicidon 6.7.2. Se dice que las componentes t
1

sor, respecto de una determinada base {e; } de V, son antisimétri
cas con respecto de dos indices cualesquiera ambos superiores o
ambos inferiores, si cuando se atribuye a todos los indices va-
lores determinados, se obtiene el valor de una componente que es
igual pero de signo contraric al valor de la componente que resulta
cuando se permutan los valores de los indices en cuestidn.

ip i3 iy

Asi, las componentes & son antisimétricas respecto

iy Js

de los indices superiores i e i3 si se cumple que

d 2 B oo 48 B

2
1 2 I 5

cualesquiera que sean los valores que se dé a los indices.

Teorema 6.7.1. Si las componentes de un tensor, para una base
dada {e } de V, son simétricas (antisimétricas) respecto de dos
indices ambos superiores o ambos inferiores, lo mismo ocurre para cualquier
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otra base {e¢,} de V, y puede decirse por tanto que el tensor es

simétrico (antisimético ) respecto de esos dos dndices.

Demostracidn. Supongamos que las componentes de un tensor f pa
ra la base {e;} sean simétricas respecto de dos indices supe-

riores i, e i, es decir que sea
I‘ e f s , e " ' ": ".l. ...I' v i ]
t! o BT o ! BT (1 <a<p <r').,
LR T It ™ lem

Si (ey) es una nueva base que estd relacionada con la base
(e; ) mediante las fdérmulas (6.4.1), las componentes del tensor
t respecto de la base {e;} son dadas por la fdérmula (6.4.2). Per
mutando en ella los indices i, e i resulta

: r oy i ; x 1
if eily iy meip _ i ig o it Iy Jrn ' a i
g = AY s AY sen A eoed? AL saadl % 8
Tt ol i iy ig i Y J /ST PR A
f’ :.r I‘Iﬂ i'f n C PSR PR SRTTOS
s Al A% AT AT A1 a4l T e

iy L ' B B P Iy Ty Iyl

i . . 5
s il
g

1

[}

rn

y por tanto las componentes de ¢ respecto de la base (e;) son

simétricas respecto de los indices il e i . ®

B

En forma semejante se trata el caso de la antisimetria.

Defimicién 6.7.3. Se dice que un tensor contravariante o cova-
riante es simdtrico (antisimétrico) si son simétricas (antisimétri-
cas ) sus componentes respecto de cada par de indices, cualquie
ra que sea la base que se considere, para lo cual basta que 1lo
sean para una base particular.
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Se observard que un tensor contravariante o covariante es
simétrico si una permutacidn cualquiera de los indices de sus
componentes las deja invariantes; y es antisimétrico si una tal
permutacidn deja invariante a los valores de dichas componen-
tes o cambia sus signos, seglin la permutacidn sea par o impar

respectivamente.

Aplicacion. Sabemos que el par ( B(V, V), ¢), donde la aplica-
cidn bilineal ¢ : V* x V¥ = B(V,V) es definida por

[e Cu*, v*)] (u,v) = u*(u) v¥(v), u,veV, u*uvre V¥,

es el producto tensorial de V* y V*, Por tanto las funciones
bilineales sobre V pueden considerarse como tensores dos veces
covariantes. Si {e; } es una base de Vy {ef } es la base dual
las funciones bilineales ¢(e’, e/) constituyen una base de
B(V,V). S8i @®: VxV =+ F es una funcién bilineal sobre Vy

i

u =ue, v =v’ﬁ son dos vectores cualesquiera de V, se tiene

®(u,v) = ®(ue , vie) = ®(e,e) wuvl,

Si introducimos las notaciones

= ‘p(e:'se;')s

tendremos

P(u,v) (6.7.1)

[l
2
1~
L~

-

-

que es la expresidn de ® mediante una forma bilineal en las va-
riables u', v/, componentes de u y v. De (6.7.1) se deduce que
S(u,v) = o e(u) el(v) = o, [ (ef > el )] (usv)

cualesquiera que sean u y v. Luego

o = o;; ¢(ef ,el)
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que es la expresidén de ® mediante la base {w(ef,e/)}. Las com
ponentes de @ en esa base son los coeficientes «;; de la forma bi
lineal (6.7.1). Resulta de esta manera que la condicidn para
que el tensor ® sea simétrico es que sea

afj.' = ij,', (f,J. =1,...,n).

Estas son también las condiciones para que la funcidn bilineal &
sea simétriea , es decir para que sea

@ (x,y) = @(y,x).

Andlogamente, el tensor ® es antisimétrico si

@ = -y Clsd, = Lgvesk)s

Esta condicidn es necesaria y suficiente para que sea
O(x,y) = -B(y,x),

en cuyo caso se dice que la funeidn ® es antisimdtrica.
Asi, por ejemplo, una funcidén definida sobre IF? por la férmula

x! x2
o(x,y) =

yi  uR

es antisimétrica. Semejantemente, es antisimétrica la funcidn

xl x2 x?
Olxswsz) = | 1 2 ¥
z! z? 27
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§ 7. Tensores euclideanos

En este pardgrafo V designa a un espacio euclideano de dimensidn n, es

decir a un espacio real, de producto interno y de dimensidn finita.

El producto interno de dos vectores x e ¥ que hasta aho-
ra hemos designado por (x, y), serd designado en adelante, de
conformidad con una practica corriente, por xey.

7.1 Componentes contravariantes y covariantes de un vector de
un espacio euclideano. Vectores euclideanos.

Puesto que V es un espacio euclideano de dimensidn finita
existe, segin el corolario del teorema 17.8.1, Pte.I, un isomor
fismo natural

¢ : L(V) =V
que a cada vector covariante x*e L(V ) le hace corresponder el
vector w = y¢(x*)e V, contravariante, tal que
x*¥(y) = w-ey, VyeV .
El isomorfismo asi definido puede deducirse también del hecho co

nocido de que V es dual de si mismo respecto del producto esca-
lar definido por

<wy > = wey,

en cuyo caso puede aplicarse el teorema 5.3.1,Pte.I, y se obtie
ne un isomorfismo natural de V, considerado como dual de simis
mo, sobre L(V), isomorfismo que coincide con ¢.
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Si {e, } es una base de Vy f{e*} es la base dual de £L(V)
{e(e*i) } es una base de V tal que

g(e*)s e. = e*¥ (e,) = 5%-
i i i

Resulta entonces (ver definicién 17.8.1, Pte.I) que

ple*i) = e, (7.1.1)

es decir que {v¢(e* )} es la base {e'} reciproca de la base {e'}.
Por consiguiente, en el isomorfismo a que antes hemos hecho refe
rencia, los vectores covariantes e* de la base dual de {e; } se
aplican sobre los vectores contravariantes e’ de 1a base recipro

ca de {e; }.

Si se cambia la base {e; } por la base {ey} mediante 1las

férmulas

Cx S A‘i' € 5 ey = A}r € (7.1.2)

la base dual {e*’} de labase {e; } cambia en la base dual { exi'}
de la base {ep}, mediante las férmulas (6.3.6) en las cuales, se
gn convinimos al comienzo de la seccidn 6.2, {e’} y {GF} desig
nan a las bases duales de {¢; } y {e;, }, que ahora estamos repre
sentando por f{e* } y {e*j'}, por cuanto, seglin hemos sefialado,
puesto que el espacio V es de producto interno {e’} y {el'} son
las bases reciprocas de {e } y {e;}.

Si a los dos miembros de cada una de dichas fdrmulas les apli
camos el isomorfismo v resultan las férmulas de cambio de las ba-

ses reciprocas.

el = A;:r e’ e = Ai:' el , &7 o )
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En virtud del isomorfismo ¢ cada vector contravariante x
de V puede identificarse con el vector covariante x* = ¢v-!(x )
de £(V). Esta identificacidén hace innecesaria, en el caso de
un espacio euclideano, 1la distincidén entre vectores contrava-
riantes y covariantes, porque unos y otros pueden considerarse
como pertenecientes al mismo espacio V. Podemos, en cambic, in
troducir las nociones de componentes contravariantes y covarian
tes de un vector de V,

Definicidn 7.1.1. Dada una base {e; } del espacio euclideano V,
las componentes de un vector cualquiera xeV respecto de esa ba-
se las designaremos por «',..., #" (con indices superiores o
contravariantes) y las denominaremos componentes contravariantes de

x .

Llamaremos componentes covariantes de x, Yy las designaremos por

x ., %, (con indices inferiores o covariantes ) a las compo-

i A
nentes de ¢ ' (x) respecto de la base dual {e*' }. Puesto que

-1 — *i
¢ (x) = x, e "

si aplicamos a ambos miembros el isomorfismo ¢ y tenemos en cuen
ta la férmula (9.1.1) resulta

x = x e,

Por tanto: las componentes covariantes de un vector x son sus componentes

respecto de la base reciproca de (e; ).
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Definicién 7.1.2. Se llama vector euclideano del espacio vecto-
rial euclideano V al conjunto {x,x*} formado por un vector cual
quiera xeV y por el vector x*= ¢'(x)e V* con el cual se
identifica x por el isomorfismo ¢v. El vector euclideano {x,x%
se representa por x. Sus componentes contravariantes y cova-
riantes son las componentes de x que fueron introducidas con
esos mismos nombres en la definicidn 7.1.1.

Vamos a obtener ahora las relaciones entre las componentes
contravariantes x' y las componentes covariantes x, de un vec-
tor euclideano, relativas a una base {e;} de V.

Entre los vectores de las bases {e, } vy {e! } existen re-
laciones de la forma

e =g' € é; = g., e g7 B B

donde (g'’) y (g;;)* o sea las matrices de transformacidn de
una base en su reciproca, son regulares e inversa una de 1la
otra, de modo que se cumple la relacidn

z. &% = 8+, (116

De (7.1.4) y de las conocidas propiedades de las bases recipro
cas (ver seccidon 17.8, Pte. I), en particular de la relacidn
e e = Bf,

se deduce que

g‘-f = e'-.e.f' y g . = ei'e (7.1.6)

de donde resulta que gii=gii y g =g |,
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Ademas, puesto que

xr=xe y x=xjef 5 (7.1.7)

se tiene que x' = x.f y x = x-e;. Luego,
x =xeled =glix y x =2xle e =8, %
(7.1.8)

que son las relaciones buscadas.

7.2 Tensores euclideanos. Diversas clases de componentes.

Las consideraciones de la seccidén precedente pueden ser ge
neralizadas de la manera siguiente:

Consideremos en primer término un tensor afin t contrava
riante de orden ¢, que sea descomponible, es decir que sea el pro
tensorial de ¢ vectores contravariantes:

t“)= x{”® "‘®"(q) : (7:2.1)
A cada uno de los vectores %0 le corresponde, por lo dicho en
la seccidn anterior, un vector covariante x*0) = @'l(x“)).

Identificaremos entonces entre si a todos 1los tensores afines
que se obtienen cuando se sustituye en la expresién (7.2.1) de
t uno o varios de los vectores Ty 20 0%
diente vector covariante. Los tensores afines que asi resultan,

por el correspon-

junto con ¢, constituyen un conjunto que se denomina tensor eu-
elideano que es representado por cualquiera de los elementos que
lo forman. Las componentes de los diversos tensores identifica
dos entre si son entonces las componentes de diversas clases
(contravariantes, covariantes y mixtas) del respectivo tensor
euclideano. Es féacil observar que las componentes de diversas clases

serdn las del tensor t de V ® ,,,® V ( q factores), referido a la base
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que resulta de la base { e'} ® ... 0 e, } cuando se sustituyen los vec

tores e, , para valores de k convenientemente elegidos, por los respectivos
&

k

vectores e'* de la base reciproca. (Recordar el corolario 1 del teo

rema 5.9.2).

Ejemplos. Designemos por ﬁk)

tes del vector x;k]. LLas componentes contravariantes del ten-

sor t dado por (7.2.1) son

a las componentes contravarian-

i - I iy i
t TN R (2229

: k :
Si representamos poTr x§ ) a las componentes covariantes del ten

sor x(“, las componentes covariantes del tensor ¢ son
TR A . (7.2.3)
by 1 q

Los siguientes con ejemplos de componentes mixtas

R AT iq
:,.: Bl e R (7.2.4)
it dzvig i (2) i3 iq
t Xy Ty Fiyoeee % (7.2.5)
i fotlg, A1 d2) ) N q 6
¢ & i oy Fy, %, Tyt %oy (7.2.6)

Las férmulas (7.1.8) permiten expresar las componentes de cual

quier clase en té&rminos de las componentes de otra clase cual-

quiera. Asi, por ejemplo, si se quiere expresar las componen-

tes del tipo (7.2.3) en funcidn de las componentes) (7.2.6), bas
(1) )

ta con sustituir en (7.2.3) Ilas componentes x ', x ' , ...
4
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29) por sus expresiones en términos de las componentes contra-

iq

variantes y resulta
iy 2 7, '
g,q ,q x(” x‘z X x(“.,. x[q)

g & caF ¥ WU (7.2.7)

Inversamente, para expresar las componentes del tipo (7.2.6) me
diante las componentes del tipo (7.2.3), basta con sustituir

i i is iq i
en (7.2.6), las componentes X1yr%uyr X5y »ve2%q) POT sus ex
presiones en términos de las componentes covariantes. Se obtie

ne entonces

i iy i il Agls igig (1) (2) () ¢#) @)
t,, =g g wne B - T - SR )
A iy iy iy i i
=gl ?fgi‘#-"f: ___gquq AW , (7.2.8)
Tifzlaly I

Las férmulas siguientes constituyen nuevos ejemplos de expresidn
de componentes de un tipo mediante componentes de otro tipo.

L L TP T 4
503 272 ‘313 Uy (7.2.9)
Ll 4y o 212 gi3 i3 4iy b

ti: g'lx JI‘:g 2 ‘ PRE )

t, = g . g . ...@g . th iq

e e (7.2.10)
i 14 A5 iy

t R e A L
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El examen de las fdormulas (7.2.7) a (7.2.10) muestra que
si se multiplica la componente genérica de un cierto tipo por
gi i (o bien gi &} donde i, es un indice superior (resp. infe
rior) de dicha componente, y luego se sustituye ese indice supe-
rior (inferior) i, por - de donde resulta una sumacidn respec
to del Gltimo iIndice de conformidad con el convenio de Einstein,
se obtiene una componente genérica del tensor, en la que el indice
i, figura en la posicidn inferior (resp. superior). En forma
abreviada podemos decir que la multiplicacidn por 5*& (g% k) se

guida de una sumacidn respecto de j permite bajar (resp. subir )
el indice i, .
Consideremos ahora un tensor contravariante cualquiera ¢
( no necesariamente descomponible) . Tal tensor puede expresarse
como una suma de p productos tensoriales de g vectores cada uno.
Cada uno de esos productos define a un tensor euclideano en 1la
forma que fué precedentemente descrita. Consideremos los tenso
res afines de un mismo tipo asociados o pertenecientes a esos ten
sores euclideanos. La suma de ellos serd un tensor del mismo
tipo asociado al tensor t. De esa manera quedaran asociados a
t los elementos de un conjunto de tensores afines, las componen
tes de cada uno de los cuales se deduciran de las componentes de

t, "l | , mediante férmulas semejantes a la primera de las for
mulas (7.2.9) o la primera de las férmulas (7.2.10), lo cual es

una consecuencia del caracter lineal de esas fdormulas respecto

de las componentes t7 9. Para aclarar esta Gltima aseveracidn

consideremos un ejemplo. Sea

i ) @ %2t ) ® ... ® x(q” :
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Sus componentes respecto de una base (e;) de V serdn

as g P - . ,
rl’I "’[q= z ‘I 12 fq
iz a8 Ten vt %

Supongamos que consideramos el tensor afin asociado con ¢,
dos veces covariante y (n-2) veces contravariante, pertenecien-
te al espacio V@® V¥ ® V*@ V® ,.. ® V. Empleando para cada

sumando de la expresidn

fu ) ig iy _ i (2i) (3i) iq by
Z Fuiy T Ty Ny M o

que da las componentes de ese tensor, la férmula

iy (2) _(3) _ig iq .
x“} 52 x‘.3 x(“... x(q} t i iz
£ dada iy W i i i i ;
=g .g ., t12h% 7 Y% o g g a1 gl gl KM x4
8, 128 4 i, 5 %y By %@ oy %y Tay
resulta
¢ ig g _ g ; xi‘ xfz x% qu xi
iy iy iz iy gf} i3 o, ()@ TEI) TE) (q)
- g g bbb
2702

En forma semejante pueden obtenerse las componentes de los ten-
sores asociados a otros tipos. De estas formulas resulta que los
tensores asociados a ¢ no dependen de la manera en que se supo-
ne que t es expresado como suma de productos tensoriales de vec
tores, y por tanto puede decirse que estdn asociados de una ma-
nera esencial o intrinseca. Diremos entonces que t y los tensores afi
nes asociados a €l en la forma antes deserita defiﬁenaun tensor euclideano
cuyas componentes de cada tipo son las componentes del tensor afin de ese ti

po asociado a t.
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Como resultadc de las consideraciones anteriores podemos
establecer, ademds, la siguiente proposicidn:

Teorema 7.2.1. Las componentes contravariantes, covariantes y
mixtas de un tensor euclideano se deducen unas de otras multi-
plicando por g;; o por g segiin se desea bajar o subir un indi
ce, y llevando a cabo luego una sumacidn respecto de uno de los
indices i,j y del indice del tensor cuya posicidn se debe mo-
dificar. Esta operacidn puede repetirse cuantas veces sea ne-
cesario para obtener los diferentes tipos de componentes.

Observacion 1. Las componentes de un tipo dado de un tensor
euclideano, respecto de una base dada & de V, son idénticas a
las componentes del tensor de v que le pertenece, respecto
de una base &, ® ... ® §&,, donde las bases &; son iguales a
la base & salvo un niimero de ellas, que son iguales a la base
reciproca de &. Asi por ejemplo las componentes del tipo

ﬁ. g

2 3
nentes del tensor de ®'V que le pertenece, respecto de la ba

i .
9 de un tensor euclideano de orden ¢ son las compo-

se constituida por los tensores de la forma 25 @ e, ® e%<9e%®

. @ e
f'l'

Observacion 2. Los criterios de tensorialidad dados anterior-
mente para los tensores afines pueden aplicarse sin variacidn
para reconocer si un sistema dado de funciones escalares defi-
nidas sobre el conjunto de las bases de V, son las componentes,
de un determinado tipo, de un tensor euclideano.
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Ejercicio 7.2.1. Obtener las I2 relaciones que vinculan entre

si a las componentes de los tipost;, , , t’ 6 , t, 2 y t1?
12

; de un
2 1

tensor euclideano ¢ de segundo orden.

7.3 Tensores euclideanos simétricos y antisimétricos.

En la seccidn 6.7 hemos tratado acerca de los tensores afi
nes simétricos y antisimé&tricos. En especial, ese concepto fué
introducido en la definicidn 6.7.3. En el caso de los tensores
euclideanos tenemos la siguiente definicidn.

Definicién 7.3.1. Se dice que un tensor euclideano essimétrico
(antisimdtrico) si es simétrico (antisimétrico) el tensor afin

contravariante  que le estid asociado.

Teorema 7.3.1. Para que un tensor euclideano sea simétrico (an-
tisimétrico) es necesario y suficiente que sea simétrico (anti
simétrico) el tensor afin covariante que le estad asociado.

Demostracién. Es evidente que basta que demostremos la proposi
cidn para un tensor de orden 2.

Las relaciones

= ij ii = ih I'k
bor = &y By b ¥ ¢ B
prueban que si se cumplen las relaciones t'/= /' para iy j
cualesquiera entonces es t,, =t,, para h y k cualesquiera; y
que si t'/ = -t/', entonces es t,, = <t,,. =
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Deberéd observarse que los tensores afines covariante y con
travariante asociados a un tensor euclideano pueden ser sim@tri
cos o antisimétricos respecto de dos indices cualesquiera sin
que &sto ocurra con los tensores mixtos asociados.

7.4 Tensores euclideanos referidos a bases ortonormales. Ten-
sores cartesianos.

Si en el espacio vectorial Vse considera exclusivamente
bases ortonormales entonces desaparece toda diferencia entre las
componentes de diferentes tipos de un tensor euclideano. Es esto
lo que establece la proposicidn siguiente.

Teorema 7.4.1. Dado un tensor euclideano, sus componentes de
un tipo dado, respecto de una base ortonormal del espacio eucli
deano V,son idé&nticas a sus componentes de cualquier otro tipo,
respecto de la misma base.

Demostracidén. En efecto, si {e } es una base ortonormal cual-

quiera de V, se tiene

donde Qi es el simbolo de Kronecker,

Por tanto, cada base ortonormal es reciproca de si misma.
Resulta de alli, en virtud de la observacidn que precedid a los
ejemplos de la seccidn 7.2, que las componentes de cualquier ti
po son idénticas a las componentes de cualquier otro tipo. El
mismo hecho se deduce si se observa que

2= 8 v & = &, y gl = e el = 87,
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Y que por consiguiente se tiene

Es decir que una componente cualquiera no cambia de valor
si uno de sus indices pasa de una posicidn contravariante a una
covariante o viceversa. ®

Como consecuencia, y en tanto se trate exclusivamente de
bases ortonormales, puede considerarse inicamente las componen-
tes de un tipo, por ejemplo las componentes covariantes, las que
toman el nombre de componentes cartesianas. En esas circunstancias
los tensores euclideanos se denominan tencores cartesiancs.

7.5. E1 tensor fundamental o temnsor métrico.

Recordemos que, como resulta de la aplicacidn D de la sec
cidn 5.2, el espacio vectorial B(V,V) de las funciones bili-
neales definidas sobre V puede considerarse como el producto ten
sorial V* @ V*, cuando la aplicacidn universal se define por

[e (u® v*)] (u,v) = <u*, u> <v¥,v >,

Ahora bien, segiin se sabe (Pte. I, seccidn 5.3), por cuan
to V es de dimensidn finita, su dual V* puede identificarse con
L(V) de manera que cada vector u*eV* se identifica con el ele
mento de V, que también designaremos por u*, tal que u¥(u) =
< u*,u > ., Por consiguiente, la relacidn anterior puede escri-
birse en la forma
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[eCu*u*)] (up) = w¥(u)-v*v).

Teorema 7.5.1. La aplicacidn bilineal

v o (x,¥) B ox ey

que a cada par de vectores x,y de V le hace corresponderel ni
mero real x-+y, es decir que la funeidn producto interno (también llama
da producto escalar) de dos vectores euclideanos x e y, es un tensor
dos veces covariante que pertenece a un tensor euclideano de se
gundo orden cuyas componentes respecto de la base (¢ (e*i , e¥i))
de B(V) asociada con la base {e; } de V son los ndmeros

Sus componentes contravariantes son los nGmeros

gii = el - ei,

Y sus componentes mixtas son

Demostracién. La funcidén bilineal vyeB (V) puede considerar-
se como un tensor dos veces covariante que pertenece a un tensor
euclideano que designaremos con la misma letra. Dada 1la base
{e;} de V y la correspondiente base dual {e* } de V*, si de
signamos por Y @ las componentes covariantes de y, podremos

escribir

= ®h kk = wh #k
¥ 7,e*0 0 e 1, ¢(e*, e*") .
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Por consiguiente,

T(e"’ej ) :[Tbk ‘p(e*b!e*k)] (el"ej }

n

1, [0(e*, e )] (e ,¢) = 7, e*(e) e%(e)

Ahora bien, por definicidn de v es
T{e‘-,ejJ = e; * e = g

Por tanto se tiene

Bep = %y

Se deducen de aqui, segiin las reglas ya conocidas, las otras com-
ponentes del tensor euclideano 7v:
it om0 PR o, e PR gt s PF 8] = gl

donde, como ya sabemos, es gl = ef-ei, en que {e'} es la base
reciproca de {e¢; }; ¥y

Definicidon 7.5.1. El tensor euclideano de segundo orden ¥ que

respecto de una base {¢;} de V tiene las componentes g, , gl y
i
]

bién temsor méirico de V. Dicho tensor se identifica con la fun

se llama tensor fundamental del espacio vectorial euclideano V o tam-

cidén bilineal y: (x, y) = x+.y que se expresa mediante la for

ma cuadrdtica fundamental ¥ (x,y) =x+y = (x'e;)«(y/ e) S5 yj(e!_ “e)= gijxi yf’
cuyos coeficientes son justamente las componentes covariantes de
v. Otras expresiones de v pueden obtenerse en términos de 1las

componentes covariantes de los vectores x e y:
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1(%,7) = (% )y ¢) = & % 91 = x¥

(%, ¥) = (%, €)e(y; /) g'lx .

Observaremos por Gltimo que las componentes cartesianas del
tensor fundamental son los simbolos de Kronecker §,; que tam-
bién pueden escribirse en las formas contravariante y mixta 81

y ﬂ.

*Ejercicio 7.5.1. Probar mediante la aplicacidén del teorema
6.4.1, que el conjunto de nimeros {gij} que para cada base
{e; } de V, cuya base reciproca es {e'}, tienen los valores

Bip = S0

constituye el conjunto de las componentes covariantes de un ten
sor euclideano de segundo orden cuyas componentes contravarian
tes son los nfimeros

*Ejercicio 7.5.2. Demostrar que si g designa al determinante de
la matriz (g”), entonces el determinante de la matriz (g;; )
es igual a @k’ y que se cumplen las fdrmulas

PP o

e g y gij = 'Bs'jg:
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donde «'/ es el cofactor de g,; en el determinante de la matriz
(i) y B, es el cofactor de ¢’/ en el determinante de la matriz

&". ( Para tratar esta cuestidn debe recordarse la definicién
7.1.1, Pte.I, y el teorema de Cramer 7.3.1, Pte.I).

7.6 Operaciones en el conjunto de Tos tensores euclideanos.

La circunstancia conocida de que las componentes de un tipo
cualquiera de un tensor euclideano pueden expresarse linealmen-
te en términos de las componentes de cualquier otro tipo, por
ejemplo de las componentes contravariantes, haciendo uso para
ello de las componentes del tensor fundamental, permite exten-
der a los tensores euclideanos las operaciones del 4lgebra ten-
sorial que hemos definido en la seccidén 6.5 para los tensores

afines.

Adicién. Dados dos tensores euclideanos cualesquiera, su suma
es, por definicidén, el tensor euclideano al cual pertenece el
tensor afin contravariante que es suma de los tensores afines
contravariantes que pertenecen a los tensores euclideanos dados.
El tensor afin de un tipo cualquiera que pertenece a la suma de
dos tensores euclideanos es la suma de los tensores afines del
mismo tipo pertenecientes a dichos tensores euclideanos. En efec
to, si los tensores euclideanos dados tienen por componentes con

Tt v i i ]
7 y ul! 9, el tensor suma tiene por compo

travariantes a ¢
nentes contravariantes a

s q = i Bl I s

Mediante sucesivas multiplicaciones por componentes adecuadas
del tensor fundamental y contracciones de iIndices se obtienen
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relaciones andlogas para las componentes, de todos los tipos,
del tensor suma. Asi por ejemplo

o PEY 9 om .+

LT 1 = g -4 zq Jq iy e ;q ul’} ...;'q

1" g fy & P gy %0

Multiplicaciém. El producto de dos tensores euclideanos de or
denes ¢ y q' es el tensor euclideano de orden g+ ¢q' al cual
pertenece el tensor afin contravariante que es el producto de
los tensores afines contravariantes pertenecientes a los tenso
res euclideanos dados. Como en el caso de la adicidn, si

£ e P | i it ]
p! q+q" = ! 9 9+t ¢+q’

entonces se tiene, por ejemplo,

Fyrady = g1l g ... s+

p 2 ; g; ; e 8 ;
ig#r  igyq PETR PR Yg4q" Tq+q'

"y .
ig+r ™ ig+q' ?

y pueden obtenerse relaciones semejantes para las componentes
de otros tipos.

Contraccidn. Dado un tensor euclideano ¢ cuyas componentes con
travariantes son t7 "%, si elegimos dos indices cualesquiera,
por ejemplo los dos primeros i, e i, , podemos obtener unnuevo
tensor euclideano ¢, el cual diremos que resulta del primero
por contraccidn de esos dos indices, haciendo uso del siguiente
procedimiento. Consideramos primero uno cualquiera de los
tensores afines que pertenecen a t en cuyas componentes uno de
los indices i, o i, estd en posicidn covariante y el otro en
posicidn contravariante, por ejemplo el de componentes

g 28 =% (7.6.1)

bl
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es decir el perteneciente a V*®V ® ,., ® V, LLevamos a cabo
luego la contraccidn de este tensor respecto de i ei,. Se ob-
tiene entonces un tensor de orden g-2 cuyas componentes son

d1mlg-2 o ¢ M-z (7.6.2

El tensor euclideano al cual pertenece el tensor que acabamos de
obtener serd por definicidén el tensor ¢ que resulta del tensor
t por contraccién de los indices i; e i;.

Debemos probar en primer lugar, para justificar la presen
te definicidn, que si en vez de haber partido del tensor de com
ponentes (7.6.1) se hubiera partido del de componentes

se habria llegado a las mismas componentes (7.6.2). En efecto,
puesto que

F Wy evidps
} & o qz’

= = g .
i iy

se puede escribir

i di kg EE P A iy
t, q £ ¢ q t q

y por consiguiente se deduce que
Jt lg-2 = ¢l I g2 (7.6.3)
lo cual demuestra nuestra aseveracidn.
En segundo lugar, se deduce inmediatamente de las relacio-
nes (7.6.2) o (7.6.3) que las componentes de otros tipos del
tensor ¢ se obtienen por contraccidn de los iIndices i e i, en los

demds tensores afines pertenecientes a ! cuyas componentes pre-
sentan a uno de esos indices en posicidn contravariante y al otro
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en posicidén covariante. Asi por ejemplo, resulta de (7.6.2) que

y por tanto el tensor afin que pertenece a ¢ que tiene estas com
ponentes resulta por la contraccidn de los indices i,,i, del ten

sor de componentes ¢, 2% 5"%  en vez del de componentes (7.
1 4
6.1)

7.7 El1 espacio ® V=V® ... @V (p factores) considerado

como espacio euclideano.

El espacio ®” V, p-ésima potencia tensorial del espacio eucli
deano V, puede recibir una estructura de espacio euclideano.
Refiramos el espacio euclidiano V a una base cualquiera {e; }, y
el espacio ®°V a la base correspondiente {e& ®...@ 85}' A ca

da par de tensores t=( fi‘ “r) y us= {u'l' 19} le pgdemos hacer

corresponder el escalar invariante, que designaremos por (-u,

teu = t17F u

§ = (7.7.1

donde u ,..., u, son las componentes covariantes de u. Dicho
escalar es invariante, como puede comprobarse cambiando la base
{e, } de V por otra base cualquiera {e,} y calculando la expre
sién del segundo miembro de (7.7.1) para las componentes de ¢ y

u relativas a la nueva base.

Se tiene, ademids, empleando las férmulas 7.2.10

g ipJ1, %2 B2 by 4. _ . = ip
t u= g g vc-gpptpj ...)Pu!l ‘-.l'p i tjj .“jﬂu P
(7.7.2)
donde r._uj son las componentes covariantes de t.
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Es facil comprobar que la aplicacidn (t,u) W t-u, defi
nida por (7.7.1) o por (7.7.2), tiene las propiedades del pro
ducto interno, 7razdn por la cual podemos darle el nombre de
producto interno. De esta manera &'V posee una estructura de es-
pacio euclideano. En particular, las componentes covariantes
del tensor fundamental de ese espacio, para una base dada { e; }
de V, sera (teorema 7.5.1)

g z . = (e, & i B e ) e, & Re. )
T e T 1 P i1 Tp
ky kK P £ .0 Ip
= g"; IJ‘8_.!‘_! I . g*p JP (5'-1 5.'2 = sip ) (5:‘! 5j2 .. 5jp )
= g‘-l j: giz 35 . gfp IP »

pues las componentes contravariantes de los p-tensores de base

son B o 5% y 8% i . &V
1 p i Iy
La forma cuadritica fundamental del espacio euclideano ®V

tiene por coeficientes a los niimeros

y se tiene

teu = g R L L B

Los ntmeros g, w ; son las componentes de un tensor co-
F S B

variante de orden 2p, por cuanto se cumplen las relaciones

oAb gh o b
& i = Eaoa e By g S Al” A, E; 4 e Al_, A, &,
g s iy el 171 ? S P E B
i i j
o AL o oy oA ou AR OTH o i as
i 4! J.l J" By o 0 fooe
1 P 1 r I p 1 i
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Diremos que el tensor euclideano de orden 2p al que perte
nece dicho tensor covariante es el tensor fundamental de ©° V.

Observaremos por Gltimo que si la base {e;} es ortonormal

se tendrid que

PR -P iy - jp t iy

y por tanto, en tal caso, g, i ; toma el valor I cuando
1 g g

(i 5..., ip) es un conjunto ordenado idéntico a (j, «.-,5)s ¥

toma el valor cero en caso contrario.

Ejercicio 7.7.1. Dada la base {e¢; } del espacio euclideano V,
cada uno de los tensores te®”V posee, por lo dicho en la sec-
cién 7.2, componentes de varios tipos. Segfin se ha estableci-
do en la presente seccidn, ®"V es a su vez un espacio vecto-
rial euclideano, (cdmo pueden interpretarse en este espacio

vectorial, referido a la base {e; @ ... ® e;} =e; .. ; , las
» iy [P 1 D
componentes del vector te®V a que nos hemos referido anterior

mente?
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§ 8. Algebra tensorial

En los pardgrafos § 6 y 1 en que, como sefialamos entonces, la ex-
posicion se orienta a las aplicaciones del edleulo tensorial, hemos introdu
eido la nocidn de multiplicacidn entre tensores pertenccientes a espacios
que son producto de espacios vectoriales dados. Hemos Llegado as? a obte-
ner el dlgebra de los tensores afines y la de los tensores euclideancs. FEn
el presente pardgrafo trataremos de manera mds general acerca de la nocidn

de dlgebra tensorial de la cual son casos particulares las mencionadas.

Salvo indicacidn en contrario, los espacios vectoriales que considera

remos en este pardgrafo son de dimensidn cualquiera finita o infinita.

8.1. Suma directa de espacios vectoriales.

Definicién 8.1.1. Dados dos espacios vectoriales cualesquiera
Uy V, el producto cartesiano UxV formado por todos los pa-
res (u,v), uelU, veV, provisto de las operaciones

1]

(u“v.i)-n-{u;,uz) (u,+u,, v, +u)

a(u, v) (au,auv ), aell

es un espacio vectorial que se llama swma directa de Uy V se
designa por U @® V. Su vector nulo es (0,0) y el opuesto de
(u,v) es (-u,-v).

Si {«x;} {3}, son bases de Uy V respectivamente, en-

ier?

tonces {(x;, OO} YV {(0, yj}}jﬁ es una base de U®V, Si, en par
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ticular, U y V son de dimensidn finita, se cumple que

dim (U@ V) =dim U + dim V,
Las aplicaciones lineales

i U-+>U®@®V tal que ¢ (u)=(u,0)

t, : V>U®V tal que , (v) =(0,v),

son inyectivas y se llaman inyecciones candnicas de U y V en U@V,

Las aplicaciones lineales
7, U®V > U tal que 7 (u,v) =u

7 U@ Vv =V tal que m,(u,v) =v,

2

son sobreyectivas y se llaman proyecciones candnicas de U @V.

Se cumplen evidentemente las relaciones

mpot, = Iy . Moty =1, (8.1.1)
Mot =0 s Myot, = 0 (8.1.2)
o m+ om = Iyey (8.1.3)

Puesto que las aplicaciones ¢, y ¢, son inyectivas, podemos
identificar a U con Imt; ya V con Imt,, de manera que podemos
considerar que U y V pertenecen a U@V, espacio del cual Uy V  son
entonces subespacios disjuntos, es decir que UN V= {0},
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La definicidén anterior puede extenderse a una familia cual-
quiera de espacios vectoriales.

Definicién 8.1.2. Sea { U} una familia cualquiera de espa-

i€J
cios vectoriales. Consideremos todas las aplicaciones

x: J —=>U q
i

tales que

1) x(j)ey para todo jeJ,

2) x(j) es igual a cero salvo para un nGmero finito de valores
de:j .
En adelante vamos a denotar a x(j) por X
El conjunto de las aplicaciones x provisto de las operacio

nes

(x+y)j = x5ty o, (ex)(j) = ax; para aelF,

es un espacio vectorial que se llama swma directa de los espacios
U y se designa por @ U;. Su vector nulo es la aplicacién 0
j

tal que 0(j) = G.r ; donde 0. es el vector nulo de b; :

En el caso en que J es el conjunto I¥ de los nlimeros natu-
rales, la familia {U }jeN es numerable y puede expresarse en la

forma {U,,U,,... },y el espacio Q; U, puede representarse por

U @U@ ...
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Para cada elemento keJ se define la inyeceidn candnica

1 O -*@D; que aplica a cada vector ueU, en el elemento t,(u) e
i

®U tal que
i

3

0 para ji=k

g (u)(j) =
u para jFk,

Mediante la identificaci6én de U, con i (U,) podemos conside-
rar, en adelante, que U, es un subespacio de @j U.

Se define también la proyeccidn candnica

n o+ 80 -y

que a cada :n:e&)l’{i le hace corresponder el vector x,e U .
i

Se cumplen entonces las relaciones

Ejercicio 8.1.1. Dados tres espacios vectoriales U, Vy W, vy
las aplicaciones
g U->w L:VoW

: WU T, WV

My »

que cumplen las relaciones
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= |
o
=
9
]
=1
-
5

-

tpom * i om = Iy,

entonces existe un isomorfismo ¢: U@® V - W tal que se cumplen
las relaciones

b, = Yo, , m =Mooy s

t, 1!2=1'ral{3"‘.

2

]
b
o
-
[
-

Puede decirse entonces que, salvo un isomorfismo, W es la suma
directa de Uy V,

8.2 Suma directa de subespacios de un espacio vectorial.

Definicidn 8.2.1. Se 1llama swna de dos subespacios U, y U,de un
espacio vectorial U al conjunto de todos los vectores de U que
pueden expresarse en la forma u,+ u, en que u, el y u,el,. Es
evidente que es un subespacio de U que representaremos por

Uy +U,, del cual U, y U, son subespacios.

La definicidn anterior se extiende de la siguiente manera
a una familia {Ui},‘e; de subespacios de U, Se llama swma de los

subespacios U y se designa por Z U; al conjunto de los elemen
i

tos de U que pueden expresarse como sumas de vectores de los es
pacios U en nGmero finito, que representaremos en la forma Z x;
1
donde estd sobreentendido que los x; son nulos salvo un niimero
finito de ellos. ZU es un subespacio de Uy contiene como sub
i

espacio a los espacios U .
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Definicidon 8.2.2. Dada la familia {Q-%Ejde subespacios de U,

la aplicacidn

tal que

p(x) = Z x;
i

es evidentemente un homomorfismo de @ U sobre I U que llama
1 I

remos homomorfismo candnico.

Teorema 8.2.1. La condicidn necesaria y suficiente para que el

homomorfismo candnico ¢ se reduzca a un isomorfismo de @ U so
i o

bre X U es que para keJ se cumpla que
1

gy n z U = {o}, (8.2.1)
jER

lo cual se expresa diciendo que los subespacios U son indepen-

dientes.

En el caso en que la familia se reduce a los subespacios U,
y U,, 1la condicidn precedente se reduce a U,NU, = {0} y se di
ce entonces que U, y U, son disjuntos.

Demostracidn. Supongamos primero que ¢ se reduce a un isomorfis
mo, es decir que ¢(x) =0 implica que x= 0.

Si la condicidn del enunciado no se cumpliera existiria un ele-
mento keJ y un vector x,eU , diferente de cero, tal que podria

escribirse

Pk

277



ALGEBRA LINEAL Y MULTILINEAL. SEGUNDA PARTE

En tal caso el elemento ye(-_BO; para el cual es BB Yy
)

para j# k, cumpliria la condicidn.

$(¥) = x - T x =0
j#Ee !
y resultaria una contradiccién pues y no es el elemento nulo de
@ U; porque 4 # 0. Debe pues cumplirse la condicidén del enun-
)

ciado.

5i, inversamente, suponemos que la condicidn se cumple y

que xe®U es tal que v(x) =0, entonces se tiene X x(j)= Ix=0;
! i i

por consiguiente, para cada ked puede escribirse x = - I x,
j Fk
y por tanto es xeUN X U. De la condicidén del enunciado se
i #k
deduce entonces que x, = 0 para todo k, o sea que x=0; lo

cual prueba que e¢(x) =0 implica que x=0, es decir que ¢ es
un isomorfismo. =

Definicién 8.2.3. Dada la familia (U };u de subespacios del es

pacio U, que cumple las condiciones (8.2.1), en cuyo caso la su

ma directa @ U se aplica isomorficamente sobre X U por el homo
F :

]
morfismo candénico ¢, identificaremos a Eb} con GBU}. mediante
i i

ese isomorfismo. De esa manera podremos decir que la suma direc

ta @ D; es un subespacio de U al que llamaremos suma directa de
i
los subespacios U.
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Teorema 8.2.2. Las condiciones (8.2.1) son equivalentes a 1la

condicién siguiente:

Cada vector del espacio Eq se expresa de una sola mane-
i

ra como la suma de un nimero finito de vectores pertenecientes
a los subespacios q i

En particular cada vector xeziﬂ s6lo admite la expresidn

]
de esa naturaleza constituida por &1 mismo.

Demostracidn. La demostracidn constituye un ejercicio para el lector. ®=

En virtud de la proposicién anterior, dada una familia {U EEJ

de subespacios del espacio U, si dichos subespacios son inde-
pendientes o bien si cada uno de los vectores del espacio I U
i

no admite sino una expresidén como suma de vectores de los espa-

cios U, el subespacio X U de U se identifica con @ U .
7, ]

Sea {U;} , una familia de subespacios independientes del espa
cio U, tales que U= @& q . Las inyecciones candnicas

i
15 TS
1
se reducen a las aplicaciones idénticas, y las proyecciones ca-

ndénicas

son tales que
7, (u) = u, , si u = Zu u el .
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8.3 Subespacios complementarios.

Teorema 8.3.1. Dado un subespacio U, de un espacio U existe
un subespacio (no Ginico) tal que

U =0 8.
Demostracién. El conjunto P de todos los subespacios de U que son
disjuntos con U, no es vacio porque contiene el subespacio {0},
P es parcialmente ordenado por la relacidén de inclusidn. Una ca-
dena cualquiera S de elementos de P tiene una cota superior que
es la suma de los subespacios que la componen. Por tanto, en
virtud del lema de Zorn (Pte.I, pdg. 19), existe en P un ele-
mento maximal (puede haber méds de uno) U, tal que cualquier
elemento de P que lo contiene es necesariamente igual a &1.

Puesto que U, es independiente de U,, basta probar que U=U+1U,,
pues segiin sabemos es U, + U,= U, ®U,.

Supongamos que sea U, +U,#* U, Existird ueU tal que
uéU, +U, . Designemos por U, al subespacio de U generado por
u y los elementos de U,. U perteneceria a P, porque si no fue
ra disjunto con U, existiria el vector u'+#0 tal queu'eU NU,
y por cuanto ' €U, podria escribirse

1

u' = u, + ku u,e U, , kel

3 ]

de donde resultaria que

u = %(H'- ul)e U+ Uy,

y resultaria una contradiccidén. Es decir que U; es disjunto con
U, y pertenece por tanto a P. Llegamos asi a una contradiccitn

con el lema de Zorn pues U, seria un elemento de P que contiene a
U, y no es igual a éste pues contiene a u,vector que no pertenece a ;. ®
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Definicion 8.3.1. Dado un subespacio U, del espacio U cada sub
espacio U, de U tal que U= U @ U, se llama complementario de U,
en U,

Ejercicio 8.3.1. Si U y U, son subespacios del espacio vecto-
rial U tales que U, N U, = {0}, y si B, y B, son bases de
U, y U, respectivamente, entonces B, U B, es una base de

U @ 0.

Ejercicio 8.3.2. Si U, y U, son subespacios de U tales que
U=U®U, y si U es un subespacio cualquiera de U, no se
cumple en general la relacidn

U, = (U,NU) & (U,NT,).

Esta relacidn si se cumple si U, C U, .

Sugerencia: Considerar un espacio U que tiene la base {e;, e, },
y sus subespacios U;, U;, U;, generados por e, e y ¢ + e,

respectivamente.

Ejercicio 8.3.3. Si G es un sistema de generadores del subes-

pacio U de U, entonces UG es un sistema de generadores de
;a

] ?

2 U; y si B; es una base de U, U U es una base de & U; .
i i i

Ejercicio 8.3.4. Si {«x }:’e.r es una base de U y U es el sub-

espacio generado por x; , entonces es U=@ U,.
J
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Ejercicio 8.3.5. Sea U, un subespacio de Uy ¢,: U, =V, donde
V es otro espacio vectorial, sea una aplicacidn lineal. Pro-
bar que ¢, puede extenderse a una aplicacidn lineal ¢: U > V,es
decir tal que la restriccidn de v a U, es igual a v, .

Sugerencia: Hacer uso de un complemento de U;.

Ejercicio 8.3.6. Si U, es un subespacio del espacio vectorial
U, existe una aplicacidén lineal sobreyectiva ¢: U = U, tal que
vx =x para cada xe U;.

8.4 Dual de l1a suma directa de dos subespacios.

En el teorema que sigue a continuacidn consideraremos el
dual de un espacio cualquiera W al espacio L(W) de las funcio
nes lineales definidas sobre €1, y lo designaremos por W*, De-
signaremos ademds por U’ y llamaremos aniquilador del subespacio U
de W al subconjunto de W* formado por las funciones lineales w*
tales que w*(u) = 0 para todo ueU, Es evidente que U’ es un

subespacio de W*,

El teorema siguiente establece que si W es suma direc-
ta de dos de sus subespacios, su dual W* es suma directa de
los aniquiladores de dichos subespacios.

Teorema 8.4.1. Si Uy V son subespacios de W tales que W=U®YV,
entonces U* es isomérfico con V¢ V* es isomérfico con U’ yse
tiene que W*=U%@ V°,
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Demostracidén. Representaremos aqui por u, u* y u? a elementos
genéricos de U, U* y U®, sin que signifique esto que haya que
suponer que exista relacidn alguna entre dichos elementos porel
hecho de que aparezca la letra u en la representacidn de los
tres. En forma semejante emplearemos los simbolos v,v*, v0y w,

Probemos primero que U® y V? son disjuntos. Supongamos

que w*e UN VP, Se tiene entonces que w*(u) = w*(v) = 0 para
todo ueU y todo veV, y por tanto, puesto que cada weW se ex
presa en la forma w = u + v,,se tiene que w*(w) = w*(u+v) = 0

para todo weW. Es decir que w*=0 y por tanto U°NnV? = {0},

Para probar que W* = U%@® V? basta probar ahora que cada
w*e W* puede expresarse en la forma w*=u’+ 0%, Dado w*eW*, si w
es un elemento cualquiera de W, existen ueU y veV, bien deter
minados, tales que w= u+v. Podemos entonces definir los ele-
mentos u*y v* de W* mediante las condiciones u*(w) = w*(v) vy
v¥(w) =w*(u). La linealidad de esas funciones se comprueba sin
dificultad. Ahora bien, puesto que u*(u) =w*(0) = 0 para to
do wueU y v*(v) = w¥(0) =0 para todo veV, se tiene que

uteU? y  v*eVO,

Ademds, para cualquier elemento w =u+veW es
wH(w) =w*(u +v) = w¥(u) + w¥(v) = v¥(w) + u*(w = (u*+v*)(w.
Resulta de aqui que w* = u* + v*, y por consiguiente
Wt = U°@® VO,

Para terminar 1la demostracidn s6lo falta probar que U?

es isomorfo con V*. De la misma manera se probard que V’ es
isomorfo con U*,
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A cada u’¢ U’ podemos hacerle corresponder la funcidn
" v*eV* tal que v*(w) = u’(v). La aplicacidén ¢: u® > u* gsi

establecida es lineal pues

p(aul+Bul)(v) = (au? + pud)(v) = auf(v) + pul(v)

(ap(f) + Bo(ud))(w)
para todo v; y por tanto

p(aul +Bul) = ap(ul) + Bouf).

Finalmente, ¢ es biyectiva: Es inyectiva porque si ¢(uf) =e(up),
entonces se tiene y(u] - u3) =0, y por tanto e¢(uf - ul)(v)=

(uf - u;’)(v) = 0 para todo v; es decir que cualquiera que sea
weW es (u) - ud)(w) = (uf - ud)(u+v) = (u) -ud)(u) + (u2+ uf)
(v) = 0 por cuanto (u? - ul) e U. Resulta asi que ul = uj vy

v es inyectiva.

¢ es sobreyectiva porque si v* es un elemento cualquiera de
V*, la aplicacidn lineal ueU° definida por la formula uf(w)=
v¥(v), donde w = u+v, ue U, veV, es tal que v (u?)(v)=u%v)=
v*(v) para todo veV, y por tanto es ¢(u) =v*, =

8.5. Producto de tensores sobre un espacio vectorial V.

Dado el espacio vectorial V, consideremos los productos

tensoriales (®°V, ® ), para p=2,3, ..., donde ®V=Vv®. .8V

O —

p factores
es la potencia tensorial de V de grado p, o P-ésima potencia tensorial de
V, cuyos elementos se llaman tensores de grado P sobre V. Convendre
mos en escribir @’ v=F vy @ Vv =V de modo que los escalares y
los vectores de V pueden considerarse como tensores de grade 0 y 1
respectivamente. Los tensores de la forma x,® ... ® x,, p =1
Yy los tensores de grado cero se llaman tensores descomponibles.
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SegGn el teorema 5.10.2 existe un Gnico isomorfismo

g, (@v) ® ®v) » @ty
]

tal que

g, (%@ 0 a®x) ®(x,,®...8x,,.))=x0...8x,, .

La primera parte del teorema 5.7.2 permite establecer la existen

cia de una unica aplicacidn bilineal

v, & vix(& vy &y

tal que

; . ((xj' ®--¢8xp) 3 (xp_'_j @...®xp+q}) = X @...9«x

P P+q

Si L% designa a la aplicacidn universal
¥

¢ (@ vyx(® v) - (@ v) @ (e v),

resulta que
Yok = ®,0 > Y0t

Puesto que g es un isomorfismo, resulta del corolario 4 del teo

3EI’

rema 5.5.1, caso, que el par (&™ v, Ep q) es producto ten-

sorial de ®°V y ®' V. Se tiene por tanto que G}’q(xp,xq) =%® x.

Definicion 8.5.1. Se 1lama producto de los tensores u, € e’v Yy uge€

@'v al tensor Gp q(up,uq)e @"*1Vv, el cual, en vista de
»

las consideraciones precedentes puede escribirse en la forma

u,®u,. Se tiene por tanto que

u, Qu, = ¢P,q{u s Ug);
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y en particular, el producto de tensores descomponibles es da-
do por

(@ ... ®x,) @ (x,,® ...09x,,.) = 0@ ... ®xp+q .

La propiedad asociativa general del producto tensorial per
mite reconocer que el producto que acabamos de introducir es una
operacidn asociativa; pero no es conmutativa salvo el caso en
que dimV =1, En efecto, si dim V>I, sean x ey vectores
de V linealmente independientes. E1l par (x,y) puede ampliarse
hasta formar, una base de V. Seglin el corolario 1 del teorema
§.5.1, x®y e y ®x forman parte de una base de V @V, Son por
tanto 7.i. y por consiguiente diferentes.

Dada una base {e¢ }  de V, los tensores ¢ @ ...®¢
1 P

i,el, k=1,...,p, constituyen una base de v, Si, en particu

lar, V es de dimensidén n y su base es {e,, ..., e}, entonces
la base de ®'V estd formada por los nf vectores e,-!_® ®eip
(i, = 1, 2,.. n). Se tiene por tanto dim®’ V = n", y cada ele

mento ze®” V puede expresarse en la forma

8 2E"P @ ... 86, (a'  Pem),

1,
donde z! ? son las componentes del tensor =z.

8.6 Algebra tensorial de un espacio vectorial
Consideremos el espacio vectorial
(°v) @ (V) @ (V) @ ...

que es suma directa de todas las potencias tensoriales del espa
cio vectorial V, y que designaremos en adelante por ®@V. Segiin
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hemos sefialado en la seccidn 8.1, para cada valor de p el conjun
to de los elementos de ®°V, (u,,u,,u,,...), tales que u,=0 pa
i #p constituye un subespacio que es isomorfo con @'V por 1la
correspondencia (u,, 4,4y, ... ) FH u,. Este isomorfismo permi
te identificar a dicho subespacio con ®PV, identificando a los
elementos que se corresponden en dicho isomorfismo. Resulta
asi que ©V contiene a los subespacios e’v y cada elemento

ue®V puede expresarse de manera inica como una suma

uPE®PV,

en que los tensores U, son nulos salvo un nimero finito de ellos.

Puede escribirse entonces, segin lo dicho en la seccidn 8.2,

Dados los elementos cualesquiera u= Xu,, v=2Xy, de eV,

definamos 1la aplicacidén (u,v) = uv de ®V en si mismo dada por
uv = EE’(u v ) = £ u, ® v

Psqg" p? g r g
?,4 P,4q

donde ¢, . es la aplicacidn bilineal definida en la seccitn 8.5
La aplicaci®dn (u x) m u v es bilineal pues

(cu+fu,)v = I % 4 (o up+Buy,, v, ) =
Pya

z [ay u v + By v =
.- [ 'Pp,q( 1p » Yq) B“’p,q(“zp! A )]
3

n

- pzq g Wapa g ) * ﬁpzq Yp,q (B2ps Uy ) = aluy ,v) +B(u,,0).
2 L]

En forma semejante se comprueba la linealidad respecto de v.
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La operacidn que se introduce en ®V por la aplicacidn (u, v)

= uv que acabamos de introducir es asociativa como se pprueba
a continuacidén. Se tiene en efecto

(u v) w =2 (uv), @u; ;

P,
pero es claro que
(uv), = = (u Bv));
res=p
luego
(uv) w= I z u,@v,@wq.

Pyq r+s=p
Puede observarse que

2 4 u, ®”s @ iy = z u},,@ vq,@w,,,
Psq rts=sp " L

porque es evidente que cada sumando del primer miembro figura en
el segundo, y porque cada término Uy @ v, ® w, del segundo fi
gura en el primero si se da ap, g, r y s 1los valores p=p' +¢,
qg=r", r=p' y s=g¢q'. Se cumple por consiguiente que

(uv)w = = Uy @ vq.@ w, .
plaglyr!

De manera semejante se prueba que u(vw) tiene por valor la
suma del segundo miembro de la ecuacidn anterior. Luego podemos
escribir la fdérmula

(uv)w=ulww) =uvw= I u, @y, ® w, (8.6.1)
Pyq, T

y por tanto la operacién (u v) F uv es asociativa.

ZNERSIEAD Gy >
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Definicion 8.6.1. E1 espacio ®V, asociado con 1la operacidn

(uv) > uwwv =% u,®uy,
P,q

mutativa que se llama algebra tensorial del espacic V. Su elemento

, es una dlgebra asociativa pero no con-

unidad es el escalar 1e®°V = JF.

Teorema 8.6.1. E1 dlgebra tensorial ®V tiene como generadores
a su elemento 1e®°V = F y a los vectores pertenecientes a
®'v = V, en el sentido de que cada uno de sus elementos puede
expresarse mediante una suma de la forma

zatT Py, (8.6.2)
donde P, ¥, ..., i, son niimeros naturales cualesquiera, Uu® v,

y los « son escalares nulos salvo un nimero finito de ellos.

Demostraci6n. La fdérmula (8.6.1) se generaliza sin dificultad
de manera que dados los elementos Uy ,..., U, cualesquiera de
@V se tiene

1 uz . e P Iq! ...®upqr (8.6.3}
L s,

u

k s
donde u,= Zou, y Uk e ® V. En particular dados los vectores
k

Uy seens by de V se tiene

v By aae B, ™ o B 0

Ahora bien, cada elemento de ®V es combinacidn lineal de ele
mentos de la forma v, ®...@ v, donde los { v, ..., vy, } son con

juntos cualesquiera de vectores de V, es decir una expresién de
la forma (8.6.2). =
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8.7. Propiedad universal de ® V.

El teorema siguiente expresa una importante propiedad uni-
versal del dlgebra ®V.

Teorema 8.7.1 Dada una aplicacidén lineal f: V -+ A donde 4 es
una dlgebra asociativa sobre el campo F, provista del elemento
unidad e, existe un Ginico homomor

fismo de dlgebras g : ®¥“+A,1)tal

f
v = A
que g(I1)=e y que f = geoi, don
de i es la aplicacidén de inclu- i
sién de Ven ®V, de manera que g
g(v) = f(y) para todo v, e® V =V,
@v

y que el diagrama adjunto es con-

mutativo.

Demostraciéon. A las aplicaciones multilineales

g ¢ F - A, v, Vi'ar®V 22l (F =1 2o5u)
r factores 3

o ] Vo x Vel 4
definidas por las relaciones ——

r
o, (N) = Ne, 9y, .000) = f(y) ... f(,), ]
®f

<

les corresponde, en virtud de la propiedad
universal del producto tensorial, las apli
caciones lineales

=9 y ¢:@V->4 (r=1,2,...)

Vv

1) Es decir una aplicacidn lineal tal que g(uo)= g(u) g(v) para u,vee Vv
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para las cuales es ¢ o @ = v, (i=0,1, ...), y por tanto
PA) =2re y T (v, ® ...Qu) =f(v,) ... f(y).

Podemos definir ahora la aplicacidn lineal
g :®V - 4

de modo que para cada elemento

2 = FTyERE .. PR (z,¢ IF, z,e @V, z, #0)
de @V es

8(2) =% (2) + ¥ (%) +...+9(3).
Puede sefialarse, en particular, que si z =v, ® ... ® v, e @V,

entonces es

g(vy; ® ...8y) = ¢ (v,®...00) = f(v)... f(v,),

y por tanto g(v,) = f(y) para todo v,e V. Ademas  g(1) =

¥, (1) =e.

Para demostrar que g cumple las condiciones del enunciado
falta probar que es un homomorfismo de &dlgebras, y que es Gni-
co. Para lo primero sd6lo queda por establecer que se cumple la
relacidn (zw) = g(z) g(w) cualesquiera que sean z y w de
®V. Estableceremos primero esa igualdad en el caso en que 2z y
w son descomponibles, es decir para z, = u,®...Qu e®V vy

r
ws=vj®__,®v’e®’V.

Se tiene entonces
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glz,w,) = g(u, ®...06u By © ... @)
= ¢, (uy ® ... Q@u @y @ ...0y,)
= flu,) oo FCu) flv,) ... (o)
= ’@:{u'® e ®u ) T(y® ...®vy ) = g(z )g(w).

Para establecer la relacidn en el caso general basta obser
var que cada elemento de ®V puede expresarse como suma de ten
sores descomponibles, para lo cual basta expresarlo primero co
mo suma de tensores de los espacios ®'V, cada uno de los cuales
puede escribirse luego como suma de tensores descomponibles. Su
pongamos pues que

son las expresiones de =z y w como sumas de tensores descomponi
bles. Tendremos

gzw) =g( T zw) = T gzw) = I g(z)g(w)

'IgJ. 'I,f f’j

(Zg(z)) (Zg(w)) = g( 2z )eg(Zuw) = g(z)g(w
i i i I

Probemos por tltimo que g es Gnica. Las condiciones
g(l1)=e y [f=gei del enunciado proporcionan los valores que
g toma en @V =F y en ®'V =V, Ahora bien, segin el teore
ma 8.6.1 cada elemento de ® V puede expresarse como una suma
de la forma (8.6.2), 1luego el valor que tiene g en dicho elemen
to, puesto que g es un homomorfismo de dlgebras, es igual a

i i b
TalT? g, )., g ) =2 TP F(u ) Ll (Y,
1 » 1 P
y por tanto es univocamente determinado por f. ®
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Ejercicio 8.7.1 Dados el espacio vectorial V, el dlgebra aso
ciativa W sobre el campo F provisto de elemento unidad que po-
demos designar por I Y , ¥y una aplicacidén lineal ¢: V = W, que

cumplen las condiciones siguientes:

ATl. E1 adlgebra W es generada por el conjunto {Imy} VU {1}
de sus elementos, es decir que cada elemento we W pue
de expresarse en la forma

x =X 4+ 3z ¥ p{v}f))n,o(v‘.(,'.))._,w(vp(f)),

i=1 i

donde los X son escalares y los v son vectores de V,

AT2. Para cada dlgebra asociativa A sobre F con elemento
unidad e, y para cada aplicacidén lineal f[: V =+ A |
existe un homomorfismo de al
gebras g: W—> A tal que f

VA
g(1) = e y que
f =& ¢w. i g
w

Es decir que el diagrama ad-
junto es conmutativo,

entonces existe un dnico isomorfismo de dlgebras v: ®V > W tal
que v =y¢oi, donde i es la aplicacidn de inclusidn de V en ®V,

El resultado precedente permite considerar al par (W,¢) co-
mo una representacidn del dlgebra tensorial @ V.

1) Designar con I al elemento unidad ¢ de una flgebra sobre el campo I proviene de la identi-
ficacién que es posible hacer de los elementos a € F con los elementos ae del ilgebra.
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8 .8. Algebras tensoriales sobre un par de espacios duales.

Sean V y V* dos espacios duales; 1la aplicacidn
(x* x) = <x* x > es el correspondiente producto escalar.

Las dlgebras tensoriales @V y ®V* se llaman algebras tensoria-
les contravariante y covariante de V respectivamente. La p-&sima po
tencia tensorial ®"V* podrd ser designada también por ®,V, de

modo que @ V*=@®(® V). Los elementos de V y de ®V se distin-
guirdn con f¢ndices inferiores y los de V* y @V* con indices supe
riores.

Recordemos que, como fue establecido en el corolario 3 del
teorema 5.17.2, los espacios ®,V y ®"V, p=>1, son duales,
con un producto escalar que cumple la condicidn

<x!'® ...0x, 20® ...@xp>=<:|:’,x1> i el x, >.(:r"eV*,xjeV}

Para p=1, esta férmula se reduce al producto escalar de 1los
espacios duales Vy V*, Podemos, ademis, extender la defini-
cién de <, > al caso p=0,

<A, p>= An Ne@V =F, ue® V =F) ;

3

y definiremos entonces el producto escalar entre los espacios
®V y @® V* escribiendo

<u*,v > = z<ufu,>, donde u*=3 ufe ® V¥, u"’e@pv, y
P P

= P
v §$E®V’ vpe@V.

La funcidén (@V¥)x(® V) - F asi definida es evidentemente bi
lineal. Probaremos ahora que es no degenerada. Si  fuera, por
ejemplo, < u*,v > = 0 para un dado elemento u¥*e® V* y para
todo ve ® V, entonces, en particular para cada g, y para todo

vg € " vc ® vV seria < u*¥,v, > =0, Puesto que v, = Z v, don
»
de v = 0 para todo p #q¢, si u*= %up, resulta de la defini
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cién de la funcidn que consideramos que < u*,v, >=< u",uq>

?

y por tanto es < uf, v, > = 0 para todo vy, e e’v. E1 producto
escalar que, segln hemos visto, existe para los espacios duales
®,V y @'V, que desde luego es no degenerado por definicidn

de producto escalar, implica que u? = 0 para todo g. Luego es
u*=0, En forma semejante se prueba que dado ve  V , si

<u*, v>=0 para todo u*e® V*, entonces es v=20. Por tan-
to la funcidn bilineal que hemos definido es no degenerada vy
constituye una producto escalar de @ V y ® V*  1os cuales son

por tanto duales.

Consideremos en especial el caso en que V es de dimensidn
finita n. Designemos por {e;} y {e/} a bases duales Vy V*
Los productos escalares de los elementos de las correspondien-
tes bases de V,=®,V y V’- @"V son dados por las férmulas

<e'® ..®c", e ® .., ®e > =5 52 ... 8", (8.8.1)
¢ D e S ip
y por tanto, las bases { e:.,s ...®el,p} y {€"® ... ®¢?} son duales.

De (8.8.1) resulta que dados dos tensores cualesquiera

i

W= B - Tl B @ VR

1.y . . :

p (i = {J 50005 .rp}, 5y ¢ {1 50055 v}y p 20)

¥
e 5

v = X £J P ek}@’...‘z' ekpé® v, (KP={k;,--.,kP}J,k,-E‘U,...,ﬂ},

K

il

su producto escalar es

<ur v>= 3 ! P q
K
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8.9 Tensores mixtos.

Definicion 8.9.1. Para cada par (p, q) de nimeros naturales,
designemos por ®‘f V, al producto tensorial

® V =Ve® ,. .0 Ve v:e ,, A6 O V*
—_— e
p q

cuyos elementos se llaman tensores mixtos sobre V, contravariantes de
orden p y covariantes de ordenq. p+q es su orden total o simplemen
te su orden (o0 grado ).

Convendremos, ademds, en escribir

P 0 0
&v=0'v, © =0'vi=0yVv, ©,-F.

P
Los tensores de ® V que pueden expresarse en la forma

%® ...®x,®x'® ... @7, donde x eV y xle V* se 1laman tenso-
res descomponibles. También llamaremos descomponibles a los elemen
tos de FF, V y V*,

La dualidad del par (V*, V) da lugar a la dualidad del par
(®:V, ®;V ). En efecto, segiin el corolario del teorema 5.10.2
existe el isomorfismo natural

X : BV > vk

que cumple la condicidn

X(¥ €@ ...0y @90, @) = 510 . @yRy V.., 9, .
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Seglin el corolario 3 del teorema 5.17.2, el par (@:V, Q‘fv*}n

es dual con un producto escalar < , >, para el cual se cumple
que

<%0 ...0x, 028 ...092%, 8 ..0y 8.8y >
I TN SR B SE R P . K x",yq >,

lLa dualidad del par ( ®£V, ®:V} se define entonces median

te la aplicacidn de ®:V % ®§V en IF, dada por

(u,v) P <u,yx(v)> (ue ®'V, ve®Vv),

2

la cual es bilineal por cuanto x es lineal y < , >, es bilineal;
y es no degenerada como es féacil comprobar dado que < , >; 1lo
es y y es una aplicacidn biyectiva; y por tanto refine las con-
diciones de un producto escalar que también designaremos por

Sly

, de manera que

<wu,w>=<u, y(v) )x,

Se cumple en particular que

<xl®...®xp®xl®...®xq, yl®...®yq®yl®...®y”>
= <%0 ...9x @x'0® ...@xq,y‘®...®yp®y:-8‘...®);>;
=<y1,x:>...<y’°,xp><x",yl>... <x‘?,yq>.

(8.9.1)

1) Recordemos que el par (V,V*) es también dual, y el producto escalar correspondiente es da
do por (x,x* ) = <x*,x>, donde < , > designa aqui al producto escalar del par (V*, V)
(Pte.I, secc. 4.2).
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Resulta de esta manera la dualidad de los espacios Gﬁ V y
@fiﬂ En particular ®§V’es dual de si mismo.

Observacidn. Si consideramos los tensores descomponibles

v, = % ®...@ xpe‘g'ﬂV, W = 2’ ®...0 x9e ®qV,
%, =, ®,,_®;e®"v, W =yl e...® Fe® v,

y tenemos en cuenta la fdormula (8.9.1) y la dualidad de los pa
Tes (\%,V, ®pv?) que fue definida en la seccidn 8.8, resulta

q P _ P q
<v, ®uw,v, ®@u >=<u,v, ><u,y >

<vq®u'°, up®u"'>,

r q
de donde se deduce, en general, para ue @V y ve @V,

SugyZeE K vgu

*Ejercicio 8.9.1. Comprobar que la multiplicacidén de tensores
afines definida en la seccidén 6.5, b), es un caso particular de
la que se ha definido en la presente seccidn.

8.10. La operacidn de contraccidn. La operacidn de contraccifn,
que fue introducida en la seccidn 6.5 para el caso de los tenso
res afines sobre un espacio de dimensidn finita, puede exten-
derse a los tensores sobre un espacio de dimensidén cualquiera,
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Definicién 8.10.1. Dado un espacio cualquiera V y los niimeros
naturales p y ¢, definamos, para un par dado (i, j) de nime-
ros naturales tales que i <p, j <gq, la aplicacidn (p+gq)-lineal

Wy VR RV kY% k7% » @ ¥
i e —— —— g~
[ q
dada por la fdérmula
Y:(x;,-:xp: o ,1‘?)_—.
=<, x>x ©...0 %®..0x @x' ® ...0% & ... 04,

donde la expresidn que sigue a <x‘f, x, > en el segundo miembro

representa al producto tensorial que resulta del producto

x ® ...8x, ® x' @ ... ® 2’ cuando se suprimen los factores x
i

y x que llevan encima el signo ~.

En virtud de la propiedad de factorizacidn de la aplicacidn uni

versal

@ 7 VH e XY X VER . % VE S ®:V,
\..-—-—-\f'—'-‘J
P q
2 . : < i P p-1 j
existe la aplicacidén lineal C :Q® V-=>® , tal que 7, = C. o ®,

para la cual se cumple por consiguiente que

c/(r,®.. 850" ... @x7) =

= Lol &5 5,008

E 1

®..9x,0x'®...970...0 7.

¢’ se 1lama operador de contraccidn relativo al par (i, ), y C': (t)

i

se llama contraceidn del tensor teﬁfv, relativa al par (i,j).
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*Ejercicio 8.10.1 Comprobar que la operacidn de contraccidn
que fue definida en la seccidn 6.5 para los tensores afines
coincide con la introducida en esta seccidn.

8.11. Algebra tensorial mixta. En la presente seccidn vamos a
ampliar la nocidn de algebra tensorial, que fue definida en 1la
seccidén 8.6, al conjunto de los espacios ®:V.

Definicién 8.11.1. Dados los espacios duales Vy V¥ se 1llama
dlgebra tensorial mixzta al espacio ® (V, V*) que es la suma direc
ta (seccién 8.1) de los espacios ®:V (p,g=0). Puede escribir
se por tanto
®(V,V¥)= @ (& V).
Psq
A fin de introducir en este espacio vectorial una estructura de
dlgebra asociativa con elemento unidad, comenzaremos por defi-
" 2 . +

nir una multiplicacién ®:V ><®:V - ®§+: V.

En forma semejante a como hemos procedide en la seccidn 8.
5 se prueba que existe una aplicacidén bilineal Gnica

= ?
7:(QV)x(8V) »Ve.8V @V*®...0V*8Ve...0 VeVe, oV
—— ) —

P q r §

que cumple la condicién

- + +5
7 (%, ®.. 0x0x'®...8 4,5, ®... x4, ®% ' ... &)

=%®...0x 82’ ©..0:" ®x, ®...0x, ©z"0.. 0" .
(8.11.1)
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Por otra parte, el corolario del teorema 5.10.2 asegura la exis
tencia de un Gnico isomorfismo natural

p+r
f: Ve ..@ VaV*e, eV *eVe,..evevre V= @ v
; Gs 3
p q T s

para el cual se cumple que

+1 +
B(%,©...8%08 x'®...0x%8x,,,0...0%,,,04" @...0x")=xe. . 0x,,ex'0. .0 .

Por consiguiente la aplicacidn bilineal

pir
g+s

y =Bop: (BV)x(V)> &,V

cumple la condici6n

q+s 1 g3
)=x5&...0x,, @x'®...Qx

(8.11.2)

+1
1(x8...0x8x'0.. .0, ®..0x,8% @.0x

Xpp1

y es la Gnica aplicaci6n bilineal de (&) V) x (€ V) en ),V que cumple
dicha condicidn, pues si v, también la cumpliera, g% 7, cumpliria la mis
ma condicidén (8.11.1) que ¥, y se tendria que B ‘o 7, = %, por cuanto
¢ es (inica. Se tendria entonces que 7, =8 o ¢ =7, y por tanto y es Gnica.

P r
Definicion 8.11.2. Dados los tensores ue®, V y ve® V, su pro-

ducto es el tensor

ptr
uv = 'r{u,u)efiéq_,_, ¥y

de modo que, cn particular,

q+1

@...ex e...ex’ ™)

p 4y @X

! q
(x,&...@x6 x'€... @) (x,,,

=% 0. @%,x¢... 8",

Dados dos tensores cualesquiera w, y w, de &(V, V¥), se ex

presan de manera finica en la forma w,= I u’; y w,=Z2 v{, don-

r ’q LR |
i
de ufe®q V y v e® V. Se llama producto de w, y w, al tensor

w ow, = T v eR(V,VH),

Pyqy7y s
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El espacio ®(V,V*), con esta operacidn de multiplicacidn, es por
tanto una dlgebra asociativa, pero no conmutativa,en que el es-
calar I es el elemento unidad, y se denomina algebra tensorial miz

ta sobre el par V, V*,

8.12 Algebra tensorial sobre un espacio vectorial real, de pro-
ducto interno y de dimensién finita.

Sea V un espacio sobre R, de producto interno ( , ) y de
dimensidén finita n, es decir un espacio euclideano de dimensidn
n, Segln se sabe (Pte.I, seccidn 17.6), V es dual de si mismo
con el producto escalar

LWy > o= ),

L1 corolario 3 del teorema 5.17.2 asegura entonces la dualidad
de & v consigo mismo, con el producto escalar que cumple la con
dicidn

<x, ®... ®x 3;@...®yp>=<x‘,3;>...<,xp,yp>

r ]

o L U ¢ R

La aplicacién ( , ): @V x&V > R tal que

(u,v) = <u,v >, (u,ve & V),

es un producto interno en @' V. La bilinealidad y la simetria
de esa aplicacién resultan de la bilinealidad y la simetria del
producto escalar < , >. Para comprobar la positividad definida
consideremos en V una base ortonormal {e;}. Un eclemento cualquie

P ip e d
ra ue® V puede expresarse en la forma u =2 £ qf@...@e%,

luego
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luego

[T

(uyuy=2"" T X e ey (e, e)= 2 (AT

de donde resulta que (u,u)= 0 y (m,u) =0 si y sélo si u=0;
y por tanto la aplicacidn es definida positiva. Se ve inmedia-
tamente que, respecto del producto interno que hemos definido

en ®FV, los tensores €, ®...@ ¢, constituyen una base ortonor

ip
mal.

Ahora podemos definir un producto interno en el dlgebra ten

sorial ®V que fue definida en la seccién 8.2:

Dados los elementos u = (u,,4,,...) y v=0(y ,5 ,...) de @V,
donde up,vPEQFV para p = 0,1, ... , su producto interno es
dado por
oo
(u,v) = I (u,,v,).

p=0

Es claro que este producto es simétrico y definido positivo.

*Ejercicio 8.12.1. Comprobar que el producto interno definido
en esta seccidn coincide con el que fue introducido en la sec-

cion 7.7.

8.13 Algebra tensorial de las funciones multilineales sobre un
espacio de dimensién finita y su dual.

8.13-A. Introduccion. E1l producto tensorial de dos aplicaciones
lineales A: U—-W y B:V—=Z fue considerado en 1la seccidn
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5.11 como un elemento de L(U®V; W@ Z), espacio que es candni
camente isomorfo con L(U; W) @ L(V; Z). Por tanto A&B se con
siderd como una aplicacidn lineal de UV en WE&Z,

Posteriormente, en la seccidén 5.17, hemos considerado el
producto tensorial @ ®¥ de dos aplicaciones bilineales
®: UxU' >U" y ¥:VxV'>W como una aplicacidn bilineal per
teneciente a B(U eV, U'eV'; U"'® V"), espacio que es isomorfo
candnicamente con B(Uu,U'; um @ B(V,V; V"),

En las dos ocasiones mencionadas hemos dado al producto ten
sorial de dos aplicaciones una significacidn adecuada al fin in
mediato que se trataba de alcanzar. En el primer caso pudimos
definir el producto tensorial de matrices (seccién 5.12), vy en
el segundo caso fue posible establecer la dualidad entre produc

to tensoriales de espacios vectoriales,

En la presente seccidn vamos a tratar acerca del conjunto
de las funciones (p+gq)-lineales definidas sobre W¥x x V¥ x Vx xV,
P q
con valores en el campo F, en que V y V* son espacios duales
entre si de dimensién finita, y en que p y ¢ son cualesquiera.
Dicho espacio de funciones serd designado por Q:(VJ. En €1 defi

niremos primero el producto de dos funciones cualesquiera, Y
construiremos luego una dlgebra tensorial. Convendremos en es-
cribir
P P 4
L(VY=L'(V), L3(V)=£L,(V) y £(V)=F.
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8.13-B. Producto tensorial de funciones multilineales defini-
das sobre los espacios duales V y V* de dimensidon n.

Segn sabemos (Pte.I, teorema 5.3.1), entre £,( V) = L(V)
y V* existe el isomorfismo natural que a fel (V) hace corres
ponder el elemento x*e V* tal que < x* x> = f(x) para cada xeV,
Semejantemente, existe el isomorfismo natural de <L!(V) =L (V¥*)
con V, que a [*L(V*) hace corresponder xeV tal que <x*

x>= f¥(x*) para cada x*e V¥ Estos isomorfismos son
casos particulares del que consideramos a continuacidn.

Mediante una sencilla extensidén del enunciado del ejercicio
5.13.5 (ver el ejercicio 8.13.1) se obtiene el isomorfismo

P . T P
oo vy,
que cumple la condicidn

[¥,(,8...0y,0y6...0)] («,..., x

= < 2ty

- < xf 3;><y', % > <9, %> (8.13.1)

Resulta entonces que el par (£L§(V), ¢/ ), donde

of + VEX, .. .x V* x V x...xV > £ (V)
q \.-—-—v-"-—-J N — 9

p q
es dada por @: = v.f:: o ®, enque ® designa a la aplicacidén univer
sal VExi..x VEx Viieax ¥V - ®: V, es una representacidn del pro
p q
i V# ..8 V* Ve,..e Vv,
ducto tensorial ®...® @ Ve ®
p q

Por otra parte, sea g :(ﬁf;. Vvye (e v) = @jI:V el isomor-
fismo Gnico, que existe segin el teorema 5.10.2 y su corolario, tal
que
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1 q
ﬂ(g@.ue%xy ®“.®y)®(%H®..®%“9y ®...0y )
- ® ) @q-l-s
= ¥ ...@yph@ Yy ®...Qy

Segin sabemos ( ejercicio 5.1.3) la dimensién del espacio
tfv) es n’*?, que es también la dimensién de ®:V1 Ademds, se
comprueba fdcilmente que si {e;} es una base de V y {e'} es la
base dual, y si % designa al conjunto de los nlmeros Iiaveayily

del conjunto {I,...,n} e I al conjunto de los nlmeros i,..., i

del mismo conjunto {I,...,n} , al tensor
J i i
ﬂp = e® ...%e ® e'@,,.® 7
q ' '

de la base correspondiente de ®:D§ la aplicacidn qf le hace

J

corresponder la funcidn Ef de la base correspondiente de Lg(Vh
q

tal que

1silL,=d, y K=I,
0 en los demds casos.
Se cumple por tanto que
e, b LA I _
'J«q(efq)(e seeny el eh"“’ekq) =

>

1 ] i
<el,e>...<e?, > <d', 6 >...<él

y €
' r ] kq

y por consiguiente resulta que

J J,
o (e? ) = EP .
g q
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- - P p+r . “ . &
Los isomorfismos 1y, v, \qu y & permiten definir el isomor

fismo

¥ 5 ELWy wal (v wET W

que se define mediante las fdérmulas

I Lr i ;| J _— L,
X(E'@ B/ )= W el v) (£ ey, y' (7)1}
by b L, P L, R
=y, {g[e,qee,‘sn = V., (ef:,{! ) =By (8.13.2)

Resulta entonces [ejercicio 5.7.1] que el par (-L‘::: vV, ® )

donde ® = yo®, en que ® es la aplicacidén universal

1-':(V)><-C,'(V) - -C:(V) ® L;(V), es producto tensorial de

P r
(V) y (V).

Si ® y X son funciones cualesquiera de £§(V} y LECV)
respectivamente, la linealidad permite deducir de (8.13.2) que

se cumple la férmula

x(eex) =y ety @) @ (¥ (X)]1}.

q+s
En particular, si suponemos que © = gb:(y‘@...@ y, © yi®,.. @ y9)
+1 +
y X='J;r{yp+,®...®yp+, ey’ ® ... ® "), resulta

+
X(@@X)(x”,.., xp r’ Xi 3enny xq"_‘}

Py +5 P
i!ﬁ“’(yler...@);m®y‘®...®yq PVCEE ynnns® 7y Bppwonyiges)
e 1 p+r 1 g+s "
_<x,y1>...<x ,yp+r><y,xj>...<y s Xous > =

{1y e.0768re..0y)] (z',...,2% %, ...,%)} .
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q +1 g+s ptl ptr
¥ 60,459 oo 50 ®F 9...89 MG svons® Bygpameonippl)

= 1 P P+l +r
=0 (x 000, ¥, %, ..., X)) X(x ,...,xF L FO EONN. SN

(8.13.3)
Este resultado se extiende de inmediato al caso en que @ y X son
funciones cualesquiera de £‘:(V} SR L ) 0

De lo dicho podemos derivar la siguiente definicién.

Definicidén 8.13.1. Dadas las funciones (:)E.E:(Vj y X=L](V) su
producto es la funci6n

©X = x©® X)e L)l (V),

y cumple por tanto la relacién (8.13.3). Se puede escribir,
(xo®)(0,X) = 60, X,

'puesto que x(@® X)

© X=00X.

8.13-C. Dualidad en los espacios de funciones multilineales.

Segin vimos en la secci6én 8.9, los espacios @V y G:V,
donde V es de dimensidn finita, son duales entre si. Por tan-
to sus isomorfos por el isomorfismo w;" también lo son: basta
para comprobarlo, dadas las funciones ©c¢ .C‘:(V) y Xe -E;(V), in

troducir su producto escalar mediante la férmula

<e,x>=<v)'e), WH ' >.
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En particular, en virtud de (8.9.1), los productos escalares de
J K
los elementos de las bases {E,‘:} de .t'.':(V) y {ELQ} de JZ:(V]
P

son

2
<’
]’q} » rj.

- . _
J, K k k i) ]
E'>=<e? ei>=<e’, e >, .,<el,e ><e' ), ¢ >..<e?, ¢ >,
Lp Iq Lp 'q 1 ol

y por tanto

7 K

P q

<E E > =
Ig 7 "Lp

0 en los demds casos.
Luego, dichas bases son duales.

Ademas, si

1 J L K,
e= 3 t'g? y X = 3 nPEL",
‘qs-’p P q LP’K‘? q 4
se obtiene
1 L K 1
<O,X> = ! 53 sj‘f nF <E;'P,EL‘?> = I EJ" nf" :
g s Jp Ly, K. P q q : Iq,_{P P q
Ahora bien, se tiene
. . 1
l: 1 5 p
e 5 wein €8 4 € aeeny & ) = 5
1 q g
Y
ky *q == Kq i
X(e 3 ey € ) e!l 3 v ey efp ) _nL.P ’
luego puede escribirse
- - k k
<6’X>= z g(e’l,_._,e'ﬂ,ejj’.__,"%)X(e“,_”’e‘x‘,e”,_ -’efp}:

Iq ’JP
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férmula que proporciona el valor de < ©,X> en términos de los

valores que toman © y X en conjuntos de los vectores de las ba

ses duales de V y V*

8.13-D. Algebras tensoriales de las funciones multilineales.

Las sumas directas

P2ovy= @ vy,
p=0

Lo(V) = qq:o L,(v),
» P

Q(V)= @ £,(vV),
P4

son dlgebras, en cada una de las cuales la multiplicacidn resul

ta de la fdormula

P i r = P
( ¥ 6‘! ) (2 Xs ) = z (Oqu} ]
Py q L Py ,s

donde ©f ¢ sf(v) y Xle£] (V).

1:@'( V), <Lg(V) y @ (V) se llaman dlgebras tensoriales contrava

riante, covariante y mixta, respectivamente.
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*Ejercicio 8.13.1. Si V es de dimensidén finita, y si

Pl ¥ Kool VR PR R, KPR T
N —
q

es la aplicacidn (p+g)-lineal tal que

q 1
I\o:(y‘ g ey yp,y‘,...,y}](x,...,xp,x,,...,xq)
= < x! > < xf > <yt x> <y >
= x’y: e x ,yp Y % W y:xq 3

entonces el par (£§(V’),¢§ ) es una representacidn del produc-

P

g cumple la condicidn (8.

to tensorial ®fV; 1y se tiene, si v
13.1),

P

_ P
qquos

"
donde ® designa a la aplicacidn universal

P
€ : Vx...x V x V¥x,. . x V¥ > @V,
L e e SRR
p q

Si se identifica a V* con£L(V) en la forma conocida, pue
de escribirse

 §
[W:{y,-s---:yp ’ },J’._.’y'?](x ’-'-’xpr xls"'sxq‘) =

) e () ¥ x) Ly T(xy) .
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