Capitulo 4

Integraciéon Miiltiple

Este capitulo estd dedicado a la Teoria de la Integracién. En la primera seccién estudiamos
la integral de linea: Introducimos el concepto de curvas equivalentes y presentamos dos
interpretaciones fisicas de ella, presentamos los dos teoremas fundamentales del célculo
para integrales de linea y mostramos una aplicacién al principio de conservacién de la
energia. Finalmente hacemos un estudio de los campos conservativos o gradientes.

La segunda y tercera seccién estdn dedicadas a establecer los principios bdsicos de la
integral doble de campos escalares definidos en regiones de R2,

La cuarta seccién la dedicamos a las aplicaciones de la integral doble a problemas
como: volimenes bajo una superficie, dreas de regiones limitadas por curvas, célculo de
centros de gravedad y cédlculo de voliumenes de revolucién.

La quinta y sexta seccién la dedicamos al estudio del Teorema de Green que consti-
tuye uno de los teoremas mds importantes del cdlculo. Lo hacemos tanto para regiones
simplemente conexas como multiplemente conexas. Como consecuencia del Teorema de
Green deducimos las férmulas de Green, de gran utilidad en el estudio de las ecuaciones
diferenciales parciales, y damos aplicaciones al cdlculo de regiones planas y al mimero de
giros que una curva da alrededor de un punto.

En la dltima seccién estudiamos una de las técnicas mds importantes de la teoria de
la integracién, la cual es el cambio de variable. Damos ejemplos al caso de coordenadas
polares y cambio de coordenadas por transformaciones lineales.

En la octava seccién mostramos cémo las ideas expuestas en la seccién séptima se
pueden extender al caso de campos escalares de mds de dos variables. En particular
estudiamos el caso de cambios de variable por coordenadas cilindricas y esféricas.

Cada seccion tiene un grupo de problemas que el estudiante debe resolver. Adicional-
mente hemos incluido en cada seccién, una corta autoevaluacién que el estudiante debe
realizar frente a su computador. Es importante que el estudiante haga las autoevaluciones
para garantizar la cabal comprensién de cada tema.

4.1 Integrales Dobles

En esta seccién estudiaremos la integral doble definida sobre conjuntos
acotados de R?. Denotaremos con R el rectangulo [a,b] x [c,d]. Si A =
{z0 = a, 21,23, ...z, = b} es una particién de [a,b] y B = {yo = ¢, 1,2, .. yYm = d}
es una particién de [c, d] entonces P = A x B serd una particién del rectangulo
R. Los subrectdngulos de R definidos por la particién P los denotaremos con
Rij.

Definicién 4.1 Una funcion f : R — R tal que f(X) = ¢, para todo X € Ri; se llama
una funcién escalonada.
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Es facil ver que si f y g son funciones escalonadas definidas por las particiones P y P’
de R respectivamente entonces af + B¢, para todo @ y 8 nimeros reales, es una funcién
escalonada definida por la particién P U P’.

Definicién 4.2 Sea f : R — R una funcién escalonada. Definimos la integral doble de f
sobre R como

[l F =20 X0 (i — zoe1) (y5 — ¥5-1)
=ff7z f(z,y)dzdy.

Por ejemplo, si f(z,y) = k, entonces

Jfr f =k(b—a)d—-c)
=f {f’i f(w,y)dy} dz

La férmula permanece vélida para funciones escalonadas puesto que éstas son con-
stantes en cada subrectdngulo R .

Propiedades

Para f y g funciones escalonadas definidas en R tenemos las siguientes propiedades:

L [fg af +Bg=offp f+B[[r g

2. ffr f=ff.R1 f—%—ffR2 f,endonde RiURy =Ry RINR; = .

3. Si hy g son escalonadas en Ry h < g entonces ff, h< [ g.

La integral de una funcién acotada

Sea f una funcién acotada sobre R, esto es, |f(z,y)| < M, para alguna constante
M > 0. Consideremos el conjunto ¥ de todas las funciones escalonadas h y g definidas
sobre R tales que h < f < g. Puesto que f es acotada, ¥ no es vacio.

Definicién 4.3 Si para toda h, g € VU existe un vnico numero I tal que [, h <1 <
[fr 9, decimos que f es integrable sobre R y [f, f=1.

Integral Superior e Inferior de f

Sea
S = {/A h, h < f, h escalonada sobre ’R}
y
T= {//R g 927, ‘g escalonada sobre 'R}
Entonces,

// thupSSinfTS// g.
R R

Llamamos sup S = Iine(f), la integral inferior de f y llamamos inf T = Lyp(f), la
integral superior de f.

De la definicién anterior se sigue inmediatamente que si Ting(f) = ILup(f) entonces f
es integrable y

ff‘R_ f=Iine(f) = -[sup(f)-

En esta seccién estudiaremos la integral de funciones continuas definidas en R =
[a,b] x [c,d] € R% Observemos que si f es integrable en R y para cada y € [c,d] la
integral
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b
Aly) = | f(z,y)dx

a

existe y ademds f( ':l A(y)dy existe, entonces

/A f:[l{/ub f(z,y)dz}dy,

En efecto: Para cualquier par de funciones escalonadas h y g tales que h < f < g se
cumple que

Lh h(z,y)dz < [lb fz,y)dz < [lb a(z, v)dz,

s [{ rem)ors ] o

Puesto que f es integrable,

Jr= [ rensha

Queremos demostrar que la férmula anterior es valida para funciones continuas definidas
sobre R.

por lo tanto

Teorema 4.1 Sea f una funcién continua sobre el rectdngulo R. Entonces f es integrable
y se satisface la igualdad anterior.

Demostracién: Puesto que f es continua y R es un conjunto compacto
entonces f es acotada. Sea ¢ > 0 arbitrario y consideremos una particién de
R tal que en cada subrectdngulo R;;

max f—min f <e.
Rij Ri f

Llamemos maxg,; f = M;; y ming,; f = m,;. Entonces las funciones

escalonadas g y h definidas por M;; y m;; respectivamente satisfacen

/A g"/A h<e(d~c)(b—a).

Hacemos que € — 0 y obtenemos que f es integrable.

Finalmente, puesto que f es continua, lo es con respecto a cada una de sus
variables. Esto nos dice que A(y) = [, : f(z,y)dz existe. Ademds, es fécil ver
que A(y) es continua y por lo tanto fcd A(y)dy existe. Concluimos, entonces,
que (4.3.1) se satisface.

Otras regiones de integracién
Hasta ahora hemos considerado integrales sobre rectdngulos. Sea S C R? un conjunto

abierto y acotado. Sea, entonces R un rectédngulo de R? tal que S C R. Si f es una
funcién continua definida en S. Definimos la integral ffo f de la siguiente manera: Sea

ry _ f(zvy) si (-’L',y)ES
f(z',y)—{ 0 si(z,y) eR-S
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Entonces definimos [f. f =[[, f. La dificultad de extender la integral a regiones
més generales radica en que la nueva funcién fno es continua en R y no sabemos si f~es
integrable. Las discontinuidades se estdn presentando en 05. Para sobrepasar esa dificultad
es necesario introducir el concepto de contenido nulo de un conjunto para concluir que
una funcién continua en R, salvo un subconjunto de contenido nulo, es integrable en R.

Definicién 4.4 Sea A C R”. Decimos que A tiene contenido nulo si para todo € > 0
exriste un nudmero finito de rectdngulos R;,i = 1,2..n tales que ACUR; y Y |Ri| <e,
en donde |R; | representa el drea del rectdngulo R;.

Por ejemplo, el intervalo cerrado [0, 1] visto como un subconjunto de R? es de contenido
nulo, més no es de contenido nulo si lo miramos como subconjunto de R.

También, sea ¢ una funcién continua sobre el intervalo [a, b], entonces ¢ es uniforme-
mente continua. Esto nos sirve para probar que el conjunto {(m, y)eR? y= d)(a:)} es de
contenido nulo.

Teorema 4.2 Sea f una funcion acotada sobre el rectdngulo R. Si el conjunto D de
discontinuidades de f es de contenido nulo, entonces f es integrable sobre Q.

Demostracién: Sea M > 0 tal que |f| < M. Sean ¢, § > 0 escogidos arbitrariamente.
Tomemos, entonces, una particién de R tal que la suma de las 4reas de los subrectangulos
Rij que contienen a D sea menor que 4. Los otros subrectangulos, en los que f es continua,
los escogemos tales que en cada uno de ellos max f — min f < ¢. Podemos definir las
siguientes funciones escalonadas: h = min f sobre los subrectdngulos donde f es continua
y sobre los subrectdngulos que contienen a D la definimos como h = —M. Asi{ mismo, g =
max f sobre los subrectdngulos en donde f es continua y g = M sobre los subrectiangulos
que contienen a D,

Tenemos, entonces, que

05// g—h<e|R|+2Ms.
R

Esto nos indica que 0 < Lup(f) — Line(f) < €|R| + 2M4. Si hacemos que g, — 0,
concluimos que f es integrable sobre R.
Por ejemplo, sobre conjuntos de la forma

8 = {(=z,v}, ¢(z) <y < ¥(z),z € [a,b], ¢,¢ continuas}
tenemos que _
s, £=llg F=L{LE 1@y av}aa
O sobre conjuntos del tipo

Sy = {(z,y}, #(y) <= <Y(),y € [c,d], #,9 continuas}

tenemos que

ff52 f fo f fd{f,;,lz(w f(z,y) da:} dy

Una gran variedad de conjuntos de R? los podemos reducir a una reunién de conjuntos
del tipo S o S3.

Ejemplo 4.1 Sea f(z,y) = zy?. Calculemos JJs fz,y), en donde S es la region que se
encuentra entre las curvas y =z yy = z2.
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Cémo se indica en la figura,

1 x 1 .4 7
2 _ 2 _ r -z -1
//s Ty dzdy—-%) {/r2 Ty dy} d:c—/o 3 dz m

Y también,

1 Vi 1,3 _ .4 1
2 2 y—-y
zy® dzdy = / / zy“ dz y dy = / dy = —
//s o Uy o 2 10

4.1.1 Cambio de variable

En esta seccién estudiaremos el cambio de variable en una integral doble.
En el caso de una sola variable sabemos que si g : [a, b] — [c, d] es una aplicacion
biyectiva y diferenciable entonces

g(b)=d b
/ f@dz= [ £o(t)d (t)dt.

gla)=c

En el caso de dos variables deduciremos, con la ayuda del Teorema de
Green., una férmula similar a la anterior.

Sea F : R? — R? una aplicacién diferenciable que transforma un con-
junto abierto y acotado R de R? en otro conjunto S de R2. Escribimos
F(u,v) = (x(u,v),y(u,v)). La derivada de F en un punto (u,v) € R la
podemos representar por medio de la matriz

da(u,w)  Oz(uw )

/ — ('f,l. v
F (U,U) - dylu,v Ay(u,v)
Ou

v
El determinante de F’(u,v) que notaremos cémo Jy+(u, v) lo llamaremos el
jacobiano de F en el punto (u,v). La expresién que obtendremos es:

/A f(@y)de dy = //R F(@(u,0),y(u, ) |, v) du dv, - (1)

en donde f es un campo escalar integrable en S.
En el caso en que f = 1 el miembro izquierdo de ---(1) representa el drea
de la regién de integracién S y entonces

|s;://q dzdy://R Vi (u,v)| du dv. - (2)

Tenemos razones de tipo geométrico para aceptar la validéz de lo anterior.
Consideremos el recténgulo de lados Au y Av que se indica en la figura.

Para v fijo, a(u) = (z(u,v),y(u,v)) representa una curva cuya imagen se
encuentra en S y cuyo vector tangente es

Anidlogamente, para u fijo 8(v) = (z(u,v),y(u,v)) define otra curva con
imagen en S cuyo vector tangente es
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(8m(u, v) Oy(u, v)>
Vo= | =, = ).
ov ov

Podemos pensar que para incrementos Au y Av muy pequenos el drea del
pequeno recténgulo transformado por la aplicacién F' es casi igual al drea del
paralelogramo que definen los vectores Au.V; y Av.Vs. Es facil ver que esta
drea es |Jp(u,v)| (Au.Av). Entonces |Jr(u,v)| es un factor de ampliacién o
contraccién de dreas.

Antes de dar una prueba de (1) veamos algunos ejemplos.

Coordenadas polares

La aplicacién F(r,8) = (z(r, 8), y(r, 8)), en donde

z(r,8) =rcosf .(3)

y(r,8) =rsen 9,
define una aplicacién del recténgulo R = [0,a] x [0, %’] en el primer cuad-

rante D de un circulo de centro en el origen y radio a. Es claro que Jy (r,0) = r.

De acuerdo con (2)

flp dzdy ZIL? rdr df
{fs rdr} df

’

- [Z

=Jo

— ma?

=74
como era de esperarse.

Es claro de (1) que la férmula no es vélida si Jy (u,v) = 0 sobre conjuntos
abiertos de la regién R. La férmula permanece vilida si Jp (u,v) = 0 sobre
subconjuntos de contenido nulo. Por ejemplo Jp (r,8) = 0 sobre puntos de la
forma (0,8), 0 < 8 < %, que constituyen un subconjunto de R de contenido
nulo.

Transformaciones lineales

La aplicacién F = (z(u,v),y(u,v)), en donde

z(u,v) =au+bv
y(u,v) =cu+dv,

es una transformacién lineal de R? en si mismo y Jr(u,v) = ad —bc. Vemos
entonces que para utilizar transformaciones lineales en lo anterior es necesario
que sean inyectivas. :

Tlustramos su uso en el siguiente

Ejemplo 4.2 Calculemos [ T ey dzdy en donde S es la region de R? limitada por los
ejes coordenados y por la recta x +y = 2.

Hacemos el cambio de variable y —z = u , ¢ +y = v, ésto es, F = (z(u,v),y(u,v)), en
donde

z(u,v) =L

y(u,v) = %
Entonces Jp(u,v) = —%. Ahora, es facil ver que la regién R limitada por las rectas
v=2v=uyv = —u es transformada en la regién S por la transformacién lineal F

anterior.
Por lo tanto
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Prueba de (1):

// f(z,y)dz dy = / F(@(u,0), y(4,0)) | T4 (0, )| du do
S R

Para probar (1) primero probamos (2)Para probar lo dltimo primero probamos lo
anterior. Supongamos que €l conjunto S es un rectangulo. Denotemos con r y s las curvas
que circundan las regiones R y S respectivamente, teniendo en cuenta que For = s.

Por el Teorema de Green, para Q(z,y) = z y P(z,y) = 0,tenemos

Js dady = Jfs (53 - %) dody
=§ Pdz+Qdy ---(4)
=4§, zdy

De otra parte

%%

731."(111,'0) = % -
2

vl
(+

o.]%|
IE’

ﬁ
du

I

oz
Ju
.'L‘ Y
a 2
5% o).

De nuevo usamos el Teorema de Green y obtenemos

0 Oy
//R J,r(u,v)dudvzy{ aydu-l-za dv.

La prueba quedara terminada si probamos que

j{ccdy = f.’z——-du-{wu——dv - (5)

En efecto, supongamos que r(t) = (u(t),v(t)), t € [a,b] . Entonces

s(t) = (z (u(t), v(t)) ¥ (w(t), v(2))) -

Por lo tanto

fv ’du o}
De (6) se sigue inmediatamente (5).
Ya hemos probado (2). Para ver (4) procedemos asf: Primero observamos que de (2) se
sigue, claramente, (1) para funciones f escalonadas. Ahora, si f es acotada e integrable,
para todo par de funciones escalonadas h y g tales que h < f < g tenemos que

[fs hdzdy = [[, h |Jp(u,v)| dudv

< f |JIp(w,v)ldudv  (7)
<Thh 9 1w 0)] dudv
= [fg g dzdy.

sm_<m’+%’a%%ay>_”@

?

Puesto que f es integrable, deducimos de (7) la validez de (1).
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4.1.2 Aplicaciones de la integral doble

En esta seccién daremos algunas aplicaciones de la integral doble.
1. Voliimenes
El conjunto

U= {(w)y75)7 3=f(1‘,y), (w,y) €S = [a,b] X [C,d] C Rz}

representa una superficie en R3. Entonces f fs f representars el volumen del sélido que
estd limitado por arriba con la superficie ¥ y por debajo con la regién S. También tenemos

/ /Q t= " Ay,

en donde A(y) = f: f(z,y)dz. Ahora, A(y) representa el drea bajo la curva f(z,y),
en donde estamos dejando a y fijo. Entonces de la

ecuacién nos dice que un volumen es igual a la suma de las dreas A(y) cuando y varia
ente cy d.

En el caso de regiones del tipo S; o S2 que consideramos en la seccién 3 de este
capitulo, procedemos de manera similar. Consideremos el siguiente

Ejemplo 4.3 Sea

fay) = VP=E =P

S ={(z,y) e R? ;22 + ¢ < r?}
Entonces W representa el hemisferio superior de una esfera de centro en el
origen y radio r. Por lo tanto f/, [ representard el volumen de la semiesfera.

Si utilizamos la simetria de la esfera para calcular su volumen vemos que el
volumen de la semiesfera de radio r es

Vir) = 4// V72 —z? — y2dzdy,
N

en donde N es el primer cuadrante del circulo de centro en el origen y radio
r. Esto es,

V(r) —4/ {/ T —xz—ydy}dz
Sabemos que

@ 1
| V= = gai
0 4

por lo tanto

VT 1
/ \/rz—z2—y2dy=z(r2—z2)7r
0

Es asi cémo

"1l.9_ 2 3
V(r)=4 = (r* - 2®) ndz = 7
4 3

El volumen de la esfera completa serd 473
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Solucién.
Sea

, 2 +y% (1)
Rfr = e

Considere — := Proyxy C : eliminando =

ow

2., .2 2 1 2 1\2 1\? 5 1\?

2
2 2
T — l + 92 = _1_
C: 9 4 - 2
r = z

Proyectando C sobre el plano XY

1 2
- 2--
I':=Proyxy C: (:17 2) Ty

Limites variables :—~vz — 22 < y < vz — 22

Limites constantes :0 <z < 1.

Asi,
’R,={(z,y)€R2:0§x§1, —\/z—:vzsysvz—z?}

Por tanto, el volumen viene dado por:

Il
o
Dot
—
[ V]

r—x

V(S) =/R (%sup — Zinf) dzdy = j_ /_ [z — (22 +12)] dy do
V(S)Zf1 / [(z — 2%) — 4% dydz:}[(z—ﬂ)y—%y:’]%dx
0_\/1_—:? 0

{[(z'w2)\/x—z2—%(\/x~z2)3} - [—(z—mz)\/z——zz—{—%(m)s]}d;
%(m)adwj%( T-@-1p) do

1

2

Haciendo cambio de variable trigonométrico: 2z — 1 = sinf => dx = % cos 8 df

(Vi@ —17) = (Vi—snf?)’ = cos’0

Sim=0=>0=—g
Six=1=>9=7§r
Ast,
2 1 NS 21 % 1% (1+cos26\?
=2 [(V1-(z- =2z gdo = = [ (1227 9=
V) =3[ (VI—E-17) d 334 3_f%< >
3 2 3
V(S)=% J (1—@235%) d9=11§ J (1+2c0s260 + cos?26)* a9
-3 -3
% 2
VS) =+ | (14200820 + LECS40) 4
12 2
1 % /3 cos 46 1[3 sin40]%
=— 2 =— |2 in 20
V(S) 12—@(2+2cos20+ 3 )d& 12{29+2s1n2+ 3 5
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o= 3i-Gol-3

Ejemplo 4.8 Calcular la masa de una ldmina que tiene la forma de la region R limitada

por las curvas

y=22, y=1,

y la densidad en cada punto (z,y) de la ldmina es
6(z,y) = % + 4.

Solucién.
La parabola se cortan con la recta y = 1, en los puntos (—1,1) y (1,1).
Observemos que la regiéon R , es una regién de tipo I.Por lo podemos escribir :

R={(z,y) eR*:-1<z<1, 2 <y<1}

M=//(w2+y ) dady = /1/1 (a® +9° dyd:c—// a? +y? dydz—_f[xy+ v
di R —122 —1x2
=j1 (1) - (o~ 4a9) o =fj[<z +]) - (@ - 4] o
= [4a8 +l——x5—§1Tm7]l =5

Ejemplo 4.9 Calcular
dx dy

z2

donde R es la region limitada por las curvas

y=vi-2z2, y=v1-22 , y=lz|.

Solucién.

Escribiendo en coordenadas polares ,tenemos

De:y=vV4~-22 =224y’ =4=r=2
De:y=vV1-22 =224yl =1=r=1.

As’,1<r<2.

De : y=:1:ﬁrsin9=rcoseﬁtan9=1=>tan9=1=>0=%

De:y=—:1;=>rsm9——rcos0z>tan0——1=>9—3:
T 3r
L=< < —.
As,4__«9_ )
. s 3
PorlotantolaregxénR:{(r, ).1593—4- ISTSZ}
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3
2

~—

-

4

cos? §drdf = / cos? 0[] do
il
4

%lﬁ\glgo »&lﬂ\’k[c},‘o

3
1 1 20
= [ cos?6do = / (—iczf’f——)de
kil
4
3 3
_ l 0 sin 20 T_l 3_71, sm—E- I+Sln§
2 2 T 2 4 2 4 2
4

il
Do
—N—
| s |
w
1%
!

N =
| I—
|
| —
e
DO =
—
——
I
DO =

2
/(COS 9) rdrdf
1

Ejemplo 4.10 Calcular el volumen del sdlido limitado superiormente por el cono =
2 — /z2 +y? e inferiormente por el disco R : (x — 12 +y2 <1

Ala\"“'ﬁ

1

Solucién.
Vol (Q) = // (2 —Vz? +y2) dzdy
R

Calcularemos la integral pasando a coordenadas polares.

Escribiendo en coordenadas polares ,tenemos
e: (z— 1)2 +y? =1 =22+ 9% = 22 = r? = 2r cosf, que podemos simplificar

para obtener r = 2cos 6.

Por lo tanto la regién & = {(7‘,0) : "%,S < -721:,0 <r< 200s0} .

Luego,

Vol () // N ) dzdy = //2dzdy —/ Vz? + y?dzdy = 2 (4rea R) —
R S

//\/.122 + y2dzdy =
=2 —-/ vz + y2dzdy.

3
Calculamos la segunda integral,

= /S/\/Wdzdy = /S (r) v drdf =

2cos0
r2drdf =

(=3
f
[ R TSI

IR T
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™ 3 3
2
T T ks N
2 2 2 T
I:§ f cos39d9=§ J Cos2o9cosed9=-8- f (l—sinze)cos9d9=§ sing — S0 0 zw
3 ™ 3 il 3 T 3 3 T
2 2 2 2
8 /4 g
I=33)=%
por lo tanto,
Vol (Q) =2r — 32

Ejemplo 4.11 Calcular el volumen del solido limitado superiormente por el cono =z =2 —

VZZ ¥y e inferiormente por el planoz =0 y lateralmente por el cilindro (z — 1)2 +y2 =
1.

Solucidén.

Vol () = // V2 + 2 ) dzdy

Calcularemos la integral pasando a coordenadas polares.
Escribiendo en coordenadas polares ,tenemos

De: (z - 1)2 +y2 =1= 22 +4® = 2z = r? = 2r cosh, que podemos simplificar
para obtener r = 2cos#.

Por lo tanto la regién S = {(r, 9): ——g <8< g 0<7r<2cos 6}
Luego,

Vol (Q) = // Nzl y dzdy //dedy //\/z2 + y2dzdy =
Vol (Q) = 2 (drea R) — //\/aﬂ + y2dxdy = 2w — / V22 + y2dzdy.
s

Calculamos la segunda integral,

™ ™
5 2cos 5 372cos0
I=//\/:v2+y2dmdy=//(r) rdrdd= [ / 2drdf = [ [3] dé
T T 0
S S -3 1] _5
T il T
2 3 2 2
r=f (380 ONago8 [ eos®pas =2 | cos?bcosbus
ml 3 3 3 3
"2 "2 "2
T ™
8 2 . 8]  sin®6]2 8 (4
I=3 j‘,'r(l—31n20)cos0d9=§ [smB— 3 ]_ZE =3 (5) =3
_-2— 2

por lo tanto,
Vol () = 2 — 32,
3. Centros de gravedad
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Supongamcs que tenemos dos puntos p; y p2 sobre una recta y en cada punto estd
ubicada una masa m;, ¢ = 1,2, respectivamente. Queremos hallar un punto p en el
segmento que une a p; con p tal que en ese punto la

varilla pips esté en equilibrio. Entonces la suma de los momentos (p; —p)mo +
(p1 —p) m1 = 0. Esto es,

_ pimy + pama
T omit+mg
El punto p es conocido como el centro de masa o centroide del sistema de puntos p;, py
. Si en lugar de dos puntos tenemos n puntos (z;, %), = 1,2, ...n del plano R?, en donde
hemos ubicado n masas, my,...my,, el centro de gravedad del sistema de puntos vendrd
expresado ¢c6mo

p= Lz P (1
Die ™

Esto es, .

T =% sy g= T,x__iil?{:’::h,

en donde T y ¥ representan las coordenadas del centro de masa p. Lo anterior lo
podemos extender al caso de una placa S en donde en cada punto de la placa estd definida
una funcién de densidad f(z,y). La densidad mide la cantidad de material por unidad de
volumen. Entonces la masa total de la placa es M = f[. f(z,y)drdy . Extendemos (1)
al caso de la placa S y obtenemos que las coordenadas del centro de masa son

[l = f(z,y)dz dy o s v f(z,y)dz dy
s f(z,y)dz dy ’ [y flz,y)dz dy

En el caso en que la placa sea homogénea la densidad f es constante y las coordenadas
del centro de masa o centroide serén:

[ = dz dy
S| ’

en donde |S| representa el drea de la placa S.

En el caso en que la placa presente ejes de simetria, el centroide se encontrard en
ellos. Por ejemplo, una placa en forma de circunferencia tendrd su centroide en el centro
geométrico de ella. Por ejemplo el centroide de una placa en forma de semicircunferencia
de radio r es (0,%), en donde :

R G 40 4y
y=1_2-/ / ydypdo=g5- =3
s J o | Jo i 3n

4. Vohimenes de Revolucién
El centroide se puede utilizar para calcular volimenes de revolucién. Sea

(2)

T =

_ [l ydzdy
7= E (3)

T =

S ={(z,v),0 < h(z) <y < g(z), z € [a,b]}.

Hacemos girar esta regién sobre el eje z y obtenemos un sélido de revolucién 2. Es
facil ver que

V(Q) = {[ &) - h¥(z) dz} .

El Teorema de Pappus: nos dice que V() = 277|S}], como puede comprobarlo el
lector. Por ejemplo si §2 es la esfera de centro en el origen y radio r, conseguida haciendo
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girar el semicirculo de radio r, vemos que

4.2 Integrales triples

Los conceptos de integracién que expusimos en las secciones 2 y 3 de este capitulo los
podemos extender al caso de integrales triples, cuddruples...etc. Ilustraremos su uso con
algunos ejemplos.

Ejemplo 4.12 Hallar el volumen del sélido S limitado por las superficies

z+y+z =1
z =0
y =0

Solucién: Es importante formarnos una representacién grafica del sélido. Observemos
que el plano z +y + = = 1 se intersecta con los planos = =0,z =0 y y = 0 en las rectas

z+y =1
y+z =1
z+z =1

respectivamente.Entonces,

V(S) = [[fqdzdydz
BB e i)
= fol 01—"" fol_y_z dx ; dz}dy
=f01 Ol_z Ol_w_z dy b dz p dz

v(s) =3

Ejemplo 4.13 Hallar [[f; zy= dzdydz en donde
S={(z,y,2) €R? 2+ +:°<1, 220,y >0, >0}

Solucidén: es ficil advertir que el sélido S es un octante de la esfera de R3 de centro
en el origen y radio 1, cémo se observa en la figura
Por lo tanto

1 Vi—z? 1-z2 7 1
/ / / zy= dzdydz = / / / zyz dz pdy pdxr = —
s o |Jo 0 48

Cambio de variable

Los conceptos de cambio de variable que expusimos en la seccién anterior los podemos
extender al caso de dimensiones superiores. Si F (u) = (z; (%), ...z, (u)) representa una
transformacién de una regién R a otra regién S de R" entonces

//b f(z)dxl...dz.,,,::/---/R f(F (u) | Tr(u)] duy...duy,

en donde
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dwy(u) dry(u

Oy v iy,
J Ia (u) =" ' ’
Ovn(u) Jy (u)
Suy i

z = (1,..2Tn), w = (u1,..un) y f un campo escalar definido sobre S. Para que la
formula de cambio de variable tenga validez en necesario que Jp(u) # 0. No obstante la
podemos extender al caso Jr(u) = 0 siempre y cuando el conjunto en donde se anula el
jacobiano tenga contenido nulo. Este es el caso en los ejemplos que consideraremos.

Los ejemplos mas clédsicos de cambio de variable son:

Coordenadas Cilindricas

La trasnsformacién F (r, 6, z) tiene como funciones componentes a

=xz(r,0,z) = rcosf
=y(r,0,z) =1 sen 8
= :(T7 6! :) = ::7

LRI S

cémo se indica en la figura.

Si queremos que la tranformacién sea inyectiva debemos tomar, por ejemplo, 6 €
[0,2).

Es facil ver que el jacobiano Jy (1,8, 2) = r. De las dos primeras ecuaciones anteriores
se deduce que z% 4+ y? = 2. Esto nos dice, por ejemplo, que el plano, en coordenadas
cilindricas, =z = k se transforma en el cilindro circular recto paralelo al eje = y definido por
la ecuacién, en coordenadas rectangulares, 2 + y? = k2.

Cdémo una aplicacién de las coordenadas cilindricas, consideremos el siguiente ejemplo:

Calculemos la integral
/// (:v2 + yz) dzdydz
S

en donde S es el sélido limitado por las superficies 22 4+ 3? = 22 y el plano = = 2. En
coordenadas cilindricas el sélido S estd determinado por las superficies & = 0, § = 27,
72 =2z y z=2, cémo se indica en la figura.

Puesto que Jp (1,8, z) = r, vemos que

JIfs (&* +v?) dedydz = f_22 _V':Z—‘_T_,—nf (ffz_;,,g (=2 +y?) d:) dy) dz
=1 (8 ( K r3d) dr) df
16

=37

Coordenadas Esféricas
La transformacién F (r, 8, ¢) tiene como funciones componentes a

z=z(r,¢$,6) =r sen ¢ cosf
y=y(r,$,0) =r sen ¢ sen@
z=2z(r,¢,0) =r cosep.

Si queremos que la transformacién sea inyectiva debemos tomar, por ejemplo, § €
[0,27) y ¢ € [0,7)

Es fdcil ver que el jacobiano Jp (1,8, $) = ~ (sin ¢) r?. De las tres ecuaciones anteriores
se deduce que z?+1y2+ 2% = 72, Es asf c6mo el plano, en coordenadas esféricas, r = k, se
transforma por medio de F' en la esfera cuya ecuacién es z2+y%+ 22 = k2, en coordenadas
rectangulares.
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De la misma forma: El plano, en coordenadas esféricas, 8 = k, se transforma por medio
de F cn el plano y = tan k.z, en coordenadas rectangulares. También, el plano ¢ =k, en
coordenadas esféricas, se transforma en la curva

{(m,y,:) eR? 22 +y2 = (rsenk)?, == 7‘cosk}

Veamos ahora un ejemplo del uso de las coordenadas esféricas: Calculemos, usando
coordenadas esféricas, el volumen de un octante de la esfera de centro en el origen y radio
1. Esto es, hallemos V (S) en donde

S={(z,y,z) eR® 2’ +y?+:2<1, 220,y >0, >0}

Procedemos asf: Es fdcil advertir que el paralelipipedo [0,1] x [ %] [ ,g] en el
espacio r 8 ¢ se transforma en el sélido S, puesto que |Jp (1,6, $)| = (sin¢) r? tenemos

que
1 g %
V(s) =/ (/ (/ r2sin¢d¢> da) dr = ‘é‘”
0 0 0

Volumen de la esfera n-dimensional

Como una iltima aplicacién del cambio de variables en la integracién veamos el vol-
umen de una esfera de centro cero y radio a en el espacio R". Para ello es necesario
introducir la funcién Gama. Esta se define asi:

el
F(s):/ t*le~tdt, s> 0.
0

Las propiedades méds importantes de la funcién Gama son:

1). I'(s+1)=sT(s).

2). T(n+ 1) =n!, en donde n & N.

La funcién Gama estd definida para s > 0. No obstante la propiedad 1) anterior nos
dice que podemos extenderla a los reales negativos salvo los enteros negativos. Por ejemplo,
para —1 < s < 0 tenemos que 0 < s+ 1 < 1, en donde estd definida la funcién gama,
entonces definimos I (s) = M Procedemos recurrentemente y definimos la funcién
Gama en los intervalos (2, —1) (—3,-2)... etc.

La propiedad 2) anterior nos permite extender la nocién de factorial de un nimero
natural al caso de un niimero real, asi: p! =I'(p+ 1), para p + 1 diferente de un entero
negativo o cero.

Un céleulo directo nos dice que T (1) = /7 y por la propiedad 1) obtenemos T (3) = 1
VayT(3) =37 AsimismoT' (1) =1,T(2) = 1.

El volumen de la esfera n-dimensional de radio a es

7%
Vile)=a"———=, n=>1
r(3+1)
Es claro que es cierta para n = 1,2. Demostrémola para n > 3. Consideremos la
transformacién
F(ug,..u,) = (21,...2p) = a(u,..u,),

a > 0. Entonces Jp(uy,...u,) = a”. Por lo tanto

Vo (a) = / dzy...dz, = a‘"’/-w/ duy...du,,
13(0,a) 5(0,1)
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Esto es, V;, (a) = a™V,, (1) . Para calcular V, (1) procedemos asf:

B(0,1) = {(ul,...un) € R™, Zu? < 1.}
i=1

Entonces

Vn (1) = ffu%-}»u?l_l <1 {f fuf-{-,,.uﬁ_z 51_113‘_14?‘_1:])2 du1~'-dun—2} dun,—ldu-n
= ffu3,+u3__l <1 Va-2(p)dun_1dun
= ffu%+u%_1 <1 Vn—?(l)pn_zdun—ldun
= V"_2(1) ffu?,-@-u?‘_l <1 (1 - u721 - u?l»—l).z— - dun_1duy

= Vo-a(1) !g" B a-mF raras
= Vs )Tﬂ
Ahora, puesto que I' (s + 1) = sT'(s), vemos que la sucesién
2
n)=——-—
=
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Ejerccios Propuestos:Integraciéon miiltiples

1

1. Calcular

2. Invertir el orden de integracién y evaluar

8 2
v
—dx | dy.
//<v16+:1:2 )y
0 &y

3. Invertir el orden de integracién y evaluar

2
/ / ((z -1v/1+ ezydy) dz.
10

4. Sea

(2) Dibujar la regién de integracién y luego expresar la integral I con el orden de
integracién invertido.

(b) Calcular el valor de la siguiente integral doble
3
o/

5. Calcular el volumen del sélido limitado lateralmente por los cilindros

{+=

superiormente por el plano y — = + 2 = 0 e inferiormente por el plano XY.

:

V14 z2dz dy

IE\

6. Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies:
2=0, z=22+1% 22~ -4=0, 22+2—-4=0.
7. Hallar el volumen del sélido que se encuentra sobre el plano XY y est4 limitado por
z=xy, 22 +y° =4
8. Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies

z =10, ;=a:+y2, z = 0.
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9. Sea

4
/ senm
1

Calcular, en términos de a, el valor de

12 14 3 4
//senzdxdy+//senz +//s dxdy
z z
01+y 02 11ty
10. Demostrar que
) 2
//c 1—5—2——-(‘11—2dzdy
S
siendo
{(z y)eR?: Z +—y—<1}
b2 = [
(Dicha integral es el volumen de la mitad de un elipsoide)
11. Calcular
r VE ty
siendo
(r,y) € R?: _+?i_<1
9 4 ~
12. Calcular el volumen del sélido ubicado en el primer octante y limitado por las su-
perficies

z=z2+1? ay=1, zy=2, 2=z, y=2x, s=0.
13. Hallar el rea de la regién limitada por la curva

(2 +47)? = zy.

2ry
//ef +v* dxdy ,

donde R es la region limitada por la curva

14. Calcular

(z? +y2)2 =22 — 2,
en el primer cuadrante.

15. Calcular
/ (z + y)? cos(z — y)dzdy

donde R es la regién limitada por el tridngulo de vértices (0,0), (w,7), (—=, 7).

16. Expresar en coordenadas polares las siguientes integrales:
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

(a) /l/lf(w,y)dxdy
G0

(b) /17f(z, y)dzdy
00

Evaluar

/ V2 + y2dzdy

R

donde R es la regién limitada por el cuadrado {0,1}x[0,1].

// 2 iy,
4a? — 12 — y2
R

donde R es la region limitada por la semicircunferencia

z = v/ 2ay — y? yAla recta y = z.(a > 0)

y2
(a? +y?)?

R

Calcular

Calcular

donde R es la region limitada por las curvas

22
y=V3z| ,y==.
3
Evaluar la integral doble
22 — g2
/ / TV _aa,
(=2 +y?)?

s
donde S es la region encerrada por las graficas de las ecuaciones

1
= =, = +/3z.
y=-7mT: ¥ V3

Hallar el volumen del sélido limitado por las superficies

{ 22 4+y?—dz —4dy+4=0,

=2, 224+ -B+1=0.

Hallar la masa de una ldmina que tiene la forma de la regién, en el primer cuad-
rante exterior a la pardbola y? = z e interior a la circunferencia z2 +y? — 4z = 0,con
densidad superficial

o(z.y) =y.

Una ldmina tiene la forma del tridngulo de vértices A(0,0), B(w,7), y C(2~,0).
Hallar su masa si su densidad es

8(z,y) = (z +y)?| sin(z® —y?)].
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Calcular el centro de gravedad de la ldmina que tiene la forma de la regién limitada
por
y=z, y=-z, 2 +y° =4, ¥ +y*=6

y que se encuentra situada arriba del eje X. La densidad en cada punto {z,y) de la
ldmina es .
8(z,y) = (&% +y°)2.

Hallar la distancia al plano XY del centro de gravedad del sélido limitado por las
superficies

=022+ =R% z*+y*=r%, 0<r<R, Hy+2R:=HR, H>0.

/ / / zy=dedydsz
K

donde K es el sélido limitado por el cubo [-1,1}x[-1,1]x[-1,1].

Calcular

a) Graficar el sélido K, en el primer octante, limitado por

s=z2+9y? z2=4, 2=0, y=0

/ /I[ z/zdxdydz.

/‘//\/z2 + y2dzdydz
KX

b) Calcular

Calcular

donde K es el sélido limitado por las superficies

z=zt4+y% 2=8-(z?+4%).

Sea
g YAz g2
/ / / f(z,y, z)dzdydz.
0 0 202

///f(z,y,:)d:vd:dy

La integral triple de una funcién continua f sobre el sélido X limitado por el paraboloide
2 =822 -y, el cilindro 22 4+ 3% = 4 y el plano = = 2 se ha expresado en la forma :

1= [1] (oo &) wha

Hallar los limites de integracién de las integrales.
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31. Calcular

///\/:c2 + y3dzx dy dz
®

siendo ® es el sélido limitado por el paraboloide y = 22 + 32 y el plano y = 4.

///:cydzdyd:,
K

donde K es el sélido limitado por los planos

32. Calcular

y=z, y=4, 2=0, 2=4, z=0.

/ / / ydrdydz,
K

donde K es el sélido limitado por

y=0,y= VZ:E—:EZ’

que estd debajo de la superficie = = y/z% + y? y sobre el plano XY.

33. Calcular
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