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Resumen

'Py de los espacios de oscitacion
media acotada BMO, dos clasicos espacios que ha jugado un importante rol en las investigaciones

En esta breve nota damos una visién de los espacios de Hardy H

de temas centrales en el analisis armonico. La bibliografia dada nos abre mtichos caminos a seguir
en este campo.
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Abstract

In this brief note we give an overwiew of Hardy spaces H and bounded mean osciliation spaces,
BMO , two classic spaces that have played an important role in investigations of central branches
in harmonic analysis. The given bibliography opens paths o follow in this field .
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1 . Introduccidn . El analisis armdnico es poco conocido en nuestro pais ; algo lamentable pues

es una de las teorias centrales de la matematica por la belleza de sus ideas , métodos y sobre todo
por sus aplicaciones a muchos probiemas concretos . Desde sus inicios , con el calculo infinitesimal
y sobre todo en el siglo XVili, destacados matematicos se dedicaron & su cultivo. Esto motivo el
proyecto de gue escribamos el presente articulo de divulgacion , y otros, con el objetivo de motivar
a los jovenes matematicos el estudio e investigacién de esta rama del analisis. Este escrito esta
dedicado a los espacios de Hardy Hb y a los espacios BMO pues ellos contribuyeron at progreso de
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varias dreas en distintas escuelas donde las investigaron. Sobre estos espacios se ha escrito mucho,
tanto en articulos como en libros . Con el objetivo de orientar su estudio citemos algunos, dentro
de los que disponemos, como son:[71,1271, ] 241,126],[9],[18],, entre oiras importantes
publicaciones . Ver las Referencias dadas.

Los espacios de Hardy H?y los BMO aparecieron en varias
aplicaciones ,como las ecuaciones en derivadas parciales por ejemplo . Asi los espacios H F
surgieron en estudios de Ia escuela Inglesa siendo G.H.Hardy uno de sus notables investigadores
(década de los afios 1910, 20's) ; en tanto a los espacios BMO, ellos fueron introducidos por F.John —
L.Nirenberg en 1961 , [ 11 ], y fueron aplicados de inmediato a problemas de la matemaética
aplicada. Veamos algunos argumentos sobre estos espacios .

Por definicion se tiene

A
BMO = { felL (Qb)/ {ﬂbm:éug —{-E-L-Sl f(x}) - foldx s M <o}, donde Q es un cubo fijo
en R" ytanto QO como Q son cugog can \agbs paralelos a los ejes coordenados ; f&es el promedio

-{—S fix) dx. Conlanorma [l fIl = ]+ yf)\ , BMO es un espacio de Banach .
et Mo Bre @y

La investigacion de estos espacios fue md significativa pues se
aplicaron a otras ramas como son las ecuaciones en derivadas parciales (EDP’s), las funciones
analiticas, las martingalas en las probabilidades , espacios de tipo parabdlicos, la teoria de
interpolacion, los espacios homogéneos , ias variedades diferenciales , - . Porotro lado , se
observa que ¢ BMO; ademas, se verificaquesi 1gp<o ,BMOC s {Q_), una relacién
importante pues se comprueba que BMO es el adecuado sustituto de 1™ en ciertos casos que
fallan en el limite 2. También , en el otro extremo, el sustituto de £ es el espacio de Hardy H?,

(ch_ ¢ ), definido via : i = { fa 14 / ije = 1,2, ...,n} ,donde R; es ia transformada

.
de Riesz | ij i (x) = %‘ﬁ— f{x). Hiesun espacio de Banach con la norma

“qua. = \f Hl} +-§\.:4 IR jf“t‘ . Por definicién S es el espacio de las funciones f rapidamente
decrecientes , Esto'es , feC? y para todo entero k >0 \I‘gr_z» » X fix} = 0. También, sea el espacio
Se ={feS /fe D ( R’g }} , el cual es denso en H*. { D es el espacio de las funciones
infinitamente diferenciables con soporte compacto.

2. El Teoremade la Dualidad. [7]. FElcelebrado resuliado de dualidad de Charles
Fefferman (1971} establece que (H* }“= BMO , donde <f,g> = S fix)glx}dx ,fe S, 8€BMO,
lo cual se extiende por continuidad a una forma bilineal continua sobre H2 x BMO. Este resultado
ha sido extendido y generalizado en diferentes contextos del dgl andlisis armonico . Se tiene la
siguiente caracterizacion :

. 2 i o .
4 € BMQO si y solo si geg +b R)gi' con gjeL ,1=0,1,72,..,n.
-5 §

L2 )
Desde que R y - L =) BMO es un operador continuo, tal representacién permite obtener una
norma equivalente en BMO . Asi, Neri [ 16 ] sugiere tomar



Nel,,,= si."f 58, {nel o 'z.. lig;\ o } - Deunmofido mas general , sobre los espacios
BMO y H ( V Sus l%éspectlvas generalizat:iones ) se hacen actuar operadores de tipo convolucién ,

como son, por ejemplo, los operadores integrales singulares de Calderén — —Zygmund
TH{x) = v.p,j k(x-y) fly) dy, donde el nicleo k es homogéneo de grado -n, esto es, k()\x ) =
Ri\

% K(x) 6 k(x} = [x\” - el ) j k(x) do" = 0 ; ademas, k satisface ciertas condiciones de
regularidad, como ke¢C™ (2) ( contorno de la bola unitaria). Un resultado fundamental de la teoria
clasicaes: “T:U'—21F,1< p < @, es un operador continuo “. Los casos criticosson p =1 y
p= @ , lo que resalta el papel de los espacios BMO y H* . De un modo general, en el contexto
de los operadores de tipo convolucién , se tiene ([16]): “ si gt B ,entonces T: Hi—-‘,v Hi,

f — g %f, esun operador continuo y se extiende a un operador continuo sobre BMO , con
norma < [jgi 4 “

Toxewg delo Dualidad

La extension de estos espacios , H y BMO, a espacios tipo Sobolev
es de alguna manera natural. Asi , sea ke 77; por definicién

= {feH'/ D fe u*,Ixl < Kk} : \zfnﬁruﬂl o = IDYE
lal sk
BMO ={f&BMO /D™ f ¢ BMO,I*l < k } ; \]ﬂl -H f\\ \z‘k\l{)"(ﬂ\ ik los que con sus
respectxvas normas son espacios de Banach entonces 55 tlene [ 16], : si k esun nacleo de
Calderén-Zygmund , entonces T H ——‘;H (f =kxf) vy T: BMO —» BMO (f—;}k*f) son
operadores contmuos “. Se observa que estos resultadgs también aparecen en [7]. Severifica

que los espacios H ,k=1,2, .. sonisomorfos entre"y asi mismo lo son los espacios BMO . El
isomorfismo estd dado por por el operador integral fraccional | , definido via

nh

[1f] {x) f-? (x)f(x) donde‘? EC ,‘?(x)—ix'. su 1x1> 1. De un modo general, sis esun

numero real , se define I” via [I °f ] (x) = (g T (x}, que permite definir los espacios de
3

Banach H5'= | (Hi) y BMQ, = ls (BMO) con sus respectivas normas

Wfls =Wp ~ il y 1l =01 "fUg.e .Para s¢R,los H son isomorfos entre si, asi
W Y BMOg B g

como los son los BMO . Es conveniente resaltar que H™ ni BMO son espacios de Hilbert, lo que

sigue de un argumento debide a Neri, [ 16 ], en donde se afirma que H'no es reflexivo , esto es

(H )™= (BMO) £
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3. Espacios BMO? . Spanne, [ 21], ha extendido los espacios BMO a través de los

espacios BMO¢ donde g (t) es una funcién positiva, no-decreciente , definida sobre (0, o0 ) . Por

1 A A&
definicion BMO{{; ={ Tel (A} [/ [f]E:MOQ & Q < TaT lf(x} —fg) ldxg M< @ }

donde r es lalongitud del lado del cubo Q. Con la respectiva norma , BMO es un espacio de.
Banach . La importancia de estos espacios es que para casos particulares de  se obtienen clasicos
espacios de funciones. Veamos .

a. Si @{t)=1, BMOy=~BMO ( ~ esisomorfismo );

a
b.Si ¥{t) =t ,0<Ag 1, entonces BMO\? ~ [\ , donde f\des el espacio de Lipschitz
o

(Fel™/ 1, = sup EEON 0y sic1 e <0, BMO ML
Py Y\ x4l 3
A = -%—-,donde B esel espacio de Morrey

—_

{fELl(Qo)/ [f]‘?.?- — sup{ —i;;s lf(x)\? dx ¥ ¢ M < 003 , (remarcamos que |Q\ = ).

Spane estudia la caracterizacion de los espacios BMO y a fin de evitar expresiones de caracter
técnico , remarcamos solo algunos resultados .

=1 —-d -4
i.Sie()t es casidecreciente(esm es,sit'g t,kf(t)t <@ (t')@t*) ), entonces

f(x) _S ‘-f(t) = ¢ BMO,.

ii.Sig (t}t 4 es no-creciente i BMOq = BMO.Q siysolosi 4 c,§ constantes tal que
A

‘? i(r 1 l!\’ (®), 0<r<38 . Lainclusién es continua.

S!S Ug(t) d"b < o0, entonces todo f¢ BMO,, es continuo y su m%dulo de continuidad

K
WW(f o= sy \f(x) —f(y)| satisface wif,r) < c(Sn' (1) 38 11
! '}) Y g e ‘? +, BMD
. sy (t)t es casi-decreciente VS 9 (t) ‘:“.".:. = +00 , entonces en BMO‘. existen funcones
L

no continuas ni limitadas.

Casos Particulares . [ 21 ]. Veamos los siguientes argumentos .

]
- _ 4 . . ab _
a. Si ¢(t) =1, entonces & escasi decreciente , SQ‘E" =+my Bmoqu BMO

contiene funciones no limitadas . Esto es el resultado de John-Nirenberg [ 11], quienes prueban
que f{x) = log{x1€ BMO. Asi iv. esuna generalizacién del resultado de John-Nirenbers .

n.ﬁoﬂ n."
b. Sea lg(t) —t ,0<8<1 . Seobserva que_gcf(t) = -,-t--dt =) s oD Luego
o

w(fr) < [ﬂbﬁ% L- cr [ﬂbtﬂﬁ' sir es pequefio , wif,r) espequefio y f es

continuo.Concretamente : BMO,(™ [\ { teorema de Meyers-Campanato }. Por otro lado, si en

eneral \ = {f/[f] = su =10l < M< oo }, entonces \ © BMO,_, continuamente,
Beneral g (/1“3 gomany € M @ . entonces |, S BMO
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4 . Caracterizaciones de BMO .[10a.yb.]. s.lanson haobtenido

interesantes caracterizaciones de los espacrus BMO . La primera de ellas es una extensién de la
caracterizacién de Ch. Fefferman {{7]} ; la segunda esta relacionada a la funcién conmutador de un

operador mtegrai singular. En la primera idea Janson considfera una condicién extra para &; asi,
asume qut35 S’L dt % ¢ Ue(.n.) (1), (condicion de crecimiento }. Se observa que se tiene

t n
Sn. CE(F).. df > (£!i"' y que la condicién (1} implica que la funcién 8 (1) = rjmﬂ laquees
positiva , no-decreciente y con tinua, define al mismo espacio BMO g , lo que sugiere que bajo la

hipétesis {1}, puede ser asumida continua en BMO?. Bajo esas hipotesis , Janson prueba que :

m
”feBMO,.P siysolosi f = f_+. S. R;fy , donde fe/[ J=1,2,...n". Laparte crucial es la

condicion “si“ yaquels cand:czon y solosi es ciaro pues Ry /\ﬂ*} BMO, esun operador
continuo , de donde | ﬂl tlfo\l ¥ LR fn WS l]f l\ i % Cy ]If l\
: jac ‘?

La prueba de la condicidén “si” es un tanto técnica y elaborada
[ 10.2]. En cuanto a la segunda caract&rizacién ,sea el operador integral singular

Tglx) = v.p.j k{x-y} gly} dy ; hemos mencionado gue T: l:P-'-") i? ,1<p< 00, esunaoperador
acotado y que esta condicién falla en los casos limites p = 1, o , ; sin embargo T es de tipo débil
(1,1), esto es, satisface la condicién I { xe R /\THx)| >« }‘ A, i\ 2\ 4 , dondelk-d) esla
medida de Lebesgue del conjunto { ... }. La caracteristica que Janson da para BMOP es via una
condicion de regularidad de un operador andloge a2 T , definido sobre # # £ y con valores en un
apropiado espacio de Orlicz. Concretamente , sea f definida sobre R" ysea M la funcién
multiplicacion por f, la funcién commutador , asociado a T, es por definicién c_gz MT-—TM;

Asi ¢ glx} = MT glx) - TM glx} = flx] V-p-j ki) gly) dy - v.p. K{x-y ) fiy) gly) dy =
\{.p.j [fix) —fly) 1 k{x-y} gly) dy. Coifman-Rochberg-Weiss probaron que si ¢ BMO entonces

C! [?—? i? 1< p <, es un operador acotado. Motivado por este resultado, Janson [ 10.b ]
establece una caracterizacién para BMO,P bajo la siguiente hipdtesis: sea 1<p< % condg1;

4
sean L(J y Y dos func:ories positivas no-decrecientes sohre R taies que &- es decreciente , Y es
convexa con ¥ (0) =0 , relacionadas entre si por ‘?(t}r)— r" \p (r ¥ Entonces

?
c‘? L —=> Ly escontinua si y solo si. f¢BMO, , donde L‘fes el espacio definido via

|
Ly ={f/ Y(Rrlfl)dx < ® } paraalginA > 0. Ademss,

wepy T -
p SO ¢
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5 . Espacios de Hardy H_,? . [8],17],15],1[26] . 1a evolucién de los espacios

de Hardy esté intimamente ligada a fundamentales cuestiones del andlisis real y complejo. Sea

fe L? (R),1<p< o0, alacual asociamos la funcidn analitica F{x+it) = Ufxt) +iV{xt) ,
-
T{R*4¢2)
Vix,t) = Qixt) % f,con Qxt} = TOATeS el nicleo conjugado de Poisson. Entonces se sabe
que } |Flx+it )F dx < A, l1fl\f: ,4t> 0, lo que sugiere en general definir

~-® i

donde U{xt) = P{xt) % f , siendo P{xt) = el niclec de Poisson vy

P - b
HY(R) = { Flx+i1) analitica /1fl = ( sup§ [Fit)]” dx )Y < oo }.
! t70 2w

Asi tenemos la aplicacién inyectiva bicontinua L?-—-) HP , T — F{x+it) , en donde se tiene

ademas |l flil ¢ SA MWy . Adn mas, tal aplicacion es sobreyectiva, esto es, si F€ HY ,1< p< o,
WFll e <
u® <
3 f ¢ L' (R) tal que F esla correspondiente funcidn analitica asociadaa f,

Ensintesis: si 1< pf o, L\’ es isomorfo {topolégicamente ) con
HY . En el caso p =1 severifica que la aplicacion H — ' {R) , Flx+it) = f{x) = E?o U(x1) ,

. : . : i ’
es inyectiva y continua pero no sobre { la imagen de H™ es la clase de las funciones en e cuyas
transformadas de Hilbert estan también en A } . Ei caso n-dimensional exige condiciones extras
para definir HF (R*).Asi, sean xeR", te Ry ¥ Fixt)= (u,{xt), ..., u,(x1) } , donde las
F: i % kL . . a "
componentes son funciones armdnicas en R,y la correspondiente matriz jacobiana ] tiene traza

cero. Bajo ciertas condiciones { “ condiciones de Cauchy-Riemann generalizadas “) se define
A

H‘D (R™) = { Ex, 0} /M F[\u‘_ = (sége_swl F(x,t)lip dx }? < @ },l<p< ® .Remarcamos que esta
definicidn tiene sentido para 0 < p.< ® ;elrango 0<p<1 esmas delicado y serd tratado
después .

"

: v . . + .
a. Caracterizacién de los Espacios H'.[7],[4]. Losespacios H son caracterizados en

términos de ia funcion maximal no-tangencial . Veamos. Sea ulx,t) una funcién armonica definida
& - - - * -

sobre R“: a la que se le asocia la funcidén maximal u™ {x) =‘§ulﬁ&1 u{y,t)) , llamada funcidn

mximai no-tangencial de u{xt) ddef si u{xt) eslaintegral de Poisson def . En particular si

i % 2 =
n=1vy F(xt) = ulxt} + v{xt)€ H?(R) , se verifica que la funcién F'ix) = “s‘u_ﬁ‘b\_ Fly+it)! estden
I.'T (R} vy VESM l!'?ﬂ‘]‘i FllH-e . Ademas se tiene que Wu™\ ?nF\\ﬁ,, Reciprocamente , siu esuna
funcion armonica en R: , tal que u’e L\’, entonces U es la parte real de un elemento en HY.

En conclusion , se tiene el fundamental resultado de
Burkholder-Gundy-Silverstein (1971) : “los elementos de H¥' seidentifican con las funciones
arménicas cuyas funciones maximales no-tangenciales estan en u {R} “. Unargumento similar
vale en R"™, lo que permite dar la definicion : -

HV{R“) = { u{x,t) arménica/ u*(x}e i {R“) },dondel&uu"&: fu™\ ,i<p<m
BT R
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E! estudio de los espacios de Hardy y de BMO fueron estimulados por el fundamental trabajo de
Fefferman- Stein [ 7] , donde se estudian condiciones equivalentes que permiten dar otra
caracterizacion para I-F{ R ) .Si u(xt)e H?{ R } se tiene que existe iim u(x t) = fix)ctp. vy

5L|m S N u(xt) - f(x)l dx =0,p>0. Asi F es un espacio traza de H? el que tiene sngn:f‘cado
para p 2 1. Asi, paraincluirelcaso 0<p <1, en [7] se considera el uso de las distribuciones.
Siu(xt) € Th y gb ¢S entonces .‘_li_i;noj u(x,t) ¢ {x) dx existe y es finito . Asi, para cada u eHPexlste

f ﬁs" tal que éirg)iou(x,t) =f(x) en S'. AdGn mqé, se tiene la caracterizacién de Fefferman-Stein :
5 - =% ki t .
Sea <f> €S ysu dilatat:lonqst x) =t ?(xt ).Si f€S vy p>0, son equivalentes :
(1). 1) =fim u(t) en s, donde u e HY (RY);
=0
5 +
(2) . para algin 4’& S ,H =1, f (x =f”pol(f*‘|;'t”")\€ i R™);
- Y
s * P oon
(3). para algin Q€S, dg=1,f () = sup |(f%9 )(x)| ¢ U (R");
¢ S =4\ <t q”“ \

(4) si !I’ﬂ = {S (1+[x1) mm[D 5? (x)] dx } ,donde N =N (p) esun niimero
suﬂmentemente grande , entonces

5 () = sup ISUD Hf*f}t)(v)\]e (R").

RLINELRE Y

Ademds se tiene, uuvh? W 11'3 Itf RE Uf

)

Asi se tiene otra definicion de H ' , |a que no depende de las funciones analiticas 6 armonicas :

H'P

H * { distribuciones frontera de funciones en HJ" {RT‘ ) }. Este enfoque de los espacios H
permite obtener resultados que con los espacios de Hardy clasicos no es posible ; tal es el caso de
la idea de atomo debido a Coifman [4] , quien construye una representacién explicita para los
elementos f€. HY enla recta, 0< pg 1.

{ fe '/ se satisface (2), (3) 6 (4) } ; en otras palabras :
k4

i

h H - Atdmicos. [4]. Deun modo general , para R ,n> 1, se tiene la definicion :

il

sea 0<pel;lafuncion a(x) esllamada un p-dtomo si

i sopp af{x) & 0./1 para algiin cubo Q de lados paralelos a los ejes coordenados ;

i, Ja(¥)) < lO.\-?

iif . Sa(x) x* dx = 0,% o(talquelﬂ-\.g N=[n{ -j'(?— -1) ],dondg[ ]=parteentera.

Nota. Si n=1, el cubo Q es entendido serel intervalo | .
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Teorema . (Co:fman [ 41). Descomposicién atémica de elementos de H (R}. “ Sea fe S,
entonces, feH® (R) ,0<pg1, siy solo si existe {}‘ }oi=1 2 3, .. de nimeros reales tal
que Z, \'?\ .\ < yunasucesién de p-dtomos {a; } tal que f --':{--L 7\,3 en el sentido de las
distribuciones temperadas . Ademas, ilﬂi&w= mf{‘z 1'; 1?/ f= E Mgt

Este teorema, de gran significado analitico , ha sido objeto de
importantes extensiones . para la prueba de la condicién suficiente ver [ 17 ], pag. 51. La prueba
del teorema hace uso de significativos argumentos geométricos y de la descomposicién de
Calderon-Zygmund para elementos de H'P (R), argumentos que son fundamentales en este tipo de
andlisis. Las ideas usadas en la prueba de la parte “ y solo si “ pueden exterderse a R , lo que no
ocurre con “si “, yaqueen R" ,n > 1, existe la dificultad topoldgica de descomponer todo abierto
en una sucesion disjunta de cubos , como ocurre en la recta ( y que es la base de la prueba de
Coifman ). La parte crucial para tal extension es para el rango 0<p<1,yaqueelcaso p=1 es
extendido a R via dualidad. Este problema fue resuelto por Latter, [ 12 ], quien usé argumentos
geométricos del tipo descomposicion — Whitney . El problema de la descomposicién atémica de
elementos en un espacio de Hardy ha sido ocupacion de las analistas en décadas pasadas . Muchas
otras descomposiciones se han logrado en diferentes contextos de los espacios H T ( parabdlicos ,
homogéneos,martingalas , ... ) .

6. Espacios BMO y su Relacién con Operadores Maximales.[7 ], [20].

En la seccién anterior ya hemos visto como los espacios H ¥ pueden ser definidos en términos de
ciertas condiciones maximales ; en esta oportunidad veremos la relacién entre los operadores

maximales de Hardy —Littlewood y los espacios BMO . Tales operadores juegan ademas un papel
fundamental en el desarrollo del anilisis armdnico moderno. La idea basica moderna se remonta al
teorema fundamental del calculo integral y a su extensién segiin el teorema clasico de
diferenciacion de Lebesgue : “ si fé Li“_(R“ ), entonces

r‘I-lm1 mgau f(t) dt. = f(x) ctp. , donde Q(x,r) esun cubo de centro x ylado de

longitud r “.  De alguna manera, esto sugiere considerar el operador maximal de Hardy —
Littlewood definido via: “si f:R"—> R es medible — L,

Nf(x) = sup m%ﬂ Sau'mlf(t}\dt. Observamos que el papel de los cubos Q (x,r) puede

ser hecho por las esferas S (x,r) , de centro x yradio r ( en general en anilisis tal sustitucion no
siempre es factible } . Un dato esencial es que A L?--} L? ,1<pg oo, esunoperador continuo y
que /\ es de tipo débil (1,1). Este resultado y el teorema de diferenciacién de Lebesgue implican
quesi 1<pg oo,fé¢ P si y solo si /\f € L".Miremos ahora a la definicién de BMO dada . Si

L F 4 -
fe me se considera ahora un andlogo operador maximal :

it
[\ fx) = sup !-a-é;——m S lf (t) - f \ dt ; (el hecho de que ‘el cubo esté centrado en x no
es esencial ; podna Q 'solo contener ax). Hemos dicho que f¢ l. siysolosi /\ fe L ; enel caso



A ; 0, . & o
’\ solo se tiene que fgl implica que 1\ fe L .La otra implicancia es lo que caracteriza a
. * o .
BMO . Asi, si fEL}DCy A" fel” entonces f€ BMO. Si lgpgp,i<p< oy f(-'.!?"

#
* . . » ; . " g
entonces fe L si v solo si /\ fe L . Estasconsideraciones fueron expuestas vy estudiadas
significativamente por Fefferman—Stein[ 71y también se encuentran en el libro de C.Sadosky

[20].

7. Espacios BMO Pesados. [ 15]. Muckenhoupt - Wheeden { 1976 } han

considerado los espacios pesados BMO,, ,donde el peso w es una funcién positiva en EIM(R“ .
Por definicién : “ fe BMQ, si fe !%‘__’(R“) y existe una constante M < @ talgue

sup -—i— S\f{x) -f \dx ¢ M, donde f_ esel promedio 2 3 f dx. Observamos
ax ‘q & & ILARN

& %?m)x

que si w =1, BMO,, = BMO de jchn— Nirenberg . Algunas veces BMGw es definido porla

. A
condicion sup ————— | |f{x} -c Ywix) dx & M, donde
B (W) ax S; & “
Q.
§ foovwtdx
4%

c_ = » St w=l, ¢ =f vy BMOC . K = BMO.De unmodogeneral, iz conside-
a S W (k) &X e & -
a

racién de espacios de funciones pesados es una actitud natural de generalizar los espacios cldsicos ;
la cuestion es determinar las propiedades de la funcién w a fin de que ciertos hechos esenciales
sigan valiendo , como lo es { por ejemplo ) caracterizar w para ciertos operadores usuales sean
continuos schre espacios pesados . Fue Benjamin Muckenhoupt quién descubrié las condiciones
esenciales para que {a teoria de estos espacios pesados sean compatibles con les hechos conocidos
en ei caso no pesado. En estz direccidon, sediceque: “ wé A? ,i<p< o0, siexiste uns
constante ¢ tal que A

Tv-1 0 b-A

(%S&w{x}dx } {-i%-i-gaw(x} dx ) ze ,Vag R R

w € A, siexiste una constante c taique Aw{x} < ¢ wix} ,donde /\ es el operador maximal
de Hardy — Littlewood .

w § A, siexisten constantes X yB talque O<o ,? < 1,yparatodocubo Q ytodo
subconiunto medible E de Q,si]| E| <X[Q]l, entonces

3 wodx C.?S wdx {equivalentemente, wg Amsi y solo si WQA,? , parz alglinp §.
E

A manera de ejemplo veamos una generalizacién, al caso pesado, de unteorema esencial en la
teoria de los espacios BMO debide a John — Nirenberg . Se trata de la estimacidn de la funcién

distribucion de elementos de BMO via una exponencial . Concretamente , “ si f€BMO y %> 0
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o
entonces | {xeQ /| f{x} - A WY <Be Gl , Q= R, donde By b son apropiadas
constantes que dependen solode n “.

El reciproce de este resultado es inmediato ,obteniéndose asf una generalizacion de BMO via la
naturaleza exponencial de la funcién distribucién de sus elementos . La generalizacion al caso
pesado, debido a Muckenhoupt - Wheeden [ 15 1, establece : si fé BMD“, ,A >0 vy we Ai,

entonces existen constantes By b tal que
~boldily s
S w{xi dx < Be S‘\"M{x} dx , Q¢ R\.
eaf-glrnwes o

Ob_sénfese quesi w = 1 serecupera el teorema de John — Nirenberg .

8 . Espacios BMO iﬁ? en Espacios Homogéneos.[5],[131,[14],

[23]1,11]. sectores importantes del andlisis arménico han sido lievados al contexto de los

espacios homogéneos por , entre otros, R.Coifman — G.Weiss , R.Macias — Segovia , D.Stegenga,

A.P.Calderén . Veamos la definicién de estos espacios . Sea X un espacio topoldgico asociado de una
+

medida positiva de Borel }&. y de una casi-distancia d: XxX—>R talque

idix,x)=0: . d{x,y)=d{y,x})>0sixdy;
iii . existe una constante k talque d{x,z) g k[d{x, vy} + div,z)1,¥ xy,2€ X ;

iv . iasesferas B {x} = { yeX / d{x,y) < r } forman una base de vecindades de X,estoes,
dada una vecindad N de x existe una asfera By, {x) tal que Bu{x) & N ;

v . las esferas Bu{x) son subcenjuntos medibles de X , M{ Bo{x}} > O si r>0; ademss, existe
a>1 talque }g(Bu_{x}]s a M{B{x}} <o .
Definicion . {X, I ,d) esllamado un espacio homogéneo .

En este universo el BMO homogéneo es el aspacio de las funciones medibles ¢ L:m{ X} talque
; 4 A
£ = SUp Ss\lx}-f dufx} « M < @ , 1<p< @, co e aM,
lomoc *° Wiy % Rl Al P @ conds ﬂ@)sj M

St M{X} = o0, seconsidera \\f “%HOQZL\ {:‘}BMDGS} M es finito,

(f] = \ FOOIM X)) + [ + Con las identificaciones del caso, f~g si f~g es
il | 700 poal s my, o g sif-g
constanie, antonges BMOQe}s un espacio de Banach.

" ; . 5
R con la usual distancia euclideana y con una medidz de Borel |
es un espacio homogéneo. Asi mismo lo es la esfera 2\1-5 = { xeR™/1x\ =1} con la medida J28

-

~ o
Invariante por rotaciones y con la casi —distancia d {xy) = | 1-<xy >\ ,donde X >0 ,<xy>=

.\%vi XV - Muchos resultados cldsicos han sido llevados al lenguaje de los espacios homogéneos
L=

; asi se tiene , por ejemplo, que el operador maximal de Hardy — Littlewood
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Aé‘ﬁ ) SB LRy N d {y} esunoperador de tipo débil —{1,1) . Asi
W&

mismo se obtiene el apropiado tecrema de Lebesgue sobre diferenciacidn de integrales . Stegenga
ha probado la versién homogénea del teorema de caracterizacién ,exponencial, de John —
Nirenberg haciendo uso del apropiado lema de descomposicién de€alderdn — Zygmund.

Afixy = 0

A fin de comprender ia versién homogénea del teorema de dualidad
de Ch. Fefferman, y que es probado en Macias [ 13] y en Coifman — Weiss [5.a 1, veamaos la
idea de { p,q ) —dtomo la que servira parq definir a los espacios de Hardy -H?{X) . Sean O<p<qg
con pg 1< g g oo . Lafunciéna {x} esun{ p,g )} —-&tomosi:

i. soppafxie By, (X} para aigungesfera Bn (%ol

-~r:]",-!b

- 4 4 ) T
i A ) 1 a1 s (LB 0D )
i a0 dp(x) =

Observemos que eniii. no tiene sentido la expresién a{x) x  pues X no posee necesariamente
una esiructura algebraica .

Consideremos ahora a los espacios de Lipschitz homogéneos A &
con &7 G pequefio, 0< g 1. Pordefinicidon
AuE /\ﬂ(){) = {funcionalesf sobre X/ {f}!\ = sup M < M < o} conB cualguier
esfera conteniendoxey ; M= Mf). - *4 (Y
Sea alx} un{p,q}—3tomo , O<p<ily ™= —-;— - 1, entonces la aplicacién

h: A N —-—‘rSX. (xjf(x} d M perteneceal espaczo!\ duai de/\ ,y¥a que

lsxax}f(x) d}\kl SB abg i djl&‘ 15 a{x [fi{x) - fix }]d/&\

ﬁsi (pcniencio []f\lA=[f}A si )tL(X) = op ;“ﬂl!\ = lsxf{x) d/«\ + {f}A si AX) < )

o & ® a4
‘—- =i
SLENTTCNCS ))‘I‘S Labal dh s Weh
S B (X0 B

Los Espacios H;P’%. Sea 0 < p < 1< q; pordefinicién

H?q' H 4 X} = { ht-:[\ % =4 _q ' Z & a.s , descomposicidn atdmica donde a, es
un {pgl-—- atcmovZ[h <o},

|

-

La condicién zl?s F< oo garantiza la canvergenc:a de la serie Z, ?s a, , lo que hace consistenta
aladefinicién ; sif h{l = inf {Zlhl / h ?.?\ a },ello noes una norma pero

H’g'
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: g -
d{f,g) = ]lf -gl| 4g S Una métrica y H i &s un espacio métrico completo. Un resultado
esencial en Ia teoria de estos espacios'es que si p<g< oo , entences I-?‘qh HT’OD, con métricas

equivalentes , Bste hecho permite definir a los espacios de Hardy homogéneos via

. . . %
si pg£1entonces H z H {X) escualquiera de los espacios H

P<gg o ,1 g4
Tecrema de la Dualidad .

“ Una particular y elegante aplicacién de Ia teoria

.

de cndiculas { wavelets] es el estudio del espacio
de Hardy (real) H-l{R“} y su espacio dual BMO(R") ,
Yves Mevyer
KX} sip<i,X=3%_1 _
Y i i
Teéis: {H? (X )‘* =
BMGC({X) si p=1. . {ii}
Enotras palabras, por (i) cada funcional lineal continua sohre HYes una aplicacion de la forma
hﬁzasg ajf dum , donde fe f\iy h =Ehiaje HP. Por{ii), sih=21 713.a3€ Hi entonces

) Y
fim X '}\ijaj dju es una funcional lineal continua h— <h,f> bien definida para cada fg¢ BMO

-

Moo 1240

%
, con norma equivalente a 1 f){ - Ademas, cada elemento de {Hi } tiene esaforma.
o

_9 . Funciones Armonicas con Trazas en Espacios de Funciones. [3.a,b,c],

[21 ] 5 [ 22 ] . Los espacios BMC estan contenidos en un interesante espacio de funciones, los

Iespacios 'i?'?‘ estudiados por Campanato , Spanne , Stampacchia , entre otros { ver los citados
. ——— i .
trabajos}. Por deﬁmc;on:.sgn’is p<oo, BgA<ntp y fe LRo (RM) . Eﬂ{ouqeg, ﬁe’&”"" st
4 C

&
Mgy, = Uy + sup . 100 - fof'de)® & B

donde r es la longitud del lado del cubo Q. Formalmente ,&.’ = BMO . La importancia de ios

aspacios 3.?‘1 esta en que ellos globalizan ciertos espacios de funciones cldsicos , como son los

espacios LT , L’?'?“ (Morrey), f\qy a los propios espacios BMO . Es sabido la gran utilidad de esos

espacios en problemas de EDP de tipo elipticos y parabélicos , lo que estimula su estudio en

probiemas concretos. Un problema fundamental en la evolucién del andlisis fue el preblema ¢

Ditichlet | veamos. Sea Rt_“z {41}, xeR™,teR" }.u(xt) esuna funcién arménica si ue C?'(R“:"\
vy Au =0, donde A =;§i .33;;—- + -.?i;;—. Dado f definida sobre R, el Problema de

Dirichlet consiste en encontrar u{xt }Jtai que N\ u =0 sobre R“:i y lim u{x,t) = f{x) cuando
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Y .
t—> 0 sobre R . Es claro que para tenerse un problema bien puesto es necesario dar ciertas
condiciones extrasa f . informalmente , sabemos que Ia solucién de este problema esta dado por
la integral de Poissonde f, u{xt] = {£ % f}{x},donde .?e{x} =g

IV
(&« \1\1] *

es el niicleo de Poisson . En esta orientacion se tienen las siguientes caracterizaciones , segin ia
ubicacién de las trazas de las funciones armdnicas . Sil< pg oo,H? es el espacio de Hardy ya
considerado. Setiene H’Pz ‘P-t S L? , ton eguivalencia de las normas. SiB es la clase de las

medidas de Borel finitas, H& es el espacio de las funciones armdnicas u(x,t} tal que

iup fule,t ] < om,Setiene Hg = P{: ¥ B , con equivalencia de fas normas . Este tipode
70 | S g : 5 2
ecuaciones sugerio considerar otras nuevas con f en nuevos espacios trazas ; ¢ qué sucede si

f€BMO 7 . Esta cuestion esta relacionada con el trabajo de Fefferman — Stein [ 7].Si fe BMO,

1% Gl
antonces S Evey
%\f\ ‘1- * I K'l

dx < ® s lo que da consistencia a la integrat de Poisson

uxt) = { Fi_ # ) {x} de una funcién en BMO . Adem3s se verifica que qug para todo f € BMO vy
todo cubo Q de lado d > O se tiene que existe una constante A> 0 tal que

2
It\S S['v u{x,t}\ T dxdt g A[fj dc»nde lyulxt)l = 3:1.) £, 3_‘ g-t: }:. y

wixt)= (P L% f)x}. Tal fmphcanma dic fugar @ una nueva caracterizacién en la direccién
sefalada antes. . Asi Fabes-Johnson-Neri[6] consideran al espacio

HMO = { u{x,t} armdnica / }'u]“ = sup{ Tﬁj J]Vu{xt}l tdxdt } < ® }.

Corolario inmediato es que si f{6eBMO entonces su integral de Poisson u(x,t) = { P_& xf){x} estaen

HMQO . La caracterizacion de Fabes-lohnson-Neri es HMO = P{-, % BMO , con equivalencias de las
normas .

Dado que BMO estd inmerscen Sf'zsurge la cuestidén de Hevar
esta Gltima ecuacidn a espacios con trazas en 3}‘,}: Este problema fue también resuelto por Fabes-
Johnson-Neri [6] . Elsiguiente resultado permite hacer un cambio de variables y poner ﬁ % en
otro lenguaje de notacién. Si A L. ?;“ = )“;“ , entonces ﬁc;-' Ao gl :

.Poniendo & = = se tendrad i = e l"1{;:“1 o, - ﬁ* <A< i,
Obsérvese que BMOC ="S:f'“= E Y Asi € ¥ es una extension de BMO ; ¢ cuai es la extension de

HMO ? ... sonlosespacios H '?deﬂmdos via :

1.
A - nid A 4 .k
H " = {uixt) armdnicos sobre Ry [ sup| Ly X{Shu(x,t}l tdt) dx] <M< 00}
e

! L3 . . .,
Obsérveseque H = HMO . Elteorema de caracterizaciénes:
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“si0<%<1,1< p<o ,entonces H ‘P- P * E . con equivalencia de las normas “

Una Visién de las Ecuaciones de Tipo Parabdlico. [ 2} . El estudio de ecuaciones de tipo parabdlico

ﬂxu “U, =0 llevan a caracterizaciones andlogas . Llamando temperatura a una sclucidn de tal
ecuacion , se considera al espacio

.L
TMO = {u{xt) temperatura / sup {E}ij vu(x t)) dt dx } s M<o }.
Entonces, si l" es af nucieode wauss — Weierstrass, lxl
=M i
%L Ht
=% e
I, & =< )

Fabes-Neri han obtenido |z ecuacién TMO = f‘ # BMO . Por otro lado , aspectos del analisis
armonico has sido estudiados en el contexto del grupo {A é} de transformaciones de R" v
asociados de una métrica pardbolica P {x); ver Calderén — Torchmsky [2]1([18],[19]).En
este lenguaje , el resuitado de fabes — lohnson —Neri ha sido extendido en [19.a]. Asf mismo
dado que

F

<V

£ (el (RY) /s pr—————— S\ﬁx RACS U Y

U8y g d/m
con ¥ positiva , no-decreciente y definida sobre {0, 00}, este expacio extiende a los espacios

& . La cuestidn es determinar la caracterizacién analoga respectiva. En [ 19] se dan otros
detalles.

10 . Algunos Clasicos Espacios de Funciones . Una Breve Visién . [191].

Vertambién “ History of Banach Spaces and Linear Operators “. Albrecht Pietsch .

En esta seccidén damos un breve panorama del surgimiento de algunos clésicos espacios de
funciones a fines del siglo XiX e inicios del XX . Veamos . en 1888 G. Peano introdujo el concepto
de espacio vectorial asi como introdujo {a aplicaciones lineales sobre estos espacios . En 1896 H.
Minkowski introdujo los espacios vectoriales normados de dimensién finita y fueron llamados los #
espacios de Minkowski “, quien dic importantes ejemplos de normas definidas sobre R™.

Por otro lado , H.Lebesgue , en 1902, hace una gran contribucién al progreso del analisis
matematico y que serfa la base , el fundamento de la introduccidn de nuevas y mas generales ideas,
en particular a la introduccién de nuevos espacios de funciones . Asi, J. Hadamard , en 1903,
censidera por primera vez af espacio C[a,b], queesel conjunto de todas funciones reaies
continuas sobre el intervalo [a,b], que se probaria que es un espac;o de Banach posteriormente.la
estructura de este espacio motivé la introduccién del aspacio de ias funcionales lineales continuas
sobre [a,b] . G. Hamel ,en 1905, observa que R puede ser visto como un espacio vectorial sobre los

[



s 45

numeros racionaies y pruebe.que R tiene una base, prueba que fue extendida 3 los espacios
vectoriales reales y complejos por F. Hausdorff en 1932.

En 1906 fueron introducidos los espacios métricos por ei
matematico francés M. Fréchet y desarrcllada por Hausdorff contribuvendo asi con una teoria
importante en el desarrollo de la topologia general ,la topologia conjuntista, asi como en los
espacios de funciones. Este mismo afio , D.Hilbert introduce los espacios ﬂb, que es definido via:

2 £ op
" QJ - - - -
Sl = { x{ X; Lisi, 2 f.iilx cl < 0 }, que posteriormente se llamaria un “ espacic de Hilbert
=
y asiva surgiendo el analisis funcional . Ei cuadro adjunto nos dd una visidén de los distintes espacios

abstractos introducidos en el siglo pasado. -

Espacio Vectorial

Espacio Vectorial Topoldgico

~ Espacio Localmente Convexo

Bspacio Normado

. Espacio de

Espacio
Reflexivo

Espacio
de
Hilbert

spacio Pue-Hilb,

Banach

Espacio Métrico

Espacio Topolégico

Y e Py e

Whicocion de Nos diskimbes cldsicss espocios,




) Aé_

Como observamos, los primeros afios del siglo pasado fueron de
gran actividad en el campo del anélisis matematico y nuevas teorias habrian de surgir . Asi Fréchet
también investigd ,en 1905, probiemas donde el espacio Cla,b] es reemplazado por otro espacio
de funciones pues considera al espacio B[a,b] de todas las funciones limitadas e integrables en [a,b]
, donde las funciones pueden ser continuas & no; ademds , se considera la topologia de la
convergencia uniforme . Por otro lado, motivado por los trabajos de Hilbert, Fréchef en 1908 Vi
F.Riesz , enforma independiente , probaron que “toda funcional lineal continua sobre &l espacio

2 ) o 2
Q, con la topologia fuerte, puede ser escrita en forma Gnica como x— {x,.a) ,dondeae ,E .

(Ver: 1. Dieudonné , “History of Functional Analysis “ 1983. Cap. V1. )} Posteriormente ,en 1909,
Riesz mejora su resultado estableciendo : “si U es una functional lineal continua,

U:Cla,b] —3R , entoncesse tiene U{f} = Lf (x)dX{x} , donde N{x) es una funcién de
variacion limit ada sobre [a,b], que tiene ciertas condiciones extras.

2
EFischer y F.Riesz , en 1907, crearon el espacio L [a,b] ,
posteriormente Riesz considera a los espacios i [a,bl, 1 < p < @0 ,endonde aln no se considera
_ 2
una norma . £n 1908 , Schmidt estudia las propiedades geométricas del espacio ,Q establece que

{e }“Ies ortogonal y prueba la desigualdad de Bessei 'I. 1< X,e >] s ll xll ANxe Sl Afios mas
tarde en 1927 , l.von Neumann formula la teoriz axaomatlca de los espacios de Hilbert con
dimensién infinita y separables.; en 1932 prueba la desigualdad de Cauchy — Schwarz . En 1934 y
Lowig investiga a los espacios de Hilbert no-separables; prueba a la iguaidad de Parseval :

‘Z—_l<x e. >l = \\x\\?:

el

Espacios de Banach . Remarcamos que la gran contribucién de H. Lebesgue con su teoria
de la med ida y de la integral influyé mucho en el desarrollo de la matematica en general y del
anahsas n particular ; la evolucion de los espacios de funciones recibié tal influencia y mas tedavia
con el punto de vista abstracto que formuld Fréchet en 1915. En este ambiente surge un gran
matematico polaco , Stefan Banach quien nacié en 1892 , se gradud a los 22 afios y pronto estalié Ia
Primera Guerra Mundial y durante este conflicto Banach contina con sus investigaciones
matemdticas ; tuvo amistad con Hugo Steinhaus con quien publica su primer trabaio sobre series
de Fourier. Se inicia su brillante trayectoria cientifica. Junto con otros notables matematicos
polacos convierte a Polonia en el centro mundial del anélisis funcional . Fue hecho prisionero
durante la Segunda Guerra Mundial ; salié en libertad en 1944 pero con su salud muy maitratada .

falleciendo en 1945 a |z edad de 53 afios cuando atn podia contribuir al desarrollo de Ia
matematica |

En 1832 sali6 publicado el libro “ Théorie des Opérations Lindaires “ de
Banach el cual contiene sus investigaciones sobre ei analisis :uncionai y fue el inicio de la edad
madura de los espacios normados, siendo Cla,b], L a bl, ﬂ .y l05 clasicos espacios de Banach,



A3 -

Posteriormente , por los afios 1930°s, Bourbaki investiga la teoria de la integral en los espacios
localmente compactos desde un punto de vista abstracto ; porese t:empo 1938, N. Dunford
investiga a los espacios de Banach L’t’( M, A M} ymas tarde M.Stone , motivado por el trabajo de
P.J.Daniell {1918) estudia a kas espacios de Banach de funciones {1948-43) . Si M es un espacio
topoldgico se investiga al espac;c de Banach C{M} de las funciones continuas sobre M. Poresa
época , Dunford , Grothendieck y otros investigan el puntos de vista abstracto de los espacios de
funciones.

11 Algunes Espacios cEe Funciones . [ 19]. Veamos, brevemente, algunos espacios

de funcicnes surgidos en el siglo pasado, con énfasisen la segunda mitad.

¥
. Espacios L {X ] 1805 @ . Sea(X,A, M) unespacic mediday B un espacio de
Banach Por def'nlcwn 7 {X,B) = {f:XB medible [5\\?{)()“ d}{(x < 0}, lgpc oo,

donde se considere la norma i f“ ) é&l[f{x)“ d M,(x }7 con fa cual ¥ (X,B) es un espacio de
Ranach. Si p=® , se define L (X,B} = { f:X -»B medible /3 C>0 talque

il < € ctp. } donde se considera la norma {1fll & inf{C/ \\f(x}“ss C},conlacual
[ =3

L (X,B) es unespacio de Banach. Se tiene que f e {X,B) siexiste una constante C tal que
Mixex /Nl > C) = 0.
ii . Espacios de Lorentz. Sea {X,A )U un espacio medida ; A> 0 realy f:X-> R una
funcién medible. Pongamos Eﬂ = {xeX / }fx)] >2 1. Se define la funcidn distribucion de fvia

3%

“fg -RY» R*', w_g {A) = M {E}. Con ella se define ja funcion reordenada no-creciente fvia

* 4

£:R =R, f*(t} =inf {A/ w‘@{?. Jgt}. Sife L?,1<p<oa,ﬂﬂll!= il f“l\a. Se tiene

) -9 b =
i f\\ﬁt {S iy f*{t}} ‘% S Ahora consideramos a los espacios de Lorentz L’g' ,0<p<o,
) .
0<qg<oo ,donde
% %% %* % -
(XA, M) =L = {f, x-medible /1L = S & ) 3£ B c o}
4 'I (=1
Sig=a ,sup t¥ f (t} < o0,
+7 0

Veamos algunas propiedades de W *

. si | fix)) < | & x}\ entonces We IR %{?x} WA> 0

il . desigualdad de Chebyshev:si 0<p<ow, A>0, entonces w {'.7\}..~ N SEH x}\ GP\,,

i.sig: [0,0]—R escontinuamente diferenciable tal que g{0}=0, entonces

o
_i(g { l fix) -c|) dfk = g w_e_ {a}dg{a) ,dondecesunaconstantey f esta definida scbre X..
9
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Sigft) = t’? l<p<co,c=0, entonces&lf(x}\ d)»\_ pj ')\ w {A)dA .

El espacio L es conocido también como un espacio £. - débil

O espacio de Marcinkiewicz . También se tiene ?.?’? =F con\lflt l\fllp 2 Por definicidn,
i\ ﬂl = supess|f)= hm i {t) . Ademas,conla norma 11f) L ’ges un espacio de Banach. Fstos
espac&cs A fueran m‘cmuucados por G.G. Lorentzen 1950 y a%:aremeror‘ relacionados con la teorfa

de interpolacién, un&area que tuvo como precurseres en los trabajos de M.Riesz,G.0.Thorin,
J.Marcinkiewicz , entre otros,

.. - " H ;
Hi. ta Funcién Promediada f {i}. En losafos 1963-64-66 A.P.Calderdn publicé tres

trabajos donde estudia cuesticnes sobre la teoria de interpalacidn y se ocupa de los espacios de

Lorentz, usando un lenguaje compatible a sus estudios , En &l primer afio sefialado considera al
espacio de Lorentz /| v prueba resultades de interpolacién para tales espacics. En el segundo
trabajo {1964) Calderdn considera a fa func:on promedtada & asociada a la funcién M - medible

definida para t€{0,00) Vvia f tj s)ds.

Si EeX [{X,A M} un espacio medida) tal que K (E} =1, entonces f'mit} & }t" f&g\ tS\f{x)\ dx.
e

Sea X un espacio de Banach vy por definicidn sea X™ = { f medible sobre A / ¥%¢ X }; también,
por definicion | fll = i *ﬂi entonces X® esun espacio de Banach. Calderdn establece que
st

] - ¥q
X esunaextension de LYY .
Por otro lado, en 1966, Calderdn prueba la siguiente caracterizacion :

Sea M unespacic medida9-finito , 1<p<® ,1gqg< 00, vy define

L”" (M) = { fmedible s sobreM;’]fﬂl = (B0t )s}ctf‘ < o )
L 0 > . A
Entonces fé Ltf"{wﬁ},i<p<m l<g<a, siy soias:S(f*{t}t"}g% < o .

Se tienen los casos particulares : bt {M)= L"(M) , e (M} = e {M} ; los espacios i {M)} son
espacios completos con las normas mencionadas . Ademas, Calderdn observa que

%%, 4 > ; - .
L {Mjc L {M) + L (M) con inclusidn continua.

Espacios de Lipschitz. Laideade “ espacio de Lipschitz “ fue introducida por Rudolf
Lipschitz en 1854 en refacidon con las series trigonométricas v también en relacidn con las
ecuaciones diferenciales ordinarias . También , en 1882, O.Holder considerd tal idea pero en
relacién con fa teoria del potencial . Por definicién , sea el dominio .ﬂ-f:'R‘: o<k < 1;

fe }\qsi fesacotada ysiexiste ¢ >0 talque(f{x) - fly)] < c\x-¥ 10{ , xvell.

Posteriormente ,en 1934 , Schauder considers la norma
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“*‘l\ sug_\_f{x}[ + sup 'F: :_? (‘:)[ , donde X es real arbitrario, & = {0(]+qe,siendo [ 1ia

parte entera, 0<9 < 1 Se tiene el espacio

..‘Df('-n
/\d {fEC /llfll Hfy + 2 sup H)%(“ < ® ,x,ytﬂ“ i
C*™ 1 &= “E"b pr~ai e

Nota. El lector interesade en estos espacios de Lipschitz puede consultar  Trigonometric Series )
Antoni Zygmund , cap. Vil.Vol.1.

v . Espacios de Sobolev . Estos espacios son conocidos cuando se estudia un curso
de'EDP , pues ellos permiten estudiar los clésicos problemas de Dirichlet y de
Neumann. Veamos algunos argumentos coiateraies En 1920 S. Banach ensutesisyen el
caso uni-dimensional introduce la idea de lo que serfz los “ espacios de Sobolev “ . En efecto,

Loiwa,
veamos : << el conjunto de las funciones teniendo {p—1) der;vada absclutamente continua
- 2 . LSma .
v la p —ésima derivada integrable {L} conla r potencia , la norma siendo dada por

) & iXse,

: L

[ £(W = max [f{xl - ax®

a.

Ciertas dificultades llevaroma la necesidad de introducir una nueva definicidn de diferanciacién
sobre dominios en R . Esta bisgueda retardd la introduccién de unos nuevos espagios.... Este
problema fue clarificado por el matemdtico ruso S.L. Sobolev en 1938 en sutrabajo : “COna
Theorem of Functional Analysis “, en donde introduce la necién de funcién generalizada , mds
amplia gue ia nocidn de distribucion , la que fue motivada por los métodos variacionales en
problemas de vaior de contorno eilipticos. Se observa que Sobolev no usé ia idea de espacio de
Banach. Para otros detalles, ver [ 19 ].

Veamos, sucintamente, otro punto de vista de estos espacios
de Sobaiev debido a A.P.Calderén quien en 1961 publica su trabajo : “ Lebesgue Spaces of
Differentiable Functions and Distributions “, en donde estudia a los espacios i cuyos elementos
tianen derivadasen L' ; ; con tal objetivo Calderdn considera un operador potencizl, de orde z { un
nimero ﬁcmpie;c‘ actuando sobre distribucicnes temperadas f Ast, por definicion

fe z-
sifes', () ) =(1+ avIx) 2 %) .
Si kesreal,1<p< @, Calderdndefine L?“'-- .E“{ i.? }. Setiene, si fe i?nentonces existe geL?{R“')
talgue f = }“g y [H"”,? :llﬁilka.&demés se tienen las propiedades,

i. ,t?K es isomotfo a Lb

ii.si k< k", entonces. i"""i_ ;s fe i_ JEnCusn
12 S Y

e ’P
fii. L, esunespacio de Banach

. = : !.Y—'> i_}, coniinuamente .
'axc ® k-1

.
5
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v. fe !_1 siy solo si f tiene derivadas en el senttdos de ordenes < k en L "

Sik es un entero no-negative, 1<p< oo, f& i.’ib si _gso{o si f =2,

m‘(g—) g, get-

Existen otros espacios de funciones que han contnbmdo conel
progreso del analisis matematico a nivel avanzado. Para algunos detalles de los es ac;os a
mencionar, ver [ 19]. Asitenemosa I. los espacios de Besov {homogéneos) , B » {R“ ),0<%< 1,

l<p<add,1<q<oo, los que estdn relacionados con los espacios de Sobolev y de Lipschitz ; estos
espacios fueron introducidos por Oleg V. Besov y fueron aplicados a fas EDP ,entre otras
cuestiones. Il . También, en 1972 P.i. Lizorkin y en 1973 Hans Triebel construyeron , atin, espacios
mas generales : fos espac:os de Lizorkin-Triebe! R ﬁo <p,g< 0o, 0<¥< 1, cuyos elementos son
distribuciones temperadas Se tienen los casos part:cuiares — identificaciones :{i} sil<p<oo,

0,2
FI; = ? ;(ii) si 0<p<1, E? ?(Espa{h‘o de Hardy) ; {iii} Fy, = BMO ;(iv) sig>0,1<p<®,

ot ’ . . .
F?" = I_Z s IS0, By = [lq; (vi}sik>0,1gp<oo,lgqgm, B:'q'g K’i’espacw de Lipschitz de
Taibleson. - 1l . Los espacios de Orlicz L~ que fueron introducidos por el matematico polaco
Wiadyslaw Orlicz ,alumno de Banach, en 1932 y que generalizan a los espacios L? . Veamos. sea

q:[0, Uo}—-?fﬁ q:.) una funcion mondétona , no-decreciente; si xg[ 0, ®) , se define la

funcion de'Young 8{x S g {t)dt {setiene hm 8 {x} =0 }. Sea ahora f una funcién medible
sobre un espacio medrda {X } ¥ © una func:on de Young , entonces por deﬁmc;on al espacio de
Orlicz es: ® (X MU = {f /1‘\fﬂ 1} ,donde

llfﬂe: inf{K>0 / 5 B(H&'ﬂ') di(x g 1}. LB es un espacio de Banach con esta norma .

~/} « Los Espacios L ﬂ%} ,con Exponentes Variables . [ 19 ] para algunos detalles . ﬂ:&e
relativamente poco tiempo surgié un interés en estudiar a los espacios de Lebesgue L g’R"‘ ) \,{a sUs

derivadas ,espacios de Sobolev , en un contexto mas general respecto a su exponente p, se trata de
remplazarlo por una funcién p{x} . Esta idea ya habfa sido considerado por Orlicz en 1931,vistos
anieriormente. Con esta motivacion, v otras, se ha considerado al espaciog sea L& R™ un deminio
,w>1yp:Q—{1,00) unafuncién, entonces b

% b Yoy :
L m{ﬂ} =L = {f mediblesobre() / I?ff} =S 1)) dx < ® }, dondeseconsiderala

norma |Ifll = inf {) >0/I (-'t'- <1t + [lfl\ ,donde E "{xen!p{x)—oo}
P EE )

SifL=R" y plx} = p constante entonces L "es isomorfo e isométrico con L‘P {RM). Enesta
direccion , se considerd a los espacios de Sobolev generalizados ﬁ:\ R = W“ (R")
probéndose que C {R" } es densc en estos espacios generalizados bajo la condicién de que pi{x)
satisfaga una condlcmn de Lipschitz {-Dini) . Entre otros, Stefan Samko ha contrlbuldo al progreso
de esta teoria relauvamente nueva. Yer sus trabajos : “ Denseness of C {R™} in the Generalized
Sobolev Spaces W B {R% ) {2000) “ v “ On a Progress in the Theory of Lebesgue Spaces with
Variables Exponent : Maximal and Singular Operators {2005) “,
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vii . Los Espacios H%?® Parabolicos. [ 2]. Lagénesis de estos espacios parabélicos ests,
de alguna forma, en cbservar el nicleo de una integra! singular segin Calderon-Zyvgmund . Al
respecto, E.Fabes — N, Riwere en “ Singular Integral with M;xed Homogeneaty “.1966. , sugieren la
transformacién A'E. R Y , donde A-{:( S x“) { t xl 4 £ x“) , 1> 0. Esto motiva
considerar transformaciones lineales mas genera!es deR™ ta!es que atn conserven fa continuidad
de los operadores integrales singulares cuando acttan sobre los espacios L?{R“ } u otros espacios .
Asi, en los afios 1960 s va surgiendo la generalizacion de I3 teorfa de Calderdn-Zygmund através
del llamado grupo {A,}. En esta direccién se tienen trabajos de M. de Guzman, N.Riviere vy A.
Torchinsky . Para otros detalles ver [ 19] , pag. 199 .

Motivacion . El cldsico Problema de Dirichlet condujo, en su evolucién , a estudiar de
un modo sistemético a la ecuacion X = P, % Y, donde X eY son apropiados espacios de
funciones y Pb es el niiclec de Poisson. Se probd que HMO = Pt % BMO , donde HMO es el
espacic de funciones , introducide por Fabes-Johnson-Neri [ 6],

Wil i
HMO {R+ ) ={u{xt) arménica illull sup{ on

Identificando u con u + ¢, HMO es un espacic normado completo. Ademas,

3
551?;}(}(’:}[ tditdx ]7 < o0 },

Il uI\ N\Kf'ﬁ wp CSta ecuacion sugirio extender los espacios HMO y BMO a otros mas amplios y que
se tenga aun la ecuacion mencionada. Asi, el problema de Dirichlet estaria establecidc en
contextos mas generales.

17t
Bien, se sabe que BMO estd inmarso en en el espacio i i€pe a0,

” . P2 el
0gAg n+p, y que si ?\-‘?“ = fa¥ entonces se tiene la inclusién & W B

Py
lo que sugiere el cambio de variables (Peetre) X = A=w Y poner Eq"?_:_ ﬁ?'h y por la
condicién sobre A , se tiene - X £« <1l Seobservaque BMOC =f,?'“= gO®, i Cudlesla
extensinde HMO ? .. Fabes-Johnson-Neri en 1976, [ 61, responden a esta pregunta y
consideran el espacio de funciones, 6<®< 1,1<p< oo,

» -5
H P { u{x,t} armonica sobre R.,, !nut\ -sup —————-r-S[ IV (X -b‘;\ '% o\'&‘l c\x'b? e m})
e
donde Q es uncuboen R de centro Xo ¥ Eado de longitud r . iden’c:ﬂcanda funciones que difieren

: 0,2
¥ esun espacio completo con tai norma. Ademas, H "= HMC . El tecrema

de caracterizacién de Fabes-Johnson-Neri es:si 0<%<1,i<p< o, entonces

a of
H’?a'PxE:?

motivado por el hecho de que en algunos problemas concretos , fas funciones ufx,t} pueden ser no

en una constante, H>

. Ademas, llul\H..,; lif!\g,‘?. Con esta motivacion pasamos a ver el caso parabdlico

arménicas, es decir no satisfacen a la ecuacién de Laplace Au=0 , pero si satisfacen ecuacicnes
de tipo parabdlico, por efemplo. Para mayores detalles de este enfoaue ver Calderdn,A.
Torchinsky,A. [ 2], Calderén,A. [ 1], Torchinsky,A. [26]; Stromberg ,J.0- Torchinsky ,A. [ 25].
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n
Bien,sea { Aé} un grupo de transformaciones de R tai que :

{1} AS.A-P," Ask; {2} laaplicacion Tl : {O,W}—%L{R“,R*},t-ﬁ A*__

es centinua con respecto a Ia topologia uniforme de operadores { topologia del espacic normado
L R ,RY) ; (3} elgrupo satisface || Atxll < tyxy,para O<tgl, x€R™ ; asi

WAglg t.  Ciertos argumentos llevan a la notacion : {A_}={exp § hﬁi ¥ =14t g },1>0.
donde P es el operador infinitesimal { una matriz nxn }. Ver mas detallesen{ 2] .

Sea P la matr;x infinitesimal de { A{} v u {x,1) tf*—f} X},
donde \ftas la dilatacién ‘T-l: (=1t (A x} conY =trazadeP ycf(x s em“ . Se observa
aue u{x,t) no es una funcién armadnica. B:en el objetivo ahora es ver una extension de los espacios
Hd "considerador por Fabes-lohnson-Neri en términos del grupo gA L. Asi,sea 0zt k=[]
{mayor enterc}; 1&g p< 00; entonces decimosgue f&€E :‘P 1=E '? si

b i

Wil = supd - inf S ‘f{‘,‘} -Plyx M dy 1T < o3

E‘l? 1 t @- 4 o: a
: 6 1al T ¥

donde G es un cubo parabdlico {f {x—xo J<r}) decentro Xo Vlado de longitud r ; P {y,xe, r} esun
polinemio de grado g k.

Cuando la matrix P es la identidad se tiene el caso Fabes-lohnsen-Nari.

_ e
En este contexio parabdlico, a funcion @0 = ;'mx\ juega un pupe- importante desde que eliz
satisface Iz ecuac*antpﬁe {x} =0 donde‘ﬁ. = 5(-:-- Zl'l'-‘: (P A 3 AN b

%-— -—[LA o,LA Es} , donde Lq es la dilatacidn del{) Eq"}f ; % indica el adjunto.
Si Pesia matr:x identidad entonces R,= %-*: W tH . Ses ulxt) = {f -)s-'f_t} {x}, donde

fe S'{R }, entonces fLulxt) =0.Sepone p{t ) =1L A* 9 . Entonces , por definicion,
HN’Y{R“H} Ty ?_ {ulxt)6c” (R.™) /R ulxt) =0 v,

'L
uu“ ::sup Dt‘r?‘ SS]p ,?)?z«{\!,s}l ) dv‘) 400}

Entoncesse tiene ,{18.2],:

L Pl

(%) . Sea fe E ,0& ™ ;entonces u (xt) = f-h‘f }{x y ilu‘}lﬂ“,}s c lif\'l&,«,'g

{x% . Sea ue Ho' , entonces iimu (x,1) =1 {x) existe ,fe Eq Jubrt)= (f‘ﬂ‘?t} (x} v
£-30

-

Uf“ Sl o “U“Ho,g ®
==a
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