Capitulo 3

Programacion
Matemadtica

3.1 INTRODUCCION

En este capitulo estudiaremos diversos casos de optimizacién de funcio-
nes reales de varias variables reales. Ciertamente, la optimizacién es muy
importante en la teoria econémica ya que un problema fundamental en ella
es la asignacién adecuada de recursos escasos entre fines competitivos y éste
puede interpretarse como un problema de programacién matematica.

El problema del consumidor, de maximizar su funcién de utilidad
u = u(x) eligiendo “canastas” x de n bienes comprables por él a los precios p;

dados y sin excederse de su ingreso I, es un tipico problema de programacién
matemdtica en el que la funcién a optimizar (funcién objetivo) usualmente
es no lineal y la “canasta” éptima debe elegirse en un subconjunto compacto

y convexo de R”, por ser un B(p,I) como el definido en la Aplicacién 2.36.
Asi, tal problema se plantea como

max  u(x)

sujeto a:
pxs<l
x20
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Como éste, hay numerosos problemas en la teorfa econémica; por ello, co-
nocer definiciones, teoremas fundamentales y diversos casos de la progra-
macién matemética nos ayudard a entenderlos, plantearlos y resolverlos
mejor.

Es bueno aclarar que la programacién matemstica tiene aplicaciones no
sélo en la teoria econémica y que. en este capitulo solamente estudiaremos
una pequeiia parte de lo amplio que es este campo de la matemdtica; asi, no
trataremos por ahora problemas con variables aleatorias, programacién di-
nédmica, ni optimizacién de funciones con valores vectoriales.

3.2 DEFINICIONES Y TEOREMAS FUNDAMENTALES

Dada una funcién f: A - R, siendo AcR", un problema de progra-
macién matemadtica es de la forma

max f(x)
s.a (3.2.1)
xeX
o de la forma
min f(x)
s.a (3.2.2)
xeX

La funcién f se denomina funcisén objetivo, el vector n-dimensional x suele
llamarse vector de instrumentos y al subconjunto X de R" se le conoce como
conjunto de oportunidad o conjunto factible. Coherente con esto dltimo, se
dice que el vector x es factible siy s6lo si x € X.

Evidentemente el problema tiene sentido sélo si AN X # ¢.

Es bueno notar que la expresién resolver un problema de programacién
matemdtica se refiere esencialmente a determinar el vector o vectores de X
para el cual (o para los cuales) la funcién objetivo tiene el valor mdximo o
minimo: En este sentido, el problema (3.2.2) de minimizacién puede resol-
verse como el siguiente problema de maximizacién:

min (-f(2)
s.a 3.2.2y
xeX

Por ello, en adelante nos referiremos en la mayoria de los casos sélo a
problemas de maximizacién, sin que esto signifique no estar considerando
los casos de minimizacién.
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Definicion 3.1 Dado el problema (3.2.1), decimos que x* es un méximo
global o una solucién del problema, si y sélo si

¥ eXAvxeX: f(x*)z f(x).
Diremos que x* es un maximo global estricto si y sélo si

x* eXAvxeX, x2xx": f(x*)>f(x).

Observacion 3.2

Es facil advertir —y demostrar— que si un problema como (3.2.1) tiene
méximo global estricto, tal es dnico.

Ejemplo 3.3
Sea h(xy,%x,)=25—(x, - 3)2 — (x5 - 4)2
Es claro que el gréfico de A es un paraboloide

de seccién circular, que se abre hacia abajo y
cuyo vértice es el punto (3,4,25); por ello, todo

problema de la forma

max h(x,,x,)

s.a
(2%} eX
en donde X sea un subconjunto de R? que
contenga al punto (3,4), tendrda a x*=(3,4) 3
como méaximo global estricto. _
En cambio, si definimos la funcién g median- Figura 3.1
te:
. 2 2
23 si (x,-3)" +(xy-4) <2
&(x1,%5) = 2 2 .
25-(x,-3)" — (x5, - 4) en cualquier otro caso,

el grifico de g es el paraboloide de la Fig. 3.1, pero truncado 2 unidades més
abajo de su vértice, por un plano paralelo al plano x,x, (Fig. 3.2).

En este caso, todo problema de la forma
max g (xl »Xg )

s.a
(x17x2) eX
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en donde X interseque al circulo de radio +/2 y centro en (3.4), tendrd como

mdximos globales a los puntos de tal interseccién. En el caso que la
interseccién sea un solo punto, tal punto serd4 un méximo global estricto. Por

ejemplo si el problema es

max g(x,x;)
s.a
%, +%x5 =8,

todos los puntos del segmento AB de la Fig. 3.2
son méximos globales; en cambio si el problema
es

max g(x,%,)

s.a
X, +% =9,

la recta es tangente a la circunferencia de ecua-
cién (x, —3)2 +(xg —4)2 =2 en el punto (4,5) y
en consecuencia este punto es la tinica solucién
al problema y es un méximo global estricto. Una

pregunta natural, cuando se trabajan problemas
de optimizacién es acerca de la existencia o no

Figura 3.2

de una solucién. El siguiente teorema nos da condiciones suficientes que

responden a esta inquietud.

Teorema 3.4  (Weierstrass) Dado el problema (3.2.1), si f es continua y el
conjunto X —contenido en el dominio de f~ es cerrado y

acotado (o sea compacto, ya que X < R") y no vacio, enton-
ces existe un mé4ximo global que resuelve el problema.

La demostracién de este teorema estd basada en dos proposiciones fun-

damentales:

a) Si X es compacto y f es continua,
entonces f(X) es compacto.

b) Siendo f(X) un subconjunto aco-
tado en R, posee un elemento
maximal, que llamaremos f (x"').

Los detalles los puede completar
el lector.

Figura 3.3
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Aplicacién 3.5

Este teorema garantiza que el problema
del consumidor siempre tiene solucién, pues
en

max u(x)
s.a:
px<I
x=0,

la funcién de utilidad es continua y el
conjunto X de (3.2.1), estd definido por las
dos desigualdades, que caracterizan a los
conjuntos B(p,I) de la Aplicacién 2.36, que

ya sabemos que son conjuntos cerrados y
acotados, como se ve facilmente para n=2 y
n=3.

Observaciones 3.6

1. Como en todos los teoremas que establecen

condiciones suficientes para algo, el no cum-
plimiento de éstas no es razén para que ese
algo ya no tenga lugar. En este caso, mos-
tramos ejemplos gréficos en los cuales se in-
cumple alguna de las condiciones, pero existe
el maximo global:

a) X es acotado pero no cerrado (Fig. 3.5)
b) X es cerrado pero no acotado (Fig. 3.6)
¢) fno es continua (Fig. 3.7)

. Es también ilustrativo mostrar casos en los
que por no cumplirse alguna de las condiciones
del teorema, el m4ximo global no existe:

a) X=[3,8 , f(x)=2x

Es claro que el mdximo no es 16, ya que
8¢X.

b) X =[0,f , f(x)=2x

Obviamente para todo x € X siempre po-
demos encontrar un x;e€X tal que

f(x1)> f(x)-

X

Figura 3.4

RN

Figura 3.5

T\

Figura 3.6
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1

x-5

¢) X=[38], f(x)= ,x#5

Es claro que para todo x € X, mayor que 5
y suficientemente préximo a él, podemos
encontrar otro x, € X, ain m4s préximo a

5 de modo que
f(x1)> ().

YR
~

—t

Figura 3.7

Definicidn 3.7 Dado el problema (3.2.1), decimos que x* es un mdximo
local si y s6lo si x* € X A 3e>0 de modo que

f(x*)z f(x) vx eXnBe(x*),
donde B, (x') es una bola abierta de radio ¢ y centro x* '.

Diremos que x* es un méximo local estricto siy sélo si

x*eX A 3¢>0 de modo que

f(x*)>f(x) VxeXnB((x*),

siendo x = x*.

Observaciones 3.8

1. Se deduce facilmente de la
definicién, que el califi-
cativo de local se refiere a
que a una distancia mayor o
igual que € del vector x*,
podria encontrarse un vec-
tor x€X de modo que

f(x)> f(x*).

2. Si x* es un méximo global,
es claro que también es
méximo local, pues la de-
finicién 3.7 se cumplird pa-
ratodo £ >0.

' B,(x'):{x‘ eR" /lx—x'|<e}

Figura 3.8
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3. Es muy importante notar que lo recfproco de la observacién anterior no
siempre se cumple.

Ejemplo 3.9

En la Fig. 3.8 se muestra el grafico de una funcién con algunos de sus
maéximos locales

x* :es médximo local estricto. Ademés es médximo global estricto
x** : es maximo local estricto
x***: s uno de los infinitos maximos locales vecinos a a él.

Como ya lo hicimos notar en la observacién 3 anterior, y como se ve en la
Fig. 3.8, es posible la existencia de m4ximos locales que no son maximos glo-
bales; sin embargo es importante conocer bajo qué condiciones un méximo
local es también un méximo global, pues al resolver problemas de optimiza-
cién,generalmente se usan métodos que determinan méaximos locales.

El siguiente teorema establece tales condiciones.
Teorema 3.10 (Local-global) Dado el problema (3.2.1) con X convexo y no

vacio y f céoncava en X, si x* es un maximo local, entonces
x* también es mdximo global.

Como un ejemplo de aplicacién de los conceptos vistos en el capitulo an-
terior, haremos la demostracién de este importante teorema:

Demostracion:
1. Por ser x* méximo local, cumple:
x* €X A3e>0 tal que f(x*)2f(x) VxeB(x*)nX

2. Sea x un vector arbritario de X. Como x* e X y X es convexo, entonces
para todo A €[0,1],
M+(1-A)x* eX.

3. Tomemos A €[0,1] suficientemente préximo a O de modo que
x+ (I—X) x* esté préximo a x* en menos de € unidades y asf

Ax+ (1— X)x* eB,(x*)nX
4. Por ser x* méximo local, se cumple que
fx*)2 f(fx+(1— A x*);
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y por ser f céncava en X:
flx*) 2 f(kx +(1-3)2*) 2 3 (x) + (1- 1) (=*)
En consecuencia Af(x*) 21 f(x)

y ast f=*)2 f(x)

lo cual significa que x* es médximo global, ya que x es un vector
cualquierade X. m

Se puede demostrar también para el problema (3.2.1), con X convexo y no
vacfo, que:

i) Si f es céncava en X, el conjunto de todos los maximos locales es un
conjunto convexo.

ii) Si fes estrictamente c6ncava, la solucién es tinica.

iii) Si f es estrictamente cuasicéncava, entonces un mdximo local es el tdnico
maéximo global.

Iustracién

Teniendo en cuenta que las funciones & y g definidas en el Ejemplo 3.3
tienen dominio convexo y ambas son funciones céncavas (h estrictamente
céncava), las figuras 3.1 y 3.2 ilustran bien el teorema y las proposiciones (ii)
e (i) respectivamente. Es claro que en la Fig.3.2 el conjunto de todos los ma-
ximos locales —que también son globales por la concavidad de A- es el circulo

{(xl,xz) eR?/ (2, —3)2 +(x, —4)2 < 2},

que es un conjunto convexo.

Observaciones 3.11

1. Como ya hicimos notar en el capitulo anterior, en la teoria econémica
existen funciones importantes que son céncavas y ésto hace ain mis
relevante el teorema local-global.

2. Es fécil advertir que para los problemas de minimizacién, la condicién de
concavidad de f debe cambiarse por la de convexidad.

3. Es importante notar que si x* resuelve el problema (3.2.1) siendo-f
céncava y X convexo, también lo resolvera para otra funcién g, con el
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mismo conjunto factible, siempre y cuando g=¢of, siendo ¢ una fun-
cién real de variable real, positiva y monétona creciente, pues asi

fx*)2 f(x) = g(x*)28(x)

Una funcién ¢ muy usada en teoria econémica es ¢(x)=1In(x).

3.3 OPTIMIZACION SIN RESTRICCIONES

En esta seccién consideraremos los casos de optimizacién en los cuales el

conjunto de oportunidad X es todo R" o coincide con el dominio abierto de f.
Asi, el problema es de 1a forma

max f(x) (3.3.1)

Condiciones necesarias:

Teorema 3.12 Si f es una funcién diferenciable en un conjunto A y tiene
un méximo local en x*, que es un punto interior de A, en-
tonces Vf (x*) =0. (x* es un punto estacionario de ).

Demostracion:

Basta recordar que un teorema similar se cumple para funciones reales
de variable real. Asi, definiendo

hy(x)= f(x’{,xg, ey Xy ,x’,",),

para x en un intervalo abierto adecuado que contenga a x, es claro que A;
tiene también un méximo en x} y en consecuencia

of

Como al ser f diferenciable en x* se garantiza la existencia de Ec—(x*) pa-
i
ratodoi=12,...,n, concluimos que —?—f—(x*) =0, Vi=12,...,n ¥y en conse-
0x,
cuencia Vf| (x"‘) =0 =
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Observaciones 3.13

1. Es bueno recordar que el reciproco de este teorema es falso. Para el caso
n =1 un ejemplo sencillo es

flx)=(z-2)
El lector puede verificar que f’(2)=0, sin embargo en x =2 no hay un
valor médximo ni minimo de f (hay un punto de inflexién).
Para el caso n =2, el punto i"’ puede ser un punto silla como en
f(x1x2) = (%, ‘3)2 (%, ‘5)2-

En este caso las funciones &, y k, de la demostracién son -
h(x)=f(x8)=(x-3)",  hy(x)=f(3,x)=(x-5)"
y si bien es cierto que

o o
L(88)=Dhf®)=0.  2(35)=Dhy(s)=0

en el punto x* =(3,5) no se tiene un m4ximo, ni un mfnimo de f. M4s bien
h, tiene un minimo en 3 y A, tiene un m4ximo en 5 y podemos observar
que f(3,x,) < f(3,5) < f(x,,5) para todo x, y x,.

2. Una idea intuitiva que ayuda a entender este teorema es recordar que el
vector gradiente en cada punto indica el sentido del crecimiento m4s

répido de la funcién. Si £* es un maximo local, el vector gradiente en este
punto indicard “no moverse”, lo cual significa Vf (x*) =0. También es

aplicable en caso de minimo local, ya que el opuesto del vector gradiente
indica el sentido del decrecimiento m4s rdapido de la funcién.

Teorema 3.14 Sea f una funcién cuyas derivadas parciales de segundo or-
den son continuas en un subconjunto A de R" y x* un pun-
to interior de A. Si f tine un méximo local en x*, entonces

a) Df(x‘)= 0

b) D? f (x') es negativo semidefinida.
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Demostracisn:
a) Las hipétesis de este teorema implican las hipé6tesis del teorema anterior,

of

en consecuencia a—(x*) =0 paratodoi=12,...,n, lo cual demuestra (a).

3

b) 1. Por definicién de maximo local, 3¢ >0 tal que para todo x € B, (x*) se

cumple f(x*) > f(x).

. Todo vector x € B, (x*) puede escribirse como

x=x"+0y,

siendo 0 un nimero suficientemente pequefio (entre —€ y €) y el vec-
tor y de norma unitaria. En consecuencia, la desigualdad anterior la
podemos escribir

f(x*)zf(x* +By), para |6]<e.

. Haciendo g(8)=f (x* + Gy) para tal vector y, la desigualdad se expresa:

g(0)= g(0), para || < (3.3.2)

. Por el teorema de Taylor:

g(8)=g(0)+ Dg(0)0 + -;—ng(ké))()2 conrel0, ' (3.33)

. Analicemos ahora: si D?g(0) > 0, entonces por continuidad existird un

3>0 de modo que D2g(A0)>0 para todo A €]0,1 y para todo 6 que
satisfaga |6] <5. Pero siendo Dg(0)=Df (x*)=‘0, esto significa, segin
(3.3.3), que para tal 6 :

&(6)> 2(0)

lo cual contradice (3.3.2). En consecuencia,
D’g(0)= y'D*f(x*)y<0

y cumpliéndose esta desigualdad para todo vector y unitario, debe
cumplirse para todo vector de R”, lo cual demuestra la negatividad

semidefinida de la matriz hessiana de fen el punto x*. ®

1

En(1.4.17)y(1.4.18) se ha tomado k=2, x=0, =0, c=20+(1-1)0.
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Observaciones 3.15

1. La necesidad de que sz(x*)

sea negativo semidefinida es
coherente con la concavidad de
la funcién f en un punto inte-
rior en el que hay un mdximo
local.

Es muy importante advertir
que x* es un punto interior.
De no ser ésta la situacién,
puede existir un mdximo en un
punto x* y no cumplirse nin-
guna de las condiciones esta-
blecidas en el teorema. En la

LA

2 3 xv

Figura 3.9

Figura 3.9 se ilustra el caso para f:[0,« — R definida por f(x)=4e*. Es
claro que f es infinitamente diferenciable y siendo decreciente, tiene un
valor méximo en 0; sin embargo, no siendo 0 un punto interior de [0, o,

no podemos afirmar que se cumplirdn las
teorema. Es inmediato verificar que D f(0)=—4=0 y D?f(0)=4>0

Condiciones suficientes

Teorema 3.16 Sea f una funcién real con segundas derivadas parciales
continuas en un subconjunto A de R®, del cual ¥ es un

punto interior.
Si se cumple:
i) Df(x)=0

ii) D®f(%) es negativo definida

condiciones (a) y (b) del

entonces X es un maximo local estricto.

Demostracion:

Sea A un vector de R" suficientemente pequefio, de modo que
X + h € B;(x), para algiin € > 0. Por el teorema de Taylor ':

f(% +R)= (%) + Df(Z)h + 1R D2f(c)h

1

Se estd aplicando (1.4.19)paraa=X yx-a=h



Programacion Matemsdtica 171

donde ¢ es un vector entre ¥ y X +h. Asi, podemos escribir para algin
A e]O, ][ ,
c=(1-A)x+MxX+h)=% +MAh.

Reemplazando esta expresién en (3.3.4) y teniendo en cuenta que
Df(x)=0:
f(x+h)=f(%)+3h' D*f(x + Ah)R, A €]0, q
O, mejor:
f(x+h)- f(X)=1h' D?f(x + Mh)h, A €]0,

y por (ii) y la continuidad establecida en la hipétesis: f(x + h)- f(X) <0
en un vecindad de ¥, lo cual demuestra el teorema. =

Observaciones 3.17

1. Debe quedar claro que las condi-
ciones suficientes son (i) y (ii); es 15
decir las dos. Es frecuente el
error de identificar la condicién
suficiente con la condicién (ii).
Para mayor claridad, damos
ejemplos de funciones que cum-
plen sélo una de las condiciones
en un punto determinado y tales
puntos no son maximos:

En la Figura 3.10: f(x) = (x-3)°

0 2 4 6
Figura 3.10

Como f'(x)=2(x-3), es claro

que Df(3)=0 (se cumple (i) sin

embargo, como f"(x)=2, también es claro que D?f(3)=2>0 (no se

cumple (ii)) y evidentemente X =3, que es un punto interior del dominio
de f, no es méximo local.

Enla Figura 3.11: f(x)=3-¢*

Como f'(x)=e™*, y f'(x)=-e* es claro que D?f(2)=—-e2 <0 (se cumple
(ii)), pero también es claro que Df(2)=e2>0 (no se cumple () y

evidentemente X = 2, que es un punto interior del dominio de £, no es un
méximo local.
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2. Ya conocidos los puntos en los
que se cumple (i), la condicién
(ii) se verifica facilmente al ob-

tener la matriz hessiana de f en 3
X y aplicar el criterio —dado en //—‘
(1.4.14) de los signos de los

2

menores principales de la es- /

quina superior izquierda: deben )

coincidir con los signos de (—1)" s

keZ*. . . —
Para el caso de minimo local, ! 3
D?f(x) debe ser positivo defi- Figura 3.1

nida y entonces deben ser po-
sitivos todos los menores principales de la esquina superior izquierda de
la matriz hessiana de f, evaluada en ¥, como lo vimos en (1.4.12).

Ejemplo 3.18

Hallemos los valores extremos de la funcién

flx1, x2) =2x; + 2% — x2 — 2x§.

Las condiciones necesarias de primer orden dadas en el Teorema 3.12 nos
facilitan la busqueda, ya que si existen mdximos o minimos locales, necesa-
riamente serdan puntos en los cuales el vector gradiente de f es nulo, pues to-
dos los puntos del dominio de f —todo R2— son puntos interiores.

o _o_ U op _gs3
m1--2 211 A ax2~2x2 8x2

Entonces
Vi(x1, %) =0 <> 2-2x;=0A2x, —8x5 =0
@ n=la(n=0vrn=3vn=—3
S (¢1=1Ax=0)v (x1=1 A x2=%) v (x1=1 A x2=—-%).
Asi, los extremos relativos que existan, deben ocurrir en alguno o algunos
. de los siguientes puntos:
0 . (18, (1-3)

Para determinar en cuil o cudles, nos apoyamos en las condiciones sufi-
cientes. Ya que todos estos puntos cumplen la condicién (i) del Teorema 3.16,
veamos cudl o cudles cumplen (ii): i
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Df(%;, %) = [‘2 0 ]

0 2-24x;
-2 0
D?*f(1,0)=
reo-[ 7 )

por consiguiente M; =-2<0 y M, =-4<0, lo cual nos dice que (1,0) no

cumple (ii) y en consecuencia no podemos afirmar que es un méximo local.
Por lo anotado en (2) de Observaciones 3.17, tampoco podemos afirmar que

es un minimo local.
-2 0
2 -
D f(]’%)_[ 0 _4]

por consiguiente M; =-2<0 y M, =8> 0, lo cual nos dice que se cumple (ii)
y asi (1,4) es un méximo local.

D*f(1,-3)=D*f(14)

y en consecuencia, también (L - %) es un maximo local.

Si f fuera funcién de una sola
variable real, ante la continuidad
y la existencia de dos méximos lo-
cales, pensariamos en la existen-
cia de un minimo local; sin
embargo al ser funcién de dos va-
riables, tal minimo puede no exis-
tir. Asi, en este caso el punto
(1,0) es un punto silla ' : maximo
cuando varia x; manteniéndose
x5 en el valor 0 y minimo cuando
varia xy manteniéndose x; en el
valor 1. El lector puede dar valo-
res préximos a (1,0) y verificar

que

Figura 3.12

f(21,0) < f(1,0) < f(1, x,)

' Un criterio para reconocerlos es que en tales puntos el determinante de la matriz hessiana

(de orden 2 x 2) es negativo.



174

La Figura 3.12, que nos muestra una parte del gréfico de f, nos ayuda a
entender lo explicado.

Es interesante e importante que el lector verifique que al calcular el vec-
tor gradiente de f en puntos (a,b) cercanos a los puntos criticos obtendra

vectores cuyo sentido es “hacia” ' los puntos de méximo. Si a =1y b es pré-
ximo a } 6 a -}, Vf(a,b) apuntars evidentemente “hacia” (1, 3)o “hacia”
(1 ~3). Lo mismo ocurrird si a es préximoa 1y b=4 o —1. Siendo (1,0) un
punto silla, Vf(a,b), para a y b préximos a (1, 0), no siempre apuntard hacia
(1,0). Por ejemplo, si a =1y b es préximo a cero, Vf(a,b) no apuntars hacia
el (1, 0) sino en sentido opuesto, ya que (1, 0) es minimo cuando varia x,.

En la Figura 3.13 ilustramos lo dicho representando el sentido de algu-
nos vectores gradientes en puntos cercanos a (],-%) 0 a (1,0), donde:

A : Vf(0.92,0.45)=(0.16,0.171) E : Vf(1,0.1)=(0,0.192)

B : Vf(1,03)=(0,0.384) F : vf(12,0)=(-0.4,0)

C : Vf(12,06)= (04, - 0528) G : Vf(09,0)=(0.02,0)

D : Vf(12,05)=(-04,0) H : Vf(1,-0.1)=(0,-0012)
+ : Do A
P ‘ ......... .C
B SRS SO SOV SO A fé
z R ot
[ 0% O T U O SO
SRR .............
......... S0 OO0 VOO PN URUE SO TN SO SO

: G |  F:
— P >
| % S S
........................ R S RSS2 7s At S I
Figura 3.13

T No significa que necesariamente apunta con exactitud al punto méximo.
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Aplicaciones econémicas 3.19

Los casos mds frecuentes de aplicacién econémica de este tipo de proble-
mas se dan en la teoria de la empresa. Problemas de maximizacién de bene-
ficios de una empresa -monopélica o en condiciones de competencia
perfecta— productora de n bienes y con una funcién de costo conocida, son
generalmente resueltos con los criterios dados en esta seccién. Cabe anotar,
sin embargo, que en estos problemas existe la restriccién implicita que las
variables que se usan deben ser innegativas.

Ejercicios 3.20
1. Analizar e ilustrar grificamente:
a) ;Es posible que una funcién céncava tenga dos mdximos locales?

_ b) ¢(Es posible que una funcién céncava tenga solamente dos m&ximos lo-
cales?

c) (Es posible que una funcién estrictamente céncava tenga dos méximos
locales?

2. Sea g = g(x;,x,) una funcién tal que g(10,12) =40 y para todo (x,,x,) de
su dominio se cumple % >0y % <0.
1z 0%y
a) Analizar:
(i) ;g(15,10)>40? (i) ;g(8,9)<40? (i) 4g(7,15)> 407

b) Esbozar algunas curvas de nivel de g.

3. Sea f:R" >R lineal. Demostrar que si el problema maxf(x), x eR",
tiene solucidn, entonces f es nula.
4. Sea la funcién de produccién dada por:
16z =65 -2(x - 5)° —4(y - 4)°.
Si los precios unitarios de los factores (competencia perfecta) son 8 y 4
respectivamente y el precio unitario de la cantidad producida z es 32,
determinar la médxima ganancia.
5. Un monopolista vende los productos x e y, siendo las siguientes sus
funciones de demanda:
0.1p, -12+02x=0
10p, - 320+40y=0

Su funcién de costo total es:  CT{(x,y)=x" +2xy + y*

Determinar el precio y la cantidad de cada bien para que el monopolista
maximice su ganancia. Verificar que la ganancia tiene un méximo en tal
punto.
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34 OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DADAS
POR IGUALDADES

En esta seccién consideraremos los casos en los que el conjunto de opor-
tunidad X estd dado por un conjunto de m igualdades, siendo m < n. Asf, el
problema es de la forma

max f(x,,%y,...,%,)

8 a
gl(xl,xz,...,xu) =bl
gz(xl’ x2""yxu) =b2

3.4.1)

donde f y las gj, para j=12,...,m, son funciones reales definidas en un
subconjunto de A de R" y las b;, para j=12,...,m, son constantes reales
dadas. Considerando g:A—>R™, con g=(g,,85,...,8,) ¥
b=(by,b,,...,b, ) €R™, podemos expresar (3.4.1) m4s resumidamente

max f(x)
8. a (3.4.2)
g(X)=b

y entonces, obviamente, X = {x eR" / g(x)= b}.

Es frecuente encontrar el problema del consumidor como ejemplo tipico
de este problema de programacién matemadtica; sin embargo, en general, en
el problema del consumidor la restriccién de presupuesto deberia estar dada
por una desigualdad y no por una igualdad. Ademads, deberia especificarse
que las cantidades de los bienes que elija el consumidor deben ser innegati-
vas. Por ello, su lugar m4s adecuado de estudio ser4 en la optimizacién con
restricciones dadas por desigualdades (Seccién 3.6). Cabe aclarar que con
funciones de utilidad “suficientemente buenas”, que correspondan a supues-
tos especificos de las relaciones de preferencia del consumidor, hay numero-
sos ejemplos de problemas del consumidor que se tratan como el problema
(3.4.1), donde f es la funcién de utilidad y se tiene una sola restriccién —que
es la de presupuesto— dada por

gl(xl,xz,...,xn)= DXy + PoXo + ...+ px, =1

siendo p; los precios unitarios de los bienes e I el ingreso del consumidor.
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La idea fundamental para resolver el problema (3.4.2) es aplicar lo estu-
diado en la seccién anterior, tratando de replantearlo como un problema sin
restricciones de igualdad. Bajo ciertas consideraciones que permitan aplicar
el teorema de la funcién implicita, del sistema de m ecuaciones con n ingég-
nitas dado en g(x)=>b, podrian despejarse m incégnitas en funcién de las
otras para reemplazarlas en la funcién objetivo y tener asi un problema sin
restricciones. Las condiciones necesarias (de primer orden) de este proble-
ma, pueden obtenerse de manera prédctica empleando el método de los mul-
tiplicadores de Lagrange. Este método tiene, adem4s, la ventaja de facilitar
una representacién geométrica de la situaciéon éptima y de interpretar los
multiplicadores como indicadores de la sensibilidad del valor éptimo de la
funcién objetivo, al modificarse ligeramente los valores de las constantes b;

de las restricciones.

Esto tiene gran utilidad —en particular— en los problemas de teoria eco-
némica. ’

A continuacién resolveremos un problema sencillo que ayuda a tener una
comprension geométrica de este tipo de problemas y de sus soluciones:

Problema 3.21

max (2x, +x, +5)
s. a

2 .2
x] +x5 =9

Solucion: %
1. Visualicemos geométricamente el rdfioode f
problema: ‘

Se trata de hallar el o los puntoé
(xl,xz) que den el mdximo valor *a
posible a la funcién objetivo

f(.acl,.':c2)=2x1+x2 +5; gréf. de g(x;,x,)=9

pero, a diferencia de los problemas
de la seccién anterior, los puntos

(xl, x2) no pueden ser cualesquiera,

sino aquellos que satisfagan la res-
. 2, .2

triccion g(x,, x,)=x) + x5 =9.

Xy

Figura 3.14
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Como el gréfico de la funcién obje-
tivo es un plano en R? y el gréfico
de la restriccién, en el dominio de f,
es la circunferencia de centro en el
origen y radio 3, de lo que se trata
es entonces de encontrar sobre cuil
o cudles de los puntos de la
circunferencia “colocamos” el seg-
mento vertical m4s alto que une la
circunferencia con el plano (Fig.
3.14). También podemos interpretar
el problema como la bisqueda del
punto (o los puntos) en el borde de
la base de un cilindro circular recto,
sobre el cual se levanta el segmento
vertical mds alto que lo une al Figura 3.15

borde de su “tapa” (que obviamente

no es paralela a la base, ni es una

circunferencia en el espacio) que se encuentra en el plano dado por la
funcién objetivo (Fig. 3.15). Es bueno notar que no todos los problemas de
este tipo tienen solucién. Por ejemplo, si en lugar de xf +x§ =9 la
restriccién fuera x, —x; =1, no existe el punto méds alto de la “pared”

vertical cuyos bordes estdn: uno en la recta x, — x, = 1 (en el plano X,X,)

y el otro en el plano f(xl,x2)= 2x, +x, =5.

2. Como el o los puntos que maximicen la funcién objetivo deben satisfacer
la restriccién, una manera natural de resolver el problema es despejando
una de las variables de la restriccién y reemplaz4dndola en la funcién

objetivo '. Asi, de xf + xg =9 obtenemos

x, =,/9-xf v x,=—y9-x2 (3.4.3)

a) Reemplazando la primera tenemos ahora el problema

max (2x1 + "9 - xf + 5), x; €[-3,3] (3.4.4)

Observar que, en general, esto puede ser muy dificil. El teorema de la funcién implfcita
juega papel importante para garantizar el “despeje”, por lo menos localmente.
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Llamamos h = h(xl) a esta funcién objetivo y segiin lo visto en la sec-
cién anterior, empleamos la condicién necesaria:

ol

Dh(x1)=0 o 2- =0

2
9-x;

6
V Xy = ——

6
7 3
6 6 . ’
= x,=— (pues x, = _-g no satisface Dh(xl) =0)

J5

= X5 =

3 6 3
y entonces x, = -J—g . Esto nos dice que el punto [—-— —J es una po-

N
sible solucién del problema propuesto. Para saber si es realmente un
méximo local, apliquemos la condicién de segundo orden ((ii) del Teo-

rema 3.16) al punto x, =—:
V5

2 9 .
D h(xl) = aE
o+
asi Dzh(xl) <0 para todo punto interior del dominio de Ak, y en parti-
cular para x; = 6/ V5, lo cual nos dice que este punto es un méximo lo-
cal de h y en consecuencia una solucién del problema planteado.

b) Reemplazando la segunda posibilidad de (3.4.3) tenemos el problema:
max(2x1 ~Jo-x2 +5), x; €[-3,3] (3.4.5)

Llamando k= k(xl) a esta funcién objetivo y procediendo como en (a),

tenemos

Dk(x,)=0 => :tc1=—i

V5
9

D2k(x1) = m ,
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lo cual nos dice que D’k(x,)>0 para todo punto interior del dominio
de k. En consecuencia, x, = —6/ J5 es un minimo local de y no es una
solucién del problema planteado. Asi, la tinica solucién es la determi-
nada por x, = 6/V5 y la funcién k; es decir, el punto (G/Jg , 3/J§) El
valor méximo de la funcién f es, entonces,

f(6/45,3/5)=35+5.

3. Otra manera de resolver este problema es haciendo una representacién
gréfica de él en el plano. Esto es posible porque tanto la funcién objetivo f
como la restriccién g son funciones de dos variables. Veamos:

i) Una representacién geométrica, en el plano, de la funcién objetivo
f (xl,xz) =2x, + X, +5 la obtenemos mediante sus curvas de nivel, que

en este caso son muy sencillas, pues son rectas.

En efecto, cada curva de nivel a de f que denotamos &a, es —por defi-
nicién— el conjunto de puntos (x,,x,) del dominio de f a los cuales la
funcién f les hace corresponder el mimero a; es decir

Ga ={(x,,%,) eDom f / f(x,, %)= a}
={(xl,x2) eR’ / 2z, +x, +5=a}.

En la Figura 3.16 mostramos varios de estos conjuntos, para los valo-
res de a que se indican. Cada recta es el conjunto de puntos del plano
R? a los cuales corresponden puntos a la

misma altura (o nivel) en el plano en R®,

que es el grifico de f, como ya se indicé

en la Figura 3.14.

ii) Como el problema que nos ocupa es de-
terminar el o los puntos (x,,x,) de la
circunferencia x> +x; =9, de modo que
f(x,, x;) sea méximo, al graficar en el
mismo sistema de coordenadas tanto a
la circunferencia como a las curvas de
nivel de f (Fig. 3.17), es fdcil reconocer la ¢,
altura (o el nivel) que corresponde a de-
terminados puntos de la circunferencia. Figura 3.16
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Asi, por ejemplo, a los puntos P, y P, que satisfacen la restriccién
(estdn en la circunferencia), por estar en la curva de nivel &, les co-
rresponde el nimero 7; es decir, f(P,)= f(P,)="17. Observando la Figu-
ra 3.17 es claro que ni P, ni P, resuelven el problema planteado, pues,
por ejemplo @, es otro punto que satisface la restriccién, pero

f(Q1)=9 > 7=f(P1)=f(P2)-

En consecuencia, en los puntos P, y P, la funcién f no toma un valor
méximo, con la restriccién dada.

iii) Siguiendo el razonamiento expuesto,

también podemos concluir que la solu-
cién del problema no puede estar en @,

ni @,, pues existen curvas de nivel su- AN

perior a 9 que intersecan a la cir-
cunferencia (por ejemplo C,,). En tales

puntos de interseccién la funcién f to- Q. \ €
ma valores superiores a f(Q,) y f(Q,)- \ \ ¢,
Entonces, para resolver el problema G,

planteado, debemos encontrar el o los Cs

puntos de la circunferencia que sean la

interseccién con la curva de nivel mds Figura 3.17

alto de la funcién f. Como cuanto ma-

yor sea el nivel al que corresponda la curva, ésta se ubicara més hacia
la derecha y hacia arriba (siguiendo la direccién del vector

Vf(xy, %,)=(2,1), que en este caso es constante), ya podemos concluir

que la solucién del problema est4 en el punto A del primer cuadrante
en el que la circunferencia es tan-

gente a una recta de nivel (Fig. .
3.18), que la podemos llamar G, .

Es claro que con este criterio y ob-
servando la Figura 3.17, podemos
asegurar que v es mayor que 9,
pero menor que 13. .

iv) Determinemos A y v: k_/ \C k

El problema ha quedado reducido
a uno sencillo de geometria anali-
tica: Dada la circunferencia cuya Figura 3.18
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ecuacion es xf +x§ =9, determinar el valor de v para que la recta de
ecuacion 2x, +x, +5 =v sea tangente con la circunferencia en un punto
del primer cuadrante. Este problema puede resolverse con criterios
algebraicos, sin emplear el cdlculo diferencial’', sin embargo ac4 lo
emplearemos, por ser mds general: por derivacién implicita obtenemos
una expresién general de la pendiente de la circunferencia:

dx
x24x2=9 o 2x,+2x,—2=0

1
= ﬁ - y Xp#0.
dx, x,
En el punto de tangencia A = (x’;, x;), la pendiente de la circunferen-

cia serd igual a la pendiente de las rectas de nivel:

2 2 3

. * .

asf x} =2x;; en consecuencia 4x; +x, =9y x, =—J: (no conside-
5

ramos el valor negativo por saber ya —segiin lo analizado en (iii)- que
el punto de tangencia est4 en el primer cuadrante?). Tenemos, enton-
ces que

6 3
A= ,
(ﬁ 7§)
y ésta es la soluci6én del problema.
La obtenci6n de v es inmediata:
6 3
v=f(A =2x—+-——+5=3J5+5.
W55

Es claro que los resultados obtenidos coinciden con los obtenidos en el
punto 2.

Basta resolver simultdneamente las ecuaciones de la circunferencia y de la recta (conviene
hacer v- 5 =u) y en la ecuacién de segundo grado con una variable que se obtenga, igualar
el discriminante a cero. ((Por qué?)

Es fécil ver graficamente y verificar analfticamente que existe otro punto de tangencia con
otra recta de la misma familia de rectas, en el tercer cuadrante, que corresponde al mini-
mo.
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4. Como ya lo menciondbamos al iniciar esta seccién, obtendremos ahora los
puntos en los que se debe analizar si se cumple la condicién de médximo,
empleando el método de los multiplicadores de Lagrange. Luego
explicaremos por qué obtenemos las mismas condiciones necesarias que
despejando y reemplazando.

a) Definamos la funcién lagrangiana
L(xy, %5,1) = 2, + %, +5+A(9 - 2] - x3) (3.4.6)
donde A es una variable real, conocida como multiplicador de La-
grange.

b) Igualamos a cero las primeras derivadas parciales de L, considerando
independientes todas las variables:

il‘-(xl,xz,x) =2-2Ax,=0 (3.4.7)
&1
i(.7t:l,x2,}») =2-2Ax, =0 (3.4.8)
0%y
%(xl,xz,k)=9—xf —x22 =0 (3.4.9)
oA

c¢) Observando las dos primeras ecuaciones concluimos que A, x; y x, no
pueden ser cero, y en consecuencia, manteniendo las constantes en el
primer miembro y dividiendo miembro a miembro obtenemos

=5 (3.4.10)
£y

d) Combinando (3.4.9) —que no es sino la restriccién dada en el proble-
ma- con (3.4.10), obtenemos

4x§ +x§ =9,
de donde
X 3 x 3
= e \/ = ——
2 5 2 Jg
y asi
6 6
x1 = —J;s— A\ x1 = —*J—g
y
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e) Tenemos entonces sé6lo dos soluciones al sistema (3.4.7) — (3.4.9):

6 3 V5 6 3 5
(ﬁ’f’?) y [——E’_ﬁ’—T] (3.4.11)

f) Para determinar cusl es la solucién al problema, debemos analizar si
la matriz hessiana de L, respecto a sus variables x, y x,, es negativo

definida, sujeta a la restriccién lineal en dx, y dx, que resulta al con-
siderar
8(xyx%) =2 +2, =9

es decir

dg(x*,dx) = Dg(x"}dx =0
0, como es m4s usual:

dg =f‘i(x‘)dxl +£(x‘)dx2 0.
ox, ox,

Un teorema establece que tal situacién se da

si los n—m ultimos menores principales de la esquina
superior izquierda de la matriz hessiana orlada tienen
signos alternados, siendo el primero (-1)™".

En este caso la matriz hessiana orlada es

H(z) 0 Dg(x)
PV (De@) DiL(p)
[0 2x, 2x,
=12x; -20 0
2x, 0 -2

Siendo n =2 y m =1, la condicién establecida por el teorema se reduce
a verificar si el signo del determinante de esta matriz en el punto que
se evalda es positivo o no. Haciendo los c4lculos, obtenemos que

lﬁ(xl,xz,k)l = BX(xf + xg) ,
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lo cual nos dice que este determinante es positivo si y sélo si A >0 (no
consideramos la posibilidad x; =x, =0). En consecuencia, el tnico

punto de mdximo local es

6 3 J5
x = (—— , —] , con AF=-—— (3.4.2)
J5 5 6

Vemos, pues, que la solucién obtenida coincide con la obtenida en los
puntos 2 y 3. En este caso concreto, es evidente que el camino de los multi-
plicadores de Lagrange es m4s laborioso; sin embargo puede ser mas sencillo
en los casos de més restricciones o cuando el despeje de algunas variables en
funcién de las otras no es tan simple. Tiene ademads la gran ventaja de la in-
formacién que proporciona el valor de A .

Volvamos al ejemplo concreto:
5
§Qué significa A = -J: ¢
6

Veamos —en general- qué significa A en la solucién del problema dado:
La constante de restriccién en este problema es el nimero 9; es decir b=9.
Si en el problema se mantienen la funcién objetivo y la funcién restrictiva y
se modifica ligeramente el valor de b (por ejemplo que en lugar de ser 9 sea
10) jen cudnto se modificaria el valor mdximo de la funcién objetivo?. Parece
natural que para responder a esta pregunta debemos resolver el nuevo pro-
blema, hallar el valor m4ximo correspondiente de /'y luego hacer la diferen-
cia con el valor 35 +5 obtenido cuando b=9. Haciendo esto, obtenemos

que la nueva solucién es (2J§ V2 ) y el correspondiente valor méximo de fes
52 +5 (jhacerlo!). Asi, al incrementarse el valor de b en una unidad, el va-

lor méximo de f ha cambiado de 3J§ +5 a 542 + 5; es decir, se ha incremen-
tado en 542 — 35 unidades (aproximadamente 0.36).

Si en lugar de seguir este camino meramente operativo, nos ponemos a
pensar la respuesta a la tltima pregunta aproximando su valor usando una

d .
derivada, nos daremos cuenta que debemos obtener Efg‘(x*) . Esto tiene sen-

tido sélo si las variables de f pueden expresarse en funcién de la variable
exdgena b. Ahora podremos ver claramente la importancia del método de los
multiplicadores de Lagrange:
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En las condiciones necesarias de primer orden, expresadas en las ecua-
ciones (3.4.7) — (3.4.9), pongamos b en lugar de 9. En este caso es ficil obte-

ner de ellas'
x1=2JE, 32=J§, x=lJ§ (3.4.13)
5 5 2Yd

Fl:(8), 53(8)) = 4‘/§ +\/§ 5= VBB +5

y en consecuencia
daf 1]5
T(x)== J:
db 2YVbd

que, segun (3.4.13), es la expresién correspondiente a A , por lo cual podemos
escribir

df
—{x)=2A
) (x)
y en la solucién del problema, tendremos:
%(x*) -2, (3.4.14)
de donde
df (x*)=2"db (3.4.15)

y asi se obtiene un valor aproximado del cambio del valor 6ptimo de la
funcién objetivo al cambiar, exégenamente, el valor de la constante de
restricciéon. Tal aproximacién estd dada por el producto del valor del
multiplicador de Lagrange correspondiente a la solucién, con el cambio
(aumento o disminucién) de la constante de restriccién. En concreto, en este
caso tenemos

J5

N=""y db=Ab=10-9=1
6

y en consecuencia
ﬁ 1= [é ~0.37.

df =22
6 6

' Observar, nuevamente, que el teorema de la funcién implicita juega un papel muy impor-

tante para el caso general.
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Podemos advertir que este es un valor bastante aproximado al valor ob-
tenido anteriormente, por cdlculo directo.

Ahora, en virtud de (3.4.15) podemos dar muy fdcilmente el valor apro-
ximado del cambio en el valor éptimo de f para cualquier variacién pequefia
de la constante de restriccién. Por ejemplo, si en lugar de ser 9 fuera 8.5,
tendriamos

J5

"= db=0b=(85-9)=-05

y asi

Af =df =§ x(-0.5)~ -0.19 .

El lector queda invitado a verificar esta aproximacién haciendo el cdlculo
directo.

Aplicacién 3.22 (Problema del productor)

Consideremos el problema “tipico” del productor:
— produce el bien B con una funcién de produccién f estrictamente cuasi-
céncava, que depende de unidades de capital k y de trabajo ¢ .
— los precios unitarios del capital y del trabajo son r y w respectivamente.
— desea minimizar el costo de producir ¢ unidades del bien B.
Planteado formalmente:
min (rk + w¢)
s.a. f(kt)=7q

Cabe mencionar, como lo hicimos para el caso del consumidor, que en ri-
gor las restricciones deberian ser con desigualdades; en este caso f(k,¢)2q

y la innegatividad de las variables: 2> 0, ¢> 0. Este enfoque lo veremos més
adelante.

(3.4.16)

Resolveremos el problema (3.4.16) de manera similar a la solucién ex-
puesta en el punto 3 del problema anterior, haciendo explicitas, ademsds, la
vinculacién con el multiplicador de Lagrange, al que ya nos referimos en el
punto 4.

a) Una representacién grafica del problema es la que se muestra en la
Figura 3.19
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b) Como el problema consiste en deter-

c)

La funcién objetivo —que expresa los
costos— estd representada por sus
curvas de nivel que en este caso son las
rectas de isocosto c:rk+wf=c, y la rectas de isocosto
restriccion f(k,¢)=g es la isocuanta

q.

4

isocuanta ¢
inar las cantidades de capital y trabajo k
que permitan producir § unidades del
bien B, pero de modo que el costo sea
minimo, geométricamente de lo que se
trata ahora es de determinar el punto
de la isocuanta g que se encuentre en la recta de isocosto corres-
pondiente al costo més bajo posible. Es claro que cuanto mayor sea el
costo ¢, la recta correspondiente de isocosto se ubicard mds hacia la
derecha y hacia arriba (siguiendo la direccién del vector gradiente de la
funcién objetivo, (r,w), obviamente de coordenadas positivas); por esta
razén, el punto que resuelva el problema serd el que esté en la isocuanta
g y en la recta de isocosto ¢* mds

préxima al origen. Este anilisis nos
lleva nuevamente a un punto de tan-

Figura 3.19

gencia, (k‘,l" ), esta vez entre la iso-
d ] recta de isocosto c*
cuanta restricitva y una recta de iso-

costo. (Fig. 3.20)

Determinacién de (k‘,é" ) yc' isocuanta g

_;
-
B“"

Siendo la isocuanta ¢ como la que se

ha graficado, es posible tener una ex- Figura 3.20
presién general de su pendiente, por
derivacién implicita:

o o dt

fk,€=_ =>—-—+—-—=0
(k.0)=7 ok o¢ dk
I
d¢
- =k _ —f—" (tasa marginal de sustitucién técnica)
ad o

ot
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Siendo -_ 1a pendiente de las rectas de isocosto, la condicién de

w

tangencia nos lleva a igualar estas pendientes y asi
h_r (3.4.17)
i w

Esta ecuacién y f(k,¢)=3 constituyen un sistema (en general no lineal) -

que al resolverlo da los valores de k* y ¢*. Las condiciones que
usualmente se imponen a la funcién de produccién hacen que tal sistema
tenga solucién tnica, como en el caso representado en la Figura 3.20. El

. * x *
costo minimo ¢* es entonces ¢* = rk* + wr*.

d) Hagamos ahora una interpretacién econémica escribiendo de otra
manera la expresién (3.4.17), calculada en (k*,é’*):

i

(3.4.18)

ENp

1 .

Como ﬁ: es el producto marginal del capital, F nos dice qué cantidad de
k

capital se requiere para producir una unidad adicional del bien B y en

1 . .
consecuencia el producto r —) es el costo marginal de producir una
' [

unidad adicional de B incrementando capital. Andlogamente, w[—}—} es el
[

costo marginal de producir una unidad adicional de B empleando mano

de obra. Resulta asi que (3.4.18) nos dice que tales costos marginales son

iguales en el punto éptimo (k*,l,’*); es decir, que el costo no se reducird si
se disminuye uno de los factores de produccién y se incrementa el otro en
las cantidades necesarias para mantener constante el nivel de produccién
(permanecer en la isocuanta).

Si llamamos A* a los cocientes igualados en (3.4.18), tendremos

L _ ¥ _ (3.4.19)

i f7

y por la interpretacién dada a los cocientes, tiene sentido llamar a A* el
costo marginal del producto (o costo marginal de produccién).
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De (3.4.19) se obtiene
r=2" f:

w=k‘f‘,'

Estas ecuaciones, con la restriccién

f(**,¢")=7

(3.4.20)

se obtienen como condiciones necesarias de primer orden de la funcién
lagrangiana del problema dado. En efecto

L(k,,)) = rk+wt+ (g - f(k, 0)

y si (k‘, l') resuelve el problema, debe existir A* tal que
aL L * *
—k,l‘,k =r—-xf*=0
— (E.6.%) r
Z—L(k',t', X)=w-2f =0
¢

%(k‘,(‘, ) =g-f(*.¢) = 0

Se ve entonces claramente la ventaja de emplear el método del mul-
tiplicador de Lagrange, ya que se obtienen de manera inmediata las

ecuaciones que conducen a la solucién del problema y A* tiene un
significado econémico segin el problema, ademéds de la importancia
matematica ya explicada al final del punto 4, cuando resolvimos el
problema anterior.

Ejercicios 3.23
1. Sea la funcién N(x;,%,) = x, +x; .

a) Hallar la ecuacién de la recta tangente en el punto (1,2) a la curva de
nivel de N correspondiente.

b) ;Es cierto que la recta 4x, +x, =20 es tangente a la curva de nivel
que pasa por el punto (4,1)? ;Por qué?
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c¢) Hallar, si es posible, el punto de tangencia de la recta 6x; + 4x, =80 a
una curva de nivel de N. Ilustrar grdficamente.

2. En el problema del productor, considerar
f(k,£) = V2 RV?
a) Determinar las funciones de demanda condicional de factores
k' =k*(r,w,g) y ¢ = €*(r,w,g) y la funcién costo marginal de produc-
cién ' =A*(r,w,g).

b) Obtener los valores especificos de k*, I* y A* para r=9, w=4,
g =100.

3. Con los supuestos convenientes, plantear y resolver el problema del
consumidor de manera similar a lo efectuado para el problema del
productor. Hacer la interpretacién econémica que conduzca a interpretar
el multiplicador de Lagrange como la utilidad marginal del dinero.

4. En el problema del consumidor considerar
u(x,,%,)=2lnx, +Inx,
a) Determinar las funciones de demanda marshalliana
* *
xl = xl(p1’p2 ’I)9
x; = x;(pppz sI)
y la funcién de utilidad marginal del dinero A" = )»*( Py, Po.d )

b) Obtener los valores especificos de x], x; y A" para p,=4, p, =5,
I =400.

5. Dada la funcién de produccién

e[S

(Cudl es el nivel 6ptimo de produccién si se dispone de 100 unidades
monetarias y los precios unitarios de K y L son 8 y 6 unidades monetarias
respectivamente?
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6. Una firma dispone, para la produccién de un bien perfectamente
divisible, de los procesos f'y g, cuyos factores son K y L, definidos por
K L KL

f(K,L)= min{-:,g}, f(K,L)= min{?;}

ies cierto que si los precios unitarios de los factores no son iguales,
entonces, dado cualquier nivel de produccién, es conveniente usar uno, y
s6lo uno de los procesos? Explicar.

7. Considerar la funcién de produccién:

en donde I,, I,, I son los insumos y p, =2, p, =3, p; =2 sus respec-

tivos precios. Hallar el costo minimo de producir 30 unidades justificando
el procedimiento.

8. Se tiene la siguiente funcién de produccién:
f(11’12’13114) = min{ZIpIz’I?ayI4}

Si el precio en unidades monetarias de cada insumo es p, =2, p, =3,
Ps=1, py=2 y se disponen de 90 unidades monetarias, hallar la pro-
duccién éptima.

Retomemos el problema de optimizacién con restricciones dadas por
igualdades como lo planteamos en (3.4.1) al iniciar esta seccién y veamos el
método de los multiplicadores de Lagrange de manera general:

Teotema 3.24 (de los multiplicadores de Lagrange)

Sea el problema
max f{(x)
s.a g(x)=b
donde:

i) fy 8 (j=12,...,m) son m+1 funciones reales defini-

das en A cR", con las derivadas parciales de primer or-
den continuas.

b es un vector constante de R™.
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i) m<n
iii) Los vectores gradientes ng(x*) (j=12,..,m) son li-

nealmente independientes en toda solucién local x*.

Sea también la funcién lagrangiana real de n + m variables
definida por

L(x,1) = f(x)+A.(b - g(x))- (3.4.21)

. * . »
Si x* es un méximo local, entonces existe un vector A* de
R™ con el cual cumple las siguientes condiciones:

oL * ak af * “ * agj *
—(x*2*) = =L -y a, — =0 3.4.22
L) - L) - S0 ) 0 aum
((=12,...,n)
oL
—67»_,-( ) = b -g(s") = 0 (8.4.23)
(J=12,..,m)
Ademass, con ciertas condiciones adicionales,
()< )=, (3.4.24)
ob; ob;
(j=12,...,m)

Observaciones 3.25

1. (3.4.22) y (3.4.23) son condiciones necesarias de primer orden de la
funcién lagrangiana L que debe cumplir toda solucién local del problema
(3.4.1).

2. Las componentes A ; del vector A =(A,,A,,...,A,,) introducido en la fun-

cién lagrangiana (3.4.21) se denominan multiplicadores de Lagrange.
Notar que por cada funcién reactrictiva g; se introduce un multiplicador

de Lagrange 1 ;. Asf, tiene sentido el producto escalar A (b - g(x)).
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3. Se facilita la obtencién de los resultados del teorema escribiendo la
funcién lagrangiana con las componentes de los vectores x, A y b de

manera explicita:
L(xpy s Xyohysesh) = F(X10s%, )+ DA (b - 8j(%10-0%,))  (3.4.25)
Jj=1

4. Como ya lo habfamos adelantado en la nota de pié de p4dgina del punto 2,
al resolver el Problema 3.21, el teorema de la funcién implicita juega un
papel fundamental, ya que para obtener (3.4.22), partiendo del sistema
&(x)="b, de m ecuaciones con n incégnitas, se deben “despejar” m de las n

variables x,, x,,...,x, en funcién de las n—m restantes, en una vecindad

| conveniente, referida al punto x*. Para garantizar esto se deben cumplir
| las hipétesis del teorema de la funcién implicita y por eso la importancia
del supuesto (iii), que es equivalente a que el rango de la matriz

Jjacobiana Dg(x') sea m; es decir, la condicién (1.6.4) dada en el capitulo
1.

5. Para una interpretacién geométrica importante, escribamos (3.4.22)
de la siguiente manera:

A () = 2B 4 5 agz( 2) + ok 20, Em (%)

dx, &, o,
af * * * .ag * * agm
o) - I%(x)+;.2.a;f(x)+...+x =)

)« 0B ¢ 120 20 B

n

n

Estas n igualdades podemos escribirlas vectorialmente, haciendo uso del
vector Vf(x‘), que es la columna de los primeros miembros, y de los

vectores Vg j(x') que también los encontramos observando los sumandos

de los segundos miembros; as{

Vf(x*) = A.*l\?gl(x*) + x‘; ng(x*) + o+ )\.*m ng(x*);
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o, mds brevemente
VF(x*) = Y% ve (7). (3.4.22)
j=1
Ahora se ve claramente que

si x* es una solucién del problema (3.4.1), entonces el
vector gradiente de la funcién objetivo, calculado en
x*, es una combinacién lineal de los gradientes de las
funciones restrictivas g I calculados también en x*,

siendo los coeficientes los valores obtenidos ):'} de los

multiplicadores de Lagrange.

Estos coeficientes son tnicos, ya que los vectores Vg; (x*) ,(J=12,...,m),

son linealmente independientes.

6. Para el caso m =1 (una sola res- A
triccién), que es usualmente toma-
do para tratar el problema del
consumidor y el del productor,
(3.4.22)' dice entonces que en la
solucién x* los vectores gradientes
de la funcién objetive y de la
funcién restrictiva deben ser
paralelos. Esto, con la condicién
(3.4.23) —que no es sino el cum-
plimiento de la restriccién- nos Figura 3.21
dice que la solucién x* es un pun-
to de tangencia entre g(x)=b y
f(x)=a, para algin nivel a.

a

En la Figura 3.21 se muestra un caso de n=2 y m=1; y en la Figura
3.22 se muestra un caso de n=3, m=1, que podria corresponder al
problema de un consumidor en una economia con 3 bienes; es decir a

max u(x,,%,,%;)
s.a.
P1%y + Pa¥Xy + pyxy =1
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Notar que en este caso
Vg(xy,%5,%3) = (Py. P2. P3), 8 el
mismo vector, cualquiera que
sea el punto en el que se
evalie. Notar también, que a
diferencia de cémo lo repre-
sentamos en la Figura 3.21, en
este caso hemos dibujado el
gradiente de la restriccién m4s
grande que el gradiente de la
funcién objetivo. Lo hacemos
precisamente para ilustrar que
puede darse cualquiera de los
dos casos, o aun la igualdad. Lo que el teorema establece es el
paralelismo, y en el caso del consumidor, esta condicién nos lleva
inmediatamente a la conocida relacién entre utilidades marginales y
precios relativos; en efecto, siendo m =1, (3.4.22)' es

vf (x*) =" Vg(x*) ;

(Ps-P3>23)

u(x,,%,.x,)=a

PyXy+ PpxXy+ pyxg =1

Figura 3.22

Yy en este caso:
Vu(x’) = k'(pl,pz,...,pn) ,

0 sea
1 2 "

de donde

g(x”)_—.x.pi (i=1,2,...,n);
o también '

ou g o

=)

i ==L (@4,j=12,..,n).

L

. Haremos ahora una interpretacién de los multiplicadores de
Lagrange comentando las relaciones (3.4.24). Notar que éstas son la
formulacién general de (3.4.14) en el Problema 3.21. Ya vimos en ese caso
particular que el multiplicador de Lagrange permite aproximar el cambio
que habrd en el valor 6ptimo de la funcién objetivo al modificarse
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ligeramente la constante b de la restriccién. Como, en general, se tienen
m constantes restrictivas b;, b,, ..., b, y segin el método que estamos

viendo se introducen m multiplicadores de Lagrange A, Ay, ..., A,
(3.4.24) nos permite aproximar el efecto en el valor 6ptimo de la funcién
objetivo al modificarse ligeramente la constante b; manteniendo fijas las
otras; asf, l*j es una medida de sensibilidad. En muchos problemas

econdémicos los )C'} son interpretados como un precio, llamado precio

sombra para distinguirlo de los precios de mercado. Esta interpretacién
es consecuencia de (3.4.24), cuando f(x) tiene una dimensién de valor
(precio x cantidad) tal como ganancia o ingreso, y b g tiene una
dimensién de cantidad, tal como productoe o factor de produccién:

siendo

Af(x*) ~ X*j Abj s

para que en ambos miembros se tenga dimensién de valor, conociendo la
dimensién de Abj (cantidad), resulta natural interpretar X'} como un
precio.

En verdad, la demostracién de (3.4.24) requiere de las condiciones de
suficiencia' que aiin no hemos visto, pero hemos preferido considerar

ahora esta importante relacién, dando unidad a los comentarios sobre los
multiplicadores de Lagrange.

Teorema 3.26 (condiciones necesarias de segundo orden)
Dado el problema (3.4.1), donde f y g; (j=1L12,...,m)

cumplen las condiciones dadas en el Teorema 3.24 y tienen
derivadas parciales de segundo orden continuas, entonces
la matriz hessiana D? L(x,)) de la funcién lagrangiana L,

debe ser negativo semidefinida, cuando es evaluada en un
punto (x*,L*) de mdximo local, sujeta a las m condiciones
n ag .

Z-ax—J(x*).dxi=0 (j=12,...,m) (3.4.26)
i=1 i

L | cumplimiento de éstas permite aplicar el teorema de la funcién implicita y garantizar la

existencia de una relacién funcional entre x y b y entre A y b. (Ver Intriligator: [12] .
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Observaciones 3.27

1. Conviene tener claro que la matriz hessiana D? L(x,)) es de orden n xn

ya que la derivacién es repecto al vector de instrumentos.

Teorema 3.28

2 2 ]
2% () 7L _(x1)
7
L () L (22)
D? L(x,A) =| O%3 0%, Oxy Oy (3.4.27)
oL oL
A) A
F o M) a2 M |

Adems4s, por los supuestos considerados, es una matriz simétrica.

2. La matriz D? L(x',k‘) podria no ser negativo semidefinida. Lo que el
teorema establece es que lo sea cuando es aplicada en los vectores
(dxy,dx,,...,dx, ) que satisfacen (3.4.26). Esta es una restricciéon natural
ya que los incrementos de las variables no pueden ser tan arbitrarios
puesto que se trata de una optimizacién restringida por g(x)=b; en
consecuencia debe cumplirse Dg(x*)(dx) =0, que es la expresién vectorial
de (3.4.26). Si no se tuviera restriccién (m=0), variaciones infi-

nitesimales arbitrarias cerca de x* mantienen el cardcter de 6ptimo de
éste, pero habiendo restricciones, la arbitrariedad de las variaciones’
infinitesimales también se restringe. Ya vimos el caso concreto para
m=1 en (f) del punto 4, al resolver el Problema 3.21. Es claro que
(3.4.26) geométricamente se interpreta como la ortogonalidad del vector

dx con cada uno de los vectores gradientes Vg (x*).

(condiciones suficientes)
Sea el problema (3.4.1), donde f y g; (j=12,...,m)

cumplen las condiciones dadas en el Teorema 3.24 y tienen
derivadas parciales de segundo orden continuas.

Si ¥ y A son vectores de R” y R™ respectivamente que
cumplen

i) %(E,X): 0 G=12,...n)
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ii) -5%(5,%):0 (j=12,...,m)
iii) Df L(BE,X) es negativo definida, sujeta a las m restric-
ciones lineales
g%zdx =0 (j=12,...,m),

entonces ¥ es una solucién del problema (3.4.1).

Observaciones 3.29

1. De manera andloga a lo comentado respecto al Teorema 3.16 (sin
restricciones), debe quedar claro que las condiciones suficientes estdn
dadas por (i), (ii) y (iii). Suele identificarse sélo (iii) como condiciones
suficientes, pero es porque usualmente se aplica en puntos que ya
satisfacen las condiciones necesarias de primer orden —(3.4.22) y (3.4.23)-
que son precisamente (i) y (ii).

2. Considerando la seguna derivada de L, respecto a sus n +m variables, se
llama matriz hessiana orlada de L a la matriz H(x,A) de orden

(n + m)x(n + m) definida por:

o sea i
g, o, ]
0 B o, )
Hage] o 5.4.28
g: (x) -~ ‘;i': (%) : %(x,k) a:;; (=)
-%:(x) .%:—(x) %(x,k) ‘chz'(x,x)

que también es una matriz simétrica '.

' Partiendo de lD’L((x,L))‘; es decir del determinante de la matriz hessiana de L respecto a

todas sus variables, se obtiene lﬁ (x,k)| intercambiando filas y columnas adecuadamente.
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Se demuestra que la condicién (iii) es equivalente a que se cumplan las
siguientes n—m condiciones:

que los n—m ultimos menores principales de la
esquina superior izquierda de H(Sc', k) tengan sig- (3.4.29)

nos alternados, siendo el primero el de (-—1)""1.

Ya en el punto 4 de la solucién desarrollada para el Problema 3.21 vimos
una aplicacién concreta en el caso n=2 y m =1 (en el que con frecuencia
se plantea el problema del consumidor y del productor). Notar que —por
ejemplo— en el caso del problema del consumidor con los n bienes y su
restriccibn de presupuesto, se deben evaluar, segin (3.4.29), n-1
determinantes y el primero de ellos —de orden 3 x 3— debe ser de signo
positivo.

3. Para determinar —en general- cuales son los n-—-m 1ltimos menores
principales de la esquina superior izquierda de H(x,1), tener en cuenta

que el (n-m)-ésimo es |I?(x,k* o sea el menor principal de orden

(n+m) x(n+m). Asi, el peniltimo es de orden (n+m-1)x(n+m~-1) y es
fécil deducir que el primero es de orden 2m + 1. Es éste el que debe tener
el signo de (-1)™".

4. Notar que (3.4.29) se cumple como lo establece el Teorema 3.16 para el
caso irrestricto, cnando m =0.

5. Si el problema de optimizacién es de minimizacién, con las mismas
funciones, sélo se modifica la condicién (iii):

(@i in: DfL(i’,x) es positivo definida, sujeta a las m restricciones li-
neales '
- 98,(%) -
——dx =0 =12, ...,
21: m (j=12..,m)

Como consecuencia, la versién correspondiente de (3.4.29) es

que los n—~m ultimos menores principales de la
esquina superior izquierda de H (i,}») tengan el (34.29) i

mismo signo: el de (-1)"
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Ejercicios 3.30

1. Resolver los siguientes problemas e intentar su ilustracién gréfica:

~(x+2)
a) max (x, +x,) ) maxe
s.a s.a
2 2 2x1 +3x2 =4
x;+x5 =1
1+ %
b) minxf +4x§ d) max senx; cosx,
8.a s.a
X +x,=1 x,—%=0

e) max x, x, x4
s.a
X+ X +%5=1

2. Un consumidor tiene la funcién de utilidad
u(x,y)=xy+x+2y
Los precios de los bienes son p, =2, p,=5 y su ingreso es I=56.
Considerando que el consumidor agotars su ingreso:

a) Determinar las cantidades de los bienes que maximizan su utilidad.

b) Explicar la relacién entre el multiplicador, la utilidad marginal del di-
nero y el efecto en la utilidad al incrementarse el ingreso en una uni-
dad.

c) ;Qué otras cantidades x e y le darian la misma utilidad obtenida en (a)
si su ingreso fuera mayor? Dar ejemplos e ilustrar graficamente.

3. La funcién de utilidad de un consumidor es u(x,y)= xyz, su ingreso es
I =30 y los precios unitarios de los bienes son p, =5y p, =3.
Considerar que el consumidor agotar4 su ingreso y resolver:

a) Determinar la “canasta” que maximiza la utilidad.

b) Si el ingreso del consumidor se incrementa en dos unidades, estimar
en cudnto se incrementa la utilidad.

c) Determinar la tasa marginal de sustitucién en el punto obtenido en
(a).
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4:a) Sean
. 2
u(x),2) = 2, %3,
funcién de utilidad de un consumidor, y P =(6,8), el vector precio uni-
tario correspondiente.

Calcular el menor ingreso con el cual el consumidor alcanza el nivel de
utilidad 18

b) Plantear un problema de maximizacién de la utilidad del consumidor,
cuya canasta 6ptima sea la hallada en la parte (a).

5. En un problema de optimizacién con una restriccién de igualdad, tene-
mos la funcién lagrangiana

L(x;,x5,%3,1)=x, +x3 +x5 +M1-x, —x, —x4)

a) Determinar las condiciones necesarias que debe satisfacer una solu-
cién del problema.

b) Determinar ei conjunto de todos los vectores de R® que satisfacen las
condiciones dadas en (a).

¢) Determinar las condiciones suficientes para que un vector de R® sea
solucién, en caso de que el problema sea de maximizacién.

d) Indicar si los elementos del conjunto hallado en (b) corresponden a un
problema de maximizacién o minimizacién.

6. Sean las funciones

f(xvxz) = xf +"§

3("1v"2) =(x, - 1)2 "x:

a) Determinar todos los puntos que puedan ser extremos locales (ma4xi-
mos o minimos) de la funcién f sujeta a la restriccién

g(xl,xz) =0.

b) Emplear las condiciones de suficiencia para determinar si los puntos
obtenidos en (a) dan méximos o minimos de f con la restriccién esta-
blecida.
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3.5 OPTIMIZACION CON RESTRICCION DADA POR
UNA DESIGUALDAD

Ya hemos venido diciendo que un tratamiento mds riguroso de algunos
problemas econémicos de optimizacién con restricciones es considerando és-
tas como desigualdades. Un tratamiento mds amplio se hard en la seccién
3.6 considerando varias restricciones, pero es importante detenernos en el
caso de una sola restriccién y estudiar el teorema de Lagrange (3.31) y su
extensién (3.31Ext), que son basicos para comprender el teorema mds gene-
ral y las condiciones de Kuhn-Tucker que se dan en la préxima seccién.

Nos hemos referido en méds de una oportunidad al problema del consumi-
dor cuya restriccién de presupuesto en verdad es p.x</; y, ciertamente,
teniendo en cuenta que una funcién de produccién nos dice la maxima canti-
dad de producto que puede elaborarse teniendo determinadas cantidades de
factores, el problema del productor (3.4.16), estaria mejor planteado con la
restriccién f(k,f)>q.

Consideremos el problema

max f(x)
s.a . (351
g(x)<b

donde f y g son funciones reales definidas en un subconjunto de R* y b es
una constante real dada.

De manera similar a lo establecido para las restricciones con igualdades,
asociamos al problema anterior una funcién lagrangiana, definida por

L(x,1) = f(x) + (b - g(x)) (3.5.2)

Con estas consideraciones, veamos el siguiente teorema:

Teorema 3.31 (de Lagrange)

Sea el problema
max f(x)
s.a
g(x)<b
donde

i) fy g son funciones reales, concava y convexa respecti-

vamente, definidas en subconjuntos abiertos de R", b es
un ndamero real dado.

ii) Existe por lo menos un vector ¥ de R" tal que g(¥) <b.
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Sea también la funcién lagrangiana real, de n + 1 variables
reales, definida por

L(x,A) = f(x) +A(b- g(x))-

Para que un vector x* sea solucién del problema, es nece-
sario y suficiente que exista un nimero real A* tal que

a) x* maximice L(x,k‘)
b) A*20
c) g(x‘) <b

d) A*(b-g{x*))=0.

Observaciones 3.32

1. Cuando la funcién restrictiva g cumple (ii), se dice que satisface la
calificacion de restricciones. Sin esta exigencia, adimitiriamos problemas
como

max(19—(x -4)2), sujeto a (x - 3)° <0,

que como es fécil advertir, tiene como tinica solucién posible: x* = 3, por
ser éste el uinico niimero que satisface la restriccién; sin embargo, como la
funcién lagrangiana correspondiente es

L{x,2)=19-(x-4)* -7 (x -3,

L
%(x,k) = —2(x—4) —2A.(x —3),

es claro que x* =3 no maximiza L(x,k"), pues L, (3,,)=2=0 para todo

A . Asi, no se cumple (a). Problemas como éste serdn tratados de manera
particular y no son frecuentes en teoria econémica.

2. Para usar este teorema de manera préctica, tengamos en cuenta que
2.1 La funcién lagrangiana L(x, A‘) = f(x) +x* (b- g(x))

es céncava (en x), pues f es céncava, (—g) también y A* >0 no altera
la concavidad de (-g).
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2.2 Usualmente las funciones f y g son también diferenciables y en tales
casos, por (2.1), la condicién (a) se cumple si y sélo si

v, L(x* , k*) =0. (Optimizacién irrestricta).

2.3 Por la condicién (d), se debe tener A* =0 6 g(x"‘) =b. M4s atn, por
(b) y (c):

— Si A* > 0 entonces g(x"‘) =b
- Si g(x*) <b entonces A* =0.

Es claro que si g(x*)=b, no podemos concluir que A* >0; pero si

asumimos esta igualdad, no debemos llegar a una contradiccién,
cémo podria ser A* <0.

3. Teniendo en cuenta lo que acabamos de observar en 2.2 y 2.3, a
continuacién indicamos un camino a seguir para resolver problemas de
optimizacién con funciones diferenciables y con la restriccién establecida
por una desigualdad:

3.1 Plantear el problema como en (3.5.1)
3.2 Verificar que se cumplen las hipétesis del teorema de Lagrange

3.3 Escribir la funcién lagrangiana, hallar las derivadas parciales de
ésta respecto a las variables x; del vector x de instrumentos (también

llamadas variables de decisién) e igualarlas a cero.

3.4 Asumir que se cumple g(x)=b. Con esta ecuacién y las n resultantes
del paso anterior, obtener valores para \* y x*.

3.5 Si se obtiene un valor negativo de A*, descartar la posibilidad de que
g(x)=b. Por (c) debe cumplirse entonces que g(x)<b y en

consecuencia A* = 0. Con este valor de A*, obtener los valores de x;"
(i =12,...,n) resolviendo las n ecuaciones del paso 3.3.

Ejemplo 3.33
Resolver el problema:
max (4x; + 6xp — x¥ - xf - 3)

s.a:
le + 6x2 <48
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1. Es claro que las funciones son diferenciables y que g es convexa (es
lineal). La concavidad de f es inmediata, aplicando el criterio anotado en
la Observacién 2.58 del capitulo anterior:

fir(xy,x5) =-2<0
f22 (xls-x2) =-2<0

Det(D’f(x,,x,)) = '

-2 0
|=420

0 -2

2. Evidentemente se cumple la calificacién de restricciones, pues, por
ejemplo, g(1,1)=14<48.

3. De L(x;,%,,}) = 4%, +6x, —x; —x3 ~3+A(48-8x, — 6x,)
obtenemos:
L, (x,25,1) = 4-2x, -8
L_(%y,%5,1) = 6-2x,-6)

4. Igualando estas derivadas a cero y asumiendo 8x, + 6x, =48, obtenemos

8 - —
X =:7— , Xy =—:—§- , lo cual implica que A =-0.28. Resultando A <0, los

25
valores obtenidos no son la solucién al problema. Esta serd entonces un

punto (xI,x;) que satisfaga la restriccién no por la igualdad como

habiamos asumido, sino por la desigualdad; asi 8x’: +6xy = g(xl‘,x;) <48

y segun lo analizado en (2.3) de las observaciones que acabamos de hacer
al Teorema de Lagrange, A* =0.

5. Sabiendo ya que A* =0, las ecuaciones
4-2x7 -8 =0 A 6-2x; -6\ =0
nos conducen a la solucién:

x:,x;) =(2,3).
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Aplicacién 3.34

Consideremos una empresa monopélica, cuya funcién de produccién
y=/f(k,?) es concava con productos marginales positivos, que desea deter-
minar los niveles de uso de sus factores segun el criterio de maximizar el
empleo /¢ sujeto a la restriccién de que sus ganancias no sean menores que
cierto nivel 5.

El problema de tal empresa es

max /
s.a:

pflkf)-wt-rk >3
que podemo.s expresar

max /
s.a:
wl+rk—p f(k,t) < -5

y aplicar los criterios dados en el Teorema:

L(k,t,.) = ¢+ A(-5 + pf(k,t)-w - rk)
L - k—g—e—(pf(k,f))—rk
d Ay
= A —(pf(k, )= -
xdy(pf( (/))ak rh

=A p[ 1+ l] fr—-r: (1 es la elasticidad de demanda)
n

1
L, = 1+Kp(1+-—]f,,—wh
nw

De L, =0 deducimos inmediatamente que A # 0; en consecuencia AL>0y
por (d) del teorema, la restriccién debe cumplirse por la igualdad

pf(k,t)-wl-rk=5%.

Esta ecuacién, con L, =0 y L, =0 nos permitirian determinar los valores

* . « .o . . .
de %%, de ¢* y de A*. Es un ejercicio interesante para el economista analizar
las condiciones que aseguran la existencia de solucién, aplicando el teorema
de la funcién implicita.



208

De L, =0 y de L, =0 podemos obtener, asumiendo n# -1, que
fi, wi-1

——
’

fi ra

y siendo A >0, concluimos que

i w

—<—.

f;,"

Esta conclusién nos permite afirmar que en este caso los niveles de uso
de los factores no coinciden con los que corresponden al criterio de minimi-
zacién de costos.

El lector queda invitado a interpretar econémicamente la desigualdad
w> pf,(1+—l—), obtenidade L, =0y A>0.
n

Observaciones 3.35 (Interpretacién del multiplicador de Lagrange)

1. Hagamos una interpretacién de la funcién lagrangiana del problema
(3.5.1), considerdndola una funcién objetivo en si.
Asi, siendo
L(x,\)=f(x)+A(b- g(x)),
pensemos que se trata de maximizar la funcién L sabiendo que la eleccién
del vector x ya nos da un valor f(x) al cual hay que sumar el valor de la
diferencia b — g(x), considerando el “precio unitario” A .

Si se elige un vector x tal que b- g(x)>0, se puede afadir a f(x) la
“venta” de b - g(x) unidades de la restriccién por un “valor” de A(b- g(x))

unidades de la funcién objetivo, de modo que en total se tienen
f(x)+A(b- g(x)) unidades de la funcién objetivo. Andlogamente, si se

elige un vector x tal que b- g(x) <0, se tendria que sustraer a f(x) la
“compra” de —(b-g(x)) unidades de la restriccién por un “valor” de
-A(b-g(x)) unidades de la funcién objetivo, obteniéndose en total
f(x)+A(b- g(x)) unidades de la funcién objetivo.

De esta manera A puede verse como una tasa de cambio entre unidades

de la funcién objetivo y unidades de la restriccién. Es usual llamar a los
multiplicadores de Lagrange los precios sombra de las restricciones.
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2. Si asumimeos que la restriccién es relajada en 0 unidades, pudiendo ser
0 un ndimero positivo, negativo o nulo, la restriccién en el problema es
ahora g(x)<b+6. Si 6>0, la restriccién estd siendo relajada

propiamente, pero si 6 <0 la restriccién estd siendo mds estrecha. Cabe
entonces preguntarse

scudl es el menor precio A al cual se decidird no rela-
Jar la restriccién?

En otras palabras:
épara qué precio ) se elegiria 6 = 0?

La siguiente definicién permite responder de manera formal esta pregun-
ta.

Definicién 3.36 Llamamos funcién envolvente asociada al problema
(3.5.1), a la funcién v=v(0), real de variable real, definida
por ;

v(0):= valor maximo de f(x) sujeto a la

restriccién g(x)<b+6.

Dejamos como ejercicio para el lector demostrar que siendo f céncava y g
convexa, la funcién envolvente es céncava'. Haciendo uso de este hecho y
asumiendo diferenciabilidad de v, tendremos, segtin el Teorema 2.57, prime-
ra parte, que estando 0 y 0 en el dominio de v:

v(8) < v(0) +v'(0)6. (3.5.3)
Si llamamos v'(0)= A%, (3.5.3) podemos escribir:

v(0) = v(8) - A* 0 (3.5.4)

y considerando \* como el precio unitario de las unidades en que se relaja la
restriccién, (3.5.4) nos dice que el valor médximo de f(x), con la relajacién

0 =0, no es menor que el resultado neto de considerar otra relajacién 6 y la

Aplicar la definicién de concavidad a v y expresar esa desigualdad solamente en términos
de £, teniendo en cuenta que el médximo de f(x) sujeto a g(x)< b+6, ocurrird en algun

punto % ; asf v(é) = f(£).
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“compra” o “venta” de 6 unidades, al precio A* =v'(0). En consecuencia,
asumiendo que se pueden comprar relajaciones (o vender restricciones), se
elegiria 6 =0 con tal que el precio de la relajacién sea A* =v’(0) y asi queda
respondida la pregunta planteada en el punto 2 de Observaciones 3.35.
Demostracién del Teorema de Lagrange

Las condiciones son necesarias:

1. (c) es obviamente necesaria, pues x* debe satisfacer la restriccién.

2. Sea A*=v'(0), donde v=1(0) es la funcién envolvente dada en la

Definicién 3.36. Asi, A* es el pago marginal de una relajacién de la
restriccién g(x)<b. Es claro que al tener una relajacién que agranda el

conjunto de posibilidades de eleccién de x, tal relajacién no puede
disminuir el mdximo valor que puede alcanzar f. En consecuencia, el pago
marginal A* de la relajacién no puede ser negativo y asi vemos que se
cumple (b).

3. Supongamos que b - g(x') # 0. Esto significa que g(x") < b y entonces es
posible definir una bola B,(x‘), con radio r > 0 suficientemente pequeio,
de modo que esté incluida en la regién factible y que para todo x eB,(x*)
se tenga [’ (x"‘) 2 f(x). Asi, x* es un méximo local de f, y por ser ésta una

funcién céncava, x* es un maéximo global. Queda claro, entonces, que
siendo g(:c*) < b, pequenas relajaciones de la restriccién dada por b, no

van a alterar el cardcter de éptimo de x*. Esto podemos expresarlo con la
variable 0, afirmando que el valor méximo de f(x) sujeta a la restriccién

g(x)<b+0 se mantiene en f(x*) para valores pequerios de 6. En
consecuencia v(O):f(x") y v'(0)=0. Vemos, entonces, que g(x*)<b
implica A*=0, lo cual —-sabiendo que g(x*)s b— es légicamente
equivalente a afirmar que g(x*)=b 6 A* =0; es decir b—g(x*)=0 é
A* = 0. Asi queda demostrada la parte (d) del teorema.

4. Nos resta probar (a), lo cual equivale a probar que L(x*,x*) > L(x,l*),

para todo x del dominio; o mejor atn, que

f(x*)+ x*(b—g(x*)) > fx)+21*(b - g(x)).
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En virtud de (d), esta desigualdad se simplifica y debemos probar,
entonces, que para todo x:

flx*) 2 flx)+2*(b- g(x))- (3.5.5)

Para esto nos apoyamos en la concavidad de la funcién envolvente:

4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

Sabemos, por (3.5.4), que
v(0) = v(8)-2*0

Siendo x* el mdximo de f con la restriccién g(x)<b, queda claro —
segun la definicién dada de v - que

v(0) = £(=*)

Si elegimos arbitrariamente X del dominio de f y g y hacemos
6 =g(X)-b, tendremos que la restriccién g(x)<b+90 es equivalente
a g(x)< g(%). '

Como g(%¥)=g(%), es claro que X satisface la réstriccién del
problema de maximizar f(x) con la restriccion g(x)<b+90; en
consecuencia el valor mdximo de f(x) con tal restriccién no puede
ser menor que f(%); es decir

v(g(%)-b)2f(%).
En la desigualdad (3.5.4), repetida en 4.1, reemplacemos v(0) por
f (x*) y 0 por g(X)- b; asi obtenemos

f(*) 2 v(g(®)-b)-"(2(%)-b)-
Empleando ahora la deéigualdad del paso 4.4, tenemos
f(*) 2 £(Z)-"(e(%)-);

O sea

f(=*) 2 F(&)+ (b~ (%))

y como el vector X fue tomado arbitrariamente, esta ultima
desigualdad es equivalente a (3.5.5), que es la que queriamos
demostrar.
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Las condiciones son suficientes:

1. Es evidente que (c) garantiza que x* es factible.
Debemos demostrar que para todo x que satisface g(x)<b tendremos

f(x)<f(=*).
2. Como segtin (a) x* maximiza L(x,X"), tendremos que Vx:
L(=*x") 2 L{x,2")
o sea f(=")+ )f(b - g(x'))_ 2 f(x)+x*(b-g(x)), Vx.
3. La condicién (d) implica entonces, que
f(=*) 2 f(x)+2(b- g(x)), vx

4. La desigualdad anterior se cumple, en particular, para x tal que g(x)<b;
en consecuencia, siendo A* >0 (segun (b)), se tiene que X"(b-g(x))20 y
es claro que

f(=*) 2 F(x)+X*(b- g(x)) 2 f(x). =

Observacién 3.37 (Un adelanto del teorema de la envolvente)

Mostraremos, con el problema del consumidor, la vinculacién que existe
entre la funcién lagrangiana y la funcién que asigna a los parametros del
problema el valor éptimo de la funcién objetivo correspondiente.

Sea x* el vector de demanda del consumidor con el vector de precios p y
el ingreso I. Asi, x* resuelve el problema

max u(x)
s.a }
p.x<lI.
Se define la funcién v de utilidad indirecta, como
v(p,I)= u(x*) . (3.5.6)
Ademds, si L(x, 2, p1 ) = u(x)+ k*(I - p.x), tenemos
u(x*) = L(x*, A p,I) , (3.5.7)
pues k*(l - p.x*) =0. (3.5.8)
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Asi, en el 6ptimo: o la restriccién se cumple con la igualdad o el precio
sombra de la restriccién es nulo.

Por (a) del Teorema 3.31 sabemos que x* es un m4ximo no restringido de
la funcién lagrangiana; entonces

L(x*,x“, p.I) = Lz, p,I) Vx (3.5.9)
Combinando (3.5.6), (3.5.7) y (3.5.9), obtenemos la desigualdad
v(p,I) 2 L(x,)»*,p,l) Vx ; (3.5.10)
o0, equivalentemente ‘
v(p,I) = u(x)+X'(I-p.x) Vx. (3.5.11)

Esta desigualdad se cumple para todo p, I, x, siempre que X" sea el precio
sombra asociado con la restriccién de presupuesto determinado por p e I

Notemos que usualmente al variar p e I también varia A asi, asumimos que
A* es funcién de p y de I.

Asumamos que para p e I dados, el vector 6ptimo de demanda corres-
pondiente es x. De (3.5.11) tenemos

v(B,I) 2 w(®)+ A (I - p.£) (3.5.12)
v(p,f) > u(%)+ XZ(i —p.JE) , (3.5.13)
donde }:1, es funcibnde p el,y }:2 es funcién de p y de I.

Tlustramos grdficamente (3.5.12) en la Figura 3.23 considerando v y L
funciones sélo de I.

Figura 3.23
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(La concavidad que se muestra es consecuencia de la concavidad asumida
para la funcién de utilidad y de la linealidad de la restriccién).

El sentido de la desigualdad en (3.5.12) nos dice que los puntos corres-
pondientes a v deben estar més arriba o sobre los puntos correspondientes a

L. Entonces, como de (3.5.6) y (3.5.7) deducimos que v(i),I )=L(£:,):, iz,f),

concluimos la tangencia de las curvas en el punto correspondiente a I y en

consecuencia
ﬁ{ =ﬁl (3.5.14)
allp.i oliji
Ahora bien,
oL 0 A
— = —|u(%)+MI - p.x
= U@+ p3)]
~ Ok
= A+—(I-p.% (3.5.15)
al( )
y en consecuencia
L -
a3 (3.5.16)
ol lp.i

pues el segundo sumando de (3.5.15) es nulo (es evidente en el caso usual
D.x=1; pero si esto no se cumple, es claro que el precio sombra es cero y

A

mantendr4d este valor para pequeiios cambios de I, préximos a I; esto es
oA
ol

=0).
I=i

De (3.5.14) y (3.5.16) tenemos

@‘ =1 (3.5.17)
oll;.;

lo cual nos dice que A es la utilidad marginal del dinero.

Ansdlogamente, en la Figura 3.24 ilustramos graficamente (3.5.13), te-
niendo en cuenta que v es no creciente y cuasiconvexa en p.
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= R

Figura 3.24

Por la tangencia de las curvas en el punto correspondiente a p, tenemos

=ﬁ‘ : (3.5.18)
pi=b; 6pi pi=p;

ov

op;

Como

-A%, +3’!-(I—p.ae)
p;

=-AX;,

Py R .
__{ =A%, . (3.5.19)
api pi=b;

Notemos que si cambiamos el valor de I,enla Figura 3.23 cambiar4 sélo
el grafico de L, que serd de forma similar a la presentada y siempre tangente
con el gréfico de v, pero ahora en el punto correspondiente al nuevo valor de

I. Andlogamente, cambios en los valores de p, determinardn también gréfi-

concluimos que

cos como el de la Figura 3.24, manteniéndose el grafico de v, pero moviéndo-
se el grdfico de L de modo que su tangencia con el de v sea en el punto
correspondiente al nuevo valor de p;. En consecuencia, podemos decir que la

funcién v es la envolvente de las funciones lagrangianas.
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Ejemplo 3.38

Resolviendo el problema de un consumidor con un ingreso I >0 en un
mercado de dos bienes con precios unitarios p; y p, positivos, cuya funcién

de utilidad es
u(xy,x,)= 1/"1 x,
obtenemos que su funcién lagrangiana es
L(xl,xz,k,p,l) = 1”‘1 Xy + X(I ~-pyxy - p2x2)

y siguiendo las recomendaciones sugeridas en el punto 3 de Observaciones

3.32, obtenemos
I

I * * 1
=E—, X = ’ A= .
2p, 2p, 2‘/ PPy

Asi, la funcién de utilidad indirecta es

*
x

I

v(pl,pz,I) = u(x’;,x;) = ﬁ ;

- Podemos verificar que se cumple la desigualdad v(p,I)2 L(x,)é',p,l ) (la
(3.5.10)), pues

1
L(x,k‘,p,l) = Jxlxz + —2——;‘/_:—_;; (I- 1%y - Pyxs)
y entonces (3.5.10) es equivalente a

y2 Y2
1| P Xo | P2
2= + === 2,/xx .

Po P

y2
2

lo cual es consecuencia de (1/"1 a —,/xz ) 20, siendo a = [ﬂ] .

bz

— También podemos verificar

Q’ - %| (la igualdad 3.5.14)
oI I=I* 61 I=I"
P 1

E‘I:I‘ 2\/1’1P2

pues (3.5.20)
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y a—L- == ————1——— .
ol|j.r 2 ‘[E
— Aniélogamente
o
. 4Jp, (Vs )3
L N
) ZJ;’E . 2p,
=2, (3.5.21)
como se establecié en (3.5.19).
Es claro que también
R < (3.5.22)
ap,
Ademas, si dividimos (3.5.21) y (3.5.22) entre (3.5.20), obtenemos
£ &
f=-Br oy g B (3.5.29)
ol o

que son las identidades de Roy, v4lidas no sélo para este ejemplo.

Ahora generalizaremos los resultados de la Observacién 8.37. Previamen-
te replantearemos los problemas de optimizacién de manera mds general,
llamando o al vector cuyas componentes sean todos los pardmetros del pro-
blema, tanto de la funcién objetivo como de la funcién restrictiva. Asi éstas
dependerdn de las variables de decisién x; y de los pardmetros a ;, y el pro-

blema queda planteado como
max (o, x)
s.a (8.5.24)
g(a,x)<0

Por ejemplo, en el problema del consumidor el vector a tendréd por com-
ponentes a los precios p; y al ingreso I. En este caso los pardmetros estan

sélo en la funcién restrictiva:

E(P1>Poreos PusliXy,Xg sy X, ) = PyXy + PoXo + ot Ppx, =1
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Seguramente el lector estd asociando estas consideraciones con las que
hicimos al aplicar el teorema de la funcién implicita a la estdtica comparati-
va (Seccién 1.6). En verdad estamos ante la misma preocupacién: determinar
el efecto en el valor éptimo de la funcién objetivo, al modificarse ligeramente
alguno de los pardmetros del problema (variables exdgenas).

Esto se conoce como anilisis de sensibilidad, y ya lo hemos venido ha-
ciendo al interpretar los multiplicadores de Lagrange. Ahora daremos un re-
sultado general en términos de la funcién de valor éptimo que definimos a
continuacién.

Definicién 3.39 Llamamos funcién de valor éptimo V =V(a), asociada al
problema (3.5.24), a la funcién definida por

V(a) := méximo valor de f(a,x) sujeto a g(a,x)<0.

Observaciones 3.40

1. Es claro que —asumiendo que (3.5.24) tiene solucién— la funcién V est4
bien definida, pues dado un vector de pardmetros a, existe sélo un valor
méximo para la funcién objetivo. Se puede demostrar que

si el rango de f es compacto y si fy g son continuas en
a‘,x’) —siendo x* solucién de (3.5.24), dado o*-, en-

. *
tonces V es continua en a'.

Este es un resultado de un teorema mds general, empleando corres-
pondencias, conocido como el teorema del maximo. E! uso de
correspondencias es atendiendo el hecho que dado a, la solucién puede
no ser \nica y asi no existir una dependencia funcional entrex y .

2. La funcién lagrangiana asociada a (3.5.24) es
L(x,\;0) = f(o,x)-Ag(a,x) .

Siguiendo un razonamiento similar al desarrollado en la Observacién
3.37, se puede demostrar el siguiente teorema:
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Teorema 3.41 (Teorema de la envolvente)

. ov
Dadas las condiciones para la existencia de ——, se cumple

da j
que
ov oL .
do; 00 |res ’
A=A" (constantes)
0 Sea
Vv o_ | s
aa.f . aaf x=x" aaj x=x"

(X* es el multiplicador de Lagrange asociado a a*)

Aplicaciones 3.42

1. En la teoria del consumidor: las expresiones (3.5.20), (3.5.21) y (3.5.22)
dadas en el Ejemplo 3.38 son obtenibles aplicando e] teorema para

f(xvxz) = 1}"1"2

=Py, ay=py, ag=1I

g(PpPz,I xpxz) = P1%q +P2x2 -1

V(a) = v(py, Py 1) = J__
L(xpxz, :Pl’Pz’) v W (I~ pyxy — Py%s) -
1P2

El lector queda invitado a encontrar una expresién general de la
identidad de Roy.

2. También en la teoria del consumidor: se define la funcién gasto
e=e(p,&), como
e(p,#)=min p.x
s.a (3.5.25)
u(x)>u,;
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es decir, e(p,u) es el menor costo de obtener por lo menos el nivel de
utilidad & (dado), cuando el vector de precios unitarios de los bienes es p.

El vector x* que resuelve el problema planteado en (3.5.25) es el vector
de demanda hicksiana (0 demanda compensada) que usualmente

depende funcionalmente de p y de & ; 0 sea x’: =x}(p,&),i=12,...,n.

Es claro que las soluciones del problema de optimizacién (3.5.25) son las
mismas que las soluciones del problema

max (- p.x)
s.a (3.5.26)
Z-u(x)<0
¥y que el valor éptimo de la funcién objetivo sera ~e(p,%).
La funcién lagrangiana de (3.5.26) es

L{x,A; p,u) = - p.x - A (@ - u(x))

y entonces
_a£=_l , a—L.z—xi (i=L42,...,n).
ou i
Segtin el teorema de la envolvente
de . de . .
—— =) y ——— =X, (l=1,2,...,n)
o

y en particular tenemos el Lema de Shepard para el consumidor:
£=2 (-12..n. (3.5.27)

i
i

3. En la teorta del productor: se define la funcién costo ¢ = ¢(w,¥), como

c(w,¥)=minw.x
s.a (3.5.28)
f(=)25;

es decir, ¢(w,y) es el menor costo de producir por lo menos ¥ unidades
(¥ dado), cuando el vector de precios unitarios de los factores es w. El

vector x* que resuelve el problema planteado en (3.5.28) es el vector de
demanda condicionada de factores que usualmente depende

funcionalmente de w y de y; o sea x; = x’;(w,y), Jj=12,....m.
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Es claro que las soluciones del problema de optimizacién (3.5.28) son las
mismas que las soluciones del problema

max (-w,x)
s.a (3.5.29)
y-f(x)<0

¥ que el valor 6ptimo de la funcién objetivo serd —c(w,¥).

La funcién lagrangiana correspondiente es

L(x’l; w,y)=—w-x—}“(7_f(x))
y entonces
oL 0.
Loy Xy G=12..m.
& ow;

Segiin el teorema de la envolvente

dc
——'=—A.* y "’@—:“x; (j=1721-‘-7m)'
% ow;
En particular tenemos el Lema de Shepard para. el productor
2=X  (=12..m (3.5.30)
ow

J
y una medida del costo marginal:
X

oy

4. También en la teoria del productor: de manera similar, se define la
funcién ganancia n = n(p,w), como

a(p,w)=max (p.y —w.x)

s.a f(x)2y.

(3.5.31)

La funcién lagrangiana correspondiente es

L(x,A; p)= py -~w.x - A(¥ - f(x))
y entonces
oL _ oL .
—=y Yy —=—xj (‘]=L2,...,m)»
op awj
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Aplicando el teorema de la envolvente obtenemos el Lema de Hotelling:

on on .
y=—y x;=—— (j=12,..,m), (3.5.32)
awj

donde y = y(p,w) es la funcién de oferta del productor y x; = x i(pw) es
la funcién de demanda (del productor) del j-ésimo factor.

Observaciones 3.43 (Extension de! conjunto de funciones)

1. El lector recordaré claramente que hasta ahora hemos venido trabajando
con funciones céncavas y con funciones convexas; sin embargo, tanto en
teoria econémica como en otros campos, en un problema de maximizacién
no siempre la funcién objetivo es céncava y la funcién restrictiva convexa.
Es, pues, importante ampliar el conjunto de funciones, de modo que se
tengan criterios de optimizacién similares a los ya vistos.

Una manera natural de hacer la extensién que nos proponemos es
considerando funciones que no necesariamente sean céncavas (o
convexas) sino funciones que sean transformacién monétona' de alguna
funcién cdéncava (convexa). A estas funciones las llamaremos
indirectamente céncavas (indirectamente convexas). Asi, la
funcién u(x;,x;) = x;.x, —muy usada como funcién de utilidad— no es una

2
funcién céncava, pero u(xl,x2)=(x}/2x{,/2) , con x>0, x,>0; y asi

expresada, vemos que u(x;,x;) = h(w(x;,x;)), donde w(x,,x,)= x:/ 2 x;/ 2y

h(s)=s2, s>0. Como w es céncava (es de tipo Cobb-Douglas) y h es
estrictamente creciente (h'(s)=2s>0), es claro que u es una trans-

formacién monétona de la funcién céncava w y por consiguiente u es
indirectamente céncava.

2. Asumiendo diferenciabilidad y aplicando la regla de la cadena y los
conceptos de optimizacién vistos, se puede demostrar que:

2.1 Si F es una transformacién mondétona de f, entonces
i) VF(x)=0 < Vf(x)=0

ii) x* es un méximo de F en un conjunto S c R", si y sélo si x* es un
méximo de fen S.

Una funcién F = F(x), real de variable vectorial, es una transformacién monétona de
f = f(x), si existe una funcién k, real de variable real, estrictamente creciente (k' >0), de
modo que F(x) = h(f(x)).



Programacién Matematica 223

2.2 Si F es indirectamente céncava, entonces x* es un msximo global de
F siy sélo si VF(x*) =0 (x* es un punto estacionario de F).

3. Una consecuencia clara de 2.1(ii) es que la solucién de un problema de
maximizacién, donde la funcién objetivo es F, es la misma que la solucién
de un problema de maximizacién donde la funcién objetivo es f.
Evidentemente los valores médximos de las funciones objetivo serdn
diferentes (salvo que la transformacién monétona sea componiendo f con
la funcién identidad).

4. Resulta entonces natural la siguiente reformulacién del Teorema 3.31 (de
Lagrange), considerando un conjunto més amplio de funciones.

Teorema 3.31Ext. (Teorema extendido de Lagrange)

Sea el problema

max F(x)

s.a  G(x)<b
donde

i) Fy G son funciones reales diferenciables, indirectamen-
te céncava e indirectamente convexa respectivamente,
definidas en subconjuntos abiertos de R”.

b es un nimero real dado.

ii) existe por lo menos un vector x eR” tal que G(x)<b.

Sea también la funcién lagrangiana real, de n + 1 variables
reales, definida por

L(x,A) = F(x)+A(b-G(x)).

Para que un vector x* sea solucion del problema, es
necesario y suficiente que exista un nimero real X* tal que

a) V.L(x*¥)=0
b) 20

¢) G(x*)<b

d)  M{b-G(x¥)=0.

——
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5. La demostracién de este teorema no es dificil, ya que basta replantearlo
en términos de funciones céncavas y de funciones convexas.

Sean: F(x)=hyf(x)] ¥ G(x)=hy[g(x)]. donde h; y hy son funciones
estrictamente crecientes, f es céncava y g es convexa.

Asi, el problema del teorema es

max hl[f (x)]
s.a hyfg(x)]<b
y su solucién es la misma que la del problema
max f(x)
s.a g(x)<c,
donde ¢ = h;'() y para el cual consideramos su funcién lagrangiana
2xu) = F(2)+ (e ()

Segin el Teorema 3.31 y 2.2 de Observaciones 3.32, x* es solucién de este
problema si y sélo si existe u* R tal que

a) v f(z"u)=0
b) u*20
o gx)<c
d  pc-g(=")=0
Ahora, aplicando la regla de la cadena y denotando
n=Ff(="), n=g(<)
a=hi(r)>0, p=hy(r)>0, x*:“T”*

es fécil probar la equivalencia de (a), (b), (¢) y (d) con (a'), (b"), (¢') y (d"),
respectivamente.

6. Es evidente que toda funcién céncava (convexa) es también indi-
rectamente céncava (convexa), pues basta con tomar la funcién identidad
(de R en R) como la funcién estrictamente creciente, en la definicién de
funcién indirectamente céncava (convexa).
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7. Toda funcién indirectamente céncava es cuasicéncava.

En efecto: sea F una funcién indirectamente céncava, tal que F=hof,
siendo A estrictamente creciente y f céncava. Si x,yeDomF y
z=vyx+(1-v)y, con y €[0,1], debemos demostrar que

F(z)2 min{F(x),F(y)}.
Esto resulta como consecuencia inmediata de

f(2) 2 min{f(x),f(y)}

pues, por la monotonia de A:

h(f(z)) > h(min{f(x),f(y)})
F(2) > min{A(£(x)). h((»))}
=min{F(x),F(y)}.

Segtin esta observacién, la extension hecha al Teorema de Lagrange para
funciones indirectamente céncavas, es menos general que una extension,
que pudiera hacerse a funciones cuasicéncavas; sin embargo, en economia
es frecuente que las funciones cuasicéncavas que se consideran en las
aplicaciones sean también indirectamente céncavas y diferenciables. Esto
da mayor importancia al Teorema 3.31 Ext., ya que su aplicacién es
totalmente similar a la descrita en el punto 3 de Observaciones 3.32.

Ejercicios 3.44
Resolver graficamente
max f(x;,%,)

s.a
2

x; + xg <25
donde:

a) f(xvxz) =% %9

b) f(xl,xg) = min{xl,%}, xq,%9 20
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2. La funcién de utilidad de un consumidor es
u(x,,x,)=8x, +15x,,
los precios unitarios de los bienes son p, =6 y p, = 10 respectivamente y
su ingreso es 60. Aplicando el teorema de Lagrange, resolver:
a) Determinar las cantidades de los bienes, que maximizan la utilidad.
b) Determinar la utilidad marginal del ingreso.

¢) Estimar en qué porcentaje se incrementari la utilidad si el ingreso se
incrementa en un 5%.

d) Obtener las funciones de demanda marshallianas en los casos posibles
y explicar en qué casos no existen.
3. Un consumidor tiene la funcién de utilidad
1 1

u(xl,xz) = —x— —x—,
1 2

su ingreso es I y los precios unitarios de los bienes son p, y p,.

Aplicando el Teorema de Lagrange, resolver:
a) Determinar las funciones de demanda marshallianas.
b) Determinar la funcién de utilidad indirecta v.

¢) Demostrar que la funcién v obtenida en (b) es estrictamente creciente
segun la variable ingreso.

d) Obtener la funcién gasto como inversa de la funcién de utilidad indi-
recta (dado un nivel de utilidad u, asociar el monto minimo de ingreso
necesario para obtener tal utilidad u, a los precios dados).

e) Verificar que la funcién obtenida en (d) es la misma que se obtiene re-
solviendo

e(p,u)=min p x, + p,x,
s.a’
u(x,y)zu

f) Determinar las funciones de demanda hicksianas.
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3.6 OPTIMIZACION CON RESTRICCIONES DADAS
POR VARIAS DESIGUALDADES

Existen problemas muy sencillos en teoria econémica, cuya solucién ma-
temdtica es sorprendente, por no coincidir con lo que se espera, en base a la
intuicién o el sentido comin en economia. Veamos los siguientes ejemplos:

Problema 1. Determinar la canasta éptima de un consumidor cuya fun-
cién de utilidad es u(x;,x,)==x,x, +9x; y cuyo ingreso es 20, si los precios
unitarios de los bienes 1y 2 son p, =1y p, = 4 respectivamente.

Solucién: Si el problema lo planteamos como
max (x,x, +9x,)

s.a (3.6.1)
x; +4x, <20 ,

podemos aplicar el Teorema 3.31
Ext., pues escribiendo

2
u(iy,25) = (2 (2, +9)"[ . ve-
mos que u es indirectamehte
céncava (f(xy,x,)= xilz(x2 + 9)]'/2

es céncava por ser traslacién de

la fancién céncava

fx),%,) =x{°%") y la funcién

g(xy,x,)=x,+4x, es indirec-
tamente convexa (por ser con-
vexa). Asi, obtenemos x; =28,
x; =-2, X*=7. Evidentemente
esta es la solucién matemadtica

del problema (3.6.1), pero no es
la solucién del problema del consumidor, pues no tiene sentido que su

canasta 6ptima sea x" =(28,~2)". ;La matemdtica estd fallando? jClaro que
no! Lo que ocurre es que el problema (3.6.1) no es el problema del

consumidor. Ciertamente, faltan hacer explicitas las restricciones de la
innegatividad de las variables. Asi, el problema del consumidor es:

Figura 3.25

' También se obtiene esta solucién si el problema se plantea con una restriccién de igualdad.
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max (xlxz + 9x1) (3.6.2)
s.a:
X, +4x,£20
x,20
x,20

y podemos advertir fdcilmente que
el vector (28,-2) no es solucién de

este problema. En la Figura 3.25 se
ilustra el problema (3.6.1) y su 21
solucién; y en la Figura 3.26 se
ilustra el problema (3.6.2), mos-
trando algunas curvas de indife-
rencia, que ya nos hace intuir que
el punto (20,0) es la solucién.

Problema 2. Una muebleria pro-
duce sillas y mesas. Los reque-
rimientos de horas de mano de obra
para la produccién de cada silla y
de cada mesa son de 2 y 3 res-
pectivamente. La firma dispone sélo
de 30 horas de mano de obra y el beneficio por cada mesa producida es de 2.5
veces el beneficio por cada silla. ;Cudntas sillas y cudntas mesas le conviene
producir?

-101

Figura 3.26

Solucidn: Si el problema lo planteamos como

max (s +2.5m)

s.a (3.6.3)
25+3m <30

podemos aplicar el Teorema 3.31 pues las funciones son lineales y cumplen
las condiciones de concavidad y convexidad del teorema. (La funcién objetivo
puede ser cualquier multiplo positivo de la escogida y seguird cumpliendo lo
indicado en el problema acerca de los beneficios).

Como L(s,m,A) = s+25m+A(30-2s-3m),
tenemos L,=1-2A
y L, =25-3\.
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Al seguir el procedimiento usual de igualar a cero estas derivadas parcia-
. . . * *
les, nos encontramos con la inconsistencia de dos valores para " ((A' =1/2 y

A" =5/6?). Es claro que ante esto, concluimos que el problemé. no tiene solu-

¢ién; pero aclaremos, el problema (3.6.3) no tiene solucién. Sin embargo
el problema de la muebleria si tiene solucién; y es que el problema de
1a muebleria es
max (s +2.5m) (3.6.4)
s.a:
2s+3m <30
s>0
m=0

y otra vez la representacién
grédfica de ambos problemas nos
ilustra la situacién. En la Figura
3.27 vemos claramente que el
problema (3.6.3) no tiene solucién
(en este caso es determinante que
el conjunto factible sea no
acotado), y observando la Figura
3.28 podemos intuir que el punto
(0,10) es la solucién del problema

(3.6.4).

/‘Vf =(125)

Figura 3.27

§Como convencernos de que la solucién que se deduce o
se intuye por el andlisis grdfico es realmente la solu-
cién optima?

Ciertamente, apoyarnos sola-
mente en la representacién grafi-
ca seria muy limitante, tanto por
las dificultades que pueden pre-
sentarse con funciones mds com-
plicadas, como por la impo-
sibilidad de graficar al tener mds
de 3 variables. Necesitamos un
teorema que nos permita tener
condiciones necesarias y/o sufi-

cientes para que un vector de R” Figura 3.28

10 15
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sea solucién de un problema de optimizacién con varias restricciones dadas
por desigualdades.

Teorema 3.45 Sea el problema

max f(x)
s.a: (3.6.5)
gi(x)<b; 5 j=L..,m

donde
i) fylas g; (j=12,...,m) son funciones reales, diferen-

ciables, definidas en un subconjunto abierto de R". f es
indirectamente céncava y las g; indirectamente conve-

Xas.

Los b; (j=12,...,m) son nimeros reales, dados.

ii) Existe por lo menos un vector ¥ de R" tal que g;(x)<b;
Vi=L12,...,m.

Sea también la funcién lagrangiana, real, de n+ m va-
riables reales, definida por

L) =)+ 2, (b 8,2)- (366)

Para que un vector x* sea solucién del problema, es
necesario y suficiente que exista un vector

= (N0 0,)
tal que:
a) vV, L(x',l') =0

b 220, j=12,..,m
o g;(=")sd;, j=12...,m

d (b -g,(«"))=0, j=12...m
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Observaciones 3.46
1. Considerando la funcién g =(g,,£;,.--.8,.) ¥ €l vector b=(b,,b,,...,b,,)

podemos escribir el problema, la funcién lagrangiana y las condiciones (b)
— (d) en términos vectoriales:

max f(x)
s.a: (3.6.5)
g(x)<b
L(x,)) = f(x)+A.(b-g(x)) (3.6.6)
by: A'20
o: g=*)<b

d): A,'.(b - g(x*)) =0

2. El nimero de restricciones (m) puede ser mayor, menor o igual que el
nuimero de variables (n).

3. La interpretacién de los multiplicadores de Lagrange l’; es la misma que

en el caso de una sola restriccién: cada 7\.";- es el precio sombra de la j-

ésima restriccion o el “médximo monto” que se pagaria por una relajacién
marginal de la j-ésima restriccién.

4. Los problemas con restricciones de innegatividad de sus variables son
casos particulares de (3.6.5), pues, por ejemplo el problema del
consumidor (Problema 1) planteado en (3.6.2) es equivalente a

max (x,x, +9x,) (3.6.2)
s.a: »
X, +4x, <20
Asi
gl(acl,.1c2)=x1 +4x, ; b, =20
gz(xl,x2)=-x1 50=0
gs(xl,x2)=—x2 303 =0

5. La demostracién del teorema es haciendo las adecuaciones corres-
pondientes a la del Teorema 3.31 y luego la extensién a las funciones
indirectamente céncavas (convexas), como en el Teorema 3.31 Ext. Al
usarlo en la solucién de problemas, también se debe tener en cuenta lo
establecido en el punto 8 de Observaciones 3.32, para el Teorema 3.31.
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Aplicaciones 3.47
1. Resolvamos el Problema 1 (del consumidor).
Planteado como en (3.6.2)', su correspondiente funcién lagrangiana es
L(xy,%9,A ,Ag,h3) = 2,25 + 9%, + 4, (20— x, - 4x,) + Ayx; + Ay,

Analicemos si el punto (20,0), intuido observando la Figura 3.26, es
solucién del problema.

Ahora:

X

L, =x,—4)A,+A3=0  (por(a))

L ‘ =%, +9-A; +1, =0 (por(a)

Xy
1,(20-x,-4x,)=0 (por (d))
Ay, =0 (por (d))
Agzy=0 (por (@)

Entonces, como x; =20> 0, es claro que A, =0 y reemplazando este valor
yx3=0en L, =0, obtenemos

0+9-1,+0=0;
es decir,
A, =9.
Reemplazando x, =20 y A, =9 en L, =0, tenemos
20-36+A3=0;
es decir
ka =16 -

Vemos, entonces, que se cumplen todas las condiciones dadas en (a) — (d)
¥y en consecuencia

x;=20, x3=0, =9, 25,=0, 23;=16.
Notar que aunque la canasta 6ptima es x* = (20,0), en ella se tiene que
5_"(x*)
o Y
Oxy
1

9
pues o %y +9, L x, y evidentemente —=#—.
ox, ox, 20 4
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2. Resoclvamos el Problema 2 (del productor).
Planteemos (3.6.4) en la forma de (3.6.5):

max (s +2.5m)
s.a:
25 +3m <30
-s<0
-m<0
Su lagrangiana es

L(s,m,hy,Ag,Ag) = s+25m+1,(30-25-3m)+ry8+A;m

Analicemos si el punto (0,10) intuido al observar la Figura 3.28, es
solucién del problema.

Ahora:
L,=1-2A;+1,=0
L,=25-3A,+A3=0
A,(30-2s-3m)=0
Ays=0
Agm=0

Entonces, como m = 10> 0, es claro que A5 =0 y reemplazando este valor
en L, =0, obtenemos

5
Ay=—.
6
Reemplazando este valor en L, =0, tenemos
A =2.
3

Podemos verificar que se cumplen todas las condiciones dadas en (a) — (d)
y en consecuencia ‘
5 2

* * * * *
§=0,m=10, X,=—, Ay=—, Ay;=0.
155 2Ty s
Invitamos al lector —a manera de ejercicio— a analizar si el punto (15,0)

es solucién. Encontrard que no se cumple alguna de las condiciones
establecidas en (a) - (d) y en consecuencia (15,0) no puede ser solucién.

Como las condiciones de innegatividad son muy frecuentes en los proble-
mas' de optimizacién en economia, resulta cémodo y itil conocer y emplear
las condiciones de Kuhn-Tucker.
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Teorema 3.48 (Las condiciones de Kuhn-Tucker)
Sea el problema
max f(x)
s.a:
gj(x)sbj i J=L12,....m 3.6.7)
x;20 ; i=12,....m
donde f y las g; (j=12,...,m) cumplen (i) y (ii) del
Teorema 3.45.
Sea también la funcién lagrangiana, definida en (3.6.6),
L(x,)) = f(x)+ ij (bj -gj(x)).
j=1
Para que un vector x* sea solucién del problema es
necesario y suficiente que exista un vector
X = (K050, )

tal que

i) v, L(x"X)=0

i) 2.V, L(x‘,)f) =0

i) x*20

iv) 8; (x")sbj s J=12,....m

v (b -gj(x‘))=o ; j=12,...m

vi) 25205 j=12,.,m.

Observaciones 3.49

1. Luego de haber analizado y aplicado el Teorema 3.45, es natural com-
prender este teorema. Sus “novedades” estdn en (i), (ii) y (iii), que son
f4ciles de obtener:

— (iii) es evidente, pues la solucién debe estar en el conjunto factible
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— (1) y (ii) son consecuencia de (a) y (d) del Teorema 3.45, al considerar,
como lo hicimos en las aplicaciones,

L(x,\,p) = x)+Zk (b -g,(x ) Zpkxk
Asi, por (a), para todo i = 1,2,..

) - Lis ) f ag,( Neul =0 (368

i i j=1

y como i} 20 (por (b)), tenemos

3 . 4
Ef_(x*)_g;%(x*) <o.

i

El primer miembro de esta desigualdad es precisamente gxé—(x*,k*) y ya
tenemos (i). l
Por otra parte, segiin (d), al considerar las restricciones de innegatividad
(con b, =0y g,(x)=x,), tenemos p’;(-—x’;)=0 para todo k=12,...,n; 0
sea '

xp(-r3)=0, Vk=12,..n. (3.6.9)

Como segtin (3.6.8) -p: = gaf—-(x*,x*), en verdad (3.6.9) es (ii).

) , )

2. Las condiciones (i) — (vi) son conocidas como las condiciones de Kuhn-
Tucker. Empleando notacién vectorial tenemos = la funcién
g=28(81,82:-,8n) ¥ €l vector b="b(by,b,,...,b, ). Asi las condiciones de
Kuhn-Tucker suelen presentarse como:

KT1: v L{z*")s0 KT4: V,L(z")")z0
KT2: x*.V L{x*,1*)=0 KT5: 3".V,L(z"x")=0
KT3: x*20 KTé: x'z20

(Es claro que KT4 es —L( )>0 Vj=12,...,m;o0seab; -gj(x*)zo
6%1
vji=12,...,m, que es equivalente a (iv)).
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3. KT2 y KT5 son conocidas como condiciones de holgura complementarias.
Teniendo en cuenta KT'1 y KT3, por KT2 concluimos:

(x )— %, (x )<0 entonces x; = 0; (3.6.10)
m
y si x'; >0, entonces 2-f--(;\: ) ZA‘ 6gl ( )= (3.6.11)
&i Jj=1 l
Anslogamente, teniendo en cuenta KT'4 y KT8, por KT5 concluimos:
Sib; - gj(x*) >0, entonces X'j =0; (3.6.12)
y si k"} >0, entonces b; —gj(x') =0. (3.6.13)

Es iitil notar que segiin (3.6.12)
si en el 6ptimo x* la j-ésima
restriccién es estricta, entonces
el correspondiente multiplica-
dor de Lagrange A'j es nulo.

(Ver ilustracién gréfica en la
Figura 3.29). Esto es coherente
con el andlisis de sensibilidad,
pues en tal caso una variacién
pequefia de b, mantendria a

&,(x)=b,

g/(x)=b,

&(x")<b, = 13, =0

x* como 6ptimo y en conse-
cuencia el valor 6ptimo de la
funcién objetivo no se altera

(es %(x*)= A% =0).

J

Figura 3.29

Por otra parte, (3.6.13) nos dice que si el j-ésimo multiplicador de

Lagrange es positivo, entonces el éptimo x* estd en la frontera de la
region factible, satisfaciendo como igualdad la j-ésima restriccién.

4. Partiendo de (3.6.8) obtenemos una interpretacién geométrica:
Las n igualdades

T (er)- 305 e}t =22
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podemos resumirlas vectorialmente

vf(x")= i’:} vg (%) + Zn:ul(—ek) (3.6.14)
j=1

k=1
donde e, es el k-ésimo vector basico usual de R".

Si llamamos h,(x)=-x, a la funcién restricitva correspondiente a x, >0
(0 sea —x,<0), es claro que Vh,(x)=Vh, (x*) =-e, y asi podemos

interpretar geométricamente (3.6.14):

En el éptimo x*, el vector gradiente de la funcién obje-
tivo es combinacion lineal innegativa de los vectores de

. ) *
las funciones restrictivas, evaluados en x .

Es claro que si alguna restriccién se cumple en x* como desigualdad
estricta, por (3.6.9) y (3.6.12) el coeficiente del correspondiente vector
gradiente serd nulo. En particular, si la solucién es un punto interior del

ortante positivo de R”, se tendrs que Vf (x*) estd en el cono generado por
los vectores Vg, (x*) que corresponden a aquellos g; con los que

g; (x*) =b ;- (Ver ilustraciones gréficas en Figura 3.30 (a) y (b). Las curvas

G, representan curvas de nivel de las funciones objetivo).

Figura 3.30



238

5. Si se tiene un problema de minimizacién con restricciones dadas por
desigualdades, puede buscarse la solucién considerando el problema de
maximizar la opuesta de la funcién objetivo dada y adecuando las
restricciones a la forma presentada en (3.6.7); sin embargo es 1itil tener
explicitas las condiciones de Kuhn-Tucker para problemas como el
siguiente:

min y(y)
8. a
H,(y) 2 ¢ i=12,...,n (3.6.15)
y; =0 Jj=12,....m

donde v y las funciones H; (i=1,2,...,n) estdn definidas en subconjuntos

abiertos de R™, son diferenciables y se cumplen (i) y (ii) del Teorema
3.45.

En tales casos, considerando la funcién lagrangiana
() = w(y)+ D v:(c; - H(»)),
i=1

y usando la notacién vectorial correspondiente, las condiciones de Kuhn-
Tucker son

ktL V, r(y*,y‘)zo kts: Y.V, r(y*,y*)=0
kt2: y".Vyl.(y',y')=0 kt6: y*z0.
kt3: y*20

ktd: V, f_(y“‘,y‘)so

Ejemplo 3.50 Sea el problema

max (xf +2x1x2)

s.a: 2
4x? +922 <36
16x2 + 4x2 <64 -
-x;+2x, <3 o 1 . 2 3
x,20,x,20.

Figura 3.31
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La funcién objetivo es estrictamente cuasicéncava en el primer
cuadrante, como puede apreciarse al graficar sus curvas de nivel positivo
en este cuadrante (Figura 3.31). Ademds su vector gradiente,
(2x, +2x,,2x,), nos dice que se alcanzardn niveles mds altos, en el

primer cuadrante, mientras se avance hacia la derecha y hacia arriba.

Las funciones restrictivas son
convexas y la regién factible es
como se muestra en la Figura X,

8.52. 4 16x% +4x2 =64

Aunque observando las Figu-
ras 3.31 y 3.32 ya podemos 3
intuir que la solucién es el ;
punto B, usemos las con- 2
diciones de Kuhn-Tucker para
descartar al punto A como
posible solucién y para confir-
mar que B es la solucién,

-x,+2x, =3

4x’+9x; =36

hallando —adem4s— los corres- o Y 2 3 %,
pondientes valores de los mul-

tiplicadores de Lagrange. Figura 3.32

Veamos:

L(xy,%5,0q,hg,h5) = 27 +22%5 + 4, (36 - 47 — 9% ) +
+ 1y (641627 - 4x7 ) + 1A, (3+x1;2x2)
L, =2x; +2x, -8),x, ~32h,x; +4q
Lch =2x; - 18\ x, —8h,x, — 244
L, =36-4x; -9x; L, =64-16x] —4x;

L, =3+x -2x,
Segtin las condiciones de Kuhn-Tucker, se debe tener
%20, x320, X720, 5,20 y 2520;

L

%y

(«"")<0y L, («"2%)<0;

L, («%)20, L, («*0*)20 y L, («*X*)20
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Nos preguntamos ahora:

diaea (2]

Si asf fuera, al reemplazar estos valores en ij , obtenemos:
L, =0, L, ~26035>0 y L, =0

en consecuencia, por KT5 —y méds especificamente por (3.6.12) para
J =2— afirmamos que k‘z =0.

Como x: >0y x; >0, por KT2 -y més especificamente por (3.6.10) pa-
ra i=1y2-tenemos L, =0 y L, =0. Reemplazando en estas ecua-

ciones los valores de x:, x; y x‘z obtenemos el sistema de ecuaciones
1681 - 251 = 138

8641 + 5027 = 42
de donde
2} ~0265 y X =~-3.739<0

y esto ltimo no puede ser. Al llegar a esta contradiccién, concluimos
que el punto A no es solucion del problema.

)5 (sf J—]

Xy

4 2

Procediendo de manera similar a
lo hecho antes, obtenemos:

L1,=0’Lx,=°y Lx,z167>0-
23 =0

L, =0yL =0 1
6611 +24/617 = 15V6 +4/10
9/102%, + 4102} = 156

A, ~0.087, X ~0.095>0.

Figura 3.33

En consecuencia, se cumplen todas las condiciones de Kuhn-Tucker y
el punto B es la solucién tnica del problema, por las caracteristicas de
las funciones objetivo y restrictivas. (Ver Figura 3.33)
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Aplicaciones 3.51

1. En el problema del consumidor.

Ya hemos visto anteriormente este problema, pero veamoslo ahora a la
luz de las condiciones de Kuhn-Tucker.

Se trata de resolver
max u(x)
s.a:
p.x<I
x20,

donde Ia funcién de utilidad u generalmente se supone continuamente
diferenciable, con sus n derivadas parciales de primer orden positivas y
su matriz hessiana negativo definida (o, de manera mds general, u

estrictamente cuasicéncava en el ortante positivo de R"). Por ser u
continua y el conjunto factible compacto, ya sabemos que el problema
tiene solucién; y siendo la funcién restrictiva lineal y la funcién objetivo
estrictamente céncava (o estrictamente cuasicéncava), la solucién es
tnica.

Por lo visto en el Problema 1 (Figura 3.26) de esta seccién, ya podemos
afirmar que tal solucién no necesariamente es un punto de tangencia
entre el hiperplano de presupuesto y una hipersuperficie de indiferencia.

Para aplicar las condiciones de
Kuhn-Tucker, tenemos

L(x,1)=u(x)+A(I - p.x)

x =(0,x,‘,x§)

L =2 ap;i=12..n A.
0x;

Lo

x;
1
PiX+PyXy+ Pyxy =1

L =I-px.

* .
Asumamos que x es solucién

del problema y que A" es el
ntimero con el cual se-cumplen
KT1 — KT6. Lo m4s acorde con Figura 3.34
la realidad sera asumir que la

“canasta 6ptima” x* no tiene todas sus componentes positivas, pues
normalmente un consumidor, aunque agote su presupuesto, no adquiere

algo de cada uno de los n bienes presentes en el mercado; asi, x* estara
por lo menos en uno de los hiperplanos coordenados de R]. (Ver
ilustracién para n =3 en la Figura 3.34).

x4
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Si los bienes i, e i, son adquiridos por el consumidor (:::;.'l >0y x’.; >0),

entonces —por las condiciones de holgura complementaria (KT2)- LJ,:‘.I y

in, serdn nulas al evaluarlas en (x',)f); 0 sea

i(x') = k.p,.l
4
(3.6.16)
du
&—i’(x‘) = l‘p& .

Como se asumen derivadas parciales positivas y precios positivos, es
* -
claro que 1" > 0; en consecuencia

Ou [ «

= &)

—h_Th (3.6.17)
ou [

= x) p,

ax,,

y tenemos la conocida relacién entre utilidades marginales y precios de
los bienes, pero que quede claro que es vdlida para aquellos bienes
que son adquiridos por el consumidor (que tienen componente
positiva en la canasta éptima). Otra forma de enunciar lo que se observa
en (3.6.16) y (3.6.17) es que la relacién entre utilidad marginal y el precio
unitario correspondiente debe ser la misma para todos los bienes

adquiridos por el consumidor. Tal relacién es A*.

Asumiendo que por lo menos se adquiere un bien, es claro que A*>0 y
entonces, por KT5, L, es nulo en (x*,}\.*); 0 sea

I-px*=0.

Esto significa que la canasta éptima est4 en el hiperplano de pres-
upuesto, 0 —en otras palabras— que el consumidor gasta todo su ingreso.
Notar que para esta conclusién es fundamental que A*>0 y esto se
deduce de (3.6.16) y el supuesto de utilidades marginales positivas (“mds
es mejor”).

Finalmente, recordamos que A" es la utilidad marginal del dinero y que
se mide en “utilidad por unidad monetaria”.
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2. En programacién lineal

Un problema de maximizacién en programacién lineal, planteado en su
forma “standard” es

max (clx1 +CyXg +...+C %X, )

s.a:
Q1% + 819Xy +...+ 01, %, < by
Q9 1Xy + QgoXy +...+ Uy, X, < by (3.6.18)

Q1 X1 +Cpo¥g +.c+QppX, < b,

x120, x220,...,x,,20

Son dadas las constantes c;, a; y b; (i=12,....,n; j=12,..,n).

Es claro que este es un caso particular del problema (3.6.7), considerado
en el Teorema 3.48, en el cual tanto la funcién objetivo como las funciones
restrictivas son lineales, y en consecuencia céncava y convexas,
respectivamente.

Reuniendo las constantes ¢; en el vector (fila) ¢ eR", las constantes b;
en el vector (columna) b eR™, las constantes a;; en la matriz A de orden

mxn y las variables x; en el vector (columna) x €R", tenemos una
expresién resumida de (3.6.18):

maxc.x
s.a: (3.6.19)

Adoptando esta forma “standard” resumida, plantearemos ahora un
problema de minimizacién en programacién lineal. Consideramos para

ello las m variables y s reunidas en el vector (fila) y eR™; m constantes
dadas d;, en el vector (columna) d eR™; n constantes dadas A;, en el

vector (fila) A eR"; y m x n constantes dadas e;;, en la matriz E de orden

ij»
m x n. Asi, el problema de minimizacién es

min y.d (3.6.20)
s.a:
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Si dado el problema de maximizacién (3.6.19) se plantea un problema de
minimizacién como el (3.6.20), en donde d=b, E=A y h =c; es decir, se
plantea el problema

min y.b (3.6.21)
s.a.

se dice que (3.6.19) y (3.6.21) son problemas duales de programacién
lineal. Evidentemente, también dado el problema (3.6.21), es facilmente
planteable su dual (3.6.19). Notar que (3.6.19) tiene n variables
innegativas y m funciones lineales restrictivas; en cambio (3.6.21) tiene
m variables innegativas y n funciones lineales restrictivas.

Sobre programacién lineal hay mucho que estudiar y existen numerosos
libros dedicados exclusivamente a este campo. Ahora sélo queremos
enfatizar su cardcter de caso particular de los problemas de
programacién matemadtica con funciones diferenciables, siendo c¢éncava la
funcién objetivo y convexas las funciones restricitivas. Asi, son vdlidas las
diversas afirmaciones hechas en esta seccién y veremos la ventaja de
considerar las condiciones de Kuhn-Tucker (que son necesarias y
suficientes para su solucién).

La funcién lagrangiana de (3.6.19) es
L(x,\)=c.x + Mb - Ax)

y las condiciones de Kuhn-Tucker, en los vectores x*, A*, son

KT1:. c¢-)LAS=0 KT4: b-Ax20
KT2: (c-1A).x=0 KT5: A.(b-Ax)=0
KT3: x=20 KT6: A=z0.

Por otra parte, la funcién lagrangiana del correspondiente problema dual
(3.6.21) —como caso particular de (3.6.15)- es

Uy v)=yb+(c-yA)y
y las condiciones de Kuhn-Tucker, en los vectores y*, y*, son
ktl: b-Ay20 ktd: c-yA=s0
kt2:  y.(b-Ay)=0 kt5:  (c-yA).y=0
kt3:  yz0 kt6: y20
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Podemos observar que si llamamos y al vector de multiplicadores de
Lagrange de (3.6.19) y llamamos x al vector de multiplicadores de
Lagrange de (3.6.21), las correspondientes condiciones de Kuhn-Tucker
son exactamente las mismas; asi, con

A=y A a=x
tenemos que KT1 - KT3 son kt4 —kt6 y KT4 - KT6 son ktl—kt3.

Como consecuencia de gran utilidad préctica, afirmamos que, para casos
de solucién tinica,

los valores éptimos de los multiplicadores de

Lagrange de un problema de programacién li- (3.6.22)
neal son los valores dptimos de las variables de

su correspondiente problema dual.

Ademds, si x*, y* resuelven (3.6.19) y (3.6.21) respectivamente, entonces,
por las condiciones de holgura complementaria se tendra

(c—y*A).x*=0 y y*.(b—Ax*):O ;
de donde
c.x*=y*Ax*=y*0b,

lo cual nos dice que

las funciones objetivo de los problemas duales (3.6.23)
tienen los mismos valores éptimos (c. = y*.b) e

Ejemplo. Resolver el problema

min (36y, + 38y, +70y;)
s.a:

Y1 +3y, +Ty; 230
3y;+2y, +2y5 240

y120, y,20, y320
Si bien es cierto que hay algoritmos computarizados —como el algoritmo

del simplex- para resolver éste y problemas mas complicados, resolvdmoslo
ahora empleando las observaciones que acabamos de hacer.
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Ante la incomodidad de una solucién gréfica, por existir tres variables y
tener que representar en R® el conjunto factible como interseccién de se-
miespacios y los conjuntos de nivel como planos paralelos, de normal
(36,38,70), planteémos el problema dual, que serd més facil de representar

graficamente, ya que sers en el plano R?, por tener sélo dos variables.

Asi, el dual del problema propuesto es

max (30x, +40x,)
s.a:
X + 3x2 <36
3x, +2x, <38
Tx, +2x9 <70

20, x20.

Haciendo la representacién
grifica del conjunto factible y de
las rectas de nivel de la funcién
objetivo, se obtiene rdpidamente
la solucién de este problema, pues
siendo (30,40) el vector gradiente

de la funcién objetivo, su valor
6ptimo se encuentra en el vértice =
(6,10) del conjunto factible. ° 10

(Figura 3.35).

Figura 3.35

Es claro que la solucién se en-
cuentra sélo en un vértice, pues el
vector gradiente de la funcién objetivo no es paralelo a ninguno de los vecto-
res gradientes de las funciones restrictivas y en consecuencia la recta de ni-
vel mas alto no coincidird con ninguna de las rectas de la frontera del
conjunto factible.

Teniendo en cuenta (3.6.22), para resolver el problema dado, basta ahora
determinar los multiplicadores de Lagrange de su dual. Esto es sencillo apli-
cando las condiciones de Kuhn-Tucker en la solucién x* =(6,10).

Como

L(xl,xz,kl,k2,k3) = 30x; +40xy + A, (36— x; —3x,) +
+A9(38-3x; - 2x5) + A3 (70— Tx; — 2x,),
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tenemos:
Lxl=30—l1—37\,2—7l3 Lxl=36—x1"'3x2

Lx2 =40—3A.1—2)»2 _2)\«3 le =38—3x1"2x2
L, =70-Tx; —2x, .

Procediendo como en el Ejemplo 3.50, obtenemos:

L, (6,10)=8>0 = 5 =0.
x1=6>0 y 3=10>0 > L, =L, =0.

Xy
Y en consecuencia
M= 8 y X5 = 30 .
7 7
Ya tenemos entonces la solucién del problema dado:
« 60 ., 50
y1=','7_ > y2=—7'a ¥3=0

y el valor 6ptimo de la funcién objetivo es

36x-(';7—0+38><§2+70x0 = 580 .
7

Notar que —coherente con (3.6.23)— este valor 6ptimo es el mismo que el
de la funcién objetivo del dual:

30x6+40x 10 = 580 .

Tenemos, adem4s, los indicadores de sensibilidad del problema plantea-
do, pues éstos son sus multiplicadores de Lagrange, que son los valores 6p-
timos de su dual; es decir

y?:x’{:G , y;=x;=10

y segin estos valores, por ejemplo el incremento en una unidad de la
constante de la primera restriccién (cambiar 30 por 31), significaria para el
valor éptimo de la funcién objetivo un incremento en 6 unidades (cambiar de
580 a 586). Esto podria verificarlo el lector mediante cdlculo directo. La
coincidencia de la aproximacién con el cambio total se debe a la linealidad de
las funciones. Sin embargo no debe olvidarse que los cambios deben ser
“pequerios”. En estos casos, tener en cuenta que no sean tales que —por
ejemplo— supriman o afiadan vértices a la regién factible. Notar en este caso



248

particular que “pequeiias” variaciones de las constantes de restriccién en el
problema dado, modifican “ligeramente” la pendiente de las rectas de nivel
del problema dual, manteniendo como 6ptimo el punto (6,10); sin embargo

una variacién muy dréstica (digamos, cambiar 30 por 12), haria cambiar el
punto 6ptimo y en consecuencia ya no seria vilida una aproximacién
mediante los multiplicadores de Lagrange.

Concluiremos las aplicaciones de las condiciones de Kuhn-Tuchker en la
programacién lineal, haciendo una interpretaciéon econémica del pro-
blema dual de un problema de maximizacién.

El problema (3.6.19)
max c.x
s.a:
Axsb
x20

podemos entenderlo como un problema de maximizar los beneficios brutos
de una empresa, con la siguiente informacién:

— la empresa puede producir n bienes
— la empresa disponde de m recursos
— x; representa la cantidad que produce del bien i.

~ ¢; representa el beneficio bruto unitario —en unidades monetarias— del
bien i.

— b, representa la cantidad disponible del recurso ;.

— a,, representa la cantidad que se requiere del recurso k para producir
una unidad del bien ¢ (k=12,....m; ¢=12,...,n).

Asi:  cx representa el beneficio bruto total y estd expresado en
unidades monetarias.

n
Zah %, representa la cantidad total empleada del recurso k&, al
r=1
producir x, unidades de cada uno de los n bienes.

Ahora bien, ya sabemos que el problema dual es

min y.b
s.a:
yAzc
yz0.
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Para su interpretacién, mantenemos la informacién que hemos explicita-
do para ¢;, b; y a,,. El primer punto a esclarecer es el significado de y;. Re-

cordemos que estas variables duales son los multiplicadores de Lagrange del
problema de maximizacién y como tales, expresan un precio sombra de las
restricciones [tasa de cambio entre unidades de la funcién objetivo
(monetarias) y unidades de la j-ésima restriccién (cantidad del recurso j)1'.
En consecuencia

~ y; representa una valoracién de cada unidad del recurso j (unidades

monetarias por unidad del recurso j). Ciertamente no es el precio de
mercado.

Notar que asi tiene sentido la suma en la funcién lagrangiana.

— y.b representa el valor total asignado a los recursos disponibles.

— ¥, a,, representa el valor —segun los precios sombra— de la cantidad que
se requiere del recurso k para producir una unidad del bien ¢ .

m
- Z Y. @,, representa el valor total de las cantidades de recursos para
k=1
producir una unidad del bien ¢ ; o, el coste de oportunidad de producir
una unidad del bien ¢ .

m
- Z Y3 @, 2 ¢, nos dice que el coste de oportunidad de producir una uni-
k=1

dad del bien ¢ debe ser considerado por lo menos igual al del beneficio
bruto unitario de tal bien.

Por las condiciones de holgura complementaria vemos entonces que si es-
te coste de oportunidad es estrictamente mayor que el beneficio bruto uni-
tario del bien ¢, el multiplicador de Lagrange correspondiente serd cero; es

decir xf, lo cual significa que en tal caso no se producir4 el bien ¢ . Por otra

parte, si realmente se produce un bien A (x’,': >0), tenemos que el h-ésimo

multiplicador de Lagrange del problema dual es diferente de cero y en con-
secuencia la h-ésima restriccién correspondiente debe cumplirse como igual-
dad; asi el coste de oportunidad de producir una unidad del bien A, debe ser
igual al beneficio bruto ¢, .

T Revisar la Observacién 3.35.
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También las condiciones de holgura complementaria nos permiten afir-
mar que si en la solucién 6ptima del problema de produccién no se emplea
totalmente el recurso &, el precio sombra correspondiente serd nulo (si la k-
ésima restriccién se cumple estrictamente, entonces el correspondiente
multiplicador de Lagrange es nulo).

Asi, una interpretacién del problema dual del problema de maximizacién,
es determinar el valor minimo que se debe asignar a los recursos disponi-
bles, sabiendo que éstos pueden ser transformados en productos que daran
determinados beneficios brutos. La igualdad de los valores éptimos de las
funciones objetivo nos dice que el beneficio bruto total de la produccién
coincide con la valoracién total de los recursos.

Como es natural, también puede hacerse una interpretacién econémica
del problema de minimizacién en programacién lineal y una correspondiente
interpretacién econémica de su dual. En este propésito suele considerarse el
conocido problema de la dieta. El lector queda invitado a hacer la interpre-
tacién o a estudiarla en la bibliografia correspondiente.

Ejercicios 3.52

1. Sean u(xl,xz) =x, x,, la funcién de utilidad de un consumidor, p =(1,10)

el vector precio unitario correspondiente e I=20, el ingreso del
consumidor. Plantear y resolver el problema del consumidor. ;Cu4dl es la
solucién si el consumo del bien 1 no supera el valor de 8? ;En cudnto se
incrementa la utilidad si el ingreso se incrementa en dos unidades?

2. Tlustrar graficamente los siguientes problemas:

a) max f(x;,x,) b) max (2x, +x,)
8.a s.a
xf+x2——4SO xf+x2$5
x, +x2-4<0 xp —xy 2-1
x,20, x,20 2,20, x,20
siendof(x,,x,) = min{%,%}

3. Dados los pardmetros a, B, v, se plantea el problema

2
max ax; +px;x,
s.a
2 2
x; +yx, <1
' x,20
x,20
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a) Resolver geométricamente el problema, en el caso a =0,f=y=1.

b) Hallar las condiciones de Kuhn-Tucker(caso general)
¢) Analizar la existencia de soluciones.

4. Una empresa produce dos tipos de articulos, A y B, en cantidades x e y
respectivamente. Cada unidad tipo A se vende al precio de 250 unidades
monetarias y cada unidad del tipo B al precio de 100 unidades
monetarias. Si la funcién de costo de produccién estd dada por

C(x,y) = 10xy+20x2 +7, hallar los valores de x e y para los cuales la

utilidad de la empresa sea la méxima, sabiendo que la funcién de utilidad
estd sujeta a las restricciones x>0, y >0, 2x+ y<5.

5. Considerar una funcién de produccién F = F(L), de corto plazo, creciente

a tasa constante y el problema de una empresa, con tal tecnologia, de
optimizar su beneficio al vender cierta cantidad (v) del bien que se
produce, a un precio unitario (p) exégeno, y teniendo que pagar un salario
(w) exégeno también, por cada unidad de trabajo (L). Tener en cuenta,
ademads de la restriccién usual neocldsica, las restricciones cuantitativas
de la oferta laboral, limitada por L, y de demanda, limitada por ¥ .

a) Plantear formalmente el problema de la empresa.

b) Mostrar cémo cambia el conjunto de oportunidad considerando las
posibles relaciones entre la demanda mdxima y y la produccién de
pleno empleo. '

6. Aplicando el teorema 3.45, resolver:

max 3x+9y
s.a
x+2y<16
x>0
y20

Obtener los tres multiplicadores de Lagrange e ilustrar graficamente su '
interpretacién.

7. Resolver:
2
s.a
X, +%x, <5
2x, +4x,<16
2x, +x5 <8
x,20, x, >0

Obtener los correspondientes multiplicadores de Lagrange e ilustrar
graficamente su interpretacién.
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8. Dado el problema

2 2
max x; +4x,
s.a

2, .2
x12+x2 <2
-x; +x,50
x,20, 2,20

a) Plantear todas las condiciones de Kuhn-Tucker

b) Graficar el conjunto de oportunidades y examinar los puntos (0,0),
(0, 1), (1, 1) .

¢) ;Alguno de los puntos examinados en (b) es solucién del problema?

9. Analizar los problemas siguientes:

a) max 4x, +3x,
s. a

(x,-3)(x,-3)=3

b) max 4x;+3x, +2x,
8. a
—(x; - 8)x, —3)x3-3)<3
x,20, x>0, x320

10. Dado el problema

max x, +2.5x,
con
X, +%x, <5
2x, +4x, <16
2x,+x,<8
x, <0
x,20
a) Resolver grdficamente y verificar que la solucién del problema cum-
ple todas las condiciones de Kuhn-Tucker. ;Cudles son los multipli-
cadores de Lagrange?
b) Si ponemos b=(5,17,9) en lugar de b=(5,16,8), como figura en el

problema dado, jcudl es entonces el valor de la funcién objetivo en el
punto solucién?. Dar la respuesta sin resolver el problema de pro-
gramacién lineal correspondiente.

c) ¢Cual es la solucién del dual del problema planteado?



Programacién Matema4tica 253

11. Emplear las condiciones de Kuhn-Tucker para resolver:

min (5y, + 16y, +8y;)
s. a
Y1+2y,+2y321
Y1 +4y, +y3225
¥120,y,20,y320

12. Dado el problema

max ::cfac2
s a
(x1,%5) €A,

donde A es el conjunto factible del problema dual del planteado en el
ejercicio anterior, estimar en cudnto se modifica el valor éptimo de la
funcién objetivo si la restriccion de menor pendiente cambia su
constante incrementdndola en 0.7 unidades.

13. Una empresa dispone de los siguientes procesos de produccién

f(K,L)= min{g—,%} y g(K,L)= min{—g,i'-}

a) Emplear programacién lineal para determinar el mayor nivel de
produccién alcanzable, en los siguientes casos:

i) K=32, L=40 ii) K =50, L =20 iii) K =18, L =60

b) Determinar cudnto mds se produciria si se incrementa L en una uni-
dad, en los casos (i), (i1), (iii).

¢) Hacer el andlisis general de sensibilidad empleando el problema
dual de un planteamiento general de (a)

d) Verificar los resultados de (c) analizando directamente en la funcién
de produccién que expresa el mayor nivel de produccién alcanzable,
admitiendo el uso combinado de los procesos 'y g.

14. Una firma produce los bienes A y B, con las siguientes funciones de
produccién:

Q= min{2QB,L}
Q =min{3Q,,2L}



254

15.

16.

La dotacién de trabajo es L =250, y los precios unitarios de los bienes A
y B son respectivamente 3 y 4.

Plantear y resolver el problema de programacién lineal que maximiza
las ventas de la firma (suponer que la firma vende toda su produccién).

Una firma puede producir ciertos bienes, 1,2,3 y 4 con funciones de
produccién

Ql = min{f_’_z_qz’ll_}

2 3 2
arnfic ]
Q- {21(’2@2 L}

3 9 4
SNLE A

5 3 8

el bien 2 no es comparable ni vendible en el mercado, pero es insumo
para la produccién de los otros.

La dotacién inicial de insumos es K = 1000, L = 2000, y 800 del bien 2;

1a planificacién global exige un remanente de 350 unidades del bien 2 al
finalizar el periodo de produccién.

Las utilidades unitarias de los bienes 1,3,4 son respectivamente, 10, 12
y 20.

Plantear y resolver el prbblema de programacién lineal corres-
pondiente.

Una firma produce los bienes 1 y 2, que consideramos perfectamente
divisibles, y utiliza para ello los insumos A, B, y C, que consideramos
perfectamente divisibles, segiin la tabla siguiente, que leemos asi:

i) hace falta, para la produc- Bien
cién de f:ada unidad del bien Fact. 1 2 Disp.
1, 1 unidad del factor A, 1 yy 1 1 3
unidad del factor B y 3 uni- B 1 9 14
dades del factor C, etc. c 3 9 91
ii) La columna de la derecha 3 4
indica la disponibilidad de Util. unit.

los factores; asi: la firma
dispone de 8 unidades del factor A, etc.

iii) La fila de abajo indica que la utilidad unitaria del bien 1 es 3 unida-
des monetarias, etc.
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17.

18.

19

a) Plantear y resolver el problema de programacién lineal correspon-
diente a la maximizacién de utilidades de la firma.

b) Plantear y resolver el problema dual correspondiente.

c) ;Conviene a la firma comprar una unidad adicional del factor A al
precio sombra correspondiente? ;Por qué?

Un financista tiene que invertir S/. 50,000 el pr6ximo mes y busca
definir su plan de inversiones. Tiene cuatro alternativas de inversién:
comprar bonos del estado (con una rentabilidad del 5%), depositar
dinero en el banco (con una tasa de interés del 8%), invertir en la bolsa
de valores (donde la rentabilidad esperada es del 12%), 6 comprar
délares (con una rentabilidad estimada del 10%). El inversionista no
invertird mas de s/. 25,000 entre las dos dltimas alternativas, por el alto
riesgo inherente a ellas. Existe ademds, una ley que le exige invertir no
menos del 10% de su dinero en bonos del estado.

a) Plantear el problema de programacién lineal correspondiente y su
dual. '

b) Hallar el plan de inversiones éptimo.

Una linea aérea busca determinar sus compras de combustible a tres
proveedores A, B, C. La linea aérea utiliza actualmente 'tres
aereopuertos; 1, 2 y 3; y sus necesidades de combustible son
respectivamente 600000, 500000 y 300000 galones. Los proveedores A,
B y C han indicado que pueden proporcionar 300000, 400000 y 700000
galones respectivamente. El costo de galén de combustible varia segin
el proveedor, como indica la tabla siguiente:

Aereop. 1 2 3
Proveedor

A 0.75 0.85 0.79

B 0.78 0.79 0.82

C 0.85 0.82 0.82

Plantear el problema de programacién lineal correspondiente. Plantear
también el problema dual correspondiente y dar la interpretacién
econémica.

Una firma busca planificar la produccién de los bienes 1 y 2,
perfectamente divisibles. Se requieren dos procesos, A y B, tales que el
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proceso A puede ser llevado a cabo en la médquina 1 o en la mdquina2, y
el proceso B, en la mdquina 3 o en la mdquina 4. Los costos de
produccién varian segin el bien y la mdquina a usar segin la tabla
siguiente:

Ms4dquina
Bien 1 2 3 4
1 5 5 4 5
2 5 6 8 9

Los tiempos unitarios (horas de procesamiento y otros datos est4n en la
tabla siguiente

Msdquina Cantidad
Bienes 1 2 3 4 a producir
1 0.20 0.25 0.20 0.30 P
2 0.20 0.20 0.50 0.45 q
1500 1800 1500 2000
disponible(horas-médq)

Formular el problema de programacién lineal correspondiente.

20. Sean:
L:R" - R una funcién lineal

A y B subconjuntos de R"

(i) Demostrar que si a es solucién de:

max L(x)
x
s.a xeA

y b es solucién de:

max L(x)
x
s.a xeB

entonces a + b es solucién de:
max L(x)
F
s.a xeA+B

(i) Enunciar la proposicién reciproca a la dada en (i) y analizar si es
verdadera o falsa.
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21.

22

Sean los siguientes procesos de produccién
L K
f(K,L)=min{K,—} ; g(K,L)=min{—12£,—Izi} ; g(K,L)=min{:,L}
5

para un cierto bien (perfectamente divisible, igual que sus factores de
produccién).

a) Determinar el mayor nivel de produccién alcanzable si se dispone de
9000 unidades de K, 3000 unidades de L y los tres procesos de pro-
duccién.

b) Plantear el problema de (a) como uno de optimizacién con restriccio-
nes y variables innegativas.

¢) Usar las condiciones de Kuhn-Tucker para demostrar que en la so-
lucién del problema planteado en (b), el aporte de uno de los procesos
tiene que ser nulo y determinarlo.

Un consumidor tiene la funcién de utilidad

u(x,y)=4+05Inx+05Iny
Los precios de mercado son p, =3y p, =4 y suingreso es I =240.

a) Emplear las condiciones de Kuhn-Tucker para resolver el problema
del consumidor, considerando que se ha dispuesto un racionamiento,
segin el cual no se puede consumir més de 36 unidades de cada uno
de los bienes.

b) Empleando los resultados de (a), estimar en cudnto se incrementard
el nivel de utilidad del consumidor si su ingreso se incrementa en un
4%.
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