
CAP'- 6 

APLICACIONES SEDMETRICAS 

DE LA INTEGRAL DEFIN1DA 





1. AREA DE FIGURAS EN COORDENADAS RECTANGlLARES 

1.1 Deflnlcidh El irea •• la reaiáo R del plano XY comprendida 
entre las dos curvas continuas f(x) y g(x) y las rectas ver~ 
ticales x =a y x • b, 11e define mediante 

1 A • A(R) • r~f(x) -g(xlldx 1 
g ( x) 

y 

f(x) 

En la figura, el ter:tiD&ulo aeuiric:o 'tiene altura h• lf(x) -g(x)l; 
base dx y área dA.;, ¡r(x)-g(x) 1 tix. El límite de las sumas 

de tales áreas es igual a ra lf (x)- g (x) ldx según la definición 
de integral definida. J .. 
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APLICACIONES GEOMETRIOS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

1.2 Ca.a Particular 
entonces 

Si f(x} >O en el intervalo cerrado [a,b~, 

l b 
A • f (x) dx , 

es el área bajo la curva f(x), el eje X y las rectas verticalP.s 
X"'a y x•b. 

1.3 Definición · El área ele la naiáa S del plano XY comprendida 
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.entre las dos curvas continuas f (y) y g (y} y las rectas hori 
zontales y • e e y • d, se define mediante 

En la figura, 

A • A(S) · • red Jc. 1 f (y) - g (y) 1 dy 

y 

d 

.¡. 

dy 

T 

e 

o 

S 

h ,. 1 f (y) - g (y) 1 ' dA= h dy • 



1 • 4 PROPIEDADES DE LA FUNCION AREA 

1.4 Propiedades de la Funci6n Area 

Se cumplen las s~guientes propiedades 

(1) A(R) ;;;o O , 

(2) Si una región T se compone de dos regiones R y S, entonces 

A(T) • A(R) + A(S)- A(C) 

donde C es la región común a R y S. 

y 

o 

Hallar el área dé la región limitada por la parábola 

y • 4x - x 2 y el eje X • 
y 

SOLUCION Calculamos los límites 

de integración 4 

0 • 4x - X 2 , X = 0 , 4 

Tenemos 

A • ~4 
(4x -x~dx 

32 . -,-. 4 
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APLICACIQWFS GEOMETPICAS DB LA I!rrEGRAL DEFINI:DA 

PROBl.EM 2 Encontrar el área de la región acotada por las curvas 

f(x) • x 3 
- 6x2 + 8x y g(~) • x 2 - 4x • 

BOLUCII* 

Resolviendo la ecuación x 3 
- 6x2 + 8x • x2 - 4x 

para hallar los límites de integración, tenemos 

x 3 
- 7x 2 + 12x • O o x(x-3)(x-4) • O 

de donde x •O, 3,- 4. 

y 

Lg(x) 

Tenemos f(x) -g(x) • x 3 - 7x2 + 12x • x(x-3)(x~4) 

En O ~ x ~ 3, se tiene f(x)- g(x) ;;. O, 
y en 3 ~ x ~ 4, se tiene f(x) - g(x) ~O, luego 

( ver figura ) 

• I 3
1f(x) -g(x) ldx + .{

4
1f(x) -g(x) ldx 

. ! 3 
(f(x) -g(x))dx + ~4-(f(x)- g(x))dx 

CAP.6 

[ 

4 7 3 ]3 • +- ~+ 6x2 O [ 
x~ 7x 3 J 4 

45 7 71 - 4- 3" + 6x2 3 - -r+ rr- 6-. 

256 



1.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI1A 3 Hallar el área comprendida entre la parábola 

X "' 8 + 2y - y 2 
, el ~je Y y las rectas y - -1 e y • 3. 

SOLUCION 
y 

A ~ A(R) 
92 

= -r 

PROBLEMA 4 Hallar el área de la regi5r acotada por la curva 

y .. tan x, el eje X y la recta 
'!T 

X "'3 • 

SOLUC:ION y 

A • 
'lfb 1 tan x dx 

o 

1

% 
ln lsec xl O 

ln 2 • 



APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAF.6 

PROBLEMA ~ Hallar el área de la intersección de los círculos 

y 

SOLUCION Los puntos de intersección de los círculos se obtienen 
resolviendo la ecuación 

de donde X • 1, y = ±13 

Despejando )1, 

Luego, 
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X = para el círculo de la izquierda 

X = 4 ± 1 16 - 4y2 

2 

A = r [ 14 _ y2 _ (2 _ /4 _ y2 ) }y 
)_13 

2 r ( /47 -1)dy = 

)_13 
..L 

2 

,---;;- ] /j 
i4-y2 + 2 are ser>L-y 

2 -/3 

811 - 2/3 
~ -3-

para el círculo 
de la derecha. 

(ver figura) 



1.5 

FROBLEHA 6 

parábolas 

SOLUCION 

,. 
J 

El área buscada 

Las coordenadas 

y - 2x ccn las 

y 

PROBLEMAS RESUELTOO 

Encontrar el área de la región comprendida entre las 

2 

es A = A¡ + A2 

de los puntos p 

parábolas y • x2 

X = 
X = 

y la recta y r. 2x. 

(ver figura) 

y Q de intersección de la recta 
x2 

y =-r 
2, y 4' 
4, y 8. 

son, 

4 
"'T 

respectivamente 

I
4 2 

(2x -+)dx 

2 
x' -+ [ 8 . T 

Por lo tanto, A"' 4 . 



APLICACIONES GEOME'l'RICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROa.EM 7 Hallar el área de la region limitada por la curva 

y • y ¡la parábola 

SOLUCJDN y 

Los puntos en los cuales las dos curvas se cortan se obtienen igu~ 
lando las ordenadas x2 

Y 1 + x2 • ~ 

x~ + x2 - 2 • O 

El área buscada es 

x2 
.. -

1 ~ {f "' 1 , - 2 , 

A"' A 1 + A2 = 2A2 • 2 f\. -....;..~- ...t.)dx Jo 1 + x 2 ¿ 
(ver figura 

esto es y • ± 1 • 

2[ are tan x - ~'J: 1T 1 1T 1 
'2(4-6> • T- 3 · 

PROBLEM 8 Encontrar el área de la region acotada por la hipérbola 

y la recta x • 2a • 

BOLUCJDN Y 

y=!:!. /;C;2 
a 

a 
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1.5 PROOLEMAS RESUELTa> 

Tenemos A • área buscada = 

2 : [ T /x
2

- a
2 

- f ln f x + / lf?- - i 1[ 
a 

• 2ab [ /3 -+ ln (2 + 13 ) ] • ab [ 2 13 - ln (2 + 13 >] 

PRDBLEI1A 9 Hallar el área de las dos regiones en las cuales el 

círculo x2 + y2 = 8 es dividido por la parábola y2 • 2x . 

SDLUCIDN 

El círculo queda dividido en las regiones R y S (ver figura ) 

Vamos a calcular el área de la región S. 
las dos curvas son: 

Los punto_s de intersección de 

y 

y 

x2 + 2x "' 8, 

x· = 2, 
= y = ± 2 • 

por lo tanto, 

lz <18 -l 
2 

A(S) ,. 2 -+> dy 

2 [+ 18 -y
2 

+ 4 are sen 2 ~-· - + 1: 
A(R) Area del círculo - A(S) "' 

4 
6Tr- )· 

4 - -r+ 2Tr 
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APLICACIONES GEOMEl'RICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA 

PROBLEt1A 10 Hallar el area de la región acotada por la curva 

x 3 
- x 2 + 2xy- y2 • O y la recta X • 4. 

SOLUCION 

Sean entonces 

Despejando y de la ecuación 

y • x+.riT, 
1 

y 

El área buscada es 

A • 

PROBLEMA 11 

y • 2x - x 2 

SOLUCION 

128 s-

Hallar m de manera que la reci6n bajo la parábola 

y sobre la recta y • mx tenga un área igual a 36. 

CAP.6 

Calculamos las abscisas de los puntos 'de intersección de la parábola 

con la recta 

Luego A • 36 = 

y = 2x- x 2 
'"' mx, x(x+m-2) = O, de donde x= O, x=~-m. 

x2 x3 
(2x- x2 -mx)dx = (2-m) 2 - 3 

y 2-m .. 6, m =-4 • 



1.5 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEt1A 12 Hallar el área de la región comprendida entre las curvas 

X y = 1, y 
X a la derecha de la recta x • l. 

SOLUCION 

lim 
b+oo 

lim 
b _,. 00 

Tenemos y 

b 
+ +ln 2] 

PROBLEMA 13 Calcular el área acotada por la curva 

y el eje X. 

SOLUCION y 

A " 2 1""-.,.:b;:.__ d X a 

x 2 + 1 o 

2 lim are tan b 
b -+oo 

2 lim 
b+oo 

are tan x 

TT • 

1 y D-.,;..-
x2 + 1 
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APLICACIOOES ("'..EOMEI'RICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEJ1A 14 En<;o11trar el área de la región acotada por la curva 

SOLUCIDN Tenemos y • ± /o..:x2
)

3 
, de donde y

1 
.. /c.1-r/ , 

y2 • - / (l-x 2 Y 

Tenemos y 

(ver figura) 

f
u;~ \ 

4 (1- sen2 t) cos t dt, 

haciendo x • sent 

(1112 • -b (1 + 2 cos 2t + cos2 2t) '.it 

1

·,¡/2 

( ~ r + 2 sen 2 t + se¡~ 4 
t ) O 

PROBLEMA 1:5 Cdlcular el área de la región que limita la astroid~ 

BOLUCION Tenemos y s ±(a% - x% ) %, 

de donde Y¡ = (a% - X% rz . 
y

2 
=-(a% - x %• ~.2 

El área buscpda es 

(ver figura) 

sen2 t cos t dt, 

-a 

haciendo x • a sen 3 t, 



1. 5 

A • 

PRCmLEMAS RESUELTa> 

' 12a2 I 2 
coa'+ t sen2 t dt • 

o 

("12 
Jo sen2 2t(l+cufl 2t)dt 

~ I sen2 2t d (sen 
o 

3 • a2 
2t) --a . 

2. AREA BAJO UNA CURVA DADA EN FDRKA PAR~TRJCA 

2.1 
x(t) 

Si son las ecuaciones paramétricns 
- y(t) 

de una c.urva, entonces el área de la región acotada por esta curva, 

el eje X y las rectas verticales x • a y x • b es dada por 

A • 
rtz 

..{

1 

y(t)x'(t)dt 

donde a = x (t 
1 

) , 

y (t) ;;¡. o en 

En efecto, 

I b 
A • y(x)dx 

a 

lt2 
y(x(t)) x'(t)dt 

1 

I t2 
y(t) x'(t-)dt. 

t¡ 

( definición de área bajo la curva) 

( camh:i o de variable x • x' (t)) 
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEMA 1 HAllar el irea de la elipse, x • a cos t, y • b sen t. 

BOLUCION Por simetría se tiene 

A = área de la elipse • 4 ¡a y (x)dx 
o 

= ·4 I 0 
(b sen t)(-a sen t)dt 

11,1¿ 

f
11h 

4a2b - (l 2 )d - cos t t 
o 

1T ab. 

y 

b 

PROBLEMA 2 Encontrar el área de la región comprendida por el Etie X 

y un arco de la cicloide 

SDLUCIDN Cuando 

t = 0: X = o, y = o 
t = 211: X = 211a, y o 
I.uego 

A = 
I211a 

y (x)dx 
o 

= r11

a(l-cos t)a(l-cos t)dt 
o 

a(t - sen t) 
a(l - cos t) 

y 

211 (211 

.Jo (l- 2 cos t + cos2 t)dt • i I (3-4 cost + cos2t)dt 
2 o 

( usando 
l- cos 2t ) 

2 



2.2 

PROBLEMA 3 

cardiode 

SOLUCION 

PROBLEMAS RESUELTOS 

Hallar el área de la regi5n encerrada por la 

a(2 cos t - cos 2t) 
{

X= 

y = a(2 sen t- sen 2t). 

y 

La curva es simétrica respecto del eje X ya que 

a ( 2 cos (-t) - cos 2(-t)) a(2 cos t - cos 2t) 

a ( 2 sen (-t)- sen 2(-t)) = -a(2 sen t- sen 2t) 

Luego el área buscada es 

Tenemos 

y 

( ver figura ) 

n¡ 

Jr 
2 

a(2 sen t - sen 2t) a(-2 sen t + 2 sen 2t)dt 
n 

J
2a 

(x-a)dy 
o 

n¡ 

12 

a(2 cos t - cos 2t- l)a(2 cos t- 2 cos 2t)dt 
o 

Luego A = 6 11 a2. 
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEMA 4 Hallar el irea d~ la región bajo un arco de la curva 

x • at 
y a(l - cos t) 

y 

21ra 

SOLUCION 

A= l :lllay (211 
0 

dx = ..{¡ a(l-cos t)a dt 

3 AREA DE FIGURAS PLANAS EN COORDENADAS POLARES 

S. 1 Ceo· denadas Polares Si fijamos una semirrecta X en el plano 
que se extiende desde un punto O, entonces todo punto P del plano 
queda determinado por un par de números (r,f') como sigue: 
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r = longitud del segmento OP , 

e ángulo que forma el segmento OP con la semirrecta X, medido 
en el sent,~do antihorario a partir de X. 

La semirrecta X se llama eje polar,, el punto O se llama polo, 
r es el radio vector, y e,es el áogulo polar. 

Finalmente, los números r y e asociados a P reciben el nombre de 
coordenadas polare9 en este punto. 



3.2 CAMBIO DE COORDENADAS 

3.2 Ca.Oio d• Coord.nadas 
y 

p 

y•rsene 

Las coordenadas rectangulares o cartesianas (x,y) y las c~ordenadas 
polares (r, 9) de un punto P del plano, están relacionadas por las 
ecuaciones 

X • r cose 
U> ( ver figura 

y - r sen e 

r • / x2 + y2 

tan e .. .:¡_ 
X 

y (2) 

si x -:1:- O , 

las cuales permiten pas~r de un sistema de coordenadas a otro. 

3.3 Ar•• •n Coord•nadas Polarr.s 

Dttfinic::i6n Si una curva continua es dada en coordenadas polares 
por la ecuación p e p(9), entonces el área del sector ~O ~ 
acotado por un arco de la curva, y por los radios vectores OP1 y 
OP2 , se define igual a 

- 21 1El2 A f P <e> 1 2 
d e , 

. ~ 

donde 
mente. 

e 1 y e2 son los ángulos polares de P 1 ·y P2 respectiva-ente. 
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEUNIDA 

In~.rpre~acl6n a.a.é~rlca 

El (rea del sector circular genérico 
de ángulo central de (en radianes) y 
radio p ea dA • % ~de • El lími 
te de las sumas de tales áreas es, -
por definición, la integral definida 

o 

No~a Si la curva p • p (9) ea diferenciable, entonces para el, 
sector P10 P2 se cumple 

&=ea en coordenadas rectangulares • Ares en coordenadas polares 

Omitimos la prueba de este resultado. 

PROBLEI'IA 1 l~llar el Írea .de la región encerrada por la curva 

p • a sen 2e 

BOLUCION 

La curva ea simétrica respecto de las dos día~onales y por lo tanto 
el área buscada ea 

('2 . 2 
= 2 Jo (a ·sen 29) d9 

s·en '• e ) 
4 

-r¡ 

a2 I 2 

(1- cos 
o 

( ver figura ) 

4A) de 



3.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 2 Hallar el área de la regi5n encerrada por la leminis~ata 

p2 
- 9 cos 2e 

SOLUCION 

La curva es sim~t rica respe~to de los e .ies X e Y, y cuando e varía en 

tre o y 
rr el radio 4. vector recorre el arco de curva PQO. Luego el 

área buscada es igual a 

A 4 
lr¡2 p2 

2 dEl 18 Ih 
CO!' 2e de 9 

PROBLEMA 3 Encontrar el área de la refl,iÓn acot11da por la <'l•rva 

o = 2 - cos e . 

SOLUCION 

Puesto que 2-cos(-e) = 2-cosA 
la curva es simétrica respecto 
del eje X. Luego 

A 2 
2 

.2 dS 
2 

(..2.- 4 cos El+ 
2 

cos 2fl ) dA 
2 

( usando cos2 e = 1 +e os 28 ) 
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APLICACIQóiES GEOMETRIC.AS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PRD8LEt1A 4 Calculm: el área acotad~ por la parábcla P = 
a 

1 + C'OS e 
y las rectas e = o y 

SOLUCION Q 

-------- ... - X 
o p 

1 1;7)_ 
p2 de 

a2 fa~ d9 
Tenemos A= T T 2 

o (1 + cos 9) 

a2 ¡2~ e ( ubando cos2J..= l+cos9) 8 sec~ z-cte 2 
2 

Jfi 
2 

PROBLEMA 5 

espiral p = ee 

Probar que el área engendrada por el radio vector ~e la 

es igual a la cuarta parte del área de un cuadrado 

cuyo lado es el radio ~ector. 

SOLUCION Fijemos un ángulo polar u Luego el área engendrada por 

el radio vect<>r cuando crece desde o hasta p e u es 

A 
1 Im(l p2de 1 lu e20 de = lim +ele r T T 

~' b-+-oo 
h 

donde L = eu . 
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3. 4 PROBLEM11S RESUELTOS 

PROBLEI'IA 6 Encontrar el área de la región encerrada por la cardiode 

p- a(l+cos e). 

SOLUCION 

La curva es sím~trica respe~ 
to del eje polar X. Luego 

A = 2 (-
1
-) 
2 

2 (
11 

3 cos 2e 
= a ~ < 2 + 2 cos e + -----z- > de 

PROBLEMA 7 

p = 2a cos e 

Encontrar el área de la región acotada por la curva 

y que se encuentra fuera del círculo p = a 

SOLUCION 

~-a-t 

Las dos curvas se intersecan cuando 

R 
2<1 

X 

p ., 2a cos e = a • 
l cos e s 2 , 1l 511 e =3· -3-

Tene100s 

A1 • Area del sector 

1 
- 2 I

TTf. 
1 

(2a cos 
o 

[

Tf/3 

( 1 +cos 

OQR- Are a del s ector circular 

l'l 2 1 
e> de --2- i de 

o 

na2 
rra 

2 + /3 2 
2e)de - - 6- = 6" --¡- a 

Luego por simetría el área buscada es A ., 2A 1 • 

OQP 
(ver figura ) 
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APLl:CACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEI1A B Hallar el área de la región común a las regiones encerradas 

por las curvas p - 12 sen e, p2 - cos 2e • 

BOLUCIDN 

Las dos curvas se intersecan cuando p2 
.. ( 12 sen e )

2 
= cos 2e 

y el o 
1T 51T 

esto es, e =6·6 

ángulo polar -de 1T 

6 Q es 

Luego el área buscada es ( ver figura 

A • 2 ( Area del sector OPQ + Area del sector ORQ] 

[ ('~ 1~6 
• 2 + J~ cos 2ede + + ( 12 sen e )

2 
de ] , 

'6 o 

(cuando e varía entre 
1T 

6 y T, el radio vector de la curva p2 = cos 2e 
recorre el arco QPO) 

PROBLEMA 9 

p = a sen ne 

SDLUCIDN 

274 

A • 

Hallar el área de la región encerrada por la curva 

X 

La curva encierra 2n regiones 
( ''hojas") de igual área. Luego 
el área buscada es 



3.4 PROBLEMAS RESUELTOO 

PROBLEI'IA 10 Encontrar el área de la región rayada limitada por el 
eje polar y las dos primeras vueltas de la espira~ de Arquímide p•ae. 

X 

SOLUCION El área pedida es igual a 

A = Area de la región encerrada por la segunda vuelta 
-Area de la región encetrada por la primera vuelta 

[
'IT I2'IT 1 2 1 2 

= 2 (a e) de - 2 (ae) de 

21r (1 

PROBLEMA H Hallar el área 

de la región acotada por la 

curva 

p = e 
senz-

(Ver figura ) 

SOLUCION Se tiene 

1 
A= 4A1 • 4 (y) sen2 ..2. dA 

2 

(cuando e varJ:a entre T y '!1 el radio vector genera la región de área A1 ) 
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Al'l.ICACIOMES GJ!OMETRICAS IE LA INTEGRAL DEFINrM CAP.6 

PROBLEM 12 Hallar el área Ge la región encen:ada por la eli"Ose 

1 
p • . Í + E cos S ( E < 1 ) • 

BOLUCION Por simetría el área buscada es 

f •'•• (l +E CC'B e) 

de 

haciendo tan 4 • t , 
2dt 

de =1«· 

(1- e:) 

2 

2 

2 (1 + ~ tan2 s ) 

m3 sec 2 
s 

ds 

donde 

1T¡ ¡ ' k••' • + m' •••' • ) '' 

1- t 2 

cose=-
1 + t 2 

m2 =~ > O 
1- e: ' 

haciendo t 

cos 2s 1 ds 

m tan s, 



3.4 

PROBL.Ef'IA 13 

1 
P - 2 +cose. 

BOL.UC:Iot~ 

PROBLEMAS RESIJELTOS 

Hallar el área de cada uno de los lazos de 

Laza ftayar El área encerrada por el lazo mayor es igual al doble 

del área de la región que el radio vector barre cuando S varía desde O 
2'11" 

hasta ,.-

1 
A1 • 2(2) 

Laza Henar El área encerrada por el lazo menor es igual al doble 

del área de la región que el radio vector barre cuando 9 varía desde 

21r 
T hasta 1r. 

2(1.) [ 1 e)
2 

de A2 • ?. <T + cos 

., 
'11' 3 13 
T- 8 
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APLICACIONES GBOMETRICAS DE LA IN'l'EGRAL DEFINIDA CAP.{; 

4 LDNSITUD DE ARCO DE ~ CUWA PLANA 

4.1 1Mfinict6n Sea f(x) una función definida en el intervalo 

Si existe un número L tal que 
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cerrado [a,b]. 

L • · lim 
IM +O 

Pi • (xi , yi) son puntos de la curva y L f {x) 

donde 

••• < xn • b 

d (Pi_1 , Pi) • diaUDeia de Pi_1 a 

llxi = xi - xi-1 

1 6 1 • max t:. xi , 

P. • / (x.- x. 
1

9- + (y. -y . 
1
)2 

l. l. I.- l. l.-

entonces L se llama la J.aasitUII del an:o de la carwa y • f (x) del 

punto .A • (a, f(a)) al punto Bs (b, f(b)). 

Interpr•tación a.ométrica 

y 

o xz 

La figura muestra la gráfica de una curva y 
el intervalo cerrado [a,b). 

Xn-1 'Xn•b 

f(x) d~finida sobre 

La suma representb la longitud de la líPea po-

ligonal detecminada por los puntos 

Cuando lt~l • max t:. xi es muy pequerio, las ab~cisas xi_1 y xi se en-

cuentran muy cerca, la poligonal asocia<ia a tale3 puntos ce "ajusta" 
a la curva, y por lo tanto, intuitivamente pensamos que el límite de 
las longitudes de las poligonales así obtenidas tepresenta la longitud 
del arco de la curva. 



4.2 CAJ,CULO DE LA LONGITUD DEL AICO DE UNA CURVA P~ 

4.2.1 En Coord~~nadas RK:tangular-

TEDREI'IA 4 Sea y • y(x) una función tal que J!x. es continua en 
dx 

el intervalo cerrado [a, b) • F..ntonces la longitud del arco de la 
curva entre dos puntos con abscisas x • a y x • b, es dada por la 
fórmula 

Nota Se define la difereneial de J..oaP.bld ele arco tle la eurva 

mediante ds • /1 + ( * )2 
dx • Luego LE ib ds. 

n 

PRUEBA Consideremos la longitud L d(Pi_ 1 , Pi) de la poli­

i 2 1 

gonal determinada por los puntos Po ' ••• 'Pn ' donde 

- b Yi • y(xi) 

Sean y 

t. xi -X. - xi-1 
yi 

l. 

Yi-1 

t.yi .. yi - yi-1 

Probaremos que se cumple 

d(Pi_ 1 ,Pi) /1+(y'(~)J2 t.xi, (1) 

para algún f;i tal que xi_1 < f;i < xi 

En efecto, 

d (P i-1 ' pi) • /( xi- xi-1 )
2 

+ (yi -Y i-1 )
2 

( por definición 

279 



CAP.6 

para algGn xi-l < ~i < xi , por el teorema del valor medio para der.! 

vadas, luego 
l!yi d 
~. -Tx-< ti) (3) 

Sustituyendo (3) en {2) resulta (1). 

De (1) se sigue que la longitud de la poligonal es 

n L /1 + l·!- <ti>Jz • hi • (4) 

i•l 

y. por consiguiente. t0111ando límites cuando 1 t:.l -+O 

n 

• lim ~ ,/¡ + [.!!I.dd (~. )]2 • t:.x. 
lfli....O LJ X 1 1 

i• 1 

( definición de la integral definida. ya que i;- es continua) 

EJIIIIPlD 

Solución 

lim 
ll!l....o 

• L 

(por (4) ) 

(definición de longitud del arco) •• 

Encontrar la longitud de la circunferencia del círculo 

x2 + Y2 • a2 

Calculamos la longitud L1 del arco PQ. 

Tenemos 

• a 

na ·-r· 

y 

/ l +(h. f dx • Ja / a2 
dx 

dx a2- x2 

.,.lí~~d~x~- • a are sen 7 lao 
a2- ,¿. 

Luego. la lon(titud de la cin.unferencia es L • 4L1 • 2 na • 
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4.2 CALCULO DE LA LONGITtJO DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA 

TEOREMA 2 Sea x = x(y) una función tal que dx 
dY es continua 

en el intervalo cerrado [ c,d ]. Entonces la longitud del arco de la 

curva entre dos puntos con ordenadas y • e e y • d, es dada por la 

formula 

L ~ dy 

y 

d 

e 

o 

La prueba de este teorema es similar a la del teorema l. 

Hallar la . longitud de la parábola y = 2 ./X desde X • 0 

hasta x = l. 

Bolucidn Tenemos 
2 

x• + y cuando x • O y x • 1 se tie 

ne Y'" O e y .. 2, respectivamente. Luego 

- ff + ln(l +12). 
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4. 2. 2 Langi tuc:l del Arca cuando la CUrva - dada par Ecuaci an­
Par..,trlca• 

282 

TEDRDIA 
tricas 

Si una curva es definida mediante las ecuaciones parsmé-

[

x • x(t) 
y - y(t) 

dond~ dx .l!L dt y dt son funciones continuas en un intervalo (t 1 ,t2}, 

entonces la .longitud del arco de la curva con extr~s 

P
1 

•(x(t
1

), y(t
1
)) y P2 • (x(t2 ), y(t2 )), esdadapor 

PRlEBA Sabemos que 

( por el teorema 1), 

.& 
Puesto que .!!l. dt 

dx = dx y dx 
dx ·rr dt la diferencial de -dt 

longitud de arco es 

ds f +(~{ 
dx 

dx 

Luego 

L fx(t2) ds 

X (t 1 ) 
JQ . dx )2 + '..2l)2 d tTt ~ dt t • 

t¡ 

por la formula del cambio de variable para integrales definidas. 

Nota Se acaba de establecer que la diferencial de longitud de 

arco en función de un parámetro t es ds = /<17f + (*)2 
dt . 



4.2 CALCULO DE LA LONGITUD DEL .UCO ::lE UNA CORVA PLANA 

Solución 

Hallar la longitud de un arco completo de la cicloide 

y 
{

x • a (t - sen t) 
y • a ( 1 - coa t) 

2 . t d l
21r 

a sen2 t Sa. 

TEOREMA Si una curva es definida mediante la ecuación en coorde 

nadas polares p • p (9), donde ~ S es una función continua, e~ 

tonces la longitud del careo de la curva cuyos puntos extremos tie-

nen ángulos polares respectivamente·, es dada por 

L • 
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PRtEM La curva dada taabil&n es defintda por las ecU4ciones par~ 

.ltric:ae {x• p (e) . coa e 
y. p(e) sen e • 

de donde 
dx * -;w- • d coa e - p sen e • -fl--· it•ene + p coa e 

y ( usando aen2 e + cos2 e • 1 ) 

Luego por el teo~ema 4.2.2 

f /<*>' + ~:~ >' 
el . 

•• -['J.· · <1F •• · e¡ 
L • 

lo que establece la formula deeeada. 

Not:a Se acaba de probar que la diferencial de la longitud de arco en 
coordenadas polares es 

/ dx 2 ..!!:i...2 
da • <7> + (de J de -

EJIIIIPlD Calcular la longitud 

del arco de la espiral 

me 
p • a e 

desde el origen hasta el punto 
< p 1 , e1 > 

Balucidn 

me p • ae 

Tenemos 

~ .. a meme 
de . y 

Cuando e varía desde -®hasta e1 , el radio vector recorre el arco de 
la espiral con extremos el origen y el punto ( P¡, A 1 ) • Luego 

L • 

a ¡¡:-;;;2 
m 

l
. me 
1m e l

e¡ 

b+-co b 

P¡ • 

a .rl+;2 J~1 
eme ue 

a il+;;;z emel 
m 

(puesto que b 
lim e m =O) 

b-+-® 



4. 3 PR<I5LEMAS §:SUELTOS 

PROBI..EttA 1 

Hallar la longitud de la 

astroide (hipocicloide) • 
% + % % x y a • 

SOL.UCIDN Diferenciando la ecuación implícita respecto de x 

-1¡3 _1,3 ~ = o 
x + Y dx 

lh 
...2L- -...I.¿-

dx x 13 
luego 

dx • 
3 

• Ta • 

de donde L • 6a • 

PROBL.atA 2 Hallar la longitud del arco de la parábola semicúbica 

ay 2 • x3 desde el origen al ounto cuya abscisa es x • Sa. 

SOLUCIDN Tenemos ..!!l. .. 3XZ Luego (.E/..)2 9x (usando a-l• x') dx 28Y. dx - Ta'" 

lsa /1 r +~ 
3 335a y L dx "' ~( l+~)y2 .. 

27 4a · 27 4a 

PROBLEM 3 Encontrar la longitud del arco de la parábola y2 • 4px 
desde el vértice hasta un extremo del lado recto. 

SOL.UCIDN El lado recto es, por definición, la cuerda vertical 
de la parábola que pasa por (p,O). Luego, uno de los puntos extre 
mos del lado recto es (p,2p). 
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Tenemos 
dx v ---2. dy p 

L • /1+-:;. dy 
4p 

• ...L [ + 1 4p2+y2 2p 

1 i2p • 2P 1 4¡l- +y2 dy 

PROBLEMA 4 Calcular la longitud del arco de la curva y • In secx 

desde el origen hasta el punto · 

SOLUCION Tenemos ...2.L 
dx • tan x • T.uego 

L a dx 

ln(2+13). 

PROBLEMA S Encontrar la longitud del arco de la catenaria 

y .. 4<eXfa + e-x/a) descle (O,a) hasta (b,c). 

SOLUCION 

Luego 

Se tiene sen h 2S . 
a 

L = IÍ+sentl~ dx - cos h~dx, Lb - Iab 
0 

a a 

a sen hA r a sen h..2.. !o a / cos h2 ..!!. -
a O a a 

~ (pues e • a cos h..2..) 
a 
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PRCBLEMAS RESUELTOS 

PfHJBL~ 6 . Calcular la longitud del arco de la curva y = ex entr~ 

los puntos (O, 1) y (1,e). 

Se tiene x•lny, 

/1++2 dy 

dt 
cos 2 t sen t 

sen 2 t + cos 2 t dt 
cos2 t sen t 

dx 1 Luego Ty·y- · 
fe h+l dy 

1 y 

donde a a are tan e 

haCiendo 

[ sec t + 1n t cosec t- cot ti]; 

Pero tan a z e • 

e 

y por lo tanto, 

-.!.)- 12- ln(/2 -1) 
e 

z 1'7+1- ff + 1n <rer+i -1)( 12 + 1) 
e 

y • tan t ) 

dt . - · sen t 

PROBLEMA 7 Hallar la longitud del arco de la curva x = f- i lny 
desde y = 1 hasta y = e. 

SOLUCION 

1 .T 

Tenemos * = +-* 
1 1 1 2 1+-(y--) 4 y 

1 (y+-)dy 
y 

y por lo tanto 
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PR08LEI'IA 8 Calcular la longitud del arco de la curva y • 1n x 

desde X • /J hasta X • rs . 
BOLUCICIN Tenemos ..!!l. - J.. 

dx x • 
Luego 

LIS 
L • /1 + (.!.f 

,/3 X 
dx 

• (lB~~ dx 

J~ X 

y haciendo x • tan t (ver prolaa 6) 

• [ sec t + ln 1 cose e t - cot 

donde b ,... are tan 18 y a • are tan /3 , y por consiguiente 

.L:JIB 
1 

Entonces 

L • [ ~ + ln (_l._ - _L >l - [ 2 + ln ( _L - _!_) ] 
~ n·- . 13 n 

1 +t ]nt.. 

PRDBLEt1A 9 

Encontrar la longitud 

del lazode la curva 

SOLUCIDN 

Tenemcs ~"' dx 

( .ZJ_)2 (x-a) 
dx 4ax 

2 

(x- 3a)(x-a) 
6ay 

L .. 2 (3a ~+ (x-a)2 dx 
Jo 1 4ax 

413 a. 

Luego por simetría 



4.3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 10 Hallar la longitud del arco de la curva 

desde x = 1 hasta x = 2. 

SOLUCION 

L 

1 
2 

Tenemos ...!!l:,_ 1 ( 3 1 ) 
dx = 2 x - --r" · 

X 

dx 

1 x4 1 -<---) 2 4 2x2 

Luego 

1
21 

PROBLEMA 11 Hallar la longitud del arco de la curva 

x = a (cos t + t sen t), 

desde t =O hasta t = T. 

y = a(sent- t cos t) 

By = X~ + 2 
? 

. 33 
16• 

SOLUCION Tenemos 
dx 

-2L=a t Luego dt a t cos t y dt 
sen t. 

L = LT «~)2 
/ dt + (..!!L )2 dt lT at dt aT2 

dt -r· 

PROBLEMA 12 F.ncontrar la longitud total de la curva 

x = a(2 cos t - cos 2t) , y z a(2 sen t - sen 2t) 

SOLUCION La curva es simétrica respecto del eje X y cuando t 
varía desde t = O hasta t • n, el punto (x, y) recorre el arco 
superior de la curva. Luego 

L = 2 dt 8 
1 - cos t 

dx 
pues dt =a(-2 sen t + 2 sen 2t), ~ • a(2 cos t - 2 cos 2t) 

dt 

a 2 
[ 8 - 8 sen t sen 2t - 8 cos t cos 2t] 

a 2
( 8-8 cos(2t- t)] 8a2 

( 1 - e os t) 

Por lo tanto, rn t 
L = 8a .)¡ sen7dt t 1 no ,. - 16 a cos 2 

dt • 

16a 
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PROBLEMA 13 Calcular la longitud del arco de la curva 
desde t =O hasta t • 1Tf2 • 

SDLUCION 

Tenemos 
dx t t +e¡; dt ~ e sen coa :: 

~= t 
dt 

e cos t - et sen t 

(~i+t$i.l .. 2t 
de \dt' e , y por lo tanto 

'% 
L • l / 2e2t dt ,. 

{ 

:: z et sen t 
y • et cos t 

PROBLEMA 14 Encontrar la longitud del arco de la curva 

{

X "' t 2 + 2t + 3 
y .. t2 - 2t + 1 

SOLUCION Teru:!mos 

Luego 

dPsde t =O hasta t = 1 • 

A - 2t + 2 dt , ..2l. - 2t - 2, dt 

L= dt = dt - 2 + 12 ln(l +12) 

PRD'Gl.EI'IA 1:5 Calc.ular la longitud de la primera vuelta de la espinl 
de Arquímedes p V ae . 

SOLUCION Tenemos p • ae y Luego 

L • 1211 

/ r} + (~)2 
d6 • a 1211 

h+e2 d6 

• a [4/[;o' +'Ílnle+li+a'IJ:' 
"' a[" /1+4112 ++ln (211 + f1+4n2 )] 
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4.3 PR<BLEMAS RESUELTOO 

PROBLEI1A 16 
desde p • 1 

1 1 
Encontrar la longitud del arco d.e la curva e •2(p+ P) 
hasta p a 3. 

SOLUCIDN 

cuando p > 1, 

Despejando p tenemos p a e± 182='1 ' y por lo tanto, 

p • e+~ 

..!!e.. 1 + e 
de 1 e2 - 1 

< e + rez-:1 >2 • e2 

e2- 1 

Cuando p varía desde p = 1 hasta p = 3. el ángulo polar . e varía 

desde e= 1 hasta e =% 
Luego 

[~ i% rl 
L - /p2 + (b_)2 d!l = 1 <e + > de de /62-1 

[ e2 e2 ¡;¡--:-; 
++lnl e+~ ¡f 4 + 1n 3 

2+2 if-1 2 
1 

PROBLE11A 17 Hallar la longitud de la cardiode p • a (1 + cos e ) • 

SOLUCION 

2a 

La curva es simétrica respecto del eje X. Cuando e varía desde e • O 
hasta e • n, el radio vector recorre el arco superior de la curva. 
Puesto que 

p a(l +cose) , * • -a sen e 

y 2 + ( .!!e. )2 p de za2 (1 + cos e) 4a2 cos2~ 
2 ' 

2 In 2a e 
e r 8a. tenemos L - cos 2 de Sa seny 

0 o 
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PRO&LEI'IA 18 Calcular la lon~itud de la curva p • a sec2 1" 
desde e .. O hasta 

1T 
e ·z-· 

BOLUCION Se tiene p "' a se~ T 
dp • a sec2 ..!!.. tan JL. de 2 2 

p2 + {..!!.e.)2 
de 

• a2 seé ..i. 
2 

Luego 

''h r1T'2 
L L a sec3 ..i. de 2a ltan2 -f+ 1 

e = o 2 d( tan -z> 

TTh 

fl e e 1 1 e e f] • 2a -tan - · · sec- +- In tan- + sec - • 2 2 2 2 2 -2 a[/2 + ln(l+ /?.)] 
o 

PROBLEI'1A 19 

Probar que la longitud 

total de la curva 

B 

es 

e 

BOLUCION 

La curva P.s simétrica respecto del eje X y cuando e varia desde e= O 

311 
hasta e = T, 

Por otra parte_. 

Por consiguiente, 

el cadio vector recorre el arco 

p • a saf ,L ..2.1?. ser(- e cose 
3 • de ~a 3 T • 

L • 2 ilf- a sen2 .! de 
3 
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OABC. 

Y rl-+ <*f = a2 sen~+.y. 

~ .1:!.!. 
2 



4. 3 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'tA 20 Encontrar la longitud de la espiral logarítmica 

a desde (p l' e¡) hasta (p 2• e2) p ,._ 
e 

SOL.UCION Tenemos a dp a p a:: e, re· -92 
y rl+ ( .ie. )2 

de 
2(1+e\ 
a~ 

Por lo tanto 

le2 a~ a [ 1n ( e+ 1 e2+ 1 ) - r2 L ~ de 
h+e2 

6¡ e2 e el 

( la integr:il se calcula haciendo e ~ tan t ) 

• [ID( e2+ 1 ~;¡ ~ /1+éf ] ~ 
)+ 

e2 el a1 + e1 + 1 

O sustituyendo el "' ~ y e = ..!-
pl 2 P2 

Pl (a+ fa2 + pp 
a.ln 1 a2 + p2 / a2 + P2 L a + -

p (a+ 1 a 2 + p 2) 1 2 

2 1 

5 VOLUt'IEN DE SOLIDOS 

5.1 C.finición del Volumen de un Sólido en tjrminos del Area 
Seccional 

Definición Sea S una región del espacio XYZ 
dos planos perpendiculares al eje X : x =a y 

que se encuentra entre 
X"' b. Entonces el 

volú.ea del aólido S se define por la fórmula 

V '"' r A(x)dx , 
a 

donde A(x) es el área de la sección de S trazada perpendicularmente 
al eje X en el punto x, y donde se supone que A(x) es una función 
continua. 
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y 

' \ 
A(x) \ 

' 1 , 

CAP.6 

~------~------~-.--------------~--.-% a X 

z 
El cilindro elemental R de la derecha tiene 
área A(x) en la base y altura dx. Luego, 
su volumen es dV • A(x)dx. Las sumas de los 
volúmenes se tales cilindros elementales se 
aproximan al volumen del sólido ya que 

V .. lb A{x)dx lim E A(x)dx 

por definición de integral definida. 

b 

Nota Análogamente, el volúmen de un sólido S del espacio comprendi 
do entre dos planos perpendiculares al eje y : y= e e y= d' se 
define mediante 

I d 
A(y)dy 

e 1 
donde A(y) es el área de la sección plana de S trazada perpendicula~ 
mente al eje Y en el punto y . 



S. 1 DEnNICI.ON DEL VOLUMEN DE UN SOLIDO EN TERMINOS DEL AREA SECCIONAL 

EjltftiPlO 1 Una cuña se corta de un sólido en forma de cilindro rec 
to circular de radio r, por un plano que pasa a través del diámetro de fa 
base y forma un ángulo de 45° con el plano de la base. Hallar el volumen 
de la cuña. 

Solución 

La ecuación del segmento OP es y • x • 

Las dimensiones del paralelepípedo ele 
mental de la figura son: 

ancho 
base 

dx 
2 QT' .. 2 / (OT)2

- (OQ) 2 

2 1 r 2 - x2 

altura= y = x • 

Por tanto su volumen es 

x dx • 

y cuando x varía desde x • O hasta x • r, 
se obtiene la cuña. Luego, el volumen 
de la cuña es 

Ejemplo 2 Calcular el volumen de una cofera de radio a. 

Soluci6n 

La sec.ción plana de la esfera trazada 
perpendicularmente al eje X en el 
punto x, es un círculo de radio 
PQ- y, y por tanto, su area es 

A(x) = rrl = rr (a2 
- x 2

) • 

La esfera SR obtiene cuando x varía 
desde x ,._a hasta x •a. Luego, el 
volumen de la esfera es 

V • 1: A(x)dx 

p 
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5.2 Volumen de un Solido de Revolución 

5.2.1 Kitodo d•l Disco CirculAr 

296 

TEORE:1A Sea y = y(x) una iunción continua en el intervalo 
cerrado [a,b] tal que y(x) ~O. Sea S el sólido de revolu­
ción obtenido al rotar alrededor del eje X la región li.nitada por 
la curva y= y(x), el eje X y las rectas x-a y x=b. Entonces, 
el volumen de S es dado por 

y 

PRUEBA 
eje X, 

1 
V 

1· 

Al rotar la región PQab del plano XY alrededor del 
se genera el sólido de revolución PQRT. En la figura se 

cilindro o disco circular de raJio =yi altura= dx, 
base A(x) = rry 2 , y volumen dV = rr y dx 

muestra un 
área de la 

Por tanto, el volumen del sólido es 

V rab J, A(x) dx 



5 • 2 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 

5.2.2 

EJ•mpla 1 Probar que el volumen de un cono circular recto de 

radio r y altura h es 

Solución 

El disco circular elemental de la 

figura tiene volumen dV = nyax, 
--------, 

X 

..L = _!. 
X h 

donde por semejanza 
Y_ - t 

de triángulos. 

Luego 

V tdV [ r
2 

2 
n ¡;rx dx 

nr 2h 
---r-· 

EjRmpla 2 Hallar el volumen del solido engendrad o cuando se 
rota alrededor del eje X la región acotada por un arco ~ompleco 
de la curva y = a sen x. 

Solución Cuando x varía desde x= O hasta x= n, se ob-
tiene un arco completo de la curva dada . 

Luego 

V 

Nota En forma análoga, el volumen del sólido de revolución 
obtenido al rotar alrededor del eje Y la región limitada 
l acurva x=x(y), elejeY ylasrectas y=c e y=d 
dado por 

1 
En es te caso, dV 
es el volumen de un 
c ircular elemental 
figura) . 

V 

rrx 2 dy 
disco 

(ver 

TI 

S 
por 
es 
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EJeiiiPlD Hallar el volumen del sólido generado al rotar alrededor 

del eje Y 
2 2 

la región acotada por la elipse "7 + 7 l. 

SoluciÓn Al rotar el rectángulo 
PQ alrededor del eje Y se obtiene 
un disco circular de radio = x, y 
volumen V= lT x 2 dy • Cuando y 
varía desde y = -b hasta y =b , 
se obtiene un solido cuyo volumen 
es entonces 

= lT 

S.2.3 M4tada del Anilla Circular 
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TEOREMA El volumen 
cien alrededor del eje 
Y¡ = Y¡ (x) e y2 = 
rectas x"' a y x = b, 

1 
V 

PRUEBA 
y 

del sólido de revolución engendrado por 
X de la región acotada por las curvas 
y2 (x), donde yl. (x) ;;;;. y/x) ;;;;. O, y 

es dado por la fÓrmula 

lT Ib ( yl2 - 2 ) dx 

1 
y2 

-.1 dx 1+- 1 

4b. Y¡-

J.~ 

1 1 1 

a X b 

rota-

las 

En la figura se muestra un rectángulo elemental R determinado por la 
abscisa x , las ordenadas y1 , y 2 . Al rotar R alrededor del eje X 
se obtiene un anillo circular, como el que se ilustra en el lado de 
recho de la figura, cuya base tiene un área A~) = lT(y~- yff), y 
cuyo volumen es dV = A(x)dx • lT(y1

2 - y; )dx. 

Por lo tanto, el volumen del sólido de revolución obtenido cuando x 
varía desde x"" a hasta x = b, es 

V • f A(x)dx 



5.2 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION 

Ej.-plo Encontrar el volumen del anillo solido (o t:oro ) obte­
nido cuando se rota un círculo de radio r alrededor de un eje exte 
rior en su plano y a • unidades de su centro. 

y 

T 
b 

o 

Solución Consideramos un sistema de coordenadas como el que se in 
dica en la figura. El círculo rota alrededor del eje X. La ecuacióñ 
del círculo es ( x- O )2 + (y- b )2 • r 2 

Luego y . ' b t /r2 - x2 y por lo tanto, 

el arco superior R es descrito por Y¡ . b + 1 r~ - X~ y 

el arco inferior Q es descrito por y2 - b - 1 r 2 - x2 

cuando x varí.a desde -r hasta r. El elemento de volumen es 

dV • n (y
1
2 - y

2
2 )dx 

Finalmente V • 4nb [ / r 2 - x2 dx 

~- 2. 4 l'létodo del Tubo Cilíndrico 

Definici6n El volumen del solido de revolución S engendrado 
por rotaci6n alrededor del eje Y de la región acotada por las cu~ 
vas y 1 • y 1 (x) e y 2 • y 2(x), donde y1 (x) ;;;.. y2 (x), Y 

las rectas x • a y x • b, es dado por la formula 

V 2n r. x(y1 - y 2 )dx • 
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y 

1 

Al rotar alrededor del eje Y el rectángulo R, se obtiene un tubo cilín 
drico, como el que se ilustra en el lado derecho de la figura, cuyo -
volumen aproximado es 

dV • (perímetro de la base)•(ancho)•(altura) 

(2 '11' x) (dx) (y1 - y2 ) • 

El volumen del sólido obtenido al rotar la región PORT alrededor del 
eje Y es entonces 

V • lb dV • 2'1f 

Ej~la Calcular el volumen del sólido engendrado al rotar alrede­
dor de la recta x • a la región acotada por esta recta y la parábola 

y 2 
• 4ax, (a > O) • 

Saluci6n El tubo cilíndrico 
elemental obtenido al rotar la 
región R alrededor de la recta 
x•a, tieneradio•x-a, y 
volumPn dV • 2'11'(x-a) (y

1 
- y

2 
)dx 

• 4'11'(x-a) ¡¡¡¡;x dx. 
Luego 

V • 
roa 

Jn 4'11'(a-x) 1 4ax dx 
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S.l VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION EN COORDENADAS POLARES 

5.3 Volumen de un Sólido de Revolución en Coordenadas Polar .. 

TIPOram.a El volumen del sólido de revolución que se obtiene al rotar 
alrededor dE>l eje X la reg~on acotada por la curva p = p (9) y los 
ángulos polares 9 = 91 y 9 = 92 , es dado por la fórmula 

V 
2 
3 1T p 3 sen 9 d9 

Prueba Tenemos 

x = o cos e, y p sen e ' 

p 1 cos 9 1• 

Sean 

V1 =volumen de a l región engen 
drada por el triángulo OQb 

volumen de la región engen 
drada por e l triángulo OP~ 

volumen de la región enge~ 
drada por PQab. 

p 

X 

Entonces el volumen V del sólido engengrado por la región OPQ es 

V 

Puesto que, por el ejemplo 

rec to de r adio r y altura 

V. 
1 

¡¡ (pi sen eif picos ei 

3 

Por o tra parte 

v3 

h, 

- vl + vz 

de la sección 5. 2. 1' un cono circular 

tiene volumen igual 
nr 2 h 

a - , tenemos 
3 

3 
donde i= 1,2 . (1) 

l
e! 

1T p2 sen2 9 (p cos 9 - p sen 9)d9 
92 

(2) 

y como 

d(p3 sen2 e cos 9)= { 3p2 p' sen2 9 cose+ 2p 3 sen9 cos2 9- p3 sEm3 9} d8 

{ 3 [ p2 p' sen2 9 cos e - p3 sen3 9 ] + 2p 3 sen9} d9 

( usando cos2 9 = l - sen2 9 
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de donde 

dE P
3 sen~esos e). [~p sen2 e eose- p3 sen2 9] de +tp3 sen2 9 tte , 

y por lo tanto en (2) 

Vl ,. 1r 

2 
- 3 11 

y así 

p3 sen2 e sos e 
3 

2 • 3 11 

que era lo que queríamos demostrar. 

11 p3 sen2 e sos e2 
2 2 

3 

1 

Ej~la Calcular el volumen de un sólido obtenido por rotación de 
la región acotada por la curva p ,. a cos2 6 alrededor del eje polar. 

Solución 

Cuando varía desde e .. o hasta 

9• T , el radio vector p barre 

la región QPO. Por simetría 

tenemos que 

r 11/2 
.k cos6 e sena d9 

cos7 e 
(- 7 ) 1110~2 



5.. PROBLEMAS RESUELTOS 

:5.4 Prabl ... s R..ueltos 

PROBLEMA 1 Hallar el volumen de un solido formado por rotación 
alrededor del eje X de la región acotada por el eje X y la parábola 

y • 2x - x 2 
• 

SOLUCIDN La parábola dada corta el eje X cuando y • 2x- x2 
• O , 

esto es cuando x "' O y x• 2. 

El área secciona! 

Luego V 

A(x) 

f2 
A(x)dx 

o 

16 
-~'11' 

PROBLEI'IA 2 Encontrar el volumen del solido de revolución obteni 
do al rotar alrededor del eje X la región acotada por la parábola -
semicúbica y 2 

"' x3 
, el e.ie X y la recta x = 1 • 

SOLUCIDN La región está comprendida entre las rectas x • O y 
x= 1 • El elemento de volumen es 

Tenemos ~ntonci!S V ,. .e dV 
'11' 

·-¡-· 

PROBLEI'IA 3 Calcular el volumen de un sólido 0htenido por rotación, 
alrededor del eje XI de la región comprendida entre las parábolas 

y•x e y•IX 

SOLUCION 

Las parábolas se intersecan cuando 
x•O y x=l. 

El área secciona! del anillo circu 
lar engendrado por el segmento PQ 
es 

A(x) = '11'(y
1
2 - y~) ,. 'll'(x- x~) 

Luep;o 

V • ll A(x)dx •'11'! (x-x~)dx =15-· 

y 

303 



304 

APLICACIONES GIDMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.G 

PROBLEt'IA 4 Hallar el volumen del solido generado por rotación de 

la cisoide alrededor de su asíntota x = 4 • 

SOLUCION Cuando el rectángulo R Y 
rota alrededor de la recta l" • 4 en­
gendra un tubo cilíndrico elemental 
de espesor dx, radio en la base •4-x 
y altura • 2y. 

Luego su volumen es 

dV = 2n(4-x)(2y)dx • 4n(4-x)y dx 

y el volumen del sólido es 

V= fo 4 
dV 

4n 14 
x /x(4-x) dx 

X 

Completando cuadrados: 

riables 2-x = 2 cos e. 

x(4-x) 

o 

4- (2-x)2
, sugiere el cambio de va 

x = 2 < 1 - cos e) • 

Los nuevos límites de integración son e= O y e= n. Por lo tanto 

V - 4n I 2(1- cose ) 2 sene de 16rr • 

PROBLEt'IA ~ 
alrededor del 
xz- yz • a~ 

Probar que el volumen del sólido obtenido por rotación 
eje X de la región limitada por la hipérbola equilátera 
y la recta x z 2a, es igual al volumen de una esfe-

ra de radio a 

SOLUCICIN El volumen del cisco ci rcu Y 
lar obtenido al rotar el rectángulo ele 
mental de la figura alrededor d~l eje X 
es dV • ny2dx. 

Se tiene entonces 

V = 

que es igoal al volumen de una esfera 
de radio a. 



5.4 P:ROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 6 Encontrar el vohunen de un cono recto elíptico cuya base 
es una elipse con semiejes 4 y 3. y altura 5. 

SOLUCIDN A una distancia h 
del v~rtice el disco elíptico 
elemental E de la figura tiene 
semiejes a y h. los cuales son 
dados. por semejanza de triáng~ 
los • por 

a 4 
"Ti-'! y 

4 
o a = '!'h y 

Puesto que el área de una elipse 
es '11' ab • el volumen de E es 

dV = 1Tabdh = *1Th2 dh. Luego 
Lue 

v = J5 
dv = % 11 J5 

h2 dh- 201r. 

o o 

PROBLEMA 7 La base de un sólido es un círculo de radio a. Si todas 
las secciones planas del sólido ~erpendiculares a un diámetro fijo de 
la base son cuadradas. hallar el volumen del sólido. 

SOLUCION 

El paralelepípedo rectangular 
elemental de la figura tiene 
volumen 

dV • (2y)2 dx • 

donde x 2 + y 2 
• a 2 Luego 

V = dV 

z 4 1: (a2
- x 2 )dx"' 

...!2L 
3 

'' x-1tx 
1 

y 
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~~ 8 Calcular el volumen del sólido formado por rotación d~ 
la figura acotada por un arco completo de la cicloide x • a(t -sen t), 
y •a(l -ces t) y el eje X, alrededor del 

(1) eje Y 
(2) eje de simetría de la figura. 

aoLUCION 

(1l El cubo cilíndrico elemental 
obtenido al rotar el rectin­
gulo de la figura alrededor 
del eje Y, tiene volumen 
dV • 2 'II'X y dx. 

(2) 

Puesto que 
yx•2'11'a 
tenemos 

x • O cuando t • O, 
cuando t • 2'11' , 

V 
ro2'11'a 

Jo 2'11'x y dx 

El eje de simetría de la figura es la recta 
del tubo cilíndrico obtenido por rotación, 
ta, del rectángulo de la figura es 

dV "' 2'11'( 'll'a- x)y dx. 

Tenemos 

x • na. El volumen 
alrededor de esta rec 

3 r ) cos 2t 
2'11'a Jo ('11'- t +sen t) <2- 2 cos t + 2 ) dt 
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- 16) 

6 

(usando cos2 t a 
1 + cos 2 t 
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5.4 PRCSLEMAS RESUELTO; 

PROBLEMA 9 Encontrar el volumen del solido común a dos cilindros 
rectos circulares de radio a, cuyos ejes se interaecan ~n ángulos rec 
tos. 

SOLUCION E 1 paralelepípedo de la 

figura tiene volumen dV • hy dx i rlx 

ya que - y • 

Entonces tenemos 

V ~ 8 veces el volumen de la región que 
se muestra en la figura 

PROBLEMA 10 Un círculo deformable se mueve de manera que uno de los 
puntos de su circunferencia se encuentra en el eje X, el centro describe 

x2 _:l_ 
una elipse --:2 + -:-r R y el plano del círculo es perpendicular al eje 

R. b 
X. Calcular el volumen del sólido. 

SOLUCION El volumen del disco 
circular elemental de la figura es 

dV = Tr y 2' dx, donde 

2 v2 
....!__+...._ =1 

a2 b2 

Por lo tanto, 

V • 4 veces el volumen de la región 
que corresponde al arco A"B . 

4 La Tr b2 8n 
(a2 -r )dx • - 3 ab 2 

a2 
z 

PROBLEMA 11 
altura h" 

Hallar el volumen de un qegmento de esfera de radio a y 

SOLUCION o 

í 
El volumen de un disco cin~ular elemen 
tal es dV = 'lf(PQ ) 2 dy, donde -

PQ2 a2- Qp2 ,. a2 - y2 • Lue&o' 

b 

f 
h l 
i 1T 2 .. -r-h (3a- h) . 

307 
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PROLEI'IA 12 Una esfera de radio a tiene un hueco cilíndrico recto 
de base circular de diámetro a. Si el eje del cilindro es un diámetro 
de la esfera, hallar el volumen de la esfera hueca. 

SOLUCIDN El tubo cilíndrico 
obtenido al rotar alrededor del 
eje Y el rectángulo de la figu­
ra, tiene volumen 

dV ~ (2 1T x) (2y )dx. Por lo tanto. 

V 

-+ 1T (a2- x2 )}¿ r 
a~ 

PROBLEMA 13 Calcular el volumen Y 
del sólido generado ;¡l rotar la región 
acotada por 

2/3 2/ % 
x +y 3 a 

alrededor del eje Y. 

SDLUCIDN 
2¡ 2¡ 

-:r (a 3 
- y 3 i dy. 

Luego 

a 

2¡ 2¡ 2¡ 
PROBLEMA 14 Sobre las cuerdas de la curv3 x 3 + y 3 

z a 3 
, 

X 

paralelas al eje X, se construyen cuadrados perpendicul res al plano 
XY y cuyo,:; lados son iguales a las longitudes de tales cuerdas. Encon 
trar el volumen del sólido formado. 

SOLUCION dV 

V 
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(2x'f dy 

2 J: (2x'f dy 

128 3 
""i''5 a 

8 l a 2/ 2¡ 
(a 3 

- y 3 idy 

o 



5.4 POOBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEMA 15 
da por la recta 

Calcular el volumen engendrado al rotar la región acota 
y= x y la parábola y= 3x- x 2

, alrededor de la recta. 

SOLUCION Las curvas dadas se ínter 
secan usando x = O y x = 2. 

Sean 

p 

Q 

(x,y) un punto del arco 
de la parábola, 
el pie dP. la perpendic ular 
trazada desde el punto P a 
la recta diagonal, 

S = OQ' 
t = PQ. 

y 

Tenemos ( h h( 2 t= y-x)cos 45° =z(y-x) =2 2x-x ), 

y 

Luego 

s = x sec 45° + t 12 
-z-Cy+x) 

dV 11t 2 ds 
11ff 

x 2 (2-x) 3 dx . -y-

V 12 dV 
1112 L 2 

x
2 

(2-x) 3 dx z-
811/2 
--rs· 

y=x 

r 
y 

PROBLEMA 16 Hallar el volumen del sólido obtenido por rotación alre 
dedor del eje polar de la figura acotada por la cardiode p = 4 + 4 cos e-

y las rectas 
11 

e =z-e =o y 

SOLUCION Aplicamos la fórmula del teorema 5.3' pág. 285, 
11¡ l 2 

p3 sen e d8 V 
128 11 
-r-

n¡2 l (l + cos e / Sen e de 

12 8 11 
- --,--· I

JT/2 

(l+cos e) ~ 

o 
160 11 . 

PROBLEMA 17 Cal cular el volumen del sólido formado por ·rotación al-
rededor del eje polar de la curva p ~ 3 sen 2e 

SOLUCION 

Ian/z 1
11

/2 

V = 2(211 p3 sen a de 28811 
0 

sen~e cos39 d8 576 
3 ~35ll 
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APLICACIONES GEOMETRI~ DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

~ 18 Calcular el volumen del sólido limitado por el para-
~2 ..i:. boloide 9 + 

16 
• z y los planos z = 2 y z = S. 

SOLUCION 

L~ sección del sólido determinada por 
un plano paralelo al plano XY y a UM 
distancia z del ori~en es una elipse 
de área 
A- 'flxy q(3.'z )(4/z) = 12'flz. 

Luego 

V - I 5 
A d z - 12 'JI .h. 5 

z d z = 126 'JI • 

2 X 

PROBLEI"'.A 19 Hallar el volumen de un cono recto de altura h, 
base es una elipse de semiejes a y b. 

cuya 

SOLUCION 
o 1 

1 
1 

El disco elíptico elemental de la figura 
tiene volumen dV = 'JI AB dx , donde los 
semiejes A y B, por ~emejanza de 
triángulos, satisfacen las relaciones 

1 
1 

h 

1 
1 
1 
.! 

Luego 

V • 

y 

'f!ab "'--..­h" 

11abh 
-r-

PROBLEMA 20 Hallar el volumen del sólido encerrado por la elipsoide 
x2 2 z2 

-¡-+ir+¿= l. 

SOLUCION Para cada z tal que 
plana elíptica paralela al plano 

-e ..; z ..;;; e , se tiene una sección 
XY acotada por la elipse 

x2 2 
-+-I--a2 b2 - e-

El área de tal sección plana es 

A 'JI. ,roducto de los semiejes de ia elipse 

11 [ ~ 1 c2 _ z2} t~ ¡¿:-? J . 'JT:f (c2 _ z2 ) 

Por lo tanto, el volumen.pedido es 

[ A d z • 'JI:~ [ (c2
- z2 )dx V 

4 
311a be. 
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5.5 PROBLEMAS PROPUESTOS 

S.~ Problemas Propuestos 

PROBLEMA 1 Un triángulo equilátero variable se mueve con su 
plano perpendicular al eje X, los extremos de su base sobre los 
puntos de las parábolas y 2 = 16x e y 2 = 4x, y ~ O, y 
el tercer vértice encima del plano XY. Calcula~ el volumen del 
sólido engendrado por el triángulo cuando se mueve desde xz O 
hasta x = l. 

PROBLEMA 2 
perficie 

Calcular el volumen del sólido acotado por la su 

- l. 

PROBLEMA 3 Hallar el volumen de un obelisco cuyas bases para 
lelas son rectángulos de lados A,B y a,b, respectivamente, y 
la altura es h. 

PROBLEMA 4 Un trián~ulo móvil de altura constante h se mue-
ve con un plano perpendicular a un diámetro fijo de un círculo 
de radio a. La base del triángulo es una cuerda del círculo. En 
centrar el volumen del sólido engendrado cuando el triángulo se 
desplaza desde un extremo del diámetro hasta el otro. 

PROBLEMA S Encontrar el volumen del sólido engendrado por la 

figura encerrada por la curva IX +/Y -= 1 

cuando rota alrededor de dicha recta. 

y la recta x + y = 1, 

PROBLEMA 6 Calcular el volumen del solido engendrado al rotar 
alrededor del eje Y la figura acotada por la curva 

l. 

RESPUESTAS 1 13 2 8 
-r-· )nabc. 

3 +(AB + 
Ab + aB 4 

1 nih. 
2 + ab) 2 

n/2 
:5 -n-· 6 4- ni b 
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6 AREA DE L.'NA SUPERFICIE DE REVOL.liCION 

312 

O.finicidn El área de :la sapeñicie S obtenícla por rotación, 
alrededor del eje X, del arco de la cut~a y = f(x) entre los 
puntos x =a y x = b, se define med.&.ante la formula 

[ ., -fi + ( :; )2 
dx 

donde 

se asume que k 
dx 

( • diferencial de longitud de arco ) 

es continua en el intetvalo a..;x.;:::b. 

y 

Y a f(x) 

--~------------------~-------------e~x b a X 

Cuando un elemento de arco, de longitud ds, 
engendra un "cilindro" circular de altura 

rota alrededor del eje ~ 
h=ds . radío r=y, y 

s•1perficie lateral dA • 2 7T y ds . 

Nota De manera análoga, el área de la superficie S obtenida por 
rotación, alrededor del eje Y, de un arco de la curva x = f (y). 
entrelospuntos y=c e y=d, sedefínemedíante 

1 
A 2Tr .[d x ds 

1 
donde ds /1 dx 'f + ( dy dy. 



6.2 AREA DE UNA SOPERFICIE DE REVOLUCION ••• 

6.2 Ar•a d• una Bup.,.ficl• d• R.valuclán cuando la Curva -
dada .n far .. ParaMtr"ica 

x•x(t) dx dv 
TEr; Sea una curva dada por las ecuaciones paramétricas 

y z y(t) tal que Tt , Tx son continuas en a< t <B. 

Entonces 

Nata 

El área de la superficie obtenida por rotación alrededor del 
eje X, del arco de la curva entre t • a y t • B , es 

A "' 2Tr 1
6 

y (t) dt 

(1) Si se rota alrededor del eje Y, el área de la superficie es 

A= 2rr lB x(t) 

(2) La prueba del teorema es una consecuencia inmediata de la de 
finición 6.1 y de la fórmula de cambio de variable para la 
integral definida. 

Recordemos que ds • /<*)2 
+ (*)2 

dt ( ver Nota,4.2.2) 

EjiHipl o 1 F.ncontrar el área de la superficie obtenida por rota 
ción de un arco completo de la curva y • sen x. 

SalucicSn Cuando x varía desde 
tiene un arco completo de la curva dada. 

x• O hasta 
Luego 

A 

1
-1 

= -2'11' 1 ~du, haciendo u • coa x, 

2Tr [.·'2 + ln ( 12 + 1) J . 

se ob 
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Ej..pl.o 2 Hallar el área de la superficie de la esfera engendracia 

al rotar un círculo de radio R alrededor de un diámetro. 

Soluci6n Sea x2 + y 2 .. R2 la ecuación del círculo respecto de 
un sistema de coordenadas rectangulares. Hagamos x z R cos t, 

Entonces 

dx dt "'- R sen t, 

ds = /<~f dt 

..!!.t.= R cos t dt 

+ <.ili:...f dt dt = R dt. 

y = R ~e"(l t. 

y 

Cuar.do t varía desde t • O hasta t = 1T , se obtiene el semicí..-r~ulo 
de diámetro contenido en el eje X. Pcr tanto, el área buscada eb 

A= 2n IalT (R sen t) R dt - 2 1T R2 • cos t lo
lT 

6.3 Areft de una Superficie de Revolución en Coordenadas Polares 

314 

~ Si una curva es definida ~ediante la ecuación en coordenadas 

polares p "' p(S), dondt! * es una función continua, entonces el 

área de la superficie obtenida por rotación, alrededor del eje polar ~ 
del arco de la curva cLyos punt~s extremos tienen ángulos polares e1 y 
e2 ' respectivamente, es dada por 

A 2n l
1

flt p sen e /rf + ( *)2 
de 

PRUEBA Tenemos X a x(e) = p <:Js e, y = y(e) • p sen iJ 

ds /~2 dS + (.!!I. 2 
ele' de /p2 + (~)2 

de de ( ·rer nota 4.2. 3 J 

Luego, aplicando el tLorema 6.2 se obtiene 1~ formula requer~da. 1 

EJINIPlO Calcular el área de la suoerficie formada al rotar la car­
dio..fe p "' 2a (1 + cos e) alrededor del eje ¡..o lar. 

Aolución Observemos :¡ue la curva Jada es siml!trica respecto clel eje 
polar, y que cuando e varía desde O hasta 1T, se tiene el arco su 
perior de la cardiode. 

·Puesto que p2 + (*)2 
= 4a2 (1 +e os 9)

2 
+ 4a2 (-sen S )

2 

se tiene que el Area pedida es 

8a2 
(\ + COE' 6) 

A • 8/2 'Ir i l'lf (l+cos A)h_ sen 'l de • 8 ff 'lfa2 (-t) (l+cos e )%r 
o 



6.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

6.4 Prabl ... • Resueltas 

PROBLEMA 1 Hallar el área de la superficie lateral de un cono 
recto de altura h y base circular de radio r. 

BOLUCIDN Por semejanza de triángulos tenemos 

x r r r 
- = - x • r -1i y •1i(h-y) • h-y h • 

h Luego, ds z 
/ 1 + <.2-f dy 

dy 
N+1 dy 

- h 
~ y el área de la superficie lateral del 

........ ~ ................. x cono, que se obtiene rotando AB alr~ 
dedor del eje Y, es 

A= 2 
.[

h x~d 
lT h y 

PROBLEMA 2 Encontrar el área de la superficie de revolución obte 
nida al rotar alrededor del eje X la curva y.z e-x, desde x • O 
hastél' x = oo • 

BOLUCION 

ds 
-2X + e dx , 

A 21r J:0 
/1+';1" du 

( haciendo u • e-x ) 

~du lT( 12 + ln( 1 + /'[ ) ) 

PROBLEI1A 3 Calcular el área de la superficie formada por rotación 
alrededor del eje X del arco de la curva 4y = x2 - 2 ln x entre 
x=1 y x=4. 

SOLUCION Tenemos .!!z..=Ll 
dx 2x ' 

x2 + 1 
dx • 2;-- dx. 

Luego, A. 24lT • 
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~~ 4 Calcular el área de la superficie de revolución que se 
obtiene al rotar, alrededor del eje X, el lazo de la curva 

9ay2 = x(3a - x)2 

SOLUCICIN Cuando 
superior de Ja curva. 

x varía desde O hasta 3a 
Diferenciando implícitamente 

se obtiene el arco 

de donde, 

l8ay * • (3a-x)
2

- 2x(3a-x) 

~-dx 
(3a- x)(a- x) 

6ay 

Y. /l+(dadvx )2 dx l .¡36 2 2 ( 3 )2 ( -.2 .-..... • 6a a y + a- x a- x¡ dx 

Luego A= 2'11' 

(3a- x) (a+x) c!x 
6a 

(3a-x)(e+x) dx 
6a 

PROBLEMA ~ Calc.ular el área de 
al rotar alrededor del eje X la 

la superficie 
hipocicloide 

SOLUCICIN 

.2:L S _ _.};:_ 

Tenernos dx .. 'h 
X 

X% + y~3 • a~3 • 

ds 

(empleando 9ay2 =x(3a-x'f) 

de revolución engendrada 

Cuando x varía desde O hasta 
encuentra en el primer cuadrante. 

a se tiene el arco de la curva que se 
Por simetría se tiene entonces 

A z-= 

Lue~o 
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&.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEI'IA 6 Encontrar el área del elipsoide de revolucion engendrado 
por rotación, alred~dor del eje X, de la elipse 

a > b • 

SOLUCION Hagamos x =a cos t . Entonces sustituyendo en la 
ecuacion de la elipse se obtiene y= b sen t, y por lo tanto 

ds 

Cuando t varía desde O hasta n, se obtiene el arco s~perior de la 
elipse. Luego el área buscada es 

A "' 2w 11'! b , sen t 1 a2 - (i- b2 )cos2 t dt 

21Tb haciendo u = cos t, 

2nb~ el u 

2nb~ 
[ / a2 ~ t} 

2 1 a2 - b2 ] a + are sen 
a2- b2 a 

2nli+~ donde 
/a2- b2 

are sen e, e = e a 

PROBLEt'IA 7 El arco de .la parábola cúbica 9y = x 3 entre x"' O y 
x= 3 se rota alrededor del eje X. Hallar el área de la superÍicie de 
revolución engendrada. 

SOLUCION 

A • 2-rr .{

3 

y ds 

21T 
• 'iT 

1

3 
1 o/. 

6(9+ X~) 2 0 .. ~ oo ITO - 1 ) . 
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6 

PROBLEI"'A 8 Probar que el área de 
x2 2 

la superficie de revolución obte 

nida al rotar la elipse 7+ t • 1, a > b, alrededor del eje Y, 

2 

es A= 2tra2 + .!2.1n( 1+e) 
e i':e ' donde e "' 

~ 
a 

SOLUCION 
se ·obtiene 

Hagamos x = a cos t. De la ecuación de la elipse 
y "' b sen t, y por lo tanto 

1T Cuando t varía desde O hasta 2 , se obtiene el arco de la elipse 
ubicado en el primer cuadrante. 

Luego por simetría 

/'2 "Y2 
A /-r> /b2 + dt X dx = cos t T= 

~ 
211 fa a (a2 - b2 )sen2 t 

du, ( haciendo u • sen t ) 

+ _b::.._2 - ln (u+ /2tf +J r 
2 (a

2 
- b2 

) a - 1J ~o 

de donde A • 2 tri + ..!!t. ln ( 1+e ) 
e r:e' 

PROBLEI'IA 9 Encontrar el área de la superficie obtenida por rotación 

de la catenaria y • a cos h.!.. alrededor del eje X desde x • O hasta 
a x• a. 

SOL.UCIDN 

Tenemos ~"' sen h..!'.. ds / X Z dx = cos h~dx • 1 + (sen h -) 
dx a ' a a 

Luego A= 21T !a a cos tt..!.dx - 2'!Ta f -}<cos h 1!. + 1 )dx 
a a 

[
a 2x ·]a • ~a2 ( sen h 2 + 1 ) tra T sen h -;;:- + x 

0 
" 2 

.,; ( 2 -2 4 
-~e-e+). 
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6.4 PR)BLEMAS FESUELTCS 

PROBLEMA 10 Calcular el área de la superficie de un toro formado 
al rotar el círculo x2 + (y-bi = a2 alrededor del eje X (b >a). 

SOL.UCION Tenemos 

Calculamos el área A1 de la supe~ 
ficie engendrada por rotación del 
arco PQ. 

El arco PQ es definido por la ecua 
cien 

y b+~. O.;;; x .;;; a. 

Luego 

~= -x ds a dx 
dx ;;r:-;,.2 /a2- ¡. ' 

y por lo tanto 

2ll (b + ~) adx 
~ 

y 

"r 
a 

t-
b 

.J, 

(1) 

Calculamos el área 
arco RQ. El arco 

A2 de la superficie engendrada por rotación del 
RQ es definido por la ecuación 

Luego 

S.= 
dx 

2ll 

Luego, si 
tenemos que 

X 

ro--:;­
y' a·- x· 

A es el 

A 2 (A¡+ A2) 

y =b-~, oo;;;x.;;;a 

ds a dx 
.I;;C7 

y 

j a2_,; ) adx 

~ 
(2) 

área de la superficie del toro, por simetría. 

= Bnab [ dx [ sumando (1) y (2) 1 
~ 

4 u2ab. 

}( 
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APLICACIONES GlXlME'l'RICJ\S DE LA INTEGRAL DEY.t:NIDA CAP.6 

PROBLEPIA 11 Calcular el área de la superficie obtenida al rotar un 
arco completo de la cicloide 

x • a(t - sen t) 
y • a(l - cos t) , 

alrededor de la tangente a la cicloide en su punto más alto. 

SOL.UCIDN Cuando 
pleto de la cicloide. 

t varía desde O hast 2n se obtiene un arco com 
El punto más alto de la cicloide en este interva~ 

lo ocurre cuando t • n, y, ~ ~ asent 
puesto que dx "''"'Ci'i7'ii't • a (1 _ cos t) , 

*1 .. o. 
t='IT 

la pendiente de la tangente es 

Luego, y • 2a es la ecuación de la tangente. 

La distancia del punto (x,y) de la cicloide a la recta tangente es 
2a - y , y por consiguiente el ár·ea pedida es 

A • 2n 

r2n 
= 2na2 J, (2 cos2 ~) 2 sen ; dt 

2n 

o 

PROBLEMA 12 Calcular el área de la superficie obtenida al rotar, 
alrededor del eje polar, la lemniscata p2 • a2 cos 2e . 

SOL.UCION Cuando e V.lrÍa desde e= o hasta e- : se obtiene el 

T ~ J sen2e arco c:!e la curva ubicado en el p'l:"i'ller cuadrante. enemos d6,. -.::..~p.;;.:.:..:.;:, 

ds - /d- + <lQ.f dd • L de de p ( usando 

Poc simetría, si A es el ar~a ouscada tenemos que 

A (% 
T • 2rr J> p sen e ds 

2 2(' 12) = TTa 1-2 

Luego A • 2 n a2 (2 - ff ) . 
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6.4 PROBLEMAS RESUELTOS 

PROBLEt1A 13 Calcular el área de la superficie generada por rotación, 

alrededor del eje X, del arco de la curva X = et sen t, y "' et cos t 

desde t =O hasta 

SOLUCIDN Tenernos 

dx Tt .. et(sen t + cos t), 

ds ff et dt. 

Luego 

A = 21r 

212 1r 

5 

[ 

2t + (sen 

<l- 2). 

.!!L .. et (cos t - sen t) , 
dt 

(integrando por partes) 
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