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AREA DE FIGURAS EN COORDENADAS RECTANGULARES

Definicidn El firea de la regiom R del plano XY comprendida
entre las dos curvas continuas f(x) y g(x) y las rectas ver-
ticales x=a y x=b, se define mediante

| A = A(R) = | £(x) - g(x) | dx I

g(x)

ot + o dx o —

En la figura, el vectdngulo gendrico tiene altura h= |f(x)-g(x)|;
base dx y 4&drea dA = |f(x)-g(x)| dx. El 1fmite de las sumas

de tales areas es igual a lf (x) - g(x)]dx segin la definicidn
de integral definida. a



APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA

Si f(x) >0 en el intervalo cerrado [a,b!,

b
A = ‘[ f(x)dx,

el eje X y las rectas verticales

1.2 Caso Particular
entonces

es el drea bajo la curva f(x),
x=a y x=b.

1.3 Definicidén El area de la region S§ del plano XY comprendida
entre las dos curvas continuas f(y) y g(y) y las rectas hori
zontales y=c e y=d, se define mediante

d
A = A(S) = £ [£G)-g@) | dy

F:$

En la figura, h= |fy)- gly)|, dA=hdy.
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.4 PROPIEDADES DE LA FUNCION AREA

1.4 Propiedades de la Funcidn Area

Se cumplen las saguientes propiedades

(1) A(R) >0,

(2) Si una region T se compone de dos regiones R y S, entonces
A(T) = A(R) + A(S)-A(C)

donde C es la regidn comlin a Ry S.

1.5 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1
2

Hallar el drea de la regidn limitada por la pardbola
y el eje X .

y = 4x - x
SOLUCION Calculamos los limites

de integracidn

0 = 4x-x?, x=0,4 .

Tenemos
4
4 %3
A= ‘L. (4x -xHdx = 2x? - 5
0
- 232
-



APLICACIONFS GEOMETFICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 2 Encontrar el area de la regidn acotada por las curvas

£(x) = x% - 6x% + 8x y g(;t) = x% - 4x .
SOLUCION
Resolviendo la ecuacidn x3 - 6x® +8x = x* - 4x

para hallar los limites de integracidn, tenemos
x*-7x*+12x = 0 o x(x-3) (x-4) = 0

de donde x=0, 3, 4.

Tenemos  f(x) ~g(x) = x3 = 7x2 + 12x = x(x-3) (x=4)

En 0 <x<3, se tiene f(x) -g(x) >0,
y en 3<x <4, se tiene f(x)-g(x) <0, luego

A=A, +A, ( ver figura )
3 4
- |£(x) -g(x) |dx + f [£(x) - g(x) |dx
3

3 4
= { (£(x) -g(x))dx + L--(f(x)— g(x))dx

" 4 1

" 3 3 3
x_ _ _Ix 2 o X o X 2 T SR S ) W
= [-T T+ 6x ]0 [T' 3 + 6x 13 T+ 13 e



1.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3 Hallar el drea comprendida entre la pardbola

x = 8+ 2y -y?, el eje Y y las rectas y = -1 e y = 3.
SOLUCION

Y

3

x
[e]
-1 s
3 ,
A= AR) = f B+2y -y dy = = .
-1 ;

PROBLEMA 4 Hallar el drea de la regidr acotada por la curva

y = tan x, el eie X y la recta X =—;T- s

A

SOLUCION

i

A = jétanxdx

0

"
= 1n Isec x| I
0

= ln 2 .




APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTECRAL DEFINIDA CAF.6

PROBLEMA S Hallar el drea de la interseccidn de los circulos
x2+y2=4 y x2+y2=>4x.
SOLUCION Los puntos de interseccion de los circulos se obtienen

resolviendo la ecuacidn

yztlo--x2 = 4x - x

2

de donde x =1, y= /3

2+ y2'= 4

Y

Despejando x,

Xx=*yb-y 5 para el circulo de la izquierda

2
x = 4 + v 16 - 4y° 21,/1._}75, para el circulo

2 de la derecha.
Luego, 3
A = [ %, y'2 -@2-/4 - y? ‘)]dy (ver figura)
-3
3
= 2 (V4-yi -l)dy =
Ay
: "z
= 2 [ - y'l.—y2 + 2 arc ser‘l—]
2 2
= i” -2/3 .
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PROBLEMAS RESUELTOS

FROBLEMA & Encontrar el drea de la regidn comprendida entre las
2
paradbolas v = x2, y = —’2‘—- y la recta y = 2x.

SOLUCION

> x

El drea buscada es A = A} + A, (ver figura)

Las coordenadas de los puntos P y Q de interseccidon de la recta
2
y = 2x con las pardbolas y =x> , y = 2

2
X = 2, y =4,
=8,

x =4, y
2
2
2 X X -4
y A = f (x -—2—') dx=-—o-3— " ey
o] 0
4 2 3 4
X X 8
Ay = f (2x -T)dx = x° & i i il
2 2

Por lo tanto, A= 4,

son, respectivamente

259



APLICACIONES GECMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 7 Hallar. el drea de la regidn limitada por la curva

2
1+1 - y /la pardbola y = ’2( .
X

s

SOLUCION

—

Los puntos en los cuales las dos curvas se cortan se obtienen igua

lando las ordenadas 1 2

you TRt T

-1%
x*+x*-2=0, ng_l_zﬁ.=1,-2

, estoes =11,

1 ]
El drea buscada es A= A, + A, = 24, = 2f(112_")dx
+x
8 (ver figura
391
X s 1 i 1
=2[arc tan x - 6]0 = 2( " —? = T-T'

PROBLEMA B8 Encontrar el drea de la regidn acotada por la hipérbola

x2 2
— =1 y la recta Xx = 2a .
SOLUCION

x2- g2

260




1.

PROBLEMAS RESUELTOS

- 28 b -
Tenemos A = area buscada = 2 o x? -2 dx

a
blx /53 a i .
2?[7 X -a -3 In 'x+ - a

a

2ab[/3_ --;- In(2+ /T)]sab [2 /i-m(2+/§)]

PROBLEMA 9 Hallar el 4rea de las dos regiones en las cuales el

circulo x* +y?2 =8 es dividido por la pardbola y2 = 2x .

SOLUCION

El circulo queda dividido en las regiones Ry S (ver figura)

Vamos a calcular el drea de la regidn S. Los puntos de interseccidn de
las dos curvas son: ) ’

x2 + 2x 8,

x'= 2, oy = %2,
y por lo tanto,

2 2
=2 [ AT e
g 3 32
= 2[-}'2--v'8—,vy2 + 4 arc sen;i-/i-_-_-— -%—]c = -g—+2ﬂ,
y A(R) = Area del circulo - A(S) = 67 - -%—
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 10 Hallar el drea de la regidn acotada por la curva

3
x’ - x2 + 2xy-y*=0 y la recta X = 4.
SOLUCION Despejando y de la ecuacidn yl-2xy -(x®> -x%) =0
y = x v x .
Sean entonces ¥, = x + /Vx3, vy, = X - /x
v . Tx3 .

A

4

El 3rea buscada es

% , 4 s, I
O R s dx..;;x/zl ETH
0 0 '

PROBLEMA 11 Hallar m de manera que la recidn bajo la pardbola

y = 2x - x2. y sobre la recta y = mx tenga un area igual a 36.

SOLUCION 5 A —

> x

Calculamos las abscisas de los puntos 'de interseccidn de la pardbola

con la recta y = 2x-x? = mx, x(x+m-2) = 0, de donde x=0, x=2-m.
2-m 2-m 3
2 3 -
Luego A= 36 = .£ (2x - x?2 -mx)dx = (2-m)-’2(- - %- = (2-m
0

2-m=6, m=-4.
g2 " "



1.5

PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 12 Hallar el drea de la regidn comprendida entre las curvas

X

xy = 1, = em—em—e ., a la derecha de la recta x = 1.
*+1
SOLUCION Tenemos Y

N A
A= I [(-;— m)dx]

-

b
: 1 2
lim lnx--i— In (x* +1)
b+ L 1

-
= lim ]n._..._b__ +—;-1n2]

b+ /b4l

PROBLEMA 13 Calcular el irea acotada por la curva y = -—-2-—+—-1-
x

y el eje X.

SOLUCION Y

i D

- BN MG
L O N e AR e e R

b
oo B .
A =2 p——dx = 2 1lim arc tan x
x“+1 b3
0
. n
= 2 lim arc tan b = 2(-5-) =7 .

b+ 263
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PRUBLEMA 14 Encountrar el drea de la regidn acotada por la curva
y2 - (1 - x2 )3 .

SOLUCION Tenemos y = * /(1-x*), de donde y, = Y-y |
y, =~V (1-x?y .

Tenemos Y

Loy
As=4 (1-x?) 2 dx (ver figura)
0

- P
lof (l-senzt)al‘ cos tdt,

haciendo x =sent

b .
4_[ cos"t dt = fz(l-O-cosZt)zdt

m
12 2
(142 cos 2t + cos® 2t ) dt

«3‘{{ :

4“-/2

7.
-[2(—3-+2cos 2t +-‘L82-A—t)dt = (%t+25en 2t +‘se_12‘_4_t_)

0

3n

= T

PROBLEMA 15 Calcular el irea de la region que limita la astroides
2D gl g

- a
2 2, 3
SOLUCION  Tenemos y = +(a’3 - xB ),

2 3
de donde y, = (32/3 .- {2 s V¥
3
Pk

y, =-(a
El drea buscada es

a 2 27 31
A=4 f (a 73 - x/3 Y2 ax (ver figura)
0

'Né %,
= 12 L (a%— a2/3sen2t) 2a ser’t cos t dt, haciendo x =a send t,



1.5

2.1

PROBLEMAS RESUELTOS

My 7.
2
A= 1242 f cos*t sen?tdt = a? f sen? 2t (1 +cos 2t)dt
0 0

N

'y %
3 2 ' 3 2 f 2 Ina?

= - a (1 -cos 4t)dt + + a sen® 2t d(sen 2t) = .
4 o 4 o 8

AREA BAJO UNA CURVA DADA EN FORMA PARAMETRICA

x = x(t)
Teorema Si son las ecuaciones paramétricas
y = y(t)

de una curva, entonces el area de la regidn acotada por esta curva,

el eje X y las rectas verticales x=a y x=b es dada por
t2
A = y(t) x'(t)dt y
1
donde a= x(t:l ), b = x(tz)
y(t) =0 en [t , t,).
Prueba En efecto,
b
A = f y (x)dx ( definicidn de area bajo la curva)
a
ty
= f y(x(t)) x'(t)dt ( cambio de variable x=x'(t))
t
1

t;
= f y(t) x'(t)de .
4



APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CaP.6

2.2 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el Area de la elipse, x =acos t, y = b sen t.

Y
SOLUCION Por simetria se tiene

b g
f

a
drea de la elipse = 4 f y (x)dx
0

sl
Nl

i

0
4 f (b sen t)(-a sen t)dt
b

v,
—i;l (1 - cos 2t)dt = mab.

PROBLEMA 2 Encontrar el idrea de la regidn comprendida por el eje X

x = a(t - sen t)

y un arco de la cicloide {y w bl = xom B .

SOLUCION  Cuando =

t=0: x =0, y=0
t =21 x = 27a, y =20,
luego

27ma
A= f y (x)dx X

0

‘" ¥

a(l ~cos t)a(l -cos t)dt
b ]

2w 21
a? J; (1-2 cos t + cos? t)dt = %2 J: (3-4 cost + cos2t)dt

1 - cos 2t
( usando cos’t = —— )

3na® .,
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3  Hallar el drea de la regidn encerrada por la

cardiode x = a(2 cos t - cos 2t)
y = a(2 sen t - sen 2t).

SOLUCION
A
A, T
dy 2a
L P x
-3a a

La curva es simétrica respecto del eje X ya que
al2 cos (-t) - cos 2(-t)] = a(2 cos t - cos 2t)
al2 sen (-t) -~ sen 2(-t)] = -a(2 sen t - sen 2t)
Luego el drea buscada es
A= 2(A +4A;) ( ver figura )
Tenemos

a "/2
A, = f y dx = f a(2 sen t - sen 2t) a(-2 sen t + 2 sen 2t)dt
' ~3a s

na? + 4a?

I
PJ! -

m
/2
J; a(2 cos t ~ cos 2t- 1)a(2 cos t-2 cos 2t)dt

2a
A, = f (x-a)dy
- 0

T )
> T a 4a4,

Luego A= 6ma?.
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.

PROBLEMA 4 Hallar el &rea d: la regidn bajo un arco de la curva

X = at
y = a(l - cos t)

X
27a
SOLUCION
2ma 2 i
A= f ydx=.£ a(l-cos t)a dt = a2(t-sen t)
0 o
= 2na? .

3 AREA DE FIGURAS PLANAS EN COORDENADAS POLARES

5.1 Coo denadas Polares Si fijamos una semirrecta X en el plano
que se extiende desde un punto 0, entonces todo punto P del plano
queda determinado por un par de ndmeros (r,f) como sigue:

P=(r,8)
b
<]
0 - X
r = longitud del segmento OF ,
0 = angulo que forma el segmento OP con la semirrecta X, medido

en el sent'ido antihorario a partir de X.

La semirrecta X se llama eje polar, el punto 0 se llama polo,
r es el radio vector, y f,es el angulo polar.

Finalmente, los nimeros r y 6 asociados a P reciben el nombre de
coordenadas polares en este punto.

268



3.2

CAMBIO DE COORDENADAS

3.2 Cambio de Coordenadas
Y

y=r senf

R 6

X=7r cosf

>

Las coordenadas rectangulares o cartesianas (x,y) y las conordenadas
polares (r, 9) de un punto P del plano, estdn relacionadas por las
ecuaciones

X =1 cos 8
(1) ( ver figura )
y = r sen 0

r=177 x2+y?

tan6=-¥(— si x#0,

y @

las cuales permiten pasgr de un sistema de coordenadas a otro.

Area en Coordenadas Polarcs

Definicién  Si una curva continua es dada en coordenadas polares
por la ecuacion p = p(0), entonces el drea del sector PO P
acotado por un arco de la curva, y por los radios vectores OP, y
0P, , se define igual a

62
A*-—;'I [ p(®]1% do, §
'}

son los angulos polares de P, 'y P, respectiva-ente.

269




APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DE}INIDA CAP.6

Interpretacién Geométrica

El frea del sector circular genérico
de &ngulo central d6(en radianes) y
radio p es dA= % (?d0 . El 1imi
te de las sumas de tales areas es,

por definicidén, 1la integral definida

% f p2do

Nota Si la curva p = p(B) es diferenciable, entonces para el
sector P,0P, se cumple

Area en coordenadas rectangulares = Area en coordenadas polares

Omitimos la prueba de este resultado.

3.4 Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el drea.de la region encerrada por la curva

p = a sen 20 .

e QW

La curva es simétrica respecto de las dos diagonales y por lo tanto
el &rea buscada es

> x

.
A =4A) = "0(‘2‘) f 02de ( ver figura )
o .
%, 4
=2 _L (a sen 26)2 de = a’ f (1-cos 48) do
(¢}
A 2
_ 2¢o__8en 48 I ¢ ol
=a" (9 T—.) = 7
0
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3.4

PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 2 Hallar el 3rea de la regidn encerrada por la leminiscata

p? = 9 cos 20

SOLUCION

3 o

La curva es simétrica respecto de los ejes X e Y, vy cuande 8 varia en

™ .
tre 0 vy Z , el radio vector recorre el arco de curva POO0. Luego el

drea buscada es igual a

77 , 32
A = af L4 = 18_£ cos 26d6 = 9.
0 2

PROBLEMA 3 Encontrar el drea de la regidn acotada por la curva
p= 2-cos 0.

SOLUCION

Puesto que 2-cos(-8) = 2-cosf
la curva es simétrica respecto
del eje X. Luego

2
A= 2 f%de = (2-cos 8)2 do
1

n

= f (4 - 4 cos B+ cos’® 6)dd
0 .
B 'n(9_4 6+ cos?ﬂ)de ( adocsze=l+00526)
= ’ o cos i usan o S B
. -
5 Y

2N
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PRUBLEMA 4 Calcular

y las rectas 0 =0 y 6 = 120°.

SOLUCION

el &rea acotada por la parabcla p=

CAP.6

e
1+cos @

Tenemos A= -;— f ptde
0

3
. (1 + cos 6)
5 2T
3
= sec" -g-de ( usando 2 cos2-2-= l+cos9)
8 2 2
5 2T 2 s
=-%- .£T(l+tan2-%-)sec2-%d6 = £

PROBLEMA S
espiral p = ef

cuyo lado es el radio vector.

SOLUCION Fijemos un ﬁhgulo polar a

el radio vector cuando crece desde

es igual a la cuarta parte del drea de un cuadrado

5 .

Probar que el 3rea engendrada por el radio vector de la

Luego el area engendrada por

0 hasta p = & es
o

1 & 1 c oy 1

A = = pzde = 5 e? dp = 1lim ——e?®
o - br-
b
5w o e Jim P m bl L2
4 4 *eipll 4 4

donde L = &% .



PROBLEMA 6

PROBLEMAS RESUELTOS

p = a(l +cos 0).

SOLUCION

La curva es simétrica respec

to del eje polar X. Luego

1 ¥ L] 2
A= 2(5) fpzde=fa2(l+cose)de
0 0

m
= a® -L (-53—+ 2cose+%ze)de

Encontrar el drea de la regidn encerrada por la cardiode

37 &

2
PROBLEMA 7 Encontrar el drea de la regidn acotada por la curva
p = 2a cos B y que se encuentra fuera del circulo p = a .
SOLUCION

p=2acosb =a,

>
-
"

Luego

Las dos curvas se intersecan cuando

cos 6 =-;—-,

Tenemos

Area del sector OQR - Area del sector circular OQP
2 & (ver figura )

uf] m
3 /s
L (2a cos 9)2 de - s f & do
z % z %
A

1782

mal., /3

a’ (1 +cos 20)d6 - —2

" por simetria el drea buscada es

g heepa

A=2A = az(—l:;—-t-

/3
2

)
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA B8 Hallar el drea de la regidn comiin a las regiones encerradas
por las curvas p= VZ sen B, p? = cos 20 .
SOLUCION

N Z -

0

2
Las dos curvas se intersecan cuando p2>= (V2 sen6) = cos 26

(1-2 sen’8) -2 gen?d = 0, o sen6=t-%~, esto es, O ='%,-%TL y el
angulo polar de Q es -l6r- 3
Luego el drea buscada es ( ver figura )

A = 2| Area del sector OPQ + Area del sector ORQ]

A 3
.z[-%—f c0526d9+—;-J‘ (V2 sene)zde:l,
6 0

b m
(cuando 6 varia entre - ¥ el radio vector de la curva ¢ = cos 20
recorre el arco QPO)

A-%-(ﬂ+3-3/3—).

PROBLEMA 9  Hallar el drea de la regidn encerrada por la curva

p= a sen nb .

SOLUCION La curva encierra 2n regiones
( "hojas”) de igual area. Luego
el drea buscada es

,
’ n
A= 20 A = n(3) l p2de

M
nj; a® sen® n0do

n “1’1 ma’
=—za-f (1-cos 2n8)ds = ==,
o 2

A
r

T A e
4 auauamANE " i
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3.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 10 Encontrar el drea de la regidn rayada limitada por el
eje polar y las dos primeras vueltas de la espiral de Arquimide p= af.

SOLUCION El 3rea pedida es igual a
A = Area de la regidn encerrada por la segunda vuelta
-Area de la regidn encerrada por la primera vuelta
v 27
-+ | @oaw -] @ w - 8w
2m o

PROBLEMA 11 Hallar el area
de la regidn acotada por la

curva
P = sen '%'

(Ver figura )

SOLUCION Se tiene

1 n g 9
A= 4A, = 4(—2-) f p?de = 2 f sen® —2-d6
WA WA
N i
= f (1 -~ cos 6)d9 = =+ 1
n

2

- m ) - -
(cuando B varia entre Sy el radio vector genera la regidn de area A;)
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 12 Hallar el &rea de la regidn encerrada por la elipse
1

s S TL AR L
SOLUCION Por simetria el &rea buscada es
" n
A= 20 pPdo = =
A (l+€ cos9)
o
- 2(1+t?)de
[Q+e)+ (1-e)e2)’
’ 9 2dt 1-t?
haciendo tanee =t df = e——rmmege COS 0 = e
2 ’ 1+t 1+ ¢
a
3 )
= L 3 2(+t )gt s donde m’ = ]itz >0,
(1-¢) . Wit
/2 ,
= . 2(1+nf tan’s ) ds , haciendo t = m tans,
(1-¢ )2 mdsec?s
4A
= -—2-?—- (cos? s + m?sen? s)ds
(l-e)m
A . R
...—-3.2__. [(I%m)+ (I_Zm) cos 25-st
(l-€) o o
- (1 +m?) - ™
?
2(l-¢) o (1-92)572—

276



3.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 13 Hallar el drea de cada uno de los lazos de

1
p = -2-+cose.

SOLUCTON
2n
\
P> X
Lazo Mayor El drea encerrada por el lazo mayor es igual al doble

del drea de la regidn que el radio vector barre cuando 6 varia desde O
hasta 23

3

% -2(%-) (-;-+cose)2d9= -Izl-+—3-aﬁ3_—.

Lazo Menor El 3rea encerrada por el lazo menor es igual al doble

del drea de la regidon que el radio vector barre cuando 6 varia desde

27
=5 hasta .

A= 23 f (3 + cos 0)° d6
2L
‘3

3

3

(s
A

wl
.
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LONBITUD DE ARCO DE UNA CURVA PLANA

Definicién Sea f(x) una funcidn definida en el intervalo

cerrado [a,bl. Si existe un nimero L tal que

=
L
L = ' lim z (e, , , P, ) s
ak+o0 ;o

By= (xi s yi) son puntos de la curva y= f(x)

a-x‘0<x1 ...<xn'b
= i = - = 2
donde d(p,_, ,B,) = distanciade P, , a P / (x; xi_1)2+ CAES AR
Axi = % —xi—l

A= maxAx, ,
i

entonces L se llama la longitud del arco de la curva y = f(x) del
punto A = (a, f(a)) al punto B= (b, f(b)).

interpretacion Geométrica

Y

La figura muestra la grafica de una curva y = £(x) definida sobre
el intervalo cerrado [a,b]

n

La suma z d(Pi-—L’ Pi) representa la longitud de la linea po-
i=1

ligonal determinada por los puntos Pys Pry oen s Pn 5

Cuando Nal =max Axi es muy pequefio, las abscisas X;1] Y Xx; seen-

cuentran muy cerca, la poligonal asociada a tales puntos ce '"ajusta"
a la curva, vy por lo tanto, intuitivamente pensamos que el limite de
las longitudes de las poligonales asi obtenidas i1epresenta la longitud
del arco de la curva.



4.2 CALCULO DE LA LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA
4.2 Cdlculo de la Longitud del Arco de una Curva Plana
4.,2.1 En Coordenadas Rectangulares

TEOREMA 4 Sea 1y = y(x) una funcidn tal que -%;f- es continua en

el intervalo cerrado [a,b] . FEntonces la longitud del arco de 1la
curva entre dos puntos con abscisas x=a y x=b, es dada por la

formula.
b
” v gy,
L L 1+ (dx )z dx I #
=

Nota Se define la diferencial de longitud de arco de 1la curva

b
mediante ds = "1+(-g-%)2 dx . Luego L=f ds.
a

n

PRUEBA Consideremos la longitud z d(Pi-l . Pi) de la poli-
i=1

gonal determinada por los puntos Po y ey Pn , donde Pi = (xi, yi),

8= Xg <X < s <X <X =b ; yi=y(xi).

Sean YA Py
b A -
Ax. = x. - X, 14
i i i-1
Yi-x T
Ayg =¥ ~ Va1,
- X
0

Probaremos que se cumple

= ' 4
d(P; 1, B)) N+ Ty (g)]! Ax, (1)

a < < X. .
para algln £, tal que x, , € <%
En efecto,

2 2
4y B = LOxpxy e G-y y)

( por definicidn )

Ayiz
= (Axi) + (Ayii = 1+(—A'x—i) J Axi, (2)
279
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g
Pero  Ayy oy Vi om vOp-yOy ) o= gl (8D 0y - xy )

para algin X1 < g i < x; » por el teorema del valor medio para deri

Ay dy
vadas, luego —Tq- gt (;i) (&%)

Sustituyendo (3) en {2) resulta (1).

De (1) se sigue que la longitud de la poligonal es

n
Z a(p,_, . B) = Z /1+[ (E i - Ax, 4)
i=1 i=1

¥, por consiguiente, tomando lfimites cuando al -0
b
f /1+(1§x¥-)’ dx = 11m 2 1+[ L (g, n?
a

( definicidn de la integral definida, ya que%i-es continua )

n
= lim 2 d(p; ., P.) (por (4))
'A""O . ) i-1° 1
i=1
= L, ( definicidn de longitud del arco ).}

Ejemplo Encontrar la longitud de la circunferencia del cfrculo

x2 + y? = g2

Solucién

Calculamos la longitud - L, del arco PQ. Y
Tenemios a - x? 5 dx /____. y

f/m_fdx.f/‘m i

a dx x
= a —F—— = a arc sen=

Luego, 1la longitud de la circunferencia es L = 4L, = 2ma.

280
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TEOREMA 2 Sea x = x(y) wuna funcidn tal que -%' es continua
en el intervalo cerrado [c,d]. Entonces la longitud del arco de 1la
curva entre dos puntos con ordenadas y=c e y=d, es dada por la

d
- dx 2
L= .L' L+ (P dy
Y

formula

cgp—— — — x= x(y)

3» X
La prueba de este teorema es similar a la del teorema 1.

Ejemplo Hallar la longitud de la pardbola y = 2 /x desde x=0

hasta x=1.

2

Solucidn Tenemos X = + y cuando x=0 y x=1 se tie
ne y=0 e y=2, respectivamente. Luego
2 2
L= /142 a4y - /1+ & ay
dy 2
0 0
2

—;- f Joiy® dy =-%- XL Su+y? +21nly+/4+y2|]

0

V2 + WmQ+YZ) .
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4.2.2 Longitud del Arco cuando la Curva es dada por Ecuaciones

282

Parasétricas

TEOREMA Si una curva es definida mediante las ecuaciones paramé-
tricas
x = x(t)
y = y(t)

dond® -g—:- y -g-{- son funciones continuas en un intervalo [t,,t,],
entonces la longitud del arco de la curva con extremos

P o= (x(t), y(t,)) )"’ P, = (x(t,), y(t,)), es dada por

ta
l dx 2 dy \2
8 .It'l ( dt ) ‘-a%) dt .

PRUEBA Sabemos que

x(t,)
L = f /1 -0-(_-%()2 dx ( por el teorema 1),
X

(t,)
52
Puesto que -% = g—; y dx --%%- dt , 1la diferencial de
dt

longitud de arco es

dy 2 _ dx .2 dv 2
ds = 1+(-5xL) dx = /(-d-t—)+(-a{-) dt.

Luego

x(tz2) tz 7dx 2 dy 2
L = f g = f ) Y ar,

x(tl) t,

por la férmula del cambio de variable para integrales definidas.

Nota Se acaba de establecer que la diferencial de longitud de

2
arco en funcidn de un parimetro t es ds = /(-g%‘,-)2 + (%) dt .



4.2

CALCULO DE LA LONGITUD DEL ARCO DE UNA CURVA PLANA

Ejemplo. Hallar la longitud de un arco completo de la cicloide

x = a(t -sen t)
y = a(l-cos t)

Y
27a ~
Solucién
2n 27
- dx 4y 2 N T T3
L jO. (dt)z +(dt) dt /a2 (1-cos t)" + a“sen’t dt

0

2T
= 2a L sen -%- dt = 8a.

Longitud del Arco de Curva en Coordenadas Polares

TEOREMA Si una curva es definida mediante la ecuacidn en coorde

nadas polares p = p(8), donde —a-%- es una funcidn continua, en

tonces la longitud del carco de la curva cuyos puntos extremos tie-

nen angulos polares 8, vy 6,, respectivamente, es dada por
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PRUEBA La curva dada también es definida por las ecuaciones para

nétricas x= p(6) cos®
y= p(6) send ,

de donde —:—3- = -g% cosO-psgen O, %%—--g%setw#- pcos

y (—g-‘fo)z+ (—:%—)2 = p?+ (—2- ( usando sen?0 + cos?6 = 1 )

Luego por el teorema 4.2.2

2 2 S
2 dy 2 . " dp 2
‘e /(%) + &) e p? + () a6,
1 . 1

lo que establece la formula deseada.

Nota Se acaba de probar que la diferencial de la longitud de arco en
coordenadas polares es

dn = /"")’+(def 40 = 0% + () a6 .

Ejemplo Calcular la longitud

del arco de la espiral

me
p= ae

desde el origen hasta el punto
{pysBy ) -

Solucidén Tenemos

p = adl, -%g- = 2 me®® y p2+(-22-)2 = a? (1+n?) e2®8

Cuando 6 varia desde -« hasta 6,, el radio vector recorre el arco de
la espiral con extremos el origen y el punto (n,®;) . Luego

1 Y
Im V02+(%g-)2 ‘46 = a vV 1+m? f_m eme

(3] ¢
1
a v 1+m? . mb a Y1+m® md
o e— ]im e = ———— @] (puesto que b
“‘ brw | o lim &' =0)
1+m? Briem



PROBLEMAS RESUELTOS

4.3 Problesas Resueltos

Y
PROBLEMA 1
A +L
Hallar la longitud de la
X
astroide (hipocicloide) L
le3 + y2/3 = a2/3 .
SOLUCION Diferenciando la ecuacidn implicita respecto de x
=1 P ;
Sy %
= __1.1/3_ s
X
luego
Y Y.
1 a 3 a a'3 3
T 14 (-omdoem 2 dx = dx = ===a ,
A N - Lt

de donde L= 6a .

PROBLEMA 2 Hallar la longitud del arco de la pardbola semiciibica

ay? = x3 desde el origen al ounto cuya abscisa es x = 5a.

2
SOLUCION Tenemos X ixi . Luego (-%-;—) - (usando ay?=x%)

dx 2ay ba
Sa . S5a
¥ A= -L L4ga. &= = miisg -7 -
0

PROBLEMA 3 Encontrar la longitud del arco de la pardbola y2= 4px
desde el vértice hasta un extremo del lado recto.

SOLUCION El lado recto es, por definicidn, 1la cuerda vertical
de la pardbola que pasa por (p,0). Luego, uno de los puntos extre
mos del lado recto es (p,2p).
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dx dx 2 12
Tenemos .o "51',' s (—dy) oF
2p ) 1 2p
L = 1+-—L-dy - — /l,p2+y2 dy
4p? » Jo

- 'Tl" -§. / 4p2 +y2 +2p21n'y+/4p2+y2']

2p
P
0

= p[v’z_+m(1+/‘2")] .

PROBLEMA 4 Calcular la longitud del arco de la curva y = In secx

desde el origen hasta el punto- (—g—, In2) .

SOLUCION Tenemos -%i— = tan X . Luego

LA e s
L = I ‘/1+(-a%-) dx = J‘ secxdx=1nlsecx+tanx
0

= In(2+Y3).

i)

PROBLEMA S Encontrar la longitud del arco de la catenaria

X
y = -;—(ex/a + e /a) desde (0,a) hasta (b,c).

. x X
SOLUCION Se tiene —SXL = -;—(e /a -e /a) = sen h-i' .
Luego
b b
L ==f /1 + sentfem= dx =f cos hz-dx, (‘usando cos h’t - senh’t = 1)
0 @ 0 a

X 5 b / b
a sen he= = a sen heee & 3 cos W e~ 1
a i a a

b
c?- a2 (pues c = a cos h-;-) 5
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4.3

PROBLEMA 6.
los puntos

SOLUCION

PROBLEMAS RESUELTOS

Calcular la longitud del arco de la curva 1y = e* entre
0,1) vy (1,e).
2 dx 1
Se tiene x=Iny, T}-’—--;- Luego
e

i o = fl AT

e .

5 & donde a = arc tan e
cos“t sent

( haciendo y = tan t )

a 2 2 a a
=f sen’ t + cos” t .. =f sen t dt dt

2 2 t
cos” t sen t cos‘ t sen
T[/.. "/'0 L/
a
= [sec t + lnl' cosec t - cot tl
%
Pero tan a = e .,
é+1
e
a
1
y por lo tanto,
5 .
L = Je?+1 +1n(.__.__."e:1_..é.)- V7T - m(/Z -1)

2
FTRL = #T s il ~ULT 3 1)

1

PROBLEMA 7 Hallar 1la longitud del arco de la curva x = %2— 5 Iny
desde y =1 hasta y = e.
1
SOLUCION Tenemos «3E~ = —— or lo tanto
i 1‘. % 2y yP

| o
]

L}
NIH

y
[/ I,
1 1.2 1 1.2
1 4o - d = e— + - d
y =iy y) y i (y y) y
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PROBLEMA 8

Calcular 1la longitud del arco de 1la curva

desde x = Y3 hasta x = V8 .

SOLUCION

Tenemos Sy L . Luego
dx x

V3 /8

Y/ STTITRY (ie=an

%

y=Inx

y haciendo x=tan t (ver problema 6)

b
= |:sec t +1n|cosec t -cot t|:|
a

donde b ~ arc tan V8 y

a = arc tan E

y por consiguiente

ﬁ/g 4 o
1

Entonces

T [3+]n(—-3—-——1—

/8 /8 /3
1 3
1+ 2 In >
PROBLEMA 9 Y
Encontrar la longitud
del lazo de la curva 0

9ay2 = x(x-3a)?

SOLUCION

Tenemcs -5 =
dx

(. L
X

bax

(x-3a)(x~a)
6bay ’

( usando 93y2 = x(x-3a)? ).

3a /'_T 3a
L= 2 f /l+ul dx = f -x_‘..a—- dx =
0 0

= 4/3a.

x—
bax daz

_1[_.
/a_ 3

]-[rond o]

3a

Luego por simetria

]3a
0

3 1
2 x/2 + Zax/2
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PROBLEMA 10 Hallar la longitud del arco de la curva B8y = x* +’ZI
x
desde x=1 hasta x=2.

SOLUCION

d 1 1
Tenemos AN == x3 - . Lue
> "7 ) Tusgo

2
2
_ 1 3 1 2 1 1
L= j; L4’ - =) dx = —z-fl. [+ ) dx

PROBLEMA 11 Hallar la longitud del arco de la curva

x = a(cost +t sent), y = a(sent-t cost)
desde t =0 hasta t=T.

SOLUCION Tenemos -i’i- = atcost y -:-tL =a t sen t. Luego
T T
- A8x v L dry? - atT?
L .fo \/(dt ) + (dt) dt = at dt g

PROBLEMA 12 Fncontrar la longitud total de la curva

x = a(2 cos t - cos 2t) , y = a(2 sen t - sen 2t)

SOLUCION La curva es simétrica respecto del eje X y cuando t
varia desde t=0 hasta t=m, el punto (x,y) recorre el arco
superior de la curva. Luego

m ™ ;
_ /.d_x_z _d.l_z _ l-cos t
L=2 _£ (dt) +(dt) dt = 8 ‘I; 1/—--7-——— de ,

pues % =a(-2 sen t + 2 sen 2t), %= a(2 cos t - 2 cos 2t)

2 2
('3-:-) + @3%’) = a’[8 -8 sen t sen 2t - 8 cost cos2t]

a’[ 8 -8 cos (2t - t)] = 8a° (1l -cos t)

n
® t t
Por lo tanto, L = 8a sen-i-dt = - 16 a cos = = l6a
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t
PROBLEMA 13 Calcular la longitud del arco de la curva { A BERE

oot
desde t=0 hasta t = Tj, y=e" cost

SOLUCIDON _
Tenemos -g—:- = et sen t + et cos t
-%%—-=et cos t - ef gen t

2
(gt) +(-thL) « w2t 5 y por lo tanto

/2 "/2
2t t r—
= b 2e dt = v 2 b e dt = 2 (e“-1

PROBLEMA 14 Encontrar la longitud del arco de la curva
2
XxX=tc +2t+3
{y=t2—2t+l desde t =0 hasta t=1.

SOLUCION Tenemos 2t + 2, sty = 2t - 2,

dt

ajo
nlx
L}

g’t‘)z + (1}'_) = 8(1 + t?).

Luego

1 1
1). /8(1+t?) dt = 2V2 f Y14t det = 2+ /2 In(1 +/2)

0

PROBLEMA 135 Calcular la longitud de la primera vuelta de la espiral
de Arquimedes o = af .

SOLUCION Tenemos p = ab y -%%= A, Luego
2n 27
L= /P + () de = a /1402 de

2n
P 4]
= a -%/1+92 +-21,-1n|e+ /1+62 l]
0

& [n A+ 402 +—;—-]n @r + /1442 )].
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PROBLEMA 16

desde

p=1

SOLUCION

cuando

p21,

PROBLEMAS RESUELTOS

Encontrar la longitud del arco de la curva 6 -f%(p+-L)
hasta p = 3. P

Despejando p tenemos p = 0%V 2-1 , ¥y por lo tanto,

p = 8 +ve2-1

2
do, _ 1+ 8 = 0+ V0% ~1

de /92_1 ’82-1

(S8ay? = (0+ /02 -1 )% . ¢2
82 -1

Cuando p varia desde p =1 hasta p =3, el angulo polar 6 varia

desde

Luego

6=1

hasta 6 = ?3 .

%

L 1 p +(d9) 48 i (8 m ) de

62

=17

PROBLEMA 17

SOLUCI

ON

4 4+ In3

.

¥ ST T [ e |]

5@
1

Hallar la longitud de la cardiode p= a(l + cos6).

— > x

La curva es simétrica respecto del eje X. Cuando 6 varia desde 6 =0

hasta
Puesto

tenemos

8 = 7,
que

p =

p2 +

L

el radio vector recorre el arco superior de la curva.

a(l+cos®) , -5%- = - a gen 0
(-g-%' )2 = 2a2(l+cos8) = 4a2 cosz—ez- "
T 0 o I
= 2 f 2a cos de = 8a sen - = B8a,
0 0
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PROBLEMA 18 Calcular la longitud de la curva p = a sec? -%-

desde 6=0  hasta ) -%.

SOLUCION Se tiene p = a sec® 'BT

Ap 2 pin
2 = asec® > tan=
02 + (%%)2 = a2 secs-g— . Luego

¥/ 7> .
L =J; asec3-e—de = 2a L v’tanz-g--f-l d(tan-g—)

2
s
—?a[-%tan%-sec%+—;-1n| tm—g-+sec-g-l] = a[/?+1n(1+/7)]
0
PROBLEMA 19

Probar que la longitud

total de la curva

P» x

p=a sen3—0-
3

es 3ra

SOLUCION

La curva es simétrica respecto del eje X y cuando & varia desde 6 =0

hasta 6 = %’L 5 el radio vector recorre el arco OABC.

Por otra parte, p = a sa?-g—, —g%=a senz%coseT , Yy 2+ (%%)2= azsm"'%-.

Por consiguiente,

2
= 2 8 - - 28 - Sma
L 2 ‘L. a sen” = a6 aL (1 -cos 3 )de > -
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PROBLEMA 20 Encontrar la longitud de la espiral logaritmica

a
P desde (pl, el) hasta (pz, 92) .

« B B A
SOLUCION  Tenemos 0 =2, %
do 2 _ L, 1+6
y ® + (=55) a (-—TF-ﬁ .

Por lo tanto

(2

02 / 2 e / 2 a
62 6 e

91 1

( la integral se calcula haciendo 6 = tan t )

62+/e§+1 /1462 /1+ef
= &) Iy == ) -
o+ /o241 8 4
0 sustituyend 9, = == 8, = =2
ustituyendo 1 ) y A °,

p, (a+ Va2 + p2)
o (a+7a?+ p2)
2 1

L = a.ln + /az+p§ —52+p% "

VOLUMEN DE SOLIDOS

Definicién del Volumen de un S6lido en terminos del Area
Seccional

Definicién Sea S una regidn del espacio XYZ que se encuentra entre
dos planos perpendiculares al eje X: x=a y x=b. Entonces el
volimen del sélido S se define por la fdrmula

vV = fbA(x)dx -
a

donde A(x) es el 3rea de la seccidn de S trazada perpendicularmente
al eje X en el punto x, y donde se supone que A(x) es una funcidn
continua.




APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

Interpretacién Geométrica

Y

El cilindro elemental R de la derecha tiene
drea A(x) en la base y altura dx. Luego,
su volumen es dV = A(x)dx. Las sumas de los
volimenes se tales cilindros elementales se
aproximan al volumen del sdlido ya que

. .
vV = ‘L A(x)dx = lim EA(x)dx

por definicidn de integral definida.

Nota  Andlogamente, el volimen de un sdlido S del espacio comprendi

do entre dos planos perpendiculares al eje Y: y=c¢ e y=d, se
define mediante
d
v = A(y)dy s
c

donde A(y) es el drea de la seccidn plana de S trazada perpendicular
mente al eje Y en el punto y.



5.1

DEFINICION DEL VOLUMEN DE UN SOLIDO EN TERMINOS DEL AREA SECCIONAL

Ejemplo 1 Una cufia se corta de un s8lido en forma de cilindro rec
to circular de radio r, por un plano que pasa a través del di@metro de la
base y forma un dngulo de 45° con el plano de la base. Hallar el volumen
de la cufia.

Solucién
La ecuacifn del segmento OP es y=x .

Las dimensiones del paralelepipedo ele
mental de la figura son:

ancho

dx N
base 2 QT = 2 /(0T)? - (BQ)?

p
2V r - xz i
altura= y = x . 8
3 ﬁ
Por tanto su volumen es X
av =2/ x* - x* xdx, T

y cuando x varia desde x =0 hasta x=r,
se obtiene la cufia. Luego, el volumen
de la cura es

T r 3 r
V= f dv = 2f /rP-x? .xdx = -—%—(r’“-xz)4 I = -§—-r3.
0 0 0

Ejemplo 2 Calcular el volumen de una esfera de radio a.
Solucidn
La seccidn plana de la esfera trazada Y A

perpendicularmente al eje X en el

punto x, es un circulo de radio P
PQ =y, vy por tanto, su irea es
Ve
A(x) = my? = m(a® - x?) . >
La esfera se obtiene cuando x varia 0 Q X
desde x=-a hasta x=a. Luego, el
volumen de la esfera es

a a
V= f A(x)dx = f m(a? -x?)dx
-a -a




206

APLICACIONES GEOMETRICAS DL LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

Volumen de un SSlido de Revolucidn
Método del Disco Circular

TEOREMA Sea y = y(x) una runcidn continua en el intervalo
cerrado [a,b] tal que y(x) 20. Sea S el sélido de revolu-
cidn obtenido al rotar alrededor del eje X 1la regidn limitada por
la curva y = y(x), el eje Xy las rectas x=a y x=b. Entonces,
el volumen de S es dado por

v=nfy2dx :

PRUEBA Al rotar la regidon PQab del plano XY alrededor del
eje X, se genera el sdlido de revolucidn PQRT. En la figura se

muestra un cilindro o disco circular de radio =y£ altura = dx,
4rea de la base A(x) = ny?, vy volumen dV= my’dx .

Por tanto, el volumen del sdlido es

b b
v = f A(x) dx = nf y2 dx .
a a



VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

Ejemplo 1 Probar que el volumen de un cono circular recto de

2
radio r y altura h es V= J—rﬁ

Solucion

El disco circular elemental de la

figura tiene volumen dV = 7yadx,

Y
donde -xz- =5 por semejanza

de tridngulos.

Luego
£?
V = Tr-b—x dx
0
= nr’h
3
Ejemplo 2 Hallar el volumen del sdlido engendrado cuando se

rota alrededor del eje X la regidn acotada por un arco completo
de la curva y = a sen X.

Solucion Cuando x varia desde x=0 hasta x=T

, se ob-
tiene un arco completo de la curva dada.

Luego

2 b 2.2
V = % , a’sen? x dx = -—1723- .L‘ (1 -cos 2x)dx = .1'.53}..
0

Nota En forma andloga, el volumen del sdlido de revolucidn S
obtenido al rotar alrededor del eje Y la regidn limitada por
la ¢curva x = x(y), el ejeY y las rectas y=c e y=d es
dado por
-] e

En este caso, av = 71x? dy

x R W™ N
es el volumen de un disco i dy
circular elemental (ver
figura ) .

3 X
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Ejemplo Hallar el volumen del sélido generado al rotar alrededor

2 2
del eje Y la regidn acotada por la elipse —?' + -‘bﬁ' = 1.

Solucion Al rotar el rectangulo
PQ alrededor del eje Y se obtiene
un disco circular de radio = x, vy
volumen V= mx?dy. Cuando vy
varia desde y = -b hasta y =b ,
se obtiene un s0lido cuyo volumen
es entonces

Ib b )
» 2 = a 2_ 2 _ lo'lrazb
v p X dy m J.-b ?(b y°)dy = -

Método del Anillo Circular

TEOREMA El volumen del sdlido de revolucidn engendrado por rota-
cién alrededor del eje X de la regidn acotada por las curvas

y, = y,x) e y, = y (x), donde v, (x) = y(x) >0, y las
rectas x=a& y x=Db, es dado por la %érmula

b
vV = n.[ (ylz-y:)dx

PRUEBA 1 i g I T

|
|
){ >

o 4 —
o4+ —

l fedx

En la figura se muestra un rectdngulo elemental R determinado por la
abscisa x , las ordenadas y, , y2 . Al rotar R alrededor del ejeX
se obtiene un anillo circular, como el que se ilustra en el lado de
recho de la figura, cuya base tiene un drea A(x) = ﬂ(yf -yzz), y
cuyo volumen es dV = A(x)dx = Tr(yi2 - Yzz )dx.

Por lo tanto, el volumen del sdlido de revolucidn obtenido cuando x
varfia desde x=a hasta x=b, es

b, 2
V= A(x)dx = 7 (y; - ¥y, )dx
a a



VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION

Ejemplo Encontrar el volumen del anillo sdlido (o tore ) obte-
nido cuando se rota un circulo de radio r alrededor de un eje exte
rior en su plano y a b unidades de su centro.

Solucion Consideramos un sistema de coordenadas como el que se in
dica en la figura. El circulo rota alrededor del eje X. La ecuacidn
del circulo es (x- 0 + (y-b)? = r2,

Luego y = 'b t/r? - x? ’ y por lo tanto,

el arco superior R es descrito por Y, = b+ vVr - x*, y
el arco inferior Q es descrito por o - b - /rT-_;(T "
cuando x varia desde -r hasta r. El elemento de volumen es

av = w(y? - y2)dx = 4mb /r?-x? .
Finalmente V = 47b f‘ /Yr? - x?dx = 2mc%b.
-r

Método del Tubo Cilfndrico

Definicidn El volumen del sdlido de revolucidn S engendrado
por rotacidn alrededor del eje Y de la regidn acotada por las cur
vas y, = y,x) e y,= y,(x), donde y, (x) 2y, (x), y

las rectas x=a y x = b, es dado por la fdrmula

V = 27 f x(y, - y, )dx .
a
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Interpretacicn Geométrica

Al rotar alrededor del eje Y el rectdngulo R, se obtiene un tubo cilin
drico, como el que se ilustra en el lado derecho de la figura, cuyo
volumen aproximado es

dV = (perimetro de la base): (ancho)- (altura)
= Qux)@x)@, -vy,) .

El volumen del sdlido obtenido al rotar la regidn PORT alrededor del
eje Y es entonces

b
vV = f dv = 2% fb x(yl - y,)dx .
a a

Ejemplo Calcular el volumen del sdlido engendrado al rotar alrede-
dor de la recta x = a la regidn acotada por esta recta y la pardbola

y? = 4ax, (a>0).

Solucidn Fl tubo cilindrico
elemental obtenido al rotar 1la
regién R alrededor de la recta
x=a, tiene radio = x-a,

volumen dV = 2m(x-a) (y =, )dx

= 47 (x-a) Jz ax dx.
Luego

a
V= j; 4m(a-x) Ybax dx

sl 160 R27al
T-Ta’- =Ta




5.3 VOLUMEN DE UN SOLIDO DE REVOLUCION EN COORDENADAS POLARES

5.3 Volumen de un Sélido de Revolucidn en Coordenadas Polares

Teorema El volumen del sdlido de revolucidn que se obtiene al rotar
alrededordel eje X la regidon acotada por la curva p = p(8) y los
angulos polares 6 = 9, y 6 =0,, es dado por la férmula

V—%nfezp:"sene 46
9
Prueba Tenemos
Xx =pcos B, y=opsen 6,
a=p,cosf®,, b=p, cos 8,

V), = volumen de al regidn engen
drada por el tridngulo 0Qb

V, = volumen de la regidn engen
drada por el tridngulo OPa

V, = volumen de la regidn engen
drada por PQab.

Entonces el volumen V del sdlido engengrado por la regidn OPQ es

vV = V3 & V1 + V2

Puesto que, por el ejemplo 1 de la seccidon 5.2.1, un cono circular

. ’ . Tr“h
recto de radio r y altura h, tiene volumen igual a <=p==, tenemos

3

T (pi sen Gi)z p; cos Oi TTpai senzel. cos 6.

= - i o
Vi = 3 3 donde i=1,2. (1)

Por otra parte

b 0,
f myldx = T -I(; p?sen?B (g cosB - p sen6)dd
a

2

V3

n

6
m _Ie- [P0 sen® cos 8 - p’ sen’8 ] do (2)
2

y como
d(p’sen?6 cos 8)= {szp' sen’® cos O+ 2p° sen cos?® - pasén38} de
= {3[02 p sen’8 cos 8- p’sen’d] + 2p° sene}de

( usando cos?6 = 1-sen?d )

301



302

APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.€

de donde
32
deRsenfcos 9, 36 = [p*C sen’8 cosB - p’ sen?0] d6 +'§'Oasen20 a6 ,

y por lo tanto en (2)

6, . " A
p _£ g —L2-sen B cos® 2 o sen 40
2 3 3 2

V, =
fez . m)l3 sen?0, cos 9, 'np; sen’ 8, cos 9,
= -3-1! 8, p’sen9dB6+ 3 - 3
8,
2 p 6do + V-V,
=37 h p® sen +V, -V,
&)
i V=V, -V +V - 24 23seanE
y as g~ %Y 3" Jo, ,
que era lo que queriamos demostrar. 8
Ejemplo Calcular el volumen de un s§lido obtenido por rotacidn de

la regién acotada por la curva p = a cos’ 0 alrededor del eje polar.

Solucidn

Cuando varia desde 6 =0 hasta

f= -!2'- , el radio vector p barre =
la regidon QPO. Por simetria '

tenemos que

Q
0
Va2 -%-'n L.%'a’ cos®0 senB dd

L
3 /]
= -4—33—"- ‘£ cos®6 senf do

. 3 /2
- 4a’ 7 (- S£o8 o) ) - 4alw
——
0



5.4

PROBLEMAS RESUELTOS

5.4 Problesas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el volumen de un sdlido formado por rotacidn
alrededor del eje X de la regidn acota;la por el eje X y la parabola
y =2x - x° .

SOLUCION La paribola dada corta el eje X cuando y = 2x-x* = 0,
esto es cuando x =0 y x=2,

El area seccional A(x) es A(x) = ﬂyz = mx?(2-x)% .

2 2 5 " 16
Luego vV = f A(x)dx = T f x“(2-x)"dx = -7 -
0 0

PROBLEMA 2  Encontrar el volumen del sdlido de revolucidn obteni

do al rotar alrededor del eje X la regidn acotada por la parabola
semicibica y2 = x* , el eje Xy la recta x=1 .

SOLUCION La region estd comprendida entre las rectas

x=0 y
x=1. El elemento de volumen es

av = ﬂyzdx = mwxldx .

1 1
Tenemos entoncgs V = L dav = 7 f xdx = -%—
0

PROBLEMA 3 Calcular el volumen de un sélido nbtenido por rotacidnm,

alrededor del eje Xz de la regidn comprendida entre las pardbolas

y=x e y = /x

SOLUCION

Y

Las parabolas se intersecan cuando
x=0 vy x=1,

El &rea seccional del anillo circu

lar engendrado por el segmento PQ
es

A(x) = m(y?-y2) = m(x-x")
Luego

1
V= f A(x)dx -ﬂf(x-x“)dx=-§l
0
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PROBLEMA 4 Hallar el volumen del sdlido generado por rotacidn de

3
PR 2 X 2
la cisoide y" = ep—5— alrededor de su asintota x= 4 .

SOLUCION  Cuando el rectdngulo R
rota alrededor de la recta x=4 en-
gendra un tubo cilindrico elemental
de espesor dx, radio en la base=4-x
y altura= 2y,

Luego su volumen es

dv = 27m(4-x) (2y)dx = 4w(4—x)y dx X
y el volumen del sélido es
4 4 31
V= f v = sz (4=x) (7%= )2 ax
0 0
4
= lmf x /x(4-x) dx

0

Completando cuadrados: x(4~x) = 4-(2-x)?, sugiere el cambio de va

riables 2-x = 2cos 6, o x=2(l-cos 0).

Los nuevos limites de integracidn son 6=0 y 8=7. Por lo tanto

vV = AﬂfZ(l—cose)Zsene dg = 16w .

PROBLEMA S Frobar que el volumen del sdlido obtenido por rotacidn
alrededor del eje X de la region limitada por la hipérbola equilitera
xz—y2 = a? y la recta x=2a, es igual al volumen de una esfe-
ra de radio a .

SOLUCION El volumen del disco circu Y
lar obtenido al rotar el rectingulo ele

mental de la figura alrededor del eje X >
es dv = 1ry2dx. dx

Se tiene entonces
x=2a

2a 2a ._.’
vV = ‘L dvV= 7 b a X -
a

(x*-a?) dx =3 ad

que es igoal al volumen de una esfera

de radio a. o
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PROBLEMA 6 Encontrar el volumen de un cono recto eliptico cuya base
es una elipse con semiejes &4 y 3, y altura 5.

SOLUCION A una distancia h
del vértice el disco eliptico
elemental E de la figura tiene
semiejes a y b, 1los cuales son
dados, por semejanza de tridngu
los , por

Puesto que el 3rea de una elipse
es Twab, el volumen de E es

Qv = mabdh = w&mhdh. Luego

Lue

5 12 5 5
V= f dv ='ES—1TI h“dh = 20m.
0 0

PROBLEMA 7 La base de un sdlido es un circulo de radio a. Si todas
las secciones planas del s6lido perpendiculares a un didmetro fijo de
la base son cuadradas, hallar el volumen del sdlido.

SOLUCION

El paralelepipedo rectangular
elemental de la figura tiene
volumen

dv = (2y)dx ,

donde x2+4+y? = a? ., Luego

W

&~
ooy
B D
-~

)

~

1

»

N

N’

a

*

"

B

»
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PROBLEMA B8 Calcular el volumen del s6lido formado por rotacidn de
la figura acotada por un arco completo de la cicloide x = a(t - sen t),
y =a(l ~ccs t) y el eje X, alrededor del

(1) eje Y
(2) eje de simetria de la figura.

SOLUCION

(1} El cubo cilindrico elemental
obtenido al rotar el rectan-
gulo de la figura alrededor
del eje Y, tiene volumen
dV = 2 wxydx.

Puesto que x=0 cuando t=0,

y x=2%wa cuando t=2T ,
tenemos

2Ta ™
V = _I; 2rxydx = 2mal b (t-sen t)(1 -cos t)2dt=6m2a’.

(2) El eje de simetrfa de la figura es la recta x=mwa. El volumen
del tubo cilindrico obtenido por rotacidn, alrededor de esta rec
ta, del rectdngulo de la figura es

dv = 27m( ma-x)y dx.

Tenemos

a ™
V = ‘ dv=21ra’j(; (T-t+ sen t)(1-cos t)?dt

= 27ma° ‘ (M-t + sen t)(—g--Zcos t+£-‘-¥'2—2£-)dt

( usando cos’t = .l_tﬁ&z’f_g!:.)

_ Ja(9m- 16)

” .
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PROBLEMA 9 Encontrar el volumen del sdlido comin a dos cilindros
rectos circulares de radio a, cuyos ejes se intersecan ¢n angulos rec
tos.

SOLUCION El paralelepipedo de la

figura tiene volumen dV = hydx = y*dx

ya que h = a? - x? =y .

Entonces tenemos

V = 8 veces el volumen de la regidn que
se muestra en la figura

'a a
8fy2dx = SL (a® -x?)dx
(i

16 al

X

PROBLEMA 10 Un circulo deformable se mueve de manera que uno de los
puntos de su circunferencia se encuentra en el eje X, el centro describe

%2 2
una elipse ";2-""{7 =1 y el plano del circulo es perpendicular al eje

X. Calcular el volumen del sdlido.

SOLUCION El volumen del disco
circular elemental de la figura es

dv = wy%dx, donde

2
L-’-—L =1,

2
a? b2

Por lo tanto,

V = 4 veces el volumen de la regidn
que corresponde al arco A

a .2
=4f b
o a?

PROBLEMA 11 Hallar el volumen de un segmento de esfera de radio a y
altura h,

(a2 =¥ )dx = 8; ab?

El volumen de un_disco circular elemen
tal es dV = m(PQ )?dy, donde

P-Ez = a%-0p? = & - y2 . Luego,

a
vV = f w(a? - y?)dy
a~h

= +h2(3a~ h) .

SOLUCION

[ = =4

307
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PROBLEMA 12 Una esfera de radio a tiene un hueco cilindrico recto
de base circular de didmetro a. Si el eje del cilindro es un didmetro
de la esfera, hallar el volumen de la esfera hueca.

SOLUCION El tubo cilindrico
obtenido al rotar alrededor del
eje Y el rectingulo de la figu-
ra, tiene volumen

dV = (27 x)(2y)dx. Por lo tanto.

a
'L;. dv = 47 j:x a’?- ¥ dx

2 2

<
I

a

)?2 - /3_

--%-ﬂ(az— x2
%

PROBLEMA 13 Calcular el volumen
del sbdlido generado al rotar la regidn
acotada por

% s

2
x/3+y = a

alrededor del eje Y.

2 2
SOLUCION av = mxdy = w@” -y ™ ¥ay.
2 2 3
Luego v =2'rr‘f‘a (8/3—}’/3 Ydy = _31%?_
0
Y, ¥y %)
PROBLEMA 14 Sobre las cuerdas de la curva x '’ +y =a"

paralelas al eje X, se construyen cuadrados perpendicul res al plano

XY y cuyos lados son iguales a las longitudes de tales cuerdas. Encon
trar el volumen del sdlido formado.

SOLUCION dv = (2xfdy
2 2
v = 2 f (2x¥dy = 8 j‘a (a/3 —y/3)3dy
0
_ 28 4
105 2 -
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PROBLEMA 1S Calcular el volumen engendrado al rotar la regic’m acota
da por la recta y=x y la parabola y= 3x-x°,alrededor de la recta.
SOLUCION Las curvas dadas se inter Y

secan usando x=0 y x=2.

P = (x,y) un punto del arco
de la pardbola,
Q = el pie de la perpendicular

Sean trazada desde el punto P a
la recta diagonal,
s = 00,
t = PQ.
75

Tenemos t = (y-x)cos 45° ='-2-2-(y—x) =.£2.i-

s = x sec 45° +t = -,—22—(y+x) = ._2‘2_.(4,(_,(2) ,
¥ dv = mt’ds = n;/Z- x?(2-x)? dx .

2 2
Luego vV = -fo. dv = li/z. j; x2(2-x)2dx = _8_1{_5/_2_‘

PROBLEMA 16 Hallar el volumen del sdlido obtenido por rotacidn alre
dedor del eje polar de la figura acotada por la cardiode p= 4+4 cos @

y las rectas e =0 y 6 =5

SOLUCION Aplicamo.s la férmula del teorema 5.3 , pag. 285,

u T,
7] 12
vV = %w _fo. p’senfde = _l%r__ L (1+cose)35en9de

L

128 7 . (1+ cos 6)"

=S i— A = 160m.

PROBLEMA 17 Calcular el volumen del sdlido formado por rotacidn al-
rededor del eje polar de la curva p = 3 sen 20 .

SOLUCION
uA

,
- X 3 - f “ 3 . 276
vV = 2(3n) 5 p’senf®d8 = 2887 o sen 'O cos 8 do —-35—17.
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PROBLEMA 1_82 Calcular el volumen del sdlido limitado por el para-

boloide 4

3 =z y los planos z=2 y 2=05,

sl
O‘N

SOLUCION z

La seccidn del sdlido determinada por 3z
un plano paralelo al plano XY y a uwa 47z

-distancia z del origen es una elipse T
de drea __ - o
A=mxy =v(3vVz )4V z ) = 121z,

Luego

[ 5
V= f Adz =127 zdz = 126T.
2

2 X

PROBLEMA 19 Hallar el volumen de un cono recto de altura h, cuya
base es una elipse de semiejes a y b.

SOLUCION El disco eliptico elemental de la figura
0 tiene volumen dV = TABdx, donde los
1 semiejes A y B, por semejanza de
: tridngulos, satisfacen las relaciones
i A x B o
h a h ¥ b~ h
l Luego
: h h
2 V= av =-‘"—a,b- f x2d Jabh
0 h 0 3

PROBLEMA 20 Hallar el volumen del sdlido encerrado por la elipsoide

2 2 2
FeFeF-

SOLUCION Para cada z tal que -c <z <c , se tiene una seccidn
plana eliptica paralela al plano XY acotada por la elipse
2 2 2 2 2
X Y z ct - 2z
— = ] - e o e—
a? b c- c*

El drea de tal seccidn plana es

A = 7. nroducto de los semiejes de la elipse
m [-S— Jel- zz]- Eg-fcz— z? ] = ﬂlEb-(cz-zz) "
"

Por lo tanto, el volumen pedido es

C
V= f Adz = la-z-' f (c®- z%)dx = -[:;-'"abc.
- [ -C
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5.5 Problemas Propuestos

PROBLEMA 1 Un trifngulo equilidtero variable se mueve con su
plano perpendicular al eje X, los extremos de su base sobre los
puntos de las pardbolas y? = 16x e y? = 4x, y=20,y
el tercer vértice encima del plano XY. Calcular el volumen del

sb6lido engendrado por el tridngulo cuando se mueve desde x=0
hasta x=1.

PROBLEMA 2 Calcular el volumen del s&lido acotado por la su
perficie
4 2 2

x ¥y z
-+ + = 1.
a' v 'ZT

PROBLEMA 3  Hallar el volumen de un obelisco cuyas bases para
lelas son rectangulos de lados A,B y a,b, respectivamente, y
la altura es h.

PROBLEMA 4 Un tridngulo mévil de altura constante h se mue-
ve con un plano perpendicular a un didmetro fijo de un circulo
de radio a. La base del triangulo es una cuerda del circulo. En
contrar el volumen del sdlido engendrado cuando el tridngulo se
desplaza desde un extremo del diimetro hasta el otro.

PROBLEMA S Encontrar el volumen del sdlido engendrado por la
figura encerrada por la curva Vx +/y =1 y la recta x+y=1,

cuando rota alrededor de dicha recta.

PROBLEMA & Calcular el volumen del sdlido engendrado al rotar
alrededor del eje Y la figura acotada por la curva

2
(5 + P -1

RESPUESTAS 1 .."Z_L . 2 Lonabe.
h Ab + aB I B
3 T(AB+ pem ab) . 4 p) mah.
V2
5 —111-5——. & 'é"ﬂ'azb-
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& AREA DE UNA SUPERFICIE DE REVOLUCION
6.1 Area en Coordenadas Rectangulares

Definicidn El drea de la superficie S obtenida por rotaciédnm,
alrededor del eje X, del arco de la curva y = f(x) entre los
puntos x=a y x=b, se define mediante la fdrmula

b
A = 2w f yds ’
a

ds = /1 +(—::XL.)2 dx (= diferencial de longitud de arco )

d > :
se asume que —d{(— es continua en el inteivalo a<x<b.

donde

Y

Q

y =£(x)

> x

T e o v o=

Cuando un elemento de arco, de longitud ds, rota alrededor del eje X,
engendra un '"cilindro" circular de altura h=ds. radio r=y, y
superficie lateral dA = 2myds.

Nota De manera andloga, el irea de la superficie S obtenida por
rotacidn, alrededor del eje Y, de un arco de la curva x=f(y).
entre los puntos y=c e y=d, se define mediante

d
A = 2y I x ds .
donde ds = /1+(d~x)2 dy
dy :

312
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6.2 Area de una Superficie de Revolucidn cuando la Curva es
dada en forsa Parasétrica

x = x(t) dx d 9
- wilhy tal que It L. son continuas en o <t < B.

TE] Sea una curva dada por las ecuaciones paramétricas
dx

Entonces

El drea de la superficie obtenida por rotacidon alrededor del
eje X, del arco de la curva entre t=aq y t=8, es

8
& 217-[ y(t) /(d")2 --1-2 dt

Nota

(1) Si se rota alrededor del eje Y, el drea de la superficie es

B
A= 211“[ x(t) (-:-:3:--)2 + (%{-)2 dt

(2) La prueba del teorema es una consecuencia inmediata de la de
finicidn 6.1 y de la formula de cambio de variable para la
integral definida.

Recordemos que ds = /(-:-%)2 + (-gl%-)2 dt  ( ver MNota,4.2.2)

Ej.nplo 1 Encontrar el drea de la superficie obtenida por rota
cidn de un arco completo de la curva y = sen x.

Solucidn Cuando x varia desde x=0 hasta x=7, se ob
tiene un arco completo de la curva dada. Luego

1r 0
Z"L y /1*(3)2(')2 dx = 2w sen x Y1+4cos?x dx

-1
—ZWJI /1 + u? du , haciendo u=cos x,

>
1]

1
2m _[1 14+ du = 2w[/3+1n(/i +1):|.
313
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Ejemplo 2 Hallar el drea de la superficie de la esfera engendraca
al rotar un circulo de radio R alrededor de un didmetro.

Solucidn Sea x?+ y? = R? 1a ecuacidn del circulo respecto de
un sistema de coordenadas rectangulares. Hagamos x = R cos t,

y = R sen t.
Entonces

dx _ dy
It R sen t, dt= R cos t y

ds = /(dt )zdt=Rdt.

Cuardo t varia desde t=0 hasta t=7 , se obtiene el semicirculo
de didmetro contenido en el eje X. Pcr tanto, el Area buscada es

i1 m
A=21rf (R sen t)Rdt = = 27R?. cos t = 4 mR?,
0 0

Area de una Superficie de Revolucion en Coordenadas Polares

TEOREMA Si una curva es definida mediante la ecuacidn en coordenadas

polares p = p(0), donde -g-g- es una funcidn continua, entonces el

area de la superficie obtenida por rotacidn, alrededor del eje polar X,
del arco de la curva cuyos puntys extremos tienen Angulos polares 6; y
8, , respectivamente, es dada por

]
A = ZR_L‘ p sen 0 /pz+(-3-g-)2 de

1

PRUEBA Tenemos x = x(0) =p cos 0, y = y(@) = p sen 9
&7 + &2 a0 = Sor4 ($BF 0 (ver wora 4.2.3)
46 a6
Luego, aplicando el teorema 6.2 se obtiene 1la formula requerida. ]
Ejemplo Calcular el idrea de la suverficie formada al rotar la car-

diode p = 2a(l+cos 0) alrededor del eje polar.

Solucidn Observemos gque la curva Jada es simétrica respecto del eje
polar, y que cuando 0 varTa desde O hasta T, se tiene el arco su
perior de la cardiode.

2
‘Puesto que p + ('d'%' = 4a® (1 +cos 6)2 +4a® (~-sen ) = 8a> (1 +cos 9)

se tiene que el Aarea pedida es

i i Ll

3 S 2

A=8/7 nd .f; (l4+cos e)/2 sen9dp = 8 /2 ma? (--25-)(1+cos e)/2 = -128—5-"3-
0



PROBLEMAS RESUELTOS

Problemas Resueltos

PROBLEMA 1 Hallar el &rea de la superficie lateral de un cono
recto de altura h y base circular de radio r.

SOLUCION Por semejanza de tridngulos tenemos

R

/r2
Luego, ds = /l+(-:icl;--)2 dy --iﬁtf-dy

y el drea de la superficie lateral del
cono, que se obtiene rotando AB alre
dedor del eje Y, es

h h
. fi2, 2 — 2
A= 27 '[ X hh+ T iy = 2}1lr2r JH+ 2 (hy _%) = Tr /hz+ 2.
0
PROBLEMA 2 Encontrar el drea de la superficie de revolucidn obte

nida al rotar alrededor del eje X la curva y=e X, desde x=0

hasta x=® .,

SOLUCION

2 -
ds =f/1+(%) % =f./1+ezx dx ,
- 0
21rj(-) e—x“1+e—2x dx =—2‘nj: Y144 du ,

A =
(haciendo u = e * )
1
= 21r£ Y1+4u? du = w(VZ + In(l+ vVZ ))
PROBLEMA 3 Calcular el drea de la superficie formada por rotacién

alrededor del eje X del arco de la curva 4y = x*-2 Inx entre
x=1 y x=4,

2_ 2
SOLUCION Tenemos —SXL=-£27L, _dy_)2 dx = & il

dx 2x s

4 4
Luego, A = 2'nf xds =T f x%+ 1)dx = 247 .
1 1
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APLICACIONES GEOMETRICAS DE LA INTEGRAL DEFINIDA CAP.6

PROBLEMA 4 Calcular el 3rea de la superficie de revolucidn que se
obtiene al rotar, alrededor del eje X, el lazo de la curva

9ay2 = x(3a - x)? .

SOLUCION Cuando x varia desde 0 hasta 3a se obtiene el arco
superior de la curva. Diferenciando implicitamente

18 ay Y (3a—x)z— 2x(3a-x)
dx

de donde, dy, _ Ba-x)(a-x)

dx 6ay

Y /1-1'(%%)2 dx

-3-1;- /362 y2 + (3a-x)? (a-x¥ dx
(3a—x)a(a+x ax ( empleando 9ay? = x(3a-x)F)

a
oo A= 2r [ Lammern g ..

PROBLEMA 3  Calcular el 3rea de la superficie de revolucidn engendrada

al rotar alrededor del eje X la hipocicloide
P
SOLUCION :
d & d a”
Tenemos == = ——zr- , ds = 1+ (=%y . dx = ~———dx
dx <P dx xyﬂ
( usando :«12/3 + y77l3 = azl3 )

Cuando x varia desde 0 hasta a se tiene el arco de la curva que se
encuentra en el primer cuadrante. Por simetria se tiene entonces

a a
3 1

+= 2w _L yds = 2% J; (az/z-xz/3 )/2 ("j:—')/3 dx

a
y, 2 2
= -..g-ﬂa/3 (a/3 -xh )54 | = "65"7'32 .

0

Luego A= =—Ta" .
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PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA & [ncontrar el drea del elipsoide de revolucidn engendrado
por rotacidn, alrededor del eje X, de la elipse

2 2
X
___.+_z§_=1 a>hb .
& b ’

SOLUCION Hagamos X=a cos t. Entonces sustituyendo en la
ecuacidn de la elipse se obtiene y=b sen t, y por lo tanto

7 )
ds = /(%t(—) +(%%) dt = +Ja’sen®t + P cos’t dt

= faz—(az—bz) cos? t dt .

Cuando t varia desde O hasta 7, se obtiene el arco superior de 1la
elipse. Luego el irea buscada es

m
A = 21’£ bsent/az—(az-b2)cos2t dt

1
= 2nb [ Y al- (a2 ~b)u? du , haciendo u = cos t,

1

1
/.2
= 2m vVaZ-b? _[1 zaz -u?  du
a“-b

= 2m / a?- [

b a
Va?- ¥ a?-
2 Tab va’- b

e

arc sen e, donde e =

= 2K+

PROBLEMA 7 Fl arco de la pardbola ciibica 9y = x’ entre x=0 y
x=3 se rota alrededor del eje X. Hallar el drea de la superficie de
revolucidn engendrada.

SOLUCION
IB 3 3 T3 3
X / X 4 - ZTTf 3 Saun

A 2 0yds=2n£T l+(§) ax Tox 94x' dx

3
. AL 2 iyt i 5T}
¥ 6(9+x) =—3-(10 /10 -1) .

0
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PROBLEMA 8 Probar que el drea de la superficie de revolucidn obte

2 2
nida al rotar la elipse -}5+-§-= 1, a>b, alrededor del eje Y,
a

_ 2, Tb2.  l+e /212
es A= 2ma"+ —e—ln(-r:a-) 5 donde e T
SOLUCION Hagamos x = a cos t. De la ecuacidn de la elipse

se obtiene y = b sen t, y por lo tanto

ds = /32 sen’t + b2 cos® t dt = V/ b%+ (a®- b?)ser t dt .

Cuando t varia desde 0 hasta -;— , Se obtiene el arco de la elipse
ubicado en el primer cuadrante.

Luego por simetria

m m
r/z 1
'x‘*’)o x dx = wa a cos t /b2+ (a’- b?)sen’t dt

Q

..;,l»
L}

ey 1 2
= 2ma /;z_bz f / 2 +12  du, ( haciendo u = sen t)
0

a? - b2

' 1
= 2ma /a- ¢ .‘21.. L +u? o+ b 1n(u+ /—-bz—-+uz)
&- v 2(a®- b?) a’- ¥ 0

2 ) Z_ 12
- Tab ln(a+ ba b)’
TN
2 ﬂ’bz 14+e
de donde A 2ma° + — ]n(-i-_:) g
PROBLEMA 9 Encontrar el &rea de la superficie obtenida por rotacidn

de la catenaria y=a cos h-}- alrededor del eje X desde x=0 hasta

X=a,

SOLUCION

Tenemos o sen h-L, ds = VY 1+ (sen hL) dx = cos heldx .
dx a a a

a
Luego A = 27 L a cos hz—:-dx = 2ma f-—l—(cos h-zal+ 1)dx

= 'na[isen h-_zﬁ‘d- x‘]
2 a

= -’%‘i(ez- e-2+4) .

1
=
Pes
~

0
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6.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 10 Calcular el Adrea de la superficie de un toro formado

al rotar el circulo x°+ (y-b)® = a° alrededor del eje X (b>a).

SOLUCION Tenemos

y=>b 2 a’- x? . v
Calculamos el 3drea A, de la super
ficie engendrada por rotacidn del

arco PQ.

El arco PQ es definido por la ecua

cidn
y = b+/a%- x? , 0<x <a.
Luego
- a
wils X ds = em—mmmedx,

3 S emmm— (=
2 Vaz'XZ vaz—xz

y por lo tanto

a
A, = 2m f b+ /- 2 ) —2dx (1)
0 =r

Calculamos el drea A, de la superficie engendrada por rotacidn del
arco RQ. El arco RQ es definido por la ecuacidn

y =b- az-—xz, 0<x<a

Luego
d X a
= ——— ds = ———e——— dx y
3 ’
4% a?- x° a’- x?

- a2 —dx
A, 2n f(b a)ﬁ)/a_Z-_x,z, 2>

Luego, si A es el drea de la superficie del toro, por simetria,
tenemos que

- - . S
A = 2(A;+ Ap) 8 mab f /;T.;z_ [ sumando (1) y (2)}

a
= 8mab acsmv%l = 4 mab.
0

319
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PROBLEMA 11 Calcular el drea de la superficie obtenida al rotar un
arco completo de la cicloide

x = a(t - sen t)

y=a(l - cos t) ,
alrededor de la tangente a la cicloide en su punto mis alto.

SOLUCION Cuando t varia desde O hast 27 se obtiene un arco com
pleto de la cicloide. El punto mds alto de la cicloide en este interva-

lo ocurre cuando t=T, vy, puesto que L3 Ayt 2.sen t

dx  dx/dt a(l-cos t) *

la pendiente de la tangente es %l =0,
t=T

Luego, y = 2a es la ecuacidn de la tangente.

La distancia del punto (x,y) de la cicloide a la recta tangente es
2a -y, y por congiguiente el drea pedida es

2n 2n
A =27 L (2a~y)ds = ZWaL (1+cos t) vV a?sen?t + a?(l-cos t} dt

A2 T 2n
- 2 2 b, L _ _lemd 3 T
2ma L (2 cos 3 ) 2 sen > dt = T cos’
0
- 2 7d
PROBLEMA 12 Calcular el Area de la superficie obtenida al rotar,

alrededor del eje polar, 1la lemniscata p?= a2cos 20 .

SOLUCION Cuando 6 varia desde 8=0 Thasta Os%- se obtiene el

arco de la curva ubicado en el primer cuadrante. Tenemos %%z-iﬁpe_“ie.

ds = /¢ +(‘Eg')2 do = T‘f-de ( usando p? = a?cos 20 )

Por simetria, si A es el arva buscada tenemos que

‘IT/“ “/lo
A
5 = 2r _[; psenf ds = 27a’ _I; sen 6 df

WA
= ~214 cos® = 2ma? (i -
0

~

).

luego A= 2ma’(2- VY2 ).
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6.4 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 13 Calcular el area de la superficie generada por rotacibdn,
alrededor del eje X, del arco de la curva x = et sent, y=e cost

desde t=0  Thasta t = -;L s

SOLUCION Tenemos

-d-)E(- = et(sen t + cos t), -gyt-= et(cos t -~sen t) ,

ds = V2 et dt.

Luego
h

1Y/2
t t 2t
A= 27 .L (e cos t) /2 e dt = 2/51!_[0 e cos t dt

b
- t2
= 2Y2 x —%— (sen t + 2 cos t) (integrando por partes)
0
- AT, -2,
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