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Presentacion

El Instituto de Investigacion sobre la Ensenanza de las Mateméticas
de la Pontificia Universidad Catolica del Pera (IREM-PUCP) publica
este libro con el propésito de seguir contribuyendo a la reflexion
sobre la ensenianza y aprendizaje de las mateméticas en los diversos
niveles educativos y a la implementacion de medidas que mejoren
su calidad, en el marco de la didactica de las mateméticas como
disciplina cientifica.

Los articulos que presentamos corresponden a sistematizaciones de
trabajos realizados por miembros del IREM en dos de sus lineas de
investigacion: Curriculo y formacion de profesores y Tecnologias y
medios de expresion en ensenanza de las matematicas, con motivo
de conferencias o talleres de trabajo con profesores de secundaria
y con formadores de profesores, en el marco de las actividades
del proyecto MATEMATICAS 2013: DE LA PUCP AL PERU
(http://www.ecsing.pucp.edu.pe/matematica_2013.php).

Decidimos reunirlos en forma de libro, como una manera de difundir
perspectivas, consideraciones tedricas y uso de recursos tecnologicos
en torno a la ensenanza y aprendizaje de las matematicas, que
esperamos sean Utiles a profesores, a disenadores de planes de estudio,
a matematicos y a todos los que comparten con nosotros el propdésito
de dialogar e interactuar para mejorar la calidad de la educacién
matematica en nuestro pais.

Agradecemos el apoyo brindado por la Pontificia Universidad Catoélica
del Peru para hacer posible esta publicacion.

Los autores.


http://www.ecsing.pucp.edu.pe/matematica_2013.php
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Creacion de problemas en la docencia e
investigacion
Uldarico Malaspina Jurado y Estela Vallejo Vargas

umalasp@pucp.edu.pe| y le.vallejo@pucp.pe
Pontificia Universidad Catolica del Pera/IREM-PUCP

Resumen

En el presente articulo se exponen reflexiones sobre la creacion
de problemas como parte de la ensenanza y aprendizaje de las
mateméticas y como parte de la tarea de investigacion en educacion
matemética. Las reflexiones son basadas en experiencias desarrol-
ladas con profesores en formacion y en ejercicio en talleres realizados
en el Peru y en varios pafses latinoamericanos, asi como en las
experiencias de asesorfa de tesis de maestria en ensenanza de las
matematicas. Se hacen propuestas de estrategias para estimular el
desarrollo de la capacidad de crear problemas en los profesores de
matematicas, a partir de episodios en clases. Se destaca la importan-
cia de estimular la capacidad de formular preguntas y de justificar
las afirmaciones que se hacen en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas.

Palabras clave: creaciéon de problemas, resolucion de problemas,
episodios en clases, formulacion de preguntas, justificaciones.
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Importancia de la creaciéon de problemas

Es clara la importancia de resolver problemas como parte de los pro-
cesos de ensenanza y aprendizaje de las mateméaticas; sin embargo
se pone poco énfasis en la creacion de problemas. Ciertamente,
los problemas tienen que haberse creado antes para poder resolver-
los, pero la creacion de problemas no debe verse como una tarea
exclusiva de expertos, ni considerar que los problemas a trabajar
en clases deben ser tnicamente aquellos que figuran en los libros
o en internet. Crear problemas es parte fundamental de la tarea
docente. Cada profesor conoce la realidad especifica en su aula, el
entorno sociocultural y las motivaciones de sus alumnos y es un
desafio profesional para él, tanto crear secuencias de actividades
y problemas adecuados para esa realidad, como estimular a sus
alumnos no solo a resolver problemas, sino a “ir mas alld”: a crear
sus propios problemas.

Los docentes debemos estimular lo mas posible la creatividad de
nuestros alumnos en el aprendizaje de las matemaéticas y si bien es
cierto que ésta se manifiesta “reactivamente” cuando ellos resuelven
ingeniosamente problemas que les proponemos, estamos dejando
de lado la creatividad “proactiva’” si no los estimulamos a que ellos
creen sus propios problemas de matematicas. La realidad es rica
en situaciones que permiten crear problemas, lo cual conlleva el
identificarlos y el saber plantearse preguntas, que son capacidades
fundamentales a desarrollar en nuestros alumnos, més atn en una
perspectiva de “aprendizajes para la vida” y “en el dia a dia”, que
actualmente enfatiza el Ministerio de Educacién del Peru. Crear
problemas de matematicas a partir de situaciones reales, contribuira
a tener una mirada mas analitica de la realidad, que sera ttil no
solo en el campo de las matematicas.

Siendo tan importante que nuestros alumnos aprendan matematicas
no solo resolviendo sino también creando problemas, es esencial
que los docentes desarrollemos la capacidad de crear problemas de
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matemaéticas, para poder orientar adecuadamente el desarrollo de
tal capacidad en nuestros alumnos.

En diversos trabajos de investigadores en educaciéon matemaética
encontramos expresiones que destacan la importancia de la creacion
de problemas en los procesos de ensenanza y aprendizaje. Asi, ya
en 1989 el National Council of Teachers of Mathematicas (NCTM)
recomendaba a los profesores brindar oportunidades para que los
estudiantes piensen mateméaticamente y desarrollen sus conocimien-
tos mediante la creaciéon de problemas. Textualmente, decia: “los
estudiantes deben tener algunas experiencias reconociendo y for-
mulando sus propios problemas, actividad que es el corazén del
hacer matematicas” (p. 138). Recomendaba también que a los
estudiantes se les dé oportunidades de formular problemas a partir
de una situacion dada y de crear nuevos problemas modificando las
condiciones de un problema dado. (NCTM, 1991, p. 95).

Segtin Malaspina (2011)

La actividad de crear problemas mateméticos complementa muy
bien la de resolver problemas, porque estimula atin mas la creativi-
dad y contribuye a precisar la situacién-problema, el lenguaje,
los conceptos, proposiciones, procedimientos y argumentos, que
se espera manejen los estudiantes. (p. 236)

Maés recientemente, Bonotto (2013) nos dice:

El proceso de crear problemas representa una de las formas de
auténtica investigacion matemaética, que adecuadamente imple-
mentada en actividades de clase, tiene el potencial de llegar més
alla de las limitaciones de los problemas verbales, por lo menos
como son tipicamente tratados. Impulsar la creacién de prob-
lemas es una de las formas de lograr el desarrollo de diferentes
potencialidades de los estudiantes y de estimular una mayor
flexibilidad mental. (p. 53)
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A continuacién resumimos las razones didécticas e investigativas
que considera Malaspina (2013a) en relacion a la importancia de la
creacion de problemas:

» Razones didacticas
e En la ensefnanza (creacion de problemas por los profesores)
Contribuye a:

a)

g)
h)

Proponer problemas que sean cercanos a las motivaciones de los
alumnos y a los contextos en los que viven.

Crear secuencias de problemas de dificultad gradual que lleven a
un problema particularmente importante.

Proponer problemas que recojan las iniciativas, percepciones o
interrogantes de los alumnos, que contribuyan a aclarar o ampliar
sus ideas, ante el reto de resolver problemas o de comprender
temas de matematicas.

Proponer problemas y actividades que respondan a las orienta-
ciones generales que suelen darse en los disenos curriculares y
documentos complementarios desde los organismos centralizados
de educacion.

Llenar el vacio que hay en la mayoria de textos de matemaéticas,
sobre todo en los de nivel escolar.

Tener problemas adecuados para aplicar las teorias sobre edu-
cacién matematica, fuertemente apoyadas en la resolucion de
problemas.

Mejorar la calidad de las evaluaciones.

Consolidar la formaciéon matematica de los profesores.

10
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e En el aprendizaje (creacion de problemas por los alumnos)
Contribuye a:

Desarrollar la creatividad.
Motivar mas el estudio.

Fortalecer las capacidades de resolver problemas, de formular(se)
preguntas, de identificar problemas y de investigar.

Ver aspectos mateméticos en el medio que los rodea.

Establecer conexiones entre la matematica y otros campos del
conocimiento.

Ampliar la visién de las matematicas.

Adquirir una formaciéon matematica mas solida (son experiencias
que van maés alla de lo operativo y de los problemas tipo).

Fortalecer la autoestima del alumno.

» Razones investigativas
Contribuye a:

a)

Estimular la capacidad de formularse preguntas (esencial en la
investigacion).

Estimular la capacidad de identificar problemas y formular mod-
elos matematicos.

Estimular y desarrollar la creatividad.

Aplicar y continuar investigaciones sobre educaciéon matematica
basadas en la resoluciéon y creaciéon de problemas.

11



Reflexiones y Propuestas en Educacién Matematica

Problemas y creaciéon de problemas

Para precisar lo que entendemos por crear problemas, seguiremos la
posicion adoptada en Malaspina (2013a):

La creacion de problemas matemdticos es un proceso mediante el
cual se obtiene un nuevo problema
e a partir de un problema dado (variacién de un problema); o

e a partir de una situaciéon (elaboracion de un problema).

La situacién puede ser dada, o configurada como parte
de la elaboraciéon del problema. En el primer caso es
una situacion tal como se presenta en la realidad; y en
el segundo es una situacién imaginada, adecuadamente
presentada.

Para desarrollar esta perspectiva sobre la creaciéon de problemas, es
importante precisar los elementos fundamentales que percibimos en
los problemas:

Informacion
Requerimientos
Contexto

Entorno matemdtico

La informacion esta constituida por los datos cuantitativos o rela-
cionales que se dan en el problema.

12
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El requerimiento es lo que se pide que se encuentre, examine o con-
cluya, que puede ser cuantitativo o cualitativo, incluyendo graficos
y demostraciones.

En cuanto al contexto: suele llamarse “problema contextualizado” a
aquel que esté relacionado con alguna situacién real, con la vida co-
tidiana; sin embargo, consideraremos que el contexto también puede
ser formal o estrictamente matematico. En ese sentido, podemos
afirmar que en un problema, el contexto puede ser intra matematico
0 extra matematico. En el primer caso, como su nombre lo indica,
el problema se circunscribe a lo matematico (por ejemplo, hallar el
dominio de una funcion, graficar una ecuaciéon de dos variables y
hallar los factores primos de un ntiimero natural, son problemas que
tienen contexto intra mateméatico). En el segundo caso, el problema
estd mas vinculado a una situacién real.

El elemento entorno matematico se refiere a los conceptos mateméti-
cos que intervienen o pueden intervenir para resolver el problema.
Ciertamente esto es relativo, pues depende del camino que se siga
para resolver el problema. En el marco de la creaciéon de problemas
para el aprendizaje, el entorno matematico puede ser el punto de
partida para la creaciéon de nuevos problemas, como ‘“el tema a
tratar”. En un marco méas amplio, puede ocurrir que un problema
no se resuelva, precisamente por no encontrar el entorno matematico
adecuado (como ocurrié durante mucho tiempo con algunos proble-
mas famosos; quizas el mas conocido es el de la conjetura de Fermat),
pero quien resuelve un problema o intenta resolverlo, se apoya en
un conjunto de conceptos matematicos al que llamaremos entorno
matemético. Evidentemente, no habiendo una tinica manera de
resolver un problema, el entorno matematico no tiene que ser tnico
y la misma informacién, requerimiento y contexto puede llevar a
problemas diferentes, al precisar el entorno matematico que se debe
usar para resolverlo.

Con estas precisiones, podemos ahora explicitar mejor lo que enten-
demos por variacion y elaboraciéon de un problema.

13
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Variacion de un problema dado: proceso segin el cual se construye
un nuevo problema, modificando uno o mds de los cuatro elementos
del problema dado.

Ejemplos muy interesantes de éstos son los que resultan de plantear
generalizaciones a partir de un problema dado.

Elaboracion de un problema: proceso segun el cual se construye
un nuevo problema, a partir de una situacion (dada, o configurada
por el autor),

e cuyo contexto se origina en tal situacion

e cuya informacion es obtenida por seleccion o modificacion de la
informacion que se percibe en la situacion;

e y cuyo requerimiento es una consecuencia de relaciones logicas
y matemdticas establecidas o encontradas entre los elementos de
la informacidn especificada, que estdn implicitas en el enunciado,
dentro de un cierto entorno matemadtico.

La creacién de problemas genera una dindmica matematica acom-
panada de lo didactico, cuyas fronteras son dificiles de predecir,
pues ya sea por variaciéon o por elaboracion, surgen preguntas cuyas
respuestas pueden requerir un entorno matemaético que va mas alla
de lo inicialmente considerado. Esto es interesante desde el punto de
vista didactico, porque permite ampliar la visién que suele tenerse
de las mateméticas, como algo estatico y acabado. Los docentes
involucrados en la creacién de problemas de matematicas que sean
més adecuados a los entornos sociales y regionales de sus alumnos, a
sus motivaciones y a sus dudas, pueden convertir un problema dificil
de resolver -haciendo variaciones adecuadas de él - en varios proble-
mas mas sencillos, con dificultad gradual, que finalmente conduzcan
a la solucién de tal problema y en el camino permita experiencias
valiosas de aprendizaje. Una pregunta o una interpretacion errada

14
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de un concepto pueden ser puntos de partida para crear un problema-
porvariacion de otro o por elaboracién- cuya soluciéon contribuya a
aclarar dudas. Elaborar problemas con entorno extra matematico,
tomando aspectos de la realidad cercana a los estudiantes, aportara
a que tanto los que crean los problemas como los que los resuel-
van tengan miradas mas reflexivas de la realidad y encuentren las
matematicas que hay en ella.

Ejemplos

Presentaremos tres ejemplos de creaciéon de problemas, mostrados
en la conferencia ofrecida por Malaspina (2013a) en el VII Congreso
Iberoamericano de Educacién Matemética, en Montevideo.

1) De elaboracion de un problema:
Situacion:
Se tiene un alambre flexible de 20 cm de longitud.

Problema creado:

Determinar el mayor nimero de cuadrados, con lados de
longitud entera, que se puede formar con un alambre de
20 cm de longitud.

Informacion: Longitud del alambre.

Requerimiento: El mayor ntumero de cuadrados con lados de longitud
entera que se pueden formar.

Contexto: Extra matemaético.

Entorno matemdtico: Geometria, cuadrados, perimetro; divisién
entera.

2) De variacion de un problema:

Problema:
Determinar el mayor niimero de cuadrados con lados de

15
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longitud entera que se puede formar con un alambre de 20
cm de longitud.

Problema creado

Determinar el mayor ntiimero de tridngulos no equilateros,
con lados de longitud entera, que se puede formar con un
alambre de 20 cm de longitud.

Informacion: Longitud del alambre. (No modificada)

Requerimiento: El mayor ntimero de tridAngulos no equiléteros, con
lados de longitud entera, que se puede formar con un alambre de 20
cm de longitud. (Modificado)

Contexto: Extra matematico. (No modificado)

Entorno matemdtico: Geometria, tridngulos, perimetro, relaciones
entre longitudes de los lados de un triangulo; division entera. (Mod-
ificado)

3) De wvariacion de un problema:

Problema:

Determinar el mayor ntiimero de triangulos no equilateros,
con lados de longitud entera, que se puede formar con un
alambre de 20 cm de longitud.

Problema creado:

Examinar si un alambre de 36 cm de longitud se puede
cortar en 4 trozos de longitudes enteras diferentes, de modo
que cada longitud en cm sea un niimero primo.

Informacion: Longitud de un alambre (Modificado)

Requerimiento: Expresar 36 como suma de 4 niimeros primos difer-
entes (Modificado)

16
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Contexto: Extra matematico. (No modificado)

Entorno matemdtico: Teoria de nameros. Conjetura de Goldbach
(Modificado)

Es interesante notar que el entorno matematico ha sido dréstica-
mente modificado, pues se ha pasado de la geometria a la teoria de
nimeros. Ciertamente es natural crear nuevos problemas haciendo
variaciones a éste; no solo cambiando la informacion (diversas longi-
tudes del alambre), sino planteando una situacion general (alambre
de longitud entera n y examinar si se puede cortar en p trozos cuyas
longitudes son nimeros primos), lo que lleva a considerar diversos
casos y demostraciones que van mucho més alla de las matematicas
de la educacién secundaria, pues ya forman parte de un tema que
sigue siendo motivo de investigacion de grandes matematicos, como
es la conjetura de Goldbach (todo nimero par mayor que 2 se puede
expresar como la suma de dos niimeros primos).

Estimular el desarrollo de la capacidad de crear problemas

Consideramos muy importante desarrollar esta capacidad en los
alumnos de todos los niveles educativos, desde la educacién inicial
hasta los niveles de posgrado. Esto conlleva que los profesores desar-
rollemos tal capacidad, combinando adecuadamente lo matemaético
y lo didactico, de modo que la informacién, el requerimiento, el
contexto y el entorno matematico correspondan al nivel educativo y
tengan el grado de dificultad adecuado para que sea motivador y
ayude al aprendizaje. En ese sentido, nuestra propuesta es que, como
parte de la formacion de los futuros profesores y de los profesores
en ejercicio, se realicen talleres en los que se trabaje, individual y
grupalmente, creando problemas de matematicas.

Como lo hicimos en el VII Congreso Iberoamericano de Educacién
Matematica (Malaspina, 2013b) y en varios otros cursos cortos con
profesores en ejercicio, o como parte de un curso de matematicas para
futuros profesores de educacion inicial y primaria, proponemos que

17
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se empiece a crear problemas de matematicas haciendo variaciones
a un problema dado, presentado en el marco de un episodio en clase.
La idea del episodio en clase es ubicar el problema en un contexto
didactico, considerando reacciones de alumnos ante el problema
propuesto y pedir al participante en el taller que - en un trabajo
inicialmente individual y luego grupal - analice el episodio y cree
dos problemas variando el problema dado:

» Uno, con el propésito de orientar a los alumnos a aclarar
su comprension del problema dado y a llegar a una solucién
correcta del mismo. A tal problema lo denominamos “problema
pre”.

» Otro, cuya solucion se facilite por haber resuelto correctamente
el problema dado en el episodio descrito; un problema con el
proposito de retar a los alumnos a ir més alla de una solucién
correcta del problema dado. A tal problema lo denominamos
“problema pos”.

Cabe aclarar que los problemas que se creen pueden tener varias
partes de dificultad gradual. Esto es particularmente ttil en el
problema pre.

La creacion de los problemas pos, contribuira a ampliar el panorama
de las mateméticas, por ejemplo haciendo generalizaciones y bus-
cando modelos matematicos relacionados con el contexto del prob-
lema del episodio. Por otra parte, un problema pre, el problema del
episodio y un problema pos, constituiran una secuencia de problemas,
relacionados entre si, con tres niveles de dificultad.

Ejemplo
Considere el siguiente episodio en clase:

18
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En el grupo de estudios de matemaéticas, el profesor
propone el siguiente problema a los alumnos:

En la tienda ALFA, la primera semana de julio
ofrecian todos sus productos sin descuento; la
segunda semana, con un descuento del 20%; y
la tercera semana, con un descuento adicional
del 15%, lo cual anunciaron como GRAN DES-
CUENTO DEL 20% + 15% EN TODOS NUE-
STROS PRODUCTOS.

Examinar si es verdad que la tercera semana de
julio la tienda ALFA ofrecié sus productos con
el 35% de descuento, respecto a los precios de
la primera semana.

Después de unos minutos:

» La mayoria dice que si, que es verdad.

» Juan y Carla dicen que no, que el descuento de la
tercera semana fue menos del 35%

» Maria dice que el descuento de la tercera semana fue
del 68%

Algunos problemas pre propuestos por los profesores:

Problema pre 1 (Trabajo individual)

Rosa compra una blusa que tiene precio de 100 nuevos soles, pero
con un descuento del 20% por remate de saldos y un descuento

adicional del 10% por tener tarjeta de la tienda. ;Qué porcentaje
de descuento tuvo finalmente Maria en la compra de la blusa?

19
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La idea manifestada por la autora del problema fue considerar
un precio cuyos porcentajes fueran muy faciles de calcular, para
que los alumnos concentren su atencion en el descuento total. Es
claro que hizo modificaciéon cuantitativa en la informacion y que el
contexto (extra mateméatico) lo ha presentado de manera distinta,
manteniendo la idea fundamental del problema del episodio.

Problema pre 2 (Trabajo individual)

En un remate de saldos de temporada, una tienda durante una
semana hace el descuento del 50% en todos sus productos textiles
y la siguiente semana hace un descuento adicional del 50%. ;Cudl
es el porcentaje de descuento total que hace durante la segunda
semana?

La idea manifestada por el autor del problema fue llamar la atencion
de los alumnos para que no obtengan el descuento total como una
simple suma de porcentajes, porque no resulta intuitivo que en la
segunda semana el descuento total sea del 100%. También se ha
hecho una modificacién cuantitativa en la informacién.

Problema pre 3 (Trabajo grupal.)
(La autora del problema pre I integr6 este grupo)

Rosa compra una blusa que tiene precio de 100 nuevos soles, pero
con un descuento del 20% por remate de saldos y un descuento
adicional del 10% por tener tarjeta de la tienda.

a) ¢Cudnto paga Maria por la blusa si la compra en la seqgunda
semana?

b) El precio que paga en la sequnda semana, ;qué porcentaje es
del precio de la blusa sin descuentos?

¢) :Cudl es el porcentaje total de descuento de la blusa en la
segunda semana?
20
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La idea manifestada por el grupo fue que este problema ayudaria a
distinguir més claramente entre lo que se paga y el descuento, que
parece ser la confusién que tiene la alumna Maria en el episodio
presentado, pues aparentemente hizo bien sus operaciones, pero
no distingui6 entre lo que paga (el 68% del precio inicial) y el
descuento total (que es el 32%, que se obtiene de la resta 100 - 68).
Se han hecho modificaciones cuantitativas en la informacion y se ha
ampliado el requerimiento.

En cuanto a los problemas pos, la mayoria de los que presentaron
fueron similares al del problema del episodio, con otros precios
y en algin caso, considerando tres descuentos sucesivos; es decir,
fundamentalmente con variaciones cuantitativas en la informacion.

A continuacién algunos problemas pos que no son del tipo que
acabamos de describir:

Problema pos I (Trabajo grupal)

Pedro y Juan compraron un terno cada uno. Pedro lo compro con
un descuento del 20% mds otro descuento adicional de 20% y Juan
lo comprd con un descuento del 30% mds otro descuento adicional
de 10%. ;Cudl de ellos obtuvo un mayor descuento?

Los integrantes del grupo manifestaron que con este problema se
reforzaria la comprension de que el descuento total no es una simple
suma. La modificacion de la informaciéon no es solo cuantitativa. Se
anade informacion que lleva a la comparacion de resultados para
satisfacer el requerimiento también modificado.

Problema pos 2 (Trabajo grupal)
En una tienda, st se compra con una tarjeta para hacer el pago luego

de 30 dias de efectuada la compra, el precio se recarga en un 10% y
si el pago es entre los dias 31 y 35 posteriores al dia de la compra,
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se hace un recargo adicional de 5%. Si Juan hizo una compra con
este sistema el dia 20 de agosto y pagd el dia 23 de setiembre ;qué
porcentaje de recargo pago?

Los integrantes del grupo manifestaron que habiendo entendido que
para los descuentos acumulados no se hace una simple suma, también
lo deberian extender para los casos de recargos. Esencialmente es
una modificacién cuantitativa y cualitativa de la informacion.

Otros problemas pos (Propuestos por el autor)

3. Si la tienda BETA hace un descuento de fin de temporada del
p%, maés otro adicional del q%, jcual es el descuento total, en
porcentaje, respecto al precio sin descuento?

4. Si Juan recibi6 en el 2012 un aumento del p% respecto a su
sueldo del 2011; y en el 2013 ha recibido un aumento del
q% respecto a su sueldo del 2012 ;Cuél es el porcentaje de
aumento total respecto a su sueldo del 20117

5. Sara recibi6 en el 2013 un aumento del 25% respecto a su
sueldo del 2012. ;Qué porcentaje de aumento debe recibir en
el 2014, respecto a su sueldo del 2013, para que el porcentaje
de aumento total respecto del sueldo del 2012 sea del 35%7

Como puede verse, en el problema 3 la variaciéon que se hace al
problema es modificar la informacion, al considerar porcentajes
cualesquiera de descuentos acumulados; es decir, se esta haciendo
una generalizaciéon y la respuesta requiere no solo comprensiéon
sino manipulacién algebraica. Mas atun, para la secundaria o las
matemaéticas basicas de la educacion superior, puede usarse para
visualizar la aplicaciéon de la composicién de funciones; en este caso,
de dos funciones lineales, que es también una lineal:
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Descuento del p%:

Precio inicial 2 — nuevo precio: (1 — 1f5)r = f(z)
Descuento del q%:

Precio inicial w — nuevo precio: (1 — 1f5)w = g(w)

. Descuento del p% f(x) _ (1 _ 100) T =w

(Nuevo precio)

descuento del q%
gof

g(w) = (1 - 1f5) (1 - 185) ») = 9(f(x))

(Precio final, con los descuentos acumulados)

Como

q P
(A= 155) 0~ ggg)r =01 - 100 )

el descuento total es

Pq
(p+q— ﬁW

Es facil ver que para el problema del episodio mostrado, p =20 y
q = 15. Haciendo el reemplazo correspondiente, se obtiene que el
descuento total es del 32%.
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Ciertamente, no se trata de obtener una féormula para memorizarla,
sino de ilustrar la generalizacion y usarla para sacar algunas con-
clusiones. Por ejemplo, de la conmutatividad de la adicion y de la
multiplicacién, podemos concluir que el descuento acumulado total
serd el mismo indiferentemente del orden en que se apliquen los
descuentos; es decir, si es el p% 6 el % de descuento que se aplica
primero.

El problema 4 presenta también una situacién general, similar a
la del problema & Hay una modificaciéon de la informaciéon que
conlleva una modificaciéon natural en el requerimiento, al considerar
aumentos y no descuentos.

El problema 5 presenta modificaciones cuantitativas, cualitativas
y relacionales en la informacion, pues las cifras son diferentes, se
trata de aumentos y no de descuentos; y se conoce el porcentaje de
aumento inicial y el del aumento total acumulado. El requerimiento
también esta siendo modificado, pues se pide determinar uno de los
porcentajes de aumentos acumulados.

Si z es el sueldo en el 2012 (obviamente diferente de cero),por el
aumento del 25% asignado, el 2013 el sueldo sera de 1,25x. Como
en el 2014, segun el requerimiento del problema, el sueldo debe ser
1,35z, al considerar un aumento del q% para el 2014, respecto al
sueldo del 2013, debe cumplirse que

(14 ¢)1,252 = 1,35z

de donde ¢ = 0,08 lo cual significa que el aumento requerido es
del 8%. Notar que la respuesta no depende del monto del sueldo
recibido en el 2012.

24



Creacion de problemas en la docencia e investigacion

Experiencias de creaciéon de problemas en tesis de alumnos
de la Maestria en Ensenanza de las Matematicas

En esta seccién mostramos ejemplos de problemas creados con
alumnos de la Maestria en Ensenanza de las Matematicas de la
Pontificia Universidad Catoélica del Pert, como parte del trabajo de
investigacion en el desarrollo de sus tesis para su graduaciéon.Hemos
seleccionado algunos de los problemas creados por cinco tesistas,
asesorados por el profesor Uldarico Malaspina, que fueron aplicados
en sus respectivas experiencias de investigacion. Los tres primeros
problemas fueron aplicados en la (i) Educacion Secundaria; mientras
que los otros dos fueron aplicados en la (ii) Educacién Superior.

Especificamente, en el apartado (i), presentamos los problemas 1y 3,
que fueron trabajados con alumnos de primer grado de secundaria,
y el problema 2 que fue trabajado con alumnos de cuarto grado
de secundaria. Por otro lado, en el apartado (ii), presentamos el
problema 1, que fue trabajado con alumnos del primer ciclo de
Ciencias Administrativas y Contables, y el problema 2 que fue
trabajado con alumnos del primer ciclo de Arte y Disefio Grafico
Empresarial.

Las experiencias didécticas que resumimos a continuacién nos mues-
tran quelos investigadores que tengan un enfoque constructivista
de la ensenanza de las matematicas, encontraran en la creacion de
problemas un medio importante para desarrollar investigaciones que
enfaticen en el estudio razonado, creativo y constructivo de cualquier
objeto matematico. Nuestra labor como profesores es desarrollar
nuestra capacidad de crear problemas y asi ser capaces de responder
a las inquietudes y dudas de nuestros alumnos plantedndoles nuevos
problemas que los lleven a entender cuestiones que surgen en nuestras
mismas clases y también puedan conducirlos a entender problemas
méas complejos. Al crear problemas adecuados podemos ir midiendo
el nivel de la adquisicién de diversos conocimientos matemaéticos,
los cuales pueden ser ademas graduados en su dificultad, de acuerdo
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al planteamiento que formulemos. Una manera interesante de de-
sarrollar esta capacidad es la que proponemos en este articulo, que
es seguir, por ejemplo, las estrategias de creaciéon de problemas
propuestas en secciones precedentes.

Muchas de las tesis de maestria en ensenanza de las matematicas
estan orientadas a presentar propuestas concretas de ensenanza de
diversos topicos de matemaéatica, dentro de un marco teérico especi-
fico. La propuesta requiere de problemas originales con propdsitos
concretos y que se adectien a un nivel determinado. Por ello, es im-
portante para los investigadores conocer estrategias para la creacion
de problemas de matemaéticas, que las implementen, las examinen y
las mejoren, al tiempo que desarrollan esta habilidad.

Es importante mencionar que las propuestas de ensenanza de las
matematicas contenidas en las tesis pueden ayudar directamente a
los profesores en su ejercicio docente diario, pues son parte de investi-
gaciones formales que les permitird complementar sus conocimientos
de matematica y de didactica. Los trabajos dan ideas para mejorar
o reemplazar ejercicios meramente repetitivos por problemas que
requieren el uso de razonamientos y contienen propuestas concretas
sobre los planteamientos hechos en el Diseio Curricular Nacional
de la Educacién Basica Regular del Peru.

A continuaciéon presentamos cinco problemas, que son parte de

investigaciones realizadas sobre ensenanza de las mateméticas segin
lo detallado previamente.
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1. Educacion Secundaria

Problema 1

Juan pregunt6 a 40 alumnos si practican basquet o fatbol. Al
terminar de preguntar, Juan se inventd un problema e hizo
el siguiente gréfico.

Observando el grafico,
a) Escribe el problema que ta piensas que inventé Juan.

b) Plantea una ecuacion para resolver el problema que inven-
taste.

¢) Resuelve el problema usando la ecuacion.

Este problema fue creado en el marco de la tesis “ Errores que presen-
tan los estudiantes de primer grado de secundaria en la resolucion
de problemas con ecuaciones lineales”, elaborada por Luz Milagros
Azanero Tdvara, con el propoésito de examinar las dificultades que
presentan los alumnos ante el requerimiento de pasar de un registro
algebraico a un registro verbal.

Coémo se aplico
Se aplicod a 29 estudiantes de Primer afio de secundaria de un colegio

parroquial de San Isidro, Lima, el 2012.
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Algunas respuestas interesantes

[Alumno 1]

Para el item (a):

La representacion verbal
corresponde a la
representacion algebraica

Observemos que la estudiante escribio correctamente el enunciado
del problema de acuerdo a la informacion con la que contaba en
el respectivo registro algebraico. Notemos ademés, que el prob-
lema planteado por la alumna cuenta con los elementos bésicos
de todo problema (informacién, requerimiento, contexto y entorno
matematico). La alumna ha realizado una adecuada conversion
del registro algebraico al registro verbal, llegando a cumplir con el
proposito de esta actividad.

Para el item (b):

Correcto planteamiento

Observemos que la estudiante se excedi6 respecto al requerimiento es-
pecifico de este item. Sin embargo, realiz6 un adecuado tratamiento
en el registro algebraico.
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Para el item (c):

Solucioén correcta

Para el item (c), notemos que la estudiante resolvié correctamente
el problema y respondié al requerimiento que ella misma establecio
al crear su problema en el item (a).

[Alumno 2/
Para el item (a):

Notemos que la estudiante escribi6 el enunciado del problema solo
con los datos que se proporcionan en la representaciéon algebraica
dada. Sin embargo, no formul6 algunas de las condiciones con
precision. Por ejemplo, la alumna escribio: “futbol x; bdsquet 2z”.
Observemos que era necesario que la alumna especifique que “z” es
en realidad el nimero de alumnos que juegan solo futbol; mientras
que “22” es el nimero de alumnos que juegan solo basquet. Esto,
porque los alumnos que juegan futbol y los alumnos que juegan solo
futbol no necesariamente son el mismo conjunto. Esto mismo sucede

con los alumnos que juegan bdsquet y los que juegan solo bdsquet.
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Asimismo, la alumna no plantea requerimiento alguno, lo que deja
incompleto el planteamiento de su problema.

Para el item (c):

Observe que la alumna
no realiza un adecuado
tratamiento en el registro
algebraico.

Notemos que la estudiante, en la primera linea, no plantea una
ecuacién, sino una expresion algebraica “xz 4+ 10 + 22”7, y que a
continuaciéon plantea la ecuaciéon “3x = 107, sin que exista una
conexion entre la primera y segunda linea que la alumna escribe.
Observemos ademas que después de esto la estudiante realiza un
procedimiento incorrecto, lo que demuestra que tiene dificultades al
resolver ecuaciones lineales y también que no realizé un adecuado
tratamiento en el registro algebraico.

Comentarios

Es tipico, o por lo menos mas frecuente, que nos presenten una
situacién problema y que a partir de ella nos pidan plantear una
ecuacion y la resoluciéon de esta ultima para responder a algin
requerimiento especifico. Sin embargo, pensamos que el fin de este
problema es salir de lo tradicional, y sacar a los estudiantes de su
“zona de confort” para que demuestren otro tipo de razonamientos
y habilidades. Observamos que la autora de la tesis ha pretendido
explorar cémo realizan sus alumnos el transito del objeto matematico
‘ecuacion lineal” por distintos registros de representacién semioética,
lo que constituye un reto para los estudiantes ya que es una tarea
poco usual en las clases de mateméticas. Se pretende ademas que
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el alumno dé rienda suelta a su creatividad y proponga un texto
para la representacion dada. Esta actividad es un buen ejemplo
de que alumnos de nivel escolar son capaces de crear sus propios
problemas de matemaéticas. Cabe mencionar que en este caso se ha
empleado una de las formas de creacién de problemas de matemaética
presentadas en una seccién previa, en la que nos proporcionan una
situaciéon a partir de la cual se debe construir un problema.

Problema 2

a) {Es verdad que al resolver el sistema de ecuaciones

r+y =5
y =2x—3

la solucién es (3;2)? Justificar

b) Encontrar un sistema de ecuaciones que tenga como solu-
cion a (3;2)

¢) Escribir un problema cuya solucion sea que Alejandro
realiza en un dia 3 viajes en metropolitano y 2 viajes
en tren eléctrico y se obtenga resolviendo el sistema de
ecuaciones encontrado en la parte (b).

Cabe aclarar que este problema ha sido creado en el contexto dado
por los viajes de Alejandro a su trabajo, empleando cierto ntimero
de veces el Metropolitano y el tren eléctrico.

Este problema fue creado en el marco de la tesis “ Resolucion de
problemas con sistemas de ecuaciones lineales con dos variables.
Una propuesta para el cuarto ano de secundaria desde la Teoria
de Situaciones Diddcticas”, elaborada por Rocio Figueroa Vera,
con el propodsito de explorar en los alumnos la habilidad de crear
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problemas a partir de un registro algebraico (sistema de ecuaciones).
Como se aplico

Se aplicoé a 12 alumnos del cuarto ano de educaciéon secundaria
de una Institucion Educativa privada de Lima. Este problema fue
trabajado en forma grupal, forméndose 6 grupos de 2 integrantes
cada grupo y los estudiantes tuvieron la opcién de usar el software
GeoGebra.

Algunas respuestas interesantes
Sobre los items (a) y (b):

La autora de la tesis nos comenta que sus alumnos trabajaron de
forma ordenada y sin complicaciones., y que, en particular, para el
caso del item (b) la mayorfa de los grupos realizé procedimientos
algebraicos y hasta mentales para llegar a un sistema de ecuaciones
con la solucién requerida. Sin embargo, algunos grupos se valieron
del software GeoGebra para descubrir un sistema de ecuaciones,
graficando dos rectas cuyo punto de interseccion era el punto (3;2).

Algunas de las respuestas para el item (b) fueron:

r+y =5 rT+y =5 rT+y =5
y =2x—4 z—y =1 2y +5 =3z

Sobre el item (c):

Cuatro de los seis grupos lograron pasar correctamente del registro
algebraico encontrado en el item (b) a un enunciado verbal.

Los grupos que tenian como sistema de ecuaciones
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r+y =5
y =2zr—4

respondieron:

“Alejandro utiliza el tren eléctrico y el
metropolitano para ir o trabajar. Se de-
sea saber cudntos viajes realiza en cada
uno, si el nimero total de viajes es 5 y el
numero de viajes en tren eléctrico es el
doble del nimero de viajes en metropoli-
tano, menos 4.”

Aqui uno de los grupos plante6 la pregunta: jcuéntos viajes en
metropolitano y tren eléctrico realiz6 Alejandro?

El grupo que propuso el sistema

T+y =5
z—y =1

escribié un enunciado que no correspondia al sistema que habia
planteado, pero su propuesta implicaba un sistema de ecuaciones
que conducia a la solucién pedida.

Comentarios

De nuevo, vemos que se plantea un problema poco usual en lo referido
a sistemas de ecuaciones lineales con dos ecuaciones y dos incognitas.
Lo més frecuente en los libros de texto de nivel escolar es encontrar
ejercicios en los que se proporcionan sistemas de ecuaciones, o
situaciones problema que involucra el planteamiento de un sistema
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de ecuaciones, y para los cuales se pide su solucion. A diferencia de
esto 1ltimo, en la actividad planteada se propone un par ordenado
especifico que debe ser solucién de algin sistema de ecuaciones; se
pide a los alumnos que propongan un sistema de ecuaciones que
tenga como solucion el par ordenado dado, y que ademas formulen
un problema en un contexto extra-matemético (con algunas ideas

sugeridas), que tenga como solucion el par ordenado dado.

Vemos que esta es otra forma original de incentivar en los alumnos la
creaciéon de problemas, a partir de una situaciéon dada, y cémo esta
forma de trabajar en matemaética reta a los alumnos a desarrollar

otras habilidades matemaéaticas.

Problema 3

1) Miguel plantea la siguiente conjetura:
“Todo ntmero natural tiene un nimero finito de divisores.”
Se te pide lo siguiente:

a) Responde: jEs verdadera esta conjetura o puedes mejo-
rarla?
b) Justifica la conjetura dada por Miguel en el caso de

que esta sea verdadera, o la conjetura mejorada.

2) Escribe dentro de los paréntesis VERDADERO 6
FALSO segun corresponda y JUSTIFICA cada una
de tus respuestas.

a) (El namero 385 es multiplo de 11?7 ( )

b) (El namero N = 21 x 33 es divisible por 77
)
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c¢) (El namero 123 es maltiplo de 77 ( )

c¢) Si sumas dos nimeros cualesquiera divisibles por 4, jel
resultado sera SIEMPRE un ntmero divisible por 47

)

3) Completa los espacios en blanco usando alguna de las sigu-
ientes palabras: NINGUN, ALGUN, TODO, segin
corresponda. JUSTIFICA cada una de tus respuestas.

a) “ nimero natural es miultiplo de si
mismo.”

b) « natural es divisible por cero.”

¢) “Cero es divisible por namero natural.”

d) « divisor de 8 es divisor de 35.”

e) “El namero 1 es divisible por namero
natural.”

f) « nimero par es también divisible por 3.”

g) “El ntimero uno es divisor de nimero
natural.”

h) “Cero es multiplo de ndmero natural.”

i) « multiplo de 5 es también multiplo de 4.”

Esta actividad (conjunto de problemas) fue creada en el marco
de la tesis “Andlisis y propuesta en torno a las justificaciones en
la ensenanza de la divisibilidad en el primer grado de secundaria’,
elaborada por Estela Vallejo Vargas, con el propoésito de verificar
el progreso en la presentacion de las justificaciones de alumnos de
primer grado de secundaria sobre cuestiones relacionadas con la
divisibilidad de ntmeros naturales.
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Como se aplico

Se aplicdé a 5 estudiantes del primer grado de secundaria de un
colegio privado de Lima. Los estudiantes trabajaron esta actividad
de manera individual.

Algunas respuestas interesantes
Para el item (1):

Este primer item fue creado con el proposito de que los alumnos,
de manera individual, identifiquen que existe un caso para el cual
no se cumple la conjetura dada por Miguel. En ese sentido, ellos
debian precisar (“mejorar”) esta conjetura, para luego justificarla.
Es evidente que esta forma de trabajo en matemaética no puede ser
solicitada a un alumno que no ha sido previamente familiarizado en
particular con la terminologia empleada y, en general, con la forma
de ensenanza de las matematicas planteada por la autora de la tesis.

[Alumno 1]

Por la respuesta que presenta (“Verdadero”), asumimos que el alumno
considera que la conjetura de Miguel es verdadera. Podemos obser-
var que la justificaciéon que realiza con el propoésito de demostrar
la veracidad de esta conjetura se basa ademas en un ejemplo con-
creto, lo que segun las consideraciones hechas por la autora, en su
investigacion, no es suficiente para que ésta sea considerada una
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demostracién matematica. No obstante, la conclusion que el alumno
hace al final de su respuesta, cuando escribe “Los divisores de un
nimero siempre terminaran en ese mismo numero’, nos hace pensar
que las consideraciones hechas por el alumno son generales (“un”,
haciendo referencia a un ntumero cualquiera y “siempre", haciendo
referencia a que se cumplira en todos los casos). Esto nos hace pen-
sar que el alumno justifica que todo niimero natural tiene un namero
finito de divisores porque considera que el conjunto de divisores
siempre esté acotado superiormente por el propio ntamero.

Notemos que el estudiante no ha considerado el caso del ntimero
cero para la conjetura dada por Miguel, ya que el cero tiene infinitos
divisores. En este sentido la conjetura de Miguel si podia ser
mejorada.

Para el item (2d):
Segun la autora del problema, el proposito de este item es que el
alumno presente una demostraciéon matemaética para este resultado,

que es cierto.

[Alumno 2/
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8 es divisible por 4 = 8 es multiplo de 4 = 4 es divisor de 8
Porque es como si estuviéramos sumando dos miltiplos de 4 y
se

pueden dividir porque los multiplos de cualquier ntimero se
pueden

dividir por el niimero que se estan sacando los multiplos.

(Transcripcion del texto presentado por el Alumno 2)

Observemos que el alumno empieza escribiendo:

“8 es divisible por 4 = 8 es multiplo de 4 = 4 es divisor de 8”

Vale la pena aclarar que el alumno toma en cuenta el trabajo
realizado con la profesora (autora de la tesis), ya que emplea una
de las equivalencias trabajadas con ella. Esta equivalencia establece
que: “A es divisible por B equivale a decir que A es miltiplo de B, lo
que equivale a su vez a decir que B es divisor de A. Donde A y B son
numeros naturales, con B diferente de cero”. De este modo notamos
que el estudiante pretende justificar el resultado dado, basandose
en la justificacién de un resultado equivalente.

Aunque el estudiante no presenta una demostracion matematica
del resultado equivalente, puesto que su justificaciéon se basa en un
ejemplo, podemos observar que el alumno intenta hacer generaliza-
ciones al decir “(...) porque los maltiplos de cualquier nimero se
pueden dividir por el namero (...)”. Esto nos da indicios de que el
alumno ha pensado originalmente en un caso general - el caso de
los multiplos de “N” y no de 4 en particular - y que para ayudar
a hacer clara su justificacion es que presenta un ejemplo concreto.
Este ejemplo consiste en considerar dos miltiplos de 4 (8 y 16), los
que ha obtenido al multiplicar a 4 por ntmeros naturales (2 y 4 res-
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pectivamente). El alumno parece darse cuenta de que cuando suma
estos multiplos de 4 (8 y 16), en el fondo lo que est4 haciendo es
sumar los factores (2 y 4) con los que obtuvo los nimeros originales,
y luego multiplicar esta suma por 4, ya que 4 es un factor comun.
Asi, como el resultado es un ntimero que se obtiene al multiplicar 4
por un nimero natural(6), el resultado es también un maltiplo de 4.

Es importante destacar que esperar de los alumnos una demostracion
matemaética para el resultado dado, parece ser un objetivo dificil de
alcanzar, sobre todo tomando en cuenta que los estudiantes no esta-
ban familiarizados con conocimientos sobre variables, lo que hubiese
favorecido (desde el punto de vista de un matematico por ejemplo)
la demostracion del resultado. Sin embargo, pudimos explorar en
las respuestas de los alumnos, y del Alumno 2 en particular, su
capacidad de razonamiento analitico.

Para el item (3d):

Cabe mencionar que el proposito de todos los items del problema,
3 (items 3a - 3i), tienen el objetivo que los estudiantes completen
enunciados matematicos incompletos para hacerlos proposiciones
matemaéticas verdaderas, mediante la precision del uso de ciertos
cuantificadores logicos, y que ademéas encuentren una manera de
justificarlas.

[Alumno 3]
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d) “ALGUN divisor de 8 es divisor de 35”

D(8)—{12,4,8}

D(35)={1

Porque el divisor de todos los n [queriendo decir niimeros]

N [queriendo decir naturales] es el 1. Entonces si tienen un
divisor

que divide a 8 y 35 a la vez

(Transcripcion del texto presentado por el Alumno 3)

Lo primero que observamos es, por ejemplo, que el alumno no
termina de hallar los divisores del nimero 35. Creemos que no
considera esto necesario ya que al haber encontrado el caso de un
nimero que satisface la proposicion que ha construido con el uso
del cuantificador “algun”, esto es suficiente para la demostracion de

Su proposicion.

Notemos ademas, que el alumno justifica que 1 es un divisor comun

para 8 y 35, ya que 1 es divisor de todos los niimeros naturales.

Para el item (3f):
[Alumno 4]

f) “ALGUN ntimero par es también divisible por 3”
Porque no todos los pares divisibles por tres solo algunos no
todos.

(Transcripcion del texto presentado por el Alumno 4)
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Observemos que para justificar esta proposicion es suficiente mostrar
el ejemplo de un namero natural que satisfaga la proposicién dada
por el alumno (por ejemplo 6, ya que 6 es un nimero par y es
también divisible por 3). Sin embargo, lo que sugiere el alumno con
su respuesta es que existen ntimeros pares que son divisibles por 3
(cuando dice: “solo algunos”), mientras que otros tantos nimeros
pares no lo seran (cuando dice: “no todos”).

Comentarios

Observamos que la habilidad de crear problemas, por la autora
de la tesis, ha sido necesaria para el desarrollo de la investigaciéon
realizada, y que se complementa bien con el enfoque original que
ella plantea para la ensenianza de las matematicas del nivel escolar.
Crear problemas con propoésitos especificos como son el analisis de
conjeturas, la precisiéon de enunciados matematicos para hacerlos
proposiciones verdaderas, la justificacion de las proposiciones dadas
y de las que se originaron con las modificaciones de los estudiantes,
etc., ha obligado a la investigadora, segiin nos senala, a hacerse pre-
guntas del tipo ;coémo logro esto?, ;qué problemas conviene plantear
con este propdsito?, jseran los alumnos capaces de responder a este
requerimiento segin el nivel al que pertenecen?, ;existira otra man-
era de pedir lo mismo?, etc. Esto nos muestra, ademas, que partir
de un propoésito de ensenanza para un nivel educativo especifico
y hacerse preguntas adecuadas, contribuyen al éxito en la tarea
docente de crear problemas cuya solucién contribuya al aprendizaje
de las matematicas.

En conclusion, esta forma no tradicional de ensenanza de las mateméa-
ticas en la Educacion Basica Regular, mediada por justificaciones, se
ha servido también de la tarea necesaria e importante de la creacion
de problemas adecuados a este enfoque.
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i) Educacion Superior

Problema 1: “Porcentaje y funcién lineal”

Un supermercado vende el kilo de carne a S/. 17,00 y esta
semana esté haciendo una promocion en la venta de carne: si
la compra es por méas de 3 kilos, hace un descuento del 10%
al importe total.

a) ¢{Cuanto pagara Carlos si compra 2 kilos de carne?
b) ;Cuéanto pagara Julia si compra 5 kilos de carne?

¢) Expresar la funcion pago segin la cantidad de kilos de
carne (x) que se compre.

d) Graficar la funcién hallada en c).

e) Determinar, en caso sea posible, la cantidad de kilos que
fueron adquiridos por los clientes en cada uno de los
siguientes casos:
el) Pago S/. 45
e2) Pago S/. 60
e3) Pago S/. 49

Este problema fue creado en el marco de la tesis “ Propuesta de una
secuencia diddctica para la enserianza de porcentajes a estudiantes
de Administracion y Sistemas ”, elaborada por Judith Chdvez
Salinas, con el propoésito de identificar los problemas que podrian
presentar alumnos universitarios con el manejo de las funciones
lineales, relacionadas con porcentajes.
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Como se aplico
Se aplico a 32 estudiantes del primer ciclo de la facultad de Ciencias
Administrativas y Contables, carrera universitaria de Administracion

y Sistemas, de la Universidad Peruana Los Andes, de la ciudad de
Huancayo.

El trabajo realizado se llevd a cabo en grupos de 3 o 4 estudiantes
cada grupo.

Algunas respuestas interesantes

Para el item (c):

[Grupo 1]
Grupo que especifica el
dominio de la funcién y
considera correctamente los
dos casos

[Grupo 2]

Grupo que considera
correctamente los
dos casos, pero no
precisa el dominio
de la funcion
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Para el item (d):

44

Un grupo trata de graficar
ambas funciones en un solo
plano, pero no tienen en
cuenta los dominios de las
funciones.

Este otro grupo es un
poco més preciso y
grafica ambas funciones
teniendo en cuenta los
dominios respectivos,
pero las escalas uti-
lizadas no son las mas
apropiadas ya que como
se puede observar, el
grafico no es del todo
exacto.



Creacion de problemas en la docencia e investigacion

Para el item (e):

Notamos, de la respuesta anterior, que el grupo no tuvo mayor
complicacion para los items (el) y (e2) y que el item (e3) ha sido
trabajado considerando las dos alternativas de precio; esto tltimo,
al parecer, como consecuencia de lo que observaron en el gréfico.

Por otro lado, observamos en la siguiente respuesta como este otro
grupo solo trabaj6é con una opcién de precio. La autorade la tesis
considera que se debe basicamente a que los integrantes del grupo
no lograron esbozar el grafico donde podian observar mejor esta
situacion.
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Comentarios

Observamos que este problema cuenta con todos los elementos de un
problema de matematica establecidos en una seccién previa de este
articulo. A diferencia de otros problemas, este problema no tiene
como fin que los estudiantes creen sus propios problemas a partir
de una situacion dada. Es un problema creado con la iniciativa
de la autora de la tesis y el proposito de esta actividad es que de
manera gradual, a través de la secuencia de requerimientos que aqui
se presenta, los estudiantes se enfoquen en el entorno matemaético
de funciones en un contexto extra-matemaético.

Notamos que aunque el contexto del problema es sencillo, la secuen-
cia de requerimientos que se origina a partir de éste permite que
los estudiantes trabajen un tipo especial de funciones (funciones
lineales por partes). Asimismo, reta a los estudiantes a presentar
el grafico y luego, gracias a la secuencia gradual de requerimientos,
determinar los valores de la variable independiente que permiten
cierto comportamiento en la variable dependiente.
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Este problema presenta as{ una secuencia de requerimientos de
dificultad gradual cuidadosamente elaborada con el fin que los estu-
diantes descubran aspectos importantes de las funciones lineales en
contextos reales.

Cabe resaltar que la funcion lineal por tramos que resume la situacion
no es una funcién inyectiva y a esa particularidad se conduce al
alumno en la secuencia que se presenta en el item e (ya que no se
puede saber cuantos kilos de carne se comproé si se pagd 49 soles).

Problema 2: “Construyendo un jardin”

Juan posee un terreno cuadrado y luego de recortarlo 2 m a
cada lado, obtiene un jardin cuadrado cuya area no excede
los 9 m?2.

Parte I: Trabajo individual

a) Emplea una variable z, e ilustra graficamente la situacion.
Explica qué representa la variable.

b) Utilizando la variable que has definido en (a), representa
el area del terreno y el area del jardin.

Area del terreno:

Area del jardin:

¢) Expresa algebraicamente la relacion que debe cumplirse
para que el area del jardin no exceda los 9 m?.

d) Encuentra dos posibles valores de la longitud de cada lado
del terreno cuadrado.

e) Determina dos posibles valores que no puede tomar la
variable definida en (a), segtin el contexto del problema.
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f) Escribe la expresion obtenida en (¢) de modo que se
tenga f(x) <0, siendo f una funcién cuadrética.

g) Grafica la funcion f y determina graficamente el con-
junto de valores de x para los cuales se cumple que

fl@) <0.

h) Encuentra todos los posibles valores de la longitud de
cada lado del terreno cuadrado.

Parte II: Trabajo grupal

Todos los integrantes del grupo deben comparar y examinar
los resultados obtenidos en el trabajo individual.

Entregar la hoja del trabajo individual con las soluciones que
el grupo considera mas adecuadas, para las partes f, g y h.

Parte III: Trabajo grupal

Marfa tiene un terreno cuadrado de 6 metros por lado y quiere
comprar dos franjas de terreno a sus vecinos, de modo que su
terreno siga siendo cuadrado, pero de un area que no exceda
los 64 m?2.

a) Emplear una variable x, e ilustrar graficamente la
situacién. Explicar qué representa la variable.

b) Utilizando la variable definida en (a), representar el area
del terreno ampliado.
Area del terreno ampliado:

¢) Expresar algebraicamente la relacion que debe cumplirse
para que el area del terreno ampliado no exceda los 64 m?.

d) Encontrar dos posibles valores de la longitud de cada
lado del terreno cuadrado ampliado. ;Cuéles son los dos
correspondientes valores de la variable z?
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e) Determinar dos valores que no puede tomar la variable
2 definida en (a), segin el contexto del problema.

f) Escribir la expresion obtenida en (c¢) de modo que se
tenga f(x) <0, siendo f una funcién cuadrética.

g) Graficar la funcion f y determinar graficamente el con-
junto de valores de x para los cuales se cumple que

f(z) <0.

h) Encontrar todos los posibles valores del ancho de las
franjas con las que se puede ampliar el terreno, segin
la condicién dada.

Este problema fue creado en el marco de la tesis “La resolucion
de problemas con inecuaciones cuadrdticas. Una propuesta en el
marco de la teoria de situaciones diddcticas’, elaborada por Nizo
Nufiez Sdnchez, con el propoésito de favorecer el aprendizaje de los
procesos de resolucion de una inecuacion cuadratica correspondiente
a un problema contextualizado cuando el trinomio cuadrético es
factorizable en R y con desigualdad <.

Como se aplico

Se aplico a 26 estudiantes del primer ciclo de la escuela de Arte y
Diseno Grafico Empresarial de la Universidad Senor de Sipan del
distrito de Pimentel de la provincia de Chiclayo, departamento de

Lambayeque.

En la parte del trabajo grupal se formaron 8 grupos de 3 integrantes
cada grupo, y se formé un tnico grupo de dos integrantes.

Algunas respuestas interesantes

Para el item (a):
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Observamos a continuacioén el tipo de respuesta correcta que pre-
sentaron 15 de los 26 estudiantes a este item. En esta respuesta
los estudiantes detallan la representacién grafica y explican qué
representa la variable x.

Por otro lado, segiin nos comenta el autor de la tesis, los otros 11
estudiantes tuvieron dificultades para representar la variable x.
Ante esta situacion, el profesor-investigador “devuelve el problema”
a los alumnos planteando la siguiente pregunta: ;Cuanto mide el
terreno?

Esto les sirvié para representar el lado del terreno por una variable
“2”, lograndose determinar que la variable representaba la medida
del terreno.

Para los items (b) y (c):
Segun lo senalado por el autor de la tesis, los estudiantes resolvieron
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estos items sin indicaciones especificas logrando representar alge-
braicamente el area del terreno y el area del jardin. Solo 2 de los
26 estudiantes no pudieron representar correctamente el area del
jardin con la condicién solicitada porque confundieron la relacién
de la desigualdad < con >.

Para los items (d) y (e):

Como nos manifiesta el autor de la tesis, estas dos preguntas hicieron
reflexionar a todos los estudiantes porque demoraron en seleccionar
los valores para que “x” cumpla con las condiciones del problema.
Después de realizar los célculos correspondientes, 11 estudiantes
determinaron los dos posibles valores solicitados, 12 estudiantes
determinaron un solo valor y 3 alumnos cometieron errores en los
calculos.

Para los items (f), (g) y (h):

Los estudiantes tuvieron dificultades inicialmente para entender el
item (f), pero posteriormente determinaron la expresion indicada.
En los resultados se obtuvo que 24 alumnos identificaran la funcion
cuadréatica, solo 3 realizaron la grafica correctamente y fue lo que
les tom6 mas tiempo.

Por falta de tiempo, 18 alumnos no respondieron el item (h) y 8
lo graficaron incorrectamente, este item fue considerado para ser
tratado de forma grupal.

Para la actividad grupal parte I1:

Con los indicios de los trabajos individuales se pudo afianzar sus
respuestas en los trabajos grupales donde se pudo coordinar respuestas
y comunicar resultados. Los grupos graficaron correctamente la
parabola con la determinacién de su vértice y la interseccién con
el eje de abscisas, solo 2 grupos tuvieron errores al determinar el
vértice. En la pregunta (h) existieron dificultades para determinar
los valores de la longitud del terreno.
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Para la actividad grupal parte I111:

Todos los 9 grupos identificaron correctamente la funciéon cuadratica
f(x) = (6 + x)? — 64; 4 grupos realizaron la grifica de esta funcion
en un plano cartesiano correctamente; 4 cometieron errores al ubicar
el vértice en el plano cartesiano, lo que influy6 en la determinacion
de la interseccion de la grafica con el eje de abscisas; 1 grupo no
logré responderlo.

Con respecto a la pregunta (h), se observaron mayores dificultades
para identificar los valores del ancho de la franja. Ante esta situacion,
el profesor-investigador devuelve el problema a sus alumnos, frente a
la dificultad que estos manifiestan para el desarrollo de la pregunta
(h). Los estudiantes mencionaron por ejemplo: “Profesor esta pre-
gunta es similar a la prequnta del terreno y el jardin, en este caso,
scomo determino los valores de “x” que representa al ancho de las
franja compradas?”’

El profesor-investigador sugirio que observaran el grafico correspon-
diente a la pregunta (g) y a partir del intervalo identificado como

[APeel]

respuesta de esta pregunta, deduzcan todos los valores de “z” que
representa el ancho de las franjas.

Esta sugerencia sirvié para que determinaran algunos valores, que
fueron especificamente niimeros enteros, luego hubo discusion donde
se observd bastante interaccion entre los integrantes del grupo para
corregir sus respuestas. Finalmente 5 grupos determinaron una can-
tidad limitada de valores para el ancho de la franja, no identificaron
todos los valores correspondientes, 4 grupos no respondieron esta
pregunta.

Comentarios
La secuencia de actividades en el problema presentado tiene una
estructura especial ya que tiene un trabajo individual, y dos partes

grupales. De estas dos ultimas partes se considera una primera con
el propoésito de comunicar para luego discutir las respuestas de los
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estudiantes integrantes de cada grupo; en un segundo momento del
trabajo grupal se tiene como fin desarrollar una nueva secuencia de
requerimientos con el propésito de trabajar una situacion similar a
la presentada inicialmente cuya solucion se facilita al haber resuelto
adecuadamente la primera situacién planteada.

De este modo, podemos observar que en la tesis se propone una
secuencia didéactica con el claro proposito de analizar los procesos
de resolucion de inecuaciones cuadraticas como las involucradas en
el problema presentado.
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Resumen

En este articulo se presentan algunos resultados de investigaciones en
donde se analiza la forma en la que se organizan actualmente algunos
topicos fundamentales de matematicas en la Educacion Basica, en
particular aquellos relacionados con el algebra, la geometria y la
geometria analitica. Se daran también algunas recomendaciones
para su reorganizacion y tratamiento.

Palabras clave: geometria analitica, geometria sintética. lugar
geométrico, conexiones matemaéticas.

Introduccién

Desde hace varias décadas, el estudio de los procesos de ensenianza
y aprendizaje de las matematicas que se desarrollan en contextos
con intencionalidad didactica ha formado parte de la agenda de
investigacion de grupos de matematicos, educadores y psicologos.
Sin embargo, es recién desde hace alrededor de treinta anos, que se
plantea un estudio cientifico de los fenémenos relacionados con un
proceso de instrucciéon matemética. Como resultado de ello, se han
propuesto varias teorias que pretenden explicar distintos aspectos
de este fendémeno tan complejo que es aprender matemaéticas.
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Las teorias desarrolladas por distintos grupos de investigadores fijan
su atencion en diversos focos. Por ejemplo, algunas estudian el pro-
ceso de transformacion que sufren los objetos mateméaticos con una
intencionalidad didéctica y en la forma en la que éstos se organizan
en los curriculos; otras se centran en estudiar las construcciones
mentales que se llevan a cabo al aprender determinados tépicos
matemaéaticos; mientras que algunas otras posturas teoéricas bus-
can establecer el efecto que tiene en los aprendizajes el usar algin
instrumento tecnoléogico.

Sin embargo, sea cual sea el foco de atencién elegido, el fin dltimo
es que estas investigaciones tengan un efecto en la reorganizaciéon
de los conocimientos matemaéticos en los planes de estudios de los
distintos niveles educativos y en la forma de abordarlos.

A continuacién se describiran resultados de una investigacion de
Didactica de la Matematica que plantea reorganizar la ensenanza
de la geometria analitica a partir de la geometria sin coordenadas y
del algebra.

Sobre el algebra, la geometria y la geometria analitica

Uno de los temas fundamentales en todos los curriculos de matema-
ticas es la geometria, pero también lo es el &lgebra; y, desconectado
de todo lo anterior, en los ultimos anos de la secundaria y en los
primeros anos de las carreras universitarias aparece la geometria
analitica.

En el DCN (2009) se senala que una de las tres componentes del
area de matemaéticas presente en todos los niveles de la Educacion
Baésica es la de Geometria y Medicion, ademas de la de Numeros,
Relaciones y Operaciones; y Estadistica.

En la Educacién Primaria, los conocimientos que se espera alcancen
los alumnos se describen en términos de objetivos de aprendizaje;
a continuacion se detallan los que corresponden a Geometria y
Medicion, en los tres ciclos de la educacion primaria.
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Tabla 1: La Geometria en la Educacion Primaria en el Pera

Ciclo III de la EB | Ciclo IV de la EB

Ciclo V de la EB

e Resuelve situaciones
cotidianas que
requieran de la
medicién y compara-
cion de atributos
mensurables de
objetos y eventos,
y las  comunica
utilizando lenguaje
matematico.

e Resuelve problemas,
con autonomia y se-
guridad, cuya solu-
cién requiera de rela-
ciones de posicién
y desplazamiento de
objetos en el plano.

e Resuelve y formula
problemas con per-
severancia y actitud
exploratoria, cuya
solucion requiera de
las relaciones entre
los elementos de poli-
gonos regulares y
sus medidas: areas
y perimetros, e in-
terpreta sus resulta-
dos y los comunica
utilizando lenguaje
matematico.

Interpreta y valora
la transformacion de
figuras geomeétricas
en distintos aspectos
del arte y el diseno.

e Resuelve y formula
problemas cuya
solucion requiera de
la  transformacion
de figuras geométri-
cas en el plano,
argumentando con
seguridad, los pro-
cesos empleados
y comunicando-
los en lenguaje
matematico.

Resuelve y formula
problemas cuya solu-
cién requiera de rela-
ciones métricas y
geométricas en la
circunferencia, cir-
culo, prisma recto y
poliedro; argumen-
tando con seguri-
dad, los procesos em-
pleados en su solu-
cién, y comunican-
dolos en lenguaje
matematico.
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En este nivel educativo, se propone tratar a las figuras geométricas,
basdndose en la aplicacion de transformaciones en el plano, en
particular de la simetria respecto de un eje y de la traslaciéon. Se
enfatiza también en que se comprendan los atributos mensurables de
los objetos, asi como en el empleo de unidades, sistemas y procesos
de medida, y la aplicacién de técnicas, instrumentos y férmulas
apropiadas para obtener medidas. En todos los casos, se usan
relaciones métricas previamente establecidas con las que se realizan
célculos.

Notemos que sélo en sexto grado, cuyos contenidos se describen en
la siguiente tabla, se senala el uso de instrumentos de dibujo para
la construccion de dngulos sin embargo, esto se refiere solo al uso
del transportador, no se hace referencia a la construcciéon de figuras
haciendo uso de regla y compas para resolver los problemas.

Tabla 2: Capacidades y conocimientos de Geometria en el sexto
grado de la Educaciéon Primaria en el Pert

Capacidades Conocimientos

e Mide y construye angulos | e Angulos.
utilizando instrumentos de
dibujo geométrico.

e Interpreta la rotacion a 90° | e Rotacion de 90° y 180° de
y 180° de figuras, estable- figuras geométricas.
ciendo sus coordenadas de
posicion.

e Resuelve problemas que | e Traslacion y rotacion de
implican la traslacion y figuras geométricas.
rotacion de figuras.
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e Interpreta y mide la superficie | ® Area de poligonos regulares
de poligonos. simples y compuestos.

e Resuelve problemas sobre poli- | e Circunferencia y circulo.
gonos.

o Interpreta y compara circun- |  Area lateral y total de pris-
ferencias de diferentes radios. mas rectos.

e Calcula y estima el area de | @ Area lateral y total de
un circulo por composicién de poliedros regulares.
figuras.

e Resuelve problemas que impli- | ® Volumen de sélidos en
can el calculo de la circunfer- unidades arbitrarias de
encia y del area del circulo. medida.

o Identifica elementos en el
prisma recto y en el poliedro.

e Resuelve problemas que impli-
can el calculo del area lateral y
total de un prisma recto y de
poliedros.

e Mide y compara el volumen de
solidos en unidades arbitrarias
de medida.

En relaciéon a la componente Geometria y Medicion, en los dos
altimos ciclos considerados en la Educacion Secundaria, se plantean
los siguientes objetivos

59



Reflexiones y Propuestas en Educacion Mateméatica

Tabla 3: La Geometria en la Educacién Secundaria en Peru

Ciclo VI de la EB

Ciclo VII de la EB

Resuelve problemas que rela-
cionan figuras planas y sélidos
geométricos; argumenta y co-
munica los procesos de solu-
cibn y resultados utilizando
lenguaje matemaético.

Resuelve  problemas que
requieren de razones
trigonométricas, superfi-

cies de revolucién y elementos
de Geometria analitica; ar-
gumenta y comunica los

procesos de solucién y re-
sultados utilizando lenguaje
matematico.

Se puede observar que en la secundaria el tratamiento de la Geometria
y Medicién se centra en analizar las propiedades, los atributos y
las relaciones entre objetos de dos y tres dimensiones. Se trata de
establecer la validez de conjeturas geométricas por medio de la de-
duccion y la demostraciéon de teoremas y criticar los argumentos de
los otros. No se observa que se trabajen técnicas de construcciones
con regla y compas en este nivel. Por otro lado, se plantea compren-
der y representar traslaciones, reflexiones, rotaciones y dilataciones
con objetos en el plano de coordenadas cartesianas; visualizar ob-
jetos tridimensionales desde diferentes perspectivas y analizar sus
secciones trasversales.

Sin embargo, pese a que las transformaciones geométricas pueden
estudiarse desde el algebra, no se plantea hacerlo de esa forma. Es
mas, en este mismo ciclo pero en otra componente, la de Numeros,
relaciones y funciones, se plantea introducir el algebra a través del
estudio de expresiones algebraicas y de las operaciones que se definen
entre ellas, sin ninguna conexién con los conceptos geométricos
estudiados previamente.
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Respecto a los conocimientos geométricos especificos involucrados,
a continuacion se describen los que se consideran en el ultimo ciclo
de este nivel pues es alli donde esta previsto un mayor tiempo para
su estudio.

Tabla 4: Conocimientos de Geometria del cuarto grado de Secundaria
en Peru

Geometria plana Geometria analitica

e Semejanza de tridngulos y | e Distancia entre dos puntos en

Lema de Tales. Relaciones el plano cartesiano. FEcua-
métricas en el tridngulo rec- ciones de la recta: punto-
tangulo. Teorema de Pita- pendiente, ordenada en el ori-
goras. Area de regiones for- gen y ecuaciéon general. Posi-
madas por una circunferencia ciones relativas de dos rectas:
inscrita o circunscrita en un rectas paralelas y rectas per-
poligono. Distancia entre dos pendiculares. Angulo entre
puntos en el plano cartesiano. dos rectas.

e Geometria del espacio. Area
de la superficie de la es-
fera. Volumen de la esfera.
Area lateral y volumen de un
tronco de prisma.

Se presentan primero los conocimientos asociados a la geometria
plana, sin coordenadas, que requiere del empleo de relaciones entre
los diferentes elementos de cada figura, luego se presentan solidos ge-
ométricos tales como la esfera y el prisma y, finalmente, se consideran
conocimientos de geometria analitica.
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Las dos geometrias, la geometria sin coordenadas y la geometria
analitica, se presentan de manera independiente, abordando prob-
lemas de distinta naturaleza. Por un lado, se realizan calculos de
longitudes de segmentos, areas y distancias, utilizando los teoremas
o resultados dados o demostrados previamente y por otro, se determi-
nan ecuaciones de rectas, se calculan angulos y distancias, empleando
para ello las expresiones analiticas dadas con anterioridad.

No se observa el tratamiento de problemas en contexto de geometria
plana que puedan ser resueltos de manera mas eficiente con técnicas
de geometria analitica.

Se puede concluir entonces que durante la Educacién Basica, el
énfasis esta puesto en la geometria euclidiana que aborda propiedades
relativas a tamanos, distancias, angulos, areas y volamenes, que
conducen por lo tanto a la mediciéon de magnitudes. Mientras que,
solamente en el dltimo ciclo se trabajan algunos temas de geometria
con coordenadas. Asi, no se muestra ninguna conexién entre las
geometrias sintética y analitica.

La organizacion de los temas en campos del conocimiento aislado
uno de otro responde a querer estudiar a profundidad cada tépico.
Sin embargo, esta division del conocimiento en campos disjuntos
resulta artificial cuando se estudia la evolucion de la matematica.

Consideramos que es necesario que un profesor de matemaéticas pueda
establecer conexiones entre distintos topicos matematicos. Esto
puede hacerse a través del estudio de los resultados obtenidos por in-
vestigadores del campo de conocimiento Didactica de la Matematica.
También puede conseguirse a través de la revision de textos de
distintas épocas en los cuales se pueden encontrar problemas que,
con una transformacion adecuada, podrian emplearse en las aulas.

62



Conexiones entre la geometria sintética y la geometria analitica

Sobre lo que se plantea hacer en este trabajo

Planteamos la pregunta de si es posible establecer conexiones entre
el algebra, la geometria sin coordenadas y la geometria analitica.

Para responder esa pregunta, seguiremos los siguientes pasos:

a) Describiremos de qué manera se conectan algunos topicos de
geometria con el algebra.

b) Haremos un estudio del papel que cumplia la geometria sintética
en la época previa a la Mateméatica Moderna con la intencion de
rescatar sus potencialidades para el desarrollo de un pensamiento
matematico.

c¢) Identificaremos situaciones en contexto geométricos para las
que la geometria analitica proveerd herramientas de solucion
mas potentes, de modo que éstas puedan ser incorporadas en la
Educacion Basica.

Sobre las estructuras algebraicas y la geometria

El tema de reflexién propuesto se remonta a los afios sesenta cuando
se introdujeron modificaciones en los programas de secundaria,
respondiendo al movimiento denominado Mateméticas Modernas,
segun refiere Thom (en Piaget, Choquet, Dieudonné y Thom, 1986,
p.116). Antes de las reformas en los curriculos de matematicas
propuestos por este movimiento, la geometria ocupaba un lugar im-
portante en los planes de estudio de la primaria, secundaria y en la
educacién superior. Se consideraba el estudio de las construcciones
exactas con regla y compéas y también la presentaciéon axiomaética
desarrollada por Euclides.

Luego, basdndose en la consigna de que la introduccién temprana a
las estructuras generales traeria como consecuencia una economia
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del pensamiento, se introdujeron nuevos temas en los programas de
la Educacion Bésica entre los que destacaron la Teoria elemental
de conjuntos, el desarrollo de nociones algebraicas y el estudio de
algunas funciones elementales como la funcién logaritmo y expo-
nencial, considerados conocimientos elementales previos al calculo.
Estas modificaciones se hicieron a cambio de suprimir la geometria
euclidiana tradicional.

Sobre los argumentos que se dieron en su momento para eliminar la
geometria euclidiana tradicional, Thom senala que los trabajos sobre
los Fundamentos de Geometria de Hilbert pusieron de manifiesto
que el pretendido rigor de los Elementos de Euclides no era tal, pues
estaba mezclado con un empleo abundante de la intuicion.

De esta manera, se justificaba el reemplazar la geometria euclidi-
ana tradicional por el algebra a partir de la definicién del espacio
cartesiano como un espacio vectorial de dimensiéon dos, con una
forma bilineal definida positiva. A partir de ello, se podia iniciar
a los alumnos en el conocimiento de las estructuras fundamentales.
Sin embargo, en la actualidad en la escuela tampoco se estudian
estructuras algebraicas a partir de los objetos geométricos.

Debido a la gran influencia que tuvo esta corriente, la geometria
sintética quedoé fuera de los planes de estudio de matematica en
todos los niveles (Piaget et al, 1986), esto es, se dejaron de lado las
construcciones con regla y compas. Asi, la geometria que se abordaba
en la escuela mostraba a la geometria euclidiana como el estudio del
grupo ortogonal sobre un espacio. Actualmente, todavia se pueden
encontrar indicios de esta situacién ya que en todo programa de
geometria en la educaciéon primaria y secundaria estdn presentes las
transformaciones en el plano.

Feélix Klein, a través del programa de Erlangen (1872) tuvo el mérito

de distinguir entre las distintas geometrias que hasta ese entonces se
habian desarrollado al margen de una concepcién unificadora, segin
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Alsina y Trillas (1992). Asi, Klein planteo identificar dos elementos
fundamentales:

e Un espacio E: que puede ser cualquier conjunto no vacio, por
ejemplo un conjunto finito de elementos, la recta R, el espacio R3.

e Un grupo G(E) de transformaciones de dicho espacio que como
minimo contiene a la identidad y est4 contenido en el grupo de
todas las posibles biyecciones de E en F.

Con el par [E, G(E)] se podrian clasificar las figuras, o subconjuntos
no vacios de E, de acuerdo con las transformaciones de G(E) y
segun el siguiente criterio:

Dos figuras 'y F’ de E son equivalentes, y se escribe F' ~ F’ si, y
solo si, existe una transformacion T' en G(E) que transforme F' en
F', es decir T(F) = F'.

Con las exigencias dadas, se puede verificar que la relaciéon ~ es
de equivalencia. El ser una relacién de equivalencia facilita una
clasificacion de las figuras del espacio: en cada clase de figuras
aparecen unas figuras dadas y todas las obtenidas a partir de éstas
mediante las transformaciones consideradas.

Sobre un mismo espacio pueden considerarse diferentes grupos de
transformaciones, dando lugar con ello a diferentes geometrias: exis-
ten tantas geometrias como posibles subgrupos del grupo de biyec-
ciones del espacio en si mismo. Asi, se concibe a la geometria como
el estudio de las propiedades invariantes de ciertas relaciones gener-
alizadas de equivalencia, de modo que una geometria se distingue
de otra por el grupo de transformaciones caracteristicas.

De esta manera, la geometria se definié haciendo uso de estructuras
algebraicas y de objetos del algebra lineal.
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Para el caso particular de las geometrias de R3, atendiendo a la
definicion dada por Klein en la que una geometria esta determinada
por el conjunto de invariantes se han considerado las siguientes
geometrias:

Tabla 5: Clasificacién de las geometrias segtn invariantes

Geometria Transformaciones Invariantes

Angulos, para-

Equiforme Semejanzas lelismo, razones
dobles
Distancias, angu-

Euclidiana Isometrias los, paralelismo,

razones dobles
Paralelismo, ra-
zones dobles
Proyectiva Proyectividades Razones dobles

Afin Afinidades

Segun esto, en la Geometria Euclidiana las transformaciones con-
sideradas son las isometrias o movimientos rigidos. En estas trans-
formaciones las distancias, angulos, ortogonalidad y paralelismo se
preservan; no pasa lo mismo con la posicion.

Sobre el papel de la geometria sintética

El éxito historico de los Elementos es que la geometria euclidiana,
en el sentido de geometria sintética, “constituyo el primer ejemplo de
transcripcion de un proceso espacial bi o tridimensional al lenguaje
unidimensional de la escritura” (Piaget et al, 1986, p.124). Asi, con-
stituy6é un proceso explicito de cambio de registro de representacion.
Se tiene entonces que la funcién primordial del lenguaje geométrico
es la de describir los procesos espacio temporales que nos rodean; la
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geometria es un intermediario natural, y tal vez insustituible, entre
el lenguaje habitual y el lenguaje formalizado de las mateméticas,
lenguaje en el que el objeto se ha reducido al simbolo y el grupo
de equivalencias a la identidad del simbolo consigo mismo. Desde
este punto de vista, podriamos decir que el estadio del pensamiento
geométrico es algo imposible de suprimir en el desarrollo normal de
la actividad racional del hombre.

Ademas, existen problemas clasicos de geometria con una amplia
gama de dificultades que podrian abordarse en la educacién béasica
y superior, pero no sucede lo mismo con el algebra, donde los
problemas propuestos en el nivel basico o en los primeros cursos
de universidad, son simples ejercicios donde se aplica alguna regla
de calculo conocida o donde se emplea un teorema en el que basta
reemplazar un valor o donde se deben emplear argumentos de algebra
teodrica, que estan muy por encima de la capacidad promedio de los
alumnos. La tendencia de sustituir la geometria por el algebra es
muy negativa y debe revertirse.

Vagn Lundsgaard Hansen (en Mammana, 1998) menciona que en
muchos paises las construcciones con regla y compas han desapare-
cido de los silabos a pesar que muchas veces puede resultar una
muy buena forma de aproximarse a una situacion dada; incluso, en
algunos casos estas construcciones eran usadas para acrecentar el
interés por las matemaéticas de jovenes talentosos.

Por lo tanto la exclusion de la geometria euclidiana de los curricu-
los de mateméticas, a favor de la inclusion del algebra, no fue la
decision mas acertada. Por esa razon, se estéan realizando trabajos
para revalorar la geometria sintética, ya que ella “hace referencia
continuamente a una intuicién subyacente, lo que le otorga un mayor
significado que al algebra” (Piaget et al 1986, p.119).

Las actividades de construcciones de figuras concretas con regla y
compas haran que emerjan formas abstractas asi como sus propiedades.
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Es necesario buscar los medios para reintegrar los valores de esta
geometria al mundo de la geometria moderna. En particular, muchos
problemas sobre construcciones geométricas deberian ser trasladados
al lenguaje mateméatico moderno y deberian enfocarse desde nuevas
perspectivas, de modo que puedan volver a despertar el interés. La
inclusién de distintos programas de geometria dindmica, desarrol-
lados en los dltimos anos, serd una herramienta fundamental para
ello.

Sobre las conexiones que pueden establecerse entre la
geometria sintética y la analitica

De otro lado, Vagn Lunsgaard Hansen (en Mammana, 1998) sefiala
que los métodos propios de la geometria analitica estan presentes
en los curriculos de secundaria de muchos paises; sin embargo, el
tratamiento que se da a temas como las conicas es superficial y sin
aplicaciones, lo que podria ocasionar que este tema desaparezca del
curriculo.

Planteamos que es posible conectar estas dos preocupaciones: la
recuperacion de los problemas de construcciones con regla y compés,
y su conexién con la geometria analitica. Esto tendria como conse-
cuencia la reorganizacion de la Geometria en la secundaria, de modo
que se recuperen las construcciones con regla y compés y luego se
hagan las conexiones respectivas con la Geometria Analitica.

Para hacerlo, se requiere identificar problemas en contextos geométri-
cos cuya solucion sea compleja o imposible de realizar utilizando los
métodos propios de la geometria sintética pero que, con los proced-
imientos propios de la geometria analitica, presenten un tratamiento
trivial.

Del estudio del desarrollo de la geometria analitica se tiene que un
hito importante lo constituye el trabajo de Descartes y Fermat en
el siglo 17, vinculando geometria y algebra, a través de la geometria
analitica. El método de solucion de este campo de conocimiento se
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caracteriza por sustituir las figuras por nimeros o incognitas, entre
las que se deben establecer relaciones que deriven en un sistema de
ecuaciones que luego debera resolverse, (Descartes, 1954).

Una de las principales razones por las que evolucionaron las técnicas
de la geometria analitica fue la biisqueda por parte de Descartes y
Fermat de generalizacion del problema de Pappus. Este problema
sobre lugares geométricos fue redactado en un contexto de geometria
sintética pero, para su generalizacion, fueron necesarias técnicas
propias de la geometria analitica. Asi, el papel de los problemas de
lugar geométrico fue fundamental en la emergencia de la geometria
analitica.

Se propone rescatar problemas de lugares geométricos que en un
primer momento tengan como solucién rectas y circunferencias
pero que luego, con una modificacion adecuada de las variables,
tengan como solucién lugares geométricos méas complejos. De esta
manera, se justificaré la emergencia de la geometria analitica y sus
procedimientos.

Conclusiones

Del estudio del Diseno Curricular Nacional, se observa que en los
primeros ciclos de la Educacion Bésica se trabaja con formas ge-
ométricas planas, especialmente poligonos y circunferencias, se iden-
tifican sus elementos y se presentan algunos atributos que se pueden
obtener a partir de la medicién, tales como areas y perimetros. En
el VI ciclo, ademaés del estudio de otros objetos geométricos como
rectas, sus posiciones relativas, angulos y algunos elementos de la
geometria espacial, se introduce el dlgebra como un lenguaje que
permite generalizar resultados de la aritmética, con sus propias
reglas, las que se estudian de manera aislada y descontextualizada.
En el VII ciclo, se amplia el estudio de los objetos geométricos
tridimensionales, se establecen relaciones entre tridangulos (de seme-
janza y congruencia) y se introducen las razones trigonométricas y
relaciones entre ellas. Simultdneamente, se presentan elementos en
un contexto de geometria analitica plana, sin que se justifique su
aparicion.
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La presentacion de estos topicos se hace sin establecer conexiones
entre ellos, pese a que en muchos casos, se emplean los mismos
términos aunque con significados diferentes y a que en el desarrollo
de estos conceptos si existieron relaciones.

En particular, la nocién de lugar geométrico y los problemas asocia-
dos a ella pueden ser empleados para establecer conexiones entre la
geometria sin coordenadas, la geometria analitica y el algebra.
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Resumen

Fl presente curso utiliza el software GeoGebra como instrumento
mediador para la ensenanza de contenidos matematicos. Se senala
que las actividades de la primera parte del curso son adaptadas del
taller de Silva (2011). Los participantes del curso no requieren de
conocimientos previos sobre el uso de este ambiente de geometria
dinamica. El software contiene diversas herramientas, funciones y
recursos que ayudan a trabajar contenidos matemaéticos de manera
interactiva. Las actividades del curso se desarrollan en dos encuen-
tros. En el primer encuentro, se trabajan actividades de geometria
y algebra (uso de herramientas y recursos como el deslizador y el
texto con sintaxis en ITEX) que permiten explorar algunos recursos
funciones y herramientas del GeoGebra. En el segundo encuentro
se trabajaran actividades relacionadas con el concepto de derivada
de una funcién real de variable real: funcion derivada, reglas de
derivacion, recta tangente, criterio de la primera derivada. Para
finalizar, se hace una reflexién sobre el uso correcto de estos ambi-
entes tecnologicos en el proceso de ensenanza y de aprendizaje de la
matematica.

Palabras clave: GeoGebra; geometria; funciones; derivada.
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Consideraciones iniciales

Investigaciones en el drea de educacién matematica como las de
Salazar (2009), Malaspina et al. (2012) y Salazar et al. (2012a;
2012b) muestran que existen preocupaciones cognitivas con relacion
a la matematica o a los significados construidos para su ensefanza
cuando se desarrollan actividades mediadas por ambientes tecnologicos.

Los investigadores afirman que al estudiar la influencia del uso
de la tecnologia en los procesos de ensenanza y aprendizaje de las
matematicas se debe considerar necesariamente relaciones reciprocas
entre la tecnologia y el desarrollo del pensamiento matematico.

En ese mismo sentido, Artigue (2002) afirma que los ambientes
tecnoldgicos utilizados estratégicamente pueden ser de gran utilidad
para que los estudiantes comprueben resultados, refuercen concep-
tos; o puedan usarlos como herramientas para elaborar conjeturas
e inferencias sobre las propiedades de objetos matematicos repre-
sentados. En el caso de los profesores, la investigadora afirma que
estos ambientes tecnologicos pueden ser utilizados por el profesor
como recursos para el desarrollo de su clase.

También, en cuanto al uso de ambientes tecnologicos que tiene como
caracteristica fundamental la manipulacion directa y el arrastre,
Olivero y Robutti (2001) y Grinkraut (2009) coinciden en afirmar
que los ambientes de geometria dindmica, como el GeoGebra, poseen
ventajas, entre las que senalan, por ejemplo, el lenguaje visual que es
un nuevo medio de comunicacién de conceptos matematicos abstrac-
tos y la interactividad que estimula a los estudiantes a interesarse
en diferentes contenidos matemaéticos.

A continuacion presentamos algunas caracteristicas de este ambiente
de geometria dinamica.

72



La tecnologia integrada en la ensenanza de las matematicas

GeoGebra

El GeoGebra es un software de geometria dinamica para la ensenanza
y el aprendizaje de contenidos matemaéticos que se puede utilizar
tanto en la Educacién Béasica Regular como en el nivel universitario.

Este ambiente, segin Chumpitaz (2013) también es utilizado como
un sistema de dlgebra computacional (CAS) ya que las funciones
basicas del CAS se orientan a disminuir brechas entre la geometria,
el algebra y el calculo.

Se puede acceder a él mediante la descarga del GeoGebra 4 (www |
GeoGebra. com) o el GeoGebra 4 Webstart, o bien se puede ejecutar
directamente desde internet, tal como se muestra en la figura 1.

Figure 1: Pagina web de GeoGebra en espanol

[...] el GeoGebra ayuda a superar dificultades en la
accién de comprobar propiedades y relacionar los
objetos matematicos con sus representaciones.
(Chumpitaz, 2013. p. 21)

Asimismo, este software esta formado por un conjunto de objetos
bésicos, como son la barra de herramientas (contiene diferentes cajas
de herramientas) y un lenguaje de programacion que utiliza una
sintaxis especifica.
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El GeoGebra, presenta cuatro apariencias que describimos a seguir:

1. Algebra y graficos:

Permite por ejemplo, con-
struir graficos de diferentes
funciones dada su regla de
correspondencia.

2. Geometria basica:

Se pueden crear puntos,
vectores, rectas, segmentos,
circunferencias, etc.

3. Geometria:

Ademas de lo senalado en
la apariencia de geometria
bésica, se pueden crear poli-
gonos regulares, medir an-
gulos, etc.
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4. Hoja de calculo y graficos:

Permite graficar el analisis de
regresion, calculo de probabili-
dades, etc.

Ademas de crear graficos de funciones, en la apariencia de algebra y
graficos, éstas pueden ser modificadas de forma dindmica y; cualquier
modificacién realizada dinamicamente sobre el objeto representado,
afecta a su expresion algebraica.

Observamos que las herramientas y recursos del software permiten
trabajar contenidos mateméticos de manera dinamica, a diferencia
de lo que se hace con lapiz y papel.

Actividades del curso

El presente curso utiliza el GeoGebra como herramienta para la
ensenanza de contenidos matemaéticos. Los participantes del curso
no requieren de conocimientos previos sobre el uso de este ambiente
de geometria dinamica.

El curso consta de dos encuentros cuyos contenidos se muestran en
la tabla 1.

Tabla 6: Encuentros y contenidos del curso

Encuentro Contenidos

Primero Explorar herramientas y recursos para
trabajar contenidos de geometria y de
funciones.

Segundo Explorar herramientas y recursos para
trabajar contenidos del célculo diferen-
cial (derivada).
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En el primer encuentro se exploran algunos recursos y herramientas
del GeoGebra al trabajar actividades orientadas realizar construcciones
geométricas y funciones (usan herramientas y recursos como el
deslizador y el texto en XTEX). En el segundo encuentro, se traba-
jaran actividades relacionadas con el concepto de derivada de fun-
ciones reales de variable real: funciéon derivada, reglas de derivacion,
tangente a la grafica de una funcién, crecimiento y derivada de una
funcion.

Primer encuentro

Usando la herramienta ‘“deslizador”

Utilice la apariencia de algebra y graficos, geometria o hoja de
calculo y graficos.

1. Luego, active la herramienta “deslizador” 2 (caja de herramien-
tas 10) y clique donde quiera que ella aparezca.

2. Aparecerd una ventana, en ella puede editar las propiedades del
deslizador como: intervalo (valores minimo y méximo); deslizador
(horizontal o vertical, tamao, etc.); animacion (velocidad que el
deslizador cambiara de valor, etc.).
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3. Un ejemplo: escriba en el campo de entrada f (x)=a*x~2 mueva
el selector y vea lo que sucede.

4. Ahora clique con el boton derecho del mouse sobre el deslizador,
escoja “animacién automatica” y vea lo que sucede.

5. En el lado inferior izquierdo de la ventana aparecera un botén
del tipo play clicando en este botén, comienza la animacién.

Textos con sintaxis en BTEX

El GeoGebra permite que se inserten textos dinamicos en la ventana
de visualizacién y en los deslizadores. Estos textos pueden ser
simples o vinculados a alguna variable.

1. Abra una nueva ventana y active la herramienta “insertar texto”
(caja de herramientas 10).

2. En la ventana que apareceré escriba a~2=y clique en ok. Observe
que el texto aparece en la ventana de visualizacion.

3. Clique con el botén derecho del
mouse sobre el texto que acaba de crear
y seleccione la opcién editar. La ven-
tana donde escribié el texto reaparecera.
Luego active la caja de seleccion IXTEX
y clique ok.

99

4. Vea lo que antes era “a~2=" ahora es “a2 =" con el recurso del
KTEX activado es posible que pueda transformar textos en simbolos
matemaéticos, como: raices y fracciones, sumas e integrales, acentos,
paréntesis, matrices, etc.
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5. Veamos algunos ejemplos en la tabla 2.

Tabla 7: Ejemplos con ETEX

Sintaxis Salida
\sqrt{x~+2} Vat2
\frac{6}{(x-2) 2} G
\sqrt{\frac{zx+y}{3+x~2}} \/;:fz

Textos dinamicos

En muchas ocasiones es importante ver lo que ocurre con algunos
resultados o construcciones cuando alteramos un parametro. Veamos
un ejemplo.

1. Abra una nueva ventana (puede presionar ctrl+n).

2. En el campo de entrada digite a=1 y luego enter. Clique con el
botoén derecho del mouse sobre a=1 en la ventana algebraica y
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seleccione la opciéon mostrar objeto, aparecera un deslizador.

3. Nuevamente active la herramienta “insertar texto” (caja de her-
ramientas 10). Lo que se hara es insertar un texto en el que
aparecerad un mensaje fijo y otro que varie (texto dinamico).

4. La parte fija debera estar entre comillas. El simbolo + unira la
parte fija con la parte variable. La parte variable quedara de
preferencia entre paréntesis. Para ello haga lo siguiente: escriba
“a~2="+(a"2) y no se olvide de senalar la caja que activa la
sintaxis del BTEX.

5. Seleccione la herramienta mover y modifique el valor del pardmetro

[A9%h)

a” usando el deslizador. ;qué ocurre con el texto?

Actividad 1: Teorema de Tales con GeoGebra.

1. Para esta actividad puede utilizar la apariencia geometria y
ocultar la cuadricula.

2. Utilice la herramienta “recta definida por dos puntos” (ventana
2), dibuje una recta.

3. Marque dos puntos C' y D fuera de la recta dibujada y utilice
la herramienta “recta paralela” (ventana 4) y dibuje dos rectas
paralelas que pasen por los puntos C'y D.

4. Seleccione la herramienta “nuevo punto” y clique sobre la recta
L (que pasa por los puntos A y B). Un punto E se creara sobre
la recta, ademés marque un punto F' sobre la recta L.

5. Active la herramienta “recta definida por dos puntos” y cree
una recta por los puntos E y F' (llamaremos Lo a esta recta).
Repita este procedimiento para crear las rectas L3 y L4, tal como
muestra la figura 2.
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Figure 2: Rectas paralelas y transversales

6. Con la herramienta “distancia” mida las distancias HI, IJ, EF
y FG.

6. Seleccione la herramienta “insertar texto” clique donde quiera
que aparezca el texto e ingrese el siguiente texto:

"\frac{HI} {IJ}="+(distanciaHI / distanciall)

Marque en la caja ITEX y clique ok.

6. Con la herramienta “insertar texto” clique donde quiera que
aparezca el texto e ingrese el siguiente texto:

"\frac{EF} {FG}="+(distanciaEF / distanciaFG)

Marque en la caja LaTeX y clique ok.
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Momento de reflexién:

Algunos aspectos que debe observar:

1. Presione esc y arrastre el punto F. ;Qué sucede con la razon
EF/FGy HI/1J?

2. Ahora mueva el punto C. ;Qué sucede con la razon EF/FG? Y
JHI/IJ? ;Se modifica el resultado de la division? ;Qué sucede
con la relacion entre EF/FGy HI/IJ?

3. Ahora modifique la posicién de cualquier punto y vea que sucede
con EF/FGy HI/IJ. A partir de lo observado ;jqué podria
EF _ HIo

afirmar sobre 75 = 777

4. ;Puede identificar otras razones que daran el mismo resultado?

Actividad 2: Construccion del circuncentro.

Para esta actividad puede utilizar la apariencia geometria y ocultar
la cuadricula.

1. Seleccione la herramienta “poligono” y cree un triangulo con
vértices en los puntos A, By C.

2. Active la herramienta “mediatriz” (ventana 4) y clique sobre el
lado ¢ y sobre el lado b.

3. Seleccione la herramienta “intersecciéon de dos objetos” y clique

sobre las rectas. Un punto D (llamado circuncentro) sera creado
como muestra la figura.
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Observacién: otra manera de construir el circuncentro.

1. Para esta actividad puede utilizar la apariencia geometria y
ocultar la cuadricula.

2. Seleccione la herramienta “poligono” y cree un tridngulo con
vértices en los puntos A, By C.

3. Construya la mediatriz de los lados b y ¢ del triangulo ABC
como muestra la figura.

4. Seleccione la herramienta “interseccién de dos objetos” y clique
sobre las rectas. Un punto D (llamado circuncentro) sera creado
como muestra la figura.

Momento de reflexiéon (a):

Algunos aspectos que debe observar:

Piense sobre la construccion hecha: ;sera que las mediatrices de
cualquier triangulo se encontraran siempre en un mismo punto?
Para ayudarlo en la respuesta haga lo siguiente: presione esc y
arrastre cualquier vértice, ;qué observa?

Continuaremos nuestra actividad con una pregunta: ;el circuncentro
tiene alguna propiedad especial?
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5. Active la herramienta “mostrar y ocultar objetos” (ventana 11) y
esconda las mediatrices de los lados ¢ y b.

5. Modifiquemos el nombre del punto D para circuncentro. Para
ello, clique con el boton derecho y seleccione la opcién “renombrar”
y en la ventana que apareceré escriba circuncentro, luego clique

ok.

5. Active la herramienta “circunferencia dado su centro y uno de
sus puntos” (ventana 6) clique en el punto circuncentro y en uno
de los vértices de tridngulo. Sera creada una circunferencia g.
;qué observa?

Momento de reflexion (b):

1. Escriba lo que observé.

2. Parece que el tridngulo esta inscrito en la circunferencia. §Si el
tridngulo fuera diferente esto podria suceder?

Actividad 3: Construcciéon de un mosaico utilizando la her-
ramienta “traslacién’” del GeoGebra.

1. Para esta construccién debe utilizar la apariencia de geometria
bésica.
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2. Construya un cuadrado ABCD.

3. Construya un triangulo con un lado comin al lado AC del
cuadrado.

4. Cree un vector ﬁ

5. Traslade el tridngulo segin ese vector y grafique el poligono
ABCDEF.

6. Traslade el poligono ABCDEF segin el vector zﬁ

7. Cree el vector E y traslade nuevamente el poligono segin el
vector.

También puede modificar el color del
mosaico construido utilizando los recursos
del GeoGebra.

Actividad 4: Construccion del dominio y rango de una
funcién acotada.

1. Para esta construccién utilice la apariencia algebra y graficos y
cambie el fondo a cuadricula.

2. En el campo de entrada escriba directamente en el campo de
entrada la palabra funcién y de inmediato aparecera el comando:

Funcién[<Funcién>,<valor inicial de x>,<valor final de x>]
3. Si no apareciera el comando anterior, escriba

Funcién[-(x-2)~2+5,1,4]

y presione enter. Apareceré la grafica de la funcion

f(@)=—(z—2)%+5,z € [1;4].
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10.

11.

12.

Para cambiar el color y el estilo de la curva presione el botén
derecho del mouse y aparecera un mentu. Seleccione Propiedades
de Objeto. Usted puede escoger el atributo que desea modificar.

Active la opcion deslizador (10* ventana). Luego indique el
intervalo desde 1 hasta 4.

Escriba en el campo de entrada la ecuacién: x = a. De esta
manera se conecta la gréafica de la funcién con el deslizador.
Lo que se desea es buscar la intersecciéon de dicha recta con la
grafica de la funcién y con el eje X, ubicando el punto A y B
respectivamente. Para ello se debe ir a la barra de mend y ubicar
el boton: interseccion de objetos, lo activamos y marcamos las
curvas para obtener a los puntos A y B.

Clique (botén derecho del mouse) sobre la recta octltela. Ubique
luego la herramienta segmento AB (use atributos para que tenga:
color rojo y linea punteada).

Trace una recta perpendicular que pase por A y sea perpendicular
al eje Y, y ubique el punto C.

Oculte la recta, y trace el segmento AC. Cambie los atributos
del segmento (naranja de grosor 3 y tipo de linea punteada).

Manipule el deslizador y cambie los valores de a jqué observa?

Clique en los puntos A y B y active la herramienta rastro. De
este manera al mover los valores de a en el deslizador, se movera
los puntos A y B de los ejes X e Y respectivamente, observandose
asi, el dominio y rango de la funcion.

Active la opcion deslizador y con el boton derecho del mouse
sobre él active la opcién animacion automéatica. De esa manera
podra observar (ver figura abajo) la representacion grafica el
dominio y rango de una funcién acotada.
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Figure 3: Dominio y rango de una funcion acotada

Actividad 5: nociéon de derivada a partir de rectas tan-
gentes.

1. Ingrese la funcién f(z) = 2® — 2o + 4 en el campo de entrada.

2. Utilice el deslizador (caja de herramientas 10), clique en la ven-
tana geométrica. En la caja del deslizador exhibida, atribuya el
valor de a variando de -5 (min.) a 5 (max.).

3. Ingrese el punto A en el grafico colocando en el campo de entrada
la expresion A = (a, f(a)).

4. Utilice la herramienta recta tangente (4% ventana). Clique en
el grafico de la funcion y en el punto A, asi obtendra la recta
tangente (b) al grafico en este punto.

5. Con la herramienta pendiente (8% ventana), clique en la recta
tangente, asi obtendra el valor de m que correspondera a su
inclinacién en ese punto.

6. En el campo de entrada, ingrese el punto B con las siguientes
coordenadas (a,m). Con el botén derecho del mouse en el punto
B, active la opcion habilitar rastro.
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7. Mueva el parametro a (con la opcion mover 1* ventana) y observe
la curva obtenida por el rastro dejado. La curva resultante de la
unién de los puntos dejados por el rastro, jcorresponde al grafico
de una funcién? ;Qué relacién tienen los dos graficos?

Observacion

Puede graficar la derivada de una funciéon directamente de la sigu-
iente manera:

1. Ingrese en el campo de entrada la funcion:

flx)=2%—-22+4

2. Active la ayuda de entrada (boton 2 en el lado inferior derecho
de la pantalla) alli se abrird una ventana.

3. Escoja la opcion funciéon y célculo, en seguida Derivada. Clique
en pega para que el comando derivada aparezca en el campo de
entrada e ingrese f(x) y enter.

4. Aparecera representada la grafica de la derivada de f(z) en la
ventana grafica y en la algebraica su derivada. (ver figura).

Segundo encuentro

1. Los célculos podran realizarse
usando el programa GeoGebra.

2. Aunque el ejercicio no lo pida,
Ud. puede graficar las funciones
indicadas.

3. En el programa GeoGebra
encuentre un comando llamado
Derivada.
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4. La expresion f/(z) significa: derivada de la funcion f en z.
5. La expresion f’(2) significa: derivada de la funcion f en © = 2
(Primero se deriva y luego el resultado se reemplaza en x = 2).

El comando Derivada

En la parte inferior de la ventana principal, seleccione Entrada y es-
criba Deriva, a continuacion le aparecera la sintaxis correspondiente
al comando, tal como se muestra a continuacion:

El GeoGebra tiene también otros comandos asociados como Derivada
Implicita y Derivada Paramétrica, para ver su sintaxis realice la
misma operacion anterior o bien utilice la opcién Ayuda de Entrada,
en la parte inferior derecha, con ella accederé a la lista completa de
comandos o si desea a los comandos agrupados por temas.

Actividad 1: Las reglas de derivacion

1. Sean f(x) = 22 + 323 + 2° + 210, g(z) = cos(x) + Vx + 1.

2. Calcule f’. Respecto al resultado jqué obtiene una funcién o un
namero?
a. ;Cual es el dominio de g?
b. Calcule ¢’ jcuél es el dominio de ¢'?

Momento de reflexion:

Existe alguna relacion entre los dominios de una funcién y su
derivada, {por qué?
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1. Sean las funciones f(z) = 2® — 6z y g(z) = 62 — 12. Calcule:

a) [f(z))

b) [g(z)

c) [f(@)) + [g(=)]'
d) [f(@) + g(=)]'

e) [f(@)]"-[g(=)]
£) [f(2) - g(@))

a) f(xz) =C, donde C es una contante real.
b) f(z) =™, donde n es un nimero racional.
) flz)=vz

d) flz) =3

&) f(x) = sen(x)

f) f(z) = cos(x

Nota: en el programa sen(x) se escribe: sin(x)

Actividad 2: Rectas tangentes

Grafique la funciéon f(z) = ﬁ y ubique el punto (4, 1) en el
plano.
a) Calcule f'(4).

b) Determine la ecuacion de la recta L que pase por el punto @ con
pendiente f’(4).

c) Grafique la recta L en el mismo plano en el que graficé la funcion

I

d) ;Qué puede afirmar acerca de la recta L respecto a la grafica de
la funcién f?
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Momento de reflexién:

LA qué llamamos la recta tangente a una curva en un punto?
Actividad 3: Criterio de la primera derivada

Sean: f(z) =22, g(x) = 2® + 22% + 2 + 5.

a) (En qué intervalo f crece, en qué intervalo f decrece, en qué
punto cambia de decreciente a creciente?

b) Halle f’ jen qué intervalo f’ es negativa, en qué intervalo f’ es
positiva, en qué punto f’ es cero?

¢) ;Encuentra alguna relacion entre los resultados obtenidos en a)
y b)?

d) Repita las preguntas a),b) y ¢) pero con la funcién g.

e) ;Podria escribir una conjetura respecto a la relacion entre funciéon
y derivada?

Momento de reflexion:

;Hasta qué punto podemos asegurar que las conclusiones obtenidas
en unos ejemplos son validas siempre?

Consideraciones finales

El uso del GeoGebra favorece el desarrollo del pensamiento ge-
ométrico de los sujetos. Porque las construcciones geométricas, que
se pueden trabajar en este ambiente, permiten que los estudiantes
conjeturen propiedades de los objetos geométricos representados
asimismo, ayuda a que el sujeto realice miltiples representaciones
que le permiten desarrollar estrategias de resolucion de situaciones
problema.
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Este software, retine todas las ventajas didéacticas que poseen otros
ambientes de geometria dinamica (Cabri II plus, etc.) pero ademas
la presencia de una ventana geométrica y otra algebraica posibilita el
transito “natural” de la geometria sintética a la geometria analitica.

Agradecemos a la Dra. Maria José Ferreira da Silva por facilitar
algunos materiales que fueron adaptados para el desarrollo de este
curso.
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