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PROLOGO

La presente obra forma parte de las publicaciones del Departamento
Académico de Ciencias (DAC) de la Pontificia Universidad Catélica del
Pert, el cual agrupa a profesores que cultivan el interés por ciencias
como la fisica, las matematicas y la quimica. Como parte de sus
funciones el DAC se encarga de publicar textos, guias, libros y actas de
divulgacién y/o investigacion con el objetivo de compartir con el piblico
interesado los trabajos académicos desarrollados por los profesores del
Departamento. Desde el 2020, sus publicaciones son digitales y se
encuentran alojadas en el repositorio institucional de la PUCP.

Sistemas dindmicos para el andlisis econdmico es un libro orientado
a profesores y estudiantes tanto de economia como de matematicas
aplicadas que posean una buena formacién en algebra lineal y anélisis
matematico, y que tengan un interés especial por la teoria y los modelos
matematicos de la economia. El texto cubre los temas de sistemas

dindmicos que mas aparecen en la teoria econdémica.
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INTRODUCCION

Estimado lector,

El texto que se dispone a leer a continuacion es fruto de varios anos
de dictado del curso Matematicas para economistas en el Departamento
de Economia de la Pontificia Universidad Catdélica de Perti. Sin embargo,
debido a su profundidad y formalidad matematica, no puede considerarse
estrictamente que este sea un libro texto para un curso de pre grado en
economia. Estd mas bien orientado a profesores y estudiantes tanto de
economia, como de matematicas aplicadas, que posean buena formacién
en cursos de Algebra Lineal y Analisis matemédtico y que tengan un
interés especial por la teoria y los modelos matematicos de la economia.

El libro cubre los temas de sistemas dindmicos que mas aparecen
en la teorfa econdmica, y estd dividido en dos partes, una en tiempo
continuo y otra en tiempo discreto. En general son cinco capitulos con
diverso ntimero de secciones conteniendo cada una de estas una lista de
ejercicios orientada a que el lector refuerce lo aprendido en la seccién
correspondiente. Con el propésito de hacer el libro autosuficiente se han
elaborado dos apéndices, donde se presentan algunos conceptos bésicos de
analisis matematico que son usados en el texto. Aun cuando los ejemplos
y modelos son casi en su totalidad de inspiracién econémica, la teoria es
de propoésito general. En este sentido, el libro también puede ser usado
para el dictado de un curso de sistemas dinamicos para Teoria de control
o sistemas dinamicos para Biologia y en general en todas aquellas areas
donde los sistemas dindmicos juegan un rol importante.

El texto tiene abundante figuras que ayudan en la tarea de explicar
conceptos e ideas a veces un tanto abstractas. Para elaborar estas figuras
se han usado los software GeoGebra y Mathematica de Wolfram, que

brindan amplias posibilidades para el trabajo computacional cuando este

iX



sea necesario.

Un curso tipico de Matematicas para economistas normalmente
contiene también algunos tépicos de optimizacién. Estos tépicos no se
cubren aqui y, méas bien, son dejados para una posterior edicion.

Espero que este libro cubra un vacio en la literatura que podriamos
llamar economia-matematica de nuestro pais. Espero que este material
sea de mucha utilidad sobre todo para aquellos a quienes esta
fundamentalmente orientado. Todo comentario futuro serd bienvenido
y enriquecerd una posterior edicién del texto.

Quiero agradecer al revisor de este libro por sus valiosas sugerencias
para la edicién final y también un agradecimiento especial a mi estudiante
Marcelo Gallardo por sus importantes observaciones en todos los aspectos
de este material. Al terminar de leer este libro, Marcelo tomo la decision
de dejar la fisica y dedicarse a las matematicas aplicadas con énfasis en
economia. La decision de Marcelo fue el primer impacto importante de

este libro.

Jorge Chévez
Profesor del Departamento de Ciencias

de la Pontificia Universidad Catodlica del Pert



LISTA DE SIMBOLOS

N: Conjunto de niimeros naturales, N = {1,2,...}.

Z: Conjunto de niimeros enteros, Z = {...,—3,-2,-2,0,1,2,3...}.
Z$: Conjunto de ntimeros enteros positivos incluido el cero, Zj &
{0,1,2,3... }.

R: Conjunto de niimeros reales.

A Si A es un conjunto, A° denota el complemento de dicho conjunto.
A C B: El conjunto A esté incluido en el conjunto B.

R™: Espacio euclidiano de dimensién n € N.

||z||: Si x es un vector del espacio vectorial V', ||z|| denota la norma de
dicho vector.

B(zo, €): Bola abierta centrada en z, y de radio e.

N,: Vecindad del punto x; es decir, un conjunto que contiene una bola
abierta centrada en dicho punto.

sup{A}: Supremo del conjunto A.

<: Relaciéon de orden.

0A: Borde o frontera del conjunto A

x = y: x es aproximadamente igual a y.

M, (R): Espacio de matrices de orden n x n, n € N sobre R.

Nu(A): Nicleo de la matriz A.

|A|: Determinante de la matriz A.

Span(A): Si A es un conjunto del espacio vectorial V', Span(A) denota el
espacio generado por el conjunto A.

C"(A): Espacio de funciones con n-ésima derivada continua.

o(A): Conjunto de los valores caracteristicos de la matriz A, también

conocido como espectro.
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Parte 1

TIEMPO CONTINUO






Capitulo 1

Introduccion a los sistemas

dinamicos

1.1. Introducciéon

Llamamos sistema dindmico (en tiempo continuo) a una ecuacién
diferencial que contiene una variable de interés que cambia con el tiempo.
A dicha variable, que describe el estado del sistema en cada instante, se
le llama «variable de estado». La manera cémo esta variable cambia con
respecto al tiempo se expresa por medio de la ecuacién diferencial o, si
acaso la variable de estado es una variable vectorial, por medio de un
sistema de ecuaciones diferenciales. En este capitulo se introducen los
conceptos basicos y principios fundamentales de la teoria de los sistemas
dindmicos. Aun cuando el énfasis estd puesto en la teoria cualitativa, se
presentan, algunas técnicas de cédlculo que permiten obtener la solucién
explicita de ciertos tipos de sistemas dinamicos.

La teoria cualitativa de los sistemas dindamicos la introdujo el

matematico francés Henri Poincaré (1854-1912), que en su trabajo
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«Mémoires sur les courbes définies par une équation différentielle»
(1881) ya provee herramientas de analisis para estudiar los sistemas
dindmicos desde una perspectiva cualitativa. Dejando de lado el enfoque
cuantitativo que busca obtener soluciones explicitas, se aplica mas
bien un enfoque geométrico basado en las propiedades topolégicas del
sistema. Este enfoque «moderno» ha probado ser largamente superior al
cuantitativo y es de amplia aplicacién en diversas dreas de la ciencia,
como la biologia, la ingenieria, la economia, etc.

A lo largo del texto veremos que un sistema dindmico es una
descripcién matematica de un proceso econémico. Existen sistemas que,
a pesar de su sencillez, contienen ideas fundamentales, y el andlisis de
estos constituye una buena oportunidad para entender la teoria desde
sus principios. Esto es particularmente cierto, por ejemplo, con muchos
modelos de la macroeconomia o los modelos de la teoria del crecimiento
econémico. Algunos de estos modelos, ya clasicos, se revisan a lo largo
de este texto.

La organizacion de este capitulo es como sigue. En la seccion
1.2 se presenta formalmente el concepto de ecuacién diferencial y lo
que se entiende por su solucién. La condicién inicial con la que se
inicia un proceso muchas veces determina el futuro de dicho proceso.
Marca un cierto derrotero, una senda, una trayectoria. Lo mismo
ocurre con los sistemas dinamicos; su evolucién depende de la condicion
inicial. Esto justifica que en esta seccién se introduzca el concepto de
problema de valor inicial, que consiste en encontrar una trayectoria del
sistema que satisfaga dicha condicién inicial. La seccién termina con
un teorema fundamental, el teorema de existencia y unicidad, que da
condiciones suficientes que permiten asegurar la existencia y unicidad

de soluciones de una ecuacién diferencial. La demostracién de este
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teorema es constructiva en el sentido de que provee un procedimiento
que permite obtener la solucién de la ecuacién. Se vera que el teorema
estd ligado intrinsecamente a la condicién inicial. En la seccién 1.3
se estudian las ecuaciones diferenciales lineales y se presentan varios
ejemplos practicos donde estas aparecen naturalmente. La seccién 1.4
estd dedicada al estudio de la ecuaciéon de variables separables y
la ecuacién de Bernoulli. Aunque estas ecuaciones son no lineales,
pueden resolverse algebraicamente por métodos muy sencillos basados en
métodos lineales. En la seccion 1.5 se discute la existencia de soluciones
maximales, que son soluciones con el dominio mas grande posible sobre el
cual se puede definir una solucién. El analisis cualitativo de los sistemas
dindmicos comienza propiamente en la secciéon 1.6, donde se introducen
varias nociones fundamentales como campo vectorial, diagrama de fases,
solucion de equilibrio y estabilidad. La seccién termina con el modelo de
Solow, que es de fundamental importancia en el estudio de los modelos
de crecimiento econémico. La ecuacién fundamental de este modelo es
no lineal y se presta muy bien para mostrar el analisis cualitativo. Los
modelos suelen poseer parametros que muchas veces son determinantes
en las caracteristicas cualitativas del fenémeno que se estudia. El anédlisis
de como una alteracién de los valores de los parametros puede cambiar el
comportamiento cualitativo del sistema se conoce en la literatura como
teoria de bifurcaciones. En la seccién 1.7 se hace una introduccion a este

tema de fundamental importancia tedrica y practica.

1.2. Preliminares

Como se ha dicho antes, entenderemos que un sistema dindmico

es simplemente una ecuacion diferencial. Para definir formalmente una
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ecuacién diferencial, denotemos por ) (t) la k-ésima derivada de z con
respecto a t:
M (t) = d—kx(t)
dtk
Definicion 1. Una ecuacién diferencial de orden k € N y de dimensién

n € N es una relacién de la forma

’

e® () = F(t,x(t),z (t),..., 2%V (1)), (1.1)

donde t € R es tipicamente una variable temporal, z(t) € R™ es la
variable de estado en el instante t y F' : U — R™ es una funcién continua
definida sobre un conjunto abierto &/ C R x R La Figura 1.1 describe

esquematicamente el sistema (1.1).

T C Rnk’

PRGN

a“—-’ 1

,¢— |

I (taf(t)).,’

! ’
\ P4
\_~__’/

U

Figura 1.1 Esquema de una ecuacion diferencial

Se dice que la ecuacién diferencial (1.1) es de orden k porque la

derivada de mayor orden que aparece en la ecuacién es k, y se dice
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que es de dimension n porque la variable de estado vive en R"™. La
ecuacién (1.1) indica cémo se relacionan las diversas tasas de cambio de
la variable de estado en cada instante ¢. Muchos fenémenos de naturaleza
fisica, bioldgica, social, etc. se desarrollan en el tiempo con una dindmica
especifica. La ecuacién (1.1) representa un modelo matemético de tal
dindmica, siendo F' la funcién que describe sus particularidades. Por
ejemplo, si z(t) denota la temperatura de un determinado ambiente en
el instante ¢, la tasa de cambio de dicha temperatura en ese instante,
esto es, =’ (t), puede depender de t y de la temperatura en ese momento.
La variable de estado z(t) podria también representar, por ejemplo, la
cantidad de poblacién en el instante ¢, en cuyo caso z'(t) medirfa la tasa
de crecimiento poblacional en dicho instante.

Si F solo depende de ¢ y de x(t), entonces la ecuacién es de primer

orden y (1.1) se reduce a la ecuacién

!

7 (t) = F(t,x(t) (1.2)

Gran parte de los fundamentos de la teoria de los sistemas dindmicos
se basan en los diversos resultados que se pueden establecer para una
ecuacién del tipo (1.2). Esta es la ecuacién que estudiaremos en este
capitulo.

Si la ecuacion (1.1) no involucra explicitamente a la variable temporal
se dice que es auténoma; en caso contrario, se dice que es no auténoma.
Por ejemplo, es muy razonable suponer que el cambio de temperatura
de un ambiente dependa no solo de la temperatura, sino también
del momento en que esta se observa. En este caso, el modelo estaria
descrito por una ecuacion no auténoma; por el contrario, la tasa de
crecimiento poblacional depende en gran medida solamente de la cantidad

de poblacién en el momento que se mide y, por consiguiente, en este caso



8 Capitulo 1. Introduccion a los sistemas dinamicos

el modelo seria auténomo. Si la funcién F' es lineal con respecto a la
variable de estado, se dice que la ecuacién diferencial es lineal y, en caso
contrario, se dice que es no lineal.

Por la complejidad de los fenédmenos reales, la mayoria de los modelos
son no lineales; sin embargo, veremos mas adelante que el andlisis de
tales fenémenos implica aproximarse a ellos a través de un modelo lineal.
Para simplificar la notacién, normalmente suprimiremos el argumento
temporal de la variable de estado y escribiremos (1.2) en la forma més

concisa:

!

x = F(t,x).

Las siguientes ecuaciones son ejemplos de sistemas dindmicos de
primer orden y de dimensién 1.! Note que las ecuaciones (1.3) y (1.4)

son lineales y que solo la ecuacién (1.5) es auténoma.

Ej. 1. Cada uno de los ejemplos que se presentan a continuacién son

ecuaciones diferenciales del tipo (1.2). Se identifica la funcién F.

©=x+t, Ft,z)=x+t (1.3)

¢ =2Ax+3, F(t,x)=2tx+3 (1.4)

¢ =x(x—1), F(t,z)=az(x—1). (1.5)
OO0

Definicién 2. (Solucién). Sea I C R un intervalo abierto. Se dice que la
funcién ¢ : I — R", k veces diferenciable, es una solucién de la ecuacion

(1.1) si satisface la ecuacién puntualmente; esto es, para todo ¢t € I se

LGeneralmente, llamaremos «ecuaciones escalares» a las ecuaciones de dimensién 1.
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cumplen las siguientes condiciones:

a) (t,p(t), @ (1), ... o* V(1) eU
b) ¢®(t) = F(t,0(t), ¢ (1), ..., "D (1)).

La condicién realmente importante es la segunda, y la primera solo
se establece para que la segunda tenga sentido. A la gréfica de la funcién
@, que vive en R™*1 se le llama «trayectoria solucién» o simplemente
«trayectoria».

Por ejemplo, las funciones p(t) = —t — 1y ¢(t) = —t—1,t €l
son soluciones de (1.3), pues satisfacen la ecuacion en el sentido descrito
anteriormente. Més generalmente, para cualquier constante C' € R, la
funcién £(t) = Ce' —t — 1 también es una solucién de (1.3), por lo que
la ecuacién tiene infinitas soluciones. Observe que si se toma C' = 0, se
obtiene ¢, y si se toma C' = 1, se obtiene 1, de donde estas funciones
son casos particulares de la funcion £. Mas adelante se vera que cualquier
solucién de la ecuacién (1.3) tiene la forma de la funcion &, por lo que a
esta se le llama «solucion general». En las secciones 1.3 y 1.4 se muestran

las técnicas que permiten resolver ecuaciones del tipo (1.3)-(1.5).

PROBLEMA DE VALOR INICIAL, PVI

Un «problema de valor inicial» es un problema en el que hay que
obtener la soluciéon ¢ de una ecuacion diferencial que satisfaga la
condicién x(tg) = xo € R™, donde zy es un punto dado. Al punto (o, x¢)
se le llama «condicién inicial» o «punto de paso de la solucién». Resolver
un PVTI consiste en encontrar la trayectoria especifica que pase por dicho

punto. En general, un PVI de primer orden tiene la siguiente forma:

r = F(tx)
PVI:

.Clﬁ(t()) = ZTo
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Por ejemplo, en relacién con la ecuacién (1.3) del Ej. 1, si el punto de

paso es (tg, xo) = (0,1), entonces el PVI es

T = z 41,
xz(0) = 1

Puesto que todas las soluciones de la ecuacion son de la forma &(t) =
Ce' —t—1, para encontrar la solucién del PVI hay que encontrar el valor
especifico de la constante C. Esto se hace reemplazando en la funcién ¢
por 0: £(0) = C—1 = 1, de donde C' = 2; luego, la funcién y(t) = 2e'—t—1
es una solucién del PVI (en realidad, la tinica solucién, como veremos
més adelante). La Figura 1.2 muestra la solucién del PVI y diversas

trayectorias para diferentes puntos de paso.?

&(t)

Figura 1.2 Diversas trayectorias con sus puntos de paso

2En todos los casos se ha considerado ¢y = 0. Sin embargo, ¢y, podria ser cualquier

otro instante.
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EXISTENCIA Y UNICIDAD

Ya hemos visto que una ecuacién diferencial puede tener una o mas
soluciones, jincluso infinitas soluciones! Dada una ecuaciéon diferencial,
una pregunta pertinente es bajo qué condiciones puede asegurarse la
existencia de una solucién y, mas aun, la existencia de una tnica solucién.
Esta cuestion, que es de fundamental importancia tedrica y préactica, se
aborda maéas adelante en el teorema 1, también conocido como teorema de
Piccard. Este teorema constituye el primer paso en el estudio de la teoria
de los sistemas dindmicos, y para presentarlo necesitamos introducir

previamente el concepto de funcién lipschtiziana.

Definicion 3. Se dice que la funcion F': Y C RxR" — R” es localmente
lipschitziana con respecto a la variable x si para todo (tg,z9) € U
existen L > 0 y € > 0, tales que para todo t € B(tp;€) y para todo

x1, T2 € B(xg; €) se cumple
|E(t,z1) — F(t,z2)|| < L|jz1 — 22| (1.6)

La constante L se llama «constante de Lipschitz». Si esta contante es
la misma para todo par de puntos (t1, 1), (t2,22) en U y la desigualdad
(1.6) se conserva, se dice que la funcién es globalmente lipschitziana.
Note que si F' es una funcién de R en R, la ecuacion (1.6) significa que

las rectas secantes de la grafica de F' tienen pendientes acotadas.

Ej. 2. La funcién F' : R — R definida por F(z) = |z| es globalmente

lipschitziana con constante de Lipschitz L = 1. En efecto,

|F(I2) —F(Jfl)’ == ||.T2| — |IIZ‘1|| S 1- |I2 —.Tl| Vxl,xz S R
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Ej. 3. La funcién F(z) = \/m no es localmente lipschitziana, pues no se
satisface la desigualdad (1.6) en una vecindad de = 0. Para probar esto,
procedemos por contradiccion. Supongamos que la funcién es localmente
lipschitziana. Entonces, existen L > 0y € > 0, tales que para z; # xs,
con |z1| < €y |zra| <€, se tiene

|F'(22) — F(a1)|

< L.
\1’2 —x1!

Esta desigualdad implica que |F'(x)| < L para todo z, tal que |z| < ¢; es
decir, la derivada de la funcién esta acotada en una vecindad de xz = 0.

. ’ /
Pero esto no es cierto, pues lim, o F' () = oc.

Ej. 4. Consideremos la ecuacién ' = F(t,z), F : Y C R xR — R,
donde U es un conjunto abierto. Si F' es de clase C', entonces I es
localmente lipschitziana con respecto a x. En efecto, por ser F' de clase C*!,
la derivada OF/0x es continua, de donde para cualquier punto especifico
(to, xo) dentro de una cierta vecindad compacta de U existe L tal que

2

dr < Ll|zg — x|

|F(t,22) — F(t,z1)] s/ g—i(t,x)

1

OO0

Si la funcién F' que define la ecuacién (1.2) es relativamente sencilla,
entonces eventualmente podria obtenerse una solucién por simple
inspeccién. Al obtener una solucién se estaria probando indirectamente
que la ecuacién tiene solucién. Por ejemplo, consideremos la ecuacién

7" ., ., ., .
x = —x. Una funcién ¢ es solucion de esta ecuacion si es que su segunda
derivada coincide con la propia funcién. Por nuestros conocimientos
previos de cédlculo, sabemos que una funcién que satisface tal propiedad

es, por ejemplo, la funcién trigonométrica ¢(t) = —sint. Asi, se ha

verificado que la ecuacién diferencial tiene solucién. Sin embargo, esta
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forma de proceder no es la mas adecuada, pues la mayoria de ecuaciones
son bastante complejas y no es facil encontrar una solucién por simple
inspeccién. Es necesario disponer de un resultado general que asegure
la existencia de soluciones, sin tener que resolver la ecuacion para saber
que tal solucién existe. El siguiente teorema, que es fundamental en la
teoria de los sistemas dindmicos, proporciona condiciones suficientes que

garantizan la existencia y unicidad de una solucién para la ecuacién (1.2).

Teorema 1. (Existencia y unicidad)
Sea U un conjunto abierto de R x R™. Si F': U/ — R" es continua y
localmente lipschitziana con respecto a la variable x, entonces:

a) Para cada (o, z¢) € U existe una funcién
p: I, —+R",
que es solucién de la ecuacién ' = F(t,z) con ¢(ty) = .

b) Si ¢ : Iy — R™ es otra solucién de la ecuacién @ = F(t,r) con

o(to) = xg, entonces
o) =p(t) Vte I,NI,.
La afirmacién (a) asegura que el PVI

r = F(tx)

PVI: (1.7)

l’(to) = To
tiene solucién en un cierto intervalo. La afirmacién (b) basicamente dice

que tal solucién es tnica. Para enfatizar la condicién inicial, la funciéon ¢

suele escribirse incorporando el punto de paso

"P(tJ to,o); t € I‘ (1.8)

La prueba del teorema 1 es elegante y estd basada en un argumento

de punto fijo. Ademas de su elegancia, la prueba es constructiva y provee
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un método que permite obtener la solucién de una ecuacién que pasa por

un punto especifico. Veamos.

Demostracion. Enseguida probamos la afirmacién a). Sea § > 0, tal que
B = B(ty,0) x B(xg,0) CU y definamos
My = sup |F(t,2)].
(t,x)eB
Ya que F es lipschitziana con respecto a la variable x, para ¢

suficientemente pequeno existe Ls > 0, tal que
|F(t,z1) — F(t,z2)|| < Ls||xy — 2| V 21,29 € B.

Sea € > 0, tal que € < min{d,0/M;,1/Ls}. Sea I, el intervalo |to—e, to+e|

y definamos el siguiente espacio de funciones (véase la Figura 1.3).

&= {(p . I, — R"; ¢ continua, p(tg) = o, p(t) € B(xg,d) ¥Vt € Ito}

Figura 1.3 Teorema de existencia y unicidad

Como sabemos, dotando al espacio £ con la métrica

d(1, p2) = sup [le1(t) — 21|,

tEItO
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entonces el espacio métrico (£, d) es completo.
Definamos ahora el operador T': £ — £ por
t
T()t) = a0+ | Fls.o(s))ds. (1.9)
to

Note que T'(¢)(tg) = zo y que T(p) es continua. Adem4s,

< M5|t — t()’ < Mse < 0.

/tF(s,gp(s))ds

to

uﬂmm—mb\

Veamos que 7' es una contraccién. Para esto, tomemos ¢; y 9, dos

elementos cualesquiera de £. Entonces,

IT(p1)(t) = T(p2) (D)l = / F(s,¢1(s)) — F(s,p2(s))ds

to

s/mwmw@@ws

to

< Lslt — told (1, 2)
S Léed(golu @2)

< d(901a902)-

Luego,

d(T (1), T(p2)) = sup [|T(p1)(t) = T(2) (D) < d(1, @2)-

telto

Puesto que T es una contraccién, por el teorema del punto fijo existe una
tnica funcién @ € &, tal que T(p) = @. Mas especificamente, existe una
tnica funcién @ : I;;, — R™ con ¢(ty) = x¢ v ¢(t) € B(xo,d) para todo
t € I, tal que T(®) = P; esto es,

t

B(t) = 0 —l—/t F(s,p(s))ds, te€I.

0

Ahora bien, por el teorema fundamental del calculo, esta igualdad implica

que @ (t) = F(t,3(t)), lo que prueba que el PVI (1.7) tiene solucién.
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Enseguida probamos la afirmacién b). Sean ¢ : I, — R" y ¢ :
I, — R™ dos soluciones de la ecuacién (1.2), tales que to € I, N I,
con ¢(ty) = ¢(ty) = xp. Vamos a probar que ¢ y ¢ coinciden en toda la

interseccion de sus dominios. Definamos el conjunto

IT={tel,Nlye(t)=0¢()}.

Note que I es un intervalo no vacio y cerrado. Es no vacio porque t
pertenece a I y es cerrado porque es la pre imagen del cero de la diferencia
entre ¢ y ¢, que son funciones continuas. Para concluir que I = I, N I,
probaremos que I es también abierto, pues siendo I conexo, los Unicos
subconjuntos de I que son abiertos y cerrados a la vez son el vacio y el
propio intervalo I. Para esto, sea sy € I, tal que yo = ¢(s9) = ¢(s0).
Siguiendo el mismo argumento de punto fijo para (sg,yo), existe € > 0

(caracterizado como antes), tal que
gD(t) = (b(t)? v te ISO :]SO — 6,50 + 6[7

pues el punto fijo es tnico. Esto implica que Iy, C I, de donde [ es

abierto. n

Observe que este resultado impide que dos soluciones diferentes
se puedan intersecar. De ser asi, se estaria violando la unicidad de

soluciones, que es garantizada por el teorema (;por qué?).

Figura 1.4 Las trayectorias no se intersecan
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Los ejemplos que se dan a continuacién muestran cémo se puede
aplicar el teorema 1 para obtener la solucién de una ecuacién diferencial
a partir de la condicion inicial. El procedimiento consiste en partir de
una solucion inicial ¢y a la que se le aplica el operador T definido en
(1.9). Luego, por el teorema del punto fijo, la solucién ¢(t) viene dada
por aproximaciones sucesivas:

plt) = lim (1) = lim T"(g)(1).

n—o0

Este limite da la solucién de la ecuacion diferencial aun cuando no

necesariamente bajo una férmula cerrada. Veamos los siguientes ejemplos.

Ej. 5. Consideremos la ecuacién del ejemplo 1:
=zt

Para simplificar, tomemos el punto inicial (¢y,z9) = (0,0). La funcién
F(t,r) = z +t es localmente lipschitziana por ser de clase C'. Para
obtener las aproximaciones sucesivas, comenzamos por definir el operador

T, de acuerdo con (1.9):

T(o)(t) = 0 + / F(s, pls))ds = / (o(s) + 8)ds.

Luego, tomando g = 0 tenemos

p1(t) = T(g0)(t) = /0 (ols) sds = (1/2)12

(1/2)s* + 5)

o
e

ealt) = T (0) () = T(1)(t) = / (e1(s _
= (1/2)¢* + (1/3N¢?
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o3(t) = T3 (00) (1) = T(i2)(t) = / (oa(s) + 5)ds

= /t ((1/3N)s® + (1/21)s* + s) ds

_12 13 14
= ot 5t Tt

Por induccién se puede verificar que

1 1 1 1
L R T TL e T rroves DTLA

de donde, tomando limites cuando n — oo, se obtiene la solucién
©(t;0,0) =" —t — 1.

Recordemos que la solucién general de la ecuaciéon dada es £(t) =

Ce' —t—1. Tomando z(0) = 0 como condicién inicial, obtenemos C' = 1,

de donde £(t) = €' —t — 1. Esta solucién coincide con la que hemos

obtenido por el procedimiento constructivo.
Ej. 6. Consideremos ahora la ecuacién
T =2tz

con (to, xo) = (0,1). La funcién F(t,x) = 2tx es localmente lipschitziana
por ser de clase C'. De nuevo, comenzamos definiendo el operador T

dado en (1.9).

T(p)(t) =1 +/0 F(s,¢(s))ds =1 +/0 2s¢(s)ds.

Luego, tomando ¢y = 1 tenemos

e1(t) =T(po)(t) =1+ /Ot 2sds = 1 + 2

p2(t) = T*(0)(t) = T(p1)(1)

' 1 1
1 +/ 25(1+ 8%)ds =14+ —t* + —t*
. 1 o

@s3(t) = T?(o)(t) = T(py)(t) =1 —i—/o 2s <1 + %82 + %84) ds

_ 12 14 16
=1+t + 5t + 5t
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Por induccién se puede verificar que

_ 12 14 16 12n

de donde, tomando limites cuando n — oo, se obtiene la solucién

©(t;0,1) = e’

OO¢

LISTA DE EJERCICIOSI

1.2.1. Sea z una funcién diferenciable de ¢. La derivada z'(t) es la tasa
de cambio instantanea de x con respecto a t. Es decir, es la velocidad o
rapidez con la que cambia la variable x precisamente en el instante ¢. Uno
podria preguntarse por qué seria de interés conocer esta tasa de cambio
instantdnea en lugar de saber, mas bien, cual es la tasa de cambio en
un lapso de tiempo mayor, digamos una hora, un dia, etc. Aqui hay un
ejemplo que podria ayudar. Si usted estd interesado en coger la tarifa mas
econémica de un vuelo de aviéon para ir de un lugar a otro; entonces, si
estd dentro de sus posibilidades, deberia aceptar la mejor oferta que se le
presente en un instante determinado, pues dependiendo del dia, la hora
y los destinos, los costos cambian casi instantdneamente (podria haber
miles de personas que estén interesadas en el mismo vuelo). ;Podria dar

otro ejemplo?

1.2.2. Se denota la tasa porcentual de una variable x por 7, (t) y se define

por
Yo(t) £ 2 (t) /().
Este cociente mide en cada instante la velocidad de cambio de la variable

x como proporcion del valor de la variable en dicho instante. En la
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literatura econémica, v, muchas veces es referida simplemente como tasa
de cambio, lo que, con apego a la justeza, no es correcto, pues la tasa de
cambio es . Observe que 7, no tiene las unidades de z; es un cambio
instantaneo proporcional o porcentual por unidad de tiempo.

a) Si v,(t) = 0.4, jcudl es la dindmica que describe a la variable x7

b) Si 7,(t) = 0.4 y v,(t) = 0.2 y la unidad de tiempo es la misma para
ambas variables, jse puede decir que x cambia mas rapido que y? ;Se
puede decir que z(t) = 2y(t)?

c) Si(t) =04y v,(t) = 0.2y la unidad de tiempo es la misma para
ambas variables, ;se puede decir que x cambia respecto de si misma més
rapido que y respecto de si misma?

d) Si z'(t) = 0.4 e y (t) = 0.2 y la unidad de tiempo es la misma para

ambas variables, ;se puede decir que x cambia més rapido que y?

1.2.3. Con respecto a las ecuaciones ° = 3z, ¢’ = 3t y ' = 3, discuta
la diferencia entre ellas. Por ejemplo, ;qué expresa cada una de ellas?,
jcudl de todas expresa un cambio instantdneo mayor que la variable z7
Por simple inspeccion, obtenga las soluciones y verifique su intuicién con

respecto a las respuestas que dio.

. .z .z . . "
1.2.4. Hemos visto que una solucién de la ecuacién diferencial z° = —x
es la funcién p(t) = —sint. Proponga una solucién més que no sea la

solucién trivial.

1.2.5. Con respecto a la ecuacién diferencial
, 4
T e 12e
a) Identifique la funcién F' y verifique que se cumplen las condiciones del
teorema de existencia y unicidad.

b) Pruebe que la funcién = = z(t) que satisface la ecuacién algebraica
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T = —4x3 4 4t es una solucién de la ecuacién diferencial.

e
1.2.6. Sean a(t) y b(t) funciones continuas. jPor qué puede asegurarse

que el problema z'(t) = a(t)x(t) + b(t), z(ty) = 2o tiene solucién tinica?

1.2.7. (Sydsaeter) La funcién ¢ = ¢(t) satisface ¢(0) = 0 y la ecuacién
diferencial z' = (1 + 2?)t, para todo t. Pruebe, sin resolver la ecuacién,

que t = 0 es un minimo global de la funcién = z(t) y que x es convexa.
1.2.8. Resuelva la ecuacién 2’ = 2t + 5 sabiendo que x(0) = 3.
1.2.9. Pruebe que si F es localmente lipschitziana, entonces es continua.

1.2.10. Aplique el método de aproximaciones sucesivas para obtener la
solucién del problema x” = 2z con x(0) = 5.

Sugerencia. Recuerde que Y oo t*/k! = €.

3 /! . 3
1.2.11. Con respecto a la ecuacién x = ax, aplique el método de
aproximaciones sucesivas para obtener la trayectoria que en el instante

t = 0 pasa por el punto x.

1.3. Ecuacion diferencial lineal

de primer orden

Un caso importante de la ecuacién (1.2) es aquel en el que la funcién
F tiene la forma especifica F(t,z) = a(t)z + b(t), donde a(t) y b(t) son
funciones continuas y la variable de estado x es escalar. En este caso se
dice que la ecuacién es lineal. Asi pues, una ecuacién diferencial lineal de

primer orden es una expresién de la siguiente forma:

/

2 = a(t)r +b(t), (1.10)
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La solucién general de la ecuacién (1.10) estd dada por

p(t) = el A [C + / e/ “(t)dtb(t)dt] (1.11)

En efecto, derivando ¢ se obtiene ¢ = a(t)p + b(t); es decir, es una
solucién de la ecuacién. Reciprocamente, cualquier solucién de (1.10)
tiene la forma dada en (1.11). Para ver esto, sea ¢ = ¢(t) una solucién
de la ecuacién y sea A(t) = [ a(t)dt. Multiplicando ambos términos de

(1.10) por e=4® tenemos

,A(t)qb (t) = oA (t)d)(t) + e*A(t)b(t)

eV (1) — e Wa(t)o(t) = e Vb(2)

i (e~ A0g(t)) = e AOp(r) (1.12)

dt
e AWp(t) = /eA(t)b(t)dt + C.

De aqui se obtiene que ¢ tiene la forma (1.11).3

Como sabemos por el teorema (1), cuando existe una condicién inicial,
la solucién de la ecuacién (1.10) es tnica. En este caso, la constante C
de (1.11) adquiere un valor especifico.

La condicién inicial z(tg) = xo se puede incorporar directamente en
el proceso de solucién. En efecto, partiendo de la ecuacién (1.12):

d

7 (e74Wp(t)) = e Wb(t).

se obtiene .
e A Mo(r)| 1) = / e~ 40p(7)dr,
to

que es equivalente a

t
o(t) = eA(t)*A(tO)go(to) + 4 / eiA(T)b(T)dT.

to

3EL factor e=4® se conoce como factor integrante.
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De aqui, la solucién especifica de (1.10) estd dada por

t ¢ t
o(t; to, xo) = el a4 / el “@dsp () dr (1.13)

to

Ej. 7. Consideremos el siguiente PVI:

x = (t+ D)a + 22"
z(0) = zo.

Para aplicar (1.11), primero identificamos los términos a(t) y b(t):

a(t)=t+1, b(t)=2e2".
Entonces,
o(t) = eleHvi {o -/ e—f<t+1>dtze%t2dt]
= eat*H [C + 2/6_5t2_te;t2dt}

— ettt [C +2 / etdt]

— eat’Ht [C’ — 2e*tdt]

_ Ce%t2+t . 2e%t2

Para encontrar (', evaluamos ¢ en ¢t = 0.
e0)=20=C—-2 = C(C=uz7+2.
Por consiguiente, la solucién especifica del PVI es

142

©(t;0,20) = (2o + 2)e%t2+t — 2¢2
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También podria haberse obtenido la solucién aplicando (1.13) directa-

mente.

t
©(t;0,z0) = ef3(7+1)dt1:o -I—/ el (s+Dds9037%

0

t
1.2 t 1.2 t 1.2
e 627— +T‘0‘fL‘O +2/ 623 +3‘1—62T dT

0

t
142 lp24, 1.2 . 1.2
262t +t1’0+2/ €2t +t—57T Te2™ dr
0

t
12 12 _
= e2" Ty + 2e2? H/ e Tdr
0

1.2 1,2 —
= e g + 202" M (—e7T[f)
1,2 142 _
=e2" py — 2e2 (e — 1)
142 1,2 1,2
=e2! gy — 2e2t 4 2e2t T

= (20 + 2)ez"H — 2¢2"

OO0

Un caso muy frecuente de la ecuacién (1.10) se presenta cuando a(t)

y b(t) son constantes, digamos a(t) = a y b(t) = b para todo t. En este

caso, la ecuacién diferencial es

/

x(t)=ax(t)+0b

(1.14)

Usualmente, esta ecuacion es referida como «ecuaciéon diferencial lineal

de coeficientes constantes», y su solucion general es

pl(t) = Ce — —

Dada la condicién inicial x(ty) = x¢, la solucién especifica es

b
gp(ty tO, 330) = (xo + _) ea(t—to) -
a

b

a

(1.15)

(1.16)
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Observe que cuando t = ty, ¢(t;tg,x9) = . Si b = 0, la ecuacién

diferencial (1.14) se reduce a

!

x (t) = ax(t) (1.17)

En este caso, la solucién general es

o(t) = Ce™ (1.18)

Si la condicién inicial es z(ty) = x¢, entonces C' = e~ x4, de donde la

solucién especifica es

p(t; to, ) = woe"! ™) (1.19)

Observe que (1.19) habria podido obtenerse directamente de (1.16)
haciendo b = 0.

En los siguientes ejemplos se muestran algunos modelos sencillos,
pero interesantes, donde aparecen naturalmente ecuaciones diferenciales
lineales y no lineales. Estos modelos son ampliamente conocidos en la
literatura y han tenido y siguen teniendo mucho interés académico y
practico. Por ejemplo, la ecuacién fundamental del modelo de Domar
que se presenta a continuacién es una ecuacién del tipo (1.17). Resulta
sorprendente que un modelo tan sencillo haya sido muy utilizado
en la practica durante muchos anos, por las instituciones financieras
internacionales, para impulsar el crecimiento de los paises pobres a través

de la inversién (Easterly, 2003).

Ej. 8. (Modelo de Domar). En 1946 aparece en Economélrica el
articulo «Capital Expansion, Rate of Growth, and Employment» de

Evsey Domar. En este trabajo, Domar introduce el concepto de capacidad
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productiva o potencial productivo, que es todo lo que una economia es
capaz de producir usando como factores de produccién no solo maquinas
y tecnologia, sino considerando también factores como la distribucién del
ingreso, las preferencias del consumidor, los precios, etc. Domar propone
que la inversion tiene efectos directos tanto en la produccién como en la
capacidad productiva. Ademads, define una situacién de equilibrio como
aquella en la cual la capacidad productiva es igual a la producciéon. Uno
de los objetivos de su articulo es obtener la trayectoria de inversiéon que
conduce a esta situacién de equilibrio. Como veremos, el modelo resulta
en una ecuacién diferencial lineal del tipo (1.17).

Sean Y(t) e I(t) la produccién y la inversién en el instante t,
respectivamente. De acuerdo con las hipétesis del modelo, el efecto de
la inversién sobre la produccién viene dada por la ecuacién

!

Y'(t) = %f@), (1.20)

donde s es un pardmetro exégeno que denota la propensién marginal al
ahorro. La ecuacién (1.20) indica que un cambio en la inversién induce
un cambio proporcional en la produccion. La proporcién de este cambio
estd medida por el factor (1/s).4

Para explicar la manera cémo se relacionan la inversién y la capacidad
productiva, necesitamos introducir en el modelo dos variables mas.
Sean r(t) y K(t) la capacidad productiva y el capital en el instante t,
respectivamente. Domar asume que la relacion entre estas dos variables

es constante a lo largo del tiempo:

R(t)
K(t)

Esta ecuacién indica que, con un capital K (t), la economia es capaz de

producir potencialmente una cantidad r(t), que es proporcional a dicho

4Al término (1/s) se le conoce en la literatura como «multiplicador keynesianos.
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capital, x(t) = pK(t). Derivando esta ecuacién, obtenemos la relacién

/

K (t) = pK'(t) = pI(2). (1.21)

La ecuacién (1.21) mide el efecto de la inversién sobre la capacidad
productiva de la economia.
La condicién de equilibrio establecida por Domar exige que la

produccion sea igual a la capacidad productiva en todo instante:

! ’

Y (t) =k (t); Yo = ko.

De aqui, y considerando (1.20) y (1.21), se obtiene la ecuacién

fundamental del modelo

!

I'(t)=spl(t); I(0)=I,.

Esta ecuacién es del tipo (1.17), donde la variable de estado es la inversion
I. Por lo tanto, de acuerdo con (1.18), la trayectoria de inversiéon que

genera el equilibrio de Domar es exponencial e igual a
I(t) = [0€Spt.

Reemplazando I(t) en (1.20), se obtiene la ecuacién Y (t) = Iope*",

cuya solucion para la condicién inicial Y(0) = Yj es
Y(t) = (Io/s)e™ + Yo — (Io/s).

Similarmente, reemplazando I(t) en (1.21), se obtiene la ecuacién

K ,(t) = Ipe**"| cuya solucién para la condicién inicial K(0) = K es
K(t) = (I/sp)e™ + Ko — (Io/sp).

OO0
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Para una empresa puede ser muy importante saber cuanto tiempo
le puede llevar a un trabajador dominar una herramienta de trabajo.
Un modelo que permite entender el proceso de aprendizaje se da en el

siguiente ejemplo.

Ej. 9. (Curva de aprendizaje). La variable de estado de este modelo
es la cantidad aprendida por un trabajador al manejar una herramienta
de trabajo. Denotemos esta variable por A(t), que indica la cantidad
aprendida desde un instante inicial ¢, hasta el instante ¢. Esta cantidad
tiene un tope y ya que a medida que transcurre el tiempo la experiencia
del individuo es mayor, entonces cada vez es menos lo que tiene
que aprender. Por lo tanto, la tasa de cambio de la variable A(t)
va disminuyendo con el tiempo. La dindmica de esta variable puede

describirse, entonces, de la siguiente manera:

A(t) = a(K — A(t), A(ty) = Ay < K. (1.22)
La ecuacién (1.22) indica que la tasa de cambio de la variable de estado
es proporcional a la diferencia entre todo lo que un individuo puede
aprender, K, y lo que efectivamente ha aprendido hasta el instante t¢.
Aqui A(ty) representa la experiencia previa que un individuo tiene al
momento de comenzar su proceso de aprendizaje. Las constantes K y
a > 0 junto con la condicién inicial, Ag, dependen de cada individuo y en
general son diferentes de uno a otro. Asi pues, constituyen los parametros

del modelo.?

5Estos pardmetros son exégenos en la medida que sus valores son dados y no dependen

de la dindmica del sistema.
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Reordenando la ecuacién (1.22), vemos que el modelo corresponde a

una ecuacién del tipo (1.14) y que su solucién es
At) = (Ag — K)e U710 L Kt > ¢,

La Figura 1.5 muestra la curva de aprendizaje A(%).

Ag ===

Figura 1.5 Curva de aprendizaje

Observe que A(t) es sostenidamente creciente, pero no sobrepasa la
cantidad K. Como lim; ., A(t) = K, la recta horizontal a la altura
K es una asintota de la curva de aprendizaje. Al principio, el individuo
aprende mucho, porque es mucho lo que todavia lo separa de su nivel
K, que es lo maximo que el individuo puede aprender. Esta acumulacion
inicial de conocimientos se refleja en la alta inclinacién de la curva al
comenzar el proceso. Su tasa de cambio, sin embargo, va disminuyendo
a medida que transcurre el tiempo, porque con el tiempo el individuo va
acumulando mas conocimientos y es menos lo que lo separa de su nivel
maximo. La curva de aprendizaje es mondtona creciente con tasas de

crecimiento decrecientes; es decir, la primera derivada de A(t) es positiva,
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y la segunda derivada es negativa.’

OO0

Ej. 10. (Crecimiento poblacional. Modelo de Malthus). En 1798
aparece el ensayo «An Essay on the Principle of Population» de Robert
Malthus (1766-1834). En este ensayo, que causé mucha controversia
cuando fue publicado, Malthus propone un modelo de crecimiento
poblacional y de los recursos que pretende explicar la causa de la pobreza
y hambruna en aquel tiempo. Malthus sostenia que mientras los recursos
crecen de manera aritmética, la poblacién crece exponencialmente.
Veamos.

Sea P(t) la variable de estado que denota la cantidad de poblacién
en el instante t. Segin Malthus, la dindmica poblacional esta dada por

la ecuacion diferencial
P ' =rP, P(ty) = P,. (1.23)

De acuerdo con (1.19), la solucién de (1.23) es una trayectoria
exponencial.

P(t) = Py 710) ¢ > ¢,

Ahora sea R(t) la variable de estado que denota la cantidad de recursos

en el instante t. Segin Malthus, estos tienen la siguiente dinamica:
R =a, R(ty) = Ry. (1.24)
La solucién de (1.24) es

R(t) =at + (RQ — ato), t> to.

6Cuando la segunda derivada de una funcién es negativa, es decir, es céncava, en

economia se suele decir que la funcién tiene «tasas marginales decrecientes».
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Bajo el modelo descrito por las ecuaciones (1.23) y (1.24), Malthus
anticipé una explosién demografica sin recursos suficientes para cubrir la
necesidad de alimentacion de la poblacién.

La Figura 1.6 muestra el comportamiento relativo del crecimiento
poblacional y de los recursos. La curva de los recursos es una linea recta
con pendiente a, y la curva de la poblacién es exponencial con tasa de

crecimiento porcentual 7.7

P(t)|R(t)

I

I

I

I

I
Crocimim:ito

Punto de crisis

Figura 1.6 Catastrofe malthusiana

El punto donde las curvas P(t) y R(t) se intersecan se conoce en
la literatura como punto de crisis, y el instante t. cuando ocurre esta
interseccion se conoce, con un poco de dramatismo, como el momento
de la catdstrofe malthusiana; esto es, el momento a partir del cual los
recursos comienzan a ser insuficientes para sostener a la poblacién. La

Figura 1.6 muestra también que si por alguna razén, como una mejora

"En este caso, como la variable P denota poblacién, a la tasa porcentual vp = P /P
se le llama «tasa per capita». Por lo tanto, segiin el modelo de Malthus, la tasa per

cépita del crecimiento poblacional es constante e igual a r.
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tecnoldgica, por ejemplo, los recursos crecieran a una tasa mayor (mayor
pendiente de la curva de recursos) y la poblacién siguiera creciendo
geométricamente, entonces solo se aplazaria el momento de la catastrofe

malthusiana.

OO0

Mas adelante se presenta el modelo logistico, que es un modelo de
crecimiento poblacional que supera algunas limitaciones explicativas del
modelo de Malthus. A continuacién presentamos un modelo econémico

simple, donde también aparece naturalmente una ecuacion diferencial.

Ej. 11. (Formacién de precios. Modelo de Walras). El modelo de
Leén Walras (1834-1910) para la formacién del precio de un determinado
bien, establecido en 1874, propone que después del lanzamiento de un
precio arbitrario por parte de un «martillero», que funge de intermediario
entre demandantes y oferentes, el precio se va ajustando segun el exceso
de la demanda sobre la oferta. A este modelo se le conoce como el tanteo
(o tatonnment, en francés). El procedimiento es mas o menos como sigue.
Si la demanda iguala a la oferta, se cierra el contrato de compra y venta;
en caso contrario, el martillero lanza un nuevo precio, y nuevamente el
precio se ajusta a este lanzamiento de acuerdo con la oferta y la demanda.
Walras presupone que de esta forma el precio alcanzara un nivel de
«equilibrio». Puesto matematicamente, traduciriamos esta evolucién del
precio de la siguiente manera. Sea p = p(t) la variable de estado que
expresa el precio del bien en el instante t. La tasa de cambio instantanea
de p es proporcional al exceso de la demanda sobre la oferta, de manera

que, si la demanda es mayor que la oferta, el precio del bien sube, y
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refleja una tasa de cambio positiva; por el contrario, si la demanda esta
por debajo de la oferta, el precio, mas bien, baja, y refleja una tasa de
cambio negativa. Para ser més especificos, por ejemplo, sea D(p) = a—bp
la funcién de demanda; y S(p) = ¢ + dp, la funcién de oferta, con a > c.
Las constantes a,b,c y d son parametros del modelo y se toman como
constantes positivas. Bajo las consideraciones anotadas anteriormente,
queremos saber qué sucede con el precio en el largo plazo.

De acuerdo con las hipdtesis planteadas, la dinamica del precio esta

dada por la ecuacién diferencial

!

p = k[D(p) — S(p)], k>0.

Reemplazando las funciones de demanda y oferta, se obtiene la ecuacion

p =k(=b—d)p+k(a—c),
que es una ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes y que
constituye el modelo de Walras para la evolucién dindamica del precio.

Aplicando (1.15), la solucién general de la ecuacién es

a—c
t) = Cellb=dt 4 —__—
plt) T ird
Para la condicién inicial p(tg) = po, la trayectoria del precio es la

siguiente:

b+d b+d

En particular, cuando py = (a — ¢)/(b + d), se obtiene la solucién

plt) = (b= S5 ) ek 4

constante
p(t) =p" = (a—c)/(b+d).

Esta solucién se llama «solucién de equilibrio», y es la misma que

se obtiene igualando la demanda con la oferta, D(p) = S(p). Como
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k(—b —d) < 0, entonces th_’zg)p(t) = (a —¢)/(b+ d). Esta convergencia
es independiente del precio inicial, lo que quiere decir que cualquier
trayectoria solucién siempre se aproximarad a la solucién de equilibrio
p*. Por lo tanto, como anticipaba Walras, p(t) en el largo plazo se acerca
al nivel de equilibrio. Se dira luego que el modelo o que el equilibrio es

asintoticamente estable.

A
p(t)

p(to) = po |- -

*

b

+ - -
>
~+

Figura 1.7 p*: precio de equilibrio estable

OO0

LISTA DE EJERCICIOSI

1.3.1. Encuentre la solucién de cada uno de los siguientes PVI:
a)r =2z, x(0)=2

b) 2’ =2 +10, 2(0)=1

c)r =x+t, 2(0)=-2

d) o' = -2z +2, 2(0)=1

e) v =3tz +4t, x(0) =2
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f) ' + 42 = f(t); 2(0) = xy, donde

0, 0<t<3
t—3, t>3.

ft) =

1.3.2. Con respecto al modelo de Domar, sean

a) r, la tasa real del crecimiento de la inversién

b) ps, la tasa de crecimiento estipulada de la inversién.

Se define el coeficiente de uso de la capacidad productiva como
u = limy_, Y (t)/k(t), donde Y (t) y k(t) se calculan con la tasa real
de crecimiento de la inversién, r.

Se dice que en la economia hay pleno uso de su capacidad productiva
si 4 = 1. Obtenga la relaciéon que debe existir entre r y ps para que la

capacidad productiva se utilice plenamente.

1.3.3. Con respecto al modelo de la dindmica del proceso de aprendizaje,
se le pide que grafique sobre el mismo plano las curvas de aprendizaje
para distintos valores de los parametros a y K y distintas condiciones

iniciales. Comente los resultados obtenidos.

1.3.4. La economia de un pais estd en un proceso de decrecimiento
comenzando con un producto igual a Yy en el instante t,. Se ha
determinado que la tasa de crecimiento es una proporciéon de la diferencia
entre su crecimiento actual y lo minimo que este pais puede decrecer para
cubrir sus necesidades. Plantee y analice el modelo correspondiente. En

particular, explique qué sucede con la economia en el largo plazo.

1.3.5. En cierto ano ty, la poblacién mundial alcanzé los 5,200,000,000 de
personas con una tasa de crecimiento de 200,000 personas por dia. Utilice
el modelo de Malthus con tasas de natalidad y mortalidad constantes

para determinar para cudndo se esperaria que la poblacién mundial se
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duplique.

1.3.6. En relacion con el modelo de Malthus, responda a las siguientes
preguntas.

a) ;Después de cudntos anos se triplica la poblacién inicial?

b) Las tasas de crecimiento per cépita de dos poblaciones diferentes
son ri y ro, siendo r; < ry. jQué condicién debe cumplirse para que la
poblaciéon con menor tasa de crecimiento alcance a la segunda? Bajo esta

condicion, determine después de cuantos anos las poblaciones se igualan.

1.3.7. Considere que la oferta, S, y la demanda, D, de un cierto bien
se comportan de acuerdo con las siguientes ecuaciones: S(t,p,p) =
48 — 24e72 + 16p + 10p" y D(t,p,p’) = 240 — 8p — 2p’, donde p(t) es
el precio por unidad del bien en el instante ¢. Si p(0) = 12, encuentre la
trayectoria del precio asumiendo que en todo instante la demanda iguala
a la oferta. Ademas, determine qué sucede con el precio en el largo plazo.

. Existe precio de equilibrio?

1.3.8. Dadas la oferta S(p,p’) = 70 —2p — 3p’, y la demanda D(p,p) =
130 4+ p — 5p’ de un cierto bien, pruebe que el precio de equilibrio, p*, es
inestable, en el sentido de que, para cualquier precio inicial p(0) # p*, la
trayectoria correspondiente se aleja de p*. Asuma que, en todo instante,

la oferta iguala a la demanda.

1.4. Ecuaciones diferenciales no lineales

ECUACION DE VARIABLES SEPARABLES

Hemos visto que una ecuacion diferencial lineal puede resolverse
explicitamente aplicando la féormula (1.11). También hemos visto a través

de los ejemplos pasados que algunas situaciones de interés préctico y
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tedrico pueden plantearse en términos de un modelo lineal. Sin embargo,
la mayoria de modelos que aparecen en la literatura son no lineales
debido a la complejidad de los fenémenos bajo estudio. Lamentablemente,
para las ecuaciones diferenciales no lineales no existe un procedimiento
algebraico que permita obtener la solucién en el caso general. Existen,
sin embargo, algunas excepciones importantes. Una de ellas es el caso
de las llamadas «ecuaciones de variables separables» que analizamos a
continuacién.®

Supongamos que la funcién F(t,z) de la ecuacién (1.2) puede
escribirse en la forma F(t,z) = f(x)g(t). En este caso se dice que la

ecuacion es de variables separables; y, después de separar variables, la

ecuacion diferencial queda como sigue:

z = f(z)g(t) (1.25)

Note que si la ecuacién ya estd en la forma (1.25), entonces se trata de

una ecuacién de variables separadas. Las ecuaciones

r =xt+t
x = er ot
7 =22

son ecuaciones de variables separables, pues se pueden escribir bajo la

forma (1.25). En efecto,
¢ =at+r=xt+1); flz)=1x gt)=t+1
=2t = e"e'2t;  f(x) =€, g(t) = 2t

r =% flz)=2% g(t) = 1.

80tra ecuacién importante no lineal para la que existe un procedimiento algebraico

es la ecuacién de Bernoulli, que estudiaremos més adelante.
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Suponiendo que la funcién F(t, x) satisface las hipétesis del teorema de
existencia y unicidad, entonces en este caso la ecuacion posee solucién
Unica para cada condicién inicial. El procedimiento general para resolver

una ecuaciéon de variables separables es como sigue:

z' = f(a)g(t)
& = et
dz
/ﬁdw = [ g(t)dt
F(z) =G(t) + C. (1.26)

Aqui, las funciones F y G son las antiderivadas de las funciones 1/f
y g, respectivamente. La constante C' es una constante arbitraria de
integracién. La ecuacién (1.26) puede escribirse de manera general como

una ecuacién algebraica de la forma
H(t,x) = 0. (1.27)

Una vez que se ha llegado a (1.26), se considera que la ecuacion diferencial
ha sido resuelta y la solucién esta dada; en el peor de los casos, de manera

implicita por medio de la expresion (1.27), que es una ecuacién algebraica.

OBSERVACION

En el proceso para obtener la expresién (1.27) se excluy6 el caso en
que f(z) = 0.2 La situacién en la que f(zg) = 0 para algiin x = x; esto
es, cuando xy es un cero de la funcién f(x), produce la solucién constante
o(t) = xo ¥ t € R. En efecto, reemplazando en la ecuacion, se verifica

que ¢ es una solucién. Ahora, si ¢ : I, — R es otra solucién, tal que

9Esta exclusién se hizo al pasar del segundo al tercer paso del procedimiento.
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Y(ty) = xo para algun t, € I; entonces, por la unicidad de soluciones,

Y(t) = xo para todo t € Iy, de donde 1 = ¢ en Iy.

Ej. 12. Consideremos la ecuacién ' = z(t + 1). Esta ecuacién ya se

encuentra con las variables separadas. Luego,

dx

& a1
o =+ 1)
dx:t+1)dt

/d:v /t+1

In|z| = §t2 +t+C

|$‘ _ 62t +t+01

Ahora, haciendo Cy = €%, tenemos |2(t)] = Chez"* y, finalmente,
absorbiendo el valor absoluto por una constante C3, tenemos x(t) =
Cyezt™ Cy # 0. Observe que la solucién nula z(t) = 0 para todo t
también es una solucién de la ecuacion. Esta solucion fue descartada como
alternativa de solucién en el proceso presentado. Podemos incorporarla
en la solucion general tomando una constante C' e incluyendo C' = 0. Por
otro lado, la funcién constante xz(t) = 0 V ¢t € R también es una solucién
de la ecuacion. Debido a esto, podemos decir que la solucién general de

la ecuacion esta dada por
z(t) = Ce2™, C € R.

OO0

El siguiente modelo, conocido como modelo logistico, esté basado en

la observacién de que la tasa de crecimiento poblacional per capita es
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decreciente y no constante, como en el modelo de Malthus. Esta hipotesis
conduce a una ecuacién diferencial que se puede resolver separando

variables.

Ej. 13. (Crecimiento poblacional. Modelo de Verhulst). En el
modelo de Malthus, la tasa per cdpita del crecimiento poblacional es
constante, P'(t)/P(t) = r. Si esta tasa solo dependiera de la cantidad de
poblacion, entonces seria razonable esperar que sea decreciente a medida
que aumenta la cantidad de poblacién. El matematico belga Pierre
Francois Verhulst (1804-1849) propuso un modelo lineal decreciente para
esta tasa. Asf; P'/P se mantendrd positiva hasta cierto momento, pero
cuando la poblacién llegue a su nivel maximo de capacidad (carrying
capacity, en inglés). El modelo también se conoce como «modelo logistico»

y viene dado por

P r

El pardametro K denota la maxima capacidad poblacional.

P/P

K P

Figura 1.8 Modelo logistico
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Cuando la poblacién P es muy pequena en comparacion con su nivel
de capacidad, entonces P* ~ P, y el modelo se torna exponencial.

Para resolver el modelo, notemos que la ecuacién (1.28) se puede
escribir como P' = f(P)g(t), donde f(P) = P(1 — P/K) y g(t) = r.
Luego, aplicando el método de separacion de variables tenemos

dP
P(1-P/K)

1 1K
/(F—Fm)dp—/Tdt
InP—In(l - P/K)=rt+C
P
m(—— )=
n(l—P/K) rt—l—Cl
P
m = CQert, CQ = 601.
De aqui, despejando P, se obtiene P(t) = KChe™ /(K + Che™). Puesto

= rdt

que Cy > 0, entonces, a P = 0 no se le considera solucién en esta
expresion. Sin embargo, puede verificarse que la funcién nula es, en
efecto, una solucién. Para incorporar esta solucién, podemos escribir
P(t) = KCe" /(K + Ce™), C > 0. Note que otra solucién que no se
ha considerado en el proceso de solucién es la funcién constante P = K,
que es el nivel de capacidad maxima de la poblacién.

Puesto que tenemos una condicién inicial, P(ty) = Fp, debemos
determinar el valor especifico de la contante C. De la ecuacion

KCero
Po=Plb) = oo

se obtiene C' = %e‘””. Luego,

B KP,
Pt (K — Py)e )’

Puesto que lim;_,», P(t) = K, la poblacién tiende a su nivel de maxima

P(t) t >ty (1.29)

capacidad en el largo plazo, para cualquier condicién inicial Fy. Como
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en el caso del modelo de Walras, se dird que el modelo de Verlhust es
asintoticamente estable.

El modelo logistico es tan importante por sus aplicaciones que vale
la pena hacer algunos comentarios adicionales. La funcién presentada en
(1.29) se conoce como funcién logistica. Esta funcién en realidad estd
definida sobre todo los reales; es decir, podemos extender el dominio al
intervalo I = R (a esto se llamard posteriormente «soluciéon maximal).
Ahora bien, tomando limite cuando ¢ — —o0, se obtiene lim; , ., P(t) =
0; de manera que las rectas P =0y P = K son asintotas de la funcién
logistica. Esto quiere decir que cualquier trayectoria del modelo que
comience entre 0 y K se acerca en el pasado a la solucién constante
P = 0 y se acerca en el futuro a la soluciéon constante P = K. El
comportamiento general de una funcién logistica es como se muestra en

la Figura 1.9:

20

Figura 1.9 Funcién logistica

Por obvias razones, a la curva P(t) también se le conoce como Curva
S. Una caracteristica importante de esta curva es que al principio, para
t > 0, P(t), crece rdpidamente (como la funcién exponencial). Este

crecimiento se va extinguiendo a medida que transcurre el tiempo.

OO0
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CONDICION DE LIPSCHITZ

Antes de terminar esta seccién, mostremos con el siguiente ejemplo
que la condicién de Lipschitz no puede faltar en el teorema 1 para

garantizar la unicidad de las soluciones.

Ej. 14. Sea 7' = 23, 2(0) = 0. Aqui; la funcién F(z) = 2%3 no es
lipschitziana en x = 0 (véase el ejercicio 1.4.7). Resolviendo esta ecuacion
por separacién de variables, se obtiene ¢(t) = (/3 + C)3. Puesto que la
funcién ¢ debe satisfacer la condicién inicial p(0) = 0, la solucién es
©(t) = t3. Sin embargo, no es la tnica solucién, pues la funcién nula
1 = 0 también es una solucién de la ecuacion y satisface la misma
condicién inicial. En este caso no se cumple la unicidad y, ciertamente,
yva habiamos anotado que la funcién F' no es lipschitziana en el origen,

lo que muestra que esta condicién no puede faltar.

OO¢

ECUACION DE BERNOULLI

Otra ecuacion diferencial no lineal que aparece con cierta frecuencia
en las aplicaciones es la ecuacién de Bernoulli (EB). Esta ecuacién puede

resolverse mediante un cambio de variable. La EB estd dada por

/

r =a(t)r+0b(t)z*, aeckR

Note que para o = 0, 1, la EB se reduce a una ecuacion lineal. Sea, pues,

0 # a # 1. Haciendo el cambio de variable
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se obtiene la ecuacién

)

Yz~ a(t)x + b(t)z?]
1 —a)la(t)x' >+ b(t)]

)

Asi, en términos de la nueva variable y, EB resulta en la ecuacién lineal

y =(1—a)a(t)y+ (1 —a)b(?).
Luego de resolver la ecuacién en la variable y, segin los procedimientos
estudiados, se usa el cambio de variable para obtener la solucién en la

variable original, x.

Ej. 15. Observe que la ecuacion logistica
P =pP—-P? P0)="r

es una EB con o = 2 y, por lo tanto, puede resolverse usando el método
descrito anteriormente. En efecto, haciendo y = P~!, se obtiene la
ecuacion

y =-y+1,

cuya solucién es y(t) = e~ (y(0) — 1)+ 1. Volviendo a la variable original,

se obtiene
Py

T P+ (1- Pyet

P(t)

OO0
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Ej. 16. (Modelo logistico generalizado). T. Haavelmo en su libro A

Study in the Theory of Economic Evolution (1954), propuso un modelo
logistico generalizado para la tasa de crecimiento poblacional que resulta
en una ecuacién del tipo EB. Veamos. Sea N = N(t¢) el tamano de la
poblacién en el instante ¢ y sea X = X (t) el nivel de produccién total
disponible para la poblacién. La dindmica de crecimiento poblacional

propuesta por Haavelmo es

donde n y m son constantes positivas. Haavelmo interpreta la constante
n como una tasa de nacimientos y m% como una tasa de mortalidad,
y estudia un modelo lineal y otro no lineal para su modelo logistico
generalizado. Para la variante no lineal considera la siguiente funcion de
produccion:

X = AN,

donde A y a # 1 son constantes positivas. Al incorporar esta funcién en
el modelo, resulta la ecuacién diferencial

m

N =nN —
Ty

2—a
NTE,

que es una ecuacién de Bernoulli. Luego, para resolver esta ecuacion,
podemos hacer el cambio de variable sugerido de manera que se torne en
una ecuacion lineal. Sea, pues,

1 /X
— Nl—(2—a) — Na—l —— (=)
! A\N

Observe que si A = 1, la variable = denota el producto per céapita.

Para que esta nueva variable denote exactamente el producto per capita,
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podemos tomar, méas bien, r = AN~ = % Reemplazando en la

ecuacién se obtiene, entonces,

!

r =n(a— 1)z —m(a—1).

De acuerdo con (1.15), la solucién de este modelo es

z(t) = Cemla™Dt 4 n
n

Mas especificamente, si z(0) = xq, la solucién es

LISTA DE EJERCICIOSI

1.4.1. Aplicando el método de separacién de variables, resuelva las
siguientes ecuaciones diferenciales:

a)r =az, a#0

b)z' = (x—a)(x—0), a#b

c) 2’ = (2x —a)(b— 32)

1.4.2. Resuelva las siguientes ecuaciones de Bernoulli:

a) z' = 2r — a2
b) o' =tz — 3ta?

c) z' =tx? — 4dtx

1.4.3. En general, una ecuacién logistica es una ecuacién de la forma
’ 2
r =ar — bz”.

Obtenga la solucién y compare con (1.29) del ejemplo 13.
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1.4.4. (Modelo de Solow). La ecuacién fundamental del modelo de
Solow, que estudiaremos més adelante, esta dada por
K =sf(k) = (n+0)k,

donde k denota capital, s es una tasa de ahorro, f es una funcién de
produccion, n es una tasa de crecimiento poblacional y § es una tasa de
depreciacion del capital. En general, esta ecuacién no puede resolverse
explicitamente, salvo en algunos casos particulares. Por ejemplo, asuma
que f(k) = kY2 y que los pardmetros son los siguientes: s = 0.2,
n = 0 = 0.1. Resuelva el modelo, esto es, obtenga la trayectoria del

capital y diga qué pasa con este en el largo plazo, es decir, determine

iy o0 k(2).

1.4.5. Con respecto al modelo de crecimiento poblacional de Verhulst,
resuelva las siguientes cuestiones:

a) Encuentre el instante en el que la poblacién tiene su mayor tasa de
cambio.

b) Haga el «diagrama de fases», esto es, trace las distintas trayectorias
para diferentes condiciones iniciales.

c) Basdndose en el diagrama de fases, describa el comportamiento de la

poblacién cuando esta comienza en Py > K.

1.4.6. (Modelo de Verhulst con emigracién). Supongamos que en el
modelo de Verhulst se considera la emigracién de individuos a una tasa
constante h > 0:

, P
P =rP(1——)—h, Plty) = F,.
r ( K) ) (0) 0

Resuelva el modelo explicitamente, esto es, obtenga la trayectoria de la
poblacién, P(t). Note que la ecuacién es una variante del modelo logistico

del ejercicio 1.4.3: " = ax — ba?® — h.
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1.4.7. Pruebe que la funcién F(z) = 22/3 no es lipschitziana. Sugerencia.

Utilice el mismo argumento del ejemplo 3.

1.4.8. Resuelva el PVL: 2" = 2?3, 2(0) = 0. ;Cudntas soluciones tiene

este problema?, ;se cumple el teorema de existencia y unicidad?

1.5. Solucién maximal y dependencia
continua

El dominio de la solucién ¢ de una ecuacién diferencial es un intervalo
1, tipicamente un intervalo abierto. Podemos tomar un subintervalo J de
I y definir una nueva solucién ¢ simplemente restringiendo ¢ al intervalo
J. Es claro que podemos proceder de esta manera tantas veces como
queramos para obtener diferentes soluciones (jinfinitas soluciones!). ;Es
posible proceder de manera similar, pero en el sentido contrario, esto es,
tomando superintervalos que contengan al intervalo I y seguir teniendo
soluciones? ; Hasta qué punto es esto posible? Este problema nos conduce
al concepto de solucién maximal que se aborda en la primera parte de
esta seccion.

Por otro lado, sabemos que si se cumplen las condiciones del
teorema de existencia y unicidad, entonces para cada condicién inicial
existe una unica solucién. La condicién inicial es muy importante
por razones practicas y tedricas, pues de alguna manera determina
el futuro de una trayectoria. Por ejemplo, si la alimentacion de un
nino es pobre en nutrientes, su condiciéon inicial es desfavorable y
puede determinar un bajo rendimiento escolar y, en general, un bajo
desempeno en muchas actividades humanas. La condicién inicial negativa

de este nifno representa una adversidad para su futuro desempeno. El
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segundo problema que estudiamos en esta seccién estd relacionado con la
condicién inicial. Basicamente, queremos saber cémo varia la trayectoria
solucion de un modelo si la condicién inicial se altera ligeramente.

Para analizar el problema de cuan grande puede ser el intervalo J
sobre el cual se puede definir una solucién, comenzamos explicando lo
que es una solucién maximal.

Una «solucién maximal» de la ecuacién (1.2) es aquella que estd
definida en el mayor intervalo posible. Para definir formalmente este

concepto, consideremos el conjunto de todas las soluciones de (1.2):

S={p:1, > R"(t,o(t) €U, ¢ (t) = F(t, o(t), p(to) = xo}.

Tomemos ¢ y @2 en S. Se dice que ¢ es menor o igual que @9, lo
que denotamos por ¢; = @9, si I, C I,, v ¢1(t) = pa(t) para todo
t € I,,. Puesto que podrian existir dos funciones en S cuyos intervalos
de definicién no estén contenidos uno dentro del otro, la relaciéon =< es
una relaciéon de orden parcial, que no total, en S. Se dice que @ € S es
una soluciéon maximal de S si ella no es menor que cualquier otra solucién

de (1.2), es decir, no se puede ampliar su dominio.

Ej. 17. Considere el siguiente PVT:

/
r = x?

l’(to) = Ig> 0.

Resolviendo la ecuacion, por ejemplo, por el método de separacién de

variables, se obtiene
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En el proceso de obtencién de ¢ se dejé de lado la (posible) solucién nula
x = 0. Sin embargo, como zy > 0, entonces £ = 0 no es una solucién del
PVL

Para encontrar la solucién maximal, tomemos en cuenta que 1 — (¢ —
to)xo # 0, o, equivalentemente, t # (to + 1/xo). Ahora bien, recordando
que el dominio de definiciéon de una solucién es un intervalo, entonces,
o bien tomamos como dominio intervalo | — oo, tg + 1/xo[, o bien el
intervalo |ty + 1/x0, +00[. Puesto que ¢, debe pertenecer a tal dominio,

nos quedamos con el primer intervalo. La solucién maximal del PVI es
Lo

1-— (t — to)xo’

OO0

Teorema 2. Consideremos que la ecuacién (1.2) satisface las hipdtesis

o(t) = te]—o00,to+ 1/

del teorema de existencia y unicidad. Entonces, cualquier solucién de la
ecuacion puede ser extendida a una solucién maximal (inica). La solucién

maximal estd dada por

7:JIL,—R"Y
p€eS

tal quesit € I, B(t) = ¢(t).

Note que la funcién p esta bien definida en el sentido de que no
viola la unicidad de las soluciones, pues coincide con todas las demaés en
la interseccién de sus dominios. Note también que, por construccion, la
solucién maximal es tnica.

En relacién con el ejemplo 17, observe que aun cuando el conjunto U
es todo el espacio R x R, la soluciéon maximal no esta definida sobre todo
R.

Las soluciones maximales tienen un comportamiento tipico reflejado
en la grafica de . Suponiendo ¢y < 0, la grafica de ¢ es la que se muestra

en la Figura 1.10.
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K

» I

to+ 1/xg

Figura 1.10 Comportamiento tipico de las

soluciones maximales

Se aprecia que cuando t — tg + 1/zg, p(t) — 0o. Més exactamente, se

tiene el siguiente resultado.

Teorema 3. Consideremos que la ecuacién (1.2) satisface las hip6tesis
del teorema de existencia y unicidad y sea © la soluciéon maximal definida
sobre Iz = ]a,b[. Si b < 400, entonces para todo compacto K C U se
tiene

lfm (¢, B(t)) = OU.

t—b—

Este limite significa que para todo compacto K C U existe € > 0, tal que
para todo t € Ja,b — €[, (t,5(t)) ¢ K; es decir, la trayectoria maximal

sale del conjunto compacto sin volver a él.

Observe que se tiene un resultado andlogo considerando la hipdtesis
dual a > —oo. El teorema 3 implica que si una soluciéon maximal fuera
a quedar presa dentro de un conjunto compacto, entonces ella deberia
estar definida para todo t € R. Volviendo al ejemplo 17, observe que
b=ty+1/xo < ooy limy (¢, 5(t)) =0U =R x R.
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Ej. 18. Consideremos la ecuacion

/

r =z(r—-1), U=RxR

Podriamos resolver esta ecuacién por el método de separacién de
variables. Vamos a proceder, sin embargo, de un modo diferente. En
principio, notemos que las funciones ¢ = 0 y ¢ = 1 son soluciones
de la ecuacién. Ahora, tomemos cualquier condicién inicial (tg,zg) con
0 < zg < 1. ;Coémo es la trayectoria que pasa por dicho punto y vive
entre 0 y 1? En este caso, < 0y, por lo tanto, x(t) es decreciente, como

muestra la Figura 1.11.

Tol-—————— \ K
I
I
|

to b t

Figura 1.11 Solucién maximal

Veamos que la solucién maximal estd definida en el intervalo I =
| — 00, 4+ oo[. Si la solucién estuviese definida en un intervalo del tipo
10,8, 0 < b < 400, podrfamos tomar el compacto K = [0,b] x [0,1] C U
vy la solucién no saldria de este compacto, pero esto contradice el
teorema anterior, pues la solucién deberia salir de dicho compacto. Por
consiguiente, el dominio de definicién de la solucién maximal debe ser en
efecto I = | — oo, 4 ool.

OO0



Capitulo 1. Introduccién a los sistemas dindmicos 53

Enseguida presentamos el teorema de la dependencia continua de
las condiciones iniciales. Basicamente, este teorema asegura que si dos
condiciones iniciales estan proximas una de otra, entonces las trayectorias
correspondientes también resultan préximas una de otra.

El teorema se establece bajo las mismas hipotesis del teorema de
existencia y unicidad. Recordemos cudles son estas condiciones. La
funcién F : R x R® — R™ de la ecuacién z'(t) = F(t,x) estd definida
sobre un conjunto abierto U de R x R" y es continua en dicho conjunto.
Ademas, es localmente lipschitziana con respecto a la variable de estado.

Bajo estas hipotesis, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4. (dependencia continua de las

condiciones iniciales)

Para todo (tg, z9) € U existen 8 > 0y p > 0, tales que

a) Para todo (¢,T) € B(to, 8) x B(zo, p), el dominio de la solucién maximal
del PVI

o(t) = F(t ()

z(t) = T

PVI:

contiene al intervalo [t — 6,7 + 6].1°
b) La aplicacion
§:(t,57) = ot 1,T)
es continua en la vecindad B(Z,0) x B(ty,0) x B(zg, p)."*

La parte b) es la que establece la continuidad de las soluciones
respecto a las condiciones iniciales, mas aun, en realidad respecto de

todas las variables involucradas, esto es, t,t y T.

OBSERVACION

100bserve que este intervalo es el mismo para cualquier par (Z,T).
1 Como se vio antes, para la solucién maximal se tiene (¢, ¢(t,%,T)) € U.



54 Capitulo 1. Introduccion a los sistemas dinamicos

Este teorema puede extenderse a situaciones en las que la ecuacién

diferencial posee parametros, esto es, ecuaciones de la forma

z(t) = F(t,z,a),

donde F' esta definida en un abierto & de R x R” x R? y « es un
vector de parametros. Entonces, en este contexto, con F satisfaciendo las
condiciones del teorema de existencia y unicidad y siendo continua en U,
la correspondiente funcién § es continua también respecto del parametro
«. Este resultado es muy importante en las aplicaciones, pues los modelos

econdémicos normalmente poseen parametros.

Ej. 19. Consideremos el par de PVI:

T = ax x = axr
PVI , PVI,:
z(to)) = xo z(t)) = wo+e
El nimero € representa una perturbacion de la condicién inicial xg.

Las soluciones correspondientes de este par de PVI son

PV = x(t;ty, x9) = et g

PVIy: a(tite,xo + €) = e 710 (g + ¢).

Para e suficientemente pequeno, las condiciones iniciales estdan muy
cerca una de otra. El teorema 4 adelanta, entonces, que las trayectorias
correspondientes estdn muy cerca una de otra en una vecindad del punto
(to, o). En efecto, esto se puede apreciar directamente de la forma de
la soluciones, donde las funciones exponenciales estan muy cerca una de

otra cerca de la condicién inicial.
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e“(t’t”)(:vg +€)

Cu(titml'()

xo+ €
Zo

Figura 1.12 Dependencia continua sobre x

Ahora consideremos el par de ecuaciones

T = ax T = (a+e¢)x
PVI , PVI: ( )
z(0) = x z(0) = Zo
En este caso, € denota una perturbacion del parametro a. Las

soluciones correspondientes son

PVI:  x(tyty, z9,a) = e xq

PVI: x(tity,zo,a+¢€) = ez,

Para e suficientemente pequeno, los pardmetros de ambas ecuaciones
estdn muy cerca uno de otro. De nuevo, el teorema 4 adelanta que las
trayectorias correspondientes estdn muy cerca una de otra, cerca del

punto (o, xg, a), como se muestra en la Figura 1.13.



56 Capitulo 1. Introduccién a los sistemas dindmicos

to=10 t

Figura 1.13 Dependencia continua sobre a

LISTA DE EJERCICIOSI

1.5.1. Encuentre las soluciones maximales de los siguientes PVI.
a) v =1/2zx, z(ty)) =x9>0
b)z = 2% -9, x(0) =z

c) 2z =2° z(0)=120>0

1.5.2. En cuanto al problema anterior, si el intervalo de definicién de
la solucién es I =a,b[ y si a > —o0 0 b < 00, analice qué pasa con la

solucién maximal cuando t = at ot — b™.

1.5.3. Para el modelo de la curva de aprendizaje, sea A(to) las horas de
preparaciéon previa al proceso de aprendizaje ya dentro de la empresa.
Resuelva las ecuaciones correspondientes para A(ty) = 2y A(tg) = 2.1.

Trace las curvas correspondientes y comente el resultado.
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1.6. Analisis cualitativo

Dado el caracter geométrico del analisis cualitativo, aqui nos
referiremos a las soluciones de un sistema dindmico como trayectorias. El
analisis cualitativo consiste en describir el comportamiento de las diversas
trayectorias del sistema sin necesidad de obtenerlas explicitamente. En
este sentido, hay que indicar que existen trayectorias muy particulares
que nunca se mueven y a las que se le llaman «equilibrios». Los equilibrios
influyen de manera decisiva en la determinacién del mapa de trayectorias
del sistema. Las diversas trayectorias se alejan, se acercan o viven en
torno a los equilibrios, y este comportamiento configura lo que se conoce
como Diagrama de fases.!? La estabilidad es un concepto asociado a los
equilibrios y caracteriza el comportamiento de las trayectorias en relacion
con este. En esta seccion se introducen formalmente estos conceptos y se
aplican al modelo logistico de crecimiento poblacional y al famoso modelo
de crecimiento econémico de Solow.

Consideremos la siguiente ecuacién autéonoma:
r = F(x). (1.30)

En teoria, una ecuacién de este tipo siempre se puede resolver por el
método de separacién de variables. Sin embargo, aun en el caso que
sea posible obtener una soluciéon explicita o implicita del tipo dada
en (1.27), H(t,z) = 0, esta puede ser poco informativa respecto del
comportamiento de la variable de estado y, finalmente, no decir nada del

fenémeno que se estd modelando. Ademads, como el andlisis cualitativo

12Tendria més sentido hablar de un mapa de trayectorias cuando el sistema dindmico
es bidimensional, caso en el que las trayectorias viven en el plano. Sin embargo,
aqui ya queremos ir introduciendo esta idea como parte fundamental del anélisis

cualitativo.
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es basicamente geométrico, este tipo de andlisis muestra de manera mas

evidente las propiedades de las trayectorias.

Ej. 20. Consideremos la ecuacién (no auténoma)

7 = . (1.31)

Después de cierto trabajo algebraico se obtiene la solucién'®

zln|z|+t+Cx =0, CeR.

Har,z)

Puesto que a partir de la relacién H(¢,x) = 0 no se puede despejar x
como funcién de t para tener explicitamente x = x(t), poco podemos
decir acerca del comportamiento de las soluciones de la ecuacién (1.31).
Por ejemplo, no podemos determinar si esta es mondtona o convexa,
o senalar qué caracteristicas tiene la soluciéon que pasa por un punto
especifico, si tiende hacia un determinado limite en el largo plazo, etc.
En este sentido, ha sido poco 1util resolver la ecuacion, pues la relacién
H(t,x) = 0 es poco informativa. Para abordar este tipo de preguntas se
requiere hacer un andlisis cualitativo. Para esto, comenzamos definiendo

lo que es una solucién de equilibrio.

VA%V

Definicién 4. (Equilibrio). Una solucién de equilibrio (o simplemente
un equilibrio) de la ecuacién (1.30) es una solucién constante de dicha

ecuacion.

3En el ejercicio 1.6.1 se propone un cambio de variable que permite resolver

explicitamente esta ecuacion. El método es 1til para ecuaciones no auténomas.
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Denotamos un equilibrio por z* € R; esto es, si ¢ es una soluciéon de
equilibrio, entonces ¢(t) =z* Vit e I.

Si una trayectoria ¢ es un equilibrio y en el instante ¢t € [ se
encuentra en el punto z*, entonces la trayectoria se quedard alli por
siempre: o(t) = x* ¥V t > to,t € I. Por esta razén, a las soluciones
de equilibrio también se les llama «soluciones estacionarias», pues se
estacionan en un punto por el resto del tiempo.'4

Note que x* es un equilibrio de (1.30) si y solo si es un cero de la

funcién F'; esto es, si se verifica que
F(z*)=0 (1.32)

Asi, una manera de encontrar los equilibrios de la ecuacién diferencial

(1.30) consiste en resolver la ecuacién algebraica (1.32).

Ej. 21. Consideremos la ecuacién 2° = z(z — 1). En este caso, F(z) =

xz(x —1), y al hacer F'(z) = 0 se obtienen los equilibrios 27 = 0y =} = 1.

Ej. 22. En el modelo de crecimiento poblacional logistico, la ecuacién
es P = rP(1 — P/K). En este caso, F(P) = rP(1 — P/K), y al hacer
F(P) = 0 se obtienen los equilibrios P} =0,y P; = K.

OO0

Los siguientes teoremas proporcionan ciertas caracteristicas que son

particulares de los sistemas dindmicos escalares. El teorema 5 muestra

1 Aun cuando usamos la expresién «punto de equilibrio» para referirnos a una solucién
de equilibrio, hay que tener presente que son dos cosas esencialmente distintas. Un
punto es un nimero real y tiene cierta posicién en la recta; mientras que un equilibrio
es una funcién que, como es constante, nunca deja la posicion en la que se encuentra,

por lo que la trayectoria luce como un punto.
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que toda traslacién horizontal de una solucién también es una solucion.
Por otro lado, el teorema 6 establece que una solucién, o bien es una

solucién de equilibrio, o bien es una funcién mondtona.

Teorema 5. Si ¢ satisface la ecuacién diferencial (1.30), entonces para

cualquier constante ¢, la funcién 1 definida por
P(t)=p(t+c), ceR
también satisface la misma ecuacion.

Demostracion. Puesto que ¢ (t) = F(p(t)), entonces la regla de la

cadena implica

/

W)= ¢ (t+¢) = Flp(t +0) = F((t).

Luego, ¢ también satisface la ecuacién (1.30). O
\
Soluciones
V() = ot +¢) ()
-
c>0

Figura 1.14 Soluciones trasladadas

Teorema 6. Si I es una funcién de clase C*, entonces cualquier solucién
¢ : I — R de la ecuacién (1.30), o bien es constante (un equilibrio), o

bien es estrictamente mondtona.
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Demostracion. Veamos primero que si ¢ es una solucion, tal que gol(to) =
0 para algun t;, entonces ¢ es un equilibrio. Sea ¢(ty) = z*, entonces
F(z*) = F(p(ty)) = ¢ (ty) = 0. Asi pues, 2(t) = z* es una solucién
constante de la ecuacién (un equilibrio). Como ¢(t) y x* pasan por el
mismo punto (o, z*), entonces por la unicidad de las soluciones (teorema
1) se tiene ¢(t) = 2* V¢t € I, donde I es el intervalo sobre el cual esta
definida ¢.

Supongamos ahora que ¢(f) es una solucién no constante de la
ecuacién. Por lo tanto, ¢’ (t) 0V t € I. Puesto que F es de clase
C', ¢ es continua; pues ¢ (t) = F(p(t)). Por consiguiente, o bien ¢ (t)
es positiva, o bien es negativa para todo ¢t € I y, en cualquier caso, ¢(t)

es estrictamente mondotona sobre I. O

El siguiente ejemplo muestra la potencia del andlisis cualitativo. En
particular, los dos teoremas anteriores juegan un rol importante en este

tipo de anélisis.

Ej. 23. (Andlisis cualitativo). Consideremos la ecuacién

!/

x =sinz, F(z)=sinz.
Aplicando el método de separacion de variables, se obtiene
—In|escx +cotz| =t +C.

De aqui, después de un trabajo algebraico, se puede obtener explicita-
mente la solucién z = z(t). Dejamos esto como ejercicio (véase el ejercicio
1.6.2) y, méas bien, mostramos las pautas del anélisis cualitativo.

De la ecuacién F'(z) = 0 se obtiene un conjunto infinito de equilibrios;

a saber, & = {..., =27, —7,0,7 27,...}. Para comenzar el anélisis
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cualitativo trazamos el «campo vectorial»; este estd dado por la funcién
F. El espacio donde se mueven las trayectorias se conoce como «espacio
de fases», en este caso, el eje horizontal, como se aprecia en la Figura

1.15:

x;] =0 m/4

Equilibrio

3 /4 X; =m
Equilibrio

—
T
|
|

inestable estable

Figura 1.15 Campo vectorial

Concentremos nuestra atencion en los equilibrios 27 = 0 y = = T,
pues todos los demds tienen comportamientos andlogos. Cuando una
trayectoria ¢ = ¢(t) se encuentra suficientemente cerca y por la izquierda
del equilibrio z3, por ejemplo en —m/4, entonces ¢(t) se aleja del
equilibrio a medida que t avanza, pues en este tramo la derivada gpl(t) es
negativa y, por lo tanto, ¢ decrece. De forma andloga, si ¢ se encuentra
suficientemente cerca y por la derecha de z7, por ejemplo en 7/4, entonces
@ se aleja, ya que en este caso la derivada go’(t) es positiva y, por lo tanto,
@ crece. Segun el teorema 6, este comportamiento de la trayectoria es
monotono. Cuando ocurre que las trayectorias que estando cerca de un
equilibrio se alejan de este a medida que transcurre el tiempo, se dice que

el equilibrio es inestable tipo «repulsor». Asi pues, 7 = 0 es un repulsor.
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Por otro lado, cuando una trayectoria ¢ = ¢(t) se encuentra
suficientemente cerca y por la izquierda del equilibrio 7, por ejemplo en
3m/4, entonces p(t) se acerca al equilibrio a medida que ¢ avanza, pues
en este tramo la derivada ¢ (t) es positiva y, por lo tanto, ¢ crece. De
forma andloga, si ¢ se encuentra suficientemente cerca y por la derecha
de z3, por ejemplo en 57/4, entonces ¢ se acerca al equilibrio, ya que
en este caso la derivada ¢ (t) es negativa y, por lo tanto, ¢ decrece. De
acuerdo con el teorema 6, este comportamiento es mondétono. Cuando
ocurre que las trayectorias que estando cerca del equilibrio se acercan a
este a medida que transcurre el tiempo, se dice que el equilibrio es estable
tipo «atractor». Asi pues, 3 = 7 es un atractor.

Dejando un periodo igual a m, el comportamiento descrito para los
equilibrios z7 y x5 es el mismo que siguen los demas.

Con la informacién dada por el campo vectorial no solo se puede
describir el comportamiento de las trayectorias que estan cerca de los
equilibrios, sino que también podemos trazar diversas trayectorias de
la ecuacion. Por ejemplo, nos preguntamos qué caracteristicas tiene la
trayectoria que pasa por el punto (0,7/4), es decir, aquella trayectoria
que en el momento ¢ = 0 pasa por el punto z(0) = 7/4, o qué ocurre con
ella cuando ¢ es muy grande, el largo plazo. Veamos.

Note que entre zj y 3, z > 0; por lo tanto, en este tramo la
trayectoria debe ser (sostenidamente) creciente, por lo que las rectas
tangentes tienen inclinacién hacia la derecha en todo punto de la
trayectoria. Segiin muestra el campo vectorial, la derivada z” es creciente
desde 2’ (ty) = 0, cuando z(ty) = 0, hasta ' (t;) = 1, cuando z(t;) = 7/2.
Por consiguiente, en el tramo |to, ;] debe ser 2" = (z')" > 0; es decir,
la trayectoria es convexa. A partir de z(t;) = /2, la derivada z’ es

decreciente desde 2'(t;) = 1 hasta z'(ty) = 0, cuando z(ty) = 7. Por
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consiguiente, en el tramo Jt1,t,[ debe ser z° = (2')" < 0; es decir, la
trayectoria es céncava. Por consiguiente, para t = ty, el punto (¢, 7/2)
es un punto de inflexién. Ademas, por el teorema 3, la solucién maximal
r = z(t) estd definida sobre todo R. Cuando ¢ tiende al infinito, x(¢)
tiende a 7 y la derivada de x(t) va tendiendo a cero, lim; ., ' (t) = 0.
Esto quiere decir que, en el infinito, la trayectoria maximal se va volviendo
cada vez mas horizontal, y la trayectoria de equilibrio x5 = 7 es una
asintota.

La Figura 1.16 muestra el comportamiento descrito.

(0,7/2)
(0,7/4)

//

Figura 1.16 Comportamiento de una trayectoria especifica

OO0

Este ejemplo muestra claramente la potencia descriptiva del andlisis
cualitativo. No hemos tenido necesidad de resolver la ecuacion diferencial
para conocer el comportamiento de una trayectoria especifica (aquella
que pasa por el punto (0,7/4). Esta descripcién se basé en el analisis
geométrico del campo vectorial, lo que se hizo utilizando herramientas

elementales de calculo.'®

158e invita al lector a averiguar cémo es una trayectoria cuyo punto de paso estd fuera

del tramo 0 — 7; por ejemplo, los puntos (0,37 /2), (0, —m/2).
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Enseguida definimos formalmente la nocién de estabilidad. Hay varias
definiciones de estabilidad, la que se presenta a continuacién define la

estabilidad en el sentido de Lyapunov.

Definicién 5. (Estabilidad asintética). Sea z* un equilibrio de la
ecuacién (1.30). Se dice que z* es localmente asintéticamente estable
(La.e.) si existe d > 0, tal que si se cumplen las condiciones

a) |rg—z*| <o

b) x(t;to, zo) esta definida para todo ¢t > to,

entonces

lm x(t;tg, o) = z*.
t——+o00

La estabilidad asintdtica de x* exige que cualquier trayectoria que en
algun instante esté suficientemente cerca de z*, converja hacia x*. Esta

idea esta representada en la Figura 1.17.

zt— 46 zt+9
| e A
N— S
N
20

Figura 1.17 Estabilidad asintética

Si un equilibrio no es asintoticamente estable, se dice que es inestable.
Existen dos tipos de inestabilidad; estas son las siguientes:
1. (Inestabilidad total). En este caso, todas las trayectorias que en
algiin momento estan cerca del equilibrio resultan alejandose de este. Es
el caso del equilibrio repulsor.
2. (Inestabilidad parcial). En este caso existen trayectorias que se
acercan y otras que se alejan del equilibrio. El equilibrio es inestable,

pero no totalmente; es un «equilibrio parcialmente inestables.
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Si la convergencia en la estabilidad es para cualquier condicién inicial,

se dice que el equilibrio es globalmente asintéticamente estable (g.a.e.)

Definicién 6. Sea z* un equilibrio de la ecuacién (1.30). Se dice que
z* es globalmente asintéticamente estable si para cualquier condicién
inicial z(ty) = x¢, la trayectoria correspondiente ¢(t;tg, o) converge al

equilibrio, lim,_, 1« p(t; to, o) = 2.

Ej. 24. Consideremos la ecuacion diferencial

¢ =z(x—1), F(z)=ax(z-1).

Haciendo F'(z) = 0, se obtienen los equilibrios z7 = 0 y 23 = 1. Note
que el campo vectorial F' es una parébola con vértice el punto (1/2,1/4).
En la Figura 1.18 se muestra el campo vectorial y se observa que zj
es localmente asintéticamente estable (un atractor), en tanto que % es

totalmente inestable (un repulsor).

Atractor

*
x; =20

1/4

Figura 1.18 Equilibrios de F'(z) = z(z — 1)
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Ej. 25. (De vuelta al modelo de Verhults)

En el ejemplo 13, la ecuacién del modelo de Verhults se resolvid
de manera explicita por el método de separacién de variables. Ya que
esta ecuacién es auténoma, podemos aplicar los criterios vistos en el
ejemplo anterior para analizar el modelo. El campo vectorial estda dado
por la expresion F(P) = rP(1 — P/K). Haciendo F(P) = 0, obtenemos
los equilibrios P = 0y Py = K. De (1.29) sabemos que Pj es
asintoticamente estable. Ademads, de la Figura 1.13 se aprecia que para
cada condicién inicial Py, la trayectoria correspondiente, P(t;to, Py), es
una curva que se aproxima en el infinito al equilibrio Fj; es decir, en
realidad, es un equilibrio globalmente asintéticamente estable. La misma
conclusién puede obtenerse a partir del analisis geométrico utilizando la
informacién dada por el campo vectorial. Asimismo, se pueden resaltar
otras caracteristicas importantes de la trayectoria solucién; por ejemplo,
que para una trayectoria que pasa por determinado punto inicial, esta
tiene un punto de inflexion, y pasa de ser convexa a céncava. Este punto
de inflexién no aparece si la condicién inicial cambia. Veamos.

El campo vectorial estd dado por la parabola de vértice V =

(K/2,rK/2).

Figura 1.19 Campo vectorial
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Para una cantidad de poblacién P(t) entre P(tg) = 0y P(t2) = K,
la derivada P’ (t) es positiva, por lo que una trayectoria que se encuentre
en esta zona serd creciente, y tendera a alejarse del equilibrio nulo,

© = 0y, més bien, tenderd a acercarse al equilibrio no nulo Py = K.
Siendo positiva, sin embargo, P’ (t) es creciente y decreciente en este
tramo. En efecto, de la Figura 1.19 se aprecia que P'(t) es creciente
desde P(ty) = 0 hasta el punto P(t;) = K/2, y decreciente desde este
punto hasta P(ty) = K. De manera que la trayectoria P(t) pasa de ser
convexa a concava, apareciendo un punto de inflexion cuando la cantidad
de poblacién es P(t;) = K/2. En la literatura, este punto se conoce como
«maximal sustainable yield», mas o menos algo asi como maximo nivel
de sostenibilidad. En la Figura 1.20 se muestra el comportamiento de dos

trayectorias para sendas condiciones iniciales.

P

K

Kj2r=="">> Punto de inflexién

Py

|
|
|
|
|
:
t1 t

Figura 1.20 Modelo de Verhults

OO

El siguiente resultado es muy util y constituye una herramienta

complementaria al andlisis cuantitativo.
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Teorema 7. Considere la ecuacién (1.30) con F de clase C*'. Se cumple
lo siguiente:

a) F(z*) =0y F'(2*) < 0 = 2* es localmente asintéticamente estable
b) F(z*) =0y F'(z*) > 0 = z* es x* es inestable

Este resultado se puede mostrar intuitivamente en la Figura 1.21.

Figura 1.21 Campo vectorial F(x)

El resultado del teorema es intuitivamente obvio; sin embargo, la
prueba es un poco técnica, razén por la cual no la hacemos aqui. El
teorema es muy practico, pero no nos dice nada acerca del equilibrio
cuando F'(z*) = 0. En este caso debemos encontrar argumentos ad hoc.

Veamos los siguientes ejemplos.

Ej. 26. Consideremos el ejemplo 23, ' = sinz. Ya que F' (x) = cos,
entonces para ] = 0y x5 = 7 se tiene
a) F/(0)=1>0 = a7 es inestable

b) F'(r) = -1 <0 = x} es asintéticamente estable (atractor)



70 Capitulo 1. Introduccion a los sistemas dinamicos

Ej. 27. Consideremos la ecuacién ' = z® + 22 — z — 1. En este caso,
F(z)=2*4+2>—x—1= (z—1)(z+1)% de manera que el sistema tiene
dos equilibrios: 27 = —1 y 25 = 1. Evaluando la derivada de F' en estos
equilibrios, tenemos

a) F'(—=1)=07

b) F'(1) =4 = 13 es inestable.

Para complementar el andlisis, tracemos el campo vectorial.

=’ +a?—r—1

Figura 1.22 F'(z) <0

El campo vectorial indica que las trayectorias que se encuentran cerca
del equilibrio x5 = 1 se alejan de este, por lo que el equilibrio es inestable.
Esto es consistente con lo que preveia el teorema 7. En cuanto al equilibrio
x] = —1, sucede algo cualitativamente diferente. Observamos que algunas
trayectorias que estando cerca del equilibrio se alejan de él (si estd por
la izquierda), en tanto que otras, mas bien, se acerca a él (si estd por la

derecha). Por consiguiente, 7 = —1 también es inestable. Es un equilibrio

parcialmente inestable.

OO0
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A continuacién presentamos el modelo de Solow, ampliamente
conocido en la literatura econdémica y que constituye uno de los
principales modelos de la teoria del crecimiento. Veremos que el modelo
es bastante apropiado para poner en ejercicio el andlisis cualitativo que

hemos venido describiendo.

Ej. 28. (Modelo de crecimiento de Solow)

En 1956, Robert Solow publicé un articulo en Quartely Journal of
Economics en el que presenta un modelo de crecimiento econémico cuya
ecuacion fundamental es una ecuacion diferencial no lineal, auténoma
y que por su naturaleza requiere un andlisis cualitativo. Basicamente, el
modelo analiza la relacion entre el crecimiento econémico y la inversién en
capital. Para esto, a partir de ciertas hipoétesis y simplificaciones sobre la
economia, se establecen algunas relaciones sobre las variables de interés
que concluyen en una ecuacion diferencial conocida como la ecuacion
fundamental del modelo de Solow. 16

Enseguida describimos los fundamentos del modelo. Se considera
que la economia es cerrada; es decir, no existen exportaciones ni

importaciones, ni flujo de capitales con el exterior. También se asume

que el gasto del Gobierno es nulo.

Fundamentos
Sea Y (t) la produccién de un pais en el afio t (el producto interno
bruto, PIB). Esta produccién constituye la renta nacional y se obtiene a

partir de la combinacion de dos factores: capital y trabajo, denotados por

I6E] modelo de Solow es ampliamente conocido en la literatura. Por ejemplo, el lector

puede revisar el libro Economic Growth de R. Barro y Sala-i-Martin (1995).
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K y L, respectivamente. La manera cémo estos factores se combinan para
obtener Y (t) estd dada por una funcién de produccién F', que representa

la tecnologia de produccién

El modelo de Solow considera una funcién de produccién de tipo
neocldsica; esto es, una funcién F' de clase C? y que tiene las siguientes

caracteristicas:

a) F posee «rendimientos constantes de escala» o, puesto en términos
matematicos, F' es homogénea de grado uno con respecto al capital y al
trabajo:

FAK,AL) =\F(K,L), e Ry,.

Esta propiedad significa que si los factores de produccion se multiplican
por un cierto factor, entonces la produccién queda multiplicada por dicho
factor. Por ejemplo, si tanto el capital como la mano de obra se duplican,

entonces la produccion también se duplicara.

b) F posee «productividades marginales positivas y decrecientes» con

respecto al capital y al trabajo:

oK T OK?2 ’
oF 0*F
oL >V gz <V

Esta propiedad significa que mayores niveles de capital y de trabajo
producen, por su lado y de manera independiente, mayores niveles de
produccion; es decir, F' es una funciéon creciente respecto del capital y
del trabajo. Sin embargo, las tasas de crecimiento de cada factor de
produccion son decrecientes, lo que significa que cada vez la produccion

crece menos a medida que se incrementan los factores de produccion.
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c) F satisface las «condiciones de Inada»:

Im — =0 h’ma—F:oo
Koo OK " K500K
h’ma—F:O h’ma—F:oo.
Lo OL " LS50 0L

Esta propiedad significa que cuando los niveles de capital y de trabajo
son muy pequenas, sus contribuciones marginales a la producciéon son
muy grandes. Por el contrario, cuando los niveles de capital y de trabajo
son muy grandes, sus contribuciones marginales a la produccién son
practicamente nulas.

Por ejemplo, una funcién de produccion neoclasica muy conocida en

la literatura es la funciéon Cobb-Douglas:
Y =F(K,L)=K*L"®, 0<a<l. (1.33)
En efecto, esta funcién tiene rendimientos constantes a escala:
FOAK,AL) = (AK)*(AL)"™* = AK°L*™* = \F(K, L).

Por oro lado, las productividades marginales son positivas y decrecientes:

aF a—l7rl—a 82F a—27l-a
a—K:C(K L >O7 m:a(&—l)}( L <0
oF O*F

& (1-a)K°L™ >0,

_ o o afr—a—1
oL =(1—-a)(—a)K*L < 0.

oL?

Finalmente, también se satisfacen las condiciones de Inada:

lim aK* 'L =0, lim oK 'L = 00

K—o0o K—0
lim (1 —a)K*L™ =0, lim =(1—-a)K“L™" = occ.
L—oo L—0

Como la economia es cerrada y no hay gastos del Gobierno, entonces la

renta se distribuye entre el consumo de las familias y la inversién de las
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empresas: 17

Y(t) = C(t) + I(t) (1.34)

Por definicién, el ahorro es igual a la renta no consumida; esto es,
S(t) = Y(t) — C(t). Asumiendo que el ahorro es una proporcién de la
renta, con tasa de proporcionalidad constante e igual a s, 0 < s < 1,
entonces se tiene

S(t) = sY (t). (1.35)

Luego, por (1.34) se tiene
I(t) = sY (). (1.36)

Las ecuaciones (1.35) y (1.36) indican que en una economia cerrada y sin
gasto publico todo el ahorro se destina a la inversién.

Las empresas distribuyen la inversién entre inversién neta, que es
la variacién del stock de capital, K’ (t), v la inversién necesaria para
reponer el capital depreciado. Denotando por ¢ la tasa de depreciacién,

la ecuacion correspondiente es
I(t) = K'(t) + 0K (2). (1.37)

El crecimiento de una economia no se mide por su produccién
agregada, sino por la produccién per capita, es decir, por la cantidad
que cada individuo de la sociedad produce.'® Suponiendo que toda
la poblacién constituye la fuerza laboral, entonces y(t) = Y (t)/L(t)
representa la produccién per capita; v k(t) = K(t)/L(t), el capital

!"Recordemos que, segin las cuentas nacionales, la distribuciéon de la renta es

Y =C+1+ X + G, donde X denota exportaciones; y G, gastos del Gobierno.
18F] lector puede comparar, por ejemplo, la produccién global de la India con la

produccién global de Suiza. Ciertamente, la primera es mayor que la segunda; sin

embargo, en promedio, cada ciudadano suizo es més rico que cada ciudadano indio.
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per capita. Por la propiedad a) de F', la produccién per capita puede

expresarse de la siguiente forma:

L(t)
= F(k(t),1). (1.38)

y(t) = fk(t)). (1.39)

Reemplazando (1.36) en (1.37), dividiendo por L(t) y tomando en cuenta

(1.39), se obtiene ,
sf(k(t)) = [ZTESt)) + 0k(t). (1.40)

Por otro lado, suponiendo que la poblacién crece a una tasa exogena

y constante n, esto es, n = L'(t)/L(t) para todo t tenemos

= = k(). (1.41)

Despejando K (t)/L(t) de (1.41) y reemplazando en (1.40), se obtiene la

ecuacion fundamental del modelo de Solow:

K () = sf(k(t)) — (n+ 6)k(t) (1.42)

Debido a que la funcién de produccién per capita f en general es no lineal,

para analizar el modelo (1.42) es necesario un andlisis cualitativo.?

19Ge requiere un analisis cualitativo no solo porque la funcién f en general es no lineal,
sino también porque esta funcién no esta dada explicitamente, solo se conoce de ella

algunas caracteristicas de comportamiento; es decir, es neoclésica.
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Andlisis cualitativo

La funcién de produccién per capita f hereda las caracteristicas de la
funcién F'. Por otro lado, ante la ausencia de algun factor de produccién,
esta es nula; y cuando los factores son abundantes, la produccién es muy

grande; esto es,
F(0,L)=F(K,0)=0

lim F(K,L)= lim F(K,L)=occ.

K—o00 L—o0
La ecuacién diferencial (1.42) es auténoma, en general, no lineal.

Definiendo G(k) = sf(k(t)) — (n+ 6)k, (1.42), puede escribirse como
K = G(k). (1.43)

La funcién G(k) es la diferencia entre la funcién sf(k), que llamaremos
«curva de ahorro» y la curva (6 4+ n)k, que llamaremos «curva de
depreciacién». Por las hipdtesis del modelo, f(k) es concava con respecto
al capital k. Puesto que 0 < s < 1, la curva de ahorro esta por debajo de
la curva de produccién per capita conservando las mismas caracteristicas
que esta. Por otro lado, la curva de depreciacion es una recta que pasa
por el origen y que tiene una pendiente constante positiva igual a n + 6.

La Figura 1.23 describe el modelo de Solow.

Funciones de k

Figura 1.23 Modelo de Solow
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Como hemos visto, las hipétesis del modelo implican que f(0) = 0;
es decir, cuando el capital es kK = 0, no hay produccién. La interseccién
de estas dos curvas genera un punto de equilibrio. Este punto no es de
interés econdmico. Sin embargo, notemos que en este punto la curva de
ahorro es casi vertical; y, dado que la curva de depreciacién tiene una
pendiente finita, entonces, para valores de k cercanos a cero, la curva de
ahorro estd por encima de la curva de depreciacién. Como la pendiente
de la curva de ahorro es casi cero para valores de k suficientemente
grandes, se deduce de la continuidad de G que, para algin valor k* > 0,
G(k*) = sf(k*) — (n + 0)k* = 0. Luego, k* es un equilibrio de la
ecuacién (1.43). Como la curva de ahorro tiene una pendiente cada vez
mas pequena a medida que k crece, entonces esta curva no se vuelve a
cruzar con la curva de depreciacién y, por lo tanto, k* es el tinico equilibrio
no nulo de (1.43).

Ahora bien, la Figura 1.23 muestra que para k < k*, G (k) > 0,
de donde para cualquier trayectoria del capital k(t) que esté por la
izquierda y suficientemente cerca de la solucién de equilibrio, ella va
a tender hacia el equilibrio. Similarmente, para k > k*, G' (k) < 0, de
donde para cualquier trayectoria del capital k(t) que esté por la derecha
y suficientemente cerca de la solucién de equilibrio, ella va a tender hacia
el equilibrio. Asi, k* es un equilibrio atractor.

Una de las conclusiones mas importantes del modelo de Solow es que
la inversion en capital no es la fuente del crecimiento en el largo plazo.
Veamos. Si la cantidad de capital inicial, kg, se sitia por la izquierda de
k*, la trayectoria del capital, k(t), va a crecer sostenidamente dirigiéndose
de manera inexorable hacia k*, pues este es un equilibrio atractor. El
crecimiento del capital induce un crecimiento de la produccién, pues y es

funcién creciente de k. Sin embargo, este crecimiento es cada vez menor,
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pues, como se aprecia en la Figura 1.24, la diferencia entre la curva de
ahorro y la curva de depreciacién se va haciendo cada vez mas pequena
a medida que k(t) crece implicando, a su vez, que la derivada k" se hace
cada vez mas pequena. Si la derivada es cada vez mas pequena, la tasa
de crecimiento del capital es decreciente y, por ende, la produccién es

menor y termina por extinguirse cuando se «alcanza» el equilibrio.

Funciones de k (n+0)k
f(k)
‘ Sf(R)
ko k" k

Figura 1.24 Comportamiento del modelo en el largo plazo

El modelo de Solow se analiza ampliamente en cursos de teoria del
crecimiento econémico. Aqui solo hemos querido tomar el modelo como

un ejemplo importante del analisis cualitativo.

OO

LISTA DE EJERCICIOS'

1.6.1. La ecuacién del ejemplo (20) puede resolverse explicitamente. En

efecto, la funcién nula ¢ = 0 es una solucién inmediata. Aparte de esta

solucién trivial, existen otras soluciones. Por ejemplo, haciendo el cambio
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de variable u = z/t, la ecuacién diferencial en términos de la variable u

se convierte en una ecuacién de variables separables.

’ ]. U2
u = -
t\1—u

A partir de aqui se generan otras soluciones.

1.6.2. Antes, en el ejemplo 23, hemos aplicado un andlisis cualitativo
para ver c6mo se comportan las trayectorias del la ecuacién z = sinz.
Esta ecuacién puede resolverse explicitamente. En efecto, la expresién
—1In|cscx + cotx| = t + C es equivalente a tan(z/2) = Ce', de aqui
se puede despejar facilmente la variable x en términos de t, x = x(t).
Una vez que haga esto, obtenga las mismas conclusiones del analisis

cualitativo.

1.6.3. Con relacion al ejemplo 23 explique por qué ninguna trayectoria
que comience en un punto distinto al equilibrio podra alcanzar dicho

equilibrio.

1.6.4. Con respecto al modelo de Verhults, resuelva los siguientes
ejercicios a partir de la informacién que provee el campo vectorial.

a) Encuentre el instante ¢, donde ocurre el punto de inflexién de la
trayectoria P(t). Para esto, serd necesario que utilice la solucién explicita
de P(t) dada en (1.29).

b) Haga el diagrama de fases, esto es, trace las distintas trayectorias para
diferentes condiciones iniciales.

c) Basdndose en el diagrama de fases, describa el comportamiento de la

poblacion cuando esta comienza en Py > K.

1.6.5. Con respecto a la ecuacién

/

v =Fr)=(r-2)(x-3)(—-4),
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a) Determine los equilibrios.

b) Determine la estabilidad de los equilibrios.

1.6.6. Con respecto a la ecuacién diferencial de la pregunta anterior,

describa cémo es la trayectoria que pasa por el punto (0,2.1).

1.6.7. Se sabe que la ecuacion diferencial
=2 — 62+ 11z — 6

tiene tres puntos de equilibrio y que uno de ellos es * = 1. Encuentre

los demas y determine la estabilidad de todos los equilibrios.

1.6.8. Se sabe que la ecuacién diferencial " = 2* — 52% + 522 + 5z — 6
tiene cuatro puntos de equilibrio y que dos de ellos son z* = —1y z* = 1.
Encuentre los deméas y determine la estabilidad de todos los puntos de

equilibrio.
1.6.9. Analice la estabilidad de los equilibrios de la siguiente ecuacién:

!
r =2"—ar®, a>0.

1.6.10. Como se ha dicho, una de las conclusiones del modelo de Solow es

que no hay crecimiento en el largo plazo. Analice si cambia esta conclusion

alterando la tasa de ahorro.

1.6.11. Respecto del modelo de Solow, pruebe que la funcién de
produccién per capita hereda las propiedades de la funcién de produccién

agregada.

1.6.12. Respecto del modelo de Solow, pruebe que si F' = F(K(t), L(t))
es una funcién de produccién neocldsica, entonces F(0,L(t)) =

F(K(t),0) = 0.
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1.7. Bifurcaciones

La teoria de bifurcaciones estudia el efecto cualitativo sobre un
sistema dindmico que produce una alteracién de los pardmetros del
sistema. La alteracién de los pardametros puede producir cambios
dramaticos en el sistema, pues pueden aparecer soluciones de equilibrio
que antes no existian o, al contrario, pueden desaparecer los que ya
existian. También puede ocurrir que la estabilidad de un equilibrio cambie
su naturaleza y pase de ser estable a inestable o viceversa. Muchos
cambios pueden ocurrir y afectar las caracteristicas cualitativas del
fendmeno bajo estudio, razén por la que la teoria de bifurcaciones es tan
importante para un mejor entendimiento de dicho fenémeno. La teoria
de bifurcaciones es un area de investigacion muy activa en particular
en economia dinamica. En esta seccién se hace una breve introduccion al
tema y se presentan tres ejemplos tipicos o candnicos de bifurcaciones que
aparecen en las ecuaciones escalares. Sea o € R un escalar cualquiera.
Para enfatizar la presencia del pardmetro «, escribimos la ecuacién

diferencial en la siguiente forma:

!

r = F(z,a), (1.44)

donde F es de clase C.

Preliminares
Los fundamentos tedricos sobre los cuales se basa el andlisis local de la
teoria de bifurcaciones son el teorema de la funcion implicita y el teorema

de Taylor. Recordemos brevemente estos dos teoremas.

Teorema 8. (Teorema de la Funcién Implicita). Sea F': RxR — R

una funcién de clase C*. Si en el punto (z*, @) € R x R se cumple que

a) F(z*,@) =0, b) g—i(ac*,a) # 0,



82 Capitulo 1. Introduccion a los sistemas dinamicos

entonces existe una tnica funcién r = z(a) de clase C' en una vecindad

N de (z*,@), tal que F(z(a),a) = 0 para todo (z,a) € N.

La curva x = z(«) se llama «brazo de equilibrios». Observe que si
no se cumplen las condiciones del teorema de la funcién implicita puede
ocurrir que en el punto (z*, @) aparezca més de un brazo de equilibrios, en
cuyo caso a este punto se le llama «punto de bifurcacién» y a cada brazo
r = x(«), «brazo de bifurcacién». El grifico de todos estos brazos en el
plano o — z* se llama «diagrama de bifurcacién». El valor del parametro
en el cual se produce el punto de bifurcacion se llama «pardmetro de
bifurcacion».

Muchas ecuaciones presentan bifurcaciones que son del mismo tipo
de las tres que se presentan aqui. El teorema de Taylor nos permitira ver

esto con bastante claridad.

(Aproximacién de Taylor). Sea F' una funcién de clase C* en una

vecindad del punto (z*, @). Entonces, para todo (z, «) en dicha vecindad

se tiene
. oF . OF _
F(:B’ a) - F(:E ’a) + 8_33 (:r*a)( - ) + 8_05 (m*7a)(a - a)
1[ 0%F o 0*F . .
+to [ Fre (x*,a)(:c —x")" + 28x8a (w*ya)(x —z")(a —a)
0’°F .
W (I*,a)(a — a>2:|
_|_ [

Definicion 7. Se dice que x* es un equilibrio hiperbdlico de la ecuacion

(1.44), con o = @, si se cumple que

oF , . _
%(CC ,a) # 0. (1.45)



Capitulo 1. Introduccién a los sistemas dindmicos 83

De acuerdo con el teorema 7, si un equilibrio es hiperbdlico, siempre
puede determinarse su estabilidad, que depende del signo de la derivada
(1.45). El siguiente teorema indica que la estabilidad de un equilibrio
hiperbdlico no cambia frente a cambios pequenos en el valor del
parametro. Si el equilibrio es hiperbdlico, entonces no hay espacio para

que se presente una bifurcacion.

Teorema 9. Considere que para o« = @, * = x* es un equilibrio
hiperbdlico del sistema (1.44). Entonces, existen ¢ > 0y 6 > 0,
tales que para cada « en la vecindad B(@,€) existe un tnico x en la
vecindad B(z*,¢), siendo 2 un equilibrio hiperbdlico con el mismo tipo

de estabilidad que x*.

Demostracion. Por hipétesis, tenemos F(z*,@) = 0. Ademds, puesto
que z* es un equilibrio hiperbdlico, entonces [0F/0x](z*, @) # 0. Por
lo tanto, por el teorema de la funcién implicita existe una vecindad
B(a,e) x B(z*,6) del punto (z*,@), donde x es funcién tnica de «,
r = z(a). Ademds, F(z(a),a) = 0y z* = z(@) en dicha vecindad.
Puesto que F(z(«), «) = 0, entonces para cada « en la vecindad B(a, €),
z(a) es un equilibrio de la ecuacién (1.44). Finalmente, como F es de
clase C*', entonces [0F/0z](z(c),a) = [0F/dz](x*, @), de donde z()

también es hiperbdlico con el mismo tipo de estabilidad de z*. O

El teorema 9 implica que es necesario que el punto (z*,@) no
sea hiperbdlico para que se presente una bifurcacién en dicho punto.
Sin embargo, esta condicién no es suficiente. Efectivamente, veamos el

siguiente ejemplo.

Ej. 29. Consideremos la ecuacién 2" = a — 2% = F(z, ).
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Puesto que el tinico brazo de equilibrios es z(a) = /«, esta ecuacién
no presenta bifurcaciones. En particular, en el punto (z*,@) = (0,0) hay

un solo brazo de equilibrios aun cuando [0F/0zx](z*,@) = 0.

Ej. 30. (De vuelta al modelo de Solow)
Recordemos del modelo de Solow, ecuacién (1.42), que en el punto de

equilibrio £* se tiene
F'(k*) = sf (k) — (n+0) < 0.

Por lo tanto, el equilibrio £* es hiperbdlico y, segtin el teorema 9, no hay
espacio para que en este punto ocurra una bifurcacién, para cualquier
valor de los parametros involucrados s,n o §. En particular, esto quiere
decir que no se puede cambiar la estabilidad del equilibrio £* cambiando
el valor de los parametros. Tampoco se crean o desaparecen equilibrios,

no ocurre ninguin cambio dramatico en la naturaleza del modelo.

OO0

En seguida presentamos tres casos tipicos de bifurcaciones para
sistemas dindmicos escalares que poseen un solo parametro. Estas
bifurcaciones son, por sus nombres en inglés, la bifurcacién tipo Fold, la
bifurcacion tipo Transcritical y la bifurcacién tipo Pitchfork. Se muestran
estos casos a través de ejemplos concretos llamados «Formas normales»
o «candnicas», debido a que muchos modelos presentan este tipo de

bifurcacion.

Bifurcacién tipo «Fold»

Esta bifurcacion, también llamada bifurcacién Saddle-node, tiene la

siguiente forma normal:

v =2+ a=F(z,a) (1.46)
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El pardmetro « de (1.46) puede interpretarse como una perturbacién de
la ecuacién z” = 2. Por consiguiente, nuestro objetivo es investigar cémo
este parametro afecta cualitativamente a la ecuacién no perturbada.

La Figura 1.25 muestra el campo vectorial para todos los valores
posibles de . Observamos que si a > 0, la ecuacion no posee equilibrios,
y en este caso no hay nada que discutir. Sin embargo, cuando o = 0,
aparece un equilibrio, el equilibrio nulo, z* = 0. Como se aprecia en
la Figura 1.25, es un equilibrio parcialmente inestable. Ciertamente, ha
ocurrido un cambio cualitativo en la estructura de la ecuacién, pues
ahora hay un equilibrio que antes no existia. Hasta aqui, sin embargo,
no hay todavia ninguna bifurcacién. Avancemos un poco mas. Si a < 0,
aparecen en la ecuaciéon dos equilibrios: uno repulsor y otro atractor.
Se produce, pues, un cambio significativo en el sistema. Variando «,
pero manteniéndolo negativo, siempre van a aparecer de cada lado del
eje vertical ' dos equilibrios de naturaleza completamente opuesta. Se

forman, pues, dos brazo de equilibrios y aparece una bifurcacion.

Figura 1.25 Campo vectorial: F(z,a) = 2?4+«
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Es claro que la bifurcacion aparece cuando @ = 0. En este caso,
z* = 0; de manera que (a,z*) = (0,0) es un punto de bifurcaciéon. A
continuacién calculamos analiticamente los brazos de bifurcacion.

Para encontrar los brazos de equilibrios hacemos F'(x, «) = 0. De aqui

se obtiene

(a) = £vV—a, a<0.
Para o < 0 aparecen dos brazos de equilibrios, z*(a) = —v/—a y
z*(a) = /—a. La unién de ambos brazos forman una pardbola con

vértice en el origen y eje focal coincidente con el eje a.

El «diagrama de bifurcaciéon» muestra la relacién entre los distintos
valores que va tomando el pardmetro o y los equilibrios que se van
generando. En particular, el diagram muestra el punto de bifurcacion y los
brazos de equilibrios que surgen a partir de dicho punto. A continuacion,
en la Figura 1.26 se muestra el diagrama correspondiente a la bifurcacion

tipo Fold.

- Brazo inestable

\\\G::—*‘T* =V —Q
| ~
! |
vy fa)
o (0,0)
= —v—g

Brazo estable

Figura 1.26 Diagrama de bifurcacién tipo Fold
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Observe que si los signos de la forma normal cambian, esto es, si
se tuviese © = =422 + «, entonces el diagrama de bifurcacién serfa
esencialmente de la misma forma; esto es, dos brazos de equilibrios: uno
estable y el otro inestable y los equilibrios solo se presentan a partir de
un valor especifico del parametro; del otro lado de este, los equilibrios

desaparecen.

Bifurcacién tipo «Transcritical»

Esta bifurcacién tiene la siguiente forma normal:

 =oax—2*=F(z,a) (1.47)

La Figura 1.27 muestra el campo vectorial de la ecuacién para todos
los posibles valores de a. Se aprecia que, para a = 0, la ecuacién tiene
como tunico equilibrio el equilibrio nulo, que es parcialmente inestable.
Cuando a < 0, se genera, ademads del equilibrio nulo, un equilibrio no
nulo de tipo repulsor. Andlogamente, cuando o > 0, se genera, ademas
del equilibrio nulo, un equilibrio no nulo de tipo atractor. Asi, a medida
que « va tomando valores negativos o positivos, se van generando brazos

de equilibrios, por lo que (@, z*) = (0,0) es un punto de bifurcacién.

a
p

Figura 1.27 Campo vectorial: F(z,a) = ax — a?
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Para encontrar los brazos de equilibrio, hacemos F'(z, a) = 0. De aqui

se obtiene

De manera que los brazos de equilibrios son la recta horizontal z*(a)) = 0,
que coincide con el eje a y la recta z*(«) = «, de pendiente uno.

La Figura 1.28 muestra el diagrama de bifurcacion.

Brazo estable
rf=a>0

Brazo estable
z¥ =0

.7 1(0,0) Brazo inestable  «
L ' ¥ =0
Brazo inestable,

7/
rf=a<0,”
7/

Figura 1.28 Diagrama de bifurcacién tipo Transcritical

Bifurcacién tipo «Pitchfork»

Esta bifurcaciéon tiene la siguiente forma normal:

/

r =ar—2° = F(r,a) (1.48)

La Figura 1.29 muestra el campo vectorial de la ecuacion. Se aprecia
que, para a = 0, el equilibrio nulo es un atractor. Cuando o < 0, este
equilibrio se mantiene y sigue siendo atractor. Cuando o > 0, el equilibrio
nulo atn se mantiene, pero se vuelve inestable tipo repulsor. Aparecen,
ademas, dos equilibrios no nulos atractores. Uno de estos equilibrios es
negativo; y el otro, positivo, y se generan distintos brazos de equilibrios.

Asi pues, (@,2*) = (0,0) es un punto de bifurcacién.
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a<0 a=0 a>0

Figura 1.29 Campo vectorial: F(x;a) = ax — 23

Para encontrar los brazos de equilibrios, hacemos F'(z,a) = 0. De
aqui se obtiene

() =0 y 2*(a) = £V, a > 0.

Hay tres brazos de equilibrios: z*(a) = 0, z*(a) = —/a y z*(«a) = /a.

El diagrama de bifurcacién es el que se muestra en la Figura 1.30.

x
Brazo estable
=V
Brazo estable Brazo inestable
=0 =0 «

Brazo estable

= —ya

Figura 1.30 Diagrama de bifurcacién tipo Pitchfork



90 Capitulo 1. Introduccion a los sistemas dinamicos

OBSERVACION

El siguiente argumento intuitivo permite la légica del teorema 10,

presentado méas adelante. Supongamos que en el punto (z*,@) se cumple
oF
Fz*,a)=0, —(z",@)=0.
(z",@) 5 (@)
Asi (z*, @) es un posible punto de bifurcacién. Supongamos, ademas, que
se satisfacen las siguientes condiciones:
oF O*F
— (", a)=a#0, —
aa ( Y ) % ) 81'2

Entonces, por la aproximaciéon de Taylor en una vecindad muy pequena

(z*, @) =b#0.

del punto (z*, @) se tiene

Flz,0) = a(a — @) + %b(x — ), (1.49)

donde se ha descartado el resto de términos por ser muy pequenos.

Haciendo z* =0y @ = 0, (1.49) queda
1
F(z,a) = aa+ §bx2. (1.50)

La expresién del lado derecho de (1.50) es bdsicamente la misma
expresion de la forma normal de la bifurcacién tipo Fold. Es claro que las
ecuaciones = aa+%bx2 y & = 2?4« tendran el mismo comportamiento
cualitativo cerca de sus puntos de bifurcacion. Es decir, el campo F'(x, «)
presentard también una bifurcacién tipo Fold.

En general, el siguiente teorema permite discernir el tipo de

bifurcacién que presenta una ecuacion diferencial.

Teorema 10. (Lorenz, 1993) Sea el campo F' de la ecuacién (1.44) una
funcién de clase C? en una vecindad del punto (z*,@) y supongamos
que este punto satisface las condiciones necesarias para un punto de

bifurcacién:
oF

Fla"@) =0, S

@) =0
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1. Si

— F * —
%(1‘,007&0 y W(x,a)%() )

entonces (z*,@) es un punto de bifurcacién tipo Fold.

2. Si

*F ., _ PPF, . _
(9048.%'(1‘ 7a)§£0 y W(x’a)#o )

entonces (z*, @) es un punto de bifurcacién tipo Transcritical.

3. 5i

P*F ., _ PE,
aaax(x 7a)7£0 y %(w 70[)3&0 )

entonces (z*, @) es un punto de bifurcacién tipo Pitchfork.

Ej. 31. Apliquemos este resultado a los tres casos normales de

bifurcaciones.

1. Fold: 2" = 2> + a = F(z,a); (z*,@) = (0,0). Entonces,

OF O°F
5500 =1#0, —=(0,0)=2#0.

Por consiguiente, en el punto (z*,@) = (0,0) se presenta una bifurcacién
Fold.

2. Tramscritical: 2’ = ax — 22 = F(z,q); (z*,@) = (0,0). Entonces,
0*F 0*F
—(0,0) ==-2+#0, ——=(0,0)=-2+#0.
80483;< ) ) 7& ) 8902( ) ) 7é
Por consiguiente, en el punto (z*,@) = (0,0) se presenta una bifurcacién
Transcritical.
3. Pitchfork: 2" = ax — 2% = F(z,a); (z*,@) = (0,0). Entonces,

0*F PF
E)af)x(o’o) =170, O3

(0,0) = —6 # 0.
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Por consiguiente, en el punto (z*, @) = (0, 0) se presenta una bifurcacién

Pitchfork.
2020

Ej. 32. (Mercado de trabajo). En el mercado de trabajo confluyen
empresas, que van en busca de trabajadores e individuos que ofrecen
sus servicios. Consideremos un modelo simple para la transaccién que se
genera entre empresas e individuos. Denotemos por w el salario real y
supongamos que la demanda y la oferta de trabajo dependen de w segin
las funciones L4(w) y L*(w) dadas en (1.51) y (1.52), respectivamente.
Supongamos que la funcién de demanda decrece linealmente con respecto

al salario y que estd parametrizada por «, como sigue:
LYw) = a —bw, b>0. (1.51)

Observe que cuando el salario w es muy bajo, el pardametro «
representa la maxima cantidad de trabajo demandada por las empresas.
Ciertamente, si el salario es muy alto, la demanda de trabajadores
decae significativamente. Supongamos también que no se dispone
explicitamente de una una funcién para la oferta, pero si sabemos cémo
se comporta. A medida que el salario crece, mayor es la oferta, pues los
individuos se ven estimulados a ofrecer sus servicios por un mejor salario.
Esta oferta, sin embargo, llega hasta un nivel critico, correspondiente al
salario w,, y a partir del cual la oferta comienza a decrecer, pues a medida
que aumenta el salario, menor es la cantidad de individuos que pueden
ofrecer sus servicios (por ejemplo, porque no disponen de la preparacion

suficiente). Més formalmente, podemos suponer que la funcién de oferta
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es diferenciable con las siguientes caracteristicas:

dL? drs
T (w) >0, w<we, A T (w) <0, w> w, (1.52)
d’L*

Asumamos ahora que la tasa de cambio del salario es proporcional al

exceso de la demanda sobre la oferta:
w' = B(LY(w) — L*(w)), B> 0.

Esta ecuacion indica que si la demanda es superior a la oferta, el salario
tiende a subir. En efecto, si la demanda de trabajo es mayor que la
cantidad de individuos que ofrecen sus servicios, las empresas se veran
obligadas a subir el salario para estimularlos a que se incorporen al
mercado de trabajo. Por el contrario, si la oferta laboral es mayor que la
demanda, habra un exceso de individuos que ofrecen sus servicios, y eso
deprimira los salarios.

El modelo dindmico es

w = F(w,a) = B(a —bw— L*(w)).

La Figura 1.31 muestra la curva L° de acuerdo con las hipdtesis
(1.52) y (1.53). También se muestra la curva L? para distintos valores
del parametro a. Observe que wj es un equilibrio atractor y que wj
es un equilibrio repulsor. La Figura 1.31 también muestra que cuando
w = w,, la oferta alcanza su mayor nivel. Es claro que en el punto
(w*, @) se presenta una bifurcacién. Cuando o < @, aparecen dos brazos
de equilibrios, siendo repulsores aquellos equilibrios que estan del lado

izquierdo de w* y atractores aquellos que estan del lado derecho.
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Figura 1.31 Mercado de trabajo

Veamos enseguida que se puede llegar a las mismas conclusiones
aplicando las herramientas analiticas que hemos presentado antes.
De acuerdo con el teorema 10, un punto de bifurcacién (w*, @) debe

satisfacer las siguientes condiciones:
F(w,a) =0,
o0, equivalentemente,

drN o _dL?
LY(w) = o — bw = L*(w), —b—dw(w).

La primera ecuacién es la condicién de equilibrio, y la segunda es una
condicién de tangencia entre las curvas de demanda y de oferta.

Debido a las hipétesis (1.51)-(1.53), la recta L? se interseca a lo més
dos veces con la curva L® para cierto valor del pardmetro .. Consideremos
un valor de « para el cual existen dos puntos de interseccién. Estos
puntos corresponden, a su vez, a dos niveles de equilibrio del salario

w. Denotemos estos equilibrios por wj y w;. Por el teorema del valor



Capitulo 1. Introduccién a los sistemas dindmicos 95

medio, existe w*, con 0 < w < w* < w;, que satisface la condicién de

tangencia y, por ende, la condicién de equilibrio. En efecto, existe w*, tal

que
dLs L3 (w*) — L5 (w*
- (w) = (w22 - *(wl)
w wy — wj
_ a—bw; — o+ bwy
wy — wy
_ b{w —w})
WS — wy*

= —b.

Por las mismas hip6tesis (1.51)-(1.53) se deduce que w* es tnico y
que w* > we.
El correspondiente valor del pardmetro « para el nivel de equilibrio

w* se obtiene de la condicién de equilibrio:
a = L*(w") + bw".
Ahora bien, del sistema dindmico se obtiene

oF , , _ *F, . _ L dLF
a_a(w 7a)_67£07 %(w 7a)__ﬁdw2

(w) # 0.

Por lo tanto, se satisfacen las hipétesis del teorema 10-1 y, entonces,
(w*,@) es un punto de bifurcacién tipo Fold. La Figura 1.31 muestra
que cuando o < @, hay dos ramas de equilibrios, como sabemos, una
estable y otra inestable. Si @ = @, el modelo se encuentra en el punto de
bifurcacion; y si a > @, no hay puntos de equilibrio, lo que significa que,
o bien la demanda de trabajo esta por encima de la oferta, o bien por
debajo.

Para determinar de qué lado estan las ramas estable e inestable

aplicamos el teorema 7. Sea w** otro equilibrio del modelo (este equilibrio,



96 Capitulo 1. Introduccién a los sistemas dindmicos

o bien estd en la rama estable, o bien en la rama inestable). Veamos.
oF drLs
= Kk — — _b _ k3 .
R C )
Por lo tanto, w** es estable si

orF .. _ dre .
8_w(w a) <0 & dw(w ) > —b.

Esto significa que los equilibrios estables (atractores) estédn del lado en el
cual la curva de oferta tiene mayor pendiente que la curva de demanda;
esto es, w** < w*. Al contrario, si w** > w*, el equilibrio w** es inestable
(repulsor).

QOO

LISTA DE EJERCICIOSI

1.7.1. Analice la ecuacién z° = F(z, o) y haga el diagrama de bifurcacién

para las siguientes funciones:
a) F(z,a) = a — z?
b) F(z,a) = az + 2?

c) F(z,a) = az + 42?

g) F(z,a) = ax —In(1 + x)

1.7.2. Considere la ecuacién
!
r = =22 — 4% + az?,

donde o € R es un parametro.
a) La solucién constante z* = 0 es un equilibrio. ;Existe algin valor del

parametro « que elimine este equilibrio?
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b) Encuentre los equilibrios y analice la estabilidad de estos de acuerdo
con el valor del parametro a.
c) Identifique el punto de bifurcacidn.

d) Haga el diagrama de bifurcacion.






Capitulo 2

Sistemas dinamicos lineales

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudian exhaustivamente los sistemas dinamicos
lineales. Aun cuando gran parte de los modelos econémicos son no
lineales, es fundamental entender primero los sistemas lineales, pues la
comprension matemética de estos constituye una buena base tedrica para
entender las complejidades inherentes de los sistemas no lineales.

Puesto que diversos resultados de la teoria de los sistemas lineales de
dimensién superior son una extension natural de los resultados obtenidos
para sistemas de dimensién 2, el énfasis de este capitulo estd puesto en
estos 1ltimos.!

La organizacion de este capitulo es como sigue. Puesto que la solucién
de un sistema lineal se presenta desde la perspectiva de la exponencial

matricial, en la seccién 2.2 se introduce formalmente este concepto y se

estudian algunas de sus propiedades fundamentales.

L Ademss, por lo general los modelos econémicos con los que uno se encuentra en la
literatura ocurren o se reducen a sistemas de dimensién 2. A estos sistemas también

se les conoce como sistemas planares.
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El comportamiento de la solucién de un sistema lineal esta determi-
nado por los valores caracteristicos de la matriz que determina al sistema
y, de acuerdo con esto, aparecen diversos casos por analizar. En la sec-
cién 2.3 se estudian con detalle todos los casos posibles que se pueden
presentar.

En la seccién 2.4 se introducen dos subespacios vectoriales importan-
tes relacionados con el sistema. Estos subespacios, llamados «subespacio
estable» y «subespacio inestable», estan relacionados con los puntos de
equilibrio tipo silla que suelen presentarse en las aplicaciones. La exis-
tencia de tales espacios permite disenar soluciones que tengan un com-
portamiento deseable o con sentido econdémico.

Finalmente, los sistemas lineales con variables de entrada externa,

también llamados «no homogéneos», se estudian en la seccién 2.5.

EL SISTEMA

Como antes, z(t) € R™ denota la variable de estado en el instante ¢ y
' (t), su tasa de cambio en dicho instante. Puesto que x(t) es un vector
de R™, entonces z'(t) también es un vector de R™ y sus entradas son las

correspondientes tasas de cambio de cada entrada del vector z(¢):

(1) zy(t)

Como antes, para simplificar, en adelante suprimiremos el argumento

temporal cuando escribamos z(t) o 2’ (t).

Ej. 33. (Modelo de competencia)
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Las ciudades A y B de un determinado pais compiten por la captacién
de turistas y, por ello, deciden invertir en publicidad. Sean z; y o
las cantidades invertidas por A y B, respectivamente. Estas inversiones
cambian en el tiempo en funcién de cémo se van incrementando las
cantidades de turistas en ambas ciudades. Sus tasas de inversién tienen

la siguientes dindmicas:

Ty = —ax; +bxry, a,b>0,

Ty =cx; —dre, c,d>0.

El signo negativo que precede a los coeficientes a y d significa que, cuando
el gasto en exceso es muy alto, la tasa de inversion en publicidad tiende
a bajar. Por el contrario, esta tasa tiende a subir si la competencia tiene
una inversiéon muy alta, lo que estd indicado por el signo positivo que
precede a los coeficientes b y c. El signo de estos coeficientes representa
la reaccién de una estrategia frente a la otra.

El par de ecuaciones diferenciales presentado arriba constituye un
modelo dindmico sencillo que describe como las ciudades A y B deciden
sus inversiones. Estas decisiones dependen no solo de las decisiones
propias, sino también de las decisiones de la contraparte. Reuniendo los
coeficientes a,b,c y d en una matriz A, el modelo puede escribirse de

manera mas compacta como la siguiente ecuacién matricial:

—a b ,

90,1 | o = 2 =Az
Ty c —d| |z
OO0

Muchas situaciones reales, donde las variables de interés estan sujetas

a cambios instantaneos, pueden plantearse bajo la forma de una ecuacién
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diferencial matricial como en el ejemplo anterior. En general, tenemos la

siguiente definicion.

Definicién 8. Sean A € M,,,(R) y x € R". Un sistema dindmico lineal,

de primer orden y de dimensién n es una ecuacién de la forma
x = Ax. (2.1)

La matriz A, conocida como matriz de coeficientes, determina al
sistema en el sentido de que el estudio de la ecuacion se basa en el andlisis
de algunas caracteristicas importantes de esta matriz.

Observe que la ecuacién (2.1) es una generalizacién de la ecuacién
escalar lineal ' = ax, que se estudi en el capitulo 1. No resultard
extrano, por tanto, que las propiedades de la ecuacién (2.1) sean
esencialmente las mismas que las de la ecuacién (1.17). En particular,
las soluciones tienen la misma forma exponencial y la estabilidad del
sistema depende del «signo» de la matriz A. Sin embargo, al ampliarse
la dimensioén, el sistema se enriquece en propiedades y caracteristicas y

su solucion se vuelve mas compleja.

LA SOLUCION

Para comenzar el andlisis del sistema (2.1), veamos dos ejemplos
sencillos que muestran como aparecen de manera natural expresiones
exponenciales en la soluciéon del sistema. Veremos que esto no es una
casualidad, sino que obedece a una razoén de fondo relacionada con la
propiedad segiin la cual la derivada de una funcién exponencial (de una

matriz) es la exponencial misma, como sucede en el caso escalar.?

2 Generalmente, los modelos econémicos contienen diversos pardmetros que se com-
portan como constantes del sistema. Estos pardmetros constituyen los coeficientes

del sistema reunidos en la matriz A.
3 La exponencial de una matriz se define en la siguiente seccién.
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Ej. 34. Consideremos el sistema

Desplegando el sistema, se obtiene un par de ecuaciones desacopladas del

. !’
tipo * = ax:

/
T, =27

/
Ty = 3.

Si x19 v 9o son las condiciones iniciales de las variables z; y o,
respectivamente, entonces la solucién del sistema estd dada por x;(t) =

3t
Z920-

ez y mo(t) = e

Observe que la matriz de coeficientes del sistema es diagonal, y es claro
que cualquier sistema lineal con estas caracteristicas puede resolverse
similarmente.

Las soluciones obtenidas pueden juntarse y escribirse como

x1(t) ez e 0| |z
X9 (t) €3t.’1720 0 €3t 20
a(t)

Observe que la matriz ®(t) es diagonal y las entradas de su diagonal
principal son las exponenciales de las entradas de la diagonal principal
de la matriz de coeficientes del sistema. Podriamos preguntarnos ;de
donde sale esta matriz, cdmo aparece, es una casualidad o su presencia
corresponde a una razén de fondo? Para ir averigudndolo, demos un paso

mas y analicemos el siguiente ejemplo.
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Ej. 35. Consideremos ahora el sistema

, 21
T = Z.

0 3

De nuevo, desplegando el sistema, se obtienen las ecuaciones

!

Ty = 2x1 + x9
!

Ty = 3.

Aun cuando la matriz de coeficientes no es diagonal (y, por tanto,
las ecuaciones no estan desacopladas), en este caso el sistema también
se puede resolver sin mayor dificultad. En efecto, si zy = x2(0),

3

entonces de la segunda ecuacién se obtiene xy(t) = e3ryy. Enseguida

podemos reemplazar esta solucién en la primera ecuacién para obtener

una ecuacién diferencial inicamente en la variable de estado z;:
2y (t) = 221 (t) + 22(t) = 221 (t) + w90e™.
De acuerdo con (1.13), si x19 = 21(0), la solucién es
zi(t) = e* {xlo + /t 6_27637-:1320:| = (210 — 290)e* + w90e®.
0

Es claro que cualquier sistema lineal, donde la matriz de coeficientes es
una matriz triangular, puede resolverse de esta manera.

Ahora bien, la solucién conseguida puede escribirse como sigue:

x1(t) (110 — T20)€*" + mope® et et —e2| |z
Z’Q(t) $2083t 0 €3t To0
wV
a(1)

Como en el ejemplo anterior, nos preguntamos ;de donde procede la
matriz ®(t)? Veremos que, en general, la solucién del sistema (2.1)

ciertamente estd relacionada con una matriz con entradas exponenciales.

OO0
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Los dos ejemplos anteriores muestran que si la matriz de coeficientes
del sistema es diagonal o triangular, es suficiente aplicar la teoria de los
sistemas escalares para obtener la solucién del sistema. Sin embargo, si
esta matriz no cae dentro de estos casos, el procedimiento ya no es tan
directo. Habra que recurrir, entonces, a un procedimiento mas general
que contemple este caso y los anteriores de una manera sistematica y
general.

Como probaremos més adelante, si x(t) es la solucién del sistema
(2.1) y x(to) = o es un punto cualquiera de R", entonces la solucién del

sistema, que pasa por dicho punto estd dada por la expresion
z(t) = Mgy t € R. (2.2)

Para cada t, la expresion (2.2) genera un punto de R™. La unién de todos
estos puntos constituye una curva que llamaremos «trayectoria solucion»
y que pasa por zg en el instante ¢t = #3. La Figura 2.1 muestra esta

trayectoria (en R?).

X3

Xy

Figura 2.1 Trayectoria o curva solucién x(t)

La expresién (2.2) contiene el término eA®~%) que es la exponencial
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de la matriz A(t — o). Enseguida definimos y establecemos algunas de

las propiedades bésicas de esta nueva operacién matematica.

2.2. La exponencial de una matriz

Sea A una matriz cuadrada. La exponencial de A se denota por e

y se define similarmente como se define e* cuando x es un ntimero real.

Formalmente,

Definicién 9. Dada la matriz A € M,,,(R) y denotando por I la matriz

identidad de orden n, se define e como la serie

a1 2 3 ¢y
ety SAT=T+ A+ A+ A : EA (2.3)
k=0

Cada término de esta serie tiene sentido, pues siendo A una matriz
cuadrada, las potencias de A estan bien definidas. Sin embargo, para que
la suma completa tenga sentido, debemos probar que el resultado de la
serie (2.3) produce una tnica matriz en el espacio de matrices M, s, (R);
esto es, que la serie converge en el espacio de matrices M, (R).

Puesto que (M,xn(R),|| - ||) es un espacio métrico completo, para
probar la convergencia de la serie (2.3) es suficiente probar que la sucesién
de sumas parciales S; = Zi:o A*/K! es de Cauchy. Sea ¢ > r, entonces
por la desigualdad triangular y propiedades de la norma tenemos:

|
ZHM

k=r+1

l

1
< 3 Al

k=r+1

I18: = 51 =

Como la serie Y7 #|lA|I* es convergente en R, y este es un
espacio métrico completo, entonces la sucesiéon correspondiente de

sumas parciales es una sucesiéon de Cauchy, lo que implica, por la
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desigualdad presentada, que la sucesién {Sy}°, es de Cauchy. Puesto
que (Mxn(R),]| - ||) es un espacio métrico completo, la serie (2.3) es
convergente. La matriz a la que converge esta serie se define como la
exponencial de la matriz A.

La introduccién de esta nueva operacién matricial nos permite definir

la funcién exponencial:

exp: Mpn(R) —  Myun(R)

A — exp(A) = et

PROPIEDADES

Las propiedades que se dan a continuacion se obtienen directamente
a partir de la definicién (2.3). Estas propiedades constituyen un bloque
basico de propiedades que permiten operar con la exponencial de una
matriz.
Ex0) =1, el =el
Ex1) Si P es una matriz no singular, entonces ePAP™! — peAp1
Ex2) Si AB = BA, entonces eA8) = e4eB = eBeA = e(B+4)
Ex3) (eA)_l =e4
Ex4) (eA)T =t
Ex5) det(e?) = et")

Observe que en la propiedad Ex3 estd implicito que la exponencial de
una matriz siempre produce una matriz no singular.

Definamos la funcién f por

f: R — M,w(R)

t — f(t)=e

donde, naturalmente,
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o0

tk t
At _ E_
et = _k!A =]+ T
k=0

t3 t
A A (24)

o,
At oA+ 5 T

Puede probarse que la serie se intercambia con la derivada de f y que

esta se obtiene derivando término a término la expresion (2.4):

d tt

L L S O N T
dt T 1! 2! 3! 14
t 2, t
:A<I+ﬂA+§A g AT A +> (2.5)

— ABAt

El proceso presentado prueba la siguiente importante propiedad:

Ex6)

d

% (eAt) _ AeAt — eAtA

Esta propiedad implica que e? es una solucién de la ecuacién diferencial
X' = AX, donde X € M,n(R). Esto, a su vez, implica que ez es

3 s / ’
una solucién de la ecuacién x = Ax con z(0) = x.* Asi pues, el PVI

pyr.d PO = Al (2.6)

x(to) = Zo,

tiene por solucién

z(t) = ety

En algunos casos sencillos, la exponencial e puede calcularse directa-
mente a partir de la definicién (2.3). En el caso general, este cdlculo se

basa en la transformacién de Jordan de la matriz A en la matriz J.

4 En realidad, es la tinica solucién, lo que se prueba siguiendo argumentos similares

a como se hizo en el caso escalar.
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A continuacién se presenta el calculo de la exponencial de la matriz A,
en los casos en que esta matriz es diagonal, diagonalizable o nilpotente.
Veremos que, en todos estos casos, el calculo de la serie (2.3) se simplifica

notablemente.

CALCULO DE ¢* PARA
CASOS SIMPLES

1. Caso en que A es una matriz diagonal

Ao 0
A p—
0 . A
Aplicando (2.3) se obtiene:
1 0 A 0 A 0
1
A_ : —
e’ = + + 7]
0 1 0 - A 0 A2
A 0
L.
+ 31 +
0 DY
L+ A+ 520+ 508+ 0
0 L+ XA+ g A2+ 320 + ...

Por induccién y tomando limite cuando n — oo, se obtiene finalmente:
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2. Caso en que A es una matriz diagonalizable

En este caso existe una matriz no singular P € M,,,(R), tal que
Ao... O
P'AP=|: . 1| =D.
0 ... A\

De aqui se sigue que A = PDP~!y, por la propiedad Ex1, e = ¢/PP™" =

PePP~1. Como eP ya se calcul en el caso anterior, se obtiene:

3. Caso en que A es una matriz nilpotente

Recordemos que A es una matriz nilpotente si existe kg € N, tal que
Ako = (0. El menor kg € N que satisface esta propiedad se llama «indice de
nilpotencia». Evidentemente, en este caso, todas las potencias superiores
de Ao son también nulas; esto es, para todo m € N se tiene A+ = (.
Para una matriz nilpotente de indice ko, la serie (2.3) se trunca en la

(ko — 1)-ésima potencia. Asi tenemos:
1
(ko — 1)!

Asi pues, en el caso de matrices nilpotentes, la serie (2.3) se transforma

1 1
eA:]—I—A+§A2+§A3+...+ Ako—1

en una suma finita.

Ej. 36. Veamos, por ejemplo, el caso particular en el que la matriz A es
de orden 4 x 4. En este caso existe una matriz no singular P € M,,.,(R),

tal que



Capitulo 2. Sistemas dindmicos lineales 111

0100
PlAP _ N — 0010
0 001

0 00O

Por consiguiente, e = PeNP~! donde N es una matriz nilpotente de

indice 4. La exponencial eV estd dada por

e'=1T+N+—

0
0
2! 0
0

o o o O
o o o O
o O O =

[0 0 1
N 110001

0 o ol 3

0000

[1/00 1/10 1/20 1/3]
0 1/0! 1/11 1/2!
0 0 1/00 1/1
0 0 0 1/0

OO0

En general, para calcular la exponencial de una matriz cuadrada
cualquiera se necesita el teorema de Jordan. Este teorema asegura que
cualquier matriz cuadrada es equivalente a una matriz diagonal por

bloques J. Recordemos a continuacién este importante teorema.

Teorema de Jordan

Para toda matriz A € M, «,(R) existe una matriz no singular

P € M, xn(R), tal que

Jio... 0
PTAP=|: . | =1
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donde los bloques Ji, llamados «bloques de Jordan», son matrices
cuadradas asociadas a los valores caracteristicos de la matriz A. Estos

bloques tienen la forma
Jo=Dp+ Ny, k=1,...,¢,

siendo Dj, una matriz diagonal y Ng, una matriz nilpotente. Existen dos

posibilidades para la matrices Dy y Ng:

Caso 1 (Valores caracteristicos reales)

N 0 0 ... 0] 010 ... 0

0 M O ... 0 001 ..0
Dy=1|: + .+ | =Xl Ny=

0 0 ... A O 000 .. 1

(0 0 ... 0 A 000 ... 0

Caso 2 (Valores caracteristicos complejos)

R, O 0O ... 0
0O R, 0 ... 0 8
a —
Dy =] : C : S, Re= ’ : , A =g+ 15
ﬁk 693
0O O . R, O
_0 0 0 Ry
0 I, 0 0]
0 0 I 0
1 0
N = : , I =
01
0 0 O I
_0 0 O 0_

Note que si J, es de orden 1 x 1, entonces N, = 0. El nimeros de bloques

Ji es igual a la multiplicidad geométrica de Ay y la suma de los érdenes
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de dichos bloques es igual a su multiplicidad algebraica si A\, € R, e igual

al doble de esta multiplicidad si A\, € C.

Ej. 37. Encontremos las matrices de Jordan de las matrices A y B:

3 -3 0 -1
10 1
0 2 0 0
A=10o 0 —2|, B=
0 4 1 0
01 0
2 1 0 0

e En cuanto a la matriz A, su polinomio caracteristico es
AN =A=1DN+2)= A =1 A\ =V2i, \g=—V2i.

Puesto que el nicleo de A — {1 es

1

Nu(A—MI)={z€R®: z=a|0|,a€R,

0
entonces la multiplicidad geométrica de \; es 1, por lo que solo existe
un bloque de Jordan asociado a A;. Ademas, puesto que la multiplicidad
algebraica de \; es 1, tal bloque de Jordan es de orden 1 x 1. De acuerdo

con el Teorema de Jordan, la matriz J correspondiente (salvo el orden

de los bloques) es

0 —V2

0
0
V2 0

V2

e En cuanto a la matriz B, tenemos

1 0
J=10 _\/§ ) J/\1:[1]ﬂ J/\QZ
0 0

peA) =A—=172N=2)2= A\ =1, A, =2
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Puesto que

1 0
\ 0 0
Nu(A—MI)=<cz€eR*: z=a + 05 ;o eR
0 1
_2_ —0—
) .
1
4 0
Nu(A—Xl)=<czeR": z=a ,a€R B,
0
_1_

las multiplicidades geométricas de A1 y de Ay son 2 y 1, respectivamente.
Luego, existen dos bloques de Jordan asociados a A; y un solo bloque de
Jordan asociado a A\y. De acuerdo con el teorema de Jordan, la matriz J

correspondiente (salvo el orden de los bloques) es

0 0

0 0
) J)h = [1]7 ‘]31 = [1]7 ‘]Az =

2 1

0 2

0
1
0
0

1
0
0

0

QOO

4. Célculo de e” para el caso general

Para el cdlculo de e”, cuando A es cualquier matriz cuadrada,

partimos de la propiedad Exl1:

A=PJP '= et = pe/P1],

donde la matriz P se calculard oportunamente mas adelante. Se observa,

pues, que el calculo de e se reduce al célculo de e”.
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Para calcular e/ debemos obtener las exponenciales e’s. Para esto,

tengamos presente que®

y puesto que Dy v N, conmutan, ek = PNk — Dk Nk

Ej. 38. Consideremos las matrices del ejemplo anterior.

10 1 .
A=1lo 0 —2| = eA=pe/prt=p|° p!
0 el
01 0
(3 —3 0 —1]
0 2 0 0 ¢ 00
B = = P=pP/P'=Plo0 e 0 | P!
0 4 1 0
0 0 el
2 1 0 0]

En la seccién 2.3 se muestra cémo calcular e’z para el caso de la matriz

A. Obtengamos e’z para el caso de la matriz B:

21 20 1
Iy, = = +
0 2 0 2 0 0
——
D N
Como D y N conmutan, entonces

2 2 2
oIrs — DN _ DN _ e 0] [1 1 _ e e
0 €| |0 1 0 €2

5 Véase el ejercicio 2.2.11.
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Por consiguiente,

e 0 0 0]

0 e 0 0
Bopeptopl| © p!

0 0 e2 ¢2

00 0 62_

OO0

Para terminar esta seccion concluyamos que la soluciéon del problema

(2.6)

= Ax
PVI:
fL'(tQ) = Xy,
estd dada por
z(t) = eAlt-t0) gy = pelt=to) p=igy (2.7)

LISTA DE EJERCICIOS'

2.2.1. Pruebe las propiedades Ex(0-FEx6.
2.2.2. Pruebe que las matrices N1 y N2 que se dan a continuacién son
matrices nilpotentes de indice 2 y 3, respectivamente. Luego calcule e™M

y ele,

010
01
N1= , N2=10 0 1
00
00O

2.2.3. Si A es una matriz diagonalizable, jquién es la matriz P en este

caso? Calcule la matriz de Jordan asociada a la matriz

A=
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2.2.4. Calcule e?,e? y e para las matrices A, By C:

0 -1 20 2 -1
A= , B= , C=
0 0 0 2 0 2

2.2.5. Sea A € Myy»(R). Pruebe que®
det (eA) = etra(4),

Sugerencia. Recuerde que el determinante y la traza de una matriz
son iguales a la suma y al producto de sus valores caracteristicos,
respectivamente.

2.2.6. Pruebe que no existe A € May»(R), tal que

-2 0
3 1
2.2.7. Proporcione algunos casos simples en los cuales se cumple que
eAtB = e4eB. Encuentre dos matrices A y B tales que no se cumple esta

igualdad.

2.2.8. Resuelva el siguiente sistema:

36/1 =4x; — 329

x; = 211 — X9.
Observe que la matriz de coeficientes es la matriz A del ejercicio 2.2.3.
2.2.9. El siguiente es un sistema dinamico triangular. Obtenga la solucién

por el método de la matriz exponencial y luego, puesto que el sistema es

triangular, obtenga la solucién sin recurrir a esta técnica.
’
T, = 221 + 319 + 223

’
Ty = 429 + T3

!
.153 = 21‘3, T10 = 2, Tog = O, T30 = 1.

A

6 Observe que esta propiedad es una forma de probar que e es inversible.
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2.2.10. Con respecto al modelo de competencia entre ciudades por la
captacion de turistas, ejemplo 33, considere los valores a = 2, b = 5,
c=4yd=1.
a) Obtenga los valores caracteristicos A; y A2 de la matriz de coeficientes
y luego los vectores caracteristicos asociados para, finalmente, formar las
matrices Py P~
b) Plantee la solucién del modelo.
c¢) Deduzca que las trayectorias solucién son de la forma z(t) = Cye*tv, +
Cyer?ty,, donde C) y Cy son constantes arbitrarias y v; y v son los
vectores caracteristicos correspondientes.
d) ;Qué se puede concluir a partir de la trayectorias encontradas?
2.2.11. Sea M una matriz diagonal por bloques

A0

M = ,
0 B

donde A € M5, (R) y B € Mum(R). Pruebe que se cumple

Note en particular que esta propiedad implica que si A = B = 1, entonces

el =el.

2.3. Sistemas lineales en el plano

En esta seccién analizamos el sistema (2.1) cuando A es una matriz de
orden 2 x 2. Muchas de las caracteristicas fundamentales de los sistemas

dindmicos lineales. Si A = [a;;]2x2 entonces el sistema (2.1) tiene la forma
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general

’
Ty = 01171 + a12T2 98
, (2.8)
Ty = G121 + A22X2;
0, equivalentemente,
€y aix aig €1

Lo ag1 A2 T2

ENFOQUE GEOMETRICO

En este apartado se introduce un enfoque de andlisis basado en
las propiedades geométricas del sistema. Esto nos permite extender el
concepto de diagrama de fases y campo vectorial de los sistemas escalares
a los sistemas bidimensionales. Este enfoque geométrico es muy 1til
sobre todo para analizar los sistemas no lineales, que no tienen solucion
explicita.

El campo vectorial del sistema

/
x, = axy + bz

/
x, = cxy + dzy

es la funcién F : R? — R? dada por

/

F(xy,2) = (), 74) = (az1 + bxy, ey + das).

En cada punto P = (x10, T29) € R?, el campo vectorial tiene una direccién
dada por el vector (z)(P),z,(P)), que es tangente a la trayectoria
solucién del sistema en dicho punto. Asi pues, el trazado del campo
vectorial da una descripcidon acerca de cémo se va describiendo la
trayectoria a medida que transcurre el tiempo. Esta idea se muestra en

la Figura 2.2.
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/ /‘/ /A Y | [
VT4 A A N B A | [
Xl A [
R 22 A Y B | [ |
- =z 7 /7 1 1 | | [
~ —=- 7z Vv 7 7 I I [
N N — - 72 7 7 7 /|
NN\~ =~ 7 7 1 [
N \NS — =~ /7 7 1)1 1
NN | N R ./ |
VNN - op A
VNN NN = 7/ / / [/ |/
V' \|INNN N -~ =~/ / /=/
A U U U N N g /Xl/

Figura 2.2 Campo vectorial

Definicion 10. Una isoclina es una curva C a lo largo de la cual el campo

vectorial tiene la misma direccion.

Las isoclinas de mayor importancia son las curvas definidas por las

ecuaciones

En un sistema lineal, estas isoclinas son necesariamente lineas rectas,
lo que podria no ser cierto en un sistema no lineal, como veremos
luego. Cada isoclina separa el espacio R? en dos semiespacios o regiones.
En cada semiespacio, el campo vectorial tiene una cierta direccién que
determina si las componentes horizontales y verticales de la trayectoria

son crecientes o decrecientes.
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Ri:
Ry
RE :
R :

x,1>0 3]
x,1<0 ]
x,2>0 S 2y

:E,2<O & 2y

es estrictamente creciente
es estrictamente decreciente
es estrictamente creciente

es estrictamente decreciente

Ej. 39. Consideremos el sistema

ry =21 + 1229
!
Ty = 3T + Ta.
Las isoclinas son las rectas C; : x5 = —%xl y Cy : x93 = —3x1. Como se

aprecia en la Figura 2.3, estas rectas dividen el plano en cuatro zonas en

cada una de las cuales el campo tiene la misma direccion, por lo que las

llamaremos «isozonas»: I, II, TII y IV.

Figura 2.3 Isozonas

Veamos la direccion del campo vectorial en cada isozona.
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1
1+ 1220 <0 = 29 < ——x1 Isozonas Il y IV

xll <0 =
12
, 1
21>0 = 214+1220o >0 = 29> —ﬁxl Isozonas I y II
x; <0 = 3r1+22<0 = 29<—31; Isozonas II y III
x; >0 = 3r1+22>0 = 29> —31; Isozonas Iy IV

Figura 2.4 Campo vectorial por isozonas

El diagrama de diversas trayectorias se muestra en la Figura 2.5.

iy g
R e wamnamn e g
I\ T

20 \i:\;\» I g <
i G UM e o
~a—— /'/ s

T

NN ~Z

s NS o

2

-3

PR S Y U B VO S B
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.5 Diagrama de fases
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Observe que las trayectorias siguen la orientacién del campo vectorial
en cada isozona. Observe también que en cada punto de interseccion de
las trayectorias con las isoclinas, los vectores tangentes son paralelos; esto
es, tienen la misma inclinacién en dicho punto de interseccién.” Al mapa
de trayectorias que se muestra en la Figura 2.5 se le llama «diagrama
de fases» (y al plano R?, «espacio de fases»). Observe que este diagrama
muestra que hay ciertas trayectorias que se acercan y otras que se alejan
del origen de coordenadas. Al origen de coordenadas se le llamara «punto
de equilibrio» y se dird que tiene una inestabilidad tipo silla. Volveremos

a este punto mas adelante.

OO0

Una pregunta pertinente respecto del diagrama de fases es ;por
qué las trayectorias que se encuentran cerca una de otra permanecen
cerca y siguen el mismo patréon? La respuesta la da el teorema de la
dependencia continua de las condiciones iniciales, teorema 4. Si dos
trayectorias diferentes parten de condiciones iniciales similares, debido a
la continuidad aludida, no se puede esperar que ellas sean muy distintas a
medida que transcurra el tiempo. Esto también garantiza que en cada una
de las zonas delimitadas por las isoclinas las trayectorias correspondientes

siempre tengan la misma orientacién, como se aprecia en la Figura 2.5.

SOLUCION DE EQUILIBRIO Y
DIAGRAMA DE FASES

Como hemos visto en la secciéon anterior, para la condicién inicial
2(0), la solucién de la ecuacion (2.1) es x(t) = Pe’/® P~'2(0). La matriz
J adquiere diversas formas de acuerdo con los valores caracteristicos de

la matriz A. Cuando A es de orden 2 x 2, existen bdsicamente tres casos

7 Esto es precisamente lo que define una isoclina.
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posibles para J y, por ende, tres casos posibles para la solucién z(t).
La trayectoria solucién puede expresarse en términos mas simples
haciendo el cambio de variable y = P~'z. En efecto, derivando con

respecto a t, se tiene ' = Py, de donde

!

r = Ax
Py = APy
y/ = P 'APy

y =Jy = yt)=e'ly(0).

Asi pues, la soluciones de (2.1) en las coordenadas X; — X5 e Y] — Y5 son,
respectivamente, las siguientes:
X — Xy a(t) = Pe’' P 2(0) 29)
2.9
Yi—Ya: y(t) = e"'y(0).

Como en el caso escalar, decimos que una solucién constante del
sistema (2.1) es una solucién estacionaria o simplemente un equilibrio.®
La funcién nula z(t) = 0 siempre es un equilibrio, pues satisface (2.1)
trivialmente. Es claro que x* es un equilibrio si y solamente si satisface
la ecuacion algebraica

Az = 0.

Si A es no singular, entonces el unico equilibrio es la solucién nula,
pues Az = 0 si y solo si x = A710 = 0. Por el contrario, si A es singular,
existen infinitos equilibrios; a saber, todos los puntos del nucleo de la
matriz A. Puesto que el determinante de A es el producto de sus valores

caracteristicos, A serd no singular si y solamente si no tiene valores

8 Aunque son esencialmente diferentes, se suele identificar un equilibrio con un punto

del espacio de fases.
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caracteristicos nulos. Por la relaciéon y = P~ 'z es claro que z* = 0 si
y solo si y* = 0.

A continuacién analizamos el diagrama de fases en el plano Y; — Y5 del
sistema (2.8). El diagrama de fases muestra las diversas trayectorias del
sistema y cémo estas se comportan en relacién con los equilibrios. Se dira
que el equilibrio es estable o inestable dependiendo de si las trayectorias
se acercan o se alejan de este. El comportamiento de las trayectorias
depende enteramente de los valores caracteristicos A\; y Ay de la matriz

de coeficientes. Enseguida se analizan todos los casos posibles.

Caso 1: /\1,)\2 S R, A 7é Ag
Sean vy y wo los vectores caracteristicos asociados a A1 y Ao,
respectivamente. Puesto que Ay # Ao, v1 y vy son linealmente

independientes y; por lo tanto, la matriz P definida por

P[]
es no singular. En este caso, el producto P~*AP produce la matriz

At O
J=|" : (2.10)
0 A

y se obtiene de las siguientes igualdades:

AP = [Alvl\Am] = [le Aol f =7 Ao1 AO
9 2

Observe que si los vectores v, y vy cambian su posicién en la matriz P,

entonces los valores A; y Ay también cambian de posicién en la matriz J:

Ao 0

P:[U v] = J=
2‘1 0 A
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De (2.10) obtenemos

Mt 0 eMt 0
Jt=|"" = ell=
0 /\gt 0 6)\2t
Por lo tanto, la solucién del sistema es
Mt 0 t) = eMt
(o) - yo) =4 O T et o
0 e)\zt yz(t) — €>‘2ty20

Ej. 40. Consideremos el siguiente sistema triangular:

Este sistema se resolvio en el ejemplo 35. Ahora lo resolveremos de
manera mas sistemadtica, de acuerdo con el enfoque de la matriz
exponencial. Los valores caracteristicos de la matriz de coeficientes son

A1 =2y Ay = 3, de manera que de acuerdo con (2.11) la solucién es

Para expresar la solucién en las coordenadas X; — X5 necesitamos obtener

la matriz P. Veamos:
1
AMM=2 = v = ,)\2:3 = Uy =
0

Por consiguiente,
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Luego, la solucién en las coordenadas X; — X5 es

11 €2t 0 1 -1 10 (ZL’lO — I20)€2t + x20€3t

$(t> - 3t - 3t
01 0 e 0 1 20 To0€

Finalmente, las componentes de la trayectoria son

$1(t) = (3310 — $20)€2t + .’L’Qoegt

Z’Q(t) = $20€3t.

Este es el mismo resultado que habiamos obtenido antes. Podemos
responder aqui la cuestién acerca de la procedencia de la matriz ®(¢).

Esta matriz resulta del producto Pe’! P~!:

2t 3t — 2t 1 1] [e® 0 1 -1
cp(t): =
0 et 01 0 et |0 1
OO0

Dependiendo de los signos de los valores caracteristicos A; y Ao, se

presentan varios casos particulares como pasamos a ver a continuacion.

Caso 1.1: 0< A < Ay

Como |A| # 0, el tnico equilibrio es y* = (0,0). De (2.11) se
deduce que, independientemente de la condicién inicial, para ¢t > 0,
las trayectorias se alejan de y* de manera exponencial. Observe que
las trayectorias que se alejan en las direcciones de los ejes coordenados
corresponden a aquellas trayectorias cuyas condiciones iniciales estan
precisamente ubicadas sobre dichos ejes. Se dice que y* es un equilibrio
inestable y se llama «nodo repulsor». El diagrama de fases se muestra a

continuacién en la Figura 2.6.
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NN
A\
N\l
=S\ =
N ==
o ;«;;/7 '7»/7 Y\«s\\{‘\é’::\\
i N
7 NN
0 RN
I NN
3 /////////#l l&\\\\\\\\\\}\

Figura 2.6 Equilibrio inestable tipo nodo repulsor

Caso 1.2: A< A <0
Como |A] # 0, el tnico equilibrio es y* = (0,0). Como los valores
caracteristicos son negativos, cuando ¢t > 0, las trayectorias se acercan a

y*. El equilibrio es estable y se llama «nodo atractor».

NN/ /7 /
NN

SN
NN\
B o

e
e NN

NN
NN\
NN

Figura 2.7 Equilibrio estable tipo nodo atractor

Caso 1.3: A <0< Ay
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Como |A] # 0, el tnico equilibrio es y* = (0,0). Puesto que los
valores caracteristicos son de signos diferentes, de (2.11) se observa
que y; decrece exponencialmente y ¥, crece exponencialmente. Cuando
t — +o00, algunas trayectorias se acercan y otras se alejan de y*. Las
trayectorias que se acercan son aquellas que viven en el eje Y7, pues en
este caso Yoo = 0. Si y(0) ¢ Y7, la trayectoria correspondiente se alejara
del equilibrio. En particular, si y;0 = 0, la trayectoria correspondiente
se aleja del equilibrio, pero nunca sale del eje Y5. Este comportamiento
en el que hay trayectorias que se acercan y otras que se alejan cuando
t — 400 caracteriza al equilibrio como inestable y se llama punto «silla».

Sean y19 # 0 e yo9 # 0, entonces

(y1(8)) 2 (g (1)) = e Mty rehidaty i — g Aoy — ¢

Esta relacién indica que los puntos de una trayectoria cualquiera que no
vive ni en el eje Y] ni en el eje Y estan sobre una curva hiperbdlica. Es
decir, las trayectorias tienen la forma de una hipérbola, como se muestra

en la Figura 2.8.

Figura 2.8 Equilibrio inestable tipo silla
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Ej. 41. Consideremos el sistema

, 1 12 T
r = x, z(0)= 0
3 1 20
Los valores caracteristicos de la matriz de coeficientes son \y = 7 y
Ao = —b, de manera que la solucién en las coordenadas Y; — Y5 es
t
e 0
y(t) = R y(0)
e

Para expresar la solucién en las coordenadas X; — X5 necesitamos la

matriz P. Veamos.

2 -2
MN=T7T = v = s A =-b = wuy=
1 1
Por consiguiente,
2 =2 1/4 1/2
P= = plt= / /
1 1 —-1/4 1/2

Luego, la solucién es

2 —2| [ 0 1/4  1/2| |z
1 1|0 e [=1/4 1/2] |20

(%1‘10 + 5(320) e’ + (%1710 — 1’20) e %

G0+ )+ (= + ) e

Finalmente, identificando las componentes de las trayectoria tenemos

1 1
ri(t) = <§$10 + 3720) e’ + (53510 - $20> e

(2.12)
1 1 7t 1 1 bt
ZCQ(t) = 1—11'10 + §ZL‘20 e’ + _Z_lxlo + 55620 (& .
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Una pregqunta de interés

El equilibrio z* = (0,0) es inestable tipo silla. Esto significa que hay
trayectorias que se acercan y otras que se alejan de z* cuando t — +o00.
Como para cada condicién inicial hay una trayectoria especifica asociada,
una pregunta pertinente en este sentido es jcudl deberia ser la condicién
inicial para que la trayectoria correspondiente se acerque a x* cuando
t — +00? La respuesta se deduce de la solucion (2.12). En efecto, para
que esto se cumpla, vemos que el coeficiente del término exponencial e
deberia desaparecer, y esto sucede si y solamente si xoy = —%:1:10. Es
decir, si la condiciéon inicial esta localizada en el subespacio

-2
S=1¢z(0) €R?:2(0) =« ,aeR B,
1
entonces la trayectoria correspondiente convergerd a x* cuando ¢t — +o00.
Mas aun, la trayectoria nunca saldrd de dicho espacio. Mas adelante

veremos que al subespacio S se le conoce como «subespacio estable».

OO0

Caso1.4: A1 =0, <0

Como |A| = 0, hay infinitos equilibrios. Note que en este caso v (t)
es constante, pues, de acuerdo con (2.11), se tiene y;(t) = y10 para todo
t. Por consiguiente, una vez fijado este valor, la trayectoria se mueve

verticalmente sobre la recta y; = y;9, de acuerdo con las ecuaciones

Y1 (1)

Yo(t) = M.

Y10

Cuando ya9 = 0, el punto (y10,0) es un equilibrio para cada y;9. Todo

el eje Y, constituye el conjunto de equilibrios. Si y19 > 0 e yoo > O,



132 Capitulo 2. Sistemas dindamicos lineales

la condicién inicial esta en el primer cuadrante y, como Ay < 0, la
trayectoria se acerca al equilibrio y* = (y10,0) cuando ¢ — +o0. Las
demés trayectorias siguen un comportamiento analogo.

Dos trayectorias representativas y el diagrama de fases se muestran

en la Figura 2.9 y en la Figura 2.10, respectivamente.

Ys

(Y10, 0)

Vi

P - - — — - — — -

Figura 2.9 Trayectorias representativas

P
YY'lll
ARENRN
iy
H
b

Yvoy

voYoy

— - e«
P

N
e e e s

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.10 Diagrama de fases

Caso 1.5: A1 >0,A=0
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Como |A| = 0, hay infinitos equilibrios. Este caso es andlogo al
anterior, y cada punto de la forma (0, ) es un equilibrio. Todo el eje
Y5 constituye el conjunto de equilibrios. Puesto que A; > 0, todas las
trayectorias se alejan de los equilibrios cuando ¢ > 0.

Dos trayectorias representativas y el diagrama de fases se muestran

en la Figura 2.11 y en la Figura 2.12, respectivamente.

Y,

(0, y20)
——~ - - —— — — > —

Y

Figura 2.11 Trayectorias representativas

- . . . . e

..

————

Figura 2.12 Diagrama de fases

Caso 2: =X =X €R
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En este caso, por ser iguales los valores caracteristicos, podrian
ocurrir dos situaciones diferentes: que la multiplicidad geométrica de
A sea 1, en cuyo caso la matriz A no es diagonalizable, sino, mas
bien, similar a una matriz de Jordan J, que es casi diagonal, o que
la multiplicidad geométrica de A sea 2, en cuyo caso la matriz A
es diagonalizable. Especificamente, la transformacién P~'AP puede

resultar en los siguientes dos casos particulares para la matriz J:

Al
multiplicidad geométrica 1: J; = (2.13)
0 A
o i A0
multiplicidad geométrica 2: J, = ) (2.14)
0 A

Para mostrar la forma dada en (2.14) se sigue el mismo procedimiento
que se siguid para valores caracteristicos reales diferentes. Esto se basa
en el hecho de que al tener A multiplicidad geométrica 2, entonces se
puede formar la matriz P tomando dos vectores diferentes del espacio
caracteristico asociado. Para mostrar la forma (2.13) procedemos como
sigue.

Como la multiplicidad geométrica de A es 1, no disponemos de dos
vectores caracteristicos linealmente independientes que puedan formar la
matriz P. La base del espacio caracteristico asociado a A solo contiene
un unico vector caracteristico, digamos v. Necesitamos otro vector que
sea linealmente independiente de v para formar la matriz P. Este vector,

que denotamos por w, se obtiene de la ecuacién
(A= Xw =w. (2.15)

El vector w se llama «vector caracteristico generalizado». Si tal vector

existe, entonces de la definicién puede probarse que es linealmente
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independiente de v. Probemos esto de inmediato y luego veamos que

tal vector realmente existe. De la ecuacién

aw + fv =0, (2.16)
se obtiene
a(A=MN)w+ A= X)v=0
av+ B(A=A)v=0
av + A — v =0
av = 0.
Puesto que v # 0, la ultima igualdad implica que @ = 0 y, por lo

tanto, de (2.16) se deduce que § = 0. Asi pues, v y w son linealmente
independientes.

Ahora probemos que w existe o, lo que es lo mismo, que el vector v
esté en el rango de A — A\I. Primero notemos que si A— A\l = 0, entonces,
ciertamente, tal vector no existe, pues v # 0. Sin embargo, puesto que el
espacio caracteristico asociado a A es de dimension 1, A no puede ser igual
a M, pues en este caso se tendria Av = \v para cualquier v € R2, lo que
implicaria que A tendria multiplicidad geométrica 2. Por consiguiente,
A= X #0.

Ahora bien, si v no esta en el rango de A — AI, entonces v es
linealmente independiente con cualquier vector no nulo del rango de
A—M\I. Sea, por ejemplo, u # 0 un vector en el rango de A— A\ y x € R?,
tal que (A — Al)x = w. Como u y v son linealmente independientes,
entonces ellos constituyen una base de R2. Por lo tanto, existen constantes
vy 6, tales que

T =yu—+ ov.
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Observe que v # 0, pues en caso contrario se tendria u = (A — A\ )ov =
Adv — Adv = 0, lo que es una contradiccién. Asi pues, de la ecuacién

(A — A)(yu + 6v) = u y del hecho de que 7 # 0 se obtiene

1
Au = </\+—)u,
Y

lo que implica que A + 1/v es otro valor caracteristico de A, diferente de
A. Esto contradice la hipdtesis de que A es el tinico valor caracteristico
de la matriz A. Por consiguiente, v tiene que estar en el rango de A — \I.
Para obtener la matriz J;, procedemos como en el caso anterior.
Puesto que v y w son linealmente independientes, la matriz P definida
por
pP= [vyw] (2.17)
es una matriz no singular. La matriz J; se deduce de la siguientes

igualdades:
AP = [Av’Aw] = [)\v|)\w+v} = [v|w] ;\ ! =P

De (2.13) y (2.14) se obtiene

P EUN B M tel
1 = (& prmnd

0 M 0 eM

M0 e 0
Jot = :>€J2t:

0 M 0 eM

Entonces, las soluciones correspondientes del sistema son

_)\t t)\t t — +t At
RO T S Y0 T R TR T
0 6)\t yQ(t) — €>‘ty2()
-/\t 0 t — At
T y(t) = | y(0) = ul) = "y (2.19)
0 eM ya(t) = eMyy .
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Ej. 42. Consideremos el sistema

, -1 -2 Z10

El valor caracteristico de la matriz de coeficientes es A = 1, que tiene
multiplicidad geométrica 1. De acuerdo con (2.18), la solucién del sistema

en la coordenadas Y7 — Y5 es

Para expresar la solucién en las coordenadas X; — X5 necesitamos la

matriz P.
1
A=1 = ov=
-1
De la ecuacién (2.15) tenemos
-2 =2| |w 1
(A= X)w=v = =
2 2 Wa -1
De aqui se obtiene w, por ejemplo,
0
w =
—1/2
Luego,
1 0 . 1 0
P = = P =
-1 —1/2 -2 =2

Entonces, la solucién en la coordenadas X; — X5 es

et tel 210 T10€" — 2(x10 + Too)te!

0 et T90 Igoet + 2(.1310 + szo)tet
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Finalmente, identificando las componentes de las trayectorias, tenemos

T (t) = l’loet — 2(1310 + Ilfgo)tet
) (t) = Igoet + 2(1‘10 + SCQo)tet.

El equilibrio z* = (0, 0) es inestable tipo repulsor. Todas las trayectorias
no nulas se alejan de x* cuando ¢ — +o0. No es posible colocar la
condicién inicial en algin punto de R?, salvo el propio punto (0,0), para

que la trayectoria correspondiente converja a x*.

OO0

Cas02.1.1: A >0, J= .,

Como |A| # 0, el tnico equilibrio es y* = (0,0). De (2.18) se deduce
que todas las trayectorias se alejan y*, salvo el propio y*. Ademas, la tinica
trayectoria que estd enteramente sobre el eje Y5 es y*. Ademas, existen
trayectorias que viven enteramente sobre el eje Y7, pues si o0 = 0 € y19 #
0, entonces la trayectoria correspondiente se aleja exponencialmente del
equilibrio y siempre permanece sobre el eje Y;. Este equilibrio es inestable

tipo nodo repulsor.

Figura 2.13 Inestable tipo nodo repulsor
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Cas02.1.2: A <0, J =,
Como |A| # 0, el tnico equilibrio es y* = (0,0). Este caso es andlogo

al anterior, pero ahora, puesto que A < 0, y* es estable tipo nodo atractor.

Cas02.2.1: A< 0, J=J,

Como |A| # 0, el tdnico equilibrio es y* = (0,0). De (2.19) se
infiere que las trayectorias estan sobre rectas de pendientes ys0 /910, pues
tanto y1(t) como y(t) decrecen a la misma tasa dada por el valor .
Independientemente de la condicién inicial, las trayectorias convergen al

equilibrio cuando t — 400. El equilibrio y* es estable tipo nodo atractor.

AT
/f/4w‘ ‘\\‘ A \

Figura 2.14 Estable tipo nodo atractor

Cas02.22: A>0, J=J,
Como |A] # 0, el tnico equilibrio es y* = (0,0). Este caso es andlogo
al anterior, pero ahora, puesto que A > 0, las trayectorias divergen del

equilibrio, siendo este inestable tipo nodo repulsor.

Cas02.3: =0, J=J;

Como |A| = 0, se tienen infinitos equilibrios. Note que en este caso
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la segunda coordenada de la trayectoria y(t) es constante. En efecto, de
acuerdo con (2.18) se tiene y(t) = yo0 para todo t. Por consiguiente,
una vez fijado este valor, la trayectoria se mueve horizontalmente sobre

la recta y = 190, de acuerdo con las ecuaciones

y1(t) = Y10 + tyoo

Ya(t) = ya0-

Cuando yo0 = 0, el punto (y10,0) constituye un equilibrio para cada .
Esto significa que cualquier punto sobre el eje Y] es un punto de equilibrio.
Asi, el sistema tiene infinitos equilibrios; todo el eje Y] constituye el

conjunto de equilibrios.

Figura 2.15 Infinitos equilibrios

Para terminar, digamos que el caso de infinitos equilibrios no es
frecuente y, desde el punto de vista de los modelos econémicos, no es

significativo.

Caso 3: A\=a+if, f#0
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En este caso, por ser diferentes los valores caracteristicos, sus vectores
caracteristicos asociados son linealmente independientes, de donde la
matriz A es diagonalizable. Sin embargo, en este caso, la matriz diagonal
asociada tendria entradas complejas. Aqui queremos que tanto P como
J sean matrices con entradas reales. Veamos que tal matriz P existe y
que la transformacion P~ AP produce la matriz J (real) dada por

J-|* 77 (2.20)

b«

Sean u, v € R? dos vectores tales que w = u-+iv es el vector caracteristico

asociado al valor caracteristico o + i3; esto es,
A(u+iv) = (a+ i) (u +iv). (2.21)

Note que para cualquier a, u # 0. Para probar esto, supongamos lo

contrario; es decir, que existe «y, tal que © = 0. Entonces,

Aw = (o +if)w = apw + ifw
(A — apl)w = ifw
(A — apl)iv =ifiv = —pu.
Esta igualdad es contradictoria, pues el miembro del lado izquierdo es un
elemento de C2?; mientras que el miembro del lado derecho es un elemento
de R?. Esto prueba que necesariamente debe tenerse u # 0.

Veamos enseguida que los vectores u y v son linealmente indepen-

dientes. Supongamos que existen v # 0y ¢ # 0, tales que
yu + év = 0.

Entonces, u = —(d/7v)v. Reemplazando este vector en (2.21) se obtiene

A[(=2)orid] =@rin|(-2)vra].
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De aqui se sigue

(_§>Aﬂ+¢Av=(a+wﬁ)(—%>v+(a+w%w

~
Av —i (%) Av = (a+if)v+ (a+iB)i (—%) v
(BRG] PR T

Av = (a+if)v.

Como 8 # 0, esta igualdad es una contradiccién, ya que Av € R? y
(a+iB)v € C2
Puesto que u y v son linealmente independientes, ellos forman una

base de R?, y la matriz P dada por
P = [v]u] (2.22)
es no singular. La matriz J de (2.20) se deduce de la siguientes igualdades:

a0 = ] = oo s =[] |7 ] = [0

donde la segunda igualdad se sigue de (2.21).
De (2.20) se obtiene
at —pft at 0 0 —pft

Jt = = Jt= +
bt at 0 ot gt 0

s B
Como A y B conmutan, entonces, por la propiedad Ex2 y ya que A es

diagonal, se tiene
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A continuacién calculamos e?. Para esto primero notemos lo siguiente:

_/8214:2 0
B? =
0 —ﬁ2t2
p_| 0 B
_/83t3 0
B gt 0
0 Bt
B5 _ 0 _/85t5
B3>0

Entonces, por induccién podemos escribir

1 1 1 1 1
= _—J]+—-B+—-B*+_-B>+_-B* B5
0! + 1! T 2! + 3! + 41 ta 5!

1|10 110 —pBt 1[5 0

== +
o'lo 1 1! Bt 0 21 0 — 3242

sbl—ps o | 4] o plt| S 0

1— 2842 + 5 8% — ... —Bt+ 38%° — 3570 +
B F B+ 850 — . 1 — S8+ M+

Zk 0 (Qk)' (ﬂt) Zk =0 (2k+1 (m)%ﬂ
S0 s (BO* Sh L, =G (80

De aqui, tomando limite cuando n — oo, obtenemos

cos Bt —sin St
sin St cos 5t

e =

Por consiguiente, la solucién del sistema es



144 Capitulo 2. Sistemas dindmicos lineales

et 0| |cosBt —sinft
0 e*| |sinft cosft

_ Lt cos Bt —sin St 4(0). (2.23)
sin St cos [t

Observemos que, por la periodicidad del seno y del coseno, todas las
trayectorias giran en torno del equilibrio y* = (0,0). El signo de « hace
que estas trayectorias, o bien se acerquen, o bien se alejen del equilibrio
cuando t — oco. Si a < 0, todas las trayectorias se acercan al equilibrio y
se dice que y* es estable y se le conoce como «sumidero». Por el contrario,
si > 0, todas las trayectorias, salvo y*, se alejan de y*. Se dice, entonces,
que y* es un equilibrio inestable y se le conoce como «fuente». Si a = 0,
todas las trayectorias giran en torno del equilibrio en forma circular, y el
equilibrio 3* se conoce como «centro».? El efecto de ambos pardmetros o
y B hace que las trayectorias sean curvas espirales. Para determinar en
qué sentido giran estas espirales, habra que trazar el campo vectorial y

determinar a partir de ello si el giro es en el sentido horario o antihorario.

Ej. 43. Consideremos el sistema

Calculando los valores caracteristicos se obtiene A\; o = 1£4. El campo

vectorial indica que el giro de las trayectoria es en el sentido antihorario,

9 Veremos mds adelante que, en las coordenadas X; — X», estas trayectorias son

elipticas.
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por lo que hay que tomar 8 = —1.1° La solucién en las coordenadas
Yi—Yses
1 1 .| cost sint
J = = y(t)=e
-1 1 —sint cost

Para expresar la solucién en las coordenadas X; — X5 necesitamos la

matriz P. Veamos.

, 1 1 10 1 0
A=1—-1 = w= = +1 ;U= , U=
7 0 1 0 1
Por consiguiente,
01 . 01
P = = pl=
10 10
Luego, la solucion es
01 cost sint| [0 1| |z
x(t) = ef 0
1 0 —sint cost| [1 O |ao

Togsint + x1gcost

ZTog COSt + x19sint
Finalmente, identificando las componentes de las trayectoria, tenemos
11(t) = e'(zo0 sint + x19 cost)

15(t) = e'(z90 cost + xygsint).

Puesto que « = 1 > 0, el equilibrio z* = (0, 0) es inestable tipo fuente, y

las trayectorias se alejan del equilibrio formando espirales.

OO0

10 Una vez que analicemos el sistema en coordenadas polares, verificaremos que el

signo de (8 esta bien tomado, pues depende del giro de la trayectoria.
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EL PASO A COORDENADAS POLARES

Sea Q(t) = (y1(t),y2(t)) un punto cualquiera del plano Y; — Y;. Sea
OQ(t) el vector dirigido que va desde el origen de coordenadas hasta el
punto Q(t) y sea r(t) la longitud de este vector. Finalmente, sea ¢(t) el
angulo de giro medido en el sentido antihorario desde el eje Y] hasta el

vector OQ(t), como se muestra en la Figura 2.16.

Ys

Figura 2.16 Coordenadas polares

Para cada punto Q(t) = (y1(t),y2(t)) existe un par de coordenadas
llamadas «coordenadas polares» y denotadas por (r(t), ¢(t)). Reciproca-
mente, cada par de coordenadas polares corresponde a un tnico punto
Q(t). Las relaciones entre estos dos sistemas de coordenadas estan dadas
por las ecuaciones (2.24) y (2.25).

e De coordenadas cartesianas a polares:'!

r(t) =/ yi(t) + y5(t)

B Yo (t) (2.24)
¢(t) = arctan ()

1 Note que si y;(t) = 0, entonces ¢(t) es de la forma (2k — 1)7/2,k € Z.
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e De coordenadas polares a cartesianas:

yi(t) = r(t) cos (t) (2.25)
yo(t) = r(t) sin o(t)

De las ecuaciones (2.23) y (2.24) podemos obtener las ecuaciones que r

y 6 deben satisfacer.

!

r(t)r (8) = v (£)y, (t) + ya(t)ya(t)
= ([ (D) + [y2(1)]) + €***[(y10 cos Bt — ya sin ft) 3
(—y108in Bt — ygo cos ft)+
+ (y10 sin Bt + yag cos Bt) 5(y10 cos Bt — yag sin [t)]
= a (O] + [10)P)
= ar’(t).

Ahora bien, para el dngulo de giro ¢(t) tenemos

o (t) = y®pt) — Oyt )P
[y (D)2 [ (D12 + [y2(D))?

Por lo tanto,

La ecuacién (2.26) indica que si a < 0, entonces r(t) es decreciente, por lo

que la trayectoria se acerca al origen de coordenadas con el transcurrir del
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tiempo. Como esto sucede para cualquier condicién inicial, decimos que el
equilibrio es globalmente estable. Por el contrario, si > 0, entonces r(t)
es creciente y la trayectoria, mas bien, se aleja del origen de coordenadas,
por lo que el equilibrio es inestable. En el caso de que o = 0, la trayectoria
ni se acerca ni se aleja del origen de coordenadas, sino que permanece
siempre a la misma distancia con el transcurrir del tiempo. En este caso,
el equilibrio es un centro y las trayectorias forman circulos para cada
condicién inicial.

Por otro lado, la ecuacién (2.27) indica que el signo de [ debe
ser consistente con la forma en la que crece el angulo de giro al irse
describiendo la trayectoria espiral. Si el giro es en el sentido antihorario,
el angulo ¢(t) es creciente, por lo que ¢ (t) debe ser positivo y, por lo
tanto, 8 también. Por el contrario, si el giro es en el sentido horario, el
angulo ¢(t) es decreciente, por lo que ¢ (t) debe ser negativo y, por lo
tanto, S también. Recordemos que en la posicion Jy; de la matriz J dada
en (2.20) se encuentra precisamente (3, de manera que el signo de 5 en
esta posicion no es arbitrario, sino que debe coincidir con el giro de la

trayectoria, que es determinado por la direccién del campo vectorial.!?

Ej. 44. Consideremos el sistema

, 0 8 T
r = z; x(0) = 1
-2 0 20
Calculando los valores caracteristicos, se obtienen A;o = =4i.

Evaluando el campo vectorial, por ejemplo, en el punto @ = (1,1) se

12 Observe que puesto que ¢ (t) = B para todo t, el sentido del giro de la trayectoria

nunca cambia, y la velocidad de giro es constante e igual a (.
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obtiene (z7,25) = (8, —2), lo que indica que en el punto @ la trayectoria

gira en el sentido horario. Luego, en la matriz J debe tomarse g = —4:
0 4
J =
-4 0
En efecto, siguiendo el procedimiento indicado, tenemos
2 2 0 2 0
A=(-4) = w= = +1 ;U= , U=
—1 0 -1 0 -1
0 2 . 0 -1 . 0 4
P = = P = , PTAP = =J
-1 0 1/2 0 -4 0

Luego, la solucion en las coordenadas X; — X5 es

0 2| |cos(—4)t —sin(—4)t 0 =1 |z
—1 0f [sin(—4)t cos(—4)t 1/2 0 | |z

0 2 cosdt sindt 0 —1| [z
—1 0| |—sindt cosdt| |1/2 0 | |zg

x1(t) = 2x90 Sin 4t + 10 cos 4t
1 .
xo(t) = x9p cos 4t — §x10 sin 4t.

De estas dos ecuaciones se obtiene la elipse x%(t) + 423(t) = 423, + 23,.

Figura 2.17 Trayectorias elipticas

OO0
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Caso 3.1 «a > 0. Giro antihorario

Puesto que o > 0, el equilibrio es inestable tipo fuente y, como el giro

es antihorario, entonces 5 > 0.

-2

-3

-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 2.18 Inestable tipo fuente

Caso 3.2 @ > 0. Giro horario

Analogo al caso anterior. Como el giro es horario, entonces 3 < 0.

Caso 3.3 a < 0. Giro antihorario

Puesto que a < 0, el equilibrio es estable tipo sumidero y, como el

giro es antihorario, entonces 3 > 0.

,\ \;\;\\ ;\\\:\‘ \‘\*\ \\
N\ \\\§\§}
\\\\‘;\:\1\\

\
A
S\

3

Figura 2.19 Estable tipo sumidero
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Caso 3.4 o < 0. Giro horario

Analogo al caso anterior. Como el giro es horario, entonces 3 < 0.
Caso 3.6 a = 0. Giro antihorario

El equilibrio es estable tipo centro. Como el giro es antihorario,

entonces 5 > 0.

Figura 2.20 Estable tipo centro

Caso 3.6 a = 0. Giro horario
Andlogo al caso anterior. Como el giro es en el sentido horario,

entonces [ < 0.

UNA NOTA SOBRE SISTEMAS
MULTIDIMENSIONALES

Los sistemas de dimensién n > 3 se resuelven de manera similar a
los sistemas de dimensién 2; esto es, aplicando el teorema de Jordan. Los
bloques basicos de construccion de la matriz exponencial son los sistemas
bidimensionales. Para los dos siguientes ejemplos utilizamos la notacion

ZTio = .%’1(0), 1= 1,2,3.
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Ej. 45. El siguiente sistema, que es de dimensién 3, puede resolverse, sin

embargo, como si el sistema fuese de dimension 2. Veamos.

ar:ll = 3r1

Ty = To + 273

T3 =Ty + 3
Puesto que la primera ecuacién esta desacoplada de la segunda y la
tercera, ella puede resolverse directamente. Por otro lado, la segunda

y la tercera ecuacién pueden resolverse como un sistema de dimension 2.

En efecto, para las dos 1ltimas ecuaciones tenemos

. 1 2| |x
2| = 1= =12 Am=1+V2
Tg 11 I3

Por lo tanto, las solucion es

.Z'l(t) = €3t(IJ10

xg(t) _ 1 1 e(liﬁ)t 0 % —\/75 T2
z3(t) —72 \/TE vt % \/75 30

- (ém B £x30) (1-V)t < 2o+ fx30> L(1HV2)t
<_\/T§9020—§$30> A=V 4 < 1 T20 + iCso) el1+v2)t

Ej. 46. En este ejemplo también hay una ecuacién que esta desacoplada
de las otras dos. Sin embargo, resolveremos el sistema en conjunto, como

un sistema de dimension 3.
!
T, =211 — T3
/
Ty = 32

!/
Ty = X1 + 223
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| (2 0 —1] |x
| 10 3 0| |z2| = M=3, A=2+i
zy| [1 0 2 T3

Como veremos después, el signo que debe tomarse para [ es positivo.

0 1 1 0
M=3 = v=|1], =241 = w=|0|=|0|+¢|0
0 —i 0 -1

0 0 1 01 0

P=1{1 0 0of = P*'=]00 -1

0 -1 0 1 0 0

En este caso, la transformaciéon P~'AP produce la matriz J dada por

3 0 0 et 0 0
P'AP=J= 10 2 -1 = e"=10 cos2t —sint ,
01 2 0 sint cos2t

de donde la solucién en la variable y = P~ 'z es

Y1 (t) e3t 0 0 Y10
yo(t)| = | 0 e*cos2t —eXsint| |yo0
ys(t) | 0 e*sint e cos2t| |yso
[ 10
= | € (yoo cos 2t — Y3 sint)
| € (y20 5In 2t + 3 cos t)

En términos de la variable original se tiene

xl(t) edt 0 0 T10
)| =P |0 eXcos2t —e2sint| P |xy

x3(t) 0 e*sint e*cos2t T30
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Reemplazando Py P~!, resulta

x1(t) e (x10 cos 2t — x3psint)
X9 (t) - €3t.’L’20
x3(t) e (230 cos 2t + z1gsint)

Para determinar el signo de 3, nos concentramos en las coordenadas

X1 — X3. En este caso, el diagrama de fases es el siguiente:

Figura 2.21 Diagrama de fases

Se aprecia que el giro de las trayectorias es en el sentido antihorario,
por lo que § debe ser positivo. Como a > 0, las trayectorias se alejan
del origen. Ademads, puesto que para la coordenada X, la solucién es
exponencial con tasa de crecimiento positiva, estas trayectorias se van

levantando del plano X; — X3 en la direccién positiva del eje Xs.

OO¢

LISTA DE EJERCICIOSI

2.3.1. Sea A una matriz cuadrada en Moy, (R). Denotemos por 7y ¢ la

traza y el determinante de A, respectivamente. Pruebe que el polinomio
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caracteristico de A viene dado por la expresién
p(A) = A —TA+ 9,

2.3.2. De acuerdo con el ejercicio 1, los valores caracteristicos de la matriz

A estan dados por la férmula

TEVT2—46 N M+ =T

Ao =
2 My =6,

de manera que la relacién entre 7 y § determina los valores caracteristicos.
Como se muestra en la Figura 2.22, el par (7g,dy) se encuentra ubicado
en una de las cinco regiones I — V, o bien sobre la curva § = (1/4)72, o

bien sobre las rectas T =00 § = 0.

17 I

11 w

Figura 2.22 Determinante versus traza

Considerando el sistema ' = Az, caracterice cada una de las regiones
I —V, de acuerdo con la estabilidad del equilibrio correspondiente. En
general, analice qué sucede con el sistema, de acuerdo con la posicién del
par (7,9). Por ejemplo, la zona I corresponde a 7> 07y d > (1/4)7%, de
manera que un punto ubicado en esta zona corresponde a un equilibrio

inestable tipo fuente.
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2.3.3. Dado el siguiente sistema:

/ 2a —1
x = x,
a?—p32 0

responda a las siguientes preguntas:
a) ;Qué relacién debe existir entre av y 5 para que el sistema tenga un
unico equilibrio?
b) ;Qué condiciones se deben imponer sobre o y  para que el inico
equilibrio sea inestable tipo silla?
c) (Qué condiciones se deben imponer sobre v y /5 para que el tnico

equilibrio sea un sumidero?

Sugerencia. Use el diagrama de la Figura 2.22.

2.3.4. Obtenga la solucién xz(t), determine el equilibrio y analice la
estabilidad de cada uno de los sistemas que se dan a continuacién. Para

cada caso considere una condicién inicial x(0).

3 4
a) ' = x
10
3 -1
b) 2’ = T
1 1
0 8
c) x = x
-2 0
4 6 6
d)zZ=[1 3 2|=z
1 -5 -2

2.3.5. Pruebe que si en la matriz P del caso complejo se toma P = [u]v]

en lugar de P = [v|u], entonces la matriz J que se obtiene es
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J =
-8 «

2.3.6. Resuelva las ecuaciones (2.26) y (2.27).

2.3.7. Con respecto al sistema z° = Az, donde A es una matriz cuadrada
de orden 2 x 2, pruebe lo siguiente:
a) Si ¢ = p(t) vy ¢ = ¢(t) son soluciones; entonces, para cualesquiera

valores de las constantes C; y Cy, la funcién () definida por

P(t) = Crp(t) + Ca9(t)

también es una solucion.

b) Si ¢ = p(t) y ¢ = ¢(t) son soluciones «linealmente independientes»,
entonces cualquier solucién 1 puede escribirse como combinacién lineal
de p y ¢; esto es, existen constantes C y Cs, tales que 1(t) = Cyp(t) +
Cao(t).

c) Si v es un vector caracteristico de A asociado al valor caracteristico

My es una solucién.

A, entonces ¢(t) = e
d) Si A\; y Ap son valores caracteristicos diferentes de A, entonces la

solucion general del sistema esta dada por
z(t) = CreMoy + Coe™ vy, (2.28)

donde v; y vy son los vectores caracteristicos asociados a Ay y Ao,
respectivamente, y C; y Cy son constantes arbitrarias.

e) {Es posible generalizar los resultados anteriores al caso n-dimensional?

2.3.8. Pruebe que se obtiene la expresién del tipo (2.28) a partir de la

solucién exponencial x(t) = Pe/tP~ 1z,

13 Las funciones ¢ y ¢ son linealmente independientes si la relacién cio(t) +cogp(t) = 0

para todo t implica ¢; = ¢, = 0.
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2.3.9. Sea ' = Az un sistema de orden 2 x 2, tal que la matriz A tiene
valor caracteristico A\ de multiplicidad geométrica 1 (valor caracteristico
repetido). Sean v y w los vectores caracteristicos asociados a A (w es el
vector generalizado).

A no es una solucion del sistema.

a) Pruebe que ¢(t) = we
b) Pruebe que ¢(t) = (w+tv)er y ¢(t) = ver son soluciones linealmente
independientes del sistema.

¢) {Coémo es la solucién general del sistema?

2.3.10. En el ejercicio 2.3.7 d) se pidi6 probar que si A\; y Ag son valores
caracteristicos diferentes de A, entonces la solucién general de z° = Az
estd dada por x(t) = CreMtyy + Che*2ty,. Este resultado es valido tanto
para el caso en que A\; y Ay son reales como complejos (conjugados). En
el caso complejo, sin embargo, la solucién dada en términos de nimeros
complejos no tiene sentido econémico. Este ejercicio aborda el problema
planteado.

Sea A = a+iy A =a—1i8.51 2 =u+iwy 2z =u—iv son
los vectores caracteristicos de A; y Mg, respectivamente, pruebe que la

solucién general (real) de la ecuacion estd dada por
Clwl(t) + ngg(t),
donde

w (t) = e (ucos Bt — vsin Bt)

e* (v cos Bt + usin ft).

g
=
—
~
~—
Il

Sugerencia. Recuerde la férmula de Euler: e = cos 5t + i sin t.
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2.4. Subespacios invariantes

Un subespacio invariante asociado con un sistema dindmico es un
subespacio vectorial que tiene la propiedad de atrapar trayectoria;
es decir, las trayectorias que viven dentro de él nuca salen del
subespacio. Asociados al sistema (2.1), hay tres importantes subespacios
invariantes conocidos como <«subespacio estable», que denotaremos
por E?¥; «subespacio centro», que denotaremos por FE° y <«subespacio
inestable», que denotaremos por E*.'* Enseguida definimos formalmente

estos subespacios.

Definicién 11. Consideremos el sistema @' = Az y sea \; = a; + if3;
un valor caracteristico de A. Sea, ademds, w; = wu; + iv; el vector
caracteristico (generalizado) asociado. Los subespacios E* E¢ y E"
son los subespacios vectoriales de R™ generados por las partes real e

imaginaria de los vectores w;:

E* £ Span{u;,v;; o; < 0}
E° £ Span{u;,v;;a; = 0}

E" £ Span{u;,v;; a; > 0}.
Note que si «; # 0 para todo j, entonces E¢ = {0}.

Definicion 12. Se dice que un subespacio £ C R" es invariante bajo el

operador e/t : R" — R" si e(E) C E.15

Teorema 11. Los subespacios F*, E¢ y E* son invariantes bajo A.

14 Como veremos luego, el subespacio E* tiene mucha importancia practica y teérica
en los modelos econdmicos, pues suele ser muy ttil que las trayectorias solucién se
acerquen a un equilibrio sin perder sus caracteristicas esenciales, es decir, sin salir

del espacio al que pertenecen.
5 eAE) 2 {ue R u=ectv;ve E}.
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Demostracion. Tomemos, por ejemplo, el caso E®. Sea B = {w;,j =
1,...,s} una base de vectores caracteristicos (generalizados) del subes-

pacio E*°. Entonces, para cualquier w € E* se tiene

Aw = A (i ajwj) = i a; Aw.
j=1 j=1

Por definicién, para algin k; € N minimo, w; satisface la ecuacién
(A—X\)rw; =0
i) Wj :

Esto implica que (A — \;)w; € Ker(4 — \;1)%~! C E*. Por induccién se
sigue que Aw; —\jw; € E°. Como E° es un subespacio vectorial, entonces

Aw; € E?; lo que implica que Aw € E°. O

La prueba del siguiente teorema se basa en el hecho de que si un
subespacio E es invariante bajo los operadores A y B, entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

a) F es invariante bajo aA para todo « € R.
b) E es invariante bajo A* para todo entero k > 1.

c) E es invariante bajo el operador A 4+ B.

Teorema 12. Consideremos el sistema == = Az. Para todo t, los
subespacios £, E¢ y E* son invariantes bajo el operador e? y se cumple

la siguiente descomposicion del espacio R™:
R" = E°@® E°® E".

Demostracion. Sea B = B,UB.UB, una base de R" formada por la unién
de los vectores de las bases de E*, ¢y E". Entonces, por la definicién
de B°, B¢y E" se sigue de inmediato que R" = E°* @ E° @ EB“.

Para probar la invariancia, tomemos, por ejemplo, o € E?. Por la

definicién de la matriz exponencial tenemos
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(2.29)

At : k ¢ k
ey = [nhm ; . T (tA)"| xg = nhrn LE . T (tA) zq

Debido al teorema 11, las propiedades a),b) y c¢) y la completitud de
E*, se sigue, de la igualdad 2.29, que eftz, € E*.16 O

La invariancia de los subespacios E*, E¢ y E" significa que si xg
es un punto que pertenece a cualquiera de estos subespacios, entonces

A

la trayectoria correspondiente x(t;tg,x9) = ez siempre permanece a

dichos subespacios.

Ej. 47. Consideremos el sistema z = Az, donde A es la matriz

-1 -2
A:
-1 -1

Los valores y vectores caracteristicos son

1
Al=-1-vV2, v = :
1 1 \/5/2
A 1++v2 1
= — s Vo = .
? ? —V/2/2

Como no existe valor caracteristico con parte real nula, entonces F¢ =

{0} y R? = E* & E". -

1
E* =Span{v,} ={veR*: v=qa ;o eR
V2/2
9 1
E" =Span{n} =qveR*: v=q« ; a€R
—/2/2

16 La completitud se refiere a que toda sucesién de Cauchy es convergente. Se sabe

que todo espacio vectorial de dimensién finita es completo. Véase el anexo.
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Figura 2.23 Punto silla y subespacios E*, E*

Puesto que |A] # 0, el tnico punto de equilibrio del sistema es
y* = (yi,v3) = (0,0). Ahora bien, en la variable y, definida por y = Pz,

donde P = (vy|vy), las trayectorias estan dadas por

y(t) = e1mVy,

y(t) =
yo(t) = e(_H\/g)tyzo-

De aqui se observa que lim;_, , o, y(t) = y* si y solamente si yo9 = 0. Ahora
bien, yo9 = 0 si y solamente si xy € E°. En efecto, si yo0 = 0, entonces
xo = Pyo = yiov1 € E*. Por otro lado, si zyp € E*, entonces zy = awvy
para algiin a € R, de donde yp0 = [0 1]P 'y = [0 1]P vy = 0.
Como limy o z(t) = (0,0) si y solamente si lim;_,, y(t) = (0,0);
entonces, por el argumento desarrollado, puede interpretarse que F° es
el subespacio de todas aquellas condiciones iniciales del espacio R? que

conducen las trayectorias al equilibrio.

Ej. 48. Supongamos que A es una matriz de orden 3 x 3 con tres valores

propios reales y diferentes A\, Ay < 0y A3 > 0. Entonces, A tiene tres
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autovectores linealmente independientes, vy, v2 ¥ v3, ¥ que corresponden a
A1, A2 ¥ A3, respectivamente. Sea P = (v1|vs|v3) la matriz que diagonaliza

a A; esto es,

A 000 et 0 0
PUAP=J=10 X 0| =¢€"=|0 e 0
0 0 As 0 0 e
Los subespacios estable e inestable son E®* = Span{v;, v} y E* =

Span{vs}. Si 2(0) = zy € R3, la solucién de (2.1) es la trayectoria

x(t) = Pe’t Pl = (eAltvlle’\Qtvzfe’\Stng Yo, (2.30)
Y0

donde 3y = P72 es la condicién inicial xy expresada en la base formada
por los vectores vy, v v v3. Sin embargo, si mas especificamente tomamos
xy € E® (xg € E"), entonces yp es combinacion lineal solo de vy y vy (de

v3). Por lo tanto, yy puede escribirse, sin pérdida de generalidad, como

Y10 0

Yo= |Y20|> | Y= 1|0

0 Y30

Luego,
-3/10-
x(t) = (ehtvl‘@/\gt02’€/\3tv3’) Y20
L 0 .
= y1oeM vy + ype™'vy € E°, 1 € E° (2.31)
o
x(t) = (6A1t1}1|€)\2tv2|€/\3tv3|) 0] = ygo€A3tvg e B xg€ E“

| Y30
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Asi pues, si zg € E*, entonces z(t) € E® para todo t € R; y si zy € E,
entonces x(t) € E" paratodo t € R. Esto quiere decir que una trayectoria
que comienza en E* o E* permanece por siempre en dichos subespacios,
no sale nunca de alli.

El tnico punto de equilibrio del sistema es la solucién nula z* =
(0,0,0). Ahora bien, de (2.31), si xy € E*, entonces lim;_, z(t) = z*,
pues A1, Ay < 0. Por el contrario, si zp € E", entonces limy;_, o, xz(t) =
x*, pues A\3 > 0. Por otro lado, se observa de (2.30) que para que
limy_, oo 2(t) = z*, necesariamente debe ser y3o = 0, lo que implica que
xo € E°.

OO0

El siguiente teorema generaliza los resultados obtenidos en estos dos

ejemplos.

Teorema 13. (Caracterizacién de E* y E"). Consideremos el sistema
= Az, donde A es una matriz no singular de orden n x n. Dado
zo = x(to), se cumple que

1. Si zg € E*, entonces:

a) z(t;to,x0) =eMry € B° VteR

b) lim x(¢;t9,x9) =0

t——+00

2. Si zg € R es tal que lim x(¢; 9, x9) = 0, entonces xy € E*.
t—+o00

3. 81 zg € B, entonces:

a) x(t;ty,v) = ewy € E* VEER

b) lim z(¢;ty, xo) = +00

t—r00

Demostracidon. Las afirmaciones (1) y (3) se siguen del teorema 12, y la

afirmacion (2) se sigue del teorema de Jordan. O
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Ej. 49. Consideremos el siguiente sistema:

, -3 =2

El valor caracteristico es A = —1, que tiene multiplicidad geométrica 1.

Los vectores caracteristicos ordinario, u, y generalizado, v, son

Por lo tanto, el subespacio estable es
2 1 0 2
EF=weR w=a« + 05 / ca,feR Y =R
1/2

Este resultado implica que donde sea que se coloque la condicion inicial

7o en el espacio R?, la trayectoria correspondiente va a converger al

equilibrio. Ademés, E* = E° = {0}.

Ej. 50. Consideremos el sistema z = Az, donde A es la matriz

3 0 0
A=10 -2 -1
0o 1 =2

Los valores y vectores caracteristicos de A son

1 0 0

M=3, u=|[0|; A=-2+4+1% w=|1|+t]0
0 0 -1
——
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Entonces:
0 1
E* = Span{wy,ws} ={veR*: v=a |1| +8|0]; a,BER
0 0
0
E*=Span{u} ={veER’: v=0a |0]|; a€R
1

E? es el plano X7 — Xo y E* es el eje Xj.

OO0

LISTA DE EJERCICIOS.

2.4.1. Pruebe que los subespacios propios de una matriz A son
subespacios invariantes de dicha matriz.
2.4.2. Encuentre los subespacios E* y E* del sistema 2z = Az en los

siguientes casos:

2.4.3. Considere el sistema ' = Az, donde A es una matriz de orden
2 x 2. Dependiendo de los valores caracteristicos de A, determine las

dimensiones de los subespacios E° y E".

2.4.4. (Modelo de competencia). Volviendo al modelo de competen-
cia presentado en la introduccion de este capitulo, digamos que las tasas

de inversion de las ciudades A y B estan dadas por las dindmicas 1y 2:
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L. x) = =21 + 5wy; w0y = 4oy — 1

9 o 1 +7 T 1
LTy = — =X+ ST Ty = =T — =T
1 g1 5% Ty = ST 5E

a) {Cudl es el equilibrio del sistema? Interprete tal equilibrio.

b) Encuentre los subespacios estable e inestable.

c) Haga el diagrama de fases en el plano X; — Xj.

d) Proporcione una condicién inicial para que la trayectoria correspon-

diente converja al equilibrio.

2.5. Sistemas lineales no homogéneos

En esta seccién analizamos el sistema no homogéneo
z = Az + Bu, (2.32)

donde A € M,xn(R), B € M,»,(R), z € R" y u € RP. La variable
u puede concebirse como una variable que representa, por ejemplo, una
perturbacién, una alimentacién o un control del sistema. En general, la
llamaremos variable «input».

Dadas la condicién inicial x(tg) = xq y la variable input u, la solucién

de (2.32) esté dada por!”

¢
x(t; to, o) = ez —l—/ A Bu(r)dr, t e R (2.33)

to

La expresién (2.33) tiene dos partes. La primera, llamada «parte no
forzada», corresponde a la condicién inicial; y la segunda, llamada «parte

forzada», corresponde a la presencia de la variable input.'® Si no hubiese

17 Observe la similitud con el caso escalar, ecuacién (1.13).
18 Este lenguaje proviene de la ingenierfa, donde aparece el mismo tipo de modelo

dindmico, pero dentro del contexto de las ciencias fisicas. En este contexto, un input
puede ser, por ejemplo, una sefial electromagnética que fuerza el funcionamiento del

sistema en determinado sentido.
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una variable de entrada exdgena, el sistema igualmente responderia como
consecuencia de la condicién inicial. En efecto, observe que cuando u = 0,
la ecuacién (2.32) se reduce a la ecuacion (2.1), 2 = Az y, en este caso,
la solucién (2.33) se reduce a x(t; tg, z9) = eA¢~"0)xy. La parte forzada de
la solucién es una agregacién de inputs durante el horizonte de tiempo
[to — 1.

Para derivar la expresion (2.33) se procede de forma similar a como
se hizo en el caso escalar.

Supongamos que x : R — R™ es una soluciéon de (2.32). Pre-

multiplicando ambos miembros de (2.32) por e~ obtenemos
ez (1) — e M Ax(t) = e M Bu(t),

lo que es equivalente a
d (
dt

Integrando ambos lados de esta igualdad, se obtiene

t
= / e~ Bu(t)dr,

T=tg to

¢
e Ma(t) — e Mox(ty) = / e~ Bu(t)dr.

to

e Ma(t)) = e M Bu(t).

T=t
e_ATx(T)

At se obtiene la expresion (2.33).

De aqui; multiplicando por e

Debido al teorema 1, la ecuacién (2.32) tiene una unica solucién para
cada condicién inicial. Por lo tanto, x(t) dada en (2.33) es efectivamente
la soluciéon de la ecuacién. Se recomienda al lector verificar que, en efecto,

(2.32) es una solucién de la ecuacion (2.32).

e La variable input es constante
Supongamos que A es no singular. Ademds, tomemos u(t) = 1y

B =b e R". Asi, la ecuacién (2.32) se torna en

© = Az +b. (2.34)
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Aplicando (2.33) se tiene

¢
z(t) = ez(0) +/ A bdr
0

¢
= eMr(0) 4+ e (/ e_ATdT> b
0

= eMz(0) + et [—e*ATA*I}g b
=eMz(0) + e [—eMAT + AT b
=e' [z(0)+ A7) — A7'b.

Asi pues, la solucién de la ecuacion estd dada por

x(t) = e [x(0) + A7'b] — A" (2.35)

Incorporando la solucién de equilibrio ¥ = —A~1b, la trayectoria

obtenida en (2.35) se puede escribir como

z(t) = e [2(0) — z*] + 2 (2.36)

Observe la similitud de (2.36) con el caso escalar, ecuacién (1.16).

Ej. 51. Consideremos el sistema

/ -2 1 1 0
x = T+ . z(0) =
4 1 3 0
En este caso tenemos
-2 1 1
A: ,b: = )\1:27 )\2:—3
4 1 3
Por consiguiente,
2 0 1 1 1/5 1/5
J = , P= , Pl= / /
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2
R L
0 6_3t
_ L2t 4 de=3t Lo2 _ L=t
gem — 473t 42ty 13
Por otro lado,
—1/6 1/6] |1 —-1/3
r=—A"1=— /6 1/ = /
2/3 1/3| |3 —5/3
Finalmente, aplicando (2.36) obtenemos
(1 2t 43t 12t 1 -3t
ze”t 4 ze zet — ze 0 1/3 1/3
x(t) = |° > > K + / + /
2e2 — 273 L 4 L 0 5/3 5/3
_ TeM + 273t le? — e 11/3 N -1/3
2eM — 273 LM 4 L |5/3 -5/3
I 1 1
B e le=st_ 1
8 2t , 19 -3t _ 5
_Ee t + ﬁe t— 3

Ej. 52. (Trayectoria de inversién)
Una empresa dedicada al transporte terrestre de carga quiere
maximizar sus ganancias en un horizonte de tiempo [0,7]. Su funcién

de ganancias esta dada por
T
1= / [2.72K(t) — K*(t) — 1(t)] dt,
0

donde K (t) e I(t) denotan capital e inversion, respectivamente. Queremos
encontrar la trayectoria éptima de inversién que maximiza las ganancia
IT en el horizonte de tiempo establecido. Sabiendo que el capital inicial es

K(0) = Ky, que la tasa de depreciacién es 6 = 0.6 y que la inversién bruta
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se distribuye entre la inversién neta y la reposicién de capital (véase la
ecuacién (1.37)), este problema puede plantearse como un problema de
control éptimo, como sigue a continuacion:
m(é)x I1= / [2K(t) — 0.8K*(t) — I*(t)] dt
It
sa: K'(t)=0.8I(t) — 0.6K(t)
K(0) = K.

La funcién hamiltoniana es'®

H(K, I\ t) =2K —0.8K? — I* + \(I — 0.6K).

Por el principio del maximo tenemos

/ oH

A(t) = S —2+ 1.6K(t) + 0.6\(t) (2.37)
NT)=0
Por otra lado,
OH
81_0 = A—21=0, (2.38)
O?H
oz = -2 <0. (2.39)

Reemplazando (2.38) en (2.37) se obtiene I'(t) = —1+0.8K () 4+ 0.61(t).
Juntando esta ecuaciéon con la ecuacién de estado para el capital,
obtenemos el sistema lineal

K'(t) = 0.8I(t) — 0.6K(t) (2.40)
I'(t)=—1+40.8K(t) +0.61(t). (2.41)

19 E] lector que no conozca sobre teoria de control éptimo puede pasar directamente
a las ecuaciones (2.40) y (2.41). De cualquier forma, una muy buena introduccién

a la teorfa de control puede encontrarse, por ejemplo, en Lomeli y Rumbos (2003).
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Colocado en forma matricial se obtiene el siguiente sistema:

!

K'| |-06 08 K+ 0
I 0.8 06| |1 -1

De acuerdo con (2.34), la solucién de equilibrio es

K 71 —0.6 0.8 0 0.8
I* 0.8 06| |—-1 0.6
Puesto que A\; = —1y Ay = 1, de acuerdo con (2.36) la solucién es
K(t K(0 K* K
0| o ([ro] [x])
I(t) 1(0) I I
et o [ |K(©0) 0.8 0.8
_y P - +
0 e 1(0) 0.6 0.6

Lol fet 0] |08 —04) [K(©)-08] |08
—05 2| |0 e |02 04]|1(0)—06 0.6

(0.8¢7" + 0.2¢") (Ko — 0.8) + (—0.4e~* + 0.4e")(Iy — 0.6) + 0.8
(—0.4e " +0.1e") (Ko — 0.8) + (0.2e7* + 0.8¢")(Lp — 0.6) + 0.6

Ya que K(0) = Ky y M(T") = 0, por (2.38) se tiene

(—0.4e™" 4 0.1e") (Ko — 0.8) + (0.2¢7 T + 0.8¢")(Iy — 0.6) + 0.6 = 0.

De aqui, el valor de I es
~ 0277 —0.4e"
~ 0.1e7T +0.4eT

OO

Iy (Ko —0.8) + 0.6 .

e La variable input no es constante
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Ej. 53. Considere el sistema

/ 1 12 2
T = T+ t
3 1 1
Los valores caracteristicos de A son \y =7 y Ay = —5, de manera que
7 0 2 =2 1/4 1/2
J= , P= , P= / /
0 =5 1 1 —1/4 1/2
Lo
€At — PeJtpfl —pP Pfl
0 €6t

1| 2et +3e5 —2¢t + 2%
O | =3¢t + 36t 3et + 26t

Aplicando (2.33), se tiene

Reemplazando términos, tenemos

t _ 2
z(t) = Pe”' P~'z(0) + Pe’t (/ (e’) ' TdT) P!
0 1

t —7T 0 2
= Pe’'P712(0) 4+ Pe’! / ‘ Tdr
o | 0 et 0
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lyp—7t _ L =7t | 1
—2te ™ — et 4 0 2
+ Pet ! . v 1,5t 1.5t , 1
O gte — 2—56 -+ 25 O
;e” + %e—w et _ o5t
Tl 1-st 17t 15t z(0)
Ze 4_16 56 + 56
Tt —5t 24 Tt 2 Tt | 2
€ e Fte 19¢ T 19
T 1.7t 1 -5t
2€ 2€ 0
1,7t | 1,-5t Tt -5t 2.t 24 2
_ |2°¢ +3e € € " 19¢ A
1.7t 1,5t 1.7t | 1,5t Lot 1y 1
1€ 1€ 26 T 3€ 19¢ 7V 49

Ej. 54. Considere el sistema

, 4 2 e
T = T+
3 3 t
Los valores caracteristicos de A son \; =1 y Ay = 6, de manera que
1 0 1 1 4 12 -2
J = , P= , P =—
0 6 -3/2 1 513 2
t 0 1
eAt — PeJtP_l o P—l
0 €%

1| 2et 4+ 3e8t —2¢t + 25t
5 | =3¢t + 3ef 3t + 2¢0

Aplicando (2.33), se tiene

¢
z(t) = eM2(0) —|—/ A=) dr
0

t
= My (0) + M / e AT dr
0
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Reemplazando términos, tenemos

t B e’
z(t) = Pe”' P~'x(0) + Pe’ / (e) tp dr
0 T
t e T 0 e’
= Pe’'P12(0) + Pe’t ‘/‘ P! dr
o | 0 e T
1 t 2—2re "
= Pe’'P712(0) 4+ - Pe’t / dr
5 0 [3e7°" 4 27e7 5"
1| 2e' +3e%  —2e' + 2% 0) + 1| e e |a(t)
= — €T —
5 | =3¢t +3eft et + 2e8 D3¢t bt |eo(t)

Calculando aparte, tenemos

1 | —6t
= t
1) = 35~ 55° ‘

Luego, la solucién es

1| 2¢"+ 3% —2ef 4 2¢% 1] e 4 gt =1t -3
x(t) = = 2(0)4= 36 6 6

O | —3¢t + 38t 3et 4 265 5 —%et + %6& — %t — %

OO0

ECUACIONES DIFERENCIALES
DE SEGUNDO ORDEN

Una aplicacion interesante de los sistemas lineales es aquella que
consiste en la transformacion de una ecuacion diferencial lineal de orden
n en un sistema lineal de orden n x n. Aqui presentamos esta aplicacién

para el caso n = 2.
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Una ecuacién diferencial lineal de segundo orden, de dimension 1, es

una ecuacién de la forma

2 (t) = a(t)x (t) + b(t)x(t) + c(t) ], (2.42)

donde a(t), b(t) y ¢(t) son funciones continuas. En esta seccion se muestra
cémo se puede resolver una ecuacién del tipo (2.42), enfocando dicha
ecuacion como un sistema lineal, cuando los coeficientes a(t) y b(t) son
constantes. Se dice que la ecuacién (2.42) es de coeficientes constantes si

es de la forma

z" = axr +br+c(t) (2.43)

La técnica para resolver esta ecuacion se basa fundamentalmente en
la introduccién de nuevas variables conocidas como variables de estado.
Estas variables estdn asociadas con la funcién z y sus derivadas. Una
vez que se han introducido las relaciones dindmicas (lineales) entre las
variables de estado, se puede formar el sistema lineal asociado. Considere
el siguiente ejemplo de orden 2. Note que se puede utilizar la misma

técnica para sistemas de mayor orden.

Ej. 55. Consideremos la ecuacion

!

¢ =1z 4 6x+3,2(0)=2,2(0) = 1.
Definamos las variables de estado: z1 = z y 25 = 2 . Luego,

r =T = I;:IE,:JJQ
$2:$/:> x;:a:,/:xl+6x+3:6x1+x2+3.

Una vez que se han introducido las variables de estado, se puede formar

el sistema
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x 0 1 |z 0
= -
Ty 6 1| |x9 3
Puesto que Ay = 3 y Ay = —2, para la condicién inicial , la

1

solucién del sistema, de acuerdo con (2.36), esta dada por

z1(t) _p e 0 Pl 2| |-1/6 1/6| |0
(1) 0 e 1 1 0113
~1/6 1/6| |0
1 0 3

S N N LCRR TEN BRI B R T
3 =2l |0 e2| |35 —1/5] |1 0o |

Haciendo los célculos, se obtiene

17 13 _ 1
x(t) = z1(t) = Ee?’t ~10¢ 2 5

OO

Ej. 56. (Interaccién Inflacién-Desempleo)

El siguiente modelo, que describe la interaccién entre las tasas de
inflacion y desempleo, estd basado en Chiang, 1987. Sea P(t) el nivel de
precios en el instante ¢. Entonces, p(t) = P'(t)/P(t) es la tasa porcentual
del crecimiento del nivel de precios en dicho instante, y se le conoce como
la tasa de inflacién. La version de expectativas aumentadas de la relacion

de Phillips (1958) es

p(t)=a—pBU{t)+hr(t) o,0>0,0<h <1, (2.44)



178 Capitulo 2. Sistemas dindamicos lineales

donde U es la tasa de desempleo y 7 es la tasa porcentual esperada
de inflacién. Esta ecuacién describe la relacién inversa, observada por
Phillips, entre la tasa de desempleo y la tasa de inflacién. Esta relacién
ha sido aumentada por un factor adicional que recoge las expectativas de
inflacién de la gente, lo que influye en la tasa de inflacién por medio de
la tasa .

Asumiendo una dindmica de expectativas adaptativas para la variable
m, se tiene
m(t) =j(p(t) —7(t), 0<j<L (2.45)
Esta ecuacion expresa que si la tasa real de inflacién estd por encima de
la esperada, esta tltima se revisa al alza (dw/dt > 0). Al contrario, si p
estd por debajo de 7, entonces 7 se revisa a la baja.

Para modelizar el efecto de la inflacién sobre el desempleo, un efecto
de retroalimentacion, se considera una intervencion de politica monetaria.
Denotando el nivel de dinero nominal por M y su tasa porcentual de

crecimiento por m(t) = M (t)/M(t), se tiene la siguiente ecuacién:

/

U'(t) = —k(m(t) — p(t), k> 0. (2.46)

La diferencia m(t) — p(t) se conoce como la tasa de crecimiento del nivel
de dinero real. Esta ecuacion expresa una relacién negativa entre la tasa
de desempleo y este nivel de dinero en el mercado.

A partir de las ecuaciones (2.44)-(2.46) podemos derivar, por ejemplo,
una ecuacién dindmica para la tasa esperada de inflacion. Sustituyendo

(2.44) en (2.45), se obtiene

’

m(t) =jla=BU(t)) +j(h — 1)
Derivando esta ecuaciéon con respecto a t y suprimiendo la variable

temporal, para simplificar, se obtiene

1"

7 = —jBU +j(h—1)7.
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Sustituyendo (2.46) en esta ecuacién, queda
7' = —(Bk+j— jh)r — jBkm + jBkm, (2.47)

donde, de (2.45), se ha usado la igualdad p = (7' /) + 7.
La ecuacién (2.47) es una ecuacién diferencial lineal de segundo
orden con coeficientes constantes y puede escribirse como sigue. Primero

introducimos las variables de estado

7T1:7T:>7T;:7T/:7T2
Ty =T = 7r; =7 = —(Bk+j —jh)?T/ — jBkm + jBkm
Ty = —jBkm — (Bk + j — jh)m + jBkm.

A partir de aqui se obtiene el siguiente sistema, que puede resolverse
explicitamente una vez que se tengan los valores especificos de los
parametros.

!

T 0 1 s N 0
my| | =Bk —(Bk+j—jh)| |m2| |iBkm
Por ejemplo, para 8 =02, h =04, 7 =1,k =05y m = 2.7 se

obtiene el sistema especifico

m 0 1 m 0

, +
™ —01 —0.7| |m 0.27

Aplicando (2.35), se obtiene la siguiente solucién:

T (t) _p e~ 02t 0 pl 10 n —2.7 B —2.7
7T2(t) 0 e~ 0-5t 20 0 0
5,-0.2 2_-0.5 10 ,—0.2 10 ,—0.5
56 - 56 ¢ ?e g 36 t 2.7

+
1,02t , 1,05t _ 2,02t , 5,05t
€ +se € + 3e 0
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De aqui se obtiene

) 2
W(t) = 7T]_(t) — <§6—0.2t _ ge—O‘St) (7T]_O . 27)
10 10
+ (geozt — 360'&) moo + 2.7 .

Se aprecia que la trayectoria de la expectativa de inflacion es convergente
a 2.7, independientemente desde dénde ella parta. Se pueden obtener las

demaés trayectorias haciendo los reemplazos necesarios en la ecuaciones

anteriores.
OO0
LISTA DE EJERCICIOS'
2.5.1. Considere la ecuacién
' =ax + bz (2.48)

Introduciendo variables de estado, se obtiene el sistema

1;/1_011’1

’
Ty b al| |z

Las raices caracteristicas de la matriz de coeficientes estan dadas por

a+ Va2 +4b

p()\):)\Q—CL)\—bZO = )\172: 5

Deduzca las soluciones que se dan a continuacion de acuerdo con el valor
del discriminante A = a? + 4b:
a) Si A > 0, entonces

z(t) = CreM! + Chet?.
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b) Si A = 0, entonces

1
z(t) = (C) + Cat)e™, a= 54

c) Si A <0, entonces

z(t) = e*(Cy cos(Bt) + Cosin(Bt)), o= %a, = V4b— a?.

2.5.2. Aplique el método descrito anteriormente para resolver las

siguientes ecuaciones:

' =22 43z, z(0)=1,2(0)=4

"

' =6z — 9z, x(0)=0,2(0)=1

" ’

r =z —u, z(0) = =2, 2'(0) = 5.

2.5.3. Considere la ecuacién
¢ =axr +br4c, b#£0. (2.49)

Pruebe que la solucién de equilibrio es el punto z* = —c¢/b. ;[Qué
condiciones se deben imponer sobre los valores caracteristicos A\; y As
para que la solucién de la ecuacién converja al equilibrio para cualesquiera

valores de las constantes Cy y Cy?

2.5.4. (Coeficientes indeterminados)

La ecuacion diferencial

¢ = azx’ + bx + f(t) (2.50)
se conoce también como ecuacion no homogénea, por la presencia del
término f(t). Si f(t) = 0, se cae en el caso de la ecuacién (2.48),

que por no poseer el término f(t), se llama «homogénea». La ecuacién
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(2.50) se puede resolver por los métodos que hemos expuesto antes
introduciendo variables de estado y transformando la ecuacién en un
sistema de ecuaciones diferenciales. También puede aplicarse el método
conocido como «método de los coeficientes indeterminados»; que es una
especie de receta y depende de la forma de la funcién f(t). Enseguida
pasamos a explicar en qué consiste este método.?"

La solucién de la ecuacién (2.50) puede escribirse como la suma de

dos partes:

(1) = zn(t) + 2p(1) ],

donde xp(t) es la solucién de la parte homogénea de la ecuacidn; esto
es, cuando f(t) = 0 y z,(t), conocida como solucién particular, es una
solucién de la ecuacién diferencial que depende de la forma de la funcién
f(t). En cada caso se propone como solucién particular una funcién x,(t)
de la misma forma que la funcién f(t). Veamos algunos ejemplos.

e Si f(t) = C, C constante. En este caso se propone como solucién
particular una constante x,(t) = A. Esta constante es indeterminada y
hay que encontrarla. Como es una solucién, debe verificar la ecuacion;

esto es,

0=0b0A+C.

Si b # 0, se puede despejar el valor de la constante A para obtener
A = —C'/b. Por consiguiente, z,(t) = C/b es una solucién (particular) de
la ecuacién. La solucion encontrada es un equilibrio.

e Si f(t) = P(t), donde P(t) es un polinomio de grado n. Veamos el
caso cuando n = 1; por ejemplo, f(t) = 2t 4+ 3. En este caso se propone

z,(t) = At + B. Como es una solucién, debe verificar la ecuacién. Asi se

20 El método de los coeficientes indeterminados es ampliamente conocido y se puede
consultar en cualquier libro sobre ecuaciones diferenciales. En particular, el lector

puede revisar, por ejemplo, Sydsaeter et al. (2008).
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obtiene el sistema algebraico de ecuaciones en las constantes A y B:

bA+2=0
aA+bB+3=0.

De aqui se obtiene A = —2/by B = (2a/b*) — 3/b.

Queda claro por qué este método lleva el nombre de coeficientes inde-
terminados. Aplique estas ideas para resolver las siguientes ecuaciones:
a) 2’ =21 +3x+2
b) 2" =3z + 27 +2t — 4
c)z =2 +2z+12—5
d) 2" =42’ + 1+ 3¢
e) 7' =1’ +2x + cost
f) 2" = 52" — 3 + sin 2t cos 2t

2.5.5. Considere el sistema

/ 1
.1'1—5351"—51'2
r D 7
Ty = —T1 — =T3.
2 9 1 9 2

Hemos estudiado dos formas diferentes de resolver este sistema. Podemos
intentar otra forma. Por ejemplo, a partir del sistema, despeje una
variable en términos de la otra y obtenga una ecuacién diferencial de

segundo orden.

2.5.6. (Camino inverso). Para resolver una ecuacion diferencial lineal
de segundo orden se ha seguido un enfoque matricial y se han introducido
variables de estado. Se requiere saber si este enfoque es reversible; esto
es, dado un sistema lineal de orden 2 X 2, nos preguntamos ;siempre

puede replantearse este como una ecuacién diferencial de segundo orden?
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Intente con el siguiente sistema:

i
ry = ary + bxo

IIQ = CI1 + dﬂ?g, l’l(to) = T10, xz(tl) = T90-

2.5.7. Considere la ecuacién de segundo orden

z (t) = F(t z),
donde la funcién F no depende de z. En este caso se puede transformar la
ecuacién en una de primer orden mediante el cambio de variable y = z’.

Asi la ecuacion queda como sigue:

y = Gl(t,y).

Esta ecuacién se puede analizar por los métodos estudiados previamente.
Aplique este método de cambio de variable para resolver las siguientes
ecuaciones:

a)z’ =21 +5

b) 2" =2 +2t



Capitulo 3

Sistemas dinamicos no

lineales

3.1. Introduccion

En este capitulo se estudian los sistemas dindmicos no lineales,
que son los sistemas que mas aparecen en los modelos econdémicos y
en diversas aplicaciones. Varios de esos modelos son muy conocidos
en la literatura y algunos de ellos se analizan aqui. Gran parte de
los sistemas no lineales no pueden resolverse explicitamente porque no
existe un método algebraico universal que permita obtener la solucién,
como en el caso lineal. Sin embargo, esto no es impedimento para
obtener conclusiones de interés sobre el modelo, pues, como en el caso
escalar, la estrategia principal de andlisis es cualitativa y estda basada
fundamentalmente en la informacién provista por el campo vectorial.
Aunque las ideas son esencialmente las mismas, al crecer la dimensién,
crece la dificultad y la teoria se vuelve un poco mas sofisticada.

Otra estrategia de andlisis, que es complementaria con la cualitativa,
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consiste basicamente en «linealizar» el sistema de manera que se puedan
aplicar las herramientas desarrolladas para el estudio de los sistemas
lineales. En este sentido, el teorema de Hartman-Grobman (H-G), que se
estudia en la siguiente seccién, juega un rol fundamental.

Este capitulo consta de tres secciones. En esta primera seccién se
revisan los conceptos de vector tangente y campo vectorial, sobre los que
se basa el andlisis cualitativo. En la seccion 3.2 se presenta el teorema de
Hartman-Grobman, que es la herramienta fundamental para abordar los
sistemas no lineales mediante la estrategia de linealizacién. En conjunto,
el andlisis cualitativo, que es bdsicamente geométrico, y el andlisis de
linealizacién, que es mas bien cuantitativo, son suficientes para esbozar
el diagrama de fases de muchos sistemas dinamicos no lineales, lo que
permite obtener conclusiones sobre las caracteristicas fundamentales del
modelo. Finalmente, para estudiar los sistemas en los que aparece un
equilibrio tipo silla, en la seccion 3.3 se presenta el teorema de la variedad
estable, que hace las veces del concepto de subespacio estable de los

sistemas lineales.

Definicion 13. Un sistema dindmico no lineal de dimensiéon n y de

primer orden es una ecuacion de la forma

= F(t,z), (3.1)
donde z = z(t) € R" y F es una funcién no lineal y continua definida
sobre un conjunto abierto I/ C R x R".

El sistema (3.1) es equivalente al conjunto de n ecuaciones diferen-

ciales escalares
!

r, = Fi(t,xy,...,z,)

x, = F.(t,zy,...,x,),
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donde F' = (Fy,...,F,). En este caso, al menos una de las funciones

F;,i=1,...,n es no lineal y todas son continuas.

Note que cuando n = 1, el sistema deviene escalar; y cuando F' es
lineal y no depende explicitamente de la variable temporal ¢, el sistema
deviene lineal de la forma ' = Az. Note también que introduciendo
la variable z,,, = t (y, por lo tanto, z,., = 1), la ecuacién (3.1) se

transforma en el sistema auténomo
r = F(x), (3.2)

donde F ahora es una funcién definida sobre R"*!1. Veamos un ejemplo.

Ej. 57. Consideremos el siguiente sistema no auténomo:
I
T, = 2tr1 + 2172
!
Ty = X1 + t23:2 + 3.

Haciendo z3 =t y reemplazando en las ecuaciones anteriores, se obtiene

el siguiente sistema auténomo:
/
Ty = 2$1LE3 + X129
. e
!/
r3=1.
Aun cuando la dimensién del sistema aumenta, la introduccién, un tanto

artificial, de la variable x,,; hace que siempre sea posible convertir un

sistema de la forma (3.1) en uno de la forma (3.2).

OO0
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CAMPO VECTORIAL

Ya que gran parte de los modelos que aparecen en las aplicaciones
estan planteados en términos de dos variables, para analizar el sistema
(3.2) concentramos nuestra atencion en el caso bidimensional. En este
caso, como suele hacerse en la literatura, escribimos el sistema de la

siguiente forma:

T = flzy, x
,1 (z1,22) (33)
Ty = g(x1,T2).
Asi pues, la funcién F' de (3.2) es de la forma F' = (f, g) y se supone que

al menos una de las funciones, f o g, es no lineal y ambas son continuas.

Definicién 14. Sea I un intervalo abierto de R. Una solucién de (3.3)
es una funcién z : I ¢ R — R? de clase C!, tal que x satisface la

ecuacién puntualmente; esto es, para todo t € I, se cumple = (1) =
(f(z(8)), 9(z(2)))-
Note que encontrar la soluciéon x es equivalente a encontrar el par

de funciones x; y x5 que resuelven el sistema (3.3). Usualmente nos

referiremos a z = x(t) como la trayectoria solucién.

Ej. 58. Consideremos el sistema
/
T, =211
!/
2
Ty = 2] + 3x2.

La funciones x1(t) = €2 y x4(t) = €3 + ¢ constituyen una solucién del
sistema dado. En efecto, para todo ¢ € R se tiene () = 2e* = 2x,(t)

y 7o(t) = 3e3 4 dett = et + 33 + 3¢t = 22(t) + 3w(t).

OO0
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La Figura 3.1 muestra la solucién = z(t) como una trayectoria que

vive en R2.

Figura 3.1 Trayectoria solucion

Debido a que las funciones f y g son de clase C*, para cada condicién
inicial (o, x(to)) existe un intervalo I sobre el cual existe una unica
solucién en el sentido del teorema de existencia y unicidad, estudiado en
el capitulo 1. Este teorema permite descartar, por ejemplo, situaciones

como las que se muestran en la Figura 3.2

Figura 3.2 Unicidad de trayectorias
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En efecto, si se produjera una interseccién o superposicién como
se muestra en la Figura 3.2, entonces el punto de interseccién se
podria tomar como condicién inicial y se generarian dos soluciones
diferentes para tal condicién inicial. Esto, ciertamente, violaria la
unicidad establecida en el teorema de existencia y unicidad.

Como se ha dicho, el concepto de campo vectorial juega un rol
fundamental en el andlisis geométrico de los sistemas no lineales. Este
concepto ya se introdujo en los dos primeros capitulos, pero su utilidad
tiene mayor trascendencia en el contexto de los sistemas bidimensionales
no lineales. Para introducir este concepto, primero necesitamos definir lo

que es un vector tangente.

Definicién 15. Sea x una trayectoria solucién de (3.3). Para cada t, el

vector

!

z () = Fa(t),xa(t) = (21(1), 25(1))

es el vector tangente a la trayectoria en el punto x(t) = (x1(t), x2(t)).

La Figura 3.3 muestra una trayectoria con varios vectores tangentes

a lo largo de ella en distintos instantes del tiempo.

Figura 3.3 Vectores tangentes

Como se aprecia en la Figura 3.3, el vector tangente z' () indica la

direccion en la que se estd moviendo la trayectoria en el instante ¢, y la
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magnitud ||z’ (¢)||" indica la tasa de cambio con la que la trayectoria se

esta describiendo en dicho instante.

Definicién 16. Dado el sistema (3.3), el campo vectorial F' = (f,g) es

el conjunto infinito de vectores de la forma

v(P) = F(P) = (f(P),g(P)), PeR

Para cada punto P, el campo vectorial apunta en una direcciéon fija
determinada por las funciones f y g, como se muestra a continuaciéon en

la Figura 3.4.

Figura 3.4 El campo vectorial en el punto P

Como se aprecia en la Figura 3.5a, el campo vectorial luce como un
conjunto infinito de vectores que apuntan en diversas direcciones. Por
otro lado, la Figura 3.5b muestra que el campo vectorial indica como
se mueven las diversas trayectorias del sistema, pues, en cada punto
P = x(t), el vector tangente 2’ (t) forma parte del campo vectorial y

orienta el trazado de la trayectoria en dicho punto. El conjunto de todas

U|z' (t)]] es la longitud del vector z () y se define por ||z’ ()]| = /(] (£))2 + (x5(£))2.
Por ejemplo, en relacién con el ejemplo 58, sea P = (3,1) un punto de la trayectoria
en algin instante ¢. El vector tangente en este punto es z(t) = (6,6). Por lo tanto,

la velocidad con la que la trayectoria se estd describiendo en dicho instante es

1(6.6)| = V67 + 62 = 6/2.
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las trayectorias se llama «diagrama de fases». Este término, que proviene
de la fisica, indica las distintas fases de las trayectorias a medida que
transcurre el tiempo. El espacio en el que viven las trayectorias también

suele llamarse, por extension, «espacio de fases».
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(a) v(P) = (f(P),g(P)). (b) Diagrama de fases.

Figura 3.5 Campo vectorial y trayectorias

Note que si #'(t) = (0,0), entonces el campo vectorial no indica
ninguna direccién en el punto z(t) = (z1(t),x2(t)). Por lo tanto, la
trayectoria no se mueve en dicho punto, estd estacionada. Sin embargo,
si ) (t) = 0y a5(t) # 0, entonces el campo vectorial es vertical, pero no
horizontal. Ahora, si la derivada es positiva, la orientacién del campo
es vertical hacia arriba; y si la derivada es negativa, la orientacién
es vertical hacia abajo. Por lo tanto, en dicho punto, la trayectoria
sigue un movimiento vertical, o bien hacia arriba, o bien hacia abajo,
dependiendo del signo de la derivada x4(t). Por el contrario, si ) (t) # 0
y x;(t) = 0, entonces, siguiendo el mismo argumento, se puede concluir
que la trayectoria se mueve horizontalmente, pero no verticalmente en

dicho punto. Si la derivada ' (t) es positiva, el movimiento es horizontal
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hacia la derecha, y si la derivada es negativa, el movimiento es hacia la

izquierda.

ISOCLINAS E ISOZONAS

Una isoclina es una curva de R? sobre la cual el campo vectorial tiene

la misma direcciéon. Son de particular interés aquellas isoclinas donde el
campo tiene una direccion, o bien vertical, o bien horizontal. Denotamos

estas isoclinas por C, y Cj, respectivamente. Formalmente:

C,:{PeR? f(P)=
Ch:{PERQa g(P):

Figura 3.6 Isoclinas

Note que cuando las isoclinas se intersecan, el punto de interseccién
es un punto estacionario o de equilibrio, pues ambas derivadas son cero

en dicho punto.

Equilibrio

Figura 3.7 Equilibrio: punto de interseccién
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Las isoclinas C, y C;, dividen el espacio de fases en dos regiones cada
una. Por ejemplo, la isoclina C, de la Figura 3.6 divide el espacio de fases
en una region que esta por encima de ella y otra que estd por debajo.
Similarmente, la isoclina C,, divide el espacio de fases en una regién que
estd por la izquierda y otra que estd por la derecha. Llamaremos a estas

regiones «isozonas». Mas precisamente:

R, ={PeR% g(P) <0}
Ry = {P€R? g(P) >0}
Ry ={P€R? f(P)<0}
Rus = {P €R? f(P) >0}

Ej. 59. Consideremos el sistema
2y = flzy,my) =y + 22— 1
Ty = g(21, 22) = 1 — 22 + 1.
Sea P = (a,b) un punto cualquiera del espacio de fases, entonces:
Co: fla,b)=0 & a=—-b*+1
Ch: g(a,b)=0 & a=0b"—1.

Las isoclinas C, y Cj, son parabolas cuyos ejes focales son paralelos al eje

de abscisas (véase la Figura 3.8). Las isozonas son las siguientes:

Ry ={(a,b) €R?* a<b*—1}
Ryt = {(a,b) € R?* a>b*—1}
Ry = {(a,b) € R* a< —b*+1}
R+ = {(a,b) € R? a > —b*+1}.
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Desarrollando tenemos:

Ro- ={(a,b) €R?* b< —Va+1V b>Va+1}
Ro+ = {(a,b) €eR* —Va+1<b<Va+1}
Rn- ={(a,b) eR* —/1—a<b<+1—-a}
Rur = {(a,0) eR? b<—v1—a V b>+1—-al.

A continuacién, la Figura 3.8 muestra las isoclinas, las isozonas y el

campo vectorial.
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Figura 3.8 Isoclinas y campo vectorial

Observe que, sobre cada punto de C,, el campo vectorial tiene
direccion vertical; y, sobre cada punto de Cy, tiene direccién horizontal.

La orientacion del campo depende de la isozona que se considere.

OO0

La Figura 3.8 también muestra que hay dos puntos de equilibrio,

aquellos donde se intersecan las isoclinas: P = (0,—1) y @ = (0, 1). Para
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poder trazar el diagrama de fases con mayor fidelidad, necesitamos saber
como se comportan las trayectorias en las vecindades de estos equilibrios.
La herramienta fundamental, en este sentido, es el teorema de Hartma-

Grobman, que se estudia en la siguiente seccion.

LISTA DE EJERCICIOSI

3.1.1. ;Cuales de los siguientes sistemas son no lineales?

a) xy) =11, Ty= 217+ 1y
b) x/l = 311 + 219, :1:/2 = X/t

! /
c) T, =2z — 22 — X9, Ty = 2T9 — T1T9

3.1.2. Los primeros dos sistemas del ejercicio 1 pueden resolverse

explicitamente. Obtenga sus soluciones.

3.1.3. Encuentre las isoclinas y trace el campo vectorial de los sistemas

no lineales del ejercicio 1.

3.1.4. Considere la Figura 3.9 que se presenta a continuacion:
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Figura 3.9 Campo vectorial
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Suponga que el campo vectorial de cierta funcién F' = (f, g) luce como
el que se da en la Figura 3.9. ;Como podria ser la trayectoria solucién

del sistema z} = f(z1,23), Ty = g(x1,22)? Plantee posibles alternativas

para f(951,902) Yy 9($1,$2)'

3.2. Linealizacién y el teorema de

Hartman-Grobman

A toda solucién constante del sistema (3.3), z(t) = x* para todo ¢, se
le llama «solucién de equilibrio» o «solucién estacionaria». Una solucién
de equilibrio o, simplemente un equilibrio, es tal que si en algin instante
la trayectoria se encuentra en el punto x*, nunca dejara de estar alli, a
menos que el sistema sufra una perturbacion.

Debido a la definicidén, la solucién constante z* = (xf,z3) es un
equilibrio si y solamente si satisface el siguiente par de ecuaciones

algebraicas:

0= f(whw?)

0= g(zq,x2).

En la literatura, normalmente se suele tomar el equilibrio z* como
el origen del espacio de fases. Esto siempre es posible, pues al hacer el
cambio de variable y = z — z* y reemplazando la nueva variable en la

ecuacién (3.3) se obtiene la ecuacién

/

y =F(y+a") £ H(y).

Entonces, el punto x = z* es un equilibrio de " = F(z) si y solamente

si y = 0 es un equilibrio de y' = H(y).
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Puesto que la configuracion del diagrama de fases depende en gran
medida de si los equilibrios del sistema son atractores, repulsores,
sillas, etc., es importante determinar la estabilidad de estos equilibrios.
Esto implica necesariamente conocer cémo es el comportamiento de las
trayectorias vecinas. Consideremos, pues, la siguiente perturbacién de
un equilibrio z*: x(t) = «* + n(t), donde 7n(¢) mide la discrepancia entre
el equilibrio y una trayectoria vecina en el instante t. Esta situacion se

muestra a continuacién en la Figura 3.10.

, 7 w(t) b \
/ \
| \
l ﬁ:-\ |
\ z* /

\ /Nia*)

N\ /
N 7

Figura 3.10 Equilibrio perturbado

Por Taylor, tenemos

mo=xy = f(@") + fo () (01 — @) + fo, (27) (22 — 23)
= fo, (@) (21 — 27) + fo, (27) (72 — 23)
Ny =y = g(a*) + go (27) (21 — 27) + ga, (¢7) (25 — 3)
= gz, (@) (21 — 27) + gu, (27) (22 — 23).
Usando notacién matricial,

o ) L)

= J(z")n,
9o, (T7)  Gu, (27) n= e

Ui

donde J(z*) es la matriz jacobiana de F' en x*, J(z*) = JF(z*), y
T
n= {771 772} .
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Si la perturbacién 7 es muy pequena, entonces por la continuidad de
las funciones involucradas seria razonable esperar que la dindamica de n

esté dada por la ecuacién

n = J(@")n.

’ / 7z
De manera que como x = 7, entonces cuando z estd muy cerca de z*,
. . . ! . .
podemos analizar el sistema no lineal x = F(z) por el «sistema lineal

asociado» (SLA):

Ej. 60. Consideremos el sistema del ejemplo 59. Como se ha establecido,

r =J(@")z (3.4)

los equilibrios se encuentran resolviendo las ecuaciones algebraicas

r+ 23 —1=0

Répidamente se obtienen P* = (0,—1) y Q* = (0, 1). Para cada equilibrio

planteamos a continuacién su SLA.

/ 1 -2
P — SLA: z =J(P" )z = x
1 2
/ 1 2
QY — SLA: z =J(Q")zr = x.
1 -2

OO0

Cuando J(x*) es no singular, entonces el tinico equilibrio del sistema
(3.4) es el equilibrio nulo, (0,0). Se dice que el equilibrio z* de (3.2) y

el equilibrio (0,0) de (3.4) son topoldgicamente equivalentes si existen
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vecindades de estos equilibrios tales que las trayectorias que estan en
dichas vecindades tienen el mismo comportamiento cualitativo. En este
caso, la estabilidad de los equilibrios z* y (0,0) es la misma. Para definir
formalmente esta idea, se necesita introducir primero el concepto de

homeomorfismo.

Definicion 17. Sean F; y E, dos espacios topoldgicos. Se dice que la
funcién h : E; — F5 es un homeomorfismo si es continua, biyectiva y la
inversa h~! : Fy — E, también es continua. En el caso de que exista tal

homeomorfismo, se dice que los espacios E; y Es son homeomorfos.

Si Uy v Us son dos conjuntos abiertos de Ey y Ey, respectivamente, y
h : U; — Uy es un homeomorfismo, este se llama «homeomorfismo locals.
Se dice que un homeomorfismo h : U; — Us preserva la orientacion de
trayectorias si una trayectoria que va de P a ) en U, se transforma en

una trayectoria que va de h(P) a h(Q) en Us.

Ej. 61. Consideremos los sistemas lineales ' = Az y y' = By, donde

-1 -3 2 0
A: 7B:
-3 -1 0 —4
Sea h(z) = Hz, donde
1 1 1 1 |1 -1
H=— L H =
V2 -1 1 V21 1

Entonces, B = H'AH y eP' = H-1e'H. Ahora, haciendo y = h(z) =
H~1z, se tiene el siguiente esquema:

At.’l]’o

rg — x(t)=e

hl I h
Yo — y(t)= eBt?/o .
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Este esquema muestra que la aplicacion h transforma las trayectorias
del primer sistema en las trayectorias del segundo conservando su
orientaciéon. En realidad, como h es continua con inversa continua, h
es un homeomorfismo y, entonces, existe una correspondencia uno a uno

entre las trayectorias de ambos sistemas.

OO

Definicién 18. Sea z* un equilibrio de (3.2). Se dice que los sistemas
(3.2) y (3.4) son localmente topolégicamente equivalentes alrededor de
z* y (0,0) si existe un homeomorfismo local que preserva la orientacién

de trayectorias entre una vecindad U; de z* y una vecindad Uy de (0, 0).

Esencialmente, esto significa que las trayectorias de ambos sistemas
se comportan de forma similar en las vecindades de sus respectivos
equilibrios, de donde estos tienen la misma estabilidad (o inestabilidad).

El teorema que se presenta a continuacidon establece bajo qué
condiciones los sistemas (3.2) y (3.4) son localmente topolégicamente
equivalentes alrededor de los equilibrios z* y (0,0). Antes necesitamos
definir un concepto preliminar. Dado el sistema (3.2), se dice que un
equilibrio es «hiperbdlico» si ninguno de los valores caracteristicos de

J(z*) tienen parte real nula.

Teorema 14. (Hartman-Grobman, H-G). Si z* es un equilibrio
hiperbélico de (3.2), entonces los sistemas (3.2) y (3.4) son localmente

topoldgicamente equivalentes alrededor de z* y (0, 0).

Ej. 62. Con relacién al ejemplo 60, tenemos
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3 7.3 7

Valores caracteristicos de J(P*) : 3 + gi, 3~ gz
1 V17 1 V17
Valores caracteristicos de J(Q") : 5 + 5 T3 g

Puesto que los valores caracteristicos de P* son complejos con parte real
no nula y los valores caracteristicos de Q* son reales no nulos, entonces
P* y Q* son equilibrios hiperbdlicos. Ahora, por el teorema H-G, P*
es inestable tipo fuente y QQ* es inestable tipo silla. En la Figura 3.11
se muestra el diagrama de fases del sistema. Se puede apreciar que, en
una vecindad muy pequena de los equilibrios P* y Q*, las trayectorias
correspondientes se comportan como si el sistema fuera lineal. Esto es

precisamente lo que predice el teorema H-G.

I .
R
R %i\;l\»\;,

[T S
; \ \\ I N ——
ATRRR NN

Figura 3.11 Diagrama de fases

OO0
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A continuacion se dan algunos ejemplos que combinan el andlisis
geométrico, basado en el concepto de campo vectorial, y el anélisis
cuantitativo, basado en el teorema H-G. En muchos casos, estas dos
herramientas de andlisis permiten disefiar el diagrama de fases con

bastante precisién. Se presentan todos los pasos con detalle.

Ej. 63. Consideremos el sistema

Ty = —T1

L 2 _ 2
Ty =1—1z] — a5.

Las isoclinas son /
Ch:z,=0=2,=0

’
Ch:ag=0= 27 +25=1.
La isoclina C, es una recta vertical que pasa por el origen de coordenadas,

y la isoclina C, es una circunferencia de radio 1 y estd centrada en el

origen de coordenadas. Ambas isoclinas se muestran en la Figura 3.12.

Ch;x;:()

Figura 3.12 Isoclinas



204 Capitulo 3. Sistemas dinamicos no lineales

C, vy Cp, dividen el espacio de fases en cuatro isozonas. Denotemos
la isozona del lado derecho de C, por I; y la del lado izquierdo, por II.
Asimismo, denotemos la isozona que esta fuera de C;, por III; y la que

estd dentro, por IV. Mas exactamente:

x/l <0 = 21>0 Isozona 1

>0 = 2, <0 Isozona II
T, <0 = 22+22>1 Isozona III
T,>0 = 22422 <1 Isozona IV

Veamos las direcciones del campo vectorial en las distintas regiones

del espacio de fases.

X

!’

Cv:xy 3

Figura 3.13 Campo vectorial por zonas.

El campo vectorial sugiere que P* es un equilibrio inestable tipo silla

v que Q* es estable tipo atractor. Verifiquemos esto. De las ecuaciones

—1'1:0

2_ 2 _
l—a7—25=0



Capitulo 3. Sistemas dindmicos no lineales 205

se obtienen P* = (0, —1) y Q* = (0, 1). La matriz jacobiana es

—1 0
J(iL’l,ZL'Q) = .
—2%1 —21’2

Luego,

-1 0
J(P*) = 0 2} = A\ = —1, s = 2, hiperbdlico

~1 0
J(Q") = . 2] = M\ = —1, A\ = —2, hiperbdlico.

Por el teorema H-G, P* es inestable tipo silla y Q* es estable tipo atractor.

El diagrama de fases se muestra a continuacién en la Figura 3.14.

Figura 3.14 Diagrama de fases

Se aprecia que las trayectorias que entran en la isozona IV desde
la isozona I tienen una orientacién horizontal hacia la izquierda y una

orientacion vertical hacia arriba y que se dirigen hacia el punto de
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equilibrio Q*, que es un atractor, y se alejan del equilibrio P*, que es un
punto silla. Por otro lado, las trayectorias que estan en la isozona I y no
entran en la isozona IV, o bien se aproximan al equilibrio atractor, o bien
se alejan del equilibrio silla y permanecen en la isozona I. El diagrama
de fases es simétrico respecto de la isoclina C,, y las trayectorias de la
isozona II muestran un comportamiento andlogo al de las trayectorias de
la isozona I.

El diagrama de fases de la Figura 3.14 no muestra las trayectorias
convergentes al equilibrio tipo silla. En teoria sabemos que si el
sistema fuera lineal, entonces aquellas trayectorias que estuvieran en
el subespacio estable tendrian esta propiedad de convergencia, sin salir
de tal subespacio. Si embargo, el sistema es no lineal y no existe tal
cosa como subespacio estable (ni subespacio inestable). Como veremos
mas adelante, este concepto es reemplazado por el de «variedad estable»
(«variedad inestable»), y posee esencialmente las mismas caracteristicas

del subespacio estable de los sistemas lineales.

Ej. 64. Consideremos el sistema

_ 2 2
T, =x] +x5—2
2 2
Ty = X] — T5.
El sistema tiene tres isoclinas, estas son:
Co 2 2 _
Chiry=0=>27+2;=2
!
Ch11I2:0:>:L‘2:—1’1

I
Ch21$2202>$2:1'1.

Dos isoclinas son lineas rectas y la tercera es una circunferencia. A

continuacion, la Figura 3.15 muestra las isoclinas.
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Figura 3.15 Isoclinas

e Isoclina z; = 0

- Isozona z; < 0 = 22 + 23 < 2. En esta isozona, el campo vectorial
tiene direccion horizontal hacia la izquierda. Es la region del espacio de
fases que es interior a la circunferencia C,.

- Isozona 2} > 0 = 2? 4+ 2 > 2. En esta isozona, el campo vectorial
tiene direccion horizontal hacia la derecha. Es la regién del espacio de
fases que es exterior a la circunferencia C,.

e Isoclina xy = 0

- Isozona x5, < 0. En esta isozona, el campo vectorial tiene direccién
vertical hacia abajo. Es la regién del espacio de fases que resulta de la
unién de las regiones determinadas por las desigualdades xzo > |xq] y
To < —‘.%'1’

- Isozona x5, > 0. En esta isozona, el campo vectorial tiene direccién

vertical hacia arriba. Es la regién del espacio de fases determinada por
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las desigualdades —|z1| < @y < |z1].
A continuacién, la Figura 3.16 muestra el campo vectorial en diversas

regiones del espacio de fases.

Chi:xe=—21 l? Cha: 2 = 21

Figura 3.16 Campo vectorial

Los equilibrios se obtienen a partir de las siguientes ecuaciones

algebraicas:
0=a]+ a5 —2
0=a]—15.
Se obtienen los puntos Py = (1,1),Py = (1,-1),Pf = (-1,1) y

Pr=(-1,-1).

La matriz jacobiana es

21’1 2.T2
J(.Il, x?) =
2(I)1 —21'2

Evaluando la matriz jacobiana en cada punto de equilibrio, resulta
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2 2
J(P) = ol A = —2V/2, Ay = 2v/2, hiperbdlico
2 _2 . . . 1
J(P) = 5 o | A =2 — 20, Ay = 2 4 24, hiperbdlico
_2 2 . . . 1.
J(Ps) = 5 ol A1 = —2 — 21, Ay = —2 4+ 2i, hiperbdlico
_2 —2 . Ja
J(Py) = 5 o | A= —2v/2, X = 2v/2, hiperbdlico.

Los cuatro equilibrios son hiperbdlicos. Debido al teorema H-G se puede
afirmar que P; y P, son inestables tipo silla, que P, es inestable tipo
fuente y que Pj es estable tipo sumidero. El diagrama se fases se muestra

a continuacién en la Figura 3.17.

3!

\\\\
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\

N
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\\\

N
S

N

o
T
N
I
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\\\ \

1
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 3.17 Diagrama de fases

OO0
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Veamos a continuacién un modelo real.

Ej. 65. (Competencia de especies)

Este modelo, que es muy conocido en la literatura, es una estupenda
oportunidad para mostrar las ideas que se han venido desarrollando hasta
el momento. El modelo establece la interaccién entre dos especies que
compiten por el mismo recurso.

Sean estas especies, por ejemplo, los conejos y las ovejas. Asumamos
que el ecosistema esta constituido inicamente por estas dos especies y
que solo hay un recurso de consumo, que ademas es escaso. Los conejos
compiten con las ovejas por este recurso para sobrevivir. Las dindmicas
poblacionales se comportan de acuerdo con el modelo logistico, que se
estudié en el primer capitulo.

Denotemos por z; y xo las poblaciones de conejos y ovejas,
respectivamente. Las tasas de crecimiento per capita de estas poblaciones

estan dadas por el siguiente par de ecuaciones:

R S (3.5)
I
29 g (3.6)
o)

La ecuacién (3.5) establece que la tasa de crecimiento per cépita de la
poblacion de conejos es decreciente con respecto a la poblacién misma de
conejos y con respecto a la poblacién de ovejas. Ciertamente, si no hubiera
ovejas, entonces la poblacion de conejos creceria, pero la presencia de
ovejas afecta el crecimiento de la poblacién de conejos, pues consumen
el mismo recurso. Esta es la razén del signo negativo de x,. El signo

negativo de x; indica que cuantos mas conejos hay, la tasa de crecimiento
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per capita de esta especie tiende a decrecer, pues una mayor cantidad de
conejos tendrian que compartir el mismo recurso escaso. La misma légica
sigue la ecuacién (3.6), que representa la tasa de crecimiento per capita de
la poblacién de ovejas. Las constantes 3 y 2 representan, respectivamente,
las poblaciones iniciales de conejos y ovejas.
Coloquemos las ecuaciones de la siguiente forma:
z) = x1(3 — 1 — 225)
Ty = 29(2 — 1 — T).
Las isoclinas son las siguientes cuatro rectas:
Cvl X = 0
Chl L Xy = 0
CUQ : .’131—|—2(IJ2:3
Cho: 11 + 29 = 2.
La Figura 3.18 muestra las isoclinas y el campo vectorial para las

isozonas significativas y deja de lado los valores negativos de x1 v xs.

C’U 1

P,
\

Chl Py Ch2 vC\

Figura 3.18 Campo vectorial
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Los puntos de equilibrio son las intersecciones de las isoclinas: P} =

(0,0), P53 =(0,2), Py = (3,0) y Pf = (1, 1).
3—2x; — 22 —2x
J(SCl,ZCQ) _ 1 2 1
—XT9 2-[1?1 —21'2

Evaluando la matriz jacobiana en cada uno de los equilibrios, resulta

30
J(P;) = = A =3, Ay =2, hiperbdlico
0 2
-1 0 : (1
J(Py) = = A =—1, Ay = —2, hiperbdlico
-2 =2
-3 —6 , o
J(Py) = = A = —3, Ay = —1, hiperbdlico
0 -1
-1 =2 o
J(P}) = = A\ =—1—+2 X\ = —1+4 /2, hiperbdlico.
-1 -1

Por el teorema H-G, P} es inestable tipo repulsor, Py y P; son estables
tipo atractor y P; es inestable tipo silla. La Figura 3.19 muestra a

continuacién el diagrama de fases.

4l

Figura 3.19 Diagrama de fases
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Conclusiones del modelo

Basandonos en el diagrama de fases podemos establecer algunas
conclusiones interesantes del modelo. En relacion con la Figura 3.19,
digamos en principio que el eje de abscisas corresponde a la poblacién de
conejos; y el eje de ordenadas, al de la poblacién de ovejas. El area de
interés es el primer cuadrante, por ser positivo para ambas especies.

Observemos que cualquier trayectoria que no pase por el equilibrio
nulo se va a dirigir a algunos de los otros tres equilibrios. En este
sentido, es apropiado preguntarse si todos las situaciones de equilibrio son
deseables. Ciertamente, la respuesta es no, pues dos de los tres equilibrios
implican la extincién de al menos una especie. El tinico equilibrio que no
implica tal extincion es P, que es un punto silla. Asi, la condicion inicial
del modelo debe ser tal que la trayectoria correspondiente se dirija a

. de lo contrario, las especies se extinguirdn en el largo plazo.? La
cuestién de como encontramos la posicion en el espacio de fases donde
deba colocarse tal condicién inicial se aborda en la siguiente seccién. Por
lo pronto, veamos qué ocurre en otras situaciones.

Si en un momento dado la condicién inicial es el punto P}, entonces
en dicho momento no hay ni conejos ni ovejas, y al ser este un punto de
equilibrio, entonces nunca apareceran estas especies.® Sin embargo, Py es
un repulsor, por lo tanto, basta una ligera perturbacién de esta situacién
para que las poblaciones de conejos y ovejas comiencen a crecer. En el
largo plazo, sin embargo, alguna de estas poblaciones se extinguird, a
menos que la trayectoria de crecimiento siga la senda que conduce al

equilibrio tipo silla. Asi pues, parece imperativo encontrar tal senda.

2 Técnicamente, las especies no se extinguen, pues el equilibrio nulo nunca se alcanza,

jpor qué?
3 Ciertamente, ni los conejos ni las ovejas pueden venir de la nada.
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Por otro lado, si en un momento dado la condicién inicial es un punto
muy alejado de Pj'; es decir, tanto la poblacién de conejos como la de
ovejas son muy numerosas, entonces estas poblaciones irdn decreciendo
con el paso del tiempo. La situaciéon en la cual las poblaciones son
muy numerosas no es sostenible en el tiempo. Es de suponer que
como el recurso es escaso, entonces se comienza a dar ya no solo una
competencia entre especies diferentes, sino también dentro de la misma
especie.* Nuevamente, dependiendo de dénde esté exactamente colocada
la condicién inicial, ello determinara que alguna de las dos especies
se extingan si acaso la trayectoria correspondiente se orienta hacia
algunos de los equilibrios atractores; o que ambas especies convivan, si
la trayectoria esta sobre la senda que conduce al equilibrio tipo silla.

Por tltimo, si la condicién inicial fuera precisamente el punto silla, o
estuviera colocada sobre la senda que conduce a este equilibrio, entonces
las poblaciones seguirdn conviviendo por siempre en esta situacion. Sin
embargo, puesto que este equilibrio estda rodeado de trayectorias que se
alejan de él, una ligera perturbacién puede hacer que las cosas cambien
drasticamente y la trayectoria de las poblaciones se conduzca de nuevo a

una situacion indeseable.

VA%V

El siguiente ejemplo, que es tipico de diversas situaciones, se conoce
en la literatura como «presa-depredador». Este modelo presenta una
diferencia destacable con relaciéon a los ejemplos anteriores, pues el
equilibrio no nulo no es hiperbdlico y, por lo tanto, no se puede aplicar
el teorema H-G para analizar su estabilidad.> Como veremos, el campo

vectorial sugiere un comportamiento circular de las trayectorias y deja

4 Esto es compatible con los signos negativos de x; y 2 en el modelo.
5 El otro equilibrio del modelo es (0,0), que no es significativo.
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la duda de si el equilibrio es un centro, un sumidero o, mas bien, una
fuente. Algunos argumentos ad hoc tendran que utilizarse para poder
obtener conclusiones definitivas en este sentido.

Es sorprendente que el mismo comportamiento de las trayectorias es
seguido por un famoso modelo econémico que veremos luego y que trata
de la relacion entre salarios y empleos. Los contextos son diferentes y, sin

embargo, la estructura matematica del modelo es la misma.

Ej. 66. (Presa-Depredador). El modelo que se presenta a continuacién
se conoce en la literatura como presa-depredador y fue propuesto en 1925
por el biofisico norteamericano Alfred Lotka e, independientemente, el
mismo afio, por el matematico italiano Vito Volterra.® Es un modelo en el
que aparece un equilibrio no hiperbdlico y en el que las trayectorias giran
en torno a este. El modelo describe la interaccién entre las poblaciones de
dos especies, donde una de ellas, es la presa; y la otra, la depredadora. Por
ejemplo, puede pensarse en los salmones como la presa y en los osos como
la especie depredadora. Denotemos por z; a la poblacién de salmones y
por x5 a la poblacién de osos. Las hipétesis del modelo son las siguientes:

H1. Los salmones tiene una cantidad ilimitada de recursos y, por lo
tanto, frente a la ausencia de o0sos, su poblacién, segun Malthus, crecera
exponencialmente a una tasa constante r; > 0; esto es, x’l =7ra.

H2. Sin embargo, el ecosistema de los salmones es compartido por
los osos, que es la especie depredadora y, por lo tanto, la poblacién de
salmones decrece ante la presencia de los osos, pues los salmones son la
principal fuente de alimentacién de los osos. Digamos que la forma en

que la presencia de osos afecta a la poblacién de salmones estd dada por

6 Por esta razén, al modelo también se le conoce como modelo de Lotka-Volterra.
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el producto azix,, donde la constante a > 0 representa una valoracion de
la interaccién entre ambas especies y afecta negativamente a la poblacién

de salmones. Asi, la dindmica de la poblacion de salmones es
/
Ty =TTy — ar1Ta.

H3. La tnica fuente de alimentacion de los osos son los salmones,
de manera que, ante las ausencia de salmones, los 0sos se extinguiran
rapidamente de forma exponencial a una tasa constante ro > 0, esto es,
Ty = —ToTs.

H4. La presencia de salmones acrecienta la poblacion de osos segin
la expresién brixy, donde la constante b > 0 representa una valoracién
de la interaccién entre ambas especies e impacta positivamente sobre la

poblacién de osos. Asi, la dinamica de la poblacién de osos es
I
Ty = —Toko + br129.

Po consiguiente, el modelo esta dado por el siguiente par de ecuaciones:
!
Ty = rx; — axr1re = x1(r; — aws)

!

Ty = —ToXy + b1y = To(—19 + bry).
Las isoclinas son:

Cvlza:l:()
Cvgi.’I)Q:T'l/CL
Chl:xQZO

Chg X :T’Q/b.

Las isoclinas y el campo vectorial se muestran a continuaciéon en la

Figura 3.20.
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A
N |k

Chl

Figura 3.20 Campo vectorial

Los puntos de equilibrio son P} = (0,0) y Py = (rg/b,71/a), y la

matriz jacobiana es

1T — QX —ary
J(Il,ﬁlﬁg) =

bZL’Q —Tro + b$1

Evaluando en los puntos de equilibrio se tiene

r 0
J(Pr) = ' = A =711, A= T
0 —T9
I _ _
J(PQ*): b 62 = )\1:— r17rat, )\2: r17r9t.
all

El equilibrio Py es hiperbdlico y por el teorema H-G es inestable tipo
silla. Este equilibrio representa una situaciéon no deseable, pues implica
la extincion de ambas especies. El equilibrio P; no es hiperbdlico y, por
lo tanto, no podemos clasificar su estabilidad a partir del teorema H-G.

Como indicabamos antes, el campo vectorial no proporciona informa-

cién suficiente para saber cémo se comportan las trayectorias alrededor
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del equilibrio Py, que es el que importa. Todo lo que podemos concluir a
partir de la Figura 3.20 es que las trayectorias parecen girar en sentido
antihorario en torno a P;. Para indagar acerca de la forma especifica de
las trayectorias, hagamos el siguiente analisis.

El par de ecuaciones que definen el modelo se puede escribir como una

ecuacion de variables separables. En efecto, por la regla de la cadena, las

ecuaciones
at - = (r1 — )
r1(r; — ax
7 17 2
dxy
—= = 29(—19 + bz
m 2o(—72 1)

pueden combinarse para producir la siguiente ecuacion escalar:

% _ xp(—ry 4 bry)
dry  xy(r; —axg)
Esta ecuacion es de variables separables. Siguiendo el procedimiento usual

para resolver este tipo de ecuaciones, se obtiene

dx dx
(7’1 — awg)x—; = (—7’2 + bxl)x—ll

(T—l — a) dzy = (—E + b) dz

i) A

/ (T—l - a) dxy / (—T—Q + b) dx;
) T

rilnze —axry = —rolnxy + bxy +C

Inxy — (a1xe + C1) = —rlnxy + by, (3.7)

donde ay = a/ry, C1y = —=C/ry, v = r9/r1 y by = b/ry. Las trayectorias
solucién del modelo satisfacen la ecuacién algebraica (3.7). Para x; fijo,

una situacién tipica’” de esta ecuacién se presenta en la Figura 3.21.

7 El argumento es el mismo si acaso la linea recta no corta a la linea logaritmica.
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In T

a1xs + Ch

Figura 3.21 Procedimiento ad hoc

Si fijamos x; en el lado derecho de (3.7), entonces en el caso de que
exista xo que satisfaga la ecuacion, de la Figura 3.21 se deduce que esto
solo es posible para a lo mas dos valores diferentes de x5. Esto implica
que si en el espacio de fases trazamos una recta vertical, esta solo cortara
la gréifica de la ecuacién (3.7) en a lo més dos puntos. Esto descarta la
posibilidad de que cualquier trayectoria solucion sea de tipo espiral, por

lo que necesariamente debe ser una curva cerrada.

4k

P

T
1~
[ e
~
~
~
\~
~

/
)
- el

s
el
g
-

Figura 3.22 Diagrama de fases
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Se deduce, pues, que el equilibrio nulo es inestable tipo silla y que el

equilibrio no nulo es un centro.

Conclusiones del modelo

La conclusion que se obtiene de la dindmica de este ecosistema
es la siguiente. Cuando la poblacién de salmones comienza a crecer,
también lo hace la poblacién de osos (pues, hay mds salmones para
comer). Sin embargo, a medida que crece la poblacién de osos, los
salmones comienzan a desaparecer (pues cada vez hay mdas osos que
comen salmones). Al comenzar a decrecer la poblacién de salmones,
también decrece la poblacién de osos (pues, a los 0sos se les va agotando
su unica fuente de alimentacion.) Al decrecer la poblacién de osos, los
salmones comienzan a multiplicarse nuevamente (pues, hay menos 0sos
que comen salmones) y asi sucesivamente se va repitiendo el ciclo de vida
en este ecosistema y se generan los ciclos descritos en el diagrama de

fases.

OO0

A continuacién presentamos el modelo econémico de Goodwin, que,
como mencionabamos antes, sigue el mismo patrén del modelo presa-
depredador. Ciertamente, si las ecuaciones dinamicas que definen el
modelo tienen la misma estructura matematica, no puede esperarse
llegar a resultados diferentes desde el punto de vista cualitativo. Uno
se pregunta inmediatamente quién es la presa y quién es el depredador

en este modelo. Veamos.

Ej. 67. (Modelo del Ciclo Econémico de Goodwin)

Richard Goodwin fue un economista norteamericano (1913-1996) que
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dedicé la mayor parte de su investigaciéon a entender la dindmica del
capitalismo. En su trabajo més conocido, “A Growth Cycle”, publicado
en 1982 en Socialism, Capitalism and Economic Growth, Goodwin
propone un modelo ciclico del tipo Lotka-Volterra para la relacién
capital-trabajo.® Este modelo se basa en la idea de que entre estos dos
factores de produccion existe permanentemente una relaciéon de conflicto
y dependencia por su participacion en la distribucién del producto.
Ninguna parte puede aumentar su participacién indefinidamente a
expensas de la otra, pues en el largo plazo terminaria afectandose a si
misma.? Ceteris paribus, un aumento en los salarios afecta la inversion vy,
a su vez, un bajo nivel de inversién afecta el empleo.

Consideremos que la economia estda formada por capitalistas y
trabajadores. Para desarrollar el modelo, introduzcamos la siguiente

notacion:

Y Producto
K Capital

L : Fuerza laboral

l Demanda de trabajo

a : Productividad del trabajo
w Tasa promedio salarial.

La variable a mide la productividad del trabajo empleado; esto es,

a(t) 2 % (3.8)

Supongamos que tanto la productividad del trabajo como la fuerza

8 Goodwing tenia una visién del mundo inspirada en la obra de Karl Marx.
9 Esta situacién es similar a la que se da entre salmones y 0sos.
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laboral™ crecen a tasas constantes « y 3, respectivamente:

a(t) = ape™ (3.9)
L(t) = Loe™. (3.10)

La relacién entre el capital y el producto se supone constante:

K(t) _
Y - o. (3.11)

Las variables fundamentales del modelo de Goodwin son la parte del
producto dedicada a los trabajadores, que denotamos por u, y la parte
del trabajo efectivamente empleada, que denotamos por v. Consideremos
primero la variable u; esta viene definida por la ecuacién

w()(t)

u(t) = 0

Debido a (3.8), esta variable también puede expresarse como

u(t) & 20 (3.12)

a(t)

En cuanto a la porciéon de empleo, esta viene dada por

v(t) = % . (3.13)

De (3.12), por diferenciacién logaritmica, se obtiene

u(t) _w'(t) ()

u(t) — w(t) a(t)

Debido a (3.9), esta ecuacién se puede escribir como

2N (3.14)

10 Para simplificar, asumimos que la fuerza laboral es toda la poblacién.



223

Capitulo 3. Sistemas dindmicos no lineales

Goodwing asumié que la tasa per capita de los salarios tiene una relacion

lineal positiva con la tasa empleo; esto es,!!

w/(t)
= — > 0.
o) = VT e

Tomando en cuenta esta expresion, la ecuacion (3.14) puede escribirse

' (t) IV
) v+ pv — a.
0, equivalentemente,
u () = u(t)(—y + po(t) — ). (3.15)

Consideremos ahora la evolucién de la variable v. De (3.13), de nuevo,

por derivacién logaritmica, se obtiene
) _ @) L)
o(t) —lt)  L(t)

(t)
-\ 1
0 (3.16)
Despejando ¢ de (3.8), queda
_Y(@)
() = o
Luego, una vez mas por derivacién logaritmica, se obtiene
) _Y'(t) a(t)
(t)y —Y(t) alt)
Y'(t

Se supone que los capitalistas invierten todos sus beneficios. Luego,

puesto que u es la parte del producto que va para los trabajadores,

denotando por [ la inversién, podemos escribir
K'(t) =I(t) = (1 —u(t)Y(2). (3.18)

1 Esto es una versién de la asuncién de Goodwin que consideré que esta tasa cambiaba

de acuerdo con la curva de Phillips.
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Ahora bien, de (3.11) podemos despejar K (t) para obtener

’ ’

K (t)=Y (t)o,

y reemplazando en (3.18) queda

!

Y (t)  1-—ult)

= 1
Y(t) o (3.19)
Ahora, reemplazando (3.19) en (3.17), se obtiene
Ct)  1—ult)
= — . 2
o) . « (3.20)

Finalmente, llevando este resultado a (3.16), se obtiene la dindmica para

la variable v: ,
v (t) _ 1 —u(t) 0B
v(t) o

0, equivalentemente,

v (t) = () {(é —(a+ [p’)) - éu(t)] . (3.21)

Juntando (3.21) con (3.15), se obtienen el par de ecuaciones que

constituyen el modelo de Goodwin:

F [N I

/

u =u(—(y+a) + pv).

Observe que estas ecuaciones tienen la misma forma estructural que el
modelo de Lotka-Volterra. La parte del trabajo empleada v hace las veces
de la presa, y la participacion del producto de los trabajadores u hace
las veces del depredador.

Los equilibrios del modelo son P, = (0,0) y P> = (v*,u*), donde

uw'=1—(a+f)o
«_ 1 Ta
p
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La matriz jacobiana evaluada en el punto de equilibrio no nulo es

0 —(a+y)
J(P5) = %
p(l—c(a+p)) 0

Asi pues, tanto las ecuaciones que determinan el modelo como la matriz
J(Py) afianzan la idea de que el modelo de Goodwin tiene exactamente
el mismo comportamiento estructural del modelo presa-depredador de
Lotka-Volterra.

La conclusién del modelo es que, en una economia capitalista, el
salario y el empleo son variables que estan permanentemente en conflicto,
pero dependientes una de otra, lo que hace que se establezca una dinamica

econdmica de tipo ciclico y que se repite de manera indefinida.

OO0

El siguiente ejemplo, que aparece en Strogatz (2018, p. 153), muestra
claramente que una ligera perturbacién en el término no lineal de un
sistema dindmico puede cambiar draméticamente el comportamiento
cualitativo de las trayectorias. El ejemplo muestra también que, de
nuevo, el enfoque geométrico no permite obtener conclusiones definitivas
acerca de la estabilidad del equilibrio y, por ende, del comportamiento
cualitativo de las trayectorias en torno a el. Otra bondad del ejemplo es
que introduce una técnica de andlisis, basada en las coordenadas polares,

que podria ser muy 1til en situaciones similares.

Ej. 68. (Coordenadas polares)
Consideremos el siguiente sistema:

:1:’1 = x5 + axl(x% + m%)

/

Ty = —1 + azq(z] + 23).
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El tnico equilibrio es el punto P* = (0,0). En efecto, consideremos el
sistema algebraico
0 =z + azy (2] + 73) (3.22)

0= —x; + avy(a] + 73), (3.23)

con a # 0. Sea z1 # 0, entonces de (3.23) se deduce que x5 # 0. Ahora,

dividiendo ambas ecuaciones, se obtiene

T T2 2 2
o= =TI =2y,
To I

lo que es una contradiccién. Claramente, la misma contradiccién se genera
si partimos de la suposicion de que x5 # 0. Por consiguiente, el tinico
equilibrio es el equilibrio nulo.

La matriz jacobian evaluada en el equilibrio P* es

Puesto que \y = —t y Ay = 4, P* es no hiperbdlico y, por lo
tanto, no podemos aplicar el teorema H-G. Observe que si el sistema
original hubiera sido lineal; entonces, precisamente por el teorema H-G,
concluiriamos que el equilibrio nulo es un centro.

La forma de las ecuaciones que forman el sistema sugiere que podemos
usar coordenadas polares para analizarlo. Sean, pues, z; = rcosf y

2

Ty = rsinf, entonces r? = z? + 22 y tan 0 = x5 /2. Luego,

!

rro=xq (22 + azy (2] 4 23)] + 22 [—21 + azo (2] + 23)]
= 1179 + axi (2] + 23) — 1129 + axs (2] + 13)

= a(z] +23) (2} + 73)

= a(z? + 13)?

=ar’.
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De aqui se obtiene la ecuacién
r = ar’. (3.24)

Por otro lado, recordemos que si f(t) = arctanw(t), entonces f (1) =

w'(t)/(1 4+ w?(t)). Luego,

' ’
T1To — Tol
0" = [arctan(zs /)] = 12r—221

Haciendo los reemplazos correspondientes, se obtiene la ecuacion
0 =—1. (3.25)

Asi, el sistema original en las variables (cartesianas) x; y x2 ha sido
transformado en el sistema en las variables (polares) r y 6 dado por las
ecuaciones (3.24) y (3.25):

r = ar

0 =—-1.

Al ser la derivada del angulo de rotacion negativa, la segunda ecuacion
indica que el giro de la trayectoria es decreciente; esto es, la trayectoria
gira en el sentido horario y, ademds, este giro es a una velocidad constante
igual a 1.

Por otro lado, ya que r es siempre una magnitud positiva, la
primera ecuaciéon indica que la derivada de r es creciente o decreciente
dependiendo del signo del pardmetro a. En efecto, si a > 0, entonces
la derivada r’ es positiva, por lo que r es creciente y, entonces, las
trayectorias se van alejando del origen de coordenadas a medida que
transcurre el tiempo. Las trayectorias giran en sentido horario y forman
espirales que se alejan del equilibrio P*. En este caso, P* seria una fuente.

Ahora, si a < 0, ocurre totalmente lo contrario; es decir, las trayectorias
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giran y forman espirales que se acercan a P*. En este caso, el equilibrio

=0,

’

P* seria un sumidero. Finalmente, si a = 0, entonces la derivada r

por lo que r es constante y, entonces, las trayectorias permanecen en

torno a P* a la misma distancia y forman circulos. En este caso, P* seria

un equilibrio tipo centro. Estas tres situaciones se muestran en la Figura

3.24.
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Figura 3.24 (¢) a <0

0, entonces para que el sistema cambie sus

Observe que si a
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propiedades cualitativas basta que este valor cambie ligeramente: o bien
a un valor positivo del parametro a, o bien a un valor negativo, pues
aun cuando sean valores de magnitud muy pequenas, la naturaleza del

equilibrio cambia drasticamente.

OO0

LISTA DE EJERCICIOSI

3.2.1. Para cada uno de los siguientes sistemas, encuentre los equilibrios
y las isoclinas y, ademas, trace el campo vectorial.
’ /
a) x; = 480z, — 8% — 6x179, x5 = 250029 — 2379 — T
’ /7
b) x; = 4z — 3x129, Ty = 3T9 — T1X2
! i
C) x; =TTy — 2Ty, Ty = T1Ty — 271
r_ 2 " 2
d) oy =z, +25 -1, zy=mx122+ 27
! _ / _ T1
e) r;, =x1 — Ty, To=1—¢
3.2.2. Con respecto a los sistemas del ejercicio anterior, verifique el

teorema H-G y, basandose en esta informacion, esboce el diagrama de

fases.

3.2.3. Con respecto al sistema dindmico
l’ll = ary — I1T9
:1:/2 = bry — 1120,
donde a # 0 y b # 0, resuelva lo siguiente:
a) Pruebe que el sistema posee dos equilibrios P = (0,0) y Py = (b, a).
b) Encuentre los valores de a y b para que el equilibrio P; sea o

bien repulsor, o bien atractor, o bien silla. Haga un grafico para tales

restricciones de los parametros a y b.
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c) Encuentre los valores de a y b para que el equilibrio Py sea o bien

repulsor, o bien atractor, o bien silla.

3.2.4. Repita el andlisis de competencia de especies para los siguientes
modelos:
a) ',1:,1 = ‘Tl(4 — T — 23}2), :U,Q = .TQ(G — 2%’1 — .’1}2)

b) 1"/1 = 21(6 — 221 — 13), 56,2 = 19(8 — 4x1 — 219)

3.2.5. Considere la siguiente variante del modelo Lotka-Volterra, donde

se ha introducido un comportamiento tipo logistico para la presa:
’ i)
T, = ax; (1 - ?) — b2y
aclz = cr1T9 — dxo, d > cK.

Haga el analisis completo del modelo y compare con el desarrollado en

el ejemplo 66.

3.2.6. La Figura 3.25 proporciona las isoclinas de un sistema no lineal

35/1 = f(z1,12), '1:/2 = g(x1,x2).

A
X2 z' =0 zy=0
Pl P2 Pfg
= )
Py Ty=10
P;
By Py
1,‘1/ =0
DPs .
X1

Figura 3.25 Isoclinas
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Basandose en la Figura 3.25, resuelva lo siguiente:
a) Indique los puntos de equilibrio.

b) A partir de las isoclinas, proponga dos posibles funciones: f y g.

3.2.7. La Figura 3.26 muestra el diagrama de fases de un sistema
zy = f(x1,22), 2y = g(z1,22) (La recta y la parabola son las isoclinas

del sistema. Ademds, la pardbola pasa por el punto P = (4, —16/3)).

IS
T

N

o
T

Figura 3.26 Diagrama de fases

Resuelva lo siguiente:

a) Identifique el punto de equilibrio y diga qué tipo de equilibrio es, segin
el diagrama de fases.

b) Encuentre las funciones f y g.

c) Clasifique el punto de equilibrio con el teorema H-G.
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3.3. Variedades estables y soluciones

estacionarias tipo silla

En esta seccién presentamos el teorema de la variedad estable. Este
teorema, que es uno de los principales resultados de la teoria de los
sistema dindmicos, presenta condiciones que aseguran la existencia del
subespacio estable en su versién no lineal. Aunque matematicamente
sofisticado, es un resultado que se podia esperar, pues el teorema H-
G indica que un sistema no lineal se comporta locamente en torno a
un equilibrio hiperbdlico como su sistema lineal asociado. Puesto que en
los modelos no lineales aparecen frecuentemente equilibrios tipo silla, el
teorema de la variedad estable es una herramienta de mucha importancia
en la medida que puede ser de interés que una trayectoria del modelo se
dirija en el largo plazo hacia estos puntos de equilibrio.

Sea z* un punto de equilibrio del sistema (3.2), y sean E* y E",
los subespacios estable e inestable del sistema lineal asociado z' =
J(x*)zx. Definimos E*(z*) y E"(z*) como las traslaciones de E* y E*,

respectivamente:
ES(I*) éEs+x*
E“(z*) & E" + 2~

Técnicamente, a E*(z*) y E¥(z*) se les conoce como subespacios afines.

Note que si z* = 0, entonces E*(z*) = E* y E%(z*) = E".

Teorema 15. (Teorema de la variedad estable). Sea z* un punto de
equilibrio hiperbdlico del sistema (3.2), y sea & un conjunto abierto de
R? que contiene a z*. Sea, ademds, F' € CY(U) y x(t; to, z) la trayectoria
correspondiente a la condicién inicial xy = x(to). Si z* es un equilibrio

tipo silla, entonces existen curvas diferenciables denotadas por W (x*)
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y W .(2*), que se llaman «variedades» y estan definidas en una vecindad
de z* contenida en U, N (z*) C U. Las variedades W (z*) y Wi (z*)
estan caracterizadas de la siguiente manera:

a) Wi (z*) y Wit

loc

(z*) son tangentes en el punto z* a E*(z*) y E¥(z*),
respectivamente.

b) Wg . (z*) y Wik (z*) estdn dadas por
Wi (z%) ={xo € N(z"); z(t;to, x0) € N(2*) V t > 1o,

Jim z(t;to, wo) = 2™}

Wiee(z®) ={zo € N(2%); (t;t0, x0) € N(2*) ¥ t < 1o,

lm x(t;tg, x0) = 2™}
t——o0

Figura 3.27 Wy, (a*) y Wik, (z*)

Las variedades W} (z*)y W

(%) son, respectivamente, los conjuntos

que hacen las veces de los subespacios E° y E* de los sistemas lineales.
Como en el caso lineal, estos conjuntos son invariantes; es decir, para todo
t se cumple que o(t)(Wg, (%)) C Wi (a®) y 2(t) (Wik(a%)) C Wik ("),
Ademas, las trayectorias que comienzan en dichos subespacios, o bien
convergen, o bien divergen del equilibrio z*. En general, calcular W (z*)
y W (z*) es bastante complicado, salvo en casos especificos como en el

siguiente ejemplo.
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Ej. 69. El sistema

’
r, = —4x;

’
_ 2
Ty = 229 — 377

tiene por unico equilibrio el punto z* = (0, 0). El sistema lineal asociado

€s

, -4 0
(SLA): = = x.
0 2

Puesto que los valores caracteristicos de la matriz de coeficientes son
Al = —4 vy Ay = 2, ¥ es un equilibrio hiperbdlico y, por el teorema H-
G, se trata de un equilibrio inestable tipo silla. Los subespacios (afines)

estable e inestable son

1

E(r")=SueR*: u=a ;a€eR Y — FEje X
0

E'(z*)=SveR?: v=a ;aeR)y —  Eje Xo.
1

Dada la condicién inicial xg = (219, 220), la solucién del sistema es

I (t) = $10€74t

3 3
xo(t) = (x20 - Ex%) e + 1—0xfoe_8t.

A partir de las soluciones obtenidas es claro que

3
VVli)c(z*) = {(1'1,1'2) S N(0,0)7 To = 1—03}'%}

Wige(2") = {(x1,22) € N(0,0); z1 = 0} = E*(2).
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Figura 3.28 W3 (z*) y W (2*)

El diagrama de fases se muestra a continuacién en la Figura 3.29.

Figura 3.29 Diagrama de fases

OO0
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Ej. 70. (Modelo de crecimiento neoclasico)

El siguiente modelo de crecimiento econémico, basado en el articulo
«A mathematical theory of saving» que publicara Frank P. Ramsey
en 1928 en FEconomic Journal, plantea un problema de optimizacién
dindmica para determinar la trayectoria 6ptima de consumo de los
individuos de tal manera que se maximice la utilidad agregada, es decir, el
beneficio o la felicidad de las familias en un horizonte de tiempo infinito.'?

A diferencia del modelo de Solow, estudiado en el capitulo 1, en este
caso, el consumo se determina de manera enddgena, de acuerdo con una
trayectoria elegida con criterios de optimalidad.

En las hipétesis del modelo se considera una economia cerrada y
sin intervencion del Gobierno. Ademas, las familias valorizan mas el
consumo actual que el consumo futuro, por lo que se introduce una tasa
de descuento > 0, que trae a valor presente los beneficios futuros.?
Se considera también que los individuos econémicos son idénticos, por lo
que poseen la misma funcion de utilidad, y que la tasa de crecimiento
per capita de la poblacion es una constante exégena n. Toda la poblacién
trabaja, de manera que no hay distincion entre poblacion y trabajadores.
Finalmente, como en el modelo de Solow, se considera una funcién de

produccién neoclésica.

12 Se asume que las familias son dinastias que de generacién en generacién viven un

tiempo infinito.

13 Ramsey visualizaba que era el Estado quien planteaba el modelo, por esto
consideraba que la introduccién de un factor de descuento era inapropiado y que
expresaba una despreocupacion por las generaciones futuras. El factor de descuento,
sin embargo, es muy realista en la practica, pero ademds juega un rol importante

para la buena definicién del problema de optimizacién.
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A partir de estas consideraciones y siguiendo argumentos similares a
los del modelo de Solow, se pueden plantear las siguientes ecuaciones que

modelizan el problema:

Y(t)=C(@t) + I(t), (3.26)
I(t) = K'(t) + 6K(1), (3.27)
L(t) = ™ L(0). (3.28)

Las ecuaciones (3.26) y (3.27) indican la distribuciones de la renta e
inversion, respectivamente. El factor 0 en (3.27) es la tasa de depreciacion
del capital. La ecuacién (3.28) expresa un crecimiento de la poblacién
de tipo malthusiano. Combinando (3.26) y (3.27) y dividiendo entre la
poblacién L(t) se obtiene

Y(t) C@t)  K(t) O6K(t)
L0 0 T I T Ie)

y(t) = c(t) + %’? + ok (1). (3.29)
Ahora bien,
oo d (K@) LK) —K@t)L(t)
vo=5 (20 ) =

K@) E@)L(1)
~ L) L) L(t)
_ K1)
=T0 k(t)n. (3.30)

Como la funcién de produccién tiene rendimientos constantes a escala,

entonces y(t) = f(k(t)). Asi; reemplazando (3.30) en (3.29), se obtiene

k(t) = f(k) — (n+0)k(t) — c(t).
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La utilidad de cada individuo es funcién de su consumo, u = u(c), y
es razonable imponer que esta funcién sea creciente y concava; esto es,
i " . .« . . .

u(c) >0y u (c) <0, con las propiedades adicionales (condiciones de
Inada)

é / é !

limu (¢) =00, lim u (c)=0.

c—0 c—00

Puesto que estamos asumiendo que todos los individuos tienen la misma

funcién de utilidad, el funcional que se tiene que maximizar es

U= /000 e Mu(c(t))L(0)e™dt.

Normalizando la condicién inicial L(0) = 1 y haciendo f =n—n > 0, el

funcional U queda expresado en la siguiente forma:'4

U= /00 e Phu(c(t))dt.

Asi pues, el problema de las familias se puede plantear como el siguiente

problema de control 6ptimo:

MmAax U:/ e Plu(c(t))dt
c(t) 0

sa: kK =fk)—(n+dk—c
kE(0) =ko < k
0 <c(t) < f(k).
Aplicando el principio del méximo,'® se puede establecer un sistema

dindamico para las variables consumo, ¢, y capital, k.

I

K = f(k) — (n+0)k —c (3.31)
, u'(c) [ .
‘=-v <f(k)—(n+5+6)). (3.32)

14 No es propésito de este ejemplo verificar que la integral es convergente, por lo que
se puede asumir que si lo es.

15 EI principio de maximo es una técnica estdndar que permite resolver este tipo
de problemas. Por ejemplo, el lector puede revisar “Optimizacion dinamica”de E.

Cerd4 (2001) para familiarizarse con esta herramienta.
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Por sus caracteristicas, la ecuaciones (3.31) y (3.32) solo pueden

analizarse cualitativamente. De (3.31) y (3.32) se obtiene

E'=0eck)=f(k)— (n+0)k
c=0sf(k)=n+d+8.

La ecuacién £ = 0 induce la isoclina c(k) = f(k) — (n + 0)k, que
es la diferencia entre las curvas de produccion y de depreciacién. Esta
diferencia crece desde cero hasta un nivel méximo k = k. En este punto,
las curvas de produccién y de depreciacion tienen la misma pendiente
n+ 9, pues 0 = ¢ (E) =f (E) — (n+9). A partir del nivel de capital
%, la diferencia entre estas curvas comienza a decrecer hasta llegar de
nuevo a cero, cuando k = k. Por otro lado, la ecuacién ¢ = 0 induce la
isoclina c(k) = k*. Observe que en este punto la pendiente de la curva de
produccion es f'(k*) = n46+ . Como > 0y, para k = k, la pendiente
de f es n + §, entonces k* < k.

Figura 3.30 Isoclinas k' = 0, ¢ =0
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Las isoclinas obtenidas dividen el espacio de fases en cuatro zonas del
plano k — c¢. El campo vectorial en cada una de estas zonas tiene una
direccion horizontal, DH, o una direccion vertical, DV. Estas direcciones
estan determinadas por las siguientes relaciones:

E>0 & c<f(k)—(n+)k
E<0 < c>flk)—(n+)k

DH :

(>0 & f(k)y>n+0+p

DV . ) )
c <0 & f(k)<n+d+0.

A continuacion, la Figura 3.31 muestra el campo vectorial por regiones.

A
¢ c,:()
k P*
c__ !
k=0
Ll _
k* k k

Figura 3.31 Campo vectorial

El campo vectorial sugiere que el punto de equilibrio P* = (k*, ¢*) es
inestable tipo silla. Verifiquemos esto con el teorema H-G.
) f (k)= (n+0o) —1
J(P*) = 1
u (C ) ",
_Wf (k7) 0

Como
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entonces J(P*) posee dos valores caracteristicos de diferentes signos, de
donde, en efecto, P* es un equilibrio tipo silla. Asi pues, como se muestra
en la Figura 3.32, el modelo tiene una variedad estable sobre la cual viven
las Unicas trayectorias que convergen al equilibrio P*. Aunque conocemos
de su existencia, en este caso no es posible encontrar con precision dicha

variedad.

Wi (P")

Figura 3.32 Variedad estable

Figura 3.33 Diagrama de fases
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Conclusiones

El diagrama de fases muestra todas las soluciones del sistema (3.31)-
(3.32); sin embargo, no todas ellas son trayectorias deseables desde el
punto de vista econdémico. En efecto, el diagrama muestra que si el
consumo se hace muy grande, entonces el capital se hace muy pequenio,
casi insignificante; lo que no es conveniente para la produccién. Al
contrario, si el capital se hace muy grande, el consumo se vuelve
insignificante; lo que no es deseable para los individuos. En el largo plazo,
todas las trayectorias del modelo tenderan a estas dos situaciones, salvo

aquellas trayectorias que se ubiquen en la variedad estable W .(P*).

LISTA DE EJERCICIOSI

3.3.1. En cuanto al modelo de Ramsey, observe que la economia puede

converger al punto de equilibrio desde una posicién situada por encima
o por debajo del punto de equilibrio, de acuerdo con el valor del capital
inicial en relaciéon con el valor de equilibrio £*. jDénde y por qué seria

mas conveniente colocar el capital inicial kg7

3.3.2. Con respecto a los sistemas que se dan a continuacion, haga el
diagrama de fase y esboce la curva W} (P*), donde P* es el punto de
equilibrio.
a)

xll =2, — 15
:L“I2 = —2x9

b)

_ 2
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Capitulo 4

Sistemas dinamicos discretos

4.1. Introduccién

Un sistema dindmico discreto es aquel en el cual la variable temporal ¢
varia en un conjunto contable. Especificamente, nosotros consideraremos
que ¢ vive en Zg . Los sistemas dindmicos discretos también se conocen
como sistemas o ecuaciones en diferencia. La diferencia entre dos
instantes consecutivas del tiempo determinan un periodo. Esto permite
modelar la dindmica de muchas variables econdémicas de interés que
se miden de periodo en periodo. La teoria de los sistemas dinamicos
discretos es andloga a la teoria continua, y muchos resultados de esta
tienen su correspondiente version discreta.

Este capitulo tiene tres secciones. En la seccion 4.2 se introducen las
ecuaciones en diferencia lineales de primer orden. Se analizan primero
las ecuaciones escalares, es decir, ecuaciones donde la variable de estado
vive en R. La extension del caso escalar al multidimensional se hace en la
seccion 4.3, donde se analizan especificamente los sistemas de dimension

2 y, como una aplicacién de estos, se analizan también las ecuaciones en
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diferencia de segundo orden.

4.2. Ecuaciones lineales

de primer orden

Definicion 19. Una ecuacién en diferencias lineal, escalar y de primer

orden es una expresiéon de la forma

(t+1) = az(t) + (1) (4.1)

donde t € Z§, v = z(t) € R es la variable de estado y f = f(t) € R es

una funcién cualquiera.

Si x = x(t) es una solucién de la ecuacién (4.1), entonces para la

condicién inicial z(0) = xy obtenemos

2(1) = azo + £(0)
2(2) = az(1) + f(1)

= a(azy + f(0)) + f(1)

= a’zo +af(0) + f(1)
2(3) = az(2) + f(2)

= a(a’z +af(0) + (1)) + f(2)

= a’xo + a’f(0) + af (1) + f(2).

Por induccién se puede establecer la siguiente expresiéon para z(t) en

cualquier instante t:

¢
t):atxo—FZat*kf(k—l); t=1,2,... (4.2)
k=1
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Asi pues, si z(t) es una solucién de la ecuacién, esta debe tener la forma
dada en (4.2).
Ahora bien, si # = x(t) es de la forma (4.2); entonces, reemplazando

en (4.1), se verifica que = es una solucién de la ecuacién (4.1). En efecto,

t+1
r(t+1)=a 'y + Z a R f (ke —1)
k=1

_ aH_liL“() + Zat+l_kf(k _ 1) + f(t)
k=1

=a (atxo + Zat_kf(k - 1)) + f(t)
k=1
=ax(t) + f(t).

Por lo tanto, (4.2) es la unica solucién de la ecuacién (4.1).
Como en el caso continuo, a una solucién de la ecuacién (4.1) también
se le llama «trayectoria solucién» y su grafica es un conjunto de puntos

espaciados en el plano, como se muestra en la Figura 4.1.

Figura 4.1 Trayectorias solucién

Sien (4.1) se toma f = 0, se obtiene la ecuaciéon homogénea
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(t+1) = ax(t)| (4.3)

De acuerdo con (4.2), la trayectoria solucién para la condicién inicial

z(0) = o es

x(t) =ad'ry, t=0,1,... (4.4)

Por otro lado, si f(t) = b para todo t, la ecuacién es

’x(t +1) = ax(t) + b‘ (4.5)

En este caso, de (4.2) se tiene

t
2(t) = a'zy + Z a'*b
k=1
=adzg+(1+a+a®+a®+---+a"Hb

Sia # 1, entonces

(t) = atzo + (1 - “t) b. (4.6)

Reordenando, se obtiene

Sia = 1, entonces

) =xo+ (1 +1+1+---+1) =20+ bt (4.8)

-~
t veces

Observe que la expresion (4.7) es similar a aquella dada en (1.15),
que proporciona la solucién de la versién continua de la ecuacién (4.1).

Como en el caso continuo, una solucién de equilibrio de (4.5), o
simplemente un equilibrio, es una solucion constante de la ecuacion. Igual
que en el caso continuo, un equilibrio se denotara por x*.

La solucién de equilibrio de la ecuacién (4.5) con a # 1 es
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b
t = . 4.
v 1—-a (4.9)

En efecto, si z(t) = 2* para todo ¢, entonces

©=ar"+b & z"=b/(1-a).

Teniendo en cuenta (4.7), la solucién de (4.5) puede escribirse como

x(t) = a'(xg — ) + 2* (4.10)

Ej. 71.
3
z(t+1) = Zx(t) +2, x2(0) =z

Puesto que a = 3/4 y b =2, * = 8. Luego, la solucién es

() = G)t (20 — 8) +8.

A continuacién, la Figura 4.2 muestra las correspondientes trayectorias

solucién para diversas condiciones iniciales.

o(1)

=8

xo [} ".0
1,‘0(

Figura 4.2 Trayectorias para distintas condiciones iniciales

OO0
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Esencialmente, existen dos situaciones tipicas para el comportamiento
de la trayectoria dada en (4.10): una de ellas es cuando |a|] < 1y
la otra cuando |a|] > 1. En el primer caso, puesto que la trayectoria
converge de forma mondtona al punto de equilibrio, diremos que este
es asintéticamente estable. Observe que este comportamiento de la
trayectoria es para cualquier condicién inicial y, por lo tanto, el equilibrio
es en realidad globalmente asintéticamente estable. En el segundo caso,
de (4.10) se observa que, para cualquier condicién inicial, salvo el propio
punto de equilibrio, la trayectoria correspondiente se aleja del equilibrio,
diverge de él. En esta situacion diremos que el equilibrio es inestable. La

relacién entre z* y el parametro a es la siguiente:

" es estable & |a| < 1‘

En el ejercicio 4.2.1 se pide analizar el comportamiento de las trayectorias

en funcién del parametro a.

Ej. 72. (Modelo de la telarana)

Este modelo estd basado en la relacién estatica entre la oferta y
la demanda de un bien. El modelo deriva su nombre de la forma en
que se va trazando la trayectoria del precio a medida que transcurre el
tiempo.!(véase la Figura 4.4). Supongamos que la demanda y la oferta
de un bien es lineal con respecto a su precio. Denotando por D(t), S(t)

y p(t), la demanda, la oferta y el precio, respectivamente, el modelo es

D(t) = a+ bp(t), (4.11)
S(t) = ¢+ dp(t — 1). (4.12)

! Segtin Waugh (1964) al parecer fue Kaldor quien en 1934 fue el primero en llamar

«telarana» a este modelo.
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Los parametros b y d, que denotan las pendientes de la demanda y la
oferta, son tales que b < 0 y d > 0. El signo negativo de b refleja el hecho
de que la demanda de un bien disminuye cuando aumenta su precio vy,
por el contrario, el signo positivo de d refleja el hecho de que la oferta
de un bien aumenta cuando aumenta el precio. La logica de la ecuacién
para la oferta es la siguiente. El instante actual ¢ corresponde al final del
periodo t. En este instante, la cantidad que el productor decide producir
se basa en la observacion del precio del final del periodo anterior, cuando
el precio era p(t — 1). Los productores consideran que dicho precio se
mantendra hasta el final del periodo ¢, momento en el que el precio se
actualiza de acuerdo con la oferta y la demanda. Esta logica se muestra

en el siguiente esquema:

Periodo ¢t
t=20 t—1 t
@

p(t—1) p(t)

Figura 4.3 Esquema logico de la oferta

Si el mercado absorbe toda la oferta; es decir, si la demanda coincide

con la oferta, se tiene una situacién de equilibrio econdmico;?

D(t) = S(t). Asi pues, de (4.11) y (4.12) se obtiene la siguiente dindmica

esto es,

para el precio de equilibrio econémico:

p(t+1) = (d/b)p(t) + (¢ —a)/b.

Aplicando (4.10), la trayectoria del precio estd dada por

p(t) = (%)t (po —p") +p",

2 Enfatizamos la expresién «equilibrio econémico» para distinguirla de la nocién de

equilibrio matemaético.
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donde p* = (¢ —a)/(b —d).
Observe que la trayectoria del precio es oscilante, pues d/b < 0.
Ademas, es explosiva si |d| > |b] y, al contrario, es convergente (al precio

de equilibrio) si |d| < |b|. Asi, tenemos el siguiente resultado:
p* es estable < |d| < b].

A continuacién, la Figura 4.4 muestra el caso de una trayectoria

convergente.

b |
* S()
po——l
[2) S
Pa|——d-—-3F=
Y e 1 _ __ L _
psf--—4+---1- ‘
p3|l-=——--=-+4- |: |
pi|== = ———
I [
I : |||| | | : D(t)
I ol
! : '|: (I :
: | :'I bt |
| rol
B
! | Lo . !
| ' [ . [
70 G G q6f &g g 9

Figura 4.4 Modelo de telarana

Ej. 73. (Modelo de crecimiento del multiplicador-acelerador)
Sean Y (), I(t) y S(t) la renta, la inversién y el ahorro nacional en
el periodo t, respectivamente. Las siguientes ecuaciones constituyen un
modelo dindmico simple (sin gastos del Gobierno, ni vinculos con el
exterior). El ahorro es una proporcién de la renta y la inversion en capital

es proporcional a la variacién de la renta en dos periodos consecutivos.
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Bajo estas consideraciones, podemos plantear las siguientes ecuaciones:

S(t)=aY(t), 0<a<l
It+1)=pY(t+1)-Y(t), 0<p<1
S(t) =1(t).

La tercera ecuacién es una consecuencia de las hipdtesis del modelo
y se conoce como condicion de equilibrio. A partir de estas tres
ecuaciones, puede encontrarse facilmente una ecuacién dindmica para
el comportamiento de la trayectoria de la renta de periodo en periodo.
En efecto, por la condicién de equilibrio e igualando la primera con la

segunda ecuacion se obtiene

s
0 —«

De aqui, especificamente para la condicién inicial Y'(0) = Yj, se obtiene

s
08—«

De (4.13) se deduce que para tener un crecimiento sostenido de la renta

Y(t+1)= Y (¢).

Y(t):< >tYO, t=0,1,2,... (4.13)

debemos exigir que a < . La tasa porcentual de crecimiento, denotada

por 7y, es constante y estd dada por

YA+ -Y() o«
TTTUYe B

Ej. 74. (Acumulacién compuesta de capital)

Sea m(t) el capital de un individuo al final del periodo ¢. Si la tasa de
interés es v > 0, entonces la acumulacion de este capital estda dada por

la siguiente ecuacién:

m(t+1)=(1+r)m(t) +dt+1) —e(t+1), t=0,1,2,...,
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donde d(t+1) y e(t + 1) son, respectivamente, el depdsito y la extraccién
sobre su cuenta que hace este individuo durante el periodo ¢ + 1. Para
la condicién inicial m(0) = my, de acuerdo con (4.2), la trayectoria del

capital acumulado es

m(t) = (L+7)'mo+ Y _(1+7)7Fd(k) —e(k)), t=1,2,...

k=1
Sea n(k) = d(k) —e(k) el depdsito neto; esto es, la diferencia entre lo que

se deposita y se extrae en cada periodo. Entonces,

m(t) = (L+7)'mo+ Y (1+7) " n(k), t=1,2,...

Puesto que 1 + r > 1, la expresiéon anterior indica que si el depdsito
neto es positivo, entonces el monto acumulado va creciendo de periodo

en periodo.

OO0

LISTA DE EJERCICIOS.

4.2.1. Como hemos visto, si z* es el equilibrio de la ecuacién z(t 4+ 1) =

ax(t) + b, la trayectoria solucién estd dada por la expresién
o(t) = a'(wg — x*) + 2*.

Analice el comportamiento de las trayectorias en cada uno de los
siguientes casos:

a)—1l<a<0

b)0<a<1

c)a<—1

d)a>1

En cada caso grafique la trayectoria correspondiente.
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4.2.2. Para las ecuaciones que se dan a continuacion, encuentre los
equilibrios, analice su estabilidad y trace algunas trayectorias para
diversas condiciones iniciales:

a) sx(t+ 1) — 2z(t) =4

b) 2z(t + 1) = —3x(t) — 2

c) z(t+1)—tz(t)+3=0

4.2.3. Dadas las funciones de demanda Q(t) = 30 — 2p(t) y de
oferta S(t) = —6 + 4p(t — 1), determine la trayectoria del precio p(t)
considerando p(0) = 4.

4.2.4. Resuelva la ecuacion

(i +1) = 2a(t) + (1)

sabiendo que y(t) cumple la relacién y(t + 1) = 3y(t).

4.2.5. Obtenga y analice el modelo discreto de crecimiento poblacional
de Malthus. Para esto, suponga una tasa de crecimiento constante per

capita igual a r.

4.3. Sistemas lineales de ecuaciones

en diferencia

Definicion 20. Un sistema lineal de ecuaciones en diferencias de primer

orden y de dimensién n es una ecuacién de la forma
z(t+1) = Ax(t), (4.14)
donde A € M« (R) y x(t) € R™ para todo t.

Procediendo de manera similar al caso escalar, dada la condicién

inicial 2(0) = x¢, la solucién de (4.14) estd dada por la expresién
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z(t) = Alzg, t=0,1,...

(4.15)

La potencia A' de (4.15) hace las veces de la exponencial e del caso

continuo. Para obtener una férmula cerrada de la expresién A¢, aplicamos

el teorema de Jordan, tal como se hizo en el caso continuo:

A=PJP' = A'=pJpP!

Para n = 2, el producto PJP~! tiene basicamente las siguientes formas:

)\1 0 1 A a—ﬁ

Pt P Pt P Pt

0 Ao 0 1 f o«

Ahora bien, por induccién, se prueba facilmente que

A O X0
J=|" = Ji= "
0 A 0 A
1 A R PUO
J = = J' =
0 1 0 A

En cuanto al tercer caso, este es mas elaborado. Veamos, sea

p=+a2+ B2 cosb=alp;. sind=p/p.
Por consiguiente,
a —f cosf —sinf

P
68 « sinf  cosf

Asi, por induccién se obtiene

gt ; costd —sintd
=p

sintd costd

Veamos el siguiente ejemplo.
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Ej. 75. Consideremos el sistema

w1t +1) _ 4 1) () 21(0) = 25(0) = 1.

Los valores caracteristicos son \; = 2 y Ay = 3. Asi,

11 . -1 1
P= , P = , D=
21 2 -1 0 3
Por consiguiente,
x1(t) 1 2t 0] |-1 1 x1(0)
xo(t) 2 1 (0 3 2 —1| [x2(0)

—2042.3° 203 | |1
_2t+1+2'3t 2t+1_3t 1

ri(t)=—-2"+2-3" +28 -3t =3
To(t) = —2-242-3" 2.2 — 3t =3

De aqui se deduce que la trayectoria z(t) vive sobre la recta L : y = x.

1‘2(t)

27 | e

3 9 27 I](t)

Figura 4.5 Trayectoria solucion

OO0
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EL CASO NO HOMOGENEO

Consideremos el sistema no homogéneo

w(t+1) = Az(t) +b, A€ Myn(R), b#0]

(4.16)

Note que si 1 ¢ o(A), entonces A — I es una matriz inversible.

Procediendo como en el caso escalar tenemos
t
2(t) = Alwg + (Z At_k> b.
k=1
Ahora,

(i Atk> (A—1I)=A"—1,

t

A= (A -T)(A-D)7"

k=1

de manera que

Reemplazando esta expresion en (4.17), se obtiene
w(t) = Alzg + (A" = I)(A—I)""b.
La solucién de equilibrio del sistema es

r*=—(A-1)""b.

(4.17)

(4.18)

(4.19)

Reemplazando (4.19) en (4.18), la solucién de (4.16) se puede escribir

asi:

z(t) = A'(z(0) — ) + z*

(4.20)

Ej. 76. Consideremos la siguiente version no homogénea del ejemplo 75:
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Como 1 ¢ o(A), entonces A—I es inversible. Aplicando (4.19), se obtiene

—1
3 —1 1 1/2
1'*:—(14—])_16:— — /
2 0 1 1/2

Por consiguiente, de (4.20), la trayectoria solucién viene dada por

()| | —204+2-30 203" | |2(0) - 1/2 N 1/2
s (t) oty g3t ot _gtl ay0) —1/2|  |1/2
OO

Andlisis cualitativo

Hemos visto que si 1 ¢ o(A), entonces la solucién del sistema (4.16)
estd dada por (4.20), donde x* = —(A — I)~'b. Nos preguntamos bajo
qué condiciones la trayectoria x(t) converge a la solucién de equilibrio
x*. Para analizar esta convergencia, tomemos el caso mas simple: cuando
n = 2. En este caso, como sabemos, la matriz A" = PJ!P~! tiene tres
formas especificas que dependen bésicamente de la matriz J. Teniendo

esto en cuenta, se obtiene el siguiente resultado.?

Teorema 16. Sea A una matriz en Mayo(R) con radio espectral p y sea

¢ una constante cualquiera. Entonces,

lim Ac=0 VceR & p<1.

t—4o00

En el caso del ejemplo anterior, el radio espectral es p = 3, de manera

que la trayectoria solucion diverge del equilibrio.

ECUACIONES DE SEGUNDO ORDEN

Una ecuacién en diferencias lineal, de segundo orden y de coeficiente

constante es una expresion de la forma

3 Este resultado se cumple para cualquier dimensién.
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w(t+2) = ax(t+1) + ba(t) + c(t), b#0| (4.21)

Como en el caso continuo, para resolver esta ecuacién introducimos
variables de estado para convertir la ecuacién en un sistema lineal de

orden 2 x 2. Veamos el siguiente ejemplo.

Ej. 77. Consideremos la siguiente ecuacién:
z(t+2)=2x(t+1)+32(t) +2; 2(0)=1/2, z(1) =—-1/2.
Introduciendo las variables de estado

I (t)
T2 (t)

x(t)
z(t+1),

obtenemos

ri(t+1)=z(t+ 1) = 0xy(t) + Laa(t)

r(t+2) =2x(t+ 1)+ 3x(t) + 2

3z (t) + 2x2(t) + 2.

Este par de ecuaciones es equivalente al sistema

que es de la forma (4.16).
Los valores caracteristicos de la matriz de coeficientes son \; = 3
v Ay = —1. Para obtener la solucién explicita, necesitamos calcular la

matriz de cambio de base P. Con los valores caracteristicos obtenidos
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calculamos los correspondientes vectores caracteristicos para formar la

matriz P.
1 -1 1/4 1/4
P= = plt= / /
3 1 —3/4 1/4

La solucién de equilibrio es
-1

1 1| o ~1/2
vt =—(A—I)"b=— _ |V
3 1 |2 ~1/2

Puesto que [A;| > 1y |A2] > 1, de acuerdo con el teorema 16, el sistema
diverge del equilibrio. Como z;(0) = z(0) = 1/2 y 22(0) = z(1) = —1/2;

entonces, de acuerdo con (4.20), la solucién del sistema estd dada por
t 30 0)+1/2 —1/2
n)] o 1O+ 12] [
xo(t) 0 (-1) x2(0) +1/2 -1/2

air ai2 1 —1/2
+

o1 A29 0 —1/2
donde
3+ 3(—1)
o = THCD
3t — (=1 t
a2 = —i )
3t+1 —3(=1 t
e
3t+1 + (_1)t
Qg = ———————.
22 1
Especificamente, la solucién de la la ecuacién escalar es
3+3(-1)F 1
t) = t) = ———"— — —.
o(t) = m(t) = = 2

Observe que la solucién de equilibrio de la ecuacién escalar original es
—1/2, de manera que este equilibrio no es estable, pues la solucién dada

diverge de él.

OO0
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LISTA DE EJERCICIOS'

4.3.1. Encuentre z(¢) para cada uno de los siguientes sistemas:

a)z(t+1) = x(t), x(0)=

b) z(t +1) = -3 x(t), x(O)[O

2 =2 1
c)x(t+1) = x(t), x(0)= ]

3 =2 1
d) z(t+1) = 01 z(t), z(0) = 1]
0 4 ~1
e) z(t+1) = - z(t), z(0) = .
-1 -1 7

4.3.2. Analice la estabilidad de los sistemas del ejercicio 4.3.1.

4.3.3. Resuelva las siguientes ecuaciones:
a) z(t+2) —3x(t+1) = —2z(t)

b) x(t+2) =2z(t + 1) — 3z(t) + 2

c) z(t+2) =3x(t+1)+2z(t)+1

4.3.4. En una determinada poblacién se observa que del primer al
segundo ano la poblacién crece de 120 a 130 individuos, y que cada
ano se duplica el crecimiento del ano anterior y se anaden 20 individuos

fordneos. Encuentre y analice la trayectoria de la poblacion.

4.3.5. En el caso general, dada la ecuacion

z(t+2) = ax(t + 1) + bx(t),
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el sistema correspondiente, en términos de las variables de estado, es

ri(t+1) 0 1| |x1(t)

xo(t 4+ 1) b oal [z2t)
La ecuacion caracteristica de la matriz de coeficientes es
AN —a\—b=0,

de donde
)\12——CLI|: \/a2—|—4

Deduzca las soluciones que se dan a continuacion de acuerdo con el valor
del discriminante A = a? + 4b.
a) Si A > 0, entonces \; # A, A1, Mg € R.

ZE(t) = Cl/\tl + 02)\;, /\1 2= —CL :i: (12

b) Si A =0, entonces A\ = Ay = X € R.

1
.le(t) = Cl)\t + CQtAt, A= 50/

c) Si A <0, entonces A\ # Ao, A1 o = a£if.

z(t) = p*(Cy cos Ot + Cy sin Ot)

Como a = %a y 8= %\/4b — a?, entonces
V4b — a?
p=b, ¢

tan = ———, 6 € [0,7].
a
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4.4. Una aplicacion interesante

En esta seccion vamos a estudiar brevemente las cadenas de Markov,
que constituyen una oportunidad interesante para poner en préctica
algunos de los conceptos de la teoria de los sistemas dinamicos discretos
que hemos venido estudiando.

Las cadenas de Markov se utilizan ampliamente en diversos contextos,
pues sus propiedades fundamentales son muy adecuadas para modelar
dindmicas que ocurren frecuentemente en la practica, esto es, dindmicas
donde el futuro solo depende del pasado inmediato. La literatura
sobre cadenas de Markov es muy vasta;* aqui solo haremos una breve
introduccion, para lo cual solo se requiere del lector conocimientos basicos
sobre teoria de la probabilidad.

Para definir una cadena de Markov, introduzcamos primero el
conjunto finito S £ {1,2,..., N}, que llamaremos «espacio de estados». A

cada elemento 7 € S se le conoce como un estado de la cadena.

Definicién 21. Sea A = [a;j],7,j € S una matriz cuadrada con valores
en R. Se dice que A es una matriz estocdstica (por filas)® si se cumplen
las siguientes dos condiciones:

a)a; >0 Vij €S

b)Y ay=1, ViesS

JjEeS

4 Una buena introduccién al tema es el clasico libro de Kemeny y Snell (1976).

5 De manera similar, también se puede definir una matriz estocastica por columnas
o doblemente estocdstica cuando la matriz es estocdstica tanto por filas como por

columnas. Aqui solo consideramos matrices estocédsticas por filas.
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Ej. 78. Mientras que las matrices A y B son matrices estocasticas, la

matriz C no lo es, pues la suma de las entradas de la tercera fila es mayor

que 1.
02 0 0.7 0.1]
0.3 0 0.7
0.6 04 01 0.1 0 038
A= ., B=101 05 04|, C=
0.2 0.8 0.2 0.5 03 0.1
0.2 0.5 0.3
(0 0 02 06
OO
Sea x = {x(0),z(1),2(2),...} un conjunto infinito de variables

aleatorias definidas sobre cierto espacio de probabilidad. Para cada
t =0,1,2,..., la variable z(¢) puede tomar con cierta probabilidad un
unico valor en el espacio de estados S. Al conjunto de variables aleatorias
x se le llama «proceso estocdstico» y z(t) representa al proceso en el
instante ¢t. La probabilidad de que la variable x(t) tome el valor i € S se

denota por p;(t); esto es,
pi(t) 2 Pr(z(t) =1i), i€S.

El vector w(t) = (pi(t),...,pn(t)) se llama «vector de distribucién
de probabilidad de la variable z(t)» o, también, «distribucién del
proceso estocastico en el instante ¢». En particular, el vector m(0) =
(p1(0),...,pn(0)) es la «distribucién inicial» del proceso y lo denotaremos
simplemente por 7.

La probabilidad de que el proceso x salte del estado 7 en el instante ¢ al
estado j en el instante t+1 se denota por p;;(f) y se define explicitamente

por la siguiente probabilidad condicional:

pij(t) £ Pr(a(t +1) = jla(t) =1), ij €S.



266 Capitulo 4. Sistemas dindmicos discretos

Fijando ¢t y tomando ¢,j en € &, las probabilidades presentadas
definen una matriz estocéstica conocida como «matriz de transicion de
probabilidades del proceso x». Si estas probabilidades de salto de un
estado a otro no dependen del instante en que se observen, entonces se
dice que el proceso es homogéneo. Denotaremos la matriz de transicién

de probabilidades del proceso homogéneo x por II:

puu P12 ... PIN
P21 P22 ... Pa2N
I =
|PN1 PN2 --- PNN|
Puesto que II es una matriz estocastica, para cada ¢ = 1,...,n se tiene

> b =1

Si se cumple que en cada instante el futuro del proceso z no depende
de toda su historia pasada, sino solo del pasado inmediato, se dice que el
proceso es una cadena de Markov. Més exactamente, si ¢, ,...,7 y s son
diversos estados del proceso x, se dice que = es una cadena de Markov

homogénea si se cumple

Pr(z(t+1) = jlz(t) =4,...,2(1) = r,z2(0) = s)
=Pr(z(t+1) = jlz(t) = 1)
= Dij-

Los elementos que determinan una cadena de Markov son el espacio de
estados S, el vector de distribucion inicial my y la matriz de transicién de
probabilidades IT = (p;;) Nxn-

Con la notacién introducida y debido al teorema de la probabilidad

total, p;(t + 1) = Pr(z(t) = j) se puede calcular como sigue:
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pi(t+1) = p1p1(t) + pojp2(t) + - + pnjpn(t)
N
= pilpy, JES.
i=1
Esta ecuacion se puede escribir de manera mas compacta como un sistema

lineal de ecuaciones en diferencias:

w(t+1) = 7()T] (4.22)

Tomando transpuesta, esta ecuacion adquiere la forma (4.14) con A =

17, La trayectoria del vector de estado 7(t) viene dada por
7(t) = m(O)II, t=0,1,... (4.23)

Nos interesa saber como se comporta la cadena de Markov en el largo
plazo. Para esto habria que estudiar qué sucede en el infinito con el vector
de distribucién de probabilidades 7(t), sujeto a la dindmica dada por la
ecuacion (4.22). Por lo que hemos venido estudiando, sabemos que la
respuesta a esta cuestion implica basicamente estudiar la matriz II. Sin
embargo, en este caso, por ser II una matriz estocastica, hay algunas
particularidades que merecen tomarse en cuenta. Veamos.

Sea pl(;-) = Pr(z(t) = j|z(0) = i) la probabilidad de salto del estado
i al estado j en t pasos, y denotemos por II® la matriz que contiene
estas probabilidades. Puede probarse que esta matriz también se obtiene

a partir de la t-ésima potencia de la matriz II; esto es,

De esta igualdad se deduce de inmediato la «ecuacién de Chapman-

Kolmogorov»:

’H(tl-i-tz) — 1t qy(t2)

La siguiente definiciéon es fundamental en la teoria de las cadenas de

Markov.
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Definiciéon 22. La cadena de Markov z con espacio estado S y matriz

de transicién de probabilidad II se llama «ergddica» si los limites

a) Existen para todo j € S
b) Son independientes de i € S

c¢) Forman un vector de distribucién de probabilidades 75 = (p1, ... ,py);
estoes, > icspj =1

El vector 7¢ definido en ¢) se conoce en la literatura como «vector
estacionario». Una cadena de Markov es ergddica si en el largo plazo su
distribucién se estaciona alrededor del vector 7.

Se dice que una matriz A es casi-positiva si existe n € N, tal que A™
tiene todas sus entradas positivas. El siguiente resultado proporciona
condiciones necesarias y suficientes para que una cadena de Markov
sea ergoddica. Este resultado, cuya demostracion escapa del propdsito
introductorio de esta seccion, estd relacionado con el cardcter positivo

de la matriz de transicion.

Teorema 17. Sea x una cadena de Markov homogénea con matriz de
transiciéon de probabilidad II y espacio de estados S. Entonces, x es

ergddica si y solamente si II es casi-positiva.

Puesto que el limite p; = lim;_ pl(;) en una cadena de Markov

ergddica es independiente de la fila ¢, entonces por (4.23) se obtiene

lfim 7(t) = mp lim II' = T,.
t—o00 t—00

El siguiente resultado es una consecuencia de la ecuacién de Chapma-
Kolmogorov. Note que este resultado implica que el vector 7, es un vector
propio por la izquierda de la matriz 11, asociado al valor propio A = 1.

Se deja la demostracién como ejercicio.
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Teorema 18. Sea = una cadena de Markov ergédica con matriz de
transicién de probabilidad II y espacio de estados §. Entonces, el vector

estacionario 7, es la inica solucion (con entradas positivas) de la ecuacion
m=mll (4.24)

con la condicién de que el vector 7 sea estocastico, es decir, de que sus

entradas sumen 1.

La ecuacién (4.24) es muy importante, pues constituye un medio para
encontrar el vector estacionario .

Hasta aqui nuestra revision de algunos conceptos bdsicos sobre
cadenas de Markov. Como dijimos antes, las cadenas de Markov se
utilizan ampliamente en diversos contextos, pues su estructura se
presenta en muchos procesos estocdsticos que ocurren en la préactica.
El siguiente ejemplo es un modelo sencillo de movilidad social en una
cierta poblaciéon. La manera como se va distribuyendo la poblacién
trabajadora de generacién en generacién obedece a una cierta dindmica

cuyas consecuencias sera importante analizar.

Ej. 79. (Distribucién de la fuerza laboral)

La poblacion laboral de una determinada ciudad esta distribuida de la
siguiente manera. Trabajadores altamente calificados (A), Trabajadores
medianamente calificados (M) y Trabajadores bajamente calificados (B).
Sean x1(t), x2(t) y x3(t) el niimero de personas en la generacion ¢ en cada
una de estas categorias. Supongamos que de generacion en generacién se
cumple lo siguiente:

H1. Cada trabajador tiene solamente un hijo.

H2. E1 60 % de los hijos de los trabajadores del tipo A pasan a ser también
trabajadores del tipo A, el 25% pasa a ser del tipo M y el 15% pasa a
ser de tipo B.
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H3. El 25% de los hijos de los trabajadores del tipo M pasan a ser
trabajadores del tipo A, el 45 % pasa a ser del tipo M y el 30 % pasa a
ser del tipo B.
H4. El 15% de los hijos de los trabajadores del tipo B pasan a ser
trabajadores del tipo A, el 30 % pasa a ser del tipo M y el 65% pasa a
ser del tipo B.

Bajo estas hipétesis, estamos interesados en saber cémo sera la
distribucion de trabajadores en el largo plazo. Claramente, la situacion
planteada configura una cadena de Markov. Los estados son las categorias
A, M y B, y los porcentajes dados corresponden a las probabilidades de
salto o transicién de una categoria a otra en una generacién (o un paso).
Como estas probabilidades se mantienen de generacion en generacién, se
trata de una cadena de Markov homogénea. La matriz de transicién de

probabilidades es
0.60 0.25 0.15

II=10.25 0.45 0.30
0.15 0.20 0.65

Puesto que la matriz I1 es casi-positiva (positiva en realidad), la cadena de
Markov es ergddica. Por consiguiente, la respuesta a la pregunta que nos
formuldabamos anteriormente consiste en encontrar el vector estacionario.

Asi, aplicando (4.24), se obtiene
s = (0.3252  0.2883 0.3865).

De manera que en el largo plazo, aproximadamente, el 32% de la
poblacién trabajadora seré del tipo A, el 28 % del tipo M y el 38 % del
tipo B. Estos resultados tendrian que contrastarse con la distribucién
inicial para concluir si se ha producido movilidad social. Por ejemplo,

si la distribucién inicial indicara que el porcentaje de trabajadores del
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tipo A fuera 15 %; y la del tipo B, 50 %, es claro que habria habido una

significativa mejora en esta distribucion.

OO

LISTA DE EJERCICIOS'

4.4.1. Diga cudles de las siguientes matrices son estocdsticas, o bien por

filas, o bien por columnas.

03 0 0.7
0.3 0.7 04 0.7 10

A= , B= , O = , D=10.1 06 0.2
09 0.1 0.2 0.8 01

04 04 0.1

4.4.2. ;Para qué valores de p y ¢, es estocastica la matriz A?

4.3.3. En modelos meteorolégicos se usan también las cadenas de
Markov. Estos modelos son importantes porque la naturaleza del clima
tiene consecuencias econdémicas. Veamos un modelo sencillo. Supongamos
que solo existen dos posibilidades climdticas: dia soleado (S) o dia
nublado (N). De dia a dia, el clima del dia siguiente solo depende del clima
del dia actual. Asi, si estd soleado, la probabilidad de que al dia siguiente
esté nublado es 0.3; por el contrario, si estd nublado, la probabilidad de
que al dia siguiente esté soleado es 0.6.
Basandose en estos supuestos, resuelva los siguientes ejercicios:

a) Evidentemente, el estado del clima de cualquier dia es incierto; es una
variable aleatoria. La familia infinita de todas estas variables constituye
una cadena de Markov homogénea. Defina esta variable, identifique el

espacio de estados y determine la matriz de transicién de probabilidad.
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b) Si el miércoles es un dia soleado, jcudl es la probabilidad de que el
jueves también lo sea?

c) Si el miércoles es un dia soleado, jcudl es la probabilidad de que el
domingo sea un dia nublado y cudl es la probabilidad de que, mas bien,
sea un dia soleado?

d) En el largo plazo, jcudl es la probabilidad de que un determinado dia

sea soleado o nublado?

4.3.4. El mercado de un determinado bien de consumo estd cubierto
por tres firmas diferentes: A, B y C. Hay ciertas diferencias entre los
productos que ofrecen las correspondientes empresas, lo que genera
determinadas preferencias entre los consumidores. Estas preferencias son

dindmicas y varian de mes a mes de acuerdo con la siguiente tabla:

Al B|C
Al04]04)02
B|102050.3
Cl104|03]03

Las entradas en las nueve posiciones de esta matriz representan las
probabilidades de cambio de las preferencias de consumo del articulo
producido por las tres empresas. Como se aprecia, la estructura de esta
situacion es similar a la del ejercicio anterior. Conteste a las siguientes
preguntas:

a) Si actualmente la participacién de mercado de las firmas A, By C es
35%, 40 % y 25 %, respectivamente, {cudl serd esta participacién dentro
de tres meses?

b) ;Cuél serd la participacién de mercado de las tres firmas en el largo

plazo?



Capitulo 5

Sistemas dinamicos discretos

escalares no lineales

5.1. Introduccion

En este capitulo se estudian las ecuaciones en diferencias no lineales.
Debido a la no linealidad, el andlisis de este tipo de ecuaciones es
cualitativo. En este abordaje se utiliza la idea de que en cada periodo del
tiempo el estado del sistema es una transformacion del estado del periodo
anterior. La variable de estado actual reine toda la informacién del
sistema hasta ese instante, de manera que el estado siguiente recoge dicha
informacién. Se establece asi una relacién de recurrencia que permite
obtener los estados del sistema en cada periodo,

En comparacién con los anteriores, este capitulo es corto, pero es
muy rico en ideas, y las herramientas de andlisis que se presentan
son las fundamentales en la teoria. En la primera seccién se introduce
formalmente el concepto de ecuacién en diferencias no lineal; y, en la

segunda, se desarrolla el andlisis cualitativo de este tipo de ecuaciones.
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5.2. Ecuaciones escalares

A continuacién se presenta formalmente una ecuacién en diferencias
no lineal. Para todo el resto del capitulo, el simbolo I denota un intervalo

de la recta, I C R.

Definicion 23. Sea f : I C R — I una funcién no lineal. Una ecuacién

en diferencias de primer orden, no lineal, es una expresiéon de la forma

w(t+1) = f(x(t); t=0,1,... (5.1)

Como siempre, x(t) representa el estado del sistema en el instante
t. Como los distintos estados del sistema se van obteniendo de forma
recurrente por una transformacion del estado anterior, a la funcién f se
le llama «funcién de recurrencias.

La dindmica del sistema (5.1) puede describirse por el siguiente

diagrama:

x(t) z(t+1)

Figura 5.1 Funcién de recurrencia y dinamica discreta

Este diagrama describe la idea de que, en cada periodo, la variable
de estado es sometida a una transformacién definida por la funcién f, lo
que produce el nuevo valor de la variable de estado correspondiente al
periodo siguiente.

La solucién de la ecuacién (5.1) se resuelve procediendo de la misma

manera como se hizo en el caso lineal, es decir, por recurrencia. Dada
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una condicién inicial z(0) = zy, la trayectoria estd dada por la siguiente

sucesion:

Procediendo de esta manera, por induccion se obtiene

x(t) = fi(zg), t=0,1,... (5.2)

Ej. 80. Consideremos la siguiente ecuacién:
z(t+1) =+/2z(t); x(0) =z >0.

Procediendo como se ha mostrado anteriormente, la solucién de la

ecuacion es x(t) = /7. En efecto,

Observe que x* = 0 es una solucién constante de la ecuacién; esto es,
para todo t, z(t) = x* = 0 satisface la ecuacién. En el largo plazo, es
decir, para t muy grande, la trayectoria x(t; xy) se va a aproximando al
punto z* = 0 independientemente de cudl sea la condicién inicial z¢ > 0.
i ntonces, que x un equilibri men sintoticamen
Se dice, entonces, que z* es equilibrio globalmente asintéticamente

estable.

OO0



276 Capitulo 5. Sistemas dinamicos discretos escalares no lineales

LISTA DE EJERCICIOS'

5.1.1. Encuentre la trayectoria solucién de la ecuacién

z(t+1)=

22 x(0) =z # 0.

5.1.2. Con relacién a la ecuacién del ejercicio anterior, encuentre la

solucién de equilibrio si g > 0.

5.1.3. Los cuatro primeros términos de la ecuacién z(t + 1) = f(z(t))
son z(0) =1, z(1) =2, z(2) =8y z(3) = 128. Encuentre una posible
funcién f y calcule f(4).

5.3. Analisis cualitativo

A continuacién se define formalmente una solucién de equilibrio de la
ecuacién (5.1). Como siempre, esta es una funcién constante que satisface
la ecuacién, pero en el caso actual esta solucién constituye un punto

especial de la funcién f, es un «punto fijo».

Definicién 24. Decimos que la funcién z(t) es una solucién de equilibrio
de la ecuacién (5.1) si es constante y satisface la ecuacién; esto es,

z(t) = x* para todo ¢ y se cumple que

zt = f(z") (5.3)

La ecuacién (5.3) indica que un equilibrio de la ecuacién (5.1) es un
punto fijo de la funcién f. Luego, para obtener z* hay que resolver la
ecuacién algebraica x = f(x). Observe que la solucién de esta ecuacién

se encuentra en la interseccion de la recta £ : y = x con la grafica de f.
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La Figura 5.2 muestra graficamente la idea de punto fijo. Este ocurre
en la interseccidon mencionada anteriormente, de manera que el nimero

de puntos fijos (equilibrios) es igual al nimero de intersecciones.

1) Dos equilibrios 2) Un equilibrio 3) Ningiin equilibrio

Figura 5.2 Solucién de equilibrio-punto fijo

Ej. 81. Con relacién al Ej. 80, la solucién de la ecuacién x = /z produce
los puntos fijos 7 = 0 y =7 = 1. Por lo tanto, la ecuaciéon posee dos

equilibrios, 27 y x5. La Figura 5.3 muestra estos equilibrios.

Figura 5.3 Puntos fijos de f(x) = /x
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Ej. 82. Consideremos la ecuacion

z*(1)
En este caso, la funcién de recurrencia f(x) = z%/(1+€”) posee un tnico
punto fijo, z* = 0. En efecto, si @ # 0, entonces la ecuacién f(zr) = x se

reduce a la ecuacion 1+ e = x, que no posee solucién.

Figura 5.4 Puntos fijos de f(x) = 2?/(1 + €%)

Ej. 83. Los equilibrios de la ecuacién z(t + 1) = 23(¢) corresponden a

los puntos fijos de la funcién f(x) = 2% 2} = 1,25 =0y 2} = 1.
fla) =[z*
y=ux
L)

(-1,-1

Figura 5.5 Puntos fijos de f(x) = z*

OO0
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Puesto que la funcién f de la ecuacién (5.1) es no lineal, encontrar al-
gebraicamente sus equilibrios puede ser muy complicado, sino imposible.
Incluso podria suceder que tales equilibrios no existan, como se muestra
en las Figuras 5.2 y 5.3. El siguiente resultado, conocido como «Teorema
del punto fijo de Banach», establece condiciones que aseguran la existen-
cia de puntos fijos. Para presentar este resultado, se necesita introducir

previamente el concepto de funcion contractiva.

Definicion 25. Se dice que la funcién f : X C R — R es una contraccién

siexiste L e R, 0 < L <1, tal que
|f($2) — f(.Tl)’ < L’[EQ — £U1| A r1,T9 € X. (54)
El nimero L se llama «constante de contraccidén».

Observe que una contraccién es un caso particular de una funcién

lipschitziana, la cual se estudié en el capitulo 1.

Ej. 84. Consideremos la funcién f(z) = 2% z € | —a,al, 0 < a < 1/2.

Entonces,
|f(w2) = fa1)| = |5 — 2F] = |20 + 21| |20 — 21| < 2a]z2 — 1],
Puesto que f satisface la ecuaciéon (5.4) con L = 2a < 1, f es

una contraccién. Observe que para obtener la constante L fue decisivo
restringir el dominio natural de la funcién f de R al intervalo | — a, al.
Asi, el ejemplo se ha construido «artificialmente», pero permite ver la
importancia que juega el dominio de una funcién para que esta sea una

contraccion.
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Ej. 85. La funcién f : R — R definida por

61‘

T2t

/()

es una contraccion. En efecto, por el teorema del valor medio para z; < 2

existe ¢, 1 < ¢ < x9, tal que

2 (&
|f(x2) = flaz1)| = 'm

<_1| - ‘
T T
o lT2 1

|.’132 — I

Luego, tomando L = 1/2, obtenemos la desigualdad requerida. Observe
que si bien ¢ depende de los puntos considerados x; y x2, la constante
de contracciéon L es independiente de estos puntos. El ejemplo muestra
la importancia del teorema del valor medio como una herramienta para

verificar la ecuacién (5.4).

OO0

Si la funcién f es una contraccién, es claro que f es continua. Lo
contrario, sin embargo, no es necesariamente cierto. Como contraejemplo,
basta considerar la funcién f(z) = x, que es continua, pero no es una
contraccion. En efecto, si existe 0 < L < 1, tal que para x; # x5 se tiene
la desigualdad |xe — 21| < L|za — 21|, entonces 1 < L, lo que es una

contradiccién.

Teorema 19. (Teorema del punto fijo de Banach). Sea X un
subconjunto completo! de R, y consideremos la funcién f : X — R
con f(X) C X. Sila funcién f es una contraccién, entonces f posee un

unico punto fijo en X.

I Esto significa que toda sucesién de Cauchy en X converge a un punto que estd en

el mismo conjunto.
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Demostracion. Como f es una contraccion, existe L, 0 < L < 1, tal que
|f(z2) — f(21)] < Llwy — 21| V1,20 € X,

Ahora bien, para xy € X consideremos la sucesién dada por (5.2),

Entonces,

|z(t) — z(t +1)| < LY|zo — 2(1)| (Induccién)
De aqui, por la desigualdad triangular, se sigue

lz(t) —x(t + k)| =|z(t) —z@t+ 1)+ |e(t+1) —2(t +2)] + ...
+lax(t+k—1)—a(t+ k)
< (LM L 4 LY 2 — 2(1)]

Luego,

t
1—-L

Como L < 1, esta desigualdad muestra que la sucesién {z(t)}2, es de

lx(t) —x(t+ k)| <

|zo — 21].

Cauchy y, puesto que X, es completo, la sucesion es convergente en X.

Sea z* € X tal que z* = lim; ., 2(¢). Por la continuidad de f se tiene

Fa*) = F(im 2(1)) = lim f(x(t) = lim 2t +1) = 2"
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Luego, x* es un punto fijo de f. Para probar la unicidad de x*,

supongamos la existencia de z** # 2* tal que ** = f(x**). Luego,
2% — '] = |f(@™) = f(z")| < Lla™ — 2],

Puesto que z** # x*, esta desigualdad implica que L > 1, lo que es una

contradiccién. O

Note que la convergencia de la sucesién de puntos z(t) al punto fijo
x* es independiente de la condicién inicial xy. Esto significa que, desde
cualquier punto zg € X, la trayectoria z(; ) siempre converge al mismo

punto z*. Esta idea estd representada en la Figura 5.6.

Te

Zo
Zo

Figura 5.6 Teorema del punto fijo

OBSERVACION

El teorema anterior garantiza la existencia y unicidad de un punto

fijo, pero no senala cudl es dicho punto. Sin embargo, la demostracién del
teorema provee un procedimiento que permite aproximarse a dicho punto
por medio de la sucesién (5.2). Ya que f es una contraccién, se puede
obtener una estimacién de la aproximaciéon que uno desee. En efecto, por

la desigualdad triangular tenemos
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[2(1) — ™[ = [f (o) — f(z7)]
< L|zg — z*|

< Lljay — 2(1)| + 2(1) — o).
De aqui se sigue que

[z(1) — 2" <

[ — 2(1)].

Aplicando el mismo procedimiento y tomando como base el punto z(1),

tenemos

|(2) — 27| = [f(x(1)) — f(z")]
< L|z(1) — z7|
L2
<
“1-L

|70 — 2(1)].

Después de t pasos se obtiene la siguiente expresién que permite estimar

el error de aproximacién (por induccién):

t

1-L

(1) — 2" < |70 — (1) (5.5)

La desigualdad (5.5) implica que se puede estimar el valor de z* con una

aproximacion dada tomando ¢ tan grande como sea suficiente.

Ej. 86. Consideremos la ecuacion

o(t)

z(t+1) = SOl

O) = Zg.

Primero observe que intentar resolver la ecuacién

e;t

:2—1—69”

v = f(z)
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con el propdsito de encontrar las soluciones de equilibrio es una tarea
complicada. Sin embargo, puesto que la funcién f es una contraccién
(véase Ej. 85), por el teorema anterior, dicha funcién posse un tnico
punto fijo * y, por lo tanto, la ecuacién dada tiene un 1inico equilibrio.
Por el argumento seguido en la prueba del teorema anterior sabemos que,
partiendo de cualquier condicién inicial zg, la trayectoria correspondiente
z(t;xg) = f'(xg) convergerd a tal equilibrio. Por la estimacion (5.5)
podemos aproximarnos a él tanto como queramos tomando ¢ cada vez mas
grande. En el largo plazo, cualquier trayectoria solucién se aproximara a
la solucion de equilibrio.

Tomando z(0) = 0 se obtiene z(1) = €°/(2 + €°) = 1/3. Para
acercarnos a x*, por ejemplo, con un error de aproximacion menor que

107, hacemos el siguiente célculo con L = 1/2. Aplicando (5.5) tenemos

(0.5)" < 1.5x 1074

1(0.00015)
In(0.5)

t > 12.58.

Este resultado implica que partiendo de la condicién inicial z(0) = 0, la
trayectoria correspondiente estard a una distancia de z* menor que 1074
después del décimo segundo paso. La trayectoria converge muy rapido al
equilibrio.

Sabemos que una funcién que es una contraccién también es continua,
pero lo contrario no es necesariamente cierto y, por lo tanto, no puede
asegurarse la existencia de equilibrios para ecuaciones definidas por
funciones continuas. Sin embargo, si una funcién continua transforma

un intervalo cerrado en el mismo intervalo, entonces ella posee al menos
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un punto fijo y, por lo tanto, un equilibrio. Esta es una consecuencia del

teorema del valor intermedio, como se muestra a continuacién.

Teorema 20. Si la funcién f : [a,b] — [a, b] es continua, entonces existe

z* € [a,b] tal que f(a*) = x*.

Demostracion. Si f(a) =a o f(b) = b, entonces a o b son puntos fijos de
f. Supongamos, pues, que f(a) # a y f(b) # by definamos la funcién

g : la,b] — [a,b] como sigue:

g(z) = f(z) — .

Puesto que f(a) # a 'y f(a) € [a,b], g(a) > 0. De la misma forma,

g(b) < 0. Como ¢ es continua, entonces por el teorema del valor

intermedio, existe z* € |a,b| tal que g(z*) = 0, lo que implica que
f(z*) = z*. O
Ejemplo

Ej. 87. Consideremos la funcién f(z) = 23, x € I = [~1,1]. Puesto

que f transforma el intervalo I en el intervalo I, por el teorema anterior
esta funcién posee al menos un punto fijo en el intervalo I. En realidad,

como sabemos de Ej. 83, son tres puntos fijos: 1 = =1, x5 =0y 23 = 1.

OO0

Si para cualquier trayectoria x(¢; ) que parte suficientemente cerca
de x* se tiene lim;, . z(t;29) = x*, entonces se dice que z* es un
equilibrio localmente asintéticamente estable (l.a.e.) La definicién formal
es la misma que en tiempo continuo; solo que en este caso el tiempo
avanza de manera discreta. El siguiente teorema es la version discreta

del teorema 7.
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Teorema 21. Sea I un intervalo abierto de Ry f: I — R, una funcién

de clase C*. Sea z* € I un equilibrio del sistema

2(t+1) = f(a(t)).

a) Si |f'(z*)| < 1, entonces z* es La.e.

b) Si |f'(x*)| > 1, entonces x* es inestable.

Demostracion. a) Puesto que f es continua en I y |f (2*)| < 1, existen
e >0y 0 < k < 1, tales que |f (#*)] < k para todo z € I =
|z* —€,2* + €[ C I. Tomemos z(0) € I.. Por el teorema del valor medio,

entre z(0) y z* existe ¢, tal que

de donde
(1) — 2*| = | £ (0)]|x(0) — 27| < klz(0) — 27,

Como |z(1) — z*| < ke < ¢, entonces x(1) € I., y podemos repetir el

procedimiento tomando como base el punto z(1).
|2(2)—2"| = | f(x(1)=2"| = | (1) |J2(1)—2"| < klz(1)—=2"| < k*[(0)—2"],

donde ¢; estd entre z(1) y z* y, por lo tanto, ¢; € I.. Continuando
de esta forma, después de ¢ pasos tenemos, por induccion, la siguiente
desigualdad:

lz(t) — 2% < K|z (0) — 2*|. (5.6)
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Como 0 < k < 1, la desigualdad (5.6) implica que z* es estable, pues la
condicién inicial z(0) se tomo arbitrariamente en I.. Més atn, tomando

limites a ambos miembros de la desigualdad, se tiene

lim xz(t;2(0)) = «*.

t—+-oo
Por consiguiente, x* es l.a.e.

b) Si |f'(z*)| > 1, por la continuidad de f  existen e > 0y k > 1, tales
que |f ()| > k para todo z € I. =]z* — ¢,2* + €[. Asi, procediendo

similarmente a la prueba del {tem a), se tiene
[2(1) = 2(0)] = |f (co)[(0) — 2*| > Klax(0) — "]
y después de t pasos,
jz(t) = 2*| > K'a(0) — 27,

lo que implica que para cualquier condicién inicial x(0) suficientemente

cercana de x*, la trayectoria x(t; x(0)) se aleja cada vez més de x*, pues

lim z(t;2(0)) = +oo.

t—+o00

OBSERVACION

Es claro quessi | f (z)| < 1 para todo x € I, entonces * es globalmente

asintéticamente estable en 7.

Ej. 88. Del Ej. 82 sabemos que el tinico equilibrio de la ecuacion
2
t
7 () x(0) = xg

T 14 er®
es la solucién nula, z* = 0. Puesto que f (0) = 0 < 1, entonces de acuerdo

2t +1) = f(a(t))

con el teorema anterior, dicha solucién es un equilibrio La.e.
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Ej. 89. (Modelo logistico discreto). En analogia con el modelo
logistico en tiempo continuo, planteamos el modelo logistico discreto.
La variable de estado x(t) denota la cantidad de poblacién en el periodo
t. Recordemos que lo que establece el modelo logistico es el decrecimiento
lineal de la tasa per capita de crecimiento poblacional. Puesto en términos

de diferencias tenemos
z(t+1) —xz(t)
(1)

Observe que para una poblacion suficientemente pequena, esta cambia

=r—azx(t), a>0, 0<r <L (5.7)

casi de manera exponencial. En efecto, de la ecuacién tenemos
w(t+1) = x(t) +ra(t) — ar’(t).

Si la poblacién x(t) es muy pequeiia, entonces la cantidad z%(t) puede

ser despreciable, de donde la ecuacién queda como sigue:
x(t+1) = (r+ 1)z(t).
Dada la condicion inicial g, la solucién es
z(t) = (r + 1)'mo.

Observe también que la capacidad maxima de crecimiento poblacional
(carrying capacity) es K = r/a. Reordenando la ecuacién (5.7), esta

puede escribirse como

x(t+1) =z(t) +rz(t) ( - %) : (5.8)

La ecuacién (5.7) constituye el modelo logistico discreto, y sus

soluciones estacionarias son z* = 0 y 2* = K. Ahora bien, la funcién

de recurrencia es f(z) = (1 + r)z — ax?, por lo que

!

fO)=14+r>1 = z*=0 esinestable

/

f(K)=1—-r<1l = z"=K eslae.

OO0
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LISTA DE EJERCICIOS'

5.2.1. Como en el caso continuo, hay ciertas ecuaciones en diferencia no

lineales cuyas soluciones se pueden obtener explicitamente. Resuelva las
siguientes ecuaciones:

a) z(t + 1) = 222(1); 2(0) =z

b) %(t + 1) = 32%(t) + 5; 2(0) = a0

5.2.2. Encuentre los equilibrios de las siguientes ecuaciones:
a) z(t+1)=2%t) -2

b) x(t + 1) = 23(t) + 22%(t) — 2

c) x(t+1) = —z*(t) + 222(¢)

5.2.3. En el caso de que sea posible, aplique el teorema 21 para analizar

los equilibrios del ejercicio 5.2.2.

5.2.4. Pruebe que las siguientes funciones son contracciones:
) () = ¢ >0
a) flex)=-2——, x
6 4x%’

1
b = >1
) f@) = g @
5.2.5. ;Para qué valores de a la funcién f(z) = az es una contraccién?

5.2.6 ;Es la funcién f(x) = e” una contracciéon?
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Anexo A

Conceptos basicos

Con el propésito de hacer autosuficiente la lectura de este libro,
se presentan aqui de manera muy breve diversos conceptos que se
mencionan a lo largo de estas péaginas. Se asume que el lector tiene
conocimientos bésicos de &lgebra lineal; por ejemplo, que conoce lo
que es una combinacién lineal de vectores, un conjunto linealmente
independiente de vectores, una base de un espacio vectorial, la dimensién

de un espacio vectorial, etc.

El SUPREMO DE UN CONJUNTO

Definicion 1. Sea A C R un conjunto no vacio. Se dice que A es acotado

si existe una constante ¢ € R, ¢ > 0, tal que
lz] <c Vaze A

La constante ¢ se llama «cota del conjunto».

Ej. 1. La desigualdad |2? — 9] < 7 tiene por solucién el conjunto

A =]—4,—/2[ U]v2,4[. Una cota de este conjunto es, por ejemplo,
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¢ =5, pues |z| < 5 para todo x € A. Es claro que el conjunto A tiene

infinitas cotas.

OO0

Si se cumple que x < ¢ para todo = € A, se dice que ¢ es una cota
superior del conjunto A. Si, por el contrario, se cumple que ¢ < x para
todo x € A, entonces se dice que ¢ es una cota inferior. Es claro que
un conjunto A es acotado si y solamente si lo es tanto superior como

inferiormente.

Definicion 2. Sea A C R un conjunto no vacio. Al menor ¢, de las cotas
superiores del conjunto A se le llama «supremo de A» y se denota por

co = sup A.

El supremo de un conjunto, si existe, es unico. El «axioma del
supremo» establece que todo conjunto A C R, no vacio y acotado
superiormente, posee supremo.

De manera analoga a como se ha definido el supremo, se puede definir
el infimo, es decir, como aquel nimero que es la mayor de las cotas
inferiores. Si un conjunto no vacio es acotado inferiormente, tendra un

(inico) infimo.

Ej. 2. Consideremos una funcién muy sencilla, por ejemplo, f(z) =

322 4+ 5. Luego,
sup {f(x)} = 17.

z€(0,2]
En efecto, el conjunto en cuestion es A = {f(z),z € [0,2[} y si z € [0,2],
entonces

5< f(w) < 17.
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Luego, la menor de las cotas superiores del conjunto A = es 17, de donde,

por definicién, 17 es el supremo. Por cierto, el infimo es 5.

OO¢






Anexo B

Espacios vectoriales

normados

Enseguida se define el concepto de norma, y basandonos en este
concepto luego introducimos la nocion de distancia entre dos puntos del
espacio vectorial V. Esta nocién de distancia nos permitird hablar de
cercania y convergencia en V. Se asume que el espacio vectorial V' esta
definido sobre el campo de los nuimeros reales. Usamos indistintamente
la expresién «vector» o «punto» cuando nos referimos a un elemento de

V.

Definicion 3. Sea V' un espacio vectorial. Una norma sobre V' es una
funcién || || : V' — R que satisface las siguientes propiedades:

a) |zl >0

b) ||z =02 =0

c) [laz|l = |aff|z]

d) ||z + vyl < |lz|| + ||ly|| (Desigualdad triangular)

Intuitivamente, la norma ||z|| mide el «tamano» del vector z. El par

(V|| ) se conoce como espacio normado, de manera que con la definicién
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de norma se ha introducido una nocién de longitud sobre el espacio de

vectores V.

Ej. 3. Sea V =R y definamos la norma de x como su valor absoluto:
]l = [

Se puede probar sin dificultad que el valor absoluto satisface las cuatro

propiedades anteriormente mencionadas.
Ej. 4. Sea V = R" y definamos la siguiente norma:
2l = /ot + -+ 2}

Esta norma, que por cierto no es la tinica que se puede definir sobre V/,

se llama «norma euclidiana» y es la norma usual sobre R".

OO

Una vez que se ha definido una norma sobre V', se puede medir la
distancia entre dos vectores x e y de V mediante la norma de la diferencia

entre ellos.

Definicion 4. Sea V' un espacio vectorial. La distancia inducida por la

norma || || sobre V' es una funcién d : V' x V' — R definida por

d(z,y) = lz -yl

La funcién d satisface las siguientes propiedades:

a) d(z,y) >0
b) d(z,y) =0 & z=y
c) d(z,y) = d(y, )

d) d(x,z) <d(z,y) + d(y, 2)
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En términos generales, la funcion d se conoce como métrica; y el par
(V,d), como espacio métrico.
Basandonos en la nocién de distancia podemos definir una bola

abierta.

Definicion 5. Una bola abierta centrada en zo € V' y de radio € > 0 se

denota por B(zg,€) y se define por
B(zg,e) ={x €V : |z — x| < €}

Asi, una bola centrada en x( es el conjunto de todos aquellos puntos

cuya distancia a xg es menor que un radio prefijado.

Ej. 5. Si V = R y la norma estd dada por el valor absoluto, entonces

B(zo,€) = o —€,x0+ €.

Ej. 6. Si V = R? y la norma estd dada por la norma euclidiana, entonces

B(xg,€) es un disco sin borde, como se muestra en la Figura B.1

B(xo, €)
== T SQ
7 x N\
/ \
f \
I € |
\ Zo I
\ /7
N\ 7
N Z

Figura B.1 Bola abierta

OO0
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Definicion 6. Sea A C V un conjunto no vacio. Se dice que = € A es un
punto interior de A si existe una bola abierta centrada en x y que esta
contenida en A. Si todos los puntos de A satisfacen esta condicién, es
decir, todos los puntos de A son puntos interiores, entonces se dice que

el conjunto A es abierto.

La bola B(zg, €) se llama «abierta» porque no contiene a su frontera
geométrica. Precisamente, los puntos que se encuentran sobre esta
frontera se conocen como puntos de borde. Mas formalmente tenemos

la siguiente definicién.

Definicion 7. Sea A C V un conjunto no vacio. Se dice que = € V es

un punto de borde de A si existe € > 0, tal que
B(z,e)NA#£D A Blx,e) N A® £ .

El conjunto de todos los puntos de borde de A se denota por 0A. En
la Figura B.2 se muestra un punto interior, el punto y, y un punto de

borde, el punto z, de la bola centrada en xg.

o
Lo |

Figura B.2 Punto interior y punto de borde

Para terminar esta seccion, definamos ahora los conceptos de sucesién

y convergencia de puntos en V. Habiendo introducido una nocién de
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distancia, podemos interpretar que un conjunto de puntos esta cerca de
otro, lo que induce el concepto de convergencia. Para definir formalmente
este concepto, definamos primero lo que es una sucesiéon en V.

Digamos que a cada n € N se le asigna un tnico x = z,, € V, entonces
al conjunto infinito de vectores x1, xs, ... se le llama «sucesién de puntos

en V» y se denota por {x, }. Formalmente tenemos la siguiente definicion.

Definicion 8. Sea V' un espacio vectorial. La funcién S : N — V que
a cada nimero natural le asigna un tnico punto del espacio V' se llama

«sucesion en V».

Eventualmente, a veces se considera el conjunto Z; en vez de N vy,

entonces, la sucesién comienza en xy en lugar de en x.

Ej. 7. V =R. La siguiente es una sucesion de ntimeros reales:
x, =1+

Ej. 8. V = R2 La siguiente es una sucesién de vectores bidimensionales:

2+ 1
Ty = "
_3
2+e™
OO¢
Definicién 9. Sea V' un espacio vectorial con norma || ||. Se dice que la

sucesion {z,} converge a x € V si
Ve>03dnoeN:n>ny = dx,y) = ||z, —z| <e.
El punto x se llama «limite de la sucesién» {x,} y se escribe

lim z,, = z.
n—oo
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Bésicamente, cuando se dice que x es el limite de la sucesiéon {z,}, se
quiere decir que, a medida que n va creciendo, los puntos de la sucesién

se van aproximando en distancia cada vez mas a x.

Ej. 9. Con relaciéon a las sucesiones de los ejemplos anteriores y

considerando la norma euclidiana, tenemos

lim 14+e =0

n—oo
o |2+2 2
lim s "=
n—oo 2+en O
QOO

Cuando los términos de una sucesiéon se van a aproximando uno a
otro a medida que n crece, se dice que tal sucesién es una sucesién de

Cauchy. Formalmente tenemos la siguiente definicion.

Definicién 10. Sea V un espacio vectorial con norma || ||. Se dice que

la sucesién {z,} es de Cauchy si
Ve>03InygeNinm>ng, = dxg,xy) = ||z, — Tn| <e.

Definicién 11. Sea V un espacio vectorial con norma || ||. Si toda
sucesion de Cauchy en V' es convergente, entonces se dice que (V,d) es

un espacio métrico completo.
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Ej. 10. Toda sucesion de numeros reales que sea de Cauchy es
convergente, por lo que R es un espacio métrico completo. Mas
generalmente, R™ es un espacio métrico completo. Mas atn, cualquier
espacio vectorial V' de dimensién finita es completo bajo cualquier norma.

Por ejemplo, el espacio de matrices M,,«,(R) es completo.

OO¢
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