Capitulo 4

SISTEMAS DE COORDENADAS
POLARES

41. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores hemos utilizado el sistema cartesiano
rectangular como referencia para la ubicaciéon de puntos en un plano.
~ Sin embargo existen otros sistemas de coordenadas que para determi-
nados problemas pueden ser utilizados con mayores ventajas que el
cartesiano. Uno de estos sistemas es el de coordenadas polares que
definiremos a continuacién.

Consideremos una recta en el plano geométrico que llamaremos
gie polar y un punto fijo en esta recta que llamaremos polo. Fijamos la
direccién positiva del eje polar a la derecha del polo. Para cada punto
P del plano consideremos el segmento OP que une el polo O con el
punto P y el dngulo @ que hace este segmento OP con la parte posi-
tiva del eje polar. La longitud de OP es el radio vector, que se denota
por r 'y 6 es el dngulo polar o vectorial.

Plr,0)
r=Radio Vector
Eje Polar &= Angulo Polar
> 4 X
0=Polo
Fig. 4.1
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Los valores de r y 8 se llaman las coordenadas polares del punto P
y se denotan por P (r, 0) .

Hay diversas convenciones acerca de los signos que se pueden
asignar a r y 6. Nosotros usaremos la siguiente:

CONVENCION DE SIGNOS DEL ANGULO POLAR Y EL RADIO
VECTOR:

1ro— El angulo polar 6 se mide siempre a partir de la parte
positiva del eje polar y es positivo si la medida se efectiia en el sentido
contrario al movimiento de las agujas de un reloj y negativo si se hace
en el sentido de las agujas de un reloj.

2do— El radio vector se mide a partir del polo y es positivo
cuando se mide sobre la linea terminal (OP) del angulo polar y nega-
tivo si se mide sobre la prolongacion de esta linea a través del polo.

El 4ngulo polar se puede dar en cualquier medida angular pero lo
mas frecuente es usar grados sexagesimales o radianes.

Dado entonces un par de coordenadas polares, existe un #nico
punto P del plano con dichas coordenadas. Asi, los puntos del plano
correspondientes a los pares de coordenadas polares (2, 30°), (-3, ©/2),
(1, 460°) y (-2, -45°) son los puntos P, , P, , P, y P, respectivamente
(figura 4.2).

. P 2,30) b
1 t\_m
30° 0 X
0 — X i
|
1.3
0 X P, 1-2,-45°) !
~60° B L P, (-3, T/2)
. 4 -3, 12
1 \\‘2
N\
\,
\Y
P,(1,-60°) ° o =X
37 -45
c Fig. 4.2 d
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Sin embargo el problema reciproco ya no mantiene la unicidad de
relacién entre un punto del plano y sus coordenadas polares. En efecto,
la convencién dada permite que un punto del plano pueda ser repre-
sentado por infinitos pares de coordenadas polares. En primer lugar
observemos que un angulo polar 8 y un angulo polar 8 + 2 nn para
cualquier n € Z , tienen un lado final comin; luego el punto P (r, 6)
admite también las coordenadas P (r, 6 + 2nn) para cualquier n entero.
También el punto P (r, §) tendrd coordenadas (-r, 8 + nm), ne Z, e
impar, por ejemplo. En fin, hay pues infinitos pares de coordenadas
que corresponden a un mismo punto del plano.

Por ejemplo, el punto P (2, 30°) admite también las coordenadas
polares (-2, 210°), (2, -330°) (-2, -150°), (2, 390°), entre otros.

Ya veremos mds adelante los graves inconvenientes que acarrea
esta falta de bi-unicidad entre pares de coordenadas polares y puntos
del plano.

42 CAMBIOS DE COORDENADAS

Frecuentemente es necesario transformar la ecuacion cartesiana de
un lugar geométrico en la respectiva ecuacion polar y viceversa.

Las férmulas que permiten estas transformaciones se pueden
determinar facilmente si consideramos un sistema cartesiano rectangu-
lar y un sistema polar de manera que el origen y el eje de abscisas del
primero coincidan con el polo y el eje polar del segundo, respectiva-
mente, como en la figura 4.3.

A\
Ar p=ix, y)=(r,0)

L
L

Fig. 4.3
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Entonces, para un punto P cualquiera que tenga coordenadas
cartesianas (x, y) y coordenadas polares (r, 6), se pueden establecer las
férmulas:

x=7rcos 6 “41n vy y =rsen 8 (4.2)

que permiten obtener las coordenadas cartesianas de un punto conoci-
das sus coordenadas polares.

Elevando al cuadrado ambas ecuaciones y luego sumdandolas, se
obtiene:

2+ =r , 6 r=zx @+ P 4.3
Dividiendo miembro a miembro, las dos primeras ecuaciones:
tg 6 = _y_ , x#0, o) 0 = arc tg (y/x) , 4.4)
x

con x # 0

Las ecuaciones (4.3) y (4.4) permiten conocer las coordenadas
polares de un punto conocidas sus coordenadas cartesianas.

Finalmente, utilizando las férmulas (4.1), (4.2) y (4.3} , se obtienen

las dos siguientes que seran de utilidad en futuras transformaciones:

J @.5) , cos 8 =+

X

Ejemplo 4.1. Hallar las coordenadas rectangulares del punto P
cuyas coordenadas polares son (-2, 135°).

sen 6 = £

4.6)

Usando las férmulas (4.1) y (4.2):
V2
x=7rcos 8 = -2c0s 135° = (-2) (___EZ_) = \/_2_

y =71 sen § = -2sen 135° = (-2) (\lj’ =_\/_2_,
2

Luego: P (\/—, - \E).

En este caso no hay mds que una solucién posible.
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Ejemplo 4.2. Hallar las coordenadas polares de un punto P cuyas
coordenadas cartesianas son (-3, -2).

Empleando (4.3) y (4.4):

r=t 2+ = Jo+4 = 13

0

arc tg ( Z_) = arc tg { '_-'3—) = arc tg‘ g—) = arc tg (0.666)

En este caso tenemos infinitas soluciones.

Generalmente, mientras no se pida expresamente otra cosa, esco-
geremos de las infinitas soluciones, aquella que corresponde a un valor
de r positivo y un valor de 8 comprendido entre 0 < 8 < 360°. Al par
asi escogido se le denomina par principal de coordenadas polares del

punto. En el ejemplo, por estar P en el 3er. cuadrante, su par principal
es (\/ 13, 213° 41").

Otros pares de coordenadas polares de P son, por ejemplo
V13, 33° 41),  (V13, - 146° 19) .

Ejemplo 4.3. Hallar la ecuacién cartesiana del lugar geométrico
cuya ecuacién polar es r = 2 sen 0 .
Usando (4.3) y (4.5):
2
Va2 +y? = Y
Va2 4 1P
Efectuando: x> + » =2y 6 XX+ (y-1P=1.

Ecuacién de una circunferencia de centro (0, -1) y radio 1.

Ejemplo 4.4. Determinar la ecuacién polar del lugar geométrico
cuya ecuacién es x? — 4y — 4 = 0 (pardbola de vértice en (0, -1) y eje
focal el eje Y).

Reemplazando en la ecuacién cartesiana: x = r cos 8 , y. = r sen 6,
se obtiene:

201



2 cos2 @ —4rsen 0 -4 =90,
P -5enP@)—-4rsen 6 -4 =10,

P =1sen? 0+ 4rsen 6 + 4 = (r sen 8 + 2P . De donde:

*
I

+ (rsen 0 + 2), o sea:

2 i -2

r= ———— 6 r= ———

1 —sen 6 1 + sen 0
Podria parecer que las dos ecuaciones encontradas representan
lugares geométricos distintos, sin embargo este es uno de los inconve-
nientes que mencionamos, se presenta por la falta de biunicidad entre
puntos del plano y sus coordenadas polares: La ecuacion de un lugar
geométrico puede expresarse de varias formas distintas en coordenadas polares.

Recordemos que las coordenadas (r, ) y (-r, 8 + ®) corresponden
a un mismo punto. Luego, podemos reemplazar en la segunda ecua-
cién (r, ) por (-r, 6 + m) :

-2 -2 2
r= ————— & - ' ST

1 + sen 6 —1+sen(0+1t) _l—sen()

Es decir, las dos ecuaciones representan al mismo lugar geométri-
co.

La solucién puede ser, entonces,
2
y =

_1—sen9

4.3. GRAFICAS DEFINIDAS POR ECUACIONES EN
COORDENADAS POLARES

De acuerdo a la definicién dada en la seccion 14, la grafica de
una ecuacion en polares es el conjunto de todos los puntos cuyas
coordenadas satisfacen tal ecuacion.
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Segiin esto, el método general para trazar una gréfica consiste en
dar valores a una de las variables en la ecuacién y encontrar el valor
correspondiente a la otra variable, determinandose asi pares (r, 8) que
satisfacen la ecuacion.

En la préctica el trazado de gréficas puede simplificarse si se efectia
previamente un estudio de intersecciones, simetria y extension.

La determinacién de asintotas en polares, sin el auxilio del calculo
diferencial, es bastante complicado y preferimos dejarlo para el capitulo
5 cuando el estudiante tenga nociones de limites.

Intersecciones.— Las intersecciones que se acostumbra a determinar
son las correspondientes al eje polar y a un eje perpendicular al eje
polar en el polo.

Las primeras se encuentran haciendo 8 = 0, £ ©, £ 2rn, nx en

general, para n € Z y determinando en la ecuacién los correspondien-
tes valores de r.

Si existen algunas intersecciones con el eje a 90° , estas se obten-
dran haciendo 6 = T, n € Z e impar, 0 sino:
2

6 = (M) nne Z .
2
Simetrias.— Las mas importantes son las siguientes:

a)  Simetria con respecto al eje polar (fig. 4.4)

Existe simetria con respecto al eje polar, si la ecuacién no se altera
o se transforma en una ecuacion equivalente cuando:

— Se reemplaza 8 por -6, O
— Se reemplaza 6 por x — 8y r por —* .

b)  Simetria con respecto al eje a 90° (fig. 4.5).

Hay simetria con respecto al eje 90°, si la ecuacién no se altera o
se transofrma en una ecuacién equivalente cuando:

2

— Se reemplaza 8 porn - 6, 6
—  Se reemplaza § por -0 y r por -r.
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P(r,8)

1
: (-r,-B=(r,M-8)=P' 4‘ ______ Plr,8)
r
|
-9 |
e |
0 } — X
-8 |
|
%
| — X
: 0!\\\/-9
, IS
P(r-8)z{-r,w-0) A\
Fig. 44. Fig. 4.5

c)  Simetria con respecto al polo (Fig. 4.6).

Se tiene simetria con respecto al polo, si la ecuacién no se altera
o se transforma en una ecuacién equivalente cuando:

— Se reemplaza § por t + 8, 6
— Se reemplaza r por -r.

Extension. Para analizar la extension de la grafica, conviene en lo
posible despejar r en funcién de 6. Los valores de 6 que hacen a r
imaginario 6 complejo, deben ser desechados. Si algin valor de 8 hace
r = +oo, esto indica que la curva "tiende hacia el infinito en esa direc-
cién". A menudo, importantes cambios se presentan en las vecindades
de los valores de 8 que hacen r = +e y por lo tanto puede ser util
determinar valores de r correspondientes a valores de & un poco menores
y un poco mayores que los que hacen a r infinito.

P(r,8)

o X

P':(r‘ﬂo 8)=l-r ,e)
Fig. 4.6
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También es importante determinar los valores de 8 que hacen a r
maximo o minimo.

Todos estos puntos serdn aclarados a lo largo de los siguientes
ejemplos.

Ejemplo 4.5. Dibujar la curva de ecuacién: r = 3 sen 26.

Primero estudiaremos intersecciones, simetria y extension.

a) Intersecciones

Con el eje polar: para 8 =nt y ne Z, r=20

Con el eje a 90°: para 6

(2n+1) Ty neZ, r=0
2

Las intersecciones con los ejes se reducen al polo (r = 0). El haber
obtenido r = 0 para 8 = 0° y @ = 90° indica que la curva se acerca
al polo siguiendo las direcciones de los dngulos polares 0° y 90°.

b)  Simetrias.— Con respecto al eje polar; cambiamos 8 por -8y
observamos que la ecuacién se altera: r = 3 sen 2(-6) = 3 sen (-26) =
-3 sen 20.

Sin embargo esto no indica que no existe la simetria; debemos
ademds verificar la segunda regla, es decir, reemplazar 8 por t - 8 y
-r por —r:

-r =3 sen 2(x — 6) = 3 sen 2x - 26) = 3 sen (-260) = -3 sen 20 &
r =3 sen 26.
Luego existe simetria con respecto al eje polar.

— Con respecto al eje a 90° :
Se reemplaza 6 por & - 6 ;
r=3sen2(n - 60) =3 sen 2n - 20) = 3 sen (-20) =
-3 sen 26. No cumple.
Se reemplaza 6 por -0 y r por -t :
-r =3 sen 2 (-6) = 3 sen (-26) = -3 sen 20 < r = 3 sen 20.

Existe simetria con respecto al eje a 90°.
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—  Con respecto al polo:
Se reemplaza r por —r y se observa que no cumple.
Se reemplaza 6 por n + 0 .
r=3sen 2An + 6) = 3 sen 2n + 260) = 3 sen 20 .
Existe simetrfa con respecto al polo.

c¢)  Extension— Por la simetria con respecto a los dos ejes y al
polo, sera suficiente estudiar la extensién para valores de 8 correspon-
dientes al primer cuadrante: 0 < 8 < 90°.

Para todo valor de 8 en el intervalo anterior, r existe con valores
reales.

El valor méximo de r se obtiene cuando sen 26 = 1, es decir
cuando 26 = 90° 6 @ = 45° y corresponde a r = 3.

El minimo valor ya lo obtuvimos para 8 = 0° y 6 = 90° y corres-
ponde a r = 0, el polo.

d) Otros puntos de la curva

0 0 15° 30° 45° 60° 750 9Q°

26 0 30° 60° 90°  120° 150°  180°

sen 20 0 172 V3 1 V3 172 0
2 2

r = 3 sen 20 0 3/2 260 3 2.60 3/2 0

e)  Grifica.— (Ver Fig. 4.7)
Ejemplo 4.6. Dibujar la grafica de la ecuacién r = 6 cos 6 + 3.

=20 = r=9
6=180° = r=-3

a)  Intersecciones.— Con el eje polar:

Para otros multiplos de & se obtienen los mismos valores. Luego
hay dos puntos de interseccién con el eje polar: (9, 0°) y (-3, 180°).

@ = 90° = r=3
6=270° = r=3

Con el eje a 90°:
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r =3 sen 26
Fig. 4.7

Para otros multiplos de la forma (2n + 1) 90°, para n € Z, se
obtienen los mismos valores.

Luego hay dos puntos de interseccién con el eje a 90° : (3, 90°) y
(3, 270°).

b)  Simetriags— La tnica simetria que se puede verificar es la

que corresponde al eje polar, pues al cambiar § por -6 no cambia la
ecuacion.

No hay simetria con respecto a un eje a 90° ni con respecto al
polo (verificarlo).

¢)  Extensién. Para todo valor de 8 se obtiene uno de 7, real y
finito. La curva es cerrada. El maximo valor de r corresponde al valor
6 que hace cos 0 =1, es decir 6 = 0°y r = 9.

El minimo valor de r corresponde al valor de 8 que hace cos 6 =
-1, es decir 8 = 180° y r = -3.

Conviene también estudiar para qué valores de 6, si existen,
toma el valor de cero:

3 1 1
0=6cs 0+3, cosf@=-— =—-— , 9=arccos(-——),
6 2 2
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@ = 120° y 240° como valores principales. La curva pasa por el polo
con direcciones 120° y 240° respectivamente.

d)  Otros puntos de la curva— Por la simetria con respecto al eje
polar serd suficiente dar valores a 6 entre 0 y 180°. En la gréfica la
parte que se ha dibujado por simetria, aparece en trazo discontinuo.

En la tabla que se da a continuacién, se han tabulado los pasos
que hay que efectuar para encontrar algunos puntos adicionales de la
curva.

La dltima linea de la tabla se ha empleado para indicar las letras
que se les ha asignado a los puntos respectivos de la gréfica en la
figura 4.8.

6 0° 30° 45° 60° 90° 105° 120° 135° 150° 180°

cos O 1 08 071 05 0 026 -05 -071 -0.87 -1
6cos O 6 52 42 I; 0 -15 -3 42 52 -6
r=6cos@+3; 9 82 72 6 3 144 0 -12 -22 -3
A B C D E F G H I J

Ejemplo 4.7. Gréfica de la ecuaciéon en polares de la espiral

hipérbolica r = ——, para valores de 6 > 0 .
0

Para que la ecuacién tenga sentido, los valores de 6 deben ser tomados
en radianes.

Para todo valor de @ # 0 existe valor real de r .

Conforme @ se acerca al valor cero, r va tomando valores cada
vez mds grandes tendiendo hacia infinito.

"Si 6 varfa entre 0 y 2 radianes (1 vuelta completa), r decrecerd
desde +e hasta 1/2. Si 8 sigue creciendo indefinidamente entonces el
denominador del segundo miembro de la ecuacién aumentard de valor

208



P X

r=6cos® +3

Fig. 4.8

indefinidamente y r decrecerd tendiendo a cero. Es decir, al crecer el
dngulo polar la curva se va enrollando alrededor del polo pero sin
llegar nunca a pasar por él. Se dice que el polo es un punto asintético
de la curva.

La curva cortard entonces a toda recta que pasa por el polo en
infinitos puntos. Asi por ejemplo, la direccién del eje polar estd dada
por los valores de @ = nr para cualquier n entero. Luego los infinitos
puntos de corte de la curva con el eje polar son

p, (mt, 1)
n

para n entero distinto de cero.
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Ya vimos que para n = 0, r = +e0 y la curva puede tener una
asintota segun la direccién 6 = 0, es decir, una asintota paralela al eje
polar. La distancia de la asintota (si existe) al polo se puede determinar
facilmente empleando limites y lo haremos en el capitulo siguiente. En
nuestro caso, la asintota dista ®© unidades del polo.

Las coordenadas de algunos puntos de la grafica se encuentran en

la tabla siguiente:

b T |7 3n | 2r | 5m crece
g —=15° | — = 30° —| = S — indefini-
12 6 3 2 2 damente
- decrece
7T = — 12 6 3|2 2/3]11/2{2/5| hacia
6 cero.
_ASINTOTA
[
T

Espiral hiperbélica r = x/0

Fig. 4.9

Hemos visto en coordenadas cartesianas que las ecuaciones mds
simples son x = constante 6 y = constante, que representan rectas pa-
ralelas a los ejes coordenados. En coordenadas polares también las ecua-
ciones mas simples son de la forma @ = constante y r = constante.
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La primera ecuacién, 8 = k, constante, representa el lugar geomé-
trico de todos los puntos del plano cuyo angulo polar es igual a k y su
radio vector, cualquier valor. Es decir, se trata de una recta que pasa
por el polo y forma un dngulo 6 = k con el eje polar.

La segunda ecuacion, r = g, constante, representa el lugar geomé-
trico de todos los puntos del plano cuyo radio vector es igual al valor
a y su angulo polar cualquier valor. La gréfica es una circunferencia de
centro el polo y radio a.

X
0
/ 8=k

Fig. 4.10

INCONVENIENTES DE LA MULTIPLE REPRESENTACION QUE
TIENE UN PUNTO EN COORDENADAS POLARES

Cuando se utiliza el sistema polar debe tenerse cuidado con los
errores que se pueden presentar debido al hecho de que un punto tiene
méas de un par de coordenadas polares que lo representan.

Por ejemplo, algunas veces las coordenadas de un punto no satis-
facen a una ecuacién dada, pero sin embargo otro par de coordenadas
del mismo punto si la satisface. Este es el caso del punto P (3/2, -15°)
el cual, aparentemente, no pertenece a la gréfica de la ecuacién r = 3
sen 28 puesto que sus coordenadas no la satisfacen: 3/2 # 3 sen (-30°)
=3 (-1/2) = -3/2.

Sin embargo el par (-3/2 165°) que representa al mismo punto P,
si es solucién de la ecuacién: -3/2 = 3 sen (330°) = 3 (-1/2) = -3/2.
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Debe también tenerse cuidado cuando se estudia la simetria de
una curva, pues solo podemos asegurar que no es simétrica después de
haber analizado todas las posibles representaciones de puntos simétri-
cos correspondiente (ver ejemplo 4.5).

Cuando se trata de lugares geométricos, debe recordarse que estos
pueden tener dos 6 mas ecuaciones distintas que los representan. Como
en el caso de las ecuaciones

2 -2 .
r= —— y r = ——— del ejemplo 4.4

1 -sen 6 1 + sen 6

Cuando se estudia la extensién de una ecuacién, a menudo suce-
de que algunos valores de € hacen r imaginario sin que esto signifique
que necesariamente no exista curva en la regiéon correspondiente.

Por ejemplo, en la ecuacién r* = sen 6, r es imaginario para 180°
< 6 < 360°, lo que pareceria indicar que no existe curva por debajo del
eje polar; sin embargo para cualquier valor de 0 < 6 < 180° se obtienen
dos valores de r, uno positivo y otro negativo. El valor negativo nos
dard justamente puntos de la curva por debajo del eje polar.

Estos son algunos ejemplos de los casos que nos obligan a extre-
mar el cuidado cuando trabajamos en coordenadas polares.

4.4, INTERSECCIONES DE GRAFICAS EN POLARES

Las coordenadas de los puntos de interseccion de dos graficas en
polares se determinan, igual que en cartesianas, resolviendo simultinea-
mente las ecuaciones respectivas o sus equivalentes. La diferencia estd
en que las ecuaciones por resolver no serdn algebraicas sino trigonomé-
tricas en la mayoria de los casos.

Para tener seguridad de que se han encontrado todos los puntos
de interseccién, es recomendable hacer un croquis de las gréficas res-
pectivas.
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Ejemplo 4.8. Determinar los puntos de interseccion de r = 2 sen
y r=23cos 6

Resolviendo simultidneamente las ecuaciones dadas:

3
2sen 8 =3cos 6, 6 tg 0= ? , de donde 6 = 56° 18 + n.180°,
ne

Los valores principales son 6, = 56°18' y 6, = 236° 18\
Los valores de r correspondientes son r, = 2 sen 56° 18' = (2) 0.832
= 1664, y r, = 2 sen 236° 18' = 2 (-0.832) = -1.664.

Ambos pares de coordenadas corresponden al mismo punto P, (1.664,
56°18") = (-1.664, 236°18"). Cualquier otro valor de 6 para n distinto de
uno o cero, conducird al mismo punto P,.

Aparentemente P, es el finico punto que tienen en comin las
gréficas. Sin embargo, como las coordenadas del polo son r = 0 y 8
cualquier valor, debe siempre analizarse por separado si el polo es un punto
de la interseccion de las grificas.

Bastara verificar si en cada una de las ecuaciones existe un valor
de 8 que hace que r sea nulo.

En nuestro ejemplo, para 8 = 0° se obtiene r = 0 en la ecuacién
r=2sen @ y para 8 = 90° se obtiene también r = 0 en la segunda
ecuacion r = 3cos 6.

Luego el polo pertenece a ambas gréficas y es por tanto otro punto
de interseccion.

Las dos gréaficas se dan en la figura 4.11.

r=2 Sen8

r=3Cos &

Fig. 4.11
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Ejemplo 4.9. Determinar los puntos de interseccion de las curvas
de ecuacién r = sen?@ y r = cos?0 .

Procediendo como en el ejemplo anterior, se verifica que el polo
es un punto de interseccion de las curvas dadas.

Resolviendo simultidneamente las dos ecuaciones dadas:

c0s%0 = sen’@ , c0s*0 — sen*@ = 0 , cos 26 = 0 .

Luego: 26 = n nt + L y 0="" 4+ _ Por tanto:
2 2 4
nm n ‘2 . L
sen 8 = sen [ — + —)\ , expresién que es igual a + cos — =
2 4 4
2o n .
t — sinesimpar,yazxsen — =z Sl n es par.

2 4 2
Luego para todo valor de n se obtiene:

2 ¢ 1

r=sen20=(i£) = —

2 2

Los valores principales de 8 se obtienen dando a n los valores n
= 0, 1, 2 y 3, respectivamente.
r 3n 5r n

6= =, 0=2,6¢0=2, g = T
1T T T Y 4

Los puntos de interseccién son cinco:

El polo, P, ( ! ,l), pz(_l_,ﬂ),p3 (_l,@)y
2 4 2

P, (_1_ ,7m )
2 4
La grafica correspondiente estd dada en la figura 4.12 donde se
aprecia que estos son los tinicos 5 puntos de interseccién.
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Fig. 4.12

45. LUGARES GEOMETRICOS EN POLARES

Este problema ya fue tratado en coordenadas cartesianas en el
primer capitulo. Sin embargo, en el caso de polares, debe ponerse
especial cuidado para que la ecuacion determinada sea tal que las
coordenadas de todos los puntos del lugar geométrico sean solucién de
ella y a su vez ningiin punto que no esté en el lugar geométrico tenga
algtin par de coordenadas que sea solucién de la ecuacion.

Como sefialamos anteriormente, no existe método general que
pueda seguirse en la determinacion de ecuaciones de lugares geométri-
cos. Una recomendacién importante es iniciar la solucién del problema
haciendo un croquis con los datos y luego plantear las condiciones que
deben cumplir r y 8 para que el punto genérico P (r, 6) pertenezca al
lugar geométrico dado.

Algunos ejemplos ilustraran la forma de como debe procederse.
Ejemplo 4.10. Un segmento de recta de longitud constante igual a

6 unidades, se mueve de modo que sus extremos estin siempre en dos
rectas que se cortan a 90°. Determinar la ecuacién del lugar geométrico
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generado por el pie de la perpendicular trazada desde el punto de
interseccién de las rectas al segmento dado.

Consideremos un sistema polar con su eje polar y su eje a 90°
coincidentes con las rectas dadas.

Sea AB el segmento de longitud 6 y P (r, 6) el pie de la perpen-
dicular frazada de O al segmento AB (figura 4.13).
A
® P(r,8)
LS
e

P
0 B
Fig. 4.13

En el tridngulo rectangulo OPB: r = d (O, B) cos6 , y en el tridn-
gulo rectingulo AOB:

d (O, B)=d (A B) sen 0 = 6 sen 6.
Luego r = 6 sen@ cos@ = 3 sen 26 .

Como P puede estar en cualquiera de los 4 cuadrantes (segin
la posicién de AB), la curva constard de cuatro ramas. La gréfica de
r = 3 sen 2 6, que analizamos en el ejemplo 4.5, corresponde a la rosa
de 4 hojas.

Ejemplo 4.11. Encontrar la ecuacién del lugar geométrico de los
puntos que equidistan del polo y de una recta paralela al eje polar que
pasa por el punto (4, ©/2).

En la figura 414, d (0, P) =d (P, R) es decir r =4 -d (P, Q) =
4 —r senf .
4

Luego: r+rsen@=4 'y t=_—_
1+ sen 0

Ecuacién de una pardbola de foco en el polo y vértice en (2, %)
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Fig. 4.14

Ejemplo 4.12. Sea una circunferencia de centro O, didmetro AB y
radio 4. Sea M un punto que se desplaza sobre la circunferencia y N
la proyeccién de este punto sobre AB. Sea P el simétrico de N respecto
al radio OM. Hallar la ecuacién del lugar geométrico descrito por P.

Consideremos un sistema polar de referencia como se indica en la
figura 4.15. Si las coordenadas de P son (r, 6), entonces:

r=d(0,P)=d(0,N)=acos%.
YA

1

Fig. 4.15
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EJECICIOS 4.1

1—

218

Ubicar en un sistema polar los puntos de coordenadas:
(-3, 45°) , (2, ~135°), (-1, l) ) (__ 3 _in) ,
2 2 6

(-2.5, 7 rad.).

Escribir tres pares de coordenadas distintas para cada uno de los
puntos del ejercicio 1.

Determinar las coordenadas rectangulares de los puntos cuyas
coordenadas polares son:

0, 909, (\/_2 , — 459, (5, 420°), (4, 0°), (-1, m), (— 2, > 15) ,

--3) |

Determinar la representacién polar principal de los puntos cuyas
coordenadas rectangulares son:

1,1, &3, -1, 6, 2,1, -V3), 2 0 0 3.

Hallar la ecuacidn cartesiana correspondiente a cada una de las
ecuaciones polares siguientes:

6 1
ayr=3cs 8; br= — H m m—m— ;0= —m ——
6 2-3sen B 1 + sen 6
dHr=—momor—ro-—
1-1/2cos 6

Hallar la ecuacién polar correspondiente a cada una de las ecua-
ciones cartesianas siguientes:

a) xy=2

b) 2+ P2 =16
¢ 2x-y=0;
d 2-y=4

e) P-3-24x-36=0



7— Trazar la gréfica de las ecuaciones:
3

a) r= — b) 6 =2radianes <¢) r = 4 cosec 8
2
- 0 _ (¢]
d r=sm L e r=sen L f) 1 =sen 20
2 3

h) r

g r-= sen 36 cos 36 i) r=2(1-cos 6).

cos 6
8.— Determinar los puntos de interseccion ‘de los siguientes pares de

curvas:
14
a) r=— b) r=2cos 8
6 =1
. =
6= —
4
c) r=—1—- d =9 cos 20
2 +2¢0s @
r=2cos 6 +1 r=3\/_2—sen9

9— Desde un punto fijo O de una circunferencia cuyo didmetro
mide 6 unidades se traza una cuerda cualquiera OB. Determinar
la ecuacién polar del punto P que se encuentra a una distancia
constante igual a 3 unidades del punto B y sobre la cuerda OB o
su prolongacion.

10.—Dos vértices opuestos de un cuadrado son
P, (2’ 13n ) y P, (3’ _ 17n ) .
6 . 6
Determinar el area del cuadrado.

11.—Determinar la ecuacién en polares del lugar geométrico de los

puntos que equidistan del polo y de la recta perpendicular al eje
polar en el punto (-3, 0°).

12.—La ecuacién r = 2 cos 6 + Z\E sen @ representa una circunferen-
cia. Determinar las coordenadas de su centro y la longitud del
radio.
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13.—Determinar el radio vector del punto (-2, ©/2) si se toma como

14—

15—

220

polo el punto (2, ®/3) y eje polar un eje paralelo al primitivo.

La ecuacién
1

r S —————
1+ cos 6

representa a una c6nica. Calcular la longitud de su lado recto.

Verificar que la ecuacién

16

r == —————
3-5c0s 8

representa una de las ramas de una hipérbola y hallar las ecuacio-
nes polares de las directrices y de las asintotas de esta hipérbola.
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