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1 Introduccion
Este curso tiene dos objetivos:

1. En primer lugar, definir el grupoide de Galois de una transformacién racional:

fiCrooscn
(Zlu' . '7271) = (fl(z)’ 7fn(z))

con f; € C(z1,...2,) tal que det Jac(f) # 0.

Cuando f estd dada por funciones lineales con respecto a zi,..., 2, existe una
teorfa de Galois casi-completa (con una correspondencia de Galois ...). Se puede
leer esta teorfa en [15]. Para generalizar la definicién a una transformacién no lineal,
necesitamos introducir un grupoide (més precisamente un pseudogrupo) siguiendo a
B. Malgrange [10].

2. En segundo lugar, describir completamente el caso n = 1 para probar un teorema

de Ritt sobre la trascendencia diferencial de la dindmica de f.

La prueba de Ritt utiliza la teorfa de eliminacion en los anillos de ecuaciones diferenciales.

Nuestra demostraciéon reemplaza la eliminacién por argumentos de teoria de grupos.

1.1 El teorema de Ritt

El libro de J. Milnor [13] es nuestra referencia para los resultados de dindmica holomorfa
en dimensién uno. Un teorema de Koenigs [13, capitulo 8] dice que si f : C --» C tiene
un punto fijo 2 tal que |f/(29)| > 1 entonces existe h € C{w} con h(0) = 2 y ¥ (0) =1
tal que h=' o f o h(w) = Aw.

La construccién de la linealizacién h se hace por medio del limite de una sucesion
de funciones holomorfas. Por eso podemos pensar que, generalmente, la linealizacién
es trascendental. La linealizacién de un monomio f(z) = z* en el punto fijo 2o = 1
es h(w) = e“; los monomios son ejemplos de sistemas dindmicos con una linealizacién
trascendental pero diferencialmente algebraica. El teorema de Ritt dice que no hay muchos

mas ejemplos de este tipo.

Definicién 1. Una funcién holomorfa f : U — C sobre un abierto U es diferencialmente

algebraica si existe una ecuacién diferencial E € Clz,y,v/, .. ™ .] tal que

E(z, f(2), f'(2),.., f™(2)) = 0 sobre U.
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Una funcién que no es diferencialmente algebraica es diferencialmente trascendental.

Teorema 2 (Ritt [18]). Si f : C --» C tiene un punto fijo zo tal que |f'(z0)] > 1 y su

linealizacion h satisface una ecuacion diferencial polinomial, entonces f es:
e una homografia
® 0 un Mmonomio
e 0 un Chebyshev !
e o un Lattés 2
en una buena coordenada homogrdfica sobre C.
La prueba la realizaremos serd de la siguiente manera:
1. Daremos la definicién del grupoide de Galois de una transformacién f.

2. Probaremos que las transformaciones f con un grupoide “pequeno” estan en la lista
de Ritt .

3. Si f satisface las hipdtesis de Ritt entonces su grupoide es “pequeno” .

Este lista aparece en otros teorema de Ritt ([17, 19])

1.2 Las ecuaciones en diferencias

Otra interpretacién de este teorema es la siguiente.

Sean f € C(z) y A € C con |A\] > 1. Si existe una solucién meromorfa sobre C
de la ecuacién en diferencias multiplicativa y(Aw) = f(y(w)) que satisface una ecuacién
diferencial, entonces f estd en la lista de Ritt. Para éstos f, la solucién y esta dada por
funciones clasicas: exp(aw® + b), cos(aw® + b), P(aw® + b) u otras funciones elipticas.

Desde este punto de vista, estamos mirando a las funciones que son soluciones de
una ecuacién diferencial y de una ecuacién en diferencias. Las funciones que satisfacen
ecuaciones diferenciales y en diferencias lineales son estudiadas de manera analitica en [16]

y de manera muy diferente en [8] donde se hace uso de la teoria de Galois.

16 de Mayo de 1821 - 8 de diciembre de 1894, fue un matemdtico ruso.
https://es.wikipedia.org/wiki/Pafnuti_Chebyshov
221 de Febrero de 1873 - 5 de julio de 1918, fue wun matemdtico frances

https://de.wikipedia.org/wiki/Samuel Lattés y [1]
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1.3 Otro teorema de tipo “Ritt”

Un teorema similar de Bergweiler-Aschenbrenner [4] puede demostrarse de manera andloga.
Si f: C --» C tiene un punto fijo 2 tal que f’(z9) = 1, entonces existe k € N, c € C y
h € C[[2]] tal que h™Yo foh = exp (zk—H d) (ver [11, chap. I §8§1,2]).

1—czF dz

Teorema 3. No existe f : C --» C con un punto fijo 29 tal que f'(z0) =1 y su normali-

zacion formal h satisfaga una ecuacion diferencial.
La organizacién del curso es la siguiente:
1. El ejemplo de una aplicacién lineal.
2. El ejemplo de una aplicacion lineal en las n — 1 coordenadas tltimas.
3. La definicién del grupoide (o pseudogrupo) de Galois de f.
4. Los pseudogrupos en dimensién n = 1.
5. El pseudogrupo de Galois de f en dimensién n = 1.

6. El teorema de Ritt.

1.4 Agradecimientos

Quiero dar las gracias a Jesus David Pineda Escobar para la ayudad a escribir las notas del
curso en espanol. Muchas gracias a Nuria Corral y Francisco Ugarte para la organizacion

de la escuela CIMPA “Transformation Groups and Dynamical Systems”.

2 Transformaciones lineales y grupos algebraicos

Una transformacion lineal es un elemento de un grupo, este dltimo serd utilizado para
simplificar la definicién general de grupoide de Galois, no obstante, esta simplificacién es

muy fuerte y muchas cosas parecerdn artificiales.

Definicién 4. Sean E un espacio vectorial y A € GL(E) una aplicacién lineal invertible.
La envolvente algebraica (“enveloppe” en francés) de A es el subgrupo algebraico minimal
Ga C GL(E) tal que A € Ga.
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Es posible leer una introduccién sobre los aspectos basicos de los grupos algebraicos
lineales en [6] o resultados mds complejos en [9]. Aunque existe una amplia literatura
acerca de grupos algebraicos, daremos una breve introduccién.

2.1 Grupos algebraicos lineales

En adelante consideraremos conjuntos algebraicos sobre el cuerpo de los nimeros com-
plejos. El espacio C™ posee un dlgebra de funciones polinomiales C[X7, ..., X,] con muy
buenas propiedades, es por esto que le llamamos un conjunto algebraico o una variedad
algebraica.

Podemos construir otros conjuntos algebraicos utilizando un ideal de polinomios I C
C[X1,...,X,]. El conjunto Vi = {z € C" | f(z) = 0 para todo f € I} es un conjunto
algebraico con algebra de funciones polinomiales C[V] = C[X1, ..., X,,]/VI. Una variedad
algebraica es un objeto un poco mas general pero no vamos a utilizarlas.

El conjunto algebraico minimal que contiene un subconjunto C' de una variedad alge-
braica V se llama la clausura de Zariski de C o la clausura algebraica de C, se escribe C.
Un abierto de Zariski es el complementario de un conjunto algebraico.

El conjunto GL, (C) es un conjunto algebraico. Podemos verlo como el subconjunto de
€™+ de los ceros del polinomio P(Xll, ..., X t) =tdet X — 1. Su dlgebra de funciones

es C[X],..., X7, =i<]- El conjunto GLy(C) es también un grupo y las dos estructuras

son compatibles: Si g — P(g) es una funcién polinomial entonces
e (g1,92) — P(g1g2) es una funcién polinomial sobre GL,, X GL,, ,
e g P(g7!) es una funcién polinomial sobre GL,,.

Definicién 5. Un subgrupo G C GL, que es un conjunto algebraico es un subgrupo

algebraico.

Ejercicio 6. Comparar con la definicién del curso del Pr. Aroca y probar que las dos

definiciones son compatibles.
Ejercicio 7. Probar que si G C GL(FE) es un subgrupo, entonces G es un grupo algebraico.

Ejemplo 8. El subgrupo SL,, C GL,, es algebraico.

El grupo de las matrices triangulares superiores U, es algebraico.
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En general, si E' es un espacio vectorial, podemos elegir una base eq,...,e, y el iso-
morfismo e : C* — E determina un isomorfismo de GL,, — GL(E) que hace de GL(E)
un grupo algebraico. Entonces podemos definir sus subgrupos algebraicos. Casi todos los
teoremas bdsicos e importantes sobre grupos algebraicos se prueban utilizando la accién
del grupo sobre C[GL(E)| por traslaciones. Para g € GL(E), escribiremos T, : ¢’ — g¢'g
para denotar la traslacién y Ty : C[GL(E)] — C[GL(E)] ; P+ PoTy.

Definicién 9. Un invariante (resp. invariante racional) de ¢ € GL(E) es una funcién
H € C[GL(E)], (resp. H € C(GL(E))) tal que H = H oT,. Un invariante de un subgrupo
G de GL(E) es un invariante comun a todos los elementos de G.

El siguiente es el teorema més importante para este curso, es un teorema de Kolchin
y Chevalley pero realizaremos una prueba de J. Drach [7, §§16 — 19 pp 466 — 474].

Teorema 10 ([5]). Si G C GL(E) es un grupo algebraico, entonces existen Hy, ..., H, €
C(GL(E)) en el cuerpo de funciones racionales tales que

G={9€GL(E) | H; = H; o T, para todo i} .

Demostracién. — Tenemos una accién lineal de G por T, : C[GL(E)] — C[GL(E)].

Utilizaremos algunos lemas sobre esta accién.

Lema 11. El subespacio vectorial I C C[GL(E)] de las funciones que se anulan sobre G es
estable por G.

Ejercicio 12. Probar el lema precedente.
Ahora tenemos que el grupo

G={geGL(E) | T;(I) C I},

es el estabilizador de un subespacio vectorial I de C[GL(E)]. El problema es que tenemos
dos espacios vectoriales de dimensién infinita y para construir invariantes necesitamos
espacios de dimension finita. Vamos a construirlos.

Sean Fi, ..., F, generadores linealmente independientes del ideal I. Dado que F;(gg’)
es un polinomio,

para todo (g,¢') € GL(E) x GL(E) se tiene Fi(gg') = Z DI(¢)Bj(g),
=1
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para funciones D y B en C[GL(FE)]. Esta suma no es tnica, escribimos una suma con un

nimero minimal de términos y F; = B; para i < p.

Lema 13. En virtud de la minimalidad del nimero de términos, los B; para j =1,...,n

son linealmente independientes y las columnas (Df)l para j =1,...,n también.
Ejercicio 14. Probar el lema precedente.

Sea V el espacio vectorial sobre C generado por los B;, probaremos que V es estable

por GL(E). Tenemos
= > Di()Brlo) + 3 45(6)Celo)
k 14
con los By C' linealmente independientes. Las dos féormulas y la asociatividad dan:

ZD] / // ) gg/g// ZD] // /)

ZD] 'g") ZD] ! <Z ﬁf(g’)Bk(g) + ZAg(g')Cz(g)>
k L

Por la independencia de los By C tenNemos e 15{ (g" )Aﬁ(g’ )C¢(g) = 0. En virtud del
lema anterior tenemos que las columnas (D?); son independientes, entonces _, Aﬁ- (¢")Cu(g)
son cero, para cada j. Tenemos un espacio de dimensién finita de V' estable por Ty para

cada g € GL(E). El subespacio V NI es un subespacio estable de dimensién ¢, entonces
G={geGLE)|T,lv(VnI)cVnI}.

Ahora elegimos una base de V' tal que los ¢ primeros vectores sean una base de VN 1.
Definimos n? funciones ﬁf sobre GL(E) por las férmulas de arriba. Un elemento g estd
en G siy solo si la traslacién T, preserva las funciones Fp s, siguientes:

para K C{l,...,n}, L C{l,...,.n},#K =#L=n—q:
det(D )] q+1,...n,

F =
5T det(Dh) - —_—
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Nota 15. En la prueba utilizamos las buenas propiedades del producto tensorial sobre un

cuerpo.

2.2 La envolvente algebraica

Para entender una aplicacién lineal A podemos estudiar el grupo algebraico generado por

A.

Definicién 16. La envolvente algebraica de A € GL(E) es el grupo algebraico minimal

G 4 que contiene A.
Lema 17. El conjunto algebraico minimal que contiene todos los A™ paran € Z es Ga.
Ejercicio 18. Probar el lema precedente.

Lema 19. La envolvente algebraica de A es el grupo de los elementos que preservan los

invariantes racionales de A.

Ejercicio 20. Probar el lema precedente.

2.3 Los grupos de Galois de A

Para entender una aplicacién lineal A podemos estudiar su prolongacién sobre espacios

mas grandes. El conjunto de todas las bases de E es un conjunto algebraico
BE ={e=(e1,...,en) € E"le1 A... Nep #0}
con
e una acciéon de g € GLy, Ty : (e1,...,en) = (€1,.--,€n)9,
e una accién de A : (eq,...,e,) — (Aeq,..., Aey)

que conmutan. Elegimos una base e y miramos su 6rbita O(e) = {A",n € Z} y su

clausura algebraica O(e).

Definicién 21. El estabilizador de O(e) en GL,, es Gal(A, e), el grupo de Galois de A en

e.

Lema 22. O(eg) = T,(0(e)) y Gal(A, eg) = gGal(A,e)g".

Ejercicio 23. Probar el lema precedente.
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2.4 Comparacion

Si E=C"y e = identidad entonces Gal(A,e) = G4 = O(e).

La envolvente G4 actia a la izquierda sobre todos los O(e) para cualquier e € BE. El

grupo de Galois Gal(A, e) actia a la derecha sobre la subvariedad O(e). La envolvente es
intrinseca pero se necesita poner A dentro de un grupo con una topologia para definirla.
El grupo de Galois depende de una base pero solo necesitamos una accién de A sobre un

espacio suficientemente grande para “desarollar” la dindmica de A.

2.5 Ejercicios

Ejercicio 24. Sea G C GL(E) un subgrupo conmutativo. Probar que G es conmutativo.

Deducir que para A € GL(E), G4 es conmutativo.

Ejercicio 25. Dar los grupos algebraicos generados por

Al o = A0 .
0A ()

3 Ecuaciones en diferencias lineales

A=

La recta compleja C serd denotada por L. Para una aplicacién racional A : L --» GL(E)

nos interesa la transformacién

fa:LXE--sLxE
(z,x) = (z2+1,A(2)z)

Podemos pensar en cambiar de cuerpo y proceder de manera andloga al caso lineal con
A e GL(E®C(z)). Pero fao fa # faz, por eso no es facil dotar a GL(E ® C(z)) de una
estructura de grupo compatible con f, salvo en el caso constante A € GL(E). Es més facil
definir los grupos de Galois.
Tradicionalmente se escriben las ecuaciones de las aplicaciones Y : L — E con grafo
invariante por fa :
Y(z+1) = A(2)Y(2)

y los grupos de Galois son los grupos de Galois del sistema de ecuaciones en diferencias
de [15]. Estos se definen de manera andloga al caso constante pero la definicién de la

envolvente necesita colocar f4 dentro de un grupoide.
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3.1 Los grupos de Galois

Como en el caso constante, estudiamos la accién de f4 sobre las bases de E :

fa:LxBE-->Lx BE
(z,e) — (2 + l,A(z)e).

Atun tenemos la accién de GL,, a la derecha que conmuta con f4.
Elegimos un punto zg, una base ey y V' (29, eg) serd el conjunto algebraico minimal de
L x BE tal que:

o (z0,e0) € V(20,€0),
o fa(V(z0,e0)) C V(20,e€0),

e pri(V(zo,€ep)) es un abierto de L.

Baésicamente la minimalidad y las dos primeros condiciones significan que miramos a la
clausura de Zariski de la érbita de (z0,e0). La tercera significa que esta drbita no se

encuentra con el espacio de indeterminacién de f4.

Definicién 26. El estabilizador de V(zp,€e) en GL,, es el grupo de Galois de f4 en eg:
Gal(fa,ep)-

3.2 La envolvente algebraica

Podemos definir la envolvente algebraica, pero no en un grupo sino dentro en un grupoide.
El grupoide es Gr = L x GL(E) x L. La composicién es (z1, g, 22)(22, h, 23) = (21, gh, 23)
y es compatible con las dlgebras de funciones polinomiales. Por lo tanto es un grupoide

algebraico.

Ejercicio 27. Probar que {(z1,9,22) € L X GL1(C) x L | 219 = 22} es un subgrupoide

algebraico.

La transformacién f4 da muchos elementos de este grupoide: para cada z € L tal que
A(z) existe, tenemos A, = (2 + 1, A(z), z) € Gr. Podemos intentar una definicién andloga

a la definicién 16.

Definicién 28 (mala). La envolvente de A, G4, es el subgrupoide algebraico minimal tal

que A, € G4 para todo z € L.

Sobre ejemplos podemos ver que este objeto es bastante grande.
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Definicién 29 (buena). La envolvente de A, Ga, es el conjunto algebraico minimal tal
que

e para todo z € dom(A) C L el dominio de A, A, € G4,
e existe U C L un abierto de Zariski tal que Ga|uxy es un grupoide algebraico.
Tenemos teoremas anédlogos a los dos lemas de la parte 2.2.

Teorema 30. G4 es la clausura de Zariski del conjunto
n—1
{(z, H Az+1),z4+n),neN,z e L°}U{(z,Id,z),z € L}U
i=0

n—1
{(z+n, HAil(sznf 1—1),z),neN,z e L°}.
i=0

siendo L° un subconjunto de L donde las formulas tienen sentido.

Definicién 31. Un invariante racional de f4 esun H € C(L x BE) tal que Ho f4 = H.
El cuerpo de los invariantes de f4 serd Inv(A) C C(L x BE).

Teorema 32. La envolvente de fa estd dada por sus invariantes:
Ga={(21,9,%2) € Gr | H(z2,¢) = H(21,9(¢)) para todo H € Inv(A)}.

Las pruebas de estos dos teoremas son dificiles y no son mas faciles que sus versiones

no lineales, entonces no vamos a hacerles aqui.

3.3 Ejercicios

Ejercicio 33. Si A:C--»>C*; 2z — 2y fa(z,z) = (2 + 1, 2x).
Probar Gal(Ty,e) = C*.
Indicacién: la ecuacién en diferencias y(z + 1) = zy(z), es la ecuacién de la funcién T'.

Calcular el grupo de Galois es equivalente a probar que I' no es una funcién algebraica.

4 Los referentes y los invariantes diferenciales

Ahora queremos definir la envolvente algebraica de una aplicacién racional f : M --+ M.
Necesitamos introducir los objetos que reemplazardn las bases de E: los referentes. Son

versiones no lineales de los referentes méviles de E. Cartan.
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Definicién 34.

e Un referente p € M es un germen de coordenadas locales holomorfas: r: (C",0) —

(M, p) invertible en 0.
e Un referente de orden k es el jet de orden k, ji(r), de un referente 7.
e El conjunto de todos los referentes de orden £ es una variedad algebraica Ry M.

Se puede escribir un referente como n series de potencias. Si (¢1,...,%,) son coorde-
nadas sobre C" y (z1,...,2,) son coordenadas sobre M entonces un referente r se escribe
r(t) = (ri(t),...,rn(t)) donde

. tUt
ri(t) = Yy 9%ri(0)

aeN?

Su jet de orden k es

103 ta
JETi = Z 0 7’7(0)&-

a€enNn

|a|<k

Entonces el anillo de funciones polinomiales sobre Ry M es

C[ReM]=C [zl <i<n,a e N" |a| <k { z }
det z;”

con

2 (Gr) = 0°7i(0).

Definicién 35. El conjunto de los referentes formales es RM = limR; M. Un referente
—
formal 7 estd dado, en coordenadas locales, por n series de potencias (7 (¢), ... 7,(t)) pero

sin ninguna condicién de convergencia.

El espacio RM tiene muchas propiedades buenas que vamos a definir.

4.1 R;M es un espacio natural

Significa que si ¢ : U — V es un biholomorfismo local entre abiertos de M entonces
tenemos Ryp @ RU — R;V un biholomorfismo local candnico entre el abierto de los

referentes en U y el de los referentes en V' definido por

Rip(jer) = je(pory).
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La asociatividad de la composicién da Ry(¢1 0 ¢2) = Rr¢1 0 Ripe. En particular, f actia
sobre Ry M. La elevaciéon Ry de un biholomorphismo local ¢ se llama la prolongacién de
o al espacio de los referentes.

Podemos también prolongar los campos de vectores: si X es un campo de vectores sobre
M con flujo exp(eX) entonces R X es el generador infinitesimal de la familia Ry (exp(eX))
para pequerios €. Esta prolongacién es compatible con el paréntesis de Lie Ri[X1, Xo] =
[Rth RkXQ].

4.2 RiM es un fibrado principal

El grupo de cambio de coordenadas sobre (C",0) actia sobre los referentes.

Definicién 36. El grupo I'y = {jzy | v : (C",0) — (C,0) invertible} es un grupo

algebraico.

Ejercicio 37. Probar que I'y es un subgrupo algebraico de GL(E) donde E es el espacio

vectorial de los jets de orden k de funciones holomorfas sobre (C™,0).

Este grupo actia sobre Ry M : si jiy € Tk, Tj(Jrr) = ju(r o y) y la accién satisface
que
Rk]W X Fk. — RkM X RkM
M

(Grr, 3ky) = (rr, Tjpnyder)

es un isomorfismo de variedades algebraicas.

Lema 38. Las aplicaciones T}, y R conmutan.

Ejercicio 39. Probar el lema precedente.

4.3 C[RM] es un &lgebra diferencial

El anillo de funciones sobre RM es

1
li M| = M<i< " .
131((3[Rk |=Clz*1 <i<mn,aeN| {detjac}

Los operadores 9; =3~ , z;-”((i)a%, donde €(i) = (0...,1,...0) es el multiindice cuya

tnica componente no nula es la i-esima, actian sobre C{[RM] como derivaciones :
%(P+Q)=0(P)+0i(Q) , 9(PQ)=0d(P)Q+ Pi(Q).

Ademés satisfacen
9i 0 (Rkp)" = (Rk419)" 0 0;.
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4.4 RM tiene una conexién de Cartan plana

Es una condicién de compatibilidad de las estructuras de fibrado principal y de algebra
diferencial. La definicién general puede encontrarse en el libro de Sharpe [20].

Para definir la condicién de compatibilidad, necesitamos
e FEl 4lgebra de Lie X de los campos de vectores formales :
~ 0
X = {Z(M(t)% | a’i(t) € (C[[tl‘r s ’tn]]}’
£
e un teorema que se puede probar leyendo el curso de los Profesores Lopez-Hernanz y
Ribén.
Teorema 40.

1. Para cada ¥ en el grupo ' exwiste un campo vectorial formal @ = Zai(t)% tal
que @(0) = 0 y para todo F : (C",0) - C ; exp(a) - F = F oy

2. Para cada @ tal que a(0) = 0, existe un 7 tal que exp(a) - F = F o7.
Utilizando el teorema, cada a =y a,,;(t)f% tal que a(0) = 0 actda sobre R(M) por un
campo vectorial T; que es el generador infinitesimal de la familia Tty para pequeios e:

T = lim L (Topa — Tia)

Los campos % actian también por 0;.

Proposicién 41. Las dos acciones arriba definen un morfismo 7' de &lgebras de Lie de X

en el algebra de Lie de los campos vectoriales sobre RM.

Esta estructura no es importante para la definicién del grupoide de Galois pero lo es

para los céalculos.

4.5 Los invariantes diferenciales de f

La definicién siguiente es muy similar a las definiciones anteriores.

Definicién 42. Un invariante diferencial de f es una funcién racional H € C(RM) tal
que HoRf = H.
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Lema 43. Si H es un invariante de f y v € I' entonces H o T, es un invariante de f.
Lema 44. Si H es un invariante de f entonces 0;H es un invariante de f.

Ejercicio 45. Probar los lemas precedentes.

4.6 El estabilizador de una variedad de referentes

Los grupos de Galois son estabilizadores de subvariedades de un fibrado principal. En-
tonces antes de dar las definiciones de grupos y grupoide de Galois necesitamos especificar

lo que son “los” estabilizadores de una subvariedad de RM.

Definicién 46. El estabilizador de una subvariedad V' C RM es un par (G, g) donde
1. G={yeT | T,(V) =V es el estabilizador de V por la accién de T,
2. g={a€ X | Talv € TV} es el estabilizador de V por la accién de X.

El algera de Lie de G es una subalgebra de Lie de g.

4.7 Ejercicios

Ejercicio 47. Si f es la aplicacién (z,z) — (2 + 1, zz).
e Calcular Ry f.
e Probar que z® son invariantes si |a| > 0.
e Probar que % es un invariante.

e Calcular el estabilizador de un nivel comun de los invariantes.

Ejercicio 48. Si @ es un campo de vectores formal que se anula dos veces en cero. Su

flujo puede definirse como

(oot ) (3 %(ea)%l, Y %(ea)%n)

e Probar que (@)’t; se anula para un orden mayor que £+ 1 en cero.

e Probar que la férmula estd bien definida en el anillo C[[ty,. .. t,]].
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5 Los grupoides

5.1 El grupoide AutM

Este grupoide es

Aut(M) ={(¢,%,p) | € M,pe M,%: (M,p) = (M,q)}

y $ estd dado por n series de potencias sin condiciones de convergencia tal que det Jac(y)(p) #
0.

= ) con p; =gqi + ) olz=p)?
Y =(P1,.--,¥n Yi = q; ®i al
a€eN”n

|a|>0

La composicién es (g1, @, p)(p, P, @)= (q1,po0 ¥, ¢2). Gracias a las férmulas de Faa di
Bruno, este grupoide es un grupoide algebraico con anillo de funciones polinomiales

ClAWM] = Clp1, ..., Prs @1« s - - 25 . ][1/ det(059)]
Este grupoide actia sobre RM :
AutM x RM — RM
(a,9¢,p)(p,7) = R(q, 0,p)(p;7) = (g p07)

y conmuta con la accion de I'.

5.2 Pseudogrupos algebraicos

Es posible dar una definicién intrinseca de grupoide algebraico y probar el teorema de
Drach:

Teorema 49. Un grupoide algebraico es el grupoide de invarianza de sus invariantes sobre
un abierto de Zariski U C M.

La prueba del teorema de Drach es casi la misma que la prueba del teorema de Kolchin
y Chevalley. La diferencia es que tenemos que trabajar con productos tensoriales sobre
C[M]. Para hacer la misma prueba necesitamos trabajar sobre C(M), i.e., sobre un abierto
de Zariski.

Utilizando este teorema podemos dar una definicién alternativa.
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Definicién 50. Un subgrupoide G de Aut(M) tal que existe une subcuerpo Inv C C(RM)
con
G ={¢ | Ho Rp = H para todo H € Inv}

es un subgrupoide algebraico.

Definicién 51. Un subgrupoide algebraico G de Aut(M) tal que su cuerpo de invariantes

Inv C C(RM) es un subcuerpo diferencial es un pseudogrupo algebraico.

5.3 El grupoide de Galois

Este grupoide es el andlogo no lineal de la envolvente algebraica. Existe también un
andlogo de los grupos de Galois. Son definidos por H. Umemura [21] y la definicién puede
resultar mucho més dificil que la definicién del grupoide.

Para cada punto p tal que f es localmente invertible en p, podemos definir un punto
(f(p), ﬁnp) de Aut(M) con el desarrollo de f en serie de potencias alrededor de p. De
esta manera tenemos la definicién topoldgica de la envolvente.

Definicién 52. Gal(f) es la subvariedad algebraica minimal de Aut(M) tal que para todo
n €N, f°" € Gal(f).

Esta férmula significa que para cada p € M tal que f°" es localmente invertible en p,
(f°(p), fom,,p) € Gal(f). Los dos teoremas siguientes son andlogos de las construcciones

alternativas de la envolvente.

Teorema 53. Eziste un abierto de Zariski U C M tal que Gal(f)|uxu es un pseudogrupo

algebraico.

Teorema 54. Si Inv(f) C C(RM) es el subcuerpo diferencial de los invariantes de f
entonces

Gal(f)y={¢ |VH € Inv(f) ; HoRp=H}

La prueba del teorema 53 es dificil. Se necesita un teorema de Americ y Campana [2].
La prueba del teorema 54 es el teorema de Drach. En este curso es una consecuencia

facil de la definicién.
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5.4 Ejercicios

Ejercicio 55. Si f es la aplicacién (z,z) — (2 + 1, zz).
e Probar que Gal(f) C {¢: (z,2) = (24 a, g(z)x) | a € Cy g € C[[z]], g(0) # 0}.

e Probar laigualdad (jes dificil! y serd necesario estudiar [8]).

Ejercicio 56. Probar que Aut(M) es el cociente de RM x RM por la accién diagonal de
T.

6 Aplicacién en dimension 1: los pseudogrupos

Cuando M es la recta compleja L, solo miramos a funciones analiticas (o series de poten-
cias) de una variable. Tenemos C[RL] = Clz, z1, 22, . . ., ][1/21], laderivacién 9 = Y Zi‘*'lﬁia

y el élgebra de Lie ¥ = (C[[tﬂ% No hay espacio para muchos invariantes :

Lema 57. Si un pseudogrupo G tiene un invariante entonces el cuerpo de los invariantes
es el cuerpo diferencial generado por un H de orden minimal k. Diremos que este H es

el invariante de f.

Demostracion. — Sea k el orden minimal de los invariantes Inv(f). La interseccién
Inv(f) N C(Rk—1) = {0}, entonces el grado de trascendencia de Inv(f) N C(Ry) sobre C
es 1. El teorema del elemento primitivo implica que Inv(f) NC(Ry) estd generado por un

elemento H. Las derivadas 0P H son lineales en zj4, entonces Inv(f) = C(H,0H,...). O

Vamos a estudiar un nivel comtun particular de los invariantes: la subvariedad V =
Np{0™H = 0} C RL y sus estabilizadores.

1.GCTles{y|Ty(V)CV}
2.gCxes{a| Ty €TV}

Lema 58. El grupo G es un subgrupo algebraico de I' de dimension k — 1. El dlgebra de

Lie g es una subdlgebra de Lie de X de dimensidén k que contiene %.

Ejercicio 59. Probar el lema.
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6.1 Un teorema de Lie

Teorema 60. Si g es una subalgebra de Lie de X = C[[t]}% de dimension finita que
contiene %, entonces existe v € I' tal que

2 d
v*g C sly = {(co+ 1t + 025)% | co,c1,c2 € Cl.

Demostracion. — Sea % ai(t)<,...a,(t)4 una base de g.

El paréntesis de Lie [%, ai(t)%] = a;(t)% estd en g, entonces (1,a1,...,a,) satisface a
un sistema diferencial lineal con coeficientes constantes.

Podemos resolver este sistema con exponenciales y polinomios.

En el caso semisimple a;(t) = exp(\it) y

d d d
exp(Ai) 55, xp () 5| = O = ) b +4)0)
dado que tenemos un numero finito de \’s, tenemos menos de 3: A,0,—A\. El élgebra de

Lie esta dentro del algebra de Lie con base

d d d
M) & Y
exp( Vo a &P )dt

d d

2
Aexp(At)) d(exp(At))’ )\d(exp(/\t))'

, Aexp(At)

4
d(exp(At))

El cambio de variable v(t) = exp At — 1 conjuga estos campos a

d d . d
Mt+1)2 At + 1), A
(+)dt’ (Jr)dt’ dt
que generan Sls.
Si el sistema no es semisimple tenemos que hacer calculos parecidos. O

Ejercicio 61. Probar el teorema de Lie en el caso general.
Sea « el cambio de variable del teorema de Lie. La variedad

Vo=Ty(V)={roy|reV}
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Sus estabilizadores son
L Go={yel|,(Vo) CVo} C{v:t= 2% |aeC*, e C}

1—

2. go = {66)? ‘ Ta|v0 GTVE)} C sly

6.2 Las ecuaciones de 1}

21)?

2
Supongamos que gy = sl y escribimos F(z, 21, 29, 23) = <2§ -3 (%) ) (# € C[RsL].
Lema 62. V) es un fibrado principal para el grupo Gy sobre un abierto de Zariski de L.

Lema 63. Eziste v € C(z) tal que

w=fremr| (25 -a(2)) v}

Esta férmula significa que el ideal de definicién de Vjy estd generado diferencialmente
por q(z)F(z, z1, 22, 23) — p(z) donde v = g.
Los referentes de V) en un punto p € L son una érbita de la accién de Gy sobre RL.
Es facil verificar que sus 6rbitas en R3L son los niveles de F' :
Sir= ro+r1t+7"2% +T3% +...yy= at+2a6% +6a/)’2% + ... entonces
t2 t3

roy =rg+rat+ (rea? + 2r1a5)5 + (r3a® + 6r20B + 6T1aﬁ2)€ +...

y tenemos F(r) = F(ro~). La restriccién de esta funcién sobre ¥} es una funcién invariante

por Gy, entonces es una funcién racional en ry.

6.3 Las ecuaciones de G

Obtenemos las ecuaciones de G mirando las ecuaciones de Vj.

Lema 64. Si G es un pseudogrupo con su invariante de orden 3 entonces

" "\ 2
= Y _3(Z v N =u(z
G- o125, 3(@,) U@ = ()}
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Demostracion. — Si
£2 3
= tdro— +r3—+ ...
r=ro+nmn +r22 +7“36 +
y )2 3
Z—T Z—1
Qp:tpo-‘rSO](Z—To)—FQDQ( 20 +Lp3( 60) +...
tenemos
2 £ 3 £
por =g+ (p1r1)t+ (p2(r1) +W1T2)5+(W3(T1) +39027“1T2+§017“3)€+~-~

SireVpy por e Vy podemos eliminar r y obtener ecuaciones en ¢ :

Y3 ©2 2 2
2;—3(;) T (o) (1) = v(ro).

Llamaremos G3(v) este tipo de pseudogrupos.

6.4 Ejercicios

Ejercicio 65. Probar que si go = (C+ (Ct)%, entonces existe p € C(z) tal que

1"
¥
G={el +nle)e = plo)}
Ejercicio 66. Probar que si go = (C% entonces tenemos dos casos

1. existe n € C(z) y k € N tal que
G = {eln()(")" = n(x)},

2. existe h € C(z) tal que
G = {¢lh(p) = h(z)}.

137



VIII EscuELA DocCTORAL INTERCONTINENTAL DE MATEMATICAS PUCP-UVA 2015

7 Aplicacién en dimensién 1: el pseudogroupo de Galois de

f:C---C
Queremos probar el siguiente teorema:

Teorema 67. Si f : L --» L es tal que Gal(f) # Aut(L) entonces f estd en la lista de
Ritt: existe una homografia A tal que Ao fo A™! es
e una homografia

e un monomio, My(z) = 2¥,

o un Chebishev, Tj(z) = cos(k arccos(z))

e un Lattés, Le(z) = P(e(P~1(z))) donde e es un endomorfismo de grado > 1 de la

curva eliptica de la funcion eliptica P.

Utilizando la clasificacién de los pseudogrupos, el problema es: dar los f € C(z) tal

que existe un v € C(z) tal que f € G3(v), i.e.,

L5 (5) sy e =0

7.1 La linealizacién de un punto fijo repulsivo

Para resolver la ecuacién utilizaremos elementos de la dindmica de f.

Teorema 68 (Koenigs). Si f : (C,0) — (C,0) es tal que A = |f'(0)| > 1 entonces existe
h € C{w} con h(0) = 0,Rh'(0) = 1 tal que h™" o f o h(w) = Mw. Llamaremos a h una

linealizacion de f.

Teorema 69 ([13] chap. 10 corollary 10.16.). Si f € C(z) pero no es una homografia

entonces para cada k € N existe n € N tal que f°" tiene mds de k puntos fijos repulsivos.

La prueba del segundo teorema es més dificil. La cantidad de puntos fijos crece con n
pero tenemos una cota sobre el nimero de puntos fijos que no son repulsivos.
Podemos suponer que f : L --» L tiene un punto fijo repulsivo con linealizacién h que

no es un polo de v.

Lema 70. La linealizacion h : (C,0) — L es el germen de una funcién meromorfa sobre

C.
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Demostracion. - Siw € C, existe n tal que % estd en el dominio de h. Si h (Al")

estd en el dominio de f°", definimos h(w) por

o)

Nota 71. Para f en la lista de Ritt, tenemos A =k y
h=Aoexp, Aocos, AoP, AoP? AoP o AoP?

Estas son funciones que realizan los cocientes de C por grupos discretos de transfor-

maciones afines : w — aw + b.

7.2 El pull-back de Gal por h y la estructura de h

Queremos probar que los ¢ tal que h o ¢ = h son aplicaciones afines. El pseudogrupo
“pull-back” de Gal por h,

{¢ | existe ) € G3(v) t.q. hop =1 oh},

es un pseudogrupo de tipo G3(¥) con

" n 2
P(w) = v(h(w)k' (w)?* + 257 — 3 (%) '

Conocemos una solucién w — Aw de G3(V), entonces
(W)X = D(w).

Por otro lado, la férmula para 7 nos da que v es holomorfa en 0 y por eso v = 0.
Los elementos ¢ € G3(0) son gérmenes de homografias. Probamos que A es el cociente

por un grupo de homografia. Los grupos que aparecen son
o 7
o 7 x1/2Z
o (Z+7Z)Xx7Z/2Z

o (Z+iZ) x ZJAZ

139



VIII EscuELA DocCTORAL INTERCONTINENTAL DE MATEMATICAS PUCP-UVA 2015

o (Z+j7) x /3L
o (Z+jZ) x Z/6Z

y las funciones que realizan este cociente son exp, cos o las funciones elipticas.
Probamos que si f estd dentro de un G3(v) entonces f°" estd en la lista de Ritt. Para

finalizar la prueba tenemos que ver que:
1. los f de la lista de Ritt pertenecen a un Gs(v),
2. si f" estd en la lista entonces f también.

El primero es un ejercicio de calculo. Para probar el segundo, tenemos que verificar que

si h es una linealizacién de f°" entonces f o h también.

8 Aplicacién en dimension 1: el teorema de Ritt

Teorema 72. Si la linealizacion h de un punto fijo repulsivo de f : L --+ L satisface una
ecuacion diferencial polinomial entonces f estd en la lista de Ritt: existe una homografia
A tal que Ao foAles

e una homografia

o un monomio My,(z) = 2*,

e un Tchebitchev Ty (z) = cos(k arccos(z))

o un Lattes L¢(z) = P(e(P~1(2))) donde e es un endomorfismo de grado > 1 de la
curva eliptica de P.

8.1 La ecuacién de h

La linealizacién h es una funcién meromorfa de C en L entonces sus series de potencias en

cada punto de su dominio son elementos de

F(C, L) = {(20, k,wo) | & : (C,wo) — (L, 20)}

E(w) =20+ Z an

n!
n>1
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El anillo de funciones polinomiales sobre F(C, L) es C[F] = Clwo, 20, k1, k2, - . .].
Sea I C C[F] el ideal de las ecuaciones satisfechas por todos los desarrollos de series

de potencias de h.
Lema 73. El ideal I es un ideal estable por D = %ﬂ + k1% +>is0 kiH%

Lema 74. Sea Z el conjunto de los ceros de I en F(C,L). Este conjunto es de dimension
finita

Demostracion. — Por hipdtesis I contiene un polinomio que no es 0: si E(w, h, b/, ... h(”)) =

0 es una ecuacién de h de orden minimal entonces la dimension de Z es p + 1. O

8.2 Las acciones de f y C*

La transformacién f : L --+ L actia sobre F(C, L) por Rf : T fo %. Pero no preserva
Z. Queremos construir un conjunto algebraico de dimensién finita y invariante por Rf.

El grupo de transformaciones o4 : w — qw actia sobre F(C, L) por cambios de variable.
Sik: (C,wp) = (L, 2z0) con

F(w) = 2 + Z an

!
n>1 n
entonces Tq@) : (C, %) — (L, 29) estd definida por
~ w — Loy
kooy(w) =20+ Z q”an.
n>1 n

La ecuacién funcional de linealizacién es Rf (71,) =Ty (ﬁ) Vamos a construir un conjunto

invariante utilizando esta igualdad y un teorema de Chevalley:

Teorema 75 ([12] por ejemplo). Si f: X — Y es una aplicacidn polinomial entre con-

Juntos algebraicos entonces existe un conjunto algebraico S C f(X) tal que

o f(X)—S es denso dentro de f(X),

(X)=S=f(X)-5

~
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El conjunto Ty-1(Rf(Z)) es un conjunto algébraico que contiene los desarrollos de h

entonces contiene Z i.e. Rf(Z) D T\(Z). Como Rf y Ty conmutan R¢(T,Z) D Tyx(Z),

el conjunto

V= UqEC*Tq(Z)

es un conjunto algebraico invariante. Tenemos que probar que este conjunto es de di-
mension finita.

Los invariantes de la accién de C* sobre F(C, L) son

n:F(C,L) —CN
(wo, 20, hl .. ) = (Zo,w(]hl, (w0)2h2 .. )

Los niveles de 7 son de dimensién uno. Por el teorema de Chevalley: 7(Z) es un conjunto
algebraico de dimensién més pequeiia que la dimensién de Z y V = 7~ }(n(Z)) es un
conjunto algebraico de dimensién menor que la dimensién de Z més uno, es el conjunto

algebraico minimal C*-invariante que contiene Z, entonces
Ry(V)CV

La dimensién de V es finita y por lo tanto

G={pecAut(L) | Rp(V)CV}

es un pseudogrupo algebraico de dimension finita y contiene f. Por definicién Gal(f) C G.

Entonces Gal(f) es pequeiio y el teorema de Ritt estd probado.
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