Capitulo 1

Funciones Diferenciables

En la teoria econémica que habitualmente se maneja, se consideran fun-
ciones diferenciables'. Conceptos como producto marginal, costo marginal,
tasa marginal de sustitucion, tasa de sustitucion técnica, multiplicador del
ingreso, propension marginal a consumir y muchos otros, estdn ligados al
concepto de diferenciabilidad de funciones.

Asumimos que el lector est4 familiarizado con el cdlculo diferencial en
una variable real, pero para entender mejor la definicién general que demos
para funciones vectoriales de variable vectorial, haremos un breve resumen
de algunas ideas fundamentales en torno al concepto de derivada de una
funcién en un punto.

1.1 DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES REALES
DE VARIABLE REAL

Supongamos que las variables reales x, y que estdn vinculadas funcio-
nalmente segun una funcién f, siendo x la variable independiente; es decir,
que y=f(x). Asumamos, ademds, que no conocemos explicitamente la fun-

cién f (lo cual ocurre con m4s frecuencia que la que cominmente se cree).

Cabe mencionar que problemas tan importantes como la explicacién de los precios de las
mercancias en una economia de propiedad privada y la explicacién del papel de los precios
en un estado dptimo de la economia han sido tratados con todo rigor sin recurrir al cdlculo
diferencial. En este sentido, el aporte de G. Debreu (1959) es un hito en la historia de la
teoria econémica.



12

iQué podemos afirmar de esta funcién si sélo conoce-
mos que el valor de su derivada, cuando x=3 es el
niémero 0.6?

Segun la notacién habitualmente empleada, la informacién que tenemos
es ['(3)=0.6, o también i‘zl =06 .
dx x=3

1. Una primera afirmacién que podemos hacer en
base a esta informacién, es que f es una funcién 4
creciente cuando x toma valores cercanos a 3.

Esta afirmacién es porque f(3) >0, pero ya que f(3)
sabemos exactamente que f’(3)=0.6, podemos
precisar m4s el cardcter creciente de f; asi, como

vy - i LB +R)-F(3) _
”3)—;1.13)—__;1 0,6

N

whk--=--==-

y

\

es la pendiente de la recta tangente al grafico de Figura 1.1
f. en el punto (3,f(3)), en esta recta, por cada

unidad que crece x, la ordenada crece 0.6
unidades (ver Figura 1.1); en consecuencia, una afirmacién no muy
alejada de lo que realmente sucede, serd que

cerca de x =3, por cada unidad que crece x, f(x) crece-
rd aproximadamente 0.6 unidades

En simbolos:
f(3+h)-f(3)=~086,

para h suficientemente pequeiio.

Es bueno notar que como no conocemos la funcién f, podria darse una de
las siguientes situaciones, en donde se muestran hipotéticas porciones del
gréfico de f, coherentes con f'(3)=06 .
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Figura 1.2

Observando los grédficos queda claro que la afirmacién hecha es
solamente de cardcter local y que en casos como los mostrados en (a) el
error cometido en la aproximacién seria por defecto, mientras que en
casos como (b) el error cometido en la aproximacién seria por exceso. Sélo
en el caso (e), en el que la funcién f coincide localmente con su tangente

en (3, f (3)), el error seria nulo. Evidentemente, si el criterio de cerca es

muy amplio, puede ser muy grande el error que se cometa en la
aproximacién, teniendo como referencia la pendiente de la tangente en
un punto.

Un ejemplo: al resolver el problema del consumidor, es posible
determinar la utilidad marginal del dinero, correspondiente al ingreso
que se esté considerando (mds adelante veremos que es el valor del
multiplicador de Lagrange, 1 ). No se conoce exactamente cé6mo depende
de su ingreso el nivel de utilidad del consumidor, pero con esta
informacién tenemos una aproximacién lineal que podemos utilizarla
para estimar la variacién del nivel de utilidad ante pequeiias variaciones
del ingreso; sin embargo habrd que tener cuidado de no olvidar que tales
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variaciones deben ser pequeiias, pues corremos el riesgo de cometer
grandes errores. Las consecuencias de este tipo de errores pueden ser
graves si se cometen al tomar decisiones de politica econémica en base a
la informacién cuantitativa de los multiplicadores que se obtengan en el
modelo.

. Otra afirmacién que podemos hacer, en base al dato f'(3)=0.6, es que 0.6

es la tasa de cambio instantdnea de la funcién f, por unidad de variacién
de su variable, cuando ésta toma el valor 3. Esta es una interpretacién

f3+h)-f(3)
h

natural que se obtiene observando que el cociente es la

tasa de cambio promedio de f por unidad de variacién de x en el intervalo
[3,3+R]. Es claro que f(3+h)-f(3) es el cambio total y al dividirlo entre

el nimero de unidades en el intervalo, se obtiene la mencionada tasa de
cambio promedio. Como f'(3) es el limite de este cociente, cuando % se

considera cada vez mds pequerio, resulta natural la interpretacién de
tasa de cambio instantdnea (o velocidad). La interpretacién geométrica es
totalmente coherente con lo afirmado en (1). En este caso resulta claro
cémo la recta tangente al gréfico de f en (3, f(3)) es la posicién limite de

aquellas rectas secantes al grdfico de f, que pasan por los puntos (3, f (3))
y (3+h, f (3+h)) cuando k toma valores cada vez mds pequefios. Asi, la

situacién puede ser como una de las mostradas en las figuras 1.3 (a) y (b)

f(3) f(3+h)_f(3)

v

Figura 1.3’

1

Sélo por razones diddcticas, en éste y grdficos similares se ha considerado un tamaro
grande al segmento de longitud A.
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Los comentarios hechos nos ayudan a entender una funcién diferenciable
en un punto a, como una buena aproximacién lineal a su compor-
tamiento, cerca del punto a. Justamente este criterio es el que se precisa
en la siguiente definicién formalmente enunciada, con la ventaja de ser
muy facilmente generalizable para funciones de varias variables.

Definicion 1.1 Sea f una funcién real de variable real, con una vecindad

B_(a) del punto a contenida en su dominio. Decimos que f

es diferenciable en a si y sélo si existe una funcién lineal
T:R - R de modo que

}lif(l)f(a'*h)";(a)_T(h):O 1 (|h|<r)

La funcién lineal T se denomina derivada de fen a y su
imagen T'(h), al aplicarla en h, se denomina diferencial

defena.

Observaciones 1.2

1.

Es usual que en lugar de h se tome dx, representando una variacién
pequeiia de x.

. Toda funcién lineal, real de variable real es de la forma T'(k)= ok, donde

a es un nimero real fijo; por ejemplo S(h)=4h, L(h)=-2h, M(h)=03h,
son funciones lineales, reales de variable real.

. Recordemos que toda funcién lineal de variable vectorial en R* y que

toma valores en R™ se identifica con su matriz de orden mxn
correspondiente a las bases usuales 2. Para el caso en que n=m=1 la
matriz resulta ser de orden 1x 1, cuyo unico elemento es el coeficiente y
resulta més manejable en ese caso identificar la funcién lineal real, de
variable real, con tal coeficiente; asi, tomando los ejemplos de la
observacién (2), identificamos la funcién lineal S con el niimero 4, la

Otra manera de expresar este lfmite es afirmar que la funcién “error”, dada por
fla+h)- f(a)-T(h), es de menor magnitud que & en 0; o, formalmente, que

fla+h)-Ff(a)-T(h)=O(h)
Revisar por ejemplo: Lang, Serge: [12] ,Cap. V.
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funcién lineal L con el nimero -2 y la funcién lineal M con el nimero
0.3.

4. Lo anotado en (3) permite compatibilizar la definicién dada con la que
usualmente se maneja y segin la cual la derivada en un punto de una
funcién real de variable real, es un mimero.

Ejemplo: Si f(x) = x2, usualmente calculamos asi la derivada de fen 3 :

vor_ 1 FB+R)-f(3) .. (3+h)>-3% . 6k _
A S R T L A

Segnin la defincién dada, la derivada de f en 3 es una funcién lineal 7,
real y de variable real, tal que
-32_T(h)

=0
h

2
F©)=1im ")

Busquemos tal funcién T, sabiendo, por la observacién 2, que T'(k)=ah
para algin a eR:

2 g2 2 _
lim(3+h) 3 T(h)=0 - 1im6h+h ok _,
h—0 h h—0 h
< lim(6+h-a)=0 o a=6

h—0

Por consiguiente T'(h)=6h.

Resulta claro que cuando se calcula de la manera usual, se obtiene el
nimero que se identifica con la funcién lineal que es la buena
aproximacién al comportamiento de f, cerca del punto en que se estd
analizando. En este sentido, la transformacién lineal 7' de la definicién
dada, se identifica con el nimero f'(a) y asi

T(k)=f'(a)k
¥ en consecuencia, para h suficientemente pequefio
f(a+h)-f(a)~T(h)=f"(a)h (1.1.1)

o equivalentemente:

fla+h)=f(a)+f'(a)h (1.1.2)
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5. Las dos iiltimas expresiones son muy importantes:
(1.1.1):

Nos dice claramente que al cambiar el valor de la variable dea a a+h (o
sea al incrementar ' el valor de la variable en h unidades), el incremento
de f, que denotamos Af(a;h), se aproxima mediante el mimero real que

resulta de multiplicar f’(a) por A. Tal nimero, en términos de la
transformacién lineal es T(h) y en consecuencia es el diferencial de f en
a, considerando el incremento k4, que lo denotamos df(a;h); asi

f(a+h)-f(a)=:Af(a;h)~df(a,h):= f'(a)h,
expresién que usualmente se da con notacién mds simplificada:

Af ~df = f'(a)dx (1.1.3)

Aplicaciéon 1.3

En el andlisis marginal, tan usado en la teoria econémica, se hace uso —
esencialmente— de la expresién (1.1.1), considerando ~A=1. En efecto,
cuando por ejemplo se tiene la funcién costo C = C(y), siendo y el nivel de

produccién, se denomina costo marginal al costo adicional por unidad de
producto o, mas claramente, el costo adicional de incrementar en una
unidad el nivel de produccién. Sin embargo, cuando se utiliza
formalmente este concepto, se denomina costo marginal a la derivada de
la funcion costo. La coherencia entre estas denominaciones la explica la
expresion (1.1.1), pues asumiendo que se tiene fijado un nivel de
produccién, digamos ¥, el costo marginal en el primer sentido (costo

adicional de incrementar una unidad de producto) es
C(y+1)-C(y)

y en el segundo sentido es C'(y); pero aplicando (1.1.1) es claro que para
h suficientemente pequeifio

C(y+h)-C(3)= C'()h,
y considerando h =1, tenemos
C(3+1)-C(3)=C'(¥).

Incrementar en el sentido m4s general, lo que significa asumir la posibilidad de incremen-
tos negativos.
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(1.1.2):
La expresién (1.1.2) podemos interpretarla desde un punto de vista

geométrico y asi ilustrar y complementar el comentario hecho a la
primera. Hallemos la ecuacién de la recta que pasa por el punto (a, f(a))

y tiene pendiente f'(a):
y-f(a)=f'(a)x-a)
Asi
y=f(a)+f'(a)x-a) (1.1.4)

(ya sabemos que esta recta es tangente al grafico de fen (a, f (a)) ).

Si llamamos g a la funcién que a cada nimero real le asigna la imagen
que le corresponde en la recta hallada, tenemos

g(x)=f(a)+f'(a)(x-a).
Podemos ahora hallar qué nimero le corresponde a a+h4 :
gla+h)=f(a)+f'(a)h.
Comparando esta expresién con (1.1.2) tenemos

fle+h)=g(a+h),

lo cual nos dice claramente
que estamos tomando como
valor aproximado de
f(a+h) el valor correspon-

diente a (a+#k) en la recta
tangente al grifico de f en f(a)
el punto (a,f(a)).

Evidentemente esta aproxi-
macién serd mejor cuanto
ma4as pequeiio sea h. Ya diji- Figura 1.4

mos que el error que se

comete puede ser por exceso o defecto, segin la concavidad de f. (Cabe
aclarar que la funcién g no es lineal, pues no pasa por el origen, pero es
una lineal afin y geométricamente se ve que es una traslacién de la
funcién lineal T, cambiando el origen de coordenadas al punto (a, f (a))).

gla+h)
fla+h)

(tan(8) = f'(a))

>

Qb - -

a+h
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6. Hablar de la derivada de una funcién en un punto tiene pleno sentido, ya

que un teorema garantiza que cuando la transformacién lineal de la
definicién dada existe, ella es inica. Geométricamente esto significa que
una funcién diferenciable en el punto a, no puede tener un punto
anguloso en (a,f(a)), pues en tal caso existirian dos rectas tangentes al

grifico de f en ese punto. En la Figura 1.5 se muestran gréficos de
funciones no diferenciables en a

>
<

1
| 1 —> i < > | ' >
@) @) (iid)
Figura 1.5

Es importante tener en cuenta que existen funciones en la teoria
econémica, que presentan puntos en los cuales no son diferenciables.

Ejemplo: En la teoria del
desequilibrio macroeconémico se 1a
tiene que la demanda efectiva

laboral estd dada por  Fl(3)

[omfronrf)

(Fig.1.6), donde F es una funcién -
de produccién de corto plazo, cre- V
ciente con rendimientos decre- p
cientes, % es el salarioreale y FIGURA 1.6

es la restriccién percibida a las ventas.’

Teniendo en cuenta la observacién anterior, es claro que si el grafico de
una funcién es una curva que no posee puntos angulosos, tal funcién serd
diferenciable en todo punto de su dominio. A funciones con esta
caracteristica se les denomina funciones diferenciables (al no
indicarse que es diferenciable en un punto especifico, se entendera que es
diferenciable en todo punto de su dominio).

t

Cabe aclarar que 3 debe leerse ye barra, pues el nombre castellano de la letra y es ye
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8. Otro teorema que es importante comentar es el que establece que toda
funcién diferenciable es continua. Asi, las grdficas de funciones
diferenciables son curvas suaves y sin vactos ni saltos, ya que no posen
puntos angulosos, estdn definidas para todos los puntos del dominio y
pequeiios cambios en su variable ocasiona también pequefios cambios en
sus respectivas imdgenes.

Es usual que las funciones con las que se trabajan en la teoria econémica
més difundida sean funciones diferenciables, y en consecuencia con-
tinuas; sin embargo la teoria de catdstrofes considera los casos en que los
modelos deben incluir funciones con saltos bruscos '.

Ejercicios 1.4

1. Esbozar el grifico y analizar la continuidad y diferenciabilidad de las si-
guientes funciones:

a) f(l)=51 h) s(x) = Y=
b) p(x) =1In(x) i) ¢(x)= -3
) h(x) = min{4, 2x} ) u(x)= (x _13)2

d) j(x) = min{2, v} K) w(x)=6(x-2)5 + 4
e) k(x) = mm{w/;, i—x} D i(x)=(x-6)x- 1)%

f) n(x)=[x] (el mayor entero menor o igual a x)
g) r(x) = x ~[x] (parte decimal de x)
2. En cada caso, emplear diferenciales para obtener un valor aproximado de

la funcién dada en el punto indicado X . Determinar si la aproximacién es
por exceso o por defecto.

a) f(x)=Vvx-3;%=72 @ h(x)=—; £ =103
x_.
b) g(x)=In(x) ; ¥ =109 e) j(x)=10-Inx*; =109
o) h(x)= ; X=1198
x-2

Ver, por ejemplo: Weintraub, E. R. “Catastrophe Theory and Intertemporal Equilibrium”
Economie Appliquée 32: 303 — 15, 1980
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1.2 DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES REALES
DE VARIAS VARIABLES REALES

Las funciones que relacionan un nimero n (entero positivo) de variables
reales (vectores de R") con niimeros reales, son muy frecuentes en los mode-
los econémicos. Tenemos por ejemplo las funciones de produccién, que a cada
vector que representa cantidades de factores de produccién le hacen corres-
ponder un mimero real, que representa el mayor nivel de produccién
obtenible con tales cantidades. Otros ejemplos son las funciones de utilidad,
las funciones de demanda, de consumo, de inversién, etc. Es 1til y cé6modo
exigir que estas funciones sean diferenciables, pues —como ya lo hemos ex-
plicado para el caso n =1 en la seccién (1.1)— ello permite tener una buena
aproximacién lineal de la funcién, para valores de la variable cercanos a un
vector determinado. Una interpretacién geométrica de esto es posible tam-
bién para n =2, y asi la idea intuitiva de una funcién diferenciable de dos
variables — digamos f — en un punto a =(a;,a,), es que la superficie que re-

presenta gréficamente a la funcién tenga en el punto (a,f(a)) un plano
tangente, que sea una buena aproximacién al grédfico de f, cerca del punto

(e,f(a)).

Como el grifico de una funcién cuyas variables son vectores de R" y cu-
yos valores son nimeros reales es un subconjunto de R**!, no es posible la
ilustracién grafica de lo dicho anteriormente para funciones diferenciables
cuando n >2, pero la idea intuitiva serd esencialmente la misma conside-
rando hiperplanos, como lo veremos luego de la siguiente definicién, que no
es sino una generalizacién de la Definicién 1.1.

Definicién 1.5 Sea funa funcién real de n variables reales con una vecindad
B,(a) del punto a contenida en su dominio. Decimos que f es

diferenciable en a si y sélo si existe una funcién lineal
T:R" - R de modo que

tim f(a+h)-f(a)-T(x)
[y IRf

-0 (1) <r)

La funcién lineal T se denomina derivada de f en a y su
imagen T'(h), al aplicarla en k, se denomina diferencial de f

ena.
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Observaciones 1.6

1.

Es claro que & es un vector de R" y entonces no tendria sentido que
estuviera en el denominador sin las barras. Con ellas se tiene el médulo
de h (su tamario), que es un numero real. Evidentemente al ser pequefio
4], tienen que ser pequeiias las componentes de k, ya que

“hﬂ=(h12 +h+... +h,f)}é
De manera andloga a lo que ocurre con una variable, es usual tomar
h =dx =(dx,,dx,, ... dx,),
representando asf un vector de incrementos.
Toda funcién lineal, real de variable vectorial, es de la forma
T(h)=a.h,
donde a es un vector de R", fijo; asi, con a =(a,,a,, -..,a,),

T(h)=ah, +aghy +... +a,h,;
por ejemplo

Wk, hy) = 4y + Shy
V(s g s) = 2hy ~ Ghy + 0.ty
Ul g s, ) = b + 42y + 2 hy

. Recordando la identificacién que se hace entre funciones lineales de R" a

R™ y matrices de orden m xn, referidas a las bases usuales', ahora
tenemos el caso m =1 y las matrices serdn de orden 1xn; asi, tomando
los ejemplos de la observacién 2:

la matriz identificada con W es [4 5]
la matriz identificada con Ves [2 -6 04]

la matriz identificada con U es [—1 V2 % 0]

Cada vector bdsico usual de R” es ¢, =(0, ..., 1,...,0) eR" con el 1 en el i-ésimo lugar.
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4. Es un teorema fdcil de demostrar que la funcién lineal T de la definicién
es Unica y un convenio generalizado denotarla por Df(a) o f'(a).

También se puede demostrar que la matriz referida a las bases usuales,
que la identifica, es
9 6f
Zw Zo - Lo

donde gx—f(a) es la llamada derivada parcial de f respecto a su variable
T

x; y calculada en el punto a...(i = 12,...,n). Cada uno de estos n niimeros

reales se obtiene considerando a f como funcién solamente de la variable
% (6=12,...,n) (las otras variables se asumen constantes en los valores

correspondientes de a) y calculando la derivada de tal funcién de una
variable cuando su variable x; toma el valor q;.

Esto se resume en la expresién

of (a) (al, .8y +h.',---,a;l?—f(ab~-’“i""'a") (1.2.1)

de la cual, andlogamente a c6mo lo hicimos en (1.1) con funciones de una
sola variable, obtenemos que para h suficientemente pequerio:

(@1 @i + Py @) = F(@1yoee s r ) 5xL(a)h, (1.2.2)
flay, - a; +dx,-,...,a,,)—f(al,...,a,»,...,an)zgx—f(a)dx,- ; (1.2.3)

Estas expresiones, podemos enunciarlas verbalmente usando la jerga
econdmica:

Si las variables de f toman los valores ayj,ay,...,0, el

efecto en f de una pequeria variacién dx;, ceteris pari- (1.2.4)
bus, de la variable x;, lo mide aproximadamente
L(@as

o diciendo que
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gi-(a) mide aproximadamente — y para cambios pe-

querios — cudnto aumenta o disminuye f(x) —respecto a
f(a)- por cada unidad que aumente o disminuya x; -

respecto a a;— manteniéndose constantes las otras va-
riables.

Si i(a) >0, la funcién crece al incrementarse x;

ox;
Si g:(a) <0, la funcién decrece al incrementarse x;

Si -g—i(a)=0, la funcién se mantiene constante al
modificarse x;

Aplicaciéon 1.7

Si /'(K,L):GI)é K% es una funcién de produccién y se tiene K =64 y
L =27, entonces

Z (64,27)=6x %véK%L - 4({3)”

64,27)

=3,
(64,27)

1o cual nos dice que si K se incrementara en una unidad, la produccién
creceria —aproximadamente— en 3 unidades. Asi, cuando Ky L se usan a
niveles 64 y 27 respectivamente, el producto marginal de K es 3.

Anidlogamente

32

of P o _(KY
¥ (64,27)=6x 3L %K%L64 " z(f)
' (64,27)

lo cual nos dice que si L se incrementara en una unidad, el aporte a la
produccién de esta unidad adicional de L seria aproximadamente de %
unidades; asi, para estos niveles de uso de los factores productivos, el
32

producto marginal de L es 5
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5. Abreviando la expresién la matriz relativa a las bases usuales que
corresponde a la transformacién lineal Df(a) es

L@ Z@ - %(“)]’,

escribiremos

Df@):[%@) T .. & (a)] (1.2.6)

y diremos que la derivada de f en a es tal matriz fila de orden 1xn.

También, identificando la matriz fila de orden 1xn con el vector de R*
que tenga por componentes los mismos elementos correspondientes de la
matriz, escribiremos

Df(a)=(%(a),%(a),...,%f;(a)) (1.2.7)

Este vector de R es conocido con el nombre de vector gradiente de fen
a y se le denota Vf(a).

Es claro que

Df(a)h)=Vf(a).h (1.2.8)
pues consideramos
h
L@ L@ - Za| |-
b,
of of of
—[axl(“)a—z(a), -,;n(a)} (hyshgseshy)
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i) Si f es una funcién de n

Aplicacion 1.8

variables y posee gradiente
en el punto a (en ese punto
tiene derivadas parciales
respecto a todas sus va-
riables), entonces Vf(a) es

un vector de n componentes
que usualmente se le re-
presenta como un segmento
orientado (flecha) que nace
en el punto a (no en el punto

(a,f(a))). Ver Figura 1.7 pa- Figura 1.7
rael caso n=2.

Si conocemos especificamente la funcién f y el punto a, al calcular
Vf(a) tendremos también un vector especifico y podremos represen-

tarlo como cualquier otro vector; por ejemplo, si
f(K,L)=6L¥K%
Vf(64,27) = (3,392-) .

Pero hay una interpretacién muy importante del vector gradiente, que
nos permite tener informacién del comportamiento de la funcién si sus
variables se modifican siguiendo el sentido indicado por Vf(a).

Veamos: no es dificil demostrar ' que

D,f(a)=Vf(a).u , (1.2.9)

1

En la Definicién 1.5 tomemos k = tu, siendo ¢ >0 y u un vector unitario de R" (es decir su
tamaiio es 1, o Ju] = 1); asf

lim f(a+tu)‘f(a)'Df(a)(tu) - 1im[_f.(a_+ﬂ___£(a_)_w(a)(u) -0

10 t 0 t

y entonces

D.f(a) = lin:

Her 0 - ey = e
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donde D,f(a) es la derivada direccional de f en a, segin la
direccién del vector unitario u, definida por

D.f(a)= }g%w (1.2.10)

Segun esta definicién, D,f(a) se interpreta como la rapidez con la que

estdn cambiando los valores de f, en el punto a, cuando sus variables
se modifican siguiendo el sentido indicado por el vector unitario u.
(Los puntos a +tu, con ¢t >0 son puntos de la semirrecta que parte de
a y es paralela al vector u. Como u es unitario, del punto a al punto
a +tu se han recorrido ¢ unidades). Ahora, en virtud de (1.2.9), tal
rapidez (o razén de cambio) se puede determinar ficilmente y sin
necesidad de calcular el limite de (1.2.10), pues numéricamente estard
dada por Vf(a).u. Este resultado facilita resolver el siguiente

Problema: ;En qué sentido deberian desplazarse las variables de f,
partiendo del punto a, para que los valores de f crezcan mds
rdpidamente?

Solucién: Como la rapidez estd dada por Vf(a).u, siendo conocidos f'y
a -y en consecuencia Vf(a)- sélo resta conocer el vector u que haga
maximo el producto escalar.

Siendo Vf(a).u =|Vf(a)| | cos® =|Vf(a)| 1cos6 ,

donde 0 es el dngulo formado por los
vectores Vf(a) y u (ver Fig.1.8), Vf(a).u

serd maximo si y sélo si cos® es maximo,
es decir, si 8 =0, lo cual significa que el
vector unitario u debe tener el mismo
sentido que el vector gradiente de fen a ;
0, en resumen, que

_ Vf(a)
u=
V£ (a)
Tenemos asi un resultado muy importante

de uso frecuente en optimizacién, tanto lineal como no lineal, y que
usualmente se emplea diciendo simplificadamente que

Vf(a)

| (Vf(a)=0).

Figura 1.8
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el vector gradiente de una funcién f en un punto a de
su dominio se orienta en el sentido en el cual f crece
mds rdpidamente

ii) La interpretacién de Vf(a) que acabamos de enfatizar, compromete

m4is a tener una idea intuitiva clara de la direccién del vector gra-
diente de una funcién f en un punto a . Es frecuente en economia
trabajar grdficamente centrando la atencién en los conjuntos de nivel
de las funciones (que son las isocuantas en el caso de las funciones de
produccién, las curvas de indiferencia en el caso de las funciones de
utilidad, las curvas de isocoste en el caso de las funciones de costo,
etc.). Teniendo ésto en cuenta, es natural plantearnos el siguiente

Problema: Conociendo una curva de indiferencia de cierta funcién de
utilidad de dos bienes, usual, segin la cual mds es mejor, y una
canasta de bienes especifica en ella jc6mo representar adecuadamente
el vector que indica el sentido mds conveniente en el que se deben
orientar los incrementos de los bienes para mejorar la utilidad mis
rdpidamente?

Solucién: Después del andlisis hecho en (i) es evidente que de lo que se
trata es de encontrar una representacion adecuada del vector
gradiente de la funcién de utilidad, calculado en la canasta de bienes
que se conoce. (Obviamente la eleccion ha de hacerse entre vectores
del mismo tamafio, ya que aunque un vector no estuviera con el
sentido 6ptimo, siendo suficientemente grande puede alcanzar una
curva de nivel superior a otro vector que tiene el sentido éptimo pero
tamaiio reducido).

Como se hace referencia a

una funcién de utilidad X2 A
usual, segin los supuestos
habituales en la teoria del
consumidor la curva de in- ay - ---
diferencia serd como la que
se muestra en la Figura 1.9,
en la que adem4ds se indica
el punto (a;,a;) correspon-
diente a la canasta conocida.
Es claro que si se conociera
la forma especifica de la
funcién de utilidad, al cono-

Figura 1.9
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cer ya los valores numéricos de a; y a, , bastaria obtener el vector
Vu(ay,as) = (uy,(01,02), Uy, (01,02)) ¥y lo representariamos como un seg-
mento orientado que parte de (a;,a;); pero al no conocer especifica-
mente la funcién jqué sentido debe tener el segmento que represente a
Vu(a;,az)?. Por las consideraciones habituales que se hacen en la

funcién de utilidad y coherentes con mds es mejor, lo tnico claro es
que los componentes del vector gradiente son positives, lo cual
grdficamente nos da infinitas posibilidades pues todo segmento que
Uy (@1,02)
Uy, (al’az)
arriba y hacia la derecha) podria representar a Vu(ay,as); sin
embargo, siendo tan importante el vector gradiente debemos tener
mayor precisién al representarlo. Una buena referencia serd la recta
tangente a la curva de indiferencia, que pasa por el punto (a,a;).

parta de (a;,a;) y tenga pendiente (o sea que apunte hacia

Como esta recta es facilmente representable, si supiéramos, por ejem-
plo, qué dngulos forman esta recta y el segmento correspondiente a
Vu(a;,az), podriamos precisar més. Hasta ahora sélo conocemos que la

pendiente de este segmento es

g = Yaa(00,02) (12.11)
u’xl(al’a2)

Asumiendo que la curva de indiferencia define implicitamente una
relacién funcional x; = g(x;) entre x; y x; (que ya estd reflejada en la

Fig. 1.9) y usando el calculo diferencial de funciones de dos variables,
podemos calcular la pendiente de la tangente a la curva en el punto
(a1,a2), que es la derivada de g respecto a x;, calculada en (aj,az) y

que por simplicidad la denotaremos sélo %x—xl
1

Asi, como la ecuacién de la curva de indiferencia en la que se en-
cuentra la “canasta” (a,,a,), es

u(xl,x2) = u(al,az) = constante

derivando implicitamente respecto a x; y calculando las derivadas en
(ay,a;), tenemos

dx
u, (ay,a9)+ U, (a1.05)—2=0
1



de donde
dey (o)

dx, u, (a1.az)

(1.2.12)

Observando (1.2.11) y (1.2.12),
concluimos que la recta tangente a
la curva de indiferencia, en el
punto correspondiente a la “canas-
ta” dada, es perpendicular al seg-
mento que representa al vector
gradiente de la funcién de utilidad
en ese punto, pues el producto de
sus pendientes es —-1. En conse-
cuencia, la respuesta a la pre-
gunta del problema se ilustra en
la Figura 1.10:

Se traza la recta tangente a la
curva de indiferencia en el punto
dado, y el vector gradiente que-
dard bien representado —salvo el ol
tamaiio— por un segmento, orien- ak”.
tado hacia arriba y hacia la
derecha, perpendicular a tal recta,
en el punto considerado.

Problema similar podria plan-
tearse considerando 3 bienes, y la
solucién nos conduciria a afirmar
que el vector gradiente de la fun-
cién de utilidad,Vu(a), en la “ca-

1
Vemreee e~

P R Y |

[N
AN

Figura 1.11
nasta” considerada a =(a,,a,,a,),

es perpendicucular al plano tangente a la superficie de indiferencia, en
el punto ¢ (Fig. 1.11). El tratamiento matemadtico n >3 es esen-
cialmente el mismo que para n=3, y se obtiene que el hiperplano
tangente al conjunto de nivel correspondiente al punto a €R” es el
conjunto

T, ={x eR" / Vu(a).(x - a) = 0} (1.2.13)
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Cabe subrayar que en todos los casos la tangencia no es al grifico de la
funcién de utilidad, sino a un conjunto de nivel de la funcién, en este caso
conocido como conjunto de indiferencia.

6. Con las observaciones hechas y lo que acabamos de ver sobre plano
tangente, podemos visualizar mejor la derivada de una funcién en un
punto, como la transformacién lineal que mejor aproxima el compor-
tamiento de la funcién cerca a tal punto. Veamos :

:Cudl es la ecuacion del hiperplano tangente al grdfico
de una funcion f, de n variables, correspondiente a un
punto a, en el que f es diferenciable?

Como la caracterizacién que se hace en T es para hiperplanos tangentes
a un conjunto de nivel, adecuemos la informacién:

n+1

El grifico de x,,; = f(%,,%3,...,%,), que es un subconjunto de R""", es

también el gréfico del conjunto de nivel 0 de la funcién real ® de n+1
variables, definida por

o(xy,%y, ... VX X1 ) = F%1,%, ... ERET A

(empleando x:=(x,,%,,...,%, ), tenemos, evidentemente

{(x,x,”l) eR" / o(x,x,,,) = 0} = {(x,x,”l) eR™/x,,1 = f(%,%, .. ,xn)})

En consecuencia, podemos responder a la pregunta formulada empleando
(1.2.13) para la funcién ®; asi

T, ~{(%:%,.1) €R™" / Vo(a).(x~ a) =0} =

{(x,le) eR™*! / (a)( —a,)+.

= {(x,xml) eR"J'1 / Vf(a).(x @)~ (X1~ ) = 0}
= {(x,le) eR™/ x,,, =a,,, +Vf(a).(x- a)}.
Es claro que a,,; = f(a) y entonces reescribimos la ecuacién del hiper-
plano tangente obtenida:
%,,1 =f(a)+ Df (a)(x-a) (1.2.14)

L -
6x (a)(xn - an)— l(xm-l - an+1) - 0}

n
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Asf como esta expresién es andloga a (1.1.4), las correspondientes an4-

logas a (1.1.1), (1.1.2) y (1.1.3), para un vector h €R" de componentes
suficientemente pequeiios, son:

f(a+h)- f(a)=T(h)=Df (a)h) (1.2.15)
f(a+R)= f(a)+Df(a)(h) (1.2.16)
Af =~ df = Df (a)(dx) (1.2.17

y los comentarios hechos sobre la aproximacién lineal en la Seccién 1.1
son generalizables de manera natural, considerando ahora el mayor
mimero de variables.

En la expresién (1.2.17) debe entenderse que
dx =(dx,,dx,, ... ,dx,,)

y la forma ma4s frecuente de presentarla y usarla es

df = %f-d::c1 +-2f-—d::c2 +.. +idxu (1.2.18)

1 2 n

Una ilustracién geométrica
para el caso n=2 se da en

la Figura 1.12, que es la
andloga correspondiente a

la Figura 1.4 x5 ]
La figura también nos
permite visualizar la uni- fla)=a,

cidad del plano tangente en
(a,f(a)) —coherente con la
unicidad de la transforma-
cién lineal T- al haber asu-

mido diferenciabilidad de f
ena.

Si el grafico de una funcién
tiene un punto anguleso, o Figura 1.12
una cresta angulosa, en-
tonces, tal funcién no es
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diferenciable en los puntos correspondientes, pues grificamente se ve
(seguimos con n = 2) que no es posible tener un plano tangente (iinico) en
tales puntos (Fig. 1.13 y 1.14).

fla)4

Figura 1.13 Figura 1.14

El gréfico mostrado en la Figura 1.14 corresponde a una funcién del tipo

f(x1,%5) = mi“{ﬁ ’ x_z} ’
r s

que en la teorfa econémica es conocida como una funcién de produccién
de Leontief. Estas funciones no son diferenciables, por ejemplo en (r,s)

(en general, no son diferenciables en los puntos del rayo que parte de
(0,0) y pasa por (r,s), que es el rayo de uso eficiente de los factores de

produccién). Es un ejercicio interesante hacer la demostracién analitica
(es sencillo usar la definicién de derivada parcial dada en (1.2.1) para

demostrar que no existe i(r,s)). Podemos ver facilmente que consi-
1

derando una funcién de produccién de Leontief con 3 o mds factores

productivos, ya tenemos un ejemplo concreto de funcién de m4ds de 2

variables que tiene un subconjunto de su dominio en cuyos puntos no es

diferenciable y que —obviamente— no es posible ilustrar graficamente.

7. Cuando una funcién de n variables es diferenciable en todos los puntos de
su dominio, decimos simplemente que es diferenciable.

8. Finalmente, como en el caso de funciones de una sola variable, se
demuestra que toda funcién diferenciable es continua. Funciones cuyos
gréaficos son como los mostrados en las figuras 1.13 y 1.14 son algunos
ejemplos de que la proposicién reciproca es falsa; es decir, que existen
funciones que son continuas pero que no son diferenciables.



34

Ejercicios 1.9

L

Sea f:R®> 5 R, con f(x;,x,)=x, €™
a) Hallar la derivada de fen p=(L1).
b) (Existe un punto X en el cual Df(x)=(1,3)? ;Tal punto ¥ es inico?
Analizar si la funcién
f :R? >R
(x1,%5) > min{x;,x, }
es diferencible
Hallar, si existe, D,g(3,2), donde
g(x,%) =% -3x, %5, V(x,,%,) R’
-1 1 2
v=|—,— | €R".
%)
Dada f:R? - R, definida por
2
X1 %
f(xl’xz) = x; +12
0 , (x1.%5)=(0,0)

hallar, si existen, sus derivadas parciales en (0,0). ;Es f diferenciable en
(0,0)?

» (x1,%5)#(0,0)

Sea la funcién f:R > R, tal que f(x) = x?
a) Hallar vf(-1), V£(0).
b) Graficar f e interpretar los valores hallados en (a).

Sea la funcién flxpxr)=27 %2 , 2,20, 2,20;

a) Esbozar un “mapa” de curvas de nivel de f.

b) Esbozar el gréfico de f.

¢) Representar graficamente Vf(1,1), Vf(4,1) y Vf(L4) .
d) Representar graficamente Vf(5,5), Vf(3,2) y Vf(3,12) .

e) (Qusé relacion existe entre las respuestas a ¢) y d)? ;Tal relacién seria
similar con cualquier funcién diferenciable de dos variables, o que
particularidad (no muy exigente) deberia cumplir?
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f) Determinar la ecuacién de la recta tangente a la curva de nivel de f,
en el punto (4,1). Iustrar gréficamente.

7. Seala funcién
vz y2 )
g(xl,xz,x3)= X % —xg , %20, x,20, x320;
a) Esbozar el grifico de la superficie de nivel 0
b) Esbozar los gréficos de las superficies de nivel -1, 1y -2
¢) Representar gréficamente Vg(1,1,1), Vg(4,12), Vg(1,10) y Vg(1,1,2)
(notar que no todos los puntos estdn en la misma superficie de nivel)

d) Determinar la ecuacién del plano tangente a la superficie de nivel en
el punto (4,1,2). Ilustrar gréficamente.

8. Tlustrar gréficamente la vinculacién entre los problemas 6 y 7.

9. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curvade nivel de
u(x,y)=x+ y” en el punto (L2). ¢Es verdad que la recta 4x+y =20 es
tangente a la curva de nivel que pasa por (4,1)? ;Por qué?. Determinar —
si es posible- el punto de tangencia entre la recta 6x+4y=60 y una
curva de nivel de u. [lustrar grificamente.

10. Dada la siguiente funcién de produccién
f(K,L)=K*L"*®

a) Graficar algunas curvas de nivel, si a = 1

b) Si K=100, L=144 y 0. =0.5 ;Qué incrementa m4s la produccién; in-
crementar K en 5% y L en 4% o K en 6% y L en 3%. Justificar.

11. Dada la funcién de produccién
f(K,.L)=K** T

Si los factores K, L y T son capital, trabajo y tierra respectivamente, y se
estd produciendo con K =100, L=16 y T =81.

a) Determinar el efecto en el trabajo si se disminuye la disponibilidad de
capital en 10 unidades y es imposible modificar la disponibilidad de
tierra, pero se desea mantener el nivel de produccién.

b) Determinar el efecto en el capital si la disponibilidad de tierra dismi-
nuye en 5 unidades y la de trabajo en 2, pero se desea mantener el
nivel de produccién.
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1.3 DIFERENCIABILIDAD DE FUNCIONES VECTORIALES
DE VARIAS VARIABLES REALES

Estudiaremos ahora la diferenciabilidad de funciones de varias variables

reales (dominio en R", n > 1) y que toman valores vectoriales (rango en R™,
con m 2> 1). Este tipo de funciones se usa en los modelos econémicos con més
frecuencia que la que usualmente se piensa, pero no es frecuente presentar-
las de esta manera, sino a través de sus funciones componentes, separadas.
Por ejemplo, al estudiar el problema del consumidor y determinar las canas-
tas éptimas, considerando sélo 2 bienes como es usual, las condiciones que se
imponen a la funcién de utilidad son tales que se obtienen funciones de de-
manda marshalliana que para cada “juego de precios” p, y p, y nivel de in-

greso I, hacen corresponder las cantidades del bien 1 y del bien 2 que
maximizan la utilidad del consumidor. Tales funciones podemos denotarlas
X, ¥ X, y entonces tenemos
%y =%y(Py, Py, T )
Xy = xz(Pl»Pz,I)
Si nos referimos a una funcién de demanda de este consumidor, que reco-

ja este planteamiento, tenemos la funcién vectorial x que a cada “juego de
precios” p, y p, y nivel de ingreso I, le hace corresponder las cantidades

x,(p1:Pys1) ¥ %y(py.Py,1) que maximizan su utilidad; asi tenemos la fun-
c¢ién x definida por '

x(py, Py, 1) = (xl(Pvarl ) 23(Py, Pp. 1 »

que evidentemente es una funcién que tiene tres variables reales y que toma
. 2 . .
valores vectoriales, en este caso en R”. Las funciones x; y x, se denominan

funciones componentes de x. Es claro que al considerar n bienes en la
economia, esta funcién de demanda seria de n+1 variables (dominio en

R™"") y tomaria valores vectoriales en R" (rango en R" ).

Situacién similar a la presentada se da con mas frecuencia atn al plan-
tear modelos macroeconémicos, pues en las ecuaciones del modelo se estdn
considerando implicitamente funciones componentes de una funcién vecto-
rial de varias variables.

En general, una funcién vectorial de varias variables reales, es una fun-
cién F cuyo dominio es un conjunto A, contenido en R", n > 1, y cuyo conjun-
to de llegada es R™, m > 1. Simbélicamente:

F:A>R"™
(103022 ) > (Y10 Y2 2 )
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Como cada nimero real y,, i=12,...,m, estd bien determinado al asig-
nar valores a x,,x,,...,%, , se tienen las funciones componentes, de dominio
A,

Y= fl(xl,xz, ,xn)

Yo = fz(xl,xz,... ,xn)

Im =" (%1, %3, .0 %)
y una manera titil de representar la funcién F es
F=(fL.f%...r")
Ejemplo 1.10: SiF estd definida por

F(xy,xy)= (4Jclx2 , xf + xg , \/x_z.)
es claro que

— El dominio de F ests en R® y el rango de F en R%; ast, F asigna un vector
% 8
de R® a cada vector de R? que se escoja en su dominio.

— En este caso concreto, el dominio A de F es el conjunto

A= {(xl,x2) eR? /x5 2 0}.

Esta restriccién estd dada por la presencia de ,/x, en una de las
funciones componentes de F. Evidentemente, dado el vector (1,4) cAcR?,
el vector que F le asigna es F(1,4)v=(16,17,2)eR3 (Fig. 1.15); sin
embargo, dado el vector (3,-5) que es de R?, pero que no pertenece al

conjunto A, F no puede asignarle vector alguno de R?, pues segin la
definicién de F, la tercera componente resultaria un nimero imaginario.

Y2

Figura 1.15
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—~ Las funciones componentes de F son
1
f(x1,%) = 42,7
2 2. 2
F(x1,25) =21 +2,

fa(xvxz):\/z

Aplicacién 1.11

Sea el modelo macroeconémico
Y=Cy+C(Y,r)+I,+I(Y,r)+G,

Ly +L(Y,r)= M, (1.3.1)

en el que la primera ecuacién es de la curva conocida con el nombre de IS y
relaciona el ingreso (Y) con el consumo (C), la inversién (I) —que dependen a
su vez del ingreso y de la tasa de interés (r)- y la demanda del gobierno G,,.

La segunda ecuacién es de la curva conocida con el nombre de LM y
relaciona la demanda monetaria (L) con la oferta monetaria M, siendo esta

ultima exégena (al igual que C,, I, G, y L)y dependiendo L de Y y der.

Podemos reescribir el modelo haciendo explicita una funcién F de dos
variables reales (las variables Y, r que son endégenas en el modelo) y que

toma valores vectoriales en R%; as, es claro que (1.3.1) es equivalente a
Y-C,-C(Y,r)-1,-I(Y,r)-G, =0
Ly+L(Y,r)-M,=0
Si a los primeros miembros de estas ecuaciones los llamamos f'(Y,r) y
f 2(Y,r) respectivamente, ya tenemos las componentes de la funcién
F=(f',f*); es decir
F(Y,r)=(Y-Cy-C(Y,r)-1,-1I(Y,r)-G, , Ly+ L(Y,r)-M,) (1.3.2)
y entonces (1.3.1) se puede escribir
F(Y,r)=0,

donde, obviamente el 0 es el cero de R” (o sea (0,0)).

La utilidad de esta aparente complicacién se verd al hacer anélisis ya sea
de estética comparativa o dindmica, pues en ambos casos se necesitard cal-
cular la derivada de la funcién F en el punto de equilibrio.
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Observacioén 1.12

Para las funciones vectoriales, de variable vectorial, F, podemos definir —
de manera similar a c6mo se hace para funciones de valores reales— lo que

significa lim F(x) = b y lo que significa que una funcién F sea continua en un
x—a

punto a de su dominio, o que sea continua en todo su dominio; sin embargo
no nos detendremos a hacerlo formalmente, pues las ideas intuitivas son las
mismas y se puede demostrar que una funcién F es continua si y sélo si cada
una de sus funciones componentes f' lo son. Asi tenemos un puente que fa-
cilita el tratamiento de la continuidad de las funciones vectoriales de varia-
ble vectorial'. También la diferenciabilidad de las funciones F 2 pueden ser
definidas y tratadas a través de sus funciones componentes, pero para que
quede clara la generalizacién de la idea intuitiva de aproximacién lineal,
presente en las definiciones 1.1 y 1.5 para funciones reales de una y de va-
rias variables respectivamente, damos la siguiente definicién:

Definicién 1.13 Sea F =(f1,f?,...,f™) una funcién de valores vectoriales en
R™ y de n variables reales, con una vecindad B,(a) del pun-

to a contenida en su dominio. Decimos que F es diferencia-
ble en a si y sélo si existe una funcién lineal T:R" —» R™ de

modo que

. ||f(a+h)-f(a)—T(h)" _ <
#,i{?o 2 =0 (IR)<7)

La funcién lineal T se denomina derivada de F en a y su
imagen T(k), al aplicarla en h, se denomina diferencial

de Fena.

Observaciones 1.14

1. Es completamente pertinente una observacién similar a la primera de
Observaciones 1.6

El lector interesado en el tratamiento formal puede consultar Spivak, M. [20] .

El lector habra notado que con F mayiiscula estamos simbolizando funciones vectoriales de
variable vectorial y con mintiscula a sus componentes. También mantendremos el convenio
mayiiscula-mintdsculas para funcién-componentes, con otras letras.
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Toda funcién lineal de R* a R™, tendrd sus funciones componentes
también lineales, siendo éstas m funciones reales de n variables reales y
en consecuencia funciones como las comentadas en 2 de Observaciones
1.6. Asi; un ejemplo de funcién lineal L de R a R3 es

L{hy,hy) = (4hy +5hy, 3hy, ~ hy +0.4hy)
Recordamos nuevamente que existe una correspondencia biunivoca entre
funciones lineales de R" a R™ y matrices de orden m x n asociadas a ellas

mediante las bases usuales en R” y R™; asf, la matriz que le corresponde
a la funcién L dada como ejemplo en el punto anterior es

4 5
ML = 0 3 H
-1 04

y es claro que

warsfiHe i)

. También se demuestra que la funcién lineal 7' de R” a R™ de la defincién

es Unica; se la denota DF(a) o F'(a) y se puede demostrar que la matriz
de orden m x n, referida a las bases usuales, que la identifica es

- -

of! o o'

;1(0) ax—z(a) e (a)

afZ af2 6f2

gl"(“) ;2.“) ax,..(a) (1.3.2)
o™ o™ afni

'&T(a) ;2(“) oy (a)_

Esta es la matriz jacobiana de F en a y siendo cada elemento ij de ella la

derivada parcial de la i-ésima funcién componente de F respecto a la j-
ésima variable, se la denota abreviadamente por

o
[ax_-](a):lmxn
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5. También, abreviando la expresién la matriz de orden m x n, referida a
las bases usuales que corresponde a la transformacién lineal DF(a) es

[af‘ (a)] , escribimos
% ben

DF(a)= [—(a)} (1.3.3)

y decimos que la derivada de la funcién F en el punto a, es la matriz
jacobiana de F, calculada en a.

Ejemplo 1.15 Retomando la funcién F dada en el ejemplo 1.10,
2. 2
F(xl,xz) = (4x1x2, x; +%5, \/g),

calculemos la derivada de F en el punto a = (],’4), que como podemos ver
en la Figura 1.12, tiene una vecindad B,(a) contenida en el dominio A de
F (basta tomar, por ejemplo r =2).

Como ya conocemos las funciones componentes de F, obtengamos sus

correspondientes derivadas parciales; es decir, las componentes de
DF(x,,x,), que es la matriz jacobiana de F en un punto cualquiera

(%1, x5) del interior de A

1 1
— (1, %) = 4%, 2f""("‘l» %p)= 4%
1 2
2 2
—(xy, xy) =2x, (%4, %5 ) =2x,
1 2
- s =0 - > = N
ax, (1, %3) ox, (21, %2) 2%
asi )
4x, 4x, W
DF(x,,x,)=|2x, 2x,
0 1
| 2m]
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y en consecuencia

16 4
DF(L4)=|2 8
0 025

y debe quedar claro que la derivada de F en el punto (1,4) es la trans-
formacién lineal T:R? — R? definida por

T(hy, hy)=(16h, +4h,, 2k, + 8h,, 0.25h, ).

y que la diferencial de F en (1,4), aplicada en el vector (h;,h,), es el
vector

(16R, + 4hy, 2k, +8h,,0.25h,).

Como ya dijimos antes, es usual que el vector i sea llamado vector de
incrementos y se denote

h =dx =(dx,, dz,, ..., dx, ).

Usando esta notacién y la adoptada para la diferencial de una funcién en
un punto dado (observacién 5 de la Seccién 1.1), tenemos

dF((1,4); dx) = (16 dx, +4dx,, 2dx, +8dx,, 0.25dx,)

y observamos que las componentes de dF((1,4); dx) son precisamente las

diferenciales de las funciones componentes de F, en el mismo punto
a=(L4) y aplicadas en el vector de incrementos dx = (dx,,dx,).

Que la derivada de una funcién en un punto es la funcién lineal que
mejor se aproxima a su comportamiento, cerca del punto, es particu-
larmente ttil cuando se trata de funciones vectoriales de varias variables
reales, ya que son éstas las que estdn presentes en muchos modelos
econémicos —sobre todo macroeconémicos—. No es necesario restringirse a
trabajar sélo con funciones lineales, ya que si no lo son, sus aproxi-
maciones lineales nos dardan buena informacién.

Aplicacion 1.16

Una consideracién dindmica del modelo dado en la Aplicacién 1.11 es
asumir que tanto el ingreso como la tasa de interés varian en el tiempo y
lo hacen proporcionalmente al exceso de demanda en los mercados de
bienes y de dinero respectivamente; asi
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%:kl(co +OY,r)+ Iy + I(Y,r)+ Gy ~Y);  hy>0
(1.3.3)
%:@(LO Y LY, r)-My); ky >0

Evidentemente, (1.8.3) es un sistema de ecuaciones diferenciales de
primer orden cuyas soluciones nos darén las trayectorias temporales del
ingreso y de la tasa de interés y podremos ver si éstas convergen o no a
un punto de equilibrio; sin embargo el sistema (1.3.3) no necesariamente
es lineal y entonces puede ser muy complicado resolverlo. Es usual
considerar, por ejemplo, que la funcién es lineal y que la inversién
depende sélo de la tasa de interés; pero estos son supuestos simpli-
ficadores innecesarios que hacen que el modelo describa con menos
exactitud la realidad. Basta que adoptemos el supuesto plausible que la

propensién marginal a consumir disminuye a medida que crece el ingreso
2

0 . .
(0 sea —-<0) para tener una funcién consumo no lineal y en conse-
oY

cuencia (1.3.3) no lineal. Teniendo un sistema no lineal se puede estudiar
la estabilidad de un punto de equilibrio analizando la matriz jacobiana —
calculada en ese punto— de la funcién vectorial del sistema; asi (1.3.3)
podemos escribirlo vectorialmente

& | ky(L, + L(Y,r)- M,)

0, mas brevemente, segin lo establecido en la Aplicacién 1.11,

{%J - [kl f I(Y’r)} , (1.3.5)
ky F2(Y,r)

; (1.3.4)

dar
dt
que también podemos escribir

dlyY
_[ ]=G(Y,r) , (1.3.6)
dtir

donde G(Y,r)= (klf YY,r), kyf 2(Y,r)), y el estudio de estabilidad de un
punto de equilibrio (Y*,r*) se hace analizando la matriz jacobiana

DG(Y*,r*).



Podemos hacer el andlisis usando la misma funcién F definida en la
Aplicacién 1.11, si escribimos (1.3.5) con un producto matricial:

E] [ ofFw.r)]
[%J{O kzlfz(Y,r)J’ 1.3.7)

asi, otra manera de escribir (1.3.6) es

dlY
——[ ]=KF(Y,r), (1.3.8)
dtlr

y el estudio de estabilidad de (Y* ,r‘) se hace analizando la matriz jaco-
biana DF(Y*,r*).

Lo expuesto tiene sustento riguroso en la teoria de los sistemas din4-
micos’; sin embargo podemos intuir su validez recordando que la deri-
vada de una funcién en un punto es la aproximacién lineal de tal funcién
cerca de ese punto y asi el estudio de estabilidad de un punto de
equilibrio de un sistema no lineal lo hacemos estudiando la estabilidad de

ese punto de equilibrio en un sistema lineal aproximado, cuya matriz de
coeficientes es precisamente la matriz jacobiana calculada en tal punto.

En el sistema (1.3.6) llamemos x* al punto de equilibrio (Y*,r*) y
x=x" +h a cualquier punto (Y,r), vecino de (Y',r*) (h es un vector

pequeiio de R?); asf (1.3.6) podemos reescribir:

~ G(x*) + DG(x* )h
= G(x*) + DG(x*)(x - x*)
=0+ DG(x")x- DG(=*)z",

y tenemos el sistema lineal aproximado de (1.3.6):

% = DG(x*)x - DG(x*)x* , (1.3.9)

' Ver por ejemplo: Hirsh-Smale [11]
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7. Las observaciones 7 y 8 correspondientes a funciones reales de varias
variables, hechas en la seccién anterior son igualmente vilidas en este
caso, con la restriccién obvia de no poder ilustrar gréficamente, ni para el
caso de funciones con dos variables y dos componentes, que existen
funciones continuas que no son diferenciables.

8. Una observacién final es que la existencia de la matriz jacobiana de una
funcién F en un punto, no garantiza la diferenciabilidad de F en tal
punto. Para ilustrar tomemos un caso sencillo, con n=2, m=1y la
funcién f definida por

2
X7 X9 .

172 % 0
flonm)={xeg © 0m)200)

0 si (x1,%3) =(0,0)

Aplicando la definicién de derivada parcial -y atiin de manera mids
general la de derivada direccional- es fdcil demostrar que las derivadas
parciales de f en (0,0) son ambas nulas (en verdad lo son todas las
derivadas direccionales de f en 0) y en consecuencia la matriz jacobiana
de fen (0,0) es [0 0]; sin embargo también se puede probar que f no es
continua en (0,0) y por consiguiente no es diferenciable en (0,0).

Cabe anotar que dificilmente se presentan este tipo de funciones en la
teoria econémica.

Ejercicios 1.17
1. Sea f(x,y,z)=(3x2y, 1+—1—,——2——1—7,x3’1y%z%)
xXyz xy +yz
a) Hallar Df(x,y,2)
b) Hallar Df(1,1,1), Df(1,1,-1) y Df(-1,-11)

¢) Emplear una de las derivadas halladas en (b) para obtener una apro-
ximacién de £(0.9,0.8,12). Comparar el resultado obtenido con el que

se obtenga directamente empleando calculadora.
2. Sea T(x,y,2,w)=(2x -5y +w,52 -4y + 3w - x)

a) Verificar que la matriz jacobiana de T en cualquier punto (x, y,2,w) de

R* coincide con la matriz de orden 2x4 asociada a T, mediante las
bases usuales de RZ y R*



b) Hallar T7(12,0.8,2.1,3.9) y comparar el valor obtenido con el que se ob-
tenga empleando dT((1,1,2,4);(0.2,-0.2,0.1,-0.1)). Explicar el resul-
tado de la comparacién.

3. Dado el sistema de ecuaciones diferenciales
Lo WPV
dt

dx.

=2 _x _Bx
a
a) Identificar la funcién F segin la cual el sistema puede escribirse

% = F(x), siendo x = (xp"z)-

b) Determinar el punto x* tal que F(x') =0 (punto de equilibrio del sis-
tema).
¢) Determinar DF(x')

d) Obtener un sistema lineal aproximado al dado, para puntos vecinos de

*
x

1.4 MATRIZ HESSIANA DE UNA FUNCION REAL DE
VARIAS VARIABLES REALES

Recordemos que al trabajar con funciones reales de una variable real, en
la teoria de méximos y minimos juega un papel muy importante la segunda
derivada. Algo similar ocurrird cuando estudiemos m&dximos y minimos de
funciones reales de varias variables reales y ésta es una razén m4s para
respondernos a la pregunta que quizds el lector ya se la ha planteado: ;cémo
es la segunda derivada de una funcion de varias variables?. Ciertamente, la
respuesta rigurosa no es muy sencilla y requiere trabajar en espacios de
funciones', pero con lo estudiado en las secciones anteriores, podemos en-
contrar una expresién adecuada para la segunda derivada de una funcién
real de variable vectorial, calculada en un punto determinado: obtendremos
una matriz cuadrada, usualmente simétrica, llamada matriz hessiana de
tal funcién, en tal punto.

! Ver, por ejemplo: Lima, E. [15].
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Veamos: Sea f una funcién real, definida en un subconjunto abierto U de
R” y a un punto de U en el cual f es diferenciable. Sabemos que su derivada
en el punto a es una matriz fila de orden 1x n, como lo escribimos en (1.2.6)
y que la podemos identificar con un vector fila, como en (1.2.7):

o1(0)=( £ La), - ZL @)

Si la funcién f es diferenciable no sélo en a sino en una vecindad abierta
V de a, para cada x €V podemos asociar, de manera tnica, el vector Df(x)

de R" y asi tenemos una funcién definida en V con valores en R", que de
manera natural la denotamos Df:

Df:V5R*
20 ) =( L@, L), - w)

Como V cR", esta funcién es vectorial de variable vectorial, sus n fun-
of o 6f

oxy’ 0%y

algin punto b €V . En tal caso, su denvada en b, segiin (1.3.3) es la matnz

jacobiana
Diore) - (L )e]|

que identificamos como la segunda derivada de f en b y la denotamos
D?f(b). Esta matriz es conocida como matriz hessiana de f en b y suele

denotarse también Hy(b) o simplemente H(b), si estd claro de qué funcién se
trata.
Hagamos m4s explicita esta matriz desarrollando (1.4.1):

ciones componentes son ——

(14.1)

=(Ee = Z) - )
D*f(b)= aal{%](b) = (;];)( . ’ai,, [g;)(b) - (14.2)
s 2z 2




Usando la notacién

e ®) - (Lo,

también podemos escribir (1.4.1) como

D3f(b)= [ (b)] (1.4.3)
o .
Df(b)=[£;(%)],., (14.4)
donde, ocbviamente,
filb) := %(b) (145)

Ejemplo 1.18: Retomemos la funcién de produccién dada en la Aplicacién
1.7:
f(K.L)= 6LXK% .

X %
Sabemos que Df(K,L)=[ %) 2(%) j' , para K#0, L#0 y podemos

ver que existe una vecindad abierta V del punto (64,27), en donde queda de-
finida la funcién

Df:V >R?
(K,L)-> Df(K, L) = ({%y‘ 2( K )%];

asf, siendo diferenciables en V cada una de sus funciones componentes,
también lo es Df y podemos calcular Df(K,L), con (K,L) eV

-i(L)" 4_1

4 1 LS 8
Skt P

D*f(K,L)=
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En particular,
11
64 27
D?*f(64,27)=
oez=| T
27 243

Observaciones 1.19

1. La simetria de la matriz hessiana del ejemplo anterior no es mera
casualidad, pero tampoco se puede decir que toda matriz hessiana es
simétrica. Es claro que tal situacién se tendr4 cuando para tedo j y todo i,
de 1 a n, se cumpla

Pf gy O
)= 2 )

3f *f
o, 0x; Y Ox; 0%,
un conjunto abierto que contenga al punto b. Esta condicién usualmente
se cumple y por ello suele darsele poca importancia al orden en que se
tomen las variables para calcular las derivadas parciales de segundo
orden, obteniéndose generalmente matrices hessianas simétricas.

y esto ocurrird cuando las funciones sean continuas en

2. Al trabajar con funciones reales de una variable, sabemos, por ejemplo,
que si en un punto interior de su dominio su primera derivada es nula y
la segunda negativa, entonces tal punto corresponde a un médximo
relativo de la funcién. Algo similar ocurre también con funciones reales
de variable vectorial; pero siendo la segunda derivada de éstas una
matriz,

i§Como interpretar que D2f(b) sea negativa o positiva?

La respuesta la tenemos al identificar la matriz hessiana D%f(b) con la
forma cuadrdtica que define; es decir, con la funcién ¢, real de variable

vectorial, definida por
M

Whssh, wha) = (s B .. ] D) "2 5 (1.46)
Fn

o en forma breve, llamando A a la variable vectorial:
&(h) = h* D2f(b)h. (1.4.7)
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Es fécil verificar que tanto (1.4.6) como (1.4.7) son formas abreviadas de
expresar el polinomio homogéneo de segundo grado:

n n

Wt osh) =3 %(b)m K, (1.4.8)

=1 j=1

-

Como las formas cuadrdticas pueden ser positivo definidas, negativo
definidas, positivo semidefinidas, negativo semidefinidas o indefinidas, y
existen teoremas para caracterizarlas, haremos uso de tales conceptos y
teoremas para referirnos al signo de D%f(b); asi, por ejemplo, que D%f(b)

sea positivo definida significa que el polinomio de segundo grado
definido por (1.4.6), (1.4.7) o (1.4.8) toma valores siempre mayores que
cero, excepto en el caso que el vector k sea el vector nulo de R*. En
simbolos:

D?f(b) es positivo definida <> ¢(h)>0 Vh eR* - {0} (1.4.9)
Aplicando teoremas del 4lgebra tenemos criterios m#s operativos,

haciendo uso de D2f(b) como matriz simétrica; asi:

D2f(b) es positivo definida <> todos los valores pro-
pios' de D*f(b) son positivos. (1.4.10)

D?f(b) es positivo definida <> todos los menores prin-
cipales de la esquina superior izquierda de D*f(b) son (1.4.10)
positivos.

Un menor principal de orden ¢, de la esquina superior izquierda de
D?f(b) es el determinante M, definido por

fu(b) fm(b) fu(b)
fa(®) fal) - flb)

fn(®) fi(®) - fi.(b)

1

Los valores propios de una matriz cuadrada A de orden n se obtienen resolviendo la ecua-
cién polinémica|A - Al} = 0, donde I es la matriz identidad de orden n.
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Asi, el criterio dado en (1.4.11) podemos expresarlo equivalentemente
por:

D?f(b) es positivo definida < M, >0 para ¢=12,...,n (1.4.12)

De manera similar y teniendo en cuenta que una forma cuadrética y es
negativo definida < su opuesta —y es positivo definida, se puede
demostrar que:

D?f(b) es negativo definida < todos los valores pro- (1.4.13)
pios de D*f(b) son negativos.

D?f(b) es negativo definida <
M,<0,M,>0,..(-1)"M, >0,, (1.4.14)

Que D*f(b) sea positivo (negativo) semidefinida, significa que el
polinomio de segundo grado definido por (1.4.6),(1.4.7) o (1.4.8) toma
valores siempre mayores o iguales que cero (menores o iguales que cero),
para cualquier vector 2 de R". De manera similar a (1.4.10) y (1.4.13) se
tiene que

D%f(b) es positivo (negativo) semidefinida <> todos
los valores propios de D2f(b) son mayores o iguales (1.4.15)
que cero (menores o iguales que cero).

Que D?f(b) sea indefinida, significa que el ya mencionado polinomio de
segundo grado toma tanto valores positivos como negativos, segin sea el
vector h de R*. Se puede demostrar que

D2f(b) es indefinida <> algunos valores propios de

D2f(b) son positivos y otros negativos. (1.4.16)

Ejemplo 1.20
Si f(x1,%z) = 2x; + % ~ x} — 2x§ , tenemos

%(xbxz) = fi(xq,%9) =2 - 2x;
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L (11, = flov ) =252 - 83

i—g(n,xg)%(xl,xz)bz

‘a%(xl,xz) = fo(x,x2) = aizgxl fiz(x1,x2) = 0

%(xl,xz) = foalwn %) = 22453

y entonces

Df(x),29) = [ 0o 2 024x.2]
En particular
prud)-[5 4]

y vemos que M;=-2<0 y M;=8>0, por lo cual concluimos que
D2f (],%) es negativo definida. Por otra parte

D¥(10)- [ 2 o]

y como M;=-2<0 y My;=-4<0, en virtud de (1.4.12) y (1.4.14)
concluimos que D?f(L0) no es positivo definida y tampoco negativo
definida. Aplicando el criterio (1.4.16), vemos que es indefinida, pues

—2(;)' 224:0;osea 22-4=0, obtenemos A=2 0 A=-2, lo

cual nos muestra un valor propio positivo y otro negativo de D2f(1,0).

resolviendo

Un teorema importante, empleando derivadas de orden superior de una
funcion, es el Teorema de Taylor, muy conocido en el caso de funciones
reales de variable real. Una versién de él es la siguiente:

Si f es una funcién real de variable real definida en el nimero a y con
derivadas continuas hasta el orden & en un intervalo de extremosa y x,
entonces

flx)= f(a) + Df(a)x-a) +ip2f(a)(x _a)t+

(1.4.17)
——D*Vf(a)(x-a)* ' +R,

E 1)‘
donde R, es llamado resto de orden k y est4 dado por
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R, = % D*f(c)(x-a)* (1.4.18)

siendo ¢ un nimero del intervalo abierto ]a, .

Una aplicacién importante de este teorema es aproximar una funcién
mediante una serie de potencias; resulta asi, por ejemplo, que
2 .3 S

x
e*=1l+x+—+

21 §T+'"+—_(k——1)! +R,

y siendo f(x)=e” una funcién con todas sus derivadas continuas en todo

intervalo de extremos 0 y x, la aproximacién de e serd mejor cuanto
mayor sea el k que elijjamos. (Al no conocerse el valor de ¢ en la férmula
de R,, el desarrollo se “corta” en el término anterior. El valor de k&

depende de la aproximacién deseada).

El lector se habra preguntado ya si un teorema similar existe para
funciones vectoriales de variable vectorial. La respuesta es afirmativa,
pero tal teorema no lo enunciaremos aqui. Evidentemente, nece-
sitariamos definir las derivadas de orden superior de esas funciones y eso
va mads alld de lo que nos proponemos en este libro; sin embargo, como ya
hemos definido la derivada de segundo orden de funciones reales de va-
riable vectorial, podemos dar una versién bastante simplificada:

Si f es una funcién real de variable vectorial en R”, con segundas
derivadas parciales continuas en un conjunto abierto U, en el cual estd
integramente contenido el segmento en R"” cuyos extremos son a y x
(puntos de R"), entonces

f(x)=f(a)+ Df(a)(x-a)

donde ¢ es un vector de tal segmento’.

, (x-a) D*f(e) (x-a)

T , (1.4.19)

En base a esta formulacién, al asumir continuidad y diferenciabilidad
adecuadas de [y sus derivadas y estar a y x suficientemente préximos, se
considerard que D?f(c) y D?f(a) son casi iguales, y se usari la siguiente

expresién:

F(#) ~ f(a) + Df (a)(x - a)+ Z D ;f!(“)(x -9 (1.4.20)

En el capftulo de convexidad veremos en detalle segmentos de R”. Ahora basta considerar
los segmentos en el plano y el espacio para n =2 y n =3, respectivamente e intuir su ge-
neralizacién para n > 4
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o, haciendo x-a=h
f(a+ k)= f(a)+ Df(a)fx-a)+

En este contexto, es fdcil adecuar las expresiones (1.4.19) a (1.4.21)
considerando sélo diferenciabilidad de primer orden. Asi:

t N2

f(x) = f(a) + Df(c)x - a) (1.4.22)
f(x) = f(a)+ Df(a)x - @) (1.4.23)
f(a + k)= f(a)+ Df(a)h (1.4.24)

Obviamente el vector ¢ de (1.4.22) no necesariamente es el mismo que el
vector ¢ de (1.4.19).

El lector advertird que (1.4.22) es la expresiéon del teorema del valor
medio y que a (1.4.24) ya habiamos llegado en (1.2.16) al analizar el
concepto de derivada.

Ejemplo 1.21: Ya vimos en el ejemplo 1.18 que siendo

f(K,L)=6L% K%,

Df(K,L)= 4 (-‘})% 2 (-IL‘-)% ]

H(&)

tenemos

1

(1KY

4 1 of K2 %
i A7)
Aplicando (1.4.24) podemos obtener un valor aproximado de f(65,26):
£(65,26) = £(64 + 1,27 1) = £(64,27) + (1,- 1).
Asi a=(64,27), h=(1,- 1) y entonces
£(65,26) ~ £(64,27) + Df(64,27).(1,- 1)
=216+ (3,3—92}(1, 1)

=216-0.55
=215.44

4
3

y D*f(K,L)= (K>0, L>0)
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Aplicando (1.4.24) podemos mejorar la aproximacién:
£(65,26) ~ £(64,27) + Df(64,27).(1, -1) +[1 -1]D? f(64,27)[_11]

- f(64,27)+(3,§_2.).(1, )+[1 -] [?; _2—;72][_11]
214644 o

Ejercicios 1.22

1.

La forma cuadratica H est4 definida por la matriz M = [Z Z:I, dondeayb
representan niimeros reales. Analizar la verdad o falsedad de las
siguientes proposiciones:

a) Todos los valores propios de M son niimeros reales.
b) En ningin caso M tiene valores propios repetidos.
¢) Sib=2, {a eR/ H es positivo definida} = |1, + oo

Dada la funcién f(xl,x2)=x§ a3, V(x,x;) e(R*)z, hallar el vector gra-
diente y la matriz hessiana de f en el punto (1,16).

Dada la funcién f(x,y,2) = e®? + e = — 2x%2% + xyz

a) Aproximar el valor de (0.1, 12, 198) empleando D (0, 1,2)

b) Aproximar el valor de £(0.1, 12, 198) empleando D? £(0, 1, 2)

¢) ¢Es verdad que D% f (0, 1,2) tiene todos sus valores propios positivos?
s posible responder esto sin obtener los valores propios? ;C6mo?

Dada la funcién f(x,y)= 9x? y*

a) Hallar D?f(27, 64)
b) Aproximar, usando derivadas f(28,63.8).

Sea f(xy, x5) = 3 + 2, x2
a) Hallar D*f(-2,-3), D2f(3,1) y D*f(~1,4)

b) Determinar en cada caso de (a) si las formas cuadriticas correspon-
dientes son positivo definidas, negativo definidas o indefinidas.

. Si f(x,y,2)= ln(at:2 y+ xz) , ¢es verdad que D?f(1,2,2) es negativo definida?

Dadas las funciones definidas en R?:

)  f(x;,05)=xe™  b) g(x,,x,)=e"senx, ¢ h(x,,x,)=x x5



Hallar los correspondientes desarrollos de Taylor, hasta el tercer
sumando, alrededor de los puntos (0,1) para f; (0,n) para g, y (2,1) para

h. Con el desarrollo hallado para h, calcular aproximadamente
h(198,101) y verificar -usando calculadora y haciendo reemplazo

directo—- que la aproximacién obtenida es mejor que la que se obtiene
empleando sélo la primera derivada.

1.5 LA REGLA DE LA CADENA

En teoria econémica se encuentran problemas como el siguiente:

Problema 1.23

Se sabe que un consumidor con una funcién de utillidad u “sufi-
cientemente buena”, determina de manera tnica la “canasta” x de bienes
que maximiza tal utilidad, para determinados precios unitarios p,, p,, ... ,
P, de los bienes y para determinado ingreso'. De esta manera puede defi-
nirse la llamada funcién de utilidad indirecta (v) que a cada vector de pre-
cios unitarios y nivel de ingreso hace corresponder el nivel de utilids.d u(x*)

y plantearse jc6mo se afecta este nivel de utilidad cuando se modifica alguno
de los precios unitarios o el nivel de ingreso del consumidor?

Solucion:

Evidentemente la respuesta la tendremos al obtener Dy(p,I), pues ya
ov ov
sabemos que sus componentes son — y —, que evaluadas en el vector
(p,I) de R™*!, correspondiente, nos darsn la mejor aproximacién cuantitati-
va de lo requerido.

Veamos entonces m4s claramente la vinculacién entre (p,I), u, x* yu:
Conocidos p, I y u, queda determinado x*

(p,I)—)x'

Una funcién de utilidad que no es “suficientemente buena” pero que es admisible si se tra-
baja con el concepto mds general de correspondencias puede tener conjuntos de indiferen-
cia con infinitos puntos de tangencia con el hiperplano de presupuesto. En tal caso, para un
vector (p,I) no habrfa una dinica canasta éptima.
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Conociendo x*, queda determinado el nivel de utilidad correspondiente,
que podemos llamarlo v

P u(x*) =v.
En resumen, tenemos la siguiente cadena
(pI)->x* > u(x*)= v
o, explicitando las variables:
(p,I) > x*(p, 1) u(x*(p,I)) =v.

Con lo cual se ve claro que la funcién v de utilidad indirecta depende de
las variables p; e I, a través de una composicién de funciones:

— La funcién de demanda marshalliana que llamaremos simplemente x,
obtenida mediante la maximizacién de la funcién de utilidad con la
correspondiente restriccién de presupuesto. Esta funcién x tiene n+1
variables y toma valores vectoriales en R":

(P1, P25 e s Prs I) = (21(P1, P2s - s Prs Iy ov s (D1 P2y v s Pas T))

Cada i-ésima funcién componente es la funcién de demanda del i-ésimo
bien.

— La funcién u de utilidad del consumidor. Esta funcién tiene n variables y
toma valores en R: ‘

(%1522, - s %) = U(29, %, ... , %)
Asi v=uox 6

Py, Pys e Pyo L) = u(2y(py, Doy e Py D ovvs 2y (P Pos - s P 1))

Debemos hallar ahora Dy(p,I), y el teorema de la regla de la cadena nos

permitird hacerlo sin explicitar la composicién de funciones, sino utili-
zando las derivadas de las funciones que se componen.

Teorema 1.24 Sean U y V subconjuntos abiertos de R* y de R™ respec-
tivamente, F:U — R™ una funcién diferenciable en el punto
x eU, con F(U)cV y G:V — R? una funcién diferenciable
en el punto y=F(x)eV. Entonces la funcién compuesta
G F es diferenciable en el punto x y se cumple

D(G+ F)x) = DG(F(x))> DF(x) (1.5.1)
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Observaciones 1.25

1. El siguiente esquema nos hace ver mds claramente que GoF es una
funcién de n variables reales que toma valores vectoriales en R? .

F(U)

En consecuencia, (G- F)(x) es una transformacién lineal de R* a R? y

la expresién (1.5.1) nos dice que podemos obtenerla como composicién de
las transformaciones lineales DF(x) y DG(F(x))

DF(x) DG(F(x))

R" RrR" R?

DG(F(x)).DF(x)
- D(G=F)(z)

2. También, recordando la identificacién de las transformaciones lineales
con las matrices referidas a las bases usuales de R*, R™ y R?, podemos
ver en (1.5.1) que la matriz de orden pxn del primer miembro es el
producto de las matrices de orden pxm y m x n del segundo miembro:

D(G~F)x)= DG{F(x)) DF(x)
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3. El problema 1.22 con el que iniciamos esta seccién y muchos otros de la
teoria econémica presentan casos de composicién de funciones en los que
el espacio de llegada final es R(o sea p=1 en el teorema y observaciones
anteriores).Para tales casos escribamos la igualdad (1.5.1) haciendo
explicitos los elementos de las matrices'

[6(G F)( ) G(C;;F)(x) d(;;nF)(x)]=

0xy
oF! oF! oFt ]
gx‘l—(x) gz—(x) ox,, (x)
oF? oF? oF?
—(x) —(x) ... (=)
oG oG oG oxy Oxy ox,,
) L) - E(rea)]
oF™ aF'" aF"'
= (%) ( ) -

Ahora podemos obtener la expresién para cada derivada parcial de la
funcién compuesta igualando cada elemento j de la matriz 1xn del
primer miembro con su correspondiente del segundo miembro, resultante
de multiplicar la matriz fila 1xm por la j-ésima columna de la matriz
mx p:

i‘%ﬁ() Z  (Fi) )ﬂ(x) (15.2)
J k=1

Otras formas de escribir la misma expresién son:

oG(F(x)) | & % aF" ,
&, —(x) = Z:l—a}: F(x)) —-(x) (1.5.2)

Recordar que y = F(x) eR™. En consecuencia tiene m funciones componentes: y; = Fl(x)y
asf
G(F(x)) = G(F'(x), F*(x), .., F™(x))
=G(¥1) Y3r 2 Ym)
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( )= Z 92 () (1.5.2)

f k=1 ayk 1

Ms4s atin, es usualmente conocida esta expresién en una versién menos
precisa:

G & oG oy,
Dbl = ik (1.5.2)”
ox kz=:1 %y Ox;

acompaiada de un esquema como el siguiente:

/I\
G N

Este esquema, construido adecuadamente segin las funciones especificas

de un caso concreto, ayuda a recordar (1.5.2)" [o sus andlogas, en caso
haya m4s de dos funciones que se componen]. La regla es que:

la derivada parcial de G respecto a alguna de las
variables x ; (en los extremos del drbol) se obtiene

sumando todos los poductos de las derivadas parciales

de G respecto a las y, que conduzcan a una x;, con las
derivadas parciales de tales y, respecto a su variable
x;.

Un caso sencillo: G = G(yy,¥5); ¥1 = y1{%1,%2); ¥ = ¥2(%1)
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Asi £=5G5y1+aG6y2
Ox; 0y, 0x; Oyg 0x;
9G _9G oy
Oxg Oy Oxy

4. Si el espacio de llegada es R?, con p>1, podemos obtener, también

igualando los correspondientes elementos ij de cada miembro de (1.5.1),
la expresi6n para la derivada parcial de la i-ésima funcién componente de
G o F respectoa x:

a(G °F) x) i S F@) ( ) (1.5.3)

Ejercicios 1.26

1. Concluir la solucién del problema 5.1 demostrando que

%(p,l)= 3 iu—(x(p,l))ﬁ(p,l)
J k=1 J
3 _a_"_ k I
gl o (2. 1)) 7 (p.1)

2. Obtener > y ad considerando la funcién de utilidad
op; ol
Uy, %5, %3) = %, X %3

(se demuestra -y se tratard en el Capitulo 3— que las funciones de
demanda marshalliana son

x; =—I- ,i=12,3)
3p;
3. Dadas las funciones

f:RZ5R*

(%1, x3) > (xlxz, 17, e*

1 —e™ sen xlxz)
g R*SR3
2. .2,.2
(%15 X0, 23,4 ) > (%] + X5 + X3 + Xy, X3 + X3 + X, X1Xp%3%4

Hallar, con la regla de la cadena, D(g - f)(1,0)
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4.

Dadas las funciones

f: Domf - R? g: Domg—>R3, con DomgcR2
t 1
tH(t’ € ) (21, xg) | 2 o senxlxz}
X2

Hallar D(g - fXt), (Es cierto que existe D(g - f), para todo t ¢R?

Sea f = f(x,y,2) una funcién diferenciable. Si y=y(x), z=2(x), hallar
, df
una expresién para —
dx

d2y

2
x=8

a) Dada la funcién de produccién f(x,y)= 4:Jcil y% ; calcular ,enla

isocuanta correspondiente al nivel 72.

b) Sea g(x,y) una funcién de produccién genérica, que suponemos
diferenciable, tal que la isocuanta g(x,y)=g define implicitamente
una funcién y = y(x).

2 .
A’y B8y 28, 8.8,%8,8:
dx® gz
( Asumir que g,, = g,,)

Demostrar que

.Dada f: R” 5 R , diferenciable

x> f(x)
_c!f_'_

1

n d‘: :
donde x; = x;(x,), V; =2,...n; jes cierto que =i+ o = ?
0xy 5 0x; dx,

Hacer la demostracién correspondiente al caso n =2.

. a) Dada una funcién diferenciable f: R® 5 R, donde xg = x5(x,%,), S€

define

f(xlvx2) = f(xl’x2’x3(x1’x2))

~ ~

Hallar expresiones para Ef-— i

axl a":2'
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b) Si f(xl,xz,x3)=xf +x, x5, siendo x; = x> +x,, hallar f(xl,xz) y sus
derivadas parciales y verificar la validez de lo obtenido en (a).

¢) Caso general.

Sea f:R"” - R, una funcién diferenciable, donde
% =x,(xy, ...,x,), Vi=m+1...,n.

Si f(xl,xz, ,xm) = f(xl, ,xm,xm+1(x1,...,xm), ...,xn(xl,...,xm))

~

n
i)esciertoque_aL_-_-i.‘. iﬁ?

i=m+1
9. Una funcién f:R” — R es homogenea de grado k si
f(tx)=t" f(x) paratodo t>0. (1)

El teorema de Euler para tales funciones establece que
Y 5T (x)=k1(2)
i1 Ox;
i) Demostrar el Teorema de Euler derivando ambos miembros de (1) res-

pecto a t y evaluando tal expresiénen t=1

il) Analizar cuales de las siguientes funciones son homogéneas. En
aquellas que lo sean, especificar el grado y verificar el Teorema de
Euler.

a) f(x,y)=yx> +xy
b) £x) =l (x <R")

) f(x)=ﬂ, p,x R, p fijo

&
d) f(x,y)=Ax"y"; a,p>0.
10. Asumiendo que f(x,y)=32xy + 2x% - 5y® es una funcién de produccién:

a) ;Es de rendimientos a escala constantes?

b) Determinar la tasa de sustitucién técnica en el punto (3,4).
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11. Si x,=x,(p,,p;) ¥ %3 =%5(p;,P,) son funciones de demanda de dos
bienes cuyos precios son p, y p, respectivamente, demostrar que la
elasticidad de x, respecto a p, es

12. Si u=f(w)+f(v)
w=x-~at ;v=x+at

2

¢ées verdad que —Zt—: =a"—5?
ox

36u

13. Si f(u,v)= ud + 302 y se sabe que

uz—v=p; S5u-3v=gq,

a) Hallarﬁ y-a—v
o op
b) Demostrar que —(4 2)—-21;;4
14. Sea U(x,y,z)=x f(— —) Demostrar que xﬂ+yﬂ z£=3U
x x o oy oz

a) Empleando la regla de la cadena.
b) Aplicando el teorema de Euler (Problema 9).

15. Seaf(i,t)=Cy(1+i),i>0, ¢>0,C, constante.

, 2.
Hallar Z: %% para i,t tales que f(i,t)=2C,.

16. a) Dada la funcion f(x,y)=Ax" y7™® ; 0 < < 1,verificar que su matriz
hessiana es singular en todo punto de su dominio (determinante
cero).

b) Demostrar, empleando el Teorema de Euler, que toda funcién real
con dominio en Rf, con derivadas parciales continuas hasta el se-
gundo orden y homogéneas de grado 1, tienen matriz hessiana sin-
gular.
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1.6 EL TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

Este es un teorema sumamente importante del andlisis matemadtico y de
aplicacién valiosisima en el anilisis econémico. Veremos e¢émo el andlisis de
estdtica comparativa —y en él la obtencién de multiplicadores— tiene su fun-
damento en este teorema. El enunciado bastante general que presentamos,
da la apariencia de poca o ninguna vinculacién con las preocupaciones de los
economistas, pero ya mostraremos su gran utilidad en los modelos econémi-
Cos.

Teorema 1.27 Sea la funcién F:R" xR™ »R™, (@,%)eR" xR™ y E un
subconjunto abierto de R” xR™ tal que (a,%) €E y todas

las primeras derivadas parciales de las m funciones compo-
nentes de F son continuas en E.

Si F(a,x)=0 y det(D,F(a,%))=0 ' entonces:

— existe un conjunto abierto AcR*,con a € A
— existe un conjunto abierto BcR™, con ¥ €B

de modo que para todo o € A es posible encontrar un tnico
vector x(a) € B que cumple:

D Floux))=0

ii) la funcién x:A —» B definida por x =x(a) es diferen-
ciable.

i) Dyx(a) = | D, F (e, 2(0))] DoF (e 2(ar)

Ejemplo 1.28
Sea F': R3 xR? — R? definida por
F(ay,az,03,%,%) = (0.4x, + 1000x; — a1 — a3, 0.2%; — 500x; — a3)
Y (G102 03 %, ) = (200,150,300,1000,0.1) RS

(identificamos R5 con R3® x R2).

! D,F(a,%) denota la derivada de F en el punto (,X), pero considerdndola sélo como fun-
ci6én de x. Notacién similar se adoptar4 al considerarla sélo como funcién de o .
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Como F(200,150,300,1000,0.1) = (0,0) (verificar), este quintuple es el que
tomamos como (@, %) del teorema, con
a= (61,62,63) = (200, 150, 300) € R3
X = (%1,%) = (1000,0.1) eRZ.
Siendo lineales las funciones componentes de F, es claro que como con-

junto E podemos tomar cualquier subconjunto abierto de R? xR? que con-
tenga (@,%). Veamos ahora si se cumple que det(D,F(a,*)) = 0:

Fan ez

wl v ax2 £}
D,F(3,%)=

aF? _ _. oF% _ _

—(a,x) —(a,%)

0z, 0y

y por la definicién de la funcién F, tenemos

1
Fl{ay,0q,a3,x,,%,)=0.4%,; + 1000x, -0, —ag

Fz(al,az,as,xl,xz) = 0.2x1 "500x2 —Qg

en consecuencia

__. [04 1000]
D.F(@.%)= [0.2 -500]
y det(D,F(a,)) = ~200 — 200 = -400 = 0.

Tenemos entonces que la funcion F dada y e punto
(@, X) = (200,150,300,1000,0.1) cumplen las hipétesis del teorema de la fun-

cién implicita y podemos verificar que se cumplen sus conclusiones:

Si bien es cierto que el teorema, fundamentalmente, afirma la existencia
de una funcién con dominio en un conjunto abierto que contiene a @ y con
valores en un conjunto abierto que contiene a ¥ y que en muchas apli-
caciones no es posible —ni necesario— conocer explicitamente tal funcién (es

Notar que por la sencillez de este primer ejemplo, F 'y F? son lineales y sus derivadas
parciales son constantes; por ello podria pasar desapercibido que, en general, primero se
obtiene D_F(a,x) y luego se reemplazan los valores correspondientes a @ , ¥ para tener la

matriz numérica D, F(a,x).



67

Funciones Diferenciables

implicita), también es cierto que en este ejemplo es ficilmente obtenible la
funcién x = x(at) (que llevara vectores o de R? a vectores x de R? )
De
0.2x, -500x, =a, ,

resolviendo simultdneamente, obtenemos
[* 3 s 20.2 + Qg

aq +20, +0
n=—— *2= 72000

y asi

x=a) x( 08 ' 2000 )

También por la linealidad de las funciones F !y F? es posible conocer los
conjuntos abiertos A y B que contienen a @ y ¥ ; asf, podemos elegir A = R}y
B=R? y vemos inmediatamente que la funcién x:R® —»R?, con x = x(a), es

diferenciable, como se establece en (ii) del teorema.
Es claro que (i) se cumple, pues
oy +205 +ag ) oy — 20, +a
F(o, x(a)) = (0.4(-1—382—__3—) + 1000( 1 20:0 3 )— a;-ag,
0.2(“1 + 20y + 03 )_500((11 - 209 +a3)_a2)
0.8 2000
=(0,0).

Finalmente, podemos verificar que se cumple (iii) pues conociendo la
funcién x = x(c) podemos obtener directamente su derivda respecto a o y

constatar que coincide con la matriz obtenida segtn (iii):

De x = x(a) tenemos

1 1 L
08 04 08

D,x(a)=
1 11

2000 1000 2000



Seguin (iii):

Es evidente que la féormula dada en (iii) es realmente iitil cuando no se

04 10007'[-1 0 -
D""(“)=[o.2 ] [o -1 0

400

02 04 |{O0 -

conoce explicitamente la funcién x = x(a)

Aplicacién 1.29 (Estética comparativa)

Ahora que el Ejemplo 1.28 nos ha ayudado a entender el teorema, apli-
quémoslo al an4lisis de estdtica comparativa en un modelo macroeconémico:

Sean

y los supuestos de comportamiento dados a través de las derivadas parciales
de las funciones (asumiremos, adem4s, que estas derivadas parciales son

IS={(Y,r)/Y=Co+C(Y -T, - T(Y),r

LM ={(Y,r)/ Ly + L(Y, r) = M,}

continuas)

siendo

0<Cyd <1, Ty >0, C,. <0, Iy >0,
I, <0, Cy, +Iy <1, Ly >0, L, <0;

Y : ingreso nacional

C, : consumo exdgeno (conocido)

C =C(Yy, r) : funcién consumo

Y; =Y -Ty - T(Y) : ingreso disponible
T, : impuesto exégeno (conocido)

T =T(Y) : funcién impuesto

r : tasade interés

I, : inversién exdégena (conocida)
I=I(Y,r) : funcién inversién

G, : gasto del gobierno (conocido)

ol os ot o 10

]

)+ 1o +1(Y,r) + G}
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L, : demanda exégena de dinero (conocido)
L=L(Y,r) : funcién demanda monetaria

M, : oferta monetaria (conocida)

Se puede demostrar (jhacerlo!) que la pendiente de IS es negativa y la
pendiente de LM es positiva; claro que esto no garantiza que estas curvas se
intersequen, pero asumamos que si se da la
interseccién no vacia y tnica en el punto

(?, F). Este es el punto de equilibrio del T4 LM

modelo ya que satisface las ecuaciones de
ambas curvas; y asi, por satisfacer la ecua-
cién de IS es un punto de equilibrio del rlf---=-"2
mercado de bienes, y por satisfacer la ecua-
cién de LM es un punto de equilibrio del
mercado de dinero. Es claro que tanto el Y Y
valor Y , que es el nivel de equilibrio del in-
greso, como el valor r, que es el nivel de
equilibrio de la tasa de interés, dependen
de los valores que se asignaron en el mode-
lo a las variables exégenas Cy, Ty, I, Gy, Ly y M,. (Una explicacién grifica
de ésto, es que la posicién de las curvas IS y LM en el plano Yr, depende de
los valores que se hayan asignado a las variables exégenas). Entonces una
pregunta natural, de interés para hacer politica econémica, es cémo afecta-
rdn a estos niveles de equilibrio las modificaciones que se hagan a los valo-
res asignados a las variables exégenas; por ejemplo,

Figura 1.16

icomo afectardén a Y y a ¥ un incremento de los gastos
del gobierno, manteniéndose constantes las otras va-
riables exégenas?

El lector ya habr4 advertido que para responder con rigor estas pregun-

tas es natural hacer uso de las derivadas parciales; asi, en el caso de la pre-

gunta concreta dada como ejemplo, al hallar oy y or en (17, F), con sélo
8Gy ~ 0Gy

conocer los respectivos signos ya sabremos si el incremento de G hace au-
mentar o disminuir los valores de equilibrio de Y y de r, y conociendo los
valores numéricos de tales derivadas parciales tendremos una medida
aproximada —vdlida, en principio, localmente- de cudnto van a aumentar o
disminuir Y y 7 por cada unidad de incremento de G, (o de disminucién de
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G,). Obviamente no podemos hablar de derivadas de Y y de r respecto a va-
riables como G,, y en general respecto a las variables exégenas, si no garan-

tizamos que Y y r son funciones de estas variables. Es aqui donde se hace
mas evidente la aplicacién del teorema de la funcién implicita, que pasamos
a detallar:

Tomamos como variables o a las variables exégenas y como variables x a
las endégenas; asi

(o, x) = (Co,To,10,Go, Lo, My, Y, 1)
x=(Y,7)

(valores especificos que se asignaron, en el modelo, a las variables exégenas)
y definimos F: R® xR? - R? por

F(Cy,Ty,14,Gy, Ly, My,Y ,r) =

(Y-Co-C(Y-T, -T(Y), r)-Io - I(Y,r)- Gy , Ly + L(Y,r)- M,)

Notar que F = (Fl,Fz), siendo

Fl(Co,To,Io,Go,Lo,Mo,Y,r) =
Y-Co-C(Y -T, -T(Y), )~ I, - I(Y,r) -G,

F2(Cy.Ty.Iy,Go, Lo, My, Y,r) = Lo + L(Y, 1) - M,

Como ya hemos asumido que las primeras derivadas parciales de las
funciones consideradas son continuas y que los conjuntos IS y LM se inter-

secan en el punto (}7, F) (lo cual ahora significa que

para tener todas las hipétesis del teorema, sélo nos resta verificar que
det(D,F(a,)) # 0 (Cabe hacer notar que una vez adoptados los supuestos de

comportamiento en el modelo, esta condicién puede o no cumplirse, pues
depende de los signos de las derivadas parciales de las funciones).
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Seguin la notacién adoptada, D, F(a,X) significa la derivada de F, consi-
derada como funcién tnicamente de Y y de r y evaluada en el punto

D.F(a,x)=
1-Cy(F - B-T(F), Y1-T(F)-1(TF)  ~C(F-T-7(F).7)-L(T.7)
L,(¥.F) L(Y.F)

Para evitar el recargo de simbolos, omitiremos explicitar el punto en el
cual se estén evaluando las funciones Cy,, Ty, Iy, C,, I,,Ly y L,. (Cuando

en situaciones concretas ya se conocen las funciones del modelo y el punto de
equilibrio, D.F(@,%) es una matriz de nimeros reales). Veamos, pues, si el

determinante de esta matriz es diferente de cero:
det(DxF(E,a?)) = (1— Cyd(l— Ty) - Iy)L, + (C,. + I,-)Ly

y segun los supuestos de comportamiento, ésta es una suma de nimeros
negativos, ya que
I—Cyd —Iy>0 N CYdTy >0 y L,-<0

implican la negatividad del primer sumando, y
C.,<0, I, <Oy Ly>0

implican la negatividad del segundo sumando. Asi det(D,F(E,E)) <0 y pode-

mos asegurar ahora que existen abiertos A y B, en R® y R? respectivamente,
con

y una funcién x:A — B que cumple (i), (ii) y (iii) del teorema. En este caso
x=(Y,r)
y tenemos
Y = Y(Co, To, Iy, Go, Lo, Mo)
r =r(Co, To, Iy, Go, Ly, My)
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es decir, estamos garantizando que los valores de equilibrio de las variables
endégenas del modelo dependen funcionalmente de los valores que se
asignen a las variables exégenas del modelo, en los correspondientes
conjuntos abiertos A y B. Segin (i), al elegir, por ejemplo
(CO,T_}),fo,GO,I_JO,M-O)eA, podremos encontrar un iinico (?, r=') €eB que
también sea punto de equilibrio en el modelo. La conclusién (ii) del teorema
nos garantiza la diferenciabilidad de esta funcién, y (iii) nos da la férmula
para hallar los llamados multiplicadores del modelo; es decir, las derivadas
parciales de las variables endégenas repecto de las exégenas, como veremos
a continuacién:

Siendo x =(Y,r) una funcién definida en A, con 6 variables y 2 componen-
tes, su derivada es una matriz de orden 2 x 6, cuyos elementos son precisa-
mente los multiplicadores:

oy oY i ) 4 oY oY
oC, oI, o, oG, oL, oM,

Dx(a)= (1.6.1)
or or or or or or

ac, o, o, oG, oL, oM,

Para aplicar la férmula dada en (iii) del teorema, ya conocemos
D,F(a,x(a)), de modo que sélo nos falta invertirla —lo cual es posible, pues

hemos demostrado que det(D,F (a,x(a))) # 0—y hallar D, F(a,x(e)), para ob-
tener por multiplicacién de estas matrices y luego por igualacién con los co-
rrespondientes elementos de Dx(a), las expresiones de cada uno de los
multiplicadores:

[D,F(a,x(a))]

-1 1| L, C,+1,
A

ALy 1-Cy,(1-Ty)-Iy
siendo
A=(1-Cy,(1-Ty)- Iy )L, +(C, +1,)Ly = det(D,F(a,x(a)))

D,F(a,x(a)) es la derivada de F, considerada como funcién inicamente de

las variables exégenas C,, T, Iy, Gy, Ly, M,; o sea, una matriz de orden
2x6:

1 ¢, -1 -1 0 0
DaF(a”‘(“))=[o o o o 1 ]
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En consecuencia, segin (iii)

L C.+1 - -1 —
Dax(a)=—1[ r rtir ][ 1 C, -1 -10 0]_

Al-Ly 1-Cy(1-Ty)-Iyilo o o o0 1 -1}
1 -Lr LrCYd _Lr _Lr Cr +I7‘ _(C' +I" )
ALy LyCy, Ly Ly 1-Cy(1-Ty)-Iy (1-Cy,(1-Ty)-Iy)

¥ por igualacién de los correspondientes elementos dados en esta matriz y en
(1.6.1), tenemos, por ejemplo:

¥ _ L
Gy [1-Cy,(1-Ty)-Iy]L, +(C, +I,)Ly.

(elementos de la primera fila y la cuarta columna de las matrices)

oYy C,+L,
M [1-Cy,(1-Ty)-Iy|Ly +(C, +I,)Ly

(elementos de la primera fila y la sexta columna de las matrices)

que son los multiplicadores que nos permiten tener una idea de los efectos,
en el nivel de equilibrio del ingreso, de la aplicacién de una politica fiscal —
en este caso variacién del gasto de gobierno— o de una politica monetaria
(variacién de la oferta monetaria). Siendo el denominador, A, negativo,
segun los supuestos de comportamiento tenemos

oY oY

—_—>0, —>0
G, oM,

lo cual nos dice que —con las restricciones dadas por los abiertos A y B— si
se aumenta el gasto de gobierno, aumentard también el nivel de equilibrio
del ingreso (o si se disminuye G, disminuird también el nivel de equilibrio
de Y) y andlogamente para variaciones de M; es decir, ahora no s6lo sabemos
que localmente Y es funcién de las variables exégenas, sino que al
considerar tunicamente la variacién de G, (ceteris paribus), la relacién

funcional es creciente y que también lo es al considerar tnicamente la
variacién de M,
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T voveg

P,
M, M,
(a) (b)

Figurs 1.17

El lector queda invitado a obtener _;Gr: y EZ—O y a verificar que %o >0y

'ai; < 0.. Por razonamiento andlogo al que acabamos de hacer, podemos re-
0

presentar ahora la relacién funcional local de r con G y de r con M,

"* r=r(G,) r * r=r(M,)

ogv

iy —
G, G, M,

(a) (b)
Figura 1.18

{Cémo se refleja este anilisis graficando IS y LM?

Como en el modelo sélo tenemos dos variables endégenas, podemos vi-
sualizar los resultados obtenidos en un grifico en el plano Yr, en el que con-
sideremos las curvas IS y LM.

a) é,Cémo afecta a IS una modificacién de G,?

Ya dijimos que la posicién de IS en el plano Yr estd determinada por los
valores especificos de las variables exégenas; siendo G, una de éstas, al

modificarse afectard la posicién de IS. También aplicando el teorema de
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la funcién implicita’ podemos obtener la pendiente de IS (dada por j—;,

al considerar Y en el eje horizontal y r en el vertical)

_QL-— l—CYd(l—Ty)—IY <0
Y= C+L

y vemos claramente que la adopcién de
otro valor para Gy no afecta la pen-
diente de IS, por lo cual deducimos que
valores diferentes de G; nos dardn
diversas posiciones paralelas de IS;
dicho mds especificamente, la pen-
‘diente de IS para cada valor fijode Y
serd la misma para Gy,=G, y para

(@)

15(6))

v

Go =Gy # Gy y asi la IS con G, se pue-
de obtener mediante un desplazamien-

— Fi 1.19
to vertical de la IS con G,. gura

;El desplazamiento es hacia arriba o hacia abajo?

Es claro que —estando Y fijo— el desplazamiento hacia arriba o hacia
abajo depende de cémo afecta a r una variacién de Gy; en consecuencia

basta hallar d_‘g;’ considerando Y constante.

De Y=CO+C(Y—T0—T(Y), r)+Io+I(Y,r)+GD
dr _ 1 2
obtenemos 3G, =T+ >0

con lo cual ya sabemos que si G, aumenta, también aumentar4 el valor

que le corresponda a r, en una curva IS, con el valor fijo de Y. En
consecuencia, si aumenta G, el desplazamiento de IS serd hacia arriba, y

si disminuye G, el desplazamiento de IS serd hacia abajo®.

' Considerar H(Y,r)=Y -C, -C(Y -T, - T(Y),r)- L, - I(Y,r)-G,.

Asf se tendrd i= —ﬂ ﬂ .
oY/ or
2 No confundir esta derivada en la curva IS, co % = —ﬂ , considerando las dos curvas
A
[}
del modelo.

Como ejercicio, se pide justificar que también puede hablarse de desplazamientos hacia la
derecha y hacia la izquierda.
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b) ;Cémo afecta a LM una modificacién de G,?

Es obvio que no estando presente esta variable exégena en la ecuacién
que caracteriza a LM, sus modificaciones no la afectardn y la curva LM
serd la misma si en el modelo G,

toma el valor Gy o si G, toma el ré

valor Eo, o cualquier otro. (Figura
1.20)

Al resumir grédficamente (a) y (b),
obtenemos informacién gréfica de los
efectos en los valores de equilibrio del a
ingreso y de la tasa de interés, al mo- Y
dificarse el gasto de gobierno; infor- Figura 1.20
macién grifica que es coherente con
el anilisis hecho mediante derivacién
parcial.

Vemos que al incrementarse el
gasto de gobierno (de Gy, a Gp), el
nuevo punto de equilibrio tiene nive-
les mayores, tanto en el ingreso como
en la tasa de interés ( Y >Y y
r > 7). (Figura 1.21)

El lector queda invitado a hacer el
andlisis correspondiente a IS y LM al
aplicarse una politica monetaria; es
decir, al modificar la variable exége-
na M;. El resumen gréfico de razo-
namientos andlogos a los hechos en
(a) y (b) se presenta en la Figura

1.22 y se ve, coherentemente con

oY or .
M >0y o, <0, que al incremen-

tarse la oferta monetaria (de M, a

170) el nuevo punto de equilibrio tie-

ne un nivel mayor de ingreso (Y’ > }_’)

pero un nivel menor de la tasa de in- Figura 1.22

terés (F <T7)
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Hasta ahora hemos hecho el anilisis cualitativo del efecto en los valores
de equilibrio de las modificaciones de las variables exégenas, pues conocien-
do el signo de la derivada parcial correspondiente, podemos predecir si un
incremento de la variable exégena hard aumentar o disminuir los valores de
equilibrio de las variables endégenas. Ciertamente esto es lo fundamental,
pero también se puede tener una idea de cudnto es que se modifican los va-
lores de equilibrio de las variables endégenas, si se conoce cudnto se modifi-
ca determinada variable exégena y, por supuesto, los valores de las deri-
vadas de las funciones del modelo, calculadas en el punto de equilibrio; asi,
por ejemplo, siendo

oY _ L S
0Go [1-Cy,(1-Ty)-Iy|L, +(C. + L)Ly

una aproximacién al incremento en Y como consecuencia de un incremento
AG, del valor inicial Gy del gasto de gobierno, estard dado por’

0,

< L
Ay [1-Cy,(1-Ty)- Iy ]L. +(C, + L)Ly AGo

Observacién 1.30

FORMAS PRACTICAS DE APLICACION DEL TEOREMA DE LA FUNCION
IMPLICITA EN LA ESTATICA COMPARATIVA.

En la Aplicacién 1.29 acabamos de ver con bastante amplitud el uso del
teorema de la funcién implicita en la estdtica comparativa; sin embargo no
es ésta la forma como —habitualmente— se aplica este teorema. Retomemos
el ejemplo para ilustrar formas practicas:

Sea el modelo:
Y=C +C(Y—7}, —T(Y), r)+Io +I(Y,r)+Go
Ly + L(Y,r) =M,

Variables endégenas: Y y r.
Supuestos de comportamiento:
0<Cy,<1,1Ty>0,C, <0,Iy>0,1, <0,
Cy, +Iy<1,Ly>0,L <0 (Y=Y-T,-T(Y)).

1 Tener en cuenta (1.2.2) a (1.2.5).
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Determinemos cémo afectan a los valores de equilibrio, modificaciones ce-
teris paribus de las variables exdégenas; esto es, hallemos, por ejemplo %Y— R
0

or dY or
0Go’ oM,,’ oM,

1. Diferenciamos totalmente ambas ecuaciones, sin distinguir variables
endégenas de exégenas:

dY =dCq +Cy,(dY - dT, - TydY) + C,dr + dl, + IydY + Ld, + dG,
dLy + LydY +L,d, = dM,.

2. Tratamos las ecuaciones obtenidas como un sisema lineal en las variables
dY ydr:

(1-Cy,(1- Ty) - Iy)dY ~(C, +I,)dr = dC, - Cy, dTy +dl, + dGy
LydY + L,dr = dM, - dL,

Expresado matricialmente:
l-Cyd(l—Ty)‘IY —~C, +I1.)|[dY] [dC,-Cy,dT, +dI, +dG,
Ly L ||lar] dM, -dL,

3. Verificamos que este sistema lineal puede resolverse. Esto significa que
la matriz de coeficientes debe tener determinante no nulo, ya que
obviamente no es un sistema homogéneo, pues eso significaria que
ninguna variable exégena se estd modificando. (Notemos que —segtin la
notacién adoptada en la Aplicacién 1.29—, la matriz de coeficientes es
D, F(a,x) y el teorema de la funcién implicita exige que su determinante

en el punto de equilibrio sea diferente de cero).

Segiin los supuestos de comportamiento, el determinante de la matriz de
coeficientes es negativo; esto es

A=(1-Cy,(1-Ty)- Iy )L, +(C, +I,)Ly <0

4. En virtud del paso anterior, resolvemos el sistema. (Resulta natural
aplicar la regla de Cramer).

dy = —i—[(dMo —dLo)(C, +1,)+(dCy ~ Cy,dTy +dl, +dGy)L,

dr =—Al-[(dMo - dLy)(1-Cy, (1~ Ty)- Iy )~ (dC - Cy,dTy + dl, +dGo )Ly |
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5. De estas expresiones para dY y dr podemos ahora obtener expresiones

para los cocientes
dY dY dr dr

dG,’ dM,’ dG,’ dM,
con sélo elegir la variable exégena que se va a aumentar o disminuir -y

asi su diferencial correspondiente es diferente de cero— y considerar
entonces nulos los diferenciales de las restantes variables exégenas. Por

dy dr
d_Go y -Jao—, tendremos dG,#0 y

dMo =dL0 =dCO =dT0 =dIo =0 H entonces

, etc

ejemplo, para hallar

dy = —i—dGoL, y dr= —%dGoLy

y asi
ay ﬂ dr Ly

— y .
dG, A G, A

Considerando que Y y r son funciones (implicitas) de las variables exége-
nas, estos cocientes podemos interpretarlos como derivadas parciales respec-
to a G, y coinciden con las que se obtienen como lo hicimos en la Aplicacién
1.29.

Una ventaja —adem4s de la facilidad—- de esta forma de trabajo, es que
también se puede “medir” de manera muy sencilla el efecto en los valores de
equilibrio de Y y de r de la modificacién simultinea de méds de una variable
exégena; asi, como ejercicio, podemos analizar lo que ocurriria al aplicar si-
multdneamente politica fiscal y politica monetaria, reflejadas en variaciones
del gasto de gobierno (Gy) y de la oferta monetaria (M,) respectivamente.

Consideramos entonces dG, #0, dMy#0 y dLy=dCy =dT, =dl, =0 y
de las expresiones obtenidas en el paso 4, tenemos

dy = %[(c, +1,)dM, + L dG,)

dr =i-[(1-cyd‘(1- Ty)- Iy )dMy - LydGq

Ahora:

Si dM;, >0 y dG, >0 entonces dY >0, pero dr podria ser positivo, nega-

tivo o nulo; lo cual significa que se elevaria el nivel de equilibrio del ingreso,
pero la tasa de interés podria subir, bajar o permanecer inalterada. Esto es
coherente con los graficos IS-LM, en el plano Yr:
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La situacién se presta a una nueva invitacién al lector: hacer anilisis
similar para los diversos casos con dM, y dG, y también escogiendo otras
combinaciones de variables.

Cuando el propésito es analizar exclusivamente los efectos en los valores
de equilibrio de modificaciones de una variable ex6gena especifica, se pue-
den obtener los resultados maés directamente, pues en tal caso ya consi-

deramos fijas las otras variables exégenas. Por ejemplo, analicemos lo que
ocurrirfa si s6lamente modificamos la oferta monetaria; esto es, buscamos

oY o
M, ° M,

1') Derivamos parcialmente ambas ecuaciones del modelo respecto a M,:

oY ) 4 or oY or
—_—= 1-Ty) C I 1
M, A YoM, oM, YoM, T oM,
oY or
—_—+L —=1
Ly ou, * b omd,
2') Tratamos las ecuaciones obtenidas como un sistema lineal en las
or
iabl —
variables oM, y oM,
oY or
1-Cy (1-Ty)-Iy|—-(C, +I }— =0
[ Yd( Y) Y aMo ( r )6Mo
L, oY +L or -1
oM, oM,
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Expresado matricialmente:

oY
1-Cy,(1-Ty)-Iy ~(C,+1,) M, 0
ar —
Ly L, 51‘?0_ 1

3') Verificamos que este sistema lineal puede resolverse. Ya vimos que el
determinante de esta matriz de coeficientes es

A =[1—Cyd(1—Ty)—IY]L, +(C, +1,)Ly <0

4') Resolvemos el sistema:
v 1
oM, A

or 1
(C.+1,) ; M=x[1—cy,,(1‘TY)'IY]

y ya tenemos las derivadas parciales buscadas y sus expresiones coin-
ciden con las que se obtienen como en la Aplicacién 1.29 y con las que se
obtienen con los pasos (1) - (5).

Aplicacion 1.31 (Sistemas de m ecuaciones con n incégnitas)

Posiblemente los sistemas de m ecuaciones con n incégnitas mds conoci-
dos son los sistemas lineales; sin embargo no siempre vamos a encontrarnos
con sistemas que tengan tal caracteristica. Ciertamente los sistemas no li-
neales son menos sencillos de resolver. En todo caso, queremos que quede
muy claro para el lector que

tener m=n (es decir el mismo nimero de ecuaciones
que de incégnitas) no es suficiente para afirmar que el
sistema tiene solucién y menos aun para afirmar que
tal solucion es unica.

Por ejemplo, los sistemas

2x+3y=8
1l4x+6y=10

2, .2 _
S {x +y“=4

x+y=5

xy=1
S
3{y—senac=0
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son, todos, de dos ecuaciones con dos incégnitas y ninguno tiene solucién
tnica, como es facilmente verificable haciendo una representacién grafica de

cada uno:

— en S, (sistema lineal), tenemos dos rectas paralelas y en consecuencia su

conjunto solucién es vacio,

-~ en S, (sistema no lineal), tenemos una circunferencia de radio 2 y una
recta que no la interseca; en consecuencia, también su conjunto solucién

es vacio; y

— en 83 (sistema no lineal), tenemos una hipérbola equildtera, una de

cuyas asintotas es el eje X, y el sinusoide conocido sobre el eje X; en
consecuencia, hay infinitos puntos de interseccién y el conjunto solucién

de S; es infinito.

Evidentemente, pueden darse muchos otros ejemplos de situaciones simi-
lares y con mds de dos variables. (La ventaja de n =2 es su fécil ilustracién

grifica).

Hecha esta aclaracién, que es fundamental, pasamos a plantearnos un
problema en cuya solucién nos ayudari el teorema de la funcién implicita:

dado un sistema (lineal o no lineal) de m ecuaciones
con n incégnitas (n > m) jen qué casos se puede garan-
tizar que es posible despejar m variables en funcién de

las n—m restantes?

Veamos: el sistema lo podemos expresar, de manera general, como un

conjunto de m funciones de n variables
fY(z1,295--,2,)=0

fz(zl,zz,...,zn) =0

o, considerando F = (f 1, f 2 veensf '"), como la ecuacién vectorial

F(21,22,...,zu) = 0,

(1.6.2)

(1.6.3)
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cuyo dominio en R" podemos interpretarlo como un subconjunto de
R"™ xR™. Asi, asumiendo la existencia de un z eR” tal que F(zZ)=0 (es
decir la existencia de una solucién del sistema (1.6.2)) y todas las hipétesis
del teorema de la funcién implicita, tendremos las condiciones que nos
garantizan que m variables del sistema pueden expresarse, localmente,
como funciones de las n-m restantes. ;Cudles serian tales m variables?.
Aquellas que en la notacién usada en el teorema de la funcién implicita
corresponden a las variables x; y asi las n-m restantes corresponderian a las
variables o (exdgenas). Evidentemente no necesariamente existe sélo un
conjunto de m variables, pues todo depende del cumplimiento de la

condicién det(DxF (e, %)) # 0, que en este caso conviene mds expresarla como
rang(DF(z))=m ' (1.6.4)

Notar que DF(Z) es una matriz de orden m xn y entonces, segin esta

condicién, todo conjunto de columnas que permite tener un menor de orden
m xm que sea no nulo, (o sea todo conjunto de m columnas linealmente in-
dependientes) esta determinando m variables que, localmente, pueden ex-
presarse en funcién de las n-m restantes.

Finalmente, siendo condiciones suficientes las que se establecen en el
teorema de la funcién implicita, bien podria ocurrir que éstas no se cumplan
y —sin embargo— sea posible hacer el despeje.

Ejemplos:
1. Sea el sistema no lineal
22, + 322 + 52,2, +82; =68
32,25 + 22, + zg =33
La funcién F = (fl,fz): R® - R?, siendo
f1(21,22,23) = 221 + 32; + 52122 + 823 - 68
F2(21,29,23) = 3242, + 22, + 25 - 33,

satisface las hip6tesis del teorema de la funcién implicita y el punto
(4,2,1) es tal que F(4,2,1) = 0 (resuelve el sistema).

Recordar que una matriz de orden m x n tiene rango p si y sélo si p es el orden del menor
mds grande con determinante no nulo.
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La matriz jacobiana de F en el punto (4,2,1) es

12 32 8]

DF(4,2,1)==[8 19 3

y observamos que tanto la 1ra. y 2da. columnas como la 1ra. y la 3ra. son
linealmente independientes. No asi la 2da. y 3ra. O, expresado de otra
manera, los menores de orden 2 x 2 no nulos son

12 3 12
8 127 [s 3
En consecuencia, las variables z, y z, pueden tomarse como las variables

x del teorema, y la variable z; como la variable o, del teorema; o, z, y 24
como las variables x y z; como la variable o.

En cualquiera de los casos se cumple det(D,F(@,%))#0 y se puede
garantizar entonces:

—~ que en una vecindad abierta del punto z; =1 (el @ del teorema) se
pueden encontrar funciones z, = g%(2;) y 2z, = g%(23); es decir, que se
pueden expresar, localmente, 2, y 2, como funciones de z;3.

— que en una vecindad abierta del punto 2, =2 (otra posibilidad del @
del teorema) se pueden encontrar funciones z, = h'(2;) ¥ 25 = h%(2,);
es decir, que se pueden expresar, localmente, 2, y 23 como funciones
de z,.

Sea el sistema lineal

521 - 322 + 423 =29
1021 - 422 + 823 = 64

Procedemos de manera similar a o hecho en el ejemplo anterior, con la
ventaja que la linealidad afin de las funciones componentes determina la
unica matriz jacobiana

5 -3 4

10 -4 8

para cualquier punto (2;,2,,23), lo cual puede ahorrarnos el trabajo de
buscar un punto especifico que resuelva el sistema, una vez garantizada
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su existencia (en este caso basta observar que los planos no son
paralelos). Sin embargo, puede tomarse, por ejemplo, el punto (6,3,2)

para una aplicacién formal del teorema de la funcién implicita y
garantizar:

— que las variables 2z; y 2, pueden expresarse en funcién de z; (lo cual

en este caso es fdcil de hacer, por ejemplo aplicando la regla de Cra-
mer)

— que las variables 2, y z; pueden expresarse en funcién de z; (también
facil de hacer).
El lector ya habrs advertido la coherencia de estos resultados con los que

se usan en el algebra lineal, exclusivamente para sistemas lineales. La
matriz de coeficientes, coincide con la matriz jacobiana.

3. Las funciones de demanda marshalliana que se usan en la teoria del
consumidor, y a las que ya nos hemos referido en el Problema 1.23,
tienen garantizada su existencia gracias al teorema de la funcién
implicita al aplicarse en las ecuaciones que resultan de las condiciones
necesarias de primer orden en el problema de optimizacién de la funcién
de utilidad de un consumidor, sujeto a la restriccion de presupuesto. Al
aplicar el método de los multiplicadores de Lagrange considerando n
bienes, se obtienen n + 1 ecuaciones con 2n + 2 variables:

— las x;, que representan las cantidades de los bienes;
— las p; que representan los precios unitarios de los bienes;
— I que representa el ingreso del consumidor; y

—~ A que es el multiplicador de Lagrange.

Si el jacobiano de ese sistema, en un punto de equilibrio, tiene rango
n+1, considerando las columnas correspondientes a x;,%3,...,%X, ¥ A ',

entonces estd garantizada la existencia de las funciones de demanda
marshalliana

%, =x;(P, Pas--sPnyl) i=12,..,n
y también de la funcién
A'=)\'(p],,})21"-9pn)1);

Esta es una de las condiciones para que la funcién de utilidad sea “suficientemente buena”
como se dijo en el Problema 1.23.



86

en una vecindad abierta en R™*! del vector (p,I), correspondiente al
punto de equilibrio.

Observacion 1.32

Un teorema muy vinculado con el de la funcién implicita, es el teorema
de la funcién inversa que a continuacién enunciamos:

Teorema: Sea la funcién F:R? 5R7, ¥ eR? y E un subconjunto

abierto de R? tal que X € E y todas las primeras derivadas
parciales de las q funciones componentes de F son conti-
nuasen k.

Si det(DF(x)) # 0, entonces

— existe un conjunto abierto VcR%,con X eV
~ existe un conjunto abierto W = R?, con F(X) eW

de modo que la funcién F:V -5 W tiene inversa
F™: W 5V que cumple

i) F! es continua
ii) F! es diferenciable

iti) vy <W: DF(y)=[DF(F ()] .

Como podemos ver, este teorema nos da condiciones suficientes para ga-
rantizar localmente (en el abierto W) la existencia de la funcién inversa de F.
Es facil e ilustrativo verificar que para el caso en que F sea lineal, la condi-

cién de det(F(%))#0 coincide con la de tener F una matriz asociada inversi-
ble (de determinante no nulo).

Este teorema complementa lo visto en la Aplicacién 1.31 para resolver
problemas vinculados con la solucién de sistemas de ecuaciones, fundamen-
talmente las no lineales. Ademds, por (iii), permite calcular la derivada de la
funcién inversa (local) sin que sea necesario conocer explicitamente tal fun-
cién. (Notar que un caso particular de esta férmula matricial es la conocida
férmula para funciones reales de variable real, identificando las matrices de
orden 1x 1 con los mimeros reales:

' 1
) = -
() ()
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Ejercicios 1.33

1. Demostrar que las curvas IS y LM consideradas en la Aplicacién 1.29
tienen pendientes negativa y positiva respectivamene.

2. En el modelo IS-LM de la Aplicacién 1.29 obtener, siguiendo lo indicado
en la Observacién 1.30:
oY or
— y —

oT, ~ o,

b) Expresiones para dY y dr considerando que sélo se hacen cambios en
el impuesto exégeno y en la oferta monetaria (simultdneamente). ;Se
pueden determinar sus signos si se conoce que dT, >0 y dM,>07?

Verificar la coherencia de la respuesta con el anélisis grafico.
3. En un modelo macroeconémico se tiene:
Y=C(,p,m,t)+g (demanda)
Y =S(p,w) (oferta)
Signdo 0<Cy <1, Cp <0,C,>0, C <0, Sp >0, S, <0. Las variables
endégenas son Y (ingreso) y p (precio).

Analizar empleando las derivadas parciales, la verdad o falsedad de las
siguientes proposiciones, en una vecindad de un punto de equilibrio

(")

a) Si la cantidad inicial de dinero del consumidor (m) se incrementa, en-
tonces tanto el ingreso como el precio se incrementan.

b) Si la tasa de impuesto (1) disminuye, entonces tanto Y como p dismi-
nuyen.

4. Sea el modelo econémico

Y=JY+4+JY+40+§-—8r+3O {as)
r _

498 =8Y —4r +20 (LM)
donde:

Y, r son ingreso y tasa de interés respectivamente; 30 y 498 son los
valores asignados a las variables exégenas G, y M, respectivamente.
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Sabiendo que (Y,F)=(60,0.5) es solucién del modelo, calcular aproxi-

madamente las variaciones de ¥ y de 7 si los valores de G, y M, cam-

bian a 35 y 483 respectivamente, simultdneamente. Usar multipli-
cadores.

. Dado el siguiente modelo
C=20+06Y -0.4r (consumo)
I=8+02Y-0.3r (inversién)
Y=C+I (IS: condic. de equil.)

a) Representar grdficamente las curvas de isoinversién y de isoahorro.
(Por definicién ahorro=S=Y -C)

b) ;Qué valores de r y de Y hacen que el ahorro y la inversién tengan,
ambos, el nivel 20?

¢) ;/Qué valores de r y de Y hacen que el ahorro y la inversién tengan,
ambos, el nivel 16?

d) Obtener la ecuacién de la curva IS, graficarla en el plano Y,r y vincu-
larla con las respuestas dadas en (a), (b), y (c).

e) Elegir un punto cualquiera de IS y determinar las coordenadas co-
rrespondientes del punto al que se traslada, manteniendo el valor de
r, cuaando en el modelo el consumo exégeno se incrementa un 10%.

En un modelo econémico las variables endégenas x,, x, estdn rela-
cionadas con las variables exégenas a,, a,, a, a, mediante el sistema
de ecuaciones
fi(%1,25,04,05) =04
fa(x1%g,01,05) =0y
a) Establecer las condiciones que garanticen obtener los multiplicadores
ox; .
— i=12; j=1234.
aa.i
b) Asumiendo que se cumplen las condiciones que se piden en (a), hallar
ox, ox,
— y ——
ba, 0o,y
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7. Sabiendo que F(x,y,u,v)=0, G(x,y,u,v)=0, que F y G son diferenciables
y que u y v son funciones diferenciables de las variables independientes x,
y:

Fx FU
G, G
a) Demostrar que L o/ /|
x |F F
Gu Gl)
b) Encontrar expresiones andlogas para a—u, %— y -Zyﬁ
. du oOv
¢) Sixu?+v=y> 2yu—-xv® = 4x, encontrar — y —.
Y, ayu —xv ox y pY

8. Dado el sistema de ecuaciones
2

3 Yy
Xy ——=a

2
xsya—xy=b

es claro que (E,E . X, y) =(4,6,1,2) es solucién de él.

a) Demostrar, con el teorema de la funcién implicita, que si se varian los
valores de a y b en una bola abierta con centro (4,6), entonces las co-

rrespondientes soluciones para x y para y, del sistema, estdn dadas
por funciones diferenciables de a y b.

b) Calcular los gradientes de esas funciones en (4,6)

¢) Si a aumenta una pequeiia cantidad, llamémosla r, y b disminuye r,
jaumentan o disminuyen los valores de las soluciones para x y para y
respecto de 1y 2?

9. Sean los sistemas

(1) {2x1 +3x2 452,05 =y, @ {5"1 —3xy +4x3=y,

3x%y + 2%, — xg =¥y 10x, +5x, +8x3 =y,

a) Analizar en cada uno de ellos si se puede garantizar que algunas va-
riables x; pueden expresarse como funciones de las y; y de otra va-

riable, en una vecindad del punto (%;,%,,%;) = (16,2,0).

b) Hacer explicitas algunas de las funciones correspondientes al andlisis
hecho en (a).
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