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En mi memoria Sobre las envolventes de una familia de curvas planas de­
pendientes de un parámetro, y sobre las soluciones singulares de las ecuaciones 
diferenciales de primer orden ( 1), he expuesto desde un punto de vista nuevo la 
teoría de las soluciones singulares. En esta nota me propongo dar a conocer el 
modo cómo presento esta teoría, según mis ideas personales. en mi curso de la 
Universidad. 

Cuando los alumnos abordan el estudio de la teoría de las soluciones sin­
gulares. ya saben lo que son estas soluciones, han estudiado la ecuación de Clai­
raut. y han visto algunos ejemplos relativos a ella. En consonancia con esta 
preparación. he aquí cómo desarrollo mi enseñanza: 

lo.-Rememoro rápidamente las definiciones de solución general. solución 
particular, solución singular. 

2o.-A propósito de la familia de curvas constituida por las infinitas solu­
ciones particulares de la ecuación diferencial. recuerdo que. dada una familia de 
curvas 

F(x,y,C) = O. 

hay re(liones del plano por las cuales no pasa ninguna curva. mientras que 
existen otras por las cuales pasa una sola curva de la familia. o dos, o más; 
acerca de lo cual he insistido en una lección anterior sobre la teoría de las en­
voh.-entes. Adoptando la nomenclatura que he introducido en mi memoria ci­
tada. llamo región rica del plano a aquella por cada uno de cuyos puntos pasa 
el mayor número posible de curvas de la familia; región pobre a aquella por cuyos 
puntos pasa un número de curvas inferior al máximo; región estéril a aquella 
por la cual no pasa ninguna curva de la familia. Estas diversas regiones están 
separadas entre sí por curvas a las que doy el nombre de fronteras, y distingo 
las fronteras tangenciales y las fronteras cuspidales, según que sean tangente~ 

a las curvas de la familia. o que sean lugares geométricos de los puntos de re­
troceso de esas curvas. A las fronteras tangenciales las llamo, para conformar~ 
me con el uso general. envolventes. 

3o.-Demuestro el siguiente 
TEOREMA.-Cuando las curvas representadas por la integral general 

F(x,y,C) = O 

(1) Rr::uista de Ciencias, Año 40, p. 31-60. Núm. 423. Lima. marzo 1933. 
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de u na ecuación diferencial 

[(x,y.y') = O 

admiten una envolvente o frontera tangencial, esta envoluente es también una 
solución. 

(Demostración análoga a la de Appell, Élémcnts d'Analyse Mathématiqa'?:. 
3e. éd., p. 569; 4e. éd., p. 559). 

Advierto, en un Esc-olio, que la envolvente de las soluciones particubrpo; 
constituye generalmenk una solución singular: sólo excepcionalmente constituy(', 
ella también, una solución particular. 

4o.~ Trato el fondo del asunto de la manera siguiente: 
Según el teorema que se acaba de establecer (3o.), bastará hallar las envol­

ventes de las soluciones particulares de una ecuación diferencial para tener sus 
soluciones singulares. Pero pueden hallarse las soluciones singulares sin integrar 
la ecuación diferencial. y sin conocer, por lo tanto, su integral general ni sus 
integrales particulares. 

En efecto, la ecuación 

[lx,y.y') = O (l) 

define una familia de curvas en el plano XOY, que serán las soluciones parti­
culares de la ecuación diferencial. Si consideramos un punto cualquiera M del 
plano. de coordenadas x 0 , y 0 , por él pasarán una o más soluciones particulares: 
los coeficientes angulares de las tangentes en ese punto a las curvas que pasan 
por él. vendrán dados por las raíces reales de la ecuación en y' 

(2) 

que se deduce de la ( 1) reemplazando en ella x e y por x 0 e y O' Si la ( 2) da 
para y' uno, dos, tres, . . . valores reales, por el punto considerado M pasarán 
una, dos, tres, ... soluciones particulares. Si las coordenadas x 0 e !Jo del punto 
M son tales que la (2) no admite ninguna raíz real. no pasará por ese punto 
ninguna solución particular. . 

Por lo tanto, cabrá distinguir en el plano diversas regiones (ricas, pobres, 
estériles), según el número de soluciones particulares que pasen por cada uno 
de sus puntos. Estas diversas regiones del plano estarán separadas entre sí por 
frontems qne, o bien serán tangentes a las soluciones particulares (fronteras 
tan¡:¡enciales, envolventes), o ser3n los lugares geométricos de sus puntos de re­
troceso (fronteras cuspidales). Por consiguiente, tan pronto como se haya reco­
nocido la existencia de una frontera que limita en el plano la región ocupada por 
las soluciones particulares de la ( 1), la cual frontera tendrá una ecuación de 

la forma 
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habrá que \'er ~i esta función <P (:e) satisface a la ecuación diferencial: en caso 
afirmativa, ( ') e; una solución (casi sl'guramente una solución singular) y la 

frontera, mm C'nvolvente. 

(J\quí adc.~ccc> algunos ejemplos de ecuaciones diferenciales de primer or­
den y de scguildo \]rado, con fronteras tangenciales o cuspidales. i\ilá van dos 
de lús ejemplos que suelo presentar: 

a) L;, ecuación diferencial 

y'x - lcy' 2 - y =~ O, (3) 

que es una ecuación de Clairaut. en la que k es un parámetro. tiene por solución 
gcner<1l 

y = Cx + kC2, (4) 

donde C es la constante de integración. Pero !a ecuación ( 3) sólo da valores 
reales de y' cuando 

x2- 4ky >O. 
Luego la frontera es 

x2- 1ky = O, 

envolvente de las curvas de la familia (4) y por tanto (según el teorema del 
punto 3o.) solución, solución singular. de la (3). 

h) La ecuación diferencial 

1y'2 = 9x (5) 

tiene por solución general 

y = x''' + C, 

(·cuacton de una familia de parábolas semicúbicas. Pero la (5) sólo da valores 
reáles rara y' cuando x > 0: luego la fronter2 es el eje YY', de ecuación 
x = O. Pero este eje es ;ma frontera cuspidal, lugar geométrico de los puntos 
de retroceso de las soluciones particulares: no siendo una envolvente, no es una 
so!ución; y la (5) no tiC'ne integral sii1gular). 

5o.~En el caso de las ecuaciones diferenciales de tercer grado, no hay re­
qión .:.st('ril. po:·,:;pe siempre e~iste p::>r lo menos un valor real de ¡/ (Toda ecua­
ción algebraica de tercer grado tiene por lo menos una raíz real). Pero las cur­
vas de la familia, de las cuales hay tres por cada punto de ía región rica, y un;1 
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por cada punto de la reg1on pobre, no atravesarán la frontera en cada punto 
común que tengan con ella: mientras que en unos puntos comunes entre la fron­
tera y las curvas de la familia aquélla será atravesada, en otros no lo será; sino 
que las curvas que corren en la región rica, o bien tocarán tangencialmente a 
la frontera para seguir su curso en esa misma región (frontera tangencial), o bien 
retr-ocederán al tocarla (frantera cuspidal). Y como las fronteras tangen­
ciales son soluciones de la ecuación diferencial. de aquí resulta que hay que in­
vestigar si las fronteras halladas lo son. 

(Aquí aduzco, igualmente, ejemplos de ecuaciones de primer orden y tercer 
grado. El ejemplo siguiente, que figura en la conocida obra de Piaggi.o (2), es 
particularmente atractivo: 

e) La ecuación diferencial de tercet grado 

y'3 - 1xyy' + 8y 2 = O (6) 

tiene por integral general 

y C(x- C) 2 • (7) 

Pero la ( 6) es de la forma 

y'3 + py' + q = O, 

ecuac10n cúbica en y', y como se sabe por la teoría de las ecuaciones algebrai­
cas de tercer grado, esta ecuación dará para y' un sol-o valor real, o tres valores 
reales, siendo por lo menos dos de ellos iguales, o tres valores reales y desigua­
les, según que se tenga 

q2 p3 > 
+ =o. 

4 27 < 

o en nuestro caso, según que se tenga 

27 < 

La frontera tendrá por ecuación 

y:; (y - ;7 x" )= '), 

(2) H. T. H. Piaggio: Di[fcrcntial Equations. p. 76. London, 1928. 
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lo que nos da dos curvas distintas: 
la. y = O. el eje X'X, envolvente de las soluciones particulares, y por io 

tanto solución de la ( 6), pero solución particular, que se obtiene haciendo en 
la (7), e = 0: y 

2a. 27 y - 4x:¡ = O, otra envolvente de las soluciones particulares, y por 
lo tanto solución de la (6); pero solución singular, porque su valor no puede 
deducirse dando en ( 7) un valor adecuado a la constante C). 
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