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1

DEFINICION b

De¢imos que la integral f(x) dx es impropia si
a
(1) 1la funcidn integrando tiene puntos de discontinuidad en el
intervalo [a,b] ,

(2) por lo menos uno de los limites de integracidn a o b es
infinito.

A continuacidn vamos a dar una definicidn precisa de la integral
b

impropia en tales casos. Si f(x)dx resulta ser un nimero

(3

real, esto es, un valor finito determinado, entonces decimos
que la integral es convergente. En caso contrario, decimos que
es divergente.
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INTEGRALES IMPROPIAS CAP.

2 Integral Impropia cuando la Funcidn es Discontinua

Definicidn

1 51 €(x) es coatinua en el intervalo (a,b] , entonces conside
) rarndo valores de € >0, definiues

b b
f(x)dx = lim f f(x)dx "
€20 Wa4e

2 Si f(x) es ccntinua en el intervalo [a,b) , entonces conside
rando valores de ¢ > 0, Adefinimos.

b b-¢
f f(x)dx = 1lim f f(x)dx
a E=>0 a

3 Si  f(x) es continua en el intervalo !a,b] excepto en él punto
x=c, donde a <c < b, entonces considerando valores de

e y €' >0, definimos
b c-¢ b
f(x)dx = 1lim f f(x)dx + lin f(x)dx "
a €E>0 J e'+0 -
3
Ejamplo 1 Calcular la integral imprcpia (xd'Txl?' o establecer

su divergencia.

Solucibn La funcidn f(x) = (1 ™ es continua en todo punto
X—
excepto en x = 1, Entonces aplicamos (3) de la definicidn 2.
3 l-€ 3
iz. = lim dx)z + lim ix 3
(x-1) €e-+>0 (x-1 €'+0 e (x-1)
1, e 1 3
= lim (- o= + lim (- —r)
€+0 x=1" 1o e+0 X7 l+¢'

= lim (Tl-l)+ lim (—%+—1.-)- L
e+0 ° e'+0 B
Por lo tanto la integral es divergente.
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... CUANDO LA FUNCION ES DISCONTINUA

dx
/x

Ejemplo 2 Calcular la integral impropia

su divergencia. 0

o establecer

Solucién La funcion f(x) = - . es continua en el intervalo (0,1],

x
y tienme un punto de discontinuidad en x=0. Aplicamos (1) de 1la

definicion 2:

1 1
—'dx = 1lim f _dx"' ’ € > 0
o /x e+0 Je /x
1
= lim 2 /x| = 1lim 2[1- /&] = 2
B B Berd (pues lim Ve = 0)

e +0

Luego la integral dada es convergente y su valor es 2.

Integral Impropia cuando los Limites de Integracidn son
Infinitos

Definicién

1 si f£(x) es continua en a < x <+« , se define

4o b
J‘ f(x)dx = lim J' f (x)dx
b 4=
a a

2 sSi f(x) es continua en -» < x <b, definimos

b b
J‘ f(x)dx = 1lim J- f(x)dx
a—+-»
— d:

3 Si f(x) es continua en -» < x <+w, definimos

= b
£ (X dx=1im f £ (x)dx
a

a+-»
b+ 4=

-0
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INTEGRALES IMPROPIAS - CAP.4

a0
Ejemplo 1 Calcular ‘[% o establecer su divergencia.

Solucidn

Tenemos %- lim _Eljzt_ (por (1), definicidn 3)
5 x bate o x

b
w L (-i)l # e e +fia 1.

b > 1 b+ 4x b

Asi, la integral es convergente y su valor es 1.

Interpretacion Beomatrica

dx o ; 1 5
e o representa el area bajo la curva =r sobre la semirrecta
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«.. CUANDO LOS LIMITES D& INTEGRACION SON INPINITOS

Ejemplo 2
Evaluar la integral impropia X o establecer su
x2 4+ 4x + 9
divergencia. ~
Solucitn
Por (3) de la definicion 3 tenemos
o b
‘J’ dx - lim dx
—o %2 +4x 4+ 9 a+-w (x+2)2 +5
b+4o 2
g Dim e gre tan (ﬁ.g.)
a-+ =~ 5 5 a
b+ 4w
. lim [ arc tan (b+2) - arc tan (-aﬁ-)]
') a+-»
b+ 4
1 m m 75
= ? [i = \= 5)] L .

Asi la integral es convergente y su valor es Léi_

4 ALBUNOS CRITERIOS PARA LA CONVERGENCIA DE INTEGRALES
IMPROPIAS

4.1 Criterio de Comparacién

Teorema

b b
Sean J f(x)dx vy f F(x)dx dos integrales impropias
a a

tales que

(1) [£0)] < Fx) en a<x<b, vy
b

(2) J‘ F(x)dx es convergente ,
a

t
entonces f f(x)dx es convergente.
a

Nota Omitimos la prueba del teorema.
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4.2
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Criterio de Convergencia para Funciones Discontinuas

Teorema Sea f(x) una funcidn continua en el intervalo [a,b]
excepto en el punto c.

i (1) fx)=>0,
y (2 lim f£(x) |x-c|®= A, donde A#% 0, +=,
x+c
en cuyo caso escribimos f(x) ~ — cuando x % c,
x-e)™
b
entonces la integral impropia f(x)dx .
a
(3) es convergente cuando m <1,
y (4) es divergente cuando m = 1,
Nota La prueba del teorema se ofrece en el problema 1 de la

seccidn 4.5 de problemas resueltos, pag. 145.

1
dx
Ejemplo Determinar la convergencia de la integral —
: b V1= xe
Solucién
1 2
La funcidn f(x) = " es continua en el intervalo [0,1) .
(1-x%)"

Ademas

(I) f(x) >01

y (2) £(x) =

: , ¥y cuando
Lex)” a0 @ext)

x+1, 1+x+2, 1+x* 2, y por lo tanto

1 A

= , donde m=
a-0% @» a-o°

f(x) ~

W=
<
>

0

“4

es + 0 y # +o, Puesto que m= %( 1  concluimos, por el teo

rema 4.2, que la integral es convergente.



4.3 CRITERIO DE CONVERGENCIA CUANDO UN LIMITE DE INTEGRACION ES INFINITO

4.3 Criterio de Convergencia cuando un Limite de Integracicn
es Infinito

Teorema Sea f(x) una funcidn continua en a € x <+ o0, Si

(1) f(x) >0,

y (2) 1im f(x) xX® = A, donde A F0, + o,
i X >+ A
en cuyo caso escribimos  £(x) "'T" cuando x 4%,

+ oo

entonces la integral f(x) dx
a

3 es convergente si m > 1,
y (4) es divergente si m <1 .

Nota La prueba del teorema 4.3 se da en el problema 3 de la sec
cidn 4.5 de problemas resueltos, pag. 147.

o
. ; s dx ‘
Ejemplo Determinar si la integral es convergente,
1 v x> +2

Solucibn Cuando X = + o tenemos
1 = 41_
IxS+2 5/x5(1+zx )

con m=1,

p—
-

1 A s oo
x 3/i_1__§ x X"

Luego, por el teorema 4.3 la integral es divergente.
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INTEGRALES IMPROPIAS CAP. 4

4.4 Algunos Ejemplos de Integrales Impropias

Ejemplo 1 LA FUNCION BETA

La funcién beta se define mediante la ecuacion
1
B(p,q) = xp-1 (l-x)‘l-1 dx.
0

Probar que la integral es convergente cuando p> 0 y q> 0 .

8olucién La funcidn integrando f(x)-xp_l(l-x)q-1 es continua
en 0<x<1. Fijemos 0<a <1 y escribamos

a 1
B(p,q) = f(x)dx + £ (x)dx 1)
0 a
Vamos a probar que las dos integrales del segundo miembrc son conver
gentes.
Paso 1
a
La integral f(x)dx es convergente.
0
p-1 ) 1
Cuando x + 0, l-x-+1 y f(x)~x = -—-1-$-—xm—'
x

con m= 1l-p <1, puesto que p > 0. Luego, por el teor:ma 4.2,
la integral es convergente.

Paso 2 1
La incegral f(x)dx es convergente.
a
q-1 1 1
Cuando x + 1 tenemos que f(x) ~ (1-x) =- =

(1-x)' Q-xJ'

con m=1-q <1, yaque q>0. Luego, por el teorema 4.2, la
integral es convergente.

De la igualdad (1) y de los pasos 1 y 2 se sigue que B(p,q) es
convergente cuando p >0 y q >0,
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4.4

ALGUNOS EJEMPLOS DE INTEGRALES IMPROPIAS
Ejemplo 2 LA FUNCION GAMMA
La funcion gemma se define mediante la ecuacidn
@
p-1 -x
r{p) = X e dx .
0
Probar que la integral converge cuando p > 0 .,
Solucién La funcidn f£(x) = x* 'e* es continua en 0 < x < +w,
Fijemos un entero n > p
Por la regla del L'Hospital (aplicada n veces)
X
lim = = lim = = 4w
X -+ 4o b4 X+ oo °
x
vemos que existe un nimero a > 0 tal que _e);i >1 para todo x”a
() X cuando x 2 a (D
%0
Escribamos ahora
a o
I(p)= f(x)dx + £ (x)dx (2)
0 a

Vamos a probar que las dos integr
tes.

ales del segundo miembro son convergen

a
Paso 1 La integral f(x)dx es convergente,
0
En efecto, cuando x + 0, ¢ +el =1 y f(x) ~x""!= U S . .
1-p m
x x
con m=1-p <1, yaque p>0. Luego, la integral es convergente.
o0
. - 1
Paso 2 La integral f(x)dx es convergente. En efecto e x<__T
b3
a
. p-1 (por (1))
Pl R X = ; L , con m=n-ptl > 1,
xn n-p+} m
o X b
Puesto que X, es convergente, se sigue por el criterio de compara
- X
¢ itn que P71 & dx es convergente. De (2) y de los pasos 1 y 2
a
se sigue que T(p) es convergente para p -~ O .
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Fiemplo 3

Si f(x) es una funcidn continua en 0 S x <o , ge define la funcidn
F(s), llamada transformada de Laplace de f(x), mediante

F(s) = &% f(x)dx en aquellos valores de s para los cuales la
0

integral converge.

Probar que si 1£(x)| <ce®™ en x2 0, entonces F(s) converge para

todo s > a.

Solucidn
Puesto que |e_—sx fx)| = e X ey | < Ce—(s—a)x' por el criterio de
L
5 : -(s-a)2
comparacion basta probar que la integral e dx es conver-
0
gente cuando s > a.
-]
- -(s-a)x b
Ahora bien e fo-n dx = lim (- )
s~-a
b+ 0

(puesto que s-a > 0 implica lim



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

4.5 Problamas Resueltos

PROBLEMA i Sea f(x) una funcidn en el intervalo la,c) tal que

(1Y £(x) >0,

(2) lim f(x)|c-x|"= A, donde A+ 0, +=.

X+c
c

Probar que la integral f(x) dx es convergente si m<1l. y es

divergent: si m 2> 1.

SOLUCION Puesto que 1lim £(x)]|c- xlm = A>0 (pues €(x)=0),

x>c
eligiendo 0 < B <A <C vemos que existe un ntme;o a<d <c tal

qie 3€FfE)(c-x)"<C en d<z<c.

C—¢ c—€ C-€
Luego B dx = % f(x)dx € C -—-dl{-—m (1,
- —-x)
va (¢-x) A g (cx
para todo €>0 tal que d <c-e.
C
Por (1) y el criterio de comparzcidn f(x)dx es conwergemte si
& d
y sdlo si —di-;n- es convergente.
ly (c=x)
c
Asf nos resta determinar la convergencia de - =
(o=
g (e=x)
c
Caso 1. m < 1 la integral . SR convergente.
(c-x)
© dx ¢ -t ax (c—x).‘m-‘-1 o
En efecto, e lim sy i
(cx) e~>0 (c=x)™ e-0 T d
d d
= li lim [el M (e-d)? m] = -——-———-(Cli)n
™ es0
(pues 1lim e o 0, ya que l-m>0).
€ >0
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INTEGRALES IMPROPIAS CAP.4

c
1 La integral j e es divergente.
d

Caso 2. » = P
(-c c-c c-€
En efecto, ::‘x = lim :fx = - lim [ln (c—x)}
')d €*0 Jy g 4
r
= - 1lim | Ine - ]n(c—d)]
e~+0
= (pues 1lim Ine = - =),
e +0
Caso 3. m > 1 la integral y —(‘l‘—)ﬁ- es divergente.
-x
) d
En efecto, como en el caso 1| se tiene
c
dx 1 3 1-m 1-m
— = lim | € = (c-d) ] = - ®
(c-x)" I o
(puesde m>1 se tiene lim El-m = lim -,%7:1- +4w)
€+0 e+0 €
-2
PROBLEMA 2 Calcular A = .
14?
0
SOLUCION
b b
A = lim --de = lim arc tan x
b+ I4x br4+o Y
(o) 0
. T
= lim (arec tan b - arc tan 0) = et
b >4
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4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 3 Sea f(x) una funcidn continua en a < x <+ ® tal que
(1) f(x) > 0,

(2) 1lim f(x)x™ = A, donde AF0, + =

X >4 o
©
Probar que la integral f(x)dx es convergente si m>1 y es
a
divergente si m < 1.
SOLUCION Fijemos un nGmero b> 0 tal que a <bh. Puesto que
oo b ©
f(x)dx = f(x)dx + f(x)dx
a b a b
y la integral £(x)dx es convergente, es suficiente analizar la
a o
convergencia de la integral f(x)dx .
b
® 0
: 1
Ahora bien f(x) dx = f(-;,—)(--d%) (camhimdbchvariaﬂe*x=% )
b, 1
b
1 1 R
b f(T) b
= —trely - g(y) dy,
1 ¥
fenat)

donde g(y) = =0,

y para la Gltima integral podemos aplicar el criterio de convergencia 4.2
ya que la funcién g(y) es continua en (0, Ub), vy es discontinuaen

0.
1
£(2)
Tenemos A = lim f(x)x™ = lim f(%)y—m = lim -—?y—-y-mz
X *+x y-=>n y->0
s +
= lim g(y) y-m 2 5 1
y~>o0 5
Entonces, por el criterio (4.2), 1la integral g(y)dy
0
es convergente si -m+2 <1, esto es, cuando m> I,
es divergente si -m+2 = 1, esto es, cuando m < I.
o«
Resumiendo f(x)dx es convergente si m>1, vy es divergente si m< 1.
b
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1
PROBLEMA 4 Ceterminar si la integral f __d_x“_ es convergente
o divergente, 0 k%
SOLUCION
o 1 1 .
La funcidn f(x) = = T v —yr—  es dis-
/1x" an® am”

continua en x=1, y cuando x > 1, l+x = 2, 1+x? -2,

A 1 1
= , donde A-T’ m=5.

£Gx) ~ - -
(1-x) "2 () (1-x)

Entonces por el criterio 4.2, 1la integral dada es convergente.

1
PROBLEMA 3 Evaluar la integral f d: o establecer su divergencis.
: x|
0

BOLUCINN  Podemos usar el criterio 4.2 para determinar la convergen-
cia de la integral dada. No obstante preferimos efectuar un cdlculo
directo.

Si p=1, 1la integral es divergente.

1 1
En efecto, —(le =  lim _dxx__ lim (ne- lInl) = - o,
o x2e J €0

1 i
Cuando p#1, se tiene f x lim dx —_1_— lim{-¢"P),

xP €-+0 = xP 1-p e 0
1
E : < dx 1 z 1-p
ntonces, si p<l1, gl et (ya que lim ¢ = 0)
1 % ¥ o B
dx
ysi p>1, — = 4 o,
xP
0
PROBLEMA &  Hallar ANC EAD X iy .
0 xz +1
SOLUCION
= 2
mdx = —;—(arc tan x)z = %—
XZ + 1 0



4.5 PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 7 ©
Evaluar la integral dx 5
xP
1
SOLUCION Si p =1, la integral es divergente. En efecto,
o Pb
r£= lim <X - limmb-l1) = +e.
“w b o) b+

Cuando pF#1, se tiene

© b
dx : dx 1 y 1-p
— = lim == = 4= lim [bP-1L

Entonces, si p <1, lim bl"P - 4o (pues 1-p > 0)
LR

y la integral es divergente;

= 1
ysi p>1, 1lim b} = 1lim 1_ = 0, vy HE, - -t
b+ 4o b4 pP! ) *° g

Asi, para p >1, la integral es convergente y su valor es —5_—1- .

©

PROBLEMA B Calcular senx dx o probar que es divergente.
0
SOLUCION
=<3 b
senx dx = lim senx dx = - lim (cosb - cos0)
; brte d b+
= 1 - 1lim cosb.
b+ 4w
Pero no existe 1lim cosb, ya que, por ejemplo, cuando b=2nm, cosb=0;
b>4x

y cuando b = (2n+1)})® , cosb= -1,

Por lo tanto la integral es divergente.

PROBLEMA 9 i i 1a i sen X
Determinar si la integral J:[ —~ dx es convergente.
2

sen_x dx

N cLe o 06 )
soLuUC1O Puesto que ) J€ > ¥ la integral L <2 ©s conver

2

gente, se sigue por el criterio de comparacidn que la integral dada es

convergente.
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PROBLEMA 10 -
Hallar I= e
o Y1- x2
SOLUCION
. dx
la funcidn  f(x) = =——==e=— eg discontinua en x = 1,
V1 -~ x2

1 l-g
dx & dx
Tenemos — = lim ————
v1-x2 e+0 fo /1- %2

= 1lim [ arc sen (1-¢) - arc sen (]
e~+0

T

-T.
dx

%
PROBLEMA 11 ‘Hallar J. T
0

SOLUCION Tenemos

Y, In 1/2
T‘%‘ﬁ- = _ﬁyy__ ( haciendo y = 1nx)
0 A
Inl , mY
= lim & . jim (i ly )
a - y ’a-)-m &

- || - lin Ila|=--

a+=-w

Por lo tanto la integral es divergente.

Y
PROBLEMA 12 Hallar —_—r—

SOLUCION Haciendo y = In x, x=e, dx = ¢ dy , tenemos

% nl Inlp nY
, dx . d ' & .y w9
J.O X B2 x j:“ % 31;1_1: yé al_:'_n,,( Y) ’
’ 1 ¥ 1 1
= TT+ 1 —
? a-:?-‘wa
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4.5

PROBLEMAS RESUELTOS

PROBLEMA 13

b
Analizar la convergencia de la integral dx y b>0.
VX + 2¥x + x°
SOLUCION
La funcidn
f(x) = e, : = = TR 1 m es discon
x + 2 Vx +x3 b (x/l2+2+xﬁf)
. 1
tl..nua en x=0, y cuando x = 0, vf(x) ~-1Zl(-27- = ‘}-31- , donde A=T1-
1 X

m = T<l.

Aplicando el criterio 4.2, concluimos que la integral dada es convergente.

PROBLEMA 14 Decidir la convergencia de la integral

+ o
dx
1 2% + yxz +1 + 4
SOLUCION Tenemos
) 1
plsh = 1 - )(2/3
i /) 2 1,1y 4
x + +1 +4 +(1+ =) B +
o & 0% AT ¢ opp
y cuando x = +®, el denominador = 1, £(x) —%— . e 5
g x73 xM

donde A=1, m =3

Por el criterio de convergencia 4.3 concluimos que la integral dada es
divergente.

g )
PROBLEMA 1S = Estudiar la convergencia de x? (x2-x .
(1-2)"%
Y’ 1/
3 2 h St _ )
SOLUCION PO = x° (x -x;- 1) = X (XB/ X + ])/
(1-x2) " (1-x)"2 (14x)"
] A
v cuando x = 1, fx) ~ ” T = s
(-2 (2)72 (-x"
donde A = -—lsl?- , m =-22- > 1. Entonces nor el criterio de comparacidn
2.

4.2, concluimos que la integral dada es divergente.
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00
PROBLEMA 16 Probar que la integral A = f .ﬁ!}:—&-dx es conver
gente 1

SOLUCION
b b b
%, i 1im ’[ sen x dx = 1lim cos x| +f cos x dx
B 54 X b i b4 0 1 x2
-]
=(cosl - 1im <88 b) ¥ f €08 X 4x
b+ + o 1 )8
w0
=cosl+f £OS X _ dx .
1 x2
o0
La integral f -C—o-iz-’-(-dx es convergente por el criterio de comparacidn
1 X
-]
ya que %’5— < —1!- y i -d%— es convergente. °‘Por lo tanto,
®- X X

la integral dada es convergente.

1
PROBLEMA 17 Determinar si la integral ‘L‘ .s_eﬁ dx es convergente.

/s
SOLUCION ia funcidn f(x) = -SﬁT' es continua v 2 0 en (0,1} .
- = 1,
Ademds cuando x + 0, f(x) = X = X = X ~+ = -A—,
sen X sen x sen x /2 xMm
x x
donde A =1, m='%-<l,pues lim--s—e?(—-:&-=== 1 s

x>0

Luego, por el criterio 4.2, la integral dada es convergente.



'PROBLEMAS RESUFELTOS

PROBLEMA 18. Hallar el valor de c¢ para el cual la integral

I= =z - 1 ) dx es convergente. Hallar el valor de la
2 2x+1
x“+1
integral.
SOLUCION. b
Para b > 0 se tiene ( £X - —I—-)dx
2 2x+1
<+ 1
0
b

- ol ok - L = S (b241) -4
2]n(x + 1) 5 In (2x+1) 2]n(b +1) Th(2b+l)

s Smb2.(14-) b 2+
2 b2 2 b
b .
- Inb® /2+|:%1n(1+-1—) -%h(ui):]
v? b

cuando b++ = el término | ] tiende al valor =-==in2. Luego, la in

2
. il
tegral I es convergente si y s8lo si 1lim bE* k = L cumple O<L<+x=
1 b>+=
Pero cuando ¢ <T , L=0
c = -;- , L=1
c >%~ , L=4=,

De donde resulta que I converge solamente cuando ¢ = % y su valor es

I = ]n1-21n2 —-2-an.
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INTEGRALES IMPROPIAS CAP.4

PROBLEMA 19 Sea a > 0. Hallar el valor de la integral

o
1 = L( L B )dx.
(1+a1(2;IE w1

SOLUCION Para b>0 ;e tiene
b b
£ ( X o7y - 2 )dx = ;ln(x+ -1—+x2)— a in(x+1)
(1+ax2) R x+1 & a .
1 1 1 1
= == 1In b+1/—-+b2 - aln(b+1l) - === In =—
T ( a ) (b+1) o E
b o Ty B T ‘/1+”1 J = & fn b (4 + = I ilg
/a 2 A

i
va 1 1 1 1
= In b —1n(1l 1 + e - In(l _+——]n/
"{ﬁ; VAR A A }

cuando b ++ = 1la expresidn [ ] tiende a - In 2 Ya

Luego, la
A i

-a
integral I es convergente si y sélo si lim b'/a_

= L cumple O<L<+w,
b++w

Ahora bien, tenemos

a<-—!—-,L-+e
Va

a-:—l—-,le
Ya
1

a4 D>we—— L= 0,
/a

de donde resulta que el {Gnico valor
i
Ya

de a para el cual I es convergente es

o = s Yy en este caso

1 = h1’+-—£—]n2/; =

e .
Ja va
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PROBL.EMA 20

PROBLEMAS RESUELTOS

Hallar los valores de p y q para los cuales la integral
® __d
I = —_—F s convergente.
o =P (14x)9
SOLUCION La funcidn f(x) = es continua en 0 <x < 4o,
xP (14x)P

1 ©0
Se tiene I = f f(x)dx + f f(x)dx.
0 1

1
Paso 1 Convergencia de la integral I, = f f(x)dx .
0

Cuando x =0,

1

1+4x = 1 y f(x) ~ = T

donde A= w=—=, @m=p.

24
Luego, por el cr

p<1 .

iterio 4.2, la integral I, es comvergente si y sdlo si
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Paso 2 Convergencia de la integral I, = -L‘ f(x)dx .

Cuando X > +o, f(x) =

donde A=1,
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m = p+q .

Luego, por el criterio 4.3, I, es convergente 8i y sélo 8i m=piq > 1

o 1-q<p.

Asi, la integral dada es convergente si y sdlo si l-q <p <1 .
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