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Presentacion

Durante tres dias de intensa actividad asistimos a la
celebracion del 11l Coloquio Internacional sobre Ensefianza
de las Matematicas desarrollado en la Pontificia Universidad
Catolica del Pert en el mes de febrero del 2008.

Este evento académico, dirigido fundamentalmente a
profesores universitarios, de institutos superiores y de
educacion secundaria, tuvo como principal finalidad brindar a
los participantes la oportunidad de ampliar sus conocimientos
acerca de la Didactica de las Matematicas y de la evolucion
de esta disciplina.

Se trataron temas relacionados con Las Matematicas en el
Contexto de las Ciencias, Los Entornos Informaticos para el
Aprendizaje de las Matematicas, La Formaciéon de
Profesores, Las Actitudes hacia las Matematicas y la
Estadistica, EI Enfoque Ontosemiotico para la Cognicién en
Instruccion Matematica y La intuicion y Rigor en la
Ensefianza y el Aprendizaje de las Matemaéticas.

En esta oportunidad se presentaron 5 Conferencias Plenarias,
2 Cursos, 8 Talleres, 12 Reportes de Investigacion, 8
Socializaciones de Experiencias y una Mesa Redonda. Los
Reportes de Investigacion fueron sometidos a un proceso de
evaluacion a cargo del Comité Académico.

Este libro presenta un resumen de las actividades
mencionadas y se ha organizado de la siguiente manera:
Presentacion
indice
Avrticulos en extenso correspondientes a:
e Conferencias Plenarias
Cursos
Talleres
Reportes de Investigacion
Socializacién de Experiencias



El Comité Organizador del 111 Coloquio Internacional sobre
Ensefianza de las Matematicas quiere agradecer a todos los
participantes que, con su presencia, mostraron su confianza
en encontrar en este evento un espacio de calidad para la
reflexion sobre su practica docente; esperamos no haberlos
defraudado.

Expresamos un agradecimiento especial para la Pontificia
Universidad Catdlica del Pert que con su apoyo incondicional,
a través de sus autoridades, nos brinda las mejores condiciones
para poder seguir realizando eventos de esta naturaleza.

El Comité Organizador



Convocan:

< Instituto de Investigacién para la Ensefianza de las
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Actitudes hacia la Matematica-
Estadistica: Una revision de
trabajos

Jorge Luis Bazan Guzman
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Resumen

El estudio de las actitudes hacia la matematica ha sido un
aspecto de mucha relevancia en la educacion escolar y
universitaria desde los afios 50 del siglo pasado. Entre los
Investigadores pioneros se pueden citar a Dutton (1951) y
Aiken y Dreger (1961) quienes establecieron la importancia
de evaluar las actitudes dada su relacion directa con el
rendimiento en Matematica. Posteriormente este tipo de
preocupacion se ha traslado hacia la Estadistica, conforme el
interés creciente en la Educacién estadistica. Asi se puede
considerar como un trabajo inicial la elaboracion de una
escala para medir las actitudes hacia la estadistica de Roberts
y Bilderback (1980) sin embargo de manera excepcional y
muy temprana se puede citar el trabajo de Bending y Hughes
(1954).

Actualmente como observa Carmona (2004) para el caso de
la actitud hacia la estadistica, existen diversas escalas
desarrolladas para medir las actitudes, las cuales presentan
diferentes marcos conceptuales. No obstante, en la mayoria
de los casos hay una cierta coincidencia de ubicar las
actitudes hacia la matemética o estadistica como parte del
dominio afectivo de la Matematica (Mc Leod, 1992, 1994).

En este trabajo se revisan trabajos empiricos conducidos por
el autor y colaboradores en los dltimos afios (Bazan, 1997;
Aparicio y Bazan, 1997, Bazdn y Sotero, 1998; Bazan,
Espinosa y Farro, 2003; Aparicio y Bazan, 2004; Aparicio y
Bazéan, 2006, Bazan y Aparicio, 2007, Baz&n y Malaspina,



2008), en diferentes poblaciones y con diferentes propositos.
El objetivo es mostrar el caracter evolutivo del desarrollo de
esta linea de investigacion acercandonos a partir de este
conjunto de trabajos empirico a una definicion de las
actitudes hacia la matematica y estadistica propuesta
recientemente en Bazan y Aparicio, 2007).

El articulo estd organizado de la siguiente manera. En la
seccion 1 se presentan algunas experiencias empiricas en el
estudio de actitudes hacia la matematica y estadistica
desarrolladas por el autor y colaboradores. En la seccion 2 se
presenta una reflexion para la actitud hacia la matematica y
estadistica a partir de la revision de la literatura acerca de las
concepciones predominantes en la afectividad y la actitud. En
la seccibn 3 se presenta una aproximacion para el
entendimiento de las actitudes dentro de un modelo de
aprendizaje. El articulo concluye con comentarios finales.

1. Experiencias empiricas en el estudio de actitudes
hacia la matematica y estadistica

En esta seccidn se presentan cuatro estudios empiricos sobre
las actitudes hacia la matematica y la estadistica hechos con
ingresantes universitarios, profesores de escuela y escolares.

Una primera experiencia: Actitudes hacia la Matematica
en ingresantes universitarios

En 1995 desarrollamos un estudio de las actitudes hacia las
matematicas universitarias en ingresantes a una universidad.
Para ello se elabor6 una escala de actitudes hacia la
matematica la cual fue aplicada a 256 ingresantes a
profesiones agrarias de una universidad publica del Perd, en
la primera semana de clases.

Los diferentes resultados del estudio aparecieron en Bazan
(1997) Aparicio & Bazan (1997), Bazan y Sotero. (1998). En
el primer estudio citado el énfasis fue metodoldgico,
presentandose los principales fundamentos y detalles acerca
de la elaboracion de la Escala de Actitudes hacia la
Matematica universitaria (EAHMU). En el segundo estudio el



énfasis fue psicoldgico dandose detalles de los principales hallazgos
en la actitud y en las comparaciones segun diferentes caracteristicas,
como sexo, especialidad y edad del ingresante. Finalmente en el tercer
estudio se presentaron los principales resultados y las implicancias
educacionales de los mismos.

Aqui la actitud hacia la matemética fue definida como el fenémeno
que involucra sentimientos (componente afectivo), creencias
(componente cognitivo) y las tendencias de los alumnos a actuar de
manera particular, acercandose o alejandose del objeto matematicas
(componente comportamental). En dicha actitud se hallan
contenidos varios aspectos que definen dimensiones tales como:
dimensién afectividad, que refleja el agrado o desagrado hacia el
curso de matematica, dimension aplicabilidad, que refleja la
valoracion al curso de matematica, dimension habilidad, que refleja
la confianza en la propia habilidad matematica, dimension ansiedad
que refleja las reacciones comportamentales frente al curso.

Con esto se logré una escala para medir las actitudes hacia la
matematica que presentaba una buena confiabilidad, que
presentaba validez de constructo y de contenido

Un balance de esta experiencia es que se encontré que los
ingresantes universitarios presentaban actitudes desfavorables
hacia la matematica, que estas no diferian entre hombres y
mujeres ni por especialidades excepto en la dimension D2
(Aplicabilidad), y que se podrian conformar tres grupos de
actitudes conforme la edad. Los muy jovenes (16 afios), con
actitudes mas negativas, los siguientes (17 a 19 afios) con
actitudes no negativas y finalmente los mayores (de 20 a
mas) con actitudes nuevamente negativas.

Aungue este estudio no incluyo una variable de rendimiento
en el estudio, se pudo comprobar altas tasas de alumnos
desaprobados en el curso de matematica al final del semestre.

Una segunda experiencia: Actitudes hacia la Matematica
en escolares y su relacién con el rendimiento (1998)

En 1998 se desarrolld un estudio de las actitudes hacia las
matematicas escolares en escolares peruanos y su relacién
con el rendimiento académico. Para ello se elaboré una



encuesta de indicadores de actitudes. Esta encuesta fue
aplicada a 64000 alumnos del sistema escolar peruano entre
alumnos de 4to y 6to de primaria y de 4to y 5to de
secundaria. Alumnos de escuelas urbanos y rurales, y
escuelas publicas y privadas.

Los resultados de dicho estudio aparecen en Bazan,
Espinosa y Farro (2002). Entre los indicadores considerados
estd el Temor-Seguridad, Gusto-desagrado, Nivel de
comprension, percepcion de competencia. Estos indicadores
llevaron a cuatro perfiles mas o menos estables entre los
diferentes grados.

En un primer perfil, que podemos denominar de actitud de
rechazo 0 muy negativa por la matematica, se ubicaron los
estudiantes que presentaban temor a la Matemaética, en un
segundo perfil, que podemos denominar de actitud de
desagrado o negativa por la matematica, los que perciben a
la matematica como dificil, les desagrada y manifiestan un
nivel de comprension medio a bajo), en el tercer perfil, que
podemos denominar como de actitud de agrado o positiva
por la matematica, se ubican los que se sienten seguros y
muestran comprension alta, y finalmente en un cuarto perfil,
que podemos denominar como de actitud de aceptacion o
muy positiva por la matemética, los que se perciben
competentes, les gusta la matematica y manifiestan una alta
comprension.

Sobre la base de dicho perfil claramente se encontraron
diferencias en el rendimiento en Matematica para todos los
grados. En cada perfil de actitud las diferencias en el
rendimiento siempre fueron favorables a los alumnos de
escuelas no estatales tanto en primaria como en secundaria
pero no se encontraron diferencias de género.

Un resultado del estudio es que los indicadores de actitud no
permanecian en los mismos niveles conforme los grados
escolares. En general se encontrd que las respuestas
positivas en los indicadores de actitud como percepcién de
comprension positiva, nivel de agrado, percepcion de
competencia, nivel de seguridad, decrecian del 4to al 6to de



primaria y de estos al 4to y 5to de secundaria en ese orden.
Esto indicaria que conforme los grados las actitudes mas
positivas son menos frecuentes en el &mbito escolar.

Finalmente, un resultado bastante importante es el
diferencial en el rendimiento en Matematica segln
respuestas favorables y respuestas desfavorables en los
indicadores de actitud. Asi se encuentran diferencias entre
3% y 8% en el puntaje de rendimiento entre quienes
presentan una actitud mas favorable respecto de aquellos
gue presentan una actitud desfavorable para los diferentes
grados en los cuatro indicadores. Los porcentajes mas altos
ocurren entre los que tienen percepcion de comprension 'y
competencia mas favorable que sus pares con percepcion de
comprension y competencia desfavorable (7 % y 6 % en
promedio entre los diferentes grados).

Una tercera experiencia: Actitudes hacia la Estadistica en
profesores

Entre el afio 2003 y 2004 se realiz6 un estudio de la actitud
hacia la estadistica y su relacién con el rendimiento al inicio
y al final de un curso, entre profesores de escuelas publicas
de Lima y provincias que recibian formacion complementaria
para optar el titulo de profesor.

En el estudio se adapt6 dos escalas, de Estrada (2002) y
Cazorla et al (1999) vy participaron hasta 87 profesores que
cursaban una asignatura de estadistica, en un curso de
complementacion académica.

Los principales hallazgos de este estudio fueron presentados
en Aparicio, Bazan y Abdounur (2004) y Aparicio y Bazan
(2006). En general se encontré una mejora significativa de la
actitud medida por las dos escalas usadas entre el inicio del
curso y el final del mismo. También se encontré una mejor
correlacion entra la actitud inicial y la nota final del curso
mostrando evidencias del caracter predictivo de la actitud.
Llama la atencion los cambios favorables observados en
determinados items de actitud y la falta de cambios en otros
items.



Una cuarta experiencia: Actitud hacia la matematica
entre ingresantes universitarios

En el 2007 fue realizado un estudio de las actitudes hacia las
matematicas escolares en ingresantes a una universidad. Para ell6 se
elaboré una encuesta de indicadores de actitudes tomados del
estudio de Bazan, Espinosa y Farro (2003) y Bazan (1997).
Participaron 340 ingresantes a profesiones de humanidades, ciencias
e ingenieria de una universidad privada.

Los resultados que aparecen en Malaspina y Bazan (2008) indican
que se encuentran diferencias significativas en tres de los cuatro
indicadores de actitud. Asi mas estudiantes de ciencias muestran
indicadores de actitud positivos de percepcion de competencia y de
agrado hacia la matemética que sus pares de letras, aunque estos
Gltimos son mayoritarios en su percepcion de dificultad que sus
pares de ciencias.

Donde no se observan diferencias es en el porcentaje de estudiantes
con niveles de inseguridad declarados en ambos grupos, que es de
34 %'y 31 % para ingresantes a Letras y Ciencias respectivamente.

2. Una reflexién a partir de la revision de la literatura

Recientemente, en Bazan y Aparicio (2007) y en Aparicio y
Bazéan (2008) hemos iniciado una reflexion acerca de las actitudes
hacia la matemética y estadistica considerando que el estudio de
las actitudes no solo tiene sentido en la medida en que contribuye
a caracterizar mejor o con méas amplitud el fenémeno educativo,
sino también porque su estudio puede contribuir como un
instrumento que caracterice la eficacia del proceso educativo en
general. Por ello es necesario estudiar las actitudes dentro de un
modelo de aprendizaje.

Parte de esa reflexion sera presentada en la siguiente seccion.
Antes, revisemos las concepciones predominantes acerca de
la Afectividad y las actitudes.

Concepciones predominantes de la Afectividad

La afectividad, siempre aparece ligada a la educacion y el
papel del educador es considerado importante y tiene mucha



relacion con cuestiones de la afectividad. Sin embargo no es
una tarea facil tratar de dar una definicion y especialmente
cuando se habla del aprendizaje de las matematicas y de las
asignaturas de ciencia en general.

Existe una gran divergencia en cuanto a la conceptualizacion de
los fenémenos afectivos. En la literatura se encuentra
eventualmente la utilizacién de los términos afecto, emocion y
sentimiento, aparentemente como sinénimos. También, en la
mayoria de las veces, el t&rmino emocion se encuentra relacionado
con el componente biologico del comportamiento humano,
refiriendose a una agitacion y/o una reaccion de orden fisica.

Si miramos la psicologia observamos que la afectividad ha
cumplido diferentes roles en los las diversas teorias
psicoldgicas. Asi por ejemplo Piaget (1977) considera el
desarrollo intelectual como un proceso que comprende un
aspecto cognitivo y un aspecto afectivo. Sin embargo se
centra mas en el aspecto cognitivo. Por otro lado, en la
psicogenética de Wallon (1984) la dimensién afectiva ocupa
un lugar central, tanto del punto de vista de la construccion
de la persona cuanto del conocimiento. La afectividad, en
esta perspectiva, no es apenas una de las dimensiones de la
persona: ella es también una fase del desarrollo. Finalmente,
Vygotsky (1991), propone que el pensamiento tiene su
origen en la esfera de la motivacion, la cual incluye
inclinaciones, necesidades, intereses, impulsos, afecto y
emocion. En esta esfera estaria la razon dltima del
pensamiento y, asi, una comprension completa del
pensamiento humano solo es posible cuando se comprende
su base afectivo-volitiva.

Si nos acercamos a la literatura en Educacién Matematica
identificamos los sucesivos aportes de Mc Leod (1989,
1992,1994) el cual define el afecto o dominio afectivo como:
“un extenso conjunto de sentimientos y estados de animo,
que son generalmente considerados como algo diferente de la
pura cognicion”. El considera como descriptores especificos
de este dominio, las creencias, las actitudes y las emociones.
Donde las emociones estan en un lado mas afectivo y menos



estable y en el otro extremo se ubican las creencias que son
mas cognitivas y mas estables. Entre ambos descriptores se
ubica la actitud.

Aunque esta propuesta es muy importante en la educacién
matematica y ha sido usada en muchos trabajos, ha sufrido
criticas. Por ello en el CERME4 (Congreso de la European
Society for Research in Mathematics Education, 2005) el
grupo de trabajo en Afecto adoptd el modelo de DeBellis &
Goldin (1997) mejorado en DeBellis & Goldin (2006)
reproducido abajo.

| Social & cultural o | Externa .
o conditons T Y/ “\ contextual fastors |
K ) -
| - ! . . _ -
T Beliefs S —
of 4
others
Atitudes | Beliefs Emotional
of . states
others of others
Attitudes Emotional

[
" | stales
>

‘ Values/moralsethics

Values'morals/ethics I
of others

Figura 1. Un modelo tetraédrico para describir el dominio
afectivo tomado de DeBellis & Goldin (2006)

Consideramos que la afectividad debe ser abordada con una
significacion mas amplia, refiriéndose a las vivencias de los
individuos y a las formas de expresién mas compleja y



esencialmente humana y no de orden biologico-ernegético
como se observa en las concepciones de Piaget y Wallon.

También consideramos que existe confusion al ubicar las actitudes
como descriptor de la Afectividad como es dado en Mc Leod y
DeBellis & Goldin. Ademas que estos planteamientos no cubren
todo el campo atribuible a la afectividad, motivacion,
sentimientos, humor, concepciones, interés, ansiedad y opiniones

Nuestra propuesta estd mas relacionada a la de Vigotsky que
reconocié que la afectividad se relaciona con otros sistemas
ademas de la cognicion, que es expresada en la seccion 3.

Concepciones predominantes acerca de las Actitudes

Como es reportado en la literatura la actitud es un aspecto
importante de la educacién. Un estudiante, por ejemplo,
delante de una situacion de aprendizaje tiene una reaccion
positiva 0 negativa, de acuerdo con sus creencias acerca de si
mismo y de la asignatura que esta cursando. Si la situacién se
repite muchas veces, produciéndose el mismo tipo de
reaccion afectiva (frustracion, satisfaccion, etc), esta reaccién
puede convertirse en una actitud y esas actitudes generadas
influyen en las creencias y contribuyen a su formacion.

Algunas definiciones predominantes de la actitud son
mostradas a continuacion

Auzmendi (1992), considera que las actitudes son aspectos
no directamente observables, compuesto por las creencias,
sentimientos y predisposiciones comportamentales en
relacion al objeto.

Por otro lado Ruffel et al (1998), indica que las actitudes son
una disposicién de responder de manera favorable o no en
relacion al objeto, persona, institucion o acontecimiento.

También MclLeod (1992), indica que las actitudes son
respuestas positivas o negativas, producidas durante el
proceso del aprendizaje. Las actitudes son respuestas
relativamente mas estables, o sentimientos mas intensos que
se forman por repeticion de respuestas emocionales y se
automatizan con el tiempo.



Finalmente Gal y Garfield (1997), consideran que las
actitudes a la matematica son una suma de emociones y
sentimientos que se experimentan durante el periodo del
aprendizaje de esta asignatura- la actitud representa una
relacién mas amplia entre un objeto y un sujeto.

En nuestro caso, cuando nos referimos a la actitud a la
Matematica-Estadistica, ésta es el objeto. La persona que
tiene la actitud es el sujeto.

De las anteriores concepciones podemos percibir algunas
cosas en comun en relacion a las actitudes:

La actitud seria una cierta predisposicion del sujeto, o no para
algo; una aceptacion o no; una cierta manifestacion positiva o
negativa; una aproximacion o alejamiento; un sentimiento
favorable o desfavorable. Esto no se ajusta a la definicion
dada por Gal et al (1997) que considera que las actitudes
como “suma de emociones Yy sentimientos que se
experimentan durante el periodo del aprendizaje de la
asignatura objeto de estudio” que enfatiza aspectos
exclusivamente afectivos y emotivos.

Consideramos que las actitudes siempre se expresan positiva
0 negativamente y pueden representar sentimientos
vinculados externamente a la asignatura (profesor, actividad,
libro, etc) pero no se restringen a la afectividad sino que
involucran pensamientos, evaluaciones, valoraciones y
disposiciones a la accion que hacen parte de otros
componentes de la personalidad como veremos después.

Consideramos que esta actitud envuelve diferentes planos o
sistemas de la personalidad y no solamente dominios
afectivos.

3. Una aproximacion para el entendimiento de las
actitudes dentro de un modelo de aprendizaje

Para proponer un modelo de aprendizaje donde se ubique las
actitudes debemos distinguir el plano representacional del
plano procedimental.
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En el plano de las representaciones nos referimos a los
aspectos estructurales que son predominantemente de entrada
asi tenemos a las disposiciones afectivas, aptitudes cognitivas
y las actitudes conativas y en el plano procedimental nos
referimos a la actividad que es predominantemente de salida
y en el estan las emociones, lo productivo y lo volitivo.

Ambos planos segln Ortiz (1994) forman los sistemas de la
personalidad el sistema afectivo-emotivo, el sistema
cognitivo- productivo y el sistema conativo-volitivo.

Segun Ortiz (1994) en el sistema afectivo-emotivo las clases
de informacidn que codifica y procesa este sistema psiquico
son los afectos y sentimientos. En el plano de las
representaciones, a nivel subconsciente estas clases de
informacién se estructuran en las disposiciones afectivas, y
en el plano de los procedimientos se organizan en las
emociones de la personalidad.

En el sistema cognitivo-productivo los tipos de informacién
que se codifican y procesan son las imagenes y los conceptos,
los cuales se estructuran en el plano de las representaciones
subconscientes como las aptitudes cognitivas, y en el plano
de los procedimientos como las habilidades productivas o
creativas de la personalidad.

En el sistema conativo-volitivo se codifica y procesa las
clases de informacion que llamamos motivos y valores, los
que se estructuran en el plano de las representaciones de
nivel subconsciente como las actitudes conativas, y en el
plano de los procedimientos como los procesos volitivos de
decisién de la personalidad.

El rol de los sistemas de personalidad desde el punto de vista
del desarrollo aparece en la figura siguiente:
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SIST. CONATIVO

SIST. COGNITIVO

SIST. AFECTIVO

INFANCIA: NINEZ: ADOLESCENCIA:

LOS SENTIMIENTOS LOS CONOCIMIENTOS LAS MOTIVACIONES
REFLEJAN LA REFLEJAN REFLEJAN
ESTRUCTURA LA ESTRUCTURA LA ESTRUCTURA
TRADICIONAL CULTURAL ECONOMICA

Figura 2. El desarrollo de la Conciencia y la Personalidad
refleja la Historia de la Sociedad (Ortiz, 1994 y 1997)

Para entender las actitudes debemos enfatizar el plano
representacional antes que el plano procedimental del modelo
de Ortiz (1994), considerando que las actitudes son
predominantemente disposiciones de evaluacion “de entrada”
antes que acciones o actividades de “salida” y otro aspecto
que es importante diferenciar dentro de nuestra propuesta de
un modelo de aprendizaje es la informacion social de la
informacion psiquica.

En nuestra propuesta estamos mas interesados en el
entendimiento de los tipos de representaciones con el
aprendizaje dentro de un contexto social y no solamente con
el entendimiento de la personalidad humana. Para detalles de
esta teoria y sus implicancias educativas.

Los aspectos enunciados nos permiten presentar un modelo
de aprendizaje donde es posible ubicar las actitudes. Nuestra
propuesta es sintetiza en la siguiente figura, presentada en
Bazéan y Aparicio (2007).
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Figura 3. Las actitudes hacia la Matematica-Estadistica
dentro de un modelo de aprendizaje tomado de Bazan y
Aparicio (2007)

Desde el punto de vista del Aprendizaje de las Matematica-
Estadistica, estamos interesados en las expresiones de
pensamiento dentro del componente cognitivo. Asimismo
por las emociones y sentimientos dentro del componente
afectivo y por las actuaciones dentro del componente
volitivo.

Para nosotros, la afectividad se constituye en un proceso
interno que esta situado en el plano representacional y esta
representado por las disposiciones afectivas y junto al plano
procedimental representado por las emociones de la
personalidad dara lugar a un sistema afectivo-emotivo el cual
codifica y procesa afectos y sentimientos. Pero existe otro
componente importante en la personalidad del individuo que
es el componente conativo el cual codifica y procesa las
clases de informacion que llamamos motivos y valores, aqui
estan situadas las actitudes conativas (Ortiz, 1994).

En este marco las actitudes aunque tienen una fuerte carga
afectiva en su representacion. Estas seran interiorizadas
como positivas 0 negativas de acuerdo a lo que el sujeto
sienta (considerando el componente afectivo), piense
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(considerando el componente cognitivo) e ideologice
(considerando el componente conativo) sobre el objeto, las
cuales de la misma forma seran evaluadas como positivas o
negativas.

Estas representaciones determinan los procedimientos del
individuo que lo llevan a su accionar o aprendizaje. Asi
determinados aprendizajes de los individuos pueden ser mas
probables que otros dependiendo de si este considera
procedimientos mas productivos, emotivos o volitivos o
ciertas “combinaciones” preferentes de estos.

Pero también, en relacion a la asignatura de Matematica y
Estadistica, el alumno o el profesor puede tener manifestaciones o
negativas o positivas de acuerdo con sus experiencias y
aprendizajes (mediaciones de la informacion social) y las
dificultades tanto en el aprendizaje como en la ensefianza pueden
estar relacionadas con las actitudes que tienen (informacion
psiquica).

Una definicién de actitudes

Una predisposicién del individuo para responder de manera
favorable o desfavorable a wun determinado objeto
(Matematica- Estadistica). La actitud es entonces una
disposicion personal, idiosincrasica, presente en todos los
individuos, dirigida a objetos, eventos o personas, que se
organiza en el plano de las representaciones considerando los
dominios cognitivo, afectivo y conativo. La actitud determina
aprendizajes a través de procedimientos productivos,
emotivos y volitivos elaborados a través de informacion
psiquica y a su vez estos aprendizajes pueden mediar como
informacion social futura para la estabilidad o no de esta
actitud.

Comentarios finales

En este estudio se intenta mostrar un recuento de diversos
trabajos empiricos y una reciente reflexion acerca de una
definicidn de las actitudes hacia la matematica y estadistica.
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Pensamos que a diferencia de la literatura revisada, la
propuesta de definicion presentada permite una definicion
integrada de las actitudes dentro de un modelo de aprendizaje
que incluyera diferentes planos de la actividad humana.

Los trabajos empiricos han mostrado invariablemente que las
actitudes tienen relacién con el rendimiento en matematica
convirtiéndose en un buen predictor de dicho rendimiento. A
pesar de la presencia de otros predictores mucho mas
importantes en el rendimiento como el nivel socioecondmico
consideramos que las actitudes son parte de la labor docente
de los profesores. Asi, estd en las manos del sistema
educativo, escolar y universitario la mejora de esas actitudes.
Las actitudes hacia la matematica-estadistica se muestran
menos favorables conforme los grados y la especializacion
profesional. También notamos que maestros con actitudes
dificilmente no positivas no pueden transmitir actitudes
positivas a sus alumnos. Sin embargo, los estudios también
indican que aln en maestros es posible observar una mejora
de las actitudes.

En la definicidn propuesta arriba para la actitud se ha llevado
a la misma mas alld de la concepcién predominante de la
actitud como componente de la Afectividad. Nos preocupa
cémo se evidencia cierto rechazo hacia la matemética pero
debemos considerar que ese tipo de rechazo no evidencia una
actitud. La actitud es mas que un aspecto emocional.

Considerando el modelo presentado para la definicion de actitudes,
podemos afirmar que las manifestaciones psicolégicas no estan
aisladas del contexto social ni de los componentes cognitivo,
afectivo y conativo, hay cierta integracion destacando mas el
afectivo, el cognitivo o el conativo segln sea el contexto en que se
desarrolle. Con ello se tiene un modelo no sdlo explicativo acerca de
como se forman las actitudes sino también de un modelo para el
cambio de las actitudes negativas.

Considerando el modelo presentado, también se tiene que el
aprendizaje de la Matematica-Estadistica, puede verse
afectada de manera positiva 0 negativa de acuerdo a como el
alumno sienta (afectivo), piense (cognitivo) o ideologice
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(conativo) en relacion a la asignatura y a partir de ello forme
sus actitudes frente a esta asignatura. Es por ello el rol
fundamental del sistema educativo en esta formacion de las
actitudes.

La integracion de los componentes cognitivo, afectivo y
conativo respetando la intensidad de cada uno de ellos en las
manifestaciones del comportamiento y en los diferentes
aspectos de este hara que haya una mayor comprensién del
aprendizaje de la Matematica-Estadistica.

Tanto la afectividad como la inteligencia son mecanismos de
adaptacion, que permiten al individuo la construccion de
nociones sobre las situaciones, los objetos y las personas,
atribuyéndoles atributos, cualidades e valores, pero el afecto
es solo un regulador de la accion, que influencia en las
actitudes del individuo siendo un aspecto importante de ella.
Pero las actitudes, involucran otros sistemas de la
personalidad como son el cognitivo-productivo y el conativo-
volitivo y no puede identificarse sélo como un aspecto de la
afectividad como erréneamente es presentado en la literatura.

Proponemos finalmente que el ambito educativo, escolar,
formacion docente y formacion universitaria debe trabajarse
un sistema curricular que responda de manera adecuada a
esta conceptualizacion y que la evaluacion de los
aprendizajes también siga modelos que reconocen los
diversos sistemas de la personalidad presentados aqui muy
someramente. El aprendizaje como la actitud seran
beneficiadas de este reconocimiento.
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Ensefanza de la Matematica.
Tendencias y perspectivas®

Viceng Font
Universitat de Barcelona

Resumen

En este trabajo se presentan unas breves consideraciones de
como ve el autor algunas de las tendencias actuales en la
ensefianza de las matematicas. Algunas de dichas tendencias
son especificas de la ensefianza de las matematicas, mientras
que otras son aplicables también a la ensefianza de otras
materias.

El texto estd estructurado de la siguiente manera: En el
capitulo 1 se presenta una tarea de un libro de texto que sera
utilizada como contexto de reflexion. En el capitulo 2 se
reflexiona sobre cuéles son las tendencias en la incorporacion
de los nuevos contenidos matematicos. En el capitulo 3 se
reflexiona sobre la tendencia actual a la presentacion de
matematicas contextualizadas. En el capitulo 4, la reflexion
versa sobre la importancia que se da actualmente a la
ensefianza de los procesos matematicos, mientras que en el
capitulo siguiente se comenta la tendencia, de tipo
metodoldgico, hacia una ensefianza-aprendizaje de tipo
constructivista. En el capitulo 6 la reflexion es sobre la
tendencia a la incorporacién de las nuevas Tecnologias de la
Informacion y la Comunicacién (TICs), mientras que en el
siguiente se reflexiona sobre la superacién de una cierta
“ingenuidad” sobre la incorporacion de dichas tecnologias a
los procesos de instruccién. En el capitulo 8, la reflexion es
sobre la tendencia a considerar que Saber matematicas
implica ser competente en su aplicacion a contextos extra-
matematicos. En el capitulo 9 se reflexiona sobre la tendencia

! Texto de la conferencia inaugural del Il Coloquio Internacional
sobre la Ensefianza de las Matematicas, Lima. Febrero del 2008.
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a aceptar el principio de Equidad en la Educacion Matematica
Obligatoria. En el capitulo 10 la reflexion versa sobre las
tendencias en la formacién inicial de profesores de
matematicas de los niveles no universitarios. Por dltimo, en
el capitulo 11 se finaliza con una reflexion sobre una posible
agenda de investigacion sobre algunas de las tendencias
comentadas anteriormente.

1. Los diagramas de Voronoi como contexto de reflexion

Como contexto de reflexion utilizaremos la siguiente tarea
del libro Geometry with applications and proofs (Goddijn,
A., Kindt, M & Reuter, W., 2004, p. I-5) publicado por el
Instituto Freudenthal.

1. Enel desierto.

En la figura de abajo, se muestra parte de un mapa de
un desierto. Hay cinco pozos en esta region. Imaginate
que estas con tu rebafio de ovejas en J, que estas muy
sediento y solo llevas esta mapa contigo.

]

Black Rocks
, v
a"", * )
Leyenda
@,
2 1 =pastoseco
@ = pozo
=y = formacién
rocosa

e =4km

Figura 1. Mapa del desierto

a. ¢Acual de los pozos irias a tomar agua?

No es dificil responder, por supuesto irias al pozo
mas cercano.
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b. Sefiala otros dos lugares desde los cuales irfas al
pozo 2. Escégelos uno alejado del otro.

c. Ahora, eshoza una division del desierto en cinco
partes; cada parte corresponde a uno de los
pozos. Cada parte es el dominio alrededor de un
pozo particular. Cualquier lugar en este dominio
debe estar mas cerca de este pozo que de los otros
pozos.

d. ¢Qué es lo que puedes hacer cuando estas
exactamente sobre la frontera de dos diferentes
dominios?

e. ¢Los dominios de los pozos 1y 5 son contiguos?
0: trata de encontrar un punto el cual esté a la
misma distancia de los pozos 1y 5 pero a mayor
distancia de los demas pozos.

f. En la realidad el desierto es mucho méas grande
de lo que es mostrado en este mapa. Si no hay
otros pozos en todo el desierto que los cinco
pozos mostrados, ¢los dominios de los pozos 3y 4
estan cerca (juntos)?

g. La frontera entre los dominios de los pozos 2 'y 3
corta al segmento de recta entre los pozos 2 y 3
exactamente en la mitad. ¢Algo similar se aplica
a otras fronteras?

h. ¢Qué clase de lineas son las fronteras? ¢Rectas o
curvas?

En este ejercicio se ha dividido un &rea de acuerdo al
principio del vecino més proximo. Hoy en dia,
particiones similares son usadas en ciencias, por
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El

ejemplo, en geologia, forestal, control de
comercializacion, astronomia, robdtica, lingiistica,
cristalografia, meteorologia, por nombrar algunos. A
continuacion estudiaremos el simple caso de dos pozos,
0 realmente dos puntos, puesto que no trataremos con
pozos en otras aplicaciones.

Primera reflexién: (Cudl es la tendencia de los
nuevos contenidos matematicos?

objetivo de los autores del libro Geometry with

applications and proofs es que, como resultado de la tarea
anterior y de las siguientes, los alumnos construyan el objeto
matematico “Diagrama de VVoronoi”.

El poligono de Voronoi .

Poligono de Voronoi
del punto central

de un punto p, V(p), dado

un conjunto de puntos S

se define como la region del

plano mas cercana a p que
a cualquier otro punto de -

S.
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Figura 2. Poligono de Voronoi




Diagrama de Voronoi

Figura 3. Diagrama de Voronoi

Los diagramas de VVoronoi son contenidos correspondientes a
la llamada Geometria Discreta. Los autores del libro que
estamos comentando se propusieron como objetivo la
introduccién de contenidos de Matemdtica Discreta en el
curriculum de la ensefianza no universitaria.

Tal como se sefiala en Guzman (2007), los algoritmos
discretos usados en las ciencias de la computacion y la
modelizacion de diversos fendmenos mediante el ordenador,
ha dado lugar a un traslado de énfasis en la matematica actual
hacia la matematica discreta, lo cual ha tenido como
consecuencia que se escuchen voces proponiendo su
incorporacion a los curriculums de matematicas. Incluso se
considera que determinadas partes de la Matematica Discreta
son lo suficientemente elementales como para poder formar
parte con éxito de la ensefianza no universitaria. La
combinatoria clasica, asi como los aspectos modernos de ella,
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tales como la teoria de grafos o la geometria combinatoria,
junto a la teoria elemental de nimeros se consideran los
candidatos méas adecuados.

Otra tendencia observable es la de dar mas importancia a los
contenidos de Geometria. La necesidad de una recuperacion
de los contenidos geométricos en la ensefianza matematica es
algo en lo que todos los interesados en la ensefianza de las
matematicas parecen coincidir, sin embargo, aun no hay
acuerdo sobre como se debe llevar a cabo.

También se observa la tendencia al aumento de los
contenidos de estadistica y probabilidad. Esta es una
tendencia en la que todos los sistemas educativos parecen
concordar y efectivamente son muchos los paises que
incluyen en sus programas de ensefianza secundaria estas
materias, pero en pocos de ellos esta ensefianza se lleva a
cabo con la eficacia deseada. Las causas de esta deficiente
ensefianza de la Estadistica y la Probabilidad parecen ser, por
una parte, la dificultad misma de las materias en cuestion vy,
por otra parte, una falta de preparaciéon adecuada de los
profesores que han de impartir estas materias.

3. Segunda reflexion: Tendencia a la presentacion de
matematicas contextualizadas

La tarea del desierto que se presenta a los alumnos es una
situacion de tipo extra matematico cuya resolucion permite la
emergencia, entre otros, de un nuevo objeto matemaético: la
particion de un area de acuerdo al principio del vecino mas
préximo. Los autores pretenden presentar una situacion de
contexto extra matematico que sea entendida por el alumno
como un caso particular de un objeto matematico. En este
caso lo particular es extra matematico y lo general es un
objeto matematico.

El libro que estamos comentado es un ejemplo de un tipo de
libros que dan un papel preponderante a las situaciones
problemas contextualizadas y estan claramente enfocados a la
emergencia de nuevos objetos matematicos. Actualmente se
observa una tendencia a la sustitucion de las matematicas
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formalistas por unas matematicas mas empiricas
(contextualizadas, realistas, inductivas, etc.). Estas
matematicas empiricas (contextualizadas, realistas, intuitivas,
etc.) presuponen una cierta concepcion empirica de las
matematicas. Es decir, una concepcion que considera que las
matematicas  son (0 se pueden ensefilar como)
generalizaciones de la experiencia; una concepcién de las
matematicas que supone que, al aprender matematicas,
recurrimos a nuestro bagaje de experiencias sobre el
comportamiento de los objetos materiales.

¢Por qué hay esta tendencia a la introduccion de matematicas
contextualizadas? Las razones que se pueden dar son muchas
y muy variadas. Nos limitaremos a dar dos (Font, 2007). La
primera tiene que ver con un interés de tipo tedrico que va
mucho més all4 de la Didactica de la Matematica, mientras
que la segunda tiene que ver con las investigaciones
realizadas en el ambito de la Didactica de las Matematicas.

La primera razon esta relacionada con la importancia que se
le da al contexto en los intentos para relacionar lo que los
psicologos han aprendido sobre el modo en que los humanos
razonan, sienten, recuerdan, imaginan y deciden con lo que,
por su parte, han aprendido los antropélogos sobre la manera
en que el significado es construido, aprendido, activado y
transformado. En palabras del antrop6logo Geertz, este
intento de relacion “(...) supone el abandono de la idea de
que el cerebro del Homo sapiens es capaz de funcionar
auténomamente, que puede operar con efectividad, o que
puede operar sin mas, como un sistema conducido
endogenamente y que funciona con independencia del
contexto.” (Geertz, 2002, p. 194).

La segunda tiene que ver con el hecho de que la investigacion
en Didctica de las Matematicas ha resaltado la importancia
que se debe dar a la competencia de los alumnos para aplicar
las matemdticas escolares a los contextos extra matematicos
de la vida real.

Para las situaciones extra matematicas que contextualizan un
objeto matematico se han propuesto diferentes nombres y
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clasificaciones. “Problemas contextualizados” (el nombre que
vamos a utilizar en este trabajo), “problemas del mundo real”
“problemas relacionados con el trabajo”, “problemas situados”
son sélo algunos de los diferentes nombres que se da a las tareas
escolares que simulan situaciones del mundo real.

La investigacidn sobre los problemas contextualizados extra
matematicos se ha realizado atendiendo a diferentes objetivos
y metodologias (conocimiento situado, etnomatematicas,
teoria de la actividad, etc.). Por una parte, hay que destacar
las investigaciones cuyo objetivo ha sido comprender mejor
coémo las personas solucionan los problemas en su lugar de
trabajo. Estas investigaciones, de tipo socio-cultural, no se
han preocupado directamente por comparar la resolucion de
problemas en el lugar de trabajo con la resolucion de
problemas contextualizados en las instituciones escolares
(Scribner, 1984 y 1986; Lave, 1988; Pozzi, Noss y Hoyles,
1998). En cambio, otras investigaciones se han interesado en
comparar y contrastar el diferente uso que hacen las personas
de las matematicas en la escuela y en el trabajo (Reed y Lave,
1981; Nunes, Schliemann y Carraher, 1993; Jurdak y Shahin,
1999 y 2001; Jurdak, 2006, Diez 2004).

Estas investigaciones muestran, con ejemplos concretos, que
hay una brecha importante entre las matematicas que se
explican en la escuela y las que las personas hacen servir en
su vida cotidiana. Para Diez (2004) la existencia de esta
brecha es uno de los motivos que explican las actitudes
negativas que muchas personas desarrollan hacia las
matematicas (D’Amore y Fandifio Pinilla, 2001).

En general, los estudios citados anteriormente han puesto de
manifiesto que las matematicas informales e idiosincrasicas
son las dominantes en la resolucién de problemas en la vida
cotidiana y en el mundo laboral, mientras que las
matematicas mas formales son las que predominan en la
escuela. Algunos de estos estudios han puesto de manifiesto
que las personas que fracasan en situaciones matematicas
escolares, pueden ser extraordinariamente competentes en
actividades de la vida diaria que implican el uso del mismo
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contenido matematico (Lave, 1988 y Scribner, 1984). En
situaciones de la vida real en las que las personas se sienten
implicadas se ha observado que éstas utilizan matematicas
"propias” que pueden ser muy diferentes a las que estudiaron
en la escuela. En estas situaciones el problema y la solucion
se generan simultaneamente y la persona estd implicada
cognitiva, emocional y socialmente.

Estos fendmenos ponen de manifiesto que los conocimientos
se construyen usandolos en contextos reales. En la vida diaria
los problemas son concretos y solo se pueden resolver si las
personas los consideran como problemas a resolver. También
plantean un problema tedrico para la investigacion en
Didactica de las Matematicas: la transferencia del
conocimiento usado o generado en un contexto a otro
contexto diferente y mas en concreto, el problema de la
transferencia del conocimiento aprendido en la escuela a las
situaciones practicas de la vida cotidiana y viceversa (Civil,
1992; Evans, 1998; Gonzalez, Andrade y Carson, 2001; Diez,
2004).

Las referencias citadas anteriormente no pretenden ser una
revision exhaustiva de la literatura sobre la contextualizacion.
En este trabajo nos interesan, sobre todo, destacar algunas
investigaciones, como por ejemplo, las que se han
preocupado por la introduccion de los problemas
contextualizados en el curriculum. Entre éstas destaca el
proyecto desarrollado en el instituto Freudenthal “Realistic
Mathematics Education” (Gravemeijer, 1994; De Lange,
1996). Este enfoque de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas concibe la actividad matematica como una
actividad humana mas, por lo cual se considera que “saber
matematicas” es “hacer matematicas”, lo cual comporta, entre
otros aspectos, la resolucion de problemas de la vida
cotidiana. Uno de sus principios basicos afirma que para
conseguir una actividad matematica significativa hay que
partir de la experiencia real de los estudiantes (Freudenthal,
1983). Otros principios importantes son que hay que dar al
estudiante la oportunidad de reinventar los conceptos
matematicos y que el proceso de ensefianza-aprendizaje debe
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ser muy interactivo. Segin De Lange (1996), basicamente se
dan cuatro razones para integrar los problemas contextualizados
en el curriculum: a) facilitan el aprendizaje de las matematicas, b)
desarrollan las competencias de los ciudadanos, ¢) desarrollan las
competencias y actitudes generales asociadas a la resolucién de
problemas y d) permiten ver a los estudiantes la utilidad de las
matematicas para resolver tanto situaciones de otras areas como
situaciones de la vida cotidiana.

Para finalizar esta breve revisién, queremos destacar también
las evaluaciones internacionales sobre la competencia de los
alumnos para aplicar las matematicas a situaciones de la vida
cotidiana como el informe Pisa 2003 (OCDE, 2004).

4. Tercera reflexion: Tendencia a dar importancia a la
ensefianza de los procesos matematicos

Una de las tendencias actuales es la importancia que se da a la
ensefianza de los procesos de pensamiento propios de la
matematica. Ya no se considera que la ensefianza sea una mera
transferencia de contenidos. Actualmente se considera que las
matematicas son una ciencia en la que el método claramente
predomina sobre el contenido. Por ello, se concede una gran
importancia al estudio de los procesos matematicos, en
especial a los megaprocesos “Resolucion de Problemas” y
“Modelizacion”.

La tarea del desierto que estamos considerando es la primera
actividad de una secuencia de actividades que pretende ensefiar
el proceso de modelizacion. Normalmente se considera que el
proceso de modelizacion sigue las cinco fases siguientes: 1)
Observacion de la realidad. 2) Descripcion simplificada de la
realidad. 3) Construccion de un modelo. 4) Trabajo matematico
con el modelo. 5) Interpretacion de resultados en la realidad.

El proceso de modelizacion o de matematizacion también se
puede entender como el resultado de otros dos procesos: la
matematizacion horizontal y la matematizacion vertical (Treffer,
1978; citado en Freudenthal, 1991). La matematizacion
horizontal, lleva del mundo real al mundo de los simbolos y hace
posible el tratar matematicamente un conjunto de problemas. En
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este proceso se combinan, entre otros, los siguientes
procesos: 1) identificar las matematicas en situaciones
problemas, 2) esquematizar, 3) formular y visualizar un
problema de varias maneras. 4) descubrir relaciones y
regularidades. 5) reconocer aspectos isomorfos en diferentes
problemas. 6) transferir un problema real a un modelo

matematico conocido.

La matematizacion vertical, consiste en el tratamiento
especificamente matematico de las situaciones, y para ello
son necesarios, entre otros, los siguientes procesos: 1)
representar una relaciéon mediante una férmula, 2) utilizar
diferentes modelos, 3) refinar y ajustar modelos, 4)
combinar e integrar modelos, 5) probar regularidades, 6)
formular un concepto matematico nuevo. 7) generalizar, etc.

En estos momentos se puede decir que la comunidad que se
dedica a la educacién matematica es consciente que los
procesos matematicos son densos en la actividad matematica
y que el proceso de ensefianza-aprendizaje tiene que tenerlos
en cuenta. Basta fijarse en la tarea del desierto para observar
la cantidad de procesos que son activados en su resolucién.

Problema
estructurado

y
racionalizado

Matematizacion
vertical

Problema
del mundo
real

Problema del
mundo
matemético

Matematizacion
horizontal

Figura 4. Proceso de Matematizacion
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El analisis detallado de la actividad necesaria para resolver la
tarea del desierto muestra que se ponen en juego muchos
procesos que no detallaremos aqui por cuestiones de espacio.
Nos limitaremos a hacer observar (Font y Contreras, 2008)
que en el comentario final los autores primero generan un
proceso encubierto de idealizacion (el desierto se convierte
en un area) y después establecen la relacién particular general
entre la situacidn idealizada y el objeto matematico “En este
ejercicio se ha dividido un &rea de acuerdo al principio del
vecino mas préximo”. La manera de presentar lo general al
alumno es el resultado de una abstraccion aditiva, puesto que
consiste en la reunidon en un mismo conjunto de diversos
elementos “Hoy en dia, particiones similares son usadas en
ciencias, por ejemplo, en geologia, forestal, control de
comercializacién,  astronomia,  robética, linglistica,
cristalografia, meteorologia, por nombrar algunos”. A
continuacion se realiza un proceso de particularizacion
cuando se anuncia que se va a tratar a continuacion el caso de
dos pozos “A continuacion estudiaremos el simple caso de
dos pozos” y uno de idealizacion explicito cuando los dos
pozos se convierten en puntos “(...) o realmente dos puntos,
puesto que no trataremos con pozos en otras aplicaciones.”

particiones similares: geologia,
forestal, astronomia, robotica, etc

generalizacion

particularizacion

prablema 5 pozas

problema 2 pozas

idealizacion

problema 2 puntos

Figura 5. Procesos de generalizacion, particularizacion e
idealizacion
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5. Cuarta reflexién: Tendencia hacia una ensefianza-
aprendizaje de tipo activo (constructivista).

Actualmente podemos observar una tendencia hacia una
ensefianza-aprendizaje de tipo activo (constructivista). Mas
en general, hay una tendencia a tener en cuenta ciertos
aspectos psicopedagogicos. Si nos fijamos en el texto de la
tarea que estamos analizando, vemos que éste esta dividido,
explicitamente, en dos partes: 1) El enunciado del problema y
2) el comentario que sigue a continuacion. El enunciado del
problema pretende generar un proceso de personalizacion (en
el sentido de que el alumno construya, entre otros aspectos, el
objeto matemético “particion de un é&rea de acuerdo al
principio del vecino mas préximo”). En cambio, el
comentario posterior pretende “institucionalizar” este objeto
matematico, en el sentido de que sea algo conocido por toda
la clase, es decir pasa a “existir” en el aula como objeto
matematico (Font, Rubio y Contreras, 2008).

Actualmente hay una tendencia a aceptar que el aprendizaje
no es una simple reproduccién del contenido que se ha de
aprender, sino que implica un proceso de construccion o
reconstruccién en el que las aportaciones de los alumnos
juegan un papel decisivo. Este punto de vista sobre el
aprendizaje conlleva la tendencia hacia una ensefianza en la
que el papel del profesor es mas complejo, ya que, ademas de
favorecer en sus alumnos la construccion de significados,
tiene que orientarla en la direccién que marcan los contenidos
del aprendizaje.

Aceptar que la ensefianza estd mediatizada por la actividad
constructiva de los alumnos obliga a sustituir la imagen
cléasica del profesor como transmisor de conocimientos por la
imagen del profesor como orientador o guia. Pero, aceptar
que los contenidos que han de construir los alumnos son el
resultado de una elaboracidn social, obliga también a matizar
la imagen del profesor-orientador y aceptar que también tiene
como misién conectar los procesos de construccion de los
alumnos con los significados colectivos culturalmente
organizados.
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Sin animo de ser exhaustivo se puede decir que, las ideas
basicas de tipo psicopedagogico que se tiende a tener presente
en los procesos de instruccion son las siguientes:

1) Tener en cuenta los niveles de desarrollo evolutivo de los
alumnos,

2) Procurar un aprendizaje activo y significativo,

3) Ser consciente de la importancia que los conocimientos
previos del alumno tienen con respecto al éxito de
cualquier actividad de ensefianza/aprendizaje que
vayamos a realizar.

4) Valorar la importancia que tienen los aspectos afectivos
sobre el aprendizaje.

5) Tener en cuenta las diferentes explicaciones que dan las
diferentes teorias psicopedagogicas a las dificultades que
tienen los alumnos para aprender matematicas.

6) Saber que lo que un alumno es capaz de aprender por si
mismo, viene determinado por su nivel de desarrollo
evolutivo y por sus conocimientos previos, pero esta
capacidad de aprendizaje hay que diferenciarla de la
capacidad de aprender con la ayuda y el estimulo de
otras personas (no solo los profesores, también los
amigos, padres, compaferos, etc.). La diferencia entre
estos dos niveles de capacidad es lo que Vygostsky Ilama
la zona de desarrollo proximo. Asi pues, la ensefianza
maés eficaz es aquella que parte del desarrollo efectivo
del alumno no para amoldarse a él, sino para hacerlo
progresar a través de la zona de desarrollo préximo, y de
esa manera generar nuevas zonas de desarrollo préximo.

6. Quinta reflexién: Tendencia a la incorporacion de las
nuevas Tecnologias de la Informacién y la Comunicacion
(TIC)

El libro del cual estamos comentando la primera actividad
incorpora también actividades con ordenador. Es un ejemplo
mas de una tendencia, que se observa a nivel general, a la
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incorporacion de las TICs en la ensefianza de las
matematicas. Ahora bien, la incorporacion de herramientas
tecnoldgicas afecta tanto a los nuevos contenidos
matematicos como a los que siempre han formado parte del
curriculum.

Un buen ejemplo de cémo la incorporacién de las nuevas
tecnologias ha modificado la ensefianza de los contenidos
clasicos es el Calculo Diferencial. La principal tendencia en
los Gltimos afios ha sido la de incluir simultaneamente en la
ensefianza del Calculo Diferencial tres dimensiones: gréafica,
numérica y analitica. La dimension predominante durante
décadas fue la analitica, ahora se busca no dejar de lado las
otras. Se pretende poner el acento en la comprension e
interpretacion de lo que se esta haciendo y dar menos
importancia a las técnicas de calculo que las nuevas
tecnologias permiten realizar con mucha mayor rapidez y
seguridad

Con la incorporacién de los graficadores la representacion
grafica de las funciones pasa a tener un papel mas relevante
y, en algunos casos, puede llegar a sustituir a la expresion
simbolica. Un ejemplo ilustrativo es la tarea, disefiada para
alumnos de Bachillerato que sigue a continuacion. Su
objetivo es utilizar las posibilidades de los programas de
representacion de funciones para llegar a una conjetura sobre
cudl es la derivada de la funcién seno obviando el calculo de

lim SEN(X+N) —sen(X) gehido a su dificultad.
h—0 h

Actividad: Con el graficador “Funcions i grafics” representa
la funcién sen(x+h)—sen(x) y |a funcién coseno. La pantalla
h

tiene que quedar como la siguiente para el valor h = 5:
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Figura 6. Graficador “Funcions i grafics”

sen(x +h) —sen(x)
h
? ¢Qué pu i i
h se acerca a cero? ¢ puedes decir con relacion al

lim SEN(X*+N)=sen(X) 5, cual es la derivada de la funcion
h—0 h
seno?

cuando

¢Qué puedes decir de la funcion

En este caso, para calcular la derivada de la funcién seno se
trataria de seguir el esquema siguiente (Font, 2005a):

Expresion simbélica de f (x) + Gréfica de f "(x) ¥

Expresion simbélica de " (x)

Una manera de obtener la grafica de la funcion derivada a partir de

la expresion simbolica de f(x) consiste en utilizar un graficador

para representar la funcion pfh(X)= f(x+h)—£(x) (funcién
h

gradiente o funcién pendiente de la funcion f (x) segin un
incremento h) con h suficientemente pequefio. Al ser h muy
pequefio, la grafica que dibuja el graficador se puede considerar
que es la de la funcién derivada. El alumno ha de reconocer que la
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gréfica que ha obtenido es la de la funcion coseno y recordar su
formula. Este Gltimo paso supone que el alumno es capaz de
reconocer la grafica de la funcion coseno que tiene en la pantalla
del ordenador.

El uso de esta técnica permite prescindir del siguiente céalculo
de la derivada de la funcién seno y de la demaostracion previa
de que

. senoh .
lim =1-
h—0 h
. 2cos(x+£)-se?3% i Sé‘?ﬁg
) = lim SEAERITEER® = lim cos(xri) =
B0 w0 k w0 2k
2

T

= lim cos{x+t=rlim = lim COS(X"'E) = cosx
B0 2" wa B0 2

2

Ademas, tiene la ventaja de que permite reducir la unidad de
trigonometria que se imparte antes de empezar la derivada, ya
que no serd necesario ampliarla para que incorpore las
propiedades que permiten convertir la diferencia de senos en
un producto.

7. Sexta reflexion: Superacion de una cierta ingenuidad con
relacion a las bondades de la incorporacion de las nuevas
Tecnologias de la Informacion y la Comunicacion (T1C)

A continuacidén sigue un cuestionario propuesto a un grupo
de estudiantes de primer curso de Bachillerato (17 afios)
como parte de un proceso de instruccién sobre la derivada
(Font, en prensa). Su objetivo es el calculo de la derivada de
la funcién exponencial f(x) = € sin usar la definicién por
limites. Antes de contestar el cuestionario, los alumnos
habian estado trabajando con la representacion grafica de la
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funcion f(x) = e* en un software dindmico que les permitio
hallar una condicién que cumplen todas las subtangentes. En
concreto, les permiti6 observar que, para la funcion
exponencial de base e, la longitud de la subtangente siempre
es 1.

El software puede ser diverso, desde un programa clasico
como el “Calcula”, o bien un programa gratuito de muy facil
manejo que permite representar funciones con parametros
como “Funcions i grafics” o bien applets especificamente
disefiados.

Programa ““Funcions i grafics”

® Funcions i grafics

Arxiy Edicid  Visualitzar  Escala-zoom  Funcions  Punts  Ajuda
|f(x)=e‘u'x + e u*(1-u)

(]

o I D

Figura 7. La funcion exponencial de base e en el graficador
“Funcions i grafics”
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Derivada de funciones exponenciales a partir de
consideraciones graficas de Ia recta tangente

Heota Lamgente

Eaphcacion

S e

ke

Agplet elsherad pos Fidnarda Telleches Arments can el applet DESCARTES

Figura 8. La funcion exponencial de base e en un applet
“Descartes”

Cuestionario

En el aula de informéatica has observado que la funcion f(x) = &
cumple que todas sus subtangentes tienen una longitud igual a 1.
Utilizando esta propiedad:

a) Calculaf’(0),f (1) yf' (2

MW L m s oo
MW A M m o om

MW s oM o om
==
ra -

B B ( /°

=1 12 3 E 1 2 a - *

Figura 9. Tangentesa f(x) =e*enx =0, x=1yx=2

2 Applet elaborado por Eduardo Tellechea Armenta con el applet
DESCARTES. Recuperable en:
http://www.mat.uson.mx/eduardo/calculol/Descartes/ActividadesPr
oyecto/deriexponenciales.htm
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b) Calculaf’(a)

(a,ed)

flx] = e*

/ Xx=a

Figura 10. Tangentes a f(x) =e*enx =a

c) Demuestra que la funcién derivada de la funcion f(x) =
e* es la funcion f"(x) = e*.

Para calcular la derivada de la funcion f (x) = €* los alumnos
han de aplicar una serie de acciones (una técnica) que
consiste en considerar, de entrada, un punto particular con la
tangente dibujada (por tanto, su abscisa y ordenada, no se
consideran variables). A continuacién, a partir de la
manipulacién con programas informaticos dinamicos, se
halla primero una condicién que cumplen todas las rectas
tangentes (en este caso que la subtangente siempre es un
segmento de longitud 1). Esta condicién después se
simboliza, aplicando la interpretacion geométrica de la
derivada, lo que permite calcular la derivada en x = a. Por
altimo, los alumnos han de tener claro que la condicion que
han hallado, y el calculo de la pendiente que de ella se deriva,
es valido para cualquier punto, de manera que el punto, que
inicialmente se consider6 como un punto particular, pasa a
ser considerado después como un punto cualquiera. De esta
manera se obtiene la expresién simbdlica de la funcion
derivada.
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Esta técnica relaciona las siguientes representaciones:

Gréfica de f(x)y Expresion simbdlicade f(x) =
Expresion simbdlica de f “(x)

El punto de partida para hallar una condicion que cumplen
todas las tangentes es la gréafica de f(x). La expresion
simbdlica de f(x) es necesaria para simbolizar la condicion
que cumplen todas las pendientes de las rectas tangentes, la
cual nos permite deducir la expresion simbolica de f “(x).
Esta técnica so6lo es posible si se introduce la representacién
grafica y la simbdlica conjuntamente de la funcion
exponencial de base e ya que si no se contempla la
representacion grafica, la técnica no es viable. Contemplar la
representacion grafica, ademés de la simbdlica, permite
realizar determinadas préacticas que con s6lo la representacion
simbélica no serian posibles.

El calculo de la derivada de la funcién exponencial de base e, en el
cuestionario que estamos considerando, esta a mitad de camino entre
lo que se conoce histéricamente como el problema de la tangente y su
inverso —no es exactamente el problema de la tangente, puesto que
aqui ya se tiene construida; ni es el problema inverso, ya que se
conoce la expresion simholica de la funcion— Este método fue
sugerido por los procedimientos utilizados para construir la tangente y
la normal en el periodo que va de Descartes a Barrow. Esta técnica
tiene un campo de aplicacion limitado, pero se puede aplicar, entre
otras, a la familia de las funciones que tienen por gréfica una rectay a
las funciones exponenciales y logaritmicas.

Llegados a este punto podemos caer en la “ingenuidad” de
que en esta tarea en la que se usan las TIC todo son ventajas.
Por ejemplo, se puede argumentar que es una actividad que
permite que los alumnos descubran propiedades (todas las
subtangentes tienen una longitud igual a 1) y que la
emergencia de esta propiedad es el resultado de una
abstraccion diferente a la empirica, a saber, de una
abstraccion “reflexiva” (en términos de Piaget). En efecto, se
trata de un proceso que, a partir de la reflexion sobre el
sistema de acciones y su simbolizacion, llega a encontrar
relaciones invariantes y las describe simbdlicamente. Ahora
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bien, hay que ser conscientes de que el uso de este software
dindmico, ademas de permitir la generalizacién que se
pretende, produce otros efectos, uno de los mas importantes
es que estructura implicitamente las graficas funcionales en
términos de la metafora siguiente: "La grafica de una funcién
se puede considerar como la traza que deja un punto que se
mueve sobre un camino (la grafica)” (Font y Acevedo, 2003).
Dicho de otra manera, al utilizar los graficadores dinamicos
estamos conectados con esquemas muy basicos que se
forman en las primeras edades de las personas, y esta
conexion produce un determinado “tipo” de comprension de
las gréficas del cual muchas veces los profesores no son
conscientes.

El uso de graficadores dinamicos que conllevan metéaforas dindmicas
tiene sus ventajas (por ejemplo, en este caso permite la abstraccién
reflexiva), pero también sus inconvenientes ya que, entre otros,
pueden generar procesos metaféricos no controlados como se muestra
en la investigacion explicada en Font (1999). En dicha investigacion

se describe una situacion de ensefianza-aprendizaje en la que alumnos
de 17 afios utilizan software dinamico con el objetivo de ayudarles a
entender que la recta tangente es la recta a la cual se aproximan las
rectas secantes.

®.Fitxer MHodificacid Creacid Construccié Altres

/ 2.4 w=a

Figura 11. Aproximacion de las secantes a la tangente con el
programa Cabri
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En este contexto, (Font, 1999, pag. 122) se observé que el
hecho de que el profesor utilizara de manera inconsciente un
discurso dindmico producia la siguiente dificultad en los
alumnos:

(...) observamos que habia alumnos que,
cuando movian el punto A, pensaban que el
nuevo punto continuaba siendo el punto Ay
que la nueva recta tangente era la misma que
antes pero con diferente inclinacion. De
hecho, es como si estructurasen la situacion en
términos de una persona que se mueve (punto
A) con un saco en la espalda (recta tangente)
por una carretera que primero sube y después
baja (gréfica) y considerasen que la persona y
el saco siempre son los mismos a pesar de
estar en diferentes lugares y tener diferente
inclinacion.".
Este fendmeno también estd documentado en otras
investigaciones, por ejemplo en Bolite Frant et altres (2004).

Las metaforas dinamicas se pueden rastrear en la historia de
las matematicas ya que fueron las dominantes en el periodo
anterior a la aritmetizacion del andlisis. Por ejemplo, Newton
en el siguiente parrafo se posiciona a favor de las metaforas
dindmicas y en contra de las estéticas (formadas por partes):

No considero las magnitudes matematicas como
formadas por partes, por pequefias que éstas
sean, sino como descritas por un movimiento
continuo. Las lineas no son descritas y
engendradas por la yuxtaposicion de sus partes,
sino por el movimiento continuo de puntos; las
superficies por el movimiento de las lineas; los
solidos por el movimiento de las superficies; los
angulos por la rotacion de los lados; los
tiempos por un flujo continuo. Considerando,
pues, que las magnitudes que crecen en tiempos
iguales son mayores o menores segin que lo
hagan con mayor o menor velocidad, busqué un
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método para determinar las magnitudes
partiendo de las velocidades de los movimientos
0 aumentos que las engendran. Llamando
fluxiones a las magnitudes engendradas, di,
hacia los afios 1665-1666, con el método de
fluxiones, del que haré uso en la cuadratura de
curvas. (extraido de Lacasta y Pascual, 1998,
pp. 28-29),

Hay que tener en cuenta que Leibnitz, a diferencia de
Newton, consideraba la grafica de una funcion como un
agregado de segmentos infinitesimales mas que como la
trayectoria de un punto que se mueve. Para Newton, las
graficas de funciones eran consideradas no como un
agregado estatico de infinitesimales, sino como la trayectoria
descrita por un punto en movimiento, la cual se puede
expresar mediante una férmula (generalmente en forma
implicita). Esta manera de entender las graficas de funciones
es muy evidente en la obra de Newton, en la cual podemos
hallar constantes referencias a un punto que es mueve sobre
una parabola, una hipérbola, etc. Ademas de considerar que
la grafica se puede interpretar como la traza que deja un
punto que se mueve sobre la gréafica, considera que el punto
que genera la grafica viene determinado por dos segmentos
(abscisa y ordenada), cada un de los cuales es generado por
un punto que se mueve en funcion del tiempo.

El uso de determinados graficadores informaticos y de
calculadoras graficas facilita la recuperacion, aunque sea de
forma inconsciente, de las metéforas dinamicas del tipo “La
grafica es un camino”. Se trata de una metafora de tipo
grounding® cuyo dominio de partida es el esquema de imagen

% Lakoff y Ndfiez (2000) distinguen dos tipos de metaforas

conceptuales: 1) “Conectadas a tierra” (grounding): Son las que
relacionan un dominio (de llegada) dentro de las matematicas con un
dominio (de partida) fuera de ellas. Por ejemplo: “Las clases son
contenedores”, “los puntos son objetos”, “una funcién es una
maquina”, etc. Estas metéaforas sirven para organizar un dominio de
llegada matematico (por ejemplo las clases) a partir de lo que
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“camino”. Este esquema de imagen, segin Acevedo (2008)
es subsidiario del esquema orientacional egocéntrico y se
genera en las primeras edades:

Rsguem del coamine

1) Experiencias corpovales

2y Diagrama del esquerna caming v su estructura intema

Fuaerza de propubidn
—_— - Origen
Mormmiato Destino
o _':| Pasos contiguos intermedios
Direccitn
Foszie Cusio Meta Movimiento

Estructura interna del esquerma del camino

Figura 12. Esquema de imagen “camino”

sabemos sobre un dominio de partida que esta fuera de ellas (Io que
sabemos sobre los contenedores) y 2) De enlace (linking): Tienen
su dominio de partida y de llegada en las mismas matematicas. Por
ejemplo, “los nimeros reales son los puntos de una recta”, las
funciones de proporcionalidad directa son rectas que pasan por el
origen de coordenadas”, etc. Las metaforas de enlace proyectan un
campo de conocimientos matematicos sobre otro distinto.
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La metéafora conceptual® “La grafica es un camino” permite
la proyeccion del esquema de imagenes “camino” sobre las
gréaficas. Dicha proyeccién se puede ilustrar por medio de la
siguiente figura (Font, Acevedo, Castells y Bolite, 2008):
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Figura 13. Proyeccion metaférica del esquema “camino”

* La distincion entre expresiones metaforicas y metaforas

conceptuales sirve para establecer generalizaciones que de otro
modo quedarian ocultas. Las metaforas conceptuales  permiten
agrupar expresiones metaféricas. Una expresién metaférica, en
cambio, es un caso individual de una metafora conceptual. Por
ejemplo, la metafora conceptual “La grafica de una funcién es un
camino” agrupa, entre otras, expresiones metaféricas como “la
funcién pasa por el origen de coordenadas” o “Y luego aqui viene
asi (la grafica de la funcién)”, etc.
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Metéafora dinamica: ““La grafica es un camino”

Dominio de partida Dominio de llegada
Esquema del camino Graficas de funciones
Camino Gréfica
Una localizacion en el .
camino Punto de la gréafica
Estar sobre el camino La relacion de pertenencia (ser
un punto de la gréafica)
Origen del camino Origen de la grafica (por
ejemplo, menos infinito)
Final del camino Final de la gréfica (por ejemplo
mas infinito)
Estar fuera del camino Puntos que no pel’tenecen ala
grafica

Tabla 1. Proyeccion metaforica del esquema camino

Una variante de esta metafora conceptual es “La gréafica es la
traza que deja un punto que se mueve sujeto a determinadas
condiciones”. La diferencia con la anterior es que, en este
caso, el camino no esta dado previamente, sino que es la traza
que resulta del movimiento del punto. Esta Gltima se pone en
funcionamiento cuando se traza la grafica de una funcién,
mientras que en la primera la grafica ya estd dada
previamente.

8. Séptima reflexién: Tendencia a considerar que saber
matemadticas implica ser competente en su aplicacion
a contextos extra-matematicos

Actualmente hay una tendencia a considerar que “saber
matematicas” incluye la competencia para aplicarlas a
situaciones no matematicas de la vida real. Esta tendencia, en
algunos paises, se ha concretado en el disefio de curriculums
basados en competencias. Esta tendencia también tiene que
ver con la importancia que se da, en los estudios
internacionales de evaluacion del sistema educativo, a la
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competencia de los alumnos para aplicar las matematicas
escolares a los contextos extra matematicos de la vida real
(p.e. el estudio Pisa 2003). En dicho informe se consideran
las siguientes competencias:

» Pensar y razonar. Incluye plantear preguntas
caracteristicas de las matematicas (“;Cuantas ... hay?”,
“.COmo encontrar ...?"); reconocer el tipo de respuestas
que las matematicas ofrecen para estas preguntas;
distinguir entre diferentes tipos de proposiciones
(definiciones, teoremas, conjeturas, hip6tesis, ejemplos,
condicionales); y entender y manipular el rango y los
limites de ciertos conceptos matematicos.

= Argumentar. Se refiere a saber qué es una prueba
matematica y cémo se diferencia de otros tipos de
razonamiento matematico; poder seguir y evaluar cadenas
de argumentos matematicos de diferentes tipos; desarrollar
procedimientos intuitivos; 'y construir 'y expresar
argumentos matematicos.

= Comunicar. Involucra la capacidad de expresarse, tanto en
forma oral como escrita, sobre asuntos con contenido
matematico y de entender las aseveraciones, orales y
escritas, de los demas sobre los mismos temas.

= Modelar. Incluye estructurar la situacion que se va a
moldear; traducir la “realidad” a una estructura
matematica; trabajar con un modelo matematico; validar el
modelo; reflexionar, analizar y plantear criticas a un
modelo y sus resultados; comunicarse eficazmente sobre el
modelo y sus resultados (incluyendo las limitaciones que
pueden tener estos Ultimos); y monitorear y controlar el
proceso de modelado.

= Plantear y resolver problemas. Comprende plantear,
formular, y definir diferentes tipos de problemas
matematicos y resolver diversos tipos de problemas
utilizando una variedad de métodos.

= Representar. Incluye codificar y decodificar, traducir,
interpretar 'y distinguir entre diferentes tipos de
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representaciones de objetos y situaciones matematicas, y
las interrelaciones entre diversas representaciones; escoger
entre diferentes formas de representacion, de acuerdo con
la situacién y el proposito particulares.

= Utilizar lenguaje y operaciones simbdlicas, formales y
técnicas. Comprende decodificar e interpretar lenguaje
formal y simbélico, y entender su relacion con el lenguaje
natural; traducir del lenguaje natural al lenguaje simbolico /
formal, manipular proposiciones y expresiones que
contengan simbolos y férmulas; utilizar variables, resolver
ecuaciones y realizar calculos.

« Utilizar ayudas y herramientas. Esto involucra conocer, y
ser capaz de utilizar diversas ayudas y herramientas
(incluyendo las tecnologias de la informacién y las
comunicaciones TICs) que facilitan la actividad
matematica, y comprender las imitaciones de estas ayudas
y herramientas.

9. Octava reflexién: Tendencia a aceptar el principio de
Equidad en la Educacion Matematica Obligatoria.

Los diferentes paises tienen tendencia a aumentar la edad en
la que finaliza la ensefianza obligatoria (p. e. en Espafia ahora
es 16 afios). Este aumento de la etapa de ensefianza
obligatoria conlleva (1) que el sistema educativo tarda méas a
seleccionar al alumnado y (2) la diversidad propia de una
etapa obligatoria estd presente en edades en las que antes los
grupos de alumnos eran mas homogéneos. Por otra parte, el
proceso de globalizaciéon en el que estamos inmersos
produce, en muchos paises, un aumento de la diversidad
cultural. Hay, pues, una tendencia a aumentar tanto la
diversidad en el ritmo de aprendizaje como la diversidad
cultural. Esta diversidad es la causa de un cierto desconcierto
en los profesores de la ensefianza obligatoria ante los
problemas que tienen para explicar matematicas en esta etapa

Ante esta diversidad, hay una tendencia a buscar la equidad
en la educacién matemética. Hay cierto acuerdo en que los
programas de instruccion matematica deben alcanzar a todos
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los estudiantes cualquiera que sea el género, lengua, grupo
étnico o sus diversas capacidades. Se considera que cada
estudiante tiene derecho al acceso a ideas matematicas
relevantes, a pensar de manera efectiva con estas ideas, y a
aplicar sus conocimientos matematicos mas alla de los muros
de la clase. Para ello es necesario que los estudiantes vean la
relevancia y utilidad de las matematicas relacionando su
estudio en la escuela con el mundo exterior y empleando
estrategias de ensefianza que comprometan a los estudiantes,
les planteen desafios matematicos y mostrandoles aprecio a
sus propias ideas matematicas.

De acuerdo con este principio de equidad hay un interés en
conocer las dificultades que tienen les persones que aprenden
matematicas en situaciones de conflicto cultural, es decir, en
las situaciones donde la cultura propia difiere marcadamente
de la cultura de la escuela. Por ejemplo, poblaciones
indigenas que se hallan en situacién minoritaria o bien, como
es el caso de los inmigrantes recientes en sociedades
occidentales europeas.

Para conseguir esta equidad hay que presentar a los alumnos
tareas matematicas que, por una parte, permitan una actividad
matemadtica rica y, por otra parte, permitan la inclusion de
todos los alumnos. Se trata de conseguir la inclusién y no la
exclusion de los alumnos con mas dificultades sin renunciar
por ello a presentar tareas que sean relevantes desde el punto
de vista matematico. El objetivo no es fécil, pero no
imposible como muestra las siguientes secuencias de
actividades para alumnos de 12 afios (Font, 2005b).

ACTIVIDAD 1: Los hexaminos son figuras formadas por
seis cuadrados. A continuacién tienes dibujados todos los
hexaminds posibles. Entre los 35 hexaminés has de
encontrar los 11 que permiten construir un cubo. Puedes
dibujar el hexamino en papel cuadriculado para poderlo
recortar con unas tijeras.
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Figura 14. Hexaminos

En la actividad 1, se propone que investiguen cuales de los 35

hexaminos son desarrollos planos de un cubo. Para contestar a

esta pregunta, se les facilito plantillas en las que pudiesen dibujar

los hexaminos y, si lo consideraban conveniente, los pudiesen

recortar para ver si era posible construir el cubo a partir de ellos.
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Figura 15. Construccion de un cubo a partir de un hexamino

Esta actividad resulta muy atractiva para los alumnos y casi
todos terminaron integrandose en ella. En las experiencias
realizadas, todos los grupos llegaron a descubrir todos los
hexaminos que son desarrollos planos del cubo.

=
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Figura 16. Los 11 hexaminos que son desarrollos planos de
un cubo
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Actividad 2: Un cubo tiene caras, aristas y vértices:a)
Dibuja un cubo y sefiala un vértice, una cara y una
arista.

b) <(Cudntas caras tiene un cubo? ¢Cudntas son laterales?
¢Y cudntas son bases?c) ¢Cudntas aristas tiene un
cubo?d) ¢Cudntas caras concurren en un vértice?

En la actividad 2 se recuerdan los conceptos de “cara”,
“vértice” y “arista”. También se distingue entre cara lateral y
base. Los alumnos han de contar el nimero de aristas y de
caras, el nimero de caras laterales y el nimero de bases.
También tienen que observar que en un vértice concurren
solo tres caras.

Actividad 3: Fijate en los hexaminos que no son
“recortables” de un cubo:

a) Teniendo en cuenta el nimero de caras que concurren
en un vértice, <¢cudles de los hexaminos quedan
descartados como “recortables"?

b) ¢Has observado alguna otra caracteristica?

En la actividad 3 se pretende que los alumnos formulen
argumentaciones explicando la causa por la que determinados
hexaminos no son desarrollos del cubo. Como resultado de
los comentarios, normalmente se acuerdan las siguientes
causas:

1) Cuando en un hexamino hay un vértice en el que
concurren cuatro cuadrados, no es el recortable de un cubo.
Por ejemplo:

52




Sl

Figura 17. Ejemplo de hexamino que no es desarrollo plano
de un cubo

2) Cuando en un hexamino hay una tira de mas de 4
cuadrados seguidos, no es recortable del cubo. Por ejemplo:

-

|
Figura 18. Ejemplo de hexamino que no es desarrollo plano
de un cubo

3) Cuando en un hexamino tenemos una tira de 4 y los otros
dos cuadrados estan en el mismo lado, no es recortable del

cubo. Por ejemplo:

Figura 19. Ejemplo de hexamino que no es desarrollo plano
de un cubo

Esta secuencia de tareas es una propuesta de trabajo
colaborativo en la que todos los alumnos pueden participar.
En ella se presenta una situacién que implica una actividad
manipulativa con material muy simple (tijeras y plantillas
cuadriculadas). Se trata de una tarea que permite que los
alumnos realicen por una parte una actividad matematica
“rica” y, por otra parte, son actividades inclusivas y no
exclusivas.
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10. Novena reflexién: Tendencias en la formacién inicial
de profesores de ensefianza no universitaria

Hay un cierto consenso en que las competencias profesionales que
la formacion inicial de profesores de ensefianza no universitaria
tendria que intentar desarrollar son las siguientes (Font, 2005c):

a) Competencia en el domino de los contenidos
matematicos correspondientes al curriculum de la
ensefianza no universitaria.

Para ello, las matematicas que debe saber el futuro
profesor no se pueden limitar a recibir la transmision de
contenidos formales y descontextualizados organizados
de manera deductiva. El futuro profesor necesita saber
también cuéles son las aplicaciones de las matemaéticas al
mundo real, cuales fueron los problemas que originaron
los objetos matematicos que tendra que ensefiar, etc.

Los conocimientos matematicos que ha de recibir en su
formacion inicial el futuro profesor no pueden ser
exactamente los mismos que reciben los estudiantes que
se van a dedicar, por ejemplo, a la industria, a la empresa
0 a la investigacién basica.

b) Competencia en la planificacion y disefio de secuencias
didacticas.

Con relacion a esta competencia en la formacién inicial
solo se pueden dar algunas indicaciones, ya que aprender
a disefiar unidades didacticas es un objetivo muy
ambicioso que solo se puede alcanzar a partir de la
experiencia que se obtiene al impartir clases reales.

El disefio de unidades didacticas implica la toma de
decisiones en distintos dmbitos de concrecion hasta
culminar en un documento en el que el profesor concreta
los objetivos, contenidos, actividades, recursos vy
materiales, instrumentos de evaluacién y seleccion de
estrategias metodoldgicas.
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Parece evidente que el disefio de las unidades didacticas
se ha de basar, como minimo, en los seis aspectos que se
describen a continuacion.

= La informacién disponible sobre los objetivos vy
contenidos del curriculo y del proyecto de centro
correspondiente.

= Los tipos de problemas que son el campo de aplicacion
de los contenidos matematicos seleccionados.

= El conjunto organizado de précticas institucionales,
operativas y discursivas, que proporcionan la solucién
a los tipos de problemas seleccionados (contenidos
procedimentales, conceptuales y formas de
representacion).

= Materiales y recursos disponibles para el estudio del
tema, incluyendo los libros de texto y experiencias
didacticas descritas en las publicaciones accesibles.

= El conocimiento de los errores y dificultades
recurrentes en el estudio del tema que la investigacion
didactica ha documentado

= Los criterios metodolégicos y de evaluacion incluidos
en las orientaciones curriculares, asi como las
recomendaciones aportadas por la investigacion
didactica descritas en publicaciones accesibles.

Las consideraciones anteriores se refieren a la fase de la
planificacién de la unidad didactica. Pero en el disefio de
una unidad didactica, hay que contemplar una primera
fase de planificacion y una segunda fase propiamente de
disefio. Una vez se ha recogido informacion sobre los
aspectos anteriores, se pueden empezar a tomar
decisiones que permiten el disefio efectivo de la unidad.
Esto es, concretar en actividades de aula las tomas de
posicion sobre los aspectos anteriores.

Con relacion a las actividades disefiadas hay que tener
presente que la naturaleza de la actividad de los alumnos
en clase de matematicas es una cuestién central en su
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ensefianza puesto que el aprendizaje es siempre el
producto de la actividad, y si esta se reduce, por ejemplo,
a la resolucidn repetitiva de ejercicios para aplicar ciertas
férmulas esto es lo que se aprende y lo que queda en los
alumnos. Por lo tanto, hay que procurar incorporar en la
unidad actividades "ricas" en el sentido de que permitan
superar el aprendizaje pasivo, gracias a la incorporacion
al proceso de ensefianza-aprendizaje, entre otros, de
algunos de los siguientes aspectos: la actividad del
alumno, el uso de materiales y recursos informéticos,
problemas contextualizados, grupos de trabajo, uso de
diferentes representaciones, etc. En la fase de disefio,
también se han de contemplar actividades de evaluacion
inicial, formativa y sumativa.

La capacidad de gestion de las secuencias didacticas en
el aula.

En el disefio de una unidad se ha previsto, muchas veces
de manera implicita, una determinada gestion de aula.
Por ejemplo, si la unidad incorpora una actividad en la
que los alumnos han de descubrir una férmula para hallar
el nimero de diagonales de un poligono, el profesor en la
situacion de accién de los alumnos tendr& una actuacion
muy diferente que en la situacion de validacion o en la
de institucionalizacion de los resultados obtenidos.

La gestion de la unidad puede llegar a ser mas
importante que las propias actividades que la componen
ya que una actividad "rica”, mal gestionada,
normalmente termina siendo una actividad "pobre",
mientras que una actividad mal disefiada, bien
gestionada, se puede llegar a convertir en una actividad
"rica".

A pesar de que en la planificacién y el disefio de la
unidad ya se ha previsto a priori una determinada gestién
de aula y un determinado tratamiento de la diversidad, el
profesor ha de ser competente para analizar la gestion
efectiva de aula que permite la unidad disefiada. Hay que
tener en cuenta que esta unidad se va a utilizar con unos
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alumnos determinados sobre los cuales seguramente se
tendrd mucha informacién de los cursos anteriores. Esta
informacién, junto con la evaluacion inicial de los
alumnos y la evaluacion formativa permiten adaptar la
unidad a la diversidad de los alumnos. Esto es, la unidad
didactica se ha de adaptar, ampliar o variar para tratar la
diversidad de errores y dificultades que pueden presentar
los alumnos.

En la fase de gestion de la unidad, el profesor ha de ser
competente en el analisis de las caracteristicas de las
situaciones que pueden ser modificadas por él (variables
didacticas), asi como los fendmenos del contrato
didactico. Por otra parte, hay que ser conscientes de que
el profesor se va a encontrar con determinados alumnos
gue necesitaran una adaptacion curricular individual.

Para ser competente en la planificacion, disefio y gestién
de secuencias didacticas tal como se ha formulado en los
parrafos anteriores es necesario que el futuro profesor
sea competente en:

El analisis, interpretacion y evaluacion de los
conocimientos matematicos de los alumnos a través de
sus actuaciones y producciones matematicas.

Estas cuatro competencias profesionales de los
profesores de matematicas de ensefianza no universitaria
tienen implicaciones importantes para su formacion
inicial. Las mas importantes son:

= Hay que incorporar un itinerario educativo en la
formacion inicial de profesores de matematicas. Este
itinerario se debe articular en torno a la Didactica de la
Matematica.

» Hay que asegurar una formacion adecuada en
matematicas. Ahora bien, una formacién matematica
que tenga en cuenta las aplicaciones de las
matematicas al mundo real, su historia, etc.

= La practica docente debe formar parte esencial de la
formacion inicial de los profesores. La reflexion sobre
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la propia préactica es necesaria para comprender la
complejidad del proceso educativo. Ahora bien, es
necesario articular el andlisis de la propia practica con
las aportaciones de la investigacion y la innovacion
desde la didactica de la matematica y, en este sentido,
es necesaria la coordinacién entre el futuro profesor,
el profesor de didactica de la matematica y el profesor
tutor de matematicas en el centro escolar.

11. Décima reflexion: Una agenda de investigacién

Las tendencias que se han comentado anteriormente dan pie a una
sugerente agenda de investigacion para la Didactica de las
Mateméticas. Algunas de las cuestiones relevantes de dicha
agenda que merecen ser investigadas son, entre otras, las
siguientes: 1) ¢Cémo se puede conseguir la emergencia de los
objetos matematicos a partir de los contextos extra-matematicos?
2) ¢Qué caracteristicas han de cumplir los problemas
contextualizados? ¢ Como se pueden clasificar?  3) ¢Es posible en
las instituciones de secundaria implementar matematicas
contextualizadas que permitan una actividad de modelizacion
“rica™? 4) ¢Como conseguir que los alumnos sean competentes en
la aplicacion de las mateméticas a contextos no matematicos? 5)
¢Como podemos evaluar la medida en que los estudiantes tienen
acceso a las ideas mateméticas relevantes y sus capacidades para
hacer un uso efectivo de dichas ideas? 6) ¢Qué competencias
necesitan los profesores para disefiar e implementar cursos de
matematicas que tengan en cuenta algunas de las tendencias
comentadas? Etc.
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Entornos informaticos para el
aprendizaje de las matematicas
Proyecto TeP-Peru

Bertrand Rousset
Colegio Franco Peruano

Resumen

El objetivo de este articulo es de reflexionar sobre la manera
de mejorar la ensefianza de la geometria en el Per( usando
TracenPoche. En la primera parte, se presentara la interfaz de
TeP, la sintaxis de los objetos creados, los modos de utilizar
TeP y las novedades de este software. En la segunda parte, se
presentard la geometria dindmica desde el punto de la
didactica. En esta parte se analizard como TeP permite
mejorar la manera de ensefiar la geometria. Finalmente, se
hablara del trabajo en colaboracién en el proyecto TeP-Pert y
sus objetivos.

TracenPoche! (TeP) es un software libre y gratuito de
geometria dinamica desarrollado por miembros de
Sésamath®. Sésamath es una asociacion francesa constituida
por profesores de Matematicas. El proyecto TeP-Per( naci6
gracias al deseo de traducir TeP en espafiol y esta
desarrollado con el apoyo de la Embajada de Francia en el
Peru. La primera etapa de este proyecto es la traduccion de la
interfaz de TeP. La segunda es promover a nivel nacional la
utilizacién de TeP en las instituciones educativas. La tercera
es desarrollar una red de trabajo entre los profesores de las
distintas instituciones educativas del pais dando ayuda
técnica y proponiendo actividades para desarrollarlas con sus
alumnos. Todas estas etapas conducen al objetivo
fundamental que consiste en mejorar la ensefianza de las

! www.tracenpoche.sesamath.net
2 \www.sesamath.net
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Matematicas en el Perd. La traduccién de la interfaz empezé
en el mes de septiembre 2007 y se termind en febrero del
2008. El Mag Mariano Gonzalez Ulloa (PUCP) di6 su apoyo
para realizar esta primera etapa.

En el articulo se utilizara el término EIAH que significa
Entorno Informatico para el Aprendizaje Humano.

1. Presentacion de TeP

1.1. La interfaz

La figura 2 presenta la interfaz de TeP con diferentes zonas.

1.1.1. Lazonafigura

Es la zona donde esta dibujada la figura, los objetos pueden
desplazarse con el mouse (cuando es posible) o ser escogidos
para responder a las acciones de los botones seleccionados.

1.1.2. Lazona de los botones

Esta zona contiene una serie de botones. Se puede crear por
ejemplo un punto o una recta pasando por dos puntos. Se puede
definir una transformacion, por ejemplo una simetria central. Los
botones estan disefiados con el mismo modelo. La figura 1 es la
imagen del boton que permite trazar la paralela a una recta
pasando por un punto. De color negro aparece lo que es el
contexto necesario para construir el objeto deseado. Para trazar la
paralela a una recta (d) pasando por un punto A, se necesita una
recta (d) y un punto A. En negro se puede visualizar un punto y
una recta que representan en este caso el punto A vy la recta (d).
Cada botdn contiene de esta manera las informaciones necesarias
para saber que objeto se puede crear y cuales son los objetos
necesarios para conseguirlo. En rojo aparece el resultado que
ofrece el boton.
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Figura 1. Boton que permite trazar la paralela a una recta

pasando por un punto

Botones
-
— /

| A B

d

S

Analisis
Transformaciones

Script \ o=

/ Informaciones\‘

Figura 2. Interfaz de TeP

1.1.3. Lazona del Script

El script de la figura se presenta en esta zona en tiempo real y
se puede modificar. El botdn de la figura 3 permite visualizar
el dibujo correspondiente al script modificado.

Figura 3. Bot6n que permite actualizar el script modificado
La zona script tiene una sintaxis para describir los objetos :

Nombre_objeto=tipo_objeto(parametros){opciones}
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Para un punto se escribe por ejemplo:
A = punto( -6.23 , 3.93);

Nombre del objeto : A Parametros coordenadas

del punto A
Tipo de objeto:punto

Para un segmento [AB] se escribe por ejemplo:

Opciones: color rojo,
espesor de la linea : 3

SAB = segmento( A, B )% rojo, 3 };

/ \ Parametros:
Nombre del objeto: SAB segmento pasando por
AyB

Tipo de objeto: segmento

Esta sintaxis es facil de entender y permite describir de
manera formal los objetos de la geometria.

1.1.4. Lazona Analisis

En esta zona se pueden hacer célculos o pedir informaciones sobre
la figura. Se puede medir por ejemplo la longitud de un segmento.

1.1.5. Lazona Transformaciones

En esta zona se puede seleccionar una transformacién
después de haber definido la transformacion.

1.1.6. Lazona Informaciones

En esta zona se pueden conseguir los datos respecto al
numéro de la version utilizada. En el caso de la figura 2, el
namero de la version es 2.32s.

1.2. Usuarios de TeP

[LER 06] indica que cuando un EIAH esta creado, es
importante que la utilizacion de estos entornos no perturbe el
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aprendizaje de los alumnos. [PAQ 91] Ilama “ruidos
informaticos” las perturbaciones generadas por el EIAH.
Estos ruidos dependen de la competencia del estudiante. El
comportamiento no es el mismo para un estudiante
acostumbrado a usar un software que para un alumno
principiante. Por esta razon, es importante definir el tipo de
usuario. De esta eleccion dependen las funcionalidades del
software y el tipo de actividades que se puedan realizar. TeP
fue pensado para ser utilizado en los colegios. Por esta razén,
los botones, las informaciones de pantallas, y funcionalidades
de TeP fueron adaptadas a los alumnos.

1.2.1. Los botones

Los botones fueron pensados para que sea facil utilizarlos,
tienen un tamafio adecuado, no contienen textos, y las
informaciones contextuales (objetos de color negro) permiten
entender el uso de cada botdn.

1.2.2. Lasinformaciones de pantallas

Cuando un usuario desea trazar la perpendicular a una recta, las
informaciones de pantallas indican los requisitos para obtener una
circunferencia definida por su centro y un punto. La figura 4
muestra las diferentes etapas para trazar esta circunferencia.

WO @.A L

‘ |Cunstruiruna circunferencia con centro dado pasando porun punto

iy

G

|Circunferen|:ia con centro ? Hacer clic en un punto

A

|Circunferencia con centro A pasando por el punto ? Hacer clic sobre un pumu|

Figura 4. Diferentes etapas de las informaciones de pantallas
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Gracias a las informaciones de pantallas, un alumno es mas
auténomo para crear objetos con TeP. Estas informaciones
permiten un aprendizaje rapido de las funciones de TeP. El
vocabulario empleado por las informaciones de pantallas es
el vocabulario que usan los alumnos en los colegios, de esta
manera se acostumbran a usar el vocabulario.

1.2.3. Transformaciones geométricas

TeP permite definir las transformaciones geométricas que los
alumnos descubren en el colegio. La manera de definirlas es
formal para que los alumnos se acostumbren a declarar una
transformacion de manera precisa.

1.2.4. Caélculos

La zona Andlisis permite dar el resultado de los calculos tal
como la longitud de un segmento o la medida de un angulo.
Estas herramientas estan adaptadas a los alumnos de los
colegios para realizar sus actividades.

1.3. Modos de usos

TeP puede ser utilizado desde Internet. El usuario se conecta
en el sitio de Tracenpoche® en espafiol. La tecnologia
empleada para TeP es Flash (c) Adobe. Esta tecnologia
permite tener un software facil de descargar y de instalar.
[LER 06] indica que la instalacion del EIAH debe ser facil
para que los alumnos puedan concentrarse en su actividad de
aprendizaje. TeP puede ser usado también de un modo local
sin conectarse a Internet. Para utilizarlo en modo local, el
usuario puede descargarlo en el sitio de TeP*.

¥ www.tracenpoche.sesamath.net , y hacer clic en la bandera

espafiola

4 .
www.tracenpoche.sesamath.net , y hacer clic en la bandera

espafiola ,hacer clic en “TeP en otro idoma” y descargar el archivo.
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1.4. Novedades de TeP
1.4.1. Zona Script

La zona Script de TeP se situa al lado de la zona Figura. Esta
novedad permite ver el script de manera dindmica. Cada vez
que un objeto es modificado, el script se modifica. El script
permite tener una descripcién formal de la figura. Cuando un
alumno es principiante se fija solamente en los botones y la
figura, después de tener mas experiencia los alumnos pueden
modificar una figura con el script sin usar los botones. Por
ejemplo, para colorear un segmento en rojo se escribe {rojo}
al final de la declaracion del segmento antes de « ; ». Cuando
un alumno se acostumbra a leer el script, aprende a tener una
descripcién formal de la figura porque la sintaxis de los
objetos es muy precisa. Esta competencia permite a los
alumnos mejorar su capacidad de razonamiento.

1.4.2. Zona Analisis

La zona Analisis esta en la misma ventana que la figura. Esta
zona permite hacer calculos o tener unas informaciones. Por
ejemplo, se puede saber si un punto pertenece a una recta. La
ventaja de esta zona es que los calculos no aparecen en la
misma zona que la figura. Esto permite al alumno tener una
figura menos cargada en informaciones.

1.4.3. Organizacion de las zonas

La ventana estd dividada en varias zonas: figura, script,
analisis. El proyecto Andes® [VANLEHN 2005], ofrece una
organizacion de la ventana en varias zonas. Los creadores de
este proyecto anuncian que esta separacion permite a los
alumnos organizar de manera mas formal su razonamiento.
Se puede hacer de esta manera una distincion entre la figura
geomeétrica, la descripcion de la figura y los calculos.

5 http://www.andes.pitt.edu . Andes es un sofware
desarrollado para estudiar la fisica.
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1.5. Software gratis y libre

TracenPoche es un software libre (open source) y gratuito.
De esta manera, los profesores y los alumnos pueden
utilizarlo sin pagar. Para la asociacion Sésamath el aspecto
gratuito de las herrramientas pedagogicas es muy importante,
eso promueve la igualdad en la educacion.

2. Ventajas de la geometria dinamica en la ensefianza de
la geometria

2.1. Software de geometria dindmica
2.1.1.  Micromundo

[CAP 95] recuerda la definicién de un micromundo « Un
micromundo es una creacion de un mundo de realidades
artificiales que ofrece un modelo de una teoria. Este mundo
esta compuesto de objetos con los cuales se pueden realizar
acciones, también se pueden crear nuevos objetos. Los
objetos creados estan bajo el control de la teoria subyacente
al modelo».

De este modo, TeP es considerado como un micromundo.
Con TeP se pueden crear objetos y realizar acciones tales
como, desplazar o construir la imagen de un punto por una
transformacion. Cuando se desplazan objetos, las propiedades
geomeétricas son conservadas.

[LER 06] indica que un micromundo permite al estudiante
construir su conocimiento gracias a la exploracion. El
concepto de micromundo pertenece a la corriente
constructivista. En esta corriente, el aprendizaje es un
proceso de construccién del conocimiento que procede de la
interaccion entre un sujeto y el entorno.

En el transcurso de una actividad con TeP el alumno realiza
interacciones con su entorno informatico, lo que permite al
alumno segun la teoria constructivista entrar en el proceso de
aprendizaje de la geometria.
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2.1.2.  Nocién de figura geométrica

[ABR 98] indica que un software de geometria dindmica favorece «el
aprendizaje de la nocién de una figura geométrica a saber el
establecimiento de relaciones entre un objeto geométrico y los dibujos
que estan asociados ». Para los alumnos es dificil darse cuenta de la
diferencia entre un dibujo y una figura geométrica. A continuacion
estudiaremos como TeP favorece el aprendizaje de la nocién de una
figura geométrica.

2.2. Algunas diferencias entre la técnica “papel-lapiz”
y TeP

2.2.1. Los tipos de desplazamientos

[TAP 06] presenta en su tesis los tres tipos de desplazamientos
posibles con un software de geometria dinamica.

Desplazamiento 1: desplazar para validar o invalidar

Este tipo de desplazamiento permite validar o invalidar una
construccién geométrica. Por ejemplo, se puede pedir a un
alumno construir un cuadrado ABCD a partir de dos puntos
Ay B. Para verificar que la construccion sea realmente un
cuadrado, se puede arrastrar el punto A o B y ver si el
cuadrilatero es un cuadrado. Algunos alumnos pueden
intentar colocar los puntos C y D de tal manera que el
cuadrilatero ABCD se parezca a un cuadrado. Lo hacen
solamente usando el boton « crear un punto », con este boton
no existen relaciones con los puntos A y B. Usando el boton
« crear un punto », se puede conseguir un caso particular de
cuadrado ABCD, pero si desplazamos el punto A, el dibujo
gue se consigue no estd relacionado con el concepto de
cuadrado porque los puntos C y D no han sido definidos
relativamente a A y B para que sea un cuadrado. Con un hoja
de papel no es posible realizar esta experiencia.

Desplazamiento 2: desplazar para conjeturar

Este tipo de desplazamiento permite hacer conjeturas en el
caso por ejemplo, de una figura sin indicaciones y donde no
aparece la zona Script. Se puede pedir que tipo de punto es el
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punto en rojo de la figura 5. Para poder responder a la
pregunta, los alumnos pueden desplazar los puntos A, B, Cy
observar como reacciona el punto rojo. Pueden ver lo que
pasa si ABC es un triangulo rectangulo, isdsceles...

iy

Figura 5: Conjeturar qué tipo de punto es.

Con un una hoja de papel no es posible tener una actividad de
investigacion que permita al alumno realizar un trabajo de
conjetura.

Desplazamiento 3: desplazar para constatar

Este tipo de desplazamiento permite constatar propiedades
geométricas de objetos que son invaraibles cuando por
ejemplo se desplaza un punto.

Se usa este tipo de desplazamiento cuando un alumno realiza
una actividad de descubrimiento de wuna propiedad
geomeétrica. Por ejemplo, para descubrir una propiedad de la
mediatriz de un segmento [AB], un alumno crea un punto M
sobre la mediatriz y mide la longitud del segmento [AM] y la
del segmento [BM]. Cuando se desplaza el punto M, el
alumno puede observar que AM y BM son iguales
(aproximadamente).

Muchas actividades usan este tipo de desplazamiento. En el
caso del papel se pueden realizar algunas construcciones pero
con TeP, el alumno puede observar muchos méas casos de
dibujos que permiten constatar este resultado.
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2.2.2. Dependencias entre los objetos
[TAP 06] analiza las distintas dependencias entre los objetos.

Construccion/dependencia 1: dependencia de los objetos
construidos en relacién con los puntos de base. Por ejemplo,
cuando se construye un cuadrado ABCD a partir de dos
puntos libres A y B, los puntos C y D dependen de los puntos
Ay B, esto impide mover el punto C si hacemos clic sobre
este punto.

Construccion/dependencia 2: dependencia entre los objetos
cuando se elimina un objeto. En el caso del cuadrado ABCD,
si se elimina el punto A entonces los puntos C y D van a
desaparecer porque dependen de los puntos Ay B.

Construccion/dependencia 3: propiedades geométricas dadas
a una figura en su construccion. En el caso del cuadrado
ABCD, las diagonales tienen la misma longitud, son
perpendiculares y secantes en el punto medio de las
diagonales. Estas propiedades no fueron definidas en la
construccidn de los puntos C y D (si trazaron perpendiculares
y circunferencias).

2.2.3. Configuraciones de herramientas

2.3.3.1. Escoger los botones

TeP permite escoger los botones visibles en la interfaz. Por
ejemplo, para construir la paralela a una recta (BC) pasando
por un punto A, se puede esconder el botdn que permite
trazar directamente la paralela a una recta pasando por un
punto. Esta configuracion es interesante porque los alumnos
tienen que reflexionar para utilizar propiedades matematicas
en la construccion de la figura deseada. En este caso, los
alumnos pueden trazar dos perpendiculares o utilizar la
propiedad de los puntos medios de los lados de un tridngulo.
Para realizar esta construccion, el alumno tiene que utilizar
propiedades que utiliza normalmente para hacer
demostraciones y no construcciones.
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2.3.3.2. Esconder la zona Script

TeP permite esconder la zona Script. Esta herramienta puede
ser interesante para que los alumnos puedan hacer conjeturas
sobre una figura. El hecho de no ver el script de una figura,
no permite conocer las caracteristicas de los objetos. Los
alumnos tienen que realizar una serie de experimentaciones
para tratar de descubrir las propiedades de la figura estudiada.

2.3.3.3. Modo paso a paso

El modo paso a paso es interesante para visualizar las etapas
de la construccién de una figura. La figura 6 muestra el
maédulo de control que permite utilizar el modo paso a paso.

4r b «4»

Figura 6: Mddulo de control del modo paso a paso

Con este mddulo se puede ver entre otro las diferentes etapas
de construccion de la circunferencia circunscrita a un
triangulo ABC. En una pizarra con una tiza un profesor
puede volver a hacer la construccion de una figura pero no es
tan facil, sin embargo con el médulo se puede repetir sin
limites estas etapas. Una figura que aparece en varias etapas
permite al alumno entender el proceso de construccion de la
figura, ademas se puede ver una etapa anterior si no se
entendié una etapa. Este modulo permite tener interactividad
en la visualizacidn de la construccidn de una figura.

2.3. Interés de la Geometria Dinamica

2.3.1. Teoria van HIELE [VAN 86]

La teoria van HIELE fue desarrollada por los holandeses
Dina y Pierre van HIELE. Esta teoria propone niveles de
comprension de los conceptos geométricos. Los van HIELE
pudieron constatar que los alumnos podian progresar en el
razonamiento geométrico en 5 etapas consecutivas. En su
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articulo, [BUR 99] presenta los diferentes niveles de esta
teoria.

Nivel 1. La visualizacion:

El alumno percibe los objetos geométricos a partir de su
apariencia. Puede hacer razonamientos usando una
descripcidn visual de los objetos.

Nivel 2. El anlisis :

El alumno empieza a analizar las figuras y es capaz de
relacionar un objeto geométrico con sus propiedades. Para
describir un objeto utiliza propiedades necesarias.

Nivel 3. La abstraccion:

El alumno es capaz de ordenar las propiedades de los objetos
geometricos, de distinguir las propiedades necesarias y
suficientes para determinar un concepto. Sin embargo, no
entiende el interés de la demostracion.

Nivel 4. La deduccién formal :

El alumno es capaz de entender y realizar los diferentes
elementos de una demostracién. Las demostraciones son
consideradas como necesarias y se da cuenta que pueden
existir varios caminos diferentes.

Nivel 5. El razonamiento preciso :

El alumno es capaz de trabajar con sistemas axiomaticos
diferentes y estudiar geometrias variadas, sin modelo
concreto.

2.3.3.1. Teoria van HIELE vy los softwares
de geometria dinamica

El articulo [BUR 99] presenta también los resultados de un
estudio sobre el nivel, segln la teoria van HIELE, de un
grupo de alumnos. Los autores recomiendan que para ayudar
a un alumno a pasar del primer al segundo nivel, es
importante que pueda manipular los objetos, hacer
experimentaciones, que no los vea siempre en la misma
configuracion. De esta manera, se puede favorecer el uso de
las propiedades.
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En el primer nivel, TeP podria ayudar a los alumnos a ver los
objetos en diferentes configuraciones y realizar
experimentaciones. En el segundo nivel, desplazando los
vértices de un cuadrado se puede hacer medidas
respectivamente a los angulos y a los lados. El alumno puede
explorar por él mismo las propiedades del cuadrado con
muchas variedades de dibujos. En el tercer nivel, un alumno
puede desplazar los vértices de un cuadrado y de un
rectdngulo para establecer una relacion de inclusion. TeP
permite medir y desplazar los vértices de un rectdngulo para
intentar tener un cuadrado, con una hoja de papel es dificil
lograr este tipo de experimentacion de manera dinamica.

El autor del articulo [PUR 00] hizo un estudio sobre la
influencia del uso del software Cabri [CAB 08], en Brasil,
respecto a los niveles de la teoria van HIELE. El analisis de
la experimentacion muestra que el uso exclusivo de Cabri no
permite a un alumno pasar del nivel 1 al nivel 2. Para pasar
del nivel 1 al 2, se necesita saber manejar el vocabulario que
permite describir una figura. El autor recomienda a los
profesores ofrecer actividades fuera del uso de Cabri para que
el alumno pueda mejorar su vocabulario. Este comentario es
importante porque sefiala la necesidad de usar un software de
geometria dindmica con otros tipos de actividades para
mejorar la ensefianza de la geometria. Sin embargo, el autor
piensa que cuando el alumno sabe expresarse para describir
una propiedad matematica, el uso de Cabri lo puede ayudar
para pasar del nivel 2 al 3, pero hay que respetar la estructura
recomendada por la teoria van HIELE. Este comentario
muestra el interés de usar TeP para pasar del nivel 2 al 3,
pero eso va depender de la manera de organizar las
actividades. Esto deja ver la importancia de la formacién de
los profesores.

2.3.2.  Construccién vs dibujo

En una hoja de papel se puede trazar un cuadrado ABCD a
partir de dos puntos A y B, usando una escuadra sin utilizar
propiedades geométricas. En este caso se habla de dibujo. Un
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alumno lo puede hacer solamente a partir de la aparencia que
tiene un cuadrado.

Con TeP no se puede usar una escuadrada. Para conseguir un
cuadrado ABCD a partir de dos puntos A y B, se puede trazar
una perpendicular al segmento [AB] pasando por A y una
circunferencia de centro A pasando por B. Para tener la idea
de usar estos botones, el alumno tiene que poder describir las
propiedades de un cuadrado. Esta construccién es un buen
ejercicio para ayudarlo a aplicar las propiedades de los
cuadrilateros particulares.

2.3.3. Lugar de experimentaciones

El autor del articulo [LAB 03] indica a proposito de Cabri :
«Los usuarios pueden realizar experiencias reales que
corresponden a las experiencias mentales que pueden efectuar
sobre los objetos abstractos que no son frecuentemente
disponibles para los alumnos ». Cabri y TeP permiten a los
alumnos realizar este tipo de experimentaciones, este aspecto
es interesante para los que tienen dificultades de
visualizacion.

2.3.3.1. Nuevas areas de experimentaciones

Las oportunidades de experimentacion que ofrece TeP
permiten a los profesores inventar una nueva manera de
descubrir la geometria. Cuando un profesor empieza a utilizar
TeP con sus alumnos, es dificil realizar actividades que sean
diferentes de lo que se hace con una hoja de papel. Por esta
razon, antes de empezar una actividad con los alumnos, una
reflexién sobre las diferencias entre TeP y la técnica “papel-
lapiz” puede permitir a los alumnos aprovechar de estas
nuevas areas de experimentaciones. Para que los profesores
puedan aplicar estas nuevas areas de experimentaciones, una
formaciéon en las universidades o institutos pedagogicos
puede ser interesante. El objetivo de estas formaciones es
ofrecer a los profesores unas herramientas de reflexién sobre
la manera de construir una actividad tomando en cuenta lo
que ofrece TeP. El autor de la tesis [TAP 06] indica que estas
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nuevas areas de experimentaciones permiten establecer
nuevas estrategias de resolucion para los alumnos. Estas
nuevas estrategias necesitan una nueva manera de concebir
las actividades de los alumnos. Esta reflexidn, se podria hacer
entre profesores o0 en el transcurso de la formacion
pedagdgica de los profesores. Para que los alumnos puedan
realizar estas nuevas actividades, los profesores pueden
ensefiarles una metodologia para resolver estos nuevos tipos
de problemas. ;/Qué tipos de nuevas estrategias se pueden
definir? ;Como ensefiar estas estrategias a los alumnos?

Estas nuevas actividades permiten a los alumnos trabajar en
grupo para intentar conseguir una solucién al problema. Con
el trabajo en grupo los alumnos acceden a un intercambio de
ideas con el objetivo de ayudarse mutuamente en el
aprendizaje.

3. Trabajo en colaboracién en el proyecto TeP-Peru

En Francia, Sésamath logrd constituir varios grupos de
trabajo en colaboracién. Gracias a este trabajo, se pudieron
desarrollar varios softwares gratuitos dedicados a la
ensefianza y al aprendizaje de las matematicas, dar una ayuda
técnica para los usuarios de los softwares y proponer fichas
de actividades para los alumnos. El trabajo en colaboracion
significa que profesores pueden trabajar juntos sobre un
mismo proyecto. La comunicacidon se establece gracias a
mensajes enviados por mail a una lista predefinida de
usuarios.

En octubre del 2007 Sésamath estuvo en el tercer lugar del
premio UNESCO sobre el uso de las Teconologias de la
Informacion y de la Comunicacion para la Ensefianza (entre
68 proyectos de 51 paises). La asociacién fue premiada por la
calidad de sus soportes pedagogicos y por su capaciad en
alcanzar un publico numeroso de alumnos y profesores. Este
premio demuestra el interés de un trabajo en colaboracién.

La tercera etapa del proyecto TeP-Per( consiste en constituir
un grupo de profesores para trabajar en colaboracion con el
fin de cumplir los siguientes objetivos.
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3.1. Promover la utilizacién de TeP

Este primer aspecto se refiere a la divulgacién de TeP en los
colegios. Para lograrlo una buena meta seria organizar
talleres dirigidos a los profesores de matematicas con el fin
de ensefiarles a utilizar el software y a realizar actividades. El
trabajo en colaboracion consiste en intercambiar ideas para
preparar estos talleres. ;Qué tipo de atividades realizar para
los profesores? ;Ddnde realizarlas?

3.2. Ayuda técnica para los usuarios

Cuando un profesor desea utilizar TeP pueden surgir
preguntas sobre el uso. La experiencia realizada en Francia
demuestra que cuando un profesor hace una pregunta en la
lista, generalmente consigue una respuesta gracias a los
expertos de TeP y los otros profesores de la lista pueden
aprovechar de las dudas aclaradas.

TeP sigue siendo desarrollado y todavia existen algunos
errores. Un interés de la lista de trabajo en colaboracion es
sefialar los errores para que puedan ser corregidos.

En este proyecto es necesario constituir un grupo de expertos
que puedan contestar a las preguntas que apareceran en la
lista.

3.3. Proponer actividades para los alumnos

Este aspecto del trabajo en colaboracion pretende preparar
fichas de actividades para los alumnos de manera que los
profesores puedan utilizarlas en el salon de clase. Estas fichas
podrian ser descargadas desde la pagina web de TracenPoche
con el fin de ofrecerlas a todos los profesores de
matematicas. Estas fichas pueden ser utilizadas directamente
o0 servir como una referencia a los profesores. El objetivo de
este trabajo en colaboracion es de alimentar una reflexion
sobre el tipo de actividades que pueden proponerse a los
alumnos, sobre las ayudas que se pueden ofrecer ;Qué
actividades proponer para tomar en cuenta las ventajas de
geometria dinamica? ;Como aplicar nuevas estrategias de
resoluciéon? ;Qué tipos de preguntas hacer? ¢Preguntas

79



abiertas o cerradas? ;Qué tipo de respuestas esperar de parte
de los alumnos?

Otro aspecto de este trabajo es meter en linea figuras
geométricas para una visualizacién de las propiedades
matematicas o para promover una actividad de investigacion.
Los alumnos podrian explorar las figuras con el fin de
descubrir sus propiedades.

4. Conclusién

En este articulo se describi6 TeP y las novedades de este
software. Los tipos de desplazamientos, la dependencia de los
objetos, la configuracién de las herramientas son elementos
que establecen unas diferencias entre la técnica “papel-lapiz”
y TeP. La teoria de van HIELE fue introducida para ver como
el uso de TeP puede mejorar el aprendizaje de la geometria.
Se hablé de nuevas estrategias de resolucion ofrecidas por los
softwares de geometria dindmica ¢Qué tipos de nuevas
estrategias se pueden definir? ;Como ensefiar estas
estrategias a los alumnos? La ultima parte fue una
presentacion del trabajo en colaboracidn, cuyos objetivos
son: promover la utilizacion de TeP, ofrecer una ayuda
técnica para los usuarios y proponer actividades para los
alumnos.

El autor del articulo [ART 95] sefiala que «para poder utilizar
un EIAO (Entorno Interactivo para el Aprendizaje con
Computadora), es importante que los profesores, en el
transcurso de su formacion se acostumbren a manejarlo
personalmentex.

La formacién de los profesores es una condicidn necesaria
para permitir un buen uso de TeP.

¢Qué tipo de formacion ofrecer a los profesores?

En el articulo [LER 06] se destaca que lo dificil con los
EIAH no es solamente realizar actividades pero que el
alumno pueda aprender. El aprendizaje no depende solamente
del uso de un software pero de un conjunto de elementos
(situacion de aprendizaje humano, cultural, psicoldgico, ...).
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Para poder construir actividades es importante pensarlas de
tal manera que puedan favorecer el aprendizaje. La
experimentacion realizada por los alumnos es una buana
manera de favorecer el aprendizaje.

En [LER 06] se plantea la problematica de saber quién es
dominante entre la informatica y la didactica. Puede paracer
mas facil preparar una actividad pensando solamente en los
aspectos informaticos pero puede ser que el alumno no logre
mejorar su conocimiento de la geometria.

Seria interesante hacer un estudio sobre la utilizacién de TeP en
colegios peruanos. ;Qué actividades fueron realizadas? ;Que
actividades fuera de TeP permitieron acompafar el uso de TeP
con el objetivo de favorecer el aprendizaje? ;Qué tipos de
adelantos permiti6 TeP? ;Cuales fueron las dificultades
encontradas por los profesores y los alumnos?
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La Matematica en el Contexto de
las Ciencias

Patricia Camarena Gallardo
Instituto Politécnico Nacional, México

Resumen

A nivel mundial, es conocido el hecho del alto indice de
reprobacion en las asignaturas de matematicas en areas de
ingenieria, la reprobacion es s6lo un sintoma de toda la
problematica. En este conflicto inciden muchos factores de
tipo social, econémico, de orden curricular, asociados a la
didactica, que inciden en el aprendizaje y en la ensefianza de
la matemética, inherentes a la formacion de los docentes,
inferidos al propio tema de estudio, por causas de la
infraestructura cognoscitiva de los alumnos, etc. (Camarena,
1984). Los estudiantes no tienen en claro por qué estudiar
matematicas y esto demerita la motivacion hacia esta ciencia,
por otro lado, en los objetivos de los estudios de ingenieria se
menciona que el futuro ingeniero deberd poseer una
formacion integral y en ninguna parte de los curriculos de
ingenieria se especifica cémo lograrlo. Desde esta
perspectiva, la desarticulacidon que existe entre los cursos de
la matematica y las demas asignaturas que cursa el estudiante
se convierte en un conflicto cotidiano para los alumnos;
tratando de enfrentar estas problematicas nace la teoria de la
Matematica en el Contexto de las Ciencias.

En el presente trabajo se muestran los resultados de varias
investigaciones educativas relacionadas con el proceso de la
ensefianza y el aprendizaje de la matemética en éreas de
ingenieria, en donde la matemética no es una meta por si
misma. Esta serie de investigaciones convergen en la
constitucion de la teoria educativa denominada: La
matematica en el Contexto de las Ciencias, la cual nace en el
nivel universitario y se estd llevando hacia los niveles
educativos anteriores.
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La teoria que aqui se resume se ha desarrollado a lo largo de
mas de 20 afios en el Instituto Politécnico Nacional de
México. Se inicié con investigaciones sobre el curriculo
tratando de abordar la problemaética del por qué de los cursos
de matematicas en las areas de ingenieria y tratando de
buscar respuestas a la problematica que todo docente de
matematicas vive con los estudiantes, quienes parece que
odian a la matematica, en donde se repite la situacion de que
en apariencia nunca han visto los conocimientos de sus
cursos anteriores que les exige el profesor.

La Matematica en el Contexto de las Ciencias

"La Matematica en Contexto de las Ciencias" es una teoria
que nace desde 1982, la cual reflexiona acerca de la
vinculacion que debe existir entre la matematica y las
ciencias que la requieren (Camarena, 1984, 1987, 1995,
2001,, 2005,, 2007), y se fundamenta en los siguientes
paradigmas:

- La matemética es una herramienta de apoyo y
disciplina formativa.

- La matematica tiene una funcion especifica en el
nivel universitario.

- Los conocimientos nacen integrados.

El supuesto filosofico educativo de esta teoria es que el
estudiante esté capacitado para hacer la transferencia del
conocimiento de la matematica a las areas que la requieren y
con ello las competencias profesionales y laborales se vean
favorecidas.

La teoria contempla cinco fases:
- LaCurricular, desarrollada desde 1984.
- LaDidactica, iniciada desde 1987.
- Laepistemoldgica, abordada en 1988.
- Lade formacion docente, definida en 1990.

- Lacognitiva, estudiada desde 1992.
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Es claro que en el salén de clases estan presentes los
contenidos de cada una de las cinco fases y éstas interactlian
entre si en un ambiente social, econdmico y politico; es decir,
los cinco elementos no estan aislados unos de los otros y
tampoco son ajenos a las condiciones sociolégicas de los
actores del proceso educativo, para una exposicién con
formalidad de la teoria se hace necesario fragmentarla en las
cinco fases, véase la figura 1.

COGNITIVA

DIDACTICA
CURRICULAR
PROFESOR

EPISTEMOLOGICA FORMACION DE
PROFESORES

Figura 1. Una terna dorada en educacion.

A continuacién se exponen los elementos mas relevantes de
cada fase.

Fase curricular.

La fase curricular posee una metodologia denominada
DIPCING para el disefio de programas de estudio de
matematicas en carreras de ingenieria (Camarena, 1984).

La metodologia se fundamenta en el siguiente paradigma
educativo: Con los cursos de matematicas el estudiante
poseera los elementos y herramientas que utilizara en las
materias especificas de su carrera, es decir, las asignaturas
de matematicas no son una meta por si mismas; sin dejar a

85



un lado el hecho de que la matematica debe ser "formativa"
para el alumno.

Asimismo, la premisa alrededor de la cual gira la
metodologia es que: El curriculo de matematicas debe ser
objetivo, es decir, debe ser un curriculo fundado sobre bases
objetivas.

Para poder cumplir con la premisa dentro del marco del
paradigma educativo planteado, se propone una estrategia de
investigacién dada en tres etapas: la central, la precedente y
la consecuente.

ETAPA CENTRAL

Hacer un andlisis de los contenidos
matematicos, tanto  explicitos  como
implicitos, en los cursos especificos de la
ingenieria.

ETAPA PRECEDENTE

Detectar el nivel de conocimientos
matematicos que tienen los alumnos a su
ingreso a la carrera.

ETAPA CONSECUENTE

Efectuar una encuesta a los ingenieros en
ejercicio, sobre el uso que tienen de la
matematica en su labor profesional.

Con la metodologia se obtiene vinculacién curricular interna
(entre la matemaética y las asignaturas de las ciencias basicas,
la matematica y las ciencias basicas de la ingenieria, asi como
entre la matematica y las especialidades de la ingenieria).
También se logra la vinculacion curricular externa [entre el
nivel medio superior y el nivel superior (universitario), el
nivel superior con el nivel postgrado, asi como entre la
escuela y la industria, tomando como eje rector a la
matematica].

Algunos de los constructos tedricos sobresalientes son los
diferentes tipos de contenidos que se presentan, unos apoyan
a las partes teoricas de la ingenieria, mientras que los otros a

86



los temas y conceptos de aplicacién de la ingenieria, dando
evidencia de en qué temas de la matematica se deberan
desarrollar habilidades y destrezas matematicas y en cuales
no es necesario desarrollarlas (Camarena, 2002,).

Fase de formacidn de profesores.

La fase de formacién de profesores o formacidn docente ha
detectado las deficiencias de profesores que dan cursos de
matematicas y que su formacién no es de matematicos,
constituyendo esto una de las grandes causas de las
deficiencias de los estudiantes en matematicas (Camarena,
2002,,). Desde 1990 a través de una investigacion se disefio
una especialidad en docencia de la ingenieria matematica en
electrénica, en donde las asignaturas de matematicas se
muestran vinculadas con otras disciplinas propias de la
electrénica y sus ramas afines (Camarena, 1990). Como se
muestra en el siguiente cuadro.

Matematicas en el contexto de la ingenieria electrénica

Matematicas Ingenieria electrénica
Introduccidn al Anélisis
Matematico de una variable Electrénica Basica
real
Calculo Vectorial Electromagnetismo
Algebra Lineal Control Electrénico

Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias Circuitos Eléctricos

Analisis de Sefiales

Analisis de Fourier "
Electromagnéticas

Probabilidad Andlisis de Sefiales Aleatorias

Procesos Estocasticos Telefonia

Cuadro. Areas vinculadas.
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De hecho, la investigacion arrojo cuatro categorias cognitivas
que deberian incluirse en un programa de formacion docente
en matematicas para el nivel universitario: Conocimiento
sobre los estudios de ingenieria en donde laboran,
Conocimiento de los contenidos a ensefiar, Conocimiento
sobre el uso de tecnologia electrénica para apoyar el
aprendizaje del estudiante y Conocimiento acerca del proceso
de ensefianza y de aprendizaje de la matematica. Dentro de la
Ultima categoria se incluyen cursos sobre conocimiento
cientifico y técnico, historia y fundamentos de la matematica,
procesos de aprendizaje, la evaluacion del aprendizaje, entre
otros.

Fase epistemoldgica.

En la fase epistemologica se han llevado a cabo
investigaciones que han verificado como gran parte de la
matematica que se incluye en los cursos de éareas de
ingenieria nace en el contexto de problemas especificos de
otras areas del conocimiento y a través del tiempo pierden su
contexto para ofrecer una matematica "pura” que es llevada a
las aulas de clases sin que tenga sentido para los estudiantes
gue no van a ser matematicos, como lo describe Chevallard
(1991).

Con la Matematica en el Contexto de las Ciencias se muestra
que asi como los contextos de otras ciencias le dan sentido y
significado a la matemadtica, ésta, la matematica, le da sentido
y significado a los temas y conceptos de las ciencias del
contexto, reconceptualizandolos (Muro, 2002; Camarena,
1987).

Hay situaciones en donde el ingeniero emplea procesos o
métodos sin conocer su origen, la fase epistemoldgica de la
Matematica en el Contexto de las Ciencias pone a la luz estas
génesis (Camarena, 1987), como el caso de las impedancias
complejas en circuitos eléctricos.

También se ha determinado un constructo tedrico
denominado transposicién contextualizada; en donde la
matematica que han aprendido los estudiantes en la escuela
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sufre transformaciones para adaptarse a la forma de trabajar
de otras ciencias (Camarena, 2001,), como el caso de la delta
de Dirac para modelar una sefial eléctrica impulsiva.

Conocimiento

erudito

Transposicion
>

Conocimiento
a

Transposicion
>

Conocimiento
a ser aplicado

ser ensefiado

Transposicion Didéctica (Chevallard) |
contextualizada |

Transposicion

Figura 2. Transposiciones

Como parte de esta etapa se cuenta con una serie de
situaciones de matematica contextualizada para ser usadas en
clase, como los cursos de Ecuaciones Diferenciales
Ordinarias en el contexto de los Circuitos Eléctricos
(Camarena, 1987), Calculo Vectorial en el contexto de la
Teoria Electromagnética (Ongay, 1994), el Analisis de
Fourier en el contexto del Andlisis de Sefales
Electromagnéticas (Camarena, 1993), las Ecuaciones
Diferenciales Parciales en el contexto de la cuerda vibrante
(Camarena, 2004,), la Transformada de Laplace en el
contexto de los Circuitos Eléctricos (Suarez, 2000), la Serie
de Fourier en el contexto de la transferencia de masa (Muro,
2002), etc.

Los obstéaculos epistemol6gicos, como han sido definidos por
Brousseau (1983), se identifican en esta fase para ser usados
en la planeacion didactica de los cursos, a través del disefio
de actividades de aprendizaje que ayuden a enfrentar estos
obstéculos.

Fase didactica.

La fase didactica contempla un proceso metodolégico para el
desarrollo de las competencias profesionales referidas a la
resolucion de eventos contextualizados, con la cual se
fomenta el desarrollo de las habilidades para la transferencia
del conocimiento, éste incluye tres etapas (Camarena, 2005,).
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1. Presentar la estrategia didactica de la Matematica en
Contexto en el ambiente de aprendizaje.

2. Implantar cursos extracurriculares en donde se lleven a
cabo actividades para el desarrollo de habilidades del
pensamiento, habilidades metacognitivas y habilidades para
aplicar heuristicas al resolver problemas, asi como
actividades para bloquear creencias negativas.

3. Instrumentar un taller integral e interdisciplinario en los
tltimos semestres de los estudios del alumno, en donde se
resuelvan eventos reales de la industria.

En la primera etapa se presenta la estrategia didactica
denominada la Matematicas en Contexto (Camarena, 1995),
en donde se le presenta al estudiante una matematica
contextualizada en las areas del conocimiento de su futura
profesion en estudio, en actividades de la vida cotidiana y en
actividades profesionales y laborales, todo ello a través de
eventos contextualizados, los cuales pueden ser problemas o
proyectos. En general el hablar de la Matematica en Contexto
es desarrollar la teoria matematica a las necesidades y ritmos
que dictan los cursos de la ingenieria.

La Matematica en Contexto contempla 9 etapas que se
desarrollan en el ambiente de aprendizaje en equipos de tres
estudiantes: Lider académico, lider emocional, lider de
trabajo.

1.- ldentificar los eventos contextualizados.
2.- Plantear el evento contextualizado.

3.- Determinar las variables y las constantes del
evento.

4.- Incluir los temas y conceptos matematicos
necesarios para el desarrollo del modelo
matematico y solucion del evento.

5.- Determinar el modelo matematico.

6.- Dar la soluciéon matematica del evento.
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7.- Determinar la solucién requerida por el evento.

8.- Interpretar la solucién en términos del evento y
disciplinas del contexto.

9.- Presentar una matematica descontextualizada.

De las etapas mencionadas se tiene dos observaciones, una
referida a la planeacion didactica y otra a la modelacion
matematica.

Observacion 1.

Es importante hacer notar que los puntos 4 y 9 requieren de
una planeacion didactica especifica, en donde el docente
disefie actividades didacticas guiadas por los siguientes
elementos (Camarena, 2004,):

= Transito entre los diferentes registros de representacion. En
la matematica se cuenta con los registros numérico,
algebraico, analitico, contextual y visual, éste Gltimo
incluye graficas, diagramas, esquemas y dibujos, los cuales
deben ser usados por el profesor para poder llegar a los
diferentes estilos de aprendizaje de la matematica.

= Trénsito del lenguaje natural al matematico y viceversa. Se
cuenta con una categorizacion de las representaciones en
este transito: problemas con enunciado literal, problemas
con enunciado evocador y problemas con enunciado
complejo (Olazébal, 2003).

= Construccién de modelos matemaéticos. Si el alumno no
puede construir un modelo matemético de un evento a
abordar, significa que no puede hacer la transferencia del
conocimiento matematico a otras ciencias, por lo que es
importante que este elemento forme parte de los hilos
conductores de la ensefianza y del aprendizaje.

= Resolucion de problemas contextualizados. Es necesario
ayudar al estudiante a desarrollar las habilidades para
abordar la resolucion de problemas. De hecho, la
Matematica en el Contexto de las Ciencias toma como
herramienta a la resolucion de problemas y el aprendizaje a
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través de proyectos, asi como a sus elementos de
formacion: heuristicas, metacognicion, creencias, etc.

= Argumentacién, habilidad de conjeturar y partir de
supuestos. Uno de los elementos formativos que ofrece la
matematica es poder argumentar, conjeturar y saber seguir
un proceso a partir de supuestos, sin que se desee formar
como matematicos a los futuros ingenieros, pero si es
deseable que desarrollen las habilidades formativas que
otorga la matematica para un mejor desempefio
profesional.

= Blsqueda de analogias. Las analogias que pueda usar el
docente en clase ayudara a que el estudiante establezca los
amarres a las estructuras cognitivas establecidas.

= Identificaciébn de nociones previas. Si se conocen las
nociones previas con que cuenta el estudiante, el docente
podra disefiar sus actividades a partir de éstas y apoyar la
construccién de conocimientos significativos en el sentido
de Ausubel (1990).

= ldentificacion de obstaculos. Los obstaculos se pueden
clasificar en epistemoldgicos en el sentido que los maneja
Brousseau, didacticos, los que provoca el profesor,
cognitivos los que estdn inferidos a los conocimientos
anteriores del estudiante y ontogénicos, aquellos que son
inherentes a las caracteristicas fisicas y hereditarias del
estudiante.

= El conocimiento se presenta en espiral. Es importante que
el docente tome en cuenta este hecho, porque ello le abre el
camino a estar repasando continuamente conocimientos
que ya han sido tratados dentro del mismo curso o en
estudios anteriores, lo cual apoya la construccion y
reconstruccion del conocimiento.

= Uso de la tecnologia electronica. En el siglo en que
vivimos la tecnologia no puede esta fuera de nuestra
actividad profesional, para el caso de la docencia es
necesario que se incorpore como una herramienta
tecnoldgica de apoyo al aprendizaje. En general no hay
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tiempo en los espacios didacticos para incursionar en
actividades didacticas que consuman los tiempos
programaticos, se debe incursionar en la tecnologia, usar
plataformas tecnolégicas educativas, foros de discusién,
comunidades virtuales, etc., los cuales ayudan a extender
los tiempos del aula.

El uso de las tecnologias de la informacion y comunicacién
(TIC) permiten que el estudiante vaya a sus ritmos vitales,
porque los tiempos cognitivos son diferentes a los tiempos
didacticos. Ademas, le permiten retroceder o avanzar cuando
quiera, repasando y reforzando los conocimientos.

Observacion 2.

Una de las etapas centrales de la estrategia didactica de la
Matemética en Contexto es la elaboracion del modelo
matematico, situacion que llevd realizar investigaciones
(Camarena, 2001,) que abordaran las siguientes interrogantes:
¢(Qué es un modelo matematico?, (Qué es modelacion
matematica?, ;Qué elementos cognitivos intervienen? y ;Qué
habilidades del pensamiento son indispensables para la
modelacion?

Para iniciar, se tiene que la matematica en ingenieria es un
lenguaje, ya que casi todo lo que se dice en la ingenieria se
puede representar a través de simbologia matematica.

Es mas, el que se represente a través de la terminologia
matematica y se haga uso de la matematica en la ingenieria,
le ayuda a la ingenieria a tener caracter de ciencia por un lado
y por el otro, le facilita su comunicacion con la comunidad
cientifica de ingenieros.

Dentro del conocimiento de la ingenieria, se tienen
problemas de la ingenieria, asimismo, se tienen objetos de la
ingenieria que para su mejor manejo o referencia se les
representa matematicamente y también se tienen situaciones
que se pueden describir a través de la simbologia matemaética.
Estos casos permitirdn caracterizar a los modelos
matematicos.
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A continuacién se muestran ejemplos de cada caso.
a) Problemas

Se quiere conocer el fenémeno de carga de un condensador
(capacitor), cuya capacitancia es C, el cual esta conectado en
serie con un resistor de resistencia R, a las terminales de una
bateria que suministra una tensidn constante V, este
planteamiento se puede representar a través de la ecuacion
diferencial lineal siguiente:

d 1
RaQ(t)ﬂLEQ(t):V

Es de mencionar que bajo el término problema se estan
incluyendo los fendmenos que se presentan en la ingenieria,
como la carga de un condensador, la caida libre de un cuerpo,
el movimiento de un péndulo, etc.

b) Objetos

Considérese una sefial eléctrica del tipo alterno sinusoidal, la
sefial es el objeto de la ingenieria el cual se representa a
través de la funcion: f (t) = A sen (t+ox)

¢) Situaciones

El condensador de carga g=q(t) esta totalmente descargado al
inicio del problema. Esta situacion se puede representar
matematicamente, tomando en cuenta que al inicio del
problema t=0 y que la carga es una funcion del tiempo, como:
q(0)=0.

De los tres casos mencionados los que caracterizan a los
modelos que se trabajan en esta investigacién, son los
objetos y los problemas, asi la definicion es: Un modelo
matematico es aquella relacion matematica que describe
objetos o problemas de la ingenieria.

El andlisis de problemas reales, de problemas trabajados en
investigaciones de la ingenieria y problemas abordados en los
textos de ingenieria, se clasifica a los modelos matematicos
seguin se muestra en la figura 3.
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CARACTERIZACION DE LOS MODELOS MATEMATICOS

Modelaje de objetos Modelaje de problemas de la ingenieria
de laingenieria
La clasificacion esta en La clasificacion esta en funcion de
funcion del uso que le da las areas cognitivas de la ingenieria
la ingenieria
Modelos Modelos Modelos Modelos Modelos
Modelos L - de cuarta
estaticas Dindmicos | deprimera | desegunda de tercera eneracion
generacion generacion generacion 9

Figura 3. Clasificacion de los modelos matematicos segun su

De las etapas de la Matematica en Contexto y lo detectado en
el analisis de los problemas estudiados para la investigacion
se construye la definicion del término “modelacion
matematica”.

La modelacién matematica se concibe como el proceso
cognitivo que se tiene que llevar a cabo para llegar a la
construccion del modelo matematico de un problema u objeto
del area del contexto.

Este proceso cognitivo consta de tres momentos, los que
constituyen los indicadores de la modelacién matematica:

1. Identificar variables y constantes del problema, se incluye
la identificacion de lo que varia y lo que permanece
constante, que generalmente se encuentra implicito.

2. Establecer relaciones entre éstas a través de los conceptos
involucrados en el problema, implicita o explicitamente, ya
sean del &rea de la matematica o del contexto.

3. Validar la “relacién matematica” que modela al problema,
para lo cual hay que regresarse y verificar que involucre a
todos los datos, variables y conceptos del problema.
Dependiendo del problema, algunas veces se puede validar el
modelo matemético a través de ver si la expresion
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matematica predice la informacion otorgada o la informacién
experimental. En otros casos, para validar el modelo, es
necesario dar la solucién matematica para ver que se predicen
los elementos involucrados.

Un punto importante de mencionar es que el modelo
matematico no es (nico, hay varias representaciones
matematicas que describen el mismo problema, razén por la
cual se hace necesaria la validacion del mismo (tercer
momento).

La forma de abordar (o resolver) matematicamente el modelo
matematico tampoco es Unica, elemento que permite verificar
la versatilidad de la matematica, asi como su consistencia.

Elementos cognitivos (Camarena, 2005y).

Para llevar a cabo la modelacibn matematica se hace
necesario poseer los siguientes elementos cognitivos:

= Los enfoques de los temas y conceptos matematicos del
area del contexto. Cada tema y concepto matematico posee
varios enfoques, por ejemplo, la derivada es un cociente de
diferenciales, es un limite muy particular, es la operacién
inversa a integrar, es una razén de cambio, es la pendiente
de la recta tangente a la curva, etc. Conocer estos enfoques
es necesario para modelar.

= La transposicion contextualizada. Es conocido el hecho de
que el saber cientifico sufre una transformacion para
convertirse en un saber a ensefiar, denominado
transposicion didactica. El conocimiento que se lleva al
aula sufre otra transformacién para convertirse en un saber
de aplicacion, a lo que se denomina transposicién
contextualizada.

= El manejo conceptual de la matematica descontextualizada.
Es importante que sea del conocimiento del alumno que la
matematica es universal en el sentido de que es aplicable a
varios contextos. Dentro de la Matemética en el Contexto
de las Ciencias se concibe como matematica conceptual a
aquella matematica si se tiene el concepto es porque se
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puede transferir ese conocimiento, porque se conocen los
diferentes enfoques de concepto, porque se conocen los
puntos de control de error del concepto, porque se conocen
los patrones de comportamiento del concepto cuando se
mueven los pardmetros que lo componen, porque se puede
transitar entre los diferentes registros de representacion del
concepto, etc.

Habilidades del pensamiento (Camarena, 2005y,).

Al igual que en los elementos cognitivos, a través del analisis
de la instrumentacién de problemas de cada area cognitiva de
la ingenieria en electronica se detectan las habilidades del
pensamiento que entran en accion en la construccion del
modelo matematico. Asi, para llevar a cabo la modelacidn
matematica es necesario desarrollar en el estudiante las
siguientes habilidades del pensamiento:

Habilidad para identificar los puntos de control de error,
como elemento metacognitivo. Esta habilidad forma parte
de tener una matematica conceptual, como se ha
mencionado.

Habilidad para transitar del lenguaje natural al lenguaje
matematico y viceversa. Para este punto se puede ver la
referencia de Olazdbal (2003), quien hace una
categorizacion  de  problemas de  matematicas
contextualizadas respecto a la demanda de traduccién del
lenguaje natural al matematico.

Habilidades para aplicar heuristicas. Las heuristicas como
estrategias para abordar un problema, con la clasificacién
que otorga Nickerson (1994) a las dadas por Polya (1976).

Habilidad para identificar regularidades. Entre las
habilidades basicas del pensamiento, esta habilidad se hace
notoria.

Habilidad para transitar entre las  diferentes
representaciones de un elemento matematico. Se
consideran las representaciones que describe Duval (1999):
aritmética, algebraica, analitica y visual, incluyéndose la
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representacion contextual que maneja la Matematica en el
Contexto de las Ciencias.

= Habilidad para hacer "consideraciones” o “idealizar” el
problema (cuando proceda). Hay problemas tan complejos
que deben ser idealizados para poderse matematizar, en
otras ocasiones es necesario hacer consideraciones, como
controlar variables para poder lograr la matematizacion.

Nota. Se han tomado como sinénimos a modelacion
matematica, matematizacion y modelaje.

Con la estrategia didactica de la Matemética en Contexto se
cambia el paradigma educativo de ensefianza tradicional,
ahora se trata de una ensefianza, con conocimientos
integrados, y centrada en el aprendizaje. Dando los temas de
matematicas vinculados con las deméas asignaturas que cursa
el alumno y presentdndolas al ritmo y tiempos que son
requeridos por los estudiantes (Camarena, 1987). La
Matematica en Contexto fortalece la reorganizacion cognitiva
de conceptos y procesos matematicos.

En la sequnda etapa se instrumenta un curso extracurricular.
Se formula a partir de la necesidad abordar problemas
concretos en el aula. Cuando se usa como una herramienta la
resolucién de problemas (Polya, 1976), afloran los elementos
de la resolucion de problemas, como lo son las heuristicas,
las habilidades del pensamiento, la metacognicion y las
creencias (Nickerson, 1994; De Bono, 1997; Santos, 1997;
Herrera, 2003; Camarena, 2003,).

Las estrategias para abordar un problema en las diferentes
partes del proceso de la resolucién se les denomina
heuristicas. El padre de las heuristicas fue Polya quien a
través de preguntas como las que se muestran a continuacion
guia la resolucién de problemas: ;Con qué cuento?, ;Qué me
preguntan?, ;Qué tipo de datos tengo?, ¢Tengo
condicionantes?, ;Cuales son variables en mi problema y
cuales son constantes?, ;Se podra ver para casos particulares
y después resolverlo para cualquier caso?, (Qué problema
que ya he resuelto se parece a éste?, (Cudl es la
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generalizacion del problema para ver si es mas facil de
abordar?, ;Qué analogias, semejanzas puedo encontrar con
otros problemas?, ¢;Puedo plantearlo de forma diferente para
poder abordarlo?, Etc.

Cuando se resuelven problemas esta presente un factor que es
denominado metacognicion. La metacogniciéon es aquella
parte del individuo que le hace ser consciente de su propio
conocimiento, de saber si tiene o no todos los elementos
cognitivos cuando resuelve un problema o tiene que ir a
buscar en libros o consultar personas, etc. Cuando la persona
esta en el proceso de resolucion de un problema la
metacognicién es el elemento que se encarga de que el
individuo se pregunte a si mismo si va por buen camino o no,
es decir, hace que busque contradicciones, incongruencias o
elementos que le den la pauta para decir que si va bien, en la
teoria de la Matematica en el Contexto de las Ciencias a esto
se le denominan “puntos de control de error”. También la
metacognicién esta presente cuando el individuo va y verifica
si el resultado obtenido satisface o no el problema planteado

Las habilidades del pensamiento ayudan al entendimiento de
las ciencias y a su vez las ciencias ayudan a desarrollar las
habilidades del pensamiento en el individuo que las estudia.
Las habilidades del pensamiento se clasifican en basicas y de
orden superior.

Entre las habilidades basicas se encuentran: la observacion, la
identificacion, la comparacion, la clasificacion, la
jerarquizacion, la asociacion, la induccion, la deduccion, la
sintesis, la memoria, etc.

Las habilidades mas sobresalientes de orden superior son: la
creatividad, el razonamiento (légico, critico, analitico, etc.),
la contextualizacion  (vincular diferentes disciplinas
transfiriendo conocimientos), el modelaje matemaético, la
resolucion de problemas, etc.

Es claro que las habilidades del pensamiento entran en juego
en el proceso de resolucion de problemas, pero también estan
presentes en este proceso las habilidades para aplicar

99



heuristicas, asi como habilidades metacognitivas, todas ellas
apoyando la transferencia del conocimiento.

Las creencias son un factor que puede actuar de forma
positiva 0 negativa en el alumno. De hecho, los alumnos, al
igual que cualquier persona poseen creencias negativas y
creencia positivas, siendo las primeras las que los bloguean
para actuar de forma eficiente y las segundas al contrario,
ayudan a ser eficiente la resolver problemas.

Es menester mencionar que este tipo de cursos se han
instrumentado durante un semestre, dando muestras de su
éxito a través de los resultados de los estudiantes en donde su
aprovechamiento escolar se encuentra favorecido y la
motivacion hacia los estudios de ingenieria se ha
incrementado.

En la tercera etapa se instrumenta un taller integral e
interdisciplinario con el objeto de resolver eventos reales de
la industria. Esta etapa se considera como la culminacion del
proceso didactico de la Matematica en Contexto, ya que aqui
es en donde se veran reflejadas las acciones de transferencia
del conocimiento fomentadas en las etapas anteriores.

La instrumentacion de esta etapa, a diferencia de las
anteriores, requiere de un grupo interdisciplinario de
profesores que se comprometan con el proyecto. Por la
complejidad que representan los eventos reales de la
industria, en el taller participan estudiantes egresados en las
ciencias de fisica y matematicas, ya que se ha visto que el
trabajo en equipo es mas eficiente y trabajando entre pares de
las mismas edades el lenguaje y la confianza son
componentes favorables para la resolucion de los eventos
contextualizados.

Fase cognitiva.

El sustento fuerte de esta fase esté en la teoria de aprendizajes
significativos de Ausubel (1990). Respecto a la fase cognitiva
se ha determinado que el estudiante debe transitar entre los
registros aritmético, algebraico, analitico, visual y contextual
para construir y asirse del conocimiento (Camarena, 2002,).
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Se ha verificado a través de la Matematica en Contexto que el
estudiante logra conocimientos estructurados y no
fraccionados, logrando con ello estructuras mentales
articuladas (Camarena, 1999). Esta situacién se ha tratado a
través de la teoria de los campos conceptuales de Vergnaud,
como ejemplo véase la tesis de doctorado de Muro (2004) en
donde establece el campo conceptual de la serie de Fourier en
la transferencia de masa de fenémenos quimicos.

La Matematica en Contexto ayuda a que el estudiante
construya su propio conocimiento con amarres firmes vy
duraderos y no volatiles; refuerza el desarrollo de habilidades
del pensamiento mediante el proceso de resolver eventos
(problemas y proyectos) vinculados con los intereses del
alumno (Camarena, 2003y,).

Para mirar en los estudiantes el funcionamiento cognitivo de
la Matemética en Contexto, también, se ha recurrido a
analizar las funciones cognitivas, véase la tesis de doctorado
de Zufiiga (2004).

Asimismo, se ha determinado que el factor motivacion en el
estudiante se encuentra altamente estimulado a través de la
Matematica en Contexto y su desempefio académico como
futuro profesionista se incrementa, es decir, la transferencia
del conocimiento se puede establecer sin tantos tropiezos
(Camarena, 2000).

Conclusiones

Con la Matemética en el Contexto de las Ciencias el
estudiante tiende a hacerse responsable de su propio
aprendizaje generandose habilidades para la autonomia en el
aprendizaje y trabajo en equipo.

Con la Matemética en el Contexto de las Ciencias se cambia
el paradigma educativo que se centra en el profesor ante un
paradigma centrado en el estudiante, donde el alumno
construye el conocimiento.

Como parte de las conclusiones se puede mencionar que ésta
es una teoria que nace en el nivel superior y baja a los niveles
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anteriores, a diferencia de la mayoria de las teorias sobre el
proceso de ensefianza y aprendizaje que nacen en el nivel
basico. Esta teoria contempla muchas de las variables que
intervienen en el proceso educativo, al cual lo mira como un
proceso social, y tiende a la construccion de una matematica
para la vida.

El profesor debe tratar de realizar investigacion educativa que
le sirva en su actividad laboral para elevar la calidad
académica de la educacion porque la docencia y la
investigacion educativa van de la mano.

Es claro que es imposible ahondar en cada una de las cinco
fases de la Matematica en el Contexto de las Ciencias, por lo
que se le sugiere al lector interesado que consulte la
bibliografia, que aunque no es toda la existente relativa a este
tema, si es suficiente como para tener un panorama de la
teoria.
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Intuicidén y rigor en la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas

Uldarico Malaspina Jurado
Pontificia Universidad Catolica del Peru

Resumen

Se muestra que en el desarrollo de la matematica esta
presente la intuicion interrelacionada con el rigor y se destaca
su importancia en la educacion matematica, como tema
presente en la agenda de investigacion contemporanea. Se
propone encajar la intuicidn en el enfoque ontosemiotico de
la cognicion e instruccién matemaética (EOS) usando una
metafora vectorial en la que el proceso intuitivo se considera
un vector con tres componentes que son tres de los 16
procesos primarios del EOS: idealizacion, generalizacién y
argumentacion. Finalmente, se enfatiza y se ilustra con
ejemplos la importancia de hacer interactuar la intuicion vy el
rigor en la resolucion de problemas.

Introduccion

La relacion de la matemaética con la realidad es muy estrecha.
Es un proceso dindmico que se da ante la necesidad de
resolver problemas de la realidad, los aportes de la
matematica para encontrar las soluciones, la construccion de
modelos matematicos con ese proposito, la verificacion o
nuevas aplicaciones de tales modelos en la realidad, la
aparicion de nuevos problemas, y asi sucesivamente. La
intuicién juega un papel importante en este proceso y va
acompafiada o complementada con el rigor, también en una
relacion de mutua retroalimentacion, pues lo que se intuye se
formaliza para examinarlo con rigor y esto a su vez permite
intuir nuevos resultados, que nuevamente se analizan con
rigor, y asi sucesivamente.
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Es fundamental que estas relaciones dindmicas se tengan muy
presentes y se evidencien en los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, en los diversos niveles
educativos. En particular, es muy importante estimular el
desarrollo de la intuicién y su interaccién con el analisis
riguroso, en las sesiones de resolucion de problemas.

Intuicion y rigor en la historia de las matematicas

En la historia de las matematicas hay casos notables en los
que lo intuitivo antecedié a lo riguroso. Uno de los mas
destacables es el del calculo infinitesimal, cuya formalizacion
y presentacion rigurosa se hizo en el siglo XIX, con Cauchy,
Weierstrass y Dedekind, luego de una larga historia de
aproximaciones y desarrollos intuitivos, como los de Eudoxo
y Arquimedes (a.C.), Cavalieri, Torricelli, Fermat, Kepler,
Huygens y Barrow, y los mas difundidos — y mas
formalizados — de Newton en 1653 y de Leibinitz en 1684.

Es particularmente destacable el aporte de Fermat a la
solucién de los problemas de optimizacion, afios antes de que
se conozcan los métodos ahora tan difundidos del célculo
diferencial. Fermat, en el afio 1637, publicé su Methodus ad
disquirendam maximam et minimam (Método para investigar
maximos y minimos), basado en las siguientes reglas, en las
que se puede ver claramente que no hay el nivel de
formalizacion y rigor actual, pero que las ideas son
esencialmente las mismas y es facil deducir su origen
intuitivo:

e Sea A un término relacionado con el problema.

e« La cantidad maxima o minima esta expresada en
términos que contienen s6lo potencias de A;

e Se sustituye A por A+E , y el madximo o minimo queda
entonces expresado en términos de potencias de Ay E;

o Las dos expresiones del maximo o minimo se hacen
“adiguales”, lo que significa algo asi como “tan
aproximadamente iguales como sea posible™

o Los términos comunes se eliminan;
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. Se dividen todos los términos por una misma potencia
de E de manera que al menos uno de los términos
resultantes no contenga a E;

. Se ignoran los términos que aun contienen E;

. Los restos se hacen iguales.

(Andersen, 1984, p. 38)

También cabe mencionar que Jean Baptiste-Joseph
Fourier en 1826 mostré métodos muy relacionados con los
que se usan al resolver problemas de la programacion lineal,
que fue desarrollada a mediados del siglo XX.

The theoretical insight given by this method is
demonstrated as well as its clear geometrical
interpretation. By considering the dual of a linear
programming model it is shown how the method gives
rise to a dual method. This dual method generates all
extreme solutions (including the optimal solution) to a
linear programme. Therefore if a polytope is defined
in terms of its facets the dual of Fourier's method
provides a method of obtaining all vertices (Williams,
1986, p. 681)

Ciertamente, es natural atribuir a la intuicion y al
talento matematico la formulacion de métodos que afios — o
siglos — més tarde aparecen como parte del desarrollo de una
teoria rigurosamente formalizada.

Hechos como estos nos muestran la relacion estrecha
entre intuicidn y rigor, y han llevado a destacados personajes
de la matematica a tomar posicién respecto a este asunto.
Baste mencionar a Félix Klein (Alemania, 1849 — 1925),
destacado gedmetra, autor del famoso programa de Erlangen,
quien afirmé que “En cierto sentido, las matematicas han
progresado méas gracias a las personas que se han
distinguido por la intuicion, no por los métodos rigurosos de
demostracion” (Perero, 1994, p. 101) y a L. E. J. Brouwer
(Holanda, 1881 - 1966), matemético famoso, conocido
ampliamente por su teorema del punto fijo y con
significativos aportes a la topologia, que es considerado
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creador de la corriente matematica del intuicionismo. H.
Poincaré (1932), ocupandose de la l6gica y la intuicién en las
matematicas, da una vision interesante al considerar dos tipos
de espiritus matematicos: el l6gico y el intuitivo. Nos dice:

“Unos estan preocupados ante todo por la légica; al
leer sus obras, se estd tentado a creer que han
avanzado paso a paso, con el método de un Vauban
que dirige trabajos de aproximacion contra una plaza
fuerte sin abandonar nada al azar. Los otros se dejan
guiar por la intuicion y hacen desde el primer asalto
conquistas rapidas, pero a veces precarias, COmo
intrépidos guerreros” (p. 11)

Intuicion y rigor en la educacion matematica

Si con intuicion y rigor se va desarrollando la matemaética,
resulta obvio que la intuicion y el rigor deben estar presentes
en la formacién matematica de nuestros estudiantes. Quizas
lo mas difundido es la importancia del rigor en la formacién
matematica, aunque no siempre las acciones concretas se
orientan de la manera mas adecuada y — seguramente con
muy buenas intenciones — se han dado extremos enfatizando
la formalizacion y el rigor en la educacion bésica, que no han
contribuido realmente a lo que se pretendia y han sido
ampliamente comentados por matematicos y educadores.
Ciertamente, no tiene sentido la matematica sin el rigor, pero
éste debe ser cuidadosamente cultivado, sin quemar etapas e
interactuando con la intuicion. Es importante tener en cuenta
que Mosterin (1980, p.16) considera tres niveles diferentes de
precision y rigor en el concepto de prueba: el intuitivo o
ingenuo, el axiomatico y el formalizado. Consideramos que
el nivel de rigor exigible en la educacion basica es
fundamentalmente el primero y no pretender llegar al
segundo sin haber puesto énfasis en el primero.

El rigor y la intuicion estan presentes en la discusion de
temas actuales de la educacion matematica, como lo
demuestra la conferencia de David Tall (2005) en Bélgica:
“A Theory of Mathematical Growth through Embodiment,
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Symbolism and Proof”, en la cual plantea como una
interrogante fundamental

What are the respective roles of intuition and rigor?
How could the requirements concerning both
aspects be modulated?

También, D. Tirosh y P. Tsamir se ocuparon del tema en su
conferencia plenaria "Intuition and rigor in mathematics
education” en el Symposium on the occasion of the 100th
anniversary of ICMI (Roma, marzo del 2008).

Hay numerosas experiencias didacticas y estudios de
psicdlogos y educadores que muestran la presencia de la
intuicion en el aprendizaje de las matematicas y en particular
en la resolucién de problemas. Hay aportes muy valiosos de
Piaget y Fischbein y ultimamente de D. Tirosh, P. Tsamir y
R. Stavy.

Piaget

En diversos escritos, en particular en su famosa obra
“Seis estudios de psicologia” (1992), Piaget distingue entre
intuicién primaria y articulada y las relaciona, sobre todo,
con el paso de la etapa preoperatoria a la operatoria. La
intuicion juega un papel fundamental en su teoria de las
etapas; en concreto, la intuicion resulta basica para convertir
las acciones en operaciones (acciones interiorizadas,
reversibles). En la etapa preoperatoria, el nifio suple la l6gica
por la intuicién, simple interiorizacion de las percepciones y
los movimientos en forma de imagenes representativas y de
"experiencias mentales”, que por tanto prolongan los
esquemas senso-motrices sin coordinacién propiamente
racional. La intuicidn se basa mas en lo perceptible que en la
I6gica: por ejemplo, para un nifio de este periodo, una hilera
de 10 fichas rojas y una hilera de 12 fichas azules, ambas de
la misma longitud, tienen la misma cantidad de fichas,
porque atiende al efecto 6ptico global, no a las distancias de
las fichas entre si.
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En un estudio mas extenso sobre la intuicion (Piaget y Beth,
1980), Piaget reflexiona sobre las relaciones entre evidencia,
intuicién e invencion. En su capitulo 9, en un amplio estudio,
considera que existen intuiciones empiricas (como el peso) e
intuiciones operatorias (el orden, la correspondencia término
a término), que para €él son las que tienen verdadero interés
desde el punto de vista matematico. Este tipo de intuicion la
subdivide a su vez en intuiciones simbolizantes (por
imagenes) y operatorias en sentido estricto y afirma que la
primera se subordina a la segunda y que ésta se desarrolla
ilimitadamente por el mecanismo de la “abstraccion
reflexiva”.

Fischbein

Efraim Fischbein es uno de los psiclogos que maés
estudié aspectos de la educacién matematica y en el libro
“Intuition in science and mathematics” que publicé en 1987
esboza una "teoria de la intuiciéon" que constituye para la
comunidad de investigadores una herramienta muy Util para
la interpretacion de fenémenos en educacién. En él, el
término  “intuicién” es wusado como equivalente a
conocimiento intuitivo; es decir, no como una fuente o un
método, sino como un tipo de cognicion. Fischbein aclara
que no debe confundirse intuir con percibir. Lo segundo es
una cognicién inmediata. Intuir va mas lejos de los hechos
dados, implica una extrapolacién més alla de la informacion
directamente accesible. En wuna definicion preliminar,
establece que

*“...intuitive cognition is characterized
by self evidence, extrapolativeness,
coerciveness and globality.”
(Fischbein, 1994, p. 14)

Al clasificar las intuiciones segin su origen, considera como
primarias aquellas que se desarrollan en cada individuo
como consecuencia de sus propias experiencias personales,
independientemente de cualquier instruccién sistematica y
como secundarias las que no tienen un origen natural, en la
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experiencia normal de una persona cualquiera, sino que
surgen por influencia de instrucciones sistematicas, del
aprendizaje de conceptos, propiedades o resultados y de
razonamientos mas avanzados. Fischbein afirma que “la
categoria de intuiciones secundarias implica asumir que se
pueden desarrollar nuevas intuiciones con raices no
naturales” (Fischbein, 1994, p. 68) y mas adelante cita a
Patrick Suppes, refiriéndose a la importancia de desarrollar
intuiciones para encontrar y dar demostraciones matematicas:

Put in another way, what | am saying is that |
consider it just as necessary to train the intuition for
finding and writing mathematical proofs as to teach
intuitive knowledge of geometry or of real number
system (Suppes, 1966, p. 70)

Reglas intuitivas

Es importante tener en cuenta que la intuicién también
puede conducir a conclusiones incorrectas y que hay
investigaciones al respecto. Algunas de ellas las podemos
encontrar en Stavy, Babai, Tsamir, Tirosh, Fou-Lai Lin y
Macrobbie, 2006. Estos investigadores estan desarrollando
una teoria sobre reglas intuitivas. Basados en sus
observaciones a las respuestas de nifios, de diversas edades y
lugares, a tareas de fisica, quimica, biologia, y matematicas
han identificado tres reglas intuitivas que las denominan:

* mas A — mas B,
e misma A-mismaB, y
« todo puede ser dividido inacabablemente

y afirman que muchas respuestas incorrectas estan
relacionadas con ellas.

A modo de ilustracion sobre la primera regla, resumimos un
ejemplo que los autores comentan en el citado articulo:

Cuando a nifios de 14 a 15 afios se les presenta un grafico
como el que se muestra en la figura 1a, un altisimo porcentaje
sostiene que los angulos o y B son iguales; sin embargo,
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cuando se les presenta un grafico como el que se muestra en
la figura 1b, un alto porcentaje afirma que B es mayor que a,
influenciado por la mayor longitud de los segmentos que
forman B

M
B

Figura 12 Figura 1b

Enfoque ontosemiotico

El enfoque ontosemiético de la cognicién e instruccion
matematica (conocido como EOS), desarrollado por
investigadores contemporaneos de la educacion matematica
como Juan D. Godino, Viceng Font y Carmen Batanero, entre
otros, es un valioso marco tedrico de tipo holistico que
también permite investigar integradamente el rigor y la
intuicion. El punto de partida del EOS es la formulacion de
una ontologia de objetos matematicos que tiene en cuenta el
triple aspecto de la matematica: como actividad de resolucién
de problemas, socialmente compartida; como lenguaje
simbdlico; y como sistema conceptual logicamente
organizado. Algunos constructos del EOS son los
significados institucionales y personales de los objetos
matematicos, las configuraciones epistémicas y las
cognitivas, las facetas duales, los procesos matematicos, los
criterios de idoneidad y la metodologia. Hay amplios
desarrollos de este enfoque en Godino Batanero y Font
(2007); Font (2007); Godino, Font, Contreras y Wilhelmi
(2006); y D’Amore y Godino (2007); y un resumen en
Malaspina (2008).
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En el EOS, una de las maneras de estudiar la relacién entre un
determinado proceso, con otros procesos, consiste en situar el proceso
que nos interesa — en este caso los procesos intuitivos — en el centro de
una figura con un hexagono y dos decagonos (figura 2), para
relacionarlo con los procesos de problematizacidn, comunicacion,
enunciacion, definicion, argumentacion y algoritmizacién, y los
procesos relacionados con las diferentes miradas que posibilitan las
facetas duales (institucionalizacion / personalizacion; generalizacion /
particularizacion; descomposicion / reificacion; materializacion /
idealizacion; representacion / significacion). Esta es una técnica que ya
se ha seguido para estudiar los procesos metaféricos en el marco del
EOS (Acevedo, 2008) o el proceso de resolucion de problemas
(Gusmao, 2006).

INSTITUCIONAL

FROCESOS

MTUITIVOS

Figura 2. Los procesos intuitivos en el EOS

En este gran marco, y observando la figura 3, podemos
ver aspectos de la intuicion presentes en tres procesos
fundamentales considerados en el EOS: la idealizacién,
cuando un ostensivo extensivo (por ejemplo un par de trazos
rectilineos que se intersecan en un punto; que es ostensivo
por ser percibido claramente y es extensivo por ser un caso
especifico) pasa a ser un no ostensivo extensivo, al considerar
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los trazos como segmentos de recta o como rectas,
manteniendo su caracter de especifico; la generalizacion,
cuando el no ostensivo extensivo pasa a Ser un no ostensivo
intensivo, al considerar que

INTUICION

NO
OSTENSIVO
EXTENSIVO

OSTENSIVO

EXTENSIVO

IDEALIZACION

ZO—OPN—-C>IMZMOEO

NO
OSTENSIVO
INTENSIVO

Figura 3

los trazos representan a cualquier par de rectas con un punto
de interseccion (la intuicion permite ver lo general en lo
particular); y la argumentacion, al obtener como resultado,
gue cuando dos rectas cualesquiera se intersecan en un
punto, quedan determinados dos pares de angulos opuestos y
que los angulos de cada par tienen la misma medida.

De lo observado, podemos afirmar que, en nuestra
opinidn, la manera de encajar la intuicion en el EOS consiste
en utilizar una metafora vectorial en la que el proceso
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intuitivo se considera un vector con tres componentes (alguno
de ellos podria ser “cero” en algunos casos), los cuales serian
tres de los 16 procesos primarios del EOS: idealizacidn,
generalizacion y argumentacion:

Intuicion = (idealizacion, generalizacién, argumentacion)

Intuicion y rigor al resolver problemas

Siendo la resolucién de problemas un aspecto esencial de la
matematica, la intuicion y el rigor deben estar presentes al
resolver problemas. Es tarea de los docentes estimular la
interaccion entre intuicién y rigor, de modo que haya una
retroalimentacion positiva. Una primera aproximacion
intuitiva puede ser potenciada con un adecuado nivel de
formalizacion y la basqueda del rigor en las afirmaciones; y
éstas, a su vez, pueden inducir a intuir la solucion de otras
partes del problema, de otras formas de resolverlo, o llevar al
convencimiento de que la conjetura inicial, basada en una
mirada intuitiva, no es la correcta. Y asi es la actividad
matematica. Reducir la resolucion de problemas a la
aplicacion de ciertas reglas o rutinas, es recortar la
creatividad, el desarrollo de la intuicion y el pensamiento
matematico. Es, pues, muy importante un adecuado equilibrio
entre intuicién y rigor. Mostraremos algunos casos para
ilustrar que la preocupacidn por la formalizacion, el rigor y la
intuicibn no siempre es adecuadamente orientada,
desfavoreciendo el estimulo a la intuicion.

Problema 1

Llamamos “paso” aplicado a un ndmero, cuando se
le multiplica por 2 6 cuando se le disminuye en 3
unidades. Hallar el menor nimero de pasos que se
deben aplicar para obtener el nimero 25, partiendo
del nimero 11.
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Mostramos la solucion de un alumno que cursaba el segundo
ciclo de estudios de ingenieria

Se percibe que hay uso de lenguaje formalizado y una
intencidn de ser riguroso, quizas por influencia de los cursos
universitarios de matematica ya aprobados, pero que tal
actitud no esta complementando una reaccién natural ante
este problema, de ubicarlo en un contexto aritmético y tantear
algunas posibilidades calculando alguna secuencia de pasos.
Asi, no llega a percibir que su formalizacion no esta
reflejando 0 modelizando la situacién planteada. Si bien es
cierto que cuando a y b son no negativos y cumplen que 2a
— 3b = 14, entonces el minimo valordea+bes7,cona=7y
b =0, al aplicar 7 veces el paso “multiplicar por 2”, partiendo
del ndmero 11, no se llega a 25. Esta “solucion formal”
estaria alejando al estudiante de una proposicion facilmente
intuible, segln la cual es imposible llegar a 25 partiendo de
11 y aplicando varias veces solo uno de los pasos descritos.

Esto nos hace ver lo importante que es comprender bien el
problema y dejar que la intuicion intervenga desde esta fase
indispensable para resolverlo. En las experiencias tenidas, ha
sido mas productiva la formalizacién acompafiada de la
intuicién.
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Problema 2

A continuacién reproducimos una pagina que aparece en un
texto de tercer grado de secundaria’y en otro texto de cuarto
grado de secundaria?® con una situacién-problema
contextualizada. El propésito es ilustrar que tal situacion se
modeliza y se resuelve con una funcion cuadratica y que es
importante la obtencion de wun valor maximizante.
Ciertamente la intencién es buena, pero ya la situacion
planteada no es muy motivadora — en la perspectiva del
estudiante — pues se pide encontrar “la cantidad de
estudiantes que debe ir a una excursion para que la empresa
de turismo realice el mejor negocio”, lo cual, cuando se
organiza una excursion, normalmente, no es algo que tenga
especial interés para los estudiantes.

Luego de la pagina reproducida hacemos algunos
comentarios.

1 Veiga, A. et al (2004). CL@VES.COM 3 Matematica 3° de
secundaria. Lima: Santillana, p. 291

2 Mina, D. et al (2005). Matematica 4. Lima: Santillana, p. 24
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nélisis de problemas sobre funciones cuadréticas

has situaciones requicren de la aplicacién de las fi d para po-
lucionarlas, Fi es i iguar en qué ici estas

iones alcanzan un valor méximo o un valor minimo.

Los alumnos de un colegio quieren ir de excursién. Una empresa de turismo
les cobra S/, 70 por persona si van 40 alumnos ¥ les rebaja 84 1 por persona
por cada alumno adicional. Ademds, acepta que viajen 65 alumnos como mi-
ximo ¥ mo la organiza si viajan menos de 40, Determinamos la contidad de
alumnos que deben ir de excursidn para que la empresa de turismo realice el
mejor negocio.
» Elaboramos una tabla para obtener una expresidn que nos permita hallar el
precio wtal que cobra la empresa de turismo segin la cantidad de alumnos
que van de excursidn.

CANTIDAD TOTAL DE ALLMNOS Precao rok aLumno (87 Precio 1ot (84 = fl)

Si van 40 alumnos: 40 0 40 70

Siva | alumpo més: 40+ 1 -1 (40 + 170 - 1)

Si van 2 alumpos mids: 40 + 2 -2 (40 + 2070 - 2)

Si van 3 alumnos mds: 40+ 3 Jo-3 (40 + 370 -3)

Si van x alumnos mds: 40 + x Th-x (40 + N T0 = x) r r——

Observamos que ¢l precio total depende de la cantidad de alumnos x que vayan. ;o:e;m'dﬁ L:nm
* Resolvemos flx) = (40 + x}(70 - 1) ¥ oblenemos fix) = —x% + 30r + 2 500, de la pardbola con &l gje

X. La abscisa del vértice
| es la semisuma de los va-

- : lores x, ¥ X, ya que la pa-
Como la cantidad total de alumnos no puede ser mayor que 65, averiguamos | rabcta 88 simitrica con

la cantidad de alumnos x que podrian ir: | respecto a su eje.
A+ <65 = 2= 25—~ DY) = [k 25] alumnos e s
Hallamos los puntos de interseccion de Ia pardbola con el eje X: %

= Como queremos averiguar el mayor precio total que puede cobrar la empre-
sa de turismo por la excursion, buscamos ¢l méximo de lo funcidn.

Bla.y) P Cix g

— 4(-1)(2800)
= x
-30110 '
TS e m=—d0yn=T0 ; 5 ]+
* Hallamos la abscisa del vértice: fom & I
—40 + 70 ; -
TR 15 Vi i l

[

Hallamos la ordenada del vértice:
A15)==(15) +30(15) + 2 800 = 3 025
Entonces el punto miximo de la fun- & | 7
cidn es V(15; 3025), véntice de la pard- fia =
bola.

+ Interpretamos: El mayor precio total (S/. 3 025) se puede cobrar cuando via-
Jan 15 alumnos méds,

Para que la empresa de twrismo realice el mejor negocio, deberdin ir de excursicn
40 + 15 = 55 alumnos, En este caso, obtendrian S/, 3 025,

Unilad 9 / FuncioNes 291

Comentarios:

1. En general se percibe un procedimiento formal y
rigido.

2. La induccion que se hace para obtener la expresion
general de la funcién cuadratica correspondiente, la
consideramos adecuada.

120



La descripcion de la variable x no corresponde con
el uso que se hace de esta variable en la tabla para
inducir la funcion. La variable x no representa “la
cantidad de alumnos que vayan”, como se dice a
continuacion del cuadro, sino la cantidad adicional
de alumnos, sobre 40, que podrian ir a la excursion.
(Como se dice respecto al valor maximizante, 15, en
los parrafos finales).

El valor maximizante de la variable se obtiene
usando la propiedad de ser semisuma de las abscisas
de los puntos de interseccion de la parabola con el
eje X. Propiedad cierta pero innecesaria en este caso
(se enuncia al margen, sin argumento alguno). Para
hallar tales puntos de interseccion se resuelve la
ecuacion cuadratica empleando la formula general, a
pesar de que la forma original de la funcién es un
producto de dos binomios de primer grado, lo cual
permite obtener inmediatamente las raices de la
ecuacion cuadratica.

Consideramos que para ilustrar que la funcién
alcanza un valor maximo para un determinado valor
de la variable, es mas adecuado expresar la funcién
cuadratica completando un binomio al cuadrado:

f(x) = —x* + 30x + 2800 = 3025 — (x — 15)°

Asi, siendo (x — 15)* > 0, a 3025 “siempre se le
quita algo” salvo que (x — 15)? tenga el valor cero; es
decir, cuando x = 15, que es, entonces, el valor
maximizante de la variable. De este modo, se
observa que el valor maximo alcanzable por f(x) es
3025 y se usa un razonamiento que favorece la
intuicion.

Antes de hacer un desarrollo formal para la
obtencion del valor méaximo, seria ilustrativo y
estimulante de la intuicion optimizadora, hacer
conjeturas sobre la existencia de un valor
maximizante o minimizante de la variable. Observar
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en el contexto del problema, mostrando tablas y
haciendo graficas, por ejemplo, que al dar valores
crecientes a la variable los valores crecen y luego
decrecen, lo cual hace intuir un valor maximizante
que se puede conjeturar e ir aproximando. Asi se
brindaria oportunidades para usar el ensayo y error,
el calculo mental y la calculadora, y para mostrar las
ventajas de la modelizacion y de los recursos
algebraicos.

Estas son dos muestras del poco cuidado que se pone en la
resolucién de problemas a la intervencion y al estimulo de la
intuicién. Es, pues, muy importante que los profesores tengan
experiencias de sesiones de resolucion de problemas en las
que se convenzan de lo mucho que se puede aprender —
matematica y didacticamente — si las dificultades se van
proponiendo gradualmente y con preguntas adecuadas; si se
deja tiempo para pensar, conjeturar y desarrollar diferentes
maneras de resolver un problema; si se resuelven problemas
en grupos; si a partir de un problema se crean nuevos
problemas intuyendo generalizaciones o considerando casos
particulares; en fin, estimulando que la creatividad y la
intuicion fluyan y se complementen con la formalizacién y el
rigor. Con estas perspectivas y con problemas concretos para
diversos niveles educativos, se muestran y desarrollan
ejemplos en Malaspina, U., 2005, 2006, 2007 y 2008b.
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Marcos de referencia para la
investigacion en Did4ctica de las
Matematicas

Cecilia Gaita Iparraguirre
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Resumen

A través del curso, los participantes reflexionaron sobre el
objeto de estudio de la Didéactica de la Matemaética y sobre
los principios en los que se basan algunas de las
aproximaciones teoricas actuales de esta disciplina. Esto, con
la finalidad, de ofrecer un panorama para el desarrollo de
futuras investigaciones relacionadas con el aprendizaje de las
matematicas. Se trataron especificamente los siguientes
marcos de referencia: Registros de Representacion Semioética,
la teoria APOE, la teoria de Situaciones Didécticas, la teoria
Socioepistemoldgica y se comenté sobre el Enfoque
Ontosemiotico de la Cognicidén e Instruccion Matemética.
Para ello se revisaron investigaciones que fueron realizadas
teniendo, como soporte teérico, algunos de los enfoques
sefialados.

Palabras clave: Marcos de referencia, Didactica de la
matematica.

La Didactica de la Matematica es una disciplina cientifica
emergente y cuenta con un gran numero de seguidores
interesados en distintos aspectos propios de esta disciplina.
Como resultado de estos trabajos, se han desarrollado
diversos grupos de investigacion que apoyan sus trabajos en
marcos tedricos distintos. Sin embargo, pocos autores se han
dedicado a estudiar el estado actual de la Didactica de la
Matematica como disciplina cientifica y a organizar los
distintos paradigmas de investigacion existentes. En esta
linea, son relevantes los trabajos realizados por Godino
(2003), Font (2002) y D’ Amore (2006).
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Dado que los participantes no habian tenido contacto con
enfoques propios de la Didactica de la Matematica sino
solamente con teorias generales sobre el aprendizaje, se
considerd necesario seleccionar algunos de los principales
paradigmas de investigacién de este campo en desarrollo y
presentar ejemplos basados en investigaciones para ilustrar
los principios en los que se basan asi como ejemplos para su
aplicacion.

Previo a este trabajo, se reflexiond sobre el campo de interés
de la Didactica de la Matematica. Para ello, se cité a Godino
(2003) quien propone que los diversos trabajos que se han
realizado buscando una mejora del aprendizaje y la
ensefianza de las mateméticas se pueden agrupar en los
siguientes campos:

i. Aquellos que resultan de la experiencia y de la
reflexion sobre esta practica por parte del docente de
matematicas. Estos trabajos pueden derivar en
propuestas didacticas que tienen un sustento empirico.

ii. Aquellos que se producen teniendo en cuenta los
conocimientos cientificos disponibles, es decir,
materiales y recursos que han sido elaborados bajo el
sustento de algin marco de referencia en la Did4ctica
de la Matematica.

iii. Aquellos que se dedican a comprender el
funcionamiento de la ensefianza de las matematicas en
su conjunto, asi como el de los sistemas didacticos
especificos (formados por el profesor, los estudiantes y
el conocimiento matematico). Estos corresponden al
grupo que se denomina de investigacion cientifica.

Estos tres campos se interesan por el funcionamiento de los
sistemas didacticos; sin embargo, tienen caracteristicas que
los diferencian. Mientras que en el primero se realizara una
aplicacion inmediata de las propuestas, en el segundo caso se
requerira una revision cuidadosa de los resultados obtenidos
en el tercero y estos se adaptardn para convertirse en
tecnologia didactica. Godino plantea que el foco de atencién
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de la investigacion en Didactica de la Matematica son
Unicamente los trabajos descritos en ii) y iii).

Esta clasificacion se ilustré con algunos ejemplos. El
siguiente problema fue tomado del texto de Purcell (1992) y
corresponde al capitulo 3, La derivada, en la seccién Razones
afines.

Telescopio

—“j\ Una mujer, de pie en un
[ acantilado, observa con un
telescopio un bote de motor,
cuando el bote se aproxima a la
| < playa que estd directamente
X —» debajo de ella. Si el telescopio esta
250 pies arriba del nivel del agua
y si el bote se acerca a 20 pies por
segundo, ¢con qué rapidez cambia

el angulo del telescopio con

respecto al bote cuando éste se

encuentra a 250 pies de la playa?

250
|

Luego de revisar el texto de Purcell, se observé que
previamente al problema sefialado se habian resuelto otras
situaciones contextualizadas que involucraban la nocién de
razén de cambio y luego se habia dado un algoritmo para
abordar problemas de este tipo. Es decir, hubo una intencion
de contextualizar la matematica con la finalidad de motivar al
estudiante y de mostrar la utilidad de esta disciplina. Esta
misma finalidad puede ser la perseguida por un docente que
incorpora actividades como ésta en clase. Sin embargo,
nuestra experiencia nos ha mostrado que al proponer a los
estudiantes problemas de razén de cambio contextualizados,
estos presentan grandes dificultades en la comprensién de los
enunciados y en el transito entre los diversos tipos de
registros que estdn involucrados en su  solucion.
Consideramos que este Ultimo aspecto no ha sido
contemplado por quienes han disefiado este capitulo del
texto. Las investigaciones tedricas en el campo de los
Registros de Representacion podrian reorientar la propuesta
del texto de modo que en un trabajo previo se ponga énfasis
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en el transito del registro verbal al grafico y luego al
algebraico.

De esta manera, de una propuesta didactica que no toma en
cuenta las dificultades en el aspecto cognitivo, se puede
elaborar una que si contemple los obstaculos que se producen
al cambiar de registro y que, apoyada en los resultados de la
investigacion cientifica, regrese nuevamente al aula para
evaluar su eficiencia.

Como ejemplo de esta situacion, se revisd el documento
presentado por Cortez (2 008) en el que, teniendo como base
los resultados del conocimiento cientifico, se realiza una
propuesta para el disefio de un software que ayude a
comprender el concepto de derivada. En el trabajo se hace
referencia a estudios realizados por Duval (1993), quien
define un Registro semidtico de representacion como: “un
sistema de representacion semiodtico que permite tres
actividades cognitivas fundamentales que son: La formacion
de una representacion identificable, la transformacion
interna de una representacion (tratamiento) y la
transformacion de una representacion semidtica a otra
representacién semidtica (conversién)” . Se menciona
también el trabajo de Hitt (1995 p.63) en donde se
comprueba que la conversion de un registro semidtico de
representacion a otro, causa un conflicto que no es trivial.

Estos resultados han sido empleados para la construccion de
un software educativo en el que se presentan diferentes
registros semidticos de representacion. En particular, en la
propuesta se enfatiza en el tratamiento numérico y grafico del
concepto de raz6n de cambio, ya que era este tipo de
representaciones las que eran poco atendidas en los textos y
en el aula. La influencia de la investigacion cientifica en este
trabajo también se observa en la propuesta de la secuencia de
actividades; asi, mientras que en los textos tradicionales este
tema es una aplicacion dentro del capitulo de derivadas, en el
articulo sefialado, se le ubica como un tema previo cuyo
tratamiento motivard la formalizacion del concepto de
derivada.
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En el ejemplo presentado, se hizo referencia a uno de los
marcos tedricos en Didactica de la Matematica que enfatiza el
aspecto cognitivo, la teoria de Registros de representacion.
Siguiendo en esta misma linea, se discutieron los principios
bésicos de la teoria APOE.

Otro marco teérico de corte cognitivo

La teoria APOE parte de la premisa que una persona aprende
matematicas a través de la construccién, reconstruccion y
organizacion de procesos y objetos mentales. Tiene su origen
en la teoria psicogenética de Piaget. Concibe el conocimiento
matematico como la tendencia de un individuo a responder
ante cierta clase de situaciones problema.

Esta teoria afirma que es posible clasificar las construcciones
mentales que se realizan en el aprendizaje de un determinado
concepto matematico; en esta clasificacion se proponen los
siguientes niveles: accién, proceso, objeto y esquema’;
incluso en algunas investigaciones se ha considerado
necesario definir un nivel previo al que se ha denominado
pre-accion. Para la identificacion del nivel en el que se
encuentra un individuo respecto a un determinado objeto
matematico se deben fijar previamente las tareas que debe
ser capaz de resolver.

Para ilustrar este enfoque se recurri6 a la investigacion
realizada por Barbosa (2003) que hace referencia al
aprendizaje de inecuaciones. A continuacién se presentan
algunas conclusiones de este estudio. Como se menciond, es
necesario asociar a los distintos niveles, tareas que den cuenta
de haber alcanzado dicho estatus. Asi, se sefiala que un
individuo se encuentra en el nivel de:

e Pre accion si resuelve una inecuacion como si fuera una
ecuacion.

e Accion si puede evaluar una expresion algebraica en
determinado valor, si puede dar valores especificos a la

! Informacion tomada del Glosario APOS.
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variable para determinar si satisface la inecuacion, si
puede resolver una inecuacion que requiere aplicar la
férmula cuadréatica, por ejemplo. En general, si realiza
una manipulacioén repetible, fisica 0 mentalmente, que
transforma objetos para obtener objetos.

e Proceso si puede sefialar los pasos que seguiria para
resolver una inecuacién con radicales, sin tener que

. . -z 2
realizarlos; si puede reconocer que la expresion X° +1
siempre serd positiva. Es decir, si puede repetir una
accion y reflexionar sobre ella.

e Objeto si analiza competentemente cuando dos
inecuaciones distintas son equivalentes, cuando visualiza
las inecuaciones desde el enfoque de las funciones o
cuando distingue qué propiedades de los nimeros reales
pueden ser aplicadas a una ecuacién pero no a una
inecuacion. En general, se encuentra en el nivel de objeto
si reflexiona sobre las acciones aplicadas a un proceso
especifico y adquiere una conciencia de su totalidad, se
perciben qué transformaciones pueden actuar sobre él y
se es capaz realmente de construirlas. Esto se expresa
también diciendo que se encapsul6 o reconstruy6 ese
proceso como un objeto.

e Esquema si puede interpretar y relacionar los conceptos
de variable real, conjunto solucién, funciones, graficas
de funciones, etc. Y también se puede resolver
inecuaciones sefialando por qué se reescriben de otra
manera, cOmo y porqué se pueden aplicar ciertas
propiedades de los nameros reales, etc. Como se
observa, el nivel de esquema abarca una coleccion
individual de acciones, objetos y procesos a los que se
pueden afiadir otros esquemas previamente construidos.
Hay conexién en la mente del individuo entre las
diversas estructuras involucradas.

Es importante notar que esta clasificacion de tareas no es
Unica y dependera del investigador, quien teniendo como
base los supuestos de la teoria APOE, hara la descomposicion
genética del concepto en estudio. Este es el primer paso en la
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metodologia RUMEC, establecer en términos de las
construcciones mentales lo que un aprendiz puede hacer en
orden a desarrollar la comprensién del concepto. Al resultado
de este anélisis netamente tedrico se le denomina
descomposicidn genética para ese concepto.

Una aproximacidn sistémica

Como se puede observar, las dos teorias comentadas hasta el
momento, la teoria de Registros de representacion y la teoria
APOE, centran su atencién en el estudiante y en los procesos
mentales que intervienen cuando estos aprenden
matematicas. Sin embargo, no es este el Unico foco de
atencion en el que se puede centrar un investigador en
Didactica de la Matematica. Para ilustrar mejor esta
afirmacion, se presentd un marco de investigacion que aborda
el problema del aprendizaje de la matemética desde una
perspectiva sistémica; este marco centra su atencion en la
triada alumno-saber-profesor.

La teoria de Situaciones, desarrollada por Guy Brousseau,
parte de la premisa que “el estudiante aprende adaptandose a
un medio que tiene dificultades, contradicciones vy
desequilibrios, interactuando con una problemética y con el
docente; y produciendo nuevas relaciones entre los
conocimientos”, Brousseau (1997). En este proceso de
aprendizaje cumple un papel fundamental la situacion
didactica, entendida como un conjunto de relaciones
establecidas entre el alumno, el profesor y el entorno para
aprender algin conocimiento. Asi, como resultado del
planteamiento de una situacién problema (situacion
fundamental), seleccionada adecuadamente por el profesor
para dar origen al concepto que se espera estudiar, se
produciradn diversas situaciones didacticas: situaciones de
accion, de formulacién, de validacion y de
institucionalizacion.

Brousseau plantea como ejemplo, para ilustrar estas distintas
situaciones didacticas, un juego al que denomina la carrera al
20. Consiste en lo siguiente:
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El juego se juega en parejas. Cada jugador tratara de decir

“20” afiadiendo 1 6 2 unidades al nimero dado por el otro

jugador. Se empieza diciendo 1 6 2. Gana el primer jugador
que dice 20.

El desarrollo de la actividad es el siguiente: Se propone a los
estudiantes que jueguen (situacién de accién) y que luego, en
grupos, identifiguen si existen estrategias ganadoras
(situacion de formulacion). Se pide a la clase que enuncien
afirmaciones relacionadas con las estrategias ganadoras
identificadas, que traten de demostrarlas y que si consideran
que alguno de los grupos realiza una afirmacién incorrecta, la
refuten (situacion de validacion). Como cierre de la actividad,
el maestro institucionalizara, en este caso, el concepto de
estrategia ganadora. La finalidad de trabajos como este serd
que los estudiantes puedan enfrentarse a situaciones
adidacticas, es decir, a problemas que deban resolver
exitosamente de manera auténoma, sin la guia del maestro.

Una aproximacion desde las practicas sociales

A diferencia de los posicionamientos teéricos descritos que
centran su atencion en el aspecto cognitivo o en la triada
alumno-saber-profesor, a fines de la década de los ochenta
surgio una aproximacion tedrica que, sin descuidar al objeto
matematico como foco de atencion, centrd su interés en la
produccion de dicho conocimiento y, sobre todo, en el papel
gque juegan en este proceso las practicas sociales. Esta
aproximacion recibié el nombre de Socioepistemologia y se
plantea el examen del conocimiento matematico social,
histdrica y culturalmente situado, poniendo especial atencion
a las circunstancias que propiciaron su construccion y su
posterior difusion (Cantoral et al., 2006).

Luego, adoptar esta postura implica reformular las preguntas de
investigacion en los aspectos cognitivo, didactico y
epistemoldgico, teniendo como base la componente social. Asi, el
aspecto cognitivo deberd ahora ser guiado por la pregunta cdmo
los estudiantes y el profesor, interactivamente, construyen
identidades, significados, sus realidades y su propia cognicién. El
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aspecto didactico abordard cuestiones relativas a los contextos
argumentativos que se proponen a los estudiantes y las formas y
mecanismos para argumentar y llegar a consensos. Finalmente,
la dimension epistemoldgica se centrard en analizar la
naturaleza social de la construccion del conocimiento
matematico, su conformacién cultural y el papel esencial que
desempefia en la accién humana (Arrieta, 2003).

En el curso se eligié un trabajo realizado por Cantoral (2003),
referido a la derivada, para ilustrar como se pueden emplear
los instrumentos tedricos que proporciona este marco. En
esta investigacion se reflexiona sobre el tratamiento que se da
a este objeto matematico en el contexto escolar’. Asi, se
sefiala que la derivada se presenta como una medida de
inclinacion de la recta tangente a una curva. Ello supone que
la nocién de pendiente, que fue introducida en la geometria
(tangente a  una circunferencia), ha adquirido cierta
estabilidad. Luego se inicia un tratamiento algoritmico y
tedrico que consiste en ensefiar a derivar funciones y a
demostrar algunos resultados.

Al analizar los argumentos respecto a este concepto que
emplean los estudiantes que cursaron cursos de célculo, se
observé que, pese al trabajo realizado en las clases, estos
conservan la idea de tangente que proporciona la matematica
griega de la antigliedad. Esta concepcion es un obstaculo
cuando se quiere tratar localmente la condicion de tangencia,
asi como la necesidad de considerar a la tangente en
movimiento y no estatica, como en la geometria griega.

Luego, desde el enfoque socioepistemoldgico, se cuestiona
coémo es que la nocién de derivada como pendiente de una
recta tangente ha logrado estabilizarse en la comunidad de
profesores y estudiantes, si es que ha traido consigo una serie
de conflictos entre los que destaca la comprension del
concepto de limite. Es fundamental entonces analizar las
circunstancias  sociales, histéricas y culturales que
propiciaron la construccion de este conocimiento

2 por contexto escolar se entiende no solo el que se presenta en la
escuela sino también en centros de formacion de educacion superior.
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matematico; para ello se recurrié a los origenes de la nocién
de tangente.

Tras una investigacion mas profunda sobre la construccién de
la derivada, se encontré que ésta tuvo dos significaciones
epistemoldgicas distintas. Mientras que en el sentido de
Cauchy se entendié como el limite del cociente incremental,
en el de Lagrange se entendié como el coeficiente lineal del
desarrollo en series de potencias de una funcidn en torno de
un punto dado.

f(x+h)—f(x)

Para Cauchy: f '(x)= lim
h—0 h

Para Lagrange:

2
f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a) + f--(a>%+ .....

Asi por ejemplo, si se considera la funcion f(X) = X3, se

tendré:
, fx+h)=f(X) . (x+h)P=x®
fr(x) =lim h =lim h en el sentido
= Ihirrg((ix2 +3xh+h?) =3x?
de Cauchy.

Y en el sentido de Lagrange,
f(x+h)=(x+h)3 =x3 +3x%h + 3xh? + h®

e identificando los coeficientes, f '(X) = 3x2.

En la investigacion de Cantoral (2 003) se comenta que esta
distincion va mas alla de una cuestion de forma; el uso que se
le da al objeto derivada es distinto. Desde esta perspectiva,
sirve para estudiar la evolucion de un proceso de cambio, de
crecimiento o decrecimiento. Asi, se propone cambiar el
estatus de la nocion de derivada al seno del cuerpo tedrico,
acompafandola de una reconstruccion racional apoyada en un
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paradigma distinto al que domina en la ensefianza
contemporanea. Esto se lograria abandonando el paradigma
basado en la postura Cauchy, que asume a los objetos
matematicos centrales del calculo, la derivada y la integral
como el resultado de una operacion de limite aplicada a una
cierta clase de funciones, y tendria repercusiones en el
discurso matematico escolar. Esta visién del desarrollo del
concepto es la que le da a la investigacion un corte
socioepistemoldgico.

Hacia un marco unificador

Por la complejidad que encierran los procesos de ensefianza y
aprendizaje de las matematicas, se requiere contar con un
cuerpo tedrico lo suficientemente completo para poder
abordar los diversos problemas de investigacion que pueden
plantearse. También es necesario contar con un marco
metodolégico que permita un analisis profundo de los
fendmenos de estudio. Con esta intencion, se ha desarrollado
el paradigma de investigacion denominado Enfoque
Ontosemidtico de la Cognicién e Instruccion Matematica
(EOS).

El punto de partida del EOS es la formulacion de una
ontologia de los objetos matematicos que tiene en cuenta el
triple aspecto de la matematica como actividad de resolucion
de problemas, socialmente compartida, como lenguaje
simbdlico y sistema conceptual l6gicamente organizado, pero
teniendo en cuenta ademas la dimensién cognitiva individual.
(Godino, 2008). Este modelo tedrico contempla las diversas
dimensiones presentes en un proceso de instruccion
matematica de un determinado contenido matematico. Asi, se
consideran las siguientes dimensiones y sus respectivas
trayectorias  epistémica  (relativa al  conocimiento
institucional), docente (funciones del profesor), discente
(funciones del estudiante), mediacional (relativa al uso de
recursos instruccionales), cognitiva (génesis de significados
personales) y emocional (que da cuenta de las actitudes,
emociones, etc.de los estudiantes ante el estudio de las
matematicas), (Godino et al, 2008). EIl aprendizaje
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matematico se concibe como el resultado de los patrones de
interaccion entre los distintos componentes de dichas
trayectorias.

Adicionalmente, y siendo coherente con la definicién que
manejan respecto a la actividad matematica, el EOS centra su
atencion en identificar estas dimensiones en las practicas
matematicas, lugar del que emergen los objetos matematicos
con sus respectivos atributos.

Sin embargo, no son estos los Unicos niveles de andlisis
didactico de los procesos de estudio matematico. EI EOS
también ha desarrollado herramientas para la identificacion
del sistema de normas y metanormas que condicionan y
hacen posible el proceso de estudio (dimension normativa) y
para la valoracion de la idoneidad didactica del proceso de
estudio, tal como lo sefiala D’ Amore (2007).

Este modelo tedrico se muestra lo suficientemente completo
para poder abordar la mayoria de problemas que un
investigador en didactica de la Matematica pueda plantearse.

Conclusiones

Como puede observarse luego de esta sintesis, los diversos
programas de investigacion proveen al investigador de
herramientas tedricas y metodoldgicas para estudiar las
diversas dimensiones o facetas implicadas en los procesos de
ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Algunas de ellas
centran su atencién en aspectos cognitivos, otras en aspectos
epistemoldgicos, otras en la componente social y hay algunas
que tratan de abordar el problema de manera sistémica. Es
necesario conocer los principios en los que se sustentan y
cuales son sus limitaciones para poder entender que hay
vacios que cubrir y que es necesario seguir en este largo
camino de construir una teoria unificada de la cognicion e
instruccion matematica en beneficio del desarrollo de la
comunidad cientifica y finalmente de los estudiantes de esta
disciplina. ElI Enfoque Ontosemittico de la Cognicion e
Instruccion Matematica se presenta asi como la mejor
alternativa.
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Analisis de las practicas discursivas
del profesorado sobre la
contextualizacidn de las funciones

Ana Beatriz Ramos Pereira
Universidad de Carabobo, Venezuela

Resumen

La investigacién comienza con la observacién del siguiente
fendmeno didactico: “La ausencia de problemas contextualizado
en la ensefianza de las matematicas y, por ende, la imposibilidad
presente en el alumnado para resolver dichos problemas
contextualizados”. A partir de la constatacion del fenémeno
anterior la investigacion se centra en posibilitar la reflexion del
profesorado sobre el cambio (0 no) en el curriculo de la
asignatura “Introduccion a la Matemética” para la introduccion
de una ensefianza contextualizada en el tema de las funciones.

La investigacion que se describe se divide en dos fases
claramente diferenciadas. La primera tendria como
objetivo conseguir la problematizacién de una practica
gue no era considerada como tal en la institucion (la
ausencia de problemas contextualizados) y la segunda
la reflexion para el cambio a partir de dicha
problematizacién. La segunda fase, la reflexién para el
cambio a partir de dicha problematizacién, origino el
disefio de un Seminario-Taller para trabajar los
consensos que dieran entrada a una ensefianza de las
funciones de forma contextualizada.

Esta experiencia recopilada y analizada por la autora
es la que se presenta en este Il coloquio, con la
intension de disertar y compartir experiencias practicas,
que bien pueden presentar puntos comunes, que
apoyen el intercambio entre los investigadores y
profesores de matematica
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En la investigacion hemos utilizados los Criterios de
Idoneidad  (Epistémico, Mediacional. =~ Motivacional,
Semidtico y Cognitivo) del Enfoque Ontosemidético (Godino,
Contreras y Font, 2006) para organizar las
argumentaciones del profesorado. También hemos hecho
uso de la Teoria de la Accion Comunicativa de Habermas
(1987) la cual, nos result6 muy Util para analizar los
consensos obtenidos en el proceso de argumentacion.

Algunas de las conclusiones de la investigacién son: 1)
La matemética que se ensefia en la Facultad es
descontextualizada 2) Los docentes no se sienten
preparados para enfrentar una  ensefianza
contextualizada. 3) En cuanto a los criterios utilizados
en la argumentacion del profesorado, se observa que
“cuando el cambio se plantea para que sea asumido
por todos, tienen mas pesos los criterios mediacionales
(materiales, tiempo, etc.); mientras que si se habla de
un cambio hipotético, tiene mayor presencia el criterio
epistémico y el motivacional.4) Los consensos a los
que se llega muestran que hay muy poca aceptacion
del actual significado institucional pretendido y que hay
una disposicion para el cambio, no obstante, los
docentes puntualizan que los cambios deben ser
moderados. 5) los docentes rechazan una instruccion
basada en la modelizacion y se inclinan por una
ensefianza donde el profesor primero presente el
objeto matematico formal y luego trabaje dicho objeto,
dentro de un contexto real.

Palabras claves: funciones; contexto; cambio institucional;
argumentacion; criterios de idoneidad de un proceso de
instruccion; objetos personales, matematicos y didacticos, del
profesorado.

Introduccion

Uno de los grandes retos que enfrentan alumnos y docentes
en el proceso de ensefianza y aprendizaje de la matematica,
es dar respuesta a la interrogante para qué sirve aprender
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ciertos conceptos matematicos (conflicto epistémico). Pero
esta interrogante que puede parecer trivial, encierra una
contraposicion de posturas. Posturas desde los objetos
institucionales (marcados por la institucion escolar), quienes
deben aseguran a través del curriculo un significado
referencial, que mantiene un estado de cosas en la
institucién (fines, metas). Estos objetos institucionales a su
vez, designan las pautas que cada profesor debe asumir en
sus practicas de aula, para moldear un significado pretendido
y logrado. Luego éste rendira sus frutos en un significado
evaluado. Pero los profesores se posesionan de sus propios
sistemas de préacticas, es decir, manipulan sus objetos
personales (matematicos y didécticos) que pueden estar en
concordancia 0 no, con los objetos institucionales. En la
investigacidn nos propusimos indagar sobre esos objetos. En
una primera instancia la indagacion se formulé dentro de las
competencias de los docentes sobre el objeto funcion
contextualizado. A la vez que se recopild las versiones y
opiniones acerca de este objeto matematico en el colectivo
docente. La segunda postura asumida en la investigacion fue
la de examinar sobre las argumentaciones docentes para
conseguir el cambio, entre otras manifestaciones importante
que han puesto en evidencia los objetos personales
(mateméticos y didacticos) tanto personales como
institucionales de la comunidad estudiada

Objetivos

Analizar las practicas discursivas del profesorado -
segmentos argumentativos- tomados de una comunidad
FaCES, con la finalidad de observar, tanto los consensos,
como los criterios de idoneidad, que ellos le asignan a sus
argumentos para alcanzar el cambio a favor (0 no) de una
ensefianza contextualizada de las funciones.

En este taller se aborda la solucion a un problema tipico de la
funciones como componente nuclear en la ensefianza de la
Matematico -funciones reales de variable real- desde dos
perspectivas: una haciendo uso del lenguaje asociado a los
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métodos: formal —descontextualizado — y haciendo uso del
lenguaje natural —contextualizado-.

El Enfoque Ontosemidtico nos permitird analizar la
complejidad semidtica de ambos métodos y diferenciar la
trama de funciones semidticas que aparecen en los mismos,
poniendo de manifiesto como el lenguaje asociado a los
métodos —métodos Contextualizados — posibilita la conexion
con el lenguaje intuitivo, pudiendo llegar a representar, de
alguna manera, un primer acercamiento a la formalizacion y
por tanto un nexo de unién o puente con la formalizacion
propia del lenguaje algebraico asociado a los métodos del
“analisis  clasico” caracteristicos de la ensefianza
universitaria.

El taller se desarrollaré a lo largo de cuatro apartados:

= En el primer apartado efectuamos un estudio de la

evolucién histérico-epistemoldgica del concepto de
funcion centrandonos en dos tipos de lenguaje:
Contextualizada y descontextualizada

= En el segundo apartado se presentan una serie de
trayectorias argumentativas tomadas de la comunidad de
profesores. El tema sera la discusion de la introduccion de
una ensefianza contextualizada de funciones de variable
real desde las dos perspectivas anteriormente expuestas: a
través del lenguaje asociado a los métodos:
contextualizados y formal “andlisis clasico”. El propdsito
central es el estudio de los consenso utilizando la TAC
Habermas

Igualmente, se aplicard EI Enfoque Ontosemidtico (EOS)
para poner de manifiesto la complejidad semidtica de cada
uno de los métodos, las entidades y sus facetas, haciendo
especial hincapié en los Objetos matematicos y Didactico
del profesorado y los criterios de idoneidad que utiliza.

En tercer lugar, se propondra a los participantes algunos
ejemplos resueltos, de indole parecida, para que
reconozcan el entramado de funciones semidticas,
observen las similitudes y diferencias con los que ya han
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sido explicados. En este sentido, resaltamos que la
situacion estudiada es una tipica situacion debe ser
utilizada por los alumnos para resolver otras similares que
el profesor habra escogido convenientemente.

= Para finalizar, se establecerd un debate y puesta en comdn
entre las conclusiones aportadas por los participantes en el
taller y las efectuadas por los autores del mismo.
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La Geometria vectorial como
herramienta para formalizar la
nocién intuitiva de superficie

Francisco Ugarte Guerra
Pontificia Universidad Catélica del Per(

Resumen

El taller ejemplific6 como la matematica puede ser utilizada
como una herramienta para precisar ideas y construir
conceptos. Asi, a partir de la idea intuitiva de cono y de
algunas herramientas basicas de la geometria vectorial
(conceptos de punto, vector, recta y plano), mostramos que es
posible construir superficies, tanto en un sentido matematico
(ecuacion) como en un sentido concreto (gréficos, modelos
tridimensionales, animaciones).

Palabras claves

Geometria vectorial, superficies, conos.

Enfoque

Partimos de la premisa que educar geométricamente tiene
como finalidad facilitar el conocimiento del espacio
tridimensional (Alsina 2000) y, entendemos como una tarea
del docente de matematicas la ensefianza de la visualizacion,
que va mas alla de educar en el conocimiento de la estructura
formal y logica de cualquiera de sus campos, tal y como
sefiala Miguel de Guzman (1996).

Metodologia

Durante las tres sesiones de dos horas que dur6 el taller se
propusieron una serie de cuestiones cuya finalidad era que los
participantes aportaran ideas y se pusiera en evidencia
conceptos previos sobre superficies, conos y geometria
vectorial. En términos del constructivismo social de
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Vigotsky, nuestras preguntas estuvieron en la zona de
desarrollo préximo y ayudaron a que los alumnos
construyeran nuevos conceptos.

Sesién 1

Siguiendo la metodologia arriba explicada pretendemos que

los alumnos
1.
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Escriban, grafiquen y den ejemplos sobre sus
conceptos de superficies y conos. Para ello
planteamos preguntas cémo las siguientes:
¢Qué entiende por superficie (cono)? Escriba
algunos ejemplos de superficies (conos).
Grafique algunas superficies (conos).

A partir de sus ideas, graficos, ejemplos y de la
socializacion de las mismas con  sus
compafieros descubran la necesidad de precisar
sus conceptos.

Para ello planteamos los siguientes ejercicios:

Escriba una definicion de superficie (cono) y
verifique que la cumplan sus ejemplos, caso
contrario modifique su propuesta de definicién
hasta que cada uno de sus ejemplos la verifique.

Si es posible identifique tipos de conos a partir
de los gréaficos realizados por usted y sus
compafieros.

Identifique las caracteristicas comunes de cada
uno de los tipos de conos que han encontrado.

Utilizando argumentaciones inductivas sean
capaces de escribir una definicién de superficie
y una definicion de cono. Para ello se
propusieron las siguientes actividades:

Considerando las caracteristicas comunes de los
distintos “tipos” de conos, pruebe a reescribir su
definicion de cono.



Sesién 2

Sesién 3

1.

Compruebe que los diferentes tipos de cono
satisfacen su definicion, caso contrario
modifique su definicién.

A partir de la definicién construida de cono
sean capaces de aplicarla en la construccion de
nuevas superficies. Para ello se les propusieron
dibujos donde aparecian una curva plana y un
punto fuera de dicho plano, a continuacion se
les pedia que a partir de esos elementos vy,
usando su definicion, construyeran el cono
correspondiente. Para finalizar se les presentaba
una animacion multimedia donde podia verse en
tiempo real la construccion de los conos
propuestos.

Usando la misma metodologia introducimos dos
formas de representacion para los vectores: la
grafica (flechas) y la formal (coordenadas). Para
ello se les pidio a los participantes explicar qué
entendian por vector, se les pidié dar ejemplos y
una representacion gréfica.

Se introdujeron el minimo ndmero de
propiedades de vectores, solo las necesarias
para garantizar la comprension y la
construccion formal de la definicion de cono:
igualdad, suma y multiplicacién por un escalar.

Se introduce la definicion matematica (cartesiana y vectorial)
de un cono y se proponen actividades que requieren que los
estudiantes transiten por las representaciones grafica y formal
del concepto de cono, ello con la finalidad de enriquecer su
comprension mostrando las ventajas de una y otra
representacion.
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Definiciones y problemas

A continuacién presentamos y comentamos, a manera de
ejemplo, la definicion de cono utilizada y uno de los
problemas trabajados durante el taller.

Se puede observar que para la definicion de cono solo se
hacen uso de los conceptos de vector, suma de vectores,
multiplicacion por un escalar y de las relaciones de
pertenencia y paralelismo.

Definicién

Sea C el cono de curva base I y vértice V , entonces
P(x;y;z)eCsiysolosi

o P=V+tV, telRyV/PV
o P(X:YeiZe)el

Puede comprobarse que en el siguiente problema, para el
item a., se requiere aplicar de manera correcta la definicién
de cono y demostrar un manejo del algebra elemental.

En el item b. en cambio, se resalta la correspondencia entre la
expresion algebraica y geométrica del cono. Los items c. y d.
muestran como el algebra (vectorial) y la geometria (nocion
de cono) se complementan.

Problema
a. Escriba la ecuacion cartesiana del cono C de curva
2 2
X" +y =25 .
base I': y y Vértice (0;5;5).

z=0
b.  ¢El punto (0;5;5) pertenece al cono C?

c. Escriba la ecuacion vectorial de una recta L que esté
contenida en el cono C.

d. Determine si es posible o no hallar una recta L tal que
i.  Corte en un Unico punto al cono C.
ii. Corte en dos puntos al cono C.
iii. Corte en tres puntos al cono C.
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Comentarios Finales

El taller permitio que los participantes, profesores de
secundaria:

1.

Reconocieran que para precisar una idea no basta con
hacer un dibujo, o dar ejemplos,

Comprobaran que para escribir una definicion
correcta, es necesario tener presente diferentes puntos
de vista, reconocer patrones, desechar particularidades
pero sobretodo evitar las ambigiiedades

Concluyeran de forma natural que, para precisar la
idea de cono, el lenguaje matematico es la herramienta
ideal, pues entre otras cosas, el usarlo implica dejar a
un lado las ambiguedades del lenguaje natural.

Experimentaran como una “buena” definicion permite
comprender mejor y ampliar nuestro entendimiento
acerca de los objetos matematicos.

Referencias

Alsina, C. (2000) Geometria y Realidad. Universidad
Politécnica de Catalufa.

De Guzman, M. (1996) El Rincon de la Pizarra. Madrid:
Pirdmide.
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Geometria dinamica con
TracenPoche

Bertrand Rousset
Colegio Franco Peruano

Resumen

Este articulo presenta algunos aspectos desarollados en el taller
«Geometria Dinamica con TracenPoche». Se analizara como los
participantes lograron construir una circunferencia circunscrita a un
tridangulo con TeP. Al final del taller, los docentes realizaron una ficha
que podra ser utilizada por alumnos para construir la circunferencia
circunscrita a un triangulo con TeP.

Palabras clave: TracenPoche, geometria dindmica, actividades,
entornos informaticos, aprendizaje de las matematicas.

El objetivo del taller es ensefiar a los profesores a utilizar el software
TracenPoche. El taller fue realizado en tres sesiones de 2 horas.
Hubo alrededor de 20 participantes. Las referencias tedricas son
presentadas en el articulo «Entornos informéticos para el
aprendizaje de las matematicas. Proyecto TeP-Per(».

1. Partel

La primera sesion se inicid con una introduccion para mostrar a los
participantes como funciona el software. Se les present6 el concepto
de las diferentes zonas del software y las informaciones de pantalla.
Los participantes identificaron el concepto de punto sobre un objeto.
TeP permite hacer una diferencia entre un punto libre y un punto
sobre un objeto. Es muy importante para los usuarios entender la
necesidad de definir los objetos de manera precisa. Cuando se
desplaza un objeto, las relaciones entre los diferentes objetos
predefinidos son conservadas. La zona script tiene una sintaxis para
describir los objetos. A través del ejemplo de un punto y de una recta
se analizd la sintaxis de la zona script.

A continuacion se presentardn algunos ejemplos de las
actividades realizadas.
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1.1. Primer difa: Actividad 1:

1.1.1. Primera etapa: Las tareas fueron las
siguientes:

a) Construir un segmento [AB]

b) Construir un punto M de tal manera que al desplazar
M, M sea el centro de una circunferencia que pasa
por Ay B.

Los participantes tuvieron dificultades para construir el punto
M. Una explicacién posible es que la técnica “papel-lapiz”,
usada en clase, no permite a los estudiantes darse cuenta de las
etapas de construccién de un objeto geométrico. Generalmente,
un alumno hace las construcciones sin pensar en las
justificaciones. Con TeP, el usuario tiene que conocer la
justificacion de una construccion para poder realizarla con los
diferentes comandos disponibles.

1.2. Segunda etapa:

Después de la primera etapa, los participantes tenian que
construir un tridangulo conociendo la longitud de cada lado. La
dificultad fue de volver a utilizar lo que habian hecho en la
primera etapa. Los profesores saben construir un tridngulo con
una regla y un compas a partir de las longitudes. La dificultad al
usar TeP es que hay que trazar una circunferencia en lugar de un
arco ; esto requiere definir un centro y un radio. Los alumnos no
estdn acostumbrados a definir de manera formal las
construcciones que hacen con el compas. La otra dificultad se
presentd al momento de definir el punto de interseccion de dos
circunferencias para conseguir el tercer vértice del tridngulo. Al
final, se les pregunt sobre la similitud entre lo realizado y una
construccién hecha con el compés.

2. Partell:

Después de presentar el funcionamento de TeP, los participantes
tuvieron que reflexionar para preparar una ficha que pudieran
utilizar sus alumnos. El tema era: «Construccion de una
circunferencia circunscrita a un triangulo con TeP ». Tuvieron un
tiempo para trabajar en grupos. Después se hizo un trabajo
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comdn. Se realizd un documento (Anexo 1). El objetivo era
presentar a los participantes las etapas necesarias para preparar una
actividad. El uso de TeP permite a los alumnos crear nuevas
estrategias de resolucion de problemas. Cuando un alumno empieza,
es necesario ayudarlo en su investigacion.

Otro objetivo era de mostrar el interés de construir una actividad.
Este trabajo en grupo permite intercambiar ideas ya que los puntos
de vista son diferentes. El tipo de preguntas que se hacen ejerceran
una influencia en el trabajo de los alumnos. Hubo muchas
discusiones sobre el tipo de preguntas que se pueden hacer. La
probleméatica consistié en saber como ayudar al alumno en su
trabajo de investigacion sin darle todas las respuestas. Esta etapa fue
muy interesante porque hubo una reflexion sobre la manera de
dirigir las actividades de los alumnos. El uso de TeP permite un
aprendizaje, siempre que haya una reflexion didactica en la
preparacion de la actividad.

Al finalizar el taller los participantes fueron invitados a formar parte
del proyecto llamado TeP-Per(. El proyecto TeP-Peru consta de tres
etapas principales: la primera es traducir TeP al espafiol. La segunda
es de promover, a nivel nacional, el uso de TeP en las instituciones
educativas, especialmente de nivel secundario. La tercera es
desarrollar una red de trabajo entre los profesores de las distintas
instituciones educativas del pais dando ayuda técnica y poniendo a
disposicion de los integrantes, actividades para ser desarrolladas con
sus alumnos. Todas estas etapas conducen al objetivo fundamental
que es el de mejorar la ensefianza de las Matematicas en el Per.
Maés de 20 participantes se inscribieron en este proyecto. El objetivo
es de seguir proponiendo actividades como se hizo durante el
coloquio. Estos documentos podran ser descargados desde el sitio
web de TracenPoche®. De esta manera, otros profesores tendran la
posibilidad de utilizar directamente con sus alumnos estas fichas.
Los profesores indicaron que les gustaria seguir aprendiendo a
manejar TeP. Esto plantea el reto de disefiar actividades que
permitan a los docentes aprender a utilizar el software a distancia.

! www.tracenpoche.net/es
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Anexo 1: Ficha realizada por los participantes:

10.

158

Construccion de una Circunferencia
Circunscrita a un Triangulo

Crear un punto A y un punto O. Trazar una
circunferencia de centro O que pase por A.
¢ Cuéntas circunferencias cumplen esta condicion?

Crear tres puntos A, B 'y O. Traza una circunferencia de
centro O que pase por Ay B, a lavez.

Crear cuatro puntos A, B, C y O. Trazar los segmentos
AB, BC y AC. Traza la circunferencia de centro O que
pase por uno de los vértices.

Desplazar la circunferencia de tal manera que pase por
los tres vértices del triangulo.

Trazar los segmentos OA, OB y OC.

Completa la tabla. Para el segundo caso, desplaza los vértices.

Primer caso Segundo caso

OA
OB
0oC

Responde
¢ Qué observas en los datos de la primera y segunda linea?
¢Qué conclusion se puede obtener respecto a los puntos Ay B?

Responde
¢ Qué observas en los datos de la segunda y tercera linea?
¢Qué conclusién se puede obtener respecto a los puntos B y C?

Responde
¢Como se podria construir de manera precisa el punto O?

Hacer una nueva figura. Construir un triangulo PQR.
Construir el centro O de la circunferencia circunscrita al
tridngulo PQR.



Analisis didactico, una mirada
desde el enfoque Ontosemidtico

Norma Rubio Goycochea.
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Vicen¢ Font Moll
Universitat de Barcelona

Nuria Planas Raig
Universitat Autonoma de Barcelona

Resumen

En este taller mostramos las herramientas que el Enfoque
Ontosemidtico de la Cognicion e Instrucciéon Matematica
propone al profesor para analizar, valorar y de ser factible,
mejorar la practica profesional. Para ello, con la participacion
activa de los asistentes al taller y aplicando los niveles de
analisis que propone este enfoque, se realiz6 un analisis
didactico de la transcripcion de un episodio de una clase de
matematicas de secundaria en la que se institucionaliza la
resolucién de un problema. En dicho episodio participan tres
alumnos en interaccion con el profesor.

Palabras clave: Enfoque ontosemiético, analisis didactico,
niveles de andlisis.

Introduccion

La reflexion sobre los diversos factores presentes en los
procesos de ensefianza y aprendizaje es parte de la labor
docente. La necesidad de realizar un analisis sistematico que
permita esta reflexion requiere de herramientas tedricas que
lo faciliten. Durante la realizacion del taller presentamos una
metodologia de andlisis didactico que se basa en cinco
niveles de anélisis propuestos por el enfoque ontosemiético
del conocimiento y la instruccion matemética (EOS).
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D’Amore, Font y Godino (2007); Font y Contreras (en
prensa); Font y Godino, (2006); Godino y Batanero (1994);
Godino, Bencomo, Font y Wilhelmi (2006); Godino,
Contreras y Font, (2006); Godino, Font y Wilhemi (2006);
Godino, Font, Wilhelmi y Castro (2008) proponen, en el
marco del EOS, cinco niveles para el analisis de procesos de
estudio:

1. Andlisis de los tipos de problemas y sistemas de
practicas.

2. Elaboracién de las configuraciones de objetos y procesos
matematicos.

3. Andlisis de las trayectorias e interacciones didacticas.
4. ldentificacién del sistema de normas y metanormas.

5. Valoracion de la idoneidad didactica del proceso de
estudio.

Los niveles de analisis propuestos en el marco EOS son

considerados para el desarrollo de un andlisis completo que

permita describir, explicar y valorar procesos de estudio.

En este taller, aplicamos los niveles del EOS adaptados:

Nivel 1. Identificacién de préacticas mateméticas. En un
proceso de estudio, la aplicacion de este nivel lleva a
describir la secuencia de practicas matematicas, durante las
cuales se activan elementos distintos, a saber, un agente
(instituciéon o persona) que realiza la practica y un medio
donde se realiza (en este medio puede haber otros agentes,
objetos, etc.).

Nivel 2. Identificacion de objetos y procesos matematicos.
La finalidad de este nivel de andlisis es describir la
complejidad de las practicas mateméticas tomando en
consideracion la diversidad de objetos y procesos, ya que el
agente realiza practicas orientadas a la resoluciéon de
situaciones-problema, en las que se deben considerar, entre
otros aspectos, las configuraciones de objetos y los procesos
matematicos que posibilitan dichas précticas.

Nivel 3. Descripcion de interacciones en torno a conflictos.
En nuestro caso y dada la gran diversidad de interacciones
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didacticas ocurridas en cualquier proceso de estudio, para
este nivel nos centramos en las interacciones en torno a
conflictos de tipo semiético.

Nivel 4. Identificacion de normas. En este nivel
consideramos que tanto las practicas matematicas como las
interacciones estan condicionadas y soportadas por un
conjunto de normas y metanormas que regulan las acciones y
que deben ser analizadas.

Los cuatro niveles de andlisis descritos anteriormente son
herramientas para una didactica descriptiva y explicativa ya
que sirven para comprender y responder a la pregunta ‘;qué
ha ocurrido aqui y por que?’.

Nivel 5. Valoracion de la idoneidad interaccional del
proceso de estudio. Este nivel se ocupa del analisis de tipo
valorativo. La didactica de la matematica no deberia limitarse
solo a la descripcion, sino que deberia aspirar a la mejora del
funcionamiento de los procesos de estudio. Son necesarios,
por tanto, criterios “idoneidad” o adecuacién que permitan
valorar los procesos de instruccién efectivamente realizados
y “guiar” su mejora, evaluando la pertinencia del proceso de
instruccion matematica y sefialando pautas para la mejora del
disefio y la implementacion del proceso de estudio.

Mostramos, durante el desarrollo del taller, la posibilidad de
aplicar estos niveles conjuntamente usando como contexto de
reflexion el andlisis de un episodio de una clase de
matematicas de secundaria en la que el profesor
institucionaliza la resolucion de un problema. En este taller,
que tuvo una duracion de tres dias con sesiones de dos horas
cada dia, y con una asistencia promedio de 25 profesores de
educacién secundaria propusimos el analisis didactico de una
transcripcion de un episodio de clase. La principal tarea dada
a los profesores para el andlisis didactico de este episodio fue
que, en base a su experiencia profesional, realizaran un
analisis didactico.

En el apartado 2 de este documento presentamos la
transcripcion del episodio de clase, cuyo analisis didactico
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planteamos a los profesores asistentes al taller, con una breve
contextualizacion del episodio. En los apartados 3, 4,5,6y 7
presentamos cinco de las tareas que les propusimos a los
profesores, con los resultados obtenidos y esperados, en las
cuales se estudia los cuatro niveles de andlisis como
herramientas para una didactica descriptiva y explicativa, que
nos sirven para comprender y responder a la pregunta ‘;qué
ha ocurrido aqui y por qué?’. Finalmente en el apartado 8,
concluimos con algunas reflexiones generales.

Episodio de clase

El episodio de estudio a tratar en el taller toma lugar en una
clase de matematicas con estudiantes de 15 y 16 afios de edad
(ensefianza obligatoria). La clase estd localizada en una
escuela secundaria de una gran &rea de la clase trabajadora de
Barcelona, Espafia. El profesor tiene muchos afios de
experiencia en la ensefianza, algunos de ellos en su actual
escuela. En la clase hay 21 estudiantes de diferentes culturas,
religiones y capacidades cognitivas, en cambio todos son de
un nivel socioeconémico similar (bajo).

Nuestro episodio sucede durante la segunda semana de clases
al inicio del primer semestre del afio escolar. Esta es la
primera leccién donde el profesor propone la dindmica de
resolver un problema en pequefios grupos durante la clase
entera. El problema es acerca de dos conocidos distritos, uno
de los cuales es cercano a la ubicacion de la escuela (ver
Figura 1). El afio pasado, los estudiantes habian trabajado una
unidad centrada en proporcionalidad. Asi, se “supuso” que
los estudiantes tenian las habilidades matematicas requeridas
para resolver la tarea.
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Aqui tienes la poblacidn y el drea de dos distritos en tu
ciudad.

Distrito 1 (N1) Distrito 2 (N2)

65 075 habitantes | 190 030 habitantes

7 km? 5 km?

(i) Discute en cudl de estos dos
lugares las personas viven mds
espaciosamente.

(ii) Encuentra cudnta gente deberia
trasladarse de un distrito a otro
para vivir en ambos
espaciosamente.
(N1 = Miraflores, N2 = Villa el Salvador)

Figura 1. El planteamiento del problema.

El episodio se inicia cuando Alicia (A), Emilio (E) y Mateo
(M), miembros de un grupo, le dicen al profesor que ellos no
han hallado una solucion comun al problema propuesto. El
episodio termina cuando el profesor cambia de explorar las
ideas del grupo a intentar hacer que otros grupos participen.
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Representacion escrita del discurso de la clase

NOoO Ol bhw

10
1

12
13
14

15

16
17
18
19
20
21

A:

T:

MmAm-Ad>

mAdm

a4md

>A4>A4m>

Este es un problema acerca de densidades porque
los datos son acerca de densidades.

De acuerdo. (Le dice a Alicia que ella necesita
explicarse mejor) [A Alicia]l. Nosotros sabemos
que tUd sabes bastante, pero...

En N1 la densidad es menor que en N2. Eso es todo.
Emilio dice no.

iYo no lo entiendo! Hay algo que falta.

[A Emilio] ¢Cémo lo has resuelto t0?

Es claro que aqui [N2] hay mds personas y menos
espacio. Yo he estado alli. Los pisos son muy
pequefios.

De acuerdo. Lo que td dices estd claro, pero
entonces cémo respondes a la segunda pregunta.
La segunda pregunta estd mal

¢Por qué?

Yo no me mudaria solo, yo lo haria con toda mi
familia.

¢A qué te refieres?

Yo cambiaria la segunda pregunta.

iNo empieces de nuevo, Emiliol TU sabes que los
problemas son como son.

: A mi no me importa cambiar la pregunta, pero si t(

la cambias, nosotros no practicaremos la
matemdtica que el profesor quiere que nosotros
practiquemos. Td puedes hacer esto por ensayo y
error, primero empieza con 50 000 personas.

iEso no es matemdtical

¢Por qué esto ho es Matemdtica?

Mejor continuemos. Alicia, ¢cudl es tu opinidn?

Yo ya lo dije. Este es un problema de densidades.
Tu sabes lo que estds diciendo, sino estds cansada ...

: ¢Voy a la pizarra?
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22
23

24

25

26

27

28
29

30
31
32
33

34

35

T: [El profesor mueve la cabeza]
A: [ En la pizarra]
65075 65072
_)
7
190 030

=9296h/km? en N1

=38006h/km?* enN2: 9296<38 006

T: De acuerdo. Nosotros necesitamos comparar los
dos distritos. Estos nimeros no significan nada si
nosotros no los comparamos.

: Este nimero [9 296] es...

Nosotros colocamos algunas personas aqui y

algunas personas alli.

A: iDéjame terminar! 9 296 es mds pequeiio que este
ndmero [38 006]. Esto significa que en N1 1 vives
mds espaciosamente.

T: De acuerdo.

A: Ahora veamos la ecuacién. [En la PIZC(I"I"C(]

190030—x _ 65072+ 38 006-X_g 296+§;
5 5 7
380069296 = = +=;
5 7

m >

28,710 = 12x P X = —28 71035, - =83737,5—>83737
35 12
personas.

T: Alicia, tienes que explicar lo que has hecho y por
qué.

E: Yo no entiendo por qué ella cambia 65075 por 65 072.

T: ¢Alicia? ¢Por qué sustituyes este nimero?

A: [Regresa a su sitio] Yo ya he explicado mi
propuesta, ahora que lo expliquen ellos.

M: Yo no creo que hecesitemos hacer una ecuacion.
¢Por qué no probamos con diferentes nlmeros?
¢No necesitamos ser exactos aqui, no es cierto?

T: Veamos de nuevo a la propuesta de Alicia. [A
Emilio] ¢Adn quieres cambiar la segunda pregunta?
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36 E: Todos nosotros conocemos estos distritos, ¢no es
raro lo que ella estd haciendo? ¢Por qué nosotros
tenemos que usar densidades y ecuaciones?

37 M: [Al profesor] (Por qué ella ha movido tres
personas de aqui [65 072]?

38 T: Mateo, concentrémonos, olvidate ahora de las
personas y sdlo piensa en la fraccién. ¢Es 65 075
un mdltiplo de 7?

39 M: No.

40 T: iEsta es la cuestion! 65 072 es un mdltiplo de 7 y
65 075 no lo es. Ahora podemos hacer una divisién
exacta.

41 M: iPero esto no es acerca de mdltiplos, es acerca de
personas!

42 E: En la dltima operacién ella no mira los mdltiplos
éverdad?

43 A: Esto no es importante.

44 T: (Ves como ella ha resuelto la ecuacién?

45 M: Si

46 T: Esto es importante.

47 M: ¢Podemos dar una respuesta aproximada?

48 A: Por favor, esto no es importante.

49 M: ¢Copiamos la ecuacion?

50 T: Ordenemos nhuestras ideas primero. Necesitamos

calcular las densidades y luego necesitamos que
sean iguales. Esta es una propuesta. ¢Y vosotros
qué [sefalando a otro grupo]? (Cudl es vuestra
solucién?

Tabla 1. Transcripcion del episodio

1. Andlisis Didactico de un episodio de clase.

La primera tarea que debieron desarrollar los asistentes al
taller fue, que después de una realizar una lectura individual,
en grupos de tres escribieran sus conclusiones del analisis
didactico a partir de la transcripcion del episodio de clase
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(Tabla 1). Para ello, previamente se les entregd la
contextualizacion del episodio (Figura 1) y luego, se les
entregd la Tabla 1.

Cada uno de los grupos participantes estuvo de acuerdo con
que se parte de un problema matematico en el cual se pueden
distinguir ecuaciones y que la solucion de éste se centra en la
solucién de la alumna que mas sabe, en este caso Alicia, y
que hay una mala gestion por parte del profesor quién no
soluciona los conflictos que se presentan durante el desarrollo
de la clase.

También hubo acuerdo en que en esta transcripcién se
propone un Unico problema. Se trata de una situacion
contextualizada cuya resolucion implica, entre otros, el uso
del concepto de densidad y el procedimiento de comparacion
de densidades.

Aplicacion del Nivel 1. Identificacion de practicas
matematicas.

La segunda tarea que debieron desarrollar los participantes
fue la de sefialar qué practicas matemaéticas realizaron Emilio,
Mateo y el profesor. Para ello, se mostré como ejemplo, que
en la transcripcion dada se observaba que las practicas
matematicas eran realizadas basicamente por Alicia, que ella
resolvia el apartado (i) del problema planteado aplicando el
concepto de densidad y el procedimiento de comparacién de
densidades, y el apartado (ii) planteando y resolviendo una
ecuacion, y que a peticion del profesor esta alumna
contextualizé y dio sentido a la solucion hallada.

Los participantes distinguieron que Emilio responde en base
a sus vivencias, que Mateo propone resolver el problema por
ensayo y error aunque no lo hace y que el profesor interviene
sin resolver los conflictos que tienen Mateo y Emilio.

Las précticas que se pedian que identificaran los asistentes al
taller se muestran en la siguiente tabla:
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Emilio

- Lee y entiende el enunciado del problema. Por otra
parte, cuestiona el apartado (ii)

- Resuelve el apartado (i) mediante un razonamiento
de tipo intuitivo y vivencial usando su conocimiento
de los barrios citados en el problema.

- Sigue las explicaciones de Alicia y observa una
contradiccion entre las maneras como se ha
resuelto (i) y (ii).

Mateo
- Leey entiende el enunciado del problema
- Propone una resolucién por ensayo y error, aunque ho
aplica este método.
- Propone la aceptacidn de soluciones aproximadas.

Profesor

- Considera el papel del contexto extramatemdtico en
matemdticas.

- Valida la argumentacién de Alicia e interviene para
completar explicaciones de esta alumna sobre la
sustitucién de 65 075 por 65 072.

- Reconduce propuestas de aproximacién al problema
de Emilio y Mateo.

Tabla 2. Practicas Matematicas

Aplicacion del Nivel 2. Identificacion de objetos y
procesos matematicos.

La tercera tarea que debieron realizar los profesores fue la de
completar las proposiciones y procedimientos de la
configuracion epistémica del problema planteado. A
continuacion se muestra la configuracién epistémica
incompleta, proporcionada a los profesores.
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SITUACION PROBLEMA
Aqui tienes la poblacién y el drea de dos distritos en tu
ciudad.

Distrito 1 (N1) Distrito 2 (N2)
65 075 habitantes 190 030 habitantes
7 km? 5 km?

(iii) Discute en cudl de estos dos lugares las
personas viven mds espaciosamente.

(iv) Encuentra cudnta gente deberia trasladarse
de un distrito a ofro para vivir en ambos
espaciosamente.

LENGUAJE

Verbal:

Densidad (A), menor(A), ecuacién (A), mdltiplo (T),
divisién (T),....

Simbdlico:
Ndmeros naturales (P), fracciones (A), decimales (A),

unidades de drea (P) y de densidad(A), simbolos N1y N2
P), > (A)...

CONCEPTOS

Densidad (A), mayor y menor(A), mltiplo (T), fraccién
(A), decimal (A), incégnita (A), ecuacién (A), solucién
exacta de una ecuacién (M), solucién aproximada de un
problema (M).
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PROPOSICIONES

= Este es un problema acerca de densidades (A).
En N1 la densidad es menor que en N2 (A).
»  Aqui [N2] hay mds personas y menos espacio (E).

PROCEDIMIENTOS.

N

1. Ensayoy error (M lo Dividir (A).
cita pero no lo aplica).

3. Redondeo de nimeros 4. Cdlculo de densidades

(A). (A).
5. Comparacién de 6.
ndmeros que
representan
densidades (A).
7. 8.
ARGUMENTOS

(Alicia) Tesis 1: Este es un problema acerca de densidades.
Se usan los siguientes argumentos:

Argumento 1: En los problemas de densidades los datos
son densidades.

Argumento 1: En este problema los datos son densidades.

(Emilio) Tesis 2: Aqui [N2] hay mds personas y menos
espacio.

Se usa el siguiente argumento (viviencial):

Argumento: Yo he estado alli. Los pisos son muy pequefios.

(Alicia) Tesis 3: En N1 la densidad es menor que en N2.
Se usan los siguientes argumentos:

Argumento 1: Se puede sustituir 65 075 por 65 072
(implicito: para que la divisién por 7 sea exacta).
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Argumento 2: Dividiendo el nimero de habitantes por el
nimero de km2 se obtiene que la densidad en N1 es 9
296 h/km2.

Argumento 3: Dividiendo el nimero de habitantes por el
nimero de km2 se obtiene que la densidad en N2 es 38
006 h/km2.

Argumento 4: 9 296 es menor que 38 006.

(Alicia) Tesis 4: En N1 vives mds espaciosamente.

Se usan los siguientes argumentos:

Argumento 1 (implicito) Si la densidad de un vecindario es
menor que la de otro, eso quiere decir que en el de menor
densidad "TU vives mds espaciosamente”.

Argumento 2: En N1 la densidad es menor que en N2.

(Alicia) Tesis 4: Si se trasladan 83 737 vecinos de N2 a
N1 los dos vecindarios tendrdn la misma densidad (A).
Argumento: Planteamiento y resolucién de una ecuacidn.

Tabla 3. Objetos Matematicos

Los profesores participantes, en su mayoria, llegaron a
completar las proposiciones y procedimientos que mostramos
a continuacion:

PROPOSICIONES

= Este es un problema acerca de densidades (A).

= En N1 la densidad es menor que en N2 (A).

*  Aqui [N2] hay mds personas y menos espacio (E).

*  Enla dltima operacién ella no encuentra mdltiplos (E).

*  En NIl vives mds espaciosamente (E).

* 65075 no es miltiplo de 7; 65 072 silo es (T).

*  Siunndmero es miltiplo de otro, la divisién por este
Ultimo es exacta (T).

» Sise trasladan 83 737 vecinos de N2 a N1 los dos
vecindarios tendrian la misma densidad(A).
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PROCEDIMIENTOS

1. Ensayoy error (M lo cita 2. Dividir (A).
pero ho lo aplica).
3. Redondeo de nimeros (A). 4. Cdlculo de
densidades (A).
5. Comparacién de nimeros 6. Traduccion del
que representan lenguaje verbal al
densidades (A). algebraico.

(Planteamiento de
ecuaciones) (A).
7. Determinar siun nimeroes 8. Resolucién de
mdltiplo de otro (T lo usa ecuaciones (A)
implicitamente).

La cuarta tarea fue la de identificar los procesos matematicos
involucrados. En esta Ultima mostramos primero los 16 procesos
matematicos que se han identificado en el EOS (idealizacién,
materializacion, representacion, significacion, encapsulacion,
desencapsulacion, personalizacion, institucionalizacion,
particularizacion, generalizacion, algoritmizacion, enunciacion,
definicion, problematizacion, argumentacién y comunicacion),
ya que los participantes no pudieron distinguir en principio
ningln proceso.

A continuaciéon mostramos una tabla con los procesos
identificados:

Alicia

- Proceso de generalizacion [1, 19] cuando considera
que el problema es un caso particular de un problema
mds general.

- Proceso de enunciacion de una proposicion [3].

- Proceso de argumentacion [23, 27, 29].

- Proceso de representaciony materializacion [23] al
escribir en la pizarra signos matemdticos
interpretables como el uso del concepto de densidad
y de procedimientos de comparacidn de densidades.
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- Proceso de enunciaciony comunicacion de una
proposicién [27] que se interpreta como la
inferencia que se obtiene de aplicar el concepto de
densidad y el procedimiento de comparaciones de
densidades, y como un uso contextualizado y
correcto de la solucién.

- Proceso de representaciony materializacion [29] al
escribir signos matemdticos interpretables como el
planteamiento y resolucidn de una ecuacidn.

Emilio
- Proceso de enunciacion de una proposicién [7] sobre
la interpretacién del enunciado.
- Proceso de argumentacion [11, 16] basado en el

conocimiento del contexto extramatemdtico del
problema.

Mateo

- Proceso de comunicacion[15] al plantear la
posibilidad de resolver el problema por el método de
ensayo y error.

- Proceso de comunicacion[34] al plantear la
posibilidad de buscar soluciones aproximadas para el
problema.

Profesor

- Proceso de institucionalizacion [todas sus
intervenciones y en especial la 50] de la solucién del
problema.

- Proceso de argumentacion [40] para resolver dudas
de Emilio y Mateo.

- Proceso de idealizacion [38] cuando pide prestar
atencién a las fracciones por delante de las
personas.

Tabla 4. Procesos Matematicos.
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Aplicacién del Nivel 3. Descripcion de interacciones en
torno a conflictos.

La cuarta tarea propuesta a los participantes al taller fue que
sefialaran los conflictos observados en la transcripcion.

Los profesores identificaron como un conflicto de Emilio el
no aceptar la solucién matematica propuesta por Alicia, pues
con lo que conocia de sus vivencias era suficiente para él.

En Godino, Batanero y Font (2007) nos dicen que “conflicto
semiotico es cualquier disparidad entre los significados
atribuidos a una expresion por dos sujetos, personas o
instituciones”. Entre los conflictos semi6ticos tipificados por
el EOS tenemos, el conflicto semidtico de tipo cognitivo,
cuando la disparidad se produce entre practicas de un mismo
sujeto; el conflicto semiético de tipo interaccional, cuando la
disparidad se produce entre las practicas (actuativas y
discursivas) de dos sujetos diferentes en interaccion social
(por ejemplo, alumno-alumno o alumno-profesor) y el
conflicto semidtico de tipo epistémico, cuando la disparidad
se produce entre significados institucionales.

En la siguiente tabla mostramos algunos ejemplos de los
conflictos semidticos que se presentan en el episodio de clase
y que fueron observados por los profesores y que tipificamos
juntos.

En [42] Emilio pudo haber
ocasionado un conflicto semidtico de
tipo cognitivo en Alicia, aunque ella
no le da importancia, al hacerle
observar que no ha sido coherente
en la resolucion de (i) y (ii).

Cognitivo

Cuando Alicia y Mateo discrepan
sobre si el procedimiento de ensayo
y error se puede considerar como
“matemdtico” [16-17], se produce un
conflicto  semidético de  tipo
interaccional.

Interaccional
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Emilio, plantea un conflicto entre su
"mundo de la vida" y la “clase de
matemdticas” [9-14]. Emilio confronta una
manera vdlida de resolver el problema en
el "mundo de la vida" con la resolucién
vdlida en el aula de matemdticas cuyo
portavoz en este caso es el profesor. Se
puede interpretar que estas personas
proponen  prdcticas  vdlidas  en
instituciones diferentes: mundo de la vida
y aula de matemdticas, produciéndose un
conflicto semidtico de tipo epistémico.

Epistémico

Tabla 5. Conflictos Semi6ticos.

Hay que notar que los tipos de conflicto semi6tico cognitivo,
epistémico e interaccional no son excluyentes, dependiendo
de la perspectiva desde donde se enfoque un mismo conflicto
puede ubicarse en un tipo u otro. Por ejemplo, el conflicto
epistémico entre Emilio y el profesor [9-14] también es un
conflicto interaccional y los conflictos cognitivos de una
persona a menudo son resultado de interacciones sociales
generadoras de conflicto.

Aplicacidn del Nivel 4. Identificacién de normas.

Para este nivel planteamos a los profesores la actividad que
se muestra en la tabla siguiente.

¢Qué normas y metanormas han condicionado el proceso de
instruccién?

En el episodio de clase dado, podemos observar algunas
normas y metanormas que han condicionado el proceso de
instruccién. Por ejemplo, "No basta dar la solucidn de un
problema, hay que justificar que la solucion es correcta” se
mencionan en la transcripcién en 2, 20, 24, 30.

Identifique en qué lugares de la transcripcién aparecen las
siguientes normas o metanormas.
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1. "En un problema contextualizado los signos
matemdticos tienen una interpretacion (hay que
intferpretar si la solucion tiene sentido para el
contexto inicial)".

2. "Los enunciados de los problemas no se pueden
modificar” .

3. "Una vez se ha descontextualizado el problema, hay
una fase en la que tiene sentido trabajar con el modelo
matemdtico con independencia del contexto inicial”.

4. Hay cosas que son importantes en matemdticas (p. El
ensayo y error ho lo es y las ecuaciones si lo son)".

5. "Los problemas se pueden resolver por diferentes
métodos (aunque algunos son mds matemdticos que
otros)".

¢Observa alguna otra norma o metanorma mds? En caso
afirmativo endnciela e indique en que lugar de la
transcripcion se encuentra.

Dando respuestas a la tarea anterior, pudimos introducir las
definiciones de normas y metanormas, poco conocidas por
los profesores.

En el aula, la actividad matematica tiene una dimension
social puesto que ella tiene lugar la construccion y la
comunicacion de conocimiento matemtico a través de
interacciones sociales entre alumnos y profesor. Asi, el
aprendizaje matematico estd condicionado no solo por
conocimientos matematicos y didacticos, sino por algunas
reglas llamadas normas sociomatematicas (Yackel & Cobb,
1996) v las clausulas del contrato didactico (Brousseau, 1988,
1997). En D’Amore, Font y Godino (2007), nos muestran
diferentes criterios de clasificacion de las normas como: el
momento en que intervienen (disefio curricular, planificacion,
implementacion y evaluacién), el aspecto del proceso de
estudio a que se refieren (epistémica, cognitiva, interaccional,
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mediacional...), su origen (disciplina, escuela, aula,
sociedad...), etc.

De acuerdo con D’Amore, Font y Godino (2007),
entendemos por normas epistémicas las configuraciones de
objetos:  situaciones-problema, lenguaje, definiciones,
proposiciones, procedimientos y argumentos las cuales
regulan la practica matematica en un marco institucional
especifico. Pero ademas, cada uno de los componentes de la
configuracion de objetos esta relacionado con normas
metaepistémicas, llamadas normas sociomatematicas por
autores diversos (Civil y Planas, 2004; Cobb y McClain,
2006; Planas y Civil, en prensa; Stephan, Cobb vy
Gravemeijer, 2003; Yackel y Cobb, 1996). Asi por ejemplo,
en las situaciones-problema, el alumno debe saber
responder a preguntas como: qué es un problema, cuando
decimos que se ha resuelto, qué reglas conviene seguir para
resolverlo, como debo dar la respuesta etc. De igual modo si
nos fijamos en el componente argumento ya que el alumno
necesita saber qué es un argumento en matematicas, cuando
se considera valido, cdmo justifico, etc. Hemos detallado
normas epistémicas al describir la configuracion de objetos
en la tabla 3 de este documento. Pero también, en la
transcripcion del episodio se pueden deducir otros tipos de
normas. A continuacién mostramos algunas de ellas.

- No basta dar la solucién de un
problema, hay que justificar que la
solucién es correcta [4, 20, 24, 30].

- Hay que interpretar el sentido de la
solucidn en el contexto del problema

Normas [24]

metaepistémicas | - Los enunciados de los problemas no
se pueden modificar [14].

- Hay una fase en la que tiene sentido
trabajar con el modelo matemdtico
con independencia del contexto
inicial del problema [38].
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Hay elementos importantes en
matemdticas, como las ecuaciones, a
diferencia de otros como el método
de ensayo y error [46, 50].

El profesor decide sobre la validez
de una argumentacion [28, 491].

Hay argumentaciones que no son
vdlidas en matemdticas [16].

Los problemas pertenecen a familias
de problemas [1, 19].

El profesor interviene para resolver
dificultades de los alumnos [38, 40].
El profesor tiene un papel

::;::LTIZ:B dfaTer?minfxlnTe ef\ eliinic'i?,
inferacciones distribucién y finalizacion de
intervenciones [2, 6, 18, 22, 50].
Los alumnos intervienen cuando ho
entienden algo [31]y [37].
[40] Se puede usar la calculadora
Normas que

regulan el uso
de los
materiales en el
aula

(por ejemplo, para comprobar que la
divisién es exacta).

[49] Las soluciones correctas se
tienen que copiar en el cuaderno de
clase

Tabla 5. Identificacion de normas

Las normas metaepistémicas “hay que interpretar el sentido de
la solucién en el contexto del problema [24]” y “hay una fase
en la que tiene sentido trabajar con el modelo matematico con
independencia del contexto inicial del problema [38]” pueden
ocasionar conflictos a los alumnos, pues segun la interrelacion
pueden ser contradictorias. La practica matematica conlleva la
posibilidad de desprenderse del contexto extramatematico
cuando conviene y volver a él cuando interesa. Para algunos
alumnos puede ser dificil entrar en este “juego de lenguaje”.
El analisis realizado en el apartado anterior muestra que
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efectivamente dichos conflictos se han producido y que
Emilio y Mateo los han experimentado.

Conclusiones

Observamos que los profesores abarcaron en sus analisis
didacticos diferentes aspectos. Asi, por ejemplo, algunos
centraron su atencién en el hecho de que en el episodio de
clase analizado el profesor realizaba un proceso de
socializacion de la resolucion de un problema; otros realzaron
objetos matematicos (proporcionalidad, ecuaciones, etc.)
presentes, segun ellos, en la transcripcion. La mayoria de
profesores expresd apreciaciones negativas en torno a la
practica profesional del profesor del episodio. Para
argumentarlas, mencionaron, entre otros aspectos, el hecho
de que el profesor no habia gestionado bien algunas
intervenciones de los alumnos o bien que habia creado un
clima emocional desfavorable para dos de ellos; también
sugirieron cémo tendria que haber actuado el profesor del
episodio.

Mas que responder a la pregunta ‘;qué se ha hecho mal y
como se deberia mejorar?’, el tipo de analisis que
pretendemos desarrollar debe responder en primer lugar a la
pregunta ‘;qué ha ocurrido aqui y por qué?’. Entendemos,
por tanto, que el estudio exhaustivo de los aspectos
descriptivos y explicativos de una situacion didactica es
necesario para poder argumentar posteriormente valoraciones
sobre esta situacion.

Nuestra conclusién es que el modelo de analisis didactico que
propone el EOS aplicado en este trabajo es util para la
investigacion sobre la practica docente de los profesores de
matematicas, asi como también puede ser Gtil para el grupo
de profesores interesados en reflexionar sobre su propia
préactica. Esto dltimo, basdndonos en la experiencia positiva
de este taller. Como afirman Hiebert, Morris y Glass (2003),
un problema persistente en educacion matematica es cdmo
disefiar programas de formacién que influyan sobre la
naturaleza y calidad de la practica de los profesores. Para el
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disefio de estos programas son necesarias herramientas para
el analisis de la practica docente como las que aqui se han
propuesto.
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Visualizaciéon de la nociéon de limite
empleando el Cabri Il

Maria del Carmen Bonilla Tumialan
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Resumen

En la Maestria en la Ensefianza de la Matematica de la
Pontificia Universidad Catélica del Per( se desarrolla una
investigacion sobre la ensefianza de la nocion de limite.
Numerosas investigaciones constatan el fracaso de las
aproximaciones tedricas y formales que se desarrollaron en el
contexto de las matematicas modernas, y de las estrategias
de ensefianza usuales, que reducen el Andlisis a un calculo
algebraico algoritmizado (Artigue, 1998). El problema de
investigacion que motiva el taller se presenta en funcion
cémo disefiar archivos en Cabri Géométre que permitan la
transposicion didactica de la nocion de limite a contextos
computacionales, transposicion informéatica (Balacheff,
1994), y que promuevan una transformacion a nivel
epistemoldgico de la experiencia matematica del estudiante.
Se elabora la propuesta enfocando diferentes sistemas de
practicas (Godino, 2006) de la nocién de limite (limite de
sucesiones y limite de funciones). En un primer momento, en
base a la resolucion de un grupo de problemas de caracter
geomeétrico disefiados por Hitt y Paez (2003) procuramos un
acercamiento intuitivo a la nocién de limite de sucesiones. En
una segunda parte del taller se trabaja en la construccion
geométrica de la nocion de limite de funciones. La
visualizacién y manipulacion del concepto permite la
comprension cabal de la definicién formal, la validacion de
los enunciados matematicos y la activacion de un proceso
cognitivo marcado por la relacion dialéctica entre percepcion
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y conceptualizacion durante la interaccion con la interfase del
sistema (Moreno, 2002)

Palabras claves: nocién de limite, geometria dindmica,
Cabri, visualizacion.

Audiencia: Profesores de los cursos de Calculo a nivel
universitario

Equipo necesario: Proyector Multimedia.
Software: Microsoft Office, Cabri Géométre 11 Plus.

Ambiente: Laboratorio de Informatica o de Computacion

Marco Teorico

La dificultad de los alumnos para entrar al campo conceptual
del célculo ha generado numerosos trabajos que analizan las
causas de este problematica (Artigue, 1995), como el no
partir de problemas al introducir las nociones, el empleo
temprano de un lenguaje formalizado y una ensefianza
centrada en el discurso del profesor. Teniendo en cuenta estas
criticas la concepcion de la matematica cambia, se la
considera como una actividad humana, histérica, que no se
descubre sino se construye, que tiene como fin la resolucion
de problemas intra o extramatematicos, y que debe equilibrar
la exigencia del saber matemético con la exigencia del
funcionamiento cognitivo del estudiante.

A pesar de los cambios en la ensefianza del célculo, existen
un conjunto de dificultades analizadas por diferentes
investigadores. Sefialaremos aquellas dificultades que se
busca disminuyan con este taller al utilizar el Cabri Géométre
Il en la visualizacién y comprension de la nocién de limite.

Una dificultad que se presenta en la comprension de toda
nocion matematica es la de articular los diferentes registros
semioticos (escrito, verbal, grafico, gestual, material). Bosch
(2000) nos sefiala la no diferenciacion entre registros desde el
punto de vista de su funcidn en su trabajo matemético. Todos
tienen el mismo valor. Es méas, segin Blazquez (2001),
dominar un concepto consiste en conocer sus principales
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representaciones, sus significados, traducir unas en otras. En
ese sentido las actividades propuestas en el Taller consiguen
representar en forma simultanea representaciones algebraicas,
graficas y numéricas de la nocion de limite. A través del
movimiento podemos apreciar como se articulan  las
diferentes representaciones.

Otro aspecto que también corresponde al aprendizaje de toda
nocion matematica es la flexibilidad proceso-concepto
(Artigue, 1995). Existen dificultades para desarrollar la
flexibilidad entre las nociones vistas como proceso y las
nociones vistas como objeto. Los objetos matematicos
presentan dos status: el operacional, dindmico y el
estructural, estatico. Es frecuente, por no decir siempre, que
en la historia de los conceptos el primer status precede al
segundo. Esa misma jerarquia se reflejaria en el aprendizaje
individual. Existe dificultad de separar la vision de limite en
términos de proceso, para separar el objeto limite del proceso
que lo ha construido. En las actividades propuestas en el
Taller, principalmente en las sucesiones de figuras
geométricas del cuadrado y el circulo, podemos apreciar
como se da el proceso de construccion de una aproximacion
intuitiva a la nocién de limite de sucesiones, visualizando el
cambio gracias al cardcter dindmico del Cabri, superando asi
las limitaciones de la representacion geométrica tradicional.

Ejercicio N° 1

Se construye un circulo con el segmento AB como diametro.
AB = 8. Luego se divide AB en dos partes iguales, AC y CB,
y se construye dos circulos. Se continda dividiendo y
construyendo mas circulos.

a) Si sumas las areas determinadas por los circulos a
medida que disminuye la longitud de cada sub-segmento,
¢Obtendras un valor? ¢Cudl es el valor? Justifique su
respuesta.
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Active revisar construccion

il pirt2
c2 2 pi (rr2p~2
o3 4pi(r4)pt2
c4 8 pi(rEpt2

s 16 pi [rM16)°2

Area

pirt2iz
pirt2d
pirt2ia
pi F*216

50,27
2513
12.57

6.28
314

Ejercicio N° 2

Se construye un cuadrado de lado 1. Uniendo los puntos
medios de los lados se construye un cuadrado inscrito. Asi
sucesivamente se toman los puntos medios de los lados y se

van construyendo cuadrados inscritos.

¢ Cudl es el area de la figura final?

B it || Pl

T dekon_Dikin_Cpoores

[k 0] ] T ]

Active revisar construcion

A= oo ABC =S
A2 = Ares AIEICT

=851=025%

53 Arog AIBICE R 522 02551 = 0.26x0.25 5
. Ad= Arog ANDICI =538 02552 028X 025%0255
AS= Arkg ASEACA= 402553 0B (5 02500355

1
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Segin Alsina, Burgués y Fortuny (1997) la historia del
desarrollo de las Matematicas es la historia del desarrollo del
conocimiento geométrico, dos modos de comprension y
expresion, 1) el que se realiza de forma directa, que corresponde
a la intuicion geométrica, de naturaleza visual, y, 2) el que se
realiza de forma reflexiva, l6gica, de naturaleza verbal. Ambos
son complementarios. La visualizacion permite el desarrollo de
la intuicion geométrica, por ende, de la creatividad. Tiene un
carécter subjetivo.

Para Miguel de Guzman (1996) las corrientes formalistas han
privilegiado la exposicion formal de la matematica,
considerando indtiles a los apoyos en la intuicion visual de
los conceptos y procesos del pensamiento matematico, sin
tomar en cuenta que muchas veces las intuiciones visuales
han dado origen a los conceptos y procesos matematicos mas
basicos e importantes. La adquisicion de ese sustrato visual e
intuitivo puede ser muy provechosa para cualquier usuario de
la matematica. Para los griegos la visualizacién era algo
connatural a las matematicas. La palabra reopeuca (zeorema)
significa contemplar y no lo que se demuestra. Las
Geometrias no euclideas y otros hechos llevaron a crear una
corriente hacia la formalizacién y una desconfianza hacia la
visualizacién. La tendencia actual es a la renovacién del
papel de la visualizacion en el quehacer matematico. Lo
visual se considera como un argumento heuristico y como
una forma de validar propiedades; incluso algunos consideran
que el rol de la nocién tradicional de prueba en Educacion ha
cambiado, y nuevas formas y tipos de explicacion y
argumentacion se han desarrollado, producto del uso de las
computadoras. Como una consecuencia, en la filosofia y en la
historia de la matematica el enfoque de como entender la
matematica ha cambiado. (Hanna, Jahnke y Pulte, 2006).

En el enfoque tradicional la formalizacién estandar de la
nocidn de limite expresa una dificultad asociada a su caracter
poco natural, al construirse una vecindad alrededor del
limite. Se hace necesaria la utilizacion de cuantificadores, de
€, que hacen mas compleja la definicion. Desde una
perspectiva histdrica existe un salto cualitativo entre el
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manejo intuitivo de la nocién de limite y la nocién
formalizada estandar. Esta UGltima rompe con las
concepciones previas de la nocién. Al momento de efectuar
la transposicion didactica del concepto de limite no se pone
en evidencia su dimensién epistemoldgica. Se enfatiza en su
papel de concepto unificador del campo del analisis y se deja
de lado su papel productivo para resolver problemas.
Utilizando las actividades en Cabri relacionadas al limite de
funciones procuramos establecer una articulacion entre sus
representaciones geométrica, algebraica, y aritmética, que
permita una mejor comprension del enunciado formal de la
nocion de limite.

A continuacién se trabaja la construccién de limites de
funciones lineales, cuadréaticas, exponenciales cuando tienden
a un punto, asi como limite de funciones cuando tienden al
infinito.

13 Cabri Géseéire 11 Plun - [Beval.fig] X
T frehiy_ Bkt Cpoores Sesn_Verdana L&

|E - JJ‘J @J_ —-H 11] :‘:]_ :-—J ._,.J_ Ahqj_g-‘J .

f(x)=ax -7 Lim 4x-7=5

E=3.48=0,

.- D=0.87 >0

: | x=3,67 -3 | < 0.87

Z [fi=)=7.68 = 5{ <40

768=4*367-7

Limite =5
E=3.48

D= 0,87

¥ =367

fix) =y = 7.68

dpurtades

Tiiniclo, € [[swomd.. -8 oo TP e B Mot p

188



i Géombtrn || Phas - [Bsealdiac. fig )

()= (2x+3) (x-1)/(x-1)

513 = (21,06 +3 } (106 1 )/ { 1.06 -

Lim  (3x+3) (x=1),/{x=1) = 11.00

DagerE=2.28> 0,

e 0=1,14 >0,
P06 -4 |< +.44
=t oprer. =486 -4 {< 144

H srtcrces | f106)=5.13 -5 | < o

fix) =y = 513

x!
fx)= 1-
)= 1--2
1,07
0,43=1-
3

2
Lim 1-—%_ =1
X0 2

Dado E=1.18> 0,

acete D=1.53 > 0

taloue, s 0 <] x=1.07 -0 | <1.53
orteces [ {1,0T)= 043 -1 <218

x=1,07

Y —

S
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€8 Cabri Gésmétre B Plus - [[x+1 juobrex.fig %]
T frehn Edoln Coenes Sestn Verta s .8

|M_ U"“.l @J_J\.:I_ ‘,IJx-‘J_j__J _‘J [n_r% 4:1

LIMTES CLAND 0 3 TIEND E AL INFINITO

fla)={u+1)ix Lim fxatpix=a
1016 ={62.10+ 1}/ 62.10
Dado E = 0,252 =0 |

existe un A =3.969 > 0,

tal que si x= 62,10 pertenece a R, 62,10 > 1969
entonces | f{62,10)=11,016 -1 | <0.25

Limite = 1
A= 3,969
x=6210
flx) =y = 1.016

Podemos apreciar que la geometria dindmica del Cabri vence
a la fuerza de una geometria estatica que no permite ver los
objetos involucrados en la nocién de limite y su topologia
subyacente.

El conocimiento matematico no es el resultado de un proceso
continuo, ni lineal. Es un proceso dialéctico que se da en
espiral. El desarrollo del conocimiento matematico ha
necesitado de momentos de ruptura con las formas de
pensamiento anteriores. Histéricamente hemos adquirido
primero el pensamiento numérico. EI Algebra, ciencia de la
cantidad finita que tiene por objetivo extraer las raices de las
expresiones, significd liberarse de la concepcion “estatica” de
la matemaética griega para ver la variacion. Como producto
del desarrollo de la matemética surge el Anélisis, la ciencia
del infinito. En el pensamiento analitico la vision de la
nocién de igualdad debe ser enriquecida, reconstruida, asi
como se hizo en la transicion del pensamiento numérico al
pensamiento algebraico. Para Leibniz la variable es una
secuencia de valores infinitamente préximos. El crecimiento
y movimiento se expresa como creciendo por minimos, o
términos continuamente crecientes, elemento por elemento.
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Es nuestro interés que a través de las actividades propuestas
se logre sentar las bases para el desarrollo de una
aproximacion intuitiva del pensamiento analitico, pues con el
Cabri podemos visualizar el cambio en valores infinitamente
préximos.
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Edicion y reutilizacion de
simuladores digitales (Nippe
Descartes) en la ensefianza de las
Matematicas

Alberto Mejia Manrique
Universidad Peruana de Ciencias Aplicadas-UPC

Resumen

La visualizacion juega un papel muy importante en la
ensefianza de las Matematicas y su mayor impacto se logra
cuando los estudiantes logran visualizar un concepto o
problema. “Visualizar un problema significa entenderlo en
términos de un diagrama o de una imagen visual. La
visualizacién en matematicas es un proceso en el que se
forman imagenes mentales con lapiz y papel, o con la ayuda
de tecnologia, y se utiliza con efectividad para el
descubrimiento y comprensién de nociones mateméticas” *

Para hacer uso de la visualizacion matemética se han hecho
uso de una serie de herramientas (de libre disponibilidad y de
pago) a partir de las cuales se han implementado formas de
trabajo con los estudiantes. Dentro de las herramientas de
libre disponibilidad mas conocidas podemos mencionar:

Winplot: http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html

Es un ploteador que permite graficar (y animar) curvas y
superficies determinadas por ecuaciones cartesianas, polares
y paramétricas entre otras.

Wingeom: http://math.exeter.edu/rparris/wingeom.html

L http://polya.dme.umich.mx/Carlos/mem9sem/carrion/carrion.htm.
Vicente Carrion Miranda, Departamento de Matematica Educativa
del CINVESTAYV, México.
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Es un ploteador que permite graficar elementos geométricos
(basicamente geometria euclidiana) en dos y tres
dimensiones. Dichos elementos pueden ser resaltados vy
animados de diferentes maneras con la idea de desarrollar
simulaciones para el estudiante e interacciones con el
estudiante.

Por otro lado existen instituciones como EDUTEKA vy su
Portal Educativo (http://www.eduteka.org/) actualizado
quincenalmente desde Cali, Colombia, por la Fundacion
Gabriel Piedrahita Uribe que provee, en forma gratuita,
toda clase material a docentes y directivos escolares
interesados en mejorar la educacion bésica y media con el
apoyo de las Tecnologias de la Informacion y las
Comunicaciones (TIC).

Esta institucion considera a los DIM’s (Diagramas
Matematicos Interactivos) un tipo de Manipulable Virtual.
En la siguiente direccion:
http://www.eduteka.org/Manipulables.php se desarrolla una
taxonomia a partir de los tipos de herramientas y objetivos
pedagogicos planteados.

Inclusive ha desarrollado médulos listos para descargar y ser
usados por la comunidad docente para el desarrollo de sus
secuencias de ensefianza — aprendizaje. En algunos casos es
necesario tener instalada la méaquina virtual de Java® mientras
que otras simulaciones estan desarrolladas en Shockwave y
necesitan instalar un plugin®. Estos mddulos se pueden
encontrar en http://www.eduteka.org/instalables.php3.

2 Maquina Virtual de Java: Intérprete y ambiente de ejecucion de
Java para applets y aplicaciones de este lenguaje. Se le llama
“maquina virtual” porque, sin importar el tipo de computador en el
cual se esté ejecutando el programa, crea un computador simulado
que proporciona la plataforma correcta para ejecutar estas
aplicaciones. Es posible descargar este software gratuitamente de
http://java.sun.com/j2se/1.3/download.html

% Plugin: Es un médulo de programa disefiado para interactuar
directamente con una aplicacion (Explorer, netscape, etc)
para darle mas funciones. Muchos programas como
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Luego de visitar estas paginas y de instalar algunos de los
maédulos e identificar cuando estamos frente a un DIM (o
manipulable virtual) programado con Java o publicado con
Shockwave, pudimos reconocer que muchos DIM
programados con Java, a su vez EDUTEKA los programo
apoyados en recursos de otros portales.

Es entonces que llegamos a uno de los proyectos mas
importantes desarrollados por el Ministerio de Educacion y
Ciencia de Espafia orientado al desarrollo de materiales que
impulsen el desarrollo del proceso de ensefianza aprendizaje
apoyados en las TIC’s en la asignatura de matematica:
Descartes 3 que se puede encontrar  en:
http://descartes.cnice.mecd.es/ dentro de el trabajaremos con
el nlcleo interactivo para programas educativos (Nippe
Descartes).

“Descartes es una herramienta para profesores y estudiantes
de matematicas, fisica y otras ciencias. Las aplicaciones de
Descartes son escenas educativas con gréaficas y nimeros y
en las que el alumno puede modificar pardmetros
manipulando controles y observar el efecto que esas
modificaciones tienen sobre las graficas y nimeros.

Los profesores pueden crear escenas de Descartes
modificando  configuraciones  existentes o0 creando
configuraciones nuevas y pueden insertar las escenas en
paginas Web para crear lecciones o unidades didacticas
interactivas y colocarlas en un servidor de internet, en el
disco fijo de un ordenador o en un CD-ROM.™*

Descartes es un applet configurable. ¢ Esto que significa?

Shockwave de Adobe necesitan que se instale un médulo
(plugin) que habilite al navegador para desplegar
animaciones. Es posible descargar este  mddulo
gratuitamente de
http://www.adobe.com/shockwave/download/instructions/streaming.
html.
* http://descartes.cnice.mecd.es/Documentacion_3/index.html.
Documentacion técnica Proyecto Descartes 3
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1)

2)

De

Que sea un applet significa que puede insertarse en
paginas Web.

Que sea configurable significa que cada aplicaciéon o
configuracién puede tener un aspecto diferente.

esta forma los profesores tienen a su disposicion un
recurso que pueden descargar, configurar y ajustar a sus
propios disefios de actividades.

En consecuencia, el objetivo de este taller es:

Descargar los DIM’s o Manipulables Virtuales
(conocidos técnicamente como applets) del
Proyecto Descartes 03.

Descargar los Manipulables Virtuales del Proyecto
MIT Open Courseware.

Descargar los Manipulables Virtuales del Proyecto
Estadistica Interactiva.

Comprender la vision del director general (Mariano
Segura) del Centro Nacional de Informacion y
Comunicacion Educativa (CNICE)

Proyecto Homovidens: Profesores para el Futuro
(impulsado por la Secretaria de Cultura y Extension
Universitaria — SCEU, la Facultad Regional de
Buenos Aires — FRBA, el Departamento de
Aprendizaje Visual de la Universidad Tecnolégica
Nacional — UTN y la empresa Telecom Argentina).
En el marco de este punto se espera que los
asistentes adquieran un conocimiento sobre Nippe
Descartes tal que puedan:

- Utilizar las escenas generadas con el programa
Descartes por otros docentes.

- Modificar simuladores existentes.
- Elaborar nuevos simuladores.

A. Descarga de los Applets del Proyecto Descartes 03
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Nota: Recuerde que para poder visualizar los applets de
Descartes 3 es necesario que su computadora debe tener
instalada la maquina virtual de Java. En caso de no contar
con este software es posible descargarlo gratuitamente de
http://java.sun.com/j2se/1.3/download.html

1
nuestro

Files.

2)

C:\Documents
Settings\pcsiamej\Local Settings\Temporary Internet

Ubicamos la siguiente carpeta en el disco duro de

computador: and

En la mencionada carpeta se graban todas las iméagenes,

animaciones, textos, applets, etc, que forman parte de los
sitios web que visualizamos en nuestro computador
como se muestra en la siguiente figura.

BX C:\Documents and Settings\pcsiamej\Lacal Settings\Temporary Internet Files

Ele Edt View Favorites Tools Help

28| -iojx|

GEark ~ & - (1] | Qsearch | Faders (Hstory | 5 O ¢ w0 | -

Address [ 21 C:\pocuments and SettingsipesiamefiLocal Settings|Temparary Internet Files

jf\)Gu|
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X

= 3% Flappy (A1)
= Pragramas (C1)
7] ADOBEAPF
+-{_] DFwS
—- 1 Documents and Settings
7 Administrator
-] Al Users
7] Default User
("] ovilslo
51 peadivas
7] pemaamac
1] pemahpar
7] pemalale
+-{"] pemambro
+-(] pemaymil
(2] pesiame;
7] application Data
2] Cookies
{21 Desktop
{51 Favorkes
B0 Local Settings
] application Data
Histary

] PrintHood

Name [ Internet Address [ Type [ See [ Expia]
| g _superior.gif  httpsfidescartes cnice.mecd.esf...  Imagen GIF 16K Nane
4 linea.gif hittp: fjdescartes.crice. mecd.esf...  Imagen GIF 1KB None
|4 descarga.gf hittp: fjdescartes.crice.mecd.esf...  Imagen GIF 1KB  None
47 subir.gif http: f{descartes.crice.mecd.esf... Imagen GIF 1KB Nome
& indice_ud.php http: fidescartes.chice.mecd.esf...  HTML Document B8 KB  None
E1inde_tri.btm hitkpe ffdescartes crice.mecd.esf...  HTML Document 7KEB Nong
57 lago.GIF hikp:fidescartes crice.mecd.esf...  Imagen GIF 3KE None
@] Trit.htm hitp: ffdescartes.crice. mecd.esf...  HTML Documert  20KB  None
4 logoz. gif hittp: fjdescartes.crice. mecd.esf...  Imagen GIF 2KB None
| boton_arriba.gif  http:fjdescartes crice. mecd.esf...  Imagen GIF 1KB None
| 4if boton_adelant...  http:fidescartes.chice.mecd.esf...  Imagen GIF 1KB None
Descartes.jar http: fidescartes.cnice.mecd.esf...  JARFile 153KE  None
Trit hkm view-source:htip:f/descartes.cn... File 20KB Nore
@] publicaciones.H... http: ffwww cajpe.org.pefpublic...  HTML Document  30KB  None
| pilOk<2CakAQ..  http:fjm! nedstatbasic.net/n?id...  Imagen GIF 1KB None
| master.jpg hitp: ffuon. cajpe.org pefmaste. . Imagen JPEG 1KB None
4 libra01. gif hikp: ffun. cajpe.org pefibro0...  Imagen GIF 24KB None
€1 rovedades.hirn  hutp: v cajne.arg.pefnoved. . HTML Docmert 3KE Nong
€1 TEXTO20.Him hitkp: vy cajpeorg, pefTEXT ... HTHL Document BKEB  None
@] cronhtm hitp: ffwrnr. cajpeorg.pefcron..., HTML Documert  3KB None
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5 BANDERAS.IPG  hikp: ffwwwy.cajpe.org.pefBAND...  Imagen JPEG 13KB None
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i kQB... hitpifim1 netjr@id,..  Imagen GIF 1KE Mo
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infand. htm HTMI Do ment ik AKR
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Nota: Puede ocurrir que la carpeta Temporary Internet
Files se encuentre oculta. En este caso usted debe ir al menu
Tools (herramientas) de la ventana del explorador y elegir
Folder options... (Opciones de carpeta) y hacer clic en la

pestafia View (Ver)
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Elegir Mostrar todos los
archivos y carpetas ocultos,
y luego aceptar

Folder Options

General Wiew File Types

-
i~ Folder views
ou can set all of yol the same view.
Reset All Folders
[
Advanced settings: /
|_1 Files and Folders =
[ Display compressed files ar ers with altermate colar
[ Display the full path in the a = bar
[ Display the full path in title b.
|21 Hidden files and folders
) Do not show hidden files|and Folders
& Show hidden files and folders
Hide file extensions far known file types
Hide protected operating system files [Recommended]
[ Launch falder windaws in a separate process o
Remember each folder's view settings
Show My Documnents on the Desktop ;I
Restore Defaults |
Ok I Cancel I Apply I

3) Para poder trabajar con mas comodidad vamos a borrar
el contenido de dicha carpeta.
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:! [ [t Y rm Tock Heb
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% 1 Diws

Internet Fles

C | |
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Ahora recomendamos un conjunto de direcciones que
contienen applets para los cursos de Ciencias:

Proyecto Descartes 3: http://descartes.cnice.mecd.es/

—+ Unidades Didécticas
[ Nescartes | s
3 |I[|| :’:% f————w Miscelines
il {{: . Expariencias

| 2l
B e T .

Proyecto Newton: http://newton.cnice.mec.es/index2.html

n - et Explorer

e ™ : I
[Que - O - [x) (3 G| D Sotwonms @) 50 1 - LI e
| ress [ ) e on.rvce e esdindec el B>
e |
[B== FDUCACION
Newton
escenas Profesares
P imteractivas Adumnos
EEE— =
(& oore T [ et &
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Fisica: http://www.walter-fendt.de/ph11s/

| Be ESt pew Fgeontes

| Qe - - [x] [2) G| Psewen rmenm )| 3- 15 3 - =

‘"wl.ol“ swwmalter fendtdephlds  (Java 14, 40 applets, sueva versién)
woww,walter-fendt,de/phils (Java 1.1, 40 applets, 2003-01-02)

E woww walterfendt.dhs.o (Wava 11, 40 applets, 2002-06-14)

— .

[@ioeme T e e s

Quimica:
http://www.deciencias.net/simulaciones/quimica/index.ht
m

[ 3 sty mormar ntemetphorer =l
£l

|| e Bt vew Fgeres Toos e

([ Qo - D 1o [ B[ Do o @ - - [lem
| | ckress [t o cecencas resjsmincoresiaumicainde. i R i L]
S Applets de QUIMICA ¥
Sacioectus ¥

Applets selecdonados, organizados y corregidos por M. VAQUERO

= Gases ideales
» Expenmento de Boyle Mariotle
» Dxprnmenta de Charbes
La Materia » Prasin de ke gases
- Difusién de los gases
= Temperatura en aitura

= Atomos radiactivos
» Carga masa ded electrin (Thomsan)
* Uxpenmento de Rutherford
+ Fxpanmants da Milkan
El atomao *» Modolo ded dtomo de Bohr
= Modelo actual del dtomo
» Espectros de los elementos y huz blanca
+ Ustnuctura electrdnica de ks dtomos

@ (i

2

Ahora nos concentraremos en la descarga de los applets del
proyecto Descartes 3.
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4) Abrir Internet Explorer y digitar en el campo
direccion: http://descartes.cnice.mecd.es/index.html

EXrETT L3
Qo - O - () @ | D Scromme @[30 - o
| Address [ ) Firo idescartes. crace. mecd s/ _:L)"_I

#im=~ EDUCACION

3 escartes {——— aslicaciones
,,.lllll]ll

3] t = Miscelénes
t & Exparisnciag

MATEMAGICAS ENLA FORO

T indice de Unidades Didécticars - Microsoft Intermet Explorer =il x)
| B gl wew Fpweres I e l-
sk - < - QD E | Quewch Girevemss (Freoy | - Gl B

|

| s [i8) betg:fdescartes.erer. moed.esfiecher_ud g =] ow |

- | [emchiwet [=] - | Cimad - @by vl T G = 5P Pesonas = DUAMH - 3 |

3| ||"escartes O inicio i
...|I||||

UNIDADES DIDACTICAS

[@7one [ T intermat
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6) Bajamos hasta Segundo Ciclo de Enseflanza
Secundaria Obligatoria (4to de ESO opcion A), luego
Razones trigonométricas.

2 frwdivee de Unicdaddes Didécticas? - Micrasolt nbermet Explares =181
|| B g% o Frode Lok b =
I ] - P It e 3
|| Bk - 5 - @ E] G| Dhsearch [afFovorkes (Peistory | T4+ Z W o]
| | e (81 totn st i mece esincion s b =] g
5 - 2 -E,\- [ s - @y vorwot [omes = SPpusonats - Dlamcn - »
- |
Duscargn
4@ da ESO opclin A
0 {3 " s
s] 15l niemergs racipnal
(= Eropercionalidad geemétncy
] Progiedades de las cénicas agit
(=] Congtrccitn de las chnica
=] innes antre figur i n &l plae
(=] SEmeianza
(=] TInanguios semalantes
=] Mayimentos en el plars
=] Bazones \ngenomeingas
=] CIONES
=] retaciin e grificas
=] 163 b parikoly
a Azary. urul..m ickad
PP 2 qun o Ciclo de Ensehanza Secu a0
4° de ESO opcion B - |
3] T [ ket
in 1 L Erigursmedria - Mixrosoll nderrant Explorer =&l x]
[lBe e yow Faeas Loh e =
[[#i -+ - @@ A Doweh Gibownrss Friwory |5 S - &
||t 2] med el Rt e 5] o
e [semetwen |- (- | vt - @mwﬂm-?m-ﬁm- »
2D
__,,.||||| INTRODUCCION
- En esta uredad diddctica se aborda una introducerén 3 13 tngonemetria 3
seameina su nivel mds elemental: las razenes tngonométreas de dngulos sgudos.,
Sur SupanE CONOCIA Ly nocsn di dngulo y su midida 45 como la nocidn
e dnqulas complamentanas.
tN[)I(:[ S0 nicia tambadn un Acercamiento a la nrn N aNtre razones
e trigonométricas y 1a relacian fund. para I3 regal
Intenduccion de tridngulos rectangulos,
o i CBJETIVOS |
= Intraduccibn al concepta de razén trig a y sus defi
4 n fi intal 1;
= = Caleuln d razones trigonométncas de dnquiss aqudos
® Aprowmacion a las relacionis entne razoneg trgonomiticas
- =l

7) A continuacion seleccionamos Razones trigonométricas de
angulos agudos.
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l lescartes
2D

Ll I Geomalria

1. RAZONES TRIGONOMETRICAS EN UN TRIANGULO RECTANGULO

Las razones trigonomatrcas de un dnguls aquda s definen en funcidn
de los lados de ese tridngulo ¥ son indspendientes de su tamafio, Las
razones tAGonomANcas Sano, cosena y tangants del dnqula agudo
da un trignquio ractinguio como al da I3 figura, en el que e sngul
B=907, b es la hipotenusa, ¥ a ¥ © son los catetos, se dafinen:

Si g8 aumenta el tamafio de los ladas del tridngulo prolongdndolos v
trazando rectas paralelas al lado @ se obtienen tridnguios semejantes al
anteriar y, por tanto, las razones trigonométricas del dngulo A siguen
siendo las mismas, dependiendn sdlo de su amplitud {en grados o en
radianes). Con Descartes vamas a poder comprobar 85t propiedad.

-, waafo  WeaA s Mewafe  Jeameg] 2 - Ve los valores de b hasta que =
[T [

2 Teureina de Tales - Microsolt Internel Explorer T
| Be B8 Yo Fpente Lok b | & |
me--v D 3 Q| Quewen Grworess (Praory | T4 QB-L-I )
At e esita zlew
]Y’f f -m.|gm-@wm«[§s—u-m‘m-ﬁm- »

simddo LS mismas, dipendigndo $6lo de su semplitud (20 grados o on a
radianas). Con DesCArtes vamas & poder comprobar 65ta propindad.

| Mo WoENAse Wemafee jgenag| 1o vana los valores de b hasta que

aicance una longitud de 12,

=]
|

s8N A= b = 0.500
cos Amcb = 0866 2,- Obsarva como na varla el valor de las
2 i o
tg A= alc=05TT razonas trigonomatricas del dngulo de 30
9 que aparece en la figura, Cambia a 459 y
800,

3= Calcula las razones tngonométncas de
los dngulos dir 159, 1 radidn, 859y 0.3
radianes

Puasto que 3. 1416 radhanes son 180
grados un radidn equivaie

1080/3.1416 grados, cantidad que
|piades INtroguCIr de moda indicada,
| Descartes calcuta &f resullado v, en
eshe cato, ko redonded hasts ios
gridos.

Jnicio] dngare a0 hiporenusn 430 _umpie| 4.~ Intents construir un trdnguio

rectangulo da 1ados 3, 4 y §. iQus valor  wf

] orm [T [ et

8) Observe que la pagina mostrada tiene dos applets.
Nuestro objetivo es descargarlos de tal forma que
podamos visualizarnos OFF LINE, es decir sin tener
gue estar conectados a Internet.
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9) Ahora activar la opcién Herramientas (Tools)
Opciones de Internet (Internet Options...)

gudas - Micrasoft Internet Lxplores
vl e ex) ~
e @[ 5- 0 9 -1 )@

Figorometricas_rianguis, rectanguinFlairgn Lhim

51 se qumenta ol tamadio  Windoes pdate jguio profongdndolos y
trazando rectas paralelas — _— h tnangulos semejantes al
antarior y, por tanto, las S0 e temee Lo gal dngula A siguen

siendo ks mismas, depan| {#n gradas o on
rachanas). Con Descartes obar esta propiedad.
(ml o ﬂ.'; o ﬂ_% oy ﬁ?“ mj 1.~ Varla los valores de b hasta que

alcance una longitid da 12,

san A= b = 0.499
¢os A= /b =0866 2.- Observa cdmo no varia ol valor da las
tg A= ac=0.577 rarones trigonoméincas. del dngu

que aparece en la figura. Cambia a 45
&0=,

3.- Calcula las razones trigancn
los dngulcs de 152, 1 radidn, 850
radianes.

‘ Puesto que 3.1416 radienes son 180
¢ i grades un radidn equivaie a
£ 180/3. 1416 gradas, cantidad que
A B

puedes introducir de mods indicade,
Descartes calcuia el resultado y, en
este caso, ko redondes hasta ks
grados.

al
Enables you o change setings.

General |Secun‘ry| F‘vivaql Cnrnentl Cunnedinnsl F‘mgramsl Mvam:edl

 Home page

*You can change which page to use for your home page.
Address: Iht‘h):,i',u’wwu\'.upc‘edu.pe!

Use Curent | Use Defauit Use Blank

r~ Temporary Intemet files
Pages you view on the Intemet are stored in a special folder

S
‘ for quick viewing later.

Delete Cookies. Delete Files. Settings.

| History

The History folder contains links to pages you've visited, for
quick access to recently viewed pages.

Days to keep pages in history: |5 3: Clear History |

Colors... | Fonts... | Languages...l Accessibility.. |

ok || cencel | ey |
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10) Pulsar el botén Configuracion (Settings).

‘ Check for newer versions of stored pages:
i
&y r Every visit to the page

o Every time you gtart Internet Explarer

r Temporary Internet files folder

Currentlocation:  C:\Documents and Settings\amejiaiLocal
Settings{Temporary Internet Files)

Amount of disk space to use:

J [ 00012 we

Mave Folder. .. | Vigw Files. .. | View Objects... |

OK I Cancel |

11) Pulsar el botdn Ver Archivos (View Files...)

12) Ordenamos los archivos que se muestran de los mas
recientes a los mas antiguos, para poder identificar
cuales necesitamos. En este caso es el archivo
Ratrigol.htm.

13) Recuerde que los motores Descartes.jar y
Descartes3.jar ya han sido entregados por el
facilitador.

Nota: En este momento se explica como interactiGan los
archivos *.jar con los archivos *.html (es decir los applets
con las paginas web)
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5] Cookoe amesa triaifuson. com|

] Cockie:amepa o cometrix.com|
o Bem153TIIIIE
]

[ 0031 15709 1 1 P R 1 16

Cnsiorame s Brbwt men. coe

 Ghodn. cdmetrin.com/

238
250905 08:53 ..

130206 10:37p...  None
Teat Document 108 150308 11:38p... 130206 11:60...
%] Flash ave LR tane 02206 0952 B
T Fe 155 hone Nene
18 . 130208 T3,
Text Doaument 108 130007 E1035p.. 1302406 136D,
GIF Inage 148 130208 11:3p... Nene
B bl I L0006 1M, Nene
HTML Document 213 hone 063005 M 22a...
& MiMDccment IR0 hone Herne
Fash Movie 1503 hone 080206 05:35 p...
i 1K 130108 11:34p..  Nene
HTML Document. 23 tone 13-01-06 04:23p...
AD Fie: 148 Hone Hene:
GF inage 1A 1206 1:10...  Nene
Text Document. v 13020509125
Fie . Mene
Text Document . 028 07T
PP Fie - Merm
GIF Image 09-01-06 04:21 a...
GIF Inage £9-01.05 06:21 .
GF Inage 090106 0621 o,
F Image
GIF insge
GIF Imege
GIF Inage
ingce

LH06
130206 11:36 ...
L0206 113 p..
130206 11:36 0.
1HI206 1236 B
130206 13
130706 12:36 ...
L0206 1136 pu..
130206 11:36p.
1H206 1K B
130206 11:36p...
130206 13:26 B
130206 11 M.
130706 12: 34
1302406 11:Hp...
130306 11: 3.
1H206 1:H ..
130206 11:3Hp..
130206 11: 34,
130206 11: M.,
130006 11:Mp....
130206 11:3p...
130006 11: 330,
10206 13:1 B0
130206 11:330...
06 1R B
1H0206 11:Mp...
130306 11: ...

130208 11:35 ..,
130206 1137 ...
130208 11360,
BIOI06 B O
130208 L.
130708 11389,
1302406 113 0...

130206 112290,
B0 1L D
130204 13D
130708 1134,
130206 LMD,
130208 11:Mo..,
10206 1M,
130208 5.
130108 1140,
4020807470,
130206 11:3M4p...
130206 11:33p...
130208 11330,
BI0I06 L3I0,
130208 L1330
130208 11350,
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|| e Mgt yew Favornes Tock e
@ = e e

| |m_n-mm Eettrp Termpmrary Tternet Fles
Foh  Fife et @ 455E0_sorryl_pes_esgef

T 2kt St i P et TR 13 TR
] At Bnter tarment 3k, htm

-adPute =Ch

I rempoarvimemetides almixi
i

0

P

=3 i

Slboton_stras.of
SJboton_srrba.of

=] ieca2.of

Rl oy

ica.of

et Raties ham

@ St suf

] porel.prp

I P M

3 Thou I o SeDE i

| Coctoerameya it ek com/

) Coniim: aramn otk cem 1

A e B RAAAMTSAALTORAAGENARAAAMAAMAEAL BOGALALAT... - heti /s pidmansspes. comifrs... 1

"I‘W i e b IRvad e W-"tl’-‘d---ﬂ:‘
thy Cioboard. o . ume the )

14) Seleccionamos el archivo (*.html) y los copiamos, para
luego pegarlos en una carpeta que crearemos en la
unidad D:\ llamada Alberto (en su caso use su propio
nombre) tal como se muestra en la siguiente figura.

15) Observe que las copias de los archivos arriba
mencionados, agregan a los nombres originales los
simbolos [1] cuando son copiados, para que funcionen
correctamente deber restaurar los nombres originales.

Nota: En realidad esta restauracion solo es obligatoria para el
archivo *.jar, en el caso de que dicho archivo se descargara
por la misma via, el archivo en formato *.html podria dejarse
con el simbolo [1].
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! :
| ook - - ()| Dot [ Throitrs Prooy |1 T X 0 | B
I

1
R 2] | o | Sin | Type | ot |
12 Recent | [Eraigaiit]tan | 16KE  HTML Document 101202002 11:20 ..,
|:|$|ﬂu gmuﬂ]].lﬂ 153K AR File L2002 1120 ..

] M dooumerios
1 pesrat
) Progran Fikes
@ [ Temp
3 winai
[ g Mhemnos ()
3 Aberto

[ i Dexarmnsilers 2 {E=)
[} Datalrd F )
B Compact Dise ()
[ =3 Remevable Disk (H:)
52 pusimos) on ete (1)
[ 52 publien_shimnos on beta’ (=)
= Q ‘publico_profesores on ‘bets’ (R:)
[ (] Contrel Paned
B S My Nstwork, Places
Fetyis B
Inbernet Ligloner
) Ervuerkio Latimoamsicang
1] Tl Tntegrador =

12 object{s) {0xsk From spocn: 29,2 G8) - [ig7ke My Computer o

!
| g - = - ()| Qsemh [ et ritoy |l B X 0 | EE
I

B
x | [tamo - I 5w [ Type [ Mockies |
) [@ratsigut i 16KE ML Documerd L0/12/2002 11:20 .
[lbescates jor | 1IN MR P LOIRIE0RE L0 P,

] M dooumerios
1 pesrat
) Progran Fikes
B ] Temp
3 winai
[ g Mhemnos ()
3 Aberto

[ 2 Dexarmnsiters 2 (=)
[} Datalrd F )
B Compact Dise ()
(5] (= Pemeralole Cisk (H:)
52 pusimos) on ete (1)
5 552 puibben_shmnars on heta’ (02
isi- 52 publico._profesores on bets' (1)
1 5] Cortral Panel
i R My Nistwork Maces
Ryl B
Internet Lxplorer
& Ernuerio Latioamei s
1] Talies Inkngrador -

12 object{s) {0xsk From spocn: 29,2 G8) - [ig7ke My Computer o

16) Ahora tenemos que hacer doble clic sobre el archivo
Ratrigol.htm ubicado en la carpeta D:\Alberto.
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i82i0ix

B Edt Yew Fovertes Jos e
ik - o= - @D A Doewch [GiFavortes (PIstory |- SR -EHOR

avess [ 0\ bertolRatrgol bem =] oo ||ues
SENGT Y, por TAnta, 182 rasanet 1 % 8T SngUIG A SIGUEn =]

sienda

4]

las mismas, dependiendo sélo de su amplitud (en grados o en

radianes). Con Descartes vamos 3 poder comprobar esta propledad.

Fuesto que 3.1416 radianes son 180
grador un radidn equivale 3

LIBO/3 L4L6 grados, cantidad gue
ks infreducir oy rock indicad,
Descartos calcula of rosultado y, en
este caso, ko redondes hasta kos
gradas

&t

17)

18)

19)

Observe que los applets originales no se visualizan.
Recuerde que en el computador de trabajo debe estar
instalada la maquina virtual de Java que se puede
descargar de la direccion indicada anteriormente. En
caso de que no se encuentre instalado el JDK, los applets
no se podran visualizar.

Esto ocurre porque la pagina Ratrigol.htm almacena
una ruta relativa que ya no existe. Debemos realizar la
siguiente  modificacién: eliminar los comandos
codebase="../../"" que aparecen dentro del cédigo HTML
de la pagina. Es decir aparecera una linea de cddigo :
codebase=""../../" por cada applet incrustado que tenga la
pégina descargada. Por ejemplo en este caso al tener 2
applets incrustados en esta pégina, tendremos que
eliminar codebase=""../../"" dos veces.

Para ello escogemos la opcidén : View > source en el
men0 principal del browser (como se muestra en la
figura).
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2 s6lo G e ampltud (an grads o én

1.- Varia los valores de b hasta que
alcance una longitud de 12,

2.- Dbsarva como na varia ol valor de las
razories tigonométricas del dngulo de 307
qua aparece en |a figura. Cambia a 450 y
607,

3.- Caleula las razones tngonomatncas di
los dnqulss do 159, 1 radidn, 859 y 0.3
radianes.

mmmsummmma

4.-Intenta construir un tridngulo
rectdngulo de ladas 3, 4 ¥ 5. L0ué valor
toma &l dngulo A?

20) En la pagina HTML correspondiente debo buscar la
primera aparicion de codebase="".././""

T
s u&ﬁm:aﬁm pi </Font
q:)d'on: I|Zl-
erts ‘:“l- verdana, arial, Helverica, sans-serif”»51 se aumenta & tamafio de los lados del
e pra 'Im;.irdo'los&nbsn. ‘y truanao re-:us nar-ﬁﬂu al lado <bra</br se obtienen

trﬂngl'los semejantes al a
razones trl;unm&:rlcls ﬁt‘l dngu'lu Y siw siendo las mismas, dependiendo sdlo de su

amp 11 tud Cen ;?o;
m A ANES). COM DESCAFTES vamos a poder comprobar esta propiedad, </fonts</ps

S bucolor="4696C0" height="56">cing srce"Ratrg. 159" width="230" hetght="134"></cd>
ey

>
“rop” width="500" helght-"308"><applet code-"pescartes.class”
arcl & < Jar”
G Wl

<param nnh::mil n'-vflln: 2.14">
<param name= oma© va =" 5P,
param names"gotone ua\?n rlg?tv‘-sl :om'i’-sl 1n15|o-si Timpiares§™s
APACAM M. “3:‘0- val
'C 00" values lsca‘ll :Ipn-m.-ir‘im va'lnr- 40" decimales=’ lz(nﬂ‘lld.n)

maxs"1000000° nombreszoom reglonsnort
o vnul-"iu-Ox iposnumerico u'lor- -9-5 decimales= 0" incra’32° nombreso.x

P
reg*an-w'n
°J|g:ram nama="c_02" value="id=0y tipo=numérico valor="96" decimales="0' fncr="32' nombre=d.y
& =nOrTe”s
<param names" c_m vl'lub- fdet tiposmumérico valors'30" decimales="d" fncre’l’ mine'0"
mau 3%' nombr s
param names="c_f = yaTues"ideb Tipoenumérico valor='4" decimales="1" fncr="1" min='2.5"
n-bra-hlgnlrun £
W' vl'lub-

param :-: 601" ipospunto expreson. Iﬂ“-g' 3 “:“‘- % I =0
I x) -

m o= "G_02" \rl'|ul- :Ipo-swo expresin. tn alls, 01" nrio- c-E-:J m mﬂes-l
[tamafio=0 :nchu—i > =l

21) Para encontrarlo y borrarlo sugerimos seguir el siguiente
procedimiento:
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22) Seleccionamos la opcion Edit > Find ... y aparecerd la
ventana

Find Tk
Find what: ||
Direction——— Cancel |

[T Match caze  Up % Down

23) Nos ubicamos dentro del campo Find what y escriba
codebase.

Find TP
Find what: |codebase Find Next |
Direction—— Cancel |

[~ Match case " Up {* Down

24) Para buscar las ocurrencias de dicho texto pulsamos el
boton Find Next.

m. LTSIk
Oo Ed Fomat oo
<pe4TONT_COTOr= #O0BEOY  31Z€e 7 Tace= verdana, Arial, HEIVErica, sans serif 3. =]
Calcula las razongs Lr|?urmﬂ'u fcas de los ingulm de 159, 1 radid
@. 3 radianes. &nbspt mll)()‘p)
<tible border="2" callpsddings"3

>
<td bgcolor="#e2FoFe">«font size="2" face-"verdana, Arial, welverica,
sans~-serif ><i>Puesto
que 3.141% radianes son 1BO grados un radidn equivale a <ba180/3,1416</b>
qrados, cantidad que puedes introducie de modo indicado,
- Flxp o aste cato, 1o redondes

»<fTd
Fodwhat  [codebases /7 [Eind Hest [
dang, srfal, welverica,
EXLERE |- Dlesctien | Cancel nqﬁ de iy
e /Fant e /o
T Maichgase |t E Doeny |

</t s
<pr</prshe sizea"50" align="right" color="#FIEERE"s
«ablfrsarcer-"w" cellpadding="3"»

B e T IE I T I sytentrenterransform: upperca

eridnqula de
hipotenusa unidad</spans</be</fonts</td>

*aun

«td colspan=" bgcolor="#E9EECE" " »aFont size="2" faces"verdana, Arial, Helwerica,
ans-ser it o TD que el valor de 1as razones

= an‘r‘ira’ #n un tridnguls rectinquls na dependen del tamafio de los lados, puede
elegirse un triingulo cu

ipotenusa sea <b>h 1</be. €n este caso los cdlculos se simplifican considerablemente,
de forma w 21 £ateTo Dpuesto
n ngulo es fguzl 41 seno y el contiguo al coseno. </Forts</tds

</Trs

<trs

<uds <aﬁl et code="|

bescartes.class”
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25) Luego eliminamos del mismo modo todas las otras veces
que dicha palabra aparezcan en el cddigo HTML de la
pagina en mencion. Recuerde que aparecen tantos
comandos codebase como applets tenga incrustada la
pagina a descargar.

26) Pulsamos el boton Cancel y luego grabamos el archivo
con el mismo nombre usando la opcién File > Save.

27) Cerramos la ventana que muestra el codigo HTML de la
pagina Ratrigl.htm 'y recargamos la pagina
recientemente grabada.

28) En este momento podremos visualizar los applets OFF
LINE, adn mas, a dicho applet lo podemos grabar en un
disquete y llevarlo a cualquier otro computador y
mostrarlo (siempre y cuando tenga instalada la méquina
virtual de Java)

B Teowema « de- Tales - Microselt nberned Exgploner: A8 - o] x|

| Do Gk wew rgvome: Lok ek [ |
et - - QA | Dsewsh GEFwvorkes ey |- S E - A IR

I e =] e ||uke

signidn L mismas, dopendicndo solo de su amplitud (en grados o en |
radianes). Con Descartes vamos a poder comprobar esta propiedad.
crbditos | zoom :l: a0 0.x :l: -5 ny :|: st tapmg| 1.- vvaria los valores de b hasta que
slcance una longitud de 12,
sen A= b =0.500
cos A=c/b= 0866
tgA=ale=058TT

raz ¥ st di
que & &n la figura, Cambi
£ine,
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o8 AN
radianes.

FPuesto que 3.1416 radianes son 160
o Grados un radidn equivaie &
o L80/3.1416 grados, cantidad que
" 3 B praickes introchacie oo rmode indicadd,

Dezcartes calcwls af resultada v, an
ol caso, k rodoadng hasta fos

las razones trigonométricas de
de 159, 1 radisn, 85O y 0.3
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X o > m 4.-Intenta constrsr un trisngulo
rectangulo 3, 4 y 5. 20w
toma &l &n
1 | »
& Do = My Compuiter v

29) Este procedimiento puede utilizarse para descargar
cualquier applet de cualquier otro Sitio Web. Sin
embargo depende de la forma en que técnicamente los
archivos digitales estén organizados.

214



30)

En el caso del proyecto Descartes 3, el archivo
Descartes.jar (6 Descartes3.jar) es siempre el mismo
y solo debemos capturar el archivo HTML
“controlador”, para luego modificarlo y recargarlo
para ver el applet.

Esto significa que todos los applets o “manipulables”
estan contenidos en el archivo Descartes.jar (0
Descartes3.jar) por ello le llamamos “nucleo”.

Nota: Esta forma de descargar applets es una variante de la
forma en que el proyecto Descartes 03 propone la descarga
de sus propios archivos. S6lo funciona con los applets de
Descartes 03, si desean descargar applets de otros Web Sites
es necesario seguir un procedimiento parecido que se
describe en las paginas siguientes, que describen la forma de
descargar los recursos liberados por el proyecto MIT Open
Courseware

B.

Descarga de los applets del Proyecto MIT Open

Courseware

a) Puede probar una variante de este método de
descarga con los applets incluidos en las paginas de
los cursos del MIT. (http://ocw.mit.edu/index.html)

T 1111 et cursetare | GOW Home - Hicroolt Isternet Explores al0lx]
Se pt ges Fpon Dos teo L
Q-0 W O e e @@

ECE

st ST | mbowT 0w | P | rersance

MITOPENCOURSEWAR

NSTITUTE OF TECHNOLOGY
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b) O si lo prefieren ingresar a la version en espafiol del
curso patrocinado por Universia ubicada en:
(http://mit.ocw.universia.net/)

O] i RIS =
MITOPENCOURSEWARE
ATOLESESITIE TRISITUTL B MLEaRELEY

Partal Universis v MIT les imits 3 celizar gracutamente esta selecedn

universio e ateriales da cerses del MIT tradusdos M agontal.

Frcuseirs ol curka qus butcs ertre
: % 2 vaya ol
zomplssn '
r——
- o6 ot s coom chsesunan [n Ieegun ingess dipaticion
aaniales de Gentos de cursas & ef sk ek original de Gpantoursare.
* Amunesiur
BIENINIDS
o e ———
i
L ) T cpencomrsetare DL ecware
L Upent curseware
S Consortium
ey e ... "Unprosumacm =
LEs I T T o

c) Decidamos ingresar al proyecto en Ingles (dsea el
primero). En esta primera pagina seleccionar la
opcion Mathematics del menu de cursos de la parte
izquierda.

seare | Hathematics - Hicrosolt Internet Dxplorer
| He Ede ew  Fgwstes Tods pep

[Ore- Q- [ 1B G| P 5]

e e

e oLk Ot Mathemates e

; GIVE NOW
MITOFENCOURSEWARE 2w j3ME | COURST LIST | RBSUT B0 | WILP | BRIRRACE =

= ML geenfoeasiiacy = Mol

Mathematics

40 undergraduate
dagrea in
msthenatcs
provides an
exgellent basis for
gratuate wark
mathematcs ar
computer science,
or for emalayment
sk

mathematics-
related fislds as
avEtems analyes
cperations
research, or
actuanial stience.

each undergracuate’s program is indricually aranged th
nt
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d)

Bajamos hasta Undergraduate Courses vy alli
seleccionar el curso Calculus with Applications,
Fall 2001 (18.013A)

€)

18.02 Mhyltrearighle Calouhey Sormna 006 NEW J
18,022 Laiculus, Fall 2005
18,024 Cafoulus with Theer [L Sornag 2003

18.0621
18.0621
18.06€1
18,051

BCW WIME | COUNER LIST | S83UT OTW | NEIP | FRVEBACE

- MIT GioseCoucorias +

18.013A Calculus with Applications, Spring
J005

Seaff

Instnastor:
Zrof. Cnrcal 1. Kleitrman

Course Heeting Times

Lactura:
Thrae sessions | week

L sesmen

Level

Undergraduste

Feedback

‘Gend fasdback abour SCW
& thas tourse.

[ e

e

B

Inmediatamente seleccione de la izquierda la opcién
Tools. En la ventana que se muestra bajar hasta el
subtitulo Application to 3D Linear Geometry y
alli seleccionar Lines in Space.
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f) ¢Cual es el nombre del archivo HTML que debo
buscar y copiar?
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Para ello debemos ingresar al explorador de
windows y buscar la carpeta C:\Documents and
Settings\pcsiamej\Local Settings\Temporary Internet Files.
Inspeccionando dicha carpeta encontraras algunos
archivos de extensién *.jar, ademas del archivo
tools14.html.

g) ¢Cuéntos y cuales archivos *.jar debemos buscar y
copiar?
En este caso existen son 7 archivos *.jar que estan interactuando
con el archivo tools14.html

T I
e o _ =
dmback = = o (5] | @hSearch | hroies | R T2 ¢ | R

[ x| @
Fobdare ® [m=]

#-L0 A Users - @l

=L s &

4 igpkcsion Dot -

() Cockees »

# 1 Deizen »

(2] Favorkes. i

2 Lol Setmrnps. e

LI Rk ation Dsth »

30 story =

221 terw @

P oy Lrtienat Fiss b

I My Doousments "

2 o W

1 et w

(3] Recent '

i Seredte wi

1 St saar w

(] Templstes L

o O okt Lier a

L Botuantos pnsbat &l

1 ez L

o @

L1 igams: &

L pomatria. Hi

L patter o 6

L1 permakeal .
7 permamests e Gl

L

h) ¢Como sé que cambios debo realizarle al cédigo
fuente de la pagina anterior?

Del mismo modo que en el caso de Descartes 3, debe copiar
los 7 archivos *.jar y el archivo tools14.html a otra carpeta.
Si intenta visualizar el applet haciendo doble clic en
tools14.html vera lo siguiente:
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g%l

Be B Yew Fpores Dok beb
Fre -4 Q3 | Dk Gifesis Geed 3 D S - DD -

v [\t arnd Settesgrtame polCorshlagdl e o Mok 4. o
Hame | 120134 | Tacls
Lines in Space
Eelaed tea
Eloem ol e ot

En el caso de los archivos html del MIT Open Courseware
también es necesario eliminar la linea de comando Codebase

que se encuentra en el cédigo fuente.

28l o151
File Edit Format Help
<html>D<head>D<titlerLines in Space</titlerl<link rel="stylesheet” =
href alculus.css® ty e="Text/cs5" >D</head>u<hndy>u<tab1e w1dth “100%"
border="0" e'\'lspacwg_ " cellpadding="0">0 <tr> 0 <t "navbar"> 0
LAindex, html " =Home</a> | <a href=" /‘H‘IdEX htm'\ >18 0l3A< 2> 0
orterts. html’ »Tools</ax</p>0 </td>n <t
»&nhsp; &nbsp; &nhsp; &nbsp; </td> 0 <td c'lass— navhar"> 0 <p
ight"»<a href="contents.htm1">Tools</ax&nbsp; &nbs &nbsg &nbsE <a
Sglossary_notations/contents. hrml” )G'Inssary(/a>&n Sp; &NDsp; &nbsp; &nbsps <a
hre Sword_index/contents. html">Index</a>&nhsp; &nbsp; &nbsp; &nbsp; <a
hi- e contents, html " >up</a=&nbsp; &nbsp; &nbsp; &nbsp; <a
href="toolsl3. htm]">Previous</a>&nbsp; &nbsp; &nbsp; &nbsp; <a
15.htm1"=Next</a> 0 </p>0 </Td»0  </Tren <tre= 0 <td
3 <hrso </tad>0 </tr'>|:|</tab'\e>n<h2 a'hﬁ ="center">Lines in
Sqace</h2>u<p align="Tleft"><a hraf="../chapterQs/section03.html4LinesInspace”
ass="doclink" >ReWatedntext</a></p>n<p a11gn— center ><app1et coda=" Lmeslnspace
codebase=".. /applets/" archive="1inesIns E a0 ext, jar, mk_1i
parserjnath jar, jchwr3éi.jar"width=760 E"\ght:450>n </app1Et></p>u</bndy>u</htm1>
|

EXEE—— 21|

Find what: Icodebase
Direction——— Cancel |

 Up & Down

[ Match case
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2Bl =10| x|
Fle Edt Fomat Help

<html-n<head-1<titlerLines in space</titler0<link rel="stylesheer” =]
= calculus. css” type ="taxt/css "»1< /head>0<body>D<table_width= "100%"
ce'\}spac‘mg—”o

cellpadding="0">0 <tr> 0 <td class="navhar"> 10
[g]xFM1 #8013 sax 1

“navhar = avbar >0 <
right">< Findwhat [codsbase Eind Next E &nbsp; <a i
5

./Olossa [:H &ngsp:&nbspxa
HE:

. Aword_i Direction Cancel &nbs

Contents.
h Euqsﬁ'p I s £t Do tre 0 <td
ref="tools1s. <tr>
colspan="3"> 0 ‘center">Lines dn

Sgace</h2>u<p align="lefr"><a href="../chapteros/section03. Htm#uneslnspace
doclink” >RE'\atEthext</a </p>u<p align="center" ><app1et cndaf L‘meiInSpacE

-Japplets/" archiv TlinesInspace.jar, go
parseunath ]ar“. jchwt363. jar "width=760 e1ght-450>u </app'|et></p>u</bady>n</htm'\>

H
4] tools14 - Notepad A8l -0 x|
File Edit Format Help
<htm'|>|:|<head>u<t1t'\e>unes in space</titlex0<1ink rel="stylesheetr” =]
calculus. css” type— ‘textcss” >u</head>n<hndy>n<tab1e width= 100%
cE'Hspac‘mgf”O ceﬂpadmng ‘00 <Lre 0 <td class="navbar"> 0
L Aindex. htm]">Home< a> | <a href="../index.htm]">18.013A</a> 0
= ntents. html’ '>Tools< ar</p=0 </td>u <td
"nawvhar" >&nbsp &nbsp; &nbsp; &nbsp; </Td>0 <td class="navhar"s> o <p
r"\ght »<a href="contents.html" >Tnn'\s</a>&nbsp &nbs ;&nbsE;&nbsE; a
./glossary HDtat‘IDHS/CDHtEHtS htm1"»Glossary</a=&nbsp; &nbsp; &nbsp; &nbsp; <a
. Aword_ mdex/cuntents htm1">Index</ar&nbsp; &nbsp:&ﬂbsp;&nbsp:(a
contents. htm]">Up</a>&nbsp; &nbsp; &nbsp; &nbsp,
href="tools13. html"sPrevious</as&nbsp; &nbsps &nbsp; &nbsp; <a
hr e tnn1515 htm1* >Next</a> ] </p=0 </td=0  </Trx0 <tre 0 <td
colspan="3"> 1 =0 </td=0 </ trr0</tablex0<h2 align="center">Lines in
space</h2=0<p a'hgn—"'left »<a href="../chapter0i/section03. Htm'\#unesmspace
doclink” >Re'\atedutext</a></p>u<p align="center"><applet code=" LmesInSpace
i '\mesInSﬁace jar, go.jar, goText.jar, mk_1ib.j
parser_math.jar, jchwi363.jar"width=760 height 450>n </app1et></p>u</bndy>u</htm1>
|

& tools14 - Notepad =8| 1ol x|

File Edit Format  Help

<htm'|>|:|<head>u<t1t'\e>unes in space</Titlex0<1ink rel="stylesheetr” =]
calculus. css” Type="text/css"»0<¢/head>I<hody>D<table width="100%"

bﬂr’der’ [ ceﬂspacmg_ 0" cellpadding="0">0 <trs 1 <td class="navhar"s> o

<pz<a href o AAndex, htm] Y sHome</as> | <a href="../Andex.htm]">18.0134</a> 0

| <a hre contents. html">Tools</a»</p>0 </td>0 <td

clas navbar ‘»&nbsp; &nbsp &nbsp; &nbsp,</td>|] <td class="navbar"> 0 <p

ali right"»<a href="contents. html’ >TDD'\S</a>&nhsp &nbsp;&nbsp; &nbsp; <a

e LA/Qlossary nutatwns/cuntents htm1" >G'\Dssary</a>&n sp &nEsp &nEsp:&nbspma

e . Aword_ mdex/cumtents htm1">Index</a>&nbsp; &nbsp; &mbsp &nbsp,

ref="contents. html">uUp</as&nbsp; &nbsp; &nbsp; &nbsp,<a

ref="toolsl3. html “>Pr’ev1’ous</a>&nbsp &nbsp &mbsp &nhsp; <a

e tnn1515.htm1”>mext</a> ] </p> </tdx0 </Trs0 <trs 0 <td

colspan="3"> 0 <hr=n </td=0 </tr“>n</takﬂe>n<h2 ahﬁnf”center"xines in

rtml#LinesInspace”

Sﬁjace</h2>u<p a'hgnf"hft »<a href=" /chapteroﬁ/sect‘mnoz
ass="doclink" >RE'\atEthext</a></p>u<p align="center"»<applet code="LinesInspace"

sInSﬁa(e jar, go.jar, goText. %ar, mk_11b.jar, parser_math.jar,
jchwt363. ]ar "width=760 height=450>0" < applets</p>0</body>0</html>

- |

Luego vuelva a cargar el archivo toolsl4.html y vera el
applet Off Line como lo muestra la siguiente figura.
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C. Descarga de los Applets del Proyecto Estadistica
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a) ¢Cual es el nombre del archivo HTML que debo
buscar y copiar?

b) ¢Cuantos y cuales archivos *.jar debemos buscar y
copiar? En este caso tambén veo archivos *.jar (o
archivos *.class)

c) ¢Qué relacion existe entre los archivos *.jar y los
archivos *.class?

d) ¢Como sé que cambios debo realizarle al cédigo
fuente de la pagina anterior? ;Como puedo
comprobar si se necesitan hacer cambios en el
cédigo fuente?

Ahora ingrese a www.google.com ejecuté una blsqueda con
las palabras clave “Maths Applet” y obtendra de vuelta una
pagina con un conjunto de enlaces a paginas que contienen
applets matematicos (211,000 péaginas web). Seleccione
cualquiera de ellos y descargue el applet y la pagina web
correspondiente para poder visualizar el “manipulable” Off
Line.

‘3 misqueda en Google: Maths Applet - MRcrosoft Intemet Explorer =28 il x|
| B B Pow Fperie ok b

| dapack « = - D) | Disewth [aifevorkes an.d.-‘,g*g._a e s =

e ] o6 [[imen)

LaWeb |mdgenes Grupes Oirectomo  Hoficias

Bisquada: & 1aWeb © piginas an espafiol © paginas da Peri

Recultados 1+ 10 o aprosimadaments 211,000 s Maths Applat [L04 sequndos)

2000 - Visidn en HIM)
o e mathes applet, what maths tiles ane on
maths appln! the behaicur objects use .

Frojact Poson Applet - | ez i for Leavang Cet Studsnts] - |
- Each secl-nn has several pages explaining difierent concepts in that |oa|r
fa wa npplono help demonsirate the mathe conceg. .

D Interrat

¢Qué otras habilidades son necesarias para que el profesor
construya sus secuencias de ensefianza aprendizaje?
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1) Construir paginas web a nivel intermedio haciendo uso
de un editor (Dreamweaver, FrontPage, GoLive, entre
otros)

2) Aprender a configurar el “applet” de Descartes 3 para no
solo “descargar y usar” los applets sino, “descargar,
configurar y usar” los applets de descartes.

3) Conocer alguna herramienta libre para generar
evaluaciones en linea y de esta manera integrar una
autoevaluacién al material disefiado en los items
anteriores.

4) Descargar animaciones construidas con Flash.

5) Disefiar y construir DIM’s o Manipulables Virtuales.

D. Vision del Ministerio de Educacion y Ciencia de
Espafia

El director del CNICE defiende el papel de las nuevas
tecnologias en el aula como material didactico.

Tomado de:

http://www.solociencia.com/noticias/0709/28183116.htm (28
de Mayo de 2007)

(consulta: 12 de febrero de 2008)

El director general del Centro Nacional de Informacion y
Comunicacion  Educativa (CNICE), Mariano Segura,
defendio hoy el papel de las nuevas tecnologias en varios
ambitos como la formacion a distancia del profesorado, la de
adultos, asi como la elaboracion de contenidos y materiales
didacticos.

En este Ultimo aspecto, indicd que su departamento hace "un
gran esfuerzo en el seguimiento y evaluacion de la propia
implantaciéon”, a través del propio portal educativo de
CNICE, dependiente del Ministerio de Educacion en el
campo no universitario, vinculado directamente a la escuela.
A su juicio, la dotacién de ordenadores y conectividad en los
centros docentes se ha extendido exitosamente, por lo que
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ahora es necesario continuarlo en el area de contenidos para
gue se pueda trabajar con esas herramientas.

En su intervencion en el evento Thursday Internet, destaco la
importancia de cuatro factores prioritarios para implantar las
TIC en la educacion: las infraestructuras hardware, la
conectividad, el contenido y finalmente el profesorado. "La
figura del profesor es clave en este planteamiento de Internet
en el aula, porque es quien va a trabajar con los materiales
que le proporcionemos", apunt6 Segura.

En este sentido, destacd que "mas del 90 por ciento del
profesorado utiliza el ordenador y mas del 70 por ciento
emplea Internet, si bien hasta ahora lo hacia de una forma
personal, para preparar examenes y alguna materia". "Ahora
este concepto tiene que variar para trasladarse al aula y que se
trabaje con el ordenador como herramienta didactica y
metodolégica que tiene vincularse con las propias
asignaturas", afirmé.

IV CONGRESO IBEROAMERICANO DE EDUCACION
CIENTIFICA Y TECNOLOGICA: 7 al 9 de Noviembre de
2006

Tomado de:
http://www.concytec.gob.pe/redperiodistaspe/index.php?opti
on=com_content&task=view&id=279&Itemid=67

(consulta: 12 de febrero de 2008)

El Dr. Mariano Segura, Director del Centro de Comunicacion
del Ministerio de Educacion, Ciencia y Tecnologia de Espafia
puntualizé la importancia de la educacion cientifico —
tecnoldgica para el desarrollo de las naciones y manifesté que
su centro pone a disposicion del Ministerio de Educacion del
Per( contenidos pertinentes para la ECT.
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E. Proyecto Homovidens: Profesores para el Futuro
¢ Qué es Homovidens?
Tomado de:

http://www.sceu.frba.utn.edu.ar/dav/homovidens.htm

(consulta: 12 de febrero de 2008)

Secretaria de Cultura y Extension Universitaria — SCEU
Facultad Regional de Buenos Aires — FRBA
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Departamento de Aprendizaje Visual de la Universidad
Tecnolégica Nacional - UTN
Telecom Argentina

Este Proyecto ofrece una nueva forma de enfocar el
aprendizaje y la ensefianza de las Ciencias Basicas, logrando
incorporar nuevas tecnologias y de esta forma crear un
ambiente innovador y motivador para el alumno.

A través del mismo proponemos conectar la ensefianza de la
matematica y la fisica con la realidad actual, modelando la
misma a través de simulaciones.

Las simulaciones son potencialmente estrategias que
permiten promover en los estudiantes el desarrollo de
modelos mentales sobre situaciones complejas y también
realizar un uso activo de estrategias de resolucion de
problemas.

Este proyecto ha sido pensado para ofrecer a los profesores
de Ciencias y Tecnologia de nivel medio y universitario,
nuevas herramientas y estrategias que les permitan usar y
crear, materiales educativos interactivos.

HOMOVIDENS busca que los aprendices no se orienten a
replicar logros de otros o a adquirir conocimiento transmitido
mediante la instruccién. Por el contrario se propone que los
estudiantes participen activamente, creando situaciones que
los obliguen a pensar mateméticamente, cultivando asi el
interés en actividades intrinsicamente enriquecedoras.

En el marco de desarrollo del Proyecto Homovidens el
Programa “Profesores para el Futuro”, es una pieza clave ya
que a través del mismo se logra incorporar las capacidades
necesarias para que los docentes apliquen las Nuevas
Tecnologias en los procesos de ensefianza y aprendizaje.

¢Por qué utilizar simuladores en el aula?

A. Apoyan el aprendizaje Constructivo: los estudiantes
construyen su conocimiento mas que recordar el
conocimiento del docente.
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Apoyan el aprendizaje Acumulativo: todo aprendizaje se
construye sobre conocimientos previos.

Apoyan el aprendizaje Integrador: los estudiantes
elaboran nuevo conocimiento y lo interrelacionan con su
conocimiento disponible.

Apoyan el aprendizaje Reflexivo: los estudiantes
conscientemente reflexionan sobre lo que saben y lo que
necesitan aprender y lo evaltan.

Porque es una herramienta cognitiva efectiva, apoya el
pensamiento significativo ejecutando operaciones de
bajo nivel que permiten a los estudiantes generar
hipétesis y la resolucion de situaciones problematicas.

Implicancias del proyecto para el Colegio
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Sumarse a la propuesta Homovidens, le permitird al
colegio mantener actualizada su propuesta educativa,
incorporando nuevas tecnologias en el proceso de
ensefianza y aprendizaje.

Fortalecera la articulacién entre el Secundario y la
Universidad, en cuanto a la elaboracién de contenidos y
generando un espacio de encuentro entre docentes
secundarios y universitarios.

Le permitird ofrecer a los docentes herramientas
innovadoras y los procedimientos necesarios para la
incorporacion de las nuevas tecnologias.

Logrard una mayor motivacién de los alumnos por
tratarse de recursos y herramientas afines a su entorno.
Asi mismo, podra acercar el trabajo de aula, a las
familias, permitiendo a los alumnos continuar utilizando
esta tecnologia desde su hogar.



Enfoque geométrico del analisis real
en varias variables

Mariano Gonzalez Ulloa
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Roy Sanchez Gutiérrez
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Introduccion

En los cursos de calculo en varias variables que se
desarrollan en los programas de nivel superior se estudian las
funciones diferenciables poniendo mayor énfasis en la parte
algebraica y dejando a un segundo plano el aspecto
geométrico. Sin embargo este Gltimo enfoque es de gran
importancia debido a que ayuda a visualizar e intuir los
resultados algebraicos. Desde este punto de vista propusimos
un taller en el cual se estudié la naturaleza geométrica de
curvas y superficies en el espacio de tres dimensiones (P%)
que se desarrollard con la ayuda de una computadora y
software apropiado para cristalizar la riqueza geométrica de
los temas mencionados.

Por ello pensamos que a través de este taller se podia
contribuir, de alguna manera, al desarrollo del pensamiento
geomeétrico de los participantes. Con esta finalidad se hizo
una breve exposicion de los conceptos y resultados teéricos
independientes del calculo diferencial y integral para luego
aplicarlos en ejemplos concretos. Cada participante disponia
de una computadora en la que desarroll6 las actividades
propuestas.

Advertimos, sin embargo, que los tépicos que se abordaron
no fueron tratados en forma exhaustiva, pues el objetivo del
taller fue el tratamiento geométrico de curvas y superficies en
el espacio tridimensional con el apoyo de los software Cabri
3D, Derive y Mathematica.
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Al final del taller resolvimos, como aplicaciones, algunos
problemas de optimizacion con restricciones, los cuales se
desarrollaron usando geometria dindmica y las propiedades
de la media aritmética y media geométrica.

Resumen

Realizamos el estudio de curvas y superficies en el espacio
tridimensional como parte  fundamental del andlisis real en varias
variables, enfatizando en el aspecto geométrico de las mismas y
aprovechando las bondades de los software Cabri 3D, Derive y
Mathematica los que usamos, también, para resolver algunos
problemas de optimizacion con restricciones.

Palabras claves

Curvas, superficies, optimizacion, geometria dindmica, Cabri
3D, Derive, Mathematica.

Objetivos
Los principales objetivos del taller fueron:

e Representar graficamente curvas y superficies en una
computadora usando Cabri 3D, Derive y Mathematica.

e Graficar curvas que resultan de la interseccidon de dos
superficies y también aquellas que estan dadas mediante
sus ecuaciones paramétricas.

e Resolver algunos problemas de optimizacion con
restricciones usando geometria dinamica y sin el uso del
calculo diferencial.

e Mostrar la utilidad de la computadora en el estudio de
temas del analisis en varias variables.

Desarrollo
1. Rectas, planos en P
1.1. Rectas

Una recta en P* queda determinada mediante un
vector y un punto de paso. El vector se denomina
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1.2.

vector direccion de la recta. Si P es un punto de paso
y V es el vector direccion de una cierta recta L, el
conjunto de puntos

{QeP?; Q=P+t V, teP}
constituye la recta L.
De esta representacibn se obtienen otras

representaciones denominadas ecuaciones
paramétricas o ecuaciones cartesianas de la recta.

Ejemplo

Sean P=(311) un punto de paso vy
V =(3;4;-5) el vector direccion de la recta L. Su
ecuacion vectorial esta dada por
(X;y;2) =LY+t (3;4,-5); teP, donde
(X; y;Z) esun punto genérico de L.

Sus ecuaciones paramétricas (t como pardmetro), se

obtienen descomponiendo la ecuacién vectorial en la
forma

x=1+3t
y=1+4t ; teP.
z=1-5t

Despejando la variable t, de las ecuaciones
anteriores, se obtienen las ecuaciones cartesianas de
L:

x-1 y-1 z-1
3 4 -5
Planos
Para representar un plano es suficiente conocer un
vector perpendicular al plano y un punto del plano.

Si N es el vector normal y P, un punto conocido del
plano, su ecuacion vectorial esta dada por:

N -(P-P¢)=0
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donde P es un punto genérico del plano y - significa
producto interno de vectores.

Ejemplo
Denotemos con = el plano que pasa por Q = (1,1,1)

y tiene vector normal N=(3;4;-5) . Sea P(X;y;z)

un punto arbitrario del plano =, su ecuacion vectorial
esta dada por:

N-(P-Q)=0.

Reemplazando las componentes de N y las
coordenadas de Q 'y P se obtiene

(3;4,-5)-(x-Ly-14z-1)=0 de donde
resulta la ecuacion cartesiana del plano
3X+4y—-52-2=0.

Figura 1. Plano

Observacion.- Si una recta es la interseccion de dos
planos diferentes entonces las ecuaciones de los
planos constituyen la forma general de la ecuacién
de la recta.

Superficies

En matematica, una superficie es un objeto que,
intuitivamente hablando, es localmente "parecido” a una
parte conexa de P2. Eso significa que para cada punto de



una superficie hay una pequefia region que la rodea y que
es homeomorfa® a un disco abierto de P,

De manera informal, una superficie en P® se puede
pensar como un objeto “bidimensional” que vive en el
espacio P°. Podemos pensar en una superficie como “una
sabana que en el instante de tenderla se va volando por
los aires de nuestra habitacion”. Si inicialmente la sabana
se encuentra sobre una cama (est4 en el espacio P?),
entonces al levantarla “cobra vida” en el espacio P°.
Para un instante de tiempo muy pequefio (el que se
demora para tomar una fotografia) se tiene una superficie
en P2,

Como casos especiales de superficies se tienen:

2.1. Superficies de revolucion

Una superficie de revolucion es aquella que se
genera mediante la rotacién de una curva plana,
denominada generatriz, alrededor de una recta fija
llamada eje de rotacién, la cual se halla en el mismo
plano de la curva.

Cualquier posicién de la generatriz se denomina
meridiano y cada circunferencia descrita por un
punto de la generatriz al rotar alrededor del eje de
rotacion se denomina paralelo de la superficie. Los
nombres de meridiano y paralelo son referidos
respecto al eje de rotacion elegido.

Puesto que una superficie es de dimensidn dos
(inmerso en P%) las coordenadas de cualquier punto
de la superficie pueden describirse en funcién de dos

parametros.
Ejemplos
1. Sihacemos rotar la parabola de la figura 2,

! ver [4] Pag 131.
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x> +22=6

y=0
que se encuentra en el plano XZ, alrededor del
eje Z, entonces la superficie generada, S, tiene
por ecuacion X?+y®=-2(z-3) y se
denominada paraboloide circular (figura 3).

En efecto:

Sea P(x; y; z) un punto genérico de la superficie
S. Como P(x; y; z) pertenece a la circunferencia
con centro en C(0; 0; z) y que pasa por el punto
Q(x1; 0; z) perteneciente a la curva, entonces la
distancia del punto P al punto C es igual a la
distancia del punto C al punto Q, es decir que

XP4y? :ﬁ

Pero x2 = 6 — 2z, enonces X° + y? =-2(z—3)
es la ecuacion del paraboloide.

Figura 2. Curva C Figura 3. Superficie
generada por C

En esta superficie los meridianos son parabolas y los
paralelos son circunferencia como se muestra en la
figura 3.
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2. Silacurva

1
I y®
Xx=0

que se encuentra en el plano YZ, la rotamos
alrededor del eje Y origina la superficie de
revolucién que se muestra en la Figura 4 la cual
se describe mediante los parametros u y v a
través de la funcion vectorial

r(u,v) = (uCos(v); 3i; uSen(v));0<u

u

<1,0<v<2n.

Figura 4. Superficie de revolucion

2.2. Cilindro circular recto

Construya dos rectas paralelas. Gire una de ellas
alrededor de la otra. La recta fija constituye el eje
del cilindro y la que rota, la generatriz. La distancia
entre ambas rectas es el radio del cilindro circular
recto.
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2.3.

Otra alternativa para construir un cilindro circular
recto, en Cabri 3D, es la siguiente:

Construya una circunferencia, C, y la recta, E, que
pase por el centro de C y sea perpendicular al plano
que contiene a C. Elija un punto, P, en C y construya
por dicho punto la recta L paralela a E. El cilindro
circular recto con directriz C, generatriz L y eje E se
obtiene activando la opcidn Trayectoria en L y la
opcién Animacion en el punto P.

Cono circular recto

Construya dos rectas no perpendiculares que se
intersecan. Rote una de ellas alrededor de la otra. El
punto de interseccion de las rectas es el vértice, la
recta fija es el eje del cono y la recta que gira la
generatriz.

Otra alternativa para construir un cono circular recto
es la siguiente:

Usando Cabri 3D construya una circunferencia, C, y
la recta, E, que pase por el centro de C y sea
perpendicular al plano que contiene a la
circunferencia. Fije un punto, V, en la recta E. Elija
un punto, P, en C y construya la recta L que pasa por
P y por V. Active la opcién Trayectoria sobre L y
active la opcion Animacion en el punto P.

El punto V es el Vértice, la recta E es el eje, la
circunferencia C es la directriz y la recta L es la
generatriz del cono.

Curvas

De manera intuitiva, una curva se piensa como un objeto
unidimensional. Por ejemplo la trayectoria de una
particula en movimiento o el resultado de doblar (sin
romper) un trozo de alambre muy delgado. De manera
més formal una curva en P® es un objeto unidimensional



formado por el conjunto de puntos P(x; y; z) donde tanto
X, ¥ 'y z dependen de un cierto parametro t. Es decir,

x=f(t); y=g(t); z=h(t)

donde t varia en algln intervalo de los nimeros reales.
Como caso particular, una curva se puede representar
mediante dos ecuaciones independientes (las ecuaciones
de dos superficies diferentes cuya interseccion es la
curva). La totalidad de los puntos y solamente de
aquellos, cuyas coordenadas satisfacen simultaneamente
las dos ecuaciones es una curva en el espacio.

Ejemplos
1. Si en la pardbola X+1=(y—2)° hacemos la

sustitucion y=t+1 entonces

x=t>-2t, con lo cual se obtienen las ecuaciones
paramétricas de la parabola:

X=t" -2t
y=t+1l ;teR

Cuyo grafico se muestra en la figura 5.

X
l 10 15
z

Figura 5. Parabola

2. La curva descrita vectorialmente mediante
a(t) = (cos(t); sen(t); 1t0) ; 0<t<dr

se denomina hélice circular. Intuitivamente esta
curva se envuelve sobre un cilindro circular recto de
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radio 1, debido a que si x=cos(t), y=sen(t), entonces
X+y?=1.

Figura 6. Hélice circular

Curva como interseccion de dos superficies
- 2 2

Cuando el cilindro X° +Yy* =1 y el plano y+z=2

se intersecan resulta una elipse que se puede

generar mediante las siguientes ecuaciones
paramétricas:

X = cos(t)
y=sen(t) ; 0<t<2x:
z=2-sen(t)

ecuaciones que se pueden obtener visualizando la
proyeccion de la curva en el plano XY, o en forma
vectorial

a(t) = (Cos(t); Sen(t);2—Sen(t)); 0<t<2r.

En la figura 7 se representan el cilindro y el plano,
mientras que en la figura 8 se muestra la elipse.



-10
-0.5 g
v B.s

10

Figura 7. Cilindro y Figura 8. Elipse
plano

4. Las siguientes ecuaciones paramétricas

X = (4 + sen(20t))cost
y=(4+sen(20t))sent ; 0<t<2r
z = cos(20t)

generan la espiral toroidal, nombre debido a que la

curva se envuelve alrededor de un toro como se
muestra en las figuras 9 y 10.

Figura 9. Espiral toroidal Figura 10. Toro

Problemas de optimizacion con restricciones

Un problema de optimizacion matematica se puede
modelar considerando una funcion objetivo dependiendo
de una o varias variables y un conjunto de restricciones
expresadas en términos de la o las variables que
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intervienen en el problema. En un problema de
optimizacion se trata de tomar la mejor decision, es
decir, la decisiébn Ooptima, la cual debe elegirse
respetando todas las restricciones impuestas. Los
problemas de optimizacién aparecen en todas las areas
donde se deben tomar decisiones, incluso en los
guehaceres cotidianos.

En este taller propusimos algunos problemas de
optimizacion con ciertas restricciones, problemas que
usualmente se resuelven recurriendo al calculo
diferencial, determinando el valor maximo o minimo de
una funcién real. Aqui los resolvimos recurriendo a la
geometria dindmica y usando media aritmética y media
geométrica solamente.

Ejemplos

1. Encontrar el volumen de la mayor caja rectangular situada
en el primer octante, con tres de sus caras en los planos
coordenados y un vértice en el plano x + 2y + 3z =6.

Solucion

Sea P(X; y; z) un punto del plano x + 2y + 3z = 6
ubicado en el primer octante. Llamemos S al
paralelepipedo que tiene tres aristas en los ejes
coordenados, uno de sus vértices en el origen y el vértice
diagonalmente opuesto en el punto P (figura 11).

volumen = 1,3 em®

b

Figura 11. Caja y plano



Sea V(X;y) =Xy el volumen del

(6—x-2y)
3

sélido S.

Luego, usando la relacién entre la media aritmética
y la media geométrica se tiene

. 6-x-2
AXy)  =x Y7( 3 y)
S 1
i =EX(2y)(6—X—2y)
e <1[x+2y+6—x—2y)3
' "6 3
m = 123 - 4
a 6 3
Asi el maximo volumen de la caja rectangular es 4

3
gue se alcanza cuando X =2y =6 —x- 2y es decir
cuandox=2ey=1.

De todas las cajas tridimensionales con una
superficie total dada, pruebe que el cubo es la de
mayor volumen.

Solucion

Sean X, Y, z, respectivamente, el largo, el ancho y la
altura de la caja con area de superficie total fija S. Si
V (x; y; z) es el volumen de dicha caja entonces
VXV;2)=xyzy S=2(Xxy +xz+yz).

x ¥

Figura 12: Caja tridimensional
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Usando la relacion entre la media aritmética y
geométrica se tiene

VY2 =(xyz)xyz)

= (xy)x2)(y 2)
S[xy+ XZ + yzj3

")

De donde resulta

o< (S)
V(x,y,z)s(6j

La igualdad se cumple cuando xy = xz = yz, es decir
cuando x =y =z, con lo cual se tiene que la caja es
un cubo.

5. Actividades
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5.1 Rectasy planos
Las siguientes actividades se desarrollaron usando el
software Cabri 3D.

1.

2.

3.

Construya un vector no perpendicular al plano
base.

Construya el vector que tiene como punto
inicial A(2;-1;4) y como punto final B(2;3;4).
Construya la recta que pasa por el punto
P(1;1;1) y es paralela al vector V(-2;1;2).
Construya el plano con normal N(1;1;1) y que
pasa por el punto P(2;2;2).

Construya el plano que pasa por los puntos
A(1;0;3), B(0;2;4) y C(2;2;0).

Construya el plano cuya ecuacién es 3x-
2y+z=1.



5.2. Superficies de revolucion:

La siguiente actividad se realizé usando Cabri 3D.
Considere la curva (hipérbola en el plano XY)

c. y2—4x* =4
z=0

a. Si se hace girar C alrededor del eje Y se forma
la superficie S denominada Hiperboloide de
revolucion de 2 hojas, cuya ecuacion

cartesianaes Yy’ —4x* —4z° = 4.
b. Si se hace girar C, en este caso, alrededor del

eje X, se obtiene la superficie denominada
Hiperboloide de revolucién de una hoja.

Escriba las ecuaciones paramétricas y construya
las graficas en ambos casos.

5.3. Superficies

Las siguientes actividades se desarrollaron usando
Derive y Mathematica.

1. Construya la superficie cuya representacion
vectorial es T(u,v) =(UV;u®+Vv; u+v?)
donde —2<u<2,-2<v<2.

2. Construya la superficie generada por
r(u,v) = (uv; uCos(v); u Sen(v)) donde
0<u<2,0<v<2r.

3. Construya la superficie generada por
r(u,v) =(u+ v; u Cos(v); u Sen(v)) donde
0<u<2y0<v<2r.

4. Dadas dos circunferencias Cr y C, de radios R

y r (R>r>0), respectivamente. Coloque el centro
de C, en Cr de manera que los planos que las
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contienen se corten ortogonalmente y el plano que
contiene a C, pase por el centro de Cr. Desplazando
el centro de la circunferencia C, en la circunferencia
Cr, se genera una superficie. Construya tal
superficie. ldentifique dicha superficie. Deduzca sus

ecuaciones paramétricas.
2 2

5. Dada la hipérbola AN S| ; y =0 rotarla
4 16

a) Alrededor del gje Y.
b) Alrededor del eje X.

5.4. Curvas

Las siguientes actividades se desarrollaron usando
Derive.

1. Construya la interseccion de un cilindro y un
plano. Por ejemplo el cilindro x? + y?> =4 y el
plano x+y—-z-3=0

2. Construya la interseccion del paraboloide
z=x"+y? con:

a) elplanoz=3
b) el plano 2x+z=1
c) elplanoy=0

3. Construya la interseccion del cono circular recto

(y—4)> =(x—2)*+12% con un plano en

diferentes posiciones. Identifique la curva en
cada caso.

5.5. Problemas de optimizacion

Resuelva los siguientes problemas de optimizacion
bajo las restricciones dadas:

a) De un pedazo de cartdn de forma rectangular y
de area conocida, S, construya una caja

248



rectangular sin tapa cuyo volumen sea maximo.
Halle las dimensiones de la caja.

b) Se desea construir un envase de forma cilindrica
de 1 litro de capacidad. Halle las dimensiones
del envase para que se use la menor area del
material en su construccidn.

c) Halle los puntos de la esfera, con centro en el
origen de coordenadas y radio 2, mas cercanos
y mas alejados del punto A(3, 1, -1)

d) El plano x+y+2z=2 interseca al paraboloide
z=x"+y? en una elipse. Encuentre los

puntos en dicha elipse mas proximos y mas
alejados del origen.

Conclusiones

1. El uso de software ayudo a:

a) Visualizar la forma de las superficies y
curvas en P*,

b) Deducir la ecuacion de una superficie de
revolucion.

c) Manipular los objetos construidos y
visualizarlos desde distintos angulos.

d) Hacer conjeturas para imaginar la forma de
las curvas y superficies a partir de sus
ecuaciones.

2. En el desarrollo del taller se puso énfasis en la
parte geométrica adecuando los conceptos del
andlisis en varias variables al nivel de los
profesores de educacion secundaria.

3. Los problemas de optimizacion constituyen una
alternativa para introducir algunos conceptos
geomeétricos.
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La indagacién en las clases de
Matematicas

Rosa Cardoso Paredes®
Maria Elena Gonzalez Romero
Alex Molina Sotomayor?
Proyecto “Ensefianza de las Ciencias mediante la Indagacion”
(ECBI-Pert) Academia Nacional de Ciencias

Resumen

Actualmente se considera muy importante el desarrollo del
pensamiento cientifico desde los primeros afios de vida y de
estudios. Para lograr tal objetivo, en el desarrollo del taller se trato de
mostrar a los participantes los procesos que sigue el método de
indagacion en una clase de matematicas, a partir del disefio y
gjecucion de algunas actividades. Dichos procesos son la
observacion, la prediccion, la experimentacion, la verificacion, la
sistematizacién de lo encontrado en la experimentacion, las
conclusiones y la comunicacién de los resultados, es decir, permitir
que sean los nifios los que indaguen y descubran su entorno y los
secretos del mismo. Asi como la metacognicion, proceso mediante
el cual el nifio realiza sus propias reflexiones frente a lo aprendido.
Se revalora el cuaderno de matematicas como un registro escrito
que representa el pensamiento escrito del nifio y como un
instrumento de evaluacion continua para el docente.

La Academia Nacional de Ciencias del Per(, conjuntamente con
la InterAmerican Network of Academies of Sciences (IANAS) o
“Red Interamericana de Academias de Ciencias”, estan
preocupadas e interesadas por el mejoramiento del aprendizaje y
la ensefianza de las ciencias en las primeras etapas de estudios de
los nifios y nifias de los diferentes paises de América y, gracias a
este interés y preocupacion, se ha comenzado a trabajar esta

! Colegio Nacional de Mujeres Miguel Grau-Lima. Pontificia
Universidad Catélica del Peru
2 pontificia Universidad Catélica del Pert
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mejora en algunos paises, con la intencién de motivar a los
docentes del nivel inicial, primario y secundario a trabajar y mirar
a la matematica como una ciencia que evoluciona cada dia.

Léna P. et al. (2005) consideran que la interseccién entre los
nifios y los cientificos es su curiosidad, las ganas de conocer
y saber mas, de jugar con el mundo que los rodea y de
descubrir sus secretos. Ellos creen que mas alla de los
instrumentos sofisticados y de las ecuaciones inescrutables
esta el mirar el mundo de otra manera, con otros 0jos y eso
no es un problema para los nifios si lo hacen o se les permite
y motiva a hacerlo desde pequefios.

Ellos opinan que, los investigadores de esta época,
consideran importante el desarrollo del pensamiento
cientifico desde los primeros afios de vida y de estudios. Para
ello mencionan como los métodos que favorecen a este
desarrollo a aquellos que permiten a los nifios y nifias a que
puedan seguir ciertos procedimientos que a su vez permitiran
el desarrollo de procesos. Estos son: La observacion, la
prediccion, la experimentacién, la verificacion, la
sistematizacion de lo encontrado en la experimentacion, las
conclusiones y la comunicacion de los resultados, es decir,
permitir que sean los nifios los que indaguen y descubran su
entorno y los secretos del mismo.

Si bien la indagacion es un método que nace en las ciencias
naturales, este no es lejano a las matematicas, si vemos en
esta Ultima el valor de ser una ciencia en movimiento ademas
de los otros valores que ya se le atribuye. Consideramos que
estos valores son, los de, ser un lenguaje que permite la
cuantificacion de los fendmenos observados 0 una
herramienta para resolver problemas.

Los procesos mencionados en el parrafo anterior son los que
pasan a formar parte del método indagatorio, el mismo que
dimos a conocer en el taller. Por tanto, uno de los objetivos
fue mostrar la bondad de este método dando a conocer que él
nos sirve como via para tratar contenidos matematicos en
forma contextualizada, y que a la vez permite conexiones
dentro de los mismos.
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En este ftaller tratamos los “Ndmeros Racionales, sus
representaciones y sus aplicaciones” contenido que consideramos,
genera muchas dificultades de aprendizaje en los estudiantes de
los diferentes niveles educativos bésicos comenzando a nivel
primaria y luego estas dificultades llegan a veces hasta los afios de
estudios de cuarto o quinto de secundaria. Una de las dificultades
que podemos mencionar es, la de conectar las dos
representaciones de éstos nimeros (fracciones y expresiones
decimales) y sus aplicaciones (porcentaje). Por tanto, nuestra
intencion era y es motivar a los docentes a involucrarse en su
aplicacion, ya que a partir de las investigaciones que se han
realizado en los diferentes paises de la Red Interamericana entre
otros, donde ya se ha experimentado su aplicacion y se ha
observado y comprobado que puede ayudar a mejorar mucho la
actitud hacia la matematica, asi como el aprendizaje de la misma
en los estudiantes tanto del nivel inicial, primario como del
secundario.

En las clases planificadas utilizando la indagacion como método,
realizadas en las escuelas piloto, también hemos podido observar
que, esta forma de organizar y presentar los contenidos a los nifios
les permite captar mejor los mismos y hace ver a la matematica
desde un angulo menos abstracto y més ludico. Esta presentacion
hace que muchas veces, estos no relacionen en un primer
momento, que lo que estan aprendiendo son temas que tienen que
ver con la matematica, ya que la idea que muchos de ellos tienen,
es que, aprender o hacer matematica es resolver muchas sumas,
restas, multiplicaciones o divisiones si se estan en el nivel primario
y muchas ecuaciones, expresiones algebraicas, problemas
simulados de enunciado verbal o grafico, si estan los alumnos en
el nivel secundaria. Les cuesta mucho involucrarse en el proceso
de observacion y prediccion.

Este método también nos ha permitido conectar contenidos, tanto
matematicos, como los relacionados con otras &reas del
conocimiento, como se muestra en el disefio de la actividad
presentada en el Anexo 1, la cual esta relacionada con un contenido
del &rea de Biologia. Ella nos permitio introducir el acto de medir, la
idea de construccion de los sistemas internacionales de medidas, la
necesidad de conocer y comprender el sistema de los nimeros
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racionales. Asi como también la relacion que existe entre los
diferentes sistemas numéricos y la recta, el plano y el espacio como
se muestra en las fotografias N° 2 — 11l Coloquio Internacional de
Ensefianza de la Matematica (Carranza C. et al, 2008).

Un camino natural al que conduce el método también es el de
la contextualizacién de los contenidos matematicos, pues
como Yya dijimos, él proviene de las ciencias naturales, por
tanto es muy facil recurrir a ellas para trasmitir a los nifios y
nifias la utilidad de la matematica, por ejemplo, para la
cuantificacion o sistematizacion de los resultados de sus
fendmenos o problemas a estudiar o estudiados.

En nuestro pais, la metodologia indagatoria se viene
experimentando en las Instituciones Educativas: *“Colegio
Nacional de Secundaria de Mujeres Miguel Grau”, Colegios
Primarios “Sefior de los Milagros” y “Jacaranda’ del Distrito
de Magdalena (Lima), y Colegios Primarios (N°40307 y
N°40440) de Aplao (Arequipa). Ademas, debemos anotar que esta
metodologia ya tiene resultados en algunos de los paises que
integran la Red Interamericana como son: Chile, Colombia, Brasil,
Panamé4, Meéxico, Estados Unidos. También, se conocen
experiencias al respecto en Francia con el proyecto La Main & la
Péte y otros paises europeos (French Academy of Sciences, 2007).

Fotografias N° 1

Pasando del espacio al plano, y  Explicando el nimero minimo

del plano a la recta “midiendo  de pestafias utilizando los

y comparando sus alturas”  cubos de Font*

(Carranza, C. et al 2008) Alumnas del CNM “Miguel
Grau”
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Los objetivos que se propuso lograr durante el desarrollo
del taller fueron:

(1) Compartir con los asistentes al taller a aprender y
ensefiar matematicas mediante la indagacion, es decir,
presentar actividades que permitan observar en la
préctica el desarrollo de los procedimientos de esta
forma de hacer las clases de mateméticas.

(2) Presentar la organizacién de la clase de tal modo que ésta
permita a los nifios y nifias aprender matematicas de una
manera mas natural, es decir, desde la observacion de los
fenébmenos de su entorno y desde sus propias
necesidades.

(3) Valorar el cuaderno de Matematicas como un espacio
donde los nifios registran sus ideas y sus formas de mirar
y procesar sus conocimientos. Ademas, como un
instrumento de evaluacion continua.

(4) Motivar a los docentes a trabajar el proceso de
Metacognicién a partir del ;Qué aprendi?, proceso que
permite a los nifios reflexionar y tomar conciencia de sus
propios aprendizajes.

Los procesos de la Indagacion en las clases de
Matematicas

Para tratar sobre los procesos que forman parte del método de
Indagacion, consideramos presentar el disefio de una de las
actividades que se ejecutd en el taller, la misma que esta
dividida en tres partes y que describimos a continuacion:

En la Parte | de la actividad se presenta la consigna jPiensa y
Preglntate!, la misma que permite a los nifios poner en
evidencia los procesos de:

1) Observacién como primer paso, es momento en que los
nifios pueden apropiarse del fendmeno que se les
proponga o interese y a partir del cual se ira preguntado
todo lo que le parezca extrafio o familiar. Es muy
importante que el docente mediador esté atento a las
percepciones que tiene el nifio respecto del fendmeno en
cuestion y esté abierto a analizar incluso aquellas que les
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2)

3)

4)

5)
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parezca extrafias pues podria encerrar alguna relacion
con el problema estudiado.

Prediccién, proceso que los nifios lo evidencian a partir
de realizar sus hipdtesis o conjeturas a cerca de lo que
observan. Se puede decir que en este proceso, los nifios
tienen la libertad de imaginar sus resultados, los mismos
que luego seran contrastados.

En la Parte Il, se presenta al estudiante los fendmenos y
los materiales que deben manipular y en ella se
desarrollar los procesos de:

Experimentacion, momento en que los nifios manipulan
los fendmenos con sus diferentes sentidos como
orientacion en este proceso se le presenta la siguiente
consigna “Averigua por ti mismo Yy registra tus
resultados”. Cada uno de los procesos anteriores son
registrados ya sean en las guias u hojas de
experimentacion, de preferencia, en el cuaderno de
matematicas, ambos les permitira tener un registro de sus
predicciones y los resultados que obtienen de la
manipulacion del fendmeno que se les presente como
material de investigacion, en nuestro ejemplo, la
medicién de las plantas como un motivo para la
introduccidén de los nimeros racionales y su relacién con
el acto de medir.

Sistematizacién de lo encontrado: Etapa en la cual los
nifios y nifias deben obtener formas de organizar toda la
informacion  encontrada en el  proceso  de
experimentacion. Esta etapa es muy importante, pues en
ella los nifios deben encontrar las conexiones entre los
diferentes lenguajes que manejan para organizarla.
Consideramos que en esta etapa la presencia de la
matematica como el lenguaje para la sistematizacion es
muy importante.

Conclusiéon: Es el momento en que el nifio ha
encontrado ya un resultado final, el mismo que sera



comunicado a sus compafieros en forma sistematica y
cuantificada, justificando el por qué de sus afirmaciones.

6) Contraste de sus resultados, que consta de dos
momentos: En un primer momento, el alumno realiza el
contraste de su prediccion y sus propios resultados de la
experimentacion para luego proceder a compararlos con
los de sus comparieros del grupo y finalmente con todos
los grupos formados en la clase.

7) Comunicacion de sus resultados, este proceso se
realiza en cada momento que comparte sus resultados
tanto entre los comparfieros del grupo como con los
demaés grupos de la clase.

En la Parte 11l se pretende averiguar sobre el proceso de
reflexion y toma de conciencia que realizan los nifios a
través de la pregunta ¢ Qué aprendi?

8) La Metacognicion: En esta parte, que consideramos de
vital importancia, los nifios aparte de tomar conciencia y
reflexionar sobre sus aprendizajes deben registrarlos para
luego comunicarlos.

El cuaderno como un registro escrito y un instrumento de
evaluacion continua.

Como se observard, en el disefio de la actividad, es el nifio el
gue construye sus conocimientos a partir de la observacion y
experimentacion de los fenémenos que se le presentan, eso
permite o casi obliga a que todo lo que observe y obtiene
como resultados de realizar la manipulacion de los mismos
fenémenos deben quedar registrados en forma escrita. Por
tanto, se hace necesario que ellos cuenten con un cuaderno de
matematicas que no es el que estan y estamos acostumbrados
a manejar, es decir aquel donde se registran conocimientos
acabados que presentamos a los nifios ya sea en la pizarra o
en otras fuentes de informacidn escrita, sino que éste sera uno
donde ellos escriban o describan lo que consideren a partir de
su observacion, por tanto, este cuaderno pasard a ser una
fuente de informacion relacionada con su pensamiento y que
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los nifios nos daran a conocer a través del lenguaje que ellos
decidan utilizar (escrito, grafico u otro que manejen) en los
diferentes procesos que el método permite desarrollar al nifio.

De alli que consideremos importante la revaloracion del
cuaderno de matematicas en esta forma de ensefiar y aprender
matematicas ya que éste, no solo servird como una fuente
importante de informacién del pensamiento y su relacion del
mismo con el lenguaje de los nifios, sino también como un
instrumento de evaluacion continua a través del cual se podra
observar el proceso de desarrollo del aprendizaje de los
nifios, en sus diferentes momentos. Consideramos que es un
aporte importante del método a la ensefianza y aprendizaje de
las ciencias y que nosotros, particularmente, lo estamos
aplicando a la matemaética en los afios de estudios de primero,
segundo, cuarto y quinto grados de estudios del nivel
secundario en el Colegio Nacional de Mujeres Miguel Grau
de Lima.

Comentarios finales

Como se puede deducir del disefio de la actividad, esta forma
de ensefiar y aprender matematicas esta relacionada con el
enfoque constructivista del conocimiento y sobre todo que
enfatiza en uno de sus objetivos, el cual es ubicar al nifio
como el centro del aprendizaje, al permitir que éste pueda
expresar lo que piensa, descubra y verifique por si mismo sus
resultados o explicar con sus propias palabras lo que observa
0 lo que cree, procesos que ayudardn positivamente al
desarrollo evolutivo del nifio.

Una de las ventajas que hemos podido obtener de esta forma
de presentar los temas es que los participantes de este taller y
de otros, han encontrado la necesidad de profundizar en los
contenidos matematicos, tanto para ensefiar de esta manera a
sus nifios, asi como para poder disefiar sus propias
actividades y desde luego para poder detectar, a partir de la
observacion del desempefio de los nifios, todos los contenidos
matematicos que estos aplican en forma intuitiva.
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Presentamos fotografias que muestran la aplicacion del
método en las instituciones peruanas mencionadas, ellas
incluyen contenidos del tema principal “Sistemas de
Nameros Racionales”, el cual se incluye en el Disefio
Curricular Bésico que propone el Estado Peruano, para los
niveles educativos tanto primario como secundario.

Fotografias N° 2 - 11 Coloquio de Ensefianza de la
Matematica (2008)
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ANEXO 1
¢,Como crece tu planta?

Nombre:

Fecha:

Parte |

Piensa y preguntate!!

Contesta las siguientes preguntas basandote en tu
experiencia personal.

¢ Cuanto crecen las plantas en una semana? (A partir del
dia de la siembra)

¢Como eran sus hojas y sus tallos?

En esta leccion aprenderds como comparar y medir el tamafio
(altura) de tus plantas y cdmo graficar su desarrollo.

Materiales:

e Macetas con plantas de rabanito
e Cuaderno u hojas de papel

e  Sorbetes

e Palitos de dientes

e Tiras de papel

e Tijeras

e Hoja de registro 1
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Averigua y registra tus resultados:

1.

Mantén un registro de cuanto crece tu planta dia a
dia. Asegurate de anotar la fecha y la edad de la
planta cada vez que la midas (desde el momento en
que la sembraste).

Mide la altura de las plantas que se te ha entregado.

Hay diferentes maneras de medir y graficar: De
todos los materiales que has recibido: palitos de
dientes, sorbetes, tiras de papel, elige lo que creas
conveniente y efectla la medicion.

Grafica tus resultados en este espacio
Presenta tus resultados o conclusiones.

Son muy importantes todos los comentarios que
consideres hacer respecto a lo que has realizado.
Cuéntanos en el espacio en blanco de esta hoja.

Después de finalizada la experiencia Unete a los
deméas compafieros de tu grupo para compartir los
resultados de tu grupo con los demas compafrieros de
tu clase.

COMENTARIOS:
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ANEXO 2

Nombre:

HOJA DE REGISTRO 1

Fecha:

Comparando y midiendo el crecimiento

Namero
de planta

Dia de
siembra

Dia de
medicion

Observaciones

Altura
de hoy
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PARTE Il

Materiales

264

1 Hoja de Registro 1

1 maceta con plantas

1 hoja de papel cuadriculado

1 tira de papel cuadriculado recortado en 1
centimetro de ancho

1 par de tijeras

1 regla graduada en centimetros

papel milimetrado

pegamento

Vuelve a verificar que tu medida haya sido correcta.
He aqui instrucciones para graficar y medir usando
las tiras de papel.

Sostén la tira de papel detras de la planta que estas
midiendo. Asegurate de que la parte inferior de la
tira toque la tierra.

Dibuja una linea en la tira de papel para medir la
altura de la planta.

Colorea los cuadros debajo de la linea.

Vuelve a verificar que tu medida haya sido

correcta sosteniendo de nuevo la tira de papel
junto a la planta.

Luego, recorta los cuadros coloreados como se
muestra en la Figura 1.

Pon la tira coloreada en tu grafico, sobre el dibujo de
tus plantas. Verifica que la fecha corresponda al dia
de la medicién

Compara tus mediciones y relacidnalas con el
tiempo que tienen de sembradas las semillas.
Presenta tus resultados mediante un grafico de
barras (estudiados en las anteriores clases de
matematicas).

Ponle un titulo a tu gréfico. Coldcalo en tu cuaderno.



Ideas para explorar

1.

¢Fueron del mismo tamafio todas las plantas que se
midieron en la clase hoy? ;Por qué crees que las
plantas varian de tamafio?

Probablemente hay muchas diferencias de altura
entre tus comparfieros de clase. ¢Por qué crees que
ocurre esto?

Calcula las medidas de algunas partes de tu cuerpo.
Practica midiendo tu altura con una cinta métrica.
Mide tu pie (desde el dedo grande hasta el talon).
Luego mide tu antebrazo (desde el codo hasta la
mufieca). Compara las dos medidas y también las de
tus compafieros.
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ANEXO 3
HOJA DE REGISTRO 2

Nombre:

Fecha:

Comparando y midiendo el crecimiento

Numero Dia de Dia de . Altura
de - L Observaciones
siembra medicién de hoy

planta

1.

2.

PARTE 11

¢QUE APRENDI EN ESTA CLASE “COMO CRECEN
TUS PLANTAS?

Nombre:

Secciony Grado:  ----------=-------
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Analisis de posibilidades y
probabilidad

Augusta Osorio Gonzales
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Resumen

El tema a desarrollarse serd posibilidades y probabilidades.
Un objetivo es que el profesor pueda ver cdmo se puede
mostrar al alumno de donde nace el concepto de
probabilidad, para lo cual se partird de situaciones de
incertidumbre.

Ademas, se buscara que los profesores manejen ejemplos
donde no pueda usarse la idea de la probabilidad clasica o de
sucesos elementales equiprobables.

Se usaran actividades que faciliten la introduccién a los
nuevos  conceptos; estas se llevaran a cabo antes de
introducir la teoria y se realizaran en parejas o grupos. Se
buscara que sea el mismo participante el que llegue a la
definicion de los conceptos. El objetivo de este taller es que
el profesor adquiera un mejor dominio del tema, lo que a su
vez les facilitard la trasmisién de estos conceptos a sus
alumnos.
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Un analisis didactico del software
Winplot para la ensefianza del
concepto de funcién

Enrique Huapaya Gomez
I.E. Scipion E. Llona

Resumen

La disponibilidad de recursos tecnologicos (applets,
graficadores, hojas de calculo y otros) destinados a facilitar la
ensefianza — aprendizaje de la matematica es abundante y
diversa, muchos especialistas promueven el desarrollo y
difusion de recursos y medios informaticos. Asimismo
algunas empresas han desarrollado también diversos
programas y calculadoras graficadoras con el fin de innovar
las practicas pedagogicas de los maestros. Esta situacion
plantea retos y desafios a los docentes, ya que la integracion
de estos recursos TIC en la ensefianza — aprendizaje de la
matematica no es tan inmediata y transparente (Godino, et al.,
2005).

Esta probleméatica exige asumir enfoques que permitan
explicar y comprender mejor como puede integrarse las TIC
en la ensefianza aprendizaje de la matematica, el enfoque
ontosemidtico (EOS) de la cognicién e instruccion
matematica aporta nociones, pautas y criterios que deben ser
explorados, investigados y asimilados, para poder mejorar
nuestro trabajo con los estudiantes.

Palabras clave: Enfoque ontosemiotico, idoneidad
mediacional, Winplot, funcién.
Marco tedrico

El Enfoque ontosemidtico (EOS) considera que es necesario
contemplar una ontologia formada por los siguientes
elementos:
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1) Lenguaje (términos, expresiones, notaciones, graficos)
en sus diversos registros (escrito, oral, gestual).

2) Situaciones — problemas (aplicaciones intra o
extramatematicas, ejercicios).
3) Conceptos-definicién (introducidos mediante

definiciones o descripciones), como recta, punto,
namero, media, funcion.

4) Proposiciones (enunciados sobre conceptos).

5) Procedimientos (algoritmos, operaciones, técnicas de
célculo).

6) Argumentos (enunciados usados para validar o
explicar las proposiciones y  procedimientos,
deductivos o de otro tipo).

Estos tipos de objetos se articulan formando configuraciones
epistémicas si se adopta un punto de vista institucional, o
cognitivas si se adopta un punto de vista personal. Los
objetos mateméticos que intervienen en las précticas
matematicas y los que surgen, pueden ser vistas desde las
siguientes facetas o dimensiones duales (Godino, 2002):

o Personal — Institucional: Si los sistemas de précticas
son compartidos en el seno de una institucion, sus
objetos emergentes se consideran institucionales,
mientras que si los sistemas son especificos de una
persona, los objetos seran personales.

e Ostensivos (gréficos o simbolos) — no ostensivos
(entidades que se evocan al hacer matematica, y se
representan e forma textual, oral, grafica o gestual).

e Extensivo — intensivo: Tal dualidad atafie a la
relacion entre un objeto que interviene en un juego
de lenguaje como un caso particular (por ejemplo, la
funcion y = 2x+1) y una clase més general o
abstracta (por ejemplo, la familia de funciones y =
mx +n).

e Elemental — sistémico: En algunas circunstancias
los objetos matematicos intervienen como entidades
unitarias — que, se supone, son conocidas
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previamente-, y en otras como sistemas que se deben
descomponer para su estudio.

e Expresion contenido: Alude al antecedente vy
consecuente de cualquier funcién semiética.

Las facetas aparecen distribuidas en parejas que se
complementan de manera dual y dialéctica.

Segin el EOS, es necesario tener cuenta las
interacciones entre la trayectoria mediacional con las
distintas dimensiones implicadas en el estudio de las
matematicas, esto es, las componentes o dimensiones
epistémica, cognitiva, emocional, docente y discente
(Godino, Contreras y Font, en prensa). La descripcion
de los criterios los haremos aplicandolos al analisis del
recurso Winplot propuesto para la ensefianza del
contenido funcion en el 3ro de secundaria.

Descripcion del recurso Winplot

El Winplot es un software libre, puede ser descargado de
http://math.exeter.edu/rparris/winplot.html y constituye una
herramienta de apoyo efectiva en el proceso de ensefianza
aprendizaje de la matematica. Es un programa graficador de
dimensién 2 (ejes X, Y) y dimension 3 (ejes X, Y, Z). Grafica
curvas y superficies, las cuales se pueden visualizar en una
variedad de formatos. Estd compuesto de mends o ventanas,
las cuales se pueden manejar sin dificultad. Cada menu tiene
informacién detallada de las funciones que realiza.

Se pueden analizar a partir de la gréafica, funciones
polinomiales, racionales, exponenciales, logaritmicas,
trigonométricas, paramétricas, implicitas. Calcular areas,
volimenes. Determina graficamente la derivada de una
funcidn asi como las trayectorias de ecuaciones diferenciales.
Winplot permite la integracion de los materiales educativos
ya existentes (libro o texto de trabajo, bateria de ejercicios,
etc); retroalimentacion efectiva de los temas tratados asi
como una mejor estética al momento de presentar una clase.
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Pautas de analisis

Las pautas de analisis toman en cuenta la complejidad de las
interacciones de las diversas dimensiones y factores
implicados. Este analisis puede orientar también el disefio de
recursos tecnoldgicos y el estudio de trayectorias didacticas
basadas en los mismos, asi como identificar conflictos
semioéticos potenciales.

Para la elaboracion de la pauta de evaluacion de los recursos
se considera la doble faceta, institucional y personal. Dichos
conocimientos son analizados teniendo en cuenta los tipos de
entidades primarias emergentes de la actividad matematica
(situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades y
argumentos) y algunos aspectos de las dualidades cognitivas
descritas en el marco tedrico de referencia.

El EOS introduce nuevas herramientas tedricas que permiten
abordar el estudio de los fendmenos de instruccion
matematica. Estas nociones se describen como “Teoria de las
Configuraciones Didacticas” (Godino, Contreras y Font, en
prensa), donde se modeliza la ensefianza y aprendizaje de un
contenido matematico como un proceso estocastico
multidimensional ~ compuesto de  seis  subprocesos
(epistémico, docente, discente, mediacional, cognitivo y
emocional), con sus respectivas trayectorias y estados
potenciales. Como unidad primaria de analisis didactico se
propone la configuracion didactica, constituida por las
interacciones profesor-alumno a proposito de una tarea
matematica y usando unos recursos materiales especificos. Se
concibe como una realidad organizacional, como un sistema
abierto a la interaccion con otras configuraciones de las
trayectorias didacticas de las que forman parte. El proceso de
instruccion sobre un contenido o tema matematico se
desarrolla en un tiempo dado mediante una secuencia de
configuraciones didacticas.

Una configuracion didactica lleva asociada una configuracién
epistémica, esto es, una tarea, las acciones requeridas para su
solucidn, lenguajes, reglas (conceptos y proposiciones) y
argumentaciones, las cuales pueden estar a cargo del
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profesor, de los estudiantes o distribuidas entre ambos.
Asociada a una configuracion epistémica habra una
configuracion instruccional constituida por la red de objetos
docentes, discentes y mediacionales puestos en juego a
proposito del problema o tarea matematica abordada. La
descripcion de los aprendizajes que se van construyendo a lo
largo del proceso se realiza mediante las configuraciones
cognitivas, red de objetos intervinientes y emergentes de los
sistemas de practicas personales que se ponen en juego en la
implementacion de una configuracion epistémica.

Metodologia empleada

El paradigma de investigacion al cual responde esta
investigacion es de tipo interpretativo’, es interpretativo ya
que su objetivo es comprender los significados y el impacto
que tienen las TIC en la ensefianza — aprendizaje de la
matematica. En cuanto al método de investigacién, se seguira
el método cualitativo, describiendo situaciones, recogiendo
datos, trabajando en equipo para el cruce y triangulacion de
informacion, transcribiendo videos y en una segunda etapa
analizando toda esta informacion (analisis de protocolo).

Desarrollo de algunos ejemplos y andlisis de resultados

Clasificaremos las cuestiones de reflexion y analisis teniendo
en cuenta las dimensiones epistémica (conocimientos
institucionales), cognitiva (conocimientos personales) e
instruccional (funciones docentes y discentes; patrones de
interaccion). Para las dimensiones epistémica y cognitiva
fijaremos la atencidn en los tipos de entidades primarias y las
facetas cognitivas duales que se proponen en el enfoque
ontosemiotico como objetos emergentes de los sistemas de
practicas matematicas. Cada una de estas dimensiones
interactia con la tecnologia de diferentes maneras (Kaput,
2004, p. 2).

! Villarreal, M. “La investigacioén en Educacién Matemética”.
Universidad Nacional de Cérdoba

275



276

Dimension epistémica (conocimientos institucionales
de referencia)

Situaciones

S1) ¢Qué tipo de situaciones-problemas (tareas)
especificas permite plantear el recurso?

Los tipos de cuestiones que se pueden plantear son:
Graficar F(x) ya sea polindbmica, racionales,
exponenciales, trigonométrica 6 logaritmica.

¢Para qué valores de x las expresiones F1(x) < F2(x)
(respectivamente >, =)?

Restringir el dominio de una funcion, para qué valor de
x la funcién se hace maxima o minima.

Realizar operaciones con funciones y resolver
ecuaciones por medio de la grafica de dos funciones,
hallando los puntos de interseccién de la expresiones
graficas asociadas ejemplo F(x) = G(x).

S2) ¢Sobre qué tipo de situaciones previas se apoyan
las nuevas situaciones?

Este graficador utiliza un entorno muy amigable para
introducir  expresiones  funcionales. Se  suponen
conocidos, la representacion cartesiana de las funciones.

S3) ¢Qué variables de tarea permiten generalizar la
actividad matematica y en qué direccion?

Las expresiones que se pueden introducir en la ventana
de didlogo correspondiente pueden ser no solo
polinédmicas, sino algebraicas racionales y trascendentes
por lo que las funciones cuyos valores numeéricos se
pueden comparar son muy generales. Por ejemplo, se
pueden plantear cuestiones como: ¢Para qué valores de x
se hace cero la expresion y =x* -9, o comprobar
identidades algebraicas.

El rango de valores de x e y que se representan se puede
cambiar actuando en la ventana de didlogo inventory
opcién view. La igualdad de las dos expresiones, que
corresponde a la solucion de la ecuacion se interpreta



también como interseccion de las graficas de las dos
funciones.

Lenguaje

L1). ¢Se introduce un lenguaje especifico en la

descripcién y uso del recurso? ¢Qué nuevos términos,

expresiones, simbolos y graficos se introducen?

Se usa la expresion y = F(X) para introducir la relacién

de dependencia entre dos magnitudes. En la ventana de

didlogo se muestran botones para poder editar la funcién,

asi como hallar la gréfica, tabla de valores, expresion

simétrico y reflexiones segun eje X, eje Y 6 y=x.

- Asignacion funcional mediante las graficas.

- Equivalencia de expresiones cuando las gréaficas se
superponen.

L2) ¢Qué conocimientos linguisticos previos requiere
el uso del recurso?

Se suponen conocidos los lenguajes funcional, las
graficas cartesianas, y las expresiones algebraicas (* para
la multiplicacién, / para la divisién, "~ para la
potenciacién). La atribuciéon de valores a la variable
mediante la ventana de didlogo inventory, y la
interpretacion de los valores méximo y minimo para la X
ylay.

L3) ¢Es dutil en la progresion del aprendizaje
matemaético el lenguaje especifico introducido?

Dado el uso cada vez méas extendido de recursos
informaticos los convenios lingiisticos utilizados pueden
aparecer en otros similares (cursores, pulsadores, etc.)

Técnicas - acciones

T1) (Qué técnicas especificas se requieren para la
solucidn de las tareas?

Manipulacién de la wventana inventory (escritura de
expresiones, asignacion de valores a x; eleccion de extremos
para los intervalos). La gréfica de una funcidn consiste en
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ingresar una expresion polindmica, racional, etc, seleccionar
el intervalo, elegir un color dar valores a la variable y
observar el comportamiento.

T2) ¢ Qué técnicas previas es necesario dominar para
aplicar las nuevas técnicas?

Manipulacién y ejecucion de programas informaticos y
del hardware necesario.

T3) ¢Es posible generalizar las técnicas y en qué
direccion?

Aunque la manipulacion del graficador Winplot implica el
aprendizaje de algunos convenios especificos (escritura en los
escalas, restriccion del dominio) estos convenios suelen tener
un alcance general en este tipo de recursos informaticos. Su
aprendizaje puede ser de utilidad para operar sos recursos.

Conceptos (reglas conceptuales)

C1) ¢Qué conceptos especificos se prevé emergeran
de las practicas matematicas implementadas?

Grafica de una funcion, obtencion del dominio y rango
de la funcion, puntos de interseccién con los ejes, asi
como con otras funciones. Obtencion de valores
maximos y minimos y solucién de una ecuacién como
valor numérico que iguala ambos miembros y como
punto de interseccion de dos graficas.

C2) ¢Qué conceptos previos se usan de manera
explicita o implicita y se suponen conocidos?

El conocimiento del plano cartesiano, par ordenado,
relaciones y producto cartesiano. NuUmeros reales y
operaciones aritméticas; reglas de uso de paréntesis, ejes
de simetria y reflexion. Tablas de valores

C3) ¢En qué direccién se pueden generalizar los
conceptos emergentes?

El recurso esta construido como soporte especifico y
restringido a los conceptos descritos.



Propiedades

P1) (Qué propiedades se prevé emergeran de las
practicas matematicas implementables?

Dada una funcion y = f(x), al aplicar ciertas
transformaciones a la expresién funcional, que ocurre
con la representacidn gréfica asociada, ejemplo que pasa
con la grafica cuando se ingresa en la ventana
correspondiente: Y = F(x+a), Y = F(x-a); Y=F(X) +a; Y
= F(x) — a; y = F(ax) siendo a diferente de cero.

Argumentos (justificaciones)

Al) (Qué tipo de justificaciones de las técnicas y
propiedades proporciona el recurso?

La justificacién de las técnicas y propiedades es de tipo
empirico y ostensivo. La grafica de una funcion se logra
ingresando la expresion correspondiente; el dispositivo
calcula y muestra los resultados de manera numérica y
grafica. No hay argumentacion deductiva.

Dimensién cognitiva (significados personales)

El analisis a priori de los conocimientos institucionales que
potencialmente se ponen en juego en la implementacion del
recurso proporciona elementos para la elaboracion de
instrumentos de evaluacion de los significados personales de
los estudiantes, respecto de los conocimientos previos
requeridos, y de los nuevos conocimientos logrados tras el
proceso de estudio. Cada uno de los seis tipos de elementos
descritos nos puede servir de guia para elaborar items de
evaluacion de los significados personales de los estudiantes.
Asumimos que los estudiantes muestren interés por la
manipulacién del “Winplot”; el recurso evita tener que
realizar calculos tediosos, escribir tablas de valores y graficar
las funciones.
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Dimension  instruccional  (funciones  docentes,
discentes y patrones de interaccion)

El analisis epistémico nos proporciona un marco de
referencia para elaborar posibles trayectorias didacticas
de los contenidos puestos en juego por el recurso. Tales
trayectorias se implementaran de acuerdo a unas guias de
estudio, o “proyectos de ensefianza-aprendizaje”, en los
cuales se hara una seleccion de los distintos tipos de
conocimientos y su secuenciacion temporal. En esta fase,
la cuestion serd la busqueda de criterios que permitan
optimizar la idoneidad epistémica (Godino, Contreras y
Font, en prensa) del proceso de estudio, entendida como
representatividad de los significados pretendidos
respecto de los significados de referencia. Las guias de
estudio deben incluir indicaciones sobre el desempefio de
las funciones docentes y discentes, asi como una
previsién de los tipos de configuraciones didacticas que
optimicen la idoneidad didactica del proceso.

A continuacién  indicamos algunas  cuestiones
relacionadas con las funciones docentes, discentes y
patrones de interaccién:

En gran medida el Winplot facilita graficar funciones y
permite mas tiempo para el analisis de conceptos y otras
nociones emergentes (variacion, transformaciones,
ecuaciones, visualizacion y aproximacion), al ser un
graficador amigable, permite que el estudiante aprenda
rapidamente su manejo y manipule inventando otros
ejercicios y problemas. Este recurso se puede usar tanto
en el nivel basico como en el superior.

Cada sesion de trabajo puede durar 80 minutos en los
que se puede analizar las principales clases de funciones,
operaciones, etc., debe secuenciarse las actividades y
tareas para poder optimizar mejor el uso del recurso y
mejorar la asimilacion del concepto funcion.

Este graficador facilita la evaluacion de los contenidos
implementados, asi como otros que pudieran emerger,



los estudiantes previo adiestramiento pueden utilizar este
graficador de manera auténoma.

Este recurso con ayuda de fichas de trabajo y guias
preparadas por el docente permite la autoevaluacién de
los aprendizajes. Este recurso pone en evidencia los
conflictos semidticos de los estudiantes, los que con
ayuda del maestro estas dificultades podran resolverse
oportunamente.

Este recurso se puede complementar con un procesador
de texto (para comunicar y presentar reportes escritos,
presentador de diapositivas en los que se visualiza las
graficas asociadas, asi como software de comunicacion
(Messenger, youtube) para comunicar resultados y
compartir informacion.
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Analisis del conocimiento
geomeétrico en estudiantes para
profesor de matematicas.
Capacidades y destrezas que lo
evidencian

Emma Carrefio Pefia
Universidad de Piura

Resumen

El presente documento describe parte de la investigacion
realizada sobre el conocimiento geométrico en estudiantes
para profesor de matematicas. En este estudio se analiz6 el
conocimiento que posefan 12 alumnos® solo ve los temas de
angulos y poligonos? para caracterizarlo en funcién de las
capacidades y habilidades que evidenciaban, tomando como
referente el modelo Van Hiele.

Palabras Clave: Conocimiento del contenido, formacién de
conceptos, modelo de Van Hiele, capacidad, habilidad,
angulo, estudiante para profesor de matematica (EPPM).

Introduccion

Lo observado en la formacion de pre-grado y en la docencia
universitaria de la asignatura de Geometria Plana vy
Trigonometria, permitio reparar en la dificultad que tienen

!Los informante pertenecian al tercer ciclo (segundo afio de
formacion universitaria®) de la especialidad de Matematica y Fisica
de la Facultad de Ciencias de la Educacion de la Universidad de
Piura (Per()}, sus edades oscilaban entre los 18 y los 20 afios. Estos
alumnos estaban iniciando su formacion de especialidad y entre las
asignaturas que cursaban estaba Geometria Plana y Trigonometria
lo cual permitio recoger los datos necesarios para el desarrollo de la
investigacion en cuestion.

2 Se incluye dentro de los poligonos los triangulos.
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los alumnos para demostrar un teorema geométrico, elaborar
e interiorizar una definicion matematica o asociar a esta una
representacion grafica coherente. Esto motivé a querer
indagar las dificultades conceptuales y graficas que tienen los
estudiantes para profesor de matematicas (EPPM) entorno a
los temas de angulos y poligonos. Dichas dificultades fueron
analizadas sin tomar en cuenta factores psicobioldgicos, ya
que lo que interesaba eran las capacidades que se ponen en
juego (o0 que se omiten) al momento de razonar entorno a
alguno de los topicos geométricos sefialados.

La relevancia del problema planteado radica en visualizar las
dificultades que se evidencian en la formacion de conceptos,
considerando tangencialmente las limitaciones de ensefianza
en el nivel secundario ya que, contrariamente a lo que se
propone con las capacidades del area de matematica en el
DCN® los contenidos matematicos, en nuestro caso
geomeétricos, solo se imparten con un matiz numérico y
graficamente esteriotipado. De ello que, estudiar la geometria
desde un enfoque deductivo-axiomatico, suponga una brecha
enorme en la actividad matematica de los estudiantes, que es
necesario contrarrestar.

El fundamento tedrico entorno al conocimiento profesional y
dentro de este, el conocimiento del contenido matematico, ha
sido tomado de los aportes de Climent (2007). En cuanto a la
formacion de conceptos, se han considerado los trabajos de
Gutiérrez y Jaime (1996), Vinner y Hershkowitz (1983),
Fischbein (1993) y Moreira (2002). Finalmente, respecto del
modelo de Van Hiele, se ha tomado los aportes de Jaime y
Gutiérrez. (1990). Corberan y otros (1994).

Metodologia

Disefio general

El estudio en referencia se sitia dentro del paradigma
interpretativo ya que se ha descrito situaciones particulares,
sin buscar generalizar las mismas ni hacer una fotografia de

% Disefio Curricular Nacional Peruano.
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lo que sabian los alumnos antes y después de desarrollar los
contenidos de geometria euclidea, asignatura en que estaba
inmersa la investigacion. De las técnicas de recogida de
informacion propuestas por Tenbrink (1997) se seleccionaron
el analisis y el test como métodos para recabar la informacion
y, como instrumentos de recogida de informacion se
emplearon los test elaborados por el profesor*(no los
estandarizados). Se elaboraron cuatro test: Evaluacion sobre
el conocimiento a cerca de angulos y triangulos; angulos;
poligonos; y clasificacién de poligonos.®

En el andlisis y descripcion del conocimiento geométrico, se
tomé6 como referencia (no directriz) el modelo de
razonamiento geométrico de Van Hiele y se establecieron
como categorias de analisis (y descripcion) las siguientes:
percepcion de la figura, descripcidn de la figura, definicion
matematica, razonamiento matematico y demostracion
matemética. Estas representan capacidades® fundamentales y
como tales, se considera que la adquisicién y desarrollo de
aquellas ella permite la asimilacién, acomodacion y
transferencia de los conocimientos en cuestion.

Para el analisis y descripcion de resultados se establecié una
serie de codigos que permitieron sistematizar la informacion
obtenida y facilitar la interpretacion de la misma. Asi se
determiné que:

- 0 representaba que el indicador estaba ausente en la
actividad del EPPM.

- 1 sefialaba que el indicador estaba presente en la
actividad del EPPM.

- * indica que la conducta (presente o no) del EPPM
tenia un matiz peculiar o anecdético.

4 TENBRINK, T. (1997). Evaluacién. Guia practica para
profesores. Madrid: Narcea.

S Por motivo de brevedad, solo se hara referencia al test N°2:
Angulos.

® Seglin Roméan, M. (2004, p.41) Capacidad es una habilidad general
que utiliza o puede utilizar el aprendiz para aprender, cuyo
componente fundamental es cognitivo.
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- 2 equivalia a que en la conducta (presente o no) del
EPPM habia un matiz extrafio (que cuesta entender o
que no es usual que ocurra).

Test N°2: Angulos

Fue elaborado tomando como referencia lo trabajado por
Matos (1994). Con este test se pretendia conocer la
concepcion (definicion formal e imagen conceptual) que
tenian los EPPM respecto de los angulos, ademas de observar
si diferenciaban entre los angulos convexos y los céncavos.
El test fue el siguiente:

1. Enls sizmentes figuras, coloque una “A™ en el vérbos de cada ingule. hishfimue
los casos que nocorsidere como dngalos |

4;/ “1'\-\'"'*.
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2. Definaque es un dagulo .

La siguiente tabla muestra la relacidn entre las categorias
(capacidades) de analisis, las destrezas’ y los indicadores que
se tuvieron en cuenta para interpretar dicho test.

" Siguiendo a Romén, M (2004, p.42), una destreza es una habilidad
especifica que utiliza o puede utilizar un aprendiz para aprender. Un
conjunto o constelacion de destrezas constituye una capacidad.

Las destrezas sefialadas en la tabla son las que él propone para las
personas entre 14 y 18 afios.
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Test N°2: Angulos
Categoria . .
goriz Destreza Indicador de la categoria
de andlisis
-Representacion | 1. Identifica b,,c,,e, como angulos
mental. . . .
1. concavos (internos) de una figura.
Percepcion | _opservacion )
de la figura | girecta e | 2- Reconoce que los angulos se forman
(PF) indirecta. por la unién de dos segmentos
rectilineos méas no curvos o la
combinacién de estos.
-Rigor y 1. Define angulo de manera prototipica:
precision. unlgn"de dos rayos con un extremo
comuan”.
-Uso  adecuado ]
2. del vocabulario 2. Define de manera completa y
Definicion " | correcta “angulo”.
matematica | rormylacion o
(DM) adecuada 3. Utiliza términos correctos y formales
Y| al definir.
correcta.
4. Sefiala restricciones para los lados
que forman el &ngulo.

Interpretacion de los resultados

En general, fue posible observar que algo mas de la mitad de
alumnos (7 de 12) reconocen que los angulos se forman por
la union de dos segmentos rectilineos mas no curvos o alguna
combinacion parecida. Por otro lado el vértice “g4” ocasiond

confusidn, tal vez porque la curva glg4 8 al aproximarse a
g4 se hace mas rectilinea entonces al unirse con el lado
9394, los EPPM asumen que es un angulo. Luego y como

caso particular, E8° sefialé todas las uniones de segmentos
rectilineos, curvos o alguna combinacidén de ambos con una

8 Ver test N°2.
® A cada estudiante se le asigné como cédigo E y un niimero el
orden alfabético de sus apellidos.
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“A” tal vez porque pensé en “vértice de la figura” y no en
“vértice del angulo”.

Respecto del item 2 ha de decirse que mas que leer un listado
de propiedades importaba observar si los EPPM enunciaban
las propiedades determinantes del objeto “angulo”. Asi se
pudo leer variedad de definiciones de angulos y cuatro EPPM
lo conciben como unién de dos rayos con un extremo comun,
esto coincide con la definicion que presentan varios libros de
texto.

Entendiendo como definicion completa y correcta aquella
que se estudia en la asignatura de Geometria Plana y
Trigonometria (MGP): “Union de dos rayos no colineales
con un extremo comdn”, puede decirse que solo tres EPPM
explicitaron ésta. Respecto al vocabulario empleado, pudo
notarse que siete EPPM utilizaron términos formales al
definir.

Ahora se comentard brevemente el estudio del caso de una
estudiante que mostr6 un comportamiento bastante coherente
en todos los test aplicados. Ocup6 el segundo lugar en mayor
cantidad de respuestas correctas y no ha vertido respuestas
con matiz extrafio. Asimismo, dio el mayor nimero de
respuestas incorrectas peculiares'® y el menor de respuestas
incorrectas extrafias, asi como de respuestas extrafias a secas.

Estudio de un caso: Modelo mental del estudiante 4
A. Conocimiento geométrico

La concepcion que tiene entorno a los angulos es la
clasica y coman, ya que considera que para formarlo
bastan dos rayos que parten de un punto. Con esto dejo
claro que los lados de un angulo son rectos. En
coherencia con su respuesta, reconocio perfectamente los
vértices de cada angulo de las siete figuras mostradas.

10 El matiz peculiar, tanto en las respuestas correctas e incorrectas,
hace que sea un caso interesante para el analisis.
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En cuanto a la clasificacion de angulos®, reconocié
todas las clases: convexos, cdncavos, rectos, obtusos y
“llanos”*?, aunque sin estructurar un esquema inclusivo.

Respecto a la medida de angulos, a pesar de que asigno
las medidas correctas a cada uno, al momento de escribir
el valor de la medida siempre lo hizo en la regién
convexa, aunque el dngulo era céncavo. Esto puede ser
una consideracién irrelevante; sin embargo, si lo
acostumbrado es escribir la medida en la regién
determinada por cada angulo en cuestion, para los
angulos concavos debid escribir su medida en la region
céncava y no en la convexa.

B. Capacidadesy habilidades matematicas
¢ Percepcion de la figura

Es correcta aunque no completa puesto que al
clasificar los angulos de manera independiente, se
observa que estableci6 redes simples entre ellos. Esto,
segun el modelo de Van Hiele, ocurre en el segundo
nivel de razonamiento o nivel de anélisis.

En cuanto a las destrezas relacionadas con esta
capacidad puede decirse que la observacion directa e
indirecta se realizO de manera detallada porque
identificd correctamente los vértices de los &ngulos de
las figuras mostradas; sin embargo, la representacion
mental y la identificacion de los elementos reales y
matematicos se notaron un poco confusa porque al
indicar el vértice de “e2” lo hizo en la regién convexa,
siendo éste un angulo céncavo.

# Descripcion de la figura

Describié las figuras utilizando un vocabulario
elaborado, correcto y especifico.

11| as propiedades, clasificacién y medida de angulos fue trabajada
en el test N°1.
12 va se ha explicado lo que acontece respecto de este “angulo”.
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+ Definicién matematica

Aunque defini6 de manera prototipica, utilizé los
términos apropiados, evit6 las redundancias e
identifico las caracteristicas necesarias de cada clase.
Segun el modelo de Van Hiele, se notaron destrezas de
rigor y precisién (no solo utilizé palabras sino también
simbolos matematicos), usé adecuadamente el
vocabulario y realizd formulaciones pertinentes y
correctas’®.
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La identificacion de las
concepciones sobre las matematicas
y su ensefianza-aprendizaje en los
estudiantes para profesores de
Matematicas

Marcos Augusto Zapata Esteves
Universidad de Piura

Resumen

El pensamiento del profesor y su actividad en la clase son un
medio para comprender la ensefianza. La interpretacion de
este pensamiento es una de las bases para disefiar propuestas
de formacion y perfeccionamiento del profesorado en los
centros de formacion inicial y permanente del profesorado. El
trabajo presentado es de una investigacion llevada a cabo con
estudiantes para profesores de la especialidad de Matematicas
y Fisica de la Facultad de Educacion de la Universidad de
Piura-Peru. El estudio se realiza con la finalidad de identificar
sus concepciones sobre las Matematicas y su ensefianza
aprendizaje. A este respecto, la investigacion puede tomarse
como linea de base para un curso de préctica profesional con
la finalidad de mejorar el desempefio en el aula de los futuros
profesores y para elaborar programas de formacion continua.

Palabras claves: concepciones, formacion inicial, ensefianza
de las matematicas, papel del profesor.

Introduccion

Las tendencias actuales en formacion del profesorado indican
que la calidad profesional de los profesores esta directamente
relacionada con los centros donde se realiza su formacion
inicial. Estos centros deben trabajar para que sus estudiantes
adquieran capacidades y competencias que sean adecuadas
para que los futuros profesores puedan desempefiarse sin
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dificultades en aula y logren los aprendizajes esperados en sus
alumnos.

Las concepciones en la formacion inicial de los profesores

Publicaciones recientes sobre la formacién inicial del
profesorado (Thompson (1992), Ponte (1992), Blanco, Mellado
y Ruiz (1995), Mellado, Blanco y Ruiz (1997), Camacho (1995),
Blanco (1998), Carrillo (1998), Flores (1998), Contreras (1999))
coinciden en sefialar la importancia del estudio de las
concepciones si queremos promover nuevas ideas que puedan
ser llevadas al aula. Es mas, consideramos que “la formacion del
profesorado es una de las piedras angulares imprescindibles de
cualquier intento de renovacion del sistema educativo a niveles
cualitativos, con decisivas y claras proyecciones sobre la calidad
de la ensefianza” (Gimeno, 1982a, 77). Asumimos, en primer
lugar, el significado que se le da al término concepciones como
un conjunto de “creencias, conceptos, significados, reglas,
imagenes mentales y preferencias, conscientes o inconscientes”
(Thompson, 1992, 132) y como “conjunto de creencias y
posicionamientos que el investigador interpreta posee el
individuo, a partir del analisis de sus opiniones y respuestas a
preguntas sobre su practica.” (Carrillo, 1998, 42).

Las concepciones son importantes para la formacién de los
profesores, ya que influyen en su comportamiento y en el
clima de la clase. Thompson (1992), en su sintesis sobre las
investigaciones de las creencias y concepciones de los
profesores concluye que es necesario explicitar las ideas de
los profesores si queremos intentar promover una
transformacién de éstas y si queremos comprender la
actuacion del profesor en el aula.

En el trabajo que realizamos hemos acotado las variables
sobre las cuales podriamos haber investigado y que tienen
relacion con la ensefianza aprendizaje de las Matematicas y
con el proceso de formacion de los profesores. A este
respecto, desde el inicio de la investigacion teniamos dos
referencias para determinar sobre qué aspectos queriamos
trabajar: el curriculo de matematicas en la ensefianza
secundaria en PerU (Zapata, 2006) y el cuadro descriptivo de
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las tendencia didacticas (Carrillo, 1998, Contreras, 1999 y
Climent, 2002). Contreras y Carrillo (1995) realizan una
propuesta de un modelo mental categorizando el estilo de
ensefianza de los profesores. Se establece una relacién entre:
las concepciones que posee un profesor y su tendencia
didéctica de ensefianza de las matematicas.

Otros de los aspectos que hemos considerado en esta
investigacién son: la metodologia de ensefianza, Las teorias
de aprendizaje, El papel del alumno para el aprendizaje de las
matematicas. El papel del profesor en la ensefianza de las
matematicas y la evaluacion en el proceso de ensefianza
aprendizaje de las matematicas.

Metodologia de investigacion

Hemos optado por una metodologia de tipo cualitativa que
nos permite estudiar y analizar las concepciones de los
estudiantes para profesores interpretando sus respuestas. La
investigacion que realizamos también podemos clasificarla
como ldeogréfica porque estudia a cada uno de los
estudiantes para profesores no pretendiendo llegar a leyes
particulares. El disefio general de la metodologia fue el
siguiente: seleccién de las categorias y de las subcategorias
para los dos cuestionarios; seleccion de la poblacion;
elaboracion, validacion y aplicacion de los cuestionarios;
analisis de los cuestionarios; elaboracion de entrevista
semiestructurada; aplicacion de entrevista; discusién de los
resultados de los dos cuestionarios y entrevista; muestra de
resultados y conclusiones. En este documento solo queremos
mostrar el trabajo desarrollado con el segundo cuestionario,
de caréacter cualitativo, describiendo su elaboracion vy
aplicacion.

Sistemas de categorias para la clasificacion de las concepciones

Zapata (2007), justifica la eleccion de cada una de las
categorias y la construcciébn de las subcategorias
correspondientes a cada una de ellas. En el Cuadro N° 1
presentamos las categorias con sus respectivas subcategorias.
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CATEGORIA: Metodologia de
trabajo del profesor.

Subcategorias: Programacion, Praxis,

Recursos y materiales.

CATEGORIA:
Sentido de la asignatura.
Subcategorias: Finalidad,
Naturaleza.

CATEGORIA: Aprendizaje.
Subcategorias: Obtencion del
aprendizaje, Organizacion del
aprendizaje Manifestacion del
aprendizaje, Actitudes hacia las
matematicas.

CATEGORIA:

Papel del alumno.
Subcategorias: Participacion en la
programacion, Actividad del
alumno en la sesion de aprendizaje.

CATEGORIA:

Papel del profesor.
Subcategorias: Concepcion de la
ensefianza, Coordinacion en el area,
Actividad del profesor en el aula.

CATEGORIA:

La evaluacion.
Subcategorias: Concepcion de
evaluacioén, Criterios de
evaluacion, Programacion de la
evaluacién, Instrumentos de

evaluacion.

Cuadro N° 1 Categorias y subcategorias del segundo
Cuestionario aplicado en la investigacion

Tratamiento inicial de la informacion recogida en el
segundo instrumento

Después de recoger la informacion en el cuestionario,
instrumento de andlisis de las tendencias didacticas, hemos
procedido a la obtencién de los datos y al tratamiento de la
informacion de la siguiente manera: hemos buscado la
convergencia de las distintas respuestas para organizarlas
dentro de cada categoria y jerarquizarlas ubicandolas en cada
subcategoria. El elemento basico para el comienzo del estudio
son las unidades de analisis. A continuacion se enumeran las
unidades de andlisis de cada alumno. A partir de esas unidades
de andlisis se han elaborado las ideas ndcleo. A continuacidn,
se establece una codificacion para favorecer el proceso de
andlisis. Describimos los cédigos para poder identificar las
ideas ndcleo de cada estudiante. Luego, pasamos a codificar
las ideas nlcleo de cada uno de los estudiantes. Luego se
realiza el estudio y analisis del conjunto de las ideas nlcleo.
Estas ideas nos daran informacion sobre las concepciones de
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cada uno de los estudiantes. Como producto se obtienen las
concepciones de cada uno de los estudiantes. Estas
concepciones estan organizadas de acuerdo a las categorias y
subcategorias. Luego se realiza el estudio y analisis de las
concepciones de cada estudiante, reforzadas con las
manifestaciones que realizan los estudiantes mediante la
entrevista y los resultados obtenidos en el primer cuestionario.
Hemos obtenido como producto informacion sobre las
concepciones del conjunto de estudiantes.

Resultados obtenidos

A continuacién presentamos algunas de las concepciones que
tienen los estudiantes sobre las matematicas y su ensefianza
aprendizaje.

Para los estudiantes la programacion debe ser elaborada por el
conjunto de profesores del area que son los que determinan el
orden y la dosificacion de los contenidos. Afirman que la
programacion es una declaracion previa de lo que se piensa hacer
y evita la improvisacién de la tarea docente. Asi por ejemplo, VM
afirma que “la programacion es prescrita en cuanto prevee cémo
se realizaran las actividades de aprendizaje”; RB dice que la
programacion “prevee lo que quiero realizar, me ayuda a
dirigirme y para; para CF la organizacion de la programacion es
inicial y es lo que se espera alcanzar. También enumeran los
componentes que la conforman pero observamos no existe un
conocimiento claro sobre sus caracteristicas principales como
son:  coherencia, contextualizacidn, utilidad, realismo,
colaboracion, flexibilidad y diversidad. La finalidad de las
matematicas debe ser formativa y debe desarrollar capacidades
que permitan a los alumnos ser autdnomos en su aprendizaje.
Existen discrepancias entre las concepciones de los estudiantes
sobre la obtencion del aprendizaje. De acuerdo a sus
concepciones los hemos podido clasificar en tres grupos. El
primer grupo que afirma que el mejor aprendizaje se obtiene
cuando el profesor explica correctamente de manera clara y
ordenada. El segundo grupo que afirma que el aprendizaje se fija
mejor por las experiencias que vive el alumno, éste debe ir
descubriendo de manera activa los contenidos que debe
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aprender. El tercer grupo de estudiantes afirman que los
alumnos deben aprender por medio de la explicacion del
profesor y luego complementar lo que el profesor ha ensefiado
pero descubriendo los nuevos contenidos.

Conclusiones

Los fundamentos epistemoldgicos de las matematicas deben
ser considerados en el programa de formacion de docentes de
Matematicas, ya que estos profesionales no tienen una cultura
matematica que los ayude a comprender cémo se han
originado los contenidos y las estructuras de esta materia. La
discrepancia que tienen los estudiantes sobre el uso de los
métodos para la ensefianza de las matematicas, permite
afirmar que dentro de los cursos de didactica de esta
asignatura debemos planificar estrategias que incorporen el
uso de los métodos deductivos, inductivos y empiricos o
heuristicos, para que los estudiantes puedan contar con estos
tipos de herramientas y lograr aprendizajes en los alumnos.

Con la manifestacion de las concepciones también hemos
podido conocer gue estos estudiantes tienen un conocimiento
claro de la programacién y la metodologia que se debe aplicar
en la ensefianza de las mateméticas. Sin embargo, no
describen las técnicas y estrategias especificas que se aplican
en esta ciencia. Estas herramientas deben ser proporcionadas
en los cursos de didacticas de las matematicas y en las
préacticas profesionales. De acuerdo a las respuestas de los
estudiantes podemos afirmar que ellos conocen sobre la
finalidad, manejo y el buen uso, de los materiales didacticos
ya que manifiestan que deben utilizarse para conseguir en los
alumnos el cambio de un pensamiento concreto a un
pensamiento abstracto.

Hemos podido identificar que existen discrepancias en sus
opiniones sobre la obtencion del aprendizaje. Esta concepcion
puede definir el estilo de ensefianza de los estudiantes para
profesores, los que afirman que el aprendizaje se debe obtener
por recepcién posiblemente utilicen técnicas expositivas para
la ensefianza, para los que piensan que el aprendizaje se debe
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obtener por descubrimiento utilizaran técnicas y recursos
donde los alumnos tengan como actividad principal la
exploracién de los materiales para elaborar sus definiciones y
llegar a construir el conocimiento y, para los que manifiestan
que el aprendizaje se debe obtener por recepcion vy
descubrimiento respectivamente utilizaran estos dos tipos de
recursos. El aprendizaje para estos estudiantes, se manifiesta
cuando los alumnos explican lo que han aprendido con sus
propias palabras y cuando aplican estos conocimientos a
contextos diferentes; es decir, cuando pueden realizar una
transferencia del nuevo conocimiento. Este seria un aspecto a
observar por el formador de profesores cuando el estudiante
realice sus conducciones. Pues es un indicador que nos
informara si los alumnos han asimilado el nuevo contenido.

Analizando de forma general las tendencias de los estudiantes
podemos afirmar que se orientan hacia una tendencia
tecnoldgica que es la que mas aparece en las distintas
categorias, aunque con rasgos espontaneistas e investigativa y
las menos veces tradicionales. Esta investigacion, representa
una linea de base que servira para una nueva investigacion que
realizaremos mas adelante. Analizaremos si estos resultados se
mantienen cuando los estudiantes actan como profesores, es
decir si los resultados se reflejan en la préctica del aula.
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Matematicas realistas con
alumnos del primer ciclo de la
Universidad San Ignacio de
Loyola

Juan Carlos Sandoval Pefia
Universidad San Ignacio de Loyola

Resumen

El aprendizaje de la matematica se hara significativo en la
medida que los alumnos vean su aplicacion a situaciones
cotidianas, por ello esta investigacion pretende que el
estudiante aprenda matematica a través de la
contextualizacion de situaciones de la vida diaria. Esto
implicaria una estrategia metodologia que considere las
siguientes etapas:

1. Exploracién, manipulacién vy conjeturacion de
situaciones

2. La formalizacién, es decir estudiar los conceptos y
nociones matematicas en problemas que involucren
contenidos intra y extra matematicos.

Este enfoque se sustenta en una concepcidn que considera a
las matematicas como una generalizacién de la experiencia y
se puede aprender recurriendo a nuestra experiencia y saberes
previos.

Palabras clave: Matematica Realista, contextualizacion,
procesos matematicos.
El problema de investigacién

Es de conocimiento general que un elevado ndmero de
estudiantes, al pasar de la secundaria a la universidad, fracasa
en el primer curso de estudios de Matematica con el que se
enfrenta. Los alumnos terminan su secundaria con pocos
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saberes y capacidades fundamentales, a esto le agregamos los
Ultimos reportes nacionales e internacionales sobre
rendimiento en Matematica, que arrojan estadisticas nada
alentadoras.

Ante la situacion presentada se propone la siguiente
investigacidn “propiciar en el aula una educacién matematica
realista a través de presentacién de situaciones y fenémenos
contextualizados, a si como de contenidos intra y extra
matematicos en alumnos del primer ciclo de la USIL”.

En efecto, el trabajo de contextualizacion implica:

- La capacidad para resolver problemas reales con una
actitud critica y reflexiva.

- Una comprension més amplia de la aplicabilidad de los
conceptos.

- El desarrollo de la creatividad para integrar los conceptos y
realizar conexiones.

- La capacidad para apreciar el poder de la matematica.

La ensefianza tradicional y el rechazo al area de matematica
generan en los alumnos desalientos y desmotivaciones pues
no evidencian la aplicacion de la matematica en la vida
diaria. “En la ensefianza de las mateméticas es necesario
sustituir el formalismo por el pensamiento intuitivo y las
matematicas han de estar en contacto con situaciones de la
realidad” (Uno, revista de Didactica de las matematicas
nimero 31, pag. 7).

Se propone desarrollar un proceso de instruccion donde se
han ensefiado objetos matematicos necesarios para la
resolucién de problemas. El objetivo serd consolidar los
conocimientos matematicos adquiridos, y por otra parte, que
los alumnos vean las aplicaciones de las matematicas al
mundo real. (Font, 2006; Ramos y Font, 2006).

Es importante sefialar que los problemas de contextualizacion
permitirdn integrar diversos topicos del curso por lo que los
alumnos podran integrar conceptos y apreciar la matematica
desde otra perspectiva.
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Marco teérico

Los problemas denominados contextualizados se proponen a
los alumnos como una descripcién escrita de una situacion
real. (Font, V. Il coloquio Internacional de Ensefianza de las
matematicas, PUCP).

También podemos sefialar la contextualizacion como la
presentacion de problemas con un texto asociado a los
intereses de los alumnos. Sera de interés para alumnos porque
reflejan realidades de su entorno, estdn de acuerdo con sus
gustos, ideas, sentimientos o responde a realidades de su
comunidad con lo cual, se supone que estan plenamente
identificados. (Palacios, J. Didactica de la matematica, Fondo
Editorial de San Marcos, 2003).

Se pone en practica las actividades tanto de alumnos como la
del docente y sus posibles combinaciones (docente- alumno,
alumno- alumno, docente — grupo, docente- colectivo). Este
procedimiento incide en la metacognicion de los alumnos,
que consiste en el proceso “pensar sobre el pensamiento”,
mas preciso tiene que ver con el conocimiento sobre la
cognicion. (Schraw y Rayne, 1994).

Los problemas sobre contextualizacion a través de la
matematica realista no pretende ser una teoria general del
aprendizaje, sino una teoria global (o0 una “filosofia” segln
Freudenthal) que se concretiza en teorias locales de
ensefianza de topicos de la matemética y que se basa en las
siguientes ideas centrales:

e Pensar la matematica como una actividad humana (a la que
Freudenthal denomina matematizacién) y que, siendo asi,
debe existir una matematica para todos.

e Aceptar que el desarrollo de la comprension matematica
pasa por distintos niveles donde los contextos y los
modelos poseen un papel relevante y que ese desarrollo se
lleva a cabo por el proceso didactico denominado
reinvencion guiada, en un ambiente de heterogeneidad
cognitiva.
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Desde el punto de vista curricular, la reinvencion guiada de la
matematica en tanto, actividad de matematizacion, requiere de la
fenomenologia didactica como metodologia de investigacion,
esto es, la bisqueda de contextos y situaciones que generen la
necesidad de ser organizados matematicamente, siendo las dos
fuentes principales de esta busqueda la historia de la matematica
y las invenciones y producciones matematicas espontaneas de
los estudiantes.

Metodologia empleada

En esta primera parte de la investigacion se eligieron en
forma aleatoria 20 alumnos del curso matematico del primer
ciclo de la USIL. Los alumnos resolvieron de 1 a 2 problemas
sobre contextualizacion en sus practicas programadas por la
universidad, estas son corregidas por un jefe de practica, el
investigador recoge el desarrollo de dichos problemas y
elabora un portafolio registrando el progreso de cada alumno,
con el portafolio se desarrollan entrevistas para mejorar el
tratamiento de las preguntas matematicas.

Los contenidos matematicos han cambiado en las Ultimas
décadas y también la manera de hacer matematicas. La
matematica ha adoptado ciertas metodologias de trabajo de
las ciencias. Las actividades como observar, explorar, utilizar
discernimientos intuitivos, hacer predicciones, probar
hipétesis, conducir ensayos, controlar variables, simular
situaciones reales son cada vez mas frecuentes. El profesor
debe incluir en sus clases métodos de trabajo de exploracion
y descubrimiento, la matematica se ha de presentar como una
ciencia viva y en pleno desarrollo y no como una serie de
recetas y conocimientos acabados.

Proponemos una asignatura en la que los futuros profesores
vean contenidos en accion para llevar al aula. Queremos
integrar el contenido matematico con los métodos de forma
que el futuro profesor se vea profesionalmente activo.

El trabajo se desarrollard en pequefios grupos y de forma
individual. El trabajo se dard a conocer al resto de los
compafieros ya sea mediante fotocopias o con exposicion
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para toda la clase. Los trabajos tomaran siempre como
referente basico la comprension de cada uno de los temas
estudiados.

Evaluacion

Para la calificacion final se tendré en cuenta:

- Asistencia y participacion en clase.

- Elaboracidn y exposicion de al menos un trabajo personal.

- Promedio de las calificaciones de los temas relativos a la
contextualizacion

Para los alumnos que no hayan cumplido alguno de los

puntos anteriores se realizara un examen final.

Desarrollo de algunos ejemplos y anélisis de resultados

Cada prueba que se toma oficialmente en la universidad
contiene de uno a dos preguntas relacionadas con la
contextualizacién, a continuacion se presentan algunas de
ellas:

PREGUNTA N°1  CICLO VERANO 2008

1. Una empresa obtiene utilidades que varian entre 50 000 y
100 000 dolares. Sus costos fijos son de 20 000 délares, el
costo unitario de $5 y el precio de venta de 10 dodlares.
Hallar entre que valores debe estar comprendido el nimero
de articulos que se produce.

PREGUNTA N°2  CICLO VERANO 2008

2. El duefio de una discoteca lo ofrece en alquiler y para ello
da a elegir dos opciones para que le paguen: o le pagan una
sola cuota de $1500 o le pagan $420 mas el 12% de los
ingresos recaudados por la venta de entradas. Si el precio de
la entrada es de $9, ;cuéntas personas deberéan asistir para
que la segunda opcidn le resulte mas conveniente al duefio
de la discoteca?
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PREGUNTA N°3  CICLO VERANO 2008

3. Un editor puede vender 12 000 ejemplares de un libro al
precio de $25 cada uno. Por cada délar de incremento en el
precio, las ventas bajan en 400 ejemplares. ;,Qué precio
maximo debera fijarse a cada ejemplar con objeto de
lograr ingresos por lo menos de $300 000?

PREGUNTA N°4  CICLO VERANO 2008

4.  Una compafiia elabora dos productos A y B, en dos
maquinas | y Il. Se ha determinado que la compafia
lograr& una ganancia de $3 por cada unidad del producto A
y $3 por cada unidad del producto B. Para producir una
unidad del producto A se necesitan 6 minutos en la
maquina | y 5 minutos en la maquina Il y para producir
una unidad de B, se necesitan 9 minutos en la maquina | y
4 minutos en la maquina Il. Se cuenta con 5 horas de
tiempo para utilizar la maquina | y 3 horas de tiempo para
utilizar la maquina I, en cada turno.

a) ¢Cuales son las variables que es necesario analizar
para maximizar la ganancia de la compafiia?

b) ¢Cudl es la funciébn que nos permite obtener la
maxima ganancia?

¢) ¢Cudles son las restricciones del problema?

d) ¢Cudl es el grafico que representa el conjunto
solucién?

e) ¢Cuantos productos de cada tipo se deben de producir
para maximizar la ganancia?

La capacidad de resolver situaciones contextualizadas puede
tener para cada individué un determinado desarrollo por lo
que hablaremos de niveles de desarrollo que se determinaran
por la identificacién que el estudiante hara de las
caracteristicas relevantes de la situacion , el establecimiento
de relaciones identificando un modelo matematico y el uso
que hace del modelo para conseguir el objetivo pretendido. El
esquema de andlisis considera, para la capacidad de
contextualizar, cuatro niveles de desarrollo. Las
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caracteristicas en general de estos niveles se recogen en la
siguiente tabla:

NIVELES DE DESARROLLO DE LA CAPACIDAD DE
CONTEXTUALIZAR

NIVEL 0 | Nada. No hay intento de solucién

NIVEL 1 | Identifica algunos aspectos

Identifica aspectos relevantes y establece

NIVEL 21 elaciones del texto

Construye un camino eficaz y utiliza este camino

NIVEL 3 para la toma de decision adecuada

Los resultados son alentadores, los alumnos van adquiriendo
responsabilidad en la resoluciéon de problemas sobre
contextualizacion de un 10% inicial aun 30 a 40% final.
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Un estudio sobre las
concepciones del concepto de
funcion desde la perspectiva de la
teoria APOE

Cerapio Quintanilla Condor
Universidad de Huancavelica

Resumen

En la década de los 90, se inicia en los Estados Unidos un
fenémeno ligado a la ensefianza y aprendizaje del concepto de
funcion, ampliamente investigado y reportado por investigadores
como: Dubinsky, Harel (1992); Yerushalmy y Schwars (1993);
David Tall, Mercedes McGowen y Phil DeMarois (1996);
Daniel Breidenbach, et al., (1992) quienes ilustraron en el campo
matematico para llevar adelante investigaciones en el proceso
educativo desde la dptica epistemolégica de una funcién. Al
respecto, Daniel Breidenbach, et al (1992, 247) manifiesta, pese
a que los estudiantes universitarios llevan varios cursos de
matematicas, aun no tienen una comprensién adecuada del
concepto de funcion.

El trabajo de investigacion consiste en el estudio de la
concepcion de las funciones en los estudiantes del nivel
universitario de la especialidad de Matemética y Fisica bajo
la perspectiva de la Teoria APOE. Los estudiantes que
participan en el trabajo de investigacién cursan el VIII y X
ciclo, equivalente al 4to y 5to afio de Facultad, en la Facultad
de Educacién de la Universidad Nacional de Huancavelica.
La principal problemética que atiende este proyecto consiste
en la ausencia de significados del concepto de funcién, en las
clases de matematica béasica y analisis matematico. En la
actualidad, la ensefianza y el aprendizaje de concepto de
funcién se centra en los aspectos formales y algebraicos,
dejando de lado aspectos epistemol6gicos desde una vision
mas amplia.
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Consideramos relevante el tema de funciones porque es el eje
central en los procesos de aprendizaje de las matematicas
(analisis matematico o célculo), por lo que se requiere crear
situaciones que equilibren los diferentes acercamientos
tedricos y metodoldgicos.

Indicaciones globales acerca de la estructura teérica del
reporte

La investigacion es cualitativa y permite realizar un estudio
sobre las concepciones del concepto de funcién desde la
perspectiva de la teoria APOE, en los estudiantes de la
Universidad Nacional de Huancavelica. La teoria APOE
desarrollada por el Dr. Ed Dubinsky y RUMEC permite ver
las construcciones mentales (accion proceso, objeto vy
esquema) llamados abstracciones reflexivas (desde un punto
de vista cognitivo). Por otra parte, dentro de la teoria APOE
Asiala, et al (2004, 5) considera un aspecto importante la
descomposicion genética “una descomposicion genética de
un concepto es un conjunto estructurado de constructos
mentales, el cual podria describirse como el concepto que
puede desarrollarse en la mente de un individuo”, para el
desarrollo de la investigacion se ha desarrollado la
descomposicion genética del concepto de funcién.
Finalmente, se ha presentado situaciones a priori (examen de
entrada) para verificar en qué condiciones se encuentran los
estudiantes, para luego pasar al ciclo ACE expuesto en la
metodologia.

Metodologia empleada

De acuerdo al tipo de investigacion emprendida, la
investigacion es cualitativa pues pretende investigar la
comprension por parte de los estudiantes sobre la nocién de
funcidén. Su desarrollo comprende tres etapas: la primera es
realizar una presentaciéon a priori, un conjunto de 33
situaciones a 20 estudiantes; la segunda (en ejecucion), una
actividad desarrollada de conceptualizacion denominado
ACE (actividad, discusién en clases y ejercicios) por
Dubinsky; y tercero, serd una presentacion de resignificacion.
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Para el proceso del trabajo de investigacion se ha tomado el
lenguaje de programacion ISETLW (Interactive Set
Language window), programa que permite desarrollar la
conceptualizacion del concepto de funcién. El tratamiento
educacional se basa en la teoria constructivista del
aprendizaje desarrollado con trabajos en el laboratorio de
computacion orientado al desarrollo de la concepcion de
funcion por parte de los estudiantes. Se realizara varias
observaciones a los estudiantes, antes, durante y después del
desarrollo del tratamiento educacional para verificar la
aparente comprension del concepto de funcién.

Implementacion Didactica

Dubinsky (1996) afirma que el método pedagdgico que
sustenta sus investigaciones, con el fin de alcanzar sus
objetivos, estd conformado por tres grandes principios: el
primer componente es el analisis tedrico desde la perspectiva
de la teoria APOE; el segundo componente describe el
tratamiento instruccional incluyendo el ciclo de ensefianza
ACE (actividades con ordenador, discusiones en clases y
ejercicios de afianzamiento), aprendizaje cooperativo y el uso
del lenguaje de programacion ISETLW y finalmente la
recoleccion de datos.

El disefio del ciclo ACE hard que los estudiantes logren
reflexionar sobre su trabajo y sobre los conceptos de funcion.
Las sesiones de trabajo se realizardn por semanas y se
alternard con el trabajo de laboratorio de computo con el
trabajo en el aula, asi como el trabajo fuera de clase; la
naturaleza del trabajo seré de pequefios grupos, de dos y tres
estudiantes. El ciclo de ensefianza se realiza a través de tres
componentes:

i. Actividades. Este componente el estudiante podra
desarrollar sus actividades en equipo (grupos de dos),
el equipo tendra que discutir sobre las actividades
propuestas y cuando el caso lo requiera utilizando el
lenguaje de programacion ISETLW sobre el concepto
de funcién. Las actividades estdn disefiadas con la
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finalidad de inducir a los estudiantes a efectuar las
construcciones mentales especificas de acciones,
proceso, objeto y el nivel de esquema.

Discusiones en Clases. En esta etapa los estudiantes
trabajaran la parte tedrica en grupos de tres, bajo el
principio de cooperacién y la direccion del profesor
que, en algin momento, debera de puntualizar cuando
sea necesario, ademas de resumir los emasresumir los
temas puntuales con el fin de llegar al consenso de
conclusiones sobre el concepto de funcion.

Ejercicios Complementarios. El estudiante podra
desarrollar de manera individual o grupal los ejercicios
complementarios dejados como tarea, tanto los
aspectos tedricos como los de taller en el laboratorio
de cdmputo. EIl proposito de los ejercicios es reforzar
las ideas que tienen construido y aprendido en
matematica por los estudiantes acerca de situaciones.

Desarrollo de algunos ejemplos y analisis de resultados
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Se tiene el andlisis respectivo de Yiersey sobre la
situacion 1

2
Soi: f(x)=X—4 y g(x)=x+2

X—2
quien considera que f(x) y g(x) son iguales, cuando
realmente no son iguales. Desde la teoria APOE significa
que el estudiante tiene una construccion mental de
prefuncién. Es decir, que el estudiante no tiene casi nada
de conocimiento acerca del concepto de funcién, por lo
que no identifica la discontinuidad de la funcién.
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Figura 1.

ii. El estudiante William en la situacion 2

Soz: y

afirma que no es una funcion, porque indica que un valor
X que pertenece al dominio tiene dos imagenes y y ;.
En este caso el estudiante, para la situacion, tiene una
construccion mental accion porque conoce la definicion
de funcion de variable real; sin embargo el estudiante no
va mas alla de dicha definicion.
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Figura 2
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iii. El estudiante Fredy en la situacién 10
1, si xX*-2x+1>0.
St f(x)=4 0, si x*-2x+1=0
-1, si x*-2x+1<0

considera que no es una funcion, aduciendo que en el
dominio la funcion tiene agujeros, es decir que la
interseccion de los intervalos es vacio. En este caso el
estudiante tiene una prefuncién con respecto al contexto
real del dominio.

Figura 3.

iv. En la situacion 12, Si: “REMDTIJKFMAWO” el
estudiante Miguel tiene una idea de funcion de variable
real y relaciona ésta que para que sea una funcién
necesariamente tiene que estar en un plano o estar en el
espacio.

124 - ) e en e ﬁ'ﬂ{ta\\ ’Puq SH see f :.:un C/(.éf f-t‘-'”

Loan ief Plevie o | of eviocoe-
Figura 4
Para la situacién 12, el estudiante Edison también trata

de relacionar con el orden alfabético del abecedario, sin
embargo no tiene no nocién de accion, porque

316



inicialmente deberia de haber evaluado por lo menos el
orden de las letras.
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Figura 5

v. El estudiante Edison a la situacion 16
Sie: {2">n*+3n: nen[1,23,...,20] }

trata de evaluar en algunos valores de n, en esta situacion
ha intentado y no logré relacionar dicho resultado para
expresar cual es el dominio y cual es el rango. El
estudiante se encuentra en la construccion mental de
accion.

dobo @) 1 Mo |

s

——
| |

‘ '[ ! :._ 1 _i..;,,i [ ,, !
3 yf.t Wobple poval b F® LD L LD
bR B B

Figura 6

317



Referencias

Gerd Unterstenhgefer. (2001). Revista Calidad y Excelencia.
Lima, Perd. pp. 16.

Orellana Manrique, Oswaldo. Revista Pedagdgico Cultural
Palabra de Maestro, Lima 2002; 11(34): 17.

Orellana Manrique, Oswaldo. (2002). Revista Pedag6gico
Cultural Palabra de Maestro, Lima. 11(34): 22.

Valdez Coiro, Eréndira. (2000). Rendimiento escolar vy
actitudes hacia las matematicas. Mexico: Grupo Editorial
Iberoamérica, S.A.

André Antibi. (2005). La constante macabra o Cémo se
desalienta a generaciones de alumnos. Per(: Fondo Editorial
PUCP Lima.

Asiala, M., Brown, A., Devries, D., Dubinsky, E., Mathews,
D., & Thomas, K. (2000). A framework for research and
curriculum development in undergraduate mathematics
education. CBMS Issues in Mathematics Education:
Research in Collegiate Mathematics Education. 11, 1-32.

Daniel Breindenbach, E. Dubinsky, Julie Hawks y Devilyna
Nichols. (1992). “Development of the conception of
function” Educational Studies in Mathematics. 23.. pp. 249.

Asiala, M., Brown, A., Devries, D., Dubinsky, E., Mathews,
D., & Thomas, K. (2004). A framework for research and
curriculum development in undergraduate mathematics
education. CBMS Issues in Mathematics Education:
Research in Collegiate Mathematics Education. pp.5.

Youschkevitech, AP. (1976). The concept or function up to
the midle of the 19th century (traducion: Dra Rosa Maria
Farfan). Srie: Antologias 1 Mexico: Cinvestav IPN
(Programa  Editorial, Area de Educacién Superior,
Departamento de Matematica Educativa). pp. 99 — 145.

Carl B. Boyer. (1986). Historia de la Matematica. Alianza
editorial S.A. Madrid Espafia.

318



Daniel Breindenbach, E. Dubinsky, Julie Hawks y Devilyna
Nichols. (1992). “Development of the conception of
function” Educational Studies in Mathematics. 23. pp. 247 —
285.

Acylina Coelho Costa. (2004). Conhecimentos de Estudantes
Universitarios sobre el Concepto de Fungdo Matematica.
Tesis de Maestria publicado. PUC/SP . Sao Paolo. Brasil.

Ignacio Dominguez Garcia. (2003).La resignificacion de lo
asintdtico en una aproximacion socioepistemoldgica. Tesis de
Maestria. México.

William E. Fenton, Ed Dubinsky. (19996). Introduction to
Discrete Mathematics with ISETL. USA: Springer — Verlag
New York.

319



320



Funciones reales: una manera de
explorar la conversion entre
registros, trabajando en la
modalidad de aprendizaje
colaborativo

José Chiroque Baldera
Universidad Nacional Pedro Ruiz Gallo

Resumen

Los estudiantes que ingresan a la universidad y que siguen las
carreras de humanidades siempre reciben, como parte de su
formacion, curso o cursos de Matematicas.

La forma como los programas de estudio y los libros de texto,
abordan los temas de matematicas es, en general, el “método
tradicional”. Con este método se exponen en primer lugar las
definiciones y propiedades generales para luego ir a la resolucion
de problemas como aplicaciones de los distintos conceptos
mediante un procedimiento algoritmico y posteriormente se
contintia cada vez con ejercicios mas complejos.

Pensamos que la ensefianza de las matematicas con el “método
tradicional” presenta un problema en la preparacion de mejores
estudiantes universitarios y que la aplicacién de éstas, a las
distintas ramas de la ciencia, no se hace de manera creativa, es
decir no se promueve una ensefianza de la matematica acorde
con el campo en el cual el estudiante busca desempefiarse.

Las tareas individualizadas de resoluciéon de problemas
aplicando algoritmos no despiertan el interés del estudiante y
hacen que éste piense que las matematicas no les son Utiles
en el campo para el cual se prepara.

En ese sentido, en la Facultad de Estudios Generales Letras
de la PUCP se implementd un curso de mateméticas donde
una de las variantes, respecto a los cursos tradicionales, es la
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metodologia empleada pues este curso se desarrollo bajo la
modalidad del aprendizaje colaborativo, que es la
metodologia en la cual una 0o mas personas aprenden e
intentan aprender algo en forma conjunta Dillenbourg, 1999.

Es asi, que realizamos un estudio exploratorio que considera
como referencia el enfoque cognitivo basado en los registros de
representacion semidtica y su incidencia en el aprendizaje de
nociones matematicas, en particular el concepto de funcion real,
que ha sido estudiado bajo la modalidad del aprendizaje
colaborativo.

El andlisis realizado evidencia no sélo la importancia de
presentar esta nocion mediante distintas representaciones sino
el papel que juegan los distintos registros semidticos para
reconocer este objeto en diversas situaciones problemaéticas.

Objetivos de la Investigacién

e Analizar si los estudiantes identifican una funcién real a
partir de distintos registros de representacion semidtica,
después de un aprendizaje colaborativo.

e Analizar si los estudiantes identifican funciones
elementales (funcién lineal, cuadratica y exponencial:
propiedades) y algunas de sus caracteristicas, a partir de
los distintos registros de representacion semiética.

e Analizar la comprension del concepto de funcion real y
funciones elementales (funcién lineal, cuadrética y
exponencial: propiedades), a través de la articulacion
entre diversos registros de representacion semiotica.

Marco teérico

Duval, R. (1998) sobre registros de representacion semidtica,
indica que la conversion es una actividad cognitiva necesaria para
lograr una aprehension conceptual de los objetos matematicos.

Este enfoque cognitivo ha sido desarrollado por Raymond
Duval y se apoya en la nocién semiotica de registro.
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En nuestro estudio se consideraron registros grafico, analitico
(algebraico), numérico y tabular con los estudiantes del primer afio
de humanidades, respecto a nociones relativas de funciones reales
y el sentido que estas nociones cobran para ellos.

En particular, se favorecera una aprehension perceptiva de las
graficas de las funciones, aprehension operatoria y
conceptual. Del mismo modo, se privilegiara la actividad del
estudiante como medio para promover su aprendizaje; puesto
que este es un trabajo exploratorio en el que se analiza la
comprension del concepto de funcion real de un conjunto de
actividades que fueron desarrolladas colaborativamente.

Metodologia

La metodologia que se utiliza en esta investigacion es el
estudio de caso.

El trabajo se hizo con un grupo de 55 estudiantes de humanidades,
que cursan el primer afio de estudio en la Pontificia Universidad
Cat6lica del Peru, al finalizar el ciclo académico 2007 - 2.

Resultados

En general, los estudiantes mostraron una comprensién
conceptual del objeto bajo estudio ya que lograron una
articulacion esponténea y libre de contradicciones de sus
diversas representaciones.

En estas condiciones los estudiantes pueden utilizar con éxito la
funcion real y las funciones elementales (funcion lineal,
cuadratica y exponencial: propiedades) como herramienta para
resolver problemas relacionados a su  vida cotidiana y
profesional.

Asi por ejemplo, en las respuestas ofrecidas sobre graficos de
funciones reales, hemos podido determinar que los alumnos
identifican con mayor frecuencia los registros gréaficos,
debido, posiblemente, a que resultan mas intuitivos; con lo
que podemos inferir que se produce una comprension del
concepto a un nivel que podriamos llamar “intuitivo”, a pesar
que siempre logran establecer las coordinaciones correctas
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entre los diversos tipos de registros, se podria afirmar que se
ha logrado una comprensidn a nivel de abstraccion.

También se ha podido determinar que los alumnos identifican
con mayor frecuencia los registros: grafico y algebraico.

Como consecuencia de estos resultados, consideramos que
para disefiar secuencias de ensefianza con la metodologia
aprendizaje colaborativo, sobre el concepto de funcién es
importante que se tengan en cuenta los distintos medios de
representacion y expresion involucrados asi como las
conversiones entre los distintos registros de representacion.
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Un acercamiento
socioepistemologico a los problemas
de optimizacion en el pre célculo

David Esteban Espinoza
I.E. San Luis 1128

Introduccion

La optimizacion es una préactica cotidiana. En el entorno
cotidiano se presentan problemas como minimizar los gastos
para finalizar el mes sin deudas, empresas que tienen que
optimizar materias primas minimizando costos en su
produccion para obtener el maximo beneficio, problemas de
este tipo surgen en todas las areas de negocios, de ciencias
fisicas, quimicas y bioldgicas, de ingenieria, arquitectura,
economia y administracion.

Este tipo de problemas en las escuelas secundarias se trata
desde el punto de vista de la Programacion Lineal y en el
nivel superior (primeros afios de la universidad) como una
aplicacion del Calculo Diferencial (Maximos y Minimos).

Una de las dificultades de la ensefianza de la Matematica
radica en que se entiende que los objetos y procesos
matematicos como acabados, en el que ya no hay nada por
hacer, esto se agudiza si se promueve una matematica estatica
en el que las definiciones y ejemplos son sujetos a procesos
de repeticién o memorizacion.

El tratamiento de los problemas de optimizaciéon usando
Programacion Lineal en la secundaria crea obstaculos en los
alumnos por la cantidad de variables que se utilizan; el
problema persiste en el nivel superior al resolver estos
problemas por medio de las técnicas del calculo diferencial
donde el algoritmo empleado hace que el problema se vea
rutinario. En ambos casos se deja la impresién al alumno y
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también a los profesores, que su tratamiento es exclusivo a
través de la Programacion Lineal o del Calculo Diferencial.

Investigaciones recientes en Matematica Educativa dan
cuenta de marcos tedricos que, basicamente, recomiendan
tratar que estos conceptos y ejemplos matematicos desde un
enfoque centrado en las practicas sociales mas que en los
conceptos. En particular, nos referimos a la Socioepistemo-
logia como marco de referencia.

Objetivos de la investigacion

= |dentificar problemas de optimizacion entre los siglos XX
AC.yVIID.C.

= |dentificar qué préacticas sociales estaban asociadas a los
problemas de optimizacién entre los siglos XX A.C. y VII
D.C.

= Describir los fendmenos didacticos relacionados a los
problemas de optimizacion en la escuela secundaria

= Analizar de qué manera se podria aportar al discurso
matematico escolar luego de identificar las practicas
sociales asociadas a los problemas de optimizacion entre
los siglos XX A.C.y VII D.C.

Marco teérico

La construccion del conocimiento matematico en la visién
socioepistemoldgica se explica en el siguiente parrafo:

“Para explicar la construccion del conocimiento
matematico desde la visidn Socioepistemologica se
propone a las préacticas sociales como metéfora en la
explicacion de construccion del conocimiento
matematico. Ese énfasis en el aspecto social del
saber reformula las dimensiones cognitiva,
epistemolégica y didactica, pues se reconoce que el
conocimiento se construye y reconstruye en el contexto
mismo de la actividad que realiza el individuo al hacer
matematicas (Arrieta, 2003).”
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Fenomenos didéacticos relacionados a los problemas de
optimizacion

= | os problemas de optimizacion en el programa escolar.

= Los problemas de optimizacion en los textos escolares.

Metodologia

La investigacion Socioepistemolégica debe reconocer y estudiar
cientificamente los mecanismos sociales de construccion del saber
matematico. En consecuencia estudiamos la evolucién de los
problemas de optimizacion en su contexto de origen esto nos
permitird encontrar las circunstancias, los escenarios y los medios
que posibilitaron la emergencia de dicho conocimiento, analizar
las practicas sociales asociadas. Luego analizamos los fendmenos
didacticos relacionados a los problemas de optimizacion para ello
revisamos tanto el programa escolar como los textos escolares de
secundaria. Finalmente se analiza de qué manera los problemas
de optimizacion encontrados y las practicas sociales asociadas
pueden incidir en el discurso matematico escolar.

Los pasos a seguir seran los siguientes:

= Se estudiaran los problemas de optimizacion entre los
siglos XX A.C.y VI D.C.

= Se anallizara el discurso matematico escolar y los aportes
que se pueden hacer desde la socioepistemologia.
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Nocion de distribucién Estadistica
en una muestra de estudiantes
secundarios en el marco de la

estructura curricular

Wilfredo Huayanca Ramos
I.S.P. San Juan Bosco

En un mundo tan cambiante como en el que vivimos nos vemos
en la necesidad de adquirir la capacidad de lectura e interpretacion
de tablas y gréficos estadisticos que con frecuencia aparecen en los
medios informativos. Es preciso interpretar una amplia gama de
informacion sobre los temas mas variados”. Ligados muchas
veces por las telecomunicaciones, como por ejemplo la economia
y la politica

La educaciéon primaria y secundaria incluyen contenidos
estadisticos, aunque en la realidad estos contenidos no se
ensefian con la profundidad que merecen. En el mejor de los
casos, la ensefianza de la Estadistica es un pretexto para
aplicar otros temas matematicos y ejercitar la capacidad de
calculo o representacion grafica, olvidando el trabajo con
datos reales y los aspectos de razonamiento estadistico.
Dentro de las aulas, la situacion no es la adecuada ya que los
profesores proponen estos temas para ser ensefiados en los
Gltimos programas y meses del afio sin darle la importancia
debida y a veces sin llegar a ser tratada.

Aunque la Estadistica es una materia obligatoria en la mayor
parte de los estudios basicos propuestos por el Ministerio de
Educacién o de formacién profesional, es una asignatura
considerada dificil y poco interesante tanto por los docentes
como de los alumnos, quienes presentan unas actitudes
negativas que dificultan su aprendizaje. Parte de esta
situacion puede deberse a la falta de preparacion estadistica
previa de los docentes que llegan a impartir una inadecuada
ensefianza de la Estadistica en la educacion.
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Una forma que ayude a comprender este proceso a los estudiantes
es “la forma experimental” que proporciona una experiencia
estocastica y una comprension correcta de un concepto, que
lamentablemente no suele suceder a la hora de transmitirse los
conceptos. La educacién secundaria muestra como resultado a
través de ¢como los estudiantes responden a situaciones
planteadas en diversos problemas?, donde intervienen la ejecucion
de estas ideas, referente a una situacion de su vida habitual. Si bien
es cierto la intencionalidad de la curricula se busca un aprendizaje
significativo con una utilidad también significativa en los
estudiantes, Es por ello que realizamos este estudio que muestre
la forma en que se viene cumpliendo la finalidad de la curricula en
nuestro pais sobre las nociones en estadistica en los estudiantes de
secundaria.

Por otro lado, el nimero de investigaciones sobre la Didactica de
la Estadistica es muy escaso, en comparacion con las existentes
en otras ramas de las matematicas. Por ello, no se conocen aun
cuales son las principales dificultades de los alumnos en muchos
conceptos importantes. Seria también preciso experimentar y
evaluar métodos de ensefianza adaptados a la naturaleza
especifica de la estadistica, a la que no siempre se pueden
transferir los principios generales de la ensefianza de las
matematicas. Las investigaciones existentes no son muy
conocidas por los profesores, ya que falta todavia mucha labor
de difusion, especialmente de trabajos realizados fuera de
nuestro pais. Por ello presentamos este trabajo para contribuir a
otras investigaciones

Objetivos de la investigacion

= Analizar la componente de Probabilidad de la estructura
curricular basica en la Educacién secundaria.

= Revisar los libros de textos del nivel secundario

= Adaptar el instrumento ad-hoc propuesto por Bazan (1996)
para la evaluacién de la nocion de distribucidn estadistica

= Reconocer la nocién de distribucion estadistica en los
estudiantes a través de la observacién por medio de un
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instrumento ad hoc en una muestra de escolares
secundarios

= Contrastar los resultados de este estudio con los resultados
encontrados por Cohen (1974) y Bazan (1996) en los
estudiantes de secundaria.

Construccién del conocimiento matematico en la vision
constructivista

El enfoque constructivista en el aprendizaje y en el curriculo
en diversos paises y en el nuestro. Plantea que los curriculos
son o deben ser constructivistas.

Es por ello que analizaremos la componente de probabilidad
de la curricula de la educacién béasica. Este Disefio Curricular
Nacional (DCN) constituye un documento normativo y de
orientacion valido para todo el pais, que sintetiza las
intenciones educativas y resume los aprendizajes previstos.
Da unidad y atiende al mismo tiempo a la diversidad de los
alumnos.

El DCN est4 sustentado sobre la base de fundamentos que
explicitan el que, el para qué y como ensefiar y aprender.

En este sentido, el docente necesita conocer los estilos y ritmos
de aprendizaje, las experiencias y conocimientos previos del
estudiante, cuales son sus modos de pensamiento, su desarrollo
afectivo y su concepcion del mundo, entre otros aspectos, que le
permitan seleccionar las estrategias mas adecuadas para que los
estudiantes aprendan. En todas las materias que se ensefian las
instituciones debe cumplirse tales intenciones pero lo cierto es
que no se cumple en los contenidos estadisticos.

Metodologia

El alumno construye estructuras a través de la interaccion con
su medio y los procesos de aprendizaje, es decir de las formas
de organizar la informacién, las cuales facilitardn mucho el
aprendizaje futuro y los profesores deben hacer todo lo
posible para estimular el desarrollo de estas estructuras. Por
ello se aplico una experiencia probabilistica con los
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estudiantes que permitiera estructurar las nociones sobre la
probabilidad.

Se mostraran resultados de esa experiencia.

Se contrastaran los resultados con la interpretacién de la
finalidad del Curriculo.
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Propuesta didactica para las
funciones sinusoidales en el
contexto de los circuitos eléctricos

Juan Accostupa Huaman
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Resumen

En las carreras de Ingenieria, los temas de matematicas son
presentados a los alumnos con la formalidad y el contexto de
la misma matemética. La falta de vinculacion de estos temas
matematicos con el contexto de la carrera provoca en los
alumnos desinterés y falta de motivacidn. Al no percibir la
aplicacion de sus cursos de matematicas, estos se convierten
en cursos que s6lo se tienen que aprobar; de esta manera se
condicionan sus aprendizajes, pues no se logran aprendizajes
significativos, sino memoristicos; repercutiendo en su
rendimiento académico.

Dentro de la problemética descrita, la investigacion toma de
manera particular el modelo matematico representado por la
funcion f(x)=A+Bsen(C x+D) con A, B, Cy D
constantes y la problematica se sitla en los primeros ciclos
de la carrera de Ingenieria Electronica de la Pontificia
Universidad Catdlica del Perd.

Se ha podido percibir que los alumnos tienen dificultades en
la representacion gréfica de esta funcion. El problema radica
en la interpretacion de las constantes A, B, C y D cuando
estas cambian. Por lo general los alumnos tienden a
memorizar los cambios que cada una de estas constantes en

forma individual, provocan la funcién g(X) = senx. Pero

cuando estas constantes afectan a la funcion g(Xx) en forma

simultanea y se les pide la graficacion, es cuando ellos se
confunden. Es decir, no se logra un aprendizaje significativo
con los métodos tradicionales de ensefianza de la matematica.
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Los alumnos no aprenden esta funciébn de manera
significativa con los métodos tradicionales de la ensefianza de
la Matematica, por lo que se hace necesario buscar
alternativas didacticas. Es asi que la investigacion presenta
una propuesta didactica de una matematica contextualizada
con la finalidad de mejorar los aprendizajes. Esta propuesta
sigue una metodologia de contextualizaciéon, mediante 9
pasos, segun la teoria de la Matematica en el Contexto de las
Ciencias.

La matematica contextualizada ayuda al estudiante a
construir su propio conocimiento de una matematica con
significado; refuerza el desarrollo de habilidades
matematicas, mediante el proceso de resolver problemas
vinculados con los intereses de los alumnos (Camarena,
1999).

Cabe mencionar que, la funcion sinusoidal tiene una enorme
importancia dentro del contexto de la carrera de Ingenieria
Electrénica., tal como nos detalla Dorf Richard & Svoboda
James (2001, p. 493)":

"En la ingenieria eléctrica, las funciones
sinusoidales tienen gran importancia, puesto que
las sefiales de fuente de poder y de comunicacién se
transmiten generalmente en forma de sinusoides o
sinusoides modificadas".

Marco teérico

Esta propuesta didactica sigue una metodologia de
contextualizacion, seglin la teoria de la Matematica en el
contexto de las ciencias. Esta teoria fue iniciada por el doctor
JesUs Riestra Velasquez en 1982, en el Centro de Estudios
Avanzados del Instituto Politécnico Nacional (CINVESTAV-
IPN) vy desarrollado en la Escuela Superior de Ingenieria

! Dorf Richard & Svoboda James(2001)Introduccion al
analisis y disefio(3rd ed.)México, D.F.: alfaomega.
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Mecanica y Eléctrica del Instituto Politécnico Nacional
(ESIME-IPN) en Meéxico. Desde 1984 la Dra. Patricia
Camarena Gallardo coordina dicha linea de investigacion.

Metodologia

La investigacién se desarrolld integramente en el ambito de
la carrera de Ingenieria Electronica de la Pontificia
Universidad Catdlica del Perd (PUCP), la cual es de tipo
proyectivo dado que implica una propuesta de cambio. Se
sigui6 los siguientes pasos:

1. Se justificé el tratamiento del tema teniendo en cuenta el
marco tedrico definido.

2. Se determinaron los cursos de la carrera de Ingenieria
electronica para su analisis segun el siguiente criterio:

= Los cursos del area de matematicas y fisica, que hacen
uso del modelo matematico de la investigacion

= Los cursos de especialidad, del &rea de circuitos
eléctricos, que hacen uso del modelo matematico de la
investigacion.

Para ello se analiz6 informacion del plan de estudios y

programas curriculares.

3. Sedeterming las habilidades, segun el perfil del egresado
de la carrera de Ingenieria Electronica de la PUCP, a las
cuales la propuesta didéctica aportard para su desarrollo
en el estudiante.

4. Se analizé el tratamiento que se le dio al modelo en
estudio, en las asignaturas determinadas por el item 2.
Para ello, se consider6 los programas curriculares de
dichos cursos y textos recomendados por la bibliografia
respectiva.

5. Se realizd la vinculacién de las funciones sinusoidales
con el area de la ingenieria electronica mediante la
metodologia de la matematica en el contexto
(Camarena,20043):
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6. Se diseflaran de actividades de aprendizaje segin la
vinculacién mencionada en el item anterior, en el marco
de la teoria de situaciones didacticas.

7. Se implementaran las actividades propuestas y
evaluacion de los conocimientos adquiridos, para lo cual
se trabajara con un grupo de alumnos recién ingresados a
las carreras de Ingenieria de la Universidad Catolica.

8. Se determinaron los conocimientos previos que debera
tener el alumno, para lograr un aprendizaje satisfactorio
del tema.

9. Se planteardn nuevos problemas de investigacion
basados en los resultados obtenidos.

10. Se presentaran organizadamente los resultados encontrados
con su adecuado fundamento.

Desarrollo de algunos ejemplos y analisis de resultados.

Se menciona brevemente como se desarroll6 el primer paso
de la contextualizacion.

La estrategia didactica de las Matematicas en Contexto, con
sus nueve pasos, en donde el primer paso es “analisis de
textos de las demas asignaturas que cursa el estudiante™,
busca problemas de la vida cotidiana o de la futura actividad
del egresado.

Con fundamento en este paso se procedera a analizar los
principales textos de consulta recomendados en los cursos de
Circuitos Eléctricos 1 y 2 para los alumnos de la carrera de
Ingenieria Electronica segin el plan de estudios de la
universidad donde se inicia esta investigacion.

Para el analisis de textos se tomard cuenta las siguientes
preguntas orientadoras:

v' ¢En que capitulos se encuentran las funciones
sinusoidales dentro del texto analizado?

v' ¢Qué hace el autor con las funciones sinusoidales de
laforma f(t)=A+ BSin(Ct + D)?
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v/ ¢Como relaciona las gréaficas de las funciones
sinusoidales con el contexto de los circuitos
eléctricos?

Ademas, de presentara conclusiones o interpretaciones al
texto como parte del analisis a modo de observaciones y se
respondera a la pregunta:

V' Qué es lo que debe saber el alumno para
comprender lo que el autor le propone?

Luego de analisis previo se concluyé que los libros de la
especialidad ha analizar son:

= Circuitos Eléctricos de James W. Nilsson

= Circuitos de corriente alterna de Ketchner, Russel &
Corcoran, George

= Analisis introductorio de circuitos de james W.
Boylestad y James Svoboda

Y se procedié a su analisis. Mas detalles en la tesis de
investigacién

Referencias

Camarena, G. P.(2000)reporte de investigacion titulado: Los
modelos mateméticos como etapa de la matematica en el
contexto de la Ingenieria. ESIME-IPN, México D.F.

Camarena G. P.(2001). Las funciones generalizadas en
Ingenieria. Costruccion de una alternativa didactica. Premio
ANUIS 2000. Biblioteca de la educacion superior, serie
investigaciones.

Camarena G. P.(2001a). Las funciones generalizadas en
Ingenieria. Costruccion de una alternativa didactica
(fraccidn del articulo correspondiente a la tesis). "Premio a la
Mejor Tesis de Doctorado en Contribucién a la Educacion
Superior”, Coleccion: Biblioteca de la Educacién Superior,
Serie: Investigaciones, Editorial ANUIS, México.

Camarena G. & Muro A.(2002). Revista Cientifica, The
Mexican Journal of Electromechanical Engineering: La serie

343



de Fourier en el contexto de proceso de la transferencia de
masa, Vol. 6, Num 4, pp. 159-164. México.

Camarena, G. P.(2003). Memorias de la XI Conferencia
Interamericana de Educacion Matematica:La matematica en
el contexto de las ciencia :fase didactica. Blumenau, Brasil.

Camarena, G. P.(2003a). Memorias de la XI Conferencia
Interamericana de Educacion Matematica: Desafios para el
siglo XXI en la ensefianza de la matematica universitaria.
Blumenau, Brasil.

Camarena Patricia y Herrera Javier (2003b). Acta
Latinoamericana, Vol. 16, Tomo 2, Pag. 571-578. Cuba.

Camarena, G. P.(2004). Acta latinoamericana de matematica
Educativa. Vol. 17, tomo |: "La transferencia del
conocimiento: el caso de las ecuaciones diferenciales
parciales™.

Camarena, G. P.(2004a). Memorias del 3° Congreso
Internacional "Retos y expectativas de la universidad™:
Desarrollo de competencias profesionales del futuro
Ingeniero. México

Pinet, R. (2005). Matematicas en contexto. Entrevista con
Patricia Camarena Gallardo. Revista Electrénica de
Investigacion Educativa, 7 (2). Recuperado el 10 de octubre
del 2006, de: http://redie.uabc.mx/vol7no2/contenido-
camarena.html

344


http://redie.uabc.mx/vol7no2/contenido-camarena.html
http://redie.uabc.mx/vol7no2/contenido-camarena.html

Manipulacion simbdlica de
funciones B-splines con
Mathematica version 6.0

Andrés Iglesias Prieto
Universidad de Cantabria

Robert Ipanaqué Chero
Universidad Nacional de Piura

Yesenia Saavedra Navarro
Universidad Alas Peruanas

Resumen

Las curvas y superficies B-spline son las mas comunes y
mas importantes entidades geométricas en muchos campos,
como el disefio y la fabricacion computarizada (CAD / CAM)
y gréficos por ordenador. Sin embargo, hasta donde
conocemos no hay sistema de calculo simbdlico
especializado que incluya rutinas para tratar con Bsplines en
forma simbdlica hasta el momento. En el presente trabajo se
describe un nuevo programa en Mathematica para calcular las
funciones Bspline simbolicamente. Ademas, con este
paquete, también es posible calcular las curvas Bsplines y
Bsplines racionales simbolicamente. El rendimiento del
codigo, junto con la descripcién de los principales comandos,
se examina utilizando algunos ejemplos ilustrativos.

Definicion de funciones Bspline.

Sea & = {Xl, X2,...,Xn+k} una sucesion no decreciente de
nimeros reales llamados nodos. & es llamado el vector
nodo. La i-ésima funcion base B-spline N; , (t) de orden
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K (o equivalentemente, grado Kk —1) esta definida por las
relaciones recursivas

1 six<t<x .
N, () = <% o1n
’ 0 enotro caso

t-; Xi okt
|k(t)_x % Nik 1(t)+><. kkx " Niizk-1 (),

n—(k-1).

Metodologia

Se hace uso de la definicion recursiva de Carl de Boor para
funciones Bspline. En base a esta definicion se implementa
un algoritmo para obtener las expresiones simbélicas de las
funciones Bspline y posteriormente de las curvas Bspline y
Bspline racionales. Los codigos de los programas se
implementan en el sistema de calculo simbolico (SCS)
Mathematica v6.0. Ademas la interpretacion geométrica de
las pruebas obtenidas se efectla aprovechando la potencia
grafica del referido SCS.

Un paquete en Mathematica para manipular simbélicamente
las funciones Bspline.

El paquete de comandos implementado se Ilama
SymbolicBsplines y se inicializa mediante:

<<SymbolicBsplines’

Este paquete incorpora el comando: N.

Funciones Bspline

- MOuniforn| $, 3 |
10,1,2,3,4,5,6, 7

Definicion de un vector nodo uniforme.
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Gréfica de la funcion Bspline de orden 3.
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Curvas Bspline
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Gréfica de la curva Bspline.

Funciones Bspline racionales

Definicion de vectores nodo y homogéneo.
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Curvas Bspline racionales
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Gréfica de la curva Bspline racional.
En este trabajo se presenta un nuevo paquete en Mathematica

v6.0 para manipular las funciones Bspline en forma
simbdlica. Esta manipulacién permite obtener curvas Bspline
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y curvas Bspline racionales. Este paquete ha sido utilizado
con éxito por nuestros alumnos durante el octavo semestre en
el curso de introduccién al disefio geométrico en el nivel
universitario. Sin embargo, el paquete también se puede
aplicar en los cursos de Postgrado.
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Un estudio de los significados
institucionales del objeto funcion
en cuarto y quinto de secundaria

de instituciones educativas
estatales

Jacqueline Huanqui Astocondor
Pontificia Universidad Catdlica del Per(

Resumen

En la investigacion se contempla la perspectiva
epistemoldgica del objeto funcion, dentro del marco teorico
del Enfoque Ontosemittico de Godino; centrdndose en el
analisis de los significados institucionales (significados de
referencia, pretendidos, implementados y evaluados) del
objeto funcion en el Programa Curricular Nacional en la
ensefianza escolar de cuarto y quinto grado de secundaria en
las instituciones educativas estatales, analizando para el
significado de referencia los textos de matematica para cada
grado respectivo proporcionados por el Ministerio de
Educacién. Del analisis de los significados institucionales
obtendremos configuraciones epistémicas, la cual nos
brindara un panorama de la educacion actual en nuestro pais,
haciendo algunos contrastes.

Justificacién

Los resultados de la IV Evaluacion Nacional del rendimiento
estudiantil 2004 de los estudiantes: solo el 2,9% de los
estudiantes de quinto grado de secundaria pertenece al nivel
suficiente, nivel considerado como el esperado para todos los
estudiantes del grado. Lo preocupante de esta situacion es
que el resto de estudiantes (97,1%) muestra no haber
desarrollado las capacidades matematicas requeridas para
terminar su escolaridad.
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A fines del 2005 se puso en marcha un nuevo Disefio
Curricular Nacional con el fin de mejorar la ensefianza y
resolver algunas de las dificultades encontradas, entre los que
figuraba el enfrentar problemas contextualizados.

Ademas se debe sefialar la importancia de analizar los nuevos
libros de texto distribuidos a fines del 2005, teniendo
presente el Disefio Curricular Nacional en marcha, para
generar el objeto funcién en los estudiantes de cuarto y
quinto de secundaria, pues influyen en el aprendizaje del
estudiante y ademas podremos conocer el contexto que
emplea.

Y por ultimo, se tiene en cuenta la evaluacion realizada a los
profesores en nuestro pais en el afio 2007, la cual arrojo como
resultado que alrededor del 70% de ellos en Lima y Callao
deben recibir capacitacion, para reforzar su preparacion y asi
elevar la calidad de ensefianza.

Objetivos

Identificar, describir 'y explicar los significados
institucionales, del objeto funcion, implicados en el proceso
de estudio en la ensefianza escolar de cuarto y quinto grado
de secundaria, en las instituciones educativas estatales,
construyendo la configuracion episttmica de cada
significado.

Establecer la relacién de los significados institucionales del
objeto funcién analizando la configuracion epistémica de
cada uno de ellos.

Marco teérico

En diferentes trabajos, Godino y colaboradores han
desarrollado un enfoque ontolégico-semidtico de la cognicion
e instruccion matematica (EOS) que considera a los objetos
matematicos (tanto los institucionales como los personales)
como entidades emergentes de los sistemas de practicas
realizadas para resolver un campo de problemas. De esta
forma, se ofrece un punto de vista pragmatico, semiético y
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antropolégico que puede explicar muchos de los fenémenos
que se producen en el proceso de ensefianza-aprendizaje de
las Matematicas.

En una unidad didactica (o en cada secuencia de actividades)
se introduce un determinado tipo de lenguaje, se proponen
una serie de situaciones problemas, se introducen
determinados conceptos y también se argumentan
determinadas propiedades y acciones (procedimientos,
técnicas, etc.). Por tanto, las unidades didacticas (o
secuencias de actividades) propuestas en los libros de texto (o
en la practica matemética) se pueden considerar como la
presentacion, organizada y estructurada, en un determinado
periodo de tiempo de lenguaje, situaciones, conceptos,
propiedades, argumentos y acciones.

En este trabajo se describira los significados institucionales
intervinientes en la practica del objeto funcidn, para la cual se
utiliza diversos elementos del EOS sefialando la siguiente
tipologia de significados institucionales en el cual se centra la
investigacion:

e Referencial: sistema de practicas que se usa como
referencia para elaborar el significado pretendido.

e Pretendido: sistema de practicas incluidas en la
planificacién del proceso de estudio.

e Implementado: en un proceso de estudio especifico es el
sistema de précticas efectivamente implementadas por el
docente.

e Evaluado: el subsistema de practicas que utiliza el
docente para evaluar los aprendizajes.

Ademas se obtienen configuraciones epistémicas para cada
significado; entendiendose por configuracién epistémica a la
organizacion de los seis tipos de objetos que se puede
observar en cada unidad didactica (o secuencias de
actividades).
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Metodologia

La metodologia que se empleara en la presente investigacion
sera bajo un enfoque:

Cualitativo: pues el objeto de investigacion no es algo que se
pueda observar y cuantificar.

Interpretativa: pues se tiene en cuenta el sentido de las
acciones de los sujetos.

Ontosemiética: pues las practicas discursivas y operativas de
los sujetos investigados se analizan teniendo en cuenta la
ontologia de objetos intervinientes y de las relaciones
semioticas que se establecen entre ellos.

Descriptiva: pues se ha generado informes narrativos a partir
del andlisis realizado.

La metodologia desarrollada se aplica en el area de didactica
de las matemdticas para analizar el objeto funcion en la
ensefianza en cuarto y quinto de secundaria de las
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instituciones educativas estatales. La elaboracion del sistema
de codigos y relaciones se basa en el enfoque ontosemidtico
de la cognicion e instruccién matematica.

Como en toda investigacion cualitativa, el proceso seguido
no es lineal, sino que siguen diferentes etapas de disefio,
analisis, y reformulacién del disefio. Sin embargo, podemos
diferenciar dos grandes etapas en el desarrollo del trabajo de
campo, una vez completado el primer trabajo de revision
bibliografica del tema objeto de estudio. En una primera fase
se llevo a cabo un estudio cualitativo del contenido tedrico,
realizando un estudio empirico de los términos y expresiones
del lenguaje especifico que se presenta en los libros que
constituyen la muestra para una parte de los conceptos que se
incluyen en el estudio completo. Y en una segunda fase la
construccién epistémica de los significados institucionales
analizando los objetos matematicos encontrados.

Posteriormente analizamos de acuerdo con el enfoque
ontosemiotico la relacion entre los significados pretendidos,
de referencia, implementados y evaluados. En el enfoque
ontosemi6tico se considera que la idoneidad global de un
proceso de estudio (planificado o bien efectivamente
implementado).

Para el analisis de los libros de texto, se han seleccionado
aquellas unidades en las que se tratan temas relacionados con
nuestro estudio. Una vez hecha la seleccion de capitulos, se
ha realizado un andlisis de contenido de los mismos, en el
gue se han llevado a cabo los siguientes pasos:

e En primer lugar, se ha realizado una lectura minuciosa de
los capitulos que tratan el tema, clasificando y agrupando
las diferentes definiciones, propiedades, representaciones
y justificaciones e intentando determinar los elementos
de significado que contienen: Campos de problemas,
contextos, definiciones, algoritmos de célculo,
propiedades, etc. Todo ello como guia para establecer el
significado que, desde la institucidn escolar, se da a estos
conceptos.
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e Para determinar los elementos de significado hemos
partido del andlisis epistémico, que constituye nuestro
significado institucional de referencia y hemos ido
determinando cudles de ellos aparecen en el libro de
texto.

e Posteriormente, se ha elaborado la configuracion
epistémica que recogen los elementos de significado
presentes en el texto. Esta presentacion de la informacion
nos facilitara el analisis y la extraccion de conclusiones
al respecto.

Del mismo modo analizaremos un cuaderno diario, donde se
observa los significados pretendidos por un docente de una
institucién educativa estatal siguiendo el Programa Curricular
Nacional; un cuaderno del alumno, observando los significados
implementados en las sesiones de clase del profesor; y las
evaluaciones, donde analizaremos los significados de
evaluacion que el profesor utiliz6 para el objeto funcién en un
determinado periodo de tiempo. Al final se tendran las
configuraciones epistémicas de cada significado institucional.

Significados de referencia de cuarto grado de secundaria

Para los significados de referencia se analizaron los textos
proporcionados por el Ministerio de Educacion, pues se reconoce
a éste como texto guia por el docente y los alumnos, asi mismo se
tuvo en cuenta que ambas practicas matematicas se trabajaran con
este material. En cuarto grado se trabajé con el texto Matemaética
4, la unidad 1: Funciones y progresiones. Se reconoce también
como un significado de referencia para el docente el Disefio
Curricular Nacional, pero en ésta investigacion no se evalGa dicho
elemento.

La organizacion de la unidad de funciones propuesta en este
libro Matematica 4 (titulada “Funciones y progresiones”) se
puede representar mediante la siguiente configuracién
epistémica:
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« Ejempics

LENGUAJE MATEMATICO

= Verbal

! G N

EXPRESA
Y

SOPORTA

/]

o Gréficas carlesianas

o Ecuaciones, intenalos
o Magniudes, perimetros
* Ems

Funcion
Rangoy domirio
Variables

Funcibninyectiv, sobreyect y biyectia
Fundiin creclente ydecreclente
Miomos y minimos relaivos
Funcion real de asabie real
Funcion suma, producio, inversa y compas iciin
Funcidn lineal afn
donte de una rects
Funcitn identidad yconstante
Funcitn cuadritica, pardboln
Funcibn ralz cusdrada
Funcibn valor absolulo, méxmo entero

0000000000000 D0

L

PROCEDIMIENTOS
Daterminar si es funcitn
o ldentficar las variablas
o Deteminar rgla de comespond encia
o Construir tabla
« Graficaria funcidn en ol sisiema de coomenadas.
Kontificar si s grificas comesponden a una funcidn
[Detemminar os midmos yminimos miativos
Hallar intenalos de crecimiento y decrecimiento
Calcular dominio y rango
Clasificar la funcién
Caleular b fnciin inwrmsa
Elechar opamciones con fnciones

PROPIEDADES (pocas)
Aigunas 5 y o
mencican definicion)
de by adicidn

Propiedades audmumim;mt A=0,20, 004 <

Propledades de valor absoln ¥ MAXMO entero

¥
x
= Tabular REGULAN
o Tablas ELUSO
——

JUSTIFICAN

ARGUMENTOS

+ Deductivos a partir do las definkcionos.

= Inductivos a waws de ejemplos v préficos pam presentar las propedades.

El concepto de funcion se define como un caso particular de
correspondencia: “una funcién de X en Y es una regla o correspondencia
que asocia a cada elemento de X un Unico elemento de Y.

Sean X v Y dos conjuntos no vacios. Una funcién de X en Y es una regla o
correspondencia que asocia a cada elemento de X un tnico elemento de Y. El
conjunto X es ¢l dominio de la funcidn. Para cada elemento x en X, el ele-
mento correspondiente y en Y es el valor de la funcién en x, o la imagen de x.
1 del dominio es el rango de

de los

El conjunto de todas las imag
la funcién.

Figura 1
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Se presenta de una manera descontextualizada y las situaciones
problemas se presentan como ejemplos cuyo objetivo es facilitar al
lector la comprension de las definiciones (en un 10%) y también son
presentadas después de ciertos contenidos (90%) como problemas
descontextualizados con el objetivo de que los alumnos apliquen las
definiciones dadas (ver los ejercicios de refuerzo de lo aprendido del
texto escolar). Es decir, las situaciones problema sélo tienen la
funcion de reforzar el concepto de funcion, en ningln caso sirven
para que se construya dicho concepto a partir de ellas.

| Ejempio 3

Clasificamos cada una de las funciones f, g y h, definidas de A en B, dadas por
las siguientes representaciones grificas.

Trazamos rectas paralelas al eje X y observamos si intersecta en uno o mas pun-

tos a cada grifica

vy ¥4
| 8/ h
o | I B
! : .
- - - . ,——
v X Y A X LA X
* fnoesinyecliva, pues * g es inyectiva, pues * h no es inyectiva, pues

la recta trazada por un
v que pertenece a B
tiene mis de un punto
de interseccidn con la
grifica

fes sobreyectiva,
pues cualquier recta

horizontal trazada

.

por un y que pertene-
ce a B, intersecta a

la grifica
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cualquier recta hori
zontal trazada por un
v que pertenece a B,
intersecta en un solo
punto a la grifica

= Se observa también

que g es sobreyectiva

Al ser g inyectiva y

sobreyectiva a la vez,

se concluye que g es
biyectiva.

Figura 2

la recta trazada por un
¥y que pertenece a B
tiene mds de un punto
de interseccién con la
griifica.

« h es sobreyectiva,
pues cualguier recta
horizontal trazada
por un y que periene-
ce a B, intersecta a
la grifica.



El lenguaje utilizado es variado. Para la representacion de
funciones se utilizan enunciados, tablas, graficas y
expresiones simbolicas, segin el concepto que se quiera
presentar. Se contemplan las conversiones entre diferentes
formas de representacion y que por lo general es la
conversion de expresién simbélica a gréfica.

Representamos y expresamos la funcién que relaciona la medida de los lados
de un cuadrado y su perimetro.

Mediante un texto (un texto o frase que relacione las dos magnitudes). “El perime-
tro de un cuadrado depende o estd en funcion de la longitud del lado del cuadrado™.
Mediante una tabla (una tabla de valores que relacione las dos magnitudes).
En este caso, la variable independiente es la longitud del lado del cuadrado y la
variable dependiente es el perimetro del cuadrado.

| LADO DEL CUADRADO (em) | x| 0 T I
PERIMETRO (cm) fe) 0 | ... | 4. 8]...020]..
Mediante una grifica que relacione las dos magnitudes.
v ~* Enla grifica de la funcién, unimos to-
20 ¢ / dos los puntos a través de una linea, ya
F que la longitud del lado del cuadrado
7 167 7 puede tomar como valor cualquier mi-
= . mero real positivo.
g 12 - s s
£ f « El dominio de la funcién D(f) es el
% 1 conjunto de todos los valores posibles
& J que cumplen con la condicién “longi-
44 tud del lado del cuadrado™; esto es, to
dos los nimeros mayores que (0
T —— x € ]0; +oof
2 3 4 5 X
Lapo (cm)

El rango o recorrido de la funcién R(f) queda determinado por todos los va-
lores que resultan de multiplicar por 4 cada uno de los valores del dominio:
y € J0; +oe|

Mediante una ecuacién (una expresién algebraica que relacione las dos mag-
nitudes). Si llamamos f(x) al perimetro del cuadrado y x a la longitud del lado
del cuadrado, la ecuacién es: f(x) = 4x

Figura 3
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La metodologia implicita es la siguiente: el texto presenta las
definiciones de los conceptos generales, muestra ejemplos,
propone ejercicios descontextualizados encontrando algunas
propiedades (de manera inductiva). Posteriormente el lector
ha de aplicar dichos conceptos y propiedades a la resolucion
de problemas en su mayoria descontextualizados, cuyo
objetivo es la aplicacion de los objetos matematicos
introducidos en la unidad (de manera deductiva). Solo en
pocos casos (un 10%) introduce una propiedad a través de
ejemplos donde se supone que el lector debe observar las
caracteristicas de éstas, definiéndola posteriormente. Veamos
la figura 4 donde se aprecia que un ejemplo sirve de refuerzo
de la definicion, pero este a su vez sirve para introducir una
propiedad.

Definicién:
*» Funcion identidad

La funcion identidad se define

X

Ejemplo:

Graficamos fix) = x.

=X

il

Figura 4

Algunas de las propiedades se “demuestran” a través de un
par de ejemplos; es el caso de las funciones inyectivas,
sobreyectivas y biyectivas las cuales solo se presentan a
través de ejemplos sefialando algunas de las caracteristicas
que deberian tener, pero no se las define posteriormente. (ver
figura 5)
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Dados R = (1; 2; 3}
y § = |~2; ~1; 0), establecemos la
v hi R+ S, definida por

3 por rele
1 hix) =

ima funcidn invectiva g &5 una funcitn sobreyectiva h s una fancidn biyectiva
Figura 5

Las situaciones problemas se presenta en gran cantidad a
través de ejercicios de refuerzo de lo aprendido donde se
aplica las técnicas (procedimientos) ensefiadas pudiendo
aplicar diversas operaciones estudiadas; ademas estos
ejercicios que refuerzan lo aprendido se presentan en 3
niveles especificos: basico, intermedio y avanzado.

Esta unidad es seguida de otras unidades en Matematica 5
tituladas “Funciones exponenciales y logaritmicas” vy
“Funciones trigonométricas”. En los aprendizajes previos se
identificaron los conceptos de correspondencia, relaciones
binarias y ecuaciones.
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Influencia de la formacion
profesional y pedagdgica de los
docentes de matematica en el
rendimiento académico de los
alumnos de quinto grado de
educacion secundaria en los
colegios publicos de Piuray
Castilla

Luis Alvarado Pintado
Universidad de Piura

Resumen

En los altimos afios, el rendimiento de los estudiantes de las
escuelas pablicas de Piura ha obtenido un desempefio bajo en
Pruebas Estandarizadas de Matematica, asi lo muestra los
resultados de la dltima evaluacidn nacional de matematica.
Las razones de este suceso han sido poco examinadas, pero
entre ellas se podria citar la formacion o la calidad de
desempefio del docente, ya que actualmente, se aprecia un
cierto consenso con la idea de que el fracaso o el éxito de
todo sistema educativo dependen fundamentalmente de esta
variable. Se podrén revisar los planes de estudio, programas,
textos escolares; constituir magnificas instalaciones; obtener
excelentes medios de ensefianza, pero sin docentes eficientes
dificilmente se conseguira el perfeccionamiento real de la
educacion.

Hoy en dia las politicas educativas han concentrado sus
intereses y esfuerzos en mejorar, principalmente, los
programas de capacitacion de los docentes. Sin embargo,
existe una variable que se sobrepone a dichos programas, se
trata de la relacion profesor — alumno, donde la formacién
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profesional y pedagogica del docente explicarian, en un
porcentaje no menor, el rendimiento del alumno.

Por esta razon, el presente trabajo se llev6 a cabo debido a la
inquietud por identificar la relacion entre la formacién
profesional y pedagdgica del docente, cuantificada en niveles
de desempefio, con el rendimiento académico de los alumnos
de quinto grado de educacion secundaria en los colegios
publicos de Piura y Castilla, y mas precisamente en
determinar el grado en que estas variables se relacionan. Por
lo tanto, es en esta area donde se concentrd la investigacion,
estableciendo finalmente, cémo y cuanto se relacionan.

El andlisis estadistico de los datos indico que: La evaluacion total
del docente se correlaciona con el rendimiento académico de los
alumnos, sin embargo predomina el factor académico de los
docentes, formacion matematica, es decir altas calificaciones en la
validacion docente se relaciona positivamente y fuertemente
(r=0.817) con altos rendimientos académicos de los alumnos.

Asimismo, la prueba de regresion lineal aplicada a la variable
independiente sobre la dependiente, arrojé como resultado que
ésta estarfa explicando un 68.6% de la variable dependiente. Este
porcentaje de explicacion estaria dando una sefial clara de cuanto
influye en el rendimiento de los alumnos la formacién profesional
y pedagdgica del docente.

Planteamiento del problema

Esta investigacidn aborda la problematica de la capacitacién
profesional y personal del docente de matematicas y su
influencia en el rendimiento de los alumnos de los colegios
publicos de Piura y Castilla. Hoy en dia, las matematicas se
usan con mayor frecuencia para: analizar informacion; tomar
decisiones; dar soluciones a problemas de la industria y el
comercio, etc. Por esta razdn, todo ciudadano debe tener un
minimo de conocimientos matematicos que le permita
comprender situaciones cuantitativas. Frente a esta relevancia
de las matemaéticas, el problema de la capacidad profesional
del profesor toma mayor importancia con la intencion de
elevar el nivel académico de los alumnos.
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En ese sentido se enuncié el siguiente problema de
investigacion:

¢De qué manera influye el nivel de formacion profesional y
pedagdgica de los docentes en el indice de rendimiento
académico de los alumnos de quinto grado de educacion
secundaria en los colegios publicos de Piura y Castilla?

Marco teérico

El profesor y la clase de matematica. Se considera de gran
importancia la figura del profesor para obtener una educacion de
elevada calidad. En la secundaria, donde esta centrado este estudio,
el papel del profesor es elemental su calidad se centra en la
preparacion y desenvolvimiento en el aula. El profesor es un modelo
para sus alumnos no sélo en cuestiones de estilo y patrones de
solucion de problemas sino también en los aspectos de creacion y
tratamiento de las cuestiones tematicas.

El profesor de matematica, a diferencia del resto de docentes, se
enfrenta al problema de la ensefianza — aprendizaje desde otra
perspectiva. Se trata de dar a conocer a los alumnos ciertos
hechos, hacerles comprender determinadas reglas o relaciones. Por
lo tanto su ensefianza consiste casi exclusivamente en familiarizar
a los alumnos con el método deductivo.

En clase el profesor ha de conseguir una atmésfera relajada
que facilite a los alumnos la oportunidad de descubrir, por
ellos mismos, aspectos matematicos. Para ello, debe
estimular el dialogo y el respeto entre ellos, proveniente de la
combinacion de varios factores:

» El reconocimiento por parte del estudiante del
conocimiento que el profesor tiene del tema.

» El reconocimiento por parte del estudiante del
interés que tiene el profesor en que el primero
logre los objetivos del curso.

Por esta razdn, el profesor de matematica no debe olvidar que
su tarea fundamental no es explicitar lo que sabe, sino
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construir unas situaciones apropiadas de aprendizaje para el
alumno. Es decir, ademas de matematicas el profesor debe
conocer los procesos de aprendizaje de la matematica en la
mente humana.

Metodologia

Se ha utilizado el método empirico-analitico, modalidad
descriptiva correlacional de corte transversal.

Muestra. Se seleccionaron aleatoriamente 12 colegios
secundarios de los distritos de Piura y Castilla. Para el caso
de los profesores se trabajo con 12 profesores. Asimismo, de
los alumnos se considerd una muestra probabilistica, la cual
quedd acotada a 418 alumnos(as) de un universo de 6019
aproximadamente.

Definicién de Variables

Variable independiente: Formacién profesional y pedagdgica
del profesor de matematica

Variable dependiente: Rendimiento académico de los
alumnos

Técnica para recolectar informacion.- Por la naturaleza de
la investigacién se han aplicado dos tipos de instrumentos:
pruebas de rendimiento y cuestionarios. Las primeras evaltan
el nivel de dominio de contenido, las estrategias empleadas y
las forma de enfocar un problema por parte del docente y
alumno. Las segundas, el cuestionario disefiado para los
alumnos, tienen como objetivo la obtencién de la
informacion referente a los diferentes elementos del proceso
ensefianza-aprendizaje que realizan los profesores de
matematica en los colegios publicos de Piura y Castilla. Asi
entregamos a cada alumno de la muestra seleccionada un
cuestionario para su llenado respectivo.

En cambio, el cuestionario disefiado para los profesores
recoge informacion acerca de sus aspiraciones como docente
de matematica, su actitud hacia las capacitaciones, etc.
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Anadlisis de datos e interpretacion de resultados

Como se aprecia en la tabla 1, existe una clara influencia del
nivel de desempefio del docente respecto al interés mostrado
por sus alumnos. Es decir, los alumnos con profesores de
buen desempefio son los que mejores resultados obtienen y
viceversa. La prueba “chi cuadrado” refuerza lo antes
descrito.

Nivel de desempefio del docente
Insatisfactorio Bésico Competente | Destacado
Nivel de Previo 78.3% 60.3% 47.5% 20.0%
Desempefio  Basico 17.6% 29.4% 46.5% 70.0%
del alumno Suficiente 4.1% 10.3% 6.1% 10.0%
Total 100.0% 100.0% 100.0% 100.0%

Tabla 1 Nivel de desempefio del alumno de
acuerdo al nivel de desempefio del docente.

La prueba “chi cuadrado” indic6 asociacion entre los niveles
de desempefio del alumno con los del docente, pero no el
grado de la relacion. Por esta razén se utilizd la prueba
estadistica “r de Pearson”, arrojando los siguientes

resultados:
Evaluacion
total del Rendimiento
docente del Alumno
Evaluacion total del Correlacion de Pearson 1 845 **
docente Sig. (bilateral) 001
Rendimiento del Alumno Correlacion dePearson | - 1

**Lacorrelacion es significativa al nivel 0,01 (bilateral).
Tabla 2 Correlaciones variables principales.

Estos resultados, indican que la relacién entre la evaluacion
total del docente, formacién matematica y pedagdgica, vy el
rendimiento del alumno es positiva y fuerte, r =0.845 vy
significativa al 0.01. Esta informacién nos permite establecer
que, los profesores con una alta formacién matematica y
pedagogica se relacionan positivamente con los rendimientos
altos de sus alumnos. Esto quiere decir que aquellos
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profesores que tienen altas calificaciones en la evaluacion
total, se relacionan positivamente y fuertemente con aquellos
alumnos de buen rendimiento académico, lo mismo sucedera
para el caso contrario.

También con los datos se pudo establecer un modelo
de regresion lineal entre la formacion profesional del docente
y el rendimiento académico del alumno. Este modelo
establece el efecto que tiene el desempefio del docente sobre
el rendimiento académico de los alumnos. EI modelo viene
expresado segun:

rendimiento académico = formacidn profesional del docentex0.76 —1.234
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El plano traza-determinante de un
sistema dindmico lineal x = Ax + B

Armando Blanco Del Rosario
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Rosa Fabiola Jabo Bereche
Pontificia Universidad Catolica del Per(

Luis Bustamante Donayre
Pontificia Universidad Catélica del Per(

La ecuacién caracteristica

La clave para obtener la solucién del sistema:

X (a b][x] A(X

|7 lc dly) |y

y
es determinar los valores propios de A. Para encontrarlos,
necesitamos establecer el polinomio caracteristico de A,

b

)
det(A— A1) = det|
c d-A

jzﬂz—(a+d)/1+(ad —bc).

El valor T =a+d es la suma de los elementos de la
diagonal de la matriz A. LIlamamos a esta cantidad la traza de

A y escribimos Tr(A). De hecho, D = det(A) =ad —bc
es el determinante de A.

Proposicion 1
Si una matriz A = (@;,),,, tiene valores 4, y 4,, entonces
latrazade Aes A, + A, y det(A) = 4,4,.
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El polinomio caracteristico es
det(A- )= -TA+D,
y los valores propios de A son

,_T#NT?-4D RETN
- 2 S22

donde A=T?—4D, recibe el nombre de discriminante.

i) Si A=T2—-4D >0, tenemos dos valores propios
de valor real distintos.

i) Si A=T?2—-4D <0, tenemos dos valores propios
complejos, los cuales son conjugados.

iii) Si A=T?2?—4D =0, tenemos dos valores propios
reales repetidos.

1. El Plano Traza-Determinante

Si A=T?-4D =0 o equivalentemente si p -T2/, tendremos

valores propios repetidos. En efecto, podemos representar
aquellos sistemas con valores propios repetidos mediante la
gréfica de la parabola D =T?2/4 sobre el plano-TD o plano

Traza-Determinante.
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Los puntos sobre la pardbola corresponden a sistemas con valores
propios iguales; los puntos por encima de la pardbola

(A=T?—-4D < 0 6 equivalentemente D > T2 /4) corresponden
a sistemas con valores propios complejos y los puntos debajo de la
pardbola (A =T? —4D > 006 equivalentemente D < T2 /4)
corresponden a sistemas con valores propios reales distintos.

Proposicion 2 La traza y el determinante de una matriz
A=(a;),, SON invariantes bajo un cambio de coordenadas.

Esto es, det(C*AC)=det(A) y Tr(C*AC)=Tr(A)
para cualquier matriz A = (aij)2X2 y la matriz cambio de
base C = (a;j) .-

La proposicion 2 nos hace notar que sélo necesitamos considerar

sistemas X = AX , donde A es una de las siguientes matrices:
a —-pf A 0 A0 A 0
p «a o ow) looa) 1 o)
2. Valores Propios Complejos

El sistema
-~ (a -p
X—[ﬂ aJX, £ >0

tiene valores propios A =a i/ . La solucién general a
este sistema es

X(t) et Cos gt —Sen gt/ c,
y®)) = (Senpt Cospt \c,/
Los puntos de equilibrio son foco estable (a < 0), foco

inestable (o > 0) o centro (o =0). El tipo del punto de
equilibrio depende de la parte real del valor propio. Sin
embargo, como los valores propios de A estan dados por
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A

_T+JT?-4D _T+4A

2

2

y el signo de la parte real esta determinada solamente por T,
tendremos que, si T > O el punto de equilibrio es foco

inestable, si T < O el punto de equilibrio es un foco estable
ysi T =0 el punto de equilibrio es un centro.

Foco Inestable

Valores Traza- Plano Diagrama
Propios | Determinante Traza- de fase
Determinante
A =a+pi Tr(A)>0
A, =a - pi det(A) >0
A<O0
a>0,4>0
Ejemplo:
acR, fe J. P
{XJ_F _1]@
g/ 1 1)y
Foco Estable
Valores Traza- Plano Diagrama
Propios Determinante Traza- de fase
Determinante
b =a+pi Tr(A) <0
hy=a-pi det(A) >0
A<0
a<0,5>0
R R
<R <R | Ejemplo:

)
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Centro

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios Determinante Traza- fase
Determinante
A =a+pi Tr(A)=0
A, =a-pi det(A) >0
A<0
a=0,4>0
a<R. f<R | Ejemplo:
[XJ 7(0 _1j(xj
17l1 o
y y

3. Valores Propios Reales distintos

o)
X= Xi
0 u

con valores propios reales distintos A y g, tiene como

solucion general
(X(t)j _ e’ 0 )¢
y(t) Lo e C, .

Pueden ocurrir los siguientes casos:

El sistema

i) Ambos valores propios son positivos (nodo inestable)
ii) Ambos valores propios son negativos (nodo estable)
iii) Un valor propio es negativo y el otro es positivo (silla)
iv) Un valor propio es cero y el otro positivo (crestas)

v) Un valor propio es cero y el otro negativo (valles)
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Nodo Inestable

Valores Traza- Plano Diagrama
Propios Determinante Traza- de fase
Determinante
Tr(A) >0
det(A) >0
O<pu<Ai |
A>0 |l
A €R, ueR|Ejemplo: '
101
y y
Nodo Estable
Valores Traza- Plano Diagrama
Propios Determinante Traza- de fase
Determinante
Tr(A)<0
det(A)>0 | [TTTTITT0T) | CRRTmEE
u<A<0 A>0 v
Ejemplo:
AeR, ueR .
[x] _ (—1 0 J{xj
;, 0 -3y
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Silla

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A)eR
det(A) <0
u< 0<A A>0
Ejemplo:
AeR ueR J P
[x][l Oj[x]
1" lo -1
y y
Crestas
Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A) >0
0<4 det(A) = 0
u=0 A>0
Ejemplo:
AeR, ueR jemp

HEHH
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Valles

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios | Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A) <0
120 det(A) =0
u<0 A>0
Ejemplo:

AeR, peR [j‘[g f;m

4. Valores Propios Repetidos

- (20
X = X
o)

con valores propios reales e iguales.

a) Elsistema

La solucion general a este
x(t) B e’ 0 )¢
yt) Lo e e,/

Pueden ocurrir los siguientes:

sistema es

i) Los valores propios son positivos (Nodo estrella

inestable)

ii) Los valores propios son negativos (Nodo

estrella estable)

iii) Los valores propios son cero (Infinitos puntos

de equilibrio)
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Nodo Estrella Inestable

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios | Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A)>0 _
[ §
A | |
150 det(A) >0 B i
A=0 i -
h=A4=2 il ;
Ejemplo:

ser |6 20

Nodo Estrella Estable

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios | Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A)<0
{ det(A) >0
A<0 A=0
A=A =2 HEECaE
Ejemplo:

er (16
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Infinitos Puntos de Equilibrio

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios | Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A)=0 _
120 det(A) =0
A=0 (-
=2 =2 I
A — 0 La
Ejemplo:
AeR

HEHN

b) El sistema

- (10
X = X
i

con valores propios reales e iguales.

La solucion general a este sistema es

(x(t)J ~
y))

(42

Pueden ocurrir los siguientes:
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Los valores propios son negativos (Nodo
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Nodo Impropio Inestable

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios | Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A)>0
det(A) >0
250 oA >
A=0
=2 =2
Ejemplo:
X _(1 OJ[XJ
leR v 1)y
Nodo Impropio Estable
Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios | Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A) <0
[
det(A) >0 [
2<0 W>0 1
A=0 !
PRRYARY. i
Ejemplo:
[;]_(_1 Oj[x
AeR y 1 -1\y
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Flujo

Valores Traza- Plano Diagrama de
Propios | Determinante Traza- fase
Determinante
Tr(A) =0
det(A) =0 g
A=0 (A) o ‘
A=0 HEEL SN BT
A=y =2 !"W'“
Ejemplo:

ser |G 20

5. El Plano Traza-Determinante

Fig. 1: El Plano Traza-Determinante
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El plano traza-determinante estd determinado por la grafica

de la parabola D =T2/4 sobre el plano-TD. Los puntos
sobre el plano traza-determinante corresponden a la traza y al
determinante de un sistema lineal x - Ax (generalizada a

X = AX + B). Desde que la traza y el determinante de una
matriz determinan los valores propios de A, podemos usar el
plano Traza-Determinante para parametrizar el retrato de fase
de un sistema lineal (Figura 1). El plano traza-determinante
es también muy utilizado para estudiar bifurcaciones.

Andlisis de resultados

Es préactico para los alumnos, aprender a hacer el analisis
detallado de los 14 casos, comprendiendo cémo surge cada
uno de ellos, esto les llevara posteriormente a poder entender
cualquier sistema lineal dado. Cabe recordar que estos
resultados seran Utiles nuevamente cuando estudien sistemas
de ecuaciones no lineales y recurran previamente a la
linealizacion de estos.
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ANEXO 1
Programa en MatLab para graficar el Plano Traza-
Determinante y los diagramas de fase de un sistema

dinamico lineal X = AX + B

% Linear_System.m

% Analysis of system of autonomous linear first-
order ODE's:

% dx/dt=a*x +b*y +e
% dy/dt=c*x+d*y +f

% AM 41
% Fall 2007

% PARAMETERS

Sor oo

—hD® O O T

2

% Matrix form:
A=[ab

cd];
non_homogeneous_term = [e;f];

% THEORETICAL ANALYSIS

% Eigenvalue Analysis:
[Eigenvectors,Eigenvalues] = eig(A);
eigenvalue_1 = Eigenvalues(1,1);
eigenvalue_2 = Eigenvalues(2,2);
eigenvector_1 = Eigenvectors(:,1);
eigenvector_2 = Eigenvectors(:,2);
% Trace-Determinant Analysis:
T=a+d; % trace of matrix A
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D =a*d - b*c; % determinant of matrix A
% Visualize the parameter set in the T-D plane:

figure(1)
plot(T,D,"*r","MarkerSize',20)

% We also plot the two axes, and the parabola of
equation D = .25*T"2,

% since the qualitative behavior of the system is
determined by

% the position of (T,D) w.r.t. these 3 lines:

hold on

min_T = -5;
max_T = 5;
min_D = -5;
max_D = 5;

plot([min_T max_T],[0 0])
plot([0 0],[min_D max_D])
T_axis=min_D:.01:max_D;
plot(T_axis,.25*T_axis.~2)
hold off

xlabel'TRACE (a + d)")

ylabel'DETERMINANT (a*d - b*c)")

disp(['First Eigenvalue : ",num2str(eigenvalue_1)])
disp(['First Eigenvector : ',num2str(eigenvector_1")])
disp(* ")

disp(['Second Eigenvalue : ',num2str(eigenvalue_2)])
disp(['Second Eigenvector :

', num2str(eigenvector_2")])

grid

% DIRECTION FIELD

% Display setup (will work in most cases, but you
may have to adjust it):

min_x = -4;
max_Xx =4,
step_x=.5;
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min_y = -4;
max_y = 4;
step_y =.5;

% open new figure:
figure(2)

% Define the grid points:

[x.y] =
meshgrid(min_x:step_x:max_x,min_y:step_y:max_y;

% Compute the derivatives at each grid point:
dx = a*x + b*y +e;
dy = c*x + d*y + f;

% Put the (dx,dy) arrow at each grid point (x,y):
quiver(x,y,dx,dy)

axis([min_x max_x min_y max_y])

axis image

xlabel(*x")

ylabel('y")

hold on

grid

% TRAJECTORIES

% To create a new trajectory, click mouse on desired
initial point in (x,y) plane.

% To end simulation (e.g. to change parameter
values),

% click mouse in grey margin, i.e., outside of
permissible area.

dt=.001; % time step
t max=10; % length of simulation

time_axis = 0:dt:t_max;
n_time_steps = length(time_axis);

X = zeros(2,n_time_steps);
% this array will contain an entire trajectory



while (X(1,1)>min_x & X(1,1)<max_x &
X(2,1)>min_y & X(2,1)<max_y)

% will create a new trajectory until mouse is
clicked in margin

X(:,1) = ginput(1)'; % click mouse on desired
initial weight vector
for i =2:n_time_steps
X)) = X(:,i-1) + (A*X(:,1-1) +
non_homogeneous_term)*dt;
end
plot(X(1,:),X(2,3),"r")

end
hold off
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Aplicacion de la funcion lineal

Maritza Luna Valenzuela
Pontificia Univesdidad Catolica del Per(

Resumen

Diferentes problemas o situaciones que se presentan en la
vida diaria (economia, finanzas, medicina, etc.) pueden ser
modeladas usando funciones. En este trabajo se consideraran
solo funciones lineales y se desarrollaran actividades que
requieren un trabajo cooperativo.

Obijetivos de la experiencia

e Interpretar y analizar los datos del problema solicitado.

e Modelar las funciones lineales solicitadas.

e Representar las funciones mediante graficos.

e Interpretar los gréficos.

e Analizar e interpretar la solucion planteada.

Marco teérico

El trabajo cooperativo constituye un tipo de aprendizaje. Para
que la cooperacion funcione, el trabajo solicitado debe ser
estructurado considerando cinco componentes esenciales
dentro de cada leccion.

e Primeramente debe generar la interdependencia positiva
entre los integrantes del equipo.

e Ensegundo lugar la interaccion fomentadora que incluye
explicar verbalmente como solucionar el problema
vinculando el aprendizaje presente con el aprendizaje
pasado.

e El tercer componente fundamental del aprendizaje
cooperativo consiste en la responsabilidad individual, es

395



decir aprender juntos para desenvolverse mejor de
manera individual.

El cuarto consiste en habilidades interpersonales y en
grupos pequefios. De modo que el aprendizaje
cooperativo es mas complejo que los demas tipos de
aprendizaje tales como competitivo o individualista.

El quinto es el procesamiento por el grupo. El
procesamiento en grupo se da cuando los integrantes del
grupo manifiestan el éxito que han tenido en lograr sus
metas y en mantener relaciones de trabajo eficaces.

Metodologia

Se obtuvieron soluciones a problemas de produccion,
costos y finanzas, optimizando ingresos, utilizacion de
recursos y beneficios, y participando activamente en
equipo mostrando interés y responsabilidad.

Se reconoce la importancia de las funciones en la
representacion, comprension y modelacion de situaciones
reales.

Se identifica el valor instrumental de la matematica en el
desarrollo cognitivo.

Se elabora e interpreta cuadros y graficos utilizados en la
tarea diaria de su desempefio laboral.

Se mejora el rendimiento académico.

Desarrollo de algunos ejemplos y anélisis de resultados

Ejemplo 1: Actividad

Pareja 1 (30 min.): El precio por la conexion a Internet
mediante Comas Online es de S/. 100. El costo de servicio
durante los primeros 6 meses es de S/. 200 mensuales.
Después del sexto mes se reduce a S/. 150 mensuales.

a)
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b) Determinar el costo de los primeros 12 meses y
represéntelos en una tabla.

c) Graficar estos valores obtenidos.
Pareja 2 (30 min.): El precio por la conexion a Internet
mediante Olivos Online es de S/. 50. El costo de servicio

durante los primeros 6 meses es de S/. 250 mensuales.
Después del sexto mes se reduce a S/. 120 mensuales.

a) Determinar la ecuacién de costo por el servicio mensual.

b) Determinar el costo de los primeros 12 meses y
represéntelos en una tabla.

c) Graficar estos valores obtenidos.

Parte grupal (30 min.)

H Las empresas del cono norte de

U Lima necesitan diferentes tipos de
\J sistemas de informacidn para apoyar
U la toma de decisiones y manejar
MODIESA actividades de diversos niveles y
funciones organizacionales. Muchas

pueden requerir  sistemas que
integren la informacion y los procesos de negocio de diversas
areas funcionales. Por ejemplo, MODIPSA, una cadena de
ropa femenina, desean sistemas de informacion con los que
pudiera coordinar con toda precision su cadena de
abastecimiento. Para ello requiere estar interconectada con
todos sus proveedores y es esencial el uso de Internet en la
organizacion. Para lo cual solicita el apoyo de los estudiantes
de administracion de la Universidad César Vallejo, quienes
deberan decidir qué empresa proveedora de Internet elegir.
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Contrato: Hasta 6 meses

Costo de conexién | Costo mensual
Empresa
(soles) (soles)
Comas Online
100 200
ivos Online
50 250
Después de los seis meses
Costo de conexién
Empresa
(soles)
Comas Online
150
livos Online
120

a) ¢Cual de las dos compafiias conviene contratar para la
conexioén y servicio de Internet?

b) ¢Qué empresa recomendarian contratar y hasta qué mes?

c) Finalmente si se desea contratar el servicio por mas de
un afio, {qué recomendarian?
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Un aprendizaje razonado a
partir de la grafica de
inecuaciones

Olimpia Castro Mora
Colegio América del Callao

Resumen

En gran parte de nuestra tarea como docentes de matematica,
se enfatiza el calculo operativo, la rutina de procesos y las
férmulas aprendidas de memoria, sin encontrar aplicaciones
de las Matematicas que resulten Gtiles en la vida. Por este
motivo, a muchos alumnos no les gusta el curso de
matematica ya sea porque no lo entienden, o porque lo
consideran muy tedioso al no encontrarle sentido.

Lo importante en esta etapa de formacion escolar es estimular
el razonamiento y la creatividad en el alumno, que le permita
resolver diversas situaciones probleméticas que se presentan
en lo cotidiano. Se busca que el alumno aprenda con gusto,
con situaciones de la vida real y que a su vez desarrolle su
pensamiento l6gico y capacidad de comunicacion.

Con el presente trabajo se quiere resaltar la importancia de la
formacion matemética con el algebra en los grados de
educacién secundaria. En ella se busca desarrollar
capacidades en los alumnos atendiendo a su proceso
cognitivo, a la comprension y aplicacion de los contenidos
que aprende y dando énfasis al aspecto formativo asi como a
las actitudes positivas hacia la matematica. Se proponen
actividades que llevan a los alumnos a explorar, investigar,
elaborar hipotesis, validar, para asi alcanzar un aprendizaje
significativo. Asimismo, hace uso de diversos tipos de
estrategias como numéricas mentales, de algoritmos, de
representacion grafica con uso de graficador, en contextos
que integran la matematica y la conectan con otras areas.
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El trabajo se centra en la aplicacion de inecuaciones a partir de
situaciones reales y de aplicacion de algunas estrategias de calculo y
analisis de gréaficas de funciones. Esta propuesta pone de manifiesto
las habilidades desarrolladas en el alumno al interpretar situaciones,
establecer relaciones, elaborar conjeturas, verificarlas, realizar
generalizaciones como parte de su quehacer cotidiano.

Actividades con la computadora
e En Internet Explorer cargar http://gcalc.net/
e Hacer click en GCalc3 para iniciar

e  Seleccionar Inequalities Plugin

TEMA: Resolucion de Problemas con gréafica de
Inecuaciones en el plano cartesiano

Para cada ejercicio:

a) Escribe el sistema de inecuaciones correspondiente a
cada problema.

b) Realiza la gréafica en GCalc para verificar los datos.

c) Responde a las preguntas del problema.

1. Un jugador de basquet anota dos puntos por una canasta
simple y un punto si es de tiro libre. Si Jaime  anota
por partido maximo 10 puntos

¢Cudntas canastas de cada una pudo haber hecho?
¢Si anota igual cantidad de canastas de cada tipo, cuéles
son estas posibilidades?

Si el nimero de canastas simples es el doble de las de
tiro libre, indica las posibilidades.

Solucién gréfica

Sistema de inecuaciones
2x+y<10

x>0

y=0
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Se responden las preguntas a partir del grafico

[
et o | Srieem |
e M |

El ascensor de un pequefio edificio tiene capacidad solo
para 280 kg. Si un nifio pesa un promedio de 40 kg. y un
adulto pesa un promedio de 70 kg.

¢Cuéntos nifios y cuantos adultos pueden ir en el
ascensor?

¢ Cudl es el mayor numero de adultos que pueden subir?
¢Cual es el mayor nimero de nifios que pueden subir?
¢ Cuantos nifios como maximo subirian con un adulto?

Si hay un asensorista permanente, ¢podra subir junta la
familia Torres?

Solucién gréfica
Sistema de inecuaciones
40x + 70y <280

x>0

y=0

kel

Familia Torres
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Se responden las preguntas a partir del grafico

Una fabrica de caramelos elabora caramelos de cereza.
La caja vacia pesa 30 gramos. Cada caramelo pesa como
minimo 5 gramos. Representa graficamente el peso de la
caja conteniendo c caramelos.

A p=30c+5 B p>30c-5

®p25c+30 D p>5c-30
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*Graficando y = 5x + 30

P es el peso total de la caja: y

C es el nimero de caramelos: x

Indican qué significan los interceptos. (-6,0) ; (0,30)
Se responden las preguntas a partir del gréafico



¢Cuanto pesa la caja con seis caramelos? Minimo 60 gr
¢Cuanto pesa la caja con doce caramelos? Minimo 90 gr
Hacer mencidn que no es proporcional.

Grafica en el plano cartesiano, con vértices enteros, un
triangulo is6sceles.Calcular el area y su perimetro

‘* Graficando tridangulo isdsceles

Ejemplo de solucion

y<-2x+4y<2x+4d;y>-2

Perimetro  6+/5 +6 u.

Area 18 u?

Dindmica de trabajo

Se realiza en parejas o individual.

Emplean lapiz y papel, y computadora con graficador de
funciones GCalc-3 (Software libre, se trabaja en
Internet).

e  Se presentan por escrito los problemas propuestos.

e Los alumnos definen las variables a utilizar (indican
el significado en el problema).

e Plantean la inecuacion a utilizar o el sistema de
inecuaciones.

¢ Representan graficamente la solucién del problema.
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Responden oralmente a preguntas que implican
analisis de la gréfica.

Presentan por escrito la solucién del problema.

Ventajas del trabajo

Se priorizan las tres capacidades de la estructura
curricular:

a)

b)

c)

El razonamiento y la demostracion

Al analizar problemas y formular conjeturas.
Al representar sus conclusiones logicas.
Cuando evaluan relaciones de elementos.

La comunicacion matematica

Al aplicar expresiones algebraicas para las
inecuaciones.

Al discriminar, inferir, evaluar representaciones
gréaficas y expresiones simbdlicas.

Al representar resultados.

La resolucion de problemas

Valorar el proceso de solucion al igual que el
resultado.

Al formular problemas

Organizar datos

Elaborar estrategias de solucién

Conclusiones

Con esta metodologia se logra:
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Desarrollar competencias matematicas en el alumno
(el conocimiento matematico, la comunicacion, la
formulacion y resolucion de problemas)

Aprender una matemdtica partiendo de situaciones
de la vida real.

Utilizar eficazmente los recursos tecnoldgicos

Favorece el analisis y generalizacion de situaciones
ayudando a la toma de decisiones



e Familiariza al alumno con trabajo de ejercicios de
aplicacion, de razonamiento y transferencias a
diversos contextos

e Integra a la matematica en si misma con

aplicaciones de nUmeros y operaciones, algebra,
geometria, etc.)
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Elaboracién de materiales de
ensefanza usando LaTex

Rubén Agapito Ruiz
Pontificia Univesdidad Catolica del Pert

Resumen

Se da una pequefia comparacion de LaTeX con respecto a
otros editores, se sefialan sus ventajas, y se mencionan algunos
ejemplos en donde su aplicacion ha sido exitosa e
imprescindible no s6lo en Matematicas, sino en las ciencias e
ingenieria.

A lo largo de mis afios de formacién como estudiante de
Matematicas a nivel de bachillerato y doctorado ha sido
imprescindible para entender esta fascinante ciencia aprender
una notacion adecuada, usar los simbolos correctos y
expresar coherentemente los razonamientos matematicos.

La opcidn de presentar trabajos escritos a mano ha quedado
relegada a tareas de clase, resolucion de ejercicios en un
examen, o cualquier tipo de trabajo en donde la labor de un
editor no se aplique. En contraposicion, la elaboracion de
libros de matematicas, presentacion de reportes de
investigacion en revistas arbitradas de prestigio, elaboracion
de resimenes o mini-clases para proyectos de educacion a
distancia, y en general, cualquier tipo de trabajo en donde la
calidad de presentacion es uno de los requisitos primordiales,
ha de hacerse con ayuda de un software.

Es comun a nivel de colegio y bachillerato el uso de MS
Word y MS Powerpoint por parte de profesores y alumnos
cuando deciden presentar su trabajo con ayuda de la
computadora. En contraste, en el &mbito cientifico
universitario es el uso del lenguaje LaTeX (la-tek) el que
predomina en la elaboracion de libros y trabajos de
investigacion. LaTeX no es una opcién mas, sino que es
usado por su versatilidad, costo cero, disponibilidad en todos
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los sistemas operativos, generacion automatica de
bibliografia, indice, lista de contenidos y demas bondades
gue no pueden ser encontradas en editores de texto. Software
como MS Word, Openoffice Writer, Adobe Indesign, Adobe
Framemaker, por citar unos cuantos, adolecen de la vasta
lista de simbolos matematicos que posee LaTeX, y de la
incomparable forma en que LaTeX acomoda los simbolos
matematicos con el texto circundante.

Citemos ejemplos concretos del uso de LaTeX:

1. Elaboracion de textos matematicos de alta calidad en
formato electrénico e impreso. Con diversas opciones
como colores de fondo para destacar parrafos
importantes, inclusion de figuras en formato rasterizado
(jpeg, png, tiff) o formato vectorial (emf, wmf, ps, pdf),
creacion automatica de lista de contenidos, figuras,
tablas, y creacién automatica de indices y bibliografia.

2. Colaboracion a distancia de temas matematicos entre
profesores ubicados en distintos paises.

3. Tutoria a distancia entre profesores y alumnos.

4. Elaboracion de practicas y examenes usando la notacion
correcta. Aqui me refiero a evitar notaciones como poner
en negrita las letras N, Z, R, C, para denotar los
conjuntos de numeros naturales, enteros, reales y
complejos, respectivamente. En general se evita el uso de
la fuente en negrita o en italica para diferenciar simbolos
matematicos del texto circundante.

5. Elaboracién de reportes de investigacion, los cuales una vez
concluidos, se mandan a una revista arbitrada en formato
TeX. Muchas revistas internacionales de prestigio, solo
aceptan un reporte en formato LaTeX para que sea publicado.

6. Elaboracion de tesis de grado.
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Cabe sefalar que recientemente, he estado impartiendo
laboratorios de LaTeX a alumnos de la PUCP. En tan sélo
una sesion de laboratorio de una hora los alumnos lograron
redactar un pequefio articulo mateméatico mostrando todas sus
partes principales. Lo mas importante fue que se dieron
cuenta que una vez conocidas las partes basicas del
funcionamiento de LaTeX, ellos podian elaborar articulos
mas avanzados con ayuda de los manuales gratuitos que
abundan en la internet.

Por dltimo, ¢cuales son las desventajas de LaTeX? La
respuesta es subjetiva, y depende mucho si una persona esta
muy acostumbrada a ver los resultados en pantalla al instante
cuando digita un trabajo. LaTeX es un lenguaje que a primer
vistazo parece un lenguaje de programacion de aquellos que
usan los ingenieros informéaticos, y que necesita ser
compilado para poder apreciar el documento tal como
apareceria impreso en papel. Si bien muchas personas
critican esto, es justamente este paso de compilacion el que
da a LaTeX su poder de estructuracion (kerning, espaciado,
alineamiento, etc.) de simbolos matematicos con texto
circundante.
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Desarrollo de la idea intuitiva del
concepto de limite de una funcion
real

Luis Masgo Lara
Universidad Cat6lica Sedes Sapientiae

Resumen

La siguiente experiencia ha sido realizado con los alumnos
del curso de Analisis I, correspondiente al tercer ciclo de la
UCSS en las horas que préactica que estan designadas para
dicho curso; y que surge luego de haber llegado al
convencimiento de la poca efectividad de las propuestas
tradicionales para la ensefianza y aprendizaje del calculo en
general, lo que a su vez trae como consecuencia, la dificultad
de los alumnos para la adquisicion de los diferentes
conceptos matematicos. En esta experiencia se busca que los
alumnos introduzcan el concepto matemético limite de una
funcioén real, de una manera intuitiva, buscando a su vez,
caracterizar los factores que condicionan el proceso de
ensefianza y aprendizaje de dicho concepto, para que por
medio de él se puede formular una metodologia que permita
interiorizar el concepto y lograr asi, un aprendizaje
significativo. El trabajo tiene como sustento teérico lo
desarrollado por Godino Y Batanero (1994) en cuanto al
significado personal e institucional de los objetos
matematicos, la teoria de la transposicion didactica
desarrollado por Chevallard (1985), la teoria del
constructivismo, la heuristica, la resolucion de problemas; el
papel de los errores en la construccion del conocimiento, las
nuevas tecnologias y el trabajo colaborativo. Esta
experiencia, consiste en dos actividades de aprendizaje que
contienen situaciones problematicas para ser desarrolladas en
aula individualmente y grupalmente por los alumnos, que les
permitiran descubrir el concepto de limite de una funcion real
de una manera intuitiva, siendo ellos los verdaderos
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participes de su propio aprendizaje dejando al profesor en un
rol de guia y facilitador.

Problematica

Los profesores de matematicas de ensefianza superior
(universidad) al presentar el concepto de limites
generalmente siguen la forma tradicional y en otros casos al
buscar simplificar las dificultades del aprendizaje del
concepto, cometen errores que muchas veces son dificiles de
erradicar en los alumnos. Entre las principales dificultades de
aprendizaje que tienen los alumnos podemos mencionar:

a) Los alumnos ven el concepto de limite como una
barrera, llegar a un maximo valor

b) Los alumnos creen que el concepto de limites es una
simple sustitucion

) Los alumnos piensan que el signo = en el concepto de
limites es porque el limite es alcanzado.

d) Los alumnos realizan una mala lectura de gréaficas con
respecto al limite.

e) Los alumnos creen que las funciones discontinuas no
tienen limite.

Justificacién

El concepto de limites es uno de los primeros conceptos del
calculo que involucra procesos infinitos y que sirve de base
para otros conceptos como derivadas e Integrales, por lo tanto
los conflictos de aprendizaje en los alumnos se presentan
inmediatamente al inicio del Célculo, por lo tanto el aprender
el concepto de LIMITES es importante porque:

= Permite describir funciones con propiedades especificas,
como su comportamiento a determinados valores que se
le da a la variable independiente.

= Eslanocién fundamental del Célculo, ya que los limites
aparecen en la definicion de casi todos los conceptos
importantes del calculo, desde la continuidad, hasta las

414



derivadas, las integrales definidas, las sucesiones, las
series.

Es un tema que se encuentra en todos los silabo de
Analisis | de las universidades peruanas.

Forma parte del curriculo de la ensefianza del
bachillerato internacional.

Marco teérico

El marco tedrico que da soporte a mi trabajo esta basado en:

A) El significado personal e institucional se los objetos

B)

matematicos

En este trabajo trato de aplicar las nociones tedricas
desarrolladas en los articulos de Godino y Batanero
(1994; 1998a, en prensa) sobre el significado
institucional y personal de los objetos matematicos.
Godino y Batanero plantean una reflexién sobre la
naturaleza de los objetos matematicos, adoptandose un
punto de vista pragmatico en el que el significado de los
objetos matematicos depende del contexto en que se
usan, es asi que ellos han encontrado que la practica
realizada por las instituciones en el manejo de un
concepto determina el aprendizaje del mismo. Los
autores no reducen el significado de un objeto
matematico a su definicion, sino que ademas se debe
tener en cuenta las situaciones—problemas en las cuales
interviene como herramienta de resolucion y los medios
de expresidn correspondientes.

El Objeto Matemaético y la Teoria de la Trasposicion
Didéctica

La teoria de la transposicion didactica fue introducida
por Chevallard (1991), él introdujo el término para
referirse a los cambios que experimenta el conocimiento
matematico especializado; es decir, cuando este
conocimiento es adaptado para pasar a ser objeto de
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ensefianza por medio de un contenido curricular al
alcance de los aprendices. La nocién de transposicion
didactica puede interpretarse como proceso, ya que es
visto como el conjunto de transformaciones que
experimenta un conocimiento para que pueda ser
introducido en un sistema de ensefianza ¢ puede ser
interpretado como resultado, en donde la transposicion
didactica se refiere a las diferencias que podemos
observar entre un conocimiento matematico dentro de la
institucion matematica y este mismo conocimiento
dentro de una institucion educativa dada.

C) Lateoria Constructivista

Esta teoria parte de los estudios elaborados por Piaget y
se basa en que el conocimiento es una construccion que
realiza el individuo a partir de su experiencia previa y
mediante su interaccién con el medio circundante. Los
puntos centrales del constructivismo son las siguientes:

1.El aprendizaje es un proceso de construccion del
conocimiento (no es una copia o absorcién de la
realidad).

2.El aprendizaje depende del conocimiento previo (la
gente usa su conocimiento para construir nuevos
conocimientos).

3.El aprendizaje esta fuertemente influenciado por la
situacion en la que tiene lugar (qué aprendemos,
depende del contexto en que lo hacemos).

Las teorias del aprendizaje desarrolladas bajo la
influencia del psicologo soviético Lev Vygotsky

(1896-1934), conocidas como corrientes
socioculturales, agregan a estas tres puntos, una
cuarta:

4. EIl aprendizaje tiene lugar, primordialmente, en la
interaccion social.

A diferencia de la ensefianza tradicional la perspectiva
constructivista reivindica el papel activo del alumno y su
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D)

E)

responsabilidad en el aprendizaje, pero no despojando al
maestro de su papel central en este proceso. Si bien el
alumno construye su propio saber, el maestro tiene la
mision de guiarlo hacia el conocimiento socialmente
aceptado [el conocimiento cientifico], poniéndolo en
contacto con situaciones y problemas interesantes que le
permitan desarrollar distintos medios para elaborar los
conceptos cientificos.

La heuristica y la resolucion de problemas

La heuristica se identifica como el arte o la ciencia del
descubrimiento. En matematicas el pionero fue George
Poyla quien desarrollo una teoria heuristica para la
resolucién de problemas en matematicas y dar
descripciones detalladas de varios métodos heuristicos.
La investigacién educativa actual ha mostrado que las
llamadas situaciones problematicas, constituidas por
problemas no rutinarios, son capaces de movilizar los
conocimientos previos del estudiante y le resultan tan
atractivos que los considera un reto intelectual, por lo
tanto son importantes para el aprendizaje de las
matematicas. Estas situaciones probleméticas pone al
alumno a prueba sus saberes previos, establece sus
limites y alcances y elabora modificaciones encaminadas
hacia el aprendizaje del muevo concepto.

El trabajo colaborativo

El aprendizaje colaborativo se refiere a la actividad que
pequefios grupos desarrollan en clase, es asi como los
alumnos forman “pequefios equipos” después de haber
recibido instrucciones del profesor. Dentro de cada
equipo los estudiantes intercambian la informacion vy
trabajan una tarea hasta que todos sus miembros la han
entendido y terminado, aprendiendo a través de la
colaboracion. Este método logra un mejor resultado de
aprendizaje que el modelo tradicional pues recuerdan por
mas tiempo el tema desarrollado en clase. Ademas
desarrolla en los alumnos habilidades de razonamiento
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F)

G)
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superior al de la ensefianza tradicional, habilidades de
pensamiento critico y finalmente los alumnos se sienten
mas confiados y aceptados por ellos mismos y por los
demas.

El papel de los errores en la construcion del
conocimiento

Si aceptamos que el alumno trata siempre de aplicar sus
conocimientos  previos a nuevas  situaciones,
extendiéndolos, generalizandolos y modificAndolos
cuando sea necesario, tendremos que aceptar que estos
intentos pueden llevarlos por caminos infructuosos; el
resultado sera lo que tradicionalmente se conoce como
un “error”. Sin embargo, estos errores son justamente, el
medio para que el alumno confronte sus conocimientos,
los modifique y elabore nuevos conceptos que de
ninguna manera deben ser considerados como fracasos.
“Aprender de sus errores” es la maxima constructivista.

Uso de las nuevas tecnologias

Las nuevas tecnologias son mejor aprovechadas por
nifios y jovenes; computadoras, calculadoras y la
television,  pueden  convertirse en  "sustitutos
tecnoldgicos" de las relaciones personales por la forma
en que la familia evoluciona en este siglo XXI. No cabe
duda que la tecnologia ha acompafiado a la ensefianza
desde siempre, aunque no siempre coinciden en la en su
ritmo. Sin olvidar la escritura y los libros... en la
actualidad las herramientas novedosas son las
herramientas multimedia; estas bien utilizadas pueden
Ilamar la atencion de estos jovenes y nifios que ya estan
acostumbrados a relacionarse por estos medios y
proporcionar asi un medio para un mejor aprendizaje. En
el presente trabajo se hace uso del “sketchpad” , para
facilitar el aprendizaje del concepto de limite de una
funcidn.



Propuesta de intervencion didactica

Objetivos

o Mejorar la propuesta docente en la ensefianza aprendizaje
del concepto de Limites.

e Implementar como estrategia de aprendizaje el trabajo
colaborativo.

e Lograr un manejo adecuado del paquete “sketchpad” para
la ensefianza del concepto de Limites.

o Favorecer la motivacién del alumno hacia las matematicas.

Acciones

El aula cuenta con 40 alumnos por lo que se formaran 8
grupos de 5 alumnos cada uno. Se  programaron 2
actividades, la primera de ellas (ACTIVIDAD N° 1) tiene
como proposito reforzar los conocimientos previos
(FUNCIONES) por medio de un trabajo colaborativo (trabajo
en grupos). Los alumnos ya han recibido la clase de
funciones en los ciclos anteriores, por lo tanto esta actividad
es importante porque reactivarad los conocimientos con las
que llega el alumno al curso de ANALISIS I. En esta
actividad N°1, cada grupo recibira 3 ejercicios que buscan
revisar dos aspectos fundamentales de una funcion de
variable real que son: Dominio y Rango de una funcién real
y su gréafica. La idea es que los alumnos de cada grupo se
dividan el trabajo de manera que en base a sus saberes
previos puedan enfrentarse a la situacién problemética de los
ejercicios propuestos (los dos primeros ejercicios) para luego
exponer sus descubrimientos con el resto de alumnos del
grupo y confrontar sus ideas con los demas, teniendo al
profesor como guia y facilitador del aprendizaje. Luego el
grupo se enfrenta a una nueva situacion problematica (3er
ejercicio), en donde los conocimientos adquiridos
individualmente por los integrantes y sus conclusiones en
grupo les permitiran discutir, debatir, plantear y proponer una
solucién al nuevo problema, todo esto contara con la asesoria
permanente del profesor. Finalmente los alumnos deben
exponer al resto de comparieros haciendo uso de papelografos
que previamente el profesor les ha proporcionado. Esta
exposicién con la colaboracién del profesor se aclararan los
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puntos que sean necesarios. En esta lera actividad, hay dos
grupos que recibiran el mismo material, y tiene una duracion
aproximada de 1 hora académica. A continuacién doy una
muestra de lo que harian el grupo 1y 5.

ACTIVIDAD Nro 1

Grupoly5
1. Halle el dominio y rango de las siguientes funciones:
X+3
a) f(x)=2x*+3x-1 b f(x)= “_2
2. Haga el gréfico de las siguientes funciones:
a) f(x)=x—Jr1 b) f(x)=3/x-1+2

X
3. Haga el gréafico de la siguiente funcidn
2x—1, si —8<x<-2
f(x)=4x*—4,si—2<x<4 &indique sudominioy

x+3 ,si 4<x

rango

Con respecto a la segunda actividad (ACTIVIDAD Nro 2), en ella
se introduce la nocion del  concepto de limite de una funcién real.
Esta actividad también sera realizada en grupo, y esta vez se
formaran 10 grupos de 4 alumnos cada uno en donde cada grupo
tendra como reto analizar un problema diferente. Cada alumno
en su respectivo grupo debe enfrentarse a una situacion
problemética, tomando como base sus saberes previos, estos
seran apoyados por la participacion del docente en la guia del
mismo. Los alumnos exponen a sus comparieros de grupo sus
descubrimientos, que podrian estar errados o no y se confrontan
con los conocimientos de los demés. En este punto el grupo
contara con una herramienta que es un paguete matematico
llamado SKETCHPAD que les permitiré dilucidar ciertas dudas,
bésicamente en el comportamiento geométrico de las funciones.
Finalmente para comprobar el aprendizaje del concepto a todos
los grupos se les proporciona el ejercicio que dice PARA
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TODOS, de manera que en unos 10 a 15 minutos puedan dar
respuesta a las preguntas de dicho ejercicio. Para esta 2da
actividad hay dos grupos que recibiran el mismo material, tal
como se mostrara mas adelante. Esta segunda actividad tiene
una duracion aproximada de 3 horas académicas.

ACTIVIDAD Nro 2

16—x2
44X

GRUPO 1y 6: Dadala funcién: f(x)=

a) Determine su dominio y rango.

b) Complete el cuadro:

X f(x)

¢Ha encontrado usted dificultad para llenar el cuadro?, si
esasi, ¢A que crees que se deba?

c) El equivalente de f(x) es g(x) = 4-x, ¢Si? , ¢No?
¢Porque?

d) Si usted da valores a x cercanos a -4 , a que valor se
aproxima f(x)
Sugerencia: aproximese con valores cercanos a —4 por
la izquierda y derecha

e) De acuerdo a lo calculado anteriormente ¢Puede Usted
concluir en algo?

f) Realice su grafica
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g) Exprese con sus palabras que sucede con f (X) cuando
“X’” se acerca a -4.

PARA TODOS: Dada la siguiente gréafica de la funcion f
Y A

R E - P P N T o o o e - M

-9 6 5 I "
6 2 X
Determine:
a) Eldominioy rango de f
b) Complete la tabla siguiente:
Cuand_o X se Cuando x se
aproxima al aproxima al
Valor f(a) valor de @ Se valorde @ Se ¢Existe
de por la denota por la derecha denota | el limite
izqui ! enA?
a |z?(t)1(|)esrceia, por ft) e por a
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Conclusiones

En cuanto a la experiencia que he tenido como docente
(asesoria de practicas de Analisis 1) y basado en el desarrollo
de estas dos actividades descritas anteriormente, he podido
apreciar las diferentes concepciones que tienen los alumnos
con respecto al concepto de limites, muchas de ellas erroneas,
pero también que al culminarla se ha logrado de los alumnos
una respuesta satisfactoria en varios aspectos como:

¢ Que la mayoria de alumnos han aprendido el concepto de
limites de una funcion al presentarlos de una manera mas
intuitiva.

e Que la mayoria de los alumnos aprenden a trabajar
colaborativamente, respetando la opinion de sus demas
comparieros.

e Que la mayoria de los alumnos empiezan a desarrollar
capacidades de andlisis y sintesis.

e Que la mayoria de los alumnos empiezan a abordar los
problemas matematicos por medio de  diferentes
estrategias.

Por lo tanto este trabajo tiene como principal e intencion que
sirva a los docentes de Anélisis una alternativa de como
explicar o introducir el concepto de limites basado en un
aprendizaje donde el alumno sea participe de la construccion
de su propio conocimiento.

Recomendaciones

e Preparar guias de aprendizaje que relacionen el nuevo
concepto con los conocimientos previos del alumno.
(modelo constructivista)

¢ Que se realicen en aula trabajos colaborativos.

e Usar correctamente las nuevas tecnologias y en el
momento adecuado.
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e Apoyar la intuicion como medio de razonamiento y
reflexién del concepto.

e Tener conciencia de la importancia de los aspectos
afectivos y motivacionales.
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El uso de taps hexagonales para el
desarrollo del pensamiento logico

Ivan Rojas Marticorena
C.E.P. Salesiano “Santa Rosa” - Huancayo

Resumen

Los taps hexagonales son instrumentos de juegos muy
utilizados hoy en dia y son de preferencia en juegos grupales
de alumnos, en los recreos o juegos de amigos en el barrio.

El juego consiste en armar los taps hexagonales con nimeros
y usar los signos matematicos de las operaciones bésicas,
intermedias y avanzadas segun el nivel de que se encuentre.
El nifio debe tratar de formar ecuaciones (igualdades) en poco
tiempo con los taps hexagonales.

Los taps los hay circulares, hexagonales, triangulares en el
presente proyecto hemos elegido los hexagonales que se
adaptan mejor a nuestros intereses, y abarcar los &mbitos de
las matematicas ya que hay trabajos que no se dedican a los
niveles de transferencia y las dimensiones sociales.

En este sentido, la escuela, tiene como obligacion crear las
condiciones para el desarrollo del nifio. Y esas, se hallan
plasmadas cuando, la escuela selecciona el contenido de la
actividad (entendiendo como contenido las condiciones de
vida material) y la forma (la conciencia social), ejercitar y
practicar constantemente las acciones que el docente le
asigna para lograr su consolidacién, reforzar los aprendizajes
adquiridos, formar hébitos, cumplir las tareas asignadas,
desarrollar la educaciéon general de la comunidad y dar
nuevas exigencias a los alumnos, hasta que finalmente sepa
transformar su realidad. Pero nuestra escuela de hoy no
utilizan los juegos educativamente, ya sea en funcién a
mejorar el perfil del educando, en la clase, en el recreo, en
diversas asignaturas etc. y en una accion de transferencia, el
nifio pueda aplicarlo en su casa, en la calle.
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Objetivos de la actividad

=  Analiza los taps hexagonales y los caracteriza.

= Seleccionar el o los criterios de ordenamiento (I6gicos,
cronoldgicos, etc).

= Clasificar y ordenar estos rasgos.

= Determinar los objetivos de la observacion.

= QOperar y resuelve ejercicios mentalmente.

= Identificar las habilidades del pensamiento durante el juego.

Metodologia

Como método general se utilizard el Método Cientifico que
permitira la observacion y formulacion del problema de la
influencia de los taps hexagonales en el desarrollo del
pensamiento légico.

Luego de ello, ayudara a la construccion de la hipétesis como
respuesta a la interrogante de investigacion, la operacionalizacion
tedrica de las variables, la confrontacion y andlisis estadistico de
los resultados y la prueba de hipdtesis.

En todo este método también se aplicaran métodos l6gicos como
la induccion y la deduccién cuyo principio en el primero sera a
partir de observaciones aisladas y de la abstraccién cuando se trata
de la segunda.

Desarrollo de algunos ejemplos y analisis de resultados.
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Hailidades del pensamiento logico: Observar, Identificar,
clasificar, ordenar y generalizar

Ejercicios creados por los alumnos:

a. 75+3=25 f. 68-7=3x7+5x8
b. 89+9=99-1 g 27-2=18+7

c. 33+3=3+8 h. 54+6+3=4+2x4
d 47-4=11+12+4x5 i. 15+3=5x1

e. 4-13=-9 jo 49+7=42+6
Resultados

Cuadro resumen de las cantidades y porcentajes
obtenidos antes de la aplicacién de los taps hexagonales

GRUPO CONTROL GRUPO EXPERIMENTAL
APROBADOS | DESAP. APROBADOS DESAP.
X C % C|% X Cc % c %

12.03| 35 90 4 | 10 | 10.38 17 44 22 56

Fuente: Tabulacion de datos de prueba de entrada.

Los resultados obtenidos de los alumnos antes de la
evaluacion de los taps hexagonales obtuvieron un promedio
desaprobatorio del 56% con las notas que oscilan entre 07 —
10 siendo la moda los calificativos de 10.

En cuanto a los alumnos aprobados solo el 44% aprobaron
con calificativos de 11 y 13.

Estos resultados, al igual que el grupo control, reflejaron que
el desconocimiento de las ecuaciones. Sin embargo al resultar
la media aritmética mayor al del otro grupo, permitid
determinar a este grupo como control y al que obtuvo menor
resultado, se le eligié como grupo experimental.
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Cuadro resumen de las cantidades y porcentajes
obtenidos después de la aplicacién de los taps hexagonales

GRUPO

GRUPO CONTROL EXPERIMENTAL

APROBADOS DES. APROBADOS DES.

X Cc % C | % X Cc % C %

12.67| 39 100 0 | 0 [1444 | 39 100 0 0

Fuente: Tabulacién de datos de prueba de salida.

Al finalizar la aplicacion de los taps hexagonales, el grupo
control obtuvo una media aritmética de 12.67.

Mientras que el grupo experimental obtuvo una media
aritmética de 14.44, donde el 100% de alumnos aprobaron
con notas comprometidas entre 12 y 17.

Los logros obtenidos en las ecuaciones fueron satisfactorios
debido a la aprobacién de todos los alumnos. Este resultado
demuestra que los taps hexagonales han influido
significativamente en el desarrollo del pensamiento l6gico de
conocer que operaciones mentales se estan realizando al
momento de ponerlos en practica las habilidades de
(identificar, clasificar, ordenar, generalizar y observar).
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El globo aerostatico, un juego
tradicional como una excelente
estrategia para ensefar
matematicas

Roberto Antonio Salvador
Escuela Secundaria General para Trabajadores
“Cinco de febrero”, México

Resumen

La historia de un pueblo nos da la oportunidad de conocer las
bases sobre las que sustenta su forma de ser y de actuar,
conocer la historia, estudiarla, analizarla y entenderla para
darle utilidad al presente, es un recurso que no debemos dejar
a un lado en el terreno educativo.

El arraigo y respeto que las personas tienen por sus
tradiciones y costumbres, son elementos importantisimos que
el proyecto educativo de cualquier pais no puede soslayar,
dado que en él, podemos basar las propuestas metodoldgicas
tendientes a elevar la calidad de la educacién de nuestros
pueblos.

La cultura ancestral de nuestros pueblos tiene el aval de las
generaciones por las que ha pasado, generaciones que por
afios han puesto en préctica tradiciones y costumbres con
ensefianzas de toda indole para sus semejantes.

Retomando de estas tradiciones y costumbres las actividades
especificas de juegos recreativos, la presente ponencia lleva
como objetivo destacar las grandes posibilidades que
tenemos los docentes y personas cercanas al ambito
educativo de utilizar como un recurso didactico incomparable
las diversas expresiones culturales ludicas de nuestros
antepasados.
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La importancia de retomar las actividades ltdicas recae en que el
ser humano por naturaleza tiene por ellas un gusto innato lo cual
nos permite lograr el conocimiento en nuestros alumnos a través
de actividades de su interés y cuya efectividad esta comprobada
por el mejor de los jueces, el tiempo.

En México la cantidad de juegos tradicionales son muchos y
muy diversos estos dependen de las regiones en las que se
asientan los diferentes grupos étnicos que conforman el
mosaico cultural de mi pais.

El presente trabajo pone a consideracion la propuesta de utilizar
uno de los tantos juegos tradicionales de México: “El globo
aerostatico”.

Pertinencia del tema abordado

La oportunidad que he tenido de poner en préctica la
utilizacion del globo aerostatico como un recurso didactico
en las clases de matematicas, me permite expresar las
siguientes afirmaciones:

a) El aprendizaje de los contenidos del programa de
matematicas adquiere una perspectiva diferente al
trabajarse con interés, por lo que su comprension es un
aprendizaje solido y significativo.

b) Los contenidos de otras materias se pueden correlacionar
con los de matematicas al realizar estas actividades.

¢) Posibilita realizar un trabajo en equipo, lo que permite la
socializacion del conocimiento y por consecuencia la
reafirmacion del mismo.

d) Despierta el interés en los alumnos, lo que es suficiente
para que trabajen con entusiasmo y compromiso.

e) Desarrolla la creatividad del alumno al pensar en las
formas, colores, dimensiones, etc., con las cuales
elaborara su trabajo.

f) Fomenta la puesta en préctica de los valores universales
0 propios de la cultura en la que se desenvuelven.
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g) Permite valorar las tradiciones y costumbres de nuestros
pueblos y paises al resaltar de ellas las ensefianzas que
nos trasmiten.

Todas estas aseveraciones se refuerzan con la importancia de
lograr un objetivo ambicioso y anhelado, despertar en
nuestros alumnos el gusto y amor por las matematicas, como
primer paso para posteriormente alcanzar el interés
académico por esta materia, lo que nos traeria como
consecuencia elevar el nivel de aprovechamiento de los
alumnos de nuestro pais.

Marco teérico

El presente trabajo se fundamenta en las aportaciones de
Vigotsky, dado que considera el aprendizaje como uno de los
mecanismos fundamentales del desarrollo y que su modelo de
aprendizaje considera que el contexto ocupa un lugar central por
la importancia que tiene la interaccién social como el motor del
desarrollo, sobre todo por la importancia de dos aspectos: El
contexto social y la capacidad de imitacién.

Vigotsky también plantea la funcién que cumplen los
procesos de ensefianza en el desarrollo intelectual a través del
concepto de Zona de desrrollo préximo, que es la distancia
existente entre el nivel real de desarrollo, determinado por la
capacidad de resolver independientemente un problema vy el
nivel de desarrollo potencial, determinado a través de la
resolucion de un problema bajo la guia de un adulto o en
colaboracidn con otro compafiero mas capaz.

El docente debe comprender que al emplear métodos
participativos, es frecuente que se parta de las propias
experiencias de los actores del proceso, para abordar la teoria e ir
de ésta a la practica, logrando asi un aprendizaje mas
significativo. Ademas, dichos métodos y técnicas no pretenden
la aceptacion acritica de la palabra del docente, sino que
estimulan la busqueda de la verdad a través del trabajo conjunto
de indagacion y reflexién, aproximando la ensefianza a la
investigacion cientifica, a la actividad productiva y social,
brindando una mayor solidez a los conocimientos adquiridos.
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El hombre no es un ser cuyas reacciones responden directamente
a estimulos del medio, sino que, a través de su actividad se pone
en contacto con los objetos y fenémenos de la realidad
circundante, actia sobre ellos, modificandolos vy
transformandose a si mismo. Asi aprende el alumno en la clase
de matematicas.

Anadlisis de resultados

Con los resultados obtenidos de la evaluacion diagnostica, se
procedié a realizar las actividades que constituyen el
proyecto, las tendientes a la elaboracion del globo
aerostatico, para despues volver a aplicar el mismo
instrumento y hacer los comparativos de los resultados
arrojados, llegando a las siguientes conclusiones en cada uno
de los contenidos considerados en la evaluacion:

CONTENIE\(/)APLRU(?A%%AMATICO ANTES | DESPUES
Identificacion del triangulo isésceles 54 % 96 %
Clas!flcaC|on de los triangulos por la 19 % 69 %
medida de sus lados

Clas_lflcamon dg los tridngulos por la 4% 42 %
medida de sus angulos

Definicion de los angulos adyacentes 0% 62 %
Definicion de las figuras geométricas 0% 92 %
congruentes

Trazo de un triangulo isdsceles 69 % 98 %
Trazo de un trapecio isdsceles 59 % 96 %
Trazo de un circulo 54 % 87 %
Expresar la tercera ley de Newton 0% 54 %
Expllc’.au'r por qué se eleva el globo 46 % 88 %
aerostatico

Definicion de Tradicién y Costumbre 69 % 96 %
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Con los resultados obtenidos en la segunda aplicacion del
instrumento, podemos con certeza concluir que la realizacion
de esta actividad, nos lleva a mejorar el aprendizaje de los
contenidos de matematicas
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Un entorno informatico para la
ensefanza de areas de poligonos

Marisel Beteta Salas
Colegio Peruano Britanico

Resumen

La experiencia se desarrolld con alumnos del segundo afio
del Colegio Peruano Britanico, esta consistio en abordar el
tema de areas de Poligonos a través de un proyecto
individual cuyo objetivo era que el alumno determine el area
total que ocupa el colegio utilizando sus conocimientos
acerca de areas de poligonos, haciendo un uso adecuado de
los medios informaticos como el google earth y el software
Cabri. El proyecto se dividio en las siguientes etapas:

Descripcion de la experiencia

a)

b)

c)

Busqueda de la informacién

Los alumnos debian informarse acerca de términos
elementales que utilizarian en el desarrollo del proyecto,
tales como nocion de area, perimetro, trabajar en escala,
como determinar el &rea de poligonos regulares e
irregulares. Toda esta informacidon sustenta el proyecto.

Trabajo con el Google Earth (Laboratorio de Computo)

Los alumnos ingresaron al laboratorio del cémputo y a
través del goofle earth obtuvieron una foto del colegio
vista desde aire; gracias a este programa determinan el
perimetro del colegio en metros y realizaron una
impresion de esta vista.

Trabajo en el aula

Primera parte: Cada alumno copié la imagen del
perimetro del colegio en una hoja cuadriculada (puede
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d)

€)
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ser milimetrada), segmentaron el plano del colegio en
poligonos cuyas areas podrian ser determinadas a través
de las formulas de areas conocidas, en este caso se optd
por triangulos, rectangulos y trapecios. Acudieron
nuevamente al google earth para completar las medidas
que necesitaban para determinar el area de cada uno de
estos poligonos.

Segunda parte: Calcularon el area total con los poligonos
que habian trazado e iniciaron una reflexién entorno a
los resultados que obtuvieron.

Trabajo con el CABRI (Laboratorio de Computo)

Ingresaron al programa CABRI cuyo entorno ya les era
conocido y procedieron a trazar el plano del colegio,
utilizando las medidas que google earth les habia
ofrecido en los lados que determinan el perimetro del
colegio, pueden trabajar en la escala que deseen.

Una vez terminado el poligono que da origen al colegio
procedieron a determinar el area de manera muy sencilla.
Compararon el resultado que arroja Cabri con los
obtenidos por ellos y se realizd una reflexion entorno a
ello donde algunos procedieron a realizar nuevamente el
dibujo siendo mas precisos en las medidas.

Luego de pasar por estas etapas otorgue a los alumnos la
medida oficial que tiene el colegio y para sorpresa de
muchos sus resultados no estaban nada lejos de esta
medida, algunos mostraban una diferencia minima,
comprobando que los métodos que ellos utilizaron
estaban siendo (tiles y correctos.

Elaboracién del Informe del Proyecto

Al finalizar las diversas etapas del proyecto, los alumnos
elaboraron por escrito sus informes con las siguientes
partes: Introduccién, Desarrollo del proyecto (donde
colocaron la informacién que recabaron en la primera



parte y los planos que utilizaron para su trabajo con sus
respectivos calculos), conclusiones y bibliografia.

Pertinencia del tema abordado

El proyecto “Un Entorno Informético para la ensefianza de
areas de poligonos”, cumple con las caracteristicas que
proponen los esposos Van Hiele para la ensefianza de la
geometria, ya que invita al alumno a pasar por los dos
primeros niveles de razonamiento que son: el de
visualizacién o reconocimiento y el nivel de analisis, para
mas adelante trabajar en otras actividades con los demas
niveles de razonamiento.

El tema de areas de poligonos resulté pertinente con el buen
uso de las herramientas informaticas que los alumnos
contaban, ademas reforz6 de manera significativa los

conocimientos que estos tenian acerca de areas, ya que dicho
tema se trabaj6 en la primaria.

Marco teérico

El trabajo se baso en la Teoria de Van Hiele para la
ensefianza de la geometria, y reforzé los dos primeros niveles
de razonamiento de los cinco que propone esta teoria:

NIVEL 0: Visualizacién o reconocimiento

NIVEL 1: Andlisis

NIVEL 2: Ordenacion o clasificacion

NIVEL 3: Deduccion formal

NIVEL 4: Rigor
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Para el desarrollo de la actividad se considero las fases de
aprendizaje que propone esta teoria en el desarrollo de una
secuencia didactica, estos son los periodos por los que se
tienen que pasar en cada uno de los niveles para alcanzar el
siguiente.

¢ Informacion. Que se refiere a informar a los estudiantes
del tema que se estudiara.

e Orientacion dirigida. Que se refiere a la investigacion,
busqueda, etcétera, de conocimientos principalmente por
parte de los alumnos. En esta fase se construye la red
mental que permitira relacionar los conocimientos
posteriormente.

e Explicitacion. Que se refiere a la presentacion vy
comparacion de datos y conocimientos obtenidos entre el
grupo. En este punto es importante que existan puntos de
vista diferentes, y quizd divergentes, dentro del
alumnado, ya que esto dara una mayor riqueza al mismo
grupo y, al mismo tiempo, haré que el estudiante analice
sus ideas, las ordene y las exprese con claridad.

e Orientacién libre. Que se refiere principalmente a la
aplicacion de los conocimientos adquiridos en las fases
anteriores y su interrelacion y aplicacién junto con otros
conocimientos ya adquiridos.

e Integracion. Esta fase se refiere a la acumulacion,
integracion y comparacién de conocimientos que se han
adquirido, tratando de tomar conciencia en el uso de
elementos implicitos de éstos.
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Desarrollo de algunos ejemplos

FASES

EJEMPLO DE ACTIVIDADES
REALIZADAS

INFORMACION

Comenzamos con recoger datos a partir
de la pregunta ¢ De que tamafio sera el
colegio? ¢ Cuantos metros cuadrados
conforman el colegio? Luego de discutir
nimeros, los alumnos reciben en el aula
las orientaciones entorno al trabajo

ORIENTACION
DIRIGIDA

Desarrollan la primera y segunda parte
del proyecto recurriendo al buen uso de
las herramientas informéticas.

EXPLICITACION

Trabajamos en el aula la tercera parte del
proyecto, en este momento es importante
el analisis de los primeros resultados que
van obteniendo. Preguntamos otra vez:

¢ Cuantos metros cuadrados conforman el
colegio?

Trabajan en el Laboratorio de Computo
la cuarta parte del proyecto aplicando sus

EIRBIEEITACION conocimientos acerca de areas para
determinar gracias al CABRI el area del
colegio. Comparan resultados.
Reflexionan y elaboran sus conclusiones

INTEGRACION entorno al desarrollo de todas las fases

del proyecto y las presentan por escrito
junto al informe final del proyecto.
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Andlisis de resultados

Los alumnos aprendieron de manera significativa el tema de
areas de poligonos, haciendo un uso inmediato de las
nociones que iban adquiriendo y reforzando. El nivel de
analisis propuesto en la teoria de Van Hiele se trabajo
intensamente y permitio a los estudiantes ahondar en lo que
significa analizar para cuestionar resultados. La utilidad de
los recursos informaticos fue valorada y apreciada por los
alumnos, disfrutando del trabajo en todo momento,
manteniendo la motivacién en el desarrollo del proyecto.

Los resultados en las evaluaciones acerca de este tema fue
optimo, utilizdndose en adelante para trabajar perimetros y
areas con el algebra, donde los alumnos no mostraron
dificultades al aplicar estas nociones.
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